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MILORAD B.BERTOLINO
IBZISTESCIJA ASINPYOPSKIH BRESERJA JEDEX KLQSI hI’tﬁllOlJlLlIl J!ﬁilﬂlll
-doktorsks diccrtacl:a-

PREDGOVCR

Povetkom 1956 g. na aavot dr.Borivoja na;ijtkng,pog;o sax as proacavn—
njem ,;pliginnva zetode pridlisne integrsoi je g&rcronctjalaxh Jedana8ina.
nesultati cvog préucavanja d§tx su u tri manja clanka,stempans u - yOSAlku
prudtva astulatioara i ti:iaara WRS*.Prvi &lanak « geke tankcioaaln' neje-
dnakosti Jdobi jene primenca clpllgtath netode & upcredjivanje ss reszultati-
ma Mibaile Petroviéas 2] informativan je,pri Semu ssdril nekcliko prostih
prticra.ﬁd njih trebs podvuci ssmo primer Blkatijeve Jednacine as stir.yl u
kome Jje, ma jodnom ocaredjenon sauatku ,prikesans(insce teoriaki céigledna)
moguénost primene apligincve metode u utvrdjiveanju egsistencije ausimptotsk)
ogranidenih rchasc(n ovoRm prlaoru,kao ie oclox tlanku,potkrale se nekolliko
atanparskih srcian). &lsaask * rroeodct a0 1 onoadrauant des sclutions des

*uatlaao dit:or.ntlullqn'fgﬁ sadrii Jednu moaifikaoci ju dokasza osnovaog
Gaplisinsvag tvrdjenja s nenomogenu linearnu Joaaaﬁinn arugog reds(rad saop-
oten na wed junurodnon simposl Jusu s+ aifereaci jslmas jeanudine,Becgrad,decea -
bar 1957 godine). y Slanku * Pilmedba u vesl sa jedaim ¢lanzos Mihaila Petro-
vica"| 4] pckezujle se 2s¥in necposrednog korlidenjs Capliginove tecreme sa Jed-
nadine prvog ceda pri tretiranju nomcgene linearne jJednmaline dragcg r:de,pr|
Sema se dobijs da su "okvirne krive® u jednos resultatu Mihail: Pe.roviéa u
stvari Qapliginove krive.

Pod rukovodstves profesors Dr. Pailje Pejovida posvellc saz se,1958
godine,proulavsnju asiaptoteki ogranidenih reieuja diferencijslaihn Joinauind
(oristoéi Capliginovu metodu,svoje prve resultate islo2io sam u radu * PHEG -
xxnts SUR LE OCHPCRTEMEHNT ASIMPTCTOQUE DES SOLUTIUNS DE CERTALEUS zQUATlO:S
3L?FEBZI?£ELL23‘[}] Kratak prikaz ovog rada 1:101&0 sam na 111 yongresu
natulatiéara.tiaiéara i asromoma FERJ 20 septembra 1360 goline,a cetaljnije
sam rad sacpltic na sestanku Drugtvn setematilara, fisitara { sstrinonalBS
11 cktcdrs 1350 godine.pad je prialjen 3a Htazpu u ® Vesniku irustva satema—
tiZara i flzidera NBS".Pre saopstemja njega su proditali prof.Dr.Tadija ped
vié,prcf.Dr.Giovanni Sansone(Pirenca),prof.Dr.Borivoje Raﬁajoki i1 acj kolegy
ssistent Dufan Adasovié. |

Skoleku 196y/61 provec sam ns usavriavanju pri Katedrli mutematidke
enalize Jagelonskog Universitets u Krakowvu,pod rukovodstvos prof. Dr.padendd
Veievekog 1 prof. pr.Jaceka Sarskeg.U radu "Egsistencijs amimptotskih res
deaja jedne klase diferencijalnih Jjeinalina ucpitio sam evcje, ranijo resul”
tite,koristeél opitu teoriju difersnoi jalnih nejedaakosti(specijulnc resul~
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tate kraxovske ikoley 1 topoloika metodu Br.Valevskbg.psd su pregledali pr.
Paden’ Vaievsii ,Dr.Jscek Sarski i docent Dr.zdjislav Opjal.

goristim ovu priliku da se srdsino sehvalis svia pomenutiz pro-
fesorims 1 kolegame 93 kojims ssa ss komsultovao u vesi sa svojis rsdox,

el m 0 ) Genteli

wllorad M. pertolinc,asistent
prircdno-natematidkog fakulteta
u Becgradu

§1 . UvoD

U ovea radu biée rell o diferencijalniz jednalinama prvog reda

[
3= 300Y)
odn, sistesina { (= ‘11._.}%

(2) Yy =5i )

Pod ninptotsn ogrsnifenin resenjen jednasine(l) podrasumevamo
takvo njenc relenje Y= 4(X) sa koje postoje reslan broj Xo 1 positivan
broj M takvi ea Je \yoojsUl sa Ko SXEHY pod asimptotski cgranilenim
resenjen sistors jednaliine () anslogno podrasumevamc takvo ajeguve refenje
4i79:(X) sa kcje postoje realan broj Xo 1 posbtivam broj M takvi da jJe
Yoo)c M sa XX Spoo 4 (54, M Isras ®asimptotska reienjasupctrebljen
u neslova ima lstc snatenje kao “sslmptotski ogranilena resenja,l bdicée poae-
kad upotrebljen kso kraéi i uobilajen,iako manje precisan.

Specijelno ée u redu bitl tretirane jednaéine oblika

(3 4= ‘()(K)/EL%+ Y y)

( 7' prirodsa broj),odn. sisteai \3 i) ‘\"WO‘ g2

() 22 Q,0)2 +%o<em?)
( "M prircinmt bmjwi),mm.sh:,uixé q)(ﬂj LT Yy 2y 1)
Ls) %ér Y, &‘2 ﬂ”} (t g G2y 24 51', ,’:

( ”‘/‘2//”\/()‘e prirodni hrojcv!..a fuaket je kejc rigurwn ns-desnim siranams
Jednadina (3)/(‘1/ (5 ispunjavaju cdredjens uslove)w

U sledeces parcgrafu ée biti objm‘snjm kako se dolic bsl do o -
vih oblika.yy nokiu sludajevima se za roaan}a prctpcttavlja Jedinstvenost
A unekis na,sto ¢e 82 uvek naglasiti & obrauoaiti..gada san srimenjivae
komparativne jedinaline osnovaa idejs koju sam aprovedic(izloiimec je, jJedno-
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stavnosti radl  za jedna Jedna\éinu prvog rada),sasujala se u sledelen,
wita jo Jednatina |

y /‘;} :5'()(;? )

tije reseaje ”j"‘j(fn)} m(x”):‘jo] ispitujeso u pogledu ssimptuteke oxranilencass)

gna se da jeY(0)<Y¥<Y,()xa X3 Xo gde su, &),jz(xa[jcé)(o)jﬁnémja respektivao

Jednadina

11554("/‘3)" Y=4200Y)

za koja J. assizptotska ogranilenost utvrdjena.lz tcgs se lako zekljVéuje da
Je ﬁj’—"é(x) asiaptotsko ragenjc,atu 84 8va reienjs ¢ kojima je re¢ jJedinstve-
na.Problen je,ickle,u nalazenju takvih komparativalh jednalina

Y= 51 x9); § 25200y
( 2a datu jednalinu \3/%&(7‘,2} )elija Je kvaritativha integrucija Jjednostav-

nliao

v
98,0JA RABLJA ISTRAZIVANJA

U saopitenju ™ Sur le comportement as;mptotique des suluticas de cer -
4 p—
tainss Q.w:aticns differentielles™ (111 yongres) 1 u saopftenju[éj na prustvy
matematicara,fislcariy 1 astronora NES tretirsc sam Jednaéine obllika

(6) Y'= ﬁﬁ?(cx)g”ﬁ—w Cg)
odn. najjedncstavniji obiik
@) Y=oy’ TYoy)

( M prircdsa orcj).Keo 3to ce se kasnije videti,uz onakve jretpost vke o

tunkei jama { (X) 1 Wy kakve su usvojene u tom kao 1 u ovom rudu i aije ditno
obuhvatati ve’l broj &lanova zbira g“chx)gl sJer ¢lan W,J'A:»"‘d/% igra odiulu-
Juéu ulogu.Postavlja se pltange zaét‘cfait izabrane Jedanaline ba% ¢vog oblika.

profescr PeJoﬁé(kac 1 vec¢ine ostallh autoray proutavac Jje Jjedna -
éinu obliika

(3) «z{‘= Plcyy+Wixy)

Upctrebl java jucl wetoau sukcesivnih aproksimaclija,on Je koristio rezultate
dosl jene za lineurnu jedmginu(otuda Je &lan q’(m)"g gde Jc*&ﬁ?«ﬁﬂfod oitncg
netaja).Koristedi umesto sukcesivanib aproksimaclja osnovau Xapliginovu teo-
remu ¢ diferencijaloim nejednvkostima,ja sam posmstrao Jjednadline

4= 4eng + Youy)
g/;&?(ac)yh Yoy
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&l je 8u s¢ kumparativne Jjednaline mogle lako proutaveti.Qve saa &ialo
1apitu3néi ulogn linearnosti Zlana ‘f CQC)A-} % napred spomenutia radovima,
Videvii rezaltite za jodméine sa ‘32 1#3 prof.gejovié je prediciic da ihb
wopiutim za siuis] ’VA 4to sar 1 ulinig.
U sluiaju,dakle, jelmaline

(9) Y= %(I)Aan-r Wony)
gL A e du ik Jedunossdes

dobijeni su rezultsti bitmo raslifiti 2ams2K,(IGAL- )1 sams2k (=0 4id) €9
Je bile,sa (2%o20 neprexiins,sadovoljavsjuci jedam od uslova

(a) C, £90x) £ CZ ( CnCe su konstante takve e je
(v) Ui Qe = +0 )
X oo
(o) Livu (‘(('X)'—' -
X+
(dy Lo JC1= 420
>(")+oq
(oy Liw Y(x)= -9
X~ +0

Sto oe tide funkeije (/(11Y}) ,ons je bila neprekidns u 3itsvej ravai
X0Y  ssadovoljavajuél Lipéiocv uslov

[Yo ) -Wery ) € X IY-y

u 8vakcd . cgram denco] oblastl rawvat )(O:[ «08im toga, W(X)g) J¢ 2:d4CVe -
ljavila jJadsun ¢d usiova

DLW < YY) < M |
(o) g < Yoy <-ut (W, M >0)

-N < 'W(x,g) < M

111 jedan ¢d uslova

0 < A 1yl< Yooy< Myl
() YF0 - wiylg Yougie-My)

- Wiyl <Y y) < My

L Y, 0)<0

Primenjivanz Je oaanvna'éspliginava teorema ¢ diferencijainia nejednuxostimd
kola glasi,



SFORENA Aye

Beka #u,ua oblasti (U ravat X0 m°13'§4(xl%))&(’(I%)ISZ(X]J)
neprekidne i zadoveljav-ju upsioov uslov

, ( npr | 50) S0l LY ' ) |
nka CM(XO,\éo) tatka koja pripsda obisati OJ Y \é,‘(x),‘a(x)\‘jz(X)
refienja respektivac Jjednalina

=5, 00 ) M =5009) 1 Y > %, (0Y)
xoja prolaze krcs M ,pri éema jequ w0
31 (1Y) £ *50‘\{))4 $200 Y )
Psda jogu (U .38 XL >Ao
Yy (1) < H () £ Y ()

nlm cve teorsme sveo sam proulavanje jedmaline GL) na preucava;
njle Jeaméim prosti jih sa gleaista kvailtativae integracije.U slutaju hipo-—
tesa (lO) sprcbien Je svcam na jeasaadinu obiike

() 4=twy™ K ((=const)

(“"seneralisans aitatijcva'),a a sxuéajn hipotesa (H) ns jodnaclnu
(13) Y=Yy T Ky
( pernutlijeva,.
* Uckvirsvaju se "refeaja posaatrane 3cdnae1no redenjiga &sjorsatne
#gornje® 1 "miancrauntne “donje» jeanadine u ssisiu Sapligincve teoreme.ake sC
konstatuje 4» su riﬁun;a xomparativae Jednadine majorantne ka¢ 1 minoranta€
asiaptotsxt agrwniéana,aobija 89 isti zatxjiéax i =& possatranu Jednalinu,
Kvalitstivan iategraci ju komparativaib Jednalina vrasic sas airektapm
metodon,ilnepirisan radom Mihstla petrovidéa " ¢ ssimtotnia vredncetian iate-
~grala dirorencijalnlh Jjednalina prveg reaa" 1595[353 .U ovoa radu Petrovic
tretirs ssiaptotaka ra%cnga epste Rikatlijeve je&naeznc.v pured iazvesnih gre-—
aaka rea Je lep primer apretmog koriiéen)a eleaentarnib &injaanica sa sto pro-
-olsntje cpirivanje toka integralanik krivih. pad je jos jedaa primer da petrp-
videyi rezultati 1 danas mogu aauixti kao kourisna 1aspirecijea.
otSilkujuct, u siuéaju (4/\), ‘3 <0 1 ‘j 70 Jusi®ajuct u ob-
sir sve koabinsolje hipotess uw oanveu ns 4 (X), L()()(llé) i N, 16bl Jia
2o 106 ragnil axuxajvva,pri bunu Je egzistencijn aaxnptotskmh reuenJa konst -
tovana a H0e.vPndac jJe u ocl unpate usev veliki bro} ILGQ&JCV&,ﬁtO Je sugerird -
1o neku konciszniju 1 cbun®atnl ju fcrn;iaci;g{aa& ¢eo u xk:saljla guvsgrafime

pitl date ovgs sTilikom,



Had. iiustrsacije vrste dobijenih rezultata citiram ovie et jed-
nestsvalh tecreau. U reda [" tzloeni su svi resultsti.Ubuduce ¢e teore-
me Araglh suters bitl cznalavane 3a ﬁ y @cji raniji rezultatl sz 81'

1 teureme k. 3¢ 3¢ prvl pue¢ pojavljuju u ovom ralu sa ( o

TEGREMA B,

Poi uslovias '
N=2k, (K42 ) G QoG (G <0,
0w < Wiry)e M
(83 cstaliu opotiz hipotesama o L((OC) \V(Xt‘j)n velenis r&nija), Jednadina

U‘)im Jeliny klasu =usimptotakih re.nnja (sve czitivans ref aMmjs 1 reienia
ko ju prolaze krcz tatke ose 3,0 Y.

TECHESA B,

B

Pcd uslicviaa
=24, (k=014 ) ) (4 € Qoe ) (G <0

1 2k Je lspunjen jedan od usiovs (_\O) vy 5v& su reienjs amziamptotuki cgrani-

dens,

TEOXEMA 33

Poit Lsnicviza

=LK, (K2 ) ) Ca S 900 G GG <0
F0L Wy) < WOY) CMIY] i @00)=0

8VYL S0 re-eng- usimpltotsks, pri Z2easu pozitivas ne tefe, ¢ nejativaa teie nu-
ii.

TEOKERXA B 1|
AR TN NSRS .

Poli usicvizma

Xﬁ»wo

DL N Yxy)cM
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v v -
Bve pozitivns recenjas L sva resenjs kojs prolaze krog talke oae g’-O;
ssimptotaoks su cgrenilena. Sta vile, ts resenjs teze null sa X+

TEUHEEA B g

e

Pod uslivinms |
meak, (Kealye-)y G eqoue el GG <0y

Y20 Mgl Wiy <Myl Wix 070

8v: su positivor recenja asisptotaks 1 ne teze null i postolli Jjednu klasa
negatimih aslugtotekin retenjs kojs teze null.

U parugrafu u kome budesc interpretirsli ove resultste ss gladides
wetode retrakeije videdeso ds prinoipljelno razlidite okoluosti usicvijavs~
Ju egzistcnatju redeajs keje tels nuli u sludfsju, s Jedne stirine, tecroeas
g}, 55. 1 & druge strane tepreme BH‘

¥ cvii ocvia rezulisiima Jjodinstvenost redenje omogulsvuals je direkt-
nu kvalitativou integraciiv kompnrstivolh jednelina, sbog keojJin _e biim
yréﬁbestav}jﬁae (Cepliginova teorema, kao Atc Gemo videti u sledeila parag-
razfima, vi:l i pod cpatijla aaloviﬁa), Betoda retrakclje takcijs Je aetoda
dirsktoe kvilitativae inteiracije pusmatrane jodnzdime (jeiinstveacst reve-
njs zastupljeie Jo 4 kod aje). U sludajeviss koji ¢e biti pesecno lztaknuti
ug koeriicesje opstijibh nelelinakosti, nele se pret%ostavzjati Jasinstvencst
84 posastruuu jednalinu, all ée se za kompsrativne yrci@oatavzj¢zi i tads,

Vileli sxc d8 2u U uprave asvedenos raiu Cepliginove diferuncijalne
ne jeinakostl Cavguilie povellinoc formirenje keampsrativalh jeansiimn., Stoga
ée s¢ u siledefes puragrafu detal)no 1glositi eve i ¢ drugiz diferensijalnim
nejednskeastimg k.oJje de kasnije oitl kurlsdens,

..§. 3 WEKE DLFENENGLIALNE WEJEDRAK.STI

R B S BapESh e TN e

J lelu [83 E. Kackea nsvodl se opatidl wid Gspligincve teore-
me s obidne Jifarencijalne jednsdSine prveg reds, bes navodjeajs liens suto-
ra, Bez cobzirs ns pricritet u vezi ss usncvnos tecremom, trebs n=iciito pod”
vadél 1a j# gluvni zosésj] Gapliginove metode pribliine integracije u nadimm
nz kcjJi se, u: poznavanje prvog para ckviraih krivih doblja vecma urso kon-
vergirajudi nls slededih parcva. fapliglnu pripada 1 odgovurajuél atav sma
Jedng®ina YV -tog reds {(pitanje intervala vaienj)s ostalo J& u opitem sla-
tuju otvursas, sor 3 jednalinu prvog 1 linesrnu drugog redz).Capliginova
zeteds nasls Je osrejne 1 plodne jrizene u reznia konturnis probleaiza, te



integralais i percijelnis jelnalinama, Za ovaj rad ona j@ izals saalaja uto-~
like i{t(} Je nujregularniji sluls} osncvne teoreae bio prvi Xoil kige 8as uvi-
de¢ prektisna u\ib“ﬁﬁﬁﬂt kcrisdenja :ilferenci;alnin najednakcat]l te vrste u
dcmanu iamtivenja asinptotana rmmnaa. Uopata vide o Cupligiaovoe] metodi

videti'u rvicvies [2] [ﬂ [‘1] DO} U’f] [421 L3531 [5¢] .

U aslulfisteio nwcdi se siededa op-ti)e teoremas

TEUREdA Ay
Hea> -u tuakci:ef‘o"v‘a\,ﬂb(v‘(j)hfmiaazw i reprexidue u eblz;sttéfxig)
i (&) 60,3)430,?)

Bakx+ cu “((JC),LVO() dvs integrala jeanadinu
4's $ong) i W= gOaY) s pod vedm K 3) £ ¥ E)

Tagw Je

(p) Y(1)$ YY)

Za % >< L « AK( bar jedas od funkoija fy) ispunjsvas nekl od uslo-
va jelinstvaacsti, acze se u () 1 '(Yb? staviti respektivno < ;) S uaes~
tc < odn. >< .

GePerenataylizinovu osncvna teoremu u Jof uzem cbliku nalec sam u reaul[1¢]
O Pzrcma, kuu . u xnjizi D‘)] ¥insjls Petrovida, gde autor tecreme nije nag-
la%/:an.

Vad ¢xtulin aitereaclijzinln nejednskosti is dels L'XJ Ee Kazkean (takve
nejednnkcsti n leze se u delovima o coeni integrala) izdvojicezc jeanu tec-
resu kajs@ Je ucpitenje tecreme A) zas sluds) sistema, =a ds aljs, &uc 5to
Je pekazao T. Vuzevakl (vidi 1'_‘143 )s u potpumcosti telna. Teorema glasi-

TEUREXA A3
R
Hexs su tefinisane funkoi je
¥ (0045000 ), D (%400 1w ) Cvzay-ym)
a 3813 ;.x.m.e-:,.au@(x,jﬂ...,ﬂn\m:o; oripalsju ave tslke
P (3, ‘/24 '}%n\/ P (51 14)
BR ny < Vlv
£ F RN J€ 8i X >§

5\/ (x'j"}"') n)< gy<xl“0m"')nﬂ) vEAmMm
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i zo cvaxe V. funkotje j't/ (1114 3»’ ) monotcno rastuce cd svake promeniji.
4tve ((\A:py)- v

'/3(” Nek:

Yo dylx), O Ynrda &)
‘24: q)ﬂ (X)) MY ‘jn: Q)ﬂ(DC\

o

integrali KuJl proelagde Eres ? gdn, P s deriajisani ia § < X <Et&
818 La@s '

oS, g

| ! o
M F VA AR 20 )

| 4 v - . e %
PTain ;g.@a§< >(<§+—a)-' Cﬁ/(_)() < 9)4, (X) v y

Akc ne w5, < %v gtavi < umeste < » teoreza gutrje tataa
akc 8e u ‘fv <@ takvd je stavi < umesto << 1 axc 8u $»y 9.
nzprekidne s siutom ‘3.}2 31/ laa Jedinstvena mgw,)a.

Ds w1 ovue tecresm vila potpunc tacnu, X3¢ 3% Je pokazio profescr
Vs ievaki [Vﬁ sex navelene mcnctonije treba sve funkcije ‘5’,/ {(via. 91, )
du zadovoi jsvaju Jo& Jsaen usiov kol ¢e bditl jasan iz iskaza teoruaa A,, tAse

U ovon rsau bide korisdenl rezuit:zti teorsas L,'; Ags prof. Verevskog
1z njegcvoy it [‘143 .

Poasnstenjue diferencijalau jeanadinu

Heae)

U:A)-'~yn
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1 pretpaawvizm da e funkecila 3 neprekidaa ns Jednon otvorenca akupa

dl . y
sn- se (€ KameenDisferentialgleickungen nelley Fanktionen 538, deipig 1956 )

dag

Kro. avaku tadku ('tm‘ﬂﬂ iz UQJ prolazl Jedan bdilsxtersini gore
nji intesr:1 tj. 3Jerinissn desac 1 leve od to e On 8e noze predusiti u
cb. sasrs d¢ ivice oa L..(ZI .

Poritewl): se problem do kolJe Jje mere ¢cvo 8vojstvye tulnc 4 odnosu n3
1z teme

i . - .,
i) ﬂ':%;_(t)\ﬁ““')‘jn), t24) 2 m
ot

v
Porte cagoverize as ovo pltanje, citirademo jeanu teciazu T, Viseva-

xog, kojs te kasnije bitl koriscena. ,
Ripoteze H i K s primeddba koja sied:, svcjstve? y tvr-
djenja 1 t 7, tecreme Ay 1 Ag dail su prema radu [v]/]} T Vazevskog.,
HIPUTEZA B

1) Punkcije

{)g(t,j“...)\jn) (A )

neprekiine sa as Jeinocl ctvorenom skupu tadaka o (811 HYm) -
2) runkeije ¥ imeju ta cecbinu da, ako z8 nekc ™) i :fke

Ai = (Ei By 0 £y Oy - oy @n)
B{.: (‘&I g’dl"') éi")'l(—l'Q’i-M\" ',‘@h)

pripaasju U 1 ima se O'VSLV , V= /\‘---,l"A, SRR

tads je ¥, (ﬁ-v)f '&1' U%’»)

J1

Fanxcils '&» neprekidnz Je ns jedacs givorenos sxupu « LB Je
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ragtuéde (v ires crisiu) u clacsu oy svakw ol prmaml;ivih‘j,\,---,g;.q,\jm)...,\(jw
posabno, ).

&L (t\"j“..."jiﬂ”l(j, Aa’.')""'" ~'.‘jn\3§¢ Lt\‘j/\) . “)ﬁj"‘ ’ﬁé\j;‘)ﬂ)”'l‘?)ﬂ

K=dn L*ﬁ i K;} 2 ga « Be predpcstavija se d: Je ‘5( rastuéa u
cinosu na ‘j; R .
PRIKEDBA

Hipotraa H ize& kao posledlcu hipotezu l/< » Ubrnute aije slulald,
Ben z3 jeduu s ecijalnu kKiasu smpeVaJL « D biame ckarsikterisini Jednu
takvn K1:384u avedime sledecde pojacves

a) dek su ’P':(TIP'\)"')?TL),G,;(?)a'\)"'l‘in)

A .
dve tadke rovai LT ( o Hecl ¢e se ds je 'PS d keae J2 P L9 (Y
0) nuZec® 86 du Je poligonzlna linija &ija su temens \ﬁ:q)' '-)ﬂm@
saastans 1 2 iscyg reval ‘tz’t prosto rastuca ka:mﬁv £ ﬁv—m (V:/))_“)q-q)
1 Ksaw je rvaxl segient [P;“‘P(V,Mj paralelan Jjeanov] ¢d ous ‘j,,) . ")Lf]w .
8V.d8TV0 P
e

Ruzndens st neki otvoreni skup«(L pruetors tadaka U’,‘a,\) ---,kgm)
fue svelstve Py, kodn ve svagl par tadaka '

o , |

f"((i“")"'3“3-4,"‘“54-4!'")_0““7
~ ("D i

B" ( ()27’\\' "}‘;3—4, G 27/')1.4) )fvn)

v
ko je prip&mwu& i A—< \5 y BOLE B8RCJIt1 jOdoom Pprostv rsstaces po-
ligonuinow i.01os sadrzanca u -

PVRDIENJE 1

Zs svheld akup_(z, ke ji ims savijetve P anipoteze H 1 K wu ekKvivalen-
ine., \



i

TVRODJENIE <

]

U slu*zju =1 hipotexe H b3 K o¢igledno su igpunjeae 2 5¥E~
ki zkup () teocuka C‘tl‘jﬂ . U slutsju n=2 hipotese F 1 K 3u ekvie
valanine % ré*v’-afazi‘:mupk(l tatake (‘Eﬁjﬂ\jz) .

Sai se xpgu formulieati tecraxe A"l i Ag .

TEUKEMA A,

(4] 0 0)
Pca hinotsezom M prolszi kros sveka tacku (£ 1Y) 9w
lzL_Q, sed-n sorndt iatesrsl 0 (Jedsn ton)d j ) sistsas

j'
_‘: ( (‘t\ 4 ) 0n A -
Tt f ) 4 ) L=

u cauosu as th vilku 1 Jedun intsrval to__f— tck « Broj X ae.¢ bitl lzabe
raa bakov da t.cka M &uJs varira ns tazl ivicl oa LQ/ KA 7t
tezl xa O(, . {(Scragl integral j Je ingav integral 43 Jo i&spanjenc
V()< J—)  Lie ge 7({\ as kogl drugl integrel cistema Xoji puiissi kros

tacku (to1Y))--147) « Drugim recims, awc ozaaxs J(t) 1 J(L) an::: 1atesrate

‘35"’5(“) i \_(L >\,f¢(:€) Cl=Ay- 1) sy OBd- ;@ ‘3(&)5‘_{1&) 2 EV.KO L/
u rujedinidkes 1nie2rvelu 2gsistencije).

TEOREMA Ag

Prez cstavime da su xuaxaije&(t;‘sq)---\jn\i3i(-{‘j4).,,m@;w;mualn& na
Jeanea otvorsac. wkupa i neks sa

A: ('to)az\)"')fl\'\\
3= Koy bay- ) bn)

dve i1acke iz ».Q/ s takve in Je A’ é% (t,. 0‘(5%1; Fxs i‘%-w””“ )

Poownirsjme dva eistemy dlierznciainia Jedaseina

v ¢
(o) J}g =.§\ (t’\j’l)"—'r\j%)

Ly .
() f—-jt"' s LEYa, - o0 n)
S o 9 y Y
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Vs vy ;;?stgasmvka L.:m sleseta tvrijenjace
1) Axe ronkeije 5{, sadovolrviju niputeza H i %7; < 5’1; uLQ/ ’
a1 Jzsd D(t)ozawdsve jeasn inteyral sistema (&) koji proiszi iros A 1
W(4) zerndt desza imtegral sistema () xoji prolszi xros y tosa (J(t)
majorira P(t) 1esno o8 Co u ceiom intervaluto St<dd  u xome ova ava

iotegrala postcje. | P L) = (@), Int)) )" VD= (W (‘Eb ) ‘Vw(:t)ﬂ

Uskle je u tox iatarvalu

.Lh U«) < L\)L (t)

2} Ak funkcije fS'L ispunjavaja -nk/)_, hipotezu H i §'i S ﬁ’;

u o AKX W(t) oznssava Jedan integral si-tema (4) keJi prolusd kroz

P, a P(t) 1cnjl desni integrsl aieteas (o) is (T, taas V(1) asdorie
ra $(4) geune ca 1o u oeica imtervaiw to$ £ <A u xome ova dva iategrala
pratcja.

ARL £2 uaesto gornJin canosno aonjih iategrala u Ags uzau L. kogi in-
tagrail, o« uv usatlale lokalno vaieél, sem kads sa radi samo ¢ strogim nejed-
nakosting, ‘

Jué ¢pstije rezultate gve vrate dag je Jacek Sarski (viieta Dﬂ’ﬂwj )
koji se buvl anmicgnim problemiwma 1 2 ckviru parcijalnih diferencijainih jed-
nalina. Takolje treba spomanuti teoreau Jamna Mikuiinskog (videti [45]’ ), kO
j8 Be odncdi na integralne krive Jedaog istog sistema. U c¢voxm parsicafu kao
1 u celom rviu izlsYem samc one delove opiste teorije koji su necpbodni 2a
dokazlvane xojih rezultata, Cetalc saw prikagmno u rukopisima "Difereaci jal-
ne nejeiankusti 1 astaptotski ogranilens reideanja diferencljalnih jednséina
pryvog redn®™ i "Dopunski pojmovi o retraktime i sslxptotska resenja®.

Navelene diferesnocijslne nefedaakosti cacgudavaju nea gurusovanje
kcaparativain jw;maéina,@ilo fspitivanjea poszatrane Jjednmadine vilo koxpa-
rativain, ak¢ j2 to lakée, na kraju ipsk d lazime do direktailh meiods od
kojin Je matods retrakeije T. Vatevskog jedns od najefikesnijih. U slededa
dve psregraflc cbjasnldesc ova aaiodu 83 svizx potrebaia detal jina,

§ 4. BETRAKCIJE I KETBAKTI

R

Gva) paragrafl sadr2i najelemectarnije pojucve o rescraxcij-mu i ret-
raktisme, prems rsda [JJ Dr. Karola Borsuka., U svojo] tezi branjenc] u okto-
bru 19¢9 goline na ¥arsdavekosm Univerzitetu K. Borsuk Je uvac pojsc retrakts
(san asziv daguje 36 poljskoz muteastidaru Magurkijewidu) 1 pricenic & vi-
seatruko 9 topologijl.
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Definiecl Ja retrakcije 1 retrakiu,

vessatralac, u ma hakvom prostoru dva skups ‘A: i B takva da
Je ACB Xazadelo da transaforsacija Q’-‘f(?) vrai retrakeiju B
u kags im uledede osobinesljneprekidas Jje 1 definisana u P ,2)¢(P)
chkadaPe B 1 3)4(P)=P kada PeL .
Akc postcji bar jeina transformacija ove vrste,kale se dc Je \)L:
retrakt od ﬁ .

priamert

a)ys svakl skup t tdentitet (X)X Jeste funkoijs kuju vreb ret-
rekciju £ u Lt sevaxi skup je retrakt sete ssama.

o) yonetantna funkcija -5-0()9 D ogde Jeo Pc‘ﬂ, sGelinisana ns
tA'. Je fuuxoije kojsn wrsl retrakciju\ﬂ ‘u (p) ssveks tslke je r-trakt
svakog ®kup: kc¢ji je adrii. ‘

o)Ak Je 5 sfera samdim u prostoru Rn ( N -tc iiuensig nal-
nl euklidski prost.r),t C njen ocentar,funkcija definiassna u ?n formula-
na

Za p& S ) ‘SCP):P
%8 Proné€ 5' Y
- 50p) Js preseins talks 6 sa vektorom L C'PJ sdaje retrukeliju
u & take je svaks " -to dimenaionalns sfera réraxt ed R .
d)Pcluprsvs je retrekt prave,ova Je retrakoija data funkoijom Lo=ixl
definisancz n: skupu realmih brojeva {4 .
8) granica "V -to dilmensicnalne sfere nije retrakt sfere.
iotrnkt retrakta nekog skupa Py Jjoste retrakt skupa ﬁ .
Svaki retrskt jednog skupa relativnc je satvoren u tom skupu.
Apsclutnic retraktom nuziva se svaki separubilan prostor u kome se mo—
Ze uvestl metrika i koji Je retrakt svakceg od svoelih nudprootor? u koje se
moie uves:i retrika,
ngraaiéeui retrakti prostora Rr\ { M «to dimenzionalni euklidski
aroster) Jesu apsclutni retraxti. :

Svejotvo da Je Jedan skup apsclutnl retrakt lavarijunte je hosecacr-
ri je.gapriacryneka Je 64 apsolutni retrskt skupa 94 Foku Luaevaorfn
preslikavanje prevedt 1 u ﬁql a8 3, u (4 .peda Je J..} spsclutni ret
rekt skuga {3, . il

n kFuksi ée se nailaziti ns teskode prilikoam odredjivana da X 19}{
nekxi skup retrakt nekog drugog il1l ne. -

iaviri juntnost u ¢odnosu na homecmorfiju javlja se zato kse vrlo vai—
no praktidnc svojstvo.gs osnovu Sinjenice da granica sfere nijs ratrakt sfe—
re izvlalize zikl]ljudak analogan sa sve skupove hcmecmorfne sferi.

5
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- 5,MPTODA RETRAKCIJE
| ovom psragrafu islazes metodu retrakeli je ?.VaZevskog,koja se mo-
{o kerisno upotrebiti pri utvrdjivanju egsistencl je ssimptotakih reienja
obiénih difercnci jalnih Jednalina prvog redu.yslagenje je dato premsa radovi-
za [3?3)[,393/ B, e Vatevakog.
Uvedimc najpre nekoliko cpitin pojmcva.
Pesnatrajmo sistem

() CW = i (4 %y %0 ) (G 0ym)
u odnosu na kcji demo pratpcntavn t1 ds vali sledels
HIPOTEZA B/

Pretpostuvijame da su funkeije 0. derinisane i neprekidne u svakoj tu-
kK Jednog otvorencyg skupa JL koJi pripass prostoru ¢d m+/ dimenzi ja.
Pretpostavl juac nsjzad da kros svaku tadka ilJZ, prolazl jed-a j-iinmi in-
tegral ovey zisteme-

Definieci js.

geka je J Jedsa ctvoren skup ssdriaa u -Q QEMalliceanc sa S ontcw)

ivicu 0od W 4 ¢inosu na LQ; s ti.klasu onih 1vién1n‘tax,e;ka(7kuje priye ~
sgaju otverencas skupu J2 .yeka Je P jedns tacka 1z w 1 ) integral
sistema (|M) koJi prolazi kroex % +Polasgeci oa /P kreéimo se dul 3
ns desnc,tj.a saeru rastuéib ¢ yo¢ice se’'desitli da u putu naidjemc na

)“wvvt () oPestolade daue tadka (3 u kojoj ¢o se ovaj susr: 1 desiti
prvi put.Ova taeka 4 = conseg (Pyw) (eomognmt.prm Pclncarr'-u) bide
nagvana "slededcn’ tadkom talke P  w odposu ma W «polameci oud ¥ PO j
na levo,tJ.u sxzeru opadajucih 1 sdefinise s¢ snalo_no (X ~ anteg () w)

;antécédent).-prethodna‘tsén tacke 7 u odnosu na O
Neka je A/ Jeuna tatka koja pripadme (O Rugzice se da
Je d\/l/ rsspektivaoy tatks lzlaza ill telks ulasza( u codnosu na v y keda je
&/l/L "sledecs® 111 "prethodma® salka Jedne talke koje pripads co .
Skup svib tataka izlasa 111 svih taiake ulasa beée osnstenk reapekt-

tivac s« SCLO) ; E(w)

Stavite % 2w+ S wount (w)

Jedne talks 5:‘&«0\/\76 (w) biée tatka striktnog islasa kais pripada
istovremeno SCw) i E (JL-w) «Analognoc se definidu tasxe str.ktnog ulz-
sa( u odnosu na wW y+OVi 86 BXuUpCVL ozoalavaju sa

Pt (W) 4 stadet F(w)

Metoda retrakelje biée sada isloZena kroz tekst letiri tecreme,

najneophoini je iz metode,
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HLPUPEZA H g

P.azatrsjaso siotem

()5) ‘;@%‘f§<(t)x7;--~,xn; =4y )M

Rezine funkclije f&(’(ﬂfa;--'Ofn)aeprcxidne sU na jednoa ctivorenca skxupd
Jl e 7 ATGZ 3Vvaku talku o3 JZ srelazl jedun jedinl ifatogrsl sictame
(‘5) o Sup (o Je otvoren 1 wcﬂ .

TECREKA A 6

Vave juc hi jotezu Hz « Neka jeo Bvuka ialssnz tadks (u ¢dnosu na
w’._(z i siutem (15) ) sadka striktoog izlass

SC?"“./YL"‘WJ (_LO;L,Q): S‘D"(/t\'e Stm'ute (w,Lﬁ>: S

Hek. zn dve askupa Z i 54 vaie relacije
§,C 8, A2 < wUsi.
7 (\G, 3@ rekrskt od 5, , 215, nije retrakt oa Z .
T

#da postejl bar Jelns talka
- 1% oy
?o' ('t'o,Pq) ' "'PV‘)
takva ds Jo ?0 & 2_’ S/I i1 3a je 111
conseg ( Pojw Jl) € S-S,
111 conse: (P, ,w;f)) ne pestedt.
Bepoainjexzc da uslov Sotqe (wdl) = Soskre Stuxcle (w,Jl):S
koji figuride u tecremams ‘6—9 acse bitl samenjen sladlijizm, uli e to za
pek3u ¢ kejoj Je red od neveilke koristi (u assim kasni jia ressatranji-
2 avek Je lspunjen gornji uslov).

TEOBEMA A >

Uavcjne hipotesu Hz i

jO%ﬁQ(W&)" Sowtqe Alaucte Cw;&}f S
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Asla je Z skup takasvy Iz Je £< w J S » 2()5 Je ret-

rakt od 5 ’ ZOS nije retrakt od Z » Tada poato,}i baer jedns
talks ?o tokvas da je

e 2-5 & Dumi () 3T )€ w

(GvdeDW ("')j(?") cznaliava desal polulategral is talke ?a
produzen u W dokie Je mogucde, Teorenss gocvoerl la de ocvnj intesral cots-
t1 uvek u unutrzonjostl od CO s 8 4z alked ne s@sretne ivicu ¢da ““ ).

e ~e2 teor=ma prcste dodlja is presdholdne kad se atavi 5 o 54 ’
all je susaetiw veens 3 sludu), kao 2to ¢e se kasnije vile.l, asiaptotski
ogrsniZealh recenja u raaijes saisltu,

DEPIBICIJA

Jek: ru Jate dva otvoremns =kupa O C_‘-&Q . Kagadems da §wowtabsg,
ioaira,}a&uwﬁbs(lﬂ«) iskl jutivo na raval t=b (gde Jo & kons&no 114
Q:+oa )y sko #3 sveki nis tadaks

| /P,,«‘(tvu P/;V; o Pn)

takev 3a Pé W, ? —-3’5%0\,\,1&)((/2)&1““‘ ia tv"’é .

Pod f%owtwbs(w) podrazumeva 2e gkup iviinih tadaka O o pod
ngvtwbs (Jl)&kup ivitaih telnks akupagfl .

Kaiaro is nig tadaka P te2l k8 §eowtud, o, kad ne postoji nikakav
podnis ’? kcji bl teZio nekoj tadki kojs pripada w .

TEOBEEA Ag

Pretcastasvimo H i da je ispunjen uslov is premdnu definiclje,
te 45 jo Sowfqe (wJ) )= §ow(4e stadcte (o, ))=G .
7, w5, ZNS e metauct od S & anye od ’Z
Tade posigia todxa
?03(1(\7}?40),..) f)“o)' tekva dn je

’To € Z’ S’! r ‘DWG’) 7(?0 o w

Cva) integral Je asimptotski w odncsu na W ‘ 1\2 A
se :SU;PO)C W kads Los t.<& « UV¥e u¢ tecreds ¢dnosi nu swgulimest besko
n2tnog prelu svanls integrala ( do ivietL/Z 1 tikodje Je vuins z: sluda-
Jev: Kki}s lemc posmatrati.
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DEPINICIJA
AR
Praotpostavime da su W & L,Qz otvoreni skupovi & WC'-"Q’ v
Kazatens da §wonkabs (w) ne dodirujefuontots(Ul) kass ne postcji ai jedan

iz tacnks tekuv d8 D EW P Suomtabs ().

TEORIRA A 9

Pratpeatavimo HZ. i uslov ix prethodne muiﬁcijo
Boie (wid))z Sokie sticke (w,dl)= S
TS, 2€ wU (5-T)

Z/\CS’T> Je retrakt od S"T s 8 Z ﬂ CS"T> nije retroxt od

Z Tuin postofl ?oé zﬁw i Qo éT kcje aogu blil spcjene lu-
kca L?an@(,] i jednog iategrals sistema (\5) s pri Cema ee t:) luk nalasi
a W lauzev njlogcove talke 0D . T toka

Teercas Je wvains u slutaju konalnlh obiast: sa ispliivunje Bokai
inte rainih krivih,

T. Valevexi 4aje dalje opiate kriserijuse sa utvrdjivanje i isdva-
Janje skupcvs striktnog izlase odnosao ulaga koje ovde ne 1zla emo, nego
cemo 1h lzloiiti u odeljku o sistesima diferenci}alnih jeinaiina, We oves
zestu navoiime coze jed=n primer ¥P. Vaievakoz, vrlc karakteristidon 1 ins-
truktivan

PRIMER

Poomatrajeo sletemd cd ive Jednaséine

o L :
-&C’ 5 <"lj;t)1 ;C‘i z 3(%,:1;0

¢

1 osnadisg aa a)
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(tr=iena "gev"~ igraz T. vﬁ{evakog kojl éemo upotrebljavati i u duduébe,
& pod kojlz se pudrasumeva (> w smisliu navedenom u ovon paragrafu) pars-
lelapipad

0L tsA) 121£4) 14)<4

pretpostavl jasjull Jjedinstvencst u '..Q ((TJC‘_Q)
Prat cstavijaao de
XSO E) >0 sa X1z, 1g144 0sted
49Kt O 38 1L A Vgl=A 0 STEEA
Cve nejednskostl lsraznﬂja 4a integrell izlage iz (> krogz goraju
donju 1 Jdsovnu struna od £> 1 ulsze kros druge strane.
osaalimo s CO umutradnjost O .
goka je 7~ segment sa krajevima (-4, 4,to), (+ 18, to)
gde je 161<A  0<to< 4 4 nejsald aeka jeo T ssgment se krajcvlna(?r";”,
(e,111)gde Je 1€< 1 . :
Pada postoli Jjedan integral sadrisa u (U koljil sele sagmente
Z~ 14 7Y .Ds bl se to pokazalo dovoljno  Je staviti S, S=T-
U sludaju 0o < t £ 300 dovijasao familiju asiaptotskih redenj.
P.Albrecht je prismenio pojam retrakts deforasolijom(Boreuk),ds vi
komstruissatl &nalognu tecresu kojs omoguéavas da se dokaie egzistenci ja
periocdifnih rodenja u sludaju d¥e jeinsliae.Bjegova teorema nije nl uza

nl opltlja ¢d t.orema ‘ .A.rnu Jo uveo jednu specifikeciju pojma retraic
ta(retrakt kwti-—izotoma deformacijom) 1 doblo jednu tecremu koja odbubve-
ta i Alorechtova 1 ) (videti radove [17 [253 ).
$6 ™
$ 6 -METODA RETRAXCIJE I MOJA BARIJA ISTRAZIVABJA

B pmku utvrdjiunja egsistenci je aaimptotskin redenja(da b1 se
mogla prizenit! m=toda retrakcije),centralnc je pitanje pronadéi skup Co
("cev®),satiz skupove 2 1 5 sto konstatovatl egsistenciju talaka 3i-
Ji integrnll coataju u cevi sa beskonalnmo velike mdmun m%w pro-
aenljive.y svome radu }_aﬂsf"gz.hunn pldes” Le Theoreae 1(A Precs nafis
osnakama) fournit une sethode ganeralc pour obtendr des theoremes relativ—
ves 8 1'existence des integrsles bornees,a 1’ exsaen du phéms‘ano usymptod—
4 ue ct 1l s.umen ds la rngon dont se comportent les mtcgmloa ag voi-
sinsge d'un peint singulier.gn profitant,dans cha ue cas particulier,de 12
forme speciule du cystuo (1) ea g_uuuoa.u suffira de ovastruire,chajuc
fois,un easesble (O ot d 1ndljuer éveatuellement I ensemble 5, de fagon

“que les hypcthuu da !hooruc 1 scient vcrifieu. 1°® th‘oruu speciaux
obtenus dsns cette vbie ue constituent pas toujours une consesuence danslc

du Théoreme 1.080L tieat a_ce \welh
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|
c.d. ttcnt a ce jJue 1s oomtruotian de 1‘ ensemble (W s 3 une rnoon
a;prepriu a le mature du preblm. n’' est pes toujours ni imsediate m fa-
cile,.»
gvl se a0 ji resulteti i3 rada tretiramog u §2; s koji ee odnuse sa~-
mo na ogsistenciju asiaptotekid mgonja sogu interpretirati _cacdéu meteode
retrakcijé. 3tc se tide rosfm;a 88 Kcjs je pokisang ds tele aull, njigova
Je egzistenci }ja vezana zs okolnosti aezavisne ¢4 zetodd rnrauijf © cemy
demc dstulijnlje govoriti as xraju ovog parsgrafs,
Poazatra jumo Jeanalinu

I YU
MUY +Y00y)
8a pretpoaiavkeas 18 tecreae B,. Ako Jeo

19 > M

bide §

| ey ] > W),

Treba zneél isabrati ' «
1

K J\/L‘ >\/J\A
) 4l Y gl

pe se mz{a zukijueitis
%e. sve vreancsti - koje zadovoljavaju dobijenu nejednakost
&asn (((,() ™ davate snax aasij strani nejeansine (u nives olussju tay
je snax nejativan). Jeinostevnosti radi, Josmsstradesmc ravsa X0X zs
A2, gie Je Yo ma kojJi remlan vroj. S
Lzaberiso /‘30 taxo 43 Je pravs j:jo iznad Yonkotije "}fﬁx)
(funkcije ogrsnliene 1 & donge 1 3 goranje strane), Svako, t3iki pravih
\4-": o Gdzovars ,pcvjoano rexsan,je diferenci jaine Jjeinadlne aegativnog
prvog tzvoda u toJ tacxi. Keks Je, 33 V| 70,

o0y ™ W, )2 W ,0)>0

duz ose )C resfeaja imaju prvi 1zvod positiven. 3iiks L predstavij» dobi-
Jenu situncllu,
S V.
Slika enta;u neigmeajens g9 avato"j Vjo o Blje teskc poktza~
t1 das svz pozitivaa rcmnss kao 1 ons koje prolsze kros tacke ose 5
ostaju organliens kad x9 +0 - (na osnovu jeainstvenosti, teorease o pro-
auzavanju, t* ¢ reéa’en;’im k1o ¢ neprekidnia funkcl joms neprekiincg prvog
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ol
e
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V
»
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igvoda).

S

°\10 \\\\ A \\\

S1. 1

Z. ;ricconu metode retrascije od mnogo je vedeg snsiésujs oblaat
Jﬁzxa)—-joé jfo

. je ovs oblast (U . Smey S tataka strikincg i1sii:8a 888~
tivijen Js cd tataka na pravia j 0 1 Yz-,  sa X>x, . ublast
W Jo 15 t= nejlednzkostima

%>X”'ﬂp<j40

Uemin: kuo Z segaent [\/\/\MML (vidi 84, .l). WS Sastove
1jen Je oi ave tatke Ma 1 M4 . A Je retraxt poruprave Y=0 (X2Ue)
Mo potapenvey:-, (X7 %o)s dakuZ(\s Jeste retraxt od 6 . 2/)5 g
nije retraxt cd y JOr ae segmeAt ne mo:e neprekidng transiuramissty

A\
a avole krajJuve. Postojl, snull, bur jeana tulka /’f na (\/1/’4;\/\/]J takva
a3 odgovars Juél integral oatsda u (p s8¢ X4 a o Pakva tuoga ’
nacli ¢erc 1 s snalognox segmentu LM4\,\N ‘] » 8ii ce 4obijeni: asinptotsxi
ograniten; intezgral mcze poklajatl sa onim iz ’P » doZemy dnxle tvrditl
4z postogl bar Jedno megiativae asimptotski ogmniéeao ral/enm7.ta Je
2akijucsk vige ¥ odngsa na onaj xz teorame B . Zauaacu 4® Lazveden ns
cEA.LYY tfmrme Ay, WEMBWEL M obing prve daw od walora (10))

U .»Lu«m;m tagrane B'N—fi?buam situaciju 8a olika 24, 1 <, , kao
i t‘?!ljug.aﬁt d« sU BYa resenja ssimptoisxi ogr-nidean:,

Tecreme B, 1 Bg svede 3e na B 1 B, ako se vodl ratun: 3u50 0 og-
gistencijl waimptoteki og;rsaicenin resenjs, Jer i tu 2z acvolyn. veliixe

snzk desnc strsne Jeanabine biva odreajen Siance Lf(x)j”‘ 111
Y (x )«j’“" . U oevedenlz sluds)evims gia su sva rebengs bils o csnlisna,
asxap tslakn striktacg islaza oio Je praszan. dsmiasc me koJu tuadka 13 usut-
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ta‘%n;&sti W ks Z . Zn 6 - Je przaan skup, dckie Je:=te retrakt od
If5 Ks: prooncg sKdpa. 2‘[)55 Bije ratraki»ea ‘2% ) xcj1 se kKuo Jjedno-
sm skup n3 xche transforalsati neprekidnc W pragan sxup. Taioki dskle
pripadan Jedsn cgraniceni lntesral, a ‘iz; Je prolisvoli jn. tatksa.
(Vo je interpretseija, na je.ika metode retmakeije, Sinjenica 3:i koJ& eag
nazlasill ds to 1 insle alje telko dokasati.

€

, v\ AN N
4 1 N

| Ly LS L
0 v A S A A A

N U N AN
" N N W WL WA
ol
NN N NN
0 X, NN N NN\ x
- \-ﬂo /' // // ) / ,_/ /
R / / / / //

Preljime sada nae tecrasu b, o 8u giedista zetode retrukcije ona
Je ekviv.imuinas tecremi B4 , Jor tcﬁknje negativecd beskonsinosti funkelje
¢ oY atite ala smax siens Q(x) X preovisis jos brze. U toksta teore-
me B nevoli mo, meajutim, da eva ogranidens resenj)s teie nulie. Uva éemo
okclapat :~i: razjasniti deteljnije. Posmatrsjzmo “gornju® jein=&inu (u smi-
alu fapli incve tecrese)

j’d(u)gfﬂd\& |

kezultat kvalitativne inte racije ove jednuiine dat je as sl, 3.
Debijein Je jeana wreta krivolinisxe Ycevi® sastuvljeae od dveju krivin



L
e o a—

/‘j“‘ ,TU.. ,‘-/\_/.L —> 0
q(x) *x2tee
K3 je cmosudavs, umisijuél u ¢dzir costalie hipotese, zaxljulzk du 4Va Ofgla-
niéena rvtals tele nulli. 8s L smo oznadili ogramidenc ae ntivinog reie-
nje &iis iv egmistsncija chezbedjenm (metcda retrekcije). No istl se natin
- tretira 1 "icnja" Jeinsdiaa

; tK
%: L((X)‘} +

p: ce au kroju i1zvladl sakijussk da 1 “uwokvirena®™ ogremilens: re.cenjs pos-
w
katrans joimtine teze nuidl. "1\}7;
i

)

81! >

Iz cvege .voga 2e vili da specljalni oblik "cevi®™ p¢ nexasd omogu-
éava d# se lavaedu | drugl sekljudel ¢ rejenjlan, sea prosto; z.kljudks ¢
asimptotsiuj corruitencsti, Cvo postaje oligledno ksl se prouti sva brojn a
literstur. vid:na A wetodu retrakcije, nastsla poalé osnoviaik r-lova
P. Vnievokege Prisens metode r-trekelije vecmss Je ploima i ruunovrsna wop-
ste v kviiitativio] integraciji diferencijslnib jednatins, Gotule raacve
ns over aestu nedeac prikazivati, = a opisku literature na krsju ovogs
rds neki ¢: njik navedeai su pod brojevima [9, Dﬂ,D‘i], LZG], [}3], (341 .

Te'eals salt resen)s kojJa se spombnjae v By 1 By drugoe, Jje porekls,
Piaxs zatc !l retrakelje, 3lazn ‘-f(x )\jndézmi;s.m da se konstuiuje sgelet-
encijz wciajtotekl ogrenilenin relenjag Ali tlan \\)(X/‘;}) igrs Jdiudujuéa
uloga 2z mgmj«; 2032 teze nulli (Plegodureéi, k¢ ¥to &8 se viietl, uslo=~
vu 43 ) = O zracvorjave jeanatine ¢ kojin. je res.

K-i+ ae cvo uzme u obzir, mogu se dobiti zakljulel u vanvsa na
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retenj: Kij. lexe null | 2a opatije Jeinsdine, pulevecl ¢l Jadn2 cetodse
po idejs T. Vulevskog u koju je uklopljens & Gupligincvse,
Porn tridmo, ne pr.o Jednuding

o) Y= Puy) +4U0Y)

(Jedlnstvensut zustupljena u celo) ravai Xo¥ ), uz pret’oatzwxa
(13) WYL Vuay) sa Y<0) Wixo):0 |
Mgy ¢ (W yiy) 38 70,9, 5.0, MX,0)=0
gle o <1< N .
L3 4 £ (0 v imadamo, ako je \‘j)fgl

4'> - Wy (W= )yl

)

tj.

\3,‘ > 'NZ ‘*(VV"L\‘}Z'VLQ/

Sid. se mooe primsniti Capliginova teorema gie ulugu "dunje" jed-
- mading Ly jeinudina

§=y

B1J1 2 ¢ ti antegrel, s= 340 ¢y ODilka

y= g™ (<0
Pootu sve ove xrive teze nuli kad XD+ |, bide 1sti slufsj sa
reseajis- 1. .atraac Jednuline, Kojo se molsze iznad $vik krivin, ne mo-
gwél du proccsu osu ‘}; 0 kojs }e, 33 svoje stirane, reé’enyg d:te jel-
necline 2 o ju je prelpostavljena jedinstvencst resenja. L.ix se wau2e
formuliao Ll tacriaa

TEORZNA O,

Jaianlina (”0) y pod hiactezamﬁ (/]'-}) imoe Jelaa klwsu negaw-
tivaih suvinploiexin rezenja koJa teze naull.

PRIMER

Jasnring

\3‘:“((3()‘32“*' W()(Dj) (\/\'—,q"z}__,)’
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(Jedinsiveniat zastupljena u celo) ruwvnd Xol )s kod kije

Yx14)>-Wy qa 420 Vix,0)20, 14001 < K
ima Jadnu Ki-2u pegatiwvaih &simpwtsﬂ.n rwen}a xoja teze anuli (ove) pri-
mer generuli.e By ).
Pt ou pmtpoata\vxe o V(X ‘j) 1ste kio u CA ¢ dUVOlgne Je
pokngiti da %’(0()‘3 _&Q(\g)zadomljava odgovarajuél dso usicve (17) .
zsfsts, M (X,0)20 « Posmatrajao isras U((’x)jm

ly) < \7\/\/4 -y

10 Pya
gde Je ?/ nsal orel 0( 1 Iandesnc K1 2=

19y = 190N Y™ 114 K< V%% 1y j= (W)l

§ ,zs..muuu.xi 1 GOPSTERJA BEKIN STAVOYA TADLJE PEJOVICA
é?d.s UYODEL DEG

Pr+ asgo oto se predje nan modifikacije 1 uwopstenia nikik stavova
T. Pejovidu, wslia pcatapan;a bide objadnien na dragim prizsriac, inspi-
risapiz jiuniam stavos isloa.emm a delu ):8] E. Kamkea, a na;olityu radom
L263 €e TutisklJeviBau. Dokszademo najpre slededl stav, dev jedn: tesrome
asvelens u Ltia )_,S’j £. Kacked.

Axy j¢ 28tz jednslins

q'= 9oy + r(xy)

. x,0) _
sda sa (Xu%)lg(X)neproki*lM, 4> 0 i g;?—'\r/tw &g{x) =0

15OR) 56y [ €0 GO Ihral ) 0 KO <4

on= ima & . Jerco sslaptotsxi 0g,ram<,eno re.. an;a. De bi 88 mi in primeniti
metods reirckclje,potredbno Je pokszati da je \‘S-Cx,*j) < (30(”%[

S
za 1yl 71491,

: To ciegudufe du se doolje “oev® slisnm cnod es sl. L za Y< O

odnxie Woljz:nl zakljudek neposredac sledi.

Specljalni [dpéilocr usloy dst u pretjycstavkama daje nax
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[5xiy)- S0 1€ @914l

Pt Je, meljutim,
1$60 Y]~ 5o | £ H(xfﬁ)"SCx,o)/

to Je
1500y € [Foo] +@ Joaly]

cinoeno 0(/0>
’ - swyl s [9“3“" 96) U

D2 11 Jje tains nejednskost

Qly| + | L&
9X)
Z2i58u, posle iavesnog II,

Q1M1 + | &0’\4 Bly|+¢
9(X)
gae Je € ekl pozitivan broj. Da ol bilo
1yt iyl

dovoijno ¢ lunbreti

’

1yl 2

£
yl> = >0
g1 1-0@

sto je uvak mogude,

Ko Titurki jevid u svoae rndu[ld} dajo nekoliko priwoer ssimptot-
skog tox» re'engjs dirersncijsinlh jednaline prvog reda. (n uvedl pojsam
tunkeije poreijenja (<, L) , e satia funkeci)e jakog poredjeajs posmat-
rejudl, uz somod ove, asimptotaku ogranifencst izrata;x(t,,;‘¢‘&t .

U ctlja dsvanja prizera, za metodu :etr%xclje. baz uvoijeaje funk~
elle noreijenin,pod pretpostavikase cas ulis, éaa nesto modifikev.nim i
neuncrelivia u odnosu na Tatarkijevileve fziciiéu covde nekciiko 514vovs
kKoJi se cincse direktno na egzistenciju asimptotaki ogranic¢eniu resenja,

8 pe nag.t | n2 njihovo tezknje auli.

TEQCREKA C,
———————
Puts je jednatina
L=att)x+d ot ) +4(t)
zde #u sve 1ute funkoije neprekidne u celoj rzvai X0y i
16 1M, d(ot)70) 1dont) -G t) 1£9¢e) jx-¥ 1) bw§& )=

U om Ne: )féi<f()1 t v+
{9t



27
pada su syv. .ebenja date jednatine asimptotakl ogranidleaa.

gtavimp u Lipdioov uslov x:20 «pobl Gemo (L x 1)) S5 (51X
ga avako X i nepr. 121020 .Treba sada pokssatli da postoji tekvo jednmo Xo
da Jo ait)e]> | (Xt) 45w ] 22 {x)1 21X, |
gvo ¢e omocguéitl formiranje "cevi® esa 8l.<,3% 1 pokasuje dax su sva
redenjs sasimptotskl ogrunilena.

Zalsts, i) +5eNE VAo ] + 15 < peedixiros
Da of bilo 38 svako ¢, Mt 8UIYo| <o ct) I Xel,

tredba da Je _____*/‘,A'_,___—-—-——-—
128| > fa] - <)

Uvex se ncie isabrati t, tuko da Je \OLUL)\>9C'£) \
ga {>1, .moie se dskle zaklju¥iti da za\x\?\xo\ﬁlaa att) e daje 3nawk
desno] struni jednsfine,

TEOBEMA C, . . >
Pri sviz istim usloviza is teoreme ¢, ,samo us A >0 ,jeinacina ima
bar jednc ..mptctekl ogranileno redenje.
. OYOU g:uéaju dcni ja se "oeve 82 31.1( 24 9) Yo

TECREMA C,
_ Sve su hipoteze lste kac u C, ,uz sledece izmene
R0, A(t) ac nenja zmak z8t > 1*> 120
i jo& su d: unjeni uslovi
i L) - Uwm H(’U) =0

————

\ . £ o0 (0] £yto0 o)
fada,akc zat>t , .t Q.8va su recenja esimptotaki osr:nilens,a 8k 0

za (;Z*:"‘O\(%I?O,poawji par Jednc ogranilenc reienje.
v
ovia je takcdje bitno pokasati da clem 0 (%)X posle Lazvesnog x|
asje zask.Imamo ’ '

laaa) +5@1< 1o |1 ) See) ie] 4 et -
Kada ¢e biti |

@4 sy < e Ix) \5_(_7 )

Bl ée za ‘
14 (&)} a) .
Kt> ———m: ——— 7 — =70
o -, Y £
?'@r“‘ ci. ID.(.Q)\ . v
) gtevovi cl.c;,cv.c;.Lmdaajuéi tvrdjenje ¢ tesenju svin resenjs

nuu{stav cs),va‘ﬁo 1 kaa usesto X - 0 u igrazu A ()Y stavimc o.(,uf““(h:q,‘r\

gaiste,u svim ovim stavovima bilc je bitnc da cl:n a(t) 2 =3
doveljno velike X wpreovleda® pc snaku nad ostaiim 8lsncvims desne strd-

ne jednacine.Clow pak ((t )xﬂ‘*“ rsste jos brie sa rastenjem Y-0- .

Tuimedba. Wa poleding ove strome 1alorens o e Cs e dedue
via toewe C“‘t & e ;bs -’-‘ \tv’ii"- A RS Kovas L ‘;Ml# PMA Koo
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; C.MODIPIKACIJE I WP&:‘!!RJghggu}H S‘IAYGVA
r:‘?ﬁ“"ﬂ'&”"w T
Proiesor Pejcvié Je pmubsvao(vidntl L“] [wj,wriste 1 metodu
ugastcpalh sproksimaci ja, jednadinu () ﬁ Q(x)ﬂj fﬂs,(x f“?(’(lg)

gde su sve funkcije u pitanju neprekidae u oblastl X Xo> 0 s

— L,
1 000~ M'SCX)ﬁx ¥{x01:0 ‘MM sl

(0] 9 Y )-Qay) € LIY-y] 22 X2 %50, 19200 L<jal, WL~

gas Je M et broj takav da jJe 1‘114 M s ograaiéeno re: »enje jedaa—

&lne %(l za ) o+ $x)
keja daje prvu aproksiamsciju.
TEOREMA A |,

pod ;retpostavksmsa erj jednacina (o) ima,u siutaju 1> C0 jJedno
asimptotzil csranifeno resenje,a u siucaju 4<0 sva su.  re.enjo ssimp—
totaki oir:nllena, \Aﬂl"t

Imst«vxm uslove \‘jlécﬁy g ) - Ll < A

Poato ’S(X) tezi ka Lo o PCB 0L cligledno nexi bre ) L/\/‘ takav
da Je \-}(,(,)5 N s :svakc X .gatis je

lgCsir) & L1

o5l € ¢ l‘?(%c‘j)\ﬂi—(x)l < Ligy4 )
blce Wk Liyl+w <& tawitgl

daxle

! >m<m L : '

I ~ . Je,posle Yzvesnog X spczitivno,zbog L< \%} etie
posle ixveoney Mo\ sLlan 0&(7(1\3, 1aje zmak desnc] strant ;mmm,}{w
U 4V B Biudlsju omogudsva primenu metode ratrakeljc.

pratt;wuvlw ssda,ml takodje,da nipcteze vaZe :a\\j)éﬁ i ¢s Je
ispunjeao 3¢
W+lA C\MA WA
(ove] uslevekoll se mo2e napisati u obdlika \*Ll-L siitne je

atrukture kuo odgcovarajuél kcd Y.Pejovica).
pod tim uslcvos,moze se nacl jeisn Yo < A taza dx je
L nejsss ~l\f+Ll‘jo\<«f” 1Yol
as jzac
MV Ye 17 N+ L1%e) 2 1500l + 140Y,) \v\%mwumﬂ

“p* se metodx retrakol jeo m;.:z primeniti i o cvoa siucaju.
Posm.trejmo esds Jjedan drufi,opetiji rezultat Q.P&Joviéa,izlo}fm

u njeg.vos radu [z{)
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EOREMA A, ! ¢ (%) + L)+ Wix,v
JEDmad na = I AR

ima,sa {2%Xo>0, 1Y)< ) 12
jeano asimptotski ogranidemo resenje,pod uslovima Sf'@f)cu = o), fix) I+

X-)4 00 x- oo

( §(x) integrabilna sa X > Xe > O ’ Q (x3 positivna 1 mono-
tona w3 M
Q/(X,’O) 0 fwonY)-YWeny) 1€ 261y '7,gACt)th=o(4),iax~ww;47£<2a,°:;;,)

0y Y ) definisans i neprekidna, > C(x) pozitivaa i integ-
rabllna.

q'ca)
Napomenimo da Jo.pod datim uslovima,runkelija ‘fCX) positivna.

Ako ona tezi,u X7+o0 ka poqitivmoj k;bnstanti ili k&8 + oo sa0v01l jno
Je staviti Ax)30 (bqp ikekve pretpostavke o konvergenci~
ji integrala ?’)\L*t YAt ida Je 15(x2)1£ A/ ,da bl se dobio isti

rezultat,us pcmoc metode retrhkcije.
Ako (&(’”7—90 lozc se,mpsto pretpostavke T.Pejovica o kon—
vergenci)i integrala #taviti hipotesa ' |
: A
Linwa ‘..i.f,’f,’L Lo 7z+0
= tor LG xArer G

Qo) ¢(x)
po¢ ovom fikacl jom higpoteza.ac menjajuéi ostale,moie
se primeniti metods retrakcije.y sludaju .
? ? de-v : Wig; q-‘vﬁD)Oo

treba Jos dodati wslov da Je,posle hvum ((,:C;);/‘\ ' < 6
sto ofigledno;nyje potrbmo ako Je (J=+.00 . ey

' mzo no/tamaati

TEOREMA C 3 '
Weka Jo Mate jedmasima q%( h #5060+ Qo y)

(Jedinstvenosy is ena u celoj ravai XO:[),gdq
1) {(x) je funkeija posttivma i momotoma 3a X276>01 160 >4
- 2) ((/(g,j) Je definisana 1 neprekij u ravali X0\ i (P(X 020
/ -~

VWO Y)- Voo € Al -9

gde je Z(X) mpnqm | funkeija i A(xwx—?o
1t

Ako Je W(xl‘ -
3 i{‘_)“" Tx) ¢>0 < |5 l‘“d\/l,
postoji bar jedng aailptogzn ograniéom resenjkhhti Jo 8luda) ako jJe
Um L8015 Ln el uwm 20
Pt o) 01 Y obee G Kare L)
pokazi ovih rauatm,ja u stvari“Su w pﬂ%ﬁ@u veé dati u ranijim para

grsﬁla.
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TEOREMA C;
Teorems A ,A , 1 Cyostaju tslas xada se umeston(N)Y c(oo?
» desnis stirsnsma ad;ovarajuéln §ednadins stavi svuda respektiwvnc
acx)4™ ‘W’ ™ (hzomt; )

nB3log Jje 1sti kao oLmzlaﬁonJu tecreme cé

58.00?3“1 ROJIH RARLJIH 1§1§AZIVLNL

e s AR A TIN5 S e A o e

TEOKENA C,

Svi razultati  teoreas B ,ﬁ .B .A,,.B koji se ocdngse ssmo na egsi
stencliju ssimptytekl ogranidenin rcaonaa aat&ju tatndl 1 bes Li. .,wuvcg 2 love
odn.bes pratycstivke o jedianstvenooti rwen,)t posmatrane Jjeln:. ns.Jedinc

se u alucuju tecrema % .)5lom oretpestavitl ber jediinstvencst rc.snja 2.: o

18ti se sskljulsk presceil i na ostale anulogne 1s resultsts meg rea-
42 saopitencg ma LLL yongresu.$tav Je ofigiedsn & cuzirom ne tecrssu A .

Bes dokass,koji su vrlc jednostawvnd eiajca sladeca ucpitenjs stavova
n”nmnm se¢ redl ssmo o egzistenciji asiaplctskl ograniiealh roienja).

TEOREMA Cyo

{ 1K
(Jedinstvencat szastupljens u celoj ravat X 0¥  ),gde Y00, lgou]sM ¥hy)
0<Ec1k, M 3 /P pesitivae konstante, Y (X)) S ¢ < O ima ssizmptotakl
ogranidens sva yegltivaa,sve resenjsa kojas prolaze kros tatke gase b:'o 1 ba
Jedno negativno rsgenjc.

WA, -

TIOREMA C,,

Jednalina K41
b= o0y ™+ Youy)

. W¢
(Jedinetvencst zastupljens u celoj ravai YOX  ),gde Qosc<o; Wapi€ A+ By

ims sva rt“onja ssimptotskl ogranltenn,

Dalja uvopitenjs su zuasnovans na &injenicl,do sais vise pute podva=
6cn03ha a krajnjo 1inijl znak deene sticane jelnallne odlulujes u lsvaesnom
smislu ¢ ezzistencl )i seisptotskl ograniienih raEinJa.o tome na svoj aalin
govors teorsme koje slede(ucpiten)s tecrema c i c“ ).

U svakos ce posebacm slulaju biti gutrabno da se utvrdl d= 11 su is,
pwnjeni uslovi tecrese u vesi sﬁlsnakon locne strﬁno.etc wvek ne wors biti laK
ato imaju scisle I teoreme u.'.e od ovih kcje slede.

>
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‘Posmatrajmo jednaélnu

y'= QX9
(Jedinastvencst fspunjens u ¢elc] rawvni XOI Je
Pretpostavisnc 4s pcatoji. niz brojeva {, >0, n ‘:4“9_;2‘;
as Je Sﬂﬁn*gW(xlg):wvw-\:»
s 1Y S'I'Gby\. znali prosto®snsk® i nema vese sa fuaxci jom %94n5X) .
Tsds jednalins ims bar jedno asimptotski ogranifeno resdenje.Specijalno,za
‘3\1)40 8Y4 BU reganau ograailena.U sludeju Y lP >0 dovo. $jac Je da us -~
lov M9nYyy=omst.  bude ispunjen zs jedno

TIORTMA C,,

AkD Je,2a "j}:/‘(%

I &\)(X,j):wws{'

a qnY0)supretan, pesteds, pnatoll jedam klass vgraniSenih recenjs.Specljal-
no,8ko Je {({0i<D eva negativaa resenja i ona £0)a prolsse kics taike ose

Y= 0O su ogranilena a ims bsr Jedno positivmo asimptotski cogramicenc re
cenje.Ako Jo (x,0)>0 sve pozitivas redenja i oas koja prolsie krog tuae
ke ose =) uslaptotski eu ograni%m 8 ima i ber Jedmo positiviw esimptot
aki ogrsnlienc re-enje.

* Cevivw na koje ze svode specijalnl siuldajevi tecvrsms C i C cend'

ncg sh tipn antog ne slikama 1 i 2. 13

PRINFRI

U svojstvu primera posmatrajac jeamadinu \3‘=¢>(‘;))(((9<) YY), W(XM))Q/V(

gde Je Jelinsivemsut ispunjena u celo) ravad XUi «AKC Jo
0 lwm Py)ztoo ¢x)3C>0

?'ﬁtaa v
postoji bar jelnc asmptoiski ogranileno rsosenje.

( -t
* (1}3‘%4"%)— ~o0 i< ce o
sva su re:zeaja asimptotaki ogranilena.
c) &wég:p(g)r-&w)‘((y)ZQ>O,kV(X,O)<‘O
Asimptotska rsﬁiaja sus;ava negativna,ona kroa tatke cse J-O & bar jeano

slitivnc,.
" ay b Ply)=+o0 do )< ceo; Wi, 0) >0

-

ssimptotska riienjuseva positivna,ona kojo proluze kros tacxe osa =0
1 bar jeanc negstivoo-

o) blv\,: Plylz~co, 0> ¢ >0 Wx0 >0
Istc Xsc u Muyé?fuwa) (slixe 7 A ©® su nte,.



line ""ﬁ)’ ) %(7 sc<o, Yoo)<0
£) &ngaj iatl kso o) ,(siike ¥y 1 b su:u iste).
Slucajevi a)yBy,0),d),¢),f) pretatavijeni su nu silkamad ,5,6,7,0,9
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Ha%u&aiu sa skxs slike 14 sva reienjs ulasze u 'c"-.gluéajml 88 3l.15
| lbxgrmgipljem su ekvivalenini primeru is § fgaluéaju 83 8lell 230
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1
sa njenia straname z‘%z (\1: _é,,,[?
6 3*\2 (gw% Hn 9 24 =5
n W ~on pE XS 4@
v pdXLyao :
posgutre se sistea ‘Q,Z\AA(X\jyz/
(20] 2 N Y2 )
i dobi ja teuren: koju genersli™e tecremu °w'
THORZNA C.

pat Je sistes (20) _.iko Je
a) *éM(X*‘fii)<0 na Gn
ZW(‘("}}%)‘O na I"‘Vt

svs su resjenjs naslmplotaki ogranilens.

b) Ake JoyM (X% 2)K 0 na Gn ga jedno M

“h2) >0 -t -t
posto il Jeina tlasﬂc’{it}pt}otgnh r}:(écnja.

o) Slufaju Y >0, tJ/ 17
s¢ jedno Y na é,\, HV\— odgovare isti zuklJul2k kso za bye

d)pko Je kjv\)\>0,%s/v70 g2 Jedno "\ ,na va;Hw
postc ji baur Jedno ogranilemc resenje,

nem) -

glula jeviaa a),b),c),&,ove tsoreae odgovaraju slike 14,15,16,17.
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Aqnm \)\f-cows’c na Hn ﬁot)‘.ﬁ'o)
h'an(’QOﬁ) suprotan cnce od M(x,g,z ) sa ‘;),ﬁbO) har saprotan onos Gd

N(x;y,3) 58 2,#0 ,sisten ima jJednu kiasu ssizptotecii re. enjs.

Posebnl slnéujovig

)y M<O V<0, $/~fx,o,e) >0, W (%,4,0) >0
genernlice a) iz t.c,g

0) M<O0, W>0, M,02)>0, N XY,0)< D
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Mo, N >0, Mx02<0, Nix4,0)<0
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generalide 4) is t.cls.

Sludijeviaa J),b'),e‘),d'\ ove teoreme cdgovaraju slike 18,19,<0,21.

é ;oggg mfau ocunéga gzgxué JEpS0C

pre nego 3t¢ predjemo na opﬁtl sistem,navesfenc neke ragajsate
veievskog,kc Ji nem omocgudavaju ,u sludaju ops";teg ailctema,utvrdijlvanje "islaznil
1 "ulagnihe sirsna,
Pretpostaviao da au t\mkcua( Ct)’)C4) ,’X’Y\) fW\p(*')f)C,,, ’XM)

(A=A pyPeh-aq) klase C A (3. pmda—fu nepret.dae prve iasvude
u otvorenow eé<u;d yeOBnatimo 83 (U skup talaka koJe zedovoljuvsju sis

tem relacide Pe (), (4 (P)<o, mP(P)<0 (&=4y 90, B2, 9)

Seku su LJ‘ i U\A (5/&"’) ;\")‘5 Ay - ,'13 Bk GVL Lalnk ahu/'?
kxoje zadovoljuvaju respektivao relacije

Pe J) V('?) 0

! Q&(’P <0y @407 MmP(P) 20, (821 1)
(3knp L
Def), MmIC0
1] f ¢('p)<o, (AP uphWW'P)‘O C:1,-,9)
(sknp,\,\ ) ¥
,.rctpoat&vlm a8 za 1< 2;‘4 - funkei ja Q. (/P) law pczitivan
izved ’\7( (281 se u 0. zomeni intezral sistm‘ u svakce] tadki od
pis 2a /| <4 1 funkci ja M,@(’?? negetivan igved u swskoj tuo-
Kkl od \AA{ .
- pod ovis usloviaa skup W nasivamo vilestranis regularaia

skupos u odnodu ne sistem’

C:‘&L—S (é 5(/\) (x‘y\ 7 (“;/1)“‘)’)’\

r §
imajucis kac caitivane strune & 80 negativae JVL oJedinstve~
acst reienjs Jje bez snalajn za ovu terinisiju.
r.ynlevak. Jeo dokazao obaj rezultat
«%%8 Je (L vilestrani regulsranl sxup sa 2_2)“' pesitivaim i \/\/l negstivanisw
otrama. S1 su nepreildne na otvorenos sxapaLQ sJedinstvencat Je z= tupljen
i Wcﬁ «Pnda Je

5 SO‘&X'\QCwl } Sb"u(qe st uhe (cu,LJz)‘t

5» ZU :W
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Sve ixlasne 1 ulezne strans koje se polavijuju u dokizima
twrun c 1 C kon-t&tcvauc su po ovim kriterijumiga.pri tom su u svcjstva funs
erja (¥ 1 W\é‘ figurissle,prems situaciji,runkcije T4 -0 11 *X-5

U konstatovanju da 1li Je nekl skup retrukt sveyg asatsku -
pa 111 ne aarlwem'su stavovl da se uLegzent ne x:ie noprumwlpreauikatt
na svoje kr:jeve,da Je svaks talka retrakt ezupa kojl Jje msirii,te da greai
es sfere aije retrakt srere( isto wvazl i sa parslelajplped),kao i da je ret-
rakt retraxvm opet retrekt,
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f 2
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~sa takvib integrals. ’ .
sladsju
" 4 € GO,
v
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| ' ]
w Blutaju U > ¢ >0, ij > (5 >0

8Ye 8U Rapls.ne etrane striktaog uuu.Quuo kao Z skup talaka

X 1€9 149518, t=1.20

208  ies oblii ()1 (D) gde,umesto & € L<LH 0 treba stavity t=to .
2 (\5 La Je retrakt od Z 28 Jeate od 5 epotujl majausnle jedno
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sa ¥« s,
Z ﬂ S su te dve taltke 1 nisu retraxt cd Z a Jesu cd S .
Dalje Jje 1stc xagc u prethoanc] te.reami,

00888 &0
eke jo dat sistem , " RSTS
weke 3 | dacs =G (6yFay oy Xprg ) MY 11
@s) &t
Pesane strane ¢cvog sistema maovoldavagu w proatoru {£,%0 ) Xptg)
nipotesu | (vidett §3).Ako Je X; e g . <X, (2)

gde su X (41 )/ (¥ desne strane tipa is twru. g}tbdl pod nipctesama

(A} i (\‘5) sa komparstivaoe sisteme,postoji jedna klasa asimptotexih
resenje slstena (2G> y8ti se¢ makijutex aobija axe Bu Komparastivnl sistemi
tipa ix tecrame %.

oTobe podvuci da sa sistem (2()nije potrevnc pretpoetavitl
Jedinstvencety, sy ja se medjutia pretpostevija sa komparsztivne alotlswe,xod kogil
se dokasuje esjzlctenclija asinmptotaki cgranicenih resenja primencva metloae
retrakoel je,
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o diteraturu su umu. am onl redovl koje sum sateta c¢citac pri ie-
~gandu avoa rada,beg cbzira nu toc ds L1 su njinovi resultatl elexktivai xoris

ceni 11l ne  Junvvawyfvyrp,

[ﬂAI‘BREm P.nnmrguo sur un thioreme de ¥.Wadewski relstir s 1 sliure
asysptotif ue de§ intesraus den niuanou differentisllesw.Bull.ds 1 Acad,
pol. des Bo. dojii  ,vol [L  ,No7,1954

[2)mertcline M."yeke fuakoiomslue nejein.scsti dobljens primencm
Capliginove metode i uporedjivanje ss resultatims  ihails petroviéu®,.yesnik
prultvay matematidara 1 fisidsrs ERS, w,g_ 21=2,1957

[_3} BERTOLINO M.® Prooédés de 1 encadrement des soluticns des ozuationﬁ
differentiellua®.Yesalk DrusStve matematitars i fizidara MRS, - ¥Y,1958

[_4) BERTOLINO Ms* primedda u vesi sa Jednis stavoa Mibaila Petrovida®,
Vesnik Drustva satematiders i fisiiars BES, X ,1958

LS} BERTOLINOG I." gur le comportement aaymptotijue des sclutions de cer-
taines oz_uatlonn dutumnulu'.noyhon]o s 111 yongresu aaut.fis. i astr,
BRI 0~ Y  =1960
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Ls}m!omuo I.'«phorm- sur le oenport-unt sgymptotijue des ulauem de
certaines ciuaucm diftdrentielless=rukopis primljen sa Ataspu u uniim
DNQ*V& nat,fis, 1 astr, NBS.
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[ékxanxs ¥.” pi L2erentialglei chungen~Losungenethoden und Losungen, Leipsig
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T J- 212359 pe 3472 (440
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mo 3,195
[15}'1(631!3&1 do" Bur ua pmblao a’ interpolation pour les 1ntcgraua des
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Pel65=L05
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-aohrift, “and 32,5 werlin 1950
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