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Spisak osnoynih -oznaka

A -~ normiraiuéa konéfdnta ,

a ~ koeficijent lemperaturske provodnosti (=
Al- Altvenov broj ( = N/Rem)' ‘
a, -~ koellicijenti~funkeclje

B - vektor indukcije magnetnog polja
bk- koeficijenti-funkeclje A
ey~ koefiecijenti- funkc11b . s
c_~ specificéna tonlota

dk“ koericijenti~-funkecije

E - energija . -7
T - vektor ndpona elektriénog polja ' '
Ek" koeficijenti~funkcije

e~ koefiecljenti~funkcije

Ec- Ekertov broj (==V§)/(QD-CAT)))

F - vektur zapreminskih sila

F - bezdimenziska strujna funkclja
£ - univerzalne funkcije

r - Veberove funkcije

Gk“ koeficijenti-funkecije-

Ha- Hartmanov broj ( H§==N-Re )

J - vektor gustine elektridne struje
k ~ celi pozitivni brojevi | |

L - karakteristicéna duZina

M, - koeficijenti-funkecije

m, - koeficijeti-funkcije - _ '

N —‘magnetri hroi ( = U'Bz/g ) g

N - bezdimenuiski magnetn],otguar*ov broj (‘=N'R/V03)

)

Wu- Wuseltov broj (~
P - pritisak

Pr— Prandtlov broj ( = ¥/a )

Q - DZaulova toplota

q.- funkecija

R - poluprecnik kruZnog cilindra

Re- Rejnoldsov broj ( =Vg -« R/» )

Re ~ Rejnoldsov magnetni broj (=?ﬁ.§uVGI.R )
T - temperatura | ' ' '

t - vreme
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Struhalov broj ( =‘; =t- Yo /R )
vektor brzine spoljasnjeg stfujanja
poduZna brzina u granicénom sloju
brzina, funkcija

vektor brzine strujanja

popredna brzina u granidnom sloju
disipativna funkelja

podugna i poﬁreéna\koordinata
funkeija | |

beskonadni skup parametara
beskonacni skup parametara
beskonadni skup parametara
debljina granidnog sloja
debljina istiskivanja
debljina gubitka impuls;
beskonadni skup Darametara

" beskonadni skup parametara

bezdimenziska poprelna koordinata

koeficijent toplotne provodljivosti

beskonadni skup parametara

dinamicka wviskoznost
magnetna propustljivost
beskonatni skup parametara

kinematidka viskoznost

zbhir

elektro-provodljivost

zapreminska gusiina naelektrisanja
tangeneclijalni napon

funkcije
" strujna funkcija

funkeija

‘koeficijenti~funkecije 2

Laplasov operator ( 52 aé‘ )

N HE " """.ﬁ)— ___8_ ;-
‘Hamiltonov (™nabla") Opblato* (“: .L+8g2)

gumtina fluida
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Znac¢enic indeksa 1 simbola uz veliline

e

~ bezdimenziska veli¢ina (zvezdica iznad)
! 2 ‘

~~ izvod po promenljivoj ,? ili po poduZnoj koordi-
nati x , (prim, sekond, itd.)
~ izvod po vremenu (tadka iznad)
~ - grazmerno, reda velidine
- u beskonadnosti
e - elekbtridna
em - elektro-magnetna
in - inercijalne
kin - kinetidka
L - Lorencova
‘m - magnetna )
p =~ ploda (oznaka velidina na ravnoj plo&i)
r - relativna |
vis - viskozna ]
- na povféini (zidu) tela
0 - univerzalna funkcija -~ koeficijent ("slobodan &lan")

0,1 - "o " " uz parametar o,
0,11 - 1 1 ) " " i ' &/42
1b,0 - " " n 1 1 /34
1b,1 - " n H " i 0[4ﬂ4
le ,O - 1 1 i 1y 1 3’;
lec,l - 1 1" n 1 1] o(l 3,;

lble,o - " Mo "o " - A
11b,0 - " g " woeoo o

VaZi isto pravilo ovbeleravanja indeksa uz univerzalne funkei-
165 e 10 (‘.‘.‘p 1 I e i 1197 ¥ r"""', !“ T R _x: g .
je- koeficijente uz parametire (S , &, A, ,(K, .

Ostale korisdene oznake objasnjene su u tekstu.
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Macnetna hidrodinamika je kaovsuﬂtaVni deo fizike i
od ranije poznata, pa je u OKViru nje proudavana u neznatno]
m@r1 dugl niz godina. Poslednjlh dvadesetak godina medjutin,
ona je pootalﬁ veoma aktuelna naudna oblast &oja-sé intenzi-
vno i brzo » uVle_l za kratko vreme ona se svrstala medju
opiirne i Zhﬂﬁajne oblasti Wehaniké f]uida.fbm 19)7 goaine
'magnetaa hidrodinamika se uglavnom przmenwlvala u geofizici
i athonomigl. Tih godlna uvidelo se da ona.imq,vellkl znadaj
i za tehniku. TlG.Kauling je -mnaime 1957 goéine /1/ sakupio i
prvi potpunije izlozio osnovne'pc5tavké magnetne hidrodinami-
ke. Do tdod,ona je imala punl znadaj samo kod proudavanja tzv
‘"kosmlck1h" problema tj. pri izulavanju Jezgra Zemlje, Sunca,
zvezda 1 meu;uzveédanog proutora. Usled ogromnlh razmera kog-
mlckog,pxootora, proudavanje pomenutih problema se svodilo,
uglavnom, na posmatranje dogadjaja i objadnjavanje uolenih
kosmidkih pojava najéeéée‘pOsredstvom matematiékevgbrade.ﬂUs—
led prostornih i vremenskih ogranidenja u laboratorijskim us-~
lovima, eventualni eksperimenti su dopus ta}i donos$enje pouz-
danih zakljutaka samoc o opStem karakteru kosmidkih pojava.

Za proteklo-relativno kratko vreme wmagnetna hidrodi-
namika se, kao savremena oblast mehanike i1 fizike, veoma in-
tenzivno razvijala. Postignuti su znacajni teorijski i pfak—
tidni rezultati kod reSavanja mnogih problema - kojima se ova
nauéna oblast bavi. 3igurno je medjutim da treba uloZiti jod
dosta nauénog i struénog istraZivadkog rada da bi se mneki od.
smelih 1 ambicioznih poduhvata od ekonomskog zna%a1a mog]1
primeniti u praksi. Tzdvojicde se i dalj Je naves st1 samo neki
najvaZznijli problemi. |

~ Problewm upravljanja termonuklearnim reakcijama, iako
je jos u sthﬂiiumu iotra%ivanja, eksperimenta]na postrojenja

anja SVlh teorlgsklh i praktlcnlh problema nukl e~

arne sintege dodi de do porasta potrebe za reSavanjem proble-
ma projestovan] izgradnje i eksploatacije privrednih post-

rojerja.



- Problew izgradnje magne toﬂldrodlnanjﬁkih‘raketnih mo—
tora za kuomidke letove koji, po-fed;tVUm plazme kao radnog
tela - ubroavane ml,q.n@l,nj.n poljem, oslvaruja velidinu speoci-
fignog impulsa (odnos brzine isticanju gasova i ubrzanja va-
kete na zemlji) i preko 1o oooc selundi. Treba napomenuti radi
uporedjenja da kod savremenih raketnih motora pokretanih he-
mijskim gorivom, velidina specific¢nog impulsa ne prelazi 4o0

a

sekundi. ’

- Probvlem direktnog pretvéranja toplotne i kineticdke
enercije vlazme u elekbridnu enerﬁlju posredstvom postrojenja
koja ge¢ zovu magnetohidrodinamidki (MHD) generatori; ili pre-
tvaranja elektrid¢ne energije u energiju plaszme, posredstvom
postrojenia poznatih pod nazivom MHD-vpumpe. Ideja nije nova,
ali novi su postupeci koji obezbedjuju neophodni stepen joni-
zaclje, kao 1 savremenl vatrpstainl materijali koji omogudluju
praktidnu realizaciju takve adeje. Prednosti takvih postroje-
nja su: otsustvo niza konstruktivnih problema - s obzirom da
ne postoji pokretnih de]uva, mdnwa su mehanidka opterecenga,
mangl gabariti i vedi stmpenl lukorlgoonja. Osnovni nedosta-
tak - jeste potreba za visokim temperaturama, neophodnim za
postizanje potrebnilh stepena jonizacije.

- Problem izgradnje raznih mernih uredjaja: magnetnih
merac¢a protoka, elektromagnetnih brzinomera, merada brzine
morskih struja i dr. _

Veliki broj do cada objav jenih radova iz oblasti mag-
netne hidrodinamilke obuhvatavslgﬁeé pr avce,istraéivanja: sta-
bilnost visoko~temp&ratﬁrne piazme, magnetnu gasnu dinamiku,
strujanjc ‘provodnog fluida kroz cevi i kanale, teoriju MHD-
-madina, teorijiu MHD graniénoy sloja. Pri tome osim raznovr-
snosti hoja postojil s obzirom na predmet prouﬁavanja, treba
ukazati na joé vedu raznolikost u prlotupu reavanju ocdnosno
u postavkama pojedinih zadataka. U nekim slulajevima naime,
lavnl cilj predstavl ja proutavanje poremedaja spoljadnjeg
magnetinog polja usled strujanja elektroprovodnog fluida. U
drugim slucajevima, poremecali spoljainjeg magnetnog polja se
zanemarujn, & osnovni cilj Je proucdavanje uticaja magnetnog

polia na hidrodinamitke karakteristike strujanja. O ovome slu-

A
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gaju, kada je magneini Rejnoldsov broj mali i nema izvora spo-
ljadnjeg elelctriénog polja, bide detaljnije govora u ovom ra-
du. ,

0 navedenim problemima ovde su date osnovne informa-
eije, a iscrpniji podaeci 1 objaénjenja mogu se naci u speci-
jalnim monOgrafijama /1/ do /6/.i mnogobrojnim radovima.

Ovaj rad se odnosi na nestacionarni MHD brzinski i
temperaturskil granidéni sloj pri laminarnom, ravanskom struja-
nju nestisljivog elektrbprovodnog fluida. Rezultati rada su
dati u dva dcla. Prvi deo obuhvata: uvodne napomene razmatra-
nog problema, izvodjenje 6dgovarajuclh osnovnlh jedna01na,
kratak pregled srodnih radova u svetu i kod nas, relenje ne-
stacionarnog MHD brzinskog i temperaturskog graninog sloja.
Naime, za izralunavanje nbstaclonarnog MHD tempgratur%kov gra-
nlcnog'sioga neOphodno Jje Ta8polagat1 resengima odgovarajudeg
brzinskog graniénog sloja. Osnovne jedna¥ine razmatranog br-
zinskog 1 temperaturskog ﬁfaniénog siojé su dovédene na uni-
verzalnn oblilk tj. na Jedna01ne koje ne zav1se od vellﬁina
karakteristiénih za konkretne zadatke. Prl tome su analitiéka
i numeriéka resenja za univerzalne funkcije 1zraéunata_u aed-
no~§arametarskoj aproksimaciji,.fazvijanjem ré%ehja u red. Na
kraju su dati primexi proraduna nestac10narnog MHD brzinskog
i temperaturbhog granidnog. 8loja, za sludaj opstruaavanja kru—
Znog cilindra'pokrenutog trzajem. Napominje se da. je tempera-
turski graniéni gloj razmatran za cetiri sluéaja granidénih
uslova na povrsini tela, poznatih pod naziﬁimai termometarski
problem, toplotni fluks zadat na povrsini tela, problem hla-
djenja ili zagrevanjé pri konstantinoj i pri.promen131v03 (za~
datoj) temperaturi tela. Na kraju dat je zakljulak o dobije~-
nim rezultatima. U drugom delu rada dat je postupak’numerié—
kog proratuna, priloZeni su neki karakteristiéni programi i
konagno, dati su dijagrami i tablice vrednosti svih univer-
zalnih funkcija i nekih karaktéristiénih rezultata pri obra-
di“primers, kako "é br01nski tako 1 temperaturskl nestaciOf
narni MHD granidni slog.. '



§ 1. MNestacionarni MHD ravanski granidéni sloj
1.1, Uwed

‘Moagnetna hidrodinamika je naudna oblast koja se bavi
proud¢avanjem kretanja elektro@rovodnbg fluida izloZenog dej-
stva elektridnog i magnetmnog polja. Pri kretanju provodne
gredine u elektridnom i'magnetnom polju, u njoj se javljaju
elelktridne struje. Usled uzajamnog dejstva tih gtruja sa el-
eittromagné tnim poljem, dolazi dQ stvarapja_dOPuanih-zapreF
winskih sila, koje bitno uti%u na hidrodinamidke karakteri-
stike kretanja pfovo&ne sredine. Ere?a podSetiti da sile is-~
te prirode dejﬁLVuju na'Evrsté provodnike kada se oni kreéu
u elektromagnetnom onolju, i da se ova pojava g£iroko koristi
u elektrotehnici. $ druge strane, indukovane elektridne stru-
Je u provodnoj sredini dbvode do promena elektromagnetnog po-
lja.'Téﬁuzajamna dejstva elektromagnetnog polja 1 kretanja
provodne sredine predstavljaju specifidnu osobenost magnetne
hidrodigamike, a lstovremeno dovode i do velikih te3koda pri
TreSavanju problema. _

Iz mehanikve fluida je poznato da se kretanje realnog
fluida opisuje sistemom nmelinearnih parcijalnih diferencijal-
nih jedn@éina,wifda postoje velike paltematilke teskode za
njihovo reéavanje. S druge strane, elektridno i magnetno po-
lije se opisuju jednaéinama poznatim pod nazivom Maksvelove
jednadine. S obzirom da su ove diferencijalne jednaline obid-
ne i linearne, to podgrejaVa’hadu da se mogu dobitl resenja
za neke sludajeve, kada se sistemu jednacina kretanja‘dodaju
i Maksvelove jednadine. ‘ ' '

Jedan od nadina, kojim se znatno uproidava reéaﬁanje
problema strujanja realnog fluida (bilo za slulaj étrujanja
u kanalima bilo pri opstrujavanju tela), predstavlja teorija
grani¢nog sloja. Ona se zasniva na uslovnoj podell strujanja
na jezgro (ili spoljadnie strujanje) i uzan grani¥ni sloj.
Mo¥e se smatrati da vaspodela parametara u jezgru odnosno
spoljasnjem strujanju'néVzavisi od granidnih uslova na povr-
gini kanala i1i tela.”U,gréniénom'SIGju med jutim parametri
strujania se nagzlo menjaju od vrednosti na povr#ini do vred-




nosti u jezgru odnosno spoljasnjem strujanju. Veljike vredno-
sti graaijenata brzine, temperature, magnehnog 111 elelktric-~
nog polja u granilnom s 3u u praveu normale na povr,inu, i-
maju za posledicu pojavu velikih vrednosti tangencijalnih
napona, protoka toblote, difuzionih protoka jonma ili elek -
trona. Cinjen;oa, da se u granidénom sloju najvise ispoljava-
ju disipaciona svojstva fluida, koristli se za izralunavanje
trenja i prenosa toplote kroz grani¢nu povr$inu, prilikom
proudavanja strujanja viskozne toploprovodne sredine. Prema
ponaSanju pojedinih karakteristicnih velicina, razlikujemo
sledeée vrote granidnih slojeva: dinamiéki - brzinski, tempe-
raturski, a ukoliko postoje velike promene jadine magnetnog
polja, uvodl se u razmatranje i1 magnetni grani¢ni sloj. U
svakonm slulaju radi se o a,zmptotbkim granidnim slojevima

tj. za y-—--00 : u ~*~Ua), T—-‘»—-TOO i B-»—BGD. Debijine poje-
dinih granidénih slojeva su u opstem sludaju razlidite.

Iz mnogobrojne literature iz oblasti hidromehanike
neprovodnog fluida, poznatc je da se pri'reéavanju nelinear-.
nih parcijalnih diferemcijalnih'jednaéina nailazi na velike
matematidke teSkode, bilo da se radi o direktnim pokudajima
re$avanja Wavije-Stoksovih jednacina, bilo. da se razmatraju
Prandtlove jednadine granidnog sloja. Uvodjenjem u razmatra-
nje uticaja elektromagnétnog‘polja, problem prouctavanja kre-
tanja provodnog rfluida se o8 vise komplikuje i oteZava. Jer,
osim promene vektora elektromagnetnog polja u prostoru i vre-
menu, mogu se menjati na veoma razlicite nadine i fizidke ka-
rakteristike 1]u1d°~,elektroprovodnost, magnetna propustlji-
vost, viskoznost, toplotna provodljivost i dr. Zato'je'kod
proutavania konkretnih sludajeva strujanja neophodno da se
uvode izvesne predpostavke i ogranidenja u cilju uproééava—
nja polaznih jednac¢ina i njilhovog uspedSnog reSavanja. '

Pre nepgo Sto se izvedu polazne Jjednaline razmatranog
problema, na osnovu krilerijuma slic¢nosti i dimenziske anali-
ze¢ ukazade ve na osnovne karakﬁeristike magnetohidrodinamié-
kih pojava. Na delidé viskogzgnog, provodnog fluida, kojli se
krede u elektromagnetnom polju, dejstvuju inerecijalne, vis-
kkozne i elektromagnetne sile. Za pomenute gile i to po jedi-
nici zapremine, dobijaju se na osnovu dimenziske analize sle-

dedi izrazi /6/:
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1—'za-3i1e‘ﬁrenia - F n;'?.yull o (1.2)
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- 78 elektromagnetne siie '_ Femfw'53BO.U . o (1.3)

1z odnosa ovih izraza dobijaju"se karakteristicni
bez@imenziski’projeVi, koji se koriste u magnetno] hidrodi;
namiéi za lakse razvrstavanje moguéih'strujanja‘provodnog
flﬁidﬂ, Tako, na primer, iz odnosa (1.1) 4 (1.2) dobiga se
Regnolduov broa g

Fin  e-v?11 _ UL
FVJ_ﬁ -y U L7y

3iji je zmnataj u mchanlcl neprovodnog fluida dobro poznat.
Iz odmosa (1.3) i (1. 1) dobija se btauartov broj:

7 O‘B .U O“B
»Fem o e %:_.- N*-ILT—zN 5 | E (1-5)

= Re , . (1.4)

~ .
in 9-U-U g
treba napomenuti da se ponegde u llteraturi mo#e na01 broj
N= (G- B5/9 , koji se zove magnetni brog. S obzlrom da on
ima dlmen213u ( s”l), geide je u upotrebi bezdimensziski mag-
netni Stjuartov broj ﬁ. U ovom radu su, prema potrebi, ko-
riséena oba navedena oblika ovog broja. U magnetnoj hidrodi-
namici se festo koristi jos kvadratni koren odnosa (1.3) 1
(1.2), KOJl je poznat kao Hartmanov brog

1 2 2 1 1 »
F Z G-BS-U-1L , o
()2 o (2)2e B 1 (82 B L (16)
vis $-¥-U g-y

Lako se moZe uoditi da izmedju Hattmanovog, Stguartovog i
Rejnoldsovog broja postoji slededa vezas: :

2 » o ' -
Ha = N-Re . | | (1.7
Osim uzajamnnog dejstvg~spolja§njeg elektromagnetnog
polja i indukovanih elektriénih struja u provodnom fluidu,
ponekad Jje neophodno da se uzmu u obzir i poremeééji spol jas—
njeg elektromagnetnog polja, koje prouzrokuje sopstveno mag-
netno polje indukovanih struja. Indukcija>sopstvenog magnet-
nog polija indukovanih struja, prema /6/, data je izrazom:

fi
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AB ~ M- (¢ -B -U-L . | . (1.8)

Odnos (1.8) i indukeije spoljasnjeg magnetnog polja (BO) pred-
bdv]Ja tuv. magnetni Regnolusov broj:
¢ B U-L ' : :
| Po. Z-a“ m
'Ponegde se u literaturi, ahalogno hidrodinamieci neprovodnog
fluida, koristi tzv. magnetna v1skoznost provodnog flulda -

kao Sto se vidi iz (1.9) Y = 1/{ﬁ.@? )

m
Kombinovanjem Re, N i Re ~ brojeva mogu da se dobiju
‘1 drugi kriterijumi, karakteristidni za pojave pri strujanju
provodnog fluida u prisustvu magnetnog polja. Tako se, na
»primer, delenjem StjuartOVOg broja sa Rejnoldsoﬁim magnetnim
projem dobija Alfvenov broj: g2 o

* E2 : o] 8 o ’
Al == = & 5 o~ ZERE "~ (1.10)
m R QU 9 U Exin -

‘koji pokazuje red velic¢ine odnosa magnetne i kinetidke ener-
gije - racunate po jedinici zapremine fluida.

‘ Uvedeni bezdimenziski brojevi se koriste radi lakSeg
postavljanja i definisanja razmatranih problema strujanja,
kao i izvodjenja polaznih jednadina granid&nog sloja. Radi
ilustracije znalaja ovih brojeva navode se neki zakljudci
izvedeni na osnovu njihovog reda veliéine. Na primer, u slu-
Caju strujanja pri brojevima Ha malim u odnosu na jedinicu
tj. za Ha< 1, zakljuduje se da su elektromagnetne sile ma-
le u odnosu na sile viskouncsti. Pri proradunu takvog stru-
janja moZe se zanemariti uticaj elektromagnetnog polja odno-
sno moZze se smatrati da se radi o strujanju. viskoznog nepro-
vodnog fluida. Za Ha-~1l, wora se u proradunima voditi radu-
na o uticaju i viskoznih i elektromagnetnih sila na paramet-
re strujanja. Takvi sluCajevi strujanja spadaju u oblast>in—
teresovania magnetne hidrodinamike. Za Ha»> 1, elektromag-
netne sile su znatno vede od viskoznih sila, koje se stoga
mogu zanemariti, pa se moZe smatratl kao da se radi o stru-
janju neviskoznos fluida. Ali u kolikoj meri je bitan utieaj
elektromarnetnog polja na parametre strujanja, nije mogude
proceniti camo na osnovu vrednosti Hartmanovog broja, veé ge
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mora vodili ratuna i1 o redu veliline elektromagnetnih sila u
‘odnosu na inercijske sile. Kaoléto jJe ranije istaknuto, od-
nos tih sila odredjuje magnetni Stjuartov broj (1.5). Prema
tome uticaj elektrowagnetnog polja na parametre strujanja
rovodnop fluida moZe da se zanemari za sluoaaeve'1k14<l i
N<K<l Pri vrednostima Nﬁbl elektromagnetne sile su 1otog
reda velicine ili veée od 311a inercije. Tada se uticaj elek-
tromagnetnog polja na parametre strujanja mora uzeti u obzir
i oni se inrqaunavaau na osnovu jednadina magn etne hidrodi-
namlke, 0 hoglma de biti wvise govora. Na kragu treba jod da
se istakne vaZnost magneinog Regnold sovog broja. Za wmagneto-
hidrodinamicka &Lruganga fluidd, ¢ija je eléktrOprovodnost
vmala, sopstveno magnetno polge indukovanih struja u fluidu
je zanemarl jivo malo odnosno utlcag strujanja na magnetno
pOije pralktiéno ne postoji. U takvim sludajevima je. Re'<zl,
a razmatranje takvih strujanja se Cesto u literaturi naziva
reSavaniem problema u "bezindukcionom" pribliZenjiu.




1.2. Izvodienje osnovanih jednadina nestaclonarnog MHD

brzinskog i temperaturskog granilnog sloja

S obzirom na sloZ enost Drnblnma ptruganld provodnog
fluida kroz e]uktromagnetno polje, neophodno je da se uvedu
izvé ne pretpostavke 1 upros ‘enja, kako bi sé problem mogao
matematidki ca izrazi 1 uspeSno redi. PrltOm Jje od bltuog
znateaja da usvojeni llZlel model ostane interesantan i u
smislu praktidne primenec. _ ' - . ,

- lzvrdena istraZivanja-su pokazala da, ne samo joni-
‘gzovani rasovi, nego i'veéinéstéénosti_pOse&ujegsyojstVO‘elek—
5troprovodn(b i. Narodito tedni metali imaju visoku elektro-
provodnost. Cak i destilovana voda u kontaktu sa atmosferom
posle kraceg vreumena pbstaje elekfroprDVO&ha. Stepen elektro-
provodno sti fluida zavie 1 ne sgamo od ngegovog heuni jskog sas-
tava, nego i od Temperature 1 razuih prlmesa (prema A.N.Pat-
raseva /4/). U elektroprovodnom fluidu, pri njegovom struja-
nju u elektromagnetnom pplju, indukuje se Struja Eiji je vek-
tor gustine upravan na vektore brzine strujanja i magnetne
indukcije. Kao rezultat uzajamnog dejstvafindukovanih struja
i spoljasdnjeg el utromagnetnog polja, javlja se 1 dejstvuje
na fluid nova zapreminska sila elektromagnetne prirode, poz-
nata u literaturi pod nazivom Lorencova sila. ‘

Iz elektrodinamiké je poznata slededa relacija za
izractunavanje Lorencove sile - po Jjedinici zapremine fluida:

e - — ' ', : -

= B[], (1.11)
gde vektor gustine elektridne struje, saglasmo uopétenom'Omo-
vom zakonu 1znosi ' ' _ -

E ?L~v 4 {§3~[vr;§ﬂ}~ (1.12)
U slutajevima strujanja provodnopg fluida sa malom gustinom
naclektrisanja ( §, == ~20) i u odsustvu sPoljaéhjeg'elektriénog'
polja (F = 0), izraz za Lorencovu silu (1.11) se znatno upro-

o [[+..5].5] . (1.1%)

Te ol»rteodinamibe je pognat 1 sledeéi izraz za izradunava-

scava:
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nie bDZaulove toplote: v '
1l -2 2 S
0= T - [VOE] (1.14)

koji vakodje va%i za sluCajeve definisane sa: Qe¢uo, T=o0 .
Prilikon razmatranja strujanja jonizovanih gasova, mora se
voditi raduna o stepenu 1onlza013e i koncentraoiji naelek-
TWi“anih “estica, pa su tada izrazi za Lorencovu giiu i DZa-
ulovu toplotu znatno kompllkovanlji.

a Pre nego Sto gse or¢stup1 1vvod39n3u polaznih Jedna-
¥ina: jednadine kretanja i energlgske jednaine - za usvojeni
fizicki wodel strujanja,,potrebﬁo je da se proveri da 1i os-
.taje u va¥nosti uopsteni Njutnow zakon o unutraénjem trenju
ako je fluid provodan i u njemu dejstivuju eléktromagnetne
sile. Brizljivo sprovedeni ¢piti u tom smislu, pokazali su
da se refenja dobijena'odredjivanjem viskoznih sila prema
Njutnovom zakonu - dobro slazu sa rezultatima eksperimenata.
Na osnovu toga danas se smatra da se viskpzne sile u magne-
tohidrodinamidkom strujanju mogu odredji#étj'sa zadovol java-
judom taénoddu prema uopstenom Njutnovom zakonu /4/. Prema
tome, za dobijanje jeunalina krétanja i emergijske jednacine
provodno;s fluida u elektromagnetnom polju, dovbljno,je da se
u Navije-Stoksove jednac¢ine i énergijsku jednééinu uvedu no-
vi Clanovi, koji uzimaju u obzlr uticaj Lorencove sile i DZa-
ulove toplote na parametre strujanja.

U ovom radu sc razmatra brzinski i temperaturski gra-
niéni sloj pri nestaclionarnom ravanskom laminarnom opstruja-
vanjp tela provoednim ne ;t1 51jivim fluidom, odnosno pri kre-
tanju tela kroz provodan nestigljiv fluid, za sluda] kada jJe
magnetno polje nepokretno u odnosu na fluid (magnetno polje
i fluid se zajedno kredu i opstrujavaju nepokretno telo, ili
mognetno polje i fluid su nepokrelni a telo se kvede). Usva-
ja se da ~ indukecijia magnelnog polja funkeija samo poduZne
koordinate Uj. B =B(x) sa linijama sila upravnim na povriinu
tela. Daiju sc nretrostavija da spoljasnje elektridno polje
ne poétoji i da je. vrednost magnetnog Rejnoldsovog broja zna-
tno manja od joulnice, tj. razmatraju se res$enja u tzv. "bez-
indukcionom? pribXLvaJu. Osim toga, gmatra se da su brzine

strujanija mnogo manje od broine svetlosti, 1 ¢ini se uobida-
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jena pretpostavka kod proudavanja temperaturskog Wrdhjénog
sloja, da su temperaturske razlike dovoljno male (ispod 50 C)
odnosno da su karakteristidne velléine fizidkih svojstava
fluida konstantne (viskoznost, toploprovodljivost, elekiro-
provedljivost, magnetna propustljivoSt gpecifidna tdplcta i
dr.). Tako udinjene pretpostavke dovoljno uprofdavaju razma-
trani problem, tako da se mo¥e pristupiti njegovom matematid-
kom reSavanju, usvojeni fizxékl model strujanja je interesan-
tan i sa praktidne taldke glediénd Jex se odnogsi na veliki
broj magnetoliidrodinamidkih struganga od tehnlﬁkog znacaja.

U slucaju opstruaavanja tela. bilo da se fluid i mag-
netno polje zajedno kredu a'telo miruje, bilo da se telo kre-
é¢e kroz nepokretne fluid i maghétno-pOlje, linije sila mag~-
netne indukcije se pomeraju u odnosu na telo brzinom U. Us~ -
led dejstva viskoznih sila, fluidni delidi u granidnom sloju
presecaju linije sila magnetne 1ndukc139 re]atlvnim br21nama
v §§g=ﬁ——'ﬁ‘. Kao rezultat uzagamnog de}%tva spolgaungeg mag--
netnog polja i indukovanih struja u_granlépom sloju, JdVlJa—’
ju se: (izvodjenje vidi u prilogu P- I.1. stxu 90») '
- zapreminska elektromagnetna'Lorencova sila

¥ =-T-g8% (u-U)-:L~d'B (U-w) , O (1.15)
- 1 DZaulova toplota _ | ‘ |
Q=B (u-m2 . (1.16)

Prema tome, dok Se,diﬁamiéka‘jednaéiha razmatranog

strujanja provbdnog fluida u vektorskom obliku dobija kada
se u Navije-Stoksovu jednadinu uvede dopunski &lan (1.15)

9 ?- —-Vp+))'*A?r+'FE_, - : (1.17)

dotle jednadina kontinuiteta zadrZava isti oblik kao i za
strujanje neprovodnog nestisgljivog fluida ‘ _

(V,V) = div “v*;;o_,. o (1.18)
Odgovarajucéa energljska jednaélna se dobija dodavanjem &lana
(1.16) na energijsku Jednac1nu ncprovodnou fluida

9cp 4z lAT+Cm<i>+Q, | /.(1.19),-

gde‘je: = 2. (aa)+(d U)]+(8u &'zr 2( 2 ,
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)diéipativna Tunkeija, a ﬁ@-iﬁ predstavija prirastaj toplote .
‘usled trenja. ' ‘ |

‘ - Parametri.spoljasnjeg elektridnog 1 magnetnos polja
se odredjuju iz Muksvelov1n Jednac¢ina, koje predstavljaju |
osnovne Zakonw~pu tulate elcox trod1nam1]e U razmatranom slu- .
daju strujanja, medjutim, 8p013asn3e elektriéno polje ne po-
stoji a vrednost magnetnog Rejnoldsovog broja je znatno ma-
nja od jedinice, odnosno‘uticaj'SOpstvenog magnetnog pglja
indukovanih struja na spoljaénje magnetno polje je zanemar-
1jivo mali. Stoga se indukcija spoljasnjeg magnetnog polja
mo¥e smatrati poznatom odnosno zadalbom velidinom B= B(x).
Treba napomenuti da je zanemarljivo mala indukcija sopstve-
nog magnetnog polja uslovijena moorom o gustinom indukovane
struje, all to ne znadl da j=« maia i Lorsncova sila. Prema
tomé, u ovom sludaju nema potrebe da se refavaju Maksvelove
jednadine.

Jednadina kretanja (1.17) u skalarnom, razvijenom

obliku za pruvee x~ 1 y- ose, s obzirom na relaciju (1.15),

glasi:

: 2 2 2
Qe ., Dl due __ 4 3p (au_ au.)__J.‘_B _ 1. 20
ot + S * 1’3;./ T @ 9x i é):c2+ay5 k3 (4‘ U) 2 (2 )
v o U S 1 o S T
5—%—-#{/{5:{4— 5-3-]:‘—?5;’%-})) ~§;‘2+ay2 . (1.21)

Energijska jedna®ina (1.19) u razvijencm obliku, s obzirom-

na relaciju (1.16), glasi: : . .

2 vusl v ah (B 2T ;z,b{ @

(2 )+ (55 +22) - 422 +35) } - EE v

UproSdavanicmn jednadina kretanja (1.20),{1.21) i energijske
jednadine {(1.22) dolazi se do jednadina nestacionarnog MHD

(1.22)

breinskog 1 temperaturskog granidénog slojia. Pesmatrajuéi
strujanie ncprovodnog fluida male viskosznosti, odnosno opsS-
tije redeno, sbtrujanja pri velikim Rejnoldsovim brojevima,
L.Prandtl je previ (1904 godine) izvrsio uproSdcavanje Navije-
-Stoksovih dednading procenjivanjem reda veliline pojedinih

lanova i winonarivanjem Slanova nifeg reda velidine u odno-
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“su na jedinicu /7/. Tako dobijene jednadine su peznate u li-
teraturi pod nazivom Prandtlove jednacdine granidnog sloja.
Na potpuno analogan nadin izvrs$ide se ocenjivanje uticaja
"Lorencove sile 1 Dzaulove toplote, odnosno magnetnog polja
na parametre strujanja provodnog fluidavi,iZVesti jednaéine
‘hestacionarnog MHD bruzinskog i temperaturskog graniénog slo-
ja. U cilju procenjivanja reda velidine pojedinih &lanova
jednmagina (1.20),(1.21),(1.22), celishodno ih je napisati u
bezdimenziskom obliku (vidi pri]og' P-T.2. str. 94 ):

: 9t4 * o " 91& img e e?t& 5
+U = e =— =+ w -~
Y, e Y ay ox " Re D% 99 N( )" (1.23)

»

.2 .
~A ot e —§ w8 e 8~ A8 et~

» " - o . R " o*
By L2V  gBv _ _3p 1 [PV Jv) . |
iy = 91-; Qg RelJx? 9}?2 g C(1.24)

37 . .t 2T 7 5 T
ad T ex ”ag BR.( x2 %5 +.§.{2
~d A - - ~§ ~§ ~q ~§ &2 ~1
2 | | (1.25)
‘}J] (/ atr ,2(D<A azi) }-+fl£¥&x {)
~ 1 f»S ~§‘ ~d o~ ~f ~1

Jednadina kontinuiteta (1 18) u bezdimenziskom obliku glasi

A
o o U
:.:L"* % ":0
P o eaé;
~ of o~

(1.26)

U ovim jednadinama (1.23%) do (1.26) zvezdicom su ozgnadene
pojedine bezdimenziske veli¢ine (vidi spisak oznaka, str.l).
Purrl, od ranije poznatih, Re)noldsovoy (Re) i Stju-
artovoy N) broja, u jednadini (1.25) su se prilikom dovod3e~
nja na bezdimenziski oblik pojavili i Prandtlov (Pr) i Eker-
tov (Ec) broj. Prandtlov broj zavisi od fizidkih karakteris-

tika fluida na siededi nadin:
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()). p
i ima vrednost o vasduh oko 0,72 5 za vodu.oko /,0 a za
ulja moZe dostic¢i 1 vyednost 1 oco. Bkertov broj, u litera-
turi se ponckad naziva "temperaturski kriterijum”, odredien

je slededim izrazom:

2 : p
, U U
EC = I ] T
. Cp'( ‘w Too) Cpt ‘0
.‘
5 ) ‘ RS
. Iz jednattine (1.24) sleduje da je -—x 1€

d i
vSL.,Integralenjem iste jednadine u granicama od- 0 — SL do~
0 a

~kija se da su raziike pritisaka na granici grahlﬁn g sloja i
* N
na povriini tela, u poprelnom praveu, reda velidir Sé ti.

zanemarl jivo male. Prema tome, pritisak u-graniéuom Sloju u
praveu popredne koordinate y jJe préktiého konstantan. '
Kada s¢ u jednacini (1:?3) odbace &lanovi niZeg reda
velidine u odnosu na jedinicu, a zatim ona napi{e-u‘dimenzie
skom obliku, dobija se slededa jednadina nestacionarnog MHD

brzinskog granicénog sloja:

2 2

S 12 /e _ 1 op du  FB . ' .
o€ *H%5% +”aé/ =-s3xe Y - (u-U) . (1.29)
Na ognovu granidénog wuslova na spoljasnjo] granici asimptot-
slkog vrzinskog granidcénog sloja: "
( du _ 5%u
2y 2
y oy

iz jednadine (1.29) sleduje relaci,

Y 0 , u=U(x,t) ,

3t

T
LY,

21 DU 1 9p ' ' )
lenaiibin . et 2 e e e s ) . i« 50
sttt ox - § o : (1.30)

X
sa kojom jedaaurina (1.29) dobija slededi oblik, podesan za
dalji rad,

o 4. - o L/ £ JUB / -
f;z;" 3; Z"}L,;; (;921 ""«./ax +V &J (a’ (/) (1.31)

Foeamadina krontinuileaia osgtaje ista, tj.

\ L o
Qa2 (1.%2)
@ % oy .

Jednadtine (1.3%1) i (1.%2) sa slededim granidnim 1 podetnim

TS LON Y s
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u=U(t,x), v= pri y=o0 1 t=o , :

U=0, V=0 pri y=0 i t»o , (1.33)

u-—-»-U(t,x) pri y-—-s—o0 , | :
predstavljaju polazne jednadine nestacionarnog MHD brzinskog
graniénOg sloja za razmatrani sludaj strujahja. |

' Kada se u energijsko] Jednacini (1;25) odbace svi

&1anovi niZeg reda velicine u odnosuy na jedinicu, i ona na-
pife u dimensiskom obliku, dobija se slededa polazna jedna-
éina:nestacionarnog MHD temperaturskog granidnog sloja raz-
matrenog strujanja: )

. »

: : ‘ 2 2 2 -
BT 3T T L A (BT |, (), OB 1, 12 (71 =24
= *l S +v"ay =55 (592 -+ Fon (ag)-f 5>~,c,5*-1(u U) o (1.34)

' SloZ%enost reSavanja problema nestacionarnog MHD tem-
peraturskog granidnog sloja se sastoji i u tome Sto granidni
uslovi mogu da budu raznovrsni. Ovde de se razmatrati slede-
da Setiri razlidita sludaja grani¢nih uslova na povrdini te-

la: ‘ ,
1. toplotno izolovana povrSina tela odnosno tzv. ter-
mometarski problem . : : -
- 9T

= 0 , - ; = 0O » (1‘35)
Y @y . |
2. zadat promenljivi toplotni fluks na povrsini tela

o, 21
b4 tay

3. zagrevanje odnosno hladjenje povrsine tela strujom

= q (t,x%) ; - - (1.36)

s

fluida, pri konstantno] témparaturi‘tela ’
¥y = 0 , ﬂi:T'w=COIlSt. M : (leﬁrf)

4. zagrevanje odnosno hladjenje povrdine tela strujom
fluida, pri promenljivo] temperaturi tela

y =0, T="1/(%x) . o (1.38)

Pri tome je na spoljasnjoj granicl nestacionarnog MHD
temperaturskog granidnog sloja slededi granidni uslov

(1.%9)

y =00 , T—=>T_,,

N ~. i _,..‘ . 3
u svim sludajevima ( 1. do 4. ) isti. v
Jednadine nestacionarnog MHD brzinskog granidénog slo-

ja (1.31),(1.32) sa graniénim uslovima (J.33), odigledno ne
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zavise od tewporatlurskog polja. Medjutim, iz Jednadine (1.34)
ge vidli da tomperatursko polje uvek zavisi od brzinskos po-

w2

1ja, pa sc¢ Leuwperaturskl pgranidni sioj mo¥e proudavati samo
ako se raspolafe polpunim rebSenjem jednacina odgovarajudeg -
brzinskog granidnog sloja. Lz tog razloga je u ovom radu naj-
pre odredjeno rescen)c nestacionarnog MHD brzinskog graniénog
-sloja, a zatim su refavani problemi nestacionarnog MHD tem-
peraturskog graninos sioja, za pojedihe granine uslove za-
date relacijowa (1.7%) do (1.38). A

- Pre nego §tc se predje na refavanje izvedenog siste-
ma diferencijalnitt jednadina, razmotrimo sada uticaj spolja-
“#njeg magnetnog po'ja na strujnu sliku pri opstrujavanju te-
la provodnim Iluidom,. Drugim refima, pokuSademo ne reSavaju-
éi same jednadine da lzvedcmo nehe zakljutke o uticaju novih,
dopunskih &lanova u jednadinama (1.%1) i (1.%4) tj. Lorenco-
ve-elektromagnetine sile i DZaulove toplaole, na karvakteristi-
ke brzinskog i tempbraturskog granidénog sldja i o eventual-
nim promenama u poredjenju sa odgovarajuéim slulajem struja-
nja neprovodnog fluida.

Na osnovu ilzraza za Lorencovu elektromagnetnu silu

(1.15) 1 jednadine kretanja (1.29) lako se zakljuluje da Je
Lorencova sila istopg smera kao 1 brzina neporemedene struje
ﬁ: jer je (U-u) »0. Intenuitet Lorencove sile raste sa pri-
bliZzavanjem povrsini tela, jer je na povrdinl tela u=o0. Na
osnovu téga sledu’c da Lorgncova sila ima suprotno dejstvo
od "kodiondg" dejciva sila trenja na varéini tela. Usled to-
ga se povedava ;rodiient brzine na pdvﬁéini tela, odnosno ra-

-

ste vrednost timpencijalnog napouna, & sa njim 1 sila povrdin-
skog trenja. Ovo i pretstavlja jedan od glavhih'efékaté.uti~
caja magnetnog pol.ia na opstrujiavanje tela.

Sto se tice pojave odvajanja praninop sloja, pozna-

to je da se Fizidlki uzrolk odvajanja sastoji u tome Sto u tzv.
e T U dp . 13 S Xka enerelda
dituzoernom delu o canidnopr sioja ( Tz 7 © ), kinetidka energija
fluidnih delida nijo dovoljna da savlada silu povrsinskog
trenja @ osilu wsiovijenu porastom pritiska. U razmatranom
sludajw struianja Lorencova sila ima a toj oblasti granicnog
sloja suproban swer, u odnosu na silu treania 1 pritisnu silu,

usled Gepu dolasi do pomeranja tadke odvajanja nizvodno. Cak



jse pxi dovoljno jakom magnetnom polju, moze da ostvari stru-
.janje bez odvajanja granidnog sloja.

Izvodjenje nekih opdtih zakljudaka o uticaju'Déaulove
toplote (1.16) u energijskoj jednadini (1.34), na profile tem-
peratﬁre ili gradijente temperature u granidnom sloju, dteéa~
no je i zbog raznovrsnosti mogudih granidnih uslova. Na osno-
vu- oskudnih podataka u literaturi, koji se odnose uglavnom na
:xazmenu toplote pri stacionarnom strujanju uw magnetohidrodi-
'namiékim kanalima /6/, mo%e se izvesti zakljudak da magnetno'
polje posredstvom povedanja gradijenta brzine u blizini zido-
”ﬁa; indirektno utide na povééanje‘intenziteta razmene toplo-
te. I pored nastojanja da u literaturi nadjem eventualno ne-
ki rad iz oblasti nestacionarnog MHD temperaturskog granidnog
sloja, u tome nisam uspeo. Zeato ée se detaljniji zakljulci, o
uticaju DZaulove toplote na karakteristike nestacionarhog MHD
temperaturskog granic¢nog sloja, dati na kraju ovog rada - ko-
riééenjem dobijenih rezultata. To ustvari ivpredstavlja.do—

prinos ovog rada.

1,5. Kratak pregled radova

Kzao 5to je ved naPOménuto, magnetna hidrodinamika se
bavi proufavanjem niza problema, za C¢ije rawvrefavanje posto-
ji veliki interes u savremeno] lehnici. Xao na primer: upfav«
ljanje termonuklearnim reakcijama, zatim direktno pretvaranje
kinetidke i toplotne energije u elektridnu i obrnuto, odnosno
prroblemi strujanja u MHD kanalima MHD~generatora, ~-motora,
~pumpi itd. Veliki broj nauénih radova teorijskog i1 eksperi-
mentalnog karaktera, publikovanih za poslednjih dvadesetak
godina, potvrajuju aktuelnost razvitka magnetne hidrodinami-
Ke. Zato se opravdano moZe da ofekuje da puni razvo] ove re-
lativno mlade nauc¢ne oblasti tek predstoji. Jedan od pravaca .
u kome se magneilna hidrodinamika razvija predstavl ja prouca-
vanje strujanja u pranidnom sloju.

Spol jasnje elektromagnetino polje pru%a 8iroke moguc-
nosti da se utide na karakteristike strujanja provodnog flu-

ida, kako u smislu promena profila bvzina odnosno pomeranja
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tadke odvajanjia, tako i na proumene profila temperature odno-
EMO N& razmenu toplote u gfaniénom sloju. Prema tome, posred-
stvom spoljasnjeg elektromagnetnog polja moZe ge upravljati
karakteristikama granidnog sloja. Iskorisdavanje pomenutih
mogudénosti u praktiénevsvrhe pred&tavlja predmet istraZiva-
nja mnogih naufnika. Metode za reSavanje problema MHD granié-
nog sloja razvijale su se na slian na®in kao metode za reda-
‘vanje problema Franiénog ‘sloja neprovodnog fluida u klasiéno]
hldromehanlci Stoga se i brojni objavljeni radovi iz oblasti
stacionarnog, znatno red)e«»nesta010narnog, MHD br21nskog i
temperaturskog granidnog sloja, mogu razvrstat1 u dve.)rupe:
taéna refenja i tzv. pridbliZne-parametarske metode refavanja
problema granicnog sloja.

Pod taénim resenjima se podrazumevaju resenja dobi~
Jena metodama, koje vode neposrednom integralenju jednadina
graniénog sloja. Tu spadaju kao nagbroaniJa'tzv. "sli¢dna" re-
senja, koja se:dobijaju za specijalne oblike fuhkcije brzine
spoljasnjeg stfujanja. U tim sluCajevima se parcijalne dife-
rencijalne jednaCine graniénog sloja svode na sistem obiénih
diferencijalnil jednadina. Ta refenja, medjutim, imaju ugla-
vnom samo teorijskl znacaj, Jjer su bez neke fizidke osnove.

PribliZne - parametarske metode za'reéavanje problema
grani¢nog sloja su znatno sl Zenlje, s obzirom de se stvarni
raspored brzina zamenjuje pribliZnim skupom profila posred-
stvom parametara ( jednog ili vige).Stoga one poseduju dobru
figicdku ognovu i imaju veliki praktidan znadaj. Tu spadaju
metode u kojima se koriste poznalte ideje za refavanje proble-
ma granitnog sloja neprovodnog fluida: Karman-¥Folhauzena, Ko-
*'n -Lojcjanskog, a poslednjih desetak godina se sa uspehom
mnogo koristi ideja L.G.Lojcjanskog o univerzalizaciji jed-
nafina granidnog sloja /17/. Ovde ée biti navedeni samo ne-
i radovi: koji su se pojavili'medju prvima i oni koji na
neki nadin prethode ovom radu. ‘ ,

Med ju prvjm:radovima iz oblasti MHD granic¢nop sloja
publikovani sn 1957/58 godine radovi V.J.Rossow-a /12,1%,14/.
U radu /12/ razmatran je stacionarni ravanski MHD brzinski
granidni sloj, a w radu /13%/ iproudavan je nestacionarni Ta-
vanski MHD brzinski i stacionarni ravenski MHD temperatur-

ski granidni sloj. U radu /14/ su vrSena istraZivanja utica-
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ja magnetnog polja na stablilnost strujanja. Predstavljajudi
reSenje u vidu reda, Rossow svodli parcijalne diferencijalne
jednaCine: kretanja, sa ¢lanom koji uzima u obzir uticaj e-
lektromagnetne Lorencove sile; 1 energijsku sa dopunskim
¢lanom usled DFaulove toplote - na rekurzivni sistem obid-
nih difere enel jalnihn Jedn&c;nd. ReSenja dobijena numeridkim
integralenjem korlatl zatim za razmatranjc, u svojstvu pri-
mera, sludaja onbtru3avanJa Travne ploce u pOpreCPom magnet—
nom polju konstantne lndukClJe Pri tome je uticaj sopstve-
nog magnetnog polja 1ndukovanih struja na spoljasnje magnet-
no polJe zanemaren, odnosno dobijena su-‘reSenja u "bezinduk-
clonom" pribli¥enju. Na osnovu ovih rezultata, Rogsow izvo-
di zakljudak da je u tankom sloju fluida na plodi dejstvo
eiektromagnetnih sila suprotno dejstvu sila viskoznosti i da
prisustvo magnetnog polja povecava energiju fluidnih delida.
Kao ilustraciiu dobijenih rezultata daje dijagram prdfila
brzine iz kog se vidi da gradijenti brzine u grapiénom sloju
rastu, sa povedanjem jaline magnetnog polja. )

vKoriSteéi Gertlerove promenljive, Sherman je u radu
/15/ proudavao strujanje nesti§ljivog provodnog fluida u MHD
granié¢nom sloju, pri malim magnetnim Rejnoldsovim brojevima
Re <«<1. Predstavljajﬁéi strujnu funkeciju w vidu reda Sher-
nan je nelinearme parcijalne diferencijalne jednadine granid-
10g sloja sveo na sistem obic¢nih diferencijalnih jednadina,
koje su zatim redene postupkom numeridkog integralenja. Prak-
tié¢ni proraduni, medjutim, su pokazali da je konvergencija
reda za strujnu funkciju nez adovo]javajuéa cdnosno reSenja
lobijena ovom metodom nisu pouzdana.

G.A.Ljubimov je u radu /16/ dao opstu postavku zadat-
fa stacionarnog ravanskog MHD brzinskog graﬁiénog sloja ne-
stigljivog provodnog fluida. Pored uvkazivanja na opsta svoj-
stva MHDvgraniénog sloja, u ovom radu je izvriena ccena reda
velidine pojedinih &lanova. jednadina MHD granidnog sloja. Da-
lje, u zavisnosti od reda V@llClhe Rejnoldsovog i magnetnog.
lejndlasovog broja, iz '*seno razvrutdvange mogudéih zadptakd
WHDvgraniénog s]oja.

"Sve pribliZne-par imetarske metcde, iako se neke od

1jih zbog svoje jednost tavnos sti 1 preglednosti jo¥ ponekad



koriste, imuju osnovnl nedostatak u proizvoljnesti izbora ob-
lika funkeije (mogude su razne kombinacije trigonometriskin

i stepenih funkcijé) zZa skup profila brzina, kojim se zame-—
njuje stvarni profil brzina. Utoliko su one lntultlvne meto-
de odnosnc nemaju évrstu nmatematidku osnovu. Metoda bukCeblV*
nih aproksimacija za relavanje problcma MHD granicnog sloja
se retko koristi. Naime, Dj.Djukié je u radu /30/ razmatraoc
nestacionarmi MHD brzinski graniéni sloj u dva sluéaja: eks-
ponencijalne ubrzanog 1 haimoni%kog kretanja tela.

Kac rezultat svog dugogadidnjeg rada na uopﬁtavanju
i wsavrSavanju Karman-Polhauzenove metode, L. G‘Lojcjanski je
1964 godine predloZzio metodu /17/ kojom se Prandtlove gedna—v
¢dine granicnog sloja dovode na univerzalni oblik. Suitina u-
niverzalizaclijc se sastojl u tome HY{o se najpre uvodjenjem
novih promen]jivih a zatim i beskpnaénog skupa,parametara:

*x D :
£, = Uu) —ii-i&-’-‘-L e ;5= E ;s k=1,2,3,...
jednadine graniénog sloja 1 odgovarajudi graniéni uslovi do-

vode na oblik nezavisan od veliclina kdje karakteriéu konkrét—
ne zadatke razmatranog problema. U sludaju proizvoljne funk-
cije U(x), parametri fk pretsta?ljaju medjusobno nezavisne
velic¢ine, pa mogu da se usvoje za nove nezavisno promenljive
- unesto podusne koorinate x. Beskonaéni-skup parametara fk
omoguéuje da se na najtadniji ‘do sada poznati nacdin uzme u
obzir uticai spoljafinjeg strujanja na razvo]j granicénog sloja,
¢ime Jje otklonjen osnovni quostatak prethodnih pribliZnih
parametarskih wmetoda. Dobijene’ﬁniverzalne jednatine je pot-
rebno gzatim jednom zauvek reflti numerilldm integralenjem 1
rezultate scediti u tablice. Zavisno od Zeldene tadnosti od-
redjuje s¢ jedno-, dvo- ili vise-parametarsko reSenje, inte-
gralenjem ocdgovarajude parametarske aproksimacije univerzal-
ne jednad¢ine. Jdedna od vaZnih odlika metode L.G.lojcjanskog
jé 8to se ved sa prvim pribliZenjem 1. ‘jednomparamétarskim
refenjem dobija dovoljno tadna slika strujanja u graniénom
sloju. R<éevanje’konkretnih zadataka je znatno olakSano i
svodi se na koriSdenje tablica vrednosti uhiverzalnih Fonk-
Qcija i dopunsko integralenje obiéne nelinearne diferenci jal-

ne jednacine impulsa.
¢
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7 Zanval jujuéi egzaktnoj teorijsko] odnosno matematis-
“koj osnovi i tadnosti koju obezbedjuje, metoda Lojejanskog
/17/ je u svetu siroko prihvaéena za refavanje niza sloZeni-
jih sludajeva strujanja. Ideja o univerzalizaciji jednadina
graniénog sloja je ubrzo i kod nas podstakla niz autora na
istra¥ivanje u ovoj oblasti, o demu de kasnije biti redi.
Sada & ukratko.biti navedeno nekoliko radowa koji su
od znafaja za dalji razvitak ideje o univerzalizaciji jedna-.-
é@ngfnestacionarnog granidnog sloja. Pre objavljivanja pome- -
fnutgvmatode Lo jcjanskog /17/, bilo Je radova u kojima su ra-
'zmatrani‘problemi nestacionarnog brzinskog i1 temperaturskog
graniénog sloja, napr../24,25,26,27/. H.Hasan je u radu /29/
predloZio postupak za proradun nestacionarnog granidénog slo-
ja, koji predstavlja generalizaciju Gertlerove metode /28/
za stacionarne problemé. U tome je, medjutim, imao visSe uspe-
ha M.Djurié u radu /3o/. Posle toga Jje Dj.Djukié u radu /31/
uwprostio i poboljidao rezultate M.Djurida. } "
Metoda L.G.Lojcjanskog /17/ je podstakla izradu i ob-
javljivanje niza radova u kojima su izvrééne univerzalizaci—
je jednadina granidnog sloja za sludajeve slofenijih struja-
nja. Koristedi Gertlerove promenl jive, univerzalizaciju jed-
nadina granidnog sloja izvriili su: za sludaj staéionarnog
brzinskog granidnocg sloja V.Saljnikov i S.0ka /19/; =za slu -
¢aj jednoliko-brzorotirajuéih kontura V.Saljmikov i V.Djor-
djevié /20/ a za stacionarmi temperaturski graniéni sloj V.
"Saljnikov i V.Djordjevié /21/. Jednadine nestacionarnog ra-
vanskog brzinskog granidnog slcja doveli su na wniverzalni -
oblik u svojim radovima najpre M.Djurid 32/, a zatim V.Salj—r
nikow i Dj.Djukié /33/, Di.ujukid /34/ i V.Saljnikov /35/.
Za probleme nestacionarnog tridimensziskog granidnog sloja,
univerzalizaci ju odgovarajudih jednadina je izvrsiio R.Afko-
vié /36/. B.Cijan - u radu /37/, a V.Saljnikov, B.Cijan 1 Dj.
Djﬁkié u radu /38/, razmatrall su nestacionarno strujanje ne-
provodnog ilulda 1 jednadine temperaturskog granidnog sloja
doveli na univerzalni oblik. Koristeli odgovarajude refenje
‘brzinskop sranidnogl sloja odredjeno od strane M.Djuridé /32/,
B.Cijan e predstavljanjém resenja u vidu reda, izrafunao
refenja univerzalnin funkeiija-koefiecijenata reda u jedno-pa-

rametarskom priblifenju. Vrednosti univerzalnih funkeija,



iodredjenih numericiim integralenjiem, date su u vidu tabplica
fi prikagance na dijagramima. Posebnu paZnju zasluZuje rad V.
}Salgnikov /22/, u kojem Jje 1lzborom promenljivih u op#tijem
6bliku nego u radu /17/ uspeo da - pri redavanju konkr etnih
[zadataka slacionarnog bruzincskog granidnog sloja - izbegne
,potrebu resavanja dopunnke Jednac¢ine impulsa. Ta ideja je za-
tim primenjena 1 na sludaj stacionarnog temperaturskog gra-

ﬁiénog sloja u magistarskom radu T.ASkovié /23/.

Stacionarno ravansko strujanje nestisljivog elektro-
provodnog fluida u granilnom sloju, u prisustvu poprednog
magnétnOg polja - pri éemulelektriéno polje ne pbstoji, pro-
utavao je Z.Borididé¢ /39/. U radu je dat iscrpan pregled ra-
dowva iz te oblasti, sa,dsvrtom’i komentarom dobi jenih rezul-
tata. Jednadine stacionarnég MHD brzinskog granidnog sloja
su dovedene na univerzalni leikAi'numeriékom metodom konad-
nih razlika, izvrfeno je integralenje odgovarajuéih parcijal-
nih dife srencijalnih jednadina. Pokazalo se, medjutim, da se
ideja Lojcjanskog moZe preneii 1 na sludajeve nestacionarnog
MHD graniénog sloja /41,42/, koristedi pritom postupak M.Dju-
/52/ ba41rajuéi'se, naime’ na integralnnj jedhaéini gra—-

[N

niénog sloja za sludaj ravne plode u paralelnoj neuniformnoj
struji, u prisustvu popreénog magnetnop polja, uvode se u ra— .
zmatranje beskonadni skupoyiAparametara - posredstvom kojih

se jédnaéine nestdcionarncg MHD granic¢nog sloja transformisu
na universalni oblik. Trebavnapomenuti da je kod izbora nor-
mirajuée veliine, kojom se dell popreina koordinata y pri
uvodjenju nove popregne promequive ?), prednost data deb-
1jini istiskivanja <5.-Poznatq je, naime, da se kod metode
Lojejanskog /17/ i u nizu rad@va u kojima su univerzalizova-
ne Jednac¢ine stacionarnog graniﬁnog sloja, u tu svrhu kori-
stl debljina gubitka impulsc 5 Med jutim, dokaz L.Rozina /45/,
da je kod nestacionarnih granidénih slojeva razmatranje inte-
gralnw‘denaalne olakSano - lada se koristl debljina istiski-
vanja 6 potvrdjen je 1 u~51u5a1u prou¢avanja nestacionarnog
MHD granidnog sloja. Na kragu se napominje, da je u radu /43/
ved pomtuaua mopuﬁnout unlver ralivacije jednaéina neStacionar—
LOg lamlnaxnog ravanskog 'MHD femperaturskog graniénoﬁ‘sloja -

za slutajeve sloZenijih Strujauja.
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§ 2. Nestacionarni ravanski laminarni MHD brzinski

graniéni sloj

Kao 8to Jje veé napomenuto, iz polaznib jednadina ne-
stacionarnog MHD brzinskog (1.31) i temperaturskog (1.34)
granifnog sloja - vidi se da temperatursko polje u granic¢nom
sloju zavisi uvek od odgovarajudeg brzinskog polja. Zato je
.potrebno da se najpre nadje reéenje’odgovarajuéeg nestacio-
‘narnog MHD brzingskog graniénog sloja. To se moZfe uraditi,
jer su jednafine brzinskog granilnog sloaa'(l.él) S obzirom
da se gzanemaruje Arhimedova sila potiska nezavisne od tempe-
raturslkog poljia. , ' ‘

U ovom radu su, za razmatrani fizidki model strujanja,
najpre izvedene univerzalne jednatine nestacionarnog laminar-
nog MHD brzinskog granilnog 81oja; zatim je predstavljanjem.
resSenja u vidu reda redena Lo jednaéiga u jedno-parametarsko]
aproksimaciji. Za neke univerzalne fﬁﬁkcije—-%oeficijenté re-
da i-radunata su analitidka redenja, a u vidu dijagrama i od-
govarajudih tablica - u drugom delu rada - date su univerzal-
ne funkeije dobijene numeridkim integralenjem obidnih dife-
rencijalnih jednacdina metodom konaénih razlika. Napominje se-
da su u radovima /41/ i /42/ bili razmatrani sludajevi nesta-
cionarnih MHD brzinskih graniénih slojeva, pri konstantnoj
indukeiji magnetlnog polja, ali bez numeridkih refenja odgova-
rajudéih diferencijalnih jednalina. Resavanje temperaturskog
granidnog sloja, medjutim, posredstvom komplikovanih anali- v
'@iékih redenja odgovarajuceg brzinskog granidnog sloja, prak-
tidno je nemogude. Stoga je neophodno da se, posredstvom mod-
nih elektronskih ralunara, odrede odgovarajuca numericka re-

enja.

2.1. Izvodijenie univerzalne jednaline negtacionarnog MHD

brzinskog granidénoes sloja

Polazi se od osnovnih jednaine (1 31),(1. 32)

O S O c9(/ au, &‘B
5E THISE Y Sy Y '*“/3 +V3 5/ (e~ é/) ’

o , PV .
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sa odgovarajucim granidénim i podelnim uslovima (1.3%%)

u

]

U(t,x) , v=o0o pri y=o0 1 1t = o0 ;

u=0, v=0 pri y=o0 1i t>o0 ;

u —>»U(t,x) pri Jyka~a) .
Pri tome ¢e se razmatrati bslu,éaj kada se brzina spol;]aérijeg
potencijalnog strujanja mo¥e predstaviti u obliku proizvoda
dve funkcije: jedne - zavisne samo od vremena, a druge - sa-
mo od podu¥ne koordinate tj. ‘

U(t,x) = £20€6)-V(x) . - o (2.1)

Punkeije ((t) 1 V(x) su klase Ck, o<k& o, a uvedena pret-

postavka za oblik funkcije spoljadnje brzine (2.1) obuhvata
prema /8/ najveéi broj interesantnih prakt'i(‘*fnirh zadataka.

Ako se u rdgmatra.nl)e uvede  strujna iunkc.igd Y(t,x,y)

posredstvom poznatih obrazaca: u = %t , v=-—%‘!— y Sistem jed-
. : ¥ |

na¢ina (1.%1),(1.32) se svodi samo na Jednu JednakAnu

2
a ¥ oy 22y oY e 4 - .
ataa'+kzy 5&:%; EE™ ay 12.V‘+J2 V’V -#

‘ b(2.2)
+yE8F -N( .av)
sa graniénim i pbéetnim uslovlmd '
oY oY C o 5 -
=Y = .V , aX—o_ pri y=o0 i +t=o0 ;
DY Y PO X 5 -
oy =0 s axﬂ o pri y=o0 i tjo, (2.3%)
oy

. Prora®un nestacionarnog MHD obrzinskog granidnog sloja
mo¥%e da se zasniva, slidno kao u radovima /32/ i /42/, na in-
tegralnoj jednadini MHD granidénog sloja za sludaj ravne ploce
u neuniformnoj spoljadnjo S'trugl 0N(t). Ako se naime, jed-
nacina (1.31) integrali po promenljivoj - popreénoj koordinati
My" u granicama od o do o0 dobide se (vidi prilog P-IT.1.

str. 94) slededa jednadina:

az

P.ooo2er, G wl2.4)
dt - , , v

gde su:



~ D8

— » " Kj - -_— &-é:‘ NQ g .‘
Refp=b=P s 5= a-ééf; ) R (2.5)

- t » (t)
By== =N ; zf,(é)« :

pri tome velidina 5 j (l —--2) cdy = gn(_t) predstavl ja
-deblglnu lvtlaklvauwa na ravnoj p?oc;. i "

Umesto poprelne koordlnatc Vo, 'uVOdi‘. se nova pro-
lmenlgiva ’ y

‘A S L e

‘gde je A- pr01zv013na normirajucda konutanta.
. Umesto promenlgiv1h vremena -t 1 poduéne koordina-~
“te - x, uvede se slededa tri beskonadna skupa parametara:

of - 1.0 xk
k- ‘atk P

k-1 k-1 4~ "N #k .
= N \'a - zo k=1,2,%,... (2.7)
ﬂ“‘k dxk 1 “p ’
4 - gF.yk-1l. v sk

Posredstvom izraza (2.4) i (2.7) dobijaju se sledede formule
za zamenu diferenciranja u jednadini (2.2), (vidi priloeg P-

II.2. str. 97):
o0 =L >
= L2 -+ o+~ L
5% z;kn,(&adk k&,@g kaa*) (2.8)

=) —_ 1 .
D _ﬂ\/z;b (‘61 Z * G aa*k) !

gde su: a;= = (- o( + 2kR) o( + °(1c+1
b= (k- 1)0( /3k+2kR/3 ,

e = (kolj+2kR)- ¥ , k=1,2,%,... (2.9)

>‘9 = (k"l)'y./?)k +ﬁ’k+l- ’

~ (k-1) ‘a" Y’ + X‘}m—]

Poszxxmo sada refenie gedna01ne (2.2) u uledcéem oblxku

Vo= F-0vis Flpdad{ALlE]) 5 an

gde ;]e F nova k.nezdj__menz.l_uk.a funkcija ﬁ*I'LlJanwa .1eprekidna

1 neogranifeno diferencijabilna po svim pronwnl ivim.



Fosie uvodjenja izraza (2.10) u jednadinu (2.2) i za-
mene diferenciranja posredstvom obrazaca (2.8) dobija se (vi-
ai pri]op P-11.3. str. 99) dnf ren01]dlna jednacina:

2 %C I
A a + R P jp a;F - (3,—?) O( "‘/3 f)'o

, N ENa : A
*C’(&*éf’“% £ ( k&pao(,{ * o0 B G kdpaﬁ") (2.11)
2, 2 2 :
g PF 2 F ’QF. 2 F. Q BF 2F .
s (k oy 9?3/3£+€f€_8? 3'?9?") Z( kap’ 83’“ -
;sa granidnim uslovima‘
Fr_...i?j.‘w.mo 78 1? z.o ’ X | :
. ? o  (2a2)
&? g ] zZa .? - 0 .

'S obzirom da jednadina (2.11) i granidni uslovi (2.12) ne sa-
dr%e nikakve velicdine koje zavise od uslova konkretnih zada-
taka, 1o =@nadl da ona predstdvlaa UNIVERZALNU jednadinu ne-
‘stacionarnog MHD brzinskog graniinog slog . Prema tome, jed-
nadinu (2.11) sa granidnim uslovima (2.12) je potrebno samo
Jjedanput zauvek’integraliti,'i to za konadan bro] ¢lanova
zhira na desnoj strani. ,

Napominje se da je kod re$avanja konkretnih zadataka
cdnosno sa vadatim funikci jama jZ(t) V{x), neophodno da se in-
tegrali obidna nelinearna dlferenc13a1na jedpaplnd (2.4). 1z
nje se naime odredjuju 1unkc1ae (t) odnosno é (t), bez
kojih se ne mogu da formiraju nove promonl]le (2.6) i (2. i)

U ciliu uporedjivanja raznih DafdmethbL]h metoda,
izvrseni su proraduni granidnog sloja za neke karalkteristic-
ne sluwdajeve (izloZeni u /46/). Ti rezultati su polazali, pri
istom redu parametarsicos pribli%enja, da su rezultatl dobije-
ni metodom Lojcjanskog /17/ najbliZ%i tadnim vrednostima. Za
ocenu konvergencije koja se postiZe nekom metodom, karakte-
ristidno je dvo~parametarsko'Dribiiéeﬂje _Reznjtati nroradu- .
R ﬁrahiénov sloja metcdom Lojcjanskog u dvo paramotarskom
nril >1L~cnju skoro no!puuu se poklapaju sa taonlm VIOanutl—
ma /9/, izuzimajudi malu ob]aut u blizini tadke odvajan ja.
Prema tome, resultati dobijeni metOdom L.G.Lojcjanskog /17/

u ved jedno-parametarskom prj biwz nju predstavl jaju glavni
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_deo taduop resenia, odrosno mogu se smabrati doveljno Lainim
za prait’one prora‘une. Bitan uticaj na konvergenciju ima,
kako ukazu’l. cam Lolrinngskd /17/, uspesan izbor parameiara
Loblika. Naim:, uporcdiivanjem ponaéanja i reda Veliéine Dit-
”v1h (napr. prva tri) parametara oblika - duZ neke odredjene
xonture (rnapr. krufnog cilindra), moZe se doéi do pouzdanih

zakljudaka o tuv. {i2i¢ko]j konvergenciji metode.

2.2, Analitidko i numericko resdenje u jedno-parametarskom

pribli¥enju

A Resdavanije univerzalne jednadine (2.11) sa beskonadnim
zhirom no desnoj strani je praktidno nemogude, pa se zato ona
integraii u jedno-, dvo- 111 wvide-parametarskom pribliZeniu,
"pilo mumeridkim postapiom, bile razvijanjem bezdimenziske
strujne funkecije F u red po parametrima c(k, /Sk’ 'Xk. Po-~
nekad se iz atunavaju 1 tzv. lokalizovana reSenja, pri ¢ emu
se pod pojmom. lokalhzacije podrazumeva odbaeivanje izvoda po
nekom od pdrametura - dok se sam parametar zadrZava. Medju-
tim, 1 pored svih mdpucéih upro édenja, numericko 1ntcgralcnge
univerzalne jednatine (2.11) predstavlja veliki i kompliko-
van posao, &ak i kad se radi sa savremenim elektronskim radu-
narima. Zbog toga Jj¢ u ovom radu kao prvo pribliZenje tadnim
rezultatima, izrafun«io jedno-parametarsko refenje 1 to pred-
stavljanjem strujne funkecije F u vidu reda.

Jedno-paramctarska aproksimacija univerzalne jednali-
ne (2.11) se dobija iz Jvunm«av1ngem sa nulom svih parametara
ch? “ﬁ & osim navih o tj.

k? i<

v qé o, u’fl?a‘\/,3= ces = 0 3

Bidko, B,=3,= - = ; (2.1%)
¥ dol Fr o

i zmamenom u {2.11) nugovarajucéih koefiecijenata prema (2.9)

alﬁ (”di+gﬁ)“dl N o,

b = ZRB, , by= by= ... =0, o
cq= (x . ’RA) X Co= €= +.. = 0, (2.14)
G = , Go= = ... =0,

Go= ¥ .= o0, Go= Gu= ... =0 -



-1~

Na osnovu (2.1%) 1 (2.14) dobija se slededa univerzalna Jjed-
naCtina razmatranog problema u jedno-parametarskom pribliZenju .

B t4) Ry (1) // n s plt)y R : 1)
‘Az"Fu +/€4“§4:;-+3$F'Ja}: — ¥ £ﬂ57)” %;E;.,

op”’ ()8?1 ' dp? 1
F™ 2 3'F° 2}7‘” '
e 59 toly ¥4+ 8, = C’(&?c‘;?o( + 2R, apa‘.( (2.15)
20 . 52 t) 2~ )
Ay, 3 F " F ) s e = .
FERP S0, +°4fapa? + 2R 3"97 23,
sa gramidénim uslovima
X N ; .
» 7 - f? (2.16)
aF( . .
———— L za —— 0
a? —tp— ? 3y

koja se u principu moZe resavati dirgktnd numeridkim integra-
lenjem. Broj nezavisno promenljivih: ‘?, °<i, /61, 33 je,
medjutim, dosta veliki tako da su iarada programa i obavlja-
nje masSinskog rada komplikovanj,dugdfrajni i skupi. Zato Jje

u ovom radu jednadina (L.lb) reéavana predstavljanjem bezdi-
‘menziske strujne funkeije b u vidu” slededeg reda: |

F(’)(?,o(,,, 3, 8) = £ 0)+ G A, (0 2 Bufy (0]
][ (0) +(, / () -m//&/ (7/+o(a*/ (7/4- (2.17)
'+Ai'f£&o(7v-f/ﬁﬂg;fﬁwco%?yj‘ 4.;4@37(?9 T

N7/ - . .
a to iziskuje da se i iunk011a R( predstavi u vidu odgova-

rajudéeg reda

(1) _ oz - l 2 _ .

=R+l R +8 R +-R +oly8K  +/3 R -+ - 2.18
R. L R;a 7 46 7 771 sadd ﬁ' 716 ( 8)
Kako je za siuda)j grani¢énog sloja na ravnoj ploéi spoljasnja
brzina U= (Q(t), to sleduje na osnovu (2.7) da su parametri

1

Y. = §,= . . . =0, pa je s obzirom na (2.5) funkcija R za-
vigna samo od parametara o(1 i A?l.

Kada se redovi (2.17) 1 (2.18) zamene u jednadinu
(2.15), izjednad¢avanijem koeficijgnata uz iste parametre ili
grupe parametarsa, dobija ée slededi rekurzivni sistem obld-
nih diferencijalnih jednacéina za odredjivanje nepoznatih uni-



-K2=

verzalnih funkcija-= koefici jenata: -

2)=0

D)= Eep i h ) ,

59,(/4{;,0 __ R’«a 7[ 2(7{0__/) ; | | ‘2.19)
ng(féev)z.m?(/—?{;o +7£°‘7o/”

o)~ Ftnf ooy .—fé?x” S
)= S ofs B R A AAAA AL
0@2(7{‘@0):“;?’6 / /+2Rf6 @%ﬁ}{;%ﬂ% %60]{ )
@(/oj«)z" AZ’&‘?){, M? 20 2 ié, ,

JQ 7{'50 _ 52’6?]{: Rms p,éa /+2R457440 ;

Dloce) = 2 fifaF o s B

gde a@‘predstavlj‘ diferencijalni operator odred;]en izrazom:

*
% R 2 R
d o d 0 . -
. = : g —— — 2.~_.k-+— k=O l 2’j . o -
Dzk d/}?S A_2 3 /?2 A?"‘ d‘? ’ s L ’

Ongvarajuéi granidéni uslovi pri tome glase:
{w={w=0 ,/(»):s/,,
£, u-—,{s = f =L @=L 0= = (2.20)

:7{/]{6‘,«1(0/ = 7{7,4 (=) 27{;5,0 (=) =- - - =, ;')‘icl,,a(‘-)a)'g= o .

Da bi so sistem (2.19),(2.20) mogao redavati, bilo analitid-
kim i1i numeridkim postupkom, neophodno je da se odrede koe-
Ficgijents I ] ... R i irajuda konstanta.
ficijenti Rgo hla’ R]_b’ 11b° 1 normirajuc konstanta.
A. U ton ¢ilju iskoristl de s¢ red za strujnu funkeciiu (2.17),
koji u sluCaju granicénog sloja na ravno] plodi ne sadrzi ¢la-

nove ga parametrima X (Y ”br .= 0).

Na osnovu teiao ije (2. ‘),, posle zamene redova (2.17)
i (2.18), dobija se naime:



...33._

1 1 odnosno
et .y:o

5L S _ _ | ‘
| &p ' . (2.21)
R,+ol, R,, +/3, Ris+ L, R +o(4 34 aed +/‘)/ 46 +oo =
"
= + +/3, % + / ,/,{?][ 7/{ +r =l -
A {% 0[ / / b0 0{ 7] . 16,1 _’ 16,0 - "?7.-'0‘ 4 'ﬂ" "
-Odavde, 1ugednacavagaem koeficijenata uz iste,parametre, sle-

dugu veze: S R SN

. : L i} RO . 11 . R .
 R0é A-’.fO 0( 0) T *It-é,quo(g) '

Rl A~ ij l(o) b i
) 1 * »‘-
o Rypm ATy ol )_ s RN |
e Ly o C (2.22)
| Bygg= Al qq(0) 5 '
Byagp= & flb 1(0)
R A fllb o(0) ;

11b~

Proizvoljnost konstanti R_ i A dopudta, da se njihov od-
nos izabere i usvojl tako da omugu01 i olaksa red avanje si-
stema jednadina (2.19). Usvajanjem sledeée vrednosti tog od-

Ylo._\u
R'()
A .

pLrVa jednaéina sistema (2.19) se dovodi na obIﬁk diferenci-
jalne jednaéine ¢ije resenje preoastavlja Veberova specljal-
na Lunlo ja /47/ ti. ona se moZe rediti ¢ak i analitidki.
Zatim ge mosu analitidki resili i ostale jednad¢ine rekurziv-

NnoE sioloma (2.19), kao sto je nokazano u leloru P-1T1T.4.

2.2.1. Anzﬁ}z Lidla redenja

S oobezivom na relacije (2.22), uvoredo sa refavanjem
obicnih 1if0v«wnjjalnih jednac¢ina parabolidkog tipa vekur-
zivrog gioctama (“ 19),(2.205, odredjivani su i koeficijenti

reda (2.18). Ne ulazedl ovde u dosta komnlikovan postupak
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za analiticke resavan,je 'ednacina slstema 2.19),.pmsredstvom
Veberovih funkcija odnosno integrala Gausove funkcije greike
(vidi prilog P~ 1I1.4. str. 400), u nastavitu su date najnre vre-
dnosti normirajude lkonstante A 1 konstantnih koeficijepnata
reda (2.18) a zatim re$enja za univerzalne funkcije - koefici-
jente reda (2.17).

1 > P |
A = ’ R _= H R o= R. = ="z |
7 o 4 7 “la "lb 3 | (2.24)
/A a /A o 7w
11a= 75 ¢ Ri141p= 9o 7 Mip= "TE5 F -

Osim toga, analiticdkim putem su izradunati prvi izvodi univer-
zalnih funkecija

Lp)= 1 - 5(() ;

7{:(?) = )’{;0(?) -7 L/(n)+ mg(?)” 1/; ﬁ(’c"’) ;

/ - s L + _£ ‘
L =52 )g(w +ij’?) e i

4

- + 57( )+ ———:g ) - -———-g(?)-g(?/ ; ~ (2.25‘) |

v y 7 y"" ‘
é/’ff’) =-2% éf(?)* 3so§f?) v e 2.&2(,,/)..5% 9@ ;
K“z 7%

/ 72 ‘
7{;”(’7) = '7‘”'55"@/’?) 7152 'Zf’?/ ;

2
2 :

2 2
—r 7 v J//Z' ¥/ _f[ . )
5{,5;0(’?) =-H 'g/?’) *’7’,?'60—'2(’?) - ﬁ'@(?)*fg(?/“m-zé{/?);

koji se dalje .oriste pri odredjivanju profila brzina u kon-
kretnim slucdajezvima strujanja, o0 demu ¢e biti vise redi u o-
deljku u kom jo¢ prikazan primer. |

La resavanje bonkretnih Aadatahd neoPhodnu Je da m,
W cilju odredjivanja nepoznate funkeije z (t) odnosno S (t)

- posraodstvom kojih se formiraju nove promenlnge (2.6), ((./),
reii ouidna nelincarna dlierpnc1]djna jednadina (2.4). Mada se

to mo%e pogtidi numeric¢kim integralenjem na elektronskom radu-

naru, ponczad je racionalno da se ona gzanemarivanjem ¢lanova
¥

P e . T .. ' g . v N T S

Koji sadrie zp,r1>¢2,TLnea13 ruje. Na ta] nacin se dobilja



{(vidi prilog P- 11.5. str.J0#) siededi integral:-

2yt -5 F Ent 2
(4) = 2o ° fzm e s (2.96)

$ija se vrednost, za svako zadato (2(t), lako odredjuie i
bide koridden kod proraduna pri resavaniu konkretnih zada-
taka. Prema tome, flinearizovana jednatina (2.4) moZe da se
refli analitidki,; a to znadi da se mogu, svakako u prvom pri-
blifenju, izvrditi prorafuni granidnog sloja u konkretnim
zadacima 1 beg koriéée‘njé elektronskih radunara.

2.2.2. Numeridcka reSenja

Posle zamenjivanja izradunatib brojnih vrednosti (2.24)
u jednadine {£.19), dobija se slededi rekurzivni sistem obid-

nih d

i
D) =0 |
I4)= 370k, + (L~ 1)
Q@{ﬁﬂ : %5’247}{;{:+ J’?_(f;” ~19

)=54;
ol )= *hit)
 (f) =570 g0~ 56 ?7{ Zﬂ%{;‘ FL

4 (&;}“”55(’7/ /jco)uz(f / / ],/ // (2.27)
B i) =5 Crt oA, )*7[/ /oz‘ﬁ;‘rfao b-fifn) ;

L) =55 ol - 75 ?/ 74

o~ Van Vi 7/ f[ < 7{)” j? pr
o = ".""’J’ 7 S m——— | e
"‘@? (/ 77 0) 3 (/flﬁ‘n:a 160 p 60 3 Jebo ?

@(/7 } _FZ!' 0 s /// ; _; ]/)//
€ Rra = o - o ‘ bl I ,
w6/ ’(), 72,0 /éa vc,0 Jo,c ,iéc,o 2o 7

Sa nenoncos devin gronidnim wilovime (J.0o ), ¥0jd Je pumerics

3 ‘ . N
erenclialnihl jednacina:

7.

i

i

S

&

S
N

»

s . s . s ey R g o ) S - PR A
Wi cinte ool 3en - nrdl Jemu su vesulitabtl o, voednOgtio sna et
PN SO S T “ . . - [ o e 3 5 . Aoy e iy e e R A T S N AR LESES
2alaih Tuiis e iy Has 1o sam wostu u::l]x AERPIUIECE N NS TR S S ST ARV RSPt
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todom sonadninh raszlika, dati u drugom delu ovog rada, (str. #
3ag 48 ). Naime, numericke vrednosti uniVerzalniL funkecija ié
-sistema (?.27) date su u tablicama Tfl i T-2, a odﬁdvaraguéi
 grafjci tih ifunkeija prikazani su na dijagramima: si.l,Qj.B.k
“Napominje s 42 oni ne .samo da daju jasnu predstavu o ponada-
‘nju prikaz.nin funkcija, vec¢ mogu da poslu¥e i za bliZ%e sa-

gledavanije barem tfizidke konvergencije reda (2.17).
g1 €! & J ,

s

7

~

2.%. Primer proraduna nestacionarnog MHD brzinskog

graniénos sloja

Na primeruv kruZnogz cllindra, poikrenutog trzajem transla-
tornom brzinom Vﬁo’ razmatrade ge uticaj sﬁoljaénjeg magnet-
nog polja na sledede karakteristike strujanja u granidnom
sloju: rojavu odvajanja granicnop sloja, promenu gradijena-
ta brzine na pbvréini tela 1 profile brzina u graniéhom slo-
ju. S obzirom da je problem dosta sloZen, jer se razmatra ne-
stacionarni brzinski granicni sloj nestigljivog provednog
fluida un prisustvu popreé¢nog magnetnog polja, vasino je da se
izaberu pogodni vremenskl trenuci 1 karakteristidni magnet-
ni Stinartovi brojevi. Da bi se problem uprostio razmatrade
se, kod svih konkretnih proracuna, sludaj kada je konstantna

indukeiija spoljasnjeg popreénog magnetnog molja tj.

B = const . A , (2.28)

o
Kako je brzina-spolicinjers potencijalnog strujanjia, u ovom

slutaju, odredjens poznatim izrazowm:

Il
N
<

U{t,n) = jl(‘p)-V(x) Voo “8inf , sleduje
0D () = Vo 1 V(x) = 2esing .

(2.29)

i

Napominje se¢ da zu svi primeri prorad¢una brzinskog 1 tempe-=
raturskog MHO granicénog sloja izvriend za kruZni cilindar,
‘polupredénika R = lo cm 1 translatornu brzinu kretanja Vaf
= 1,5 m/s. Pored toga, treba primetiti da je univerzalna

jednadina v jednooarameiarskomn pribliZenju, u sludajevima

strujania oprovodnog fluida v poprecnom magretnom polju sa

onelantnon 111 pronenliivom indukeljom (B=B(x)), formalno

H

s
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‘ista. Medjutim, suctinska razlika postoji, i uzima se u obzir
parametrom oblika‘/g Naime, dok je u sluCaju konstantne in-

1° _
dukeilje magnetnog polja: /31= N.ép: %i.tr.BZ.EP(t) =,@l(t)

dotle je za B=B(x) parametar /31 9 aviBZ(x) -z (t)

.. Vs N . e
= /3l(t,x). Prema tome, izradunata reSenja unlverzalnlh funk--
cija vaze i koriste se kod proraduna konkretnih primera.

2¢3.) . Analiza uticaja magnetnog polia na odvajanie

granifnog sloja

‘ Najpre je neophodno razmotritivuticaj spoljasnjeg mag?
'netnog polja na odvajanje granlcnog glaja iz razloga da bi,
za proracun gradlaenatd brzine na povrslnl tela 111 profila
-braine u granidénom sloju na pojedinim preueclma duz tela,
‘mqgao»da se izvrsi izboerogodnih vremenskih trenutaka i ka- |
fakteristiénih.magnetnih Stjuartovih brojeVa. Na osnovu ras—
poioéivih analitic¢kih i numeridkih reﬁenjafuniverzalnih'funk-

cija, bide odredaena vremena prvog odvaganda graniénog slogaf
i polozag: odgovara]u01h tacki odvajanja -~ za nekollko vred-
nosti magnetnog Stjuartovog broja. Pri tome se iz uporedji-
vanja dobijenih rezultata mo¥e 1zvest1 zakljutak o tadnosti
numeric¢kih resSenja.

| Stavljajuéi da jJe 12(t)= o = const, dobija se iz
izraza (2.26):
) _ U |
zp(t):—~——é-—~ﬁ_N'(l—e‘ D I (2.30)
odnosno, 1 o }_ _4 Nt L :
S ()= (2P (2202030 )2, (2.31)

Uvodjenjem, na uOhl(aanl aﬁnn, bezdimenzisklilh brojeva: mag-—
-1

tetnog Stjuart ovog (N— N-R- Voo ) 1 vremenskog Struhalovog ( Sh

=-t = t-V 'R 1), izrazi (2.30) 1 (2.3%1) se dovode na slededi

i

. . » .o
Obllk.* . »%'N't |
7 = et (- 7 ) (2.32)
Pgn-y
o0

x ., 1 _4n.t L | |

S« (2B 210 7 )2 - (2.33)
‘:r) : ﬁnN»V .



Kako iorasi (2. 0) o ( 2.3%) poustedu neodre dics .. ca nepro-
b 155
vodan fluia Lj. za N =N=0 , srimenom Lopitaloy . pravila
*
na ove lzraze dobijaju se na N -0 aodnosno N - s—0 sioedo-

Iy

de granidne vrednosti:

% * ‘ . .
R R = i (2.3

Vreme prvoy odvajanja granicnog sloja se nalazi iz

uslova: — .
W{j‘h ) = 0 , (2-36)

koji se posredestvom ranije uvedenih relacija (2.0),(2.10) i

(2.17) lako transcormide i dovodi na slededi obijXx

_ " 1 ¥/ 7 _ 
£ (0)+oé,7{,(0j +/b’4'{;0(0)+3’;-74”(0) =0 . - (2.37)

Iz definicije tri boeskonadna skupa parametara (2.7): o(k, /3k
i ¥ dobijaju se za k=1 izrazi za tri prva parametra tih

k <. j L p
skupova 1j. of, /81 i

(2.38)

Vi
Pri usvaoienim brzianama spoliadnies struianja odnosno
N ) H b ol ¢

funkcijama (2.0) Q(t) 1 V(x), posredstvom relaciia (2.%0)

do (2.3%41, izrasy (2.38) nostaju potpuno odredjeni 1- to:

N N - W *
- za necorcvodan sluid ( H=N= o )

V

v 2 ™ & (0 0] .. 8 »
CK s /3 o o= ===t cos H= ==+t -cos

1% 0, )= 3 (2.39)

S
i
IS

j=u} -4

4
= za orcsodas fluid ( Nz o, Ns# o )

) e — 'H . t
(()é = y //:.)‘/ P - ( J. - e -3- ) :‘2\"

1T
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a osnovu vrednosti univerzalnih funkeija na povrgi-
ni tela, izradunatih ANALITICKIM putem, iz relacije (2.37) se
dobija slededi izraz za vreme prvog odvajanja u proizvoljinoj
tatki na krufnom cilindru (vidi prilog P-11.6. str.407):

#*
-~ za neprovodan fluid ( N = o )
»

t

odv™ V ; (2.41)
. 2. (1+'"%ﬁ7) COS(R)odv

- za provud.n tluid ( N # o )

z 1+j§ (1+?§%f) cos(Z )odv

kL
-t . :—“"L‘.]..n - (2#42?
o «N §
v o4 *'(]+“"%F) cos(R)odv ~ o
s s sodv ¥ :
S obzirom da Jes -~ “TT an‘todvz todv" na osnovu izraza

(2.41)'i (2.4¢) mogu se ustvari izraZunati vredncsti odgova-
rajudeg bezdimenziskog puta odvajanja, u zavisnosti od mag-
netnog Htjuartovog broja (M), u zadnjoj zaustavnoj tadki tj.
za (i)oiv =% odnosno cos(%);=oosﬂf==—1. Dobijena zavisnost

Odv(N) data je u vidu tablice T- 3 i dijagrama sl.4 (
drugom delu rada, str;4g.).iDetaljnija analiza funkcije(242)
pokazuje da se taclka odvajanjJa granicénog sloja pomera u zad-
nju-zaustavnu tactku tj. do odvajanja uopsSte nece doéi, pri
magnetnon St juartovom broju:

» :

H o= 1 + —g2oe— (=~1,424413) (2.43)

3.9

Ova vrednost je posluZila kao pouzdan kriterijum kod usvaja-
nja ostalih vrednosti Stjuartovog broja, neophodnih za prou-
c¢avanje uticaja magnetnog polja na strujange u granicénom gl o-
Ju. Na taj nalin su usvo JONG uledece Vredno ti Stijuartovog
broja: ﬁ = C,0 ﬁ = 0,6 ; N = 1,0 ; (N j 4) ; N = 2,0 ; za

koje je dalije izvrSen proradun.

. Na nsnovu vrednosti uﬁiverzalnih,fungcija na povréi;
ni tela, izrodunatih N UMER]‘.C‘KIM putem tj.: fo’o(.o) = 1,128%3%9 " 5
(o) 0,591171 “iibo(o) 1co(o)"1 262529 ; dobija se iz

reJQCch (ﬁu571 slededi izraz za vreme prvog odvajanja U pro-

7

s

izvol inoj tadki 1ili poloZaj tatke odvajanja v nekon Lreautiu

vremens Lo T
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*

— za neprovodan fluid ( N =0 ) _
(%— ) g™ arccos( *0’350960 ) s (2.44)
e N ;todv
é_ za provodan fluid ( N ¢ )
' ’ *
e

L, l283§9+0 56452

d*\JH>

odv
(%)Odv: arccos( - ))7 (2.45).

7(l-e -~

RN
2;&1;222’(1_ e 3 0dV)
’ N

fPoleagi tatke odvajanja 1zraéunatl iz lzraza: (2.41),(2.42)-
“~ dobzgenn na osnovu analltlckl, i (2 44), (2 45) -~ dobijenih
fna osnovu numeric¢ki reSenja univerzalni funkelga, za usvoje-
Fne vredno,t1 Stjuartovog broaa 1 nekoliko trenutaka vremena,
dati su u jedno] tablieci T- 4 (radi lakfeg uporedjivanja sla-
;ganaa rezultata) i prikazanl na dijagramu “sl. 5 (u drugom de-
1u rada, str. 27). Iz T- 4 je oéigledno'olaganae rezultata
1zad0v013avajnée odnosno moZe se smatrati da jé‘utoliko zado-
voljavajuda i tasnost numeridkog proraduna.

Na osnovu izloZene analize, usv03ene su sledore vred-
nosﬁl magnetnih utguarhovih brogeva (N) 1 vremenshln trenuta-

;ka (t)

0,0 ; 0,6 ;. 1,03 2,0 ;
: (2.46)

+x %
: i

, o,0l ; ©,0% 3 o,1 3 0,3 ; 0,6 ; 0,9 ;
za koje su zatiim israCunati: raspodela tangencijalnog napona
na povrsini tela i profili brzine u tri izabrana preseka gra-

niédnog sloja

=l
it
N
C

O

o
O
\C
<

© (2.47)

2.3.2. Uticaj magnelnopg polja na velidinu tangencijalnog

napona na povrdini tela

_ Na' csnovu obrasca za tangencijalni. napon-na povrZini
tela: ‘ '

.- 9°)730"83;)y=0.,'  ” o (2.48)

dolazi se, posrvedstvom relacijia (2.6),(2.10);(2;17))(2.26),
do slededih izraza za izratunavanje vrednosti tangencijalnog
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ndpona u t:zwimonOi-Lum obllhu (vidi prilog P- IT.7.str. 440):

f; za neptOVOudn fluid ( N = 0 )
€. R _ /Ot Y

Y VVRe T B lo o VRe

v (2.49)
. / )
=Tz‘-,-«5t’n %-{?éo X; (0) + (0)‘}
;e za provodan fluid ( ﬁw# o) -
. Cw. R (aa R__\|-AN__ ., .
S Y Y VRe adzﬁaa “YRs Y SR
J3(-€7 ) o
' (2 50)
{{ () +B4 0+ f @854 )+ ){f @)
‘pri Cemu su OdFOViPQIUCP VJCanStl parametara C/ /3 ?f

definisane sa (2.39) i (2.40).

1z lzracunatih raspodela be’dlmen21bkop povr<1nskop
tangcn01ad1nob napona duz konture tela, za vrednﬂbtl N i»t
(2.46), odabrane su i date u vidu tablica T-5, T-6 1 di-
fjagrama s1.6 (u drugom daWu rada, str. 23 ) raspodele bez-
dlmen21skog povIE 1nskog tangencnaalnor napona u samo dva vre-
menska tronufku t = 0,1 1 ’t'z 0,6 .

2.5.3. Uticaj magnetnog polja na profile brzina

u graniénom sioju

V.

Vrednosti bezdimenziskih brzina u graniénom sloju iz-
rac¢unavaju se iz slededih izraza, dobijenih posredstvom obra-
zaca (2.6),(2.10),(2.17),(vidi prilog P-1L.7.str.440) i to:

*
- za neprovodan fluid (N = o )

vm(/) =2 ww-{f )+ 02)+ "4.4 ()} .51)

*
- za vprovodan {luid ( N=£ o )

“fv:——- 2-45Ln ——‘-‘{7(( 2) +,3, / (3/) é,/// (zy).#
+ L, 5 /MO m) /6’7{ )+ HM'P)}
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pri ¢emu su odgovarajude vrednosti parametara c{i, /3], ’X&
definisane sa (2.39) i (2.41). ‘

I ovde su iz niza prorad¢unatih bezdimenzigkih profila
ﬁrzina ( za tri preseka (2.47), Sest trenutaka vremena i &e-
Etiri vrednosti Stjuartovog broja (2.46)), odabrani i dati u.
vidu tablica T~-7 i T-8 i dijagrama sl.7. (u drugom delu
;igaa, str. 2&), bezdimenziski profili brzine samo u trenutku
;;§ §:0,1_ na dva mesta kruZneg oilindra=ﬁ§-= 60 ° 3 90 ° .

‘ Na osnowvu anal17e dobijenih rezultata pri reéavangu
usvojenog primera, mogu se izvesti neki zaklju501 e} utloagu
spoljadnjeg magnetnog polja na ponalanje karakterlstlcnlh ve-
1idina grdn15n0ﬁ sloja. Naime, pri porastu mapnetnog;Stjuart-
»ovog broja (N) odnosno 1ndukc:3e mapnetnog polja vdbbijaju se
slededi efekti: o '
a) tadka odvagan]a se pomera nizvodno, pa je mogude da se
' ostvari i Dtrudanje bez odvajanja graniénoé sloja, kao
to prikazuiun sl.4 1 5 eodnosno tablice T-3 1 4 (u
drugom delu rada, str. 49) ; '
b) vrednosti bezdimenziskih gradijenata brzine odnosno bez~
' dimenziskih tangencijalnih napona na povrdini tela rastu,
kXao #to prikazuju s1.6 1ili tablice T-5 i 6 (u dru-
gom delu rada, str. 23) ;. ’ o
c)JVrednosti brzine strujanja u granidnom sloju, narodito u
blizini ﬁ0vréine tela,'se povecavagu - kao : Sto Drlka"uju
s1.7 odnosno tablice 7 i 8 (u drugom delu rada, str.
.25 ). A
Na osnovu toga moZe da se zaKW]ué1 da je dejstvo spo-
ljagnjeg magnetnog polja odnosno Lorencove elektromagnetne -
sile suprotno dejstwvu viskoznih sila. Napominje se da su ovi
rezultati u saglasnosti sa redenjima dobljenim u nekim pret -
hodnim teorijskim radovimé'/39/;/42/f kao irsa‘ékspepimehtal~’

nim resultatima /€/, a takodje 1 sua pretpogtavicama zasnovanim

na analizi uticaja pojedinih ¢lanova u polaznim diferencijal- ~

nim jednalinama rcazmatranog problema strujanja.
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.

Q—S. Nestaclionarni ravanski laminarni MHD temperaturski

granicéni sloj

- Poznato je da se pri opstrujavanju zagrejanog tela ne-
;provodnim fluidom, promena temperature zapa¥a samoc u uskom
ﬁsloju uz telo, a izvan njega je zanemarljivo mala. Ista poja-
gya se primeduje i pril ops trugavanja nezagrejancg tela velikim
ﬁbrzinama, jer je prelvaranje kinetidke energije usled trenja
~u toplotnu na; jintenzivnije u tankom tzv. temperaturskom gra-
Enlénom sloju uz telo. Kada su temperatur ske razlike u pojedi-
%him:taékamu strujnog polja dovoljno male (ispod 5o OC), moze
‘se smatrati da su odgovarajuce fizicdke karakteristike fLluida
konstantne. Po3to nema ni razlike gustine, Arhimeddva,sila DO~
;@iska se¢ zanemaruje. Za usvojeni fizidki model strujanja, koji -
TEQ proutava u ovom radu; izvedene su-u § 1. osnovne jednacine
nestacionarnog ravanskog laminarnog brzinskog (1.31) i tempe-
°raturskog (1.34) granidnog sloja. Iz tih jednadina .se vidi da,
:i.pri nestacionarnom laminarnom strujanju ﬁrovodnov fluida u
‘prisustvu spoljadnjeg magnetnog polja, jednadine (1.%1) ne za-
vise od temperaturskog polja i mogu se posebno resavati. Tem-
peratursko polje, medjulimn, uvek zavisi od polja brzine. To
znadi da se jednadine (1.3%4) mogu reSavati samo ako se raspo-
e sa reSenjima odgovarajucdeg brzinskog granidénog sloja.
Stoga su u § 2. najpre reSene jednaline nestacionarnog lami-

laz

narnog MHD brzinskog graniénog sloja, a dobijena refenja se
v ovom § 3. koriste za reéaVanje problema nestacionarnog ta-
ninarnog MHD temperaturskog granidénog slioja. Jod jednoum se na-
pominje da., wa razliku od brzinskog poljia, u sluéaju tempera-
turskog franiénos sloja postoji veca raznovresnost granicénih
uslova na povr%ihi tela. Naime, mo%e biti zadata konstantna
(1.37) ili oromenljiva (1.%8) temperatura, a moZe da se zada

1 gradijent tomoperature (1.35) ili (1.%6).

3.1, Termometurukl problem

U ovont slucaju je nestacionarni (UlD temperaturski gra-—

nigni gsloj odredjen gistemom parcijalnih diferencijalnibh jed-



pagina (1.31),(1.32),( 1.34) ,
i 2 P
oL &u Ll D &u B
ST tU S Y oy =51 +U 52 - (1)

o7 A aT o
Ua(y ?cp 3y’ ‘*g%c,,(ag f,c (“ U)

‘ga granidnim i podctnim uslovima (1.%%),(1.%5),(1.%9)

U. = U(t,X) sy V. = O pI‘.L y = 0 i t ;:.O R
w =20, V=0 pri y =0 i t>o0 ,

u = U{t,x) pri -y —»—00 ,

or |

— = O za = 0 ,

oy ¥

T =T Za y —»00 .

00
Pri tome odsustvo tewmperaturskog gradijenta na povriini tela
‘(1Q35) predstavl}a ustvari &pp013d18a slutaj zadatog toplotnog
fluksa, poznatog pod nazivom "termometarskl problem'. Naime,
‘@rema Furjeovom zakonu protok toplote na nekoj povrsini Je
'broporcionalan Vrﬂdijentu temperature U pravcu upravinom na
povrsinu /7/ t;}; ' }\,_ o( S‘P/aj) . Da ne bi postojao pI‘O—V
tok toplote izmedgu tela 1 iiulda, potrebno je da novrsina te-
la bude potpuno toplotno nepropustlglva. Razlika temperature
povriine tela i temperature spoljadnjeg fluida izvan granid-
nog sloja, naziva se "SOpstvena" temperatura. Prema tome, za
odredjivanje temperaturskog polja, potrebno je da se regi jed-
nadina (1.%4) sa sranidnim uslovima (1.%5),(1.%9) - pri cemu
se koristi resenje cdzovarajucdeg MHD brazinskog praniénog slo-
ja dato u & 2.

3.1.1. Iaovodienje univerzalne Jdednaline

S obzirom da jednaiina (1.%4) i praricni usiovi (1.3%5),
(1.39) ne sadrie hikakve nove promenljive velicine, u noredje-
nju sa jednacinama odgovarajudeg brzinskog pronidnog sloja
(1.31),(1.%5%), Lo de i redenje jednadine (1.%4) da-zavisi od
1stih parametara strujanja - kao i u slufaju nestacionarnog

MHD brzinskor prouniénog sloja. Stoga se u ciljiu dovodjenia
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;;“jjerj'lfnaéine (1.%4) na univerzalni oblik, uwnesto nezavisno nro-
menljive y, uvodi bezdimenzliska nezgavisno promenljiva (2.6)

IS

potpuno analogno kao u § 2. tj.:

f;ﬁ'm_esto_ promenljivih: vremena 1 poduZne koordinate uvode se,
1-'v“‘5cakod;je w § 2. definisani, tri beskonatna skupa parametara
“oblika (2.7):
‘..) . »é
* L
o()é 4o 12 TN

D |
| kot /%7, - |
B =0y i‘?—‘-—zﬂé k=123 ..

4 44 x A
3; 0-V- “““Tg; Zp

“Napominje se da su pri iome: brzj’n‘a spoljasnjey oo*tonc:ud]nmf
‘strujanja U(t,x) = (2(t)-V(x); magnetni broj N :w—n-a” B2(x);
indukcija magnetnog polja B(y), ‘debljina, 151,1 kivanja na ra-
vnoj . ploéi bg*(t); fiunkciia (‘t) ;«L- 82 kao 1 jednadina
-,dgb p by P

2-R ; pounati 1 korisdeni-uw § 2. pri resSavanju nesta-

at =
cionarnog MHD brzinskog greni¢nog sloja. Takodje, ostaju istle

formule (2.8), na ko jima se u diferencijalnim jednadinama vr-

81 zamena dw‘f@roqc‘iranjf{:
— o § 9
s,o ; (e 52 oy T4 557 T ar‘;")

a‘;’; ZZ@Z@“@;*G@?@;);

kao i kovficijenti- funkeije (2.9)

ALy = (—OC’/ +2/<5R)c[4 '*O(,é,, ;
by = (#-1) (8, + 2ERSy 5
cé==é{¢;+ 2R) % L k=125

Gy = /é 4)3"/5'A+ 5,é+4 :
Gy = (éw.x«& + Bowy -
Pored struine funitcije V(t,x,y), uvedene v & 2. re-

3..acj.30m (2.010)

P -cs;t-f*@, ARIARIN
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goa we uvodi 1o ;"“*df‘é‘i Vo sloedecep Jzrazas

: Cov) = .2{152 V(-l' i . [
TCH v T(:x‘) * w’[l %3 .U fﬁé Xf; (;Pr ; {901 )
p .

}i pesdimensiska temperaturay JK,, 1U|a Je realna funbel ia, ne-

f@rekidna i neor:ranideni broj puta diferencijabilos po agvim

éﬁp’rom enljivim.

Posle 1u10s6njea.izraﬂa.(’"“lo) i (%.1) u jecnacinu (1. 34),
?j zamene diielenrlgan]a pwpma formulana (2. 8), dobija se (v1d1
prllo P-—III.l.utr.lfz).

* *
o A o d% DK oK = . DF oF
Pr 3?2 +P49 o rFa'p kan@aﬂk+@<a?°,e_)“

‘sa graniénim uslovima

#
,5.;?_-30 na ?::O ;i ¥ o= o za ?—-a-oo (3.3%)

S obzirom da jednacdina {%.2) I graniéni uslovi (%.3%)

ne zavise od velicina, koji karakterisu konkretne prohleaeme,
to znafi da ona pretstavlja UNTVERZALNU jednadinu nestacio-
narnog MHD temporaturckog graniinog sloja za sluca] termome-
tarskogs problema, all uw nesto ufZem smislu nego kod brzinskog
grani¢noys sloja. Naime, zbog prisustva Prandtlovog broja, po-
trebno je da se ona na svaku,cdredjenu vrednost Prandtlovog

broja Jjeodnom-zauvek integtund.

riie u Jedno-

3.1.2. Ancliticlko 1 numeridko

parametarskow priblisenju

dradina (5.2) sadrii sume begrovnadnog broja dlano-—
va, npa eonad ﬂj@uo'rcﬁavanjc neopnodro doose ugine njihov ko-
natan broj ti. da se zadrfi nelkoliko prviv paramelara. Talko
se o iw (3.2) moze dobiti, u mavisnosti od taénosti koja ao Ze-
i da posticne

. unidverzalna Jedradina v jJjednoe-, dvo- 1)1 vi-

fe-parametarshon priblizeniun. Pri tome go refavanjem, DILO

(3]

o
fonericldn sostunkom, bilo ranvijanjem u ored po paramelrlma
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)/‘ 3 ‘b/' ] . 2 ~ x v‘\ 3 4 |
Ay PO By dobija resenje odgovarajude aproksimaciije.

Prema tome, ako se u unlvexzalnog chnixlnl (%.2), izu~-
zev prvih parametara c{], ,/ Xl’ svi ostall izjedna’e sa
nulom tj.

O{lz}é o, ﬁlqé 0.-:.2}11‘7!’»9 ’
O-(,zg_o{}s:"':ﬁzzﬂrj:z..': /X’2= XB”—: e e = 0
‘G' /39"‘ o, ‘1:‘_.‘,‘8’2“40 y alm(-c(l"*Q‘R)'o(l

-2

(=9

‘doblja se siedeca univerzalna jednadina u jedno-parametarskonm
Dribli?enin -

b

Aia% QK ACE AN PR Ty 2K _
Pr'a? 7ap 7 3731;% 200K ol cl,

W &%‘u (y) 5)% * 07) ) a ‘zﬂ_ ) ,
-‘2’?'0430?;*2’?.@ 5.8, ~ a”“7[‘4‘;,".,“; “2""@"‘5‘7 = (54

2 ()2

H

2
ﬂ( ) ;
savodgoVarajuc1m granidénim uslov1ma:

_ * (1)

31? = 0 za %) =0 ; ](/'—_:o za 42—-)-00 (%.5)

 Jednadina (%.4), (3 5) mo¥e u principu da se reidi ne-
kowm metodom za direkitno numericko integralenje parcijalnih
diferencijalnibh jednadina. Medjutim, 8 obzirom na dosta ve-
1iki broj nezavisno promehljivih u njoj, izrada programa je
Kompllbovanq i tedka - a i sam maSinski rad radunara je dugo«'
trajan i skup. Iz tih razloga, jednaéina'03.4),(3.5) je u ovom
radu rceSavana predstavljanjem resenja u vidu rwda. KOI‘,LJt(“ ge
iz & 2. powznati redovi: (2.17) za funkeiju F L)(4? o( 3" )

(p 18) za RV el B))

F (";}, yr? {,34) / /7'3)4»0(]{ rg)+/2]{’ (1) + g‘, / (?,) fof/;)’){ ('r))-l-
+o(,;aﬁ7{;((?) +,@:.x.7€&w{'p} +"€‘/{”(?) +/_)5 -7415’0(?) -+
z ,
* 8 7450 p) + - .
W : v 2 2
R ) = Ry el Ryt 8R4 R 0ol R # R g

a to iwivkuje da se i funkeija V&f ﬁ) 0(],/3 & pr) pret-
stavi w vidu Ouu)vaanu“ﬁJ reda:
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_‘ ﬁ,"v\ : X ‘ - P2 *
R, L SR f"~",7- i +c/ g’(’ 2, w‘/./, %, P+ X, L)+
P

S0 J,JZ\ (',Nfoc' ﬂf (1(:,, 4 3;& {(,)4. (%.6)
A * \ 2
+o({a_.l{g f@?)-*/d,-ﬁ”(pw’«?}j(’ fw+-- -

1€, 0 .

Posle u.ohenia redova (2.17),(2.18) 1 (%.6) uw jedna-
ginu (3.4),(%.5) i izjednaéavanja koeficel jenata un iste para-
metre 111 grupe parametara, dobija se clededi rekurzival sis-
tem vbidaih diferencijalnih Jjednafina, iz kojih se odredjuju
univerzalne funtecije - koeficijenti reda (3.6)

P A
BE,) =-£
o9 7
[} i "
og(ﬂf) =-§+ mQ +2fJ€ %f 7
go O,
)”
24 -1)°
( #50) EN ?ﬂv /"'(7( " /3/ /
/4
( ) =29 / */é:/- ('L
Ico 90 90 /%,0

(451) 2/7[(':"/6 ?XN* 45)_-90? %0

~-‘2/ /46,4 2/”}/;4 -Qﬁ}{ ;a, ;

. S ’x
f“) = ‘_-./zw;u@ - { JL - 72/ /(’f +2/’Z- Kt

%0

'/—_ZJC/ JQ, *byﬁ‘%;ca /éi /ﬁ"

’
)n‘%zﬁ\f)jé‘" —w . J(/‘ ___j/zf;#\jg": 2‘/2\{.%‘:‘ 4

"‘/

l!

L4

.
3/1,%
3,

(3.7)

45{¢¢ 4 7¢,0 l?,o /éa
ot A 2 % . :
+ 294 " 27 7{— -—/z,- -
) < /5610.)80,0 K;CO 20 Mfcoz 180 foc o 2 ', 7
L
\ 2 *, \7‘2‘ X s
=_‘—“‘-7 > K e 2 W, - ..___
( 014) 2 ¢ 'd oy 74? (/ K;,o Aa l o, ¢4 %

>

D (K

QR ) =L R R FEL, -28"
2( msf) =3¢, 180 / : B ][;
Y 7[
Lo = 2% f o (.. |
* A - *
— e g 2 ’ . ,/2~ A / 5 F !‘ ,

C)Z ( /14 ) w(:%;,() ‘/\_‘:'()‘D o }C o V’Q‘l() M ZJIAD ﬂqo i
. ', ¢ x fu 1] f
Lfico Xf féo 180

&

+ 7

gde L@k Lretstavl ja diderencljalni operator odredjen izrasom:
a° g7 g0 |
O(Z}.,.»: r‘{%‘{b A -——-«—-—-"’]'_ I , K=0,1,2,5,... ( ")'L"(‘)
4 L 4 @ O o4q 4? - drn
4 s ¢



-49-

Odgovarajudi pgrnidéni uslovi pri tome glage:
t‘l *I *l
/ . e A — e ®
FC (0) =, K= =K (=0,
0,0 Y té0 Mca (%.9)
> A 2 :
K =) =K =K ) = L K (=)= 0 .
2
2 :

4 780 11¢,p

i

1]
-~
S

o

U «i tgmu jednufina (3.7) zamenjene su, ranije odredjene- u
L . 2 - n .2
7 Ro= 75 Ria™ Mip=" 3 Ry

’

§
vrzdnosti kongtanti: A= ﬁ?—
Rlalbz %%;_1 R11b=-T-—. Takodje su i resenja za univerzal-
ne funkeije %’ﬁg} (?) f:fﬁv,. .. f£¢‘7” , koja se oodavlwu~'
ju u sistemu (5 1), odredaena u § 2. - pri razmatranju nesta-
CJOnannog MHD brzinskog granlénoé sloja t3j. ovde_se smatraju
‘poznatim. ’

‘Napominje se da Jje rekurzivni sistem obidnih diferen-
cijalnih jednadina (3.7) sa praniinim uslovima (3.9) morude
‘reSiti 1 analitidkim putem, za siudaj Pr=1,0 QMedjutim, re-
Savanje ovih jednac¢ina je sada znatno komplikovaﬂije 1 tezZe,
'poéto ge na desnim stranama pojavljiuju proizvodj Veberovih -
funkeija - $to otefava igrafunavanje pojedinih partikularnih
integralé. Stora se navode analitidka reSenja samo nekoliko
prvih jedn#iina sistema (3.7),(%.9), koja glase:

J(*/:o(?) g ) - ;gi-gf(?) ;
x () | g%) - jiffg('?)g(?) - ig???)j(p) +
od 24 -7 (-4
- |
Z'g (‘?) +:§z‘g(’?) é&go(?) y : ' (%5.10)
- 27 y_if[(- ¢ oI ) +
J@ () = 5L - 3XI D)L P ,g/,.gff”?/j:?)

1

i

i

~L

Z 2 Z .
Tﬁz/?)+249(”) ;

) Numerickim integralenjem - metodom konalnih razlika -
sistema jednadina (%.7) sa graninim uslovima (3.9), odredje-
na su resenja 2a (viw des t unnvcl zalnih Tunkcn;a~ xoeficiie~

nata reda (%.6): J@" FV .ﬁf @» _Ef ), .. ..Kbtﬁ? , i to za

762 .
sledede tri vrednosti Prandtlovog broja: Pr=o0,72; 1,0 i T,0.
Odgovarajude numeridke vrednosti univerzalnih funkecija date su
w tablicama 1 -9 do T~ 14, a grafici tih Tunkecija su . prika-

[t &

zani na dijagramima  £1.8 do 81.16 (u drugom delun rada,str.ai).



.

5.d.3. Primer proracuna noutdunouurﬂogkﬂHD temperabujkhOU

Sk

granicuc  sioja

Proracun tarakteristidnih velidina nestdc101arn0p MHD
temperaturskoy cranicnog sloja izvrden Je za lkkonkretan sludaj
opstrujavanja i anop cilindra, poluprecnika R=.1o cm pokre-
nutcg trZQjem konstantpom brzinom v¢51,5nus' kroz provbdan
nestlu] jiv fluid. Pyl tome se nretpostavlja da je indukel ja
spoljasnjeg magnebtnop polja konstanina tj. B= const. Brzina
spoljasnjeg poloeccijalnog strujanja je u ovom slucdaju odre-

djena izrazom (;?.229): U(t,x)= 0Q(t)-V(x) = abln%, a para-
metri oblika ', 3, &, su isti kao u § 2. tj. odredjeni

su slededim relacijamna:

- z%a neprovodan fiuid (2.%9)

|
o
f
o
S

r
ﬁ*
N
c
W

- i za provodan rluic (2.40)

’Xi: /?*'-(1 - e
7N
Tz izraza (%.1) i reda (%.6) dobijeni su slededi beg-
dimenzislki obrasci =za jaradtunavanje "sopstvene" teuperature
¢ T, = TV_O) i povrgini kruZnog ellindra i to:
& . * -
- za ﬂbprmvodan fluiada (N = o )

( 7) -
Vaa/c

# /# ] 2 *
D 45 (E /-{,:H;o(0)+3j-,(§co(0) +3;“J@m(0)}'; (3.11)
D

. ,
- za provoedon fluid (N # o )

() -

e' R o0 2oxy LA P >
= = denin (G K 0)+B, K (0)+H K (0)+
v Z R o0 450 17,0 »
/e,
oo r

N C(3.12)
A 4 (ou/J( (o/+3*ﬂ“ (o) -

d ’r 16, 0 496, 0

Posredstvonm israsa (2.11),(2.39) i (%.12),(2.406), ko-
ristedi »ri tome numericka refenja za odgovarajude universzal-
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‘ne funkeije, izracunat: su raspodele bendimenzicke "aoistvene!
temperature na povefini cilindra za: tri ranije usvojene vred-
nosti Prandtlovog broja P£==o,72 y 1,0 i 7,0 kao 1 vrednosti
(2.46) Utjuartmvgy broja N=o0,0 ; 4,6 ;7 1,0 3 2,0 i vremen-
skih irenutaka t=o0,01 ; 0,05 ; 0,1 5 0,% ; 0,6 i 0,9 . Zbog
obimnosti dobijenit rezultata,-bdahranj su i dati w vidu tab-

lica T- 1% do T- 20 i dijagrama .17,18,19 (u drugom deln
rada, str. 46) Tas noae?e beadimﬁnZJshe "sopstvene” temperatu-
* s '
re za samo dva vree ﬂhnska trenutka t-.o,l 1 t=0,9 .
Na osnovu izraza (%.1) i (3.6) dobijaju se slededi

e
izrazi za lzradtunavanje bezdimenziske temperature u granid-

nom sloju i te:

N _
- za neprovudan fluid ( N = o )

= st () {H i L ) @} (313

*
- za provodan luid ( N # o )

(D) -1, o
w’’p : _
+ Q t» O
+ 3, 80 K, 0B J( L D('?)} . (5.14)
Iz izraza (3%.1%), (.«_.,"j) i (3.14),(2.40), koristedi pri
tome nuumeridks: redenja za ddrovarajuce univerzalne funkeije,
izradunati su bezdimenziski orofili temperature u tri preseka
§=:300, 60° 1 90 O, #a iste vrednosti Prandtlovog 1 Stjuart-
ovog broja i veemensilll trenutaka - kao u prethodnom slucajin
pri izradunavan ju raspodele "sonatvene" temperature. Takodje
su i ovde odabrani i dati u vidu-tablica T-"21 do T~ 26 i
dijarrama s1.20,21,22 (u drugoem delu rada, ’:r;' 52 ) bezdimen-
ziski prof1L1 temperature samo u trenutke t=o0,1 #na dvo pre-

. . ... 0
el —60 i So 7.

(J

Analivza vozultata dobijenih u ovam odel jku nokazuje
da u sludaiv tev. termometarskog problema, nporast magnetnog
Stivartovog breia (N) 0dnosno indukeilje magnetnog polja G-
vodi do sledecih poiava:

a) bezdimens! sica "sonstvena' temperatura raste i dostife, pri



odredi-ocon Prondtlovom broju, maksimalauw vrednest za

I
0 1 . : P : . -
Yo 7. Naivede temperature na povresini tesla o olkolini tad-

ko X
R
Ju najvece brzine 1 gradijenti orzine strujanja, kojl o dra-

0 : s s .
0, wogu se¢ objusniti C¢injenicom da njoi odeovara-

ge slrane prouzrokuju najveci priraitaj DZaulove toplote |

toplote wusled trenia. Sa povecerjem Prandtlovog”broja, Vol

nosti sopstvenin temperatura joo vigse rastu - &all karaicter
njihove raspodele duz povrdine cilindra ostaie ‘Sti,?kao
$bo prikazuiju 1T -15 do T- 20 cdposno 81.17,18,19 (u dru-
gom delu, str. 46). Ovo se moZe objasniti bolijim cvoistvom
provodivnia toplote kod fluida sa vedom vrednaiidu Prandtl o-

A VOg broja;

b) vrednosti bezdimensiskih temperatura fluida v granidnom
sloju rastu, narocito u blizini povrSine tela. Sa porastom
Prandtlovog broia, vrednosti bewzdimenziskih temperatura
postaju jo3 vece, a ogim toga - brie tefe vrednosti tempe-
rature u beskon.gnogsti, kao &t se vidd iz tablica T-—21
do T- 26 odnosno dijagrama s1.20,21,22 (u drugom delu,
str. 52). To o¢igledno pokazuje da je, pri vedim vrednosti-
ma Prandtlovog broga, debljina temperaturskog granicénog
sloja manja i to kako za neprovodan tako i provodan fluid.
Takav utirca]j velidine Praadtloven broja na debljiinu tempe-
raturskog -ranidéncs sloja neprovodnog fluida je poznat ved
od ranije /7/. Z2a provodne fluide, medjutim, pri odredje-
noj vrednosti Praadtlovog broja, debl jina temperaturskog
granicnog sloja ima tendenclju blagopg porasta - sa pove-
Sanjem indukciije waznetnog polja odnosno porastom Stimarto-
vog broje,(kao sto se vidi iz dijagrama sl.2o0 do s1.22, u
dIﬁuﬁoHA;ialli, str. §§ ). Takav ivesultat je u seﬁgld%rb: st1 ©a
zalkl jud¢kom ua spoljasaje magnetno polje povedava exefgiju

- fluidnin delida u graniénom sloju.

5.2. Sluca] zadotopr peomentiivop toplotnog fluksa na

povraiul tela

U cjucain Ceoivnoug=proizvol jnog protoka toplote aa po-

vroind tela, restacionarcy ¥HD temperaturski granidni slo) Je

sdredien «istemon varclisinih diferencd Jalm_n jednadina (1.31),



(1.%2),(t.5d):
o
2 ac 1‘6¥¢ Y . , )

- o2 2 Y,
8r ., 3T o7 __ A T, # fouY, o8B, 2
0'*1,(5\,(4% T ocp 3y2+{?-cp(ag) (u U) ’

a?f'* ox
sa odrovarajucim granidénim i podetinim ustovima (1.3%),(1.%6) i
O )
(1.39) = U(t,x), v=0 pri y=o0 1 t=o0,
u=o0o, v =0 onri y =0 1 1 »o0,
u = U(t,x) pri y -0,
o
3y

T = 7 sl Y =00 . .
m -

= qo(t,x} za Yy = 0 ,

S obzirom da je, prema Furieavom zakonu, nroloi toplote na ne-

A4

koj povrsini yproporcionalan pradijentu tomperature u nraveu

Y upravnom na povriinu /7/ tj. Q= A1/ 3y ) y=0 > sleduje da
granidni uslov nn povriini tela (1.36) pretstavlija ustvari za-
dat odgovarajuéi protuk toplote. Potreuvno je podselitl da s

&razmatraju-strwjawﬂu. hada se Spo]jaﬁnja brzina mofe prodsta-

viti w obliku (2.1): U(t,x)=_Q(t)-V(x) tj. u vwidu oroigvoda

dve funkeciie a rcasdvoienim promenliivim t 1 x . SliZno
tome, ovde ge rasmatrajuw samo ona strujania kod kojih se gra-
dijent temperafture na povrdini tela nmofe zadati funkcijom ana-

lognog oblika:

g, thx) =7 (v)-X(x) , | (%.15)

. . N . , . . .. . LK
pri cemu &u Yj{t) i X(x) realnc funkeiije “lase €7, o<kg00.
i

Prema towo, sa odredjivanjie raspodel e teaperature u
razmatranom siu-a o struianja, potrelme Jjo da se redi jedna-
Gina (1.%4) ca ~ronicnim uslovima (1.%6) i (1.59). S obziron
doo ova] Siatowm ~visit od brzinskor polia, pritom se koriste

refenja odsovaraiader nestacionarnogs MHD brzinskos sranidnog

sloja - koia su odvedjena u § 2.

3.2.1. Tzvodio i nnlverzalne jednac¢ine

Iz prethounog igzlaganja se vidl da temperatursko polje

zavici, ne acmo od Larakteristika brzingskog poljis, ved 1 od
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funikelja Yo(t; i #(x) odnosno od zadatog promemljivog frras—
dijenta temperature na povriini tela. Prema tome, za dovodje-
nie jednad. oo (1.54),(1.%6),(1.39) na univerzalni oblik, po-
red nove nromenliive ¥ ,(2;6) i beskonadnih skupova parameta-—
ra oblika Ao /Qk, ‘#if (2.7) - potrebno je da se uvedu dva
nova beskonucéna skupa parametara definisana slededim relacija-

maz: Kk
§ . 1. 4’y sk |
LI G p , ’ ,
_ k= 1,2,3, . . . (3.16)
s :
k k 1 d7L *tk
| E. = -V -2 .
- t _ dxk p

Dok su od ranije poznate funkeilje: z () dz-(2.%), Q(t) i
V(x) iz (2.1) odnosno (2.29), X(x) iz (3.15), dotle je

novo-uvedena funkecija Y(t) odredjena slededom relacijom:
*

6 (%) |
Y(t) = ¥ (1) w—~§——- : . (3.17)

2t :
Posredstvom izraza (2.4),(2.7),(3.16) dobijaju se sledede for-
mule (vidi —~riog P- ITT.2. str. £13), sa kojima se u jednadi-
ni (1.%4) vr3i zamena diferencizania

L2 o
% el éea/% +/c£ EYA +dk85‘ té)cf,e)'

(%.18)

Pri tome su koeficijenti - funkecije: ak, k’ Cy f}k i Gk od

ranije poznati odnosno cdredjeni relaci jama (2.9) u § 2 a
dk’ e, 1 ﬂk - su odredjeni slededim izrazima:

dy= (- &, + 2-k-R) Oyt Opiq

ek: ( k. 0(]+ 2'k'R>' é‘k ’ (3~.1.9)

E=(k-¥ - E,»E + & .
Ch- ¥y = &9 Sy Sy
Pot:iraZimo sada refenje za raspored temperature u obli-

eV

m(t,x,y)-fvm«r%— g} CAREAND. | (3.20)

v X (? CARIAREA} {w LE)



-
— Lo
. o

- .
ede sur U(t,x), X)), Y(t), # i & realne Tonles G, mepre-
kidne 1 neograniceni broj puta diferenoijabilnc Do SV i pPro=
menljivim. ) H
Posle uvodienja strujné funlceije V’(t,x,y) U obliiu
(2.10), posredsivon poznatih relaclja u= o= ; Vo= - 8‘#. i

: : ‘ 3y ox '’
izraza (3.20) a temperaturu, u jednaéinu (1.34) 1 zamehe di-
ferenciranja sa formulama (2.8),(3.18), dobijaju se sledede
dve parcijﬁlne'diferen=ija1ne jednadine - sa odnovaraduoim

'granlcrlm uslovima (viddi prllog P-TIl.2.8tr. 7 ):

A‘
A* a/f R ow{ aJC o F 2F 1y _
Pr 8/ A/P S + ) F oY 3'? Z’(@-_.. +G—1’c33"’)

Fe

2F SN AN aa( DIy : ’
ap'Z(’ida aer') g(»éac{ AEY-TiMe? *T (2.27)

' F t ) \y é) BF .
‘.'2?';3‘—276 “.ch(;'J‘('f*-‘A' 5-?—;)——[3"4 'é? -—1) ;

EJ’J% . ,* o . : ’

* W .
OK =rg SF OF EN.4 3,24
+ g(&«-—-—k + G S5 269 2 S5 T AS (3.21)

Q-) .

x X
* 815 Jf ;
ac‘.‘ ) 7@ ' 53,@ *37, A2 vag t ey,

&
—
|
S

= _p=0; # =0 p-moo ; (3.23)

iﬁﬁkojih se odredjuiju oezdimenziske temperature - funkeije ‘jf i
K . Pri tome su funkecije F i R od ranije poznate tj. od-

redjene pri razmatranjiu rcestacionarnog MHD btrzinskogs granidnog
slojau § 2. 5 obwirom da ge jednadina (3%.2') sa granidnin

uslovima (3.3') potnunoApnkjapa sa jednadinom (%.2) 1 odgova-
rajudim granidénimn vslovima (%.3%) termometarskor problema, to
su 1 njihova resenjia imewtiéna; Prema tomé, meZe se smatrati

KD

da je reSenje za funke J{(‘(Pl {a(ﬁ} {f@é}{f’}f’) noznato tj. odre-

djeno pri prouctavaniuy E&PHOWPT@T‘R&F nroblema u odeliku 3.7,

Oét.a;j e da ‘sse odr~di funkced ia J(,('r(:){ }’{@},{3;},{5&},{{,{}’8.) |
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refavanjem jednadine (3.21) sa graniénim uslovima-(3%.22), ko-
ja pretstavlja UNIVERZALNU‘jednaéjnu - jer ne zavisi od veli-
¢ina koje karakteridu konkretne zadatke. Hapominje se da i u
ovom slud¢aju pojam univerzalnosti vazi u uZem smislu nego kod
brzinskog granidnog sloja. Naime, posto jednalina (3%.21) za-
visi od Prandtlovog broja koji se ne moZ%e eliminisati, po-
trebno je da se ona integrali posebno za Uva}ru odredjenu vred-~
nost Prandtlovoa broja.

3 2 2 Analitic¢ko i numerléko resenje u gedno~

parametarskom pr¢bllzen1u

S obzirom da gednJOLna (3.21) sadr?i sume beskonadnog
.broaa 5lanova, to je za n@eno re8avanje ncophodno da se uzme
njihov konafan broj, a~to se posti%e zadriZavanjem nekoliko pr-
vih parametara uvedenih beskona¢nih skupova (2.7),(3.16). Ta-
ko se iz (3.21) mose dobiti, u zavisnosti od tafnosti koja se
zeli da postigne, univerzalna‘jednaéina u jedno-, dvo- iliVVi-
Se-parametarskom pribliZenju. Pri tome se refavanjem, bilo nu-
meridkim postupkowm, bilo razvijanjem u red po parametrima oék,
/ﬁk, ¥, 5&& <5k, dobija reSenje u odgovarajﬁéem pribliZenju.

Prema tome, ako se u univerzalnoj jednadini (3.21),
izuzev prvih parametara o( ,6 ¥, S], 61, svi ostali
izjednade sa nulom tj. prema (2 /) (2.9),(%.16),(3.19) uvrste
sledec¢i izrasmi

061?4»0"/31?40: /’r]_?é'o»gl#o’ 5:'é0,£

0[2:':0('3::...:/32::‘6':...: 3*—_:‘@:_-‘_._8 65...";0,

€ = 5,5=...=0, a, =(- o(+2m oLy, 1:-_2-3-/31 ,

cp= (L +2R)- 8, 'l=‘(-—181+2,u)~ o4, N
eq=( °(l+,23)' &, .0'1:._6? 6= ¥, =0, By =( 8“1-51)-‘61 ,

“dobija se slededa univerzalna jednadina u jednoparametarskom

privlifenju: ,
2 _2*5) , L 4 or 1) wx (1) 2 T
A 9K L7 X VoK ¥ o)
PSR S r F Sy — K —& S5 K
N X o) XA ) * K 0y)

o aJK RIK
2L 2K N A A




1 &7:_* ) ) Dj?f(z) . @.7? (¢} o @j’*{:“m
TRRA GG, TR Sy~ Sy TAR S SE T L
_ ) .23
* % el 27
k:- . ‘,'.') i‘fi___(dj B C)X. . E
+54 ERY QRCCI Ly oG, Y =0 ;

sa odgovarajudéiin <rremlcnlm uslovima

| *% ) ’
ax =] Ta 4? = 0 , %‘ = 0 oo ? ——C0 . (5:,\4)

S obzirom da je broj nezavisgno promenljivih u jedna-

gini (3.23) vedi, u poredjenju sa analognim prethodnim slu-
cajevima, utoliko je njeno resavanje direktnim numerilkim in-
tegvra‘lenjem ~ teZe. Stoga Je sigtem (3.‘3) (3.24) redavan |
predstavljanjem reSenja u vidu reda. Pritom se koriste iz § 2.
poznati redovi (2.17) za funk ciju F(l)O?,o%)lél,‘gi) i
(2. l‘E}) ua, funkeiju (l (o(' /31), a bozdimenzisku temperatu-
ru K (1) ('? oCl,/g X’ 51 , 6 ,Pr) pfi_"@dS_'t&VljamO u vidu sle-
dedeg reda: o

*¥ (1)

. ' ” a 7 . B H o
F ;00 8,8,,8,6,B) = R (0) +L, K (9) 3, K, (9)+ 8K (0)+

ﬂ§f*{%H6}KAKW+JVK @fﬂ/ﬁhéiﬂp)+
+ ol 3" 1o, (D) TSy J’ Pl fo/«/é'f %' 7+ 3 .K/‘ (4;7)-* (3.25)
BBy K, (0)+545, K, srns f?J »/3,€, x;‘, (PG, (p)+

EAES .,;,,, )+ GG T, )+ 5 Ko )
*‘5}5;'“624440($U *‘é3< 44@0/59 + o | ) -

Posle wnofenia redova (2.17),(2.18) i (3.25) u jedna-
dinu (%.23%),(3.24) i izjednacdavanja koeficijenata uz iste pa-
rametre 1i1i grupe paramctara, dobija se slededl rekurzivni
sistem obidnih diferencijalnih jednacina, iz kojih se odreaju-

Ju univerwzalne funccije—‘Koeficjiﬁnti reda (%,25)

DA )=0 i BE)=3rpk" ;

D, (Ko, )= $ AP K i B, (%, )7L, ﬂ" ;

DK )= T K 5 YK, )= f/‘Z‘/ - (5.26)
. /.*i,f-. ’ ) ) .
N"?o( -He,a) =0 ;
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i odpovarajudi _1¢n1(»i uslovi - B
P * B
K iod=o, EL(0) = A () = ’A” ()= -J<'” 0)=0
. e P 46 5 - “11¢,0 : T,
[ - x * (3.27)
2 } R T e 3 g . 0. s . -
K () _]{J;?(oq__) Ky () = %@;w)« ,.—.,(f”eﬂ(..o)go ;.

'pri cemu difercrceiialni operator 4§§K nadryava isti obL) (5.
(Potpun rekurzivni sistem (3.26) od 21 Lednaolnc dat je u dru-
- gom delu rada, str. §8). Treba primetiti da su u sistemu jed‘
nacina (3.26) zamenjene vtednostj konstanti: A, R o, Ry, Ry
Riqa ’Rlilb ’Rlﬁb 2.24) - odredjene u § 2. Universzalne funk-

‘cije- koeficijenti reda (2.17): /M(?) zq('yj . .7{4”(’?,\, koje
se pojavlijuju u ovom gistemu, takodje su odredg ene u § 2. 1
ovde se smatraju poznatim. ‘

Za sluda i Prandtlovopg broja Pr=1,0 moru se, vosred-
stvom Veberovih - specijialnih funkclja, izradunati analitidka

eSenja obiénih diferencijalnih jednadina (3.26) - 1 ovde se
navode za nekoliko prvih jednaCina:
)

* % N U
J«; (7)) = "“:{é‘ //’?) f (¥ “ﬁa(?) ;

Ko (P =K, (P = g (?)}

Xfm = ”2”2{511’?)4“ 9 ) }g@g@)}-g. (5.28)

+ &

K, oo =4t [5{, (p) =2-9 ¢ v}

' £ 2
K, v =gt g -6.gm+2g9'm ]}
. 2

» - - . - . - . . - » - - . - . - - - . - -

1t

S drugce strane, metodom konadénih razlika, iszvrieno je
numeridko “‘nterralenje sistema (3.26),(3.27), pri &emu su od-
v *x
T@d“ﬁnd Ia:enia Jra orv1b Sest universnainih funkecija: X ()
. SR PN
ﬁ?/ J{’ (), ﬁ pp) ;{ ﬁp/ R, (?U - i to zs tri vrednosti
P)andLio\uw nrond: Pr=0,72; l,o i 7,0. Numericke vrednosti

tTih univerzolinin funkel s date su u tablicama T- 27 do «-29,

i grafidki su orikazane sa 4ijagramima  s1.2%.do s).26 ( u

drugon delu rada,str. 61).

).
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3023, Primer proraouma nes tu01onarnop MHD tempelaiur“gOg

rranidnog sloja

| Na primeru opstrujavanja krufnog cilindra polupreénika
‘R = 1o cm, provodnim nestigljivim fluidomn, uxprisustvu spolja~
¥njeg magnetnog polja konstantne indukcije B = const - lzvr-
geno Je proradunavanje karakteris tanlh velilina temperatur -
;skog MHD granidénog sloja razmatranog problema, Pri tome je kru~
zni cilindar pokrenut trzajem konstantnom brzinom V =1,5m/s .
a brzina spoljafnjes potenci jalnog struaanga ge ouredaena DO=~
znatim izrazom (2.29): U(t,x)=(t)-V(x) =2V a)-31n er Osim
toga, pretpostavlja se da je temperaturski gradijent na po-
vrEini cilindra u svim tadkama isti i da se men ja 1ihearno sa

vremenom ti. da je zadat slededom funkeijom:

ST b s ) . : .
(55 y0m ao(803) = To( D) X(x) = oyt o (3.29)
Na osnovu (3.29) i Yoluc1rb.(§ 1/) proj z 1iaz1 da je
_ ‘ 8.(t) ‘ 8 (t
Xx)=1 3 Y(t)= ‘f'o(-t)- Pz oyt . (3.%0)
, A : A .
Dok su parumetri oblika of /31, Xﬁ ved od ranije pognati i

odredjeni izrazima: (2. 40) za provodan i (2.39) za neprovodan
fluid, dotle se paramctri 'Si i 51 odredjuju na osnovu defi-
nicije (3.16) i relacija (3.30) tj. iz sledeéih iuraza ( vidi
prilog P-11I,3,str. 446) i to: )

* .
- za neprovodan fluid ( N = o )

- : — .__6_.... ’ =z .
Ey=o0 ,  Oy= g -, . o (3.31)
+* : ‘
- za provodan fluid ( N # o )
4 * X 4 L

5 : -EN-t o, SENet _ )
E. = o , = e (1,— e - )+ ==.e . (%.32)

1 L oz.5%-1 )
Iz izraza (6 20) ma temperaturu JPdUVu (3 6) (%.25)

na fun:-oije ‘X"(\L (? C’L/W’/si’ X’Pr) 1 /( (?/ T2 1 4; ;g’v )’
a:ublenl su slededi mezdjmenzkskl cbrasci wa JZIacvnavanje

tgopstvene" lLemnerature (Te) na povriini kruznog cilindra (vi-
@i prilos P-T1il.4,str. 448) i to: -
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- za nerovodan (luid (N = o )

1 _)_\__

qe(R)
2
Vou/o

T‘n':) v, 1
= desin (—“) {]C (0) + &y ](,:: (’ojf | (5.%%)

p 2 DA.

~ﬁﬁ?qélﬁ"ﬁ{w+fjf/w+& (U

- za provodan iuid ( N # o )

! ~ ) » | ¥ . * ‘
2 < 4- Sin'&( %) .{\7{0:0(0) +/‘g' 'Kt,o(a') +x'%rc,o /0')} * .
) %, 34.)

g
o 1
e
N

| 4.5
e\ (200 - ;3" ) {]{‘(0)% ﬁ (D +3] (o)+<§5€ 02/

pri c¢emu Jje sa D oznucona slededs velidina:
= o - ' o
. == c.-R‘-c:f_-V 3, (%.3%5)

S obzirom na velaciju (%.29), konstanta ¢y imna dimenziju

O . - ‘l

X . o :
[Cl] = - , a usvojena Je ista vrednost kao u radu /37/

tj. iznosi: clzz—ﬁ; , pbri cemu znak minus znaci da toplota
. (-]
0

~se tide velidine D, lako se

prelazi sa tela na fluid. St 1

ckazuie da je ona bezimenziska tj.

i ima vrednost:
. . j') .
D, = 20240 05,5088 = - 1,71978
Dy= = == 0ab, %288 = ~ 1,719783 .
- 1,5~
- . ﬁ,; -, . - . .
_ lz obracaca (5.%3),(3.34) izradunate su, na osnovu :
numeridxin rcfi I wja za univerzalne furkcije _]{ /o}, J({ 8,0 (o), .
f

jz;d (o), J( (oj ]{ (o),.,,%;dam,l . o<~.1govara,}uo,_1h vrednosti
narametara o¢J, /31, X’ , 5 61' ocfi:;-ferfﬁjenjh relacijama (2.39),
(3.31),(2.40),(%.32) kao 1 vrednosti Lkonstante Dy=-1, 719783,
raspodele "gopeglvene” temperature na poveiini cilindra. Napo-
minie sc da e proracun izv "<”*<n “r veednest Prandtlovog broja
Pr=o0,72 odncsnoe za vazduh. S drure ot iane, vrednosti speci-
Tidne tovlote (¢ ) i kinemalske viskoznosti (OF) za vazduh iz--
nose: c¢_= 1 005, 3288 J/OK kg, J= o,1" CKUJZ/S , sa koijima su

il

izratunat. veoodnosti konstante ]')}7 1 dejnoldsovog broja: Res

r"" e = 10 000, Usnm toga, vrednosti Stjinarto-
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5

“yog . broja (ﬁ) i vrewmenskih trenutaka (:) su iste kao u § 2.
’ﬁg. odredjene su relacijom (2.46): ﬁ::o,o; 0,65 1,0; 2,0 1
~t= 0,0l1; 0,05; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9. Kao ilustracija dobije-
nih rezultata, odabrani su i dati u vidu’tabliga T- 30,T- 31
i dijagrama sl. 27 (u drugow delu fada, éir; 68) ragpodele
be?dlmen31ske "SOQstvene" tenperature za. samo dva trenutka
?vremena t = 0,1 i~ - 0,9 .

‘ Slidno lzvodienJu izraza (3+33),(3. 34) - dobijaju se
‘sledeci obrasei za izradunavanje bezdlmenzis_é;temperature u
graniénom gloju i to: N _ ’ ‘

- za neprovodan flnid ( N =o )

TQP)—Tm‘ .,Z(iY{i*

72 7 = 4-5in"(§F S HK () + ¥y j{no(‘?)f -
o’ “p 4 3 (3.36)
Z'Dl %5 [ Aa L
S R ey F 8, ,,,o(op)}
QRe. .
- za provodan fluid ( N # o )
(D)~ T .
.Y>V2/CCO__4 sin (ﬁ> {.7{ ("2}-*/‘% («y)-#ff (?)}‘l*

00 | . | . (3.37)
a ‘ t
. R -\/2(1 e’ . )- ﬁf(v)+6,]( Fz)+
. e

+3‘K’ r7)+5xf 7
1z obT1 aca (5.%6),(3.37) 1Ara<undtl sUu, na osnovu nu-
x
mgrléklh re en1a za unwveraalne funkcngc‘jf pgbaﬁ"rv) W AN )

¢€" ﬁ?), " (v), JQ”O ) . JK' ) odgovaraJuéih vrednootj para-
metara odredjenih rel¢c13ama (2. 79)»(3 31),(2. 40),(%.32) kao

i vrednosti konstante Dlz- 1,719783% 1 Rewnoldsov0u broja Re=
= 10 000, bezdimensziski profili temperature u tri preseka %‘:

o] O . 4.0 < « . « .
= 307, 60 1 90 . Proradun je izvrEen za Prandtlov broj Pr =

= 0,72 1 iste vrednosti (2.46) Stjuartovog’broja i vromenskih
trenutaka kao u prethodnim slutajevima. Takodj@ su 1 ovde oda-
brani i dati u vidu tablica T- 32, T- 35 i dijagrama sl1.28

{(u drugom delu rada,*stln 79 ) bezdimensziski profili temperatu-

: X o . o
re samo u trenutku t=o0,1 za dva pre@eka ﬁ=:6o i 9o .

Artaliza rez u]tdta dobijenih pri raﬁavanyu razmalbtranog
primera, pokazuje da povecanje Stjuartovog broja odnosno in-

dukeije spoijasnieg macgnetnog polja prouzrokuje sledede efekte;
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a) bezdimenziska "sopstvena" temperatura raste i dostiZe mak-
simalnu vrednost u preseku odredjenom sa §:=9o°, kao Jto
prikazuju T~ %0, T~ 3] odnosno dijasram s1.27 (u drugom
delu rada,str. 68), ‘

B) vrednosti bezdimenziskih temper*tura I]uida u graniénom
| sloju rastu, narodito u blizini povriine tela, kao 5to sge
vidi iz veé pomenutih tabliea T- 32, T -33 odnosno dija-
grama  sl.28. : o |
Kao 1 u s]uo*;u termometarskog prleema, i ovde se
e¢ekt1 prougzrokovani spoln&énjmm maghetnim poljem mogwu ob-

jasniti Zinjenicom da preseku odredjeﬁom sa %==9o°-, od~-
govaraju najvede brzine i1 gradijenti brziné strﬁjanja u
graniénom sloju, koji s druge strane prouzrokuju najveci
prirastaij DZaulove toplote i toplote usled trenja. Ovaj re-
zultat takodje potvrdjunje pretpostavku da spoljadnje mag-
netnoé polje povedava energiju fluidnih delida u granidnom
sloju.

3.3>Problem zagrevanja ili hladjenja pri zadatoj

konstantnoj temperaturi na povrsini tela

U sludaju zadate konstantne temperature na povrsini te-
la, nestacionarni MHUD temperaturski gramniéni sloj je odredjen
sistemom parcijalinih difere‘ncijalnihv jednadina (1.31),(1.32),
(1.34):

L el Ly DL tch (ﬁB

5 "%z "Vay T TR 5477 % (4- -U) ;

dee . v .

ox 3y =0

2T, .;9_.7.’_'97'3"337" ou), £ u-u
32 T U ex They T 9 547 (E’y ( ) :

sa odgovarajudim ﬁramlcplm i pOLEtﬂ’M uoLovxma (1.3%33), (1. 57) i
(1.39) -

an

w= Ult,x), v=o0 pri y =0 1 t =0,
U =V =0 pﬁi v o= O i t>o0 ,

o= U(t,x)  wri oy =00 , -

T = T = const pri y =0,

T o= 7 pri Yy - QO .
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L R
L& odred

Jivanje raspodele temperature v granicnon sloQ
ju owa rozmatrani sluca) strujanja, potrebno je da se redi jed-
nacina (1.%4) sa sranidénim uslovima (1.%7) 1 (1.3%9). S obzifom
da ova] sistem zavigi od brzinskog pdlja, pritomVSG kuriste'
reéenja.odgbVarajuﬂeg nestacionarnog MHD brzincikog granidnog

sloja - koja su odrediena u § 2.

3.%.1. Izvodjenias univergalne jednacine

Jednacina (1.2%4) i granidni uslovi (1.37),(1.39) odi-
gledno ne sadrii nove promenl jive, u poredjenjﬁ sa jednadina-~
ma (1.31),(1.32) i sranidnim i podetnim uslovima (1.33) odgo-
'varajuéeg bizinskog praniénogy sloja. Stoga ¢e i reSenja oba
ova sistema jednadina da zavise od istih parametara strujanja.
Prema tome, u cilju dovodjenja jednacdine (1.%4) na univerzal-
ni oblik,‘koristi se wnesto promenljive y , ranije uvedena
bezdimenziska promenljiva (7 (2.6)

: y .

¥)=i:\'“—7‘~ )

_ b ,

a umesto prowenljivih t 1 x , koriste se takodje ranije
definisani, tri o.:skonadna skupa parametara oblika (2.7) tj.

By =V LB I k-t,2,8, .

-

Napominje se da su »Hri tome: brzina spol jinjég potenci jalnog

stfujanja Ulo,x)= 0(t)-V(x); magnetni broj N::é?-BZ(x);

indukel ja masnctnopy polja B(x); debljiina }stis&jvanja na
] 5 )

. . o : - * 1 2 . o
ravnoj ploci ,ﬁsit)i Tunkecija zp(t)==3?-55; kao i1 jednaci-
i3 . ks

z
“d

na —aﬁ?~= 2R - oosnnti 1 korisdeni u § 2. pri reiavanju ne-
stacionarnog MHD brsinskog granifnog sloja. Takodje ostaju

iute formule (2.8), sa kojima se u diferencijalnim jednalina-

ma vrsil zamena diferenciranjia:
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) e 3 B 9
37 T Z(Aaocé*éa,gé *@éaag)
& 7 Z"" ) \
o _QV A ( o'/ﬁ‘& +G aé'» 7 ‘
kao i kobi1c1aent1—-funkcl : (2.9)

_,( oC+2kR) oc+o(k+1,

. - /R L D.k-R-

b= (k 1)- o(l B+ 2-k-R- B,

oy (krolye 200 B,
By= (k-1)- - B+ By
Gy= (k=-1) ¥ - ¥+ 8

Pored preuzimanja strujne funkcije V’(t,x,y), uvedene u § 2.
relaeijom (2.10)

Wit xy) = -0 Vi Sy @) F (o4 {A %)

sada e se resenje za temperaturu T(t,x,y),u grani&nom sloju
razmatranog slucaja, da potraZi u sliénom obliku:.

Tty =T+ zf(?{«fe}{/zﬁ}{ ihR) + (T »)%(?{aaf{&fﬁf}f (5.38)

gde su F, .;"f /f realne funkci"}e neprekidne 1 neogranideni
broj puta diferencijabilne po svim I)fO(ﬂ(‘hlJlVlm.

Posle uvodjenja izraza (2.10) i (3.38) u jednadinu |
(1.34), i zamene diferenciranja prema formulama (2.8), dobija-
Ju - se sledede dve Jednadine - sa odgovarajuéim granidnim uslo-
vima’(vidi priiog P-II1.5, str.£20): ’

A S‘Zf 99% «9¢Z
P Qp }?/? F' EL)) E(‘%QAA’L%&Q{Z}”
.—.@.—E—,m &ﬁ a?z . _Q____r’l‘ %o— . o)%
‘9?4-4@% < +G‘9&) 28 55K ,;f—-—,afea =<z 7 (3.39)
o - 2, 2 . 2
XA oy BN Y 4 o SF
455 ) -eqd =-AR5)-a(35 1)

* ™ . .
H <o za p =0, =0 za o ;i (3.40)



- —65-

E S

= ’ + o
A 9.«)4" o DL d;fc’ ax 2F -
Fr a3 + R a"'? +d, ;@ EYI ‘3;5 )' (3oal)
woF
A =1 %A 42 % = 0 7a ,? ——0 . - (3.42)

S obzirom da jednadine (3.3%9),(%.41) i grani¥ni uslo-
vi (%.40),(%.42) ne zavuve od veli&ina koje Paraktemsu Yon~-
kretne zadatke, one pretstavljaju UNIVERZALNE Jedn401ne ne-
_s‘tam onarnog MHD temperaturskog granicnog sloja za slutaj za-
date konst\uﬁne temperature na povriini 't81a. Prema tome, u
‘crlgu odredglvgnja univerzalnih funk01 - zdimenziskih tem-

peratura 7 (p {c{l,} {ﬁk} {’A’“ }, Pr), &’C (0 {o(k} R K} {ﬁ”kj- Pr)

/potlebno je da se ove jednadine, za odredjenu vrednost Prand-
~tlovog broja, jednom-zauvek integrale. '

3.%.2. Analiti¢ko i numeridko refenje u jedno-

parametarskom pribliZeniju

Postupak dobijanja jedno-parametarskih univerzalnih
jedna&ina u ovom sludaju, potpuno je slidan postupku koji je
bio primenjen u slutaju termometarskog problema ili brzinskog
graniéﬁoa sloja. Naime, ako se u univerzalnim jednadinama (3.
.35),(%.41) izuzev prvih parametara o[],/gl, ¥-, svi ostali
izjednafe sa nwlom, dobijaju se sledede dve univerzalne jed-
nac¢ine. u jednannramétarskom pribiiéenjubd sa odgovar&juéim
cranidénim uslovima: ' '

2 %) x (1)

X (e)
AL, p, 2R, oz BF !
* (1) * [4) A x ) Al :

2 IFH 7’3%?,'.“ﬁ§g;_ww QF |
T DK SRRl ST T RRG Sa; Tl S, (3.4%)
. Ve

73 gl ) s . {4)
2R Y A A?(kasz)z,_/g (_Q_E_ - ,/)‘2~ .
AR AT 7 Sp2) ey A
e
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2 2 A1) ‘ ey ) et 7) 2 nn7t) oA )
A IHK ) K + ~YIHK 29H oM, OH
Pr 8?1 R ”/‘ arp +3;F a?-".‘{ Doly .ZRO(/‘;O(J ‘
) [t 9%&(’} (') . Q%qf’} . (304’5)
- EF. AN - ,
_"é}RLA%'Spﬁ, "‘4;3$'a3; 2:R 333535“ 0
L (1)

H =1 za 7 =0, H = o Za 4 —w . ‘(3.46)

":.Iz istih razloga kao u prethodnim-razmatranim slucajevima, jed-
nadine (%.43) i (3.45) su dalje re$avane predstavljanjem refe-
nja u vidu reda. Prl iLome se koriste iz § 2..poznati redovi:
(2.17) za funleiju 'B‘<1>(4?,c(1,61, ?’*l) i {2.18) -za funkciju
;Rii)( oél, /3J ), a bezdimenziske funkeije ?f(l,}(:?,ug,@,,?';, B )
%_<1)('P/ °"f,/34, :}:,F}) ge pretstavljaju u obliku s3i&nih redo-
va: :

# (1)

., ) . * S L )
K9y 3,8, Pr) = F (p)+oly K, (D)4 H, o)+ 37‘/2%, D)+
: . x »e . " ,
+ oL By (I GG T, (0D BTG R, (p)+ (3.47)
2,5, 2 % R .
| T ORI R r
** (1) ) » .

) ”* L % >
Fp b 5,1 ) = K, (0)»GH (3) +B R, (p)+ 85K, () +

e % el B
""9(4’»’34'?{464(?)*06'%'%&4[?) "*/34 x;gucf?) * (3.48)

Lol

2’*‘1 . 2 2 An
+o<r/,dqé#/?) '”34'%44,0(?) + 3:.;4”’0@,)+ o

Posle unodenja redova (2.17),(2.18),(3.47),(3.48) u
jednadine (%.43) i (3.4%) i izjednadavanja koeficijenata uz
iste parametre 111 grupe parametara, dobija,ju. se slede’éa dva
rekurzivna sistema obil¢nih diferencijalnih jednadina, iz ko-
jih se odredjuju univerzalne funkecije - koeficiijenti redova
(5.47) 1 (5.48) '

. A I/z
DA ) = ~7‘é ;

e g0 Lo
2SN 2 oo ! A | AL LA
D, (#,,) = FHpH| +20H, ~ 24 L i
, * . * ' 2
- “af_{)_ﬁ"' 7 /__ ’{ ”___/\ . /_ N
@4 w/éa) =5* ?‘Jgﬂfa 27£0 %5,0 * /";0 /) >

|

(3.49)

W2 e . . ; x
f—— 7. --’f\c . A LE ; N 7 v g oo

e o) =T o, ~ T T # I e+ 2T, -
. : p ’ R

460" e



g"/() (J)Z; ) = 7 '3
'* o5 .. X,
D) = A, (%.50)
* o
> 21 . r"t, -
’ Q(/{:,s ) =5 A,
)T H Tl X
( 756 07 o g 0}? jé 70, ,c: eo ’
i OdHOVqLuJHJi gran1umj u“Luvl"
‘ o N, S *
jf‘ /’)» ‘/( (_j} = % ‘/()i,.‘ == . ¢ + mm o’f‘{’ (’0) =
U, 46’ ! ;-lc’,o (,j 51)
Jt’ (ww-/(f (=) ==J£, ()= =P (om)m= O ; ‘
" T195,0
o e _mr‘ - a - ’
S N0)=1 ; K (0)=HK (0)= -  =FH (2)=0 ; -
0, & . o, 4 45 0 - wic o . 2z -
*x P # £ : & ¥ _(ﬁ.)(})
7o o | 2= P fon) = A o ) mm - o - B, o | e
K, (=) = K, (=) = K, (=) K, (=)=0 ;

K zadr¥fava isti oblik (3.8).
(Potpuni relurzivni sistemi (3.49) i (3.50) od po deset jedna-
¢ina dati su u drugom delu rada, str. 72, 88). Treba primetiti
da su w sistemu jednatina (3.49) i (3.50) zamenjiene vrednosti
konstanti: A, R , Ry, ... RL]D’ (2.24) koje su odredjene u

§ 2. Univerzgalpne Tunkcije - koeflcljentl reda (2.17): f/ @y ;p(?L
- (%%,-'- f’ (p) koje se pojavljiuju u jednacinama ovih rekur-
Ao T 49¢,0 . .

zivnih sistema, tukodje su odredjene u § 2. i ovde se smatra-

pri ¢emu diferencijalni operator z

Ju poznatim.

Za sluca’t Prandtlovog pbroja Pr«= 1,0 mosu se, pogred-=
stvom Veberovit - speciialnih funkeija, izradunati analitidka
reenja obidnih diferencijalnih jednadina (%.49),(3.%0) i ovde

se navods ta zelenia za nekoliko nrvih jednadina iz oba siste-

ma:
Jé’ (v j”r))—- -f-g}(p) ;
ycf”(rr, = . ?(,? /v___..,(f(Jj-f-—;( 43 ((/)"‘J —f/ﬁr/)g/p) -
/\ 4 4
-.f}'.,a_.,/(f,)y(?).f_ﬁg/pj : o - (%.53%)
- C;}_ 7. A . ~._w»—
af/; 0(42) 7{: B AC 2 gg(f/) y@ﬂ) 5'//) -+
Yo .
MR A
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A
” o . P . *
S () = y< %7}
o, U7 [
4 o

*'* 7, 3 — ,»;* — -'//2“w . .
F 0 = H o) = G gl .
el — O
gp 4 . 7 7
Ko == Brgo-s2 g+ 5 g+ £ g0
o o g £

- - - - . . . » i . . . . . - - . . -

Pored Lopa, metocom konadnih razlika, izvrSeno je nu-
weridko intesralenje sistema jednacina (3.49),(5.5%0),(%.51),
(3.52). Na taj nudin su od-x:w;i‘edjen_a resenja za svih dvadeset

univerzalnin funkci ja- koeiicijenata redova (3%,47),(3.48) i

-to za tri vredaosti Prandtlovop broja: Pr=o0,72; 1,0 1 7,0.

,N_uméri cke vreduogti tih vwniverzalnih funkeija date su 1 tab-

licama T - 34 do T- 45 i one su gralficki prikazane na dija-

gramima  s5!.29 do sl.40 (u drugom delwn rada, str. 76 do 4o1).

B

5.3.3. Primer proraduna nestacionarnog MHD temperaturskog

grani¢nog sloja

Na vrimeru ocvsrujavanja krufnog cilindra polupreéni-—

ka R=lo om, srovodnim nestigljivim {luidom u prisustvu spo-.

LiasSnjor u

Aapnetno; polja konstanine indukceije B=const , 1z-

vrgeno Jo sororadunavanje karakterisiiénih velidina temperatur-
skog MHD granidnogs gleja razmatranog nroblema. Pri tome je

kru“ni cilindar pokrenut trzajem konstantnom brzinom V @ =

1,5 m/e = brzina spoljadnjep potencijalnog strujanja je

odredjena poznatim iwrazom (2.29): U(t,x)=_Q(t) -V(x) =
= 2 'Voo' sin % . Takodie, od ranijc su posnati parametri oblika
IX - A
'o[] , 73 19 ‘3'”1 , Li. odredijeni su iurasina (2.39) za neprovo-
dan 1 (2.40) za provodan fluid.
Te izra-a ma temperaturu (3.38) 1 redova (3.47),(%.48)

® (1 & &

S LA . L a1
za funkcito i, B, Fe, Pr) i K (?{, 4,84, %5, rr)

dobijeni su eled ! obrasci za lzractunavanje pradijenta tempe-

ERRPEE

rature odnosne Luceliovog broja na povredini tela (vidi prilog

P~ ITT.6, str. £220 0 o
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*

b
ey
Hi

- 28 nenovouan Liuid o ) : :

Nu( =) ( i"[') '
LS DY Y=0 {4 Ec dcn = (7(’ /0) o+
Vf\.o’ Viie-g-é—g—l” "/ [

Ky *x, | x4 | .
* é; ‘ﬂlc,a(o)] * ;é:,o (0)+ x'o‘cﬁ‘ofﬁ/}}’ /

¥
- za provodan fluid ( N # o )

Nu( %) ]/ *'7 o 2% [X7 .. |

. R N '{4-/:}-607» ??“5[ (0) +gl.;é"’,o/a/+
YRe 44X ’ .

l-ed

\N
N
(D
\/
N
AN
ko
(o)
p g

+ 8 K (0)] + K, (0) 48, z;o(a/wt-y?j;am)}*.

Lz obrazaca ('i.'j5) (3.56) izradunate sv na ognovu

numeridkih :t.‘n?“en'ia g uniV@*'zaine .funkcije ,ﬁ:‘ (0} ][ o),
i -

w7 R
j(/so(a/" ‘/f (D) /f ("/ Jf fo) 7( fol,--'Zl:c‘,/O,), odgovarajudéih

’

vrednosti !)c.,i,.l ametanj ozl,' /31 3"1 odredjenih relacijama (2.3%9)
(2.40) i za sludai kaua je El«:ertovﬁbroj Ec =1, raspodele ve-
lidine Nu/'VT{? o povriini krufnog cilindra. Proradun je

jfevrden za Prandtlov troj Pr=o,72 i vrednosti Stjuartovog
breja i vremenskih tr'w)utalra odredjenih relacijom (2.46): N=
= 0,0; 0,6; 1,0; 2,0 i t~o,oi, 0,05; 0,1; 0,%; 0,6; 0,9.

Kao ilustraciia dobijenih rezultata, odabrani su i dati u vi-
du tablica - 16 do Tr-49 i dijagrama s].41 (u drugom de-
lu rada, str.402) icvzultati ‘r'as;j)_c»déle Nu/(hp)l/‘

ni c¢ilindra 1 iri vremenska trenuthka: t:, ol; o0,1; 0,9 .

na povrsi-

o na teaperaturu (%.38) 1 redova (%.47),(3%.48)

le dzrac.
* sx) . * " (’4‘)
Y NI R S o s =
s funkeije A (v, oy, 8y, ¥s, ) i # (?, oLy By Y, Pr)
adobiin ge sledodt o b.‘L"fa:i,[.c.iC za ilzracunavanje bezsdimenziskih

temo ratura u ggranidnom sloju i wo:

T )-T
0 SN !
T > o = 4o ) {Jf {'?)) -+ /34 45,0(? + 5. .m 0(4?)} +

—- 9 .
w . ‘H‘ . (3.57)
+ {/é)o y)) + /\:ﬁ (?} + 5 %c o(?) . '

da slucal kBrertovog an" S Re =1 iz rc;c:uua(,l 81, n

Gonove numericnih vofesia univer zalnih funkcija ﬂ’ (f(,?/, 2’5 (g)/

> ks S A
SF an) FE s s () e ? i odpgovar <1(z uGih
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vrednosti porcamebara oblika Cil’/sl’ ?3, odredjenih rclaci jama
(2.%29),(2.20), bezdimenziski profili temverature ig obrasca (3.

X

.57). Prorauun je izvedsen za Prandtlov broej Pr = o,72 , u tri

X . O ~ O L. 0 . . C g e s
preseka = %0 , 6o 7, Y0 1 za vrednosti Stiuwartovog broja i
k gVea

m

vremensikih trenuitaka odredjenih rel:o]1om (d;46)' N= 0,05 0,6;
l,0; 2,0 1 z==o,01; G,05; 0,1; 0,35 0,6; 0,9. Tslodje su i
ovde odabrani i dati w vidu tablica T- 50 do T~ 58 i dija-
grama s1.42 1 s1.4% {(u drugom delu rada, s&r.ﬁmﬁ nrofjli
bezdimenziske temperature za ava pre“ekd odredgena sa ﬁ~ 600
i %::90? u vremenskim trenutcima t-o 1l i t-o,9 .

'Ana]iza*dobljcnih rezultata pokazuje da poveoange Stqu
artovog broja (N) odnosno indukcije magnetnog polja prouérokuje
sledede efekte:

a) vrednosti Nuzeltovos broja, u poiedinim vremenskim trenutci-

ma, rastu 1 JdostiZn maksimalne vrednosti u okolini tacke od-

P X O R .
redjsne aa ﬁ::9o ., kao sto prikazuje dijagram sl.41 ;

b) vrednosti besdimenziskih temperatura u granidnom sloju ra-
stu, kao &to »riksazuiu dijagrami sl.42,43%, .a prema tome ra-
ste 1 debl jina temperaturskog granicrog sloja provodnog flu-
ida - u poredi.nju sa debljinom temneraturskog esranidnog .
sloja nenrovednong TUluida.

S obzirom da se u narednom odel jku razmatra nestacio-
narni MHD tewnneraturski granicéni slo] pri zadatoj promen-
1jivo] temperi.teri na povréihi tela, moZe se smatrati da
ovde razmatrani oroblem zagrevanjia ili hladjenja pri zada-
tej konstaninod temperaturi na povrgini tela.pretstavlja
speci jalni slu-aj tog Opétijeﬁ_prOblema. Pogotovo sto se,

1
¢

na osnovu dobiicnik rezultata u ova dva sludaja, mogu 1iz-

vesti sliéni caitl judcel - detaljnije obrazloZenje elvckata
prouzrokovanih suol jadmiim magnetnim poljéem bide dati u na-

rednom odeljt o.



Be4. Siudaj cadulooopromenljive temneraturc na

Nes acionaini MHD tpmpgera"turski Fl’dﬂl ¢ni sloj u ;Lm:anu
zadate provoni Jive tempers ature na povrdini t ML,, odred mn }c )
ssi.stemom parced fainih diferenci jainih .c(intmxna (1. 31), (”1 ’>)
(1.34) . ST

-1 Ve ot _ 3l 9% ....

) -+t P —— -

o€ THox *”a{;( at*j “’Ty (’“ U)’
224 It~

dx ”'a‘;cx =07

< o . ‘
ar, 'ég;,,arh.x,ar
ET ’ucl.a. +U By 9‘0"’8}’ 57 Cpo (d ) (u l/)

sa granidnim i podetnim uslovima (1;53),(1,58) ;:(1.39)

i

u o= U(t,%x) , v =‘o "p'_ri vy =0 i Ty 0,
u o= oo, Vom0 pri y =0 -1 t>0, '

u o= U(t,x) peily =00 ,

T =1 (t,x; mpri v o= 0,

moom
- i -
6] rad Y 00 .

U ovonr radu oo razmatraju strujanja za koja se, analog-
no igrazgu (2.1) =za spoljadnju brzinu U{t,x), zadata temperatu-
ra zida Tw(t,x) mo¥e izraziti w obliku r)nalz,voda dve funkc:.gn

sa razdvojenim prowenljivim 'tJ. : - A
T\FJ(—t’X) - L= f(—t)'ﬁ( ) 3 . v o - ) o (3‘58)

rde su furnkeije W(t) 1 (%) klase Ck , 4k<oo .

Za odredilvanje raspodele tﬁmneratureb u razmatranon
slucaju struijonia, oHleobno je da se reSi energljska Jednaci-
na (1.3%4) ca sranidnin ‘w-:fl_oVima (1.%3),01.39). Pri Lome se ko=~
riste refenija ocvvovaraiucep nestacionarnog MHD b:rznnuk()g Zra-

nidnop sloja - .oja su odredjena u § 2.

3.4.1 Izvodieaic univerzalne jednadine

Tz vorasnih diferencijalnil jednadina (1.3%1),(1.32),

(1.34) de ofig)odno da raspodela tempersture u granidunom glo-



o

ju zavisi ne gsamo od brzinskog polja, ved 1 od promenl‘lve
temperature zida (3.58) tj. od zadatih funkcija W(t) 17(x).
Stoga sc¢ jednadina (1. 34) mo¥%e dovesti na univerzalni oblik
‘samo ako ge, pored ranije uvedene nove promenljive 4? (2.6)
beskonadnih skupova parametara O(k’/gk?‘#k (2.7), uvedu jog
dva nova beskonaéna slkupa parametara lk 1My - koji éde da
uzimaju u obzir utica)] promenljive temne*ature zida. Ova dva
nova beskonatna skupa parametara su definisana s]edec1m izra-

zima: Y

=123 ... (3.59)

Posredstvom iwruza (2.4),(2.6),(3.59) dobijene su sledede for-
mule (vidi prilog P- 1I11.7, str. 423), sa kojima se vr3i zame-

na dlieren iranja u ;cdnacnnl (1.%4)

5
E [“ . -
ot zp Z(ﬁad&‘*éaﬂ +/C a & I: *m, a(“—&)
5 PR | (3.60)
EEq =_Q_.V.z;ﬂ§: (f’é 58k Gla# + M d(%) 3
pri Zemu su koeficijenti a,, by, k’{}k‘i Gy poznati od rani-

je odnosno odredjeni relacijama (2.9) u § 2., a 1k’ m, i My
su odredjeni sledec¢im izrazima:

1,= (-l.l»r 2:k-R)- A+ Ay 4 s

my = (k- oly+ 2:k-R)- gt k=1,2,%,... (3.61)
= Goe Fym (M) Ky Mgy -
PotraZzimo oada resenge za raspodelu tempervature u obli-
ku: .
. : l/(zf'x) * n
Ty = T+ Lo % (944} U b % L) +
| (3.62)
# (T 7 )f:(?,{ea} {83.%}, w}{fu/.f,Pr)
_ : * ax '
sde su: U(t,x), ¥it), <7( i # vealne funkcige, nepre-

Kidne 1 neogranideni broj phtd diferencijabilne po svim pro-—

menliivim.
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Posle uvodjicenja slrujne i‘i:mf!f;c:ij 6 ‘}/(t, ,y). u obliku

(2.70), nosredstyvaon poznatih relaci, u o= ---—- Vo= C%VJ ’
. : o X
i duraza (3.62) ua temperaturu, u ;cdna(“l nu (Y.'I 94) zamenae

diferenciranja prema foruvlama (2.8),(3.60), dobi ,_]’aj u se sleo-
dec¢e dve parcijulne diferencijalne jednadine - sa odgovaraju-
c¢ig graniénim uvoliovima (vidi prilog P-ITI.7,str. 423):

DF g IR, 2 Ty DFE
F_"Z‘pﬁ"‘}?'?‘ﬁ‘;ﬁ +3$F or 7 5%:6.21 7 i

‘,\;

’ #*
8F ) OF 2 OF 2o p s FP -
“&zar) aka(f? % 3% " Aa?i)”‘e”’é'p;( 2

.Z(c‘ a{,i é&/é }5)3«4‘) A (35,;,:) /a( "‘/)2)

HK =0 za m=o0, ;/(;: 0 cad P = (3.40")

Aza,‘z}*é** et ‘ 5 ke KAX
L2725 LR 2K g 28
VS a? +R?&?}wrg';/ra? +a é ( aﬂg
: x* P

= BE aF 2H# |, o 3K ELp e (3.63)
T3, aﬁ;) ap‘} /*9 258 %o A’,’@a(«.&) e

= SR, g aH, L 2H R, SR\, "
. _A pl 7 ) - _ ] — .
“,NZ,(% =S 2 5.8, %on 7 EP I a"(ﬂé) A H =0,

F =1 Z e 4{) = 0 , J(f = 0 kad '?‘**-OO . (3.64)
*

iz kojih se odredjuju bezdimenziske temperature- funkecije A
LSk 3 .
1 % . Pri tome su funkcije F 1 R od ranije poznate

A

CJ.
odredjene npri razomalraniu negtacionarnog MHD brzinnkog pranidé-
nog sloja u § 2. S obzirom da se jednacina (35.39') i granic-
ni uslovi (3.40') potpuno poklapaju sa jednadinom (3%.39)
graniénim uslovima (3.40) - to su i n]’ihova resenia iden*&j éna.
Prema tome, mozc se swmatrati da je reSenje za. funkciju F# =
= dé%('?,{a(é} {/3/6} {—52? P ) poznato tj. odredjeno u odel jku
“.%. pri razmatraniu nroblema zagrevanja 111 hladjenja sa za-
datom konstantnom w smneraturom na povriEini tela. Ogtaje da se
odredi funkeija éff(y) ?“Az"{é“ff/&[’{’%}1&’%]’}3) rejavaniem jed-
nadine (%.63) sa rranidénim uslovima (3.64), koja pretstavlja
UNTVERZALNU jednacinu - Jer ae zavisi od velidina koje karal-
teridu konlkretne zadatke. NapominJe se da i u ovom gludaju po-
jam uvniverzalnosti vasi u uZzem pmislu nego kod hrzinskog gra-

nitnos sloja. Haime, pofitc jednadina (%.6%) zavisi od Prandt-
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tovog Lrojua, Loll ge oo wmo¥e eliminisati, potrecind je da se
ona integralt poscbno wa svaku odredjenu vrednost Prandllovog.
broja. - '

3.4.2. Anulitidko i numeridko resenje u gedno—

parametarskom pribliZenju

A
¥

~

5 obzirom da “Idnxéln (3 63) sadrsi sume beskonadnog
broja élanova, to je 2a njeno resavange neophodno da se uzme
njihov konadan broj- Jto se postiZe zadrZzavanjem nekolikoépr—‘
vih parametara uvedenih beskonadnih skupova (2.7),( %.59). Ta-
ko se.iz'(3.65) mo¥e dobiti,.u zavisnosti od tadnosti koja se
‘%eli da postigne, univerzalna jednadina u jedno-, dvo- ili
vige-parametarskom pribliZenju. Pri tome se reSavanjem, bilo
numeridkim postupicom, bilo razvijanjem u red po paramgtrima
o[k, /5k; @fk, ,L&, "> dobija reSenje u-odgovarajuéém pri-
bliZenju. '

Prema tome, ako se u univerzalnoj jednadini (3263),
izuzev prvih parametara o[l, /3 ¥, ).1, Mys sVi ostali
izjednat¢e sa nmulom tj. prema (‘.7) (2.9),(3.59),(3.61) uvrste
sledeéi izvani:

oLt 00 BF on f# 00 AF 0, mF 0,
ol 5= o(',ﬁ:. . .:/:5'2:/33:. R TZ:: X‘fﬁz. . .::}2:‘ 13:. ..=0,
Ho=Hy=e =0, ay=(=ly+ 2R) -y, Dy=2-R-By

Vi

e =( ol + 2R)- ¥, A =(- X+ 2R)-Ay, my=(e()+ 2R )
O=B8, =0, Gy=F, =0, M=(F-)Hy,

dobija se slededa univerzalna jednadina u Jednoparametarskom

kl’

yribliseniu, sa odwovava’uéim praniénim uslovima:
2 Ju, J I .

INEY MARONEY LY A Vi s SE
R st
. B S wNig) ("J IP&"A‘(.') *ﬂ()
2oF 9 .w’_ﬁvf “, .9%’ o7 2L 3.6
’+<f{’ 8 '3<ﬂ4 +c§: ey R <y ro" “3/?64 0(3(’ azﬂ- - | <5° 5)
| ***@' **“’) o e 4 < g
@, o7 aJrf 4, 25" aze Y i L
F AR (7, . ' KR 1) . :
2/2» / -1 7,8 4(? = O, K = o kad ? — 00 . (:’5.66)
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Soobzirom v velliki broj nezavisno promen]ijivih: i?,

Oé-,,dl,‘él,;kl, %), u jednadini (3.65) - izrada programa za
: } D . . R ~ v s .
njeno dirktno numeridko integralenjec i sam maSinski rad radu-

nara bili bl dosta komplikovani, dugotrajni i skupi. Stosa e

sistem (3.65),(5.66) regavan predstavljanjem reSenja u vidu
~eda. Pri tome e koviste iz § 2. poznati redovi (2.17) za

[N

funkeiju I‘(l)(? a(j,/l,’é* ) (.L.JE}) za funkeiju R( ﬁj,
"~ a bezdimenzisku temperaturu U O? 1);31,ﬁ*l,11, gﬁ,Pr)
predstavlijamo u vidu uledﬂéep reda* _ '
T oaExa{t) . ' AA#
ST 55 2 ) = Foio) 4 T 0D BT ) +
EX 2 EX R *## # ek
+ 8K, (p)+ A, c/fz (p)+¢z,/”( r"?) *# oL, Jt’ () + o(z@?f (47)+
L& o A‘&ﬂ ﬁ*‘ .
+l 5 H, (Pl K, (P)* o4 K, 22’ WS Zasr X (/)+/3J‘/f (p)+ (5.67)
g, o« » ok PRk AR '
F B Ay Koy ()4, _(“4" P EH, ) E FL g0+
R +&* S
*3;¢69€”¢ (g)+yl F?}%ul€49 b 62)+g%fJanqu)+"'

Poasle unvidenia redova (2.17),(2.18) 1 (3.67) u jedna-
dinu (%.65),(%.66) i izjednadavanja koeficijenata uz iste pa-
dobiija se slededi rvrekurzivni

rametre 1ili grune paramctara,
iz ko0jih se odre-

istem obi&nin diferenciialnih Jjednacina,
djuju univerzalne: runkcije- koeficijenti reda (3.67) sa odgo-

varajuéim granidnim uslovimars

&

LI
O, (K, )=0 A
£ s /’\ ,:f**, ”
9,(7#),) =% K.
* K oA ¥
2 5 /.
&96%20)—13Jzyﬁ20_’m — | | )
F oo, LR ¥ (3'68 :
e, 7, > 7 »
D (A,,) =-ZL A,
LEF Y P L
Di#y,) = FH,
',Flt ) P j/ Axx
JI( - {7 o) = ’/Z'?"’o ”oo ’
D, (/‘;%;m. L) =0 (PosLLDNIA, 21, IEDNACING )
/,“.** ,‘ ~ * (&* L * ¥ . . : .
H,, ()=, H ()=H ()X, (o). =0,
g | (3.69)

N oxg

F )= B ()= A ()=, (=)=

il
&
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pri femu difcrenciialni operator cﬁDk radrfava isti oblik (3.8).
(Poopun rekurzivai sichbem (%.68) Qd 21 jednacdine dat je u dru-
gor delu rada, otr. 444). Treba primetiti da su u sistemu jed-
naina (3.68) zawenicrue vrednosti konstanti: A, Ro, Rla’ Rlb’

] R

114 Rigipe Rqqpe— fdredjene u & 2.,(2.24).‘Un1verzalne funk-

U i a5 . , '

t,l:.}@. koeilclm,ntl reda (2.17): éo(?)f%a,‘/(?')_'iéé,a{?)"“" /ica(?} ’
koje se pojavljuju u ovom sistemu, takodje su odredjene u § 2.
i ovde sg smal ¢ju pounatim.

Za slua]j Prandtlovog broja Pr=1,0 vmogu se, posred-
stvom Veberovih - specijalnih funkcija, izradunati analitidka
reSenja obiénih diferencijalnih jednaina (3%,68) - i ovde se

navode za nekoliko prvih jednacina:
AW

/f (wxg(?);
ﬂ?& = 44:; (/ =

@éﬁ

g/(y) ; |
5%3;( ) =~(3+2) 900769 0+ F g gm+ % gfw,
F, p) = TGt -——-—--y/?), s e

J

:/f S(PI= (A 2) G f?)~ Z.a09)- ‘2“‘2 ) .
. \ 5 '

- » . - . . . - - - - » - - - . - . . . .

S drupe strane, metodom konadénih rdz1ifa, izvrieno je
numeridko integralenje sistema (3.68),(3%.69), pri cemu su od-

rediena resenja za w“vzh Seat uanEfolnlh funkcija: 2? FQ/
% % X

-%44 (p,), Jf’é (42) g{’ (f/ }qu v), j(,,.mo - i to za trl vred—-
nosti Prandtlovog mvo)a PI— 0,72; 1,0 1 7,0 . Numericdke vred-

osti tih univerzalnih funkeija date su u taﬁlicama» T-59 do
T-61 1 rcraficdki su prikazane na dijagramima s1.44 do s1.47
(u drurom delu rada, str./44). _

: Na osnovu numericlih Vledno st wiverszalnih funkc;ga- L

- kdeficiﬁenata redova ( L47),(3.67), Zvrien ge'u'narednom
odel jku, proractun nes uaolondrnop MHD temperdtuxukog gran1c~a
nog sloja za Jedan- konkrotdn zadatak. ’
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3.4.3. Primer proratuna nestacionarnog MHD temperatursiog

grani¢nog sloja

Na primeru opstrujavanja kruZnog cilindra polupredéni-
ka R = 1o cm, provodnim nestigljivim fluidom, u priszustvu
spoljasnjer magnetnog poljé kongtantne indukcije B = const -
izvrieno je nroradunavanje karakteristidnih velidina tempera-
turskog MHD granicénog sloja razmatranog problema. Pri tome je
kru¥ni cilindar pokrenut trzajem.konstantnom brzinom Vo =
= 1,5 m/s a brazina spuljaénjeg‘potencijalnog strujanjabje od-
redjena poznatim izrazom (2.29): U(t,x):Q-Va;sinV%:;Ilﬁﬂ-vﬁﬂ.
Osim toga, pretpostavlja se da je tempveratura na povriini ci-
lindra u svim tadkama ista i da se menja sa vremenom linearno
tj. da je zadata funkcijom slededeg oblika:

o TW(t,X)-Ta)é ?“ﬁﬁ'17(x)==02't , : —_ : viv(3-7i)

iz koje odmah gleduje B
oK) = eyt Y () =1 S (3.72)

Dok su parametvi oblika 9(1, /31, é*l ved od:ranije_poznati i‘
odredjeni izrazima: (2.%9) za neprovodan fluid i (2.40) za
provodan fluid, dotle se parametri 11 i M odred juju na
osnovu definiciie (3.59) i1 vwelacija (3.72) tj.iz slededih
izraza (vidi prilog P- I11.8, str.426) i to: '

.
- za neprovodan fluid ( N= o )

{“1“ o, Aﬂf'.c , (3.73)
. * '
- za provodan fluid ( N #£ o )
4 %
. % '?'N't ;
)'%1= o, A= (1= e ) . (5-74)
Y TNt , : o

Tz izraza (5.62) za temperaturu i redova (3.47),(3.67)
. & , 1)
. .. 1) L. : o :
za funkciie ( (1, 0(1-’ [51’ 9’“1,1?3:) i K (‘?,044,/3,,5,_-3-,,,(’-4'9)‘ ,
dobijeni su slededél obrasci za lzrafunavanje gradijenata tem—
perature odnosno Nuseltbvog broja na povriini cilindra (vidi
prilog P - TIIT.9,str. 427, i to: '
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- . 11'.,(-3.,01“‘0'\J'«:'w.iam fluid N = 0 ) a ) »
Nu(E) 2
R/ 2 2 B 2 REN,
L il ndio} ST
Ec- Re { . wg{“{_(x 75)
: +j"£fﬂ(0)+dt }{[LQ/{,
- za provodan fluid ( ﬁ #£ o )
Nuf&) - " X
S R. = N {%6tn.7§-l;f (o) +/3, j? t%y+3”/$ /2274-
Ec YRe -4
- 3(1-e )
5.76)

Ky AN H -,f'.l“n‘ R e
+ Dy b [0 K, (0)+ G R, (0)+ ;Lz{'m)]}

pri ¢emu je sa D, oznac¢ena slededa velidina:

(8

D,= 02~R-cp-V;? , | o (3.77)

S obzirom na relaciju (3.71), konstanta o ima dimenziju

02] =»—££ , & usvojena je vrednéét: C,= 0,335771' gto omo-
guéuje da se za konstantu D2 dobije ista vrednost kao u ra-
du /37/ - take da se mogu uporedjiwati rezultati koji se od-
noSe na neprovodan fluid. Laﬁo se pokazuje da je. D2 bezdimen~
ziska velidina tJ.

R «- c. | o
- [D ] =] cC 2 =X,
2 2 v . ye 8
' @

[je
M
i

1
m e
G2 T

qua

1 za vazduh ima vrednost:
L CerReey  6.335771.0,1- -1 005, 3288

t1o
3z .
V5 L, b

Iz obrazaca (5.75),(3.76) izradunate su, na oonovu nu-
mi:icklh’ﬁroengd ga univerzalne funkeije j{ ﬁa}‘zg,oﬂy 9? ﬂv
dq;o(,g g( ﬂy 4€¢Co/@/ g? NCE odpovaraguélh vrednosti para“
metnara °{1’/81’ L 1,§x1,_odredqenih relacijama (2. 39), ( 3.73),
(2.40),(3.74), kao i vrednosti konstante £&=flo, raspodele
veiidine Nu/(EcV Re) na povrdini krufnog cilindra. Proradun
je izvrSen za Prandtlov broj Pr= 0,72 1 vrednosti Stjuarto-
‘Zog broja i vremenskih Lren¥b4ka odxedgenih.relacijom (2.46):

N = o0,0; 0,6; 1,0; 2, o it = o,0l; 0,0%; 0,15 0,3; 0,6; 0,9.
Kao lluutitni.a dObJ}Pnlh rez ultata, cdabrani su i dati u vidu
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tablica T-62 do T- 65 ”i dijagrame s1.48 (u drugom - -delu.
rada, str. 429) rvezultati za v aspodelu Nu/(¥c-YRe) na povr-
rads L. o ) . (

Sind cilindra-u tri vv:menska trenutka: t=0,01; 0,1 1 o0,6.

Tz izraz za (%.62) za fmnperatur}} i redova (%.47),(3.67)

za funkcije # (p Ly B, P) 1 K (p, o(,r,,@;,?@, 1'4_,5“.,, 2)
dobija se slededi obrazac za izradunavanje bezdimenziskih tem-

peratura u granidnom sloju:.

T(?)—'T*

V

. * ' * '
= 4.sirné(_{é).{Q’Co/o(ﬂ?)f64.%4"0(7)+2j:£60(4p2} +

H N . A N * KA (3 79)
+D,e t- {Jé’ (»p)—fﬂ/é’ SO+ K, @)hl Zt’z (42)}

Iz obrauca (%.’79) su, a osnovu nume 1~}( h reaonja za univer-
%*k M AN

zalne funkeije a‘f L%, 4‘{4‘0(1?) o Pl e (0), - - - Hye 9(7),
odgovaxagjuolh v (’an_Ll Darameﬁt\.xra o(l,/:’»l, ’3’]" lll’g’ﬁ’ odre-

djenih relacijama (2 39),(3.73),(2. 40) (3 74), ‘kao i vredno—:_
sti konstante D2= lo, izradunate : -.;podele :b:ezd_lmenz:Lske
temperature u pranicénom sloju. Proradun je izvrien za Prandt-
lov broj Pr=o0,72 , u tri preseka odredjena sa '6.%:30 . 60°
90° i za vrednosti .;twartovow broja i vremenskih trenutaha
odredjenih relaciiom (2.46): N * =0,0; 0,63 1,0; 2,0 i t*o o],
0,05; 0,1; 0,3%; 0,6 i 0,9 . Zbog 6bimnosti dobijenih fezulta-—
ta, odabrani su i kao ilustracija dati u wvidu tablica T - 66
do T-73 i dijarrama s1.49 i sl1.50 (u drugom delu rada,
str. 424) profili besdimenzis ke temperature u dva preseka od-
o}

redjena sa, %:60 i ﬁ’=9o ra cetiri vremenska trenutka
W . :

t::o,ol; o,71; 0,6 1 0,9.

A

Anall za dobijenih rezultata pri redavanju razmatra.nog
primera, pokazuje da vovedanie St inartovog broja N ‘odnozsn
indukecije magne‘tnﬁ;rf polja prouvzrokuje sledede efekte:

a) vrednosti Nuseltovog broja Nu, u pojedinim vremenskim tre-

T o nueima, rastu 1 dostizu marsinalne vrednosti u okoliﬁl ta.é-.
Ke cidredjene sa {%:9(’.- , kao éto se vidi iz dijagrama
51.48 odnosno Luuvlica T-62 do T~65 (IT deo, str.421);

b) vrednosti bewdimer=iskih temperatura u granié¢nom sloju ra-
stu, kae &to prikasunju dijagrami  sl. 4_9,50 cdnosno tabli-
ce T-66 do - 7% {(IT deo, str. 424, a prema tome raste
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i debl ,ina tempecaturskog pranidénog sloja provodnog flu-~
jinom temperatur-

ida - uw poredjenju sa odgovarajudom debl

skog graniénos sloja neprovodnog fluida.

Navedeni efekti uticaja spoljasSnjeg magnetnog DOL]d
moguise objasniti u;ngonicom, da su u okolini tadke % 90 © ,

-~ najvede brzine irﬂradijénti brzine ntrujanja u granicénom s)o-

3u¥~ kQJl S druge trane'prouzroiuju najveéi priraitaj DZau-

love tonlote i toplote uq]ed trenja. Tz dijagrama sl.48 se
v1di da su za male vrodnostl vremena, na primer za %<:»Jo,ol

Nuseltov broq odnosno gradijent temueraturétna povriini tela

—(7§~) otdlub pouitivni,-a to znafi da toplota prelazi sa

- . flu da na telc tj. telo se zagreva. Za vede vremenske inter-

‘ ‘vale, na priumer z>»uo,l temperatura tela se, saglasno us-
fbjeno@-graniénom uslovu (3.71), toliko poveda da je Nusel-'
tov broj stalno negativan ~ %to znadi da toplota‘prelaZi sa
tela na fluid odnosnd telo se hWadl. 1z istog dijagramé se,
‘za vremenski interval ~o0,01< t<~o 1, mogu prema vrednosti-
ma {znaku) Nuseltovog broja da odrede zone povriine cilin-
dra u kojima se telo: zagreva strujom fluida tj. Mu>o 1li
hladi strujom fluida tj. Nu<o . Napominje se da se u slu-
éaju neprovodnog fluida ovi rezultati u potpunosti slaZu sa

‘refenjima B.Cijana dovijenim u radu /37/.
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ZAKLJUCAK

il

Proudavanje kargkteristiénih velic¢ina brzinskog i
temperaturskog ﬁraniénog sloja pri nesta cionarnom laminarnom
strujanju nestisljivog eléktfoProvodnap filuida, u prisustvu
spolja3njeg magnetnog polja, prétntanga znatno Jozenlgl
problem - u poredjenju sa odgovardquLm problemom neprovod-
nog fluida. Dejstvom spolgaénged magnetnog polja moZ%e se ogt-
variti pomeranje tatke odvajanja, pfqmena profila brzine i
temperature u‘graniénom_sipju'- ugled cega se menjajﬁ iIVred—
nosti njihovih gradijenata na povréini'tela, odnosno men jaju
se tangencijalni napon i prenos toplote ma povriini tela. Pre-
ma tome, vposredstvom spoljasnjeg mapgnetnog polja,'mbée,se'da
upravlija karvkterlstlkama graniénog SIOja. Stoga se vrie mno-
ga teorijska i eksperimentalna istrazZivanja sa ciljem 1znala—
fenja praktidnih mogudénosti za koris 6-13e efekatd maﬂnctnog
polia u tehnidke svrhe. | '

U uvodnom delu ovog rada dutalgnlge Je ukazano na slo-
zenost, ali istovremeno i znavag i aktuelnost problema kojima
se bavi magnetna hidrodinamika. Jedan od pravaca u kojem se
ona razvija, praedstavlja teorlJa MHD franiénob sloja. Na osno-
vu podataka iz IdeOlOZlVQ literature, moZe ‘se konstatovati-
da je nestacionarni MHD brzinski grani&ni sloj;nedovoljgd pro;
ufavan; medjutim, o nestacionarnom MHD temperaturskom granid-
nom sloju postoje oamo'najOpéffﬁa razmatranja energijske jed-
naéine, Stoga je u ovom radu razmatran fiz¢ki model koji pred-
staVlja nestacionarnce, lamina rno struj ange-uﬁﬁranlonom sloju
elektroprovodnog rneslisdljivog fluida u prisustvu magnetnog po-
lja, dija je indukcija B= B(x) funkcijﬂ samo poduZfne koordi-~
nate sa linijama sila upravnim na pov1 “inu tela. S  obzirom da
elelctridno polje ne ‘pLSﬁOJl, a da Je aOpstveno magnetno po-
lje indukovanil struja u fluidu zanemarljivo malo, dobijena
su refenja u tov. "hezindukeionom” priblifenju. Osim toga,
predpostavl ja se da su ﬁmperaturske razlike male (ispod 5o C)
pa se mo¥e smatrati da su u tom sludaiua leléke karakteristi-
ke fluida konstantne. Stoga se Arhimedova sila potiska moZe
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da wanemari, a jednacine nestacionarhog MHD brzinskog granié»
no; sloja postaju nezavisne od raspodele tempgr¢turb i mog
odvojeno da se reSavaju. Za redavanje Jedﬂ&@lna temper@tar—
glkog granifnog sloja medjutim, koje su uvek zmavisne od raspo-
dels brzine , neophodno je da se koriate.reéénja cdgovaraju-
édeg brazinskog graniinog Slojg.«Zbog toga su u ovom radu néjpre
‘resene jednadine nestacionarnog MHD brzinskog praniénoa gloja:
razmatranog problema utrudanga Napomlnje se da su u izvesnim
radovima /41,42, 4>/ razmatrani slidni sLuéaJevl nestacionar-
nog MHD granicnog sloja sa konstantnOm lndukclgom spoljadnjeg
wmagnetngg polja, «li nisu traZena numeriéka’reéénja.'Stoga se’
~rezultati navedenih radova nisu mogli koristiti u ovom radu.

Za rozmatrani sludaj strujanja, najpre su polazne Jed-
natine neusiancionarnog MHD brzinskog graniénog sloja dovedene
na tzv. UNTVERZAINT oblik.fj. oblik u kojem ne zavise od Vé-,
lidina koje karakteriiu konkretne zadatke. Zbog vedeg broja
'ﬁezavisno oromenl jivih, reSavanje universzalne Jednaline u jed-
-ndbarametarakom pribliéenﬁu,'koja predstavljavnelineérnu par-
»Clgalnu diferencijalnu jednalinu, direktnim numeriékim inte-
_gralenjem - bilo bi dosta komplikovano, dugotrajno i skupo.
Stoga je ona regfavana predstavljanjem refenja u vidu reda.
Takvim postupkom se wuniverzalna Jjednadina u jednoparametarﬁkom
pribliZenju svodi na rekurzivni sistewm obiénih.diferencijalnih
jednatina, a njihova reé@nja odrédjuju'univerzalne fuﬁkcije—_ '
;koeficijente reda. 5 obzirom da se ove- Qednaéine mogu rediti
i analiti¢kim pubem, u rduu su data ta resenaa za neke gednd—_
kéine. Nezavisno od toga, w radu su izraaundta reienja za ‘sve
univerzalne funkcije, posredstvom numerlekog integralenja po-

menutog rekurzivnur sistema Jjednadina elektronskiin racunarnm.
Nﬁmeriéka refen ju univerzalnih funkei ja 50 data u vidu tabli-
ca- i grafidéki prikazana na dljuﬁram1ma u drugeu delu . ovog ra=
~da. Na primeru kruZnog.cilindra pokrenutog trzajem. iZVT*on je
- wa osnovu nunerifikih redenja universz alnlb funk01ga - prora#
oun nestacionarno.s MHD brzinskog granl'ncy slojas Ana.lva do-
bijenih rezultata coknzuje-da sée sa porastom lndukclje mu“n@t* 
nogvp61ja odnosno oo porastom7stjuaxfovogkbrcga.'t wCka odvaja-
nja pomera nizvodno, VLeanostl brzine strujanja u aranlunom

sloju. 1 gradienata otzlne;na povr51n1 tela oovegaV¢ju. Ng
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gleduje zaklijufak da je dejstvo magnetnog pol ja,
'gdve glektromagnetne sile, suprotno dejstvy vis-

. MHD bIz ul{Og: granidnog s 10 a r&émdtranna pPro-
prouoavan je nestacionarni MHD temperaturski
to Za u9t141 glutaja graniénih uslova, pozna-

“etarskl problem, lrada je povrEina tela toplotno
f&na'tj. ne postoji razmena toplote izmedju tela

elas - . ‘
oblem zaﬁrevanj ili hladjenja pr1 zadato] konstan-
mperaturl na povriini telas '
,jczadate,prqmenlgive temperature na povr 5ini tela.
dperafure fluida na aovolgnom,udaigengu od tela
’me‘énbﬁktrujanju, ona je uvek zadata 1 konstantna.

'2na.energij8ka jednac¢ina razmatranog strujanja od-~
ina nestacionarnog MHD t€mperafarskog grani&nog

a ¢etiri sludaja granidnih uslova na povriini te-
.je-naAunlverzalni oblik. O obzirom da je ta jed--
fna, pri njenom relavanju se moZe - u slud¢aju po-
3 éuperpozidija reenja, &to predstavlja olakSa-
Ost Nﬂlme, pTl Tresavanju problema sa sloZenijim

'10 Jje potrebno da se odroal ukupno pet ﬂOVlh funk-
ezdimenleklh temperatura: - K (1)($> céL,Az ,Pr),

y' 6 ,c, l,PI’), %(l)(’? OC 3 3 Pr),

. ) J‘N‘vﬂ‘ ‘

"(1’61’ w e, # p, 0,8, #1' Ay fh P

ne:jednadine urjednoparametarékom pribliZenju su re-

‘aV1janj¢m ovih funkcijia u vidu redova. Takvim
:One svode na rekurzivne sigtenme obi&nih diferen-
atina, koje odredjujuw unive rzalne funkeije-koe-

te r@dOVa Numeridko 'ﬁntegralenge ovih jednadina je
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U sluadaju wada je vreednost Prandtlovog broja Pr~.1 0 mogﬁ

Sseorefenia oaobitiood xhallfl(]]m putem, 1 u radu su ddta~ana—

titicka resenja va nu;qucduaCJne Na nrimeru kruZnog cilin-

dra pokrenutop trzajew razmatrana su, zZa sva cetiri sluéaja 
groaiidénih uslova na povregini tela, ponadanja karakteristid-
nih velidina nestacionarnog MHD temveraturskog graniénog slo-

Ja. Za terwmometarski problem 1 u sludaju zadatog promenljivog

toplotnog fluksa na povréini tela, izvrden je proradun bezdi—

wmenziske "sopstvene!" temperature i raspodele bezdimenziske
temperature u granicénom slojiu. Za problnm zanrevauaa ili hla-
djenja pri zaddato] kons stantnoj temperaturi tela 1 u slucaju
zadate promenljive temperature na povrsini tela, izradunate

su raswpodele Nuo-Ltovog broja na povriini e¢ilindra - na osno-

vu kojih se mo¥e vpratiti razmena tonlote izmedju tela i flui-

da odnosno mogu odrediti na povreini cilindra: ﬂona zagreva-
nja (Nu>o0, toplota prelazi sa fluida na telo) i zona hladje-
nja (Nu< o, toplota prelazi sa tela na fluid). Takodje su iz-
ratunate raspondele bezdimenziskih temperatura u“granignom slo-

Ju. Svi proratuni nestacicnarnog,MHD brzinskog i teuperatur-

skog gronicnoy Sloja na konkretnom°brimeru_0pstrujavanja kru-

Ynog cilindra, izvrSeni su za detiri karakteristidna Stiuart-

ova broja i u gecst odabranih vremenskih trenutaka.

Na osnﬁvu anulize dobijenih Ifzultuta mogu se izvesti
neki zajednicki zakljutci o uticaju spoljasnjeg magnetnoz po-
lia na karakteristike neotaoionarnog MHD temperatu?wkog gra-
niénog sloja. Naimc, sa DOVuoanjom St juartovog broj (ﬁ),'od—
nosno indukecije “a(n<fnog polja, povedava se: '
a) ”.o;otvené” Lemperatura i razmena toplote ma povriini tela,

u sludaju termometarskog problema i zadatog promenljivog
toplotnog fiukaa na povriini tela; _ e _ .

b) temperatuora u cranidénom sloju odnosno debl jina temperatur-.
skog granidnop Sloja,‘u’poredjenju ga odgovarajucom deblji-
nom tempevaturskog granidnog sloja neprovodnog fluida.

Prema tome, mol.e se konstatovati da spoljasnje magnet-
o nolice, odnosno elekiroms Jnetna Lorencova sila i1 D¥Zaulova
Louvlota, prouzrolkuin novecang; energije dgllua provodnog flui-~

la u MHD sranidnom sloju.
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;1.1. rzvodenje izraza sa Iorencovu elektromagnetnu silu i
prulovu toplotu (4.45), (116)

i ?wd“avmatranog sludaje nestacionarnog MHD brz inakoa tempera-
ureL 2 granlcnog gloja, pri laminarnom strujanju provodnog fluida

agda: spoljainje elektridno polje ne postoji, magnetno polje i flu-
& su medqusoebno u relativnom mirevanjiu /ili mirujn ili se zajedno
racu/, Llnije glle magnetne indukcije su uprawvne na povriinu tela
bopstl dzrazi za zaspreminsku lorencovu elektromagnetnu-.silu i DZu-
ovu top?otu /1 13/,/1.14/ glase:

- Fb ?[[vrﬁ]ﬂ
—¢ e

ae ot | ' -
g %;_~ elektroprovodliivost fluida |
- relativna brzina fluidnili delicda u granicnom sloju u
odnosu na linije sile megnetne indukcije.

=G"[Vr,-j - vektor guatine elektriéne struje.

o
¥

Da bi se obavile operacije vektorskog raduna u 1zra&ima /1,13/

fl1,14/, potrebno je utvrditi velicdinu re]ativne erLne'?}. Iz pri-
ofene skice opstrujavanja tq%g provodnim fluidom, sa brzinom gpolj-
jeg potencijalnog strujenja 1, moZe se zak]juciti da jJe vektor mejm-
ivng brzine izmedu fluldnih delida i linije sile magnetne indukcije
= U - ™ sa smerom koji Jje suprotan pozitivnom praveu x - ose,

‘fl

Sada konaXno mogu izradunati izrazi za Lorencovu silu 1 Dyulovu
oplotu. Najpre se izraduna; i

-

—— P
JEV i J _k - pr. .
Vr;gjvu ~/U ~u/ v o}= -kP/U-u/ = kB/u~-u/, 1.1/
: O B o
zatims — —
: i j x
LL“G[[V 'E]%’] =G| o o -B/U-u/| = iGr’; SU=-u/ = -—1 B /u-—U/
o B o ‘

/1.2/

mG(E'r,;zﬂ)z “G/k &/B° fu-u/® -GBS /u-ust /103
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?;1.?3. -Izvodenie jednacine kretanja /1, i energu]skeb ednadine
_ /1.7 u bern 1Lj_man7lskom o’rﬂlm. -

Jadnadine krct,anyw u skalarnom, razvijcecnom obliku za pravce
r-ose 1 y-owe plase /1,.20/,/1.21/

; pony (0 ~
3¢, y20 dzf L%
+u 4yl 1 9P,
8y § 8y e MET )

a energetska jednadina urazvijenom obliku (1.22)

T yyol . ol A (97’ __’T) £y c}>+Gb (w-0)*

at ox TV5g “pep ox2 7 oY 2y
_gde Je disipativna funkcija data izrazom:
ou dlﬂ Q au_ Reils
?ﬁ“z'[a ]+(8y ax (ax ag/

Ove jednadine se mogu napt satt u bezdimenziskom obliku posred~
stvom sl edaéih be?dimenzi,}skih Velil‘ina

-t gt LY Ul T (u)

T
| - Tean s
gde swu: L ~ karakteristiéma duZina

U " kakakteristiéna brzina

S'U - karakteristi®mi pritisak ( jednsk dvostrukom
DikssstiEKop
pri tisku) -

(L/u)-— karakteristiéno vreme

(A-\M),,— karakteristina temperatura ( jednaka razliei
temperature na povrsini tela ’I‘“r ¥ temperature
neporemeéenje struje fluida r[3.=<>)

Jednadine (1.20), (1.21) 1 (1.22) u bezdimenziskom obliku

rl ase:
g d * ,2 m

W SU 1 SU op., o 3% G& o
- + USSR =—~~--—--w~» + w1
RE AL RV S a Al der DacaliCal
dnosno: |
» ¥ 2 * 2 # = . :

3 *av *oU_ op . Y [ou ,du N @B L X_.y- »

-+ + Y L= e (S b ) - = s (U] (1.4)
or yag % UL(a?ZQ 93}“‘> £ v $ )’ :
aio gno : « ’ Q*' iy 3 -
Y o *ab op , 1./ 9V  mUy. )
=% + ) T = o= S, b ) | .
of “a;'z U@‘}’ oF €e<a§2 a§~’- ’



. #* & * g ¥ VEA T 3 2 ) z ., o
Dediyiol o &9 A @TALGT 3 ) YU @Bl ‘
- NP3 - i S »‘u {}(‘ ';f"”)-: -}- Ij- ,J.A-j TR e T '-*T e + :"" T’F" < + T" Lj i T(’, }) -
e o8 o] / pop LHlox® gt/ op L2 5 flp
0 dNO SKo
* al o® 3
ol ol _ A 97 GP)L *

¥ -
»——:+u%—;~+ﬁ1ff":?']90p)’9_».g a*e ) ULQ('TJF 7§ U GED -y

e ke IR

U bezdimenziskim jedhadinama (I.4), (I.5), (IO.())‘JaVlJaJU se
karakteristifmi bBezdimenzijski brojevi: |

- reciprodna vrednost Rejholddovog-broja,

\
~ .

* ‘
H -~ magnetni Stjuartov broj,

B

)\( —reciprodéna vrednost Prwf’”_tlovog broja,

~ Ekertov broj ili temperaturski krite-
riJjum, |

0 kojima je bilo vise govora u uvodnom delu rada,

VaZno je napomenuti da je , 3)1‘1 izvodenju jednadina grantd-
no g - sloja (brzinskog i temperaturskog ), mpro§éavanje jednaéina
kretenja 1 energi)ske jednaline,zanemarxivanjeir nekih &lanova
-- opravdano S‘ama ake je debljina graniénog sloja mala, a to je k
ispunjeno kad strujanja fluida male vis.knzuo'sti 0 dno sno pri Ve;-. ;
likim Rejnbldts)vim birojevima. Do reda velidine deﬁljine g.raniénov
sloja moZe sSe doéi iz uslova da su u granidnom ﬂloju viskozne i
1nercijalne sile istog reda velidine (7) VA,

0 UQ X ,\,\/) . . Ou 5

/(L __Sré ~J ?—[«- y Cu ),.OM .\)';}Nobb.&(:) L \I—Qe
% O , _
Prema tome zZa male vredriosti viskoznosti, odnoAsno za velike

vrednosti Rejnolcovog broja, zaista je Ispunien unslov:



S

5%11, - J <l

Analogno, za temperaturski granidni sloj(detaljnije o tome
vidi [7]) je ispunjen uslov:

»('Qu ES“T‘\Q, ' 4‘ .
dr=() TR Re

pa posto je vrednost Pr;att‘tlovog broja: za vazduh 0,72; za vodu

~7,0 aza ulja moZe dostiéi i vrednost looo (zavisno od viskozno-
sti), sleduje takode:

i

%l::&«l |
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;Ij{,l. Tzvodenie integralne jednadine /2,4/ »--—-Z- - = R

Polazeédi od jednadine nestacilonarnog MHD brzinskog- gruntcnog
loja /1.31/:

, ; ¢! .
9;1 ?,L Q_}_( s “!1(__ _ jc/ U g;z wg:_ (u_’_,\. ) ;
ko risteéi -j ednaf‘,lnu kontinuiteta (1.32): |
LOU . .
ax ay R
moze se jedndcina (1.31) napisati u sl edeoem obliku:
at 8 (e (/ “'”)“‘55 (/o(/ry Syi“%% (w-U) (11.1)

Jednadina kontinuiteta ('1.,”12?)33 moZe napisati u obliku:

< ()
5 (U'W* g (Uv)~ Mgg | (11.2)
Kada se (I1.2) oduzme od (IT.1) - dobija se:

> /4 UL()?““*;(CL V‘“UU)” < (U Z[)+8U/U Z(/ \)dg‘ly f (u L)

5y (
o (11.3)

11i wu transformisanom obliku:
o (U-w)s 2. [u(U-w)+ 2 5 lv (V- u)j o u)+~f2(/ Wy et L (114

Integralimo jednadinu (I1.4) po pmmenlji voJ ¥ u granicama od o
do ® -

J‘L /(/ u)o(y y/Z/(U u)dy ‘/}}((/La/c{y (*Q+®B) /} u)dL- g/‘ (°*" Mﬁ

ul 5)

S obzirom na gi‘ani(zue uslove (1.33):
U =0 . LA g.o » ZA QJ‘...(‘:)
-»{J U > () KADA :l/ e

°y

dobija se:

/0‘/('&4715/ U(U Zl)/

t)l;l

fﬁf/ ;‘:““;;/ -y=~»—y§§)l =



[

—tf 5

pa jednatina (11.5) postaje:

\)J. e )dj} k ‘LUJ% (7"%‘/{‘;)(/(1/;)+(()‘3 1%02/;4““ ety ")) )u o)
3 |
(11.6)

Kada se uvedu velidéine:

- debljina #stiskivanja jﬁ}/‘('lw»»)(,/!f ,
~ debljina gubitka impulsa A\;—‘/«.— 7__ y_‘__)dy ,
- tangencijalni napon na povriini tela % f ¢(92() .

Yy

~Jedmadina (11.6) se konatno moZe napisati u vidu:

- at (U 5)+_ (ch ) ( a(,/ GB U) J C/W | ‘(11.7)
Za slutaj opstrujavanja ravne plo&e su :
U= R(¢) , Bro=Ebqr=const., (114

pa de d-ebljina istiskivanja i debljina gubitka inpulsa biti:

Sp-J - ety =

0 oo L4 i}
> 3 | (11.9)

“Ff (::_U-),o(yqf(u

Kada se (11.8) i (H.9) zZamene u jedna?‘inu (II 7) dobija se:

o c9_(2 (\J g
R Y
o GSV »Pm - S* C(,w
ﬁ(—Q F)“* f ZCP“ 2 (X1.10)
Uvodimo sada Jf’unkoije b i ;n na sledeéi macin: _
L /av ) .
/0 %E “‘Lf' QF 53*3 = [’@“(ﬁ = S,bfé)z (11.11)
gmxruﬁ? = Z{)/{Is : | (11.12)
Py / .
Diferenciranjem p(g vremenu izraza (II1.12) dobijaju se
G{ZO ¥, i,\‘:" o , -
‘Z‘;‘ =L méa)é?@' ";)ﬁ)' = ‘{Ve ?
Xy ! : & , :
o ﬁv _om - 9 B - (313)



Sada se jednacina (1f.1o) moZe napisati u obliku

) RPN y 5 ’“:) }—31 e ‘
RUA I o '_Q()p T orY
/ ¥ oy n 2 9 J 1/
ke, f y 12 J b S 0 S = 'Q T “3%7;,
- x2 L. ng '
(j' 7 L (_(fé) ) 'f'“' L;’)_}?l . .,—-..,ﬁ,é — é_\) P} ‘ ) ’
N} : o o(11.14)

~..\

I? v 7 e

_1,0(5‘3?0 2 xo 4,:* - >
PRt 5 4p T 5m

a/,z

Koristedi relacije (2.7) =za parametre < a
GBA k.

P
g d? = :Q‘ 770 » /‘/:{)1 s “”“g‘)—-—-

konadéno se dobija trazena integralna jednadina

____%Z_j’ = Q(S/D 0(7 @4) 2
AL
| | (11.15)

R= Sp-A1/

3.

il

[ e T

e+ im0 o ot o oA e M P



...(j"‘/’_.
~TI2a Tzvodenje tormula za diferenciranja /2.8/
- Polazi se od izraza f2.7/ 2a beskona:ne skupova parametara:

4
((é 1 o2 *‘/z

Y mfz’f"?. vk-a 9“/*@7& jfﬁ ;ok=123 .
~ ' A x ' '
L _
| * & L ol Y
v ‘:_Q’d \) e
Y&; 70 O{xk |

iz ovih izraza se dobijaju sleheéé.relacijé
- e 2 oL, 147y 1 2, 37 olFp
e o(t 2% iET fzﬁkw P Zz‘*"‘* P AL
K wq

-(~*-6ﬁ *f”*’”'")vLZAE /(zp) |
:Z]occk ( o1+ 20 E>Oék+d/<+1 =Qu - (11 16)

' Kﬁ
9% (k- vzf“v“;iefﬂ;m“v";j‘“ ké‘ﬁ’dt =

~ (1) 3, +—2e’€ /( Z,)

g]ﬁ'gz@““(’d Ur/h A*"” P/Je éé | (r1.17)
o ) L/ - C{ et e 2 R A5t A 1S

e kﬁf? “p V‘”“'*fz Lz ;ff’{é v

Lol 1. 2L L E ) '
‘“L"_fz R AB}?‘; /- (71) ,
Z .B_ngz ' { ?7( =.C ' (x1.18
Fpge T (B ZER) Ce ; (1.as)
aftf é1 i ?c{ 4/ ( c{ 4/ *‘é .
=7 (é WV I Zp " O(Y ,{7:,

Jo» s o |
é7) VA r’é'(/“ffp /-(Jz\/z;o) - | | (I.19)



:

Jf/_?v/?(*“‘”’“; (t- 7)2( /“’M b = ',(17"'-1'-‘??_

oY 4l vy ’Ojé”/ ik V“-—-r“"wy '

= (e 7’ ~/ x' & B L2 \/2’ -
Vet VE, /6 <)

'\

_(2\/)?70 2 = ") ¥ 3‘ + E@M*Qk | (IT.20)°

sada se mogn napisati formule za zamenu diferenciranja na sle-

deéi nadin- koristeél (11.16) - (I11.20):

2 - ( Aot o P, 2 aw)
ot @ 2akt oAt owp ot 434 ot
ool —j—-—. . < /y‘ —Q.. . __’_O}___ IX .
EA (2 5% +be SV ag@) ) (15.21)
i = ‘
5.5 (2, GOk, 2 B
Ox L=\l Bx e O/
k=1
1 S s O —
= svewe — N 11,22
Q\/;\:;_o = TR S ! Qf?‘}(k./ ( )
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TT.3. Izvodenie universzalne jednacdine nsestacionsrrnog ITHD
II ] brzinskog graglonog sloja /2,117 ©

Jednadina nestacionarnog MHD brzinskog granilnog 'slioja /1.31/
jednacdina kontinulteta /1‘32/,

ou @.ﬁ.{ . - aU ‘L/ ,gﬁz GR?.,, ..

Uvodenjem Sg€33na tunkcégeyy(t, X, ¥ ), posredstvom roznatih re-
lacija AQ“é;* » tra-2F , Za xazmatrapq*strujanjéﬁa:

X
Ugx)y=L2(6)Vx) i B -B¢(x) , svode se na Jednu"jednaéinu
(2.2).

2 2 Q2 s
ot 9y 3*Y aWaVﬂVﬁvvvay’Gﬁ(.@fﬂv)

+_.
»Stay Y 8x6‘o/ 9)( oY |
PostayLjnjem strujne funkciJe u obliku (2.10)

Wleniy) = -2V I Fgidagfoegf ef)
| -

i koristeéi relacije:(2.6) za 72(6,9!.} =4 I 1 (I1.16) @0 (II. 22),
pojedinim &lanovima jednaline (2.2) se mbgu napistai u slededem

obliku:

on_A op_ ,4de _dp B, (11.23)
_g¥_otap _1 ¢ oF A _ oF ”(II 2«)
TSy oy oy TAANORgy s 2Vay s TR
ou otk L et A - (11.25)
__Cglmmfi?“. , f&)%i.?&i.,w g':ﬂwvf e :;. # ‘ .MVW”MMwMﬂ'
E}Q a?yw’ §£fi.li“ 3 o - 3
QQ{ZZG%/EI ‘Q\/’a'}Z’b Jw-Q ’ . (II 26)
oF 1, oF | ; z |
*’7-‘* {2 57:;{\/ FH/[QV%;Z ’Qé@/bt ,e@%)]j (II’ 7)
~ ";f"% : ‘ab ,
Qx Uxag S A cf;:{l/d\, '372 [-QV;O O%Z@a?a/b;”G ‘9?3‘”' 2].} (11,28

’ Y _ 9 9 F
gi?"(ageyy é)t (12\/£%r> 12 ;QF? J?&’ /&9£  #ﬁjZVékf(e) )
E?Qf:

r-2
=12" Varg Vg,f ’g?) V%@ F &aya/@e “opor./

if)

s

(11.29

Kada se izrazi (11.24)-(I1.29) zamene u jednadinu (2,2),

gobije se univerzalna jednatina (2.11),
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P~11.4 tostupak analitidkog reiavanja obic¢nih diferencijalnih

Jednadina sa refenjima za prve dve jednadine sistema (2.25)

Veberova funkeija é%d%ﬁ— definisana izrazon:

0 i 2l _-¥F | '
= T (V) oy (11.30)
g VT Tiza 1)y | |

je specijalna funkcija (11) koja predstavlija reienje diferencija-

Ine jednacdine: ‘
"o ), l \ 7~ | A
w) + 9, - G, (12 ) = '
3%(/) Z?(}X (%) AU G )= O (11.31)
Veberova funkecija zadovoljava relaciju:

G (p) =~ 9«% (%) - N (11.32)

a na osnova osobime (11.32) je -i?£ 5%‘w ;(;,7 pa se (11.31)

moZe napisati a obliku:
9. 7 -2y G ()~ 4XG, (7) = )

Vazna osobina Veberove funkcije funkcije sleduje iz detinicije
(1x.%0) - . .
L o (11.34)

za A = o, Veberova Iunkcija.je jednaka funkciji greske:

c’;'

.z - o
?o (’Zl’ﬁz—/ 0(3/ G}FYL v - (11.35)
Iz (11.33) za n o= o sleduje: 50(,7(0,r ’I/g,x (°) , na 0 510 VU e~

ga se'ddbija vrednost Veberove funkcije za? = o , napr

yyﬂﬁ ‘7‘?§(Q) %j7@> ““““ 9&(;’-Wﬁy /Mn)w 2

4

95 o GO}/—-—- y 4(7 el '2 /C')) (j ? ( ):;__y:}j}__ 2(0)'d11‘)6

¥ S

_eq4 ‘.
yﬁp )= u""r' , ('2’:.,"‘.‘(0}2:0" a
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Na osnovu ovih osobina, Veberova Tunkcija O‘mOguéava i?raézma_
vanje analitidkih resenja obiénih diferencijalnih Jeﬂllauina, ko § e
Se dobiju npri resavanju parcijalnih di“!ereneijalnih jednadina
nestacionamog granifnog sloja prestavlijanjem reSenja u vidu reda.
U smislu primera daju Se redfenja prve dve jednatine rekurzivinog
sistema (2.27), | :

Prva jediracing sa granigi‘jnim uslovima gl asi:

}&;33-;— ﬁ—)f;’— . Vo {O(o fw(o) C),% (00) = ](11 37).
E.

Kada se{usvoji vrednost za - =% , ova jednadina se moZe

<

napisati u vidu:
» M«) L » L gy -
(2P 2g-(f) -4 00p) =0

pa se resSenje traZzi u obliku (OC = 0):

’ - - -
-ﬂoo = L C‘/ ~Cz ‘ (11.39)
7 7 - ) |
KOmstante ¢, 1 ¢, se odreduju iz graniénih uslova:
ffm (o) =1 o 1=C7 o)t Ce == Lz =1 (11.40)

' #i‘),a (O> =0T, O = (77'?5 (/(,)‘,)4' 7 —— S C,, ::;—-1

Prema tome refenje (II.§9\) gl asi

¢09\fc ;/%"“1“9.,(77) o | (11,41)

Integraljenjem (IT1.41) dobijamo:

7 '
f,uu (?) 7_{_ f7")f(7’” ’/“‘yf(?,)HV:]:f:" ‘ o (I1.42
7 : |

A

. /“] =) e - ‘ 3 —_
AN \k‘"’; ol P L
7Z - ,ﬁ’z‘“ l//“[ .
Na osnovu {(II.41) lako se dobija: )[Vufff) J v) 'odn@sno. /.;JU/’? KZ
a iz relacija (2.22) je poznato : P.=4. 7@0 (o) . Prema tome,

sada Se mogru izradunati konstantp Al H. :

Bom 4 = 4)000) o Ae ;’M() R S



~1o2-
vruga jednadina, sistema (2.27), sa gramiénim uslovima gl asi :

g S s 24 o 7 o
%/Q,,’ + 2 ”}’/’%‘21 - _....1'/[;;., o AQC L/ );4‘0"" """"‘" (7 %00) ) ‘ (II.[}[* )

‘i/”.o) /:1,“)) }{a,;.(oo)*ﬁ() | (1’1.-45)‘

Tz jednatine (I11.3%), Za & = o, dobija se:

- ¢

Desna strana jednadine (I1.44), posredstvom jednadina (II,41)

3 AXTLA5) 5 T foo =G0 5 fol =0t Y LSe ™ 79% “—ZZ?”’ ’

ma e da Se napiSe u vidu:
Eﬂc«

” 7 .

Partikul amo refenje jednaitine (11.47) tra%imo u obliku:

/ _
4 )
fane = = St Ky j " . (11.48)
Zamenimo (IL.48) u jeduadinu (I147): .

1097 +,gg‘90”+g?,y,.gv7’4~é,.’_‘f,?/:fgy’o’--z}/ayg7-4&:’:}(?;“ ,2‘4,; _7 'AQ
,(CJ +?7/g,+4?, &?_,)u«'z(y ‘ny/ﬁ 4(/)*”2442(/ 9o

A4 e
ey =O CERRE

a odavde slednje, koristeéi pritom rezultat (IT1.43):

P 1 ol
e e s L a".) promt R e . .
K21 ’\GADV 7,~ Evc,‘ 4/%: 4. (11.49)

ReSenie homogenog dela jednaline (1I.47) traZi se u obliku:

e .
Ve Y o .»",. ~~ - ’
-{»qubk?/ L (77(72} , (I1.50) -
odnosno ukupno rofenje jednaéine (II !&7)

z

/ ) / :
o - jowernd e ’,.‘ 1 [ 4 g
for * fon THern =C 3 T gt L e i
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4 i
granicni uslovyo, ¢ 7 O je oc¢igl eidno antomatski zadovol jen
¢ obziromua {(11,34) , a konstanta ¢ se odreduje 1z granidénog uslo-

7 | |
U o e

va:

Es

// i e __'_‘_/__“__W 3 ' R h\ -~ ')’} ' ¢
‘[ I\Je‘f ( (/ O ,I‘r /E/?vl J» 4’ {' i.) “ (11 '5")‘ )

Koristeéi "mul te" vredmosti Veberovih funkeija (11.36), iz
(11.52) se dobija: | ' '

O e D, Y.

/ Na osnovu relacije (2,22): BQ?A /IQ;(U/) -7 , reSenja (I1.51)"
i vrednosti Veberovih runkéijé (11.36), sada se mo%ie odrediti vre- -

dn.ost konstnnte R} :

Foare A fani0) 1= A€ g, 0rg ) k) 1=

2
)

V” / 7[(/.1(0)* ”“*E«;/\J(o)*wyj(f)}] =

w2 . Be 4 1 2 : 51
A 76 /____ 4 .,.._.......)_7 | (;I.)i)

...
Z

~

.—-.%;

'{»-)4_, = i, &:* - .z., — /f » P‘)Q WD s s
N ‘ - o ' . e N )

Konadno reasenje (I1.51) glasi:

? L Z' “‘ N '/(ZW - (11.55)
Lorip HG (g G (P TG .55

Integraljenjem jednadine (I1.55) dobija se:

i T e 20 ey o s, (11.56)
Lory) - Tgsiy)s 55 9-g ()= 595 ()*Cr

ReXenje (I1.56) se 1ako nalazi , jer i Zvo d tog izraza mora Aa
bude (I1.55)~ a pritom se vodi raduna o osobini (11.32): y‘/{ j&
Komstanta ¢, so odreduje iz granidénog uslova:

fo0)=c= S gsi0)t Zr -4 0) 4 (/1 (uﬂc, Oy =
| ¢ (11, )7)
pa }e redfemje .11, 56) potpunc odredeno,

Na potpweno araloman nacin n radu su resSene i os 1',‘31 e jednatine
rekurzivwog sistema {227,

>



_.1(34_.
E 1 zov
p~1i.5. Analitiéko refenje lineame jednaline (2,4)

d{,ﬁg

f-‘
Integralna iedna ina (I1.15) w linearizovamom obliku, kork-
steé:& pritom red (2,18) =®a funkciju R, glasi:

L 0 fo B Gt /) nse)

oA &
gde su: L)C,,-« 2 Z-*P )pf 63’ mf/

dalje Jednadina (% 58) se mo¥e napisati u vidu: - ’
| "/gf‘— (2{7_@:@ fze,b;v) »1?/:3 -2& - (11.59)
Reéenje homogenog dela jednaéine (11.59) je: '

- (PR L + 2B W)L,

i

/b

P
dip _pp, oAb L2)+ 20 N oA,
ER

-g}z-;f) 279 0@12*29»;; /\/t (;?07

2K, : o
2"]@ c, o, (D 724 Lo PR N E | | . (11.60)
"Varijcijom konstanti - dobija se refenje jednafine (11.59) ¢
Q/,Z T > o, > 5 28, N
i el O R R G o 127 "2, 5 o 107

Zamenimo '3;!5 i (11.60) u jednadinn (11,59) .
02 8 28,4
o 2% K 5o 0, 2 P PPN oy, 0 1y PR PT T

2 70 g e WL,
me]—"("*f? T P%Vﬁ“oé’w NC7Q£P’° A € Q»Efo

o .. (_, ﬁgaﬁ Q'{'?Ob)(/{ — 2{,@0

0= 2B, (2B g #Ee T

¢ , o |
2[)/ »QEm/@-’ZEmU é%é ro

(%
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Prema tome, reienje jednadine (11.59) glasi:

. 4 :
Fiaq Dk, . Ny /‘
7@«~ZE%.,!2 © 0%@/7}2 z 74' Wé;/ﬁc Qpaq gg,b,qf

A (11.62)
; s ¥
posto je za t :o,dp = 0 odnosno z =0 J C= o, 1 kada Se zZame~
ne vrednosti konstanti R = Rl = R - 2. , resenje (I1,62)
o] a 5

" dobija konadan oblik:
€ .

gpm% ,NQM:-,f-,,@--;Nt/Qg,ngO({ | (11.63)

_ _ . _ | . .{

Za sludaj opstrujavanja kruzZmog cilindra, brzima spoljasnjeg
strujanja je odredena izrazom (2.29) ‘ '

Ut = 2(€) V) =V 2sin 5,

odno smo zZa _Q[é)w \Vou , mo%e da se izratuna (II. 63)
* 2
2,-98 4wt s osuelt

v TF T . |
x 3 153 o (I1.64)
e et (A B
& T=y Nt

~ %a meprovodan fluid (N = o) vrednost funkcije z Je:

4 oy .
50-0 3" o ngte st 4 |
Z e == ‘ . 6!
o = KNW = ﬁ(/_}o ; T =T R (11 5),
v NE ; \)‘ N ’
T S b
Kada se n izraze (11,611) ;4 (II 65) zamene:
N ﬁ Mo ( D
.y SR 1 OB OA SE
v =2 i \/cx: ’ “
~ za meprovodan fluid (N =0) A
, * - K _
* 4 P ;t _____ CX D, O . (11.647)

;7 B e, R T -
P T i



c= ] OG-

¥ e
S TS

('v‘u | L - . o (11 .64 )
= 2R | _ .

) .
- Zza provodan fluid (N # o

(11.65 %)
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p-IX,.6, "Izvodenje izraza za vreme prvog odvajanja MHD
brzinskog granidnog sloja .

Vreme prvog odvajanja granicnog sloja se odreduje [Z (25LoMA

gi{‘- == , koji se uvodenjem strujne funkeije u obliku (2.10)

y=0 .4 o | |
Wit y)= 1 UdpFin, faimif w))

i reda (2,17) za funkciju F, svodi na sledeli uslow:

(@ff

. 12'2 )12»'0

‘{L;ﬁ'(o) + Ky 7/0; (©) */57'%7;, (@)+ ¥,y ,Z,; (0) =0

=()., oDROSNO

(11.66) f

Za razmatreni slufaj opstrujavanja kruZnog cilindra:
U(t,x) =((t) Vix) = VYo2sdim -~ » izlazi da jeO(-'l = o t}., izraz
(I1x.66) se wpro36ava. Vreme prvog odvajanja MHD granténog sloja
me moke izradunati na osnovu analitidkih i numeriékih- reéenja
Ea univerzalme funkcije /go("Z/uu. ;{,,(./‘, ‘w) ‘

a) Koristefi analitilka reSenja (£2.25) 1 vrednosti Veberovwih
funkcija (1(.36) - dnbiju se sledeoe vredno sti univerzalnih fun-
kel a /(,C, o). .. .. /uco ro) : -

'ﬁao (@),. o )Zo')(a) )/7 /O) )Z?l "7* ,} (II 67)l

Sa ovim vrednostima unt verzalnih funkcija i odgovara_juéim

izrazima za parametre ﬁ;’ (11.72)~ za neprovodan fluid,
t (11.73- za provodan r} }z jednadine (11.66) se dnbijaju

sledede relacije za vreme prvog odvajanja:
- za naprovodan Tluid (N = o O( /51 = 0 )

y & &
Br el o). L s £ )0
Pt

-7

r7sl~ >005 (e)()rg/
~ Za provodan fluid ( N £ o 0(1 =0 )

(I1.68).

Ve 2] o
= (e g’““‘) +——-—~(7 Ve )cof@)m Z 1 -‘i)ﬂo

(11069) ‘e




Ltz izrvaza (1i.68) 1 (I1, ()9) najprc Se 1zraouua§u Vremend-p‘r- §

vog odvajanja u zadnjoji zaustavnoj tadki (/-é Q ) za Setiri vre~
dnosti magretna sStujartova broja ( { = 0,0; 0,65 1,05 2,0 ).
1z izraza (11.69) moze se¢ zakljuditi da u zadnjoj Zaustavnoj
tacki, odnouno do odva}unja granifnog sloja uopste ne dolazi '
(“”-‘ {\ oy TZED @ S O) pri vrednosti magnetnog Stujartovog
bmja ,{/* ’/+~}, '*"v:("’ 4, Na taj nadin se izaberu vrednosti ma-
gnetnih stujartowvih bnneVa i odgovarajuéi intervali vremena
N“r> 1 ~a¢M*u Ut g 5400 %10, QJ*JOIN 14, .+ ¥g01
pa se iz sl cde(,lh izraza izratunavaju polozajl taékeodvajanja u
raznim trenucima vremena: ’
= .Za meprovodan fluid (Aﬁ Q 0(1 /’5 =0 )

- ; EAYS v
" Q( )(em
~ zZa provodan fluid (,U:;éO ,cx’, =0 ) )
Ty*ts,. N '
. 4 3 o ) .
(2&.\ - Q. COs, (€ 1)1 : (11.71)
F" SN _i.. ( 4“
v (1435
b) Koriste’i numeridka reSenja — vrednosti univerzalnih funk-

cija, data uw drugom delu rada:
#

Lo lo)=1 1726539 O SROR-T =0

o ()7 1,252525 |
kao i relactje {(11.70), (I1.77) za parametreczl,/bl,a‘l, - iz jed—
nadine (I11.66) se dobijaju sledede relacije Za vreme prvog odva-
Janja 111 poloZanj} tacdke odvajanja u proizvoljnom trenutku vreme-
na: ’
- za neprovodan fluid ( U =C olyz Ty =O )

1905 BE DA T Lope COY B)OW 1262529 =0 (11.72)

*

c 1Ay o, =
~ za provodun fluid (H A0 X =0 )

L R .':;ﬂ_} | p f ’:‘I ‘/ < /\/ ﬁt) 1) =
LM%JJ&»TwJ e /(Jv/fw (-0 3 o uﬂwﬁ%/%g
(11.73)



~ ) -

Iz 1zrava (11 72 ) i (11.73), mogu se izra¥unati napr., polo- -

vremena ( todv}

~ Za neprovodan fluid (ﬁ =0 ly=foy = )
05509360408 ' |
(2) =arccos (—- ) (11,74)
\ R))‘m arccos toz;v T .

- za provodan fluid (L{#O A1=0 )
1,128559+0,564527(1-€ a”“’”) )

= CI*’CCOSJ (11.75)
(P oV L Z"4Z1.,7“Q55 (']‘,Q—‘“?N fﬁgu) j . |
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izraza za bezdimenzi]ski tengencijsini napon

Peli. 7. Tvvoidenje -
na povrsini tela (2.‘&9),(2.50)
Na osnovu relacija (11.64),(11.65), vrednost konstante _W

(2,7) % 4zraza (2.7) za beskonatne skupove paramotaraoC Gk’yk’

u slutaju opstrujavanja kKruZnog cilindra
vredmo stl parametara oblika o(l , /51, (}/’1 , 8e 1lzratunavaju iz slede-

¢ih izraza

: i X
-~ neprovodan fluid ( N = )

- 4£) « . TR ) -
At =St et

X =:'Eij7"W3 (2=\Vos) >

: (11.76)
_ /6 /\/ Z/r --Q (AJ = 0/ E )7
= "A ey ._’/é\:: .—4... ....E._B.. * "
g_uig X (V =g fi.)-
ﬂ\- C'Of)[e 5 ) Sy s J
- provodan fruia ( N £ o
g\ 2 - Nt
PN = ~ (1- C; )3
- 2Nt
A, =035 » -»é 71— )
7 ST T ( - % (11.77)

S o2 BN
W= NS’[“ e 3N Jeas 5,

Tanw“l(lialnj napon na p()\’l“* ini tela se izradunava iz obrasca:

U
\,4/ ‘})57( )(71 O dakle, potrazZimo najpre( )7-‘0

, A oo
{C)u == ...a__.» \ e N B L .
w)/)fmﬁ Sy (USy po =2 Vo 5 , J;:(afz

' TN f - e
-éi ! 1 LR - JE%? ; ' (X1.78)



: h) . e ' '
vl Xyl I , '
Loy y == SN ] (11.78)
oo h O e | |

kouaono , tunguncijalni naponn u bezdimenziskom obliku

lw R ~. p By ;
.ﬁ':__.\:i{. - -»..,,a....—-/-—_;- = (_Cg 7{, - f < //2 z ( ; } )/ ( ,))-/ f “ /
f'}) Voo V0 C’)J ’).4.‘” A ,E:('? V? E» a{oo-"a; J’ /47mo

(1£.79)

*
- 7za nmvodan fl\ud (N A0 )

e it 1 4 et P e i R S ~y

\Lfi&i e \/LE’. 1/ 11
\/ v RGeS %*75) P SHl1-e7 %

2
L W’.‘[_ L ro%F ;.
K&y/‘y 2\/0() 5“1& E [j,—(‘ ) c97? )7::() (vll.BO)

a tangencijalni napon —-u bezdimenziskom vidu: !

4

PN
~me,{f9 Jj/)ul/tVBg 5(1-0 HE) TR y

/>/ (a) r—/~6 MJ (03) +- )f!//c /’)*ﬁ‘f&h/%h' u
>{17‘ V ,/77('(, /’7)[] | (fr.81)
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P11, vvvodenje niiverzalne jednacdine (”5‘ o
ERMONETARSKI
- mwv&xrskl pro bl em—

Za energijsku jedunadinu (1.%4) sa grani&nim uslovima (1,35),

(1.39):

Y8 3T o T M aa 3 8% 2
2B 2l 2 T (32, 98y
DF JX d(é/ JO C/D ) éz f Cp PCp )

- resenja za temperaturu se ‘fra"l'e uobliku (3.17):
7 (2 x, ‘/) = 7; - “:(Z“(Qmm /((/?, {‘x} {ﬂk} {31} /D’)

S obziroum da Je, u ovom sluc:aju koriste isti bheskonadni skupo—
vi parametara 04 L ? (2.7) =kao kod nestacionamog MHD brzi-
nskog granidénog sloja (5.2. )~ analognim postupkom kao u P-11.73,
po tedini &1 anovi onergnjske jednacine Se mogu napisati u sl eds-

dem obliku ‘:, .

(iII{l),

gjzg_z_v ;127 2 91’ ek v"’E aE
sz 7. 'L./ Cp .};Z( cjdi Z)e&/g,t aal f ff’ 7?

e

u/'{‘ﬁg—)a-f/—l data su u P-II.3 relacijama (1I.24),(11.25)i(11,27):

a_],__ Q.Qz‘\/ \/ /K/ '(2.3:/-— ok - : '(111-.2)
S5x f‘/ﬂ ' > | |
2RV IZ"V? (i

--—-—-€ Yo avE L L *Q er o
T2 mzzwmﬂW?A~9“'
TR R S T

=

('/")

(111.73)

) L e
7 o L 2 v,
ol . 2 (’fz ‘A eoKyor_np'v* /\ 9K (111, 8)
2 -~ 3 - - 174 :
c:)jz/«’— op L cp A‘p o az/ o d;z C;’Z 2 _
YKada se izrazi (11.24),(11,25),(17.27),(IT1.1)~(111,4) zanene
u jedn af‘*inu {1.""/*) - jednostavnim transformaci jama i sredi vanj em

a0l azi se do m1ve~r.esdlne jednatine (3.2



R U U VR fzavodenje wiiverzalne jednadine {3,21}

- zadat toplotnr Fluks na povrsini tel a-

1z izraza (3.16) za beskonacne skupove parametara oblilog

1 & .
SRy

i—i/f/ﬂ DR

dobiju se sledede relacije
" . sk (MC C/ 4
Sk Yo I "/v_* T ATy .;.: 7 4 g/ {/ *kd [i{"?f‘:.-

N S
ot TR et Py T"‘f‘ R

o jf., > " s 2 k k_j) N el
Y d‘?-'*b}; “egr T ’z;"“’ Ot /(/ f,
ok, 1dY ok k1 d

fﬁ .QV y O{Ak fw"f) V X

(‘]t

x
t

L p2h L
A i ‘é”‘f/’ 7

B I o S I W MM A 2“YFoth PAY

v et P/“p( b/t El)

JZV*’/“ 95 L (Vi (B X dp)e e
- ,.,Ar ) 8(7 _ (’Wp)éﬁ fi é;{:w; e 1

"k

:i.

E e (111.7)

5’;6@ S 2,«/1%) Sk + v, < (111.5)
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relacije (1L,106)={10.20) & (I111.5)-(111.7) mada se
mogu napisati formule va zamenu diferenciranja:

ot L (57 de‘ "om 9t Tan ot CZU,/ at {7\&( c)f /

PO ris teaeci

ke
_1.< 2, ;8 2 . '
r;[é;} (Qh(paﬂ, é)kg/}' '}'Ckg‘}{( +“/‘-{40)J‘:( %,Q‘(%() 2 (111,8)

2 .S .2 us, 5 A, o 2E)_
X Z (0’/@ ol +O’3'."< 9" Q&x Sx)
Kom

5\7}‘; § (tu),@ "Géagyk ’LE@&) (111.9)

ReSenje Za temperaturu se traZi u obliku (3, 20)

Tong =T @%vz: Ol g 1Yo oo ¥ pferdf ’%j/ 3”}/0‘//@/ A

Posredstvom {(1l1.24)-(11.28) 1 (3.20): Fnergijska jednaéina

(L.34): | A
ol , oI, .ol A 3"7‘ M 2 6B, )
5t Tox 5y Th o "5 (. ) o

se oédigledno rastavija na dve jedngine- od kojih j
a drugn gl asi :

¢ jedna inde-

ntié¢na sa jednacdinom temperaturskog probl ema,

od aF A 9}*{% Y ooy _4_2 ?'U e
- *J (Vlt‘ \/L)x ) J; 'a}z =) X C;\.P*? 9;22 (111.30)

, o 2
kada se u jednadini (11I1.l0) zameni (I1,23): ”2 - A'7é

doblija se:

,’y .ar

l.

X &}5 c)f
F\m (y;; Hg i ii’,PMM?D?/ &7

'LYX_H,VFC)K“}”{/YQ 9% DX -

o ’
X ak oy c)/:” oF 28 .~ . (111,11
AR = YX5 | 977/ YKV S5 on X O

a nosle zamene diferanciranja prema forymulama (11,21 ),(11,.22) 1



~115=-

(
.b » i ; ¢ -
()Il( (‘ 1Ho pod
PN l )
. ‘ i ’

VNN
SLX , IX
r Zp Q7f [\
+ X Q__éﬁ -?/o -d%’ Zp (QV /)F 14
% 5y ?/_(6%;75‘ +Ge; O% :
w5, LA 55, ) (ﬁf‘fﬁ)"’
2p _ Q.’a’. -
kc)/bk kfa)k f(ﬂ '''''' ; .
i h()‘gg > ~ (111.12)

(‘—“- P
/ K L’ o
- 2Ex ):;0 -
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. " A
P-111.53, lzvodenje izraza =za parametreul iC

1
(3.24), (3.32

Prema (3.29) toplotni fluks na povriini tela je zadat funkeci
. Jjom: )

(——H ?"(’é’ K) = \[w ¢) \\ (x) 7 C'7 {“ 2

a na osnovu .relacije (3.29) 1

~

(3.17) Dmizilaz (3,30 ) :

Keo-1 Jr cﬂ
Xeo= 1 y \?/(tjz‘\ﬁ;‘i.ﬁ?:(irf 2{3

‘Na osnovu (3.16) za k = 1 se dobija:

3

»

)
Jy =

> .7/o ; | . (111.13)
/
651:%ﬁ2\/§§"ja°”“<’

i’arametarcp Se dalje m’o;z’e napisati:

C,z‘ z
aod ranije je poznata relacija (2.4):

C{;:’J _ﬁ‘ # *(ZDZ_
= o FF et G )=, 'gﬁd‘;

oy
¥ CS C(.,Xo v =~ __ ¥ Oﬁ'

~Zamenjujudi u (L1T1.1%) o:lg,o»dra,juce vrednosti funkcija z |

R, -za nepro vo dan 1’1u1d-(11. 7),( .18),

dobijaju se i?raﬂ(’i 31)
i ( 32 :
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el .
- neprovodan fluid ( N = n,(/(.l :ﬁl :51

P Eo*d"/'e‘?q /’7/@7@ l@c =
o,Cj') (7\- :7\‘ ].. ;

- provodan fluiad ( N # 0,4 —_-El = 0)

Z/b %—?/Q/(? (7 *e 5N{)

2
A7
(3.31)

Qw@ +O(1E’7°,+/?J P’/‘b“y? /-%A (7..:/@‘%/(7&{,*),(_%)”

R _ > < W ,
Jz,: f—ﬁ%@a , 5 (/[,—‘E)“gN )*%/Q—'g/\/t (3.32)
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P-111,4, Izvodtenje izraza zg4"sopstvenu” temperaturu (3,77),

(7. 34)

ol azedl od refenja za temperaturu (3,20 ):

i 4+ {\_)_L ’¥’ (‘ A )4 Q{}t‘ [:f 4 | M Ly A )
[ ?\N_, . 1’? ’ﬂ\‘f ,/.,'.;“y;v" /"‘r. / e ?‘) A A K, L_}? ‘4‘1‘_',.? ;‘;,’//.A).y/ (}],6/7,4 674 .

1 relazije (2.29), (3.29):

U(M*‘-‘;Qhusmw y(fx/"C’,Zf 5 | .
. . ” 4 Cp . " R ’ -
wpo 1 vrednosti (11.647) 1 (XX1,.657) za A dobijaju se sledeci

farazi %a izrafunavanje "sopstvene" temperature ( T, T ’l‘(_;Z_O)):
(7=

- za neprovodan fiuid ( N = o )

x
) Wfoo 31N 5" o
To- Too = D220 7
¢ o K (et 1, P S o

— 0 dnho sho :

‘ - ~ - o , el ¥ 3 5% *ﬁ* . L d
Rl o g Ji @, A8 ooyl g f

/2
(e L/'/:: e
b (3.373)
3 }
sae yor 1, . 8L
V&
- za provo-ign finid ( N # o ) . g

1o o g G : SN U :
7 7 o “r e Y P >)/ P },1 Pl o .é_'(: ..\./.0.? Cjﬁ _.E.__. . F— 5 -4 ﬂfl—
O I N T
il v . A~ : ’
* Lf’ (O, 5 X,, o, (‘fr’ 74)

o duo sno

T€ 70'0 . Z)Y (

e A H? /f/ﬁ 20 (o ‘*7’ /é'l@o(”)*a /5700 (} m“ N

\(/ )/,/L,x’l
‘; v:—_“.,» .,,,..v-‘____;;___,;__t,* ‘** ** . / ( )

£5 ~" A NEY 41

N f i,’\‘* (7‘ 'ﬁ:" A /) ke:’\/fg) ¥/ , F; 7; :(J} + 3 L (O) ¢+ d’f 7‘4,{ ) =

s . (,, Y )

6) 1(3.57) za bendimenziske profile t emperatnra

5 amo 0'7/ A-0. Naravno, vrednosti

¢

Obrascy (7.4

1evede e g indentidéan naéin,

’2’_5_&129. i 2818 V(Jm,ﬂ ¥ HER)



param etarao&l s ﬂ'l ,Y 1 ,d 1 ’.El -~ odreduju se podsredstvom odgova-
rajuéih obrazaca za neprovodan 111 provodan fluid.
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P-11k.5. lzvodenje univerzalnih jednatina (3.39)1(3.41);
T = const, ’
w N

Hesenje za temperaturu u ovem sludajw se trai u obliku (3. 38):

;(z

] 2
Tty =Toot ;{(Wm//&/m R)# (To ~Too) //(;/ga Phef ¥ f B

Posredstvom rel acija (11.‘31)~(11.27) 1(3.’58), pojedini &1 ano vi
energijske jednabine (1,34): ' '

97 o7 _ 7 QT Y\ c)a R*. e
3¢ * 8X ﬁgy =5 ayf )+ (a )
mogu Se Napisati u obliku
or" ZIZIZV"%* Ve oF 2 L2 (/aJé
St &0 ‘,9” 2% 97 o L
U Too 9;7{” | (111.15)
917? (2"1/” 7' &
kZ

PR .y Q%R ° X
P A= oy c/c A ( 0’“* 5“9/’* %3‘)

: N 97?* _ 1 7 < & 9}? : 97(
- CM’““L’O} /) 77(5-’-2- f—(fw/"TcQ’}'; VZJ (0‘90’ , 5#’99 +C*’C)y )
= e e
dT Q_-QQ‘ V Ve QH e T Q_Z’;T{,_
e ](’ Py + (7w '7')9x -

. o_etw e qtvE o1 & 9,}7 ~ oF o
A letagdy e

+ (/\X/ wQV,?Z (@¢Q/6e C9a4 )

., ‘) o L oy -
?j[—“f@“/ é g}jf +(’/’xi/*/30) /41( 801(’ (111.17)
vd 9 dr O g5 7 . e

AZ 97" | (1171.18).

e
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Ka«:m So | 1,3%‘3)8(111.”)8)-zamene-u‘ ettergl jsku e‘dr\aéinu{]." } |

obt

2,0 ;Q P ;4_ * >
N / 7’/ c"/a*‘ )( e " OCg _,,,,,/ o

P o I ‘f"
(2% i*z,’.’f‘fﬂ» = f*’z(/ OF < A’Z (/ Y
e SRV )Rl e G, 2 g o2
7 DRVBIs, M+ E J,Q z (oa A G ) ()
*w

ok 2V o % o o5 (- L) £ zﬁ"f -
f.,,, —i _ L,wJ @ )= s w /0}7

877’ C‘/,f/p aﬁz / (‘/(yr “"/6 /

E\%/__ e JJ (a‘?' 9(7(’ - T) IF © C)Zf
Z (CZ'(QX}: F?"'t a%)* a?/, 972 Z (@

r’/X/ Z) ¥ Cile) 9H
1 o_? 7 : _—
JP' V PItS C’)? e 972 L. (@ 9/5« "’dy )

{ QQVQ 9’1’7? 9.42"'*'\, GH IZV‘@}'
oo et coz,, Sre) (% *’) 2 67"

S , ?
. Jw/ :
1 4 U‘* nl - (111.19)
I o ia 8721

Jednadine (I11.19) se ofigledno rastavlja na dve tradene j ef;-
. -~ »
natine (3.39),(3.41) za odredivanje univerzalnih funkcija# i # .



P-L1X.6, 1zvo denj e i.&ra?a‘( 5) 1 ('3 56) za__ N /‘V ;., na povr—-_
$ind tela ' o

T2z izraza za temperaturu (3, ’Sb), vrednos ti Nuséeltnvo bmxa

na povriini tela se izrafunava prema obrascu: (A =] - 7""
B e, ] (55 o
Za: U.:_QV::O‘\/DO 5,,@—%—- : blce: ' .

: ﬁ-éo | dﬁf .
e [RESE (2E) (22 j

Kada s¢ uvede E.kerbov broj 1 usvoji brojna. vrednost
C'—-—
Z: (%{AT)D

dgobija se: , .
A | |
Nu= EJ; 54 Fe: ein® ( )?_ +(9’Z )’Z’O} (111.20)

Koristeli od ranije poznate izraze za ):
~7za neprovodan fiuid (i1,78) i provodan fluia (I1. 80), dobijaju

se traZeni izrazi (3.53), (3.56) za Y /‘«



o~ } R

<L

P-111.7. 1zvodenje uniwarza]ne jednadéine ('5 63) .

— proizvoijna, zadata tcemperatura na povrsini tela-. Cons

Iz izraza (3.59) za beskonatne skupove parametara oblika
Ay E AUy
€ <L
D= 17T 2k

Zn s ‘
H
v o(é | k=1, 2,3, 4

& ALY 2 B o gt
| . e
do bi j aju se slededie relacije: (r]{ = 2R)
A . Kt v
ST AN TR IC a T IEIN TN
S g e F g e e G E A3 |
N P che | '
- \pr L+ ,2’* Aderr+ -i‘f’ Xfc/o% | (111.21)
;(1?) ‘%’ ''''' ( Alq + zkE k 4_ \%-d 1 g ; s e e s va = s
%« €« 1 Q((f ¢ (ffwdqj ” -/
57 kfﬁr AR T c(}z ng—fﬁ % o E {z/o _%
”‘%_}5‘ S+ i,ik'v’uk / .5} | (111.22)
SWN= 2 =Mk ; |
_ Fpi e K 2EE) fe= T
o MK r!r/év \/ c(%y/ \,/ Vv }{%} V{” J

o=t (5 T T e /“‘5)”"‘“

_p B ey N LD s, 2 Y e
é -< 2} i )&( ;{/" /> L} ( 1 ) _,[ fe ‘Z 7) oL " D#D .Q\/@
Bor Aovs 4‘4{} b Rat

= (4 ?/7“ 1/1 Ut’* * /jﬂ*wr = Mf’c _— (111.23)




CKoristell relacije (11,16)8(1T.20) 1 (111,21 )=(44:4.27) jobljaju

Se formule za zamenu Jdiferenciranja:

——

< ( r((w( o )% 29 ;dé Za Af\@ f__») ¢ ; Ay
Z S0 g T ;

T H oM ot *g»j\,;‘ 0f "o ol T
S 0, 2 h, 2 -
3 (W ao * Pt )g«z Hleg 7 t e )/m ), 2w
=A
< .,E(_____ e, B Ve 7 C),/U{») .
¥ £ 9Pk Hx O¥e O P D x
-1 E (S 2= +( 2. 1 M, 2., (111.25)
RVE 4= S gm T 9 5 1T S )

ReSenja za temperaturu se trazi u obliku (3,62)

| ¢ 2 . 0 , * o 7 v_
Tavogi= Tt 10 S qicsfintfg o gt Hlgfadfoigfrogonf )

Posredstvom relacija (11.211) (if.28) 1 (3.62) energijska jedna-—
“&ina (1.34): ) ’

@l T oT _ X 2° T A 8’“ e - (/)Z
&t udx vad fcp dJ JO(‘;” ) {

se rastavlja na dve jednatine, od koijih je jednadina za odredi-

vanje funkcije indenti¢na sa j cdnadinom (3.39), a jednadina
Zza odredi vdnj e funkcije A g1 asi: : -
o 3‘3%# S oF JTTF
§ 0,028 9% \py 3l Hyel x,( L e
LPLI RES-rR TR TS N)’Z(FZ 'S
¥ e ? - .
"""(\/'a#'*-f\/ Ey oyl LS. e Ere A (111.26)
4 P T, Qni’ [/\,) |

/ . ;
: . A = E“
Kada se u jednadinu (,LII.L’G) zament (I1,23): 5F _; 7Z ,
i izvrEi zamena difercnciranja prema formulama (IL.21), (11.22) ,
(I1T.24), (I11.25) - %onadno se dobija jednalina (%3.6%):
IR Y g" i 3{ ik :&.?»a e
| u;/ /£ wux *aak



A
K4 e e 2* . m.» _— f
AL Ay o Ty 9T S e OH 97
V- 2/ = A Sy é@“ fda‘ /7 Q,L/e/
2 9\*"* il w.n..,v "?’ 9:;?* s
T (an 85 + by 2K, p 2 oK L~ LT e
E/T”( ffaxk 6}65‘/&} Ckay£+[kg)M+WZtaﬂ& o | (111.2?)



TSN U O N SO lzvodenje i2raza zua purametre ,/\-..1 1/#( 1 (i‘_* 5};(3-/‘*/
Prema (5.58) temperatura na povriini tela je zadata funkcijom

eblika:

Tw (€ x) Too = Vi1 V= o, 4

-.. klp\;ﬁ):’clf t :) ‘(/’L,J(/ﬁ};::]‘

~

Iz obrasca =za tenme'ratnru@ hlika j"k{,’f‘/k’ (3.59) za k = 1, dobi-

. f .
Jaju se izrazi =za parame‘tre]b_l 1/,//] :

P . e RPN omy -
U e . S R R VARve T 'fgw T O (I 1I » 28 ) .

L ¥ . * N
Koristeti izraze (11.72), (11.73) za funkciju z,~ parametar .
oblika X se izrafunava iz obrasca: ' ' :
. .
~ za neprovodan fluid ( N = o) v
4 | (111.29) -

' N z 4 ko »
A, - 5 (1-.0 a-“‘{")w_: “‘“7’?"’:“ (7..@”':5:‘-%.). .(111.30) |

=
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Hy |
P~111.9. Izvodenje izraza za ——= ; (3
. , £ yrt ’
povrsini tela

iz iLzraza (3.02) ti., refenje za tunpf- raturu:

‘ PEr . g ’2 . * P P g, - N\ . '7 » . # » -y Y
(4= Teot Lo o (b, 28, P (oo 7o) (0,208, . 2
4 . ‘, P E ¢

i relacija (2.29), (3.58):

X .
(-«(‘ x) = 2 Voo 5IN :ES sl —Too Ca't

"

gradijent temperaturc na po vr%inj tela 1znosi:

UL]-‘; A 4\/oobm ?5 CekBt ( _521'_’,) ;/ (111.31
(I.},';/»u‘ cf;ﬁ v (972)’7 0 M oy ype S

Koristeél 1z (Il.04 "), (11.657) vrednosti za -x3 - dobijaju
se iz (I11.31) sledeée relacije: A
- za neprovodan fluld ( f\? = 0) prema (I1I.,647):

A ke

et =
g PRI . oo

N &Y ot ARV o’a/( ' )
rJ r \[Ee VOO o Y_f:’ .;;, __g_f'_ o (E.E_.M ._q__ ( = -
ET R rzer o {4 e 5y byt S e f

* i £ AW

\\/00 (/‘\ J I g Z .. 7 ;_‘_(_ /(2;;?5' ‘ (:‘;//t)(‘fb \t—{: C}/)Z(
elehe € H"Z—m‘” 2 oy Jy 2 VAR )» o}

¥ : "“4 ~Kf<4r

(&
2 X CL).‘_/_{ + I, =
k2 | Z SN = //r) ” ) Vo Df' a ;Z ) ?*ﬂ 1 -

odakl e se ()(‘ip’l edno dobija (1.75):

Wk i
e B A Jolr A, /(4(u“7/ .

oA , .
- Za provodan fiuid (( N # o ) prema (11,657} :
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T, ke oW s

Lo e e [",f o . ' 8 O’Ok ' “ -, ’(.“
L / P’«’D/TU A r ‘3/7_ ' L. 3 ‘%'D e

i konac¢no se dobija (3.76):

3(7 s L

MR > dH,

‘f“DQ é[«j(m((-? ’/;'4 r’/é} “”+ AX x?ﬂo(o/+9\/ Jfﬂ/u”]}

T sttt v

f) (Z(J

V"

;\}! ‘q* Z[;cé/n 7{ /,-, /?1(,0&:’)4“ a", ?(70()(0}_/"'/‘

oA

A*—.g

)
( c)l/ )”’L’OK
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