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Osnovni pojam klasidéne teorije retrakata je pojam ret -
rakta. Taj pojam Jje Jjos 1931.godine definisao &k . BORSUK,
Usnove klasiclne teorije retrakata BORSUK Jje izloZio u svo -
joj knjizi /1/.

Postoji niz pojmova srodnih pojmu retrakta, To su , na
prvom mestu , pojmovi homoloskih apsclutnih retrakata (AER) i
homolofkih apsolutnih okolinskih retrakata (ANHR) koje je uveo

S . LEFSCHETZ uw  /18/ . Ti pojmovi su nasli primenu u teoriji

nepokretnih taéaka; Homotvopske aﬁsolutne retrakte i homotopske
apsolutne okolinske retrakte je proudavao F,. BARTHOMAY u /8/.

Pojmove G - AR - prostora i G - ANR - prostora defini -
sao je i proudavao S . PALAIS u /22/. Rad /22/ sadr?i teo -

riju G - prostora., Tu se pod G - prostorom podrazumeva pot -
pun regularan prostor X na kojem deluje kompaktna LIE gru-
pa G homeomorfizama prostora X na sebe.

Teorija ekstenzora je sistematski izloZena u knjizi /14/.
Knjige /1/ 1 /14%/ su jedine koje su posveéene klasidnoj te-
oriji retrakata. One se jako dobro nadopunjavaju.

NeSto drukdiji , vise geometrijski karakter ima poopstenje
pojma retrakcije koje je dao H. NOGUCHI wu /21/. Za razliku
od drugih radova , gdje se pojmovi teorije retrakata prenose
na slucajeve Sirih klasa prostora , u radu /21/ objekton po-
opstenja sluZi sam pojam retrakcije. Tu se definise pojam § -

r

retrakcije., Fodskup A metrilkog prostora X naziva se § -
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retraktom od X , ake za svako ¢ = o postoji preslikavanje
T 1 L e A

takvo da je  d(x,r(x)) < § =2za svako x iz skupa A. Taj po-
jam , na prirodan nac¢in , dovodi do pojmova aproksimativmih

AR - prostora (% - AR) 1 aproksimativnih AFR - prostora
(£ - ANR ),

Druga , najnovija poopstenja retrakcija i retrakata raz-
matrali su V . KLEE i A ., YANDL u /26/.

Borsuk je zacetnik i neklasicéne teorije retrakata,koja se
ubrzano razvija poslednjih nekoliko godina. On je definisao po
Jjam fundamentalnog niza medju kompaktima

Hilbertovog kuba Q“f( /2/ 1 /6/ ). Taj pojam je poopsStenje
pojna neprekidnog preslikavanja i predstavlija temeljini pojam ,
kako teorije o b 1 1 k a , tako i teorije retrakata novijeg

vremena, Pomoéu fundamentalnog niza su definisani : fundamen -
talna retrakcija (/3) , FAR - prostori i TIANR - prostori
(/3/ 1 /5/ ).

Retrakte u teoriji oblika proudio je S . MARDESIC u /19/.

Nadovezujuéi se na rad /27/ , u ovom radu uvodimo joS
jedan‘pojam srodan pojmu.retrakta, To Jje pojam p o o p 8 t e-
n og retrakta 11li s a z e t k¥ a nekog prostora: Neprazan
podskup A prostora X nazivamo p o o p § t e n i retrakt
ili s aZetak od X, ako za svaku okolinu V od A u
X postoji preslikavanje (saZimanje) r : X —> V tako da je
r/ A = 1. Mi éemo umesto ,poopdteni retrakt' govoriti .safetak”
Jjer basg ta red¢ jako dobro odraZava sudtinu tog pojma.

Primetiée se da pojam sazetka , na neki naéin , stoji na
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prelazyu iz klasiéne u neklasicénu teoriju retrakata.

Csim pojma saZetka uvesiemo pojmove : ckolinskog saZetka,
apsolutnog saZetka u klasi /4, metridkih prostora ( AS(M))
apsolutnog okclinskog saZetka u . (a8 H) ), okolinskog svoj—
stva fiksne tacke i pojam skore kontraktibilnosti.

Znacajno mesto u ovom radu zauzimaju relacije p - domina-
cije ( % ) 1 p - ekvivalencije ( 5 ). Te relacije su stvarna
poopstenja Borsukovih relacija r - dominacije 1 r - ekviva-
lencije. Na kraju , evec kratkog sadrzaja rada po paragrafima.

U 21 Je definisan veé istaknuti pojam sazZetka. Naveden
je primer koji potvrdjuje da je s a Z2 e t a k stvarno poop-
ftenje pojma retrakta (Primer 1.1). Dokazujc se da su sazZeci
Hausdorffovog prostora zatvoreni , dok su saZeci povezanih nor-
malnih prostora povezani. Fostavlja se problem konstrukcije Ha-
uédorffovog povezanog prostora koJji ima bar jedan nepovezan sa-
zetak. Fotom je dokazano da je prebrojiv Dekartov proizvod kom-
paktnih saZetaka faktor prostora sazetak Uekartovog proizvo-
da tih prostora. Na kraju je definisan pojam okolinskog svo] -
stva fiksne tacke: KaZemo da zatvoren neprazan podskup A pro-
stora X ima okolinsko svejstvo fiksne tacke , ako za svaku o-
kolinu U od A u X évako preslikavanje f : U -—=» A 1ima
fiksnu tadku. Dokazuje se da sazeci prostora sa svojstvom fik-
sne talke imaju okolinske svojstvo fiksne tadke. Jednim prime-
rom (Primer 1.4) je pokazano da Je pojam okolinskog svojstva = .
fiksne tadke korektno poopsStenje pojma svojstva fiksne tacke.

Drugi paragraf je posvedéen sazecima zatvorenih podskupo-
va AR(M) - prostora. Dokazano je da je sa¥etak topolodki po-

Jjam za klasu ARCﬂL) . Inace , sazeci AR - prostora dopu-
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taju potpunu karakterizaciju : Zatvoren podskup A prostora
1 e sRUJW) je sabetak od X , ako i samo ako je A Kontbrak-
tibilan u svako]j od svojih okolina u X . Pomoéu toga je doka-
zano podudaranje klase kompaktnih sazetaka prostora XeiﬁRCﬂ&)
gsa klasom Borsukovih fundamentalnih retrakata od X .

Sa¥eci AR(M) - prostore se prema adiciji odnose jedna-—
ko kao 1 FAR - prostori. Naime , dokazano je da ako su 4, ,
As i A0 Az sazecl prostora X € AR(J%) , onda je i Aﬂj
U4, sazetak od X , Nadalje , ako su AU A 1 40 A,
safeci od X , onda su A; 1 A, sazeci od X.

Apsolutnim sazecima u klasi metrickih prostora posveéen
je §3%. Prostor X nazivamo apsolutni safetak u klasi<ﬂL i

igemo X & Ab(ﬂL ako za svaki homeomorfizanm
9
h: ¥ —=h(X)T ¥

na zatvoren podskup prostora Yetﬂ&, , skup h(X) Jjeste saZe-
tak od Y. Potom su definisane relacije p ~ dominacije i p -
ekvivalencije. Za dva prcstora X 1 ¥ simbol X4% Y zna-
¢i da je Y Thomeomorfan nekom -sazetku od X, Relacija p-
dominacije Jje refleksivna i ranzitivna, Himbol X = I zna-
¢i da je X %‘Y i Y %=X . Dokazano je da je p - jednakost
relacija ekvivalencije u skupu J . Ta relacija indukuje po-
delu skupa L@L na p - tipove . Ta podela je grublja od pode-
le na r - tipove. Klasa AS(JW) - prostora se dade dobro oka-
rakterisati: Da bi X< JU bio AS(IW) - prostor potrebno je i
dovoljno postojanje konveksnog skupa Q u lokalno konveksnom
linearnom prostoru tako da Q;% £ .

Pod skoro kontraktibilnim prostorom se¢ podrazumeva pros-

tor Xe W ¥iji je XURATOVSKI - WOIDYSLAWSKI smedtaj (KW -
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smedtaj ) h(X) kontraktibilan u svakoj od svcejih okolina am-

uje se da se klagsa svih skoro kon -

L%

O

bijentnog procstora. Frims
traktibilnih prostora ( 8C - prostera ) podudara sa klasom -
ASQﬂL} - prostora . Nadalje , sazeci , r - slike , pa 1 ret-
rakti ASWW) - prostora ostaju u klasi AS(I) , dok iz Xe&
e as) i X;% Y  sledi Ye AS(MW). Zanimljivo je i to
da se presek familija AS(JW) i ANR(W) podudara sa famili-

O
.

jom AR . Na kraju ovog paragrafa je dokazanc da je X = | X,
| n=1

as ) - prostor , ake i samo ako svi X, € AS(W) .

U & 4 su definisani okolinski saZeci i apsolutni
okolinski saZeci u klasi JU ( ANs(JW) - prostori ) : Neka su
A 1 B zatvoreni podskupovi prostora X 1 necka je AC B,
Skup A nazivamo okolinskl sazetak od B , ako postoji okolina
W od A u X takva da za svaku ockolinu V od A u X posto-
ji preslikavanje

r: BN W -—V

takc da je v / A =1, Ako je B = X , onda A nazivamo oko-
lingkim sazetkom prostora X. Dokazuje se da ako je A okelin-
ski sa¥etak od BT Xe€ ANRUW) , a h : B —=B’ homeomorfi -
zam na zatvoren podskup B'C Y € ANR(IW) , onda je A" = h(A).
okolinski saZetak od B’. Pojam apsolutnog okolinskog saZetka u
klasiJU (eNs(UW) ) definisan je analogno kao i pojam AS(SW)-
prostora. Razlika Je samc u tome 8to se skupu h(X) nameée bla-

zi zahtev da on bude okolinski safetak ambijentnog prostora.

Klas® ANS(JW) , takodje , mozZze biti potpuno okarakte-

risana ovako: Da bi xe JU vio Ns(W) - prostor , potrebno
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je i dovoljno da on bude p - slika otvorenog podskupa konvek-
“gnog skupa 1z lckalno konveksnecg linearnog prostora. Dalje Je
dokazano da se klesa kompaktnih ATS()Y - prostora (oznadena

gimbolom ANS ) podudara se kXlasom svih p - slika prizama Hil-

pertovog kuba Q7 (Y je p - slika od X , ako X = Y ), dok

WV

a sa kla-

p]

ge klasa konadénodimenzionalnih ANS -~ prostora poduda
som p - slika geometrijskih poliedara, Utvrdjeno je Jod i to
da se klasa konacénodimenzionalnih AS -~ prostora podudara sa

klasom p - slika geometrijskih simpleks:a.

Problem adicije ANSQﬂL) - prostora ostaje otvoren , dok

1 x e awsU)
=1 4

onda svi X E ANS(JMJ , a skoro svi Xn su ASWUW)- prosto-

R

za direktno mnoZenje stoji: Ako Jje X =

ri, Nadalje , ako svi anz ANS , a skoro svi XHE}AS , onda

X & ANS . Ta kraju Je dokazano da ako Je -%Xng R XD}E ANR ta-

s

s
OS]

-
A

v niz da je Z,,, Tetrakt od X (n=1,2,... ) , conda Je

o2
n }%IE;ANS . K20 otvoren problem ostaje pitanje nodudaranja

S
il
=

ANS i FANR
Elementarna zapazanja u vezl sa gazecima i okolinskim ; .
sazecima FBuklidovih prostora istaknuta su u §5. Tu je utvr-
-
djeno da komlementi nepraznih otvorenih ogranicenih podskupova
T ﬂ . . W K +, d
prostora E ne mogu biti sazecl od Bl , dok su komplementi

. v el e i} 3
kompaktnih sa¥etaka prostora £ ( n>1 ) povezani.Yalje se

dokazuje da ako je A kompnktan okolinski saZetak od En, on-

da slkup B~ A ima najvige konaéno mnogo komponenata., Zanim-
o | : Lo 2

1jivo je da se klasa kompaktnih sazetaka prostora ET podudara

sa klasom kontinuuma koji ne razdvajaju taj prostor.
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Medjutim 4 primerom Jje pokazano da se klasa kompakata iz

EC , ¢iji komplementi imaju konalno mnogo komponenata , ne podu

dara sa klascm ckolinskih sazetaka od 7, Prva od tih klasa

gira Jje od druge.

Pri izradi ove disertacije mnogo su nmi pomogli voditel]

<2

Dr KUREPA DJIJURO i Dr MARJAROVIC MILOSAV , profescori Prirod-

no - mdtematic&og Takulteta u BEOCGRADU. Zato sam im mnogo zah-~

valan,




§ 1. SAZECI HAUSDORFFOVIH PROSTORA

U ovom paragrafuw Ze biti definisan pojam saZetka Hausdor-
ffovog prostora. Fotom ée biti istaknuba osncovna zapazanja u ve-
zi ga saZecima tih prostora. Uveséemo pojam okolinslkog svojstva

fiksne tacke 1 dokazati da saZeci prostora sa svojstvom fiksne

tadke imaju okolinsko svojstve fiksne tadke.

G

Napcminjemo da éemo pod prostorcem podragunevati Hausdor-
ffov prostor , dck éemo pod preslikavanjem podrazumevati nepre-—

kidrno preslikavanje.

DEPINICLIJIA 1.1, Za . neprazan podskup A progtora £ kafemo da
Je saZetak od X , ako za svaku okolinu V od A
u X postoji preslikavanje v : X ——= V takc

da je T / A = 1.

Odmah zapaZanmo da Jje svaki retrakt prostora X ujedno 1
sazetak cd X,
Da je klasa saZetaka prostora , u opstem sludaju , Sira

od klase retrakata tog Pros tora , pokazuje nam sledeli

PRIMEE 1l.1. Neka je A ,8efalj" u Fuklidovom prostoru E (sl.l).

”Ceéalj“ A nije lokalno povezan skup. Prema tome ,
v o 2 . . 2
A ne moze hiti retrakt od LT , Jer je L lokal~
no povezan prostor , a lokalna povezanost je topolosko svojs-

tvo koje se sa prostora prenosi na njihove retrakte,



Slika 1.

Uverimo se gada da je A sazetvak od L7, ileka je V oko-

lina od A u E2. Postojli dvodimenzionalni disk (éelija) DC

-~y

C E- tokav da Jje

AcCc bC Vv,
Fogfto D& AR, inkluzija i : A ——= D dopusta neprekidno pro-
Sirenje
2 I

T 1 BT = D,

Jasno Jje da Jje r(Eg) v i da je =»/A=1. Odatle , po Defi-

r

N

niciji 1.1 , sledi da je A saZetak prostora E-,
Poznato Je da su retrakti Hausdorffovih prostora zatvore-

ni u tim prostorima.DokaZime sada da vredi sledecda

TEOREMA l.1l. SaZeci HHausdorffovih prostora su zatvoreni
podskupovi tih prostora,
De kasz ., Neka je A saZetak prostora X. Posmatrajmo fami-

- e ., . . - , . .
liju 47 svih preslikavanja f : X .- X sa svojstvom da je
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£/ = » tJs posmatrajmo skup
I It | _
5’ = -{? C ! f . A el A 9 j/"’\.\:l ‘;r‘ .
L

o a . S i N o .
Nadalle o posmatrajmo familiju ’i'fl- N iéif- svih podsku~
s

J
pova progsvora X  definiganih kako sledi:

il

B xLz.‘.} I £(x) X T o

Ponuéu  Tecgreme 5 ( /16/ , st.11% ) zakljudujemo do su svi B

zatvorenl u X, Zbog toga Je i presek

zatvoren skup u X, DokaZimo sada istinitost Jednakosti

1
i
N
)
n
<
2
il
<
h
i
L
3
sl

Zaista , iz x & A sledi f£(x)

znacéi da x= B , tj. vredil inkluzija
(2) AC B,

-

> druge strane , 1z X q; A gledi pestojanje cokolin V od

()

A v X tako da x:¢ V, Kako je A saZetak od X , postodi

preslikavanje fvé.qF’ tako da je f (X) C V. Znadi da je

fv(x) + x pa vredi da x:¢ Be i x¢ B . Dakle , iz xé&A
v

sledi x& B , odakle , zbog (2) , sledi
(3) B C A .
Mada iz (2) 1 (3) sledi (1) , 8to je i trebalo dokazati.

POSLEDICA 1.1. Safeci kompaktnih (lokalno kompaktnih ) prosto-

ra su kompaktni ( lokalno kompaktni).



rrimedbdbal.l, Heka je h : i —= ¥ homeonorfigan koji
prestor X preslikova na prostor Y. Ako Jje A

sazetak od X , onda je n(L) saZetak od Y.

Poznato je da su neprekidne slike povezanih prostora po-
vezane, Zbog toga su retrakti povezanih prostora povezani. Ba-
da &emo se uveriti da su i sazZeci poveznnih normalnih prostora

povezani.

TEOREMAILZ2, Neka je X povezan normalan prostor,hiko

"

etak o X , onda Je A povezan,

B¢

je A sa

Do k az . Pretpostavimo da postoje dva neprazna zatvorena
digjunktna skupa Aq i A2 takva da Jje & = Al[J Ag. Tada bi,
zbog nermalnosti progtora X, postojale okoline Ul i U2 sku-

pova A, i A, takve da Je Ulﬂ,U? = C. Jasno Jje da je U =

=7

= Ull] U, okolina od A u X. Postojalo bl 1 preslikavanje
! ol -
r ¢ X —a T

tako da je /A =1, jer je A sa%etak prostora X po prebt-
postavei, Madalje , skup (L) Je povezan podskup svoje oko-

line U, Pomoéu Teoreme 1 (/17/ , st.l40) =zakljucujemc da bi

moralo biti ili (O 1 Uy =0 ili (X)) M U, = 0. Medjutim,

to nije istina , jer Je

r(Al) < Uy i (i) C U, .

~

P

Na tnj nadin je pretpostavke da Jje A nepovezan skup obore-

na, e R
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~

POSLEDICA 1.2, Kompaktni saZeci povezanih normalnih prostores

PROBLEM 1.1.

primedbD

=

Skup L nije
nosti lukovim
druga jJe A

ne razdvaja p

zakljuciti da

FROPOZICIJA 1

Dokaz,rf

takvo da Jje

ER 1.2. Fosmatrajmo podskup

-

su kontinuumi.Pafeci kontinuvuma su kontinuumi.

Posteii 1i povezan Hausdorffov nrostor keji sa-

drzi nepovezan sazetak?

a 1,2, sazeci lukovima povezanih prostora ne mo-
raju biti lukovima povezani. U to nas uve-
rava sledeli

i >0 i --12
Buklidove ravai =

ke
e

. I 1
A =~{(X,y)€.323 X>0 , y=81n%}Wngl,J .

lukovima povezan i ima dvije komponente poveza-—

a. rrva od tih komponenata Jje segmont [«1,ﬂ s

7-1,17 . Nadalje , skup 4 je kontinuum koji

)

-
[EN
Ea]

rostor . Ldatle , zbog Teoremc 5.4 , moZemo

~
- "

. ;. ~ . - - "y C
je A sozetak lukovima povezanog prostora v,

.1, Neka je A saZetak lukovima povezanog pros-—

tora X 1 neka je U bilo koja okolina od

>
jor
by

X. Tada svake dvije tadke a,b & 4 mo-

,
7

zemo povezati lukom koji leZzi u U,

oSto je A safetak od I , postuojli preslikavanje

r(x) =x , xe A. ladalje , iz lukovne poveza-



nosti prostora X sledi postojanje luka LT X kojl povezu-

je tadke a 1 b. Heka je »(L) slika luka L dobivrna pre-
slikavanjem r. Jasno je da posboii luk L'Cr(L) koji pove-

zuje tadku r(a) = a sa tadkom (b)) = b 1 da Jje L'CU.

Dobre je poznato da su refrakti kontraldttibilnih prostora
kontraktibilni. Medjutim , mazeci kontraktibilnih prostora ne
moraju biti kontrakitibilni., Pokazimc to sledeléim prinmerom:

n% tadaka Ay i

[

PRIMER 1.3, Fosmatrajmo nizove {a L

- ‘Ss -‘D
Al L

e
b, (n=1,2,... ) prostora £~ :

, 0) (n=1,2,... ).

S

a = ( %l" ’G> 5 b = (...

Stavimo a_=(0,1) i b = (0,-1). Noka su fa_,a ] i fbp,bé]

i
. Y s ) P . R
segmenti w17, Poznate je da skup

Slika 2.
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Medjutim , skup A& jeste sazetak od E7, jer Jje on kontinuum
1 - 2( . PN =
koji ne razdvaja ( v. Jeoremu 5. ).
ipak , saicecl kontraktib in prosvora imaju jedno karak-
feristidne svojstvo veoma bliske svojstvu kontrezktibilnosti.lo
nam kazuje
TEORBENAILS. SaZecl kontraktibilnih prostora su kontrak-

tibilni u svakoj od svojih okolina,

Dok asz . Heka je A sazetak kontraktibilnog prostora X,

To znadi da postoii homotopija

H: X x 1 ==X

N
H
i
T
[
@
o
~

takva da Jje
H(x,0) = x i
Neka je V proizveljno odabrana okelina od A u X, Posto
je A sazetak prostora ¥ , postojli sazimanje
r o X —>V

takve da je r(x) = x , x& 4., Sada smo u moguénesti da defi-

nisemo homotopiju H': A x I -—> V stavljajuéi

A (x,t) = H (x,t) , (x,t) & AxTI.

Fosts je H (x,0) = v 1 ,0) =r(x) =x ,xe€4 , a H{x1s=
=1 H(x,l) = r(x ) e V , vidimo dn homotopijs H’ povezuje in-

kluziju i : A ~=V ’“ga konstantnin preslikavanjen

, c(x) = r(x
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To znac¢i da je A kontraktibilan uv svakoj od svojih okolina u
prostoru’ X . Time je dokaz Teorene l.% zavrsen,

Za uporedjivanje saZetaka sa retraktima i okolinskim ret-

raktina nckog prostora , korisnom se pokazuje

ﬂ
PROPOZICIJA 1.2. Ako je JT familija okolinskih retrakata ,68,

y . (D ,
fanilija sazetaka i R familija retrakata

prostora X , onda je‘ge =ﬂf£ﬂ@§.

Do kaz . Neka Jje AE}UW@;_Tada postoje okolina U od A
u X 1 retrakcija

I‘,! LT heaue .A. P
Nadalje , postoji preslikavanje
r” X —a T

tako da je r7/A =1 ., Lako se uveravamo da je

”

r=1rr"7 i X —= A

retrakcija, Dakle , A € (K . Inkluzijaézf?jfriég je evident-

na i dokaz Propozicije 1.2 Je zavrsen.

~ Jd Pl . . o)

ofera %1 progstora I jeste ckolinski retrakt od E™,
- - L} o ~12 A . o -

Medjutim , ona nije sazetak od K-, To Je Jjasno , jer ako bi

sfera Sl bila sazetak od E2, ona bi , zbog Propozicije 1.2,

morala biti retrakt od Eg. Dobroc je poznatc da to nije isti-

na,

-

. RV - . e . -
Zapazimo jos i to da sazecl prostora £~ ne moraju biti
njegovi okolinski retrakti. Na primer , ,ceSalj" A iz Pri-

. v e - . . .
mera l.1 Jeste sazetak od E7, a nije njegov okolinski



retrakt . , zato sto je A lokalnoe nepovezan,

U odnosu saZetaka prostora prema profirivanju preslika-~

vanja znadajno mesto zauzima

TEORELMAILA, Neka je A saZetak metrilkeg prostora X.
Tada svako preslikavanje f : A —= Y u bi-
lo koji Y & ANR(M) ima neprekidno profi-

renje f : X -= Y ,
Dokaz. Skup A Je zatvoren u X , zbog Tecreme l.l. Iz
Yy e aNRUW) , zbog Teoreme 4.1 ( /1/ , st.98 ) , sledi da po-
stoje ckolina U od A u X 1 neprekidno prosirenje

f :U—-—%Y

G

. . Y . v . , .
preslikavanja f. Lako Jje A sazetak prostora X , postoji
preslikavanje r : X --= U tako da je /4 = 1. Za zavrse-

tak dokaza devoljne je staviti T = fo.

Uzevdi u obzir NUGUNDIISEVU teoremu ( /1/ , (9.1),st.9C)
lako se uveravamo da stoji
Primedbal3, Neka Y& IC" (n>0 ) . ike je A sa-
setak metrickog prostora X takav da je
dim(X — A) < n+1,

onda svako preslikavanje f : A -= ¥ ima

)

= RV i~ 37
e £ X -1,

neprekicdno prosirenj

[k

Pomoéu Leme{B.g}( /1/ , st.105 ) mo¥emo se uveriti da

stoji 1



o ime dba ll, tko Je ' zatvoren podskup m
prostora X , onda Jje skup
A=(E=x0)y (FxI)
sazetak prostora ¥ x I,

PROPOZICIJA 1.3, Svaki celularan podskup € n-din
nog metridkog prostora X Jjeste s
)] Xk a2z , Iz celularnosti slkupa C v X sledi
. T} . N . .. .
niza %Pi? (i=1,2,... ) topolodkih n-éelija Qi
4
stoji :
Yy DL int D.
(1) Dy, & 3int Dy,
m s
(2) (i D, = ¢ .
i=1
Neka je V proizvoljno odabrana okolina skupa C
J A J E
da postoji n - éelija Di takva da jc Di _ V.
0 O
€ AR wpostoji retrakcija
r : L > Dl o
O
Jagno je da preslikavanje 1 sazZima X u V  tako
r/C = 1. Zbog proizvoljnosti izbora okcline V od
dujemo da je C saZetak prostora X.
; 3 B b \'\2
Frimed®bal.5 ovako stablo prostora &7, 1
NCEE .
celularnc u £7, jeste sazetak od

0
Hausdorffovih prostora govori nam

Dekartovom prebrojivom proizvodu kompalt

etridkog

enzional--

]

bl i o~ N
azetak od X,

postojanje

takvih da

'

u fie o
Posts D,
T 1

0

[}

da

(@

nl
4

nih sazeta-



TR C R L MA LS, Neka su A (n=1,2,... ) kompaktni saZeci

prostoera X, da je JYekartov proizvod
oz n )
A = E ; Aﬂ kompaktan saZetak Yekartovog
n=1 - ‘?°
. proizvoda L= ?_] X, e

n=1
Do kaosz . 2kup A Je kompaktan , zbog poznate Teoreme TINO-
NOVA . Neka Jje U Dbile kake odabrana okolina od A uw X Ta-

da postoje okoline U, od & u X, (n=1,2,...) tako da je

Nadalje , posto su svi An gsazeci od X _ , pastcecje preslika-

vanja

r_ - .z{n "““‘B’U

}.,
)
[
bt

takva da je = /A =1 (n=1,2,...)., U moguénosti smo da defi-
R
nigemo preslikavanje

. N

r : X ——= U
formulom
r(kl9xg,o..) = (rl(xl) <(X2>,... ).

Iz (Xqs%5ye e ) & A sledi T(Xq 4 Xgy e ) = (Xl,Xg,...>,
a to pokazuje da je /4 = 1, ¥rrema tore , skup A Je saZe-

i

tak prostora £, “to je 1 trebale doRkozati.

O davno je poznate da se svojstve fiksne talke prostora
Prencesi na retrakte tog prestora.U nastojanju da ge odgovori
na pitanje da 1li se svojstve fiksne tadke progstora prencsi na

njegove safetke , doilo se¢ dopojna o koW1l inskog
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‘ £5 0 + 98l ] o am s Bute i S n definicijom
SVOJ'SJGVE’{ Faksne Tacke, "Lr_ka Pogan VVOCLAC S.LG 20 ;O OXATILC JOMm,

D PINICITA 1.2. liekn je T zatveren neprazan podskup prostora
K. hotemo da ¥ ima ckolinsko svujstvo fiksne
tadke , ako za svaku <kolinu o od I

U = F  ima fiksnu

L]
.e

svako preslikavang b

talku.

TEORDSMA LG, Heka je A saietak prostora A. Ako X ima
svojstve Tilksne tadke , onda A  iuma okolin-

ako gvoistve fiksne tacke.

o

o k a NMeka je U proilzvoljno odabrana okolina od A u

]
L]
@]
s
"

X 1 ncka je

4’
C!
{

bilo koje vreslikavanje.Podto je A safebak prostora X, pe-

stoji preslikavanje

tako da je =

~
>

N
It
]
b
M

Ao, Tadn preslikavanje

ima fiksnu tadku 1 vreds jednakosti:

e XO) = T r(xo> = XO .

Kake x e A, onda je r(x ) = x pa imamo da Je

Prema tone , Preglikavanje f ima fiksnu tacku, odakle, po

Yefiniciji 1.2 , sledi da A ima ckolinsko svojstvo fiksne
tacke,



gayecl  Hilbertovog kuba O imaju okolinsko svojstvo

fiksnc tacke., MNa primer |, up A iz Primera 1.% ima okolin-
gko gvojstve filksne tadize , jér je on gadetak kvadrata

£~ bt | -

hoixwls ;

(31901 %1850 00)
koji imu SV »jetve filksne tadke.,
mnC R B IA 1.7. Noka je B okelinsgki rebtrakt prostora X,

Da bi ¥ oimaoc svojstve filsne tadke, po-

trebno je i devoljno da on ima okolinsko

svojstve fiksne tacke.
Do k¥ az . Najpre pretpostavime da F ima svojstvo fiksne
tadke. MHeka je U Dilo kake odabrana okolina skupa F u X
i neka je £ bilo koje preslikavanje. Tada restrikeija

£f/7 ¢ ¥ —= F
ima fiksnu tacku po pretpostavei. Ako Je X, ta fiksna tac-
ka , onda je x e I i vredi jednakost

f(x =X_ .
( o> o

Dakle , f dma fiksnu tadku pa 1 imo okolinsko svojstvo
fiksne tacdke.

Pretpostavimo sada da F ima okolinsko svojstvo fiksne
tacke, Podto je F okolinski retrakt prostora X , postoje
ckolina U od ¥ u X i retrakecija

r : U -=F,
Neka je £ : F —= F proizvoljnim nacé¢inom izabrano preslika-
vanje, Tada preslikavanje
c=fr : U -—>F
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ima fiksnu tadku = P po pretpostavei. Fo'to je r» retrak-

A

cija , iz X & I sledi da je r(xo) = X . Prema tome , ima

(W

mo da

o]
N
ke
Nt
il
H)
-
N
i%
N
]
Hy
N
&
-’
1"
"

o) ’ o) o o)
Znadi , preslikavanje £ ¢ F - IF ima fiksnu tacku. Zbog to-

ga F ima svojstve fiksne tacke,

Primeaedbda l.b, sko zatvoren podskup F  ima svojstve

fiksne tadke onda ¥ ima okolinsko svoj-

Primedbal.7 Yojam okolinskog svojstva fiksne tacke
je stvarno poopsdtenje pojma svojstva fiksne

tacke., U to nasg uverava
PRIMER 1.4, fosmatrajmo kruznicu

)
¥ o= {F(K,y,z)ts Ere v+ y =1, z=oj

2z . . < - .
prostora B7., deka B oznadava spiralu koja je namotana na
kruzricu X , lefi u ravni te kruinice i polazi iz tacke
(2,0,0).

aab azimo konus

C(A,a) = L)ﬁ La,xj

~

nad skupom A=XU5 sa vrhom u talki a = (0,0,1). Po -
znato je da konus C(1,a) nema svojstva fiksne tacke. Cn Je

kompaktan i u sebi kontraktibilan, Odatle , zbog Teoreme 2.3,



7,
. s ~ I
sledi da je C(A,a) sa¥etak prostora B7.

ji kugla C(A,a) safebak,

dovih prostora imaju fiksne tacle

zakljucujemo da

tacke,

Folto kugle

ima okolin:

Jasno je da posto-
Eukli-
, pomoéu Teoremel.6

sko svojstvo fiksne



U

OVOm parag

FPODSEUPOV A FROYSTORA

ARG -

crafu Ce bl*l raznoteeni sozeci zatvorenih

podskupova AR prostora koo i saZeci samih  AR(/M) - pro-
stora. Videéemo da sazeci ARWW) - prostora dopudtaju potpunu
rarakterizaciju. Biée dokazano podudaranje klase kompaktnih sa--

AR(MU) - prostora sa klason

Borsukevih FiR DProstos .

rnetaka -
ra.
Neke su A 1 B zatvorenli podskupovi prostora ¥ 4
€ sR(UW) i neka je A B, baYemo da je A saZetak od B
ako za svaku okolinu V od & u X postoji preslikavanje
r : B —V
tako da je »(x) , X & A, Napcse , ako Je B = X , oﬁm
da A neazivano saZetkom prostora XE&AR(ﬂL).
Jednostavna , 2li i veoma znadajna je sledeéa
TEOREMAL?2.,1, Neka je A safetak zatvorenog skupa BT
C X € ANRUW ). Tada za svaku okolinu V
od A u X postoje ckolina U od B u
¥ 1 wmreslikavanje r : U -—> V takvo da
je T /
Do lkaz . e smanjujuéi opitost mozemo pretpostaviti da je
v otvoren siup u X. Pc pretpostavei postoji preslikavanje

takve da je v’ (x)

r’': B —> V
X 4 X & A,
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prema Hannerovoj tecremi (/1/ , st. 108 ) sledi da je
Ve ANR(M) . Podto je B  zatvoren skup , Zbng Borsukove teo-
‘reme (/1 4, st. 98 ) postoje okolina U od B u X i ne-
-prekidno proSirenje
r : UJ-—V
preslikavanja r’. O¢ito je =r/4 =1 , Sto je i trebalo doka-

“gati.

POSLEDICA 2.1. Ako je A sagzetak od B , a B gzazetak od

OC X € ANRQH&) , onda je A sazetak od C,

TY - M

Dokaz . Fodto je A sazetak od B , onda gvakoj okolini
V od A u X odgovaraju okolina U od B u X 1 presli-
‘kavanje r°: U -— V , zbog Teoreme 2,1. Nadalje , podto je B

saZetak od C , onda postoji preslikavanje
rr T
r’: C—1U

Zi

Stavimo 1li r = r'r” dobivamo saZima-

il
j—

takvo da je <r”/B

nje

tako da je /A = 1.
Oslanjajuéi se na definiciju fundamentalnog retrakta

( /2/ ) , vidimo da je istinita

POSLEDICA 2.2. Ako je A fundamentalni retrakt kompakta B

]

. (V%] . A v
iz Q, onda je A sazeta

o

od B.

Da je pojam sazetka zatvorenog podskupa nekog AR(M) -
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opnlogki pojam pokazuje nam

o

TH5 CRBMAZ2,2, Heka je B zatvoren podskup prostora Xe

Dok az

X Y € AR

e BRUU) , a h : B -= B homeomorfizam
sa B na zatvoren podskup B’ = h(B) pro-
stora Y € AR(M ). Ako je A sazetak od B,

onda je A’= h(A) saZetak od BI

. Podto su B 1 B’ zatvoreni podskupovi prostora

(M) , onda po Borsukovoj teoremni ( /1/ , st.98 )

postoje nepreckidna prosirenja

homeomorfi
Neka
iada je V

2.1 , nest

tako da jJe

kolina od

dobivamo p

za svako

POSLEDICA

h
>4
<t
H
m
<
=

zama h : B~ B" i h ~: B’—= B , respektivno,

je V proizvoljno fiksirana okolina od A" u Y.
-1, . ) , 0

. = £ 7(V) okolina skupa A u X, %Zbog toorsue

oje okolina U od B u 4 1 preslikavanje
r : U - Vl

. . -1
r(x) = x , x& A&, Jasno Jje da je Uj= g (V) o-
B u Y. Btavlijajuéi

r’'=fr g/U1

<

reslikavanje r’: U; - V; takvo da je r’'(y) = vy,

v e A’. To znall da je A’ saZ%etak od Bl

2.%, Neka je A safetak prostora X € AR(MW) i ne-
ka je B YEAR(M) zatvoren u Y. Tada iz

A"% B sledi da je B sazZetak od Y.



Dokaz . Fosto Az B postoji retrakt 47 od A koji je
. -t
homeomorfan sa B . Nadalje , podto je A" retrakt saZetka A

prostora X & AR(M.) , onda je A" safetak od X , zbog Posle-
dice 2.1. Pada pomodéu Teoreme 2.2 zakljudujemo da je B ga-
setak od Y .

Karakterizaciju safetaka an(/M) - prostora daje nam, za

ovaj paragraf , najvaznija

o,
o

L 2.3, Zdatvoren podskup prostora X & AR(A)

N

je sazetak od X , onda i samo onda , ako
je on keontraktibilan u svakcej od svojih o--

kolina,

.
7

Dokaz.Neka je A sajetak prostora < a2R(UK). Posto
o7 . A ;

su ARUU) - prostori kontraktibilni , zbog Teoreme 1.4 , sle-

di da je A kontraktibilan u svako] od svojih okolina,

Pretpostavims sada da je A zatvoren podskup prostora
XEAR(M) i da je A kontraktibilan u svakoj od svojih oko-
lina u X. To znac¢i da za prcizvoljino odabranu okolinu U od

A u X postojl homotopije
H: Ax T -0

koja povezuje inkluziju i : A -» U ga konstantnim presli--
kavanjem ¢ : A - U . MoZemo uzeti da je U cotvoren skup pa,
prema tome , U €& ANR(UW). Fo&to je A zatvoren podskup pro-

stora X € AR(M) , onda po Borsukovoj teoremi (/1/ , st.105 ),

koja se odnesi na profSirenje homotopije , postoji neprekidno

A

G

presirenje
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inkluzije 1 : A4 — U. UCito jJe {x) = x =zo svako x€ A,To

znacl da je A  sazetak prostora X, Time je dokaz Teoreme 2.%

Jasno Jje da svakl u sebi kontraktibilan podskup bilo ko-
jeg prostora Jjeste kontraktibilan u svakod od svojih okolina

o,

u tom prostoru. Ltoga stoji

FUBSLEDICA 2.4, Hvakl zatvoren kontraktibilan podskup prostora

X € ARUW) jeste sa¥etak od X.

TEORIM A 2.4, Panilija kompaktnih sazetaka prostora X€
€ ARWH) i familija fundamentalnih ret--
rakata od X , u smislu Borsuka , poduda-

raju se.

Dokasz . Neka jJe A kompaktan saZetak prostora xe AR,

Miz 4K} kugli
1"n§ -

) r v A L
Ixn = ‘\‘XE X I d(x,4) < Tf}‘

Ny

(n=1,2,... ) Jeste baza familije okolina skupa A u X,

Zbog [Teoreme 2.% postoji niz '&Hn% homotopija

koje povezujun inkluzije 1i_: A me-Kn g2 konstantnim presli-~

kavanjima c_: A —= K _, Posto Kné amM) i podto konstant-

1 n

na preslikavanja c¢_: A-m*-Kq dopudtaju konstantna prosirenja
i

Cht X = Kn , postoje neprekidna prosdirenja

Tt X hh%-Kn



o

inkluzija i+ 4 ==K  tako du je

T, vC, u K (n=1,2,000 )e

To sledi iz vel istaknute Borsukove teoreme o prosirivanju ho-
moboplje.

Neka je U bilo kako odabrana ockolina od A u ¥, tada,
zbog komnaktnosti skupa 4 , postoji indeks n tako da Je
Knﬁi U  za svako n_>4no.'Na taj nacdin uvidjome da postoji

fundamentalni niz

Rake Je
r(x) =x, xei (n=1,2,...)

zakljudujemo da Je

r A =

mdamentalni ret-—

e

fundamentalna retrakcija. Prema tome je A I

rakt od X.

sledi da je A sazetak od X,
D oa su familija (M) — prestora i familija FAR -
prostora prave podfamilije familije svih sazetaka AR(ﬂL)m

prostora , uverava nas sledeéi

PRIMER 2.1, Yosmatrajmo niz ffql tacaka

- (57 =Tl ~

i = (l, JLE ) (I]-:l’(;,oon )

n

Huklidove ravni & koje su zadate svojim polarnim koordina-



tama u odnmsu na pol G 1 pelarnu o
nica niza 1 P L (sl.3).
Lnj
(r‘_‘),
4
":‘)

, gde je T

0

Heka je A unija svih polupravih
ga granicnom polupravom O

P r w
A = orl) (L OF e
n=1
asno je da e atvoren i kontraktibilan podckup u
J je da je A zatvoren i kontraktibilan podskup u
e A — . B . - . )
e AR(UW). Pomoéu Posledice 2.3 zakljudujemo da je A sa
2 4 sias .. e .
Zetak ,od E-, Medjutim , A nije retrakt od [, jer je lokal-
no nepovezan, Nadalje , A nije iR -- proster , J nije kom-
91\.1;::_\-
Sledeéa teorema predstavlja poopstenje eoreme 2.3,
TR OREHMA 2.5 Neka je A safetal prostora X< ARUU) .
Tada svaka okolina U od A u A gadrzi
okolinu U od 4 u X koja je kontralk-
da

ibilna u U.

CT

(n=1,

Y, tj. neka JO

sra-

2yees ) zajedno



Do kaz . vodto je & safetak prostora TKEJEKJM) , zbog Do-
znate Borsukove teoreme ( /1/ , (2.1) , st.95 ) , postoje kon-

veksan podskup & neormiranog linearncs nrostora 1 homeomorfi

h ¢ X - X7

ga X na zatvoren podskur X7 u § tako da je X7 retrakt od

Q. Heka je T : ¢ -—=¥° retrakcija, stavime A7 = h(A).Pomo-
éu Teoreme 2.2 zakljulujemo da je A7 saZetak od X7, a kako
je X’ retrakt od Q G.jﬂ%ﬁﬂ{) , cnda Je A7 safetak od Q.

Neka je U okolina od A u X . fada je U’'= h{(U) oko-

- . "l A . ' » - > . .
iina od A u & pa postoji preslikavanje

-

O~

takvo da je r'(y) =y , ye Al Nadalje , postoji okolina X

L

cd A" u Q s=sa svojstvem da Je

za svaku tatku v o Ul , gde je fy,r'(y)} segment u O koji

YT 0
povezuje tacku y e U sa tadkom r’(y)e Ul Stavimo U =

= h—l(U;) . Jasno je da je U, ckolina od & u I 1 da je
UOCZ U, MoZemo pretpostaviti da nula 0O normiranog linearnog
pr@stofa pripada skupu U. »ada moZemo dofinisati homotopiju H @
: U X L == U formulon

n~t(otr n(x) + (1-2t)h(x)),0 :

/AN

PO

-

oy i
Tovke !
~~
4
3
-~
o
N
it

Lrr((2=2)n(x))) <t <l .

nOf
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Za t© o= L dobivamo Jednakosti
L R S
h"~(2tr'h(x) + (1-2t)h{x) = h" " h(x) ,

1
“(rr((2-28)n{x))) = hrTr'n(x) .

Gdatle sledi da je I dobro definisona homotopija. Na kraju,
pofito je H(x,0) =x i H(x,1) = v N (r(0))e U , za svake x
iz U, zakljuCujemo da homoctopija H  povezuie inkluziju i :
: DD — {j sa konstantnim preslikavanjem ¢ UO —= U , c(x)=

h“lr’(G)es U, xe U, To znad¢i da je okolina U, kontrakti-

bilna u U i dokaz Teorcme 2.5 Je zavrien.

|-.4

SLEDICA 2.5. Neka je {A

M baza zatvorenih okolin
olina zatvorenog skupa ALC K€ AJ(]M)

[__v i

familije ok

Ako su svi A, saZeci od X , onda je A saZe-
tak od
D okaz . Neka je U okolina od 4 u X, Tada opostojli ne-

ki ¢lan Ap.  bazc iﬁtl takav da je A, .CU . Fosto je A

sazetak od X , on Jje kontraktibilan u U. To znadi da svaka o-

kolina U od A u ¥ gadrzi okolinu Ay koja je kontrakti-
bilna u U. Odatle , zbog Teoreme2.5 , sledi da je A sazebaw
od X.

LT ve E e -~ T 3 3 /;\ B 2 N4
CSLEDICA 2.6, Yeka Je .LAnk,opadaJu01 niz gazetaka prostora

3
[0 =]

xe ARU) tako da je A = M A kompaktan
=1

slkup. Tada je A "fundamentalni retrakt od X.

=

Dokaz . Neka je U Dbile koja okelina od A

u
je A kompaktan skup postoji ¢lan An’ niza %A;L takav da
- y ’ Lol
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<y

je Aﬂ,CjU. Fosto Je An’ sazetalk od % on Jje kontraktibilan u
U. Fogotevo je AéI_Aq, kontraktibvilan u U, Dakle , 4 Je kom-
paktan i kontraktibilan u svakoj od svoiih okolinz, 5ada s DOWMO=

éu Teoreme 2.4 , moiemo zakljuliti da je A fundamentalni ret-

rakt prostora X,

A
Zanimljivo je da se safeci AR(JA) - prostora , Jednako
kav 1 FAR - prostori , dobro ponagaju preme adiciji.U to nas

uverava

TE20RIEMAZ.6, Neka su A _h i A=A () A sazeci pro-
"1 O 1
stora X« PLﬂL) Tada je A = ﬁ1LJ Ay A

zetak od

il

Dokaz . Heka je U okolina od 4 u X. Poito je A saze-

O

tak od X , zbog Teoremc¢ 2.% , postoji homotopije

H A x T s T
o 0
takva da Je
T ( = { ~ ! o = ~r A
HOLx,o) = 11\5) i no\h,l) =X, , XEA,
gde Je ilz Al-w» U inkluzivno preslikavanje.
Mozemo pretpostaviti da UE ANH(]M) O je Al saze-

tak od X , onda je il(Al) = Al kontraktibilan skup u U.Pri-
meéujeno da su ispunjene sve pretpostavke Dorsukove leme (/3/,

(4,2) , st.84) wo kojoj postoji homotopija

Hl: Alx I =

takva da stoji



Hl(x,o) = il(x) » XE Ay
(1)eececacoces Hl(x,l) =X, . XE Ny

Hl(x,t) = HO<X9t>,(Xat>GZAnX .

"

Na potpuno isti nadin se uveravame da postoji homotopila

Hy 0 Ay 4 —= U
takva da vredi
_
}Ig(x,o) = iz(x) » XE Aj
(2) veneococans Hg(x,l) =X, o XE Ay
i Hg(x,t) = HO(X,t),(X,t)E Ax I,

gde Je 12: Ag__, U inkluzivno preglikavane.
Definifimo sada homotopiju H ¢ A x I —— U formulom

Hl(x,t) , (x,t)= Ax T

lX
A(x,t) =

Hg(x,t) , (x,t)e Asx T .

Pomoéu (1) i (2) se lake uveravamo da je H dobro definisa-
na homotepija koja povezuje inkluziju i : A ~—» U sa konstant-
nim preslikavanjem c¢ : A —= U tako da jJe

c(x) = x & U, x& A,
Na taj nadin smo dokazall da Jje A zatvoren podskup prostora
Xé;ARQﬂL) i da je A kontraktibilan u svakoj od svojih oko-
lina u X, Odatle , zbog Teoreme 2.3 , sledi da je A gaZetak
prostora X , 3to je i trebalo dokazati.
TEORBZMAZZ2,7. Neka su A = Al{J AE i A = A1!1 A2 VA

ci prostora KELARQ%L). Tada su Lli A, sareci odX.
[8
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Dokasz . Iz pretpostavke da Je A, B®: etak progtora ¥ slo-

L\l <
x"

di da za svaku okolinu Vl od Al u X posteji sazimanje

T
9]

ko da je rg(x) =x , x&€ A_.

Definidimo preslikavanje r : A -—= Vl formulom

r(x)

rg(x) » XE Ay

Vidimo da je 1 dobro definisano preslikavanje sa A ka Al
i da ono ima svojstve da je r(x) =x , xe Ay , a podto je A
sazetak od X , onda je 1 Ay sazetak od X , zbog Posledice
2.1, Ha igti nacdin se uveravamo da je i A, saZebtak od

Istaknimo sada jedno specijalnoe svojstvo koje imaju sa-

v M P - - - 1“)
zecd dilbertovog prostora 17

(X8

A 2.8, Neka je A sazetak Hilbertovem nrostora ©

3
=
<
L
-

e
o
5

o

1 neka je U bilo koja okolina od A u I,
Tada za svaku poopdtenu kuglu K(U,&) pos-
. . . - ; . )
toje okolina U,CU od A u E™ i presli-
. e - O N
kavanje T : B —=K(U,2) takve da je
r(x) =x, x€ Ug .

A

. . . (S

D ok az . Po pretpostavel postoji preslikavanje » : & —=U
takvo da je rv(x) = x , x& A. Zbog neprekidnostl preslikavanja
r , za svaku kuglu X(a, Eq)(: U , ae A, postoji kugla

n )
K(r(a),éq) = K(a, ég)(: K(a, 53) takva da je



o0

r(¥(a, a

frema tome , za svako x e K(a, gq)  ¥(a, Eq) vredi da je
[5S (S

N o e e \ RSy
r(x)gi K(a, Ea). Pogto su kugle prostora L  konveksne , ako sa

-

- Tl v . - <. . ' v v
]x,r(xzj oznadimo segument u I  kojil povezuje tadku x sa tad-

kom »(x) , zapaZamo da je

—_ n
[x,0(x)] C K(a, €,) , xe K(a, éa) .

FPogmatrajme familiju -{K(a, Sa)}», a€ A, To Je familija otvo-

renih kugli sa centrima u skupu A. Zato jJe

U = K(‘a’ (g )
o= U, a
okolina od & u U takva da je Eg,r(x)j C U, xe U,

Definigimo zatvorenu okolinu Ug¢ skupa A u B na sle-

i nadéin:

O

de

Ug = {XG. UO :x - r(x)” &:QL’

1
o+

G8ito je A U o U, U. DefiniBimo preslikavanje f:Ug —= g

formulom
f(x) = x-1rx), xe U .
Podte je f(x) =0C =za svako xe A 1 HEGl < € za svako

X € Uv s vidimo da f preslikava Ug u kuglu K(0, £ )« Rako
je Ug zatvoren skup , a K(0, €) Je konveksan skup , pomoéu
teoreme DUGUNDIITA ( /1r/+, (7.1) , 8t.86 ) zakljudujemo da

postoji neprekidno prosirenje

preslikavanja f tako da je T(E7) < {0, £). $ada smo u mo-

guénosti da definisemo preslikavanje
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formulomn

r (x) flx) + »(x) .

“

Lako zapazamo da je 1, (x) = x , za svaku talku xe U . Nada-

lje , vidime da stoji jednakost

(S8

e () - oY = EFGH , xe BT

Poito je r(E®) C U zakljudujemo da je rQ(Ew)C K(U, € ).

Time je dokaz Tecreme 2.8 zavrden.
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§ 3. APSOLUTNI SAZECI U KLAST ME

[ap ]
+

=y}

i_

(I?’T .

JH5TORA

L.A.
.

Sada ¢emo definisatl i proudavati apsolutne saZetke u

klasi.ﬂiz metrickih prostora.

DEFINICIJA %.1. Metricki prostor ¥ nazivamo a p s o 1 u t-
ni sa%etak uklasi AL 1 pidemo X&
e AS(UW)  ako za svaki homeomorfizan hi:X-= Y
sa X na zatvoren podskup h(X) prostora Ye¢

e, skup h(X) jeste sa¥etak od Y.

Odmah vidimo da XeAR(UMU) implicira ¥ & as(UM). Da ob-
ratna implikacija nije istinita , uverava nas skup A iz Pri-
mera l1l.2. Naime , taj skup A nije kontraktibilan i zbog to -
ga A ¢ AR(M). Ne¥to kasnije Gemo videti da 4 € ASUW)(Teo-
rema %.2).

Da bismo zapazili osnovna svojstva AﬁCﬂL) - prostora ,
uvodimo relaciju p - dominacije i relaciju p - ekvivalencije

u klasu b svih metridkih prostora,

DEPINICIJA 3.2. Kazemo da prostor X p ~- dominira prostorom
Y i piSemo X % Y , ako postoji saZetak od X
homeomorfan sa Y.Pri tome Y nazivamo p -

slikom od X.

Primedbda 3,1, Relacija p - dominacije Je poopstenje

reilacije r - dominacije u smislu Borsuka (/1/,
st,10).



/\O

has () =

Zaista , u to nas uveravaju prostor EZ 1 njegov saZetak
A koji Su razmotreni u Primeru 1,1. Jasno je da iE2§E A, Medju
tim , nije iﬁtipq da Egﬂggﬂ_, jer su sve homecmorine slike od
A u Eg lokalne nepovezane i zbog toga one ne mogu biti pet-

Kad

TS50 REWA DL Relacija p - dominacije u klasi*ﬂé» je ref-

leksivna 1 tranzitivna,

Dok asz . 3vaki neprazan prostor ¥ (nije nufno da bude met;
ridki) jeste sam svo]j safetak, To znadi da X2 X . Nedto te¥e
je dokazati drugo tvrdjenje cve Teoremec.

Weka su X , Y i Z mnetricki prostori i neka je X % Y
i Yf% Z . 'reba dokazati da X'% Z

U dokazivanju ove tvrdnje , kao i u dokazivanju niza dru-
gih tvrdnji , vrlo cesto éemo se oslanjati na teoremu KURATOU-
SKOG 1 WOIDYSLAWSKOG (/1/ , (8.1) , =t.88 ) . Yo toj teoremi,
koju éemo od sada nazivati KW - teoremom , za svaki K~€'J¢L

postoje normiran linearan prostor L, 1 homeomorfizam
. ’ AN

h : ¥ —= h(X) C Q& Ly

sa X na h(X) pri demu je h(X) zatvoren u svojo;j konvek-

~

stoj ljusci Qv. Taj homeomorfizam h nazivamo KW - homeo-
Fis
morfizam ili KW - smeStenje , dok skup h(X) nazivamo EKW-.

slikom prostora X.
Zahvaljujuéi KW - teoremi , bez smanjenja opstosti,mo-
femo pretpostaviti da su X , ¥ i Z2 zatvoreni podskupovi kon-

veksnih skupova & QY i QZ normiranih linearnih prostora
49



T, o L= 1 LZ , respektivno,
Foito Y’%‘Z postoje safetak 27 od ¥ 1 homeomorfizam
hl : 72 - Z~7
l ya
an 7 mna Z7, Hadalje , iz X'%-Y sledl posgtoianje saZetka
¥ od X i Thomeomorfizma

he ¢ ¥ - Y’

Cigledno je Z°C YY", Fo-

<r’ R Lid

sa Y na Yi Stavimo Z7 = hZ(Z').

mcéu Primedbe 1.1 zakljudujemo da Js 27 saZetak od Y7 ,a

podto QYGE AR(M) , pomodu Posledice 2.1 zakljudujemo da je
AL

77" sa¥etak od X. Na taj nadin smo dokazali da je prostor 2

htd

homeomorfan saZetku 27 prosbora X , tj. dokazali smo da

X}% 4.

Primedba 3,2, Relacija p - dominacije , u opdten slu~

daju nije simetridéna,

Zaista , za prostor I i, Cedalj ™ A u njemu vredi
E“>» A ., Medjutin , nije 1istina da A hg , jer ni jedan sa~
vetak od 4 nije homecmorfan sa 5% , zbog razliditosti di-

menzija.

Pomoéu p - dominacije uvodime relaciju p - ckvivalen-

cije sledeéom definicijom:

IR

DEPINICIJA %.%, Ako X 2 Y 1 Y.%-X , onda kazemo da su

3

prostori X 1 Y p - jednaki i piScmo X 5 Y.

3, Relacija p -~ jednakosti je relacija ek-

v
H
H
=]
[©)
[N
o
[
Ao
.
N

alencije u skupu metrickih prostora.lo ne-

<
'_.h
<
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posredno sledi iz Definicije 7.3 i Teoreme 3,1,
DEFINICIJA 3,4. Klase p - jednakih metridkih prostora nagziva-

mo p -~ tipovima,

Vel smo utvrdili da je podela skupa JJL na p - tipove
grublja od podele na r - tipove u smislu Borsuka (/1/ ,st.20).

Vazno Jje primetiti Jjos i to da iz dim X =n 1 X 5 Y sledi
Familiju AS(JK.) karakterife sledela znadajna

TEOREMA 3,2. Frostor Xe M je as(U) - prostor ako i
samo ako postejli konveksan podskup § lo-
kalno konveksnog linearnog prostora tako

da Q

N
Moo

o\

D ok az. Pretpostavimec da X€ Aﬁﬁﬂi). Zbng KW - teoreme
postoji homeomorfizam h ( XKW -~ smeftenje ) koji X presli-
kava na zatvoren podskup X° konveksnog skupa @ u normira-
nom linearnom prostoru. Pofto Xe& AS(M) onda je ¥’ sade-
takk od @ . To znadi da § 7p - dominiré prestorom X , a ka-
ko su normirani lincarni prostori lokalno konveksni , dokaz
potrebnosti je zavrSen.

Pretpostavino sada da je « konveksan podskup lokalno
konveksnog linearnog prostora i da Jje X njegova p - slika,
3. Qi% Y. Iz Q2 X , na ogsnovu Definicije 3.1 , sledi da

P
postoje safetak X od 9 i homeomorfizam

h 1 Xema X

ga X  na X.
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Neka Jje hl homeomorfizam koji X preslikava na zatvo-
ren podskup Y° bilo kojeg metrickog prostora Y. Bez smanjenja
opStosti , mofemo smatrati da Je ¥ szatvoren podskup konveksnog

skupa @ u normiranom linearnon prostoru , zbog KW - Leorecme.

Y

Posto Q,e ARUW) , postoji neprekidnoc prodirenje

f:Q"“""'QY

homeomorfizma

) B3
1 7

hoh @ X'o—s Y7,
Osim toga , posto je Y’ zatvoren podskup metrilkog prostora

~

Qv postoji neprekidno progirenje g : QY —— ) homecmor-

fizma

ko je V bilo koja okolina od ¥’ u Gy , onda je U = £7H(V)

okolina od ¥ u (. PoSto je X’ saZetak od ¢ , postoji pre-

slikavanje

takvo da je r(x) =x , x€ X', Stavlijajuéi r’= f r g dobi-
vamo preslikavanje

4

' Qy —=V

y za svako ye ¥', To znadi da je ¥

o e

vakvo da je 1 (¥)

sazetak od Y 1 dokaz 'Teorcme 3.2 Je kompletiran.

POSLEDICA 3,1, Iz Y e As(/MW) i Xz Y sledi Ye As(M).

Dokaz. Iz X€ AS(U) ,.zbog Teoreme 3.2 , sledi posto-



12

janje konveksnog podskupa Q normiranog linearnog prostora ta-
ko da Qj% X o $3ada iz X ﬁ-Y i QE% £ , po feoremi %,1,gle-
ai da ¥ e asU)y.

T T 1 - 4 et h A 1 A ! *

POSLEDICA ».2. Sazeci An(iW) - prostora su AL(M,) - prostori.

. . . v . o ! . -

Dok az, Heka je A saZevak prostora L= Aﬁ@ﬂk}_ Tada.x;% A
Ea

Iz X E;AS(JHD sledl postojanje konveksnog podskupa  nor--

miranocg linearnog prostora take da Q:% X 4, zbog Teoreme 3,2,

Sada iz Q2 X 1 XZ A gledi ¢z A, tbog "eoreme %,1. I

| D D T
na kraju , ztog Teorcme %.2 , iz Q;% A sledi AELMBQQL).

POSLEDICA 3,%. 1 -~ slike , pa 1 retrakti , AsCIL) - prestora

su ASQﬁL} prostori.
A - AU . RV . wrir £l

POSTELDICA 3.4, Hontraktibilni metricki nrostori su nm(JMJ
prostori.

Dokaz . Neka je X kontraktibilan metricki prostor. Iz

el sledi da K dopufita ¥XW - smeitenje na zatvoren pod-

skup ¥’ konveksnog skupa { iz normiranog linearnog prosto-

ra. Kako je X kontraktibilan , onda je X° kontraktibilan ,

ier je kontraktibilnost to
J J

tibilnosti prostora L'C

sledi da je X’ safetak od

zbog Teoreme %H.2.

TECREMA DA, Fresek
1ije

AR -

Jjom

9

polodko svojstvo. Sada iz kontrak-

i 9 e AR(W) , zbog Posledicel.k,
Q. To znadi da 1% % pa Xe ASUD)
familije A&Qﬂ&) - prostora 1 fami-

ANR(/MW,) - prostora podudara se sa famili-

prostora.
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Dokasz.iko ¥e AR , onda X e as(Ui) 1 z e avrUW).
To sledi neposredno iz definicija poswotranih familija.

Obratno , neka X & An(Jb) 1 x& AHRQﬁL). ¥adzlje , ne-
ka je X7 bilc koje zatvoreno topoloiko smefltenje od X u me-
tric¢ki prostor Y. Kako }CE.zuF?Qﬂk) postoje okolina V od ¥X°
u Y 1 retrakcija

r : V—=%’
Tz X« A3 ﬂ&) sledi da je X  saZetak od Y . Zbhog toga pos-
toji preslikavanje r": ¥ -—=»V takvo do je »'(x) = x ,x €XI
HSada vidimo da je

’ “ '
" ¥ s X

e an(h).

L
N

- PRy
Je

retrakecija . Prema tome

o
o
o

Prirx a 3.4, Videli sno da su kontroaktibilni netric--
. . . . e | - N .

ki prostori u klasi AS(UW). Medjutim , posto-

je ASUW) - prostori koji nisu kontraktibil-

T

ni. Ne

f_)

primer , takav Je prostor A iz Pri

mera 1.2,

Tako smo naisli na potrebu poopstrnja pojma kontrakti -

bilnosti prostora iz kiase M

DEFINICIJA 3.5, Za prostor XE,ﬂL raremo da Jje skoro kontrak-
tibilan 41 pisemo X€&€ 3C , ako Je njegova KW-
slika h(¥) kontraktibilna u svakoj od svojih
okolina,

FPrimed?®a3,5 Frostor A iz Primera 1.2 je skoro kon~

traktibilan,a nije kontraktibilan.Znaci , X & i3C

ne poviadi X€ (C,
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3
G
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L
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M A 3,4, Klasa skoro kontraktibilnih netridlih Pro-
stora podudara se sa klasomn AB(ﬁL) - Pro-

stora,

Do kaz ., Neka je X skoro kontraktibilan metridki prostor
i neka je h(X) njegova KW - slika u konveksnom skupu Qy -
3
normiranocg linearnog prostora. FPodte je h(X) zatvoren u Gy
a Qg€ AR , onda je h(X) sa¥etak od Q , zbop X& 350
i Teoreme 2.%, To znadi da Qy=m X, odakle sledi da xe as(h)

zbog Teoreme 3.2.

Obratno , ako ¥ = A%Cﬁ&) i ake je X7 njegova XKW -~ sli-

ka u Q.

™

, onda je X" saZetak od QYEE AdQﬂL) pa , zbog Teo -

5

Pl

al

reme 2.5 , sledi da Xe& B3C,

Napomnena, Klasu svih kowmpaktnih (W) - prostora

TE0RILMA S5, Xlaga AS - prostora se podudara sa klagom

FAR - prostora.

DoXxaz ., Neka X&A3, Prema poznato] tepremi URISONA po-
stoji kompaktan pcdskup X’ Hilbertovog kuba Q™ koji je home-
omorfan sa ¥. Skup X7 je safetak od Q7, jer X & AS. Gdatle,
zbog Teoreme 2.4 , sledl da je X’ fundrmentalni retrakt ku-
ba Q% To znadi da X’€ FAR , a kako jc FAR - prostor topo -
loski pojam , onda ¥ & PFAR.

Implikacija ( X& FAR ) =~ ( X€ A8 ) Je oligledno is-
tinita.

Razmotrimo jos ponasSanje AS(W) - prostora prema adici-

ciji i Dekartovom proizvodu.



T 5 0RBEMAZOG, Heka su X, i X, zatvereni podskupovi pro-

1
stora ¥ tako da Je X = Xlij X2 i XO= Z40

N X?. Tada su istinite sledete implikacije:
O = R ar L Q i Ve
L l) A.O s 1{1 9 ey . AD Cj‘u¢) - A ( M,) .

(2) %, , T € 30 = a,Xe A,

Dokasz . FProstor X mnmoZemo posmatrati kao zatvoren podskup
konveksnog skupa & 1z normiranos linesrnes; prostora,

Tz X4 ,X,€ b(ﬂi) sledi da su XO,K1,X2 safeci od

Q.rgéto 0e aR(UW) , onda je X safetak od 3y zbeg Teorene

2.6, To znacéi da Q;% X. Uzevii u obzir Tecremu 3.2 zaklju-

dujemc da X € ASUW) W ime je dokatana implikacije (1).
sasvim analogno , pomoéu Teoreme 2.7 , dokazujemo impli-

kaciju (2). Na taj nadin smo utvrdili da se a8(U) - prosto-

ri prema adiciji odnose jednako kao i AR(JHJ - prostori,
Sada éemo pokazati da se AS(JH) - prostori prema Dekar-
tovom mnoZenju ponasaju isto kao i ARCJMJ ~ prostori, Maime,

na mestu je sledeéa

, oo
TEOREMA 3.7. Da bi prebrojiv Dekartov prcizvod X = | }Xn
n=1.1

s
bio AS(ﬂL) - prostor , potrebno je i dovoljno

da svi njemovi faktiri budu ABCﬂA) - prostori,.

Dok az . Potrebnost. Pretpostavimo da X & as(W). projek-
cije
P, ¢ X wuaaXn ( n=1,2,... )

su specijalna r - preslikavanja. Znac¢i , svaki faktor prosror



Xn proizveda X Je 1 - slikn ﬁm(ﬁ&) —- prostora L, Odatle

A g iy I i /; - . -
proizlazi da X & AS(UL) ( n=1,2,..." ) , zbog Posledice 3.3.

Dovoljnost., Fretpostevimo da za svake n=1,2,... vredl

1 oe AsGH .

n
e smanjujuéi opdtost , moZemo smatrati da su svi Xn zatvore-
ni podskupovi konveksnih skunova Qn iz normiranih linearnih

prostors . Iz X e.AﬁKJWQ gledi da su svi Xq {n=l,2,...)

1,
n
sazeci od Q .
Neka Je Un proizvoljno izabrana ckolina od X u < i

neka su

: -.Qn [ Un

preslikavanja takva da je = /X.=1 (n=1,2,...). Proizvod
je lokalno konveksan linearan prostor , a piroizvod

je konveksan podskup cd L. Jasno Jje da je X zabtvoren u ¥

i da je e
f
U=. 10U
n=1 "
okolina od X u Q. Weka je z = {x}te Q bilo koja talka.

Tada formula

= Jpr ( )
r(z) | {rnxxn)j

dobro definise preslikavanje



uveriti se da 1, Frema tome , proizvod X

. 3% X, oaakle , zbog ‘feorcme 3,2
i

. bl
e asU).



§4. OKOLINGEI SAVECT T APSOLUTHI OKOLINSKI SAZECTI U

Sada femo definisati pojmove o kX o 1l ins ko g sajet-

kaiapsolut

=

og okoalinsgkog safetka u klasi
metrickih prostora,irotom &cmoe razmatrati okolinske saZetke AR
(JMJ -~ prostora, Ha kraju demo dati karakterizaciju apsolutnih
ckolingkih saZetaka u metrickim prostorima.

A

DEFIRICIJA #,1, Heka su A 1 B DA neprazni zatvoreni pod-
skupovi prostora X. Lazemo da je A o¢kolin-
ski saZetak od E ako postoji okolina W od
A u X takva da gza svaku okolinu V od A4
u X postoji preslikavanje r ¢ B[} 4 —> VT
sa svojstvon da je r/A = l.Ako je pri tome
B =X, onda A nazivamo okolinskim sazZet-

kon prostora X,

Primedbai,l, Svaki saZetak prostora X Jje okolinski
saZetak od ¥X. Nadalje , svaki okolinski ret-
rakt prostora je okolinski sazetak tog pros-

tora,

Bledetim primerom éemo pokazati da je klasa okolinskih
safetaka prostora , u opdtem sludaju , Sira od klase okolin-

skih retrakata tog prostora.




a9 -

nosnatran u Primceru 2.1 i neka Js

T

[

PRIMIR 4.1. Neka je A sgku

aE k" — A proizvoljno odabrana tacka.

-

t
it

Skup Lljiat je nepovezan i zbog Teoreme 1,2 on ni-

Y-

je sazetak od &7,Nadalje , B nije okoliski retrakt od Eg,jer
je lokalno nepovezan, I na kraju , B nije FANR - prostor ,
jer nije kompaktan,Medjutim , B Jjeste okolinski sazetak od
EZ , jer postoje disjunktne okoline UA i Ua skupa A 1

tacke a tako da je B sazZetak svoje okoline U = U, U U,

s

Bacimo sada pogl

4y

d na ckolinske sazetke zatvorenih pod -

skupova ANR(MW.) -~ prostora. Najpre ée biti dokazana

TEOREMAUSL,I, Neka su 4 , B i C zatvorenli podskupovi
prostora X & ANR(M,). Ako je B okoliski
safetak od C , a A sazetak od B , onda

A okolinski sazetak od C,

@

J

Dokaz . Neka je V proizvoljno fiksirana otverena okoli-

A

na od A u X. Po pretpostavci postoji preslikavanje

takvo dg Je rO/A =1 , Posto je B =zatvoren u X , a X€ AR
(M) pai ve AFMR(W) , postoje okolina V' od B u X i

neprekidno prosirenje

preslikavanja L Nadalje , posto Jje B okolinski sazetak od

C , postoje zatvorena okolina W od B u X i preslikavanje

rlz CNH W -~= V"’
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)
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W
&
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e
)

tako da. je rl/B 1., Sada vidimo da pre
A § . U T 17
r=r, T Cfi ¥ ~—s7V

ima svojstvo da je r / 4 = 1, To znadi de za svaku okolinu V

od A u X postojicokolina W .od A u X takva da je A

sazetak od C [1 W. Prema tome , skup A Jje okolinski saZetak

od C,

POSLEDICA 4.1, SaZeci okolinskih saZfetaka prostora X< ANRGW)
su -okolinski sazeci od X. Specijalno , retrakti

okolinskih saZetaka prostora X su okolinski :-

sazecli od X.

Da okeolinski rcetrakt saretka prostora X & ANRQ@L) , U

opSten sluéaju , nije okoliski saZetak od X pokazalemo pri-
merom koji sledi.
PRIMER .2, Posmatrajmo niz .ian¥ tagaka iz R definisan
L J
ovako:
l ’~
E\n =2 ( E 9 O) (\n.zl,C_)z)aon ) °
Neka je a_ = (o,0) 1 b, = (0,1) . Skup
fe =
A= ia bl U, Ta_ ,b ]
{0? Q}“J ( n=1 L n? Ql )

<A

jeste safetak od LE , Jjer je A celularan u E2 (sl.4).Skup

B = -{ao,al,az,...‘&

S <3
je retrakt svoje okoline

U = 4 — s\boii

-

w A, PDakle , B je okolinski rebtrakt od 4 . Skup B nije



o1

. . v 2 v oL
okclingkl sazetak od ¥

O e zato 5te T — B ima besko -

nacno mnogo komponenata (v. 5 , Primedba 5,2). Frema tome

- . . o 2
B nije okolingkl sazetak od #7.

7

Slika 4,

DokaZimo sada vrlo znadajnu teoremu po kojed je pojam o-
kolinskog saZetka topoloski pojam za klasu AFRCUW) - prostora,

Naime , stoji

TEOREDMA 4,2, Neka je A okolinski saZetak zatvorenog
podskupa B prostora i€ ANRUW). Ako je .
| h : B -—= B
homeomorfizam na zatvoren podskup B’ prostora
ve aR() , onda je A = h(d) okolinski sa-

vetak od B’.

Dokaz. Pofto je B’ zatvoren u Y , a X AWRGW) , pos-

toje zatvorena okolina U” od B u Y i preslikavanje

g : U'——a X



.

NOS-

EN

p.

takvo da je g/B’= h™l. Kako je B’ ~int Ue ANR(A)

toje zatvorena okolina U od B u X 1 preslikavanje
f i@ U 1

tako da je £/B = h, Hadalje , A je okolinski saZetak od B
v

pa postoji zatvorena okolina WC U od A u ¥ takva da zco

svaku okolinu V od A u X posteji preslikavanje

r : Bl ¥ «—=aV

e

tako da je /A = 1. Tada‘je W= g”l(w) U’ zatvorena oko-
liné od A" u ¥ , Neka je V° proizvoljno odabrana okolina
od A” u Y, OpStost neée bit gmanjena ako pretpostavimo da
V'C Ul Tada je V = f'l(V') U okolina od A u X pa
postoji sazimanje

r : B} W=V
tako da je /A =1, Iz g(W'{1B°) C WN B vidimo da se ,

stavljajuéi

dobiva dobro definisano preslikavanje
' W B e V7
¢ija je restrikcija na A’ jednaka identiteti. To znadi da

]

je A7 okolinski saZetak od B’ , &to je i trebalc dokazati,

Definidimo sada pojam apsclutnog okolinskog saZetka za

klasu JIU. metric¢kih prostora.

DEFINICIJA 4,2, Prostor X ¥ nagivame a2psolutni okolinski
sajetak za klasu JU i pigemo X & ANSQﬁL)

ako za gvaki homeomorfizam h : X —s= h(X)T Y



na gatvoren podskup h(X) prostora YEMWL.skup h(X) Jeste
okolingki =zazetak od Y.

Odmash zapaZanc do L& AWR(M) implicira X & ANS(HWD).
Medjutim , obrnutc tvrdjenje , u opsStem slucaju nije istinite.
Na primer , prostor B promatran u Primeru 4.1 , pripada

MS(U) - prostorima , a ne pripada  ANR(JL) - prostorima. U

to éemo se uveriti &im bude dokazana

TEHCREMA &,5, Frostor XEaﬂ{je AHSQQL) - prostor ako 1
samo ako postoji otvoren podskup U kon-
veksnog skupa & iz lokalno konveksnog li-

nearnog prostora takav da U;% X,
J

Dokag . Fretpostavimo da X € a®3(MW). Pomodu KW - teor
zakljucujemo da postoji homeomorfizam h koji X preslika-

va na zatvoren podskup X7 konveksnog skupa & iz normiranog
linearnog prostora. Iz ¥ & ANS(M) , po Definiciji 4.2 , sle-
di da je X° okolinski saZetak od Q.To znadi postojanje okoli-

ne U od X" u Q tako da U % X i dokaz potrebnosti je za-

~,

Vs

[614

e,

Obrnuto , pretpostavimo da Jje Q konveksan podskup lokal-
no konveksnog linearnog prostora i da postoji otvoren skup U
u Q takav da U;% X. Po definiciji p - dominacije to znaci
da postoje zatvoren skup. X" v U, koji je safetak cd U i
‘homeomorfizam

h: Xfe—= X

sa X’ na ¥. Neka je hy homeomorfizam koji ¥ preslika-

va na zatvoren podskur Y  proizvoljno odabranog prostora Y.



!
NI
!

Prostor Y€ M. moZemo posmatrati kao zatvoren podskup konvek-
snog skupa QY iz nornirancg linearnog prostora.fodto je hlh'
homeomorfizam sa X C U S ailii( ﬂ() na Y 0, e AR , O
da je Y7 ckolinski safetak od QY , zbog Tecoreme 4,2, Prema
tome , Y° je okolinski saZetak od Y. Time je dokaz {ecoremei,?

kompletiran,

POSLEDICA 4.2, Svaka p - slika aws(M) -~ prostora jo ANsS(M)-

prostor. Specijalno , p - slike ANRQﬂ&) - PTO-
stora (pa i poliedara) su u klasi ANE(A).
Dokasz.UNeka je xe aNs(UW) i neka %= Y. Yreba do-

ie

s

kazati da Y e ANs(UW).

Zaista iz X € ANS ZL sledi »nostojanje otvorenog sku-
? 3 O

pa U v konveksnom skupu @ lokalno konvekgnog linearncg pro-

ey

stora tako da je U}% X. Mo znaci da je X homeomorfan sazetku
X skuph U . Iz L2 7 sledi da Je T homeomorfan sazetku
¥ prostora X. Jagno je da postoji safetak T7 od X7 home~
omorfan sa Y pa i sa T.Podlo je X' saketak od U , a UE€

ca

e AR , 1 polto je Y7 safetak od X7, onda je Y7 sabe-
tak od X7, .Pa. Je Y7 safetak od U , zbog rosledice 2.1,
To nokazuje da UZ% Y , odakle , zbog Teoreme #4,% , proizla-
zi da Y& AHSQﬂL}. Ostale tvrdnje Poslecdice 4.2 gu rezultat
ginjenice da su ANR(JW) -~ prostori , pa i poliedri , podkla-
se klase ans(Sh).

POSLEOTICA 4,3, Svaka 1 - slika prostora ¥e ANS(M) je u kla-

si ANS(UH). specijalno , retrakti AN3UW) -~ prostora

ANSQﬂ&) - prostori.
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Umesto toga doka?ino nefto . manje ociglednu posledicu.
not, Sateci  anS(M) - prostors su ) e Proge
tori,
Dok az . ieka je A sa¥etak prostora L& AN&Qﬂ&}. Pros-—
tor X je hormeomorfan sajetku X’ otvorenog skupa U iz kone
vekenos skupa §  lokalno konveksnog linearnog prostera. Pos-
toji saZetok A od X’ takav da je A homeomorfan sa AlPo-
gto Je UEEAHR(ﬂ&) , pomoéu Fosledice 2.1 zakljudujemo da je
A’ safetak od U, Dakle , imamo da U”% 5o, a to kazuje dgje
A  apsolutni okolinski saZetak.

Primetimo jod i to da okolinski retrokti , pa i okolin -
ski saZeci ANS (qi) prostora ne moraju biti ANS(U) - pros-
tori. U to nas uverava prostor A iz Frimera 4,2, laine ,
skup A Je ANSWUW) - prostor , a njemov okolinski retrakt

B nije u klasi

ANS(M) . Podtoe

A 2 AN

v

usput primeéujemo

da okolinskl retrakti , pa i okolinski saZeci , A3 - prosto-—
ra ne moraju biti ANSUW) - prostori.
TEHOR S M A AL, Ckolinski sé%eci ANR(ﬂA} - progtora su

ANS(M) - prostori.
Dok aoz . Nekaje 4 okolinski saZetak nrostora XGEAHR(JHD.
rrostor X ¢emo posmatrati kao retrakt . obtvorenog podskupa
1y konveksnog skupa & iz normiranog linearnog prostora. He-
ka je

Tyt U ——= X

retrakcija. Kako je 4 ckolinski sazetak od X postoji ot-



vorena okolina W od A uw X kojoj je A sagetak. dtavlja-
juéi 3
U o= =)

dobivamo otvorenu okolinu U’ od 4 u U , jer je v (&) =

= AT W, Usin toga je W U° , jer je rO(W) = .

e
P

eka je V Dbilo koja okolina od A u U. Postoji pre-

glikavanje

takvo da Je rl/A = 1, Defini

et
=
—
@)
ire)
+3
<
w0
|_J
|.J
0-—1-'
<
)
3
.
¢
H
Il
]
e}
[
!
~
C‘
~

stavljajuéi
r(x) = r rl(x) , x & U’.
R T . T’ - 7 4 3.7 . T > > 3 > ]
Podto Je rq(d Yo Wi rl(w)(: V wvidimo da je T dobro
definigsano preslikavanje. Osim toga , vidimo da je r/A = 1,

To znaci da je A sazetak otvorenog skupa U’ iz & , ©3.

4

U p - dominira prostorom A, Odatle slcdi da A ugu(jMJ,
zbog Leorene 4,3,
Razmotrimo sada ponadSanje ANB(JM) -~ prestora prema De -

kartovom mnoZenju. Najpre dokazimo da stoji

TECREMNALS, iko gje X =] [x & as() , onda jo
Lo
X, € ANS(/WM) 1 postoji indcks n_ ta-
kS A
kav da X.E As(L za avako 1 > n,.

Dok az , Posmatrajmo projekecije p_ : X —= Xm defini-

sane formulom

A'd
Faury

H —
pm<'ﬁx y)os Fm o S%ﬂ

To gnadi da su svi X 1 - slike od x & AES(/W). Cdatle sle~
di do x e aNs(U) ( n=1,2,... ) , zbog Posledice 4.3,

*

U nastavku dokaza mozeno smatrabi da su svi Xq zatvo-
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reni podskupovi konveksnih gkupova O 1z normiranih linearnih

n

prostora Lo slavino

Progtorr @ Je metrizabilan i sadrzi X  kao svo] zatvoren

podskup. Iz XJE~ANSQﬂL) sledi pestojanje okoline U od X

8K

C"l

tak, U prostoru i fiksirajmo valku

a =4a
< - k = 11} -

o R . v T e .
rosto Je U okolina tacke a = 1@ ¢t u § , postojl indeks
b

3 kojoj je X saz

sl
n, takav da sve talke x = {xn}e 2 s svoJstvom da je

-

X: = A: o, 1< 1i<n

pripadaju skupu U.

Za proizvoljno fiksirano nm n mozemo definisati pre-

W

w/

slikavanje 5 Qr e ] formulom

h

. _ ¢ - T
Srﬂ(X) - 13 '»f,.eo,arl ], X 9 am’}'l’...}- [} X =

NMeka je U bilic kako izabrana otvorena okolina od X u Q .

Poito U e ARCW) , a 2 je zatvoren u U , nostoje okolina

projekeije P, ¢ X w~¢-Xm . Madalje , pretpostavili smo da po--
1. 14

stoji preslikavanje

takvo da je =r/¥ = 1. Stavlijajucéi r, = fmr 8 dobivamo ko-
1L

rektno definisano presli

[}
&)
<
0
o
.
)

u—'
(4]
jod]
"J

Nije tesko videti da je =z /X _ =1 . To nam pckazuje da je X



sazetak konveksnog skuna Qm iz normiranog 1inearnog progstora
L . Odatle , zhog 4 e %o 5 sledl da Jje X% Ao\(V) za
i il

Prouicenc sad Dekartov proizvod kompakbanih  als((W) -

e a ATt 4
prostora,. Hapomenimo da <emo klasu kounpaktnih ﬁﬂb(ﬂL) - pPro-

-

o N

e hd A o
stora oznacavati sa ANTE,

TEORIMA LG, Da bl prebrojiv Dekartev proizvod X
bio &aANS -~ prostor potrebno je 1 dovolgno

da gvi X &

ANS 1 da skoro gvi X&* A

=2

Dok az . otrebnost je neposredna posledica Yeoreme 4,3,
Treostaje nam jcd da dokaZemo dovoljnost.U Tom cilju najpre
dokazimo da Je proizvod Lz Xy dva ANE -~ prostora Xy i~A2
Alls - prostor.

istn , saglasnc KW - teoremi moZeno uzeti da su X

‘,J

Vit
(i=1,2) zatvoreni podskunovi konveksnih skupova Ql i Q2 Zo-
ji leZe u rormiranim linearnim prostorima L. i Loe Frema To-
me Xlx X2 je zatvoren podslkup konv nog skupa U4x Q2 u
normiranom linearnom prostoru Jqx LZ' Fasto su W, 1 Lo
ANB - prostori postoje okoline Wi 1 w2 od Xl i X2 u

. LR —~ Ve > hY p 3 - Y 3 i = in -, 14 .
i (., kojima su Al 1 AZ sarzecl, Jasno je da Je Jlx w2 o)

C’~3
a3
o)
‘.:a
d
£
-
£
o Jr
s
o
o
w0
6
=
o)
&
S
o)
~s
o
!

kolina od Xlx XP u 1% 02, Tada , zbo

i X, , postoje okoline Vl iV, od Kl 1 X5 u Ql i
- - [

O, takve da je

17 - 1 [
v :L ..:{ \7 2 e ‘]— ry
Kako su Kl i i sazeci od Wy i W, postoje preslikavanja

. 7 o Y rs_1 00
Ty ot Wy o=y (i=1,2)



e )
[
1

takva da je ri/Xi = 1 , Sadz smo u nosuénosti da inisemo
preslikavanje

r Wlx Wy = V
stavljajuéi

t(Al,xq) (rl(xl) rz(xp)) , <X1’X2) = oWix Uy .

ledne je da stoji r/ilx X, =1 . To zna 1 da je Xqx X,
sazetak svoje okoline Wlx w? u le Qg. Odatle , zbog Teo-

rome 4.3 , sledi da X x X,& ANS.

p
%
o
]
O
B2

remo zakljuliti da je konadan Dekartov proizvod

prostora X & ANS (n=1,2,..°,no) takodje ANS -~ pros-

1=

or. U nastavljanju dokaza Teoreme 4,6 , setimo sc da smo pret-

pogtavili da su svi X & ANS i da postoji indeks n takav

1 G

(=)

da je Xf € A8

s 22 svako n = n_. Primetimo da je Uekartov
1 ! O
. - r—-«\“.._. -~ .
proizvod X =1 (& homeonmorfan proizvedu
n=1 "~
e, o
(hix oy =iz ).
n=1 = n, +1
Dokazali sumo da M: € AFS , jer & ANS ( n=1,2,... ).
, n=1 °
Nadalje , 1% XPE A5 (n:>no) zbog teoreme o proilzvodu AL - pro-

%]

stora , sledi da
I n & A C ANS
n=n_ +1

~

To znaci da je ¥ Thomeomorfan Hékartovom proizvodu dva AND -

prostora, Frema tome , mozemo zakljuliti da X & AN i dokaz

Tegoreme 4.C Jje kompletan ,



Primedbali,2, Poznato je ( /1/ , (5.1),s5t.108) da se
L) = prostora po-
dwdara so klasom AR(ﬂL) - prostora. Fomodu

Teoreme Heo4 oprimedujemo da se klagsa skoro kon-

Primedbais,3, Prona m»nrvoj teoremi Hannera (/1/,(10.1),
55.108) sledi da otvoreni podskupovi ANR(W)-
prostera ne izlaze iz klase ANR(JIW). Da ana.
logna teorema ne vredi za ANS (JM) - prostore

pokazuje nam sledec

PRIMER 4,2, Pesmatrajmo prostor 4 iz Primera 2,1, Jasno Je

e A . . o e e
da L = AsGW) , jer jo» A sajetak od L, a ©

-+

< iﬂnyiﬂ rodskup U oprostora 4 definisan ka-

-~

gde su (0,P) 1 (G,Pn) intervali v B , jeste otvoren pod-

skup prostora A& £5(M). Odmah zapaZamo da je U homeomor-
. . . . L .

fan uwniji B svih paralelnih pravih prostora I~ koje pro-

laze tacCkama niza {anﬁ definisanog formulom

1
O.n = ( 5‘ ’O) ( n:“l,g,cov)
zajedno sa pravem kojoj pripada tadka (o,0). kup B nije

1

. . o 1l . -1 (
okolinski sa¥etak od E“ , jer skup =1~ — (4 Lab i J(0,0)) ina

v

a2 d - \.1 frad - b
beskonadno mnogo komponenata v B7( v, & 5 ,'leorcma 5.%). Prema



- &1 -

1

tome , U nije ANBCHL) - prostor,
AN - prostori dopudtaju bolju geonetrijsku karakteriza-

nego ANS(UW) - prostori ( teorema 4.3).

i
.
o

TEORSHMAALTY, Klasa ANS -~ prostora podudara se sa kla-

som p - slika prizama Hilbertovog kuba Q™.

: . . £y A . . o~ . ~ -
Do kaz . Heka je Pc @ nrizna 1 nceka B:% &£, Yosto Pe

& ANR , onda X & AN , zbop Vosledice 4.2,

Obratno , pretpestavime da X & Al pa dokazino da je X
P - slika neke prizme Fo Q. U tu svrhu s, bez smanjenja op-
« . _ . e A v »
stosti , mozemo pretpostaviti da je XTI Q. Fosto X< Alls , po-

3 > . - Ty Kad . . » o - . e
stoji okolina W od X u Q@ kojod je L saZetak., Zbog koni-
paktnosti , skup X dopudta bnzu prizmatidénih okolina (v. /1/,
(4,%) Tema , st. L19) . To znadi da postoji prizma T C VW tak-

va da Je X P . Sada je lako zakljuditi da je X sazetak

od P, a to znaéi da P z X .

Konadnodimenzionalni ANS - prostori dopudtaju jod lepd
k k zaciju.Nju iskazuje naredna
TEOREMAAL,8, asa konacnodimenzionalnih ANS - prostora

odudara se sa klasom ©p ~ slika poliedara.
P T T

Deoekasz., Neka je P poliedar i neka Pj%-i. rofto = AR

idim X & dim P sledi da X € ANS , zbog Posledice 4.2 1 da

je X onac¢nodimenzionalan.
Obratno , neka je X ANS® -~ prostor i dim X = n. Posto-

Ji  MUNGER - |Ox‘LII OV homeomnorfizam



Jje

PO

' P — r R
sto K & ANS

Pos

Jasno Jje da je ha(X)

- 8D -
q
r . ~ — -,«.C_n f l
h ¢ ¥ s h(CO o 5777,
- o fr ~en+1 .
U ood (X)) u E7 kojoj

h(X) saZotak. Nodalje , zbog koupaktnosti s
s o . 2N+ , .
stoji policdar P Lgn 1 takav da Je

hWx) c P c U.

o

sasetak od F. Zato L'% X,

- prostori se mogu pribliziti

Konad¢nodimenzionalni AS

geometrijskim simpleksima , jer stoii

T 5 CRE

Do kazwz.,

AB - prostora

M A 4.9, Klasa konacCnodimenzinonalnih

podudara se sa klagom p -~ slika seometrijskih

T
:

simpleksa,

Heka Jje G geometriiski simpleks,a X njegova

p - slika., Iz G € AR 4 dim G<ee sledi da

e b 1 Y AT
xoe Al 1 dindce

L ™D o
Cbratno , ako X & A% i ake je dim ¥ = n ,
za njegav lenger - Nobelingov smncesta]

povezaen kompakt pa y
men+l - s s . sen+l o,
BT postoji geomctrijski simpleks GC B t

u

-~ . < v . aentl . : Y
Posto je h(X) saZetak od B , on je , tim pre , sazetak

od G. To znaci da G'% X.
otvorio gledeéi problem:

U svom radu (/2/) Bc
Da 1i je istina da za niz ﬁxng X, € ANR  Sakav da Je X 4

retrakt od X (n=1,2,... ) , presek ¥ =
n=1

=
I'd
>

prostor



b4
- Y -

U vezi s tim bicde dekazana gledeln

TEOCHTM A LH,10, Necka Je iKn§ niz ANR - prostora Xn u
) o Yoo N ~atra o b'd Y e
kubu ¢ 1 neka je Xn+l raetrakt od L, za sva
o n=1,2,... .« Tada Je presek
X = NX
n=1 °
apsolutni okolinski sazetuk,
Dok az . FPofto Xy & ANR postoji okolina W, od Xy u e

r i W e X
o o i A

Nadalje , po pretpostawci , posteji niz {r etrakeija
- 7" A ava Yy
r s X, —> X 4 (n=1,2,4040)
PR y . . . . {
liozemo definisati niz 5fn} preslikavania
NS

n O =

stavljajuéi
f1,1= I‘l’.i. T l q...fll"o ( N= l,L_,.oo).
pRVS

Nekﬁje V okolina od X u Q, Zbog kompaktnosti skupa X

postoji indeks 0, takav da Je
.A.n...v(n\- .L’l) .

Jasno je do je f (Wo) C V, Osim toga , stoiji
oo

f/X=l(n=1,2,...).
n
v . - . _ - R .
To znacl da je T okolinskl sazetak od {Q pa X & ANS , zbog
Teoreme 4,4,
Na kraju ovog paragrafa istakmimo dva problema.

[

Problewn &,l, Da 11 se klasa A3~ prostora kuba § poduda-

sa klascm FANR ~ prostora

£ roblemnt2 DaliizX,k,& sl

L : . - \
sledi da AliJ K AS(OW)?



§ 5, PCGLED Na BSAZLTEE SUKLIDOVIH  FROSTDORA

Razmotrimo na krajun osncovna svojstva sadetaka vuklidovih
prostora . U tou razmatranju najveéi znacaj ima teorcma ana -

logna za (3.5) u (/1/ , st.1l4 ).To Je

TEGRIEMA S5.1, FHeka je U otveren neprazan ogranicen pod-

B

- . n
skup Buklidovog prostora &, Tada skup

-"\L-

Dok az . Ne snanjujuéi opstost moZemo pretpostaviti da

i

G (0,0,045¢00,0) € U, Tada se U mwmoZc obuhvatiti n-dimen-

zionalnom kuglom

. . o~ L3 I . kel

sa srediftem u tadki O teko da je U C XY, Foidto je ¥ - U
\ . . e co g 11 .4l

zatvoren skup i G &€ U postoji okolina V_ X skupa K- U

]

Ttakva da

Jr ood &5, 2o bi znadilo

£

. . . v
Pretpostavimo da K~ — U Jeste sazetb:

da postoji preslikavanje

takvo da je © (x) = x X & ¥ — U. Tada bisno mogli defi-

nisati preslikavanje

formulom
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fl{X) = - e x & T,

gae e 0 sfera kugle K, Preslikavanje Pl Jje dobro
definigano , Jjer Jje fO(ﬁ)(: WO i ¢ & V.. Definifimo jo& i

.. \s
preslikavanje

, 1 - N~

fo0: KD — U e gl
stavljajuéi

T X 51 -
f(X)—-" XC::':.-L“-'L!.

2

axp ?

I £, Je dobro definisanc preslikavanje , jer Ce& U, Sada
<.

smo u mozutnosti da definifemo preglikavanje

£ K e il

formulom B .
fl(:h) , X U
flx) =
o w0 .
l:ﬂ\K) s X AN .

rosto je fl(x) = fp(x) zo gvako x & FrU , preslikavanje

£ je korcktno definisano. Yo BROUWER teoremi kugla KW ina
svojstvo fiksne talke. 1o znali postojanje tacke X, & ! ta-
ko da vredi
(1) f(xo) =X,
U tom sludaju x & Sn—lCZ E' — U pa je Ix | = r 1 stoji
e} £ Eol



Iz (1) 1 (2) sledi da je x_ = O. Medjutim , to nije istina

0
. . . . n . ) . ., o
jer je O srediste kugle kK, Frema tome , X~ — U nije sade-
. 3 .l e e P I . . . .1 [(
tak od K7, a pcsto K Jjeste retrakt od ¥ 4, onda K ~ U
w7 I 1"\n
nije sazetak od b7,
natajna  je i sledeéa  tceorema koja je analogna iska-

zu (Z.7) u ( /1/ , st. 15 ).

T® OR M A 5,2, Kompaktni gazeci hTuStOTF T one razdvaja-
Z T D J

ju t

t;‘;)

J preostor za n» 1,

Do kX az ., Neka je A kompakton saZetak prostora E (n>1).

=
3

c. . e i N N
Fostoji kugla k < takva da je AC hg . Skup BT —~ K

je povezan i sadrZi se¢ u jedino]j neogranidenoj komponenti C

T . ald
skupa E% — A, Ako bi skup A razdvajao progstor L , zZna-

“ . . R 1 . . .
¢ileo bi da je #® - & nepovezan skup pa bi postejala ogra-
nic¢ena komponenta

cC K — A

.Gl . L ] . . "
skups &5 ~ A, Opet moZemo uzeti da O & C, Kako je A C

ogranicen skup , postoji kugla

e 3 Jl vy t Y
Kt = ﬁ X & £ Imﬂgrj

takva da je AC C < XK', Zbog O€ A postoji okolina VO
od A u X' btakva da O Ve Posto je A zuatvoren u

En, a " je lokalno povezan , onda vredi inkluzija

FrC CC raA .

v . « . \ « -n . . , o
Madalje podto je A saZetak od K~ , postojalo bi presiil-




Ho
ot

——

takvo da je f”(x) = x , x&€ FrC, Analogno kao 1 u prerhodnoj

teoremi mogli bismo definisati preslikavanja

- el . ) e
Fot G o G i f.: K% g s gL
o

1

Pomoéu tih preslikavanja moZemo definisati preslikavanje

formnulom —

£,(x) , xe &M - ¢,

S

Medjutim , to nas opet dovodi u kontradikciju sa teoremom

s o R . . %
Brouwera po kojoj kugla K 1ma svojstvo flksne tacke .

. , ol . -~
Zbog toga skup A ne razdvaja prostor £ , tj. skup e A

Primedbab.l, Za n =1 skup L — A ima tadno dve

komponente . U tom sludzju se klasa kompakt-

. Y L
nih sazetaka prostora L podudara sa kla -

som njegovih kompakinih retrakata, Frema to-
me , samo jednotackovni skupovi i zatvore-
ni 1ntervali prostora =7 mogu biti njegovi

kompaktni saZeci.

DokaZime jod i teoremu koja u jednon smeru karakberide

v
~

kompaktne okolinske saZetke IDuklidovih prostora.



Do k a

granidena zatvorena okolina

gndrzane

eno da je teorema analogne iskozu (4.2) u (/1/,QJ.17)'

z ., Podte je A okolinski saZetak od B postoji o~

<

od A u B kojoj je & sa-

ledalje , 1z kompaltnosti skupa "4 1 lokalye povezano-:
U - "'\n g ; L_ . - - - —‘1n hY
cora i sledl da su skoro sve komponentce skupa B — A

n int W .

Fretpostavimo , suprotno tvrdjenju Teoreme 5.5 , da u

skupu
od tih

sadrzi

T
M)

n . . , M .
- A ima beskonacno mnogo komponenata. Samo jedna

komponecnata je neogranicena., To je ona komponenta koja

OO i

. . . o) . o
skup K , pri demu Jje K7 kugla koja obuhvata

kompakt A. Prema tome , u unutras DJO sti skupa W ima besko-

nadno

vonente

mnogo ogranicenih komponenata skupa © — A, Bve te kom-

s R .
su otvorene u k-, Heka Je

jedna od tih komponenata.Jasno je da C & ¥ . Ako je V bi-

. . . Ll N o
lo kako izabrana okolina od #®° -~ C u & , onda je V oko-

lina i

A

tokve da

-

od A, jer je Al C =0 i ACTE - O, Posto jJe

sazetak od W , postoji preslikavanje

je r(x) = x , x< A, 3ada moZemo definisati pres-

likovanje



stavljajuei

f(x) =

Poito je C N (™ - C) = ¥rC C i ; ondn je r(x) = x , X&
€ ¥rC . Iz toga proizlazi da je f dobro dofinigsano presli-
kavanje, Bledilo bi da Jje E - C sazetak prostora E?, Me-
djutim , to je u suprotnosti sa Teoremom 5.1 , Jer je C o-
graniéen neprazan i otvoren podskup prostora £, Na taj na-—
¢in smo oborili pretpostavku da u E® — A ima beskonadno mno-

go komponenata 1 Teoremnn 5,% je dokazana,

Primedbdba 5,2, Kompaktni okolinski sa%eci prostora £

mogu biti samo konacne unije scgmenata

b
o
o
H

i}

driotadkovnih skupova, FPrema tome , klasa kom-

¢

!

v

paktnih okolinskih sazetaka prostora I~ po-
dudara se sa klasom konpaktnih okolinskih -

retrakata tog prostora.

tadaka niza {a l.,
J

FPRIMER 5.1, Skup A n

259

v,_ﬂrt";

1t
N

al,.l.

a = ( % , 0) aj = (o,o) je kompoktan, On

A

L . . ~ - . .-‘1
nije okolingki saZetak od &~ , jer skup K —~ A

A ima besko-
nacéno mnogo komponenata.

Videli smo da u proucavanju sazetaka prostora e
nma nideg novog u odnosu na proucavanje njegovih retrakata.
Hedjutim , retrakti i saZeci prostora o jako se razliku-

Ju.
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Dobre je poznato (v. (1%.1) , /1/ , st.150 ) da se klaga

lokalno povezanih kontinuuma koji ne razdvajaju E2 podudara
; .y N .
sa kKlasom kompaktnih retrakata od B7, Vel sno dokazali da sa-~

zecl lokalno povezanih prostora ne noraju biti lokalno pove -

zani ( videti Frimer 1.,1). Zato je znadajna i zaninljiva

]
AYa4

T B0 EMA 5S4, Klasa kompaktnih saZzetaka prostora @
podudara se sa klasom kontinuuma koji ne

o
razdvajaju R°.

- . v -2 .
Dokaz ., Ako je A kompaktan sazetak prostora I~ on Je

povezan zbog Yeoreme 1.2 , Jjer je L7 povezgan. Nadalje A
2
ne razdvaja prostor E~ gzbog Teoreme 5,2. Prema tome ,skup
L s o 53 . e
A Je kontinuum koJi ne razdvaja I,
Cbratno , pretpcstavimo da je AC Eg kontinuuin takav

E2

da Je - A povezan skup. Tada za svaku kuglu

. . .
MA£J==ivam“;d@¢gggy

~

A - D _ K<A7 E:)
zbog Leme (13.4) iz ( /1/ , st. 153 ). PoSto je D kon-
traktibilan u K(A,E ) ﬁlgﬁxﬁ9§;>5 » T € R" je baza oko-

lina od A , zakljuZujemo da Je A skoro kontrnktibilan.Ha-

da pomoéu Teoreme 2.% moZemo zakljuéiti da je A saZetak

)
prostora £,

Borsuk je dokazao (/1/ , (14.1), st.157 ) da ako je

‘ : il Ao
A C I 1lokalno povezan kompalt takav da skup ©7 - A dma



najvige konacéno mnogo komponenata , onda je A  okolinski rete

<
| 2
rakt prostora E-.

Videli smo da saZeci , pa i okolingki saZeci , prosto-

_ 2
"o ;

D
2. Ca Ew)

ne moraju biti lokalno povezani, »ada se prirodno na-

meCe sledece pitanje: Ako je AC E kompakt , takav da skup

.‘2 . . v e 3 . A
g -~ A dma najvise konacno mnogo komponenata , da 11 je A

; ) - ] e
okolinski saZetak od 177

Odgovor na to pitanje glasi : Ne! U to nas uverava sledo-

e, s

cl

o Py, e . - . ¢ 3 ' Y%
PRIMER 5.2. Posmatrajmo nizove 4{an2- 1 gbn% tacaka
1 ¢

a = < %‘ 9 s} ) ’ .b = ( %l- ,l) (1’1=1,2,... )

-,12 B 1 - --\’)
prostora -, Neka su an,bni (n=1,2,... ) segnenti u §E°
. 4

koji povezuju tacke a, sa tadkama b, 1 neka je 2,1,

kN

sepment koJji povezuje tacku a, = (0,0) sa tackon bo=(o,l).

Tada skup

.
nj)

Lo
L'n

,b

A = {?o’bqi U ( ‘31-

n

predstavlja lokalnoc nepovezan konpakt t-okav da njegov komple-
ment E2 - 4 ima samo jednu komponentu (sl.5). Skup
AO :‘Lag’al""}
.. . . o .2 s - .
nije okolimski saZetek od LT ( ve Yridmer 5,1 ). PoSto je

A retrakt od 4 , onda A ne moze biti okolinskil saZetak

prostora I“ , jer bi u ton sluéaju Ao incrao biti okolinski

»~ T l

sazetak od 7.
Primedba 5,3, Postoje lokalno povezani kontinuumi ko-
ji nisu ANE - prostori. Takav kontinuum Jje

AT
ey

na primer ~,Jjapanska nindjusal .



Hslika 5,

Podgetimo se na kraju da je Borsuk konstruisao Jeda
beskonadnodimenzionalan lokalno kontraktibilan i kontraktibi-
lan kontinuum u Hilbertovom kubu koji nije ANR - prostor

(/1/ , (11.1),st.142 ), Zato nam se &ini ganimljivim sledeéi

Problemnb5,1, Da 1i su svi lokalno kontraktibilni konti-

: - . A aren i .
nuumi Hilbertovog kuba Q7 AFS - prostori?
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PREGLED KORISTANIH  OZNAKA
- n~dinenzionalni Buklidov prostor
— ilbertev prostor

(37 = iilbertov kub

M - xlosa svih metridkih prostora
ARUW) -~ apsolutni retrakti za metridke prostore
ANR{UW)-apsol. ckol. retrakti za metrilke prostore
AR - kompnktni ARWUW) -~ prostori

konpaktni ANRUW) -prostori

,_r_.
B
!

FaR -~ fundamentalni apsolutni retrakti

FANR - fundmmentalni apsolutni okolinskil retrakti
ASUW - apsolutni safeci za metridke prostore

ANSUW -apsolutni okolingki saZeci za netricke prostore
A~ kompaktni  ABUWW) - prostori

ANS -~ koopaktni  ANS(H) - prostori

.,
% - relacija r -~ doninacije

= relacijn 7p - dominncije

8¢ - kloasa skoro kontraktibilnih netrickih prostora

.c" - klasa lokalno kontraktibilnih prostora(k=o0,l,...,n)
~~ = homotopska Jjednakost prostora
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