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Za reafirmaciju i znadaj problema povriina diskontinui-

watg posebhno Je bila znadajna 1991 godina. Te godine pojavila

i1

41 se dva zpalajna reda iz ove oblasti. U knjizi FPreogress

2o oselid mechenics

¢iji su editori I.¥. Bneddon i R. Hill,

if

karaktera Discontinuity reliations

- e 'l R
Re Hill-a ;1 . U samem uvodu se

" Bitna komponenta tehnike za resavanje granidnih pro-
wiema u mehanici kontinuunms Je izudavanje povriina diskonti-
npiteta zevisoo promenljivih i njihovik izvoda., QOve povrsine

P ° 2 e o < Yo o~ oy m 2 o - e . 2 -
Citi igoicovane 1ili karskiberisgticne v punom smislug

mogu bitl stacionarne ili se prostirati kao talas. Problem
3z oderavajuéi, teZak sli 1 Siroko primenljiv. Biée %o, bez

sumnje, problem od velikog znacaja u bliskoJ buduénosti sa
nastankom novih 1 reorganizacijom starih grsna mehanike sclida.
Hedjutim, Jasna analiticka sredstva za razmatranje
owdtih diskontinuiteta su daleke od pozrnatih, a nije se poja-
i¢ ni neki iscrpan nov prilog. Glavni izvori su Hadamard-ova
mornumetbalina klasiksa od 1905 god., sada uveliko zaboravljenaj
privladna, mada ograniensa, mala knjiga Levi Civitaz~e od 1932

god. 1 niz vrednih ali ne i lako ¢itljivih radova Thonas~a

Sadasnii trenutsk poziva hitno ns sveobuhvatno i deta-
1dno izlaganje osnovne anallZe eees!
o 3 - e o

U radu Je na nekinm priwverims izloZens primens povriina

diskontinuiteta. Dat Jje i niz originalinih rezultata



all ne i Jedna nova opita tecrija povrfina diskontinuiteta.
Iste godine stampan Jje rad C. Traesde11~d~ General and

swuet theory of waves in finite elastic strain " j » HoZe

g slobodno reéi da Je to fundamentalan rad u problemu prosti-~

canja talasa.

°

obijeni rezultati su

tj
O

pSteg karaktera i obuhvataju kao
specijalan sluésa] rezultate niza drugih radova, npr. Hayes-a
1 Aivlins Eﬁ s Toupin-a 1 Befsteinma Bﬂ » Onc sSto Jje za nas
oirde posebno znaldajno Jjeste metoda. To je bila metoda povrdina
diskontinuiteta. U radu su date dve fundamentalne teoreme kao i

d

snaiizae znadajs 1 nedostataka bteorije povrsSina diskontinuitea,

[}1

Pryi put Jje pokazance da je metoda povriina diskontinuiteta

potpuna 1 egzakitna.

s

Time Jje potvrdjen, u istod godini, stav koji Je izrekao

Iy
]
4
4
F.Jc
b
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§
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U istem radu C. Truesdell detaljno diskutuje sve kompo-
nente primene teorije povrsina diskontinuiteta i istile nedo-
statak nepostojanja njene opsSte teorije i opasnost da se na
ovom stepenu njenog razvoja njena primena ne pretvori u c¢isti
formalizam.

viad
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nije protekloc mnogo vremena ipak smo u moguénosti da

<

scenimo svu dalekovidost predvidjanja Cs Truesdell-a i R. Hill-a,

O

f
5,

d
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SIS v lanas samo broj radova iz oblasti prostiranja

o

6]

pa do
talasa, koJji se baziraju na primeni teorije povréina diskonti-
wuiteta, Je ogroman. Pesebno poglavlje ¢ine radovi koji treti-
vaju problem talasa ubrzanja za razne materijaleo Navedlemo neke.

Talase ubrzangda u elasticé¢nim mater lima izudavali su

Thomas [3] s Toupin i Berstein [%] s Truesdell {?] , Hill EE]a

Chen {?J H
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1 vigko-elastiénin materijalima Varly FQ} . Punwoody [Q] 3 u
iner—elastidénim materijalima Niroboli Fiﬂ , Varley i Dunwoo-

u elektro-magnetnim solidima McCarty Eﬁ% s MeCarty i

¥
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Losen {?%} § 1 termoelastiénlm materijalima Chen {}4} s 1 mikro-
rolarnim visko-elastidénim materijalima McCarty i Lringen [?j

u materijalima sa memorijom Coleman 16  Gurtin i Herrera [;ﬂ
Coieman 1 Gurtin [18] itd..

Dobar dec radova odanosi se na rast ili opadanje talasa
vhrzanje kaso to su radovi Chén-a iﬁé% s Suhubi-a &h% s Nariboli-g
i Juneja {?i} itde.

U istom vremenskom razmaku i mehanika kontinuuma se oboga~
tila nizcom novih Leorija. Fosebna paiZinja je bila posvelena
nelinesarnod mehanici kontnuuma. To je uslovilo razvo] pojedinih
matematidkih disecipling kao 3to su teorija grupa, teorija
invarijanata, funkcionalna analiza, diferencijalna geometrija
i drugih oblssti primenjene matematike. Najnoviji resultati
drugih posebnih nauka nalaze svoje primene u mehanici konti-
nuuma. To se prvenstveno odnosi na fiziku i hemiju. Unubtrasnja
struktura materijala postaje predmet istraZivanja i u mehanici
rontinuuma. lIzudavaju se razni modeli materijala i daju odgova-—
rajule teorije koje adekvatno opisuju ponasanje takvih materijala.

f'skve teorije su teorija polarnog i multipolarnog kontinuuma,

}_!e

ek
b

ija orijentisancg kontinuuma, teorijs mikropolarnog konti~
nuumea, teorija mikromorfnog kontinuuma Fté..

U dinamickim problemima ovih teorija posebno interesavanje
izazivaju efekti nelinesrnosti. To se odnosi prvensﬁveno na
problem prostiranja talasa. Efekti talasa visSeg reda i moguénost
vrostiranja talasa u materijalima sa mikrostrukturom ili orije-—
phtisanih meterijala postaje predmet eksperimentalnih istraziva-

nia 1 to ism razloga. Prvi Jje vezan za proveru




ispravnosti teorije. Tako npr. u teoriji mikropolarnih kontinuuma
davljaju se i talasi mikrorotacije. Njih u klasicnoj teoriji
sema. Bksperimentalno utvrdjivanje postejanja ovih talasa
rrestavlja potvrdu ispravnosti teorije. S druge strane, rezul-
sati kodi se dobijaju na osnovu ovih teorija prestavljaju
noboljsanja klasidnih rezultata, koji su od izvanrednog znadaja
za praktiénu primenu.
Teorija povréins diskontinuiteta se i ovde Javlja kao

egznaktna metoda za izulavanje moguénosti prostiranja talasa
bilo kog reda i tipa.

| Ali; dalja njena primena, izvan same sloZenosti fizickog
problema prostiranja talasa,; lezi i u sloZenosti izvodjenja
odgovarajudéih relacija diskontinuitets. Relacije koje su izve-
dene drugog su reda ili najvisSe treéeg /ne u potpunosti/. ©
nekim opétim zakljudcima, izvan specijalnih slulajeva, moZe

piti redi samo na osnovu opsStih relacija diskontinuiteta.

!

Neosporno Je da se ove relacije mogu izvesti samo na osnovu
jedne opste i potpune teorije povrsina diskontinuiteta, Jjedne
sveobuhvatne i detaljno izlozZzene analize teorije povrSina
diskontinuiteta ¢ kojoj je govorio R. Hill.

Na osnovu svega ovoga bilo bi pogredno zakljuditi da se

primena teorije povr3ina diskontinuiteta prostire na poslednjih
deset godina. li smo veé na samom pocetku istakli red "reafirma-
cija"., Time smo Zeleli da naglasimo nagli porast interesovanja
i potrebu za véobuhvatnijim_izuéavanjem ovog problema.

Istorijski posmatranc problem povrSina diskontinuiteta prvi

put se pojavijuje u radovima Euler-—a [?é] /1764 /, {é%] /1765/ u

t

jima se posmatra povrsina na kojod gradijenti brzine imaju

-
b
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¥

~

skontinuitet. Cinjenica da brzina moZe biti prekidna bila je

~

i

prvi put i1 isteknuta od strane Stokes—a [?é] /1848/. Veliki
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prilog razmatranju ovog problema dali su Christoffel {éi] /1877/
5 qugonzo [? ] /1885/, Prodirenje njihovih ideja dao Je Hadamard
knjizi "Lecons sur la Propagation des Ondes et les Equtions
ade 1 Hydrodynamigque® {22] /1%03/, Osnovni nedostatak ovog monu-
mentalnog rada lezi u zahtevu neprekidnosti funkcije na povrsini
diskontinuiteta. Rezultati su izvedeni preko klasicénog matemabi-
&kog aparata - preko parcijalnih izvoda-ali u invarijantnom obliku.
Tu su jos radovi Zemplen-a L?S] /1%05/ i Lichtenstein-a E2ii /1929,
Progirene uslove kompabtibilnosti /kako se relacije disko-
tinuiteta nazivaju u poslednje vreme/, bez ogranicenja za
funkeiju za koju se traze uslovi kompatibilnosti, prvi je dis-—
kutovao T.Y. Thomas [?Q] /1957/. Izvedeni na ovaj nadin uslovi
kompatibilnosti pozneti su u literaturi kao THomas-ovi itera-—~
tivni uslovi kompatibilnosti /vidi npr. C. Truesdell i R.A,
Toupins CFPFT Eﬁi} /s Dobijeni su izrazi za uslove kompatibilnosti
prvog i drugog reda. Time Je ujedno dat i postupak za odredji-
vanje uslova kompatibilnosti viseg reda. Nedostatak ovog rada
bie Je u izboru specijalnot sitema -~ Dekartovih-koordinata
dime se gubilo u invarijantnosti., Medjutim, osnovni nedostatak
hio Je 1 ostao u slozZenosti izvodjenja ovih relacija i1 nemogu-
¢nosti izvodjenJs opstih izraza. U radu od 1966 god. Thomés
52] razmatra isti problem ali u odnosu na pr01zvolanl sistem
koordinata dopustiv u Euklidskom prostoru, ¢éime je ispravio
prvi nedostatak, tj. relacije imaju invarijantan oblik. To Jje
verovatno i razlog naslova ovog rada "The general theory of

compatibility conditions". VazZno je istaéi da se izvan toga ova

dva rada uopsSte ne razlikuju, ¢ime Jje pitanje njene opsStosti,

o kojod Jje R Hill govoric, i dalje ostalo aktuelno.



04 znacaja je svakako da se istakne 1 razlika u korisée-
cyu matematickoy aparata izmedju Hadamard-a i Thomas-az. Thomas se
sluZio tenzorskom analizom cime je izvodjenje relacija bilo
=natno uprosSfeno, postupak vrlo elegantian a dobijene relacije
imale automatskl invarijantan oblik.

Kako Jje tenzorska analiza postala jedna od osnovnih mate-
matidkih disciplina koja se koristi u mehsanici kontinuuma i koja
se razvijala uporedo sa ragvoJem mehanike kontinuums to su se
radovi T,Y., Thomasa sve visde koristili kzo i njegovi iterativni
uslovi kompatibilnosti a Hadamard~ovi postajali sve vise klasika
1 tod oblasti. I terminclogija Thomasovih radova podela je sve vi-
S$e da se koristi. Tako Je u poslednje vreme ustaljen naziv
singularne povrsine za povrdine diskontinuiteta, a relacije
diskontinuiteta nazivaju uslovima kompatibilnosti. Mi &emo
koristiti i Jjedne i druge nazive.

Ovaj rad prestavlja prilog teoriji povrsina diskontinuitete
Tadnije, on prestavlja pokugaj da se da Jedna svecobuhvatna
i detaljno izloZena teorija povrsina diskontinuiteta o demu je
govorio R, Hill. Osnovna ragzlika u razmatranju ovog problema i
drugih teorija i ovog rada je u samom prilazu. Mi Cemo prilaz
izloZzen u ovom radu nazvati direktan. Pod tim podrazumevano

direktno ispitivanje ponasanja f-je na povrsini bez posebnih

Q

granicenja bilo f-je bilo povrdine, tj. da je to povriina
diskontinuiteta za posmatranu f-ju. Na taj nadin dobijeni su
opsti rezultati potvrdjeni i dckazani kroz date stavove i
teoreme. Zatinm je na osnovu ovih rezultatsa razmatran problen
povr3ina diskontinuiteta i dobijeni izrazi za relacije diskon-
Linuiteta. Sam postupak za njihovo izvodjenje Jje vrlc prost a

dobijeni rezultati su opsti.
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Pokazanc je da su svi do sadapoznati rezultati specijalan
gludaj izloZene teorije. Na nizu primera ilustrovana je Jjedno-
:tavnbst izvodjenja relacija diskontinuiteta. Predpcstavljajuéi
dz je f-a, za koju se ispituju relacije diskontinuiteta,
wenzorskog karaktera, bilo kog reda i tipa, dobijeni su re-
zultati invarijantnog oblika. U radu je podvulena razlika
izmedju rezultata teorije povrsine diskontinuiteta koju je

dac T.Y. Thomas i ovde izloZene. U odnosu na nedostatak Hadama-

]

rdove teorije Thomas~ova teorijs prestavlja njeno prosirenje.
KoZe se slobodno reéi da je ovde izloZena teorija prodirenje
mlomagove, cime Jje ujedno odredjen i njen odnos prema Hadamard-
ovo] teoriji.

Red se moze podeliti na dva dela. U prvom su razmatrani
geometrijski uslovi kompatibilnosti. Date su tri teoreme, koje
prestavlijaju osnov cele teorije. Izvedeni su osnovni rezultati.
Definisan Je operator diskontinuiteta i pokazane njegove osobine.
Njegovom primenom dobijeni su opsti izrazi za geometrijske
uslove kompatibilnosti. Izvedena Jje analiza dobijenih rezultata.
Dati su neki primeri njene primene cCime Jje ujedno ilustrovana
Jednostavnost njihovog izvodjenja.

U drugom delu Jje razmatran problem kinematickih uslova
kompatibilnosti. Data je u saZetom obliku teorija povr$ina koje
se kreéu., Posebno Jje razmatrana kinematika takvih povrdina.
Definisan Je dﬁizvod, Izveden je izraz za 37% , koji je
ujedno i primenjen za izvodJenje kinematid¢kih uslova kompatibil-
nosti. Ove relacije su izvedene na vrlo prost nalin, pri Cemu
Jje koristena osobina komutativnosti izmedju operatora E j i g—.
Kao i u prvomn delu rada, na nizu primera ilustrovana Je izlozZena
teorija. Izvedeni su opsti zaklijudci i pokazano da su.do sada po-
' a

znati rezultati specijelan sluded izloZene teorije.



Teoreme i dokazi, kao i izrazi za uslove kompatibilno-
s+i, odnose se na Euklidski /Ez/ trodimenzioni prostor, prostor
ripidkih dogadjaja, Lako je videti da se rezultati automatski od-
nose i na Buklidskil prostor bilo kojeg reda dimenzije. Koordina-
tni sistem u odnosu na koji se vrsSi ispitivanje je biloc koji

dopusten u Euklidskom prostoru, tj. x1 su generalisane koordi-

nate. NotaciJa je tenzorskog karaktera.
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I.GEOMETRIJSKI USLOVI KOMPATIBILNOSTI

2. Osnovne formule iz teorije povrSina

Neka su x¥ /i=1,2,3/ neke krivolinijske koordinate

dopustene u Euklidskom prostoru Ez.

Tada
/2.1/ rierx i(/ ﬂdg ZL)

prestavlja povrsinu S koja se krele u E5° Koordinate dx
/0{=1,2/ su krivolinijske koordinate povriine, a t-vreme.

U daljem delu rada podrazumevade se da latinski indeksi

idu od 1 do 3, a gréki 1 i 2. Pretpostavljé se da su f-je
/2.1/ neprekidne i diferencijabilne po ﬁ£ i t do reda koji
nam treba.

Osnovna metricka forma povrSine Jje data izrazom

A i
/2.2/ @z{ﬁ g st ‘r)ﬁ

gde Jje 813 osnovni metricdki tenzor E3 u odnosu na sistem
koordinata x'. Kontravarijantne osnovne metridke tenzore

v . - ot
obelefavamo, kao 3to je uobidajeno, sa gid i A" . U /2.2/
primenili smo Einstein-ovu konvenciju sabiranja po indeksima
koji se dva puta ponavlijaju. Pomodéu osnovnih metrickih
tenzora mogule je podizati ili spustati indekse neke tenzorske
velidine. Tako Je

&= @ﬂﬁﬁ)

K

2

/2.3/ gg27ﬁ7 )
‘4
ﬁ Jj@xﬁ/oj )
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Komponente Jjedinic¢nog vektora normasle n na povrdini
P '
72,1/ obeleZiéemo sa =nl , Tada je, na osnovu teorije povrii-
! 3

~a /vidi npr. T.Y. Thomas [5é] /s

j2.4/ mn' =1

/2.5/ /8 I’fd*ﬁ ,
/2.6/ Thes =lp n ,
F2.7/ 722;,%' = “ﬁfﬁfg .

Iz /2.5/ se vidi da SU XKoo vektori u tangentnoj tavni
povrsSine S, ¢ije komponente u odnosu na obvojni prostor su
xigd~, Napominjemo da Je Xisd’ kontravarijantni tenzor pri
transformaciji Xi§ isto tako je to kovarijantni tenzor po of
pri transformaciji uw'. .

Formule /2.2/, /2.3/, /24/4/2.5/,/2.6/ i /2.7/ &esto

¢emo koristiti u daljem radu.

%, Osnovne teoreme i dokazi

Neka je u Euklidskom trodimenzionom prostoru /Ez/ data
dovoljno glatka povrSina S definisana sa /2.1/. Neka je u Ez
data neka tenzorska funkcija y
a/ definisana i neprekidna na S i
b/ diferencijalibilna na S do reda koji nam treba, recimo 1
/k je bilo koji prirodan broj, tj. k=1;2,350cccees/s
F-ja ? moZe biti skalarna ili tenzorska velidina bilo kojes

reda i tipa.
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T e oTr ema 1z Kovarijantni izvod reda k f-e

moze se na povrsSini S prestaviti

(%w u obliku
. 7 £ el o o o
) = ) f' 2 2 4y
Pt T 2{0 { X - ﬂxjfg«;zﬁ’. T
ﬁ_
@ . . ae) . .
A"+ A { N
/3.1/ (Ko . .oy . ) P
’ ands 2 7
,,Mq';.A {z)@ﬂumx)%% ﬁj+{1,.¢72}+
(ﬁ)&%«-r»o@g o ‘;
+A xZg R
T A oy T T et
Sa
2y i dseq ,,ii}
/502/ {I 05;,, PRI I‘)@(} ?Z 3 o w 72 '

obeleZen Jje zbir svih permubacija sa ponavljanjem od
k-elemenata medju kojima ima s Jednakih jedne vrste /svi
xiP, p/ i k-s jednakih druge vrste /svi nid / /p=1,2,....,8;
G=8+148+24e0c00e0 9K/

Pre nego sSto predjemo na striktni dokaz teoreme duzni smo
da objasnimo smisao postojanja /3.2/ u /3.1/. ) .

' Prvo, s obzirom da je Ez Euklidski prostor y%z,oogim

Jje potpuno simetrifan tenzor po indeksima ip /T=1,2,660.3k/,
tada i desna strana /3.1/, pod pretpostavkom da /3.1/ vazi,
mora biti potpuno simetriéna po ovim indeksima. Svaki ¢lan
desne strane formiran Je od komponenata vektora normale ni
i vektors Xisd~na S. U svaki od ¢lanova ulazi ukupno onoliko
ol i xi%£ koliki je red izvoda f—je>ﬂ, tj. k. Broj

¢lanova desne strane Jjednak Jje k+1, Jjer je oLs£ k.

\5‘-?’3' L )
sl
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Drugo, da bi desna strana /3.1/ bila simetridna mora
biti svaki ¢lan /3.3/ simetrican po indeksima i, /r=1,2,..,k/.
Iz /3.3/ se vidi da samo prvi lan zadovoljava uslov simetri-
dnosti. Ostali ¢lanovi se moraju simetrizovati. Radi kratkole

uvedimo opdti &lan za /3.3/

-
e
v

z?-' G lseg s
/ 4 { o N < <.
/ ,}@% o a2 o "'@;E% ?Z 2 a - /2 b /O & S= k/o

I'I

N
°

QZigledno je da Jje /3.4/ vel simetriéno po n. Dalje, potpuna
simetriénost /3.4/ po i, povladi za sobom potpunu simetricnost
po ¢, Obrnuto, simetridnost po d% povladi simetridnost

samo po  ip /P=l32560055/

/1/

OCigledno je da se radi o broju kombinacija sa ponavlja-
njem od dva elementa /n i X, ;o€ Jje fiksiran broj/-k-te klase.
S obgzirom na poznati izraz

~p [p _ (;ﬁ-i’/{}"'?)
. éﬂ U prk—y KL
gde Je [é -~ broj kombinacija sa ponavlijanjem od p-elemenata
&
k~te klase, a é@wﬁbroj kombinacija bez ponavljanja od k+p-1

elementa k-te klase 1 da je u nadem sludaju p=2 biée

Al £ - red ‘
. [:\Z g[m‘,;.._{ :{ i /}gﬁ.ﬁ.:ﬂ



e
U gvalkom sludaju Jje ,4 potpuno sinetridan tenzor.
Yo povliali za sobom simetrilnost po ip u /3.4/. Tada u
/%.4/ imamo potpunu simetriénost po i, 1 ig /P=132,000053
g=l+8, S+2j0e000,3k/, tj. medjusobnu simetridénost xip,acp
za sebe 1 nld za sebe. Zato da bismo dobili sve &lanove
/%.,%3/ simetridnim nije potrebno izvoditi simetrizaciju po
gvim indeksima i, veé samo izmedju indeksa elemenata
«ip solp 1 niad u /3.3/. Tada u /3.4/ mesto bilo koja dva
indeksa skupa ip je ravnopravno. Isto vaZi zaﬁib kao i za
ige Formiranje svih &lanova kojim bi se /3.4/ udinilo
simetriénim po ip se svodi na permutacije sa ponavljanjem

k-elemenata medju koJjima ima s jednakih Jjedne vrste

/ﬁﬂaf/ i k-s jednakih druge vrste /n/. Njihov ukupan broj je

/3.5/ | /Dj’;gwﬁ 5/(£@5)/ ( ) e ,

5
gde smo sa [} obelezili broj kombinacija bez ponavljanja

k elemenata s-te klase.
Treée, odredjivanje ovih Clanova vril se leksikogra-
fski. Za /3.4/ raspored indeksa 1] 1peecccessigigtlecessik je

podetni. Mi ¢emo smatrati da su oni uredjeni po velilini, tJj.

[N

il{u iZée, o6 e éiS*lé *s0o0 e én iko Tada se SVi OStali élanOVi
formiraju pomeranjem elemenata u /3.4/ s leva na desno na ved

poznati naldin. Mi ¢emo dgti tabelu za ovaj postupak.
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Tabhela br. 1

is e o . o i, 3 .9
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Ukupan zbir svih ¢lanova Tabele br.l obeleZili smo
3.,2/. Prema tome /3.2/ je potpuno simetridan tentor po inde-

gsima ip. Tako je ukupan zbir svih élanova Tabele br.2

[zl a2, 15 n*n’) - 1}@ x, 2
2l 1% p? Z“ %+ 1% h 1% ﬁifﬂwx

b g, 1% 7+ o e, fz%ﬁg +
1"{4 ﬁ%iﬂfﬁz 2% 0P’ 22 2 1

7 z‘@@i W‘ﬂz;%+fz€’x,;%7zﬁfwgzﬁ+
G g & s &
"l 1t 12

Oc1gledno da Jje

-

{an=. . 'fzi’ﬁ} - -0,
/3.6/ . g{

{hz )&% “e o Jdm j? qu24»~ -Jga%
s obzirom na /3.4/ i da je s=0 1 s=k.

Dokagzsz teoreme 1. Teoremu éemo dokazati

Z
metodom matematiéke indukecije. Zaista, }7’ se moZe rastaviti
na S u odnosu na trijedar vektora n, X, / of =1,2/, koji Jje
~ 1 :

definisan u svakoj tacki povrSine S, tj.
i i, A% 4
)@

/3.7/ >0 ‘“‘/472 +A X e

l
b
ede su /4 i A komponente }0 u praveima n 1 X,ef
B Lt %4 .

- ~
respektivno.
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Cdmah g2 vidi da su

2.8/

s obzirom na /2.3-5/, petpuno jednoznadno odredjene velidine.

” v ¥/ 1 « R s s
7 slucaju ;‘J mozemo kxoristiti prethodne rezultate.
- ’.‘ ﬁ‘»?lvz-,aff‘{ﬁ J) ¥ u’"’ i b o - <
Kako Je fﬂ hiy%zﬁl kake /3.7/ vaZi nezavisno od prirode funk-

®

cije % /ti. da 11 Je cne skalarna ili tenzorska velidina/ bide

Jjer Qe Jeva strauva kontravarijentni tenzor drugog reda. Ali tada
su,Ay i kontravarijantni tenzori prvog reda /vektori/ s obzi-
rom na transformaciju o Kako su ove velicine definisane na S
tada i za njih vazi /5.,//'9 pa je
/%:5 ﬁ %7@9 y
/3.10/
@, ‘,
gde su ﬁ i [ ' potpuno jednoznacé¢no odredjene velicline
preko Jﬁj i /ﬁ respektivne, analogno sa /3.8/.
Zanmenom /3.30/ u /3.9/ dobijamo

PIL( B bl it (T +5"%)fﬁ

- by + ﬁaﬂ%@ +(W B *ﬁ L -

“&96



o] Seae

/@’
//
t >
jer Je
ﬁm;-,’ a0 Q? Sj 74:“2_,/@ ﬁ? ,'
7 a4 Paa y
../-‘"{,LX{, 5] // Z “"}’% <_ {L /t/ ,7’9( 0{ 7
gde smo koris 51131 oschbinu simetridnosti tenzora ;ff .
Tada Jje

I &giﬁqz% z%%/ ind ), 5f0
pars PPVl s POl T TS

Lko se u /3.1/ stavi k=1 1 k=2 dobiéemo /3.7/ i /3.11/,

tj. /3.1/ vazl za k=1,Z2.

/5175

/3.12/

=2

Koristeéi /3.7/ dobijamo da Jje

(ﬂ)/’j’a&’guuf% @7’7{/2&5;;“4:{; 5;; @ffl{:»c 9/(.3@@, ,,

Jjer su indeksi © samo redni brojevi pri transformaciji x.
Fa 4

MM ,o.ﬁ’%}ﬁ7
bty

Zamnenom /2.13/ u /3. 12/ﬁngLJamo

%thw “”&7é§ %f

LY
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Ako se u drugoj sumi stavi g=8-1 i uzme u obzir /3.6/

dobiéemo da Je

:’ (1/7‘?"0
\\f)/@ _g 4’! /J @ . ]BZa/’ }&[7

\( f 7 e J@f‘ 5’« .
- ﬁ A *7"@ ﬂf? +
2 _r“_J' '\j'; 7 5 o2 %‘@5‘2 )@f‘

g2y

3 @*@@W”w; o
+ ) / ' p ol 7
L ( { L5 /"’S«M/ZZZZ?Z '

"y
5 {é{%’))

L »@Q* : PO’H’
Lako Je pokazatli na osnovu mabele br.l da ae

" N ] ff X i % =

| %ﬂfﬁ«s@@ ﬁ@% £-$
; 20

Tada Jje, prema /3.15/ i /3,16/,

/3.15/

/3.16/

. ﬁz#ﬂ ¥ o b
— ?jj 5 ;7 o PR 7 5 bj 7'\'7
A/\(%&,"QQA% ;[27279 3o @'Z‘j‘%:j @ oznw[; JI o 'zwdq ﬂ ﬁ ’
/3.17/
1%#@

i/ . g ’15 e
/@@ '”"/977 . @gy .. izg W™ 72 l;@c .

u?
9@\5 {J]-‘;‘Jé‘:&’ga\lﬁ

iz /%.17/, koristeéi simetridnost }%@, , wiﬁ i
4



w2 () o

preuredaug raspored indeksa u /3.17/, sledi da je

/3.,18/ A

Koristedéi /3.18/ u /3.15/ i obeleZavajuéi J sa i noguée

n+1
je /3.15/ napisati u obliku

é’"’j‘ =2

,57 2 e
. 2 3
‘7@ ««y»M w cop D4 u,q o o k) S

. ©ye o o s AP ,?éﬁ?ﬂ'
/3:19/ 7,,/‘«? il . g noapns

g o Z;,” o Zn ‘iﬂw
-%chﬁ}7paﬁ;%faﬁg ﬁ) Jf />

Izraz u maloj zagradi pod znakom sume u /3.19/, prema Tabeli
br.1l, ne prestavlja nista drugo nego zbir svih permutacija sa
ponavijanjem n+l elementa medju kojima ima s—-Jednzkih Jjedne
vrste 1 n+l-s Jednakih druge vrste / jer se permutacije sa

ponavljanjem mogu rastaviti na one koJje se zavriavaju na

nln+l 1 xip s/ . Tada je konacCno
Pl rﬂﬁ)

RV LS (i 7?"
5=

Sto je trebalc dokazati.

T e or em a 2., Prestavijanje /3.1/ je jednoznadno.

Do k az t e oreme 2, Zaista, ako pretpostavimo da j

moguée 1 prestavljanje oblika

£ &)
L['@ an & d””"% s o
e ”“’?fﬁ /2 Z@%g’ 77
S={)

2.21/

e r o

bilo bi
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£ Oy ots Gy 2 . g
/3.22/ %(A Jg‘ﬁ@q 0%/){2‘&,1‘,?@ ?Zg’?‘fpani’f'gﬁ.

Ali, s obzirom na /3.16/, sledi da je
(E-%@nood:? (x)‘é{f o e JC%‘

/ =],

(c)o({oo.aig (mzy(;,,-.wo(:g

oz A=

£3

dime Je teorema dokazana.
®)
Velicine dg“;\tl,c_:;razliéitog reda su medjusobno neza-
visne kao posledica /K§16/° Zato moZemo /3.1/ shvatiti kao
° a v o 4 4
sistem jednacina po @Q;X4£& /o0& sLk/.
Teorema 3, Sistem jednadina /3.1/ je potpun.

Dokaz teoreme 3: Broj jednadina sistema /3.1/ Jjednak je broju

nezavisnih komponenata tenzora k-tog reda }%£P'°Z‘ . Ovaj broj
Jjednak Jje broju kombinacija%sa ponavljanjem n elemenata
k-te klase / u nasem sludaju n=3 jer Je prostor u kome se

problem razmatra trodimenzioni Buklidski /

- £ ,;msco
pa L("E)L(T)

Fl...o5

S druge strane i ,4 su potpunce simetridéni tenzori tako

da je njihov broj, za neko fiksirano s , prema /3.24/, jednak

)

jer je povrsSina S prostor za jednu dimenziju manji od



D0~

sbvojnog prostora /u nasem sludaju to je prostor od dve

aﬁ.imenzije/o Njihov ukupan broJ je

/?Z+5~2
L"),

(] broj jednadina /5.1/ jednak je ukupnom broju nepoznatih
L4

@C e o a@(af” ~r v
! 7 Jo<ZL s€k/, ili kratko redeno sistem jednadina

/),1/ Je potpun.

(K, . ..ot

4, IzracCunavanie A

Prema /3.17/ vidimo da jJe
@) @ 2 o

- Y. . o Is plset o
/4°l/ A&,Ma@%"‘}f@awzjiﬁf.wéfm@i.,.,I;@ﬁ ?2 ®

e ¢ @

Hedjutim, kako je

i
VL Y-Y4 %@C"‘-’)fi f}oc

i kako Jje gii”"fﬁ‘ simetridan po svim indeksima, bile za
1< 54k '
= » @ i z;*l &‘
/4@@790.» }02‘7'0,-.-,25_7 4,0@@71525‘1’;%3@%;@[‘@@0 72,””
= 254 bu
Lio iy oo igats L T T o+

/e 3/ 9 g
=(fif‘”~f5-jé§#awi}:£i@a“ ,,aﬁ) s

L Gt %
}?i ~25=f25+/m~2m( )@Cr“ wéfwﬁ ”'ﬁﬁﬁv

Saglasno sa oznakama vidi se da Je
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el P g 4 /_a')c.,;.
, W"/‘. .\w{aaoﬁ, e ﬁm’%&%p oo'ﬁﬁzfgaf 72 20 }Z
is-f et m9 f'~>

g e %’ﬁ?“ 72 .//

7 7 | /
J)lw' voo ﬁ\g f&ﬁ-’aj “'""’;"’ﬁ}(;:?a { @3@@%\% f I}; L )gg 7 72

L Tl e e )=

L 15 12 ﬁi’” /2"'””2"”’ 7
»@* 5

7 \Z:? yf/)fyo Jﬂﬂ f%z(p/#?

Konacnoﬁ ségldsno 53 oznm{c.ma, doblgamo
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s40 se direktno dobija iz /3.1/ i /3.17/. Odmoh se vidi da suma
a /4.4/ nema smisla za 3=1l. To je i potpuno razumljivo kad se
podje od /.37 za s=1. Tada u /4.3/ ne postoji u zagradi nije-
"dan element ij) 5 koji inade obrazuju sumu. Uzimajuéi to u

obzir, konacno mozZemo napisati

& &0 o @»ﬂ)
=/ T e-138" )

L = 11 4 .
224 ';,»«%ﬂ 1 gAY & )

i) &9
£ = [ -
/4.6/ s CARNEIEY / wly v ° g 99

f—ﬂjj@i’@% ﬁh{,/ SOLpef Fgag o > Oy @? g g / CTRRL I

(2454k-1)
e @’W W)
fl/vi@g - n@ﬁmﬁ ﬁ&.,; N Wy R gaﬂ% ﬁo&, . ,a{f.m("fw“,a(‘k,_, .

U daljem delu rada javlija ée se i sludaj k=o. U tom sludaju

definigenmo

s A=

8ime ss proSiruje 4.6/ kad Je k=0,

)

5. Analiza formula za izracunavanje /40{}’ s o o e

Analizom prvog izraza u /4.6/ vidi se da se on ne moZe



napisati Jednostavaije. To nije sludaj za ostale izraze /4.6/.

7ato je sasvim logidnoe olekivati da Ce se ostali Elanovi /4.6/

{P)
{#
izracavatl preko } N ﬁ;é%@éé k i njihovih izvoda.
Zaista, %§ /&.6/2 54 prestavljaju rekurentne obrasce
za izracunavanje /‘f i /1L sk,

Tako Jje (Waéfg

' (1) M@P #&2) ‘géﬁ@
YAl N BN ]
/5.1/ E;/%@ﬂ“/} {)Qi/qéf ‘Z)ﬁsﬁ; 32}

o fio-2)

&) % pas 2
e e (DB B

i
gix
%

Primenjujuéi rekurentni obrazac do kraja dobijamo

@) Gt) wlort)
I ?Qﬁ g P
«’M]

ot T

/5.2/

e /)(A}é’) Z y: éf ot

[ =]
fd
’J

/

b
4

s /wfj’ +

i
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Izrazi /5.2/ ili /5.3/ prestavlijaju formulu za izradunavanje
1.

MedJjutim, odredjivanje formula za /4.6/5’4 je vrlo te-
Eko. Mi se ovde nelemo zadrZavati na tome veé éemo izvrsiti
analizu svih ¢lanova i na osnovu toga izvesti opste zaklju-

Eke. Zato Cemo izraze /4.6/3’4 napisati u obliku

® &)
Aog;, o o ooty =Ao€f o o ocls_ g5 -

/5.4/ “’ﬁ /Bﬁiw cof e fisy ()] .
/53{5 05{0 e(ooss e . 9065__11 ﬂf o . ‘Igjwz
» G
+(7€.=5) ﬁ@% A@C,{ 6 @ aa%‘_,’g" ;
gde Jje

| Breo oo ofyy by bt (B b (hra
/5+5/ iﬂ@\(; o =7 0;} -4, é;@ 5 "@&;

. amqg.a vols..g 57 GO dy;}@

£
%,ﬁde su é; Kronekerovi simboli. Iz /5.4/ se vidi da se

oCye -y IzraZava preko tri susedna ¢lana /k-1/-og izvoda
e L, t3.
) &) &)

A@ﬂwﬁﬁaA@°°@%HAﬁwaw@%

uz komponente druge osnovne forme é@, ° Ako Jje 1<£s4xk
tada Je oligledno da ?E se time obuhvatiti svi c¢lanovi
/k-1/-og izvoda f-je %y. Na isti nadin bi se zakljudilo da se
ovi izraéavaju preko c¢lanova /k-2/-og izvoda. Nastavlijajuli
postupak istim redom dosli bismo do izvoda prvog reda.

Da bi analiza bila ocCiglednija prestavimo sve ¢lanove

svih izvoda u sledeéem tabelarnom obliku:
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U ovoJd tﬁbg%i /4 s recimo, u k-p—~toj vrsti i s-toJ
-0loni oznadava oGy oo ooy o Mi ova oznzcavanja nismo unosili
u tabelu u cilju preglednosti same tabele. )

i pelazimo, s obzirom na /5.4/, od ¢lana ‘Adg..°¢3
x0ji se nalazi u s-toj koloni i k~toJ vrsti nase tabele.
injenica da se on izraZava preko

1) k-1 (&-1)
%L@°°‘d% ’ /443° - colg-1 i%}"”“ﬁ%ﬁz
izraéena q? crtamagiékagmlaze od ' ;.m.dkkﬁ ovim ¢lanovima.
Clanovi ,209'“‘@ i Lo o %@”‘Zulaze u /5.4/ bez izvoda </)ali sa
ﬂ‘/. To Jje ovde izrazenc spolJnim crtama. Ako se 2LQ---&%

&=1)
i ﬁ izraze preko élanova /k-2/-og izvoda funkcije }0
Moy 2+ =662 P 8- %Ze% ’ ’
izmedju ostalih, pojaviée se ceoslsd d;woed%@¢k031 su na

tabeli prestavlijeni spoljnim crtama. Nastavljajuéi dalje
postupak videémo da ¢ée ove crte seéi ivice nade tabele.

Vertikalna crta, koja oznadava s-tu kolonu, sele hipotenugu PO

¢lanu
)
® @ ox
Ay oty 6-1)
3 %b%from na /4,6é4.ovaj ¢lan ¢e se izrazavati preko g Cs
54 - |
i d}ﬂpé}f/élan }£Q~»~&§ se ne pojavljuje/. Zato ova spoljna

Cr?ﬁ daljom pri%gnom /4.6/5,4 klizi du¥ hipotenuze do ¢lana

-Aag /1il1i do %L£ to Jje isto/ to se tice drugefgfolane ’%3?
crte ona ¢e seli kolonu oznadenu sa 0 po &lanu ili

?
u zavisnosti od toga da 1i Jje s~parno il%ﬂneparno.’Svi
ostali ¢lanovi preko kojih se izraZava ,4;@”.0% sadrZzini

su izmedju ovih spoljnih crta. Odavde sledi zakljucak:
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)

o ke ‘{," . -
in ovi Clanovi ulaze u ilzrasz za,]@qnw,@g

- 7 o b - " . L Mooy .
Za sada nc sato Cemo as DOSLIZ10

. sledecom tabelom:

_ - -

NG i RN
A \.\ . \A\
“ 'x\\
™ T LW
N 5-70-] )) o
=
.

. .0 //iw ,
5’(1@\32))047 - ‘;:az;é p fn,‘(lgj’/"’)’i] ..;z;@jﬁ
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e
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Onavnam p?§azuje koji sve Clanovi /k-p/~togz izvods ulﬁzi u
izraz za oG o o o oo Red izvoda preko koga izrazavamo ofy « « o5
naznaden Jje u prvom redu tabele sa brojevima k-1,k~2,..,k-p
uz kose crte. 3Svi &lanovi desno od neke kose crte, recimo
k-3, zajedno sa c¢lanovima na toj crti odredjuju ¢lanove datog
reda / u naSem primeru reda k-3 / preko koga se izraZava
ey - ety -
Nadin formiranja tabele je prost: npr. &lanovi /k-3/-eg
izvoda se dobijaju iz &lanova /k-2/-0g izvoda, tj. svih
3lanova desno od keose crte /k-2/. 8Svi se oni pojavljuju u
/k=3/=-em izvodu sa dodatnim ¢lanovima na crti /k-3/ ili
/s-6/ i crte koja prolazi kroz /s-5/.
Op3ti ¢lanovi ove tabele su
(c-g)
A@..M@GW%@
p
Ay - s -022), 4,

L

/5.6/ °
(ep)
/45@ oe-.d%uncpzaa)}ﬁym ../@07£“~f

&9
Accyo o ects=(020)s1 + = +/P~4

gde Je

/5.7/ f<g<p .

VaZno je uoliti da je za srednji stubac g=0
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Cu

/4@(; R ‘5{:5-}7
(-1

/4\'? - o o o550

.8
/5.8/ (6-F)

Ar . - sty - iy
(m}i’) Gprlfr - Pp2

* b9

0 - ’ﬁcgfﬁ e ® a
t
pri demu se izostavlja ¢lan oy o “"cf“"f);ﬁ/' . /6;7 -1,

koJi se ne pojavlijuje pri korisSéenju rekurentnog obrasca

/5elt/ e

Za g=p bile dobijeni krajnji ¢lanovi nasSe trouglaste

tabele, 1 to (%7@
,A@Q X kad je znak plus,
/5:9/ -~£) P
. kad Jje znak minus.
ey » » -5

Uopste, sa znakom plus odredjeni su ¢lanovi levo od
kolone @=0, a sa znakom minus ¢lanovi desno od kolone Qq=o0

nase tabele,

Samc po sebi se razume da /5.6/ ima smisla samo ako Jje

/5.10/ 5¢é{ﬁj£))ﬂ ~
U sludaju kad je
/5.11/ 5“’6@1:0">ﬁ
/5.6/ postaje oblika
(x-p)
A
&

/4 Y

P
A i - - - Pp-g

/5.12/



B2

tje. dobijaju se &lanovi na koje se rekurentni obrasci /4.6/5’4

ne mogu visSe primeniti. U nasoj tabeli to su ¢lanovi na

atubeu O. ()
lanovi izraza /5.12/ su oni preko kojih se oLy o - o4

izrafava u konadnom obliku. To i jeste cilj nasSeg daljeg

rada i zato &e nas interesovati samo slucaj kad Jje zadovoljena

relacija /5.11/,t].

/5.13/ pig=5.

Ovaj izraz sadrZi dve Jjednakosti. U sluéaju da je u /5.13/

=y (=P
p=s (1=0)

najveéa i najmanja vrednost p,tJ.

S .
/5.14/ 7 éﬁéﬁ

U sludaju da je u /5.13/ znak minus biée
/5.15/ 5 ép§ £
Radi potpunije diskusije detaljnije éemo ispitati /5.6/ u

znak plus bice

zavisnosti od /5.13/.

5.1 Slucdaj kad je s parno

a/ Neka je u /5.6/ ispred q znak plus. Tada je, s obzirom na
/5.13/, dq=s-p a interval promene p dJdefinisan sa /S5.14/.
Izraz /5.6/ tj. /5.12/ postaje oblika

(c-p)
A

/5.1.1/ A»ﬁf



2a  p=8s/2 debijame

jif?ol 62/

/f"olo 3/

Za p>s bilo bi

b/ Tada /5.6/ ima smisls samo ako

prema /5.13/,

Interval promene p definisan Je

/S5eLlolt/

e 3

(k=)
W o fgy
(-9
YRRy L

g=8-p e #to je u suprotnosti sa /5.7/.

£=f-7

‘A» go -~ =fP5-2

(-2
/4M@¢@¢eﬁ%gy
&1
’4)ﬁ?°ﬂ“ﬁ@ .

al

ispred q 2znak minus ili,

sa /5.15/. Izraz /5.6/ postaje



Se 8 J& NEeTArNO

Tada je, prema /5.1.1/,

5e2.1/ jp“xﬂ‘”:f
5+

+
najmanjs vrednost ovog izrazs. Odavda je p‘:Z » Unosedi

ovu vrednost za r u /5.1l.1/ debijemo
(X
A z.
/5e2e2/ ' (‘_é&!
jﬁ £ J
-
Svi ostali rezultati su isti kao i kad Je S parno.

5.3 Neke napomene

Napomena l. Vazno Je uoéit%,?a se u sludaju s=1 ne Jjavljaju

v e (Kgp s
dlanovi ‘A u lzrazu za ot *

Zaista, za s=1 je, prema /5.14/, p=1 i /5.1l.1/ postaje
%*i)
/50501/ (lri)
‘Ajﬁy (k'ﬂ
Ali tada Je g=o i vaZi /5.8/,tj. nema u /5.3.1/ ¢lana /4 o
Ako se uzme u obzir /5.15/ tada je 1€p<k i /5.1.4/
postaje ‘
@-ﬂ)

/5.%3.2/ @}f@

’4 2By - (‘é"/@ 0}4)

Ali sada se ne mogu poJjaviti ¢lanovi }4 jer nema élana,4
kao najveleg medju njima. Razlog Jje Jjednostavan. 3vi ovi

&lanovi nalaze se na istom mestu Seme pri demu se menja samo P



-5

(k-p)

Ako se pri rmi]jom P ne pojavi /4 onda se ne mogu pojaviti
ni ¢lanovi A zaf} p. Ovi rezultati su u potpunosti sagla-

sni sa izrazom /5.2/.

Napomena 2. Za p=k u /5.1.4/ dobijamo

Y
}fﬂf

/5:3.3/

®

}iﬁ%-voﬁ%bi
}fﬂfw - Bs (%)

Ccigledno Jje da se na osnovu ovoga zakljucuje da se O[f_”o@
izrazava i preko }ﬂ . Ovo je protivuredno zakljulku

koji se moze izvesti na osnovu Tebele br. 3. Razlog protivu-
reénosti je sledeéi: (%)

Pri izrazZavanju 56-%“0% preko ¢lanova niZeg reda
k%g)istili smo rekurentne obras%ef/il-.e’:/. Pri tome smo postepeno
/4@6,. . o0 izraZavali preko i njegovih izvoda, zati(}g

itd.. Tako smo dosli i do c":%ﬁnova prvog izvoda, tJ. ,4
i njegovih izvoda, a tek zatim do ,42? i njegovih izvoda.
’ Axo je u /5.6/ p=k-1 mora biti s-/prq/<1.
Sludaj kad je s-/pxq/=0 veé smo ispitali. Ostaje sludaj
s=/pxq/=1.
Ako je u /5.6/ s-—‘/ﬁ—q/=l dobiéemo

/5e3lt/ : /40%/310-
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(1)

e clan,4 i njegove izvode na koje se josS moZe primeniti
rsekurentni obrazac /4. 6/. All ka&o je

I

50 /5.3.4/ postaje
;@9

}{@Cf Ay

/503.5/

L]

@

KO@/@ - o fl5-1 .

C8igledno je da se /5.%3.3/ i /5.3.5/ razliku:y samo za yz

koje se zaista ne pojavlijuje u izrazima za o Cemu

@Cy - ”@65
treba strogo voditi racduna pri njihovom izradunavanju.

Na isti nadin se zakljuduje kad je s-/p+q/=l.

Re zime a”
Na kraju da zaklijucéimo da se &lanovi Aof/w«acs izrazavaju

preko

‘ )
A
&-p)
)ﬁ%

N

/5.1.1/

-f)
)ﬂ’i ° @ °ﬁ£ﬁ"5 3

)
Sapgs

L’S;\oaa
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Lndy

/Se1o8/ %’f’)
éﬁ?’ﬁ?
»/5(5# 200 ﬁﬁ )

5/
s4pek
vodeél raduna o napomensma 1 i 2 1 s /tj. da 1i je s parno ili

neparno/.

G Neki posebni rezultati

Do sada smo analizirali rekurentne obrasce /4.6/ i pokazali
preko kojih se ¢lanova i njihovih izvoda oni(%zraéavaju. Tadnije,

posmatrali smo Jjedan potpuno odredjen ¢lan s Jje

oly - - »a%’
bilo fiksirano a P je variralo. Nas interesuje obrnut slucaj,
t3. kad Je j8) fiksiran%sa s verira. Drukéije reCeno, nas inte
resuje na koji se nalin /ﬁ pojavlijuje u /3.1/. Odgovor na to

i

daje /5.1.1/ i /5.1.4/. Najveéi red izvoda po s u svim ovim

izrazima biée kad je s=p . Tada /5.1l.1l/ postaje oblika
%‘ﬁ)
| (e-)
/6.1/ i
: i B4

wp
/4 w@/°““/@9 ?
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jer je pLsL2p. U /5.1.4/ najvela vrednost s moZe biti p,
~a se ponovo dolazi do /6.1/. 6@79
Ako je oLpLk dobiéemo sve ,4 i njihove izvode koji

ulaze u odredjivanje koeficijenata izraza /3.1/. To su

()

A
k-9 (-1)
A ) Tyl

60 6D @D
A > Nty Aw@’dé

®

& &) (k-f)
A L, A;@fy; o o o AJOC7°"@Cﬂ

/6.2/

“ (1) (1)
A : ;/4,00,; .o OA,oc,,.,.@cp;,”;/4,/,,(,‘,..,0@.,

by 3 oe %o@o“o\cp;nw;?ﬂcpuo@»
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rimene izloZene teorije

Neki primeri b
as$njim rezultatima izveséeno izraze za

Ze

Koristedi

;\\/

se dossd

:W@

Ba s an
J

%a k=1, prema {4 .6/, bide
4,
f=¥int,
7.1/ w j» o
f‘J(H 1,0 ‘519‘-“9 3

na je, s obzirom na /3.1/,

Db _ 7 i, d/gd d

72/ )

\Es

Za k=2
{7)

/7e3/

pa Je 2)
yw'z" i,
¥
=g ol +

s 2
:,j!jl? R Li"/, L ; , 'j )
{
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8, Neki osnovnli pojmovi i definicijs singularnih

vovrsSina /povrdina diskontinuitata/

ObeleZimo sa F neki skup funkeija od x i ¢t. Povrsina
3/t/ na kojogj postoji diskontinuitet bilo koje funkcije iz F
ili njenih izvoda zove se singularna ili povrsSina talasa u
opStem smislu. Jod preciznije, kaZemo da Jje S/t/ talas nultog
reda /singularna povrSina nultog reda/ ako bar jedna funkcija
F(E,t/ je prekidna po koordinatama X na 3/t/. Talas nultog
reda zove se i1 udarni talas.

Povrgina S/t/ je talas prvog reda ako
a/ f-je Féggt/ su neprekidne na S/t/ i
b/ bar jedan prvi izvod F,i Je prekidan na S/t/.

Singularne povrsSine ili talasi reda n22 definisu se na
analogan nadin,

i pretpostavlijamo da je povrdina 3/t/ dovoljno glatka.

Skup funkcija u odnosu na koji se definige singularna%
povriina u mehanici kontinuuma najdéesée se sastoji od funkci-
Jja ul /X,%/~- komponenata vektora pomeranja.

Naziv geometrijski uslovi kompatibilnosti /geometrijske
relacije diskontinuiteta/ se koristi za one relacije kompati-
bilnosti koje ne zavise od kretanja povrdine S/t/, za razliku
od kinematickih uslova kompatibilnosti /kinematikih relacija
diskontinuiteta/ koje zavise od kretanja povrsine S/t/.

Red uslova kompatibilnosti odredjen Jje redom izvoda za

koji se ovi uslovi traZzZe.
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9. Definicija i osobine operatora L j

Za odredjivanje uslova kompatibilnosti neophodno Jje
sazmotritli osobine operatora [ J [BLQ « Pomoéu ovog opera-
tora vrlo lako 1 kratko izvodimo potrebne uslove.

Kao i do sada, neka je zadata glatka povrSina S/t/.

Neka je u oblasti prostora Ez, koja sadrii i 8/t/,

definisana f-ja ;’ﬁ « Funkcija }0 Jje neprekidna i dife-
rencijabilna u okolini 8/t/. Granidéne vrednosti uolene f~je
xao i njihovi izvodi neprekidne su f~-je na S5/t/, pri demu
temo sa}y; oznaditi f-ju V sa unutrasnje, a sa )ﬁ
f-ju f'sa spoljne strane povrdine 8/t/. Pod spoljnom stranom
podrazumevamo stranu povriine u pravcu spoljne normale na po-
vedini S/t/.

Operatorom [ ] definisemo razliku vrednosti f-Jje }0 na

povrsini S/t/, tj.

/9.1/ [f]=

Diskontinuitet /9.1/ f~jef na S/t/ desto puta se u literatu-
ri naziva i skok f-je ?0 na S/t/.

Operator diskontinuteta poseduje odredjene osobine. Nave-
ééemé neke.

A, Diskontinuitet neprekidne f-je Jje nula.

U tom sluéaju je f£?§ a

/9.2/ D@]g

s obzirom na /9.1/.

B. Operator[: ] je linearan.



e} S

- Zaista, za bilo koje dve f-~je ?? i %; iz skupa realnih
nromenljivih 1 bilo koja dva brojani(Ziz skupa realnih

»rojeva po definiciji Je

(AP +@Y T=ale +0 - (A% +¢h )=
/9:%/ A1)+ 1)-
AP+ ETY],

gto Je trebalo pokazati.

Ce DPiskontinuitet proizvoda dveju f-je odredjen Je sa
ASEIVa A AV AV L

| =[P+ BIr1+ %0 .
Ako su }gaZ/zﬂ onda je
/9.5/ [Pr1=-717],

£to neposredno sledi iz /9.4/.
Ako je jedna od njih neprekidna, npr. yj , onda je /=Zz7y

va ge [} 0,2
/9.6/ [fy/]g% Dﬁ J )

D. Pod navedenim pretpostavkama za funkciju }ﬁ vazi
Lema Hadamard-a:
Diskontinuitet /skok/ tangentnog izvoda jednak Jje
tangentnom izvodu diskontinuiteta /skoka/gz?]a



O

Da bi ovo dokazall podjimo od izraza

ST
fuc= X iTe  h o~ fi T

zoji su definisani na 3/t/. Tada Je

[ﬁwjg}gﬁz”yjpcg(g’f)of
“[7@1@"‘(@, ﬁ)fpc
”Zf}f»dw

ili konadno

197/ 1= 07111z

Ogobine A,B,C i D operatora [i ] Cesto éemo koristiti u

daljem radu.

io. Uslovi kompatibilnosti k-~tog reda

Prema definiciji red singularne povrSine /povriine diskon-
tinuiteta/ cdredjen je redom f~Je y@ za koju se traZe uslovi
ﬁombatibilnostio Na osnovu toga ovde Je red o diskontinuitetu

k-tog izvoda f-Je >9 » 2ato ¢emo koristiti

f’ @ ﬁ (ﬁ&:’a_‘m Ps a
2o ool g oAe o ls 15! J}
/3.1/ 70” mgéA {f,ﬁgl; : *ﬁzﬁ

i operator diskontinuitetsa r J ¢ije smo osobine razmotrili
1=

1 prethodnom odeljku. Primenom [ _j na /3.1/ dobijamo
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[ LA -

. i) °.
/los1/ - i [g’@g {f@c, 7 ﬂlg+ - «Zﬁja

&

=
=§ Y i PE s 77&’” ¥

=

s obzirom na oscbine B i C operatora [ ] . Pretpostavljajucéi
glatkost povréiné S/%/ mi pretpostavljamo ustvari neprekidnost
ni, Xih{ kac 1 svih ostaelih elemenata unutrasnje geometrije
povrsine S/t/.

Sada Jje Jasno da se problem odredjivanja uslova kompati-
bilnosti k-tog r@i; avodi na odredjivanje diskontinuiteta

(m 2 4 F%
koeficijenata ;4 u /3.1/, tJe

PV iy

Medjutim, na osnovu prethodnih izlaganja /u odeljku 5/ zaklju-
¢7£ 9 o o [ w -

¢ili smo da se A 4 G /o0& s&k/ izrsZavaju preko /6.2/.

Kako svi oni ulaze u linearnom obliku problem se svodi na

diskontinuitete velidinsa
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Ali prema cosobini D operatora ﬁ: j ovo se svodi na

i
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11, Primeri, Geometrijski uslovi kompatibilnosti

prvog, drugog, treéeg i Cetvrtog

reda

Zakljuéno sa prethodnim, desetim, odeljkom teorija
povrdina diskontinuiteta sa stanoviita geometrijiskih uslo-
va kompatibilngsti Jje zaokruzena. Sada smo u stanju da damo
i konkretne rezultate, koJji ujedno prestavljaju i ilustraciju
primene do sada izloZene teorije. Mi Cemo se ovde zadrZati
na izvodjenju uslova kompatibilnosti f-je %7 do Cetvrtog reda.
MedJjutim, nacin izvodjenja uslova kompatibilnosti vidih redova
Jje potpuno istovetan.

Sve potrebne uslove kompatibilnosti izvodimo na osnovu
/lo.1l/ i /lo.4/. Pri tome se svakako koriste rekurentni
obrasci /4.6/. U naSem sludaju mi éemo koristiti rezultate
odeljka 7 i to izraze: /7.2/y /78/y /7:6/y /77/ 1 /7.8/

R%%% jednostavnosti;%isanje konadnih izraza obeleZimo sa

J veli&ine [ 7 . 6.
) (&) (0)
/11.1/ ﬁz[A] : ﬁ__.[/i]___[f]

Tada je, s obzirom na /7.2/. 7/1o.1/ i /11.1/, geometrijski us-

lov kompatibilnosti prvog reda

. @, .
/11.2/ [f’ij":ﬁﬁz “/’ﬁp;%f@{ .
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. Geometrijski uslovi kompatibilnosti drugog reda, s obzi~

rom na /7.47, /lo. 1/ i /11.1/, glase

/4] /M/z»f
/11.3/ W ﬁ /2,@) 72 Q(j‘? + ﬁ‘? @{9
: W» 88 )i

Geometrijski uslovi kompatibilnosti treleg reda, koristedi

//,6/9 Jlo.1/ & /11. */ pouiudu oblika

[P /Fff’z 7"
(187, 1878 B
(rlatn » ont o 2en' )+
+[ ﬁwﬁw(gc A ) s
cr b3t
x (:c:z;z 1zl ,;ﬁ’«f L)
T EH 865

oy @
-5 -

(88T &%@]

S B -
X ﬁzjw “Z;ﬁ j’» & .

/1l.4/



' Na isti nadin kao i do sada izvodjenje uslova kompatibil-
nosti bilo kog reda praktidno se svodi na)formalno zamenjivanje
odgovarajuéih diskontinuiteta velicéina [ﬁ] u konacénim relaci-
jama /3.1/, Sto Jje ilustrovano na relacijama prvog, drugog i
treéeg reda. Zato se uslovi kompatibilnosti Cetvrtog reda
direktno &itaju iz /7.7/ 1 /7.8/. Mi Cemo Jje napisati u ekspli-

citnom obliku da bi komplietirali nase rezultate. Tako Je

ﬁ [P ﬁ7 i
w @ @)

/ &,5 AR
%M@g bitelis |
ﬁ@% =/ ( ﬁéﬁ éﬁ e ém *ég%w)ﬁ
W b G4 888)05

/11.5/

@) %
* @ﬁ”é%g ’

@ )
gde smo sa Znyooﬂﬁﬁnbclealll {;Aggﬁaung s Tde

®) (&)
/11.6/ Zi£¢ . o2y [ wﬂ@%]»

(1<5<k)
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obzirom na /7.7/ L /11.5/., Uslovi kempatibilnosti Cetvrtog

3
gl
da

eda se mogu ﬁaplgmtm u obliku
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12, Osnovni zakljulci

Na osnovu svega Sto je do sada izloZeno mogu se izvesti
sledeéi zakljudlci:
1/ Uslovi kompatibilnosti bilo kog reda odredjeni su samo
‘diskontinuitetima normalnih komponenti, njihovih izvoda na
povrgini diskontinuiteta 1 geometrijom same povrsine disko-
ntinuitetay
2/ U relacijama diskontinuiteta ne udestvuje diskontinuitet
same f-je za koJu se diskontinuitet traZi nego njeni izvodi
na povrsini diskontinuiteta. Ovaj zakljudak je suprotan pret-
postavci Hadamard-a a koja je ekspicitno.ponovljena od strane
Truesdell-a i Toupin-~a u CFT, str. 496, & 176;
3/ Svi do sada poznati rezultati specijalan su sludaj ove
teorije.
Ako uvedemo sledele oznake
B4,
€
ne.as =
@)

dobijamo za k=1,2 iz /11.2/ i /11.3/ isti oblik uslova kompati-

bilnosti prvog i drugog reda koji je dobio i T.X. Thomas [zél :

Dﬁﬂj -+ )%;T;c :
i (s g K W%Aﬁ)( ﬁffi% 72712;@; +
(4-8b)xe5h.
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Ako uvedemo novu oznaku
/12.2/ g)«ﬂ
i primenimo /12.1/ i /12.2/ u /1l.4/ dobiéemo uslove kompati-

) [P ]iﬂ?z%?’ 1+
H{ L8 WA LA Lenn
-_ + mﬁ%%[ﬁ' A ot s
d o Y M A (%1%
RN _
AN PB4 425N 5 6% 5-
(82585 ) B e

{ oof 2k
Xi:@cz»ﬁz&«
U specijalnom slucaju kad su
/12.3/ A”-ﬁ ; ﬁgﬂ

tj. kad su f-ja )@ :iZ? neprekidni, dobiéemo

[P 1=[ninint (et A+ 2 1 ﬁ7)=
8o o e i e )



wodi je potpunc identidan rezultetu Nariboli-a i Junsja Eéé] ’
;-’jl 0'70/ .
. W, c s s . .
Ako =su fwaaé% i njeni izvodi reda 1;2,¢50004Kk-1 nepre-

iidni biée, prema /lo.l/,

-
[ﬂfwiﬁ] f ’b’

i

L]
i

uf: . éi . f%7 é‘}ﬂ, 2 _i,; yij?’
[P a1y, o %=0,

/0§:541044 oé%%gs/
na osnovu nase pretpostavke o neprekidnosti f-je‘%a 1 njenih
izvoda. Istu relaciju /12.4/ moZemo napisati u nekoliko

ekxvivalentnilh oblika

/12.6/

L4 L4 K

/kad je k parno/



—_ 0 =

Q@ [ L4 1 L .
:[ﬁa }w)?‘fa )2"2‘, ° W "?%.«xd ?z‘]ﬂp ﬁ
"?ﬁ' )7f »7! o o0 37 -0 ir
/kad je Xk neparno/.
Pri izvodjenju ovih izraze vodili smo raduna o neprekidnosti

F=je i njenih izvoda do k~1 reda kao i relaciji
ipd_ 4 &fqﬁ £
/12.7/ nn wﬁ S/ A i/

Tzrazi /12.6/ u potpunod su podudarnosti sa rezultatima
Truesdell-s i Toupin-a /vidi CFT,str. 498, /176.11/.

4./ Bitne razlike izmedju Thomas-ove teorije i ovde izloZene

su sledele:

a~ Thomasov postupak Jje iterativan. Postupak izloZen u ovom
radu je rekurentan. Ova teorija daje veze izmedju diskontinui-
teta dva uzastopna reda $to je kod Thomas-~ove teorije iskljudeno.
b~ Za izvodjenje relacija diskontinuiteta bilo kog reda na
osnovu Thomas-ove teorije nuZno Je provesti celokupan raéun.
Veé kod diskontinuiteta treéeg reda ove radunice su vrlo kom-
plikovane pa Je postupak praktidno nepodesan /vidi Truesdell i
Toupin, CFT, str., 498/,

} Rezultati ovde izloZene teorije omoguduju izracdunavanje
uslova kompatibilndésti daleko prostije i bez provodjenja
celokupne radunice. Njena primena u tom smislu je bila izlo-
fena u odeljcima 7 i 1l.

c—- Thomasova teorija ne daje moguénost da se da opsti zakljudlak
o diskontinuitetima bilo kog reda, pa prema tome.ﬂe moze se

ni nazvati opsStom.
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U ovde izvedenoj teoriji, videli smo, problem odredjiva-

nja uslova kompatibilnosti blﬁ? kod reda svodi se na odredjiva-

nje diskontinuiteta veligd 1na U odeljku 5 pokazano Je

/406}”’0% )
da se konadan izraz dobija u elegantnom obliku /5.3/.
jzz

I za ostale koeficijente moguée je dobiti konadne izragze.

Ha taj nadin mogude Je izve;t:%najopétije zakljucke o diskonti- -
nuitetims bilo kog reda. /Napominjem da smo se ovde, zbog kom-
plikovanosti ovih izraza, zadrZali na detaljnoj analizi izraza
@Quﬁgkoja nam daje dovoljno podataka na osnovu kojih moZe-
moe zakljuditi dovoljno o diskontinuitetima bilo kog reda./.

d- IzloZena teorija Jje egzaktitna i podiva na dokazima datih
teorema. Thomas—~ova teorija Je visSe metod.

e~ Veé u c~ Je reéjgg da se relacije diskontinuitets odredjuju

diskontinuitetima To znadi da su u ovoj teoriji

oly--rols”
odgovarajuéi ¢lanovi grupisani, &ime se problem znatno uproséu-
je. Primenom operatora diskontinuiteta i koriséenjem njegovih

osobina praktidéno se problem svodi na formalizam.



IT. KINEMATICKI USLOVI KOMPATIBILNOSTI

13, Kretanje povrsSina

Veé smo ranije definisali pcjam kinematicdkih uslova
kompatibilnosti. “@#i su bitno vezani za kretanje povrdinsa
diskontinuiteta. Zato je neophodno potrebno prouditi nji-
hovo kretanje.

Jednaiina povrSine S/t/, koja se kreée, definisana Je

/2.1/ Ii=11(lf{, L‘))
ili
/2.1a/ ;g:g(g,t), -

gde je sa X obeleZena talka u prostoru ¢ije su koofdinate xi,
a sa u obeleZena tacka na povriini sa koordinatama 'Jz o
Ovaj nacin obeleZavanja je vrlo praktican, saZet i gde Je
mqguée mi ¢emo ga koristiti i u budude.

U uodenom trenutku + tadke povr3ine potpuno su odredjene
svojim koordinatama &x na S/t/. Brzina kretanja uolene talke

povr$ine definisana Je sa

9L
/15.1/ W=7 /f@szz‘,

Ako eliminiSemo parametre u , moZemo /2.1/ napisati u obliku

/13.2/ }”@j)gﬂ ,



n-b?ws

Obrnuto, na osnovu prostorné relacije /13.2/ povr$ine
g/t/ nije mogule dati jednoznadan oblik /2.1/. Prema tome,
/201/ je Jjedan od mogulih pérametarskih oblika povrsdine S/t/,
¢iji je eanalitilki oblik dat sa /13.2/.

Pretpostavimo da nam je dat bilo koji parametarski oblik

/2.1/ povriine S5/t/. Diferencirajuéi /2.1/ po vremenu dobilemo
/13.3/ gf-f }y;gma’#ﬁ

Kako je jedinidni vektor normale na povrsinu S/t/ odredjen

relacijom

/13.4/

Iz /13.5/ se vidi da je g upotpunosti odredjeno sa /13.2/,
tj. mezavisno je od nadeg parametarskog prestavljanja /2.1/
povrsine S/t/. Druklije releno, sve mogule brzine‘ﬂy povriine
koja se kreée imaju istu normalnu komponentuﬁ s koja se zove
brzina pomeranja povrsine.

U specijalnom sludaju mogule Jje 8/t/ prestaviti u posebnom

parametarskom obliku /2.1/ za koji jeﬂy'upravno na 8/t/, tJ.
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Ova brzina zvale se normalna brzina povrsine. Ako bi bilo
5‘2 y/(f) povr3ine obrazovane za razlidita vremena t bile bi
paralelne.,

Pretpostavimo sada da je /2.1/ bilo koJji parametarski
oblik 8/t/ saglasan sa /13.2/. Tada /3.1/ i /13.2/ moZe
biti koristeno jednovremeno tako da Jje /1%.2/ identilki Jje-

dnako nuli,‘tj,fQQZ(a;tZt}#Q » Diferencirajuéi ovaj izraz po

vremenu dobijamo
L
o .p 3z
at TEFt
S obzirom na /13%.5/ sledi
ar*
/13.7/ =MNw 77
b=nc%

Obrnuto, /13.5/ sledi iz /13.7/ tako da /13.5/ i /13.7/
ekvivalentno definisu brzinu pomeranja s obzirom na /2.1/
1i1li /13.2/ kojima je definisana povrsina S/t/.

Do sada je u bilo nezavisno od vremena, tj. prestavljalo
je tacku povrSine. Ako u prestavlija npr. materijalne tacdke na
povr3ini, koje u toku vremena uvek ostaju na S/t/, tada je u
opstom sludaju u = u /t/. U tom sludaju biée, s obzirom na

/2.1/,

13.8 i’lf : dei
/13.8/ g + x;ocﬁ_ é’ﬂx'
dy

VeliéinaEE? se naziva tangentna brzins parametrizacije.
Iz /1%.8/ direktno sledi da je
of
dy g
13%3. — - ﬁ‘g R
e A
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kao i zakljuéak da je potrebni dovoljan uslov da d%ipresta—

vlja tadke na povrSini za normalno kretanje: ___;ﬂ .

dt

14, Materijalna i prostorna reprezentacija povrsina

Sva dosadasnja nasa razmatranja bila su nezavisna od
kretanja bilo koje materijalne sredine. Sada pretpostavljamo
da Jje sredina, koja se sastoji od cCestica X; u kretanju. Neka

Jje kretanje materijalne sredine definisano sa

sy =2(8.8)  X=Q@d).

Mi pretpostavljamo, dc daljnjeg, da su f-je /14.1/ jednoznadlne
i neprekidne. Zamenom /14.1/ u /13.2/ dobijamo

ey FIX DX 9.9,

ili

/14.3/ f(@é)gF(X@f),i)

identicki po x , X i t. Otuda alternativne reprezentacije

povriine koja se krede

/14.4/ f@,f);ﬁ y F{X,f)=ﬂ

U drugom prestavlijanju povrdine S/t/, koJi obeleZavamo sa j%Z),
mi smatramo Cestice X nepokretnim. Fizicki smisao%ﬁ%? Jje

njenc kretanje medju Cesticama . Talnije, u svakom trenutku
t razlidit skup Cestica X je:naj%a

U specijalnom slucaju kad je



-6

a5/ iz )0

mi kaZemo da je S/t/ s .. inarna povrsSina. Ako Jje
/14.6/ F ( X )gg
onda Jje ) materijalna povrsina.

Reprezentacije S/t/ i jg(f) ’ tj.f@,f):a i
%]2%:@%%7 su dualne. One prestavljaju na razlidite nacine
=isti fenomen., Medjutim, one su sa geometrijskog stanovigta
potpuno razlidéite. S/t/ je povrSina u prostoru poloZaja, dok
jeg%%) povrgina u prostoru Cestica, tj. poletnih polozaja e~
stica X, koje se u trenutku t nalaze na S/t/.m) nema trenutne
geometrijske interpretacije, jer ne postoji neko /bilo koje/
geometrisko svojstvo koje bi posmatral u prostoru mogao uoditi.

Dualan izraz za brziZ%,definisan Jje sa

gt
/14.7/ ﬁ;“' —
&/E K

i zove se brzina prostiranja.

Povrsina koja je povrdina diskontinuiteta za neku velidinu
i ima brzinu prostiranja razlié¢itu od nulezove se povrdina
prostiranja diskontinuiteta /singularna povrSina prostirénja/ ili
talas.

O¢igledno Jje da vrednost 5 za datu povrsSinu f(l,i):’ﬁ
u datom kretanju, sem kad jeé%ﬂ?, zavisi u opsStem sludaju, od
izbora trenutka posmatranog kao t=0 za kretanje svake cestice
/s obzirom na dualnu reprezentaciju £§¥Qﬂé§ﬁy/,
Vrlo Cest %g pogodno uzeti za f:o uodeni trenutak. Onda Je

K
5; . {1.1i funkcionalni obliciFi f , u tom uodenom




trenutku, su identiéni. Ali, izvod po vremenu radunat kad

je x=const. nije u opsStem sludaju Jjednak izvodu po vremeﬁu
kad je X= const.. U ovom specijalnom slulaju, sa ovim izbo-
rom nmaterijalnih koordinata X, brzinu prostiranja g; obele—
yiéemo sal/i zvatemo lokalna brzina prostiranja povrdine.
Ova brzina Je normalna brzina povrsSine u odnosu na cCestice
kxoje se trenutno nalaze na njoj i vezana je sa brzinom po-

14, é%gp »;é%i o
/14.8/ ﬁ/%,ﬁc%

Kako je u opdtem slulaju

/14.9/ A 35? f 1’»&‘
; &

= (5 -MW )

gde jekl% brzina céestice koja se trenutno nalazi na povrsdini

njena normalna komponenta na povrfinig biée, za specijalni

izbor materijalnih koordinata X=g‘: :Er /ako se trenutna
konfiguracija izabere kao poletns/,

Fo F<tet”,

zbog Cega se /14.9/ svodi na

/14.10/ Ug@@

Ova relacija izraZava oliglednu &injenicu: normalna brzina

kojom materijalne tadke napudtaju S/t/ jednaka je razlici
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njene normalne brzine i normalne brzine povriine.

U sludaju da je povrsSina 8/t/ materijalna bide 5‘11}2-'1/'0
Na osnovu ovoga i /14.9/ lako Jje dokazati teoremu
Lagrange~a:

Potreban i dovoljan uslov da bi povrsina f(g,{)‘ﬂ
bila materijalna Jjeste f‘zp .

Primer takvih povr3ina su graniéne povrSine na telima
/za detalje klasifikacije graniénih povrdina videti CFT,

'gﬁ. 184/ °

15, dﬁ izvod po vremenu

U daljem radu diferenciranje po vremenu biée osnovna opera-
cija za izvodjenje kinematickih uslova kompatibilnosti. Mi
édemo kad god Jje mogule koristiti 6{ izvod po vremenu, koji Je
definisao T.Y. Thomas E&ﬂ . Njegovo uvodjenje dovodi do
velikih uproséavanja inale sloZenih matematidkih operacija i
izraza.

d’izvod f-je }0 . definisane i diferencijabilne na s/t/,

definisan je sa

47 3%”4}0
/15.1/ dt 3 "

_3 +57a¢~72

Kratke recleno, to je totalni izvod po vremenu f-je ft@)é}

1 praveu normalnih trajektorija tadaka povr3ine S/t/ za koje

Je



/14,3 g%gog/: ﬁzz

Stav: Operator[ J i éﬁ izvod po vremenu su komutativni,

Pri dokazivanju ovog steva mi éemo slediti T.Y.Thomas-a [50] .
Posmatrajmo dva poloZaja S/t/ i s/t +At/ povriine S/t/.

U nekoj talki P/x/ na S§/t/ povucimo normalu n kao Sto je
prikazano na sl.l. Prava odre-
djena normalom n prodire
S/t+At/ u tadki P/x+Ax/,

pri Cemu A x prestavlja razli-
ku koordinata dveju talaka, tJ.
komponente vektora relativnog po-

lozaja dveju tadaka koji ima pra-

vac normale n .
=

Neka Je

ns.3, [ P]=A= /@(Ri)g}f{f)jz‘) ,

gde sug i }? vrednosti f-—je}a na spoljnoj i unutrasnjoj
strani S/t/. ObeleZimo saAA razliku vrednosti f-je /4 u
/
tadkama P i P, tJj.

aA=a(5-1)=4Y-4% .

= R (P deat) -V (BY-1 (Ptet)+ X (PY).
oA YOE)-pP8) G(Ps) IR
At At At

At 4t

Tada je




o j - e 7
Kako su P i P : pravcu normale n bice

) A 4
SO Y/ e b«

Na isti nalin Jje

/15.5/

Tada se A u granic¢nom sludaju svodi na izrasz
A%

po g (0D

a prema definiciji operatora[ ] i osobina f-je ?0 na S/t/.

Uzimajuéi u obzir /15.3/ moZe se /15.5/ napisati u obliku

/15267 %@ﬂ [g K

$to je trebalo pokazati.

16. £{ izvod nekih wvelicdina

V=l smo videli de geometrija povriine S/t/ utide na geome-

trijske uslove kompatibilnosti. Normalno Jje ocekivati da &e to

biti slucaj i za kinematicke uslove kompatibilnosti. Zato éemo

prouéitiéfizvod osncvnih geometrijskih objekata povriine S/t/:

w—-,i .c 2
nty xtiol 9@%-‘- ﬁ(ﬂ .



T.X, Thomas Jje izveo slededée relacije [?é]

§ﬂi )

/16.1/ ﬁfg‘d waﬁ ’
/16.2/

.. Pre nege sto predjemo ne izvodjenje novih relacija za dru-

ge geometrijske velidine povrsine S/t/; naponinjemo da je dr

{1

izvod, do daljnjes, izvod u pravcu normalnih trajektorija

taCaka povrdine S/t/. Tada je

/e
gl
/16.4/ %Z %ﬁg ﬁﬁ

8to gsmo ved zaklguéili u odeljku 13.

Stav: Operacije ¢ i dlferenclrange DO dx su komutativne.

Dokazime to za f-—je QZD@C,

Zaista,

@%@e &z‘ . W Jr
’/3 “H#

/16.5/

( 27.@) (

pri demu smo koristili /16 3/ /16 4/ kao i &injenicu da je

/16.6/ gf@f Jr* |
| gt \Jt /et

s obzirom da se radl o parcijalnom diferenciranju po u 1 *+.
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i ,"/3.%396/,0 Séﬁ /359 51’/ j.. f'l6n7/

tav Cemo dalde Cesto koristiti,

erxo Jednostavanilje.

i 9
Sl )

frs oy f

“ - - ARl
/27 /e Na isti nacin se

Jjer

se

dobija
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0d znacaja su i relacije

/16.10/ g—i?:ﬂ)

/16.11/ é%%-—.-Zﬁém,

/16.12/ .%&i- /ﬁﬁd}g’

koje gu dobro poznate /vidi npr. CFT, Dodatak/, a koje se na
jédnostavan nadin mogu dobitida%?lste%} pretho nl stav. Na
igsti nadin mogli bi odrediti 3-{‘7 ’ dd-%fé ) f# itd. .
MedJjutim, to bl.%%f ogroman posao. Mi ¢emo dati postupak za
odredjivanje , gde je k=1,2,.0000.3N bilo koji prethodan
brod.

Isti postupak se mozZe primeniti i na.Zﬁc.

Opravdanc Je ovde posbaviti pitanje zasto nas interesuju
izvodi bas ovih velicina. U ovom trenutku odgovor bi mogao
biti samo intuitivan. Naime, pokazalo se u dosadasnjim poznatim

rezultatims za uslove kompatibilnosti prvog reda da Je -H%L

a ée se za uslove kompa-

(o)

od bitnog znacaja. Mi pr%tpostavljamo
tibilnosti viSeg reda f i dalje pojavljivati, kao i da ¢e
se red njegovog izvoda poveéavati. Pokazalemo kasnije koliko su

ga odekivanja bile opravdana. |

Uocimo da 1zvode’ne menaajtgnzors&l karakter veliéina na
koje se primenjuje. Tako Jje d%ﬁ , vektor /definisan na S/t/,
pa Je
df@ (x) e ;

+0 Lo

/16.13/ %(/C)



VT

® R Y.
gde su A ﬁ komponente '?iéfﬁ‘cj‘ u pravcu normale 1 na
,angenfrou ravni respektivno. Indeks k u ovim izrazima nemé
temzorski karakter Sto smo naglasili stavljajuéi ga u zagradu.
On definiSe na leve] strani /16,.13/ red izvoda, a na desnoj
kojeg reda izvoda su ove komponente.

Kako Jje

f AN AT
& i M M
iy G %;z*’) M
THT

Othe 15
#—ﬁ ;diifi@f;

P L
/16.14/ s%?’zlﬁtﬁ /ﬁf&‘v‘ e Tl

J2E-61-65 5"

gde smo koristili éi6 .1/ i /16, 8/, bife, s obzirom na /16.13/,
(5) df A (k’@@(

/16.15/ A +6 5
(el -

fe.es ﬁiggﬁ 5 6 5"
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Je stﬂ ez uslova da Je Wgﬂ, ti. da Je red o normalnim

trajektorijama tadaka povriine., Mi éemo se i koristiti njima

kao copétijim pri izvodjenju opdte teorije. Ali pri konkretnom
izradunavanju kinematicdkih uslova kompatibilnosti pogodnije

s ®

su normalne kcordinate, Jer se munogi izrazi uproséavaju.
Ove koordimnate /normalne trajektorije talaka povrsine/ jedno-

znaéno su odredjene.

17, é’ izvod n-tog reda f-je y

Za opsSte ragmatranje kinematickih uslova kompatibilnosti
neophodno Jje naéikdaizvod bilo kog reda /recimo n-tog/ neke
f-Je }ﬁ neprekidne i diferencijalne na S/t/ po x i t.
Naga razmatranja biée opsSta. Time wjedno Zelimo da naglasimo
da Jje 1 ,%3Jfﬁy£)'b lo koji parametarski oblilk S/t/.

Po definiciji Je

17.1 gzﬁ;’g”
AT T T
gde Je @%: operator kovarijantnog diferenciranja, tJ.

/.17.2/ fog fjm

Tada Je

/17.3/ gf gf +§ﬂ€ﬁ

GG bt ) G110
/17.4/ gé@@%ﬁﬁ”(ﬁf + %(5%”&

ﬂ/g %5Wn§?% {; {éﬂn}’jﬁ),

(6]

W
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oiri fenu smo koriebili /4.2/.

'i’g'c .«..}.-"t._;.., 6’ iaUOd i ‘Je; mOZG Se -!)_[estd viti u

= [(g ’Qﬁ Iy
Wgégéﬂ é@, i é?{ﬁ-i»fﬁ ﬁ%

/17657

L e o T e ma

ahliku

ne  B~f €
ﬁﬁ Lt 177

Do ¥k a=z t e o ame 4. Mi éemo teoremu dokazati

potpunon matemetidkonr indukeijom. Odmah se vidi da /17.5/

oW ,DLZ‘ i LKL LA 9 L e Rl A S W S RO N P Y. .‘ EEEA Fo ¥ok } ie €5 i 7 3 / Lod & i fa
varl za n 1,2. Pretoostavimo sadsa ds je /17.5/ tadno i za

£7 4 57
FHE

‘5“( ). % S Gt}
/17.6/ Wid ,%%(5727&

U%mv

z: Seklrt]
4
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pri Cemu smo koristili /4.2/, /17.5/, a u /17.6/5 stavili
@%@% . Na osnovu /1V.6/ proizilazi da /17.5/ vazi i z=a

n+l pa prema tome 1 za svako n Sto je trebalo dokazati.
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Iz /17.5/ sledi da Je
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Vel smo ranije pomenuli da je}@ bilo koja tenzorska veli-

¢ina. Tada /17.7/ vaZzi 1 za ZZ% s LJo
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Smenom /17.8/ u /17.7/ dobijamo
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Ako primenimo /17.7/ na }?@,{} i o smenimo u /17.9/ bide
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Nastavljajuli ova] postupak dalje, konadnce dobijamo
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pri Cemu smo strogo wvodili rauna da je
n7.azs f-J- (5“"‘ A5-1)20
i
noass b, b ..., Gl
za svako 1€ s€n. U specijalnom sludaju kad je s=n bide svi
,/1701-4/ &*gé}, {(s=1;25000s0).
1z /17.12/ i /17.13/ se vidi da Je npr.
nras, <G <n-5.

Odmah se vidi da se /17.11/ moZe napisati u saZetom obliku
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Iz /17.16/ 1 /32.1l/ sledi da &e se 3@%- izraZavati preko

ﬁ?&@“oog in d’ G . . .G

i i njihé% izvoda., Medjutim, kako se

. . . . of .
izrazava preko i njihovih 1zvodalgﬁ u to ¢e se u kona-

< f
u i izvodsa.

)
¢nom obliku i %%%? izrazavati preko‘A i njihovih izvoda po
izvodi ni 1 Xiﬂ{'takodje ucestvuju u ff

/17.16/ i odredjuju uticaj geometrije povrdine S/t/ na W .

U odeljku 16 mi smo napomenuli da se moZe olekivati id

igvod n* i xt,. Sto se pokazalo tadnim.

18, Neki primeri

Do gada izvedenu teoriju primeniéemo na nekoliko prime-
ra. Tako Je za
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pri Cemu smo koristili reszultate odeljka 7, /16.1/ 1 /4.2/.
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Ucilju dobijanja konalnocg rezultata potrebno je koristiti
ezultate cdeljka 7 1 codeljka 16. Mi se na tome nelemo zadria-
Jatl Za nasSe odredjivanje uslova kompatibilnosti i ovaj rezu-

1ltat je sasvim dovoljan.
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19, Kinematicki usliovi konmpatibilnosti n-tog reda

Primenimo operator diskontinuiteta [ } na /17.16/. Tada

(7] %@ D g, {w%
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kao posledica osobina operatora diskontinuiteta i njegove

komutativnosti smzéaizvodome /19.1/ prestavlja kinematicke us-—
16ve kompatibilnosti n-—tog reda fmjef?na povrﬂ ini S/t/.
Odmah se vidi da ¢ée se oni izraZavati preko [ ] » njihovih
izvoda po ﬁx i daizvodae Sve velidine izvan ovih su geometri-
ski uticaj povrsine 35/t/. One u /19.1/ ulaze prekod’izvoda
nl 1 xi,@C.

U specijalnom sludaju kad Je f—jayaneprekidna zajedno

sa svojim izvodima do n~l-cg reda /19.1/ postaje
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gto prestavlija interpretaciju Hugoniot-Duhem—ove teoremne:

Brzina pomeranja singularne povriine na kojoj su fm,jaf
i njeni izvodi do n~l-og reda neprekidni ali bar Jjeden izvod
n-tog reda Jje prgkidan.odredjena je do na znak kolic¢nikom di-
skontinuiteta é%w i normq]ne komponente n~tog izvoda 6W
f-je /ili n-tog izvoda u pravcu normale f-je }D/9 ba. }a

[crr)

Da i kompletirali do sada izvedenu teoriju napisacemo
kinematiéke uslove kompatibilnosti prvog i drugog reda. Ovi
neposredno slede iz /18.1/ i /18.2/ kad se primeni operator
diskontinuiteta[’.]i uzme w obzir /l1ll.l/. |
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a /20.1/ dobijamo

Primenom opara
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Sho prestavlia medovite uslove kompatibilnosti.

4
U gpecijalnom slufaju kad Jje f~ja /ﬁ neprekidna zajedno

sa svojim izvodima du m+n-l-og reda bile
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Hapomindemo da sno ove uslove kompastibilnosti nagvali
mesovitim zato gto se& pojavlijuju i izvodi po koordinstana

d
keo i po vremenu. S druge strane, kake Je
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meSoviti uslovi kompatibilnosti se mogu interpretirati

koo kinemsticki i kao geometrijiski. U prvom sludaju mi

njenicu da se radi ¢ m~ton kovarijantnom
izvodu f-je a u drugom da Jje rel o n-tom izvodu

iste f-~je po vremenu. Izraz /20.5/ nam pokazuje da je sve

s » e

jedno na koJi nacin éemo izralunavati uslove kompatibi-

inosti za ovaj sluéaj. Nama se Cini da Je za nas pogodnije,
s obzirom na prilaz ovom problemu, da ih cdredjujemo na

nadin prikazan izrazom /20.2/ ili /20.3/. (} tom sludaju
i, {3

Jje z/ Z% u potpuncsti definisano prekolé i njihovih

’—Jo

[
izvoca na povrgini 5/t/. Primenowm /19.1/ na ovaj izraz

ol

obijemo konalne rezultste,

Cdmah Zelime da Snosw relacije kinesmatickih

R

uslova kompatibilnostli vrlo sloéenqg chlika. To se moglo 1
olekivati s obzirom na definiciju@j izvoda. f
rijantni izved rnisu komubstivni kao Zto Jje slulaj za“37
?; . limdjutin, 1 pored sve svoje sloZenosti,

guéuiuw izradunavande uslcva kompatibhilnosti éa

>

a peznata metoda,
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ilustrovali na izvesnom broju primera. Pokazali smo da su svi
Ao sada poznati rezultati, tj. relacije kinematickih uslova

kompatibilnosti, specijalan sluéaj ove teorije. U radu je dat

i originalan postupak za odredjivanjeJ izvloda nl i x1,0¢ u
slucaju normalne paramztrizacije Jjednadine povr3ine S/t/. Ovi
rezultati su bitan deo‘’ovde izloZene teorije, jer nam omogudéuje
dobivanje uproséenijih izraza za uslove kompatibilnosti /vidi
T.Y. Thomas [52:’] /e

U radu se ne razmatraju dinamicki uslovi kompatibilnosti.
To su relacije koje zadovoljavaju odgovarajuée velidine koje
karakteriu ponaSanje materijalne sredine /kontinuuma/ na
povrsini diskontinuiteta. Takve velidine su gradijenti
deformacije 1;-‘;( s tenzor deformacije fz"i s benzor napona é}'
itd.. Primenom{: ] na prvu Cauchy-jevu jednacdinu kretanja
dobijamo dobro poznate dinamicke uslove kompatibilnosti. U
sadasnjemn trenutku razvoja mehanike kontinuuma najnovije
teorije nam daju sisteme diferencijalnih jednacina, 'toje nam
cmoguéuju daleko kompleksije i egzaktnije sagledavanje pona-
Sanja materijala. Svaka od jednadina ovih sistema daje nam
dinamicéki uslov kompatibilnosti. S druge strane, nove teorije
se ne zadrzavaju na efektima prvog reda. O tome je veé bilo
re¢i u uvodu ovog rada.

Sve su to problemi od bitnog interesa za dalja istrazZivanja,

pogotovu sa aspekta primene povrsina diskontinuiteta.



[]

_.90..

Literatur a

R, Hill: Discontinuity relations in mechanics of
solids, Progress in Solid Mechanics,
Vol.II,247-276 /1961/.

Ce Truesdell: General and exact theory of waves
in finite elastic strain, Arch. Rational
Mech., Anal. 8,263-296.

M. Hayes i R.S. Rivlin: Propagation of a plane
wave in an isotropic elastic material
subject to pure homogeneous deformation.
Arch. Radional Mech. Anal. 8, 15422.

R. Roupin i B. Berstein: Sound waves in déformed
perfectly elastic materials; the acousto-
elastic effect. J. Acoust. Soc. Amer. 33,
216-225.

T.Y. Thomas: Plastic flow and fracture in solids.
Academic Press, New York /1961/.

R, Hill, J. Mech. Phys. Solids lo,1l /1962/,

P.J. Chen: The Growth of acceleration waves of
arbitrary form in homogeneously deformed
elastic materials, Arch. Rational Mech.
Anal., 30, 81-90 /1968/.

E. Varley, Arch. Rational Mech. Anal. 19,215 /1968/.



Eﬂ Jo Dunwoody i N.T, Dunwoody, Int. J. Engng 3ci.
3,417 /1965/.

{}é} GsA. Naridboli, J., math. Analysis Applic.8,57/1964/.

[113' E. Varley i J. Dunwoody, J. Mech. Phys. Solids 13,
17 /1965/.

[;é] M.F., McCarthy: The propagation and growth of plane
acceleration waves in perfectly electrically
conducting elastic material in a magnetic
field. Int. J. Engng Sci.4,361/1966/.

[13] M.F. McCarthy i W.A.Green; Int. J. Engng Sei. 4
403 /1966/.

@4] Pod., Chen: Thermodynamic influences on the propaga-
tion and the growth of acceleration waves
in elastic materials. Arch. Rational Mech.
Anal. 31,228-254 /1968/.

[iﬁ} M.F., McCarthy i A.C. Eringen; Int. J. Engng Sci. 7,
447 /1969/.

"16] B.D. Coleman; Arch. Rational Mech. Anal. 17, 1-46

/19¢6e4/.

Fi?] R.I. Herrera i M.E., Gurtin:Quart. Appl. lkath. 22,

360-364 /1965/.

1%] B.D. Coleman i M,E,'Gurtin;‘Waves in materials with
memory. Arch. Rational MMech. Anal. 19,
266--298 /1965/.

g;%} P.J. Chen: On the growth of longitudinal waves in

anisotropic elastic materials. Arche.

Rational Mech. Anal. 36, 381-3%0 /1970/.



2]

[21]

[22]
[27]

4
S

el
27]

(2]

E.Ss Suhubij The growth of acceleration waves of
arbitrary form in deformed hyperelastic
materials. Int.J. Engng Sci. 8, 699-711
/1970/.

G.A, Nariboli i B.L. Juneja: Growth of acceleration
waves in an unsrained non-linear isotropic
elastic medium, Non-linear mechanics, 5,
513-525 /1970/.

L. Euler: De motu fluidorum a diverso caloris gradu
oriundo., Novi Comm. Acad. Sci, Petrop., 11

/1764/ .

'L, BEuler: Theoria motus corporum solidorum seu Rigi-

dorum ex primis nostrae cognitionis princi-
piis stabilita et ad omnis motus.

G.G. Stokes: Notes on hydrodynamics. Cambr., Dubl.
Math. J.3,209-219 /1848/.

E.B. Shristoffel: Uﬁer die Fortpflanzung von Stossen
durch elastische feste Korper. Ann. Mat.
/2/ 8,193-244 /1877/

H.Hugoniot: Sur la propagation du mouvement dans
un fluide indefini. C.R.Acad.Sci. Paris
101,1118-1120,1229-1232 /1885/,

J. Hadamard: Lecons sur la propagation des ondes
et les equations de 1l*Hydrodynamique.
Paris /1903/.

G.Zenplen: Sur L°impossibilite des ondés de choc
negatives dans les gas. C.R. Acad. Sei,

Paris 141, 7lo-712 /1905/,



B

@

&

>4

L. Lichtenstein: Grundlagen der Hydromechanik.
Berlin. Springer. /1929/.

T.Y. Thomas: Extended compatibility conditions for
the study of surfaces of discontinuity

in continuum mechanics, J. Math. Mech.

6,311~322 /1957/.

C. Truesdell i R.A. Toupin: The Clasical Field. Theories

C P T, Handbuch der Physik, III/1,
225=-793 /1960/.

T.Y. Thomas: The general theory of compatibility
conditions, Int.J. Engng. Sci. 4,207-235
/1966/ .

T.Y, Thomas: Concepts from tensor analysis and
differential geometry, Second edition,
Academic Press, New fbrk and London
/1965/."

Jd. Jarié: Prostiranje elasticénih talasa u kubnim

kristalima. Magistarski rad /1970/.
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U tabeli br. 3 treba da stoji na preseku
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35 17 itd itd.
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66 2 s narna stacionarna
66 17 nulezove nule zove
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