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. UVOD

Pri pokusaglma da se domen primene matridénog DOStupka
konvergencije snabde. strukturom Banach-ovog prostora doSlo se
do zakljudka da ista nije adekvatna odnosima u oblasti pomenu-
tog skupa (u smislu da postoji matridni postupak10131 domen
grimené nije mogude snabdeti strukturom Banach-ovog prostora).
Postavilo se stoga pitanje definisanja i izudavanja sloZene
matematifke. strukture koja u potpunosti odgovara moguénostima
organizacije domena primene matridnih postupaka. Taj problem,
pored ostalog, doveo je do uvodenja"pojma prostora B, — je-

‘dne generalizacije Banach-ovih prostora, koji se, po‘autoriﬁa,
nazivaju i prostorima Mazur—a i Orlicz=-a [1]. Isti autori [30]
su deo svojih rezultata, doduse bez dokaza, objavili ved 1993
godine. Kompletne rezultate o strukturi domena primene matri-

&nih postupaka i nekinm élngenlcama ‘koje odatle proisticu, Maw=
zur i Orlicz [31] publikovali su tek 1954. U meduvremenu se
istom problematikom bave mnogi matematidarxi, od kojih na prvom
mestu (keko po broju tako i po dubini rezultata) treba istadi

'K;»Zeller—a. Njihovi doprinosi bili su od znaCaja kako za re-
gavanje problema iz teorije postupaka konvergencije tako i za
razvoj funkcionalne analize uopdte (dolazi, naime, do uvodenja
i 1zucavan3a raznovrsnih algebarsko-topoloskih struktura).

Pri prouoavangu potrebnih 1 dovoljnih uslova da domen
pflmeng postupka konvergencije sadrzi skup nula=-nizova, skup
konvergentnlh nizova odnosno -skup ogranifenih nizova pokazali

- su se sasvim dovoljnim pojam i svojstva Banach-ovih prostora.
Pri reéavanju takvih problema za slulaj skupa svih nizova do-

lazi se, me@utim, do zakljudka da to viSe nije tako. U novom
sluéaju primenjuje se teorija Fréchet—ovih prostora &ijom se
ISDecijalj_za,cijomdobi;’;a‘va“féna klasa prostora — klasa vise po-
menutin p¢ostora Mazur-a i Orlicz-a. Stoga je veé pbcet“K ovog
rada — njegov prvi deo, posveden najneophodnijim pojmovime i
rezultatima tedrijé'metriékih linearnih prostora i teorije pse-—
7udonormiranih prostoré, Fréchet-ovim i prostorima Mazur-a i Or-
1icz=a kzo njihovim specijalnim slulajevima.

Lnace, celo iglaganje rasporedenoc je u tr

r:w
J

IT i IITI. Delovi se sastoje iz odeljaka koji sun



Uvod

arapskim ciframa. Odeljci imaju pododeljke, oznalene takode ara-
pskim ciframa, u kojima se bez posebnog numerisanja izlaZu de-
finicije, stavovi, leme i druga tvrdenja. Posledice, napomene,
priméri i arugi komentari, ukoliko ih ima u nekom podcdeljlku,
~nose oznake pododeljaka u kojim@ se nalage i pored toga nume -
risani su malim rimskim ciframa. Pri pozivanju na druge ¢inje=
nice iz rada ukazuje  se na deo, odeljak‘i pododeljak u kome se
icte nalaze. Oznake dela, pa 1 Odeljka,;izostavljaju se ukoli=-
o

»-—«

~Je rec ¢injenicama iz istog dela odnosno odeljka.

Sto se tiZe drugog dela rada, on je posveden funkecij-—
skim postupcima konvergencije — postupcima pridruZenin nekom
nizu funkcija definisanih na skupu koji ima talku nagomilava-
nja, ¢ijom se-specijaliiacijom dovijaju kako matriéni tako i
mnogl drugi nematriéni postupci. PridruZivanje postupaka izve-
‘deno jé na dva bitno razlicita nadina (definicije II.2{2 i
II.3.1). Osnovnu problematiku u tom delu rada salinjavaju re-
zultati'sa potrebnim i dovoljnim uslovima da domen primene fun-
kecijskog postupka sadrZi sve nula-nizove, sve konéergentne'ni~
zZove, sve‘ograﬁiéene nizove i sve nizove uopste. Radl sistema-—
tidnosti i pojednostavljenja izlaganja prethodno se reSavaju
takvi problemi za doseg dejstva i doseg b-dejstva funkcijskih
dperatora:(definicije IT.2.1 i II.%3.1). Glavnim rezultatima
cvog dela nééega fada, kako zbog dubine tako i zbog primene,
smatramo stay I1.2.9 i lemu II.3.4.

v U %reéem delu rada posmatra se jedna potklasa klase
funkcijskih postupaka — klasa neprekidnih postupaka (defini=
cije III.1.6-1i IIT.2.3), &ijom se specijalizacijom dobijaju
kako matridéni postupci tako i postupci neprekidni u smislu de-
finicija Wlodarski-og i Orlicz-a. Pored rezultata analognih rei
- zultatima drugog,déla rada, ovde se igudava jos i topoloska
struktura domena primene neprekidnih postupaka. Pokazuje se da
neprekidni Iunk01gskl postupci zadrzavagu moga svojstva matri-
- ¢nih Postupaxa i neprekidnih postupaka Wlodarskl—og i Orlicz=-a.:
Kao 1 u prethodnom delu, i ovde se najpre raspravlja 0 speci-
jalnim funkcijskim operatorima (definicije III.1l.1 i TIITI.2.1),
da bi se aat7m odgov&raguc1 rezultati za neprekidne postuplke
doblgall uglavnom kao posledice. U tom smislu treba shvatiti

nafe misljenje da su centralni rezultati tredeg dela rada sta-



cvovio ITL.1.2, IZT.3%.1 1 III.3.5. Primetimo na kraju ds odelj~
: i

¢ JiI,4 pripada posebno mesto u Citavom radu zbog toga $to
se tu, moZda po prvi put, raspravlija o algebarsko-topolodkoj

v B}

Autor ovog rada izraZava svoju iskrenu zehvalnost
"prof. dr S. Aljandiéu i doc. dr D. Adamovidu za njihovu

‘nesebiénu pomoé u toku njegove izrade.



Neka je X proizvoljan neprazan skup i  d(x,y) re-

alna funkcionela definisana na Dekartovom proizvodu . X XX.
o lI.Definiciija. hko je
- > ___'_ 0] . _ - . . =
1’ d(X;X%O, 2° alx,y)=aly,z) i 3° alx,y)& dlx,z)+dlz,y),
onda kaZemo da suo skup X  snabdeli pseudometrikom d. Par

(X,d), 11i samo X kada je jasno o kojoj pseudometrici je red,

rostoroml); elemente xé€ X 2zove-
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ro sada talkama pseudometrilkog prostora (X,d) (odnosno X),
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Pseudometrika d(x,y) Jje metrika kada 1% d(x,y)zO

c=>x=y. Tada ovorlmo 0 me ¢kom prostoru i o rastojanju izme=-

du taéaka.‘(Konjunkoijom 171 1% odigledno dobijamo uslov
'lo_d(x,y)=0<§>x=y.)

U pseudometrilkim prostorima pojmovi sfere, Cauchy-evog

 i-konvergenfnog niza, a time i na njima zasnovani pojmovi otvo-
renog i zatvorenog skupa, kompleinog prostora, adherencije, gu-
stog 1 svuda gustog skupa, separabilnog prostora itd., uvode se
na isti nadin kao kod metridkih prostora. Iz .definfcije metrike

i pseudometrike, jasno Jje da se svi rezultati teorije metrickih

T ckazi bitno ne koriste uslov 1" automatski pre-
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nose na pseudometrilke prostore. Slededs napomena pokaszuje kzko

._l

se redavanje ne kog problema u pseudometrickom prostoru na pr

rodan nacin moZe svesti na redavanje isteg takvog problema u

O

, 7, %‘ﬂucksta e biti “zsno da 1li de rel o skupu ili
B ) X U J g
seuvdometridion prostoru.
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1.i. Svakon psevdonetric¢kom prosto moze se korespon-—
Giravti metricki prostor sa gotovo istim svojstvima. U tom cilju
u- L se uvodi'rélacija ekvivalencije r ‘tako da je x T Y<§$
d(iﬁy)zb. Funkcionela dl(cx,cy)zd(x,y) je tada jedna metrika
na skupu klasa ekvivalencije X/r. Zeledi da istaknemo njegovu
}éaVisnost_od polaznog pseudometrilkog prostora (X,d), tako do-
bijeni metri&ki prostor (X/rydl) oznzlavamo sa X(d).

| 1z def1n1¢ije metrike dl sledi da X, % U prdstofu
(x,d4) ako i samo ako CXr:—a’CX u prostoru X(d). Na osnoyu'%on
éa je, naprimer, ékup Y separabilan u prostoru (X,d) ako i samo

ako je OQgOVT“’“uéi skup Y; (tj. skup svih klasa ekvivalencijé
koje sadrie elemente iz Y) separabilan u prostorﬁ x(a).
. . . B ‘*“;

Ako je (X,a) pseudometridki prostor i YC<X, onda pse-
udonet i 1ibprosfor (v, deXY) krat%gée radi oznaéayamo sa |
(Y,d). U tom smislu treba shvatiti i slededu definiciju.

2. De findieci a. Neka su na X finisane dve

j
1) (3=0,1,...) 1

pseudometrika 4z

de
s x R . R 1
najvise prebrojive familije 3

di (kzo;l,...)z) i neka je Y& X. Ako iz

"&n—»y u prostoru (Y,d%) za svako j=0,1,...

) 2 .
y,~+¥ u prostoru (Y’dk) za svako k=0,1,...,

o)
(@4

a

onda'kaéemobda je familija psecudometrika d%_(jzo,l,...) ia
‘na skupu ¥ 04 familije pseudometrika d§ (k=0,1,...). Ako je
u isto Vreme fémilija di (kx=0,1,...) jala na ¥ od familije
d% (3=0,1,...), onda ka¥emo da su familije pseudometrika d%
»(ij,l,..Q) i di (x=0,1,...) .ekvivalentne na skupu Y. U slu-

enju i termine "sisten®,

O(

-

1) Koristicemo u istom zna
odnosno "ukupnost". Familije pseudometrilka ne woraju istovrexn
nc biti konadlne odnosno beskonalni.

Loel NULAN NS N e LD —

. .
- T el e T T N . . A R P .
2) fako su fanmilile ooau : LA e e L 0Obliku nizove,

pseudonetrixa~Cianove nije U..
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Caju Y=X govorims o jacoj familiji pseudometrika, odnosno o ekvi-

valentnim familijama pseudometrika.

Napomena 1.1 1 sledeéi stav omogudavaju da se dokaZe
separabilnost nekih konkretnih pseudometrilkih prostora (primer

primene navodi se u 2.7.1).

3. STAV ([11,1.41). Ako je na X definisana pseudometri-

ke & 1 njoj'ekVivalentna familija pseudometrika 4 (k=0,1,...),

»tdda iz separabilnosti prostors (X’dk> za svako k=0,1,... sledi

astustey

‘separabilnost prostora (X,d), i obrnuto.

C4ko su 4y (k=0,1,...) i d? (3=0,1,...) ekvivalentni
sistemi pSeudometriKa definisanih na X, onda iz stava 3 sledi da
Je prostor (X,di) separabilan za svako %x=0,1,... ako i samo ako
je prstor.(X,d§) separgbilan za svako J=0,1,... (jer je,‘reci—
. md;'pseudometrika

- d(x,y)= 21: 2°i‘ dji'(xsy)(lwhd:iL(X,y))—l
ekvivalentna sa skupom pseudometrika di (k=0,1,004))0
Iako se ista problematika moZe raspravljati i u pseudo-

metrickim prostorima, do kraja naSeg odeljka bide red iskljuci-

. =

vo o metrickim prostorima.
4. Definicijas Skup ¥YEX je nigde gust u me-
trilkom prostoru X, ako njegova adherencija Y ne sadrZi ni jednu

kuglu, tj. ako Je unutrasSnjost od Y prazan skup.

Skup Y& X je prve kategorije u X, ako se moze pred-

staviti kao najvige prebrojiva unija skupova nigde gustih u pro-
storu X. U suprotnom slucaju kazemo da je skup Y&X druge ka-
tegorije u prostoru X.

ST T .
w

Skup Y€ X je prve kategorije u tallki x_., ako postoji

okolina O talke X takva da je skup ~Y{10 prve kategorije u pro-

g P
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storu Xg kads takva okolina ne postoji, govorimo o skupu ¥ dru-

A
{
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Cki x .

ge kqmegorwge I o
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Skup Y§;X zadovoljava Basire—ov uslov u prostoru (X, Q),

-

ako svaki neprazan perfektan skup Z sadrzi tadku X, takvu da je
bar jedan od skupova ZNY i Z-Y prve kategorije u tadki X,

a'ppostdru (Z,d).

B

;4ai..Primetimo da ékup druge kategorije ne moZe biti
prazén;véto se bitno koristi (eksPlicﬁtno ili implicitno)lpfi
dokazu svih rezultata u odeljcima IT.3, TIT.2 i TIIT.4. Poka-
‘zaﬁo je takode (npr.,[2], Uvod, teorema 2) da je svaki komple-

tan metricki prostor druge kategorije u samom sebi.

| 'SL D e f‘i nici 5 a. Neka je B najuza (uvsmisiu
inkluzije) od svih familija skupova Y& X takvih da
| 1) svaki zatvoren skup pripada familiji,
2) unija prebfojivo mnogo skupova 12 familije pri—'

pada familiji

2

e

3) ako neki skup pripada familiji, onda njegov kom=
plement takode pripada familiji.
Za skup veld ratemo teda da je B-merljiv (ili, da je merljiv
V]

.

- u Borel—ovom smislu).

5.i. Banach ([3%], str. 398) je dokazao da svaki B-mer-

1jiv skup zadovoljava Baire-ov uslov.

6. Defimnicija. Skup YEX je koneksan u pro-
storu (X,dj ako se ne moZe prikaiati kao unija dva nepr azna di-
sjuﬂktna skupa otvorena u prostoru (¥,d4). U sluaju Y=X XkaZe-
mo jednostavno da je prostor (X,d) koneksan. |

T. De f inicil ja. Operator 4, koJi preslikeva

prostor (l,d\ u prostor Y, zadovoljava Baire—ov usiov, a
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¥i neprazan perfektan slkup Z< X ima podskup Zl prve kategori=-
je u prostoru (Z,d) i takav da je restrikcija Aly_y Jedno
' 1

neprekidno preslikavanje prostora (Z~Zl,d) u prostor Y.

8. Defindiecija. Neka operatori A, (n=0,1,...)
i A préslikavaju prostor X u. jedan isti prostor Y. Ako je za

svako x€X.
1im An(x)=A(x),

onda kaZemo da niz operatora An (n=0,1,...) konvergira ka A.
Operator A zovemo tada granicom niza 'An (n=0,1,+4.).

9. De finicija. Heka je e najuZa (u smislu in-
'kluzije) 0d svih klasa operatofa koji neki prostor X preslika-

vaju u jedan isti prostor Y takvih da

P
I

1) svaki neprekidan operator pripada klasi

- 2) granicé svakog konvergentnog niza operatora iz
klase takode pripada klasi.

.ZaIOperator Ae j% kaZemo tada da je B-merljiiv (i1i, da jé mer-

. 1jiv u Borel-ovom smislu).
Pri tome, za neprekidne operatore kaZemo da pripadaju

"nultoj klasi Baire-a; granica niza operatora iz nulte klase ko-

ja ne pripada nultoj klasi je, po definiciji, iz prve klase Bai-

re-aj operator koji ne ulazi ni u nultu ni u prvu klasu Baire-a
‘1 koji je granica niza operatora iz prve klase, pripada drugo]

klasi Baire-a; itd.

9.i. 0O8igledno, operator iz bilo koje klase Baire-a je
B-merljiv. S druge strane, Banach ([3],str.397) Je pokazao da
- svaki B-merljiv operator zadovoljava Baire-—ov uslov.
' 10. De finivcija. Neka su tatke metritkog prosto-

ra (X,d) nizovi realnih (ili kompleksnih) brojeva Xz(uj)a Lk%0

je za svako n=0,1,... operator An(x)zur neprekidan, tj. ako
. N L



03 }A— > 3 n
iz xks(uj)é X (k=0,1,...), Xz(uj)éix i Q(xk,x)—% 0 (ko == )
siedd u§-v v (k== ) =za svako n=0,1,..., oﬁda kaZemo dag

prostor (X,&) ima svoistvo K, ili da je tipa X.

Svojstvo X dakle znali da iz konvergencije u smislu metri-

ke sledi konvergencija po (svim) koordinatama. Stav 2.11 pokazu-

.

e da Vo svojstvo moZe imati znadajne posledice po algebarsko-to-
polosxu strukturu prostora formiranih od nizova.

11. Definicija. Par (X,d4) je prostor tipa G (ili,
par (X,d) je G-prostor),.ako je (X,d) kompletan metridki prostor

i ako je X grupa u odnosu na neku binarnu operaciju, koju ¢emo zva-

e

ti sablranje i oznalavati sa +, pri ¢emu su metrika 4 1 operacija

+ saglasne, tj. u prostoru (X,d)
iz x -—»x sledi -x,—» —X

n

: R ; &i + +Va
%n—a i y,—v povlaci | X Ty, — XY

(Primetimo uzgred da se G-prostor naziva i kompletnom metridkom

grupom. )
G-prostor tipa X zovemo GK-prostorom (ili prostorom tipa

GK). .
Slededi stav (npr.,[2], glava I, teorema 1) utvrduje va-

Zzna topologka svojstva izvesnih podgrupa u G-prostorima. Nainme:

e
Lo @

o

12, STAV. Neka Jje X prostor tipa G i ¥ podgrupa grup

Ako je sem toga Y druge kategorije i zadovoljava Baire—ov uslov

u_prostoru X, onda je ¥ istovremeno otvoren i zatvoren skup u pro-

sforulx.

Y=t

la. osnovu definicije koneksnog prostora doblja se onda

slededi rezultat (npr.,[2], glava I, teorema 2):

1%. STaV. U koneksnom G-prostoru X, podgrupa ¥ koja u X

zadovoljava Baire-ov uslov je i1li skup prve kategorije u prostoru

~ hvd

X, ili se pcdudara sa Citavim X.
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Struktura G-prostora dopudta uvodenje pojma aditivnog opera-—
tora, ). operatora A sa svojstvom A(x 1rxz/ A(Xl)”ﬁ(kn). U tim
UrOth rimg od Doseanoo interesa su operatori koje uvodi slededa

definicija.

ld. De finicija. Linearni operator je aditivno i ne-

1)

yrekidno preslikavanje jednog G=prostora u drugi G-prostor.
) J [ & o '

Kombinacijom aditivnoéti i neprekidnosti operatora dobijeno
}je efikaéno sredstvo za proulavanja u teoriji G-prostora. Sledeéi
stav pokazuje da éditivn03u 1 neprekidnost nisu sasvin disparatné
évojsﬁVa. Preciinije,_linearnost operatora sledi iz aditivnostivif
svojstva koje je slabije od neprekidnosti.
5. STAV(npr.,[2], glava I, teorema 4 i napomena). Neka jg'A

-

aditivnce preslikavanie jednog G-prostora u drugi G-prostor. Ako

pri tome A zadovoljavag Baire-ov uslov, onda je A linearan operator.

Kompletnosti radi, a i zbog toga §to u praksi moZe biti veoma

efi kasany navodime slededi requﬁa (npr.,[2], glava I, teorema 5):

- 16. STAY. Neka je X Yoneksan G-prostor i A  (n=0,1,...) niz

linegrnih operatora definisanih na X sa vrednositima An(x) u_je-

dnom istom,G~prostoru. Tada je skup x¢& X tekvih da lim An(x)
: n

rA

postoji ili prve kategorije U prostoru X, ili se podudara sa X.

16.i+ Primer. Kao prilog tvrdnji o efikasnosti stava 16, na-
vodimo sledeéi primer. Dokazademo -naime da je skup nizgova U=(uj)

takvih da red w konvergira prve kategoriije u prostoru nu-
. S - & - -

2 = :

la nizova TU )Q (IzloZeni dokaz nije nam blO poznat.) U tom cilju
i) U sluéagu~linearnih

prema ¥kojod Jje linearnost

dno sa nomogenoscu. Ovde nav

sxoj £koli, 1 ona ¢e w ovom ¥

noj literaturi, biti uvek po &razuu Vanb.
2) I'na drugin mestima 79 oznadava iskljulivo skup odncsno

prostcr nu ““anOW



ST S P . ) . a } . T N b . .
primetimo da je sa metrikom d4(U,V)= Sgpguj— vil , gde je V=(v.),
. X o . Mo NN . s
1 vobicajenim sabiranjem nizova T koneksan GX-prostor i, na

csnovu toga, da je sa
Ak(U)= > u, (U=(u.,)e 7% (k=0,1,...)
j=o0 J . :_)

efinisan niz funkcionela linearnih u prostoru 7O, Skup Tl tadaka

- o . . . ‘ . .
Ue T za koje postoji lim Ak(U) je ustvari skup nizova U=(uj)
. ’e 7
. ) Gz
" e Q—‘ : - ' o e - N L
za koje red 7 uj konvergira. ¥Xao sto je dobro poznato, Tl je

. Na osnovu stava 16, skup Tl je prve katego-

Pri dokazivanju rezultata egzistencijalnog tipa (naprimer,

leme II.3.2) koristide se, pored ostalog, tzv. teorema o kondeza-

 9§3i singulsriteta (npr.,[2], glava I, teorema 6):

17. STAV. Neka je na koneksnom G-prostoru X definisan dvojni

niz linearnih operatora Ao, (m,n=0,1,...) sa vrednostima A, 1,l(}c)
: , , T

u G-prostorima Ym(m:O,l,...). Pretpostavimo zatim da za neki nig

(x_ ) talaka iz X 1lim A _(x.) ne postoji ni za jedno m=0,1,....
mo . ol m,n' m :
Tada je skup tadaka x&X takvih d2 1lim A n(x) ne postoji ni
v 1 ]

za jedno m=0,1,... druge kategorije u prostoru X, a njegov kom-

"plement. je u istom prostoru skup prve kategorije.

2. Pseudonormirani prostori

Ako u definiciji metridkog linearnog prostora (mpr.,[4], str.
155) metriku zamenimo pseudometrikom, onda dobijamo definiciju

pseucometrilkog linearnog prostora. U teoriji zbirljivosti od na-

‘roitog interesa i znalaja su pseudometridki linearni prostori kod

13

I ¥

¥ojin se pseudometrika uvodi preko realne funkcionele sa svojstvi-
ma navedenim u slededoj definiciji.

lieka je dakle X realan (ili kompleksan) linearan prostor i
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‘unkcionela definisana na X.

o]
ti
.
Pata
v
e
]
®
]
"}
s
W
L}

. Definicija. ko je
1° p(O)=O;‘ 20 D( z+y) ¢ p(x )+p(])9 30 p(—x)=p(x) i

40 &,—>a i p(x_~x)—>0 = p(a X, = ax)— 0,

onda kaZemo da je p pseudonorma na X; par (X,p), ili samo X ako

je reC o nekoj uobiéajéﬁoj pseudonormi odnosno svojstvu koje va-

v 1
.21 za svaku oseudonormu, tada zovemo pseudonormiranim prostorom )

a elemente x€ X +talkama toga prostora.
- Funkcionela p(x) je homogena pseudonorma kada su ispunjeni
uslovi 2% i

59 plax)={a|p(x).

2. Definiec i'j a. (Homogena) pseudonorma p(x) je (ho-

mogena) norma ako iz p(x)=0 sledi x=0. Tada se kaZe da je (X,D)

(odnosno X) prostor F* (B¥). Normu demo obidno oznalavati sa n=

=n(x).
3{_ _ . -‘:‘c'. - . o bY4 )
P -prostor (X,n) je prostor Bg kada na X postoji konacno

ili prebrojivo mmogo homogenih pseudonormi pi(x) (i=0,1,...) ta-
kvih da

n(kk)~&0‘(k—¢—co) 2 za svako i=0,1,... pi(xk)”>ov<k”?°°)°

Ukoliko ne postoji potreba za isticanjem norme n, govorimo o

B -prostoru (X3p_,py,-..), ili samo o B -prostoru X kada su pse-

udonorne pi.(ito,l,...) . dogovorene.

2.i. APO je p(k) (pseudo)norma ﬁa X, onda je funkcionela
d(x,y)—p(x v) (pseudo)metrika na X. Na osnovu toga ima smisla (sa
uobiéajenim‘znaéehjem) govoriti o separabilnocsti, kompletnosti,
kompakfnoéti, itd. pseudonormiranih prostbra, kao i, pored osta-

log, o ekvivalentnim najviSe prebrojivim familijama pseudonormi.

1) 1z xonte csta ée biﬁi jasnc da 1i je red o skupu, linearnom
nTros toru ili pse udonormiranom prostoru.
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Iz definicije (pseudo)norme p(x) sledi da je inducirang
(péeudO)metrika A(x,y)=p(x~y) u saglasnosti sa pretpostavljenon
élgebarskom strulturon kod X. Odatle izlazi da je tada (%,d) (pse-
udo)metriéki linearan préstor; | |

> Definicija. Ako je ¥ (BL  ili B¥)-prostor X
kompleu an, onda kaZemo da je X prostor P (B _odnosno B). (Prosto-
;ri F1iB su poznatiji kao Fréchet~ov odnosno Banach-ov prostor;
prostor BO poznat je i kao prostor Mazur—-a i Orlicz-a.) |
4. D'e finici i a. Fﬁfprostori Xi1i¥ su izomorfni ako‘
postoji aditivno‘i homeomorfno preslikavanje X na Y. Kéda je taj
'homQOmorfiZam ekvivalencija, tj. kade je norma slike jednaka nor-

mi originala, govorimo o ekvivalentnim Fk—prostorima Ziv.

Primetimo da se lakim rasudivanjem ustanovljava da su dva

izomorfna F*-prostora istovremeno kompletna ili ne.

S obzirom na sledeéi stav Mazur-a i Orlicz-a (L1, 1.1),
- uvek moZemo smatrati da je posmatrani Fﬁ(Bi odnosno. B*)-prostor
"deo nekog (B odnosno B)-prostora.

STAV. Sv ki F 3€(B:;E i B¥)-prostor je ekvivalentan linearnom

potprostoru nekog F (B, odnosno B)-prostora.

F

5. Ako su na linearnom prostoru X defihisane homogene pseu-
donorme qi'(x) _(i=o,1,.;.--) tako da iz q,(x)=0. (i=O,l,...)l) sle~-

di x=0, onda je funkcionela

n(x)= Zfiqi_(X)(l**qi(X))"l

i=o _
norma na X (jasno je da promena reda navodenja pseudonormi qi(x)

"(i=0,1,...) dovodi "samo" do izomorfnog prostora (sa identiénim
preslikava ngem ka0 AomOf'l'u0m>, dakle do iste topologije, pa se

m redu navodenja ne mora ni insistirati); iz

Ovde, a i na nekim drugim mestima, $to ¢ée biti ‘Jjasnc iz od-
govarajuleg konteksta, (i= O,l,...) znali: za svako i= ‘



!
N

n(x )=>0 (k->o2) &= za svako 1=0,1,... q;(x)=>0 (k—>oo);
- sledi zatim da jé u posmatranom slulaju (X,n) prostor B? .

B Na osnovu prethodnog, svaki 1iﬂearni prostor X formiran od
nizéva x=(uj) na. kome je definisana prebrojiva familija homoge—
: nih.pseudonormi qi(X) (i=0,1,..;) koja, pored oStalih pseudo-

'normﬁ}(ne izuzimajuéi moguénost da drugih’ i ne bude), ﬁkljuéuje 
'§ve pseudonorme' pj(x)=§uj! (§=0,1,...), dopusta strukturu pfo—-
"stofa'Bi . Tada se, dakle, postavlja samo pitanje da 1i je (Z,n),
gdeljé - oo \ |
“ n(x)= Z_: 2-iqi(X)<l+qi(X))-l )

i=o

prostor Bo’ tj;.da 1i je Bf~prostor (X,n) kompletan. U vezi s tim,
gtpraksi'od-kbrisfi moze biti i slededa napomena (éija'taénést.Se
 iéko proverava). |

§  Naime, ako je,(X;n) prostor Bf sa homogenim pseudonormaﬁa
qi(x) <i=Q,1,...) , ondé niz (xk) konvergira u prostoru (X,n) ka
tadcki g- ako i samo ako isti niz konvergira ka x u svakbmfod pse-—
'kudonormiranihvbfostora (X,qi) (i=O,1,..;). Odatle sledi, a to ée |
- upravo biti i ﬁrimenjivano;da_je za kompletnost B§~prostora (X,n)
'sa homogenim pseudonormama g;(x) (i=0,1,...) dovoljno (a, na-

" ravno, i pdtrebno ) da x, €X (k=0,1,...) 1
qi(ik' xﬂ)-%?O (k»oo ,,z—yca) za svako izO;l,.f.

povlaéi egzis%enciju taéké xe X takve da.
| gi(xk— x)—> 0 (k-+»oo ) 3za svako i=0,1l,... .

U nastavku éemo navedene okolnosti sistematski i éesto‘(na—
rodito . u odeljcima II.4 i III.3) koristiti, pa, zbog koncizno-=
sti iz1aganja, to nede eksplicitno biti napéminjano.»Tako&e nede
biti ni proveravanja homogenosti pseudonormi iz familija kojima
u ovom fadu Opefiéemo, buduéi da ée ona u svim slulajevima biti

oligledna. ) . -
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6. Po Semi primenjenocj u napomeni 1l.1.i, svakom pseudonor;
miranom prostoru (X,p) korespondiramo F -prostor sa skoro istim
algevarskinm i topoloékim svojstvima. Tako dobijeni Ff—prostor
obelefavamo sa X(p),vda bismo istakli ﬁjegovu tesnu vezu sa po-
1aénim elementima X 1 p. Ako je pri tome p homogena pseudonof-
ima, onda je X(p) prostor B*. Primetimo takode da kompletnost

pros%ora‘(x,p) povlaéifkompletnost prostora X(p), i obranuto.

7. Neka je (X,n) prostor Bf 1 py (k=0,1,...) niz homo-
'genih'péeudonormi giju egzistenciju i svojstvo pretposfavlja de-
finigija. Tada, na osnovu 1.3 i 2.i, iz separabilnosti prdstora
v-b(X,pk)IZa svako ”k=0,1,... sledi separabilnost prostora (¥X,n),
i obrnuto. ‘ |
| 7.i. Primer. Priméﬁom prethodnog rezultata moZemo, napfi—
_mer,'ustanoviti separabi%post prostora T svih nizova U=(uj) ui
‘odnogu‘na normu |

n(U)=‘2212_jlu.l(l+}uj})"1. 1)
j=o !

s U‘tom cilju-prime%imo.da je data norma ek%ivalentna skupu homo-
genih pseudoﬁoﬁmi pk(U)zjuk] (kzO,l,...), i na osnovu toga da

je (T,n) prostor B? (ustvari, (T,n) je B,~prostor, ali u posma-
~'trénom.éluéaju'njégovu kompletnost ne koristimo). Pokazademo sa=
da da'je za svako k=0,1,... prostor (T,pk) separabilan.  Posma-
trajmo stoga prostore T(py)- (k=0,1,...). Nije tesko zakljuditi
da je svaki od tih prostora ekvivalentan sa prosforom realnih
(odnosnd kompléksnih) brojevaz). Odatle sledi njihova separabil-

nost i, na osnovu napomene 6, separabilnost prostora <T’pk) (k=

=0,1,...). Separabilnost prostora (T,n) dobija se onda primenom

1) v deljem tekstu T oznalava iskljufivo pomenuti skup odno-
sno prostor. '

Z)ElcvivalencijeS recimo, ostvaruju redom preslikavanja
?

Ak(Cﬁ)=.uk (kéO,l,.f. gde je Us(uj)f



1.2

.~ ~napomene 7.

fNapomenimo jo& da pored nadeg dokaza separabilnosti prosto-

 ﬁ€>ra T postoji i dokaz koji sé sastoji u efektivnoj konstrukeciji

f prebejivog skupa svuda gustog u tom prostoru (npr.,[5], str. 21),

i

8. Iz definicija 1, 2, 3 i 1.11 sledi da je svaki F-pro-

7 stor prOStorliﬁga G. Sem toga, svaki PF-prostor je koneksan pro-

ave 1l

.Stor (npr.;[ZE%fégii%/Odatle izlazi da svi objekti iz prethodnog
:odéljké mbgu biti prédmet painje i ﬁ F-prostorima, kao i da su
svi_rééﬁltati'prethodnog ddeljka‘taéni i u sludaju P-prostora
|  (tim preito onda vazi za BO— odnosno B—prostore). Tu éinjenicu
éemo éestb-koriStiti w IT i III delu ovoga rada. |

‘Tako, analogno definicijama 1.10 i 1.11, uvodimo pojmove |
prostora tipa FK; B,K odnosno BK. Da je rel o'vaénomlsvojstvu
prostbra fbrmiranihrod nizova, pokazuje ved sledeéi rezultat. (Po-
mehuti rezultaf nije nam bio poznat, ali smo kasnije gstanovili
”' da on ustvari predsfavlja deo stava 4.4 [6] Zeller-a. Precizno-
.sti radi,.primetimo da se pomenuti rezultat Zeller—a odnosio na
"kBOK-prosto;e. Ta razlika (iako dokaz ostaje nepromenjen) moZe b;—

'ti 0perativna, s obzirom na egzistenciju prostora FK koji isto-

vremeno nisu * prostori B_K (videti napomenu 15.i).)

N

9. STAV. Neka je X prostor FK, i neka za neki niz_(aj) red

<D . . .
:Z:ajuj konvergira za svaki niz Uz(uj)ézX. Tada je sa
,j:O : :

. A(U)= fa.u. (U‘-—-(u.)éX)
. j= J J J .

‘definisana linearna funkcionela na prostoru X.

Dokaz. Stavimo

o It
Ak(U)=.§§%ajuj (U=(u;)€ %) (k=0,1,...).

Iz pretpostavke da je X prostor FK, tj. da iz konvergenéije Do

norpl toga prostora sledl konvergencija po koordinatama, izlazi
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da je Ak(U) (kio'l,..q) niz neprekidnih (ustvari, linearnih,
zbog oélgledne adlulvnostl) funkcionela na prostoru X+ Funkcione- .
la. ~A(U)  je, adltlvna i, zbog

A(U) = 1%m Ak(U) (Ue X),
ona je najvife iz prve klase Baire-a (tj. iz nulte ili iz prve
klase). Odatle (napomena 1.9.1) 1z1321 da funkc10nela A(U) za-
 dovol3ava Baire—ov uslov. Na osnovu stava 1.15, funkcionela A(U)

je linearna (dakle,l neprekidna), $to dovriava dokaz nasega stava.

Stav_lO_pokazuje da pri neprekidnom preslikavanju jednog

e F-prostora u drugi aditivnost operatora moZe bitno uticati na "ra-

.- sporedenost" skupa vrednosti operatora'u prostoru-slici. O Cemu

'fje red bide jasnije posle jedne nafe napomene.

U opStem sluéaju, pri neprekidnom preslikavénju A F-pro-
stora X‘ u F—prdstdr Y skup A(X) moZe biti skup prve kategori-
| 'jetu prostoru Y (pfema l.4.i, tada je A(X) pravi podskup od Y).
To'svojstvo imaju; naprimer, sva preslikavanja kod kojih skup ACX)
ima kona¥no ili prebfoji&o mnogo elemenata. Isto tako, skup A(X)
-'_moée;biti'druge kategorije u prostoru ¥ i u isto vreme pravi pod-

_skub:od'Y. Naprimer, neka je X=Y=R prostor realnih brojeva sa
“uobidajenom algebarsko-topolodkom struktﬁrom i Alx)= x%. Tada je
skup A(X)=[0,+oo) skup druge kategorije u prostoru Y=R (inale
bi i”Skup (-o0,0], pa prema tome i skup ¥, bie prve kategorije
u proétoru'y gto bi vilo u kontradikciji sa l.4.i), i pri tome
je A(X) pravi podskup od Y. Naravno, moZe naotupltl i tredi slu~
Baj, tj. da se” skup A(X) podudara sa ¥ (naprimer, pri identidnon
preslikavanju prostora na samog sebe). Siedeéi rezultat pokéZuje
da kod linearnih bperatora drugi od tri pomenuta sludaja ne moZe
naétupiti. Va%i naime (npr.,l21, glava III, teorema 3) |

10. STAV;:Neka je A linearmo preslikavanje FP-prostora X
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"'_u F—Droutor Y. Tada Je skup A(X) ili prve kauegorlge u prostoru

“4 %wy, 111 se podudara sa_skupom Y.

Svogstvo K kod F§prostora formiranih od nizova realnih (ili
kompleksnlh) brogeva ima za posledlcu da je topologija Fh—p;osto—
' ra -odredena jedinstveno do homeomorfizma. Do takvog zaklguéka do-

1aziISé specijalizacijom sledeéeg rezultata kéji je poznat kao
’Zelier-ov stav ([6];‘4.5).
 411. __smv.r Neka su (X,n,) ,1‘ (¥,n,) prostori tipa FK i pri

"-f tome€jg~X podgrupa grupe Y. Tada je norma n, jala (na X) od nor-

E_fe. o 13-

X, € X (k=0,1,...) i nl(xk)-%o (k-»oo)‘::}nz(xk)-—a‘o‘('k»oo),‘

i pri tome je X potprostor linearnog prostora Y (drugim redima, i

‘_mnoéenje skalarom u>prostoru X inducirano je mnoZenjem ékalaromkﬁ
- prostoru ). |
11.1i. 0 sluéagu X¥=Y imamo dakle da je i norma n,- jala
(na Y¥=X) od norme ny, i prema tome da su norme n; i n, ekviva-
lenfne. Homeomorfizam prostora (X,nl) i (X,nz) ostvaruje se ta-—

da,’ recimo, identiékim preslikavanjem prostora X na samog sebe.

Kada Je X prav1 podskup od ¥, na osnovu stava 10 dobijamo :
da ge tada skup X prve kategorije u prostoru Y (nJegov komplement

-Je prema 1. 4.i druge kategorlae u prostoru Y) Odatle, naprimer

- _Sledl da jJe skup nula-nizova 7° prve kategorije u prostoru konver-—

gentnlh nizova T° , zatim da je skup pC prve kategorije u prostoru
ogranicenih nizova Tb i, na kraju, da je skup 7P prve kategorije
u prostoru svih nizova 2,1

Ovde sé,rkoiiko ‘nanm je poznato, prvi put formuliSe stav Zel-

ler—a u naSem obliku. Njegova prvobitna formu1a013a odn0811a se na
o

1> U &itavom tekstu nalega rada oznake T T~ upotrebljavamo :

u ovde datom znacengu.
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progtore B K. Wlodawrski ([7], lema 9; ili, [8], lema 1) je¢ prine-

Yic da igti reszulitat vafi za proizvoljne FK-prostore. U oba slu-

se, medutim, (implicitno) pretpostaviia da je X potprostor

! -~
11

!

»

=

o
,C ¥
H
]
C
0]
el
L..
o
m

store Y. HalSa formulacija stavae Zeller—a pokazuje
¢ ta pretpostavka moZe oslabitl time Sto de se uzeti samo da je
rupe Y. Uslov da je X potprostor linearnog prostora ¥

dobija se onda ¥Xeo posledica Cinjenice da je pri preslikavanju

jednog P-prostora u drugl lineszran operator istovremeno i homogen
bl I .
(nopr.,l2), glava 111, teorema 2).

U teoriji #~prostora pokazuje se da se neki od rezultata z

3

Banach=-ove DrOthLe mogu preneti ne same na B0~prostore veé i na

menjujemo dvea takva rezultabta, pa éemo ih stoga ovde navesti. Pr—

ta koristi pojam vopStenog niza, ne Cemu éemo se

najpre zadrfati. Drugi Zdltai 5e poznat kao princip uniformne
neprekidnostis

IN
o]
0]

12. Deé finicij a. Delimidno ureden skup (D,

uemeren, ako svaki konadan podskup 0d D ima majorantu. Presiika-—

~vanje I: De»X usnmerenog skupa D u skup X zovemo uopitenim nizom

elemenata skupa X ili jednostavno uopStenim nizom u X. UopsSteni

- % u topolodkom prostoru X konvergira ka tallid x7 iz

i
J-o¢
3
)
ww)
J
ot

X, ako za svalku okolinu O talke x’ postoji d €D, tako ca dudy

poviadi ©(d)& 0. U tom sludaju kafemo takofe da granidna vredrost

1%. STAV (apr.,[9], str. 67). Nekas je A, X—=7 (L&D ) —
vepsteni niz linearnih »reslikavanjs P-prostora X o P-prostor 7.
Ao lim A postell ze svako x iz nekog fundamentslnog

l) .

‘ti. noiskuoa hjih takvog da je linezl nad ¥, svuda gust u X,



T
N . - - ~F .. *“,._Jr vi Yy E‘ ey A A l)
a0 e g XA SXUD Ly ‘LA‘?L_&! o\cD{ cgranicern s On0—
. ‘ o
da_granica Ax = 1im A x postodi za svako xeX 1 (A Z—=Y je
N D =
jedno lineaxno preslikavanje (prostorz X um I).
14, STAV (npr.,[9], str. 64). Weks je 2zs svaki element ¢
siupa O A 4. o = , -

il ¢ linearno preslikavanie F-prostora X u F-prostor Y.
Ako j& zma sveke : X skup =4 A X } Q‘— Oﬁ”aﬂ‘éenl) onda
H£0 1% & ooVl X< SXHUD “’}“ q L i g& J ograny 9 32

Iim A x = O unifornno u odnosu na g&Q .
x-0" ¢ ‘
- Struktura ’wpﬂostora ne. obezb eduje sama po sebl egzistenci-
Ju najvigde prebrojive familije homogenih pseudonormi sa svojstvon
o kome je ref u def 1n10101 prostora b“ . To se moZe dokazati pomo-

15, AV ( 1] 1.61). FP¥-prostor X je prostor B: ako i samo

ako za vako m=0,1,... Xxugla X(O, E:I) sadrZi konveksau okoli-

nu. tadke O,

15.i. Primenom prethodnog stava Mazur i Orlicz su, naprimer,

vokazali da F-prostor £° (0O<p<l) (prostor nizova Uz(uj) takvin

oD

0 .
ia je. zi;juj}p<:oo i norma n(U)= ;1* ujlp ) pije i prostor B

o j=0
}'le62). Ng osnovu 11.i sledi onda da se pri O«p<l line=

(1]

v p % . . N
arni prostor 4% uopSte ne moZe snabdetl strukturom prostora B .

Da postoje prositori Eg ¥0ji nisu ni izomorini nekom prosto-
U Bk, moZe se pokaZati primenom slededeg rezuliata:s
16. STAV-({l], 1.52). ?gmbmo tor (A,n) sz homogenim pseudo-
by (;—O,ﬁaeaa) izomorfan je nevombo ~ostoru B aixo L .oae
e ko postoji indelks i, takav ca Je ved skup pseudonorn p;<¢=
C,l,a,e,lﬂ) ekvivelentan normi n .

16.1. (WaSa napomena) Oslanjajuéi se na prethodni stav meic=

B —prostor T (tj. prostor svii vi-
- % . T e b P i ~. o~
0 nule u prostoru ¥ nogtoil ¢ > O




ZOVa L:(ug) Sa pscudonormana P$<U>:iui§ (i=0,1,...) i nornmon
-~ T il =L
n(U)=.7_2 "p.(U)(1+p,(U)) ~ )
| i=0 |
aije iuomo 1lan nekow B-prostoru. Zaista , pri ekvivalenciji nor-
me n(U)  sa nekim konalninm skupom pseudonormi p.(U) (i=0,1,...
10) imali bismo da ps (U)=0, t3. ui=0,'(i:0,l,..., io) povla=
i n(U)=0, dakle U=0 -$to, medutim, nije mogule.

4ko je pl{x) homogena pseudonorma na X i f(x) linearna

funkcionela na prostoru (X,p), onda se na uobilajen nalin (upr.,

L

ek
LU4s

[

. 220). definisSe ograhiéenost i norma funkcionele _f(x)
;}u odnosu na péeudonormu p - Da bpismo iétakli Zavisnosy normé
funkcionele..f(x). od posmatrane pseudonorme p, oznalavamo je sa
n(f;p). Primefimo takode da tada, na osnova Hahn-Banach-ovog o
‘stava o prdduienju aditivne i homogene funkcionele sa linearnog’
ootd cosvora na éitav prostor (npr.,[9], str. T4), za proizvoljno
¥ &%, ¥ 0, postoji funkcioﬁela f(x) linearna na prostoru
(%,p) koja ispunjavabuslove f(x0)=p(xo) i n(fiyp)g 1. Ako pse-

udonorma p nije homogena, onda Se moZe desiti da cak ni za Jjedno

x,;ﬁO ne postoji funkcionela sa pomenutim svojstvima. Tako, unea-
&
primer, u prostdrm; P (O p<1) (prostor fun50130 U= u(t) mer
1iivih na intervalu (0,1)’ i takvih da je {ju(z )'pd*<:c@ , Sa
. o o)
noTrmom 1
T ' r D 2
n(U)= j,ju(t)g* at )
o)
jedina linearna funkcionela je ona koja iSCezava na ¢itavom pro-

storu (nmpr.,[9], str. 475, primer 37). Sem toga, kod prostora se

f

L

pa prema tome i kod prositora B , ne mo-

£

nehomnogenon PSeudonornion,

o]

Zze se govoriti o normi linear rne funkcionele. Ipak, struktura. pro-
a

i . - & s - N N . . [ = - . T v e e
stora BT je daleko produktivnija od strukiure prostora ¥ u po-
. o JF ‘

- oL - . . o~ ~ = o
gledu egzistencije ruakclonels xoje ilspunjavaju odredene uslove.



stava 15). Naprimer, za lokalno konveksne topoloSke linearne pro-

stere, pa znali i za prostore Bl , vari’slededi stav egzistenci-

17. bTAV Neka je X 1okalxo onveLsdn topoloski linearan

-prostor, VC:X uaEVOIQHl_pOtPIOStOT linearnog pros»ora X i xOcX ~Y. .

Tada DOSbOJl fun§01onela f(x) linearna1> na X takva da _je

f(xo)zl i f(x)zQ za _svako xe Y.

 Ui Bfeprostoru.(x,n) sa, homogénim pseudonormama pi(i=0,l,...)

"‘pdfed:funkcionelé linéarnih u 6dnosu‘na normu n, koju inaée nede-
.mo uvek fominjati, i funkcionela linearnih uw odnosu na neku od

. pseudonorml .pi, mogu.se posmatrati i funkcionele linearne u odno-
su na neku od. pseudonorml pm(x)—max (po(x),pl(x),...,pm(x)) (m=

1,;;.). Iz deflnlClJe prostora B sledi da linearnost funkci-
'~oné1e u‘nekom od prpstora (X,pm) povlaci njenu lineérnost u pro-

h:;storu (X n). Sledeéi rezultat pokazuje da se'sa takvim funkcione=-
lamg ustvarl 1scrplgu3u sve funkcionele linearne u prostoru (X,n).
fhgevova Iormula013a korlstl pojam koji uvodi slededa

:180 Definicija. Neka je (X,n) Bo~prostor Sa homo-

genim pseudbnormama . (izo,l;...) i f(x) linearna funkcione-

515 na XJ‘Ako.je za neko m funkcionela fzx) linearna 1 u_proét07

-

ru (i;p;), onda kaemo da je funkcionela f(x) stepena m .

19. 's7av ([11], 2.21). Neka je X prostor BY i f(x) Lline-

érna funkeionéla na X. Tgda je funkcionela f(x) nekog stepena

5

(tj. tada_p6Sto1i broj m takav da je funkcionela f(x) stepena m).

Sledeéi stav pak pokazuje da je funkcionela stepena m u te-
snoj vezi se w...xcionelama linearnim u prostorima (X5pi) (i=0,1,

v..,m). Naime:

1)U smislu: aditivna,homogena i neprekidna.
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20. STAV ([11], 2.23). Ako je funkciomela f(x) stepens

u Bgmprostoru X ga homogenim pseudonormama pi(izO}l,..;); onda

vostoje funkecionele f,(x) (i=0,1,...,m) linearne redom u pro-

storims (X,pi) (i=0,1,...,m) takve da je

. : . ' m
T 1 D MRS
L , , i=o
i
| Cn
n(f3p0) =2 n(£:5p,;) -
1=0

‘Ako je neka funkcionela f(x) oblika (1), gde su funkcione-

le fi(x) (i=0,1,...,m) -linearne redom u prostorima (X,pi) (i=

i

0,l,...,m), onda je ona stepena m i za njenu normu n(i;y@) va-

Zi procena

, . m :
2) , n(f;p;)gg 2Z: n(f;3p;) -
SR i=o .

P

' _Pqimenom stavova 19 1 20, naprimer, dobijamo:
' 20.1i. Ako je‘funkcionela £(U) 1linearna u prostbru T svih
ﬁizoya‘ U=(uj), ondd postoje brojevim i a; (i=0,1,...,m) (ko=

i zavisé samo 0d funkcionele £) takvi da je

m
£(U)= u.  ( U=(u.)eT.
(U) %g%alul ( (ug) )

[

m
0
n(f3p2) = 2_lay|

. i=0
(pretpostavlja se da su norma i homogene pseudonorme uvedene kao
- u primeru T7.1i).
Talnost tvrdenja 20.i dobija se na osnovu &injenice da jJe
' ‘za svako k=0,1,... prostor T(pk)v ekvivalentan sa prostorom re-
2lnih (kompleksnih) brojeva (videti primer 7.i) 1 dobro poznate’
- reprezentacije linearne funkcionele u prostoru realnih (komplek-—
- - ) . - J . - fo s » R e 3
snih) brojeva. Primetimo takode da je u posmatranom slucaju u ne-

jednakosti (2) znak "% iskljulen.
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' Pored naseg dokaza reprezent3013e funk01onele T 71aearne u

prostoru T,'Dostogl i dokaz zasnovan na élngenlcl da red Z aJu3 .
S , j=o0 * '

L konvergira za svaki niz U= (u )é’T ako i samo ako pestoji 1ndekS-__

io :takav‘davje 'aij za, svako iz, ([2]1, glava III, teorema.
11), it njemu,'medutim, nema redi o normi n(f;p;),-gde je m Ste-

| penafﬁnkcionele i,(péjam prostora Bf je kasnije uveden ([1], 1)).

21. Véé‘iz dosad.navedenih primera vidi se da algebarsko-
-topoloéké:stfuktura skupova formiranih od nigzova brojeva zavisi-
“0d SVOjétvaikoje karakterie nizove uodenog skupa. Ako se pri to-
me postav1 zahtev da dob13en1 prostorl budu tlpa K onda se,. na
’ osnovu»Ze11erfovog stava, dolazi do zakljulka da Je posmatrana
stfukfufa i “predodredena" (odredena do na{izomorfizam). U tom
 smis1u se moée_reéi da je struktura B-prostora prirodna za sku-

b, u slucagu skupa T prirodnom se Javlga struktu-=

~pove T°, 1° 1 T
ra B —prostora. (U 2.16.1 pokazano je da prostor T nije izomor-.
fan ni sa Jednlm B—prostorom.) Kod skupa fP (O<p<l) ™ajvisa

mbguéaﬁ:(od'oﬁde pomenutih) je Struktura F-prostora (3to se, ka-

ko je'veé navédeno, dobija kao posledica stava 15).

Prema tome, algebarsko-topolosSka strukturs kodom se mogu

““;_snabdetl skupov1 formlranl od nizova brogeva moZe biti veoma ra-

_'znovrsna. Ostage, medutim, ¢injenica da su u svim datim sludaje-
vima, sa sabiranjem nizova 1 mnoZenjem niza skalarom definisanim
‘na uobiéajen nadin, posmatrani skupovi dobijali étrukturu lineag~-
rnogfprostora, Neke'klase'skupova sa_tim svojstvomn i njihov odnos

b

s v s . . 0 . <
(v smislu inkluzije) prema skupovima T, 7, 7° 1 T &ine osnovnu

problematiku‘sledeéeg dela nasSega rada.



11. TUNECIJSKI POSTUPCI

1. ¥ada se ista p blematl va mo%e domekle i opsStije posma-

trati'(LpM.; [i23, {133, [14], [15], [16]), u ovom radu se ogra-

.

‘nilavamo iskljulivo na postupke konvergencije za nizove realnih

ili kompleksnih brojeva. Inale postupkom konvergencije P zove-

mo pravilo P na osnovu koga su nekim nizovima Uz(uj) korespon~

dirani brojevi P(U), koje zovemo granilnim vrednostima (krade:

g;aq;cama).tih-nizova’u smislu postupka P, i1l Jjednostavinije nji-

,hovim' P-graniénim vrednostima (granicama); pri tome piSemo
P(U)~¥‘P - lim u

le, postupak konvorgen01ge P je jedna funk01oneTa P=P(U) de-

finisana 1a nekom»sxupu nizova Uz(uj). T

Skup nizova U;(uj) za koje postoji P-lim uy zovemo do-

menom 1) primene postupka P i obeleZavamo sa P%; u istom smislu

upotrebljavamo i termin domen konvergencije u smislu postupka P,

N '-'. 5 ‘-,'. o ! . . > ) C . .
1ili kratko domen P-konvergencije. Skup nizova Uz(uj)é P~ Takvih

da je -P-1lim ujzo, zovemo domenom o-primene postupka P (domenon

i

o-konvergencije u smislu postupks P, odnosno domenom P-o-ionvsr-—

'gflcig Y, i obeleZavamo sa P°. Pri tome, termine konvergencija

i o—xonvergencija rezerviemo iskljulivo za postupke konvergen-—

cije odnosno konvergencije ka nuli u obilnom smislu (sa domenima

s v . o . , - . .
primeng T° 1 T9). Za oznaku granidne vrednosti nizova U=(uj) ta-
dz upotrebljavamo kao i obidno 1im u;., Kada ne postoji bojazar

, J
- 0d neodredenosti, u prethodnim terminima moZemo izostaviti red

Yprimenat, pa, du <le, govoriti o domenu postupka, o-domenu postu-

~ . )
1) Sa ‘igtim znalenjem koriste se i termini: oblsst, podrulje,
pelje, o mogla bi se uzeti i wel douseg.
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Hajveéi nedostatak napred predlozene definicije postupka
konvergenCije je u tome 3to one daje "status" postupka i najra-
.Ltljim funkcionelama definisanim na nekom skupu nizova. Zé;
hvgljujuéilmee, moZemo, naprimer, navesti postupke &iji se do--
meﬁ primene podudara sa skupom T svih nizova (videt§’2§13),-Na—,
Sa tendencija je, medutim, da se najtolerantnijom definicijom
_Obuh#ate svi do gada,uvedeni i proudavani postupci kOnvergehcije;
a da‘se zatim njihova praktic¢na vrednost ceni prema tome kakav je
nglhov odnos prema drugim postupcima’ (posebno prema konvergenciji)
i prema tome da 1i dati postupak ima ovo ili ono svojstvo. Neka

e

od najlesdée proulavanih svojstava navode se u sledeéim definici-

~jama4' . _
2. Definicija. Neka su dati postupei Py 1. Py

“i skup 'Tl.uT Ako je Pi(lTlgng , onda ka¥emo da je postupak

P, poluopstiji na T, ~od postupka Py.

Postupci Py i P, su saglasni na skupu Ty, ako je

J Jd

'Plflim u. = Po~lim u; za svako U=(uj)éjP§f§TlfTP§ .
| Kada je postupak P, poluopstiji na T, od postupka'Pl, i

sem toga su postupci Py i P, saglasni na skupu Ty, onda kaZemo
da jé postupak Pé op§tiji na Ty od postupka Py . )
Ao je P{AT,EP; 1 postoji Us=(uy)&PynTy~P] , onda

kaéemo da je postupak P2 S rog_ﬁpoluopétlgl na ;l od postupLa Pq.

w2

a istim smﬂslo¢, govorimo 1 o postupku P2 sStrogo dpétijem na Ty

O
jo]

postupka P

U olhu 1ju T1~T kazemo jednostavno da je postupak Po po-.
._ﬁﬂpst Jji od poubupka Pw, 1td,, tj. tada u terminima ne pominjemno
skup il:T S oObzirom na koglbsu prethodni pojmovi uvedeni. Isto taf

- ko, kratkode radi, a i zbog toga da bismo istakli fundamentalnu

-ulogu pojma granifne vrednosti u obifnom smislu, u sluctzju kade



je pogthpaP'Pl konvergencija u obi&nom smislu, govorimo o postu-

pku PZ polureg‘larnum na 11, oanosnu 0 postupku P Py cgularno¢ na

”TTT, Ako je pak postupak Pl konvergencija ka nuli (u obiénom smi=-

£y

slu), onda kaZemo da je postunak P, polu-o-regularan na T;, odno=-

sno da Jje postupak P, o-regularan na Tq. U sludaju T,=T, govor1

no kraée o poluregularnom, regularnom, polu-o-regularnom, odno-

sSno o-regularnom postupku P2

Ako jo postupak P2 pOlquStlJ; na T cd postupka Py 1,

obrn uto, postupak Py poluopsdtiji na Tl od postupka P,, onda kave-

mo da'su postupc1 Pl l,Pz poluekv1va1entnl na Ll. Kada su uz-to

pOstupci Pl i P2 saglasni na skupu Tl, tada ka’emo da su postu—

pei P, i chekvivaléntni na T,. U sludaju T=T, govori se o polu-

ekvivalentnin odnosno ekvivaleninim postupcima. (Primedujemo da

su ekvi valen nl pObthDCl ustvari identi&ne funkcionele.)

3. Definicij a. Postupak P je translativan na levo,

"

ako za svako U (u )éIP niz —(ua+l) ¢ P®, i pri tome je P(U-)=

=P(U). Postupak P je translativan na desno, ako za svako ﬁ=(ﬁj)€Pc

i proizvoljan broj 'uﬂl.niz U :(uj~1)€ P, i sem toga je P(ud)=

=P(U). Postupak P je translativan, ako je translativan na levo i

na desno.

Pri fadu'sa specijalnim klasama postupaka odAkoristi'mogu
'bifi i éledeéé dva svojstva. ‘

4. D e f inici ja. Postupak P je aditivan, ako za sva-
kQ‘Uz(uj)éfPC 5 V:(vj)éiPC niz U+V=(uj+vj)eEPc, i pri tome je
B(U+V)=P(0)+2(V). |

Pooiupak P je homogen agko za svako U= (u Y& P® i svaki ska-

)

lar a nig aUz(au%)eiPV, i sem toga je P(al)=aP(U).
' ; 9T _

4.i. Na pitanje "dokle najviSe moZe dopreti® domen regu—
larnog-aditivnog i homogenog postupka odgovor je dao H. Steinhaus

L1731« On je, naime, koristedi aksiomu izborz, dokazao da posioji
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regularan aditivan i homogen postupak konvergencije P takav da je
PC#T.'Veﬁutim,'(koliko nam je posznato) do sada nije efektivno kon~-
strulsan ni regularan aditivan i homogen postupak P takav da jJe .
1< pC. |
Problem, medutim, ne postoji ukoliko se izostavi zahtev.o
aditivnosti postupka. Tako je, naprimer, postupak (primer potile
od D. Adamoviéda) o
: g 1lim Uy U=(uj)e€P
P(U)= | o
S 0 , UeT-T
“homogen "1 regularan, i pri tome je pC=T (neaditivnost posmatra-
nog postupka vidi se na primeru zbira niza ve 1%-7° gz bilo ko-

jim divergentnim nizom; njegova homogenost lakc se moZe ustanovi-.

\
s

ti uporedivanjem P(al) i aP(U) za slutaj a=0 1 a0 u kombi-

naciji sa U€ % i UeT-1°).

Iz definicije 4 sledi da”je domen primene aditivnog i ho=-

mogenog postupka potprostor linearnog prostora svih nizova T. Je-

dna klgsa. takvih postupaka, zvademo je kiasbm funkcijskih#postu—

paka, bide osnovna problematika naSega rada.

2. Funkcijski postupci tipa (X,F,x”)

Uvod. Znatén broj_definicija'graniéne vrednosti niza u ne-
kom novom smislu sastoji se u slededem: nizu U=(u;) korespondira
'se'na:neki natin funkcija (specijalno, niz) i njena granidna vre-
dnostzﬁ obiénom smislu uzima se za graniénu vrednost niza Uz(uj)

u smislu te_kofespondencije. Takvi postupci su dakle odredeni ope~-
:ratorimé‘koji vrse preslika#anja iz skupa nizova u skup funkcija
(spec»ijain'o,’,nizova')° Pri tome svojstva operatora impliciraju
odre&éna}qujstva rezultujuéih postupaka. Ona,naravno, zavise od

nglina na koji su ti operatori zadani.



l . )

bt

o B
T

Mi éemo se, uglavnom, baviti operatorima koji su pridruéef
hi'nekom nizu Fz(fj) ‘realnih (ili kompleksnih) funkcija-szfj(x)
(j;O,l;,.i) ~definisanih na jednom istom nepraznom skupu X. Pri-
druéivénje'operatora moze biti izvedeno na dva bitno razliéiﬁé
 'naéina° Jedan 6& njih opisujemo sada, a'drugi ée biti predmet na=-
ég_paénje?y Slédeéem odeljku.

"1,\Stavimo,‘naime, za x€X i U=(uj)eir,

JE D AR
j=0
i .
S x
(x,F)(U0) = Z: ( Yu, |t
j=o0 J/ xex

Ako pri tome red (x,F)(U) konvergira za svako x& X, onda tako

dobijenu funkciju (X,F)(U) zovemo transformacijom niza Uz(uj)

operatorom (X,F). Skup'nizova U=(u ) takvih da transformacija

v J .
(x,7)(U) postoji, tj. da red j{:f (“)u konvergira za svako -
. J=o
x€X ; zovemo dosegom )ggjstva operatora (X,F) i obeleZavamo sa
(x,m%.
Skup

{U} igg}(x P)(U)Lccfj

ZOVEemo aooegom b- aeJStva operatora (x,F) i obelefavamo sa (X F)b.
b
F)

Jasno ge da za skupove (X, F)d i (X, F) vazi inkluzija (X,F
(x )Cl
2Q Neka je sada (Y,7) mneki £0poloéki prostor, X&Y i
'x"faékg nagomilavanja skupa X koja u prostoru (Y,T) ima prebro-
Jivu okolinsku bazu. (Pretpostavka da talka x° ima prebrojivu
okolinskﬁ bézu-implicitno ée se koristiti w dokazima zasnovanin,

pored ostalog, na egzistenciji niza elemenata skupa X kojli kon-

1) Sa istim znalenjemn mogu se upotrebiti i nazivi: domen, ol

6] }-—’
U\

[ e)

polje odnosno podrulje dGJSbVa opefdtoLa. Kada je jesno o Cemu
rzdi, rel "dejstvol moze se izostaviti.
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‘vvérgira ka x".) Radi jednostavqijeg pisanja, a bez gubitka u opétoé v
s%i féﬁmétranja,tpretpostavimo jos da x'%‘X (u sludaju x‘eX ume=
' sto skupg‘X.posmatrémo skup X,= X- {X'})- (U specijalnom sludaju
dakle moZe biti XU{x’} =Y .) R |

‘ (Inaoe,‘nasa prvobltna zaml sa0 bila je da‘se posmatraju
ASkupOVl‘X u prostoru realnlh (kompleksnlh) brogeVa. Idega da se
| umesto toga uzme da ge skup X deo nekog topoloékog‘prostora ix’

' ngegqva backa‘nagomllavanaa sa prebrojivom okolinskom bazom poti- |

I éefod D. Adamovida.)

. Ako za Uz(u.)é (X,F)d postoji granidna vrednost

oo :
lim (x P)(U) = lim > _f.(x)u. ,
x> x x->x’ 3=o ¢ J

izovemb'ge-granlénom vrednoééu,niza. U=(uj) u smislu post@pgg

(x,7, x ) Prema tome je

(X F,x )—11m u ~(X ?,x")(U)= 11m ji:fa(x)u .
4 x—x’ j=o0

'Domen primene,i domen o—primene postupka (x,F,x"), kako smo
ved rékli'u 1.1, ozhaéavamo sa (X,P,x )C odnosno (X,?,x’)°. Pri-
metlmo takode da je svaki postupak tipa (X,F,x”) aditivan i homo-

gen, sto ce se u dalgem tekstu koristiti i bez ekspllc1tne napomene.

3. Matridni operatdri ¢ine jednu potklasu klase operatora
tioa.(X F). Naime, mo¥e se smatrati da je opefgtor (F) pridruZen
- matrici F—(f ) ustvari prldruzen skupu X—{O 1, ..,i,...} ini-
zu funkeija F~(fj) takvih da je f (l) =f2 (1,3#0,1,...}. Ista
napoﬁena.?aéi_i za'matriéne postupke, pri demu se’ za talku nago-
milavanja skﬁpa X uzima hjegova jedina taék? nagomilavanja x’'=o,
_ U tom sludaju oznaku (X,7,x") zamenjujemo sa (F7). |
(Xapominjemo uzgred da uAkoriééenojvliteratﬁri nije (ekspli-
cifno)'bilo'reéi_o dosegu,dejstva i dosegu b—dejstva matridnog ope-
ratoré. Sto se;tiée domena primehe matri¢nog postupka, o njemu se

govori,~pored‘ostélog, u-[6], dok se u [31] posmaﬁra jos i domen
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o~primene matriénog postuﬁka.)

3 Operatori i postupci kod kojih je X=[a,x’) Cine takode va-
Znu potklasu'klase operatora tipa (X,F) odnosno klase pos%upaka
obliké (X;F,x’) U tom sludaju oznake (X F) i (X,F,x7) zamenguge—

mo jedinstvenom oznakom (a x’ P), nast03801 da uvek bude. jasno

. da'li~je'reé o operatoru ili postupku. Medu takvim operatorima i

pdstdpcima posebno mesto pripada tzv. stepenim operatorima i po-. -
'stup01ma (Abel ~ov operator i postupak, Borel-ov operator 1 postu—

pak itd.) (v:Ldeui 3.1, 1..111.1.,1.1).

Svakom funkcijskom postupku (X,F,x”) moZe se na.prirodan
nadin korespondlratl éltava familija matrlénlh postupaka kogl su
_sa njim u neposrednog i gednostavnoa vezi. O tlm postupcima 3e reé
u:sledeco; deflnlclgl.»

4. D e f i ﬁ'i_c i j a. Matrini postupak (G’), Gz(gij),

ineden jefiZ postupka (X,F,x"), ako je giﬁﬁfj(xi), gde je x;€X

L (120,1,..0) i xsx (imeoe).

Iz definicije 4 siedl da je svaki izvedeni postupak (G7)
opétiji 6d polaznog postupka (X,F,x’ ), tj. da je (X,F,x")c< (6")°
i (Gf)—lim gjvz(X,F,x’)4lim vy za svaki izvedeni posiupak (G7)
i svako Uz(uf)éi(x F,x")C. Odafle se debija da je

() (xrx>° N @H° ,
(G )ex

. gde je sa I oznacena familija svih matridnih postupaka izvede-

“nln iz, postupka (X,F, X “). Pokazademo da vaZi i obrnuta inkluzija,
tj. da imamo

‘5. STAV. Domen primene funkcijskog postupka (X,F,x” ) jednak

je _preseku domena.prlmene iz njega 1zvedenlh matrinih postupsaka,

n oznakama

(%,7,2)% () (e)° .
(6¢)erl
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DokazQ Navosndvu C+), treba joS pokazati da je

() Ny (@) ¢ (x,FxN)° .
| - (80e1
U tom 0113u pretpostav1mo suprotno, tj. da postoji niz U-(uj)éf

N (67)° ~(x,F,x’ )°. Pri tome, U=(uy)¢(X, P,x")® znadi: 111
(¢ JET | .

| postoji X, eEX takvo da red EZ:fJ(X )u .divergira, ili ne po-
o T o J O ‘
stoji.

llm :E:f (x)uJ

x>x’ j=
Prva mogucnost otpada s obzironm na pretpostavku U= <u3)€ M @’ )€
A (G )el-
° (na1me, tada posmatrani niz ne bi pripadao domenima izvedenih po~

 stupaka kOJl odgovaragu nizovima (xo,xl,x2,...), ma kako u21mall
1-n31hove élanove xl,xz,...),

f Dopustlmo sada drugu mogucnost tJ. da ne postogl

llm Zz:f (x)u .

3 X~ax j=o0
Tada postogl niz (x ) tacaka iz X koji konverglra ka x’ takav da

1%m ij(xi)'ui ne postoji. Odatle sledi U=(uj)¢(c;i)°, gde jev
(Gi)' postupak izveden iz postupka (X,P,x") koji je pridrufen ni-

zu'(xi) Doblaena kontrad1kc13a sa pretpostavkom U& () (¢")°
N . (¢)E1

dovréava dokaz inkluzije (++), a time i dokaz naéeg stava.
rf” Napomingemo takode da ée kasnlJe (videti pododelgak IT. 4 4)

' b1t1 redi i o matridnim . operatorlma izvedenim iz operatora (k F).

"Ukoliko nije mogude nadéi potrebne i dovoljne'uslove da niz
priﬁédé doSegﬁ dejstva (ili dosegu b—dejstvé) datog 0peratora,
obiénb»ge ide na to da se ispita da 11 doseg dejstva (doseg b-dej~-
st?a) sadréi}neki unapred (i nezavisno od operatora) izabran skup
.nizova. U éluéaju neke klése dperatora, cilj moZe biti iZdVojiti
‘sve operatore~iz te klase éiji doseg dejstva (ili doseg b-dejstva)

sadrzi dati skup nizova. To praktidno znadi nadi potrebne i dovo-



IT.2 T2
1jne uslove da doseg dejstva (doseg b- degstva) operatora iz po—
smatrane klase’ sadrzi taj skup nleVa. Jasno je da se takva lSpl— 
V‘ﬁftlvanga_mogu vrsitl i s obzirom na domen primene ; domen o-prime-
 ne:pbétupéka. o | .
| Kao unapred date skupove nizova u naSem radu u21mamo To
).T°; Tb 1 T Istra21van3a ovog odeljka odnose se na klasu Opelcto~
ra tlpa (X F) i postupaka tipa (X,F,x ) Sistematidnosti radi,
‘nagpre 1zlazemo rézultate sa potrebnim 1 dovoljnim'uleVima da do-
seg degstva odnosno doseg b—degstva operatora (X,F) sadrZi neki od

Il'

N V1se pomenutlh skupova.
3 6.JSTAV; Uslov :

(). - Z £. (x)]<oo za svako xé&X |
TR vl = e 3

‘ 3__potreban i dovolaan da doseg degstVagﬂperatora (X,F) sadrii
ﬂ.§__p 0 o | | | ﬁ
| Kao Jednostavna posledica stava 6 dobija se da je uslov
“(1) potreban i dovoljan i da doseg dejstva operatora (X, P) sadr-
zi skup TC odnosno skup Tb

Qgggg stava 6. Tacnost stava 6 sled1 neposredno na osnovu .
udeflnlclge dosega dejstva operatora (x, P) i rezultata kog; aage’

s L4
potrebne i dovolgne uslove da red Z u. konvergira za svaki

I A ‘JOE]J
nula—niz U=(uj) (npr., [10], stav IV.5.3:odnosno,njegova verzija
u kojoj bi.reéi."konvergentan niz" bile zamenjene sa "nula-niz"

(videti i‘staVOve Iv.4.7 i IV 5.2 u 1stog knjizi)).

7 STAV. Potreban i dovoljan uslov da dogseg dejstva’ Qpera~

. tora (X ) sadrzl skup T, tJ. da_se doseg degstva operatora (X,ﬁ)

podudara sa T Jeste_

(2) -  za svako xgX popstoji J, tako d;‘ja ie fj(x)zo za ipi, -

- Primetimo da j_ moZe varirati sa xeX 1 da kod matrilnin
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IIiZ
operatbra ( X=~{O,1,,;.,i,.w.} ) uslov (2) izraZava konadnovr-
snost matrlce. |

Dokaz stava 7. Iz uslova (2) na tr1v13a1an na¢in sledi da.
za svako U= (u )€ T red zf;f (x)u:j konvergira za svako xe&Z,

.tg da je TC(X F)d (ustvarl, (x,7)%=1). Pokazademo da vaZi i obr-
nuto- Pretpostav;mo dakle da je ﬂ?g(X,PO . Tada je za (fiksiranb)f“

.,‘(X,F)I'(;U) Z:fJ(X)u (U=(u.)'€.- T)
j=o

Jjedna’ llnearna funkcionela na prostoru T (stav I.2. 9) ‘Na osnovu
I1.2.20.1, postogl indeks jx sa svojstvom 0 kome je red u naéem '

stavu. Uslov (2) inade sledi iz pr01zv013nost1 izbora XEEX.

8. STAV Doseg b—degstva operatora (X F) sadr¥i skup T ako

i samo ako ae'ff

'(3) 4, sup Z !f (x)f<oo .
L x€X j=o

Uslov (3) Je potreban i dovoljan i da doseg b-dejstva ope-
ratora (X P) sadrzi skup T odnosno Tb,vsto se dobija kao neposre-
dna posledlca stava 8. :

| U E18] fstf. 34-35, izloSen je dokaz staVa 8 u sludaju ka-
da Je X skup realnlh (kompleksnih) brogeva Isti je inade izveden
po Semi prlmengenog u sludaju X~[xo,x ) ([20], teorema I) U [197,
teorema 1, prlmeceno je da dokaz moZe ostatl nepromengen i kada jJe
u pitanju,bilo ‘kakav (dakle amorfan) skup X. Ovde se dokaz navodi

iz razloga‘pOtpunosti nafeg izlaganja.

Dokaz staVa 8. Da iz uslova (3) sledi Toc:(X F)b, odigle~-
~dno’ je. Pokazacemo da va21 i obrnuto. U tom cilju pretpostav1mo

suprotno, t3 da'za nekl operator (X F) istovremeno vazi P°c< (X,P

| i"sup ji:lf (x)]~CX3 Tada post031 niz (x ) elemenata skupa X
XGEX j= =0 J. oL _ k.

takav da Je
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O (X,7)° (stav I.2.9), izlazi

) )
(m,8)(0)=2_¢ S(muy (U=<uj>eaﬁo>'<k=o,1,...>
o , j=o0

definisan niz funkcionela linearnih na prostoru T° sa normama (re=

a

dom) I _— . o ' ?
n\<“Lar>>~2i_ i25(x )t (k=0,1,..0)
J=0 o

(npr., [[103, str. 230). Prema (=) za niz normi n((%,F)) (x=0,1,

cee ) vaZi relacija ' ’ !

(= ow) ' . lim n((xk,F))zcub.

1_*1 suog(x, ?‘)(U)Lﬁ,uc za svako Ue& T° .

Ta osnovu lenc ipa rezonancije (npr., 5103, str. 245), dobija se

onda ds je niz normi’ n((u1,F>) (k=0,1,...) ogranilen. To je me-

jal
e

utin w kontradikciji sa (= =). Dobijena protivurednost dovriava

dokaz stava 8.

9. STAV. Doseg b-dejsiva operatora (X,F) sadrii skxup T ako

i semo _ako su ispunjeni uslovi (3) i

) V]
(4) postoji j, tako da je f.(x)z= 0 ma X za svako Jwj, -

U

Primetimo da, pri uslovu (4), uslov (%) znali

Jo
sup 2 |f.(x)]<oo ,

x& X =0 J

£to je ekvivalentno sa
(5) Svgif%(i)§<100 (j= O,l,---aJ )
vy J
Dokaz stava 9. Iz uslova (4) i (5) na oligledan nalin slie-
ol Qﬁ}(k,?)b. Uveridemo se da vaZi i obrnuto. Ustvari,'na 081 oOVa
stava 8, dovoljno je pokazati da iz T( X,F>b sledi uslov (4. o
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(fiksgirano) T &% sa )
[n%e) 33{
DY TN W S g R y - - .
:caL*)\.J;—JLL.-,(A)uj =5 i}-(X)uj (U—-(uj)c T)
J=0 ¢ j=o0 ¢ S
(§y je broj iz uslova (2)) definisszno linearno'preslikavanje B,

-prostora T

s_‘ 1 hnd n
stavike da T

Jje za svako Ug

u B-prostor rea

Inik{kompleksnih) brojeva. Iz pretpo—

1)

skup 'i(x,F)(U)gxegx§ ograniden=’/sle-

di onda, na osnovu principa uniformne neprekidnosti (stav I.2.14),

Jx .
Clim (x,F)(U)= 1331b2“,fj(x)uj =0 uniformno u odnosu na xé& X.
U~=»0 U=»0 j=o ‘ ' .
Do ‘znaéi da tada za sveko £>0 postoji J> 0 takvo da iz n(U)<éﬁ,
‘ <2 l '
gée je n(U)=2_279p.(U)(1 (D)) sledi
=0 9
' ‘3 j_.: . '
g(x,F>(U)§=§§r“ fj(x)u32<:£ za svako x &X.
: =5

Uzmimo sada da je €3 O fiksirano i

za ocpowar ghce §}>O imamo

R

Jo 1zabrano tako da

Tada za svaki niz U=

_;ii_ Q“jcig‘o

i=dotl

=(uj),»takav da je uj:O (j=0,1,...,jo) - vaZi
i !E.‘:»-»:::t ‘ . 3 T .
n(@=2_ 27 p o Tts 21 27i<d
J=3 % ' j=3 +1
Jo-l =3
] & an Coos s
a1 nc, Ou_-OVL'L Lobd . J}: ‘ ‘
(1:,1‘)( U= zjr f.(x)u.gz(.ﬁ za svako xé& X.
=" 47 J JE :
’ . : . . “ “0 ’
Stavlijajudéi Uy pem i uj=O za  J#Fi gtk (n=1,2,...), gde je k
: o - ‘
fiksiran prirodan broj, dobijamo
.émlj +k(X)i\-€ za svako x&X 1 wm=1,2,...,
odnosno .
_ - . z B _ _
P T #y(x)g<< -~ za svako X&X 1 m=l,2,¢4.
s i _
Odatle izlazi da je fj +,(x):0 z& svako x&X 1, 8 0obg vrom na
_ 0 “
proizvoljnost broja k, da je fj(L)zo za_svako x&€X 1 j>j,.
Talo izabrano j_ ime dakle svojstvo o kome je re¢ u uslovu (4),
£to, kako smo na podetku rekli, dovrSava dokaz nasSega stava.
1) v Banach=-ovim prostorina po ] amn ; anienosti u smislu fuz. 0=
te na sir. 20 podudara se sa pojmom ogran lCGﬂOuTl PO normi prostora



sledi da Dostogl niz U= (u ) takav da vaZe relacije

(a”)

(07) p (0= U)—> 0

p (Ut~ U) -0

(m~wcx3)

(m—wes) (k=0,1,...).

'Ustvari, veé iz (b) sledi egzistencija niza U=(uj) takvog

e - 37 =
9.i. Dokaz stavae 9 moZe se izvesti jos na jedan”naéinc Xa—-
ko je veé napcmenuto, netrivijalan je samo dokaz da iz pretpostav-—
ke B 2 (%, sledi uslov (4). Primetimo stoga da je T prostor 'Bozc
{u Cdnosu na uiuorost pseudonorni (U)~luk] (k=0,1,...)). Poka-
zademo da Jje T prostor BOK i u odnosu na ukupnost pseudonormi p(U}
10 (U) (k=0,1,...), gde je
p(U)= sup { 2 _f.(xusl= suwp j 2 f.(x)u.; (U=(u,)&eT)
w2 YA 3 Jé ek . R Jds d
- . . . m . :
(j, su 11& ksi sa svojstvon iz uslova (2)), tj. da iz =(u?)é§@
(2=0,1,. .. )
(&) p(UYn Uﬂ.)v—-s:»O (= oo, n—sco)
i
(b) (U~ ") =0 ( ~=o) (k=0,1,...)
)‘ pk —> m-—-—?w,?’lw = g e

da vazi (b7). Ustanovidemo da isti niz zadovoljava relaciju (a”).
Na osnovu (a), za dato £» 0 postoji m, takvo da je
a ‘ ; Jx " i
p(T™- ™M)= sup g:* £ (A)(uf - u ) <&.za m>n, i axmn
xe X j=o J
cdnosno da je
b= o (xﬂu-u.£<£ za svako x&X, mpum, 1 nem .
“j:o . u J
Prelazeél, pri fiksiranom =x& X, na granilnu vrednost kad n-»wo,
s obzirom na uslov (b’) (koji znadi. konvergenciju po koordinata-
ma), dobvgemo
;
Y - : . _
P (x)(un < us lzo & 2za svakoe xgX 1 m> g,
V=0 Jd .
- "j"k’
I . § ot . m .
(U= U)= suol S ei(x)(us- v)ls € za B3Iy
N J J7



Relacija (a’) sledi onda iz proizvoljnosti £%0. Dakle, T je B K-

_—prostor 1 u odnosu ne ukupnost pseudonormi p(U) i p(U) (k=0

Na osnovu stava Zeéller-a (I.2.11), tada je ukupndst péeu%
donormi pk(U> (k=0,1,...) ekvivalentna sa ukupno$éu pseudonor-
mi'ip(U) i pk(U> (k=0,1,...). Odatle sledi da py(U)—>» 0 za sva-

ko k=0,1,..s, tj. n(U)~0, gde je

n(U)=2"2" p .(U)(l-'rpj wn™

3 Z 5
poviacdi , '
p(U)= sup gzld f. (x)u 5—»(L
xe X Jj=o J
" To znadi da za svako £3> 0 postoji 5&»0 takvo da je
' Jx
p(U)=sup |3 . s(=uy e,
g ’ Xe X j=0 : A
tj.
| iMS b (x)u i za svako x€X,

o e 0 . _ - ‘ _
kada je ( )<: . ZavrSetak i ove varijante dokaza stava 9 moZe

. se izvesti po Semi koriSdenoj u drugom delu veé izloZene varijan-

- te dokaza istog stava.

U specijalnom slulaju, kada je reC o matriénom operatoru

(F),‘tj. operatoru pridruZenom matrici F= (fy ); uslovi (4) i (5)
vnace egzistenciju indeks 3 Jo takvog da je flg =0 za svako 1
i J:>J09 i sup{i l<:c<> (3=0, 1 "jo) ‘Prema tome, doseg b~

A l"dedSbVq Datrlcnog operatora (F) sadrzi sve nizove ako i samo ako

. je matrica T tipa

b :
b

/foo, J:ol ¢ o0 IOjO O O ]
V b ‘ flo fll “e 5 o fljo O O s & 9
”) ‘ . F = @ ° « o . : LI s 00 ;- 9
. f- -0' @ 4 0 f-- O O e o o
“\% io til ii, /j
Y4 wzto je su if ( 1,000 ) .
Lz J 1D i3, < oo 0,1, 93 (

NS



9.ii. Primenom stava 9 dobija se da u sluaju matriénih po-

stupaka iz (Wf)czm (f ), sledi da postoji indeks Jj_  takav

0
.t
(¢

=0" za svako i i J>dg0 tj. da je matrica F oblike

- (=). To lea21 iz Cinjenice da za svaku matrwcu F va¥i inkluzija
NG O v

(F) g (F)” (iz konvergen013e niza sledi ngegova ogranidenost). i,

na osnovu toga,_da.iz (F)C=7 sleadi (F)b=T (8to u sludaju proizvo-
ljnog‘postupka (X,F,x’) ne mora biti'taého).dg

| Da postoje netrivijalne matrice F takve da je (F’)°=T na-
‘vodi‘se,uvpododeijkﬁ 13 (nulawmétrica oéigledno ima to svojstvo).

Karakterizaciju"tih natrica, i uopSte postupaka (X,F,x”) takvih

da Je (A, ,x7)%=T, daje stav 14.

U daljem tekstukovog odeljka reSavaju se pitanja uslova‘pof
Lweonlh i dOVOlJDlﬂ da domen primene odnosno domen O-primene po-
stupka ( F,x ) sadrzi neki od skupova i T?, 0 3 T, U sludaju
,skupalﬁb ﬂ;VOdl se viSe komblna013a takvih uslova. Iz deflnlclge
posﬁﬁpka (X,F,x") je jasno da ée se dokazi nov1h rezultata moéi
i:zasnbvati, pored ostalog, na stavovima izloZenim u prethodnom'te—
ksta nadeg odeljka.

10. STAV. Da bi domen (X,F,x’)-konvergencije sadriao skup

VT QOurebno je i dovoljno da budu 1§pungen1 uslovi:

g

. ostoji okollnavo tadke x’ takva da je
t6) oo
z;ﬁﬁP (x)} + sup 2;_ £ (y)i<:mo za svako x&X
J=o yeXn0O j= 0»
i
(7 za_svako k=0,1,... postoji 1lim T (X) .
L 2a 2Vdal = 2y

X%’
AXo Jje Dootupak (u,F x’) polu-o-regularan, tj. ako su ispu-

'gjeﬁi uslovi (6) i (7), onda za (svako) U=(uj)éﬁfo_imamo
S

(1(9*9"{ )“llw’ L‘a = Z k k '

L."’

Dokaz. Uslovi (6) i (7) su dovoljni. Neposredan dokagz, za-

eni Tazlike

[N
s}
(@]
=
£
~
+
F
)
e}
‘_}'
O
O
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1.2
| = &
> ) u. - 5 a.u.
o 3 )3 TR

kad x~—x’, po modelu koriséenom u sluéaju X =[x _,x") (f20],
orema II), dat je u [18], str. 19. U neSto izmenjenom obliku, taj
dokaz se sastojl u slededemn.

Iz uslova (6) i (7) sledi konvergencija reda Z[aj[,'

S . .
na 0snovu to<ra konverﬂencua ruda Z a(_ju3 za SVako U;(uj)é 7°.
- J=o _
U isto vreme iz lelOva, (6) sledi da red Zf (x)ua ‘konvergira
J=0 '
" za svako zEX i »U=(u Y€ 1%, tj. da je u posmatranom sludaju

Tog_‘(X,F)d. Ne gubeéi u OPS'LOS'bl moZemo posmatrati samo elemen‘b\,
z& X0, gde je O okolina iz uslova (6). Tada za flkSlrano,U-—-(uj)

€1% xeX i k=0,1,... imamo

‘ f(x)u, - > a.u. | <

- E___)[ 3<X)_ a;]u; z [sup Z{f (Y)I + Zla f]‘jsfilujl <

) yeX0o J=o

N Wi%

My

'; , E
i o“fa(}:)— ajluj[ + 2 E}%ﬁo ;’Z(:)if (y)i.ailp}u | -

Iz 'ﬁslova (7) sledi onda da je za svako k=0,1,...

»llH’ Supi}__f (x)u - Za }< 2 sup 3—11‘ (])] uplua]

o
il

X>X y&eXno j=o
i, ne .osn_ovu pretnos uavke U——(u.) t°, ‘da je
‘ ‘ c%::
11m sup § Z_f(x,u -‘»_;au )—O,
v ' x=>x" ‘j=o J j=o0 9 J
2K ‘ :
liz’nzr{_. (X)u—/aul=0.'
x—=>x" j=o J J 3=o0 44

Dovo7 jnost uslova (6) i (7), a ujedno i tvrdenje drugog dela na-

. geg stava, je time 'dolrazana.

Uslovi (6) i (7) su potrebni. Iz EkézTo(kzo,l,...) _l)

sle-
S di *‘kC(X,_,“ )% (%=0,1,...). Otuda postoji
: e ' . )
vl?_;lg, (:&,F)(E-K)z ’111_,4 ﬁ?i;*fj(x)ekj = 1im"fk(x)= ay (k=0,1,...),
X - Yx’ j=0 Xt X

1) 8,=(0,0,...,0,1,0,0,...) (jedinica je na. k—tom mestu).

=



=
I
(]

tj. ispunjen je uslov (7). Dokaz potrebnosti uslova (6) zasnovade-

Q.J

mo na rezultatu sledede leme (koju demo primenjivati i pri dokazu
nekin rezultata u daljem tekstu ovoga rada).

10.i. LEMA. Ako je T°& (%,7)% (8to je, prema stavu 6, ekvi-

valentno sa uslovom (1)), onda va¥i ekvivalencija:

Za svako U=(u.)€ETO postdji okoliné,OU tadke x”’

takva da je  sup {3 f. (X)u I<00 .
XCXGOU =0

~ako 1 samo . ako

(B) Postoji oko;lna 0 talke x’ takva da je sup zz:lf (x)k:oo.
' xeXN0 j=o d ,

Primetimo da se u lemi .lo.i umesto skupa.T- mo¥e uzeti

skup!TC.odnosﬁé 70,
| Inade, pod pré%bostavkom da je X skup realnih (ili komple—
‘Xsnih) brojeva, lemé 10.1 dokazena je~u [18], str. 18-19, po Se-
i kofiééenoj u sluéaju X=[x,,%x") ([201, lema 1). U [21j, lema 1
i naﬁbmena 8, primeéeno je da dokaz moZe ostati nepromenjen i ka-
da‘je X deo nekog topolodkog prostora i x’ njegova talka nagomi-
1avénja sa prebrojivom okolinskom bazom. |
Dokaz leme 10.i. Uslov (A) je trivijalna posledica uslova.
(B) (1 bez'primene pretpostavke Tog;(X,F)d). Ostaje dakle dé Sé
dogéée'da iz Tog;(X,F)d i uslova (A) sledi (B). Pretpostavimo éto—
ga da vazi TOQQ(X,F)d i (A)? i da ne vazi (B). Tada postoji niz
(

(%) elemenata iz X koji konvergira ka x  takav da je
(=) - lim 2 |f.(x)]| =co.
Iz pretpostavke da Je TOQ;(X,F)d sledi (stav I.2.9) da je sa
‘ oD . o . :
(x,2)(U)=2_f.(xJu, (U=(u,)ET ) (x=0,1,...)
definisan niz‘funkciohelanlinearnih na prostoru T° sa normama (re-

_.(rk>§ (k=0,2,...) (mpr., [10], str. 230).
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RE
t

n

. Ha osunovu (®) vaZi onda

X —moo

Iz uslova (A) i konvergencije niza (x) ka x’ sledi pak da 3e

[

' I'4
\

1im oupz(xk,ﬂ)(b) za svako U= (u e T°.
k—»oo
- Primenom principa rezonancije (npr., [101, str. 245), dolaz1 se do

’Qﬁontrad1k01ge sa, (= =), a time i do zavrSetka dokaza leme 10. i (Vi~

:”e: deti.kréj dokaza stava 8)~

' Sada se mo¥e izvesti dokaz potrebnosti uslova'(6), tj. do-

”#réiti.dokaz‘stava-lo. Tz pretpostavke T°< (X,F,x )° sledi da je

TOQ;(X,F)d i, na osnovu stava 6, da je - "
S o= _

(+) : ‘ lf (x) i< za svako xé&X.

IzAiSte pretpostavkevsledi takode da za svako Uz(u;)E.To‘postoji

okolina Oy tatke x takva da je Xs;go lzz;f (x)u, {<:ocA(iz egzi-

7H”;koten013e llmes—a sledi ogranléenost u nek03 okollnl). Na osnovu

"leme lO +i,

(++) postoji okolina O tadke x’ takva da je sup. 4L¢[f (x)ﬁ<00.
o . : x€XN0 j=o

v Uslov (6) se odigledno dobija konjunkcijom uslova (+) i (++).

10.ii. I dokaz dovoljnosti uslova (6) 1 (7) i drugog dela
stava 10 moZe serzasnovati na rezultatime funkcionalne analize. U

-

tom cilju primetimo da iz uslova (6) sledi da je za svako xeX sa

(x,B)(U)= Z_f (x)u; (U=(uj)é__T°)

- J=0
zadata 1inearna funkc10nela u prostoru TO..Ne umanjujuéi opstost

zakl i é ka, moZemo posmatrati samo elemente x&€XNO0O, gde je O oko-
lina iz uslova (6). Uzmimo zatim niz (xn) elemenata ié XN0 koji
konvergira ka x". Tada je (Xn,F}(U) (n¥0,1,..,) niz (obidan, pa
~ prema tome l_uopsten) 11nearnih preslikavanja prostora T° u pro-
| stor realn1% (kompleksnih) brogeva. Iz x,&XN0 (n=0,1,...) sledi

da je za svako U-(uj)éa skup 2_(X%’—)(U)! n=0 l,...}f ogranider
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(na ovom mestu se koristi svojstvo okoline O iz uslova (6)). Pre-

ma (7 efpostoji llm (x P)(nk) (= 1im fk(xn)z ak) za svako k=d;

1,00 Kako je niz ﬁk (k~0 1,...) fundamentalan u prostoru T°,

%o na osnovu stava I.2.13 postoji lim (x ,F)(U) = lim ;Z:f (=, )u
: ' o n a n  j=o J

A“' za‘s§ako U= (u )é 70 i pri tome je funkcionela lim (xn,F)(U) 1i- 1 n
arna na prostoru 170, Odatle sledi dai}e skﬁp Tonsadréan u done-
":nﬁ pr;mene svakog matri¢nog postupka izvedenog iz postupka -
&Rt(XfﬁQ,F,x’)Q Na osnoVu stava 5, T° je sadrano i u skupu

C(xn0o,F,x )¢, Iz uslova (6) izlaszi onda da je skup T° sadrZan i u

‘domenu primene postupka (X,r,x ), &ime je dovoljnost uslova (6) i

§ :‘(7)»ustanovljena.
- Tz linearnosti funkcionele lim (xn,F)(U) i razlaganja (u
. smislu norme prostora 79)

U Z;bukEk (U (ua) T°),

sledi'zatim da je 1lim (Xn,F)(U) = lim (xn,F)(jglukEk) =
- B o n k=0
: - ) oo . | ) .
i —zi:u 1im(x ,F)(E ) = :Z:akuk ,za svako U=(u.)é!D . Tadnost dru-
k— k n _ _
’gog dela stava 10 dob13a se sada na osnovu proizvoljnosti 1zbora

'nlzaj(xn).

o~

10.iii. Iz stava 10 sledi da_je_postupak (X,F,x") o-regu-

"laran ako i samo ako su ispunjeni uslovi (6) i

(7). Lim, £y (x) = 0 (k=0,1,...)

X=-»X
(drugﬂm re01ma, ako 1 samo ako Je polu— —regularan i regularan u

tatkama A (k~O 1,.00.)). Na osnovu 1stog stava dobija se takode

da su-polu—o~regularni postupgl;(X,P,X ) i (Y,G,y") saglasni na

ggppg_To ako 1 samo ako je ay = bk'(k=0,1,...), gde je bkzlim’gk(y).
: | - NES

c
1. STAV. Domen (X,?,x")~konvergencije sadrZi skup T  ako

o

|

1 _samo ako suw ispunjeni uslovi (6), (7) i

(\J
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‘postoji - lim j[:f (x) =
x->x" j=0

Pod navedenim uslov1ma, za_svaki konvergentan nlv U= (u ) ge

-”(X;F,x})~lim u. zz;akuk + u( Zifak ) s

iT =
gde je u= 1%@Auj .
Dokaz.'Pletpostav1mo (6), (7) i (8). Uoéimo zatim U= (u )éT
pri Gemu je lim uy =u. Tada U =(uj— w)= U= uEeZTO 12 i na osnovu

staVa 10 :LmamoJ
(X,F,x )(U )=(X,F,x ) (u- uE)= Zak(m ) .

' Prema (6) i (8),13e(X.F 27)% 1. (X,P,x")(E)= a, pa se na osnovu
pre thodnog dobija U=(U- uE)+ WE € (X,F,x")% 1 |

(X P,x )(U).~ (x P,x )(U uE)+ u (x , X J(E) = Zak(uk—u) +au..

Iz EEZIak}<w>a (8to je posledica uslova (6) i (7)) iU= (u )é&TC

o sled1 onda

(%, F X )(U) = E::akuk + u(a E::ak ) . Na taj na01n, in-

‘ k1uzija) < (X,F,x )C i deo stava koji se odnosi na (X,F,X )—gra—
'nlcnu vrednost konvergentnih nizova su dokazani.
| 1:“ Pretpostav1mo sada T°c(X,P,x")°. Tada uslovi (6) i (7)
slede na osnovu stava 10. Iz E¢TC sledi Ee(X,F,x’)C. Otuda Do~

.”StOJl. 

lim (x F)(m) = lim_ zz_f (x) =
XX’ x—>x’ j=o

fj. 1spun3en je i uslov (8), ¢ime je dokaz stava 11 dovrien..

11, 1. Iz stava 11 sledi da je postupak (X P,x") regularan

.’aPo i samo ako su 1spungen1 uolov1 (6), (77).1

“:“(é') | ': o llm :Z:f (x) =

_ : x-»x" j=0 : :
- (qakle, ako 1 samo ako je Doluregularan, i regularan u tadkama E

. i (k—o 1,...)).

- 1) Eﬁ(l,l',...«,l,....) .




[
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 Navodimo jos dve odigledne posledice stava 11.

' 11°ii.>Domen o-primene postupka (X,F,x’) sadrZi sve konver-

gentne nizove ako i samo ako su ispunjeni uslovi (6), (7°) i

(s | . linm zfjf (x) =

x-»>x’ j=o J

S 1leididis Poluregularni postupci (X,F,x") i (Y,G,y") sagla-

.sni_su na skupu 7€ ako i samo_ako je = by (k=0,1,...) i a=b,
. S oo : ,

gde je b= lim (y) ..

S .Y—vy 3 0

12.}STAV. Domen primene postupka (X,F,x”) sadrii sve ogra—

nidene nizove ako i samo ako su ispunjeni uslovi (6), (7) i

S _ _ — | | |
(9) . 1im Z!f(x)-—a ( = 0.

S o x»x  j=o0
PLi tome, iz uslova (6), (7) i (9) sledl da je za (svako)

U= (u )CTF _
o= (X F X. )—llm U zz:akuk .

Iz stava 12 sledi da su uslovi (6) i

E :<9fj~ | o lim d;u{f (x)] =‘b

1

‘x-+x’" j=o0
»Do+rebn1 i dovol;nl da domen o-primene postupka (X F,x ) sadrzi
b

b (tg. uz uslov T°< (X,F,x’ )% dovoljna je i, naravno, po--
-trebna regularnost‘postupka (X,F,x") za nizove By (k=0,1,...)).

~Na osnovu 1btog stava moée se takode zakljuc¢iti da su postupci

(X,F,x") i (Y G,y’) &iji domeni sadrie sve ogranifene nizove sa-

'-glasnl na skupu Tb ako i samo ako je ay = bk (k=0,1,...).

, “Dokazvstava 12. U [18], str. 23, izloZen je dokaz,stava 12
pod pretpostavkom da je X skup realnih (111 kompleksnih) brojeva.
v}U [21], teorema k3 1 napomena 8, istaknuto je da dokaz moZe ostati
nepfomengen i u sludaju nove prefpostavke'o skupu X i tadki x’.

ib Uslovi (6), (7) 1 (9) su dovoljni. Iz usiova (6) sledi da

, 4 _
je j}gﬁX,F) . Uslovi (6) 1 (7) impliciraju konvergenciju reda
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IT.2
;Z:]ajl , i time konvergenciju reda 2:-ajuj za svako Uz(uj)é;Tb.
0 T ' J— _

T oea
1l

Egzistencija (X,F;x')élim . 11m E::f (x)u; 2za svako U=(u.)
X x - 3= J , . J

e‘fb'i drugl deo stava 12 slede onda iz nejednakosti

fo (x)u Z ajuj .s_ S-I}p]ﬂjljZ]fj(X)“‘ajl (xex)
¢ =0 . J T J=0 ‘

"i_ﬁsleva (9).. - .
USlOVl (6), (7) i (9) su potrebni. Potrebnost uslova (6) i

(7) doblga se prlmenom stava 10. Radi dokaza potrebnostl uslova‘

, (9),-uoélmo matridni postupak (G”) izveden iz postupka (X,F,x")
kOJl odgovara nizu (xn) Domen prlmene postupka (G7) takode sadr~
zi- skup T (napomeng uz deflnlclgu 4). Na osnovu poznate teoreme
Schur-a [22] ( videti i [23], str. 44), tada je |

11m Efllf (x )= 2 | =

"Uslov (9) sledl onda iz pr01zvolgnost1 1zborablzvedenog postupka

(G’ ) (tg. niza (x ) elemenata iz X koji konvergira ka x7).

Primetimo da .je dokaz stava 12 izveden po slededoj Semi

"_(1zvesn1n elemenata takve procedure imali smo 1 u napomenl 10.11

;SVOdl se na odgovaraguéu situaciju u vezi sa pr01zv013n1m izvede-

fnlm matrlcnlm postupkom, na njega se prlmenguge poznat oagovara—

ﬁ:4-3u01 rezultat, pa se nagzad vradanjem na funkcijski postupak,do-
'_1a21.do zelgenog rezultata. x

| ' Po 1st03 seml mogu b1t1 igvedeni i dokazi velikog dela dru-

- gih rezultata ‘ovoga rada, kako onlh u vezi funkcijskih postupaka

; _ tako i onih u vezi funkcijsklh operatora {(u drugom slulaju, nara=-
vho, opefisalo bi se proizvoljnim izvedenim matridnim opératori~

5 ma)f‘U-radufse, medutim, ta moguéhost ne koristi sistematski, po-

vred ostaiog i zbqg toga éto_glavﬁi njegov sadrzaj sadinjavaju re-

zultati za funkcijékerperatore i postupke takvi da nam odgovara-

u veszi dokaza stava 10): situacija u veszi Sa funkolgsklm postupkom 

2N
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”7f juéi.rezu1tati za matridne operatore odnosno postupke nisu bili

‘ni poznati.
Prlmetimo da se'u stavu 12 moZe 1zvré1t1 izvesna restr1k01~

"ga uslova (6), (7) 1 (9). Dokazacemo naime da vaZi sledeca jedno—

"stavnlga var13anta stava 12.

3 12 i. SLAV Domen (X F,x )—konvergenc13e Saerl skup Tb ako

1 samo ako su ispunjeni uslovi (1) i

!

: (10) ’ f o postogl niz (ak) takav da vaii (9)
Dokaz. S ob21rom na stav 12, dovoljno ge ustanOVLtl da ge

'_komblna013a uslova (6), (7) i (9) ekvivalentna sa kombinacijom

ﬂ*f{uslova (1) i (10) Da iz uslova (6), (7) i(9) slede uslovi (1) 1

'f(lo), 001g1edno je. Ostaje dakle da se dokaZe da vazi i obrnuto
',(ustvarl, da iz (1) i (10) slede (6) i 7).

Najpre demo pokazatl da iz uslova (1) 1 (10) Sledl konver—

_ S _
"~ gencija reda AEE:]a [ . U tom cilju primetimo da iz uslova (10)
LT S =0 Yo .

- sledi egzistenc13a okoline 0 talke x’ takve da je

ji:]f (x)- 2y l za svako x& XMO.

Iz. negednakostl

§ jl;{FOZi[a.‘-df.(x)[+§[f.(i)[ (xex)

A‘J -

" (xoja ima Smlsla iu sluéaau divergencije nekog od posmatranih re-

'dova) Sledl onda , C .
Z)aj§< 1+ Zlf (1)[ za svako x& XNOo,

i, s obz1rom na uslov (1), konvergen013a Teda Ei:laal . U isto
S =0

- Vreme 1z negednakostl-

;Z;_) f (X)I Zlf (x)- a R—Z!a l (xeX)

fab;idobija se da je

OO

: oo
Lx) < 1+ z!ajl . za svako xe&XNO,
- P _



i na osnovu toga da je  sup E::\f.(x)[<:co . Sa uslovom (1) to
' x€XN0 j=o ‘

daje uslov \6) slov (7) sledi iz (9) (ovaj uslov je sadrZan u
uslovu (lO)), buduéi da za svako x€X i svako k=0,1,... vaZi

‘nejednakost

48

.}fk(x)Q ak! é-4;*§f (x)- aj [
| j=o

‘Kakoszo na poCetku napomenuli, time je dokaz stava 12.1i zavrzSen.

“Schur [22] je dokazao da su kod matrilnih postupaka (F’),

F= (flJ),'uslovi (6), (7) i (9) ekvivalentni sa uslovima (7) i

(117)  red ZZ:!fij! konvergira uniformno po i=0,1,...;
Atj}'da vaéi_(doka? se mo¥e nadi i u [23] , str. 44):

12.ii. STAV. Domen (F’)-konvergencije sadrZi skup 20 gio

‘i samo ako su ispunjeni uslovi (7) (koji u sludaju matridnog po

io(117).

U Odeljku III.1 pokazademo da takav rezultat va?i i za je--

’).glagi:Apostoj; 1§m fik= a, za svako k'=0,1,....)

dnu'éifu klasu:funkcijskih postupaka (X,F,x”7). Sledeéi'piimer po-
kazﬁje, medutim, da to_nije tadno u sluaju proizvoljnih postupa—
ka (X X’).' |

' Uvmlmo naime X =[-3 —7311{0 1, 2,...} ‘, x'=00 1 za 350;1;...

~

[ (x+2 2 T xe[-3,-1], odnogno
£,( [1+(x+2)?] |
. 1 - ceet
'2X+j ‘9 XC{O’]-’Z’ J’ |

Lakoije videti da su u posmatranom sludaju ispunjeni uslovi (6),
( ) (9),.t3. da domen primene datog Dostupka (X,?,x") sadrzi sve

ocxanlcbnb nizove. U isto vreme red 2 ]f (x)i ne konvergira uni-

j=0
formno na X_(funkcije (x) (3=0,1,...) neprekidne su na X, a
suma reda ima prekid u taékl x = =2).

Zrema tome, uslov
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11,72
o o

(11) red zz;ffj(x)f uniformno konvergira na X
. TR

L o b ' s y ) .
nije potreban za T < (X,F,x )C. Nije, medutim, tesko videti da

su uslovi (7) 1 (11) dovoljni za Tbg;(X,F,x')C.

Iz stava 12 sledi da domen primene regularnog postupka

U (%,P,x7) ne moje sadr#ati skup T° (jer ne mote istovremeno biti
e - | so o
lim > f.(x) = 1 (na osnovu 1l.i) i 1lim :{;jf.(x)}= O (pre-
ma 1l.1i i stavu 12). Primedujemo takode da iz (6), (7) i (9) sle-

e ) o
di uslov (8) i jednakost a = Zz:av . Odatle se ponovo dobija da
, ‘ k=o :

domen (X;F,x')—konvergencije regularnog postupka (X,?P,x”) ne moZe
sadréati Sye ogranilene nizove. Dublji rezultat u tom smislu za
ma%riéhe postupke potife od H. Steinhaus-a [17]. On je na efekti-
van nacin pokazao da domen primene regularnog.matriénog postupka .
(F™) ne moZe sadrfati ni sve nizove diji su dlanovi O ili 1, tj.
jsvé;dijadske nizove. Drugim redima, za svaki regularan matriéni
postupak (F’) postoji dijadski niz 'Uz(uj) takav ds U@élF')c.
U opétémlsiuéaju konstrukecija niza U=(uj) sa pomenutinm svojstvom
je priliéno komplikovana (npr., [24] , str. 93). U nekim specija-
lnim sluéaje#iﬁa do takvog niza se moZe doc¢l na relativno lak na-
¢in. Tako, naprimer, dijadski niz

| v=(1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,...)
{na nultom mestu je 1, na prvom mestu je 0 1 aalje se reda ono-
nliko jediﬁica anosno nula koliko ih prethodno ukupno ima) nemai
granicu u smislu vCl—postupka_(Ceséro—bvog postupka prvog reda).

Tvrdimo dakle da za dati niz Uz(uj) ne postoji
u .{—ul+o .o +ui -

» 5
lim s .
i 1+l

Zaista, ako uzimamo redom zbirove uo+ul+ 2o +ui do prve nule,
- - ' W HFU-Fe .ot
A o _ . . & 1 By
onda imsmo - = 1, 1 dalje =
. i+ 1 g’

imajuéi redom

3

s

wiliro
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zbirove u_tu-s+...+u.  do prvih jJedinica imamo = = .,
. o "1 R ) _ : . .
: : . : i+1 2
Prema  tome, naveli smo dva podniza niza (& 0,1,...)

i+1

 koji‘ne-konvérgirajuvistoj,graniénoj vrednosti, odakle sledi ta-

¢nost nasSeg tvrdenja.

-PoSrédstvom matridnih postupaka izvedenih iz postupka

(X F,x ") rezultat Steinhaus—a prenosi-se na prOlZVOIJHG funkeij-

ske postupke (X r, x ) ([21], napomena 3)

'Iz-dokaza_stava 12.ii navedenog u EéBJ, str. 44, jasno je
da se (zahvaljujuéi aditivnosti i homogenosti matridnih postupa-
ka) u'iskazu sfava 12.ii 'izraz'"skup Tb" moze zaﬁeniti sa "sve
dijadske nizove“ Prema tome, ako Skup (P°)° sadrzi sve dijadske

nlzove, onda isti skup sadrZi sve ogranléene nizove. (Obrnuto po-

-gotovu vazi. ) Slededi rezultat pokazuje da isto va¥i i za proi-

B2

zvolgne postupke (Xx,7,x7).

12.iii. Potreban i dovoljan uslov da skup (X F,x ) sédr~

51 sve ogranléene nizove jeste da skup (X,F,x” )¢ sadrii sve di-

“jadske nizove..

' Lako je videti da analogno tvrdenje imamo i u odnosu na
O . ) N : ,
skup (X,P,x"), tj. u odnosu na domen o-primene postupka (X,F,x”).

Sem toga, iz 12.iii sledi da se u stavovima 12, 12.i, 12.ii i

'njihovimjposledicama umesto skupa Tb moZe posmatrati skup dija-

dskih nizova.

:~,Doka2'12.iii. Navedeni uslov je oéigledno potreban. Poka-

‘zademo da je isti uslov i dovoljan. Pri tome ¢demo koristiti jedna-

__kost"(X,F,x')c = (\(6¢")® , gde je I familija svih matridnih

» (G")eI
pOSuupaka izvedenih iz postupka (X,F,x”).

Pretpostav1mo dakle da domen postupka (x,F,x’) sadrZi sve

d*gadsce nizove. Kako je (svaki) izvedeni postupak (G ) opdtiji
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od poleznog postupka (X,T,x”), to domen primene svakog lzvedenog

)& I takode sadr%i sve dijadske nizove. Na osnovy
o ._:—] [ T P ORI N S v NG 1~ ' -yt N T
resultata Schur-—a, domen primene (G7)° svakog postupka (G7)e I

sedrii i sve ogranidene nizove. Odetle izlazi da i M (ene©
) - v . (G7)ex
tj. skup (X,¥,x")", sadrZi sve ogranilene nizove, &to dovr3ava

K

Svaxi dijadski niz mo¥e se prikazati kéo poluzbir,dvavhi—A
ze ¢1ji su dlanovi -1 ili 1; svaki niz sa Glanovime -1 ili
1 moZe se predstaviti'u obliku razlike dva dijadska niza. Odatle
Siedi'da en (X,F,x’ )—k;nvergencije‘sadféi sve dijédske nizove
2ko i samo ako sadrii sve nizove sa &lanovima -1 ili 1. Ha o=-
sSnovu toga se u prethodnom izlaganju umesto sa dlgadskwm moze Ta-=

tr.88).

s 4

1

U)

[®3]

i sa nizov1ma ¢iji su ¢lanovi -1 ili 1 (npr., [25]

Jgtvari, opStije, mogu se posmatrati nizovi sa élanovima -a 1li

&

e
€8

{®

zae bilo koje a;éo.)

o
W

Ostatak nadeg odeljka posveden je postupcima (x,7,x7)
¢iji domen;primene obuhvata sve nizove. Da takvi postupcl postoje

pokazuju primeri postupaka pridruZenih matricama

- k
vee O 10

B..O l O OQCG

O s & 8

@

/;o 0
fo o
Gy =f o o wee v e e e aae ] (X=0,1,...) .
40 0...0 1 0 O ...
| w e e e e e e oy
U datonm sluaju je (G, )(U)=uy (i=0,1,...), i na osnovu toga

(¢ )(U)= v, =za svako k=0,1,... i svako U=(u;)&T. Naravno, ta-
\ e 2 | 3
. - 20
da 1 za G =2 2,6, domen (G")-konvergencije sadrizi sve nizove,
' - ko Ko ko : :
i pri tome je (G7)(U)=2 uk(G Y(U) = 5 ay . U nastavku demo
k=0 k=0 * *

pokazeti da je . granilna vrednos®t po postupku (X,P,x”) upravo obli-

o
)
\,‘ . o . - - PR s o . . o
Ko L, &by, gde Indeks Lk ne zavisi od niza U~(hj), svaki put
b . P A
K=0 '



podudara sa skupom T. Preciznije: -~

1%.i. iko e (X,P,x")%=T, onda postoje indeks ko i-broje=
)

Zs nizove oblika U=(0,0,...,0, uko*’l’uko"‘z’“') i k=0,1,...,k,
Je - pp(U)=0, pa se dobija da je za takve nizove (X,F,x”)(U)=0C.
Qdatle izlazi da je za proizvoljan niz -

w7
U:—'-k-llo 911] 9 @ @ & ,U.}(. ,U.k _:_19 @ v o )
- e 0

o

- vi s (Voww zavise samo od postupka (X,F,x")) ta=-
it kvi da_je za svako U=(u;)&rl A |

3 . ' 3) ' ko

;  Iz pre Loane jednakosti sledi da je tada ak = 1lim fk(x)—‘

i . Xe»x v
= dim (x5, FN(E) = (X,F,x7)(E), keo i da je (X,F,x")(U)=0 sza sve
x.w.).A ¥ o
niZOV@ Oblika . U=(O,Q,o . ,O 7uko+l,uko+2, .. o).

L Dokaz 13.i. Funkcionels (X F,x")(U) = 1lim f.(x)u.

f , A x->x’ =0 J J

;f (Uz(uj)éff) Je adltlvna i najvide iz druge klase Baire-a u 3B. K~
ﬂg' -prQStoru T (ger Se mo%e predstaviti u obliku (X,E,X )(U)

. n | '

Y = lim lim > f.(x.)u, , gde x.6 X (i=0,1,...) 1 x,-»x  (i=»eo)).
o i n J=o 4 Y = . ' -t

}} Wa osnovu napompne I.1.9.i i stava I.1.15, funkcionela'(X,F,x')(U)
;" je linearna u prostoru T. Prema I1.2.20.1, tada'postoje indeks _ko'
:ﬁ‘ i brojevi akv(kzo,l,...,ko) sa svojstvom o kome je red u nagem

f; tvrdenju. |

gf Primetimo da drugi deo dokaza 13.1i moze tedi 1 na sledeéi
i nadin. Naime, iz-kanétatacije da. je funkcionela (XsF,x")(U) line-.
= arna,n prosctcru T, na osnovu stava I.2. 19 Mazur-az i Orlicz-a, sle-
%~ di da Je ona u tom prostoru nekog stepena ko. Drugim reéima; tada
~ postoje indeks kj i broj M»O0 takvi da je

;‘ ‘}<X,F,X’>(U)§55 hOTiX pk(U) za svako UGET.

. : e

kg 0

1 : :

..._‘_{ .

U “‘.\uo,ul,oleuo}(\: 90,03...)
: . ¢}

a




; 1
(%,F,x7)(0) = (2,827 )(U%)
. ) l ko . .
© 5 obzivonm na rgzlaganje U™ = :~ ukhk , proizlazi da za svako U=

3

1=

J k

o
(X,F,x" )(U) 3“ uk (X, F x ><Ek> %::akuk .
=0

Iz prethodnog tvrdenja sledi da nizovi

U-—"—(u ’uo.,u \l . 0.->‘
o] ko’ koTl’

V—(u see e s Uy ,vk *l’vk T27...>
%o

'imaju’jednake (X,?,x")~graniéne vrednosti. To. znac¢i da u sluéa—u
'.ju (X,F;X')c=T 'é1anovi niza od izvesnog indeksa pa na dalje, uo-
pété'ﬁe ﬁtiéulna graniinu vrednost u smislu postupka (x,F,x"). To
ﬁas je navelo ha pomisao da postoji okolina O tadke x’ takva da
fﬁnkcije fj(x)l pQéev 0od nekog indeksa pa na dalje i8Cezavaju
na  XflO. Sledesi stav bokazuje da tako postavljena hipoteza ni-

je bila pogredna.

14. STAV. Da bi domen (X,F,x’)-konvergencije sadrfao_sve

nizove potrebno je i dovoljno da bude ispunjen uslov:

postoje okolina O tafke x’ i indeks J  takvi da: a)

za svako x& X-0 postoji takvo jv da j;»jK povladi

(12) | |
' fj(x)zo; D) fj(x =20 na XNO za svako J>Jigs c) po-
stoji lim f.(x) = &y za svako 370,15 e v sy o
XX ‘
Ako je ispunjen uslov (12), za svako U= (u )c;T vazi
. | o |
(X,P,x")-1lim u. = 5>  a.u. .
37T BN
Iz utava 14 sledi da domen o—prlmene postupka (X,7,x") sa-
drZi sve nizove zko i samo 220 ¢ ¢ onjeni uslovi  (12) a), b)
ic¢’) lim £, (1) C (§j=0,1,...,5 ), tj. ako i samo ako je T &
. i L->~, \-) :;,:
AC L e I w, N -
(%,7,x7) i ori tomb je postupak (X,¥,x”) regularan u talkama bj
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(32C,%,...,3,), gde Je j, indeks iz uslova (12)). Isto tako, la-

ko je videti da su postupci (X,F,x") ‘i (Y,G,y’) &iji domeni pri-

mene sadrie sve nizove Saglasni'ako i samo ako je aj = bj (=0,

1,...), gde je b. = 1im g.(y) (ustvari, ako i samo ako jé a.=b.
'.(jéOjl,...,Mu“(gl,gz)) gde 1ndek81 3% i jg odgovaraju postu- =

.pciﬁa (X,7,x7) ;,(Y,Gzy ) u smislu uslova (12); ostale jednako-
sti slede. iz (12) b)).

Dokaz stava 14. Uslov (12) je dovoljan. Iz uslova (12) 2)
i 'b) sledi da je (X,F)dzT. Prema (12) b) i c¢) za svako U=
=(uj)- imamo |

l1in S fx)uy= lim 2 f3(x)uy = ln QL_f (x)u3~2::aau,.

XeX,x»x" J=0 xeXN0,x»x” Jj=0 X->» X j o j=o J
Dovoljnost uslova (12) i drugb tvrdenje stava 14 su tako pokazanl.
Uslov (12) je potreban. Uslov (125 a) sledi na osnovﬁvsta—

va 7. Uslov (12) c¢) dobija se veé na osnovu stava 10 ( lim f.(x)=
: . X->X

a5 . pbstoji za svako 3=0,1,..., samo Sto ée iz (12) b) slediti .

‘éjé ¢‘ za j;sjo). Ostaje, dakle, da se ustanovi egzistencija oko-
linéjQ i indeksa ‘jb sa svojstvom (12) b). Dokaz éemo izvesti

Ztakd'éto éemo‘pokézati dé'suprotna pretpostavka dovodi do kontraj
vdikcije.' .
' Uzmimq prema tome da takva okolina O i indeks J, ne de
-stoje, fj. da za svaku okolinu O tadke x” i svaki indeks - i po-
stoje indeks ji;»i"i'taéka x; € XN0  tako da je 1 (X )7_0.

Prema tome postoje i rastudi niz indeksa (3 ) i niz (x ) elemena-—

ta iz X 'kogl konvergira ka x’ tako da je ’j (xi)7é0 za Svdko
' i

1=0 1,... . .
' Posmatragmo sada matridni postupak (G ) 17veden iz postu-

pka (i,b x ) koji odgovara tako dobijenom nlzu (x ), tj. matrici
n(Lj(xi)). Iz (X,P,x )%T sledi da je tim pre (G')C=T, pa pri-

menom napomene 9.i1  dolazimo do indeksa jx takvog da je. fj(xi)z
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= 0 zéa J>J, 1 svako 1=0,1,... (videti i varijantu 9;i dokéQ
23 stava‘9), To je, medutim, u kontradikeiji éa uslovon . fj‘(xij
;&O( za svako i=0,1, .; gde je (Jj;) rastuéi niz indeksa. %ime}
B0 pokagall da je naSa pretpostavka da ne postoje. okollna 0 i

indeks j_ sa bVOJStvom (12) b) neodr21va. Dakle, iz T<(X,F,x’)°

sledai (12), 01me_3e stav 14 u potpunosti dokazan.

| ‘Primetimo sada da je tvrdenje 13.1 oéigledné posledica"
'”stava 14.‘iz tdé fazloga su se to tvrdenje i njegov dokaz u ovom-
- izlaganju ﬁbgii'izostaviti. Sto tako nismo postupili, posledica
'jé Eelje da, kako.je delom napoménuto, pripremimo stav 14 i ija—‘
snimo nﬁegovu genezu. | '
Napomenlmo jos da se deo dokaza stava 14 koji se odnosi na
dovolgnout uslova (12) i dokaz drugog tvrdenja stava moZe 1zvest1
i koriSdenjem rezultata funkcionalne analize po‘modelu primenje— |
nom ‘u dokazu stava‘lO‘(videti 10.ii). (Sli&na napdmena mogla se |
uéiﬁ*fi'i‘ori dokazu stava 11.) Pri tome (na osnovu (12) .é));
bez rest1k01ge u opStosti zaklgucka, moZemo pretpostav1t1 da je
su§ ’J>O if (x)[<00 i posma‘cra’ci samo elemente x& XNO0. Uz to

x¢XN0 j=0
bi se koristila i &injenica da je niz Ey (k=0,1,...) fundamen-

talan u prostoru T. Mi smo, medutim, videli da je u posmatranom

sludaju i neposredan.dokaz izuzetno jednostavan.

Ako domen primene postupka (x, F x7) sadr21 sve nlvove, on-
| da je posxupak (X,F,x") ekvivaelentan sa postupkom (X(lO,;,x ), gde
Je 0 aokollna.taéke x” ¢iju eg4lstenc13u i svojstvo garantuje stav
14. Postupak (XN0,F,x") sa svoje strane moZe se.u tom sludaju
prédstav}ti.kao "zbir" postupaka (XﬂO,Fj?X’) (j=0,l,...,jé) koji
su rédom pfidruéeni nizovina F;:(O,O,...,%.(X),O,Oa;--) (jzoalv

.,j ) lermlﬁ “zblr” moZe se opravdati ¢injenicom da Jje za sva-

=

ko c;‘z_no i Uz(uj)é



.1 na osnovu toga
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ir.2
i I
(x,9)(U) =2_ £.(x)uy = > (x,7)(0)
, j=o0 j=o

. jo .‘
(XN0,F,x")-1im wy = g;%[(XI\O,Fj,X')-lim uk} .

-~ Da domen primene pomenutog "zbira" sadrii sve nizove-biib
je jasno 1 vez stava 14. Znacaj stava 14 je, medutim u tome &to
pokézuje da drugadijih postupaka (X,F,x*) sa skupom T kao domeném_
primeneﬂpraktiéno_i nema.(buduéi da sé bez bitnih gubitaka mogu
posmatrati samo elementi x€XMN0). | |

,14;1. U sludaju matriénog postupka (F’) bdredenog matricom
'Ez(f  ) uslov (12)‘znaéi da postbje indeksi io i 3, takvi da

e

~ vrste sa indeksima isi, imaju najvise konadno mnogo elemenata

‘razliSitih od nule, zatim da je £55=0 za svako i>i, i 3xde

kao i da postoji 1lim fij = 2y (3=0,1,...,3,). Odatle sledi da do-

: . R i .
men primene postupka pridruZenog matrici F=(fij) sadr%i sve nizove

ako i samo -ako péstoji indeks j, ‘takav da je f;.=0, za sfako’i=

=0,1,... 1 'j§>jl, tj. da je posmatrana matrica oblika

'.foo £oq o+e fojl 0 0
, S fll ..._fljl 0o 0 .
(=) B .. ,
' B B S £.. 0 .0

“io il °*c 134

. L3 LI ) . . . . s

i pri tome su kolone sa indeksima jfgjl konvergentni nizovi.

Neka je'sada (F), Fz(fij),ioperator‘éiji doseg b—dejstva
sadrzi sve nizove. Prema stavu 9, matrica F je oblika (=) i pri

tome je -sppffijl<qya (3:0,1,.;.,31). Odatle sledi da postoji
: 1 ' . ' :

- rastuéi niz indeksa.(ik) takav da  lim fika as postoji za svako
S k

j:O,l,..;,jl + Na osnovu napomene 14.i, domen primene postupka.

(Fi) pridruZenog matrici FW:(fi j) sadrfi sve nizove. Na ta]
L - k o e

nacin - dosli smo do zakljulka da 2za svaku matricu F:(f§f> tekvu
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R AN N » c
da je (1)7=7 postoji podmatrica Elw(fi 1.) takva da Je (F{)
ke
Inale v slulaju matri&nog operatora (F) i cdgovarajuleg postupka
R .. . b d .. .«
(P’) va¥i inkluzija ()% ()% ()< (F)", &to u opSten slu-

¢aju ne mora biti taléno. -

3. Funkcijski postﬁpci tipa (X,F,X’)g

_Cpravdanost .uvodenja nekog opuratora i1li postupka ocenguge
se, pored ostalog, i na osnovu Sirine (u smislu inkluzije) njego-
vov"osega dejstva odnosno domena primene. U nastojanju da pri

=

aznim elementima X, ®, x” (2.Uvod i 2.2) dobijemo ope-

-

stim po

T“ator ild postupak 3to prostranijeg dosega degstva cdnosno domena

primene, do$li smo, podstaknuti de¢1nlclgom opste klase llnearnla

ostupaka zbirljivosti (mpr., [26], str. 418), na ideju da se to

e

- postigne slabljenjem nekih uslova iz definicije operatora (X,F) i
.postu'ka (X,F,X')° Naime, nokazuje se svrsishodnim da se u tim de-
¢1n1013amﬁ izvesni zahtevi globalnog tipa zamene zshtevima 1oku1nog
tipa. O tome 1”o»nekim svojstvima operatora i postupaka dobijenih

e

na nov nalin, red je u ovom odeljku nadega rada.
1. Neka, dakle, X, F i x " imaju isto znadenje kao u odelj-
ku 2 (Uvod i pododeljak 2). Definisademo sada jedno proSirenje

(X,7)  operatora (X,F) na sledeéi nadin. Uzedemo naime da U:(uj)é

o
[
d' 1 : . . P ~ Fe . v - - - v
(A,F)g ako postogl okolina O tatke x’ (koja mo¥%€ varirati sa U)
5 - ( - . v . o a .
takva da U 160, ) . Drugim redina, Uz(ug)éa(X,F) ako postoji
okolina 0 ﬁaéke x’ takva da red ?? J(x)uj' konvergira "tek" za

svako x& XM0 (dok je pri U= (u YE (X,P )d zahtevana konvergen—
cija istog'reda na d&itavom skupu X). Slikom (X,F) (U) niga U=
=(u.)e€ (%, “)E ~(t3j. slikom niza Us(uﬁ}ég(X,F)g pri preslikava-

&S } J
nju (X,7),) smatrademo funkciju &iju oblast definisanosti sadinja-

oy}
veju elementi x&X za koje red (X,W)(L)~;> ( )u konvergirsa,
=0

o



4]

an0g reda ﬁao njenim vrednostima.

_ | .
sa sumena posuatr

¢

Cznatimo sa X oblast definiéanosti funkeije (X,F)Q(U)_
i primetima'da Je %y maksimalan od svih skupova oblika X0, gde
0 prolazi skup 671 okolina O taéke x” tekvih da jeIIé(XJWO;F)d,
ti.cda je Y= U } “(xﬂo) (Inkluzija Q(xno)gxﬁje odigledna. Pret-
. . ‘6 .
postavimo' zatim "Xy & Xy. Tada red 2;~f3(xl)u xonvergira i po-

. j=o _
'stoji’okolina 0, talke x’ takva da Ue:(X{\Ol;F)d, tj. red

' ?7; J(x)uJ konvergira za svako xeﬁX{lOl. Okclina 02=01L7{x1}
tadke %’ odigledno ima svojstvo: T (xno, 7)<, Odatle izlazi da
-Atjt.LJ(X{EO)g Gime je i inkluzija Xy& v (xno) dokazana ) Iz Je-
o0&t 0e Oy -

dnaxosti u(xmo) 2A(YJ0) sledi onda da je Xy -xnox, gae
ooey og @ |
je. 0" maksimalna od svih okolina iz skupa Qﬁl'

R

Iz definicije dosega dejstva (X,F)g operatora (X,F)g

' sledi da je"(x,*)g ij(X{\O F)d, gde je (J familija svih okoli-
. _ O
‘na tadke x’f Lako Je, medutim videti da vaZi i

(z,7)¢ = (Xno ,m)¢

: , e 3 S i=o '
: _ okolinslu :
za svaku prebrojivi\bazu Oy (i=0,1,...) talke x’.
- < . e e : ' b
Na analogan naldin se definiSe i doseg b-dejstva (X,F)g_

operatora (X,F)_ i zakljuluje da je
: S

(X',F)g U(Xno ,7)P
: =0

za svaku pfébrojivu‘okolinsku bazu 0; (i=0,1,...) tadke x’.
Nastavljajuéi u istom smislu, definiSemo domen primene
(x,7,x" )¢ postupka'(X,F,x’)g kao skup nizova U=(uj)' za koje
. N ' . . : \C
postcji okolina O tadke x~ takva da jJe Uz(u.)éi(XfEO,P,X DR
Graniénu vrednost (XNO0,F;x )\U) (xn0,7, x ) -1lim uy proglaSava-

no tada granibnom vrednoséu nize Uz(uj) u smisliu pos+unka
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~

(E,P,x") (U) = (L,P,x J~lim u. = (XN0,P,x V=lim u..

& O J

t
¥
©0

Mige Tesxs videsni da je granidéna vrednost nizova-w smislu postu-

o0
(X,2,x7)5 = \J (XN0,,7,x")°
= i=0
1
(£,7,27) = U (XN0,,F,x")°
1=0 :

za sveku prebrojivu okolinsku bazu 0, (i=o0,l,...) itadke x’, pri

demu je sa (%,7,x")° oznaden domen o-pripreme postupka (X,F,x‘)ga

moze se, ekvivalentno,

o
N Y o
definisati i XkXeo skup svih nizova U=(hj) takvih da
o ‘ v A . : v .
lim gzn‘fj(x)uj postoji (3to, implicitno, pretpostavlja egzi-
x—x" =0 : : - 4
stenciju okoline O tadke x’ takve da U&{XN0o,M% ).)

U vezi sa definicijom operatora (X,F)g primetimo jo3
da ona pretpostavije da skup X ima tadku nagomilavanja x” sa

~F

prebrojivon okolinskom bazom, dok u sluéaju operatora X,F)

Operatore 1 postupke matridnog tipa u smisiu nale nove
definicije obeleZavademo sa (F)g odrosno (F7)_ , gde je
?:(fij)'1polazra.&a%rica. U siudaju pak X=§ﬁo,x’) oznake (X,F z
3 (L, 7 z')g zamsAju‘emd}jediﬁsﬁvenom oznakon (xo,zng)g9 pri

J
selkste titi jasno da 1i je re¢ o operatoru ili po=

¥zo i kod postupka tipa (X,P,x”), uporedo sa svakim po-—

R TR e TN e . R A S R T - -
stupkom (X,F,x ). moZe se posmatrati i familijas I _ postupks

S er oy e S T g e o vy o 1- 5
Lovedenih iz postupka (X,8,x )g' Pokazuje se
g S lECERRL &
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_ tada_vaéi,stav'analogan stava 2.5, T

¥

STAV. Domen primene vestupnka (X,F,x')g Jednal "je prese-—

ku domens primene svih iz nijega izvedenih mairidnih postupaka
. 3 .‘ . . L . . : ' , C )
(G"), , 11i u oznakana (X,*, = N (6¢7) R
© & (") eI g
g &

nekaz. Inkluzija

(Xrx)ga Y} () -
. & G") eI .
B N |

e oéigledna..Pokazaéemo da vazZi i obrnu%o
N (@)g e (F,x)g
G’ :
R R
U tom'cilju pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
U= (u )& @; (G’)‘;~ (X,F,x')z. Ué(X,F,x').‘é znadi: ili za
S :
| (G~ ) & | .

svaku oxollau o tadke x° postoji x& XNO takvo da red

oD : .

Zimf.(x)u. _divergira, ili ne postoji Ilim 5 f. (X)u . Prva mo-

gucnost 1mnllclra eg21sten013u niza (x ) tafake iz X koji kon-
m::a

verg;ra ka x’ takvog da red » £ (f )u divergira za svako
Jj=o '

=0 1,,.0. Odat}e sled1 da U=(u. )gé(Gl)g, gde je (Gi)g postu-~
pak izveden iz (X,F,x ) , KOJl odgovara nizu (x.), §to je u kon~
tradikeciji sa U= (uJ)eE N (g~ )C « Ostatak dokaza naeg stava

(¢"), €T,

mofe se izvesti po Semi primenjenoj u dokazu stava 2.5.

Iz definicija eperatora (X,F) i (X,F)gA sledi da jé
(%,7) % (X, F)d i (%0’ (X, I‘) . Isto tako, iz definicija po-
stupeka (X 9x,z’) i (X,F,x’ )g slcdl da je (XgE,x')Cci(X Fﬁi’)é
i (%,F,x <) °c (X,F ./:')2, kao i da je (X,F,x")-lim us =(X,F,x’ ) -
~1im us  za sva&q gz(uj)ei(X,ng’)C. Dakle, postupak (X,;,x )g
| je op8tiji od ddgovaf?juéeg postunka (X,F;x'), Ni%e neveden pri-

ii pokazuje da pri tome postupak (X,P,x”)  moZe biti stro-

%
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go opdtiji od postupka (X,F,x").
Buduéi da je . red o operatorima koji su pridruZeni nizu
funkeija 1 koji vrde preslikavanje nizova u funkcije, operatore -

oblika (X,F) ili (XQF)g zvademo jednim imenom funkcijskim

cveratorima; iz istih razloga za postupke oblika (X,F,x") ili

(X,P,x") _ redéi bemo da su funkcijski postupci. Doslednim kori-
. g : N v

RS

'ééenjemaindaksa g mnastojalemo da uvek bude jasno da 11 je red o
jednom‘ili‘drugém tipu bperaﬁora odnosno postupka.

Jednostavnim primerima pokazademo da naéoﬁ restrikcijom
ﬁslova.u definidijama operatora (X,F) i poétupka (X,F,X;)v
‘mo¥emo dobiti operator (X,F)g i postupak (X,F?x')g' znatno
.éireg dosega‘dejstﬁa odnosno domena primene. Navodimo i trivijalne
primére sli¢nog odnosa dosega b-dejstva operatora i domeha o-pri-

mene postupka (u smislu stare i nove definicije).

lei, Primer. U sluaju matrice

f f f f o o0
flo fll o) 0 ...;

t i

20 £

21 P O. .o

® L . L3 LY

‘gde je I#0 1 fij (i=1,2;...5 §=0,1,...53<1 ) proizvg}jni
. — c\s . -
brojevi, imamo (F)ar*{Uz(uj){ 2;_uj konvergiré} i (F)g”: T.
- ' ' j=o * . '

!

l.ii. Primer. Poswmatrajmo matricu

1 ‘ 1 1 * & @
L L L
2 5 Ar * @ -
101 1
22 52 y°
111
5 33 T3

b
£

.

°

& .
e
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sledi da sveaki ograniden niz Uz(uj) pripada dosegu b-dejsiva

operators (F). -(ako je niz U:(uj) ograniden, onda red
&

CCR | |
Zz;f_,l)l - konvergira za svako 1=2,3,... i pri tome je
j=c( j+1

sup%gz__, .]A_i-é = sup!u,i . ____,__1_____2__ .),

iz2 j=o (j+1)~ " J 30 355 (§+1)

tj. u nafem sludaju je T"g(,@)g . Wiz oug =Vl (§=0,1,...)
pokazﬁje da je ustvaril Tb pravi podskup od (F)g . S druge

‘strane, Uz(uj)éi(F)bA zahteva pre svega'konvergencijuvreda
j=o (j+1)T 4 .
reda-:éi_uﬁ._ Odatle izlazi da je u posmatranom sludaju skup
4= - k o ,

(F)b pravi podskup skupa nula-nizova T°.

za svako i=0,1,..., pe prema tome i konvergenciju

v

l.iii. Primer. Uodimo sada matricu

1 1 e s e’ l o s e

1 1
. '2‘ "2‘ O O o e . O ooo._
P =
| 101 1 | .
3 3 3 O ® e O ® ¢ @
5 c o2
- Tada Uz(uj)éa(F’), znadi da red g konvergira i da niz
. - - J=0

uo+ooo+ui'b ' :
' - (i=1,2,...) konvergira. Odatle izlazi da je ustvari

i+ 1
- (B7) :{U:(u.)' z Z_u. ‘konvergira} ’
. ] P ,
i na osnovu toga da je (P°)® pravi podskup skipa T° (u I.1.16.i
sTo videli da je u naen sludaju skup (F’)C prve kategorije u
prostbru TO). Nije, mefutim, tedko videti da je u posmatranom

- sludaju (F')g = (¢)% , gde je
. . & 1 ‘

1 0 0 0 ...
S 3 -%— 0 0 “u..
0 1 1 1 4 '
. 3 3 3 . o0



- 63 -

(C{)7 Je odi gledno domen primene Cesdro-ovog postupka prvog

pravi nadskup skupa konvergentnih nie

reda, pa je stoga l(E’)g
zova ¢ (nprl, niz 5 =(-1)Y (3j=0,1,...) nije konvergetan i

f'}pripada skupu (Cl) (P ) Ve

o 1. iv. Matrica F iz primera 1.iii pokaZuje.tako&e.daf
skub (X,F,xf)p moZ%e biti pravi podskup od skupa (X,F;x’)g |
' Naime, u daton sludaju je (F7)° = (37)C pravi podskup skupa T9 |
dok je u isto vreme skup (F')g pravi nadskup skupa p© (sadréi
; Qéiglednqrsﬁe nula- nizove i, naprimer, niz ujz(-—l)j (j=O,1,.};)).
:Na'istom‘primeru vidimo da postupak (X,F,x')g moze bifi’regﬁlé— |
ran i pnda'kada odgovarajuéi postupak (X,F,x’) nema to svojstvo.:

Isto tako, domenl postupaka (X,F,x") i (X B x’)

ne moraJu lstovremeno sadrZatl n1 sve ogranicene nizove. Nanrl—

.mer, w sluéagu postupaka odredenlh nmatricom

. £, 1, fol £ ..
Fz O fl O O s 2 0 .
. O O fz O * 00
gde je £ 40 i lim £. = 0, imamo (B°)® =< U=(u.)| Z_u.
S 0 . . 1 L | J j=o 3

konﬁergira.} i (F’); EaTb (nije tesko nadéi primer koji bi po= -
‘kazap da je za posmatrana matricu (F’)g pravi nadskup od Tb).
4Ista'mafrica pbkazuje da postupci (X,F,x’) i .(X,F,x’)g ne

- moraju u‘iéto vreme sadrZati ni sﬁe.dijadSKe nizove (skup (F’)C

sadrZi samo one dijadske nizove koji imaju konadno mnogo jedinica).

1.v.-Navedene ¢injenice su samo neki od razloga da se izu-
cavanau SVOJQL&V& pootupaka tipa (X,F X') posveti posebna pa-
Aﬁj&o»wO, pre toga napomenlmo da u sluéagu konaénovrsnih matrica
1 stepen;n postupaka (tj. postupaka odredenih stepenim redon

B LD R . )
. ro MR J o - : v . - DR s R -
s(x) = 2 _a.x ga poluprelnikom konvergencije, recimo, R, pzi
. =0 : : : _
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v : J
&.x .
- gemu se uzima X = [O,R), £4(x) =§3X (3=0,1,...) i x"=R)

définicije operatora (X,F)g i postupka (Z,F y’) ne daju ni-
kekav epekat (u cdnosu na operator (X,F) odnosno postupak
(X,F,x7)).(Kod stepenih postupaka to sledi iz poznatog ponafanija

4 utepen1h redova u intervalu konvergencije.)

‘. ﬁ nastavku iznosimo,rezultate'za operatore (X,F)g .i{
.posﬁupke (X,E,x‘)g analogne fezultatima iz Odeljka 2 =za opérato—
.e i(X,Ff‘ odnosno postupke (X,F,x’)..U izlagénju se, radi ﬁje-v
gové'konoizﬁosti; detaljnije zadrZavamo gamo na bitno'novim.mo—A
mentima kod.operatora i postupaka.generalisanowAtipa. U ostalin
fslucaJeV¢ma navodimo samo formulacije rezultata, 1zostavlgaguc1
'pri tome nalhove neposredne posledice analogne posledicama stavo-
- va'1z prethodnog‘odel3ka°

~ g Kako:éelse iz daljeg teksta videti, zé nas$ rad sa opera-
%ori@é i postupcima'novdga tipé od presudne vaZnosti Se biti Tew
‘zultéti'dvevleme: 1eme 2 1 leme 4. lOstali_rezultafi ge, ugla-
_'vnom; dObijaju.kaQ pdsledice leme 4 1 odgovarajuéih stavova za

operatore odnosnoﬂpostﬁpke ved proudenog tipa.

2. LEMA.' Neka je X konéksah GK-prostor u odnosu nsa

‘ 'V. -. 3 - - -ﬁ -’ - . - - -
~uocbicajeno sablranle nizova 1i. aij (i,3=0,1,...) @dvojini niz

;brojéVa S& SVO]stvom da za svako i=0 1,.,. pogtodli niz

= (u )65 X takav da red 57'3 divergira. Tada je skup

Jolaj

: nizoVa U=(uj)65X takvih de red 22:813 5 divergira za svako

i=O,1,.Q. .druge kategorijg u prostoru X (te prema napomeni

;;1.1.4;il taj skup nije prazan), a njegov komplement je'u istom<

prostoru skup prve kategorije. ( Primetimo da na osnovu leme 2

3

- ponovo dobijamo rezultat p:imera I.1.,16.1i. To se vidi ako se,

o ' .. . i 1 C.
‘papriuer, uzmg aij.= 1 (1,3=O,1,g..) i u? = =T (1,3=0,15004)0)
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Dokaz. Stavimo

4;,(U) = Z__alau3 (U=(upeX 5 1,k=0,1,..0).

Nayosnovuhtoga §£0 je X ©prostor tipa K, slédi da su funkcione—;
le Aik(U) (i;k;o,l,...) linearne u prOStOrul Xe Iz pretpostavf 
ke naée leme iZlazi’zatim da postoji niz Ui' (iéo,l,...) tadaka -
Cu prostoru X takav da 11m A, k(U ) ne postoji‘ni'za jedno

 ; Q l,...». Na osnovu teoreme 0 kondeza0131 31ngulaf1teta

'(1.1;17), sledl da je skup nizova Uz(uj)éix takvih da 11mAik(U)

ne post031 ni za Jedno i=0,1,¢.., tj. skup nizova U=(uj)«é X

‘ ta£v1h da red EZ;alJLJ divergira za svako i=0,1,..., druge

S kaueﬁorlgg u prostoru X, ?ﬁgegov komplement je u tom prostoru skup

prve kategorlge. Nasa lema je time dokazana.

3. STAV. Doseg dejstva operatora (X,F)g sadréi sve

nula-nizove ako i samo ako

(1) LDostoj; okolina O tadke x’ takva da je
. : — . :
'»Z]fj(x)l<oo . za svako xe&XNo0,
=0

tj., prema stavu 2.6, ako i samo_ ako
. . , .

(") postoji okolina O tadke x’ takva da doseg deistva ope~

ratora (X(\O,F) sadr?i sve nula-nizove.

Stav 3, pod pretPOSUavkom da Jje X skup realnih (kompWe;
ksnih) brogeva i da Je ret o postupc1ma konvergencije.za nizove
. realnih brogeva, formullsan je 1 dokazan u [18}, str. 27. U [213,
lema 2 ivnapoména’B, pokazano je da tvrdenje stava vaZi pod ops-
tijim pretpostavkama o skupu X i tadki x’ i kada su u pitanjiu
péSfupci za nizove kompleksnih brojevas Obé prethodna dokaza Xo-
rigtila su veoremu o kondenzaclji singulariteta na neposredan na-

v

¢in. Ovde se to,medutim,&ini posredstvom leme 2 kao posebnog re-
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wlbata. -
| __I_J_Q_Igc;«:«_lg stava 3. _Inkluéija Tog__; (X,F)g jé odigledna posle-—v
.dic.é,usiov‘a '..(1). 'Pc}k_a.zaéemo da va¥i i obrnuta im‘plikacija. Pre—
| prs'"t:_avimo' }sﬁoga_ da za neki operator (X,F)-g imamo Tog'(_X,F)g »
i da.;_istovrenieno;ne‘ va¥i uslov (1), tj. da za svaku okolinu 0

tafke x’ postoji xy€XN0 tako da je 1fj(xo)g: =oo. Oda- -

. o S . j=o , _
tle sledi egzistencija niza (xk)' elemenata iz X koji konve-
rgira ka x’ takvog da jJe Z&f.(xk)] =Co 173 svako-k=0,l,,....
: o o j 0

_Neka-'su zatim (rkj) (k=0,1,:..) nula-nizovi pOZl‘thl’ll“l

projeva takvi da je i S | £5(x) T sl=0° sa svako k=0,1,...
SRR N j=o0 *- : :
" (takvi nizovi postoje, kako je pokazano, naprimer, u L26]1, str.

292).. Stavimo onda US = (uf) (k=0,1,...), gde je

~i arg{f.(x )}' :
ulg =Ty e { Itk (k,j=0,1,404).
Tada  su i (kiO,l,...) nula-nizovi i red
Z}f (xk)\ Zf.(xk)u; divergira za svako k=0,1,,..

Na. osnovu leme 2, skup nizova U= (u Ye T° takvih da red.
. z_f (Xk)u . divergira za svako k —Q,l,... je druge kategorije
'u pros uoru p© (;'a njegév komplement je u istom prostoru skup pr-

ve kategorlge) Prema tome postoji niz T = (Hj)é.To takav da
| (f!-) : Zf (xk)u divergira za svako k=0,l,cee.

s druge strane, iz pretpostavke T'Og (X,F)g ‘iglazi
(u )é (X, F) o , odal«:le, s obzirom na definiciju skupé. (%, F)d
'1 konve:cgencz.;}u niza (Xk) ka . x; sledl egz:.stencua indeksa k

»,,ta&vqg dav re.d ij(xl )i konverglra za k;:’kb" To je 001gled-
< j

' . j::Q . 3
‘no u kontradikciji sa (+), Bto dokazuje implikaciju

TOE-'_'(X,I*‘_)g :::}'V(.l)' i dovrdava dokaz stava 3.
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5.1. Iz stava 3 neposredno igzlazi da je usiov (1) pow~

treban i dovoljan da doseg dejstva oper;cora X,®) - sadrii

. }_..'.

sve KCHVLT gentne ﬂlZOVG9 cdnosne sve ogranilene nizove,

4. LEMA, Neks je Y IXkoneksan CﬁwDLDmcov v o0dnosu na

("

-uobifajeno sapiranie nizova i Yg;(XgF)g . Tada postoii okolina
0 tadke x’ takva da za svako Uz(uj)&iY oblast konver enciije
reda"ZL;fj(X)uj ‘sadrZi skup XNO0, 1j. da fe Y@E(Xfﬁ@,?)d,

L j:;o ) .

Dokaz., Uzmimo da pod ulinjenim pretpostavkama nade tvr-—

denje nije tadno, tj. da.za svaku okolinu O tadke x7 postoji

: : ' S
XeXMN0 i niz U=(u.)e ¥ tako da red 2_f.(xju. divergira.
: - ] . ) . ) . . . ~ . = . - -r-ri i
Odatle 1zla21 da pos+oge iniz Xi) tatka iz X 1 niz U =(u%)
(i=0,1y004) uaéaka pr08uora Y takvi da %, ~»z’ (iI-—roo) 1
_ ' e . B s
' da red ";> . ( )u. divergira za svekxo i=0,1,... . Na osnovu
leme 2, skup tacaLa U= (u e Y talvih da Ted 5 (X )r di--
J=c o

vergira.za_svako 1 1i=0,1,... Jje druge kategorije ) prostoru Y

stom prostoru).

e

(a njegov komplement je skup prve kategorije u

Dakle, postoji U = (Ej)ey tako da red

ety

i — - s . — L X

2 fj(xi)u.. divergira za svako 1i=0,1l,e.. o
J=0

«Iz definicije dosega dejstva (XQF)E opera'ora
(X,F)g i %onvergen01ge niza
u koncrad1k0131 88 pret ostav&om Yh»(X,ﬂ)é (videti ravrsetak
dokaza 8% sava. 5) Dobijena protivurelnost

Primeéujemo da se stav 3 mo¥e izvesti i iz leme 4. Na~-

g
<
u
H
o]
b
)

N
I_J

R
}...
o®
[
m
X

ime s obzirom na (ekvivalentan) oblik (1°
je direkino qusmenge gtava 3.

Ovakvo izvoden

[ 18
H
(O]
O
o
(o
)..J
H
$©
v
o
H
®
Qs
c
o
(@)
H
(6]
=
6]

pod
i
&
[
¥
[oF}
o}
5]
I3
fu
(&)

singulariteta (preko leme 4) koristi i stav o reprezeantaciii Li-
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poqrne funkecionele v prostoru T (izvodenje stava 2.6, na osno-

vu koga s IOVL ( ) 1 (Y7) ekvivalentni), 8to u prvoj varijan- -
t1 dokaza n JCibilo potrebno.
5, STAV° Da bi doseg deistva ovperaziora (X,T) sadr¥ao

o g ==
. sve nizove potrebno je i dovoline je da bude ispunjen uslove

{(2) postoji okolina O italke x” takva da za svako =xé& XNO
postoji indeks J. takav da je ( )=0 za 3> g

tJes prema stavu 2.7, da bude ispunien uslov:

Fd

(27) ~ postoji okolina O taflke =x’ fakva da doseg dejstva ope-

+

-ratora (X\O0,P) sadr?i sve nizove.

. .U sluéaju matridnog operatora (F)g , P= (L ), uslov (2)
znadi da postoji indeks i, takav da vrste sa ;naexglma 1:r10
imajuvsamO;konaéno mnogo eiemenata razliditih od nule, tj. kona-
fénovfénost-matriéé od nekog indeksa pa na dalje. .

Inaéé,(netfivijalan deo dokaza stava 5 (fj; potrebnost us-
lova (2))> dobija se uzastopnom primencm leme 4 na prostor Y=T
i stava 2.7 na operator (X/N0,F), gde je O okolina &iju egzi-

stenciju i svojstvo utvrduje lema 4.

6. STAV. Doseg b-deistva operatora (X,7), sadrii sve

nula nizove ako i samo ako

(3) - ~postoiji okolina O tadke =x’ tekva da je
) L

~ sup Q\ gfj(z)§<co; ili na osnovu stava 2.8,8ko i samo ako
XGXQO j=o : '

(37) pOSu031 okolina O tafke x’ tszkva da doseg b-dejsiva

operators (XMNO0,P) sadrii sve nula-nizove.

. Napomenimo da stav 6 moéZemo smatratvi poboljfanjem leme

«1l0o4l, j je u formulaciji sta ge) enciil
2.1041 er formuleaci va 6 pret ostavxa 0 ko vergen i

o
. > ] . , e . ,
‘reda Y fj(x)ui za svako xz& X 1 svako Dz(uj)ééﬂ: (tj. pret-

j=o




i

l-—)
\,\1

postavka T <« (X,F)~ ) izostavljena. To, meduitim ne &ini lemu.

N

2.10.4 suvncmo*n u ovom lzla@an ju, poSto se naf dokaz stava 6 u
~ ‘ . . 0 b NN
smeru koji nije odigleden (1mpllka013a "= (X,r), ==(3)) upravo
. g _
sastoji u primeni rezultata leme 2.10.i.

Naime, iz pretpostavke Tcgg iX,F)g sledl, prema lemi 4

ili stavu 3), egzistencija ckoline 0, tacke x’ tako da jJe
o . . e . .
1{D%2(X{101,L) Tada. skup X{}Ql i njegova valka nagomilavanja

Xﬁlispunjavaju i uslov (A):leme 2.10.1i. Primenom leme dolazimo do

'okoline‘ O2 talke x7 sa svojstvom

v"ds.
8 up :
xe(xnol)no

ON

fj(x)L<cb . Tada se za okolinu O iz uslova
2 . N

"(9) 001gledno moZe uzetl skup 0 = 0;N0,.

Inaée,Stav 6 u sludaju skupa realnih (ili komplekgnih)
: bféaeva X, dokazan je prethodno u [18], str. 28. Hapomenz o mo-
gucnostl ( ovde 1znet1h) opstlglh Dretnos avki, udinjena je u
[21] lema 3 i napomena 8.

6.i. Primeéujemo da je uslov (3) pofreban i dovoljan 1 da
'doség b-dejstva 6pefatora (X,F}g sadréi'sve konvergentne odno-
sno sve ograniene nizove. |

7. STAV. Da_bi skup (X@F)b sadrZao gve nizove potrebno

i dovolino je da bude isnunjen uslove .

v s .

(4). DOStoge okolina O talke x’i in

jeX

eks g telvi da vazi:

19 fj(x) ;éée ava na X310 za svako j>>jO;
v Jo

“in0 i .

27 sup 7 }fﬁ(x)ﬂ<¢wj4,

xeXl0 j=o ¢
tj.,'ptema stavu 2.9, da bude isvunjien wuslov

L4

(47) postoji okolina O tadke x’ takva da skun (O

]
"
O
- .
£
R
o3

sadrZi sve nizove.
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Dokaz. Da je uslov (4) dovoljan za T =(X, P)g
: dno je. U nasbavku cemo pokazati da je isti uslov i potreban. U
tom o;lJu éemo formullsacl i dokazati jedan rezuluat tipa lene

2,10.1 za slufaj skupa svih nizova T. Naime, va®i

' 7.1. LEMA. Ako ie (X,F)d = T (8to je ekvivalentno sa

3ff uslovém- 2;(2», onda vefi ekvivalencija:

(1) _?“Za‘svako U—(u YET . pogt031 okolina OU tadke x° takva

] Frstong| <=

- ako iﬂsamo ako

- (II) = postoje okolina O fadke x’ i indeks j,

1° f. (x) na- XN0 za svako >3

 2° sup £, (X) < oo e
',A . ZEXNO 2:[ §

g Dokaz Iskaz (I) je odigledna posledica 1ohaza (I1) (1 vez

| pretpostavke '(X;F)d = T). Treba, dekle, jo¥ da pokaZemo da iz
(X F)-—T i uslovav;(l) sledi (II). Pod'datim pretpostavkana, na

:f  osnovu léme 2.10.1i (ili stava 6), postoji okolina 0, talke x

] ‘
takva da 3e Sup z jf.(x)%:cxa . Pokazalemo da u isto vremne
' xGXﬂO J=o -t

postoge okollna 02' tadke 'x” i indeks j, takvi da je fj(x}go

na . Xflozv za sveko i»d,. Jasno je da ée tada okolina 0=0,830,

iSpunjavati‘uslove- 1° i 2° igkaza (II).

Pretpostav1mo uuoga da ne postoje okolina 62 i indeks

"jo sa navedenlm svogstv1ma, tj. da za gvaku okolinu 0 TFalke
x’ i svaki indeks i' posgtoje talka xiéinkO i indeks J;> 1
‘teko da.je - (X )gaO Pr tome, tada postoje rastudi niz in-

deksa'v(ji) i niz ,(x.) elemenata iz X koji konvergira ka =

'

 tako da je £ (x )70 2a svako 1=0,1,... . Iz (X, P =1, s

s 0Cigle-

fakvi da jes.

,

N 3



- . A e g S5y Sy TR B P R —
ohzirom n& svav 2.7, siedi da ¢ sa
e
=3
wd
.
- - - R Y { 7T m —
= o LTz u, (U=(u,)&T)(i=0,1,00.)

definisen niz linezrnih funkcionela na prostoru T, tj. niz line=-

stora T u prostor realnih (kompleksnih)

i

4

o)
rojeva. Pretpostavka (1) i x.—>x’'(i—o<) impliciraju ogranide~
> g i=091,o.a

za gvako Uz(uj)éiT. Na

L

osnovu principa uniformne neprekidnosti (stav I.2.14), dobija se

ety

gde U0 znsdi n(U) = jf'2“jpj(U)(1+pj(U))f1-e»o
S ' j:o i :

(PK(U)Fiﬁki (¥=0,1,...)). Dakle, za svako €>0 ,postoji'<£50'
fakvo da n(U)<:g | povladi . : ' |
JXq .

K : K oo
CMx ol 1 e Nl e
} 1A~,(Xi’_1“) (J) I .“j %fa(xl)ual -—I jzzofj(.a.l)ua ‘q.’j; 78, uV&zCQ i Q9
T,eee Postupkom koji je primenjen u drugom delu dokaza stéva )
99'moée se sada uStanoviti egzistencija-indeksa jx takvog dé

je..f-("i) =0 za SV&kO i=0{1,... i j:?jxc To je, me&utimg

u kontradikciji sa uslovom fj (xi) # 0 za svako i=0,1,... ,
. i .

gde Je (ji) rastuéi niz indeksa., Odatle sledi da je naSa pola-
zre prevpostaviia neodriiva, 5to dovrSava dokaz leme T.i.

(Primetino da se relacija () dobija i kao posledica &i-

nienice da je u posmatranom slufaju skup pseudonormi pk(U)

{k=0,1,...) ekvivaleatan na T sa skupom psecudonormi pk(U)
. .. . -

(T = supﬁ(x.aE)(Ujg (videti 2.9.1).)
aop v

‘g

<k=0912905)

~
b

Dokaz potrebnosti uslova (4) moZfe se sada izvesti uzasto-

pnom primenom leme 4 na prostor Y = T i leme 7.i na skup



o T2 e
{2

TT .7
. PSSy
Tram e 4 ey A lemed Ga MO (X . R > e (7 e 5 dobi
Hao 5E0 e dolkaz spliiiacige Lo Ay g = )) STaV O UODLi- -
jen primencn ieme 4 1 leme 2.1061.

Priwmetimo Tavode do so Lens 7«1 2Zbog svoje prirod

FrLWmeLimd CELOUe a owe Lol e L0V sV Je pflfo e

RN . . iy :
(pretpo tanw (X,F;" =T je svojstvo globalnog tipa) mogla uve-

stiti u rezultate prethodnog odeljka. (Mesto bi Jjoj ustvari bi-

(X,P,x’ )ng

et
(6]

1o u dokazu s stava 2.14 (radi dckaza implikaci
j(lZ) B))e) OvakV1m nafin izlaganjem i rasporedom rezultata,

.

,Eeleli S0, mcauuvm, da istakunemo da Jje za dokaz stava 2.14 Diw-

}_J
o
“n
£
41]
<
}_J

im doveljno imati pojam lzvedenog postupka 1 odgovaraju-~

ce rezultatl za natrilne postupke kao i dz ukaZemo na stvarni

)

7.i. U sludaju matridnog operatora (F)g , P=(f 5
e

[ IR
Q

‘ 1

uslov (4) znadi da postoje indeksi i, 1 takvi da

f,, =0 zagsvako j»Jj, 1 1ixi,, kac i da jJe sap}f {
d - .

-

: (3:0515°¢.5j0)° kozero, dekle, reéi da doseg b- deJS vva operatora

(})& sadrii sve nizove ako i samo ako je matrica P obllka‘

o
Too = Tor e oy fo3 41 Tos 42
do do® do cee
-] @ °® ® [ 2 ¢ o O
/ £, f. 0 ess T R R
. l 1,0 »101 1,3, 1030‘1 ~03032 coe
__,c:( e

iuz to su keio e sa lﬂéeﬁson j«:jo ogranicene.

Stavovi 6 1 7, a time stavovi 3 1 5, imaju neposrednu
pr*zenu ori dokazu rezulitata sa pobrebnim i dovoljnin uslovime

J - e = . - ey / - s
da domen primene odnosno demen o-primene postupka (L,F,x7)

&)
(]
3
o
)
lev
s |
=

R T R P S S QR 7 ;. al E RN - 4 ER
solrzi nelli oo @iupeva T, %, 27 1 T, Pri tome ¢e, kao i u
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‘sluleju operatora, osnovna razlika prema postupcima oblika

(X,F,x") Dbiti u tome 3to de sada iz uslova izostati zahtevi

P <1ruimo talkkode da Dod pretPOSuavkom leme 4 o proétoru
¥ i inXluzija éé(X F,x )C povladi egzistenciju okoline 0
té&kei xftakvé da je Y@;LX{TO,F)d ({277, sﬁav 2; u [28], teore-
me 2,'i [181, str. 56, Y Je domen primene postupka nepreki-

. dnog u smislu definicije 8 I. Wlodarski-og [20]). Odatle sledi da

je tada Y= (XNO,F,x" )%= (X,F,x")S , pa imamo slededéi rezultats

Ako_je Y koneksan GK-prostor, onds je Ycl(X, X )

((X,F;xf)z ) ako i samo ako posioii okolina O talike x’takva da
je YE(XNO0,,x)° ((XNo ,7,x)°).

Iz poznatih svojstava prostora TQ, TC, Tb'i T;'izlazi
:WEdabnévedeni reiultaf vaéi specijalno kéda sé za Y uzme neki od

tih Drostora, $%0 prlllkom slededéih stavova nece bltl eksplici~-

‘bno napomenu‘co .

8. STAV. Domen primene postupka (X,F,x')g sadrZi_sve

nula—-nizove ako i ssmo ako

(5) postoji okolina O talke x” takva da je sup 2  [f.(x)|<eo
‘ - - ' %eXnd j=o Y

s
e

(6) za svako k=0,1;... pogioii lei fk(x) =-a

tj., prema stavua 2.10, ako I samo ako

. postoii okolina O tadle x takvae da domen primene DO%TL—

pka (X{lO,F,x') sadrii sve nuls-nizove.

Ako su ispunjeni uslovi (5) i (6), za sveaki nula-niz
[ )
(u ) waii ,LXgF,xf)g—lim uy = {Zua;ug.
j=o ¢ ¢ |
- Primetimc da je uslov (5) nesto jednostavniji od uslova



¥

io formainom primenom stava 2,10 nz postupak
alkko je, medutim, videti da ta razlika nema princi=

j. Slilne napomene vaZe 1 u slucaju sledeéih stavova

'Dokaz stava 8, sa ranije pomenutim uocpStenjem pretposta=

4

vki 6 sxupu X i.taéki x’, izloZen je u [187, str. 29, i ;21},'
teorema 4 i  napomena 8, On, UKratko, moZe tedi na sledeé'~naéin.-
| ‘Dovoljnost uslova (5) i (6) i drugi deo stava 8 slede
.ﬂa OSHbvu poiu-o—régularnosti postupka (XNO0,R,x7). Potrebnqst
‘uslova (5) i (6) dobija se uzastopnom primenon leme 4 i stava
.z,io-(ili:fulqv_(5}_51@&1 na osnovu stava 63 uslov (6) proizlazi9

kao 1 obilno, iz &injenice da su E_ (k=0,1,...) nula-nizovi).

Slicéna obLazlernga nogu se dati i uz dokaze daljih sta-

vova 9, 10 i 11, na &emu se nedéemo posebno zadrZavati. (WNaravno,

“u novom sludaju se pozivanje vrSi na odgovarajuée stavove pretho-
" dnog odeljka.)

Primetimo takode da veé uslovi (5) i (6) povliade konver-

L e ==2
genciju reda ~ Z_ la.} i nejednekost 5» la.l < sup > {“ (=)l .
AR j=o 3 j=o0 " T xexno 3=0

- Stavide, vaZi pri tome
o ' e

(+) A._'ia:,,- inf sup 2 [£,(x)] ,
- j=o0 0e® xeXNO J=0 d
_gde'je @ familija svih okolina tadke %’ . Znal-" " u nejedna-

kosti- (w) imamo, naprimer, kod regulavnlh poctuoaxa (tada je

@

lim 3 fﬁ(x) i, zbog toga, sup f? .f ()l 1 za svaku
Xwx 3 C x€X0 j=o :
. i ) .

okolinu O tadke =x7; u isto vrema je . w*.iajf = 0); znak ,="

imamo , recimo, kod postupeka &ijl domen primene sadrii sve ogra-—

‘nidene nigzove ( videti stav 10}.

o +-\C Hen s S T e .o - b

9. STAV. Skun. Ag?,& ). safrZi sve konvergenitne nizove
1 3 . Py U P { o~ :
2ko i semo eko su ispunieni wslovi (5) , (6) i



1
-
4

\.’1

11i, prema stavu 2.11, ako i samo ako

nostoil okolina 0 talke x° takva da skup

C v . C .
(XNO,P,x") szedr?i sve konvergentne nizove.

Iz uslova (5), (6) i (7) sgledi da je svaki niz

U=(uj)€£Tc (K P, ) ~konverpentan ka br03u
(X,F,x ) (U) = Ez;a AL+ u(a-—;§? a.),
| g id =

e je  u = lim u..
3 J

Od-posledica stava 9 isticemo samo

F&
i

9.i; Postupek (X,F,X')g‘ je regularan ako i samo ako

..agu igpunieni uslovi (5), (6) i (7), i pri tome je a=1 i a; = 0
(j'=031?,°..)° ‘

'ﬂ, e, -

10 S¢AV Domen (X,P,x ) - konvergen011e sadrél skup

P ako i samo ako su is pungenl uslov1 (5), (6) 1
- (8) . ' 1im > {f.(x) - a;} = 0,
: xx j=o 9 J

,ili,fpfema stavu 2.12, gko i samo ako

.Dostoji okolina O tadke x” takva da domen

.(xr\o T,x " )~konvergenciie sadr¥i skup m,

Iz uslova (5), (6) i (8) sledi da je za svako U= (u )”‘Tb

Lo S

X,P,x") -11 . =S au..
(X,F,x )g im uy | %éb JU5

"Kzo i u sludaju postupaka (X,F,x’), mo¥e se pokazati
da’ je kombinacija uslova (5), (6) i (8) ekvivalenitna sa kombina-
cijom dSlova--(l) i |
(9) - postoji niz 25 (3=0,1,...) takav da vazi (8), tj. da

~imamo-
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10.1i. STAV. Domen (X,F,x”)_-konvergenciie sadrZi skup
o

‘Tb gko i samo ako su ispunjeni uslovi (1) i (9). (Pri tome je

niz aj (j=0,1,...)”jednoznaéno odreden. )

S1idnim postupkom mo¥e se ustanoviti tadnost i sledede
varijaite stava 10:

- 10.ii. STAV. Uslov

(10)  postoii niz a (3=0,1,...) takav da je: 1° fajf<oo i
. : ' j=0

2% yazi (8),

ie potreban i dovoljan da domen (X,F,X')g-konvergencijg sadréi'.

, skup_ Tb.

Primetimo da se pri tome pretpostavke o apsolutnoj kon-

vergenciji reda Zz:aj ne moze izostaviti. To se vidi na primeru
S - - =0 ' ’ o
A,postupka-(Ff)g - pridruZenog matrici P =(fij)’ gde je
1 1

f.. = — ~ 4 - i,35=0,1,0..)
lJ 'A(j-i-]_)'l 3L ( s Jd sl )

U posmatranom sluéaju za

2 , J=0,
a, =
J 1 .
’j—_;.]’:, 3=1,2,oo.
imamo j{:ffi.~ a.{ = 2. = => 0 (i-»oo), dok iz
B e R ES R G 12

S gfij! = oo za svako i=0,1,... sledi (stav 10.i) da domen pri-
=0 ° |

mene naSeg postupka (F')g ne sadrZi sve ogranidene nizove.

(zna&i, uslbv.(lo) 19 ‘nije posledica pretpostavke (8), 3to po-

kazuje i jednostavni primer (D. Adamovid) postupka (F7), pridru-

. o

;1) takvoj da je £,
.M +d

i red jz:iaj] divergira.)
- j:O

i3 =25 (1,3=0,1,...)

[}

Yenog matrici F =(f

U gludaju matridnih. postupaka _(E’) , T =(fij), na osno-—

g




-~ 1T =
iI.

)

vu stava 10 i stava 2.12.ii, dobija se slededéi rezultat:

10.iii. STAV. Skup T° sadrian je u (F')z a0 1 samo

"féko su igpunjeni uslovi (6) (za svako k=0,1,... postoji
lim £y =a ) i

. oo ‘
takav da red o |f konvergira

=0

(11) = mpostoji indeks i

o ij!

uniformno po i;»io.

- U Odeljku .III.2 pokazademo da uslove iste-prirode ima=—

" mo i u sludaju jedne 3ire klase postupaka tipa (X,F,x')g.

. Posledica 9.i*'i‘stav 10 pokazuju da~domen-primenefre—
_gularnog postupka (X,F;k’)g ne moze sadrZati sve ograniclene ni—
zdve. Primedujemo, medutim, da domen primene regularnog'postupka
(X,F;x’)g ne mo¥e sadr¥ati ni sve dijadske niszé. Naime, iz re—
‘gulérnqsﬁi postupka' (X,F,x’)g sledi da je postupak (XNO0,F,x"),
gde je O okolina iz uslova (5), regularan i op3tiji od poétupka

LX,F,X’)g ‘na ékupu Tb

. Prema tome, ako bi skup (X,F,xfyg,‘sa_‘
drZao sve dijadske nizove, onda bi to tiﬁ pre vazilo za skupi
(Xrio;F,x’)c 340, kako zhamo,'nije mogude.

| S szirom na poznati odnos postupaka (X,F,i’)g,
i‘(X(\O,F,xﬂ): i'p0étupka (G") izvedenog'iz,postupka (X[\O,F,x’),;
Zakljuéujéﬁb,da'se konstrukcija dijadskog niza.koji.nema granicu

'u'smislﬁkdatog regularnog posﬁupka (X,F;x’)g mo¥e svesti na kon-
StrﬁKCiju dijadskcg niza koji nema granicu u smislu nekog izvede—

nog‘postupka (G"). U sludaju épeéijalnih postupaka, do tekvih dija-
dskih.nizova mﬁée.se,dbéi'i na jednostavniji nalin. Tako;‘naprim_
er, ved posma%rani niz U=(l,0,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,;.;):
nemgigranigufu smislu postupka (F')g pridruZenog matrici Foig
primera.lgiii_(koji jé ustvari ekvivalentan Ceséroedvom~postupku

prvog reda).



T "
Ha or“0va,ﬁelﬁostavnog cdnoga izmedu dijadskih nizova
- e o8 —~ - - K ~ AN

i nizove ¢iji gu dlanovi -1 ili 1 (videti 2.12.iv), u p:euno—

dnom razmsirvanju se (s obzirom na aditivnost 1 homogencst postu-
pka (X,F,x”) ) umesto dijadskih nizova mogu uzeti nizovi sa &la-

i 1 (ili, opS8tije, nizovi diji su dlanovi =-a

K}

~

U odeliku 2 videli smo da postoje postupci tipa (X,FP,x”)
giji démen pfiﬁene sadrsi sve nizo#e (stav 2.14 daje njihovu kara-
ktejizaoiju}g Tim pre onda postoje postupci tipa (X,F,x')g' sa
skupom T keo domenom primene (postupak (X,F,x’)g'jé 6pétiji od

. Odgova aj éeg pos’[}upka (X’E,X’)>‘

Ako jé \(X,F;x’)g T, onda na osgnovu leme 4 pO»tOJl
okolina © talke x’ takva'da\je (X(\O,F)d = T, Jasno je, medu=
tim, da su tada ’pos‘tupci (X,F x’) i (XN0o,P,x") ekvivalentni',
5to (Uwﬂma 2.1%.i) implicira egzistenciju indeksa k, 1 brojeva

., .(k:(},lg.’..gko) tako da Je

"k
ko
. (LF&W;&MwL=> ST za svako U=(u.)&T

. . - ' e - Ss . : c
Dakle, kao i kod postupka tipa (X,F,x"), u sludaju (X,F,x’)g
. S ”
&lanovi niza Uz(uj) sa indeksime vedim od hekog fiksiranog bro-
.- 'f‘".‘ 3 3 ‘ ." '11 _"_-V ' 3 ] )
ja nemaju uticaja X, ,x )g~gfanlcﬁu vrednqst. Kompletnu

predstavu o tekvim postupcima daje, medutim, sledeéi stav.

[\M

1i. STAV. Da bi domen (¥,F,x”) ~konvergenciie sadr¥ao
. S ; -

ave nizove notmcbno i dovo 13 je da bude ispunijen uslov
(12) nostoie okolina O <talke x” i indeks j, tako da :
1° fj(x} inlezava na skupu XN0 za svako j;>j0;"
o . : . s o
27 za gveko 3=0,1,...,3  Dpostoii 11m/1.(x) =25
. ‘ ) K> X
ti., preme stave 2.14, da bude ispunien uslov



7
...‘--:13 :) & }-:O‘A
1279 z" tekva dz domen (X0, ,x?)-

NLZOVEe .

igpunien, za svako U=(u.)& T vaii
. o
Jo.
(X,P,z") -1lim u. = a:l..

. Primetimo da se g obgirom na uslov (12)>20 okolina 'Oa

iz uslova (12) mo¥e izabrati tako da je jos i o
4 <§L
sup if (*c)}<<>o .
C&QO 3 =0
U sludaju natrifnog postupka (F7)_ , F= (f j), usiov (12)
O

znati da postoje indeksi i, 1 J, takvi da je 'f; —O za SVg-—
ko ix>i . 1 j»i,, ti. da je matrica P oblika navedenog u

7.1, i1 da pri tome kolone sa indeksom Jg

~=jo formiraju konver--

o
O

4. Strypktura domena primene funkcijskih postupaka

1. Iz napred navedenih definicija sledi da su doseg dej=—
stva i doseg b=dejstva operatora (X,F) i (X ﬁ) kao i domen
vrimene i domen o-primene postupka (X,P,x") i (X P,x )ﬁ, linearni

s : . s

Drostori u odnosu na vobidajeno sabiranje nizova 1 mnoZenje nizsg

v -L-w

uéa Hopolodka s

larom, Mog ruktura tlh skupova i stepen njene
saglasnostl 1 povezanosti sa pomeﬂuﬁom algebarskom strukturom_éa—
vige od svojsﬁva'polaznih elemenata X, P, x’. Prva istraéiﬁanja
te, vrste odnosila su se na strukturu domena primene matricnih Do-
stuwaka tlpa.(ﬂ )° Ona polinju sa radovima tzv. poljske Skole

( Banach, Mazur, Orlicz). Tako je Hazur [29] ‘pokazao dé je donmen

'

normelinog postunka (F7) (postupka odredencg matri

cort B¥=(L,,) tekvom da je fijzo za i3 i _fﬁi#O (i=0,1,...))
orostor B u odnosu ne noraun '
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v

§ ij

Kzessrow

: (U=(u )& (F)° ).

J J .

'(Nije, medutin, tefko videti da je tade (p7)° jedan”Bijrostor,
kao i da su u datom slufaju doseg b-dejstva (F)b opergtora (F).i
domen o-primene (F7)° postupka (F’) takofe prostori BK.u odnbsu_
na posmatranu norﬁu; u isto vreme doseg dejstva (F)d operatora |
(P) je ¢itayv skup T i} na osnovu napomene I1.2.21, "na3v1se”3e

prostor B K Na osnovu toga zakljudujemo da u opsStem sludaju prl

istim polaznlm elementlma X, *, 7 "najvisa moguda" algebarsko-

—tonolobka Stfuﬁtura posmatranih skupova moZe biti razlidita. )

Pokuaji da se domen primene proizvoljnog matriénog postu-
pka"sﬁabde strﬁkturom B-prostora nisu urodili plodom (sa razlogom,
kako demo videti uﬁpododeljku 3). NajviSe $to se u tom smislu po-
stiglo (koliko ﬁam)je poznéto)vsadréano je u ni¥e navedenim rezu-
ltatimaAfl.i- i'l:;ii (videti, npr., [361, str. 38).

1. (§50}.1 f31]:-1.3.3, 1.3.4 i 1.3.5) Ako je matrica

”F:(fij) konadnovrsna (tj. za svako i=0,1,... postoji indeks

j; takav da je fijzo za j>-ji) i tipa U (sistem jednadina
if;fijuj = 0 (i=0,1,...) ima niz U=(u;)=0 kao jedino refenje),
j=0

onda su Gomen primene i domen o-primene (F’ )C odnosno (F°)° po-

stupka (F7) - prostori BK u odnosu na normu

: N Js
: 1 CE:‘::)‘ ? %‘;‘":‘. )
n(U)= sup} 2 f..u.l = supj 2 f..u, 1 (U= (u ye (p)° ((F’ ) )
. R P AP LI R A
i demo pokazaul da je pod navedenim pretDOStavxama 0 ma—

triqi:F=(fij):,1 doseg b-deistva operatora (F) prostor BK u odno-

su ha po smatranu normu n(U). (Sto se tie dosega dejstva operato-

Ta (P) ‘on se u datom sludaju podudara sa skupom svih nizova T

(zbog konaénovrsnosti matrice F).) Pri tome demo, sSem na zavrie-—
S k- Ovacz-a

tlow, iskoristiti Semu dokaza mg ar-an( 3173, 1.3%.3) prlmengenu u

‘éluéaju skupova (Ff)c i (®7)°.



1.4
. ¢, 1
Ireva,. dalkle, dokazati da iz 'kz(u§>é§(F)D i
. : e 7 S 1 ﬁ |
(2) 205~ U%) = suwpl 7 r. . (S u? )§~% 0 (k=es,l>oo)
. ; ' i i"'\:0 lJ a J
) J
. sledi egzi EEAC“Ja niza U= (u )Cf(P)b takvog da -
’ k “:'S‘ K r ‘
(a >, o n(U-U) = sup| S s ..(uj- u )= 0 (k>oo).
S i " j=o

U tom Cngu primetimo da ge (na osnovu (a)) 2za svako 1i=0,1,...

[mctor)

S niz ZE:fiju§ (kzO,l,...) - Cauchy-ev u prostoru realnih (komple- -
ksnih)‘brojeva.'Otuda za svako i=O}1,... postoji llm :Z:flJuJ =4i.

Na uoblcaaep nac¢in dola21 se onda do zaklgucka da vazi

o . %k
(b) : sup g;~f A%
v ‘ i Eg A S Ry

' Pokazademo da za tako dobijen niz (Ai) postoji nisz U=(uj).

—‘Ai5~a 0 (k-—»oo).

Tne2 '

a I3 l . Ly "’l‘ . -
takaV’qa je za svako i=0,1,.... fl'uj = Ay > tj. da sistem
. | - j=o0.t -
dlac1na 5' fioug = A (i=0 b1, eee) ima redenje. To demo izve-

sti prlmenom Toeplitz-ovog rezultata (npr., LBl] 1. 2)

Neka .je ﬁ—(fij), konadnovrsna matrica. Tada sistem

.&ﬁ |
p OflJuJ =4, (i=0,1,...)
. ' P .
ima reSenje U= (u ) a2ko i samo ako Jje ?7'hiAi = 0 za svako p
D

" i svakifsiétem brOJeva L (i=0,1,...,p) takav da je %;%hifij‘:

= 0 (j=0,1,...).

Pretpostavimo stoga da za neki sistem brojeva h; (i=0,1,

a3

L B3ty
1=0 * J

xo ‘k=0,1, >, u EZ:h.f = 0, “odnosno }' hl ilufl u =0,
. j¥o 4 i=o * ' 3

cee,D) véée *ednékosti % h.f.. = 0 (j=0, 1,...). Tada je'zé sva-

,Iz‘definicije brojeva Aj (i=0,1,...) sledi onda da je L A=

- = 0. N& osnovu navedene teorenme Toeplitz=-a, postoji niz U

frte) :
“takav da je ?»w 14y = As (i=0,1,...). Prema (b), tako dobijeni

Cnim ?U;(uj) 2d.0 volgawa relaciju
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LD
[ St 1 )
() supy Lot J\ua-—u )a—-}O (ko> oo ),
"1 j=o +

pa je (5 obzirom na definiciju norme n(U)) do zavrietka dokaza

-

L , . . b . .
ostalo samo da se ustanovi da U=(u.)e(F) , Tj. da je

wzrux -

5 1373

To je, medutim, nepo sredna pooledlca nejednakosti

C.‘«.'.:)

L2 RTE l'f-*frna(ua’ uy )] %j?ofmaua [<
. CeD
g suplgﬁwfla(u - uk )i + supl‘;“ flau]; (m,k=0,1,...),
i *j=o i

pretpostav}rd Uk=( k)é’(ﬁ‘)b (k=0,1,...) i relacije - (b7).

(Inace, pretpostavka da je matrica I‘—(f ) tipa U koristi Se

1] .
prigutvraivanju dinjenice da je funkcionela n(U) homogena norma.)
U sludaju skupa (F’)¢ dokaz se razlikuje samo u tome §to
- na kraju treba ustanoviti da U=(uj')é,(F')C, tj. da niz (F)(U)=
= “Zf
i=o
da je isti niz Cauchy—ev u prostoru realnih (kompleksnih) broje-

i3 J '(i=0,l’,...) - konvergira. Za to je dovoljno pokazati

va. To 'se sada dobija kao posledica nejednzkosti

R T Nt S
f. .u. ) . . . - Ny +
T T Dl € 1m0y vy )l
s 1 oD I -
1S, WS - STe, WK T r L] P
«gb‘;‘g 193% T o 123%2 QJZ;O 1,385 %3 és
€= = K e
£ 2 su f - Y £ o.us - 2 f. uS] (iy,1i,,k=0,1,...),
R 2t R = KR
prvetvpo.st‘avke, "'—(ua) g(r )¢ (k=0,1,...) i relacije (b7).

Keda je red o skupu (F)°, zakljucak U= (u Ye ()%, tj.

xonvergencija ka 'nuli niza (F)(U)= }_:__q,flJ 5 (1.—.0,1,...), dobija
| , v =3
- se primenom nejednakosti
() I f v el £ (u.-u)i + £t i &
R :JIs begmdt Ty 730 33-:0 mj 3
o e . , &2 ;
< supl STFL L (ut- + i i << = .
e :jpéjﬂ'__?élla(hﬂ u )g 4’,1};’5 m‘]ua; (ID. k O’l’ ) ’
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| pretpostavke' Uk:(ug)ﬁi(F’)o (¥=0,1,...) i relacije (v7). (Po-
'sleﬁﬂﬁa dva postupka se pfaktiéno svode na dokaz da su ékupovi
&w'\c (“ )9 zatvoreni u prostoru ((F)b,n).)'
Sto7se tile tvrdenja da su tako dobijeni B—pros%ori tipa
MK, njegova‘taénost,se dobija primenom ni%e navedenih stavova‘Zin
i 2.v (str. 89) i sledebeg rezultata (upr., [2], glavg III, te-=
orema 6): o _ o ’ ;i
| 1.ii Neka su (X,n) i (X,ﬁl) F-prostori i neka je pri}
tomeiidentiéno preslikavanie I(x)=x neprekidno preslikavanje
 pfOstdra (X,n) na prostor (X;nl). Tada va%i i obrnuto, tj. I(x)=x
Tje i neprekidno preslikavanje prostora (X,ny) na prostor (X,n).

(Dakle, tada su norme ni ng ekvivalentne.)

© leisi. (323, [331, [341 i [35]) Ako je matrica F=(fj;)
revérzibilna (étovénaéi da za svako V=(Vj)éETC postoji tadno
jédaﬁ niz ,U#(uj) takav da je (F)(U)=V, tj. Zl_fla 37 Vi (i=
| 50,1,...), onda je domen primene (F’)¢ postupka (F’) prostor

bK 1 odnosw na normu

n(U) = supg}_": flg gl (U=(uj)6(F')C ).

Talnost iskaza 1.iii (v1det1, npr., L36], str, 38) sledi
iz 01n3enlce da je pod udinjenom pretpostavkom o matrlcl P"<f13)
presl kavaﬁge |

O

U=(uy) € (F)° > 2 fyfny (120,008 10

i=o

~.3edra ekv1valen613a (aditivna blunlvoka korespondencija sa svoj—
stvom da su norme slike i orlglnalafgednake) 'Bx—prostora

((#")%,n) i b—proszora 7 ©

Na isti nadin se moZe konstatovatl da iz rever21b11nost1
matrice Fz(lij) oleﬂl da je i domen o-primene (F~’ VO postupka
(") prostor B u odnosu na posmatranu normu n(U). (Ustvari, do-

voljno je ustanoviti da je tada skup (F°)° zatvoren u prostoru
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se mo¥e izvesti primenom nejednakosti (c).)

Inaée, da su tako dobijeni B-prostori tipa K, pokazuje se

isto kao u ulucagu opisanom u 1l.1i. Primetimo takode da se 1 pri

_.rever 1b1lnost1 matLlce P*(f ) moZe desiti da doseg dejstva

1

(“)d Oyeratora (F) ima strukturu prostora B, kao najvisu mo-

gucu (u raplge navedenom smislu). To vidimo na primeru normalne

lj) koja je uvek reverzlbllna (stav1se, tada sistem

..'gedna01na §L~f13 3. ‘vi
V=(VJ )é’. T )

‘za svaki niz
operatora (F) sastavljen od svih nizova.

}mat¢1ce P= (”

‘b(i=O,1,...) ima tadno jedno reSenje

U=(uj) i pri tome je doseg~dejstva

2. Ved nula-matrica dokazdje egzistenciju matrice F ta=-

kve da se doseg dejstva (F)d operatora (F) ne moZe snabdéti.

struxturom brostora BK. ManJe trivijalan je primer matrice F=(f. 3)

'-sa svogstvgm. post031 indeks - j, ‘takav da je flj 0 za svako

i=0,1,.:. i.'j;>jo. Kona&novrsne (specijalno, normalne) matrice'

prédstavljaju jos siru klasu matrica F takvih da se doseg dej-

f}stva (P) 'opératora (F) ne moze snabdeti strukturom prostora BK.
A Prlmer matrica P= (fla) fipa <
foo To1++fey O O -
. . £y, 4f-11..-fljo o 0
. N foo £21-+f25 0 O

..
\ - [ . . » . L] LY

supifij§<:cma(j=0,1,...,jo) dokazuje egzistenci-—
o i ¢ :
ju matrice F  takve da se doseg b-dejstva (V)b

i sa vajstVOm
operatora (F) ne

moZe snabdetl utrukuurom prostora BK. Matrica P= (fla) tlpa (1)

3 (J=0117'-"Jo)
) takve da domen primene (r")°

a—jzo (ij,l,

ch.koge postoge ’llm f = a. pokazuje egzisten-

ciju matrice P=(f; postupka (F7)

ij _
ne moZe dobitl strukturu prostora BK. U slucaju

j. ) imamo primer matrice F takve da domen o-primene (F7)° po-

O
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!
=1
.

EEN

.‘ubuoha (M')-'ne moZemo snabdeti strukturom prostora BK.
NaVedeni §rimeri pokazuju da, pri zahtevu da dobijeni pro-

stori imaju’sﬁojstvo K, struktura B-prostora nije adekvatna odno=~

 8ima;u doéegq déjgtva i dosegu b-dejstva matriénih operatora, kao

ni odnosima u domenu primene i domenu o-primene matridnih postu=

. paka. (Potpunosti radi, napomenimo da su se prva istrazivanja te

- vrste odnosila na domen primene matridnih postupaka, prvensiveno.)

.1°tavovi 2. i, 2.1v i'2 v pokazuju da je sa prostorima B, (tj.,
_prema stavu I 2.15, sa. kompletno metrizabilnim lokalno: konveksnlm
’t0polouk¢m llnearnlm prostorlma) doblgena slozena matematicka stru-

ktura koja u slucagu matrica u potpunosti odgovara situaciji u

1ﬂ'-Aob1autl skupova anOVa koji predstavlaagu osnovne obaekte na81h

\

ilsura21vanga. Znaoag te cxngenlce nije samo u tome sto su Bo—pro-‘
..stori*odgovarajuéi za, matriéﬂe operatore i postupke ($to bi se mo-
f:glo ﬁbéi‘véé}éa F-prostore), veé viSe u tome Eto Bo—prosfori (za-—
hvaljuiuéi,lokalnoj konveksnosti) predstavljaju veoma efikasnu al-
ygebafSké—topoloéku strukturu. Oni, naime, zadrZavaju mnoga dobra
: SvojétVa B-prostora (videti, npr., stav I1.2.17), 8to sa F-prosto-
rima nije siuéaj. To ih, pored njihove opStosti, &ini podesnim za
rad;.pogofovu u nekim oblastima teorije postupaka konvergencije
(néprimer, pri iSpifivanju'perfektnosti permanentnih matri&nih
pOstﬁpaka). | . |

2.i. Doseg dejs%va (F)d operatorav(F) ‘je‘prostor» B,K. u
odnosu na nQrmu _ , | |

- <U=<uj>e<md>,

pri»éemu‘se moze uzeti da familiju homogen;? pseudonorni iz defi-
nicije prostbrav B, satinjavaju pseudonor@é

2y 0) =11 (5-0,1,..)

f-
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D?(U) = sEp!:ELflJuJ! (1 O b1, e0).

(U svogutvu homogenih pseudonormi mogu se uzeti takode

‘P;;(U)éiuoldr-!ullﬁ.-+luj! (3=0,1,...)

1 g ¥
_p%{U):sup}jz:ijgjl + e +‘sup}22:fijujl (i=0,1,...) 3
T -k j=o0 - k J=o0 »
ilis . T .
N Pj(U):max([uoLflull,f..fluj[ ) (3;0,1,...)
i

s

ol | .
= R . e £ ees) 3
(U) max(éﬁbigz;foauJ " , Sup}%{é 13ugl ) (i=0,1, )

Jasno je, medutim, da se moZe navesti i mnogo drugih izbora nag—
Viée;prebrojivih famlllga homogenih pseudonormi ekv1valentn1h:sa
vonpm‘koja je (zbog jednostavnosti) usla u iskaz stava 2.i.)
| - (Iako je o tome ved bilo redi (delom) u I.2.5, zbog taga
$to istoj napomeni ima mesta i uz vide rezultata daljeg izlaganja,
- -primetimo takode da promena reda navodenja posmatranih pseudon©— 
'rml, kao 1 njihovo gruplsange u jedan ili viSe drugadijih nizova,
dovode "na3v1se" do izomorfnih prostora BK (8to nas do odredenog
stepenaloslobaaa obaveze da o nafinu zapisivanja koriSéene fami-

lije pseudonormi vodimo raduna).)

P : . Dokaz 2.1 moée se izvesti»neposredno, tj. tako Sto de se

”~

w(a,ob21rom na vezu izmédu norme n 1 pseudonorml P (3=0,1,...)
g i (1=O,l,..‘)) pokazati da vk= (uk)g;(F)d (k=0,1,...)
p%ﬁ“U%—>OUPWw,£»mﬂ(lepn)
i ) :
(Uk"‘U )-ﬁwO (k—»cx>'2*?c<ﬁ (i=0,1,...)

povlace egélstenCLJu niza U (uwGEE(F)Q takvog da

pW—U%¢Ow+w)(JOI )

’ "
p%(U£~ U)—> 0 (k-+oo) (i=0,1,...).
Pri £Ome, prvi sabirak u izrazu za normu n(U) implicira svojstvo

¥ kod tako dobijenog Bg-prostora. Detalje dokaza ne navodimo bu~
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du¢i da se stav 2.i javlja kao posledica stava III.3.5 koji

~ se odnosi'na,jednu Siru klasu postupaka. Jedan drugi dokaz sta-

va 2.1 dobija se primenom slededa dva rezultata Zeller-a.
2.11. ([6]3 stav 4.10 a) ) Neka su dati matrica Fz(fij)v

i1 .BK-prostor (¥; g ,qy,...). Tada je linearni prostor X ni-

L : _ . oo -
i _zova-U=(uj) takvih da transformacija (¥)(U)=>_f..u. (i=0,1,...

i . j:o lj j
postoji i'pripada‘skupu Y B_K-prostor.u odnosu na pseudonorme
ol | ( )
f..u. i=0,1,...) i
S | jro T30 T
g ((B)(U)) (%=0,1,...). Ako je matrica F konadnovrsna, onda se

' ,;b- SRS , 1 3 .
05(@=luyl (3=0,1,...), »3(0)= sup|

. pseudonorme ,p%(U)-(i=o,1,;..) mogu izoétaviti. Kada je uz to
matrica F tipa U, i pseudonorme pj(U) (3=0,1,...) mogu biti.
;izosfavijene, (U poslednjem 51uéaju gsvojstvo K sledi na osnovu
1.i3i.) .

Veka su ps(x) (§=0,1,...) homogene pseudonorme defini-
.sane.na 1inearhom prostoru X. Tade kaZemo da niz (xk) konvergi—
ra ka talki x w prostoru (X; po,pl,...)b ako za svako j=0,1,...
.kk;Qi‘(ke»cx?) u prostoru (X,pj). Na analogan nalin se uvodi i
pojamlCaubhy?evog niza u prostoru (X; po,pl,;..). Time je u pro-
' storu g(X; po;pl;;..) .odredené kiasa konwergehtnih kao i klasa.
Cauchy;evih nizova;‘ilii u prostoru (X; éo,pl,... ) uveden je
pojaﬁ kphvergencije12 MoZe se‘desiti'da‘Se pojam konvergencije ne
~ﬁenjé.ispuétanjem pojedinih pseudonormi pj; Koje pseudonorme se

‘mogu izostaviti vidi se iz slededeg stava ([8] , stav 3.3 ):

. ” ) > po’pl’;°’> po_
dudara sa onom koja je korisSéena za oznalavanje B§—-prosiora X sz
honmogenim pseudonormama DPgsPysses (videti pododeljak 1.2.2), to,
o4& ne bi bilo zabune, istidemt da je sada re& o opsStijem pojmu to-
. poloskog Jinearnog prostora. Takode napominjemo da je ovde naveile-—

- nom definicijom konvergencije uvedena u X ; topologija saglasna sa
njegovom algebarskom strukturom, kao i da ge %odgovarajuéi)deo
primedbe I.2.5 . moZe iskazati ma sledeéi naglin:

-B?*prostor (%5 pyspys---) Je kompietan ako i samo ako je

1) Buduéi da se ovde upotrebljena oznaka (X;

proétor' (X;'po,pl,..;),'u smislu nove definicijé, kompletan.

>



: - 88 =
IT.4
2.iii. Prostori (Xj Dg,Dyse-«3 Ggsdyse--) i (X5 DgrDPpsee)
imaju isti pojam kénvergencije ako 1 samo ako je za svako i=O,l,

.pseudongrma ‘qi(x)' neprekidna u prostoru (X; PosDys---)e

y Kao-posledieu dobijamo: Ako su homogene pseudonorme qi(x)'
- (4=0,1,...) neprekidne u prostoru (X; po,pl,---)' i ako je pri

‘tome- (X, po,pl,...; qo,ql,...) prostor 3B,, onda je i

(X po,pl,...)A prostor B, .

| U sludaju linearnog prostora (F)d, primenom prvog rezulta-
ta Zeller-a (uzimajuéi Y=T i q;(V)=lvy| (i=0,1,...)) dolazimo
do zakljuéka‘da je (F)d prostor B, u odnosu na pseudonorme

Py (U) lu I (3=0,1,...),.

l(U)— Supl:i:flauai (i=0,1,+4.)
;%1f ‘; ; l.- (U) qm((F)(U)) Ijz:fmauai (m=0, l,...). 

Z(U)c:supljilfma 31 = pm(U) (m=O,1,...) _sledi_daAje za sva-

ko - m—O 1,..._ pseudonorma pZ(U) neprekidna u prostoru

' ((F) ’ po’ply-~-, P%:P%"") .
'Prlmenom drugog rezultata Zeller-a (odnosno ngegove posledlce) do-
1a21moldo zaklgucka da je i .((F) 3 DgsPysec+s p%,p%,-'-) prostor

By §ﬁoAjebtfebalo pokazati.

- " Primedéujemo da pri konanovrsnosti matrice F i pseudono-
. : __— _ -k .
rme. p%(U)zsipl;Z:fijujl (i=0,1,...) moZemo izostaviti. To sle-
di iz &injenice da je tada (i, na osnovu stdva IT.2.7, samo ta-

da ) “(F)df=T Do istog zakljudka moZe sé dodi i bez koriséenja -

Doslednge gednaﬁostl Naime, konadénovrsnost matrlce F= (fla) zZna—

'él da uvak0m i=0,1,... odgovara indeks ji tako da ge fijzo )

za 3;>3 . Iz neJednakostl 3

k , :

it
£
e
5
b
e
B
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(i=0,1,...) sledi da je za svako 1=0,1,... pseudonorms p1 (V)
| neprekidna u prostoru - ((P) 5 po,pl,...). Tadnost naseg. tvr&enga

sledi onda primenom stava 2.i i posledice stava 2.iii.

Na osnovu stava 2.ii Zeller—a u sluéaju konaénovrsne

) - sa svojstvom (P)(U) :Z:f (i=0,1,...) = 0

matrlce F (f i5%3

ij
| =:> uy =0 (3 O 1,...), tg. U= (u )=0, moZemo 1zostav1t1 pseudonor—
ne (U) (j=0, 1,...) i (U) (1=0 1,...) tj. tada je (¥)¢

?gcwﬁprostor ByK u odnosu na pseudonorme

(U) ~{me3uag (m=0 1,...).'

C2.iv. DoSeg'b?dejstva (F)b opefatora (F) Jje prostor B.K

u odhoSu na homogeﬁe pseudonorme Py (U) {u | (§=0,1,...), pl(U)—
= suplZfla 3] (i=0,1,...) i p(U) su,p]'f/_:flJ J{ (U= (u Ve (F)P).
. i :

| Doxaz ovog‘stava moZze idi neposredno, tj. tako Sto de se

“ffpokaéétiAda'se”u ’B?-prostoru ((F)b; Po;bl,.;,; p%,p%,...;.p)

skup Cauchy-evih nizova podudara sa skupom konvergentnih nizova.
»Va tome se neéemo zadréavati, jer ée takva procedura biti prime-

o .'naena prl dokazu generallza013e stava 2.iv — stava III.3.6.

'_Drugl ‘dokaz stava Leiv doblaa se prlmenOm stava 2.11 Zeller—a,

uzimajuéi pri tome da je (Y, qo’ql"’*) prostor 0
! N
Jenom topologlgom.

sa uoblca—

Na osnovu stava 2 ii, u sluéaau kOnaénovrsnosti matrlce

=(fij) ((=) : pb’pl""’ p) ge takode prostor BgK. Ako se uz

to- pretpostav1 i svogstvo U matrice F, onda iz 1stog stava sle—-

l*-xj_‘

di da je tada ((F)b, p) prostor BK.

2.v. Domen primene (o—prlmene) (F7)¢( (F )0 ) postupka
' (F') Je prostor BK u odnosu na pseudOnorme' pj(U) (5=0,1,...),

U) (i=0 l,.;-); i p(U) posmatrane u 2.iv.
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clitan dokaz stava 2.v moZe se izvesti po Semi dokaza

eneralizacije — stava III.3%.7 (praktidéno, treba samo

i
da je skup (B7)C ((F')
)

Fan] | 1.1
e )

© ) =zatvoren u prostoru
5 PgsDysceed PgrPyse-+3 D .

Dokaz Zeller-a zasnovan je na
primeni stava 2.ii, pri Cemu se u ulozi prostora (¥; gg,qyse-.)’
PR + 20 : '
nelazi B-prostor nC (79 ) ([6], stav 5.1).
(U vezi sa 2.1, 2.iv. i delom 2.v koji se odnosi na skup
e e NO - . « . 1 X . |
(27) » napominjemo da Je nad"doprinos"” samo u tome 3to smo napred

poménute opste rezultate Zeller—a primenili na tri konkretnije

.

;3. Stavovi 2.1, 2.iv, 2.v 1 stav i.2.l6 omoguéavaju da
névédemo sasvim-netrivijalne primere matrica takv;h da doseg dej—
stva i doseg b-dejstva odgovarajuéih operatora kao‘i’domen prime-
ne i domen o-primene odgovarajuéih postupaka nije pogude snabdeti
strukturom prostora BK.:U'tom cilju posmatrajmo matricu Fi(fij)
takvu da je éostupak (F’) o-regularan, tj. regularan za nula-ni-

‘zove. Pormirajmo zatim matricu G=(g::) na slededédi nadin: za

i,j=0,1,... ‘stavimo

| £i4 , kada je j=24
” oo, u sludaju j=2»£+ 1.

"

Iz o¥regularnosti postupka (F’) oligledno sledi o-régularnost
tako dobijenog postupka (G’). Prema stavu 2.i, doseg dejstva (g)¢

»a

’gperatora'(G)_ jé prbstor BoK  u odnosu na pseudonorme pj(U)z

: : . ) T qrine 5
=ju.l (i=0,1,...) 1 p1(U)= sup§>> g..u-g (i=0,1,...). Pretpo-
"j e _ _ i K 550 1370 Sl .

stavimo da je uAisto vreme (G)@ prostor BK u odnosu na neku ho-
rmogenu noTm nl(U), Prema napcmeni I.2.11.1i, tada.je familija
pseudonorni pj(U)M(ij,l,..,)' i p%(U) (i=C,1,...) ekvivalen-
N, S e ! 11

tna sa normom n,(U), tj. prostori (L(G)75 pysDys--o3s PgsDYsevn)

. A d . IR ' : s
i ((@) ,nl) su igzomorfni. a osnovu stava 1.2.16, postoje in-—



deksi j, 1 -1, ‘tekvi da su pseudonorme'

8,(U) = max (p,(U),-.-,p; (0)5 D5(0),..vypd (U) )
: ) O e}

i -nl(U) ekvivalentne. Tada je i funkcionela nZ(U) jedna homo-

gena norma..Odatle izlazi da n,(U)=0, t. pj(U)=0 (350,1»-45ajo)w
1. : o
i_ P££U)=o (i=Q>l,...,io) povlali U=0. S5 obzirom na definici-

je pseudonormi' pj(U) i’ p%(U) to.znaéi da Uz(uj)eg(G)d- i

(d) ‘.uj:o'.(jzo,l,,.;,jo) 3 j_j“g i3 3 =0 (izo,l,...,io;k=0,1,...j4
bpvlaéi' uj#O‘(jzbgl,.ﬂ.). e : | ‘ '
 Pokazademo da u posmatranom sludaju téj uslov nije ispu-
‘njen. Uzmimo, naime, nig Uz(uj) odreden na sledeéi naéin:‘ujzo
(jzo,l}..f,jo) i
(o, =24
Cu, =4 (3=3 o Lsdgt2seve) o

; J _
g—%l ’ jzzé +1

Tako definiéan hiz‘ Uz(uj)e;(G)d‘ (Einjenica da je U'.nula-niz.i
b—regularnost postupka (G7) impliéiraju U=(uj)é5(G’)O; u sluda~
ju pak_métfica Qaéi inkluzija '(G')Oq;(Gf)céa(Gngg(G)d ) i za-
dq&oljavéﬁusiov (d), ali ne i relaciju U=0, tj. u4=0 (3=0,1,.0.).
Ddbijena'gontradikcija pokazuje da se doseg dejstva (G)d.
posmatranog operétora (G) ne'ﬁoée snabdeti.strﬁkturom prostorsa
BX. btav1ue, 14 navedenog dokaza je jasno da uoleni BéK—prostor
((C)d, po,pl,..., p%,p%,...) ‘nije ni izomorfan nekomn B-prostoru |

-<V¢Qetl stav I.2. 16) (Prﬂmetimo takode da se u ulozi koriSéenog

‘niza U=<uj) moZe uzetl, opstlge, ua =0 (j= O,_,...,jo) i

) JO ,i J:"é .
= (33 1,35%2s+++) s

g\aj‘ K j=2A‘f+l‘

"gde je (a, ) bilo koji nula-niz sa beskonalno mnogo &lanova ra-

zliéitih od nule.)

Posmatrana matrica G (i uodeni nisz Uz(uj) ) moZe nam po-
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slufiti kao primer matrice G takve da se ni doseg b-dejstva (u)b'
overatora (G), ni domen primene (G°)C, kao ni domen o-prinmene
(¢")° postupka (G’) ne mo¥e snabdeti strukturom prostora BX

(odnosno matrice G takve da B K-prostor (G)b ((a")C, (¢1)°)

 Sa pseudonormama pj(U) (3=0,1,..), (U)— sup]EZZglJ Jq (i=0,
1,v..) i p(U)= sap!zf 1 z nije izomorfan ni sa jednim B~

—prostorom). U novom slulaju, koristedi (umesto stava 2.i) stav
2.iv (odnosno stav 2.v), doslo bi se do zakljudka da postoje in-

'@eksi o i i, takvi da U= (u )eg(G)b((G )¢,(67)°) 1

u4=0 (j=0,1,..f,jo), :Ejgla ;=0 (izO,l,...,io; k=0,1,..4)

(e)
i 22“ 1393 ~'Ot(i=O,l,T..)

povlade U=0, tj- u3=0 (j:O,l,...). Kako je veé refeno, dati nu-
“ia—niz U=(uj).“pripada svakom od pomenutih skupova. Takode, lako

"je»videti da:iéti_niz zadb&oljava i trééi uslov iz (e). Jednakost

| U = 0, veé smo konstatovali, nije ispunjena, Sto dovrSava dbkaz

i drugog tvrdenja naSeg pododeljka. Iz prethodnog izlaganja je

isto tako jasno da se na slidan nacin mogu formirati 1 mnoge dru-

ge matrice koje dokazuju talnost navedenih tvrdenja.

4.|Eoéle stavova 2.1, 2.iv- i1 2.v prirodno se postavlja
pitanje topoipéke strukture dosega dejstva 1 ddsega b-dejstva
proiivpljnih opefatora (X,F), kao i pitanje“t0polo§kevstrukture
domena Primene i domena o-primene pI roizvoljnih postuoaka (X,P,x7).
U vézi 5 tlm moZemo redi da (koliko nam je poznato ) to pitanje
u vise pogleda gos nije reSeno. Pri tome mislimo na sledede: Ni-
je nam.povnat primer operatora (X,F) takvog da (X,B)d i1i (X,F)b
nije prostor_ Bo, kao nl primer postupka (x,F,x”) sa svojstvon
da (X,F,x7)° ili (%,7,x")° nije prostor BO (to, svakako, ne

mogu biti operatori odnosno postupci matrlcnog tlpd;w isto talko
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II «‘4-"

nije nadeno da 1i je neka od efikasnijih sloZenih matematidkih
struktura adekatng operatorima CX,F)f‘ddnosno postupcima
(X2F?x') ﬁ'célini.

: Stavovi 2.i, 2.iv i 2.v omoguéavaju, medutim, dg se na-—
vedeno pitanjé'évede (praktiéno)‘na problem iz funkcionaine anaf"
lizé. Kako, biée jasno posle sledeéih napomena.

4.i. Oznadimo sa J- familiju svih matridnih operatora ge—

yﬁerisanih operatorom (X,F), tj. operatora (G) takvih da je G=

=(gij),'gij=fj(xi) i Xie}((i=0,l,...). Tada vafe jednakosti

(£) o (x,m)%= N (e
- . o (e)er

‘ i : o

(g) S (x,7)° = 0N (e)° .
SR : . (YyeJ

ﬁ_sluéaju postupka (X,F,x”) veé smo videli (stav II.2.5)

da vaZi jednakost.

(n) . (x,F,x)% = MN(e)° ,
' S . (G')GI

~gde je sa I oznadena familija matridnih postupaka izvedenih iz
postupka (X,F,x”). Lako je zakljuditi da istovremeno va%i i rela-

cija .

(¥ (R N (60 .
. : (G7)ex :

S" obzirom na stavove 2.i, 2.iv i 2.v, jednakosti (f), (g),

(n) i (k).'prikazﬁju linearne prostore (X,F)d, (XsF)b, (x,p,x")°

i (X,F,X')é u vidu preseka BOK—prostora. Pitanje da 1i je na
vnaﬁedenim 1inearnim’proStorimaAmOguée zadati Topologiju tako da
_ﬁ‘rézultatu imamo prostore B, (ili bar F-prostore) svodi se da-
kle na pifanjé kada je presek BOK—prostora‘ Bo(odnosno ?)-pro-—
~stor (kao i da 1i'su u naSem sludaju uslovi za to ispunjeni); i,

~uop3te, da 11 je mogude navedene preseke snabdeti strukturom to-

polodkog linearnog prostora sa nekim od svojstava koja bi ih Ci-

nile efikasnim za rad u oblasti teorije postupaka konvergencije.
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Ka postavljeno pitanje odgovor je dat samo delimié¢no. Zel-
ler ([61, stav 4.7 a)) je, naime, pokazao da vaZi rezultat:
4.1i0 Neka je'dato najvige prebrojivo mnogo BOK—prostora‘

”(31. pgl>,p§l>,_ .) (1=0,1,...). Tada je x==(3.xi- B K-prostor

pgl)(i,jzo,l,...). 

u odnosu na‘pseudoﬁorme
1‘;_ Radi primene navedenog rezultata Zeller-a, oznalimo sa J,
. (J ) minimalnu (u smislu inkluzije; ako postoji) . od svih pod—

- famlllga J (J ) famlllge J takvih da je jo$ uvek N (G)d=

| » , (¢rest
'=[(X,F)Q (odnosno ( {\ 2(G)b= (X,F)b ). Pretpostavimo zatim da
| | G)ég2 - |

su I; i I, .podfamilije familije I koje u istom smislu odgo-
varaju skupovina (X,F,x’)c i (X,7,x7)°%. (Primetimo da u sludaju

. podfamilija IT familije I va¥i implikacija:

oL (8D° = (e 0° = (69)° =(x,F,%")° .
1

' Pri ‘tome inklﬁZija' I

ﬂ
(¢")ert
g;I ¢ini odiglednom inkluziju (X,F,X)>Q

. S druge strane, iz U=(u.)& (Y _(¢’)° sledi
o I7 T (e")ert

© = (%,F,x")%. Relacija (X,P,x")-lim ujy = O iglazi
onda.iz pretpostaVké (G7)-1lim uy = O((G')egll ), 8to dovriava
dokaz ﬁaénosti posmatrane implikacije. Pitanje ob:nute implika-

-

cije oStaje, medutim, otvoreno.)
Svr81shoanost posmatranja minimalnih DodLamlllga familija
JF i1 (u'napred pomenutom smislu) sastoji se u slededem:

4 iii. Ako postoji najvise prebrojiva podfamilija Jq, on-

'da ge, na osnovu stava 4.1ii, linearni proctor (X, P)d prostor
BOK (u odnosu-na olstem homogenih pseudonormi koje efektlvno da-—
‘je'oomenuti stav). Isti gakljudak imamo i za linearne prostpre |
,(“,;)b '(X,F;XV)C i (x,7,x7)° s obzirom na podfamilije Jé,-ll

anosno_ Io. U suprotnom slucaju, kako smo veé rekli, pitanje to-
polodke strukture navedenih linearnih prostora ositaje otvoreno.
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. Nize navedeni primeri pokazuju da minimélne podfamilije
:Jl"JQ’ I, 4 EIZ mogu bifi jednoelementne ¢ak i onda kada skup
X ima moé kontinuuma.. | |

4.iv. Primer. U sludaju stepenih operatora (videti,II.B 1;v),
jna'oshOVu’dobro pozﬁatog svojstva stepenih redova, imamo (X )d
= (G)d za SVak0~.G=(fj(§i)), gde je (x;) niz elemenata iz [0, R)

'koji konvergira ka R. - ~ -

4oy, Prlmer. ( L. Wlodarski ([20], napomena 2) je 1stl prl—
bmer ubotrebio u Jednom drugom kontekstu.) Neka je za svako ].Q
I,... funk01aa f. (X) neprekidna u [O,;xp)_ i linearna w inter—
.u:vallma i, 1+1] (1 o ,1,...). Stavimo gi5=fj(i).(i,j50,l,...), F;
' =<gij), lvz[Q,co) i x'=eo. Tada je za svako i,j=0,1,... i-
xe [1,1+1] | ”
| - fy(x)=gs4 + (bl+l 5= 815)(x= 1), |
Odatle na 1ak naéln izlazi dakge u posmatranom slulaju (X r)d=(cre,

(x P)b (G)b (sto je, pored ostalog, posledlca ¢injenice da 2za

xeli, l+l] (1—0 1,...) vazi nejednakost
. ~“ %?1
f. . su; ‘U :
l%%g 30| = 3 kpgjzang-Ji )

(x,P,x )%= (¢)C (stavide, postupci (X,F,x’) i (G’) su ekviva-

lentni) i (X,F,x")°% = (¢")°

1z definicije familije J matridénih operatora pridruZenih .
operatoruV(X,Fj sledi daAnjene minimalne podfamilije J, i Jé
‘imaju-ﬁedan ili ﬁéprebrojivo.mnogo'élanova (8to sledi iz poznate
éinjenice da.je'unija hajviée prebrojivo mnogo prebrojivih skupo-
va prebr031v skup) U slucaau famlllae I matriédnih postupaka
izvedenih 1z postupka (X,P,x") treba, medutim, dopustiti i mogu-
énost da minimalne famlllge I, 1 12 imaju i prebrojivo mnogo

1élanova v(Moﬁé‘se navesti primer kada se od prebrojivo mnogo ni-

- zova kOJl konverglragu istoj taldki ne mo¥%e uopste formirati kon-



vergéntan niz. Sludaj (x,#,x°)°¢ = k~ (Gk)C , gde izvedeni postu-
'(@'\ (k=0,1,...,n) odgovaraju redom nizovima (X<k)> (k=0,
'13.;;;3), svoci se, odigledno, na (X,F,x")% = (G¢")° , gde je
(G"). izvedeni postupak pridruZen nizu | L
‘ (#29> (n) (o) (n) (0)’.._’X(n),_._) :

,‘..,}\_O ,’{1 ’...’l ’.."X l ,

-isti“zakljuqak vazi i za Skup (X;F,X')O.)_

Osnovni nedostatak kriterija 4.iii je njegova slaba ope-
fatiVnost..Naime,.éini se da u mnogim sluCajevima neée biti sasvim
jedhoéiavno’efektivho utvrditi kardinalan broj posmatranih mini-
lmainih podfamilijé familija J i I. Druga primedba (a koja se na-—
dovezuje na prethodnu) bi bila u fome Sto pomenuti kriterij daje
samo'dovoljne'uslové‘da-se skupovi (X,F)d, (X,F)b, (x,F,x")¢ i
"(X,F;X')O'"mogu-snabdéti strukturom prostora B K. Preciznije, u

sludaju da je kardinalni broj svake minimalne podfamilije Jy, Jp,

.Il-,i I, vedi od §,, niste se (zasad) pouzdano ne mo¥e redi da
1i‘su odéo€afajuéi preseci prosﬁori B, ili neke manje zahValne
algebarSko—tOpoloéke strukture. Stoga je po naSem miéijenju neo—
phodno postavlijeni problem izu€iti najpre sa funkcionalno—-anali-
tiéke.tééke gledista (3to hevmoée biti predmet ovoga rada), a za-
tim ispitati da 1i se dobijeni rezultati mogu primenitiﬁpri rea-

Droblematike. To de, kako smo na podetku

Fa

vanju zadataka iz nase

odeljka primetili, zav151t1 od polavnlh elemenata X, F x". Tu,

meautlm, leZzi i mogucnost sasvim drugacijeg prllaza posmatranom

'problemu.

~Radi se ustvari o tome da se daju uslovi za elemente X, .
c SR o . a D
F i x” dovoljni da su linearni nrosftori (X,F)~, (X,F)

C(x,F,x7)% 1 (X,7,x7)° prostori BX . 0 takvim postupcima je

red u slededem (poslednjem) delu ovoga rada. Na istom mestu ra-

spravlja se (koliko nam je poznato, prvi put) 1 o algebarsko-
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1
P

. s ‘v~_ . ) ) .; n -~ d ) - b x, - C .
~topolofikoj strukturi skupova (X,F)g , (X,b)g , (X,p,x7)7 i
o

(X,P,x )ﬁ.q'Poxazuge se pri tome da rezlike u definicijama opera=
g v
ratora 1 postupaka jednog i drugog tipa imaju bitne posledice po
. moguénost dobijanja neke efikasnije sloZene strukture posmatranih

- skupova nizova.




ITI. NEPREXIDNI FUNKCIJSKI POSTUPCI

- 1. Neprekidni (X,F,x”)-postupci

Slutaj stava II.2.12.i3 pokazujé da se sviArezultafi‘Za
matridne postupké.ne mogu preneti na proizvoljne postupke (X, thfé.
Suprot 12 oCekivanja ne bi bila ni realna s ob21rom na &injenicu |
da se u definieiji operatora (X,F) i postupka (X,F,x ) malo 111;f
nimalo ne ﬁrétpostavlja 0o polaznim elementima X, F‘i x’. Prime-
timo ta code da pri radu sa matridnin operatorima i postup01ma sto-
ji mna raspolaganju veoma razvijen aparat teorije beskonadnih maTQ
ffica. U tome se sastoje i raélozi §to nije mogude razviti jednué
joé‘éiru i dubiju raspfavp'o pféizvoljnim_oPeratorima (X,F) i'po-
stupcima (X,FQK’). Dolazi se, ‘dakle, do zakljudka da se u tednji
za obogadivanjem teorije funkcijskih operatora i postupaka mora
iéi na nove pretposta#ke o skupu X, nizu F, kao i taéki-négomila—
Vanjé x’. Pri tome treba imati u vidu sledeéa dva (prirodna, ali
suprétna)zahteva. Prvo, klase operatora i postupaka dobijenih spe-
Jcijélizacijom 0pérafora i postupaka tipa (X,F) odnosno (X,F,x”)
treba da~budu_§fo Sire (iﬂkluzija). Drugo, tako uvedene klase ope-—
ratora.i postunaka treba da ukljuéuju matridne operatore odnosnc
_postupke, osta71 pak clanov1 tlh klasa treba da posedugu bar gla-
vna svogstva matrlonlh operatora odnosno oostupaka Kako se u da-
| ljem pokazuje, definicijama 1 1 6 su u priliénoj meri zadovolge~

ne (mogli bismo redi i pomirene) obe navedene tendencije.

‘l, Definicija. Operator (X,F) je tipa N 1)

ako po=-
jStOJl najvise prebrojiva fumlllwa topoloskih prostora (X Z&)
(1—0,1,...) takvih da je: 1° LiX ; 2° za svako i=0,1,

1) takode: operator (X,F) ima svojstvo N; ili: (X,F) je N-ope~
rator . : .




)
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(Xi, 7.) Jje kompaktan Hausdorff-ov prostor sa najvife prebroji-

vom bazom; 3° za svako j=0,1,... i svako 1i=0,1,... funkcija

-

f.(x)‘ neprekidna je na prostoru (Xi,_€§); 4° red (x,?)(U) =

_$T‘LJ(\)H uniformno konvergira na svakom od skupova Xi.(i#
‘zo,l,...).'za svaki niz U:(uj) takav da red (x,F)(U) konver-

!

giraina*X;i
»Svaishodnost predloZene definicije vidi se delonm iz sleél'

deééinapomere. | |

“‘ 1ol Matrlcnl operatori &ine jednu potklasu klase operauo—
ra tipa h (Kak0'3e ved napomenuto u II.2.3, matridni operator (F),
(f ), generisan je skupom X-—{()]q...,l,...} i nizom funkci-
ja F= (f ) tekvih da je f.(1)~1.. (i,3=0,1,...).)"To se vidi ak5 |
‘sp, naprimer, uzme X, ~‘{ }-(1—0 1,...) i za Z}’(izo,l,...) tof
"pologlga koju na A inducira topologija prostora ré&€alnih (kpm—

‘ Dleksnlh) broJeVa,_prl denu su uslov1 .O - 40 iz defiﬁicije 1
001gledno 1spungen1. Lako je, medutlm, videti da se kod matriénih

- operatora u,sv038uvu skupova X. (i= O ,1,...) mogu uzetl bilo La—
‘: kVi‘kohaéni podskupovi skupa nenegativnih celih brojeva X (nara-

- vno, uz uélov 10) |
| Stenenl operatori (tj. operatorl generisani nekim stepe-

nim redom  s(x)= iraaax t°k0 $to se prutpostavlga da je s(x);ﬁo
B J=0 3

za  X€£X=[O,R) i uzima f (X)" —l—— (j=0 ,1,...), gde je R polu-
: Fo _ s(x

'preénik konvergencije posmatranog reda) takode Cine pdtkiasu kla-
se N—bperatora.'U ovom sludaju se mo¥e uzeti Xi¥fd;xi] (ifO,l,
..L),fgde je (xi)vniz tadaka iz intervala [0,R) koji konvergira
ka»R;vtada,je taéndstb 19—'30 ocigledna, dok ‘40 éledi iz pozna-
tih Svojstava stepenih'reddva; Primedujemo, medutim, da se moZe
:uzeﬁ; i.-Xi:IXi’Xi+13 (izO;l,...), gde niz.(xi) ispunjava jos i

uslov  x%,=0. Ustvari, opstije, moZe se uzeti da su XL (i=0,1,...)
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IfT.1 .
AUdeitnl Dodskupov1 intervala [0, R) koji satinjavaju Jjedno nje-

~ govo- mokrwvange.:

U Qalgem radu od koristi de bltl i slededéa napomena:
1.;1. Ako je operator (X,?) tlpa N i ako za neki niz U=

~=(uj) red (x F)(U) §> fa(x)u konverglra na X, onda je funkci-
j=o0 _ v

;ja' (X,7)(U) _ogranicenajna svakom skupu famil%ie X5 (i=O,l,...).
 'ﬁaime; pd definiciji N-operatora (X,F), red (x,F)(U) uniformno -
"konvérgira-na'svakom od skupova X (i=O,1,...);'ddat1e siedivne—
prekidrost fﬁhkcije (X,?)(U) - na svakom od prostora (Xi5 21>
,_(izd;l,;.;)b(ha'osnovu poznatog stava, s,obzirém na svojstvo 3°
 iz_d§fi£iéije:l);,ograniéenost funkecije (x,7)(U) na skupovima
(i=0,1,.{,),(é time i na svakoj uniji Konagno mnogo &lanova bo—

krivanja 4Xi (i=0,1,...)) sledi onda na osnovu pretpostavke 2°.

U nastavku bide re¢i o potrebnim i dovoljnim uslovima da
‘doseg dejstva i doseg b-dejstva N-operatora (X,F) obuhvata sve

D i T, Radi pojednostavljenja

‘nizove nekog od skupova T°, T, T
iskaza operisademo sa jednim fiksiranim (ali proizvoljno odabra-
“nim)'pokrivanjem Xy (i=0,1,...) skupa X u smislu definicije 1,

Sto se vise neée'eksplicitno napominjati.

]

2. STAV. Doseg dejstva N-operatorsa. (X P) sadrii sve nu-

1a-nwzove (Gve konvergentne nizove, sve ogranidene nizove) ako i

'samo ako je ispunjen uslov

red EL_[f (x){- uniformno konvergira na svakom od

(1) - - J=o
: ’ skupova X; (izO,l,...).

Dokaz. Tz uslova (1) i X L)x_ sledi uslov II.2.(1)
(uslov (1) iz odelgka II.2) $to prema stavu II.2.6 (i inale je
r°).

odigledno) implicira inkluziju (X, F) 2 1 (7€, 7 Pokazademo da

vazi i obrnuto, tj. da pri svojstvu N operatora (X,F) inkluszija



TII.1-
(KF )QQ:TO poviadi uslov (1). U ton 0113u (izaberimo pr01zvolg—

no pa)'fiksirajmb skup X; iz datog pokrivanja Xj (i= O,l,.,.)
skupa X. Po pretpostavei, ﬁostoji topologija ?E na X, takva dé.'
je (Xj}‘ﬁg) kompaktan Hausdorff—o% prostor sa prebrojivoﬁ bazom
i takvé da je'svéka,bd funkcija.:fj(x)_ niza F=(fj) neprekidna |

na pvosioru }(X 'Zz): Sem toga, inkluzija (X F)dp 7° povladi

.uSLOV II. 2 (1) i time konvergenciju reda }' fa(x)u za svaki -
. , j=0

~ogranilen niz 'U=(uj). Iz svojstva N bperatora (%, F) sledi onda

1 uniformna konVergencija_na skupu X; reda :Z:f (X)u.. Uslov (1) .
J=0

doblga se tada na osnovu slededeg rezultata.

2.1, JEIA Neka je Y kompaktan Hausdorff—ov;prostor Sa

prgbrojivbm bazom i fj(x) (3=0,1,...) niz funkcija neprekidnih

. na Y. Tada vaZi ekvivalencija:

Red (x P)(U) JL_fJ(x)uaﬁ.unifofmno konvergira'na.Y za_sva-
j=0

ki ograniden niz U=(uj) ako i samo ako red zz:lf (x)| unifor-
‘ = e

.mno_konvergira na Y.

Léma 2.1 je jedno prlrodno uopstenge leme 3[8] L. Wlodar-
: sk1-og koja se odn051 na slulaj zatvorenog intervala Y’on’xlj’“
tprl;cem.u Sema dokaza moZe ostati nepromenjena. Naime: s
Qg§g§ leme 2.i. ZadrZademo se samo na netrivijalnom delu

' dokaza, tj{ na-utvrﬁivanju da iz uniformne konvergencije na Y'.

reda. o fj(x)uj' 'za svaki ograniden niz Uz(uj) - sledi uniformna
konvergencija na Y reda EZ:\fj(X){ . Pretpostavimo stoga supro-

. j__—:o ’ .
tno, dakle da postoji €>0 takvo da za svako k=0,1,... postoji

_ _ ‘ o |
V€Y sa svojstvon ﬁf (yk)! > £ . 1z pretpostavke o prostoru
< j—k» : ‘
Y izlazi zatim da postoji podniz (yk ) niza (yk) koji konver=
K =

gira ka nekog tadki y<:f Tada je, dakle, :E:Qf (Yk Jize za
3:' T .
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svako n=O,l,..,, na osnovu &ega se zaklgucuge da red ZL_ f. (y){

" ne konverﬁlLa uniformno na skupu.'{yk , ykl"'°’yk .} , tjf'

: da red ;i~!f (yk )] ne konvergira uniformno po n=0,1,... .

re

Posmatragmo sada matriéni postupak (G ) pridrufen matri-
ci G~(gﬂ3), gde ge gng—i (yk ) (j,n= 0 ,1,...)s Domen prlmene -
(G )C tako doblgenog matrlcnog postupka (G”) sadrzi sve ogranlce— 3
. ne nizove. Nalme, za fiksirano U= (u )e:Tb funkcija (X F)(U)

neprekldna 3e na Y, na osnovu dega

im (yk ,P)(U) = lim Zf

(v )u
n n j=o K

J

poétoji‘i jednak je' ;E:fj(y)uj za svako Uz(uj)éin (videti na-

-"paménu~ 1.ii). (étaviéé, za Svako U=(uj)e§Tb'funkcija (X,®)(U)

je uniformnb neprekidna na Y.) Na osnovu teoreme Schur-a (II 2.

i lZ.ii);‘slgdi onda unifbrmna konvergencija reda :E:]f (ykn)! PO

n=0,1,.04 . Dobijéna kontradikcija dovrSava dokaz leme 2.1, a ti-
mé‘i.dokaé stava 2.
Neposredna posledica stava 2 je

- 2.ii. Iz svojstva N pperatora (%,F) i relacije' TOEE(X’F)d
- sledi neprekidnost funkcije odredene redom ;{:lfj(x)[ na pro-
storu. (Xi, 335’(i=0,l,...), gto implicira'ograniéenOSt te fun-
keije na‘svakom skupu f'mmilije X (i=O l,...), pa dakle i njenu
ogranlcenost na uniji skupova bilo koje konacne poafamlllae po-—

smatrane famlllje.

Primetimo takode da pod navedenin uslov1ma red :Z:\fa(x)t
. j=o

uniformno konvergira na svakoj uniji konac¢no mnogo ¢lanova pokri=-
vanja X; (i=0C,1,...). Primer Abel-ovog operatora (tj. operatora

Drldruzenog stepenom redu :E: XJ ) pokazuge medutim da u STucaJu
- J=0 '
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N-operatora (A,*) iz uslova TOE;(X,F)d' ne sledi uniformna kon-

. oo .
vergencija reda 2 }fj(x)l na uniji svih skupova familije ~ X

f

B

: j=o
(i=0,1,...), tj. na skupu X.

5. STAV. Da bi doseg dejstva N-operatora (X,F) sadrfao .

sve nizove potrebno i dovoljno je da bude ispunjen uslov:

S _ za_svako 1i=0,1,... postoji indeks ji takav dé je
(2) 4 : ' L
. | _fj(x)fgo na Xl za Svakp I>d;e

| Qgggg. Dovoljnost uslova (2):za Tg;(X,F)d, oéigledna je.
Ustanoviéemé 1 njegovu potrebnost. U tom cilju nodimo jedan (pro-
izvoljnd'izabran)ISKup XiA iz pokrivanja skupa X. Iz pretposta-
vke ﬂ(X,F)dzT i napomene 1l.ii, izlazi da je (Xi,F)b=T. Egzi-

k stencijévindeksa 33 takvog da za svako'%j>.j funkeija f. (X)
:~iééezaVa na Xi’ doblaa se onda na osnovu stava I1.2.9, Cime je

g

dokaZana potrebnost uslova (2).

3 i. Napomenlmo uZﬂred da. sup j? , gde je jf (i=0,1,..4)
' naamangl od indeksa j; sa svojstvom iz uslova (2), ne mora biti
konacan, Sto pokazuje primer normalnih matridnih operatora (F)
(ﬁ(f ), —O(l<3), £i5%0).

r

v'4. STAV. Doseg.b—dejstva N-operatora (X,F) sadrfi sve nu-

‘la-nizove (sve konvergentne nizove, sve ogranilene nizove) tada

i samo tada, kada su ispunjeni uslovi (1) i

N .=
(3) . postoji i, tako da_je s up 2;0 [ £, (x)i<;oo .
x€ \J X °
i=i

"Dokaz. Pretpostavimo T°(T°, Tb)EE(X,F)b. Uslov (1) sledi
tada na osnowvu stava 2, dokx se uslov (3) dobija primenom stava

11.2.8 (pri éému ée za 1, moze uzeti bilo koji prirocdan broj).

De iz uslova (1) i (3) sledi Tbgg(X,F)b{_sledi na osnovu napo-

meneé 2.ii i stava II.2.8.

o «: .
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(Iz navedenog dokaza stava 4 jasno je da se u njegdvoj B
formu7a0131 deo "pOotOJl i, tako da je? moZ%e zameniti sa "za :
svakol ¢Oei{0,1?...} je". Preciznije, uslov (3) sa univerzalnq
kvantlfiquanim i, Je potreban, a sa egzistencijalno kvantifi?l
‘kovanim i¢ jefaoVbljan.) |

,Primeéuﬁemo da je pri neprekiéﬁosti funkcija fj(x) (j=‘
| ;O,l,%..) na kompaktnim prostorima'(xi,;fz) (i=O,1,..f), kon—
junkéija usldvé (1) i (3) stroZiji zahtev o0d uslova 11.2.(3),
étoise vidi na primeru niza funkcija navedenog u komentarﬁ‘sta—
Mfa II&Z-lZ.ii:ii skupova",onrfB,—lj i Xi=-{i—l} (i=1,2,..4)

- Ba tOpologijama koje inducira prostof realnih brojeva.

5. oTAV Da bi doseg b-—dejstva N-operatora (X ) sadrzao

sve nlzove potrebno i dovoljno je da budu 1soun3en1 uslov1

(4j - 3 ~sup 3 < oo, g4de su su j?, indeksi iz napomene >.i-

‘(éto ge ekv1valentno sa egz1sten0130m 1ndeksa jE sa osobihom da

| za. svako j>3* funkecija fj(x) is8ezava na svakom od skupova

L

i (iio,l,f;.), t3. na &itavom skupu X)
) i .
5) postoji indeks i takav da je S U p lfj(X)]<:cx3
' ' ’ : xe U x J7°
Fizigi

(sto ge ekv1valentno sa s up lf (X)1<<ma(3 0 l,...,g ).

' ' : xc:k} X
i=i

Dokaz. Potrebnost'uslova (4) i (5) sledi na “osnovu staVa
I1I.2.9. NthOVa dovolgnost pak doblga se prlmenom istog stava 1

nanomene 2 1i.

' . Ostatak naseg odelgka posvecéen Je Jednog specijalnoj kla-
si postupaka tlpa (X,F,x’), koju odreduje sledeca
6. Definicija. Neka je (¥, 27) Hausdorff—ov topo-

lOéKl pfostor, ey, x ¢.X talka nagomllavanga skupa X i F—(fj)
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niz realnih (kompleksnih) funkcija definisanih na X. Tada kaéemo-i

da je post@pak (X,P,x’) neprekidan, ako

ostoji j i i 0. . ; tagmi
postojil prebrojiva okolinska baza { 1} i=0,1,:.. ta:
ke _xf takva da je: 1° za svako i=0,1,... (Xéoi,ﬁi)‘
ﬂkompaktan prostor sa prebr031vom bazom, 2° za svako ’
S i=0 1,,.. i svako ‘J—O,l,..; funkcija f£. (x)[
) 95
S v neprekldna je na prostoru (x- O , T); 3° ako za neki
nig Uz(uj) red’ (x F)(U)= Zf:f (x)u konvergira na X,
onda isti red (x,F)(U) unlformno konvergira na, sku-
pu X-0, =za svako i=0,1,... .
ﬁDefiniciju 6 propratiéemo'sa nekoliko napomena sa ciljem
da razjasnimd'njene bitne momente i istaknemo neke njené neposre-
dne posledlce vaZne za dalje 1zlagan3e.

6.1. U def1n1c131 6 uslov 3° moZe se zameniti (ekv1valen— :

tnom) pretpostavkom da red (x ) (U)= :E:f (x)u skoro uniformno
J=o

konvergira na skupu X .s obzirom na tadku x’ (u znadenju: red
(X F)(U) unlformno konverglra na skupu X-0 za svaku okolinu O

tacke x”) za svakl niz U= (u ) takav da isti red konvergira na X.

z6.ii; Iz uslova (A)Z’ izlazi da su funkcije fj(xf
‘ -0

’(j=0*1 cel) ineprekidne na prostoru (X-0,T) za svaku okolinu O
tacke x’. i demo, medutim, pokazatl da su u sludaju neprekidnog
:p03uupka (X,F,x") funkeije £, (X) (3=0,1,...) neprek;dne na pro-

2

storu (X, Z') Uoélmo stoga x| eX i sa ol 10 oznadimo d4i-

s junktne okollne tataka x, 1 x’ (koje postoje na osnovu pre-
'tpostavke da Je (Y“Z} Hausdorff-ov prostor). Tada postoji oko-
2. .
11na Olo iz baze -{Oi} 1=0,1, ... takva d% je Oiogg 0, sto
'imé za‘posledicufdé je (X-O )(70 Xf\O Z@ proizvoljnO'izabra-

no'(pa fiksirano) j i dato £>>O odaberlmo onda okolinu 0° ta—
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Eke 'xo tako da je
| | £.(x)= £.(x )]|ge  za svako xe& (X0 )(\O3
3t 3+ %o ‘ i,

(éfo je mogude .s obzirom na neprekig¢nost funkcije £. (x) na
| -3 x-04
_prostoru (X-0, ,T)). Iz relacije | - - to
o i, . o

xn(0tn0%)- [(X-o N0 INo’e (x-0; )N o3
[mlzla21 zatlm da Je | | ° ‘
| |£,(x)= £5(x,)[c& za svako xeXN(0 003),
gsto dokazuje neprekldnost funkciga f (x) (3=0,1,...) u prosto-
ru (X z) (O1 i O3 su okoline talke X, u prostoru (Y,Z), pa
je XN (0 o3y okolina iste ta¥ke u prostoru (X,T)). Kako je-

' n,iobrnﬁto'oéig1edno taéno, to se u'definiciji 6 uslov 2° moze Za-

°";j men1t1 pratpostavkom o neprekldnostl funk013a f (x) (3=0, l,...)
““fpna prostoru (x, Z‘) ' ' E

»"6; 4ii. Ako veé polaznl prostor (Y,7) ima prebrojivu ba—
e Zu;:onda se moze uzetl da okeline i (i=0,1,...) baze

{O }i=0,1,.;.

formirajulmOnotono opadajuéi niz skupova. Naime, tada je monoto-

no 6padajuéi hiz skupova‘ f\Ok (i=0,1,...) jedna prebfojiva o
e kollnska baza taéke x’ koja ispunjava uslove 19 (unija konaénoh. 
- mnogo kompaktnih prostora je kompaktan prostor; potprostor pro-
stra prebroj;ve'béze ima prebrojivu bazu), 2° (hapomena 6.i1) -

130 (napomena 6.1). | \ ' "
6.iv;'Métriéhi postupci tipa (F’) (videti II{2.3) sadi-
;#7v<njavéju jednu potk1asu klase neprekidnih postupaka tipa (X,E,x’).
_UstVafi, tada.bilo koja.prebrojiva okolinska baza talke x'={>ﬁ
‘iSpunjava uslove 1° (skup'konAéno mnogo realnih brojeva je kom-
paktan, a odgovaragucl prostor je najvise prebroglve baze),_ 2°
(u prostoru 0d konadno mnogo talaka niz ngegov1h tadaka je kon-

vergentan ako i samo ako se &lanovi toga nlga od izvesnog inde-

N 4
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‘ksa Pa na dalje podudaraju sa granifnom tadkom) i 30 (iz kon-
¢vergencijé funkcionalnog reda na nekom konadnom skupu sledi nje-
;;gOVa uniformna konvergencija na tom skupu) . Prema tome, pri tre—
tiraﬂju_métriénbg'pbstupka‘tipa (F’) kao neprekidnog postupka
ftipa (X,F,Xr)klprebrojiVa okolinéka baza {Oi} 120,1, ... taéke

x'=oce (u smislu definicijev6):m02e se izabrati na proizvoljan

6.v. L. Wlodarski [20] je izu¥avao postupke (x,x’,F)
k(v1det1 1I. 2 3) 1, pored ostalog,uveo slededu definiciju:

Postupak (x ,x ,F) Je neprekldan ako su ispunjeni uslovi:

}1 funk013e fw(X) (3~O 1,...) niza F—(f.) neprekidne su na
 1ntervalu [x ,x ), 20 postogl rastuéi an«,(X ) tadaka intervala

|

,[xo,x ) kogl‘konverglra ka x’ takav da_red (x,F)(U)= ;:‘fJ(x)u
o 0

}unlformno konverglra na 1ntervalu [xl 1% ] za svaki niz U= (u )
takav da red (x F)(U) konverglra za X=X, 5 1 x=x; .

: - Lako Je v1det1 da je postupak (x yX ,F) neprekidan u smi-
“slu navedene‘def1n1c1je Wlodarski-og (zvademo ga u daljem W-ne-
;prekidnim)ﬂ‘heprekidan i u smislu definicije 6, tj. da je Klasa
W—népfekidnih“posfupaka potklasa klase postupaka‘(XQF,X’)'nepre_
kidnih u smislu definicije 6. Naime, ako je posfupak, (io;x’;F)
ﬁW—neprekldan, onda red (x,F)(U) unifofmno.kcnvergira na inter-
‘valu [XO,X ] za svakl an U=(uj) takav da isti.fed konvergira
za X=X N (1—0,1,,..,m), otuda red (x,P)(U) uniformno konvergi-
ra~qa_bilo kgm inter#alu»[xo,yoj (yo<;x’) za svaki niz U=(ﬁj)
'takanda.isti red konvergira za xfki pri svakon izQ,l;...

-(éto»je; naprimer, ispunjeno ako red (x, F)(U) konvergira‘ na

[xo,x ). Ya taj nadin, prebrojiva okolinska baza talke x":

-~(—oo 2x =~ x4 )L}( L,toe) (i=0,1,...) ako je x'=oa i 0=

.;(xi,2x'- xi) (i=O,l,...) ako je x’ konalno, gde je (xi) niz



iz definicije W-neprekidnog postupks, ispunjava uslove iz defi-

nicije 6. (Jasno je, medutim, da se u posmatranom sludaju moZe

-
4]
2]
@
n
ot -
ot
-

no8tvo drugih prebrojivih okolinskih baza tadke x7

[
5]
-

istim svojstvom.)

Pvlmccugemo da stepeni posbup01 (videti 7. .X.v) obra-
vudu geqnuﬁ~ocklasu klase W-neprekidnih postupaka. U ulozi niza
'(xi) iz definicije W—népfekidnog postupka (x,,x",F) tada se mo-
ze uéeti-biio koji rastuéi niz tadaka intervala [O,R) koji kon-
fvergira ka-R'takav da je xo=o. Znacaj proulavanja W-neprekidnih
pastupaka ogledé se, medutim, i u tome 3Zto se'svakom matricénom

obtupxu (G~ ) G= (gla), moZe korespondirati ekv1va1entan W-ne-
prekldan poutunak (0, oo ,TF), gde su funkcije f-(X) (j=Ovl,...)

deiwn¢sane kao u primeru I1I.4.4.v. Prl tome se za niz (X )iz |
definicije W—nepLekldnoo posuunka moZe uzeti xi=1 (i=0, l,...).,

'Razllka.lzmeuu polaznog matrlcnog i tako formlraﬂog W—neprekl—
"dnog-postupké moie ~ yraviti jedino pri posmatranju nekih
ﬁjih@vihvnumeriékih karakteristika, a inade se mogu identifiko-
Vafi. Time je deo feorije matriénih'postﬁpaka tipa (F7) automat—

ski ﬁkljuéen.u teoriju W—neprekidnih postupaka (xo,x',F).

6. vi. W. Orlicz [38] Je nazvao neprekidnim postupak

(xg,x",7) ' kav da su ispunjeni uslovi 1° iz definicije W-ne-

' o oo -
prekidnogvpostupka (XO,X’,F) i 3% red (X,F)UJ%:szj(x)uj

i}uniférm N0 konverglra u svakom *uxervalu [Xo,yoj (yo x”) za éVa—
ki niz U—(uj) ﬁagav da isti red gonvergLra na intervalu [x s X 7).

A Pbstupke (Xogx';F) neprekidne u smislu definicije Orlicz;a
*zvaéemo O~heprekidnim postupcima;~U vezi s tim primedujemo da‘je
svakl»v—ne rekidan postupak (Ao,x ,F) istovremeno i O-neprekidan,
k20 i da su O- -neprekidni postunCL (xo,x F) neprekidni i u smi-

slu deflnlclge 6. (Pri tome se, kao i u prethodna dva sludaja,
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izvor prebrojive okolinske basze {Oi} i=0,1 talke x7 moZe

PR

zvri5iti na vide nalina.) Iz tih razloga, a i zbog toga $to su

bt
n

L1

3

4]

definicije Wlodarski-og i Orlicz-a posluZile kao inspiracija,

no

¢
£

(f!

1pk kY,F,;’) koji ispunjavaju uslove iz definicije 6 nazva-
1li swmo takode neprekidnim. Znadaj ovakvog pojma neprekidnog po=-
s tupka X,F,k’), na koji ée se odnositi nafa razmatranja uvek |
kad drugo nijélreéeno, vidimo 1 u tome Sto on’ukljuéuje u istu
klasu matridéne postupke (F ), —neprekldne postupke 1 O—neprexl—

"*ane'postupke (xo;x',F) i &to su istovremeno, Zto de se iz daljeg

izlaganja videti, u njemu saduvana osnovna svojstva tih postupaka.

6.vii. Sada moZemo objasniti i razloge upotrebe termlna
"ope”ator (X,F) tipa N" u definiciji 1. Naime, ako Je postupak

(X,F,x’ )-neprekidan, onda je odgovarajudi operator (X,F) jedan

1)

N-operator ._ﬁ svbjstvﬁ skupova Xj (i:O,l,...)"iz definicije

"1 mogu se tada uzeti skupovi X =%X- 0y (i=0,1,...), gde je

‘{Oi} i=0.1 . okolinska baza tadke x’ giju egzistenciju i svoj-
PRI : : . .

stva pretpostavlja definicija neprekidnog postupka (X,F,x"). (Iz

pretpostavke da je polazni prostor (Y, %) Hausdorff-ov i x'@;X»

sleai X, = U (1-0,) = xnc( A 0y) = zncfx}= %, keo 1 aa je
: i=o i=o i=o

za svako 1i=0,1,... (X Zf)z(X~Oi,?7) Hausdo*ff ov prostor.

i7

Primecujemo takode da se u svojstvu skupova "X (kzO,l;..,) iz
definicije 1 moZe uzeti ¥y =X- 0y (k=0,1,...), gde jJe

fio £,5 k=0 1,... bilo koja podfzmilija familije {oi} 20,1,

koja sama za sebe Cini jednu prebrojivu okolinsku bazu tadke x".)

(Tu, USuVafl, le%i i mogudnost (nesto ﬁednoszavnije) ekvi-

valentne de11n101ge neprekidnog postunka (X,¥ X))

1) Ter min "neprekidan operator (X,7)" ne moZe se koristiti
Jer izraz "neprekidan operator" ima sasvim odredeno ( i drugadi-
je) zmalenje u teoriji 0peruuora unopste. :
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Teka jé (Y, &) Hausdorff-ov fopbloéki prostor, X€ ¥, x'€
Y;K ‘taCka nagomilavanja skupa X 1. F=(fj) niz reélniﬁ (komple-
ksnih)'funkcija definisanih na X. Tada kz. “sstupak
(X;Q,x’} neprekidan ako;
1_postoji prébrojiva’okolinska baza -{Oi} i;é,l;....ta‘
| | ke x° takva da je (X,F) operator tipa N, pri Semu
(Al? S ulogu topolodkih prostora (X;, Ei)'(i=0,l,...) iz de-
" finicije 1 igraju topoloSki prostori (x-0;,7) (i=

=0,1,000).)

Navedena CLnJenlca korlstlce se u ﬁastavku, gde de biti redli
0 potrebnlm i dovolﬂnlm uSIOV1ma da domen prlmene i domen o-pri-
mepsfneprekldnog,postupka (X,F,X ) sadrZi neki od skupova 70, TC,
‘f.T i'T. Buduéi‘da'su‘ti problemi u slulaju proizvoljnih postupa—‘
kaﬁ(X,F,x')'détaljno proudeni u odeljku II.2, zadrZavadéemo se
vise samdfﬁa novim momentima kod neprekidnih postupaka (X,F,x’)

(koje je realno oSekivati s obzirom na jade zahteve u definiciji 6).

¥

7. STAV. Domen primene (o-primene) neprekidnog postupka

(X,7,x”) 'sadr?i sve nula-nizove ako i samo ako su ispunjeni u-

slovi ~  oe _ |

T red :Z:lf.(x)i konvergira wniformno na skupu X-0
(6) T 350 4 '
' za_svalal okolinu O tadke x7,

- postoji okolina O, talke x’ takva da je

(7) ":_.. o oo ’ e
Sup EZ:!fj(X)1<: oo
~ipo J=0
X & X!’%OEE
Lo :
(8) » postoji  lim £, (x) = 2 (0) (k=0,1,.0.).
. f o x-»x’ ’ _

Primetimo da iz uslova (6) 1 (7) i pretposfavke da su fun-

keije- f (3 )? ' ' neprekidne na X—Oi (i,3=0,1,...) sledi

X—Oi'
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sup . (x)] < =

~wga Y S J
XE o g

(dakle i uslov II.2.(6)), &to je zagcdno sa (8) dato kao potre-.,
ban i dovoljan.uslov da domen primene (o-primene) W-neprekidnog
postupka. (xo,x ,r) (tada je X=fxo,x')) sadrZi Svevnu1a~nizove
(EZO];-teorema ITIc). Stav 7, medutim, pokaéuje da je fada (i
uopste) potreban jedan jaci uslov: uslov k031 se dobija konjunk-
cijom (6) i (7).'Analognu primedbu imamo i u sluéaju sledeleg
stava, éto'neéemo posebné napominjati. Ta ¢injenica se moZe ko-
ristiti-pri-ispitivanjﬁ da 1i je neki dati postupak (2,7,x’) ne-
prekidan,vna nacin kako se to vidi iz sledeleg primera.
quaZaéemo, naimé, da pbstﬁpak (X,P,x’) naveden u komenta-
'rﬁ Stava IIP2.12.iiaimije neprekidan. U tom cilju primetimo dé
domenwprimene posmatranog postupka sadrzi sve nula—ﬁiéove'(ustva—
"ri;'sve ograniéeneﬁni29ve). Ako bi, dakle, ta] postupak bio nepre-

“.kidan, onda bi prema stavu 7 (uslov (6)) red ;Z:[f (x)} kon-
s =5

vergirao uniformno na skupu _ :
([-3,-11V{0,1,...J)~((~e= ,-3)U[0,00 )) =[-3,-1]
éto;.kako smo videli, nije slulaj. Na osnovu Cinjenice da svaka
pT eo“oglva okollnoka baza {Ol) 120,1, ... tacke AXfZC&: ispunja-
va uslove 1° i 20 iz definicije 6, dolazimo zatim do zakljudk
de w pgsmatranom sludaju za svaku okolinsku bazu;{Oif i=0,1,...
taéhe x’ postoji indeks i, i niz Uz(uj) “takvi da red (x,P)(U)=
so .
f (x)u konvergira na X, a da prl tome njegova konvergen013a
‘gzo _
na *X-0, nije uniformna.
~o

Dokaz stava 7. Da uslovi (6), (7) i (8) povlale 70

(::
(\,_,; )C sledi ma osnovu stava I11.2.10. Prema istom stavu,

kluzi

o
t-)x
{D

}_

) % (1,7,x’)° implicira uslove (7) i (8). Uslov (6)

a se primenom napomene 6.vii i stava 2 (inzajudi pri

o]

pak dobl

[N

3 e ¥ 7N
v

tome w vidu da je iolj i= G jedna okolinska bvaza
sl e
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8. STAV. Da bi domen primene (o-primene) neprekidnog po-
stu ? . (X, I, *) sadrZao sve konvergentne nizove potrebno i dovo-

ljno'je da budu ispunjeni uslovi (6), (7), (8)

Q"aﬂ:

(9) - postoj; lim xgaf (x) = a(O)
Lo x-»x’ j=o J ‘ .
“Dokaz. Dovoljnost uslova (6) = (9) sledi na osnovu stava

II. é.ll' Primenomristog stava dobija'se potrebnost uslova (9),
dok potreonost uslova (6), (7) i (8) dobijamo primenom prethod-
'nog stava.'

9. STAV.‘Konjunkcija (6), (1), (8) i
(x0) N lim z;_gf (x)- a, 5=

. x-»x’ j=0
je potreban i dovoljan uslov da domen primene (o—primene):nepre-—

'kiang’poStupgg‘(X,F,x') obuhvata sve ogranilene nigove. U slu--

- aju domena o-primene potreban i dovoljan uslov moZe se o&igle-

dno svesti' na konjunkciju (6) i

? '. : : oo
ooy e 2 le(0)]

x-»x"~ j=o

Dokaz dovoljnosti navedeneAkonjunkcije dobija se prime-
nom stava IT. 2'12 Na osnovu istog stava dobija se potrebnost
uslova (10), dok potrebnost uslova (6), (7) i (8) sledi iz sta-

~

Va. 70 _ 4

U nastavku éemo dati gednu drugu komblna013u uslova &ija

v'_kongunk013a je potrebna i dovoljna da domen (X,F,x )-konvergen-—

'0139 neprekldnog‘postupka sadrZi sve ogranlcene nizove. Xako smo
veé_hégoveStiii'ﬁ koﬁentaru stava fII}2.12.ii, pokazademo da u |
sluééju neprekidnih postupaka (X,F,x”) vaZi analogon teoreme

' Schur—a za matrléne postupke, tj.

10. STAV. Domen (X,7,x")-~konvergencije neprekidnog_postu—

’ pka-swdle sve ogranifene nizove ako i samo ako su ispunjeni

usiovi (8) 1
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(11) - red . Efj(x)i uniformno konvergira na X .

e

, o
Dokaz. U komentaru stava II1.2.12.ii ~izneli smo da pri

i

il
O

proinoljnom (X F ,X7) iz uslova (8) i (11) sledi inkluzija Tb
oD

(X, X )C (Pri tome uniformna konvergen013a na X reda ZL,lf (x)!

i egz1sten013a llm £ (x) (§=0,1,...) intervenisu na bitan na-

éin.) To je onda pogotovu tatno u sludaju neprekidnih postupaka

. (X,P,x"). (Moglo bi se takode pokazati da (8) i (11) povlade

(6),_(7), (8) i (10), pa primeniti stav 9.) Pokazademo da va¥i i
'obrnﬁto,.tj. da iz TPz (X,F,x")® slede (8) i (11). Na osnovu
'doséda§hjeg izlaganja, uslov (8) je odigledno ispunjen. Ostaje,
.dékle, da se ustanovi da je i (11) posledica navedene inkluzi-
je. U ton 0113u prlmetlmo da su bada na osnovu stava 9, 15pun3e—

i uslovi (6), (7) i (10), 8to ima za posledlcu konvergenC13u Te-

kao i 1im :lﬁ.l f (x)- a- ) za svako k=0,1,
- x-»x" j=k+1 :
«es o -0datle 1 1z negednakostl
'552 ~
2 !f (X) < Z ]f (x)- as | + Z !a{ (k=0,1,...; x&X),
j=krl J=k+1 | J=ktl

. sledi da za dato &30 postoje prirodan broj m i okolina O ta-

'~ 3ke ‘x’ tako da je

Z lf ()< & za sv'akvo x& XN0 .
« 3= m-rl '
Prema uo¢ovu (6), za tako doblgenu okolinu O tacke X red

'-C>o

‘ 1. (X)l uniformno konvergira na skupu X-0, pa postoji pri-.
5 3 O K -
. rodan broj n ‘takav da je

. N ) N N w .

P tf(x)]<& za svako =xex-0.
S o denrl d |
1 Jasno je:da tada broj p#max(m n) zadovoljava relaciju
Z:. [f.(x )§ E;‘ za svako x€&X,
FEDNE a

Cime je dokazana uniformna konvergencija na X reda 2;‘{fj(x)§ )
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tj. potrebnost uslova (11).
U vezi sa stavom 9 primetimo takode da on ostaje tadan i
kada se iZ'njegovog iskaza izostavi uslov (7). Preciznije reéef

no,'ﬁSlov (1) je posledica (6), (8) i (10), 8to se dokazuje isto

kao varijanta II.2.12.i stava TII.2.12.

11. STAV. Da bi domen (X,F,x')—konvergencijg ((x,P,x")-

—o—kbnvergbncije) neprekidnog,Dostupka'sadréao sve nizove potre-—

bno i dovolgno ge da bude ispunjen uslov:

'postoji indeks j, takav da je:r 1° f (x)—'O na X

(12) u'7 Zza J>Jg5% 2° za svako 3—0,1,...,30 postoji

1lim . f.(x) = a.(0).
x»x’ Y J

B :StévoVi 11l i II.2.14. pokazuju bitnu razliku izmedu
v:népreki&hih i proizvoljnih postupaka (X,F,x’)s Naime, u slulaju
'nepfekidnih poétﬁpaka (X,F,x') jednakost (X,F,x’)%=T implici-
'ra egziStenCijuAindéksa jé takvog da za svako. j» j, funkcija
f‘f (x) iééézavéAnavéitévom X, t3. -F=(f (x),.;., (X) 0,0,¢.4)3

'odatle 1z1a21 da je tada postupak (X,F,x”) Jednak "zblru" postu-

j paka (X ﬁj,X ) {3=0 1,...,3 ), gde je P. —(O ,0 f-(x) 0,0,000)n
| U slucagu pak pr01zvolgnlh postupaka (X, F x’) relacija (X,P,x )C

- =T" povlali engStenClJu 1ndexsa i okoline O tadke x~ takV1h

Jo-
da za svako J >3, funkeija 'fj(x) is8ezava ”tek" na skupu XNO0;

. pri tome uopSte ne mé:a postojati indeks - Jo sa svojstvom kao kod

neprekidnih ppstupaka (za 8ta je 1ako konstruisati primer).

Qgggg stava 11 Dovoljnost uslova (12) za T=(X%,7,x’)¢

: sledl ne osnovu stava II.2.14. Ostaje, dakle, da se ustanovi nje-
gova.potrebnost. Primetimovstogavdavna osnovu napomena 6.vii i
l.ii.'za népfekidné postufke (X,F,x7) i odgovarajuée operatore

N . . b d
(X,F) wvazi inkluzija (K,‘, ) o ” (X,P,x ) c:(X P) < (X,B) =
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(Sporno mo¥e biti samo (X,F,X')C§§<X,F)b . Medutim, UZ(uj)é-
(X, 1,x")° _povlaéi_egzistenciju okoline O tatke x’ takve da je

S u'p{( ,F)(U)]< oo . Oznadimo sa 0, okolinu iz baze

XE%G0 : o S
{o& i20,1,... tekvu da je O 'an Prema 6.vii 1 1.ii, tada
e s u p](x P)(U)I<:oo , pa je tim pre sup |(x, P)(U)I<ZOO .
XL.X"‘O_’ - xeX-0
. ig .
Otuda je sup[(x,z)(U)E<;cx=,.tj. U=(uj)é§(X,F)b.) Prema tome,
' x& X’

ako je T=(X,F,x")%, onda je i P=(X,F)P. Tadnost uslova (12)

dobija se sada primenom stavova II.2.9 i II.2.10.

2. Neprekidni (X,F,x’)g—postupci

vDefinig;ja operatora (X,F)g (pododeljak II.3.1) uvedé—
na je u odnosﬁ‘na neku tadku nagomilavanja x’ skupa X.(x@é X);
Da bi ée'mdglo;rééﬁravljati o potrebnim i dovoljnim uslovima da
_doség dejstvaai'doseg b-dejstva takvih operatora ukijuéuje sve
‘nizove skqpa TQ; TC; i ili T, pretpostavljeno je takode da ta-
.éka ij'ima'prebrqjivu okolinsku bazu u'polaznom prostoru (¥, T).
_Ta éinjenica zahteva SPecijainiji priétup.(od onog kod operato-.
ra (X,F)) pfilikém izdvajanja‘potklase klase (X,F)g—operatora
u ¢ilju dobijanja mogudnosti za nbva istraZivanja u toj oblésti.
Pri tome treba imati u vidu zahteve analogne onim koji su nave-
:deniju pripremi_definicije (X,F)-operatora tipa N. Kao rezultat
£in okolnosti uvodimo slededu definiciju.

1.De £i nioci 5 a. Neka je (Y,%) Hausdorff-ov pro-
.stor,'ngf, x%éjx talka nagomilavéhja skupé X i F=(ﬁj) niz.
"reélhih_(kompleksnih)'funkcija definisanih na. X. KaZemo tada da
 jejoperatorﬁ (X,F)g Tipa N ako za svaku okolinu O talke x” po=-

(

8t0ji okolina 0.0 iste tatke takva da skup XNO,, niz fun-
' kcijaj'fj(x) {)1' (ij,l,...) i tadka x’ ispunjavaju uslov (A)
| 0 '

iz definicije 1.5 .
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(Xao i u sludaju operatora (X,F), govoridemo takode: ope-

: _rator. (x,®) ima svojstvo N odnosno (X,F)g je N-operator.)

g
1.i.,Kao;primepe (X,F)g—operatora tipa ¥ navodimo ma-
ﬁriéhe'OPera%ore '(F)é, p=(1; 5). Waime, tada je x={p,1,...,i,...}'.
i ‘fj(i)zfij (i,j:O,l,...), pa nije'teékd proveriti da u posmatra-’f
: nom;gluéaju“za svaku okolinu O tadke x'=0e skup XNO0, niz fun-
- kcijé fj(i)lx O(j=0,l,..ﬂ) i tadka X'écz> ispunjavaju uslov

(A) iz definicije 1.6. (Primetimo takode da je u datom sludaju

:za Svaku okolinu O tadke ¥x’'=o0 (XN0,P) jedan matriéni, pa
préma‘tomeliljedan N—operator'(Fl). Matrica F; se dobija:iz po-—

“.lazne matrice F tako $to se izostavi konadno mnogo njenih vrsta.) -

| Operatqri_(io,x',F)g tak#i da su 0d§0varajuéi.p03tupci';
(XO,XI,F). W-neprekidni, predstavljaju nové primere (X,F)g—Ope—'.v

,kiatofa Sa SVOjst§om N. Zaista; tada je _X=[§O,x;), pa se pri da-
toj'bkolini'O tadke x” Za.[OﬁggQ moze uzetivokolina tadke x’ |

 5tak§a da'je FX(IOE=[XiO;x’), gde je i, neki od &lanova niza

'(xi) iz'definicije W—neprekidnog}postupka koji pripada okblini
0. pa tako.izabran skup XNO0,, niz fj(x) Xflo‘(jzo,l,...) i
tadka x” ispunjavaju usldov (A) iz definicije 1?6, sledi na osno-
§u'@efinicije ‘W—nebrekidndg postupka.

_;.ii.?Primeéujemo da je, pri svojstvu N operatora (X,F)g,
za svaku okolinu O taéke.x’ operator (X(\OX,F)} gde je O, oko—
lina tadke x’ koja u smislu definicije 1 5dgovara okolini O, je-
dan N-operator (definicija 1.1; videti i napomenu 1.6.vii). Ta
¢injenica, u kombinaciji sa lemom II.3.4 1i stavovima 1.2— 1.5,

- omogucéava dobijanjé potrebnih 1 dovoljnih uslova da doseg dejstva
i doseg b—déjstVa (X,F)g—operatora tipa N obuhvataju skup T°,

T, Tb odnosno T. Radi konciznosti izlaganja, navodimo Jedan opsSti
rezultat iz koga specijalizacijonm dobijamo potrebne i dovoljne

. uslove pomenute vrste.
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2. STAV. Neka je Z komeksan GK-prostor u odnosu na uobi-

jeno sabiranje nigzova i (X, P) operator tipa N. Tada vazi ekv1-

io<

valencija: Zg;(X;?)d ((%, F)b )<;g>povt031 okolina Or talke x’ ta-

kva da je operator (A(\OK,F) tipa N 1 vaZi inkluzija

za (xno_,m® ((xho,,m)® ).
|  Dokaz. Pretpostaiimo Zg;(X,F)g . Tada na osnovu leme
II.%.4 postoji okolina O talke x’ takva da je 2< (XN0,F)%.

‘svojstva N operatora (X,F)g sledi egzistencija okoline 0,&0 ta-

ke x’ takve da je operator (XMO,,F) tipa N. Inkluzija ZE
(xn0_,M)% je onda posledica relacije (xN0,7)%g (zno,,r).
| ‘Ij‘ sluéaju skupa (X,f‘)lg) , zbog '(X,F)g?_(X,F)b , iz Zé
o (X’F>§ Jfakdae sledi egéistengija okoline O, tééke x’ takva da’
L e operator (XN 0,,F) tipa N i veri Zg (X0, 4. Pé)kazac’emg

"-da ge tada Z¢:(A{10 F)b.FZalsta, U—(u e ze (X, F)b 'povla01 eg-

21Suen013u okollne 0, tatke x’, moZemo pretpostav1t1 O, c:O w? ta-

cve. da ae s up l(x F)(U)l<:<x3 . S druge strane, iz svojstva N
: . X€XN 0 ; .

0peratora (xno, ,F)’ 1 U=(uj)€ 7€ (£N0,,?) izlazi (definicije

i:] 11 lrl i napomene l.l.ii i1l.6.vii)

s up !(X,F)(U)l{<>o .

‘ XE€XNO -0
Premavtome je sup ﬁ(x F)(U)§<ch , tj. U=(u-)€ (XF\OK,F)b-_Budu“
: X€Xn0 :

_01 da je tacnoub druge implikacije u stavu 2 odigledna (i bez pre—

'tpostavke aa je operator (X o,,TF) tlpa N), njegov dokaz je zavrSen.

"Uzimajuéi zé Z prostore 19, TC, il odnosno T, primenom sta-

L va 2 :i sta#o?a 1.2 - 1.5 koji se édnosé na N-operatore (X,F) do-
'r laz1mo do analognlh stavova za N- operauore (X, F) y na éemu se ne-
‘r‘cemo zaarvavatl. (Prl tome treba imati u vidu da se u slulaju ope-
ratora '(Xf)Oﬁ,‘) tipa N mo¥e uzeti da je i=X(§OK~Oi (i=0,1,...),

.L'Q“ =) e { ? 42 : ] - - 5 4 PR —
jodc je 1015 i=0,1 _.‘_prebr03¢vavokollnska baza tacke x_ koja po
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.Suogl po Qef1n10131 1, kao i da je tada XNO —-biXi—(XﬂO )fﬁf\o
* i=o i=o

Deflnlcwaa (A,F) —Operatora tipa N nalazide se u osnovi
'de?Lnlclge Jeane potklase klase postupaka tlpa (X,P,x )g ko jom
‘se zell post1c1 slicno 8to 1_de¢1nlclgom neprekldnog postupka
(X F,x’). | | |

3. ﬁ e £ n i c i j a. Neka X P i x’ ispunjavajﬁ pre-
i‘tpqsﬁavke iz definicije 1. Ako je pri tome operator'(X,F)g tipa
A fN, bpda{Za odgévarajuéi postupak (X,F,i')g kaZemo da je ggprekidanQ
‘B.i.“Na'osndvu napomene l.i, matri®ni postupci (F')g i
f” postgpciv(XO,X';F)g. takvi da su ongVarajuéivpostupc;v(xo,x’,F)'
. W-néprekidni'saéinjavaju potklase klase neprekidnih ‘(X,F;X')g—
--—postupaka.  |

Prlmetlmo da postupak (X,F,x ) moZe biti neprekldan i-
b,kada to sa odgovara3u01m postupkon (x, P X ) nlge sluéag._To po—‘
~“kazuge prlmer postupka (x, F,x ’) navedenog u komentaru stava
II 2o 12 ii. Istl postupak kako Je navedeno u posledici stava
1.7, nije neprekldan. U 1sto vreme, za svaku okollnu 0 talke x'=
..-=cx>Akoga ne sadrzi tacke lntervala [-3,-1] XNO0 je jedan pod—‘
‘ Skup ékupa prirodnih brojeva (skup XNO 'ne sadrii samo konadno -
mnogd prirodnih brojeva). Stoga za svaku takvu okolinu O Jgkup:
'.NXFXO funkcije f (X)gif\o (3j=0,1,...) i tadka x'=0o ispunja-
vaju uslov (A) iz definicije 1.6. Prema tome , odgovaraguCl ope-

| rator (X,F)g je t;pa N, odakle, po definiciji, sledi da je po—'

stupak (X,F,x?)g neprekidan.

~_Stavovi sa potrebnim‘i dovoljnim uslovima da domen prime-
ne i domen o-primene neprekidnih pOStupaka:(X,F,X')g sadrfi skup
, 7%, 1° odnosno T, dobijaju se specijalizacijom (uzimajudi 2=T°,
TC; Tb T ) sledeéeg rezultata i odgovarajuéih stavova (1.7-1.11)

za HEPICKlQPe postupke (L,ﬂ,x'), na Cemu se nedemo zadrzavati.
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4. STAV.. Neka je 7 koneksan GK-prostor u odnosu na uobi- ..

¢ajeno sabiranje nizovae i (X,F,X’)g neprekidan postupak. Tada

je z<(X,F, ")c ((X B, ")O ) ako i samo ako postoji okolina 0,

J
talke x° takva da je postupak (Xf\OX,F,X’) neprekidan i va¥i

inkluzija 2E(XNO,,P,x” )e ((xno,,?,x")°).

Dokaz. Pretpostavimo zg(x,F;x’)g . Kako je (X,,F,x’)gg
 (X,P)d ; to, na osnovu leme II.B.A, postoji okolina O taéke x”
'takva.da je _Zé&(X(\O,F)d, a stoga'i Zg}(XIYO,F,X’)C. Iz nepre—v%
kidnosti ﬁosfupka (X,F,X’)g sledi eg21sten013a okoline OxgéOt
»taéké x’ takvé‘davje postupak (XMO_,F,x") nebrekldan (defini—-
cije’3 i 1 i napomena 1. ii). InkluZLJa ZCZ(XCBO ,-,x V€ sle-
5”?&1 onda na ounovu (XNO0,F,x") c:(Ki\O JP,x7)C.

' 0

Tacnosb posmatrare 1mpllkac1ge u slucaju skupa (x,P,x )g

: dokazuge se na sllcan nadin (imajuéi pri tome u vidu (X,P,x’ )g
Q(X'.,F)g , zatin da 2g(%,F,x)] 1 2S(X{10,F,x")° implicira-
ju z2<(xN0,P,x")°, kac i da je (XnO',.F,X')OQ(XHOE,,F,X’)o, ode
su 0 i 0, okoline talke x’ o kojima je red u prethodnom delu do-

. xaza) Posto su obrnute implikacije oclgledne, to je dokaz naSeg

‘ sbava dovrsen.

3: Struktura domena primene neprekidnih

(X,F,x")-postupaka

Izlaganje u ovom odeljku podedemo sta%ovima X0ji se tidu
algebarskoétopolqéke strukture dosega dejstva 1 dosega bédejstva
.proizvoljnih:opefatora (X,7), kao i strukture nekih Specijalnih.
delova domena‘primene i domena o-primene proizvoljnih postupaka :
(X,F{Xf). Odgovarajuéi stavovi za neprekidne postupke dobijaju.
se rondea Xkao njihb#e.posledice.

1. STAV. Ako je (X, ﬂ)d prostor B.XK sa (homog enlm)vpgg-

h

‘-udonormama-~pi(U) (i=0,1,...), onda Je (X,E) prostor 3B K u odno-




u 727 akupnost pscudonormi pi(U) (i=0,1,...) i p(U)= suﬁl(x F)(U)l~
_ %€

147}

WEP\, £ (x)uy i,
X j‘-‘f:O 2

, Dokaz.j Pretpostavimo da je niz (U%), Um:(u?) (m=0,1,...),

Cauchy—-ev u prostoru ((X,Fb)b; DysPpseees P) 'tj. da

(a) . p, U™ V") >0 (zveo, n>oo) (i=0,1,...)

i _ ‘

(b>. , '  p(UP- ) 5 0 (n~> oo, né#oo ). |
| Tada iz (‘a). i pretpostavke da je ((X,F)d; po,pl,...) prostdr‘ :
B6K  sledi.da.po$toji Uz(uj)eg(X,F)q tako da :

(a") © py(UB- U) =0 (m—>eo) (i=0,1,...).

| o Po_l{azac’:em_d da tako dobijen niz | U=(uj)€(X,F)b kao i da

() (U= U) =0 (m->so ). B

S tim ciljem' primeéujemo da iz (ﬁb) sledi da za dato &3>0 posto-

© 31 m, tako da je

. p(UP-TM= suplzf:](x)(u—uyl € za m>m, i n>mng,
xeX j=0 _ '
L tj. da je o

bC’f"( ) (02— u) | zla svako xeX, me>m. i ne>m.

o= .00 (ug s)ise a , m>m, >m, .
Puitajuéi n da teri ka oo i imajuéi u vidu da je za svako (fi-
ksirano) TE€X |

<>:,F><U> zz(xm <U=<u.>é<X,F>d>

~ linearna funkcionela na B_K=-prostoru ((X F) 5 Po,pl,...) (stav
I.2. 9), kao i da (a’) znadi da U®—»U u prostoru
((J{ F)d, Poﬂpl,”-) ’

- dolazimo do zak13ucka da je

@ ; :
!ij(x)(u?—uj)jg.g za svako xe&X i m>mng,

j=0
3. |
' : ShpES—f (x)(u - u. )!<:e__ za m>m_.
x& X j=o o
Vazi, daklé, relacija
. -(b”,). | supgé J(y)(u —u.j)j—-i-éo (mn—oo) .




Iz nejednakosti

| Alil,f (J)u 1< sup !2:.f (x)(u - u )]+ supXZZ:fJ(X)uml
keXJ xeX j=o
(yeX; m—-O A,...) |
i prptpostavke U —(um)e;(X M)° (m=0, 1 ..), sledi onda U=(uj)_'
)b

&(X,F)". Sto se tide relacije (b)), relacija (b’’) je samo njen

ekspllcltni oblik. Prema tome, B? K—prostor ((x, F)b,po,pl,...,p)

je kompletan.

2. STAV. Neka je (X,F,x”) funkcijski postupak takav da'jg

doseg dejstva (X,F)d odgovarajuéeg operatora (X,F) prostdr BOK

sa thogéﬁim pseudonormama pi(U) (1=0,1,...). Tada je
| (X,7,x7)°N (X,F)°

prostor B K u odnosu na familiju pseudonormi .prU) (i=0,1,...)"

' i p(u) = supk}L_f (x)u. i . -
X& X J= . -

Dokaz. Na osnovu prethodnog.stava; dovoljno je ustanoviti
.da je Qkup (x,7,x)°N (X, r)b |
| ((X,7)% p_sDyseee 5 D) -

Dretpostavn.mo, dakle, da pt ~¢-U (-~ o) ﬁ prostorﬁ ' .

zatvoren u prostoru

| ((x, F) 5 DosPysrece 3 p) ,
- gde je —(um)EE(X F,x")¢ (m=0,1,...) i U;(uj). Pokazademo da

tada' U=Qu.)é§(X,P,X YC. U tom cilju primetimo da iz nejednakosti -

i 3(xl)u - Eg%fj<x2)ujL5 {%géfj(xl)(uj— g? )l'+

J=o 3_

== m
+l§ibf (xl)u EiéfJ(xz)u?}’+~!§§%fj(x2)(uj - uj)’

. (XIQX; X2€X5_mzoylyf°.-)
. .sledi '

1‘5 . (xl)u Z high (X2>u {5;,2 p(v™-U) +
3=0- J .
‘..;_i?'g" ‘ | ’ . :
: &5i013(31) J. ;EOfJ(K ) U { eiX X, €X3 m O,l,...)..
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‘Ta osnovu p(U™- U)=>0 (m—>e<) i pretpostavke Ua (X,F,x")°

,_(méo,l;...); uobiéajenim postupkon dqlazi se do zakljuclka da po-

:stojil_‘lim jf'f (x)u s “. da U=(u~)€5(X,F,x')C. Tako je do-"
. X=+x" j=o » _
. kazana zatvorenost skupa (X F,x )N (X,7 )b u prostoru
((X’F)b; ’PO,P177‘~ 3 P ) ’

a time 'i stav 2.

~

3. STAV. Neka je (X,P,x7) funkcijéki'postupak takav da_je

- doseg dejstva»(X,F)d' odgovaraguoeg operatora (X,F) prostor B,K
' u odnosu na pséudonorme Py (1) (1~O 1,...). Tada Je

(x,P,x")°n (%, 7)P

'.prdstdr B,k sa pseudonormama pl(U) (i=0, 1,...) i

p(U)= suplS?‘f (=)us] -
x& X j=o

nggg. Kao i u prethodnom sludaju, dovoljno je ustanov1t1
A zatvorenost skupa (x,7,x7)°N (X,F)? 1 prostoru

o Lz, DgsDysees 5 D)

':tj. da iz UL= (um Ye (X,F,x)°N (X,F)P, U= (u;) € (2, PP i gy
(m—»cxb) u prostoru ((X, F)b, Dy1Pyseee 3 p ) sledi U= (u )&

(%, P X )0. To se, medutlm, doblga kao neposredna posledlca nege-

F.3

1zf (¥)u, §<§z:f () (g —um>1 + I;Z-_Ofa(y}u | <

'dnakostl

<p(U- 1) +[ij’(y)ug1) (veX; m=0,1,...) ,
. . .'- . m . ) n . mn . N0 ‘
i pretpostavki p(U=U)—=>0 (n—>oe) i U =(uj)é(X,F,x )- (m=
zok,l‘,ob.'.). . . . ; . . _

: 4. Na osnovu4stavova 1, 2 i 3, zakljudujemo da se pri izu-
“%avanju algebarsko~topoloske strukture skupova (X,F)d, (x,7)°,
1»(X,F,x')c i (X,F,xf)q osnovni problem sastpji u tome kada i ka-

ko se moZe doseg dejstva (X,F)d operatora (X,F) snabdeti struk-
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turom prostora B K. U vezi s tim primetimo da u slufaju opera-
atora'(x;F)'takvog da za svako xeX poétoji indeks ‘jX-taka§ da
| j;>ji povlaéi. fﬁ(x)=0, imamo (X,F}dzT i na osnovu toga da je
| ta§a  (X,F ‘prostor BOK‘ u odnosu na homogene pseudonorne
4pj(U):iujlu(j:C,l;.,!). Prema Sﬁé?OVima_l, 2 odnosno 3? u takvom.“
sludaju su * (X,7)°, (X,7)°n (1,7,x)¢ i (X,7)°n (X,F,x")° pro-
 sfdri‘ B,X u odnosu na hompgéne pseudonorme pj(U)=lu5[ (sz,l,:i‘

"')‘,i‘

1l

suplzz:f (x)u, l

xe X .
“U nastavku emo pokazatl da za doseg deJStva operatora (X,F) va-

p(U) supl}ilfa(x)uai

21 i obrnuto, tg. ’
'A.i, Doseg dejstva (X,E)d operatora (X,F) je prostor B.K
sa pseudonormama pj(U);luj[ (j=0,1,...) ako i samo ako je T =

= (X, F)d (8to, prema stavu II.2.7, znali da za sVako xeX po-

stogl 1ndeks takav da j>jy 4implicira 3 (x)= O)

Ix
Poéto Je o terlgalnom delu naseg tvrdenaa veéd bilo redi,
~ pretpostavimo da je (X,F)d prostor B,K u odnosu na pseudonor-

- me pj(U);fujl (3?0;1"’;)' Tada iz pretpostévke.da su’funkcijé
 'fj(x) (ij'l,;;.) definisane na X sledi Ejé;(X,F)q .za svako
"j=0,1,;.. . Uodimo zatlm pr01zvolgno U=(u-)éaT. Iz prethodﬁo re-

-

%ﬁéenqg izla21! U §:1153 e(x, F)d (k—O l,+..). Tako formiran niz

| (Uk)' je Cauchy—ev u prostoru ((x, F) ; po,pl,.:.), pa postoji-
S U* =(u x )€ (x,)% takvo da UX—» U% (k-»oo) u prostorn |

| Y 0y, B
Me&utim,-konﬁergehcija u posmatranom prbstofﬁ je usivari konver-—.
gencija ?o kobrdinafama,.a”niz (Uk) PO koordinatama'teéi pola-—
f znom_nizu fU=(u.)’ U zakljuéku dobijamo U® =U, i na osnovu toga'
Cre(x,m? s (x, e = 1. |

Prethodnom tyrdeniu u sludaju skupova (X,F)b, (x,7,x")°
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i (X F x’)o odgovaraju slededa tri tvrdenja koja se dokazuju.

na sllcan naéin, prl Semu Je, kao i ranije, p (U)*}u | (3 O,1l,e00)e

4.ii. (X F)b =T ako i samo ako je. ((X F) 3 po,pl,...)
'-prostor BOK i 'sup[f (x)b:oo (3=0,1,...) . '
S : xeiX

(Prlmecugemo da, prema stava II.2. g9, uslov1.
((Z,8)°; pgspysees)

Se prostor BbK’ i suplf (x)]|< oo (3 0,1,...), povlade egzisten~' 
. .. x€X .

:ciju.indeksa jo takvog da Je f.(x)EEO na X za svako j;>jo.)“

4 iii. (X F,x )¢ ((x,P,x°)°%) = T ako i samo ako je

((X F X )Cs pO’Pl"" ) (((X,P,x )09 Poaply °-)) prostor B K i

©postoji lim £.(x) (§=0,1,...) ( lim £.(x) = O (3=0,1,...)).
o x=>x’ Y . X»x’ J

o 'igAnalogne'konstafacije mogu se uéiniti iu sluéaju skupové

: l(xéF;X;jcf\(XiF)b i (X,F,x’)or\(X,F)b, na éemu se neéemo_zadf;‘
o éavati; Inéée, u Qpétém siuéaju'vaéi'sledeéi stav Mazur—axi or—
© licz-a (311, 3.1): | % R | | : -

| . Ako je (X# po;pl,;..)' beskonalno-dimenzionalan B K-pro-
l14stor, onda'su)p;oétbr; (T5 PysPyse--) 1 (X3 pb,pl,..}) izo-
E 4mQrfni.1(MQ§e Se,-ﬁe&ﬂtim, dokazati da vaZi i obrnuto.)

Imajuéibu vidu i njihovu najavu na podetku nafeg odeljka,
;primeéujemofdé‘njegovi dosadasnji rezultati u izvesnom pogledu
'tupotpunjuju reZﬁltate odeljka iI.4,vpa bi im, s te talke gledi-
;iéta,EtamQ'bilo i mesto. Njihovo raspdre&i?anje u odeijak III.3,
{kao“ﬁjégoVog prvog'de1a, posledica je i okolnosti da oni upravb
‘ u t6m odeijku1igraju'jednu od glavnih ulogé.

f ‘Na osﬁovu hapbmene.4 i éinjenice da w.slulaju neprekidnih
"postupaka (X;F;x;) va%i relacija (X,F,x’)ogg(X,F,x')%g (X,F)bg;

A(X;P)d,'u bétatku’oyog odeljka centralno mesto pripada slededem

stavu.
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5. STAV. Doseg dejstva (X,F)% N-operatora (X,F)'jg_pgg—

»~sTor. B JK u odnoéu na pseudonorme pj(U)?lujl (3=0,1,...) 1
l( _ _
. U)'~ s u p :Z:f (;)u .
o k,xéﬁX ! l
Dokaz. Pokazacemo najpre da su pseudonorme ,p%(U) (i=0,1,
.') dobro deflnlsane, tj. da je za svako U—(uj)es(x;F)d i

E
CLF .

- SVakO"l:O 1. . 1(U) konagno. U tom cilju primetimo da je.

Q’) .lng(y)ualqu (y)ual + ij%;ﬂfj(-y)ujl &

l\ s u p]jZ:f (x)u. , + ] J(y)u I

xeX k+31
=(ay) € (%, 74 yéXl, 1;=o,1,.,i) .

'7'Naiésnovu SYOJstva N Operatora'(X F) Jje. e l;{:f (X)u }<:°°
| e | i

) xeEX
o (napomena  1.1.ii) i red :Z:f (x)u uniformno konvergira na Xﬁ.'
Dakle, postoji ko{ takvo da je s u p * Z f. (x)ual

. k= O,xéX J=k+1 J
o Tada, prema (c), 1mamo

"(a). | £, sup |25 (x)u.
: k>§o?i§x ,EZ: (X)u )ngifQilféé J(X)u3l ¥

o oo
+ s up l Z J(X)u l<<><:>
_ k>ko,xeX j=k+1

: S dbuge strane, pO'deflnlClJl operatora (x,F) tipa N, funkcije
f. (x) (3 o 1,...)v neprekidne su na kompaktnom topoloSkom prosto-

™ (X 2’), a tlme i ogranlcene na skupu X . Dtuda je

- .
k<ko?xpeX !Z (X)u sl=e=s

‘sto sa (a) daJe
) : ' 1(U> = sup lz‘f (X)ual < OO

: : ,xeX
za svako U= (u Y€ (%, F) i SVakO i=0,1,... (zbog proizvoljno-

 St1 1zbora niza U= (u Ye (X, F)d i skupa X. )
~ Pretpostavimo uada da je niz (Um),ﬁ; —(u ) (m“O 1,...)

;quauchy—ev u prOSuoru ((A )d; po,pl,.Q.; Q%,p%,...), tj. da
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(e) D, (U= T%) >0 (m»oo, 0w oo ) (320,1,...)
(£)  pHUP-UR) > 0 (m—>oo ;n> o= ) (i=0,1,...).

Tada iz ‘(e) sledi- egzistencija niza U=(uj) © takvog da

o (e”) pj(Um— U)=> 0 (m—>oo) (j=0.,l,...).‘

. Pokazademo da tako‘ dobijen niz U=(uj)€ (X,F)d, kao i da
gl U (m>e=) u prostofu ((}C\‘,SF)d; DgsPysee+s p%,}&,...),‘ tie,.
prema (e”), da i |
(£ P 1) 0 (mm =) (120,1,...).

:Zalsta, na osnovu (f), pri proizvoljno izabranom (pa flksn.ranom)

i ', za dato €> 0 posto;p. broj m, takav da je

(U Un)-ksup ‘Zi‘ (x)(um—un)l<g za m>m, i n>m
, x€X \_

'.tJ. o

ljg.ofj(.l‘i)(‘u?— ?),ISE za svako xeX,, svako k=0,1,..., mem, _i n>my .

\

Puét'ajuc’i n da te#i ka oo i imajuéi u vidu da (e”) znadi konver-

genc:Lgu po koordlnatama, dolazimo do zaklguéka da je

IZf (x)(u - U, )l - za svako x€X;, svako k=0,1,... i m>mg,
g o,dno.sno ' X ‘ : _
. SRR ’. -
Kx e, I;;Z::ofju)(uj,- u)l<e ze memg -
'~Prema'tome, ~ -
_ . k : .
'(f”) Sup lZf (x)(u - u. )l**' 0. (m—=>oo) 3za svako i=0,1, .
~k,xeX, j=o

_.Doblaena relac;L;)a upravo. omogucava da se ustanov:. U—(u )e (x, I‘)d

T3 da red Zfa(x)u konvergira za svako xé&X. Naime, uodivsi
. =0 , L | '. _ s
 y€X izaberimo X; iz familije X; (i=0,1,...) tako da yeX;
o o i o . o
o (to Je moguce na osnovu X = UXl ). .Tada je '

‘ i=o

oq :
| 2= f‘ (Y)ual<.[Zf (3) (uy- um)1 + 12-_f (3)(a™ . >l .

J= P+

’*12: £ <y>u‘“i<2 s u p }Zf <x><u ) +lz‘_ 2yl

3 ptl ,xeX ig 3.-0» o j= p+
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?Konvergenclga reda j{lfa(y)u sledi onda na osnovu (f”°) i
: j=o '

f}pretpostavke T =(uhe (x,)? (1=0,1,...). Sto se tite relacije
?(f ),'rela013a (£’ ) je njen eksplicitni Obllk. Kompletnost BXK— :
;;_—PrOS“Gora ((X F) } PorPpsvers p%,p%» -¢)  Je time dokazana- |
b - 5.1, U,slucagu matridnih - operatora (F), P= (f ), PSeudo—
;ﬁormé l(U) (1 O 1,...) mogu se svesti na pl(U) suplZ{lfljuJ
%(1%031,,..) (videti napomenu l.i.i). U sludaju pak N—operato—
%r?u(Xb,ﬁ’;F)j takvih da je odgovarajuéi postupak (x4,x",F)  O-ne- .
gpfekidan (1.6.vi 1 1.6.vii) u s¥ojstvu pseudonOrmi p%(U)' mogu
isg'uzeti.‘p%(U) = s u p . lzz:f (x)qu (i=0 1,...),'gde_je (xi)
?niz taéakéfiz intervala [XO,X ) koji konverglra ka x’. L. Wlo- |
fdarskl je pokazao [20] da se pri posmatranyu operatora (Xo,x ,F)
;tlpa N takv1h da Je odgovaraguél postupak (x5,x",F) W—neprekl—
idan (napomena 1 6 v) u svogstvu pseudonorm; pl(U) (i=0,1,...)
megu:gzeti l(U) = Sup};Z:f (x5 )u ] , gde je (x;) niz &iju egzi—v
fStenoiju i-svojstvo pretpostaVIJa definicija W-neprekidnog postupka.
B I uopste, prl svogstvu N operatora {X,F), postoje mnogo-
Lbroane mogucnostl 1zbora pseudonorml %(U) (1—0{1ﬂ...) “takvih
ida ge, ((x, F) 5 po,pl,..., p%,p%,...) prosté: BOK. Tako, napri- o

mer mo%emo uzetl

1(U)— sup - l:i:f (X)u ! (1 0 l,..
k, X&Y

e
Qg
-

fgdé su Y (1 O l,...): unije po konaé¢no mnogo skupova familije

o - , N :
X (l“O d,0..) takve da je i iL)Yi = X. Novi izbori pseudonor-—
- ST - =0 : .

mi 1 (o) (1=0,1,...) me dovode, medutim, do bitno novih pro-

:stora ((X- F) -3 pO’pl""; _.3)_7:9::![__"'-)'

uc oanSu na onaj koji je
DOSmatran u stavu 5. Nalme, na osnovu Zeller -0ovog stava (1.2.11),

,Va21
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| '5.ii. Neka je operator (X,F) tipa N i neka su pseudénorf.
- me 'pj(U)’(j=O;1,...) i pl(U) (i=0,1,...) definisane kao u
“,staVu'S..Ako je pri tome ((X, F)d,n) prostor FK, onda je norma
g ~n(U5° ekvivalentna sa 'sistemom pseudonormi P (U) (3 0 1,...)"i

e l(U) (i=0 1,...), tj. tada su prostori

(X% pyapysees p%,p%,..;)

~_li'((X;F)d,n)v izomorfni.

Dakle, algebarsko-topoloska struktura dosega deastva (X F)d
*Q_N—operatora (x, F) odredena je na jedinstven ‘nadin.’ -Stoga se. ta- |
v’da moze govorltl gednostavno o B K—prostoru (X, F)d i, ako Je'

 jto potrebno operlsatl (eksplicitno i 1mpltcitno) samo sa pseudo—- -

xianOrmama p (U) [u | (3 0 1,...) i

g

l(U)~ s u l:ilf (=) l (=(up) € (x, r)¢ )
L %, xé&X

Ko V-

Sledede tvrdénje pokazuje da je, pri svojstvu N - operato-
g_gra’(X;F), svako ‘U=Cu-)eE(X p)d granicalniza (Uk)v'takvog'da =
' za svako k=0 1,...,U —(u ) ima samo konadno mmnogo koordinata

' razlléltlh od nule. Prec1zn13e, 1mamo._*

'5.iii: Ako je operator (X,F)  tipa N, onda za. svako U=

1.1 )

o | a s
~"(u )éE(X F) u prostoru ((X F) 5 DosPpsre-es po’Pl"" vazi . .

: razlagange ;  | ‘
U = :Z:u.Ej‘.

.-Dokaz.'Stavimo gl ZZ:u . Tada iz pj(Um— U)=0 zam>]j
_'sledl da . p (U - U)—a-O (m—><x:) za svako J =0,1,... . U isto

- vreme imamo (U Uy —ksxlé);() lZf (x)(u - um)l"

=su p l 2{; £ (x)u l—*-O (m-vch) za svako i=0,1,... (po de-
k>n, xeX = m+l

, f1n10131 N—operatora (X,F) red- :Z:f (x)u uniformno konvergi-—
Ta na Xi za svako 1 0,1,00.), sto, s obzirom na proizvoljnost
izboya 'U=(uj)€ (X,F) , dokazuje tadnost naSeg tvrﬁgnja._‘

-
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Na'sliéan naéin se mo%e dokazati i sledeéi rezultat:
"Ako doseg deastva (x, F)d operatora (X F) tlpa N sadrzi

}‘sve nula~nlzove, onda za svako U= (u e (X, F)d i svaki ograni--

'>éen dvognl niz (n)(m n=0 l,...)f niz (), gde je

o= (uo,ul,.;.,um,véfg,véﬂé,...) (m=0,1,...) ;
1 .1

fhfkonverglra ka U u- prostoru ((x, F)d, po,pl,..;, Po’pl’:“)" Sta
ﬂvlse, ta konvergenc13a je unlformna po svim nizovima v(n) (m,n=
_—O 1,...) Jogranlcenlm jednim istim brojem, éto moZe biti od zZna-—
éaaa (naprlmer, prl 15pitivan3u perfektnosti regularnlh nepreki-

fdnlhhppstupaka.(x,F,x')).

Prlmenom stavova 1 i 5, doblaamo sledeéi

6 STAV Doseg b-dejstva N—_peratora (X F) je prostor B K-

\

(U) k’xéxilz;f (x)ujl (1 0 1,...) |

m!;; p(v)— supl:Z:fb(x)ul .

;u odnosu na;pseudonorme pj(U) (j 0 1,...),

xeaX

Iz 1st1h razloga kao i raniae, moZe se govoriti jednosta-
ﬂivno o B K—prostoru (X F)b. Sliéan komentar moze se dati i uz
sledeéi rezultat |

- T. STAV. Domen primene (X,F,x )c i domen o-primene

”,(X T, x )° neprekldnog postupka (X, ¥, x”) su prestori B,k u

V:Odnosu na’ pseudonorme p (U) ]uJ[ (3 0,1,004), p}(U) =

1,5.3 u l!;{:f (x)ujl (1 0,1,...) % P(U)é#ifﬁlgg%fj(#)ujl T

gde je {Qi} i:O;l;.m. okolinska baza tadke x’ &iju egzistenciju

i svojstva pretpostavlja defﬁnicija 1.6.

‘Ta¥nost stava 7 sledi na osnovu napomene 1.6.vii i sta-

vova' 5 i 2 odnosno 3. Prlmetlmo takode da pored razliditih iz-

m-‘.

bora pseudqnorml.-p%' napomenutlh kod proizvoljnih operatora:



N, u slucadu nepr eKlQPlh postupaka (X,F,x’) takvih

prostor (“, 2°) ima prebrojivu bazu moZemo uzeti
1 3 g
p5(U0) = s up gZLnf (x)u. z (i=0,1,...),

=Y 1 {Oi} i=0 i . brebrojiva okolinska baza.taéke.

x” koja predstavlija monotono opadajuéi niz skupova i ispunjava
uslove iz definicije -neprekidnog postupka (videti napomenu

1.6.iii), Ta napomena mo%e se primeniti, naprimer, pri radu sa

O-neprekidnim postupcima.

._Sﬁavovi 6 1 7 pokazuju da se struktura_dosega b-dejstva

N-operatora (X,F) i struktura domena primene (X,F,x’)c

'i'domeha_o4primene (x,F,x")° neprekidnog postupka (X,F,x’) na

prifodan nadin "naslanjaju" na strukturu dosega dejstva (X,F)d‘

. odgovarajudeg N-operatora (X,F). To, medutim, ne znali da se sva

”‘svojéfva*prostora (X,F)d prenose na prostore (X F)P°, (X,F,x )C

. Y . s\ O L | .

-1 (X,F,x ). Tako, naprimer, tvrdenje 5.iii nema analogona u

} . ' PN . ’ o . , N C
sludaju prostora (X,F,x’)", a %time ni u sludaju prostora (X,F,x’)

o1 (x,B)P. 2o pokazuje sledeéi primer.

'7.i.“Primer..Posmaﬁrajmo postupak (F’) odreden matricom

SR . 1. .
 §=(f;,)’ gde je fiizfi,i+1 =3 (i=0,1,...) i flJ—O u ostallm

sludajevima (odigledno, postupak (F’) takav je da je

. u.+u.‘+
(F)(U) = _ifgi_l, (i=0,1,.4.)

o R u.+u.

1 (2)(0)= lim —i~5iil.), iniz U=(uy) sa uy =(-1)3 (3=0,1,...).
-Tada jé (5’ )(U) 0, tj. U@E(F’)O. Uzimajudi

“(uo,ul,...,um,o O,ene)

u datom slucagu imamo U= U —(O O,...,O (-1)m+1 ( l)m+2 cee) i

1 :
{1 T e Tm — . . . - : ( 1>m+ . ~ . — y
.<;)(U' U )~(vi), gde J? Vm..~——5—~— i Yif 0 za iwnm (m=0,1,

«..). Wa osnovu toga je p(U—'Um)=qu§vi1= % -+ 0 (m—soo), oda-

%




11%.3 | - 1531 -

kle sledi_da za.posmatrani-niz‘ Uz(uj) Um7®-U (m—> o) u. pro-
stbrﬁ.(F')o (daklg“i prostorima (Ff)cv i (F)b ). Primetimo ta—:
kode.da u détém sludaju niz'(Um) unopSte ne konvergira u brOStoru
(F')O.-(Prostof (F')O je tipa K, pa ako ﬁi niz (U%) kbnvergirao
u tom prostoiﬁ,_onda bi njegova granica bio niz U, éto, videli

smo, nije sludaj.) MoZe se, dakle, redi da tada red Z tﬁ 3 ne

*konvergira.u prostoru (X,F,x")° (i, naravﬁo, prostorlma (x,7,x")°¢

v( )b ) SledeCl stav pokazuge da red zz:ua 3 mo¥e divergi-
j=0

rauwiu prostoru (X ?,x7)% ((X,F )b ) i onda kada jé niz'U=(uj)
konvergentan a postupak (X,P,x’) poluregularan (definicijja
'*:II 1.2 ). Naime, va?i

8 STAV. Neka Neka je (X,F,x’) poluregularan neprekidan posfu-»

'pak taﬁav da ]e a.= lim £f.(x) =0 (j=0,1,...) i a=lim §> f.(x)
| | T xext | Xox 550

.;ﬁO ;; U= (u.)t=Tc 'TO{ Tada red :E:uJEg divergira u prostor@'
RCERSk ()P ). o |
Dokaz stava 8 pod pretoostaVKOm da ge X skup realnih
"(kdmpleksnlh)brogeva 1zlozen_3e u [18], str. 46. Njegovom anali-
‘zom uStaﬁovljava.Se.da dokaz i u novonm sludaju moze tedi na isti
© madin. | | |

Stav 8 pokazuje da, pod njegovim pretpostavkama o postu-.

. . . , O
‘pku (X,F,x’ ) iz Uz(uj)EiTQ i konvergencije reda EZ:quj u

. prostoru (X,F,x’)c sledi U=(uj)e_TO. Nije, medutim, teSko vi-

“'deti da va%i i obrnuto.

L. Wlodarski [20] je pokazao da je domen primene

L(X,F,X’}C,-W~neprekidnog postupka (XO,X'}F) prostor B,K u 0dno-

Cosu ne poeudonovne bj(U)=!uj§ (j=0,1,...), b3 (U) Sﬁp) 5 f (x; >U33
: . , J=0

5 I Dy

)i p(U)z S up L f (“)u 2 , gde je (x.) niz taldaka
- L X &¥<ex Tj=0 . *

¥g,X ) iz definicije W-neprekidnog postupkxa. Prime-

x
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"cugemo uszed da su tada i (AO,X ,r)b i (Xo,x , M) prostori B,k

u odnosu na pOSmatrane pseudonorme.

NiZOm‘(x;) iz definicijé 'W—neprekidnog postupka (x,,x’,F)
- odreden Je na uoblcagen nalin matrlénl postupak (G ) izveden iz
f postupka (xo,x ,F). Tada su (G’ YO, (¢’ ¢ i (G)b B K~prostori
"u_bthSu.né_pseudoﬁormé Dy (U) (§=0,1,...) i pl(U) (i=0,1,...)
fpbsmatrane od Wlodarski-og i 1(U)~ supjiilfﬁ(xm)u | . Primer
:matrlénog postupka i ekvivalentnog W—neprekldnog postupka (v1de—
'7Tti  IT.4.4. v ) pokazuje da posmatrani izveden postupak (G’) i po-
.;ilaznl W—neprekldan‘postupak (x5,x",F) mogu biti ekv1valentnl. Ta-
i:da_sé;ldakle, domeni primene postupaka~(xo,x’,F) i (G7) podudéra—‘
;gu.}U Qpétem sluéaju treba, medufim, dopustiti moguénosf da je-
qﬂf skup (X,F;x’)c pravi podskup od (G7)°. Me&utiﬁ, primenom stavo-
ﬁ 1 va 1.2.11 i T.2.10 dobijamo da pri neprekidnosti postupka
fT(X“fo’) ‘mogu nastupiti samo dva sludaja: ili je skup (X,F,x")¢
;jprve kategorije u prostoru (¢")¢, ili se (X,F,x )¢ podudara sa
| ‘v:(G )C.‘Nalme, prema stavu I.2. 11, identidno presllkavanJe A(U)="
5 f::U (q;{uj)ei(X,F,x') ) je jedno linearno preslikavanje BOKépro;
?fstoréf(x,F,x')C u B K-prostor (¢*)°C. Tadnost naseg tvrdenja
: Sledi5onda na osnovu stava I.2.10 (u posmétrénom sludaju jé

| -'_A<,<x,F,x'>°> = (X,7,x7)°)
_ Postavlja se sada pitanje kada, pri datom neprekidnom po-
‘vjstupku (X,7,x7), postogl izvedeni postupak (G”) takav da Je skup
(x, 1 x)° prve kategorlge u prostoru (G~ ). Prema prethodnom,
.dovolgno je na01 izvedeni postupak (G°) takav da skup (G~ )C ima

:fbar jedan elemenat visSe od skupa (X,F,x’ )C~ Takvu moguénost 1maf'

. mo,fnaprimef, kod regularnih neprekidnih posfupaka (x,P,x").

Zaista, ako je neprekidan postupak (X,F,x') regularan,
J pre ”

 ondé je
| _sup f;"‘f (x)}
Ké}X J=0 .




(videti komentar stava 1.7) i postoji oaraa1cen niz Uz(u-) ta-

kav da Uz(uy)gé(X,F,x YC. Odatle sledi suplff:f (X)uJ!<:oo 1,“'
J x& X j=o ‘

‘na osnovu toga, egzistencija niza (X ) elemenata iz X  koji kon~
vergira ka x’ tako da postoji (konacan) 11m EL‘f (X )u . Posma-
.. trani niz Uz(uj)voéigledno ima grahicu u smlolu postupka (¢”)-
izvedenog iz pdstupka (X,F,x°) i pridrufenog nizh (x;), ali,.
‘¥ako smo pretpostavili, ne 1 u smislu polaznog postupka (X,F,i’).

Na'osnOvubtoga,‘skﬁp (x,F,x" )% je prve kategorije u prostoru (G’)?,

4. Struktura domena primene:neprekidnih
(X,F,x’)g-postupaka

Stavov1 1- 3 i5-7 iz prethodnog odeljka pokazuju.da se
prl uvodenju topoloske strukture u skupove (X,F)¢, (%, F)P,
(X ?P,x)¢ i (X,F,x Y°  bitno korlstl ¢injenica da U= (u ye (X, F)d

((A,ﬁ)b (x, F‘X')C' odnosno (X,F,x Y0 ) pretpostavlaa konvergenci-

" ju reda (x, )(U)= EL_fJ(x)u za svako x&X. Pri definisanju
j=o

'skﬁpo&a"(X,F)d ) (X,F)z ) (X,F,X')g i (X,F,x')g, U=(uj)é(X,F)g
f((X,F)b (%,F,x )C (x,F, X’)o ).pretpqstavlja egzistencijﬁ'okq~
'ling Oy taéke x’ takve da red (x,7)(U) konvergiré Mfek! za '
. svako. xe XNoy (dopuétajuéi, dakle, moguénost da red (X,F)(U)
divergira za svako xefX—OU ). Véé taj podatak éokazuje da tre-
 ba ratunati saT§e6im tedkodama pri tendenciji da skupove (X,F)ga
(X,F)g ; (X;E;X'); i (X,F,X')g snabdemo strukturom brostora'
'BOK (ili ﬁekom_drﬁgom iole efikasném sloéenbm”matematiékom'stru—
’kturbm). Naée:daljé izlaganje pokazuje da ta struktura ne mora
‘biﬁi obezbeﬁeﬁa Cak ni u sluéaju‘kada je operator (X,F)g tipa W
 (& time posf@pak (X,F,X’)g neprekidan). To de slediti iz stavova

_8a potrebnim i dovoljnim uslovima da doseg dejstva i doseg b-dej-
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stva N-operatora (X,F) i domen primene 1 domen o-primene ne-’

g
prékidnon postﬁnka (X,F,x’) budu koneksni prostori GK (u odno-
s ﬂa aoblcageao sa blrange nizova), koji su osnovna problematlka N
. 0VOog (Dosledngeg) odelgka nasega rada. I sada, kao i u sludaju
odelgaka II.3 i 1III.2, svi rezultati ce se bazirati na rezul— 
tatu leme .12.3.4,.1 odgovarajuéim stavovima za operatore (X,F)

‘tlpa N odnosnobnepfekidne postupke (X,F,x"), §to lemi II.3.4

.daje iguzetno vaZno mesto u ovom radu.

1. STAV. Doseg dejstva N-gperafora (X,F)g. je koneksan -

:GK~prbs+or ako i samo ako postoji okolinag O tacke x’ takva‘da‘jg
(x F)Q =(x00,T)%, | |
| Dokaz. Pretpostavimo da je operator (X, F) tlpa N i da’
je (X, F)d koneksan GK-prostor u odnosu na uoblcageno sablrange

. nigova. Tada, prema lemi II.3.4 (uzimajudi za Y upravo prostor
(X ,»F)g), ‘postoji okolina O tadke x’ takva da je (x,F)g <
v(Xf{O 4. Kak0'obrnuta inkluzija pogotovu vaZi, to je za tako
doblaenu ‘okolinu O tacke x’ (X, F)d = (XNo, M2, (Iz dokaza na-
Se eg . tava u posmatranom smeru vidi se da taj deo stava vazi za
pr01zvolgne, a ne samo za N-— operatore (x, F) .) Obrnuto, neka je
 operator (x E& tlpa N i neka postoji okolina O talke x’vfakva
da je (XIXO F)d (X,F)g . Po definiciji N-operatora (X,F)g (pod-
odeljak 2.1), postoji okolina 0,20 taclke xf fgkva da je opera-
tor (XA0_,F) tipa N. Tada iz ('X,F)g =(XnO,F)d§,(Xﬂox,F)d£~
(X,F)g sledi (X,F)g =(Xf\O%,F)d. Na osnovu stava 3.5, (X(\OX,F)d,
pa prema tome i .(X,F)g » je prostor BX (u odnosu na pseudéné-

rme pjgu):;u.((j:o,l,...) i
k ' .
(U)~'s u p g}ﬂ.f (x)u g (izo,l,..,),
k,xeXN0 -0, " J= '

'gde ge {013 1~O ... prebrogvva okolinska baza talke x’ &iju eg-

Alsten013u i svoastva p“euposvavlga definicija 2.1). Time je do-
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kaz stava 1 dovrSen, s obzirom na to da je svaki B K-prostor i -

GK-prostor.

l.i. Analizom dokaza stava-1l dolazimo do zakljudka da je

doseg dejstva (X,F)g N—opefatora (X,F)g mogude snabdeti struké

" turom‘proSﬁora'.BOK- ako i samo ako ga je mogude snabdeti struk-~
turom_konekSnog prostora GK.'U tom smislu se moZe redi da je
struktura B K-prostora prirodné.;é doseg dejstva oberaﬁora (X,F)g
tipa N i u stavu 1 umesto koneksnim prostorima GK operisati

prostorima B,K. Ista konstatacija vaZi i u sludaju skupova (X;F)g,

s\ C
(XFx)g

' dnog postupka (%, P X )g > pa de stoga u slededim stavovima biti

i;(X‘F x’)o kod N—operatora (X, F) odnosno nebreki—A

redi samo o prostorima B, K.

2. STAV. Da bi doseg b-dejstva (X, B‘)g N-operatora (X,F),

blO orostor B,K 'potrebno i dovoljno je da postoji okolina o

tadke X_:takva-da_jg (X 0,F)P= (X7F>§

‘  Qggég; Dovoljnost.‘Pretpoétavimp da je operator (X,F)g
1tipa ﬁ- i da postdji okolina O tadke x~ sa svojstvon (X{WO,F)b=
(X,F)z . Po definiciji:Nfoperatora (X,F)g; postoji i okolina
0,420 talke x” takva da je operator (X0 0,,F) tipa K. Zbog
(Xf\O,F)bgg(X(\CE,F)bg;(X;F)g’, ddiazimo do zakljuika da je
(XflO%,F)b - (X,F)g , pa dovoljnost navedenog uslova dobijamo
1primenom“stavé 3.6 mna operator (X(\OK,F). (Na ésnovu navedendg
_stava jé (Xf\O%,r)b, daklé (X, F)b , prostor B.K u odnosu na
pséudonérme pj(U) <j=0,1, 2, pl(U) (1 0,1,...) mnavedene pri

.dokazu prethodnog stava i. p(U) = sup i}_,fa(k)u { .)
. | , ' xéXﬂO j=o0
Pbtre hnost. Pretpostavimo da je doseg b -dejstva (%, P)b
U—Operatora (X F)g prostor B/ K. Na osnovu inkluzije (X )ggg
(X E)g i leme II.3.4 (uzimajudéi Yz(X,u)g ), postoji okolina
_ _ )d.

0, 'aé'e %’ takva da je (X,P)2g(XN0q,F Na osnovu defini-

t



~ 136 -
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cije N-operatora (X,F)g, postoji okolina O0,&0; tadke x° ta-

kvae da je operator’ (XNO0,,F) tipa N. Tada iz (X(\Oi,F)d§;

(xno_,#)? eledi (x,F)g;;(Xf\oE,F)d. S1i%no kao za Z u dokazu
; | b

»YP

e

stava 2.2, mofe se zatim ustanoviti da je (preciznije) (X,F
< (xno_,m)P?, éto,‘buduéi da je pogotovu (xr\oxg?ﬂkg(x;F)g_;
(XF\O F)b. Potrebnost navedenog uslova(sga

implicira (X,P g

0 = O, ) i stav 2 su time dokazani.

3. STAV. Domen primene (X,F,X’); neprekidnog postupka

(X,7,x"), je prostor B,K ako i samo ako postoji okolina 0

tagke x’ takva da je (XNO0,F,x")¢ = (X,F,x")g

3 Dokaz. Pretpostavimo da je postupak (X,F,x"), neprekidan,
tkkao i da postojiAokolina‘O tadke x° sa svojsthm_l(Xf\O,F,x’)9=
(x,F,x")C . Tada neprekidnost postupka (X,F,x’), (definicija "
2.3 ) implicira-egzistenciju okoline 0,&0 tadke x° takve da
je1§qstupak (XN0,,F,x") neprekldan (2 l 2.,1.ii 1 1.6 ). Da je
(X;F,X’)C brostor B,K sledl onda na osnovu (X(\OX,F,X’)C =
=(X,F, )C i stava 3.7. Obrnuto, neka je domen primene (X,F,x )C'

B neprekldnon postupka (X,Pr,x ) prostor B, K. Tada, zbog (&,F)g

' _2(}( F,x )C , postoji ‘okolina O talke x’ takva da je (X,F,x’.)gg_

 <XflO3F) (lema II.3.4). Lako je, medutim, videti da je u tom -
slugaju i (X,F,x");<(XNGC,F,x")%, 8to implicira (X,F,x’)g =

= (XN0,FP,x )¢ i dovrSava dokaz stava 3.

- Na analogan nadin se dokazuje i tadnost slededeg rezultata:

4. STAV. Da bi domen o-primene neprekidnog postqpka

"_(X,F,x’)g bib'prbstorb B,K potrebno i dovoljno je da postoji

okolina O talke x” takva da je (xn0,7,x")%=(x,P,x )¢

Stavovi 1 i 2 pokazuju da su doseg dejstva i doseg b-dej-

© stva N-operatora (X,F)g,(dakle, operatdra generalisanog tipa )
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‘prostori BOK ako 1 samo ako se isti podudaraju sa dosegom dej4* “‘

stva odnosno dosegom b-dejstva operatora (XMO,F) za neku Okoli—xf3t

nu O.taéke'k'(tj.‘OPeratora prvobitnog tipa dobijenog od (X,F)g

tako'éto se iz posmatranja ispuste tadke skupa X-O ). Analogna

- »konstatac1ga ima se (na osnovu stavova 3 i 4) i u sluéagu domena

prlmene i domena o—primene neprekidnog postupka (X, F X ) . Kod

matrlcnlh operatora (F)_ to praktlcno znati da je doseg dejstva .

&
(F)d (doseﬂ b-dejstva (F)b ) prostor B_K ako 1 samo ako postoji
. matrica l doblgena od matrice F 1Spustan3em konac¢no mnogo pr-
. .v1h vrsta takva da Je (Fl)d =(F )d ((Fl)b = (F)b ). Isti komen-
tar se moZe datl i u vezi sa domenom primene i domenom o—prlmene

gmatrlonlh pOSLupaka (F ) . Te ¢injenice omogudavaju da navedemo

prlmer matrice F takve da ni Jedan od skupova (E)g ) (F)g , (r7)°
_(P ) nije prostor B X (8ta viSe, ni koneksan GK-prostor,’

lkakgfsmo.veé napomenuli).

5. Primer. Posmatrajmo matricu

1 1 . 1 .
y AT S S
2 3 Jj+
F = . ‘e . Y . - *
l 1l ’ 3-: L : l . *

t . . « ' e e a . * o

a) Pretpostav1mo da je za datu matricu F skup (W)d pro—

}stor "B K Tada prema stavu 1 postoji indeks i, takav da je

iff (F)d (F )d, gde je

1 1 2 —-—-1—~—— .
. 2io+1 310+1 (j+1>io+1
Fo= 1\ 1 S SR I
o 2io+2 : 3io+2 (j+1)i0+2
o . . e . SRR

o Kijey medutim, teSko videti da niz U = (uj), gde je u;=(j+l)
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i- (jéoél,..,);’?ripada ékupu (F)g (red :Z:flJuJ konvergira 2za
-<i:>io+i),aiivne i skupu (Fo)d (posmatranl red dlvergira'za i=io+1);

“iDobijena kontradikéija pokazuje da se u datom sludaju (F)g ne

K moée;snabdéti.strukturom brostora B K. |

5) Uzmimo sada'da.je za, pésmatranu matricu F ‘skup‘(F)g

'fprostor 'BOK. Onda, prema stavu 2, postoji indeks i, takav da

g\matricaz .
1,41 i+l o iq+l 7T
2t 3 1 (j+1)
P 1 _Aa 1
-1 v il+2 'il+2 tte 11+2 Tt
T 2 3 (§+1)

'-1ma svogstvo (P)b “(Pl)b. Meﬁutlm, niz \U (u ), gde je u-—(3+l)ll

. O
,}(J—O,l,...) prlpada skupu (F)b ( {:Z:fl U 1 bl 1._,' <
‘ , 37 CJ=or . 1=1; -
LS (J'*'l) . ‘

———1—5 za"i:>il+1 ), ali ne i skupu_(Fl) (poSmatrani niz
=0 (j+1) |

U= (u-) ne prlpada skupu (Fl) , pa prema tome ni skupu (Fl) ).
Dakle, u posmatranom slucagu ni skup (F)b n13e moguée snabdeti
strukturom prostora B,K.

c) Neka je u'datbm sludaju skup (F’)g prostor B_K. Na

“osnovu stava 3, tada postoji matrica

o 1 1 1 1
. i2+1 i2+l o & o ] 12+l - &
2 35 (j+1) < -
. N 1 1 ‘ 1
| o =Y T T e 1o e
e s 972 32 (5+1) 2

. . . ’ . L : - LR

takva da je (Fé)c=(F')c . Sliéno prethodna dva sludaja, pokaza-

“ ﬂ$cemo da poslednga Jednakost ne vazi. Nalme, niz U= (u ) Sa ujz

"“~(3+1) (j=0,1,...) ne pripada ‘skupu (Fz)c (jer ne pripada

Skupu (rz)d ) dok Je u isto vreme posmatranl niz elemenat skupa

;(F1>§ {red :Z:f&j ~ZL_—————-I— konveggira za 8svako i:>12+1
| = I=0(5+1) o
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i (ako se posm tragu samo te Vranostl i ) postoji lim Zi:fla J
' : _ , i _

b(moée'se pokazati davje jednak ‘1)). Iz dobijene'kbntradlk01ge
proiglazi’da se k§d posmatrane matrice F ni skup (F’)g ﬁe ﬁaéé 1k'
 ‘ Snabdeﬁi strukturom:pfostora BoK. |
d) Na osnovu Stava 4, operisuéi sa (eventualno) nekin no-
Vlm 1ﬁdeksom i3 1 nlzom U= (u ), gde je uy,=0 i wuy —(J+1) "3
(3=1,2,...) dOSll bismo do zaklgucka da se ni skup (F )O Vnase 

- matri¢e"F ne moe snabdetl strukturom prostora B K.

Analizom stavova 1-4 do¥e se, pri svojstvu N opératora
-(X,F)g; konstatovati sledede: | _
 Ako se bilo koji od skupova (X,F)g ,-(X,F)E ’ (X,F,X')é

 i (X v, )o moZe snabdetl strukturom prostora B oK, Onda to

‘ svo3stvo 1ma3u i svi sledec1 skupovi (po redu navodenja).

Odatle, naprlmer, sledl da ako se u slucagu neorekkdnostl.‘
'postupka (X,F,x ) bilo kom od cetlrl posmatrana skupa ne mozZe

.nametnutlvst:uktu?a prostora BOK, onda.:o isto vazi i za Pret—:;,
hodne skupove. Né.osnovu'toga.je u primeru'S bilo dovoljno poka=-—
zati samo da -se skup (Ff)or ne moZe snabdeti strukturom prostora

"B K (deo pod d)), dok bl{ng ostalo ( a), b) i ¢)) pojavilo

o
Kao posledlca. S

Ta kréju 6vog dela naéegavrada primetimq da pri dokazu
~stavova o strukturi skupova (X,F)d, (X,F)b, (X,F,x")° i
(X;F,x?)o nijevudpéte koriééena pretpostavka da su;(Xi,fz)
(i=0,1,... ), odnosno (X-0;,% ) (i=0,1;...), topoloSki prostori
pvebrogl§e baze. Stoga bi se za tu prlllku ta pr tnosta#ka.mo—
‘éla izostaviti iz defln1c13e operatora (X, F) tipa N, odnosho de-

finicije neprekidnog postupka (X,F,x’). U slucagu pak stavova

Sa potrebnim i dovoljnim uslovima da posmatrani skupovi sadrzZe



f.4
t=-

)
i

neki‘oq Skupova_TO,ATp, Tb i T, ta pretpostavka intervenisala.
je na bitan nadin. Radi §to vede jedinstvenosti izlaganja ( a
tiﬁeﬂi njegové bolje preglednosti ) mi smo se ipak opredelili
»za'jedinstvénu definiciju operatoré tipé.N odnosno neprekidnog

?ostupka.
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