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u v о D 

Pri pokusajima аа se domen primene matricnog postupka 

konvergencije snabde strukturom Banach-ovog prostora аОБ10 se 

dozak1jucka аа ista nije adekvatna odnosima u oblasti роmепи­

tog э1сира (и srais1u аа postoji matricni postupak ciji аотеп 

primene nije шоguсе snabdeti strukturoTll Banach-ovog prostora). 

Postavi10 se stoga pitanje definisanja i izucavanja slozene 

matematicke.strukturekoja u potpunosti odgovara mogucnostima 

organizacije аотепа primene matricnih postupaka. Тај ртоЫет, 

ротеа ostalog, doveo је ао uvodenja ројта prostora Во - је-

апе genera1izacije Banach-ovih prostora, koji se, poautorima, 

nazivaju i prostorima Mazur-a i Orlicz-a [lЈ. Isti autori [зоЈ 

ви аео s~ojih rezu1tata, doduse ~ez dokaza, objavi1ivec 1933 

godine. Kompletne rezultate о strukturi аотепа primene matri-
\ 

cnih postupaka i nekim cinjenicama 'koje ~datle proisticu, Иа-
zuri Or1icz [31] publikova1i su tek 1954. U mec1uvremenu se 
istom problematikom bave mnogi matematicaxi, оа kojih naprvom 

mestu (kako ро Ътоји tako i ро dubini rezu1tata) treba istaci 

К. Ze11er-a. Hjihovi doprinosi bi1i su оа znacaja kako za re­

Бауanје problemaiz teorije postupaka konvergencije tako i.za 

razvoj funkCiona1ne ana1ize uopste (dolazi, naime,do иуобеПја 

i izuCavanja raznovrsni11 a1gebarsko-topo1oskih struktura). 
/ I • 

Pri proucavanju potrebnih i dovo1jnih us10va аа аотеп 

primene postupka konvergencije sadrzi skup nu1a-nizova, ЭКйр 
р 

kQnvergentnih nizova odnosno ·skup ogranicenih nizova pokaza1i 

BU se sasvim dovo1jnim ројат i svojstva Banach-ovih pr·ostora. 

Pri resavanju takvih ртоЫета za slucaj skup~ svih nizova ао­

lazi se, mec1utim, ао zak1jucka аа to vise nije ti1co. U novom 

slucaju primenjuje ве teorija Frechet-ovih prostora Cijom se 

specijalizacijom dobijavazna k1asa prostora -- klasa vise ро­

ffiellutih prostora Mazur-a i Orlicz-a. Stoga је уес pbcetak ovog 

тааа - njegov prvi аео, posvecen najneophOQllijim ројr:clO'Тiша i 

rezu1tatima teorije metrickih 1inearnih prostora i teorije pse­

udопоrшirапih prostora, Prechet-ovim i prostorima Mazur-a i ОТ­

licz-a kao njihovim specija1nim slucajevima. 

Inace, се10 iz1aganje rasporedeno је u tri de1a: I~ 

11 i 111. Delovi se sastoje iz ode1j'aka koji su nUL.1erisaIli 
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Uvod 

агарskiш cifr:ama. Odeljci imaju pododeljke,oznacene takoc1:e ага­

pskim сifгаша,u kојiша se bez posebnog numerisanja izlazu д.е...; 

finicije, stavovi, leme i druga tvraenja. Pos1edice, паротепе, 

ргiшегi i d.rugi komen tari,. uko1iko ih ima u nekom podode1jku, 

по:зе oznake pododeljaka u kojima se na1aze i pored toga пите­

risani su шаlim rimskim ciframa. Pri pozivanju па druge cinje­

пiсе iz J."ada ukazlije· se па аео, ode1jak i pododeljak u коше se 

iste na1aze. Oznake,de1a, ра i ode1jka, ~zostav1jaju ~e uko1i-

1:0 . је rec о cinjenicama iz istog ае1а odnosno ode1-jka. 

sto ае tice drugog dela гааа, оп је posvecen funkcij.,... 

skiш postupcima konvergencije - postupcima pridruzenim Ylekom 

nizu funkcija definisanih па skupu koji ima tacku nagomilava­

пја, cijom se specijalizacijom dobijaju kako matricni tako i 

mnogi drugi nematricni postupci. Pridruzivanje :postupaka izve­

аеnо је na,dva bitno razlicita nacina (definicije 11.2.2 i 

11.3~1). Osnovnu problematiku u tom delu rada ·sacirijavaju re­

zultati sa potrebnim i dovo1jnim us10vima аа domen primene fu.n-

1, kcijskog postupka sadrzi вуе nula-nizoye, sve konvergentneni­

zove, sveogranicene nizove i Буе nizove uopste. Radi sistema­

-cicrlosti i pojednostavljenja izlaganja prethoclno ае resavaju 

takvi problemi za doseg dejstva i doseg b-dejstva f~~kcijskih 

operatora (definicije 11.2.1 i 1I.3.1). G1avnim rezultatima 

ovog dela nasega rada, ЈсаЈсо zbog dubine tako i zbog ргiшепе, 

smatramo stav 11.2.9 i lemu I1.3.4. 

u trecem delu гааа posmatra ае јеаnа potklasa klase 

f'unkcijskil1 postupaka - k1asa neprekidn~h postupaka (ciefini­

cije 11I.1.6.- i 111.2.3), cijoт se sp~cijalizacijom dobijaju 

kako matricni postupci tako i postupci neprekidIli u ·smislu ае-
/ 

finicija W1odarski-og-i Or1icz-a. Pored rezul~ata ana10gnih ге-

. zultatima drugog dela rada, оуае ае izucava јов i topoloska 
r 

struktura dom~na primene neprekidnih postupaka. Pokazuje ае аа 

перrеkidдi 'flli1kcij ski postupci zadrza vaju mnoga вуо ј stva та t:ri-
. . 

cnih postupaka i neprekidnih postupaka VТ1оdагski-оg i Orlicz-a. 

Као i u prethodnom delu, i ovde ае пајрте raspravlja о speci-

ј al:nim funkcij ski:m operatorima (definici ј е 11I.1.1 i 111.2.1), 

аа ы ае' zatim odgovarajuci rezu1 tati za neprekidne postu.pke 

dobijali ug1avnom kao posledice. U tom smis1u treba shvati-ti 

nаве misljenje da su centralni rezu1tati treceg dela rada sta-
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70 III.l.2, '111.3.1 i 111.3.5. Primetimo па kraju аа odelj-
" ' 

prlpaaa розеЬnо mesto и 6itavo~ radu zbog ~oga §to 

s~cru.~~[tul'j_ аотеl1а ргiшепе fUl1kcij skih post1.1paka konvergencij е 

genera1isa.nog tipa (definicija 11.3.1). 

Autol' ovog гааа izrazava svoj-u. iskrenu zah-va1nost 

, prof .. dr S. A1jancicu i аос. dr D. Аdашо-viсu za nј ihovu 

llesebicnu ротос u toku nј ego·ve izrade. 

." 



1" ;,i::ЕТRIСIП I..:INЕЬ.l:z1'П РНОВТОРсI 

1. ~seudometri5ki prostori 

ПеЈса је Х proizvoljan neprazan skup i а(х,у) ге-

alna fUl1kcione1a' definisana па Dеkаrtоvош proizvodu , ХХ Х. 

1. D е f i п i с i ј а. Ако је 

l' ~(x,x)=O; 20 а(х,у)=а(у,х) i з0 d(x,y)~d(x,z)+d(z,y), 

ollda kаzешо с1а вто skup "" . .l\.. snabdeli pseudometrikom а. Рау 

(х 9 а), {li sашо х каааје јааnо о којој pseudometrici је ге6, 

zovemo tada pseud.ometrickim prostorom1 ); elemente х Е Х ZO\Te-

шо аааа tackama pseudorne·CriCkog prostora (х, а) (Оdnозnо Х), а 
, , 

а(х,у) pseu.do:castojanjem tacaka х i у. 

Pseudometrika а(х,у) је me'trika };:ааа lH аСх,у)==О 

'" ,i::?x=y. Тааа govorimo о metrickom prostoru i о :саstојаnј.:ц. izme-

d:u tac<;lka.' (КоnјШlkсiјоm l' i 111 ocig1edno аоЫјато us10v 
, о 

1 d.(x,y)=O~x=y.) 

п рsеudоmеЈсгiсkiш prostorima pojmovi sfere, Cauchy-evog 

ikoHvergen'cnog niza, а time i па njima zasnovani ројшоvi otvo-

renog i zatvorenog skupa, kompletnog prostora, adherencije, би-

stog i вуиаа gustog аlrnра, separabilnog prostora itd., иуоае ае 

па isti nacin као Код.. metrickih prostora. Iz.defin~cije metrike 

i pseudometrike. јааnо је аа ае svi rezu1tati teorije metrickih 

prostora ciji dokazi bitno 11е koriste иаl0У 1" аutошаtski рге-

nозе па pseudometricke prostore. Slede6~ nаротеnа pokazuje kako 

зе resava..YJ.je nеКОб рrоblеша u pseudometrickom pros.Jcoru па pri-

rodan nacin mo~e svesti па уе§ауаnје istog takvog problema u 

uetrickom prostoru. 

l\ -, V l 
~) lz konteksta се biti ~~8nO аа li је уес о skupu i~i о 

pseudoтetri~kom prostoru. 

У" 
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1. i. Svako~ р s8uclollletrickom ргоst~(mоЪе ве koresDon-

dirati metricki prostor sa gotovo istim svojstvima. U tom cilju 

U .i'- ве ц\тоа! relacija elcvivalencije r -tako аа је х r у ~> 

d(i,y)=o. FШLkсiоnеlа је tada јеаnа metrika 

па skupu klasa ekvivalenc1je Х/г. Zeleci аа istaknemo njegovu 

zavisnost од. polaznog pseudometrickog prostora (х,а), tako ао-

.. bijeni metricki prostor (X/r,d1 ) oznacavamo ва х(а). 

1z definicije meJcrike а1 s1edi аа х ~X 
п 

U prostoru 

(х.,а) ako 1 samo ako С -ј> С 
:кп х 

11 prostoru х(а). На овnоуи to-

ga је, naprimer, skup у separabilan u pr'ostoru (х,а) ako i samo 

ako је odgoya:r'ajuci skup У1 (tj. slrup sv1h k1asa ekv1va1e.nc1je 

koj е sadrZe·. e1emente 1z У) separab11an u prostoru Х( а) . 

\ 
'о 

Ako је (х,а) pseuQomet:cicki prostor 1 ус;.х, оnаа рве-

udometricki prostor СУ, dl yxy ) kratkoce radi oznacavamo sa 

(У,а). U tom smis1u treba shvatiti 1 sledecu definic1ju. 

2. D е f i п i с i ј 

najv1~e pгebTOj~ye fami1ije 1 ) 

а. Neka 8U па Х definisane ауе 

-2 ( .. )2) 
a~ k=0,1,... 1 neka је 

pseudometr1ka а1 (j=O,l, •.. ) i 

y~ Х. Ako 1z 

s1edi 

у ----'.;> у u prostoru 
п 

za svako ј=0,1, .... 

Yn-v У u prostoru za svako k=0,1, ... 9 

оnаа ka~emo аа је fami1ija pseudometrika a~ (Ј"=0,1, •.. ) Ј'аса 
Ј " . 

. на skl..lP~ У од. fami1ije pseudometr1ka a~ (k=0,1, ... ). Ako је 

u isto vreme fami1ija 
? 

dk (k=O, 1 ? ••• ) јаса па У од. fami1ije 

a~ (ј=О ,1, •.. ) , 

(ј=о,l, ... ) i 

оnаа kа~ешо аа 

a~ (k=0,1, .•. ) 

su familije pseudometrika 

,ekvi valentne па skupu У. U зl'Ј.-

1) Koris~cice!11o u istom zIlacenju i tеПlliпе "sistem!!, "S1-сLlр\'· 
odnosno i!ukupnosJc ll

• ГQ:-пiliј е pseudometri.ka nе LJ.o::-ајu istovre:::rle--

по biti kon&&ne оаповnо beskona&~~ . 
. 2) Iа1-со SU o'::::liku. 

r~d navodenja pseudometrik~-61anova nije C~. 
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СЭ;ј1.1 у=х gоvоriшо о јасој familiji pseudometrika, odnosno о ekvi-

;'у . },'. l' r~ap0'ffiena i sledeci stav omogucavaju аа se dokaze 

separabilnost nekih konkretnih pseudometrickih prostora (primer 

primene nауоа! se u 2.7.i) • 

. 3. STAV ([1],1.41). Ako је па х definisana рsеudошеtгi-

ka d 

-'сад.а 

i nјо;; ekvivalentna familija pseudometrika 

iz separabilnosti prostora (X,dk ) za svako 

~a'rabilnost prostora (Х,а), i obrnuto. 

dk (k=O, 1 , ••• ) , 

k=O,l, ... sledi 

Ako эи 
1 а1 ( k=O , 1 , ... ) 
\: 

i a~ (ј=О,l, .•• ) ekviva1entni 

sistemi pseudometrika definisanih па Х, оnаа iz stava 3 sledi аа 

је prostor (x,a~) 
Ј..'-

separabi1an za svako k=O ,1, ... ako i вато ako 

је . prostor. 
? 

(Х, а;р separabilan za svako j=O,l, .•• (jer је, reci-

то,' pseudome~Grika 

а(х,у)= ,~ 2-! d~(X,y)(l+d~(x,y) )-1 
l l i 

ekvivalentna s.a skupom pseudometrika 1 d k (k=O, 1 , •.. ) ) • 

Iako ве ista problematika moze raspravljati i u рвеиао-

metrickim prdstorima, dokraja na~eg ode1jka Ы6е rec iskljuci-

уо о metrickim prostorima. 

6r о, 1) е f i п i с i ј а. Skup Y.~ Х ј е nigde gust u ше-

trickom prostoru Х, ako njegova adherencija У nе sadrzi ni јеаnи 

kug1u, -'сј. ako је unutrasnjost оа У prazan skup. 

Skup y~ х је prve kategorij~ u Х, а1::0 ве moze pred­

staviti kao najvi~e prebrojiva unija skupova nigde gustih u рго-

storu х. U виргоЈсnот slucaju kazemo аа ј е skup У ~X druge ka-

Skv_p y~ х је ргуе };:ategori;ie 'й tacki Хо ' 'ako postoji 

okolina О -tacke х'о takva аа ј е skup . У f1 О ргуе kaJcegoI'ij е 'й рго-
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stOI'U Х; kada -сакуа okolina пе pos-toji, gоvоriшо о skupu У (lr1.l.-

ge kategorije и. "cacki хо. 

S}::up У ех zac10volja Уа Baire-ov uslov u prostoru (х, cl) , 

ako svaki neprazan perfektan skup Z sadrzi tacku Хо takvu d.a је 

Ьат jedan од. skupova ZN у i Z-y prve kategorije u tacki ХО 
up~ostoru (Z,d). 

4.i. Primetirno da skup druge kategorije пе ffioze biti 

prazan, sto se bitno koristi (eksplicitno ili implicitno) pri 

dokazu svih rezultata u odeljcima II.3, III.2 i III.4. Poka­

za..~o је takoO:e (npr. ,[2], Uvod, teorema 2) da је svaki komple-

':сап metricki prostor druge kategorije u sarnom sebi. 

5. D е f i п i с i' ј а. Neka је Ђ najuza (u smislu 

inkluzije) од. svih familija skupova y~x takvih аа 

i 

1) svaki zatvoren skup pripada familiji, 

2) unija prebrojivo mnogo skupova iz familije pri-

pada familiji 

3) ако neki sh\lp pripada fашili ј i, onda nj egov кот­

pl~IIlent takode pripadafamiliji. 

Za skup У6.Ј3 kazemo tada da је В-шеrlјiv (ili, da је merljiv 
r. 

u Borel-ovom s~islu). 

5.i. :Ваnасћ ([31, str. 398) је dokazao da svaki E-mer-

ljiv skup zadovoljava Baire-ov uslov. 

6. D е ј' i п i с i ј а. Skup усх је koneksan u pro-

storu (X,d) ako se ne moze prikazati kao unija dva neprazna di­

sjunktna skupa otvorena u prostoru (Y,d). U slucaju У==Х kaze-

то јеclllоstаvдо da је prostor (Х,а) -koneksan. 

7. }) е fi п i с i ј а. Operator А, koji preslikava 

prostor (X,d) u prostor У, zadovoljava Baire-ov uslov, 
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ki nepraza11 perfektan skup z~ Х iша podskllP Zl ртуе kategori­

је u pros·toru (Z ,а) i takav аа је restrikcija А! Z-Z јеаnо 
1 

neprekidno pres1ikava:aje prostora (Z-Zl,d) u prostor У. 

8. D е f i п i с i ј а. Neka operatori Аn (n=О,l, ..• ) 

i А pres1ikavaju prostor Х и.јеаan isti prostor У. Ako је za 

svako хЕ Х 

1im А (х)=А(х), 
11 п 

оnаа kazemo аа niz operatora Аn (n=о,l, •.• ) konvergira ka А. 

Operator А zovemo tada grani60111 niza Аn (n=O ,1, •.. ). 

9. D е f i п i с i ј а. Neka је :в najuza (џ smis1u in­

k1uzije) оа svih k1asa operatora koji neki prostor Х pres1ika­

уаји u јеаan isii prostor У takvih аа 

1) svaki neprekidan operator pripada k1asi 

i 

2) granica svakog konvergen-cnog niza operatora iz 

k1ase takode pripada k1asi. 

Za opera::tor АЕ Ј3 kazemo tada аа је B-mer1jiv (i1i, аа је mer­

ljiv u Bore1-ovom smis1u). 

Pri tome, za neprekidne operatore kazemo аа pripadaju 

nu1toj klasi Baire-a; granica niza operatora iz nulte klase ko-

ја nе pripada nultoj klasi је, ро definiciji, iz ртуе klase Bai­

re-a; operator koji ne u1azi ni u nultu ni u prvu klasu Baire-a 

i koji је granica niza operatora iz ртуе kla'se, pripada drug~j 

klasi Baire-a; itd. 

9.i. O~ig~edno, operator iz bilo Јсоје klase Baire-a је 

B-mer1jiv. S druge strane, Ваnасћ ([3],str.397) је pokazao аа 

svaki B-merljiv operator zadovoljava Baire-ov uslov. 

10. D е f i п i с i ј а. Neka su ta~ke metri~kog prosto-

та (Х,а) nizovi rea1nih (i1i kompleksnih) ЬТОјеуа х=(иј) • ..4.ko 

је za svako n=O,l, ..• operator А (х)=и 
п п 

neprekidan, tj. аЈсо 
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k :::' ;;;;(u~.) 6 Х (k==O,l, ..• ), х::::(и Ј·) Е. Х i 
к Ј 

аlссН 
k u -> ип (k -;:-.. = ) 
п 

za svako n=O,l, •.. , опаа kazemo аа 

рУ о s t о r (х., d. ) i l::Ш s 'f О ј S t v о К, i 1 i аа ј е t i Р ~ К. 

Svojstvo К dak1e zna~i аа iz konvergencije u smislu metri-

ke sledi kOn~le'rgencija ро (svin:i) koordinatama. Stav 2.11 pokazu-

је й~ to svojstvo moze imati zna~ajne pos1edice ро a1gebarsko-to-

.I=,oloskll str-u.kturu prostora formiranih оа nizova. 

11~ D е f i п i с i ј а. P~r (Х,а) је prostor tipa G (i1i, 

раг (Х,а) је G":"prostor), ako је (х,а) komp1etan metricki prostor 

i akoje Х grupa u оапови па neku binarnu operaciju, koju сето zva-

ti sabiranje i ozna~avati ва +, pri ~eти ви metrika d i operacija 

+ sag1asne, tj. и prostoru (Х,а) 

i 

је.-;.Х i 
'п 

iz 

. \ 

х -;,.х 
п 

:' 
sledi' 

.9' 

pov1aci х+у_х+у. 
п п . 

(Primetimo uzgred аа ве G-prostor naziva i kоrnр1еtпош metri~kom 

grupom. ) 

G-prostor tipa К zovemo GK-prostorom (i1i prostorom tip§:. 

GK) • 

Slede6i stav (прг. ,[2Ј, glava 1, teorema 1) utvrduje уа-

zna topo1oska svojstva izvesnih podgrupa 11 G-prostorima. Naime; 

12. STAV. Neka -;_е Х p:ros·tor tipa G i У ~осотu-оа °Tu-oe сЈ. _ ~ _Ь---,- _Ь---,-,- _ 
'1 
Л. 

Ako је sеш tog§: У druge kategorije i zadovo1java Baire-oy ивl0У 

~.J)I·ostoru Х, опйа j.s,: у istovremeno otvoren i zatvoren skup~ro-

storu Х. 

Na оэпоуи definicije koneksnog prostora йоЫја ае опаа 

sledeci те 2111 ta:'c (npr., [2], glava 1, teorema 2): 

13. STAV. U lconeksl1o!'!l G-рrоstоr1Ј. Х, podgru.pa У koja u Х 

zadoyoljav-a I3Э.iге~оv иэ1оу је i11 skupyrve kategorije u ргоstогu. 

Х, 111 se роаиаата эа ~itavim Х. 
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. Strulccura G-рrоsЈсоrа dopusta иуо6:епје ројша adi tiv-доg орета-

prostprimaod posebnog interesa ви operatori koje uvodi вlеае6а 

defillicija. 

14. D е f i п i с i ј а. Linearni operator је aditivno i пе­

рrеkidтю pres1ikavB.lljejednog G-p:r.'ostora u drugi G-prostor. 1 ) 
'f .~ 

Rombinacijom aditivnosti i neprekidnosti operator~ dobijeno 

је efikasno sredstvo za proucavanja u teoriji G-prostora. Slede6i 

stav pokazuje аа adi ti V110st i neprekidnost :nisu sasvim disparatna 

svojstva. Preciznije, 1inearnost operatora sledi iz aditivnosti i 

svojstva које је slabije оа neprekidnosti. 

, 15. STAV(npr.,[2], glava 1, teorema 4- i паротепа). Neka j~A 

aa.j_-C:~.\тno preslikavanje jecLYJ.o$ G--prostora. u dr-u.gi G-prostor. Ako 

pr-i -tоше А zadovo1java Baire-ov ив10У, оnаа j~ А linearaJ:l operatol~. 

Komp1etnosti radi, а i zbog toga sto u рrЋksi moze biti vеоша 

efikasan, navodimo slede6i rezultat (npr. ,[2Ј, glava 1, teorema 5): 

16. STAV. Neka j~ Х koneksan G-prostor i ~ (:0.=0,1, •.. ) niz 

1inearnih oyeratora definisffi~ih па Х ва vrednostima Лu(Х) ~j~-

dпоПl i sЈсош G-pro si:ortl о Тааа ј е вкир Х f х 
/" 

postoji.i1i ртуе kategorijeu prostoru Х, i1i ве роаиаага ва Х. 

16.i. Primer. Као pri10g -t;vrdnji о efikasno.sti stava 16, па-

vodim.o 'sledeci primer. Dokaza6erao 'naime аа ј е вкир nizova П=(и. ) 
Ј 

takvil1 аа теа L и. konvergira prve kategorije u prostoru пи­
~=оЈ 

1а nizova 1,0 2): (Iz1ozeni dokaz nije пат bio poznat.) U tощ ci1jt1. 

1) u slucaju.lillearnih prostora u upotrebi је i definicija 
-р:сета Јсо ј о ј ј е 15.:nеаrl1оз Јс ODera tora iзtо sto i асН -t;i vno st zaj е­
d:no за 110шоgепоf,ГСU-.-Оvdе па ved.ena d.efinicij а pripadc.. -'GZV" роЈј­
sl/~oj s}co1i ~ i оnа се u OVOIJ. radu, zbog сез6е upotrebe u kor~Lsce­
у;-::.-:; lГt-;"-rС>-'--lУ'': bl' -'-; l'"i!"'lr -оОСi -'-;''''7.u-,1еvа''''<:) _ .... utJ -'- ....... G,.LL __ ..L, L __ t...L t; -...1.. t.LЏ",-'Ј 1._ _.lc:... 

2) 1 па drugim mestima 
prostor ш.llа-пizо';,та. 

тО 
.Ј.. oznacava iзk1јllсii vo skup odnosГio 
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cl(U,V)= Б~.р!и.- у-;! ' gcle је V=(v.J, 
, Ј Ј tJ ..; 

i 110Ь icaj еlliш. эаЬј.уаnј ет n! zova ГО 1 1 G- , l' '~соnеКБan K-рrоs"'Соr 'i, па 

оаnоуи toga, cla је эа 
,.-

A,)U):::: 5' н. 
1.... "Ј 

Ј=О 

defillisan niz i'ul1kcionela linearnih u prostoru то. Skup 

о U Е Т za koje }Jostoji lim Ak(U) 
k 

је ustvari skup nizova . ' 
, 

Т 1 tacaka 

U=(u.) 
Ј 

za koje rea konvergira. Као sto је dobro poznato, Т 1 је 

pTay~ podskup od ТО. На osnovu stava 16, skup Т 1 је prve katego­

rije u pros"toru тО. 

Pri d.okazivanju :rezu1tata egzistencija1nog tipa (naprime::c, 

1ете 11.3.2) koristi6e se, ротед. ostalog, tzv. teorema о kondeza­

ciji singu1a.riteta (npr. ,[2], g1ava 1, teorem.a б): 

17. ST1'.~V. Neka је па kоnеksnош G-prostoru Х definisan dyojl1i 

11.iz linearllih operatora Ат,n (m,n=O,l, ..• ) эа vrednostima А (х) 
Пl,n 

1.:1. G-рrоstоriша у (111=0,1, .•. ). Pretpostavimo zatim da za neki niz 
- m 

(х ) 
m 

Jcacaka iz Х 1iш А (х) 
п т,n т 

~ostoji ni za jedno m=O,l, ..•• 

Тааа ј е skup tacaka х б х .Icakvih аа 1im А (х) 
11. т,n 

za ј edno ш=О, 1, ;. . druge kategori ј е u pros-'coru Х, ~j~gov kom­

. plement ј е u istom prostoru skupyrve kategorij е. 
-- - r. 

2. Pseudonormirani prostori 

Ako 11 definiciji metric1cog 1inearnog prostoTa (npr., [4Ј, З.!СТ. 

155) mе,trikuzаmеniшо pseudometrikom, onda dobijamo definiciju 

pseudomet:cickog linec.rnogyrostora. U teoriji zbir1jivosti од. nа­

'rocitog 'interesa i znacaja su рsеudошеtriсki 1inearni prostori kod 

ко ј ih se р seud.ometrika 11 '[оа! preko realne funkcior.:.e1e s3. svo ј st~.тi-

та navedenim u slede60j definiciji. 

Пеkа је dakle Х realan (i1i komp1eksan) linearan prostor i 
, . 
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р=р (х) reaL"'1a fllnkc10ne 1adefin1sana па Х. 

1. D е f in i с 1 ј а. Ako је 

10 p(O)~O; 20 p(x+y)~ р(х)+р(у); з0 Р(-Х)=Р(Х) 1 

опаа kazemo аа је р pseHdo:rJ.orma па Х; рау (Х,р), 111 эато Х ако 

је rec о пекој иоЫСај.еПој рэепаопоут! оdЛоэпо svojstvu koje Уа­

zi za Буаkп pseudonormu, tada zovemo pseudonormiranim prostorom1~ 

а elemente х Е. Х tackama toga prostora. 

Funkcionela р(х) је homogena pseudonorma kada su 1эрunјеп! 

uslovi 20 1 

50 р(ах)=ЈаIР(Х). 

20 D е f 1 п 1 с i ј а. (Homogena) pseudonorma р(х) је (~~ 

mogena) потmа ако 1z р(х)=О эlеа! х==О.Тааа эе kaze аа је ·(х,р) 

( ) z: ~ оапоэпо Х prOSJGOl'"' F (В). Normu сешо оЫспо oznacavati эа п= 

=п(.х) • 
. :tf: 

F -prostor (Х,п) је prostor kada па Х postoji konacno 

111 prebrojivo пшоgо homogenih pseudonormi Р1(Х) (1=0,1, •.. ) ta-

kv1h аа 

n(xk)->-O (К-;,.со) ( ? za svako· 1=0,1, ... P1(Xk )->0 (k-><::>o). 

Uko11ko nе postoj+ potreba za isticanjem поуте п, govor1mo о 

E~-prostoru (Х;РО'Р1".')' 111 saтo о 

наопоуте Pi(1~o,1, ... ). dogovorene. 

т!(:'* 

B~-prostoru Х кааа su рэе-

2ai. Ako је р(х) (pseudo)norma па Х, опаа је funkc10ne1a 

a(x,'y)=P(X-У) (pseudo)metr1ka па х. Ыа оэпоvп toga 1та smis1a (эа 

uobicajen1m znacenjem) govor1t1 о separabi1nost1, kompletnosti, 

kompaktnost1, i td. pseudonor'rniranih prostora, kao 1, pored оэ-са-

10g, о ekvi va1entnim пај vise prebroji vim fашi11јаmа рsеudопоrшi. 

1) Iz konteksta се biti јаэпо да 11 је тес о slrupu, linearnom 
prostoru 111 рsеudоnо:сшirапоm prostoru. 
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1z definicije (рsеuсlо)погше р(х) sledi da је inducir-ana 

(pseudo)metrika ~(x,y)=p(x-y) u sag1asnosti sa pretpostav1jenom 

a1gebarskom strukturom kod х. Odat1e iz1azi da је tada (Х,а) (pse-

иао) ше-tгiсki 1inear'an prosto:e. 

3. D е f i п i с i ј а. Ako је ~) i1i В -prostor х 

kompleta-YJ., опаа kazemo аа ј е Х prostor F (B
Q

, odnosno В). (Prosto­

ri F i В БU poznatiji kao Frechet-ov odnosno Вanасћ-оу prostor; 
. ., 

prostor Во poznat је! kao prostor Mazur-a i Or1icz-a.) 

4. D'e fi п i с i ј а. F~-prostori Х i У su lzomorfni ako 

postoji aditivno i homeomorfno pres1ikavanje Х па У. Kada је taj 

homeomorfizam ekviva1encija, tj. kada је поrша slike jednaka пог­

т! origina1a, govorimo о ekviva1entnim F~-prostorima Х i У. 

Primetimo da se 1akim rasudivanjem ustanov1java da su dva 

izomorfna F~-prostora istovremeno komp1etna i1i ne. 

s obzirom па slede6i stav M~zur-a i Or1icz-a ([lЈ,1.1), 

k v ~,. d' t' F~( в2 " В:Я:) t ,иуе mozemo smavra~l а Је posma ranl о OQllOSnO -pros ог 

, ае о nekog F ( Во odnosno В) -prostorao 

STAV. Svaki F~(B=~ i BX)-prostor је ekviva1entan 1iпеагпош 
.0 

potprostoru nekog F (во odnosno B)-prostora. 

5. Ako,su па 1inearnom prostoru Х definis~YJ.e homogene pseu­

donorme qi(x) (i=0,1, •.• ) tako o..a iz Qi(x)=O. (i=0,1, .•. )1) 81е­
o..i х=О, onda је funkc1one1a 

е;.о 

п ( х) = L 2 -1 q . (х) ( 1 + q _. ( х) ) -1 
i=o 1 , l 

norma па Х (jasno је o..a prolllena reda navod:enja pseudonormi Qi(x) 

. (1==0,1, ..• ) o..ovoo..i t1 samo B ао izomorfnog prostora (sa identicnim 

pres1ikavanjem kao 1zomorfiz@om), dak1e ао iste topo1ogije, ра se 

па datom ~eaи navodenja петога ni insi8tirat1); iz 

1) Ovde; а i па nekim, drugim mestima, ~to 6е biti 'jasno iz оЈ­
govaraju6eg konteksta, (i=O,l, ... ) znaci: za svako i=0,1, •.. 
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q . (Х1 ) -> О ( k -7 со ) ., 
1. {: 

sledi zatim аа је u posmatranom slucaju (Х,n) prostor B~ • 

:На osnovu prethodnog, svaki linearni prostor Х formiran оа 

nizova х=( и.) 
Ј 

nihрsеudоnоrшi 

па kome је definisana prebrojiva familija homoge-

q.(x) (i=O,l, .•• ) 
1. 

koja, ротеа ostalih pseudo-

norm~l(ne izuzimaju6i mogu6nost аа drugihi ne Ьиае), ukljucuje' 

sve pseudonorme Pj(x)=lu j 1 (j=O,l, ..• ), dopusta strukturu рто-' 
.. ~ 

. stora Во • Тааа se, dak1e, postavlja samo pitanje аа li је (Х,n), 

gde је . 
оо 

П ( Х) = L 2 -i q ој ( х) ( 1 + q . (Х) ) -1 
i=o'" 1. 

prostor Во' tj. da1i је B~-prostor (Х,n) komp1etan. U vezi s tim, 

и, praksi odkoristi moze biti i slede6a nаротеnа (cija tacnost se 

·lako proverava). 

Naime, ako је (Х,n) prostor B~ sa homogenim pseudonormama 

qi(;X:) (i=O,l, •.• ) , onda niz (Xk ) konvergira u prostoru (Х,n) ka 

tacki Х· ako i samo ako isti niz konvergira ka Х u svakomod pse-

'. udonorr.airanih prostora (X,Qi) (i=O,l, ••• ). Odat1e sledi, а to 6е 

upravo biti i primenjivano,da је za kompletnost B~-prostora (Х,n) 

sa homogenim pseudonormama Qi(x) (i=O,l, ..• ) dovoljno (а,'nа-

таvnо, i potrebno ) аа Xk.E Х (k=O, 1, ••. ) i 

Qi(X:k- X.t) -> О (k-;..co , .t -Р- со) za svako i=O,l, ••• 

pov1aci egzistenciju tacke Х Е Х takve аа 

qi (Xk - х)-> О (k-.... c.o) za svako i=O,l, .•• 

. U nastavku 6elТJ.o navedene okolnosti sistematski i c'esto (nа-

rocito.u odeljcima 11.4 i 111.3) koristiti, ра, zbog koncizno~ 

stiizlaganja, to nесе eksplicitnO biti napominjano. Takode nе6е 

-bi ti ni proveravanja homogenosti pseudonormi iz familija kojima 

u оуоm radu opeJ:'isemo, budu6i аа 6е оnа u svim slucajevima biti 

ocigledna. 
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6. Ро ~emi primenjenoj u napomeni 1.1.i, svakom pseudonor­

miranom prostoru (Х,р) korespondiramo FX-prostor аа skoro istim 

a1geb~rskim i topo1o~kim svojstvima. Tako dobijeni r F --prostor 

obe1e~ayaтo sa Х(р), da Ыэто istak1i njegovu tesnu vez~ эа ро­

laznim e1ementima Х i р. Ako је pri tome р homogena pseudonor­

та, on,d,a ј е· ХС р) prostor в*. Рriшеtimо takode da komp 1etno st 

pros-tora (Х,р) pov1aCi· komp1etnost prostora Х(р), i' obrnuto. 

7. Neka је (Х,п) prostorB~ i Pk (k=O,l, •.. ) niz ћоmо­

genih pseudonormi ciju egzistenciju i svojstvo pretpostav1ja de-

finicija. Tada,.na оэпоуи 1.3 i 2.i, iz separabilnosti prostora 

(X,Pk) za ·svako k=O,l, ... sledi separabilnost prostora (Х,п), 

i obrnuto. 
\ -, 

7.i. Primer. Primenom prethodnog rezultata mozemo, napri-

mer, ustanoviti separabilnost prostora Т svih nizova 

odnosu па normu 
о<::) 

n(U)= L2- j !u.! (l+lujf )-1. 1) 
ј=о Ј . 

u=( и.) 
Ј 

U 

Utom ci1juprimetimo .da је data norma ekvi va1entna slrupu ћото-

genih pseudonormi Pk(U')= 1 U k I (k=O, 1, .•• ), i па osnovu toga da 

је (Т,п) prostor B~ (ustvari, (Т,п) је Bo-prostor, a1i u posma­

tranom slucaju njegovu kompletnost пе koristimo). Pokazacemo sa­

da da је za svako k=O,l, ..• prostor (T,Pk) separabi1an. Posma­

trajmo stoga prostore T(Pk)' (k=O,l, ... ). Nije te~ko zak1juciti 

da је svaki od tih prostora ekvivalentan sa prostorom xealnih 

(odnosno komp1'eksnih) orOjeva2 ). Odat1e sledi njill0va separabi1-

nost i', па osnovu napomene 6, separabi1nost prostora (Т ,Pk) (k= 

=0,1, ..• ). Separabilnost prostora (Т,п) dooija se onda primenom 

1) U daljem tekstu Т oznacava iskljucivo pomenuti skup odno­
sno prostor. 

2)EkvivalenCije~ rесiш?, ostvaruju redom preslikavanja 
Ak ( Cu):::: u k (k=O, 1, .: . ), gde Ј е U = (иј) • 
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паротепе 7. 

Napomenimo јоз аа pored naseg dokaza separabi1nosti prosto-

ra Т postoji ~ dokaz koji ае sastoji u efektivnoj konstrukciji 

prebrojivog skupa B\тuaa gustog u tom prostoru (npr. ,[5], str. 21) ~ 
!, 

8. Iz definicija1, 2, 3 i 1.11 sledi аа је svaki F-pro­

stor prostor ,t'ipa G. Sem toga, svaki F-prostor ј е koneksan рто-
I 9:t~ . 

stor Cnpr.,[2],~§ 1). Odat1e iz1azi аа svi objekti iz prethodnog 
, . 

odeljka mogu bi ti predmet paznj е i u F-prostorima, као i аа В11 

svi rezu1tati prethodnog ode1jka tacni i u аlисаји F-prostora 

(tim pre to опаа vazi za Во - odnosno B-prostore). Ти cinj enicu 

6ето cesto kor~stiti u II i III ае1и ovoga rada. 

Tako, ana1ogno definicijama 1.10 i 1.11, uvodimo РОјшоуе 

prostora tipa РК, ВоК оdnоапо ВК. Da је rec о vaznom svojstvu 

prostora formiranih'od nizova, pokazuje ve6 аlеае6! rezu1tat. (Ро-

menuti re,zu1tat nije nam Ыо poznat, а1! ато kasnije ustanovi1i 

аа оп ustvari predstav1ja deo stava 4.4 [6Ј Ze11er-a. Precizno-

sti radi, primetimo da ве pomenuti rezu1tat Ze11er-a odnosio па 

Bok-рrоstоrе. Та raz1ika (iako dokaz ostaje nepromenjen) moze bi­

ti operativna, s obzirom па egzistenciju prostora FK koji isto­

vremeno nisu ~ prostori ВоК (videtinapomenu 15.i).) 

9. STAV.: Neka је Х prostor РК, i neka za neki niz (ај) red 

= 
L.a.u. konvergira za svaki niz U=(u.)EX. Tada j~ 
ј=о Ј Ј Ј 

оо 

A(U)= L а.и. 
ј=о Ј Ј 

dеfiпiSЮ1а 1inearna funkcione1a па prostoru х. 

Dokaz. Stavimo 

(U = ( п . ) € Х ) ( k= О , 1, . . . ) . . Ј 

Iz pretpostavke аа је Х prostor РК, tj. аа iz konvergencije ро 

normi toga prostora sledi.konvergencija ро koordinatama, izlazi 
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аа ј е Ak(U) (k:::=O, 1, " •. ) niz neprekidnih (ustvari, linearnih, 

zbog ocig1edne aditivnosti) funkcione1a па prostoru х. Funkcione-

1а, А(П) ј е 'aditi vna i, zbog 

А(П) ;:: l~т Ak(U) (U Е х) , 

оnа је najvise iz prve k1ase Baire-a (tj. iz nu1te i1i iz prve 

k1ase). Odat1e (nаротеnа 1.9.i) izlazi аа funkcione1a A(U) za­

dovo1java Baire-ov us1ov. На osnovu stava 1.15, funkcionela A(U) 

је linearna (dak1e,i neprekidna), sto dovrsava dokaz nasega stava. 

stav 10 pokazuje аа pri neprekidnom pres1ikavanju jednog 

F-prostora u drugi aditivnost operatora moze bitno uticati па "ra-

sporedenost" skupa vrednosti operatora u prostoru-s1ici. О сети 

.', је rec,bice jasnije pos1e jedne nаэе napomene. 

U opstem slucaju, pri neprekidnom pres1ikavanju А F-pro'­

stora Х u F-prostor У skup А(Х) moze biti skup prve kategori­

је u,prostoru У (prema 1.4.i, tada је А(Х) pravi podskup оа У). 

То svojstvo imaju, naprimer, sva pres1ikavanja kod kojih skup А(Х) 

ima konacno i1i prebrojivo mnogo ЕЙеmеnаtа. 1sto tako, skup А(Х) 

moze ,bitidruge kategorije u prostoru У i u isto vreme pravi роа-, , 

skup оа У. Naprimer, n'eka ј е X~Y==R prostor rea1nih bro.j eva Ба 

2 uobicajenom a1gebarsko-topoloskom strukturom i А(х)= х . Тааа је 

skup А(Х)==[О,+оо) skup druge kategorije u prostoru Y=R (inace 

bi i skup (-оо ,оЈ, ра prema tome i skup У, Ые,) prve kategorije 

u prostoru У, sto Ы bilo u kontradikciji Ба 1.4.i), i pri tome 

је A(X)pravi podskup оа У. Naravno, moze nastupiti i treci slu-

,сај, tj. аа se" skup А(Х) podudara sa У (naprimer, pri identicnom 

pres1ikavanju prostora па samog БеЬе). Sledeci rezu1tat poka~uje 

аа kod 1inearnih operatora drugi оа tri pomenuta slucaja ne'moze 

na~tupiti. Vazi naime (npr.,[2], glava 111, teorema 3) 

10. STAV., Neka ~ А linearno preslikavanje F-prostora Х 

,Ј' 
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u F-prostor У. Tada је skup А(Х) i1i ртуе kategorije u prostoru 

У, i1i se podudara эа skupom У. 
,: .. '. 

Svojstvo К kod F-prostora formiranih od nizova rea1nih (~li 

komp1eksnih) brojeva ima za pos1edieu da је topo1ogija FK-prosto­

ra ·odredena jedinstveno ао homeomorfizma. Do takvog zaklju~ka do-

1azi se speeija1izaeijom slede6eg rezu1tata koji је poznat kao 

Ze11er-ov stav ([6Ј, 4.5). 

11. STAV. bleka Би (х,n1 ) i (у,n2 ) prostori tip§ FK i pri 

tome !j'.§L..X podgrupa grupe У. 'Tada је nотта n1 ja~a (па х) od nor­

те n 2 , tj. 

xk~ Х (k=O,l, ..• ) i nl(xk)~O (k~с:>О)~n2(хk)-'>0 (k->oo), 

Lpri tome је Х potprostor 1inearnogJ>rostora У (drugim re~ima, i 

mnozenje ska1arom u prostoru Х indueirano је mnozenjem ska1arom u 

prostoru у). 

11.i. U Blи~ajи х=у imamo dak1e аа је i nоrша n 2 , јаса 

(па у=х) оа norme n1 , i prema tome аа ви nотте n1 i n 2 ekviva-

1entne. Homeomorfizam prostora (Х'n1) i (Х'n2) ostvaruje se ta­

da,' reeimo, identickim pres1ikavanjem prostora Х па samog аеЬе.' 

Kada је Х 'pravi podskup оа У, па О'эnоуи stava 10 аоЫјато 

аа је tada skup Х ртуе kategorije u prostoru У (njegov komp1ement 

'је prema 1.4.i druge kategorije u prostoru У). pdatle, naprimer, 

sledi da је skup nu1a-nizova ТО prve kategorije u prostoru konver~ 

gentnih nizova те, zatim da је skup те ртуе kategorije u prostol"'u 

ogranicenih nizova тЬ i, па kraju, da је sk'J.p тЬ prve kategorije 

u prostoru svih nizova т. 1 ) 

Ovde зе, koliko nат је poznato, prvi put formu1ise stav Ze1-

1er-a u nаБеm, obliku. Njegova prvobi tna formulaeija odno'si1a ве' Па 
" 

l).U citavom tekstu nasega rada oznake ~C i тЬ upotrebljavamo ' 
u ovdedatom znacenju. 
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'::'.lC Cla:i. ::'Пl :::'(;:;;;12Ј.. 'С.2. l" i/2.,Zl za prolzVOl Јnе Ј: к -pro s--core. о'Ьа slu.-

" " ) caj~ 8е, mcQutibl, limplicitno pretpostavlja йа је Х potprostor 

li.lleclrr.:.og Р:СОSl;ОГЭ, У:. Hasa formulacija зЈсауа Zеl1<зr-а pokazuje С.а 

БС-; ta pTe'cpo8'ca~/ka Џloze oslabi ti tiше sto. се зе uzeti за::о.о йа ј е 

х РОdgl~"ч)а стнре 7. Uslov йа је х роtрrозtоr liТlearnog'pros~cora У . , 

dobija ве Оnйа k2.O posledica cinjenice йа је pri preslikav&~ju 

јеодоg :rГ~рrоs'tоrс:. 1..1 dr11.gi linег.rа...1'l operatox' istovremeno i hОП10gеn 

u -teoriji F-prostora pokazuje зе йа зе neki од.. rezu.l tata za 

Вanасll-о'\те prostore mogu. pre:ne"ci nе зато па Во -prostore уес i па 

F-pros~o~e. U 11 о..е1п nasega тайа (stav 11.2.9 i 11.2.10.i) pri-

шеnјпјето о..ча takva rezu1tata, ра сето ih stoga оуйе navesti. РТ-

vi од.. tifl .. rezul tata koristi ројат. 1..lOрЭ·Сеnо,С!; niza 9 па сетп СеШО зе 

riajpre zadrZati. J):eugi rezu1 tat ј е poznat kao prin.cip lJдifоrшnе 

neprekidnost5" • -- -
12 о Ј) е f i п i с i .ј а. Ј)еliшiСnО ured:en skup (Ј), ~) ј е 

~.вшегеЕ 9 ako svaki konacal1' pod.skup од.. Ј) irna majorantu. PTeslika-

уаnје usrnereIlog sk'Llpa D u skup Х zоvешо 

еlеIПеl'lв.-tа skupa Х ili јеeu:l0sЈс8.VПО lJ_opstenJ,I21 l1iZОГ1 u х. Uopsteni 

f ~ Ј) ->;. х u topoloskom prostoru Х konvergira Уг. -C~ c}ci х' i z 

Х, ako Z8. svalcu оkоliпu О tacke х postoji do Е Ј), ~cako с.С:::. й:.;. (10 

ро·\тlг.сi f( d) С о. 'U Јсот slucaju lcэ.Zеmо takod:e dаgггдiСп2. угесlглз-t 

:i J_l , ako treba ista6i D, 

l~. QmJ,v (vlPr ~L01 Ј.../ >-.J.L о"' v ~ _ ., ;:Ј Ј , 

lim f(d) 
D 

str. 67). Neka је 

takvog Йг. је 1ine~1 nad ):, S\i-~lQ8~ gusi~ U )~);. 
.L 
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5. ~.?.J:o Qgranicen 1), оn-

Sk":..-GЕ~~Liс ___ ~ Ах:::: 1ј;п't .А C/~X posto~ji za svako х Е: Х i .А:· х->у j~ 
lJ 

jCQl10 1ј_'.:lсс',.тr~.2Ј)Х·гslilUlv-a:r:!ј~ (prostor~~ Х 1), У). 

S~4'T (·~1~·l.1 Га] Q+-.!..' БА) _.Ј._ V Ј. __ Ј" ') L.../ ~ IO.J i.J I;t I Q Neka је za svaki element 

li1'1.earno pres1ikavi:1nl е F-pros-cora Х 1.1 F-prostor У. 

хЕХ 

1ir:l А~.л. ;;::; О 
:х:-:.> О . у 

у ==i.fAy !ac. Q1 у q~ ~~ Ј J~ I 

1111.ifo::c;J.Y1o 1.1 od.nosu па q Е. Q • 

obezbeauje еата ро sebi egzistenci-

ји najvi~e prebrojive fami1ije homogeY1ih pseudonormi sa svojstvom 

о kome је гес u definiciji prostora B~ • То se шо~е dokazati рото­
о 

6и slede6eg stava. 
~1:. • "I.:r.. 

15. БТ'А v ([ 1Ј, 1.61). F-''--pros tor Х j~prostor в-; ako i S8XCtO 

a.ko Z2, svB.ko т==О ,i , .. . kHg1a К( О, m~f) sadr~i' kon veksnu oko1i-

rtl..l tacke о. 

15.i. Primenom prethodnog stava IvIazur i Or1icz su, naprimer, 

pokaza1i da }'-рrоsЈсоr .-е,Р (0< р.::::. 1) (prostor nizova 

d.a је i nоrша 

со 

n(U)= ? lu.\P ) ~je 
Ј::: О Ј 

i prosJcor В 
о 

cr 1Ј ~. 1.62). 1"1а osnovu 11. i s1edi onda da ве рУ! 0< Р< 1 1i1'1e-
~ r. 

.-
8.2::'11i ртов Јеот uopste nе шо~е snabdeti strukturom рrоstогэ. БоК. 

Da ~розtОс.Ј~е ~rostori ~2 _ _ .D o koji nisu n! izomorfni nekom prosto-
~::;, 

ти B~, шо~е sepoka~ati primenom s1ede6eg rezu1tata: 

5.Z0пю:сfаn J~e nekom urostoTv B~ ~~O l ·B~-___ '_-_"_-_ . .!.. __ --=-.:: _u,_-__ -_~-

i o takav d8. је уе6 skup pseudonorui / . 
Р"; \. l.::: 

ekvivalentan nогш! п ~ 

( lir V ) '" l .., . .L.asa rшро:шеl1а VS-Lаr':'Ј3.Јuсl эе па pretlioG.l."'l.i s-Сз.v zC~'t..::~ 
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sa РSGudопоrшаrnа 'СТТ\ t ~ 
'О· и):::::I'l1·~ 
.с l l' 

с".:, ... ,) ~ -. 

( . О ~ \ l= ~.l," .• ) 

л С u ) = ,> - 2 -l р" (U ) С 1 +р l" (u) ) -.1 ) 
i=o .L 

i l10r;:IlОПl 

:rlije i~:ошо:t'fал llekolli ~-prostoru. Zaista , pri ekvi~!ale:rlciji nот-

те l1.(U) ва леkiш kоnаспiш skuроП1 pseudollormi Pi(U) (i=O,l, .•• 

i o ) irlla11 bismo аа PiCU)=O, tj. ui=O, (i=O,l, ... , 10) роУ1а­

ci Il(U)=O, аак1е U=O . iЗ,т,о, med:ut1m, nije moguce. 

Ako је р(х) homogena раеиаоnотша па Х i f(x) linearna 

funkcionela ria ртовтоти (Х,р), опаа эе па иоЫсајеп nacin (nрт., 

[10} 9 Э-СТ. 220) defil'lise ogranicenost i потта funkcionele [(Х) 

'н оаnовн ла рэепаоnотти Р о -]Ја bisI!1O istak1i zavisnos"c Г10тше 

funlccionele [( х) оа posmatrane раеиаО1l0тте р, oznacavamo ј е эа 
u 

лС f; р). ?riшеtiшо -takoae аа tada, Г1а ОВГ10уи Hahh-Вапасh -ovog 

. s-tava о produzenju adi ti vne i homogeHe funkcione1e эа 1inearnog' 

\ ., 

po'cprostora па ci tav РТОБЈсот Cnpr., [9Ј, str. 74), za proizy·oljno .'" 

:.I d:: О postoJ' i funkcione1a 
о Ј ' 

[(х) 1inearna па РТОБ-ЬОТН 

(Х,р) koja ispunjava uslove fCxo)=p(x o ) i n(f;p)~ 1. Ако РБе-

udопоrиа р nije homogena, опаа ве moze desiti аа cak ni za jedno 

Х О :.f.0 не postoji fШ1kсiоnе1а эа pomeHutim svојstviша. Tako, :;::r.ё:..­

prir:~Gr, u prostoru, LP (o~ р.::: 1) (prostor funkcija U= иС .Је) mer-
.& 1 . 

lji·vih па intervalu. (0,1)' i takvih аа је. Sju.(t)! рат ~CO , эа 
о 

nor::lom 1 

n(U)= Jll1(t)I P dt) 
о 

jedilla 1ј.nеатnа fu.nkcioHela је ОГ1а koja iscezava па citavom рго-

storu (прг. ,[9Ј, str. 475, primer 37). Sem toga, kod prostoras& 

neho~ogenorn 9seudonormom, ра prema tome i kod prostora Б~ , па шо-

ze зе govoriti о Horтi 1inearne fUHkcionele. Ipak, strukturapro-
-;-'. 

је da1eko р:гоduktivпiја ој s·trukture pros~cora y~ 'й po~ 

., •• " ј' -, "\ ~. • • ":1)- ., egzls ·cenCl Ј е ::. 'Ј.ДКСlОl1е..:.G" ,,';:0 Ј е l SрUЛЈа У3.Ји оагеаСIlе US.lo'.re. 

То је posledica 10kal~e kОПVбksпоsti prostora B~ (koja sledi lZ 
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stava 15). Naprimer, za 10Јса1nо konveksne topo10ske1inearne рто-
.' 

store, ра znaci i za prostore :в~ , vazi'sledec5i stav egzistenci-

jalnog -cipa·'(l1pr. ?[4], str. 148): 

17. STAV. НеЈса jQ. Х 10ka1!l0 konveksan topo1oski 1inearan 

prostor, ,y~ х zatvoreni potprostor 1inearnog_prostora Х i Xb~X-Y. 

Tada_pos""coji funkcione1a f(x) 1inearna1 ) ц§; Х takva аа је 
f(x )=1 i f(x)=O za svako ХЕ У. 

о ' 

2: Џ' Bo-prostoru, (Х,n) sa homogenim РБеиаоnоrшата Pi(i=O,l, ..• ) 

, poredfunkcione1a 1inearnih u odnosu па nотти 11, koju inace nес5е-

шо uvek pomilljati, i funkcione1a linearnih u odnosu nд neku оа 

pseudonormi Pi' mogu. е;е posmatrati i funkcione1e 1inearne u оdnо"': 

эи па neku odps.eudono,rmi p~(x)=тax (ро(х) 'Рl (Х), ••• ,p~(X)) (т= 
, , 

,=0,1, •.. ). 1z definicije prostoraB~ sledi аа 1inearnost funkci-

оnе1е u nekom оа prostora (X,p~) pov1aci nјеnи 1inearnost u рто-:­

storu (х ,п)., Sledec5i rezu1 tat pokazu,je аа эе satakvim funkcione-

1ama ustvari iscrp1juju sve funkcionele 1inearne u prostoru (Х,n). 

Njegova formu1acija koristi ројат koji uvodi sledeca 

1,8. D е' f i п i с 

genim pseudonormama р. 
l 

1а па 
""('" .. 
А. Ako је za neko 

i ј а. Neka је 

(i=O ,1, ••• ) i 

m fun1ccione1a 

(Х,n) 

f(x) 

f(x) 

B~-prostor sa homo-

1inearna funkcione-

1inearna i u prosto~ 
"', о 

ru (Х'Рт)' оnаа kazemo аа је funkcione1a f(x) step~ m • 

19. :STAV ([11Ј, 2.21). Neka је Х pros-1;or B~ i .f(x) 1i118-

аТnа funkcione1a па х. Тааа, је funkcionela f(x) nekog stepena ~ 
, ' 

(tj.tada postoji Ьтој m takav аа је funkcione1a х(х) stepena щ). 

Sledec5i stav pak pokazuje аа је funkcione1a stepena ш u te­

snoj vezi в:с... ',.:;,x,::ionelama linearnim u рrоstоriша (X,Pi) (i=O ,1, 

, •• • ј т) • ' N aime : 

1) u smis1u:" aditivna>homogena i neprekidna. , 
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20. STAV ([11], 2.23). Ako је ,funkcionela f(x) s t~pPYJ;'1 Т.Г., 
--,-,,~ .. 

х эа homogenim pseudonormama р i ( 1=0 , 1 , .. ~ ) , 

p~je funkcioJle1e fi(x) (i==0,1, ••• ,m) 1inearne redonl u. рто-

S +оr.imэ. (х ~ .) (l"-O 1 т) 
v - - - ' 17 i -" ... , 

m 
(1) f(x)= L:f.(x) 

i=o l 

i 
m 

n(f;Pmo ) ~L n(f.;p.) • 
i=o l l 

Ako је neka 'funkcione1a f( х) oo1ika (1), gde S1). fUJlkcione-

1е fi(x) (i:=O,l, ••• ,m).linearne redom u prostorima (X,Pi) (i= 

::::;0,1, •. ф ,ш), ondaj е опа step~ m i za пј епи normu ( f""O) _ 
П _, џ~ va 

-.!.l.!.. -

zi procena 
m 

(2) . _.: n(f;p~)~ L n(fi;Pi) • 
i=o 

P~jmenom stavova 19 i 20, naprimer, dobijamo: 

, 20.i.· Ako ј е funkcionela f(U) linearna u pros'toruT svih 

nizova U=(~j)' onda postoje brojevi m i a i (i=O,l, ... ,m) (ko­

,ji zavise эато od funkcione1e ~) takvi da је 

i 

m 
f(U)= ~a.и. 

~ l l 
l==O 

m 

( U=(u.)e::T) 
Ј. 

n(f;p~) =2:.1а.1 
i=o l 

(pretpostav1ja se da su потта i h?illogene pseudonorme uvedene kao 

u primeru 7.i). 

Tacnost tvrdenja -20.i dobija se па osnovu cinjenice da је 

za svako k==O,l·, о оо ;prostor T(Pk ) ekviva1entan sa prostorom re­

a1nih (komp1eksnih) brojeva (videti pr~er 7.i) i dobro poznate 

reprezentacije 1inearne funkcioneleu prostoru realnih. (komp1ek­

snih) ЬТОјеуао Primetimo 'takoG:e da је u posmatranom slucaju u пе-

jed.nakosti (2)znak " < tI isk1jucen. 
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Pored !laseg dokaza reprezentacije funkcionele f linearne u 
оо 

prostoru Т, postoji'i dokaz zasnovan па cinjenici da redLa.u. 
ј=о Ј Ј 

. konvergira zasvaki niz U=(u.)E т 
, Ј 

ako i samo ako postoji indeks 
I 

takaYda је а.=О 
Ј 

za svako ј ;> ј о ([2], glaya 111, teorema 

11). П njemu, 'med:utim, пета' reci о normi n(f;p~), gde је Е!: ste­

pe;n,fUnkcionele f (ројат prostora B~ је kasnije uveden ([lЈ, 1)). 

I 

210 Уе6 iz dosad navedenih primera vidi se da a1gebarsko-

-topo1oskas,truktura skupova formiranih od nizova brojeva zavisi· 

'od svojst;va koje karakterise nizove uocenog skupa. Ako se pri to-

те postavi zahtev qa dobijeni prostori budu tipa К, onda se, па 

osnovuZe11er~ovog stava, do1azi do zak1jucka da је posmatrana , 

struktura i "predodred:ena" (odred:ena do nа.,'. izomorfizam). U tom 

'smis1u эе moze re6i da је struktura B-prostora prirodna za sku­

pove то, тС i тЬ ; us1ucaju skupa Т prirodnom se javlja struktu­

r.a Bo-prostora. (u 2.16.i pokazano је da prostor Т nije izomo:t­

fan ni эа ј ednim B-prostorom.) Kod skupa lР (0< р <::.1) "nај visa 

moguca l ' (od оуае pomenutih) је struktura F-prostora (sto эе, ka­

ko је ve6 navedeno, dobija kao posledica stava 15). 

Prema tome, algebarsko-topoloska struktura kojom semogu 
r. 

,.~nabdeti skupovi formirani od nizova brojeva moze bi ti veoma ra-

znovrsna. Ostaje, med:utim, cinjenica da su u svim datim slucaje-
. , 

vima, B~ sabiranjem nizova i mnozenjem niza skalarom definisanim 

па uobicajen nacin, posmatrani skupovi dobijali strukturu linea-

rnogprostora. Neke klase skupova эа tim svojstvom i njihov odnos 

Си smislu inkluzije) prema skupovima то, тС , тЬ i Т cine OSnOVllU 

problematiku sledeceg de1a nasega rada. 



11. I'U:r.JKCIJSKI POSTUPCI 

.1. Definicije, oznake i парошепе 

1. ~.rlada ае ista problematika moze dOl1.ekle i opstije роаша-

tra'Ci·(l1pr., [12], (13)9 [14], [15], [16]),11 оуош radu ве ogra­

. nicaYamo isk1jucivo па postupke konvergencije za nizove rea1nih 

ili lсошрlеksпih brojeva. Iпасе postupkom konvergencij~ Р zove-

шо p~av{lo.~ па osnovu koga ви nekim nizovima U=(u.) 
Ј 

korespon-

.dirani brojevi Р(П), koje zovemo granicnim vrednostima (kra6e: 

g~~al1icaIlla). tih nizova u sшislu postllpka Р, i1i jednostavnije 'nji­

hovim P-granicniт vrednostima (granicama); pri tome pisemo 

\ 

р(п) .= Р - lim иј . 
• -'! 

Dak1e ,post'Llpak konvergencije Р је јеапа funkcionela P=P(U) de-

fiJ.1isaHa 11a nekom вЈсllри nizova U=(u.). . Ј 

. Skup nizova U=(Uj) za koje'postoji P-1im иј zovemo ао­

mе:QОШ 1) primer:ce postupka Р i obe1ezavamo ва рс; U istom smis1u 

upotrebljavamo itermin аотеп konvergencije 11 smislu postupka Р, 

i1i kratko аоте'п P-koni!ergencij~. Skup nizova U=( и.) Е рс takvih 
Ј 

da ј е . P-1im иј=о ~ zov~mo dоше110m o-primene postupka Р (dоmе!юm 

o--};:onvergencije u sшislu postup~§; Р, odnosno аотепот P-о-}:::о~'l\те:r'­

gel1CiJ~J) i obe1ezavamo ва рО ~ Pri tome, termin.e konvergencij§: 

i o-konvergencij~ rezervisemo isk1jucivo za postupke konvergen­

cije оапоэпо konvergencije ka Шl1i u оЫСпоm. sшislu (sa dошеr..iп:а 

- 'те. pr.lm.ene : l то). Za oznakugranicne vredr..osti nizova U=(U j ) ta-

da upotrebljavamo kao i оЫспо lim иј8, Кааа пе postoji bojazan 

od neodredenosti, u prethodnim terminima mozemo izostaviti тес 

1) 

о dоиепu postupka, o-dоI!lеYlu розi:;1).--

Saistim znacenjem koriste эе i termini: 
8. mogla l)i зе uzeti. i ~'<з6 c1oseg. 



- 26 -

blajvec5i nedostatak napred predlozene definicije postupka 

konve:cgencije је 11 tome sto оnа ааје "status rr postupka i najra-

-, • V. t. о. 
Z..LlCl lJlill fu:nkciol1elama definisanim па nekom skupu nizova. Za .... 

h\raljuOjuci tome, mozemo, naprimer, navesti postupke ciji sedo-· 

теn primene роdlldаrЋ sa skupom Т svih nizova (videti 2~13). Na-
~ ~ 

iЗа tendencija је, med:utim, аа se najto1erantnijom definicij.om 

obullyate svi ао sadauvedeni i proucavani postupci konvergencije, 

а аа se zatim njihova prakticl1a v:rednost cel1i prema tome kakav је 

nj1hov odnos prema drugim postupcima·(posebno premakonvergenciji) 

i рrешаtоше.dа 1i dati postupak ima оуо 111 оnо svojstvo. Neka 

оа najcesceproucavanih svojstava nауоае se u sledecim defil1ici-

јата • 

. 2. D е i' i п i с i ј а. Neka su dati postupci P1 i Р2 
. i skupT1':';T. Ako је p~nT1~p~, оnаа kazemo аа је postupak 

Р2 :po1uop~otiji па Т1 . оа postupka Р1 • 

Postupci Р1 i Р2 

P1-lim иј = P 2-1im иј 

su saglasni па SkuрЗ, T1 , ako је 

с .. . с 
za svako U=(Uj)E P1n Т1г\Р2 • 

Кааа је postupak Р2 роluорзtiјi па Т1 "са pos~cupka Р1 1. i 

зет toga su postupci Р1 i Р 2 sag1asni па skupuT1~ опаа kazemo 

аа је postupak Р2 g:pstiji па Т 1 оа postupka Р1 

Ako је p~nT1~p~ i postoji U=(Uj )6 P2nT1-p~ о:nаа 
·0 • 

kazemo аа је postupak Р2 strog2-P01uopstiji :па Т 1 оа postupka P10 

Sa istim smis10ш., gc:>vorimo i о postupku Р2 strogo opstijem па T1 

od pos-i:;upka P l о 
.. ~ 

u вlисаји Т1=Т, kazemo jednostavno аа је postupak Р2 рэ.-. 

luo'pstiji оа postupka Р1 , itd.? tj. tada u termininia nе pomi:o.jel1lo 

skup I'l=T s 01ЈzirоПl па koji su pretllodni pcr-jmovi uvedeni. 1s2co ta­

ko, kratkoceradi, а i zbbg toga аа bismo istakli i'undamenta1nH 

ulogu ројша gra11icne vrednos-t;i u obicnom smis1u, u вlисаји kade:. 
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је pos'tl..lpak P1 konyergencija u obicnom sшislu, govorimo о postu­

pku Р2 polu.regularl1om па T1 , od.nosnu о postupku Р 2 regularnom па 

'Т 1 " Ако је pak postupak P1 kOn\fergencija ка nu1i (~ obicnolIl smi­

slu), oIlda kazerno da је posttlpak Р 2 polu-o-regv.laran па T1 , odl1o­

srlO d.a 'је postupak Р 2 ~gtllaran па T1 " U slucaju T1=T, govori­

rnokrace о polureg}llarnom, regularnom, polu-o-regularnom, odno-

эnо o-геg~lаГЕоm postupku Р2 0 

Ako ј е postupak Р 2 poluopstiji па T1 od postupka Р1 i, 

obrl1uto, postupakP1 poluopstiji па T1 od postupka Р2' onda kaze-
, , 

то d~ эи postupci P1 i:P2 poluekvivalentni па T1 • Kada su uz to 

P,ostupci Р1 i Р 2 saglasni па skupu T1 , tada kazemo da su postu­

рс! Р1 i Р2 ekvivalentni па T1 " U slucaju T1=T, govori se о polu-

,.~ ekvivalel1tnim odnosno ekvivalen-cnim postupcima. (Primecujemoda 

su ekvi valen-cni postupci ustvari identicne funkcionele.) 

3. ]) е f i п i с i ј а. Pos-'Gupak Р је translaJcival1 па levo, 

ako za "'уаlто U Си )",-: РС n.l.·z U1_(" )' /' рС l";--"Y'-j t01"e Ј"е .p(u1 )= ;;:> '- = ј С: - V_j +1 1::: , :'~~ ~ 

=p(u). Postupak Р је translativan па desno, ako za svako U=(Uj)E.pc 

i proizvoljan broj u_l niz ud=(Uj_1)E РС, i sem toga је P(U d )= 

=p(u)~ Postupak Р је translativan, ako је translatival1 па 1evo i 

Па o.esno. 

Рг! radusa specijalnim klasamapostupaka оо. koristi mogu 

biti i sleo.eca dva svojstva. 

'4-. D е f i П i с i ј а. Postupak Р је ao.itivan, ако za ВУ2.-

ko U=(Uj)E РС i. У=(У ј ) Е РС niz 

p(U +v)=p(u) +Р( v). 

U "Т ( .Ј... ) Р с " .' '- . '-У= Н . . У . .е ,Ј.. РТЈ.. -соте Је 
Ј Ј 

Postupak Р је homogen ако za svako u=(uj ) 6pC i svaki ska-

lara niz aU=(au.;)Е рс, i sem toga је P(aU)=aP(U). 
.; 

L~. i. ])т а pi tanj е !! o.okle 11aj vise шоzе clopreti!i dOmel1 Tegu ~ 

larIlog', acli ~ci vnog i hошоgеnоg ро stHpka odgovoI' ј е dao Н. S·Сеir.hэ,:},s 

Оп ј е? naime, kor'isteci aksiomu izbora? dokazao da postoji 
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regularan aditivan i homogen postupak konvergencije Р takav аа је 

РС=Т.ИеG:utiш,(kоlikо пат је poznato) ао аааа nije efektivno kon-

struisan ni regularan adi ti Уап i homogen postupak Р takav аа је , 

:гЬс;; рС. 

РтоЫеш, medutim, пе postoj~ ukoliko ве izostavi zaht~v.o 

aditivnosti postupka. Tako је, naprimer, postupak (primer potice 

оа :Ь. Adamovica) 

p(u)~' { 
lim и., U=( и.) € т С 

Ј Ј 

О , U Е t-тС 

homogen i regularan, i pri tome је рс:::::т (neaditivnost posmatra­

nogpostupka vidi ае па prirneru zbira niza U Е тС_тО sa bilo ko-

jim divergentnim nizom; njegova homogenost lako ве moze ustanovi-

ti upored:ivanjem P(aU)i aP(U) za slucaj а=О i a:f.O u kombi-
\ 

, " 

naciji ва UE Т С i UE.T-T c ). 

Iz definicije 4 sledi aa~je аотеп primene aditivnog i ho-

mogenog postupka potprostor linearnog prostora svih nizova Т. Је-

dl1.a klq,satakvih postupaka, zvacemo је klasom funkcijskih postu-

paka, bice ОВпоvnа problematika nasega rada. 

2. Funkcijski postupci tipa (X,F,x') 

Uvod. Znatan broj definicija granicne vrednosti niza u пе­

kom поуот smislu sastoji ве u sledecem: nizu U:::::(u.) korespondira 
Ј 

ве па neki nacin funkcija (specijalno, niz) i пјепа granicna 'Тте­

dnost, u obicnom smislu uzima ве za granicnu vrednost niza U=(Uj) 

u smisll1 te korespondencije. :J:.lakvi postupci ви dakle odred:eni оре­

ratorima'koji vrse preslikavanja iz sh.--upa nizova u skup funkcija 

(spebijaino.',nizova '). Рг! tome sVdjstva operatora impliciraju 

оатебепа svojstva rezultuju6ih postupaka. Ona,naravno,zavise ој 

nacina па kO~i Зu ti operatori zadani. 
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Mi сето зе, uglavnom, baviti operatorima koji зи pridru~e-

п! 11ek0111 nizu F= ( f . ) . Ј 
realnih (i1i komp1eksnih) funkcija fj=ij(x) 

(ј=,О ,1, ..• ) defi:rlisanih па jednom istom nepraznom skupu. Х. Pri­

druzivanje aperatora moze biti izvedeno па буа bitno razlicita 

nacina. Jedan ad njih opisujemo sada, а drugi се biti predmet па;'" 

эе paznje ~ зlебесет ode1jku. 

1 .. 'stavimo, naime, za х Е Х i U=(Uj) Е Т, 
ос! 

(x,F)(U) == /":f.(x)u. 
ј:::о Ј Ј 

i 

( х , F )( U ) ("(>О х ) ::: 2: f .(х)и. . 
ј=о Ј Ј ХЕХ 

Ako :pri -'соте red (x,F)(U) konvergira za svako X:~ Х, опба tako 

боЫјепи funkciju (X,F)(U) zovemo transformacijom niza U==(Uj) 

QPeratorom (X,F). Skup nizova U=(u j ) takvih da t:r::,ansformacija 
о.::::. 

(х ,]ј') (U) postoji, tj. ба red L f. (х)и. konvergira za svako 
ј=о Ј Ј 

х Е Х , zovemo dosegom1 ) dejstva operatora (X,F) i obe1ezavamo за 

(X,F)d. 

Skup 

{ 
-' 1 

U 1 вцр} (х, F)(U) l < оо Ј ' 
хс:Х 

zovemo dos§gom b-dejstva operatora (X,F) i obelezavamo за (X,F)b. 

Jasno је ба za skupove (X,F)d i (X,F)b vazi ink1uzija (X,F)b C 

, (х ,F) б. 

2. Neka је sada (Y,'L') neki topoloski prostor, XS~~ i 
, , 

х'" tacka nagomilavanja skupa Х koja u prostoru (У, Z""-) ima prebro-

'jivu оkо1iп.Skи bazu. (Pretpostavka ба tacka х'" ima prebrojivll 

oko1insku bazu imp1icitno се se koristiti u dokazima zasnovanim, 

pored osta10g, па egzistenciji niza e1emenata skupa Х koji kon-

1) Sa isti~ znacenjem mog-u зе upotrebiti i 
po~~eod~osno.podrucj~~dejst~a oper~t~ra. Кааа 
radl, тес 11 беЈ stvo ј) ш.оzе зе lZOS.Jca УЈ... "СЈ... о 

.." о l ' naZlVl: Qоmеп, оо_аз~? 
-;..- -

је јазnо о сешu ;3С 
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vergira Јса х".) ~adi jednostavnijeg pisanja, а biez gubitka u opsto-

8"ci rаzшаtrапја, 'pretpostavimo јоэ da х'ф. Х (и slucaju' Х'ЕХ ите-­

э.Јсо skupa Xposmatramo skup Хо= Х- {х'}). (U sPiecijalnom slucaju 

dakie moze Ъi ti Х V {х '} =у .) 

(Хnасе, nаэа prvobitna zamisao bila је da. эе posmatraju 

skupovi Хи prostoru realnih (kompleksnih) broje!Va. Ide.ja da se 

umes.JGotoga uzme da је skup Х deo nekog topoloi3kpg ]?rostora i х' 

njegoya tackanagomilavanja sa prebrojivom okolinskom bazom poti­

се od D,. AdamoviCa.) 

'Akoza U=(u.) Е (X~F)d postoji granicna vrednost 
, , Ј 

оо . 
lim (x,F)(U) = lim Lf.(x)u. , 

,Х>:-?Х' х->х'ј=о Ј Ј 

zovemo ,ј е granicnom vrednoscu niza U= (и . ) u sm!sl u postupka 
Ј 

(х,Р,х'). Prematome је 
. с.е 

'(X,F,x')-lim и: =(X,F,x')(U)= 1im, ?=jJ.(X)~j 
, ' " Ј , , Х-ФХ Ј=О 

Dome:ri primene i domen o-primene postupka (IX, Р, х'), kako smo 

veq rekliiu 1.1, oznacavamo sa (X,F,x')c odnosno (х,Р,х')О. P;i­

metimo takode' da je'svaki postupak tipa (X,F,x')aditivan i homo­

gen,$to се se u daljem tekstl1; koristiti i bez eksp1icitl1.e nаротеllе. 

3. Matricni operatori cine jednu potklasu ~1ase operatora 
f.' 

tipa (Х,Р). Naime, moze se smatrati da је operatoJr (р) pridruzen 

matrici F=(fij ) ustvari pridruzen skupu X={O,l~: ... ,i, ..• } i ni­

Zll. funkcija F=(f
j

) ,takvih,da је fj(i)=fij (i,j:i:;O,l, .•• ). Ista 
, 

nарошеnа vazi i za matricne postupke, pri сети se'za tacku nago-

ш{1аvаnј,а skupa Х uzima njegova jedina tack~ nago$,ilavanja х'=<х? 

U tom slucaju oznaku (Х,Р,х') zamenjujemo sa (Р'). 

(Napominjemo uzgred da u koriscenoj literaturi nije (ekspli­

citno) bilo reci о dosegu dejstva i dosegu b-dejstva matricnog, оре­

ratora. sto se tice domena primene matricnog post~pka, о nјеmи se 

govori, pored ost~log, u [6], dok seu [311 posma1tra јоэ i dom.en 
1 
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o-primene matri5nog postupka.) 

Operatori i postupci kod koj1h је x=La,x') c1ne'takoae va­

znu potk1asu k1ase operatora tipa СХ,Р) оаnовnо k1ase postupaka 

oblika (X,F,x'). U tom slucaju oznake (Х,Р) i (X,F,x') zamenjuje-

~o jedinstvenom oznakom (a,x',F), nastoje6i аа uvek Ьиае јавnо 

аа 1i је rec о operatoru 111 postupku. Medu takvim operatorima 1 

postupcima ровеЬnо mesto pr1pada tzv. stepenim operatorima i ро­

stupc1ma (Abel-ov operator ,1 postupak, Bore1-ov operator 1 postu­

pak,~td.) (v1deti3.1.v· ~ 111.1.1.1). 

Svakom funkcijskom postupku (х,Р,х') moze эе па prirodan 

nас1n korespond1rat1 c1tava familija matricn1h postupaka koji эи 

. sаnј1пi uneposrednoj i jednostavnoj vezi. О tim postupcima је rec 

и s1ede6oj definiciji. 

4. D е f i п i с i ј а. Matricni postupak (G'), G=(g1j)' 

1zveden,je iz postupka (х,Р,х'), ako је 

(1=0,1, .•• ) i Xi-?X"(1~C>G». 

g .. =f . (х. ), gde ј е х. еХ 
l'J Ј l l 

1z defin1cije 4 s1edi da је svak1 izvedeni postupak (G') 

opstij1 od polaznog postupka (х,Р,х'), tj. da је (x,Ћ\,x')C~ (G')c 

i (G')-1im и. =(X,F,x')-11m и-; za svaki 1zvedeni postupak (G') 
. . Ј. tJ 

1 svako U=(U
j

) Е: (х,р,х')С. Odatle se do.bija da је 

(+) . (X,F,x')c S П (G')c 

(G')E1 

gde је sa .1 oznacena fam111ja svih mitr1cn1h postupaka 1zvede-

n1ћ iz.postupka.(X,F,x').Pokaza6emo о.а vaz1 1 obr·nuta 1nk1uzija, 

tj. da imamo 

5. STAV.Domen primene funkc1jskog postupka (X,F,x') jednak -------- . 

и оznаkаша 

( Х , F , х ' ) с= rt ( G ' ) с 

(G')E 1 
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Dokaz. Ыа osnovu (.+), treba ј 08 pokaza ti аа ј е 

( ++ ) п ( G ,. ) С f: (Х, F , х ,. ) С • 

(G') б 1 

U tom ci1j1i pretpostavimo suprotno, tj. аа postoji niz U=( и ј ) б 

П (G')c -(х·,Р,х')С. Pri tome, u=(uj))f(X,F,x')C znaci: 11i 
(G')EI r . 

postoji 

stoji 

lim 
х'-?х 

, 

takvo аа red 

о.с 

Lf.(x)u. 
ј=о Ј Ј 

<::х:::> 

2: f . (х )и. . di vergira, i1i nе ро­
ј=О Ј о Ј . . 

Prva mogucnost otpada s obzirom па pretpostavku U=(uj)E П (G')c 
. .. (G')~1' 

(naime, tada posmatrani niz nе bi pripadao domenima izvedenih ро-

stupaka koji odgovaraju nizovima (Хо 'Х1 'Х2 , ••• ), та kako uzima1i 

njihove clanove X1 'X2,' ••• ) •. 
. , 

Dopustimo sada drugu mogucnost, tj. аа nepostoji 
с:::.о 

. lim' 2: f . (х) и. • 
x~x' ј=о Ј ·""'Ј 

Tadap'ostoji niz(x1 ) tacaka 1z Х koji konvergira'ka х' takav da 
оо 

l.tm 2:f .(х.)и .nе postoj1. Odatle sledi U=(u
J
. )~(G:i)C, gde је 

l ј=о Ј l Ј· 

(G1) postupak izveden 1z postupka (X,F,x') koji је pridruzen ni-

zu .(xi ). Dobijena kontrad'ikcija эа pretpostavkom UE. П (G')C 
(G')E 1 

dovrsava dokaz ink1uzije (++), а time·i dokaz na8eg stava. 

1 

i I Napominjemo ta~ode аа 6е kasnije (videti podode1jak 11.404) 

bitireci i о matricnim.operatorima izvedenim iz operatora (Х,Р). 

Ukoliko nije moguce naci potrebne i аоуо1јnе us10ve ја niz 

pripada dosegu dejstva (.:Llidosegu b-dejstv<з') datog operatora, 

obicno/:!e 1аепа to аа se ispita аа li doseg dejstya (doseg ь-аеј­

stva)sadrzi neki unapred (1 nezavisno оа operatora) izabran skup 

.лizоvа. U sluёајu neke klase operatora, ci1j moze bi ti izdvoji ti 

Буе operatore>-iz; te k1ase ciji doseg dej'stva (i1i doseg Ь-јејз-суа) 

sadrzi dati skup:nizova. То prakticno.znaci naci potrebne i аоуо-
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ljne uslove аа doseg dejstva (doseg b-dejstva) operatora iz ро-

smatrane klase"sadrzi taj skup nizova. 'Jasno је аа se takva ispi­

'ti vanj,a mogu vrsi ti i s obzirom па аотеn primene i аотеn о-рriше-

nе postupaka. 

Као unapred date skupove nizova u nаэет тааи uzimamo тО, 

т С ', ~b iT. Istrazivanja ovog odeljka odnose se па klasu operato-

r~ .tipa(X,F) i postupaka tipa (X,F,x'). Sistematicnosti radi, 

riajpre izlazemo rezultate sa potrebnim i dovo1jnim us10vima аа ао­

seg dejstvaodnosno doseg b-dejstva operatora (X,F) sadrzi neki оа 
,·1 ' , 

vise pomenutih skupova. 

6 •. ВТАУ .. U slov 

оо , 
, (1) ~ !fJo(x)l<oo 

;)=0 
za svako х6 Х , 

j~otreban i аоуо1јan da doseg dejstva·operatora (X,F) sadrzi 

skup то.' " 

Као jednostavna pos1edica stava б аоЫја se аа jeuslov 

(1) potreban i dovoljan .i аа doseg dejst!va operatora (X,F) Баат­

zi skup Т С Odnosno'skupTb • 

Dokaz stava 6. Tacnost stava 6 sledi neposredno па osnovu 

definicije dosega dejstva operatora (X,.t) i rezultata koji ааје 
r ~ , 

potrebne i· doyoljn'e uslove аа red L и~ v о konvergira za svaki 
ј=Ь ~ Ј 

nula-niz U=( иј ) (npr., [10'], 'stav IV. 5. 30dnosno. njegova verzija 

u kojoj bi reci ,"konvergentan niz" bile zamenjene sa "nula-nizl! 

(videti i stavove IV.4.7 i IV.5.2 u istoj knjizi)). 

7. STAV.Potreban.i аоуо1јan ив10у аа doseg dejstva opera­

tora (X,F) sadrzi skup Т, tj. аа se doseg~jstva operatora (X,F) 

роаиаCЗfта sa'T, jeste 

( 2)' " za svako ХЕХ postoji јх tako аа је f. (х)=о 
Ј 

Primetimo аа ј Х moze varira ti sax Е: Х i аа kod та tгiсniћ 

'"': '., 
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operatora ( X=.{O,l~ .•• ,i, ••• J ) uslov (2) izrazava konacnovr­

snost matriee. 

Dokaz stava 7. Iz uslova (2) па trivijalan nacinsledi аа . 
.::>D 

za svako U=( иј)Е Т red ~o f ј (х)иј konvE;!rgira za svako ХЕ Х, 

tj. аа је TS(X,F)d (ustvari, (X,F)d=T). Pokaza~emo аа vazi i obr­

nuto'. Pretpostavimo dakle аа је т <;(X,F,yd. Тааа је za (fiksirano) 

ХЕХ 
• 0<::1 

C:JC,F~(U)= f=o [ј(х)иј (U=( иј) Е: Т) 

jednalinearna funkeionela па prostoru Т (stav I.2.9).Na osnovu 

I.2.20.1, postoji indeks јх эа svojstvom 9 kome је rec u nа§еш 

stavu. U slov (2) inace sledi iz proizvoljnosti izbora Х Е х. 

8. STAV •. Doseg b-dejstva operatora (X,F) sadrzi skup TOako 

i ·аато akoj~ 
оо 

вир ?= i f ј (х) 1 <.: оо .• 
'x'~ Х Ј=О . 

Пslоv (3) је potreban i dovoljan i/da doseg b-dejstva оре­

ratora (X,F)'"sadrzi skup те odnosno тЬ , sto se dobija kao neposre-

dna ~oslediea stava 8. 

U [18Ј, str. 34~35, iz10sen је dokaz stava 8 u slucaju ka­

аа је X'skup realn~h (kompleksnih) brojeva. Isti је inace izveden 

ро semi primenjenoj u slucaju Х=[хо,х') ([20Ј, teoremaI).U [19Ј, 

teorema 1, pr1meceno је da dokaz moze ostati nepromenjen i kada је 

u pitanjubil0 kakav (dakle amorfan) skup Х. Ovde se dokaz navodi 

iz razl'oga potpunosti naseg izlaganja. 

Dokaz stava 8. Da iz uslova (3) sledi TO~ (х,Јn Ь , ocigle-

.. аnо'је. Y6kazacemo da vazi i obrnuto. U· tom eilju pretpostavimo 

suprotno,' tj'~ da za neki operator (X,F) istovremeno'vazi TO~ (X,F)b 
оо 

i х ~ui f'=o !fj,(X)'.= с.о. Тааа postoji niz (xk ) elemenata skupa Х 

t9.kav. аа је 

,;АО 
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Naosnovu pratpostavke TO~(x,p)b (stav I.2.9), 1z1azi 

аа је ва 

defiH1sa.n 111z fUl'1kciol'1ela linearnih па prostor'u ТО sa normama ( те 7 

(k=O ,1, ... ) 

za niz nотш1 n((xk,F» (k=O,l, 

•• о ). vazi relacija 

11[;1 11 ( (Xk ' F ) ) = ос • 
К-><:.><:) 

Iz TOr~(X~:F)b . sledi tatod:e аа је 

1iш' sup 1 (Xk , L')Сп) ~<CO 
k->~ 

о za svako' U б Т • 

Ii;a OS110VU princ1pa :r'ezonancije (npr., [10], str. 245), dobija se 

onda аа је n1z normi n((xl~,F» (k==O,l, ..• ) .. ;. ogranicen. То је те-

duti6 u kontradikcij1 sa (~ ~). Dobijena protivurecnost dovr~ava 

dokaz s"tava 8. 

,9. STAv. Doseg b-dejstva operator-a (X,F) sadrzi skup Т ако 

i sг.ШО ako su ispunj еn1 uslovi (3) i 

. ( L) 
\ , ј о ~caKo аа j~ 

l'rimet1mo аа, 

sup 
хЕХ 

рт1 us1ovt.l (4), 
јо 

~If~(x)l<oo ,-
l=O СЈ 
и . 

~to је ekv~valentno ва 

па Х za svako 

uslov ()) znac1 

Dokaz stava 9. Iz ~slova (4)1 (5) па oc1g1edan пас1n 61е-

г,,-(," 11)Ь П' Г ,"/. l' ~;;.::; }~'"~. • iТerlC ето ве о.а vaZl i оЬrШ1Јсо. U st'\Tari, па 06YlO\'ll 

stava 8~ dovoljno је pokazati аа iz rn "' •• ('7 1;1 ) Ь 1 ,. l О 
~;':;;;.\A,..! S 8CL.l US.l- V 
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f.(x)u. (U=(u.)ET)· 
Ј Ј Ј 

(јх је "bl~Oj iz v.slova (2» definisano 1inearno pres1ikavanje Во -
.... рТог-соТа Т u B-prostor rеа1пiћ( kompleksnih) ЬТОјеуа. Iz pretpo­

s-cavke аа Ј'е za svako П€ Т sku"Q ~'(Х,1!"1)(п)1 хЕ х ~ ogranicen1)sle-
. .Ј. \,. ! Ј 

di Оl1аа? на оаnоуи p:rincipa uniformne neprekid.nosti (stav I.2.14)~ 

јх 
'':,.".("r Т;11('"uТ \- l':,..., ~ -[."'·(х)и -о . .L..L.l.l~ ,~ , ... I ) - _..Lш./ -'- .. . -

н->о .' U",·>O J~ Ј Ј 
uniformno u odnosu па ХЕ х. 

То zna.cl аа -tada za svako ~>o postoji Ј> о 

Есlе је n(П)=?~ 2-јРј(U)(1+Рј(U»-1, sledi 
. Ј=О . 

. ., 
'1 иУ 

k (х F \) (п ')ј ==! «)- f. ( х) и. '<: Z 
\1 \ . ' ј. ~ ј==о Ј Ј Е 

za svako х ЕХ. 

u zшi!i1'О аааа аа ј е ~:;;. О fiksirano i јо izabrano tako аа 

za odgoyarajuce д> о imamo ;""". 2-ј <h о Тааа za svaki niz U= 
ј=ј +1 

о 

=(и.) takav аа је ~.=O (j=O,l, ••• ,jo) ya~! 
Ј Ј . 

.:.~,.~ 

~1 ( U ) == z: 2 -ј р. (U ) ( 1 +р . (U ) ) -1 ~ 
i=i +1 Ј Ј 
и <Јо 

i па ОЭl1.0уи toga 

fiksirarl.· prirodan brOj, dobijamo 

i m=l,2, ... , 

odl1osno 

za svako х ~ Х i m=l, 2, • •• • 

Oda..'cle izlazi йа је f. +1 (х)==О ~c:.. svako х6 Х i, s obzirom па 
Ј о .tC 

1)roizyo1jnost Ьтоја k, аа је f ј (х)=О za svako х Е Х i ј> ј о • 

. Talco iz-?bral1.0 ј ima dak1e svojstvo о komeje гес u us10vu (4), 
о. 

~tоз kako smo па pocetku rekli, dovr~ava dokaz na§ega stava. 

1) П ]3.аnае:11-0viш ргоstоriпд ројаrn. ogranicenosti '\..1. sш.islt: f'~~~c:, ___ O~ 
. -се ла s-t;г.2Q рос:идата se sa рсјтоm 0~rаlliсеl1.0S-'сi ро normi рr::;::::,tо::сг .. 
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9~i. Dokaz stava 9 шо~е ае izvesti jo~ па jedanna6in. К&-

lco је уе6 napo:menuto, netrivijalan је sашо dokaz аа iz pretpostav­

},се lJ:~i~; (Х,г)Ь sled"l uslov (4-). Primetimo stoga аа је Т prostor в о l( 

(и осдоаи па l1kupnost pseudonormi Pk(U)= I u k I (К=О, 1, •.. ) ).РоКа­

z;асеПlО аа је Т prostor ВоК i u odnosu па ukupnost pseudonormi p(U) 

iu, (п) (k=o,l, ••• ), Р"оае Ј'е . -~ l{ , 

""-:<) ј х f 
p(U)= аир [)-:i'..:(Х)U.!= sup I:г:: fJ,(x)u j t ,Х Е: Х ј=о Ј Ј u Х Е х ј=о 

(U=(u.)~ Т) 
. Ј 

(j~ аи indeksi аа svojstvom iz uslova (2»), tj. da iz 

( 1]:= О ? 1 , ••• ) ? 

( а) /u ffi пn) О р, - -'? ( m -:» оо, П -;> с..о ) 

i 

(Ь) 111 УЈ Pk(U - U~)->O (т-;p~, n...,.."..c·:;:.) (К=О,l, ... ) 

sledi аа postoji 

(а' ) 

i 

(Ь ') 

\ 

niz U=( и.) tak~\r 
Ј 

р (uш_ u) -";Р О 

аа vaze relacije 

(ш->оо ) 

'Ustvari, уе6 iz (Ь) sledi egzistencija niza U=(u j ) takvog 

аа vazi (Ь'). Ustanovicemo da isti niz zadovoljava relaciju (а'). 

Na OSi1..0VU (а) , za 
јх 

m un)::: sup ~ > p(u -
!1 .. ~~ 

х Е. Х· ј=о 

OdnOS1'lO da' ј е 

dato Z> о postoji то takvo 

_С' (_)( m 
.L.1>- и. 

Ј Ј 
- n)~< С иј А '--., za т>111 

za svako уг.: Х, m-о.m .~ <;::;; ., о 

аа 

о 
i 

i 

је 

п>ш 
о 

n;;>ш о 
о 

) 

Prelaze6i, pri fiksiranom хЕХ: :::la granicnu vrednos~G kad n~"'..::.o? 

s оЬzirош па uslov (о') (koji znaci"konvergenciju ро koordinata-

)! r.: 1 ,,',. ",- у\.. .. 
U - 0:::. (;. za ВУако .!~ t= .J~ l т> Шо ~ Ј ~-

ll.l 

za 
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Rela~ija Са') sledi onda iz proizvoljnosti Е>О. Dakle j Т је ВоК­

-:prostor i u od.110SU па ukupnost pseudonormi p(U) i Pk(U) (k=O, 

1, " 

Ка osnovu stava Ze11er-a (1.2.11), tada је uh~pnost pseu­

d.onormipi~(U) (k=O,l, •.• ) ekvivalentna sa u1rupnoscu рвеиаопот-
_'>.. 

mi .p(U) i Pk(U) (1\:=0,1, .•• ). Odat1e sledi аа Pk(U)->О za вуа-

ko }C=0?1, ••• , tj. п(U)-.>О, gde је 

pov1a6i . јх . 

р (U ) = su р I 2-: f -; ( х) u ·1-> о. 
ХЕ Х ј=о и Ј 

То zn.a6i аа za вуако Е..> О postoji . Ј:> О takvo аа је 
. јх 

p(U)= sup ј 1:: f.(x)u. '~E , 
оо хб Х ј=о Ј Ј • 

tj •. 

1 
јх (' 

.'> ~ f .(х)и. I ~ Е za svako хЕХ, 
. ј=о о Ј о Ј. 

(' 

n(U)~d • Zavrsetak i оуе varijante dokaza stava 9 moze 

.. 
kada' је 

se izvesti ро semi koriscenoj u drugom delu уе6 izlozene varijan-

te dokaza istog stava. 

Uspecija1nom slucaju, кааа је rea о matricnom operatoru 

(:Р), tj. operatoru pridruzenom matrici F=(fij ), uslovi (4) i (5) 
f.' 

znac~ e~zistenciju ~naeKaa јо takvog аа је f· .=0 za вуако i 
lJ 

i ј>јо? i sup!i'i-,I<;;:;..o (ј=О,l" ... ,јо). Prema tоше, doseg Ь­
i ~J 

. ~dejstva matricnog operatora (F) sadrzi sve nizove ako i saтo ако 

. је matrica F tipa _ 

. . . 

( ::.::) F = • 
f. 

\ lO 

\ . 
. .. 

: 

f .. 
lJ O 

О 

О 

О 

О 

О 

О 

· .. ) , · . .. 
· . . ) 
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9.i1,. Primenom 8tava 9 dobija ае аа u slu6aju matri6nih ро-

s~upaka iz (F,)c=T, F=(f
ij

), sledi аа postoji indeks јо takav 

da је :eij=o' za svako i i ј;;. јо 9 tj. аа је matrica F o01ika 

(:;~). То iz1azi 'iz Ci11jenice аа za svaku matri'cu F vazi ink1uzija 

(F,)c~(F)b (iz konvergencije ~iza sledi njegova ogranicenost) i, 

па osnovu toga, аа iz (Р')С==Т 81edi (Ћ')Ь==Т (sto u slucaju proizvo­

ljnog postupka (X,F,x') пе тога biti tacno).~ 

Da postoje netrivija1ne matrice F takve аа је (р')С=Т па­

yodi seu podode1jku 13 (nu1a-matl~ica 06iglеdло ima to, SVOjstvo). 

Karakterizaciju' tih r~atrica, i uopste postupaka (X,F,x') takvih 

rI . С"'"[1 ' ) С Т а' Ј.. 14 ~a Је А,.Ј:,Х ==, аЈе st..av • 

u аа1јет tekstu ovog ode1jka resavaju se pitanja us1ovapo­

trebnih i dоvоlјлih аа dо6ел primene odnosno аотеп o-primene ро­

stupka CX,F,x') sadrzi neki оа skupova тО, т С , ТЬ i Т. U аlиСаји 
" Ь 

slrupa ,Т navodi se vise kombinacija takvih us1ova. 1z definicije 

postu.pka (Х,Р,х') је jasno аа 6е ае dokazi novih rezu1tata mo6i 

;. zазпоvв:ti, рогеа osta1og, па stavovima iz10zenim u prethodnom te-
. ,', 

kstQ naseg ,ode1jka. 

10. STAV. Da Ы аотеп (X,F,x')-kопvегgепсiје sadrzao skup 

'то potrebno ј е i йоуо1јnо аа bU.du' ispunj eni us10vi: 
,оо 

( ,- \ 
ОЈ 

i 

, 
'postoji oko1ina О ·tэ.Сkе х' takva аа је 

ао 0..-:> 

L-.. i f . ( х) 1 01- su Р L. i f . ( У) i < с>с z а -s vak о х Е Х 
ј=о Ј y€xno ј=о Ј 

( 7 ) z а 'S v ak о k== О ,1 , • • • р о s t о ј i 1 i m , f k ( Х) == a k • 
х-.>х 

Ako је 'Qostupak (X,F,x') polu-o-regularan, јј. ako зu isp~-

цјепi uslovi (б) i (7), опаа za (svako) П==(иј)Е TOimamo 
~ 

( х , :,81 , х ' ) -1 im 11. = ~. а и. ~ 
Ј ~. k l\.: . k;:::o ' 

})okaz. Us10vi (б) i (7) 8и dovo1jni. Neposredan dokaz) za-

ВП0уап па proceni Taz1ike 
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(.У.:Ј ~·c 

·J~"'_-O! i (х)и Ј· - ? а.и. _ иј=о Ј Ј 

рс тоае1и kori§6enom u эlи~аји 

оrеша ТЈ), dat је 11 [18Ј, str. 19. U ne§to izmenjenom obliku, taj 

dokaz эе sastoji U эlеае6ет. 

1z иэ10уа (6) i (7) 81edi konvergencija теаа 
~ 

па оэnо\Ти toga konvergencija reda Z: а· и. za svako 
ј=о Ј Ј 

C>.::".:I 

... п isto vrеше iz us10va (6) sledi аа red ~ f ј (х)иј 

оо 

f;ofajt, i 

U=:=(U
j

) Е тО. 

konvergira 

za svа:Ко хЕ Х . i U=( иј ) Е ТО, -Ьј. аа је U posmatranom вlисаји 

TOG(X,F)d. Ые gube6i U op~tosti тo~eтo p08matrati вато e1eme~te 

ХЕХПО, gde јеО oko1ina iz и810уа (6). Тааа za fik8irano.U=(uj) 

о 
Е Т .. ~ х Е Х i k=O ,1 , • . • imamo 

\ 
. ~ I . 

с:-о .. оо 

12: f. (х)и. - ~ а. и. 1 ~ 
ј=о Ј Ј ј=о Ј Ј 

·k. . оо о<:) 

," I.L[r.(x)- а.]и·l +[ вир L:lf·(y)l + L.la·Il. вир}и·Ј ::; 
~:j::.::o Ј Ј Ј. ус:ХnО ј=о Ј . ј=О Ј ~ ј > k Ј 
, k . с:::.о 

I L. Г f . ( х) - а·Ј u . I + 2 8и'о L I f ()' I} .1 Ј'=О'" Ј Ј Ј УGхЛ.о·-· у • вир и. Ј-о Ј ј> k Ј 

Iz us10va (7) 81edi оnаа аа је za svako k=O,l, ••. 
.... ОО о<:> со 

1im sup}2:.f.(x)u.- 2:.а.и·Ј< 2 вир :? IfJ.(y)I·.supluJ.J, 
х->х' ј==оЈ. Ј ј=о Ј Ј - уЕХПО Ј=О Ј >k. 

i, па 08nOVU pretpostavke U=(Uj)E.To, 'аа је 
. со t::.,;~ 

lim вир 1:2 f. (х)и. - 2- а·и. ј == О, 
х--;:):.х' ~j=o Ј Ј ј=о Ј Ј, 

tj. 

liill,l7 f.(x)u.- 'f.a.u·l = О • 
х-.>х ј=о Ј Ј ј=о Ј Ј 

Dovo1jnost иэ1оуа (6) i (7), а ијеапо i tvrdenje drugog dela па-

~eg stava, је tJme dokazana. 

Uslovi (6) i СП S·L'. potrebni. 1z Ek ETO(k=O,l, •.• ) l)Вlе­
di EkE(X,F,x,)C(k=O,l, ... ). Otuda postoji 

t::>...c 

lim (x,F) (Е-.)= 1i111 ./ f .(х)е 1 . == lim fk(x)= a 1r (Јс=О,l, •.• ), 
l~ ... Ј {Ј ' А 

Х-,> Х J~O x~x 
, 

х .... >х 

(jedinica је :Па· k-tош mestn). 
"" 
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tj. ispunjen је uslov (7). Dokaz potrebnosti uslova (6) zasnova6e~ 

то narezult~tb sledece leme (koju сето primenjivati i pri dokazu 

nekih rezu1tata и аа1јеш tekstu ovoga rada). 

10.i. LEMA. Ako је тОссх,р)а (sto је, prema stavu 6, ekvi­

va1entno аа uslovom '(1», оnаа va~i ekviva1encija: 

( Ј,.) 

ако 

(В) 

Za svako U=( и.) Е ТО post~ji oko1ina 0u tacke х' 
Ј --

~ 

Jcakva аа js:. sup i L f. Сх)и. « оо • 
XGXnO

U 
ј=о Ј Ј 

i аато .аКо 
с.с 

Posto ј i oko1ina О tacke х' tak1[a аа ј е вир L I f "с х) 1< оо • 
ХЕ:ХnО ј=о ' Ј 

Primetimo аа se и 1ет! 10. i umesto skupa ТО moze uzeti 

skup ':r c odnosno тЬ • 

ksnih) 

\ , >, 

Inасе, роа pretpostavkom аа је Х skup rea1nih (i1i komp1e­

brojeva, 1ета 10.! dokazana је и [18], str. 18-19, ро 8е-

т! koriscenoj и slucaju х=[хо,х') ([20], 1ета 1). U [21], 1ета 1 

i nаротеnа 8, prime6eno је аа dokaz moze ostati nepromenjen i ка-

аа је Х аео nekog topo10skog prostora i х' njegova tacka nagomi-

1ауаnја sa prebrojivom oko1inskom bazom. 

Dokaz 1еше 10.i. Us10v СА) је trivija1na pos1edica и~loya 

(В) (! bez primene pretpostavke тО<,;(х,р)а). Ostaje dak1e аа ае 

dokaze аа iz тОс (х 1 р)а i us10va СА) sledi СВ). Pretpostavimo sto­

ga аа vazi тОс (х,р)а i (А), i da nе vazi (В). Тааа postoji niz 

(ХК ) e1emenataiz Х кој! konvergira ka i' takav аа је 

( :л:) 
ОО , 

lim ~. I f . (х, ) I = 0.0 • 
L_. "1 'к 1 

К-.>Оо ј=о и 

1 t t k - " Т ос (х, F ) d z pre роа аУ е аа Је s1edi (stav 1.2.9) аа је аа 

~ 

, (Xk , Г ) С u ) = ?= f 1 ( ХК ) u . ( u = ( 11 Ј" ) Е Т о ) (k= О , 1 , ... ) 
'Ј=О v Ј 

defillisan niz fu.nkcione1a" lirlearnih па prostoru ТО sa nOI"mama (re-

dorn.) (k=O ,1, ... ) (npr., [10Ј, str. 
: ' 

?'''с) ~..,) I • 
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Na овп6уи (~) va~i опаа 

(х х) 11т n«xk,F» =С>С. 
k->oo 

IZ,us10va .(A)i konvergencije niza (Xk ) ka х' sledi pak da је 

1iш supl(xk,F)(U)!<oo za svako U=(Uj)E.T o • 
k---.».сю , 

Primenom pr1ncipa rezQnancije (npr., [10Ј, str. 245), dolazi ве <t? 
,\ ' 

'kontradikci~e ва.!х 2), а time 1 ао zavr~etka dokaza,leme 10.1 (~~~ 
~., \ 

det1 kraj dokaza'stava 8). 

Sada, ве шо~е 1zvesti dokaz potrebnost1 uslova (б), tj. ао-
" ' 

'~r~ii1 .dokaz,stava 10. 1z pretpostavke 
о ' с 

т ~ (X,F,x',) sled1 da је 

TOG (X,F)d i, па osnovu stava 6, аа је 

(+) 
~ 

:> }f. (х) [<оо za svako х Е: х. 
ј=о Ј 

1z iste pretpostavke sled1 takode da za svako U=(Uj)ET~\posto~~ 
ос 

oko1ina 0u tacke х', takva da је sup [L f . (x)u·1 <Оо .с 1z egz1-
. x€XnO ј=о Ј Ј 

stencij е 1im.es-a sledi ogranicenost и' Unekoj oko1ini). Na овпоУи ' 

1ете )10 ~ 1, 
(;)о 

'с ',.,,~ 

(++ ) postoj1 oko1ina О tacke х' takva аа је вир > _/f .(х)[<оо • 
хсхпо ј=о Ј 

UsIov,(6) ве oc1g1edno аоЫја konjunkc1jom us10va (+) 1 (++). 

10.i1. 1 dokaz dovo1jnost1 us10va (6) i (7) 1 drugog de1a 

stava 10 moze seftzasnovati па rezu1tatima funkcionalne ana1ize. U 

tom ci1ju pr1metimo аа iz us10va (6) sledi аа ј е za svako х Е: Х ва 

~ 

(X,F)(U)=~fj(X)Uj (U=(Uj)E.T
O

) 

zadata 1inearna funkcione1a u prostoru ТО. Ые итanјији6! op~tost 

zak,lj1J.cka, тo~eтo posmatrati вашо e1emente ХЕ Xt\O, gde је О 0).-<:0-

1ina iz ив10Уа (6). Uzm1mo zatim niz (~) elemenata 1z хnо koji 

konvergiraka :К'. Тааа је (xn,F)(U) (n=O,l, ... ) n1z (оЫсап, ра 

prema tome l u~psten) 11nearn1h pres11kavanja prostora ТО u pro­

stor rea1nih (kompleksn1h) brojeva. Iz ~ <:: хnо (п=О,l, ... ) sledi 

аа ј е za svako U=( Uj ) ЕТО skup {( xn,F) (u) 1 п=О, 1, ••• } оgгал.iСе::: 
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(n~ ovom mestu ве· kor1sti svojstvo ok011ne О iz us10va (6»). Pre-
- . 

та (7) ,postoji 1im (xn,F)(Ek ) (== 1irn fk(~):::: a k ) za svako k=O, 
п п 

1, •.• Kako је niz Ek (k==0,1, ... ) fundamenta1an u prostoru тО, 
оо 

·to па osnovu stava 1.2.1'3 postoji 11rn (Хп ' F)( u) :::: 1im L f . (х )и. 
п. п ј=о Ј п Ј 

za s.vako. 

ћеатпа па 

U==( ~j) Е ТО ~. рт! tome ј е f1LYl:,cione1a 

prostoruTOJ Odat1e s1edi da,je skup 

1im (xn.,:b')(U) 1i-
п 

ТО sadrzan U dome-

Пи primene svakog matricnog postupka izvedenog iz postupka 

(Xn(),F,x'). На OSriOV11 stava 5, то је sadrzano i u skupu 

. (XnO,F,x'),c. 1z us10vа(б) iz1az1 onda da је skup ТО sadrzan i u 

.domenu рТ1rnепе postupka (X,F,x'), cime је dov01jnost us10va (6) i 

(7)ustanov1jena. 

1z 1inearnost1 funkcione1e 

. 1 t то) smlS u n.оrще pros ora 

s1edi' zat1rn da је 

с.с 

U == 2: ukEk k=o 

11m (xn,F)(U) 
п 

i raz1aganja Си 

r:::,.o '. со 

=LU
k 

11т(х ,F)(E
k

) == L8.
k

U
k 

za svako U=(u.)t:: то. Tacnost dru-
k== о.' п ' п k== о Ј 

gogde1a stava 10 dob1ja se sada па osnovu pro1zvoljnost1 1zbora 

n1za (хп ). 

10.111. 1z stava 10 s1ed1 da j~postupak (X,F,x') o-reg~­

'1атап ako 1 вашо ako su ispunjen1 uslovi (6) i 

(7' ). 1im~fk(X):::: О (k==O,1, •.. ) 
х->х 

(clrug1m тес1та, ako 1 samo ako је polu-o-regularan i rеgu1аrап. u 

tackama Ek Ck==O,1, •.. »). Na osnovuistog stava аОЫја se takod:e 

da supolu-o-regu1arni postupci (Х,Р,х 7 ) ~ CY,G,y') saglasni па 

81~up~ ТО ako 1 samo ako је а1<: == b k (k==O,1, ..• ), g~j~ Ьk=1iш,gk(У)' . y~>y 

11. STAV. Domen (x,F,x')-kоп.vеrgепсiје sadrzi skup т С ako 

i зато ako 811 '1spunj еп! uslovi (6) ~(7) i 
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ос 

'lim , :?: f ј ( х) 
х ...... х Ј==О 

== а 

Pod navedenim us1ovima, za svaki konvergentan niz U=(u.) је 
Ј 

~_de Ј'_е u= 1im и .• 
џ , ј" Ј 

Dokaz. Pretpostavimo (б), (7) i (8). Uocimo zatim U=(Uj)ETC, 

pri сети је' lim и. =и. Tada П О=( u . - и)= U - UE Е. To1 ~ i па osnovu 
ј ,Ј Ј 

stava' 10 imamo 
, <:х:) 

( х ; F , х ' ) ( U о )::; ( Х , F , х ') (U - иЕ) = L ak ( uk ;.., и) 
, ' r-o, 

Prema (6) i (8), Е Е::. (X,F,x')c i (X,F,x')(E)= а, ра se па osnovu 

prethodnog dobija ' U=(U- иЕ)+ UE Е (X,F,x')C i 
<::>о 

, (X,F,x')(U)= (Х,Јс1,х')(П- иЕ)+ u (X,F,x')(E) ::; L ak(uk-u), +аи. 
k=o 

Iz (sto је pos1edica us10va (6) i (7» i U==(Uј)БТС 

sledi,onda 

,';' ! . 
( х ,F , х ' ) (U ) nacin, in-

k1uzija т с <;; (X,F,x')C i deo stava koji se odnosi па (X,F,x')-grа-

'nicnu vrednostkonvergentnih nizova аи dokazani. 

Pretpostavimo sada TCC;;;(X,F,x')c. Tada us10vi (6) i (7) 

slede па osnovu stava 10. Iz ЕЕ:Т С sledi Еб(х,F,х')С. Otuda ро-

stoji 

1im (x,F)(E) == 1im , , 
x~x х->х 

<:х:> 

L f. (х) 
ј=о Ј 

== а , 

. 
tj. ispunjen је i us10v (8), cime је dokaz stava 11 dovrsen. 

11.i. Iz stava 11 sledi da j~ostupak (X,F,x') regu1aran 

ako· i saтo ako su iSpUJljeni us10vi (6), (7'), i 
оо 

(8' ) 1im, z'fj(X) == 1 
X~XJ=O 

(dakle, ako i :Зато ako је po1uregu1aran, i regu1aran u tackama Е 

'i E
k 

(k=O ,1 , ••• ) ) • 

1) E~(l,l, .. ~,l, ... ) • 
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Navodimo јоэ dve oC.lg1eд.ne pos1edice stava 11. 

11.ii. Domen o-primene postupka (X,F,x') sadrzi svekonver-

g_e_n_~c_n_e-,-, _J:l_i_z_o_v_e_a~~_h: O_l;;:;.· ~s-=.;а.:::::m;...;.о--.:::а:.::.k;...;о:....-;s;...;U:.:........;l;;::.;· s;:....-p иn ј еn i u s 1 о v i (б), ( 7 ' ) i 
~ 

( 8 tI) 1im L f . (х) :::; О. ,. Ј 
x~ х Ј==О 

11.i:1i. Po1uregu1arni postupci (X,F,x') i (Y,G,y') ~gla-

'sni su па skupu Т С ako i samo ako Ј'_е а - Ь (k-O 1 ) i а=Ь, k- k -, , ... -
, с:><::> 

gde је ' .Ь= 1im ?- gJ' (у) .' , 
у->у Ј==О 

12.'STAV. J)omen primene postupka (X,F,x') sadrzi sve ogra­

nicene nizove ako i sашО ako su isp~jeni us10vi (б), (7) i 

е:.о 

( 9) 1im :L.l f . (х) -;ai.j ( == О. 
x~x' ј=о Ј 

\ 

Pri toci~, iz us10va (б), (7) i (9) sledi da је za (svako) 

'" Ь U=(u.)€T 
Ј , 

Iz stava 12 sledi da su uslovi (б) i 
оо 

( 9 ') . lim, 2 .lfJ.(x)1 == О 
х-+х ј==о 

potrebni i dovo:;Ljni da domen o-primene postupka (X,F,x') sadrzi 

skupTb (tj. uz uS10V' Tb~(X,F,x')C dovo1jna је i, naravno, ро­

trebna regu1arnost postupka (X,F,x') za nizove Ek (k==O,l, •.• ». 
Na osnovu istog stava moze se takode zak1juciti da su postupci 

(X,F,x') i (Y,G,y') ciji domeni sadrze sve ogranicene nizove sa­

glasni па skupu тЬ ako i samo ako је ak = b k (k=O,l, •.. ). 

'J)okaz stava 12. U [18], str. 23, iz10zen је dokaz stava 12 

pod рrеtроstаvkош da је Х skup rea1nih (i1i kompleksnih) brojeva. 

U [21Ј, teorema 3 i napomena 8, istaknuto је da dokaz moze ostati 

nepromenjen i u slucaju nоуе pretpostavke о skupu Х i tacki х'. 

Uslovi (б), (7) i (9) su dovo1jni. Iz us10va (б) sledi da 
Ь ',d 

је т c(X,F) '. Uslovi (6) i (7) impliciraju konvergenciju reda 
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1Ј.2 

<::>оо 

,! time konvergenciju reda z=. а, u' za svako U=( U
J
') Е. тЬ • 

ј=о Ј Ј 
е><::! 

Egzi~tencija (X,F,x')-lim u. = 1im Lf.(x)u. za svako U=(u.) 
Ј х--х' ј=о Ј Ј . . Ј 

б тЬ idrugideO stava 12 slede 6nda iz nejednakost1 
"СХ) . с.о ' ~ 

(~ [ј (X)U j - ?: а ј u j Ј ~ S~Р}Чјl:2:Ј f ј (х) - 'ај f 
. Ј=О . Ј=О Ј Ј=О 

(хЕ х) 

1 us10va (9). 

Лэ1оУ1 (6)., (7) 1 (9) su potrebni. Potrebnost us10va (б) i 
, , 

(7) dobija se рт1теnот stava 10. Rad1 dokaza potrebnosti us10va 

(9),uocimo matricni postupak (G') izveden iz postupka (X,F,x') 

kojibdgovara niz~ (~). Domen primene postupka (G') takode sadr-

Ь ( . , ) zi skup Т nароmеnэ; uz defilliciju 4 . Na.osnovu poznate teoreme 

Schur~a [22Ј ( videti 1 [23] ,str. 44), tada је 
" 

., 
оо 

l~т ~ lfj(xn)- ај 1 = о. 

'Us1ov (9) sledi onda iz pro1zvo1jnosti izbora~zvedenog postupka 

.(G') :(tj. niza (хn ) elemen.ata iz Х koji konvergira ka х'). 

Primetimo daje dokaz stava 12 izveden ро sledecoj эет! 

(izvesnih elemenata takve proced'ure ima1i smo i u napomeni 10. ii 

u vezi ~okaza stava 10): situ~cija u vezi sa funkcijskim postupkom 

'; svodise па' odgovarajucu s1 tuaciju u уев,1 sa proizvo1jnim izvede-
" .r.: оо 

nimД1аtriсnim postupkom, па njega se primenjuje poznat odgovara­

juci ,rezu1 tat, 'ра se nај zad, ууасаnј еш па funkcij sk1 postupak, do­

lazido ze1jenog rezu1tata. 

Ро istoj эет1 mogu biti 1zvedenii dokazi ve1ikog de1a dru­

, g1h rezu1 tata ovoga rada, k'ako onih"u vezi funkcijskih postupaka 

tako 1 onih u vezi funkcijskih operatora (u drugom slucaju, nата­

уnо, operisalo bi se proizvo1jnim izv~denim matricnim operatori­

та)., U radu" зе, medutim, ta mogucnost nе koristi sistematski, ро­

r,ed osta1og i zbog toga sto glavni njegov sadrzaj sacinjavaju те-
, 

zultati za funkcijske operatore i postupke takvi аа пат odgovara-
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, f ' 

·.ju6i . rezu1 tati za matr1.Cne operatore odnosno postupke nisu bi1i 

ni poznati. 

Primetimo da se'u stavu 12 moze izvrsiti izvesna restrikci-

ја us10va (6), (7) i (9). Dokazacemo naime da vazi sledeca jedno­

's~avnija'varij~nta stava 12. 

12.i. STAV. Domen CX,F,x')-kоnvеrgеnсiје sadrziskup тЬ ako 

'l Samo 8.ko su isp~jeni uslovi (1)' i 

(10) posioji niz (ak ) takav da vazi (9) • 

Dokaz. S obzirom па stav 12, dovo1jno је ustanoviti da је 

.kombinacija us10va (6), (7) i (9) ekvivalentna sa kombinacijom 

us10va (1). i (10). Da iz us10va (б), (7) i (9) slede us10vi (1) .i 

(10), ocigledno· је. Ostaje dak1e da эе dokaze da vazi i obrnuto 
, 

(ustvari, da iz (1) i (10) slede (б) ~ (7». 
, О, 

Najpre сешо pokazati da iz uslova (1) i (10) sleai konver~ 
РС, ' 

gencija reda ~la.1 • U,tom ci1ju primetimo da iz us10va (10) 
ј=о Ј . 

sledi egzistencija o1coline О tacke х' takve da је 

,~JfJ'(X)- аЈ,1 ~ l 
Ј=О 

za svako хЕ хГ\о. 

1z.nejednakosti 

. <:х:;) оо с::.о 

. L ,t а. \ ~ 2: I а ,.- f. (х) ( + L. 1 f .(х) f (х Е х) 
,. ј=о Ј ј=о Ј: Ј ј=о Ј 

(ko ј а ima smis1a i ,u slucaju di vergenci'j е nekog od posma tranih re-

dova) sledi on~a 
с>о с::.<' 

?:I а .. ј '~. l + 
Ј=О 

~ i f j (х)' ,za svako хЕ хnо, 

i, s obzirom па us10v (1), konvergencija reda • U isto 

vreme iz nejednakosti 
=о . . с::.с:::::> с:..:::э 

~\ f.j (х) 1 ~ ~ 1 f ј (х) - а ј t + ~l ај 1 (х Е х) 

.. dobija se'da је 

ос ос 

,2: Ј f , ( х) / ~ 1 + Z-I а . I 
ј=о Ј ј=о Ј 

za svako хЕ хtI О, 



- 48 -

06 

оапоун ·toga д.а је анр ? \ f.(x)l<c.o • Sa us10VОПl (1) to 
хЕХnО ј=о Ј 

ааје нвl0У (6)0 Пs10V (7) sledi iz .(9) (оуај us10v је sadrzanu 

Н810'}11 (10»), buduci о.а za svako хЕ Х i' svako k=O, 1, .•• vazi 

пе ј е drlakost 
с.-о 

If (x)~ а 1<.. ') If.(x)- а. 1 
! k k! - -:-- \ Ј Ј 

Ј-=О 

Каkоsшо па pocetku napomenu1i, time је dokaz stava 12.i zav:csen • 

. S~huro [22] ј е dokazao da su kod та troicnih р os tupa..l{:a (F'), 

F=(f .. ), uslovi (6), (7) i (9) ekvivalentni sa uslovima (7).i 
lJ 

-( 11') 
а..:::> 

reo. L 1 f .. [ konvergira uniformno ро i=O, 1, ... ; 
ј=о lJ 

tj.da vazi (dokaz se moze пас{ i u [2зЈ , str. 44): 

12.ii. STAV·. Domen (F')-konvergencije sadrzi skup ТЬ ako . 

. i S8,1210 ako аи isp~jeni uslovi (7) (koji u s1ucaju matricnog_pQ-
.. 

: .•.. :,,,:':..i.. '05' "). glasi: .postoji za svako k =0,1, •••. )' 

i (11'). 

u Odeljku I1I.1 pokazacemo da takav rezultat vazi i o za је­

о.пи siru klasu funkcijskih postupaka (X,F,x'). Sledeci primer ро­

kazuje, rnedutim, о.а to nije tacno и эlнсаји proizvo1jnih postupa­

ka (Х, F , х ' ) . 

Uzmimo naime Х =[-з,-1]u{о,1,2, .. .ј ,х'=ос> i za j;=O,l, ••• 

( (х+2) 2 . х с. [-3 -1] oo.nosno 
I Ј+1 1.:;, , 

f/x) = L[l+(X+2~2.J 
х Е {о , 1 , 2 , • • • Ј' 

2Х+ Ј 

Lako је videtida вн u posmatranom s1ucaju ispunjeni us10vi (6), 

(7) i (9); tj. ~a domen primene datog postupka (X,F,x') sadrzi sve 
ос> 

ogranicene nizove .. U isto vreme red ~ 1 f. (х)1 
Ј=О Ј 

пе konvergira uni-

forrnno па Х (funkcije fj(x) (ј=0,1, ..• ) 

аита reda irna prekid u tacki х = -2). 

neprekidne su па Х, а 

?гета tome, иа10у 
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DO 

теа ~ !f.(X)I uniformno konvergira па Х 
ј=о Ј 

potrebal1. za TbG(X,F,x')C. Nije, medutim, tesko videti·da 

В11 џв1оу! (7) i (11) dov01jni za Tb~ (х,р,х')С. 

Iz stava 12 вlеа! аа domen prinlene regu1arnog postupka 

(X,F~x') ne тo~e sadr~ati skup тЬ (jer nе шо~е istovremeno biti 

<::>..о 

i 1im, т JfJ.(x)l= О (pre-
x~ х Ј=О . 

1im "2 f .ех) = 1 (па osnovu 11.i) 
х->х'ј=о Ј . 

та 11.! i stavu 12). Primecujemo takode аа iz (б), (7) i (9) вlе-
<::>о 

а! ив10у (8) i jednakost . а = L av.- • Odat1e ве роnоуо аоЫја аа 
k=o ~'- , '. 

domen (X,]',x')-konvergencije regu1arnog postupka (х,Р,х') ne moze 

sadrza-ti вуе ogranicene nizove. Dublji rezu1tat u tom smis1uza 
... 

matri6l'le postupke potice оа Н. Steinhaus~a [17Ј. ОП је па efekti-

~an na6in pokazao аа аошеn primene regu1arnog matricnog postupka, 

(Fj nе moze sadrzati ni вуе nizove ciji ви c1anovi О i1i 1, tj. 

svedijadske nizove. Drugim recima, za svaki regu1aran ma~;;ricni 

postupak Ср') postoji dijadski niz u=( џ.) 
Ј 

takav аа 

u opstem slucaju konstrukcija niza u=(u~) ва pomenutim Svojstvom 
Ј 

је pri1icno komp1ikovana (npr., [24Ј , str. 93). U nekim specija-

1nim slu6ajevima ао takvog niza ве тo~e аос! па re1ativno 1ak nа-

6in. Tako, naprimer, dijadski niz 

U=(1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,lt1 ,O,O,O,O,1, ... ) 

(па nultom mestu је 1, па ргуот mestu је О i аа1је ве reda ono-

1iko ј edinica, odnosno nи1а ko1iko ih prethodno uhLlpno ima) пета. 

granicu u smis1u C1 -postupka (Cesaro-ovog postupka prvog reda). 

Tvrdimo dak1e аа za dati niz 

1im 
i 

u +и +" .. +и. 
о 1 1. 

i+1 

u=( џ.) 
Ј . 

ne postoji 

Zaista, аКО uzimamo rеdоп, zbirove и о+и1+ . . . , +U. 
1. 

ао ртуе nиlе, 

Оl1.аа imamo 
ио 
Г = 1, i аа1је 

i + 1 

, 

~ 2 ; uzimajuci геаот 
:3 
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zbir'ove u +и1+ •.• +и. 
О . 1 ао prvih jedinica imamo 

11 +и1+ .•. +и. О . 1 
::: 

1 

2 

Prematome,. пауе1! smo ауа podniza niza 

i + Ј.­
и +и1 + ..• +и. 
о 1 (1=0,1, ••• ) 

i + 1 

kojine konvergiraju istoj granicnoj vrednosti, odak1e sledi ta­

cnost na§eg tvrdenja. 

·Posredstvom matricnih postupaka izvedenih iz postupka 

(X,F,x') rezu1tat Steinhaus-a prenosi' эе па proizvo1jne funkcij­

ske postupke (X,F,x') ([21Ј, паротепа 3). 

Iz tlokaza stava 12.ii navedenog u [2зЈ, str. 4~, јаэпо је 

da эе (zahva1jujuci ad1tivnosti i homogenosti matricnih postupa-

ka) u iskazu stava 12.i1 Ь" izraz "skup Т moze zameniti sa !l sve 

diјаdSkедizоvе ll • Ртета tome, ako skup (F')c sadrzi Буе dijadske , >, 

nizove, onda :i,sti skup sadrzi sve ogranicene nizove. (Obrnuto ро­

gotovu vaZi.) ·Sledeci. rezu1tatpokazuje аа isto vazi i za proi-
." 

zvo1jne postupke (х,Р,х'). 

12.iii. Potreban i dovo1jan us10v аа skup (X,F,x')c sadr-

2i sve ogranicene nizove jeste аа skup(X,F,x')c sadrzi sve di-

jadske, nizove. 

Lako је videti аа ana1ogno tvrd:enje· imamo iu odnosu па 

.r.: skup (X,F,x')O, tj. u odnosu па domen o-primene postupka (х,Р,х'). 

Sem toga, iz '12.iii sledi da se u stavovima 12, 12.i, 12.ii i 

пјihоviшроslеdiсаmа umesto skupa ТЬ moze posmatrati skup dija-

dskih nizova. 

Dokaz 12.iii. Navedeni us10v је ocig1edno potreban. Poka-

zacemo аа ј,е isti us1o:v i аоуо1јап. РТ! tome сето koristi tijedna­

kost (Х,:Е',х')С:::; П (G')C , gde је 1 fami1ija svih matricnih 

(G' )EI 
postupaka izvedenih iz postupka (Х,Р,х'). 

Pretpostavimo dak1e аа аотеп роstuрща (X,F,x') sadrzi sve 
':~ 

dijadske nizove. Kako је (svaki) izvedeni postupak (G') op§tiji 



'od pcl~znoG postupka (X,F,x')? to сошеп primene svakog izvedenog 

~cako([e з::Ј·:"?:1. вуе 0.1 ј adske nizove • На ОВ110·\Ти. 

~Cc: ::;ul-t:::i ~~.::~ S cllur-a, о.ошеп рriшепе (G') с svakog р оз tupka ( G ') Е 1 

Буе ogran1cene n1zove. Odatle izlazi са 1 r~ (G')C 

(G')G 1 
ogranicene nizove, sto СОУТБаУа Буе 

dokaz naseg tvrdenja. 
i'" ~ 

Svak1 d1jadsk1 niz тo~e зе prikazati kao po1uzbir суа ni-

za cij1 зи c1anovi -1 i1i 1; svaki niz sa clanovima -1 i1i 

1 moze зе preds-tavi ti u obliku razlike суа dijadska niza. Odat1e 

sledi са сотеп (X,F,x')-kопvеrgепсiје sadr~i sve dijadske nizove 

ako i ваЕО ako sadrz1 sve n1zove sa c1anovima -1 i1i 1. Иа 0-

snov.u toga se u pre-thodnom iz1aganju urnesto sa dijadskim moze ra-
\-

- " 

diJci ва nizovima ciji su с1апоу! -1 i1i 1 (npr., [25Ј, str.88). 

(Ustvari, opstije, mogu se posmatrati nizovi sa c1anovima -а i1i 
.,.:;,0, 

а za oi10 koje а*О.) 

13. Ostatak naseg ode1jka posvecen је postupcima (х,:Е\,х') 

ciji Йo~en primene oouhvata зуе nizove. Da takvi postupci postoje 

pol-:azuju рriшеri postupaka pridruzenih matricama 

fO 
k 

О О 1 О О ... \ 
:1" ro О О 1 О О ... 

G1 
i ( k=O , 1 , .•• ) =1 ~ . ... . : : : ) ~C . \ 

\ О О О 1 О О 

\. . . .. • о о- • Ј 

u са-сош slucaju је (Gk)'(П )=Uk 
( .; --о l ) -1-- ,..Ј...,... , i па osnovu toga 

(G{)-(U )= и' l~ 
~ 

1с::::0 ~ 1 , ... i svako П=(u-;) ЕТ. 
Ј 

ЫаТаУl10." -са-
.i' 

sadrzi s'V-е n1Z0ve, 

• U nastavku. сето 

pokazati са jegranicna vrednost 
. , ро postupku (Х,Р,х') upravo o~li-

l~::O 
,~.....-..... 

:<э.. ./ a 1,U,., цо.е indeks Јсо nе 
<'_.: •. :) ..:.'Ј.... 1".... --
k:::o 
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za svako и=(иј)Е Т 

(Х, Р, х') -lim и. 
Ј 

1z pre-'cliodn.e jednakosti sledi аа је .tada ali'== lim ,fk(x)= 
, х->х 

==~"li:,(Х~Г)(Еk) == (X,J?,x')(Ek ); kao i ааје (X,F,x')(U)==O za вуе 
A~A k 

о 

nizove oblika U==(O,O, ••• ,O'Uk +1 ~Uk +2"")· 
о - о 

t:>O 

Dokaz 13. i. :Ь'uпkсiопеlа (х, Р, х') CU) == lim ";> f. С х)и . 
х-....х' ;r;;o Ј . Ј 

(U==(u.)ET) 
Ј . је aditivna i najvise iz druge k1ase Baire-a u 

-prostoru Т (jer ве moze predstaviti u obliku (X,F,x')(U) = 
п 

·В К­
о 

= lim lim? f.(x.)u. ,gde х.Е Х (i=O,l, ••• ) i xl'~x' (i-+.::>O». 
l" п .- Ј l . Ј l . 

Ј.=О 

На овпоуи пaporџene I.1.9.i i stava I.1.15, funkcione1a (X,F,x')(U) 

је 1inearna u prostoru Т. Prema I.2.20.i, tada postoje indeks . k o 

i brojevi a k (k=O,l, •.. ,ko ) ва svojstvom о kome је rec u пазет 

tVl"d:enj и. 

Primetimo аа drugi аео dokaza 13.i moze te6i i.na slede6i 

nacin. Naime, iz kOl1statacije аа. је f'unkcione1a (XffF,x')(U) 1ine-. 

атпа.и pr08to~u Т, па овпоуи stava I.2.19 Mazur-a i Or1icz-a, вlе-

di йа је опа u tom prostoru nekog stepena k o ' Drugim recima, tada 

postoje indeks k o i broj 

l(x,F,x')(U)1 :;:; 

Za nizove oblika 

takvi аа је 

za svako UE Т. 

i k=O ,1, ••. ,ko 

је . Pk(U)=O, ра ае аОЫја аа је za takve nizove (X,F,x')(U)=O. 

Oc.at1e iz1azi d.а је za proizvoljan niz 

l 
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" 

r- "3 - Ј -
ТI.2 

s оl!ziГО;;l на гаz1аgапј е 

k o 
1 ... -U ;:= ---,. и, 1<; . ..с.- rk , proiz1azi аа za svako U= 

. k=o 

=с и-,) Е Т 
Ј 

imamo 

i 

Iz prethodnog tvrdenja sledi аа nizovi 

U = ( U о ' .•• ,uk ' u k +1"'·)' 
о о 

v=( и о ' ... ,uk ,vk +1' vk +2?···) 
о о. о 

imaju jednake 

јн Сх,};' ~ х') С=Т 

(X,F,y')-grаniсnе vrednosti. То znaci аа u зlиса-

c1anovi niza од. izvesnog indeksa ра па аа1је, ио-

pste пе uticu па granicnu vrednost u smis1u postupka (X,F,x'). То 

паз је пауе10 fia. pomisao da postoji oko1ina О tacke х' takva da 

f'unkclj е f~(x) . р6сеу od nekog indeksa ра па da1je iscezavaju 
Ј . 

па хn о. Sledeci stav pokazuje аа 'tako postav1jena hipoteza ni-

ј е bila pogreSl1.a. 

14. ЗТА"\[. 1)в; bi аотеn (X,F,x')-kоnvеrgеnсiје sadrzao вуе 

nizove potrebno је i dovoljno аа Ьиае ispunjen us1ov: . 

( 12) 

postoje oko1ina О tacke х' i incleks Ј· takvi да: а) 
о 

za svako ХЕХ-О postoji takvo јх da ј>јх pov1aci 

f .(х)=О; Ь) fJ"(x.):= О па хnо za svako ј:> јо; С) p.Q.­
. Ј 

stoji 1im f.(x) = а· za svako ј=О,l, ..• ,јо. 
-- - Х-;>-Ј[' Ј Ј 

Ako је ispunjG11 иэ1оу (12), za svako U=(Uј)б. Т vazi 

јо 
(Х, F, х') -liш и. ~ ? а" и. . 

Ј Ј=О Ј Ј 

Iz sta-va 14 slecli .fuг. аотеп o-prim.ene post-o..pka (X,F',x') sa-

drzi sve nizove ako i эаm.о ::<:.:. 

1 с') 1im,f.(x)=C (ј=О,l, ... ,Ј о ), tj. akJ i sашо ako је Т G 
'X~X Ј Ј 

".'\ 

(х,р,х')С i ~pri tome је PQstupak (Х,:Ь',х') tegu1aran U tackama ь 
Ј 
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Ј-..:... .\ ..::. 

( ј::::: с ) 1,1 •.• ,ј о) , ' gde је i indeks iz us10va (12». Isto tako, 1а-
ио 

ko је vid.eti да 8Н postupci (X,F,x')i (Y,G,y') ciji domeni pri-

топе sadr~e вуе nizove sag1asniako i Ba~o ako j~ а· = Ь Ј· (ј=О, 
Ј 

1, ..• ),'БОо jQ Ь. = 1im g.(y) (us'tvari,ako i 
Ј у_:;.у' Ј , 

вато ako је ај=Ь ј 
odgovaraju postu-( . 'о 1 (.1 .2»' d . d k' .1. .2 , Ј =, , ... , та:{ Ј о ' Ј (ј ? g е l.n е _в l Ј о l Ј о 

.' (х'", ')" (у G ' ) pClma, ~ 7.I!,X, l, ,,-~y 
. .' • t 

u smis1u ив10уа (12); osta1e' jedn.ako-

sti slede, iz (12) Ь». 

Dokaz 

i Ь) sledi 

stava 

da је 

14. Us10v (12) jedovo1jan. Iz us10va (12) а) 

(X,F)d=T. Prema (12) Ь) i с) za svako U= 

=(и. ) 
Ј ' imamo 

.; , 

, с>о ос јо ' сЈО 
1 ,i т )- .f.(x)u. = 1 i m L...f.(x)u. = 1im 2 f.(x)u.=y":a.u .• 

XEX,x~x' 'ј=6 Ј Ј XEX(10,x-+х' ј=о Ј Ј х->х'ј=о Ј 'Ј З-;О Ј Ј 
I , 

DovoljI1_ost us10va (12) i drugo tvrd:enje stava 14 ви tako pokazani. 

!., 
Us10v (12) је potreban. Us10v (12') а) sledi па osnovu sta-

va 7. Us10v,(12) с) 

а ј postoji za svako 

dobija ве уес па оепоуи stava 10 ( 1im f.(x)= 
x~x' Ј 

'ј=О,l, •.. , samo sto се iz (12) Ь) slediti 

ај = О za ј> јо). Ostaje, ,dak1e, da se ustanovi egzistencija ,oko-

1ine О i indeksa јо ва svojstvom (12) Ь). Dokaz сето izvesti 

tako sto сето pokazatidasuprotna pretpostavka dovodi do kontra~ 

dikcije. 

Uzmimo prema tome da takva oko1ina О i indeks јо пе ро-

'stoje, tj. da za svaku oko1inu О tacke х' i svaki indeks i ро-

stoj,e indeks ji;;>~ i tacka xiE хnо tako da је fji(xi)-::/=O. 

Prema tome po~toje i rastuci niz indeksa (ji) i niz (xi ) е1етепа­

taiz Х ' ko ј i 'konvergira ka х' tako' da је f' ј . (xi)-=f: О za sva.ko 
l 

, i=O ,1, . •• • 

Posmatrajmo sada matricni postupak (а') izveden iz postu-

pka (X,F,x') koji odgovara 

G=(fj(X
i
». Iz (X,F,x,)c=T 

tako dobijenom rtizu (xi ), tj. matripi 

sledi da је tiщ, pre (а')С=Т, ра pri-

~еnошпароmепе' 9.ii dolazimo do irideksa j~takvog da је f.(x.)= 
Ј l 
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=0 za ј>ј,<_ isvako i=O,l, ... (videtiivarijantu9.i dOka-
-'-

.za stava9)~ То је, medutim, u kontradikciji за из1оуот. f
J
" (х.) 

" l l . 

-:):; О za syako i=O, 1, ... , gde ј е (ј i) rastuci niz indeksa. Time 

·выо pokaza1i аа је nasa pretpostavka аа ne postoje. oko1ina О i 

indelcs јо sa svojstvom (12) Ь) neodrziva. ])ak1e,' iz T~(X,p,x')C 

sledi (12), cime је stav 14 u potpunosti dokazan. 

Primetimo sada da је tvrdenje 13.i ocig1edna pos1edica 

stava l4. 1z toi raz10ga su se to tvrdenje i njegov dokaz u оуот' 

iz1ag~~ju mog1i izostaviti. sto tako nismo postupi1i, pos1edica 

је ze1je аа, kako је ае10т napomenuto, рriрrеmiшо stav 14 i оЬја-

snimo njegovu genezu. 

Napomenimo jo~ аа ае аео dokaza stava 14 koji se,odnosi па 

dоvо1јдоst uslova (12) i dokaz drugog tvrdenja st~va шоzе izvesti 

. i koriscenjem rezu1tata funkciona1ne analize ро'mоае1и primenje­

пот u dokazu' stava '10 (videti 10.ii). (Slicna nаро'"mеnа mog1a se 

uciniti i pri dokazu stava 11.) Pri tome (па osnovu (12)' с)), 

bez restikcije u opstosti zak1jucka, mozemO pretpostaviti аа је 
јо 

sup ?J" __ ·olf.-;(x)!<oo i posmatrati samo e1emente xE.XnO. Uz to 
x~XnO ОЈ 

Ь! ае koristi1a i cinjenica аа је niz Е};: (k=O,l, ... ) fundamen-

ta1an 11 PJ?'ostoru T~ lYIi smo, med:utim, vide1i аа је u posmatranom 
r . • 

зlисаји i neposredan .aokaz izuzetno jednostavan. 

Ako domen primene postupka (х,Р,х') sadrzi sve nizove, оn­

аа је postupak (Х,Р,х') ekviva1entan sa postupkom (Х{10,Р,х'), gde 

је О okolina tacke х' ciju egzistenciju i svojstvo garantuje stav 

14 .. Postupak (ХnО?Р,х') эа вуоје strane moze se u tom slucaju 

predstaviti kao I!zbir tl postupaka (хгю,Fј",х') (j=O,l, ... ,јо) koji 

зи redom pridruzeni nizovima Pj=(o,o, ... ,l/x),o,o,~ .• ) (ј=О,l? 
... ,јо). Termin lizbirl! moze se opravdati cinjeriicom da је za Буа-

kox Е Х (\ О i 



- 56 -

јо 

(x,1?)(U) 
~ 

=L-f.(x)u. 
ј=о Ј Ј 

i па 03110YU toga . 

јо 

=L(x,F.)(U) 
j=q Ј 

. Јо 

. (XnO,J!1,x')-lim uk = ~ [(хnо,F з· ,x')-lim U k ] . 
Ј=О 

Ј)а domen primene pomenutog Тlzbira 1t sadrzi sve nizove bi10 

је jasno i bez stava 14. Zna6aj stava 14 је, medutim u tome ~to 

pokazuje da drugacijik postupaka (x,P,~~) sa skupom Т kao domenom 

primeneprakticno i. пета (budu6i da se bez bi tnih gubi taka mogu 

posmatrati Samo e1ementi х Е. Х ПО).' 

i' 14. i. U sluсајчmаtri6nоg postupka (Р') odred:enog matricom 

F=(f .. ) us10v (12) znaci da postoje indeksi i o i јо takvi da 
, . lJ 
vrs te за illdeksima i.:% i o imaju nај vi~e konacno mnogo е1етеnа ta 

razli6itih od nи1е, zatim da је f .. =0 za svako lJ 

kao i da postoji l~т f ij = а ј (ј=О,l, ..• ,јо). Odat1e sledi da do-
. , l 

теn primene postupka pridruzenog matrici F=(fij ) sadrzi sve nizove 

ako i samoako postoji indeks ј1 takav da је fij=O., za svako i= 

=0 ,1 ,. . .. i ј> ј1' tj. da је posmatrana'matrica oblika 

ех) 

(оо f o1 ... f
Oj1 

О О 

f 11 f 1 · О О 
_~.,,'f!"~.~~ 

..l ' . . . . 10 Jl 
}' == • 

f. ·lO f i1 f .. 
lJ1 

О ~O ., ... 

i pri tome su ko10ne ва indeksima ј ~ ј1 konvergentni nizovi. 

Neka је sada (Р), Д=(fiј ), operator'ciji doseg b-dejstva 

sadrzi sve nizove. Prema stavu 9, matricaF је oblika (х) i pri 

tоше је supff .. 1< ос . lJ 
l 

(j~O,l, •.. ,jl). Odatle sledi da postoji 

rastu6i niz ,indeksa (ik ) takav da lim f l· .== а. postoji za svako 
k kJ Ј 

'-0 1 . Ч Ј-с .,~, ... ,Ј1 • J:~a озnоуџ nаротеnе 14.i, domen primene p.ostupka 

(F1) ~ridruzenog matTici sadrzi sve nizove. Na taj 

nacin dos1i згдо do zak1jucka da za svaku matricu F=(f.·) ~cakvu 
''Ч 
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, 
а,г .. ј е (г) ћ::: ~[. р о::; -с о ј i Р о dша t r i с а 1\ == С f i 1 1 ) t аК v а d а ј е (р Ј) с == т • 

J:[(.I 

Ina5eu Blu6aju иаtri5поg operatora СР) i odgovaraju6eg'poBtupka 

6аји пе mora biti ta6no. 

3. J!'unkcijski postupci tipa (X,F,x').g 

Opravdanostuvodenja nekog operatora i1i postupka осеl1јије 

ве, pored osta1og, i па osnovu sirine Си smislu inkluzije) njego-

vog dosega dejstva odnosno domena primene. U nastojanju da pri 

istim polaznim e1ernentima х, F, х' e2.Uvod i 2.2) dobijemo оре­

rator i11 postupak sto prostranijeg dosega dejstva odnosno domena 

рriШ~i1.е, d081i sшо, podstaknuti definicijom ~pste klase linea.rnih 

postupaka zbir'1jivosti (ПРТе, [26Ј, str. 418), па ideju da qe to 

postigne slabljenjem nekih uslova iz definicije operatora (X,F) i 

postupka (X,F,x'). Naime, pok&zuje se svrsishОШlim da se u timde-

finicijama izvesni zall tevi globalnog tipa zamene zг....."'rltеvimа lokalnog 

tipa. О tome io nekim svojstvima operatora i postupaka dobijenih 

па поу na6in, re6 је u оуот odeljku nasega rada. 

1. Neka, dak1e, X~ F i х' imaju isto zna6enje Као u,ode1j­

ku 2 (Uvod i pododeljak 2). Definisa6emo sada jedno prosiren~~ 

operatora (Х,Р) па slede6i na6in. Uze6emo naime da U=(u.)E 
Ј 

аКО postoji okolina О ta6ke х' (Која шо~~ varirati за U) 

d . d 
takva da UE (ХПО,Р) • Drџgim re6ima, П=(Џј)Е (X,F)g ako postoji 

~ 

ok01inaO ta6k~ х' takva da red '2 'f.(x)u. konvergira I1tek i1 za 
ј=о Ј Ј 

вуако x€ Х{\О (dok ј е pri . U=(u j ) Е ех ,ЈГ) d zah tevana konvergen-

cija istog reda па 6i-саvощ skupu Х). Slikom ('( Tr) (U) niza U= "-, - g 

(tj. slikom niza П=(u.)Е (х,:р)д. pri preslikava-
Ј g 

лјu (X.~JГ)r.J smatra6e1110 i'l...1nkciju 6iju oblast dei'inisanosti sacinja-
о 

t.::"'j.~ 

\Тајн ele;;:el1~ci хЕ Х za Јсоје гед. ( У 'Н') е U' ) = '\:- -г' (у),. 
-~ , - / -' ~~ ц. 

:i-;-o Ј Ј 
v 

kon ve~cgir3., 
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ве, sшYiг.iП:э. р OS::.lla tгсшоg геаа kao пј епiш vrednos tima. 

" v • \~ 
vz:tlаСl1ПО :33. Ан oblast definisanosti funkcije (Х,F)џ(U) 

о 

l prime-timo' аај е Xu шаksimа1ап od svih экироуа oblika ХN О, gde 

О pro1azi зкир (!) 1 oko1ina О tacke х' takvih da ј е U Е (Х П О ,Р) d, 

, tj. 'cia ј е xu= и(xГlO). (1nk1uzija 
О(.Ј(р, 

..L 

v (XnO)~Xu' је oCig1ed:r1a. Pret-
0~(91 
C>Q 

postavimo' zatim Х1 Е Xu. Тааа red Z f. (X1)U, konvergira i ро-
ј=О Ј Ј 

stoji ~kolina 01 tacke х' takva аа uc:: (X()Ol~F)d, tj. red 

С-"С'> 

~ f. (х)и. konvergira za svako х € Х n01 • Okolina 02=01V S x1
l 'f=Q J Ј 1.. $ 

'. ( )а tacke х' ocigledno ima svojstvo: UE Хn02,1? • Odatle izlazi аа 

x 1 Е V (х()о) '1 cirne је i inkluzija XUsV (х(,)о) 
, - ОЭ (91 OtE (?l 

dokazana.) 1z је-

dnakosti и(хnо.) = ХГ\( V о) sledi onda аа је 
О ~(91' O~ (9. 

ј е оХ maksima1na оа svih okol±na iz slcupa (!)l' 

Xu =X()O~, gde 

,1z defini~~je dosega dejstva (x,p)~ operatora (X,F)g 

sledi аа je'(X,F)gd = V(XnO,F)d, gde је Ш familija svih okoli-
" ОЕ(9 

'па ta.cke 

za svakU. 
ј., 

х • 
, 

Lako је, medutim videti аа vazi i 

(x,]1)~ = V (XIiOi,F)d 
. ь i=o 

okollrlskl1 
prebrojivu bazu 0i (i=O,l, .•• ) tacke х' • 

Na ana10gan nacin se defini~e i doseg b-dejstva 

operatora (X~P)a i zak1jucuje аа је 
ь 

(х, F}b = V (xn 0i ,F) Ь 
g ;-0' 

..Ј...-

za svaku pr'ebroj i уи okolinsku bazu О. ( i=O ,1, .•. ) 
l 

tacke х'. 

Nastavljajuci u istom smis1u, defini~emo domen primene 

(х,Р,х')С postupka (X,F,x')g kao skup nizova U=(Uj)- za koje 

postoji okolina О tacke х' takva аа је U=(U j ) € (х()о,р,х')С. 

Granicnu vr-edno,st ( VI"\O'" ')fUr
\ (уnо с'\ ')'1" '~l Ј ,1,Х \,. )= .1_ 1 ,1.' ,Х - lnl Н; 

, ' Ј 

то tada gr-anicnom vrednoscu niza u::::(u- ) 
Ј 

ц smislu postupka 



~.- -г •. ~ 
":_Ј.. ,;1 :;'-

(у "7 ~.- р \ (-UT\ 
" -- 'f;..J.. ~ .• Н. ) "~ .. \. Ј 

Ь 
( -у >;\ ') _. == ~9~ЭХ -llШ и· о = . z Ј 

Nij8 tes}:o yide-ti. cl8, је graniC:J:l8. yre6..:nost :niZO'13tl Бmislu postu-

р1:а .аоь:1:' О , "Gj .. jedillStveno, .defini Slli"'lЗ , као i йа је 

i 

со 

== V (XnOi,F,X")c 
i=o 

za svгкu pre1)rojivu okoli:nsku bazu. о i (i=o, 1, · .. ) "1;acke 
, 

х , pri 

С8Ш-Ц је аа oznacer.!. аотеn o-priprem.e postupka. (X,F,x')go 

(Dom811 prim.ene postupka (X,F,x')p. moze эе, ekvivalentno, 
\ <:> 

definisati i kao skup Bvih nizova u=th.) 
Ј 

takvih йа 
~~ о 

lim 2-~f.(x)u. 
y_ .... ~r i' 'Ј' =0 Ј Ј 

postoji (sto, im.plici-'Gno t pretpostavlja egzi-
O 

_о- "..Ј).. .'" 
stenciju olcoline О tacke х" -'Gakve с1а UE(XnO,F)d ).) 

Uvezi ва definicijom operatora (X,F)g primetimo јов 

ima tacku nagomilavanja х' ва 

~rеЬrојivощ okolinskom bazom, dok u slucaju operatora (X 9 F) Х 

Eoze biti bilo kakav skup. 

Operatore i postupke matricnog tipa u smislu nаве nove 

def111icije obelezayacemo ва ( Р) _ о dno ВnО 
ь 

(F')a , gde је 
ь 

Г=(f .. ). l)OlaZ11? ше:'Griса. U slucaju pak X=I"'{ х') . l.Ј ".~ - о -' t..""o' oznake (x,F)_ 
" о 

i za.n:enjujemo jedix.:.stvenom ozr.:.ako!11 ( " ","Н1) ri х ,.л. Ј1'" ,р-,-
о. g 

cemu.6e iz kon't;eksta Ы ti јавnо da 11 је rec о operatoru i11 ро-

Као ~ kod postupka -'cipa сх ~ х') и~o-eao C~ cv.o~i~ Ј - , 'J.t;.J.J.. u~ u 'Ј \,..k..I. ... _~ 

v • '-" f "1"' - '1 moze ве posma~ra~l l 'аШl lJa l и pos~up~a 

i~vedenih iz postupka 
ь 

(X~I:\~:x.:') .• Pokazl1je Бе takod:e аг. 
g 
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STAV о ))ошеn. /J:rimene postu"[2ka (х,Е' ,Х"') g jednalc "је 'prese-

.1сll d(:}]lEH~a nriше:п.е sy1h iz njega izvedenih ma-t;rionih postupaka 

(X,F,x,)C
g 

= {\ (G')c 
(G') <;1 g 

g g 
• 

JJ91(.a~. Inkluzija 

(х ,Р ,Х") с ~ (\ (G') с 
g (G') Е1 g 

g g 

;,је ocigledna.Pokazacemo da vazi i obrnuto 

, п (G')~ ~ (x,p,x')~ 
( G') Е 1 

g g 

Utош·сilјu pretpostavimo .suprotno, tj .. аа postoji 

U=(Uj)·6 (\ 

(G") g~lg 

(x,p,x')~. U Ф (х , F ,Х" )~ znaci: ili za· 

svaku okolinu О tacke х' postoji хЕ хn.о takvo da теа 
сх? С>:;) >" f .(Х)l.l. 

ј=оЈ . Ј 
divergira, ili :nе postoji lim ~ f .(х)и.. Prva шо-

x-..х'Ј=о Ј Ј 

.. gucnost iщрliсirа egzistenciju niza (Xi ) tacaka iz Х koji kon-
CI<,."':3 

vergira ка х' takvog da red Lf. (Х. )и. . di vergira za svak:o 
ј=о Ј Ј.. Ј 

i=o,l, о ~ •• Odatle sledi da U=(u..)~ (Gi)~' gde је (G') postu-
Ј о. 1 g 

pak izveden iz (х,Р,х') koji odgovara nizu (ХЈ..') , sto је u kon-.g 

t:radikciji sa U=(u.) Е П (G')C "" Ostatak dokaza naseg. stava . Ј g 
(G') gE1g 

шоzе se izvesti ро semi primenjenoj u dokaZ'll stava 2.5. 

1z definicija operatora (Х,Р) i (X,F)g sledi аа је 

(Х,р)аС(Х/Ј!,)а i (x,p)b~ (X,F)gb • Isto ta..1co, iz definicija ро-
- g 

stupaka (Х,Ћ"х') i (X,F,x')g sledi аа је (x,p,x')C~ (x,p~~")~ 

. ( х· р. .. ) о (X"G\ ' ) О k . d . (х F ') l' (li" ) Ј.. .. , ' ,Х . ~ ,Ј:! ,х g' ао Ј.. а Ј е ,? Х - l.Ш U ј = Х,,,,:.1 х g-

-limu. za svako П=(и.)Е (х 9 р,х')С. Dakle, postupak (X~P9X')g 
Ј .. Ј - , 

је opstiji od odgovarajllceg posJGupka (X,F,x'). 1Jize naveden p:ri-

тет l.iii pokazllje da pri tome postupak (X;F~:{J')g illoze biti stro-
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ьо ops·ciji од. 

J311Q11Ci аа је rec ,о operatorima koji 811 pridruzeni niz11 

flJ.~ccija i koji vrse preslikavanje nizova u funkcije, op~ratore 

oblika (х ,:Е') ili (Х,Р). zvacemo jednim imenom funkcijskirn 
g 

.9peratorirп.a; iz istih razloga za pos-tupke oblika (Х,Р ,х') ili 

( Х F х') , Э а 
Ь 

reci сета da ви fun...1rcij ski postupci. Dosledni~, kori-

э6еnјеm il1.dгksа g nаэЈсојасеmо аа uvek Ьиае jasl1.0 аа 1i је rec о 

јейnоm ilidrugom tipu operatora odnosno postupka. 

Jednos-t;avnim primerima pokazacemo аа nasom res-crikcijom 

us10va.u definicijama operatora (Х,Р) i· postupka (х,Р,х') 

mozemo dobiti operator (X,F)g i postupak (X,F,x')g znatno 

sireg dosega dejstva odnosno domena primene. Navodimo i trivija1ne 

pri!!l~re slicnog оаnова dosega b-dejstva operatora i dome~a o-pri-

menepostupka Си sшis1u stare i nоуе definicije). 

l.i. Primer. U slucaju matrice 

( :f f f :f .... 

\ :f1o f 11 о о 

F -. , 

\ 
L' f 21 f 22 о 

) 
.L 20 

gde је fiO i f;j (i=1,2, •.. ; ј =0 , 1 , •.. ; ј .с.. i ) -оС,о 

(р)а= {u=(u j ) 1 konvergira Ј brojevi,imamo .. -
2- и . 
ј=о Ј 

Iz 

l.ii. Р:гiшеr. Posmatrajmomatricu 

. F = 

(Р) (U) 

1 

1 

1 

1 

1 
1 
2 
1 

22 
1 

3 2 

Си:::> 1). • 

"'- l = L-----'"~ 
.. (. 1) l Ј=О Ј+ 

1 1 · . . 
1 1 
3 4 
1 1 

з2 7 
,Г 

· .. 
1 1 

'33 3 4 
· . . . 

( i=O ,1, ••• ) 

• 

proizvoljYJ_i 
ft 

i СР) а . ., Т • 
g 
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sledi аа sуэIсi ogra..11.ic еn niz U=(u .) 
Ј 

pripada dosegu b-dejstva 

ope:::catora ("fi1)' ..... О· 
( ako је l1iz U=(u.) 

Ј 
ogranicen, оnаа теа 

ь 

l<:onvergira za sva..'k::o 1=2,3, • •• i pri tome j~ 

) , 

(ј=О,l, ••• ) 

• S druge 

stral'le, U=(u j ) Е. (F) Ь zahteva pre svega konvergenciju reda 
с<> . 

ос:.::::::- и. . 
L...;.... .:1 '. za svako i=O, 1, ... , ра ртета tome 1 konvergenciju 
ј==о (j+l)~ 

~ 

reda>--u .• Odatle izlazi аа је u posmatranom slucajuskup 
~- ·.1 
~=o u 

(F)P pravi podskup skupa nula-nizova ТО. 

Тааа 

uo+o •• +ui 
i + 1 

" lo.fJ.i. Primer. Uocimo sada ma-!iricu 

. ~~ 

F = 

1 1 1 1 · .. 1 · . . 
1 1 
2" 2 О О · . . О • • • 

1 1 
3 3 

1 • 

3 
О • • • О • • • 

• . . . . . ... 
znaci аа red 

(>о 

~и. 
ј=о Ј 

konvergira i аа niz 

(i=1,2, •.• ) konvergira. Odat1e izlazi da је ustvari 

. (F')~ ={U:::Cu.) I ~u. konvergira} , 
. Ј i ј=о Ј 

i па osnovu toga аа је (F')c pravi podskup skupa ТО CU 1.1016.i 

sио videli аа је u nавеш slucaju skup (F')c prve kategorije u 
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II .. ) 

(Ci)C је ocig1edno domenprimene Ces3ro-ovog post1.1pka prvog 

тейа, ра је stoga pravi nadsk1.1p sk1.1pa konvergentnih ni-' 

zova тС (прг\., niz 1.1. =(-l)j (j=O,l, ••• ) nije konvergetan i 
Ј 

pripada sk1.1p1.1 (С')С:= (Р')С ). 
1 g 

1. iv. Matrica F iz primera 1.iii pokaz1.1je takod:e йа' 

skup C",r F ' ) о А, ,Х , moze biti pravi podsk1.1p od sk1.1pa (х F ,)0 , ,х g. 

blaime, 1.1 dаtощ sl1.1caj1.1 је" (Р')О:= (Р')С pravi podsk1.1p sk1.1pa T~ 

d 1 · . t k (Р ') о . d k 1 ТО ос ::Је 1.1 lS о угеше s 1.1р g pravl па s 1.1р Б{1.1ра ( sadrzi 

ocig1ednosve nula- nizove i, naprimer, niz ( ј =0 , 1 , • • • ) ) о 
. 

, Na istom primeru vidimo йа post1.1pak (Х,Р ,х') g moze bi ti regula-

гan i опйа kada odgovarajuci postupak ех ,Р ,х') пеша to ЭУОј stvo. ' 

Isto tako, domeni post1.1paka (Х,Р,х') i (Х,Р,х')г)" 
.'. б 

ne moraj1.1 istovremeno sadrzati ni' эуе ogranicene nizove. Napri-

тег, и' sl1.1caj1.1 pqstupaka odred:enih -matricom 
." 

f f f f o о о о 

F О f 1 О О . . . := , 
О О f 2 О ••• 

. gde је fofO i l~m f i = О, imamo (F')c = { U=(u j ) I roUj 

ko,nvergira 1 i (P')~:3 тЬ (nijetesko naci primer koji bi ро­
kazao йа j~ za posmatranu matricu (P')~ pravi nadsk1.1p оа ТЬ ). 

Ista matrica pokazuje йа post1.1pci (х,Р,х') i .(X,F,x')g пе 

тогај1.1 u isto vreme sadrzati ni sve dijadske nizove (sku.p (Р')С 

sad.rzi samo опе dijadske nizove koji imaju konacno m....1'logo jedinica) .. 

1.v.Navedene cinjenice Э1.1 saтo neki оа razloga йа se iz1.1-

саУаl1.ји syojstava postupaka tipa (X,F,x')g posveti роэеЬпа ра ... 

znjao Ыо, рге toga napomenimo йа u slucaju konacnovrsnih matrica 

i stepenih роst1.1ршса (tj. postup~{a odredenih stepenim redobl 
с,о . 

() ~ "'1 
Б,Х = La.x U 

ј=о Ј 
sa poluprecnikom konvergencije, reci:mo, R, pri 
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а.хј 

сети эе uzima Х = [O,R), fj(x) =Э(Ј~' (ј=О,l, ••• ) i х'= R) 

defil1.icije operato:ra (X,F)g i postJlpka (X,F,x')g nе daju ni­

ka1cav efekat (11 odnosu па operator (х,Р) odnosno postupak 

(X,F,x'))e(Kod stepenih postupaka to sledi iz poznatogponasanja 

" .stepenih теаоуа u interva1u konvergencije.) 

U nastavku. iznosimo.~ezu1tate za operatore (X,F)g i. 

postupke ех F х') 
" g 

analogne rezultatima iz Odeljka 2 za ope.rato-

.·те . (Х,Р) odnosno postupke (х,Р,х'). U izlaganju se, radi nје-
, 

gove konciznosti, detaljnije zadrzavamo эато па bitno' novim то-

шеntimа kod .operatora i postupaka generalisanogtipa. U osta1im 

slucajevimanavodimo sашо formu1acije rezultata, izostavlja.juci 

·pri tome D;jihove neposredne posledice analogne posledicam.a stavo­

уа iz prethodnog odeljkae 

Kako се' se iz da1jeg teksta videti, za nаЕЗ rad эа орета­

toriIIla i postupcima novoga tipa оа presudne vaznosti се biti re-

zultatidve leme: leme 2 i leme 4. Ost~li rezultati se~.ugla­

уnош, аоЫјаји kao posledice leme 4 i 6dgovarajucih stavova za 

operatore odnosnopostupke уес prouceIlog tipa. 
, .. 

. 2 .• LEMA. Neka је Х konelcsan GK-prostor u odnosu па 
Ј" 

uObicajeno эаЫтanје nizova i r aij (i,j=O,l, ... ) dvojni niz 

Ьтојеуа sa svojstvom аа za svш(о i~O,l, •.• postoji niz 
с.о . 

U
i 

=. (ц~) Е Xtakav аа теа f=o aijuj divergira. Тааа је skup 
оо 

nizova U:::( ц.) Е Х talcvih аа теа L а .. ц. divergira za svako 
Ј ј;О ~J Ј 

i=O,l, . • .druge ka"cegorij е u prostoru Х (te prema napomeni 

1.1.4.i .. taj SkllP nije prazan), а njegov komplement је u istom 

prostoru skup prvekategorije. (Primetimo da па оэnоУи 1ете 2 

роnоуо аоЫјашо rezu1tat primera 1 .. 1.16.i. То эе vidi' ako эе, 

naprimer, v.zme а·. = 1 
lJ. 

( i Ј ј =0 , 1 , .... ) i ( i , ј =0 , 1 , • • • ) .. ) 
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JJ.okaz. Stavimo 
k 

:= L:.a .. и. 
ј=о lJ Ј 

i ,k=O , 1, ..• ) • 

Na оэпо\ТU togasto је Х prostor tipa К, s1edi аа su funkcione- . 

1е Aik( U) (! ,k:;::O ,1, ••• ) 1inearne.u prostoru х. Iz pretpostav­

ke паэе 1еше iz1azizatim аа postoji niz ui (i=0,1, ••• ) tacaka 

u prostoru Х takav аа lim Aik(Ui ) пе postOj~ ni za јеdnо 
k 

·i=O,l, ••.• Na osnovu teoreme о kondezaciji singu1ariteta 

(1.1.17), sledi аа је ~kup nizova u=( и.) Е:. х takvih аг: 1imA. k( U) 
.. Ј k l 

rte postoji ni za јеапо 
~ 

i=O,l, ••• , tj. skup nizova U=( u .) ~ х 
Ј 

ta-lcvih·da red L,a .. и. divergira za sva1co i=O,l, ••• , druge 
ј=о lJ Ј 

kategorije u prostoru X,~jegov komp1ement је u tom prostoru skup 

prvekategorije. Nasa 1еша је time dokazana. 

3. STAV. Dosegdejstva operatora 

nu1a-nizove мо i saтo ako 

(X,F) .g 

(1) . postoji oko1ina О tacke х' takva аа је 
о..::> 

sadrzi 

L)f.(x)l<oo 
ј=о Ј 

za svako х Е: Х() О, 

t ј • ,prema stavu 2.6, ako i samo ako 

sve 

(1') pos~oji oko1ina О tacke х' till(va аа doseg dejstva оре­

ratora (~n О ,F) sadrzi sve пu1а-пizоV'е. 

Stav 3, роа pretpostavkom аа је Х skup realnih (komp1e­

ksnih) brojeva i аа је rec о postupcima konvergencije.za nizove 

. rea1nih brojeva, formu1isan је i dokazan u [18Ј, str. 21. U [21]~' 

Тета 2 i паротепа 8, pokazano је аа tvrdenje stava vazi роа орэ­

tijim pretpostavkama о skupu Х i tacki х' i kada su u pitanju 

l)Qs-'сuрсi za nizove komp1eksnih brojeva. ОЬа prethodna dokaza ko-

ristila.su teoremu о kondenzaciji singu1ariteta па neposredan па-

cin. оуае se to,bledutim,cini posredstvom leme 2 kao posebnog те-
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zul tata. 

Dokaz stava 3. 1nkluzija тОс (х F)d _ Ј g је ocig1edna роэ1е-

dica .uslova . (1). Pokazacemo аа vazi i obrnuta imp1ikacija.. Pre­

tp6s'tavimo stoga аа za neki operator (X,F)g imamo т05 '(x:,P)~ 

i аа istovremeno nе vazi uslov (1), tj. аа za svaku oko1inu . О 
~ 

tacke х' postoji хо 6.ХnО tako аа је ~if'(Xo)I=C><:I. оаа-
Ј=О Ј 

t1e sledi egzistencija niza (х) elemenata iz Х koji konve­
оо k 

rgira ka х' ta.1{:yog аа је 2:.} f . (Xk ) I = оо za svako k=O, 1, .••• 
ј=о Ј . . 

Neka·su zatim (rk .) (k=O,l,~ •• ) nula-nizovi pozitivnih 
Јос 

brojeva takvi аа је i ?= }f.(xk ) rk·I=CX::I ...za svako k=O,l, ••• 
Ј=О Ј. Ј 

(tЭkvi nizovi postoje, kako је pokazano, naprimer, U [26Ј, str. 

292).,.Stavimo оnаа Uk = (и~) (k=O,l, ••• ), gde је 
.\ Ј 

... 
Тааа' ,su . u1\;' (k=O, 1, ••• ) nula-nizovi i red 

divergira za svako k=O,l, ••• 

ЫаОБnоуи leme 2, skup nizova и=(и ј ) 6. тО takvih аа red 
~ . 
L: f . (Xk)U. divergira za sv.ako k =0,1 Ј ••• је druge kategorije 
ј=6 Ј . Ј 
u pros1ioru тО Са· njegov komplement је u istom prostoru sh.--up pr-

уе kategorije). Prema tome postoji niz takav da 

(+ ) red 
о<::> 

Lf .(Xk)U. 
ј =0 Ј, Ј 

divergira za svako k=o ,"l , ••••. 

S druge strane ,. iz pretpostavke ТО -:; (х ,Р) ~ izJ.azi 

U = (иј)Е (X,F)~. , odqk1e, s obzirom па definiciju 8kup~ (X,F)~ 
• о' ј 

i konvergenciju niza (Xk ) ka, Х: sledi egzistencija indeksa k o 

.. takyog аа red konvergira za k~ko. То је ocigled-

nOu koritradikciji 8а(+), sto dokazuje implikaciju 

i dovrsava dokaz stava 3. 
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3.i.1z·8-(;ava 3 нерою:'еСй10 izl3.zi аа је uzlov (1) ро-

trеЬ,эАi аОУО1ја:а i аа doseg dejstya opera-l;ora (х, р)..,. , sadrZi·· . 
6 

Бvе kCl1veJ:,gen"cne nizove 1 odl'losl'lO [јУС оgr~э,пiсе?lе nizove ~ 

4. LEMA .. Neka ~e У ~"q]1.eksan GK-p,ros'l;or 11 одЈ~ЮS11 па 
1> 

. ноЬ1С.ајеnо s,~biranje nizova i У '_.' ('( 1<1) d 
~ ~-,~ g • Теаа postoji oko1ina 

О. ta.cke х '~Ca1..'-ya аа. za syako U=(Uj)~ у оЫаstkоnvе~цеnсiје 
С>,;,..,.., 

reda )":"·f .(х)и.: sao.rzi экиn 
ј=о Ј . Ј 

Dokaz .. Uzmimo аа род. ucinjeniill lп'еtроstаvkаmа rшsе tvr-

denJe nije tacno g tj. аа. za Буэkи okolinlJ. О tacke х' Dostoji 
~ I 

ХЕХР.О i niz U=(u.)~ у 
Ј 

ta."k:o аа red 
С)..:.') 

........ - -F' (У)-' -"" ...... __ ,-,-. 
"-::--- Ј Ј" 
;]=0 

divergirao 

Odatle iz1azi аа postoje i 11.iz tacka iz х • . ....,.1 ( :L) 
1. n1.Z u = и..:; 

\ '. (i=Q,l, ••• ) tacak~ prostora у takvi аа 
C'>~ . i 

Ј, аа red .. 2..f .(х.)и. 
ј=о Ј 1. Ј ... 

divergira za sv~~o 

Х· -> Х' 
1. 

i=O,l,Q •• 

( i -);;о> с>с' ) 

• Ыа 08nОУ'<1 

v 

i 

leme 2, skuptacaka U=(u.)E. У 
Ј 

takvih dar ед. di- . 

vergira.za svako i=O,l, ••• је druge kategorije 'ц prostoru 

(а .njegov komp1ement је экир prve ka"l:;ego:rije u istom prostoru)" 

Dak:le, postoji 1Ј = (иј) Е У tako аа red 

СЈ:> 

'5-f.(x.)u. divergira za svЋkо i=O"l,o.~ Q 

j'";QJ ~ Ј' I 

·lz definicije dosega dejstva operatore. 

(X,:b')g i konvergencije rl.iza (xi ) 1=3. х' sledi' za':cim йа је "со 

u kon"tradikcij i ва pretpostavko:r:1. У ';;2 (х ,F)?: (vide'[;i zаvrSеtэ.l\: 
ь 

dokaza stava.3). Dobijena protivureonost dokazuje 1ети. 

Primecujemo аа se э·Сг.у 3 ш.оZе izvesti i iz 1еше <.t. Na-

ime s оЬzirош па (ekvivalentan) oblik (1") -йв1оуа (1), lem.a 4· 

је direk.Jcno uopstenje Б'сауа 30 

·Оуа.1<::уо izvod:enje 1 IJ.:ed:utim~ ротеа "i;еоrеше о kО21ё_еl1zас.,.:i. 

sing11,lari teta (pr-eko lem.e 4-) koristi i Б"сау о :ceprez8I:""Caci ј i .-
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nеэ.rnе fl..1l1kcioncle u prostol'U (izvod:el1je s-i:;юта 206, па оэnо-

'Гй koga эи uslo;y'i (1) i (1') ekvivalentl1i), sto u pr·voj. varijan-

ti dokaza nije ~ilo potrebnoo 

5.. STAV Q Па ћi dosev de~stva operatora ........ ;;...-_ .. _--_., sadr?~ao 

вуе nizovepotrebno је i dovoljno је йа ьuае ispunjen uslov: 

"2) Dostoji okQli.na О tacke 
, 

tal,:va аа svako ХЕ ХА О \,. I Х za .... '. 

pos-сОјi indeks јх ta.kav йа је f ,( х) =0 za ј>ј:х:, 
Ј -

tjo, ртеша stavu 207, йа budeispunjen uslov: 

(2') postoji olcolina О taclce х' ta..k::\ra аа doseg dejstva OP~-

rаtо-га (ХАО ,Р) sadrzi Б'1е n:i.zove. 

U slucaju matricnog operatora ( Р) ,F=(f .. ), uslov (2) 
g lJ' 

znaci йа posto ji indeks i o taka'1 йа vrste sa indeksima i,> i o 

imaju samo ko:nacno mnogo elemenata raz1icitih оа nule, tj. к6nа­

·Cnov.rsnost· matrice оа nekog indeksa. ра па dalje. 

Inаее, netri'1ija1an йео dokaza stava 5 (tj. potrebnost us-

10'1а (2)) йоЫја se uzastopnom primenom leme 4 па prostor У=Т 

i stava 2.7 па operator (ХnО,Р), gde је О okolil1a ciju egzi-

stenciju i s'1ojst'1o utvrduje lema 4 • 

. 6 о STAV. Doseg Ь .... ае ј stva ареТа .... саха (Х ,:8') sadrzi Э'1е 
ft g 

nU.la nizove аЈса i вашо аЈсо 
'. 

(3) pOBtoji oko1ina О tacke х' tekva йа је . 
. <';'.:-..-:::> 

. Sl.lp 2:Ј! .(x)i<oo, ili па оэnоуи stava 208»8,1\:0 i sа.ШО alco 
хЕХ(Ю ј=о Ј . 

(3') postoji oko1ina О tэ.Сkе х' ta.kva аа dosE;g b-de;is't;va 

ope:rato'ra, (Х() о ,Р) ~adrzi вуе nula-nizoveo 

Napomenimo аа stav. 6 mоzешо sma .... Grati роЬо1ј sanjem lеше 

2 .. 10.i, јет је 11 formulaciji stava 6рrе.!сро.stютkа о kOYi'JergeIlciji 

reda 
С.а 

L fJ,(x)u. 
ј=о Ј 

za svako :СЕ. Xi svako (·с' .,....--,~.). \. Ј. ,!:lJ. <;;;: џ--
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2.10.i suvisnom u оуот izlagaJ.'1ju., .роiЗЈсо ве nав dokaz stava 6 u 

sшеru koji nije ocigleclan (imp1ikacija т О<;; (x,]')~ -;;-(3») upravo 
. о 

sastoji u primeni rezu1tata leme 2.10.i. 

Naime:1 izpre'tpostavke ТО 6. (X~P) ~ sledi, prema lemi 4 

(i1i stavu 3), egzistencija oko1ine 01 tacke х' tako аа је 
о'· d . 

'. Т ~ (Х{1 01 ,Р). Тааа, skup ХN 0'1 i njegova -'cacka nagomilavanja 

x'.ispUnjavaju i иэ10у СА) 'leme 2010.i. Рriшеl'10m 1ете do1azimo ао 

okoline' 0;2 tacke х' эа svojstvom 

~"~ 

~ u Р, ~Jfj(x)i<oo • Тааа эе za okolirJ.U О iz иэ1оуа 
XE(Xn01 )(\.°2 J ==o . 

. ОСз) .ocig1edno moze uzeti skup О ==01{\ 02 о 

Inace,stav 6, u эlисаји skupa rea1nih (i1i kompleksnih) 

brojeva Х, dokazan је рrеtћоdпо u (l8J, str" 28. Каротеna о шо~ 

gucnosti ( оуае iznetih) o'pstijih pretpostavki, uсiпјепа је u 

[21Ј ,1ета 3 i паротепа 8. 

6.i. Primecujemo аа је us10v (3) potreba..YJ. i dovo1j8.11 i аа 

doseg b-dejstva operatora CX,F)g sadrzi эуе konvergentile оапо­

эпо вуе ogra.:n.ic5-ene ni:zove о 

7. STAV. Da Ы skup sadr~ao вуе nizove potrebnO 

i д.оуо1јпо ~e аа Ьиае i sm.lY.I.;jen. uslov: 

. 
(4) postoje okolina О tacke x'i indeks јо 1~8.kvi д.2. vazi: 

.f .(х) iscezava. па ХЛ О 
Ј. ј о 

svako 

sup :г:-: 1 f i ех), <О<:> , .. 
X€XnO :)==0 (Ј 

, t ј • , . p:r:ema stavu 2.9, йа Ьнйе ir3 1јпnјеп uslov 

;.. 

(4') POB'(~oj; olcolina О -'Gacke' х' ta.1(va dasku'p (::КnО;;Р) () 

sa.drzi вуе nizove. 
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Dokaz. Da је ив1оу (4) dovo1jan z~ Т =(X~F)~ , o6ig1e~ 
о 

, ' 

апоје. Unastavku сето pokazati аа је isti uslov i potrebano U 

tom cilju' сето formu1isa"tii i dokazati јеаап rezu1tat tipa leme 

2010.1 za sltlёај slгu.ра svih n1zova Т. Ha.ime, vaz1 

'7' • .,. '1"1 ~ , , .1.. ЈЈЬ, ..tl..' Ako је (X,F)d == т (sto је ekviva1entno sa 

uslovoIp. 2. (2 », опаа vazi ekviva1encija: 

(1) 

da је' 

Za 8VakO U=(u.)€T ров"сој! okolina 
Оо, Ј 

8 U Р 1 ~ f j (х)ц ·Ј < ОО " 
XEiXnOu Ј=О' Ј 

0u tacke х' takva 

ako 1 эато ako 

.. ( 11) Postoje oko11na О ta6ke х' i indeks 

, 1 о f. (х):= О па, Х (\ О 
, Ј 

ја 
20 8ир Llf .(х)\<оо 

.. ,.:х:Е;ХСЮ ј =0 Ј 

za вуэkо 

" 

-ј talcvi аа -; е:, <10 !l 

Dokaz.1skaz (1) је ocigledna pos1edica iskaza (11) ,( i bez 

;:' . pretpostavke, (X,F) d = Т). ТтеЬа, аэk1е, јов аа pokazemo аа 1Z, 
. а" 
(X,F) =Т i U810va (1) еlеа! (11). РОа datim рrе"Сроstаvkаш.а, па 

а snavu lеше '2.10. i (i1i stava. 6), pastoji oko1ina 01 ta6ke х' 

tak:va аа ј'е вир 
(>о • 

Е I f
J
. (х) i < с.о .. Pokazacemo аа 1/, is'1;o утете 

'x<;;Xl\Ol Ј=О 

postoje oko1ina 02 ta6ke 'х' i indeks ~o talrvi аа је f"(x)~O 
Ј 

па, хn 02 za svako ј> јо о 'JaSl'lO ј е аа се tadc. oko1ina 0=01 c'i 02 

ispunjavati us10ve' 10 i 20 iskaza (11)c 

Pretpostavimo stoga аа nе postoje akolina о 2 i indeks 

Ј• 8а navedenim svoJ' stviша, -СЈ' о аа za svaku okolil1u О ta6ke " о 

х" i svaki indeks i pastoje ta6ka i indeks ј. > i 
1. 

takoda, Је 

" 

deksa (ј.) 
~, 

tako ааје 

-r 
fj,(Xi)~O" Ртеmа tоше, tada postoje rastuci niz in­

~ 

i niz (х.) еlешеl1.а-1;а iz Х koji kOl1.vergira ka х' 
1. 

f. (x.)-I-O 
Ј· 1.' 1. 

za svako i=O,l, е •• • Iz (х ",)d - m ,1~.r -~, s 



( ~i;- p)r1U'J __ о; 9-~ \ Ј (тт--( '. C-1ТI)( ;-0 1 ) \ I.J- и..:) = Ј. Ј.- , ,С» О • 

Ј 

defiI:j_san :niz lineZXll~h i'u.rJ\:ciol1.ela па prostoru. Т, tj" niz line-

'аrl'1:):ћ рrеslikаV&"2.јг prostora. Т 11 l)rostox' realnih (kош.рlеksnih) 

ото ј Gvao Pl~etpos-Gavka (I) i X i -> х' (i -7 ОС» impliciraju ogranic е-

поз~с skl.1.pa , о ~ i 
l= ,.L, о о" r На 

Ј 

OSl1.0Y"'i.2 pril1.cipa uпifоrшnе l1eprel-cid:'losti (s-'Gav 182 014), dobija зе 

d ' , ~ 

а ЈЕ(· 1;аа.;1 

~ 

(:х:) lim (x';jl!,)CU)= liro. 7f.(x.)tl.::: О u.ni.formr ... o ро i=O,l, ••• , 
U -"- о 1. U-'- О ".--, ., Ј.. ., .... --.... Ј =0 .... tJ 

gde U-'.J>O znaci n(U)::: ~<~ 2- ј Р ... СU)(1+р.(U»"':'"1->о 
Э--;Q Ј Ј· 

(Pk(U)~11ikI (k==O,lp ... ». Dгl\:le, za ауако '->0 pos-toji 1>0 
takvo ао.. n(U) < S povlaci 

.<" е:,.с. 

1 (ХЈ..' ,Ћ')( u) 1 ::: Ј у. .f . ( Х. ) и;1 
'. ј ==0 Ј 1. u 

l~o •• о Postupkom koji је primenjen u dr.џgom delu dokaza stava 

9, moze эе зааа u.stanoviti egzistencija indeksa јЗf takvog аа 

је f.(x.)::: О za svako i=O,'l, ••• i ј>ј_. То је, meёtutim 9 , Ј l .п: 

U kontradikciji sa uslovom fj.(Xi ) F О za svako i=O,l, ••• ј 
1. 

gёi.e је ( ј . ) 
Ј. 

rastuci 11iz indeksa о Odatle sledi da је паiЗа pola-

Zrl.E~ pI'e-с:р()stа~Љ::а neodrziva~ sto dovrsava dokaz leme 7.1 .. 

(Prime-iJ1mо аа эе relac1ja· (3;:) аоЫја i kao' posledicac1-

пјеn1се аа је u posma-!;rar..\.om slucaju skup pseudonormi 

(lr-O 'ј ) 1 . 1 ' \. ':::...- ,..l.., •• " е <::уЈ.. v8. .... en-Gal1 па т эа экирош рэеиаоnотт1 

Т1c(U) 

Pk(U) 

(k=O,l,Q •• ) 1 р(П) = s~pi(Xi,F)(U)1 (videti 209.i).) 
1. 

Dokaz potrebnosti uslova (4) moze эе эааа izvesti uzasto-

рnош рТ1шеnоm leme 4 па prostor У = Т 1 leme 7.1 па skup 

оl-:оliп8. do1Jij епа па о sпоvu leme 4:1 isto ol'lг.lco 
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dobi- -

јеn рrimэnоm leme 4 i lоше 2~lOQio 

Рiiше·СiIL.'Ј '[;&1,;:о6:е аа sэ i..OIL3, 7. i z"bog svoje prirode 

:::: т је Syojstvo global11og '(;i11a) mog1a uvr-

sti-'Gi u. геzпЈ.-Саtе pre-'Gl'lOdl1оg odeljka. (Mesto Ы јој u.stvari 01-

10 11 dokazu- s·tava 2" 14 (r3.Ci.l dokaza i1'1р111\:ас i ј е 
, 

.. ""':>(12) ь»" )Ova1::Yim l'lasim1z1ag2J:ljem i rasporedom rezll1 tata, 

ze1011 sПlО~ ше6:u-'сi.m 9 , аа istalct1emo da је za dokaz stava 2.14 ы-

10 s3.svim dovoljno imati ројаш izvedel'log postllpka i odgovaraju-

се rez1J.l tat(; za ша-'п'iсnе роэЈсирЬ:е kao i аа ukazemo па stvarni 

tok na:sih is-'craziva11.ja 11 оуој oblasti. 

7.i~ U slu.Сајџ matricnog operatora (F)g' F=(fij ), 

uslov (4) znaci аа postoje indeksi i o i ј takvida је 
о 

f .. ::: О za sv;ako ј;> јо i i>i, kao i аа је su.pJf. ·1<'0<:::1 
lJ . О. lJ 

~ l -
(j=O~l,oQ.;jo)o Mozemo, a~(le, reci аа doseg b-dejstva operatora 

сп) о" sad.rzi sve nizove гko i samo al<:o је matrica F obl1ka 
ь 

/ f oo 
f ' • • • f . f . f' . 2 01 ОЈ о ,ој +1 -ОЈ о+ · . .. о 

.. • .. .. 
( 

f i о f' ... оо f .. f. . 1 f., . ~2 

~1 
~"i 1 ' l Ј l Ј -1- .LoJo~" · . . 

F о о оо о о 

,- I , 
f f. '11.'" 

.!:' 
О О ! Ј. • '1' · .. i o+10 1 .,..1 ... , 'ј .Ј- Ј 

-o'~ -о'';'" О 

f. 2 f. '21 ••• f i '2-" О О ... / lO+ О lo··- 0-'- Ја 

О . . .. .. • .. .... 
i uz, -li о эи koloHe эа in<leksom ј 6 ј о ogra.11.ic еnе. 

stavovi 6 i 7, а time stavovi 3 l 5, imaju neposrednu 

pr'iE811.1J. pri dоkг..zu. rеzul-'и,{са эа }!otrebnim i doyoljniu v.slovilJ.c. 

G.3. d.omeYl рriШG1'lе ос1:аоэnо dor:el1 o-p::,:'im.e:n.e POS"GU1::.ka (Х,Г ,х') а­
о 

т ~ Pri 'соте 
, . . 
се, l(e .. O l И_ 
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эll1.С г.ји operatora, osnovna razlika ртеша postupcim.a oblika 

(х,Е' ,х') bi~(ji u -~оше sto 6е зааа iz uslova izostati zahtevi 

glоЬсй1l0g ,J~ipao 

Рriше-Ьi:r1.O takod:e аа роа pretpostavkom. lem.e 4 о prostoru 

i inkluzija y~ (X,F,x')~ povlaci egzistenciju okoline О 

tac].ce 
d . 

x~takve аа је YC;;,(..xnO,F) ([27], s~av 2; u [28], teore-

те 2, i [18], stro 5б з У је аошеn primene ]?ostupka nepreki-

dnog u smislu definicije 8 L. Wlodarski-og [201). Odatle sledi аа 

је tada Y~(XnO,F,x')cc.::; (X,F,x'): , ра imam.o sledeci rezultat: 
. . . ь . 

Ako је У koneksan GK-prostor 2 оnаа је y~(X,F,x')~ 

«x,F~X')~.) al{o i эато ako pos-Go~i okolina 

Ш YC:;(XI).O,F,x')c «хnо ,F,x")o)" 

О -tacke х' ta..'1\:va д.а 

Iz poznatih svojstava prostora тО, тС , ТЬ i Т, izlazi 

.аа navedeni rezultat vazi specijalno kada эе za У uzme neki оа 

tih prostora, ~toprilikom slede6ih stavova nе6е biti eksplici-

tno nарошеnи-1:;о. 

8$ STAV. Domen primene postupka (X,F,x')g sadrzi эуе 

nula-n.izove эkо i sa.tЋО 81\:0 

(>.0:::> 

(5) postoji oko1.ina О J.acke х' takva аа је эи]?:{ If-ј(х)I<(Х) 
X(;Xi10 Ј=О СЈ 

i 
~ 

(б) 
. ' 

-
za svэlсо lim f (х) = -~ , 

х-,>х' k С . 

.Је ј .. , prema stavu 2 .. 10, ako i. зељо а1<::о 

о -tасl':Ј: -;С' tal(Vз д.а dошеn primene 1J08~Cи-

12k§. (X!)O,F,x') sэдrzi эус yru.la-nizoveo 

11-1,;;.0 8и :L8punjeni пslоvi (5) i (б) ~ za syaJ.-сi nпlа-niz 
.::::..::::. 

u = (иЈ vazi 
С.Ј 

.rX:;F ,Х" )g-lim u-i = Т а -и .• 
<Ј j~ Ј Ј 

Рrimеtiшо аа је uslov (5) nesto ijednostaVlliji. od uslоvэ. 



::,.' 

,; . 

С, 

о' 

ko jibi ве dobio fоrыiйnоm p:cimeno:m s°t;ava 2.10 :nг. postupak 

ех (\0 ,Ћ' ,Х') 8 Lako је, med:u-Cim, videti data razlika пета princi~ 

pijela.."l Zl1aCaj. SlicTle rl.арошеnе vaze i u slucaju slede6ih stavova 

9,10 i 11 .. 

Dokaz stava 8, ва ranije pomenutim иорiЗ-сеnјет pretposta-

vl(i о skupu 'х i -'cacki х', iz10zen ј е u [18Ј, str. 29, i (21Ј, 

teorema 4' i nаротеnа 80 Оп, u...l.crE:.-tkО, moze -te6i па sledeci -nacin. 

'Dovo1jnos-t lls10va (5) i (6) i drugi deo stava 8 slede 

па OS::tlOVU P01"f.l-О-rеgularnоsti postupka (х{\ О ,F ,Х'). Potrebnost 

lls10va (5) i (6) dobij а эе uzastopnom primenom leme 40 i stava 

.2010 (i1i: ulov (5), sledi па оэnоУи stava б; us19v (б) proizlazi, 

kao i ,obicno, iz cinjenice da эи Ek (k=O,l, .•• ) nula-nizovi). 

Slicna obrazlozenja mogu sedati i uz dokaze da1jih sta-

уоуа 9,10 i 11, па сети эе nе6ешо роэеЬnо zadrzavati. (Naravno, 

u nоуот эlцоаји эе pozivanje vrsi па od.govaraju6e stavove pretho-

, dnog odeljka.) 

Primetimo takod:e аа уе6 uslovi (5) i (6) povlace konver-
<:'.~ ~ 

").- 1 а о} <::: su.p ~ (f . (х) 1 
"- Ј ч - - ..:'--... t Ј • 
ј=о . xexno ј=о 

~";\ 

genciju reda ' 2"' !а.! i nejednakost 
ј=о Ј 

• 

stavise, vazi pri tome 
С>О CQ 

(+ ) L: t а . ! ~ inf 81.1 р ? 1 f i ( х) 1 
ј=о Ј ОЕф Х~Х{Ю Ј=О .., 

, 

gde је (9 i'amilija svih okolina tacke х'" Znak o 11...:::. 11 u nejecll1a-

kosti (+) imаш~, naprimer, kod regularnih postupaka (tada је 
o.~ ~ 

lim ::L f .{х) = 1 
X~XZ ј==о Ј ",' 

i, zbog toga, эир >-,!f .(х)1 ~ l za svaku 
, X~XnO ј=о Ј 

IZ::'~ 

okolinu О tacke х'; u isto vrema је ~ tajl = о) ; znak -11 ,,-
" imamo, recimo,' kod ~ostupaka ~iji domeri 

Ј==О 

primene sad.rzi sve ogra-

'nicene nizove ( videti stav lO)~ 

pka i эата ехо Бl.l ispunj eni 1,:u:,;lov-:L ( 5) , (6) i 

., , ~~:' 



'-'5 - I -

D-.~ 

(7) 1 im Т f . ( х) = а, , -- ., 
х-> х ј=о Ј 

ili, РI·ешэ. stэ.У'1.l 2.11, §lf..o i эато ako 

postoji oko1ina О tacke х' takva аа SЮ2Е 

(X(\O,F,x')c sг.drZi sve konvergentne nizove. 

Iz из1оу~ (5), (б) i (7) sledi аа је svш{i niz 

U=CUj)E.Tc (x,F,X')g-kоn:-еrgеntan!са broju 

с.о с.о 

(X,F,x')g.(U) = La.u. +.и(а -2-а.), 
о ј=о Ј Ј ј=о Ј 

gd.e ~ u = 1im и .• 
'. Ј 

·.\Su 

. 
.Ј 

Оа· pos1edica stava 9 isticemo saтo 

9.i. Postupak (x,F,x')g' је regu1aran ako i samo аЈсо 

is~unjeni us10vi (5), (б) i (7), i pri tome је а=l i а. = О 
Ј 

( 1=0,1, ••• ) о 

." 
10. БТАУ. Domen (X,F,X')g~ konvergencije sqdrziskup 

тЬ ако i Бато эkо su ispunjeni us10vi (5), (б) i 
C>Q 

( 8) 1im L: 1 f . (х) - а.! = О, 
Х-'Р'Х' ј=о Ј _ Ј 

. i1i,.prema stavu 2.12, эkо i samo эkо 

postoji oko1inaO tacke х' takva аа аотеn 

(х () О ,]' ,х ')-konvergencije saddi skup тЬ • 

Iz us10va (5), (6) i (8) sledi аа је za svako U=(u .)~. ть 
Ј 

0.-:::> 
(х ,F , х 1") -1 im и. = "> а. u .• 

. g Ј ј=оЈЈ, 

. Као i u зlисаји postupaka (X,F ,х'), moze зе pokazati 

аа је kombinacij а us10va (5), (б) i (8) ekviva1entna sa kombina­

cijom из1оуа (1) i 

(9) 

imamo 

postoji niz а. (j=O,l,~ .• ) takav аа vazi (8),tj. аа 
Ј 
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10 .. i .. STAV~ Dо:шеn (X,F,x')cr-kоnvеrgеnсi~е sadrzi sktш 
ь 

тЬ г.Ко i sашо ako Sl1 ispunjeni uslovi (l) i (9). (pri t'ome је 

niz а. (ј =0,1,. •• ) jednoznacno odred:en.) 
Ј, 

Slicnim postupkom moze se ustanoviti tacnost i sledece 

varij a.l'ite' stava' 10: 

(10) 

10.1i. ,STAV.. Us10v 

postoji niz 

20 vazi (8), 

а. (ј=о,l, ••• ) takav' аа је:, 10 
Ј 

оо 

=Iа.l<оо i 
ј =0 Ј . 

је potreban i dovo1jan da аотеn (Х,Р ,х') g-konvergencije sadrzi. 

экир ТЬ • . . 

Primet,imo аа se pri tome pretpostavke о apso1utnoj коn-:-

vergenciji reda nе moz~ 1zostaviti. То se vidi па primeru 

postupka (F')pridruzenog matrici F =(f .. ), gde је 
g 1.Ј 

1 
+ ј+1 (i,j=O,l, .... ). 

',~~., U posmatranom slucaju za 

.\. 

{

2' 

= Д. 
ј=О, 

ј =1,2, .... 

се 

imamoL, 1 f .. - а. 1 = 
ј=о ~J Ј 

~ '0 (i--'P' С>О), аок iz 

~ 

2: Ј f .. 1 = ос za svako i=O, 1, ••• . lJ 
sledi (stav 10.i) da аоте.n pri-

Ј=О . 

шеnе nasegpostupka (F")g nе sad:r'zi sve ogranicene nizove. 

(zl1.aci, us10v (10) 10 'nije pos1edica pretpostavke (8), sto ро-

kazuje i jednostavni primer (п. Adamovic) postupka 

zenog matrici 
с>о 

i re d .?,:, 1 аЈ; f 
Ј=О 

F =(f .. )takvoj daje 
l.J 

di vergira. ) 

(р") pridru­
g 

(i,j=O,l, ••• ) 

U slucaju matricnih.postupaka . (P')~ , F =(fij ), па 0811.0-
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'Ти stav:"a 10 i stava 2.12.ii, dobija эе sledeci rezultat: 

10.iii. БТАУ. Skubl тЬ sadrzan је u (Р')С alco i зато 
g 

ako ви ispunjeni us10vi (6) (za svako k==O,l, •.. postoji 

1im f ik == а}с ) i 
i 

( 11) pos·toji,indeks i o takav аа теа konvergira 

uniformno ро 

u Ode1jkuIII.2 pokazacemo аа us10ve iste prirode ima-

то i u slucajujedne sire k1ase postupaka tipa (Х,Р,х') • 
, g 

, , 
i 

Pos1edica 9.i: i stav 10 pokazuju аа аотеn primene re­

gularnog postupka (X,F,x')g nе moze sadrzati sve ogranicene ni­

zove. Primecujemo, med:utim, аа аотеn primene regu1arnog postupka 

(X,F,:X:')g 
" \ 

nе moze sadrzati n! sve dijadske nizov~. Naime, iz re-

gularnosti post:upka (Х,Р ,х') g эlеа! аа је postupak (Х110 ,Р ,х') , 

gde' је О oko1ina iz us10va (5), regu1aran i ops~iji оа postupka 

{X,F,X')g па skupu РЬ. ћета tome, аЈсо Ы skup (Х,1!1,Х')~,эа­

drzao sve dijadske nizove, оnаа Ы to tim pre vazi10 za эЈсир' 

(X()O,F,x')c sto; kako znamo, nije moguce. 

s obzirom па poznatiodnos postupaka (X,F,x')g' 

(х()о,Р,х') ip-ostupka (G') izvedenog 'iz postupka (Х()О,Р,х')" 
r , , 

zak1jucujemo ааэе konstrukcija Дiј~dskоg niza Јсој! пета granicu 

u smis1u datog reg~larnog postupka ( Х 1!" ') , ,Х g щоzе svesti па kon-

strukciju dij adskog niza' Јсој! пета granicu u. smis1u nekog izvede-

nog postupka (G'). U slucaju specijalnih postupaka, ао takvih dija-

dskih nizova moze se аос! i na.jednostavniji nacin. Tako,naprim­

er, vec posmatrani niz U==(l,O,l,O,l,l,O,O,l,i,l,l,O,O,O,O,l, •.• ) 

nеша granicu' u smis1u post.upka Ср') g pridruzenog matrici F iz 

primera 1 о iii (koji је ustvari ekviva1entan Cesaro-ovom 'postu.pku 

prvog reda). 



На о ;:Н10Уй jec1.noS-'GаVnоg оаnОБа izmed:u. dij adskih nizova 
.... Ј.. , • • ...... ],... 

(;lJ l f--311 С la110Vl -1 11i 1 (videt1 2.12.iv),u pretho-

i homogenost postu-

nka Ul'"",esJco dijadskih nizova m.o@,-u lшеti nizovi ва с1а-

:.loyirr.a -1 i11 1 (11i, opstije, nizovi cij i su c1anovi -а 

11i ~, gde је a#O)Q 

u ode1jku 2 vide1i вшо аа postoje postupci tipa (Х,Р,х') 

ciji d.orrel'l prim.ene sad:rzi вуе nizove (stav 2.14 ааје njihovu kara­

lc'ce:cizacijv_)" Tim ртс опаа postoje postv_pci tipa (Х,Р ,х') g ва 

skl.lpor.a Т kao аоиеnош prirйel'le (pOS"GUpal<: (X,F,x')gje opstiji оа 

odgovarajuceg postupka (Х,Р ,х'») •. 

.А1-<:0 је (x,p,x')~. = Т, o:nda па ОЮ10Уи 1ете 4 postoji 
t> 

oko1ina О tackex' takva аа је (хnо,р)д. = Т. Jasno је, шеd:и-

tim, йа ви tada postupci (Х 9 Рј1Х')(у- i (х() O,F,x') ekvivalentni, 
ь 

~to (ртеша 2013~i) imp1ic1ra egzistenciju indeksa k o i brojeva 

а., (1<::=0,1, ••• ,К ) .ta.~o da је 
.к: о 

Dэklе, kao 1 Коа ров-сирка -cipa 

za BYa.~o U=(u.)€.~. 
. Ј 

,,,СТ F ') ~л, ,Х , и вlисаји (x,p,x')~ =Т 
ь 

clan.oYi l1iza п==( Нј) ва indeksiI1a vecim. od hekog fiksiranog bro­

ја Ј1ЭIllај l,.:' u-'сiсајэ. 11а (x,:E1 ,x')g-g:гвлiсnu' vredn~st. Kompletnu 

predsta-vu о .icalcvim postupcim.a ааје, meautim, sledeci stav. 

ll~ SГJ:.AV .. Dэ. Ьј, сl0шеn (X,F,x')p.-kо:rlvеrgеnсi~е sac1rzao 
о 

evenizove p6t~ebno i dovoljno је. da bude i~punjen uslov 

(12) nosijo~e okolil1a О "'c-acke х' i 1ndeks Ј" ta..~o da·: 
.с::...; • .:..Ј О 

i О 
..Ј... 

z а ~3'.J c't,l::o -----,-'-- ј::::О 7 1 ~ " • ,. 9 ј 
.0 

ХnО ј :> ј'О; 

nostoji lim f.(x) = 
Х.-> х' Ј 
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,/ : ..... ) ..; ) 
\.Ј...':::" . о ·~~ElC1:e ---- :.: ~ tаlС\fэ, д.а C10lТl":::n (хгю, Р, х')-

О' _ }'COl:"\~C:~::- Г~\:.!:··>:; i. ~1 е [). :~(lr~ i ~~;ye 1'1:':З c)ve " ---.._---...-...... .., ......... ~ ....... __ ....•. _.-_.-... :.---._._---------

јо 

(у-;\ ') l' \Д. ,1: ~X -_lill 11. 
. g Ј 

= г~:: a.u. о 
ј=о Ј Ј 

u=( u-;) е:: т ve.zi 
Ј 

Primetimo аа ее s obzir06 па us1pv (12) 20 oko1ina О 

iz -llslova (12) moze izabrati tako аа је јоэ i 
јо 
~I ј" SV.p L f.(x).<oc 

::~!: ХГ10 ј =0 Ј 

u sluc ај1Ј. ma.lcx·icnog postupka СР')и 1>1 (" ) uslov ( 12) , .l! = I.. , 
ь lJ 

zпасi аа роз .... соје 
,. 

iпdеksi i o i јо -'cakvi аа је f .. =0 
lJ 

za вуа-

.ko i>,io ' i ј> јо, .... с ј" аа је matrica F oblika navedenog и 

7 • i, i d.a pri .Јеоте ko1one ва indeksom ј ~ ј о fo:r:-miraju konver - . 

g811tne nizovea 

4 .. Strv.ktura аошепа primene funkcij skih postlJ.paka 

1. 1z партеа navedenih definicija sledi аа su doseg аеј-

stva i doseg b-dejstva operatora (X~F) i (Х,Р) ,kao i аошеп g . . 

рriшеnе i dOmel'l o-priro.el'le postupka (X,F,x') i (X,F,x'),q' linea:c:ai 
о 

.1" 

РЗ:'ОS"GОЈ:i 11 одЈ.10ви па 1.10bicajeno sabiranje nizova i пmо~еl'lје Hiza 

sag1asnos'Gi i. роvеzалоsti Ба pomenutom a1gebarskom st:cukturom za-

-y-ise оа вуојв-!.;уа роlаzг..ih eleblellata Х, F, х'. :Р:суа istrazivanja 

te, vrste Оф10silа su ее па strш{tUrlJ. domenaprimene matricnih ~o-

stHIJaka tipa(P'). Опа POCi11jU ва rаdоviша tzv .. poljske sko1e 

(ВanаСћ, blazu.r, Orlicz). Tako је Mazur [29] ·pokazao аа је dошеn 

Ср') (pos·t;upka odredenog ma-t;ri-

,-. оу·-,· -(;1 -- ( .:р ) 
'-' 1 • ..:. ,..;..; - ..L i -ј 

. ~J 

t аlгvоrд О.а ј е za i<j i fii~O (i=O,l, ••• » 

urostor В u odnosu па ncr2U 
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n(U) = (U=(u.)E (F')c ). 
Ј . 

(.Ni ј е ~ ШGаutim, tesko videti аа је tada (р') с ј еаап БЕ>-рrоstоr, 

kao i аа зи. udatom s1uбајu doseg b-dejstva (р)Ь operatora СР) i 

dO[!len о-рriшепе (1;<''') о р os tupka (F') takod:e pros tori ВК. u odnosu 

па pOSma-Gl~311U nотти; u iS~G'o vrеше doseg dejstva сг)д. operatora 

(:Е') 
11 

је бitаvskuр Т i, па ОБпоуи парошепе 1.2.21, "najvise је 

prostor BoK.Na ОБНОУи toga zak1jucujemo аа u opstem s1ucajupri 

is tiш p01azn~m е1ешеl1. tiша Х, F, х' Itnaj visa moguca" a1gebarsko­

-top~loska struktura posmatranih skupova moze biti razli~ita.) 

Pokusaji аа Бе аошеп primene proizvoljnog matricnog postu­

pl-c'a snabde strukturom B-prostora nisu urodili plodom (Ба razlogom, 

kako~emo videti R\Podode1jku 3). Najvise sto Бе u tom smislu ро­

s t~glo (kol·iko пат ј е pozna to) sadrzano ј е u nize па vedenim rezu-

1tatima 1.! i 1.Џi (videt1, ПРТ.,' [36], str. 38). 

1.1. (.[30] i [31Ј:·1.3.3, 1.3.4 1 1.3.5)Ako је matrica 

Е'=( f .. ) konacnovrsna С tj. za svako 1=0,1, . . . postoj i indeks 
. lJ . 

ј. takav da. је f .. =0 za ј> jl') i tipa U (s1stem jednacina 
l lJ 

~;- i· . . н. = О (1=0,1, •.• ) 
J='olJ Ј 

ima niz U=Cu. )=0 
Ј 

kao jedino resenje), 

опаа Би d:omen primel1.e 1 аотеn o-primene (F')C оаПОБПО (F")O ро-

s tupk?- С F' ) рТОБ tori ВК u оапоэи па потти 
~:::-,,;::;. ., j:i .. 

CU ) I ~ f i 1: .. ~-~ " ~ ( с ) . с F ' ) с (( F .. ) о) . п .:;::: Бир! ~ .. и . I = S1.Шј ? 1 .. и. ~ . u= и· Е . и ~ lJ Ј (} .... 4-- lJ Ј! Ј 
l . Ј=О . l Ј=О 

Mi сешо pokazati аа је род. navedenim pretpostavkama о та-

р:;::: ( f .. ) 
lJ 

i doseg b-dejstva operatora CF) prostor ВК u оапо-

Би ћа posmatranu normu n(U). (~to Бе tice dosega dejstva operato­

ra (F),' .оп Бе u datoГJ Бlисаји podudara sa skupom svih nizova Т 

(zbog konacnovrsnosti matrice р).) Pri tome сето, зет па zavrse-
(i Orlicz-a 

tlo.l., iskoristiti Бети dokaza },I3.zur-cl\( [31Ј, 1.3.3) рriшепјеnu u 
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d.okaza ti йа iz k k Ь U == ( и~. ) Е (F) i 
Ј 

., 0-..-::> , 

) 1 -> О ( k -? с;..г::) , L -» ~ ) 
1 с 11 ! .. <..-_. k.t 

l1(U~ - н':"") ::: SUD\ ? f .. (и.- и. 
. . .-'-i-:- lJ Ј ·Ј 

. 1 Ј==О 

egzistel1cij а l1iza u=( u . ) Е (р) ь 
Ј 

takvog йа 

k ,"'-:.0 k ' 
. rJ U - U) = s ир 3 Z f. . ( U . - и.) i -> О ( k -..". <:;>о ) • 

i ј=о lJ Ј Ј 

U tош cilju primetimo йаје (па osnovu (а» za svako 1=0,1, ..• 

111z ;fo" f 1ј и~ (k=O, 1, ••• ) . Cauchy~ev u pros toru rea1nih (komp1e­
Ј-

оо .' 

kSnih)brojeva. O~иЙa za svako i=O·,l, ... postoji 1im L.f .. и~ =;~ •• 

k ј=о lJ Ј: 1 

Ка uob~5ajen.na6in do1azi Бе оnйа йО zak1ju5ka йа va~i 

~ 

(Ь) {~- k 1 sup!Lf .. u. -А.-?>О 
i ј=о lJ Ј :1. 

(k-4>oo). 

Pokazacemo йа za tako йоЫјеn n1z (А1 ) postoji n1z U=(u j ) 

~ .' 
takav йа је za svako 1=0, 1 , ..• L.. f .::.и. = А· , tj. йа sistem 

j=O,lJ Ј :1. 

јеаllа51nа 
см::> > f .. и. == А! (1=0,1, ••• ) 
.j~ :1.Ј Ј 

1та re§enje~ То сета izve-
." 

sti primenom Toep11tz-ovog rezu1tata (npr., t31J, 1.2): 

Neka .је i!1=( f ij ) kona6novrsna matrica. Тайа s1stem 

ima re§enje 

. ,!,;,,;::, 

"""f (01) ~;:,:" iJ' иЈ' = А! i=" .•• 
Ј=О 

U=(u.) ako i Бато ako је 
.Ј 

~ ј' h.A. = О 
.1=0 1 l 

za svako р 

svaki. s1stem broj.eva (1=о,1, ... ,р) takav йа је 
р 

Eh.f-. = 
l=O 1 lJ 

Pretpostavimo stoga йа za nek1 s1stem brojeva h i (1=0,1, 
р 

.•• ,р) va~e jednakost-i )- h.f .. 
-.'.:::- 1 1 Ј 

р l-O 
1:>0 . 1'" --

kok=O,l,... 2 и~ 'L.h.f .. := О, 
j-:;;Q Ј i=o l lJ 

= О (ј=О,l, ... ). Тайа је za БУа-
р ~O . 

'ОЙПОБПО "у h. ~- f .. и~ =0 • 
?-- 1 '.-' lJ Ј 
l=O Ј==О 

р 

Iz def1nicije brojeva А! (1=0,1, ... ) sledi опйа йа је ~ Lh.A.= 
i=o l:1. 

= О. Ыа osnovu navedene teoreme Toeplitz-a, postoji niz u=( и· ) 
Ј 

takav йа је 
(;;,-:') 

~f. ·и· = 
j~"o :1. Ј Ј 

zadovo1java 

А. (i=O,l, ... ). Prema (Ь), tako dobijeni 
:1. 

re1aciju 
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,<::,С.:::Ј t 
,~C_ k I 

iЗ1.1:0;' ;.-; <1 f .. (и . - и . )1 -» О 
. i~' ј::;. о Ј. Ј Ј Ј 

, r '\ 
11') I 
\.~. .Ј 

га ј е (:.:; оћ;,.:.;5т.ОПl па ('i.cfinieiju norme лСu» ао zavrsetka dokaza 

o~talo аато da ае ustanovi a~ Ь u={ U . ) Е. С р) , tj. аа ј е 
Ј 

~::> 

аир) Lf .. и·l< (;)о • 

i ј=о .~J Ј 

То је, ш.еd:utiш, пероатеапа poslediea nejednakosti 

С:-о ~ с.о 

! ,~ '0 " 1"::-" ·k )' 1'-';:- k Ј i ':/~ l mj иј i:;:;; & f mj С иј - иј Ј -1- ~ f lllj иј ~ 
Ј-о . Ј-о Ј-О 

'lC1oQ k! ,~ k} ~Bиp L.f .. (и.- и. )1 + вир L..f o .и· Cm,k=O,l, •.. ), 
i ј=о lJ Ј Ј i · ј=о lJ Ј 

pretpOS'cavke' пk=(и~С)G СР) Ь Ck=O,l, ..• ) i relacije (Ь'). 

(Inace', pretpostavka аа је matriea F=(fij ) tipa U koristi ае 

priutvrd:ivanju cinjeniee аа је fU:nkeionela n(U) homogena norma.) 

U slucaju skupa (р;)е dokaz ае razlikuje samo и tome sto 

па kraju treba us"tanoviti д.а U=CUj)€(F,)e, tj. аа niz Ср)(п)= 
с,,6 

= L [ .. и· Ci=O, 1, •.• ) . konvergira. Za to ј е dovoljno pokaza ti 
ј=о lJ Ј 

аа ј'е isti niz Cauehy-ev U prostoru realnih Ckompleksnih) broje-

Уа. То se вааа dobija kao poslediea nejednakos.ti 

~ , l ~~~ Q.rC 

62 sup!'5:-.f .. CuI::- и')Ј' + I 2:f .. и~ - 2:fi .uk
J
·l Ci1 ,i2 ,k=O,1, .•• ), 

i ij=O·lJ Ј Ј. Ј j=o·llJ Ј .ј=о 2 Ј 

pretpostavke uk=(u;)~CF')C Ck=O,l, ••. )i relacije СЬ'). 

Ka'd~ ј е rec о skupu Ср"') о, zakljucak U=( и ј ) ~ (:Е") о, tj. 
(;';Y.Q 

konvergencija ka 'nuli niza (F)(U)=~fi .иЈ· (i=0,1, ..• ), dobija 
Ј=О Ј 

ае primenom nejednakosti 

(е) 
\~~ 0.0 

I :> .. f .11 ·1..0::::. !l ) ~! . (и-; - )J~)! + 
" . тЈ Ј - . I!ll Ј Ј 
Ј=О Ј=О џ 

(m,k;;:O,l, ... ) 
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(k=O ,1, ..• ) i re1acije (Ь'). (po~ 

slеdпја ауа posJcupka зе prakticno вуоае па dokaz аа зи skupovi 

,i (F')o zatvoreni и prostoru 

sto зе tice tvrd:enja аа su tako dobijeni B-prostori tipa 

"'.к, njegova taOnostse dobija primenom nize navedenih stavova 2 ... iv 

i 2~y (str~ 89) is1ede6eg rezultata (nрт., [2], glava 111, te-

отета 6): 

1.ii. ;Neka S11 (Х,n) i (х,n1 ) F-prostori i neka је pri 

tome,identicnQ pres1ikavanje 1(х)=х neprekidno pres1ikavanje 

prostora (Х,п) па prostor (Х'n1). Тааа vazi i obrnuto, tj. 1(х)=х 

је ineprekidno pres1ikavanje prostora (Х'n1) па prostor (Х,п). 

(Dak1e, tadCi su nотте п i nl ekvivalentne.) 

1.iii. ([32], [ззЈ, [34J.i [35]) АЈсо је matrica ..F=(fij ) 

reverzibi~na (sto znaci аа za svako V=(v.)ET c postoji tacno 
Ј <=ю 

јеааn niz "U=(u-;) takav аа је (p)(U)=V, t'j. Z .f. ·и· = у. (i= 
tJ ј=о lJ Ј 1 

=0,1, •.• ), оnаа је аотеn primene (Р')С postupka СР') prostor 

вк и odnosu па nотти 
СУ.:> 

n(u) = s1?-рl?:fi .uЈ.! (U=(u.)E.(F')C). 
1 Ј=О Ј Ј 

Tacnost iskaza 1. iii (videti, npr., [36Ј, str. 38) sledi 
ft 

iz cinjeniceda је роа ucinjenom pretpostavkom о matriei F=(fij ) 

pres1ikavanje 

(i=O , 1 , ..• ) Е: т С 

јеаnа ekviva1encija (aditivna biunivoka korespondencija sa svoj-

stvom аа su noy~e slike i orig~nala jedriake) 

С( -;;>, ')С,n) . в "тс 
~ l-pros~ora. 

Na isti nacin semoze konstatovati аа iz reverzibi1nosti 

matrice F=(f .. ) sledi да је i dошеn o-primene (F')o postupka 
, lJ 

Ср') prostor В и odnosu па posmatranu nоути n(U). (Ustvari, ао-

уо1јnоје ustanoviti д.а је tada skup (1<1')0 zatvoren и prostoru 
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(( 171~)C ''О) '.l: ,.а, §to ве тo~e izvesti primenom nejednakosti (е).) 

Inace, аа ви tako аоЫј eni B-pros tori ·tipa К, pokazuj е se 

isto kao и slucaju opisanom и 1.i. Primetimo takode аа se i pri 

reverzibilnosti matriee F=(f .. ) шо~е desiti аа doseg dejstva 
, lJ 

(F)doperatora .(F) ima s,~rukturu. prostora Во kao najvisu то-

gu.cu Си ranije пауеаепош smis1u). То vidimo па primeru norma1ne 

mat~iee F=(fij ) koja је uvek reverzibi1na (stavise, tada sistem 

jednacina 

U=(u.) 'za 
Ј 

C;:~ Lf .. и. == v. (i=O,l, ... ) ima tacno јеапо resenje 
ј=о lJ Ј· l 

svakiniz. V=(V j )€ Т) ipri tome је doseg'dejstva 

~peratora (F)sastavljen оа svih nizova. 

2. Vec nu1a-matriea dokaz~~e egzisteneiju matriee F ta~ 

kve.da se ,doseg dejstva (р)а operatora (р) пе moze snabdeti 
. '1. 

strukturomprostora :ВК. Мапј-е trivija1an је primer matriee F=(fij ) 

sa SVОјstv:.?ш: postoji indeks јо takav аа је f ij = О za svako 

i==O,l,. •.• i ј;:>јо. Konacnovrsne (speeija1no, norma1ne)matrice 

predstavljaju jos siru k1asu matriea F takvih аа se doseg аеј-

ј,. stva (р)а operatora (р) пе шо~е snabdeti strukturom prostora ВК. 
'. 
i', 

Primer matriea F=(f .. ) 
. lJ 

tipa 

f oo f o1 • .fOj О О 
о 

f 10 [11· .f 1 . О О 

(х) F 
Ј о 

= f f21··f2jo О О 

\ 
20 

• 

i ва svojstvom S1!-р!fiЈ·«осо (ј=О,l, ..• ,јо) dokazuje egzistenei-
l . 

ји matriee F takve аа se doseg b-dejstva (р)Ь operatora (Р) пе 

тo~e snabdeti s.trukturom prostora ВК. Matriea F=(fij ) tipa (~) 

kod koje postoje 'lfm f ij = а ј (j=O,l, ... ,jo) pokazuje egzisten­

c~jи иаtriее'F=(fiј) takve аа аошеп primene (р,)е postupka Ср') 

пе moze dobiti strukturu prostora ВК. U slucaju ај=О (ј=О,l, ... , 

ј{) ) imamo prim.er та triee F takve аа аошеп o-primene (:&") о ро-
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s·tupka (Ј?') , nе lllOZemO snabdeti strukturom prostora ВК. 

Navedeni primeri pokazuju аа, pri zahte'vu аа dobijeni рто­

stori imajl.1 svojstvo К, struktura B-prostora nije adekvatna оапо­

si~~ u dosegu d~jstva i dosegu b-dejstva matri6nih operatora, kao 

ni odnosima u dom'enu primene i аотеnи. o-primene matricnih postu:':'" 

paka. (Potpunosti radi, napomenimo dasuse prva istrazivanja te 

vrste od'nosi1a па аотеn primene matricnih postupaka, prvenstveno.) 

Stavovi 2.i, 2.~y i 2.У pokazuju аа је sa prostorima ВО (tj., 
(" 

рrеш.а stavu 1.2.15, sakomp1etno metrizabi1nim lokalno,konveksnim 

topo10skim 1inearnim prostorima) dobijena ,slozena matematicka stru­

ktura koja u slucaju matrica u potpunosti odgovara situaciji u 

oblastiskupova nizova,koji predstav1jaju osnovne objekte nasih 
,,' .: , 

istrazivanja. Znacaj te cinje:ri:i'ce nije samo u tome sto su Во-рто-

,storiodgovarajuci za matricne operatore i postupke (sto bi se то­

g10 r~civec ,za F-prostore), уе6 vise u tome sto Bo-prostori (za­

hvaljujuci loka1noj konveksnosti) predstavljaju уеота efika,snu а1-

,.gebarsko-topo1osku strukturu. Oni, nаiШЕ;;', zadrzavaju mnoga dobra 

svojstva B-prostora (videti, npr., stav 1.2.17), sto sa F-prosto-

rima nije slucaj. То ih, po;red njihove opstosti, cini podesnim za 

rad,pogotovu u nekimoblastima teorije postupaka konvergencije 

(naprimer, pri ispitivanju 'perfektnosti permanentnih шаtriспih 

postlipaka) . 

2.i. Doseg dejstva (F)d operatora (F) је prostor ВОК u 

odnosu па normu 

~ ." 1 ~ . lk '( !k 1 n(U)='?....,,2-Ј (u.Ј(1+1u.')- + ?-2-Ј..suР ~fiJ·uJ' (l+sup~Z:fiJ·UJ·l)-
;)=0 Ј. Ј Ј..=о k Ј=О k Ј=О 

(U=(uj)e:: (F)d ), 

pri cemu se m'oze llzeti аа familiju homogenih pseudonormi iz defi-

пiсiје prost-ora 

i 

в 
о 

sacinjavaju рsеudопоrще 
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k 
:=: sup IL:. f .. u . 1 (i=O, 1 , ..• ) • 

k ј=о lJ Ј 

(u svojstvu homogenih pseudonormi шоgu se uzeti takode 

Pj(U):=;luol~lull+~ .• +)ujl . (j=O,l, ..• ) 

i k 
. .• . + sup} L f i . u . I (i=O, 1 , ... ) ; 
. k Ј=О Ј Ј . 

ili; 
" 

Pj(U)=max(iuol.,tull , .•• ,JUjl) (j=O,l, ..• ) 

i 
. k k 

PI(U)=max(supl,?:foJ·uJ·1 ' •.• , sup}?:fiJ,uJ·l ) (i=O,l, •.• ) ; 
·k Ј=О. k Ј=О 

jasno је, med:utim, da se moze navesti i mnogo drugih izbora nај-

vise.prebrojivih·fa~ilija homogenih pseudonormi ekvivalentnihsa 

Оnот koja је (.zbog jednostavnosti) usla u iskaz stava 2.i.) 

(Iak~ је о tome ve6 bilo re6i (delom} u 1.2.5, zbog tqga 

sto istojnapomeni ima westa i uz vise ~ezultata daljeg izlaganja, 

primetil1lo takod:e da promena reda navodenja posmatranih pseudon-c­

rmi, kao i njihovo grupisanje u jedan ili vise druga6ijih nizova, 

dovode !lnajvisel! do izошоrfnih prostora ВоК (sto nas do odredenog 

stepena oslobada obaveze da о nаёinu zapisivanja koriscene fami­

lije pseudonormi vodimo ra6una).) 

Dokaz 2.i moze se izvesti neposredno, tj. tako sto се se 
. r. 

(~~.()bzirol1l па vezu izmedu norme п l pseudonormi р ј (ј=О, 1, ... ) 

. i . p~ (i=O, 1, •.• ) ) р okaza ti da Uk :=; (и~) Е: Ој\) d (k=O, 1, ... ) 
.. Ј· 

i 

povla6e 

i 

.' l ' 

р. (uk - .ui ) ~ оС k -.> QO ,.t. -"'>00) С ј ='0 ,1, •.. ) 
Ј . 

PIcuk - U
i ) -о Ck-?l>С><:> ,.f~e><;j) Ci=O,l, •.• ). 

egzistenciju niza U=(tt";f)Е (F)d takvog da 

p.(Uk ;... u)-::> О (k ..... oo ) (j=O,l, ... ) 
. Ј . 

Pri tome, prvi sabirak u izrazu za normu n(U) implicira svojstvo 

К kod' tako dobijenog Bo-prostora. Detalje dokaza nе navodi1I1o Ьи-
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du6i аа ве stav 2.i javl~a kao posledica stava III.3.5 koji 

зе оаnов! najednu siru klasu pcstupaka. Jedan drugi dokaz sta­

Уа 2.i а6Ыја ве primenom slede6a ауа ~ezultata Ze11er-a. 

2.ii~ ([6Ј, stav 4.10 а) ) Neka ви dati matrica F=(f .. ) 
Ј.Ј 

i'BoK-:-рrоstоr (У; go,gl'.")' Тааа је 1inearni prostor Х ni-

takvih аа transformacija (i=O,l, ... ) 

postoji i pripada skupu У Bok-рrоstоr u оапови па pseudonorme 
k . 

p~(U)= supl2:fi,uil (i=O,l, •.. ) i 
Ј. k ј:;о Ј ОЈ 

р .(U)~Ju·1 . 
Ј Ј . 

(ј=О,'l, •.• ), 

gk((:E')(U» 

pseudonorme 

(k=O,l, ••• ). Ako j€ 

p~(U)(i=O,l, ..• ) 

matrica F konacnovrsna, onda ве 

m6gu izostaviti. Кааа је uz to 

matrica F. tipa U, ipseudonorme Pj(U) (j=O,l, ..• ) mog;u biti. 

izostav1jene~ {U poslednjem вlисаји svojstvo К sledi па osnovu 

1. il.) . 

Ne~a ви Рј(Х) (j=O,l, ••• ) homogene pseudonorme .defini­

Вапе па 1inearnom prostoru Х. Tada kazemo аа niz (ХЈс ) konvergi­

ra ka tаћki 'xn prostoru (Х; РО'Р1' •• ') ako za svako j=O,l, .•. 

Xk~x(k;";-,,oc::» u prostoru (Х'Рј)' Na analogan llacin ве uvodi i 

РО.јат Cauchy-evog niza u prostoru (Х; Po,Pl' ~ •• ). Time је u pro­

storu ·.(Х; ро ,Pl'" •• ) odred:ena klasa kon,vergentnih kao i klasa. 

Cauchy-evih nizova,ili: u prostoru (х; Po,Pl"" ) uveden је 

ројат konvergenCije1d 1VIoze ве -desitida ве ројащ konvergencije ne 

mеnја ispustanjem pojedinih pseudonormi Рј' Које pseudonorme ве 

mogu izostaviti vidi se iz slede.6eg stava' ([БЈ , stav 3.3 ): 
I 

1) Виаис! da ве :оуае upotreblj ena oznaka (х; ро ,Pl' ••. ) ро­
аиаата ва onom Јсоја је koris6ena za oznacavanje B~-prosvora Х ва 
40ш?gеп~m ~)8eudono.rmam<:t :Ро' Р1' ..•. (videti p~aoae1~ a~ . I. 2. 2 ~, to, 
Cla n~ ЬЈ. ЬЈ.10 zabune, lS tJ.cemo аа Ј е вааа тес о Opstl Ј ет ро ЈШ'U to­
poloskog linearnog prostora. Takodenapominjemo аа је оуае navede­
пот definicijom konverg. en.Cije иуеаеnа u Х ! to~ologija sag1asna ва 
llј eg'ovom a1gebarskom s trukturom, Јсао i аа ~e l odgovaraju6i) аео 
primedbe 1.2.5 . moze iskazati па sledeci n~cin: 

E~-prostor(x; РО'Р1"") је komp~etan ako i Вато аЈсо је 
pr'os tor ех;. Р О 'Р1' •.• ), u smis1u nоуе def~nicij е, komp1etan. 
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11.4 

2.iii. Prostori (Х; РО'Р1'··.; qo,q1'~··) i (Х; РО'Р1'· •. ) 

iшајu isti ројат konvergencije ako i еато ako је za svako i=O,l, ..• 

рsеudОl1~rша 'qi (х) 11.eprekidna u prostoru(X; РО 'Р1' .•• ) • 

Као pos1edieu dobijamo: Ako ви homogene pseudonorme Qi(x) 

(i=O,l, ••. ) neprekidne u prostoru (Х; РО'Р1 ' ••• ) i ako је pri 

tome . (X;·Po,P1 i ••• ; Qo,q1, ••• )prostor Во' оnаа је i 

{Х; РО'Р1' ••• ) prostor Во • 

U еlисаји linearnog prostora (F)d, primenom prvog rezu1ta­

ta Ze11er-a {uzimaju6i У=Т i Qi(V)=lvil (i=O,l, ••. » do1azimo 

ао zakljucka аа је (р)а prostor Во u оапови па pseudonorme 

Pj(U)=lujl (j=o,i, ••• ), 

- k ' 
PI(U)= .~~plfrofijuj ( (i=O,l,.' •• ) 

. . .~ 

2 ' . 
. Pm(U)=Qm(F)(u»=l~fmJ,uJ.j (т==о,l, •.• ). 

Ј=О 

i 

. . k' . 

Iz 'p;(U)~ supl~ fщЈ'.U Ј'l == p;(U) (т=О, 1, ••• ) sledi аа ј е za sva­
k Ј=О 

ko т=О,l,... 'pseudonorma p;(U) neprekidna u prostoru 

{ ,«р)а; ?o,Pl' .•• ; p~,pl, .. ~) 
Primenom drugog rezu1tata Zel1er-a (оаповпо njegove posledice) ао-

1az{mo do zak1jucka da је i«F)d; Po,Pl'··.; p~,pl, ..• ) prostor 

Во' §to је treba10 pok~zati. 

Primecujemo аа pri konaonovrsnosti matrice F i рвеиаопо-

rme, 
1 " k . 

Pi(U)=sup}~fi,uJ,1 (1=0,1, ••• ) mozemo izostaviti. То вlе-
k Ј=О Ј 

. . 

di iz cinjenice аа је tada (i, па osnovu sta:.va' I1.2.7, s~mo ta-

аа ) (F)d =Т. Do istog zak1jucka moze B~ dOci i bez kori§cerija 

pos1edl1je jednakosti. Naime, konacnovrsnost matrice F=(fij ) zna­

oi аа svakom i=O,l,~ .. odgovara indeks ji takoda је fij=O 

zq. ј ;;> ј i. 1 z пе ј ednakos ti 
, 1 '. '. k 

Pi(U)= supJ~fijUj{ 
k Ј=О 

,k ji 

= тах ' I ?: f.' .u·l~ Llf .. 1 
o~k~ji Ј=О 1J Ј ј=о lJ 
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(1=0,1, •.• ) s1ed1 аа је za svako 1=0,1, ... pseudonorma PI(U) 

neprek1dna u prostoru «F)d; РО'Р1' •.• ). Tacnost 'naseg, tvrdenja 

s1edi onda primenom stava 2.1 i pos1ed1ce stava 2.ii1. 

Na osnovu stava 2.11 Ze11er-a, u s1ucaju konacnovrsne 
, ос> 

matr1ce F=(f.,:) . Sa svojstvom (F)(U)=Lf .. џ. (i=0,1, ... ) =,0 
, , ,lJ ј=о lJ Ј 

::::::> Џј=О (j=O,l, ••• ), 

те Pj(U) (j=0,1, •• ~) 

tj. U=(u.)=O, moiemo 1zostavit1 pseudonor­
Ј 

1 pl(U) (1=0,1; ••• ), tj. 'tada је (F)d 

",prostor ВОК u odnosu napseudonorme 
" о<) 

" 2 
Pm(U) =it7/mjuj \ (т=0;1, ••• ). 

t· 

'2.iv. Doseg b-dejstva (F)b operatora (F) је prostor ВОК 
.1' 

u odnosu па ћ~I!\0gene pseudonorme Pj(U)=lujJ (Ј=0,1, ••. ), Pi(U)= 
, 'k' 

= supl2: f .. u'·1 (1=0,1, ••• ) i .p(U)=sUl..;pJr
J
. __ =of1J·uJ·,1 (U=(Uj)E(F)b). 

k ј=о lJ Ј, 
." Dokaz ovog, stava moie 161 neposredno, tj. tako sto 6е se 

poka~at1 dase uв~-рrоstоru «(р)Ь; ~o'~1'···; p~,pt,···; р) 
~kup Cauchy-evih n1zova podudara sa sktipom konvergentnih n1zova~ 

Na tome se nе6ето zadrzavat1, jer 6е takva procedur~ biti prime­

njena pri dokazu genera11zacije stava .2.1У' - stava 111 .. 3.6. 

Drug1 dokaz stava .2..iv аоЫја se рr1rчеnоm stava 2.i1 Ze11er-a, 

uzimaju61 pr1 tome аа је (У; ~o,q1, •• J) prostor тЬ sa иоЫса-
I 

јеnот topo1bg1jom. 

Na osnovu stava 2,. 1i, u s1ucaju kbnacnovrsnost1 matrice 

р=( f .. ) , ,lJ је takode prostor ВоК. Ako se uz 

to.pretpostavi 1 svoj stvo U тatr1C,e' F ,оnаа 1z 1stog stava s1e­

а! аа је tada «F)b, р) prostor ВК. 

2.у. Domen primene (o-primene) (F')C( (р')О) postupka 

(F') .је prostor ВоК u odnosu па pseudonorme Pj(U) (ј=О,l, ... ), 

p~(U)(i=O,l~.~.) 1 P.(U) posmatrane u 2.1у. 
l ' 
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Direktan dokaz stava 2.У тo~e ве izvesti ро §emi dokaza 

Ilj еьоуе C;e118l'alizacij е - stava 111.3.7 (prak"cicno ,t~'e'l)a Вато 

'1'::'+_~''-'ОiТl'+'i u""~ Ј"':;, с,ј гир ('т,1')С ((Тi',)o ) "'--' .. џv<:"::'':''Ј... '1 \.1..:..... с... ~ u!\.·.l..' .,.&.. zatvoren u prostoru 
, - - 1 

((1:')0; Po,Pl".'; ·P~,P1'."; Р) ). Dokaz Ze11er-a zasnovan је па 

primeni stava 2.ii) pri сеиu ве u u10zi prostora СУ; Qo,Q1"") 

na1azi B-Drostor Т С (то) ([61, stav 5.1) . 
.... .,. ~ . 

(и \rezi Ба 2.i, 2.lV i ае1от 2.У koji ве odnosi па skup 

(:р,)о, napOnlil1jemo da је паsПdорriпоs!l вато u tome sto вmо napred 

pomenute opste rezu1tate Ze11er-a primeni1i па tri konkretnije 

si tuacj,je.) 

3. Stavovi 2.i, 2.iv, 2.У i stav 1.2.16 omogucavaju da 

navedemo sasvimnet~ivija1ne primere matrica takv~h аа doseg аеј­

stva i doseg b-dejstva odgovarajucih operatora kao i domen prime-

11е i аотеп Q-primene odgovarajucih postupaka nije Цloguce snabdeti 

strul<:turom prostora ВК.' U tom ci1ju posmatrajmo matricu F=(f .. ) 
lJ 

takvu Ја је postupak (р') o-regu1aran, tj. regu1aran za nu1a-ni-

'zove. FormiraJ'mo zatim matricu G=(p- .. ) 
°lJ па sledeci naGin: za 

i,j=O,l, ..• stavimo 

g .. = {! if, , 
lJ О, U 

kada је 

вlисаји 

j=2i 

ј=21, + 1. 

1z o-r-egularnosti postupka (р') ocigledno sledi o-regu1arnost 

tako dobijenog postupka Сс'). Prema stavu 2.i, d;seg dejstva (G)d 

oper-a~or~ (G) је prostor БоК u odnosu па ps~udonorme р. CU)= 
Ј "'''' . 1 '~ ~ ~ 

=iujl (ј==О,l, ~ •• ) i Pi (U)= B~p! з~оgiјUј 1 (l=O,l, •.. ). Pretpo-

stavimo аа је u isto vreme (G)d prostor ВК u odnosu па neku ho-

П10gепu погти П1 (Ь)., Ргета napomeni 

рsеuё.о:nогmi Pj(U) (j=O,l, ..• ) i 

tna ва :[.l'о:r:-mош n
1

(U), tj. pros~cori 

1.2.11.i, tada.je fami1ija 

P~(u) (i=O,l, ... ) ekviva1en­
l-

(( )а 11 \ 
,1.. G ; РО'Р1""; Ро'Р1,о,Ој 

i 311 izomorfni'- На OSJlOVl.l s~av<3. 1.2.16, postoje l'T!-
-~ 
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deksi Ја i ·io takvi a~ su рвеиаопогте 

П2 ( u) =:= шах (р о (џ ) , ... ,р ј (џ); р ~ (U ) , ••• ,р I (џ) )' 
о о 

i 111.(U) еk,гivаlеntпе. Тааа ј'е i funkcione1a П2(Н) јеапа homo-

gena n~rma.:Odatle izlazi аа п2 (Џ)=0, tj~ Рј(Џ)=О (j=O,l, ... ,јо) ~ 

iP~(U)=O (i=O,l, ... ,io ) povla&i Џ=О. S obzirom па definici-

је pseud~onormi Рј(Џ) i p~(U), to' znaci аа Џ=(и ј ) Ео (G)d i 

(а) и ј =О(ј=о,l, ... ,јо) i 

povlaci иj~O (j=O,l,.~.). 

lr 2: g·.u.=O (i=O,l, ... ,io;k=O,l, ... ) . 
ј=о lJ Ј 

Pokazacemo аа 11. posmatranom slucaju taj us10v nije ispu-

пјеп. Uzmimo, naime,niz U=(u.) odreden.na вlеаес! nacin: uJ.=O 
. Ј 

(О, ј=2Х 

u. =lЈ Ј t~l ј=2.е+1 

Tako ·d.efinlsan rliz U=( иј ) б (G) d . (cinjenica аа је U nu1a-nizi 

o-regu1arnost postupka (G') 

ju pak matrica ~a~i ink1uzija 

imp1iciraju U=(U-ј)Е: (G')O; u sluca-
<.Ј 

(G,)O.;;.(G')CG.(G)bt;;(G)d) i za-

аоуо1јауаив10у (а), а1! nе i relaciju U=O, tj. u·=o (~=0,1, ... ). . Ј <.1 

Dobijena kDntradikcija pokazuje аа ве doseg dejstva (G)d 

posmatranog operatora (G) '" пе тo~e snabdeti strukt11.rom prostora 

ВК. stavise, iz navedenog dokaza је јавпо аа 11.oceni BoK-ргоstоI.' 

«G)d; Po,Pl".'; p~,pi, ... ) nije п! izomorfan nekom B-prostoru 

(videti stav 1.2.16). (Primetimo takode da se 11. u10zi koriscenog 

. niza U=(U j ) i 

• gd.e је (ас). Ы10 koji .nula-niz ва beskonacno mnogo clanova ra-
-v . 

zlicitih од. n11.le.) 

Posmatrana matrica G (i 11.осеп! niz U=(U j ) ) шо~е пат ро-
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slu~iti kao primer matrice G takve аа зе ni doseg b-dejstva (G)b 

operatora (G), ni аотеп primene (G')C, kao ni аошеп o-primene 

(G')~ postupka (G') пе шоzе snabdeti strukturom prostora ВК 

(ocL.i1.osno matrice G takve аа BoK-рrоstоr (G)b «G')c, (G")o ) 
1< 

sa pseudonormama PJo(U) (ј=0,1, ... ), p~(U)= SUP'~giJoUJo i (i=O, 
0.:::> 

k Ј=О ! " 

1, ..• )" 1 1 "'- I p(u)::: вир Lgo oU_ol 
1 ј=о lJ Ј 

nije izomorfan п1 за jednim 13-

-prostorom). U novom s1џсајu, koristec1 (umesto stava 2.i) stav 

2.iv (оапозпо stav 2.v), ao~10 ы зе ао zak1jucka аа postoje 1п-

deksi 1 takv1 аа 

( е) 
i 

~? 

L. g о о U о = О (i=O, 1 , ... ) 
ј=о lJ Ј 

pov1ace и=о, tj. Uo=O (ј=0,1, ..• ). Kako, је vec 
, о Ј 

receno, dat1 nu-

",la-niz U=( и-ј) pr1pada svakom оа pomenut1h skupova." Takod:e, 1ako 
" и 

је videt1 da1sti n1z zadov01java 1 trec1 us10v 1z (е). Jednakost 

u = О, vec smo konstatova1i, nije 1spunjena, ~to dovr~ava dokaz 

~ drugog tvrdenja na~eg podode1jka. 1z prethodnog 1z1aganja је 

1sto tako јавпо аа se па s1ican пас1п mogu formirat1 i mnoge dru-

ge matr1ce koje dokazuju tacnost navedenih tvrd:enja. 

4. Роз1е stavova 2.i, 2.iv 1 2.v prirodno se postav1ja 

pitanje top010§ke strukture dosega dejstva i do~ega b-dejstva 

proizv?1jnih operatora (Х,Р), kao i pitanje top01o§ke strukture 

аотепа рТ1тепе i аотепа o-primeneproizv01jnih postupaka (Х,Р,х·). 

U vezi s tim mOzemo reci аа (k01iko пат је poznato ) to pitanje 

u vi~e pog1eda jo~ п1је Te~eno~ Pri tome mis11mo па s1ede6e~ Ni­

је пат poznat primer operatora (Х,Р) takvog аа (Х,р)а i11 (х,р)Ь 

nije prostor Во' kao niprimer postupka {х,Р,х') ва svojstvom 
" " 

'~ (х 1':1 _')С ас::. _,.Ј:: ,Х lO 1lo (;Т, Н' , у , ) о о о t "]3" ( t ' 1. 
_'\. - д nlJe pros"or : о о, svalca.r:o, пе 

I;togu Ы ti operatori оапозпо {)03 tupci ша triсrюg ti.pa); 1з to tako 
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nije nadeno da 1i је neka od efikasnijih sloienih matemati6kih 

s trukt'l"'cra adekvatl1a орета torima ех, Е)· odnosno pos tuрсiша 

(X,F,x') u celini. 

Stavovi 2.i, 2.iv i 2.v omogucavaju, medutim, da se па-

vedeno pitanje svede (pra1.cti6no) па problem iz funkciona1ne апа-

l~ze. Kako, bi6e jasnoposle slede6ih пароmепа. 

4.i. Oznacimo sa Ј" fami1iju svih matricnih operatora ge­

nerisanih opera~orom (Х,Е), ~j. operatora (G) takvih da је G= 

=(gij)' gij=fj(Xi) i xic-X (i=O,l, •.• ). Tada vaze jednakosti 
, 

(f) 

i 

с g). 
\ 

"' 

(\ (G)d 
(G)c:J 

·n CG)b 
(G)E.J 

u slu6aju postupka(X,F,x') vec smo vide1i (stav II .. 2.5) 

da vazi jednakos~ 

(ћ) 

gde је sa 1 

(Х,Ћ',х')С == (\(G')c 
С G' )~I 

ozna6ena fami1ija matricnih postupaka izvedenih iz 

postupka (Х,Е,х'). Lako је zakljuciti da istovremeno vazi i rela-

cija 
. (k) сх,Е,х')О = о CG')o 

(G')c::I 

S· obzir'om па stavove 2.i, 2.iv i 2.у, jednakosti (f), (g), 

(11) .i (Је).· prikazuju linearne prostore (X,F)d, (X,:I!'.)~, (Х,Е,х')С 

i (х,Е,х')О и vidu preseka BoK-рrоstоrа. Pitanje da 1i је па 

navedenim 1inearnimprostorima mogu6e zadati topologiju tako da 

u rezu1tatu iшаmо prostore :ВО (i1i Ьат F-prostore) svodi se da-

. k1e па pi tanjekada је presek Bok-рrоstоrа ВОС odnosno J.!·)-pro­

stor (Јсао i da 1i su u павет slucaju us10viza to ispunjeni); i, 

uopste, da 1i је mog;u6enavedene preseke snabdeti st:гukturоm to­

polo.skog 1inearnog prostora ва nekim od svojstava koja bi ih ci-

. ni1a efikasnim za rad uoblasti teorije postupaka konvergencije. 
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Na postavljeno p1tanje odgovor је dat аато dе1imiбnо. Ze1~ 

1ет ( г"~J 
j,.O.l\, stav 4.7 а» је, naime, po~azao аа vaz1 rezu1tat: 

4.1i~ Neka је dato najvi§e prebrojivo mnogo BoK-рrоstоrа 

( '(1) (i), ) А 
Xi ; ро 'Р1 ', ••• , (i=O,l, ... ). Тааа је Х ='.iXi BoK-рrоstоr 

l 

u odnosu па раеиаопотmе (1)(" '01 ) р, l,J=, ,'.' • 
Ј' , 

::t -'0 

" Radi primene navedenog rezu1 tata Ze1'ler-a, oznacimo аа Ј 1 

(Ј 2 ) minima1nu (и sm1s1u ink1uzije; ako postoji) оа svih роа­

fam111ja Ј1 (Ј2) fam11ije Ј takv1h аа је јоэ uvek f1 (G)d= 

, (G )EJ1 , 
= (X,F)d '(оаnоаnо () (G)b= (Х,Р)Ь ). Pretpostavimo zat1m аа 

(G)tJ2 . 

ви 1i 112' podfam11ije familije I koje u istom smis1u odgo­

уатајн skupov1ma (Х,Ћ',х')С i (х,Р,х')О. (Primetimo аа u sluбајu 

podfamil1ja I 1 .fami11je I vazi imp1ikaCij~: 
п ' (G').c = (х,Р,х')С _? П (G')O =(X,F,x')o. 

(G')~I1, ", '(G')G1~ 

Pr1tome ink1uz'ija' I 1 <;;"1 cini oc1g1ednom ink1uzi'ju (х,Р,х')О 

'(\ (G') о . S druge strane, iz 
S (G')€I1 

U6 П (G')C = (х,Р,х')С. Re1acija 
(G~)€I1 

u = ( иЈ, ) Е f1 ( G ' ) о s 1 е d i 
(G"' )EI1 

(X,F,x')-lim иј = О iz1azi 

orid?- iz pretpostavke (G') -lim иј = о( (G')€. I 1 ), sto dovrsa уа 

dok~z tacnosti posmatrane imp1ikacije. P1tanje obrnute 1mp11ka-
r 

cije ostaje, medutim, otvoreno.) 
i " 

Svrsishodnost p'osmatranja miг~imаlnih podfamilija fami11ja 

Ј 1 1 (и nартед. роmеnutош smis1u) sastoji se u аlеаесеm: 

4.111. Ako postoji nају1§е prebrojiva podfamilija Ј 1 , оn­

аа је, па оаnоуи stava 4.ii, 1inearni prostor (X,F)d prostor 

БоК Си оаnозиnа sistem homogenih pseudonorm1 koje efektivno аа­

је 'pomenuti stav). Isti zakljucak imamo i za linearne prostore 

,(Х,ЈГ)Ь, (х,Р,х')С 1 (X,F,x')o s obzirom па ,podfami1ije Ј 2 ,11 
odnosno 12' U suprotnom slucaju, kako smo уес rekli, pitanje to­

polQske strrikture navedenih 1inearnih prostQra ostaje otvoreno. 
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/ : 

:Nize naved.el1.i primeri pokazuju да minima1ne podfami1ij е 

Ј'l' Ј 2' 11 i1 2 mogu biti jednoe1ementne cak i оnда kada skup 

Х· ima тос kon tinuuma •. 

4.iv. Primer. U эlџсаји stepenih operatora (videti II.3.1.у), 

. па оэnоУЏ dobro poznatog svojstva stepenih redova, imamo (x,F)d=' 
. d 

== (G) ·za svako G=(fj(;~»' gde је ех.) niz e1emenata iz (O,R) 
1 

,koji konvergira ka R. 

4.у. Primer. ( L. W10darski ([201, nароmеnа 2) је isti 'pri­

mer'upotrebio u jednom drugom kontekstu.) Neka је za svako ј==О, 

1, ... funkcija fj(x) neprekidna u [0,00). i 1inearna uinter­

va1ima [i,i+1] {i=O,l, •.• ). Stavimo g.'.=f.(i) (i,j=O,l, ... ), G== 
. lJ Ј . 

:::(g .. ), Х =[0,00) i х'=ti;Ю • Tada jeza svako i,j=O,l, ... i· 
. lJ . I -, 

ХЕ [i ,i+1] 

f . ( х)::: g.. + (g. +1 . - g. . ) ( х - i). 
Ј . lJ 1 . ,Ј lJ . 

Odatle па lak nacin izlaz'i да је u posmatranom slucaju (X,F)d;::::(Gjd, 

(Х ,F) Ь= (G) Ь. (.s·to ј е, pored osta1og, pos1edica cinj enice да za 

х Е: [i ,i +11 (i=O, 1, ••• ) vazi nе ј ednakos t 

с>о <:).о 

l~f.(x)u,l~ 3 SUpJ?:gkJ·u.J.J ), 
Ј=О Ј Ј k Ј;::::О . 

(X,F,x')c;:::: (G')c (stavise, postupci (X,F,x') i. (G') эџ ekviva-

1entni') i 'CX,F,x')o == (CF')o • 

1z definicije fашi1iје Ј matricnih operatora pridruzenih 

opera toru( Х ,l!' >" sledi да nј еnе minima1ne podfami1ij е Ј 1 i' Ј 2 

imajujedan i1i neprebrojivo mnogo 'с1аnоуа (sto sledi iz poznate 

cinjenice да је unija najvise prebrojivo mnogo prebrojivih skupo­

уа prebrojiv skup). U эlџсајџ fami1ije I matricnih postupaka 

izvedenih izpostupka (X,F;x') treba, medutim, dopustiti i mogu-

6nost д~ minimalne familije 11 i Т 2 imaju i prebrojivo mnogo 

clanova. (Moze se navesti рriшеr kada эе од prebrojivo mnogo ni­

z6va koji konvergiraju istoj tacki nе moze uopste formirati kon-
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У1 

yergenta:a niz. Slџсај (х,·р,х')С = kVo(Gk)C , gde izvedeni postu-

pci(G1;) (lc=O,l, ... ,n) odgovaraju redom nizovima (xik » (k==O, 

1 , • •• ,п) Ј S V О d i s е , ос i g 1 е аn о, па ( Х ,Р , х ' ) С == (G' ) с , g d е ј е 

(G'Y. izvedeni postupak pridru~en nizu 

(x~ о) , ... ,x~n) ,x~ о), ... ,Xln )"" ,xl O
), ••• ,Xln )"") ; 

istizak1jllcak vazi i za skup (х,:г,х,)О.) 

Osnovni nedostatak k~iterija 4.iii је njegova вlаЬа оре-

rativnost. Naime, cini se аа u mnogim slucajevima nесе biti sasvim 

jednostavno'efektivno utvrditi kardina1an broj posmatranih mini­

ma1nih podfami1ija familija Ј i I. Druga 2rimedba (а koja se nа­

dovezuje· па prethodnu) Ы Ы1а u tome sto pomenuti .kri terij ааје 

Вато dovo1jne usloveda ·ве skupovi (х,ъ,)а, (х,р)Ь, (х,Р,х')С i· 

(х,р,х')О mogu snabdeti strukturom prostora ВоК. Preciznije, u 

slucaju аа је kardinalni Ьтој svake minimalne· podfami1iJe Ј l' Ј 2' 

I 1 i I 2 ve6,i оа J"~o, nista se (zasad) pouzdano nе moze reci da 

1i ви odgovarajuci preseci prostori Во i1i neke таnје zahvalne 

algebarsko-topoloske strukture. Stoga је ро nаэет misljenju nео­

рћоаnо postavljeni problem izuciti. najpre за funkcionalno-anali­

ticketacke gledista (sto nemoze biti predmet ovoga rada) , а za-

tim ispitati da 1i se dobijeni rezultati mozu primeniti/ri resa­

уаnји zadat':lka iz nаБе problematike. То се, kako smo па pocetku 

odeljka primetili, zavisiti od polaznih e1emenat?- Х, Р, х'. Ти, 

mеclutiш, 1ezi i mogucnost sasvim drugacijeg pri1aza pot3matranom 

prob1emu. 

Radi se ustvari о tome a~ ве daju uslovi za e1emente х, ' 

F i ~' dovo1jni da ви 1inearni pras~ori (X,F)d, (х,р)Ь , 

С "" F ')С .f_ , .• ,Х i Cx,1!',x~)o prostori ВоК. О takvim postupcima је 

тес u вlеаесет (ров1еаnјет) dcl,-,- ovoga rada. На istom теаtи. ra­

sprav1jase (koliko nаш је poznato, prv~ put) i о a1gebar&ko-
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··-~copoloskoj strukturi sh.upova ( У ",)а (Х Ј:")Ь ~\. ,"" g' _, 1 g , l 

(Х ,~ -"-')' о ' р 1 - ,. С' '"У> • .. ' ~,.J.: ,А р". Ol'.az.1Je ",е 'p.J..l tоm.г аа :cezlike u def'inicij atD.a opera:'" 
о 

raJcoI'a i l)Qstupakajednog idrugog tipa iшајu bitne posledice ро 

,mogu6nost аоЫјаnја neke etikasnije slo~ene strukture posmatranih 

'skl1pova niz оуа. 



I11. NEPREKIDN1 FUNKC1JSK1 POSТUPC1 

1. Neprekidni (X,F,x')-роstuрсi 

Slu5aj stava I1.2.12.ii pokazuje da Бе svi rezu1tati'ia 

matriCne postupke .nе mogu preneti па proizvo1jne postupke (X,F,x~). 

Suprotna 05ekivanja nе bi bi1a ni rea1na s obzirom па cinjenicu 

да Бе u definiciji operatora (X,F) i pbstupka (X,F,x') та10 i11 

nima10 nе pretpostav1ja о po1aznim e1ementima Х, F i х'. Prime­

timo takode da pri radu ва matricnim operatorima i postupcima B~?-
",' 

ji па raspo1aganju veoma rаzviјЕШ aparat teorije beskonacnih та'""::: 
\ 
" : 

trica. U tome ве sastoje i raz10zi sto nije mogu6e razviti jednu' 

јое siru i dublju rasprav~ о pr'~izvo1jnim operatorima (Х,Р) i ро­

stupcima (X,F,x'). Do1azi se, 'dak1e, до zak1jucka da ве u teznji 

za obogaciv~~jem teorije funkcijskih operatora i postupaka mora 

i6i ·nа nОУе pr.etpostavke о skupu Х, nizu Р, kao i tacki 'nagomila­

vanja х'о Pri tome tl"-eba ima ti u vidu sledeca dva (prirodna, ali 

suprotna)zahteva. Prvo, klase operatora i postupaka dobijenih вре­

cijalizacijom opera-t;ora i postupaka tipa (Х,Р) Оdn.овnо (X,F,x') 

treba dabudu sto sire (ink1uzija). Drugo, tako uvedene klase оре-

t'a tora i postupaka treba da ukljucuju ma-tricne opera tore odI1osno 

PQstupke; osta1i pak c1anovi tih klasa treba daposeduju bar gla-

vna svojstva matricnih operatora odnosno postupaka. Kako ве u da-

1јет pokazuje, definicijama 1 i б ви u pri1icnoj meri zadovo1je­

nе (mog1ibismo reci i pomirene) оЬе navedene tendencije. 

1 .• Ј) е .f i п i с i ј а. Operator (X,F) је tipa N l)ako ро­

.stoj,i najvise prebrojiva fami1ija topo1oskih prostora (х. ,2".) 
l l 

(;,0 

t~kvih da је: 10 V·X.= Х ; 20 za svako i=O,l, ..• 
i=o l . 

( i=O ,1, ... ) 

1) takod:e:operator (Х,Р) ima svojstvo N;'i1i: (X,F) је H-op~­
rator 



- 99 -' 

( 'Ј' r;~) 
.А .• , '-~. 

l l 
је kompa~{tal1 Hausdorff-ov prostor sa najvise pLebroji-

УОШ bazom; з Q za svako ј=О,l, .•• i svako i=O,l, ... funkcija 

f . (х) 
Ј . nepr~kidna је па prostoru ех., '[;'".); 40 r'ed 

l l 
сй 

-')-'" (х)и' - G.-;......l....... • 

ј=о Ј ~. Ј 
unifоrшпо konvergira па svakom оа skupova Х. (i= l . 

=Ol~"'.)· za svaki niz П=(иј ) takav аа red (x,F)(U) konver-

gira па ·х "',,:!I 
~ . 

.svrsishodnost pred10zene definicije vidi зе de10m iz sle-

аесе napomene. 

1.i. Matricni operatori cine jednu potk1asu k1ase operat9-
~ \ 

ra tipa N. (Ка1сО.·је уес парощепutо u 11.2.3, matricni operator (F), 

~"=(fij)', generi'sanje skupom Х = f 0,1, ••• ,i, ... J i nizom funkc.}­

ја F=(f
j

) takvih da је fj(i)=fij (i,j=O,l, ..• ).)'·.l,!:o se.vidi ako 

se, naprimer,uzme' Xi = {i} (i=O,l, •.. ) i za "i' (i=O,l, ... ) to-

po10gija koju па Х: i-nducira topologija prostora realnih (kom­
l 

pleksnih) broj~va, pr! сети su uslovi 10 - 40 iz definicije 1 

ocigledno ispunjeni. Lako је, medutim, videti da se kod matricnih 

operatora u svojstvu skupova Х. (i=O,l, ... ) 
l 

mogu uzeti bi10 ka-

kvi konacni.podskupovi skupa nenegativnih ce1ih brojeva Х (nara­

vno,uz us10v 10). 
ft' 

Step·eni operatori (tj. operatori generisani nekim stepe-
t>O 

nim redom S(x)=L.a.x j tako. sto se pretpostav1ja da је s(x)*O 
. ј==о Ј ј 

а.х 

za х Е Х= [о ,R) i uzima f.(x)= -L- (ј::;:о,l, •.• ), gde је R ро1и-
Ј sex) 

precnik konvergencije posmatranog reda) takode cine potk1asu kla-

se N-operator~. U оуот slucaju зе moze uzeti Х.=[О,х.] (i=O,l, 
l l , 

.•.• ), gde је (xi ) niz tacaka iz interva1a [O,R) koji konvergira 

ka R;tada је tacnost -о . з0 v. 1 d d k ~ - OClg е па, о 40 sledi iz pozna-

tih svojstava stepenih redova. Primecujemo, medutim, da se moze 

X.=rx . ,x·..Ll] '(i=o,l, ... ), gde niz. (X
l
·) ispu..'Yljava јОБ i 

l L l l. 

us10v хо=о. Ustvari,opstije, moze зе uzeti аа ви Xi (i=O,l, ..• ) 
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kompaktni podskupovi interva1a [O,R) koji sacinjavaju jedno nје-

govo pokrivanje. 

U Ја1јет radu.od koristi 6е biti i slede6a nарошеnа: 

1.ii. Akoje operator (Х,Р) tipa N i ako za neki niz и=' 
Q<:> 

=(U
J
.) red (x,F)(U)=Lf .(х)и. konvergira па Х, onda је funkci-

ј=о Ј Ј 

'ја (Х,р)(и,) ogranicena па svakom skupu fami1iJe Xi (i=O,l, ..• ).· 

.1. 

Naime, ро definiciji N-operatora (Х,Р), red (x,F)(U) uniformno 

konvergirana svakom od skupova Xi (i=O,l, •.• ); Odat1e sledi nе­

prekidriost funkcije (X,F)(U)' па svakom od prostora (X
l
" Z".) 

l. 

(i=O,l,~ .• ) (па osnovu poznatog stava, Б, obzirom па svojstvo3° 

iz d~finicijel) ;ogranicenost funkcije (X,F)(U) па skupovima 

. Х. (i=O, 1, •. '.) ,С а time i па svakoj unij i konacno mnogo с1anОУа ро­
l 

kri.vanj а :Xi (i=O ,1, ... ) ) о sledi оnаа па ОБnоуи pretpostavke 2 • 

U .nastavku bi6e reci о potrebnim i dovo1jnim us10vima аа 

.doseg dejstva i doseg b-dejstva N-operatora CX,F) obuhvata Буе 

nizove nekog od skupova то, Т С , ТЬ i Т. Radi pojednostav1jenja 

iskaza operisa6emo Ба jednim fiksiranim (a1i proizvo1jno odabra­

.nim)pokrivanjem X i (i=O,l, ... ) skupa Х u smis1u definicije 1, 

sto ?е' vi$e nе6е' eksp1icitno napominjati. , 
r 

2. STAV. Doseg dejstva N-2Fегаtога(Х,F) sadrzi Буе nи-

1a-nizove (Буе konvergentne nizove, Буе ogranice~ nizove) ako i 

Бато ako је ispunjen из10у 

(1) 

с.о 

red L i f . (х){ uлifогmn.о konvergira n.а svakom оа 
. ј=о Ј 

skupova V (i-O 1 ) A i -" . .. ос;:) 

Dokaz'o 'lz из1оуа (1) i Х = U Х; sledi uslov 11.2. (1) 
i=o -

(uslov (1) iz ode1jka 11.2) sto prema stavu 11.2.6 (i inace је 

ocig1edn.o) imp1icira ink1uziju (X,F)d;:> ТО (тс,тъ ). Poka.za6emo аа 

vazi i obrnuto, tj. da pri svojstvu N operatora (X,F) ink1uzija 
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povla6i us10v (1). U tom ci1ju (izaberimo proizvo1j-

по ра) fj.1csiraj шо skup Х. iz datog pokrivanja . l 

skupaX. Ро pretpostavci, postoji topologija па Xi takva da 

је (Xi;'(;'i) kompaktan Hausdorff-ov prostor sa prebrojivom Ьаzош 

i takva da је svaka.od funkcija fj(X) niza F==(f j ) neprekidna 

па prostoru(x
i

, г::;). Sem toga, ink1uzija (Х, F) d2 ТО. pov1aci 
l о оо 

uslo.v 11.2.(1) i time konvergencijU reda ~ f-;(X)U
J
. zasvaki 

Ј=О tJ 

ogra...'Ylicen niz У=(и ј ). 1z svojstva N operatora (X,F) sledi onda 
с>о 

uniformna kon vergencij а па skupu Х. reda L. f . (x)u .• Us10v (1) 
l ј=о Ј Ј 

dobija se tada па osnovu slede6eg rezultata: 

2.i.LEr,1A. Neka j~ У kompaktan Hausdorff-ov prostor Sa 

prebro'jivom bazom i fj(x) (ј=О,l, ... ) niz funkcija neprekidnih 

па У. Tada va~i ekviva1encija: 

оо 

Red {x,F)(U)=:L, f .(х)иЈ. . ј=о Ј 
.uniformno konvergira па У za sva-

ki ogranicen niz П=(иј ) ako i эато ako red unifor-

.~ло konvergira па У. 

Lema2.i је jedno prirodno uopstenje 1ете 3(8Ј L. W1odar-

ski-og koja se odnosi па slucaj zatvorenog interva1a 

pricemu еета dokaza moze ostati nepromenjena. Naime: 

vokaz 1ете 2.i. Zadr~a6emo эе sашо па netrivija1nom de1u 

dokaza, tj. nautvrdivanju da iz uniformne konv~rgencije па У 

с>с . 
reda .2 .f.(x)u. 

ј==о Ј Ј 
'za svaki ogranicen niz sledi uniformna 

с.с . 
kon.vergE?ncijq. па У reda L \f .(Х) 1 • PretpostaYimo stoga supro­

ј=о Ј 

tno, dak1e da postoji f.>0 takvo da. za svako k=O,l, •.• postoji 
оо 

YkEY sa svojstvom ~~Jfj(Yk)l>"f.. • 1z pretpostavke о prostoru 

у izlazi zatim da postoji podniz (Yk
n

) niza (Yk) koji konver-
, с-.'? 

У ~ У. Tada ј е, dak1e, ?:l f
J
. (Yk ) 1 ~ €. 

J=k п 
п 

gira Јса nekoj .tacki za 

. .1" 
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оо 

svako n=О,l, ..• , па osnovu cega Бе zak1jucuje da red tifj(Y){ 

nе . konvergira unif'ormno па skupu {УК ' УК " •• , Yk , ..• } , tj. 
о 1 п . . 

da red nе konvergira uniformno ро n=О ,1 , • .• • 

Posmatrajmo Ба4а matricni postupak (G') pr,idruzen matri­

ci G=~gnj),gde је gllj=i'j(Yk) (j,n=O,l, •.• ). Domenprimene 
·n 

(G')c takodobijenog matricnog postupka (G') sadrzi Буе ogranice-

де nizove. Naime, za fiksirano U=(u.)E"Tb funkcija (X,F)(U) 
Ј 

neprekidna је па y~ па osnovu cega 

оо 

1im (Yk ,F) CU) 
п п 

=- 1im L:. f . (УК )и. 
п ј=о Ј п Ј 

postojii jednak је 
со 

L:f.(y)u. 
ј =0 Ј, Ј 

ротеnи 1.ii). (§tavi~~, za Б~ако 

. Ь 

za svako U=(u.)6T 
Ј 

u = ( u . ) Е Т Ь funk с i Ј' а 
Ј . 

(videti nа-

(X,F)(U) 

је uniformno neprekidna па у.) Na osnovu teoreme Schur-a (II.2. 
оо 

12.ii), sledi onda ti..l1.iiormna konvergencija reda ~Jfj(Y~)1 ро 

n=O,l, •.•• Dobijena kontradikcija dovr~ava dokaz 1ете 2.i, а ti­

те i .dokaz stava 2~ 

~eposredna pos1edica stava 2 је 

~.ii. Iz svojstva N operatora (X,F) i re1acije т°,= (X,F)d 

. . 
sledi neprekidnost funkcije odredene redom па pro-

storu (х., ~.)(i=O,l, •.. ), sto implicira ogran1..·cenost te fun-1. 1. 

kcije па svakoh1 skupu f'г;.;,юiliје Xi (i=o,l, ..• ), ра dakle i nјеnи 

ogranicenost па uniji Бкироуа bilo које коnасnе podfamilije ро-

smatranefami1ij'e. 

Primetimo takod:e da роа nave.denim uslovima red 

uniformno konvergira па svг.kој uniji konacno mnogo, clanova pokri­

уаnја Xi (i=O,lj.'.)' Primer Abel-ovog operatora (tj. operatora 
<:::>с:::> • 

pridru.zenog stepenom redu 2: х Ј ) pokazuje med:utim da u slucajH 
ј==о 
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N-operatora (X,F) 1z uslova тОс. (х F)d. пе sled1 uniformna.kon-- , 

'fergel1cija reda 
C>r.? 

>- ! f . (х) 1 
3=0 Ј' 

па uniji svih skupova fami11je 

(i=O,l, ..• ), tj. па skupu х. 

3. STAV. Da bi doseg dejstva N-operatora (X,F) sadrzao 

s'1e nizove potrebno i dovo1j~je da bude ispunjen us1ov: 
-; .. 

za svako i=O,l, ..• postoj1 indeks ј1 takav da jQ 

( 2) 
f.(x)SO 

Ј . 
Х. 

Ј. 
za svako 

Dokaz. Do'1oljn6st uslova (2)za d 
Т ~ ( х , F) , о с i g 1 е dna ј е • 

Ustanovicemo i njegovu potrebnost. U tom cilju uocimo jedan (pro­

iz'1oljno izabran) skup Xi iz pokrivanja skupa х. 1z pretposta-

. а ь 
vke (X,F) =Т 1паротепе 1.ii, 1z1az1 da је (X1 ,F) =Т. Egz1-

\ 
~, 

stencijaindek~a ј i takvog da za svako 'ј> ј i funkcija 

·1sceza V1:t па Х., dobija зе onda па os'novu stava' 11.2.9, cime је 
Ј. 

.'" 
doka,.zana p.otrebnos t uslova (2). 

3.i. Napomenimo uzgred da sup j~ , gde је j~ Si=O,l, ••• ) 
i l 

najmanji od indeksa ji sa svojstvom iz uslova (2), пе mora biti 

konacan,' sto pokazuje primer norma1nih matricnih operatora (F) 

(F=(f .. ), f .. =0 (i<:j), f .. *0). 
Ј.Ј lJ.: ll. 

4. STAV. Doseg b.,...dejst'1a N-operatora (X,F) sadrzi sve пи-

1a-ni~ove (8'1е kon'1ergentne nizove, sve ogranicene nizove) tada 

i samo tada, kada su ispunjeni uslovi (1) i 

tada па osnovu sta,va 2, 'dok se us1o'1 (3) dobija primenom sta'1a 

11.2.8 (pri сети se za 

Da iz us10va (1)1 (3) 

i c moze uzet1 bi10 koji pr1rodan broj). 

sled1 TDC.(X,F)D, sledi па osnovu паро-- .. 

тепе 2.11. i stava 11.2.8. 
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(lz navedenog dokaza stava 4 jaspo је аа se u njegovoj 

formulaciji аео IIpostoji i o tako аа је" moze zameni ti 'аа II za 

svako io6{0,1,.~.} је". P:t:'eciznij~, us10v (3) sa ul1iverza1no 

kvantifikovanim i o је potreban, а sa egzistencija1no kvantifi­

kovanim 10 ј е аОУоlј an. ) 

Primecujemo аа је pri neprekidnosti funkcija [.(х) (ј= 
Ј 

=0,1, ••• ) па kompaktnim prostorima (Xi , ~) (i=0,1, ••• ), kon~ 

junkcija us10va (1) i (3). stroziji zahtev оа us10va 1I.2.(3), 

sto se vidi па· primeru niza funkcija navedenog u komentaru sta­

уа 11.2.12.1·i i skupova" Хо=I:~з,-1Ј i Xi = {i-1J (i:;:1,2, ••• ) 

sa topo1ogijama koje inducira prostor rea1nih brojeva. 

5. STAV,. Da Ы doseg b-aej~ N-operatora (X,F) sadrzao 

sve nizove potrebno i dov01j~je аа Ьиаи ispunjeni us10vi 

(4). ј~=Э~р j~<oo, gde su j~ indeksiiz nаротеnе 3.i 

.l '* (iз to ј е ekvi va1en tno sa eg.zistenci ј от indeksa Ј эа osobinom аа 

za· svako ј;> j~ funkcija fj(x) iscezava па svakom оа skupova 

Xi (i=0,1,.~.), tj. па citavom skupu Х) 

i 

postoji indeks i o takav аа је 

.Х 
Ј . 

s u р z: 1 f. (х) 1 < се V ј-о Ј 
хЕ .. Х. -

<1=101 

(sto је ekviva1entno аа s u р 1.f.(x)l<oo(j=0,1, ... ,j~». 
(х) Ј . 

x€ V Х. 
i=i 1 

Dokaz. Potrebnost us10~a (4) i(5) sledi па оаnоуи stava 

11.2 •. 9. Nji.hova dovo1jnost pak аоЫја se primenom istog stava i 

nарошеnе 2.ii .. 

Ostatak naseg odeljka posve6en је јеаnој specijalnoj k1a­

sipostupaka tipa (X,F,x'),' koju odreduje slede6a 

6. D е .f i, rl i с i ј а. Neka је (Y,~) Hausdorf.f-ov topo-

10s1\:i prostor"XSY, х'1-х tacka nagomilavi(llja skupa Х i F=(.f j ) 
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niz rea1nih (koтp1eksnih) funkcija definisanih па х. Тааа kazemo . 

аа' је postupak (X,F,x') neprekidan, ako 

postoji prebrojiva oko1inska baza {01Ј i=O,l,~ .. ta~ 

6ke х' takva a~ је: 10 za svako i=O,l, •.• (х,;;.о. 1;) 
1. ' . . . 

. kompaktanprostor sa prebrojivom bazom; 20 za svako 

i=O,l, ..• i svako ј=О,l, ..• funkcija f.(x)l'· 
Ј х-о. . 1. 

neprekidna ј е па prostoru (x-oi , 'С'); з0 ako Zi3, neki 

<>о 

n1z U=(u.) red' (x,p)(U)=Lf.(x)u. konvergira па Х, 
. Ј ј=О Ј Ј 

опаа isti red (x,F)(U) uniformno konvergira па sku-

pu х-о. za svako 
Ј. 

i=O,l, •.•• 

Def1niciju 6 proprati6emo sa neko1iko парошепа sa ci1jem 

аа razjasnimonjene bitne momente 1 istaknemo neke njene neposre­

dnе pos1edice vazne za аа1је 1z1aganje. 

6.1. U definiciji6 us10v з0 moze se zameniti (ekv1va1en-
. <:>с::3 

tnom) pretpostavkom dared (x,F)(U)=,Lf .(х)и. skoro uniformno 
ј=о Ј Ј 

konvergira па skupu Х s obzirom па· ta6ku х' Си zna6enju: red 

(x,F)(U) uniformno konvergira па skupu х-о za svaku oko1inu О 

ta6ke х') za' svaki niz U=(u j ) takav аа isti red konvergira па х. 

6.ii. Iz us10va (А)2 0 iz1azi аа su funkcije f . е x)~l 
Ј х-о 

(ј=О ,1, ... ) neprekidne па pros toru (х-о, t') za s vaku oko1inu О 

ta6ke х'. М! 6ecio, medutim, pokazati аа Ви u slu6aju neprek1dnog 

postupka (X,F,x') funkcije fj(x) (ј=О,l, ••• ) neprekidne па pro­

storu еХ, ~). U06imo stoga хо Е Х i sa 01 i 02 ozna6imo di­

sjunktne oko1ine ta6aka хо i х' (koje postoje па osnovu pre­

tpos:tavke da је (У, 'С') Hausdorff-ov prostor). 'Tada postoji oko-

1ina О; . iz baze {о. 2 . О 1 takva аСј, је О].. ~ 02, sto ..... о . Ј. Ј Ј.= , ,.... о 

П 1 1 ima za pos1edicu 'da ј е (х-о. ) О =хnо . Z{i proizvoljno izabra-
1. "< 

по (pafiksirano) i i d.ato о f..> О odaberimp onda oko1inu 03 ta-
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cke хо tako da је 

1 f . (х) - f. (х ) I ~ Е.. 
Ј Ј о ..;::: 

za svako х ~ (X-Oi )(\ 03 . 
о 

с sto . 'је moguces obzirom па nepreki-dnost funkcije 

prostoru (х-о. ,t')). 1z re1acije 
Ј. о , 

Х{) (оln 03)= (X~10)n оlЈ'n 03~ (X-O
io

) П 03 

iz1azi 'zatim da 'је 

}fj(X)";" fj(xo)I~€. za svako x~X()(01()03), 

sto dokazuje neprekidnost funkcija fj(X) (ј=о,l, •.• ) и prosto­

ru Сх, r:) (01 i 03 эи oko1inetacke хо и prostoru (у, L), ра 

је 'х () (61n 03) oko1ina iste tacke и prostoru (х, Z"». Kako је' 

obrnuto ocig1edno tacno, to se udefiniciji 6 us10v 20 moze za-
I 

menit,l pr~tpostavkom о neprekidnosti funkcija f'j(x) (ј=0,1, ... ) 

па pros toru (Х, r:). 

6. ·iii. Ako уе6 po1azni prostor (у, 'с) imaprebJ:Djivu Ьа-

zu, onda эе moze uzeti da okel1ne 

{ О i} i=O, 1, " .• 

О. (1=0,1, •.• ) 
Ј. 

baze 

, , 

form1raju monotono opadajuci n1z skupova. Naime, tada је monoto-

i 
по opadajuci niz skupova П 0k (i=O,l, ..• ) 

k=o 
ko1inska baza tacke х' koja ispunjava usl'ove 

јеаnа prebrojiva 0-

10 (unija konacno 

mnogo kompaktnih prostora је kompaktan prostor; potprostor pro­
I 

stora prebrojive baze ima prebrojivu bazu) , 20 (nарошеnа 6.i1) 

i з0 (nарошеnа ,? i) . 

6.iv~ IVIatricni postupci tipa (F') (videti 11.'2.3) saci­

nјауаји јеаnи potk1asu k1~e ri.eprekidnih pos'tupaka tipa (X,F,x'). 

Ustvari, tada,bi10koja prebrojiva oko1inska baza tacke х':=с;;о 

ispunjava us10ve 10 (skup 'konacno mnogo rea1nih brojeva је kom­

paktan, а odgovarajuciprostor је nајУ1эе prebrojive baze), 20 

Си prostoru оа konacno mnogo taeaka niz nje~9vih tacaka је kon~ 

vergentan ako i эато ako эе c1anovi toga n~~a оа izvesnog inde-
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ksa ра па da1je podudaraju sa granicnom tackom) i з0 (iz kon-

·vergencije funkciona1nog reda па nekom konacnom skupu sledi nје­

gova unifor.inna. konvergencija па tom skupu). Ртета tome, pri tre­

tiranju mз.triСnЬg postupka tipa (Р') kao neprekidnog postupka 

tipa(X,F,x')', prebrojiva oko1inska baza { О l tacke i Ј i=O, 1, •.• 

х'=Оо: (u smis1u definicije '6) moze se izabrati па proizvoljan 

,.nacin. 

б.v. L.W1odarski [20] је izucavao postupke (Xo'X~ ,Р) 

(videti 1I.2.3) i, pored osta10g,uveo sl~de6u definiciju: 

Postupak, (хо,х' ,Р) је neprekidan ako Б11 ispunjeni us10vi: 

····10 funkci'je f.(x)r (ј=О,l, ..• ) niza F=(f
J
.) neprekidne su па 

Ј .' 

interva1u [Х',х'); 20 postoji rastu6i niz -(х) tacaka interva1a . . . ,о п 
• i " ~ 

[х ,Х') koji konvergira ka x;:"takav dared (x,F)(U)=?:,fJ,(x)u
J
. 

о . Ј=О 

uniformno konvergira па interv~,:-u [xi -1'xi ] za svaki niz U=(U j ) 

takav da red' (x,F)(U)' konvergira za Х=Х. 1 i х=х .• 
~- ~ 

Lako је videti da је postupak (Хо'Х' ,Р) neprekidan u smi-

slu navedene· definicije W10darski-og (zva6emo ga u da1jem W-ne­

prekidnim) 'neprekidan i u smis1u definicije 6,tj. da је klasa 

vV...,..ne·prekidnih postupaka potk1asa k1ase postupaka (X,F,x') nepre­

kidnihu smis1u definicije 6. Naime, ako је postupak (хо,х',р) 

W-neprekidan, onda red (x,F)(U) uniformno. konvergira па inter-
I 

va1u [Хо ' хтЈ za svaki niz U=-( и ј ) takav da isti. red konvergi:r:a 

za х=х;' (i=O,l, ... ,т); otuda red (x,F)(U) uniformno konvergi­

rana Ы10 kom interva1u (хо,уоЈ (уо<х') za svaki niz U=(U j ) 

takav da isti red konvergira za x=xi pri svakom i=O,l, •.. 

(sto је, naprimer,ispunjeno ako red (x,F) (:1) konvergira па 

[хо,х'»). Na tajnacin, prebrojiva oko1inska baza tacke х: 

iO.= 
~ 

=;:(xi,2x'- xi) (i;;{),l, ••• ) ako је х' kоnасцо, gde је (X i ) niz 



·III * 1 - 108 -

lZ definicije W-neprekidnog postupka, ispunjava uslove iz defi-

nicije б. (Ј&вnо је, medutim, аа зе и posmatranom slu~iju шо~е 

l1G.ses ti i ffil10S t'TO drugj.h 'p.rebY·o ј i vih okolinskih baza tacke 
, 

х 

ва istim SVojstvom.) 

Ргiшесuјеmо аа stepeni postupci (videti ,l.v)obra-

zuju· jednll.'poJcklasu klase .I,V-neprekidnih postupaka. U 1110zi niza 

'(Xi ) iz definicije VJ-neprekidnog postupka (Хо'Х',р) tada зе то­

~e uzeti bilo koji ras~uci niz tacaka intervala [O,R) kojikon-

vergira ka R takav da је хо=о. Znacaj ртоисауаnја VJ-neprekid.nih 

pos~Gupaka ogleda ае, medl1tim, i u tome sto se svakom matricnom 

postupku (G'), G=(gij)' тo~e korespondirati ekvivalentan W-ne­

prekidan postupak (о, OQ ,Р), gde su funkcije fj(x) (ј=О,l, ..• ) 

definisane kao u primeru II.4.4.v·. Pri tome зе za niz (xi)~iZ 

definicije vV-nергеkidпоg postupka шо~е uzeti xi=i (i=o,l, ..• ). 

Raz1ika. izmeO:u po1aznog matricnog i tako fогшirа:nоg \Ч-:t:lерrеki-

dl10g postupka ш'оzе Jraviti jedino pri posmatranju nekih 

njihovih nurnerickih kar-akteristika, а inace зе mоgч. identifiko­

v&ti. Time је део teorije matricnih postupaka tipa (F') automat­

ski uk1jucen и teoriju Vf-neprekidnih postupaka (хо,х' ,Р). 

б. vi. IН. OI'licz [зgЈ ј е nazvao пергеkidпiш postupak 

(хо,х' ,ЈГ) -'cakav da ви isp:tJ.njeni us10vi 10 iz definicije \I[-nе-

prekid:nog postupka (хо,х' ,Р) i " з0 red 
о.с 

(x,F)(Uj=;L.f .(х)и. 
Ј=О Ј Ј 

'·unif·orm:no konvergira u svakom illterva1u [хо,уо] (УО < х') za вуа­

ki :niz U=(uj)takav da isti red konvergira па intervalu (хо,х'),; 

Pbstupke (xo,x'~P) neprekid:ne u smis1u definicije Or1icz-a 

. zvacemo O-neprekidnim post1.1pcima.U vezi s tim primec'\..ljemo да је 

в vaki \'Ј -:neprekidan p08tupak (:Хо , х' ,F) i8 tovreme:no i 0-neprekidar1, 

kao i да ви O-:neprekidni postupci (хо,х',Р) neprekidni i u sш.i­

slu definicije 6. (Pri to~e зе, kao i u prethodna dva 81исаја, 

.. 
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iZ~Jo:,' ргеЬтој! уе okolinske baze {Oi} i=O ,1, ... tacke х' т02е 

izvr~iti па vi~e nacina.) 1z tih raz10ga, а i zbog toga' ~to su 

пат definicije W1odarski-og i Or1icz-a pos1u2i1e kao inspiracija, 

postupke (X,F,x') koji ispunjavaju us10ve iz definicije б nazva-

1! Э;,:П -'cakode .nepI'ekidnim. Znacaj ovakvog ројта neprekidnog ро-

stupka (X,F,x'), па koji 6е ве odnositi na~a razmatranja иуе}: 
, 

kaddrJ.go тiije receno, vidimo i и tome sto оп -uk1jucuje u istu 

klasu matricne postupke (F'), W-neprekidne postupke i O-nepreki-

'" .Ј,.. 1 ( ') аnе pos~upce хо,х ,Р i sto su istovremeno, sto 6е se iz d~ljeg 

izlaganja videti, u njemu sacuvana osnovna svojstva tih postupaka. 

б.vii. Sada mozemo objasniti i raz10ge upotrebe termina 

"operator (Х,Р) tipa NI! u definiciji 1. Haime, ako је postupak 

(i,f,x') nepreki~an, onda је odgovaraju6i operator (Х,Р) jedan 

1)' . 
N-operator • U svojstvu skupov.a 1 i (i=O,l, ... ) iz definicije 

1 m<?gu s е. tada uze ti skupovi х.=х- о. (i=o,l, ... ), 
1 1 

gde је 

{ О. 1, . oko1inska baza tacke х' ciju egzistenciju i svoj-lJ 1=0,1, ••. 

stva pretpostav1ja definicija neprekidnog postupka Сх,Р,х'). (lz 

pretpostavke аа је po1azni prostor СУ, Z"') Hausdorff-ov i 

с.о ~ ~ 

sledi .\Ј Xi =.V (X-:-0 i ) ::::: х()с( /\ 0i) ::::: Хnс{х'}::::: Х, kaoi аа је 
1=0 1=0 1.0 

za.svako i=O ,1, ... ( '-:оО) ( ""'" ) Х i' '(;, = х -о i' и Hausdorff-ov prostor. 

Primecujemo takod:e аа se u svojstvu skupovaXk (k=O,l, ... ) iz 

dei'inicije 1 moze uzeti Xk =х- 0i (k=O,l, ... ), gde је 
k 

~Ol; 1 k=O 1 Ъi10 koja podfamilija fami1ije rO.~ 1'=0 1 . 
~ k r ... , ,... . " lj " ..• 

koja Бата za аеЬе 6ini jednu prebrojivu okolinsku bazu tacke х'.) 

(~IU, uf;3tvari, 1ezi i mogu6nost (ne~to jednos-c.:...vnije) ekvi-' 

valel'1tl1e definicije neprekidnog postupka (Х,:ЈГ,х'): 

1) Termil1 \!neprekidan operator (Х, р) !1 nе moze ве koris ti -ti 
је::- izraz tr neorekidal1 ooerator'! iша sasvim odredeno ( idruga6i­
је) zna6enje ~ teoriji ;peratora uop~te. 

;r 
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. 
~:eKa је (У, (;') Hausdorff-ov topo1oski prostor, ХС.;У, х'Е 

t~aclca l1agomilavanja skupa Х i F=(f.) niz rea1nih (komp1e­
Ј 

kSl1iћ) i\lпkсiја definisanih па Х. Tada ke::<', . :)8 tupak 

nep:cekidan ako 

Navedena cinjeniea koristice se u nastavku, gdece biti reci 

о potrebnim i dovoljnim us'lovima da domen primene i аотеп o-pri­

тере neprekidnog, postupka (Х,Ј31 ,х') sadrzi neki оа skupova тО, те, 
" 

ТЬ i Т. Buduci аа su ti problemiu slucaju proizvo1jnih postupa-

ka ... (X,F,x')deta1jno prouceni и odeljku 11.2, zadrzavacemo se' 

vis~ samo па novim momentima kod neprekidnih postupaka (X,F,x') 

(koje је rea1no ocekivati s оЬzirош rl.a јасе zahteve u definieiji б). 

7. STAV., Dошеп primen.e (o-prirnene) neprekidnog роэ tupka 

(Х,Р,х',) 'sadrzi sve nu1a-nizove ako i samo ako эи ispunjeni и-

slovi 

(б) 

(7) 

(8) 

red 
с>о 

Llf.(x)l 
ј=о Ј 

kOniТergj_:t:'a uniformno па skup~ Х-О 

za sYal~~kolinU О tacke х', 

роз to ј i oko1ina О,"' tacke х" takva аа j~ 
.'.. 

со 

, s и р z: lf .(x)l< с<:> 
'. 'Ј'-О Ј 

,x~ хnо -
х 

postoji' 1im f,~(x) = a k (о) (k=O ,1, ... ). 
х->х' "-'-

Primetimo da iz uslova (б) i (7) i pretpostavke аа su fUJ1-

keije·· fj(X)! neprekidne па X-Oi (i,j=O,l, ..• ) sledi 
d X-O i 
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<:::-.. ::::, 

"> li' .(х)1 <. ос> ВНР '-- Ј 
:.;~E Х ј=о 

(~ak1e i uslov 11.2.(6», sto је zajedno sa (8) dato kao potre-

Ьаl1 i ciovo1jal1 l1в1оу da domen primene (o-primene) \V-l1eprekidnog 

Pos.tupka(xoyx;,F~ (tada је Х=[хо,х'» sadr'zi sve nul.a-nizove 

([20Ј, teorema 11с). Stav 7, medutim, pokazuje da је tada ( i 

uopste)' po"treban jedan jaci uslov: uslov koji se dobija konjunk­

cijora (б) i (7). Ana10ghu рriшеdЬu imamo i u slucaju sledeceg 

stava, §to песеmо posebno napominjati. Та cinjenica ве moze ko­

ristitipri ispitivanju da 1i је neki dati postupak (X,F,x') пе-

prekidan, па nacin kako se to vidi iz sledeceg primera. 

Pokaza~emo, naime, da p6stupak (X,F,x') naveden u kощепtа-

ru stava I1~2.12.ii;:';rlije neprekidan. U tom cilju primetimo da 

domen primene posmatranog postupka sadrzi sve nu1a-nizove (ustva-

ri, sve ogranicene niz.@ve). Ako bi·, dakle, taj postupak bio nepre-

kid.an, onda biprema stavu 7 (us10v (6» red kon-

vergirao uniformno па skupu 

([-з,-l]v{о,l, .. Ј)-((-~ ,-З)U[О,оо ) =[-3,-1] 

~tos kako smo vide1i, nije slucaj. Na osnovu cinjenice da svaka 

prebrojiva oko1inska baza { О. t. 'о 1 tacke 
1 Ј 1= , ,". 

va us10ve 10 i 20 iz definicije 6, dolazimo zatim 0.0 zakljucka 

d.a н' posmatranon slucaju za svaku oko1insku bazu. {о_; 2 , о 1 5 1= , , ••• 

"tacke х' postoji indeks п=( и.) 
Ј 

takvi da red (x,~)(U)= 

=:;; ... f,(x)l1-; kOHvergira па Х, а da pri tome njegova konvergencija 
ј=о Ј v 

на Х-О ; nije Q~iformna. 
~o 

Dokaz stava 7. Da us10vi (6), (7) ј. (8) PQvlace тОс.:. 

( Х· . ч' .-' '\с 
~ ,"- ,А ) sledi па ОБпоуи stava 11.2.10. Prema istom stayu, 

'1~ оо tO-(х"" ,)с . -," l (7\),1' (Qo).Us:'ov(6) ln(~UzlJa '~.,b,X 1mp~lclra иB~OYe _ ~, 

pak dobija ае primenom паротепе 6.vii i stava 2 (i:2juci pri 

tошЕ: u у1йн da је SL01' ~ jedna okolinska baza tacke х'). 
Ј 1:::.0,1, ... 
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8. STAV. Ла Ь! dошеп pTimene (o-primene) neprekidnog PQ-

stupka (Х,Ј!',х') заdгz.ао sve konvergentne n1zove potrebn'o 1 dovo-

С:::к:> 

( 9 ) р os t о ј 1 11 т" ~ f ј (х) = а ( О ) • 
х--;>х Ј=О 

DОkв;z. Dovo1jnost us10va (б) - (9) sled.1 па osnovu stava . 
11.2.11. Pr1menom,1stog stava dobija эе potrebnost ив1оуа (9), 

dqk potrebnost us10va (б), (7) 1 (8) dob1jamo pr1menom prethod-

nog stava. 

9. STAV. Konjunkcija (б), (7), (8) i 
<х:> 

(10) 1im :2 I f . (х) - а·1 = о ' 
x~x' ј=о Ј Ј 

j~potreban i dovo1jan us10v da domen primene (2..=primene ).~ nepre-

kidnog_postupka (Х,Р,х') obuhvata sve ogran1cene n1zove. U slu­

., cajudol11ena o-primene potreban i dovo1jan us10v moze se oG.ig1e­

dno Bvest1' па konjunkc1ju (б) 1 

(10' ) 

Dokaz 

ос 

1im :L.lf.(x)i = о. 
х-?х' ј=о Ј 

dovo1jnosti navedene konjunkcije dobija ве prime-

пот stav~ 11.2.12. Na овпоуи 1stog stava dobija se potrebnost 

us10va (10), dok' ~otrebnost us10va (б), (7) 1(8) slecti 1z sta­

уа 7. 

п nastavku сето dati jednu. drugu kombinaciju us10va cija 

konjunkc1ja је potrebna 1 dovo1jna da domen (X,B',x')-kопvегgеп­

cije neprekidnog po~tupka sadrzi sve ogranicene nizove. Xako ато 

уес ~agovest{1~ u ko~entaru stava -11.2.12.11, pokaza6emo da u 

В1исаји neprekidnih postupaka (Х,Р,х') vaz1 ana1ogon teoreme 

Schur-a za matricne postupke~ .L. • (, Ј • 

pka sadrzi вуе ogranicene 1'l1zove ako 1 samo ako ви ispunjen1 

uslovi (8' , ) i 
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~~.o 

:? 'ffj(x)j 
Ј=О· 

(11) red uniformno konvergira па Х • 

Dokaz. Ukomentaru stava 11.2.12.11 izne11 .smo аа pr1 

proizvoljnom (X,F,x') iz us10va (8) i' (11) sledi ink1uzija Tb~ 
<::::>CI . 

(X.,F;x')c. (Pri tome uniformna konvergencija па Х reda ТI f;(x)! 
Ј=О <.Ј 

i egzistencija 1im f.(x) (j=O,l,~ .• ) interveni§u па bitan па-
.' X-i>Х' Ј 

Cin.) То ј е onda pogotOV1J. -саспо u slueaju neprekidnih pos tupaka 

(X,F,x'). (Moglo Ы ве takode pokazati аа (8) i (11) роУ1асе 

(б), (7), (8) i (10), ра primeniti stav 9.) Pokaza6emo аа va~i i 

. о Ь rn u t о, . t ј. аа. i z Т Ь S (Х, F , х ' ) с s 1 е d е (8) i (11). N а о s по уи 

dosada~njeg izlaganja, us10v (8) је ocig1edno ispunjen. Ostaje, 

dak1~, aa~e ustanovi аа је i (11) pos1edica пауеаер,е inkluzi­

је. U tom ci1ju primetimo аа su tada, па osnovu stava 9, ispunje­

ni us10vi (б'), (7)i (10), §to 1та za posledicu konvergenciju re-

аа 
CQ 

?:.1 аЈ·l Ј=О 

0:0 

kao i 11mL, jf.(x)- а·Ј ;:;: О 
х.-?х' j=k+l Ј Ј 

za svako k=O,l, 

. . . .Odat1e i i~ nejednakosti 
Q<) ~ с..= 

.> lfJ.(x)l ~'?= Jf;(x)- ај! + 2:. Ја.{ (k=O,l, ... ; хех), 
J=k+1 J=k+1 <.Ј j=k+1 Ј 

sledi аа za dato Z> О postoje p~irodan broj m i oko1ina О ta-

cke х' tako аа је 
.Р 

с<:> . 

L. ·ii.(x)l<~ za svako Х<$Х{)О. 
j=m+l Ј . . 

Prema us10vu (б),zа tako аоЫјепи okolinu О tacke х' red 

<>0 , 
(,\fJ.(x)l uniformno konvergira па skupu х-о, ра postoji pri­
Ј=О . 

. rodan bro ј ntaka v аа је 
~ 

L If.(x)}<~ 
ј::;:п+l Ј 

za svako хб х-о. 

Jasno је аа tada broj p=~ax(т,n) zadovo1java relaciju 
OQ 

L {f.(x)«E 
j=p+l Ј 

za svako хБХ, 

'cime jedokazana uniforrnna konvergencija па Х reda 
с::> 

? ' [f Ј' (х) 1 ' 
Ј=О 
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tj. potrebnost us10va (11) • 

U vezi ва stavorn 9 primetimo takode da оп ostaje ta6an i 

kadase iz njegovog iskaza izostavi ив10у (7). Preciznije re6e~ 

по, ив10у (,7) је pos1edica (б), (8) i (10), sto эе dokazuje isto 

kao varijanta II.2.12.i stava II.2.12. 

11. STAV. Da Ь! domen (X,F,x')-kоnvе_rgеnсiј~ ((X,F,x')­

-o-konverg~=ncij~) .neprekidnog postupka sadrzao вуе nizove potre­

Ьnо i dovo1j~je da bude ispunjen ив10у: 

(12) 

postoji indeks јо takav da је: 10 fj(x)=O па Х 

za ј;;,.јо; 20 za svako ј=О,l,··.,јо postojL 

'lim ,f.(x) = аЈ·(О). 
Х-9Х' Ј 

,Stavovi'11 i II.2.14 pokazuju bitnu raz1iku izmedu 

. neprekidnih i proizvo1jnih postupaka (х,Р,х'). Naime, u s'lucaju 

nepr'ekidnih postupaka (х,Р,х') jednakost (X,F,x,)c=T imp1ici­

'ra egzistenciju indeksa ј otakvog da za svako, ј> ј о fun1Ccija 

f.(x) iscezava па citavom Х, tj. 
, Ј ' , 

р= ( f о ( х) , • ' .• ,f ј (х), О ,О 1 ••• ) ; 

о 

odatle iz1azi da је tada postupak (х,Р,х') jednak !!zbiru!l postu-

, . ј 

р aka (Х , F ј ,х ') (ј = О , 1 , • • • ,ј о) ~ g d е ј е F ј = ( О , .. . ,О , f ј ( х) ,О , О , . • • ) ., 

Us"lucaju pak proizvo1jnih postupaka (х,р,х') re1acija (х,Р,х')С= 

=Т povla6i egzistenciju indeksa joi oko1ine О ta6ke х' takvih 

da za svako ј >јо funkcija fj(x) is6ezava "tek ll па вТсири Х()О; 

, pri~ome uopste nе що~а postojati indeks ' јо эа svojstvom kao kod 

neprekidnih postupaka (za sta је 1ako konstruisati priтher) • . ' , . 

Dokaz stava 11. Dovo1jnost иэ1оуа (12) za Т=(Х F х')С , " 

sledi па овnоуи stava II.2.14. Ostaje, dak1e, da ве ustanovi nје­

gova po-'crebnost. Primetimo stoga da па оэnоуи nаротеnа 6. vii i 

l .. ii za neprekidne postupke (Х,1?,х') i odgovarajuce operatore 

(Х,:!!') vazi ink1uzija (х,Р,х') ос (X,}t\,x')p~ (х,Р) Ьс::. (X,F),d",:,. 
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(SIЮТ110 moze biti еато (х,Р,х,)ес;; (X,F)b . l\1ed:utim, U=(uj)E.. 

(X~F,x')c pov1a5i egzisteneiju oko1ine О ta5ke х' takve аа је 

s II p{(x,F)(u)I< со • Oznacimo еа 0i
o 

oko1inu iz baze 
x~XГ~O 

Јо ," 1 "=0 1 takvu аа ј е 01." f: о. Prema б • vii i 1. ii, tada 1. _.Ј 1. , ? •• , '. ' о. 
је вн pl(x,F)(U)I<C<> , ра је tim pre внр 1Cx,F)(U)I<oo • 

x~X-O. " x€X-O 
1.0 Ь' 

Otuda је внр \(x,F)(U) I < Qc::) , tj. U=(u-;)~ (X,F) .) Prema tome, 
хЕ Х' <! 

, Ь 

ako је T=(X,F,x,)e, опаа је i T=(X,F) • Ta5nost ив1оуа (12) 

аоЫја ве sada primenom stavova 11.2.9 i 11.2.10. 

2. Neprekidni (X,F,x')g-роstuреi 

Defini~Jja operatora (X,F)g (podode1jak 11.3.1) иуеае­

па је u odnosu па neku ta5ku nagomi1avanja х' еkпра X(x'~ х). 

Da Ы эе mog10 rasprav1jati о potrebnim i dovo1jnim us10vima аа 
;.fIi . 

doseg dejstva i doseg b-dejstva takvih operatora uklju.cu.je вуе 

nizove sku.pa то, те, тЬ i1i т, pretpostav1jeno је takode а.а ta-

5kR х"· ima prebr~jivu oko1insku bazu u po1aznom prostoru (у,7::). 

та cinjeniea zahteva speeija1niji pristup (оа onog kod operato­

ra (X,F» pri1ikom izdvajanja potk1ase k1ase (X,F)g-ореrаtоrа 

u ~i1ju аоЫјапја mogu6nosti za пЬуа istrazivanja u toj oblasti. 

Pri tome treba imati u vidu zahteve ana10gne onim koji вн пауе­

'deni.u priprem~ definieije (X,F)-operatora tipa N. Као rezultat 
. . 

tih okolnosti uvodimo вlеаеси definieiju. 

1. D е f i п i е i ј а. Neka је (Y,'Z:') Hausdorff-ov pro-

t ' I S or, Xf;Y, х <f: х tacka nagomilavanja skupa Х i F=(fj) niz 

rea1nih (komp1eksnih) funkeija definisanih па. Х. Kazemo tada аа 

jeoperator (X,F)a tipa N, ako za svaku 9kolinu О ta5ke х' ро­
б 

st.oji oko1ina O:z:C;;;O istetacke takva аа ~kup ХnО3':' niz fun-

keija, fj(x)! ,'(j=o,l, •.• ) i ta5ka х' ispunjavaju us10v СА) 
. 1 Хn Ож 

iz definicije 1.6 
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{Као i u а1и5аји operatora' (X,F), govori6emo takode: оре-

I-ator ( y,fi1)g , с! о 'st N до.!: lша .~J~ odnosno је N-З,Регаtог. ) 

1.i.Kao,primefe (X,F)g-орегаtога tipa N navo~imo та­

tricne operatore CF)g' F=(fij ). Naime, tada је X=.f.O,l, •.. ,i, .•• J 
, , . 

ifj(i)=fij (i,j=O,1, •.• ), ра nije tesko proveriti аа u posmatra-

nom;slucaju za svaku oko1inu О tacke х'= оо skup Х() О, niz fun-

" kcija fJ,(x)1 ,(ј=0,1, •. '.) i ta5ka х'=Оо ispunjavaju us10v 
ХnО 

(А) ~z definicije 1.6. (Primetimo takode аа је u datom slucaju 

za sva,ku oko'linu О tacke х '=сс (хn О ,:Р) јеааn matricni', ра 

prema tome ijedan N-operator СР1 ). Matrica Р1 ве аоЫја iz ро-
, 

!.lazne rriatrice F tako sto ве izostavi коnасnо mnogo njenih vrsta.) 

Operatori (х ,х',Р) takvi a~ ви odgovarajuci postupci' , о g \ 

(хо,х',Р) W-neprekidni, predstavljaju nove primere (X,F)g-оре-

ratora ва svojstvom N. Zai~ta, tada је Х=[Хо'Х')' ра ве pri аа-.. 
to joko1ini О tacke х' za ,Oxs:. О, 

takva аа је Xf10:;:=[x
iO

'x') , gde 

moze uzeti okolina tacke х 

је х· neki оа c1anova niza 
10 

, 

(xi ) izdefinicije v<r-neprekidnog postupka koji pripada okolini 

о. Da tako 'izabran skup XnOx ' niz fj(x)l Сј=О,l, ••• ) i 
I Х110* 

tacka х' ispunjavaju us1bv (А) iz definicije' 1.~6, sledi па овnо-

уи ~efinicije W-neprekidnog postupka. 
r 

~.ii.'Prime6ujemo аа је, pri svojstvu N operatora (X,F)g' 

za svaku oko1inu О tackex' operator (хn Ох' F )', gde је ОХ oko- ' 

1ina ~acke х' koja u smis1u definicije 1 odgovar~ oko1ini О, је­

danN-орегаtог (definicija 1.1; videti i nарошеnu 1.6.vii). Та 

cinjenica, u kombinaciji ва 1етот II~3.4 i s.tavovima 1.2- 1.5, 

omogU.6ava do,bijanje potrebnih i dov01jnih uslova аа doseg dejstva 

i doseg b-dejstvc.. (Х,Р) -operatora tipa N obuhvataju slrup ТО, 
, g . 

с·) . ъ 
т ,Т odnosno Т. Radi konciznosi;i iz1aganja, navodimo. јеааn' opsti 

rezu:1tat iz koga sp.ecija1izacijom аоЫјато potrebne i dovo1jne 

. us10ve pomenute vrste. 
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2. STAV. Neka j~ Z koneksan GK-prostor u odnosu па uobi­

_сајепо sa-biranje l1izova i (X,F)g operator tipa Н. Tada 'vazi ekvi­

yalenci~a: Z~(X,F)~ «x.,E)~ )~postOji ok01ina O~: taC<ke х' ta­

kV20 аа је operator (Х{)Озе;F) tipa N i vazi inkluzija 

'ZC:(XC\Ozc:,F)d «xп0~,E)b ). 

1)okaz. Pretpostavimo z~ (x,E)~ • Tada па osnovu leme 

11.3.4 postoji okolina О tacke х' takvada је Z<;; (х()о ,Е)а. 1z 

Svojstva N operatora (X,F)g s1edi egzistencija okoline O*SO ta­

cke х' -takve аа jeoperator (х('\ ох,]1) tipa N. 1nk1uzija Z ~ 

(x(\o~,E)a је оnаа pos1edica re1acije (XAO,F)df:, (х()о*,Е)а. 
", ( ) ь . ( ) d ( , )Ь U s1ucaju sku~ш X,F g ,zbog X.,F g'2 X,F g ,iz Z~ 

(x,E)~ takcide sled1 egz1stencija okoline o~ tacke x~ takva aa~ 
а' ':' 

је operator ,(хn 0z:,F) tipa N 1 vazi Zc;: (XnOR,F) • Pokazac~mo 

аа је tada 'ZGCxnO~,F)b. Za1sta, U=(u j )€ z~(x,F)~' povlaci e~­
zistenciju okol1ne 0+ tacke х', mozemo pretpostav1 t1 О+С;: О}:, ta­

kve, аа је s u р i (x,F)(U)\<QO • S drugestrane, 1z svojstva N 
хЕХn 0+', 

ope,ratora (X(\O}t'~P), 1 и=(иј)Е Zf: (хnох,Е)а iz1azi (definicije 

1 1 1.,1 1 nаротеnе 1.1.1! i 1.6~vii) 

s u р \(x,F)(u)l<oo • 
хЕхrю 1f:-O.r.f- . 

r . Ь 
Prema tome је sup \(x,.F)(U)j<<oo , tj. и=(иј)Е (Xn0Jt:,F) • Виаи-

X€Xno*: ' • ' ' 

с1 аа је tacnost' druge: 1mp1ikacije u stavu 2 ocigledna (1 bez pre-

", 'tpos-tavkeda је operator (X(i0}i;,F) t1pa ы), njegov dokaz је zavrsen. 

Uzimajuci za Z prostore то, т С , ТЬ odnosno Т, pr1menom sta-

,уа 2 i stavoya 1.2 - 1.5 koji se odnose па N-operatore (Х,Е) do­

'lazimo ао ana1ogn1h stayova za N-operatore (X,F)g' па сети se nе­

сетО za,drzavati. (РТ! tome treba imati u vidu da Ве u slucaju оре­

ra·tora ,(XnO,,-,,-,Р) tipa N moze uzeti da је Х.=Х(1 О -О. (1=0,1, ••• ), 
= l ~ l 

'gde је ~o.1j· . prebrojiva oko11nska baza tacke х' koja ро-
(. l l=O ,l , ... 
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i o i o 
stoji ро defini6iji 1, kao i аа је tada хnо*-.И хi=(хrЮ2f ){).I1 О .• ) 

1=0 l=O 1 

Definicija (X,F)g~Operatora tipa N na1azice se u osnovi 

definicije јеапе potk1ase k1ase postupaka tipa (X,F,x')g k'ojom 

se ze1i postici slicrio sto i definicijom neprekidnog postupka 

(Х ,Р,х ') • 

3.D е! 'i п i 'с i ј а. Neka Х, F i х' ispunjavaJ,u pre­

, tpostav;ke 'iz defil1icije 1. Ako је pri tome operator, (Х,Р) g tipa 

N, оnаа za odgovarajuci postupak (X,F,.x')g kazemo аа је neprekidan. 

3.i. ,N$. osnovu. парошепе 1.i, matricni postupci е F ') g i 

',post~pCi (хо,х' ,'F)'g takvi аа su odgovaraju6i postupci (хо,х' ,F) 

~V-neprekidni sacinjavaju potk1ase klase neprekidnih (х ,Р;х') g­

-postup'aka. 

ј, Primetimo аа postupak ех ,Р ,х') g moze Ы ti neprekidan i ' 

. kada",to sa odgovarajucim postupkoro (Х',Р,х') nije slucaj. То ро­

'kazuje primer postupka (х,Р,х') navedenog u komentaru stava 

II~2.12.ii. Isti postupak, kako је -navedeno u pos1edici stava 

1.7, nije neprekidan. U ist'o vreme, za svaku oko1inu О tacke х'= 

=00 koja пе sadrzi tacke interva1a [-3,-lЈ Xn.O је јеаап pod­

skup skupa prirodnih brojeva е skup Х()О пе sadrzi samo konacno 
ft 

mnogo prirodnih brojeva). Stoga za svaku takvu oko1inu О 8kup 

ХnО, funkcije f;(x)D (ј=О,l, •.. ) i tacka х'=о.о ispunja-
. ОЈ !ХАО 

уаји us10v (А) iz definicije 1.6. Prema tome, odgovarajuci оре-

" rator (X,F)g је tipa N, odak1e, ро definiciji, sledi аа је ро-

st~pak (~,F,x~)g neprekidan. 

Stavovi sa potrebnim i dovo1jnim us10vima аа аотеп prime­

пе i domen o-primene neprekidnih postupaka (X,F,x')g sadrzi skup 

TO,TC~ ТЬ odnosno Т, аоЫјаји ве specija1izacijom (uzimajuci Z~To, 

т С , тЬ , Т ) slede6eg rezu1tata i odgovaraju6ih stavova (1;7-1.11) 

za neprekidnepostupke (х,Р,х'), на сети ве песешо zadrzavati. 
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4. STAV •. Neka j~ Z koneksan GK-prostor 1.1 odnosu па uobi­

сај е11.0 salJiranj е nizov2. i Сх, F ,Х') g neprekidan ров tupak. Tada 

ј.§;. Z~(.X,F,x')~ ((x,P,x')~) ako i эато ako postoji okolina О}: 

tacke х' takva da jUost1.1pak Cxno~,p,x') neprekidan i vazi 

inkl1.1zij§; ZS(XnO~,F,x')C ((xп0~,p,x')O). 

Dokaz. Pretpostavimo z~ (x,1!"X')~ • Kako је cx,.p,x')~~, 

(x,p)~ to, па оэnоуu 1eme 11.3.4, postoji oko1ina О ta~ke х' 

takva da је z.S (X{\O,F)d, а stogai zc.. (XnO,F,x')c. Iz nepre­

,kidnosti postupka CX,F,x') g sledi egzistencija okoline 03tS О 

ta~ke х' takve da је postupak neprekidan (defini-, 

cije:3' i 1 i napomena 1.ii.). 1nkluzija ZG(Xn0
2e

,F,X')c sle­

di onda па osnovu (X()O,F,x')c6, CX()O~,F,x')c. 

Ta~nost posmatraneimp1ikacije u slu~aju skupa (x,p,x')~ 

dokazuje se па sli~an nacin (imajuci pri tome 1.1 vidu CX,F~x')~ 

<,;;(x,p)~ , zatirn da 

ј u ,Z ~ С хn О , F ,х ') о , 

Z~(X,F,x')~ i Z5(X(i0,F,x')c imp1icira­

Јсао i da је (x(\o,p,x')O~(xп0*,p,x')O, gde 

Su О i 0* oko1ine tacke х' о kOJima је гес 1.1 prethodnom de1u do­

kaza). Pos,to su obrnute implikacije o~igledne, to је dokaz naseg 
, , 

! I 

stava dovrsen. 

3: Struktura domena primene neprekidnih 

(X,F,x')-роstuраkа 

Izlaganje u оуот odeljku росесешо stavovima koji se ticu 

a1gebarsko-topo1oske strukture dosega dejstva i dosega b-dejstva 

proizvo1jnih орега tora (Х, 1!'), Јсао i strukture nekih speci ja1nih 

de10va domena primene i dOl1lena o-primene:proizvoljnih postupaka 

Сх,Р,х'). Odgovaraj~ci stavovi za neprekidne postupke dobijaju 

ве 'onda kao njihove pos1edice. 

1. STAV.,Ako је CX,F)d prostor Ј?оК эа Chomogenim) рэе-

uйоnогшаиа Pi~U) (i~O,l, ... ), ол.dа j~ (x,~,)b prostor :в к 1.1 odno­
о 
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~.:~~г ukuрпоst рsепdопоrшi Pi cU) (i=o,l, •.. ) i pCu)=sup ICx:,F)(u)l== 
хЕХ 

]) 1 Р t t ' d ' , с uШ, ), Um __ С ит,) С о l' ) .ocaz. те pos аVlШО а Је nlz Ј Ш==, , ..• , 

Cauchy-ev u prostoru ((X,F)b; Po,Pl'~ .. ; р) tj. аа 

С )' 'С u ш un ) О С ' ) С' о 1 ) а ' р,' - -> m ~ 0<:::>, П -? о<:::;) l==" ... , l 

(Ь) рСuШ- Un)~ О (Ш--,>~, n-l>c>c::». 

Тааа iz Са) i рrеtрозtаvkе аа је, (сх,р)а; Po,Pl'.'.) prosto~: 

ВоК sledL аа postoji й=(иј)Е(х,р)а tako аа 

Са') р.(uШ_ U)->O (т->О<:.:) (i==O,l, ••• ). 
l " 

Роkаzасещо аа tako dobijen niz U==(u j ) Е (Х,Р) Ь kaoi аа 

(Ь ' ) Р (UШ_ u) ~ о (т -? 'tX:) ). 
\ 

о, 

S tiш сilјеш рriшесuјеmо аа iz (Ь) sledi аа za dato ~>O posto-

Jl то tako аа је 

р(UШ_ Un )== sup 1 r: f, (х)( иј-
. , х Е Х Ј==О Ј 

za i 

tj. аа је' 

\ ~ f :(х) (и~- иТ:) 1':<. Е.. 
l~ Ј Ј Ј .... 

za s vako х Е Х, ш > Шо i п ';:> шо • 
Ј;-О . , 

Pustajuci ri аа tezi ka с.о i imajuci u vidu аа је za svako (fi­

ksirano) Х б Х 
0.0 

== Lf,(x)u. 
ј=о Ј Ј 

linearna funkcione1a па BoK-рrоstоru CCX,F)d~ Po,Pl'.") Cstav 

1.2.9), kao i аа 'Са') zl1aci аа uШ~ U u prostoru 

с' ( х, F ) а; Р о ,р 1 ' ••• ) , 

dо1аziшоdо zakljucka аа је 

tj . 

Vazi, 

(Ь ") 

':"»С 

15- f. С х)( и~ - и,) 1<: с za svako х G Х i m > Шо , 
Л ј==ё Ј 'Ј Ј -. с. 

с:.<) 

B~иp!?- f Ј"С х) (uиЈ' - и Ј,) I ~ Е.. za m ;>то • 
Х(;:l: Ј=О " 

dakle, relacija. 
0.0 

,~~.п( )Ст supl.?_ I
J
. х и· 

Х ·-х Ј'-о Ј - с -
Сш--""ОО) • 
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1z п.ејеdl1аkоsti 

сс> с.о ос> 

lL.f.(y)u.j~ sup lL:.f.(x)(u.- и~ )}+ suplLf.(xYu~1 
ј==о Ј Ј ХЕ.. Х ј=о Ј ;] Ј х Е: Х ј=о Ј ,;] 

( у Е. Х; ш= О , 1, • • • ) . 

i pretpostavke пm=(u~)Е.(Х,Р)Ь (m=O,l, ..• ), sledi оnаа П=(l1.) 
u· Ј 

E:(X,p)b. sto se tice relacije (Ь'), relacija (Ь") је Saтo nјеn 

. eksplicitn:L' oblik. Prema tome, B~K-prostor ((X,F)b;po,Pl"";:P) 

ј е kompleta.n. 

2. ЗТАУ. Neka је (Х,Ј!',х') funkcijski postupak takav аа је 

doseg dejstva (х,р)а odgovarajuceg.-2.peratora (X,F) prostor ВоК 

sa homogenim pseudonormama р.(п) (i=O,l, •.• ). Тааа j~ 
--"-_--'--О..... ---- 1. 

'(х,р,х')Сn (х,р)Ь 

prostor БоК u odnosu па familij}LPseudonormi р·{'(П) (i=O,l, •.• )· 

оо 

i р(п) = suplL:.f.(x)u.l 
. хЕ. Х ј=о Ј ;] ." 

Dokaz. На osnovu prethodnog stava, dovoljno је ustanoviti 

ааје' skup (X,F,x,)Cn(X,F)b zatvoren u prostoru 

( (Х ,F ) Ь; Р о ' Р1 ' • •• ; Р) • 

Рrеtроstаviшо, dakle, аа uш-..> .... U (т~ <х:» U prostorи 

((X,F)b; РО'Р1"" ; р) , 

m . .f.\"( т)· (. , ) с ( ) (). gdeje U=;,U-;E Х,Р,х m=O,l, •.. iU=l1 .• Pokazacemoda 
и .. ;] 

tada U=(U.)E (х,р,х')С. U tOffi cilju primetimo аа iz nejednakosti . Ј . 
с><::) . оо /::>Q.': 

l:?-f.(x1)u. _.,?= f.(x 2 )u.{:::;: [?:.f-;(x1)(u-;- и~ )( + 
. ;]=0 Ј . Ј ;]=0 Ј Ј Ј=О и u. и 

l ~ т· е:.о тl {~ m 1 . +:?: f. (X1 ) и. - ~ f . (Х2 ) и. +J~' __ of J. (. х2 ) (и Ј, - и ј ). 
. Ј=О;] Ј ;]=0 Ј Ј. 

( x1 Е Х, Х2 Е Х; ш=О, 1 , •.• ) 

sledi 

,I~~()ffi ~ () Шl '.t ?:- I. x 1 и. - L..... f. Х2 и-; 
ј=о Ј ;] ј=О;] U 
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На ОЩ10VU 
m ' 

р(п - п) ~ О (т-+ = ) i pretpostavke UШЕ (х,Р,х')С 
, . 

. ' (т=О, 1, ..• ), uobicaj enim postupkom do1azi se do zak1jucka da po~ 

: stoj:i, 1im. 2 f ,(х)и. , tj. da п=(иЈ·)Е(Х,Р,х')С. Tako је do-
х ...... х'ј=о Ј Ј, 

kazan~ zatvorenost skupa (X,F,x')C()(X,F)b u prostoru 

Ь ((Х,Р) ; Po,Pl'~ •• ; Р ) , 

atime'i stav 2. 

Ј .. 3. STAV. Neka је (X,F,x') funkcij'ski postupak takav da j~ 

doseg dejstva (X,F)d odgovarajuceg--2Peratora (X,F) prostor ВоК 

u odnosu па pseudonorme p{(u) (i=O,l, .•. ). Tada је 

prOstar В К. 
а 

.(X,F,x')On (х,р)Ь 

Pi (п) (i=O, 1, ... ) sa pseudonormama 
. , 

'~ 

p(u):;: suplL: f.(x)u;l • 
х6 Х ј=о Ј t.I 

Dokaz. Као i u prethodnom slucaju, dovo1jno је ustanoviti 

zatvorenost 'skupa . о ( )Ь (X,F,x') П X,F u prostoru 

((X,F)b; Po,Pl' ••• ; Р ) , 

t ј. da i z U Ш= ( u ј ) Е ( Х , F ,Х ' ) о П (Х, F ) Ь, U = (иј ) Е (Х, Р) Ъ i U m ~ U 

" (т~O<::)) u p'rostoru ((X,F)b; РО'Р1".' ; р) sledi П=(и'ј)Е 

(X,F,x')o. То se, шеdutim, dobija kao neposredna pos1edica nеје-

dnakosti 
r 

~ ~ m 1 I ~ f.(y)u·I~1 ~ f.(y)(u.-u.) 
Ј=О Ј . Ј Ј=О Ј Ј Ј 

со т, 
+ I ?:f

J
. (y)u

J
, 1 ~ 

Ј=О 

о.:::> 

~ р(uШ_ п) + I fc/ ј (у) иј I (у € Х; ш=О, 1, •.• ) , 

m m т ,0 . 
ipretpostavki p(H-П)~О(ш-?<::><:» i U=(Uj)E(X,F,x) Ст=. 

=0,1, .... ) •. 

4. Ыа osnovu 'stavova 1, 2 i ,3, z~k1jucujemo da se pri izu-
/.:, . 

. 6avarij ц a1gebarsko-topo10ske struktu!.'e skupova (Х ,ЈП d, С Х, F) Ь , 

(х,Р,х,)С i (х,Р,х,)О osnovni problem sastpji u i;ome kada i k'a-
,. 

ko se moie doseg dejstva (X,F)d operatora (Х,Р) snabdeti struk-
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ttlror.a prostoraBoK. U vezi s tim primetimo da u slucaju opera-

!'tora (X~P) takvog аа za svako ХЕ, Х postoji indeks јХ' takav da 

ј >јх pov1ac1 fj(X)=O, illlamO CX,F)d=T i па osnovu toga da је' 

tada' (Х,Ј?)а prostor ВоК' u odnosu па homog~ne pseudonorne 

p,(U);::lu.j (ј=:=О,l, •. '.). Prema stavovima 1,2 odnosno 3, u takvom 
Ј Ј 

slucaju su ,(х,р)Ь ,(х,р)Ьn (х,Р,х')С i (х,р)Ьn (х,р,х')О pro-

stori ВоК u odnosu па homogene pseudonorme p.(U)=lu·1 (ј=О,l, 
Ј Ј 

... ) i 
, јх ' 

p(U) ;:: suplf.fo(x)uo{ = SUPI?:fJ,(X)uJol • 
хЕ::Х Ј=О Ј Ј :х:еХ Ј=О 

U nastavku сето pokazati d'a za doseg dejstva 'operatora (х,р) va-

zi i obrnuto ,tj. ' 

~.i. tloseg dejstva (х,р)а operatora (Х,Р) је prostor B~K 

sa pseudonormama Pj(U)=lujl (j=O,l, •.• ) ako i samo ako је Т :: 

== (х,р)а (sto, prema stavu 11.2.7, znaci аа za svako ХЕХ ро­

stoj{ indeks јх takav аа ј>јх implicira fj(X)~O). 

Posto је о trivija1nom de1u naseg tvrdenja vec Ъi1о reci, 

pretpbstavimo da је (X,F)d prostor БоК u odnosu па pseudonor­

те Pj(U)=I'u j J (ј=О,l, ..• ). Тааа iz pretpostavke аа su funkcije 

f ј(х) (ј=О;l, ••• ) definisane па Х sledi Е ј Е (Х, р) d ,za svako 

j=O,l,; .•• Uocimo zatim proizvo1jno U=(uJo)~T. 1z prethodno re-
k ,ft 

k а' о :cenog iz1azi u:: 2: u.E о Е (Х, р) (k=O, 1, ••. ). Tako form~Tan niz 
, ј=о Ј Ј ' , ' 

(Uk ) је Cauchy-ev uprostoru «X,F)d; Po'Pl'·.· .• ), ра postojio 

UX =(и~ ) € (X,F)dtakvo аа Uk
-? U~ (k-:;;..oc) u prostoru 

Ј 

«х,р)а; Po,P1'.'.) • 

Меdџtim, konvergencija u роsmаtrаnош prostoru је ustvari konver­

gencija ро kооrdinаtаша, aniz (Uk ) ро koordinatama tezi po1a-

znom nizu, U=(u j ). U zak1jucku аоЫјато 

u Ео (х, р) d i (Х, р) d =, Т. 

* U =U, i n~ osnovu toga 

Prethodnom tvrdenju U slucaju skupova (X,F)b, (X,F,x/)c 
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1 (X,F,x')o odgovaraju slede6a tr1 tvrdenja koja ве dokazuju 

па slican nас1n, pr1 сети је, fao 1·'ran1je, Pj(U)==lu j l (j=~,l, ••• ). 

4.11. (X,F)b = Т· ako l' вато ako је «X,F)b; РО'Р1" •• ) 

prostor ВоК 1 'suplf,(x)[<e><a (ј=О,l, ..• ) 
ХЕ.Х Ј 

(Pr1me6ujemo da, prema stavu 1I.2.9, иа1оУ1: 

«X,F)b; РО'Р1' ••• ) 

је prostor в к . 1 
о 

С1Ј'и, 1ndeksa Ј' 
о 

вир 1 f .( х) 1<:00 (ј=О, 1, ..• ) , 
ХЕ Х Ј , 

роу1асе egz1sten-

takvog da ј е f ј ( х) -= О па Х za s vako ј > ј о' ) 

4.111. (X,F,x')c «x,-р,х')О) == т ako 1 вато ako је 

«х,р,х')С; РО'Р1" .• ) «(х,р,х·)О; Po,P1".'~) prostor БоК 1 

. post~j1 .11mf·ex) (j=O,l, .•. ) е 11т f.ex) = О (j=O,l, .•• ». 
. • . X-fi" Х' Ј х ... х' Ј 

о _\ 

. Ana10gne konstatac1je ПlОgu ве uc1n1t1 1u slucaju skupova 

(x,P;X~)CГ\ (х,р)Ь .1 (.X,F,x')on (х,р)Ь, па сети ве ne6emo zadr-

~avat1. Inace, u op~tem Вlисаји ya~1 slede61 stav Mazur-a 1 Or-

1icz--:-a ([31], 3.1): 

Akoje (Х; P.o'-"rl" •• ) beskonacno~d1menz1onalan .boK-рrо­

'. stoi, onda suprostor~ (Т; РО'Р1"") 1 еХ; Ро'Р1' •• ·.) 1zo­

morfn1.· (Mo~e ве, med:~t1m, dokazat1 da ya~1 1 obrnuto.) 

1таји61 u v1du 1 nj1hovu nајауи па pocetku naseg ode1jka', 

·pr1me6ujemo.da njegov1 do~ada~nj1 ~~zu1tat1 u 1~vesnompog1edu 

uроtрцnјuјu rezu1tate ode1jka II.4, ра Ь1 1т, s te tacke gled1-

sta,tamo b110 1 mesto. Nj1hovo raspored1vanje u odeljak . I1I.3, 

kaonjegovogprvog de1a, posled1ca је 1 oko1nost1 da оn1 upravo 

Ј.о 
u tom ode1jku 19raju jednu od glavn1h u~oga. 

Ыа овnоуи n~pomene 4 1 с1nјеn1се da u slucaju neprek1dnih 

postupaka (X,F,x') vaz1 re1ac1ja (X,F,x')°f:; (x,p,x')C~ (x,p)b~ 

(X,F)d,u ostatku ovog odeljka centralno mesto pr1pada slede6em 

stavu. 
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ВоК u odnosu па pseudonorme 

. 1с . 

= S U р lL:f.(;x:)u·1 • 
k,xE Xi ј=о Ј: Ј 

.Dok~z. Pokaza6emo najpre аа Би pseudonorme .P~(~) (i=O,~, 

dobro definisane, tj. аа је za svako U=(Uj)E (X,F)d i 

i=o,l, .•. pi(u)· ~oria~no. u tom ci1ju primeiimo аа је. 
k с..о 

(Lf,(y)u·l~iLf.(y)u·1 + 
.ј=оЈ Ј ј=о Ј Ј 

; с,с:::) <::;.ос::) 

.~ 8и p!2:f.(x)u.J +) L f.(y)u·l 
. Х €Xi ј=о Ј Ј. j=k+l Ј Ј 

(U=(u.)E(X,F)d; y<:::Xi ; k=O,1, •. ~). 
. Ј .. ~ . 

Ыа osnovu svojstva N operatora (X,F) je'".k~ui. f ~fj(X)Uj 1< оо 
.С>о . 1. 

(паротепа .1.1. ii) i red г:: f . (х)и . uџifоrmпо konvergira па Xi • 
Ј'=о Ј· Ј . 

. о.::::;> 

Dakle, postoji k o : takvo аа је s u р"" t.L fj(X)Uj[~l. 
k,?ko,x~Xi J=k+l .. 

т ада, prema (. с ) ,imamo 

.. (а) 

. с>о 

+ S U р. 1.2:. f ј ( Х) u ј 1 < о<::'> • 

k~ko,XEXi J=k+l 
S Qrruge strane·, рО' definiciji operatora (X,F) tipa Ы, funkcije 

fj(x) (~=o,i; •.• ) neprekidne su па kompaktnom topo1oskom prosto­

ru (Xi , I(:'i)' а time i ograni~ene па skupu Xi • Otuda ј е 
. k 

su р I ~ f ј ( Х) и jl < ос , 
k..:::ko ,Х Е Xi Ј=О 

sto Ба(а) daje 
k 

p}<U) = sup \~fj(X)Uj \ < оо 
k,x€X i Ј=О 

za sva.ko U=(Uj)E (X,F)d i svako i=O,1,... (zbog prcizvo1jno-

sti izbora niza U=(Uj)"E(X,F)d i skupa X~). 

Pretpostavimo sada аа је niz (Um),~pm=(uj) (m=O,l, .•• ) 
. d . ;.[ 1 

... Саисћу-еу U prostoru ((X,F) ; РО'Р1' ••• ; PP,Pl' ... )' tj. аа 
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-.-- -.> С>О , ~ '-"'"""" =" • • • Р Ј' (uffi_.un)~, О Ст п ---.) (Ј' о' 1 ) 

p~(Um_ Un )--.> О (ш-+ос>о ,n-+-<>С» (i=O,l, ..• ). 
l , . 

·С е) sledi egzistencija niza U=( иј ) . takvog da 

р . (uш_ u) ~ о (т...,.. ос::» (ј=О, 1, •.• ) • 
Ј 

Роkаzа6ешо аа tako dobijen niz 

Um ....... U (т~Oc:»' u prostoru CCX;F)d; 

d U=(Uj)€(X,F) , kao i da 

1 1 ) t '. 
РО'Р1""; Po,Pl"" , Ј·, 

рrеша Се'), аа i 

( f ' )'р ~ ( Um - U ) --,)to О (ш ~ е>с::Ј) С i=O , 1 , ••• ) • 
1. 

Zaista, па osnovu Cf), pri proizvoljno izabranom (ра fiksiranош) 

i , za dato Е>О postoji broj то takav аа је 
'k 

piC Um-Un)= sup . I Lf .(~)Cu~-u~)(·~r.: za ш;>шо i n>шо ,,' , k,xt;X
i

. ј=о Ј ,Ј Ј , 

tj. 
k 

1 L. f . (х) (u~-u~) Ј::$'Ео za svako XEXi , svako k=O, 1, " . ",' ш~mо i n>шо " 
ј=о Ј, Ј Ј' 

Pustajuci п аа tezi ka ~ i imaju6i u vidu da (е') znaci konver-

genC?iju ро kооrdinаtаша, dolazimo ао zakljucka da је 
k 

I~//x)(uj- U j ) I~ Е. zasvakoxo;: Xi , svako ~O, 1, ••• i m >ШО ' 

odno~no 

zа,ш>шо • 

. Prema tоше, 
k 

.(.f") .эир ILf,(x)(u~- и.)I~ о· (ш-Фоо) za svako i=O,l, ..•• 
. '" k, xE,X

l
. ј=о Ј , Ј, Ј, > • 

. , . d 
Dob5,.jena relacijaupravo. ошоguсаvа аа se ustanovi U=(u j )€ (X,F) , 

C:::>OQ 

tj.· аа red L. f . (x)u. konvergira za svako Х с; Х. Naime, uoci vsi 
,ј=о Ј Ј 

·УЕХ izаЬеriшо Х, iz familije 
1.0 

X~ (i=O,l, .•• ) 
ј . оо 

(t6 ј е moguce па osnovu . Х = .V Xi ). ,-Ta~a ј е 
. 1.=0 

УЕХ. 1. . 
. О 

tako аа 

. . q . q р 

'1 L f
J
.(y)u·l<{L:f.(y)(u.- u~)l + lL..f.(y)(u~- u·)l + 

ј= р+1 '. Ј - ј=о Ј.Ј Ј Ј=О Ј Ј Ј '. 
q' . ~ , k, q 

+1 L: f.(y)u ~ (~ 2 s u Р } L. f . (x)(uI!1-u ·)1 +' L:fj(y)uj I 
ј=р+1 Ј. " Ј. k,XEX i

o 
jr~ Ј , Ј Ј ј=р+1 
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C>D 

'Konvergencija reda L.. f . Су)и. sledi onda па osnovu (f") i 
'ј=о Ј Ј 

',pretpostavke Um =(и!?-) Е (X,F)d (m=O,l, ... ). Sto se tice re1acije 
: ,',' " ' ' Ј 

: " . 

'Cf')" re1acija (f") је njen eksplicitni oblik. Kompletnost B~K-
," , 'а 1 1 

~prostora ((X,F) ; Po,Pl' •. '; Po,P1'.·~) је time dokazana., 

nоrше 

5. i. U slucaju matricnih operatora (F), F=( f ij ), pseUdo-" 
, 1 1 " k 
Pi (u) (i=O,l, ... ) mogu ве s'vesti па Pi (U)=,sup[L:. f. ји·1 

.: . - 'k ј=о 1 Ј 

,;·(i=o',l, ••• ) ,(videti napomenu 1.1.i). U slucaju pak N-operato­

~';a'(xb,x',F) takvih da je,odgovarajuci postupak (xo,x',F) O-ne­

.prekidan (1.6.vi ' i 1.6.vii) u &'vojstvu pseudonbrmi p~(U) mogu 
, ,к 

ве uzeti pi(u):;: s u р , l~fj(x)Ujl (i=O,l, •.• ), gde је (Xi ) 
',' " k,xo~x~xi+1 Ј-о 

,niz ,tacaka ,iz interva1a [хо,х') koji konveTgira ka х'. L. W1o-

~arski је pokazao [20Ј da ве pri posmatranju operatora (хо,х' ,F) 
, 

.tipa N, takvih daje odgovaraju6i postupa.k (xo,x',F) \Ч-nерrеki-

d~'(napomena 1.6.,v) u svojstvu pseudono:r~ pi(U) (i=O,l, ... ) 

moguuzeti 
, k 

p~(U) = вир} Z:f
J
. (xi)uJ-l ' gde је (xi) niz ciju egzi­

k Ј=О 

stenciju i svojEtvo pretpostav1ja definicija Vi-neprekidnog postupka. 

1 uopste, p'ri' svojstvu N operatora {X,F), postoje mnogo-

brojne 

da је 

mogu6nosti izbora pseudonormi 

«(X,F)d; РО'Р1' •.. ; p~,p~, ..• ) 
i, 

mer, mo~emouzeti 

1-Pi(U) (~=O,l) ... )takvih 
r 

prosto~ 
, ' 

ВоК. Tako, napri-

:'gde.suYi (i=O,l, •.• ), unije ро konacno mnogo skЧ-роvа familije 
оо ' 

X~ (i=O,l, ... ) takve da је i VYi = Х. Novi izbori pseudonor-
1=0 

mi pt (U) (i=O~l, ..• ) nе dovode, medutim, ао bitno novih pro-
, " , d ' 1 1 

stora ((X,F); РО'Рl'···; РО'Р1'···)·и"оа.:р.О$и па onaj kOji је 
. ~ 

POS-mаtтаn u stavu 5. Naime, па osnovu Ze11'er-ovog stava (1.2.11), 

Ya~i: 
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5.1i. Neka је 6perator (Х,Р) tipa N i neka su pseudonor­

те Pj(U) (ј=О,l, ..• ) 1 p1(U) (1=0,1, •.. ) def1nisane kao и 

stavu 5.Ako је pri tome ((x,F)d,n) prostor FK, оnаа је norma 

.. n(U )'. ekviva1entna sa sistemom pseudonorm1 р ј (U) (ј=О, 1, .... ) i 

p1(U) . е 1=0,1, •...• ), tj. tada su prostori 

«X,F)d; Po,Pl' ••• ; p~,p~, ... ) 
.i е ех ,F) d ,п). 1Z0Нiori'ni. 

Dakle, algebarsko-topoloska struktura dosega dejstva (X,F)d 

. N-:-ope~atora (X,F)· odred:ena је па jedinstven naCin.· Stoga seta­

аа moze govoriti jednostavno о Bok-рrоstоru (X,F)d 1, ako је 

.. to potrebno,ope:risati (eksp1ici tno i 1mpl~1 tno) samo sa pseudo ..... 

. normama Pj(uY~lujl (ј=О,l, ••• ) i 
. .. k' 

p1(U):: s u pl2:. f
J
.(x)u·l 

.. k,ХБХ. ј=о . Ј 
. . . ~ 

. \. 
. " .. 

,'" 

Зlеаесе tvrd:enj.e pokazuje аа је, pr1 svojstvu N· operato-

та (X,F), svako' U~(Uj) E'(X,F)d granica n1za (Uk ) takvog аа 

za svako k=O,l, ••• Uk=(u~) 
Ј 

ima вато konacno mnogo koordinata 

raz1ic1. tih оа nи1е. Precizn1j е, 1тато: . 

5.iii~Ako је o~erator (X,F)' tipa N, рnаа za svako U= . 

.... =(и.-)Е(х,р)а u prostoru «X,F)d; РО'Р1' .•• ; p~,pi, ... ) vazi . 
. Ј .. 

raz1aganje 
0<:1 

U = ~ иЈ·Е Ј·' • 
Ј=О m . 

. Dok:9.z. Stavimo um=~uJ.EJ' ~ Тааа iz Р Ј' eUm- U)=O za ш> ј 
Ј=О 

sledi аа ,р.(пш-u)_о eт~-o<::,\) za svako ј=О,l, •..• U 1sto 
. Ј .. k . 

, 1 m l' Ј . vreme imamo р i (U - U ) = s u р 1 z:. f ј ( х)( иј - U ј) = 
. k,x6X. Ј=О . k' l . 

= S U р 1 L f.ex)u.{-...o (т~oo) za svako i=O,l, •.. (ро ае-
k>m,XEXi j=m+l Ј. Ј 0.0 

finiciji N-operatora (X,F) red· Lf .(х)и. unifоrпmо konvergi-
ј=о Ј Ј 

ra Па 'Xi za svako i=O,l,~ .• ), sto, s obzirom па proizvo1jnost 

iZboraU~~Uj)E (x,i)d, dokazuje tacnostna§eg tvrdenja. 
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", '," 

вуе 

сеn 

Na slican ,naci~se,moze dokazati i sledec1 rezu1tat: 

'Ako doseg'dejstva (X,F)d operatora (X,F) t1pa N' sadrzi' 

n1l1a,:"nizove, onda za svako U=(uj)E: (X,F)d 1 svak1 ograni­

dvojni ,niz y~n)(т,n=o,l, ••• ),' niz (um), gde је 
, т_ (' , , ' ( m ) ( т) ) ( _ ) , 
U - иo,и1'~'. ,ит'Ут+1'Ут+2".' ,т-О,l, ••• 

. ', ", d 1 1 
konvergira k~'U., upr?storu «X,F) ;Po,P1"·~·; ро'р1' .... ) Sta 

ViSe.·,·t'akonvergencij~ је uniformna ро' svim nizovima y~n) (ш,n=, 

ogran1cenim 'jednim 1stim Ъrojem, sto moz'e Ы ti od zn,a.-
, , 

caja(riaprimer, pri ispitivanju perfektnosti regu1arn1h nepreki­

"dn:Lh'postupaka ех, F, х') ) • " 

Primeriom stavova 1 i 5, dobijamo slede6i 

'·'б. STAV. Doseg Ъ-dej~stva N-~eratora (X,F) j~prostor ВоК 

odnos'u napseudonorm~ Pj(U) (j~O,l, •• ~:), 
" k " \. 

" PI(U),= s 'ћр lz:. f j (x)u j 01 
, '" ,k,x€ Х! ;)=0 " 

(1=0,1, •• ~, ) 

:р('U)=зuр l~~e.(~)u'~ 1 · 
, х б Х ,ј:: О ;), ' ;) 

,Уnо о 

1z i'stih raz10ga kao i тan1је, moze se govori ti jednosta­

'Ъ BoK-рrоstоru (X,F) • S11cankomentar moze se dati i uz 

sledeci rezu1tat. 

- 7.STAV.Domen primene (X,F,x~)c i domen o-primene 
I 

(X,F,x')O '~prekidnog_postupka (X,F,x') ~pr0stori ВоК u 

odnosu па pseudonoir.'me p~(U)=lujl (j=O,l,~.o), pt(U) = 
"k - , 

= su р 1~'fj(X)Uj I 
k,х€Х.-о. '=0 " ; 1. СЈ , 

оо 

(1=0,1, ••• ) i p(U)= supl?:f.(x)u·l ' 
'Х6 Х Ј=О Ј Ј 

gde ј е {01 Ј i=O, 1, о ,О • 
oko1inska baza tacke х' ciju egz1.stenciju 

• 
i svojstva pretpostav1ja definicija 1.б.' 

Tacnost stava 7 sledi па osnovu nаротеnе 1.6.vii i sta­

Уоуа 5 i::;c,} odnosno 3 о Primetimo takode da pored raz1ici'tih iz-

bora pseud.Qnormi 
1 ' 

р i napomenutih kod proizvo1jn1h operatora' 
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(Х?Р) tipa Ы, u slucaju neprekidnih postupaka (х,Р,х') takvih 

аа polaznl prostor СУ, ~) ima prebrojivu bazu mozemo uzeti 
1( 

p~(U) =: s "и р 1 t: f ј (х)иј l (i=O, 1, •.. ) , 
k,XEXnO, ,-01' Ј=О 

1-.Ј.. 

gde је {) -=у 
-1. i {о.} '-'О l' p;ebrOjiVa oko1inska baza tacke 

1 1-, , ••• 

х' koja predstav1ja monotono opadajuci niz skupova i,ispu;njava . . 
иэ1оуе iz definicije,neprekidnog'postupka (videti nаротеnи 

1.б.iii)~ Та- napomena moze эе primeniti, napr~mer, pri radu эа 

O-neprekidl1im postupcima. 

Stavovi 6 ,i 7 pokazuju da se struktura. dosega b-dejstva 

(х,р)Ь ',N-operat6ra (Х,Р) i struktura аотепа primene (х,Р,х')С 

i аотеnа o-primene (х,Р,х')О neprekidnog postupka (х,Р,х') n~ 
I , 

prirodan. nacin I1 naslan jaju" nastrukturu dosega dejstva -( Х, р) а" 

odgovaraju6eg N-operatora (Х,Р). То, medutim,ne znaci аа se sva .. 
Svojstvaprostora (x,p~a prenose па prostore (х,р)Ь, (х,р,х')С 

.' • • •• о" I 

{ (Х,р,х')О. Tako, n~primer, tvrdenje 5.iii пета analogona u 

slucaj~ prostora (х,р,х')О, а time niu вlисаји prostora (x,p,x~)C 

i (х,р)Ь. То pokazuje slede6i primer. 

7.i. Primer. Posmatrajmo 

,1;1=(f".J-'), gde Ј"е f -ј - 1 ~ - ii- ~i,i+1 - 2 

t k Ср ') ров -ира 

(i=O,l, .•• ) 

odreaen matricom 

i f .. =0 u оstа1iш 
1Ј 

slucajevima (ocig1edno, postupak СР') takav је аа је 

и.+и., 1 
(р)(п) = 1 1Т (i=O,l, .•• ) 

2 
1. u i +ui +1 ~ (F')(U)= 1im ), i niz U=(u.) ва иЈ" =(-l)ј (ј=О,l, ... ). 

i 2 Ј 

Тааа је (F;)(U)=O, tj. ПЕ (Р')О. UZimajuci, 

ит=(ио ,и1 ,···,ит ,0,0, ..• ) 

. - 'ffi т. m+l т+2 
u datom slucaju imamo u- U =(0,0, •.. ,0,(-1) ,(-1) , . .• ) i 

. v =- ( '-1 ) т + 1 ( F)(U.- um)=(v.), gde Ј'е . О . -1- ( О 1-. 1 1 v
1
' :;: Z а 1 r т т= , , 

т 2 

• • • ).. N а о s п оуи t о ga ј е 
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k1e sledida zaposmatrani niz 

st~ru (F')o (dak1e i prostorima 

um-f> U (т-.... CКi) н, pro­

i (р)Ь). Primetimo ta-

коае аа и datom sllJ.caju niz (uШ ) uopste пе konvergira и prostoru 

(Р')О. (Prostor (Р')О је tipa К, ра ako 1i niz (Um) konvergirao 

и tom prosto:eu, опаа Ы njegova granica ЫО niz U, sto, vide1i 

sшо, nije slucaj.) Moze ве, dakle, reci аа tada red 
CQ 

LU.E. 
ј=о Ј Ј 

пе 

konvergira и :prostoru (X,F,x')o (i, naravrio, prostorima (х,Р,х')С 

i '(x,i)b ). Sledeci,stav pbkazuje аа ied 
0.0 

:L.u.E. 
ј=о Ј Ј 

moze divergi-

) i опаа kada је niz'U=(u.) 
Ј 

konvergentan а postupak (X,F,x') po1uregu1aran (definicijja 

'II.1~2 )~Naime, vazi 

8. STAV. Neka j~ (х,Р,х') po1uregu1aran neprekidan postu-

pak takav аа је' а·= 1im f.(x) == 'о (ј==о,l, ... ) 
. ,Ј х-?х' Ј 

i 
(:>'0 

а= 1 i m у- f . ( х) 
,(;~ Ј 

оо 
Х"'Х ј==о 

, 'с о 
~Oi ,U=(Uj)E Т -,Т. Тааа red L. и.Е. 

ј=о Ј Ј 
divergira и prostoru 

(Х,Р,х')С «X,F)b ). 

])okaz stava 8, род.. pretpostavkom аа је Х skuprealnih 

(kошр1еksпih)Ьrојеvа: iz10zen је и [18Ј, str. 46. bljegovom ana1i-

zош ustanov1java. se da dokaz i lJ. novom slucaju moze te6i па isti 

,nacin. 
.Ј!' 

Stav8 pokazuje da~ pod njegovim pretpostavkama о postu-

pku (Х,l!',х'), iz U=(u.)E.T c 
Ј . i konvergericije reda 

с.о 

.L и.Е. 
ј=о Ј Ј 

и 

prostoru (X,F,x')C sledi U=(u
j
)€ ТО. Nije, щеdutim, tesko vi­

,:detida vazi i obrnuto. 

L. \111odarski [20] ј е р okazao аа ј е аоmеп primene 

;(Х,Ј?,х')С, 1N-neprekidnog postupka (хо,х",Ј:") prostor ВоК u оапо-

, . 1 1 k 
su па рзеиаопотте Pj(U)=(ujl (j=O,l, •.. ), Рi(U):::s~рi-=-оfј(Хi)llј! 

(i=O,l, ... ) i p(u)= s и р ,::;=- f ,(x)и,~ , gde је (х.) niz tacaka 
у <. ~-/-x "ч-~ Ј ЈI l -- о .... ..<'-"- , tJ 

interva1a ~o'X') iz definicije W-neprekidnog postupka. Prime-
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6ијето u~gred б~ su tada 1 (хо,х',р)Ь 1 (хо,х',р)О prostor1 ВоК 

и odnosu па posmatTane pseudonorme. 

Niz'Om ех1) 1z def1n1c1je W-neprek1dnog postupka (хо,х',р) 

odreden је па uobicajen nacin matricn1 postupak (G') 1zveden 1z 

Pos"tupka (хо,х',р). ТаЈа su (G')o, (G')c i (G)b BoK-:-рrоstоr1 

и odnosu.na pseudonorme Pj(U) (ј=О,l, •.. ) 1 p~(U) (1=0'1' ••.• ). 
1 со 

posmatrane odVllodarsk1-оg 1 р CU)= эирА ~f "(~)uJ·l • Pr1mer 
m Ј=О Ј 

та tr1cnog post'upka i ekv1 va1entnog' W-neprekidnog postupka (vide-

:ti I1.4.4-.v) pOkazuje Ја posmatran1 izveden postupak (G.') 1 ро-

1azniVI-nерrеk1dan postupak (хо,х' ,ЈП mogu biti ekv1va1entni. Та­

Ја э~, dak1e, domeni pr1mene postupaka'(xo,x',F) i (G') podudara-' 

,!у. ји. U opstem slucaju treba, medutim, dopusti ti mogu6nost da је' 
I . . 

::- , .. , 

" .. 

. skup (Х,Р,х')С ртау! podskup od (G')c. Med:utim, primenom stav-o-

va I.2.11 i 1.2.10 ЈоЫјато da рт1 neprekidnosti postupka 

'. (X~P,x') mogu nastupiti samo dva slucaja: i11 је skup (х,р,х')С 

pT'y~ kategor1je uprostoru (G')c, i11 se сх,Р,х')С podudara эа 

(G')c. Ћа1те, precia stavu 1.2.11, 1dent1cno pres1ikavanje A(U)=. 

=U (l!=(u j ).Е (X,F,x ')С) је jedno linearno preslikavanje BoK-рто-
I , • 

stora' (х,Р,х')С и в .X-prostor (G')c. Tacnost naseg tvrdenja . о 

sledi onda па osnovu stava 1.2.10 Си :posmatranom slucaju је 

Postav1ja sesada p1tanje kada, рт! datom neprek1dnom ро­

.stupku CX,F,x'), postoji izvedeni postupak (G Z

) takav da је skup 
, 

(X;}i',x')c prve kategor1je и prostoru (G')C. Prema prethodnom, 

.dovo1jnoje nа6! izvedeni postupak (G') takav da. skup (G')c iша 
, . 

bar јеЈan elemenat vise od skupa (Х,р,х')С. Takvu mogucnostima-

mO,naprimer, kodregu1arnih neprekidnih postupaka (х,Р,х'). 

Za1sta, ako је neprekidan postupak (х,Р,х') regularan, 

оnЈа је 
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(videti komentar stava 1.7) i postoji ograni~en niz и=(u") ta­
Ј D<C 

kav da u=(uv")ф(х,F,х')С. Odatle sledi supl~fJ"(x)uv"I<Oc::) i, 
хЕХ Ј=О ' 

па овпоуи toga, egzistencija niza (xi ) elemenata iz Х koji kon-
с:.><:::> 

vergira ka х' tako da postoji (kona~an) l~m т fJ"(xi)'u
J
" • Posma­

l Ј=О 

;;trani niz u=( и ј ) o~igledno ima grai1icu u smislu postupka (G') 

izvede'nog iz PO'stupka (X,F,x') i pridruzenog nizu (xi)' ali" 

kako smo pretpostavili, пе i u smis1u po1aznog postupka (X,F,x')., 

Ыа овпоуи toga,' skup (X,F,x')C је prve kategorije u prostoru (G')C. 

4. Struktura domena primene neprekidnih 

(X,F,x') g-postupaka 

\ 

Stavovi 1~3 i 5-7 iz prethodnog odeljka pokazuju da ве 

.:рт! uvodenju topoloske struktur~ U skupove (X,F)d, (X,F)b, 

(х,У,х')С i (X,F,;')~ bitno koristi6injenica da и=(иј)Е (X,F)d 

«X,F)b~ (X,F,x')C odnosno (X,F,x')O ) pretpostavlja konvergendi-

~ 

ји reda, (x,F),(LJ)=:L f
J
" (х)иЈ" za svako хЕ Х. Pri definisanju 

Ј=О 

skupova (X,F)~ , (X,F)~ , (X,F,x')~ i (X,F,x')~, U=(Uj)S(X,F)~ 

'-«X,F)~ ,(X,F,x')~ , (X,F,x')~ ) pretpostavlja egzistenciju oko-

1ine 0u tacke х' takve .da red (x,F)(U) konvergira "tek" za 

svako xEXnOU (dopustajuci, dakle, mogucnost da red (x,F)(U) 

divergira za svako xex-ou). Ve6 taj podatak pokazuje da tre­

Ьа racunati ва ve6im teskocama pri tend'enciji da sktipove (X,F)~, 
, о 

(X,F)~ , (X,F,'x')~ i (X,F,x')~ snabdemo strukturom prostora 

ВОК (i1i nekom drugom io1e efikasnom slozenom matematickomstru­

kturош). Nasedalje izlaganje pokazuje da ta struktura пе тота 

biti obezbeuena ~ak ni u slucaju kada је operator (X,F)g tipa N 

Са -'cime postupak (X,F,x')g neprekidan). То се slediti iz stavova 

Ва potrebnim i dovoljnim us10vima da doseg dejstva i doseg b-dej-
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s tva N -ope:ra tora (Х, l!') g i дотеn primene i domen o-primene пе­

prekidnog postllplca (Х,Р,х')о- Ьиди koneksni prostori GK (и odno­
б 

БН па UОЬiсајЕШО sabiranje nizova), koji su озпоупа problematika 

,ОУОб (poslednjeg) odeljka nasega rada. I sada, kao i и slucaju 

odeljaka II.3 i III.2, svi rezultati се se bazirati па rezul­

tatU leme II.3.4, i odgovarajucim. stavovima za operatore (X,F) 

tipa N odnoano neprekidne postupke (х,Р,х'), sto 1emi 11.3.4' 

daje izuzetno Ya~no mesto u оуоm radu. ' 

1. STAV. Doseg~jstva N-~eratora (X,F)g је koneksan 

GK-prostor ako i samo a1to postoj~ okolina О tacke х' takvada j~ 
"' d '. . d 

(X,F)g =(XnO~F) • 

Dokaz. ~retpostavimo да је operator (X,F)g t~pa N i да' 

ј е (Х ,р) ~ koneksan GK-pr'ostor и odnosu па uobicaj епо sabiranj е 

.nizova. Тада, prema lemi II.3.4 (uzimajuci za у upravo prostor .. 
( Х ],)д с.. , g-(x,~)~), P~stOji oko1ina О tacke х' takva da је 

(хn·о,:ь,)д. Kakoobrnuta ink1uzija pogotovu va~i, 

dobijenuoko1inu 0- tacke х' (x,p)~ = (XnO,F)d. 

to је za talco 

(Iz dokaza па-

seg .stava и posmatranom smeru vidi se да taj део stava va~i za 

proizvo1jne, а .пе samo za.N-ореrаtоrе (X,F)g.) Obrnuto, n~ka је 

operator (X,Fr.)g tipa N , i neka postoji oko1ina О tacke х' takva 

da је' (xГ\o,~)д~ (x,p)~ • Ро definiciji N-operatora (X,F)g (род­
odeljak 2.1}, postoji okc:>lina 01-'.:~O tacke x~ takva да је opera­

tor (XnO~eP) tipa ы. Тада iz (x,p)~ =(XAo,p)д~ (x(\o~,p)д~ 

(x,p)~ sledi (x,p)~ =(Xf\Oz:,F)d. Ыа osnovu stava 3.5, (х() O};:,F)d, 

ра prema tome ~ (x,p)~, је prostor БоК (и odnosu па pseudono-
о 

rше' p.(U)=lu. f (J·=O,l, ..• ) i Ј . Ј l 

l' Ј k 
.' Pi(U)::;; s и р ALfj(X)U j ! (i=O,l, ••. ), 

k ,ХЕХ(Ю;е-Оi Ј=О 

,gde је {Oi~. О prebrojiva okolinska'baza ta~ke х' ~iju .... ~i= ,1, ..• eg-

zistenciju i s~bjstva pretpostav1ja definicija 2.1). Time је до-
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lca~ stava 1 dovrsen, s obzirorn па to аа ~e svaki BoK-рrоstоr i 

Cj.K-рrоs t,o:c. 

1.i. Analizom dokaza stava·1 do1azimo до zak1ju6ka ааје 

d~seg dejstva (x,p)~ N-operatora (X,F)~ mogu6e snabdeti struk-

turom· pr'ostora в к 
о 

ako i вато a,ko ga је mogu6e snabdeti struk"::' 

turom kOl1eksl1og prostora GK. U tom smislu se moze re6i да је 

struktura BoK-рrоstоrа prirodna za doseg dejstva operatora (X,F)g 

tipa N i u stavu 1 umest.o koneksnim prostorima GXoperisati 

ргоst6rimа . ВоК. Ista konstatacija vazi i u slu6aju skupova (x,p)~, 

(x,p,x')~ i .(X,F,x')~ kod N-operatora (X,F)g одповпо nepreki­

dnog postupka (X,FiX')g , ра 6е stoga u slede6im stavovima biti 

re6i вато о prostorima ВоК. 

2. S.TAV. Da bi doseg b-dejstva (x,:E')~ N-operatora (X,F)g 
/. 

bio prostor ВоК potrebno i dovolj~je да postoji okolina О 

ta6ke х' takva аа је (х(\о,р)Ь= (x,p!~ 

Dokaz. ~ovoljnost. ·Pretpostavimo да је operator (X,F)g 

·.Jcipa N i аа postoji okolina О ta6ke х' ва svojstvom (ХnО,р)Ь= 

(x,p)~ • PO,definiciji· N-operatora (X,F)g' postoji i oko1ina 

O~<:;O tacke х' takva ааје operator (Х(\Ох,Р) tipa N". Zbog 

(Хn o,p)b~ (Xn·oR,F)bc .Cx,p)~ , dolazimo до zak1jucka да је 

(ХI10эz=,Р)Ь == (x,],)~ , ра dovolj11ostnavedenog ив1оуа dobijamo 

рI'iшепоm stava3.6 па operator (X{)O~_,P). (Na овпоуи navedenog 
. :Б: 

siava је (хnох,р)Ь, dakle (x,p)~, prostor ВОК u одпови па 

pseudonorm.e Pj(U) (ј=О,l, ... ), pt(U) (i=O,l, .•. ) navedene pri 
. с.о 

. dokazu prethodnog stava i. p(U) = вир 1 ~ f ј (х)иј i .) 
XEXnO* Ј=О . 

Potrermost. Pretpostavimo д.а је dosrg b-dejstva 

H-operatora (X,F)g prost'or ВоК' Па osnovu ink1uzije 

(x,P)~ i 1ете ТI.3.4 (uzimajuci y=(x,p)~), postoji oko1ina 

01 ta6ke х' takva аа је (X,}i')~~(X{)Ol,1!l)d. Ыа osnovu defini-
<:> 
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cije N-орегаtота (x,F)g' postoji oko1ina O~S01 ta~ke х' ta-

kva ја је opera~cor' (Xl102:,F), tipa N. Tada iz (X(\0l,F)d~ 

(xnox,J!:)d s1edi (X,li')~S(X{)02f,:p)d. Sli~no kao za Z u dokazu 

stava 2.2, тo~e ае 

с: (хn о Тi')b Vto _ }С ,.1. ,В , 

zatim ustanoviti da је (preciznije) (x,p)~ ~ 

budu6i da је pogotovu (XГ\O:7e,p)b~ (X',P)~ , 

imp1icira (х,р)Ь = g 
(х г\О2:'Р) Ь. Potrebnost navedenog us10va(sc;., 

О == ОЗf) i stav 2 su time dokazani. 

3. STAV'. Domen 

(х,Р,х') j5LProstor .. g 

primene (x,p,x')~ neprekidnog_postupka 

ВоК ako i Вато ako pcstoji okolina О 

tacke х' takva da j~ (х()о,р,х')С == (x;p,x')~ • 

Dokaz. Pretpostavimo da је postupak (X,F,x')g neprekidan, 

kao i da postoji oko1inaO ta~ke х' ва svojstvom ,(Х{\О,Р,х')С= 

(x,p,x')~ . Tada neprekidnost postupka (X,F,x')g (defin1cija' 

2·.3 ) imp1iciraegzistenciju oko1ine OJE~ О ta~ke х' takve da 

је postupak (Х()Ох,Р,х') neprekidan (2.1, 2.1.1i i 1.6 ). Da је 

(x,p,x')~ prostor ВоК sledi onda"na osnovu (Xf)0x,F,x')C = 

~(x,p,x')~ i stava 3.7. Obrnuto., neka је domen primene(X,F,x')~ 

nepr~kidnogpostupka (X,F,X')g prostor ~oK. Tada, zbog (x,p)~ 

... ~ (x,p,x')~ , postoji ""oko1ina О ta~ke х' takva da је (x,p,X')~C 
.r. 

ех () О , F ) d (1 ета 11.3.4). Lako је, medutim, videti da је u tom' 

slu~aj~ 1 (X,F,x')~S(X(\O,F,x')C, sto imp1icira (x,p,x')~ == 

- (хnо,Р,х')С i dovrsava dokaz stava 3. 

Na ana10gan na~in ве dokazuje i ta~nost s1ede6eg rezu1tata: 

4. STAV. Da Ы domen o-primene neprekidnog postupka 

(Х,Р,х')р- Ыо prostor ВоК potrebno i c'lоvоlјдо је da posto.ji 
<:> 

okolina О ta~ke х·' ·takva da је (X(\O,F,x,)o==(X,F,x')~, 

Stavovi 1 i 2 pokazuju da su doseg dejstva 1 doseg b-dej­

stva N~operat6~a (X,F)g(dak1e, operat6ra genera1isanog tipa ) 
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'prostori ВоК ako i samo ako se isti podudaraju Sa dosegom аеј-:' ,', 

stva odllosl1o dosegom b-dejstva operatora (хГ\о ,F) za neku ok01i-' 

пи О tacke x'(tj. operatora prvobitnog tipa dobijenog оа (X,F)g 

t,ako sto se iz posmatranja ispuste tacke skupa х-о ). Ana10gna 

konstatacija ima s~ (па osnovu stavova 3 i 4) i u slucaju аоmепа 

primene i аотепа o-primene neprekidnog postupka (X,F,x')g' Коа 

matricnih operatora (F)g to prakticno znaci аа је doseg dejstva 

(F)~ (doseg b-dejstva (F)~ ) prostor ВоК ako i samo ako postoji 

matrica dobijena оа matrice F ispustanjem konacno mnogo pr~ 

d d Ь Ь . ' ,vih vrsta takva аа је ,(F1 ) =(F)g «F1 ) = (F)g ). ISt1 komen-

tar semoze da.ti i u vezi sa аоmепоm primene i аотепот o-prime.v-e 

mat~icnih p'ostupaka (F')g • Те cinjenice omogucavaju аа пауеаето 

pri~ermatrice F takve аа ni јеаап оа skupova (F)~, (F)~ , (F~)C 
i' (F')o nije prostor ВоК (sta vise, ni koneksan GK-prostor;' 

.,::.,,)~a1<:.cQ~, оШО, уе'с nap.omenuli)." 

5.Primer. Posmatrajmo matricu 

~) Pretpostavim~ аа је za datu mat~icu F skup (p)~ pro­
ь 

B~OT БоК. Тааа prema stavu 1 postoji indeks i o takav аа је 

(р)а = (F )а, gde је g о ' 

1 1 
. +1 210 

F o = 1 1 . +2 
210 

• • 
blije, med:utim, tesko videti аа niz 

1 ... . +1 
з10 

1 
i +2 3 о 

• , 

U = (иј) , 

1 

• 
gde је 

. . . 
. . . . 

1 
и.=(ј+1) о 

Ј 
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СХ:::Ј 

(ј=О,l, ... ), pripada skupu (F)dg (red L.f. ·и· konvergira za 
ј=о lJ Ј 

.. i>io+l),ali nе i skupu (FO)d (posmatrani red divergira' za i=io+l)~ 

D Ь · . 1 t d'k" k . d datom sluc"aJ'u (p)~ о lJena соn ra l clJa ро azuJe а se u ~ 
о 

nе 

moze snabdeti strukturom prostora ВоК. 

Ь) 1)zmimo sadada је za posmatranu matricu]1 skup CP)~ 

''Prostor 'ВоК. Onda, prema stavu 2, postoji indeks i 1 takav da 

matrJ..ca 
Ј, 

~ 

L:: 1 

ј=о (ј+1)2 

1 

i 

1 
i 1 +1 

'2 

1 

1 
, i 1+1 
3 

1 

. . . 

... 

1 
i +1 

(ј+1) 1 

1 
i +2 

(ј+1) 1 

. . . 

.. U=( и.) nе pripada skupu (F1 ) d, ра prema tome ni skupu (Р1 ) Ь) • 
, Ј 

Dakle" u posmatranoms1ucaju ni skup (F)~ nije moguce snabdeti 

strukturom prostora ВоК. 

с) Neka је u dat'om slucaju skup (F')~ prostor ВОК. Na . 

~snovu stava 3, tada postoji matrica 
r ' 

1 1 1 1 
i 2+1 i 2+1 i +1 

2 3 (j+l) 2. 

1 1 1 
Р2 = i 2+2 i 2+2 .. . . i +2 

2 3 (ј+1) 2 

.... 

takva da је (F2,)C=(F')C • Slicno prethodna dva slucaja, pokaza-, g 

сето d~ pos1ednja j~dnakost nе vazi. N~ime~ niz U=(Uj) Sa u j = 

~(j+i)~2 (j=O,l, ••• ) nе pripada skupu (F2)C '(јег nе pripada 

skupu .с Р2 ) d ), dok ј е u is to vreme posma tr~i niz elemena t skUpa 

с<::) ~ 1 
(red ~ f .. и. =~ ., 

L- lJ Ј ~ l-l 
ј=о ' J=O(j+l) 2 

konvergira za svako i> i 2+1 
,~. ' 
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i (~ko ве роsшаtrајu sашо te vrdnosti i) postoji 
tx::> 

1im L f· ·и· 
i ј=о lJ . Ј 

(тo~e ве poka~ati да је jednak ·1». Iz dobijenekontridikcije 

proi~;tazida ве kod posmatrane matrice P.ni skup (P')~ ne moze 

snabdeti strukturom prostora ВоК. 

д) Na osnovu stava 4, operisu6i ва (eventua1no) nekim no-
. i з vim indeksom i з .i nizom U=(Uj)' gde је ио=о i иј=(Ј+1) 

(j=1,2, •.. ) dos1f bismo до zakljucka да ве ni skup (F')~ паэе 

ша trice Ћ' пе moze snabdeti strukturom pros tora ВоК. 

Ana1izom stavova 1-4 moze ве, pri svojstvu N operatora 

(X,F)g' konstatovatislede6e: 

Ako ве bil0 koji од skupova (x,F)~, (X,F)~ , (X,F,x')~ 

i'(X,F,x')~ moze snabdeti strukturom prostora БоК, onд~ to 
о 

. svojstvo imaju;i. svi slede6i skupovi (ро redu navodenja) •. 

Odat1e,naprimer, sledi да ako ве u Вlисаји neprekMnosti 

postupka (X,F,x')g bi10 kom ·од cetiri posmatrana skupa пе moze 

nametnuti struktura prostora ВоК, опда to isto vazi i za pret­
G 

hodne skupove. Na овпоуи ·toga .ј е u primeru 5 bil0 dovq1jno poka-

zati вашо да·в·е skup (F')~ пе moze snabdeti strukturom prostora 

ВоК (аео роа а», dok bi"~ve osta10 (а), Ь) i с» pojavi10 

kao poslediqa. 

~ 

Na kraju ovog dela nasega rada primetimQ аа pri dokazu 

stavova о strukturi skupova (X,F)d, (X,F)b, (X,F,x')C i 

(X,F,x')o nije uopste koris6ena. pretpostavka аа ви (Xi'Zi) 

(i=O,l, . .• ), оаповпо (X-Oi , -Z-) (i=O, 1; ••. ), topoloski prostori 

prebrojive baze. Stoga bi se za tupriliku ta pretpostavka mо­

gla izostaviti iz definicije operatora (X,F) tipa N, odnosno де­

finicije neprekidnog postupka (X,F,x'). U вlисаји pak stavova 

ва potrebnim i dovo1jnim uslovima.da posmatrani skupovi sadr~e 
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neki od skupova то, те, тЬ i т, ta pretpostavka intervenisala' 

је па bitan nacin. Radi sto уесе jedinstvenosti izlaganja ( а 

time.i njegove bolje preglednosti ) mi smo se ipak opredelili 

za jedinstvenu definiciju operatora tipa N odnosno neprekidnog 

postupka. 

, "! I 

• 'о 



L i t е r а t u r а 

[1] ~azur, S. et Or1icz, W.: Sur 1ев еврасев m~triques 1in~aires 

(1), Studia Mat~. 10(1948),str. 184-208! 

[2] 13anach, ,в.: Тћеогiе деа o,pera tions 1ineaires, Monografj е Ма-
о' • 

tematyczne 1, New' York, 1955. 

(3Ј Bal1ach, S.: TlLeoreme su.r 1ев ensembles de premiere cat~gorie, 

Fundamenta Mathematicae XV1(1930). 

[41 Tay10r,' А.Е.: 1ntroduction to J!'unctiona1 Ana1ysis ,New York,1958. 

, [5Ј A1jal1ci6, s.: Uvod u funkciona1nu ana1izu, Beograd, 1963. 

'[6]Ze11er, К.: A11gemeine Eigenschaften von Limitierungsverfah­

ren, Math. Zeitschrift 53(195'1), str. 463-487. 

[7] 'V'f10darski, L.: Sur 1es m~thodes continues de 1imi tation (11), 

ј, Studia Щаth. 14(1954), str. 188-199~ 

[8јVГ10dагski, L.:' Оп some strong continuous summabi1i ty methods, 

Proc. London math. 30С. (3) 13(1961), str. 273-289. 

[9Ј Danford, Н. i Svarc, Dz.: Linjej~:yj~peratory, I, Izdate1j-
, , 

stvo inos'tranoj 1i teratury, Moskva, 1962. 

[10]A1janci6, S. :Uvod u rea1nu i funkc iona1nu ana1izu ,Beograd, 1968. 

[11] Mazur,S. et Or1icz, W.: Sur 1еа espaces metriques 1ineaires 

(11), Studia Math. 13(1953), str. 137-179. 

[121 Jajte, R.: Genera1 theory of summabi1ity 1, Acta Sci. Math. 

(Szeged) 26(1965), str. 107-116. 

[13] ,Pru11age, D'. L.: Summabi1i ty in Topo10gica1 Groups, Ма th. Zei t­

schrift 96(196~), str. 259-278.' 

[14]Pru11age ~ D.L.: SuшmаЫli ty in Topo10gica1 Group~ 11, Math. 

Zeitschrift 103(1968), str. 129-138. 

(15Ј Persson, А.: Summation methods оп 10са11у compact spaces, 

Мед. Lunds Univ. Тl'Iath. Sem. 18(1965). 

[161 No'\vak, В.: А remark оп the genera1 theory of summabi1i ty, ' 

Annales Po10nici Mathematici XX1V(1971), str. 241-246. 

[17] Steinhaus; Н.: Ki1ka SlOVI о uogolnieniu pQjecia granicy, 

Ртасе matematyczno-fizyczne 22(1911), str. 121. 

[18] Lazi6,'I;'I.G.: 'blagistarski rad, Beograd, 1968. 

" ':.', 



- 142 -

D~ Lazi6, M.G.: Sur 1ев conditions n~Cessaires et suffisantes 

p011r que 1е dошаiпе d 'ип proc~d~ continu contienne toutes 1еа 

suj.tes born~es, Mat.vesnik 7(22) sv.2 (1970), I;3tr. 217-222~ 

[20] W1odarski; L.: Sur 1еа m~thodes continues de 1imitation (1), 

Studia Math. 14(1954), -str. 161-187~' 

,[21] Lazi6, М.: Sur ·lев procedes fonctionne1s (de 1imi tation)., 

Mat. ve~nik 6(21) sv. 4 (1969), str. 425-436. 

[221 . S chur, 1,.: Uber 1ineare Transformationen in der The'orie der 

unend1ichen Reichen, J.f. reine u.ang. Math.151(1921),79-111. 

[23] Hardy, G.H.: J)ivergent series, Oxford, 1949. 

[24] Kuk, R.: Beskonjecnyje matrici i prostranstva ров1ј edovate1j­

nostj~j, Moskva, 1960~ 

[25Ј Ge1baum, В. ~ 01msted, Dz.: Kontrprimjery v ana1jize,Moskva,196~ 

[26] 1!'ihtengo1jc, G.IvI.:' Kurs diferencia1jnovo i integra1jnovo i"8-
. .. . \ 

cisljenij§. 11, Fizmatgiz, Moskva, 1962. 

, [27] Lazi6, M.G.: ~erfektnosti' permanentnih trougaonih postupa­

ka, IViat. vesnik 8(23) sv. 3 (:k971), str. 271-280. 

[281 Lazic, M.G.: Sur 1а perfection des procedes continus perma­

nents, ЉЫ-. de1'lnst. math.(Nouve11e ser.) t.11(25) (1971), 

str; 93-97. 

[29] }!iazur ',' S.: Eine Ашvепduпg der Theorie der Opera tionen Ье! 
der Untersuchung der Toep1itzschen Limitierungsverfahren, 

StudiаИаth. 2 (1930), str. 40. 

, ~30] , Mazur, S. et Or1icz ,vr .: Sur 1ев methodes 1ineaires de вот­

mati~n, Comptes Rendus 196(1933), str. 32-34. 

[31] blazur, S. et Or1icz, VT.: Оп 1inear methods'of summabi1ity, 

Studia Math., 14(1954), str. 129-160. 

[32] Hi11, J.D.:'Onperfect methods о! summabi1ity, Duke math. Ј. 

,3(1937) ,/ str. 702-714. 

[33] Rii1, Ј .D.: Same pr.operties о! summabi1ity, Duke math. Ј. 

9(1942), str. 373-381. 

,[34] Wi1ansky, А.: А necessary and sufficient condition' that а 

'summabili ty method Ье stron{~er than converg~, Ви11. Amer. 

Math. Бос~ 55(1949), str. 914-916. 



- 143 -

i35]\'.filansky, А.: Ап application of Banach'liriea:.rfunctiona1sto 

sншшаЬilitу, Tran8. Amer. Маth.Sос.бч{i94'9),~stI'. 59-68. 

[36Ј Zel1er, К. ; Beekmann, 'N~: Theorie. der'Ltgi~'ierllrlgsverfahr'en, 
Springer~Ver1ag; Ber1in' о Heilde1berg".,NewYork ,'197О. 

'[37] \'llodarski, L.: Оп aneVl approach to роп tinuousmethod8 of 

8ummation, Co11oquium math. lO(1963),str.' 61-71.' 

[381 ,Orlicz, Vf.: Оп the 'Sumniabili ty ofBounded'Sequencesby Con~ 
~ . . 

tinuou8 I~Iethods,' Eu11. аеl 'Асаа. P'ol.' des' 80i., Ser. des 

8ci. math., astr. etphys. '~,' V(Й.'V:'~'t:NоЭ (1958).' " 

, ' 

... \,' 


	scan_001
	scan_002
	scan_003
	scan_004
	scan_005
	scan_006
	scan_007
	scan_008
	scan_009
	scan_010
	scan_011
	scan_012
	scan_013
	scan_014
	scan_015
	scan_016
	scan_017
	scan_018
	scan_019
	scan_020
	scan_021
	scan_022
	scan_023
	scan_024
	scan_025
	scan_026
	scan_027
	scan_028
	scan_029
	scan_030
	scan_031
	scan_032
	scan_033
	scan_034
	scan_035
	scan_036
	scan_037
	scan_038
	scan_039
	scan_040
	scan_041
	scan_042
	scan_043
	scan_044
	scan_045
	scan_046
	scan_047
	scan_048
	scan_049
	scan_050
	scan_051
	scan_052
	scan_053
	scan_054
	scan_055
	scan_056
	scan_057
	scan_058
	scan_059
	scan_060
	scan_061
	scan_062
	scan_063
	scan_064
	scan_065
	scan_066
	scan_067
	scan_068
	scan_069
	scan_070
	scan_071
	scan_072
	scan_073
	scan_074
	scan_075
	scan_076
	scan_077
	scan_078
	scan_079
	scan_080
	scan_081
	scan_082
	scan_083
	scan_084
	scan_085
	scan_086
	scan_087
	scan_088
	scan_089
	scan_090
	scan_091
	scan_092
	scan_093
	scan_094
	scan_095
	scan_096
	scan_097
	scan_098
	scan_099
	scan_100
	scan_101
	scan_102
	scan_103
	scan_104
	scan_105
	scan_106
	scan_107
	scan_108
	scan_109
	scan_110
	scan_111
	scan_112
	scan_113
	scan_114
	scan_115
	scan_116
	scan_117
	scan_118
	scan_119
	scan_120
	scan_121
	scan_122
	scan_123
	scan_124
	scan_125
	scan_126
	scan_127
	scan_128
	scan_129
	scan_130
	scan_131
	scan_132
	scan_133
	scan_134
	scan_135
	scan_136
	scan_137
	scan_138
	scan_139
	scan_140
	scan_141
	scan_142
	scan_143
	scan_144
	scan_145
	scan_146

