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PREDGOVOR

Varijacioni -radun jevrelativno stara matematidka discip-
‘lina. Nastao je 1696. godine kada je Johann Bernoulli -u &asopi-
su Acta_Eruditorum'objavio'élanak pod naslovom "Problema nuovom,

“ad cujus solutionem mathematiciAinvitantur" ("Novi problemi,&i-

~Jjem se reSavanju pozivaju matématiéari"). U njemu je bio postav-
vvijen problem o brahistohroni: u vertikalnoj_ravni su date dve
tatke A i'B;-odrediti putanju po kojoj ce se telo, koje se Kre-
e pod dejstvom sopstvené teZine, spustiti iz taéke.A u ﬁaéku

B za najkracde vreme.

Teoretske osnove klasi&nog varijacionog raduna postavili

" su Euler i Lagrange u osamnaestom veku. Tokom osamnaestog i de-

 vetnéestog veka njim su se bavili mnogi veliki matematiéa?i:
-Legendre, Jacobi, Hémilton,’Weierstrass, Hilbert,;.. Ovaj pos—
:lednji mu Jje posvetio jedaﬁ od svojih znamenitih problemé. U
23, Hilbertovom problemu pozivaju se matematiéari da razvijaju

metode varijacionog racuna.

Optimalno upravljanje je znatno mlédje od varijacionog
rac¢una. Nastalo je pedesetih godina ovog veka. Klasi&ni vari-
Jacioni racun nije mogao da re8i mnoge probleme ko3ji su se pojav-
ljivali u sve sloZenijoj tehnickoj praksi savreménog~doba, pre
svega one vezane za kosmicke letove. Tqvje‘iniciralo_nastanak
. nove mateﬁatiéke discﬁpline. Mbida je najbolje za godinu nas-
tanka optimalnog upravljanja uzeti 1956, kadaﬂje L.S.Pontrjagin
formulisao kao hipotezu princip maksimuma ([10]). Gamkrelidze
je dokazaovprincip maksimuma za linearni problém ([14])- a Bol-
tjanski za op&ti problem ([3]). Ovi i'drugi'rezﬁltati.Pontrjagié
novih u&enika uZli su u monografiju . 301 za koju su hjeni au-
tori dobili Lenjinovu négradu.'Tako su postavljené teoretske

Oosnove optimalnog upravljanja.

- Danas se pod problemom varijacionog racuna 1i-pod proble-
mom optimalnog upravljanija podrazumevaju veoma slic¢ni problemi
(V.[l]). I u jednom i u drugom sludaju se radi o slededem eks-

tremalnom problemu:




ii

) - inf;

BO (X(') ’u(w_) Itoltl

L ~ By(x(),u(),t 1)

n

0, 1i=1,...k,

B, (x(-),u(-),t_,ty) = Q,, i=k+1,...,m,

X(t) = £(t,x(t),u(v)), telt &1, s

.gde je
, &y
By (x(-),ul), e ,t)= é L; (£, x(t),u(t))dt +
O

+ 2ot x(t0) ) x(ty)) .

Razlika izmedju varijacionog racuna i optimalnog upravljanija
je u definiciji skupa procesa na kojem se razmatra prethodni-

ekstremalni problem i u definiciji lokalnog minimuma.

Osnovni ciLj ovoga rada jJje istraéivanje-neophodnih'uslo—
va.ekstremuma u problemlma Varljac1onog racuna i optimalnog

upravljanja

U prvoj glavi je izloZen diferencijalni radun u normira-
1im prostorima, i to onaj hjegov deo koji se odnosi na izvode
>rvog recda. IzloZeni rezultati su uglavnbm poznati od ranije.

(v. ’1] i [26]). Dati su novi dokazi teoreme o srednjoj vred-
1osti (teorema 1+4.4) 1 teoreme o implicitnoj funkc131 jteore—
1a ¥.9.1). U Sestom paragrafu ove glave uveden je jedan ‘nov po-
lam: stroga diferencijabilnost po jednoj od promenljiv#h. U ve-

i sa njim dokazane su teoreme 1.5.1, 1.7.2 i 1.7.4.

U drugoj glavi su razmatrani‘hebphodni uslovi#@xvog reda
varijacionom rac¢unu. U prva Cetiri paragrafa ove glave raz-
atran je: Lagrangeov problem u varijacionom radunu u obllku u
ome Jje on formul;san u monografljl [lJ, a u petom paragrafu
e pokazano da su dobijeni rezultati uop&tenja neophodnih uslo-
a prvog reda =za najjednosta&niji problem varijacionog racuna

oznatih iz klasicnog varijacionog racuna. U pomenutoj monografiji
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ovalj problem Jje razmatran na klasi neprekidnih upravljanja_i do-
kazana je téorema_2-1.1, koja se u slucaju najjednostavnijeg
problema varijacionog racuna svodi na Eulerovu jednacinu. Ovde
.jé za isti problem dokazana i teorema 2.1.2, koja u slucaju |
,néjjeahostavijeg problema varijacionog faéuné daje poznatu dife-
féncijalnu'jednaéinuv » 4 o

(L x - L) = -L
x

o

£

pod manjim pretpostavkama nego u klasicnom varijacionbm.raéunu.
Ovde je~takddje razmatran Lagrangeov problem na klasi deo pd
ieo neprekidnih upravljanja. Za slucCaj optimalnosti u slabom
smislu dokazane su teoreme 2.2.1 i 2.2.2. U slucdaju najjednos—
tavnijeg problema varijacionog ra&una one daju Eulerovu jedna-
iihu,'prvi Weierstrass - Erdmannov. uslov i gore pomenutu diferen-
rijalnu jednacdinu. Kako u slucdaju slabog ekstremuma u najjednos-
:avnijem problemu klasi¢nog varijacionog raduna drugi'Weierst—
‘ass—-Erdmannov uslov ne mora biti zadovoljen, u?eden je pojam
yptimalnosti - u slabo-jakom smislu i dokazane su teoreme 2.2;3
2.2.4 koje se odnose na njega, a u sebi izmedju ostalog sadr-
e uopdtenje drugog Weierstrass- Erdmannovog uslova U Sestom pa—
agrafu ove glave razmatran je jo$ jedan problem varijacionog ra- .
una koji je op$tiji od problema reflek51je i refrakc1je iz kla-

1cnog varijacionog raduna.

U treéoj giavi je izlbiena teorija Satora koju je razvio
oltjanski (v. [8] i [9]). U drugom paragrafu ove glave uveden
e pojam razdvojivosti familije konveksnih skupova, koji je
>p&tenje pojma razdvojivosti familije konveksnih konusa, i u
2zi sa njim su dokazane tri teoreme. U petom paragrafu je dat
>vi dokaz osnovne tecreme teorije Eatora.(teorema 3.5.2), koji
> znatno kraci od dokaza koje je dao BQltjanski, i u. kome se
nesto-komplikovanih topoioékih aparata koristi samo Brouwerova
:orema o nepokretnoj tacki. Ovaj dokaz je izveden na osnovu

ljutinove ideje koju je Boltjanski spomenuo u fusnoti rada [9].

U Cetvrtoj glavi su razmatrani neophodni uslovi ekstremuma

optimalnom upravljanju (principi maksimuma). U prvom paragrafu
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razmatrana je diferencijalna jednacina c1ja desna strana zavisi
od merlleOg upravljajuceg parametra i dokazane su Leoreme o di-
ferenCljablanStl njenog maksimalnog resenja U slededa tri pa-
ragrafa formulisan jé kanonski problem optimalncg upravlijanja

i za njega. je dokazan pr1nc1p maksimuma. U petom paragrafu je
formulisan opSti problem optimalnog upravljanja i za njega Jje
aokazan princip maksimuma svodjenjem na kanonski prleem._Ddbi—
jena teorema je opstija od poznatih (v. [1], [16], [24], [30]).

U Zestom paragrafu je aokazan princip maksimuma za problem op-
timalnog upravljanja na neogranicenom intervalu. Dobijena teore-
ﬂd je ops$tija od principa maksimuma iz dvadeset Cetvrtog parag-

cafa monografije [30].

U petog glav1 je razmatran llnearnl problem optimalnog
Jpravljanja s pokretnim krajevima. U radu [ 6] Boltjanski je
”azmatrao ovaj problem na«kla51 deo po deo neprekidnih uprav-
Ljanja i dao je ne0phocan i dovoljan uslov optimalnosti. Ovde
je isti problem razmatran na opStijoj klasi dopustivih upravljanja.
] drugom paragrafu je doka%an neophodan uslov optimalnosti. U
:reéem paragrafu je dokazana teorema’égziStencije zé slucaj ka-
la jé klasa dopustivih upravljaﬁja maksimalna, tj. kada sadrzi
sva merljiva upravlijanja. U éetvrtom paragrafu je dokazano jedno
iopStenje Gamkrelidzeove teoreme o konad¢nom broju prekljuc1va—

1ja i iz njega je izvedena teorema jedinosti.

Popis litérature sadr?i trideset tri bibliografske jedi-
tice koje su korisStene prilikom izrade ovog rada. Vedina se od-
0si na varijacidni racdun i optimalno upravljanje, a preostale

e odnose na matematicke discipline koje se u njima primenjuju.

Rad jeAnapisan tako da ga moZe Citati Siri krug gitalaca.
a njegovo &itanje je potrebno poznavanje redovnih kurseva mate-
aticke analize i diferencijalnih jednacina 1 osnovnih -&injeni=-
a o konveksnim skupovima koje su sadrZane u prve dve glave mo-

ografije [13].




], DIFERENCIJALNI RACUN U NORMIRANIM PROSTORIMA
1.1. POJMOVI SLABOG, JAKOG | STROGOG | ZVODA
Neka su X i Y normirani proétori, DX, £f:D - Y, a

atintD. _
' Ukoliko postoji -

f (a+th)-f (a) .
t

iim'

t~+o+

f(he X), on se naziva izvod funkcije f u tacdki a.u smeru h i
obeleZava se sa f (a;h). Ako funkcija £ ima u taéki a izVod
ﬁ proiiVoljnom Smeru'i‘ako pbstoji Ae X(X,Y) takvo da je
f7(a; h) = Ah za svako heX, kaZemo da je A slab ili GAteauxov
;izvod funkcije f u tacki a, a za funkciju f kaZemo da je sla-
bo diferéncijabilna, ili diferencijabilna ‘d GAteauxovom smis-
lu, u tacki a. Funkcija f moZe imati najyige jédan slab izvod

u tacki a. ObeleZavamo ga (ukoliko postoji) sa f " (a).

B

‘Neka je Ae Z(X,Y). Ako je

1im LECGO-f(a)-a(x-a)l| _

X > a x-all

’

.kaéemo da je.A jak ili Fréchetov izvod-funkcije f u‘taéki a,
a za funkciju f kaZemo da je jako diferencijabilna, ili dife-
rencijabilna u Fréchetovom smislu, u tacki a. Ako je A Jak
inod'funkéije f u tééki a,-A je ujedno i slab izvod funkci-
je £ u tacki a. Stoga funkcija f moZe imati najvise jedan

jak izvod u tacdki a.

Neka je A€ Z(X,¥Y). Ako je

HE(x")~f£(x7)=-B(xX"-x") ||
Xx7,x" > a lix"=x "]

kaZemo da je A strog izvod funkcije f u taédki a, a za funkciju



raremo da je strogo diferencijabilna u tac¢ki a. AKo je A

5g£r59 izvod funkcije f u tacki a, onda je A ujedno i jak,a

‘samim tim i slab, izvod funkcije f u ta&ki a. Stoga funkci-

%a f moze 1mat1 najviSe jedan strog izvod u tacki a.

o
R

Ako jelfunkcija f jako diferencijabilna u taéki a, ona

-je néprekldna u toj tacki. Ako je funkciﬁa f strogo diferen-

?cljabllna u tacki a, onda ona zadovoljava Llpsdujzm/ushmlu

;nekOJ njenoj okolini.

i Ako je Ae ¥£(X,Y) jak ili strog izvod funkcije f u tad-
fki;a:,A zadrzava to svojstvo ukoliko norme-prostOra X i Y za-

‘menimo njima ekvivalentnim normama.

Neka je X = R. Ako postoji

f(x)-f(a)
x-a

1lim
X - a

na21vamo ga izvodom funkc1je f u tacki a i obelezavamo ga sa
jf‘(a), a za funkciju f kaZemo da je dlferenC1jabllna u tacki
uaﬂ{Lako se pokazuje da su diferencijabilnost, slaba diferen-
‘¢ijabilnost i jaka diferencijabilnost ekvivalentna svojstva i
fda'je preslikavanje h - hf“(a) prostora X(=R) u pfostor Y jak

dzvod funkcije f u tadki a.
Primeri:

‘1. Ako je f(x) = b, gde je be Y, onda je funkcija f stro-

ng'diferencijabilna u tacki a, f£7(a) = 0.
L 2. Ako je f(x) = hx, gde je A& &(X,Y), funkcija f je
strogo diferencijabilna u tadki a, f-(a) = A.

Napomena. Ukoliko se posebno ne naglasi o kakvoj je di-
ferencijabilnosti re&, onda se pod diferencijabilno3éu obid-

DO podrazumeva jaka diferencijabilnost a pod izvodom jak izvod.



. 1.2. ADITIVNOST OPERACIJE DIFERENCIRANJA

Teorema 1.2.1. ©Neka su X 1 Y normirani prostori, D & X,
£, g:D~Y i @ € intD. Ako su funkcije f i g slabo, jako ili stro-
go d1ferenc1jabllne u tacki a, onda je 1 funkc1ja f+g slabo, ]a—
ko,vodnosno strogo diferencijabilna u tacki a,

(f+g) "(a) = f’&ﬂ+g‘kﬂ.

1.3. 1Zv0D SLOZENE FUNKCIJE

TeOremé 1.3.1. Neka su X,Y i Z normirani prostori, DE X,
Eﬁ;Y, f:D+E, g:E~Z, a€intD i f(a)e intE. Ako je funkcija £
jéko (strogo) diferencijabilna u tacdki a, i éko je funkcija g
jako (strogo)-diferencijabilna u tacki -f(a), onda je-funkcijé

g'of jako (strogo) diferencijabilna u tacki a i vazi

(gof) "(a) = g (f(a))of”(a)

_ Dokaz. Razmotridemo samo slucaj kada su funkc13e fig
-Jako dlferenC1]abllne Dokaz u slucaju stroge diferencijabil-

nosti funkcija £ 1 g izvodi se na slidan na&in. Prema pretpos-

tavei .
£(x)=f (a)+£ " (a) (x-a) +a (x-a) ,
gl(y)=g(f(a))+g (f(a)) (y-f(a))+B(y-f(a)), o~
gde je »
e (x=a) || = o(llx-all),
le(y-f(a)) ] = o(llyv-£(a) ).

Odavde sledi da je-

(gof)(x) = (go £)(a)+g~(£(a)) o £7(a) (x-a)+y (x-a),

gde je

‘ako Je



toje

v (x-ar ] = 6 ([Ix-al) .

g&sl?di da je g (f(a)) o £7(a) Jjak izvod funkcije go f u ta&-

ki oa.®

> Napoména. U opsStem slucaju iz slabe diferencijabilnos-
; ti funkcija £ i g ne sledi_slaba diferencijabilnost funk-
. cije g ¢ £. Ako je funkcija f afina a funkcija g slabo di-
‘ferencijabilna u tadki f(a), ili ako je funkcija £ élabo
fﬁdiferéncijabilna u tac¢ki a,a funkcija g jéko diferencija-=
: bilna u tadki f(a), onda je funkcija g o f slabo diferencija-

 bilna u talki a.

1.4. ~ TEOREMA 0O SREDNJOJ VREDNOST!

Teorema 1.4.1. Neka je funkcija f:[a,b]» R neprekidna i

~neka ima desni izvod u svakoj tacki intervala ]a,b[. Ako je

‘ f(a) = f(b), postoje c¢”, c" € la,bl takvi da je
_f; (cﬁs(L ’ f; (c") > 0.
Dokaz. Ako je funkcija f konstantna, za ¢’ i’c" moZemo

uzeti proizvolijne talke iz intervala ]a,b[. Pretpostavimo da
funkcija f nije konstantna. Tada postoji c&}ja,b[ takvo da Je

f(c) # f(a) = f(b). Neka je npr. flc)<f(a) = f(b). Postoji re-

a5

alan broj k takav da je f(c)<k<f(a) = f(b). Neka je

G = {x€]a;b[|f(x)<k}.

Skup G je neprazan i otvoren. On se moZe predstaviti kao unija



i;aiSanktnih otvorenih intervala. Neka je ¢’ levi kraj jednog od

?fhjih- Kako c€G, to je f(c”) »k. Zbog neprekidnosti funkcije £
i»jéf(c’)s k. Sledi da je f (c7) = k. Kako je f(x)<<k_ako X pri-

§~Pada gore pomenutom intervalu, to je £f7 (c¢7) £ 0. Neka je c" =

je f je £(c") s k. Sledi da je f(c") = k. Kako je f(x) >k za

%!xé[c",b], to je f;.(c"); 0.8

Teorema 1.4.2. Neka je funkcija f:[a,b]+R neprekidna i

¥ héRa:ima desni izvod u svakoj tal&ki intervala la,b[. Postoje

- c”, c"e}a,b[_ takvi da Jje

£7 (c7) (b-a) ¢ £(b)-f(a) < £ (c") (b-a).

e Dokaz. ‘Funkcija g:[a,b]~R zadata sa

L
L

g(x) =(£(b)-f(a)) (x-a)~(f(x)-f(a)) (b-a)

zadovoljava uslove prethodneﬁteoreme; Zato postoje c”, cfe]a,b

itakvi da je

sup G. Kako c"é.G, to je f£(c") » k. Zbog neprekidnosti funkci-.

[
L

gi(c’) <0,  gile") > 0.
Kako je |
| g/ (x) = £(b)-f(a)-f](x) (b-a),
to je
\f;(C’)(b—a) s £(b)-f(a) < £ (c")(b-a). R
Teqrema_l.4.3: Neka je Y normiran prostor i neka funkci-

ja f:la,b]>Y ima desni izvod u tadki cé{a,b[. Tada funkcija

g:[a,bj—+R koja je definisana sa g(X) =]l £{x)]| ima desni izvod

u tac¢ki ¢, i vazi



})Dbkaz. Kako je

£ -+ x-c)E () ||| |l £(x)-£(c)=(x-c)E](c) ||
| S X=C - ' | x-c|
= f{x)-ftc) _ -y
- H X—C\ f+ (C) H ’
1£ (x) [|=1£ (c) +(x-c) £ (c) |
lim = 0.
x> C X—=C : .
T+

jzvod u tadki c, tj. postoii

e

Eer+x=e) £ ] -lIf (@) ||

1im .
‘o X-C .
. + =
gSiedi da postoji
Lim JEGOL Do) |
N x-C !
+
‘odnosno da funkcija g ima desni izvod u talki c. Kako je.
. Vel . ]
|9 (x)=g(c) =} lIf ) i|-lIf (o) Il ll£ ) =£ () |l
to je
ey i 17 g(x)=g(C)| _ ;; l9(x)-g(c)]
g (c)i= ,lim o l lim T <
_X< C+ » X C+
) H _F _
< 1lim HE(x)-£(a) | =)l Lim f (x) —f (c) = E7(c) . B
N . X-C . X~C +
X>C X>C
Teorema 1.4.4. Neka je Y normirani. prostor, neka je funk-

Cija f:[a,b]+ Y neprekidna i neka ima desni izvod u svakoj ta&ki



~J

né;f?éla Ja,b[. Tada postoji ce la,b[ takvo da je
II£ (b)) —£(a) || <|[f](c) || (b-a).
- Dokaz. Funkcija'g:[a,b}+R zadata sa

g(x) = [[f(x)-f(a)]|

ovoljava uslove teoreme 1.4.2. Zato postoji cela,b[ takvo

je

lg(b)-g(a)|slg (c)] (b-a).

lg (@) l<E] () |},

|£ (o) -£(a) [[s{[£](c) [ (b-a). ¥
Teorema 1.4.5. Neka su X i Y normirani prostOri, DX 1
ﬁb}éﬁntD. Ako je funkcija f:D-> Y slabo'diferencijabilna u .svim

tadkama du?i [a,b], onda postoji talka cela,b|[ takva da je

Ib-a]

£ (b)=£ (a) fi< £ " () |

Dokaz. Neka je funkciija g:[O,l]+Y zadata sa
. K

g(t) = £((1-t)a+tb).

?Léko‘se pokazuje da je funkcija g diferencijabilna u svakoj tad&-
éki intervala [0,1] i da je

g (t) = £{(1-t)a+tb) (b-a).
f?rema prethodnoj’teoremi, postoji ©¢]0,1] takvo da je

lg(1y-go) | s llg @ ,




CJIE (D) -£(a)il< [[£7((1-8)a+6b) (b-a)||.
ai.da je

I£()-£(@) ]« IE7 () || Ip-all,

¢ = (1-8)a+6b. 1

1.5.  NEPREKIDNA DIFERENCIJABILNOST

 TeQrema 1.5.1. Neka su X i Y normirani prostori i D o-
jcgznTpodskup bd X. Dalje, neka je funkcija f:D -+ Y slabo dife-
>‘pcijabilna u svakoj tacki skupa D. Funkcija f je strogo dife-
héijabilna u tacki a ako i samo akb je funkcija f:D -+ Z&(X,Y)

prekidna u tacki a.

_ Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f” neprekidna u tac-
;gf Neka je ¢ > 0. Postoji kugla U = B]a,d[r koja je sadrzZana

.D, takva da je

IE7 -7 (@) ]| < e
a.svaku tacku xe U. Neka x7,x"eU. Ako na funkciju
x > f(x)-f (a)x

;primenimo teoremu o srednjoj vrednosti, dobijamo da je

lif(x';)—f(x’)—f’(a) (x"=x7) fls [[£7 () =€ (a) H]x"=-x "I ,

iéde je x neka tac&ka duzi ]x', x"[. Kako xe U, to je
1Wf(x")—f(X’)—f’(a)(X"—X’)HS e [|x"-x"].

|
J i

Sledi da je



o

M) -f(x7)=f " (a)(x"-x ) II_

%7 x"sa " =x ||

0,

dﬁoséO da je f (a) strog izvod funkcije f u tadki a.
‘Pretpostavimo da je funkcija f strogo diferencijabilna u
%@aékifa; Neka je e > 0. Postoji kugla U = B] a,s[ koja je sa-

ariana u D, takva da je

e

IE(x")=£(x7)~f “(a) (x"-x7) lse

XI‘I_X ’II

dve tacke x7, x" e U. Neka Jje xeU i he X. Ako je t blis-

;kq nuli, onda x+theU, pa je

£ (x+th) —f (x) ~£ " (a) (th) [l<e [lehll,

5 £ (a)hllse|hll.

R

‘U granid¢nom sludaju dobijamo da Jje

(£ (x)-£"(a))hlj<e]lh

‘Kéko_poslednja nejednakost vazi za svako he X, to je
HE“(x)-f " (a)lise . B

Neka su X i Y normirani prostofi; D otvoren skup u X i
f:D->v. Funkcija f je slabo,‘jako; odnosno strogo diferencija-
bilna na skupu D ukoliko jé slabeo, jako, odnoshé-strogo dife-
Yencijabilna u svakoj tadki skupa D. Ako je funkcijayf slabo
diferencijabilna na skupu D i aké je funkcija f’iD#-zﬁX,Y)
neprekidna, kaZemo da je fﬁnkcija:f neprekidno diferencijabilna
na skupu D. Iz prethodne teoreme sledi da je funkcija £ strogo
diferencijabilna na skupu D ako.i samo ako je neprekidno dife-

Tencijabilna na skupu D.
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1.6. PARCIJALNI 1ZV0DI

‘-mNeka'su X ‘i Z normirani prostori , Y topoloski prostor,

®.xxY, £:D>2 i (a,b) e intD.

. Tafka a pripada unutrasnjosti skupa

-

ADb'= {xeX!(x,b)eD}.

: oghétrajmo preslikavanje x - f(x,b) skupa D, u normirani pros-

5rfz; Ako je ono slabo ili jako diferencijzbilno u tacki a,ka-
;mé‘da je funkcija f slabo, odnosno jako diferencijabilnes po
%romenljivoj x u tadki (a,b). Odgovarajudéi izvod nazivamo par-
;ijalnim izvodom funkcije f po pﬁ?menljivoj x u tacki (a,b) i

9f (a,b)

belezavamo ga sa f (a,b) 1ili ———=3 - Primetimo da je on ope-

ator iz &(X,2). )

zwww\%x e

~7<ankcija f je strogo diferencijabilna po promenljivoj x u

tadki (a,b) ako postoii A€X(X,2Z) takvo da je

1im lEx", ) =f(x] Y =-Ax"=-x) || _ 4.

X7 x"-a x"-x "]
y - b

Jasno je da jJe u tom slucaju funkcija f jako diferencijabilna po
promenljivoj x u tadki (a,b) i da je f (a,b) = A.

~

Teorema 1.6.1. Neka su X i Z normirani prostori, Y topo~

lOSkl prostor i D otvoren skup u X xY. Dalje, neka je funkcija

f D-+Z slabo diferencijabilna po promenljivoj x.u svakoj tadki
skupa D. Fenkcija f je strogo diferencijabilna po promenljivo]j
X;u tacki (a,b) ako i samo ako je funkcija fX:D+;§(X,Z) neprekld—
Pa u taéki (a,b) .

Dokaz ove teoreme ne razlikuje se bitno od dokaza teoreme

}fs-l, pa ga nedemo navoditi.

Neka su X 1 Z normirani prostori, Y topolo8ki prostor, D




;tvéren skup u X><Y i f:D~+» 2. Funkcija £ je slabo, jako, odnos-
nO strogo diferencijabilna po promenljlv03 X na skupu D ukoliko
Je ~slabo, jako, odnosno strogo diferencijabilna po promenl]1v03
# u svakoj tacki skupa D. Ako je funkcija f slabo diferencija-
bllna po promenljlv03 x na skupu D i ako je funkcija f :D>%(X, 2)
neprekldna, kaZemo da je funkcija f neprekidno dlferenc1jabllna
po promenljlv03 X na skupu D. Iz prethodne teoreme sledi da je
funkc1ja f strogo.diferencijabilna po promenljlvojrx.na skupu D
akO i samo ako je neprekidno diferencijabilna po promenljivoj

; na skupu D.

1.7: SLUCAJ KADA JE X =X, xX. x ...xX
v 1 2 m

Neka su X ...,Xm normirani prostori. U prostoru

2’
X =“X 2 ... XX norma moze da se deflnlse na razne naC1ne

.Ml cemo raditi sa normom koja se deflnlse sa
S P A L P

égde Je x = (X, X5, .., X JEX. Funkcije pyX~> X, i u, -X ~ X koje

se definisu jednakostima

u-(xi) = (OI"°IOIX'I Ol---ro)r

Su ograni&eni linearni operatori. Lakoc je videti da one zadovo-

ljavaju jednakosti

p; ou, = I,
: gl
" ,
I u. op., = I.
i=1p * 7 s
Teorema 1.7.1. Neka su X.,X,,...,X_, Y normirani prostori,
. 1 2 m

bex = Xy x X,*exX , £:D>Y i a&intD. Ako je funkcija f slabo
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liijako dlferenc1jabllna u tac¢ki a, onda je ona slabo,-odnosno

Jako-dlferenCLJabllna po SvakOj promenljivoj u tacdki a i pri tom

2%e jednakosti

f (a) = £7°(a) o u,

X,
i
m .
f " (a) = 'Z fx.(a) ° Py . |
i=1 i
Dokaz. Funkcija
X, = f(al""'ai—l’ Xjr @3477---,2 )

se moZe posmatrati kao slozZena funkcija

X, > f (a+u. (xl—a )) .

Qha je slabo, odnosno jako, diferencijabilna u taclki a, i njen

@lZVOd je jecnak f “(a) o u, - Sledi da je funkcija f slabo, odnos-

T:O jako, diferencijabilna po promenljivoj xiﬂu'taéki a i

§da je

£, (a) = £7(a) o'ui.
1

-Druga jednakost se izvodi na sledeci nadin

+h
v
o]
go
i

=]
\
o)) .

O
c
O
Lo
0
v
O

= f7(a)o 1, = f7(a). 8

Fis

VTeofema 1.7.2. Neka su X .,Xm,Y»normirani prostori,

2"'

;PSX = X, xX, x ><Xm, f:D>Y i ae€ intD. Funkcija f je strogo

; 1 2 U
;giferencijabilna u tadki a ako i samo ako je strogo diferenci-

Jabilna po svakoj promenljivoj u tacki a.

CECTHERA LY



pokaz. Pretpostavimo da je funkcija f strogo diferenci-

jaﬁilné‘po svako]j promenljivoj u tacki a. Neka je e > 0. Neka

sgéokOline U, tacaka ay takve da je U = Uy X Uy x ool x Umvg D i

“f(xl""’xi—l’xi , xi+l,...,xm)—f(xl,...,xi_l,xi,x

i+1”
’,...,xm>—f;i<a><x; = x] ) s ellxy = %7,

~.

m ) )
E(x")=£(x7)~ iilfxi<a)(x; - x7 )] s
s b ] L oxE o eaaext ) -E(x T xY, L x) —E (@) (x)-x]) I+

1

-

+ ] f(xl_’XZ’Xé""'Xm)?f(xl 23 ,X3,...,xm)~

} - fX2<a)(X2 '—Xl)” +...+ ” f(xl,x2 ""'Xm—-l’xm) -
—f(xl ’X2,...'Xm"'llxm )—.fxm(a) (Xm - xm )“ <

soe lxy oxy e el xy oxgll e el w2 = %7
= el %" - x|l
R Pl
Sledi da je ’
o -
HE(x")-f(x")- ¢ £, (a) (x} - xi)ﬂ
i=1 i
lim  — = 0,
X/ x"sa k- x|
tj. da je |
m
.Z -fx.(a)O pi
i=1 1

Strog izvod funkcije f u tadki a.
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‘Dokaz tvrdjenja u suprotnom smeru je trivijalan. B
Iz teoreme 1.7.2 sledi

Teorema 1.7.3. Neka su Xl,XZ,.;.,Xm,Y normirani prostori,

otvoren 'skup u X = X x X, x ...x X i £:D~Y. Funkcija £ je

eprekidno diferencijabilna na skupu D ako i samo ako je nepre-

idno diferencijabilna po svakoj promenljivoj na skupu D.

Teorema 1.7.4. Neka su Xl’X2""’Xm’Y normirani prostori,
= X, xXy*...xX_, £:D>Y i aecintD. Ako je funkcija f

;rogo dlferenc1jab11na po promen131V1m Xy rXos e oo Xp i jako
’gerenc1jabllna po promenljivo] X u tac¢ki a, onda je ona jako
iferencijabilna u tadki a.

~Dokaz ove teoreme ne'£azlikuje se bitno od dokaza teoreme
_.2, pa ga zato necdemo ravoditi.

 Primer. Lako se dokazuje da je poiilinearno preslikavanje
&ﬂXl,.._,X ;Y) strogo diferencijabilno po svakoj promenljlv03.

@Sledl da je polilinearno preslikavanje neprekidno diferencijabil-

Wno.

1.8. SLUCAJ KADA JUE Y=Y, x ¥, x ... xY
_ 1 2 n

2,...,Yn normirani prostori, Y = YLXYZX"'XYn’

iOgranlcenl llnearnl operatorl qy° Y-+‘Yj i_vj:Yjﬁ>Y koji se defi-

Neka su Y

1nlsu jednakostima

qj(y) = Yy
Vily.) = (0,...,0,v.,0,...,0),
J(yj, ( 5 )
Zadovoljavaiju jednakostl
n
v., = T ’ TV = .1
93°Y5 7 Ly, RS I ¥



Neka jé DSX i f:D~Y. Funkcije,fj:D—>Yj definifemo sa

ovih jednakosti i teorema 1.2.1 i 1.3.1 sledi
;Teorema 1.8.1. Funkcija f je slabo, jako, ili strogo di-
}encijabilna u taéki ae intD, ako i samo ako je svaka od funk-

a

ja fj slabo, jako odnosno strogo diferencijabilna u tacki a.

G 1.9. TEOREMA O IMPLICITNOJ FUNKCI!J!I -

Teorema 1.9.1. Neka su X topoloéki'prostor, Y i Z Banac-
VOV1‘prostor1, DcXxY, £:D>2 i (a,b)e intDY Ako su zadovoljeni

sledec1 uslovi

a) f(a,b) = 0,
b) £ je neprekidna po x u (a,b),
~.¢) f je strogo diferencijabilna po y u (a,b),

.4

d) Imf (a,b) = Z,
Y
ioﬁdampostoje okolina U ta&ke a, okolina V tacke b, funkciija

'9:U~V i pozitivan broj C, takvi da je

f(x,g(x)) = 6,

llg (=) -bllsCilf (x,b) ||,

a4 svako xe U.

" Dokaz. Neka je A = (a b). Premea teoremi O otvorenom pre-

fsllkavanju postoji r > 0 takvo da je AB;O 1]2B[0,r]. Za svako ze%
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S : . 1o -
to5i yeY takvo da je Ay = z i ‘”yH<<E l'zl]. Zaista,

:1 Hz eB[O,r] pa je za y dovoljno‘uzeti L%ﬂ Yoo gde je Yo
iz

ké‘isz[O,lj koja zadovoljava uslav Ay, = 25-

“kako je A strog izvod funkcije f po y u (a,b),postoje oko-

tatke a i okolina V = B[b,e] tadke b takve da je

a

HE (= y") ~£(x,y7)=B(y" - y’)“s_% ly"-y-ll, _ |

vakd erl iy ,y"evV. Kako je funkcija f neprekidna po x u ‘ !

5),_postoji okolina U

5 tatke a takva da je

£ (e, ) fls =

svako xeU,. Neka je U = U f\U2. Primetimo da je funkcija £

2°
neprekldna po y na skupu UxV, jer je

(5 + IBID ly"-y~I

£ (2, y")=£(x,y7) || <
le,yﬂy(x,yweUx\h
DokaZimo da postoji niz funkcija‘gk:U+V takav da je

b;

Ul

go(x)

Ag ) (x) = Agy (x) - flx, g (x)),

. ,
1934y ) = g O lls ¢ IE gy () ],

za k = 0,1,2,... . Pretpostavimo da post031 konac¢an niz funkci-

Ja 9or9yr---19, :U >V koji zadovoljava prethodne uslove i do-
, ka21mo da se on mozé produzZiti funkc1jom 941’ :U~»V tako da pret-
hodnl uslovi OStanu zaGevoljeni. Na osnovu razmatranja izvrsSe-
nog na pocetku dokaza, postoji funkC13a g +1-U4-Y koja zadovo—v

‘ lJava uslove

“gn+1(x)"gn(x)”5'% HE(x, 9 (x)) ]].
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Q
[
3
!
Q
0]
—~
x
7; .
il

I (95000 [ = £ [EGB) ], -

’

llg, (x)=bll<5 < ¢

jé{ovo-ispunjeno za n=0. Neka je n >0. Ako je O<kg n, on-
je

lopyy ) -9, 0 s £ E (g (0 1] =

= 7 Mg G =f 69y () =Algy () —gp ;) )]«

/A

= gy ) =g, _, G ll,

ligyqy =g GOl <

n
I & 3

ig Hgl(x)—gb(x)H54§ £ (x,b) |-

g e ) -bllse .

Al

' Neka je xeU. Niz g, (x) je Cauchyev , jer je
' 1 ‘ |
“gk-*-l (X)_gk(x);if 5 i'gkb{)"gk-l (x) {

i?a-k =1,2,... . Zato on konvergira nekoj tacki iz V. ObeleZimo

Jtu tadku sa g(x). DokaZimo da tako dobijena funkcija g:U- V zado-

iyoljava’traéene uslove. Granic¢nim prelazom u jednakosti



j{jamo da Jje

f(x,9(x)) =0

Granic¢nim prelazom u nejednakosti

RIS

{géékdfxeu. Neka jé C =
oy 0 -bli< cliE G
v;jamo da je

g 0 -b]| < Clf (x,b) |
;sVako xeU. B

_Napomenes:

1. AKo je £,(a,b) bijekcija, za xeU i yeV f(x,y) = 0 ako
‘amo ako je y = g(x). Zaista, u tom sluaju je rsHAﬁlel, pa

ako je xeU, veV i f(x,y) = 0, onda je
ly=g () || <la™ aty-g 0 || <
s 7 IEGx, Y ~£(x,g(0) =Aly-g(x)) || < 2 lly-g 0 11,

odakle sledi y = g (x).

_if‘v2. Ako je funkcija f neprekidna i fy(a,b) bijekcija, onda
~Je funkcija g neprekidna. Zaista, u tom slu&aju je svaka od .
3fﬁhnkcija g, neprekidra, jer je “

G yp (¥) = g () -A E(x,g, (x),

Pazkaké niz funkciija g,, ravnomerno konvergira funkciji g, to Je

1 funkcija g neprekidna.
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. 1.10. LAGRANGEOV PRINCIP ZA GLATKE PROBLEME

<Teorema 1.10.1. Neka su X i ¥ Banachovi prostori, DcX,

;D_¥§m+l, F:D> Y i ReintD resSenje problema

£,(x) » inf; £,.(x) <0, i=1,...,m, F(x) = 0.

o su

a) funkcije fi' i=0,1,...,m, diferencijabilne u ¥,
 ,_b) funkcija F strogo diferencijabilna u X,

c) ImF (%) zatvoren podprostor od Y,

5, . N o . . * » A~ » .
nda“postoje Lagrangeovi mnoZioci ﬁeRm+l i *¢ Y* takvi da Je
p Y

‘,

1. (X, §*) # 0,

: m+1 ’ ' _
Napomena o oznakama. Pod R podrazumevamo prostor stuba-
m+1%* ’ . ~
prostor vrsta. Komponente funkcije f oznacavamo

;»‘Cta";-a pod R
isaﬂfi; i=0,1,...,m, a vektora % sa ii’ i=0,1,...,m. U skladu sa
‘tim, 3£ (R) je matridni proizvod, tj.

(%) =

>4

. bokaz. Ako IMF7(R) # Y, onda % = 0 i J*e (ImF (X)) zadovo-

;iaVaju uslove 1-4. Zato nadalje pretpostavljamo da jJe ImF ~ (X)=Y.
: "Pretpostavka'da je'fo(ﬁy = 0 ne umamnjuje opStost razmatra-
Nja. Ako je fo(&) £ 0, funkciju'fo moZemo zameniti funkcijom

fo‘fo(g\() -



ki 7 MoZemo pretpostaviti da su sSva ogranidenja aktivna, tj.da

:éifﬁ(ﬁ) = 0 za svako i=1l,...,m. Ako je za neko i=1l,...,m

e *i ,

“(%) < 0, tada je f (x) <0 u nekoj okolini tatke £, pa ovo ogra-
éenje ne moramo uzimati u obzir. Za takvo i stavidemo da je

0.

Posmatrajmo skup

C = {(u,y)erR™ "« Y[ (3heX) (£ (X)h<u; za i=0,1,...,m,
F (X)h = y)}.
Lako se pokazuje da Jje ovaj skup konveksan.

Dokazimo da je intC # @. Neka je U jedini&na kugla u X.

réma teoremi o otvorenom preslikavanju, postoji kugla V u Y

ja je sadrZana u F~(X)U. Ako je ui>Hf£(§)H, i=0,1,...,m, i
%%V, onda (p,y)eC. Zaista, postoji heU takvo da je F (®)h = y;

&’;takvo h vaZzi
£/ hs 15 Rnh (e TEJD | il <7 G < uy

,KEQi da je intC # @.

Dokazimo da Oﬁfc. Pretpostavimo suprotno: neka 0€ C. Tada .

§@§toji-h.éx takvo da je
f;(ﬁ)hﬂ < 0

za svako i=0,1,...,m, i

7Ak0 na funkciju f(x,y) = F(x+y) primenimo teoremu o implicitnoj
funkciji, dobijamo da postoji C> 0, okolina U tatke ® i funkcija
9:U ->X takvi da je

F(x+g(x)) = 0,

llg (x) |l ¢ cilF (x) |




| Hg,ézak'o x€U. Postoji e > 0 takvo da je R+theU za svako tec[0,¢].

ké je funkc13a X: rO e|»>X definisana sa. r(t) = g (R+th). Kako je
4yi=10 i F (X)h = 0, to je

IF (&+th) || = o (£),
r(t) = o (t). ' .
je
Lim 1 £, R+thir(t)) = £7(®)h
+

1=0,1,...,m, postoji te[0,¢] takvo da Je

e

fi (R+th+r(t)) < 0
331:0 R TR rmrA i

F(R+th+r(t)) = 0,

:to je protivno pretpostavci da je ¥ resenje posmatranog prob-

Lema

_ Prema jednoj od posledlca teoreme o razdvajanju konveksnih
akuoova, postoji zatvoren hlperpodprostor koji ogranic&ava skup
2. Sledi da postoji (%, *)eRm+l <Y, (X,9*) # 0, tako da je

-

PAS

AU ‘+ ?*y > 0

¢a svaki par (up,y)eC. DokaZimo da i §* zadovoljavaju uslove 2

L 4. Ako je e >0, onda ((e,...,e, l+e,e,.:.,e),0)eC (h=0), pa je
~ m
AL + ¢ z

Sledi da je A, 0. Za svako heX i e>0 (£ (R)h+(e,...,e), F () hk
‘C Sledi da ]e ’ -
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m
GER)+Y*F (D)) + e T R,3 0
‘ i=o

HéQakO heX. i € > 0, a odavde da je

GAE (R)+9*F 7 (X))h 3 0

YR+ F(R) = 0. 8

" Teorema 1.10.2. Neka su X i Y Banachovi prostori, Dg X,

;
P
i

, F:D>Y i XeintD reSenje problema

fo(x) +.inf; fi(x) < 0, i=1,...,k, fi(x) = 0, i=k+1,...,m, F({x) = 0.

‘a) funkcije £.. i=0,1,...,k, diferencijabilne u X,
b) funkcije f., i=k+l,...,m, strogo diferencijabilne u ¥,
_¢) funkcija F strogo diferencijabilna u %,

d) ImF " (X) zatvoren podprostor od Y,

Y TN S

m+1*

4 postoje Lagrangeovi mnoZioci AeR i Y*Y* takvi da je

1. (X,9*) # 0,

2. %. >0, i=0,1,...,k S : g
a1 : :
3. A.f. (%) =0, i=1,...,k
1 1
4. BE(X)+YFF(R) = 0.

Dokaz ove teoreme se QOblja tako &to se prethodna teorema

ermenl na problem

f (x)}) - inf; f.(x) o, i=1,...,k, G(x) = 0,

O hE

LA




[NS)
w)

je funkcija G:D - RVK v definisana sa

G(x) = (f

k+1 (X) l"'lfm(x)l F(X)) .

‘iﬁa;&;poteékoé_a koja se tu pojavljuje je dokazivaﬂje Cinjeni-

da, je ImG " (X) zatvoren podpro"stor od Rm—k

x Y. Ovaj problem -
ava

i
e

» Lema 1.10.3. Neka su X,Y i Z Banachovi prostori, Be¥(X,Y),
f‘;f(x,Z) i A= (B,C)eX(X,¥Yx 2). Ako je ImB zatvoren podprostor od Y
". ‘CKerB zatvoren podprostor od Z, onda je ImA zatvoren podprostor
5@ ¥ x 2.

Dokaz. Neka je (y,z)eclImA. Postoji niz (xn) tacaka iz X
takav da je lim Ax_ = (y,z), tj.takav da je lim Bx = y i
o neo S n>

o lim Cx = z. Kako je ImB zatvoren podprostor od Y, postoji
@ ‘ : ’

keX takvo da Je Bx = y. Prema teoremi o otvorenom preslikavanju,
f_:bsf_dji niz (¢ ) tagaka iz X, takav da ' je Bg = B(x -x) i da je

n

11m & = 0. Kako je gn—xn+x6KerB, lim C(gn—xn+x) = Cx ~ 2z,
1+ 0o n >

o je Cx-z e ¢clCKerB = CKerB, Zzato postoji ¢ € KerB takvo da je
6 .= Cx-z. Kako je B(x-¢g) = y- i C(x-g) = z, to"je« (y,z)€ ImaA. R
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7. NEOPHODNI USLOVI EKSTREMUMA U VARTJAC IONOM RACUNU

" 5.1. LAGRANGEOV PROBLEM

m+1

L(t,g,u).v -+ R k(to,xo,t

1{’

Skup procesa P je skup &etvorki (x(-), u(-), to;tl),»tak—

glatka funkcija;
u('):.[to,t'7F>-Rr neprekidna funkcija,

(t,x(t),u(t))evV za svako tef‘t ct]

(tgrx(t) , tpx (t)))EW.

*. Bolzini funkcionali Bi:P -> , i=0,1% ...,m, definisu se sa .
1

By (x(:),u(e) et ) = L, (t,x(t) ,u(t))de +.

R
t
I
€

) O
+ Zi(tO,X(to),tl/X(tl))-

 Lagrange6v problem je7sledééi ékstremélni problem na sku-
'BO(X(.)'U(.)fto;tl)+ inf;

Bl(X(')Iu(‘)Itoltl) é OI- j—:l,--i(k,

I
(@]
-
A~
+
-

Bi(x(')ru(')ltdrtl) ., m,
X(t) = f(t,x(t),u(t), telr ,t 7.
Proces (x( ),u( ), t:)eP je optlmalan u glabom smislu ako

e dOPUStJ.v i ako pos;o;1 € >O takvo da je

. Neka jé \ otvéren skup u‘RXRDXRF i W otvoren skup RxR"xRxR".




)z B (X(),4(),2 ..t

B (X(')fu<')rtolt o’ "1

zagsvakl dopustivi proces (x(-),u(-),t_ ,t,)e P koji zadovoljava

uleVe

I xey =%, fu@ =8| < ¢

C e ’ A -
‘za svako téLto,tljf\ftq;tlJ.

e e . : n* _m+l* i
Hamiltonova funkcija H:VxR xR + R definisSe se sa

H(t,x,u,p,r) = pf(t,x,u)=-2L(t,x,u).

Teorema 2.1.1. Neka su funkcije f i L neprekidno dlferen—

c13ab11ne po x i u na skupu V i neka je funkcija.g neprekldno

A
d;ferenc1jabllna;na skupu W. Ako je proces (x( ), (- ), o l) op-
o - ' * :
timalan u slabom smislu, postoje 3€Rm+l i glatka funkcija
pﬁ [t ,tlJ—-R ., takvi da je '

1. X # o ;
A
AL 20, l—_-oll,---/k.!
1
B
Al 51 = q: i=1,...,k;
A ’ :
- T .
2. P(t) = =-H_(t), telr_,t 7;
Dty =13% D(E) = -3
p O? = uxbl p(tl) = Ahxlr
3. R _(t) =0, telt ,t.7;
u I _ol l_Jf
a. k) = A% H(E) =22
. o) T T ztO’ ) = t,

Teorema 2.1.2.- Neka su funkcije £ i L neprekidno diferen-

*1jabilne na skupu V i neka je funkcija ¢ neprekidho diferencijabilna

T

BT SR T e A R e

it
1
gl
g
¥
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Ako je proces (§(-),G(-),%O,%l) optimalan u slabom

. . A AL A .n*
postoge T€R i glatka funkc1ja-p(-);[to,tl]+ R,

B (R(), 0, € ,E)),

H (6% (), 2(0), B0, ),

58, T

i td.

I nadalje cemo koristiti ove i slic&ne %kracene zaplse ¢i-

]l -je smisao potpuno jasan
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© At 2.2, LAGRANGEOV PROBLEM NA SKUPU DEO PO DEO
et NEPREKIDNIH UPRAVLJANJA
}skup procesa P je skup Cetvorki (x(-)yu('),to,tl), takvih

1. X(7):[t0'tﬂ"* R" deo po deo glatka funkcija,

{?2. u(-y: [t ,t. ]~ r" deo po'deo neprekidna funkcija,

3. (t,x(t);ujt)),(t,x(t);u+(t»ev za svadete[to,tﬂA,'

4. (torx(to)'l tlrx(tl))ew-

‘Lagrangeov problem se moZe razmatrati na skupu procesa
0ji: je prodirenje skupa procesa P.

Optimalnost procesa -u slabom‘smislu defini3e se na isti

agin-kao u prethodnom paragrafu.

¢ Proces (§(-),ﬁ('),£o,%l)e§ je optimalan u slabo-jakom
.m151u ako je dopustiv i ako postoji e > 0 takvo da je

R N

;angaki dopustivi proces (X(-),u('),to,tl)eﬁ'koji zadovoljava

2

lu () -2(e) || < «

: X A A~ A ~ . ) A '
gg svako téLtO'tlJHEtO'tlj',!taTl]""' t-7 | = €, gde su Ty,

il ?s tacke prekida funcije ().



:Teorema 2.2.1. Neka su funkcije f i L neprekidno diferen-
ne po X i u na skupu V i neka je funkcija ¢ nepréekidno di-
'hcljabllna na skupu W. Ako je proces (X(-),0(- ), t ) opti-
ﬁ u slabom smislu, postoje AeRm 1* i deo po deo glatka-funk—

R * .
‘;P(‘)-[to, l}ﬁ Rn , takvi da je

1: X # 0;
ﬁi;o, i=0,1,...,k;
X /é = O, lzlr e . rk;
ivi : ;
’ A /‘\ _ A . : A Pl -7 A ,\ R %
2. B(t) = -H (), teﬂto,tlJ\Frl,.i.,TS}, |
A A _ AA A A o -A/\ .
p(to) = AQX ’ p{tl) = *ﬁx,z
O 1
A E A A N A
3. H () =0, te[t ,t IN{T ,..., 7T };
4. Cficky = 3%, H(@E,) =131, .
. o] t "1 t
O 1 ;
Teorema 2.2.2. Neka su funkcije £ i L neprekidno dife- g
? n01jab11ne na skupu V i rieka je funkcija & neprekldno diferen- |
*1jabllna na skupu W. Ako je proces (x( ),u( )"o’tl) optimalan
‘slabom smislu, postoje. AeRm 1 i deo po deo glatka funkcija
\ ~ A~ n¥* - .
FEtoftl]+'R , takvi da je

>

1. o #F 0

X, 20, i=0,1,...,k .

AN

iBi = 0, i=1,...k;

~ - _A ’r’\ A e A
2. p(t) Hx(t), teLtO'tlJ\LTl'.."TS}'

A~ A A A A _ __AA R

p(to) = XQX ’ p(tl) = Azx ;

O -1

3. ﬁu(t) = 0, te[tb,%lj\{?l,...,?s} ;
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A oo - Ao ~ .
4. H(t) = H _(v), téLtO,tlJ\{Ll,...(?s},
A A A A A A ~AA
H(to) = "My I(tl) = k%t .
o 1
‘Teorema 2.2.3. Neka su funkdijé f i L neprekidno diferen-

cl]abllne po x i u na skupu V i neka je funkcija ¢ neprekldno di-

renc1]abllna na skupu W. Ako je proces (X (- ),u( ), t ) opti-.

; *
alan u slabo-jakom smlslu, postoje AeRm ! i deo po deo glatka

“kc1]a D(): ft ,t J» R , takvi da je

1. % # 0;
X, > 0, i=0,1,...,k;
1
by g. = O, 1:1,---,k,
i 1 :
A A ~ R
2. ple) = SH (8), telt B INT L., T )
~ -~ AN A AN A A P
p(to) = )‘«/Q«X ’ p(tl) - —}\QX r
- "o 1
3. .H (t) =0, telt ,tl]\{?l,...,?s}; )
A /:\ _ ~ -~ = .
4, H—\‘i) = H+(Ti), i=l,...,8;
() = ~%b, ., H(t) =32, .
o) 1

i Teorema 2.2.4. Neké su funkcije £ i L neprekidno difeten—
cijabilne na skupu V i neka je funkciia ¢ neprekidno diferenci-

'jébilﬁa na skupu W. Ako je proces (Q('),G(p),%opﬁl) optimalan u

* L.
slabo-jakom smislu, postoje Ter™ 1 i deo po deo glatka funkcija

- - *
‘):LQO,ELJ+ R, takvi da je

1 N # 0:
~
-Ai =z 0, i=0,1,...,k%k;
A A
B. = 0, i=31,...,%k;
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2. Ble) = -H, (t), tef?of%i]\[?l"“"?s};
B(E)) =12, , DR = AL ;
o 1
3. H () =0, te[T B IN(T, ..., % s
4. H AT =B (R, i=1,...,s;
ﬁ(t) = H_(t), te[ﬁo,%lj\{?l,..;,? };
H(E,)) = -iito, H(R)) = ?Etl.

2.3. DIFERENCIRANJE OPERATORA NEMYTSKOG
| OPERATORA EVALUAC I JE

Teorema 2.3.1. Neka je G otvoren skup u RxR™ i neka je

nkéija f(t,x):G > R"™ neprekidna i neprekidno diferencijabilna

- yech | | '
| D = {x(-)eC [to,tl]l(vte[to,tl])(t,x(t»ec}
o n
%29#vorep u C [to,tl].
b) Operator Nemy tskog F;D—*Cmﬂto{tll koji se definide sa
F(x(-))(t) = £(t,x(t))

fje:neprekidno diferencijabilén i

Fo(x(-))h(-)(v) = £ (t,x(t))h(t).

Dokaz. a) Neka jJe X(-)eD. Grafik funk01je R(- ) Jje kompak-

btan podskup od G. Zato post031 r> O takvo da je

ko€l B ] R xR0 sy 2 6

‘Sledi da Je

Bt g B




[x () -%() s} ep.

e, skup D Jje oleiha proizvoljne tadke X(°) sadrZane u njemu.

“igﬁa je skup D otvoren,

o - . n -- m . .
- b) Linearni operator A:C [to,tlj+.c [to’tLJ koji se defi-

“sa

CBn(-) () = £7(t,R(£))h(t) S

ograni&en. Zaista’

sup  Jlan(+) ]| = = su "~ sup |Ah() ()] =

H —
all = .
e Tier Y
= = sup sup f£Z(t,X(0))h(e)] =
Hh(~)[5} toststy | _
_ sup sup 'Hf;(t,Q(t))h(t)H =
tostit, Hh(°—) <1
= = sup Hf;(t,ﬁ(t))ﬂ< +o .
t ststl

> 0. Postoji &, 0<8<xr, takvo da je

HE (e, x)=£2(8,R(E)) /< e

§za]svako (t,x)e[to,tl]an koje zadovoljava uslov |[[x-%X(t)| < §.

‘Neka x7(-), x" ()€, [x ()22l < &, [x"()=R(-F[<5.Tada je

P (" (=) )=F (%" () ) =A(x" () =x"(")) | =

il

i

sup Hf(t,x"(t)>—f<t,x'<t>>—f;<t;§<t)>(x“(t)—

to{:tétl
-x (e | < sup sup IE7(t, (1-8)x~ (£)+ex" (t))
N t gtgt 0gBgl
O 1.
- £ RN kT () -xT(0) ] <
< sup = U x"(t)-x"Le)l] = el ()-xTrs) .
t sttty
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davje A strog izvod funkc1je F u tacki x( )..Kako.je funk-
”'rogo diferencijabilna u svakoj tacki skupa D, ona je -

<1dno diferencijabilna na skupu D. R

: ,- . ) . . . n .
‘Teorema 2.3.2. Operator evaluacije ev:Cl[to,tle]to,tl[+
i se definiée sa
Tev(x(-),t) = x(t)
prekidno diferencijabilan i

_ev (x(+),t)h(-) = h(t),

x{f)
evt(%(?),t) = %(t).

Dokaz. Operator ev je ogranicen linearni operator po

zato je on jako diferencijabilan po x(*) i

eV, (+) () OR() = h(E).

HeVX(.)(X(')It)"eVX(.) (;c(.)l/t\) “

)'<§<~) h( ] =

= sup llev (x(-),t)h(-)-ev_,.
(TS SR x

= sup Ih(t)-h(t) |
() fls1

< sup sup h((1 6)t*9Q[|t % < {t—%],

v, (e (), t) =.x<ty[

3
P
#
3
H
i
K
L
5
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i

4

ev

L) B ey ROIB ] = ke -k (D) ]| <

PR =R+ IR =R <

i

IA

Lk (=%l + =@,

/A

opefétor ev je neprekidno diferencijabilan po t. &

2.4. DOKAZ!| TEOREMA

_Mayerov problem je slucaj Lagrangeovog problema kod koga

Jé}L = 0, tj. to je onaj slucaj Lagrangeovog problema kod kogaA

Bolzinim funkcionalima B,, i=0,1,...,m, ne figuridu integral-
niWElanovi. Lagrangeovom problemu razmatranom u paragrafima

2 1;112.2‘odgovara sledec¢i Mayerov problem:

Yot -y e+ (e yx(t ), v, x(t,)) » inf;
Yi(ti)fyi(toL+li(to,X(to),tl,x(ti)) £ 0, i=1,...,k,

x(t) = £(t,x(t),ult)),

v(t) = L(t,x(t),ult).

EAkpfje proces (%(*),ﬁ('),%o,%l)'optimalan 4 bilo kom smislu iz

gparagrafa 2.1 i 2.2, onda je proces (%(-),?(-),G('),EO,GI),gde‘ﬁa

L(s,%(s),Q(s))ds,

() =

B ot

o
fOptimalan“u istom tom smislu za odgovarajudi Mayerov problem.
ﬂNeophodni uslovi optimalnosti za Lagrangeov problem déti teore—
‘Mama iz paragrafa 2.1 i 2.2 mogu se dobiti primenom istih tih
teorema na odgovarajuéi Mayerov problem. zato je dovoljno izves-

~ti*dokaze ovih teorema za Mayerov problem, tj. za slucaj L = 0.
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Dokaz teoreme 2.1.1. Neka je I otselak realne prave koji

dﬁii Eto’tlj u svojoj unutradnjosti, na koji-se funkcije K (*)

ﬁ(-) mogu - tako produéiti,da diferencijalna veza

- I e n roL -
a = {(x(),ul),t ,t,)eC (I)xC (I)XRXZR[tO,tlélntI,

(‘v’f.eI) (t,x(t),u(t))ev, (t_,x(t)) rty x(E))EW]

~cpi(£) = ';'i(to'x(to)jtl"‘(tl)) ,

(x(-),u('),to,tl)EA, su neprekidno diferencijabilne.

uﬁicija,é:A+ Cn(I) definisana sa o

() (t) = x(t)~ £(t,x(t),u(t))

éﬁe;takodje neprekidno diferencijabilna. Kako je—

Sy () = %(0)-F (£)x(8)

%iikgko linearna diferencijaln= jednacina
f(0)-F (e)x(t) = y(t)

ima reSenje definisano na celom otsedku I za svaku funkciju.

n

1y§')écn(1), to je Im ax(') = c™(1), pa je samim tim Tiad~ = C (I)-
 éétVorka'€ = (§(-),ﬁ('),%é,€l)éa je lokalno refenje problema

$o(8) » infi @ (8) <0, i=l,...,k,

¢;(e) = 0, i=k+1,...,m, ¢ (g) = 0.




g;koDSUvSVi uslovi teoreme 1.10.2 zadovolijeni, postoje Lagran-

: . . m+1* 0, 4 ' . .
sovi mnozioci TeRrR™ i §*ec (I)*, takvi da Je

X, 3% # o,

~

spulira u tadki E.
£ Diferenciranjem Lagrangeove funkciﬁe po x(-) u tadki %
ﬁdbijamo da je’

AA A QA A A* - —A _
AL X(to)+A2X x(t1)+y (x(t) fX(t)x(t)) 0
(o] 1 .
v : ’ . n ] . : -~ ~ A~ n*
‘za svako x(-)ECl(I). Neka je glatka funkcija p(-):[to,ti]+ R

reSenje problema

A A
AR .
X

p(t) :A—p(t)fx(t),. p(t)) = )

;Neka je y(-)ecn(l)'i »eR™. Postoji x(-)éCT(I) takvo da je

i) = F sy, x(E) = x.

1
‘kako Jje ’
‘ d e ’ _ A ~ : - A ~ _
St Bexe) = SBoE (x40 (Fex )+ y(e))=
= p(t)yit),

to je
El A l;tl A LA aAN A
SByoar = poyxe) | = pEDxRE x(E) .
t, Lty o

Sledi da je
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_ %

‘ Y . _
B(E )+ 2L yx+¥*y () — / Dloyy(t)dt.= 0.
1 X1 /E . :

o A

Sko ova Jjednakost vazi za svako xeRn i svako y(')ecn(I),to Jje

p(tl) = —ALX ,

A l N
A t 1 A . ~
¥y (-) = J p(t)y(t)dt.

t

o}

iy

Diferenciranjém Lagrangeove funkcije po u(-) u tadki

ijamo da Jje. . . ' _ _

T* (- (t)yu(t)) = 0

u

u(-)ectm,  tj. da je

N |

r A 2 . i

A p(o)f (fu(t)dt =0 ;
u(-)ect(1). sledi da je S - ‘ o

B(e)E (t) = 0
p T4 =
teLtO,tl]. i
biferenciranjem Lagrangeove funkcije po tO u tadki T # 5
Diferencirénjem'Lagrangeove funkcije po t, u tadki € do- .

1
~bijamo da je.




98}
|

N

éstaje jos da dokaZemo da je X # 0. Ovo sledi iz &injeni-
0

da.ﬁ‘: 0 povla&i p(:) = 0 a ovo y* = 0.8

. 'Dokaz. teoreme 2.2.3. Pretpostavimo da {i(-) ima jedan Pré"
d u tagki %. U sludaju kada Q(-) ima vedi broj prekida dokaz

béé;@a-se izvede na slidan nalin.

-@ Neka je I otsefak koji sadrzi [%O,? ] u svojoj unutras-

: A n oA . : e et
JOStl, a funkulje xo(-)ecl(IQ) l'uo( )éCr(IO) takve da® je

X
ot
i

Ry, G () = G(t) za telt

X e
(—*'
I

flt,x_(t), u_(t)) za teIl .,

:}ijé, neka je.I, otseak koji sadrzi [7 %lj u svojoj unutrad-

osti, a funkcije %, (-)eC](I)) i § (-)eC™(I)) takve da je
A X, () = X(t), ul(t)H; G(t) za te]?, Jd o

R,(t) = f(t,%l(t), q,(t)). za tel, .

e L N R e N S R ARk

AT ARl
€ ¢l (1, )xc (1) ) xCT (1) «CT (I ) xRXRxR)|

to,relntIo,tl,TelntIl, (t ,x (£t ),t. ,x

. J
o' 7o' "o 1 l(tl))é“’

,(vtezo)(t,xo(t),uo(t))5\7 (VtéI ) (t,x (t),ulﬁﬂ)§V}

1

) eI )
C U:)xRARxR. Funkcije - @iih'R,l 0,1, .”,m,w;&+Rn;deﬂuusmmzsa-

Je otvoren podskup Banachovog pros+ora C (Io)ch(I

il

?i(é) Li(to,xo(to),t

v (E) = %y (1) =x (1),

1’X1(t1))’
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£ = (x ()% (5),u_(),u, (+),t_,t, ,1)€s, su neprekidno di-

~¢ljabilne. Funkcija @:D-+Cn(Io)XCn(Il) definisana_sa
e (g) (t) = (io(t)ﬁf(t,xo(t),go(t)),il(t)— f&qxl0U,ulCﬂ))
fakodje je neprekidmo diferencijabilna. Kako je
B e () 3, (+9) Bl (D) () = (kOA(t)l—%X.(t)Xo(t),
x, (t) £ (0%, (1),

ema teoremi o egzistenciji reSenja linearne diferéencijalne

, o _ .n n . . .
edna&ine Im®(x (- )’ ( )) C (IO)XC (Il)' pa je samim tim

). Sedmorka £ = (% _(-),%.

,.=l'l n . YN -
c (Io)XC (Il o 1. o 1y to_

,f)eﬁ je lokalno re3&nije probiemé

) »inf; ¢.(£) €0, i=1,...,k, @;(8)=0, i=k+1,...,m, v (£)=0, @(sﬁ=o.

ako su sVi uslovi teoreme 1.10.2 zadovoljeni, postoje Lagrange-

+1* L ' n* A 3
v1 mn021001 Ser™ 1 ’ &eRn ,‘y;ecn(Io)*, §fecn(ll)*, takvi da je

A
AL, = 0, i=1,...,k,

.

da se izvod Lagrangeove funkcije ' o |

anulira u tacki £. : - !

>

fﬂ leerencwranjem Lagrangeove fankcije po %o ( ) u'taéki'g : ' !
?dobljamo da je B . : !

2, x(E)- B (DA e -F_(yx(t)) = 0

fza‘svako x{')ec?(lo)- Neka je deo pé deo glatka funkcija
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*
reSenje problema

”~~

SPOE (), p(E) =7

A

w

XO.
o . n . _.n o
Neka e Y(-)écn(Io) i xeR . Postoji x(f)cCl(Io) takvo da je

>

J) = Eaoxweye, x(?) = x.

y "

~

B ()% (045 (0) (F (0 x (0 +y (£)) =

Dl(E)y(t),

Ay

? A~ . -~ A~ , A ~ o~ o~
L I Pt)y(o)dt = B(O)x(t) | = B(D)x-22_x(t).
5 t ' : : ' ' t XO_ )

i o . O

?Slgdi da je

p(t)y(t)ydt = 0.

(]

= AY )

CBG)-hx o+ Ty -

?Kéko ova jednakost vazZzi za svako xeR™ i svako y(')eCn(Io), to je

A X /{- -
Yoy (1) =7/ p(t)y(t)dt.
= .
)
Diferenéiranjem Lagrangeove funkcije po xl(-) u tacki E
. dobijamo da je '
-~ ~ ~ PN Ak - ~ '
AQX x(tl)+ux(T)+yl(k(t)—fx(t)X(t)) = 0

1
S n . . .n e n ..
za svako X(')ecl(li)' Neka je y(-)ecC (Il) i xeR . Postoji

?k(‘)EC?(Il) takvo da je

P ~ .

x(t) = f o (B)x(t)+y (t), x(

rt)
i
b

Kako Jje



d N . o
ax p(tyx(t)y = p(t)y(t),
S tl A | o | tl o A
J P(oy()dt = p(r)x(t) | = plt))x-ux(7)
T T .
edr _da Je A
t b1
-~ o~ A A A X l ~ - .
(plr)+ae, Ix+y,vy(-) -/ plt)y(t)dt = 0.
X, 1 . A

g(g ) = —AE .
1 . xl
A~ % tl A i
y,y(-) =/ py(r)dt.
T :

Yo (f (t)u(t)) =0

a svako u(.)ecr(Io), tj. da je

rB(E)f (B)u(t)dt = 0
:‘t u
O .
o<
P(OE (t) =0
. zalsvako telf , 7 [. ' |
-0 :

ey

Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po u, (-) u tacki

1

. dobijamo da je
T ~ %

| (FE (B u(en = 0

:;2a svako u(')eCr(IJ), tj. da je . k E



Au(t)u(t)dt = 0

l)' Sledi da je

LR B T
za svako tejT, tlJ .

'y - . ~ . A
Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po tO u tacki ¢ do-

> )
)
+
>)
=)
3
t
it
(@]

Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po t, u tadki ¢ do-

- , 1
‘bijamo da je

) = At .
1
tl

p(tl)f(t

Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po 1 u tacdki £ do-

"bijamo da je | -

.
~

1<x+(€)—§_<€))'= 0,

 a odavde da je

A A

(5YE (D) = (1)

Hhy

(7).

FO)

-+

Ostaje jo3 da dokazZemo da je X # 0. Ovo sledi iz éinjeni—
o . ~ . - * . A K
L ce da A = 0 povlaci g(-) = 0, a ovo 1 = 0, §o = 0 1 Y, = 0.

Dokaz teoreme 2.2.1 se ne razlikuje bitno od dokaza teo-

~Teme 2.2.3, pa ga necdemo izvoditi.
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-

pokaz teoreme.2.1.2. Neka je I = EtogtiJ. Skup

8= {(z(+),x(-),ul-NeC, (I)=Ch (1) xcT (1) |

(VteD) (z(£),x(8),u(t)) eV, (z(t),xE ), z(E),x(E)eW )

otvbren'podskup'Banaéhovog prostora Cl(I)XC?(I)xCr(I). Funk-

@i:A~»R, i=0,1,...,m, definisane sa
. (g). = £i<2(to) ,x(to) rZz(t)) ’X(tl) ),

de & = (z(+),x(-),u(-))en ,

prekidno diferencijabilne. Funkcija ¢:4 -~ Cc™(I), defini-

ana. sa
2(£) (£) = x(t) - z(t)£(z(t),x(t),u(k)),

”6aje-je'neprekidno diferencijabilna. Neka je funkcija

v_!I + R definisaha sa z(t) = t. Kako je

P ()X CIID) = R (B) = (B)x (1),
réma teoremi o egzistenciji resenja linearne diferencijalne
édhaéine -ﬁngx(') = Cn(I), pa Jje samim tim Ima’ = Cn(I).

DokazZzimo da je 2 = (2(-),§(-),G('))6A' lokalno reSenje

p?bblema

w®

o(e)>inf; ®.(8)<0, i=1,...,k, @, (£)=0, i=k+l,...,m,

1
$(g) = 0.
| Postoji realan broj &, 0<é< 1, takav da je

+ wi(R(),8) < e,

+ w(a(-),:)< €.

o O

gNﬁﬁa‘je g = (z(-),x(+),u(-)) dopustiva tacka iz & koja zadovo-
1fljavavuslove v |

A '

e (220 s =Ry [ fu) =G | < o
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Posmatrajmo proces (x oz T(-), uoz l(.), Z(EO):‘Z(El))' Ka~

()., 2k, 2(E))) = ¢ (&)

.,mo i
Soxoz he) = k27l & 2 Thiy
= 2z ez T x 2T uzT )
. z(z ~(t))
= f(t,xo0z "(t), uoz "(t)),
nje dopustiv. Kako Jje ' . ' -
lz(E) -t =lz(E)-2(E ) |< 6< e,
{Z(Ef ~t =z (B -2 (R [< s< e,

G A A4 . - -
a za teft_,t Inlz(E ), z(t )]

Ix oz ey =R (e) flellx (27 ed-R (27 ey IRz Ty X0 e

yes

~to je

A,
< 5+(,\)(X("),6)< €y

o z7 (e)-0(e) e fuz e -G N H R Hen-aw |

< 8 + w(h(),8)< €,

P(E) = B (xoz "(:),uoz N(-), zlt)),z(t)): B=F ().

Kako su svi uslovi tebreme,l.lO.Z zadovolijeni, pbstoje'ﬁxﬁangamd
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A* n .
vy €C (I)*, takvi da je

Diferenéiranjem Lagrangeove funkcije po x(-) u taéki g do-

5amo da je

AN A ~A -~ ~ . " .
. + * - —
U,X X(t.Q) ,,\_Qx x(tl,)+y (x(t) fx(t)x(g)) 0
o _ 1
o n . : ita B e % n*
a.-svako x(»&écl(l). Neka je glatka funkc1ja p(-):LtO,tll+R

eSenje problema

da je

O ~

-

a .svako y(-)eCc(I).

o -7 .~
Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po u(-) u tacki g do-

1jamo da je

9 (-F (Dule)) = o0

?{?arsvako u(-)ect (1). odavde sledi da je

plt)t (t) % 0

~

‘za svako rel[t_,E.].

£ e




"Diferenciranjem Lagrangéove funkcije po z(-) u taéki'g do~-

i pijamo da je

- za svako z(-)e€C, (I), tj. da je

t N
AA .A, A A 1 A . A A~
Aozt A, 2z ()= [ plt) (z(erf(t)+z () (t))dt =0
(o) 1 t N
(@)
gZa svako z(-)éCl(I). Kako je
. A
. . 1
z(to) = Z(tl) - £ z(t)Ydt,
t
. O
/oz(t)p(o)f_(t)dt = z(t,) L Dp(t)f, (t)dt -
-~ t 1 T t _
t o
O
t
1 t .
= [ z(t)( r p(s)f_(s)ds)dt,
A ~ R o -
t t
O O
£o je .%1 |
(e, +ie, - [ p(e)E (B)at)z(ty) -
o 1 t
@)
tl A R n t
-~ f z(t)(p(.t)f(t)+>\2t -/ p(s)f _(s)ds)dt = 0
p4 A t
: t o t .
Q O ~
za svako z(-)ecl( ). Sledi da je
t
A A A A l R
)\X, +>\Q f = 2 . —_ !
tO tl /1\__ p(t) ft(t)Jt = 0,
O
A -~ A A t ~ -~
p(t)f(t)+xe -/ p(s)f, (s)ds = 0
to ? t

O

A

za svako.téito,%lﬁ, Iz poslednje jednakosti dobijamo da je



J;a kraju

A
t
A A A A ‘A A 1 A A A A
PIENE(E) = A8, + L pof(mat =57 . R
- O t l I
o |
~ ’ A ’ A . A ) ’:
Kako » = 0 povlaldi p(-)-= 0 a ovo y* = 0, to je » # 0. B

" Dokaz teoreme 2.2.2. Pretpdstavimo da G(') ima tac¢no je-

rekida dokaz moZe da se izvede na slidan nadin.

A A .
[tort7], T

Neka je I =
Ko

A A Lol
={tg 7] 1 I, =[t ,t].

Cies . A . n -~ . r - JRSIPRPES o P, . )
5Da;je,”neka su xo( )eCl(Io), uo( YEC (Io), xi( )eCl(Il) i | |

iﬁl(-)ecr(l ) funkcije koje zadovoljavaju uslove

1

X, (B) = X(t), uj(t) = u(t) zatelt ,7 [,
P A ‘ o~ -~ 1 A A
x, (€)= x{t), u () = u(t) za telT ,t ]

(z(t),x (Y, z(E),x, (£))ew)

n

Je otvoren podskup Banachovog prostora Cl(I)XC?(IO)XCl(Il)x

r i . ’ . '
xC (Io)xcr(I ). Funkcige'@i:A—>R, i=0,1,...,m, .p: A - rR? i x:A+R,

1

definisane sa



9, (8) = 1, (z(E ) x_(£ ), 2(E),x (£,
. p(g) = Xi(;)—xo(?)’ i
g .x(E)-= z(?)-%,
ilgée—je g = (z(’),xo('),xi(-),uo(-),ul(-))eaf
g gﬁ neprekidno dife;eﬁcijabilne.‘Funkcija ¢:A-+Cn(Io)xcn(Il),

definisana sa.

0 (£) (£)=(%,(£) =2 (£) £ (2 (£) ,x, (£) ,u (£,

%ﬂtj—é(t)f(Z(t),xl(t)nlﬁt)ﬂ

?ifakodjelje neprekidno diferencijabilna. Neka Jje funkcija-
?-3(-):1 -+ R defipisané sa E(t) = t. Kako je

®(xo(-),xk(-))(Xo(i)}xlx')x(t) -

= (i (8)=F (£)x_ (£) %, (£)-F_(£)x, (£)),
ffprema teoremi o egzistenciji resenja linearne_diférencijalne
:jjedﬁaéine hng(xof'),xi(')) = Cn(IO)XCn(Il), pa je samim tim
.i;mé’ = c“(10>xcn(11).' |

DokaZimo da je £ = (£(-),%_(-),%,(-),4_(-),0,())eas lo-

~ kalno refenje problema

¢ (£) = inf; @ ()<, i=1,...,k, @ (£)=0, i=k+l,...,m,

v (£)=0, x(§)=0, ¢ (£)=0.
- Postoji realan broj §, 0< é6<1, takav da je

S+w (X (=), &) ¢,
frw (O (1), a)< e

6+w(ﬁl(n),6)< € .
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Néka'je £ = (z(-),x (") ,x;(-),u (+),u, (*)) dopustiva tatka iz &
féja zadovolijava uslove )

z Cr=% Y Il (=%, GO I g () =%, () 1L

O

fug C)=a () ihiu (=8, ()l < 6 .

: (- [Z(t ),z(t )]-*I,.l ona je neprekldno diferencijabil-
iha. Posmatrajmo proces (xoz ( ), uoz ( ),z(t ),z(t D)), gde su

funkc1je x(-):I->R" i u('){I+-R zadate sa

| x (t), tel A : a_(t), teI,
3 x{(t)= © O; , u(t) = © ©

xl(t), tE.I1 - | ul(t)'.ﬁell

&

woz Tt (), z(R ), 2(R))) = @, ()

= £(t,x 0z 1(t), uoz t(t)),

je dopustiv. Kako je

~
EZ(%O)—%O'={2(%O)_%(%O)l< ¢ < £,
Z(th)"tl!:[Z.(tl)—z;(tl)!< § < ¢,
Soza te[t, & 0N z(t ),z (8]

2 lxoz7 () -%(0) [liix(z () y-R(z? e -k f<

za te[to,tljniz(t ),z (ty

Sledl da je z(t) > 0 za svako tel. Zato postoji inverzna funkci- .




l(t)>~ﬁo(z'l(t))HfHGO(z"l(t))—Go(t)Hs

=8 <age 2T 0 -8 (0] <

L s e T e =0 T e iy 2T e =Gy e 1€

€ s+ (G (), 8)< &,

- to je
-1 -1 A A 7 S A. A
cf'o(t:)=}30(_xo.z («), uoz (), z(t),z(t))z B = %o (8) -
Kako su svi uslovi teOreme 1.10.2 zadovoljeni, postOJe'T
L - . . ‘A * *
i Lagrangeovi mnozioci AéRm+l R ﬁeRn , veR y eC (I ) * l yleC (I),
; takvi da je ' .
AT A A Ak LK R
(/‘-\,U:V:Yoryl) # Orv
3% 0, 1=0,1, 1Ky
ﬁlﬁi = 0, i=1,...,k,

i da se izvod Lagrangeove funkcije

A A Kx
}\(?+pz+\)x+yoo+yl@l

‘anulira u tacéki ¢.

Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po Xo(') u tacki ¢,
dobljamo da je

A A - - A A A . A

a5, x(to)—ux(1)+y (x(t)-f t)X(t)) =0
, o

- za svako x (- )eC (I ) . Neka Jje deo po deo glatka funkcija

AT B n*

ohs
+
+
¥
oy

"reSenje problema

PR

el = p(t)E LB ple)) = %‘Xo'



da Jje
. T
Vo Y(-) = /1 p(t)y(v)dt
: t
Y

éﬁs§ako y(')ecn(IO);

: Diferenciranjem Lagrandgeove funkcije po xl(-)’ﬁ tadki 2

B : ' N .

i dobijamo da je

[

s, A A N A A * . -~ R

: AL o x(t )+ux(t)+y, (x()-£f_(t)x(t)) = O
xl -1 1 X

). Odavde sledi da je

%”aisvakq x(-)éc?(ll

: - 1 -
%l _ 5

Ak A R i

y,y(-) =/ plt)y(r)dt :

T ;

za svako y('jécn(l ). _ g | o é

1 S ¢
. : ~ v
Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po uo(') u tacki g :

é;dobijamo da je _ ' i
A X A _
Yo (- (B)uft)) = 0

za svako u(J)GCr(IO). Odavde sledi da je

A S

) . ]

p(t)f (t) 0 - t

: za‘svako'tQEQO)fI . .

Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po hl(-) u tacki & 3

dobijamo da Jje | E

A K A » ' ;

v, (-E (Bue)) =0 -

za svako u(')ECr(Il)- Odavde sledi da je .

~ o :‘

| Be)T, (£) = 0 ! :
za svako te]r(tll.



i'Diferenciranjem Lagrangeove funkcije po z(-) u tacki E
opijamo da je | o
A~ ) A A . N A’ A
Az (B )AL Z(tl)+vZ(T) -
o 1 |
- A*x . -./“- . A Ax . ~ 7 A
—yo(z(t)f(t)+z(t)ft(t))~y1(2(t)f(t)+z(t)ft(t))=O
~
tl
A A A A A A A A A . ~
AL, z(t Y+re, z(t )y+vz(t)- [ Pp(o)y(z(t)f(e)+
t O t 1 ~ . , .
o 1 t
o
A
+z ()£ _(t)dt = 0
1 :
z(t,) = z(tl) -}é z (t)dt,
' e
% t
. ~ tl . A 1 .
z(T)=z(t. )- / z(t)dt=z(t,)- / K_ (t)z(t)dt,
1 ~ 1 ~ I,
T ' t 1
A A AA. A tl 'A A . A L
(ve, +x8_ +v - [ ployyf (t)ydt)yz(t,)-
to € Tt t 1
o
tl L ~ A N . t " ~ )
- f Z(E) (DE)E(E)+AL, +VK_ ()= S p(s)f_(s)ds)dt =
A : t I ~ t
t : o} 1 t
i . O . O
Za svako z(-)EC, (I). sledi da je
A A A A - tl A oo ’
ALy +A£t + v =/ p(t)ft(t)dt =0,
0] 1 t

O

0.
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. , N
A A~ A A M A
DL)YE(t)+Ai, +vK. (t)— 5 D(s)f, (s)ds = 0
t I o2 t
o 1 t
o
svako tei%o,%lj\{?}. Iz poslednje jednakosti dobijamo da je

£ (t)

p(t)f,.(v)dt = utl .

~ K

Ostaje jo’ da dokaZemo da je A#0. Ovo sledi iz &injenice
A Ak .
= = i = |
v=0, Yq 0 i Y, 0.

. da 3=0 povla&i p(-)=0, a ovo u=0,

s

Dokaz teoreme 2.2.4 sli&an je dokazu teoreme 2.2.2. Zato

. ga nedemo izvoditi.

2.5. PRIMENA OP3TE TEORIJE NA NAJJEDNOSTAVN!JI'
PROBLEM VARIJACIONOG RACUNA

o n ) .
Neka je V-otvoren skup u RXRnXR,, funkcija L(t,x,x):V> R
. V. A A RPN ~ n
neprekidna, to,tleR i xo,xleR .
Najjednostavniji problem varijacionog raduna je slededi
ekstremalni problem: |
(s
1

O

s

L(t,x(t),%(£)dt ~ inf; x(E )=%

o

) . . . N AAq .
On se moZe razmatrati na skupu glatkih funkcija x(-h[toﬁﬁJ+,Rn,

‘takvih da je
(t,x(t),x(t))eV

za svako tei%é,%lj; ili na skupu deo po deo glatkih funkcija



w
(93]

;> R , takvih da Jje

(t,x(t) ,x_(t)), (t,x(t),x, (£))eV
- A A 5

vt;a_svako-teLto,tlJ.

Najjednostavniji problem varijacionog raduna moZe se shva-

thiti kao sledec¢i Lagrangeov problem : , N

a
4

~ vtl L : A ) i
S L(t,x(t),u(t))dt > inf; ' |
t
O
A ) - A A
. ,to,f tor & T tl’AX(to) = Xor X<t1) = Xy

x(t) = u(t).

‘fStoga se DEOphOdnl uslovi minimuma za najjednostavnljl problem
~varijacionog raduna mogu izvesti iz teorema datih u prva dva

"paragrafa ove glave.

Nadalje pretpostavljamo da je funk01ja L neprekldno dife-

renc1jabllna po x 1 x na skupu V.

Razmatrajmo najjeanStaanjl problem varijacionog racuna
na skupu glatklh funkc1ja Na dopustivoj funkciji x( ) se dos-

tlze»slab minimum ako postoji €30 takvo da je
L(t,X(t),%(t))dt

° o |

=+

L(t,x(t),x(t))dt 3

M= D

zaxsvakﬁ ddpustivu funkciju x(-) koja zadoVoljava nejednakosti
Ix(t)-% () |, [Ix(0)-R(t)|l <«

za svako telt ,% 7. Ako se na dopustivoj funkciji X(-) dostize
[ 0] l‘a

slab minimum, onda Jje (ﬁ('),Q(-),EO,%l) optimalni proces u sla-
bom smislu za odgovarajudéi Lagrangeov problem. Prema teoremi

A * . Cq:
2.1.1 postoje AERS i glatka funkc1ja P(+) koja preslikava

A

A - n¥*
Ltortyl W R, takvi da je %" # 0 i da je

a) - p(t) = —HX(t) |
B Lo TS > o - g~ L _A
b) p(to) LY p(tl) = )y



(2]
(N

H(t,x,u,p,r) = pu—XOL(t,x,u).

"1z c) dobijamo da je

p(t) = A L}'{(t). . SN

;Ako bi bilo AO 0, bilo bi ﬁ(t)=0 i ﬁ(t)=0, pa bi na osnovu b) i
zd) bll? Al-u2=

33 4 - 0, a to je nemogude. Zato moZemo smatrati
;ﬁda je"}\O = 1. Stoga 3Jje ‘

ovo je Eulerova jednadina.

Razmatrajmo najjednostavniji problem: Varlja01onog racuna

?na skupu dec po deo glatkih funkcija. Na dopustivoj funkc1jl

e N

 x(~) dostiZe se slab minimum ako postoji e>0 takvo da je .

Lt,x(£),%(£))at 3 / L(t,%(t),%(t))dt

O . . O -

(ﬁ\ >
B~ >

- za svaku dopustivu funkciju x(.) koja zadovoljava nejednakosti
I (6) =2 (8)d], Ix(e)-%(e)ll < e

za, svako te % N (u tatkema preloma funkcija x(-) i %(-) posled-
nja Pejednakost -treba da bude zadovoljena za levi i desni izvod) .
TAko se na d0pusblv03 funkc1jl X(-) dostiZe slab minimum, onda je
(x( ),x( ), O,tl) Optlmainl proces u'slabom»smislu za odgovara-
jucéi Lagrangeov problem, Iz teoreme 2.2.1 moZemo .izvesti da se
funkcija '

) =T (t)

0

ot

P




U
w1

;ﬁégé neprekidno produZiti u ta&kama preloma funkcije X (-) (prvi
gwEierstrass—Erdmannov uslov), i da je

%EUIerova jednac¢ina). Na dopustivoj funkciji () distize se
;lébo-jaki minimum ako postoji s>O takvo da. je
1

1 .
L(t,X(t),R(t))dt .

e
=

L(t,x(t),x(t)) »
o ' o
;zé svaku dopustivu funkciju x(-) koja zadovoljava nejednakosti

Hx (£) =% (t) | < e
;gg'svako tégﬁoytl] i

I (£) =R (£) || < ¢

'?a svako te[to,tﬂ, h;—?IQ,..,,ft—TS[> e ,gde su ?l,...,?s tadke
preloma funkcije %(-). Ako se na dopustivoj funkciji X(-) dosti-
Ze ‘slabo-jaki minimum, onda je (ﬁ(-),ﬁ(-),%O,El) optimalni pro-
‘ces u slabo-jakom smislu za odoovarajucé¢i Lagrangeov problem. Iz
‘teoreme 2.2.3, pored prvog Weierstrass-Erdmannovog uslova i Eule-
‘rove jednaédine,dobijamo da se funkcija

H(t) = T ()% (t)-L(t)

x

‘moZe neprekidnc produZiti u tatkama preloma funkcije X(-) (dru-

-gi Welierstrass — Erdmannov uslov). ' -

-

U sidéaju kada se na dopustivoj funkciji L(*) dostiZe slab
minimum, drugi Weierstrass—-EBErdmannov uslov ne mora biti zadQvo—
"ljen. Posmatrajmo problem

ooy 3 -2
J{d4x - 6x7+ x7)dt - inf; x{(~1) = 0, x (1) = 1.
-1 . : ) ' .

DokaZimo da se na funkciii

~ 0,
x(t) = .
t, O;’ts
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dostlze slab minimum. Tac¢ke 0 i 1 su lokalni minimumi pollnoma ' :
(u) = 4u —6u3+u2} zato postoji e>0 takvo da je L(u)>L(0) =za - ‘
d+<?€ i L(u) » L(1) za u-l| < . Neka je 'x(-) dopustiva

ﬁnkcija, takva da je

i kSR T Y

X (£) =R (t)] , | x(t)-R(t)] < ¢ T | | | .

za svako te[-1,1]. Tada je

1 o) ' 1 ‘ . [
J L(x(t))dt = [ L(x{t))dt + / L(x(t))dt » G
-1 ’ -1 ‘ O ' :
o 1 ' 1. ‘
> [ L(0)dt + [ L(1)dt = S L(xk(t))dt. -
-1 , o -1

Aﬁfema tome, na %(-) se dosti¥e slab minimum. Lako je pokazati
da je

= A(t) = 0, -1lgt<O.
1,  O<tsg1l.

?ﬁako je ﬁf(O) # ﬁ+(0), drugi Weierstrasstrdmannov uslov nije

Ako je funkcija L neprekidno diférencijabilna na skupu V,
;ﬁz teorema 2.1.2, 2.2.2 i 2.2.4 moZemo izvesti da je u svakom od
?prethodno razmatranlh slucajeva zad ovoljen i slededi uslov
H(t) = -1, (v), o ' ‘ - B
L Tt .
;odnosnO'

(T (OR()-T(0) = -T_(8).
x 1

e

2.6. JOS JEDAN PROBLEM VARIJAC IONOG RACUNA

Neka su V i V1 otvoreni skupovi u RxRHXRr i W otvoren

Skup u RxR nyRanxR Neka su funkcije fo(t,x,u):V > r"

1 .
£(e,x,u) 1V > rR™, (t X,0) 1V _~ R Ll x,u) V- rUtL

. } m+1
z(tO'XO'tlel'Tig):W+ R neprekidne.



w
~l

- Proces je petorka (x(-), u(-), to, tl’ ), gde je

n

1. X('):Eto[tl]+ R deo. po deo glatka funkcija koja ima

§ hajvi§e jedan prelom, i to u tacki rt,

2. u('):[to,tl]+ rRY  deo po deo neorekidna funkcija koja

?fima najvise jedan prekid, i to u tacki =,
3.0 (el o) (t,x (), ule))ev,
(YeeJr, £ ]) (£,x(t) ,ult))ev,,

(T,X»(T),u_('[))é.vo, (T,X(T),u_*_'(‘[))é_ Vl’

4. (to'x(tb)'tl'x(tl)'T'X(T))é'w'

Bolzini funkcionali Bi’ i=0,1,...,m, definidu se na skupu

;. procesa sa

T
&5 ] ; _ o)
ABi(X(.)IU(‘)'tO’tIIT) - iyﬁtlx(t)lu(t))dt +
O
t1

PRI § ' ' ‘
+ ,i Li(t,x(t),u(t)_)dt + zi(_to’X(to‘) ,tl,?c(tl),r,xr('r_)).
Razmatrademo slededi ekstremalni problem na skupu prbCesa:

BO(X(.)iU(.)’tO,tllT) - inﬁ;

B-(X('),u('),to,tl,T) < 0, 1i=1,...,k;

1
B, (x(-),u(-),t_,t,,7) =0, i=k+l,...,m;
%(t) = £2(t,x(t) ,ult), telt_, [
g(0) = £hie,x(0),ule)),  telr,e].

‘ Sli&¢no kao u prvom i drugom paragrafu ove glave mogu se
uvesti pojmovi optimalnosti procesa u slabom i u slabo-jakom

 smislu.
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. ' PR * m+1* . ' ' *
‘Hamiltonove funkcije H :VOXRn xR™ LR R i HI:VlXR'rl xR

5 R definidu se sa

. _ . |
HP (t,x,u,p,») = pfo(t,x,u)- rAL°(t,x,u),

H;(t,x,u,p,A) pfl(t,x,u)— XLl(t,x,u).

Teorema 2.6.}. Neka su funkcije £ 1 LC neprekidno dife-

‘rencijabilnepo x i'u na skupu Vo’ neka su funkéijé fl i L1 nepré—

;iidno diferencijabilne po x 1 u na skupu V., i neka je funkcija

: _ 1
4 neprekidno diferencijabilna na skupu W. Ako je proces (X(-),
~ ~ x A . ) - . ~ *
;ﬁ(»),to,tl,f optimalan u slabom smislu, postoje XERm+1

s ke funkcije D a4 n* . o ~ 2 n* ;
;glat e funkcije po(f):Lto,T]+ R i pl( ):[T,t1]+ R, téle
~da Jje ‘

1. 3 # 0;

ii > 0, i=0,1,...,k;
/i '%. = 0, i:l, -Ikl
1 1 -

A _ ~0 r N A _ Al ~aA .
2. P (t) = -H_(t),tet,T[; P,(t) = —Hx(t),tg.]T,tl],

pO(tO) = }\QX 7 Pl(tl) = _)\Q/X ;

e} 1

Pl(T) - pO(T) = ng,

A0 A A E N1 PPN
3. "H(t) =0, telt_,T[s H (t) =0, te]l7, B ];
4. 821 ) = A2 gty =132

o’ ‘to’ 17 7 t

Teorema 2.6.2. Neka su funkcije £ 1 L° neprekidno dife-
rentijabilne na skupu Vo’ neka su funkciije fl it neprekidno

diferencijabilne na skupd Vl i neka je fﬁnkcija theprekidno
diferencijabilna na skupu W. Ako je proces’(§(’){ﬁ('),%o,%1,?)
Optimalan u slabom smislu, postoje 36.Rm+1* i glatke funkcije
* ﬁl('):i?,%l]+ R , takvi da je

~ A CoAn n
po('):[to,TJ+ R

m+1”
-5



59.

1. % # 0
_&i > 0, i=0,1,...,k;
2B, = 0, i=1,...,k; ;
2. B (t) = ~8%), te 8 ,20; 3. (t)= - (t) telt,® ]
o) e ’ “ o L7 pl % ’ NS P
po(to) - AQx ’ pl(tll = _AQX ’
-0 1
A~ A A AR .
5 pl(T) pO(T) = Xlg ;
AO o~ ~ Al A A
3. Ho(e) =0, te[t,,7[; H (t) =0, te]%,2];
O A o) s Ar.. 2l _nl ~ .
4. H () = H_(v), te [t ,7[; B (t)=H_(t),te 7,8 ];
-/\O ~ —' A A /\l ~ _ A YAl
Ho () = -ae, , H (£)) =22, . :

Teorema 2.6.3. Neka su funkcije £° 1 1° neprekidno dife-
;>rencijabilne po x i u na skupu Vo’ neka su funkéije fl i Ll ne-

"prekidno diferencijabilne po x i u na skupu V., i neka je funk-

1

S cija % neprekidno'diferenciﬁabilna'na skupu W. Ako je proces

(% (- ),u( ), l,r) Optlmalan u slabo-jakom smislu, pOStOje
A . * - N * ,\- A A *
2 erR™IT i glatke funkcije po(-)'Lt - B 4 B () [T, 1R,
takvi da je
’ ~
1. x» # 0, , e
ﬁi > 0, 1i=0,1, ¥
2B, = 0, i=1,...,k;
i74
2 (t) = -1y, te ‘% % (t)=—Hy (t) ,te 17,%,]
. pO = x ’ o ’ pl P L€ Ty
pO(tO) = AQX ’ Pl(tl) = —AQX ’
e} 1
N A g ~ /;{7\
P, (R)-p (%) = 2i_ ;



60.

O ~ A ! “’" =
3. H_o(t)=0, tg_Lto,z[, (t)= te jr,tlJ,
4 2°(% )= -2 gl(t) =72
) le) e 1 t. 7
(o] "1
B (1) -B () = A7 .

3
¥

; Teorema 2.6.4. Neka su funkcije £°2 1 1° neprekidno dife-
Efencijabilne na skupu V_, neka su funkcije £l i_Ll neprekidno

fdlferenCljalene na skupu V, i neka je funkcija 2 neprOkidno di-

T l A
;ferenc1jabllna na skupu W. Ako je proces (x(-),u(- ), Al,r)
foptlmalan u slabo- jakom smislu, postoge Rer™ 1 i glatke funkci-
yje = Lt ,1]- RT i p1 : (7,2 11> rR"", takvi da je
1. 2 # 0;
2, >0, i=0,1,...,k;
i
B, =0, i=1,...,k;
i7i :
R . /\ O A ~ . ~ _ Al - -A A .
2. P ()= ~H_(t), te [t ,7[; p, (t)=-H_(t),te J1,t ];
p (£ ) =1 5 (%) = 5%
Po'% s’ = x * P1'%5y) T x. '
O 1
A, A ~ oA
p, (T)-p (T) = Aig.
r/\ Ar Al A ~ -l -
3 (t)= teE Tl Hu(t)=0, te Jt,ty 05 -
A0 ¥ A N 7.
4 H™(t) = H_ (t), té:[tO,rL, Liey-a (t>, te 17,81
~O _ ~ A ~1 oA
H (to) = kzt ’ H (tl) = Ait ;
O 1
A~ ~ /\O A A
H (7)-H (x) = =-x2_.

Dokaze ovih teorema necdemo izvoditi. Oni su slic¢ni dokazi-

a teorema iz drugog paragrafa ove glave.

Problem koiji je razmatran u ovom paragrafu obuhvata prob-
leme refleksije i refrakcije iz klasicnog varijacionog raduna.
U teoremama 2.6.3 i 2.6.4 pojavljuju se, izmedju ostalog, i slede-

Ca dva uslova:
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a A ) A _ 1A

Pl(n)—po(T) = A9€,
Al A A0 ,\‘_ /‘\/\'
CH (T)-H (1) = —-x2_.

fIZ njih se mogu izvesti neophodni uslovi ekstremuma za proble-
;}me refleksije i refrakecije koiji su poznati u klasilnom varija-

" ‘cionom racdunu.
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5. TEORIJA SATORA

3.1. RELATIVNA UNUTRASNJOST
' KONVEKSNOG ‘SKUPA

Neka je C konveksan podskup euklidskog prostora X. Nose-
¢éa ravan skupa C je najmanija ravan, u smislu inkluzije, koja ga
sadrZi; obeleZ?ava se sa affC. Relativna unutra3njost skupa C se

definide sa

relint C = int C.

affc

Teorema 3.1.1. Relativna unutrasSnjost skupa C je konveksan
)

neprazan skup.

Dokaz. Konveksnost skupa relintC sledi iz &injenice da je
g .
unutrasnjost konveksnog skupa konveksna. Neka je a,€ C i a;-ags

a,=a gy o maksimalni podskup linearno nezavisnih vektora

skupa {aﬁao}ae;C}. Simpleks S sa temenima u ta&kama ajrdy s

... ,aS_—a

e ey je podskup od Ciofigledno ima nepraznu unutradnjost u

odnosu na affC.Sledi da je relintC # @. §

Posledica 3.1.2. a) relintC = core C;

affcC

b) c1C = linaC.

Teorema 3.1.3. Neka su Ci' i=0,1,...,m, konveksni podsku-

povi euklidskog prostora X. Ako je

. m

N relintCi'# a3,
i=o
bnda'je
o ‘m -
e _ c )
a) aff fﬂ C, = fw aLfCi,
i=o i=o :
m m _
b) relint (] C, = N relintC,;
i=o i=o :

m
c) w ¢ = ()cic,.

e i=



m
< [\ affC,

| i
o) i=o

Y
(@)
N

;;ledinda Je

- m ‘m
atf f1c, < (M affc,.
- i=o i=o 1

Neka Jje
m -
x g_f\‘relintci.

i=o

"Neka je & prava, takva da Jje

m
xet c () affC;.
i=o

Na pravoj & postoji otvorena duz d, takva da je

m
xed ¢ M Ci’
~i=o
Sledi da Jje
m m
L caff () Cyy x erelint M C,-
i=o : _ i=o

Odavde Zakljuéujemo da je

-

m m : :
aff M Cc, 2 ,affCi,
i=o. * i=o
m m
relint () C,2{) relintC,.
. i=; i
1=0 130

Neka Jje
m .
a e () relintC..
i=0 *

Neka jé

m
x €relint [} C,.
i=o

63.



5§toji tacka u £ () Ci, takva da Jje x ¢ Ea,u[. Kako je aereiintci
3ue C. za svako i=0,1,...,m, to je xerelintC, za svako. i=0,1,..
E " .1 .
20 tj.
¥ xe N relintCi.
: i=o :
e
ledi da je .
; m- m )
_ relint ) Ci c N relintCi.
Neka je v

¥ m , ‘

ae..ﬂ rellntCi.

i=o

Iz
’ m m

: r r

xecl D Cié—:‘;’;_a,xl_g.[_) <

i=o : i=o

i |

xecl C, & [a,x[€Cy
za svako i=0,1,...,m, sledi da je:

m m
cl N ¢, =N cl Cl.l
i=0o i=o

Teorema 3.1.4. Neka su X i Y euklidskisprostori, A¢Z(X,Y)

i C kohveksan»podskup od X. Tada 3je
a) ~ affAC = aaffC; _ , ] ' |

b) relintAC = ArelintC.

Dokaz. Iz
‘AC ¢ AaffC
-sledi da je

affAC ¢ paffC.-



Neka je
x € relintC."

éka je g prava u Y, takva da je

Axkzq g‘AaffC.

BstoJl pravalp u X,'takva,da je Ap=g 1 da je
xepcaffC.

ja pravo] p postoji otvorena duz d, takva da je
xé d<c C.

\d Je otvorena duZ na pravoj g i

Ax € Ad € AC.
S5ledi da je
qg;affAC{ Ax e relintAC.

Odavde zakljucdujemo da je

affAC 2 AaffC,

relintAC 2 ArélintC.
Neka je

aerelintC.

Tada je
( b = Aae relintAcC.
Neka je | |
ye relintacC.
Postoji tacka ve AC, takva da ie ye.[b,v[. Neka
Kako je ala,ul = [b,v][, postdji tac¢ka x e [a,ul,

je ue C, Au=v.

takva da je

Ax=y. Kako je ae relintC i ue C, to je x e relintC, pa je

y = Ax € ArelintC.

Sledi dd je

relintAC € ArelintC. B
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3.2. RAZDVOJIVOST KONVEKSNIH SKUPOVA

Neka su.Ci, i=0,1,...,m, kpnveksni podskupovi euklidskog
detora X. Za ove konveksne skupove cemo redi da su razdvoiji-
. ako postoji hiperravan koja razdvaja jednog od niih od pre-
é%a preostalih. Neka su‘Yi,_i=O,1,...,m,_pravdi ndseéih‘ravni

?ﬁpova Ci' i=0,1,...,m.

Teorema 3.2.1. Skupovi Ci’ i=0,1,...,m, su nerazdvojivi

ikb i samo ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

. . m :
~a) M relintCi # O
i=o .
b) Y. + N, Y. =X, i=0,1,...,m.
i JU T »
v j=o
o a7d |
Dokaz. Neka postoji hiperravan H koja razdvajda skupove
C Ci i neka je zadovoljen uslov a). Kako je
i}f; _i= 1 -
. rélintco N relint N C, = relintCé/\ N relintci# @,
' | i=1 | i=1 -
}o Jje -
e i=1]
pa Je . m m
affc < H, N affCc. = aff () C. ¢ H.

8ledi da je

» Neka uslov a) nije zadovoljen. Ne umanjujuéi opstost mo-
Zemo pretpostaviti da je
. m.

M reli'ntc.l # 0.
i=1 }

: : m
Neprazni konveksni skupovi relintCO i relirnt *Eci su disjunktni,
i=1 - S ‘




'gﬁé zato postoji hiperravan H koja ih razdvaja. Hiperravan H
b : - m
“razdvaja skupove C, 1 N Cy.
re i1

Neka je zadovoljen uslov a) 1 neka je

m
Y +_/3 Yj # X.

J=1
. A - m
spostoji hiperravan H koja prolazi kroz tadku a€e /N Ci i sadrzi
: i=o
B . m- m - . .
‘ravni afbe i aff () C. = [} affC.. Hiperravan H razdvaja sku-
L S 3= j=1 ]
. m '
: ' i i
ipove C, 1 {1 C,-

PR )
’

Teorema 3.2.2. Skupovi Ci’ ito,l,}}.,m, su nerazdvojivi

"ako i samo ako su zadovoljeni slededi uslovi:

K-

m

a) [ relintC., # @,
i=0 +
m m :

b) TN Y. = X.
i=o j=o J

J#1

Dokaz. Dovoljno je dokazati sledede tvrdjenje:

m
.+ .=
Yi /? Yj X
. j=0
J#L
za svako i=0,1,...,m ako i samo ako je
m m
I N Y. = X.
i=o0 j=o ]
I#L .

Neka Jje prethodna jednakost ta&na. Tada je

m m

m
% NYy. + NY. = 1 NY. =X.
=1 j=o0 7  §=1

j#i : ' - JFi

m -
Y + MY

|V

i
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a sliCan na&in se dokazuje da Jje

(W
i

a i::lli-"o,m-

Metodom matematidke indukcije ddkaéimo sledede tvrdjenje:

m

Y, + _C} Yj = X,
j=o
%ﬁ:olll"'lml onda je
m m
x N Y. = X.
i=o0 j=o J

371

bﬁrdjenje o¢igledno vaZi za m=1. Neka je m > 1. Pretpos-
zavimo da tvrdjenje vazi za m-1. Posmatrajmo podprostore

C N . ‘
5y YOFW Yi’ i=1,...,m, vektorskog prostora YO.

m . - m . m
Z.-+ N Z. =Y NY.+ N X _ NY.) =Y NY. + N Y. =
i i=1 J o i j=1 o 73 o) i j=o J
j#FL . j#1 : j#i

j=o ~J o - ©
j#F1i

”~

-

Prema induktivnoj pretpostavci imamo da je

m m
T N 2. =Y,
i=14=1 ©
: 344
ty.
m m
) N Y. =Y .
i=1 j=o J °
3#4

Odavde sledi da je



69.

m m m m m m
z N Y. = g NAY.+ NY. =Y+ NY, =X.1&
j#i j#1 -

. k m
Teorema 3.2.3. Ako su skupovi N Ci i N Cy razdvo-
. : ‘ i=o i=k+1 :

?Eivi, onda su skupovi Ci’ i=0,1,...,m, ragdvojivi.

BN

‘Dokaz. Neka skupovi Ci, i=0,1,...,m; nisu razdvojivi.

;Téda,sd zadovoljeni uslovi a) 1 b) prethodne teoreme. Kako je

"k o ' m
N .relintC. # ¢, N relintCi # @
i=o 1 i=k+1
k : k
relint /\ Ci %,/] rellntCi,
i=o i=o
m . m
L relint () C, = A% relintC,_,
b . i=k+1 " i=k+1
“pa je
- k m . m -
relint () C.Nrelint [\ C, = [\ relintC, # @.
S i : . i i
i=o i=k+1 i=o
?Takodje Jje
' k k o - m
aff M C. = M affc,, aff M c, = M affC,,
i=o *  i=o i=k+1 ¥ i=k+1
k m
pa su zatao () Yi i N Y. pravci nosecih ravni skupova
' i=o i=k+1
Xk m
N Cc. i N C Kako je
i=o  * i=k+1
k m .m m k m
n Y, 2 n y., Ny, 2 n Y
i=o i=x+1l =0 J  i=k+1 i=o j=o0 I
L 1 #1
341 3‘7’5



70.

§ m m k m m m
T - N Y. + I N Ys = = n Y. =X,
i=k+1 j=o J i=o j=o i=o j=o ]
J#1 ' JFL j#i
k m
n Y. + N Y. =X.
i=o0o 1 i=k+1 -1

k m
prema prethodnoj teoremi skupovi () c, i N C, su neraz-
| _ = i=k+

dvojivi. B i=o0 1

i

3.3. DUALN! KONUSH

Razmatrademo samo konuse sa vrhovima u nuli. Neka je K

konus u euklidskom prostoru X. Dualni konus se definisSe sa

K*¥ = {x*e X*| (VxeK) x*x » 0}.

Teorema 3.3.1. Neka su K, Kir Kypoon Ko konusi u euklid-

?skom prostoru X.

: a) K* je zatvoren konveksan konus;
b) K** = CconvK;
' * * .
S .
c) K, ¢ K, %$ Ky 2 K, 7
m m *
a) ( U K)*= N K, ;
L i . i
-oi=1 i=1
e) ako su konusi Ki; i=l,2,...,m[ zatvoreni i konveksni,
onda je : .
m . i
« M Ki ) =cl I K. .
i=1 i=1

Dokaz. a) K* mozZe da se predstavi kao presek zatvorenih -

poluprostora: -
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k* = () (x*e X*| x*x » 0}.
xeK '
b) Neka je xe K. Za svako x*e€ K* vaZi nejednakost x*x30.

3

fzato je X e K**. Sledi da je K< K**, a odavde, na osnovu a) ,da -je

cconvKkK € K** |

£
E

N

eka xgﬁccoan. Skupovi x 1 cconvK se mogu striktno razdvojiti.

#

;?Z’a.to postoji X* e K* ta‘kv‘o_da je x*x < 0. Sledi x¢ K** | Dékle,-

e,
3

K** ¢ cconvK.

c) Nekz;‘ je K. c K

1 2°
. * . ‘ N *
: Kl = N {x* e X*| x*x.>0} 2 A {x*e X*| x*x 320} = KZ‘
L xeK xeK . '
ay+
m N
* — * *
( -Eﬁ‘Ki)' C} {x*e X" x*x » 0}
B 1= ze_U'K;_
. m - m
= N N {(x*e X*|x*x » 0} = () K* .

e) Neka su konusi K, i=1,2,...,m, konveksni i zatvore-
ni. Tada je
K. = cconv K, = K**
i : i i

'za i=1,2,...,m. Zato Jje

m * -m n * Kk
’ (N K =N K = ( U K. ) =
. . i

i=1 i=1 i=1

m * m * .
= cconv U K. =c¢cl 3 K, .B

. i . i
1=1 i=1
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Primeri dualnih konusa:

1. Ako je

K = {XE.X{ x*x < 0},
gde je x*e X*, x* # 0, onda je

K* = {ix*| x» ¢ 0}.
2. Ako je

K = {xe X| x*x = 0},

gde je x*é& X*, x* # 0, onda je

4

K* = {ax* | »e R}.

R}
*n

3.4. RAZDVOJIVOST KONVEKSNIH KONUSA

Lema 3.4.1. Neka su~Ki, i=1,...,n, zatvoreni konusi u

- . m
uklidskom prostoru X. Ako konus' I Ki nije zatvoren, onda
i=1

ostoje vektori a e Ky, i=l,...,m, takvi da je bar jedan od

) m
jih razli&it od nule i da je & a; = 0.
i=1
.Dokaz._Neka
m m
. becl = Ki ~ I Ki'
: i=1 i=1 |

: m n
lim I y. = b.
. i
n-oo i=1
Neka je
8 . _ 1 ngy
e, = max ||y,
}<ism -

- “Ne umanjuje opstost pretpostavka da je 8,> 0 za svako. ne N.. Lako

e L R e R T e T



é@nvérgentén. Neka je

7]
s
[
ks
15

.. n .
lim xi = a
‘n -+ 0o

i .

Teorema 3.4.2. Konveks
‘skom prostoru X su razdvojiv

y . . . .
funkcionali x*e¢ K., i=0,1, ..
. i i

=

;razliéit od nule i da je
o i
Dokaz. Neka postoje li

s m
z

_ . ; x
e..,m, takvi da je xi =

imamo da qje

Sledi da hiperravan

*
{xex«j'xox = 0}

piten. Ne umanjuje op$tost pretpostavka da je svaki od njih

;2,...,m. Kako je konus K, zatvoren, a, € Ki za i=1,2, ..

ni konusi Ki’ i=0,1,...,M, u euklid-

i ako i1 samo ako postoje linearni
.,m, takvi da je bar jedan od njih
*.

X; = 0.

O

- ' * .
nearni funkcinali xfE,Ki, i=0,1,..
L i .

P

. . v * .V
0, i da je npr. X # 0. Za xe.KO




K..

razdvaja konuse K_ i
tJa o ;i

T Dxn

Neka su konusi Ki’ i=0,1,...,m, razdvojivi. Ne umanjuje

opStost pretpostavka da su konusi K., i=1l,...,m, nerazdvojivi,

: m o .
i da su konusi KO i N 'Ki razdvojivi. Prema teoremi 3.2.2
: i=1 _ . a
- | : N
\ relint Ki # @,
i=1

pa Jje, prema teoremi 3.1.3,
m . m
cl /W K. = /W cl K..
i= ’
. m _ Y
Kako su konusi K_ i N K, razdvojivi, postoji x*€ K_, x*# 0O,
o : i= '
takvo da je

: m m ‘ m . m
-x*e ( N KH* = ( N K )yx** = (cl 8 K,)* = (N clK;)~
i= - , C

1 i=1 i=1 i=1
n ' m * k * m *
=cl I {(cl X,)* =¢cl 1 K, = cl I K,..
. . 1. 1
i=1 i=1 i=1
. In * . .
dAko je konus I Ki zatvoren, postoje linearni funkcionali
' i=1
V3
* * ' mo i Lo 3
xie Ki , i=lL2,...,m,takvi da je -x* = xi . U tom slucaju : %
: - i=1 ' ]
. i
linearni funkcionali x; = x* ivx;, i=1,2,...,m, nisu svi jedna- o
S . m : mo é
ki nuli i zadovoljavaju uslov = X, = 0. Ako konus = Ki nije
N L N N i:o . i:l -

zatvoren, prema prethodnoj lemi postoje linearni funkcionali

* * . . . y o«
xié'Ki , i=1,2,...,m, takvi da je bar jedan od njih razlid¢it od

N
X, = 0. U tom slucaju linearni funkcionali

| o3

nule ‘i da Jje

i=1



* * . !A
¥, = 01 x4, 1 =1,...,m, nisu svi jednaki nuli i vaZi- .
Loxy = 0. R ﬁ
1=0 ‘

. 3 h
3.5. SATORI | LOKALNI SATOR[ :

Neka je X euklidski prostor, Mc¢X, ae M i K konveksan ko= :

~

nus u X. K je Bator skupa M u taki a ako postoje okolina nule
U 1 neprekidna funkcija Y:KNU ~ M takva da je ¥(0) = a i
¢°(0) = I. -

Napomena. Prilikom definisanja jakog izyoda funkcijé
f:D - Y u taéki ae D obicno se pretpostavlja da je a unuﬁraénja'
tacka skupa D. Medjutim, jak izvod se moZe definisati i bez te
pretpostavke. U tom sludaju, -teoreme 1.2.1, 1.3.1 i 1.8.1 Ce i
dalje waziti. |

Ako je konveksan konus K sator skupa M u tacki a, onda

postoji neprekidna funkcija ¢: K> M takva da jJe $(0)y = a i
Yy “(0) = I. Neka su U okolina nule i ¥:KNnU » M neprekidna
funkcija koja zadovoljava uslove ¥ (0) = a i ¢°(0) = I. MoZemo

pretpostaviti da je U = B[O,r].‘Neka je funkcija w:K->KNU defi-

nisana. sa

X x € KNU
1({x)= )
) | —L }\., Xé_ K\ U .
| Il .
Funkcija v = Yo n zadovoljava postavljene uslove.

Neka je X euklidski prostor, Mc X, a¢ M i-K konveksan ko-
nus u X. K je ldlokalni sSator skupa M u tadki a ako za svaku tad-
ku x € relintK postoji 8Sator KXQ.K skupa M u tacki a,takav da Jje

x e relint K i affK = affK.
X . x :

Teorema 3.5.1. Neka su X i Y euklidski prostori, M€ X i
K lokalrni 3ator skupa M u tadki a. Dalje, neka je neprekidna
funkcija f:M - Y diferencijabilna u tac¢ki a. Tada je f “(a)K lo-

kalni Zator skupa f(M) u tadki f(a).
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Dokaz. Neka je
ye relint £ (a)K = f“(a)relintk.

Postoji_taéka x € relintK takva da je f7(a)x = y. Neka je K & K
Sator skupa M u tacki a koji zadovolijava uslove xe.relinth i
affK = affK; neka neprekidna funkcija ¥:K > M zadovoljava
uslove Y (0) = a i 9 (0)= I. Kako je

'ye;f’(a)relinth = relintf’(a)Kx,

postoje linearno nezavisni vektori yie f’(a)Kx, i=l,2,...,m,
vkoji generisu konveksan konus Ky, takav da je~y§.relintKyv i
afny = aff f’(a)Kx = aff £~ (a)K. Neka su vektori xie KX,
i=1,2,...,m, takvi da je f’(a)xi = Yy i=1,2,...,m, i neka je
A:Ky - Kx linearni OPerator definisan sa Ayi = X i=l(2,...,m.
Funkcija ¢ = foyoA preslikava Ky u f(M), neprekidna je, dife-
rencijabilna je u nuli i zadovoljava uslove ¢ (0) = f(a) i

v (0) = I. B

K

Teorema 3.5.2. Neka su M, i=0,1,...,m, podékuppvi euk-

: ‘ m .
lidskog prostora X, /) M; = {a} 1 K;, i= 0,1,...,m, njihovi
i=o '

lokalni Satori u tacki a. Ako bar jedan od konusa Ki’ i=0,1,..

...,m, nije ravan, onda su oni razdvojivi. i

Dokaz. Pretpostaﬁiéemo da je a = 0. To nede umanjiti op-

gtost dokaza.

Pretpostavimo da su konusi Ki) i=0,1,...,m, nerazdvojivi. i
Na osnovu teoreme 3.2.2 i definicije lokalnog Zatora zakljulu-
jemo da je.dovoljno razmatrati slucdaj kada su K, gatori skupo-

va Mi u tacki 0, i=0,1,...,m.

Neka je
2 = {(X,X,...,%)|xe X} ,
————e 2
m+1
M =Mx M'x .., x'M_,
o 771 m

K = K x K.x ... K_ .
e} 1
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Jje podprostor euklidskog prostora Xm+1, MNZ = {0}. K je
onveksan konus.u Xm+l, K nije ravan. Neka»su-.wi:Ki - Mi ne-
rekidne funkcije koje zadovoljavaju uslove ?1(0) =0 i
5(0) = I. Funkcija ¢ :K + M- definisana sa

PX e Xy e x ) = (F (%)) 2 q”l(xl),.--.qm(xm.))
e neprekidna i zadovoljava uslove ¢ (0) = 0 1 ¢7(0) = I.

ledi da je K Sator skupa M u tacki 0.

Pretpostavimo da su konus K i'podprostorAZ razdvojivi.
) :

ostojillinearni funkcional x* = (x;,xl,...,x;)é k*n z* ’

. . * *
0ji je razlicit od nule. Linearni funkcionau.xie;Ki, i=0,1,... ,m,

isu svi jednaki nili i zadovoljavaju uslov '? x; = 0.
) ' e i=o
rema teoremi 3.4.2 kqnusi Ki' i=0,},l..,m, su razdvojivi, a
o je protivuredno pretpostavci. Zato su konus K i podprostor
nerazdvojivi. Prema teoremi 3.2.2 p%stoje tactka ZOeZY\relintK_

m+1

podprostor Y< affK, takav da je Y + 2 = X Jasno Jje da

o? ¥ . ' ' . .
. +1 . L
Neka je P:X" + Y operator projektovanja paralelnog pod- .
rostoru Z. Neka je B = B[0,r] =zatvorena kugla u Y koja zado-
oljava uslov ZO+ Bc K. Dalje, neka su ¢,68 i A pozitivni broje-

i koji zadovljavaju uslove:

r
£ < r € < 1,
el e+ llo_ 1D
xe K, [lx| « 6 = ox)-xll « e Ixl,
A= i .
r+llz ||
|‘o

unkcija f:B - Y definisana sa

f(y) =y - )i P Y (x(y+tz_ ))

e neprekidna. Iz
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IE@ = 2 p ¢ yrz)) = 3 PO(y+z ) |
< 2Rl leGityrz)) - (yrzg) |
s 3 iepllexr llyra Il <Pl e (x+llz_IDs x

;ledi da je f(B) < B. Prema Brouwerovoj teoremi o nepokretnoj
:acki, postoji yoe_B takvo'déaje f(yo) =Yg tj. da je

¢ (A (y *+2z,)) € Z. Neka je x_ = V(A (y*+2 ). Iz

o otz ll s = oz I < I (vgrzg) |
;ledi da je Xo # 0. Kako je XOE_M/\Z.=J{O}f to je X, = 0.

lontradikcija! K ]

3.6. PRIMER{ LOKALNIH SATORA

1. Neka je D< X, a€ intD i neka funkcija f:D - R zadovo-

.java uslove f(a)=0 i £~ (a)# 0. Tada je
K = {xeX|f(a)x < 0}
Lokélni Sator skupai

M = {xeD|[f(x) < 0} U { a}

1 tadki a.
p.4

Dokaz. Ne umanjuje opitost pretpostavka da je a = 0. Neka
je z € intK, tj. neka.je £°(0)z< 0. Neka je B zatvorena kugla

sa centrom u talki z koja lezi u intK. Funkcija Wi CF7(0)x Je

]
reprekidna na kugli B i uzima na njoj isklju&ivo negativne vred-
10sti. Zato postoji e > 0 takvo da je £7(0)x < - el|x]| za svako
<€ B. Ova nejednakost vazZi i na konveksnom konusu Kz kbji gene-

riSe kugla B. Neka je U <D okolina nule, takva da Je

[E(x)-f£7(0)x|<ellx||

za svako xe UN{0}. Tada je za xe_Kzﬂ U, x # 0,
£(x) <7 (0) s+ e xf+e k= 0.

Sledi da je K,nu< M. §
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2. Neka D« X, ae;intD i neka funkcije{fi:D > R, izo,ll;__

/..,m, zadovoljavaju uslove fi(a) =01 £ (a) # 0. Ako su lokal- "
ni Batori - , ‘ |

K, = {xe X|f£(a)x < 0}
skupova

M, _{xeD[fi(X)_< 0} U {a}
: ' oo m
u ta¢ki-a, i=0,1,...,m, nerazdvojivi, onda je ) K. lokalni
i 1i=0 )
gator skupa () Mi u tadki a.

m B .
Dokaz. Prema teoremi 3.2.2 N ,intKi # @, pa je/prema
: 1i=0 . .

B - m m . .
teoremi 3.1.3, int () K, = ) intK, . Ostatak dokaza je sli-
' i=o - 1i=o0 ’ :

¢an dokazu prethodnog tvrdjenja. B

3. Neka je DC X, ae€ intD i neka Jje fﬁnkcija f:D ». R stro-

go -diferencijabilna u tacki a. Ako je f(a)f= 0 i £7(a) # 0, on-

da je

I

" K [xeX|f (a)x = 0}
gator skupa ' - ,

M

i

{xeD|f(x) = 0}

s e
u tacki a.

Dokaz. Ne umanjuje opStost pretpostavka da je a = 0. Ta- -
kodje moZemo pretpostaviti da je X = ¥x R i da je £°(0,0)=(0,1). o 1?
Prema teoremi o implicitnoj funkciji postoje_okolina’v nule u Y,

neprekidna fuhkcija g:V - R i pozitivan broj C, takvi da je

f(y,gly)) = 0,

za svako ye€ V. Funkcija ¢ :V x {0} - M definisana sa Yly,0) =
=(y,g(y)) je neprekidna i zadovo#¥java uslove «(0,0) = 0 1
¢ (0,0) = 1. B8 )
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4. Neka je DCX, a€ intD, neka su funkcije f. :D~>R, i=

7;0,1,.:.,m, strogo diferencijabilne u tadki a i neka zadovolija-

wvaju uslove £.(0) =0 i £/(0) # 0. Ako su Zatori
K, = {xeX|f (a)x = 0}
}kupova _ .
,Mi = {xe D]fi(x) = 01} : : 2
‘ m m _
u tacki a nerazdvojivi, onda je K, Sator skupa /) M, u
7 ‘ : i=o ‘ - i=o »
-Dokaz. Ne umanjuje opitost pretpostavka da je a = 0. Na *

osnovu- teoreme 3.4.2 zakljucdujemo da su f{(O), i=O,1,...}m, : : i
linearno nezavisni. Stoga mozZemo pretpostaviti da je X=YXRm+l_ o
i da je f’(0,0) = (0,I). Ostatak dokaza je slican dokazu pret-

hodnog tvrdjenija. H | i

5. Neka je D< X, ae intD, neka su funkcije fi;D -+ R,

i=0;l,...,m, diferencijabilne u tadki a za i=0,1,...,k, strogo

diferencijabilne u tacki a za i=k+l,...,m, i neka zadovoljavaju

uslove £, (a)=0 i f{(a) # 0. Ako su lokalni Satori : .

K, = {xe_xlfi(a)x < 0}, i=0,1,...,k,
Ki.= {xe_lei(a)x = 0},  i=k+1,...,m,
skupova
M, = {x€D|f, (x) < 0} U{a}, i=0,1,...,k,
Mi = {xe_D!fi(g)-= 0} oy 1=k+l,.;f,m,
, m
1 tacki a nerazdvojivi, onda je N Ki lokalni 3Bator skupa
.i=0
m
N M. u tadki a.
i=0 1 '
Dokaz. Dovoljno je razmotriti slucaj 0 k<m, -jer su pre- i

>stali slucajevi razmatrani u primerima 2 i 4. Kao i u prethod- Co
1im dokazima, i ovde moZemo pretpostaviti da je a i*O.ANa osno-

U prethodnog tvréjenja zakljucujemo da postoje okolina V nule
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m ‘ i ' ‘ m

¢« N X, i neprekidna funkcija ¢:V > ()] M, koja zadovoljava
- i : : i '
i=kH t=k+l |
S ; m m .
uslove @{(0)=0 i ¢ (0)=I. Neka je ze relint /) K, = /1 relintk..
: . : " i=o i=o '

Ne umanjuje opStost pretpostavka da z V. Neka je B zatvorena
kugla sa centrom u z koja leZi u v .n intK, 1 neka je K, kon=-

Veksan konus generisan .ovom kuglom. Funkciije ﬂiﬂ fi(O)xy
h . ‘ . | ’

izo,l,...,k, su neprekidne na kugli.B i na njoj uzimaju isklju-

givo negativne vrednosti. Zato postoji ¢ > 0 takvo da je
£7(0)% < —EHX“', i=0,1,...,k, za svako xe.KZ: Neka je UgV oko-
lina nule, takva da je

..;._yfi( cf(x))—f£(0)xl<e[1xn ,

i?O,l,..{,k} Xe UN{0}. Tada je za x{QKZn U, x # 0,

EL(9 () < £1(0)x + e lxlls - llx|l +e Ixlf = o,

A | n
i=0,1,...,k. Sledi da je Y (x)e N M, za svako xe€ K_NU. i
S i=o : :
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4, NEOPHODNI USLOVI EKSTREMUMA U

OPTIMALNOM UPRAVLJANJU

4 .1 .DIFERENCIJALNE JEDNACINE

' Neka je E merljiv podskup realne prave, U topoloSki pros-
tor i u(-) funkcija koja preslikava E u U. Funkcija uf(.) Jje

ograni&ena ako je skup u(E) sadrZan u nekom kompaktnom podskupu

C topoloskog prostora U. Funkcija u(-) je merljiva ukoliko poOs-—
toji niz merljivih podskupva En skupa. E, takav da je m(E\(JlEn)=
; . ) n=
=0 1 da je funkcija u(-) neprekidna na svakom od skupova En’

Ako je UgiRr, prethodna definicija merljivosti funkcije
u(-) ekvivalentna je sa klasicnom. Neka je'funkcija u(.) merlji-
va u prethodnom smislu. Kako je :
wHla, D= (a,+=DnENU EDIU U T a, ] nE)),
' n=1 n=1 ' ’

skup u—l([a,*n[) je merljiv za svako ac<R, pa je funkcija u(-)
nerljiva u klasic¢nom smislu. Ako je funkcija u(-) merljiva u A
<lasi¢nom smislu, prema Luzinovoj teoremi, za svako ne N poétoji
terljiv skup E_C E, takav da je m(ENE_) <-rl; i da je funkcija u(*)

epn%ddnaxuiEn. Sledi da je funkcijé u(.-) merljiva u novom smislu.

,Funkcija u(-) je aproksimativno neprekidna u tadki TEE

ko je za svaku okolinu V tadke u(Tt)

-1 ’ "
1im m(u (\:) NIt 1) 1.
- t!"~t
t T .
t—ﬁ+

eka‘je funkcija u(-) merliiva.Ako je'reEn tac¢ka zgusnjavanja
kupa En’ onda je funkcija u(-) aproksimativno neprekidna u tac-
i t. Kako je skoro svaka tacka Skupa En-njegova tac¢ka zgusSnja-
anja, funkcija u(-) je aproksimatvno neprekidna u skoro svakoj
acki skupa E. | ” » | o
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Neka je G otvoren skup u RxR" 1 U topolo8ki prostor. Da- S
lje, neka je funkcija f(t_,‘x,u):G_XU+Rn neprékidna i neprekidno ‘ p
iiferencijabilna po promeﬁljivoj x 1 neka je funkcija u(-):R>U .
>granicena i merljiva. Apsolutno neprekidna funkcija x(-) koja
>reslikava interval I u prostor R" je resenje diferencijalne |
jednacine _— ' ) o ,

~ -

x = f(t,x,u(t)) - - \;

iko je
a) (t,x(t))eG za svako t eI, : 7 - R |
b) x(t) = £(t,x(t),u(t)) za skoro svako teI.
Teorema 4.1.1. Neka je (1,&) € G. Postoji reSenje ,4 / ﬁ

<(-W:[r =&, 1+6 }+Rn (¢>0) posmatrane diferencijalne jgdﬁaéine.

<oje zadovoljava uslov x(t) = £.

Ko

Dokaz. Neka je Wc G kompaktna okolina talke (7,¢). Funk-

cije £ i fX su- ogranifene na skupu Wxu(R); zato postoji M>0,

akvo da je

|£(t,x,u(t)) I,' £, r(t,x,u(t))i <M

za svako (t,x) € W.,Postoje &,e >0, takvi da je B[r,6] xB[g,e]¢c .
ZW i 8< ﬁ; % . Metricki prostor : ﬂ

X = C(B[ 1,6 },B[ £, )

je kompletan. Neka je operator 2:X - X definisan sa

t
Q(x(-))(t) = ¢ + [ fs,x(s),uls))ds.
T
)a’Q(X('))EX sledi iz
HO(x()y ()= ell <fs lIfls,x(s),uls)) || ds| ¢ ME < ¢
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eka x{-),y(-) é X. Iz

: : t
1O (x(-(B) =0y (-1 () [ <fs || £(s,x(s) ,u(s))~
T |

-f(s(y(S),u(S))HdSI

. 7
< | M|x(sry(s)|ds]| sMsd(x(-),y(-))
T ' .

ledi da je
d(Q(x(+)),0(y(+))) € M8A{x(*),¥y(-)).

akle, Q je kontrakcija. Nepokretna tacdka x{(-) € X operatora Q
> reSenje posmatrane diferencijalne jednadine koje zadovoljava
slov x(t) = g. & '

Teorema ‘4.1.2. Neka su x(-),y(-):I+Rn dva reSenja posmatra-
diferencijalne jednacine. Ako je x(1)=y(r) za neko réI,_onda

x(t) = y(t) za svako t € I.

(v

W

. Dokaz. Pretpostavimo da Jje skup {t € I} x(t) # y(t)} nepra-
an. MoZemo pretpostaviti da tafka 1 pripada njegovom rubu. Neka
2 ¢ = x(t) = y(tr). Dalje, neka su W,M,8§,e, X i Q uvedeni kao u
rethodnom‘dokazu., Ako je 6 dovoljno malo, x(t),y(t) E'B[g,e]za
vako t € B[T;élf\I. Kako.kontrakcija Q metridkog.prostora X
d>Ze imati ﬁajviée jednu nepokretnu tadku, to je x(%)-= y(t) za

vako t € B{t, § | N I. Kontradikcija! ¥

Neka je (r,&) € G. Prema teoremi 4.1.1, postbji bar jedno.
28enje posmatrane diferencijalne jednadine koje zadovoljava. us-
ov x(t) = £, a prema teoremi 4.1.2, ona se mogd kombinpvati,
2ka je preslikaVanje t+x(t,r,g) kombinovana funkcija familijé
akvih reSenja, a S(r,£) njen admen. OCigledno je S(t,&£) otvoren
nterval a preslikavanije t-x(t,t,£) ovog intervala u R re&énje

osmatrane diferencijalne jednacine. Neka je

S = {(t,1,£) € RxG |, t &€ S(t,&e)}.
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Funkciju x(t,f,g) mozZemo razmatrati kao preslikavanje skupa S

u prostor R, Nazivamo je maksimalno reZenje diferencijalne : Ik

jednacine. - : |
Nadalje ¢femo razmatrati svojstva maksimalnog resSenja di- Vﬁ

ferencijalne jednaine. Sledede dve &injenice se trivijalno do- ‘ E

kazuju: , , _ -

Ca)  x(t,t.E) = &, | -

b) - x(t,T ,x(t",7,8)) = x(t,1,£).

Lema 4.1.3. Neka su I interval, x(-):I R nenegativna, in-

tegrabilna funkcija, a i b nenegativni realni brojevi i .7 € I.
ako je
: t
x(t) < al fx(s)ds | +Db
T

za (skoro) svako t € I, onda je

x(t) < ped tT!

za (skoro) svako t € I.

Dokaz. Neka je

£
y(t) = al fx(s)ds | + b. .
T o ‘ .
lada je
y(t) = ax (t)sgn(t-1) |

:a skoro svako t € I, pa je

'ad—t(e_,alt_'riy.(t))sgn(th) £ 0

‘a skoro svako t & I. Sledi da je

—ait—ji

e v(t) £ Db
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za svako t € I. Kako je x(t) < y(t) za (skoro) svako t € I, to
je: ‘
x(t) < bszaltfrl

za (skoro) svako t € 1. &

Teorema 4.1.4. Neka je (1,£)€ G i I zatvoren podinterval
intervala S(%,£). Postoji p>0 takvo da je I<§(t,8) za (t,£) €
é,B]?,p[ XB1 ,ol i x(t,t,£) ravnomerno. konvergira x(t,7,2), ka-
da (t,g) teZi (r,g)( po t € I.

Dokaz. MoZemo pretpostaviti da je T unutrasnja tafka inter-
vala I. Neka je W kompaktna okolina skupa {(t, x(t,r,g))lt € I}.
Vadalje datu dlferenc1jalnu jednaC1nu razmatramo na skupu intW=U.

Postoji r > 0, takvo da je

nf ox=x(t,7,0) || <r lc intW.

K-

= {(t,x)e Ix

"unkcije f(t,x,u) i‘fx(t,x,u) su ogranifene na skupu qu(R).'Za~
to postoji realan broj M, takav da je |[[f(t,x,u(t))], fo(tpgu(tnu
{ M za (t,x) € W. Postoje 6§, >0 takvi da je B[T,G]xBfg,djg;W za

svako (t,£) € Vv i da je é‘s% ’ % . Postoji p > 0 takvoe da. je
31,0l €1, 0 £ 6 i o s r/eMU(M+1), gde jJe m=m(I). Neka je
‘€ B]?,p['i :€BlE,0][ . RKako je t€ T i

A

e =% || +llxte.2.8) - £ =

HE -x(t r%rg) H\<

v T A : o
= lle~-Ell+]|J £(s,x(s,7,%),uls))ds]|| <
T

le-z]l+M|t=%] <« (1+M) p < 1,

7N

0 (t,£) €V, pa zato B{1,8] €£S(1,£). Sledi da T €S(r,£). Neka
S€INS(1,8). Tada je |

,(x(t,,,g)—x(t,%,é)l!s lle-€ ]l +1{ f f(s,x(s,71,£),uls))ds]|| +
T ,

t .
LT (E(s,x(s,t,8) ,u(s) f(s,x(s,%,a),u(s))>dsli S
T - )

T

s lpe-elf +Mt-T] +M|

)
i"A(Q,T,F)—x(S 7,8 )HdSJ~
T
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ddavde i iz prethodne leme sledi da je

lx (e, 00-x(8,7,8) [« (]l e=E ]} +M |x-% e

]

Kako je

. (IIE‘%i{+DTlT—Ti)e

s (p +Mp)e™ <r,

to je (t,x(t,7,£)) € Vv, pa je zato Bt,s] <€S(r,£). Sledi da je
[£S(t,&). Drugi deo tvrdjenja sledi iz nejednakosti

-

ix(t, ) —x (6,5, |« (le-E ]+ M=ty

ra svako t €I, t€B]%,0[ i £€BlE,0[ . B

Posledica prethodne teoreme je

Teorema 4.1.5. Skup S Jje otvoren'pbdskup od RxRxR", a funk-

Bl

ija x(t,t,&) je neprekidna.

Teorema 4.1.6. Funkcija x(t,t,&) Jje neprekidno diferenci-

jabilna po promenljivoj g na skupu S. Ako Jje (E,?,E)é's, onda Jje

'x(—(b%li:rg) = R(EIT)I

A=Y

ide Jje R(t,t) rezolventa jednacine

AN

}.{ =.,fx(t;X,(t._r/T\'lE;) ’ U(t))X.

Dokaz. Dokazademo dabje'funkcija x(t,t,&) strogo diferen-

:ijabilna po ¢ u tacki (%,?,2) i da je

lan

x. (t,7,8) = R(E,7).

&
feka je ¢ > 0. Neka je I zatvoren interval koji sadrZi taclke Tt i
u sVojoj unutrasnjosti. Uvodimo W,V,r,m,M,é,e_i p kao u dokazu

ecreme 4.1.4. Jos cemo pretpostaviti da su r i p takvi da je
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[¢]

2Mm

I} E (rx ale))=£ (£,x(,%,8) ,u(t))]s
2me

;a svako (t,x) €V, B

4

E}p{ ¢TI i

HR(tIT) - R(%,?)Ili(VZ

za svako T¢éB}?,p£ i tELB] %,p[ . Neka reLB}?,p[,éri'e. B]glo[.

leka je funkcija y(-:):I-R" definisana sa
Y(t) :.X(tl’rlg)_x(tl’rlg/)_R(tIT) (E"E ’) .

?ada‘je

A

Iy (£)=£ (£, x(t,%,8), u(e))y(e)]l= - o ks
= 1E(t,x(t,7,8),ult))—£(t,x(t,1,£7),ult))~-

- £ (t,x(t,%,8) ,u(t)) (x(t,t,8)-x(t, v, 7)) ||

~

< _;—i-id—m_ HX(tITIg)—X(tlTlg}) H
2me :
o Mm P g -
S —mm € le-¢ = wm he-e”
2me 2me o
za skoro svako t€IXI. Sledi da jJje i
i i . [e) - - :
ly (o) [ smily (o) |l + —=z il e=e 7 11 . £
2me - 5
za skoro:svako té& I. Neka je z(t) = Hy(t)!l.. Tada je ~ 4
t. ' t
Hy ()] =]l fy(s)ds || ¢ [fz(s)ds]
T . '

T

za svako t € I, pa je
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t .
z(t) < M| fz(s)ds | + —Fil e~2 " ||
T _Zmel

za skoro svako t € I. Sledi da Jje

_ S Mt-1] . >
z(t) < ;‘LM;H e-g |lMITTT s 5=ile=g” ||
me

za skoro svako t € I, aiodavde da Je
[0} 3 -
lye)li s 5 lle-g 7|l
:a svako t € I. Neka je t € B}%,p[. Tada Jje

x(t,t,8)-x(t,t,e)-R(E, ) (g= ) || =

< Ny T+ R, -REDN 1 el s oflg=£~ [ . B

Teorema 4.1.7. Ako je (t,%7,£)e s i ako je funkcija ul(-)
proksimativno neprekidna u tacki t, funkcija x(t,t,£) je di-

erencijabilna po t u tacki (t,7,8) 1
,g) = f(t/Xv(trTIE), U(t)).

- . R
Dokaz. Neka je € > 0. Postoje § >0 i okolina V tacke u(t)

akvi da je

A A A

HE (e, x(e,1,8) u) —£(E,x(E,7,8),uEDl < 5

at €& B]%,é[ i u € V. Takodje mozemo pretpostaviti da je

£
4M

(A

m({,e]vu )<

lt-%]

[, gde je M takav realan broj, da je

1 svako teg L
. ) r T - . - A
t))l] «M za svako teB[E,s]. Ako je teBlt,s ,

f(t,x(t,T,
da je
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[ x(t,7,8)-x(8,%,0)-£(t,x(E,7,8),u®)) (t-B) || <
t - ~ ToA A ~ i ]
2o J o il E(s,x(s,1,8) ,u(s))-£(E,x(,T,8) ,u(t))]las  +
t,tinulv) -
gf J (s, x(s,7,8) ,u(s))-£(,x(t,7,8),u(®)|}ds =
el v -
£ je-k] = elt-E]. 8

¥

" Teorema 4.1.8. Ako je (%,%,%)g,s,i ako je funkcija u(-)
sroksimativno neprekidna u'taéki T, funkcija x(t,t;&) je di-

P
A

;rencijabilna po t u tadki (&,%7,%) i
x (8,%,8) = -R(E, D £(T,E,u(?),
de je R(t, 1) rezolventa jednacine

x = £ _(t,x(t,1,8),u(e)x.

"Dokaz. -Kako je

X(%ITI%) .= X(%I?I X (%ITI%))I
oveljno je dokazati ﬁa je funkcija x(t,1,&) difeqencijabilna
0 1 u tagki (T,7,E£) i da je N
x_(T,%1,8) = -£(7,8,u(®)).

T
leka je € > 0. Postoje.é >0 i okolina V talke u(7T) takvi da je

e, x (e, 0, B) ,w-£(],E,u() ] < §

i ue V. Takodje moZemo pretpostaviti da je
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,T]'\u_l(V))<:£§ =71

~»

m{ [

:a svako re_B}%,é[,.gde je M takav realan bfoj, da'je
| £(t,x(t,7,2),u(t)) || s M za svako t, t e B[T,§ ]. Ako je

QQB]?,d[Ionda je

1% (2,1,8) =& +£(2,6,u()) (x-1) [} - <

. T.. .' A ) A~
< sl x(e, 0,8 ule)) ~£(7,8,uE)) [lat | s
O | | :
<0 e (e, ue)) - £G G ud)] ae o+

['f',‘rjﬂu (V)
L lEGex (e, T, B ue)) - £(F,8,u(0)) || at s
%] au W) . |

] -
. . .
- i

s Slr-Rleam et = efe-tfl 0

2
" Teorema 4..9.2ko je (£,7,£)e s i ako je funkciija u(-) ap--

‘oksimativno neprekidna u tackama tiT, funkcija x(t,t,&) Je

liferencijabilna u tadki (t,7,8).

Dokaz. Ovo tvrdjenje sledi iz teorema,4.l;6, 4.1.7, 4.1,8

.1.7.4 1 Cinjenice da je

x(t,t,8) = x(t,t,x(%,71,£)). B

4.2 . KANONSKI PROBLEM OPTIMALNOG UPRAVLJANJA

Neka je U tbpoloéki prostor, X otvoreﬁ skup u R" 1w otvo-
‘en skup u Rn><Rn. Neka Jje funkcija f(x,u):X x U+ R" neprekidna
- neprekidno diferencijabilna po promenljivoj x i neka je funk-
‘ija EL(xo,xl):W»Rmfl neprekidno diferencijabilna. |

Upravljanje Je funkcija koja'preslikava zatvoreni interval
L topoloski prostof U. Pod klasom dopustivih_up:avljanjé D:pod—

‘azumevamo klasu upravljanja koja zadovoljava sledecde uslove:
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1. Dopustivo upravljanje je ogranifeno i merljivo. -
2. Déo po deo konstantno upréVljanje je dopustivo.

3. Ako je upravljanje~u(t)ft€[to,t1], dopustivo, onda je
pravljanje u(t-h), telt_ +h, t; -+h], takodje dopustivo.
4. AkoO Je upravljanje u(t) deflnlsano na 1ntervalu [t , l]

{opustlvo, onda je njegova restrikcija na proizvoljan zatvoren -

jodinterval intervala“ [tO’ 1] takodje dopustivo upravljanje.

5. Ako su restrikcije upravljanja u(t),t.e[to,tl], na in-

cervale [t _,t] 4 [1,t dopustiva upravljanja, onda je ono do-

mustivo.

Skup procesa P'je skup &etvorki (x(-),u(-),t tl) takvih
da je

1. [t St ]—+X apsolutno neprekldna funkc13a,

2. u(-):[to,tl]—+U dopustivo upravljanje,

3. (x(to);x(tl))e_w.

Kanonski problem optlmalnog upravljanja je sledeci ekstre—

ialni problem na skupu P:

Qo(x(to);x(tl))—+inf;

”

li(g(to),x(ti)) g 0, i = 1,...,k,

zi<x<to))x(tl)ﬁ =0, i = k+l,...,m,

% (t) - ka(t),u(t)) za s.s. t eitc,tlj.
PrOdeS'(%k‘),ﬁ(f),%o,%l)e P je oPtimalan ako je dopustiv -i

ko postoji ¢ >0 takvo da je

Po (Xt ) oxbt ) 3 2 (R(E)) ,Z(R))

a svaki dopustivi proces (x(-),u(-),t_,t,) € P, koji zadovolja-

R 1
a usliove




[Ix(e) -x(e) ] < e

[

za svako, t £ [t ’%l] Nl gty ]-

EY
- F

Teorema 4.2.1. Ako"je proces (ﬁ(-),ﬁ('),A ,El) optimalan,

* ~ A~
sostoje A€ Rm 1 i apsolutno neprekidna funkc1ja p( ) : [tb,tl]+
- ‘
> Rn , takvi da je
1. 2 # 0;
Y. 20, i=0,1,...,k ; /
1 .
A8, =0, i=1,...,k ;
ivi
2. B(r) = -p()f (t) za s.s. ;e [to 8 ] ,
p(t) = uxo , PRy = AR
3. ﬁ(t)g(t) = sup p(t)f(x(t),u) za . s.s. t € [Eo %11 ;
E v ueU '
4. sup p(t)f(k(t),u) = 0 za svako t € . [t ’%l]

ueyu

4.3. IGLICASTA VARIJACIJA

Neka je ﬁ(-):[ﬁo,il}“+U dopustivo upravljanje. Produ?imo

ja na celu realnu pravu sa a(t) ='G(%o) za t':%o i a(t) = ﬁ(%l)
A . : A

za.t:>tl.

Neka je T skup taéaka iz intervala‘j%o,%l[ u kojima je"up?
ravlijanje G(-) aproksimativno neprekidno. Dalje,neka je Te T i neka su

(Tj,u.)€ TxU, j=1,...,q. MozZemo pretpostaviti da je Ty € ...srpé
2 j e = .. 1- gativnih
<T < p+l“""$To' Neka je o (al ,aq) g-torka nenegativni

realnih brojeva i BE.R Ako su oy ""dﬁ” [8] dovoljpo mali, in-

tervali

[

r.+s—<q-j>c—aj, Tj+84(q—j)0],
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i=l,...,9, o = Zaj, su disjﬁnktni. Funkcija'u(-):RL>UL.defini—
sana sa X
[ ae) . . tFUI;, t<T + 8
u(t) = { Q(t-8), t;{UIj, t>7T + 8
‘u.  , te1I, B .t
J J

»
1aziva se iglicasta varijacija upravljanja uf(-).

Neka je‘%j-):[%o,%l}<+x reSenje diferencijalne jednacine

x = £(x,4(¥)).

Jeka se ono moZe produZiti na zatvoreni interval I, [%O,%IJQ
L . A _’A/\ ,A' =/\A
:intdI. Neka je Xo = x(to) i gl x(tl).

Lema 4.3.1. a)Akosallxo-iol,al,...,aq,}st dovoljno mali, -

lauchyev problem

x = f(x,u(t)), x(to) =%

ima reSenje na intervalu I. ObeleZavamo ga x(t,xo,a,B).

b) Ako xo-¥§o, ul,...,aq-*0+,8f>0, onda x(t;xo,a,s)kon—

.. e
rergira X(t) ravnomerno na I.
. : T N g
Ova lema moZe da se dokaZe na slic¢an nadin kao Sto-je do-

cazana teorema 4.1.4.

Lema 4.3.2. Funkcija x (XO,a,B) = x(t +£,X_,a,8) Jje ne-

. 1 1 o
>rekidna u okolini tac&ke (&O,O,O) i diferencijabilna je u tac-

<i (20,0,0). Pri tom je

a ~

- r(t %
o xl(xo,0,0) R(tl,_o),
o
3

]

A /\ S LA o
o xl(xo,Q,O) R(tl,rj)(f(x(TjLuj)-f(rj)),
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2 x (%,0,0) - rR(E, ) E()
88 l OI r / - ll ’
jde je R(t,7) rezolverta jednaéiné
x = £_(X(t),u(t))x.

Dokaz. Neka je x(t,t,t) maksimalno refenje diferencijalne
jednaine ' '

x = f(x,a(t))

-

L neka su xj(t,r,g) maksimalna resenja diferencijalnih jedna--

:ina .
X = f(x,uj),

1=1,...,9. Funkcija xl(xo,a,B)'moie da se predstavi kao kompozi-
:ija slededeg niza funkcija:

% X )

x(rl-+8 —(q-—l)Ov-al, o’ ¥*o

. X (Tl-£8 -{g-1)o, T, +8 - (g-1)o —a_,-)

1
x(ty, +6-(g-2)og-a,, 1, +B-(qg-1)o,.)

l’

x (4B = (g-plo,T +8=-(q-plo-a )
x(?-+6{ rp-+8 -(g-p)o,")

- —-_ 17 - 5 - . A--\
X(Tp+l \qp -1)u Qp+‘l,T, )

%41 (Tper ~ @ P - Doyt - (@-p-1)o-a  ,40-)

X( - ’ - a,

T aq Tq )
X r 7 - r *

¢ Tq g T g )
X(tll Tqy').
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Iz ove Cinjenice;, na‘osnovu teorema 4.1.5, 4.1.6,.4.1.7,4.1.8,
4.1.9,1.3.1 i 1.7.4, sledi da je funkcija x,(x_,a,B) neprekid-
na u okolini tadke (QO,O,O) i da je difefencijabilna-u tacki
(%_,0,0). '

d A _ 2 A A -
T (Rgr0,0) = g bRl
‘o) o) X =X
o "o
= xg (_tlltolxo) = R(tlrto)r
.0 ~ . .
J
_ 9 2 ST - '_ .
= aaj x(’cl-,rj (g j)aj,X_j(Tj (g J)Aaj,Tj (g ]+1)0tjp.
"‘X( L - /J\C 2 )) | ]
Tj_(g'._:]'l)aj'_o’xo ) aj=0
_ . A LA . dt\', A A
= “(Q"])XT(tl,Tj,X(Tj)) + Xg( irTjIX(Tj))‘
. A . . A .. “~ A
’(—(q—J)rf(X(rj),uj)+v(q~3+l)f(X(rj),uj)—(q-—j+l)xr(rj,to,xO))
= Sq-j)R(tl,Tj)f(Tj)+R(tl,Tj)(f(X(Tj),uj)~(q—j+1)f(rj))
A A, A
=_R(tl,rj)(f(x(rj),uj) f(Tj)),
) A _ _—a_ A A A -~ A -
—5_6- Xl(xorolo) = 5 x ( ‘lITIX(T+BItOIXO))v
A A A A ~ A A A .
= . ] - = - l
xg(tl,f,x(r))xt(r,to,xo) ' R(tl,r)f(r).
4 .4 DOKAZ PRINCIPA MAKSIMUMA ZA- KANONSKI PROBLEM
OPTIMALNOG UPRAVLJANJA |
‘Pretpostavka da je lo(ao’%l) = 0 ne-umanjuje opstost raz-
datranja. Ako je zo(io,ﬁl) # 0, funkciju zo(x',kl) moZemo zame-
1iti funkcijom Qo(xo,xl) - ﬁo(xo’xl)f Takodje moz?moapretposta—
riti da su sva ogranicCenja aktivna, tj. da je.ii(xo,xl) = 0,

t=1,...,k. Ako Je Qi(§0,§1)<10 za neko i, 1 g isfk,‘moéemo skup
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zameniti otvorenim podskupom koji sadrZi tadku (go'gl)' na

ome Jje funkcija Zi(xo,xl) negativna, a odgovarajude ogranile-

je izbaciti iz razmatranja.

Ako je za neko j, 0 < 3J <m, 35 = 0, tvrdjenje teoreme je

adovoljeno. Dovoljno je uzeti da je ii =0, i=0,1,...,m, i#3,

j=l i §(t) = 0. Nadalje pretpostavljamo da je Ei#o, i=0,1,...,m.

Konveksni konusi

. n n s, ) . '
KiA= {{x_ ,/¥;) e R" xR yzi(xo,xl) < 0}, 'i=0,1,...,k,
K., = {(x_,x,) ¢cR"xRrR" | 1{(x_,x,) = 0}, i=k+l,...,m
i o’ 1 1 o’'"1 . ’ 7 -~ o il
u lokalni Satori skupova .
‘MO = {(Xorxl)e‘w’%-: QO(XO,XI_) <0} ‘J{(xorxl)}r
Ml = {(Xolxl)‘e Wi li(xolxl‘) <0} , i=1l,...,k,
) = I { ‘ = 1=
M, L(xo,xl)e:w} 2, (x rx,) =0} poo i k+1,...,m,

tadki (xo,xl)-

Neka je M < W skup parova (k(tolx(tl)), gde su (x(-),u(-),

o,tl) procesi koji zadovoljavaju diferencijalnu jednad&inu

”~

-

%(t) = £(x(t),ult),

akvi da je

Ity - toj, £, = B0 < e
Nx(t) = X&) ]| < e
. }./\ A r
.a»sjako‘ t eLto,tI]{W Lto’tl]'

Lema 4.4.1. Konvéksan konus u R x R" generisan vektorima
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A A i n
(x ,R(tl,t )x )+ XoéR ’

J
(0, R(tl,r)f(T)), (0,-R(% ,T)f(T)),

(0, R(t )(f(X(T-)i u,)-f (1 ))), " J=1,...,9

je lokalni Sator skupa M u taéki,(ﬁd,§l).

BN

Dokaz. Prema lemi 4.3.1, postoji § > 0 takvo da funkcija ﬁ@
xl(xo,a,B) preslikava Rn><[0,+<n[q xR(}B}(%O;Q,O),é[ u M. Ista |
funkcija preslikava tadku (%O,O,O) u tadku (ﬁofil)’ O&igledno ;
je da je R"x [0,+=[ ¥R 8ator skupa R" x [0,+« [TxrRNB[(X,,0,0),
§] u talki Lﬁo,0,0). Linearni operator xi(%o,0,0) preslikava ko- ’
nus Rn><[0,+«»[g x R u konveksan konus opisan u formulaciji le-
me. Prema teoremi 3.5.1 i lemi 4.3.2 , ovaj konus je lokalni Sa-
tor skupa M u tagki (%o,ﬁl). B , o 4

Posledica 4.4.2. Konveksan konus K u R™ x R" generiéan vek-

torima

~ _/\ n
(xo,R(tl,to)xo), xoeR ,

(0,R(t,, ) (£(E (), w-£())), (x,u)eTxuU,
(0,R(E,,T)E(1)), (0,-R(E,DE(T)), |
je lokalni S8ator sﬁupa-M u tadki (%

Presek skupova M’Mi' i=0,1,...,m, sadrzi samo jednu tacku:
(%O,Ql). Konveksni konusi K,Ki,,i=0,l,...,m, su njihovi lokalni i
éatori u toj taéki..Ko nije ravan. Prema teoremi 3.5.2 , konvek-

sni konusi K, Ky i=0,1,...,m, su razdvojiVi. Prema teoremi
*k

3.4.2 , postoje llnearnl funkcionali x e K i=0,1,...,m, takvi
"da je bar jedan od njih razlilit od nuLg i da je
m s * % A~ E . " ' ,
- I x,€eK . X, = -Aiii, i=0,1,...,m, aode je Ai >0 za 1=0,1,
i=o : ) m+1*
k. vVektor 4 = (3,0, ,....% )¢ R zadovoljava uslov 1.
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~ A *
Kako je A2 €K , to je

AL, + 2k R(E,,t ) = o0,
X5 Xy 1 ;o

>

Ty R(EE, 1) (E(R(1),0) - £(1)) 20, (r,u)eTxU,
1 | | | ,

lle(tl,r)f(T) = 0. ’

>0

ra A *

Neka je apsolutno neprekidna funkcija p(-): Lto,tl]—*Rn

zadata sa ' '
B(t) = f;zXlR(tl,t ).

Ona oc¢igledno zadovoljava uslove

T
. Xl

p(t;).
p(t) = - B(B)E (%)
za skoro svako t €[EO,%1]Q Sem toga Jje

Pt ) = =32 R(t ,t)) =

pa je zadovoljen uslov 2.

Kako je

D()YE(X(1),u) < b(r)E(x)
za svako (r,u)e T.xU, zadovoljen je uslov 3.

Iz ¢injenice da je

i sledede leme, sledi da jé zadoybljen uslov 4. 8
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Lema 4.4.3. Neka je u(-): [t Pty 1-U ogranlcena merljiva
funkcija i neka su x(-):[to,ti]+x i p( :Lt t ] apsolut-

no neprekidne funkcije, takve da je

Cx(t)

I

£(x (£) u(t))

p(t) = -p(£)f (x(t),ult))

sup p(t)£(x(t),u) = p(t)f(x(t),ult))
uel

- za skoro svako t € [t_,t ]. Tada je

sup p(t) £(x(t),u)
ucU

konstantan na [t_,t;].

| 2 . |
Dokaz. Neka su funkc1je g(t,7): Etoftl] - Rih(t): [to,tl]+

‘+R deflnlsane sa
g(t,t) = p(t)f(x(t)fu(r))k

h{(t) = sup g(t,7).
T € Eoltﬂl

zZa fiksirano t funkcija g(t,tr) Je apsolutno heprekidna po t 1
‘pri tom je | ' '
gt(t,r) = 4p(t)fX(X(t),u(t)%ﬂX(t),UIT))+

+p(B)f (x (), ulc))f(x(t),u(t))

za skoro svako t-e[to,tl]. Desna strana prethodne jednakosti je
ogranicCena funkcija dveju promenljivih. Stoga postoji realan

‘broj L takav da Jje

lg(t, 1) - g(tio)l < Lit-t]

Fd . .
za t,t,re,[to,tl]. Odavée sledi- da je
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ih(t) - hit)| ¢ L]t-t]

za t,t’e[to,t 1. Punkcija h je apsolutno neprekidna. Neka Jje
t tadka iz intervala ]to,tl[ u kojoj su zadovoljena sva tri

uslova leme i u kojoj je funkcija h diferehcijabilna. Zavt> t

imamo da je

h(t)-h(t) | p(t)f(x(t),u(®))-p(B)f(x(¥) ult))

e

t -t t -t
pa je
S a - . -
h(t) 2 — p(t)f(x(t),ult)) = 0.
dt _ t=t
Na slian nalin zakljulujemo da je h(E) < 0. Dakle}‘ﬁ(E) = 0.

Kako -Je funkcija'ﬁ apsolutno neprekidna i kako joj ‘je izvod skoro

svuda Jjednak nuli, ona je konstantna. Neka je h(t) = C.

B

~Funkcija

M(t) = sup p(t)f(x(t),u)
uey.

jJe poluneprekidna odozdo. Kako je M(t) > C za svako t e[to,tlj i
kako je M(t) = C za skoro svako t e [t_,t;], to je M(t) =cC. ¥

4.5. OP3TI PROBLEM OPTIMALNOG UPRAVLJANJA

Neka je G otvoren skup u R><Rn, U topoloski prostor i W

; n
otvoren skup u R x R®x R x R'. Neka su funkcije f({t,x,u):GxU > R"

R+l neprekidne i neprekidno diferencijabilne

+1

i L{t,x,u):GxU~
po t 1 x 1 neka je funkcija i(to,xo,tl,xl):w~>R neprekidno
diferencijabilna.

Neka je D klasavdopustivih upravljanja. Skup procesa P Je

skup Cetvorki (x(-),ul-), t_,t), takvih da je

1. x(.):[t‘,t1]M>Rn apsolutno neprekidna funkcijay,

O
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2. u(-)t[to,tl}—+U,dopustivo'upraVljanje,
}

3f (t,x(t)) e G za svako t € Fo,tq ;o

4. (tQ,x(tO),tl,x(tl)Mgw.

Bolzini*funkcionalni'Bi: P-+R, i=0,1,...,m, definisu se

~

sa
B, (x(-),u(-) rto,ty) = tf Li(t,;{(t) ;ult))dt _+ Qi(to,x(to),tl,x(tl)) .
o _

Op&ti. problem optimalnog upravljanja je sledeéi ekstremal-

ni problem na skupu P:
By (x(+),ue), £y k) > inf; o o

By (x(-) ,ul),t .t

N ) <0, i=l,...,k,

1

s

) = 0 14 i=k+l,...,m,

Bi(x(')’u(')ftoftl

x(t) = £(t,x(t),u(t)) za s.s. té [t ,t,].

Proces (Q(J,ﬁ(J,ﬁoﬁi)ePje_optimalanlako je dopustiv i ako

postoji e > 0 takvo da je

).

B_ (x (. );u(-),tD,t'l);- BO(X('),,'u(-),tO,t1

V3

r

za svaki dopustivi proces'(x(-),u(-),to;tl)é P koji zadovolja-

va uslove

; A ; ~
'gto—to!, lt, - t,| < e

-

Hx(e) = x(e) || < e

e f: 1 o7 T+
za syakq t ELtO,tlJ/\ “o;tll' ) }
. * * —
Funkcije H:G » U x R" xR >R i M:GxRY xRV LR defi-

-
i
L

nidu se sa

H(tlxlulpl}\) :.pf(trxlu) - AL(tIXIu>’
M{t,x,prn) = sup H{t,x,u,p,2).
ucly
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' . A . A e .
Teorema 4.5.1.Ako je proces (X(')’u('>’to’€1) optimalan,
A * . : A ~
postoje Ae.Rm+l i apsolutno neprekidna funkcija ﬁ(-):{toltl]+

n¥* . .
R , takvi da je

1. % # 0 ;

i
A =0, i=1,...0,k;
A i [ a

2. plt) = -H (t) =zas.s. telt ,t];
Sty =31, B@, = AP ;
plty) = Alxo » plty) = x, '

3. H(t) = M(t) za S.S. t'e[té,tl];

4. M(t) Je apsolutno neprekidna funkcija;

- A3

A~ A
M(t) = H,_(t) za s.s. t ei%o,tlj;

M(t Yy = -xg. , M(tl) = Azt .
o 1

Dokaz. Sli¢no kao u varijacionom radunu i ovde je dovolj-
no izvesti dokaz za sluaj L=0. '

A

Neka jé I zatvoren interval koji sadrZi [to,%l} u svojoj
unutradnjosti, na. koji se funkcije q(-) ilﬁ(') mogu p:oduiiti"

tako da diferencijalna veza '
A './\ . A
x(t) = £(t,x(t),ul(t))
bude zadovoljena za skoro svako t¢ I. Neka je A skup petorki
(2(‘),X(‘),u(y),to,tﬂ, takvih da je
1. z(+):I~R apsolutno neprekidna funkcija,
2. x(+):I~>R" apsolutno neprekidna funkcija,
3. u(-):I-+U dopustivo upravljanie,

4. £, t €T,
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5. (z(t),x(t)) eG za svako te I,

6. (Z(to)’X(to)'z(tl)'X(tL))6 Ww.

Neka je funkcija 2(.):I >R definisana sa zZ(t)=t. MoZe da
se dokaZe, ma slifan nadin kao u dokazu teoreme 2.1.2, da je

tadka (%(-),i(-y,ﬁ(-),%o,%l)e A refenje ekstremalnog probléﬁa
Lotz ),x(t ), z(t)),x(t,)) ~inf;

Fi(z(?o)'g(to)’Z(tl)(x(tl)) <0, 1i=1,...,k,

zi(z(,to),x(to),z(tl),x'(_tl)) = 0, i=k+1,.,.,m,

z(t) = 1, x(t)=£f(z(t),x(t),u(t)) za s.s. tel,

u sledecem smislu: postoji ¢ >0 takvo da je -

2(£))

oz (e ), x(t ) ,2(t)) ,x(t)) > 2 (2(t 1

O) lx(to) ;2 (t

l)’
za svaku dopustivu'taéku (z(-),x(-),u(-),to,ti)e A koja zado-

voljava uslove

z(E)-2(t) |, [[x(t) ~X(B) || < ¢

‘za svako te I.

Prethodni ekstremalni problem se po:svojoj formi ne ra-
zlikuje od kanonskog problema optimalﬁog upravijanja. Rézlika
je u definiciji skupa na kome se on razmatra i definiciji lokal-
nog feéenja. Dokaz pfincipa maksimuma za kanonski problem,obti—
malnog upravljanja izveden je zapravo za ovako formulisan eks—
tremalni problem. Stoga na ovaj problem moZe da se primeni té—

orema 4.2.1. Akoc se to uradi, dobide se teorema 4.5.1. R
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4.6. PROBLEM OPTIMALNOG UPRAVLJANJA NA
- NEOGRANICENOM INTERVALU

Neka je U topolosSki prostor i neka su X i W otvoreni
skupovi u R". Neka su funkcije f(x,u) :X xU-+Rn i L(x,u):XxU=>R
neprekidne i neprekidno diferencijabilne po promenljivoj x i ne-

ka je funkcija i(xo):w—+Rm neprekidno diferencijabilna.

‘Pod upravljanjem ovoga puta podrazumevamo funkciju koja
-preslikava interval (konacan ili beskonadan) u topoloéki pros-
tor U. Klasu dopustivih upravljanja definifemo na sli&an nalin
kao u paragrafﬁ 4.2. Jedina bitna razlika je u uslovu 1 koji

ovde treba da glasi:

Dopustivo upravljanje je merljivo i ogranifeno na svakom

‘kona&nom podintervalu svoga domena.

‘Skup procesa P je skup. parova (x(-),u(f)), gde je

A

1. x(-):[0,+=[+X apsolutno neprekidna funkcija na sva-

kom ogranicenom podintervéiu intérvala_[0,+cv[y,
2. u(-): [O,+—mL+U dopustivo uprévljanje,

3. x(0) eWw
+oo _

4. [/ L(x(t),u(t))dt konvergentan integral.
o

’

Razmatracemo sledec¢i ekstremalni problem na skupu P:

;WL(x(t),uft))dtﬂ+ihf.;'
° f fci(x(O)) < 0, i=1,...,k
L (x(0)) = 0, i=k+l,...,m
X(t) = £(x(t),u(t)) za s.s. te [o,+m'[

Proces (x(-),04(-)) je optimalan.ako je reZenje prethodnog

ekstremalnog problema.
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~ Teorema 4.6.1. Ako je proces (ﬁ(-),ﬁ(-)) optimalah, posto-
~ * - . ~ o * . . -

Je A_eRr, G R" i funkcija p(+):[0,+« [+R"? koja je apsolut-

no neprekldna na svakom kona¢nom podintervalu intervala [O,+m[r

takvi da je

i
3.1, =0, i=1,...,k;
1 1

2. Bt = -POE ()4 L (t) za s.s. te [0,+=]
p(0) =327 ;

3. sup(P(t)E(X(t),u) - ﬁOL(ﬁkt),u)) =
AueU : : . :

= BOE()-A_L(t) za s.s. te[0,+=[;

4. sup(p(t)£(X(£),u)-3 L(X(t),u)) = 0 =za svako te[0,+=[;
uel ' '

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da su sva bgraniéenja aktivna,
tj. da je £, (X ) =0, i=1,...,k, gde je X_ = X(0). Ako je
zi(§o) <0 za neko i, 1 <1isk, moZemo skup W zameniti otvorenim
podskupom koji sadrZzi tacku %O,.na kome je funkcija Qi(xo) ne-
gativna, a odgovarajude ogranilenje izbaciti iz razmatranja.

Ako "je za neko j, 1 < j<m, §5
=0, 1=C3,.m, i#, A =14

= 0, tvrdjenje teoreme je
tadno. Dovoljno je uzeti da Jje 3i

p(t) = 0. Nadalje pretpostavljamo da je ?1'#0, i=l,...,m.

Neka su konusi Ki" i=1,...,m, definisani sa

3 n A .
K. = {xeR | 2/x <0}, i=1,...,k,
1 i .
. - I I'l[ ~, _ . .
Ki = {XxeR | Qix = 0}, i=k+1,...,m.

Ako -su oni Lazdv031v1 prema teoremi 3 4. 2 postoje llnearnl fun-
A K
kcionali x e,K i=1,...,m, takvi Qa je bar jedan od n]lh
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~ m * * N . .
razli¢it od nule i da je I %, =0. X, = -X_ 2 , i=1,...,m, gde
i=1 1 1 .l ]
. A . , A A A * A _
je 3,20 za i=1,...,k. Ako je A_=0, A:(Al,_...,im)eRm i p(r)=o0,
tvrdjenje teoreme je zadovoljeno. Nadalje pretpostavljamo da

konusi'Ki, i=1,...,m, nisu razdvojivi.
Neké\je X = R xX 1 neka je funkcija:f(x,u):X.XU-¥RLXRn
definisana sa ' ' ‘ '

f(x,u) = (L(x,u),f(x,u)),

gde je x = (¢,x). Neka je funkcija %(-):[O,+w[->x defihisana sa
x(t) = (£(t),%x(t)), gde je | ‘

(t) = J L(x(s),a(s))ds.

g

0 —ct

O¢igledno je-
x(£) = £(x(t),a(t)) -

za skoro svako t e[O,+—w[..Oznaéimo sa R(t, ) rezolventu'jedna—
¢ine

S~

x = £, (t)x.

Neka je T Q]O,+é[ skup tafaka u kojima je upravljanje )
aproksimatdvno neprekidnoi TeT. Neka‘je K konveksan konus u

n T . )
R xR generisan vektorima

CR(0,1) (E(x(t),u) - £(1)), (t,u)e TxU,

A
T

R(0,%)E(F), -R(0,

>
~
- >
-
-

)

K, = {0} xK,, i=1,...,m, i H =] ==,0] x {0} ¢ RxR"."

m
- Lema 4.6.2. K + [ Ki i H su razdvojivi.
i=1 ‘
’ - ' A .o .n* .
Na osnovu prethodne leme postoje xoe R 1 poe R, takvi

)Y i (-3,B) # 0. Iz

~ : AN A m
] =5 7 % - + K
da je ( /.o,po) EH, . (xo, po) 6 (K if;l i
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m
~ A *> . ) A - A —/\ * ) R
(—Ao,po)e H --sledi da ije Ao >0. Iz (AO, po)e (Kﬁ-/ﬁ Ki) sledi

. i=1
da Je
m * IR LU m o,
Poe( N X)) =c1l LK = LK .
. : m 4 | v _ .
(Konveksni konus z Ki je zatvoren zato to je generisamn ko-
i=1

nacnim skupom vektora.) Stoga postoje ﬁie R, i=1,...,m, takvi
ﬁ/

>

da je ii >0 za i=1,...,k i da je ﬁo = ’ gdéfje k) =(§l,..,,
~ * A A N ' ~ "~
Xm) e RV, Ao i A zadovoljavaju uslov 1. Kako je (Ao,fpo)e K",

to je

(<34 B R(0, 1) (£(X(1) ,w)=F (1)) <0, (v,u)e TxU

,«;)

(=34 1B IR0, 2V E(R) = 0.

. i o .
Neka ‘je funkcija p(-):[0,+w L+ElXRn

definisana sa:
P(t) = ("_)\Orpo)R(Ort) -.

Lako je videti da je plt) = (—Xo,ﬁ(t)){ gde je ﬁ(-) funk-
cija koja zadovoljava uslov 2. '

Iz

» ”

B(1) (£(x(1),a)-£(1)) €0, (t,u)e TxuU,

sledi da je

By (R (1), w)=F L(X(1),w) < B(E(r)- 3 Lo

za svako (t,u) € T xU. Zadovoljen je uslov 3.
Iz

sup p(t)£(x(r),u) = ﬁ(T)%(T)
ueU

za svako 7e¢ T i-
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sup B F(x(?),u) = p(HE(*) =0,
ueU' ’

'na osnovu leme 4.3.3 zakljucujemo da je

sup P(t) F(X(t),u) = 0
ueyU :

za svako t € [0,+« [. Sledi da je

sup (5 (1) £(X(£) ,u) - A _L(X(t),0)) = 0
ueU ' '

za svako te€ [0,+« [. B

Dokaz leme 4.6.2. Neka su (ri,ui)€:T><U, i=1l,...,q. Do-
lejnb je dokazati da su kOnveksan konus Q generisan konveks—

m ,
nim konusom. N Ki i vektorima
i=1

A

R(0,7,) (E(x(r),uy) - £(r)),  i=1,....q,

R(0,%)E(7), -R(0,%)E(1),

i poluprava H razdvojivi.

Na isti nacin kao u paragrafu 4.3 formiramo iglicastu
varijaciju u(-) upravljanja a(-). Neka je %1 realan broj vedi
od * i 1., i=1,...,q. Prema lemi 4.3.1 postoji & > 0 takvo da
Cauchyev problem V

x = f(x,u(t)), x(0) = x_

. o . . - A . ~ "
ima reSenje na intervalu [0,t, +8], ako su on—xolha 2,0,

RPN 170 g
18 <5'(§O = x(0), x; = x(t;)). Kao i u paragrafu 4.3, oznati-
cemo sa xl(xo,a,B) njegovu_ﬁrednost u tacki %l_+ 8.
Neka je W = {0} x W,
X o= (X e W |o.(x )< 0, i=1,...,k; &, (xJ=0, i=k+1,...,m}.

O v O A R © R i

Oznac¢imo sa M skup vrednosti funkcije xl(xo,a,s) na skupu Xo x

- . - . B m
x;0,+miqufﬂBf](§o,o,O), §{. Konveksni konus N Kix [0,+'“[q .
i i=1

» R je Sator ovog skupé u tacki (ﬁo,0,0). Prema teoremi 3.5.1
i lemi 4.3.2 ‘ -
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. : m
x(x_,0,00( Nk x[0,+=[ TxRr) = R(E, 000
o i=1 1 1

je lokalni Zator skupa M u taékiril,
Skup M i poluprava ﬁi + H imaju samo jednu_zajedniéku
tacku: Ql' U protivnom postojali bi diglidasta varijacija u(-)
upravljanja a(-) i apsolutno neprekidna funkcija x(-):[O,%l +
+8]+ X takvi da je x(0) € X_, g(%l)-< E(%i); x(t, +8) = EN

'%(t) = £(x(t),u(t))

za skoro svako te [O,
[tl-+874~w[sa x(t) =x

ces za koji je
AR

+8 ]. Dodefini%imo funkciju x(-)_ na

t
1 L
(t-8). Tada je (x(-),u(-)) dopustivi pro-

H A

+ o E tl+8 + .
f‘L(x(t),u(fndt = J L(x(t),u(t))dt + 5 L(x(t),u(t))dt <
o - o o o
- - | b, +8
tl - . L te R . - +oo R .
< S L(R(E),0(8))at + J L(k(t),0(t))dt = J L(x(t),u(t))dat.
O . ~ O ’ - .
t .
1 :

Ovo je protivno pretpostavci da je proces (ﬁ('),ﬁ(y)) obtimalan.

A

Prema teoremi 3.5.2 konusi R(t,,0)Q i H su razdvojivi.

Sledi da su konusi Q i R(0,%t )H = B razdvojivi. B
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5. LINEARNI PROBLEM OPTIMALNOG UPRAVLJANJA

5.1. FORMULACIJA PROBLEMA

L . - . . _n
Pod faznim prostorom ¢éemo podrazumevati prostor X = R .

_Nekajetlfaznom prostoru X dat konveksan kompaktan Skup U.
Zvacdemo ga oblast upravljanja. Upravljanje je funkcija kOja pre-
slikava zatvoreni interval u oblast upravljanja U. Pod klasom
dopust1V1h upravljanja D ovde demo podrazumevatl klasu upravlja—

nja koja sem uslova 1-5 (v. 4.2) zadovoljava

6. Ako su upravljanja u’(-),u"(’):[to,t1]+ U dopustiva i

ako je O<i<l, onda je upravljanje u(-%:[to,ﬁl]+bU definisano sa

u(t) = (1-A)u”(t)+ au" (t)
takodje dopustivo. .
Neka je A maﬁrica reda nx n nad skupom realnih brojeva.
| 1}+ X je trajektorija
koja odgovara dopustivom upravljanju u(~):[to,tl}+ U ako je

Apsolutno neprekidna“TunkcijavX('):[to,t

x(t) = Ax(t)+u(t)
za skoro svako t €[to,t1].

Neka su u faznom prostoru X data dva konveksna zatvorena

disjunktna skupa: M i Ml zvac¢emo ih inicijalni i terminalni
skup. Trajektorija x( [t ,tl]+ X ostvaruje prévodjenje‘iz
skupa MO u skup M1 ako je x(to)é MO'l-X(tl)e M, . Broj tl—to

je vreme prevodjenja-.
Dopustivo upravlijanje a(-) i odgovarajuca trajektorija
X(.) su optimalni, ako trajektorija X(-) -ostvaruje prevbdjenje'

iz skupa Mo u skup M, za najkrace vreme.

1
5.2. NEOPHODAN USLOV OPTIMALNOSTI

Pod sferom dQstiiivosti XT, T> 0, podrazumevamo skup ta-

caka xde,x'za koje postoji trajektorija koja ostvaruje prevo-
dienje iz talke X, U skup Mi za vreme jednako T. Zadbvoljen'je
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uslov stabilnosti ako je M, ¢ I, za svako T> 0.

Lema 5.2.1. Sfera dostiZivosti Zije konveksna za svako
T > 0. ' V

Dokaz. Neka su Xo 1»xg dve tacke iz Lo i neka je X tac-
ka koja pripada duZi. ]x ’ xb . Kako xé, xge LT, péstoje dopus-

tlva.uoravljanja u”(-),u"(-):[0,T]» U kojima odgovaraju trajek-

torlje x“(-),x"(-):[0,T]+ X takve da je x7(0) = xé , X" (0)=x"

_ o
“(T), x"(T)e M,. Kako je x_¢€ ]x’, xt [, postoji realan broj
- A, 0O<a<l, takav da je X =>(1 A)x +,Axg . Definifimo funkcije
u(-): [O T]> U iox( [O T]+ X sa '
u(t) = (1—>\)Li’(t)+>\u"(t),
x(t) = (1=2)x7(t)+rx" (t).

-u(*) je dopustivo upravljanje, a x(')'je trajektoriija kbja mu

odgovara. Kako je

1

(l—ij’(O)+Ax"(O) = (l—AJxé +Ax" = ;»,

x(0) . o Xq

I

% (T) (1-2)x 7 (T) +xx" (T),

zato X € bX .l'

T

ona ostvaruje prevodjenje iz tacke X5 ujskup'Ml,

Lema 5.2.2. Ako jé‘ZadOvoljen uslov stabilnosti, onda je
XT’§=§T" za 02T "<T".

- -~
. .
Dokaz. Neka je xoe ZT

.. Postoje dopustivo upravljanje
u”(+):[0,T7]+U i trajektorija X'@):iOﬁPi+x koja mu odgovara, takva

da je x’(0)=xO i x7(T) € Ml' Kako je x (T”)e M postoje

‘ . 15 Epraqer
dopustivo upravljanje a" () [T, T ]~ U i trajektorija
x"(): Ir"’T"j-» X koja mu odgovara,_takva da je x"(T7) = x"(T7) i

Xll (T") e M

) 1°
sa
u(t)= (t), | O0<t<T
u" (t), T t<T”,
X(t)_ ( (t), 0<tgT
t wh(t), T<iteD"

Definisimo funk013eau(-):LO,T"]+ U i x(-):[0,T"]-X
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u(-) Jje dopustivo upravljanje.a x (=) Jje trajektofija koja_ﬁui_

odgovarai Kako je x(0) = x7(0) = xo.i x(Tf) = x" (T") € Ml’ to
Je XOE ZTH,' l

Lema 5.2.3. Neka je zadovoljen uslov stabilnosti. Ako ‘je
xoerelintZT , postoji trajektofija koja ostvaruije prevodjenje

iz tacke X, u skup M, za vreme krace od T.

Dokaz. Postoji simpleks SO ¢ija temena»xi, i=l,...,m+1

(m=cdimaff Lp), pripadaju I takav da jenxoe relints . Za svako

oT’
i=1,...,m+l, postoji trajektorija xi(-):{O,T]+ X koja ostvaruje
prevodjenje iz. tadke X, u skup.Mi. Za. dovoljno malo t1>0 tacke

xi(r), i=l,...,m+l, su temena simpleksa Sr koji sadrzi tacku

X Temena simpleksa ST pripadaju sferi dostiZivosti I Zbog

T-1
konveksnosti, sfera dostiZivosti zajedno sa temenima sadrzi
. : N l
ceo simpleks ST. Zato x € ZT—rﬂ
Lema 5.2.4. Ako je u(*);[té,tl}+ U dopustivo upravljanje,
X(‘):[to’tl]+vx trajektorija koja mu odgovara i p(-):[to,tl1+xf

reSenje diferencijalne jednacdine -

£ = -pA,
onda Ije
£ _
i p(tiu(t)dt = p(tl)x(tl)—p(to)x(to).<

(@] ’ .

-

Dokaz. Za skoro svako teEto'tl] je

_’g; p(tix(t) = é(t)k(t)+p(t)k(t)
= -P<t)AX(t)+p(t)(Ax(t)+u<£D
= p(thu(t). |
Zato Jje - ‘
B! A | L
é‘ p(t)u(t)=p(t)x(fc)th =pgti)x(tl)-p(§o)x(to),l

@] i o
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Tebreﬁa.5.2.5._Neka je zadovoljen usioﬁ stabilnosti. Akd
su &(-):[%Orglj+ Ui ﬁ(-);[%o,ﬁi}+ X 'optimalno upravljanje i
optimalna trajektorija koja mu odgovara, postoji funkcija
ﬁ(-):{%o,%l]+'x*} reSenje diferencijalne jednaline

p = —pAa,
takva da su -zadovoljeni
1. uslov maksimuma:

max p(t)u = D(t)a(t) za S.S. té[%o,%l];
uéeu .

2. uslov transverzalnosti u levom kraju:

max - ﬁ(%o)x‘= 5(% )R () ;

XeM . © ©
Q.
3. uslov transverzalnosti u desnom kraju:
min p(E,)x = p(E)%(E,).
1 1 1°°
XeM .
l .
kaz. Neka je T = £.-% , ® =%ty i % = %% Tada
; Dokaz. Neka je = ty-t , X, = x( o) ix) = x(tl). ada
Je x € M_N ZT. Prema lemi 5.2.3 Mon relint Ip = @. Zato pos-

toji ﬁoe X* takvo da je

M c { ! A A A }
<
o & X € X pox \.poxo ,

Lpe{x éXIpOx > PoXo)-

Neka Je ﬁ(f):[ﬁo,%l]+ X* resenje diferencijalne jednacine

p = -pA
koje zadovoljava uslov ﬁ(%o) = Pg-

Uslov transverzalnosti u levom kraju‘je‘oéigledno zado-

voljen.

Neka je x €M, . Neka je X(~):[%O,%l]+°x trajektorija ko-
ja odgovara upravlianju U(-) i zavr3ava se u tacki Xl. Oznacimo
sa X njen pocetak. Prema lemi 5.2.4 imamo da je
t ,
A A ° E A A A A A A 1 s A
- - \ = — =
p(tl)xl p(to,xO p(tl)x1 p(to)xO . p(t)u(t)d#.

fa v

o



1z xoe ZT sledi da je’p(to)xo z p(to)x
> ﬁ(El)ﬁl.

o* Zato‘je p(t_l)xl %
Sledi da jé zadovoljen uslov transverzalnosti u
desnom kraju.

Pretpostavimo da uslov maksimuma nije zadovoljen.
Postoji ue U takvo da je mE >0, gde je

E = {tev[€o;%1]|§(t)u>§(t)ﬁ(t)}.

Pretpostavimo suprotno. Neka je {uk[kﬁiN} svugde gust skup ‘ta-
Caka u U. Tada je mE : o )

K = 0, gde je

By = (ee[t lIpmusploules.
Kako je |
sup p(t)u, < p(t)a(t), te [t 2 INU E.,
L KEN k. o o" 14y N k
to je " ' .
max p(t)u = p(r)a(t), ce[t_,t INU B
. uel ' 7 keN
Kontradikcija! :

Postoji interval Ig;[%o,%l]‘takav da je
S(p(t)u-p(t)a(t))dt > 0.
I -

Pretpostavimo suprotno. Neka je

(P (tyu-p(t)a(t))dt =

f e > 0.
E

Postoji & > 0 takvo da je

Li(p(t)u-p(t)a(t))dt] < e,
A

ako je & Q[%O,%l], ma < 6.

disjuﬁktnih intervala

ma<§, gde je A = K¥J I, NE.
: k
“keN _

Kako je skup E merljiv, postoji niz

1], k € N, takav da'je Ecl 1

i o
| | T ken K
Tada je T

115.
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= (P (tyu-p ) (eNdt+ £ (B (B)u-p(t)T(t))at > o.
E . , A : )

Kontraindikacija!

~

Neka je u('):[t ,%l]+-U dopustivo upravljanjé definisano

O
sa
[Gt telt ,£1~N1 : o . ;
sutey= {28 €ltort | o - ﬁ
. ‘ u ’ t €1 I

-
|

7 X trajektorija koja mu odgovara i zavr8ava se u

_a x(-)':[%o,%

taékivﬁl. Prema lemi 5.2.4 imamo da je
tl./\' A . - A “~ A AN A
é p(t)u(t)dt f p(tl)xl—p(to)xo,
o ,
tl A | A A A~ A A “ A
{ p(tiu(t)dt = p(tl)~l-p(to)X(to)
_ o
Sledi da Je . ' - ® ]
A V"\ A A, A ~ ' tl A A | ~ | ’ -‘i
: p(to)xofp(to)X(tO) = é} (p(t)uﬁt)—p(t)u(t))dt = ' |
o

= J(P(t)u-p(t)d(t))dt » 0.
I .

S druge strane imamo da je
~

~

zato étO»X(go)é-Z Kontradikcija!-

T"

Uslov maksimuma mora biti zadovoljen jer nas suprotna

pretpostavka‘dovodi do kontradikcije. ¥
5.3. TEOREMA EGZISTENCIJE
Lema 5.3.1. Zatvoren konveksan skup C u‘euklidskom prosto-

~ru X moze da se predstavi kao presek najvi&e prebrojive familije

zatvorenih poluprostora.
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Dokaz. Neka je {x, |k € N} svugde gust skup tataka u affC~C.

_ k _
Prema poznatoj teoremi, za svako k € N, postoji zatvoren polu-

prostor P takav da je Cs;Pk i da xkg/Pk. DOkaZimo da je

k’

¢ = (affc) N [\ P,. Ofigledno. je C<.(affc)n () P, . Neka
k k
keN : keN o
X ;{C Ako ‘xé’affc, Jasno-je da xlé (affc) N ﬂ P, . Neka xe (affC)NC.

keN k

Oznac&imo sa C~ kgnveksan omotac skupa CiJ{x};.Néka‘je asrelintC__’

i neka je b‘présék du?i Ja,x[ i relbdC. (relintC”)N C je ne-

prazan skup, jer sadr¥i du% ]b,x[. BAko x; € (relintC”) \ C, onda
€C’c Py. Sledi da x ¢ (affc)n{) Py

xg?Pk. U protivnom bi bilo x
kKeN

k k-

Time je dokazana jednakost'cn= (affc) N (W Py - Ostaje jos da se
keN »
primeti da se affC moZe predstaviti kao presek kona&no mnogo
zatvorenih poluprostora. R ' ' \
Teorema 5.3.2. Neka jé klasa dopustivihvupravljanja D
maksimalna, tj. neka sadrZi sva merljiva upravljanja, i.neka . .
je jedan od skupova MO i Ml kompaktan. Ako pdstoje’baf jedno. ‘
dopustivo upravljanje i odgovarajuda trajektorija koji ostvaru-
ju prevodijenje iz skupa MO uxskup Ml,_onda postoje'bptimalno

-upravljanje 1 odgovarajuda optimalna trajektorija.

Dokaz. MoZemo pretpostaviti da je ihicijalni-skﬁp MO'
: kompaktan. '

~
Neka je T infimum svih vremena prevodjenja iz skupa MO

u_skuval. Postoji niz dopustivih upravljanja uk(-):[O,Tk}+'U‘
a

i odgovarajudih trajektorija XkILO,Tkj

-+ X koji.ostvaruju pre-

vodjenje iz skupa MO u skup M,, tako da"Tk > T. Odgovarajude
trajektorije su date sa ' ‘ '
t 1
X8 = 00 Dy 00+ 1 e () u, (t)d<],

' gdé Je o (-) fdnkcionalna matrica feda n xn -koja zadovbljava

diferencijalnu jednacinu 6 = A¢ i pocetni uslov ¢(0) = I.

Nizovi’xk(O) i Xk(Tk) su dgraniéeni. MozZemo pretpostaviti:
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da su konvefgentni. Neka %y (0) - Xo i-xk(Tk) > Qi; k - co. Jas-

. d ~ 4.'.
no je daa xoe.MO i X, eM

I
Kako je
xk(T) - X, = (xk(T)—xk(Tk))+(xk(Tk)—xl)
A ,'f‘ -1
=[¢(T)—¢(Tk)J[xk(0)+ o (1) uk(;;dr]—
. (@] .
.. T 3 R
- <I>(Tk) é‘ o (1) "uy (r)dr +(xk'(Tk)-Xl),
to x, (1) ~ &, x » . sledi da je T > o0.

Neka su_hjk(-), j=1,...,n, komponente upﬁavljanja uk(°),
k € N. Ako funkcije u.k(-), i=1,...,n, k€N, razmatramorkao e~
lemente prostora LZ[O %] one ce pripadati zatvorenoj kugli ovog
prostora. Kako su zatvorene kugle u L [O TJ slabo kompaktne,
nece umanjltl ops3tost pretpostavka da za svako j=1,...,n niz

u slabo konvergira. Neka ujk( )y o~ Aj( ), k > ®, j=1,...,n.

jk('I
Neka je funkcija Gi(-):[0,7]> X definisana sa 4(t)={@, (1), °
.i.,ﬁﬁ(t))T.'Ona je ocigledno merljiva. DokaZimo da je G(t) ¢ U
za skoro svako t e [0,T]. Kako je, prema prethodnoj lemi,. skup U
pfesek najvise prebrojive familije poluprostora, dovoljno Jje
dokazati da Jje za svaki zatvoren poluprostor P=2U relacija.
ﬁ(tfe P zadovoljena éa”skoro svako te_[O,%l._Poluprostor P mo- v-

e da se predstavi u obliku

P

{fuexlfau € o},
gde je a € X* i a'€ R. Neka je

- I !’”‘*
E, = {te [0,T]jault)> A},

gde je ) 5 4. Kako

/K. (t)au, (t)dt - J K_ (t)au(t)dt, k - @,
" E "k A E
e} A - o A
i -~
T . : _
é KE\(t)auk(t)dt~=.é uk(t)dﬁ g umEA, k €N,

X



119.

imamo da je

T
[ K (t)aﬁ(t)dt < amEA.

OE)\

S druge strane

T
/ K (tyau(t)dt = - f al(t)dt 3> AmE,.
: E : A
e A E ,
A
Sledi da je mE = 0 -za svako A>a. Kako retacija G(t) € P ne va-
" %i samo na skupu (U E "l , ona je tadna za skoro svako

te[0,7].

Promena vrednosti funkcije na skupu mere nula ne narugava
slabu konvergenc1ju. ‘Zato moZemo pretpostav1t1 da je u(t)e U

za svako t € [0,T]. Prema tome, 0(-) je dopustivo upravljanje.
Neka je %(-): [ 0,7]~ X trajektorija koja odgovara dopus- -
tivom upravlijanju 4(-) i ima poletak u tadki &o' Ona se moZe

predstaviti u obliku

t .

A ~ ".l/\

2(t) = o (t)[R_+/ ¢ (1) "q(ryar].

O

Kako

T 1 . T -1A v

S e (1) uk(r)dr -~ [ d{t) u(t)dr, k » oo,

O : @]
to x, (1) » (%), k » . Ved smo dokazali da x _(T) » %, k » .
Sledi da je X(T) = %..1

5.4. TEOREMA JEDINOSTI

Lema 5.4.1. Neka je-p(’):[to)tlj+-x* netrivijalno rééenje

diferencijalne jednadine p = —-pA i nékavje Y podprostor faznog
prostora X. Ako je p(t)Y = 0 za beskonadno mnogo vrednosti
t 6[to,tl], podprostor Y pfipada pravom podprostoru prostora X

invarijantnom u odnosu na operator A.
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Dokaz. Skup ta&aka intefvala‘[to,t 1 za koje je p(t)Y = 0

14
ima bar jednu ta&ku nagomilavanja. Neka je 1 jedna od njih.~
Neka je y € Y. Zbog neprekidnosti funkcije p(t)y, vazi jednakost

p(t)y = 0. Izvod funkc1je p(t)y dat je sa

%t p(t)y = -p(t)Aay.

Kako se izmedju‘svake dve nulefdiferencijabilne funkcije nalazi
bar jedna nula njenog izvoda, funkcija p(t)Ay se anulira na bes-
kona¢nom podskupu inter?ala [to,tlL‘kojgm‘jé 1 tacka nagomila-
vanja. Zbog neprekidnosti vazi jednakost p(t)Ay = 0. Nastavlja-
njem ovakvog rasudjlvanja moZemo pokazati da.je p(r)Aky = Ozza

svako k ¢ N. Kako je p(-) netrivijalno resenje homogene linear-

ne diferencijalne jednadine, to je p(t) # 0. Sledi da svi vekto-

ri oblika Aky; gde je k=0,1,2,... 1 ye Y, pripadaju hiperpodpros-
toru H = {xé:X|p(r)xu§ 0}. Ovi vektori generisu podprostor»Z
faznog prostora X koji_je invarijantan u odnosu na operator A i
sadr¥i Y. Kako jé_ZE;H, to je 2 pravi podprostor od X. 1
Teorema 5.4.2. Neka postoji najvi$e prebrojivo mnogo hi-

perravni oslonca oblasti uprgvljanja U koje sa U imajﬁ'yiée od
jedne zajednicke taéke i neka njihovi pravci nisu:invarijaﬁtni
u odnosu na operator A. Ako je p(-):[tb,tl]+ X*  netrivijalno
regenjée diferencijalne jednadine p = -pA, funkcija u(e);[to,t1]+;
+~ U je uslovom

‘max p(t)u = p(t)ﬁ(t)

uel '
jednozna&no odredjena u svim tackama intervala [to,tl];'izuzev
u njih najvise prebrojivo mnogo. Funkcija u(-) je'neprekidna‘q
sv;m tac¢kama jednoznacnosti. |

Dokaz. Neka su H k=1, 2, ., pravci hiperravni o kojima

kl
je bilo re&i u formulac1jl teoreme Prema "prethodnoj lemi, jed-

nakost p(t)H, = 0 je zaaovoljena za konadcno mnogo vrednosti

k
t Ert oty 1. Neka je p(l)H # 0 za svako LE:N Funkcija u—*p(T)u

oostlze makSLmum na skupu U u jedlnstvenOJ tackl u(r): Neka_je_
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p (1) (u-u (1))

> 0. Funkeija u - Je neprekidna i negativna na B

| N | -
ompaktnom skupu UNBJu(t),e[. Zato postoji y > 0 takvo. da je
(1) (u=u(t)) ¢ -pllu-u(t)|| =za svako ue UNBJu(r),e[.Postoji §>0
akvo da je [p(t)-p(1)| < v ako je [t-t[<6. Neka je |t-t|<s."

a ue UNBlu(t),e[ imamo da je

p(t)u = (p(t)=p(x)) (u-u(r))+p (%) (u=u(x))+p(t)u (1)
< wllu-u () firuflu-u () +p()ult) = p(t)u(r).

ako je u(t) talka u kojoj funkcija u - p(t)u dostiZe maksimum

a skupu U, to je u(t)e¢ Blu(r),c[.1

. Napomene: 1. Ako je broj hiperravni oslonca oblasti u-
ravljanja U koje sa U imaju viZe od jedne zajednike tacZke

onacan, onda je broj tacaka nejednoznacnosti takodje kona&an.

2. Ako je;dim X = 2, onda~funkéija u(-) u tadkama nejedno-
nacnosti ima prekide prve vrste. - .
Teorema 5.4.3. Neka’pgstoji najvise prebroji&o mnogO'hi—
rerravni oslonca oblasti uprévljanjaiU koje $a»U imaju vise '
d jedne zajednicke tac¢ke i neka njihovi pravci nisu invari-
antni u odnosu na operator A. Dalje, heka je zadovoljen uslov
' J>u i x():[t ,t ] X opti-

itabilnosti i neka- su G(f):[%o,El

ﬁlalnb‘upravljanje i odgovarajuca optiﬁalna*trajektorija.vAkd
"lbpustivom upravlijanju u('):i%o,%lj+ U odgovara trajektorija
:0ja ostvaruje prevodjenje iz skupa M_ u skup Ml,'onda je

1(t) = 4(t) za skoro svako t ¢ [%O,%i}}

£]
jednagine p = -pA koje zadovoljava wuslove 1,2 i 3 teoreme

Dokaz. Neka je p(-):[{%t ,%.1> X* refenje diferencijalne
je B(-):[E je d

5.2.5. Kako je

PR 2 pEHx(ED,




C
i -

{ p(tiu(t)dt = plt )x(t)-plt)x(t ),
o

tl A . . A A oA - A

’é p(tiu(t)dt = p}(tl)'}x(tl)—p(to)x(to)‘,
o s ‘

to je )

t t ~
1 ; S 1

[ plv)u(t)at < [ p(t)u(t)dt.

t t o
o o :

Sem toga je
p(t)a(t) = p(t)u(t)

za skoro svako te [t ,% ]. Sledi da je
max B(t)u = B(L)A(L) = B(t)u(t)

ueU

za skoro svako t.e[%o,%l]: Na ©Osnovu prethodﬁe-teoreme

Eujemo da je u(t) = (t) za skoro sviko te[%o,%l].l

122,

zaklju-
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