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...... ) JttJA. + S) 11. I . .t./3 );: 

. D/D-t 

tesko vidjeti da se iz (t . .t. , (d.. 4,,) , 

)"" , 1. 3 ) i 1.2.3 dobija 

[ .... 

treba10 dokazati da bi dokaza1i 1.2.4. za 

• 

; .. • u / 1 / dokazano da 
-."',' 

"'" . ....,..-. .... 11 .z r A/t-) -f .. 1") 

i teoreme 1.1.2 dobijamo da 

. 

" .. 

lema 1.2.4 za 

Lema 1.2.5. Za svako > € > , i 

, ako 11 -< +00 , postoji 

-2 < {l. d.. ,takav da 1&) < 

d , 
r<'· 

, JJokaz 1.2.5. Neka ot , ,fiksirano. 

(-t.) .:: { ,0,9 <. I!.< L 

(I'Z':leme 1.2.1 slijedi da Bore1ovi skupovi su , 

teoreme 1.1.4 -mjer1jivi • Otuda , za svako ' . , 01. - kapaci tet skupa 

-kapacitetu o.t skupa FlR) . omogucava da se -
: buduce zadrzimo ocjeni kapaci teta skupa (R) 

kbja , u stvari , daje f!0( kapaciteta 



2'1 

је ~ (Е U~)) == hЧ~ ~ol(k) , 
- ~cf{Jt) 

осј епи ~O( (~lRj)dobija

я'"осiј enirno kupaci tet Cclll() , kcE(-R) • 

naprijed kazano , dokaz izvodimo raz1i~ 

Ako za neko R., , о ,t::J < R < 1. , t CR) пе sadrzi 

/( za koji је CiX(k»o, onda је 
,;"? I 

=0, а odatle stav1jajucJh e.:=E(~) s1ijedi da је 1ета 

Neka za svako R , О{1< 11.< -i , Е (1<) sadrzi 

." , ~i.'· k. 
;с/''ЩЕ(t) 

skup К zakoji је Col(I::»O. 

, 01<)< R. -< i ,sa 1ЦE{~) oznacimo 

'1t{ 01. za koj е postoj е kornpaktni skti

, da је (lol(K) : [Wot ( К)Ј"lс. [1 l)d.)] .. 4>o. 

lZ 

01 

песе biti prazan zbog pretpostavke da ECR) 
'r~i' Ьаг jedan kompaktan skup 

/~~r:~me 1.1.1. Мјеге iz 1llE (f() 

Ј< za koji је ~ СК» о i 

oznacavacemo sa t R а njima 

-1( ва k R • 

" :,\i:: Koristeci naprijed uvedene oznake , dobija se 
!,~ ~~"~< -, < 

fc.k\(ElR.))= C.cc(E(R») =~fъ [ ~((rlt)]-~ ~" [W(t<,)l-: 
r >:·0.. fR.€- ).{E(~) . к R( f Ht) 

Dalje koristeci lemu 1.2.4 dobijamo : 

~ ~ сс< 11 (1-/;J!lf С~l~)Ј'Ч! tN.i<')t {.2 I I ct ft,.»)J 2 

(1.1/.1') 
lza sV<J.ko :fj ksiгэпо • 

,:.,1z (1.:/. "') па osnovu teoreme 1.101 dоЬiјашо 

• ' . .(12. ~ 
О <..~. < СС( 1I (1-f~l)o( r:~t~)J~1I [АцО')( (!Ја ~ (/~J)] ;ео (4.1.. 4-:;t..) 

ZQ svako kit с. Е( ~) 
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Kako је , dalje, ро uslovu leme 1'(4-J~,)cc. C~(e)JJ.', ~+oo, to 
с.. ~ 

.· .. ti·,u.t "("-I~a)ct (caR(~11.'.:2.= {) . (. ~. ~ . .ff) 
··.·Il~'( 

'Р. ",.с .Е (R) 

.> Iz (1..~. 4ј) 

~kupa E(R) 

) 

i о{ ,о(. fiksirano • 

i (1.1.. 4'3) da1j е slij ed.;i da se ~ -kapa

moze uciniti proizvoljno ma1im ako se za R 
,JJ.I',ojkoji se na1azi dovo1jno blizu jedinice • Otuda , za 

'.0':>0 postoji R ,0.<3 < R< i , takav da ako је 
. (·It) ,onda је <?ci(e') < ~. ' cime је l·kma 1.2.5 dokaza-

",'~OSljedica.1.2.1. Ako је 1!(1-'=i?:1).:'( 1:3-(;f:\1<1.11 <+00) O:s.Of<J., 

j_~ СО( (1. е}&-: (~s. ,>o)(~~tl(),~ If))~~(ii)t.f)) ~1.1) = о 

"Pos1jedica 1.2.1 гэроsгеdпо slijedi iz 1ете 1.2.5 i teore

?,.~~. 3 ",posto је Е O·~1)<-i::(t'l.) za svako 0'<: R, <: ~ 1 <. 1 

t';~ ~ (;]~ -:>0) (41 R E.:lC f ', .. ») 6t~(~)(~) ~ € 3 = П t;( R.) • 
tz E--f О". f ~ 

1,-5.·~Za Lebesgueovu 
(.(.:.' .;,." 
!t],ПlН; ,.:tz 

тјеги vaze rezu1tati koji su sl~cni rezu1ta-

~" ,7'''' .. 4 • Naoe va~i sljede6i rezu1tat : 
~'" > - -.- -

Ј' ,. "-./~,<{"{ 

(;~.' .. ~ ~,c;.; •. , ,_ 
r-. .'.:Le.ma 1.2» Ь • 

!'i~(~ q <-!-OI> 

~~~t~)( .. ) <: ~ 
l' 
~ 

Za svako f :>0 i Е >0 ako је 

, postoji Ьгој Р. ,(),'7<R<J... , takav da је 

za svako '5:.qJ'.e-<ё-r /.е,' , J.Ч.td-е.' < d · 

Napomena 1.2.1. Simbo1 oznacava LеЬе~gчеоvu 

, тј еги skupa е Q 
о 
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~'~Dokaz leme 1.2.6. Posmatrajmo ponovo skupove E(~)=.f.~~ 

'. '" (4~, ~ Е Ј · Kako su oni Bore1ovi skupovi , sto 

,.i.z 1еmе 1.2.1 , on~ эи mjer1jivi u Lebesgueovom smis1u • 

'ете 1.2.6 izvodimo slicno kao dokaz 1еmе 1.2.5 • 

'e.irite, prvo posmatrajmo f'unkciju 
""~ 

.,> ~'~\ e..~ .~ . t dt 
, ' :i: Jtfl'i; let 1nJ' 10'-,'.'", " "'-. о . , -,,,е 

, ..• , "S$ '~ (~) 
;(1) 

.?Ј V~.L Тld'l4 
'ё)1l. 

( J.I./o) 

V('l,-r) harmonijska funkcija , to је па Itl=~ 

~ 5 c..;\Cit--t:) -~ ,..ц;. 
о ".,.rz.2.-11t.~l.-t) 

.J.,i 

,', , ,.' = ~~ s _~ C.--!:)-IZ.. - ~ • 
,:~'l. ...џ.с. о ./ 4-1l.. 2.._ .!1.tL~l. 4) , 

",:'1;z (1..Ј.!Ј.,() imamo da је 
. " IJJ:, 

< Ј.... ~ 4-~~ _ d% __ ~ 
..2Q о ./+t..3.-ln..~( .. -t) 

Q. <:: ~ • Znaci f dobi:ti вто da је 

'а svako 'l.. <. oi 
r • 

r 

Slicno kao i u dokazu leme 1.2.4 moie se pok~zati da је 
1 J.J:l: 
[I-=S .8' Н:) сц; а da1je, koristeci ве ва 
, ,О 

[obija se д,а ,ј е 

\ 
" 

,," 

~., '~ Ј.Х 

r~~t(~l-t)cl-t =' с Sott )Ј~t~)~~~it}Aul.-t-~ Sc:lt SS~tt.t+)I~tt,~))~tl,в.. 
, ,. O.D '.. "ОID.. (-1.,1.1.1.) 
:z f ,А /јА}.) . "'" . . d . Э V &, )< ~ k ћ ~ d Ь' . 
; , ..... i(.~ 1. Cl.nJenl.ce а Је -ф"'" - ... za sva о ."",<... о l.Ja-

\0 daje . ..u; 

s ~~,.c.~)l~)dt $ lf еЦ h ~(i!:) 11 I (d. . .t . ..23) 
о 
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koriscenjem (1. !! . .! 3) , 1ako se dokazuje da је 

• 

I.ч) i cinjenice da је b"~J~)n =- о dobija эе da se 

.. '. '. va тјега skupa r <"'-) юоzе ucini ti proiz~oljno mа1оm 

··ја ~ uzima Ьгој koji se na1azi dovo1jno blizu jedinice • 
. ;.::. 

tiC:i е,'::.-Е(.§!.) zavrsavamo dokaz leme 1.2.6. 
", .,( 

".-'Ј> ~' 

1.2.2е Ako је \\~{C)II.c: +00 , onda је 

'\'~,: (~€.~o) (V-RЕ':(О(~I;f)) ot~t-!.)(") ~ ~ ') ::::;() 

1.2.2 neposredno slijedi iz 1еmе 1.2.6 • 

dije1u dajemo jedan rezu1tat V.I.Gavri1ova i V.S.Zaha-

ima opsti karakter i kojeg koristimo za dokaz nekih 

ta u drugoj glavi ovoga rada • 

nenegati vnu , nerastucu , neprekidnu па (о, +оР) 

"" !+t-4:-) kaze se da pripada k1asi С'" ako zadovo1java 

, u odnosu па konveksan niz 

"" је ~~)~c.. u{t\, i dokazuju 

; Lema 1.2.7 ( / 15 / , osnovna 1еmа ) • N~ka је 
r • '." 

: "(1-~.) ",(1-1~,,) r ~~)jl. Q < +00 ) 
Ako 'је 

~ 

41+)E~ u~i~ 

~(i)'t) \::. S ~'<Ь) )<1;1 ) 
t~,'n~9\t) 
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tetiva kruznice rs -= 1 ~ ~ 1 ~- i ~ \ с ~) koja 

u tacki ~:::.~9- obrazuje Г7 kruznice 
l.'i)-

tada tacke 5 =- ~ za koje је 

obrazuju skup Е ., C~(EJ=O 

tAk6 Ьјеmо u sviт naprijed formulisani~ lemama osim u lemi 1.2.2 

','\ 2. а. Ј оdПОS!10 Г zami ј enili рго! zvol jnirn Borelovim 

~<::. [о, hXJ ,odnosno' Е.> с р" ,а D 
, gd~je ,је D!(~) ~ Ј r: I~ - ~~I< -(- ~ 1 

, dobili bismo поуа tvrdenja koja poop~tavaju 

Nije te~ko vidjezi da i 
ве dokaz svih tih rezultata mogu 

kao dokazi naprijed formu1isanih rezultata za , 
СО э !Ј..ц ] • Kako оп! , и neku ruku , predstavljaju 

Г7 ,od.no:::;no С О Ј .~ 1: rezul·t;ata зг ~ ~ ., i kako 
,') " 

;ве odnose па :Вогеlоvе skupove , хуасето ih rezul tati lokalizova-

ni u.Bore1ovom smislu 

Lokalizacijl leme 

~ . N .;А ј r а р е t ;ј .з п, / 2 / 

. ~) ~ , • ( ... u u Borelovom sтislu аао је 

Rezultate lokalizovane и Borelovom smislu koristiceтo za 

~kaz rezult~ta u tre60j glavi ovbga rada . 
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В· 
Ба s i m Ь о Ј о m С ( О) ozna~imo vektorski ~rostor funkci~a 

- - t. 

:0-;. Q , koje Би neprekidne u odnosu па Euk11dovu 

"trikt.l t СЈ?: I kошрlеksпе ravni <r i В.fегпu metriku 

2 ,а Ба f",/l1 =~ .:f(~) 
{f~(~)} ,.f.ч(~) еС(1)) , 

~' =(1\+ ,;!:}2. )-'1 Ј d ~ 1 sf еге Hi еrnаппа 

o~Jeгnц konvergenciju па 

>ј.! :"" ... , ka funkciji 
'. I Ј ) 

D niza 

t(~) и metri kama I d!1- Ј i {с(. ~ ( 

Za proizvol,jnu fuпkсiјu .f(~) Е- С (D) i proizv·o1jan par 

, koji ве sastoji iz kompaktnog skupa , J\cD 
О < Е. < Q, , neka ј е 

f6k ,r.) -с:: { <J.(i:) ; ~.t'i:) Е С (D) , *k'F Ј1 (tt.), ~(~,'> < ,,-] . 
~'; .. ;; .. ~. 

За oznacimo topo1ogiju prostora С (О) ~<ojи гаdг 

{ф~; t(-ё)~С(D) О<Е.< 2.1 ' gd~e је ro;=п Vp(/(,c) 
I I J(CD i 

Nlje tesko vidjeti da'~azi sljedeci rezultat 

r;-
Теогета 1.2.1. Topologija ~ prostora С С D) је 

ве u prostoru с CD) do"bija 

• 

, 

~ .. 
..... ' 

.1 
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G 1 а v а 1I 

Е R GE N ,С 1 Ј Е N 1 Z О V А N Е К 1 Н 

М Е R О М О R F N 1 Н F U N К С 1 Ј А 

u оуој glavi, kao ~to је istaknuto , dati зи bitni rezul

rada. 011i , uglavnom, rjesavaju s{jedeca dva ргоЫета 

">;i) Pretpos,tavimo da niz meromorfnih ( neprekidno diferen-

jiib,:i1nih ) па ,iedinicnom disku D funkci,ja 

"vndmjerno konvergira па svakom kompaktnom skupu diska 
," ,", . 
"m~romorfnOj 

',. "'Jji f С:-) 
" 

с neprekidno diferencijabilrioj ) па disku 

о Postav1ja se pitanje , da 1i се nizovi 

('teti vnifl ) granicnih vrijednosti 

ugao-

iZ~,;{ f .. l~) Ј 
jednostima. 

, konvergirati ugaonim ( tetivnim ) granicnim 

fce,i&) (tC"s;/'f) ) funkci.ie tl.~) · Naravno , 

'jfi se а priori pretpostavlja posto.ianje ugaonih ( tetivnih ) 

",',. vrijednosti t~.i-e.ie) (t~(JJ 'f) ), ц -:::. 1,2). .. , i 

f(e~'l ( t('!jl~) ) za tacke '$-::.e
i.€ Г · 

ii) Које uslove trebaju da zadovoljavaju niz {~l*)! 
,i 'fщ1kсi,iа f (1:) (ia bi imali konvergenciju niz~ {t..цlе1fr) ј 
'(tf~'(~,'e)} ) ka ~l.~\e-) (rI5 1 Ч') ) za skoro svaku tacku 

s-~ (~.i.q. gГ[Шiсе! r diska D , odnosno za svaku tacku 

• 

Као sto је гесепо u Uvodu , kori~cenjem teoreme Rungea , 

'mо,ј (\ S' k t . t" "1 • 
" ,. Ос, '-) опs ГUl SЭ Ј. nlZ рс.,,, Ј.пота koji се skoro sуи-

-da. Па '1 kOI1ver~ir'ati proizvoljno;i , unapri.-jed za.danoj m.ier-

, , 



~ 
~! . 
~;.-.-

~ 

~'ljiVOj f\lпkсiјi t.e(ei~) а unutar diska D ,proizyoljnoj , 

f(~) ,te otuda' , u rijed zadanoj analiti~koj funkciji 

slu~aju , slijedi negativan odgovor па postavljeni 

i) • 

~§-13edeca dva prosta primj ега daju takode negati V~ln odgo

"В,;.роstаvlјепi ргоЫеш i) i pokazuju da 'ргоЫеm ii) i te 

';ima smisla • 

. • Neka је па jedinicnom disku 1) zadan niz 

;!-*Ч: (11t(,2t):(,:(2.-t'11.)А.(, ~=)(+t'~ ) , LI=.I,2" . • , 

da niz {~4.(} ( { (::x_Z.-t-d'1)~ 1. ) гаvnо-
.konvergira па svakom kompaktnom SkllPU diska D 

, dok ши ugaone а samim tim i tetivne granicIle vrijedno

зи ро modulu jednake jedinici , пе mogu konvergirati 

kOJima зе rjesavaju naprijed formulisani problemi 

neku ruku 9 opsti karakter. То зе vidi lZ cinjenice 

njima formulisani ргоblешi rjesavaju za уеота veliki 

meromorfnih ( neprekidno diferencijabilnih ) па . 

iii:i.~nom disku D funkcija , kao 1. iz cinjenice da зе гје-

daju u вуе tri metrike (J~) , 1d~ It 1 i ldt:t-] • 

Takode se , U ОУОј glavi ,U 2.3 ,гјезауа zadatak В) 

ёiј,а.':је formulaci ја data u Uvodu • Као sto је гесепо u Uvodu , 
t:~ - > .~ •• 

: '.'iJj"·'zada.tak U о ~tem ()I.иСаЈ'и пеша ГЈ' esenJ' е u prostorH шего
~ I , 
l' !Ј·јг{nih funkcija 
f 
l' 
~> , 

м (Dj · 

r . Na kraju napominjemo , da се oznake koje' зи koriscene 
~.' . 

[ u U~Odu i prvoj glavi , а koje се ~iti koriscene u оуој gla-

vi ,: irna ti. isto znacenje kao и Uvodu i Glavi 1 • 

, . 
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2.1. Konvergenci ј е nl zova . \ fMte.".) ~ u k1asama 

meromorfnih funkcija ~~ 

bo1jeg sag1edavanja rezu1tata ovoga paragrafa , па ро

зе formu1i~u i dokazuju neki rezu1tati za Nevan1innovu 

meromorfnih funkcija Лf ; za k1asu koja ima veoma 

ас'а,јпо mjesto u Teoriji meromorfnih i ana1itickih funkcija. 

Definicija 2.1.1. Meromorfna па јеdiпiспоm disku D 
ija tt.a:i pripada k1asi .fuџ.kсiја N ako је 

је 

А:;. 

- s ~T 1.f{ll~i·)1 J~, 
о 

.kr 

f IIIL ft,-) ~ 111. ( ., "" ) ;,L + +- ()t l ti t оо) .f.o~ '1.,-

о 

је Ьгој po1ova funkcije it.~) u disku Dt-=t RJ~-t} • 

,Ve1ici.na .1'("1. ј> зе nazi va Nevann1innova karakteristi-

j~~ funkcit'je, tli:..J а k1asa ЈЈ k1asa merornorfnih funkcija 

. sa:ogranilicenorn Nevan1innovom karakteristikorn i1i klasa mегото-

rf~ih funkcija ogranicenog vida. 

Теогеrnа 2.1.1 ( teorema R.Nevan1inna , / 10 I ) . Лkо 

је ~{~)E; ј{/ ,tada fL.:t) ima ugaone granicne vrijednosti 
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u skoro svakoj tacki 'S = e't'9e-Г . 

Napomena 2.1.1. Za meromorfnu па ј еdiпi спот (ј i sku D 
~ I -:&.) k V d t V k . i& Г· . ,., . ,ји T\"~ aze se а u ас l '$=е: €:- lmc1. ugaonu granlcnu 

,.~dnost f(el~} Е: 5? ako i samo ak~JOj e;ranicne vrijedno-
- '/':, ~ 

ug10vima diska D koji imaju za tjernena tacku 

ј}-е- jednake vrijedrlOsti t(e.i~) 

<~, rГеогета 2.1.2 ( / 9 / ). Мегоmогfпа па D .funkcija 

pripada k1asi funkcija fI ako i samo ako је 
11 (~-I ~l) С rs ( r( ~) ) ] 2. 11 <: + ОО, ~ :::: ::( -t- (' d- . 

" ,,' " 

t(i:)) == ( -1+ rt(~) I Z ) -l[ t~~;)' је takozvani sferni izvod funkcije 

'~) . 
1ешс 1.1.2 l teoreme 2.1.2 direktno slijedi s:Jj:::deci 

'Геогета 2.1.3. Meromorfna па D funkcija t{-l;) pripa

fI ako i БапlO ako је za svako fiksirano <D Е- ~ 
','" ija S (-9-,G) 

".'.,." , [CSt1(~»)12. 
е[о, ~4J . 

integrabi1na funkcija argumenta .f}- , 

је ва (, oznacenf;l topo1ogija prpstora М (D) induko-
, , ' " ',,'..< 'р И-!.1Ј-! YC))~P-(/ " ' "~1' ( ,о,га./):tt: (,е, 11.4 h';1 (~ O.?/)Ц?~~7 fft72E~<.AQ... 

f Vaha tороlоgiјош l prostora се /', onda vazi s~ede/cB ~ , 
{/' 

l te6rema : 
r" ' 
~", , 

'Геагеrnа 2., 4. U topo1oskom prostoru . С 11 ( D) I (' I ) 

,:' Л/ је zatvoren skup 

T)okaz teoreme 2.1.4. Pretpostavimo da је /1*) Е М (ђ) 
t~~.c-ka nagomilavanja skupa fJ u topo1oskom prostoru (Н l D) ( ?:') . 

rrada, ро teoremi 1.2.1 , postoji niz funkcija /f,./x-)] , f~.r:z:)~N(/)), 
'ч ::::. 1( 2.-, . , takav da ~(-:l)~ f(2) kada А-! ~ о<) • Otuda 1 cintie-
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, i ~ (.f(~») nepre1:idne па 
funkcije , slijedi da niz ~ ~ (f",-(~1)j гаvnотјегпо 

па D ka ~(f'~) •. Na taj " . proizvo-nacln, za 

~~O postoji prirodan Ьгој /)10 , takav da је za svako 

i svako ~ €:- D 
впо 

(-Z. 1.. 1. ) 

Iz (:Z. 1.. ! ) dobijamo 

':'". i 

a/{~('l. t.") sli'jedi da j~~ t(.~) e:N sto је i trebalo doka-

da bi dokaza1i teoremu 2.1.4 • 

oznacimo гаvnоmјегпи 5·: Simbolom f~I~~:ft~)kada .~~-
1~6nvergenci ји ni za :f.,чL~)Е:М( О), At =:. f ,2, . .. , па svakom 

kofupaktnom skupu diska D , ka :funkciji t{~) u metri-

, oI~, i Ic{.~, • 

Ako ~l~) ~'ft~)kada 
f (~):: о() 

, tada је 

• 

Koristeci naprijed uvedene oznake dokaza~emo tvr~enja 

koja 10kalno, za proizvoljnu tacku ~ = ~1'&e г" rjesavaju neke 

))гoЫeгne koji ~. , odno"e па konvergenciju niza ugaonih grani

'~"iJ1 vг.(ј гd':l(lsti meromol'fnih :fUnkcija • 

Ti rezu1tati се kasnije biti korisceni za dokaz teorema 

koje globalno rjesavaju ргоЫ_ете konvergencije nizova ugaonih 

.vrijedriQsti па granici г' diska D za neke klase теготог
r'nih funkcija koje ви potklase Nevanlinnove klase funkcija IJ . 
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Lema 2.1.2. Neka su fAott~) ,," =-" ,'Ј., ... , i t (;~.) ~ero-
па jedinicnoт disku р funkcije koje u tacki sd+e r 

<ti~aone granicne vrijednosti f ... (e·) • ;м :#,2, - - -1;;/ fc.e':') 
Је ~fl..{fl~)){-If).ttt:.. оо , 0,9< R.<! • Ako ,f- (~) :::: fl~) 

.,ч ~ ~ па svakoт koтpaktnoт skupu AR (-е-) i 

о) С =::Jll. Е:- (",9 (1)) (~'A'o = lUo (~)) ( -11," ';?iЧо ) (;t. fRlf ... (~)'.)< ~)J 
1< . 

·'е -G . .eц.p (е"):::. .f(e~\ • 
Ј ' oЦ...t~ 1'" Т· / 

1еше 2.1.2. Dokaz 1еше 2.1.2 izvodimoredukcijom 

'iz uslov~ ~k(I(.г))(е) -< +-00 , 1),'< ~ < L " i 

'ј) (J".(o,g,/J) (.J,4IoO:,AltI(.,e» (.џ .. >и.) (tLfR (!",.lћ)f.) <t-) Ј 

da za ео postoji ~o , O/j~ '-<. i.o <.. i , i postoji 

l'Uо = Al. (R) takvi da је ~f~o(f(.'f.))I+) <. 
(.. 

za svako , -Ј. 

I 
r. 

t 

~~~.(T", (~)) (-&) < fo (1. t.3) 

Meka је, daJ 1е, 

f, е(4, '1) 
r'ћЈ.dа је 
~> , 
:', , 

r· ~(el."o) >,. с4<!",{ец.) I f",tQr») 

·gdje је c;V': '1;},1) 1) fe; f R:\ '~J ~ to ~ 

(Ј. ~.s) 

• 

" 

;' 
Ј. 



~ ,-~ < 't <.! ,па osnovu aksijome metrike 

trougla , imamo da је 

Ifjtf(t#)~-4Cf ... (e~, fte"'» - -'4-' /<.,t.),:.ftq.») - 04С .f<q~), ~(fIt)) 
~ f: INJ .' (.1.1. , ) 

torist!ti " •. !4) , (.с. L.p i (Ј."./, 'Ј dobijamo 

.:t.> :: j.J.-t. ( .et., :у> Ј., ~j "di C:f .. l~ \'е) I 1:! ttt'}) "''' ~ 
i; -. i Utt 

, .fu'··»J.., -5 ~ ЦМ-} , j(~) ) Ј., - S dtl ~ >,1 .. (4,,) )Jt 
-~ -
~ -f (J.,f*+) 

.џ Е: Ц . Otuda za svako k~N imamo da ј е 
" '.,. ;:;:;с llф '~ ~ 

.• \;~C.) ~J е4 ц.".,(C~), :{tl-» ~'i' -Ј 4.sl 'fti-J I~).lt -~dt (!f9r) ,f,.f'tJ)J, · 
-..,.. "'_ .... " 
If + #(1. А, Ј') 
је za svako k-E::IVI di (~(e""), jle'·» ;>Ео to prvi 

эа desne strane nejednacine (1.4.') nijemanji od 
,: -. . 
,'~'.!L.'," • 
" !. 
'Drugi integral sa desne ,strane neje~nacine(.t • .f. f) 

, jeveci od ~ jer је _ 

са", , а U;~ 

t )_ "',( 1( el-), ~(Ц\"») 01.,.:= 5 lp (( (., 'r») ",l 'f = ::t р (-Р #») ~} <:~ 
;_104 _ Т ЈЯО I1 
i- -'" ,f 
, 'V ~ 
~ Treci integr, ,1 sa de'sne strane пеј ednacine (.!Ј. (. f) 
ine preJ.azi §.!! za svako k~ /С.о, ~ -e-N , sto slijedi 

'iz uBlova d! .f..71'> ~ fk-) kada ,.. .... - па svakom kompaktnom 

:.SkuPt1 oblasti ..6«. (Ј#-) • 

Koristeci naprijed dobijene integralne oc~ene i (!.~") 
,dObijamo 



ч-о 

~ ~R. (tl4tc.t~) (~) ~ Б о 

tsvakO 1<>.uc.·"(~I"'.).f:to је suprotno 
t, 
~ 2.1.1 dokazana 

Neka је da1je , za svako iГ~(~) 

(2..~.s), cirne је 

, ~) Е: N l f)) , А4 .. 1, 1.. . . • , 

~, ... ) ... { ~~t:t<ie),f..tt.i.) postoje, .(,~Ч .. (t.i.), f(~~) > t. i 

~~ (0".1) ) (~~ .. ( ftt-)) (+) < ~) ~. 

I Ро B~ edica 2.1.1. Ako su :f<'i:.) ,~t~) Е; М (D) ,-\(::' (,1 •... , 

fNt~) •• i (~) kada - .џ ... 06 , tada је za svako Е... >0 

p.ko IЧ , A.t "7 .цо ,i svaku tacku :s .... ~ .• 6- E#i (=/' t..) , 

I;Utt.(:f4~») -!~(1tt:))Ј)( .. ) ~t· 
;( . 

Nije tesko vidjeti da pos1jedica 2.1.1 slijedi iz 1еmе 2.1.1. 

.<> ,'slj edi си 2.1.1 za meromorfne па ј edinicnom di sku D funk-

:је sa ogranicenim Dirichletovim integra10m , tj. za meromorfne 

mkci ј е za koj е ј е 1\ C'~C1 (-t-))"3 t. " < оо , dokazao ј е w. Abikoff 

Ј 1 I , 1еmа 3 ) 

Os~aju nerijesena .sljedeca dva ргоЫеmа : 

1) Neka su tA.C t=t.) .. АА .. f.l. ... , i 'ft~) ffi.eromorfne 

а ј edinicnom di sku D funkci ј е ko ј е u tacki S .=t,t'& t f? 
таји ugaone granicne vrijednosti f tt,'·.) ,A.8-:.t,1..,.... , i .р'А'.), 
! 14С . :i' ~ 
. neka је ~~'" (::ft,,\) с .. ') <:. -+ ~ , ОЈ , .е:, ~<'(. Ako ~(~) =t =Ft~) 
~ada ~ -. оо па svakom kompaktnom skupu oblasti ~~(.) 

l ako ј е ~ Щ ~ A(t~W) ... ft~·), onda. da 1i ј е 
" ..... ..0 l' 

tv~.:,.o) (;;:f ~ 4:' (О", 4) (3' оч.:. ... tt)) (~"'~«.t.) (;[ ft(:f..~)}l*t) 

2) Neka su l :f!т-) mеГОПlOгfпе 

!: 
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;118. jeclinicnorn c~isku D funkcije koje u tacki з--ј"liё:. f7 iшајu" 
~опаспе ugaone !,:ranicne vrij ednosti f .... <e'.) ' ..... f/'t, "" " , i t(t;'"·} ·11, 

~" i neka ј е 
!i,j 

[VL,..) (~f. Ео (е",")) (~ ... :::; ..... (t))C -11 .... ;:. .... ) (Ot~ ~(f..l~») ,.Ј <:. Е..) • 
~ 

rAkO ~ (~) ~ -:f{ =1:-) kada.c.t ~ ос) па svakom kompaktnom sku-

fp'u'ob1asti .А .. С&) l ako је llu.ctJt;."-)l:.f~·"') ,'onda,da 1i је 
I~~~( fС~»)(6-) < оо! ...... 
~' 
Р.< ' 

~.' Definicija 2.1.2. Meroтorfna па jedinicnom disku D 
!funkcija tt~) pripada. k1asi , 

~. 11 (.,_~)a( r~(ft~))1~ 1/ < оо . 

K1asa funkcija ГРО{ za 0(=0 naziva se k1asa funk~ 

sa ogranicenim Dirichletovim integra10m 

1z defin~cija 2.1.1 i 2.1.2 s1ijedi da је 

о ~ о/. ,,< о(!. <: 

Granicna svojstva k1asa funkcija izucava1i su za q'=o 

~.Beur1in~ , / б / , l М. Tsuji / 33 / , / 34 / , а za 
:., ". 

:O<a(~.1. L.Car1eson , / 19 / , / 20 / i V.1.Gavri1ov / 10 / • 

Njihove rezu1tate formu1i~eтo u obliku s1jede6e teoreme 

Теогеmа 2.1.5. Ako је f (-i:) Е: '1'0( , ():sO(.c.t 

svaku tacku S~~·~ r I Е. ~(€) = о , postoje 

granicne vrijednosti fCe'··) i 6,;C'SI't) < оо za 

'ft: (- S. !) 
, ' 1..)~ • 

б. Теогета 2.1.6. :r.-·unkci ј а i (~, 4ir' N t D) pripada 

, ako i samo ako је za svako fiksirano 

.. 

, onda 

ugaone 

svako 

za 
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~~(./c<.) • gdje је ~(~};(I-~IIf-f~(ftв>Јz; integrabi

;'funkcija argumenta -8- , 6e[D,.JG] • 

Teorema 2.1.6 neposredno slijedi iz 1ете 1.2.2 • 

Teorema 2.1.7. U top010SkO~ prostoru <M(f») (:") sku-

ГРО( ,О ~ ol ~! , su zatvoreni skupovi • 

Teorema 2.1.8. Neka ~и ispunjeni us10vi : 

')/ :fAot(~)e 'тot ,O~ O(~ ! , IЦ::.. Ј,2., . . . , 

. ),:f .. (4) ~ :.fl::t) kada м .... ос , 

)' ~(~~H{t» , 
оо \ 

2:..1 (A_'~)o([ ytt~(~))-~ (fl~)):]~' < ... ОО(!Ј .... "3) 

'ј: .. ~.:t;)Е-tJ:c i t~f .. (t.i.)- t(~ i~). za svaku tacku 

r I Е. '~ol (Е) = о се 

. 
Teorema 2.1.9. Neka su ispunjeni us1ov.i 

i~t~) EN (D) ,'"ц =- 1,1, .. 

~(~e~o( , O~ o{<t. , 

, 

~'" (~) & -;fl:t-> kada J..f ~ оо , 
,4) \1 (1- Rtr [.~~(~)1211":' hC"-IНrLf{.р~)}]'/) kada Ll 400 

.~~Tada post.o j i podniz {.fч~(~)! niza -\ t .. (~)~ taka.v da" ј е 
,~.u.t....p ... (t't) =~"i+) za svaku tacku "S=e.:',=-Y ЈЕ' ~J (Е) = О' е 

.' , k4oC:1 l' k -r ~ 

~JГ':" 
е'.· 

Teoreme 2.1.8 i 2.1.9 za О{::::::.О dokazao ј е W. Abikof'f' u 

~~ 9. Dokaz teoreme 2.1.8 • Neka је , о ~ 01 < t , fiksirano. 

РГУО сета dakazati da iz us10va 1) , 2 ) , 3) i 4 ) s1ijedi 

da ј ~ tt~) -Е: ГГ'~ · 
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Koriste6i integralnu nejedna6inu Minkowskog , za svako ql 

,,~. , dobijaтo : ' 
:<::, . ll2. 

,~',(XS [C4-/~)~~t"ft"')Ј~ J"<~ ) = 
~'<O 
~~t~ ~ . '~ 
~~C (4-/~) , ,~11,") - ~ tf.,tao,) + ~(:fl~» IЈ 2.. C&~ ) ~ 

.' ~t)~I.-Н~)о( [!С~L~)-.fЦf~П~.,fх~ ~ +( SS(f-шr[f(f.It-))З\lx~) 
:;,1"-~ ћ 
>.,1.":,,""'" ~ 

, 
!',prelazeci u gornjim nejedna6inaтa па liтes kada ~~~ , 
:bij'~mo da' ј е za svako ~"? О i dovoljno veliko ЈЦ ~IAII , 

I[K~S) t 1-I~1)Q( (Т !f<'t;»"JZ-cI-.с~ )2. $; (\ ~~-I~/) Q( ( f lf"l;~]L"",~ t+ 
li~t~2',\i"~~; 1) D ,f. ... 

~'~Gf\\(1-Ж)ot [~с:r.(~)-~lf'~)1~Ј-.с~ )r~ l. +См.<+оо. 
P"':>/'D 
~, ~ 

~;'dakle 81i ј edi da ј е f{~)Е-~ • 

r ' 
Ostaje da se dokaze drugi, tezi, dio teoreтe 2.1.8 koji 

ft 

[.ае' odnosi па konvergenciju nizova t .f ... (t.\+)~ па granici ~ 
"diska 'D • 

, , Neka је Е ~kup tacaka "S=-t.'&e-r za koj е nije 

юkаzас ето da ј е ColLE) =- о . ,tL> .... {~(Q~::. .p/~~ . 
4..:?;.ч I ~ 

~ '""v 

!~ Skup Е se moze prikazati kao unija .Е 1 U Е.2. ' r::: :;0' -.. ,....., , 

. ...::~()E..:::. fI ,gdje је ~1 skup tacaka.s=e .... E:-f? u kojima пе 
,роэtОје!l ug';'one. granicne vrijednosti {tt.t.) ili ОР .. t~i.) za 

~ ..а '"г 
, i Е ': U ~y 

z.. fII:: f 
, gdje је 
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, ц =f, ~ ,. о 00, t ada је 

. )::::. О . ( pog1edati teoreme 1.1.5, 1.1.7 i 2.1.5 ) • 

. O.~talo ј е da эе pokaze da ј е C'cl..a,)~O. То се bi ti ako 

oda је' ~(f,,): Oza svako 'VЕ::-IЛ!I • 

posmatrajmo skupove 

'e.~: G~?o) (.>fRE-(О'<)11))~~i~l~))( ... )"~t\' ~ 

• 

I.z pos1jedice 1.2.1 , ako је d(.~)= ~(f-<~)) , slijedi da 

1= о za svako О ~ ot <. ј.. ; ~ ј е .fiksirano. 
.... ~ 

Neka је • dalje, Et.;:: AI,::./f. ~) . gdje su Е .. ч-, ~ ) 
'. iz pos1jedice 2.1.1 za niz {.fч(~)) . Nije tesko 

1;i da ј е za svako Cf::f1JI ,~Џl с.. Е IC: i .e~ с... Е Ic:. 

'za6emo da ~lEIc)... (> kada k. -r Q() ,а odat1e па osnovu 
. и) 

slijedi. da је <Ы(tv ==0. 

• 

skup svih mјега r~ Ео- ~ ос.. , za kojw: 

skupovi F ,Т с t""t~,~)~ da је 

е- Wcl..(~) 
.. о{- о . 

Kako је ~, i~(~t.:.1с»)-~(1«:t\)I)(") ~ ~(lfR.(~(~)-f~(~))I)I") 

svako R , o,~ < R < i ,i svako t:.e'. Е- V ' tada iz 

1: lе.т'е 1.2.4 slijedi da је za svako М , M">"'O{~) , zа .. М:оје 
r postOji ~ , fc t.~ t~,~), i za koji је (»« (.f:) > о , 
: . ~ ~ ~ 
t о" t" ~ C.r. 11 с.н;м\'" C~(~t"")~~t~»1~' 2. [шс.Ј< (4, 10/< r ",))1 _ 

(~. !.lO) 
dobijamo 
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I)t ,.,1t > ,(Io(~), za koje je~c.EA4(f,~)i('o({~),>o 

Iz (.2..4 . .44) i jednakosti(iot(1:~( f. ~)).~ р CO«~) 
-'. " . .:t:: (..f' .1). ..Ј:...., ~ С. 1:" (4. ~ ) " 
. vaz~ za~.... rt у Ј er Ј е ~ ~ltl~) Bore1ov skup , sto 

iz 1ете 1.2.1 i teoreme 1.8 , / 31 / str.11 ) dobijamo: 

.1 .. , 

·····{М)) $ (g..,) ~,;. ~ 11(d-I~1 f r ~ (f...t~)) ... ~Cf("",))J~ 11 (4.1..1!l.) 

, А.(.,.,ч1 >,цо Cl; ) ,za koje је ~ (~ltl!)) >0 .'. 
оо 

;' Kako је Et'-:=. U E",lf) ~) , tada iz (1.. 4. 11.) i teore" .. ", 

о <О( -<! .. odnosno 

''.''(.2 . [Со( (t~)]-J. ) 1-1 ~ :L [ец (.1 [~O((€~ (1. ~) )]1 ]-~ 
..... ...... 

"'=t\! 
.•..... 'Но/. (-Е (1,Ј.\)]-.1 (#});z.;: ~ .Ј#.о. 
{[fц (.2 . е .ц - ~ 6У <'at I Z- U (-f-Il/) [f(~l"") -f(Т"'t1't.I: 
. ~=K 

0/=;.0 

Iz naprijed dobijene nejednakosti dobijamo 

: da~ (Ek) ~ О k')da k. .-"/> ос) • 

! 
~':. Kako је ~(t>~) = О , to је (Jolc.~,,):::o , sto је i treba10 

rdo~~zati da bi dokaza1i teoremu 2.1.8 • 
1',:','-
1, . 

Ј, ' 

f Primjedba 2.1.1. Da teorema 2.1.8 daje samo dovo1jne 

? Uslave za konvergenciju nizova ugaonih granicnih vrij ednosti 

Pokazuje niz p~(;!-)= .= _, '"' .... ,2., ... , koji ravno-

i ~ ('tA+L) 



. ,:', 

4-6 

па svakom kompaktnom skupu diska [) konvergira ka 

, ugaone ти granicne vrijednosti za svaku tacku ~C~;·~ [7 
konvergiraju ka nuli ( u stvari navedeni niz ravnomjer-

"'Ћа zatvorenom disku D konvergira ka nuli ) dok sam niz 

i funkcija ~(~) .. () nе zadovoljavaju uslov( 1.L.,) 

2.1.8 • 

. }; Dokaz teoreme 2.1.9. Iz us10va tA(t~~Ntb), ""::.1,t, ... , 

,fLT) '" ГТ'О( ,i '("-Ж'ffcfAt(~). ~. C~-A:lf' r~(':fi~' kada U -ф оо 
l'ijedi da postoji Мо -Е IN/ takav da је za svako м "> /.10 

.. ,.) ~ rr:c · 

, 

Otuda i iz us10va teoreme 2.1.9 , slijedi da za pro~zvolj-

~ > о ,postoji ~::.I!. (~) , t> < R. <4. , i 

.ч." "'0'" , da је '(4-1~~t~{~ .. (.:t;))1Z.I<'li 

II'·._.~'- c! .. (~(-!)1&.'< f i 

·1~11:f)f([~(t,,(~))-ftft.\)]2.. ~"(4-'~/J" r~.tf .. I~))-f,'fIf)) ]11/ 

Iz gornjih uejed~acina dobijamo 

,';(.f-lt8)ot (~(f,,(i-) -rtfА))]~.··~.k!:z, +1 (f-I+lf rj~(~~»"ftlfR))J't.,,··~ 

~ 4. r; е2.... (2. ... ~)2. ~ (..!а ... .2.) Е. 2.. 

Роsшаtгајmо, sada, pr6izvo1jan ·niz {~)' , fx"> о , 
. оо 

k::f,2., ... , za k)ji је L_ ~ < ~OtO , i neka је At =~(~.)c:Ц" • 
1.:-1 

Koristeci naprijed dobijene осјеnе , za nizf~) moze 

konstruisati podniz 1+'1t.{~)1 niza {'t.t~)) , za koji је 

"(~_I~)e( r:'S(:fAfJ~)) -~(:ft.f\)1t U ~ -ЧЦ ... !) с _2.. #<_111 f, • 
~ za svako ~'nJј 

Kako је 

:4' 
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',r!(,f-'''')о«(-rlfн~~) - ~lfl~,)]Z.q ~ .1, (Ч.,..~) Z &: ~ -1- оо Ј 
: I:.:af. 

,.,' •. niZ {~~~)1 zadovoljava sve us10ve teoreme 2.1.8 ра је 
<~,f,..~~i.) =ре' .. ) za svaku tacku 'S::.~"e r I е ) ~cE.) =.0 , 

је teorema 2.1.9 'dokazana 

Primjedba 2.1.2. Konvergenciju nizova ugaonih grani-

vrijednosti funkcija k1ase , , izucavao је 

~C,.Tumarkin , / 37 / • Оп је dokazao da ako niz meromorfnih 

',~~3edinicnom tlisku D funkcija {~ .. (~)' 

'!;\,}) t'«(~) .g :f<~) 
zadovo1java us10-

kada ,(.t ~ 004 i 

АЈ,::Ј! ,tada niz 1'.fчtt,i.}) konvergira 1'0 mjeri ka 

па grani ci r di ska D .' 
Primjedba 2.1.3. Теогете 2.1.8 i 2.1.9 vaze i za k1ase 

~, ~ 

-"Ife -listni,h ana1i tickih па jedinicnom disku '[:) funkcija jer 

, ,; potklase klasa 'rol , о ~ о( < t • 

Primjedba 2.1.4. Napominjemo da postoje ogranicene 

e:na1i ticke па disku D funkcij е koj е imaju beskonacne 
, '" . 

',R~imanove povrsine }1[~lfl~)]1U •. Takve funkcije эи , naprimjer 

beskonacni proizvodi • 

2.2. Konvergencije nizоvа{~ЈЧ(~··)~ u k1asama 

ana1itickih funkcija r;r~ 

u оуоm d~je1u su dokazani rezu1tati koji эи slicni-rezu1-

tatima prethodnog dije1a оуе' glave • Oni se odnose па Hardyjevu 

'L2 т: ~klasu funkcija ~ i njene potk1ase I ~ , • 

",1. Definicija 2.2.1. Neka је -tl:t) ana1iticka funkcija 

definisana па jedinicnom disku D i neka је 

. М ~ ('l, 1) =( ia (i:f (?,;i", ,1-Ј,; )"/fo, 0< 1- <. D<:) 

FUnkci~a .:f(~) pripaJ'a k1asi funkCf:~~".: 111- , о < Р< оо , ako 

I 
f: 
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i e •..• ·4'"Р М1-("l, {l:t\) <.,. оо 
О""! "ј. .•... ' . К1аве funkcija ttT , 0< 1- < оо, nazi vaju эе Hardyjeve 

ana1itickih funkcija. 

Iz definicija 2.1.1 i 2.2.1 s1ijedi da је U"'.lcUt .. c I.J 
·;;;je'O<'~f.( t' .. < оо (ink1uzijesu prave ) • 

Neka је 

Теогета 2.2.1 ( Х 16 / ). К1азе funkcija f+ 1- , 
{~".<eo' ви Banachovi prostori ва погтата IIt{~) \\\ft, dok эи 

,"1-, 0< Р<'! ,komp1etni metricki prostori за metrikama 

•. <!А l:f(~),~L~)) =. (' fl~) -СЈ<' '"jt) IIIII»~ 
Теогета 2.2.2 ( / 17 / ). Ako је f~)~ цt- , 0< 1'< оо , 

funkcija f(ёo) ima konacne ugaone granicne vrijednosti 

1t"") za skoro svaku tacku 3-= ~'+€ r • 

Da1je сето ве baviti izucavanjem Hardyjeve k1ase funkcija 

i nekih njenih potk1asa • 

,,2.. 
Formu1isacemo dva rezu1tata za k1asu funkcija" koji се 

ne~to kasnije, b~ti korisceni za dokaz rezu1tata koji эе odnose 
ft 

konvergenciju nizova ugaonih granicnih vrijednosti • 

Teorema 2.2.3 ( / 17 / ) • Ako је ~ (~) ~ Ј.ј'2. i 

~)= ~ ~'h.;.1k. , onda је 
.«=0 .tч: )/2 _ 4/0. 

fltl~)\II+2- = (~ 5 1 flllit) JZJ. :: (~}~,:t.) 
О 

ic.~) Teorema 2.2.4 ( /9/ ) • Funkcija је iz k1ase 

и2.. ako i заmо ako је '1 (f-t~) 1'f'Q.)J'l11 <.: оо • 

3~ Teorema 2.2.5. К1аэа f'unkcija 

u topo1oskom prostoru С м (1)) ( 'r ,) 

\12-
~ је zatvoren skup 

• 



t ? 2 5' 't' Do k а z ~ ,] о г е rn е <,._. _. Ј е l s l kao doknz teorem~ 2.1.4 • 

2.2.4 i 1еmе 1.2.2 direktIlo sli,jedi s1Jec1eci 

~.trеогеша 2.2.6. Ana1iticka па jedinicnom disku D 
:;; .tt-r) pripada klasifunkcija I-l~ ako i зат'о ako 

'.. G е ~ funkci.j а '51~1(<Ъ)I~ е.', tO ) 

bilna funkcija argumenta -&- , ~E- [о f щЈ . 
. . 1 

:Теогета 2.2.7. Ба (\ttO) \2.-t 11 (~- ,:со Itl(~)\~ Н ') /2 
11'2.. . 
tt је definisana norrna ko,ja је ekvivalentna за 

t'eoreme 2.2.7. Iz de fini1 i ,ј е U ( 1-/=i::f) It'c:~) 12..11 
је (1tlO)\';- DО-'~) I ft-t) \2. Н ') ~~o za svako tt~)c J1~ 

.•. '.Lako зе provjeravada је 

tto\\2. -t uc 1-1 't1) \ о( t't'l:) 12. 11 "{п... 10( I (\~lO) 12. 1- \\ l\ -''<I~ I i-'('CJ \1 l' ){I,2. ~ e;d'. 

. OQ 

. - Ako ~je Рс.-с):, L ctq ~~ , tada је' . 
,_. т ч=-о • А J.i ~ 

r,~'f:(.)12. + п t ( -\~ Hf'C,,· .• ")41,"= (*0) 1"1- ~ ~ (Ј-'t)lf~'l~ '''1''-JtdJ.d& )f~ 
~: .... А' 1-

r~(I:f.(o)IL + .2д ) (4-'1.) ~ tЦ.Llq .. I2.'1..2N-l. ~Y2.. 
~ ~-! f 0-

:= (I~(ojr-+ ч L :'+!. 1'1 .. 12- }"/~ (~ . .1.1.) 
4Ј.=1. 

1z (-2 . .1..1-) s1i;jedi 

I 
! 
I 
I 

!. 
J.I 

, ~ 
1 

,1 
{i 

! 



~', l.,' 

,~ ~ ~ ~ 
Iq" 1"-) ~ CI:fc о) 11. -t- 11 С H~) t -:j?1(<o) \"-Н ') ~ с S f; q~ l' ) 2 

i teoreme 2.2.3 dobijamo da је 
'. . ~ 

Ily1. ~ (lfC 0)12. ~II (Hl-/)/fm l' 1/ )q2~ 5&1 :fti!JHIIL (.2.1. .2. ) 

Iz teoreme 2.2.1 i(1..1.. Jl.). slijedi da је 

...... )1f. 
I~ f 11 (I/-J;J) I t~2) 1'-Q :L == D ako i зато ako је -f{~) ==- о 

Naprijed dobijeni rezultati pokazuju 1а је ва 

[2 rll (1-1:;ј) If't-t)/21)-f!1.· dеfiпisnпе погrnа u prostoru -112 
е опа ekvivalentna sa п')гтоrn slijedi i z (о!.Ј..!1. ) 

k;;da оzпасirпо гаупоmјегпи konvergen-

пэ syokom kompaktnom skupu diska D niza {!,ц{~)] anali

fl1пkсiја ka funkciji t(~) l~'ih па ,ј edinicnom di зlси D 
ido,!"j..rn шеtгikаmа 

.Napornena 2.2.1. ТЈ оуот clijelu svi prob1emi се biti rjesa

u Euklidovim metrikarna /cI~1 
Ка.О i u 2.1 ргуо сето dokazati tv'rctenja koja lokalno , za 

tack1il '5:~if>гE: Г rjesavaju neke probleme koji se odno

~a konvergenciju niza ugaonih grani~nih vrijednosti ana1itickih 

kcija • Ti rezu1tati su ana10gni rezu1tatirna punkta 4 iz 2.1 • 

I.Jorna 2.2.1. Neka 8U f~l~) ,M=-"(l, ... , i :f(~) ana1i-

пн .јеdiпiСr оrn ciisku D .fипkсiје koje u tacki :S=~tт €:- Г 

kpnacl1e ug. опе gnanl.cne vrijednosti t~(:€)t) ,Ц-:::.1t'l, .. >,1, i 

:tCe1{".) , i neka је ,;t If~~)/?Ji}) < оо , 0(9 < Р< 1. • Ako 

'f,4({2;) ~~ fC:e) kаdа,ц 4> оо , па svаkоПЈ kоrnrаktпош skupu oblas-

" ti ~P. (.{уЈ i 

(-V~>o) (:ј R Е- (0,'.1 ,f)) П~. = ". tR)) (iI '" >Њ ) ( t11f~('l)JR{j1) <. ... ) 

'." 
';:; 



Neka su,da1je, 
f~" 
t'; 
~tke па jedini~nom disku 
b~.. ' 

51 

, м:: -f I 2 I • • 1 ft-t ) 
D funkcije i neka је 

postoj е, '~ц,~) =-t i" ~ ~M(ё">,1(e"·) 
~Rt( О,') ,~) ) ( ~ Ifl-?) 'Ј!. (~) -:= ~)} . 
1, сс 

~, . 

ana1i-

1 

f" . Рое1ј edica 2.2.1. Ako еи f.. (,.) . 104. ... , г, · • · • i f~) 
fn~liti~ke па jedinicnom disku D funkcije i ~(~) ~ :p~) 
~.·cccc. • • 

c'ada ' ц ..... ос> ,tada za svako ~ >0 ~ svako A.t , A.t;'~(lJ, 

~s"akU tacku 's "'~~~ ... [{,Е) ..;t L 1:f~I'!')'~ -1:f.'{~}Џ (-i) ~ & • 
l 
"Ј'" 

i 
".' ~" '. 
1><". 

: Ostaju otvorena sljede6a ~itanja 

[~: ' .. ~: < 
[~) . Neka sut ... li:), ~ ':II:':fll. • •• ,1 -:f.(~) ana1iticke па 
~ed:i.,.nicnom disku D funkcije koje u tacki 'S ~"'E- г" imaju 

~~~~;cne ugaone granrocne vritj ednosti :f ... ( ~\.,,) ,.4оС.:. 1,1, • .. , 
.Ј .... с, 

:~:'-:fc. е,".) с ,i neka је ;/.( t't~ I ~ (о) <.. i" со , D,s -< I!. <. t 
~ђ.' ~ (.-) ::t :Р4) kada A.t ~ са па svakom kompaktnom skupu 

.• ~J1asti AR (+) i ako ј е !~ f.f~") = :(it'):'), onda) da li ј е 

:;j~ '>0) (~~c. (о" ,t») l :ЈАС. -= .... t ~\) (.v А. ?~.) ( ~ 'f~ (-1-) 'k(.) < i)! 

2) Neka su f~ (~) ,А.с := ',1, . .. , i ~(.1f::) anali ti~ke 
,па jedini~nom disku D funkcije koje u taCki· 'S8.e.1·"Er 
imaju konacne ugaone granicne vrijednosti 't-(-e,"a) , ~=-i/t ••• , 

: i t(e· ... ) , i neka j~ 

(~~~o) ( :Ј i Е (о,"), .,)) (1 ...... Аоои) Ј (""~~~.)( ~ If)~J~.}" t) 
.·с < 
Ako .fм(;a.) ::: t{:c) kada A.I"'~ па svakorn kompaktnom skupu 

oblasti .6а.(-&) , i ako је ~:fi&ot(e'.)=~t\··).Qnda)da lije 

~ , "f.(~)l~ (~) <. QO ? 

I 
I 

I 



Definicija 2.2.2. Analiticka па jedinicnom disku I) 
t('~) pripada klasi funkcija rr: ' о ~ еХ <. 1. , 

је П (4- ,~:f It'(~)p· JI < оо • 

Iz definicija 2.2.1 i 2.2.2 slijedi da је 

Granicna svojstva k1asa funkcija , , 
V.I.Gavri1ov , / 10 /, Njegov rezu1tat formu1ise-

sljedece teoreme : 

Teorema 2.2.8. Ako је f. (%) Е: 7':, о $.0(<. ~ ,onda za 

tacku ~~eiv-~ r ЈЕ. '. <Ы(~) :::. о ,postoje konacne ugaone 

icne vrijednosti ..fc.~i~) i ~(St'f)<O() za svak6 'fE-(-~) ~) • 

.. 
Iz 1ете 1.2.2 direktno slijedi sljedeci rezu1tat : 

Teorema 2.2.9. Ana1iticka па jedinicnom disku () funk-

-р т! С,1.Ја ј (~) pripada k1asi I '" ,О ~ о( < ~ , ako i sашо 

',k'kO је za svako fiks~rano <D е. ~ fU!.lkcija S~ (-tt, 6) ) 

"Jsdje је ~~): ("-/~/r-J. йf~l~-ЬZ. , integrabilna funkcija argumenta 

,',е- ,.Q. t [о, .l аЈ 
'" 

9. Теогета 2.2.10. Klase funkcija 7'0( ,O~ Q« .:f. 

Ј'8и zatvoreni skupovi u topo1oskom prostoru (М (D) t "t' ) • 
f~ 

~: 10. Теогеmа 2 .. 2.11. Neka'" su ispunjeni uslovi : 1:'< 
~:-

гr: 
, 

fцl~) Е: r 1) 0* ~ м = ",'2.,. [,со , ~< , , 
f ~ 

tlё) D 2) је ana1iticka па disku funkcija, 

3) ~.""'4. f,..(O) - -f( О) ) -
.(f~A 

4) 
со 

11 (1-1~1)0( ( '~~(~)' - (.z. Ј. 3 ) L tt'l~)11 ~_ .:: .,.. оо 

.f.rada 
1\A&"s.. 

ГГ'~ fJ\( (~) ~ је ft;?;) е , ~f{~) kada ч ~OO 1. 

--','> 

, 
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i. г1 Ј 
za svaku tacku S=.e е I Ј g 

Teorema 2.2.12. Neka Би i?punjeni us10vi : 

, 
t.ч L~) , А.( -::. (,2.,. .., Би ana1i ticke па disku D .funkc-

м ~ .R М(О) -::. :f (О) 
Aa .... ~ 7,. , 

.. ~) rl(.f .... ~fl~~I)Јl.~I(.,-'~ус.I~'(.\IIЈ kada -4~0() •. 

.• 'postoji podniz {f.ч (~)~ niza {fчt~~ takav da је 

~) ~ 1("') kada t!-+oo" i ~ ~ .. ~I!.'i.) = 'f(I!.Цo) za svaku tacku 

IC r I Е ' ~ (Е) :: О 

Dokaz teoreme 2.2.11. Dokaz da је ~(~)~~~isti је kao 

da ј е f{~)eгrO( u dokazu teoreme 2.1.8 • 

Skup Е ciji Би e1ementi tacke ~=J"E r za koje nije 

..... 't~f,· (t''') :::: ... tJi;ШоZе ве prikazati kao.I: V E.t u Е 2. 

.. ~ о-. "" l' re. 

. .Е" Г\€~-::~ "'::1: l' , . ,,',~'. 4,%, ~ , gdje је :Е.. skup tacaka 't 
, 

. nе postoje f<.e.'.) i1i.p (~" .. ) za neko .ц ~ JNI , 
Ј t ... 

~~:,.. ItAt{t.1· ... ) - f(~··)J ~€) (f~ -IЛ/) lf~ei·) I <..о, lfl,i·)}<DO} 
~ 

. "" :' Е 3 ':; 1 i. ... ; "':~ ~~ Ј;I t ~(e,i·) • f( i'.) ) "> t: С:з", е,NI) I-Џе
ј

·)/ =: CCI .. ti lfti'l/-) 
~ .А.4-. оо. 

Iz teoren ) 2.2.8 slijedi da је C",(f;J:o i ~O((~) =-0. 

Оn bi dokaza1i teoremu 2.2.11 potrebno је jo~ da ве dokaze 

аа ј е ~ СЁQ,) =0 i da fd~) ~~ tc*> kada .ц ... ос) • 

Ргуо dokazimo da t",,«:t) ~ ~~) kada ~ ~ са 

Iz ив1оуа 3) teoreme 2.2.11, C.! . .!l.. 3) i teorema 2.2.3 

i 2 .• 2.7 slijedi da је 
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S 'f" (е,'-) - f( е'·) 12.. "'9- ::. О • ( .1.1. f) 

r/E.v~ 

Iz (Ј.Ј. -t) i.svojstva da и prostorirna , ",,~o , 
ь fo rnetrikarna :konvergencij е ni za nenegati vnih funkcij а и 

edi konvergencija ро mjeri, dobijarno da niz 

ri:Vergira ро шј eri па skupu r / i; v ~ • 

Kako је da~e 

iz (.1.1...5) i teorerne 2.2.7 slijedi da је 

.Јч 

S lч+lt(е/*ХЈ.fJ< с 
l' 

, о < 'Z..< ~ , i svako ,.." Е: 111' • 

{ tJl4l ~.'.) 1 

Iz naprijed dobijenih tvrd:enja slijedi da niz {f.ч(~Јl 
voljava ивl0уе teorerne Hincin-Ostrowskog а otuda imamo da 

. € 
~..ц (~) ~~~) kada М ~ ос? • 

Koristei:i naprijed dObi~ni rezultat da fц{i!:) Ф~ !-(2) 

Ао( ..., оо dokaz da је ~ {CI,.} == о mozemo izv:esti slicno 

dokaz da је t:!o(cE;J =0' и dokazu teoreme 2.1.8. 

Dokaz teoreme 2.2.12 izvodi ае роrnо6и teorerne 2.2.11 

dokaz teoreme 2.1.9 рото6и teoreme 2~1.8 

13. Prirnjedba 2.2.1. Interesantno bi bi10 vidjeti da li 

za k1asu f'unkcija Н 2.. , vaze rezul tati koji аи slicni teore

тата 2.2.11 i 2.2.12 • 
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Primjedba 2.2.2. u / 52 / S.Warschawski dokazuje 

edeci rezultat : 

Ako niz funkcija {t ... (-i.>t iz klaS'e funkcija Hr , 
......• t><. оо , fa је fiksirano , zadovoljava uslove . . 

f.цlё) <t ft.} ~ kada Ц -ЈСО 
~ 

, 
Јц .tu 

~ I f(e,rt)J,p ol & - !i1C..Ч. S Ј t.чtе'"ft> I р de., -
AA~~ 

О О 

је 

Јц 
\ '. ~ I ~.tI(eie} - tl,e11t) I f ol~ = о • 

о 

Znaci, S.Warschawski , u stvari, dokazuje konvergenciju 

granicnm.h vrij ednosti {fiЧLt.1e)} za klase '}.!ft. 
ka ugaonim granicnim vrijednostima t(-ti4t) funkcije 

па granici diska D • 

Teorema 2~2.11 daje, u izvjestpom smislu , poboljsanje 

.naprijed forтulisanog rezultata S.Warschawskog za potklase 

, Hardyjeve klase analitickih funkcija 

Nаirпе.ВkО је 
Щ 

q~ =- ) Ц! .. (е':') - f(e-'·) l.t J~ 
о 

i niz 1 q ... ~ konvergira ka nuli dovoljno brzo , tj .niz 
1 Ј QO 2.. ЦС\.!Ц 

za:dovoljava uslpv .L. QM <О<), onda"f6ё niz 



г diska D 

2.3. Hiperboli~ka varijacija tetiva u okolini 

tacaka Fatou 

rezultat u оуоm dijelu druge glave је s~ede6R teo-

, \~(~)\<. i 
J"\ko је ~(i:') гп:з.li ·t.icka fU;1kc..L,;A па disKll 

rv 

.је ~Lt)~чu{~) 
7.9. [:;vako ~ €: ]). i ~С1-l~I)~(~ -/~I) [~1~t\)J~1 <~ 
]. ferf<-с))::С1-1~~)!"l..У/ Jf'(:2-) I ,от1" јр 

A-r(s\'e) kona(~an za svako ~E'C-~I~) i 

U tackama ~::::rl&€;rIE fuПkсј_јэ. ... 'f{-r) imз 
(' l"';r~lni(~ne vrije(Jnosti. f(~1.·-&) . 

Ko~] ~icne 

Ve.1 i с јпа <gt1C"fl-с») =-(1-/ f(-ё)I2. )-1. {-t(~)Ј ТlЭ.z i Уn з ~ 'пiре гао 1 i (~k.i 
Гilпkсiје t(~) 

Rezultuti tipa tcoreme 2.3.1 za тeromorfne odnusno апа
'ttiсktЭ па ;јеdiпiСПОШdisku D fuпkсi.је koje zadO-VОl.јЗVnјU 
ат uslove П (.(~)Н(~-RI)[Ј<~)Јlll< tю Ј «((-~)H({-Rt) l:f~~)ll. 11 <О<:> , 
.L,~( '5 ('е) i ff(S' 'е) ,dokazani зи u I 15 I ,1 н I 
/ 35 / • 

! .Је 'lokaZH Ьеогете 2.3.1 formulisacemoi clokazati neka 

tvrdenja koja ви neophodna za dokaz teoremc 2.3.1 • 

Lcrnn. 2.?1 (/ 18 / ,lema ). l\eka је ~Jt) pozi ti-

Oc:p:r'
fjki 'lП;:l fuпkсi .;(1 dеf'iпi..s.э.пэ ПГi [о 1+ оо) • :~ko је 



ргоizvоl,јПLl anCllitickl.l љэ јесliпiс:пош di.sku D {"llnkciju tC~) 

f 1. ( I ~Cc) 1) 1~'("t:)Ild.~1 < -t ос> , 

t(~I~) 
а је {i4\.t.(.' (~) "::. f(~, 'f) konacEtn ili beskonacan • 

~~~ 
~ е; (. (~, 't) 

TJE~тo. 2 3' ') ( I 4-6 1, lema 3 ) ~ Neka је О <У> 
iI 

• т '. ,_ < -
~ 

.Z: ~ rz.eiet : 
, 

0< 'L ~ i 
1 Jf)-J ~Ч ~,~ с b~ i ~~ је otvoren 

(f. 
• Ako је tl~) analiticka па б.У-- funkcija 

:t) I < 1. Z<1 svako ~ Е- 1::/* 1 
. А ,f 

, 

Ј ~ ~ (tl'2ё" "») d'L <..-00 , Ј f t. ( f ('2'/" Ј) 01 't <''''0 , 

о 
о 

\ 

је . "' 

" 
~ ~ ~ (:; (7е.,е)) cl7.. <+ C>Q ... 
о 

svako -& Е:. [-1.(, '(1 

, 

IJema г.;5. 3. Ako је t C~:) anali ticka nc:fJediYlicnom disku 

fuпkсiјг , lt{~) ј < i za svako ~ Е-D ,i ako ј..е 

Л~(~I't)<+~zа .".skoro svako te~ (-~) ~) ,tada је 1'11($( 't)<-+O<) 

Zq svako \ћ Е: Г( _ g: ) ц. ) 
Т. "2- '-

Dokaz leme 2.3.3 Pretpostavimo suprotno t,j. da posto-

ji. '-P()E:(-~) ~ ) takc da .је J1~('5r'fo)- +00 • Bez ogranicenja 

\')pi;t;osti г:юzеrrю pretpostavi ti da је 5 'CIt 1. • 

Neka је .е (lllZina tetive l (1., "fD) 1 neka је 

k:::~:t;·. }~-il:::.~~ • Kako је Л{(.!Ј'е) konacno ZEl skoro sva-ko 

~f (.,,";;.' :> Ч) ,tаdп postoji ugao t.r1 takav da је 1'f-tЈ > "(О , 

2.. " 



Л~(i,'ff) <+00 i !1tCi,'f1) <+00 • Nek.'1 је 

····isko D koj i lcz.i izmedu pravih f1 

сiэ.l ј е 6 pO(iSkUp 

,101:> -t (1. I V1) , 

.{.1 , е1.::> ~(il-'f1) , i kruznice К· i neka је !J.=~ 111.] . 
~1 оzпасimо skup koj i se dobij а pres1ikavanjem skupa ~ 

iпlо6u fUnkCijeti2:)=o : -1 • а sa D 1 skup koji se dobija 

',эnSl[-ЈСiјоm skupa I5 па vektor ~ =:: -1 . Ako је f(-r).= :f-(f~+!) t 

је f(:r) ana1iticka'na д1 funkcija Z8 ',koju је 
1 

~ ~t. (+ L'le' 'f)) OIn 1 с/с f (~))Ic(5!cJ 
о e(i,~) 

; sa t(i, 'е) oznacili зrг.о poluprec-svo.ko 'f €: [-'е1 ''(>1] 
1 V' k КГUZПЈ.се koji sa poluprecnikom diska D u tAcki 

obrazu~ie ugao <f • 

IЈ/Э.kо se provjerava da funkcija па l 

1ете 2:3.2 Otuda , sa иСеБСет. jednakosti 

i, 'е4»=- t (1., 'ео) ,dobijamo 

1 

. ~ t:;P. (г (.z e:'~.)) с& == J1f С1., '1'-) < +~ 
о 

Роslјеdпја jednakost protivurjeci pretpos~avci da је 

}14(1,'fo ):;:oO, .cime је 1еmа 2.3.3 dokazana • 

3. Теогета 2.3.1 је direktna pos1jedica lеше 1.2.~ primijenje-

11е n;::l .fll·nkci,ju ~(i)::;:. re.,(t(~) ,lеше 2.3.1 , leme 2.3.3 i 

teorcme Lindelo~.a (/ 24 / , str. 36 ) • 

<4. Pos1jedica 2.3.1. Neka је t(~) analiticka па 

Cij~ koja z~dovoljava uslove'teoreme 2.3.1. Tada, ta~ke 



·,ko;jirI11l po;"to;jl: I.lt~·JOljtJ е;!':Јt1.i(~п(~ 

I~(e..'~) I =:. 1. , ol)rn.zu,j u skup 

v г i ,ј с ~ (ј П О ~., t; i t L е}.' iJ' ) z '1 ko ,ј С' 

, C.ftl-Ei\=:.o. 

J)okaz posljedice 2.3.1. Posljedica 2.3.1 neposre\ino 

. edi iz teoreme 2.,.1 • Naime, kako iпtеg:гаl A-f (~\ 'е) 
~&trijski predstav1ja hiperbo1i~ku du~inu sliИе tetive 

~'i't') pri preslikavo.nju ~(:t;) , i kako је hiperbolicka du~ina 
. ke kri ус koja spaja tacku r е- 'D за tackom '$ =- e..l·~ е р 

s:konacna ,tad~ је ZH tacku $-:::.Ј2.'"& с::: f7 za ko~iu је ugaona 

Z,:J. svako 

ta(~aka ~ =-1l.Й~'.€: \ 

је !1-Р{S\'f)=оо za neko ~E-(-~,~) skup Е ,(211..(t):::.O. r . "2.- 7.-. "п 

Iz tcoreme 2.3.1 slijedi da је skup 

Skl.lp ±1 skup ta~aka 's:::.е.1 ·ђ- Е- ~ , za које је Ife·"I~L. 
skupa :Е , tada је C*(~ .. )=O .. 

Primjedba 2.3.1. Iz pos1jedice 2.3.1 slijedi dэ ana1iti-

јеdiпiспош disku Р funkcije l\~) koje zadovoljavaju 
1 

teoreme 2.3.1 obrazuju k1asu funkcija koja iтa prn.zan 

. ,sjek за Seidelovom k1asom analitickih па jedinicnom disku. 

funkcija .. 

Napomena 2.3.1. Seide10va k1asa ana1itickih па jedinicnom 

D fUYlkcija se de.fini~e kao skup ana1itickih nг jedini

;:поrn (jisk\J D funkc-i_ja :t(.:r:) koje imaju svojstvo da је za 

вунУ.:о ~:-e\.~ е- r , f t (е:,i&Ч - 1. 

IЛ.јаSkеоvi proizvodi pripadaju Seide1ovoj k1asi ana1iti

ckih funkcija • Otuda slijedi da se nijedna funkcijs. f·c%:) 
kOja zadovoljava uslove teoreme 2.3.1 пе тo~e prikazati kao 

Blja~keov proizvod • 
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2.4. Konvergencija nizo~a {f~t~il и klasama 

anali tickih funkcija rp с(. 
Koriate6i ае rezultatima iz 2.3 u ovom dije1u druge 

dokazujemo rezultate za Hardyjevu hiperbolicku klasu апа-

"~ .. tkl тn е.. 1 н ~ 1 ПЈепе ро ase -1 с( , о ~ о( <.. Ј1" , 

ви slicni rezu1tatima iz 2.1 • Dobijeni re~u1tati ви 

resantni zato sto pokazuju da se neki ргоЫет! koji зе гје

.·Уаји рото6и sferne , odnosno Euk1idmve metrike , тogu rijesi ti, 

nacin, i рото6и hiperbo1icke metrike. 

Definicija 2.4.1. Neka је ~t~) analiticka funkcija 

аапа па jedinicnom' :aisku D i neka је \ft~)1 <;!. za 

~E. D · Funkcija ~t<) pripada k1asi .u 1, ako је 
'4~-t~) [~t<.tt~»)]~" ~ оо . ... 

.."" 1.2-Iz definicija 2.2.1 i 2.4.1 slijedi da је "~ С tt • 

е , k1asu anali tickih funkcija -"t japanski matematicar 

nazvao је Hardyjwva hiperbo1icka ka1asa ana1itickih 

U radu / 44/' S.Yamashita dokazuje dvije teoreme koje daju 

D 
dovoljan us10v kada neka analiticka ~a jedinicnom 

funkcija f(ё) , )ftoЪ1 ,~! za svako 1;€: D , pripa-

1а klasi funkci: g .Ј.Ј1 • 

Jedna od tih teorema је sljede6i rezultat : 

Teorema 2.4.1 ( / 44 / ) • Analiticka па jedinicnom disku 

"D funkcija :f(~) , It{~)I< t za svako -1: Е= D , pripada 

klasi funkcija I-IL ako i samo ako је za avako fiksirano 

<O€:, ~ funkcija S" (-9-/<0) integrabilna funkcija 
(Ј c.:~ (fl11)J~ 

а:гgumепtа в- ,.f).G.::to f !Ui:r · 



'Г е о г е m [l ;'. ц • 1 ТН' ~ :) s г е п о :: 1 i L ~ с;:; i 1 Z 

1.2.2 • 

. D 
~,", Ба f,~/-2-) ~ .:p~) kad.a ,ц~ ~ oznacimo Г:1.УПОГпј егпu konyergenciju 

'>;".svэkоm kompaktnom skupu di ska D nl za {...fм (~) 1 ka fun~ci ј i 

tl hiperbo1ickim metrikama f dt~1 
Као и 2.1 i 2.2, prije dokaza teorema ko~e globa1no гje~a-

ргоЫеm koji ае odnose па korivergenciju nizova ugaonih 

" 'nicnih vrijednosti па r ,formu1isacemo tvг~enjakoja loka

'по, zэ proizvo1jnu tacku $=e..1'.e€-J', rjesaveju taj ргоЫеm. Ti 

su ana10gni rezu1tatima punkta 4 iz 2.1 i punkta 6 iz 

l,eтna 2.4.1. Neka su fA.( (:t) ,1\.(:=.4,2". lt(~) апа-
jedinicnom disku D funkcij~ ko.j е u tncki ~=C~E Г 

imaj 11 kопзспе ugaine granicne vrijednost~ +.ч(еl\~) ,J..t= 1,l, . . , , i 

1(е1"0) , i neka је <l~;(f('l)){-e)c(~, 0t'}~R<>~:L ,if:fk(C)I< 1.) 

, i 't(c) , <! za svako ') €- D . Ako :fJ.J~') ~ :ft~) 
';k~da Ч..., ~ па svako kompaktnom skupu oblasti ~.pJ&-) i 

(\1 'i.:>o ) (d" R'= ( О.,), 1)) (d ,чо=: ~o (~)) (~A.4 ,. Цо) ( ;: у; (f-ч (=?) ) {.(}) < Е- ) ) 
. . 

Za ana1iticke па jedinicnom disku D funkcije t..ч (-2) , 

Ц-;:::.4,1, ' .. , i t (:с:) ; ·Јtц(~) Ј < ~ , 

't{~)'<i za svako еьЕ:- D ; neka ј е 

.t/4 l :};f..) =-1 e\~ ~ tг,l~~) ,t<.e1:') posto~e) lf4(е1'ђ).1 <. i ) 

'r(~-)\ < t , ~ (fc.(e~),f~~·))">t i (d~~ (О,С), 1)( ~~~{-f(~)(.) <~) Ј 

Posljedica2.4.1. Ako su 

~naliti~ke па jedinicnom disku , 
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Sljede6a dva ргоЫеmа, ko~i su slicni problemima iz punk-

paragrafa 2.1 i punkta 6 paragrafa 2.2 , ostaju otvorena: 

. ,Neka su f~ (.~) 

спот disku D 
'е ugaone granicne 

1\.f="',2., .. о • , i f (:с) ana1i ticke па 

funkcije koje u tacki S::::~·E:. г" imaju 

vrijednosti f~(~(&) о • 

, О,, < R. < i. , (t"."") , i neka је ~)~(f(t)-)(-&) < (1:> 

1< 1. , I\t:: "',2., . .. , i I 't(.:t) \ < i za vsaku tacku ~ ~ D 
fN(~ ~ ft~) kada ~ ~ оо па svakom kompaktnom skupu оЫа-

ll,..(&) l ako је fi~ f..,((l.'O.) = fCt,\··J . onda.da 1i је 
'·с., - Iv 
.·.Е">О) t':;R~ (o,~. t») (~IJ.:::)J.( «») (VICt)H.) (~!~ Cf(i"J) (.)< Е) ~ 

su f~l.~) , АА:(,1,... , i t(~) ana1iticke 

.' dinicnom disku D funkcij е koj е u tacki $::-~i.Е: f7 ima-

,kbnacne ugaone granicne vrijednosti f~(t.\"O) , ~= ",l, . .. , 
,i neka је IfA4(~)/< 1. , МII:",ј, ... , i It(~)I<! 

i 

~">o) (if ~E:. (O\~, .0) СЈА<.=- ,цо (R)) (.у",,> AI.) ( Qt ~ ~ (!(~») с .. Ј < ~j . 
.• D . 1"" (f-).::t<-*) kada A.t ~ DO ~a.. svakom kompaktnom skupu оЫа-
.' dA(.e,) i ako је -ez,....f~(t.)4t)ft=f(e(tj, onda.da 1i је 
" ~ ....... 
ftt))~)<.o ! r 

сауапа 

Definicija 2.4.2. Ana1iticka па jedinicnom disku I) 

za svaku tacku 

• ako је 

Iz definicija 2.4.1 i 2.4.2 slijedi da је 

Granicna svojstva klasa funkcija 

зи u paragrafu 2.3 ove glave ; 

L 
~ • о ~ с( < 1. ,izu-

Б1 \lC:::; <ј H~) == L ,()~«<! 
t1~ol 
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-I~ leme 1.2.2 direktno slijedi sljede6i rezu1tat : 

Теогета 2.4-.2. Ana1iticka па jedinicnoт disku D 
kcija ~Сё) , )tt~)1 < 4 za svako rE: D , pripada k1asi 
',' tv 
'. i ј а тr ос. ,О ~ о( < t , ako i samo ako је za svako fiksi-

{О: со ~ ~ funkci ј а S ~ ( .. , <О) , 

'e'grabi1na funkcija argumenta .е-

gdje је 

,&ос 

0(-1 е.. 
~(~)~ <~-I~\) [. f Ъfh))]Z-, 
[о, .!itJ . 

Теогета 2.4-.3. Neka su ispunjeni us10vi : 

~ц{~)E '1''; 
. ~A.( (~) 'D\ f(~) kada,AA'" оо , 

, о ~ о( < 1.. , ,ц = А I 2." . , 

1-(~)r;(j е ana1i ticka па ј edinicnom di sku D 
QIIO 

funkcija , 

L \1 (~_I~)ot [~t (Т'" (~)) - f!. (4tё1)] z 1I '" + оо • 
"-1 :с. Ј. 

~a~:~ ј е t(ё) Е:: ГРО<. i .eiA.U .f-cte:'·) -r=. ft -t1.) za svaku tacku 
~:;' ' A.t...:tc:;:(), 

)'~~E:Y ЈЕ, ~ (,Е) -:;. о · 

Теогета 2.4-.4-. Neka su ispunjeni us10vi : 

1-;,',}) :fM {~) , Ц"::. .. ,1.. .' ,su ana1i ticke па ј edinicnom 

f:;:("d~SkU ,D funkcij е, 
~ '., ~ '. 

':"1 2 ) tl~) ~ 'Го( , о ~ о( < i. , 

3) ~(-ё) ~ ~~) kada Ц~cO , 

1. '4) tIC"'""~,, tllf.~~»ЈЧ/~ 11 (-1-/~,r crlcfA»J"'llkada. Ц~ оо 
Tada postoj~ po r1 niz .{.fAf·l~JJ niza {:f. .. (1!.-)} takav da је 

~'ut ('(е'6)" t-e" za э\\:и tacku !>=е'\-r ЈЕ • С; ио:)::.о · 
~'"~OQ 1~ Г 

• 

, б. 
; I 

,~ 
Dokaz tео:геmе 2.4-.3.' Dokaz da је .:f(~)-E-~isti је kao 

u dokazu teoreme 2.1.8 • , 
i 
i 

dOka:z da је ~~)E;rrot.. 

Skup 1: ClJ1L su e1ementi tacke sd.Qo€; 1" za koje nije 

',1: t.щ,.р t~i·)-=:t\e"·&}moze se prikazati kao unija Е1 U Е" u Ез .1 м_)о() Тлt -г -
~l' w 

, 

, , 

I ' 

! : 



"N ('Ј 

f;:': ~ ti=Ф' i ~ з' 
···;,:"~6 f u kojima 

БЧ-

, 1.' , ~ :::. 4, 2, ~. • Skup 

пе postoj е tA.((~tq) i1i 

~ 

~1 је skup tacaka 

t((1-') za neko и e--/JI) 

::: i с".'-б' Щ~,.. oIt (~ .. (e~·), f<.e.1+}) >~ ) (JfM~ N) (It",l~t')' < i) I l4<i·)~i Ј 
"'->ОО 

Iz teoreme 2.3.1 slijedi da su ~(~)=o i ~ (~) ~ о • -da ј е ~ (E
L

) = о slican ј е dokazu dE! ј е ('ol(~:J== о u 

dokazu teoreme 2.1.8 • 

Dqkaz teoreme 2.4.4 izvodi se рото6и teoreme 2.4.3 kao dokaz 
. -., 

2.1.9 роmо6и teoreme 2.1.8 • 

• О' 

2.5. Granicna svojstva.meromorfnih i ana1itickih 

funkcija sa integrabi1nim izvodima 

U оуоm dije1u dluge glave produzava se izucavanje proble

cija је formu1acija data u Uvodu a1i za k1ase meromorfnih i 

analitickih funkcija koje su karakteristicne ро tome §to sadrze 

naprijed izucavane k1ase meromorfnih i analitickih funkcija 

, i , 
ПоЬiјепi 'ezu1tr,t 6е se odnositi па konvergencije nizova 

.t;()l.ivnih .:);гнniСпlh vrijednosti i ug10vnih granicnih vrijednosti. 

1. 1Jefinicija 2.5.1. j\Je:romorfna па jedinicnom disku D 
flll1kcija t(~) pripada k1asi тr ako је)l ~иf(~»II<оО . 

Lako зе moze pokazati , koriscenjem integralne nejednaci-

nе Cauchy-Bunjakovskog , da svaka meromorfna па jedinicnom 
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sku D funkcija tt1l:) koja zadmvo1java us10ve 

" н.(~"'ёl)с.~t~(.а-)Ј1.11 ~OO , ~lt) ~ ~ u { t 1 , pripada 

funkcija ,Т • Otuda ј е 'lf)( со гг , • 

Granicna svojstva k1ase funkcija гr izucavao је V.I.Gav

, / 11 / • оп је dokazao s1jedecirezu1tat : 

Теогеmа 2.5.1 ( I 11 / ) • Ako ј е fl~) €: гг' , onda 1l=l:) 

svakoj tacki '5~E:.r ЈЕ ' ~ Е = о ,ima konacan integra1 

.(-;, 'е) za skoro svako' 'е6( -~ , !) , а odgovarajuce teti-

, ~. granicne vri ј ednosti fl s,") med:usobom su ј ednake • 

Napomena 

, ci ј а ft&-:.) 

2.5.1. Meromorfna па jedinicnom disku [) 
. ,. \ ~ 

U ta~ki ~:::.l"-E: l' ima teti vnu granicnu vrij edno-

lS, 'f)= сЈ( с;) ako' је &.LU. -=fl_) -= .fl:Sf'f)= &J"CS). 
'> 4tO'-:r~( ~t'f) 

'(ч:(-» а) 
'1" 

Теогеmа 2.5.2. U topoloskom prostoru (MlD) (1;") skup rp 
.е} zatvoren skup • 

Koristeci teoremu г.В.l mozemo dokazati sljedeci rezultat: 

Теогеmа 2.5.3. Neka su ispunjeni uslovi : 

1) fц(-с) е '7' , Да ",2., ... , 
2) fl~6N(D) , 

~) fAf(~~.p·!;) kad[l .ч ~c:a.a , 
4 ) 

сос> 

2- и I~c.~(~») -f(j2tv} 111 <: с>() (2. S-.4 ) .. 
Ас ::::. ..... 

је t{-;.~)E-rr 

stOji skup tЬs 
Za ::Зvаkо ~~ t ~ 

i za- svaku tacku :s.:::e}~ ГГ/Е ' A..U.f"4- Е.:::: о , ро
, E>s с.. C-.i I ~A .щц.~s-=' ц '1 takav da ј е 

, t~('5t'e)c~(5) , fi~'f)~W-l»)i 1::~ ~(5) =СЈ($). 

Теогета 2.5.4~ Neka su ispunjeni us10vi 
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),fчt~) cd М (t», М'С. ~,'1.a" . , 

"~О t(~) Е: ГГ. ' 
·c.f .. (2) ~f'~) kada .ц~ <>о , 

1\ ~ ( ~"t ~) u ~ D ~ (:f.(~ ) Q 

. :', postoji ~odniz {t~1e-)1niza {f.чt~·)~ takav da za svaku tacku 

'te f' ЈЕ. ' щt1r ~ ::: О , postoji skup '&s, , В:!; <:..(-~ , ~) , 

'e~ ~~ , ;f~~S,'f) =u)".~~), -... _ ...... _=u , takav da је za svako 

~:urtS) i ..ti,ц.i..'~ (.5) :=. GjC $) 
: I::. ... ~ 'Ic 

Prije dokaza teoreтa 2.5.3 i 2.5.4 dokazaceтo tvrdenja 

-. ја 10ka1no, za proizvo1jnu tacku 5-=-г"& ва granic~ г' 
[)rjesavaju neke probleme koji ве odnose па konver~e

niza tetivnih granicnih vrijednosti meroтorfnih funkcija • 

Lema 2.5.1. Neka ви .fчti:) ,.ц=. 4,2/ .. . ,i ~(:Ъ) тero
tnoI'fne па jedinicnop1 disku D funkcije koje u tacki s=~~ г' 

:lmaju tetivne granicne vгiјепоsti-еА(t,)"t)=c.r(~), Lt=:..fJ 2., .. • , _ ТЈ IЧ 

i f(~t'f) ~lJ(:S) t za svako ~t-~S' '&s со (-~ Ј ~) '~&$:: ц , 
: fl ~ .Ј? 

i nеkя ј е ~'$Rtf.-l=»)t~) <.010 , ~f) < R <. 1. ,Ako f~ (~) :::: .fl~) 
kada /\t,. ...... 00' па svakoт koтpaktnoт skupu oblasti L1.R{..-) i 

Dokaz 1ете 2.5.1. Dokaz 1еmе 2.5.1 izvodi ве slicno 

kao dokaz 1ете 2.1.1 • 
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Naime , pretpostavimo da nij е 2lA.ц ~($)= 4.Г{$). Tada posto-
ц .... РО 

~:;::f-о>О i podniz lt~(~)J niza {~{~)} takvi da је 
, lS) c.r('S»))oC za svako K~IV/ • 

I <о . 

, i 

>:0) (3'" R,e ( 0,9, -1)) (:1 мо = "'о (~) ) ( .у ~ > Alo ) (;;! JR (;/1f4. (~)) (.f;) < l. ) , 
" , 

da za ~o postoji Ro ,0/3< R <.~".(. 1, 1 postoji 

, /ЦО =,цо (~) , takvi da је ~y~ (t се)) ''*)<~, i za 
о cf 

• (.J.~. s. г) 
. :.', 

Neka је, dalje 

.<> 

( .l.S.3) 

ј е q'r = t I ~ у) 1) I;. ' Г;" ~ ~ 1"1: I = R о , ~ ~ & s 

Za svako 4f ~ р> () (-!, ,!), па osnovu aksiome metrike о 
S I ~ 

nejednakosti trougla , imamo da је : 

(J~ (:f.~l~I,'f) ).f ... 1q.,) ~ d,,(j~l1).,'f), I (~,'f» - t4 Cf(s,v) I j{lft») - ~ (~(~) ,-:ft,I4t)) 
(J.~.r) Џ1 svako • 

Kori steci (.Ј. S-. 3) " (.1. S. lt ) i (..1.5'. S) dobijamo 



('l<)}{~):-Ј04 (~~t,"J, f (\'t'ItJ.I - Ј.lој rf(r,-.), :frtt.,),I., - у, (!rq .. Ц.,tqrЈ)'/., 
l:-./~) I1Bs f1/~);rвs tii- j I~~ ~ (.[.5: ':f) 

Kako је za svako kEAi cJs(-f,lt;/.,.),fr~t'f'))"f.o to ~rvi ir~egral .' 

desne strane пеј ednacine (.1. 5'. ~) nij е mantii od с;, 1 ' 
Drugi integral sa desne strane nejedna~ine (~.~1) 

veci od ~ јег је 
8 

.~ (f(~,'t), ',..<Ј )Ј.,. ~ S ь f rf(e,.j) ./" =' о1ј' ~ Cfi'l,») (.е) < .Ј, 
"&$ ~~ ,~)A 6~ 

Treci integral Ба сiеsпе strane nEje~:nac.ine Gt.S. ~) 

, , 1 ' t.tr 1 k L. У".. 4с 11 e"pre aZ1 -. _ za Буако ~ ~ , "-. ~ qv 
,,) е ~.P 
z~ llslоvг da ~(~):::: t(~) kada ц --~ па svakom kо;nраlсtпоm 

sto slijedi 

oblasti LJR, (~) 

Koriste6i naprije1 dobijene integralne осјепе 1 (./.r. ':1) 

sto је E:U::'T'o·tno sa (-1.[;.'[') , ~ime 

је lema 2.5.1 dokazama. 

±~(~J Е.) = { i~: za :s=e~ postoj i skup g~ ,1).~ с (- ~ , ~' ) , 

џ(~ s~::ч ) (-Y'f-E:: &~ ) (fJ.JS/<f) == СЈ-ч {s> ( ~SI<e) ~ (J("S)) , 011 (ЧЈ .. lSJ, cJ{~)) ~! ) 

::JR~(Ot9,~) {~f/{ (f(.:Jr»(.{})<:E)}. 

["0;; 1 ј ed i са ? 5. 1. Ako БН ~~) f 1<-l:) €-H(/J), A-=-.l, t, .. 

1 tёd,э јЕ: ZO :Jvako Е7 0 • ~v8ko 
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__ .' ~;:>fU.D 
, i svaku taCk1..1 

\~R.(f~L~J) - ~~ (fc~)) \ [в)~ * · 
Ni~e tesko viijeti da pos1jedica 2.~.1 slijedi iz 1еШ82·5·1. 

;Ostaju nerijesena sljede6a ~va ргоЫета : 

, i t [;ё) rnегоrnогГпе 

disku D funkcije koje u tacki >=е..1.'-&е г' 
. Јll tetivne granicne vrijednosti {,цc~ce):=: ~(s), AI:::1,2J ••• , 

}.~) ~ с.Ј( $) , za svako 'f €; IЬ ~ , В$ c(-~) V ' ,I.l1~Ss;::: с< , 

> neka ј е ct ~к. (; Cr)) с .. ) <О(), О, '.) -< I!- < 1. . Ako t-/;!):}; p~) 
;t( ...,. ос па svakom kornpaktnom skupu oblasti L1ze (~) l 

'j~ fiщсЈ ..... (s) = (..J""CS) , onda,da 1i је 
'. ·.м-9о() 

g~ о) (.{fR, t (0,'3, ,1)) (,'Ј.чо ="Џ~») (Vю .... ) (oY.f.e Гf-.ril:Ј) (~j< ё)? 
,.' '"~ 

{" (;Ео) A.t " ',2., .. , , i f(;;;,) meromorfne 

'jedinicnorn disku D funkcije koje u tacki S:::e:~€-" г' 
mCiju tetivne granicne vrijednosti f.ч(~''f) ~~ ... ( .... ), M-:t ,/l l

• •• 

. <f($, 'е) :: CJ!S), za svako 'f'e,. ВS ,!~ c.(-~,f.) , Udi~':: t7 , 

(Y~ ~o) (;Ј R. f:. иЈ', о) (if ц. '" #0 (1<») (.f/ц:?b.)( *~ г'" r~)) (~) <: r ) · 

.. Ako f .. (-i;)~ fr;,.) kada ....... "" па svakom kompaktnom skupu oblasti 

Lll){~) i ako је .,f;Ц.(сџ .... (~) -= C.J'"(~) ,onda,da li је 
f"<- t.c~~ 

·.'dfR(t{~)){-lI) <(Х}. 
Primijetimo ја su naprijed formulisani problemi sli~ni nа-

prijed formulisanim problemirna za ugaone granicne vrijednosti iz 

paragrafa 2,1 , 2.2 i 2.4 j\jjihovirn rjesenjem dobili b.i se. 

reiultati koji bi predstav1jali automatski i гје~епја slicnih 

РГоЫеmа iz paragrafa 2.1 , 2.2 i 2.4 

i 
\ 

I 
i 
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.Dokaz teoreтa 2.5.3. Iz us1ov~ t~{ё) Е. гг , '" = 4,2., .'. . 
, с 

('(~) Е:- Mtb) i (1..5. d.) neposredno slijedi da је t{~)E rr • 

Osta10 је da se pokaze da skup Е ciji su e1eтenti 

~=.ei1rE: \ , za koje nije ispunjeno da је -€(J..Ц cJ ... /~)-=- CU(~)) 
Ц-"'сО 

... эуtеЬеsguеоvu тјеги nи1а • 

Lako se uocava da se skup ~ тoze prikazati kao unija 
-- 1""-" 

;f и:Е , gdje је Е t skup tacaka '5=.t!e-€; F za koje nе posto-
1. ~ /'v оо 

:'e.{V ("S) i1i c.S",t·S) za neko и. Е:/}./ i t!L- и -еу gdje је 
"":: 1 

.fi..џ..C~ d4-(сЈ/Ч(:s.) ,a(s)"> L t .. 
M"'~ ,- У Ј 

Kako su f .. 1ёc) • ~(~)E 7' . .~:= 1,2, . , tada је 

eoreтi 2.5.1 ,;щt4 '4:::::: О • Ostalo' је da se pokaze da је 

.. а to се biti ako pokazeтo за је za svako VсЛl 

• 

Posтatrajmo skupove 

~e~ "' 1 е1е : (:ј Е.;'О) (-!} I!.E- (°1"") ;t J>I!Cf(a»m > t 3 
~;S' 

• 

Iz pos1jedice 1.2.2 slijedi da је '('ц.(4- е;/::::: о za svako 

fiksirano У€- N • 

Теогеmа 2.5.3 bice dokazana ako se 

Za svэkо .-у ~-I/Lf . Па Ы smo to pokazali .. 

k V da' . с II~ D..l рР 
ро aze Ј е ~ {'" "'('::о 

neka је ЕА;_ UE;4(II,1 ), 
Ц-::Ј(. у' 

:;~;Jje su E'H:(f,~) skupovi iz pos1jedice 2.5.1 za niz l.fAc{~)~ • се 

;Nije tesko vidjeti da је za svako I!c-M ,Ef:::1-c1. Е f<. iel с Е 1< • 

f РОll:аzасешо da /щ щtIrЕк.~ о kada !::..-40tC; , а odatle i napri

,',jed recenog slijedi da је .ще4-f; =0 • 
[' с 

" : , 

i 
! 

, ; 
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~=.i".€ \" , tada iz pos1jedice 2.5.1 i dokaza 1еmе1.2.6 
:J~edi da ј е za svako fiksirano ~ Е Ы i svako '5 c.i\ ж..ч (:fl~ ) 

:,ш~~Е.ч(~,;) ~ 4ас "1 ~c.fм(~))- ~(f(~\) 111. (J.S.I) 

Iz (~. r: f) i (.2 . .г. А) slij edi da ј е 
.' ~. ~ 

щ~Е~~~ L utt~ E~ (~,~) ~ L ~С.II/~~l-а))-.fС#ti'))1I1 
~=~ ~~k ) 

dobij аmо da ,щ('..g t k -+ с> kada К ... о.о sto ј е i treba10 

da bi dokaza1i teoremu 2.5.3. 

Dokaz teoreme 2.5.4 izvodi se роmоси teoreme 2.5.3 kao 

z teoreme 2.1.9 роmоси teoreme 2.1.8 • 

\ . '. 
Posmatrajmo,sada , rneromorfne па {) 

zadovo1javaju us10v .f.t~ ....... ~ ((-I*,) fCft*)) < ОО) 
~-+ -t .... 

'.'~ posmatrajmo funkcije f{.~) iz гг koje su погmа1пе и 

Virtanena , / 26 / • 

Za takve funkcije tacke ~=~"\&e r za koje је integra1 

L,~t\f'f)beskonacan Ьаг za jednu tetivu ~(~f'f) ,'fE;-(-~) ~) 

.. obrazuju skup Е ,A.Ue4r E :=o, i Г'!Е. с rCf) , gdje је 

. f(:f) skup t~caka Fatou za funkcije .f (.:е) , teorema 1 и 

/ 12 / 

, 

Nije tesko vidjeti da iz naprijed navedehog rezu1tata 

V.I.Gavri1ova L teorema 2.5.3 i 2.5.4 slijede sljedeca tvrde-

ТЈ ј [, : 

Posljedica 2.5.2. Neka su f ... (~) ,A.(=f,l •... , i -f.i~) 

fUnkcije koje zadovoljavaju us10ve teorerne 2.5.3 i neka su 

nоrшаlпе и smi sl и Laht а i Virtanena • Tada ј е 11~) t- 'f i 

, ще../tr =.0 • 

L ... 
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Posljedica 2.5.3. Neka su t~lj:) ,,u.-.:.1,1..,. оо , i ~c#) 
koje zadovoljavaju uslove teoreтe 2.5.4 i neka su 

u smislu Lahta i Virtanena • Tada 

ni za { tA.lt't!=)} takav da ј е za svako 

(~.);::; fc~) · 
, . 

Ostaje nerijesen sljedeci ргоЫет :,Ako su fц{~)~гr, 

1,2,- .. , norтalne funkcije u srnislu Lahta i Virtanena , 
9 . e:-tf, i ~t~)~~t~)kada M~ <:::I4da li је tada t-(~) 

alna funkcija u sтislu Lahta i Virtanena • 

Klasa funkcija rr sadrzi Tsujievu klasu meromorfnih 

disku D funkcija , koja se karakterise sa 
..L:: 

S ~ (:r('l~\6')) ol ... 
о 

Otuda, rezultati koji vaze za klasu funkcije 11 
Tsujievu klasu merornorfnih funkcija • Znaci, nasi 

daju neke поуе rezultate za Tsujievu klasu meromorfnih 

Inace Tsujieva k1asa merornorfnih fuqkcije је dosta izuca-
r 

klasa meroтorfnih funkcija ( pogledati naprimjer : / 11 /, 

, / 23 / , / 34 / , / 36 / , / 42 / ). 

, о ~ ol < d. , i kako za klase funkcija 
~ 

'Г« ' О ~-l<4. , skup6vi 3:,. imaju c:X-kарасitеt jednak \ 

Ilulj, tada se teoreтe 2.5.3 i 2.5.4 , za klase .'Г о< rnogu 

formulisati па sljedeci nacin 

Теогеrnа 2.5. 3' N eka su ~t:t1, =f с.) е ГГ~ ,A.t = f, 2. .•.. , 

O~ ~< 4.. , fun1ccije koje zadovoljavaju ив1оуе teoreтe 2.5.;. 

-Tada је !2iщ ~~(f:i.I3)=1>/~")za svaku tac-ku S=e'\VJE ~ЩЈ\ Е :::. о · 
~~t Г 
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Теогеrnа 2.5.4' Neka su t~tё) ,:tC~) €: ТТ'о< ,~='Il,. 
9'<4. , funkcije koje zadovo-1javaju us10ve teorerne 2.5.4 • 

.. po~toji podniz {~ .... ~=t)~ niza if ... (:ј!.)1 takav da је 
f,.C.:"') =- Т{е,..ц.) za svaku tacku S .. t.\e.~ r 'Е ' щ.е4t = о . 

Prirnjedba 2.5.2. Kako је za svako ~l~) ,4-l~) E:H~Ъ) , 

f,2 . .. ' , о ~ о( < d. , 

.. (.Јд )~.1. .fl. "IРСf~t~)-~С~~)\ \1 ~ 1(~-'а!f[!>(?(~))-f(ftа.))Ј't11 ::t 
) ~~ Ј 

, ako funkcij е ~ (~) ,.ц _ ., '1 • . ' . , i -ft.a) , zadovo1j ауаји 

оуе teorerne 2.1.8 опе zadovo1javaju i us10ve teorerne 2.5.3~ 

а slijedi da teorema 2.5.3' daje Ьо1ји rnogucnost da se 

konvergencija nizova ugaonih granicnih vrijednosti 

ija u k1asama г,r~ , od teoreme 2.1.8 

to роЬо1јэапје ide па stetu sarnoga skupa па korne 

konvergenciju. Naime, skup iz teoreme 2.5.3 па kome ima

irna"slabiju" rnetricku karakteristiku od 

. рв iz teorerne 2.1.8 • 

Definicija 2.5.2. Ana1iticka najedinicnom disku 1:) 

cija fL-ё) pripada k1asi funkcija 1"'~ ako је К \~'(-1:)\\k~ 

Iz definicija 2.5.1 , 2.5.2 i 2.2.2 slijedi da је 

r"l.'* с rr~ c1f ' о ~ с( < -i · 
",. 

Ako ј е :f-<~) Е: 1'* ,onda tacke S= ,/fi Е: 1" za koj е ј е 
integra1 ~~ts,'f) beskonacan bar za jednu tetivu Q..CS,'f) , 

~E:l-%. )~) , obrazuju skup Е ,.u.t~~E = о , takav da је 

\1 I Е. с 1=t-f), teorerna 2 u / 12 / • 

Teorerna 2.5.5. Neka su ispunjeni uslovi : 

• 

, 
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.', !tA.l (~) Е: 'т' '* , м =- .. , t. .. , 

.;~ц (~) Sit1l:) kada Ц ~ с:)() , 

fl':«-) је ana1iticka па D funkcija, 
оо I L. I \ I~(~)\ -I:f-t ... )~ ,. ~OO • 

.чs.Ј. 

ј е .p(.~) €: тr ~ i ~A.Ц ~ (~1·.)::::. 1'(о'&-) za svaku tacku 
~ т ~4~~ 7~ 

~ r/~, .Lt(e~E- = о · 

Теогета 2.5.6. Neka su ispunjeni us10vi : 

, эи ana1iticke па disku ТЈ funk-

е' 

.. ' ) .flo( (~) ~~ -tt:c-? kada ~ ~ ~ , 

)' it~) Е: 1" v. : ~ , 

11 \f~t~)\\\...." '.Jf' (~) \ \1 kada , 
p6stoji podniz i-f-Alf-e)1 niza {j.ц(~)~ takav da је 

•..•.• ' .. fц(е'·"):f>,(.) za svaku tacku "5=-~&E::-r IЕ, A.l.I.R-{ Е ;:::: о 
~ fc;. I • 

i Dokaz teorema 2.5.5 l 2.5.6 slicni su dokazima teorema 

• 

Primijetimo da је k1asa funkcija 

klase ana1itickih funkcija U~ , 
rr~ 

/ 12 / 

potklasa Hardy-

• 

Primjedba 2.5.3- Као sto је гесепо , k1ase analitickih 

П". ,Јс(i~пiспош d sku 1) funkci,ja т: ' о ~ 0« i. , su potk1ase 

funkcija • otuda sva tvrdenja koja su dokazana za 

funkcija vaze i za klase funkcija • 

Kako и prostoru ana1itickih funkcija za svaki niz 
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'svako О ~ о( < ~ i "'::.1,2... .. , tada slijedi da teorerna 2.5.5 

Ьо1ји mogucnost da se ispituje konvergencija ugaonih grani-

vrijednosti u k1asama , о ~ о( < <i , od teoreme 2.а?11. 

mjestu , za teoreme 2.5.5 i 2.2.11 , vazi komentar 

slican kornentaru iz prirnjedbe 2.5.2 za teoreme 2.5.3i 

• 

Definicija 2.5.3. Ana1itlcka па jedinicnorn disku 1) 
cija , 't{~)J <.1 za svaka rE- D 

ako ј е П ~t(!f~)) \, < 0(:\ 

, pripada k1asi 

cija 

1z definicija 2.5.1 , 

"~." jf1t 'т' t "''* ТТ1 
2.5.2 , 2.5.3 i 2.4.2 slijedi da 

в. '1 о(. С С. I С. - \ , О ~.O( <. 1. • 

~ 
Теогеmа2. 5.7. Ako је .:f~~ ~ rr , onda је integra1 

A.~(S,f) konacan za svako :c(-~ ) !) i svako ~~~~tf> I f. 
.щtfЕ::::.о. u tackama 5=.г\: r IE funkcija f(.~) irna ugaone 

~granicne vrij ednosti {t.e~) ,'t(~}·) \ ~ i • 

Теогеmа 2.5.7 је pos1jedica teoremae 3 iz / 11 / , 

, 

2.3.1 , 1еrnе 2.3.3 i teorema Linde10fa ( / 24 / stг·3б ). 

Pos1jedica 2.5.4. Neka је tl~) ana1iticka па disku D 
rtmkcija koja zdovoljava us10ve teorema 2.5.7. Tada tp.cke 

u kc jirna PQstoje ugaone granicne vrijedno~~i ~~\ ... ) 

• 

Pos1jedica 2.5.4 neposredno slijedi iz teorerne 2.5.7 i 

gеv,леtгiјSkе interpretacije integra1a A~{s,'t). 

L 
Primjedba 2.5.4. Iz pos1jedice 2.5.4 slijedi da k1asa тr 

. ima prazan presjek sa Seide1ovom k1asom funkci~a. 
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Kori steci pos1~1 e<iicu 2.5.'1, mozemo dokazati sljede6a 

ispunjeni uslovi : 

, 
, 

је analiticka па disku D funkcija, 

za svaku tacku 

Теогета 2.5.9. Neka su ispunjeni uslovi : 

, ц ... 4,"2.. • . ,. ,su anali ticke па disku D 
cije, 

'D 
2) ~t~) ~ ,*(-С) kada h\ .... ос) , 

3) fc~") ~ 'т' t. ) 
, 4) D ~(f ... t~))11 ~ 11 ~e.(:4t~)) '1 

"',. : 
kada 

Tada postoji podniz ~1""k.t~)\ niza ~~.4tt~\\ takav ?-а' је 
;;.t(aм, .P~(e\~)::. .P'ere-) za syaku tacku $-=~~r/tt .ше\Е =- О 
. " k ... cQ ТЈ " 1"- • 

Dokazi teorema 2.5~8 i 2.5.9 slicni su dokazima teorema 

Napominj то da se pri dokazu teoreme 2.5.8 koristimo i 
--.., 

j.(].t:jO](] Б8 kojo I smo dokazali teoremu 2.4.3. Naime , skup :toz. 
.ВС prikazuje kao uni,ja sljede6a dva skupa : 

,......, 
i dokazuj е se da ј е A.ЦR-.\ Е2.. '= О • 
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Primjedba 2.5.4. Za teoreme 2.4.3 i2.5.8 , koje govore 

konvergenciji nizova ugaonih granicnih vrijednosti k1asa 

rrf. i гr~ , О" 0« i , vazi kornentar slican 

aru koji је dat u primjedbi 2.5.3 za teoreme 2.5.3 i 2.1.8. 

2.6. Konvergencija nizova {t_lSI~)j· u k1asi 

neprekidno diferencijabi1nih funkcija 

~ i njenim potk1asama ~~ 

u ovom dijelu druge glave se izucavaju konvergencije 

nizova tetivnih granicnih vrijednosti za k1ase neprekidno 

diferencijabilnih па jedinicnom disku D funkcija cija su 

granicna svojstva izucava1i L.Car1eson, / 19 /', i V.I.Gavri1ov, 

1. Definicija 2.6.1. Neprekidno diferencijabi1na па jedini-

~. споrn disku D funkcija t(:e) 'pripada k1asi funkcija 'г 

ako је II~tCH~jf(.:t)1 11 < +0() • 

Teorema 2.6.1. ( ј 11 ј, teorema 4-t-<) • Neka је ~<"~)4ё:'1' 
i 

L (-t-,ltJ):. S l'f"lq'-tt~)' IJ~, • • 

, (+,1) 

'PR.da : 

:' za БУ[З~;:О .'ff:(-[, ~) funkcija L(fJ-,у) је integrabi1na 

.fJ.mkcija argumenta ~E: СО, М] , 

2) па zatvorenom interva1u СО J~l postoji skup М , 
ще-i М -.::. 2.1I , takav da је za svako ire М funkcija l. (е, '1') 

integrabi1na funkcija argumenta 'Е: (-\ ) ~) , 
М - u 3) za svako &Е: l svako 'е.,') 'tt..'i: (-~ ) 'i.) za koj е ј е 
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postoj е granicne vrij ednosti t(~Vt), 

• 

Koristeci teoreтu 2.6.1 тozeтo dokazati sljedece rezu1tate: 

Теогеrnа 2.6.2. Neka Би ispunjeni us10vi : 

, (\(:1 р-, .... , 
је neprekidno diferencijabi1na па jedinicnoт 

\disku funkcija , 

3) 'f,цt=t)~ t(~) kada Ц~oO па svakoт kompaktnoт skupu 

ska D .. 
4) 

оо 

L.. h II1'U1d~(~) 1-I~Q.olft=t)" 11 < оо 
I\t -=-1 

је tt-o)",'r 
'.stoji skup ~s 

'za svako 'eE:-I!>~ 

i za svaku tacku $=е."= r/E' ~t4E = о ,ро
, ЪsС (-~,)~) ,.щц ~~ = t; ,takav da је 

,i~t~'f)=cJ,4I(S)' t(~,'f)= CJ"L~) , i 

'e.c.~ fU,(.S) ==(J(~) • 
4( ......... 

Теогета 2.6.3. Neka Би ispunjenm us10vi : 

1) , М= f,l, , su neprekidno diferencijabi1ne 

па jedinicnoт disku 1:) funkcije , 

, 
3) ;fA.c.L;!)~ f(~) kada Ао( -"'>~ па svakoт kompaktnom skupu 

с!ј ,""Jrn р /~QoI~ (?))::::: /'}'lqdl(z,.?/~oIq H-I'оО) 
! '. . 

.'·1) I ,~,=-oI;А4{с)JlI~ '11 ~/tl-)1 ЈЈ kada ,u -4 о() • 

Tadrэ postoji podniz {.fчk~) ј niza 1t-;ц«Ј} takav da za svaku 

tacku -S~~Г'JE ,,шl'4Е -= о ,postoji skup b
S 

,~c.(-.[, ~) , 
H'41l...- -= ц ,takav da је za svako Уе- &~ ,.р (~V)::::. W{~) 
~ ~ '1""1;' ~'" 1 

;,'О ::. 'Ј L ~) i ђ".с.ц 4JAt: l s.) := c;r( ~ ) 
k,.:.oo '1< 
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3. Prije dokaza teorema 2.6.2 i 2.6.3 dokazacemo tvrdenja 

koja loka1no , za proizvo1jnu tacku '5-= ~i.~ эа granice Г 

diska D гј esavaju neke .ргоЫете koji эе odnose па konverge

nciju niza tetivnih granicnih vrijednosti neprekdidno diferencija

bi1nih funkcija • 

Lema2.6.1. Neka эи t.чl%-) , ,i tt~) 
prekidno diferencijabi1ne па jedinicnom disku D funkcije 

koj е u tacki '5-:::~-&-tC: , imaju teti vne granicne vrij ednosti 

.р (\,т) =W l~), .ц ==- f, 2., " 
'ји .... 

, tL,)(t);: c~:t{ ~), za svako ~ €:- ~ ~ , 

nе-

~ -C~) ~) , ~-t"~ ~s-= 
S ""-' ~ ;;а.. 

u. ,i neka је ;t1f1ad:f(~)'~.)..c()O) O,')<R<i. 

Ako fA\t~) ~ t(.;!r) kada ћ\~O<) па svakom kompaktnom skupu 

oblasti ДR.(~~'. i 

... 

Dokaz leme 2.6.1. Dokaz 1ете 2.6.1 izvodimo slicno 

.dokazu 1ете 2.5.1 • 

Naime, ргеtроstаviшо da nij е .е,"А.Ц.. ЧЈ ...... (~) ==Ul.S\. Tada 
.tt-J~ . 

posto,je ~ -= ~o "'> О i podniz i fl1l C~) Ј ni.za {:f~{~)} takvi 
k 

da је ЈчУ (~)-c..rt.~)1 >Ео za svako КЕ: IJV 
.ч.k . 

Iz us10va ~ Jf'oJf<%:;)'i8-) <. СХЈ, 0,9< R < ! , i 

:~?fF.>(}) (~R~ (o.~ ~ 1)) (Ј M(t -: Мо tt)) (V А1>МО) (;Ј.. /1'lцЈf ... l~)/~I.) <~) 

slijedi da za ~o postoji Ro ,о,Э<R..r:..Rо<-1., i 

postoji 1')110 , At o ::: ,цо ( R) , takvi da је dt l~q,Ji.(~)J (+) < ~ » 
т ~ rf 

i za svako М '>"лtо 

( д. ,. 1.) 
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Г~ (; k'j ј с lt' Е: Ђ ~ 1. 

L r (e(3.'t))::: S 1 'JIQd.:f"i~) 11 Ј>! I • ( .t. , . .t ) 
11Ч. е l~,'f) 

Kako је Гf>f",,(-2-) &. /о,1й.cI-fц (r>/ zз f)V~lko ~E {($, 'f) 
с'ј) ((St't) (/ ТА 

1\( Е: II\J' ,tada је 

~f..(e(Ij/V'») ~ I w:.. (>ј) - f(Qf") I , u. '.5) 

J~i'j е ;ј е ((., '" ({~,"J!I r:. ' r;.: '?с/:о f~ ,<е €: В ~ 

l 

ff aksiome 
1:> Za svako Vf::Взt1С~ I~) ,па o~novuvmef"rike о nejednako-
t:~/~ . 
r;' ··"'t 1 t.:···'" 

trougla , imamo аа је 

KoristcC:i (Ј. ,. ~ ) 

1'tL 1'1 1'1.,{ { .. {l} '2. ( в) = 5 /., /"(6, 'р) d'f >,. f f С.Ј '" ('5 )- :ј.. (. Ч~) 1"/ v' ~ 
; f!I ~ l;J 118.. (-!L "ii.) /\8 
Ј ~ ~ Ј .", ~ '4.3 , 
., 

:;. S 'САЈ ",(-.;) -(,1(,» I Ј... - S tщ,» - !tq"J /OI~ - ЈI '(A~)-!... (rir) Id'(' (.Ј. t;. . .r) 

?~, ~) (18~ ?f,f) t1Bs {.ff,f J (I~ 

zэ. svako I"'U t: NI . Otuda za svako К € "'" imamo а? ј е 

~ ,~""of f-.1-'!-) I R.t·)-~) "" .. 1'" Ј - '<)($).1., - S (Щ~) - :fi "~) /01., -: .), /(4.,.) - /:.(4,) ,Ј., 
t~,~ЈIIВз '-~,t)/JB5 . с* I~JA~S (.1.'-') 

r(ako је Z!OI svako КЕ: N ItcJЈЧк.{~) -с.Ј ($) 1"> Ео', to prvi 
Е.и 

lпt~(ТГi1Ј яа des «(-~ str, "18 nejednacine(.!.G.~) л~.је manji od --.r 
I 

Oги~~J integral sa deSn8 strane nejednacine (.1. С=. , ) 

уеСЈ od 
& 

1 
ј', 

ј 
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Tre6i int~gra1 SB аеБпе strane пеј edna lne (Ј. (; . ') 
••••• о Е.о u 

re.·.lazl ~'-.:0 (}.t 
ea.i iz us10va da 

skupu oblasti 

za s\!ako /( ;:> ko 
f ..... (~) :::::.1'.-) kada 

11~ (-в) 

ko Е А/! , sto 

.ч ... с::а<::) па svаkоrп kоrп-

.. ·· .. ·Koristeci naprijed dobijene inteE:ra1ne осјепе l C.t.,.,) 

s~ako к,.. .ц.~~ ( t. ,,....) sto ј е suprotno 

а 2.6.1 dokazana 

Neka su , da1j е , о tA.f {~) 

(.,f.C. i) 

idno diferencijabi1ne па jedinicnom aisku D 
је 

, Clme је 

funkcije i 

ts,~)={ е'·: za~=-t.\·· postoji skup ь~ F>~C(-~I~)' 
r~·~Ь~ = цо ,ty~~&~)(t~($I't):.(d .. {~»), f(SI'f} .. t.)(~) ) ) 

I,~ ... te;.) - Gc)(-.J'~, f. i (:& ~~tO'~ff)) (<<'d-?o,~f(~I~( &) < €.) } 
~.' 

(, 

~" 
i: 
f 

Pos1jedica 2.6.1. Ako su , A.<:::.f,l, ... , i t<.1t) 
~eprekidno diferencijabi1ne па jedinicnom disku D funkcije 

,i t'-' (~ ~ t t.:f:) kada М""..... па svakom kompaktnom skupu di

:Ska D 
I 
Svaku ·tacku 

, tada је za ';vako. с! > о ,svako 'k Ас >ОЧ О 
$& е\·· (ё.о E~ tf.f), d I '~,c:.clf.t~)I~ '1'tcJ1(~)'p.1 (+) , ~ . 

Pos1jedica 2.6.1 slijedi lZ leme 2.6.1. 

Ostaju nerijesena sljedeca ауа problema : 

l) Neka su t.At (~) , '" ~ f,l.. . . . i f(-"J neprekidno dife-

rencijabi1ne па jedinicnom disku 1) funkcije koje u tacki 

''S:::.~ € ~ irпај u teti vne granicne vr:i. jed.no sti 1 .. (5,")::: fAJ".':S/ , 

~=4,t.t .. " i t(S.Y)cc.J(~) za svako trE-Вt. ,,~sС.(-~,~), 

i 



,f.Цf>-iЕ:,s ~Ч , i n~ka ;је ~(d-'1С(dРг:.)Ј~/.ј)) <~, (),9< ,Ј«ј. . Ј-,кс) 
~ fi~) Kade ,џ ~ C><:I па SVei(OI~ kO'1lP" ktnom Бkuрu o1)lasti 

4(-0) i ако је '-~: cJ.",J~) = Q(~) ,Onda, da li је 

Vi~O) cd 1. Е:( о, ", '1)) (:; -ц.: "'. (-t)) CY"f > '",о) С ot I'J'1G cff~(:zJ) ,/ ј; Је ~ )? 

м ,:', l.., . . .. 1 !(~) nerlrekidno 

па jedinicnom disku 1) funkci ј е ко'ј е u ta-

r iш&јu teti vne r;ranicne vгiј ednosti !А.Ј~'(')::-СЈ~(t') ~ 
i flSt'f) -= (.ЈС,» , za svako Cf,= В ~ '&s се -~, ~) , 

W~-j l>"S =: ц ,i neka ј е-

, У? >о) ( ':ј «~ (О,':Ј ,4)) (Ј ~o -::; цо~I<.)) (.JI14 >~<J ) (~1rJ 1.,d~{~ I х( ~Ј <:.t ) • 

T~~):::::: р.;!) kada A..t ~ оо па svakom kompaktnom skupu obla.sti 

:,/Јл [-&-) i ako ј е ,/!.tл.ч ~~(~) =-l.JС"'t) , onda , da 1 i ј е 
,... А-400 

... . /~~df(-t)Ip.(~) < .~! 

Теогеmа 2.6.2 moze se dokazati koriscenjem rezu1tata teoreme 

;2.6.1 i posljedice 2.6.1 ро ~emi ро kojoj је dokazana teorema2.5.3. 
r\ 

Dokaz teoreme 2.6.) izvodi se pomocu teoreme 2.е;2 slicno 

'kao dokaz teoreme 2.5.4 pomocu teoreme 2.5.3 . 

5. Definicija 2.6.2. Neprekidno diferencija~i1na па jedini-

спот disku D funkcija f--e) pripada k1asi funkcija ГРес.'); 
о ~ о( <. 1.. ,ako ј е и ("f-/.;!I f' l~qclfаЮll Р < C>t:J 

о ~ tX. <1- . onda postoji Бкир Е 

1 ) • 

.[7 
Ако је 1RJt ~ , 
, Со.! (Е) =: о , 

Теогеmа 2.6.4 (/ 10 / , teorema 

sa 
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lk.va da ј е za svako 5·~:eE r' IЕ. i skoro svako 'е б (-~ ) Е ) 
'2.. :t.. 

ltegral L (t,y) konacan а odgovarajuce teti vne granicne vrij ed

)stiПЈt<'~\'f) medusopoт su jednake • 

Nije tesko vidjeti da za klase neprekidn~ diferencijabil-

i.h funkcija , о ~ о( <. 1. , vaze sljedeci rezul tati 

6ji predstavljaju poboljsanje , u skupovnoт dijelu, teorema· 

'.6.3 i 2.б.2 za te klase funkcija : 

Теогета 2.б.5. Neka su ispunjeni uslovi : 

, 1) 

; 2) 

.f~l::e) Et гrO(' О ~ о< < i 

tt~) је neprekidno diferencijabilna па jedinicnom 

:isku D funkcija, 

~(~) ::: f(.~) kada ~ .., о<) па svakoт koтpaktnoт skupu 

.iska р , 
QO 

4) L '\ (.(-'~\)~ "~~clt,,,tt:)Ј-I?qЈ:f(~II~Q< со • 
'" -1. . 

Cada је t~)Е:-rrol i za svaku tacku 'S::.t*.fC:V/E ' ~(E)=o, posto-

ji skup & 'S ,~ с. (-~ ) ~ ,щ~..а g s'=- [t _ , takav da је 

z;a svako 't<Е:'В..> ,.::f~c.!>,'t)=~'\(t'S), f('S,'f)C:Cи(~) i 

~ cJ'A,t(S) :=.(.Ј{'». 
t(~CIC) . 

Теогеmа 2.б.б. Neka su ispunjeni uslovi : 

1) tл... {~> , ., su neprekidno diferencijabilne 

[1" Ј l ~)y~и D .. ; ~nkcjj:~ , 

') t c..~)€~) O~OC<!., 
3) fJ~) ~ ~t~) kada .џ -? оо па svakom koтpaktnoт .skupu 

ciiskэ. D ,1t'lq.cllчr2)/~/7'2Qс:/.r2.}/ bc/t:;,u-c>o/ 

4) Н(1~)с(tlfRдЈ?(~]f2-11-)'I((-!"lff91qј~/"kаdа .џ~ о(:) , 

{f~kt~)~ niza ~ ~ (~)J tаkзv da za svaku 

C~ СЕ.) ::: о , postoj~ skup fiS ' Ћs C(-~,~ , 
Tada ppstoji podniz 

t8cku ~~ ... €:: f-I Е ' 

, . 
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АЈ/#4 B~ ":: ct ,takav da је za svako 

. 4',1 \_(.Jt~) i ~iAЦ ~ (~) -= Q'(~) 
j'-~I'f 1- t:.~oo Је • 

Primjedba 2.6.1. Za teoreme 2.6.2 i 2.6.5 vazi komentar 

slican kornentaru koji је dat u prirnjedbi 2.5.3 za teoreme 2.5.3 

2.1.8 • 

Prirnjedba 2.6.2. L.Car1eson је dokazao da ako se pretpo-

da su funkcije iz k1ase ГГО( , о ~ о( ~.i, ,apso1utno 

.. neprekidne kao funkci ј е od fJ- prl skoro svakom т2. i 

funkci ј е od rz... pri skbro svakorn i? •• , е.=-Ј1е.' ,tada 

imaju radija1ne granicne vrijednosti za svako ~:;.E-f' 'Е, 
\ 

= о • Otuda ako ::se u teorernarna 2.6.5 i 2.6.6 pretposta-

su funkcije ..fч(~) , apso1ut:qo 

neprekidne u gornjem 

radija1nih granicnih 

.<> 

smislu , dobili bi da odgovarajuci nizov.i 

vrijednostiniza f1Cf(~)1 konvergiraju 

t!' ka odgovarajucim radijalnim vrijednostima funkcije 

~. za svako s-=-~'''e f/t;.·, ~(E)::;:. о . 
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G 1 а v а 11I 

L О К А L 1 Z А С I Ј А U В о R Е L О V о м 

s м I S L U 

u ovoj glavi ве izu~avaju grani~ni problemi za теготог-

'Гпе , cHli.J.liti~kc i neprekidno rliferencijabilne па jedini~nom 

uisku D .fun]{'cije,ko,ji ви slicni problemima ko;ii ;::;и izu~a-
&:ani и liГ1Ј.с;ој e;lavi OYOe~a rada • Naime , rezul tпti koji su do-

.kаz~шi u c1rugoj glavi za' r:,ranicu 

;ргоizvоlјпе Вогеlоvе s.kupove ~ 
r 
, 

diska D ргепове se па 

~ с:\' Г , te вто и 

,tоiЛ smislu ovи glavu nazvali 11 Lokalizacija u Вогеl0уоm smi-
." 

'slu 11 • 

Kako вс rezultati оуе glave mogu dokazati tehnikom ва 

kojom зи dokazani rezultati u prethodnoj ~lavi , to 6ето Бе 

u оуој C1avi uglavnom ocrani~iti па Iormulaciju njenih rezul-

tаtз ва eventualnim kratkim паротепаmа kako ве oni dokazuju • 
ft . 

Рип dokaz da6emo jedino za jednu teoremu jedinstvenosti u hi

perboli~koj metrici , koji ве bitno razlikuje od do~aza osta

lih rezultataovoga гаdэ i koji irna samostalan zna~aj • 

KOllverp;encija 

meromorfnih 

nizova -f t~(~, у) } 
funkcija Т Ь i 

u klasama 

T~ 

1. Na pocetku dajemo nekoliko osnovnih oznaka koje сето ko-

riGtiti u ОУОј glavi 
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;";:1 G" & оzпэ.С ;VriCemO 

ргоizvоlјап Borelov skup Ба 

, п s а 11 uc:r::) Н Ь 1. п t е [; г iJ ]. 

И Шс) Ј'ХЈ(ј , iE " А:' + (1- . 
6'& 

, nRpominjemo da oznake .ko;je зто kог.l.;:;С;ili u Uvodu, 
, 

1 drugoj glavi а koje се biti kori~6ene u ovoj 

·':с~lзvi, .Lшn,2 е .l.sta znacenj а kao и Uvoclu, Gl,CJyi.1.: i. (~l :lvi :::: I .. 

t 
{С ;). Ik~J'jIlicija 3.1.1. r'1егогпог.fпCl па ciiskl.l D 
) , [LЈП1,с i.j:'l ~ (~) ргiрn(i:lklэс;i fllпkсi;јCl 

. 11 ~ (fl.r)) l/ 1; ..::: о() 

Granicna svojstv~ klase funkcija 
.~ 

_: ~:~ ,.1 r~~ .:l \": 1 О ~~ Е: 

л • i\j .. Л ,ј г ар е t ,-ј ал , I ,? / , I 4, I .. Оп ј е (1 о Ь ј, о s Ј ј (:'; ј е с: :! г е z u 1-

Il'со,:,еrпэ 3.1 .. 1 (1 г 1, teorema 3.2.1 ) .. Ako ,је 

~(?-)<E:- rpf>, оп(јn ;је : 

1) 2',,'l s,mko fiksiга~ю 'е Е' <::- i ) 
iпtе[т,гаЬilљэ funkcija argumenta 

'») 
с па ::,kupu postoji skup 

tL ) 
2-

-€!--
Ј!: 

Ь-1 

, fHnkcija 

, ~=-t.i17 E~ Ь 

Lf (~, \f) 
ј 

, ~,Ц е4 th -=- ~.LI1!.4 &,' 

,је za svako fiksirano fr , 's ::; е l-tt Е: ~ '1 , funkcija 

ifJtec;rnbi1na .f\lnkcija argumenta \.1) V! (i:i-) \" ,f:C-Z:)~ , 
,,:;vaktl 1 ('ijedr~,~t -& t ~:e.iв- Е- Ь 1 , :i svako <е1 i 'f 2. , 

i С ~( ~, '(\.) < 0(:\ '(>'1) "f2- Е: (-%.' ~:) , za ](f)je је L.f. C'S,'f'l) <. ос 
P()~yt:.)~j(: t(:I~ј,vпе e;ranicne vгiјейпоsti ~(Sf'r1) 

Ч) za nvakH vri~ie(inost 

1 t ( ~ I '1'1-) 1 

, :S::: е 1'~ Е ~/1 , l 

te'ti у:-'! ~ Сс., , 'f) 
\'E:(-~) ~) t 

-~ ,ј '':' }- -teti-
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Nарmепа 3.1.1. Ni z tacaka {~4i ~ 

Р -niz fuпkсiје t(~) ako је : 

, ц 1: 1, 2., .' ., 

је 

1) 

2) 

.t:,щ I ~'C \ = 1. ) 
"''''-0 

za svako ~ "> о ~ proizvo1jan podniz f ~..,~} niza ~'l., ~ 
f: fl1пkсiја .ft~) па skupu И 1х: ~~D,J~ (i.i~~)< ~~ 
~ ~::~ . () 

uzima 

~'.. beskonacno cesto sve vrijednosti '1у sfere Riеm'iiппа ЈС-
f" . 

! osim najvi~e dvije • 

Napomena 3.1.2. Teti va llt., \f') zove se р -teti уа 
ftЈпkсi ј е Jc~) ukol'iko sadrzi barem ј еdап р -niz • 

Isticemo da је V.I.Gavri1ov, / 13 / , prvi definisao 

, 

ројаm р -ni za i ро ј ат ? -teti ve za шеготогfпе па ј edinicnom 

di sku D funkci ј е . 

Koristeci teoremu 3.1.1 mozemo dokazati sljedeca tvrdenja: 

Теогета 3.1.2. Neka su ispunjeni us10vi : 

, 1) f~(~)E 0/&, I\.t:.4,2". 

2)f. ,~) Е- М( D) , 

3) .р l J?~ J?':t) kada ~ ~ оо , 
ј,ц ~) -=-,,. t 1-

4 ) t:::JД .L- 11 '~c.fM(~)- ~fl~))l /f B -" оо .. 
t\f .:1.1.. ..р rr1 & . . v :\~ 

'Г<ldэ ,ј е j{~) Е:- Т 1 za svaku 'tacku 5-~ с!:: 

р()эt;О~јi skup ~- 's 

')", '~V' Ј lro \f' t Е:> ~. I • . (.А '. . , .,. 

, ~s c..l-~ )~) , ;(Ц{"~~s.:: U 

, t ... ~'SI'f); c.JHt~) , t(~f'f) :=-(.J'C~) 

'l'еогеmа 3.1.3. N eka su i spunj eni us10vi 

1) .f""t 'r) сМ (D), ,џ =- 1,7 t , 

tt~)~ тr~ , 
t.ч (~) .& t(T) kada , 

4) "f Cr,}'l-)) 11 ~ 11 'St ft~)) '1 & 
~ , 

kada 

, 
, takav da је 

i €iА.Ч (J ... (~):::: 4)(\\. 
oЦ~OQ 
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. '1'.-1(111 post~ji pouniz {-f.t.(;~)Ј niza i f.ч(~)Ј tcзkav du. za svэ.kn 
tacku 'S=e~E. & I Е ,Щfi Е :::: о , posto~ii r;kup PJ~ , 

, е,:Ј' c..l-~ I ~), .L4f4tS = ц , takav da је za svakll tackll '('(:- g-s. ' 
.e(~I'()=GUoи(~)' f('~,'е)-=Ц.Ј(.~) i ~''<.Ц. ~ (~)=-G(S.) • 
T.&f f::. "fc:.. " ~ " 

Теогеmе 3.1.2 i 3.1.3 dokazuju se slicno као teoreme2.5.3 

i 2.7.4 

Posebno skre6emo ра~пји da se u dokazima teorema 3.1.2 i 

3.1.3 koriste rezu1tati iz 1.2 1oka1izovani u Borelovom smi-

81 и. 

~. :pefinicija 3.1.2. Meromorfna па 

fl.1nkCij~ t(~) pripada klasi funkcija 

ако ;је Il(<(-ltОIf{.f*,)(~с.f(t})1~ и<~. 

A.N.Ajrapetjan је takode izucavao granicna svojstva funk

citlFj iz klase 'Г: ' ffft)E:. <; uift. Za te k1ase оп је dobio 

sljede6i rezultat : 

Теогеrnа 3.1.4 
& 

( / 2 /, tеогеша 2.2.1 ) • Ako је 

rp 11 ' onda ј е 

па skupu ~ postoji skup Е 

d ' k t V k ~ _- D'~ 21 Е f k" а Ј е z а s va u а с u :> '-..., р нп ~ с l Ј а 

skoro svCJko ~ ,~E-(-~ 1 'i) , 

, (!II (Е..)= о , takav 

f,-f(~''f) konacna za 

;») ZГJ svako е- , ~=-.!~e g /Е.., ~1 i 'ет ~ (-~) [) 

;'.," f':O,jC ,'је lJ.f(~'~1) < ~ i lf($t'f1)<~postoje tetivne granicne 

v ['i ,ј еdпо.зti :f(sl 'f1 ) ,t ('S( '(1) i t('S ,'е,) ::::: fCS I 'f ~) > ' 

3) z.a svako 'f~(-'I, ~) i ~::..i".E; В/Е za koje је kf ('5t'f) == оо 

tеt~,vг t(S\'e) је 'р -tetiva fu:ckcije :f+~) · 

Ako је , klase funkcija 

." 

il! 
'.1 

1'1 

~ 
bl 
I',~ 

1" 

iii 
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аzпаСFJvа6ешо sa • 

Nije tesko vidjeti da za kJase funkcija , 
va~e sljede6i rezu1tati koji predstav1jaju pobo1j~anje teorema 

3.1.2 i 3.1.3 za te k1ase funkcija : 

Теогеmа 3.1.5. Neka su ispunjeni us10vi 

1) t.ч{~)Е- т:, O~O{-<. 1- , М= ~,2.J" , 

2) f~'ё)~'ttЈ2.) kada A.I~tX) , 

3) rL:r).E1'1lD) , 

'+ ) 
оо • 

Pada 

postoji skup 

i za svaku tacku 5~t.\\:,f,IE' ~ot(Е)-о 1 

':\., !:>~ с. (-~ ) ~), Щ-(:1,,\!>s:: ci:' ,.takav da 

је za svako '(> ~ B~' , f ..... {~, '(') -= CJAf(S), fl ~a~) -::. Ц)(~) i.цщ CA)J~):: CJt~). 
I.I~~ 

Теогеmа 3.1.6. Neka su ispunjeni us1ovi: 

1 ) fjЦ (~) Е:- N ( О), .ц:: f I '2 t . • • , 
2) f(~) Е:- Т ~ , O:S с<..( i) 
3) J~(~) ~fl~) kada ,ц ~ со , 

4) 1\(1-I.Н)о( [~lfN(~»1Lt)~ ~ " (1-Ж\"" (~ (~(~) 1t "& kada ..v ~ оо • 

rrada postoji podniz ~.f#.(k(~) Ј niza {f~(~)~ takav da za svaku 

tacku 5':::~'\·E: BIE, СО! (fi).::o , postoji skup . B~ , 

.u.c~,,\ &~ = и~ ,takav da је za svaku tacku 'e~Ь~ , 

~ -f(t;.r'f) :::::.tJl~) i -!i"-Ц c.J...,:.~) =.cJ"(-.;..) • 
'1 ~""(IIO 

.~. Ako u tcoremama 3.1.2, 3.1.3, 3.1.5 i 3.1.6 pretpostavirno 

, 

(ја :зu fuпkсiје t(e) i t...'~) , .u :.1,:.l, . .. ,погmа1пе u sтis1u 

I,аh·tэ i Virtanena .. tada bi uтjesto G·"'-JIoIC. еЈ",,{,» :. '<Ј(,,;) , odno-
.ц...,--о . 

зпо .е.'А.Ц. СЈ (S)-=-l.cJl~) vazi10 da је .e.l·~.p .... (e~)=f<e}··), od-
,- 1:: -~e>O ''''*к , .A-r ~ 000 1--
позпо .е,.',џ..4 f,f.t (е'''=- ј(е1д-) . Znaci, uтjesto konvergencije 

k..,.-O 1< 
tctivnih granicnih vrijednosti iтa1i bi konvergenciju ugaonih 
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granicnih vrijednosti • 

u / 46 

{(~) f; чт:" 
/ је dokazano , teorema 1 za ~ -= ~ ,da funkcija 

о<. -==- о ,и svakoj tacki 5=е\в.е 8 'Е . (! о (Е )=-О , 

ima ugaone granicne vrijednosti • Koristeci Бе time nije tesko 

vi(ijeti da u te,?remama 3.1.5 i 3.1.6 za ех::: О umjesto konver

gencija tetivnih granicnih vrijednosti iтaтo konvergenciju ugao

, nih granicnih vrijednosti • 

Isti takav rezu1tat bi Бе dobio za k1ase тeromorfnih па 

jedinicnoт disku [) funkcija t(~) za koje је 

/1 (1-/~)o( Cf(f{~»)J"I/b <. оо ) о :5С(.<.{. 

3.2. Konvergencija nizova {ј.ц(е 1 ·6,)} u klasama .. 

analitickih funkcija грх &i '7':8 

1. Definicija 3.2.1. Analiticka па jedinicnom disku [) 

..р rт1*8 I 
fun,kcija ,l:r) pripada k1asi funkcija " ako је R\fl~)lIk.'X) • 

r. 

Za k1ase funkcija 
т~~ 
1 A.N.Ajrapetjan је dokazao slje-

deci rezu1tat' 

Теогета 3.2.1 ( / 2 / , teoreтa 3.2.2 ) • Ako је 

';1;:.,) Е: '\''* Р.., onda ~" : 

.; zc:! ~vako l'iksirano 'ft:-t-~ I~J ' funkcija f~(St'f) 
iпt~'~Е~ггЬilпа funlj:cija arguтenta.g. ,~:.i& €: ~ , 

;') па skupu t postoji skup '&1 ' ще-\-~::=,.ш.е.\В1 , 

tuk~'v da ј е za svako fiksirano , ),::('1t".e:: ~ 1 , funkcija 

~ft5(~). integrabi1na 

3 )i'unkci,l а f l=t;) па 

funkcija argumenta '('E;-(-~J~) , 
Ъ1 lma kопаспе ugaone granicne vrije-



91 

dnosti , 

4) za svaku tacku S::.i''-~1 i svako 'i'E:(-~)i) iтaтo da је 

f t t t;,'f) ~.,.ca · 
Koristeci se tiт rezu1tatoт тozeтo dokazati sljedeca tvr~e-

пја 

Теогеmа 3.2.2. Neka зи ispunjeni us10vi 

1) f.ч (~) l:: rp'1t 8 , 
,ц:::. "~" .. 

, 
2) fAl{~) ~ f/~) kada Ц~oO , 

3) fl.c) је ana1iticka па jedinicnom disku D fun.kcija , 
4) 

оо 

L' I If1t~)\ -1f'(:fl) \ I1 i оо 
iЏ::.L. 

'.rada је tG)€:TBi za svaku tacku S:~:e.E tk=" ...щ-f"~ :Е - о , је 

Теогета 3.2.3. Neka зи ispunjeni us10vi : 

1) tAIC (~) 
D 

, su ana1iticke па Jedinicnom di-

skuYfunkcije , 

2) .fl.=t:)t Т*8. , 

3) tM (r) C~ f {-t) kada џ~ ~ , 

4) 1I1!~(-t-)-, 11& 11 '1'l~>I '1 lS fl kada ,ц ~ оо • 

Tada postoji podniz 4:f"f (~) Ј ~iza ~ :f"Ч(-2:Y:f takav da је 
. "- . 

-&,',щ ~.ц(е"'):::-.-Р(,it~'Zа svaku tacku ~=e'ct-B ЈЕ, ~.f>'3Е =0 • 
~>9' 04 1А 

'1<. Т 

Definicij 3.2.? Ana1iticka па jedinicnom disku Р 

Гtmксiја f (::е) pripada k1asi funkcija 'Т~ в.. , j.fЖ Е:- ~ и~ 1. Ј , 
Clko је 1!(-1-RI)t!(1-lf/) (t~~))'2..1JB <+00 

Iz definicija 3.2.1 i 3.2.2 slijedi da је 

za ::]vako llH) €: ен и 'tf · 
Теогета 3.2.4 ( / 2 / , teoreтa 2.2.2 ) • Ako је 

tt~) t 'Г~: ' onda fuПkСiја-tt::е) ima konacne ugaone granicne 

, 
"' 
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vrijednosti t(~t'~) za svaku tacku ~:::i~eBIE' QIf СЕ.):: о 
а" odgovarajuci integra1i ff(S'~) su konacni za svako 

'fE:(-~» i) 

Slicno kao u prethodnom paragrafu , ako је 

р ~ о( < t. , k1ase. funkcija rp ~ в. oznacavacemo sa 

, 

Za klase funkcija , , vaze sl tiedeci 

rezu1tati 

Teorema 3.2.5. Neka su ispunjeni us10vi : 

1) t;ч (OZ) Е: '7'; ~ о 6- Q( "" i ,~ -:::: f IL, ' . , 

2 ) tol( t =t) «.~ {(~) kada Lt -+ OOQ , 

3) :f (.<) је anali ticka па jedinicnom disku D funkcija, 

()о 4) 
Z- '(.f-lfi)oI. С t1~l~)\ - '~'(t)\'1' "в <+0<> . 
~:! . 

Tade. је ~:r)t-7': Bi . 

€t:щ-t.чсеiv) := 1((.1") • 
At ~fJIO; 

za svaku tacku ~=~81E' ~ (Е)::: о , је 

Teorema 3.2.6. Neka su ispunjeni us10vi 

1) tч(=t) , IJ=i(("l" '" su analiticke па jedinicnom 

disku [) funkcije , 

2) :?('i';) Е: rr~a , O~ ~ ..(~) 
7,,) .:fll( {?:} ~~ i ."-?-) kada А...с -4 ~ , 

4) 1/ (-(-(~OO( /Јт'стЈ 1 ';l '/В ~ (/ (f-НJ )0( Ј f't~) //1 kada Ц --z# оо • 

'Гаdа postoji podniz ~ .:f..чl~)Ј niza..J ј-ч l~)~ takav da је 
-Ri~ч ~ЈЧk.(е~):::: ..е/е?'.,,) za svaku tacku S ~~.,:e-c= В 't=., ~ ( Е) == о • 
I!...."o<> l' 



, 
'О 

93 

:3 . ') . н 'i Р е r Ь 01 i с 1< а v аг i ј 3 С i ј а t; е t i v п u а k 01 i. п -:, 

tacaka Е'а tou 

1. Ле,fiпiсiја 3.3.1. An.aliticka па jedinicnO.rn disku D 
,fuпkсi,ј~] t(Z:) ,lt(~)1 < 1. za svaku tacku ~ Е: D ,pripada 

:kJ :'if;i ,fLlnkc ija rr t & ako је \1 ~~ (f(~)) \\~< ~ . 

O(~ fi nicija 3.3.2. Anali ticka па <1 е~iiпiспО.rn йisku D 
Сllпkс'iјо i(;c) , It{r.)I< i ZH svaku tacku ~ с Ь ,ргiраdа 
l; 1'1 ЕЈј r 1][1 k с i ј о. 'г ev Е> , .ц l t) Е С ft V { t ~ ~ а}; о .Ј \~ 

Н 
~ (~-I~/) t!(1-/-r/) [~e.(-:fl~))1'2.11 < оо . 

1z definicija 3.3.1 i s1ijedi da j€~ 
........ 

7.~ ?vakO.-»н.)~С»U{t1 . 

'1\; <.) re m а ~., 3 • 1 • Лk а ј е t( %:) 6. гг t. ~ , о п (1 ;': :ј ': : 

1) :,~Э svo kO. fiksiгапО. 'f t (-~ ) ~ ) 

i IЈU~'!~Гilt),ilпа fuлkсiја аГi,;umепtа ~ ,'s:::.el~ Е Ь 

?) n,'l skupu ~ postO.,j i SkHP ~.., , ~ e~ ~ .u..f.e~ Ь1 
j~')kav da ;је Z3 svaku fj.ksiranu vrijednost, -е- , 5-=-eY~ Е В1 , 

integrabilna funkcija 

3) :Гuпkсiја fC-2:) па skupu Ь1 
(~псv.гi.ј ednosti ) 

агguшепt;r.-~ 'f 

ј е konacna za svakO. !; ':::. ~1'-& ~ ~-1 i 

rrt. B ~.i 'ГеО.гета 3.3.2. Ako ј е :fc~ .. ) Е: tl ' 1+ Н:) €: Сч и{ ~ ~ , 
t;"lC!;\ n'J зкнри Ь postoji skup t ,с!..н СЕ) :::: о , t;a1{,-'.lV 

(Јп Z:I ':"!(lkll tclcklJ, s=ie..eb/f.. pO.stO.tje Щ;ЭОnС gгапil~ПС vгi.јеdпо

;:t;:i t te,.l'9) f'\lпkсiјс -t-(.:;c) 3 оdgО.VЭТсlјuсi integrali ,1; (~\'t') 
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[;]Ј k о гш с п i z а s v ak о 'f Е: (- U I Ц. ) 
2. 2. 

Теогеmп).5.1 ~je pos1jedica t;coreme 3.1.2 iz / 2 / ьаје 

;је ut'i:) = ~t(fl~)), 1ете 2.3.1 i 2.3.3 iteoreme Lindelo.fa 

( / 24 / , str. 36 ). 

Теогеmа 3.~~~ је pos1jedica teoreme 2.1.2 lZ / 2 / gddje 

~le {(lt):::~.t,,(t('r))., lema 2.3.1 i 2.3 .. 3 i tеогеmе LiШ.iеlоfг 
( /?4 / , str. 36 ). 

t;.'1. t i : 

Pos1jed:icn 
eu~ '", ., у 'Z!:..' ,., rтr . 

1 .• е ка Ј ::", т L 'Ј ~. I 1 .·'е Е 1 с.. Ь 

[~!':llP tnc,~:ka ~ -=.еу-е Z'.l ко.!с POf~tC1je иС' <)ПС i:'ТГ'.пiСпf.: 'Jl'i~t~(ino-

:; 1.; i ~(el'i)-) z а ko ј е ј е I :f\el'~ I ::: i" • 'I\Id. '3. ј е .(ц e~ Е 1 :-::. о 

.f> lТ1 f. ~ "'-' 
т t ~) t: I Н ,н. (t) Е- ~ Н u { t 1 
5::: e1'~ za koj е posi~oj е ugao-

Pos1jedica 3.3.2. Neka је 

1 l1eka је Е., с ~ ~:;kLlP tpcaka 

П~ grnnicne v~jje~~a~ti f(~&) za kOcle је f{.teYe')1 = 1. • Tada 

Prirnjcdbn ,3.3.10 

k1ase f1Jnkcija ттте... В 
Iz posljedica 3.3.1 i 3.3.2 slijedi аа 

1 т е.. в ,и Н-)E-~H u, -{ t~, imaju 
tf 

ггпzал pгe~c>~je~: Б" Seiciclovorn kJ.asom ал::т1iti,~1{ih па ~jed.inicnom 

,; ј,'; k l' D 1'\1 Г, К С ,ј а . 

u k1asama Копvегс;епсiја ni,'.;ov', 1 f...,(eie) 1 
ana1itickifI furkсi,iэ. тг~B i 
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disku D funkc'ija rp г. в mozemo dokazati sljedece teoreme: 

Teorema 3.4.1. Neka аи ispunjeni uslovi 

1 ) ..pt~)·,e.. m ~ f!., ТN. ~ ..:;;., ~:.~ ,2.. . .. · 
2) .f.c (~) .g., f t~ kada.Lt .... ос) , 

3) rt~)~' је ana1iticka па jed inicnom disku 1) funkcija, 

оо 

L u ,~t(r.чl~))- ~t(rt~») I U <. + оо . 
4) 

1Ч;:::.1 t, 
Tada је .tt~')'= rr !. i .fi.-..ч.-f>~te}4r)= t(~J"") za svako s:::..t.'-Е:ы�.)) 

т A.t .... -o T~ 
л.цt~ Е -= о · 

Teorema 3.4.2. Neka Би ispunjeni uslovi : 
'\ 

, Ц::. ft~, ... ,Би ana1iticke па je'c ... inicnom disku 

D funkcije, 
." 

2) f{,~)~1fl,~ , 
3 ) tAl (-?:) ~. t L~) kada ,ч ~ оо , 

4) П ftl.Cf ... U-»)It -9' 1I se(f'~») 11 kada д ~ оо • 

Tada postoji podniz {.;. t~)3 niza .f.. f.ttl1:-)) takav da је 
• f(. т . 

...fiщ ~(C·)= R,~\~) za svaku ,tacku s~.,. Е: t IЕ ) .щt'С\- Е == о · 
~~T~ ~ . 

r. 

2. 
r ~ 

Ako је ..ц.tk):::r. - ,О ~ ()i <: ~ 
1.;& 

, klase funkcija "1' .... 
oznacavacemo аа -t~~!> 

Za klase unkcija 7 ~ в. , о S а( < ~ , vaze sljedeci 

C'cz;.;1tati : 

Teorema 3.4.3. Neka аи ispunjeni uslovi : 

-f пr-2. 8 <. 
1) "1јЦl:С-) <€:;"'. о(. ,0-0{< ~ ,'11=::.1,1,.,., 

2) f~(:t) D,I~, Тt:t) kada ,.џ -') о<) ; 

3) ~t=G) је analiticka па disku Р funkcija, 
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оо 

LI_) L I( (-f-Icl)o( [~e.C~Lr)) - ~e. (~t~))1'- \\ t ~ оо . 
.... :'" 

Tada ј е t('C) €- 'Г: ~ I<~fчt~"'~~) za svaku tacku 'S~~'6-~ '& I Е , 
Cot. (Е.) -=- о · 

Теогета 3.4.4. Neka su ispunjeni us1ovi, ,: 

. 1) , ~ ... i f '1., ... , su ana1i ticke па ј edinicnom di sku 

D funkcije , 

2) tt:t;) Е rp ~' , о ~ 0(.( ~) 
3) tAlt~) 1>~ f 1.2') kada ". ..... ОС\ , 

4) l' (t-I-г-\ )~e..(:rl~))1"t.11~ U С\ - h:t)"" L. ~t.(-ft"t))11..tl kada 

Tada postoji podniz {~~-)3niza {f.ч~)1 takav da 

, "" za svaku tacku S:.~e-E::BI е., QoL <.. е.) =- о . 

tt( ~ о() • 

ј е .{'Аи .:f~(.t1.):It f(~'&) 
k. ... е() 1<. 

3. 5. Konvergencija nizova l tA.(ls,r)} u k1asama 

neprekidno diferencijabi1nih funkcija 

тr ,Ь. i тр ~ 

u оуот dije1u trece glave izucavaju se konvergencije nizo-
1" 

уа tetivnih granicnih vrijednosti za neke k1ase neprekidno 

diferencijabi1nih па jedinicnom disku D funkcija cija је 
granicna svojstva izucavao A.N.Ajrapetjan, / 2 / • 

1. Definicij 3.5.1. Neprekidno diferencijabi1na па jedini-

disku D funkcija t-t~) pripada k1asi f~nkcija 

ako је III~~ft~)'" <О() 

Теогеmа 3.5.1 ( I 2 1, teorema 3.1.1 ) • Ako је tt~)~тra, 
tada је 

1) za svako fiksiгапо'fЕ=-<"-~)~) ,funkcija L.(.,'t) 
.,' 
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integrabi1na funkcija arguтenta -&- , :s - гС" fiir '& , 
2) па skupu & postoji skup '&1' ..щц& = .(Ц.(4lS.. , 

takav da је za svako 1r ,'S=~ .. €:- &., , funkcija ll"', 'е) 
i integrabilna funkcija arguтenta <е ,'fE;(-~)~) , 

.в- Ј.12 --3) za svako ,'S>-t: Е: D", ,i svako 'f 1, "2. Е: <.- \) ~ ). 
za koje је L С+,1.,) <tЮ i h (в- ,'f~) <ОО, postoje tetivne gra-

nicne vri ј ednosti =tt'St 't1) ,it"Sc 't 2. ) i ft'Sl'fi) = ~(:s ,11.) • 

Koristeci Бе naprijed forтuliaanoт teoreтoт za klasu funk

cija 11 Ь тozeтo dokazati sljedece rezu1tate 

Теогета 3.5.2. Neka Би ispunjeni us10vi 

1) fMl") ~'1'!. , ~-~a'}," , 

2) fАСlё)::; ft.IC) kada A.t. ~..,() па svakoт kompaktnom skupu diska 

о , 
3) 1Ec~) је neprekidno diferencijabi1na па disku 1) funkci-

ја, 
со 

L. "IIf1QЈt,..(~)I-lзм~ft~l\ '1 в < О(). 
Jt..\-=.1,. . 

4) 

rrada је tt~)E:: rr~ i za svaku tacku 'S~"~BIE.' .,Lt.t.f4-E=o , 
postojiskup f>s. ' Ь~ с C-%:)~) ,AtI#~ ~ =-ц , takav da 

zj е za svako 'e~ '& ,.р t~'f)=cJ (~), .р (S,i);: СЈ(!.) i eu.ч CJ-ч Ls) = bllS). > Т'" .-, Т .ч~-о 

Теогеrnа 3.5.3. Neka su ispunjeni uslovi 

1) tJ;:) , Би neprekidno diferencijabilne 

(::1 (Jisku D funkcije, 

г) t (ОЪ) Е- rr ~ , 
3) t" l~) ~ t(~) kada ,ч.-.. оо па svakoт koтpaktnoт 

dicka D ,J'f!-tld/"l2Ј Ј::$ IqЛаdlr~)Ј /::-qe/q, -и~oO) 

4) 111'('t~}t~)III~ l' t~"f{~)r)1 kada .u ~ о<) • 

skupu 

Tada postoji podniz {~~~)] niza i :fMt~)~ takav da za svaku 
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2. Definicija 3.5.2. Neprekidno diferencijabilna па jedini

спот disku Р funkcija t L:t) pripada klasi funkcija гr ~ , 
.ц.~) Е: с;, U {t. \ ' ako ј е ,,(.( -ЊI) И<,(-/~) '~~ fl~) J:l. '&<00 . 

Теогета 3.5.4. ( /2/ , teorema 2.1.1. ). Ako је~L")Е:-"f:, 
onda 

1) па skupu Ъ postoji skup Е 

је za svaku tacku 5='~tIE funkcija 

, с .... (Е)::::: О, takav da 

Ь (!1, у) konacna za skoro 

svako tt> со (-.[ ) ~ ) '. 
2) za svaku tac~ku s=i~ 'в 'Е i svako ~1' ~2. Е- (-~ t .[) , 

za koje је l (~J'fi)<' о<) i Ь. (.,'t~) <оо postoje tetivne granicne 

vrijednosti f<.~'t.\) i tCs,'f~) funkcije f(~) i f(S,'ft):. tt~'t:a.). 

Ako је .u (i)= L ,О ~ о( < i. ,k1ase funkcija ~~ -i:1-.... rт 

oznacavacemo sa ~~. 

Za k1ase funkcija гr~, O:S: о( <!. , vaze sljedeci 

rezu1tati : 

Теогеmа 3.5.5. Neka su ispunjeni us10vi : 

1 ) ttЧ.l ~ Е:: "'г ~, о ~ о( < 1. ,I'U -= .f 12, . . '0 , 

2) .fJ.{ L:t-) =: t L -=t) kada М -. СХ1 па svakom kompaktnom skupu 

·-!is)rл D , 
;~)! t (~) j~ neprekidno diferencij~bi1na па disku D ј 

funk:-
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.f!.t'A.ц СЈ Јос ( » :: СЈ"" l. -w;.) • 
A.I .... oo 

Teorema 3.5.6. Neka su ispunjeni us10vi : 

1) , IЦ =",2, .. . , su neprekidno diferencijabi1ne па 

jedinicnom disku D funkcije, 

2) .f (,~) е т: , о ~ ~ -< l ~ 
3) ;f.ч (~) ~ [(;г:.) kada .4( ~ оо па svakom kompaktnorn skupu di

ska D ,Itpz~d/~rt}/~ lr-с. cI /lt)) 401Q M~coQ Ј 

4) /1("-It/}о(/~~l~)/2.II-'1ЈЈ{.(-жf'''f1~kаdа .и4 оо • 

Tada postoji podniz ..f.:f..,~:t)3 niza {tMl~) 

tacku s~'ie-е-ы�'' ~(E)=o , postoji skup 

takav da za svaku 

3.6. О jednoj teoremi jedinstvenosti u 

hiperbo1ickoj metrici 

1. Klasicna teorema jedinstvenosti za meromorfne funkcije 

Luzina i Privalova , u Teoriji granicnih skupova , govori da 

proizvo1jna merornorfna па jedinicnom disku D funkcija ft~)~ 

~.jtCW4- , moze imati ugaone granicne vrijednosti t(el;")::s.CJ") 

ЧЈ€:Q , samo па skupu Е ,Е СЈ?' ,.џ,~4 Е = о , 

A.Beur1in ~ / 6 / , а kasnije V.I.Gavrilov i V.S.Zahar-

,Ј )! I '1 / 1 О / , 15 / , dokazuju teoreme koje predstavljaju 

i Ј' v • i)( .' ') - . Ј р, ап;) е 

ako ;ј е (Ј" 

teoreme jedinstvenosti Luzina i Priva10va .Naime, 

5f1. -normalna vrijednost funkcije fl~> , 
A.Beur1ing , odnosno V.I.Gavri1ov i V.S.Zaharjan , dokazuju 

йа u tom slucajil skup Е ima С. U~)=::: О , /flt) 6 С; u..( ~ Ј . 
/{ 
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N;'iРОП1СПо. 3.C,.1. 'L'!.tCka СЈ Е- Ј? ;p~ &tt -[l(ЈГ:~1:11п:\ vrije(j-

тегоrnогГпс на јеdiпiг:поПl diskH D fLmkci,j' .. ' tC~) ako ,је 

1) (~- l'll) Н t H<ol) [,? (-'1'1'<0)) ]2.clх ~ 
41f(O} .-~- < ОО, *=-X+l'l1. 

~2.{t rI 

Гik \1 Р L1~ (~) је oblast di~ka D koja ргеdst,э.vlја inyerznu 

::1iku krugo. К~(цЈ)-={W:WfЈ?,dilA,w)"~)РГi pres1iknvnnju :t-t:c) 
....... 4 

э Н l t) Е:. ~ tI и { ~} • z а lf L -С) = -t d о Ь i ј а s е п о гт СЈ 1 п о s t u 

Н(')аг] iп{:оvоПl smi 81 u • 

~j] ј oyo!~~ Р[lГЩ::;Гi(f'~ је da dalje гпzvi,је klnsifikaciju 

fjl!~iЈ-ј ;јп , C;'avrilovn i Zah[lr~j3.na • 

') 
,"' .. [:,~ ka ,ј е 

It(~)/< ~ 
[;n д~ (Ч)) 

} 

n \.1: ~:;1ik\.l 

(ј;Ј lj е 

1 

fc?:) annliticka па jedinicnom d.iskl1 D fuпkсiја, 

, i K;(t.O")={w~c/e((J'W)<~II{J"I<.{). zэ svako 

оzпасiпю ot>18st diska D koja predstnv1ja inverz-

pri presliknv~nju • Neka је 

~ ~ ("-/~I) /1( ;-щ ) [~$.( f-it») Ј2. oIос сЈ'Ј- ' L "'-'Х +I'd ' 
д~{Ц») 

l)еfiпi.сi,ја 3.6.1. Za tэсku 4Ј Е: S? reci сето с1а је 

ћј рс:гlюl:iСki. b.J.t -ПОГРЈ:l1нэ' vгiliednost .fllnkcije t{-?':') ako је 

Лt е.. ('..' ј' <::х) .. 
~~ 



rjif>ku 

ci 110 S t; 

1С1 

Теогета 3.6.1. Ako је f(~) 

D funkcij а , ~ (-r) i ~4- , ){(2:) 1< 1 ;3[1 svэЈ::о ~ Е: D , 
.ј е СЈ , I С.Ј I < 1. ,hiperbo 1 i cl\: i t? t! -пог:па2па VT1,i с
f\Jnkci.je ~(~ , tada tacke S~e.1'e-e- f7 ZC' ко,је је , 

obrazl1ju skup Е • 

, 
J)okaz teoreтe 3.6.1. Ne ogranicavajuci opstost mо",еmо 

,oeetpostaviti da ,је С;; =- о . Kako је С(Ј = о hipcrbo1i\~,ki 

ЬН -погm:llпп vrijednost J:linkcije t (i::) tacla postoji kопstа-
пt;э С. < ос tnkva Ја је 

) ~ и-ј;:!) 11 C1-trl) [ rJ/' [ftzJ) ]2. d-x.dd ~ с f:z. , ,t~ ){Н·'(ј- , (?i. (Р. 1 ) 

д~(o) 
~a dovolJno malo ~ 

Ргс-t:роst;аvirпо dD. za skup Е 1Z teoreme 3.S.1 vn~i 

C-.н(Е) >0 . исоm slucaju postoji i~unkci.ja 

D 

~:(i;j е ј е • 

r 

Za funkciju va~i sljede6a nejednakost 

(pocledati / 10 / ). 

Ncka је , da1je , 

п f(t(?e i .)) [ 

ilLt(.o) 
t 

1z (3. G. 3) ,ргiш,ј спот iл tее-.:;гnlпе 

ј' \1 П ,ј :ј ~-, О V :-; I:~ о i '; , (Ј о С) i ;ј п т о 

лејеdпасiпе Cuuch.y-



\ '. 

... 

Ј02 

Iz gornje nejednacine i C~·,· i) slijedi 

[1(~) у ~ С1 ~'2. ~) ((4-")Ц( н,)у! [ ~u.1-I (~fТ) ]\ .. 01,,01-& . 
6" tO) ~ 

Saglasno n~jednaCini (з. tZ . .2-) imamo da је : 

r (cs) 

~ 
Neka је daltie: 

=0 

Pokazuje зе da је 

.2i1 

• 

1CI!.') - S 6"~ t-t) d.f l+) 
() 

=.0 

Ne паГUS8"\t ,",-juci opstOBt, pretpostavimo da је . t == О,""," 

оапл эпо S = 1. ~ 'f. . Otuda , :ft ~) ravnomjerno konvergira '~~ •• ' 

nulikada ~-..,. i i~EAC!,~,\t); д(l'~/!I)"јеugа~U: 
~ q -

ijedinicnom disku D kojeg obrazuju ргауе -е., , f.(:/ l{1.,~J , ' 
~2. '~'l. :>·/.;(1.t -f) , i kruznica r : 1t.1== .(-g . Neka'j.e,', 

* е . _ ;f-~ 
dal.je, D (o,~):: A~(O) nД(1.,~( *) . Za svako ~ , .~,·>O';' 

,.' 



skup D*(o,~) sadrzi presjek ugla .6.(1) ~I ~) sa nekom okoli

пот tacke .;:. i €: Е . 

Pokazuje ве da је f' (12, /}- / о) nenega..ti vna funkcij а па 

skupu l ~'. 1 ~ - i ~ < ~} (pog1eda ti / 10 / ). 

Koriste6i naprijed kazano i integr1nu пејеdпэсiпu СаисЬу

Bunjakovskog dobijamo 

.. 
Iz gorn.je nejednacine i (3. G. i) i (2). (О. 2) slijedi 

~{O) 'ђ ,.S) ~~'le}e») r(~/~' ~) .(I?de 
t:5 (Ol~) 

i..f.:.',.щ, Е. (~) -=- о 
~..,o 

• 

Dalji dio dokaza teoreme 3.6.1 isti је kao dokaz teore-

те Beurlinga u / 24 / str. 92-93 • Naime dobija ве 

Ка}{о ј е tacka ~ = !L Е Е uzeta pr.oizvoljno~ ocjena (3. ь. r) 
t)i:'~:;~ ос;.гuпiСепја vazi za svako ~ =e;'.f)-t -Е..' (odnosno -t , 

i-t-~ .. - Е [о I ...2и. Ј ,z а ko ј е ј е· ~ -= е. €; Е ). 

Koristeci ае sa (~. G. ~) dobijamo da је 

... 
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odno$no 

sto р:гоtivитјесi (!>.'. 4) • 

Dobijeno protivurjecje dokazuje ispravnost teoreme 3.6.1. 

Primjedba 3.6. 1. Problemima k1asifikacije tacaka еЏ;, 

2 ,. кје predBtavljaju ugaone granicne vrijednosti 

fUnkcijef(~) ,kao sto је гесепо па pocetku ovoga paragrafa, 

bavio ве V.I.GavrL1ov. Оп и svojoj doktorskoj dis~rtaciji , 
I 14 I , kaie da ви zad~ci koji su vezani za rjesavanj ovih 

ргоЫета interes8ntni 81i dosta teski • U tom smi&lu ovaj рага

gra.f zavrsavamo ва парошепош da Ь! problemi klasifikacije taca

.ka tU , CiГ с S? ,koje predstavljaju ugaone ( teti vnе ) 

gradicne vrijednosti funkcije ft~) mogli biti interesantni 

za buduca istrazivanja 

funkcija • 

.. 
u Teoriji granicnih skupova meromorfnih 
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