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E;;{?ako Je CW (E(R)gné”&}’; C (k) ocjenu ,_?‘o{ (fckj)dobi-g'a-
< ‘
ocijenimo kapacitet O((.K), K<ECRY . 5

alje , koristeéi naprijed kazano , dokaz izvodimo razli-

i dva slucaja

:  Ako za neko z?) , 0A<R < 4 . £ CR) ne sadrzi %
dant ‘kompaktan skup . K za }.foji Je G (:">>o, onda Je
LR)) 0, a odatle stavlaagucm Q E(g) SllJedl da je lema

“dokazana .

sluéaa Neka za svako R , 0,9< R< 4 . ECR) sadrzi

an kompaktan skup K za koji je %(K))O .

Za flksuﬂano R » Oj9< R < ¢ , Sa wE(R) oznadéimo
cup v;h mJera Aﬂt iz WQL za koje postoje kompaktni 'oka-

K< Fe a> , aa ge GulK) =DWa (1™ [T ] “o.

d 2.1 bar jedan kompaktan skup K za koji je @CK)? O i
eme l.1.1. Mjere iz wgigx ‘oznacavademo sa /AR a njima

Tarag ué¢e kompaktne skupove K sa .

Koristeéi naprijed uvedene oznake , dobija se

CCEWRY = C CE®) =mp [ LT mp [Wikpl™
| & Mpeay KRC E(R)

f;; Dalge koristeéi lemu 1.2.4 dobijamo

?0< Sé&’ga(a‘;g@) ‘ﬁiﬁﬁq‘@g < C U(wf ,C@@(@)I?ii ?[m@x (2,T (;Mg))]

28 ‘svako fiksirano - 4 .

L 1g G'-?- ,(g) na osnovu teoreme l.l.1 dobijamo

9<£. < €y N Ca-r2n) E‘,}m—‘&’)laii % Caeex (2, Wy UR))] " (4 2.17)

® svoko k@c. =(R) -
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Kay-ko je , dalje, po uslovu leme ll(é—je—n“ E%(%ﬂzﬂi <too , tO

{
Lt M- LT 2= 0 (4. 2.48)

Iz(d.«? AF) i (4. L. 43) dobijamo :
i W @)= co (4.2.49)

ko r< Er) i « , of fiksirano .

oj koji se nalazi dovoljno blizu jedinice . Otuda , za
7?0 postoji R , 039<R< 4 , takav da ako Je
, onda je (’d(e')<5. , Cime Jje lema 1.2.5 dokaza-

fsPcsl;jedica 1.2.1 r.2posredno slijedi iz leme 1.2,5'1 teore-
3 posto je 5(321)0&@;) za svako O< R, < E1< 4
&% (Fuvo) (FReL M) Lop(adto) 3£ f= (VBR)
: R&(o9,1)
iﬁZé Lebesgueovu mjeru vaZe rezultati koji su s1iéni rezulta-

4 ., Na.me va®i sljedeéi rezultat :

i Lema 1.2;6..' Za svako §20 i € >9* ako je
"%ﬂi‘)ﬁ<+m , postoji broj R 0,9« R <4 , takav da je
E&ﬁé{%}(%} < & za svako g:.q?’&@f’/ Q' ) Méed eled -

%‘,

mieru skupa @' .

osljedica 1.2.1. Ako je NC4-i21)X Lg@yIfl < +99, 0ga<d,

Napomena 1.2.1. Simbol m&%aa oznacava Lebesggueovu 7
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"ii‘DokaZ leme 1.2.6. Posmatragmo ponovo skupove ECR) '{i

 >, b2 } . Kako su oni Borelovi SkU.pOVl , Sto

(4.4.20)

ako Jje \/(?c't) - harmonijska funkcija , to je na IZ|=R
VO _ 4y el - (¢

-

o Arp*—lnesyfs-D

23 M -
g indoll o e okt (44.44)
, -3‘4 p »#m’--.‘zaaod—(o—*t)

4" ——obf-d_

E
i 0 Jw&-hmle-—t)
g tsvako <L 4, . Znaci § dobiti smo da je faV('t.o)( 4

L -/ 2
a'-*vako < 4 .

Sllcno kao i u dokazu leme 1 2.4 moZe se pokazat1 da Jje

I S 6’&) d"t a dalje, koristeéi se sa (4:4-"3)

Oblau se da je

Jdx

&’ ®wdt < ¢ Yot Y@ Y,“‘rtlahdﬂ--ecSd‘fSS%g&’lpthﬁmdh“
R 0 OS \g‘&a P 2 B, Catan)

de 1 Q.ﬂ) i dinjenice da je m———-—-:-‘-?)<4 za svako '1'(4. dobija-
o da de o L |
o (g mwar s sz lgu@l , (4.0.25)
o
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-

a’éz,i;ﬁ;koriééenjein‘ (1-2.23) , lako se dokazuje da je
wedAE(R) = 2ac il gamdd | (1.2.24)

L24) i c,lngenlce da je »&M&"é‘&)” © dobija se da se
ué va mjera skupa ficg) moze uciniti pr01zvolgno malom
R uzima broj koji se nalazi dovoljno blizu jedinice.

;'e’,‘aECg) zavriavamo dokaz leme 1.2.6.

ljedica 1.2.2. Ako je W (DI <+00 | onda je

(%£>°) (¥Re (0‘_‘5,43) &’%Ru_nu) > gﬁ =0

Posljedica 1.2.2 neposredno slijedi iz leme 1.2.6 .

vom dijelu dajemo jedan rezultat V.I.Gavrilova i V.S.Zaha-
ji ima op&ti karakter i1 kojeg koristimo za dokaz nekih

1tata u drugoj glavi ovoga rada .

a nenegativnu , nerastudu , neprekldnu na (o'+°0)

giju ﬂ-i{-) ka?s8 se da pripada klasi Q# ako zadovoljava

e uslove :

Yy R B w oo

+9+0 ; -
i) Qaa €Y= 0 . . o
-&‘P+o+w

i) g E-H%Wa".'k"”"cﬂt < o0 .

“L;skupcl :E_ , Q-@Q-(t‘} , u odnosu na konveksan niz

“_T Dﬁ%(%_)'j Mm=47,... » sdje Je 132 G?" u*%‘, i dokazuju

":BCl rezultat :

Lema 1.2.7 (/15 / , osnovna lema ) , Neka je

“(1 3%9) 5%(4—1%,»1}) '{%(:yﬁ& B0, #)e€ C# .{d_}
AkO Je




31

talny

(9) = J /73 (5, @04@‘(’6{7’

|
i

z(eg‘f) tetiva kruZnice r;: 5;.:,{-‘,- |2~ ig\c %S koja

. , 7
a poluprednikom kruZnice -(» u tacki L= 9' obrazuje
w~;,fisani ugao £ , 3£ada tadke S::Q}& za koje Jje
\ iz R obrazuju skup T ) Cﬂ' (E)‘—‘-O .

+

1

2a ] ) odnosno r’ zamijenili proizvoljinim Borelovim
Be Lo, 2z ] s odnosno E) C r/. , a D
, gdje Je DSCS):‘{E: i%"?Slﬁ 4"?1 ,

, dobili bismo nova tvrdenja koja poopstavaju

vestl kao dokazi naprijed formulisanih rezultata za ry ’
aa ] . Kako oni , u neku ruku , predstavljaju
S ) v ' .
kalizaciju rezultata sa ( , odnosno [ ©, L] , 1 kako
se odnose na Borelove skupove , zvaéemo ih regzultati lokalizova-

nl u Borﬁlovom sm1slu .

LOkdllZﬁClJ] leme '.2.6 u Boreloveom smislu dao je

‘\ N AJI‘atht,v an , [/ 2/ .

Rezultate lokalizovane u Borelovom smislu koristidemo za

Opdz rezultata u treéoj glavi ovbga rada .

\ko bismo u svim naprijed formulisanim lemama osim u lemi 1.2.2
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ga. simbolom C (D) oznacimo vektorski prostor funkcija
D —» £2 , koje su neprekidne u odnosu na Euklidovu
i kompleksne ravni @ 1 sfernu metriku
C/\-H%ll) IO['EH sfere Riemanna 52 , a sa J, () ':ilf(%)
, futereC(D),

&r;",z) %, - .-, ka funkeiji ?Ci) U metrikama |2/ i [aﬁ;{

5) , koji se sastoji iz kompaktnog skupa K . KCD R
, 0O0<&« 2, |, neka je |

Sa ¢ oznac¢imo topologiju prostora C(D) Koju radsa

{OP F@1eCDY, 0<e< 2], gaie je @_f [ Ve(kie) -
k<D

Nije tedko vidjeti da-*vaZi sljedeéi rezultat

;‘I‘eorema 1.2.1. Topologija (AN prostora C CD> Je
alentna sa topologlgom koja se u prostoru / dobija
iz konvergencije f o T(?;) .
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Gl ava IT

) NVERGENCIJE NIZOVA NEKIH
ASA MEROMORFNIH FUNKCIUJA
UV ovoj glavi, kao £to Jje istaknuto , dati su bitni rezul-

'Abv'oga rada. Oni , uglavnom, rjeSavaju skedela dva problema

-

) Pretpostavimo da niz meromorfnih ( neprekidno diferen=-
"ﬁ;;if.inih ) na jedinicénom ‘disku D funkcija .(1‘?“ (Z—)}
ﬁfnfgéﬁje:rno konvergira na svakom komp.aktnom skupu diska D
;;‘m;’izfomorfnoj ( neprekidno diferéncijabilﬁéj ) na disku D
nkclal (#) . Postavlja se pitanje , da 1i ée nizovi ugao-
-;'":'Lvt"tetivnih )'granic‘inih’vrijé‘dnosti_ {‘fu(éw)} ({fu(gl‘f) )
' ' } 5 ko;lvergirati ugaonim (_tetivnim ) granidnim
f((’jb) ( #'(-&_;,‘f) ) funkcije ‘-F(Z) . Naravno ,

] vd,j ‘se a priori pretpostavlja postoianje ugsonih ( tetivnih )
Sranlé'nlh vrijednosti ¥M£ew) ( fu(s, f) ), u=42,... , i
#(‘2“1 ( #(g;\?) ) za talke sr-e“’e r.’ . |

-

R ii) Koje uslove trebaju da zadovoljavaju niz {%‘(!‘)} _
1 ',f}{;%‘;»kcija :?(;.’;-_) da bi imali konvergenciju niza {#M(e‘?}a
({?M(g,\?)} ) ka %@j@) ( f{_g‘?) ) za skoro svaku tadku
é,g;:'xz""@' " granice V diska D , odnosno za svaku tadku

P T g ¢ E)=0 .

Kao %to je redeno u Uvodu , korisSéenjem teoreme Rungea ,
Move se konstruisati niz polinoma {fauliﬂ} koji ée skoroc svu-

da n?i F konvergirati proizvoljnoj , unaprijed zadanoj mjer-
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jivoj funkciji L(’(Ql@> a unutar diska D » pProizvoljnoj ,
;a'rigéd zadanoj analitickoj funkciji ’f(;) , te otuda , u
ludaju , slijedi negativan odgovor na postavljeni
i) .
iedeéa dva prosta primjera daju takode negativan odgo- | |

yostavljeni problem i) i pokazuju da'problém ii) i te

a
¥

e smisla .

~

orimjeri : Neka je na jedini&nom disku D zadan niz
LV X

.3%12):: £z (fq(z):—.(z?.*_.;l)u, ,'g—_:)c-.\-ua ), u=42,.. .

je tesko vidjeti , da niz {:‘Eq} ({(,17'—%'32-)“}. ) ravno-

3wrnﬁ:konvergira na svakom kompaktnom skupu diska I:)

a njima formulisani problemi rjeSavaju za veoma veliki
asa meromorfnih ( neprekidno diferencijabilnih ) na -
nom disku IB funkcija , kao 1 iz &injenice da se rje-

.daju u sve tri metrike (Oli) , '10{4&1 i 10/2'9_‘] .

, Tako@e se , u ovoj glavi , W 2.3 , rjeSava zadatak B)
e formulacija data u Uvodu . Kao Sto je releno u Uvodu ,

- ovajtzadatak u o “tem sludaju nema rjeSenje u prostoru mero-

li

”"Q:Qrf?‘:ﬁ.?h funkcija M(D) .

 Na kraju nspominjemo , da &e oznake koje su koriSéene

4 Uvodu i prvoj glavi , a koje ée Biti kori3éené u ovoj gla-
Sovi

» imati isto znadenje kao u Uvodu i Glavi I .
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o]

2.1. Konvergencije nizova .S‘fﬂ(g‘-")ﬁ u klasama

meromorfnih funkcija 'T:!

,,,,,

Radi boljeg sagledavanja rezultafa ovoga paragrafa , na po-

5,etku‘ se formulisu i dokazuju neki rezultati za Nevanlinnovu

su meromorfnih funkcija N y za klasu koja ima veoma

- F

ﬁéé;ajno mjesto u Teoriji meromorfnih i analitidkih funkcija.
el

Definicija 2.1.1. Meromorfna na jedinidnom disku L)

funkeija #(&’) pripada klasi funkcija N ako je

‘(W,£)=MLW.%)+ N(‘Z«%) < +°° , 0< R< ¢

AZ
f;lt(_'?,ﬁ}-: 4 g ba‘f' lf(’?e?'ﬁ)l C/«O-’

&

N(’Ziﬁ) = j MK]“);M[WO") ;)['(' -f-m(o, o) -&alz’

o

& M@,es)  je broj polova funkcije FZ) u disku D ={ RIst] .

~Velicina -7',{?@ :ﬁ) se naziva Nevannlinnova karakteristi-
" ka funkeijs ﬁ&} a xlasa N

- 8Sa-ograni&fenom Nevanlinnovom karakteristikom ili klasa meromo-

klasa meromorfnih funkcija
‘J?ﬁﬁih funkcija ogranidenog vida.

Teorema 2.1.1 ( teorema R.Nevanlinna , / 10 / ) . Ako

Je. :?(.%‘3& A , tada ‘-ﬁ(%) ima ugaone granidne vrijednosti

T T T
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(Qw) u skoro svakoj tacki ¥ = e‘*’er’ .

Napomena 2.1.1. Za meromorfnu na jedinidnom disku D
unk i»ju f(l‘) kaze se da u tadki 5:2}.&&1—7 ima ugaonu granidnu
' ednoot -F(e“’)e 9 ako i samo ako qgog granic¢ne vrijedno-
'p_of svim uglovima diska D koji imaju za tjemena tacku

= ¢'¥ jednake vrijednosti #—C&“’) .

“ Teorema 2.1.2 ( /9 / ) . Meromorfna na D funkcija

pripada klasi funkcija N ako 1 samo ako je
I -2 Cotfen12llc+00 5, X=X+in .

—1 . .
{,(23)::(_4+ff(2)!2) [:?’(;})} Jje takozvani sferni izwvod funkcije

“ 'Peorema 2.1.%. Meromorfna na D fun.kcija 39(-2) pripa-
de ~kiasi /\/ ako i samo ako Je za svako fiksirano GRS
fkcug.z 5[9\(#;9-')]%) integrabilna funkcija argumenta G .

. )
,‘96[0 &qJ
&Ako je sa ¢/ oznacena topologlga prestora M(D) induko-

urpt e Kov Vci??f’«:w 4 {50V 200 (16 ) poi e o) 4(76(’4/‘ Ffepreeand

/", onda vaZi shedece

r vana ‘topologijom ( prostora C(

teo_rema

© Teorema 2. 4. U topoloSkom prostoru - ( M(D), &/ )

A je zatvoren skup .

. Dokaz teoreme 2.1.4. Pretpostavimo da je 'f/%)é MCD)
tﬁéka nagomilavanja skupa A/ u topolofkom prostoru (H(D)( .
"Tada, po teoremi 1.2.1 , postoji niz funkcija {fﬂ,/%)] , L€ Mep),

M’f’- ’f(l,'. . . , takav da ﬂ(%)zfle) kada M —2>oo . Otuda i éinje-
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jce da su g(fﬂ(a) , M=, , i ¢ (ft®)) nepreridne na

r"u D funkcije , slijedi da niz ,igiﬁncé))} ravnomjerno

f"i ‘
ro_n“_v'érgira na [ ka ngC‘ﬂ) . Na taj nadin, za proizvo-
,jgp" £ >0 postoji prirodan broj m, , takav da je za svako

m>Mo i svako Ze& D It=2D[ g Cfu 2 - (Fan]|< £

z(4.4.2) slijedi da je, .‘F(z) e/V Eto je i trebalo doka-
‘ ‘i da bi dokazali teoremu 2.1.4

. Simbolom fgl%);% 2)kada M ~»o0 oznadimo ravnomjernu
onvergenciju niza ,ﬁ,‘((%)eM( D) » Mm=142,. .., na svakom
ompaktnom skupu diska [ , ka funkeiji F(R) u metri-
kema Jofe| i |ehml .

Ako ,fu(.a) —__g,-%e,)kada A oo » tada je ‘}PCE') G'M(D)

Hfemee

Koristeéi naprijed uvedene oznake dokazalemo tvrdenja
;K.Ogja lokalno, za proizvoljnu tacku ‘5:695 ,—7 rjed3avaju neke
?robleme koji ¢+ odnote na konvergenciju niza ugaonih grani-

- 2uih vrijednosti meromorfnih funkcija .

Ti rezultati ée kasnije biti koriséeni za dokaz teorema
,kOje globalno rjeSavaju probleme konvergencije nizova ugaonih
vrijednosti na granici rr diska ‘E) za neke klase meromor-

‘"fnih funkcija koje su potklase Nevanlinnove klase funkci ja N .
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” _Léma 2.1.2. Neka su #ﬂ(%) » m=4,2,. , i ,?(_z—) mero-
{e.,.nla jediniénom disku P funkcije koje u tadki s'e’e :'1
gaone granidne vrijednosti f(‘?}') M=1,2,. i f(e'*)
e Jﬁ(f(.z>)(&)<oo , 09<R<4 . ako fo (2) =2 fla)

—» > na svakom kompaktnom skupu AR (®) i

L= fu

”fskaz leme 2.1.2. Dokaz leme 2.1.2 izvodimo redukcijom

Naime, pretpostavimo da nije '&M‘ f(ﬁu) =f(¢") Tada

je E= ¢€o>0 i podniz {f“CZ)j niza .{f (3»)} takvi A
c/‘(-ﬁ‘ ‘) #(Q“))7F, za svako kéM .

i da zsa & postoji Ro . 0,3<£<R¢< 4 , i postoji

Mo =dto (R)  » takvi da je é(gh(:ﬁm)m < 3-; i za svako

-

ey?&‘(fmte))(ﬁj < te (2.4.3)

Neka je, dalie,

C€to %)) = f 9p,C 1‘3,,‘(;)) 1ol
8(41‘(’)

"‘# . (44.4)

?’?ada je

;;f"'f""A:ﬁ;(P(m)) > cé(fm(el'e)' £.taey) , * 4.5)

Blde Je ay o Blop) "ﬂ}’ T’g:f RI=Re} -
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Za svako ¢ ,—g <Y< 3- sy Na osnovu aksijome metrike

agakosti trougla , imamo da je
~lm)ao(4(.f ™)  fee®) - Ay ¢ Fre®), fae)) - oy -‘ft«f),-ﬁ.toc))
Kiévristleéi (l 14) (‘ 1 '.S') i (.7 4. G) dobi jamo

'w) *(ew))al? Soﬁffte").’ff"))d? - Sﬂél-f?af) fla,))dy

K (44.%)

'\‘\t

’f & ,(14. £)
ako je za svako KefW 0’4 (ﬂ(e‘b), fle"")) >&, to prvi

egral sa desne strane nejednadine (1. 1. J’) nije manji od

Drugl 1ntegra1 sa desne .strane neaednac1ne<.( 4 ?)

‘;lae Vec:L od §_: Jjer je

-

S % | ,
S—JJ&( f(em, :gmf)) cle < S A £ (Clae)) A = o\{fkc -_-rP(i,,) @ <&
1‘; | - | ° e
| Y

Tre¢i integr..l sa desne strane nejednadine (j{f)

ne Prelazi g—" E za svako K»kKe , koG’N » 3to slijedi
lz us*lova da. 'f.,tl) _?Ir) kada M -Poo na svakom kompaktnom

;Skup:u oblasti ﬁg *)

Korlstec1 ‘naprijed dobijene integralne ocjene i (2 4-?)

dOblaamo
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dgg.(,?“h{‘:)) (9') Z&o

svako K mey(k.,'u.) Zto Jje suprotno .- (2.. 4. 5) , Cime je
L . :
a 2.1.1 dokazana .

; Neka je dalje , za svako f*(t) R #&)&H(D) , M= 42,

?\ﬁ—) = -{é’ ‘ f(g..,)'%“}'o) postoje, Jt(fu(e\'o), *(é.) ) SE i
e o) (Lo Fones <) .

Posljedica 2.1.1. Ako su :f(t) '-f*(t)eN(D) R TEY T
? ]

F () —= '4(%'3 kada M -Poe | tada je za svako E>o0

ako A Ve 4 "‘0 » 1 svaku tadku 3'& e E (1 E.)

L]

u e ($49) -guF ) ) » .,.

Nije tedko vidjeti da posljedica 2.1.1 slijedi iz leme 2.1.1
%ljedicu 2.1.1 za meromorfne na Jjediniénom disku I:) funk-
we sa ogranicCenim Dirichletovim integralom |, tj za meromorfne

}nkClJe za koje je W t'g(f(e—))'l'*u < o0 , dokazao je W.Abikoff

_ijl/,lemaB) .

-

Ostaju nerijegena sljedeéa dva problema :

i') Neka su ’?ML%) , M= 4,2 .. . , 1 #(%) meromorfne
a jedinicnom disku D funkcije koje u tacki S—% & r'

maju ugaone granidne vrijednosti & ’) s =4, .. . s 1 #@b)‘
! eka je ;(SK(:?&\) D<c+m |09 «cReq . iko ’4.,(?) :‘?; f(.})
xada AL POy na svakom kompaktnom skupu oblasti Al(.e)'

L ako je 'el“-ll; (Q“) 'B-'%\Q?’) onda,da 1li je

g oD

(Vs.vo) (Fr=(09,0) (F ez 10 R)) (¥l (J&(:f m)mq)l

2) Neka su —fu(%) . A:‘-(‘ e s e e #(i') meromorfine




?na':?ediniénom 2isku D funkcije koje u tacki 5‘-5 < ,7 wmagu

B nv - 18 ‘
f{;?nf_}cpe ugaone granicne vrijednosti fh(e ) s k=42, .. . _f(eu.,)

1 neka Je

(Vz_, o) (Fre09,1))( qu.-n,m)C‘V«M.) (&'g N 7‘.’.,(%)) ) <t),
;AKO '_‘r“[.;,') &#(%_) kada 4 ¥ o0 na svakom kompaktnom sku-
pu oblastl A,.(,'G) i ako .je &mﬁé‘):f(&"‘) , onda,da 1li je

A B g0

,;‘I’g&( £)8) < oot |

5 Definicija 2.1.2. Meromorfna na jedinidnom disku D
funkClJa f(%) pripada. klasi 'T'O(, , 0gw¢c 4 ., 2ko
se. ll U-rY* Le(fn) T < oo . _

Klasa funkcija q,d za &=0 naziva se klasa funk-

"ci‘j_a sa ogranidenim Dirichletovim integralom .

Iz defimdicija 2.1.1 1 2.1.2 sllgedl da je t'ra, C 77 C/V
za ‘0 Toly<o, < 4 .

Granicna svojstva klasa funkcija 7« izudavali su za =0

‘ABeurllngx,/6/,1IV' Tsmn,/}}/,/“#/.aza
§°<d<1 I.Carleson , /19/ ,/ 20/ i V.I.Gavrilov , / 10 / .

BQLhove rezultate formuliSemo u obliku sljedeée teoreme

Fa Teorema 2 1.5. Ako je f(-z)e.rr'“ , 0 Sx<d4 | onda za
;Svaku tdeu S- r’ / £ s Q((-E) = © , postoje ugaone
%ranlcne vrijednosti f(elo') i A.F(s’\f) < o0 za svako

‘fe (- ,‘) |

6. Teorema 2.1.6. Funkcija #(Q\QMCD) pripada klasi
0 0( < { , 2ko i samo ako je za svako fiksirano €e l



4o

iy o1
keija Og(#/@) , edje jo @)= (/) Lglfm]> intesravi-
funkcija argumenta 4 . OCEQ,M] .

‘Teorema 2.1.6 neposredno slijedi iz leme 1.2.2 .

" ‘Peorema 2.1.7. U topologkom prostoru rCMCD) (’(,“’) sku-

fn‘ s 0D£Lotc4d , su zatvoreni skupovi .

Teorema 2.1.8. Neka gu ispunjeni uslovi

) #M(%)e 'T& y DL X< i » AM=4h2,. . . ,

,):,; :F,‘BD % :F(%_) kada M - oo .

) $@eMd)

oo

) S (RN QL) - (Fe) ]2 < +00(2.4.3)
LR 3N

je %C'%)eru ‘&“‘Lf (t\.)" #(-@.w) za svaku tadku
%l |E - C(E)=0 -

Teorema 2.1.9. Neka su ispunjeni uslovi

Teoreme 2.1.8 i 2.1.9 za =0 dokazao je W.Abikoff u

‘ 9 : Dokaz teoreme 2.1.8 . Neka je o( sy 0o ¢4 , fiksirano.
PI‘VO éemo dokazati da iz uslova i) y 2 ) 4, 3) 1 4 ) slijedi

da je %(—%} .f,'T'
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prelazeéi u gorn,jim nejednadinama na limes kada R—>4 R

mo da je za svako £v0 i dovoljno veliko ,ueA// ,

(S e S‘c'ﬂanzolx%3 (38(4-'%')“':S"f““ﬂ“‘”@y*
D
Y2

%“’m)u [? (:F“m)"f(f(ﬁ)]’f Olﬁtlla) £& +c"_<+oQ’

dakle slijedi da je :f(a—)e-’T'

‘_Ostage da se_ dokaZe drugi, teZi, dio teoreme 2.1.8 kOJl

ése odn031 na konvergen013u nizova {Lf.‘(z‘ﬂ‘s na granici V

fdlsxa D .
: ‘Neka je E skup tacaka Sgéber za koje nije
‘f“el“s\ {ew) ?{Q}V) Jokazacemo da je C (E)-,—_-._ o .

“-}t. i

N SkUp £ se moze prlkazatl kao unija _E U.E .
405 p, y gdje Je £1 | skup tacakaS—- e-r'u kojima ne

?poStOJe ugaone . granlcne vrijednosti #(Q}“) ili :F (&™) za

.neko MQM , 1E U Ly , gdje je
, W= |



uy

& Hmpel, e, 2oy % 4]
M-y OO

‘:K;ko su .‘?«J*) ;?(-‘l) € \'T‘ , =42, . . +, tada je
' g‘),_o ( pogledati teoreme 1.1.5, 1.1.7 i 2.1.5 ) . |
O alo je da se pokaze da je @\ 0. To ce bltl ako
em da je’ (:((ey)s o) za svako V& RS .

*»Posma’craa mo skupove ,%

Y (Fe-0) (HRelop 1)) &’?R(¥(%))(-§)7 i l]

1=%e,r .
2 posljedice 1.2.1 , ako je 3_(}):3(%&)) , slijedi da
ol ey)=0 za svako O‘ <4 ;3 & je fiksirano.

je , dalje, = UE S , edje su B, (1)
posljedice 2.1. 1 za niz ‘{—fq(%3} . Nije tesko
je za svako keN/ ,‘EbﬂcEK iQQ; C EK .
agl(‘.ﬁk) ~» 0 kada K-*o0Q , a odatle na osnovu | ﬁ

1.1.% slijedi da je C ((’v) =0,

Neka je MEM skup svih mjera rl,,e%lu , za kojw
je zatvoreni skupovi F :F <k ('g—\%); da Je'

Cwe(»H17F , 0<x<d,

fca(;) =
| o Wy ($)

N =0 |,
Kako je o ag@.w:)-glfm)l)w &(lggd«%f,t#as)])p)
R , ‘3.( R <4 , i svako §—e‘°e V tada iz

%‘- , Fc E (‘%H), i za koji ae e (‘F) >0 "

s Cy G- 1mY¥ cgcg m}—gcﬁm}j‘n [wox (2,1 (r..))]&
| (2.4.10) .

1z {1. 4. 313@3 dobi jamo
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:1‘?/;5 (8) Ca N4V [Rf ) -3fan e “%ZM- M)

vako n s M > Ma(i) .’ za koje JG¥C£ ({,1)1 (' (%)70 .

Iz(l 4. Ad) i jednakosti CJ(E (#1%)),4“‘5 CQ(F)
ong vati za E ('@-,-b) jer jeE (4.,) Bore:‘l:ovfskup ), Sto
edl iz leme 1.2.1 i teoreme 1.8 y / 31 / str.11 ) dobijamo:

s (&) %, ju- ¢ tan. .
: uuré\) * -1 L s (:F"‘ ) - Scfm)] N (2.4 42y

vako A& , "‘7M4>u,(i;) , za koje ,je(.’l(-E_‘(:f,é))>o

' Kako je E’"gfa.‘#)%) , tada iz (-4 12) i teore-

.7 slijedi :

<Sec (s LB1)) £ (efv(’d) Z_uu—mf‘[ycﬁ.ta)-f%)]'l
ek

_ O<ot<c i y odnosno

b2 Lo, (£97)17 < > [ (2 C°o<'CE~"F"~"3T‘Ti
o K=

Tea(2-e Wy (-Eu('f l\)]""< (®v e, )72 ¥ (4-Ry) [f(f(-a) ’f‘fm)']"*
* o =0

- Iz naprijed dobijene neaednakostl i (4.2 3) dobi jamo
(E )—>0 xda Kk-»eo

Kako je ((’,) =0 , to je e,‘Cf\,)..o , Sto Je i trebalo

dokazatl da bi dokazali teoremu 2.1.8 .

Primjedba 2.1.1. Da teorema 2.1.8 daje samo dovoljne

> Uslove za konvergenciju nizova ugaonih grani&nih vrijednosti

- pyo,kazuje niz gﬂlﬁ)g Z . M= fy2,. . ., koji ravno-

fa (m+2)
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erno na svakom kompaktnom skupu diska D konvergira ka
’ ugaone mu granicéne vrijednosti za svaku tacku Sg.;"f. ‘7
e konvergiraju ka nuli ( u stvari navedeni niz ravnomjer-

zatvorenom disku D konvergira ka nuli ) dok sam niz

‘reme 2.1.8 .

Dokaz teoreme 2.1.9. Iz uslova ZF..(%}GN(M, =11, ’
welly, i l(c-—my*{ffumwola—mf'?"(:f(@l kada u-—»ee
:'»_ed_i da postoji M,GM takav da je za svako Mm > Mo

- Otuda i iz uslova teoreme 2.1.9 , slijedi da za proizvolj-
& , € > 0 ', postoji R=R(E) , 06<R<4,1i

1= N LE) » My M , da je l(4-m§l[g€fu&\)‘]‘kzi

W Cgpfotn<E 1

Iz gornjih pejednadina dobijamo

€ QT E*y (243) S (@a+2) &

Posmatrajmo, sada, proizvoljan niz {ek-i ’ £k O

K‘:{,z, .. s 2za koji JeS' ek < yoo > 1 neka je M—-A(&g)qu
Koristedi naprijed dobijene ocjene , za niz -f&‘\‘ moze

se konstruisati pOdan {g.,k(i—)l niza {g.‘(z)) za koJji Je

“ (4"’%')* ﬁgqﬂ (1) ’gt#‘*’)]‘” 2@+ 1) € za svako KeAJ) .

Kako je

1Y% L @ (F,@0)-gefan TN — N (1-121)* L3ptfultn-Ea'dm) U <2252

1 LR Fa@ -FI@)TN € 25 52 41 (-RIF [pfud) ~BelfN TN
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N-)* LQUPut®) - QCEaNT2 Y < 4 (3+2) > & <+ oo,

I £

iz {.f“ (%)} zadovolaava sve uslove teoreme 2.1.8 pa je

Primjedba 2.1.2. Konvergenciju nizdva ugaonih grani-

.h vrijednosti funkcij;a klase ’T’“ sy, ®=0 , izulavao Je
;C;Tumarkin / 27 / . On Je dokazao da sko niz meromorfnihv
dlnlcnom disku L) funkcija -{%u(*ﬁ zadovoljava uslo-
i) .fq(%) = #(%) kada A-Pea i i) ~n[g(-fc%))]"l<cw4
svako Meff » tada niz g_f.,(e"’ﬂ konvergira po mjeri ka

19) “na granici ]7 diska D

Primjedba 2.1.3. Teoreme 2,1.8=i 2.1.9 vazZze i za klase
4,, ~listnih analiti&kih na jediniZnom disku P funkcija jer
i one potklase klasa rr'd sy 0Lox<y , |
Primjedba 2.1.4.,'Napominjemo da postoje ogranidene
palitiéke na disku D funkcije koje imaju beskonadne
Reimanove povrdine ll[gt#m]‘u . Takve fuﬁkc'ije su , naprimjer '

BYjaskeovi beskonadni proizvodi .

2.2. Konvergencije nizova »{{M(C’)f u klasama
. . o ’
analitickih funkcija "To('

; U ovom d- jelu su dokazani rezultati koji su sliéni-rezul-
%5* tatima prethodnog dijela ove‘gla#é . Oni se odnose na HardyJjevu
~klasu funkecija -Hz i njene potklase TQ y 0 fw<cdi .
1- Definicija 2.2.1. Neka je ’.F{%—) analiticka funkecija

‘definisana na jedinidnom disku LD i neka je ‘
" v 7
. s 4>
M#(‘Z ‘-f) (—-—- f«fl'ze"’)[‘/’c[o) , 0< 1><oo

"’fFunkc:Laa %{a—) prlpada klasi funk01ja H 0 <p< oo , ako
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, amp Mf,('u:ffca) <+oo .

o€t b ,

: Klase funkcija # y 0< 1. < oo, nazivaju se Hardyjeve
»analltlékih funkecija.

Iz definicija 2.1.1 i 2.2.1 slijedi da je ”f“cnhcu
ko je .O<Tg’< 101< oo ( inkluzije su prave ) .

 Neka Je (
T, (%)>

i ?-(%)“Hp &M Mf‘ %

Teorema 2.2.1 ( £ 16 / ). Klase funkcija H-’t‘ ,

4. 1'<,° » Su Banachovi prostori sa normama "'%(%)“M. , dok su

n{n o< P<1 y kompletni metricdki prostori sa metrikama

A (fd9) = I $-qC ) II,,p)P

Teorema 2.2.2 ( / 17 / ). Ako jJe :F(-})eﬂf, o<f:<oo .

onda funkcija #‘(_%} ima konalne ugaone granicéne vrijednosti

’) za skoro svaku talku %= é'*e r’ . .

Dalje éemo se baviti izudavanjem Hardyjeve klase funkcija

;.“1 i nekih njenih potklas‘a .

Teorema 2.2.3 ( / 17 / ) . Ako je ¥(%)e .“1 i
F’?ans S a, 2™ onda je

4q=e 1/, - 4’.
1 fooll . = ( S l}(e”)]zalo) % ('Z._ \ﬂnl’)I

Teorema 2.2. 4 (/9 / ) . Funkcigja ‘nf(%) je iz klase

’  -"“1 ako i samo ako je “(‘!"lﬂ),‘.?'Ci)F” < oo -

;3'-‘;‘ Teorema 2.2.5. Klasa funkeija #2 je zatvoren skup
U topololkom prostoru (M(D) t 'C") .

SERCTSI
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pokaz teoreme 2.2.5 je isti kao dokaz teoreme 2.1.4 .

teoreme 2.2.4 i leme 1.2.2 direktno slijedi slpedeci

orema 2.2.6. Anélitic’:ka na Jjedinicnom disku D
5?(%) pripada klasi funkcija u ako 1 camo ako
ako fiksirano Gce Lg’ © funkecija S ¢ 8' )

I€'eal*
ilna funkcija argumenta 2 ‘9’6 EO 1] -

;Teorema 2.2.7. Sa (‘:€L°\‘z+|l(‘\ 121) [:F(t)\” i ) "

: 2
ru -H- Je definisana norma koja je ekvivalentna sa

Ifw| T

ADokaz teoreme 2.2.7 . Iz deflnici]e (- l%i)l’-?&)!z”

i dn Je (]"?(.0\\1’?‘"0'1”)'#’&“1 ") >. 0 za svako 4-(%)6“
Lako se provjerava da je

P+ lus- -\ P | lﬂ Jal (IR + W) \‘@'c%)lz H) ael

%l”fmfgw)l + )| (4-121) ]#m»f%m n) (lf(O)\"i-l\(l—m)l‘f-m!llﬂ +(I‘3Lo)l+l((4-m)\9’m\"v}

ko je Pev= S auE*, tada e ‘
we=o : I e »f/)—

. - 1
"'.,C‘]f‘ico)["_.. 24 5(4-—1) uZ M* |2l e ) =
. =1 .

BT

2 |
("-F(o)' mf‘lulz> . (221)

Iz (,?,_2_1») sligj,edi

S

ra




S0

Ay 4

) s
- [a | (chow x HC«-I%DI“L(%) u} (57 lq~12>

atle i teoreme 2.2.% dobijamo da J

A

‘ﬁ“’”’y s (o ruci- fz/)?cmzu)z zlflz)[/#z (;{.z.z)

Iz teoreme 2.2.1 i(4.4.2) slijedi da je
p |
il (1-120) /ﬁl(a)/zﬁ)/g‘:: o ako i samo ako je ‘;E(’?):“:o .

e

Naprijed dobijeni rezultati pokazuju da je sa

’{ a 2- )
M?r”(#*ﬁ%)/f%gﬂzl)/z definisanz norma u prostoru ’H .

12(2):3 ﬁﬁ%} kada 4 = oo oznadime ravnomjernu konvergen-—
| svakom kompaktnom skupu diske D niza {:ﬁuﬁg)j anali-
¢kih na jedinidnom disku |0 funkcija ka funkciji Z;P(%)

idovim metrikama .

Vapomena 2.2.1. U ovom dijelu svi problemi ée biti rjeZa-

ﬁ Euklidovim metrikamé /Qj%/ .

bKao i u 2.1 prvo ¢emo dokazati tvrdenja koja lokalno , za
voljnu tadkm S-:Q'ia'e rf rjeSavaju neke probleme koji se odno-
‘na konvergenciju niza ugaonih granicnih vrijednosti analitickih

cija . Ti rezultati su analogni rezultatima punkta 4 iz 2.1 .

Lema 2.2.1. Neka su :?N(::) ) u:4,2,...‘, i f(%) anali-

na jedinirom disku |D funkcije koje u tadki s=ele |7

#(@*’) » 1 neka je of/if(e) [8) c 00 . 0,5 <P<cd . Ako
4 <B
Af(?) = %%gg kada 44 ->» oo , na svakom kompaktnom skupu oblas-

, A (Qf) i
(VE>0) (gae‘(“ﬁ 4)) /gu‘.. Mb(R) /"V,u >/u,,) [(Y (2) {&) <?.)
'W@é je «&Ja__(ek) ﬁan)

"‘-ﬁ‘?pol

-
+

onacne ug one gvanicne vrijednosti .ﬁq(e'ﬁ) y M=, .. o, 1
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Neka su,dalje f(‘t) » M2, L4 'f{‘a') anali-

E}_.Z .
101{6 na gedlnlcnom dlSKL D funkcije i neka je

s (£ f‘éw) '-gl&“) postoje, '#,.(e“) 4((.")‘7& i
Jke(oﬁ 43)( IIfolp(®)<e)Y.

,..,.P-osl-'(edica 2.2.1. Ako su #(-ﬂ , MmA2, .. ., i #-z.)

2y v. c
%nalltlcke na jedinicénom disku D funkecije 1 :ﬁ\(%) =2, #(.;)

Eaa M-—a oo , tada za svako & >0 v svako A Mk, (Y,

‘ svaku tacku §= 1'er (.#15) ’ J{'#L‘%),g‘lf’(?}k_) (3)& 8

| Ostaju otvorena sljedea pitanja :

;’i"N'eka su _f.‘(%) . M:wi,?, R 1 "«'F(i') analiticke na
funkcije koje u talki 5'-2. er’ imaju
h: "2' » = ]

. 1 neka je Il:@.(ﬂ] (o)< + o0, 0,5-(‘&( 4

"'nlcnom disku D

: % 10-)

_‘g“(%’) :k #(%) kada & -? oQ na svakom kompaktnom skupu
l_'.'as'ti AR('O’) i ako Jje {u—u .FJQ?") fle”) onda,da 1i je
LDon

fs-»o) (Fr< (0p 1)) (Fuez i 1BY) wm«.) (Z1f.00) <e):

2) Teka su ; () ,m=02, ... 1 B analititke
‘na jedinidénom disku D funkcije koje u tacki - ‘e"oéf—’

1ma3u konadne ugaone granicne vrijednosti -F-..(ﬁ”) , amn{,? .,
#(e") , i neka je
;('Vi"o) (:je € (92, 4)) (Q"«.sho(:)) (‘V~>A. (i/f{y//ﬁct)

"AKO #Aq(%) - ?(Q) kada & B na svakom kompaktnom skupu
oblasti AR_(.&) , 1 ako Je ’&wfk e") :fle,“') onda,da lije

J li(e)lk ()< oo 7

(
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7. Definicija 2.2.2. Analiti®ka na jediniénom disku D
funkc1ga :?(2:) pripada klasi funk01Ja IT' O<sot< 4 ,
ako je H4- m‘f‘lfc-alzll<c>o .

* » 2z
Iz definicija 2.2.1 i 2.2.2 slijedi da je ‘T:X CTNZ,CH
' 4
: <

Granidna svojstva klasa funkcija 'T'O( ., 0=Sx<c 4
izudavao je V.I.Gavrilov , / 10 / , Njegov rezultat formuliSe-

mou obliku sljedele teoreme :

Teorema 2.2.8. Ako je { () € ’77 , O €< 4 , onda za
vaku tacku S 4 eFIE’ C (-E) — 0 , postoje konaéne ugaone
aniéne veijednosti ,f(e}&) i {F(S,‘P)<Oo za svako \fe(—{,

Iz leme 1.2.2 direktno slijedi sljedeéi rezultat :

Teorema 2.2.9. Analitilka na jediniénom disku D funk-
_c:1aa #(%) pripada klasi T: » Do 4 , ako i samo

i ko je za svako flks1rano ée—“g funkc1ga 53 C‘ﬂ', 6) »
k;gdge je @1%) 1~ /.yfl D#(_;)[]’- , integrabilna funkcija argumenta
6‘ , 8elo, .za] . |

9 Teorema 2.2.10. Klase funkcija 'T'o( , 0= occ 4 ,

' su zatvoreni skupovi u topolokom prostoru (MDY , T').

lO Teorema 2.2.11. Neka»su ispunjeni uslovi :
) Awe My |, 0swct L M=42,...
2) #(E) je analiticka na disku D funkci,ja,
3)  Rim #HU”) '-?-(0) 3
41-)&
Bo5 hcatany® L - BUa1® < »oo (2.2.3)

Ay

T C :
.,Ml‘aaa je #L%‘)é ’T’:{ ) %u(l) :3,?(.2-) kada gy -3 oo 1
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za svaku tadku S.—:Qioé F/E . C'&(E—)‘:-O.

Teorema 2.2.12. Neka su ispunjeni uslovi :

4L%) e ‘T,og ) ‘x < 4 ’ ‘
2) .fML;,) ' A= 4,2,. --» Su analiticke na disku D funkc-

(&') { ‘-f(q:) kada ﬂ-...,oo i 2\"‘*'-?.4 Q:“) :?(Q") za svaku tadku

ef'[ﬁ ’ oL(E):Q g

okaz da je f(&)err’o‘ u dokazu teoreme 2.1.8 .

Skup ¥ ¢iji su elementi tacke S*é‘é Vza koje nije
(Q‘“) —-'F(e,moze se prikazati kao I Uf v 'E?) ’

’L"‘ ) i
f_ mfd"ﬁ» ”:tuj U= t,2, , gdje Je £4 skup tadaka e

1 kojima ne. postoje .f.(g}&) ili #(Q"') za neko ue M |

=1 €% G l?..w‘*»?w»y%», (Ha <) [, g691 <=, [féNkeo0]

E < {47 bumpd b, #eM)>¢ CJAeM) 1§ )= oo & [fte )]0
' Ap ca .,

Iz teoren : 2.2.8 slijedi da Je CCE) =01 CE) =0

.‘UI bi dokazali teoremu 2.2.11 potrebno Je JOS da se dokaze
?Z;"J'ffda Je C&(,,Ea):o i da fu(g-) :-;.f{.z_) kada a4 -?eo K
_ v | ¢ - »
Prvo dokaZimo da 'f«(%)ﬁ ?) kada A3
Iz uslova 3) teoreme 2.2.11; (A 2. 3) i teoreme 2.2.3

12.2.7 slijedi da je S

¥
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» Jl{fﬂ(e"’)- e |cde = 0 (2.24)
" TIEVE,

Iz (2.4.4) i svojstva da u A prostorima -, 1070 -
;ko_ﬁvergencije niza nenegativnih funkcija u Aﬁ’ metrikama
edi konvergencija po mjeri, dobijamo da niz ‘{—f“(e"’)}

l aaed

)4 ergira po mjeri na skupu V/é’: v E3 .
Kako je daje Uch;fa bt za svakxo 1970 i w2z2o,
iz (!i 3) i teoreme 2.2.7 slijedi da je

y iy

[ tutifucerf do < ©

L4

svako % , O0< W< 4 | i svako me /¥ .

Iz naprijed dobijenih tvrdenja slijedi da niz {fx(e)j
z;feftJ ovoljava uslove teoreme Hindin-Ostrowskog a otuda imamo da

f ® g,"ﬁ%)kada AP,

¢ ..
Koristeéi naprijed dobijeni rezultat da fuli)j 32[2)
ada Mt -»ep dokaz da je C;(CEz;=O moZemo izvesti slidno

Ay N »
kao dokaz da je (.’o((,fz)-'-'—'O‘ u dokazu teoreme 2.1.8.

Primjedba 2.2.1. Interesantno bi bilo vidjeti da 1i
,-»z*'a klasu funkcija H , vaZe rezultati koji su sliéni teore-

 Mama 2.2.11 i 2.2.12 .
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Primjedba 2.2.2. U/ 52 / S.Warschawski dokazuje

edeéli rezultat :

Ako niz funkcija {'f‘u(%)} iz klase funkcija H’f‘ ,

0 ‘("" 00 » ,f; je fiksirano , zadovoljava uslove :

) fé(a') % ¥(%) kada 4 —2e0 ,

33 ot
[ 1gcempde = ta (13 emiPdp,
-
Az
Y g #(e‘o)diwv)[bol& o .

Bl

Znali, S.Warschawski , u stvari, dokazuje konvergenciju

1iza ugaonih granidnmh vrijednosti .{f_“wo)} za klase - “13
) na granici ‘7 diska D .

Teorema 2.2.11 daje, u izvjestnom smislu , poboljdanje
g inébrijed formulisanog rezultata S.Warschawskog za potklase

, ‘0.50(-<4 , Hardyjeve klase analitidkih funkcija

Naime,ako je

K vy

Gu= S [£ule) <) [ do

1 iz {q«? konvergira ka nuli dovoljno brzo , tj.niz {Q«}

' zddovoljava uslpv Z qm <o onda ¢e niz ,{_‘F“ 89)}
M=l

o

g T T T ST



: . !: 16\
iverpiratl skoro svuda no sranici diska I:> ka %ke )

2«%. Hiperbolié&ka varijacija tetiva u okolini

tadaka Fatou

Usnovni rezultat u ovom dijelu druge glave Je skedels teco-

feorema 2.%.1. iko je f(t) anzliticka funkci'a na disku
Meled . vk .fe’D' 1 ) LT <o
Hmeﬁu 0{4) + = -try 19|

hterenl Jp(35®)  konadan za svako e(-3,%)

=0. U tadkama &= éee:[r/f funkei., iz ‘%(i")

.. . e
ne granicdne vrijednosti ‘}e(Q, >

iﬁ y Ondae je
i v*hcxg— T?E

1ma konsdne

& -1
Velidina g C‘Ff%)) =({-1 fC't)fz) { .#Q)} nazivea
d funkcije #Ct)‘

52 nipervolidki

Rezultati tipa tcoreme 2.3.1 za meromorfrne Odu”“

1SN0 ana-~
ticke na jediniénom disku :[) funkcije koje zadovol javaju

I‘G’i‘qm uslove {|(4-r)lty- I-E.‘I)[g('f{-i‘))]e <Do 5("’3)”({"'2’) I:f&ﬂz <o s
bLgtscey 5 Cets e

f55/

, dokazani su u / 15 VARV V'

b

ije dokazs teoreme 2.3.1 formulisaéemo i dokazati neka
‘mQﬁnﬁ tvrdenja koja su neophodna za dokaz teoreme 23,1

e ane gl Lo g ot

Lema 2.5.1

(/18 / |, lema ). Feka je'sz> poziti~

neprekidna funkeiia definisana n= [fo ,+-oo‘)

f:"/n;l

]

. ako e




',pro:szolJnu analitidku na jedinicnom d1 sk D funkciju {f(-;_.)

f”‘l(l%(z:slwgml(dzl < too -

‘&(S:V) , . 1
ada je {uu.(, '-‘%C%) *—-‘-"?C%,?) konadan ili beskonadan . ;'

2¢&(x.\e>
Leéma 2’.5“.2 ( /46 /, lema 3 ). Neka je O <P % ,
g'l(’je': 0<hg 4 , 1o} S.‘-{’&gAcA" i A* je otvoren
kup iz C . axo je :ﬁii’;) analitidéka na A¥ funkcija , 5
I:F )](Ai za svako Z € A¥ i | _ o

4
Sg&(:F(?E"*)) Ar <roo 3 J‘g&'({mew}) A<

o)

a je 4 _
S 3 CfC'Ze"W) 0{'2 <+ oo | i
= [~

. svako & &

Lema 2.%.3. Ako Jje ;f('i-“) analiticka naﬁediniénorm disku
D funkcija , #(‘L); < 14 za svako £ e—D , 1 ako Jje
Ag(&;“{‘)<+o¢ za Skoro svako Pe C-‘Z, -‘f'“:—_ , tada je /I_?(S, Y)<+m

za svako \p 13 ’,(“‘1) %) .

Dokaz leme 2.3.3% . Pretpostavimo suprotno , tj. da posto-

:;]i ‘P(,Q‘(:‘%;_) % take da je /)#(’5!\(’0)'—; +o0 . Bez ogranidenja
©opiitosti nofemo pretpostaviti da je §= 4 .

Neka ,je e duzina tetive £. (4,¥2) i neka je

k g% )% - i!--(?@ . Kako je A_? (i,‘(’) konadno za skoro svako

‘96 ('»_12 , %) , tada postoji ugao ‘{’4 , takav da je [¥] > s »



/]4(1 \P) <t 4 /"ﬁ(i ¥, } <too , Neks je dalje A podskup
iska D koji lezi izmedu pravih 64 ,‘(4 ) {. (1,%) ,

613 ﬁ(i."Yq) , 1 kruZnice K. neka je A:Zl-{i] .
A1 oznadimo skup koji se dobija preslikavanjem skupa 2\
moéu funkcije%li)ég——i , a sa D, skup koji se dobija
slacijom skupa D  na vektor &=-1 . Ako je F@)= :P(P-QH.),

da je F(%) analitifka na A,] funkcija za koju je
4 :

88& (¥ (’23"")) dn = g ?A(f(e))ldg)
0 €(1,'%)
svako YE& ["\ﬂ; ,‘(’4] ;5 sa e[i!Y) oznac¢ili smo polupred- _ o

kruZznice I< koji sa poluprecnikom diska D u tadki

=~ 4 obrazuje ugao (P .

|
A
|
i
’
|
rf

Lako se provjerava da funkcija ;F(E) na A,‘ i D,,

adovoljava ucslove leme 273.2 . Otuda , sa udeSéem jednakosti

'{“ \"o): 'Ev(_i, o) , dobijamo : ‘

g §RCF(?€3‘”P')) 061?-‘ Af (4,%) <+

O

Posljednja jednakost protivurjedi pretpostavci da je

_51/17{(4,‘(’0):-"0 » Cime Jje lema 2.3.3% dokazana .

77- Teorema 2.3.1 je dlrektna posljedica leme 1.2.% primijenje-

["Yle na funkeciju ?(2)-—(_’ (%(ﬂ) , leme 2.3.1 , leme 2.3.3 i

teoreme Tindelo.a ( / 24 / , str. 36 )

4.  Posljedica 2.3.1. Neka je {(a) analitifka na 1) funk-

c L . . 1% ’7
81~ koja zadcvoljava uslove teoreme 2.3%.1. Tada, tadke 5= €




xodimn portoje ugione gronifne veijudnorti F(e¥)  z4 koejo

%(Qm” = 4 , obrazuju skup £4 Q Q‘EA 0.

Dokaz pdsljedice 2.%.1 . Posljedica 2.3.1 neposredno
di iz teoreme 2.%.1 . Naime, kako integral A_F(S\\(’B
métrijski predstavlja hiperbolicku duzZinu slike tetive

) pri preslikavangju :?(2’5) y 1 kako je hiperboli&ka duZina

akc krive koja spaja tadku # & D sa tackom ‘S‘—"—?j&e V

“ . 1o ' .
heskonacna , tada je za tacku S=e° & ] za koju je ugaona

&na vrijednost !?(Q\e)l:i A¥(§:“f>= o0 7.2 svaké

Iz tecoreme 2.3.1 sli‘jedi da Jje skup tacaka ;_-;—..zle'e ‘—7
"),_]1 je Ag(gl‘f) oc za neko @e—(— ‘:*;: skup £ Q (E) O
0 je skup £4 skup tacaka g 27& 6{7 za koje Je l%év" L
odskup skupa 4= , tada je C*({-"):O -

Primjedba 2.3.1. Iz posljedice 2.3.1 slijedi da analiti-
uslove teoreme 2.3.1 obrazuju klasu funkcija koja ima prazan

presjek sa DSeidelovom klasom analitickih na jedinicénom disku.

funkcija .

diska D funkcija se definise kao skup analitiéki‘n na jedini-

Cfhom disku D funkcija :g(i) koje imaju svojstvo da je za
ﬁ}ko;ﬁo' svako Z= V&F #(tw)l: .

Bl.jaskeovi proizvodi pripadaju Seidelovoj klasi analiti-

i (vklh funkcija . Otuda slijedi da se nijedna funkcijms ‘TP(E)‘
koja zadovoljava uslove teoreme 2.%.1 ne mo¥e prikazati kao

Bljaskeov proizvod .

Napomena 2.3.1. ©Seidelova klasa analiticdkih na jedinicnom

¥

hl
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, 1
2.4. Konvergencija nizova {fu(e °)‘1 u klasama

analitickih funkcija VF ol

Koristeéi se rezultatima iz ‘2.3 u ovom dijelu druge

ve dokazujemo rezultate za Hardyjevu hiperbol@éku klasu ana-
tickih funkcija u"& i njene potklase l"'l:' , 0sx< 4
koii su slicni rezultatima iz 2.1 . Dobijeni rezultati su
‘ﬁeresantni zato Sto pokazuju da se neki problemi koji se rje-
gavaju pomocu sferne , odnosno Euklidove metrike , mogu rijesSiti,

sli¢an nadin, i pomoéu hiperbolicdke metrike.

Definicija 2.4.1. Neka je -¥Q%) analiticka funkecija
_e}finisana na jedinidnom ‘disku D i neka je \'?(%)_l<4_ za
svako zeD . Funkeija 3?(.%) pripada klasi HL ako je

-1 [ (@) I3 < oo

: , 4 2

Iz definicija 2.2.1 i 2.4.1 slijedi da je HR’CZ l‘ .
ale , klasu analitiékih funkcija l*t' japanski matematidar
Yamashita nazvao je Hardyjeva hiperbolicka kalasa analitickih

unkcija .

U radu / 44/ S.Yamashita dokazuje dvije teoreme koje daju
& treban i dovoljan uslov kada neka analiticka na Jjediniénom
L: i?Td_l'slt:u D funkcija :?(%) . )%%)'44_ za svako %GD , pripa-
da klasi funkei:a 4 .

: A

Jedna od tih teorema Jje sljedeli rezultat :

: Teorema 2.4.1 ( / 44 / ) . Analiticdka na jediniénom disku

D funkecija #(%) ’ '#(E)l(i za svako }eD , pripada

;?,kla31 funkecija L4€' ako i samo ako je za s¥ako fiksirano
65\3 funkcija 2 C(H,%) integrabilna funkcija

gy
argumenta & %@zﬁ'@, 25T .

EE




e

Primjedbn 2.4.1. Teorema Z.4.1 nerosre no slijfedi iz

eme 102-2 .

Sa _fﬂ(%)::-pa) kadas a—> o oznadime ravnemjernu konvergencigju
gvakom kompaktnom skupu diska D niza {.‘p.(%)} ka funkciji
{2) u hiperbolilkim metrikama (dk,'fl .

| Kao u 2.1 1 2.2, prije dokaza'teorema koje globalno rjefa-
aau problem koji se odnose na konvergenciju nizova ugaonih
,anlcnlh vrijednos¥i na 17 , formulisalemo tvrdenja koja loka-
:;11}10, za IrOlZVOlJnu tacdku &= Q:”’er rwecavzgu taﬂ problem. Ti

ultati su analogni rezultatima punkte 4 iz 2.1 1 punkta 6 iz

Lems 2.4.1. Neka su f“ @ M:-‘./Z:-- -, i "ﬁ(%) ana-
',utlcke na Jjediniénom disku D funkcije kole u tacki §=23.°Er
'{fxaju konalne ugaihe granicne vrijednosti _ﬁu(@‘ﬂ , R=1,4- .. i
:‘?’(@-9) , 1 neka je Jgﬁ'q?m)(a)@‘,, 09<R<4 , i I:,PM(a)I< 1

Aed)2,. .. 1 lg(%)’< { za svako ,¥€— D . Ako ;ﬁu(%):;;;ﬁ(;)
ada L3 oo ‘na svako kompaktnom skupu oblasti  Ap!® i

(VQ?O) (; Re(09, f)) (Jﬂlo:‘ Uo”n) (’U""‘ 7"“’) ( Jf’; (.ﬁq(-’}))[é) <& ) >
'(‘)nda Jje Lianm ﬁ‘(dﬁ) ?(e)&) .

Moo

* Za analltlcke na jedinidnom disku D funkcije #,« (2) R
M=4)2,..., 1 ¥(-?‘.) H l#,q(@:),( 4 , A=0Y,-..
\ﬁ(%\ki za svako € D ; neka je

F ey =der L@ L) ooie Hue® <t
é’ﬂ\(&_ A&Cﬁ.(e‘*\,ﬁa"\ba i (JRe (09, 4))(07’ e-(.ﬁ(aa)(e) <£)_I{

Posljedica?.4.1. Ako su j;uc-z) SR RIS SE 15
tnalitidke na Jjedinicnom disku D funkcije l:f«(%)l< 1 ’
M"“‘J,Z, , ’1?(_%), < A za svako 2& D fMCE ‘fl%)

ka’da M oy tdd’] Je za svako & >0 » svako

“ oo, (2 , 1 svako t(ackus.&éf {.f{)’ x(gglﬁ"y){’) f,e (f@))/b)) ;

|
f
i
i
i
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ljedeta dva problema, koii su slic¢ni problemima iz punk-

N

- paragrafa 2.1 i punkta © paragrafa 2.2 , ostaju otvorena:

ﬁeka su :F"‘ (&3] , M=%, .« i f('?ﬂ analitidke na
L o tee [7 . .

pic¢nom disku D funkcije koje u talki J=e € imagju

f‘e’ ugaone graniéne vrijednosti f&(&f°> , =42, . . .

P e : : . e _

(_c} ) , 1 neka je é’gk(-)e(b),)(a_) <® , 09<R< 4 | ,
Py < 4 , M= 42,. « « i lf(’f)‘ < 4 za vsaku tacku iCD .
’.fﬁ(%’) :;.ﬁ"t‘—) kada 4 = ©© na svakom kompaktnom skupu obla-
Apl® i axo je ‘-‘&_:: f,,fez')'—- f(e)’") , onda,da 1i je

,_é"w) (IRe (09, ) (Fa =4, (R)) ( Varn.) (ofgi"c F0)(e)cg)?

ﬁeka su ;:«(—'t) , =42, ., , 1 '-f(?-) analiticke
dini&nom disku L)  funkcije koje u tadki g;-g‘:’e [7 ina-
konadne ugaone granicne vrijednosti :Fh(e“) , 4,; 1,2, ...,
’-F(e"‘) , 1 neka je If,“(%)l( 4 , =02, ... i }f(ﬂl< 1
vvaku tacku Re€ D i

‘__f,((?):;f(i') kada s => oo na svakom kompaktnom skupu obla-
ti 8p(®) i ako je Fm fﬂ;(e”iﬂ-:f(e") , onda,da 1i je

3. Definicija 2.4.2. Analitilka na jedinidnom disku D
funkei ja #(%) REXEN PR za svaku tadku ze D .
Pripada klasi funkcija r'n , o€« <4 y ako Je

e i® o~ R 2
"(f‘f_i%:) L € cfca)] Ve oo,

, . & b1
Iz definicija 2.4.1 i 2.4.2 slijedi da Je r):(" C'T‘Vtc, H“

B osA,cx, < 4 -
Granidéna svojstva klasa funkcija ,TL , 0 < 4 , izu-

C4vana su u paragrafu 2.3 ove glave slulezd IH{')-‘:-!—- , 0Sa< 4

1-a
t

w
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1z leme 1.2.2 direktno slijedi sljedeéi rezultat :

“Teorema 2.4.2. Analiticka na jediniénom disku D

frunkeija ‘;(%) ’ '?L“)|<4 za svako iieD , pripada klasi
o, , OL£X <4 , ako i samo ako je za svako fiksi-

Ge'Y runkcije § g (% @), aase se Gea= ) T Frprait®

grabilna funkcija argumenta € , #€ [0, ﬁ]

Teorema 2.4. 3 Neka Su ispunjeni uslovi :

%4(%)& TE | 0cw<d , w=d2. .,
#q (2) w&#(%’) kada MM -» oo ,

#(%} e analitidka na jedinidénom disku [) funkcija ,

Z\l(4-l}i}°‘[g£’(ful%\) ¢ (:fm)]z I} <+e0 .

L A=y
Je #lé)e rFo( i '&UJ #q(.e-«u)n :P(-Q,w‘) za svaku tadku

ST, () =0 -

Teorema 2.4.4. Neka su ispunjeni uslovi
s M= 4,2,. .. , su analiticke na jedinicénom

. 418 funkcije,

12 :}?L%)e Ty 0sx<t -
3) :L((a) :3 .?(%) kada wum-»c0 Y :
i€;4)"HﬂﬁftﬂﬁuanJHH%Rf[g#@ﬂwmﬁi U-3 o .
| Tada postoji poiniz {fq ()} niza {3&.(:9} takav da je
hux_f (£1®) = f(e" za sviku tadku §=@ eP/E g(:E).—O .

\:}%

‘6v Dokaz teoreme 2.4. 5 Dokaz da je l’?(%)er’;isti je kao

dokaz da je ?me"{‘ u dokazu teoreme 2.1.8 .

Skup E Eiji su elementi tacke S-J?:‘&GV za koje nije
[ *}
[ ‘F(_Q}%) f.{e‘@}moze se prikazati kao unija 'E UE UES .
| Mo

1 -
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, ~ o ~ |
E‘{)Ea: » 14 R ,s—-" 2, o Skup £4 je skup tadaka

= §¢%) L #(e") fuel>€ (Jﬂew)(lfu(é')l.»i) & | fd)=t }

Iz teoreme 2.3.1 slijedi da su QE_').—O i gl(:E ) o .

okaz da Jje CE )—- slican jé dokazu dg je (’0((%1 Ou

kazu teoreme 2.1.8 .

fz?

téoreme 2.1.9 pomoéu teoreme 2.1.8 .

Dokaz teoreme 2.4.4 izvodi se pomoéu teoreme 2.4.% kao dokaz

2.5. Granic¢éna svojstva. meromorfnih i analitidkih

funkecija sa integrabilnim izvodima

U ovom dijelu diuge glave produzava se izudavanje proble-

ma ¢ija je formulacija data u Uvodu ali za klase meromorfnih i
;analitiékih funkcija koje su karakteristicéne po tome Sto sadrze
”haprijed izucavane klase meromorfnih i analit%ékih funkcija
T, T L TS esw<d .

Dobijeni ‘ezultrt ée se odnositi na konvergencije nizova

~btotivnih sranidnih vrijednosti i uglovnih granidnih vrijednosti.

fl- Definicija 2.5.1. Meromorfna na jediniénom diskuv‘ts B

'1jhmkoija =¥C%) pripada klasi T  axo je)l?ﬁ#&g)”<oo .

Lako se moZe pokazati , korisSéenjem integralne nejednadi-

‘ne Cauchy-Bunjakovskog , da svaka meromorfna na jedinidénom

=
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sku D funkcija #(z) koja zadcbvol;java uslove

DML @) T+l <00 » HE) e Cp U {4y, oripede
oot funkeije T . Otuda je f[, cT, osw<cd .

Granidna svojstva klase funkcija 'T‘ izucavao je V.I.Gav-

ov , / 11 / . On je dokazao sljedeéi rezultat :

Teorema 2.5.1 ( / 11 / ) . Ako je :Fl-z)e 'T' , onda f(.})
s’vakog tacki S-»Q, eP}f waE =0 1ma konacan integral
5 f) za skoro svako PGC‘% ) 2_) » & odgovarajuée teti-

vn grani¢ne vrijednosti ﬁ(;,\p) medusobom su jednake .

Napomena 2.5. 1. Meromorfna na jedinidnom disku D

unkm.;]a #L&) u tackl g...Q, 6[71ma tetivnu graniénu vrijedno-

- K G F2) = Fs0) =
Fsi)eaats) ko se em,\j Flst)= aresy.

= ' Pe(-8,9)
Teorema 2.5.2. U topoloSkom prostoru (M(D) T skup 'T’

atvoren skup .

" Koriste¢i teoremu 2.5.1 moZemo dokazati sljedeéi rezultat:

: Teorema 2.5.3. Neka su ispunjeni usiovi :
l) %i@e'f’ AMw ,2,...

2 ﬁ(?)eﬁ/(‘p) ;

;ZD 365'(59 _fla kada -vea

+ S ;@(,P,.(e»fy({fw)lll <eoo , (254)

A=
_’I‘ada je $(236—’77 i za svaku talku X=¢ GV/E , A4 F=o 5 po-
°t0Jl skup % B C’-C"" J”). wey B~ , takav da je

- z§ svako P& By a?“C‘Si‘(’)cC{(s) , :F(;,*():w(y)l ﬁz:i & (5) =T (3).

Teorema 2.5.4. Neka su ispunjeni uslovi :
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by LB MDY, ue 4, .,

.;?(2:) eT. )
futz) %‘-‘,-Pﬁ) kada u->e0

N QUEAY | — b o fm)

da postoji podniz _‘fle‘ Nniza .{f.(e}’) takav da za svaku tadku

g—eeV/E AueyE =0 , postoji skup '& BSQ(‘- ),

,Ms..u , takav da je za svako \ee% ,‘? S\ = U) (S),
".babﬂg) i AUr el (8) = aesy
A k-0 k

Prije dokaza teorema 2.5.3%3 i 2.5.4 dokazalemo tvrdenja
oja iokalno, za proizvoljnu tacku S‘-‘-e}& sa granice r7
iska D ‘rjesavaju neke probleme koji se odnose na konverge-

ciju niza tetivnih granicénih vrijednosti meromorfnih funkcija .

Lema 2.5.1.  Neka su #u(%) s M=4,2, ..., 1 -?(%) mero-
orfne na jedinicénom disku D funkcije koje u tacdki S:e_'bé r'
»iirﬁa,ju tetivne granicne vrijenosti %t(;,\’)-c.r(g), u=4,2, . ’

3 ?(3(‘9) _..CJ'('S) , za svako ‘PGBS s B C.(-“ ,_) WB :C{ s

i nekn jo Yo PENS)<oo , 0g< R <t . ko 19“(3) = fiz)
“kada M. —» oo na svakom kompaktnom skupu oblasti AR(*) i

- ;:;(V's, >0) (IR (90 \D) (Fuo=ttlh) (#5400 ) (5, (o) () <E)

.‘/1,,,011da je '&“’tg 5) = (JJ'CS)

Dokaz leme 2.5.1. Dokaz leme 2.5.1 izvodi se slicno

fkao dokaz leme 2.1l.1 .
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Naime , pretpostavimo da nlaea&:‘:f"@).— “(5). Tada posto-

£=8&>01 podniz {f,, (%)} niza {-ﬁ‘li!)_} takvi da je
a.f'/k(s),“(s))&.za svako kel .

Iz uslovs o, (flaey<oo , 0,9<R<d i

jedi da za &, postoji R, s 9«R<Ro<4 , i postoji
: . Ma:/uo(R) » takvi da je ‘sz(.'fcﬂ) (®)< 55_3, i %a

° P
M> Ao

0732.‘ f“ M)e)< & . (A.z, 5. 2)

Neka je, dalje

A-}D (Lts0)) = j € CE.(2) l‘?/i‘l (2.53)

((9/\’)
Tada Jje

 (L1o0) 3 o f (5,%), Fulan)) | (2.54)
glje je ay =etay)n I , IZ’ iz1=R, , teB i

Za svako Ye & /)(2’ ,_.) na osnovu aksiome metrike o

: neJednakostl trougla , imamo da Jje :

d (:ﬁ,lw) sfulae) a;g,,(xm),)e(s,v)) dy C£tsi0y, £0an) - (L s, ﬁh,))
foootsvaco me M (2.5.5)

-

Koristeéi (2. $£3) -, @5.4) i Ca.5. $) dobijamo

[Loemdr 2 [dcpism, tucanr) des,

&ye(f,q(e))(«& = 2
%, “M By -5 :‘;)n’s




&®

0(4 CfCS e, #(9?))0&’ - g (4({(5 " ]P[Q
: / £ ! I’))d‘f“ jc/,‘ (f{qr) (G "( ,}
= £) By cE,4)18, THI fule)ele (2.5.¢)

ako m e . Otuda za svako ke imamo da je

/“-) N8 4,)”3 | ,«’li,}ld (-( 5. F)
Kako je za svako ke Af dj(ﬂk(;,w,#z”)>& to 'prvi integral
esne strane nejednacline (Z.5.¥) nije manji od & 7 .

Drugi integral sa desne strane ne.jednééine (-{-5-7)
je veéi od %’ jer je

’A[fﬂ 't), fﬁf))‘lf = S L_F ({)(8"’\ A = osz Cﬁ-?)) (®) < ‘_.

NBy | (71*")"5

Treéi integral sa desne strane nejeinaline (£.5. ¥F)
prelazi %’— Y za svako K> ko , K. c A7 , §to slijedi
slova da .ﬁ‘(;)-a #(z:) kada M -®oa na svakom }:omf)aktnom

'él;upu oblasti AR (®) .

Koristeéi naprijed dobijene integralne ocjene i (Z-$F)
dobi jamo

0‘[66(}8& (2))(6) > &

. 2a svako k>amay (&, A4s) | Sto je surrotno sa (7-§.4) , ¢ime

- je lema 2.5.1 dokazama .

Neka Jje, ' alje, -a svako QF“(%), :F(E-A eM(D), LEN A RN

e R P

- | - . : o
3 B0={% sag=ee postoss s By B <(£.5) o
b - 4
AR  #eeBL) (F.59=0,(5), Fsor=wt)), vy, wis))zs
IRe (96, 1) ("fo( (f(-}))(—e)<£)}.

fosljedica 2.5.1. Ako su #[&),ﬁ&)e//(D)' Al = l,:t,. .. ’

| _ S Lo )
i ﬁc[“a)’.‘%: ;If(g.} kadna e —> e , tada je za 5V3KO £»>0 , cvako




T
ga‘cf“ua) ?RC?@B) (8 %

’1‘6 tefko vidjeti da posljedica 2.5.1 slijedi iz leme2.5.1.

f'jﬁeka su _rq(a) , MU= /{_2, ! f(,i’—') meromorfne

jé‘diniénom disku [ funkcije koje u tacki S~a“9€: f?

maJu tetivne granidne vrijednosti ‘fMCS(‘P)=a)’ (5) a=12... R
,(9@) &5(g) , za svako Ye 5 Y B c(- 2) .wfg& =& ,
eka je o\(gKC-fC%)) (-9) <zo, 0,9< £ < 1 . Ako ﬁ((g) _-__—5 7{’(;_.)

na svakom kompaktnom skupu oblasti Aﬂ(é) i

e b o) (B) = CJ(5) , onda,da 1i je

Neka su f () , ae=1,2,.. . y 1 f{é) meromorine
D funkcije koje u tacki S:e}éei

a‘ Jedlnlcnom disku

mé'u tetivne granicne vrlgednostl H(S,\’)-—-—N,_(';) , m=12,. .-,

.,f(S’?) = (%), za svako Y& 55 s £§c(-—g,€) . we’;&; =

neka Je '

(YS 70) CJRG‘ (99, ,)) [Jl,;uo(R))(-Vu}p.)(o?’& (ﬂ/e))(&)c{) ,
Ako f )=z ﬁi} kada A -» o& na svakom kompaktnom skupu oblasti

AR[-G) i ako Jje »&ww (5)y = ¢3¢s) , onda,da 11 Je

ol gﬁ(f.’[;:)) (&) < oo .

Primijetimo da su na prlged f

ormullsﬂnl problemi Sllcnl na-

ks ,Pri{jed formulisaninm problemima za ugaone granicne VI‘l'\eanStl iz

- Paragrafa 2.1 , 2.2 1 2.4 . Njihovim rjefenjem dobili bi se

‘ I‘ezultdtl koji bi pred stavljali automatski i rjesenja slic¢nih

Tr

k»Oblema iz paragrafa 2.1 , 2.2 1 2.4% .
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Dokaz teorema 2.5.3. Iz uslova #M(E)QT y m=4,2, . . o
(;)e M(b} i (1-5. i) neposredno slijedi da je :;(%\err . "

Ostalo je da se pokaie da skup E ¢iji su elementi
fadke §=%we Y’ , za koje nije ispunjeno da je s &5, (S)= <),
g Lg—rc>

TLebesgueovu mjeru nula .

Lako se uodava da se skup £ moze prikazati kao unija

4u £2-’ gdje Je £1 skup tacaka 'S" Vooza koje ne posto-
{JCS) 11i S 5) za neko HEeAS i ‘E- v ‘?Q gdje je
L Y-—i
Ape oAy (G, () ,e5)> 4 = }
Kako su 1‘?“(2) . é(a—).e 'T' s M=12,. .. , tada je
‘teoremi 2.5.1 ,4Ml41, =0 , Ostalo je da se pokaZe da je
N

=0 .
Posmatrajmo skupove

=fe™: (Fe>0) (Hpe com,n) ife‘f“”“’ >5 )

Iz posljedice 1.2.2 slijedi da je «wé4 @ 0 za svako

-flks1rano Yye N .

Teorema 2.5.3 bidée dokazana ako se pokaZe da je u((’éﬁr—'o
12 svako ¥V €/ . Da bismo to pokazali , neka je EK Uf /—f,!)
-t“dae su EF (?Fe,, J skupovi iz posljedice 2.5.1 za niz .{7(’“{;)}
;Nlde tefko vidjeti da je za svako e/ EK EK fEK.
;If,okazacemo da fgm WPJ—EK—-?Q kada K-»co , a odatle i napri-

ed o . - ) =
;@]’ed recenog slijedi da Je weée;’ =0 .

Kako je of (/gvfﬂzz» -p ()1 t8) 2L (/f,etﬁ.lz» —fk/fe))/)/o)
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;;‘s"vako Sz_é\-be; V , tada iz posljedice 2.5.1 i dokaza lemel.2.6
"""dl da je za svako fiksirano ve M i svako Y eg i (#'1)

fi;u%E“(g,%\ s 4ac (M -gcfy 11, (2.5¢)

Iz Q?.&'- &’) i (!LS“ 1) slijedi da je | .
wen EXx Z.. ““%}: (#' < Z.. e Illgcﬁ-w)-fcfm)lll

T
odatle dobijamo da -U-(%Ek—-v O kada K-—»co Sto je i trebalo

okazati da bi dokazali teoremu 2.5.3.

Dokaz teoreme 2.5.4 izvodi se pomoéu teoreme 2.5.3 kao

§ﬁaz teoreme 2.1.9 pomolu teoreme 2.1.8 .

Posmatrajmo,sada , meromorfne na D funkci;jé -flar) e—rr'
Jje zadovoljavaju uslov ‘&“«Th Cr—t31) ©Cftad) < oo,

Jj. posmatrajmo funkcije .F,z’.: iz rr’ koje su normalne u
slu Lahta i Virtanena , / 26 /

»_ Za takve funkcije tacke x=@ er za ko,je je integral
:L#('{,?) beskonadan bar za jednu tetivu 2 (5,¢) s \ee(—;, "—.;-_) ’
obrazuju skup E ,4“?4'5 =0 , i r’/E CFC#) , gdje Je
: FCIf—) skup ‘t@_éaka Fatou za funkcije ﬁ(%)' s feorema 1 u

V' 712/ . |

Nije tedko vidjeti da iz naprijed navedenog rezultata
V.I.Gavrilova L teorema 2.5.3 i 2.5.4 slijede sljedeéa tvrde- -

L%

oondn

Posljedica 2.5.2. Neka su ful® , «=62..., i $e=>
funkcije koje zadovoljavaju uslove teoreme 2.5.3 i neka su

normalne u smislu Lahta i Virtanena . Tada Jje ‘F(z)eT i

; fﬁ ‘fﬂ(eik)c -?(e""l za svako ';:é""e V,E , wedtE =0
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. Posljedica 2.5.3. Neka su ."F“L%-) , Mr-i,l,. oy iﬁ(%}

un élae koje zadovoljavaju uslove teoreme 2.5%.4 i neka su
ormalne u smislu Lahta i Virtanena . Tada postogl podniz {“&“\}
;,' nlza{%,.(l)} takav da je za svako X= QGF‘E, weAE =0,
(€)= &) .

Ostaje nerijesen sljedeéi problem :V\Ako su fu(;}_}é—[‘,

= k2y--+, normalne funkcije u smislu Lahta i Virtanena ,

; (,%’)El’\T‘ . i%(z}j#(@)kada M= oa da 1li je tada =F(Z)

éfmalna funkcija u smislu Lahta i Virtanena .

‘Klasa funkcija T sadr¥i Tsujievu klasu meromorfnih

«rgedlnlcnom dlsku D funkcija , koja se karakteri_ée sa

/T*Qv S 'g<i%(ﬂife5) Ciif < 4+ 09,

O < °
Otuda, rezultati koji vaZe za klasu funkcije T

7e i za Tsujievu klasu meromorfnih funkcija . Znadi, nadi
rezultati daju neke nove rezultate za Tsujievu klasu meromorfnih

funkeija.

Inacde Tsujieva klasa meromorfnih funkcije je dosta izula-
Végna klasa meromorfnih funkcija ( pogledat’i naprimjer : / 11 /,

/22/ )25/ /) 736/, /82/ ).

Kako je ‘Togch , 0¢ X< 4 , 1 kako za klase funkcija
~ ‘

, O0€acd , skupovi £4 imaju o -kapacitet jednak'

li, tada se teoreme 2.5.3%3 i 2.5.4 , za klase V‘T‘o( mogu

~formulisati na sljedeéi nadin :

Teorema 2.5.%3/ Neka su :jeu(?], #C}) erp“ » M=4,2. .

- Q w< 4 , funkcije koje‘ zadovoljavaju uslove teoreme 2.5.3%.

T;"”""‘Tada je %m% (é%) %é@)za svaku tacku {=¢@ 6‘1"5 A E = .
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/
Teorema 2.5.4 Neka su :FM"%) ’ :s.(%) & ’T'o( yM=1,2,
-d,<4‘ funkcije koje zadovoljavaju uslove teoreme 2.5.4 .
a postoal podniz {?A(.%)a niza {‘g.. (2—)‘2_\ takav da je
~:F(& ) = ?(Q}.’) za svaku tadku Sa.g, QPIE wedE = © .

~ Primjedba 2.5.2. Kako je za svako _f“tz) . :f—(,fa EHQD) ’

,”',2'.~' 9 0& «(A. 3

: | N7 N/ | ¥
W19 ) - g I S (S22 ) 1 Lgcfutan —pefiay T 2
da ako funkcije 'ﬁ«(%) s M= f,2, .. . 4 1 —F(e) , zadovoljavaju

love teoreme 2.1.8 one zadovoljavaju i uslove teoreme 2.5.3.
da slijedi da teorema 2.5.37 daje bolju moguénost da se
gispituje konvergencija nizova ugaonih graniénih vrijednosti
nkcija u klasama /—,1 y 0€d € A s od teoreme 2.1.8 .

§ v

dutim, to poboljSanje ide na Stetu samoga skupa na kome

imamo konvergenciju. Naime, skup iz teoreme 2.5.3 na kome ima-
"konvergenciju ima"slabiju " metridku karakteristiku od

sk a iz teoreme 2.Y.8 .

Definicija 2.5.2. Analitidka na jedinidnom disku LD

10,
i . ™ . ! .
unkei ja 5?&2;‘) pripada klasi funkcija ako je “\:g(:q“koo .
o Iz definicija 2.5.1 , 2.5.2 i 2.2.2 slijedi da je

T\; C_YT‘CT sy DS <A .

Ako Je ?(%) e‘T’* s onda tacke 5 e T‘f za koje Je
ntegral eg('si‘f) beskonadan bar za jednu tetivu Q‘-(SCV) ’

?e("x “I , obrazuju skup E ’ m(z&E — 0 , takav da je

‘ !E C?(‘-?) teorema 2 u / 12 / .

Teorema 2.5.5. Neka su ispunjeni uslovi =

Es

L]



o

#u(%)err' 2 M=—4'l,.. . 9

c
#u (2) ".‘.’..,"'-?(%) kada u-» a0
£  je analiti®ka na [ funkcija ,

f_ﬂ | Il — el \ | <o

M=)

Wada ‘je -f(-’r})é ‘T’ i &M-F(e"") = ,'F(e") za svaku talku
g errvff medE = .

Teorema 2.5.6. Neka su ispunjeni uslovi :

) L2 . mu=42,. .. , su analitiCke na disku D  funk-

) :?u(%ﬁg :?L%) kada M > oa

) fme T

) NEW— M:g M) kada U-re0

ada postoji podniz {fu®?} niza { ful(®} takav da je

Dokazlteorema'2.5.5 i 2.5.6 sli¢ni su dokazima teorema

5.3 1 2.5.4

Primijetimo da je klasa funkcija rr" potklasa Hardy-

15 i
jeve klase analitikih funkcija K~ , / 12/ .

Primjedba 2.5,%. Kao 3to je redeno , klase analitidkih

*
11 jedinicnom d sku U funkcija !T'(x ’ °(<4. » Su potklase

%

72e funkceija l’T‘* . Otuda sva tvrdenaa koaa su dokazana za
klasu funkcija ‘T‘ vaZze i za klase funkcija T* .

Kako u prostoru analiticdkih funkcija za svaki niz ‘[#IZ)}

'""1 Svaku funkciju :{?L%)S vazi

1 -l | < (2

V2. .' ’1/2_
HG-11)* @) 1R T2
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> svako D€uxc4d i M=1'2,'. .. y tada slijedi da teorema 2.5.5

e bolju moguénost da se ispituje konvergencija ugaonih grani-

1>, Definicija 2.5.3. Analitilka na jedinidnom disku 1D
:,,:uﬁkCiJ‘a '?(%) ’ ':?Clﬂ < 1 za svaka ¥€ 1D , pripada klasi

unkeija fI“‘ ako je n.ge’Cfm)l]<oo .

; Iz definicija 2.5.1 , 2.5.2 , 2.5.3 1 2.4.2 8lijedi da
p— L » ;
e T, e T e T, osaict .
¥
. Teorema 2.5.7. Ako je #L%‘ié UH » onda je integral
‘F(S.'(’) konaan za svako ‘ee(—; y %) i svako §=e“eP/E ,
w?»ff-:.o. U tackama S:e”é, P/E funkcija '-?(-?) ima ugaone

.granicéne vrijednosti -€(e"') R ,?(d&)\ A

Teorema 2.5.7 je posljedica teoremae 3 iz / 11 / ,

*léme 2.3.1 , leme 2.%3.% i teorema Lindelofa'( / 24 / str.36 ).

Posljedica 2.5.4. Neka Jje #(ﬂﬂ analitidka na disku D

'4‘,'\ ,;'f\;n}{cija koja z dovoljava uslove teoreme 2.5.7. Tada tacke

S&éﬁﬁ~yf , u k¢ iima pustoje ugaone granicéne vrijednosti %Uﬂ’)

:7 ~>:',' soje Je (#{gf"){:!_ , obrazuju skup E,. , we{fiz 8] .

Posljedica 2.5.4 neposredno slijedi iz teoreme 2.5.7 1

gecnetrijske interpretacije integrala A¥(§|‘?),

L
Primjedba 2.5.4. Iz posljedice 2.5.4 slijedi da klasafv

» ima prazan presjek sa Seidelovom klasom funkciﬁa.
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Koristeéi posljedicu 2.5.%4 moZemo dokazati sljedela
rdenja

Teorema 2.5.8. Neka su ispunjeni uslovi :
&
) fum e M’ wuety2,...

2) :FMLQ.) —v#(_a-) kada 4 >0 . , v
j) 'ft%) je analitidka na disku D funkcija,

W | QCf,2) - ghcfan || <+ .

=1

; da Jje ﬁ(%)e l"P i llae :FMQ-") f('e}‘) za svaku tadku

Teorema 2.5.9. Neka su ispunjeni uslovi :

1) g,‘(%) , M=42, .- - , su analitidke na disku [

‘V’k 5’?“(9,‘9) ‘.?(e") za s,vaku tadku S‘é&—} IEo ‘“e‘\‘E .
i TN

Dokazi teorema 2.5.8 i 2.5.9 sliéni su dokazima teorema

'505 i 2.5.6 -
Napominj mo da se pri dokazu teoreme 2.5.8 koristimo 1
. o~
dejomn sa kojo ! smo dokazali teoremu 2.4.3. Naime , skup 552 .

.8¢ prikazuje kao unija sljedeta dva skupa :

-+ 1 dokazuje se da Jje Mu?éE = 0 i MC&—ES: o .

%‘ R =3 e Gm/&ub-dg(fu(e“"), Rem)>£ (Fuel) Gke™i=1), !ﬁe“’)n} :
E = {8 Lau Lia et (£ -3V > £ | Guemr) (1, (2=d)its frenley) |

il
A
|
i
i
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Primjedba 2.5.4. Za teoreme 2.4.3 i:2.5.8 , koje govore

o konvergenciji nizova ugaonih granicnih vrijednosti klasa
- . & .
‘ﬁunkcija 'T‘ i 'T‘g sy, O&€&< {4 , vaZi komentar slidan

komentaru koji je dat u primjedbi 2.5.3 za teoreme 2.5.3% i .2.1.8.

2.6.  Konvergencija nizova {%“LS,‘P)} u klasi

neprekidno diferencijabilnih funkeija

' 'T' i njenirri potklasama 'T'o(

U ovom dijelu druge glave se izucavaju konvergéncije

. nizova tetivnih granidénih vrijednosti za klase neprekidno
;diferencijabilnih na jediniénom disku D funkcija ¢ija su
%graniéna svojstva izudavali L.Carleson, / 19 / , i V.I.Gavfilov,

S VRTINS

T Definicija 2.6.1. Neprekidno diferencijabilna na Jjedini-

- ¢nom disku r) funkcija‘gcz) pripada klasi funkcija TT‘
. axo je HIgqradfiny] f <+o0 :

Teorema 2.6.1. ( / 11 /, teorema 4 ) . Neka je :@L&)e’\"

L (o,p)= Sl?ﬂadfl%)\ BES
L(o¢)
Tada
za svako e (_—h‘;, 5) funkcija L(O,v) je integrabilna
funkeija argumenta #€ Eo_. 2],
2) na zatvorenom intervalu Eb,mf]postoji skup h4 ’
M%M = T , takav da ,j'e za svako e M funkcija ‘[.(9{ )
integrabilna funkcija argumenta P& ('ﬁ,_ )9,5’) ’
%) za svako ™ i svako ‘P‘!, ‘(af: (“‘-}_ )g) ze koje _,je

>
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L(9 \.\a) <90 3 4 ($;¥,) <00, POStoje granidne vrijednosti ;ﬁ(S‘Y,),

fa.w 1 fstd=F0s ) -

?2. Koristeli teoremu 2.6.1 moZemo dokazati sljedeée rezultate:

Teorema 2.6.2. Neka su ispunjeni uslovi :

2) ’-g(,%\ je neprekidno diferencijabilna na jedinicénom

_;;‘:disku D funkcigja , ‘
’A 3) '3?“(%)‘::8?(%) kada U -»eo na svakom kompaktnom skupu

“ > llllfg’lad.f.,la)l——l?mdfmll Il <o0 .

: M=
'.ILada Jje -‘F(_%)G'T' i za svaku tadku S-_:g“e Vle, M«ME = O » bo-—,
gtoji skup E’S , b C(_‘_, 2 ) ,w%& , takav da je

m svako ‘96-5 _f“Ls.v>= €I, (5) > ‘@Lsr(’)-— CJ‘Ls)
&ma) Us) =U(s) -

LVEE P& N
Teorema 2.6.3. Neka su ispunjend uslovi :
1) :F“L%) , m=1,2 .. . , suneprekidno diferencijabilne
na jedinic¢nom disku D funkcije ,
2) :?(,%J errl ’
%) ;ﬁu(}) - ?’%) kada Aa(-»><o na svakom kompaktnom skupu
dinka D @@c/?ﬁ«fz)/_a 7«?@42’7{/;;/—,&;0@ ae>=0,

!\mmqo‘faéallla’//Wﬁnlll kada A ->oQ .
Tada postoji podniz -{,ﬁ.,é%)} niza 4{#«((3)} takav da za svaku
tadku S—-—-e%r’/_g , meedEE =0 , postoji skup B B CC’,_/ z)

l?/i&g':cl_ , takav da je za svako Y& BS N ,ﬁ, 3,%¢)= (,41"(;) ’
. . lau G LRY = (Y ¢ <
M=W(S) i % )

k>0 K
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4'5, Prije dokaza teorema 2.6.2 i 2.6.3 dokazaéemo tvrdenja

_—'koja lokalno ', za proizvolJjnu tacdku ¥ = el9 sa granice V
}-diska D rjeéava',ju neke probleme koji se odnose na konverge-
neciju niza tetivnih granidnih vrijednosti neprekidno diferencija-

~ bilnih funkcija .

‘Lema 2.6.1. Neka su :ﬁa(i) sy M=4,2,.. . i :F(,%) ne-
f;?v"j“vi-v‘prekidno diferencijabilne na jedinic¢nom disku D funkcije

5 koje u tadki 'S- e: ‘—7 imaju tetivne granlcne vrijednosti
;F(S,\g) Qs)y =12, - Z?(St'f)—-CJ'LS), za svako P& P) .

'E) c( u ,.) R w%B a , i neka je Jlg—rzac‘f&)l *)<oo 03<R<4..
Ako .?(2) -—->¥(3) kada m-soo na svakom kompaktnom skupu
oblasti AR(") i

(V'i’-ﬂ’) (FRe(03,1)) (T, =natt)) (¥m :nuo) { vlg&aolf"l:n]k(o) <g)

. ; &'MCJ A .
onda Jje o 2 (3)=4T¢5)

Dokaz leme 2.6.1. Dokaz leme 2.6.1 izvodimo sliéno

. .dokazu leme 2.5.1 .

Naime, pretpostavimo da nije uﬁmcd A 0S) =0 (5). Tada
postoje & =6 >O i podniz i?ﬁu (%)} niza {IFM(%)} takvi
da Je ’QLk(SX—U(K\’>Eo za svako KGN .

Iz uslova X(g-ﬂdalﬁ(z)lkl9)< on, OI< R < : y 1
f&,i:;-:,‘_}> (:g Re (ﬂ%;!)) (3’“0?‘ Mo (i\) (yM >M°) (a I?qdfu(;"glo)<€)

slijedi da za Eo postoji Ro , 09« R<Roc 4 , i
. _ . . &
postoji Mo s, Moo= MG ( R) , takvi da Je oyl?aqolf(.z-)ikol&) <& d_;_ ,

i za svako M > Alg

lgxzqoliful%)}k (9 < & (26 41)

ZL
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(o
B
B

Neks je Ye E){__, 1

| L () = §1gudfieilde | (2.6.2)

€3e)
) e -
5P6% < /?‘Zadfuli)l za sviko X € {{S/ ¥) i

ako M&N , tada Jje

Kako Je

A_fce[}/")) 2/%(5).-#(‘7()/, _(4’-6.5)
ie je Qr:.-:f(s,?)/)[é, [z’! /2] = po , b e BS

i 'J

sksiome

Za svako Y& BS/)( y E) , na oSnoViIVTeErike © nejednako~

i};‘sti trougla , imamo da Jje
;w,,ls) —fulae)| % 1005 )- wt5)]| =1905) - £(Fe)| = | 0] - Llar) | (.6 %)
Aor‘lat‘ca i (-[ 6. -2) , ('[ 6. 5) i (4 6. S") debi amo

-o‘Z/emvlfM(?)/g(*’) fé//#, Ode 2 [ 10u5)- £ vy [v >

1E) B, c£.4)n8,
» J ’°’~(3>~w'»'>1”" - {10y- Fanjole = [Fre)- £.t0) b (46.5)
¢z, 5)ne, - €E,E) B L2,8) n&,

za svako /MC o . Otuda za svako K€JW imamo da je

cy,?w(} (—%)/ (o) > j/a) (5)- wis)olp - g/w(;)-f(q,)/(,/p:- ‘Sl«f/a\-)-ﬁ(q,));lr
“ e Do, CEE)8, R (160)
Lako je z=a svako e N /&, {E)"'CJ(S)/>€°' . to prvi

: ‘ : Lo
interral sa des e stro ne nejednacine (.?-G.C) nije manji od ——4—: .

Drugi integral sa desne strane nejednadine (2 ¢ 5)

nije veéi od — Jjer Je

g ,,
f[-w(sw:ﬁ(av)/o(v < fA,; (bls,e)) Av = &flguo/}a(-a)/‘eolﬂ) < 3 .
Z)nk, Fe.Z)ng,

({’/1
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Trecl integral sz desne strane nejednaine C-?.C.c)

o

s I P

Pr-?‘leZl T 3 za svako K> Ko , Ko € M , Sto
jedi iz uslova da M(%):’.’.':?(i') kada M -» oo na svakom kom-
tnom skupu oblasti A#(-G) .

;:»‘,’Koristeéi naprijed dobijere integralne ocjene i C-?.G.G)

& 320 1.1, (#)

4 s‘\;ako K> weax (K ,Me) £to je suprotno - (JG i) . Gime je

:.rNeka su , dalje , ’73,..(&) -M=1,2,... 1 ‘#(%) ne-

D funkcije i

_w{ W, Ve y ~ Y ”

=4 € ! za%=e postoji skup E B C("-—, ) >

3%?;’; =@ [YeeB))F, G 0=0t), f(smmcs) y, -
Do) - IZYISYEX z(asae( ©9,1) ) C&ﬁ;ndfm/ (ey <) 1

Posljedica 2.6.1. 4Ako su ;MC%) R “-‘*.f, 2,... ’ i%iﬂ

neprey'ldno diferencijabilne na Jedinicénom disku D funkcije
#M(% #Li‘) kada I—t ~» e na svakom kompaktnom skupu di-
Ska D s tada je za svako &>0 , svako M ) 4‘>"¢o » 1

svaku tadku 5!:2 Q—£ (?,6) J“%’*""L;n‘ﬁ’)' '?‘“"’#‘N'R' %) 3 -- .

Posljedica 2.6.1 slijedi iz leme 2.6.1.

Ostaju nerijesena sljedea dva problema :

;"',rl) Neka su I;,,(%)' , w=1,2,... ,1 ?(*J neprekidno dife-

"Tencijabilne na Jjedinicnom disku - D funkcije koje u tacki

S__‘tﬁ' € r, imaju tetivne granicne vrijednosti i (%)=, (34
M=HR, L., 1 :F(S,Y)ew(§) za svako ’PGB; & C(’i, z)




=2

kw?'&gs = , i1 neka e J[;’zqdﬁz)) (8) <oo, © ,9 < et . kO
: __{a.) ﬁ%} xada A4-»eo0 na svekon komprkxitrnom skupu oblasti
p _ :

Ak,‘o) i ako je &WCJ (3) = Qis) , onda , da 1i Je
Aad0

"Neka su _f,‘(a) , u:.f,z_,. IR , 1 .ff-z) nggjrekidno
erenc;1 iabilne na Jjedinicnom disku D funkcije ko*-ﬂ'e u ta-

imeju tetivne granicne vrijednosti .f,q(!o}‘{’) a) (¢)
f{s,‘f) = CGJ(w) , za svako e BS ,gsc.(-:i,‘.{_)
we{gﬁsc & » 1 neka je-

?(Vs») (TRe(02,1)) (TuezutR))( Yeoran) C Zhreolftn [ (D<) |

Ko A2 f/{e) kada A =» oo na svakom kompaktnom skupu oblasti

AR (& i ako je ﬁ»‘::@.g(s):ng) ,onda, da 1i je
. - 4
o( Iq2=d frlp o)< %!

4, Teorema 2.6.2 moZe se dokazati koriféenjem rezultata teoreme

N

§2.6.1 i posljedice 2.6.1 po Semi po kojoj je dokazana teorema2.5.

Dokaz teoreme 2.6.3 izvodi se pomoéu teoreme 2.6.2 sliéno

"kao dokaz teoreme 2.5.4 pomolu teoreme 2.5.3 .

25. Definicija 2.6.2. Neprekidno diferencijabilna na Jjedini-
kén.om disku D funv;c:ma -??(%) pripada klasi funkcija rT’o(
OCsx<d ako Jje ”(4'/81)%/3)7q0’f(i1)/2f<ao .

Teorema 2.5;4 ( /10 / , teorema 1l ) . Ako je .}P@e% s
o<1 onda postoji skup E_ sa (7 , Col (E): o )
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. | 3 . -
kva da je za svako S*&ee V{E i skoro svako P& ("."_‘_;_, .':*i)
_{fegral LL‘,Y) konadan a odgovarajuée tetivne granidne vrijed-

éistim£(5\?§ medusobom su jednake .

7 Nije teSko vidjeti da za klase neprekidno diferencijabil-
m funkcija rrok y 08 &< 4 , vaZe sljedeéi rezultati
931 predstavljaju pobolj3anje , u skupovnom dijelu, teorema: SN

is,} i 2.6.2 %a te klase funkcija :

Teorema 2.6.5. ‘Neka su ispunjeni uslovi :
«1) -f @) e 'T' y OS¢ <4 M=42,. .
}'2) ‘_?QQ_-) je neprekidno diferencijabilna na jedinicnom

Jsku funkcija ,

- 3) %(2;) ?(.‘;) kada A -»ow na svakom kompaktnom skupu

iska ’
e Z Il Ca-12y* [gred £, (2] - Ignad £ [Fli< =0 .
M=)
fada Je -?(%)eq‘o‘ i za svaku tacku 3-—é VIE (&(E)_,o, posto-
ji skup BSC("‘E " ’ WP’&B = _, takav da Je
za svako Vegs ;g,.‘t.sm_ans) , 1?-(’5.‘(’)::&1(5) i
trr T (9) = ar(s) - , | o
U->a0

Teorema 2.6.6. Neka su ispunjeni uslovi :
#ML%> , Mm=42,. .., su neprekidno diferencijabilne
v disku D iankceijoe

G&)ér&S O<ot<i,
3) {l(:e)..; ‘2(%) kada U 200 na svakom kompaktnom skupu

diska 'D /7/340/71? /z)/::?/?'aoa/#z)/ teoole At—>oo
4) \!cmw"‘*»gmdjﬁmflil—)l/(wa( Kradfoyfikada s oo
Tada postoji podniz {?M L%)} niza g%‘(%)} takav da za svaku

tadku gz% KIE , CM CE) == ’ POStOJl skup E} Y) C( L)

=
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ol R AR b T

wued B - ¢, takav da je za svako e B , :F“(S.’ﬂ-_-_ w‘,’(‘s\ ,
K
’ %k(S) = (J(%) . :

Primjedba 2.6.1. 2Za teoreme 2.6.2 i 2.6.5 vaZzi komentar

1idan komentaru koji je dat u primjedbi 2.5.3 za teoreme 2.5.3

1 2.1.8 .

Primjedba 2.6.2. L.Carleson je dokazao da ako se pretpo-

stavi da su funkcije iz klase 'Tu , O% o‘( 4 , apsolutno

neprekidne kao funkeije od € pri skoro svakom T2 i
-

kao funkcije od mn pri skoro svakom € , E=Re , tada
one imaju radijalne granicéne vrijednosti za svako S=(’}9E-V/E,
Cd(E) = O , Otuda ako se u teoremama 2.6.5 1 2.6.6 pretposta-
“yvi da su funkcije :F.AZ) , u:-f,z,Q. R 1 ‘-f(i!-.) apsolutno

neprekidne u gornjem smislu , dobili bi da odgovarajuéi nizovi

radijalnih graniéni'h vrijednosti niza {_f.,l-l)} konvergiraju

ka odgovarajuéim radijalnim vrijednostima funkcije ?L%)

za svako Sﬁé\b’éVIE" CdCE)zo .
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G 1l av a ITT

LOKALIZACIJA U BOREZLUVOMN

SMISLU

e

o U ovoj glavi se izucavaju graniéni problemi za meromor-

‘fne , analitidke i neprekidno diferencijabilne na jedini&nom

disku [> funkcije,koji su slidéni problemima koii su izuda-

ﬁani u drugoj plavi ovoga rada . Naime |, rezultati koji su do-

kazani u drugoj glavi za granicu r7 diska I:) prenose
% = v
proizvoljne Borelove skupove Eg , B Cl‘r7 , te smo

tom smislu ovu glavu nazvali " Lokalizacija u Borelovom
& : -

Kako se rezultati ove glave mogu dokazati tehnikom

kojom’su dokazani rezultati u prethodnoj ‘glavi , to ¢emo

se na
u

smi-

sa

se

U ovoj glavi uglavnom ograniciti na formulaciju njenih rezul-

tata sa eventualnim kratkim napomenama kako se oni dokazuju .
. LI .

Pun dokaz daéemo jedino za jednu teoremu jedinstvenosti u hi-

perbbliékoj metrici , koji se bitno razlikuje od dokaza osta-

lih rezultata ovoga rads i koji ima samostalan znacaj .

5. 1. Kdnvergencija nizova {#&(Sffi} u klasama

b B
meromorfnih funkcija T i ‘T’d

1. Na podetku dajemo nekoliko osnovnih oznaka koje éemo

ristitl u ovoj glaoavi .

ko-
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La 6\'% oznac ivatemo skup éU&D (%) y odie je ED
: , € . :
: ﬁ"l?"poi_zvo].g}cln Borelov skup sa \_7 a DE(S> - g_ F: |7\f——3§‘1<4"§5 ’

<g< A , a sa l] (L(?:)” X integral

a(‘z‘.-)o('xcjré L E=xelny
6%, |

Dalje , napominjemo da oznake-koje smo koristili u Uvodu,

~
-

prvoj slavi 1 drugoj glavi a koje ¢e biti korisScéene u ovoj

lavi, imafe ista znadenja kao u Uvodu, Glavi T i Gilovi II .

D

0. Definicija %.1l.1. Meromorfna na jedinidnecm disku
¢ . . . N . . E> N .
i funkeija (2) pripeda klasi funkcija ko A«

g ], <=0 .

. . _ . o 2 . _
Granidéna svojstva klase funkcija T JEACaVa0 Je

oA N.Ajrapetjan , / 2/ , / 4 / . On je dobio siisdeli rezul-

tat

Teorema 3.1.1 ( / 2 /, teorema 3.2.1 ) . Ako je
:f(?,") é;rrb, onda Je :
,, 1) =za svako fiksira.io '*PC-Q-%‘-_, %) , funkcija L_’f (3:)
‘k';i_nteggrabilna funkcija argumenta € _ t=e'® e B ,

2) na skupu & postoji skup 54 , ek B = awes F;-,’
takav da je za svako fiksirano 6" R NS='~€1f‘6\ 6;%,1 , funkcija
LP(S\‘{) inteprabilna funkcija argumenta ¥ Y"é[‘%; %) ,

f?;») 7za svaku 1 cijedrost ‘6" R §=2}.& & %’l , 1 svako (f’., i Y5 N
e € CILE ) | ga de g chts“m <eo i Lglst)<ceo
postoje tebivne granicdne vrijednosti 7?(5!‘%} 1 ?(S,\Pb) 1
fizey = (5w,

1) za svaku vrijednost 4+, x=¢Te %4 > L ve(-% g—:;) )
2o koju je L{;(g,v) =+ 00 | tetiva R(S,¥) 4
va funkcije —'f(%) .

»
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- Napmena 3%.1.1. Niz tacaka {qu s }ue D s M=q2 .
je p—niz funkecije -?(%) ako je :
1) &H 12u\ =1,
2) za svako £ > O 1 pr01zvolaan podniz {;}fﬁ } nlza-ll..,}

i;,’:funkcija _F(_%) na skupu U ‘{2 z2eD "'L(%)%.)< €)1  uzima

) S

- beskonalno cdesto sve vrlgednostl sfere Riemanna

"~ osim najvide dvije .

S

| Tetiva &(E,‘P) zove P -tetiva
~ funkcije -f(iﬂ - ukoliko sadrzi barem jedan ?D—niz .

Napomena 3.1.2. e

Istidemo da je V.I.Gavrilov, / 13 / , prvi definisao

F)~niza i pojam & —-tetive za meromorfne na Jjedinicénom

disku D

Koristeél teoremu %.1.1 mozemo dokazati sljedeca tvrdenja:

pojam

funkcije .

Neka su ispunjeni uslovi :

Teorema 3.1.2.

L fe T,
2) ¥ (e M(D),

2) _ﬁu(_ag f(%) kada M =>o00

= 4,2'-- . ’

*) 119 futm)- gl < oo . |
Tada nglf(z)e_-mgl za svaku tadku 5_ YD}E, wqu o |,
postoji skup B &5c,(:‘-§ 1 E), aues® = G, takav da je
aomvoxo € B L e G5, R0si%) =0a(3) Juﬁ:‘w L (8)= €O(%) .

Teorema 3.l.%. Neka su ispunjenl uslovi :

1) L2 eM®), a=12,. 0,

2) e TH

2) ?N(%3 Ko %:(%) kada Mo

4) wc%{wm - o) llp, kada s oo .

x
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Tada postojli podnig -g.fq (&) niza -%af,q(%)ﬁ takav da za svaka
o K

Z’;,{l‘.taéku ‘S:é,we% [E , w4 E = o0 , postoji skup %S ,

at;‘%gc,(’g, g),.m%&s—.: a4 , takav dgi je za svaku talku ¥é€& E’S ,
— ] ‘ CJ, 4 s
-;fg‘zt‘f) =wq‘(:a)’ -?('S(‘?) =Wy ) 1 K—ﬁé 4 (5) = () |

Teoreme %.1.2 i 3%.1.3% dokazuju se slic¢éno kao teoremel2.5.3

i 2.5.1"" .

Posebno skreéemo paZnju da se u dokazima teorema 3.1.2 i
L %3.1.% koriste rezultati iz 1.2 lokalizovani u Borelovom smi-

slu.

% .JPefinicija 3.1.2. Meromorfna na Jjedinicnom disku D

L . . . L2 g 1
funkcija ’F(%) pripada klasi funkcija ‘TH .,}Hf-)ecuu{tj ;
ako je NARD#MU-+) [T | <oo.

A.N.Ajrapetjan je takode izulavao granicéna svojstva funk-
B ~ i :
cijas iz klase ‘T‘“ » Hit)e C‘ U-{%}. Za te klase on Jje dobio

sljedeéi rezultat :

Teorema %.1.4 ( / 2 /, teorema 2.2.1 ) . Ako je
:F(—?:)é: 'T’: ,» onda Jje : 7
1) na skupu B postoji skup E . C'”(E)::O , takav
da je za svaku tadku S:Q‘be BlE funkcija A_Flg,*(’) konadna za
skoro svako € | ve (-, %) R B
2) za svako & ,S'—'ébe B /{-_'—_ . ‘ff] i %< (w?-;: ) %)
koje Je Zl;(ﬁ,‘(q)< oo i b ($1¢,)<opostoje tetivne granidne

vrijednosti :?(51\91) . #(‘S(Yz) i -‘F(’S,‘e,) = -?C'S;YL) , ’
%) za svako ‘fé(“%:; ‘-é;) iSzc"*eB)E za koje je L\?_(‘S(‘(’):oo_
tetiva ‘Q(_’Sg\f’\ jé 'P -tetiva furkecije #(%) .

B

Ako je H)= A, 0€R <« 4 . klase funkcija T#

A
7 .
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oznacavacemo sa 'T'u .

B
Nije teSko vidjeti da za klase funkcija ’T’q y 0S5y |
vaze sljedeé¢i rezultati koji predstavljaju poboljSanje teorema

3.1.2 1 3.1.3 za te klase funkcija :

Teorema 3%3.1.5. Neka su ispunjeni uslovi :
1) -’TP;((-E)GT 0ftax< 4" | m=142,... |
-')) ,{cz):—.’..ﬁ(é) kada Af-»o00 ,
2) ?(z)eM(D) ,
) 'T N C-RNPAL R, - ) Ty, < 0.

M:\
Tdda Jje £(;~)e ‘T’O‘_ i za svaku tacku S= EeB‘E, (' (E)=0 ,

postogl skup gs 5,, 55C L“-"i ):I.) , Au{’w\ES:;u , takav da
je za svako e B, £ In)=0,(), :ﬁ(sm-_w(x) iﬁa: W, 15)= (%),

Teorema 3.1.6. Neka su ispunjeni ﬁslovi:
1) :FM(%)G:N(D), am=1,2, .. ,
2) Fre 'T‘:’ . 0% x<d,
D paw B fie s wom
4) n(«—m)“[gtf;m):!‘ns—a HC-yt LR (F) * iy kada JIRET-
Tada postoji podniz .{_f‘( (-z)} niza {%‘(2,})) takav da za svaku
tadku Sx:.g*’e B’E, C (®)=0 » postoji skup . BS .

o~

B c_ ~-— } s u.a-«t’/;a = 4 , takav da je za svaku tacku Y’(.B-S .

i ‘&&u. CJ' (S\ =g
= ¢ - L 1
T (S!‘f) (75} ‘( <) :?(S'\f') vy | ) -

“%. Ako u teoremama 3.1l.2, %.1.%, 3.1.5 i 3.1.6 pretpostavimo
da su funkcije -F(E—) i ‘_}D.“C%) , M=42,... , normalne u smislu

Tahta i Virtanena , tada bi umjesto fx %) (%) = @(s) , odno-
M=3eQ

sno %m o8 (S) = &J(s), vaZilo da je &Mﬁ“(e"):_f(ef&)’ od-

Lo S = O
nosno €iau fn (e = ’72(6‘0) . Znadi, umjesto konvergencije
o wl) K

tetivnih granidnih vrijednosti imali bi konvergenciju ugaonih
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 graniénih vrijednosti .

. U/ 46 / Je dokazano , teorema 1 za 3}: 2 ,kda funkeija

‘ -fC'Z)é 7705, A = o , u svakoj tacdki Sze‘beB IE . 00 (E)=0,
?;ima ugaone granidne vrijednosti . Koristeéi se time nije teSko
ifvidjeti ds u tgqremama 5.1.5‘1 3.1.6 =za (xﬁzc) umjesto konver-
 {gencija tetivnih graniénih vrijednosti imamo konvergenciju ugao-
3?nih graniénih vrijednosti .

Isti takav rezultat bi se dobio za klase meromorfnih na

jedinicénom disku [)' funkcija-#tz) za koje je

0 (A-129)% COFenTtlfy < 00 , o0fa<d.

\
3

%3.2. Konvergencija nizova.-{42(€}9)‘? u klasama =

*x 8 *
analiti&kih funkcija [ i ’770&5

1. Definicija %.2.1. Analiticéka na Jjedinicénom disku [)

| B
funkeija F(2) pripada klasi funkeija T ako je Nfkllices .

s * g
Za klase funkcigja rr A.N.Ajrapetjan je dokazao slje-

deéi rezultat :

Teorema 3.2.1 ( / 2 / , teorema %2.2.2 ) . Ako Je
'f)f;’?.‘} Etr“ , onda [ - :
) , funkcija 'Eg(gl\f)

pis|

4 za svako fiksirano ‘(G:C”% )
integrabilna funl‘;cija argumenta & s §=—€‘-e' (34 E> ’

2’5‘)' na skupu B postloji skup ?,),‘ . me.g.Bﬁf‘“%B'] .
takov da je za svako fiksirano & . S:é*& 51 , funkcija
{;(.Sl‘f)‘ integrabilﬁa funkcija argumenta “96("%, %) ,

%) funkcija I?(%ﬁ na ?mi ima konadne ugaone granicéne vrije-
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i dnosti ,
4) za svaku tadku SJ.GB i svako ‘?é(",_){) imamo da je

Q;(sm < +0 .

Koristeé¢i se tim rezultatom moZemo dokazati sljedeca tvrde-

- nja :

Teorema %.2.2. Neka su ispunjeni uslovi
nB '
1) -fn(%)ew ‘Al _.1'2'. .o ’
2) _f“(;) .f{;,u) kada wm—c0

3) f[&) je analiticka na Jjedinicnom disku D  funkcija ,

) Z. 1] l#,.l%)\—\:{i’m)\ll < o0 .

Al=—1
Tada Jje :f(;)&']'“gi za svaku tadku g=¢ € B]E,_M«;E = O , Je

Rince (E"’) _,.’fcéo) ’

&t —roo>

Teorema 3.2.%. Neka su ispunjeni uslovi :
futz , A4=472,... , su analitidke na jedini&nom di-
skﬁY/unk01je ’
%
2) -‘ﬁc-'t)e T |
3) :ﬁ,_.(%) f(e) kada 4P ed
w) Mol il 1 1#®I g - kada s—=eo .
Tada pOStOJl podniz /{—ﬁ, ('?)} niza 42,)41/2)9 takav da Jje

£ ane (ew)’:f(e”)za svaku tadku S=€ E’B/E '9“4’45 =0 .
g2 A “*

2. Definicij 3.2.2., Analiticka na Jjediniénom disku I)
: »* B o ,
funkelja :’ﬁ(%) pripada klasi funkcija rr# . Hie &Cﬁ U«/é}
. } 2
ako je 4R Hi-1z1) () ”B <40 . .

x B * R
Iz definicija 3.2.1 i 3.2.2 slijedi da Jje 77 - vﬂ '

" #
za svako HKH) e CH v {%}

Teorema 3.2.4 ( / 2/ , teorema 2.2.2 ) . Ako je

» B : 5 .
%%?ﬁ‘érp TR onda funkcija *?fEB ima konadne ugaone granicne
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;f"“‘?"vrijednosti fFCQ"’) za svaku tadku S’-Q}Q’GB'E Q (E)"‘ o , |
E’a odgovaraju¢i integrali ‘e_F(S'Y) su konacni za SV&kO
i E g |

4

Sli¢no kao u prethodnom paragrafu , ako je H' -H: {1_%;

.

505.0( < 4. , klase funkcija 'T' ” oznadavaéemo sa 'T'*B : ‘

*B y -
Za klase funkcija (T'o( » 0% ole 4 » vaze sljedecli

_rezultati

Teorema 3.2.5. Neka su ispunjeni uslovi :

1) -FMCZ)QTO(9 OLote A y M=N12,.. .« o

2) ‘f“[%) —_:32’-’(2) kada M=o |,
#LQ:) je analiticka na jedinicnom disku D funkeija ,

g Z. b (-1 [ L) - )#m\}‘ “B <+e0

S 3 ‘ ;
i
;

»8

Tada Je #{2-)&71 i, za svaku tadku 3= Q&B (:l(E)_a , Jje
. i
G (e = F19) - | o
M- i
- . . . o~ g
Teorema 3.2.6. Neka su ispunjeni uslovi . !
1) :F.‘(:z-.) , M=1,7,. .., su analitiZke na jedinidnom j

disku DD funkcije , | : )
2) ?c%)e‘T* , 0€ o<, | |
%) ;f !¥}~f;3( ?) kada AU e *
B AR ULy g I C1-r1 )* /f’(&)/ Vi kada

Tada postoji podniz ”{:FH (%)}{ niza ‘{:fu f%)fl takav da je ."

£4~,qu {’}‘9) :F(e"g) za svaku tadku S=¢ &B'E (&(E) o .

K>

Ad ~P O »
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5.%. Hiperbolicdka varijacija tetiva u okolini

% tacaka Fatou

l. Definicija %.3.1l. Analiticka na jedinidnom disku D

fun ceijao -"F(i‘) f(i)l< 4 za svaku tadku ¥ & , Pripada
‘A ,

}\1 asi funkcu_aa IT' & ako JG“ g ("]9(%))\ <oo

Definicija 3.%.2. Analiticka na jedinidnom disku D
funkeija ﬁ?(%) ) lt?(%3l< L za ovgku tatku 2 € D
Culasi funkcija \T‘&’HB HUT) € C{.} '{, LE ako

ﬁ(4~li~l)HC4—/%I)[SE‘C:FI'L‘))I < oo .

, pripada

rve_,?;. i rTlﬁ-&
‘ Iz ef'lnlglga 5 2.1 1 3.3.2 slijedi da je H C

za svako ) < C“ U{jt—}

K=
T
Teorema 5.%.1. Ako Je '.?(i.‘-) < , onds i»
1) =za svako fiksirano \PG(_—‘:‘: 5 %} , funkcijn A,‘?(S,‘f)
2
interrabilna funkecija argumenta €, ©T = 9 fam) &

3

2)  na skupu E postoii skup &4 , we/&& = L2eRA {‘.?>,1

-tf».knv da Jje za svaku fi‘ksiranu vrijednost . & ’ S:'-e,w' € x
funkeilja /\? (S\‘Q) ‘integrabilna funkci,ja. argumente A ’
?&(Qi) %) ’ .

%) funkeija ‘f(,a-) na skupu %,‘ ima konadne ugsone grani-
éne vrijednosti |,

4Y  Funkcija A?(%,‘() je konadna za svako gae}‘e e &4 i

cviato e L—-—% 5 w )

2.

3 ~
Teorema %.3%.2. Ako Je #(&) € (""7 H ’ Hit) e CH U{ 4{%
tada na skupu % postoji skup £ , QH(E) = O , takav
da zn svaku tadku g:—_éée%IE postoje ujzaone granidne vriljedno-—

ti 1?(@‘9) funkcije "?'(%) a odgovarajuci integrali A‘F(?ﬂ\f)




su konadni za svako e (-

3
PIE)
N

Teorema 3%.3.1 je posljedica teoreme 3.1.2 iz / 2 / gdje
2
Cje U =€ (f™), leme 2.3.1 i 2.3.3 i teoreme Lindelofa
(/24 / , str. 36 ) .

Teorema 3.%.2 Jje pos lJedlca teoreme 2.1.2 iz / 2 / gddje

o]

J

¢ /J 24/, str. 36 ) .

(Lli)— (‘—F(?—)) lema 2.%.1 1 2.3.% 1 teoreme Lindelofa

2. Iz teoremn 3.%.1 1 %.4.2 direktno slijedi sljedeli rezul-

tati

Posljedica %.%.1. DHMeka jeid{®)e [ 1 nexa ;'_’e-EqC %
skup tadoka 5:2}6 z «o,je postoje ug one granidne viiiedno-

st _¥(QT°) za koje je l#(erﬂl_—_:i"' » Tada je WC’5£1 = O .

£
Posljedica 3.3.2. Neka je #(’?':7 ET H% , H({-)e?"jﬁu{ -_1{}
i neka je %;1Cl & skup tadaka §¥= 6?6 za koje postéje ugao-
ne granidéne vrijednocti :?(62.&) za koje Je rfg(e,“’)l =4 . Tada
Jje Q#(_EO =0 .
Primjedbn 3.3.1. Iz posljedica %.%5.1 i %3.3%.2 slijedi da
klase funkcija TT’&B 1 ‘T’i‘;g ,HH’)GE‘# u{:H , imaju

prazan presjek s Beildelovom kiasom analitifkih na jedinicdnom

NN Y ] ) funke . ja .

_ . L 1o }
5. Konvergencija nizova —{‘fa(e.) u klasama

. e ¥
analitidkih funpkcija T'P i ‘Tl

1. roristedi teoremu %.%.1 za kKloasu analitidkih na Jedinlcnom
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. | B
disku D funkc’ijarp mozZemo dokazati sljedele teoreme:

| Teorema %.4.1. Neka su ispunjeni uslovi

. 1) %L(%) ‘TQ',M42 .
2) -fu(%) __.,:FL;') kada M-,
%) -?(%)f’ je analitidka na jed inidnom disku D funkei ja,
5) \

21 lge"c%.m)— glfcfm) [ < +00.

R EE]
Tada je JF(-?:)& T te i fw)&) ?CQ}G) za svako =g QB}E

vy E =0 .

M-—)OQ

Téorema(§.4.2. Neka su ispuﬁjeni.uslovi P
1) ‘.g.u(?t) y M= {li, .. - , su analiticdke na fjédiniénom disku
D funkcije , |
2) :Fce)e Tee
3) —&m 253 kada Mo

6) [ LM~ (5L || keda w—> oo .
Tada postoji podniz {%é%)} niza {-F ‘3‘)11 takav da Jje

_?,‘(t ) %Q“) za svaku tacku 5-—& e&IE s werE = .
K*;vﬁ

2. Ako je FLH:H: _i:‘-—'—“ , OD&ot < 4. , klase funkcija ‘P“
oznadavaéemo sa qﬂ

bLe
Za klase unkcija To:_ , 0Sx< A , vaie sljedeli

rozultati

Teorema 3. 4 3. Neka su ispunjeni uslovi :
1) :;ut%)eq'm , 02oA< 4 , =12, ... ,
2) {,’A(:z)_..,%akada PV |
%) 3—?{%’) je analiticka na disku D funkcija ,
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4y 2 lu-R)*[ ge'c:‘,’..m) - e‘cfca)’jl\\ <00 |

M=y

Tada je :F(%)EIT' i &sz (,é’) %é‘) za svaku tadku ’S-’—J&E:BIE 5
C (E) =

Teorema %.4.4. Neka su ispunjeni uslovi :

1) ?u(-%) , M=m4,2,.., su analitidke nd jedinidnom disku
'I:) funkeije ,

2) :ﬁ(z)e‘]”‘& , 0%w<4,

3) .ﬁumg fm kada M - o0 ,

4) NP T > L (- R L Nkada >0 .
Tada postoji podan {%‘L%)}nlza {?HQ)} takav da je {wlﬁ&’)’ -Y.(t")
za svaku tadku g- B‘E— R (,E-) o .

3.5 Konvergencija nizova -S'*.;Mtsg‘(’)} u klasama

neprekidno diferencijabilnih funkcija

TE . TY

U ovom dijelu trele glave izudavaju se gonvergencije nizo~
va tetivnih granic¢nih vrijednosti za neke klase neprekidno
diferencijabilnih na jedinicénom disku [) funkcija ¢ija Je

granidéna svojstva izudavao A.N.Ajrapetjan, / 2 / .

1. Definicij: %.5.1. Neprekidno diferencijabilna na Jjedini-
Ciooa disku D funkcija #l&) prlpada klasi funkcija ‘T 5

ako je | l‘@llﬁol%(%)‘” <ec .

: B
Teorema 3.5.1 ( / 2 /, teorema 3.1.1 ) . Ako Je #(ﬂé‘r ’
tada Je

1) =za svako fiksirano ‘f&(’%, %) , funkecija L(*; \f)
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integrabilna funkcija argumenta & , Y= &% .
2)\ na skupu B postoji skup 54 , AR = wees 54
takav da je za svako =& &B , funkcija [, (4, ¢) |
‘' integrabilna funkcija argumenta ¥© , Pe (‘% ) E) )

%) za svako & ,’S:J?e E,' y 1 svako ‘04,%¥, € (- :U’)
za koje je L (#¥1) <o0 i Ls(e‘,‘fg_) <o, postoje tetivne gra-
nidne vrijednosti :F(.h‘ﬁ) R 1?-(’54‘(2_) i ?(’Sffq):’?(s 112)

Koristeéi se naprijed formulisanom teoremom za klasu funk-

cija T & moZemo dokazati sljedeée rezultate :

Teorema 3.5.2. Neka su ispunjeni uslovi :

1) ?H(‘;) eq‘s ’ M‘{'I'... )
2) _fw(_%)-_;%%) kada at—» <0 na svakom kompaktnom skupu diska

D

%) *(%) je»nepre.kidno diferencijabilna na disku D funkci-

Jas
b 2 |‘a’1“°’—fu(al ~lgnad £ | |
M=y
Tada je #(-?.-)e 'T' i za svaku tackuS ’QB{E, meeE=0 |,
postoji skup BS B < (—E‘ , A'JPQBS =u , takav cfa
je za ‘svako ‘P(.—B %‘LSR) (J(.’S) # (S,‘?\ wds) i “ei:tCJ )= Wis) .
Teorema %.5.3. Neka su ispunjeni uslovi :
1) f}i‘a—) , M=, . ., su neprekidno diferencijgbilpe

rn disku D) funkcije
&
2) e T™
3) :ﬁu(,%) o ‘-?(2) kada M -»oe na svakom kompaktnom skupu
dirka DD, lppedien]= lgrad#z)) kada wsen

4) § !maoi@-‘mna@iga?ma!%e)l)) kada M ->ea .
Tada postoji podniz%%ﬂé%}} niza .S:f“lz)i takav da za svaku

L
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' tadku s_e}’eBIE wesE =0 postoji skup B B C.(" ‘—f—)
Ne,&&s— , takav da je za svaku talku ¥e gS :F (5,%)= <, (S) ’
{.(s,v) (S 1 lUmed (3)= (3,

kv 'k

2. Definicija 3. 5 2. Neprekidno diferencijabilna na jedini-

128
¢nom disku D funkcija IFG’:) pripada klasi funkcija ‘T' "
e Gy uiL] ., ako je NU-tN) -1 lpaet fra)* Ny <o

Teorema 3.5.4. ( / 2 / , teorema 2.1.1. ). Ako ,je_?(g-)e,—‘—"g,

onda |
1) na skupu B postoji skup E , C (E) =0, takav da |
je za svaku tacku §5=¢ eB'E funkcija A(D %) konadna za skoro
svako ‘ee (" );‘) ’
2) za svaku ta¥ku g= e,e—_;B ‘E i svako ¥y ;%€ C"%,g) s
za koje Jje A('e','f’1)< o0 i l\(’,‘f;)<o¢ postoje tetivne granicne !
vrijednosti %(5“?,{3 i'?(‘s.\(’;_) funkcije J?(_-?:) i.F('S,‘(,):—. ¥L§,‘(’z).

Ako je HH:) {;" sy O0Lol<4 , klase funkcija ‘T‘ﬁ

oznadavaéemo sa \T‘ - .

Za klase funkcija rr‘c% sy O<Lote4d » vaZe sljedeci '|

(
rezultati : o v IJ'

Teorema %.5.5. Neka su ispunjeni uslovi :
Ly :fmtibe '—P:’ , 024 ,uU=42,. ..,
2) fa(&a) == .‘;_[_-}) kada M-30d na svakom kompaktnom skupu
digka D . |
) :f;{%) je neprekidno diferencijabilna na disku D funk- }
cija 5 s : ' ' i

ny 2 N4 )X [\?md§mtt)\‘lf§kaol¥(%)ﬂz ) B < 90 .
Mz

Tala Je #_&)é T i za svaku tacku ¥= Q,eB,E %(E)-—o, pos-—
toji skup BS ?) C(u ) w%& = O , takav da
je za svako ¥& gfs Tu(&‘?):t.& sy, ?CS‘?)- W(s) i
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'B(.W C‘JA[ S.) = QTCS) ¢

AU~» o0

Teorema %.5.6. Neka su ispunjeni uslovi :
1) %;(29 y M=12,..., su neprekidno diferencijabilne na
jediniénom disku D funkecije ,
& _
3) ,f«(—a)j—fcz) kada M —?<o na svakom kémpaktnom skubu di-
ska DD, Igred furn |3 lgred D) kacla o=,
2
4) WA~ qpacl ful @ 17U ~2 N G+t S Hpolfey cada o> oo,
Tada post.oji podniz .{:ﬁ,’g%)} niza {‘f,.‘(%) takav dg za svaku
o X0 . . : . M SN T I e
tadku 5=o G:BIE, C‘:((E)::.o s, postoji skup 53 , BSC(-‘;_,;) .
weegB—i , takav da je za svaku tacku \fe&s . ,fq(g,\-):,qy( s)
5 K p*
- i Cewu G, (3) =W(x) k.
_f(stﬂ__wcr)l S Cuy D ). .

%.6. 0 jednoj teoremi Jjedinstvenosti u

hiperbolickoj metrici

l, Klasic¢na teorema jedinstvenosti za meromorfne funkcije
ILuzina i Privalova ; u Teoriji granicénih skupova , govori da
proizvoljna meromorfna na Jjedinidnom disku D funkecija fl%))
f(z_)_#coa,} , mo¥e imati ugaone granidne vrijednosti f(e'.’)s.co‘,
a)ep , samo na skupu E , E CF , A | =0 s

A.Beurlin , / 6 / » & kasnije V.I.Gavrilov i V.S.Zahar-
Jgonoy /10 /0, 15 / , dokazuju teoreme koje predstavljaju
poehnljsanje teoreme jedinstvenosti Lﬁzina i Privalova .Naime,
ako je ¥ an -normalna vrijednost funkcije-f&%) .
A.Beurling , odnosno V.I.Gavrilov 1 V.S.Zaharjan , dokazuju

da u tom slucaju skgp E ima (!#(E)—;O ’ /;LR')GC#U-{%} °
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Napomena 3.6.1. ‘Tacka W€ J/C) je %H —nornnlng vrijed-

S (A= 1z H(4-121) Eg)(?(a)] cl’xdq
. - A s dglh)

. nost meromorfne na jedinidnom disku D fankcl jo _?(2-_) ako je

<0, ¥=X+('9

Skup Ag(foj Jje oblast di%ka D koja predstavlija inverznu
. sliku kr-uga K (W)= {w Wé:J? J(UW)<§§ pri preslikavanju i(%)

a H{e Q J { 1 za Hlt) = 1 dobija se normalnost u
H +

Beurlingovom smislu .

211 ovog paragraf: je da dalje razvije klasifikaciju
talaka CJ(:‘;J? R Q)—;.—:J.P(em) ,» koristell ideje Beurlinga , \

Touija , Gavrilova 1 Zaharjana .

2. loka Jje 19(,':.") anallflc:ia na Jedlnlcnom disku D funkecija ,
‘f(z)’< A za svako ¥ é—D , 1 Kg (@) = {\U 46 (w,w)<9, /Gfl<£}
On Ap (“OD oznacimo oblast diska D koja predstavlja inverz-

na sliku kruga K;“(CJ) pri preslikavanju '—32(-2) . Neka je
dalje

" .—- ﬁ-" a‘ 2 . .
AL (w9) = 1\ PR LR ) Tobedy  goxery

)
Ag(‘o)
i £
Ag, («,%)
" ¢ (©) = /juw/ir*«/a =z

cdije je #H:) & 8# U'IL .jt_'}

C e e - ” r‘ PP .
Definicija 3.6.1. Za tatku W & .)c> reci cemo da je

. 5] L. " . - , .
hiperbolicki b# ~normalna vrijednost funkcije :F(“?-) ako je

,A,vam}g v

i



1C1

Teorema 3.6.1. Ako je g(a—) analilticka na jedinlirnon
disku D funkcija , 3‘;(2}_1 Cousd )?(%\ki» za svako X €D
inko je & |, W} <4 , hiperbolidki %H ~normalna vriic-—
dunost funkei je i(a , tada tacke S:efe'f: [7 za koje Jje
ﬁ(e}"’):w obrazuju skup E , CH. LE)ij:O .

a
B

Dokaz teoreme 3.6.1. Ne ogranicavaju&i op3tost mo“emo
bretpostaviti da Je =0 . Kako je J=0 hiperbolilki
EDH —normnalna vrijednost funkcije :}?(&) tada postoji koasta-

nta € < 8O takva da je

SSU =121) #61—/27')[?&[#{2))]20&0/3 Cg> , = XHUL ,(5.(3.1}
A"’~60>

B dovoldno m: 1lo §> .

Pretpostavimo da za skup E 1z 'teoreme 3.5%.1 vari

C#CE) >0 . U tom C‘luﬁaju postoji ium'r‘l,ja

Uy (7,8) = J&L

£:€i;j?3 je /u & %L .

c//u (¢)

/ezt w/

Za funkciju aﬁ(zl&)' vazi sl,jed_eéa nejrednakost
© Uy (R,0) 72
~(4- -1 i, S s < e, < o0
| CA=120) Bk (4-12y ] 1T < ¢ (3.6.2)
rdje e i’-:—."zeﬁb ( pogledati / 10 / ) .

Neka je , dalje ,

:ﬁ"{gxz—ﬁ Sg q&(f(tze”))l_ rau,«, il 6)J1rzcl'zc[9 (3.6.3)

(s
/_’\g()

1z <3.G. %) , primjenom integralne nejednadine Cauchy-

Punjntovskorn , dobiJamo

g
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I(g)] S SS (A=Y H(4-R) [g(¥(£)31 Sdncle - 83@4 “DHU-) ] [ ’Dug('? 9)]'24?4

Ag(o) AS (o)

Iz gornje nejednadine i (3.6.4) slijedi

\:Icgﬂ SS Ca-my oyt [ @M_u“(q.&) 15 ’LA’“’[‘* :

a5 1)
Saglasno nejednacini (3 G 2—) imamo da je :

Linse ” [4-ny ha-ny1™* [ “’“’**(" ’93] relnole — o |
<~ 0 A (0)

te otuda dobijamo da jé

éli*g I-(gl:o . (564>

Neka je dalje:

G (t) = SS ge"(f(é)) f\('zlol{-) oAr o ’

S Rl | B
SYE T
gdje Je /[a('z,e,t)z ﬂm-&-_e‘ , tel o, 2] :

Pokazuje se da je
I(g) = ;Gglt) dpu te)

- Ne narusav.juéi opStost, pretpostavimo da je -t = O: ’ [
oancsno F =4 €L . Otuda , ’-?(%) ravnomjerno konverglra ka I
nuli kada =-> 4 i Ze A4, §, Yy 3 A4, 9,__) je ugao u SE
Jjediniénom disku D kojeg obrazuju prave {1 ‘{4? ﬁ[ )

’82, {')_ 2 £(1 ) , 1 kruZnica {7 © 1El= r(-g Neka ae i1
dalje, D(O,g)“A (O)OA(i Q,“) g. Za svako € §>o .




K03

: 3% ' _
skup D.(O\g) sadrzi presjek ugla A4, g.h;;) sa nekom okoli-
nom talke &=4 et .

Pokazuje se da je 13('2, &, O) nenegativna funkcija na

skupu {;5‘. li’:"%_l < 42-"} ( pogledati / 10 / ) .

Koristeéi naprijed kazano i integrlnu nejednadinu Cauchy-

Bunjakovskog dobkjamo

GéCO) 2 SS Q (33(1209)) lfaC’Z,-@ o) 0(’26{0 —

D*(o, <) | )

- 11 1
U (gCF ) el | /Z[ [ Sty - T DUz ® 1ot 49] .
fgw o | L, (22

' w Agw) ]
Iz gornje neJednaCJ.ne i (3 6.1) i (.5 G. 2.) slijedi
St % §§ g?{cw*)) fo(2,80)dndo ~ ¢- 8(@5 ,
Tl
gdje je £(€)>0 i L E(g) =0 .
o)

€
Dalji dio dokaza teoreme %.6.1 isti jevkao dokaz teore-

me Beurlinga u / 24 / str. 92-93 . Naime dobija se

S

Kako je talka ¥ =4 e£ uzeta proizvoljno,ocjena (3.6.5)

G (o) 2 _S_.gg(g) (5.?-5) |
V= ,

e . v 1
baz ogranicenja vazi za svako S e,a"é, ‘E. ( odnosno —{j ’

~elo, 2] , za koje je x= “beE ) .

Koristeéi se sa (3.6- 5) dobijamo da je
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ICg) g "V% - €£C§>
odnqsno ;[tg) X

T 7 B £(8)

Eto protivuﬁjeéi (3.6.‘1) .

Dobijeno protivurjedje dokazuje ispravnost teoreme 3.6.1.

Primjedba 3.6. 1. Problemima klasifikacije tacdaka &J,
u’e-s? y Hje predstavljaju ugaone graniépe vrijednosti'
funkcije EFC%) , kao B8to je redeno na poletku ovoga paragrafa,

bavio se V.I.Gavrilov. On u svojoj doktorskoj aisgrtaciji .

/ 14 / , kaZe da su zadmci koji su vezani za rje3avanj ovih
problema interesantni ali dosta teski , U tom smislu ovaj para-
graf zavr3avamo sa napomenom da bi problemi klasifikacije tada-
ka @ &Terﬁ? , koje predstavljaju ugaone ( tetivne )
grarfidne vrijednosti funkcije 3¥G?) mogli biti interesantni
za buduéa istraéivanja u Teoriji granic¢nih ékupova meromorfnih

funkcija .

b
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