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Ilpearosop

Hawmepe ayropa cy Bpio ambunuosne. I1pe cera, xejba HaM je aa I10-
MyHUMO BEJIMKY MPA3HUHY KOja MOCTOJU Y CAaBPEMEHO] MATEMATUUKO] JIUTE-
paTypu Ha CPIICKOM je3uky. Hawmme, wako je matemaTtuuka mucao y Cpba
JOCTUTJIA CBETCKM HMBO (IITO ce Hajueline MEepU €r3akTHO OOZOBUMA ca
takossane SCI nucTe; a, ¥ uHAYe, U APYTUM ,,CYNTWIHUM MeTomama‘),
TrOTOBO [d U HEMa pacripaBa O CAMUM OCHOBaMa MATEMATHKE WIU HECHUX
nenoBa. HapaBHO, U caMO TO MUTAWmE OCHOBA HUjE CACBUM JACHO OJpe-
heno. MHOrHM mog OCHOBaMa MaTeMAaTHKE TMOAPA3yMEBA]y JeJlaH HEH [0
(Hajuemnhe MaTeMaTUYKy JOTHUKY; MOCEOHO jefaH HbeH TMOIJIE0 — TEOPHU]Y
CKyrnoBa). Mu He eJTUMO J1a yJIa3uMOo y JeTajbHy pachpaBy OfakKiie TaKkaB
CTaB A0Ja3H, ajH j€ CUTYPHO Aa Cy Te oDIacTh MaTeMaTHUKE HacTaile Kao
MOCEANLA KPU3a y MATEMAaTUTULM U JKEJbE [1a C& U3rpalie HEeHH IITO CH-
TYPHUU TeMeJbU. MebhyTum, MaTeMaTHYKa JIOTUKA, KA0 U Y Y YKIbydeHa
TeOpHja CKYMOBa IOCTaJIe Cy MOCceOHEe MaTeMaTUUKe AUCITUIUIMHE, KOj€ HaKO
MMajy MOTUBAIIU]Y Y 3aCHUBaky MaTEMATUKE, ITpaTe ,,CBO]y NTIOTHUKY pa3Boja‘
Y pa3BH]ajy ce Ha CIMYaH HAYMH KaKO Ce JAHAC Pay U Y CBUM OCTAJIUM
MaTeMaTuukuM aucuurinHama. (Ilocroju Bulie 1oOpUX KHbUra HAMTMCAHUX
13 001aCTH MaTeMaTUUKe JIOTUKE Ha HALIEM je3UKY, kao wTo ¢y [19, 35, 47].)

OHO 1IITO CMO MU OBJI€ 1a/H (Y IMMPBOM IIOTI1aB/bY MOHOTpaduje) je HEIITO
n3mehy ucropuje u dunozoduje MaTeMaTHKe, a Be3aHO j€, MPBEHCTBEHO,
3a MpoOJIeM 3acHUBama aHamuse. [Ipe cBera, HacC je MHTEPECOBATO KAKO
(a xonuko je moryhe u 3awitio) cy ce MaTeMaTHUKU TIOJMOBH TOjaBJbUBAITH U
MehyCOOHO yCIIOB/baBATH Y PAa3BOjy MATEMATHUUYKE MUCIIH.

Hpyru neo mMa 3a UWb Ja OA €IeMEHTE OHHMX eJIoBa MaTeMaTUUKe
ZTOTUKE U MATEMATUYKE aHATM3E KOJU TPEACTABIbA]y OCHOBY 3a IYHO pa3yMe-
Babe MIPBOT Aena. AJIM TO HE 3HAYM JIa CE TIPBU JIE0 HE MOXe YuTaTu 6e3 Apy-
ror gena, 1 OOpHyTO, Ipyru 0e3 npBor. Takohe, 3a pazyMeBambe MPBOT [Aeia
HHUje MOTPeOHO HEKO TOCeOHO Mpea3Harme U3 (Grio3oduje MaTeEMaTUUKUX
Hayka, HU 13 WbeHe uctopuje. IlokyiaHo je ga ce, Ha mTO je Moryhe momy-



JApHUJA HAUMH JOCTYINaH PEIaTUBHO IIUPOKOM KPYI'y YUTajlala, U3JIOKe,
I10 CBO]O] IPUPO/IN YECTO TEIIKO PA3YMIBUBE MUCIIH U UIEjE, BE3aHE 34 3aCHU-
Bamb€ U Pa3BOj MATEMaTHUKHUX ITojMoBa. Harnacak je CTaBIbeH IIPBEHCTBEHO
Ha UCTOPU]CKU Pa3BO] II0JMOBA (pa3HUX) OECKOHAYHOCTH U IbUXOB y3ajaMHU
JIM]aleKTUYKU OJTHOC.

[lwe je ma ce uMTaolUM 3aUHTEPECY]y M MOoOyAe Ha pasMUILIbarbe U
TNPOMUIBAE O CAMUM OCHOBaMa MAaTEMATHKE U IbeHOM pa3Bojy. Ilopen
M3HOLIEHa BIACTUTUX H]IEja U aHAIM3a, TIOKYIIATY CMO Jla YUTAOIMa TTpe-
HECEMO M pa3sMUIIJbathba MHOTHUX BEJIUKUX (WM Makap 3HauyajHUX) MaTeMa-
TAYapa Koju ¢y Takohe OMIM ¥ 3HaYajHH MUCIMONIM Y O0JIACTH 3aCHUBamba
MatemaTuke. To ce, Ipe cBera, OHOCK Ha BEIMKOT JlajoHuIa, amd ¥ Ha
Abpaxama Pobuncona u I'letpa Bonenky. Jbyau xoju cy cTBapaay MaTeMa-
TUKY OJIMCKY HAIII0j OCHOBHO] TEMU, a TIPU TOM U AYOOKO MPOMHUIILBATH O
OCHOBaMa MaTeMaTuke (I1a 1 IIHUPE) CUTYPHO 3aCIYXKY]Y MaXby.

Hcropuja maremaTuke mokasyje ja je y MaTeMaTHUIM, Ka0 U y CBaKoO]j
ApYyroj Hayly, OWIIO I0CTa U PEBONYIMOHAPHUX M PAJAUKAIHUX ITPOMEHA
y rmegamuMa U cxBaTawuma. [lo ceemy cynehu, 6uhe MX HEMHUHOBHO U
yoyayhe.

Otkpuhe cTraporpykux MaTeMaTuuapa O MocTOjalby HECAMEPIBUBUX AY-
KU (T]. UpalMOHAIHUX OpojeBa) MPEACTABBAIO j€ MTPABHU 10K 32 TalalllHhe
HayyHuke. Otkpuhe JIo6aueBCKOr 0 TOCTO]akby TAKO3BAHUX HECYKIIUACKUX
TreoMeTpUja 3aXTEeBAJIO je AYOOKY PEeBU3H]y JOTAJAlBUX TNedaba Ha Ipo-
crop. Jou Behe morpece cy uzasBana orkpuha I'egena, CkoaemMa 1 MHOTHX
JApyrux morudgapa. M maHac ce cBe ,,[NIacHUje® 3aXTeBa PeBU3Uja MATEMATH-
ke. Haume, koMmjyTepuzanuja, ayroMaTu3anyja 1 1HQOpMaTUKa CBe BULIE
3aXTEBA]y MEHAKHEe MATEMATHKE Y CMUCTY HbeHE ,,(puHUTH3aLM]je .

Hajpanuja ucTopyja MaTeMaTHUKe HAC YUYU Ja Cy Opojabe U MEPEHE Jie-
JATHOCTH KOj€ Cy CTBOPMIIE MATEMATHKY. ATICTpaKUnjoM Opojarba UCTOBET-
HUX IIpeMeTa J0JaBabeM JEAHOT TPUMEPKA HACTAIM Cy TPUPOIHU OPOJEBH.
ATICTpaKIMjOM IIpolieca Mepera U yrnopehusama CTBOpPEHA j€ MpeacTaBa
O MpaBo] Kao ypeheHOM KOHTMHYYMYy Tayaka Koja Hac Jajbe TOBOAM [0
peaHux OpojeBa. KM gaHac, IpUPOAHU U peanHu OpPOjeBH, HA MOCPEHAH
WJIM HETIOCPEIaH Ha4YMH, TIPE/ICTaBIbajy OCHOBHO IOJA3HILTE Y CKOPO CBUM
MaTEMATUYKHM pa3MaTparbiMa. 3arpaBo, UCTIOCTABIbA CE [a Cy HajayOJbe
OCHOBE MaTeMaTHKE TECHO MMOBE3aHe KaKO Ca MPUHIIMIIOM UHAYKLIH]E, TaKO
U ca cxXBaTarbeM KOHTHHyyMma. MehyTum, obOa KOHIeNTa U3a3uBajy ,,horor
infiniti* (cTpax mpex OeckoHayHoIIhy).



OBOM IPHIMKOM HENEMO MHOTO MaXHE IOCBETUTU BEOMA BAXKHOM ,,PY-
THHCKOM' HeNy mMaTeMaTuke, Beh hemMo akUEHAT CTABUTH Ha MOCMATPALE
OCHOBHHX KOHIIEIIaTa U3 Pa3IMUYUTHX IEePCIEKTHUBA Y HAaU Aa hemo Ha T4j
HAUMH JIOTIPUHETH OOJbEM carlieflaBamby U pazymeBamy mateMaTuke. OHO
LITO Ce y HOBHUJE BPEME CBE BUILIEC HATIJIallaBa JecTe TO Ja J€ IIPH YUy MaTe-
MAaTHKE TOPE JJIOTUYKE CTPOTOCTU BeoMa BakHa W (IICUXONOIIKA) OTBOpE-
HocT. Taxohe, ykazaheMo u Ha Heke MOTyhe mpaBIe NCTPAXKUBAILA.

OBa KbUTra HAMEHEHA je IMUPOKOM KPYTy yuTasana (3auHTEpecOBaHUM
Y TAJIEHTOBAHUM CPEbOITKOJILMMA, CTYICHTUMA MaTeMaTuke, Guiozoduje
U pU3KKE, OIUITIOMUPAHUM MaTeMaTudapuma, punozoduma u pusnuapuma,
K40 U CBUMa OCTAJIUMa KOJU Cy 3aMHTEPECOBAHH 34 3aCHUBAIHE MATEMATHUKE).
[Tucana je Ha momyapaH HAYMH, alTk TAKaB [1a CE YUTAOIM PEIATUBHO OP30
Y aJIEKBATHO MOTY YIIYTUTH Y pPa3MUIbaba O OCHOBAMa MaTEMATHKE.

[TpBu neo, a u Behu geo APYror nefia KIUTe HaCTaIM Cy U3 WIaHaKa Koje
Cy ayTopu 00jaBUIIM y YacoIucy ,,[anrenra®.

JlocTta je OHUX KOJU CY Ha pa3He HauWHe JIOTTPUHENIU U TOMOTJIM 14 Ce OBa
Kkura rnojaBu. [TocebHO 3axBasbyjeMO OHUMA KOJU CY UUTANIU PaJHE BEP3U]je
PYKOTIHCA U AT BeoMa KopucHe rpumenoe. Cyrectuje 1 KpI/ITHKe Papnocasa
Bophesuha, XKapka Mujajnosuha, 3opana Mapkosuha, Anekcanapa Ilepo-
Buha, Cy3zane Cumuh, Mapuje Cranuh u Apyrux 3HadajHO Cy JAOIpPHHETE
no0oJbIaky TEKCTA.

HapaHo, cBe npoImycTe Koje uuTaian OTKpuje Tpeda MpUncaT UCKIbY-
YUBO AyTOPHUMA.

VY beorpany, 2009. roquxe
AyTtopu
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TTPUYA O MAJIUM
N BEJIMKUM bPOJEBVMA

Jbymu cy onyBek mmanu MOTpeOy Ha OIUCYy]y JeAHU apyre. Tako cy
jeHM Ha3MBaHM KOCMaTHUMa a Ipyru cnabokocuma (unu hemasum). U cee
TO OUJIO je Jerno U KPacHO AOK JbYAU HUCY MOYENIH, & MOPAIU Cy TOYETH,
ma puno3odupajy. U Taga ce y pasyMeBamby OBeE MOJIENe TI0jaBUO IIPOOIEM
dopmynucaH o, y Guno3oduju mo3HaTUM, HAa3UBOM ,,lTapajiokc hemasma®.

VY yemy je oBaj mapamoxc? Ila, eBo. 3aMHCIUMO HajKOCMaTHjer (U ako
Tpeba HajriaaBaTUjer) YOBEKA HAa CBETY M IMOYHUMO Ja My 4yIiamo BJacC 1O
Biac (imaky mo maxy). Uynamem jelHe JyIake CTaTyC HberoBe KOCMATOCTH
OCTaje MCTH, OH Jakje ocraje kocmaT. To he ce uMcTO HecuTm kama My
UUIIynamo Apyry, na tpehy, ma gerBprty Biac uta. OH he octaTu cTasiHO
KOCMAT jep HampocTo ,Jylaka Tope, [ulaka JoJe* He 3HaYu HUILITa. AJH, €TO
napagokca! Hamre 3amopue he Ha kpajy ocTaTti 0€3 jiaka, a ¥ gajbe hemo
ra 3BaTH KOCMaTuM!

Kakse can oBo uMa Bese ca mateMaTukoM, ynurahe ce Heko? Ila uma,
Hajnyosbe Moryhe, ogrosopuhemMo My oamax. ¥ LUIbY Ja TO MaJlo OJIMXKE
NOKaXEeMO 3aMEHHMO CaM CKYH BJIAacH (T]. KOCY) HEHUM (KapAUHAITHUM)
opojem. Tako, ToTanHo henaB 4oBeK HeMa HU]EIHY JIAKy, 4 OHA] HAJKO-
CMaTHjU UMa ux Hajsuie 174 888 (3a oBaj 6POj HE TAPAHTY]EMO).

ITonceTuMo ce caga Mano ocoOuHa MPUPOAHUX OpoOjeBa OHAKO KaKO UX
yuumo y mkonu. Hyna je HajmMamu npuponaaH 0poj (Moxxe u jenaH) U ,,CBU'
OCTaJIi IPUPOAHU OPOJEBU Ce MOTY JTOOUTH Tako IITO he ce Ha MPEeTXOHU
Opoj nonaTH jenuHuua. Tako qoia3uMo 10 pactyher Hu3a ,,cBUX' MPUPOJ-
Hux 6pojesa 0, 1,2, ...

OBoM HU3yY, cxBaheHOM Kao menuHa (Tj. CKYIT), TOAeIbyje ce BaXKHa 0CO-
bouna. Haume, cmaTpa ce 1a CBaKH IeToB JI€0, Tj. TOJCKYII KOjU je Hempa3aH
UMa HajMamby eleMeHT. TO CBOJCTBO Ce HA3WBA UPUHYUL MUHUMATIHOZ efie-
menitia. Ha30BUMO OBAKO 3aCHOBAHE MPUPOJIHE OpPOjeBE KAO ,,CTAHAAPIHU
cucteM” (mpupoaHux Opojera). OBaj Ha3UB, MAKO yoOUUajeH, y CTBAPU HUje
no06ap, ajgu ce OBJIE He YIIYLITAMO Y pacipaBy OKO TOra.
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Caga nHam npo6nemM (Miu mapagokc) MOXKeEMO TpeGopMyTucaTH Y OKBU-
py matematuke. Ckym {0, 1, ..., 174 888} nmomenumo y mBa nojackyna A u B.
Y npBom ckyny A Heka Oyay OpojeBHM KOjU INpeACTaBiba]y OpojeBe Biaach
c1aboKOCUX JbYAH, a Y APYroM cKyny 5 onu octanu. (OBjie HAMEPHO HE To-
BOpUMO 0 henaBuuma, He 300T 10OpOT BacmuTamwa, Beh 3aTo mro je hemaBoct
Takohe oBe3aHa ca Joul JEAHUM APYTUM MaTeMaTHUUKUM IIPOOIEMOM, a TO
je muTame o0uka.) OBU CKYIOBM CYy OYHUTJIEOHO Hermpa3Hu. Ha ocHOBY
MPUHLIMITA HAJMAKET eJIEMEHTA, KOJ1 BaXXH 34 ,,CTaHJapJAaH CUCTEM ™, Y CKYITY
B noctoju HajMawmu 6poj b 1 OH, K40 ¥ OCTAJIU U3 TOT CKyMa, OJroBapa opojy
JUTaka KocMaTor 4yoBeka. HacympoT Tome, umamo ga b — 1 oarosapa 0pojy
JUTaKka crnaboKOCOT YOBEKa, IMa TO MCTO BaXu U 3a 0poj b (jep ce cratyc
AodaBameM Jiake He Mema!). KonTpaaukuuja!!!

Kaxo na npeBazuheMo oBy KOHTpamuKIiMjy? VYV IPUHUMITY ITOCTOJE JIBa
nyta. [IpBu je 1a MpoMEHMMO Hallle CXBaTarbe KOCMATOCTH, a APYTH je J1a
IIPOMEHUMO HaIlly MATEMATHUKY; TAYHU]E TEOPU]Y IPUPOJHUX OpojeBa.

[TpucTranuua UCK/bYYUBO ,,CTAHAPIHOT cucTeMa (4 TAKBHUX j€ HajBUILIE
Mely oHMMa KOjU U HE 3Hajy Ja HeKakaB APYId CUCTEM IMOCTOjU), OIpese-
JIMBIIIU CE 3a MPBH ITyT, BEPOBATHO O pekao: ,,Har mojaMm KocMaToCTH HUje
MaTeMaTHuku 1o6po neduHucaH. Mu MOpaMo TaYHO OJIPEAUTH TPAHUUHU
Opoj k ucrmoa kora UMamo c1aboKOCOCT.

MehyTumM, 0BakBO pelliehe HUje 100po U3 HajMatbe aBa pasiora. I1pso,
KO je cImpeMaH M KO MMa BpeMeHa da IpebpojaBa Aake y TpaHUUYHUM
ClyddjeBHUMa U, APYro, 3a HAC je HEITPUXBAT/HLUBO 1a YOBEK ca k — 1 armakom
Oyme cmabokoc, a oHaj ca k kocMar.

Moxe ce, Takohe, MOKyIIaTU ca yBohemeM Beher Opoja MmojMoBa KO-
CMaTOCTH (LITO Byue MpeMa TEOPUJU Mepe WM TEOPHUJU (Pa3UCKymnoBa), a
IITO MOXE CaMO J1a KOMILIUKY]E ald He U Jla PelId NpoOIeM Ha HAUUH KOJU
he 3a10BOBUTH HalllE TPAKTUYHE IMOTPEOE.

ITa mta HaM onHma mpeoctaje? Onrosop je: HapasHo, caMO Apyru myT.
A TO je 3a OBy NpWiIHKY (a u BuaeheMo KacHUje U 3a Apyre, 34 MATEMATUKY
MHOTO Ba)kKHUjE, MPUIIMKE) TTPOMEHA HallleT CXBaTama IPUPOJHOI Opoja,
OJIHOCHO ,,HECTaHIapIHU CUCTEM " IPUPOJHUX OpojeBa (jOI TOPU HA3UB).

VY uemy ce paznukyje Taj ,,HeCTaHAAPIHU CUCTEM ? Y IbeMy ce IPUPOIHHU
OpojeBu aerne Ha ,,Mane u ,,Benuke. ,,Benuku’ npupoHu 6pojeBu nohy muza
,.Mamux“, [Toackyn ,,Manux“ 6pojeBa M Hema HajBehn, a MOACKYIT ,,BETUKUK
V' Hema HajMarbu efeMeHT. [IpeMa ToMe, y OBOM CHCTEMY HE Ba)KU ITPHUHLIMIT
MUHUMAJTHOT €JIEMEHTA.
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Cana ce Tako BUIM Aa ce Opoj amaka cnaboKOCUX MOXKE HHTEPIIPETUPATH
Kao ,,Maiu®, a Opoj mIaKa KOCMaTHX Kao ,,BETUKU a Ja KOHTPAIMKIIHje
HEMA. ,

Aiu, Heko he Mo aa ynuTaTH: ,,3ap TH je 0poj 174 888 Benmuku? Yocra-
JIOM ITOJMOBH BETUKH M MaJTU CY caMO IICUXOIOIIKY. 3a Majo aere je u 100 Be-
TMKH 6pOj, a AeBEIECETUX TOAUHA MPOILIOT Beka je u tutata o 10 000 000 000
ouna mana“. Jbyau KOjU IOCTaBJhajy TaKBa MMUTAha OOMYHO CIENO BEPY]Y
Y ,,pEATHOCT, ,,IPUPOAHOCT U J€IMHCTBEHOCT IIPUCTYIA IMTPUPOTHUM OPO-
jeBUMA ONUYEHE VY ,,cTaHAaApIHOM cucteMy®. OHU BepY]y Y HEKY BPCTY 00-
JEKTUBHOT, PEaJTHOT MMOCTOjatba MPUPOAHUX OPOjeBA U HA3UBA]Yy CE OOUUYHO
TIATOHUCTH (IO cTaporpukoM ¢unozody [lnaToHy koju je BepoBao y no-
cTojame cBeTa uneja). OHM YBPCTO BEPY]Y 14 C€ MATEMATUKA CAMO OTKPHUBA
a He cTBapa.

OnroBop Ha OBAKBE U 1PYIe MPUTOBOPE IIATOHUCTA U OCTAIUX TeK hemo
KAaCHHJe JaBaTU. AJIM OCHOBHU OJroBOp je: Osge ce pagu 0 KealuiniailiueHom
pewervy fipooaema Koju nam pewasa (0Zpomue) Keaniiuiaitiugne ipoodaeme.

Mnak 3a oHe KOjU BOJIE fa MallTajy Heka 3amucie 0poj P HampaBibeH
noMmohy 6poja m = 3, 14... Ha cnenehu HaumH. Heka My je npBa 1mugpa
3, npyra 1, Tpeha 4 u Tako gajbe CBe IO Kpaja CTOTE TallaKChje payyHaTe

Pl ppP
omasje. JeduHummmo cana 6poj @ xao P } (OBo je y cTaHIapaAHOM
CUCTEMY, HAPABHO, OOMYaH U CACBUM MIPUPOJAH Opoj!).

3aMuUCIUMO cajia JBa TpujaTeba O]l KOjUX jedaH MOYube Aa Opoju o
HyNa yHampes, a Apyrd on () yHaszaz. AKO ce cajga ocio00AMMO MauiTe
U OKPEHEMO Ce CTBapHOM Opojamy, kaga he onu ctuhu g0 uctor 6poja?
HapaBHo, Hukana! ,

Kako ce pa3Bujao ,,HeCTaHZAPIHU CUCTEM‘ KpO3 BEKOBE U y HajBehum
nyOuHaMa ShbyICKOT yMa Tek hemo f1a BuauMo. Ilpatuhemo kako ¢y yjaaranu
BEJIMKU HATIOPH /14 ¢€ OH Ne(hMHUTUBHO YKIIOHH U3 MAaTeMAaTHKE, alTi U KaKO
CC OH YBEK, Kao ¢peHuKc, Bpahao odorahyjyhu cBe Bullle M BUILIE MATEMATHKY.
Ha xpajy hemo BumeTu kKako je ,,HECTAHAAPIHU CHCTEM™ ITOCTA0 TOTIIYHO
PaBHOTIPABAaH ca ,,CTAHIAPJIHUM", [Td Y HEKOM CMMUCIIY YaK U CYIePHOPaH.

OcBpryheMo ce ¥ Ha TPeHYTHH cTaTyc 0poja (), Kao 1 Ha H’eroBy Moryhy
Iajby nepcrektuBy. CBa oBa y30ysbuBa gorahama npatuhere y HapeHUM
TIOTJIABJbUMA.
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I'pum u 6eckonaunoct — I

[TpBu pauyH ca ,,ManuM* U ,,BETUKUM" OpOjeBUMa CTBOPUIIN Cy CTapU
I'pun. HapaBHo, Taj pauyH je 610 nanexo og oHor kojucy y X VII Bexy cTBoO-
pwin Jlajouun u npyru. To nenyje momaio napagoKcasHo Kaga ce MMa y BUTY
na cy I'piu, HauenHo rosopehu, OUIK BETUKH TPOTUBHULIA OCCKOHAYHOCTH.
OHHU cy UIIITH Yak JOTJIE 1A CYy HEHO TOCTOjarbe AUPEKTHO 3a0parmuBajin!
To ynpaBo 4uHU yyBeHa akcuoMma, u3 Eyknunosux Enemenaiiia, Koja TBPAU
1a ,JenuHa Mopa Outu Beha o gena.

I'puka peu 3a OeCKOHAUHOCT Ouma je ,,anejpoH™, IITO je OyKBAITHO 3Ha-
YUJIO HEOTpAaHUUEH, a U HeonpeheH, HemepuHucaH U ¢lI. 3a Hac je OBje
MOCeOHO 3HAYajHO Ja je amlejpOH y OCHOBH HMM4O HETaTUBHO, Ia YakK U
TIeXKOPATUBHO 3Hademe. CBohere Ha ancypa (reductio sub absurdum)
Hajyernlie je 3HauMIO cBOherme Ha GeckoHauHocT (reductio sub infinitum).

3aurro ¢y I'piy uManu Tako HEraTUBAH OJHOC MpeMa OECKOHAYHOCTH?
OnroBop ce kpuje kako y oapehenum punozodckum cTaBoBHMA, TaKO Be-
POBATHO U Yy TOME IITO CYy PaHO YOUMIIHM HeHY TapaJOKCaIHOCT, Be3aHy Ipe
cBera 3a 3eHOHOBe apangokce (armopuje). Tom oiHoCy peMa 6eCKOHAYHOCTH
je mompuHeno (a JeJIOM U3 TOT OJHOCA U IPOUCTEKIIO) CTBapame mojMa
,,BenuuuHa®. [loa BenuuuHoM cy Hajuelihe noapasyMeBaiu MpupoaaH 0poj
WIN OyX, TOe je OyX OMITH]K TojaM jep Opojy ojarosapa IyX, alud HE U
obpatHo. Tako ¢y enmeraHTHO, Ipeko reoMeTpuje (a 6e3 yBohema Oecko-
HAYHOCTH) 3a00HIILIH AeO Mpobiiema Be3aH 3a KOpeH Opoja 2.

YyBeHrM 3€HOHOBHM MApajIOKCHM OCTABUIM Cy BEIMKUA Tpar U YTULA] Y
rpukoj Mmatematunu. [Ipenenu cy u3 dunozoduje y MaTreMaTuky notpedy 3a
TOKA3UBabEeM, ¥ TO HajMakbe U3 ABa pasiora. [IpBo, 1okasu (onoBpraBama)
13 hunozoduje CAyKUIU Cy 3a yIiIea MaTeMaTU4apuMa, 1 Ipyro, napagokcu
cy Ipo0JIeMaTU30BAIA caMe OCHOBE MaTeMaTHKe U HU Y IITa Ce BUILE HUje
MOTJIO BEpOBATH HA CJIETIO.

3eHOHOBa Hamepa je Owia ga MoTBpaAu I1apMEHUIOBO yueH-€ [1a CI3U-
CTHpa caMo jeTUHCTBEHO M HEMTOKPETHO Ouhe, a /1a je cBe ocTano npusui. a
OU TIOKa3a0 J1a je TO TaKO, 3eHOH Ce MOCTYXUO TIOTUYKOM METOIOM CBOhema
Ha npoTtuBypeyHocT. Tako cy Enejiu maBHo npe Xwibepra u hopmanHe
JIOTUKE €T3UCTEHIIW]Y CBOAWIIM Ha HENMpOTUBYypedyHocT! IlapmeHun xaxe:
,,CBe IITO 3HAMO (Tj. O YeMy MOXEMO JIa MHCIMMO) TO U TIOCTOJH, jep
OHO IIITO HE ITOCTOJH O TOME MMojMa HeMaMo®“. Y TOM Wby 3€HOH Y BHILE
npuMepa, nmojiazehu o CympoTHUX IPETIIOCTABKU a MOCTOJE U KPETAmE U
MHOIIITBO TOKOM 3aKJbyUHBaIba Xeu 1a gohe 10 MpOTUBYPEUHOCTH.
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Kao npumep 3eHOHOBOT 3aK/by4HBamka MpruKazaleMo BberoB MOXIa Haj-
TMOIYJIAPHUJU TTapagoKe: AXUI U Kopmwaua. Ty ce AXUI TPKa ca KOPHAIOM
KOja je Ha OJICTOjarby 51 ucmpes mwera. Kama AXuin CTUTHE 10 MeCTa Ha KOMe
ce HaJasuia Kopmwada, OHa ce TTIOMEPH 3a Sg, KaJd OH OINET CTUTHE OO0 TOr
HOBOT MeCTa, OHa ce MToMepH 3a S3 UTH. Maxo mu 3Hamo ja hie Axun cruhu
KOpHady, ca KOjoM ce Kpehe y UCTOM MpaBlly, OH je ¥ Hehe ctuhu jep ce
HaBe[eHH OSCKOHAYaH Impouec NpuonmkaBamwa Hehe Hukan 3aspumta!

OBaj mapasiokc, Kao yOCTaloM U APYTH, HUJE HUKaJa DOCIOBHO cxBaheH
y CBPXY 3a KOJy je HaMeleH. Majo KoMe je Iajajio Ha maMeT a MHOIITBA
U KpeTawa Hema, anu cy HyheHu (a 1 majbe ce Hy[e) pa3Hu OATOBOPH KOJU
Tpeba /1a MOKaXy J1a, y CTBAPH, Mapajiokca U HeMa. APHUCTOTEII je, jelaH BEK
KacHUJe, TIOHYAUO OJTOBODP KOJU MOAPA3yMeBa MOTECHIMJATHO OECKOHAYHY
JEJbUBOCT KOHTHUHYyMA, Tj. y TO BpeMe AyXu. To cTaHOBUINTE je jJaHac
JorpaheHO MpUXBaTAKEM AKTYETHE OECKOHAYHOCTH w. YuTaBa mpuya ce
CBOIM Ha TpoOJieM KOHBEpPreHIuje, Tj. Ha TO Ma he AXWUII HAa KOHAUYHOM
pacTojamy Y | S, CTUhY KOPHayy 3a KOHAUHO BpEME » _ Ly,.

OBakaB OATOBODP J1aHAC 3a70BO/baBa BehHMHYy MaTeMaTHuapa M HEUITO
Mawy BehuHy dumnozoda. HapaBHo, 0BUM peliemeM MPoOaeM je caMo
MpeHeT y Teopujy (OeCKOHAUHMX) CKYIOBa. AJM KaKBU CBE NMapamgoKCU U
MpoOeMH TEK HACTA]y Y TEOPUjU CKYIOBA, Tek hemo BuaeTu!

Jla Ou ce mapanoxc Axun u Kopreaua ,,pa3peuruo’ noMmohy nojMa KOHBEp-
TeHIIU]e, MOpa C€ YBECTH TojaM peaHor Opoja (OJHOCHO CKyMa peaiHuX
OpojeBa) ka0 HM3A pallMOHAIHUX OpojeBa (OJTHOCHO KOMIUIETHOT I10Jba, a
TO HAC OJBOJAM [0 MOjMa KOHTHHYYMa, KOHTUHYYM XMUIIOTE3€e, 11a CBE Aajbe
U 1aJbe A0 APYTUX BEIUKUX MPOOJIeMa Y Be3U ca 3aCHUBALEM MATEMATHKE).
Wnaxk, 0BakBO CaBpeMEHO CXBaTalbe peallHNX OpojeBa Hanazehu cBojy npu-
MEHY Y pellaBamy 3€HOHOBUX Mapagokca (a HapaBHO W Apyrae) (U To y
CMUCITy KOJU HaMa OATOBapa, T]. a KpeTarma U MHOIITBA UIIAK UMa, TE J1a
CBE TO WITaK HUje MapagoKCaIHO|, HAJIA3K U CBOje ONpPABIALE.

Mu ce MOXKEMO 3aTOBOJBUTH 1 Ca HELUTO APYTrayujoM (KOHCTPYKTHBHOM)
dbopmynanujoM rmapanokca Axun u kopreaua. OHa OU TTOApPA3yMeBaNIa, a MO-
)KEMO CMAaTpaTH Jia je 3eHOH TaKO M MUCIHO, Aa je OJHOC Op3uHe AXHila

VA
V4 U KOpwaue Vg cTanad; Ha npumep — = 100. ITomazehu on mosHare

UK
KMHETHYKe (pOpMYyJIE 1d je YT MPOU3BO OP3UHE U BpemeHa (s = v-t), UMaMo
S; ti tl tl 100
= 100wm = 100. OTtyma buyBpemMeny ty+—+——=+4--- = —t
Si+1 ti-i—l YR Y PP Y4 100 * 1002 + 99 '
AXMI CTUTA0 KOpIhayy Ha pacTojammy S; + il + i + 100
J ¢ E _ _ e = —— 8.
p yHap Jamby S1 100 1002 99 !
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OBo peleme OU 3a10BOJBUIIO CABPEMEHOT MaTeMaTHYapa, 11a yak ¥ KOH-
CTPYKTUBUCTY, KOJU MPUXBATA CABPEMEH KOHIIENIT KOHBEPIEHIIM]E, AlTU He U
crape ['pke. OCHOBHH yClIOB KOHBepreHuuje (peaa) je 1a OnTH YlaH TeKH
HYJIA; OBIE KOJI HAC, Aa Cy MHTEPBATM BpeMeHa U AyXUHA , uimue3aBajyhu!
A TO je OHO WITO OHM HUCY MOIJM na Tpuxpate! Pasnor je y Tome mro
Cy OHM MOJpa3yMeBau (CBe /IO Mapajokca JAUjaroHalle KBaapaTa, O YeMmy
he GuTH peun) Ja CBe CpOJHE BEIWUMHE (HIIP. IY)KH, ITIOBPINU, TEHA UTI.)
uMajy 3ajeHUUKY MepUIly (Mepy, JEIUHHUILY) KOJoM cy (0 Kpaja) U3MEePHBE.
- YocranoMm 10 je 6uno y ocHosu Ilutaropune ¢unozodpuje.] Mcnoa te
BeNMYMHE (Tj. jeAUHULE) HUje ce MoriIo uhu, Te OU, Kao IUTO OMCMO MU
JlaHac PeKJId, OHA NpPeAcTaBbaia ,,JObe OTPpaHUUeHhe , Ma OU JaTH PElIOBU
KOJU OTTMCY]Y BPEME U Iy>KUHY OWIH ,,IUuBepreHTHH ! !!

Ay OCHOBHO nuTame je: Kako HeKu mpolec KOju uMa OeCKOHAUHO eIt~
30/1a YOTIIITE MOXe a ce 3aBplun? OHaj KOjU je YYHO MaTEMATHUIKY aHATU3Y
Ha TO C€ MPEKO KOHBEPreHILMje HaBUKao (1To O6u pexao mpod. Ilpemmh:
,UITO aukina HaBUKIA® WAWM WITO OW IICUXOJO3M Yy MATEeMATHLIM PEKIIU:
,»Pa3BUO T3B. CeKYHgapHy uHmyuyujy*), ajJd TO je OUUTIECAHO MOpajo jaa
30yHu crape ['pke, makap oHe 1o Eyaukca u Apxumena.

Pasyme ce, cimuuHo Kao Ko mapanokca hemasua, HU OBJIE ce HE paau HU
O KaKBOj OECKOHAYHOCTH Y (PU3NUKOM CMHUCHY, Beh caMo O JeAHO] MaTeMaTU-
yKoj ekcTpanonanuju. HukakBux 6eckoHauyHO MHOTO Meljykopaka Ty HEMA,
3aTO IITO, Oap MpeMa caBpeMeHUM (QU3MUKKUM TEOpHjaMa, TIOCTOjU Hajkpahe
[IO3UTUBHO PacTojarbe, Te IMpollec NpubmkaBarma He Mmoxe uhu ad infini-
tum!

[IpBa rpuka peakiiydja Ha OBe MapajgoKce UIlIa je apyrumM nyTeM. OHa je
WA y IpaBIly oadalMBama Yak U MOTEHIMjaJIHE OECKOHAYHOCTH. 3allTo
cy ce I'puu omryurnu 3a Tako Hemto? Mory ce JaTd MHOTM OJrOBOPH, &
OCHOBHHU O 010 (a KOju cMO Beh HAIIOMEHYJIM) Jia CY PAaHO YOUWIU HEHY
napaaoKCamHOCT.

MeljyTiM, OATrOBOP MOXKEMO MOTPAXKUTH U Y TPUYKOM CXBAaTamby MOjMa
Opoja u Mepe Koju Bomu nopekyno u3 Iluraropune mkone. OcHoBa cBera
KOJI TUTATOpejana cy MpUpoaIHU OpojeBH (a TO CY U JeAMHH OPOjEBH 34 HUX).
CBake JBe BelIMUMHE (HITP. Ty>KM) MOTY C€ U3MEPUTHU HekoM Tpehow, a cBe
CKyTa JeJHOM jJeHHUYHOM M KOja je y3 TO U HajMama mMoryha BeIMYMHa.
Jlakie, CBaKOj Iy>XU OAroBapa jenad npupolan 0poj. CIMUHO ce OTHOCH U
Ha TTOBPIIUHE U 3aIIPEMUHE.

JacHo je nma Ta jeqMHWYHA BEIMYMHA Mopa Aa Oyde ,,Mana“ (OAHOCHO
UHGUHUTE3UMAaNa) U HelesbuBa. Helro kao aToM U3 Kora ce CBe I'Pajiy.
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O TaxBuUM (QU3MYKU HEAEJBMBUM BEIMUYMHAMA ,,aTOMUMA’™ U MaTEMaTUYKU
He[eTbUBUM BeIUYHMHAMA ,,aMepuMa’ hemMo BUIlle TOBOPWUTH y HApEeIHOM
nornasiby. I[loceOHO heMo ce OCBpHYTHM Ha BEJIMKU HOIPUHOC ATOMUCTE
JleMOKpHUTa Y TEOMETPU]HU.

Vueme 0 ,,HeIeJbUBUM HHPUHUTE3UManaMa ™ (IpyruM peuuma aToMHUMa )
Mo0Hja CBO] 3aBPITHU OONUK y HaylM XeHoKpaTeca, AaHAC HOCTa 3a00-
paBJbeHOT IImaToHOBOr HaclmegHUKA HAa AKaaeMUjU. A 3aIITO je OH 3a00-
paBbeH Ouhe HaMm jacHUje Kaaa y HapeIHOM OAEJbKy OyAEeMO Cpelu HeKe
CTABOBE ]JeHOT IPYror, Kpo3 MUCTOPH]y, 3HATHO yTuliajuujer IlmaroHoBor
YUEHUKA U JaHAC BeOMa MO3HATOT U MPU3HATOT APUCTOTENA.

XeHoKpaTec je cMaTpao ja ce MoMohy HeAeJbUBUX HH(PHHUTE3UMATIA
MOTy 00jaCHUTH 3eHOHOBM Iapagokcu. Tako AXH y KOHAUYHOM OPOjy KO-
paka cTwxke Kopmwauy. Hapasno, Taj Opoj Kopaka je ,,BeTMKU (jep camo
,,BEITUKH Opoj TyTa ,,Maju’ 6poj naje KoHadyaH 6poj), aiu He U OeCKOHAYaH
(y cmuciy w), jep je OeckoHayaH Opoj nyTa ,,Maiau‘ 0poj OeckoHauaH 6poj!
ITocTuruyra cy (mo XeHOKpaTecy) ABa LHUba: OOjalIkheHU ¢y 3eHOHOBHU
napajgoKCH U TOKa3aHo je Aa je CyMibMBa OeCKOHAYHOCT (w) HermoTpeOHa!
Hanmomenumo aa je 3aBpiHU OOJIMK OBE aprymMeHTaluje (Koja ce JaHac Be3yje
3a T3B. QUHUTUCTE) JA0 Hall Hajiio3HaTuju husto3od bpana [lerponujeruh.

Konuko cy Heku 0 3eHOHOBUX Mapalokca MOBE3aHU ca IapagokcoM he-
JaBLa, a TUME U TTPOOJIEMOM ,,MaTuX " ¥ ,,BETUKUX " OpojeBa HajOOJbE TOBOPH
3eHOHOBA AIOpPHja O MHOIITBY: ,,aK0 KOTapUlla KYKYPY3HOT 3pHA MPOCYyTOr
Ha KaMEHHU 101 TPOU3BOAM OYKYy, OHIa TO MOpa OUTH CcIyuaj U Kaga 6alimmo
Y J€THO 3pHO. AJM, HUjE TaKO®

Axo 0poj 3pHa Koja ,,lipaBe OYKY* 03HAUYUMO Ka0 ,,BETUKU" OPoj, a OHA]
Opoj 3pHa Koja ,,He MpaBe OYKY* Kao ,,Manu’ 6poj, OHJa XEeHOKpaTeC HUje
MoOrao Apyraduje ja o0jacHU OBY allOpU]y HEro IITO CMO MH OOjaCHHIH
napajokc hemnasia.

O manama ITutaropusor yuema, IpBOM ,,KOPUCHUKY UH(PUHHUTE3UMATIHE
metoae” AHTU(POHTY U APHUCTOTEIIOBO] KPUTHULU T€ METOAE, Kao U Apu-
CTOTEIOBOM KOHUENTY OECKOHAYHOCTH TOBOPUNEMO Yy HApPEIHOM ONEJbKY.
Ocepuyhemo ce 1 Ha EyIoKCcoB ,,MeTOI UCIPIUbHBAILA", KAO U HA TO KAKO
ra je ApXumes IpUMEHHUO.
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T'puu u 6eckonaunoct — 11

ITosuaro je ma cy I'pum jomr ox V Beka Npe HOBE epe KOPUCTUITH
UH(UHUTE3UMAIIE 3a PEIllaBalbe MaTeMaTHUKUX Mpodiema. To ce, mpe cBera,
OJHOCH Ha aTOMUCTE KOJU Cy Y OCHOBY CBEra CTaBUJIU ,,Majle U HeIeIbHUBE
ATOME O] KOJUX j€ CBE CACTABIHEHO. 3aHUMJBMBO j€, UaKO Matbe TTO3HATO, Ja
ATOMU KOJU HUCY OUNU IeJbUBU Y GUZUUKOM CMUCITY JOIII YBEK CY MOTIH OUTH
JI€JbUBU Y MUCITHUMA JI0 ,,MaTEMAaTUUKU * HEAE/bUBUX amepa. TaKBO yyeHe
ATOMHUCTA e, Mel)yTuM, TOTIyHO OUJIO Yy CKIIaly ca MUTAaropejcKuM cxBaTa-
BEM ,,J1a je CBe OpOj* WITH, IPYTUM peunmMa, Ja je CBe caMepUBO HajMaHOM
BEITMYMHOM.

Jejlan onl peTkux rpukux ¢miao3zoda Koju cy Janu BEIUKU JOIPUHOC
MaTeMaTUIM OMO je CBAKaKO OCHUBAY aTOMHU3Ma U IbEI'OB HAJUCTAKHYTH]U
npejcTaBHUK JlemoxpuT u3z Abaepe ( V Ha IV Bek). OH je momohy uH-
buHHTE3UMAaTa Ton1ao (JajJeKo npe ApXuMena) 10 jeIHOT BeoMa 3HauajHoOr
pe3ysITaTa U3pakeHOT Ha TUMMYHO TPUKW HAYMH Kao mporopiuja. A To je
Ja ce 3alpeMUHa MPU3Me U TTUPaMUJE JeIHAKUX OCHOBA U BUCHHA OZHOCE
Kao 3 : 1.

Kao unycrpanujy HAYNHA MALbEHA ATOMUCTA TToKa3aheMo Kako je e-
MOKPUT JAOKa3UBa0 Aa ce OOMMU KPYroBa OJHOCE KA0 HBUXOBU MOIIYITPEU-
uunm. Hexka cy oxrosapajyhu kpyrosu O7 u Os JaTH KaO KOHIEHTPUYHU
(Bumm Hapery cmuky). Tana cy ounrnenno tpoyrinosu CA;As u OB By
cmuyau. OTyna je :—1 = % 3a?=1,...,n, naje, Ha OCHOBY JOOPO MO3HATE

2 i
&} A Zafq

0COOUHE TIponopuuje, —

) o Zbi'

1 a;
) bi

™ Zai - Obll’ﬂ(ol)
ry S2b;  Obim(O

[N}
N—

OunraenHo je ga O6u ce ca U3BONEHEM O OBOI MECTA CBAKO U JAaHac
CII0XMO. AJM OaBe MTOYUELE ,,.BUIIIA MaTeMaTUKA !
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JleMoKpUT uueHTU(UKYje KPyr ca ITOIMTOHOM ca ,,BEIMKUM™ OpojeM
CTpaHa Koje ¢y cBe o JIy»uHHU ,,Mane !! OH oaTie HEMOCPETHO 3aKibydy]je

fa je
Obim(O;) 1,
Obim(Qy) 7o

JIeMOKpUTOB yUYEHUK U ciel0eHUK AHTU(OH 3aTUM UIE U KOPAK Aabe
M TIOKYILAaBa Ja PeUIv mpooOieM KBaapatype kpyra (Tj. [a 3a JaTH Kpyr
KOHCTpyHuile, moMoly Jemupa M IIectapa, KBaJpaT HCTe MOBPIIMHE) Ha
,,ATOMUCTHYKY HauuH“. OH je pasMUIbaO OTIPUIIUKE OBaKO: AKO je 'y
KPYT YIIMCAaH MHOTOYTao (HIIp. TPOyrao WIM KBAJpaT), 3a Hera, Kao u 3a
CBaKy IPaBOJIMHMICKY (GUTYpy, MOXeE [a ce KOHCTpyHIIe ITOMOohy nemwupa
U IliecTapa KBajIpaT UCTe MOBPIIMHE. TO ocTaje TayHO U 32 IOIUTOH Ca
,,0eCKOHaYHUM * OpOojeM CcTpaHa, Ia TUME U 3a KPYI.

HapaBHo, MHOTMMa CE HUjE I0TIaJI0 OBAKBO AHTHU(OHOBO 3aKJbYyUHNBAILE.
Ha mera ce moceOHO 0Opymno ApUcToTen Koju y cBojoj Pusuyu naje KBa-
Apatypy AHTU(OHA Ka0 NPUMED 3a 3aKJbYUHBALE KOJ€ CIEOU U3 HeMOryhnx
MPETITIOCTABKU U 3aTO ,,CIIPOBOhEeHE TAKBE KBaApAaType HHje Ocao 3a TeoMe-
Tpe™.

VY 1mo3HaTo] U BeoMa lemeHOo] (M OJ ayTopa OBUX pEAOBa) KHU3U
Hciopuja matuemaitiuke 0g HAjCIAPUIUX 6PEMEHA GO UOHEIUKA HOB0Z 6€Kd
(Mo ypeIHUIITBOM CJIABHOT PYCKOT UcTopuuapa Jymkesuya), bammaxosa,
ayTopka oxarosapajyhe riase, uctude: ,,CTBapHO, TPU AHTHU(POHOBO] KBa-
IpaTypy Tpeda WM [a ce MPETIOCTaBU [1a je KPYr MHOTOYyrao ¢a MHOTO
BEJIMKUM OpOjeM CTpaHa, CBAKa O KOJUX j¢ MHOTO MaJa, WIH Ja Cce cMaTpa
1a je 6poj cTpaHa TOr MHOTOyTINa OeckoHayaH. HuoTKyna uHaye He Clieau
na he cBoJCTBO, KOje j€ TAYHO 3a MHOT'OYrao ca KOHAa4YHUM OpojeM CTpaHa,
OCTaTH UCIIYHEHO U 32 MHOTOYrao ca 0eckoHauyHUM Opojem cTpaHa. Y oba
cnyuaja pacyhuBame AHTH(OHA je HEPUXBAT/BUBO.

I1pe Hero mto namo ,,KOMEHTap Ha KOMEHTap, Tj. IIpe Hero ce MaJIo OC-
BPHEMO Ha OHO IITO Cy ApUcTOoTeN U balumMakoBsa peKIIH, )KEeITUMO Ja JOHEKIIe
YIIO3HAMO YUTaola ca MOJMOM APHUCTOTENOBE HEMPEKUAHOCTH (KOHTHUHY-
yMa) KOjH je BEKOBUMa OO OCHOB 33 pa3yMeBarbe IIPOCTOPa U BpEMEHa.

3a pasnuKy O aATOMHUCTA KOJU Cy AYXK, KPYXKHY JTUHM]Y U CIUYHO 3aMU-
LHUBbANIA KAa0 JUCKPETAaH HU3 aToma (Koju ce pehajy CIMYHO Kao IPUPOTHU
OpojeBn o 1 10 HEKOT 1), ApUCTOTEN je AYX (ITa U KPY)KXHY JTHHH]Y) 3aMH-
IJbAO CaCBUM Jpyraumje. ['nmaBHa pasnuka je Ouna y TOME IITO je CBaka
(6bumno xako mMana) Lyx Omna 3a mwera JeJbuBa, UK, IPYruM peurmMa, usmely
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CBAKE JBE TAYKE HA JyXU MOIJIa ce yoauuTu Tpeha (ca mwuMa pas3inyuTa)
Tauka. To [esbeme MyXU je KO Hera MOTEHUM]aTHO OECKOHAYHO, T]. H3a
CBAKe 1e00e MOXe ce HampaBuTu cieneha anu ce Taj OECKOHAYHM TPOLEC
HUKa[a He Moxe 3aBpmdTi. OBakBO Tlenarme Ha AYyX M3IIeaa BeoMa
IIPUPOJHO M MPUXBATIBMBO M MPOCTO j€ JaHAac TEIIKO Hahu doBeka Koju
CE HE OM CITOKMO ca HUM. AJT MOXEMO U3HETH Y Be3U ca TAKBUM TJIeAaHeM
IIBE€ BEOMa 3HayajHe Ipumeioe.

ITpBo, jacHO je TO Aa je XUITOTETUYKU HEOTPAHUYEHO He/berhe (DU3NUKU
Hemoryhe u f1a npeAcrasba ,,caMO jeaH MATEMATHYKM KOHUENT KOjH, Ka0
mTo heMo BUAETH, HUKAA HUjEe OMO IPUXBATIBUB 34 CBE MaTeMaTHyape-
-punoszode (kao, HIP. 3a GUHUTUCTE KOJU HETHPAJY CBAKY PEATHOCT OECKO-
HAYHOCTH).

Jpyro, a y TeCHO] Be3u ca MpBUM, APUCTOTEIOBO CXBAaTakhe HEMTPEKU/I-
HOCTH j€ Y HEKOM CMHUCITy HEHOBpIIIeHO. Pasnor Tome je MITO ce MOTEHIIN-
jarHa GECKOHAYHOCT, KOja je OBJIe J1aTa Kao HEKU MPOollec Ae/berba AyXU Ha
CBE Mame€ JEJOBE, y MaTeMaTHLM IIPETBapa y OCTBAPEHY, T3B. AaKTYEIHY,
0eckoHayHOCT. To y HallleM cllydajy 3Hauu 1a j& MPUPOIHO YIIUTATH Ce IITa
Ha Kpajy, MOocJe CBUX THUX JAe00a Ayxu, MU 10OUjaMO y MpeceKy Tor (mpe-
OpojuBO) OGeckoHauHOT onafajyher ,,Hu3a yMETHYTUX OjIceuaka uMje 1y>KUHe

TEXKEe HYIH .
[(Ll,bl] D) [ag}bg] D) [(1»3563] D

OproBop Moxe na Oyje ¥ HULITA, Tj. Tpa3aH CKYIL, ally Je 32 ToTpede MaTe-
MaTHKe 60sbe 1a TO Oy/e TaYHO jeHa Ta4Ka.

Ha Taj HauuH cTmXkeMo 10 mojMa KaHTOpOBOT KOHTHHYYMa KOJU je
TOBpPIICHE APUCTOTEIOBOT. AU Ty TEK IOJA3UMO 10 XUjepapxuje OecKo-
HAYHOCTH U TEIIKKUX MpoliieMa U napaoKca y TCOPHJU CKYIIoBa O Kojuma he
TeK Outn peud. Tu nmpobreMu U mapagokcu Oauajy CeHKy Ha, MHAaue JaHac
Beoma npuxBaheny, Kantopoy Teopujy.

Ca CcTaHOBHUIITA apUCTOTENIOBCKO-KAHTOPOBCKOT CXBATamha HENPEKU]I-
HOCTH (KOHTHHYYMa) IpUya Kojy je ucrnpudao AHTUGOH U3TJIea CTBAPHO
JyIHO aKO He U CYIyn0. AJIM HHUJE CBE CABUM TaKO!

[IpBo, AHTH(}OH HHUje UMAO OTpaHUUEHA (UM 0Ap OHA HUCY TAKO 03-
OWIBHO OMITa y HeTOBO BpeMe cxBahieHa) 1a ce KOHCTPYKIHM]ja MOYKE U3BPIIU-
TH caMo momohy Jewupa u mwecrapa. Cmarpa ce 1a je 3a Ty ,,CTporoct™ y
3aXTeBHMMaA Haj3acay)XHU]U 0uo Apucrorenos yuutesb [Inaton. Ceakako na
TO MMa Be3e ca ,,] [I1aToHOBUM cBETOM Hagja‘ (Kao LITO ¢y KPYyT, AYX U Ip.),
a7 O TOME OBJIE HE MOXXEMO IIPHUYATH.

22



Ipyro, nmo3usajyhu ce Ha GU3MKy, 3HAMO Aa je OPO] aToMa y BACUOHU
orpanuucH. To OTpaHUYEHHE CE CBAKAKO OJTHOCH U Ha OpOj aToma y rpadur-
HOj OJTOBLM TTPUUBPIINEHO] HA THIECTAP KOJUM KOHCTPYUILEMO. 3aTO MOXKEMO
MPETIIOCTABUTU Oa IPUIIUKOM OINUMCHUBAKba KPYKHE JMHU]E MU y CTBAPU
(y Gu3UUKOM CMUCITY) OCTAB/BAMO aTOME YIJbEHUKA Y TEMEHUMA HEKOT MHO-
royria ca BeIUKuUM OpojeM cTpaHa. CIMYHO ce OJHOCH U HA TIOBIIAYEHE
JUYOKU.

Tpehe, n camux KoHCTpykuMja rmomohy jJemUpa M LIeCTapa UMa J(Be
BPCTE: TEOPETCKUX U MPAKTUUHUX. TE€OPEeTCKU TO j€ ,,KOHaUYaH* Opoj MoBJIa-
Yyera MPOU3BOJBHUKX AYXKU U KpyxkHuUa. lIpaktuuHo, TO HUCY Oar Tako
MTPOU3BOJbHE AYXKU U KPYXKHHULE, HUTH je Ta] IbUXOB KOHauaH Opoj Oaml
Tako Benuky. DusMuka orpaHuYeba cy Ty aocTa Benuka. Cana 3HaMo, Ha
pUMeEpPY KBallpaType Kpyra, Aa MpU KOHCTPYKIUJU HEMAMO caMO (QU3UIKUX
HETro ¥ YUCTO MPUHIUITU]ETHUX orpaHuuema. Cse To Oala JoImIe CBeTIO Ha
[InaToHOB 3aXTEB.

AnTudOoHOBA METO/Ia UMA KAKO MPAKTUYHUX, TAKO U TEOPETCKUX NpPE-
HOCTU HaJ ILIATOHOBCKO-APUCTOTETOBCKUM 3aXT€BOM 334 KOHCTPYKIIUjOM
noMohy newupa u mecrapa. [IpakTuuHa MpeaHoCT je y TOME ITO KBajpa-
TYypy, aKO Beh 3HAMO Ja HE MOXKEMO J1a TTOCTUTHEMO JICHUPOM U IIECTAPOM,
MOXEMO, MPAKTUYHO 3a70BOJbaBajyhe, na 00aBUMO 34 IOBOJLHO BEIUKH
MHOTOYTa0 KOJU alpOKCUMMPA KPYT.

Teopetcky, Tj. aKO KOHCTPYKIIM]Y CXBATUMO IOBOJBHO UIMPOKO, AHTH-
dboHOBa MeTOAA Je Moryha ca CTaHOBMIITA CaBPEMEHE HECTAHIAPJIHE aHa-
nu3e (1 To je poHekse oaroBop bammakoBoj). VYV m0j BaXu T3B. IPUH-
UM IpeluBamka KOJU OM ajamnTUpaH 3a OBY MPWIMKY rjacuo: ,,AKO ce
HEKa "KOHCTPYKIH]a' MOXe 0DaBUTH JeNHOOPA3ZHO 3a MPOU3BOJLHO BEIUKH
KOHAYaH MpaBUIaH MHOTOYrao ca 2" cTpaHa, TO ce OH/Ia MOXe 00aBUTU U
3a HEeKW XuIepKoHauaH (YuTaj *Beuku’) MHoroyrao ca 27 crpana, rie je H
XUIIEpKOHAaYaH (4ynTaj *Benukn’) 6poj“. loa ,,KOHCTpYKIMjOM™ ce OBJIE TI0-
Apa3yMeBa XUIIEPKOHAYHA (YUTa] ,,BEIMKA™) MPUMEHa Jiemhupa U 1ecTapa.
JobujeHa xBagpatypa he Outu OeckOHayHO OJMCKAa Tpa)KeHO], IMa ce Ha
MPUXBATIBMB HAUUH MOXE U UICHTUHUKOBATH Ca HOM.

Ha xpajy, peuuMo aa je ApuctoTe:1 OMo MOTIYHO Y IMPAaBy Kajia je PeKao
na AHTU(OHOBA KBaApaTypa HUjE ITOCao 3a TeoMeTpe. AJIM OH HUje 3HAO J1a
TO Ba)XXU YOIIIITE 32 CBAKY APYTY KBaJpaTypy Kpyra, Kkako cy Beh mokasanu
anrebpucru. Kpagpatypa xpyra je nocao 3a ananucre. HapasHo, Apucto-
TeJl HWje MOTao HU 1a cama mnojaBy I'aizoa u PoOuHCOHA, Ka0 HY IbUXOBUX
TEOpHja KOje cy TTOMOTJIE Aa Ce CTBAPHU MaJlo OJIM)Ke OCBETIIE.
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I'pum u 6eckonaunoct — 111

Wwma jenna cTBap, kojy 6e3 003Mpa Ha CBe Haraje, HUKO HUJe OCIIOPUO
AnTudony. OH je OUMTIeHO ITPeTeYa METO/Ie UCIIPIUbHUBaIba (eCXaycTuje)
kojy je yBeo Eymoxc uz Kuumoca (408. r. mpe H.e. 10 355. 1. npe H.e.).
Eynoxkc je cBakako 0MO jegaH O]l Haj3HAUYAJHUJUX TPUKUX MaTeMaTHdapa
KOJU je mpurnpemuo nonazak Apxumena u3z Cupakyse (287. T. npe H.e. 10
212. 1. pe H.€.), KPyHE TPUKe MaTeMaTHKE.

ITpe Hero mTo WIYCTPyjeMO METOY UCLPILbUBAIbA U ITOKAXKEMO KaKO
OHa ,,03aK0bYje" pe3ynTaTe qooujeHe ,,MHPUHUTEIUMATHOM METOAOM, 110~
3a0aBUMO C€ jJeJTHOM, 3a TY METOJy, 3HauajHoM JeUHMITUjoM Koja he ce
KAaCHUje Ko ApxuMeaa MPeTBOPUTH Y akcuoMy. Ta, ApXxuMenoBa akCuoMa,
yJla3u y PEAOBHU KypC MATEMATUUKE aHAJIM3€ M O/ O[jIydyjyher je 3Hauaja
34 CAMO 3aCHUBAE M0Jba PEATHUX OpOjeBa.

VY neroj kwu3u Eyknunosux Enemenaitia, YUju je IPEIMET TEOPUja TIPO-
nopluuja 1 Koja yrinaBHoM notude of Eynoxca, nehununuja 6poj 4 rmacu:
,»Kaxe ce 1a B€ BETMUHUHE "UMajy pa3Mepy’, jellHa cripaM ApPYyre, aKo MOry
YBUIIECCTPYUEHE, IPEKOPAUUTH jeaHa Apyry” . To mpakTUUHO 3HAYW 1a aKO
a U b ,,umajy pasMmepy M Ha MPUMED & je Mame o1 b, oHIa ce ayx b Moxe
IIPEKPUTHU €A JTOBOJLHUM OpOjeM AYXKH MOAyHAapHUX ca Ayxd a. CIUyHO
BAXH M 3a MO3UTUBHE OpojeBe a U b ,,koju umajy pasmepy™ u b je Behe on a.
Tana 3a Heku ipupoaH Opoj 1, b je Mame o na.

3aHUMIBMBO je KakaB je OQHOC IpeMa OBO] AepuHULMU umao 50-ux
roqHa XX Beka Halll MTO3HATH MaTeMaThyap U jefaH of Bopehux HH-
TeJIeKTyataua cBora BpemeHa Muytoin Panojuuh. V cBojoj xmusu Oiwiiia
Matiemaitiuka, Ha cTpaHu 95, naje jenaH 3a TO BpeMe TUMUYaH, alld JAHAC
YUHU CE€ CYMIbMB, KOMEHTAp: ,,OUUrsIefiHO, Y TEOMETPH]HU, ABE MyXKHU YBEK
‘UMajy pasMmepy’: MPEeHOIICHEM Mabe AYXKU Ha ONMUCAHW HAYUH MOXKEMO
YBEK 'MpeKopauyuTu APYLYy AyX, Ma Kako Benuka oHa Owna. To je Tako
OUUTTIEIHO, Jla Ty YMIbEHUIY EYKIHA ¥ HE MOMUMbE Kao jedHy 3aceOHY
T€OMETPUJCKY UUILEHUILY, HEro caMo KelW jaa JeQUHHUILIE M3pa3 "UMaTH
pasmepy’. Ho To je 3aceOHa reoMeTpHjcKka YhmbEHUIIA KOJy O1 Tpedano Ouio
moKasaTu, Ouio yBecTd Mehy rmoctynate. Eyknuna To HUje mpuMeTno. Tek
je ApXuMed TO YBUACO U Ty UMIHLCHHUIY IMOCTAaBUO Mehy CBOje TOCTyJiaTe,
KojuMa Jonywaa EykmumoBe. 3aTo ce y caBpeMEHO] T€OMETPUJH, T/ie ce
Ta YUHBEHUIIA OOMUYHO cMaTpa MOCTY;1aTOM (aKCMOMOM) OHA Ha3uBa YECTO
ApPXUMETOBUM IOCTYIATOM (i yak Eymokcosum)™.
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ITo Pamojuuhy mcmama ma Eygokc HU caMm HMje 3HAO IIIT4 J€ XTEO, Jep
AeGUHUIIE HEIITO LITO je YBEK TAUHO U OYMIJIE/HO 32 CBAKE J[BE BE:IMYMHE!
C gpyre cTpaHe, TO je Eykiuay TOJUKO JacHO (Ia CBaKe JABE BETUUUHE ,,UMa]y
pasMepy®) ma To yak ¥ He uctuye!! A TO 3HAUM jaCHUjEe HETO HA TIPUMED
10jaM TadKe, KOJU UITaK HHje TOIMKO jacaH Ia ra Ae(pUHHUIIIE.

Mopamo ga xaxemo na 6u Pagojunh OMo moTnyHO y MpaBy camo MOJ
YCIIOBOM Ka/Jta MHpUHUTE3UMalIe He 01 MorJIe ia nocToje. A y To je Pajojuuh,
OYMTJIEIHO OTHjEH yCIecuMa 3acHUBama aHanmuse y XIX Bexy, ¥ BEpOBao.
To wTo ¢y uGUHUTEIMMAIE Ha YCIIelaH HAuruH H30aueHe U3 aHaIn3e, yop30
je MoTpeltHo cxBaheHo Kao J0Ka3 3a lbUXOBO HermocTojame. O ToMe Kako
OHE Y MaTEMAaTHIIM ITOCTOje (U TO He3aBUCHO 01 huno3oduje) Tek heMo a4y TH.

Jla OW yMTaBa CTBAp UMTAOIy OWIa jacHUja OCBpHYheMO ce Ha IUpeK-
THY Be3y U3Mel)y HeTpUBH]ATHOCTH penalifje ,,MMaTH pa3mMepy U IOCTOjamba
vHpUHUTE3UMAaNa. Y CTBAPH, JIAKO Ce MOoKasyje 1a je ApXUMeI0Ba akcuoMa
(Tj. cBaKe IBe BenuuuHe @ u b ,,uMajy pasmepy’’) eKBUBAJICHTHA ca HETTOCTO-

jameM UHpUHUTE3uMAaIA.

: _ 1
Hawume, ykonuko je a undunutesumana seha on 0, Taga je a Mame o —
n

3a cBako n u3 IN, ma je Taga na mame ox 1. OTyma cy a u 1 HecaMepIbUBH.

O6patHo, ykoymKo ¢y a u b Behu on O u ,,HeMajy pasMmepy*, Taja je Ha

a

npumep b Behe o na (3a ceako n u3z IN), ma je — GeckoHauaH eIEMEHT, a 7
a

MHPUHUTE3NMATIA.

Kao miro nanac 3HaMo, mHQUHHTE3UMANlE MOTY Ja MOCTOje, 1Ma O7a-
TJIE, IIpeMa IMPETXOAHOM I1acyCy, HE MOpajy CBake NIBe BENMUYMHE OUTH Y
cpasmepu! 3Hauu, mpeMmyapu Eymokce HUje HY>KHO YBEO TPUBH]aTHY, U CAMUM
TUM HernoTpeOHy, nedunuim]y!!

3awrto Eynokc, nako My MHQUHUTE3UMAJIE Y JOTUYHO] TEOPHUjU HUCY
buiie noTpedHe, HUje XTeOo cacBuM Ja ux 3aodubhe? OH je BepoBAaTHO, KA0O U
Pagojuuh MHOro KacHMje, BEpOBAO Yy PEATHOCT MAaTeMaTHYKMX TMOJMOBA.
Otyna npousnasu Aa je OH, HajBEpOBATHU]E, BEPOBAO y IOCTOjalhe HH-
¢unutesumana. (Haiiomena. J1o cnuyHuX pasMulUbamba 0 EynokcoBoj ne-
bUHULMU JO1IA0 j€, HE3aBUCHO Off HAC, & U HAPaBHO MHOTO IIpe HAC, OTaI]
HecTaHaap/aHe aHaiuse AOpaxam POOMHCOH. )

ITocTtaBsba ce caga MUTAKE KaKaB je TO KOPAK JaJbe YUMHHUO, LIE0 BEK
KacHM]e APXUME/T, ¥ 3a1lITO Ta HUje yurHuo Beh caM Eynokc? 3aiito cam Huje
YBEO AKCHOMY J1a CBAKE JIBE AYXKH ,,MMa]y pazMepy, ako My HHPHUHUTE3UMATIE
Beh Hucy 6une norpedHe?
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Beh cmo pexnu na je Eynokc BepoBao na 1OCTOje MH(PUHUTE3UMAJIE,
a TO ]Je Yy HeroBO BpeMe OWIO NMPUIMYHO palllipeHo BepoBame. C apyre
CTpaHe, MAaTEMATUKA HETOBOTI BPEMEHA CE JOI YBEK HUje MOTJIA OHABOJUTH
O/l OHTOJIOIIKKX pa3MaTparma (Tla ce OHO y INTa Ce BEPOBAIIO HHUje MOTIIO
3aHEMAapUTH, JEP CE UMa’la Y BUIY caMo jefHa ucTuHa). MatemaTuka, uako
O1BOJeHa o1 puo3zoduje, JoII YBEK je ca ’boM OMIa TECHO MOBe3aHa.

Tek I[ImaToHOBU M ApUCTOTENOBY OLUTPU HAITAAW HA AaTOMUCTE CYy MOTIIH
noactahu Apxumena na uzdanum uHpuHUTesuMane. (Mcropuuapu kaxy
OTIPWINKE OBaKko: IlIaToH je BOAMO KECTOKY M HEIMOMMPIBUBY OOPOY ca
aTOMHMCTHMA, KOJa je MILIa Yak JOTie Ja j¢ cakyrbao J[eMoKkpuToBa aena
M crajbuBao uXx. TO je CUTYPHO jeaH OJl pasjiora 1mTo ¢y JleMOKpPUTOBH
pagoOBU TAaKO PETKH. YUHUTEIhEBY OUTKY NPOTHB ATOMHCTA HACTABHO je
ApucroTen, Tako Ja ce y TO BpeMe, Ka0 U KacHUje, O paJoBUMa aTOMHUCTA
3Haj10 yriiaBHOM u3 ycra Ilnarona, Apucrorena U BUXOBUX BEPHUX CIICH-
oenuka. [IpoyuaBame opuruHaniHux JIeMOKPUTOBUX Jiela CBEJIO CE CaMo Ha
YU KpYT, YITIABHOM EIUKypejaiia OJIMCKUX ATOMUCTHAMA. )

Hama ce nax yuHU Aa je BaXxHHje TO IITO J€ BEIUKU ApXUME OO Ja
r7iejla Ha MaTEMATHKY ,,IPyTUM O4uMa‘“ U fla ce, MO Aa IpBH, ociaobaha nu-
Tamkba BEHUX ,,OHTOJIOIIKUX OCHOBA . TOME Cy CUTYPHO OONPHUHEIN IHETOBO
0aBbeme PU3UKOM U TEXHUMKOM, Kao U ciabibeme yTUllaja ¢umozoduie y
MaTemMaTuum (anu He u dunozoda Ilnarona u Apucrortenal). Marematu-
Ka TMOCTaje 3a Hera Cpe/CTBO, MHCTPYMEHT, NyXOBHA HAIpaBa, KOJUM Ce
MOCTHXE HEKU 1IWJb, peliaBa Heku npoOsem. OH He npe3a HU of yrnoTpede
NPOKa3aHUX MHPHUHUTE3UMAJIA, TOAYIIE CAMO Y NOYETHO], KPEATUBHO] (a3u.

CimuuHo je, Kao mTo heMo BUAETH, ABAJECET BEKOBA KACHU]E, alv cala
yBojaehu unbUHUTE3UMATE, TTOCTYNHO JIajOHUII U TaKo YyCIeo Ja CTBOPH
mvdepeHIMjaTHl 1 UHTerpaiHu padyyH. ,,CllopHA IUTama™ O MOCTojamy
MH(PUHUTE3UMAJIa Ha KPajy jeé CACBUM OCTaBMO IO CTPAHHU.

HapaBHo, 10 CKOpPO MOTHYHOI OJBajaiba O OHTOJOTHjEe MOULIO J& TeK
Kkpajem XIX Beka, mocie BeNMUKUX oTkpuha (vnu 6oJbe pehn cTBapama) y
reoMeTpuju. Mucnu ce, mpe cpera, Ha Teopujy Jlobauesckor. Oa Tana umamo
BHUIIIE, YaK CYMPOTCTAB/BEHUX TEODPHja, aIu jenHako moryhux. Te Teopuje
HaM Jajy pa3jIu4uTe Iorjieae Ha (JeAUHCTBEHY?) CTBAPHOCT U HUXOBA KO-
PUCT y IPUMEHU 3aBUCH OJ1 cIydaja a0 ciiydaja. HapasHo, Hajehu kpuBan
3a CBE TO je, BUIIIE3HAUAH U Y OCHOBH ITapaJOKCalIaH, N0jaM OeCKOHAUYHOCTH.
Hemro o Tora ce Morio mpounTtaty Beh y mpBOM 0/1€5bKY, & HELLITO O/ TOTa
hemo 4yTH M kacHUje. Anu pUYa j€ MHOTO AyXa M AyOJba M HE MOXE [0
Kpaja oBJ/ie OMTU UCTIpUYAHA.

26



[ToxyimajMo caga ga MIYCTPYJEMO MeHogy UCYpibuearba KOja je yBeK
CITy’)KKi1a 3a JOKa3uBambe Beh IMPeTIoCcTaB/beHOT pe3yiiTaTa. 3aTo jOj je IpU-
MMUCUBAHA, MOPE JIOTUYKE KOPEKTHOCTU, U HEKPEATUBHOCT. Ta HEKpEeaTUB-
HOCT JOJIa3U IIpe CBera O TOTa IITO HEHY JIOTUUKY OCHOBY UMHE METO/I
eMUMHUHAIIN]E TIPETIIOCTABKY U CBOhehe Ha IPOTUBYPEUHOCT.

C npyre crpaHe, HajBeha BpeIHOCT Koja ce npunucyje oBoj Eynokcoso]
METO/IU J€ /1a je OHa, Kao MTOo hemMo yCKOPO /1a BUAUMO, ¥ TIOTIIYHOM CKJIaly
ca ApUCTOTETOBOM KOHIIEIIIIMjOM KOHTUHYYMa. OBa METOLA U OBO IJIEAAHE
Ha KOHTMHYYM TOJIUKO ce MehycoOHO MoapIKkaBajy aa je 1yro, MHOTUMa (alu
HapaBHO HE U CBMMA) OMIIO CACBUM HE3AMHUCIUBO CBAKO APYIO IVIEHAC.

Kao mnycrpanujy npuMeHe OBe METO/Ie, MOKAXKUMO fa Ce IOBpUInHE [

u p kpyrosa O u 0 OQHOCE KA0 KBaAPAaTH HUXOBUX MOIYIIPEUHUKA R U 7, Tj.
P R?
p 2
YUHUIIM aTOMUCTA J[EeMOKPUT M H-ETOBU YUCHULIM.

Ja 0u ce mokazaina jefHaKOCT JOBOJHHO ]€ TIOKA3aTH J1a HE BaXKe OAro-
Bapajyhe Hejennakoctu. Ibux hemo enuMHHHCATH METOHOM cBOhema Ha

MPOTUBYPEYHOCT.

J1o OBe JeqHaKOCTH MOXeMO J0hM Ha clIMYaH Ha4uH KaKO CY TO

. P
Y TOM UMby OPETIOCTABUMO JIa J€ —

p
R:Z
Behe O - Tana HOCTOde [IOBPIOMHA
r

2
W, tako ma je % = % M HekKa je ’ R
e =P —W. YV kpyrose O 1 0 yIHILIEMO
MpaBUIHE MMOJUTOHE TIOBPIIMHA P, U Py,
ca jeIHaKuM OpojeM CTpaHULA U ITOCMa-
TpajMo Meh)ynOBpIINHE U3BAH ITOJUTOHA

aJIv y YHYTPaILIkOCTH KPYTORA.

AKO ce Opoj CTpaHula yIBOCTPYUH, OHJIA J€ OUUTJIEAHO Ja Ce pa3MaTpaHe
noBpiuHe (Tj. pa3fiuKe MOBPIIMHA KPYroBa U OAroBapajyhux MmojJurosHa)
cMamyjy 3a Bulle of nmoysosuHe. CreacTBEHO HA OCHOBY ,,CBOjCTBA UCIIP-
MCBUBOCTU (KOJHM Yy CTBAPH MPENCTABba PEIUITPOYAH BHI CBOJCTBA ,, UMATHU
pasMepy*), a ITO y CyLITUHU HUJE HUILITA APYTO HETO fa ce 7" (T1Ie je 7 Matbe
ol 1) MOXXe YUMHUTH JTOBOJPHO MAJIUM TIO3UTUBHUM OpojeM (anu Koju Huje
MHOUHUTE3UMAIa), TIOBPIIKHE Ce ca TOBOJBHUM MoBehameM Opoja cTpaHa
MOTY JOBOJbHO CMarbUTH Tako ja oyne P — P, < e.
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Tana, oynyhu na je P — W = ¢, umamo na je F, > W. Ha ocHoBy

.. P, R
TeoOpeMa O CIIMYHOCTU TPOYIJIOBA JIAKO Ce ITOKa3yje aa je L —- A Kaxo
Pn T
o W R? P, W
J€ OMJIO MPETIOCTABIbEHO — = —» AMaMO — = —.
P r Pn p

Axo je P, > W, mto cMo 1oka3aiu, OHIa MOpaMoO 3aK/bYYUTH 14 je
Pn > p. Mebhytum, TO HUje Moryhe jep je p moBplIMHA KpyTra 0, 0K j€ Py

P R?
MOBPIIMHA HEMY YIUCAHOT TIONUIOHA. 3aTO Ce MPETIOCTaBKa — > —
p T
Mopa O, 10alUTH.
_ P R?
CiauuHO ce mokasyje ga HAac M MPETIoCTaBka — < — BOJAU Y KOH-
p r

Tpanukuu]y. Ocraje, fakie, Ha OCHOBY 3aKOHA TPUXOTOMHUJE KOJU BAXKU 3a
penaiujy nopetka (Tj. a > bunu a = b uam a < b) camo moryhHOCT 1a 0yrie
P R?
p

OBuUM ojIe/bKOM 3aBpiiiaBamo Inpudy o I'pumma. VY cienehem hemo ce
TIPUAPYKUTH CPENEHOBEKOBHUM CXOTACTHYAPUMA.
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I'nename Ha 0ECKOHAYHOCT HA KPajy CTAPOr BeKa,
y cpeambeM BeKY M HA MOYeTKY HOBOI BeKa

IMocne mponacTH XeNeHUCTUIKE IMBUITM3ALIN]E, TIO]aBUITA CE HOBA, JY/I€0-
-xputrhancka. OCHOBHA KapaKTEPUCTUKA OBE HOBE, TEK HacTajyhe uuBu:iIn-
3alMje, OMma je MocTojalbe JeAHOT cBeMoTryher Oora, T3B. MOHOTeu3aM. 1o
UMa CBOT 0ojIpa3a M y IpaMaTHIM TAKO [1a TOT jeIMHOT Oora IMHILEMO ca Be-
mukuM b; bor. (IIpBa MOHOTEHCTHUKA peNUryja mojaBuia ce y Erunty, anu
je 300T CHa)kHe peakiivje MONHOT CBEIITEHCTBA, Biajajyhe BUIIEOOKaUKe
penurHje, YCKOpO y KOPEHY caceueHa.)

3a pa3nuky o Tpuykux OOroBa (a W OCTAIMX Yy APYTUM DETUTHjaMa)
KOju Cy OMJIM MONHU Y MOHEKOM KOHKPETHOM [IOMEHY, & CACBUM OOWUYHU Y
JPyTUMa, 4eCTO UCIIPETUIETAHU PA3HUM ,,JbYICKUM OJTHOCUMA ‘ ca IPYTUM 00-
rOBMMaA, aJIi U JbyIuMa, OBaj HOBHU 00T je cacBUM apyradyuju. OH je Mpe cBera
arcoJyTaH 1 HEOTPAHWYEH Y CBUM MOT'YNUM TTO3UTUBHUM ocobuHaMa. Tako
je oH OeckoHauHo MohaH, OeckpajHo qobap, OeckpajHO MyJaap U CIUUHO.

Ha pamuoHnanucTHykom 3anay, a o bemMy hemo BUIIE KACHH]e, OAMax ce
nocraBuio cnenche murame: ,Jla am bor Moske 1a HanpaBu KaMeH Koju He
Moske Aa moaurne?. OBO MUTamke, Ha MPBU MO Aelyje MmapagoKCcamHo.
Jep, ako bor moxe fa HanmpaBu TakaB KaMeH OHJA HUJe MaKCUMAJIHO jak, a
aKO HE MOE OHJIa HUje ancoayTHO MohaH!

HapasHo, omqMax cy HyjeHU pa3HU OJITOBOPH Y LIUJBY OTKIamkhakba OBOT
rapajokca. JegaH o 4ecTuX IOKyIlIaja y TOM TpaBIly, a KOJU Ce U JaHac,
HaXXaJOCT, MOXE UyTH, JeCTe 00pa3oxeme gJa bor cBe Moxke, Ia 4ak MOXe
u ga He moxe?! Jlaj boxe ga HUje TOrMYKU TPOTUBYpeUaH!

MehyTtuMm, umMa U MHOTO 3penujux rpucrymna. 1o Hama je mpupomHuje
npuhin bory xao Heuemy IITO HE IMOIJIEKE HAIO] /bYGCKO] 0ZPAHUYEHO]
nouyu. OnaTie CIenu Ja je mapagoke y CTBApY caMo Y Hallloj HemMoryhHoCcTu
Ja 10 kpaja (focebHo Hazrawasam: Y PAMOHAIHOM CMHUCIY) moheMo 1o,
pasymMeMo, cCXBaTUMO U cinuuHo Ceepuiimer bora.

Hama cBakako He maja Ha mameT Ja c€ YIylTaMmo y TEOJIOIIKa pasma-
Tpama OBOT NpodlieMa, HU OBJIE HU JAPYT/e, ako HM 300r yera Apyror d6ap
3aTO LUTO C€ y TO HEe paszymemo. Mmak, ako ce oBaj mpobOieM Torjiena ,,ca
CBETOBHE CTpaHe" OH J€ y CTBAPH JefaH napaaokc oeckoHauynoctu! OaroBop
je ciiudaH. beCKOHAYHOCTH MOXKEMO TTpuhu ca OBE WU OHE CTPaHE, U3 OBE
WIM OHE MOTpede, anu j& HE MOXKEMO (HApaBHO PAlMOHAIHO) CIIO3HATH JI0
Kpaja.
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N 10 cy crio3Haim ¢BeTH ouu Ha MICTOKY Bpsio paHo. Al HE M OHU Ha
3amnany, KOju Cy 3ajeIHO ca JPYTMM CMPTHHUIIMMA (CPeIbHM ) BEKOBUMA ,,/1y-
rajiy r;1aBy* OKO OBOT U CIIMYHMX MpooOnema. I[To3HATH Moxd 3aje THUIKUM
MMEHOM CXOJIACTUUAPH, OHU HUCY MHOTO ITOMOTIIM CBOJO] IIPKBU, KaO IITO
¥M J€ CBaKako Ouila HaMmepa, alli ¢y 3Ha4ajHO YTUIIAJH Jla Ce pa3BHuje HayKa
1 TToceOHO JTorvka (ma ¥ Matematuuka). [loceOHO HCTUYEMO HUXOB HElpe-
BasubheH 3Haua] pa3Bojy Metaduszuke deckoHaynor. Temiko moMehu rpuky
MapoJly: 1e1MHa Mopa OuTn Beha o1 1eJ1a OHU Cy, IIITO je 34 HAC K Ha]BaXHUJE,
OPBU YTPIM OYT MPUMEHM Ujeje OeCKOHAUYHOCTH Y MATEMATHITH.

Yno3HajMo ce caga Majo O;1vXKe ca HEKUM MULJbEIbUMa HEKUX UCTAKHY-
TUX cxojlactuyapa. IlpBo, MOACETUMO ce Aa je Ha LNy CPeImhOBEKOBHY
MKCao oayudyjyhu yTuuaj ayro uMao ApUcToTes, BEJTUKU NPOTUBHUK OCT-
BapeHe (akTyenHe) OeckOHaYHOCTU. Tako UCTO (0 OECKOHAYHOCTH ) MUCITH U
HAJUCTAKHYTUJU WIaH KaTeXeTCKe IKoJie y Anekcanapuju, Opuret (185 niu
186254 unu 255) K0j1 HETUpa MOCTOjakbe AKTYEIHE OECKOHAYHOCTH.

Anu, ¢ Apyre CTpaHe, jefaH OJ Haj3Ha4ajHUjUX XpUITNaHCKUX OTAalld CB.
Asryctun (354-430) (wmu Ayryctun?) y cBome I pagy doocujem TpeTupa
HU3 CBUX LIeNMX OpojeBa Kao akTyenHy deckonayHocT. Ilo peuuma I'eopra
KanTtopa, He MOXe Ce EHEPTUUHU]E CTPEMUTU TPAHCHUHUTHOM (UM TA] OCCKO-
HAYHOM) M HE MOXeE C€ TPAaHCHUHUTYM DO0IbE NePUHUCATH U 3ACHOBATH HETO
IITO Jé TO YYMHUO CBETU ABTYCTHH. HemaMo paszinora ga He BEpyjeMO TBOPILY
TEOpHUje CKyMoBa, 6€3 00631pa Ha HETOBY OUUTIICAHY NMOTPeOyY 3a MOTBPIOM
BIJACTUTHUX CTABOBA Y MUCITMMA BEIUKUX JbYIU U3 IpouutocTu. (Haiiomena.
WMnak genyje momMano MpagoKCAIHO M MOAOCTa TY>KHO [1a ]J€ UCTH Taj CB.
ABTYCTHH U3JaBHO: ,,Jlo0ap xpumrhaHuH Tpeda /1a ce KIOHH MaTeMaTudapa
U CBHX OHHUX KOJU [ajy JakHa mpopodaHcTBa. I[locToju omacHOCT na cy
MaTeMaTudapu Beh CKIIONMMIM MakT ca haBosiom, Ja MOMpade YOBEKOB yM
1 1a ra oKyjy okosuMa Ilakna.“! Bap jemHo je curypHO TauHO: mpuuaje ce
BEIMKH 3Ha4a] MaTeMaTudapuma!

O axTyerHOM 0€CKOHAUHOM Pa3MUIIBAO j€ U JIPYTU BEIUKU KATOJIMUKU
mucantal cB. Toma AkBuHCkH (1224—1274) 1 1o11ao 0 TPUITHMIHO OITPEUHOT
cTaBa y OJJHOCY Ha CB. ABrycTuHa. AHanuzupajyhu ToOMUHO Aeno o3HaTH
ncropudap punozodpuje @penepux Komscron [18] ormpuiuke xaxe: ,,¥Y De
verttate Ceral] npumehyje 1a Ou jJeINHO BaJbaHU pasiior aa ce Kaxe aa bor
HUje MOTa0 CTBOPUTH aKTYEITHO OECKOHAYHO MHOINTBO OWJIa CYLUTHUHCKA

"Buieru o ToMe Ha crpanu 133 y xmbusu Munana boxuha Ipezneg ucitiopuje u uno-
souje vatiemaitiuice, [6].
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IIPUTUBPEUYHOCT Y MOJMY TaKBe OECKOHAUHOCTU. AJIM OH OKJIeBA [a JOHECEe
OWI0 KakBy OJUIYKY y ToM mpobnemy. ¥V Summa Theologica oH xatero-
PUYKK TBPAM J1a HE MOXE ITOCTOjaTH aKTYeTHO OECKOHAUHO MHOIITBO, JE€P
CBAKO CTBOPEHO MHOIITBO MOPA 1a UMd HEKU OPO]j, a OECKOHAUYHO MHOIITBO
He Tpe/cTaBba oapeheH 0poj“. MehyTuMm, aHamU30M U HEKUX APYTUX Aenad
AxBuHckor, KomicToH 3akipyuyje ga ¢B. Toma okieBa OKO HEMOTYRHOCTH
AKTYEeTHOT OECKOHAYHOT MHOILTBA.

Beoma je 3aHUMJBMBO M MUIIBEHE MO3HATOT IKOTCKOT CXOJjlacTHUapa
JoBana Jlynca Ckota (1265-1308). On nipBo TBpau na bor mopa na Oyze
OecKkoHauaH 3aTO IUTO IMO3HAaje OECKOHAYHO MHOTO WHTEIUTUOWIHUX (T
CTIO3HATJHMBUX) TIIPEAMETA U 3aTO Aaje jelaH 3aHUMJIbUB, HA U3IJIE BPIO
IIPUXBATJBUB, pa3nor: ,,CBe CTBAPH KOj€ Cy NOTEHUM]aATHO OECKOHAUHE, TAKO
1la aKo Ce y3MY je[IHa 3a APYyTroM He MOI'Y 1a MMajy Kpaja, Jecy OeCKOHauHO aK-
TYeJIHO, aKO CYy UCTOBPEMEHO akTyeiHe™ . OaTie ce JaKo MOXKe 3aK/bYIUTH
MIOCTOjabe CKyIla IMPUPOAHUX OpojeBa, ako To Beh M HMje Omia OCHOBHA
MOTKA HBETrOBOT pa3MHUIIbalba !

HoBu Bek 10HEO je U HOBO Iefare Ha mojaMm OeckoHayHocTu. OH ce
BUITIE HE TIOMUELE CaMO Kajia ce TOBOPU O er3ucTeHuMju bora, Mama u Tora
rMa, Beh 1 oHAa Kajza ce peniaBajy KOHKPETHU MPOOJIEMH KOJU C€ OAHOCE
Ha U3padyyHaBambe MOBPIIMHA U 3anpeMuHa. [1ojam 6eCKOHAYHOCTH TOCTAje
HEPa3/IBOJUBO BE3aH Ca pa3BOjeM MaTeMaTUUKE aHATU3E U ITOCEOHO UCTTUTH-
BaWEM ITOHAIlIaha MHOTOOPOJHUX KpUBHX (Tj. (DyHKIM]JA) KOje CBE pa3BHje-
HUja rpakca Hamehe.

VY cBojum decenama (Discorsi, 1638) lanuneo INaaunej (1564—1642) xpos
ycTa CBOT jyHaka CanuBaTa U3pUUUTO Kaxe: ,,0p0) KBaapaTa HUje MambU O]
MHOKUHE CBHX OpojeBa, a oBa UMak HUje Beha o nmpBor'. 3Hauu, LEIUHA je
jennaka neny!! I'anunej je umak 6uo BeoMma 00a3pUB U MPEITOPYUUBAO A HE
Tpeba 0e3 pe3epBe NPEHOCUTU Ha OECKOHAUHOCT OHE OQHOCE KOJU Cy TAUHH
3a KOHA4YHE CKYIIOBE.

Ja yuTanai He OM CTeKao TMOTpellaH YTUCAK U MMOMUCIHO J1a je OecKo-
HayHocT y X VI Beky Ouna Beh mpuxsaheHa (a To ce MHAYE HUKAIA HUJEe HU
JIECUITO ), HATIOMEHUMO CaMO Ja j€ BETUKY UTAINJaHCKU HAYYHUK U TTIO3HATU
cTpama’dHuK bopmaHo bpyHo octao, mo (TparuyHor) Kpaja CBOT XKHBOTA,
dunuTUCTA, TauHUje aToMUcTa. OH Je YaK 3HaTHO YHAIIPEAUO ATOMUCTUYKY
TEOPU]Y YU U3BPIIMO YTHIIA] HA MHOTE KacHMje (PUHUTHUCTE, KAO INTO j& Ha
npumep 1 Hatu bpanuciaas [leTponujeBuh.

Pa3Bujajy ce MeToe paja ca OECKOHAYHO MATUM BEJIUYMHAMA U Y TOME
npenwade I'anunejeBu cnenoenuin bonasentypa Kasanujepu (1598-1647)
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u Topuuenn (1608—-1647). 3aHUMIBUBO Je BUAETH Kako je Kapanujepu qomao
JIO CBOT IIO3HATOT, a UHA4Ye NOTNYHO TayHoTr, Kaganujepujesos apuryuiia 1o
KoMe he 7Ba Tefla UCTe BUCHHE UMATU UCTE 3al[PEMUHE aKO PaBHU TIPECEIU
THX TeJla Ha Je[IHAKUM PacTOjatbuMa O]l OCHOBA UMajy jeJHAKe TTOBPIHHE.

EBo mra 0 ®HeroBoj METOAM KaXke TMO3HATH UCTOpUYAD MaTEeMATHKE
Crpojk [44]: ,,KaBanujepu je nao ynpouheny BapujanTy pauyHa GECKOHAUHO
MaJIMX BEJTMYMHA, KOja Ce 3aCHUBA HA CXOJACTUUKO] MPEACTABU HEACHbUBUX
BEIMYMHA, T]. TAKBUM IpeAcTaBaMa Mo KOojuMa Tauyka MpU KpeTarmby faje
JMMHU]Y, a muHUja noepul. [lonazehu o Tora, oH je crajao Ayxu 1a Ou go-
Ouo MoBpI, a AeNOBE paBHU Aa O6u moouo Termo. Ho, xana je Topuuenu
OKa3ao J1a ce, Tojiazehu OJ TaKBUX TIPENCTaBa, MOXE J0Ka3aTu Ja ce
Ma KOJU TPOYrao jeJHOM BHUCHHOM MOJXE IOJEITUTH Ha ABa jelHaKa jena,
Kapanujepu je [HyXd 3aME€HHUO 'HUTHMA , Tj. 'AYXKHU Je MPETBOPUO y [e-
JIOBE MOBPIIIM BEOMa MaJjie NIMPUHE U TaAKO CTA0 HA MO3UIIU]Y ATOMUCTUUKE
Teopuje.

C

A X D B

VY uemy je cBe morpeimno Kapanujepu TEko je Ha oBOM MecTy pehu,
aJau My j€ CUTYpHO OCHOBHA I'pellika Y TOME IITO J€ Ha HEeIO3BOJbUB HAUMH
MoMeIIao APUCTOTETOB KOHTUHYYM (JaHAac OMCMO PEKITH peanHux 6pojesa)
ca IMCKOHTUHYYMOM aToMucTa. Haume, ako ce Ly cXBaTU Ha APUCTOTEIOB
(a ¥ caBpeMeH) HauuH, OH/IA CY CBaKe JIBE IyKU, Kako je To KaHnTop nmokasao,
jennakobpojue, ma Tume u B0 ~ DC. Otyna To Baxu u 3a KaBanmujepujese
HuTH, THHa AX, ma camum THM M nospinuHe Tpoyriosa BDC u DCA cy

jeHaKe.
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TlocBeTUMO cajla M HEKOJUKO peaoBa CIaBHOM W TeHUjaTHOM (paH-
NYCKOM Hay4YHUKY, Mucnuony u noetn biesy Ilackany (1623 — 1662). ITa-
CKaJT je ¥ Y YMCTO MAaTeMAaTUIKOM CMUCITy OMO jefaH of npereda Jlajonuna
u IbyTHa y cTBapamy nudepeHurjaHOT M MHTErpaJHOT padyHa. M3mely
ocTanor 0aBUO Ce, BeoMa YCIIeLIHO, U ,,TPO0JeMOM OofpehuBamha TAHTEHTE
Ha KpUBY".

Amu Tlackan je He Mame, Makap Moxaa camo Ha JlajOHuma, yTumao
CBOjUM OGITUCTABUM MTOETCKUM HamaxHyhiem. Y cBojum Mucauma|33], y kojuma
ce 0aBH Mpe CBEra MOPAITHUM U PEJIMTUO3HUM IMUTAbUMa, OH, U3Mely ocTa-
JIOT, Kaxe: ,JequHuua gomata 0eCKOHAYHOM He moBehaBa ra HUYKOJIHMKO,
Ka0 HHU CTOIa HEKY OECKOHA4Hy Mepy; KOHA4HO ce HUIUTHU KaJ ce Hale mpen
OEeCKOHAaUHUM, U ITOCTaje MPOCTO HUILTA .

Mano name Ilackan noaaje: ,,Mu nmo3xajemo, JaKie, IOCTOjarbe U TIPHU-
POAY KOHAYyHOTa 3aTO IITO CMO KOHAYHMW U MPOCTOPHU, Ka0 U OHO. Mu
3HAMO J1a OECKOHAYHOCT TOCTOjJU, a HE 3HAMO MY TIPHPOAY, jep OHO HMa
MIPOCTOPHOCT Ka0 U MU, aJIM HE U TpaHHIIe Kao U MH. AJIM MU He IT03HAjeMO
HU NOCTOjake¢ HU NMpUpoy bora, 3aTo mMTO OH HEMA HU MIPOCTOPHOCTH HU
rpanuua‘’.

bnes ITackasi, jenan on TBopaua GpaHycKe KEIKEBHOCTH, OO je Beoma
TIECHUYKU HaZaxXHyT. AJIM U KaJla Ha Y3BUIIIECH U MPENEN HaYMH TOBOPU O
YOBEKY, HerOBUM MOTryhHOCTHMA M JOCTOjaHCTBY, OH TOBOPU U O HAIIEM
ofHOCY IpeMa OeckoHayHoCTH: ,,He Tpeba o mpocTopa ga TpakuM CBOje
JIOCTO]aHCTBO Beh 011 MpaBUIHOCTH Moje muciu. Hehy uMaTtu nmpeumyhcTBo
AKO TIPUTEXKABAM 3EMIBU-: ITPOCTOPOM, BACHOHA M€ 00YXBaTa M T'yTa Kao
jeoHy Tauky; MULIBY ja oOyxBaTaMm my*. OBa IlackamoBa mucao w3z Mucau
3HAYaJHO je yTuuana Ha Jlajonuua tako ga oH mpumehyje: ,,To 1mTo je oH
pEKao O IBOCTPYKO] OECKOHAYHOCTH, CaMO j€ YBOJ Y MOJj CHCTEM .

VY cneneheM onerbKy mocBeTuheMo MakKby MOoYeHUMa MATEMATHIKE aHa-
JM3€ U ToceOHO JeTHOM Ol ’heHuX TBopala I'otdpuny Busxeamy JlajoHuiy
(Leibnitz, 1646—-1716).

2I'I]:)I/ITC)KaBaM 3€MJbH ~ HPHUM CE 3EMJbE
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Leibnitz

On u3y3eTHOT 3Hayaja 3a CXBaTame U I10-
ceOHO YyJIOTY MojMa OECKOHAYHOCTH y HAYUM (au
u  uwrozoduju) TpencTaBba MHCAO U JICHO
CIAaBHOI' HEMAuKOr MaTemarudyapa u  (UiIo-
30(a cinoBeHckor mopekna [ordpuna Buiaxemma
Jlajonuna (1646—-1716).

HNako 6uorpacuja oBOT BETUKOT yMa 3aCIyXKyje
MOCEOHY TMaXHhy, OBOM IIPHIMKOM, 3ajapkahemMo ce
CAMO HaKpaTKO, HAa leTOBOM CIIOBEHCKOM TTOPEKITY.

ITpBu je kox Hac o0 Tome nucao Jumutpuje Heuh (npocpecop Muxajia
ITerpoBuha Anaca Ha Benuxkoj mikonn), a 3atum bypo Kypemna, JoBa Keukuh
u npyru. OCHOBY 3a TBP/Y Aa je JIajOHUL CITOBEHCKOT MOPEKia MPeacTa-
BJbaJIA j€ TTOpYKa KoJy je JlajoHuu, npea cMpT U y TPEHYTKY KPU3e, YITYTHO
pycKoM 1apy, 3HameHutoM, Ilerpy Benukom. OHO je 00jaBibeHO y jeIHO]
CITOBAYKO]j (YCTIOBHO PeyeHo) eHnukionenuju u3 60-ux ronuna XIX Bexa.
Jlajouun nounme ca: ,,O0paham ce Bama kao Cl10BeH CIOBEHY ..., a 3aTHM,
u3Mely octasor, TBpIM J1a je MUcao MCTOPHU]y TOHEMUYEHOT CIIOBEHCKOT IIjIe-
meHa boapuha (1j. 6onpux — xpadpux). OH He TBpAU Ty Oalll U3PUYUTO A4
IIOTUYE Of] BUX, ajlk CE TO MOXe npeTnocTaBuTu. (MHTepecaHTHO je fa ce
bonpuhu Ha HajMame ABA HAUMHA MOTY IToBe3aTu ca Cpouma. IIpBo, neo Tor
TUIEMEHA Ce Y CPelbeM BEKY, BepOBaTHO Oexehu 01 repMaHCKOT IIPOroHa,
Hacenuo y obmactT bpanuuesa, 1 Apyro, MOCTOJU HCTOPHUjcKa TuTepaTypa(31)
Ha KOJy MM je yka3ao Moj cuH, Hyman Pamkosuh, na cy bonpuhu y ctBapu
Ounu mocebaH BOJHUYKHU cTalexX y OKBUPY cprickor (Copabekor) mieMeHa.
HapaBno, Ty cy Cpbu cxBaheHu y IIMpeM CMHCIY, CKOPO KAa0 CHUHOHUM
3a CIIOBEHCTBO.) JIpyru Ba’kaH JOKa3 3a CIIOBEHCKO IMOpekiao Jlajonuna je
npasorcHe npuponae. Hamme, y camom 3amucy Leibnitz kpuje ce TajHa.
['pyna tz y ClIOBEHCKHUM ILJIEMEHHMMA c€ YUTa Kao h, Tako Ja je y MUTamy
yrpaso Jlajoruh!!! (Koju je mo Hexuma usBeneH on Jlybenuh, Jlydenunual).
HapagHro, nanac ce y Hemauxoj (a u yore Ha 3amany) TpyAe a u3dale To
h u xkpahe mumy Leibniz (1uto ce Buau u o 6peHy mo3HaTor kekca). Mnak
0KO TpehuHe 3amuica BberoBor UMeHa kKoju ce mory Hahu nyrem MuTepHeTa
je Leibnitz, mto Huje HU Tako J01IE 32 OBA] UCTOPU]CKU TPEHYTAK.

Cwmartpa ce na je JIajoHUI Ae(PUHUTUBHO CTBOPUO MATEMATUUKY AHAIU3Y
IIPEKO CcBOje ,,HoBe Mmerone™. Ilpu Tom je Ouo Benuku Ppuinoszod koju je
CTBOPUO OOMMAH W 3HauajaH MaTEeMAaTHUYKM CHUCTEM Yy KOME J€ TIOKYIIA0 U

34



Jla 3aCHyje 1mojaM OECKOHAYHO BEJIMKHX M OECKOHAUHO MalMX BEIUYMHA. Y
TOMeE [0 Kpaja HHje ycreo, a Takohe je KOI 1era KacHHUje IMPEoBIafallo
nparMaTiyHo rieauinte. Tako ce JlajOHull ocTaBHO, KAKO ce KaxXe ,,THUX
CIIOPHUX MUTakba“ ¥ IIOCBETHO CE PA3BO]y U MPUMEHHU CBOJj€ (OTKIIOHUBO MPO-
THUBPEYHE) METO/IE ca KojoM je Beh mocTurao Benuke ycnexe. M nmoxasano ce
ma Huje norpewmro. Ha taj HauwH je JlajoHui 1eUHUTUBHO OIBOJUO HAYKY
on punosoduje ,,mHCTpyMEeHTANU3yjyhu“ nojam OeckoHau”HocTu. Hemro
CIIMYHO Ypajuo je y UCTO BpeMe U HbyTH ca nmojMoM cuna. beckoHauHOCT
je Ouma JaTta caMo TPeKo CBOJUX (HaMa KOPHUCHUX) OCOOMHA U HAYMHA paja
ca wuMa. tbeHa notnyHa cxBaheHOCT Kao U HBEH peanuTeT BULIE HUCY OUU
TOJIMKO OUTHU.

Wnaxk, Jlajonui je 6Mo U3MOXEH BEIMKUM HalopyuMa U MPUTUCIIMMA
ca CBHX CTpaHa M M3 MHOTMX pasznmora’. JemaH oj pasjiora je ounaa U Ta
,,HEIOPEYEHOCT" y Be3u ca beckoHauyHoIhy.

JlajOoHMIT je UMAO U CBOje NMPUJATEIhE U CIEADEHUKE KOJU Cy Ta OPAHUIIH.
Jeman on wmux je 6uo u u3BecHU BapurHon uz Ilapusa, koju ce Hallao Ha
MyIHY Kako 1a 6pauu JlajoHunoBy Teopujy mpen 6pojHUM MPOTHBHULIUMA.
JIajOHUI My Y TOME TOMaXe CaBETUMA U Y TOJ TIPUIIUIIY, LIITO je 3a HAC BPJIO
3HauyajHO, OMBa MpuHyheH 1a u3naxke cBoje Torjeae Ha OECKOHAYHOCT.

JajemMo caga jeqaH MpW;IMYHO ayr nutat JlajoHumosor nmucma Bapurto-
HY Y XpBaTCKO] BapHjaHTH CPIICKOT JE3UKa, Jep CMO ra y TO] (DOPMHU 3aTEKIIH.
CMmaTtpamo 1ia he ca je3aruke cTpaHe YUTAoUUMa OUTH JTOBOJbHO Pa3yMIbUB,
a 3aTUM heMo ra KOMeHTapUCaTH.

.- - . HH]€ IMTOTPEOHO Ja ce MaTeMaTHUYKa aHalu3a YYMHU 3aBUCHOM O] METa-
buznukux pacrpana, 1a, JaKJie HUje TOTPEOHO TBPAUTH Aa Y IPUPOIH UMa
pTa KOJ€ Cy, Y CBOJO] CTPOTOCTH OECKOHAYHO MaJjie, HUTH Ja MMa TaKBUX KOje
cy 0eckoHauHo nyTa Behe o oOMuHMX (anu cy unax orpanudere. To cam
MOrao UCTAKHYTU YTOJUKO BHIIIE IITO OECKOHAYHO Y CTPOTOM CMMCIIY MMa
CBOJ€ M3BOPUIIITE, KAKO BEPYjeM, y HEOTPAHUUEHOM, Te ja 0€3 TOT IMOTOET
mojMa HUCaM Kajap Aa npoHaheM mpukiagaH pas3jior 1a ra pasinKyjeM Ol
KoHayHor). Jla Oux m3berao Ta CynTUIIHA MUTaka, ja CaM CE 3aJ0BOJHHO
TUMe a OECKOHAUYHO — OyAyhu a caMm CBOja pa3sMUIIUbarbd XTEO J1a YUMHUM
OINLITE PA3yMJbHUBUM — Pa3jJaCHUM MMOMONY HEYMOPEIUBOT, Tj. IMOCETHEM 3a
BENMYMHAMA HEYITOPEAMBO BeNUM MIM MalbUM OJ1 HAILMX BEJIMUKMHA. TaKo
ce, HauMe, 100Mjajy KOJUKO TOJ XKETUTe MHOTU CTYITIbEBU HEYIIOPEIUBUX
BEIMYNHA, YKOJIMKO CE JEaH HEYIIOPENUBO MHOTO MAHbH EIIEMEHT MOXKE ITPU

3To je umano 3a nocsenuily u oHo rmeMo ynyheno Ilerpy Benukom.
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padyHamy 3aHEMapPUTH — aKO CE PAU O YCTAHOBIBEHY JEIHOT HEYTOPEAUBOT
mHoro seher enemenTa. Tako ce, Ha NpuUMep, AeTUh MarHETUUKE MaTepUje
KOja ce MpoOHja KPo3 CTAKIIO HE MOXKE YIIOPEAUTH Ca 3PHLIEM TIECKa, TO CE MaK
HE MOXE YIIOPEIUTHU ca 3eMIbOM, a 3eMJbHHA C€ KyIJIa HE MOXE YIIOPEIUTH
ca HebeckuM cBofoM. 300r Tora cam ja Beh mpe tora y ,, Acta eruditorum®
3a pauyH ca HEyNMOPEeAUBHUMA ITOCTABUO HEKE MOMOQHE TeopeMe KOje ce MOT'y
Ja TPUMEHE KaKo Ha OECKOHAYHO Y CTPOTOM CMUCTY, TAKO M Ha BETUYUHE
KOje, Yy OMHOCY IIpeMa IpyTruMa, He JoJase y o03up.

ITpu TOoMe ce umak MopaMo 00a3upaTH Ha TO Ja HEYIOPEJUBO Maje
BEJIMUMHE, Y3€BILIM UX Y BbUXOBOM CACBUM IIOITYJIAPHOM CMUCITY, HUTIOUITO
HUCY KOHCTAHTHE U ofipeheHe, Hero Ja UM, IiTaBmile, oynyhu mga ce mory
Y3€TH TaKO MaJje KaKo Ce CaMO XXENH, Y TECOMETPH]CKUM pa3MaTpamuMa Ipu-
Maja UcTa yJjora Kao ¥ OeCKOHAYHOCTHMA Y CTPOroM cMHucny. Ako Ou,
HalMe, HEKU MPOTUBHUK XTEO [a OAPEKHE BaJbaHOCT HAIIUM TeopeMaMma,
OHJIa HAIll pa4YyH MOKa3yje Aa je TpelllKa Mama O/l OUIO0 KOje JaHe BETUUMHE,
jepje y Haioj Mohu fa y Ty CBpXY MOXEMO JIa CMarbyjeMO HEYITOPEIUBO MAJIO
— OHO Ce, HauMe, YBEK MOXE Y3UMaTH TaKO MaJio Kako ce camo xohe. To Ou
CUTYPHO MOTIIO OMTH OHO 1ITO BU mojipasymeBaTte mo/1 u3pa3zoM HEUCIPITHO
M, HEMa CYMIbE, Y TOME U JIEKU CTPOTU JI0KA3 Halller UHOHUHUTE3UMATHOT
pauyHa. Fberosa mpeaHoCT JieXXH y TOME HITO OH HEIOCPETHO U OUUTJTIEIHO,
HAa HAYMH KOJU jJaCHO IOKa3yje NMpaBU U3BOP OTKpHuha, maje OHO IITO Cy
CTapu, Ha TIpuMep ApXuUMeEN, MOCTU3ANIU OKOIUIIAKEM Y3 TOMOR HHTUPEK-
THOT JIOKa3WBama. 1ako ce OECKOHaYHEe U OECKOHAUHO MaJie IpTe — CBE Ja
UM HE MIPU3HAJEMO METAPU3UUKY CTPOTOCT M PEATHOCT CTBAPH — MOTY 0¢3
CYMIbe YIOTpeO/baBaTU Kao UICaIHU IIOJMOBH C KOjuUMa ce CKpahyje pauyH,
CIMYHO TAKO3BAHUM MMAaTMHAPHUM KOPEHHMa y OOMUYHO] aHAIU3U, Kao Ha
pumep v/ —2.¢

Jlanmui cMO OBaj AYXKU IIMTAT Aa OMCMO IoKa3aju kako je JIajoHuL ca unax
MaJjo peuu u3Heo oOusbe uHpopManuja 0 OECKOHAUHOCTH U CBOM IIOTJEY
Ha BY. 3a MOTIMYHY aHAIM3y OBOTa TEKCTA OMja Ou moTpeOHA YUTaBa jeaHa
Mama cryauja. Mu hemo ce oBze, caMo 3a10BOJBUTH Ca HEKOIUKO MamUX
KOMEHTapa.

IIpBo mazga y ouu aa je Beh cam JIajOUHI y TO BpEME YOUHO U UCTAKAO
MoryhHOCT u30aluBama MHUHATE3MMAJIa U3 aHAIIU3E U Ha Taj HAUMH IIpe/i-
BUIeO OHO 1ITO he Bajepiitpac gepuHUTUBHO @ ypaau. MHoro je, mehy-
TUM, 3HadajHuje ga je J1ajonuu, kpo3 yrnopehuBamwa koja je a0, yKkasao Ha
HCKYCTBEHO (eMIUPHjCKO) MTOPEKIIO 1ajOHUIIOBCKE OECKOHAUHOCTH (Tj. MH-
(UHUTE3MMATa ¥ BbUXOBUX PEIUIPOUYHUX BpeaHocTH). OHa U jecy, Kako OH
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TO caM KaXKe, OIIITE PA3YMILUBA 34TO IITO CE CIIAXY ¢a HAIIIOM HHTYHUIH]OM.
M3 J1ajOHUIIOBOr M3NTarakha Ce HEIOCPETHO BUIM, Ja M0ojaM JajOHULIOBCKE
0ECKOHAYHOCTH ITOTHYE Of ,,BEIMKOCTU " (MJIM HECAMEPUBOCTHU Y HEKOM UH-
TYUTHBHOM CMUCITY) U J1a j€ Ta ,,BEIUKOCT* peraThBHA.

Osze ce joul jeganmyT cpehemo ca mapaaokcom henaBua. JacHo je, na ce
IOAABabe WU OJly3UMakbe O] 3eMJbe JeTHOT 3pHIIA [IECKa MOXKE 3aHEMAPUTH
Y Jla IToCjie TOT YMHA OHO IITO HACTaje OIeT C MPAaBOM HA3UBAMO 3€MJbOM.
HapaBHo, oBakaB MPHUCTYI je mapagokcanaH ako MPETIIOCTABUMO 1a CMO
3pHIE TOAABANH ,,MHOr0" TyTa, perumo y 101909090 xopaxa. MehyTtum, oBo
j€ OUMTITIEAHO HACAIN3AIM]a JEP MU Y PEATTHOCTH HE MOXEMO I'd CXBATUTHU
Kao0 eNIEMEHT ,,CBUX OCTBAPUBHUX NMpUpOIHUX OpojeBa. (¥Y3rpen, oBH ,,CBU
OCTBAapHUBU OpOjeBU" CY y KACHUJUM MaTeMaTHYKUM (popmanuzanujama 1o-
jaBJbY]y Kao mpedpojuB ckym y cmuciy Kanropa.)

Beoma je BaxkHo u JIajOHUIIOBO MUIIBEHE a ce HA MHPUHUTE3UMAIIE
MOKE IJIEeAATH Kao Ha ,,KOpUcHe GUKLHMje™, CIMUHO Ka0 IITO CYy UMATrUHAPHU
KOPEHM (2 OCUM HEKOJIMKO M3y3TaKa Kao I1TO CY €, T ¥ CITMYHO, U CKOPO CBH
TpaHCLeAeHTHU OpojeBr). Ha oBaj HauuH OH je Ou3ak aouHuje Xunbdep-
TOBOM CTaHOBMIITY NpeMa KOMe Cy OECKOHAYHU CKYTTOBU UJICATHU O0JEKTH
MPUAPYKEHHN KOHAYHO] MATEMAaTHIIM.

Kao TBOpau nudepeHnujarHor ¥ UHTerpanHor payyHa Jlajouun je ,,Ha
BEJIUKA BpaTa“ BpaTuo MHPUHUTE3MMAalE Y MaTeMaTUKy. OHE ¢y IpuXxBa-
hene xao ,,ipaBe’ OECKOHAYHOCTH YHja C€ ETUCTEHIIM]a HE MOpa ,,YYMHUTH
3aBHCHOM OJI MeTahu3u4IuX pacrpasa‘, Tj. Kako OUCMO AaHAC PEKIIU, MOTY
ce OJIBOJUTH OJ1 OHTOJNOrHje. OH UX YaK Ha3uBa ,,KOpUcHE Gukimje’.

NndunuTe3nMae BUIlIE HUCY Ka0 KOJI aTOMUCTA HEIEJbUBE U PA3IUKY]Y
ce IO cTeneHy OeckoHauyHOCTH Mehy cobom. WHpuHUTE3MMANTA a MOXKeE
OuTH OECKOHAYHO BENMKA y OJHOCY Ha MHPUHUTE3UMAIy b aKo je g UH(DU-
HuTe3uMana! YrnpaBo KOMTUIHHUIM UHOUHUTE3UMANIA ¥ FbUXOBU O€CKOHAYHU
(Mu 6MCMO JaHAC PEKITU XUIIEPKOHAYHM) 30MPOBU UMHE Cpxk JlajoHUIOBOT
MHPUHUTE3UMATHOT (IU(pepEHIIN]jaTHO-UHTErPaJIHOT) payyHa. |

V cBojeBpcHO] anrebpu 3a pan ca WHGUHUTE3UMATaMa, KOjy je€ CTBO-
PHO, OH J€ 3HAJIAYKU 3aMEeHBUBAO JeHE OpojeBe IUMa OECKOHAYHO OTMCKUM
(Tj. TakBUM /72 UM je pasyuka uHpuHuTesnMana). OTyna ce CTeKAo YTH-
CaK J1a je nH(pUHUTEe3UMAae, KOjUMa je UHAYe MOTA0 U Ja AETH, IIOBPEMEHO
UIEHTU(PUKOBAO ca HyJIoM. To je cTBapasio KacHH]e BEIUKY 3a0yHY U J10-
JATHO HEIOBPEHE Y HEroBy meroay. OHa je y OCHOBHM, TUMeE, IOCTaia
MIPOTUBYPEUYHA, AJIX KA0 IUTO heMO BUJIETH Ta IPOTUBYPEUYHOCT je UTIAK OTK-
JIOWUBA.
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Jla He OneMo octanu caMoO Ha IPUYM, WIycTpoBaheMo KaKo je JejCTBO-
BaJjla Ta IErosa ,,HoBa Metona“. HapaBHO, KOHKpETAH MPUMED KOJU JajeMO,
4 OZTHOCH Ce Ha TAKO3BaHMU ,,lipoOIIeM TaHTeHTe", Beh je 01aBHO OMO peraBaH
Ha cAM4aH Ha4yuH o1 crpane Ilackana, ma u panuje.

Hexa je nata pynximja y = z2. Tpeba oapeanTu KoedHUMjeHT Harnba
TaHTeHTE Ha OBY Napaboiy y Tauku (a, a?).

A Y

(a+¢)?

da ate’

O3nauuMo koedurmjeHT Haruba ceuuiie s ca k. Tana je

(a+¢)*—a?

= 2a + €.
(a+¢)—a .

ks =tga =

Kama 3anemapumo £, nobujamo k; = tgf = 2a xao xoeduImjeHT Haruda
TaHreHre t.

Ha xpajy, xao 3ax/byuak, MoxkeMo pehu ga JlajoHuuos (a m MHOI'MX
Apyrux, Tora 100a, Koje OH CBOJUM MMEHOM cUMOOJU3yje) Iornes Ha Oec-
KOHAYHOCT ¥ KOHTUHYYM IIpeAcTaB/ba cHHTe3y u3Mel)y JleMoKpUToBOT aTo-
MH3Ma U APUCTOTEIOBOT KOHTHHYYMA.
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Pa3Boj u NOKyiaj 3aCHUBAKA AHAJIN3E
o1 X VII no XIX Beka

OcHuBaunmMa gudepeHjaTHO-UHTETPATHOT padyHa cMaTpajy ce, Kao
IITO je Mambe BUIlIE CBUMA J00pPO Mo3HaTo, JIajouun u tbyTH. Ay BUXOBH
pesynraty mobujenu xpajem XVII u mouerkom XVIII Beka mpencrtaBiba-
Jy caMo Haj3HA4YajHU]y MPETOMHY TauyKy Y Pa3BOjy MaTEMATHUKE dHAJIU3E,
KaKo Ce Jpyrauuje Ha3uBa JudepeHIujaTHO-UHTErpattHu padyH. OHU ce Ha-
CTaBJbajy HA HAIIOPE M PE3YJITATE BEJIUKOT Opoja MaTeMaThdapa, BUXOBUX
HEIMOCPEAHUX ITPETXOJHUKA WU CaBPEeMEHHUKa, Kao mTo ¢y ounu Topuuenu,
Kasamujepu, ®epma, dexapr, [Tackasn u op.

Hox je xoix tbytHa (1643—-1727) usrpaama HOBE METOIE IPEBACXOIHO
CITYKWJia 3aCHUBamhy MexaHuke, JIajOHULIOB MPUCTYII je IMpe cBera cxBaheH
Ka0 M3Tpaliba ,,HOBE TeoMeTpuje’ (alli 0BO HE Tpeba [a Hac OyHU ca HEKUM
IpyruM ynotrpedbama ¢pase ,,HoBa reOMETpHUja‘‘; ca JeAHOM Of KOojux heMo ce
MaJlo KacHUje Takohe cpectu). a je u cam JIajoHUI KMAO CITMYHO TJIeAUINTE
IEMUMUYHO CE MOKe BUACTH M U3 Beh uTupaHor nucma Bapurnony. Wnak,
3a pasnuKy of I'pka U JoTaJallbuX MaTeEMaTHUaPa, YMECTO FEOMETPU3ALIU]E
anreOpe JIajOHMII je BPLIMO yIIPaBO CYMIPOTHO — alredpu3aliujy reoMeTpHje.
Iberos npuctym je 610 ganeKo MIOA0TBOPHHU]U o HbyTHOBOI (IeMMMUYIHO
1 300T yBohera HOBHX IMMOJMOBA Ka0 IITO je Ha MpuMep ,,hyHKIUja®, Win
O3HaKa Kao WITo ¢y Ha npumep dz, [).

JIajOHMIIOBHMM IyTEM KPEHYIU Cy MHOTU MaTemMaTtudapu. [IpBu on mux
cy ounu Opaha bepuynu u mapkus e Jlonurtan. Benuku Ojnep je, BEwITO
kopuctehn nHprHUTE3UMAaE (2 MOHEKA KAy U MOTPEUTHO), CBOJUM PE3YJI-
TaTUMa CKOPO 320KPYKHO PeaTHy aHAITU3Y.

Ynopeno ca CIMYHUM pa3BOjeM aHAJIU3E jaBUIIE CY CE M KOHTPOBEP3E ca
NPUPOIOM J1a]OHUITOBCKE OECKOHAYHOCTH, T]. HHpuHUTe3uMana. O ToMme
je Beh OWII0 HEemITO peud U y TMPETXOMHOM IOTNaB/by. Bumenu cmo na je
JlajOnuL, na Ou ceOu ckpaTHO MYKE M YCMEPHUO Ty JaABHOCTH BUILIE HA
CBO]Y TAKO IJIOAHY METOY, HA KPajy UIaK IPUCTAO Jla UX HA30BE ,,KOPHUCHE
(duxLMje” M HA Ta] HAYUH ce yIaJbu O] T3B. Mpobiema oHToNoruje (Uiau
npo0sema nocrojama). Mnak ga My nurame 3aCHUBabd MHOUHUTE3UMATA
HUje 010 Gal HEBaXKHO CBEIOUM M UMIbeHULA aa je 1702, roxuHe myoImKo-
BAO pacrmpany ,,OnpaBaame pauyHa ca OCCKOHAYHO MaJuM BEJIUYMHAMA .
Taxobe je meros nckpenu odoxapanan Opanirys @OHTOHET paaro, He Oart
TaKO YCIIEIIHO, Ha (OPMaJIHOM 3aCHUBAKY J1ajOHUIIOBCKE OECKOHAYHOCTH.
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Joui je Mame jacaH u neuHUCAH cTaTyCc MHpUHUTE3UMAaIa Ko HbyTHa
U HBErOBHUX, HE TAKO OpOjHUX, HacTaB/baua. Kao goOap omuc byTtHosor
riefama Ha 3aCHUBAKC aHAIM3€ HaBOAMMO peud Abpaxama PoOuncona
(TBOpLA T3B. HECTaHAAPIHE aHaNIM3e O KO0joj he OUTH pedn KacHMje) I03-
HAaTOI aMepUuuKor matematudapa: ,M3rnena ga je tbyTHoBO Tiename Ha
ocHOBe PauyHa (Mucnu ce Ha MaTeMaTUUKY aHAIU3Y) IOHeKIe HejacHo. OH
ce IO3MBA MOHEKa | Ha MHUHUTEIMMAIIE, ITOHEKa/l HA MOMEHTE, ITIOHEKa [ Ha
JIMMece U TTIOHEKaJl, U MOX/1a Hajueuihe, Ha Gu3nyuke mojMoBe”. 3aHUMIBUBO
J€ ¥ 3Ha4ajHo oBje ucTahu aa je HajBepoBaTHHU]e EbyTH 01O Taj KOjU je yBEO
rnojam arMeca (HapaBHO HE MPEKO £—0 GopMaliu3Ma) ITO Ce JaHAC YECTO
3abopaBiba.

MebhyTum, y oxBupy JlajoHUIIOBE 1IKOJIE YITOTpeda MHPUHUTEIUMAIIA Ce
caceuM onomahwmma. IlpBu mucarn ynoeHuka u3 aHanuse Mapkus e Jlo-
nutaln Beh cnobomHo W 6€3 ycre3ama KOPUCTU TojaM UHGOUHUTE3UMAIIe
U ONNCYyje HeHe ocobuHe. Jlaje mpaBuia paja ca MHOUHUTEIMMalaMa
0€3 MKAaKBE PACIPABE O HHUXOBO] Er3UCTEHLU|U. Y YBOAY CBOje KEHI€ OH
Jlaje CBOJj TIOTJIEA HA HOBY aHAIM3y KOJU c€ 4ecTo (HempaBeaHo?) IIpH-
nucyje Jlajonumy. ITomano cmymeHo uzjaBibyje (a MOXKOa M MPEBOI HUjE
HajOorpu): ,,OOMUHA aHalM3a paju caMO ca KOHAYHUM BEIMYMHAMA, OBa
(1. aHanu3a y papgy) ynasu (?) KOJUKO roa OeckoHawyHocT caMa. OHa
ynopehyje OeckoHaAaYHO Malle pa3iMke KOHAUHUX BEJIMYHMHA; OHAa OTKPHUBA
penanuje u3Mely KOHAUYHUX BETHMUMHA, KOje Cy, OeckoHayHe y mopehewy ca
OeckoHayHO ManmuM BenumuuMHama. Hexko yak Moke pehn ga oBa aHanusa
Mpenasy Mpeko OECKOHAYHOCTU: Y TOM CMUCIY A@ CE HE 3aJpKaBa caMo Ha
OecKkoOHaYyHO MajuM pasnukama Beh oTkpuBa penanyje udmely pasnuka Tux
pasmuka. .. . Mehytum, npotuBpednocT JlajOHUIIOBE aHATU3e, O KOJO] j&
Beh OWITO peun, a OJIHOCH Ce ITpe CBera Ha MPOTUBPEUYHY YJIOTY HYyJIe, HUJE
dbuno moryhe nako ompaBmatu. Benuku matematudapu, monyT Jlajonuna
1 Opahe bepHynu, TauHO Cy 3HANW Kako he y JoKa3uMma 3aHEMapyUTU UH-
(pMHHATE3UMAITy BUIIET PEfa £ Y OJHOCY HAa UH(PUHUTE3UMANY HIDKETr pena ¢
(Tj. y cnyyajy nma je €/6 6eckonauHo mana). IIpobieM je HAcTao Kajaa cy
aHaJU30M TIOUENIH J1a ce 0aBe M Mare TAIEHTOBAHU ca ClaOujOM UHTYMLIH-
joMm. YmyTcTBa 3a panx koja ¢y um octaBunu Jlajonuu u mapkus e Jlonuran
HHCY OHua 10 Kpaja Impelr3Ha U J0JIa3uiI0 j€ 0 MOTPeIIHuX yrnoTpeda nH-
¢dunuTesumana. Tek je HecTaHmapaHa aHam3a 60-ux roanHa XX Beka y
MOTIYHOCTH peuruia oBaj npodneM. Ty je jJemHaKoCT caMO UAEHTUTET 10K
3HAYajHYy yJIOTY UTpa IbeHa Haapenanuja ,,0eCKOHauHO OJIMCKO ™. YMECTO Jia
kao JlajOHuI KaxkeMo J1a ¢y a U a + € (Te je a peanaH 0poj, a € 0ECKOHAUHO
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Majia) jeaHa APYroM 3aMEeHJbUBE BEJIMUMHE, MU KaXXEMO [a Cy OHE Y HEKOM
CMMCITy €KBUBAJIEHTHE (Tj. OeckoHayHO Osincke). OHe ce MOTY Y HEKUM,
TayHO Ae(UHUCAHUM, CIy4yajeBUMa CMEHUBATU, & Y HEKUM HE.

OBakBy CUTYyallM]y Y MaTeEMaTULIM HEKH Cy jeaBa gouekatu. IloceOHO cy
ce oOpanoBaiu Teono3u. OHU Kao Aa Cy je[Ba YeKaau Ja ,,HOBY METOIY"
TIOABPTHY KPUTULIM U UCMejaBarby. HapouuTo je mpeamauyno y TOMe OUCKYIL
bepxnu. OBaj enriecku meraduzuyap ce moceOHO 6M0 OKOMHUO Ha IbyT-
HoBe dnykcuje: M wra cy te daykcuje? bp3uHe ucnapasajyhux MHKpe-
MeHUTa. A 1mTa ¢y T caMM ucrpaBajyhu uHkpeMeHTH? OHH HUCY HU
KOHAaYHE BETMYMHE, HUTH TTaK BeIUMUUHE OeCKOHAYHO Majie. Hutu nax uinra.
Mo na ux Tpedba Ha3BaTH AyXOBUMaA UIUe3Nux Benuuuna. . U cag bepknu
nocHTUpa (BepoBaTHO caB cpehan): ,,Taj xoju Moxe Aa 'cBapu’ APYry U
Tpehy pas3nuky He Tpeba Kako ce MEHM YMHU Ja '3akepa’ 3a OWUI0 YuUM Y
TEOJIOTHU]U. .

Bpemenom nmpobiieM 3aCHUBalba AHATTU3E TIOCTA)E CBE AKTYETHU]U U TTPU
TOME ce YIJIaBHOM HACTOjU Aa ce MHQUHUTE3UMAaJIe 3a00ul)y rMa 4yak ¥ CACBUM
eNMUMUHMITY. 3HauajaH JOMPUHOC TOME Aao je U Jamambep Koju MOHOBO
aupmMmuIe mojaM IrpaHUYHE BpeaHOCTH (nuMeca). OH cMaTpa ha Hema
MecTa 32 UHQUHUTE3UMANe U Ty je JMajeKO paJuKaaHUju (3aXTEBHUJU) OX
Kommja. Benuku gpaHilycku MaTeMaTuap U MeXaHUYap CTBOPHO j€ je1aH
dbopmanuzam y pany ca TejssopoBuM penoBuMa. Mmak, OBO ¢y OCTall camo
MTOKYIIA]H.

YecTo ce cmatpa na je ,,u30auuBay’ MHOUHUTE3UMANA U OHA] KOJU je
CTaBUO aHAIM3y ,,Ha PUrOPO3HE OCHOBE® OHO, Takohe BeIUMKU PppaHUyCKU
matematudap, Oruct Komm. [oBopu ce ga je oH mojaM WH(PUHUTE3U-
Majie eTMMUHKCA0 MMOMONY MojMa rpaHUYHE BpeTHOCTH. Mehytum, mano
ce 3Ha Aa OECKOHAYHO Malie BETWMYWHE MUMa]y jOIll YBEK BUTAJIHY YJIOTY Y
KommujeBoMm cucreMy. VY CBOM Kypcy U3 aHanu3e OH Kaxe: ,,Kama roso-
PHUM O HEMIPEKUAHOCTH (QYHKIHM]A, ja caM o0aBe3aH JUCKYTOBATH OCHOBHA
CBOjCTBA UH(MDUHUTE3UMATHUX KBAHTUTETA, CBOJCTBA KOja KOHCTUTYHIIY OC-
HOBE MH(UHUTE3UMAITHOT padyHa . .. . Mnak oH uHGUHUTE3UMAJIe HE CMa-
Tpa 3a 6a3uyHe eHTUTeTe (00jeKkTe) Beh IMOoKymiaBa ga UX U3BEAC U3 I10j-
Ma TMpOMEHJbUBE: ,,IIpoMeHsbHBA je BEIMYMHA 3a KOJy C€ cMaTpa da Ao-
Ouja CYKIIECHMBHO Pa3WyuWTe BPEAHOCTH. ... OTyaga ce MHGUHUTE3UMAITE
neuHUIY Ha cienehu HauMH: ,,Kafa CyKIECUBHE (Tj. OHE KOje CIIe/e je/IHA 3a
APYTCOM) HYMEPUYKE BPEIHOCTH MPOMEHJBUBE OMaaajy HEOTpaHUYEHO TaKo
[a TIOCTa]y Mame OJ CBAKOT 3aJaTOr Opoja, Ta MPOMEHIbUBA MTOCTaje KAKO
ce Kaxe jeqHa MHPUHUTE3UMAIA U OECKOHAYHO MaJjia BEeTMYUHA .
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3HauajHo je ucrahu ga je Ko rojaM MHGUHUTEIUMATIE KOPUCTUO CAMO
y TOKY jl0Ka3a JIOK ra TeopeMe HUCY cMmenie caipxabaTu. IlocToje 3HauajHe
KOHTPOBEP3¢ ¥y Be3u ¢ KommjeBom ynoTpedoM HHPUHUTE3MMANA (TTI0CEOHO
y cJly4a]y KOHBEpTreHLM]e HI30Ba (PyHKIIM]A).

KomujeBo cxBatame nHOUHUTEIUMATA, KAO U CAMOT I10jMa KOHBEPTECH-
LHMJe, ca JaHAIBET CTAHOBUINTA HEOOMYHO je UM He yKIara ce HU Y ,,cTaH-
OApIHY HU Y ,,HeCTAHOApAHY" aHaiauzy. 1o ce JIeno BUAU Ha IIPUMEDPY
nepunuMje u3Boaa. 3a Kommja je u3Bosa on f, Kaj Tof MOCTOU, JTUMEC
KOJIMUHUKA

py _ flate) - f(@)

Az £ ’
rae je ¢ uHGUHMTE3UMAaNa. 3HAYM, O TPAHULE CE 107a3U IOCHEe TMpesTacKka
TPEKO CBUX MHGUHUTE3UMaA!

OBakBO cXBaTame KOHBEPreHLK]e U UHPUHUTE3UMAIA HH]E TOBOSHHO
MO3HATO (4 caMHUM TUM HM cxBaheHO) y MaTeMaTHUKO] JABHOCTH T1a CE yCIIe/T
tora Koy, kako je To mokaszao mo3HaTh uctopuuap u gunozod matema-
Tuke UmMpe JlakaTor, NOrpeiiHo MPpUITUCy]y HETAUHOCTH HEKUX TEOPEMA.

Benuku gonpuHOC 3acCHUBaky AHATTU3E 140 j€ U BETUKM HEMAUuKy MaTe-
MaTuyap (UTaJIu]aHCKOT MOPEKIIa, KOJU je )KHUBeo U paauo y [1pary) bonuano,
MaJla HErOBU PE3yITATH HUCY OWIN IIMpE MO3HATU U IMPU3HATU Y MPABO
BpeMe.

[Tocao xoju je 3amodyeo Eymokc cTBapajyhu MeTONy MCUPIUBUBAHKA, A
HapouuTo pa3Buian Komm u bonuaro, 3aBpiino je y NOTINYHOCTH Y APYIO]
rmonoBuHM XIX Beka Hemauku mpodecop mMateMatuke Bajepritpac. OH je
JIOCIIEIHO Pa3BHO JAHAC IIMPOKO MO3HATH € — 0 METOM y KOME BHUIIIE HHUje
OWI0 MecTa HU 3a KakBe MHbUHUTe3uMate. Vinak He mana 1eHa je riiahena.
ITojMOBH HEMPEKUIHOCTH U KOHBEPIE€HIIHje CY MTOCTATH KOMIUIMKOBAHU]U U
Mambe UHTYUTUBHU; HA IIPUMED, TEUIKO j€ YUYEHUKY, TOYETHUKY, Ja OAMAX
CXBATH 3HAUeHE hopmyre

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz)(|xr —a| < = |f(x) — fla)] < e),

Tj. 1 je peanHa QyHKIMja peajHe MPOMEHIbUBE f HEMPEKWIHA Y TAYKY @ H3
R.

M3z6anmBarmy 0€CKOHAYHO MaJIMX IIPEBACXO/IHO j€ AOTIPUHEO 3ACHUBAHE
(u3rpaama) peaTHux OpojeBa Koje je, HacTaBiba]yhu joIn jenHy 1o0py uaejy
Eynokca, peanuzoBao Puuapn [enekvui, Takohe HEMayku MateMaTryap.
Anu Tora He 6u 6uio ma ce Huje nojasuo I'eopr Kanrop (Taxohe Heman)
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ca CBOJOM BEITMYAHCTBEHOM TEOPH]OM CKYIOBa O KOjo] he HemTo KacHuje
ouTtu Buiile peur. KaHTOopoBa Teopuja je CTBOpuUIIA jenaH (BugeheMo He yBeK
Oarr HajcjajHU]U) OKBUP 3a CKOPO YUTABY MATEMATUKY U MTOCEOHO TEOPH]Y
peaiHuX OpojeBa U aHATU3Y.

OcHoBHa KapakTepucTuka KaHTOpoBe TeopHje je paja ca OECKOHAYHO-
cruma (Kanroposor tuna). M To pag ca 6ecCKOHAYHOM XU]jepapXujoM OecKo-
Ha9HUX CKYyIOBa.

MaremaThyapy KOju IO TajJa HUCY MOTIM Oa IPUXBATE YaK HU CKYII
npupoaHux 6pojeBa IN (MM w; Ka0 LENHHY, Tj. aKTYEJIHO) caja Cy 0JaKo
IPUXBATUIU Jaj1eKo Behe OECKOHAUHOCTU. AJIM HUCY CBU UCTO PEaroBaly,
1 0 TOME he OUTU PeUH HEIITO KACHHUJE.

Peamnu 6pojeBu, nocne Henekuuaa, YuHe j€THOCTABHO, IO HA U30MOP-
du3aM, KOMIIIETHO IMOJbE U 34 HUX IOCTOJH, A0 JaHac, 3a BehuMHYy MaTe-
MaTu4apa, CHaXXHO yOeheme 1a ydHe HecropaH TeMeb aHanuse. HapasHo,
BehuHny ,,peasiHuX OpojeBa’ YyuHe y CTBaApH ,,TPAHCIIEHIEHTHU OpojeBU" (LITO
je Beh TepMUHOIIONIKA KOHTPAAUKIIM]A) OJT KOJUX CAMO KOHAUHO MHOTO NMa
HEKOT peajIHOT cMUcIa (Kao Ha TpuMep Opoj 7, KOjH j& KOJIUUHUK OOMMa U
NPEYHMKA KpyTa). PeanHOCT BehMHE TpaHCLIEHIEHTHUX OpOJeBA HUJE HUINTA
Beha o peallHOCTH MHPUHUTE3UMAIa add TO 3a4yJ0 Majao KOMeE JlaHac
cCMeTa.

Cam KanTtop je 6p30 cXBaTHO BEIMKM 3HAUa] KOJH IbeTOBa TEOPHja UMa 32
3aCHUBaIbE aHANIM3e. Y JKeJbH A4 IITO BUIE apUPMHUIIIE CBO]Y TEOPHU]Y OH CE€
CBOM XECTMHOM OKOMMO Ha HEmomyJjapHe UHGUHUTE3NMame: ,,YumweHuia
O MOCTOjalkby aKTyelaHO OecKoHauHMX OpojeBa HHje paslior 3a ITOCTOjambe
AKTYEJIHO OECKOHAYHO MajuX BEJIMYMHA, YIPABO CYIPOTHO, HEMOTYRHOCT
NOCIENBUX MOXKE OWUTH JI0Ka3aHa Mpelu3Ho KopuiihemweM mpae.”. OH jorr
aojaje: ,,. .. Takohe ja He MUCITHM [ia OBa] pe3ylnTaT MOKe OUTH JOOH]eH HU
Ha KOJU IPYTY HAYWH MOTIIYHO U CTPOTO. .

KaHTop je BepoBaTHO MUCIIUO Ha TEOPHU]Y UM]Y Cy 3aBPITHY GOpMY JaTn
BeroBu 3emsballn Bajepmitpac u emekusa. Asu, HapaBHO, OHU HHUCY
nokasajau Hemoryhnoct unduuuresumana seh cy ux camo 3aobuiwid. A
Ja TO HE MOXE€ YpaIUTH HU OWUjI0 KO Apyrd, 6ap He nmomohy KanTopose
Teopuje, yckopo hemo ce yOeuTn 3a1To.

3Haun, y KaHTOpOBOj TEOpHjU CKYITOBA HE CAMO JIa CC HE MO3Ke TTOKa3aTH
Ina uHpUHUTE3MMana Hema Beh ce MoXke mokas3aTu a UX MOKAa uMma, Tj. Ja
J€ ’UXOBO MOCTOjalbe HEMPOTUBPEUHO ca KaHTOpOBOM TeopujoM. A 3a TO
HaM je MoTpeOHa MaTeMaTuyKa JIOTHKA.
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. HOBe reomeTpuje

JlaHac je 1ocTa pacnpocTpamkeHo MULIUbEHE fa ¢y ce y XIX Beky 1o-
TOIMJIE Haj3HAUaJHU]e CTBAPU Y MATEMATHIIN. AKO CE OH ITPOILY)KU U HA TIPBUX
30 romnua XX Beka, OHIAa MOXEMO TO MCTO TBPIMTH U 33 YUTABY HAYKY.
To ce cBe noknara ca KyJIMHHALUM]OM 3amajiHe UMBUIM3AIIH]je U IToYelMa
BEHOT MOJIATaHOT TMpOoMalamka. Pa3BUTaK TEXHOJOTH]E, NTaHAC, Mpey3uMa
MPpUMAT HaJl pa3BOjeM MaTEMATHKE U TPUPOAHUX HayKa (a Ja He TPUYaMo O
OPYIITBEHUM HayKaMa KOJe Cy y TOTalIHO] MekadeHuuju). Hu Benmuku 0poj
HAyYHHKA U PAJOBa KOJU OHHU IIPOJYKY]y AaHAC HE MOXKE Ja ce MEpHU ca
©oraTcTBOM (QpyHIAMETATHUX HC]ja M3 HABEICHOT MEPUO/a.

Jeman ox cynboHocHMX TpeHyTaka XIX Beka OHUIO je CTBapame re-
omeTpuje JloGaueBckor (KOJy je HApaBHO CTBOPHO BEIUKU M Xpadbpu (y
HAay4yHOM CMHUCIY) pycku Matematuuap u3 Kazamwa JloGaueBcku Hukonaj
MBanoBuu (1792—1856)).

JIoGaueBCKH je 3aMEeHHO No3HaTH EyknuaoB V moCTyaT, KOjU y JeIHO]
dbopMytaumju raacu: ,,Kpo3 JIaTy TA4Ky BaH JaTe IIpaBe MOXE ce MoByhu
TA4YHO jeJIHAa MpaBa MapaeiiHa ca 4aToM", HOBOM aKCHOMOM Y K0jOj c€ TBPAU
Jla Kpo3 AaTy Ta4yky mposase d6ap aBe mnpase nmapasienHe nqatoj!!! Cse ocrane
AKCHOME Je 3a1IpKao Kao ko1 Eyknua u kao nocneauny 10010 3aHUMIbUBY
TEOPHJY KOja je EKBUKOH3UCTEHTHA ca EyKITHIOBOM reOMETPH]OM, IITO 3HAUU
1a ce y reomeTpuju JIo6aueBCKOT MOXe U3BECTU KOHTPAJUKIIM]A aKO ¥ CAMO
AKO C€ TO MOXE YPaIUTH Y EYKIUACKO] TeoMeTpUjH (Y 1lITa HUKO HE BEPY]E).
Ja BuIuMo caa moomuke 1Ta oBa nocienmwa akcuoma 3Haud. [Tokazahemo
y CTBApu caMO OHa] MpOOJeMaTHYHM]U Ae0: TreomeTpuja JlobaueBckor je
HETTPOTUBPEYHA aKO je TaKBa U €yKIIUICKA FEOMETPH]A.

VY TOM LBy, MOPEJ jJeMHAKOCTH =, YBEAUMO joll Tpu npenvkata 1, P
u E, raxo na T'(z) 3wauu ,,z je wmauxa“, P(x) t8pau ,,x je upasa“ n E(x,y)
TBpIM ,,x dpuiaga y*“. IlormemajMo caga Kako ce, HA MpUMEp, MOXeE 3a-
MUCATH aKCHOMa eyKIuacKe reoMmeTrpuje (a u JlobadeBckor) y paBHU: ,,KpO3
CBAKe JBE pa3IU4UTe Tauke T M Y Iponas| jeaHa mpasa z“. Onrorapajyha
npeauKaTcka gopmyna je:

(1) (Va)(Vy) (T(z) ANT(y) Az #y = (32) (P(z) A E(z,2) A E(y, 2)).

Tako HEWTO CIUYHO, OUUTICTHO, MOKEMO Aa YPaAUMO U ca OCTAJIUM 3a-
JETHUYKUM aKCHoMama, JOK OU CTIOpHa aKCHoMa O TTapasieTHOCTH Y CIyda]y
reoMmeTpuje JToOaueBCcKOT u3rienana oBako:
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(2) (Vo) (Vy) (T(z) A P(y) A E(zy) =
= (Fu)(Fv) (u#vAPu)ANP)Aulyrv|y)),

riejeu || y samena 3a popmyny —(Jw) (T (w) A E(w, u) A E(w,v)) 1 CIM4HO
3a v || y.

OBuM MpeBOMMa aKCHUOMa 10JajeMO JOII JBA ,,3aXTEBA™: uHiliepecyjy
nac camo apaee u wauxe, (Vx) (T(x) V P(x)), v muwitia nuje u aipasa u ia4xa
y uciio speme, —~(3x) (T(x) A P(x)).

A cana hemo Ha TpeHyTaK Jia 3a00paBUMO Ha 3HAUEHEC KOJ& MPEeIUKaATH
T, P u E nmajy 1 To caMo 3aTo Ja OUCMO UM yOp30 Jav JPyTo 3HAUCH-E.
3aMuUCIMMO caja MpaBy p Koja Jiexu y EyKiIumoBoj paBHU T U YOUUMO je/THY
O/l OTBOPEHMX TONYPABHM Koje oHa oxpehyje 7. Heka cama T'(x) 3naun
Wiauka T dpudaga 7, a P(x) 3Hauu ,,¢ je lonykpyé Koju tpuilaga T ca
yenitipom na p*. Taxobe, neka F(xz,y) 3HauM ,,ilauxa T Apuiiaga woiyKpyey
y“. Kao mto BuIuMo, IpoOMEHWIN CMO 3Haueke peaukata . Tlorienajmo
cajia IITa HaM TBPAE HaseneHe akcuome (1) u (2), (cnuke 1 u 2).

[TpBa kaxe: ,,IlocToju MONyKpyr ca LEHTPOM Ha P KOjU MPOJIa3u KPo3
Tayke T U Y.

Y o ot

€T e

-

Cnuxka 1

x/ A"B p
Cnuka 2
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Jla 6HCM0_pe'/y6ezmnH 11a TO Y €YKJINJICKO] F€OMETPUJU BaXKK, HOBOJHHO j€
KOHCTPYHCATH cUMeTpaty Kyxu 7y 1 Hahu men npecex O ca p. OUUIIEHO
fie xpyr £(O,0X) umatu Tpa)eHO CBOjCTBO. Y cnydajy [a je HyXK Ty
HOpPMAJIHA Ha P MOXXEMO CMaTpaTH [1a je UeHTap ,,y OeCKOHaYHOCTU ™ U J1a ce
KpYT ,,JJ€T€HEpUIE” y HOpMaJTy.

Axcuoma (2) Tazga he pehin: ,3a cBaku MONYKPYT Y ¥ CBAKY TAUYKY & BAH
TOT MOJIYKpYTa IOCTOje 0ap IBa MOJYKPYyra ¢ U ¥ KOju IIposia3e KPo3 TauKy
2T A HE CEKY IOJIYKPYT Y.

Jlako ce MoxeMo yOenuTy Aa U OBO NMPEACTaB/ba JOKA3UBY YHHEHHUILY
y okBupy Eyxmupgose reomerpuje. JloBoibHO je HAhu ABE MOBOJHHO OIIMCKE
Tauke A u B mogHoXkjy HopMalie ' moByueHe u3 = Ha p. CIMYHO KAo y NPET-
XOJTHOM CJIy4ajy, MOXKEMO Ha P OAPENUTH LeHTpe ronykpyrosa k(O, O1A)
u k(Oy, Oy B) KOju campie T U He CEKY Y.

BaxHo je cama HAIOMEHYTH [la KaKo ce CBe akchuome reomeTpuje Jloba-
YEeBCKOT ,,lTPEBOAE" Y TEOPEME EYKIIHJICKE TEOMETPH]E, TO OHIA UCTO BAXKHU U
34 CBe MOCNEeNUIe akcuoMa reomerpuje JlobaueBcKor.

Axo 6u nak reomerpuja JlobaueBckor Ouma mpoTuBpeyHa (Tj. ako Ou
y H0Oj Oula JoKa3uBa UM TeOpeMa (¢ W HeHa Heramuja —¢), oHga O0u TO
OMO CiIydaj ¥ ca HbeHHM ,,IPEeBOANMA y eyKIIHACKO] T€OMETPHiH Te 61 1
CNEICTBEHO (KaKO Cy IPEBOH OJ1 & U —¢ JeHH APYTOM Heralllja) eyKIuaIcKa
reoMeTpuja Ouna MpoTUBPEYHA.

Mopamo caja gaTy jeqHy BeoMa 3HadajHy HamoMeHy. UuTangam HUKako
He OU cMeOo [1a TIOMMCIIHM, UMajyhu y BUILY OBY MHTEPIIPETAIIM]Y KOja je jeHa
OJl MHOTHX, Ja reoMeTpuja JIoDaueBCKOT FOBOPU €aMO O HEKUM JEIOBUMA
SYKJIUJICKE TEOMETPH]E; Majia TOBOPU U 0 BuMa. [ eomettpuja Jlobauesckos
cosopu (cmuuso reoMetpwju Eyknuna) o ogrocy tipasux u wauaka, and u3
Jeqgroe gpy2oe yeaa.

Ha oBaj HaunH JIoOaueBcKH je 3a/1a0 ojydyaH yaapal KautoBoj Teopuju
MO KOjOj je eyKIHJCKA FeoOMeTpPHja TTIaBHU MPUMEP KAKO MU CYIITHHCKHU U
Ha jequHCiieeH Ha4uH CTIO3HAJEMO PEATHOCT (Kako OU OH peKao CUHTETHUYKHU
1 ampuopu). Benuku ¢umoszodcku UM mocedaH 3HAuUa] KOJU j€ €yKIMUICKA
reoMeTpuja uMa:1a 3a Kanrta v Koju je u3ryounsa, MoKyIIaIi cy Aa HaJIOKHa e
HOBH HAUBHH EMITMPUYAPH KOJU CY O] JaJTW MPUBUIIETOBAH ITOJI0XKA] Y HALIO)]
crio3Haju (uaTynuuju). Teopujy JlobayeBckor (kao u PuMaHa) OHU BUIlE
CXBaTajy Kao HEKY JIOTMYKY MOTYRHOCT, KOja j€ MHaue Jena 1 3aHUMIbUBA
aJTi HeMa MHOTO Be3e ca pealiHouihy.

Haure je mak Munubehe (ald W APYyrux) Ja je Halla crno3Haja o Oec-
KOHAYHOM (a y TO crajga W oJHOC u3Mehy mpaBuxX ka0 OECKOHAUHOCTH)
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poTUBpeYHa. Pasmuuure reoMeTpuje MpencTaBbajy popmanuzanmje (Miau
TEOPHjCKE Opa3e) HAIIMX PABTUIUTUX (CYTTPOTCTAB/bEHHX ) UCKyCTaBa. Yu-
IbEHMIIA j€ TIAK JIa je SYKJIUICKA TeOMETpUja UMasia MPUBHUIIETOBAH I1010%Ka] Y
HCTOPU]H, aJTH TO J€ CaMO 3aTO IITO ] HacTala Kao KOMIIPOMUC PA3TAUATUX
uckycraBa. Otkpuhe JloOaueBcKOr UMaIO je HEMPOLECHUB 3Haua] 3a (Puio-
30(¢ujy HAyKa, aJIu je BeOMa YTUIIAIO0 U HA Pa3BOj MATEMATHUKE (M TO TOCEOHO
MaTeMaTU4Ke Joruke). MarteMaTuuke Teopuje (a OHE Apyre, Ha IpPUMED
busuke, jo nMpe) Uu3ryousie ¢y opeon jequucitigeHoZ TyMadeha CTBAPHOCTH,
aJau cy oHe HajOoJbe Mehy wuMa BeomMa ITPUMEHIbMBE Y ITpakcH (mau he Tex
BEPOBATHO OUTH).

3Hayaj reoMeTpHje Ka0 OCHOBE 3a UMTABY MaTeMaTUKY (11T je y [ puKoj
nma cBe 1o X[V Beka u Owmma; yak cy M anredapcke jeHaYuHE pellaBaHe
TeOMETPHJCKH), y XX BeKy, IITO je joll jefaH rmapamgoke, 10 Kpaja je onao.
To neno npumehyje Ad6paxam Pobuncon: ,,Mpownuja je cyadbune na oamMax
ITOLLUTO je TEOMETpH]ja U3TyOMIa CBO] MOJ0XkKa] Kao 0a3a 3a CBy MaTEMATUKY
IbECHE aKCMOMATCKE OCHOBE CY KOHAYHO JOOMIE CTEIEH rep@eKirje Koje cy
y JABHUM TIpolieHaMa TocenoBae jour ox Eykmnma“.

Hpyry BaxxHy kapaktepuctuky XIX Beka mpeacraBiba pa3BUTAK MaTe-
MaTHUYKe JTOTHKE Ka0 CaMOCTalIHE MaTeMaTUUKe JUCLUUTUIMHE ajld CHAXKHO
MTOBE3aHE Ca OCTAIUM (MaTEMATUUKUM JIUCHUIUIMHAMA). Mneja u nmokymaja
Ja ce yHAIpeau ApHUCTOTENOBA JIOTUKA OUJIO je jOIl KO CPelHhOBEKOBHUX
CKOJIaCTUYapa, ajlu je Hajayosbe y ToMe otumiao Jlajonun. Haxkanoct, mwe-
rose ujeje o hopMaanuzalmju (TauHje ANTreOpu3aIjn) 3aKbyIuBamba HUCY
Morje OUTH 3HauajHUje OCTBAPEHE Y TO BpeMe, 4 HUCY YaK HU UMaJie Kac-
HUYj€ 3HaYajHy YJI0ry Ha pa3BOj MaTEMaTUYKE JIOTHKE jJep HUCY Ca JIATUHCKOT
npepeneHe Ha Bpeme. OTyaa je Haj3HAYAJHUJU JOMPUHOC Yy CAMOM 3aCHU-
Baby MaTEMATUUKE JIOTUKE CBAKAKO Ja0 eHrjiecku Mmatematruuap [lopu byn
cpenquHoMm XIX Beka. OH je moka3ao ga ca MCKa3uMa MOXKEMO J1a payyHaMO
Ha CIMYaH Ha4YMH Kao ca OpojeBuma. Hapasro, mHOTM norahaju u3 Tor
BPEMEHA, KA0 M OHU KOJH CIEJIE KACHH]E, KA0 IITO Cy MPOoOdIeMH akcuoMa-
TH3allija TeOMETPHU]a, 3aCHUBakhd MAaTEMATHKE Y TEOPUJU CKYIOBA, MOjaBa
MHTYUIIMOHU3MA U CIIMYHO, 3HATHO CY YTULAIU Jla C€ pa3BMje 3HAMCHUTH
IIPEAUKATCKU PAYYH TIPBOT Pe/la Ka0 U BEeTrOBe KacHUje Hagorpaame. OBoM
NIPUIIMKOM ce HeheMo crucTeMaTcKu OaBUTU Pa3BOJEM U YIIOTOM MaTeMaTHUKE
JIOTHKE alld heMo MOHeITo o Tora MOMEHYTU Kajia OyIeMo TUCKYTOBaIH
KaHTOpOBY TEOpH]jy CKYMOBA.

Ynpaso cMmo cturmu o tpeher Benukor mpojopa y  XIX Beky, 10
Kantopose Teopuje ckymoBa KOjy M3 BHIlE pa3jora Ha3uBajy ,,HOBa Ie-
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omeTrpuja’“. Abpaxam POOMHCOH je jeMHOM OINUCA0, a HE3aBUCHO O Hera
crimyHo nmpuMmetuny Koen u Xepu 3aauBibyjyhy aHanorujy usmehy reomert-
puje u Kantopose Teopuje: ,,¥ XX Beky, TeOpHja CKYIIOBa je DOOUIIA MTO3M-
1]y, KOjy j€ jelHOM HMMajia reoMeTpHja, fAa je Ouia cMaTpaHa 3a 0asuuHy
JUCLUITIMHY MAaTEMAaTUKE Y KOJy APYTH AEOBU MOTY OUTHU YTOILbeHH. M
y OKBUPY BPJIO KPAaTKOT BPEMEHA, 3aCHUBAIbE TEOPH]E CKYIIOBA ITPOIILIO j¢
KPO3 €BOJIYLIM]Y KOJja je 3a1BJbYy]yhe CTMUHA PAHH]O] €BONYLIM]H 3aCHUBAA
rEOMETPH]E.

ITpBo, MoYeTHE MPETHOCTABKE TEOPUje CKYIIOBA APXKAHE CY 3a MHTYHU-
THUBHO JaCHE ITOILITO Cy OMJIe 3aCHOBAHE HA MPUPOJTHUM 3aKOHUMA MUILIITbCHA
3a ynje moTBphuBame Kanrop, y HajMamy pyKy, HUje uMao notpedy. Tana je
TEopHja CKyINoBa Da3upaHa Ha MOCTYNIaTUMa, ITOUEB ¢a EKCILTUIMTHOM (Gop-
MyJaljoM HajMalbe WHTYUTUBHOT Mehy muma, akcrmome usdopa. Mmak,
y TOM TPEHYTKY j€ jolll YBeK Tpebano Aa OMUIy peajHOCT’, MHIIbEHY
PEATHOCT JEeIHOT UACATHOT, TNTATOHUCTHYKOT CBeTa. M KOHAUHO, CXBATAE
Ja Cy TOMjeTHaKO KOH3UCTEHTHH MOTBpHUBAKE WM OA0aLUBAIbEe HEKHX
3HAYajHUJUX TMPETIIOCTABKU TEOPHjE CKYIMOBA KAO INTO CY KOHTHHYYM XH-
MoTe3d, TOBOAU, CPEAMHOM IIE3IECETUX, 10 CUTYalll]e y KOJO] BEpOBALE A4
TEOpHja CKYIIOBa OIHMCYje 00JeKTUBHY pealHOCT OUBA OM0AUYEHO O CTpaHe
MHOTHX MaTemMartuyapa “. [pyruMm peyuma, OHO LITO C€ ca T€OMETPUJOM
JECHUJIO 3a JIBE U MO XWJballe TOJAMHA, TO Ce ¢a TEOPHjOM CKYIOBaA JIECHIIO 34
Mambe OJf CTO TOJIMHA.

[la ma BUAUMO Kako M3TJIeAa Ta YyBeHa U nperena Kanrtoposa teopuja
CKyIOBa M ITa je JOBENIO A0 IpoldieMa M pa3Boja porahaja o kojuma
HaJaxXHyTo roBopu PobuncoH. UuTaonu Koju HUCY YIIO3HATH Ca OCHOBHUM
TEXHUUYKUM JeTaJbuMa y Be3U ca OBOM TeopujoM ynyhyjy ce Ha [lojmosnur
Ha cTpadu 91 wiu nak Ha crpany 171.

Wacnupanuja 3a cTBapame 0BE TeOpHje MoTjia ce Hahu Ha MHOTO CTpaHa
(xao mto cMmo Beh Buaenn KaHTop XBau cBeTOr ABTYCTHHA Y TOM CMHUCITY),
Ay Kaxy jaa je riaaBHy uHcnupanujy Kantop nobuo 6asehu ce aHaiausomMm,
taunuje Teopujom DypujeoBux pemosal!?! ¥V csakom cnyyajy, Kanrop je
MoYeo Ja paau ca OECKOHAYHMM KOJIEKTUBUTETHUMA 0bjekaTa, Kao LITO Cy
CKyn npupoauux Opojesa IN, CKyIT CBUX NMpaBUX Yy paBHU (a KOje Cy Mak
cBaKa 3a cebe OMIle HEKM CKYIIOBU Tayaka). Behu meo Teopuje ce 3acHUBa
HAa 3HAYajHOM JOTMUKOM INPUHIIUITY, a TO j€ UPUHYUT C8e0DyX8atliNOCTiiU.
Csako ¢cBOjcTBO () (Ha mpuMmep: ,,& je TPYrao™) Ha OCHOBY UpUHYUTA
ceeobyxeaiinociiiu onpelyje cKyIl CBUX elleMeHaTa KOJU MMajy CBOJCTBO 2,

y={z|p()}
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I'eopr Kanrop (1845-1918) npBo ynopehyje ckynone u jenna ox pyHaa-
MEHTAITHUX peNaliyja My je exeusaneHitiHocii (jelIHaKoOPOJHOCT) CKYIIOBA ~.

Taxo je X ~ Y axo u camo axo (3f) (f : X 15—21 Y); wnu peunma: ckym X
je eKBHBAJIGHTAH CKYITy Y aKo U caMO aKo MOCTOjU 000CTPpaHO—]eIHO3HAYHA
byuxumja f xoja mpecnukasa ckyn X Ha Y. Ha mpumep, N ~ 2NN, jep
eKBHBAJIEHTHOCT peanusyje byukuuja f(n) = 2n, n € IN. Jeman on Haj-
JIEMIINX M HaJBAXHUJUX pe3ynraTta Oo Kojux je Kanrop momao, yBoaehu
IIPU TOM Y IOKa3y HOBY U BeoMa KOPUCHY METONY qgujaZonanuzayuje, TIpe-
cTaBJba TBpheme na ce usMely mpupoanux 6pojesa IN u peamaux 6pojera IR
HE MOXe YCIocTaBUTH ekBuBaseHiyja; Tj. =N ~ R (Bugetu crpany 79 mimu
110). Kako je max IN C R, To0 je ouuriienso na je y KanropoBom cmuciy R
opojuuju ox IN.

Iberopa xunoTe3a (0 cajga Hepas3pellieHa, HUTH he BepOBATHO HKaja
6uTn) 6una je ga 3a ceaku X Ttakas ga je N C X C R Baxu womm IN ~ X
umd X ~ R. To je uyBena KantopoBa XumoTesa.

Ann, yCKOPO Cy ce TI0JaBU;IU U ITpo0aeMu y Buay napajgokca. Cam Kan-
TOp je Beh younmo Heke OJf BhHX ajH je 3a WIYCTpalyjy HajImoroaHuju Beh
yyBeHu PacermoB mapanokc. OH yak ¥ HHje 0o mupekTHO ynyhen Kawn-
TOPOBOj, Beh jenHo] Apyroj (Ppereoroj) TeOpUjH K0jy j€ CPYIINO U HA UUJUM
je TemerpuMa Pacen mogurao cBojy Teopujy TUMoBa. Jla MPUHIMUII CBEOOY-
XBATHOCTH HU]je Jo0ap Pacen nmokaszyje Ha cinenehu HAUWH: yodaBa CBOJCTBO
—x € xummrace paamy = {x | -z € z} Moxe na Oyze ckyn. AKo jecTe,
a To OM Ha OCHOBY IPUHIMIIA CBEOOYXBATHOCTU Tpedasio aa Oyje, oHaa u3
Yy € ycuegd Yy € Yy U OOpHYTO U3 —y € Y CAeOU Yy € Y, MTO 3ajeHO
Jaje ma y mpurajga ¥ ako M camo ako My He IpuIaja, a IITo je OUYMUTJie Ha
KOHTPaIUKIIH]a.

Hapasuo, Kautoposa Teopuja je Onna mpeBuuIe 3Ha4yajHa 1a 01 ce Moria
TEK Tako oJako ma oxdanu. YumeHo je BHUILE MOKYyIIaja Ja ce OHa CITace.
Onu cy Hajuenhe OUIM YCMEPEHH Y IIpaBlly Ja ce ,,00y31a" U ,,orpaHudu’
HajBehU KpuBall, dpuHyuil c8e00yX8aliHOCHIU, & Ta Ce TIPU TOM CauyBajy CBe
,100pe” ocodbmHe KaHTOpoOBE TeopHje CKyMoBa, K0 LITO j€ Ha NMPUMED
MOTYhHOCT M3rpajme MaTeMaTUKe y ¥0j. JemaH o4 TaKBMX ITOKylUaja,
MOXa U Ha]yCIEIIHU]H, IPpeJCTaBba Teopuja ZF, onucana y moMeHyTOM
onesbKy Ha crpanu 171.

BaxHo je onmax uctahu tpu crBapu. lIpBOo, CBM TH aKCMOMATCKH CH-
CTEMH CY (K20 JaTH Y OKBUPY IIPEAUKATCKOT payyHa IPBOT pefia) HEMOTIIYHH,
T]. ,,CMUCIEHO® UM CEe MOX€E I0AaTH HOBa akcuoMa. Hajsehu mornyap XX
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Beka Kypt Tenen (1906-1978) mokasao je ga HUKana He MOXEMO [0 Kpaja
ommcaTy Gpopmysiama CBe 0COOMHE CKYIIOBa YaK U Jia UX 3HaMo. JIpyro, Mu
MX 10 Kpaja HyKHO HE MOKEMO HU 3HATHU, a 3aIITO, TO heMO JOHEKIIe BUACTH
Ha mpuMepy akcuome uzdopa. U tpehe, u o je mokazao I'egen, naxo je cBaku
CHCTEM aKCHOMAa HETOTITYH (3HAYM HEIOBOJbAH JIa OITHIIIEe CKYIIOBE), HUKAKO
He MOXEMO 3HaTH [1a HUje U NMPOTUBPEYAH, Tj. Ha W3 Hera He CIeAu HeKa
KOHTpaaukuyja (napaaokc). IIpema Tome, MU MOXKeEMO camo (C MpaBoOM) J1a
BEPYjEMO Ha cMO JaBambeM ZF akcmoma n3beriu mpoTHBPEYHOCT.

JoroBopumo ce cajaa na cBe Teopuje Hacrane u3z KaHTopoBe Teopuje
ckymoBa (kao Ha nmpuMmep ZF) HazoBeMo KaHTOPOBCKE TeOpHje CKYIIOBA.
To je mocra 3ronHo jep heMo jeTHOBPEMEHO IMPOAUCKYTOBATH CBE HUXOBE
3ajeTHUYKE MaHe U BPJIMHE.

AKcuoMe Teopuje cKyrona ce OOMYHO Jejle Ha axauitiuyke (JeMHaKOCTH
— E€KCTeH3UOHAJIHOCTU, Mapa, YHU]je, NMapTUTUBHOT CKyNa WUTH.) U XUio-
wiettiuyke (OECKOHAYHOCTH, aKCHOMa M300pa, KOHTHHYYM XHUIIOTe3a UTI.).
AHanmuTUYKe aKCHOME OOMUHO HUCY MMPOOIEMAaTHIHE CBE TOK CE HE TTIOMEILA]Y
ca xunoteTuuykuM. OHe ToBope 0 A0OPO MO3HATUM OCOOMHAMa KOje Baxke
32 KOHaYHe CKYIIOBe (Kao Ha IpUMep aKCHoMa Iapa Koja TBPAU J1a 3a CBaKa
ABa CKyNa T W Y TIOCTOJU CKYII Z YUJU CY T U Y JEAUHU WIAHOBH) a OHJA CE
HEKPUTHUYKH MPEHOCE HAa OECKOHAUHE.

Axcruoma 6eCKOHAYHOCTH CIIala Y XUIIOTETUUKE (YNTaj MpoOJieMaTUUHE )
AKCHOME 3aTO IITO MPETIIOCTaBIbad OHO IITO HUKAKBO UCKYCTBO U3 (HDU3HUKOT
CBETA HE MOXE Ha MOTBpAM. Ha OCHOBY He MM MOXEMO, Ha IIpUMED, Aa
HaOpojuMo (HapaBHO caMo y MUCIMMa) cBe NpupoaHe 6pojese 0,1, 2,3, .. .,
11a 1a YaK HaCTaBUMO TO Opojame nuinyhu HoBe Opojese w,w + 1, w + 2, ...
OHa mocTaje HapOUYMTO ,,311a‘ Kaja ce KOMOMHY]je Ca aKCHOMOM ITAPTUTUBHOT
ckyma. Takxo ce Moxe mokazaTu (cnuuHO kao y KantopoBoMm moxasy 3a
-IN ~ R) pa =P(X) ~ X (Bumeru crpany 176), Te oTyaa Clequ aa je
P(X) ,Behe GeckoHauHocTH Hero OGeckoHauHo X. To HAc BOAU jeTHO]
OTPOMHO] XMjepapxuju (Ckayu) OeCKOHAUHUX CKyIoBa, cBe Behux u Behux.
Tux pasmumuuTux pactyhux 0€CKOHAYHOCTHA MMa TOJUMKO MHOIO Aa UX MUMa
BHUIIIE OJ1 OMITO KOT 6eckoHayHOT cKyrna. HapaBHO, HUKaKBOT ONpaBAamba 32
IocMaTpame CBUX Toackynosa aator ckyna P(X) = {y | y C x} y mare-
MaTUIM, Koja je mocTtojana o rnojae Kanropa, Hema. Tako, ako mocma-
TpaMoO paBaH Kao CKYI Tauaka (a IITO MHaYe HUje HY)XHO) OHZA je y O]
YMECHO MOCMATpaTH: IIpaBe, KPYTOBe, IMOJIMIOHE U CIIUYHO, & HUKAKO CBE
noAckymose. Heke om Teopuja KaHTOPOBCKOT THUIIA WUIIAK O TOME BOJE

pauyHa, Kao Ha MpUMeED ,,TeopHUja JOMYyCTHBUX CKYIoBa™.
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Cneneha BakHa XMITOTETUUKA aKCHOMA je akcuoMa usdopa. OHa TBpIU
1a Kaj MMaMo OecKOHAYHYy KO;IeKIMjy HempasHux ckymosa {X; | i € [},
OHJIA TTOCTOJU CKYI X YHjU CYy eJIEMEHTH TAYHO TIO jeaH eIeMEHT U3 CBAKOT
ckyna X;. Ilpu TOM y MPUHIIMITY HE TIOCTOjU TOCTYyNaK KOjUM OHMpamo 1o
jenaH emeMeHT. OBa aKCMOMA MMa 3HAYajHE MPUMEHE Y MATEMATHUIIN U HEKN
OCHOBHHM CTaBOBH Yy aHAJU3M HE MOTY OUTH mqokazaHu 0e3 we. [lpumenom
axcuome u3bopa (kpahie AC) moctke ce HecTo v Beha eeraHTHOCT HEKUX
nokasza. C Ipyre cTpaHe, leHOM MPUMEHOM [00H]jajy ce MOHEKa YyIHHU
M HEOYCKHBAHU Pe3yNTaTu. JemaH oj BUX Je U mo3HaTth banax—Tapcku-
jeB TapaJoKc (BUACTH CTpaHy 295) 1Mo KoMe ce JIONTa MOXE MOJEIUTH Ha
KOHAYHO MHOTO JeNTOoBa, KOjU MOTY TaKO [1a C€ cacTaBe Ja Jajy Be HOBE
JIOTITE UCTE BeSTHUMHE Kao monazHa!?! HamoMmenuMo na oBaj mapaioke HUje
TUMA KOHTPAIMKIM]e, TJIe ce TBPAE JEAHOBPEMEHO [BE CYNPOTHE CTBAPU
(xao mTo je Ha mpumep PacemoB mapagoxc) Beh MaTeMaTHUYKU pe3ynTaT
KOJU IMPOTUBPEUU HAITIEM HCKYCTBY.

lemen je mokaszao J1a ako MPETIIOCTABUMO HENPOTUBpedyHOCT ZF ax-
cuoMa (IMTO MOXEMO caMO OCHOBAaHO BEpPOBATH), OHAA he OUTH HEMpo-
tuBpevaH u cucteM ZF + AC (1j. xana va ZF nomamo jomr akcuomy AC.
JIloka3 Koju je OH JTa0 Y OCHOBH j€ CIMYaH Beh CKUIIMPAHOM J10KA3y /1a U3 He-
NIPOTUBPEYHOCTU reoMeTpuje Eyknuia cieid HempOTUBPEUHOCT FT€OMETPH]E
JloGaueBcKor ¥ 3aCHUBA ce Ha UHTeprpeTaluju. Ameprkanau ITayn KoeH je
noka3zao 1a he 6uru Henpotuspeuno u ZEF4+—-AC. AHanoruja ca reoMeTpu-
joM nocTtaje ouurnegda. On taja ce pa3Bujajy 1Be MehycobHo cynmpoTcTa-
BIbeHE TeopHje (MoxeMmo pehu maTematuke). I1pBa je ,,Behuncka® y okBUpy
ZF+AC u opyra ,mamuncka“ ZF4+AD (roe je AD axcuoma geitiepmu-
Hayuje (Ma 1IITa TO 3Ha4UMI0) a u3 koje caeay A C). HapaBHo, CITMUHO KA0 U
y TEOMETPUJHU, TAE J€ 3a]eTHUUYKO je3TpO eYKITHACKE TCOMETPH]E U TEOMETPH]E
JIo0auyeBCKOT TaAKO3BAHA QCONYIHHA EeOMEMPUja, OBIIE € 3aJ6AHUYKO je3rPO
oHo 1mTo ce noduja uz ZF. OBo Hutje jequHo mecto e ce Kantopore Teopuje
ckynoBa pasmnasze. Axko ca ZFC o3nauumo ZF+4AC, Tana cy o uHTepeca
u teopuja ZFCHCH u teopuja ZFCH—-CH. Cnuuno ce jemana Kon
MHOTHMX JPYTMX XHITOTETHUKUX aKCMOMA, O KOjUMa HE MOXXEMO OBAE TOBO-
putn. CBe TO MOKa3yje KOJUKO j€ Hallle HCKYCTBO O OECKOHAYHOCTH ClTabo
U TIPOTUBPEYHO.

MebhyTtum, nocraBba ce MUTalme OAAKIE TOJIMKA HAIlla MPUBPKEHOCT
TEOPUJU CKYIOBA U 3aLUTO HAC ,,HUKO HE MOXE HUCTEPaTH M3 paja y Koju
Hac je KanTop noBeo, Kako Kake BENUKU HEMaukud mMaTemaTthyap JaBun
Xunbept. OAroBop HHUJE JAKO MATH, a JOOPUM AEIOM BEPOBATHO JIEKHU Y
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YHHUQOPMHOCTH KOje HaMm OBO TeHujaiHo KaHnTopoBo aeno mpyxka. Cropo
CBU O0JEKTH JOKAHTOPOBCKE MaTeMaTHKe MOTY OUTH u3rpaljeHu Kao Jie1oBH
KaHTOPOBCKUX Teopuja. llpumep cy peaaHu OpojeBU M UHGHUHUTE3UMAIIE.
Hbuxose gedununmje ce yak JOHEKIE U MEHhajy a OW ce yCKITaguie ca Kak-
TOPOBCKUM TeopHjaMa, a;iu he o ToMe OUTH BUIIIE peYH KACHU]E.

Y TOKaHTOPOBCKO] TEOPHU)HU CKYIIOBA OUIIO je BUILIE BpCTa OECKOHAYHOCTH
K40 LLITO jJe HEOrPaHUUEHA MOTYRHOCT KOHCTPYKIIH]je objekaTa HeKe BpCcTe (Ha
IpUMEpP TPOYINIOBA), DECKOHAYHOCT KA0 HEOrpaHUUeHO pacTyha KOIudrHa,
DECKOHAYHOCT IpaBUX M OECKOHAYHOCT Ka0 MECTO T'JIe ce cpehy ABe maparne-
HE MpaBe UTA. 3ajeIHUYKO CBEMY TOME je /1a Ce MOTEHIIM]jaJTHa OECKOHAUYHOCT
{Kao jemaH OeCKOHA4YaH MMPOLEC) aKTYEIU3Yje.

Taj mpouec akTyeauzaluje moueo je panuje. To ce HajOo/be BUAM Ha
npumepy npase. Y EyknunoBum Enemenitiuma (mucanum mpe ckopo 2 350 ro-
JIMHA) TIpaBa je Ay’ Koja ce Ha o0e cTpaHe (110 MoTpedw ) MOKe TIPOAYKABATH.
Anu jomn mHOro mpe KanTtopa oHa mocTaje akTyeqHO OeckoHauHa y 004
npasua. Kox Kanropa u [lenexkunna mpasa nocTaje CKyI eKBUBANEHTAH Cd
R. TIpema Tome, cBe OECKOHAYHOCTHU CY ITOCTaNe OECKOHAYHU CKYITOBU.

3axBasbyjyhu Hacranky KaHTOpoBe Teopmje CKyrmoBa HacTajie Cy HOBE
obnacT MaTeMaTHKe Kao ILUTO CY TOIOJIOTHja, TEOpHja MEpe M CIUYHO.
Cxopo ynTaBa MaTeMaTHKa ITOCTalla je Aeo Teopuje CKyrmoBa. MaTtemaTu-
Ka Koja ce ocnama Ha KaHTOpoBY TeOpH]y CKyIoBa IOCTaNa je MaTeMa-
THKa KaHTOPOBCKE TEOpHje CKyroBa. Tako He ja ce caMo MpoOdieM He-
ITPOTUBPEYHOCTH TOJEIMHUX TEOPUjd CBOAUM HA HEMPOTUBPEUYHOCT TEOPH]E
CKyIoBa, Beh u oOpaTHO, ,,ipodiieM OeckoHayHocTU KaHTOpOoBe Teopuje
CKYITIOBAa TPEBOIU Ce Ha MPOOJEM MOjeTUHUX JUCIUIIIMHA. 3aTO BpPEAu
JOII jeIHOM MOHOBUTHU peuu AbOpaxama PoOuHcoHa: ,,...cXBaTame ga cy
MOJjeIHAKO KOH3UCTEHTHU NMOTBphuBame U of1balluBakhe HEKUX 3HAUYa]HUX
MPETIIOCTABKM TEOPH]E CKYMOBA KA0 LUITO CY KOHTUHYYM XHITOTE3a, TOBOIM,
cpemrHOM 60-UX, 0 CUTYallHje Y KOjO] BEpOBaIbE 1a TEOPHUja CKYIIOBA OTTHCY-
je 00jEKTUBHY peaJTHOCT OMBA 010aUEHO Ol CTPAHE MHOTMX MaTemMaTuyapa ™.
Hapasno, Hu oBe PoOuHCOHOBE ,,MHOTE MaTeMaTH4ape™ He Tpeda MpeBULIe
030MJbHO CXBATUTHU, aJIM KOJI CBAKE BAXKHUJE MATEMATUUKE TEOPEME MOPE/L
IbCHE JIETIOTE U MTPUMEH/BUBOCTH Tpeda 00paTUTH NMaXKEbY U Ha HELITO JIPYTO.
A TO je, KOJU je TO MUHMMAaJaH (a TUME U HYX4H) Ie0 TEOpHje CKYIOBa Y
KOME C€ MOJXKe HOKa3aTH Ta TeopeMa WM YaK U3rPaAUTH YUTaBa TEOPH]a.
Hapasno, 111TO ce Mambe XUIMOTETUYKHX aKCUOMa KOPUCTH TO Teopema (MiIu
TEOPUja Kao CKYII TeopeMa) ,,T0y31aHuje” BaXu.
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Y crnenehem onespky Bunehemo kako ce HOBa cUTyaldja Y TEOPH]U CKY-
noBa (KaKo KaHTOPOBCKUX TAKO M HEKMX HECKAHTOPOBCKHX) OJlpakaBa Ha
MpOOJIEM 3aCHUBAKHA UHPUHUTE3UMATHOT pauyHa ¥ U3BOpHUX JIajOHUIIOBUX
ujeja.
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Hecranpapana anaansa

Hanac cxopo ommrenpuxsahen BajepintpacoB €é—0 padyH u3asBao je,
OoIMax IIOCIE CBOI HACTajama, OypHE peaxiidje KOj aefla HEMadke mate-
MATHUYKE JaBHOCTH a U mupe. Kao jenmaH ol meroBux IMaBHUX KpUTHYADa
HapOUMUTO CE MOMUIbE CITaBHU HeMauku mateMmatuuyap Kposekep. OH mpe
CBEra KPUTHKYje ymoTpely akTyenHe OECKOHAUHOCTH W HeoAromapajyhy
NPUMEHY 3aKOHAa UCKJbyuewa Tpeher (T]. YHUBEP3aJHO Baxkewe Gopmyra
Tumna ¢ V —¢). To cBe uMa 3a NMOCIEANITYy HEKOHCTPYKTUBAH KapaKTep aHa-
JU3E.

Kao mMaremaTtnuku oAroBop npouctekao u3 KpoHekepoBe KpUTUKE ja-
BJba]y ce MehycoOHO Beoma OIHckH, bpayepoB UHTYUIIMOHNU3aM U KOHCTPYK-
TUBU3aM, O yeMy hie OWTH BUIIE peuu y IornaBiby Majo gpyeauuja maitiema-
mmuka (ctpaHa 233). OBOM NPWIMKOM HCTUUEMO CAMO J1a 00€ OBE Teopuje
KOPUCTE TAKO3BaHE KOHCTPYKTUBHE peajiHe OpojeBe, 1aTe MPeKo U3payvyH-
JbUBUX HU30BA. TaKO HU3Y @), = (1 + %)n, n=1,2,3,..., 00roBapa peajian
(TpancueHnenTan!) 6poj e. CBakoM peaJlHOM Opojy oAroBapa jedaH ajro-
pHUTAaM, 1Ta UX OYHUIJIEHO UMa CaMO NMPEOPOJUBO U MOTY CE CpAYyHATH [0 HA
NPOM3BOJBHY neuumalty. Mmak yak HU BuUX0BO MehycoOHO ymopehuBame
HU]€ TaKO JEAHOCTABHO Ka0 Y KJIACUYHOM CIy4ajy.

Jlasbe, neduHUIIMje KOHBEPreHIMje ¥ HEMPEKUAHOCTU (BUAETH CTPaAHY
42) cxBaTajy c€ KOHCTPYKTUBHO. 3a TAYHO OJpeheHOo £ u3pauyHaBa ce OJro-
Bapajyhe 0(¢).

3aHMMJBMBO je /1a Y OKBHPY OBUX TE€OpH]a MHOTE KIACHYHE TEOPEME
He Baxe. Tako, Ha TIPUMEpP, MOXKE Ce MOKAa3aTH Aa IMOCTOJU U3PAUyHJbUB,
OTPaHWUYEH M MOHOTOHO pacTyhu HU3 pallMOHAIHUX OpojeBa KOJU HeMa
U3pavyH/bUBY Topmby rpanuny!!! Kao mocimenunyy mobujamo fa y cioydajy
KoumjeBe Teopeme He TOCTOJM aJITOPUTAM KOJUM MOXKE /1a CE OAPEAN HyJIa
(1j. xama je f(x) = 0) 6uio Koje HENpeKUIHE H3paUyHBMBE (YHKLH]jE
f i la.bl — R 3axojyje f(a)- f(b) <O.

OuuriIeaHo je 1a HaC OBaKaB IIPUCTYII OTpaHMUYABA U HE 103BOJbaBA HAM
[a MpaBUMO TaKaB 3aMax Kao y €—0 pauyHy. M To je rIaBHH pasyior Hese-
JIMKE MOIYJIapHOCTH KOHCTPYKTUBHE aHanu3e JaHac. MehyTum, HajJHOBU]H
pagoBH (KOJH HAXKAJIOCT HUCY IIUPE MO3HATU ) KOJU ITOBE3Y]Y MHTYULIMOHU3AM
ca MH(pUHUTE3UMAaIaMa ajy 100py Haly 3a Behy MpUMeHy KOHCTPYKTUBU3Ma
(BumeTH cTpany 262).

YV To Bpeme, 6MIIO je moKyIaja a ce 3acHyje n3BOpHU JIajOHMIIOB pauyH.
OTnpunuke y UCTO BpeMe Kaja ce nojaBuia KaHnrtoposa Teopuja CKyIosa,
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e Bouc-Pejmon u Iy cy HaITpaBUIIM 3aHUMJbMBE TIOKYIIAaje 3aCHUBAbA
HeapXMMEACKUX CTpyKTypa. Y Hami, Beh momeHytd MaTematuyap u3 XIX
Beka, Jumutpuje Hemnh nao je jemaH 3aHUMIBHMB IPUIOT Y TOM CMUCIY.
OcHOBHa Mjigja y CBUM THM ITOKylIajuMa Ousa je ucta u cnryHa Koimjesoj.
WNupunutesumalie cy oue cxpaheHe kao Hyna QyHKIH]E pa3nUuuUTAX Op3uHa
omajama. A TO HUje OUIIO TOBOJBHO M 3a70BoJbaBajyhe. IlocToju Takohe
1 Tpeha He Tako Mana rpymna (yriiaBHOM ,,IPUMEH-CHUX MaTeMaTHdapa’) 3a
Koje MHUHUTE3UMAle Kao Ja HUKaJa HUCY HHU Oue mpoTepaHe U 3a0pa-
werne. Opne ce He paad O BUXOBOM ClIa0OM MaTeMaTHYKOM 00pazoBamby
(Maza XoJi MojerHalla CUTYPHO M TOra uMa) Beh O CHaXXHO] MHTYULIMU
MHKPO U Makporpoleca Koje ce MPUPOTHO U NaKo ,,MOAEIMpajy” MpeKo
MHQUHUTE3UMATIA.

Beh cMmo HaBenu u KOMeHTapucanu Heke pe3yiaTare 10 KOJUX je 101ao
I'enen. MehyTum, 3a Hailly gaJby PUYY, OJ BEIMKOT je 3Hauaja BeroB NPBU
BehU pe3ynrat (calipxaH y JOKTOPCKOj muceptauuju). Cias ioitiidyHociiu
ApequkatlickoZ pauyHa upeos peqga: 3aisopeHa Gopmyia P je gokasueda u3
axcuoma iomohy dpasuna uzeohera aKo u camo aKo je samana (M. wmauna y
ceuM uHtepuipetayujama).

O canpxajy oBe TeopeMe Ouhe Bullle peud y IOriIaBby Mailiemaitiuuka
noguxa (BUuneTH cTpany 162). 3a caja, Heka YUTaoIy Kao IpuMepH (3aTBOpe-
HuX) popmyna nocnyxe dopmyse (1) u (2) u3 npeTxogHor oneibka (cTpaHa
44). Kao mpumepu mHTepnpetanyja (Tj. Mojena) 3a oBe GopMyse MOry
MOCITY)XUTH CTaHAapaHa (EYKIMACKA) M OHA JaTa IOoMONyY MONypaBHUA T U
nojaykpyrosa. HapaBHo, HMjenHa of OBUX QopMyJia HUje BajbaHa, y IITa
ce JIAKO MOXEMO yBepUTH ako 7 () HHTEpIpeTUpamo Kao ,,& je IpUpoIaH
6poj“, P(x) xao ,,x je mpoct 6poj“, u E(z,y) xao ,x mema y“. ok je,
OYUTIIEAHO, GOopMYyJIa ¢ = (p BajbaHa.

Ogaj I'enenos pezynrat umao je omnydyjyhy ynory na ce meUHUTUBHO
npuxsaTti CKOIEMOBA HJIgja fa Ce TeOpHUja CKYIOBa 3aCHYje Y OKBUPY IIpeIU-
KaTCKOT padyHa ITpBOT pefa. [[lorienajre Kako ¢y akCHOME TEOPU]E CKYITOBA
dopmynucane (Hanucane) nomohy Gopmyia y onepky Teopuja ckyiiosa Ha
cTpanu 171.]
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OBo nax ,,cCKOIEMOBCKO ™ 3acHUBarme KaHTOpOBe Teopuje MOBENO je J10
IBE BEOMA MHTEpECaHTHE M 3a camy KaHTOpOBY Teopujy Ha IPBU IOTIIC/T
nmapagokcanne nociaenuue. Ilpsa je na ako akcuome KanTopose Teopuje
CKyIIOBa MMAajy MKaKBY WMHTepIpeTanujy (a To 61 Ouma Oanr Hama xebe-
Ha TeOopHja CKYyNOBa, IJIe MHTEPIPETUPAHO € YIIPaBO 3HAYU IIPHUIIATHOCT)
OHIla UMa]y M MHTEPIPETANH]y Koja je mpeldpojuBa. Ty He camo na je IR
npebpojus Hero cy Taksu U P(R), P(P(R)), ura. Osa unmennna, Koja je
OJ1 Mo4eTKa 30ymHBaia MaTeEMaTHUape, y CTBAPU HHUjE IIPABU NapaJIOKC, allu
CBAKAKO HE UJIE Y IIPUIIOT, HE CaMO ,,CKOJIEMOBCKOM 3aCHUBaKY Beh U camoj
Kantoposoj Teopuju. Ctap je y ToMe 1mto yHKIMja ,,npedbpojaBarma
f+ N — R (rme je X unrtepnperauuja ckyna X y gaToMm IpeGpojuBOM
MOJEIY) HE MpUIaia 14TOM MOJENY.

Jpyra nocneauiia je 3a Hac joill MHTepecaHTHH]a. Moke ce HauMe CITUYHO
noxasatu 1a ako ZFC mva ukakas MOJEN, OHIAa UMa U MOJIEN Y KOME C€ CKYIT
cBUX npupoanux 6pojesa IN unrepnpernpa tako aa IN nmopen craHmapHux
npupoIHUX OpojeBa 1,2, 3, ... caapku u OeCKOHAYHO BEeNHKe OpojeBe ,,J1aj-
oHunoBor tTuna®“. TuMme je y MOTIMYHOCTH Iporiaja u otnana KanToposa
ormacka Ja ce MOMONy Ierose TEOPUje MOKE TIoOKaszaTu na ,,JIajoHuIIOBE
OECKOHAYHOCTU  HEMA.

HUnak, To je 6MO caMO MOYETHM ymapal y TOM IIpaBlly. 3aBPIIHU CE
JTOTOMO TIOYeTKOM 60-MX TOMMHA MPOLIIOT BEKa U 33040 Ta je TIOMEHYTH
Abpaxam PobuHCoH.

U 1o Huje cnyuyajHo 6uo oH (Majaa je HapaBHO TO MOTA0 OUTHU U HEKO
npyru). Haume, AGpaxam PoOUHCOH ce y 1oOpOM [ielly CBOJ€ MATEMATHUUKE
Kapujepe 0aBHO aHAIN30M; CYMHPAO j€ peroBe, peuiaBao OOUYHE U MapLH-
janHe audepeHIujaHe jeqHaYMHe U CIIMYHO, OWio 3a Bpeme pyror cBerT-
CKOT paTa Kaja ce 3a moTpebe aMepuuke BOjCKe 0ABUO aepOAMHAMHUKOM
WIH Y HEKUM APYTUM IpHiIMKama. AJM OBa] BEIMKH mMaTeMaTuyap Ouo je
mpe cBera goruyap U ¢Guiao3od. 3aTo He UYyAM LITO je a0 Yy OCHOBHU (3a
PO eCHOHATHOT JIOrHYapa) JeIHOCTaBHY TPUMEHY JTOTHKE Ha (PU1030()CKH
npoOIeM 3aCHUBaFa aHalu3e (ca MHPUHATE3UMATAMA).

[TpenmsnMje, paau ce 0 IPUMEHH, ToTHyapumMa 100po MO3HATOT, Ciided
komitaxiurociiy. CTaB KOMITAKTHOCTH je UHAYE jeTHOCTABHA MOCIEANIA T3B.
dpowupenos ciiasa nottnyrocity (4 KOJU KAKO CAMO MMe KaXe IIPeACTaB/ba
yOITehe moMenyTe ['enenose Teopeme).

Jla OMCcMO YMTAOILY JOHEKIIE TTPUOIMKUIN CTAB KOMIIAKTHOCTH 3aApikKa-
hemo ce Ha HEKOTUKO yBOJIHUX IojMoBa. [lox Teopujom 1’ moapazymeBamo
ckyn (0Mno KoHavaH WK OeckoHauaH) 3aTBOpeHMX dopmyna. Teopuja T’
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je HEIPOTHUBPEYHA aKO Ce M3 e, Ka0 CKyla XUIIOoTe3a, KOpHMIINemeM aK-
CHOMa Y TpaBulia M3Bohema He MOXKEe M3BECTH KOHTpaauKlinja, Tj. dhop-
myna ¢ A . Kaxemo masbe na Teopuja I’ uMa MoJien ako TOCTOJU HEKa
MaTeMaTHUKa CTPYKTypa A y K0joj cy ucnymene (3am0BoJbeHe) cBe hopmyiie
u3z 1'. Konauno, ciias xomtiaxkitinoctiu tnacu: Teopuja T uma mogen axo u
Camo aKo C6aKu HeH KOHa4arn Hogckyi 1y uma mogei.

OuurmieaHo je aa ako teopuja 7' uma moaen A, onna he v meH cBaku
KOHAYaH MOACKYT 1y UMATH UCTH Taj Mojel A. JIpyru cMep je MHOTO TEXU
Y TIOC/IEUIIA j€ TPOIIMPEHOT CTaBa MOTITYHOCTH.

WNmajyhu Ha yMy citias komidaxiiinocitiu POOWHCOH je (JJoruukum) hopMy-
nama y HOTIYHOCTH OIUCA0 CTPYKTYPY PeaTHUX OpojeBa; Mehy mbrMa HallIe
cy ce u popmyne: 2 + 2 = 4, fol rdr = %, (Va) sin®z + cos®z = 1 m e
Osnauumo, 3aTo, Taj (Hempebpojus) ckyr dopmyna ca 1’. Heka je name

1
1" = {O <ec< —|ne ]N} ul =T"UT". Younumo KoHaYaH MOACKYII
n

. 1 .
To C T. Tama je ounrneqro u Ty =Ty NT" = {O <e< — 1< ém}
T,

1. 1 :
KoHauaH. Heka ce ¢ uHTepmpeTpa Kao ¢ = 5 ming — [ 1 <7< mop.
Yo

Tana he ounrneqHo y CTPYKTYpH peatHUMX OpojeBa Baxutu 1j. Ha ocno-
BY cillaéa komiaxki@inocmiy 1 9uTaB 1 vUMa MOJEN, ajd TO HE MOXE OUTH
CTPYKTypa peasHux OpojeBa. Ta HOBA CTPYKTypa y Kojoj Baxu 1 30Be ce
CTPYKTypa XUIEppeanHux OpojeBa. Y TOj CTPYKTYPH C je OYUTIIEHO WH-
bunuTesnMana. ToM HOBOM CTPYKTYPOM, Yy 03HALIU “ IR, MOXKEMO ce CIy ) UTH
HA CJIMYaH HA4YMH Kao IITO j€ TO CBOJEBPEMEHO paano JIajoHuII.

PobuncoH je y ocHOBM mokaszao na cy Jlajouunosa pacyhuBamwa HENMpo-
TUBpeuHa noj ycnoroMm aa je ZFC wenpotuspeuna. To je cpemunoM 60-ux
rogrHa XX Beka JOKUBIHEHO KaO BEIHMKH YCIIEX U OMax 3BYYHO HA3BAHO
K40 ,,palliOHaIHA PeKOHCTpykUMja Jajonuiose aHanuze®. Yurapa obmact
ce Ofl TaJla 30BE Hecillangapgra ananrusa (BUIETH cTpany 215).

Mebhytum, y pazMmaky o roOQUHY-ABE IOTONO Ce APYTY BEIUkH gorahaj y
noruum. Iayn Koen je moxazao Hempotuspeunoct 3a ZF +—-AC (3epmeso—
M peHKENOBA TeOpUja ca HerauujoMm akcuome uzbopa). Ha taj HaunH untasa
KanTopoBa Teopuja CKynoBa j€ Ha HEKHM HAYMH JOBEJACHA y MUTame. 1o
LITO je HECTaHaapIHa aHanu3a cartacHa ca ZFC, Hexe matemaTtuuape Huje
3a10BOJBWIIO U OHU CY TPAKUIIU JIUPEKTAH U Makhe MPOoOIeMaTUYaH MPUCTYIT
OECKOHAYHO MaJIUM M OECKOHAYHO BEIMKUM OpOjeBUMA.
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AJITepHATHBHA TeOpHja CKYNoOBAa

ITpBu KO je IPUMETHO 1a U3BOPUINTE J1ajOHUIIOBCKE OCCKOHAYHOCTH
TIEKH Y BEIMKO] KOHAYHOCTH OO je BENIMKH PYyCKM MaTeMaTuuap JecemuH-
-BoseriuH. MHTEpEcaHTHO Aa je OH TO YYUHUO YETUPU TOIUHE ITPE 3HAMEHUTE
PobuHCOHOBE ,,pallMOHAIHE PEKOHCTPYKIIM]E aHATTU3E™ 0 KOjOj CMO ITPUYAIIH
y MPETXO,THOM OJIIEIBKY.

JecewuH-BoJbIIMH je CUH BEMKOT PYCKOT TleCHMKA (110 HaMma U HajBeher
ceeTckor) Cepreja AnekcanapoBuda JecerbrHa (CETUTE Ce CaMO HEroBe Ipe-
nusHe noeme ,,Kepyma®). Cun necuuka obuyHo Oyae u cam 6ap momao
MECHUK. A HekaJa, camo MIECHUK, MOXe JOCETHYTH HEKaKBE IyXOBHE BUCHHE,
KOJU Ce Y MATeMAaTHUIIM OUMTY]y MIpe CBera y CTBapamhy HOBUX KOHIlenaTa (3a-
rie;a). '

Ha camoMm moueTky cBOT 3HaMEHUTOT paaa u3 1957. roauue, JecemuH-
-Bomnun gyxoButo mpumehyje ga ,,uyBeHE TPU Tadke y IHUCAY HU3A
ay,Qy, ... Tpeda UHTEPIIPETUPATH, YMECTO ca ,,I0 OECKOHAYHOCTH , ca ,,J10
n3HemornocTu. Tako oH ckpehe Maxmwy Ha HAlly WAeaNu3alu]y y paay ca
BEIMKUM KOHAYHUM OpojeBUMAa KOJy HA3WBa ,,alICTPAKIM]OM MOTEHIIN]aTHE
ocTBapuBOoCTH . OH [10[1aje Aa Ta ,,alIcTpaKuuja“ He MpaBu IpoodiiemMe CBy1a,
U Ty Ha PUMEP UCTUUE ITpUMeRY ['enenoBux 6pojeBa y JOTULIU, KOja j€ HEMO-
MyCTUBA y TEOPH)U PEalTHO U3pauyHJbUBHUX hyHKIHja (Tj. Y pauyHapCTBY).

Mu ce oBre HeheMoO yImyIiTaTH y HeroBy CYNTHUIHY aHAJIU3Y ,,BETTUKUX
KOHAYHOCTHU® TIOBe3aHy ca ['efeToBUM CTaBOBUMA HEMOTIYHOCTU, MOJIAII-
HUM JIOTUKaMa ¥ IPYTUM TI0JMOBUMA U TEXHUKAMA.

OHO YyeMy XETUMO JIa TTIOCBETUMO TTaXKIby Y OBOM OJIEJbKY j€ T3B. a/itep-
naitiusHa weopuja ckyiosa (kpahe AST) uuju je unsb 1a 3amenu Kantoposy
TEOPH]y CKYIIOBA, Ka0 U ¢Be meHe Moryhie dopmanuzanuje. Takohe, AST
Tpeba 1a oMOoryhiu AMPEeKTHO U MPUPOIHO 3aCHUBAE UH(GUHATEIUMAITHOT
pauyHa xoje Huje 6unmo moryhe y KantopoBoj Teopuju.

TBopall oBe TeopHje, HacTale YIIaBHOM CEIAMIECETUX U OCAMIECETUX
roguHa XX Beka, jecte yemku matematuyap [1asen Bonenka. /lo cTBapama
CBOje OpUrHHAJIHE Teopuje Borenka ce ucrtakao y cBoM pany Ha camoj Kan-
TOPOBO] TEOPHUjH CKYIIOBA, TAKO [1a CE Y HETOBY YACT je/IHA KJIaca OrPOMHHUX
(1ITa TOJI TO 3HAYMIIO ) KapIMHaJa Ha3uBa o memy. Kao Bonehu ucrpaxupad
y TEOPHJH CKYIIOBA OH je OCETHO CBY JICTIOTY U BEMWUMHY reHujaaHor Kan-
TopoBoOr Aena. To CBOje OMyIEBbEHE OH je BUILE ITyTa jaBHO U3PEKAO, aJIH je
YIIopeI0 3aApKao KPUTUIKU OTHOC ITpeMa ciiaboctuma Kantopose Teopuje.
(O TuM cabocTuMa OMIIO je PeUM Y OAEBKY ,Hoge ceomeitipuje’, cTp. 44.)
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On Huje XTeo Ja ce 6aBM caMoO KpUTUKOM Beh /1a cTBopH Teopujy Koja he te
cnaboctu ma nmpeasube. [Ipu Tome y3umao je y o03up pagoBe Beh IoMeHy-
tux Jlajonuua, bonuana, Jecewun-BosbuHa K20 U APYrUX MaTemMaTuyapa
u punozoda.

Mu heMO WM3JIOKUTH 1e0 OCHOBHMX U HajBaXHHjuX akcuoma 3a AST
fgajyhu onroeapajyhy MOTHBAIIM]Y 3a BUXOBO U3BOhEHE, 4 3aTUM ITOKA3ATH
kako ce y okBupy AST Mory mpupoaHo 3aCHOBATH HHGUHUTE3UMATIE.

OcHOBHHU 00jJEeKTH OBE TEOpHjE Cy Kjlace, KOjeé 03HayaBaMO BEIHUKHM
crouMa: X,Y, Z,... OcHOBHA penanyja je ipuiagarwe €. CKyIOBU CY
nocebHe knace. OuHu cy emeMedntH knaca. Jla je xmaca X ckym, kpahe
sanucyjemo Set(X) 1 mpema nehUHULUH CKyITa

Set(X) & (AY)(X €Y).

300r jeIHOCTaBHMjEI M3pa)kaBama YBOAWMO Majia clioBa T,Y, 2, ... Kao
o3Hake 3a ckynose. [IpaBe kace cy OHE KOje HUCY CKYITOBH.

Jlo cana je cnuyHa cuTyanuja kao u y KaHTopoBoj TeOpHju cKymoBa (ca
kitacama). Kiace cy cxahene kao npeoOWITHe 1a OU OUITe €IEMEHTU IPYTUX
kinaca. Taksa je, Ha mpuMep, kiaca X = {z | x ¢ z} u3 uyBenor PacenosBor
napagoKca.

[TonmyckymoBH Cy OHO LUTO Of[Baja OBY TEOPU]Y O KAHTOPOBCKUX TEOPH]a
CKyIOBa U 300T Uera je OHa ’bUMa aJITepHaTUBHA. [10TyCKyIOBH Cy IMOTKIIAce
ckymoBa. Yumenuny ma je X monyckym kpahe sanucyjemo ca Sms(.X), rue je
Sms ckpaheHua o eHrilecke peun semiset, mTo 3Hayu nonyckymn. OTtyna,

Sms(X) < (dz)(X C z).

CBaxu CKyIIl jeé TPUBUjATIHO MOJYCKYII, a MOJYCKYM KOJU HUJE CKYM je IIpaBU
nosyckyn. Y AST ce u3puuuTo TBPAU 14 IIPABU ITOJIYCKYIIOBU TTOCTO]E!
Axcuoma ezzuctiienyuje apagos wonycKyia

(3X)(=Set(X) A Sms(X))

Kaxo onpasgatu unmeHUly /ia 1€0 ckyma (Koju, Kako heMo TeK BHIETH,
MOT'y OUTH camMO KOHA4YHM) Moke OMTH mpaBa kiaca?! To memyje momarno
30ymyjyhe. MehyTum, yKOIMKO CKYITOBE CXBATUMO Ka0 MOTIYHO oapehere
00jeKTe, a KiTace Kao CBOjCTBA CKYIIOBa, OHIA C& OCHOBHH MOTUB 3a yBohjebe
MOIYCKYIIOBA TPaXH Y YULCHULIM [A geo ogpeheroZ He Mopa ouitiu ogpehen.
Hasonnmo nosnatu Bonenkun npumep ca MmajMyHoM Hapnujem U ToCIIonu-
HoM Yaprcom! Huranan he curypHo y \bemy Mperno3HaTH caMo jeTaH 00IUK
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napagokca hemasua, anu oH JIETIo UNyCTPyje Ty HeoapeheHOCT IMoIyCKyIoBa,
OJIHOCHO HeoapeheHocT penanuje mpumaaarma (IaToM ITOJTYCKYITY).

Bonenka ce Hau3ries rnomasio Iajld ca €BOJYLUMOHOM TEOPUjOM, a Y
cTBapu je moszuBa y nomoh! OH HA MOYETKY HABOAM UYHELEHUIY jJa TIO-
CTOJU KOHAYaH HU3 MajMyHa Y JbYIH, OJ MajMyHa, HazoBuMo ra Yapmu,
KOJu je xuBeo, Ha mpumep, nipe 2000000 roguna u rocmoawHa Yapsica
(koju ce Moxe mpesuBaTtu Japsun, Maga 1o BomeHka He MCTHYE), TAKO
[a je MPEeTXOJHUK OTall HAPEIHOM, TIPU 4YeMy je CHH MajMyHa MajMyH, d
CHH 4OBeKa 4oBeK. Jla OM TO BMIIIe MWYMIIO HA MATEMATUKY MPEACTABUMO
(komMpajMo) OBa] HU3 MPUPOIHUM OpojeBuma. JloOuheMo Ha mpUMep HU3
0.1,2,3,...,99999,100 000. PazymMHO je MPETIOCTABUTH Ia YIAHOBU OBOT
HU3a (GHopMUPajy CKYyN. YOCTalloM y KAaHTOPOBCKUM TeOpujaMa CKyIoBa
(a BuIEeheMo Aa TO BakKu M 3a OBY) IPUPOAHE OPojeBe MOXKEMO (HA HAYMH
Kako je To ypanuo [lou ¢on Hojman) nebunucatu Tako aa je

100001 = {0, 1,...,100000}.

IMomenmmmo cama ckym 100001 na gse morkiace M u Lj, Tako na cy y M
KOJIOBH MajMyHa, a y Lj komosu sbynu. Kaxo je Hapnu majmyn, To 0 € M, a
xako je Yapnc uosek, To 100 000 € Lj. Otymaje MULj = 100001, M # 0,
LjA0uMnLj=0.

M > L

A

1
100000

H-
01

Ha osom mecty Bomenka TBpau na ximaca Lj C 100001 e moxe Outn
ckyn (1a je oTyma momyckymn). Jep, Bemu oH, ako 0u Lj O6uo ckym, numao 6u
HajMamy eJIeMEHT M Koju OU OMO KO HEKOT YOBEKa U3 HU3a, JOK Ou m — 1
oro xom mMajMyHa. Ojatiie OM CIEIUNO /a je CHH MajMyHa YOBEK, LITO je
Hemoryhe. Kmaca Lj, max He Mopa nMaTy HajMabU EIEMEHT, I1d apagoKca
HeMma.

CKyIoBH ¢y (opMaJTHO KOHAUHH, OJTHOCHO 3a BUX Baxu creaehux mect
axcuoma 3epmeno—DpeHKeToBe Teoprje KOHAYHUX cKynoBa (kojy hemo kpa-
he o3nauaBaTu ca ZFg, = (ZF — co0) + —00)*. TIpBHX IET aHATUTHIKUX
akcroMa uuTtaall Mmoxe Hahu y onembky Teopuja ckyiosa (Ha crpanu 171),
a 1IecTa, XUIOTeTUYKa TpEeACTaB/ba jelaH OOJMK aKCHOMe MHIYKIIHje 3a

4Ca ~0 je 03HaueHa akcMOMa GECKOHAUHOCTH (BUIETH OAesbak Teopuja ckyiosa; CTpaHa
173).
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KOHAUHe CKYITOBe. VI3 OBUX akCHOMa Ciean Heraiuja akCuoMe OECKOHAUHO-
CTH, alli U 0OPATHO, U3 HEranuje akcuoMe OECKOHAYHOCTH (M OCTANIUX IIET
AHATUTUYKUX) CIEIM aKCUOMa MHIYKIIU]E 3a CKYTIOBE.

Axcuoma excitieH3uoOHaHOCHU (jegHAKOCTU) 3a CKYIH08e

VQij(gj =1y < VZ(Z €T & zcE y))

Axcuoma dpasnoz cxyiia. 312Vy(y ¢ x)
(Hamomena: 3@ = docitioju mauno jegan 1x.)
VBoauMo mpasaH ckyn, y o3Hauu (), Ha cinenehu Haun:

r=0 < Vyly € x).

Axcuoma uapa. VaVy3 2Vu(u € z & u=1xVu=1y)

Axcuoma ynuje. VaVyFizVu(u € z & u € xVu € y)

Jepunuumumo onepanuje { , } (map) u U (yauja):
z={z,y} @ Vuluez & u=xVu=y)

z=a2Uy & Yuluez & uexVucy).

Criezehe [Be aKCHOME OHOCE CE Ha CBAKY CKYMOBHY Gopmyiy ¢(x) (Tj.
dhopMyny y K0joj] YUECTBY]y CAMO CKYITOBHE ITPOMEHIBUBE) .

Axcuoma pecynaprociu. Izp(x) = Jx(p(r) AVy € 2-p(y))

Arcuoma ungyryuje. p(0) ANVxVy(o(z) = oz U{y})) = Vrp(x)

Axcuoma eKkCilieH3UOHAIHOCTAY (jegHaKoCitiu) 3a Kiaace (yOTTaBa OAro-
Bapajyhy axcromy 3a ckynose). VXVY (X =Y & Vr(z € X <€ X))

Mopceosa axcuoma. 3a cBaxy popmyiy () Koja Omucyje HEKO CBOJCTBO
CKYITOBA IIOCTOJH KJlaca YU €IIEMEHTH UMajy TO CBOJCTBO;

IXVe(r € X < ¢(x)).

To nam omoryhyje na gepuuumemo X = {z | p(x)}. V xanTopoBcKUM
TEOpHjaMa OBO J€ BPJIO CHAXKHA aKCMOMa U YECTO Ce U30eraBa, MOK je OBJe
Iak OHa HyXHa jep je 3Hauaj kiaca y AST sehwn.

ITocTaBmba ce nutame 3001 uera ce y AST MHCHCTHPA HA KOHAYHUM CKY-
noBHUMa. BOTIEHKMH OATOBOD je jacaH — HUTJIE Ce Y TIPUPOIM HE MOTY CPECTH
OecKOHAYHM CKynoBU! MehyTum, HEKW Ol BbUX Cy BEIMKH I UX ,,y HEKOM
CMUCITY" MOXeMO cMaTpaTH (a u cMatpamo ux y Tepmubonoruju AST)
3a Oeckonaune. KoukperHuje, 3a Oeckonaune (y cmuciny AST) ckymose
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CMAaTpaMoO OHE KOJU CaJIpXKe NPaBy MOTKIACY UM APYTUM peurnMa MOTYCKYIT.
TakBUX CKyIIOBa, Ha OCHOBY aKCHOME €T3UCTEHITH|C TIPABOT ITOYCKYNa, HMA.
Ocranu cy koHauHu. [Ipema Tome, CKyII je KOHaUaH aKo CYy lberoBe MOTKIIace
ckyrmoBu. O3HaunMo ca Fin(z) unmenniy 1a je £ KOHaYaH CKyII;

Fin(z) & (VX C z)Set(X).

Knaca je koHayHa ako je KOHa4aH CKYII.
Y okBupy AST ce Ha cnmuyan Hauud (kao kox Kanrtopa) medunuiiy
npUpoOaHHU OpojeBu. Tako je = mpupoaaH OPoj ako

VyeaVzexz(yCaoA(yezVy=xVzeEy)).

Orymacy 0 =0,1={0},2={0,{0}}, 3 ={0,{0},{0,{0}}}, ... npupo-
aHU OpojeBu. O3HAYMMO KJTacy CBUX IPUPOHUX OpojeBa ca IN.

[Tomohy akcuoMe MHAYKIIM]E MOKEMO /a IOKaXeMO Ja j€ CBAKH CKYII
eKBUBATIEHTAH (MUCIH c€ UCTOOPOjaH) ca HEKUM MPUPOIHUM OpojeM, Tj.

1-1

Vedyn € NIf(f:n 3 z).

OTtyna nmako cie/id J1a OeCKOHAYHUM CKYIIOBHUMa OJIFOBapajy OeCKOHAUHU
npupoaru OpojeBu. Axo ca FIN o3HaumMo kitacy KOHAYHMX TPUPOTHUX
opojesa, Taga je FIN = {n € N | Fin(n)} u N \ FIN # 0.

Ouurinenso je IFIN ,mouetHu xoman™ ox IN (1j. mpBo noby enemeHTH
w3 'IN ma onpma GeckoHayHu MpupoaHu OpojeBu). Jlako ce mokaxe aa je,
cmmyno kao u IN, FIN zatBopen 3a +, - u cimyno. Taxole, Baxu U Heka
BPCTa TeOpeMe HHAYKIIHMje HA KOHAYHUM CKYITOBHUMA

(x) (D€ ZAVaVylz e Z = 2 U{y} € Z)) = Va(Fin(z) = z € Z),

unn peunma: Axo je Z xiaca, TakBa 1a ) € Zunx U {y} € Z,3acBe z € Z
¥ CBE ¥/, TaJa je CBAKU KOHAYAH CKYIT €JIEMCHT OJI /.
Axo ceyoun o € IN\IFIN, onza ce nako Bumm gaje Vn € FIN(n < o), maje

oryma 0 < — < —3acBakon € FIN, 1. — je ouurnenno unbpuHUTEIUMAIA.
a n o}

HapaBHo —, cmuuno kao U y KaHTOpOBOj TeOpHUjH, KOOUpPaMO IPEKO IojMa
8%
ypeben map, Ha mpumep, (1, o) = {{1}, {1, a}t}.
Y AST ce 3aTuM yBOJIE JOIII TPH BeOMa 3HauajHE aKCHOME, Koje hemo
OBJIE CaMO IIOMeHYTHU. T0 ¢y axcuoma tipogyacerpa (TPOJOHTALHU]E), AKCUOMA
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KapGUHATHOCTHU U aKcuoma goopoZ ypehera. OHe HaMm oMoryhy]y na y OKBUPY
AST 3acHyjemo U peairHe 6pojeBe, ronasehu o palyMoHalIHUX, a O KOJUX
(MHCITH ce Ha pallMOHAJIHE) JOJa3UMMO Ha CIMYaH HauuH Kao 1y KaHTopoBo]j
Teopuji. OBJie MOPEN palMOHATHUX OpojeBa

RN = {T |m,n€]N/\n§é0}
T
IIoCMaTpaMo M KOHavHe paluoHalHe OpojeBe
™m
FRIN = {— |m,neF1NAn7éo},
i

na 36or FIN & IN, umamo u FRIN & RIN. Monazna Hyre je

) = {renavjsne e s < 1)}

Cse Ham To omoryhasa na y okBupy AST pasBujemo nudepeHIvjaiHO-uH-
TerpajHu pauyH, TEOPU]y Mepe U Cil.

PeummMo cama Ha Kpajy HEmTo 0 JOMETy OBe Teopuje. Ha mpumep, mra
je ca OpojeM 101" ca mouerka Hamie npuye? Jla n1u je oH KoHayaH (Tj.
10" € FIN) wm mygje (1. 109" € N\ FIN)?

Borenka pasnukyje ose nse Moryhuocru. [HapasHo, HUje OBIE CaMO y
TIUTabY 100" geh 6uo KOjU ,,KOHKpeTaH* (Tj. U3pa)keH nmpeko uudapa u
apUTMETHUKHX orepanuja) 6poj.] Ha naruny u Borenkuny sxanoct (anu He
M CBUX MaTeMaTHuapa) 3acaja eaementd us ckyma IN \ FIN ¢y tex nexku
Heonpehenu OpojeBu «, 3 u ci1. CamMo y TOM ciayuajy, 3acafa IIoCTOju 3a40-
BOJbaBajyha Teopuja, a TJaBHU KpHBAll 3a TO je, HAMa CBMMa TaKoO Apara,
aKCHOMa UHAYKIIM]E, OBJIE KOHKPETHO JaTa BUIIIC Y OOJIUKY CBOj€ ITOCTEIUIIE
— Teopeme (k).

Ha mornenamo caja nmobmmxke kKako ce GopMmupajy apuTMETHUKE OITe-
pauuje. CBe ce oHe NepUHMINY PEeKYP3UBHO (T]. MHAYKTHBHO). HajjenHo-
CTaBHUjA O/l IbUX — cabUpare — CBOJIM CE Ha [I0/IaBALE JCIUHHULIC WIH, TPYTHUM
peunma, Opojame:

a+0=a, a+((0+1)=(a+b)+1.
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MHuoxeme ce cBou Ha cabupame: ¢ -0 =10, a-1=a, a(b+ 1) =ab+ a.
CrerneHoBame Ha MHOXeme: a’ = 1, a' = a, a®™ = a® - a. 3a nocnenmiy
UMaMO BaXkeme anrebapckux 3akoHa (Ha mpumep, a(b + ¢) = ab + ac,

a¢+b=>b+awurn), amuu
Ya,b € ]F]N(a.+b;a-b;ab € IF'IN),

a time u 101" € FIN.

Anu Mu MoxeMo nhu U [ajbe, 1Ma YBECTH HOBY OIlepalujy, Kojy hemo
Ha3BaTH ,,COMUTHpaAmE", a Koja he ce, CMUYHO MPETXOMHMUM, CBECTH HA CTe-
TICHOBAIHE

aS0 =1, aSl =a, aS(b+1) = a*".

Taxko je

5

556 =57 |

LITO je MPUIIMYHO BeNUKH 6poj, aru Takohe mpuraga [FIN.
AKO OBy MOCJEOBY ONepalldjy HalUIIeMO Majo omnmTuje (yMecTo aSbh
ca S(a. b)), Tama MoxeMo HOOUTH joul 6pxke pacTyhy pyHkuujy d:

d(a,0) =1, d(a,1) = a, db+ 1) = S(a,d(a,b)).

Taxo je, Ha npumep, d(10, 3) ,,kyna“ Koja UMa YKYIIHO

10-"10}10

cripatoBa 6poja 10.
HapasHo, Moxemo na gedunuiiiemo cee Opxe u Opxe pacryhe hynxuuje,
Tako jJa ce cieneha peunuilie mpexo MpeTXo/IHeE:

dnii(a,0) =1, dyai(a, 1) = a, dpy1(a,b+ 1) =dy(a, dpii1(a,b)).

Taj HU3 GyHKIM]a MOXEMO TIOKPUTHU JeTHOM (PYHKILIMJOM Ca TPHU apry-
menTa d(n, a, b) = d,(a,b) ¥ OHIA TOCTABUTH MUTAE KaKaB je OPoj

f=d (1010107 1010, 1010”’) .

JeuHo 1TO 0 HEMY Ha OCHOBY (*) MOXEMO J1a 3HAMO je [a je KoHauaH, Tj.
enemeHT Kinace [FIN!!
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OyMITIENHO je 1a aKO XEIUMO Jia HeKH ,,KOHKpeTaH" Opoj (kao ImTo je
Ha IMpuMep 0Baj mocienmwu) 6yae 6eckonadan (y cmuciay AST) Mopamo ce
ofpehn MHAYKIAjE U3 KOje criequ ().

MehyTuM, HATyCTUTY MHAYKIU]Y V¥ TEOPUJU KOHAUYHUX CKYITOBa (& TO je
KCTO UITO ¥ APUTMETHKA ) 3HAUM JINIIUTH CC YHUBEP3ATTHE METOJIE 3a JIOKA3H-
BaIbE CBUX OMTHUX KapPaKTEPUCTUKA CKynoBa (0HOCHO OpojeBa). Moryhu
nyT Ou OMO J1a ce 3aMEHHU OBa ,,JTyHA* MHIYKIIM]ja HEKOM CBOJOM CITaOHjoM
BapHjaHTOM, alld U Jia CE€ y3My 3HayajHe W BakKHE IMOCTSAMIE ,,IYHE " UH-
AyKLMje, KOje UITaK HeMajy MOBOJbHY jauuHy M3 Koje OW CleauiIo Oa je Ha
npumMep ¢ koHauad Opoj. IlyT y oBoM mpaBuy Beh je HampaBuo aMEepUUYKU
mateMaTryap Jan Mucesscku [30] (Bumetu crpany 228). Komuko ganeko ce
MOe oTHhU He 3HaAMO.
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Kaxko je u 3amTo ,,niponao” npeanKaTCKH pavyyH
Apyror peaa

Buite nyta, 10 cafa, cMo pa3MaTpaiy MPeAUKaTCKy payyH IIPBOT peaa
(BumeTH v ctpany 151). Taj pauyn on TpuaeceTux roguna XX Beka 3ay3uMa
LEHTPATHO MECTO Y OKBUPY MaTeMaTH4Ke JIOTHKEe. MHOTH ,,HeTOoTHYapu™,
a KOJU 3HaJy IIOHEUITO O MaTeMAaTWUYKO] JIOTULM, CMATPajy Td 3a jeAMHU
(mornyku cucteMm). Yak ce M HacTaBak ,,JIPBOT pena” 300T Tora 4ecTo
uzbarlryje.

Anu Huje yBek Omno Ttako! Jlo moyerka XX BeKa IMPeIUKATCKU padyyH
IIPBOT pefla BOAUO je OMTPY O0POY 3a U3paKajHUJUM T3B. MNPEAUMKATCKUM
pauyHom Apyror pena (ctpana 189). Mehytum, yOp3o ce yBumeno aa Taj
pauyyH Hema a MPEeNUKATCKU pauyH MPBOT pela uma Heke 1oope ocoOuHe,
BEOMA BaXXHE 3a MPUMEHY JIOTHKE.

ITa xakaB je Taj MPEOAUKATCKU pauyyH APYror pena? 3a pasiuky of Ipe-
JIMKAaTCKOT pauyHa npBor pena (kpahe ITPIIP), nmpegukatcku pauyH apy-
ror peaa (kpahe ITPIIP) no3BosbaBa KBaHTU(QUKOBAKLE 110 PEIAIH]CKUM U
¢byHKIIHjCKUM cuMOOIMMa, IITO Ta Beh Ha TIPBU MOTJIEA YUHU HATMONHUM,

Taxo, Ha mpuMep, ako 6u ce X () ,,MHTEpIPETHPAIO® KAO ,,eJIEMEHT &
je y pestanmju X u cnobomgHuje 3amucuBaio ca r € X, oHna 6u Gpopmyna
31X 3z (z € X) 6una Tauna y CBAKOj CTPYKTYPH YHjH j€ YHUBEP3YM HEMPA3aH,
nox 6u popmyna IX (x € X Az ¢ X) yBek 6uiia HeTauHa.

Haname, popmyna 3 < (11 < 2) je TayHa y mpupoaHuM GpojeBuma (J10-
BOJBHO je y3eTH 0OpHYTH mopenak: a < b akko b < a, rae je < ,,IpUPOTHU"
nopenak npuponHux 6pojesa), nok je V. < (1 < 2) merauna (y3eTu uUCTH
MopeIaK U3 MPETXOJHOT IpUMepa Koju ,,pancudukyje Baxeme rare Gop-
MYJIE).

[TojaBpuBame kako TTPIIP tako u ITPJIP ce ucTopujcku IMeAaHo Be3yje
33 MpOOJIEM 3aCHUBAbA MATEMATUKE KOJU C€ TAKO CHAXXHO ITOJaBUO Y APYTO]
nonoBuHu XIX Beka. ITocebHO ce TO OAHOCH M HA MPOOIEM aKCUOMATHU-
3aIje CTPYKType MPUPOIHUX OpojeBa, Kao OCHOBE 3a /1ajba 3ACHUBAA.

IMo3uaTu uranujaHcku Matematnuap byserne [Teano (1858—1932) je xpa-
jem XIX Beka mao crnemehy akcmoMaTusalyjy NpupoaHUX OpojeBa (KOjy u
JaHac BehwHa cMaTpa Kao CaBPILIEHY U 3aBPILICHY ).

AKCHMOMA 1. Hujeman Opoj Hema HyNy Kao HaclegHUKA (HACIEAHUK
opoja njen + 1).

AKCHUOMA 2. [IBa pazmuuuTa 6poja UMajy IBa pa3Iu4yuTa HACTICTHUKA.
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AKCUOMA 3. AKO HEKO CBOJCTBO .S BaXKM 3a HYJIy ¥ aKO KaJl TOJ BaXNU
3an BaXW M 3an + 1, Taga S BaXHu 3a CBAKU MTPUPOIAH OpOj.

CBe oBe Tpu akcroMe YrHe T3B. [leaHOBY apUTMETUKY IPYTOT pea.

[IpuxBatamwy u nomnynapusauuju [leaHoBe akcuomaTu3aluje BeoMa je
norpuHeo Puuapp Jlenexuu.

ITpse aBe IleaHoBe axcHOME MMPUIUYHO Cy JEIHOCTABHE U HUKAJa HUCY
moBoheHe y mutame. Ca TpehoM je unak apyraunje. [a OucMo wy 10 Kpaja
carienanyd yBeaIuMo 1ojaM UHAYKTUBHOT cKyma. Kaxemo aa je ckym OpojeBa
I "HOYKTHUBaH aKo

1. 0€el,

2. n€lnosmauun+ 1€ 1.

Taxko ¢y v ckynosu Z, QQ, R uHaykTUBHM (Ka0 ¥ MHOIH JPYTH).

Axcuoma 3 ynpaBo TBpau jaa je IN HajMamu WHAYKTHBAH CKYI, Tj.
cagp)XaH y CBAKOM APYTOM HMHIYKTHBHOM ckymy. Kao ,,ipBy ampoxcu-
Malujy “, akcuomy 3 MOXKEMO 3aIicaTH ca

N=[{){X

X je aayKTUBan®}

WJIU Kao
VX (,,X jeunpykrusan“ = N C X).

Kownauno y IIPJ[P akcuoma 3, xoja caja ,,0yKBajgHO TBP/JM Aa HEMa Marmber
HHOYKTUBHOT ckyna ox IN, ritacu

(A) VX(0eXAVz(zeX =z+1€X))=Va(zeX)).

Axcuoma 3 ce MHaue HA3UBA AKCUOMA UHGYKYUje Y TIPEACTaB/ba OCHOBY 34
CBaKM JIOKA3 T3B. MATEMATUUKOM HHAYKIIH]OM.

Hanac je je3ux 3a [leanoBy apurmeTuxy Hermto mupH. Jlomaje ce KOH-
craHTa 3a Hyny 0 (¥ HyJa ce cmaTpa 3a IpupoaaH 0poj), O3HAKE 3a ABE HOBE
omepanuje + U -, Kao ¥ peJauujcku cuMo60s1 <,

[Mopen axcuome mumykuuje (A), TleaHoBa apuUTMETHKA IPYror peja
CaapXu AaHAC U cnefehnx mecT akcuoMa IpBoT pefa.

(1) Va(s(z) # 0) (Hyna Huje crendenux.)

(2) Vz(Vy)(s(z) = s(y) = = = y) (CrnendeHux je jeAMHCTBEH.)

(3) Va(z + 0 =x)

(4) VaVy(z + s(y) = s(z + 1))
(5) Vz(z - 0 = 0)

(6) VaVy(z - sy) =2 -y + x)

(axcuome cabuparba)

} (aKCMOME MHOXEHA )
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IIpBe nBe akcuome cy aupekTHO TipBe jaBe IleanoBe akcuome. ITomohy
wux Ileano je ,,MHOYKTUBHO® (YECTO KAXXEMO U PEKYP3UBHO) JAehUHUCAO
cabupame U MHOXKeme. [laHac ce TO pagu eKCIIMUUTHO (IUPEKTHO) TIPEKO
naposa akcuoma (3), (4) u (5), (6). Cse ,,m06pe” ocobune 3a + U -, KA0
HITO Cy Ha MPUMEP 3aKOHU KOMYTATUBHOCTU U aCOLM]aTUBHOCTH, JTOKA3Y]y
ce kopurithemem akcuome (A). ITlopemax (T3B. NPUPOIHH) NIPUPOTHUX
Opojesa je u3pasuB (Kaxemo aepuHabuIaH) ca

r<y < dz(y =2+ 2).

IMopen kouctanTe 0, Baxknu ¢y u uzpasu (tepmn) $(0), s(s(0)), s(s(s(0))), . ..
KOje pelIOoM O3HauaBamo ca 1,2,3,... U Ha3uBaMO UX Hymepaiauma. 1o
mokasyje Ja je Beh y HallleM Je3UKy caapiKaH CKYIT PHUPOAHUX OpojeBa.

Taxko ce nako Mory nokazaTu TeopeMe Tuna: 2+2 =4,3 <95, 3 <2u
CIUYHO. TaKO3BaAHU KOMiLETIHYU gujaZpam 3a CKYII IPUPOAHUX OpojeBa (Kal
M30CTaBUMO LIPTUILY UCTION).

Osite ce kpuje jeqHa Benuka omacHocT. Heko 6w morao pehu: ,Ila
yamumo Gam taj ckyn N = {0,1,2,...} 3a ’cranmapaHy CKYIT IPUPOLI-
HUX OpojeBa’. MehyTtum, Ty ce KpHje TUITMYAH MPUMEp JTOTHUKE T'pPEIIKe
IO/ HAa3WBOM ,,Bphewme y kpyr (wnu nmatuHckm circulus vitiosus). Mu
HE MOXEMO TIpupoaHe 6pojeBe nedunucaT Kopuctehu mpupoaHe Opojese,
TaKO J1a HEeKO MoceOHO Ca3Hame ,,0 TPU Tauke™ (Tj. ...) HA Ta] HAUHH He
gobujaMo. VY cBaKOM cCiydajy He MOXeMo 3HATH ma - je IN (wm memy
uzomopduu IN; m3oMopduzam n — n) HajMawbU UHIYKTUBAH CKyI!

[IpermocraBmba ce [a akcuoma MaTeMaTH4Ke HHAyKLHJe y3 mnomoh
OCTAJIMX JIBEjy aKCHOMa He caMO BaXKU Beh U 10 kpaja (pexsio 6u ce KaTero-
PUUKH, 10 Ha U30MOPGhHU3aM U CJ1.) OIUCYje CTPYKTYPY MPUPOJHUX OpojeBi
IN, anu 1 cBux meroux nojckymnosa P (IN).

Ta ynIeHUIIA Ce 3aIMUCY]e
(N,P(IN), s(),0,+,-,<) = ,,akcroma unayKuuje “,

rie je s( ) omepauyja nofaBarma jequHuue. OUeKUBasIo ce 1a HUjeIHa 1pyra
CTPYKTypa HE 33JI0BOJbABA AKCUOME NMPUPOIHUX OpojeBa, ajli U Aa Ce U3 THUX
akcuoma (y okupy ITPJIP) mMoxe M3BECTU CBAKO TBPHEHE O IMTPUPOIHUM
OpojeBuMa.
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Ja 0u ce To MoKa3ajo, Hy)KHO je€ OWIO IPBO I0KA3aTH TAKO3BAHU CTAB
notnynoctn 3a ITPJIP xoju riracu (mpumermeH Ha [TeaHOBY apUTMETHUKY)

Cse wro saxu 3a (IN, P(N), s(),0,+, -, <) u uspasuso je y IIPJIP,
MOXe Ce Jloka3aTy 13 [leaHoBUX aKCHOMa JIPYror peaa,

(*)
WIU CUMOOJIMYKU
(+) (N, P(IN), 5(),0,+,-, <) = ¢ akko PA" I ¢,

re je PAY ckym o HaBezeHe Tpu IleanoBe akcHMOMe M ¢ IPOU3BOIBHA
3aTBOpeHa Gopmyna (peuenuua) y ITPIP.

MebhyTum, ka0 mto hemo My yCKOpo MoKa3aTi HATHU je MOTyhe KaTeropu-
YKHU, Tj. JETMHCTBEHO OMUCATH ITPUPOJIHE OPOjeBe, HUTU je MOTyhe 10Ka3aTu
penaiujy (x). VI To 06e cTBapu ciielie jefna us apyre.

JToka3 ma He IMOCTOjU ¢TaB MOTHyHOCTH 3a IleaHoBy apuTMmeTuky (1a
THMeE M Y OITIITEM CITyuajy) eKBUBAIEHTAH j€ ca Mporalihy rmokylaja aa ce
110 Kpaja OIMUIIlY IPUPOJHU OPOjEBU.

ITa na BUOUMO cajia Majio IMOOJIMXKe KaKo ce TO MOXe MmokazaTu. O3Ha-
yumMo ca I’ ckyn (3aTtBopenux) dopmyna y [IPHIP wnu I[TP/IP koju Moxe
outH u OeckoHauaH. Kaxemo ga je I’ HeMpOTUBpPEUaH aKO Ce U3 Hera He
MoOxe (Y KOHAYHO MHOTO KOpaka) M3BECTH M3 aKcHoMa IMoMoly mpaBuila
u3Bohema KoHTpaaukuuja ¢ A -y (rae je ¢ npousBosbHa popmyna). To
samucyjemo 1"t/ ¢ A . A ako, HacympoT, u3 1 mokasyjeMo ¢ A ¢, oHzIa
je T mporuspeuna. ITpumep npotuspeute Teopuje je T = {¢, —¢}.

Hame, xaxxeMo na 7' uma MOMENI aKo TMOCTOjU CTPyKTypa (Momein) A
y xome he Outu ucnymwmeHa cBaka ¢opmyna uz 1. Tako, Ha mpumep,
(N,P(N),s(),0,+, -, <) unnu monen 3a cse [leaHoBe aKCHOME.

OCHOBHHU CTaB KOJU C€ 04YEKYje Y JeAHO] JIOTUITH je CTAaB NOTMYHOCTH, KOJU
[IOBE3Yj€ HEMPOTUBPEUHOCT M IIOCTOjabe MOAEIIA.

Cras nornynoctu. Ckyn dopMmyiia 1’ je HEMPOTUBPEUYAH aKO M CAMO aKO
UMa MOJIEIT.

Ilocenuna (Cnab craB moTmyHoCcTH). 3aTBOpeHa GopMyna ¢ je JoKa-
3UBa aKO M CaMO aKO je BaJbaHa, OTHOCHO TayHa y cBakoM moaety. Cum-
OONMYKH TO MUIIEMO: -  aKKO = . 3HAUM MCTUHUTOCT (BaJbaHOCT) Tpeba
Jla ce TIOKJIONHM ¢a foKa3zuBolhy!

Jabe, ako JIOTHKa 3a/J0BOJbAaBa CTaB IOTIIYHOCTH U CBU MOryhu nokasu
Cy KOHaYHM TaJa Baxxu, 3a IPUMeHy JIOTHKe, cieneha BeoMa 3HavyajHa Teo-
pema.
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Crap komnaktHoctu. Cxyn dopmyna 7' uMa Mojel ako M CaMoO aKo
CBAKM KOHAYaH MOJCKYI o1 1’ uMa MOJEN.

Hokasz. Ouuriteqno ako 7' uma Mozei, Taga he M CBAKM KOHAYAH TTOACKYIT
UMAaTH MOZEI.

C npyre cTpate, ako je T npoTuBpedad ckym, onna 1 = @A—w (1). 1371 ce
JoKa3yje KOHTpaauKigja). 300T KOHAYHOCTHU MOKa3a Ta ¢ KOHTPAIUKIM]a
MOX€ M3BECTH U3 HEKOT KoHauHor ckyna 1o = {p1, ..., ¢, C T (mamemo
Ty = £ A ). Amu To 3Hauu ga 1p HeMa MoJen, jep Ou y CYIIpOTHOM U CBe
nocneguue ox 1y Ouie TauHe y TOM MOJENy, ma u ¢ A —p. To, HapaBHO,
HHUJe Moryhe.

[Tpumep jemue ,,00pe* moruke je, Kako je To nmokazao 1930. roaune
Kypt I'egen, TTPIIP. Ta yumenuna, na 3a ITPIIP Baxu cTaB mOTIyHOCTH,
Kao ¥ HeMoryhHoCT Tako Hedera (1To hemo yckopo mokaszatu) 3a ITPIIP,
o3Ha4uo je mobeny ITPITP uas ITPJIP.

Ila ma BUIMMO, KOHAYHO, KAKO j€ MOKa3aHO A4 CE CTaB MOTMYHOCTU HE
MOX€E J0Ka3aTU. Y TOM Wby GOPMYIUIINMO MPBO KaKO OW NMPOLLIHPEHH

cTaB NOTHyHOcTH 32 1TeaHoBy apuTMeTHKY (21U CIIMYHO U LIKPE) Y OKBUPY
ITPIP raacuo:

Heka je mat ckym ¢opmyna 1"y oxsupy IIPJ/IP. Ckyn 7' je Herpo-
tuBpedad akko T uma momen (N, P(IN),s(),0,+,-, <,...), rme je N

(%) CKYI ,,CTaHZApIHUX npupoauux 6pojesa®, P(IN) (nmyH) napturuBHA
ckym oxx IN (7). campxwu cge monckyrnose on IN), a Tpu Tauke cy peszep-
BUCAHE 34 J0JaTHE KOHCTaHTE Koje ce, Kao 1mTo hiemMo BUIETH, MOTY
TIOJaBUTH.

MoJiene TUIIa KOje CMO yIpaBo HaBeiHu y (x) HasBaheMo ,,cTaHAapIaH MOJIET
3a PA«

Caza heMo MOKa3aTH, IITO je Mao HEOOMYHO, a (%) He BaxH, a He Jid
Baxy. To hemo ypamutu Tako mTo hieMo M3 MpeTmocraBke Aa (*) Baku
gohu mo koHTpagukiMje (Mo3HaTa MaTeMaTHUYKa METOa CBOhEma Ha IIpo-
THBpeYHOCT — reduction sub absurdum).

Heka je cama 7 = PA™ U C, rne je PA™ ckyn cBux mect axcuoma
3a [leanoBy aputMeTuky npyror pena u C' = {0 < ¢,1 < ¢,2 < ¢,...}.
Youumo Ty C T, Tako ga je 1y koHauad. OHIa OH OYUTTIETHO CAAPXKU KO
mofekyn {my < ¢,...,ng < c}, raeje {ni, ..., nk} KoHadaH noackyn o IN.
Heka je m = max{ny,...,n;}+ 1. Taga ke ounraeano Ty OGUTY 3a10BOJbEH
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y CTaHJIApHOM MOJIENY 32 PAY axo ce c uareprperupa kao m. Ha ocHoBy
cTaBa KOMIIAKTHOCTH (KOjH j€ TIOCHENUIA O TIPETIIOCTABILEHOT (%)) M UUTAB
T vma cTaHIapIHU MOJIEL.

MelyTum, ca opyre cTpaHe, y ToM T00UjeHOM MOJETy (MHTepIpeTalyja
3a) ¢ ce MoHala Kao ,,0ecCkoHaYaH“ eJeMeHT Behu oJ1 CBUX KOHAYHUX (CTaH-
Jap/IHUX) TIPUPOAHUX OpojeBa. 3HAUM, YHUBEP3yM Mozena (03HAYUMO Ia
ca *IN) canpxu N xao @pasu nopckym. ILITo je jow rope, akcuoma (A) He
Ba)kM, 3aTO INTO caM yHUBep3yM *IN HHUje HajMambu UHIYKTUBAH CKYI (Mambu
on wera je IN). Kourpamukiuja. 3Hauu, He BaXu Teopema ().

OpaTie ce MOXe 3aK/byYHTH Ja HE IOCTOJU XKEJbEHU MOTIYH U JEIHO-
3HAYHU ONUC TIpupoaHux Opojesa y ITPZIP.

Ha mu cy MaTeMaTU4KU JIOTUYApU AUTIIM pyKe OJl MPUPOIHUX OpojeBa?
Hu najmame. McrpaxuBama cy Tekia y aBa mpasiia. IlpBo, mojam mojzena
je ocmabmen (pemakcupat). He 3axTeBa ce ma yuusep3ayMm “IN 6yze 6am IN,
HUTHU Ja C€ YHAPHU MPEOIUKATU HHTEPIIPETHUPA]Y IMPEKO CBUX MOJACKYIIOBA O
*IN Beh camo wuxoBor nena. Ha Taj HayuH HacTaB/bEHA CY UCTPAXKUBAIHA Y
okxsupy [1P/IP.

Hpyru nipaan je join 3Hauyajuuju. Ymecro ITPP npetto ce va [TPTIP.
Axcroma (A) 3aMemeHa je ca

(0(0) AVz (p(z) = @(s(z))) = Vz p(z),

rie je ¢(x) dopmyna y jesuxy L = {s(),+,-,0,<}. Ha Taj Hauun 1no0-
oujeH je 6eckoHauaH cKyn akcruoMa. O4MITIEOHO Ja Ce OBIE YMECTO ,,CBUX
WHIYKTUBHUX CKYyNoOBa™ pasMaTpajy camo T3B. ge@uHabdunnu, Tj. THUIA
X ={z | ¢(z)}. To je mocra yxa knaca (4ax ,,caMo* npebpojusa).

Hosa aputmeTruka o3HaueHa je ca PA u nmocrana je mpeaMmeTr MHTEH-
3UBHUX UCTpaXXUBama CBe [10 JaHac. Mnak, 7o HajBaXXHUJUX (HEraTUBHUX)
pesynrata gomao je I'emen (30-ux romnHa XX Beka), a mTo fie OUTH Tema
onesbka Yysene Iegenose ttiecopeme netiotliiiyrnocitiu (ctpana 185).

OH je MoKa3a0 1a He CaMO IITO HEMaMO jJeIMHCTBEHOCT IIPUPOIHUX OpO-
jeBa (TJ. IITO rOJ PEKIM O HBHMa, TO BAXH M 3a Heke aApyre 6pojese (mma ma
IITa OUITM OHU U TH ApyrH)) Beh HU moTmyHocT. [Moryhe je Hahu o Tako
na PA V/ ¢ u PA t/ —.] [lapuc u XapuHIToH cy Ipe TpUAECeTaK TOIUHA
MIPOHAIIIIHN ,,9UCTO MATEMATUUKO® TBpheme (U3 KOMOMHATOPHKE) KOje je ¥

PA neommyuuBo, 1j. ako To TBpheme o3Hauumo ca ¥, onga je PA I/ ¢ u
PA t/ —.
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Taxo, HEMOTOYHOCT ce He OAHOCH CaMO Ha ,MiuaiieHa” I'ememoBa TBp-
hewa Tuma ,,ja cam HeIokKa3uBO TBphemwe Beh M Ha BaXKHe MaTeMaTHUKe
craBose. I1ITo je joun rope, Ta ce cUTyaldja He MOXe TOTIPABUTH JO1aBAEM
HOBHUX aKCHMOMa Ha 3a10BOJbaBajyhu HauuH (IITO je Takohe rmokazao ['exen).

Nako I'egenoBu (a ¥ ApyTH) pe3yaATaTH U3IICAA)y, Ha TIPBHU MOTTIE, Kao
ropa3 MaTeMaTHKe (I1a TUME U JbYACKUX MOTYRHOCTH yOIMINTE), MaTEMATH-
4apu cy yOp30 MPEeTBOPUNY LITETY Y KOPUCT. PasHUM nmuTamuMa U3 OCHO-
Ba® apUTMETHKe 0aBe ce JaHAC MHOTU MCTaKHYTH MaTeMaTuuapu. JejHe
3aHMMa KOjy Ca3HajHy BPEIHOCT MOXXEMO JaTH Teopemama (He 00aBe3HO
APUTMETUYKUM ) 3aBHCHO OJ( CPE/ICTaBa KOjuMa je mokazaHa. [pyru ce O0aBe
NMUTAKkYUMA BE3aHUM 34 TI0CTOjarbe (MIIM HEMOCTOjambe) MOCTyIaKa u3pauy-
HaBamwa, a IITO je y AMPEKTHO] BE3U ca pauyHapcTBOM (computer science).
Tpehe 3anuma vewrto Tpehe.

Hu TTPIIP Huje Butie jenunctBen! I1ojaBibyjy ce MOHOBO (MM Cy TIOCIE
50-ux roquHa XX Beka TEK CTBOPEHE) MHOT'€ JIOTUKE KOje TI0 (U3parkajHUM)
moryhHnoctuma nexe usmely ITPTIP wnmu ITPAP, anu cy ,,no6pe’ (umajy crarp
MOTIYHOCTH, CTAB KOMIIAKTHOCTH, He Oalll yBeK U He Oamn y oHoj dhopMmu
KOjy CMO Jaju, ¥ CIMYHO). JemHy OO TaKBHX JIOTMKA, T3B. {)-JIOTHKY,
3a KOJy ce JOIIl YBEK HE 3Ha Jia M je ,,J00pa‘“, yBeo je HEeJaBHO U jelaH
o1 HajBehux MareMaTHyapa y oOJlacTH TeopHje CKymnoBa (IIOpe] HAaIlUX
CreBe Tonmopuesuha u boGana Bemuukouha) Bynuu. Ona ce mokasyje
Kao KJbY4HA Yy pelllaBarmy jeIHOT OJT HajBaXXHUJUX MpodiieMa MAaTEMATUKE —
ipobaem koniwiunyyma (1j. ,,;Ja ma je |P(IN)| npsa nenpebpojusa kapauHai-
HOCT?%).

SOBjIe 0cHOGe He 3HaYe HAjIaKIIK Beh HajTexHU JE0 MaTEMATHKE.
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HMcTuHa Kao mWTo Cy ,,JiBa U JIBa YeTHupu*
(uu ymecto Ilorosopa)

Bpio gecro ce moxe uyt (paza: ,,TO je TAUHO, KAO LUTO Cy JABA U
JBA YETUPHU'* WU ,,TO je UCTHUHA KAO IITO je JelaH IyC JedaH jeHaKo aBa‘
WM ,,TO J& MaideMaiiudky ifayrno’ U CIU4YHO. 3a 0OMYHOT yoBeka (Tj. He-
MareMaThuapa), Kao u 3a BehuHy mMatematuuapa (HeomnrepeheHux Quio-
30)CKUM MUTarbUMa) MaTeMaTUKa je y30p Hayke Koja Oapara ca ,,BeUHUM
U ,,HepOoIa3HUM ® UCTUHAMa. A y CTBapH BeoMa j€ CIIOPHO U CIIOKEHO MU-
Tambe KOJMKO CE y MAaTEeMAaTUIM YOMIITe OABUMO NUTakHMa KAao IITO CY
uctiunuitio M wayro (Tv TI0JMOBH Cy y 10OPO] MEPU AaHAC 3aMEHEHU T10]-
MOM (OKA3UBOCHIU.)

Hapasno, To ma je ,,1 +1 = 2 wm ,,2 + 2 = 4“ (a 3auyno He U
aa je ,,2 + 1 = 3°) HajBuIe KOPUCTE OHM KOJU Tpeba ja yOeme HEKOoT y
HUCIIPABHOCT CBOjUX (Hajueinnhe HeyOe/q/bUBUX) CTABOBA, & TO Cy Y IPBOM
peny MonuTHYapu. AU Ty C€ MAHUITYJIMINNE U Ca jeHOM MHOTO 1yOJ/boM
JBYICKOM TTOTPeOOM, a TO je moTpeda 3a moy3AaHOM UCTHHOM, W3BecHoLIhy U
curypuum 3HameM. (Ty ciaga v oHo no3Hato JlekapToBo: ,,Mucnum, faxie
nmocTojuM.*“.) Tpaxu ce Tako3BaHa ,,Tayka OCIOHIA', HEIITO MOY3/IaHO OJ
yera MOJXe J1a ce kpene. I1o MHOTHMA je TO MaTEMATHKA, KOja Jaje U3BECHOCT
HallleT 3Hamba Mpe CBera y ogHocuMa u3Melhy y3poka u nocneauiia.

Mu kenuMo J1a OJEMHILEMO O OBO] ,,HEIIPHUKOCHOBEHOCTU MaTEMaTH-
YKUX UCTHHA™ U YKAXKXEMO Ha TO Ja HM y MaTEMATULM HUje cBe Oalll ,,TauHO
Kao WTo je 2 + 2 = 4,

Hapasno, y matematuiiu 4ak He Mopa OuUTH HM 2 + 2 = 4, Beh Ha
npumep: 2 + 2 = 0. AJd TO je U3 TPUBU]ATTHOT pa3iiora, jep je y IUTamy
jemHo npyro cabupame (110 MOIyy 4, 4ecTo O3HAYEHO ca +4). [BpojeBu m u
7 ce cabHUpajy TaKo IITO ce IPBO 00MYHO cabepy Ha yoOUUajeH HauMH, 1a ce
3aTUM 30Up ™ + 1 TOAeNu ca 4 U 3a pe3ysTaT HOBOT cabupama (1o MOAYIy
4) y3Me ocTaTak Py TOM JeJberbY.| AJIH aKO Ce H3y3Me TO HOBO CabUparbe 0
MOy HeKoT Opoja (Ha mpumep 4) Koje camo JOHEKJIe MMa Be3e ca OOMYHUM
cabupameM, a Koje je, y3rpel Oyau peueHo, U caMo TPUMEHEHO Y MpaKcu
(peumMo caTu ce cadbupajy o MoAyny 12 wmu 24) octaje KAO Y M b € H U 1] @
naje2+2=4.

Mebhytum, Benuku JlajOoHur je unax umao norpedy na To goxaxe!!!

Hema H1KaxBe cyMbe [1a je IpBa MaTeMaTHUKa OIepaliija Oumno 6pojase;
Ia je cabuparbe IIPOUCTEKIIO U3 Opojarba, a caMuM TuM 1 2+ 2 = 4. 11lTa je
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na to Jlajonui yorure ypaauo? Ila ynmpaso je popMamn3oBao Taj MOCTyIaK
¥ UCTUHUTOCT TpaHCcHOpMUCAO Y TOKa3UBOCT!?!

OH je nomao on Opojama (M HBEroBor oaropapajyher 3alnucuBama) U
yTBpauo (y o0nuky akcuoma) maje 1 +1=2,2+1=3,34+1 =4, ... Tana
je u3 ocobuHa jeqHaAKOCTH (cxBaheHe Kao KOHTpYEHIIHje) U JOAaTHE AaKCUOME
(o cabupamy u3 6pojama) z + (y + 1) = (z +y) + 1 mokas usseo Ha cieaehu
HAYUH:

24+2=2+(14+1)=0241)+1=3+1=4.

W yuTanan MoXxe Ha CIIMYaH HauMH, JOAYLIE ITPEKO MaJlIo KOMIUIMKOBAHHU]ET
HUM3a, T0Ka3aTu U 1a je 5 + 7 = 12. Amm, ogakiie Hama 3Hamwe gaje 2+ 2 = 4
IpeaMeT je pacripaBe (HajkacHuje) oj KanTa ma go gaHac Uy Ty pacipasy
HeheMo ce TIpeBulle yITyITaTy.

HaBomumo camo, mpumepa paau, ABa CyIMpOTCTaBJ/beHA MUIIBEHHA.
ITpBo je noruyapa-uHAyKTHUBHUCTE (Y OCHOBU emnupuuapa) [lona Crjyapra
Muna®, Koju Kaxe 1a HY apUTMETUYKE UCTHHE ,,HE MOTY, HUTH CMejy, I10
CBOJUM Hauenuma, OUTH Jpyrauuje of OMIITUX CTaBOBAa MCKycTBa. Hacrame
Cy M3 eMIIMpHU]JCKe TeHepaau3aluje, rna Mopajy CTaaHO OUTH CBOJSBUBE Ha
onpehena pu3nyka ynmeHnYKa cTamba. CBU apUTMETUYKU UCKA3K CY UCKA3H
O OJIHOCHMa MAaTepUjaTHOT CBETA KOjU HAC OKPYXKYje, Ma Cy, MpeMa TOME,
y UCTOM CMUCITY CIy4ajHU U MPOMEH/bUBU Ka0 M TU ojiHocH. Heko apyro
OKPYXEHe, y KojeM O YOBEK pacTao, He OU My JIOHEIIO CaMO HEKY IPYyTy
(bU3UKY UM TEOMETPHU]Y HETO U HEeKY IpyTy apuTMeTuky. CTora, He camo 1a
Huje HeMoryhe Hero je ¥ BepoBaTHO Ja O1 Ha HEKOM IpyroM HeDeCKOM Teny,
perumMo Ha CupH]yCy, BaXXUIIU APYTadynju 3aKOHU OpojeBa’ HEro Ha HallO]
3eMibu — ga TY 2 X 2 He O6M OMIIO jeJHAKO YETHPHU, Hero 6u OUio jeqHaxo
mer.*

Ha 0BakBO MHUIIBEHE ,,0KOMHO Ce* BETUKU HeMauku ¢unozod (U jenan
OJ1 OCHUBaua MateMaTuuke jjoruke) @pere. 1o meMy, cxBaTama KakBoO je
MunoBo, koje y Opojy He BUJIU CTPOT MOjaM HETO CAMO ,,ITPENICTABY JbYACKOT
noyXa, ¥ KOJU Ta, CTora, Cpo3aBa y Kpyr MyKor CyOjeKTUBHOIrd, HUKAla He
MOXe Ja JOBeNe IO MCTUHCKOT u3rpaljuBama yuema o OpojeBUMa: TaKBO
CXBaTame MOpa Jla OCTaHe TIPH ,,apUTMETUIM MeIehaka U o0IyTaka®. . .

,ckasu o Opojy U MCKa3u O CTBApH Cy, IO CBOM CMHUCIY, MeljycoOHO
pPa3ABOjEHH; OHA] KO MUIIUBEHHE JeAHMX MOMEIIa Ca MUIBEHEM APYIUX
HUje 00pa3T0XUO aPUTMETUKY, HET'O H€HO MOCTOjamke HUje CIIO3HA0, U KPU-
BOTBOPHO Tra je.*

STIpesoamo ra je, usmely ocramux, u Ierap I Kapahophesuh.
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ITo HameM MUIUBEHY (4 OHO je OCTa PACIIPOCTPAEHO) 3HAE (1A U
APUTMETHYKO) MOTHYE W3 UCKYCTBA. AJIM Kaja ce MOJMOBH, MPEKO CYI0BA,
jemHoMm najy onu nebuHUIly U noctajy a priori. To ce Hajbosme BUIU
Ha npuMepy 2 + 2 = 4. Tloy3gaHo je Ja CMO OO OBE UMEbCHUIIE AOLLIN
OpojameM U cabuparmeM (y CMUCITY CKYIUbambha) HEKUX JeTHOPOIHUX ITpe/-
MeTa, Ha mpuMep mTanuha. MehyTum, MU 3aTHUM MOXEMO a M3TPaguMo
,»hOpMaTHY* apUTMETHKY (1UTO je, K40 LITO CMO BUAEIH, TPBU YUUHHUO Jlaj-
OHUII) ITAC Ha OCHOBY HEKMX yHaIlpes (a priori) 3agaTUX MpaBUiIa J10Ka3y-
jeMo nma je 2 4+ 2 = 4. Jlame pasBujambe GopMasiHe apUTMETUKE TOBOAU
Hac 0 TaKO3BaHMX HECTAHIApAHUX Mojena u Oorahema Haller 3Hama O
Moryhum oOnuuuMa O€CKOHAUHOCTH, INTO HAJWJI4A3M Hallla HENOCPEAHO
moryha uckycrBa. Mmak, 3HayajHO je W omnyuyjyhe opne ucrahu na je
Moryha HenmpoTHBPEUHA ,,apPUTMETHKA ¥ KOjO] OM Baxkuio aa je 2 + 2 = 5,
any OHa HHUje OJf MHTepeca 3aTO LITO HEMA ,,MOAEH " KOJU KOJUKO-TOJIUKO
MMa Be3€ Ca HEKUM HallluM HeTPUBHjaTHUM UcKycTBOM. HapasHo, y Mmoaep-
HOJ da3u pa3Boja MaTeMaTUYKUX TEOpHja MHCIIMpalMja 32 YBOh)EeHmE HOBUX
neUHUIIN]a U aKCUOMa YeCTO Ce LIPIIe U3 MPBOOUTHHUX, Makbe alICTPAKTHUX,
MaTEMATUUYKUX TEOPU]ja, & HE U3 HETIOCPEAHE M HEMATEMaTUUKe ITpaKce, ITO
je UecTo y cTamy Aa 3aBapa M Heke caBpeMeHe (uiozode na 3abopaBe Ha
EMITHPH]CKO MTOPEKIIO MATEMATHKE.

3aHUMJBHBO j€ JOUI HaBeCcTH PacenoBO MHULBEHE /1a j& HAIlle 3HAKE O
2 4 2 = 4 Bepbasnno. [Ipyrum peunma ,,/IBa U ABa Cy YETUPHU " HAYUUIIU CMO
Kao MecMULy, JOII JaBHO KoJ yuutesbulle. CIuyHO je u ca oHuM (ppazama
TUNA: ,MCHOpPEA 3arpage MUHYC y 3arpajyd HacTaje Memame. BepOanHo
3Hame, 10CTaje MA0IOHCKO U OHAA U3 HEKOT (BEPOBATHO MICUXJIOIIKOT) pa-
3]I0Ta gesiyje Kao allCOyTHO U HEMPOMEHIBUBO.

Marematuuapu cy, pa3Bujajyhu cBOjy HayKy, IOIITO CY, Ha OBA] WU
OHaj HauuH, yTBpau gaje 2 + 2 =4 u 3 - 3 = 9, oTHIIIIM KOpPAK HATIPed U
YTBPAWIM IIOHEIITO O CBUM (IITa TOJ TO 3HAYWIIO) IPUPOTHUM OpojeBruMal

Jenno on mpBux TBphema je omno na je a +b = b+ a, raecy a u b
npupoaHu O0pojeBu. Iloctasiba ce muTame, OaKiIe HaMa TO 3HAHE U KaKO
na yobenumo cebe 1 [pyre Aa HUICMO MoK a morpewuny. HapaBHo, kajia cy y
IIUTaby MaJIA OpojeBHU (Kao IITO ¢y, Ha mpumep 1, 5, 7, 12, 17 u cn.), oHma ce
cpauyHaBamweM 30MpOBa, ca JieBe M ACCHE CTPaHe jJeMHAKOCTH, JIaKO YTBPhyje
unentureT. IlpuMeHoMm paudyHapa, y Hajbe Baxeme TBphema Ce jOLI BHUIIE
yoehyjemo. Anu My Bpiio [oOpo 3HAMO J1a TIOCTOje ,,CYIIep BETUKU OpojeBU*
ynje 30UpoBe HUKAKO (M HUKaIa?) He MOkeMo Ja Hahemo.
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Jlasbu pa3Boj apuUTMETHKE, & Y Wby MOTBphHUBama Baxkemwa (uzmely
OCTaTUX M) 3aKOHA KOMYTaTUBHOCTH JIOBEO HAC je /10 ITPUHIMIA (2 KaCHU]e
U aKCUOMeE) MHAYKIM]e. AU BaXXeHhe HHAYKIHU]E, KA0 IITO CMO BUIENU, HUjE
HUIITA Makbe TIPOOIEMATUYHO U IIPETIIOCTaBIha, 0ap Ha MOYETKY, MOTYhHOCT
OOCTMXHUBOCTH (M3PAUYyHIBUBOCTH ) CBAKOT MTPUPOAHOT Opoja.

Melytum, MeTonuuapu, y )esbu 1a Hac yoese 1a je ctBapHo a+b = b+a,
KOPHUCTE JeAaH ,,0rJIeA’ KOjU JKEIMMO Aa JOBEAeMO y muTame. Hamme, 1o
BUMa, 4KO CTaHEMO n3Mely /IBe KyTHje TaKo Aa y JIEBOj OyJie m a y JIeCHOj 1.
KyTr.TUIa BUXOB yKynaH 30up ouhie m + n. Ako ce mak okpeHemo 3a 180°,
onjaa he KyTHje 1a U3MEHe MecTa, JieBa fie mocTaTtu gecHa U oOpaTHO, Te he
yKynaH 30up 6utu n + m. Kako ce ca kytyjama (1 Kyrimviama y muma)
HUIITa MOCEOHO HUJE NECHiI0, TO 3aKibyuyjeMo aa je m + n = n + m. [ra
OB/IC HE BaJba?

[Ta mokazahemo ga moctoju jenHa BpcTa OpojeBa 3a KOjy OBa Mprya
He BaXu. 10 Cy Tako3BaHU OPJUHAIHU OpojeBu. OHU, MMOPEN KapauHal-
HUX OpojeBa (KOjU ce y3rpell OyIM PEUeHO y CABPEMEHO] TEOPUJU CKYIIOBA
cMmaTpajy (M mocMmaTpajy) kao mocebaH cinydaj OpaAMHAIHUX ), TIPEACTABIbA]Y
,,JIPUPOJIHO MPOLIMpPEHE MPUPOIHUX OpOjeBa HA OECKOHAUHOCT. Tako u3a
0=10,1={0},2={0,1},3 =1{0,1,2},..., mohe w = {0,1,2,3,...};
TIpBU O€CKOHA4YaH OpAMHAN. BenuuuHa opauHaTHUX OpojeBa oxpeheHa je
nmopen ,,CKyrna Hocaua“ M penaiyjoM IOpeTKa Ha BeMy KOoja Mopa OUTH
no0po ypeheme (Tj. Oa CBakU HemMpaszaH TMOJCKYI HOcaya MMa HajMambd

€IEMEHT).
_ . ., 1-1
JBa opmuHana (o, <) u (3, <) cy jenHaka, ako nocroju f : « 7z 7,

Tako na je Vo € oVy € a(z < y = f(z) < f(y)). Ilpumetumo na Ham
OBakBa JePUHHUIM]A JeMHAKOCTH OpAMHAiIa oMoryhaBa ja HEKM OpAUHAI
MOCMATPAMO Hajl Pa3MUYMTHM CKYITOBUMa Hocaunma. Tako, Ha MpHUMeEp,
opauHan («a, <) je jenHak opauHamy (o x {*},[<]), mpu uemy je ypeheme | <]
1aTo ca

(a,%)[<](b,*) akko a < b (a € o, b€ 3).

36up gBa opauHana (v, <) u (0, <) jenHaK je opauHAILYy
(v x {0y Ud x {1}, ),

MY YeMy ce Iopeax < roknana ca|<|Ha -y x {0}, mokmana ca|<|ma 0 x {1}

1 cBaky efeMeHT U3 Y X {0} je <I-MamM o1 cBaKor eteMeHTa u3 0 X {1}.
Kaza je jacHO 0 KOM ITOPETKY je ped, yMecTo (&, <) MUILEMO CaMo .

Taxo, mox OpIMHANIOM W TIONPA3YMEBAMO [a j€ HA HEMY , JIPUPOJAH"
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nmopegak 0 < 1 <2 < 3 < ... Takobe, w + 1 o3HayaBa OpAUHAN, 3a KOJU j€
w+1=40,1,2,.. JU{x}u0<1<2<- - <x JacHojemajel +w=w
(moBoswpHO je mpecmukat * — 0,0+—1,...,n—n+1),annjew +1 =w
(3ato mWTo w + 1 UMa HajBehu eneMenT, a w ra Hema). [Tauduje, amu TO 3a
HaC HUje OUTHO, w S w + 1]

HapaBHO, HEKO MOXe CTaBUTH NMPUMENOY HA OBO Hallle pasMaTpame U
pehu 1a y KYyTHJU HE MOXE OWTU OECKOHAYHO Kyriuua. Jpyru, HEwTo
030ubHUjU, pehu he 1a mowTo je y muTamy U NOpeaak, NPOMEHOM HAIIET
TOJIOXKAja MEHhaMO U HheTa Te CE HE MOXKE OYCKUBATH UCTU PE3YJITAT.

MehyTum, Hako cy oBe IMpUMEIOE BPJIO 030UIJbHE OHE MYy, T€HEPAITHO,
CcaMO Hama y TPUJIOT TIOLITO MM M XOoheMO [1a TOBEIEMO y NMUTAE Hallle
MaTeMaTUUKe TeHepalu3alidje Kao 1ITO Cy Ha NMpUMEp OpAUHAIHU U Kap-
nuHaiaHu OpojeBu! (Y cMMciy fa ¢y MCTMHHMTE Kao wito je ,,2+2=4“) Ca
JIpyTe CTpaHe, OBaj METOJIMUKM OTIE/, UMlak O Tpebasio na Oyae JOBOJHLHO
OTTIITH U [a HAC & priori (MW HY)XHO) AOBEAE A0 OHOT IITO MY ] HaMepa,
Tj. KOMYTQTUBHOCTH, a IIITO OH (,,HA KAJOCT* OHUX KOjU T'a MpoTarupajy)
HE TTOCTIIKE.

3Ha4u JIU TO Ja MU CyMBbaMo 112 je a + b = b+ a? Hapasuo ne. Mu camo
KETUMO J1a KaXXeMO J1a TO HHje ,,MCTUHA Kao IITO Cy [Ba U IBA YETUPHU'".

Anu Hallle yaarbaBare OO UCTHHE TeK Tounmbe! Bugenu cmo na jeman
IyT OJ IPUPOIHUX OpojeBa BOJM /IO OPAUHATHUX U KapAUHAJIHUX OpojeBa.
Hpyru, nak, BOAU MPEKO LEIUX U pallMOHATHUX OpojeBa 4O pealHuX Opo-
jeBa.

Kao wro je mosuato uene 6pojese ((Z, +,-,0,1)) ysoaumo mga 6ucMO
pelINIy jenHaunny & + 3 = 2, a paumonanre ((Q,+,-,0,1)) ga 6ucmo
pEIIWIMN JeqHAauUnHy 3 - & = 2 (Koja je y Be3u ca mojesioM jabyke HA TpHU
nereta). Mmak, y OQHOCY Ha apUTMETHKY (MPUPOIHUX OpojeBa) ca Z u Q)
HE J10J1a34 IO HOBUX, Ca3HAJHUX MMpodnema. MehyTum, cTBap ce paluKaIHo
Mema ca MojaBOM ckyma peamHux Opojea R. Buaenu cmo, xaxo je Beh
mojasa /2 (Tj. pelierma ,,caCBIM IPUPOIHE: jenHaunHe 12 = 2 = 1% 4+ 17
Be3aHe, npeko [lutaropune Teopeme, 3a jeTHAKOKPAKO-MIPABOYIIIA TPOYTa0)
u3azBaja Oypy y I'pukoj MaTeMaTUld. AU TO U HUjE YyTHO, aKO CE 3Ha Aa
je y memy (1j. V/2) kao mojemuHauHOM 6pojy (a He Kao 10 caja Be3aHO 33
ckyn N, Z unmu Q) Beh cagpxana (npebpojusa) 6eckonaunoct!?! Haume y
JIEIIMAITHOM Pa3Bojy 6poja v/2 = 1,41 ... xaoTuuso (T]. HEMepUOIUYHO)
nojassbyje ce MpedpojuB HU3 Iubapa. ['€OMETPHJCKU pPEUEeHO OH C€ HUKAKO
He MOXe caMepuTH (0e3 0CTaTKa) ca JeMMHULOM MM HEKMM HCHUM (72-TUM)
JIETIOM.
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Wnax, rmaBHM mpobiieM HacTaje yBohermeM CBUX pealtHux OpojeBa. bhe-
roBa cBpxa OU 6uia Ja ce Ha eJeraHTaH U IMITO Mamhe KOMIUIMKOBAH HAYUH
pelIe MHOTH Npo6iieMu o1 3eHOHOBUX MapaioKca o MpodaeMa Be3aHUX ca
JETOM y KocMoc. [Jpyru myT BOAM MPEKO UH(PUHUTE3UMANIA, O YEMY CMO
mcani.] OHU Ccy TIOCTAIM MPaBy paj 3a JbyJe KOjU ce 0aBe MATEMAaTUUKOM
aHaIM30M. MHOTHU ¢y TOCeOHO MOHOCHM Ha JEMHCTBEHOCT, 10 Ha U30MOP-
duzam, peannux 6pojesa. [O ToMme fa ¢y peanHu OpojeBy jeIUHCTBEHH 10 HA
JEIMHCTBEHOCT MPUPOJHUX, 4 a4 C€ JeMUHCTBEHOCT OBUX ITOCTEIEBUX MOXKE
JIOBECTH Yy muUTambe, Beh cMo mucanu.] To mosehasa Bepy y BUXOBY ,,peail-
HOCT®, MaKO Cy NpENyHU OE3NMYHUX U OecipeIMeTHHUX (T]. KOJU HE TOBOPE
HU O 4YeMyY) ,,TPAHCLICHIEHTHUX* OpojeBa.

Kpaj XIX Beka 6MO je BeOMa HHTEH3UBAH U MTyH KOHTPOBEP3H Y PA3BO]Y
MaTeMaTUKe W MoceOHO y OJTHOCY Ha MUTarka Be3aHa 3a OCHOBE MaTeMa-
tuke. [lojaBa BemuuancTBeHe KaHTopoBe Teopuje cKymoBa, y TOM MEPH-
0[ly, IIO IOCTa pallMPEHOM MUIIUbEeHY Mehy MaTeMaThuapuMa, mpe/icTaBIba
Haj3HAYaJHUjU JOTPHHOC y TOM Iepuony. KaHTop je ycreo ma CTBOPH
jeaH ,,HOBU CBET*, CBET KOHAYHHUX U OECKOHAYHHUX CKYIIOBA, OKBUD (Mody1ie
MPUIMYHO MPEIUPOK) 32 U3TPaIhy CKOPO YMTaBe MateMaTuke. Hajuntepe-
CaHTHU]a HOBUHA, Y OJTHOCY Ha CBY JOTaJallilhby MATEMATHKY, MPEICTaBIba
IEroBO ,,0TKpuhe* ma moctoje ,.Behe” u ,,mame* Oeckonaunoctu!!? To ce
Beh MmojaBJbyje y OQHOCY ,,JpeOpojuBe OECKOHAYHOCTH ™ CKyIa MPUPOIHUX
opojeBa IN u koHTHHYYMa peanHux OpojeBa R.

Kantop mokasyje cBOjoM 4yBEHOM METOOM [MJATOHAIU3ALM]E [d CE
CKYI peaHux OpojeBa He Moxe nopehatu y HU3 (T]. HE MOXe IpedpojaTy;
OTHOCHO 00OOCTPAHO JeAHO3HAYHO IpecaukaTy Ha IN).

[Tokymahemo cama ga pasMoTpumMo 1mta KaHTop mpeTnocTaBiba, Kako
J0Ka3yje u ITa je TO IMTO 3aKibyuyje. HapaBHO, HAC OB/IE 3aHUMaA CMUCAO
cBera Tora. JeaHa OJ OMIUTUX Meiiamaiiemaiiuukux (M MeTa(hU3UUKKX )
KaHToOpoBUX MPETIIOCTaBKU je Ja ce MPUPOAHM OpojeBU MOTY mopehatu
y Hu3. HapaBno, Hu KaHTOpYy HUTH MKOM APYrOM HHjEe TAj0 HA NaMeT
1a To mpoda. CBakoMe je jacHO ma mpouec pehama OpojeBa HE MOXKEMO
HEOTpaHUYEHO YOp3aBaTH, a Takohe HUCMO HU OECMPTHU. 3aTO je y MUTaby
CaMo jelHa OJ MUCAOHUX ugeanusayuja, Te Ty ,,KaHTOpOBY PETIIOCTABKY HE
MOIKEMO CMaTPaTH UCTUHUTOM K40 IITO Cy JIBA U IBA JeTHAKO YeTUPHU . 3aTO
KanTtoposo TBpheme: Peannu 6pojesu ce ne moly tiopehaitiv y Hu3, HEKOM
MOXK¢ U3TIENaTH TPUBUjATHO TAYHO, j€p MOHAKO MalbU CKYI MPUPOIHUX
OpojeBa HEe MOXKEMO UCITHCATH.
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PasmoTtpumo cama KaHTOpOB MOK43 KOJU je W3Y3€THO j€AHOCTABAH
(a reHMjaIaH) U JeIl.

JIOBOILHO je ocMaTpaTy peaiHe 6pojese u3 unTepsana [0, 1] nate y me-
IMMaJTHOM Pa3Bojy, IPU YeMY UCKIbyUuyjeMO MOTYRHOCT fia ce y IEHMMaIHOM
pa3Bojy 6poja, MoYeB OJ1 HEKOT MeCTa, I0jaBJby]jy CaMO JEBETKE.

[TpeTnocTaBUMO a UX MOXKEMO ITOpehaTH y HU3.

111 1 1
0,a,a9a3a; . . . a
2.2 2 2 2
0,ajasa3a) . .. a
3.3 3 3 3
0,aja5a5a; . . . a

[V nutamy je GeckoHAUHA ,,MaTpUIIA® KO KOj€ j€ JeAMHO TOPILY JIEBU YTrao
KoHauaH. Bpcre mpencraBibajy 6eCKOHAYHE ACIIMMAlIHE Pa3BOje PeaHUX
6pojesa u3 [0, 1].]

Koncrpyumumo caga HoBu 6poj b = 0, b1bobs . .. u3 [0, 1] xoju He mpu-
maja oBOM Hu3y. bupamo by Tako ma ce pasiauKyje OX aj, by Tako ma ce
pasmakyje of a2 wutha. Y mMTamby je, JaHac Beh uyBeHH, NpoLEC [uja-
rOHaIU3alyje TAe Ce Pa3TUYMTOCT IOCTW)XE Ha eleMEeHTHMa OujaroHale
ay, a3, ay, ..., 4, ...

Kako cmo mobunu Opoj KOJM HHUJE Yy HM3Y, MPETHOCTABKA Oa PEAIHE
OpojeBe MOkemMo TopehaTu y HU3 TIporajaa, T). He MOXeMo ux rnopehatu
y Hu3. OTyaa je 3ak/byyak a je OECKOHAUHOCT pealtHuX OpojeBa Beha on
OECKOHAYHOCTU TIPUPOTHUX OpojeBa.

OBaj kpaTak u enerantad KauTopos moka3 Hajjaue je MECTO Y TPpUjaau:
TIPETIIOCTaBKa, 10Ka3, mocneauna (Tepheme). OH HUje AMPEKTaH, Y TUTABY je
CBOhEmE Ha ITPOTHUBPEYHOCT, ajld UMa ,,KOHCTPYKTUBAH €0 KOjH CE CACTOjU
y ,,JAUJarOHAITHOM MOCTYIKY  OWpamwa HOBOT eleMeHTa. (OBaj MOCTyIaK y
CTBApH MPEIACTaB/ba HOBY METOMY KOja je Halllla 3HAYAJHYy TIPUMEHY U Y
JPYTUM IEI0BHMA MaTeMaTHKE.

3akibyuak 1o xora gonasu KanTtop je OMo LIOKaHTAH 3a OHIANIBU Ma-
TeMaTU4dKH cBeT! BekoBuma cy HajBehu CBETCKM YMOBHU paclpaBibalid Jia
I TIOCTOjU OWJIO KakBa OECKOHAYHOCT (O yeMy cMO Beh TOHEINTO W MU
nvcainy panuje). HapaBHO 1a U OHMMa KOjH Cy IIpU3HABATH OECKOHAYHOCT
HUje TTafalio Ha MaMeT [Ja UX UMa pa3IuuyuTHX (a yrmopemusux). |OBme ce
HapaBHO HE MHUCIH Ha DECKOHAYHOCTH Pa3IUYUTOT THIIA Kao IHTO ¢y: bor,
ceemup u IN.|
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Cama Kanitioposa gujaconanna meitioga iMa 3a IOCHEAUILY Ba MOKAHTHA
pe3ynTaTa y TEOpHju ckynoBa. I1pBU je na pazmuyuTUX OECKOHAYHOCTH UMa
HE caMO OECKOHAYHO, HETO YaK TOJHMKO MHOTO J1a He MOTY CBE 3aje[lHO Ja
dbopmupajy ckyn!!! A npyru je ga (aKo IMpeTHOCTABUMO J1a HE BaXKU KOHTUHY -
yM XUITOTE34d, T]. Aa OeckoHauyHOCT on R Huje mpBa Beha OECKOHAYHOCT O
oeckoHaunoctu o IN) onya 6eckonaunoct o R mosxke na Oyae ,,ckopo Ouiio

on ,,Moryher ceera® y koMme ce HanaszuMo (Tj. oarosapajyher MmaTeMaTUIKOT
Mozena).

ITocToje n apyru HauuHU (PEUUMO IPEKO T3B. aKCHMOME H300pa; na
HE TIOMUIEMO IPYIe Malbe IMO3HATe aKCUOME) Jla ¢ yOeaMMo 1a O Hama,
HAU3ITIE, TAKO OTUCKUM peaJTHUM OpojeBUMa, 3HAMO Tako Majio. My tako
MHoOro, ako xohere!?! Heko, pazouapad y OHO IITO je yIIPaBo 4yo, MOTrao
Oou ma yckiukHe (pednMa Xepakmuta MpauHor): ,,3Hame MHOTUX CTBapH
HE JONPUHOCH MCTHHU®. [Y3rpen, XepakiauToBa IMOEHTA je OuIa Apyra:
onarmKapamwe [Turarope.|

Jenno je curypro. Pacen je O0mo y mpaBy. Mu cBe Mame UCTPaXyjeMO
CTBAPHM CBET, a CBE BHUIIE Moryhe cBeToBe (Meh)y KojuMa, MOX/1a, Y HEKOM U
UBUMO). Mojk/Ia je caja YyuTaouuMa jacHuje, ITO Ce, BEPOBATHO ITOYEB OJ1
JIajOHMIA, TT0jaM MCTHHE CBE BUIIE Y MAaTEMAaTHIIM 3aMebYje ToKa3uBolhy.

Jluneme BUIIE HEMa — HUJE CBE Y MATEMATHULIHU ,,MCTUHA Ka0 /IBA U ABA CY
YETUPU'‘, OCUM HapaBHO 2 + 2 = 4.

3ABPIIIHA HATIOMEHA. AKO OBa ITpyryad JIUYM HEKOME Ha KyBAHb€ ,,KJIMH-
-yop0Oe*, CTMYHOCT je CIydajHa.
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IPYTU JEO



HA ITOYETKY BEHIE PEY

[Tpuka3 pasHUX MATEMAaTUYKUX TEOpHja KOje Cy MOMEHYTE y IPBOM
MOIJIaBJby KEbUTE 3arrouehemMo jeJHUM OITIITUM ITPOoOIIeMOM, KOJU ce MOXIa
HE yKJana y yooudajeHy CIUKy O MaTeMaTU4YKUM IpobiemMuMa, 6ap He OHY
KOJjy yIlIaBHOM BehuHa CTBOPH yuereM MaTeMaTuke. Ped je o mpo0rieMy Koju
je TECHO ITOBE3aH ca BEJIMKUM OpOjeM UCTpaXKMBaklba y CABPEMEHO] MaTeMa-
TuIM (anredpu, STOTUUM UM TEOMETPH)HU, Ha IIPUMED), aJIU U PauyHAPCTBY
(computer science). '

Taxkobhe, Ha TOYETKY OBOT JiejTa KEbUT'€ KOjH YITIABHOM YHHE MATeMaTHUKH
TEKCTOBH, MTOKyIaheMo Hap Maz10 1a JouapaMo CHary MaTeEMAaTUKE U IbeHUX
ancTpakTHUX MJI€ja, ajlkd U Jla YKaXXKEMO Ha YUHEHUILY [a jeé MaTeMaTuKa
,KHBA“ M YBEK ,,Ms1a/1a“ HayKa U J]a HYAU BEOMa BEJIIMKU ITPOCTOP 3a HOBA
HCTPaXUBabA.

Tpanchopmanuje peun. IIpeTnocTaBuMO 112 je 3a4aT HEKU arghadeini U
IIOCMAaTPajMO CBE KOHAUHE HU30BE OBUX cuMOofa (cioBa) — peuu. Peun He
MOpajy came 1o ceOM MMaTH MKakBO 3Hauemwe. Heka je 3a1aT u u3BecTaH
KOHa4aH crucak MehycoOHO eKBUBANEHTHUX peuM Koju he HaM omoryhutu
Ja AejioBe OMJIO KOje Peun, KOju ¢y Takohe Heke peuu, 3aMEHUMO €KBHBA-
JNeHTHUM peunMa. HapaBHo, JBe MIEHTHYHE (CIOBO IIO CIOBO) PEYH CYy U
(TpMBHjaTTHO) EKBUBAJIEHTHE.

KoHnkpeTHO, ako je 3afgaTa Haia azdyka (A, b, B, ..., Y, I, I1I) ¥ CIIMCaK:
A=AP, MA=YM, HOHO=HO, TU=TE, TAMA=ETHO, TEKA=HOCT, TEMA=T,
Taga MOXEMO goxasaitiu 1a ¢y peunt MATEMATUKA 1 YMETHOCT melyycodno
ekBuBaJieHTHe. Tako (moas;tauehn HU30BE clTOBa KOjU he OUTH MPOMEEHH
U HaJBIayehu oHE KOjU Cy yIpaBO MPOMEHEHH ) UMAMO:

MATEMATHUKA = VMTEMATUKA = YMTUMATHUKA = YMETHOTEKA
= VMETHOHOCT = YMETHOCT.

OBy urpy peduuMa MOKEMO HACTABUTH U JIOKA3UBATH J1a j€, Ha MPUMeED,
1 HOHOHO=HO, TUKA=HOHOCT, CTEK=CTHK, U Tako gake. Y CBaKOM
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CIIy4ajy, eK8UBANEHIIHOCT g6e peyu goKa3yjeMo Hagohervem Hu3a mpancgop-
mayuja Koje ¢y go3eomere, thj. HU3A peyu dpu uemy ce ceaxka peu goouja usz
upemixogne y ckiaqgy ca 3aqatium CUUCKOM.

Omutuju npodaem. Pazmotpumo caga ommuTuju mpoodieM. 3a cBake aBe
peuH y 3a4aTOM ,,pauyHy ™ LIMJb j€ CA3HATHU JECY JIU €KBUBAJICHTHE UJIH HUCY.
HapaBHo, Kako ¥Ma OECKOHAUYHO MHOTO PA3NIMUUTUX PEUH, O] PeIcHeM
ce roApa3yMeBa IOCTYIAK (AITOPUTAM ) KOJU ,,pacrio3Haje’ eKBUBAJEHTHOCT
CBAKOI Tapa peyu.

Ha npumep, xkako hemo casHaTu jecy nu peuyd MATEMATHUKA u APT
eKBUBAJIEHTHE WU He? (CBako Tparame 3a JOKa30M €KBUBAJICHTHOCTH OBE
aBse peun he ce b6e3ycrentHo 3aBpimuTu! 3amTo? 3aTo IITO OBE ABE Peun
HIICY eKBUBAJIEHTHE y HAIlleM ,,pauyHy‘’. [la OucMmo yTBpauu 1a je Hemoryhe
100uTH APT off MATEMATHUKA KOpUIINEHEM 3aJaTOr CITHUCKA MOCTYIIAMO
Ha CACBUM JpYrayujd HauWH O]l HAUMHA OKAa3MBaha eKBUBAJICHTOCTH JIBE
peun. HajjenHocraBHuUje je, MOXKIA, YOUMTH ciefiehe: y CBaKo] HOMYCTUBO)
3aMEHU Ha Halll0] TUCTU OPO] MojaB/bUBaa CI0Ba T UCTH je ca 00e CTpaHe.
3a pey MATEMATHKA Taj 06poj je jenHak 2, 0K je 3a ped APT Taj 6poj 1.
[Tpema ToMe, HE TOCTOJM HAYUH Aa C€ O3BOJbEHUM 3aMeHama jjoduje APT
13 MATEMATHKA.

O pemmBocTH oniuTer npoodaema. [TpumeTumo 1a Kaja cy ABe peuu eKBU-
BaJIEHTHE, MOXEMO TO IIOKa3aTH HaBOhemeM Hu3a TpaHchopMaluja Koje
Cy I03BOJbEHE, JOK Kaja OBE PeUYd HUCY €KBUBAJIEHTHE Mopamo Ipudehu
apryMeHTHMa 0 IIPpaBUINMa KOja Cy HaM JaTa.

AKO JIB€ 3aJaT¢ PEUH jecy €KBUBAJIEHTHE, OHJa TO MOXXEMO YTBPAUTH
,,MEXaHMYKU"“ — JEAHUM CUCTEMATCKUM TTPABJHCHEM CITMCKOBA IOCIEAMIA
je/THE OJT 33JaTUX PEUM y CKIIaJy ca 3aJaTUM MpaBUirMa. Tajaa ce apyra o
3aIATUX PEYH, YKOJIUKO j€ €KBUBAJCHTHA ca MPBOM, MOpa HAhU Ha HEKOM
o1 oBuX cruckoBa. CHCTEMATCKO MPABIbEHE CIIUCKOBA IMOAPA3yMEBA [1a
34 CBAKy ped ca CITMCKA JeTHOCTABHO MOXEMO JIaTH U JI0KA3 HEHE CKBUBA-
JICHTHOCTH ca Tojla3HOM peyjy. [1pu Tparamwy 3a JOKa30M CBAKaKO j€ IO-
XKEJbHO YIOTPEOWTH U MHTENUICHIM]Y, alu HUje HeomxoHo. OBaj mocTy-
MaK ce MOKe MPUMEHHUTH U 3a OUIIO KOJU APYrd U300p MOYETHOT CIMCKA.
HapaBHO, TOCTYITAK j€ Y U3BECHOM CMUCILY CAMO TEOPU]CKHU OCTBApUB Oymyhu
7la, 4ak ¥ y BeoMa JeTHOCTABHUM pauyyHUMa, MOXeE TOBECTHU JI0 ,,KaTACTPO-
thamnor* 6poja cnyyajena.

MelyTuM, HeMa TaKBOT OYHUTJIEHOT TIOCTYIIKA, Y OTIITEM CIIy4dajy, 3a yT-
BphUBambe Ja JBE 3a]aTE PeYU HUCY CKBUBAJICHTHE, U TaJa je HEOIXOAHO 1Aa
ITOCETHEMO 33 UHTEIUI€HLIM]OM J1a OUCMO TO U JIoKa3anu. VcmocTasiba ce 1a
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HE ITIOCTO]M JEIMHCTBEH ITOCTYIIAK KOJU CE MOKE KOPHUCTUTH YHUBEP3AIHO 34
cBe Moryhe u300pe MOYETHOT CIUCKA, 1ITO UMA 34 MOCIEIMIY YUHBEHUILY 4
Ce He MOJKe aITOPUTAMCKHU YTBPAUTH Ja JIX CY IBE JATE PEUU €KBUBAJIEHTHE.
VYV TOM CMUCITY, Y ONIITEM CJIy4ajy HeMa AJIFOPUTAMCKOT pellieha npod/ieMa
peun. Iloctoje yax u oxpehenu M300pU MOUETHOT CIHUCKA 3a KOJ€ HEMA
aNropuTMa 3a YTBphUBame Ka/Ia 1B PeYH HUCY eKBUBAJIEHTHE. EBO jenHor

TAKBOT CITMCKA' 32 pedM HaJl EHIJIECKOM abeuenom A, B, C, ..., Y, Z.
AH = HA
OH = HO
AT = TA
OoT = TO
TAI = IT
HOI = IH

THAT = ITHE

Harmomenumo ga noj nmojMom aréopuitiam (OCTyINaK ) MOApa3yMeBaMo CTPO-
ro MaTeMaTUUKU nedrHucal nojam (o memy he OUTH BULIE PeUd Y OACIbKY
Egexitiuena uspauynmsusocid va crpanu 117)!

3a BeaMKM 6poj MpodIeMa peur MocToje ,,Jo6PU™ aNnTOPUTMH® KOjU X
pemaBajy (o jeqHoM he yckopo OuTH peun). AJd, MHOTO je M BeoMa ,, TEIITKUX
npobnema peun. A Beh cMO BUAEnM Oa IMOCTOje MPOOIEMU pPeuU KOjU CY
HEpEIUBY, T je OECMUCICHO TparaTu 3a TAKBUM ITOCTYIIIMMA (BUICTH 3a-
natak 37, ctp. 280).

Jenau pemiuB npodiaem peun. Beoma uecTo ce yomimnTaBa mojaM pedu U
goiyciiuee 3amene y cregeheM CMUCTY: OCHM YOOWYajeHUX PEeUYd 3a0aTOr
angadera y3uma ce y 003Up U #paszHa peu KOja He Calp)Ku HUJEAHO CIOBO;
o3naunhemo jeca A. 3ajeHO ca OBOM PeUH 103BOJHABA]Y CE U 3aMEHE O0IMKA
R = A, npu uemy je R Heka pukcupaHa ped. OBe 3aMeHe AOMYIITA]Y 14 ce
W3 peud n3baLm ped R, Kao U J1a ce ped R MOXKe ynucaTu usmMehy omimo koja
[IBA CIIOBA PEUU KOJy TpaHCHOPMHUIIIEMO, WIH UCTIPE[] Hhe UITU U3a Hhe.

[TocmaTpajmo caga andabeT Koju caap)Xu CaMo ABa CIIOBA 0 M p M HEKa
je crmucak JOTmyCTUBUX 3aMeHa: o0 = A, ppp = A, po = opp. Tloctynak
yTBphMBamkha EKBUBAJIEHTHOCTH, OOHOCHO HEEKBUBAIIEHTHOCTH, OUIIO KOje
IBe peyd 3amaTtor andabera MpoU3UIa3d U3 YMIHLCHUIIE A4 CE CBAKa pey

"TIpo6nem je npeyser u3 [34].
$Hanaxeme ,,106pux* mocTynaka (anropuTaMa) BEpOBATHO je HajBaXXHU]I I0CAO CABPE-
MEHHX MaTeMaTH4apa U mporpamepa.
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3aaaTor angadera Moxxe TpaHCHOPMUCATH Yy jJeIHY O Clie/ichuX eCT PeyH:
A, p, pp, 0, 0p, opp. OBHX 11ECT peun HazBahemo ceegene pewu. Tpancdop-
Maligje ce ofiBujajy y crenehnm etamnama.

1. Vkonuko y gaToj peud Hema ClioBa p oamax npehu

Ha eTamny 2, a YKOJIMKO HeMa ClIoBa o npehu Ha eTany 3.

AKO ce, mak, y A4aTOj peud I10jaBiby]y M CIIOBO 0 U apPTPTPP
CIIOBO p, TPe6a UCIIPEMEILTATH CJI0BA 0 JIEBO O CIIOBA = 00 PO PP

£ CBE JIOK CBa CIOBa 0 He JONy WCIpen CBUX CIOBA p. = T PP PPPP
YuTajyhu ped creBa Ha AECHO, IIPBO I10jaB/bUBAKE TAPA = aa@ppppp
PO TpedA 3aMEHUTH Ca TpPpP, TE€ 3ATUM UCTU IIOCTYIIAK = TOTPPPLPPPPP

NPUMEBLUBATU HA HOBY PEY CBE NIOK C€ HE AOOMje ped

O0NUKa o+ -+ 0p -+ pPKOJy Tpeba MPEHETHU y IPYTY eTaIly

oOpare.

2. Ilocteneno u3z0auuBaTH MApOBE CYCEOHUX CIIOBA

0, DOK TOA je To moryhe. VYKOIMKO ped KOJy TpaHc-

dopmHILIEMO HE CAIPXKU CIOBO p, TOCTYNAaK TpaHCHOP- aaapppppppp
Malgje je TOTOB M u3nas je A unu 0. YV CynmpoTHOM = TPPPPPPLPP
pobuhe ce ped jemHOT OO OONMKA p::-p WU TP -+ p

KOJy Jajbe Tpeba TpaHchopMuUcaTH y eTanu 3.

3. IlocrenmeHo M36aIUBaTH TPOJKE CYCEIHUX CIIOBA O,  _ zMPP)ﬂPP
ok roj je To moryhe. Ha xpajy, moOujeHa ped campxu  _ U%)P/

Ha]BHULIE jeIHO CJIOBO ¢ U HE BUIIE O IBa CIOBA p.

OcTaje jom ga ce MOKaXe a Cy CBaKe JIBe CBEAeHe peur mehycoOHOo
HEEKBUBAJIEHTHE.

Haume, y cBUM IOIMyCTUBUM 3aMeHaMa Opoj MOjaB/bUBaA CIIOBA 0 HA
JIEBOj CTPaHU M OpOj MOjaBIbUBAA CIIOBA 0 HA JIECHO] CTPAHU Je UCTOBPE-
MEHO MapaH WX UCTOBPEMEHO HemapaH. 1o 3Hauu [a je MmapHoCT 6poja
OjaBJbUBAA CIIOBA 0 UHBApUjaHidia 34 ,,J1aHle" ekBuUBaeHIMja. Oasie
TUPEKTHO CIeIM Ja HeKa CBeieHa ped Koja CalipXKHu CIOBO 0 HHjE €KBUBA-
JIEHTHA HUjeQHO] peYM KOoja He CaIpiKU CIIOBO 0.

Tparame 3a UHBAPHjaHTOM ITOBE3aHOM Ca CJIOBOM p j€ KOMIUIUKOBAHM]E.
Hajmnpe, nmpuinkom TpaHchopMUcamha Pedr 10 OMUCAHOM ITOCTYNKY youa-
BAMO J1a je TOpeN TMOojaB/bUBAMKA CIIOBA £ Y PEUU KOJY TPAHC(HOPMHUILIEMO
BaXKHO M KOJIMKO CJIOBA 0 CTOjU M3a (JIECHO OJ) TOT CIOBA p. Y3MHUMO J1d
je ,,TeXMHA® TI0jaBJPMBAMGA CIIOBA £ Y PEuM CTereH 6poja 2 6pojeM ciosa
0 KOja ce Hajase u3a (ecHo of) mocMaTpaHor cioBa p. [lop p-wwiesrcurnom
peun noapaszymeBahemMo 30Mp TeXWHA CBUX I10jaBJbUBAMa CIOBA p Y TOj
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pedn. YKOJIMKO ce y PEUd He TOjaBibyje CIOBO p WeHa p-iliexcuna je 0. Y
HapeaHOo] Tabenu JaTo je HEKONIMKO MpuMmepa ogpehuBama p-illescuna HEKUX
KOHKPETHUX PEUH.

L peu P-iedHCUna peunu
coappopoppp | 22 +22 21 420 120 4 90 =13
TPPPPP 2V +20 420420420 =15
oo 0 o
A 0

Huje Tenko youuTy 1a ce TPUMEHOM NPABUIIA PO = 0 PP HE MEHbA P-IeIHCUHA
peur. JIAaKoO 3aK/by4dyjeMO W TO Ja je HAKOH NMPUMEHe MmpaBuia ppp = A
OCTaTak IIpU JeJbeY p-iliesicure NTOOUjeHe peun ca 3 jeTHaK OCTATKY IpH
OCIBEEbY Ca 3 p-iliedcure PeUr Ha KOjy CMO TIPUMEHMIIN OBO NpaBuio. Jlakie,
OCTaTakK IPU OeJbCY p-lliexculle ca 3 je jeaHa MHBapHjaHTa 3a ,JTaHLE™
eKBHMBaJCHIHja. 3aT0, p £ A, p # pp, 0 F 0p ¥ TaKO Hajbe.

Jlakie, cBaka pey je eKBUBAJIEHTHA j€IHO] OJT LUECT HAOPOjaHUX PEUH, TE
Cy JIBE peuM eKBUBAICHTHE aKO M CaMO aKO C€ CBOJIC Ha MCTY CBEJICHY pey.

AKXO HEKO HE BUAM CMUCAO0 U3JI0XKEHOT Mpo0dieMa peurd U HeroBy BE3Y
ca MaTeMaTUKOM, €BO KOHKPETHOT MpuMepa KOjH Aaje 3HAYEHE YIIPABO
OIIMCAHOM PAYyHY ca peurnMa.

Pauynn. Behunu je pauyn mpa aconujanuja Ha MaTeMaTHKy. AKO
3aHEMApUMO YMbEHHULY Aa BehnHa MuCIu camo Ha pauyH ca OpojeBuMa,
Moxemo pehu 1a je acoumjamuja yriaBHoOM nodpa. JlaHac, mopen pauyHa
ca OpojeBUMa, MOJIEpHA MaTEMATHKA OOUITYje PAUyHUMA Ca PA3HUM APYTUM
o0jexTuMa. Tako, pauyHa ce ca ,,MCTUHOM U ,,HEeUCTUHOM®, T A —L =T |
pauyHa ce ca ckynosuma, ({1,2,3}N{2,3,4})\ {2} = {3}, ca pyuxunjama,
(2%)" = 2z, 1 Tako Have.

UcnocraBiba ce 1a Je yBOheme CBAKOT HOBOT MATEMATHYKOT pauyHa
NPEACTaBIbA0 BEMMKHU KOPaK HAMIPEA Y UCTOPU]U YOBEUAHCTRBA.

Tako, MpBU KOpAK HaIpe NPEACTaB/ba 3aMEeHa PauyyHa ¢a KOHKPETHHM
cTBapuma (oBliama (,,JIB€ OBIIE U [IBE OBIIE CY YECTHUPH OBLE"), 1eOIMMa | CI1.)
Pa4YyHOM ca (ANCTPAKTHUM CTBapuMa) OpojeBuma (2 + 2 = 4)!

IIpaBa peHecaHca MouMmpe Kajaa je padyyH ca pUMCKUM OpojeBUMa 3a-
MEHEH PaYyHOM ca OpojeBHMA 3alMCAHUM Y MO3UIMOHOM CHCTEMY (KOjH
KOPUCTUMO M JaHac). llokyiajre ga oTKpujeTe MOCTynak cabupama Wi,
naK, MHOXema [Ba Opoja 3anucaHa Ha pUMCKM HAUWH (HapaBHO, PE3YNITAT
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Tpeba fa Oy/e 3alicad Ha PUMCKY HAYUH U OPOjEBU Ce HE CMe]Y TIPEBOIUTH
y NO3UIIMOHU CHUCTEM).
Hayka je y XVIII Bexy mouena g4 ce pasBujd IO J0Tajga HecayheHux
pa3mepa Kaja je OTKPUBEH TaKO3BaHU JAu(epeHnja HO-UHTEerPATHN PAYYH.
Otkpuhe pauynapa ayryjemo, usmely ocranor, u bysosom pauyny (ca
,»ACTUHOM"* U ,,HEUCTUHOM ‘) U pauyHUMa KOJU Cy HAKOH IbeTa PA3BH]CHH.
Pauyna ce u y reometpuju!
Jenan pauyn y reomerpuju. Heka je ABC jeqHakoCTpaHUYaH TPOYTao U
O meros nieutap. IlocmaTrpajmo cienehe Tpanchopmanmje (Tako3BaHe U30-
METPHUjCKe) KOje 0Baj TPOyrao ,,lipesone” y camor cebe [pedje o cumemmpujama
jeHAKOCTPaHUYHOT Tpoyrial:
® OCHE CUMETpHje y OLHOCY Ha TIpaBe Koje %
caape JeOHO TeMe TPOYTJia U HETOB LEHTAp,
U r q
® poTalHje y CMEPY CYIPOTHOM KpeTarby
Kaszajbke Ha caTy 3a yrao onx 120°, 240° umum
360° oxo nentpa O. B » ¢

[TomTo je cBaka ol OBUX TpaHchopmalivja IMOTIYHO oJpeheHa cnukama
temeHa A, B u C, nmamo:

A B C A B C
SPZ<A C B>>5q2<c B A)’
A B C A B C
ST:(B A C)aRO,HOO"‘(B C A))
A B C A B C
RO,24O°: < C A B>7RO,360°: < A B O)

Bynyhu na je cBaka cumeTpuja maTtor Tpoyria oapehena ogrosapajyhiom
TpaHCc(OpPMAIMjOM FErOBUX TEMEHA, Te Jia ¢y mobpojaHe cBe MoryhHOCTH
U30METPUJCKUX TpchcbopMaqua TEMEHA, 3aKJbY4yjeMO 1a CMO HaOPOjaIH
cse Moryhe cumeTpuje OBOT TPOyIJia.

BaxHO je MPUMETHUTH J1a C€ OCTBAPUBALEM OMIIO KOJUX IBE]Y CUMETPH]a
JaTor Tpoyria Takohe nobuja Heka cuMmerpuja. Ha mpumep, pe3ynrar ase
y3acTonHe porauuje 3a 120° je porarmja 3a 240°. Ak0O HaKOH CUMETpPHUJE Y
OITHOCY Ha MPaBy p MPUMEHUMO poTalmjy 3a 120°, ToCTUkKEMO UCTO Kao Aa
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CMO IIPUMEHUIU CUMETPU]Y Yy OTHOCY Ha 7, U Tako Habe. Ha oBaj HauMH
IONIa3UMO 0 paduyHa ca TpaHchopmamjaMa o 1200 © Ro 1200 = R0 2400,

Ro 120008, = Sp, §p08, = Ro 3600 - -

., UMjy OCHOBY UMHU KETOBA ,,illa0aUYd

MHOCEIbA.
o | Rogee Rouze Rogwe S, S, Sy
Rose0c | Roseoe Roaze Rozae  Sp Sy S,
Roi200 | Rojzoe Roza00 Ro 3600 Sy S, Sp
Ro2400 | Ropaoe Rozssoe Ro,i200 S, Sy S,
Sy Sp S, Sq  TRogee Ropae Roi2oe
Sy Sy Sp S Rojze Rogseoe Rod00
Sy Sy S, Sy Ro2400 Ro200 Roze00

W xao mTo CMO HAaBUKIM y pauyyHHMMa ca OpojeBMMa, M OBOTa IyTa

MOXEMO:

® U3PAaYYHABATH BPEIHOCTH CIOKEHUUX U3paza S, 0 Sy, Sp 0 (S50 S;),
(Sq 0] Sq) O RO)lQOO, (RO}Q;LOQ O Sp) O (Sq O (Sq 0] RO,IQOO)) sy

e perraBaTh jeqHadnHe Ro 2400 © X = S, Rogae 0 (X 0 X) =S, ...

® OTKpHUBATHU anre6apCKe 3aKOHUTOCTH.

VY u3pazuma MOKEMO 3aHEMAPUBATH (M30ALIMBATH, WY MAK IIpe-
MEIITATH) 3arpajie Oynyhu ga 3a npousBojbHE TpaHchopMalrje
X, Y, Z saxu jennaxoct X o (Yo Z) = (XoY)oZ—mMareMaTu-
YKUM JE3UKOM, Ollepalluja o j& acoyujaitiueta,

Kako Ko 3600 ,,HE MEHa HUINTA, OHA J& HEYWpAIHU eleMeHil,
TO jecT 3a cBaky TpaHchopmanujy X je X o Rposepe = X H
Ross0e 0 X = X,

3a cBaky TpaHchopManujy X IOCTOjU HOj MHBEP3HA Y, Tj. OHA
ca KojoMm Tpanpopmaimja X naje HeyTpanHy, X o Y = Ro 3600
uY o X =Roze0e,

TpaHchopMaljaMma He CMEMO MEHATH MECTa y U3pa3uma, OIHO-
CHO oIepalnja o Huje KomyTaTuBHA (S, 0 Ro 1200 # Ro 1200 0Sp).

Yecto ce ITpyu MUCamwy U3pasa, jCﬂHOCTaBHOCTH paan, N30CTaBJbd 3HAK

ornepauyje.

AKO TO ypaguMmo y HallleM padyHy ca TpaHchopmaluujama,

u3pasu he OykBamHo mocraTH peun Hanx aindaberoMm S,, S, Sr, Ro 1200,
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Ro 2100, Ro 3600, JOK HAM JaTa TaOMUIA Y CTBAPY J1aje CIIMCAK JTOMYCTUBHX
Tpanchopmannja: Ro 300 Roz600 = Ko seoe, RozeocRoi200 = Roji200,
Ro 00 Ro 2400 = Ro 2400, -

IIpoGJiem peud U pauyH ca cuMeTpujamMa Tpoyria. AKO ce caMO Majo
00Jbe yIyOUMO y padyH ca TpaHchopmauvjama, MpuMeTuheMo ga ce moMohy
Sy M Ro 1200 MOTY M3pa3uTH CBe ocTasle TpaHchopmaiuje. OcraBbaMmo
YUTAOLMMa A CE Y OBO CaMU yBepe:

RO,QAOO = RO,120° % Ramoo, Sq = Sp % Ro,moo, .

OBa unmeHulla HaMm oMoryhasa jla 3HauajHO MOjeHOCTABUMO HaIll pa-
uyyH. TomnojenHocTaBbeme he 1aTh KOHKPETaH FeOMETPHJCKU CMUCA0 HAllleM
pauyHy ca peunma Hal {0, p}.

— ITowrro Tpa"chopmauuja Ro 3600 HUILTA HE MEHA MOXKEMO j€ Ha3BaTH U
,»TIpa3sHOM"* TpaHchOPMAIN]OM U UACHTU(GUKOBATH je ca Ipa3sHoM pedjy A.
— Osnake S, ¥ R 1200 3aMeHUMO KpahiuM p U 0, penom.

V3 oBe HOBE O3Hake uMaMo na je co = A, ppp = A u po = opp. Beh
HacnyhyjeTe fa je ceaxa wparcghopmayuja jegra 0g céeqgenux peyu!

ITpoOsaem peun u matematuka. [Ipobnem peun, HACTA0 y HEKMM CITELIU-
jaTHUM JENOBUMA CaBpPEMEHE MaTeMaTHKe, TaHAC JalleKo TIPeBa3uila3u OK-
BHPE OBE MaTEMATUUYKe JUCLIMIUTMHE U UMa BEJTMKO U TEOPU]CKO U MPAKTIUHO
3HAYCHC.

Ha xpajy, npumeTuMo Aa je OomumTH npodsemM pedyu y OJMCKO] Be3U ca
pa3HUM MaTeMaTHUKUM TeopHjama. CBaka MateMaTudka Gopmyna je 3a-
MPABO pey 3alMcaHa MoMOoNhy HEKOT roceOHoT andadeTa (KOju CaapKu Cl10Ba,
3arpajie, O3HaKe 3a OpojeBe, O3HAKE 3a JIOTHYKE ONepaluje U TAKO [1ajbe),
T€ MOCTYMAaK U3BOhEma MOCIeAUIIE U3 HEKE TPETIIOCTABKE MOXKEMO OIUCATH
Ka0 HU3 MPeoOMKOBAKbA PEUYM Ha OCHOBY HEKAKBUX TO3BOJHEHUX 3aMeEHa
KOje ¢y, NaK, Y CKJIaAy ca YuHO8UMA TOTUYKOT 3aKJbYUUBAA.

204+3=T=2x=T—-4d=x=4:2=z2=2

n—oo N mn

1 1
lim — =0 = (Ve > 0)(dng € N)(Vn = ny) (— < 5>

mn

= —(Je > 0)(Vny € N)(3n = ng) (i > 5)
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Mauiu nojMOBHHMK €A MOHEKUM PUMEpPOM

CKVII. JaHac ce MO HAj3HAYAJHUJUM M OCHOBHUM MAaTeMaTUUKMM O0jeKTHMA
noJpa3yMeBajy ckyiosu. Jla je 3aucta Tako CBEAOYE U YMHLEHHULIE Ja TaHAC CKOPO
Jla He TOCTOJU MAaTeMATUYKU TEKCT Y KOME Ce, Ha OBAKAB WUJIM OHAKAB HAYMH, HE
nomMume ckyn. Takobhe, CKOpo cBa MaTeMaTHuka TBphewa, y HajlIMpeM CMUCIY,
3arpaBo U3pa)kaBajy HeKa CBOJCTBA CKYIOBA.

N3jennayaBame MaTEMATUKE C4 TEOPUJOM CKYTIOBA, Y3 U3BECHE U3Y3E€TKE, MOXKE
ce CMaTpaTu TJIAaBHUM CMEpOM KOju je Marematuka y3ena y XX Beky. Ckopo
je Hemoryhe Hahu KUy YUCTO MATEMATUUKOD Calpxkaja KOja He KOPUCTH Je3UK
TEOpPH]e CKyIoBa. Y TOM CMUCITY, CKYTIOBH Cy ITPECEKIIN TPAHUIIE KOj€ Cy pa3iBajalie
TCOMETPH]jY, APUTMETHUKY, JTOTHUKY, AHAITN3Y, anredpy UuTd. [ eoMeTpujcku 00jexTH
(npase, paBHY, OY>XH, KPYXXHULE, KPYTOBU) ITOCTATM CY CKYNOBU Tayaka. Yak cy u
OpOjeBH TTOCTAIU CKYITOBH.

NHTYUTUBHO, CKYIIOBH OJICIIUKABA]Y
WJe]y OKyIUbaka HEKAKBUX CTBADU Y
LEIVHY, T€ j€, CIOOOOHUJE DPEYEHO,
CKyNIl ,MeHTalnHa Bpeha HamymeHa
HEKHM CTBapuma‘‘.

EJEMEHTU U TIPUNTAJAIBE. CBaka o1 CTBAPU KOj€ UMHE LIEJIMHY Ha3BaHy
CKYIl Ha3uBa Ce enemeniii TOT ckyma. Jla je x eneMent ckyna X nume ce ¢ € X u
quTa ,,T je eneMeHt ckyma X uau ,,x npunaga ckyny X . Ckym je onpehen axko
je mo3HaTO Koje eneMeHTe caupxu. Jla z Huje emeMeHT ckyma X o3HayaBaMo ca
r g X.

TMPA3AH CKVII. 3a ckyn je npornamena u ipasua ,MeHTanta speha®. OBa]
CKYII, KOju HEMa eJIeMeHaTa, Ha3uBa Ce ipasar cKyd u o3Hauasa ce ca ().

JEAHAKOCT CKVYIIOBA. Tlotnyny oapeheHOCT HEKOT CKyIla CBOJUM €JIeMEH-
THMa M3pa)kaBaMmo JeUHUIM]OM JeAHAKOCTH Ba CKYIIa: JeJ(HAKH CYy OHH CKYIIOBU
KOJU UMa]y UCTE eJIEMEHTE.

3AJABAIbE CKYIIOBA HABPAJAILEM EJIEMEHATA. HajjenHocTaBHUU
IIPUMEPHU CKYITOBA CY OHM KOjU UMajy ,,Mallu" OPOj eleMeHaTa 1 Koje, 3aT0, MOXKEeMO
3a[1aTH JeHOCTABHUM HaBOheHmeM BEeroBUX eJleMeHaTa H3Mel)y BUTHYACTHX 3arpaga
{ } (omBajajyhu enemente 3ape3nma yKOIMKO MX MMa BUIIIE O jeanor). Taksu cy,
na mpumep, {0}, {{0}} {{0}}, {0, {0},{0,{0}}}, {rauno, nerauno, neompeheno},
{a,e,i,0,u}, ... Y oBuM cCiyyajeBUMa je CACBUM jeJHOCTABHO TMOTBPIMTH WM
omoBpruyti oxnoce € n =: O € {0}, 0 # {0}, {0} & {0}, {0} € {{0}},
{a,e,%,0,u} = {u,a,i,e o},...

CUHIJITOHU. CUHTATOHM CYy CKYIIOBM KOJU CaIp)Ke CaMo jelaH eJeMEHT:
{0} — cxym umju je jenunu eement npaszan ckym, {{0}}, {{{0}}}, {x}, {a}, ...
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MAPOBM. [1aposu Cy CKynoBH Koju uMajy aBa pasnuuuTta enemenra: {0, {0}},
{on, oft}, {Tauno, nerauno}, . ..

OITEPATOP OKYIIJbAIbA. KoMmimukoBanuje CKyIoBe, K0je He MOXKEMO HUKAKO
3aJ1aTH ,,€JIEMEHT I10 €JIEMEHT , YaK M Kaja ,,3HaMO " 1a Cy KOHAYHU, Hajuenthe 3aa-
JEMO HaBOhEmEM caMo cgojcitiéa TOMONY KOJer Of1BajaMO Y CKYIl CTBApU KOje nMajy
TO CBOJCTBO OJf OHUX KOje ra Hemajy; Ha MpUMep, CKYIl CBUX KHUTa 00jaBJHEHUX
y XX Bexy. OBakBM CKYIIOBU CYy JOBeJIH 10 yBOherma ,,oneparopa OKyIbara“
{x | S(x)} auje je 3HaUerE: ,,CKYI CBUX CTBAPHU KOJ€ UMA]y CBOJCTBO (0COOUHY) S*.
Ako ca S(a) 03HaAUNMO YMILEHUILY 14 ,,a uma ce0jciieo S, onma

a € {z|S(x)} axo u camo axo S(a).

Waxo HaMm ce MCIpBa YMHM 1a Ce 3a/laBambeM OUI0 KOT CBOjCTBA MOXe (GOPMUPATH
CKYI 00jeKaTa KOji UMajy TO CBOJCTBO, UITAK OBAKBO OKYI/barhe HUjE YBEK U3BOIMBO.

PACEJIOB ITAPAJIOKC. TTocMaTpajMo CBOJCTBO S ,He Ouitiu cam cebu ene-
meniti* nHeka je X = {x | € x}. Haxie, X je ckymn cBUX ofjexaTa T KOJU HUCY
camu cedu eneMeHTH. Ilpema T3B. 3aKkoHy uckmyuerva wipelieZ, 3HaMoO 1a je CBaKu
00jeKaT WIM eIeMEHT caMoT cebe WK TO Huje; oBO Baxku M 3a X: wn X € X win
X ¢ X. Melhyrum, ako X € X, onza oH uMa CBOJCTBO KOje MMA]y CBU HETOBH
enementy, na X ¢ X mro je Hemoryhe. ¥ cnyyajy na X ¢ X, oHjia OH ©Ma 331aTO
CBOJCTBO Ia MOpa npunagatu camom cebu, 1j. X € X wro je oner Hemorylie.
[Tpema ToMe, 00O€ MPETIOCTABKE, & jeIHa MOpa OUTH TauHA, BOAE Y IPOTUBPEUHOCT!

OBaj mapaJOKCalIHU pe3ynTaT 30Be ce Pacenog dapagokc y 4acT eHITIeCKOT (huso-
30(ha u MaTeMaTnyapa bepTpanaa Pacena xoju ra je moyetkom XX BeKa U3BEO U3
pajoBa ocHuBayva Teopuje ckynosa [l eopéa Kaniwiopa. I1peTxoaHu IpuMep, a MOxe
Ce HATNPaBUTH jOLI CIUYHMX, YKa3yje a Halla MHTYMIIMjA ¥ Be3U ca CKYNOM HHje
TIOY3/aH BOJMY Y OBOj OOIACTH, T€ je TOTPeOHO MPELM3HO OAPEIUTH NPaBUIa Tpa-
hewa ,mcnpaBHUX ckyrmoBa. MMa BHIIE OCHOBHMX IPMHLMIIA Koju oMmoryhasajy
Ja ce rpaje HOBU CKyInoBu of Beh nocrojehux.

HAMBHA TEOPUJA CKVIIOBA. Peu je 0 ,,lIONMyakKCHOMATCKOM® TIPUCTYILY
M3JIararba OCHOBHUX KOHIIETIaTa Be3aHMX 3a CKYIIOBE, KOJU heMO ¥ MU OBOM IpH-
JTMKOM YKPATKO U3N0XUTH. OBaKaB IPUCTYII je IPpUIAroheH HajluupeM KpyTry unTa-
JaIa 3a Koje ce, HapaBHO, NPETIIOCTaB/ba Aa MOCeAy]y yoOudajeHo ,,JbyacKo®, uH-
TYUTHBHO, pa3yMeBambe LITA je CKYT, Y3 ,,HAllOMEHY" 1a U CKYIIOBM MOTY OMUTH
eJIeMEeHTHU APYTUX CKYIIOBa.

U3IBAJAILE. Axo je X Heku CKyII, TaAa MOCTOJU CKYI KOJU CaApPXU CaMO OHe
eJieMeHTe cKyra X KOju 3aI0BO/bABA]Y HEKO YHAIIPE 331aTO CBOJCTBO.

Cnoboanuje peueHo, oMoy HEKOT CBOJCTBA MOXEMO M3ABa]aTH eIEMEHTE CAMO
w3 uexor Beh mocrojeher ckyna. Ca {z € X | S(z)} o3HauaBamo CKyn CBHX
eneMeHaTa ckyna X KOju MMajy cBOjCTBO S. Ha mpumep, axo je 3a7aT HEKM CKYII
X,ranaje X ={ex € X |z =z} nul = {z € X |z # z}. I'pybo rosopehu, cBaxo
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CBOjCTBO OJpelyje jelaH Jeo, TAKO3BAHU MOACKYII, HEKOT 3aaTOr CKyrna (BUIETU
HapeIHU 10jaM).

Uneja oxymbama Kojy cpehemo xoxa PacenoBor mapamgoxca oBora myta Hac
JOBOIY IO TBPAME [a He MOCTOJM CKYIT CBUX cKyroBa. Hawmwme, 3a cBaku ckynm X
IIOCTOj¥ CKyNl A KOJU My He npunajd. 3aucra, Heka je X NMpOU3BOJbAH CKYI U HEeKa
jeA ~{r e X |z¢a} MNakne,a € A akoucamo ako a € X u a ¢ a. Ako
ou A € X Ouno tayHo, 106MIN OHMCMO KOHTPAIUKIIN]Y (CTaB/bambeM A YMECTO a
NPETXOIHY EKBUBAIECHLN]Y). 3akibyyak je jeqnocraBan — A ¢ X.

IMOJCKYVIL 3a cxyI Koju je 06pa3oBaH 0j HEKKX ejleMeHaTa JaTor ckyma X,
Kaxe ce na je dogexyid on X. IlpeuusHuje, ckyn A je dogexyin ckyma X, y 03HALU
A C X, yrkonmuko cBaku eneMeHT ckyna A Taxole npunama u ckyny X. OmHoc
o3HaueH ca C HazUBa Ce UHKAY3Uja UMK ,,0MTH MOACKYIT. ,, JIornyHOM® aHanu3oM
NebUHUIM]e HHKITY3Wje (3arpaBo mweHe GopMyTaliyje), 3aKbyuyjeMo Ja je CBaKH
ckym mozckyn camor cebe: X C X, 3a caxu ckyn X. Takobe, ako je X C Y u
YCX,onmajeu X =Y. I3 X CYuY C Zcuequ X C Z. Ilopen oBux
YULEHNLIA, BXHO Je uctahu u na cy dputiagarve () 1 unkiysuja (S) KOHLENTYATHO
BEOMa Pa3INYUTe CTBAPH.

I[MPECEK U PA3JIUKA. Ilpunuun u3gBajarkba aM oMoryhaBa u aa yBegeMo
CKYTIOBHE OIlepalltje MO3HATE KAO fpecek U pasiuka 0yayhu na cy To CKyIoBU Koje
onrosapajyhe CBOjCTBO M3/Baja M3 HEKOT 3a0aTOT cKyra. Ilpecek ckymosa X uY je
cKyt, y o3Hamm X MY, KOJU CafipKu caMO OHe efleMEHTe KOJU IIPUMAndjy U jeTHOM

U IpyTOM CKYIly ¥ IpYTHUX exeMenaTta Hema; X MY def {re X |zeY} Moxeun
x € X nx €Y}, Pasnuky ckyna

def def
XNY E{zeY|zeX},xaouXnY = {z
def
X onckyna Y osHauaBamo ca X \ Y npedummmemoca X\Y = {r € X |z ¢ Y.
Crnenelie ocoOMHE jeAHOCTABHO Cllefle U3 caMux JeUHNIM]a YBEAEHUX Ornepa-
1yja. 3a mpousBosbHe ckynose X, Y u Z

e XNX =X, e XNOH=40,

o XNYCX, XNYCY, o axkojeZC XuZCY, ongajeZ C XNY,
o X\ X =10, e X\0=X,

e D\ X =0, e X\YCX.

KOMIUIEMEHT. CrneuyjatHo, pasnuka cKyla O HEKOT HerOBOTI IOJACKYIa
Ha3uBa ce Kominemenisi Tor noackyna. Axo je A € X, ckyn X \ A ce nHasusa u
Kominemeniti ckyna A y omHocy Ha ckynm X. VKOJMKO je jacHO 0 KoM ckymy X je
pey, yecto ce kKopuctu o3naka A€, Tako, ako cy A u B npoussosbHu MOACKYIIOBY
on X, oHna je:

o (A9)° =4,
e ako je A C B, onpa je B¢ C A
[Akoz € B, tanaz ¢ B,maxakoje A C B,cnemupgaz ¢ A, 1j. © € A°)]
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INAP CKYIIOBA. Axo cy A u B Hexu ckynosw, onza je u { A, B} CKyI v 1eroBu
jeanHu eneMeHTH ¢y ckyll A m ckyn B. CreudjarHo, 3a CBAKU CKyIl A TOCTOJU 1
curnronn { A}; {A, A} = {A}.

YPEBEH ITAP. ITpeTxoanu NpuHIUI HaM oMoryhasa ga yBeaemo rojaM ypehe-
HoZ tiapa — ,,00jeKTa KOju YMHE HEKe OBe CTBAPH, IPU YeMy 3HaMO Koja je ‘npsa’
("nieBo’ HaBeneHa) M koja je “apyra’ (“mecno’)‘. byayhu ma je ypehen map onpehen
YKOJIMKO CY HAM ITO3HATH eJIEMEHTH KOjJU Ta UUIle Ka0 ¥ KOjU je O HbUX IPOIIalleH
3a 'nipBu’, ypeheH nap z u y Mokemo nedunncary xao ckyn {{x}, {z,y}}.

TEOPEMA. {{a},{a,b}} = {{z},{z,y}} akoncamo akojea =z ub=y.

Jokas. («—) Axojea =z ub=y,onnaje {a} = {z} n{a,b} = {z,y}, naje
{{a}.{a,0}} = {{z},{=,y}}.

(—) Axo mpernocrasumo na je {{a},{a,b}} = {{z},{x,y}}, 1j. na osm
CKYITOBH MM4]jy UCTE eJIEMEHTE, TOCTOje Be MOIyhHOCTH.

[psu cnyyaj: {a} = {z} u {a,b} = {z,y}. U3 npse jennaxocru cneam na je
a = x,aTaga u3 Apyre u ga je b = y.

Hpyru cnydaj: {a} = {z,y} u {a,b} = {x}. Y3 npse jenuaxoctu creau jaa je
a=zx=y,auzapyrenajea =>b=x. Jakne,a =b=x =1y. O

Vpehen sap {{a},{a,b}} ce gecro xpahe oswauasa ca (a,b); enement a ce
Ha3MBa “pea, a eneMenT b gpyza koopguiaina ypehenor napa (a, b). W3 nperxomane
Teopeme ciean aa je: (a,b) = (z,y) akko a = x u b = y. [pumernmo aa y ciydajy
naje o # b, onna je (a,b) # (b, a), nox je {a,b} = {b,a}.

YPEBEHA TPOJKA. Vpeheny Tpojky nepunuiuemo ca (a, b, ¢) der ((a,b),c).
Huje rewko yountu ma je (a,b,¢) = (x,y,2) akon camo akojea = 2, b = 1,
¢ = z. AHaynorHo ce nepuHULIy ypeheHne yeTBopkKe, MeTOPKE U TAKO Aajbe.

JEKAPTOB ITPOU3BO] CKYIIOBA. /lekapToB MPOou3BOI 1Ba ckyria X n Y,y
osnamm X X Y, jecte ckyn cBuX ypeljeHUX mapoBa dja MpBa KOOPAUHATA TPUITA[a
ckyny X, a npyra koopaunata ckyny Y, 1j. X X Y dcf {z,y) |z € XnyeY}

Awnanorso ce aedbunmny u JlexapToBM NMPOM3BOAU BHLUE OX aBa ckyna. Ha
npumep, X X Y x Z def {(z,y,2) | x € Xuy € Yuz € Z}. Cneunjanso,
JlexapToBH MPOM3BOAM NCTHX CKYITOBA Ha3uBajy ce JlexapTosu crenenu u kpahe ce
osnagaBajy: X x X ca X2, X x X x X ca X utn.

YHUJIA CKYIIOBA. Yuuja ckynosa X u Y, y osHauu X U Y, jecte ckyn xome
IPUIIAA]y CBU €JIEMEHTHU CKyITa X ¥ CBY €IeMEHTH CKyrna Y M JApyrux elleMeHaTa y

XUYHCM&;XUYdéf{ZE|ZL’€XI/IJIHx€Y}.

o {zjU{y}={z,9}, ¢ XUX=LX,
e XUD=LX, e akojeXCZuY CZ onmajeXUY CZ.

Yomure, ako je A HEKU CKYI UMjU Cy eIeMeNTH CKYIOBU, oHaa je UX ckynm kome
IIPUIIAIajy CBY €IEMEHTH CKYTOBa U3 X ¥ APYTHX eleMeHaTa TTOpe OBUX HEMaA.
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IAPTUTUBHU CKVYII. IMaptutusayu ckyn ckyna X, y osnamu P(X), jecre
CKYIT CBUX TofCKyIoBa ckyma X, 1j. P(X) def {z ]2z C X},

NPUHIUIIN JEOUHUCAIbLA CKYITIOBA. CBe nehunuivje HaBeAeHUX 110j-
MOBa, II0YEB OJ IIOjMa ,,U3/IBajarbe’, MOXKEMO CXBATUTH KAO TPUHIMITE W3TPAHbe
HOBUX cKymoBa on Beh nmocrojehinx. Tako, nmonasehu o jeqHOT CKyIa, HA TPUMED
NPa3HOT, MOXEMO Ha OCHOBY OBMX IPHHLUMIIA U3LPAJUTH HEOTPAHUYIEHO MHOTO
HOBHX:

0,{0,0} = {0} = PUD}) = {0,{0}} = {07 U {{0}}, P({0.{0}})..
{z € P({0,{0}}) | @ € a} = {{0},{0,{0}}} = ({0}, 0)..
{0} > {0, {0}} = {(0,0), (0, {0})},...

OYHKIMNJIE (umn IIPECIIMKABAIbA). OHO 1ITO je MOXOA HAJBUILE YTULIAIO
Ha CKYIIOBHO TEOPHJCKH , M3TIIeA"* MATEMATUKE JECTE€ YUNHBEHUIA 1A j€ U YCIIOCTaB-
Jbame Be3a Meljy CKymoBHMMa Takohe pernpe3eHTOBaHO HEKUM CKyrnoBuMma. Hanme,
NOMeHYTe Be3e cXBaheHe Cy Kao ipugpyrcusarsd K0ja CBAKOM €JIEMEHTY HEKOT CKYTId
JIOJIETbY]Y TAYHO je1aH eJIEMEHT HEKOT APYror CKyIIa.

Yoauupame
@ @ Kymmne — _— T~ " Kymyje
1 >H

3=7‘\ : b
@ @ = R ¢ I L4 e : %-cv

a

Venocrasibawe Bese namehy ckyna A = {1,2,3,4} n ckyna B = {a,b, ¢},
IPUKA3aHO Ha IPETXOHO] CIMLM, IPEACTABbA IPUMED jeAIIOT MpecirKaBama A y
B. Axo 0BO npeciMKaBambe 03HAYMMO ca f, OHJa Ta yMECTO CIIMKOM, MOXEMO U
kpahe omucatu crenehuv 3amucom

) 1 2 3 4
f_(ba,bc>'

CKYNOBHO OKpYXeHe HaM ,,HaMehe aa u f cXBaTHMO Kao CKYIT:

f = {(1’ b)? (2’ a’)’ (3’ b)> (47 C)}

Tako, ckyn f je npecnukaBame (dynkuwja) ckyna X y ckyn Y, y o3HAIM
f: X — Y, ykonuko cy ucnymena crneneha nsa ycnosa:

DfCXxY,

2) 3a cBaKM €neMeHT T M3 X NOCTOjM TAYHO jelaH eeMenT y U3 Y Tako 1a
(z,y) € f.

Axoje f: X — Y, ckyn X ce HasuBa gomen, a ckyn Y xogomen byHxuuje f.
Yumecro (z,y) € f, najuernfie ce kopucTy o3Haka f(x) = y, anu je y ynoTpebu u

O3HaKa a:i>y. Haxune, y naseneHoM npumepy, numemo f(1) = b win leb.
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HapaBHo, CBaKOM €JIEMEHTY HEKOT CKYIla MOXKEMO JIOAE/bUBATH U eJIeMEHTe TOT
UCTOT CKyIIa, Tj. mocMaTpaty pyukimje f: X — X.

HATMOMEHA. VMa 1 OHUX KOJU CMATpajy 4 ce NPeACTaBbarbeM QYHKIM]A jea-
HUM ,,CTATHYKUM 00JEKTOM K20 IITO je CKYII I'y0e ,,0lepaTUBHU™ U ,, JUHAMUYKH
aCIICKTH OBOT KOHIIENTa, Te Aa je pyukurja cxsahena xao ckyn ypehenux napona
CaMO jeddaH TEOPETCKM MOJIENl MHTYUTUBHE UJIEje O OBOM IOJMY KOjU 1€ TTOKPUBA
HEerOBO TYHO 3HAUEHE.

UIEHTUYKO IMMPECIAUKABAILE. ®yukimja i1x : X — X pmepuHucana ca
ix(z) = x, asuBa ce ugeHmuuKo apeciuxasarbe cKyna X .

JEJJTHAKOCT ®VHKINJA. @yuxivje f : X — Y ug: X — Y cy jemnnaxe,
f = g, yxomuxo je f(z) = g(x), 3a cBaxu enement = u3 X.

CIIATAILE (KOMIIO3UIINJIA) ®YHKIUIA. Axoje f: X — Yug:Y — Z,
pynxumjago f : X — Y nedunucana ca go f(z) = ¢(f(x)) nasusa ce komiosuyuja
byuknnja f u g.

Axkoje f: X — Y, onmaje foix = fuiyo f=f.

1-1 ®YHKUMJIE wim UHIJEKUUAJE. Oyuknuja f @ X — Y je 1-1 dpyukuuja
WIIM MHjeKuMja, v o3Hauu f @ X = Y, ako 3a cBaka JBa eleMeHTa L1 U T JOMEeHa
Gynxumje f,u3 f(z1) = f(z2) cnemn na je 21 = xo.

HA-OYHKIUJIE nan CUPJEKIIMJIE. Oyuximja f © X — Y je na-pynkuuja
WK cupjexunja, v o3uauy f : X 5 Y, ako 3a CBaKM eleMeHT y 13 Y, 1oCToju
enement = u3 X taxo ga je f(x) = y.

OBOCTPAHO-JE/JTHO3HAYHA TITPEC/IIMKABAIA umu BUJEKIIUJE. OyH-
kumja f : X — Y je bujexyuja vnn 060Cupano-jegro3naqio apeciukagaive, y O3HaIm

1—1
f:X 1z Y, ykomuko je f 1-1 u na-pyHkIIHja.

Ha npeTrxoanoj cmunum npencraBibeHe ¢y hyHKLyje:
1-1
o f: A m B;
e g: B — C, xojanuje 1-1 dynxumja [¢(1) = ¢(II), I # I1] uutu je na-pysxumja
[b nuje crMka HMjeaHOT eleMenTa J0MeHa);
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e h: C — D, xoja nuje 1-1 dpynkuuja, anu jecre Ha;
e/ : D — E xojajecre 1-1 pyHkumja, anu HUje Ha.
Op oBUX HYHKIM]A MOKEMO ,,CIIOKUTHS JOCTA HOBUX, hyHKIMjy go f + A — C, npu
ueMy je, Ha mpumep, go f(1) = g(f(1)) = g(I) = a, 3atum dyuxuumje hog : B — D,
loh:C — E,(hog)of:A— D,(loh)o(go f): A— E, utako namme. A
KAPAUHAJTHOCT CKYNA. Mozyhnocia ycioctiiasmarsa bujekyuje n3mely nsa
CKYTIa CXBATa Ce KA0 UCHIOOPOJHOCHI TUX CKYTIOBA.
Kasxe ce na ckynosu X u Y umajy uctu Opoj enemMeHaTa WId Aa Cy UCTE KapIu-

HalHoCTH, y o3Hanu | X | = |Y|, ykonuko nocroju Gujexunja f @ X l;l_:fl Y.

[TPUMEP. [la 6BCMO YTBPOWIM Jla UMAMO jefiHak Opoj IPCTHjy Ha 00e pyKe, HE
MopaMo 6pojaTH IIpCTe Ha jeqHoj, Na Ha JpYyroj, na oHaa ynopehusaTy nodujene
Opojere. JOBOJHHO je TOCTABUTH IIAKE TAKO J1a Ce NOANPY]Y BPXOBU oroBapajyhux
npcTyjy (Ianal ca nanueM, KaXUIIpeT ca KaKUIPCTOM UTIL.), OHHOCHO YCIIOCTABUTH
000CTPaHO-jeIHO3HAYHO TpecuKaBame Mehy npcruma. A

YHAPHA OIIEPAIIUJA. Csaka ¢yuxumja F' @ X — X HaszuBa ce w yHapHa
otepayuja cxyma X .

BUHAPHA OITEPAIIMJA. Caka ¢pyukunja * : X X X — X Hasusa ce bunapHa
oiepayuja Ha ckyny X. Ha ckymosuma ca ,,MaiuM™ OpojeM ejeMeHaTa OUHApHE
onepanyje ce Hajuewhe 3aaajy Tako3BanuMm KejnujeBum tadbnumama.

TTPUMEP. Bunapuy onepaunjy * : {a, b, ¢} x{a,b,c} — {a,b,c} cxyna {a,b,c}
JatTy ca

*:<(a,a) (a,b) (a,c) (b,a) (b,b) (b,c) (c,a) (c,b) (c,c))

Q a b b ¢ Q a C a

npencrasbamo KejnujeBoM TabIuiioM.

Kapa je nepunncana 6GunapHa onepaiyja Ha HEKOM CKYITy, Tala
e pauynamo: (a xb) x ((cxc)xb) =ax*(a*xb) =axa=aq;
® PELIABAMO JEJHAUMHE: peluema jefHaunHe = x b = ccy bu ¢ (x = b = = ¢);
® TPAraMo 3a 3aKOHMMa KOje 3aJ0BOJbaBa JdTa oNepalvja: 3a cBaku - u3 {a, b, ¢}
Baxkn (zxx) xx = ((z*x) % x)* . A
KOMYTATUBHOCT. bunapua onepauuja * : X x X — X je komyinaitiuera
akojex xy =y*x,3aceerny us X.
ACOLIUIATUBHOCT. bunapua oneparyja * : X x X — X je acoyujaimivuena
akojex * (y*2z) = (x*xy)*z,3acBe,yuzus X.
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JUCTPUBYTUBHOCT. bunapsa onepauuja * : X x X — X je qucitipuby-
miuena ipeMa 6GuHapHoj onepatmju * : X X X — X akojex(yxz) = (xxy)*(1x2)
u(yxz)xx=(yxax)*x(zxx),3acsex,yuzu3X.

[TPMEP. Ha napTUTUBHOM CKYyITy OMJIO KOI CKyIla Ba)kHe OMHApHE onepaiuje
cy tpecex W ynuja. Obe orepaliyje Cy 1 KOMYTAaTUBHE U acCOIMjaTUBHE, W CBaKa
je mueTpuOyTUBHA IpeMa oHoj aApyroj: X N (Y U Z) = (X NY)U (X NZ)n
XUu¥YnzZ)y=(Xuy)n(xXu2z). A

TEPHAPHA OIIEPALIMJA. Cpaxa dynxumja G @ X° — X je wmepnapna
ouepayuja Ha X.

YHAPHA PEJIALIMJA. ,PaznBajame’ eremMeHaTa CKyla Ha OHE KOJU HMajy
HEKO CBOJCTBO U OHE KOJM r'a HEMAjy AOBOIM HAC JO jOLI jeIHOI BaXXHOT NMpUMepa
npecnukaBamwa. Hamme, 3a cBaku ckym X 1 CBAKO CBOJCTBO 0 MOKEMO Je(hUHUCATH
byuxumjy f : X — {rauno, Herauyno} Ha cnenehu Hauuu

flz) = TA4YHO, T 3aJI0BOJbABA CBOJCTBO O,
HETAYHO, I He 3aJ10BOJbaBa CBOJCTBO J.

QOnaBHoO ce 3a peuH ,,Ta4yHO" U ,,HeTaYyHO  yrnoTpedabaBajy peaoM 3Hauu | 1 L, a
y TIOCIIE,Iihe BpeMe CBe Bulle 1 3Hauu 1 u 0.

Ceaxa dyuxmuja f : X — {0,1} wasusa ce u ynapua perayuja Ha ckyny X.
IIpuMeTuMoO Ja cBakoj yHapuoj penauunju f : X — {0, 1} #a nexom ckyny X oaro-
Bapa TAYHO jefaH mweros moackyn {x € X | f(z) = 1}. Baxu u 0OpHYTO, CBAKH
nonckyr on X ompelyje jeaHy yHapHy penanujy Ha X, Oynyhu na oH ,,pa3aBaja‘
eJleMeHTe CKyra X Ha JBa JIejla: Ha OHEe KOJM NpHITafajy TOM IIOLCKYNY U OHE KOjU
My HE IIpunajaajy.

KAPAKTEPUCTUYHA ®YHKIIUJA. Axo je A moackyn ckyna X, onga ce
pynxumnja x4 : X — {0, 1} nedpununcana ca

1, €A,
XA(Z'>: 0 ng

HA3UBA KAPAKTHEPUCTIUYHA QyHKYuja TIONICKYna A.

=

. . b ¢ d e
IIPUMEP. Axo je X = {a,b,c,d, e}, Tama je X{apa) = ( 101 0 ),
a b c d e a b c d e

XW:(OOOOO)’XXZ<11111)"" =

[TpumeTnMO a Cy yHApHE pealitje U KapaKTepUCTUIHE QYHKLM]E, Y CYLUTHHH,
JeIMHO UCTO!

BUHAPHA PEJIALIMJA. Csaxa ¢pynknuja f : X x X — {0,1} Hasusa ce
bunapra penayuja Ha ckyny X. Kaxo cBaka OuHapHa penaudja Ha X onpehyje
jenan moackyn ox X X X, amu 1 cBaku moackymn o X X X oapelyje jenHy 6uHapHy
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penauyjy, dunapue penauuje Ha X MOXEMO AeUHHCATH M KAO MOJACKYIOBE O
X x X. Taxo, Ha HEKOM CKYIIy ca ,,MaIuM Opojem eneMeHaTa, OUHApHY peranujy
MO’KEMO 33/1aTH Ha pa3He HauuHe.

b
pla b ¢ d e /
all1 01 00
p={(a,a),(a,c),(bya), b|1 0 0 0 O @
(€0 @bl @d. o) {11000 TSN TN
a0 00 11 d ..
e|0 00 00 Q’\
e

PE®JEKCUBHOCT. bunapua perammja p € X X X je pegaexcusna axo
(z,x) € X,3acBexu3 X.

CUMETPUYHOCT. bunapua penammja p € X X X je cumeltipuura axo U3
(z,y) € pcnemn (y, ) € p, 3a CBe eleMenTe T 1 Y cKyna X .

AHTUCHUMETPUYHOCT. bunapna penamuja p C X x X je anitiucumeimipuuna
ako u3 (z,y) € pu (y,x) € p cnenu £ = Y, 3a CBe eleMeHTe T U Y ckyma X.
CB0jCTBO ,,0MTH AHTUCUMETPUYHA pertalifja’ je CACBUM PA3TUUMTO OJ CBOJCTBA ,,HE
OUTH cUMeTpUYHA permamuja‘!

TPAH3UTUBHOCT. Bunapua penammja p C X x X je iipanszuitiuena yKOINKO
us (z,y) € pu(y,z) € penenu (2, z) € p, 3a CBE eNEMEHTE X, Y U z cKyna X .

JIMHEAPHOCT. Bunapna penaumja p € X X X je auneapna axo (x,y) € p
unu (y, x) € p, 3a CBE elleMeHTe = U Y ckyna X .

TTIOPEIAK wnn YPEBEIBE. bunapna penauuja Ha ckyny X je perayuja iopeika
Wi ypehere ckyna X YKOJIMKO je pedIeKCHBHA, AHTUCHMETPHYHA U TPAH3UTHUBHA.

ITPUMEP. Ha mapTUTHBHOM CKyIny Owu- (DADN
JIO KOT CKyna WHKIy3uja onpelhyje jeaHy .
penanujy rnoperka. Penmannja UHKIy3uje Ha / \
ckymry P({0,{0}}), npencraBmena na natoj

crnny, wuje tuneapua jep je {0} € {{0}} u \ /

{0}} ¢ (0. A ©)

HAJBEBU EJEMEHT. Enement n Hexor ckyma X je HajBehu y oaHOCY Ha
ypehewe < Ha X yKONUKO je & < 7, 33 CBAKM elleMeHT & 13 X .

Amnanorso ce pepunuine HAJMABU EJTEMEHT.

MAKCUMAJIAH EJEMEHT. EneMenT m u3 X je MakCUMalaH y OJHOCY Ha
ypeheme < YKOJIMKO He MOCTOJH €IeMEHT X W3 X pa3IuduT O] M TaKaB [aa je
m < z. Baxno je mpumerutu pasznuke m3Mmely oBa nBa xowuenTta. Hajsehu
eNIEMEHT, YKOJIUKO TOCTOjU, YJEAHO jeé U MaKCHUMaJlaH eIeMEeHT, JOK MaKCHUMallaH

D}
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eneMenT He Mopa OuTy 1 HajBehu. MakcumanaH eleMeHT He MOpa OUTH ,,yriopeauB‘
ca OCTalluM eJIEMEHTHMa CKyla, Beh je BaXXHO caMo 1a ,,u3a“ mera HeMa JIpyrux
eJIeMeHaTa.

Ananorso ce nedpunniie MUHUMAJAH EJTEMEHT.

TOPILE OTPAHNYEBE nin MAJOPAHTA. Axo je < penauMja mopeTka na
X u A C X, enemMent = u3 X je roprbe orpaHuyerse (MM Majopanrta) ckyma A
YKOIIMKO je ¢ < T 3a CBAaKH eJeMeHT a u3 A.

Ananorso ce nedpunuiie JOBE OTPAHUYEE nain MUHOPAHTA.

CYIIPEMVYM. Axo je < penauyja noperka Ha X u A C X, enemenr  u3 X je
cynpeMmyM ckyna A, y o3Haum £ = sup A, YKOJIMKO je & HajMakhe FOPHE OPAHUYEHE
cKkyria A, Tj. 32 CBAKO roprbe orpaHnyene iy ckyna A Baxu r < y.

Amnanorso ce gepunniie THOUMYM.

[TPMMEP. Hajsehu, na yjeano u Makcumanuy, enement ckyna P({0}) y omrocy
na peramnjy C je {0, {0} }. A

[IPUMEP. [lemusoct Ha ckyny {1,2,3,4,5,6} &)
onpehyje jenHo ypeheme oBor ckymna (CauMka JECHO). /
Hajmamwu, ma 1 MUHUMATHU, €IEMEHT JATOT CKyna y /@2\\)
onHOCYy Ha 0BO ypeheme je 1. Hajsehu enement y oom @& Q@

CITyuajy He MOCTOjH, TOK MAKCHMAaITHUX eJleMeHaTa MMa ©)
BuIe ¥ To ¢y 4, 5 u 6. A @

JOBPO YPEBEIE. Penanuja nopeTka Ha HEKOM CKYIY je goopo ypeheme Tor
CKYIIa YKOJIMKO C8GKU HEAPA3aH UOGCKYT CKYHA UMA Hajmareu elemeHii. T1puMeTuMo
Ja je cBako 100po ypeheme MnHeapHo.

PEJAITNJE EKBUBAJIEHIIUJE. BunapHa penauuja Ha ckyny X je peiayuja
exsusaienyuje ckyna X, YKONHUKO je pediIeKCHBHA, CAMETPUYHA W TPAH3UTUBHA.
Penanuje exBuBanenyje MpeacTaB/bajy BeoMa BaxkaH MojaM y MaTeMaTrLu Oyayhu
na ,,MOAeNnyjy" Tpouec ugeHmiugurayuje WIA uzjegnadasarba eleMeHaTa CKyId.
HapaBHo, HajBaXHU]I IPUMED penanyje eKBUBaJICHIIN]E je JeJHAKOCT.

[TPUMEP. Ha maptutusnom ckyny P({0}) {@{@}} .2
jemHa penauyvja  €KBUBAEHIMje je ,,MIeHTH-
¢ukanuja 1o MOryiHOCTH yCIiocTaB/batba OMjeK- @/—\.{{Q}} T 1
nuje mehy noackymosuma‘“ i xpahe: X n'Y cy ~ T
LM3jenHadeHn axo u camo ako je | X | =|Y|. A @ * 0

I'py6o rosopehu, M3jemHauaBame WIYCTPOBAHO Y MPETXOTHOM JEIHOCTABHOM
IpUMEPY, JOBEIIO je 10 NojMa bpoja. Hap dimiuya wa Zpanu, uciiuna u aasxc, {0, {0} }
UT]I. CY IeJMHE KOje UMajy HEUITO 3ajeJHUYKO U3PAKEHO OpojeM 2.
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CKYINIOBU BPOJEBA U ITPUHLUIT IEPMAHEHIINJE

IPUPOJHU BPOJEBU. TIpupoanu 6pojesn 0, 1,2, 3,4, 5, ..., BepoBaTHO, TIpen-
CTaBJbajy HajcTapuje MaTeMATHIKE TTOjMOBE U Ca IbUMa ce yro3HajeMo Beh y nmpBuM
JAaHUMa LUIKOJIOBaKa (1Ta CTEUEHO 3HAHKE O IbUMa OOWYHO HE IOABPraBaMo KpUTH-
LY TOKOM Jajber LIKOJIOBakba M KMBOTa). Kao TakBu, oHM ce Hajla3e U y OCHOBHU
JlaHalme MateMatuke. OBU OpojeBU Cy 3a HAC ITOCEOHN MATEMATUUKH (AIICTPAKTHH)
00JeKTH NUIIEHHN CBAKE MATEPU]ATHOCTH.

Ha ce 1 cBaxy OpOj MOXKE CXBATUTH KAO CKyH roBopulieMo kacuuje (ogembax
Teopuja ckyiosa, ctpata 174). HedopmanHo, mpuponad 6poj je CKyIl CBUX CBOJUX
nperxonnuka, 1. n = {0,1,...,n — 1}. 3a canga hemo ce OCIOHUTH HA ,,MHTY-
WUTHUBHY® TPEACTaBY UMTAOIA O TIOjMy MPUPOAHOr Opoja M 0 oapehuBamy Opoja
eleMeHaTa KOHAUHOT CKYIld, OMHOCHO O 3HAYeky PeYeHHUIIe ,,cKym X uMa 7 eneme-
HAaTa, IPU YeMy je 7 HeKu npuponan Opoj”. Mano crpoxuje, X uMa 7 enemMeHata
YKOJIUKO C€ MOXE YCITOCTaBUTY OMjexurja n3Melly ckymna X u ckyma Koju pernpeseH-
Tyje 6poj n; miue ce | X| = n.

Ca beckonaunoiuhy ce npBu nyT cpehiemo kajga OKyInUMO CBe ITPUPOIHE OpojeBe
y CKYIIL

Ha ocHOBy npunmmna usrpagmse CKyrnoBa KOje CMO YBEIM HUKAKO HE MOXKEMO
dbopMUpaTH CKYIT KOJM YHHE CBU NpUpOAHU OpojeBu. CTaHIAPIHU KYPCEBU MaTe-
matuke ( XX Beka), IMOYEBIUM OJ OCHOBHE LUKOJE, IPEKO CPedme, IO Pa3HUX
,Bummx“ matemartuka (I, II, TII, ...) Ha dakynTeTMa KOHIMIUPAHU CY TaKO
Jla ca Marbe WK BUILE CTPOTOCTH YIIO3HA]Y CIYIIA0IA ca IPUHUMIIMMA KOje CMO MU
JI0 caja U3a0Xuny, ,,yoehyjyhu Hac™ aa v cBU NpupoaHu OpOjeBU YMHE jelaH CKYII,
KOJU CTaHAapaHoO o3HadaBaMo ca IN.

N ={0,1,2,3,...}

[MpuxBatamwem ckyna IN | mako ce mpuxBaTa u NocTojabe OECKOHAYHUX CKYIOBA,
Hajuerthe y cnenehem cmuciy: ,,ckyn X je KOHA4aH ako TOCTOJU IPUPOaaH Opoj 1
Takas ja je | X | = n; y cynmpoTHOM je GeckoHayan".

M Taxo NOYMHEMO 1a paiuMo ca OECKOHAYHUM CKYIIOBHMA.

Onepanyja 6pojama (IomaBama IO jejlaH) Hac A0BOAY n0 (GyHKuMje (YHAPHE
onepauuje) ,,JOAe/bUBAKA HeNocpenaHor creabenmka® — dynxknuje mely Oecko-
HAaYHUM CKYIIOBHMA.

’Hyny hemo Takohe cMaTpaTyl IPUPOLHUM GpojeM.
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®yuxumja s - IN — IN, 138, cregbenux, jecre 1-1 dpynxunja 1 nuje na'’

1. 1IOCTOJM eTIeMEHT KOjU HUje CleA0CHUK HUjeAHOT IIPUPOIHOT Opoja, Tj. MOCTOju
T3B. IIPBU €JIEMEHT y CKYIy IPUPOIHUX OpojeBa KOju o3HavdaBamo ca 0,

2. ako je s(m) = s(n), 3a wexke mun u3 IN, onna je m = n.

ITonaszehu ox enemenTa 0, hyHKLHMja S FeHEPHIIIE TPUPOIHE OpojeBe:

0, s(0) =1, s(s(0)) = 2, s(s(s(0))) =3, ...

I1pu nomucnu Ha 6pojeBe, BEANHY Cy TPBE aCOLHMjalIM]je OTIepaLiuje Ca BbUMa, ITpe
CBUX cadupame U MHOXemwe, T]. pynkuuje (Ounapue onepanuje): + : IN x N — IN
- INxIN — IN. [Tocrynuu uspauynasama 30upa (m -+ n) v npoussoma (m - n)
TIpUPOAHUX OpojeBa (M W 1), Hay4YeHM JOII Ha IOUETKY IIKOJIOBAaHd, JAHAC CY
IIPETIIOCTABKA €JIEMEHTapHE ITUCMEHOCTH. [Ipu TOME ce Hay4YeHH IIOCTYIILIM YeCTO
ckpahyjy nIpyMeHOM pa3HUX O0COOMHA OBMX Ollepanuja. 3a OO0 KOje NMPUPOJIHE
6pojese k,m, n Baxu:
® (KOMyTaTUBHOCT) Kk +m =m + k, k-m =m - k,

o (acoumjatusoct) (k+m) +n=k+ (m+n), (k-m)-n=*%k - (m-n),

o (mucTpubyTUBHOCT - ipema +) k - (m +n) = (k- m) + (k- n),

® (3aKkOoH ckpahuBawma) 3 k +m = k+n,cregu gajem = n, 3 k-m = k- n,
cnequ aajem =mn,...

Takole, monpasymeBa ce ¥ crporu nopenak, Tj. penauuja <C IN x IN, T38.
ctpoo ypeherve upupogrux opojesa:

O0<l<2<3 <4<

Ty je u penauuja ypeherva < nedpunucana yodbudajeno: m < m ako je m < n Win
m = n. HajBaxkauja cBOjcTBa OBE penauyje Cy Aa 3a OWIIO Koje MpUpoaHe Opojese
k, m,n Baxu:

» (pedexcuBHOCT) N < N,

® (AHTUCUMETPHUYHOCT) ako je k < mum < k, ongaje k = m,

o (TPAH3UTUBHOCT NTOPETKA) ako je k < mum < n,ouna je k < n,

® (THHEAPHOCT) N < M WM M < 7,

o (carmacHocT ca cabupameMm) m < nakko m + k < n+ k,

® (CaracHOCT Ca MHOXEWmeM) m < nakkom -k <n-k, ...

A Ty je ¥ CBOjCTBO koMe je mocBehen nobap neo ose kwure Oynyhu fa je Ha
IEMY 3aCHOBAH BeJTMKHU Je0 MaTeMaTuke. OBae hemo ra camo HaBecTH. [Ipumerure
Jla Ce OHO JOCTa pas3jIuKyje o4 IMPETXOTHO HaOPOjaHNX CBOJCTABA.

IMpununn HajMamer esementa. CBaxku HempaszaH Mouackyrn S ckyrna IN nma
HajMdH1 eJIEMENT, Tj. 32 HEKU eJIeMEHT 1 U3 S BAXHU N < X, 33 IPOU3BOJBHO L U3
S. Jdpyrum peunMa, penarmja < je goopo ypeheme ckyma IN.

Ao je X womawan ckym, Tana 3a caky byukuujy f : X — X BaXu eKBUBAJEHIM]a:
. 1-1 na
f:X — X akomcamoako f: X — X.
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LIEJIW BPOJEBHM. AKO CY ™M W T IIPUPOIHM OpOjeBU TaKBU Aa je m < N, OHIA
nocroju camo jenan' | mpuponau 6poj k Takas na jen = m+k; oBaj 6poj 03HAUABAMO
ca m — M M Ha3UBaMO Pa3IMKOM NPUPOJAHMX OpojeBa n U m. YKOIUKO je Max
n < m, TaJa He MOCTOJM IIpUpPOJaH Opoj k KOjU MOXeMO JomaTh O6pojy m Ja
oucmo nobunu n. JpyruMm peyuMa, jeAHAYMHE M0 T, K0 WITO Cy Ha IIPUMED

24+2 =113+ = 8,..., Hemajy pemwema Meljy npupoasum 6pojeBuma. OBO
ce Hajuemrhe y3uMa Kao IJIaBHM paslor yBohema HeraTMBHHX OpojeBa: —1 [kao
pemieme jenHaunHa 1+ = 0,2+ 2 =1,3+ 2 =2,...], =2, =3, ... OBu HOBHU

OpOjeBU 3ajeTHO Ca IPUPOTHUM YMHE UEIUHM HA3BAHY CKYI yeaux opojesa.
Z={...,-3,-2,-1,01,23,...}

Ornepanyje cabuparma ¥ MHOXeHa LeNux OpojeBa Cy AepuHUCAHE Tako Aa KaJa ce
OHE NPUMEHE Ha NIPUPOAHE OpojeBe (KOju Cy caapxaHu y Z) najy UCTe pe3ynrare
kxao 1 Beh oapeheno cabupame u MHOXKewe MpUpoIHUX OpojeBa. OBO je y ckiagy
ca TAKO3BAHUM HUPUHYUUOM HepmaHenyuje, Koju je 1867. romuHe jacHO M3pEKao
Xeuken: Ipu zpaheryy Hexe Hoge pciiie bpojesa 3axiiesd ce ga ouepayuje u perayuje
yeegene 3a Hoge Opojese ., nowinyjy " oiepayuje u perayuje cilapux opojesa, wiitio
3HaUU ga wpeba cauysaiiu payg ca ciiapum opojesumda.

WMako y cyluTHHM HOBE omepanuje, cabUpame U MHOXKEHE IeIuX 6pOJCBa ce
03Hau4aBa)y Takohe cumbonuma -+ u -, Oyayhu ga cy oHe pomupema Koja 3aapxa-
Ba]y YCBOjEHE IMOCTYIIKEe cabuparba U MHOXeHa NpUpoaHux OpojeBa. Tako, mo-
CTYIILM cabupakha HOBUX OpojeBa MOTY Ce U3pa3uTH Ha chenehy HadyuH: ako cy m
U n npupoaHu Opojesu Behu on 0, oHaa je

(=m) + (=n) = —(m +n), m—i—(—n):{ m-n, m<n,

—(n—-m), m<n,
(—m)+n=n+(-m), 0+ (-m)=(-m)+0=—

[Toctynax MHOXEWa MPUPOAHUX OpojeBa MPOLIMPYJEMO ,,[IpaBUIUMA™: ,, MUHYC
IyTa MHHYC faje miyc”, ,,MHHYyC IyTa Iulyc aaje Munyc™...O0e HOBe orepalmje
+:ZxZ —Zwn 7 X7 — Zcy v KOMyTaTHBHE U ACOLMJATUBHE, & MHOKEHE
je IUCTpUOYTHBHO MpeMa cabupamy.

[Topenak nemux OpojeBa --- < —3 < -2 < -1 €01 23K+
caryiacaH je M ca cabuparmeM U ca MHOXEHEM Y CMHCNY Jd 3a ITPOU3BOJbHE lIelie
6pojese k, m, n Baxu:

e (carimacHoCT ca cabupameMm) m < nakkom + k < n + k,
e (carmacHocT ca MHOXeweM) 13 m < nul < k,cnemmmajem -k <n-k, ...

Mehytum, oBO ypehemwe HUje gobpo, jep TIOACKYI HEraTUBHHX OpojeBa, Ha
IPUMED, HEMA HajMabH ENEMEHT.

" Camo jegan 360r 3axona ckpahinpama 36upa.
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PALIMOHATHU BPOJEBU. Y CKyny LEnuX OpojeBa, Jakie, WMajy pellewba CBe
jeaHauuHe 1Mo T odnmuka a + = = b, rhe ¢y a ¥ b Mpou3BOJbHU (GUKCUPAHHU LIENTH
OpojeBn. Amy, He MOCTOjU 10 OPOj T TAKaB Ja je, HA NpuUMep, 2 - = = 1 [umm
naje 12 -x = —7 ura.]. Eto pasimora 3a IpoIiumpermeM CKyIa Leaux 6pojesa o
ckyna payuonannux opojesa — Q. Cxyn Q cagpxu CBe Lienie Opojese, aly W HOBE
KOje CTalgapaHO MPeacTaBbaMo y OOIUKY pas3ioMKa ¢ npuyemy p € Zug € IN*

(N* je cxynm cBux mpupoanux 6pojesa sehinx ox 0). Byayhu na u uene 6pojese

MOXKEMO 3aIIMCATU Y OOJIMKY pas3jioMKa, P = TP € Z, yobuuajeHo je ga ce Iuiie

Q={§|peZ,qelN+}-

ITpyHIMI NepMaHeHLM]je je UCTOIUTOBaH U oBOTr nyTa. IlocTtymiu cabupama u
MHOX€EHha palMOHATHUX OpojeBa JaTu Cy ciaeaehuM jeqHaKoCTHMa

a+c_a-d+c‘b a ¢ _a-c
b d  b-d T b d b-d
Ocobune Sk, Sa, ..., UM, nate na ctpanu 136, Baxke 3a IPOU3BOJBHE PALIMOHATTHE

Opojese I, Yy, ¥ U UPEACTABIbA]Y HajBaKHHje ocobnHe onepauuja + : Q X Q — Q,
- Q X Q — Qu penannje < Ha ckyny Q.

M3 cBaKOJHEBHOT XHUBOTA 3HAMO [1a CY MHOT'O BUILE Y YIIOTPEOU pallMOHAIHU
OpojeBHU IPeaCTaBIbEHH Y AELIMMAITHOM 3aIUCY: a(, C1C2C3C4 - . . IPU UeMY je ag € 7,
IIOK CY €1, C2, C3, ... udpe mexkagHor cuctema 0, 1, 2, ..., 9. Mcnocrasma ce aa je
ru3 nudapa u3a JeLMMaIHOT 3ape3a depuoguuar oYeB O HeKor MecTa. Taxo je
JIEIIUMAJTHY 3aIIMC CBaKOT pallMoHaIHOT Opoja obnuka

ap, C1C2 * - CnCpt1 " CntkCn+l " Cn+kCn+1" " Cntk ",

3a Heke lpupoaHe OpojeBe n U k oA Kojux je Oap jeman sehu o 1.

PEAJIHU BPOJEBU. VY CKYIy pallMOHATHUX OpojeBa NMa]y pellera CBe TUHeapHe
jeHauuHe — jeqHayuHe obnuka a - * + b = ¢, npu uemy ¢y a, b, ¢ HeKku PUKCUpPAHU
pauuoHanuu opojesu v a # (. MehyTum, 1 HajjeHOCTABHY]E KBaIpaTHE JeTHAUNHE
HeMajy peleba. Ha mpuMep, He MOCTOjU palMoHATaH 6poj © Takas aa je z° = 2.
Oma jennauyuza je, npeko [luraropuHe Teopeme, NoBe3aHa ca NpooieMoM oapehu-
Bama AY)KMHE JIMjaroHaye JeqUHUYHOr KBaapaTa. Jakie, payuonarnum dpojesuma
ce He MOX#Ce THAYHO USPUASUTHU §YHCUHA CEAKE JYIHCU.

TEOPEMA. He nocroju panoHanad Opoj Koju TOMHOXEH ca CaMUM COOOM (T).
IMOAUTHYT HA KBAJpAT) naje pe3yiTar 2.
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Hokas. TTpeTriocTaBUMO J1a TaKaB OpOj MOCTOJU U A j€ TO3UTUBAH, T). Aa TOCTOJe
2
. . P ‘
IPUPOIHY OPOjeBH P U ¢, pasmuuuTtu of 0, TakBH J1a je ? = 2, omHocHO p? = 2¢°.

[Ipe Hero mITo ce yycTUMOo y 10Ka3, rojaceliaMmo Ha jeTHO jeAHOCTABHO TBphHeme
BE34HO 3a MTApHE NPUPOIHE OPOjeBE: aKo je Keagpaii HeKoE upupogroé bpoja dapan
6poj, onga je u wiaj 6poj dapa.

U3 mpeTiiocTaBibeHe jeqHakocTy p> = 2¢° cienn nma je p° mapan 6poj, na je
U p mapaH 6poj, Tj. P = 2P| 3a HEKM MpHUpoJaH O6poj p1 paszmuaut oa 0. Jlakie,
(2p1)? = 2¢%, 1. 2p? = ¢°. VI3 mocne/be jeIHAKOCTH 3aK/bydyjeMo Ja je U ¢
napas Opoj, Tj. ¢ = 2¢1 3a Heku NpupodaH 6poj q; pazmuuut on 0. [Tocrymak
HACTaBJ/baMO AHAJIOTHO: U3 p% = 2¢% cneam 1a je py = 2po, 33 HEKM IIPUPOIAH 6poj
po pasmuuuT oa 0, ma je 2p§ = q%, onakie je g1 = 2q2, 32 HeKU NpUpoaaH Opoj g2
paznuuut ox 0, M Tako najbe.

Ha oBaj HaunH 1ona3uMO 10 ABA HU3a CBE MABUX U MAaWUX IPUPOJHUX OpojeBa
p>pr>p2>- M q>q>q>

LITO IPOTUBPEUM IPUHLIUITY HAJMAET €JIEMEHTA. U

Jaxne, moTpeOHM CYy HAM HEKU HOBU OpojeBU — OpoOjeBH KojuMa hemo, HHaKOH
n3bopa jequHuLEe Mepe, MOhM ma U3pa3suMO AYXKHMHE CBUX AYXHU. PanuoHamIHuM
OpojeBuMa ce 10Ja]y TAKO3BAHU upayuoHaInu 6pojeeu y Xoje criaiajy seh nomenytu
V2, amu u V3, /2, xao u Opoj T KOjU ce MOojaBJbyje IPU MEPEHY AYKHHE KPYXKHE
JIMHY]E UTA. '

Bunehemo kacHuje (ctpana 203) Kako je YOUeHHM HeJOCTATAaK CKYIla palluOHal-
HUX OpojeBa HAMETHYT HAYMHOM MEpEra AY>KUHA UMao OJuTyuyjyhy yiory y u3rpaj-
U CKyIa peanHux bpojesa R, xoju diHe pariioHATIHHU U UPAITMOHATIHY OpOjeBH.

OBora nyra, UCTUYEMO CaMO Ja je MHTYUTHMBHO CXBaTakhe peaHuX OpojeBa
TECHO IIOBE3aHO ca TEOMETPU]CKIM CXBaTambeM OPoja Ka0o NyXXUHE eYKITUACKE AYXKH,
Te Ce peallHi OpOJEBY YECTO UHTEPIIPETUPA]Y TauKama OpojHe oce — eyKIIMACKE IIpaBe
Ha K0joj je pukcrupana Tayka, feMHUCAHA OPUJEHTALIM]A Y JIaTa jeIUHUYHA TYK.
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3a10Bo/baBajyhuM IpeacTaB/batbeM HpPaLmo-
HaJlHUX OpojeBa cMmaTpajy ce OCCKOHAYHU JeI-
MAJTHY 3aITUCH OOJIUKA: ag, C1C2C3CY - . . TIPH UEMY j&

N2 =1,4142135623730...
-1

. 100[24-4
ag € Z, 00K je 1, C2, €3, . .. HU3 IMdapa AeKaTHOT  —96
cucTeMa Koju nuje nepnoauuad. Hemoryhuocr ma _%%?’281'1
10 Kpaja® MpeacTaBUMO HEKM UpaLMOHallaH 0poj 11900[2824-4
Hac IpUMopaBa Ja NPAKTUYHO PaIUMO Ca HEKOM —11296
,,34710BoJbaBajyhoM™ ipubnusicrom epegrouhy Koja g8§82|282 822
je 3ampaBo panuoHajlaH Opoj: ao,Ci; ag,CiC2; T383600[282841-1
ap, €1C2C3; ag, C1¢2¢3¢4; . . . Hapasuo, notpe6Ho je —282841
Ja ¥IMaMo HOCTyNaK KOjuM Ce ,,FeHepuiIy™ Ludpe _153%23892828423&
W34 JelMMAITHOT 3ape3a. TaKBHX IOCTyIaKa uMa -
JI0CTA.

MehyTum, IpUpOAHO je TOCTABUTH ITUTAE Ja JIU 32 CBAKHM UpalMOHaNaH Opoj
IIOCTOJH 0ap jefaH IOCTyIaK 3a TeHepucame Iudapa HeroBOoT ASIMMAaHOT 3aINCca.
E, Ty nacrajy HoBM nipoOniemu. Kcrnocrasspa ce na ,,pealTHuXx OpojeBa MMa MHOTO
BUILIE HETO MOCTyHaka™, Te NOoCToje HPALMOHAITHE OPOjeBH KOje HUjedaH MOCTYIIAaK
He MOxe aa ,,ipousBefe’”. OBO je yecTo W pasnor 3a ¢puiao3odceka MuTamwa Be3aHa
34 ,,peaIHOCT® CKyIa CBUX peaIHUX OpojeBa.

OINEPALIMJCKO-PEJAIMICKE CTPYKTYPE.'? Onepaumjcko-penarujcky
CTPYKTYPY HaJ HEKMM CKYIIOM UMHU Taj CKYN 3ajeJHO Ca HEKHUM CBOJUM OIlepaLy-
jama, perauyjama u eneMeHTuMa. CTpyKType 3a/1ajeMo TaKo IUTO ,,HAHWKEMO™
(y HU3) CBE OHO IITO je yuHM. Tako Kaja TOBOPHUMO O NMPUPOAHUM OpojeBHMMA
Hajuewrhc MOAPA3yMEBAMO M CBE OHE OCHOBHE CTBAPM KOje ca BUMa MOry oba-
B/baTU (yropehuBame, cabMpame, MHOXKEHE U CII.), T). MHUCIUMO Ha CTPYKTYPY
(N, <, +,-.5,0). Hapasuo, ocraBibeHa je MOrYRHOCT J1a HAC 3aHUMAJy, Ha TIPUMED,
caMo OTepalltje ¥ KOHCTAHTE Te y TOM Clly4d]y IIOCMaTpamo OllepalivjCKe CTPYKTYpe
— TaKO3BaHe anebpe. Y NPYruUM NMPHIIKKaMa HAC MOTY 3aHMMATH CaMo peraluje.

reynoway. HajjenqHocTaBHuje anredpe ¢y TPYNOMAM — CTPYKTYPE KOJe YMHU
CKYII 3a2je/THO Ca HEKOM CBOjOM OMHApPHOM OIEePaL]OM.

Hajno3snaTuju cy 6pojeBHU TPYIOUAN: aJUTUBHU IPYIOUAN (IIPUPOIHIX, LIETUX,
paLnoHATHUX, peannux) 6pojesa (N, +), (Z,+), (Q,+), (R, +) u mynrummxa-
tusau rpynounu (N, ), (Z,-), (Q,-), (R,-). Hapasno, Ha ckynosuma Gpojesa
MOXKEMO TocMATpaTH ¥ MHOre apyre ounapue onepaumje: (IN, max), (R, *), npu
qemy je Txy def V22 + y? ntaxo name. [lopen 0BUX pa3MTapajy ce ¥ IPYIIONIu Koje
ce He OHOCE Ha CKyrnoBe OpojeBa. Ha npumep, cBe cuMeTpuje jeAHAKOCTPAHUYHOT
TPOyIJia ca omepauujoM © obpasyjy jemad rpynoua. Taxobe, ckyn {a,b,c,d} ca

Uneja crpykType je NpUIMYHO cTapa. Y HEKOM cMucily Guia je nosHara u JlajoHuuy,
am ce miak sepyje aa je Ulpenep 1895. roaune npsu nyr jepuHUCAO 110jJaM allCTPAKTHE

CTPYKTYDE.
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CBAKOM OJ1 onepaliyja 3agatux KejnujeBum tadnuuama
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obpasyje jenau rpynona: ({a, b, c,d}, *), ({a,b,c,d},*), ({a,b,c d}

FPYIIE. Anre6pe o6muka (X, x, ™1, e), mpu uemy je * 6HHapHa, a ~! yHapua ore-
paija ckyna X e € X, Ha3uBaMo rpyliaMa YKOJIMKO Baxe ciesehe 3aKOHUTOCTH:

® * je ACOIMJATUBHA Ollepaluja,

® ¢ je HeYTPAIHY eJIEMEHT 32 OTIEPALIU]Y *, T]. 32 CBAKM €JIEMEHT I U3 X Baxu

TxE=TUCKT =T,

ex+xz™! =ena™! xz = e3acBaky enement T u3 X.

Taxo uMaMo aguTHBHE rpyle 6pojesa (Z,+,—,0), (Q,+,—,0), (R, +,—,0)
u myntummukatusre (Q \ {0},-, 7%, 1), (R\ {0},-,7%,1). Taxohe, ce cumerpuje
HEKOT jeTHAKOCTPAaHUUHOT TPOyTila, ca ONepalMjoM o, oaroBapajyhoM yHapHOM
orepanyjoM ~ ' ¥ poTaumjoM 3a 360° 00pasyjy jenHy rpyny (BuaeTy cTpany 88).

JUHEAPHA YPEBEWA. [Ton nuneapuum ypehewem ce moapazymeBa CTPYKTypa
(X, <), npu yemy je < nuHeapHa peiaumja NopeTKa.

MPEXE. Mpexa je ctpykrypa (M, A, Y), npuueMy ¢y A 1 Y GuHApHE Orepalinje
Ha ckyny M TakBe ga 3a NMpoOU3BOJbHE EIEMEHTE I, Y, 2 U3 M Baxke jeqHAKOCTHU:

TAY=y AT, TYy=yYzx [KOMYTaTHBHOCT]
zA(yrz)=(zAry) Az, 2Y(yYz)= ( Y)Y z, [acoumjaTuBHOCT]
z A (zYy) =z, rY (z Ay) =z [3axonu ancoprmujel

VY cBakoj Mpexu ce aeuHMIIe U jeHa pernauuja Ha ckyny M: x < y ako M caMmo
ako r A y = z. MoxXe ce ITOKa3aTy 1a je < penanmja nopetka Ha M, xao u ga cy
T Ayux Yy peroM vHGUMYM U CyTipeMyM ckyna {z,y} y omHocy Ha 0Bo ypelierbe.
VXOJMKO MOCTOje, HajMarb! U HajBehy eJIeMEeHTH MpEXe Cy jeMMHCTBeHO oapehenu
1 yecto ce o3Hayaajy ca 0 (3a ceako z uz M je 0 < z) u 1 (3a cBako z u3 M je
z < 1). Mpexe y KoJuMa 0CTOje OBAKBH €IEMEHTH HA3UBAMO 0ZPAHUYEHE MPEHCE.

TUIT CTPYKTYPE U U30OMOP®U3AM. Usomopduszam'® je Beoma Baxan
onHoc mehy cTpykrypama koje Cy UCTOT Tura. 3a ABE CTPYKType KaXeMo Aa Cy
UCTOT THUIIa YKOJIMKO cy M3rpaljeHe oJ1 UCTOT Opoja penanuja, onepanuja U KOH-
CTAHTH IIPU YeMy Ccy oarosapajyhe pergauyje U onepauyje UcTe apHoCTH, Tj. Mehy
CKYIIOBHMaA pejlalivja, orepalmja U KOHCTaHTH KOjU TpaJe JeAHy CTPYKTYPY MOXKe

I3peu je rpukor nopekna: "M30c’= HeusmerbeH, Ciianat, jegHar; "Mophe’ = otuk.
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Ce YCIOCTaBUTH 000CTPAHO-J€THO3HAYHO IIPECTUKABAE Ca OAroBapajyhinm ckymo-
BUMa KOJU UYMHE APYrY M IIPU TOM TO MpPECIUKaBame ,,4yBa” apHOCT pejlanuja u
onepauuja. Ha nmpumep, cnenehe Tpu CTpyKType Cy UCTOT THIIA.

o N = (]:Na <7 +J Y 870)-
o A = ({1,2,3},9,%,%,~,1), npu yemy je:

«11 23  «|1 23 x|
112 2 3 111 1 1 1 2
= 2
e (CRVICR)) N L SR AN
312 3 1 311 1 3 31 1
B = ({a,b,¢c}, <, A, v, a), npu uemy je:
Ala b c Vl|a b = | o
%z{(aa)(bc)}. alb b c ala a a b'
' P b|lb ¢ ¢’ bla a a’ bl ec
¢c|b ¢ a cla a c¢ cla

Hamomenumo na cmo ctpykrype A u B nzabpanu cacBuM IPOU3BOJLHO, KA0 ¥ 14
ce HaJ HEKHM TPOUIAHMM CKYIIOM MOKe yKYIIHO (opmupary 253 - 333 . 333,33 . 3,
1j. 16067 102 519 808 cTpyKTypa OBOT THIIA, 0K je OPOj OBAKBUX CTPYKTYpPA HAJl
IN 6eckonaua.

MeljyTiM, OCUM UCTOBETHOCTH HAUYMHA M3TPabe OBUX CTPYKTypa, TEIIKO je
ONpaBJAaTH jOLI HEKY CITIMYHOCT cTpykType IN ca OMII0 KOjOM O CTPYKTypa A wiu
B. C npyre crpane nak, paznuke usmelhy A nmu B ¢y camo ,,ipuBuaHe’ y cMucity na
Ce pa3NuKyJy caMo y 03HakaMa 4iaHoBa goMeHa. CBaka Of BbUX ¢ MOXKE JOOUTH
Npeo3HAYaBAKEM JIpyre: 1 e~ a, 2 e b, 3 e ¢, ma je mpupoaHo pehu na
¢y crpykrype A u B usomopdue (y oznaum A = B). IlpeuusHuje, NOMEHYTO
Mpeo3HavYaBake 3aIpaBo MPEICTaB/ba YCIOCTAB/bake OUjeKLIMje MEY HOMEHUMA

KOja uyBa unTaBy cTpyktypy: [ : {1,2,3} ln—:{l {a,b,c},
zay & f(z) < fly), flxxy) = flz) A fly),
flexy) = f(z) 7 fly), f(~2z)= f(z), f(1) = a

HNako mehy n30MOpGHHUM CTPYKTYpaMa HeMa CYHITHHCKUX pasiuKa, CTpora Ma-
TeMaTHKa WX UTIaK He MOJKE Ha3BATHU CaMo jegraxkum, Beh nonaje go Ha uzomopguszam.
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HEKE JPYTE MATEMATUYKE CTPYKTYPE. [TocToje cTpykType Koje HHUCY
onepanujcko-penanujcke. OBakBe CTPYKType, Takohe, oOpasyje CKyn ca HEKUM
JPYTCUM CKYTIOBHMA KOjU CY Ca HBbUM Y BE3U.

TOITOJIOWKHK ITPOCTOPH. Ckyn X 3ajeiHo ca KoJaeKIrjoM 7 CBOjUX MOICKYIOBa
KOJa 3a10BoJsbaBa cienehe ycnose:

e)cTuXeT,
eakoU €T uV eT, onpaUNV eT,
eaxoUd CT,oupanuld € T,

obpasyje wononrowku ipocimop, y oznaun (X, 7).

MPEGPOJUBU CKYITOBU. Cxynosu koje je Moryhie 060CcTpaHO-jeIHO3HAUHO
(bujexTHBHO) mpecnukaTd Ha ckyn IN cy @pebpojusu ckynosu. J[laxme, ckym X

je mpebpojus, ako je |X| = |IN|. VYmecro ,,X je npebpojus®, xaxe ce u ,,.X
uMa ucTu 6poj emeMmenara kao u ckyn IN“ wmum ,, X je xapaunanHoctu No (UnTa):
amed Hyma)“ u muwe ce | X| = Ny, Jla ce oBako aepuHHCAHA UCTOOPOJHOCT y

ciyyajy OECKOHAUHUX CKYNOBa NMPUIWYHO PA3IUKyje OO AOXKMB/baBamka UCTOOPO]-
HOCTM KOHAYHHUX CKYIIOBA rOBOpe clieaehu HajjeAHOCTaBHU]U ITPUMEDPH:

— MApHUX TIPUPOJHUX OpOjeBa UMa MCTO KOIMKO M CBUX MPUPOAHUX OpOjeBa;

n

!

2n

O — O
DN — +—
= DO
S — W

— HeNapHUX NPUPOIHUX OPOjeBa UMa UCTO KOJIMKO M CBUX MPUPOJHUX OPOjeBa;

— NPUPOIHUX OpojeBa KOjU Cy MOTIYHU KBAAPATH MMa UCTO KOJIMKO U CBUX
NPUPOIHUX OpOJeBa;
n

[

7?/ 2

> = N
O — W

1
!
1

O — O

— IPOCTUX OpOjeBa UMaA UCTO KOJIMKO U CBUX IIPUPOAHUX OpOjeBa;

— 1enux 6pojeBa UMa UCTO KOJIUKO ¥ IPUPOJIHUX Opojesa.

01 2 3 4 5 -+ 2n—1 2n
Tt 1 17 1 1 ) I
o1 -1 2 -2 3 --- n —n

YumeHnIa KOJy MOXEMO Aa YOUHMO Y OBUM IIpUMEPHMa YECTO CE y3hMa 3a
aepuHnnuMjy 6eckonaynor ckyna. Ckyn X je OeckoHauyaH ako je UCTOOpOjaH ca
HEKMM CBOJUM MpPAaBUM IOACKYIIOM, Tj. Ioctoju noackyn A om X Takas ma je

A+ Xu|Al=|X|.

109



ITpBu pajg us Teopuje ckynosa Kanrop, ocHuBau oBe Teopuje, 00jaBmbyje 1873. V
HBEMY J0Ka3yje 1a pallMOHATHUX OpojeBa MMa KOJIMKO ¥ mpupoaHux. Ha Hapeaiov
aujarpamy IpuKasaH je HAuuH Ha KOJH Ce CBU PAlIMOHAJIHU OpojeBU MOTY nopehaTu
y OeckoHauyHy Tabeny. Jlakie, cBe pauMoOHalIHE OPOjeBE MOXEMO ,,lIpedpojaTu’
NIPUPOAHUM (LITO 3HAUU opehatu y Hu3).

0o 1 1 2 2
1 1 11 1
/ / / / e
0 1 1 2 2
2 2 2 2 2
I / / /!
0 L 2 2
3 3 3 3 3
7 / / /
0 ot 22
1 1 1 1 1
L . .

Ananorno KantopoBoM Joxa3y Moxkemo Jokazaty 1 ga je ckyn IN x IN (cBux
ypehenux naposa npupoaHux 6pojesa) npedpojus, kao 1 aa je |IN x IN x IN| = |IN|,
IN x IN x IN x IN| = |IN| u tako gasbe. LlITaBuiie, CBHX KOHAYHMX HU30BA HEKOT
npedpojuBOr cKyna uMa npedpojuBo MHOro. MeljyTuM, CBUX HU30Ba (KOHAUHUX U
OeCKOHAYHUX), Ha MPUMeD, CKyIa MIPUPOIHUX OpOjeBa UMa MHOTO BHIIIE — HEIpe-
OpOJMBO MHOTO.

HEIMPEBPOJUBHU CKYITOBU. beckoHayaH CKyI KOJU C€ HE MOXE OMjEeKTUBHO
npecaukatd Ha ckyn IN je neapebpojus.

Kpajem 1873. rogune Kautop 4yBeHUM gujacoHaHUM apZyMeHioM NoKasyje 1a
CKYII peannux OpojeBa Huje mpedpojuB. AKo OU CKyN peaTHUX OpojeBa Ouo npedpo-
juB, TO 61 3HAYMIIO JIa C& CBU PEaHU OpojeBH, permo u3 uurepsana (0, 1), vory
nopehatu y HU3: a1,02,. .., 0y, . .. AKO HOPMUPAMO JEIMMAITHE 3AITUCE CBAKOT O
peanHux 6pojeBa y HU3y, 1o0ujaMo OeCKOHAYHY Tadely.

a; =0,idy © dia din
ag = 0,1dpy i dag: dan
an =10 dnl d'n,Q dnn

..........................................
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®opmupajmo 6poj a = 0,dydy...dy ... KOjU Ce OO a1 pas3IuKyje Ha IPBOj Ae-
mumanu (di # di1) u ysmumo'* na je di # 9, om ay Ha APYroj AenuMMany
(dg # doo,da # 9), on a3 na Tpehoj u Taxko game (dy # dnpn, dn # 9). Ouurnenno
je a peanan 6poj u3 untepsana (0, 1) pasnuuur oj CBUX Opojesa y HU3Y a1, Gg, . . -,
ITpema Tome, peanuu 6pojesu u3 untepsana (0, 1), ma HU CBU peasHu OpojeBy, He
MoTy ce nopehatu y Hu3.

Ha moTrnyHO HMCTHM HAauyWH Ce MOXE JOKAa3aTH [a je HETpeOpOjUB CKYHI CBUX
HU30Ba CKyIla IPUPOJHUX OpOjeBa.

YYEBE MATEMATUKE. CBaky oJ1 Teopuja Koje cy IpUKa3aHe y HACTaBKY
NIPUXBATUTE YCI06HO Y CMMUCILY Ja OHA BaXXM CAMO TIOJ HU3BECHUM ,,KIaCHUHUM
npernocraBkama (Koje HeheMo eKCIIMIMTHO HABOMMTH, a TUUY CE TOTUYKUX 3a-
KOHUTOCTH KOj€ ynoTpedbaBaMo NpH JOHOIIERY 3aK/byyaka, 3aTUM ,,yHUBEp3yMa
CKYIIOBa ca KOjuMa heMo paguTH u Tako gasbe).

Haxo je pey o mpernocraBkaMa Koje ce YIJIAaBHOM Y MaTeMaTH4KO] JIuTepa-
TYpH [IOAPA3yMeBajy Kao HEOCITOpHe, MOTIYHO oApeheHe 1 jacHe, HariamaBaMo aa
NIPOMEHOM ITONIA3HUX MIPETIIOCTABKY CBE MOXKE ITIOHOBO M3IJIEJATH CMUCIEHO, Al U
CacBMM Japyrauuje!

412 6u ce u3berso 1ojaBLMBaLE UCTHX OpOjeBa KOjU MMAjy ABa ACLAMATHA 3aIlNCca
nonyt 0, 199999999 ... u 0, 2
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IMPUPOJHU BPOJEBU

CrpykTypa npupoasux 0pojeBa

Bbyayhu na ce monpa3ymMmena na mpupoaHe 6pojese cabrpamMo, MHOKHMO U
yropehyjemMo, Kajia TOBOPUMO O IPUPOAHUM OpojeBUMa Hajuelthe MUCTUMO
Ha CTPYKTYPY:

N=(N,<, +,-,s5,0).

Beh cMmo Buaenu 1a je KJby4HO CBOJCTBO CTPYKTYpe N MMO3HATO KO MPUHIIHIL
HajMamer eqeMenta. CBaky Henpasad mojackyn S ckyma IN uma HajMmamu
CIIEMEHT, Tj. 3a HEKU eJIEMEHT N U3 S BaXU N < T, 33 MPOU3BOJBHO T U3 .S,
Hpyrum peunma, ckyn IN je gobpo ypehen penauujom <.

OBaj MPUHITKIT UMa ¥ CBO]Y BaXXHY €KBUBAJIECHTHY (hOpMyIalu]y ITO3HATY
Ka0 NPUHINN MaTeMaTHdke MHAyKkuuje. 3a cBaku rmoackym S ox IN, ako

(IB)0 € S, u
(IK) 3a cBako n u3 N, ako n € S, onna s(n) € S,

ouga je S = N,

Y3umajyhu y 003up OCHOBHA CBOjCTBA MPUPOAHHX OpojeBa (cTpaHa 102)
Henexunn u Ileano cy, Tex xpajem XIX Beka, manmu NpBY aKCUOMATHUKY
npupoaHux Opojesa, Tj. aeunucanu ckyn IN kao CKym KOju caapiu HEKH
enemedT 0 1 3a xoju nocroju ¢pyukumja s : IN — IN, Taksa n1a je:

(P1) 3a cBaxu enement n u3 N, s(n) # 0,
(P2) 3a cege munusz N, ako je s(m) = s(n), ouna je m = n,
(P3) 3a ceaku nmozackymn S ox IN ako Baxe cineneha cBojcrsa
(IB)0 € S5,
(IK) 3a ceako n 3 IN, akon € S, onna s(n) € S,

ongaje S = IN.
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Hagenena ceojcrsa (P1), (P2), (P3) nosuara cy xao Ileanose axcuome
fpupogHux Opojesa, O UTaNUjaHCKOM MaTeMatuuapy [leany (1858-1913)
(4uMe je yuumeHa Malla UCTOPUjCKa HEempaBaa NMpemMa BeTUKOM MaTeMAaTH-
yapy Jenexkunny). Teopuja, ca cCBUM CBOjUM TeopeMama, Koja ce MOXKe
M3IpaJuTy HAa OBUM aKcuoMmaMa HasuBa ce (Ileanosa) apuiimeiniuka.

HATIOMEHA. Marematuka ce y XIX Beky pazBuia 10 HecayheHux pasmepa.
OcuM 1ITO Cy ce jaKO pa3BWIIE KJIACHYHE MAaTeMaTHYKe TUCIUIIIMHE, KA0 LITO CY
Feomemipuja, anéedpa, aHaIu3a, M0jaBUO Ce BEMUKHM OPOj HOBUX: HECYKIUGCKE 2€0-
Mmetapuje, gueperyujanna Zeomemipuja, KOMUNEKCHA AHANU3A, THOHON0EUJA U THAKO
game. Bohenn Eyxmunosom unejom (Eyxmun je yBohewem akcroma ,,cpenuo’ reo-
METPHjy) MaTeMaTH4apH CY ITOXKENENH [a 3a pa3He MaTeMaTH4Ke 001acTy rpoxaly
oarosapajyhe CnuckoBe akCoMa M ITpaBMiia 3aK/byYMBaba KOji O OMIH JOBOJBHU
Ia o0yxBaTe CBE BPCTE BaJbaHOI MATEMATUYKOr pacyhuBama U cBa UCTUHUTA TBP-
hewa Te obnactu. Hajseha maxma je ycMepena Ha apuitimeimiuky, Oyayhu na je
CHpyKiypa upupogrux bpojesa ny6oxo y ocHoBama MaTeMaTvke. KibydyHO IUTamke
je owno: ,,Kaxas cucittiem axcuoma 3axitiesa CuipyKuiypa Upupogrux opojesa, wij.
aputtimertiuka? ‘. Tlpuponan, anu 1 Hempeuu3aH, OATOBOP j&: akcuome ¢y opmyae
apuitimeitiuke Koje u3paxrcasajy Haj3Hadajuuja c8ojciiea CHapyKmiype upupogruux opo-
Jesa. Nanac ce cmaTpa Ja cy (kpajem XIX Bexa) uranmujaHcku MaTemarudap bysere
Tleano n HeMauky MaTeMatuuap Puxapn JlenekuHa HalIM Haj3HAYajHUja CBOjCTBA
CTPYKType NPUPOJHUX OpojeBa.

[Topexn ToTa IITO j& MPUHIIMIT UHAYKLH]E jaKo MOhHO CPEACTBO 3a TOKA3H-
BdIbe TEOpEMa O MPUPOTHUM OpojeBUMa, OH oMoryhaBa u ga ce JeHuHuIy
¥ YBOZE HOBU MaTeMaTU4Ku 00jeKTH. [lepUuHULM]e 3aCHOBAHE HA TPUHUUITY
UHAYKIM]E HA3UBAMO UH(YKIY8HUM WA peKyp3usHUM NePUHUIMjaMAa.

TEOPEMA PEKVYP3UJE. Heka je X mpou3BoJbaH HeNpas3aH CKYIl, T HEKH
u3abpanu enement ckyna X u g : IN x X — X nato mpecnukapame. Tana
1octoju jeauHcTBeHa ¢yuknuja b IN — X taksa ga je

(Rec) h(0) =z u h(s(n)) = g(n,h(n)), 3acsaxo n uz IN.
Hedopmanan omuc gynkuuje h je'’:
05z, 15g(0,7), 2759(1,9(0, 7)), 39(2,9(1, 9(0,2))), ..

Jloxa3 IpeTXoJHe TeopeMe ce Moxe Halin, Ha mpymep, v [26].

153a dynkuujy h pexypsusno gegurnucarny nomohy popmyna (Rec) uecto kaxemo aa je
nepunucana pekypenimnum Gopmyiama (sesama) (Rec).
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ITOCHEAWLIA. 3a ceaxu HempaszaH ckyll X, c¢gaxku €NEMEHT T U CBaKy
byukumjy g : X — X, mocroju jemuncrreena ¢pyukumja h 0 IN — X taxsa na
je h(0) =z uh(s(n)) = g(h(n)).

Osa nocnemuua rosopu ga crpykrypa (IN, s, 0) uma Heky BpCTY yHu-
gep3anne ynoze, y CMUCITy Oa omoryhasa [a ce ,,HEITO ™ MOCTUTHE 3a CBAKY
ypebeny Tpojky (X, g, 2).

N—> SN (Enement a 6uito Kor ckyma A MOXEMO OKapaKTe-
{*}O/’ I h pricaTH, BUAETH OJe/baK Kameéopuje, cTpaHa 246,
N )\g ;'{ MPECIHKABALEM  HEKOT JEAHOUNANOT CKyMa, Ha

g npumep {*}, y ckyn A tako aa je x — a.)

Axo 6u jow Heka Tpojka (M, sy, Onp) UMana MOMEHYTO YHUBEP3AIHO
CBOJCTBO, OHJIA CTaBJbajyhu y mpeTXoauu aujarpam na je = On, X = M,
g = swm nmonmasumo ma ¢yuxkumie h : IN — M, 3a xojy je h(0) = O,
h(s(n)) = sm(h(n)), n € IN. Obpuemo nu ynore ckymosuma IN u M
J0N1a3UMO IO YuibeHulle 1a je h Oujexkumja. 3awucra, ako je h' : M — IN
(ynkumja 3a xojy je h'(Ong) = 0, A/ (sm(n)) = s(h’(n)), moxemo (y3 momoh
uHayKIyje) nokasatu ga je ho h' = 1y u h' o h = 1. To 3anpaso 3HauM
112 OBO yHUEEP3aIHO ceojcinieo Kapaktepuie Tpojky (IN, s, 0), 1j. na [leanose
axcuome onapehyjy, nmom uzBecHuM ycrmoBuma(!), TpupoiHE OpojeBe ¢o Ha
usomopghusam.

TEOPEMA. Ako je M = (M, sn,Om) CTPYKTYpa Koja 3a10BOJbaBa
ITeanose axcuome (P1-3), tama je M usomopdHo cranmapiauoj (yoou-
yajeHoj) cTpykTypu npuponnux 6pojesa, (IN, s,0) = (M, sy, Om ).

C 0063upoM Ha UUELEHMIY Oa u3oMopdu3aM y CTBApU 3HAUM MOCEHO-
Bambe UCTUX CBOjCTaBa, YHMHU c€ na [leaHoBa apUTMETHKA PELIABA MTHUTAHE
AKCHOMATCKOT 3aCHUBamba NMPUPOAHUX OpojeBa. Mnak, ucnocrarma ce 1a
TO MOJKEMO TBPAUTU CaMo NpU ofipeleHuM nperrnocTaBkama. Haume, mojam
CKyIla jJe Beoma OUTHO campxaH y [leaHoBuM akcuoMama, ogHocHo ITeanoBa
aKCUOMATHKa je Y CYIITUHH cKyrnoBHa. OBOM NMpuinkoM HeheMo HaBOIUTH
HEOIXOIHE MPETIIOCTABKE O cKyroBuMa Beh hemo camo pehu ga ce oBe nmpeT-
MOCTaBKe MOTY ITPELM3UPATU TAKO Ja TeOPEMa BaKU.

Teopema pexypauje omoryhasa na ce nedvHuULIy OCHOBHE aPUTMETHUKE
byHKIMjE: cabupare, MHOXKEE, CTEIIEHOBAE, . . . (cTpaHa 126).

Jenna ol BeoMa 3Ha4ajHUX TeopeMa je ilieopema o ociliaitiky, oOyayhu na ce
Y B0] UICTOBPEMEHO I10jaBIbY]y CA0UPabe, MHOKEHHE U TTOPEIAK TIPUPOTHUX
Opojesa (1 Hyna).
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TEOPEMA O OCTATKY. Hexka je n 6mo koju npuponas 6poj Behin ox 0.
3a cBaKku NpUpoIaH 6Poj m MOCTOoje jeNMHCTBeHU OpojeBu g u 7 u3 IN, TakBu
Ia je

(%) m=n-qg+7r, 0<r<n.

3a mate n u M, JeMMHCTBEHO OpelieHu OpojeBr ¢ U T, 3a KOje BaxXU ()
HA3UBAJy CE PEAOM KOJUYHUK Y OCHiaitiak TIpU (€YKITUOCKOM ) AeTheby Opoja m
ripupoaHuM 6pojeM n. TIpecmukasama k : INT XIN — Nup: Nt xIN — N
neuHMieMo ca k(n,m) = ,KoMuuHuUK Gpu gemery 6poja m bpojem n' u
p(n,m) = ,ocimaiiax dpu gemervy bpoja m pojem n*'®. Ymecto k(n,m)
4YecTo Ce MUILE [%}, Jlakie, m = n - %} + p(n, m). Takohe, kopucHO je
HeKaaa, IpoIUpUTU GyHKUM)Y p crnenehoM jennaxomhy p(0,m) = m.

Axo cy m u n npupoanu 6pojeBu u n > 1 taksu nga je p(n,m) = 0,
KaxeMo 1a je 6poj m nesbuB 0pojeM 1, OTHOCHO J1a je 7 Ieuial 0poja m., u
riemo 7 | m. TToceBHO ¢y BaskHM #pocitiu OPOjEBU, Tj. OHU KOJU CY JIEILUBK
camo O6pojeM 1 u camum cobom; TakBu cy: 2,3,5,7,11,13,17,... Jow
Cy CTapOrpykKd MaTeMaTU4apu MOKa3aidu J1a MOCTOjU OECKOHAYHO MHOIO
nipoctux 6pojesa.

Jenna ol mocnenuiia MpeTxoaHe TEOPEME j€ U UyBeHU EyKiugos anrcopu-
wam'” — mocTynak 3a onpehuBame HajBeher 3ajeIHUUKOT IeIMOola ABA 1aTa
nipupoaHa 0poja.

MoryhHocT mpeacTaBbamka OpojeBa y MO3UIMOHO] HOTAUMJU Y A4aTOj
OpojeBHO] 6a3u Takohe myryjeMo iweopemu o ocwmiaiwixy. Axo je b > 1
JATU MpUupoaaH O0poj, Taga 3a CBaKy MPUPOJaH OPOj @ MOCTOje JeTUHCTBEHU
NIPUPOIHU OpOjeBHU N, ag, Ay, - - . , G, TAKBH [1a j€
(+4) {azanb”—}—'--—}—alerao,

0<ag,a1,...,ap-1 <b, 1< a, <>,

Ipuponuu 6pojesu 0,1,...,0 — 1 Taga ce o3HauaBajy MOCCOHUM 3HAIIM-
Ma, Koje HasuBamo Imdpama y OpojeBHO] 6a3u b, ma axo cy ¢, Cy, .- -, Cp
3HAILIY KOjH OAIr0OBapajy OpojeBuMa ag, a1, - - - , Gy, Y IPEACTABIbAY (*% ), Taaa
AIIEMO @ = (Cp - . . C1C0)p-

BN+t =N\ {0} =1{1,2,3,...}

7OBaj anropuram ce Hanasy ormucad jow y Eykimmposum Enemeniziuma (300. . 1ipe H.¢e.)
U CMaTpa Ce /14 je TO HajCTapuju HETPUBHUjaIaH aJIrOpUTaM KOjU je OCTA0 HEIPOMEmEH 40
JAHAILBUX JAHA.
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O 3Hauajy TeopeMe O JeIUHCTBEHOM pacTaBJbalby IMPUPOTHOT Opoja Ha
npocTe ynHuone (haxTope) TOBOPU UUECHUIIA [a ¢ OHA HeKaJa Ha3UBaHa
OCHOBHOM WEOPEMOM apuiUMeiiuKe.

TEOPEMA O PACTABJBAKY HA ITPOCTE UWHUOLE. AKO je 1 IPpUpOaH

Opoj Behu o 1, oHAa MOCTOje JEAMHCTBEHU IPOCTU OPOjEBH q1, G2, - - - , Gk
TakBU J1a je q¢1 < @2 < -+ < Qr W JEOUHCTBEHW IPUPOIHU OpOjEBH
my, M, ..., My Behn on 0 TakBU 1A je n = ¢7"1 ¢y - -+ g *.

EdexTuBHa H3pavyH/bUBOCT

ITojam anropurma

[Mojam anéopuitima BekOBUMA IOCTOJU Y MATEMATUIIU O€3 MpelU3He
nebununyje. HepopmanHo, raHac ce 4ecTo moj airopuTMOM MOApa3syMeBa
MEXAHUYKU Tpoyec KOju ce Kopax o KOPAaKk uU380gu HAG KOHAYHUM CKYHAOM
dogaiaka, dpu 4emy je ceaKu KOpaxK HeqeoCMUCIEHO eUHUCAH, U3BOGU Ce
Y KOHAUHOM 8peMEHY U y 0Zpanuuenom geny #dpociiopa. Waxo HaBemeHa
pedyeHuIa JocTa JOOPO OAroBapa CBAKOHEBHO] YIIOTpeOU OBOT MOjMa, OHA
ce He MOXKe Y3€TH 32 (CTPOry) MaTeMaTUUKy AePUHULIU]Y.

[Tpumepu anropurama cy Mo3HATH IPAKTUYHO Y CBUM O0OJIACTHMA MaTe-
MAaTHKE ITPY Y€MY HEKU MTOTUYY jOII M3 aHTUUYKOT J004.

Uzmi dva prirodna
brojaAiB-.

rd

Podeli AsaBi
zapamti ostatak C.

Zameni A saB (A:=B).| NE o
=07
zamen:'LBsaC(B==C)-<—é"311 e >

DA

0dstampaj B-

IlpBu mokymaju ga ce 1d crpora (opMaiHa aHamU3a U MAaTeMaTHUKU
MOZEN II0jMa aJropuTMa OJUIpaH cy ce TeK y XX BeKy, MPBEHCTBEHO
Ka0 pe3yJyITaT pajla Ha OCHOBaMa MaTeMaTHKe U TIOKyIaja Ja ce pelie HeKu
oJlaTiie IPOU3ALTU TpobJIeMy, a yOp30 3aTUM U Y BE3U ca OP3UM pa3BojeM
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EJIEKTPOHCKUX PAYYHCKUX MalllMHA. ['py0o peueHo, UCTpaKMBatbha Y OBOM
IIpaBIly HajBUIIE Cy OMIa MOTHBHCAHA TIOTPEOOM J1d Ce U3ydaBajy mpooIeMu
TUITA: HOKA3AIUU ga He HOCTHOJU anZopuitiam 3d peuasarse HeKoZ upodiemd.
Ilpen 3amanyma OBAKBOT TUNA UHTYUTHBHU I10jaM aJroOpUTMa je TIOTIYHO
HemohaH (6ecKopUCTaH).

[Toctoju BuILe (hOpMATHUX CHCTEMA Y OKBUPY KOJUX C€ MATEMATUUKUM
Cpe/CcTBHMMA NeUHUILE U aHATM3KPA 1ojaM anroputMma. CBU OHM ¢y 6a3u-
paHu Ha crnefehuM CYIITHHCKHM CBOjCTBUMAa He()OpPMAITHOT TOjMa ajro-
put™a [41].

1. Cpaku anroputam JAT j€ KAO KOHAYAH HU3 UHCTHAD YKYUJA.

2. ITocToju pauyncko cpegcitieo Koje MHTEPIIPETUPA U U3BOU MHCTPYKIIH]E
AJITOPUTAMA.

3. Tlocroju memopujcxu tipoctwiop y KojeM ce dyBajy (IIPUBPEMEHO WU
CTAaJIHO) CBH ITOJAIY KOJU CE jaBJba]y MPIIMKOM U3pauyHaBaha.

4. U3zpauyHaBame 1o JaTOM aJrOPUTMY j€ quckpeiine upupoge, T]. U3BOIU
ce KOpak I10 Kopak 1 0e3 kopuinhewa HEMPEKUTHUX METO/14 UITU aHATTOTHUX
CpencTaBa.

5. M3pauyHaBame Mo JATOM alTOPUTMY j€ geilliepMUHUCAHO, Tj. U3BOIU Ce
0e3 kopuwihema CayyajHUX METOAA WIM CpeacTaBa (MOHOBJbEHE MPUMEHE
ANTOPUTMA Ha UCTE yJIa3HEe BEIMUMHE IIPOU3BOJIE UCTE U3JIA3HE BETUUUHE).

6. He nocroje nukakeéa olpanuierba Ha BENTWUUHY yila3a, OpOj MHCTPYK-
1ja, BeJIMYUHY MEMOpPHje, Ka0 HU Ha AYXKUHY padyHa KOjU C€ U3BOIM 3d
KOHKpETaH yJa3.

7. AIITOPUTAM He MOpd gasatiiu pe3ynitiaii 3a cée yaaze, T]. U3pauyHABAbE
ITOMONY aITOpPUTMA MOXKE /14 C€ HUKA/IAa HE 3aBPIIHU.

8. Tlocroju yuusepsanan anéopuiiam KOju CUMYyJIMpa HU3pauyHaBamwe I10
CBAKOM alTOPUTMY.

9. Anroputama 1 06jekaTa Ha KOjuMa c€ OHU U3BOJIE UMA UpeOpOjueo MHOZ0.
10. AIropuT™MH, yIa3HK ¥ U3Ta3HU CUMOOIU MOTY Aa C€ eQeKitUusHO Kogu-
pajy y CKynmy IpUpoIHUX OpojeBa.

Koaupame

bynyhu na je uHTyuLMja U3pavyyHBUBOCTU MO MPUPOIA APUTMETHUUKA,
MaTEMaTHYKO 3aCHUBAILE HIeje ePEKTUBHOCTU IIPEBACXOIHO MOApa3yMeBa
IbEHY APUTMETHUKY (DOPMYyIAlyjy TPU KOjO] C& CBAKHM anropuram Ipef-
CTaBJba HEKOM (PYHKIIMjOM AehUHUCAHOM Ha MPUPOIHUM OpOjeBUMA.
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C npyre cTpaHe, HeOpMaTHU MTOjaM aNTOpUTMa Ce OHOCH Ha ITOCTYNKE
ca MHOTO OIIIITHjOM BPCTOM ylia3za W u3nasa (Kao IITO Cy, Ha IpUMED,
IIOCTyNaK TpaHchopMalyje peyr Hal HekuM andadeTom, MocTynak qude-
peHIlMpama eJeMeHTapHuX QyHKIHja UTa.). MehyTum, yKomuko je rmnojam
anroputMa GOpMYIUCaH Y KOHTEKCTY IPUPOIHUX OPOJEBA, O HEMY CE MOXKE
TOBOPHUTH U y OUIIO KOM JIpyroM KOHTEKCTY KOjU ce MOXe oAropapajyhum
MOCTYIIKOM IPEBECTH Ha NpUpoAHe OpojeBe. JegaH TakaB IMOCTyHak je
,,eTUKETUparhe" MPUPOTHUM OPOjeBUMa HEHYMEPHUKHX 00jekaTa (KOHAYHMX
IUCKPETHUX O0jeKkaTa KOju cy Moryhu ynasu u uznasu). IpyruMm peuuma,
3a1aTH CKYI (HEHYMEPHUYKUX ylia3a M U3lia3a) MoxeMo, u3bopom Heke 1-1
(yHKLIM]E, IPECTUKATH y CKYIl IpUpOAHUX OpojeBa. OBaKBO MIPECIUKABAE
ce Ha3uBa Koguparee Win Zegerusayuja |y yact Kypra I'emena — jenHor on
Haj3HaYajHUjUX Jjornyapa XX Beka — 0 koMe he kacHMje OUTHU joIl peuw)|.
BbpojeBu xoju cy ,,eTUKETE HA3UBAjy CE KOGOBU.

HapaBsHo, nipe cBera, moapa3zyMmeBa ce aa MocTOJU ¥ OCTYNaK KOjH ,,Ipe-
no3Haje” 00jeKTe KOjU YMHE Taj] HCHYMEPUUKH CKYM. Y TOM CIyuajy,
— KOIUpame ce 3ajaje HeKuM HehOopMaTHUM
arOPUTMOM , eTHKETUpaba™ 3aJaThX objekara ¢
MIPUPOAHUM OpojeBUMa U
— YBEK 3ajeIHO ca geKoguparbem — HeOpMaTHUM
aJITOPUTMOM IIPETIO3HaBakha MPUPOIHUX OpojeBa
KOJU Cy KOJIOBU ¥ HaJIaXera (HECHYMEPUIKHX) 00- N
jekaTa KOoju Cy O3HAYEHU TUM IPUPOIHUM Opoje- "izracunavanje”
BUMA.

[penusHuje, o KOOUPamkeM HEKOT CKyIa S MoApa3yMeBaMo IIPeCcTuKa-
Bame ¢ : S — NN, koje ucnymana cnenehe yciaose:

1. Hu KOja Ba eneMeHTa cKyna S Hemajy UCTU MPUIApY)eHHu 6poj (g je 1-1
MIPECITUKABAILE ),

2. 3a CBaKkM €JIEMEHT U3 S MOXe Ce Y KOHaYHOM Opojy KOopaka OXPEaUTH
BEeMY IIPUAPYKEHU Opoj,

3. 3a gaTy NpUpoOJaH Opoj MOXKe ce Yy KOHAYHOM OpOjy Kopaka IIPOBEPUTH 14
74 je TO KO HEKOT eNeMeHTa U3 S U, ako jecte, Hahu oarosapajyhu enemMenT.
VY BehuHu cnydajeBa ckynm S je AaT Ha epeKTUBAH HAYMH, IITO 3HAYM Oa
IIOCTOJM MOCTYIIaK KOJUM Ce Y KOHAYHO MHOTO KOpaka MOXe OIpEeIUTH [1a
JIM j€ HEIITO €JIEMEHT CKYIia S WM HHUjE.

Jlakiie, y OBOM CMHCIy, CBAKH aITOPUTAM YHjU Cy YIA3U U U3a3U U3 S
MOXE Ce U3PA3UTH Kao (M3pauyHspuBa) GyHKIM]ja JedUHUCaHA HAT IPUPOI-
HUM OpojeBUMa.

%]

kodiranje
dekodiranje
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[TPUMEP 1. Hickommpajmo ckyn Ws cBUX peun (KOHAYHMX HU30BA) Hal anda-

Getom S = {4. 0, ), d}. Heka je g = ( V0 4

3 5 7 9

¢ ¥ TeopeMe O pasjaramy Ha MPOCTE YMHMOLE MOXKEMO AeGUHUCATH KOA CBAKOT

KOHauHOI' Hu3a efemeHata u3 S. Axo je (z1, 22, . . . , 2, ) HU3 eNemMeHaTa u3 S, Taja
je KO OBOT HU3a

) . VY3 nomoh ¢yukumje

Gz, 70, 2n) = p{CIpgE) o palen),

IIpY YeMy je P1, P2, ..., Pn TIOUETHM CEIMEHT HU3a IPOCTUX 6pojeBa y pacTyhem
nopetky (p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ...). Ha nipumep, (M) = 2°, G(Mhd) = 29 . 37,
(R OOR) =23 335775 113 yrp,

OCHOBHO CBOJCTBO 0BAaKO AehUHUCAHOT KOAUPaba je Aa Ce U3 J(21, 22, - . ., Zn)
MOKe PEKOHCTPYUCATH 1IE0 HU3 (21, 22, - . . , 2 ). 3AMCTA, U3 pa3llararba IPUPOIHOT
Opoja Ha MPOCTE YNHUOLIE MOKEMO IIPOYUTATH JIa JIH je OH KO HEKe peuu 3aJaTor
azipabeTa M, aKo jecTe, MOKEMO OAPEIUTH Ty ped. Ha npumep, 6poj 12 (12 = 22 3)
HYje KON HUTH jefHe peun, 1ok 6poj 864 (864 = 2° - 3%) jecre kom peunt V. A

N peannu pauynap

[Tapanurmy uaegje uzpadyHaBamba NpeACTaBiba ugearnu pauyuap. OH
Ce O pea’aHOr pas3juKyje caMO y TOME IUTO, Makap NMOTEHLUjaIHO, HeMa
HUKaKBUX OIPaHUYCHd HA MEMOPU|CKU NIPOCTOP M BEIMUMHY YJIA3HUX II0-

JATAKA.
OnucaheMo MamMHy 34 U3pa-

yyHaBame Kojy hemo Ha3BaTu uge- :
1
GIHU pauyHap WIA OCHOBHA MAWIUHA.  Program | I

MaumHy WaeaIu3yjeMo y cMuciy ma — nelder :
uMa HEOTPaHWYECHY MEMOpPH]Y U [a - /
RyR2R5Ry Rs R, R
HUKaJa He MpaBu rpemke. OcuM OBUX :
Registers| [ [ [T T [ [|---

OPETIIOCTABKU OCTaje Cy TaKBE Aa ce
o : Counter D
IMHU Ja MallTiHA He MOX€E OUTH jeqHO-
CTaBHMjA.

Onuc uneaaHor pauyHapa

W eaimHu pauyHap uMa HeorpaHuueH Opoj perucrapa Ry, Ry, ..., Ry, . ..

KOJU y CBAKOM TPEHYTKY caapxke (mamre) mpupoane OpojeBe; OBU OpOjeBU
Ce MOTYy MEHATU TOKOM ITpoIleca U3pauyyHaBamba. '
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Wpneanuu pauyHap uma u (program holder) mpocTop koju 4yBa KOHa4YaH
Hu3 unctapyryuja (11, Io, ..., I,), Tako3Bauu tpocpam. MaeanHu pauyHap
je crocobaH na MHTEPIPETUpa M U3BOAU MHCTpyKUMje. VIHCTpyKuwmje Cy, y
CKJIaJIy ca PeIocieoM HaBohema y mporpamy, HyMepUCaHe ITPUPOIHUM
opojeBuma. Wpeanuu padyHap uMma W 6pojauw (counter) Koju y CBakoM
TPEHYTKY CaapXH NpUpoaaH Opoj — penHu Opoj UHCTPYKIMje KOojy Tpebda
Jla U3BPIIM Y TOM TPeHyTKy. CBaka MHCTPYKLH]a TOPEN ToTd IITO U3BOIU
HEKY JeTHOCTABHY ,,KaJIKylalMjy“ ca IpMpoIHUM OpojeBuMa yrnyhyje U Ha
peaHu Opoj MHCTPYKLU]je TporpaMa Kojy Tpeda ciaenehy U3BpIuTH.

Kako paau naeanuu pauynap?

Haxon yHomema nmporpama u onpeheHor (KoHauHoT) 6poja MpUPOIHUX
OpojeBa y perucTpe uaeaaHu padyyHap MOXeMo TycTutu y pan. Craprto-
Barb€ MallTMHE MOApa3yMeBa ynuc 0poja 1y 6pojau m moyeTax U3BpliaBakba
WHCTPYKIIMja YHETOT Mporpama. KlaoeanHu padyHap, y CBAKOM TPEHYTKY,
U3BpIIaBa MHCTPYKIIM]Y MporpaMa Yuju je peHu O0poj 3amucaH y opojauy.
Taxo, UgeaJlHU padyyHap 3aBpllaBa M3BPLIABAME CBAKE MHCTPYKUU]E YITU-
cyjyhu y 6pojau pennu Opoj MHCTPYKIMjEe KOJy Tpeda cnenehy U3BPIIUTH.
Wpeannu pauyHap mpecTaje ca pajioM y OHOM TPEHYTKY Kaja je y opojauy
ynucaH 0poj Koju je Behu o1 6poja MHCTPYKIM]a KOje YuHe mporpaMm. AKO
ce OBO HHMKajJa He JOTOAH, MAalllMHA HACTaBJ/ba M3BPINABAI-EC MHCTPYKITHja
3aYBEK.

HNucTpykuuje Koje n3BpuIaBa uaeaJ Hn pavyyHap

Wpneannu pauyHap Ipero3Haje U U3BpliaBa ciegeha geTupu Tuma MH-
CTPYKLMjA.

HYJIA MHCTPYKUWIE. Z(1), Z(2), Z(3), Z(4), Z(5), ...

Axo je Z(n) (n > 1) y HekoMm mporpamy i-Ta uHCTpykumja (i > 1),
WJICAJTHY PayyHAD je U3BPINaBa TaKo ITo y peructap R, yHocu 6poj 0, a cBe
ApYTre PETUCTPE OCTaB/ba HEIIPOMEHEHUM, U HAKOH TOra y 6pojau yIucyje
opoj ¢ + 1.

WHCTPYKIWJE CIEABEHUKA. S(1), 5(2), S(3), S(4), S(5), ...

Axo je S(n) (n = 1) y HekoM mporpaMy i-Ta UHCTpyKimja (1 = 1),
WJeallHU pauyHap je M3BpIIaBa TaKo IITO Opoj y perﬁCpr R, ysehasa 3a
1, a cBe mpyre perucTpe ocTaBba HEMPOMEHLEHUM, U HAKOH TOTa Y 6pojay
ynucyje 6poj ¢ + 1.
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WMHCTPYKIIVIE MIPEHOCA. T'(1,1),T(1,2),...,T(2,1),T(2,2), ...

Axo je T'(m,n) (m,n > 1) y HekoM nporpamy i-ta MHCTpykumja (i > 1),
UJEAIHU padyHap je M3BpLIABA Tako 1ITO Opoj y perucrpy R, 3amemyije
cajpxajeM peructpa R,,, a CBe Ipyre perucrpe, ykibyuyjyhu u R,,,, ocrasmba
HEMPOMEEHNM, U HAKOH TOra y 6pojay ynucyje 6poj ¢ + 1.

WHCTPYKUWIE NIPEJIA3A. J(1,1,1), J(1,1,2),..., J(1,2,1),...

Axo je J(m,n, k) (m,n,k > 1) y HEKOM IIporpamy i-Ta HHCTPYKLH]ja
(: = 1), upeanHu pauyHap je U3BplIaBa TaKO IITO Caapxkaje CBUX perucrapa
OCTaBJba HENPOMEHEHE U caMo Y Opojau ynucyje 6poj Ha cienehu HayuH:
aKo Cy campxaju perucrapa R, u R, jenHaku, padyyHap y 6pojau ynucyje
Opoj k, a ako cy canpxaju perucrapa R, u R,, pa3muuuty, paayHap y 6pojad
ynucyje 6poj ¢ + 1.

Hexka je P Hexu miporpaM U n HeKu NpupoaaH opoj, n = 1.

HaxoHn yHoOuIeWa IpUpoJIHUX OpojeBa L1, Ta, . . . , Tn PEIOM Y PETUCTPE
Ry, Rs, ..., R,, mpu yeMy je y CBUM OCTaJIUM DPETHCTpUMa (ayTOMATCKU)
yIMcaHa Hyjla, aKO UIeaTHU payyHap 3aBpIUM U3pAUyHABAKE 10 IIPOTpamy
P, kaxeMo na ipocpam P xomsepcupa sa ynaz (ri,xs,...,%,) W IHIIEMO
P(zy,...,2,) |. Tlom pe3ynTaToM U3payyHaBarba, ONHOCHO U31A30M, Y
cnyuajy P(z1,...,z,) |, cMaTpaMo 6poj koju je ocTao ymucad y R, HaKOH
3aycTaB/baka paja pauyHapa; ako je To y mumemo P(xy,...,z,) | .
VKOIMKO ce MIeaTHy pauyHap HUKa/la He 3ayCTaBU NIPU U3BPIIABABY MPO-
rpama P 3a ynas (1, 2g, . . ., Z,), KakeMo na ipocpam P queepiupa sa ynasz
(1, 2y, ..., T,) ummmemo P(xy, ..., z,) T.

[IPUMEP 2.Heka je P nporpam 3anat ciegeliuM HU30M HHCTPYKIIMja.

Ili J(3,2,5)
Ir: S(1)
I3 : S(3)
]4: J(l,l,l)

Ha napennoj ctpanu ﬁpHKazaH je pal uaeaHoT payyHapa 3a Pa3muuuTe yiiase.
JMaxne, P(3,2) | 5, P(3,2,1) | 4, nox ce maxo Bumu na P(3,2,3) 7. Yomurre,
P(z,y) |  +y, 3a 6uo koja aBa npupoaxa 6poja « u y. Takobe, ako ¢y x, y, 2
TIPOM3BOJLHM NIpUPOIHHM Opojesy, Tana P(x,y,z) | © +y — z ykonuko je z < v,
nox P(x,y,z) T ako je z > y. A
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I, J(3.2.5)
I, S(1)
I S(3)
Ty J(1a1-1)

R RaR3RyR5 R R,

I, J(3.2.5)
I, S(1)
I3 S(3

[3]z]ofololo[o]---

[3]z0]o[olo[o]---

[y]2]o]o]nfo]o]- -

[uT2[2olofa]o]---

FEAREGICIEEE

[y[z[1[ojclalo]---

[sT2[ifofololo]---

BEBEIGEIEIEEE

[s[2]2[oofofa]---

sl2|2]o]olojo]---

Ty J(1ala1)

RLRERBRH R5 RE R?

I, J(3.2.5)

I. S(1)
I3 S(

Ty J(1ala1)

RLRERBRq R5 R!:: R7

EIEFEIGICICIEEE

[3[z][3]o]ofo]o]---

EIBGGICICIEEE

[vT2[a]ofo[o[o]---

[y[=[efofafofo - --

[4[2[2]o[o]o[0]- -~

[4]2]2]olofao[o]---
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Ha omaj HauuH, cBaku nporpaMm P u npupoaaH 6poj n, n > 1, oapehy-
jy jemny oyukumjy fI (n-apuy mapuujanHo geduHICaHy OTepaLHjy CKyIa
NIPUPOJHUX OPOjeBa)

fp(l X ) — Y, daKo P(Z’l,...;l'n) ly>
ATt negegpunucano, axo P(xy,...,x,) 1.

Ouurnenso, nomen pyuxumje f je momackyn on IN™ kome mpumaznajy camo
OHE ypeheHe n-Topke MpupoaHuX OpojeBa Koje MpeaACcTaBbajy yiase 3a Koje
nporpam F KOHBEprupa.

CaMmo oHe ¢yHKIHM]e Koje ce MOry AeduHUCATH HAa OBaj HAUMH CMa-
TpaMo uspauynmsusum. Ilpeunsuuje, byukumja f : D — N (D C IN7*)
j€ uspauyHmsusa, AKo MOCTOjU Mporpam P Takas ga

P(zy,...,2,) Ly akko (z1,...,2n) € Du f(xy,...,2,) = y.

HACTABAK MNPUMEPA 2. Tlporpam P Ham nokasyje ga ¢y M3payyH/bUBE
cnenehe dynxunje: f4(z,y) =z +y, 2,y € IV,

p B $+y_za z <y
f3 (1;>y7'z) - { Heged)uHucaH(), z > )

ajln 1

P $+y_ Z, Z g Y
f4 (x,y,z,u) = {
HegeQUHUCAHO, 2z > Y

U TAKO JTaJBE. AN

TEOPEMA. ®yHKUMje:
o uyna-pynxyuja z - N — N, z(z) = 0,
o pynryuja cregbenuxa s N — N, s(z) =2+ 1 u
o cse ipojexyuje P - N* — N, P*(zy,...,x,) = 25, 1 <1 < n,
Cy U3padyyHJbUBE (PYHKLH]E.

Jloxaz. Ose dyHKIUje OATOBAPAJY MHCTPYKIM]jaMa KOje IPENo3Haje UealIHu
pauyHap, Te IpOrpaM Koju AoKa3yje U3PauyyHIbUBOCT HEKE O BbUX UMHU CaMO JeJHa
WHCTPYKLMjaA.

e MdynKUMja 2 je U3pauyH/bUBa 1o mporpamy Z(1).
e Oyuxumja $ je u3pauyHbuBa 1o nporpamy S(1).
o Oynkuuja P je uspauynbusa 1o nporpamy 1'(7,1). O
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Knaca uzpauynsbuBux (pyHKIHja — apuT™MeTHYKa hopMyiaumja

Beoma 3HauajHo oTkpuhe je ga HAC 10 U3PAYYHIBUBUX (YHKIH]ja JOBOJIE
U3BECHU TUMOBHU AedpuHucama ¢yukuuja. [Ipe Hero 1mwto HaBeremMo OBe
TUITOBE, JaheMO HEKOJIMKO HAIIOMEHA Y Be3U ca O3HaKama.

Hauwme, yecto ce pyuxmuja f : D — IN, rneje D C IN* (k > 1) ozHauasa
uca f(xy,...,2x), IPUUEMY 1, . . . , Lx TPeBaA CXBATUTH KAO ,,dyBape’ MecTa
Ha KOja Tpeda MOCTAaBUTH apryMeHTe U3 oarosapajyher nomena. Tako he, y
OBOM MomIaBiby, f(z1,...,Tk) o3HauaBatu U camy gpyuxuujy f : D — NN,
D C IN*, yuju nomen D He MOpaMo eKCIITULIMTHO HABOAMTH jep ra oapehyje
KOHTEKCT Y KOME Ce TOBOPH O (GYHKIMjU f WK Ce, MTaK, CAMO IPETIIOCTABIbA
na je mosuat. Jemnaxoct f(xy,...,2k) = g(21,...,Tx) Tpeba CXBATUTH ¥
CMHUCIY J1a aKo je 3a (1, ..., %) neduHucana jeaqda o GyHKUHMja OHA je
necduHUCcaHa U Ipyra U OHE UMajy UCTE BPETHOCTH.

Cyncrutyuuja. Oynxuuja f(z1,...,z,) nobujeHa je cyhcmumyyujom
dyuxkimja g1(z1,. .., Tn), g2(T1, - Tn)y .o Gr(T1,.. ., 2,) Yy QyHKIH]Y
h(y1, .-, yr) axo je

flx1, o zn) = Rlgai(zr, -y 2n), - ge(n, .o ).

Pexypauja. @yuxumja f(2y, ..., 2,,y) nobujeHa je pexypsujom u3 GpyH-
kiuja g(z1, ..., &) MW h(Z1, ..., 2y, Y, 2) aKO je

flzy, .., 24,0) = g(x1,...,20),
flxy, ..z, y+1) = hlzy,. . z0,y, f(o, . 20, y)).

Munummnzaumja. Dyuxumja f(z1, ..., T,) TOOUjEHA j& MUHUMUSAYUJOM
bymximje g(21, . . ., Tn, y), akoje f(z1, .., 2n) = py(g(z1, ..., 20, y) = 0),
IIpU 4emy je

1, Y je HajMamu TIPUPO-
JaH Opo] TakaB Ja Je
g(xy, ... xn,y) = 0,
ako Takam O6poj MocToju
u ako je g(xy, ..., Tn, 2)
JepUHUCAHO 3a CBE 2
TakBe 7a je z < v,

HegeuHuCano, WHAYE.

{

wy(g(x, ..., zq,y) =0)

\
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VHTYUTUBHO, TOCTYNAK u3pauyHaBama 1y (g(z1, . . ., Tn,y) = 0) je cnenehu:
pauyHamo g(Z1,...,2,,0), g(z1,. .., Zn, 1), g(x1, ..., Zn,2), ... CBE IOK HE
N00MjeMO MPBY MPpUPOJaH Opoj z Takas aa je g(L1,...,Tn, 2) = 0 M Tama je
py(g(zy, .. T, y) = 0) = 2.

TEOPEMA. CKyl U3pauyH/BUBUX (QYHKUH]A je HajMamU (y CMHUCIY MH-
KIIy3U]€) CKYIl KOJU CaIpXkU ocHosHe yurkyuje (z, su P, 1 < 1 < n)u
3aTBOPEH J€ 3a CYUCTHUIUYYU]Y, PEKYPIUTY U MUHUMUZAYU]) .

IIpeTxoaHa Teopema HaM 3ampaBo oMoryhapa U Apyraunjy AepUHUIN]Y
uspauyHpuBoctu. OyHKIMjA | je uspauynmsuea ako MocToju HU3 HyHKIIH]ja
fi,..., foTakasnaje f, = fusacsakoi, i < n, f; je ocHOBHA QYHKLIHUjA U
ce f; MOXKe TOOUTU IPUMEHOM CYIICTUTYIH]E UK PEKYP3Uje NI MUHUMU3A-
Lyje Ha Heke on ¢dyHKuMja fi,. .., fi—1. V3pauyHaBame BPEIHOCTH TAKBUX
byHKIIM]a CBOIU e HA M3pauyHaBarke OCHOBHUX (PYHKIIM]A U MTPUMEHY IIpa-
BUJIA CYNICTUTYLH]E, PEKYp3Uje 1 MUHUMHU3auMje. Jlokas ma je u3padyyH/buBa
ceaka (pyHKLMja oapeheHa Ha OBaj] HAYMH CIIPOBOJAU C& KOTUPAHEM CBUX
U3padyHJbUBUX (GYyHKIMja. Bullle getasba y Be3u ca MPeTXOIHOM TEOPEMOM
yuTANAL MOXe Iponahu y (8, 47].

[TpumeTuMo na je MOryhHOCT U UCITPABHOCT OBAKBOT Je(hUHUCAKA KJTace
U3payyHIbUBUX QyHKUM]a Y OTMCKO] BE3U ca MHIYKTUBHOM AEPUHHULIN]OM
pUpOIHUX OpojeBa kojy cy yBenu Jenexunn u [leano.

[TPUMEP 3. a) Cabuparwe f1(x,y) = = + y je uzpauynibusa Gyuxnuja, jep je
F1(z,0) = 2, fi(z, s(y)) = s(fi(x,y)) (omuocHo z + 0 = =, x + s(y) = s(z + ).

0) Muoocere fo(z,y) = x -y je uspauyrwsusa GyHkuuja, jep je f2(x,0) = 0,
falz, s(y)) = fi(z, folz,y)) mz -0 =z, 2 - s(y) = (z - y) + 2).

B) Cimeiienoseme f3(x,y) = z¥ je uspauynbusa byukuuja, jep je f3(z,0) = 1,

fs(z,5(y) = fal, fi(z,y) @° = 1,2°W =¥ 2).

r) Uspauymbusa je u byukumja fi(z,y) = a;'m }ynym neduHuCcaHa ca
fa(a,0) =1, faz,s(y)) = fa(=, fa(z,y)). Mspauynmusa je u dynkumja fs nara
ca f59 fS(Ia O) = 1’ f5(33> S(y)> - f4($a f5(x,y)), HUTA.

1) Beoma BaxxHa u3pauyHibuBa GyHKIM]a je U

oy — r—vy, akojer =1y,
Y= 0, UHAYE,

npu uemy je ,,—“ o3Haka 3a ogysumaree (yoOWYajeHy NapUujajHO AepUHUCAHY

OUHapHy Orepalyjy cKyla IpUpoaHUX OpojeBa).
h) Oymxumja g(z, y) = |z —y?| je uspauynmnsa (jz —y*| = (z-y*) + (y° ~x)).
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e) Dyuxumja f(z) = py(|z — y?| = 0) je uspauymmsua. IIpuMeTnMO A2 je

fz) = vz, aKo je T KBaApaT MPUPOTHOT 6poja,
HegeduHucano, WVHAYE.

Kao u jia je, Ha npumep, f(4) | 2, f(2) 7. JAN

3a moackyn A ckyna npupomHux OpojeBa IN kaxemo na je pexypsusar
(0ognyuus) axo je mwerosa KkapaxtepucTuyHa dyukuuja x4 @ IN — N, nedu-

HHCaHa ca
(z) = 1, akojez € A,
XANE) = 0, akojex & A,

m3pauyHybuBa GyHkuuja. CamyHo, 3a monckyn R ckyma INF xaxemo na
je pexypsusna (k-apHa) penauyja ako je meHa KapaKTepUCTHUHA QYHKLIM]A
xr : N* — N uspauynsmuza.

Ynopeno ca peKyp3uBHUM CKYIIOBUMA (peralirjama) IPUPOIHO CE jaBIba-
JY ¥ TAKO3BAHU peKyp3usHo Habpojusu ckynosu (penauuje). Kao mro um nme
KaxXke, TO Cy CKYIIOBH UHje €JIEMEHTE ,,HaOpajajy* u3pauyHibuBe QyHKIHU]E,
Tj. CKYTIOBH KOJU CYy KOJOMEHHU U3PAUYHIbUBUX QPYHKIH]A.

JEOUHUIIMIA. Henpazan ckyn A, A C N, je pexypsusno nabpojus
ako rmocroju u3pauyHspuBa ¢yukimja f @ IN — IN TakBa ma je
A={f(0),f(1),f(2),.. .}

TEOPEMA. IlocToju pekyp3uBHO HaOpOJUB CKYIT KOJU HUJE PEKYP3UBAH.

ITpumep pexyp3uBHO HAOPOJUBOT CKYId KOJU HMje PEKYP3UBAH HABEILI-
hemo xacuuje (ckyr A Ha cTpanu 132).

A-pauyH

JenHa on mpBUX NeUHUIM]A U3PAUYHIBUBUX DYHKITM]a 1aTa J€ Y OKBUDPY
A-pauyHa koju je yBeo Anonco Yepu 30-ux roquHa XX Beka. HaBomumo
ra, uaMel)y ocrayior, U 300T YUHEHULE Aa J0CTa JI0OPO WIYCTpPyje CHAry
anCTPaKTHUX U/Ie]a Y MATEMATHIIM.

YepuoB A\-payyH ce MOXE Ha3BATU U HAJMAIbU YHUBEP3AIHU UPOEPAMCKU
jesux. YHUBEp3alaH je y CMUCIY Aa Ce CBE M3pauyHJbUBE GYHKIIH]E MOTY
U3PA3UTU U IHUXOBE BPEIHOCTH ,,M3padyHaBaTH y3 nmomoh oBor gopma-
nu3ma. Hamomenumo na ¢y y A-pauyHy GyHkIMje cxBaheHe, y CTapUHCKOM
CMUCITY, Ka0 ,,JIPOLIECH ITPENTACKA O] APTYMEHTA 10 BPEAHOCTH  WJIM, Y CaABpe-
MEHO] TEPMUHOJIOTU]H, K20 ,,IPOIPaMHU KOJU 3a 3a[aTe yjase 4]y HeKaKBe
uznasze®.
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W3pasu npencrapibajy OCHOBHE MojMoBe. J[eHHUIIIEMO UX PEKYP3UBHO
nonazehu o HEOTPAHUUEHOT CKYIla UMEHA, KOJ& MOXEMO 3BATH U HPOMEH bU-

sama,
1

a,b,e,....x,y, z,ad b, ... 2 a" b, . .. 4", ..
KopucHo je 3aMunubaTi a CBaKO OJ CJIOBA O3HauaBa HEKYy QYyHKIH]Y (Ma-
TEMATUYKY OIMEPALH]y).
1. Caxa nmpoMeHJbHBA NPE/ICTABIbA U3PA3.
2. Akocy F u F Heku uspasu, ouna je u (EF') uspas.
3. Ako je z mpoMeHJbUBa U F uspas, onaa je (Az.E) rakobhe uspas.
4. V3pasu ce MOTy TOOUTH camMoO TPUMEHOM NPETXOIHA TPH IIpaBuiIa KOHA-
yaH Opoj myTa.

ITpu cacraBbamy U3pa3a MOXKEMO H30CTABIBATH 3arpaje aa OUcMo, y
HEKUM CIIy4yajeBUMa, OJIAKINald HEroBY ,,UUTJBUBOCT, TaKO, Ha MPUMED,
CKOPO yBek hemMo M30cTaBBaTH CIIoJballbe 3arpaie (ako je (E£) uspas, onna
je u E u3pa3z). Takolhe, na 6u ce u3berio HaroMuiaBarme 3arpaja, ycaja ce
U JOTOBOP 1a (PYHKIH]y TPUMEYJEMO ClIEBA, TO jecT na uszpas B By - - - By,
osHayasa mspas (--- ((F1Eq)Es) - -+ )E,. Taxohe, MpUIMKOM HeQUHUCAbA
U3pasa MpaBuiIom 3, ymecro Az.E, nuie ce Az.[E].

JIBa oCHOBHA ,,JIOCTYIIKA™ Cy aiauxkayuja N atcimipakyuja (Tauke 2 u 3
MIPETXOIHE AeUHHULIN]E).

Tako, kaga Hamumemo ¢ = bc cMatpamo na ¢byHKuMja b ,,menyje Ha
GYHKLIM]Y € U J1aje pe3yiaTaT Koju je Heka Tpeha pyHkuuja a. CnuuHo, y
u3pasy (fp)g, f cxBaTamo kKao QyHKIH]y ABE IIPOMEHJbUBE P U ¢ (PE3ynTaT
npumene pyukmuie (fp) Ha GyHKUH]Y q).

I'puko cmoBo A (M3a KOjer ciieau IPOMEHIbUBA Ca TAUKOM) CXBATAMO Kao
,,IPOU3BOJbHA (TPOMEHJbUBA); HA II0jaBY IPOMEHIBUBE M3a TAYKE MOXEMO
T7IeIaTH Kao Ha ,,Ipa3HUHY y KOjy ce MOXe yOaluTu OUIOo 1mTa.

Axko Harmumemo Az.[fz], o3Haunmu cMO GYHKIM]Y KOja IPUMEhEHA, Ha
TPUMep, Ha a Jaje pe3ynTaT fa,

Az.[fz]a = fa.
Jpyrum peunma, A\z.[ fz] je jemroctasro pyukuuja f. Cmvwano, Af.[f(f(x))]

npencTaBiba QYHKIM)Y KOja, Kajaa Jenyje Ha HeKy aApyry GyHKLHUjY ¢, Aaje g
MIPUMEHEHO [1Ba TIYTA Ha T, Tj.

M (@))]g = g(g(z)).
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Taxobe, Mornu cMo ,,ancTpaxoBaTu’ MPBO Z, 4 3aTUM U [, U Taga OUCMO
nooumu

Af [P [f(f(2))]] mma xpahe Afz.[f(f (2))].

OBO je mocTynaxk KOju KaJa ce MPUMEHHU Ha ¢, Jaje ,,ABOCTPYKY MPUMEHY
bynkumje ¢*“. 3ampaBo, oBo je dyHKIHMja kojy YUepu mueHTHbUKYje ca
MPUPOTHUM Opojem 2:

2 =Mz[f(f(2)).

Jaxie, (2g9)a = g(g(a)). Cnuuno ce neGUHALLY OCTANN TIPUPOIHU OPOjEBH.
Ha npumep,

3= Az [f(f(f(@)))], 4 = Afz[f(fF(S(f (@), -

sajenro ca 1 = Afz.[f(z)] m 0 = \fx.[z].

YepuoBo 2 je HAMK KU3pasy ,,ABAMYT, (beTOBO 3 U3pasy ,,TPUITYT UT/I.
Tako je menosawe 3 Ha byukuujy f, omHocHo 3f, mocTynak ,,IOHOBUTH f
Tpu nyTa‘.

[TornemajMo cama kako ce pyHKUMja CclIenOeHUK — AoaaBame 6poja 1 —
Moke n3pazut y YUepuosom popmanusmy. Heka je

S = Aabe.[b((ab)c)).
Tana je, Ha mpuMep,
S2 = Aabe.[b((ab)c)]2 = Nbe.[b((2b)c)] = Abe.[b(b(b(c)))] = 3.

OcCHOBHE apUTMETHYKE OllepaLirje cabuparme, MHOXKEE U CTETIEHOBAE
MOXEMO PEIOM NMPEACTABUTH Ha cienehy HauuH:

A = dabed.[((ac)(be))d], M = Xabe.[a(bc)], P = Aablab].

Ha npuwmep,
(A3)2 = (Aabed.[((ac)(be))d]3)2 = Abed.[((3¢)(be))d]2
= Mbed.[(c(c(c(be)))d]2 = Aed.[(e(e(e((2¢))))d]
= Acd.[(c(c(e(c(c(d))))))] = 5.
W ma moHOBMMO, CBe M3pauyHJbUBE (YHKIHjE Ce MOTY IPEICTABUTH V
A-pauyny! Tlociemmux TOOHUHA A-payyH je IIOCTa0 BeOMa MHETEepeCaHTaH,

jep ce UCMOCTAaBUIIO fa OBaj (hopMaii3aM NpeacTaB/ba BeOMa MOIHY OCHOBY
32 (PYHKIIMOHATHE) TPOTPAMCKE JE3UKE.
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Yepuosa Te3a

Benuku Opoj caBpeMeHHX MaTeMaTudapa cMaTpa [1d UHTYUTUBHY UIE]Y
eeKTUBHOCTH y MOTIIYHOCTH olpelyje cKyn u3pauyHpuBUX Qynkuuja. To
yBepeme ce n3paxana UepuyoBoM te3oMm (dhopmymucanoMm 1936. rogune):
c6aKa UHTAYUTIUBHO UBPAYYH/WLUBA (DYHKYUJA UpUEaga CKYUy uspadyHmUusux
¢yuxyuja. Kaxo ce moapasymeBa Ja cy U3padyHbuBe (QyHKUHU]E U UHTY-
WTUBHO M3pauyHJbUBE, Y UepuoBOj Te3M ce TBPAM [a j€ KJaca CBUX UHI)-
UTHUGHO U3pAYyHAUeUX (DYHKIHU]A jeIHAKA CKYILY CBUX UBDAUYHAUBUX QDYH-
Kyuja. Y OBO] XUITOTE3U CE Je/laH HEMAaTEMATUUKH IT0jaM, KJ1aca UHTYUTUBHO
U3pauyHIbUBHUX QYHKIM]a, U3jeqHaYaBa ca KOHKPETHUM MaTEMAaTUYKUM 00-
JEKTOM — CKYIIOM U3pauyyHJbUBUX (YHKITHja, T€ ce OHA Hajuelrhe cxBaTa
Kao MaTeMaTudka aehuHuLIN]a e(DeKTUBHOT TIOCTYNKA: eQeKiliueaH je ceaKu
{OCTHYTAK KOju ce modce orucaimiv uspauyumsusom @yukyujom. ITloTBpaa 3a
TE3y HaJla3U C€ y UUEHULM Ja 10 JAHAC HUJEMaH CUCTEM U3PaYyHIbUBOCTH
HHU]E a0 HEKU IIMPHU CKYI U3PAYYHJbUBUX (PYHKIM]a O OHOT KOjU j€ OBIE
neduHucaH.

Yepuosa Te3a OnpaBaaBa MPETIOCTABKY J1a je CBAaKU airopuTaM A y moT-
MYHOCTU PEIPE3CHTOBAH HEKOM PEKYP3UBHOM (DYHKLIMjOM fa, U OOPHYTO,
Ja CBaky peKyp3uBHY GYHKIU]Y f MOXKEMO CXBATUTH KA0 aaropuram (Ipo-
rpam) A ¢ xoju 3a ULAZ:= (21, ..., xy) win gaje IZLAZ:= f(xq, ..., zx) nimy,
yKOMMKo je f (1, . .., Tx) Hegedunucano, A s ce ,,3arnaBu® y u3pauyHaBamy,
PELIUMO yHaJamkeM y ,,0eCKOHAYHY NMET/bY , He 1ajyhu HaMm ukakas IZLAZ.

[Ipo6aem 3aycraB/bama

IToctynak ogpehuBama pe3ynrara (T). U371a3a) U3padyHaBamka 10 HEKOM
nporpamy P 3a 3amatu ynas (1, . .., T,) MOKEMO IIPEACTABUTU (QyHKLI]OM
Universal : P x IN<* — IN, mpu uemy je P ckym cBux mporpama u IN<“ ckym
CBUX KOHAYHUX HU30BA MPUPOIHUX OpojeBa,

. Y, ako P(x1,...,z,) | v,
al(P, (zy,...,2,)) = ‘
Universal(P, (z1,...,2n)) { negegumnucano , axo P(xy,. .. yTn) T

bynyhu na je ped o MocTynKy ca HEeHYMEPHYKUM apryMeHTUMa (apryMeHTH
MOCTyIIKa ¢y oOjyuka (mporpaM, ypeheHa n-TOpKa)), MOTOOHUM KOAMpa-
HBEM I'd MOKEMO TIPEBECTH Y IIOCTYIIAK M3padyHaBambha BPEAHOCTU PyHKIH]e
U(n,m), rme cy n 1 m npupomsu 6pojeBu. I1ox MOrogHUM KOOHPAH-EM
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NONpPa3syMeBaMO KOJUpame Koje oMoryhaBa egexitiueno nabpajarbe CBUX
nporpama (T). u3payyH/pUBUX (yHkuMja). Hawmme, moxe ce meduHucaTu
byskumja £ 1 P — IN taxo ma ce cBakoM mporpamy jeAHO3HAYHO U edex-
TUBHO [OJEJbYje JEMUHCTBEH NMpUpoaaH Opoj (kO TOr mporpama), Kao u
Ia ce 3a CBAaKu NpUpONaH Opoj m MOxke €(PEeKTUBHO OJPEIUTH IMPOrpam
P takaB na je x(P) = n. OBaKBO OMjEKTUBHO KOAUPAIbE NOIYINTA, IpPE
CBeTa, eexitiusHo nadpajarpe cBUX porpama Py, P, Ps, ..., OTHOCHO CBHUX
u3pauyH/puBuX QyHkmmja fi, fo, f3, ... CnoboaHuje pedyeHo, epeximiusro
UMeH06arbe TPUPOJHUM OpojeBUMa cBaKe U3padyyHibuBe GpyHkuuje. Edek-
TUBHO HaOpajewme CBUX U3PauyHIbUBUX QYHKLH]A j€ KIbYYHA UIgja TCOPH]jC
WU3pavuyHIBUBOCTHU YOITIITE.

Taxohe, MOCTYIKOM KOjH J€ CACBUM CJIMYaH MOCTYIIKY KOJUpama MpH-
kazaHoM y mpuMepy 1 (Ha ctpanu 120), MOXeMO UCKOIUPATH CBE KOHAUHE
HU30BE MPUPOIHUX OpojeBa (Tj. CBe ynase).

Jlaxiie, Ha IPBY KOOPAMHATY apryMeHTa (7, m) Ha KOjU Ce IpUMEmYje
dbyuxnmja U rmegaMo xKao Ha O3HAKY HEKOT Mporpama (Tj. U3pauyyHIbUBE
dyHKIIHjE), a Ha JPYry Kao Ha O3HAKY HEKOI KOHAYHOT HH3a NMPUPOIHHUX
6pojesa. Tako, yKOIMKO Tpakumo BpenHoctT U(n,m), 3Ha4n 1a HAC 3aHIMA
pE3yNTAT MU3pauyHaBamwba o mporpamy (4uju je k0m) n 3a yia3 (Yuju je KOJ)
m. OHO IITO je Haj3HauajHuje je yumbeHuna a je U uzpauyHbusa GyHKIM]a.
dyuxumja U ce Ha3zuBa yHusepsanHu aréopuiam'® jep y NU3BECHOM CMUCIY
,,OTTOHAIIIA® CBAKU IpOrpam:

e axo je P(x1,...,2,) | y,onnajen U(n,kéa(xy,...,2,)) L y,a

e axoje Py(x1,...,2,) 1, onmajeu U(n, x0n(zy, ..., 2,)) T.

Jlajbe, MIPUPOIHO je U [1a e 3aluTaMo O CTATyCy penanuje |, rma TUMe
U IbeHe Herauuje T, ca CTAHOBMINTA TEOPHje U3PAUyHJbUBOCTH. Jla i 1mo-
CTOjH e(pEKTUBAH IIOCTYIaK 3a oapehuBame IITA yIMcaTH, | wix T, u3a
MPOU3BOIBHO U3abpaHor u 3agator mapa (P, (x1, ..., x,))? OxHocHO, 1a Iu
NI0CTO M eheKTUBAH MTOCTYIAK KOjH 3a Ounno xoju sagatumap (P, (1, ...,%x,))
naje oAroBop ,ua‘ ykomuko je P(xy,...,z,) | u omrosop ,He* ako je
P(x1,...,2,) 7. [IpobGaeM mocTojama OBaKBOT MOCTYITKA HA3UBA CE ipobIeM
3ayCciliasmsarba UIU xXariiune apodnem. TjypuHT je MOKa3ao [1a HE MOCTOjU
aNTOpUTAM KOjU Ce 3aXTeBa y MpoOlieMy 3ayCTaBlbaba.

"8I'py6o rosopehn, cBaAKU caBpeMeHH padyHap ,,paji’ 10 YHUBEP3ATHOM aJIrOPHIMY,
Tj. OIOHAlA CBAKH AJITOPUTAM — JOBOJHHO J€ CAMO j1a My 3a4aMO KO TOT alropuTMa.
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bynyhu ga ce mpoOieM 3aycTaB/bakba MOKE QOPMYIUCATH U NTUTAHEM:
,.Jla mje ogrosapajyha gynkumja Halt : PxIN<Y — {|, T} uspauyrsusa?*,
FErOBO PEIIABAILE CE KOANPALEM CBOJIU Ha TIMTAKLE U3PAUYHIBUBOCTH (QYHK-
uuje
H(n,m) — { 1, axo U(n,m) 1,
0, axoU(n,m) 7.

Jla He TOCTOjM aITOpUTaM KOJU 3aXTeBa MPOOJIEM 3ayCTaBIbaba, OJJHOCHO
na H nuje uzpauynspuba GyHKIM]A, IUPEKTHO CIEOU U3 YMHEEHUIIE 12 CKYII
A = {n | Uln,n) |} uuje pexyp3uBaH, OXHOCHO Ia FHEroBa KapakKTe-
pUCTHYHA PYHKLM]A

/ [ 1, axojeU(n,n) |,
xa(n) = { 0, axojeU(n,n) 71,

HUje uspauyHbuBa. KrbyuHa ujeja mokasa je yyBeHH KaHTOpOB Iujaro-
HAJIHU apryMeHT.

Jla 6ucMo Jokasanu 1a GyHKIHja XA HUje U3padyH/bUBA, IIPETIIOCTABH-
hemo ynmpaBo cynpotHo. AKO OM YA Ouna u3padyH/BUBA (PYHKIM]a, TAKBA
6u 6una u pyukuuja h nepuHucana ca

[ 1, akojexa(n) =1,
h(n) = { 1, axojexa(n)=0.

(Kopuctehu mporpam 3a xaA jeIHOCTABHO HOOHjaMO mporpam 3a h; mpu-
METUTE [la ITporpaM 3a h Tpebda na ,,ynagHe” y OecKOHAUHYy NEeTIbY Kaja je
xa(n) =1, omrocno U(n,n) |.) Kao uspauynmsusa, Gpyakuuja h ce Hanasu
Ha e(hEKTUBHOM CIIMCKY CBUX TakBUX (YHKIMja, ma je h = f,,, 32 HEKH
npuponaH opoj m. ITpunaga mu m ckymny A unu He?

Axom € A, ounaje U(m, m) |, omHocHO f,(m) |, mau h(m) |, onakne
cenu ma je xa(m) = 0, mro Huje moryhe jep m € A (xa(m) = 1). Axko
m ¢ A, ouna je U(m, m) T, omrocHo fr,(m) T, ma u h(m) 1, onak:ie crenu
na je xa(m) = 1, urro je Hemoryhe jep m & A (xa(m) = 0).

ITpobnem 3aycTaBbaba MMA BAXHY YJIOTY Y TEOPHUJU PEKyp3HUja, jep ce
HEOAJIYYMBOCT MHOTHUX JAPYTUX MpoOlieMa J0Ka3yje Ha OCHOBY HEOTYYUBO-
CTU Npo0JieMa 3ayCTaBIbamba.
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PEAJIHA BPOJEBUA

CrpykTypa peajHux opojeBa

[Topen cTpyKType NPUPOIHUX OpojeBa, 3a MAaTEMATHUKY j& O BEITMKOT
3HAvaja u ciupyxidypa peamnux 6pojesa R = (R, <, +,-,0,1).

[Tpobnemu Be3aHu 3a CTPOro AepuHUCAE TTOJMA pearHor (Ipe cBera
MPALMOHAIIHOT — HEPalMOHATHOr) Opoja 1yObOKO Cy YTKaHU y UCTOPHU]Y
MaTeMaTUKe W 3HAYajHO CYy YTULATM Ha HEH pa3Boj. MCTOpHjCKM, MPBU
MpaLOHATAH 6PO] KOjU ce I0jaBHO je YyBEHH v/2, ¥ TO HaKOH OoTKprha
HECaMEPJBbUBUX NyXKH (BUAETH cTpaHy 104); mpenusHuje, oTkpuhem 1a crpa-
HUUA KBaApaTa M FEeroBa AujaroHasa HUCY CaMEpJbUBE AYXKH Y CMHUCIY
Jla OHOC MEpHHUX OpojeBa HUXOBUX AYXKHMHA HUJEe JeOHAK OXHOCY HEKa
JIBa IpUpoaHA Opoja. Bp3o cy ce nmojaBbUBAIM HOBU HMpAUXOHATIHU OpPO-
jeBu: V3, V/5, ... Tako je HacTana auimiazopejcka pasan Kao MPOLINPEHsE
payuoHaie pagHy TaukaMa Koje ce MOTY KOHCTPYHCATH JICEBUPOM U IIe-
cTapoM. AJH, HCTTOCTABUIO ce (IT0jaBoM GpojeBa v/2, 7, ... ) [ eyKIugeKa
paean CaipXd JOII MHOTO Tadyaka KOje HE ITeXKe Y AUiliazopejcKoj pasHu.
[Tpobnem xaxo gegunucaiziu Hoge dpojese octajao je 0e3 3aJ0BoJbaBajyher
pelema cBe 10 kpaja XIX Beka kaza cy, CKOpO HE3aBHUCHO jeaH OJl IPYyTor,
Bajepiurpac, lenexunn u KaHTOp U3rpaguny caBpeMeHy TEOPH]Y peaTHUX
opojeBa. Bajepmrpac je peanHe OpojeBe yBeo Kao (JerMaie) 3ammuce 00Ju-
Ka £dy, didads . . ., vae je dp (menMManHu) 3auc HEKOT IIPUPOIHOTr Opoja,
a dy,ds,ds, ... cy geyumane, 1j. unanosu ckyna {0,1,2,...,9}. Kaurop
j& CBOJy TeopHjy 3acHOBao Ha Kouwujesum nuzoeuma paidoHATHUX OpojeBa
(Bunmetu ctpany 203); HeKU peajiaH Opoj 7 je y OTHYHOCTH ofpeheH HHu3oM
(7n) »cBe Gosbux U Gosbux™ anpokcumanuja u3 Q. Ilo Jenekunny, peatan
6poj 7 je okapaxtepucan mapom (L., D,) ckymoBa panvoHaaHux Opojesa,
rae je L, CKyn CBUX pallMOHATHHX OpOjeBa KOJU Cy Marbu 0117 U LD, CKyIT CBUX
pauroHanHux 6pojesa Behux on 7. Kao mwto Bunumo, ckyn peansux 6pojesa
ce u3rpabyje, yrmaBHoM, moMohy IMOJICKYINOBa palliOHATHUX OpOjeBa.
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[TPUMEP 1. JEAEKMHIOBA KOHCTPYKLIUJA PEAJTHUX BPOJEBA. Hcro-
pudapy MaTeMaTHke KopeHe JenekunaoBe koHcTpykiwmje!® Hamase y EymoxcoBoj
TCOPHjU pasMepa (BHOeTH onebak I pyu u beckonaunoci — L1, ctpana 24), Kojy je
Eyxaua u3noxuo y nertoj Keusu Enemenaitia.

Homckym « cxyna () paunmonamuux OpojeBa je Jegexungos fipecek, ako Cy
ucrymwenu cnenehu yenosu:

ca#l a#Q,
e3acBako gu3 o, 3 € Qua < gcremu x € «,
® y CKYIy (v He TIOCTOjU HajBehu eneMeHT.

[IpuMeTrMO, HajIpe, Ja 3a CBaKM paumonanan 6poj ¢ ckym {z € Q | x < g},
K0j1 FieMO 0OBOM NPUIMKOM 03HAaYaBaTH ca (<=, q), jecte jenan JeJeKHuHI0B ITPEecekK.
Melhytum, nocroje n JenekuuaoBy npeceuy koju Hucy obmuka {z € Q | x < ¢},
q € @Q; Taxas je, Ha npumep, ckyn {z € Q |z < 0} U{z € Q |z > 0,2° < 2}.
Osuaunmo ca Rp ckyn coux Jlenexunnosux npeceka. [Ipecnnkasame f : Q — Rp,
naro ca f(q) = (=, q), ¢ € Q, jecre 1-1, anu Huje ua.

Ypehemwe ckyna Rp: o < fakko o C 3; o < fakko a < Sua # S.

OCOBUHE. 3a npou3BoJbHE eneMenTe «, 3,y u3 Rp:
(Ur) a<a,
(Ua) akoa < fupf =< a,onnaa=p,
(Ut) axkoa=x0uf <7, omaa =<7,
(UD) a<xpfumf < a.

Onepanuja (cabupamwa) @ y ckyny Rp: o & 5 def {a+b|la€abe 3}

OCOBMHE. 3a npou3BoJblE elleMeHTe «, 3,y u3 Rp:
(S) a @ f € Rp, (Sk) a@f=0dq,
(Sa) a®(Bevy)=(a®ph) &, (Sn) a® (~,0)=q,
(US) msaxf,cnemua®y<B&7y.

def . .
Unpeps 3a &: ~ a = {—z | 2 € o, = nuje Hajmarby enement ckyna Q \ o).

OCOBMHE. 3a npon3Bosbal eneMeHT & u3 Rp:

(Si0) ~ a € Rp, (Si)  ad®(~a)={(~,0),
(Si1) w3 a < («—,0), cnemn (—,0) <~ a, (Si2) ~ (~a)=q,
(Si3) w3 («=,0) < o, cemnt ~ @ < (=, 0).

1° [lenexumy je, npemMa COIICTBEHOM CBELOYEHY, KOHCTPYUCAO pealiHe OpojeBe 3a jenaH
naH (24. nosemOpa 1858. romune) rpaxehu HaywH ga m1o6po 3achHyje kype Calculus-a na
MprIIKo] MONUTEXHUYKO] wKoiH, [20].
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Onepanyja (MHOXewa) @ y ckyny Rp: ako je («—,0) < au («,0) < 3, onga
Jea®6—{ €ceQlz<0tufa-blaca,be (,0<a,0<b}, nokje

(=, 0), o = («,0) mmm § = (—,0)
opl ) (RO, < (0,8 (0,
’ N(( CY) ) O"'<<‘_(70>7<H>0>'<5a
~(a®(~0), B=(0)),(—0) <a.

OCOBHHE. 3a mpou3BoJbHE eIeMenTe &, 3,7 u3 Rp:
(M) a® ,8 € Rp,

(Mk) a0B=080a,

Ma) a0 (B0y)=(a0p) 0y,

(Mn) a6 («,1) =aq,

(SM) (a®B)or=(a07)®(a0),

(UM) w3 (—,0) < awu (—,0) < G, cnemu («,0) < a® L.
Kako 3a cBe panmoHanHe 6pojeBe a 1 b Baxe jeTHaKOCTH:

<Mna>@<€_<7b> = <H7a+b>7 ~ <<—<,CL> < _a> < > <H b> <H7a'b>7

omuoco f(a+b) = f(a) & f(b), f(—a) =~ f(a), f(a-b) = f(a) © f(b), xao n

eKBUBAJICHLIH]a
(—,a) < («=,b)akko a < b, 1j. f(a) X f(b) akko a < b,

onepauuje P, ~, b u ypeheme < MOKEMO CMATPATH PENIOM NPOLIMPEHLYMA OTlepa-
mja +, —, - 1 ypehema < ckyna Q. Opa ynmenua onpasaasBa Kopuiheme HCTHX
o3Haka +, —, - 1 < 3a oarosapajyhe onepanuje u ypehemwe ckyna Rp. Ilpuponno
ce MOXe IIPOLIMPUTH U ITapLMjaTIHA OTIEpALIN]A UHBEP3A Y OGHOCY HA MHOMCEHHE:

—1 def -
()t = (a7, aeq,

a axo je « # (<, a) 3a ceako a € Q, onpa je

~‘WLdef{ cQlz<0lu{z™|2>0,z¢&a}, ycryuajy naje («,0) <

na M —(—a) ™! yromuxko je a < (e, 0). Huje Tenko npoBepuTy:
(Mi) axo je  # («—,0), onmaje o - a1 = (e, 1).

axie, narpahena crpykrypa Rp = (Rp, <, +, -, (<, 0), («=, 1)) je Hacnemuia
CBE OCHOBHE OCOOMHe omepanuja U ypehema CTPYKType pallMOHAIHUX OpojeBa
Q = (Q,<,+,-,0,1). HUcnowmrosan je IPUHUMII epMaHeHMje (BUAETH CTPAHY

103), Te ce Rp MoXxe cMaTpaTyl paBuM NIpoLIMpeheM cTpyKType Q. JAN
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JlenexnnaoBa KoHCTpykiuja (kao 1 Kantoposa u Bajepmrpacosa) no-
BOJIM HAC OO CTPYKTYpE Koja je ypeheno dome U Koja MPOIIUpYje CTPYKTYPY
paluMOHAJIHUX OpojeBa.

JNEOMHULIMIA. Ypeheno iome je crpykrypa F = (F, <p, +F, 'F, O, L¥),
rae je (F,+r, ‘7, Op, lp) OJBE, a <y JMHEAPHO ypeherme Ha F' cariacHo ca
orepaunjaMa +y 4 - (Tj. ca cabupameM U MHOXEHEM y TOJbY), OHOCHO
CTPYKTYpa KOja 3a/I0BoJbaBa cienehia CBOJCTBA, TAKO3BAHE AKCUOME 3a Ype-
heno tiowme (vumexke F y o3Hakama 3a permanujy, omnepaluje U KOHCTAHTE
HU30CTaBJbaMo, IITO hieMo u yOyayhe yecto YUHUTH, OCTaBIbA]yhH 1a KOH-
TEKCT OJPEH Ha KOJU CKYII c€ OBH O00jEeKTH OJIHOCE). 3a IMPOU3BOJBHE €JIe-
MeHTe T,Yy, 2z € F

(Sk) z+y=y+uz,

(Sa) (z+y)+z=1+(y+2),

(Sn) z40=uz,

(Si) mocroju 2’ u3 F Takas na je x -+ 2’ = 0,
(Mk) z-y=vy-uz,

(Ma) (z-y)-z=x-(y-2),
(Mn) z-1=uz,

(Mi) axojez # 0 onmanocroju 2’ uz F najex -2’ =1,
(SM) z-(y+2)=(z-y)+ (z-2),

(01) 0#1,

(Ur) z<uz,

(Ua) marx<yny <z, cneqa s =y,

(Ut) max<yuy <z caemz < 2,

(UD) z2<ywmy < x,

(US) wsr <y, cremuz+2<y+ 2z,
(UM) msrx<yul0<z ciemur -z<y-z

[Tpe cBera, cTpykTypa panuoHanuux 6pojesa Q = (Q, <, +,-,0, 1) jecte
jenHo ypeheHo moske U y Ki1acu CBUX ypeheHux mospa, uMma crielnyjaial cra-
Tyc: Q npencrasiba Murumanio ypeheHo rnospe, y CMUCITY fa cBako ypeheno
nose F' canpxu m3omopeHy komujy ypeheHOT Iojba palMOHATHUX Opo-
jeBa. CacBUM IPUPOIHO je OBO ouekuBaTH, Oyayhu na y rpahemy mosba Q
y4eCTBYJe caMo ,,Ipaha“ kojy mobujamo u3 akcuoma ypelieHoOr rmosba; Clo-
OO/IHU]jE peueHO, PALIMOHAIIHYA OpojeBU HacTajy o Opojera 0 u 1 mpuMeHOM
YeTHPU OCHOBHE pAvyHCKe omepauuje +, -, — u ~'. VBepumo ce y 0BO U
IUPEKTHO.
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ITpumerumo Hajupe na ceako ypeheno nosse F canpxu enemente
Op, Ip, Ip +r lp, lr +¥¢ lp +F 1p, ...,

TJ. 3@ CBAKH IPUPOJAH Opoj 1, [’ cagpiku eNeMEHT np KOjU IPEICTaBIba 30U
lp +% - +r lp. Huje Tewko mokasatu ma cy CBM U3IBOJEHH ENEMEHTH

—
7 nyra

MelycOOHO pa3NUyMTH, TO JE€CT Ja 3a CBE NMPUPOMHE N U M, U3 M F#* 7
crlend na je mgp # np (cBako ypeheHo mosbe je kapaxtepuctuke ), Te
na ckyn Ng = {ng | n € N} 3zajenno ca pyukuujom sp : Ng — Ng,
sr(x) = x + lF, n korcTanToM O 3a10B0/baBa cBe [leaHoBE aKCUOME U, ¥
TOM CMUCIY, IPEJCTaBIba MpUpoaHe Opojese. Jlasbe, ako 3a HETATHUBAH I1€0
Opoj n cTaBUMO 1A je ng = —Mmy, TIe je m = —n, goouheMo 1ene Opojene
rocMaTpaHor ypeheHor moJba, Tj. jeOHy KOTHjy CKyma ILeTuX %)ojeBa 7.

...y, —2p, —1p, Op, 1p, 2¢, ... Haj3ang, ceaku paumonanaH 6poj —, m € 7,
n

n € INT, uma cBojy CIMKy mp - n;l y F'. TlpenusHuje, MOXe ce IToKa3aTu
: m _

na je mpecnukaBame f @ Q — F, mebmHucano ca f (—) = My F nFl,

T

jenMHcTBEeHO yTamawe ypehenor moba Q y F. OBa uumeHnnia Ham naje
3a mpaBo Aa ckym (ypehjeHo moJbe) paunoHanHux 6pojesa Q (Q) cmaTpamo
jennum noackynom (rmotnoikeM) o F' (F), wako je moackyn (y mpaBom
CMMCITY) 3anpaBo cnuka, y o3Hanu Qp, ckyma Q y F.

[TpumeTnmo na je JlenekuHI0Ba KOHCTPYKIM]ja 3apaBo U3Tpalmha ype-
henor nmospa Rp koje je mpaBo npoinrpemne ypeheHor nomsa Q.

MOXEMO T HEKUM CBOJCTBOM H3IBOJUTH CTPYKTYypy R M3 kmace cBux
ypehennx nospa? Mcnocrapiba ce Aa, MOMYT MPUHIIMIIA UHAYKUIN]E Y CIydajy
IIPUPOAHUX OpOjeBa, KJbYYHO CBOJCTBO Y KApAKTEPU3ALHU]U PEATTHUX OpOjeBa
J€ CBOJCTBO KOMUIETIHOCTIU.

(Sup) CBaxu 0103ro orpaHuyYeH noacKyn ckyna R uma cynpemym>!

HACTABAK TTIPUMEPA 1. Ypeheno nosse Rp 3an0ososbasa cBojcrso (Sup)!
Hoxas. Heka je X mpou3BoJ/baH 0103ro orpaHudeH noackyn ox Rp. Huje Terko
JTIOKA3aTH J1a je fA = U§€ x & JlenexnHaoB NPeceK, Kao U Ja je E rOPHE OrPAHNYEHHE
ckyma X. Ilpu TOM, 3a CBAKO APYro rOpe OrpaHuydehe o ckyrna X, 6yayhu na je
§éa,éeX,Baxmgga,LHTosﬁaqu:supX. JAN

O CympeMym CKyIa je HajMame FOpHE OTPAHMYEEHE TOT CKYIIa.

137



CBojcTBO (Sup) MO3HATO je U KA0 aKCUOMA KOMUALEMHOCTAYU WU AKCUOMA
HEAPCKUGHOCHIU WM TIaK akcuoma cyipemyma. Kao y claydajy CTpyKType
MPUPOIHUX OPOjeBa, T]. y3 U3BECHE NPETIOCTABKE O CKYIIOBUMA €A KOJUMA
paguMo (BUeTH [7]), 0Ba akCHMOMa CTPYKTYPY PeaTHuX OpojeBa U31Baja Kao
jemnHo ypeheHo moJbe Koje 3aI0BOJbaBa OBaj MpuHuMN. Jlpyrum peunma,
peuenuna ,,Ciupykiypa R je xomiineitino ypeheno tiome. (10 Ha U30MOP-
duzam) onucyje CTPYKTypy peasiHux 6pojeBa, Te ce 4ecTo (Ha pa3HuM Kypee-
BHMd MaTeMaTUKe) OBA peYCHMIIA Y3UMa 3a AeUHULIM]Y peaIHUX OpojeBa, TO
ject peasnu 60jeBu ce yBoe kao crpykrypa (R, <, +, -, 0, 1) koja 3a10B0ba-
B aKcuome 3a Kominewno ypeheno iiome, oqaocHo (Sk) - - - (UM) + (Sup)
(a YBEpHMIIM CMO C€ Jla OBAKBE CTPYKType IocToje; Taksa je Rp). V3umame
OBOT CKYyTIa AKCHOMA 3a Je(UHULIN]Y CTPYKTYPe PeaIHUX OpojeBa OlpaBaaBa
HapeHa TeopeMa.

TEOPEMA. Caka aBa koMIUieTHO ypehena mosma cy usomopdHa.

3ancra, ako cy F u K nBa xommetHo ypeheHna nmosba, Moxe ce mokasaTu
ma je mpecnukaBame f @ F' — K nednHHUCAHO €KBUBAICHIU]OM:

fla)=baxko {¢€Q|g<ra} ={q€Q|g<kb}, ae Fbe K,

jeman wsomopduszam f : F = K. Harnacumo ma cmo o3naky Q y nehuHu-
IMjU TIpeciiKaBamwa [ ynotpedwmu Kako 3a ckyn Q, Tako u 3a Qk, mTo
fiemo 1 y Oyayhe YHHUTH y CTMYHUM CUTYallMjama.

Nneja 0 akcMOMAaTCKOM MPUCTYITY MpY AehUHUCAKY peaHUuX OpojeBa
npunajga Xunoepty. OBakaB NPUCTYII je TOCTa0 MOryh Tek HaKOH pajgoBa
Henexunna, Kantopa u Bajepurpaca y kojuma ¢y 1aTu JOKa3| €r3UCTEHIIN]E
KOMITIETHO ypeheHor nmosba U JoKasa Jla Cy cBaka JiBa KOMINUIETHO ypeheHa
MoJba U30MOpOhHA.

Ha xpajy, npuMeTuMo 1a ce dpunyui KoMaiemiHociiiu OUTHO Pa3IUKYje 0T
akcuoma ypeheHux rosba, 0alll Kao LITO C€ U UpUHYUil UHGYKyuje pa3iuKyje
on ocranux Ileanosux axcuoma. OBM NPUHIIMIIA He U3PAXKABAjy CBOJCTBA
ejieMeHaTa JoMeHa oaropapajyhe crpykrype (R, onnocHo IN), Beh cBojcra
MOJACKYIIOBA 0MeHa!

bpojeBHa npaBa — peajiHu KOHTUHYYM
Ilon eyknugckom ceomeimipujom NaHac ce MOAPa3yMeBa reOMeTpH]a KOjy

j€e CTPOro 3acHOBa0 XWIOEPT, y3uMajyhu diauxe, iipage U pasHu 3a OCHOBHE
TreOMETpHUjCKe MOojMOBe (0bjekTe) Koje Tpeba 3aMUIBLATH y MehycoOHMM
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omHocuMa oapeheHuMm peunma dpuiiaga, uzmehy, #oqygapHo, AapaieiHo u
neipekugrno. ONUC OBUX OIHOCA HA]y akcuome ceomeifipuje ToJaeIbeHe y TeT
Ipyla — 3a CBAKU OJIHOC T10 JEAAH CKYIT aKCHOMA.

BepyjeMo na je cBuMa noszHaTa y30yIJbHUBA UCTOPU]A OIHOCA HAPUNCIHO
(ca xojoM ce uuTanal JAeTajbHUje MOXE YIO3HATH Y CKOPO CBUM KEUTrama
KOJje ce OaBe HEEYKITUICKUM FEOMETPHjaMa; O JeTHO] TAKBO] TeOMETPU]U OUIIO
je peuu y onesbKy ,,Hoge ceomettipuje* Ha crpanu 44). MehyTtum, akcuome
y BE3U Ca OOHOCOM HeHpeKugro Criaiajy y MOAjeIHaKo BakHe. Y30yhema
B€3aHa 34 KOHUENT Hapajie/iho Makbe-BHILIE CY CIUIACHa, JOK y30yhema Be3aHa
32 KOHLENT HelipeKugro MOX1a TeK TIPEACTO]e.

AXCuOMe HENIPEKUTHOCTH ce y Eykmunosum Enemenitiuma He HABOJIE aiy
ce moapasymenajy. JlaHac, HEIPEKUAHOCT Ce ONMUCY]je ABEMa aKCMOMaMa.

ApxumenoBa akcuoma wiu Apxumen—Eynokcosa akcuoma. Axo cy AB
u XY 1Be NMpou3BOJHHE JY)KHM, Tada Ha MOJYIpaBoj ca TeMeHOoM A Kkoja

caapKu Tauky B mocroju koHayaH Hu3 Tadaka Ay, A, ..., A, TaKBHX 14 je
Ay — Ay — - — A, ipu uemy je cBaka o nyxu AA;, A1As, ..., A1 Ay
nonymapHa nyxu XY u A — B — A,.

A B

— e
A A, Ay A, As A, A, Ag A

*r——o

X Y

Hpyrum peuuma, KOHaYHUM OpojeM ,,[IpEHOIIEHA™ 3a/1aTe Jy>XHU Ha 3a-
ATy MOyIpaBy MOXe ce€ ,,cTUhY U MpecTUhu® cBaka HmeHa Tauka.

Kanroposa akcuoma. Axo je A1 By, AsBo, ..., A, B, HU3 IyXU HEKE
IpaBe, TAKBUX Ja CBaka O THX JY)XU CaJpXKU cienehy, Taaa MoCTOJu Tauka
X Koja Ipumnajaa cBakoj Ay>Xu TOT HU3A.

X P
Al A2A3...An... “'Bn'..B3BQB1

ITpema 0BOj akCHOMH je, rpy0Oo pedeHo, Ipasa ,,[yCTO UCTTYIbeHA  TayKa-
Ma. OBa HEPEKUIHOCT ,,y MAJIOM® MMa 3a TTOCIIeUIY, Ha TpuMep, TBpheme
IpeMa KojeM Kpy)KHHULA KOja MMa TadyaKa ca pa3HUX CTpaHa HEKe IIpaBe, cede
Ty TpaBy.

AKCHOME HENTPEKUIHOCTH CYy OCHOBHA MPETIIOCTABKA MEPEHA TEOMETPH]-
ckux ¢urypa. Ha To yxasyjy ABe OCHOBHE IIOCIEIMLE AKCMOMA KOMILIETHO
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ypeljeHoT moJba, OJHOCHO [[BA OCHOBHA CBOJCTBA CTPYKTYpE PEaTHUX Opo-
jeBa, Oyayhu ma peasHUM OpOjeBUMA U3PaKABAMO PEIYITATE MEPEHA.

APXVMEJOBO CBOJCTBO. Heka je T mpou3BOJbaH IMO3UTUBAH pealaH
6poj. Tama 3a cBaku peajlaH OPoj ¢ MOCTOjJU TIpUpoJaH Opoj 1 Takas Ja je
a < nc.

Joxas oBe Teopeme ce Oa3upa Ha JBa (yHIAMEHTAIIHA CBOJCTBA ype-
hema npupoaHuX OpojeBa U ypehema peaHux OpojeBa: MPUHIUITY HaJMaHer
eJIEeMEHTA U aKCMOMM KOMIIIETHOCTH,

KAHTOPOBO CBOJCTBO. AKO ¢y [ay,, b,], n € IN, 3aTBOpeHn uHTEpBaIH
TAKBU 14 Je '

[a1,b1] D [az,bs] D -+ D lak, be] D [akt1,bp41) D -+,

Tajla MMOCTOjU peaiaH Opoj T KOju ITpumana CBUM OBUM UHTEPBAINMA, OJ-
HOCHO Z € [an, by, 3a cBaku npupoaat 6poj n (1j. © € [, ey lan, bn)).

Beh cMmo ucTaximu 1a MHTYUTUBHY OCHOBY 3a yBOheme peaTHux OpojeBa
Jaje TpecTaBa o dpasoj Kao ypeheHoM KOHTHHYYMY Tavaka. [Ipocymurte
caMu Jia JId OBAKO YBEIECHH PeajHU OPOjeBH OJCIUKABA]y HA IPABU HAUKH U
Bul)eme KOHTUHYYMAa HEKUX BEJTMKUX MUCIUIaNa U Mmatematryapa. Luratu
Cy YIITaBHOM TIpey3eTy u3 [4].

APUCTOTEN: Konitiunyym ne modice buitiu cazpahen 0g Hegemusux, y3
dpettiiociliaeke ga je Upasa HeUPeKUGHA U ga cy madke Hegemuse.

JTATBHULL: Tauky moocga He fipeba cmatdpaitiu geiom apase.

KAHT: Ilpociiop u epeme jecy quanta continua . .. ceaku geo upociopa
UAU BPEMEHA MOJICE OUITIU gaTli CAMO TUAKO ga je OH ofielll TpoCHiop Uil 8peme
... Wa4Ke U MOMEHIU Cy CamMO UpOCile Ho3uyuje us Kojux, yKOauKo ¢y qaiiu
Upe UpoCmopa Uiy 6PEMend, He MONCE ga ce Cacitiasu Hu UpOCiiop HU 8peye.

[TOEHKAPE: Mehy enemenitiuma KOHUHYYMA HOCHIOJU 8pCTlia GpUCHE B3¢
Koja ux logesyje y Yyeauny, ua imayxe He tpeiixoge iipasoj éeh iipasa wa4Ku.

BEJTL: Ilpeyusne epemencke wiu Gpoctidophe wauke HUCy Kpajru, 0CHOBHU
U HCGeLUBU CNEMEHIIU TUPAJarbd UMY UPOCTUUPARbA KOJU CY HAM Gailiu iyiiem
HAUES UCKYCTUBA.

[Ipasu KoHTUIY Y M j€ HeWTTIO H068€3aHO ) ceOU U He MOdIce OULTU pa3gE0JjeHO
HA geose; o Upomuspe U weo80oj pupogu.

BPAVEP: Jluneapamn KoHGUHYyM He MOJHCE Ce€ UCYPTEITU YMETHArEM HOBUX
Jequuuya u Kao MaKkas He MOHCe C€ 3aMUULBATIU KA0 UPOCiia KOAeKyuja je-
guHUYQA.

PEHE TOM: ... lipasu KOHIUHY Y M HeMd TAYAKA.
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Apxumenoso u KantopoBo cBojcTBO

KommeTHo ypeheHo mosbe, Tj. CTPYKTypa peaHuX OpojeBa, 3aI0BO-
jpaBa U ApxumenoBo U KanTopoBo cBojcTBo. O0a 0Ba CBOJCTBA MOYXKEMO
pa3matpaTtu y 6uno koM ypeheHom mossy.

JEOHUHULINIA. Ypehbeno nome F je apxumegcro iowme ako 3agoBobaBa
Apxumeqoso ceojcitieo (ApXUMEI0BY aKCUOMY ):

(Arh) 3acBaku a u3 F' mocToju rnpupogad 6poj 7 Tako 1a je a < ng.

Huje temuko BuaeTu na ypeheHo mojbe pallMoHaIHUX OpojeBa (Q 3amo-
BOJbaBa APXMMEIOBO CBOJCTBO, ajld HE U AKCUOMY KOMILUTETHOCTHU.

TEOPEMA 1. IToctoju ypeheHo nosbe y KoMe Baxu ApPXUMELOBO CBOJ-
CTBO, aJIM HE BaXXU AKCUOMAa KOMINIETHOCTU. [[pyrum peunma, ApXuMea0BO
CBOJCTBO ]€ JTOTUYKHU cIaduje 01 aKCUOME KOMIIETHOCTH.

CnuyHo cToje cTBapu U ca KaHTOpOBUM CBOJCTBOM.

TEOPEMA 2. Tloctoju ypeheHo nosbe y koMe Baxu KaHTOpPOBO CBOj-
CTBO, alli HEe BaXXW aKCMOMa KOMIUIeTHOCTH. Hpyrum peunma, Kantoposo
CBOJCTBO j€ JOTUYKU clabuje O aKCUOME KOMIITETHOCTHU.

3anpaBo, ApxumenoBo U KaHTOPOBO CBOJCTBO 3APYKEHU Cy €KBHUBA-
JIEHTHUA aKCUOMU KOMIUIETHOCTH!

TEOPEMA 3. VYpeheHo 1obe je KOMIUIETHO aKO ¥ CaMO aKO 3aJ0BOJbaBA
u Apxumenoso u KaHTopoBO CBOJCTBO.

JTokas oBe Teopeme Moxe ce Haliny [20, 36].

PasmoTtpuhemo, oBoM mpuinmkoM, ypeheHa mosba Koja 3a10BOJbABA]Y
ApXUMeIOBO CBOJCTBO M OHA KOja ra He 3a40BOJbABA]y, T3B. Heapxumeg-
cKa osma.

Meby cBumM apxuMencku ypeheHum nopuma, ypehena noma Q u R umajy
crienmjanad craryc: QQ je HajMame, a R HajBehe apxumencko mnosbe.

TEOPEMA. Axo je F apxumencku ypeheHo nosbe, Taga ce usmely cBaxa
IBA PA3IMYUTA IeMEHTa U3 F' HaJla3u HeKU palmoHaiaH Opoj, TJ. 34 CBE a
u b us F Takse 1a je a <p b nocroju pamuonanad 6poj ¢ (u3 Q) Tako na je
a <g q <g b.

Hpyrum peduma, CKyIl palluOHaITHUX OpOjeBa je Zycill y CBAKOM apXUMe[I-
CKOM TIOJbY.

Jlokasz. Y osora nyra nzocrasibamo unaekc F. iz a < b, ciemu na je 0 < b—a,

: : : 1 :
14 TIOCTOjH IpupoaaH 6poj n Takas aa je 0 < . < n,omakneje 0 < — < b—a.
—a n
. : : . m
Axo je 0 < b, Heka je m HajMawmu NpupodaH Opoj Takas Aa je a < o Tana
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m —1 .om 1 . m ) .

je < a, 1. <a+ —,majea < — < b Axojeb < 0, onna je
n n n n

0 < —b < —a, ma, mpemMa yIrpaBo J0Ka3aHOM, ITOCTOJU palnoHallaH Opoj ¢ Takas

maje—b<qg<—a,1j.a<—q<b. O

TEOPEMA. CBaxo apxumeacku ypeheHo nosbe ce ytana y R, u To Ha
JEAVMHCTBEH HAYMH.

Jlokas oBe TeopeMe ce Oa3upa Ha YMEHCHUITY 4 j€ CBAKH EJIEMEHT & HEKOT
apxumerncku ypehenor mospa F' cynpemyM parmioHaIHUX OpojeBa MambHX O
a,Tj. @ = suppiq € Q| ¢ <F a}. Yraname f : F — R gedunumemo ca
fla) =supr{g € Qg <pa},acF.

[Tutaropejcka npapa je Takohe jenHo apxumeicku ypeheno nomwe. Meby-
THM, ITOCTOje ypeheHa mospa koja He 3a10B0baBa)y ApXUMENOBY aKCUOMY.

JIEOUHUILIUIA. Vpeheno nosbe F je neapxumegcrko ako HUje apXUMEIICKO,
OTHOCHO aKO TMOCTOJU eJIeMEHT a u3 F’ TaxaB 1a 3a cBe MpUPOIHE OpojeBe
BakK Ny <p a. [OBaKaB eJEMEHT G Ce Ha3uBa OECKOHAYAH €IEMEHT TIOJba. |

ITPUMEP 2. Hexka je Q(&) CKyn CBUX pallHOHATHHUX U3pa3a 00JIMKa

Ale) ap + a1e + a2e? + -+ + apme™
B(e) by dbie Fbog? 4o+ byen

fle) =

rae ce A(e) u B(g) MOry cXBaTUTH K0 ITOJIMHOMM TI0 € €A palOHAIHUM KOe(hUIU-
jeHTHMa, IpY YeMy HUCY CBM Koedunujenty y B(e) jennaxu uymu. Ako je by, £ > 0,
IpBU, CIEBA HaJeCHO, KoehuuujeHT y B(g) pasnuuuT ox Hyje, Taja ako CBAKU
xoedHLHjeHT Opojuolia U UMEHUOUA NMOJASTUMO ca by 1o0ujaMo T3B. HOPMUPAH
o0k enementa f(€):

Ae) _aptajetape’ + - +ape™
B(e) el + ) e+ -+ bLen

(1) fle) =

Huje remko nokasaty ga ckyn Q(e) sajenno ca yobudajeHuM onepauujama + 1 -
HaJ| pallMOHATHAM U3pasuMa obpasyje jenHo nosve. I[Ipumernmo aa je f(s) = O
4KO M CaMo ako je ay = aj = - -+ = a,, = 0, a Takolje U Ia ce CBaKM paLUoOHalIan
6poj ¢ (ma Time u 0 1 1) Moke 3amucaTyt y 0OIUKY %, na je Q C Q(e). Ypehemwe

na Q(e) nedunucahemo y3 nomoh nosutusHux enemenara: f(e) > 0 axxo aj, > 0,
npu demy je f(€) 3ammcan y HopManHoM 06Ky u a;, k > 0, npsu je koeduimjent
clteBa HanecHo y 6pojuorty passoja (1), koju je pasmuunt on 0. Hexa je f(g) < g(e)
axkko je g(g) — f(e) > 0 mmm f(e) = ¢g(e). Huje Temxo nmoxaszaTu Aa je jemaHO
0BaKo aeMHUCAHO ypeheme InHeapHo, J1a je cariacHo ca onepanyjama + U -, alnu
[a HYje apXMMeCKO: ako je p(e€) = €, Tana 3a CBaku NPUPOJaH 6poj m MMamo ja
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1

: — & . 1 .
je o p(e) = 1 > 0, opakite je n < o 3a CBaKM NIPUpPOJIaH Opoj 7, OHOCHO
1

0<e< o 34 CBaKU NpPUPOAAH OPoj n.

3=

Heapxumencko nossbe Q(e) npeacrasiba HajMame TMosbe Koje ce DOOMja aona-
BaWkEM Je[IHE TIO3UTUBHE MHOUHUTEIUMAIE € TI0J/bY PALMOHAIHUX OpojeBa. A

- JAEOMHUMIA. Hexa je F ypeheno mosbe 1 Heka ¢y a u b HEKU eJIEMEHTH
u3 F'. Tana:
® a je OecKOHauaH AKKO 3a CBAKY IIPUPOJAH Opoj n Baxu n < |a;
® 0 J& KOHa4aH AKKO a HUje OECKOHAYaH;
® ( j& uHpUHUTTE3UMANG AKKO 3a CBAKU IPUPOLAH Opoj n Baxu n - |a| < 1;
e o ~ b akxo je a — b unuHUTe3UMana. PDopMmyny ¢ ~ b yuramo a je
beckoHauno 6UcKo b.

[TpeTxonHe neuHUIIM]Ee OUUTTIEIHO UMa]y CMUCHA JEIMHO Y HeapXUMe/I-
CKUM MOJbUMA, Jep Cy Y CBAKOM apXUMEICKOM ITOJbY CBU €JIEMEHTH KOHAUHU
a jenuHa uHUHUTE3UMana je Hyna. [lonazehu on oBUX nedbuHUIM]a JTAKO
ce JI0Ka3yjy cienehe ynmeHuIle.

— VpeheHo nosbe peanHux OpojeBa R Hema OeCKOHAYHUX eJeMeHaTa U
0 je jenuHa MHPUHUTE3UMATIA ¥ FEMY.

— EnemenT a nexkor ypeheHor nossa F je koHauaH akKo 32 HEKY IPUPOIAH
6poj n Baxu |a| < n.

— Ypeheno nmosse F nma GeckonauHe enemeHTe akko je F' HeapXumenacko
MOJbE.

— Penanuja =~ je penauyja eKBUBaJIEHIMje Ha ToMeHY F' Hekor ypehenor
nosa F, 1j. 3a cBe ememenre a,b,c uz F Baxu: a =~ a,a ~ b = b = a,
(a~bAb=c)=a=c

TEOPEMA. Csako ypeheno nmosse F' koje je mpaBo npoummpeme ypehenor
nosba R je Heapxumencko nosbe.

Hoxas. Hexa je a € F \ R. Pasnukyjemo cuezehe cnyuajese.

1° Axo 3a cBaku nmpuponad 6poj nm Baxu n < a, onga F uma GeckoHaune
eneMenTe. J10 MCTOT 3aK/byuka JIOJa3uMO YKOJIMKO je 334 CBaKU NMpUpOAaH Opoj n
ucnymeno a < —n. Jlakie, y oba ciny4daja, F je HeapXumencko nosbe.

2° Axo mocroju mpuponaH 6poj n tako ga je la|] < n, 1j. —n < a < n,
onpga je ckyn S = {q € Q | ¢ <r a} Henpaszan u orpanuuen noxckyn ox R, ma
nocroju 7 u3 R Tako na je r = supg S. Melhytum, usmehy enemenara r u a (u3 F)
HeMa pallMOHAJHUX OpojeBa, ofakie omnet cieau na F' e moxxe 6UTH apXUMencko
MOJbE. L
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MATEMATHNYKA JIOT'UKA

WMako cy norvka ¥ MaTeMaTUKa OAYBEK OWjIe CpPONHE JUCLHUILIUHE, Y
XIX Bexy omHOC Melly ¥bUMa TOUHbE Jla Ce MEHba, Ka/la je eHIJIECKH MaTe-
matudap [Jopu byn 3axkonHe goruke (0ap OHE Koje je TocMaTpao, a KOju ce
THUYY, CABPEMEHUM jE€3UKOM PEUEHO, MICKa3HOT PAYyyHa) CBEO Ha J€JHOCTABHY
anredapcky CTPYKTYpy Koja je JaHac 1o mweMy HasBaHa bynosa anzebpa.

JIEOUHULIUIA. Bynosa anZebpa je ctpykrypa (B, Y, A", 0, 1) xojy uune
HeKU cKyn B, nmBe OuHapHe onepanuje Y, A : B X B — B, jeqna yHapHa
' B — B wu npa uznasojena enementa 0 vt 1 u3 B, Ipu ueMy MPOU3BOJbHU
elIeMeHTH T, Y, z U3 LD ucnymwanajy cienehe ycnose:

Bl zY(yYyz)=(xYy) Yz B2 zA(yrz)=(xAy) Az

B3 zyy=yY=x B4 zAy=yAcx

B5 zyzx=zx B6 zizxz=2x

B7 zY(z ry) ==z B8 zA(zYy) ==z

B9 zY(yrz)=(zYy A(zYz) B10 zA(yYz)=(zAry)Y (zAz)
B11 zvy 2 =1 B12 z .12/ =0

B13 xY0==x B14 zA0=0

B15 zvyl=1 B16 z A1 =u=x.

Jom je Byn ucrakao ga moCTOJM BMILIE HAUMHA HA KOje CE OBa ajiredpa
MOX€E TTOCMATPATH.

I[TPUMEP 1. AareGpa ckynoBa. Axo je P(X) cKym CBUX ITOOCKYIIOBA HEKOT
ckyrma X, Taga je (P(X),U,N, ¢ 0, X) Bynosa anreGpa, npu yemy ¢y U u N pegoM
OIepaLyje YHUjE U TIpeceKa, a © onepauuja KoMrementuparmwa, A° = X \ A. Ha
npumep, ako je X = {0}, raga je P(X) = {0, {0}}.

U0 {0y o {0 |
00 {0y 0|0 D @l{@}
{0y {0y {0y (03[0 {8} {0}] O
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[TPUMEP 2. Yobuuajeno je ma ce MO uckasuma TIOAPA3yMEBAjy Camo OHE
pedeHule KOjuMa MOXEMO TOACIIUTH TAUHO JETHO O CBOJCTABA: ,auHO™ (,uCHiu-
nuitio”, 1) wnu ,uemauno® (axcno®, L), CTtaHgapaHO NOJEbUBAKE OBUX CBOJ-
CTaBa MCKa3MMa KOjU Cy HACTAJI BE3UBAFLEM ABA UCKA3a peunma ,,u", ,, MIH‘, OIHO-
CHO HETHMparmeM HEKOT MCKa3a peurMa ,,Huje™, , He . . . MOXe ce CXBATUTHU Kao U3BO-
ere onepalnja Hal CKYTIOM UCTUHUTOCHUX BPEIHOCTH.

mm\'_L T u\J_ T ]Hnje
LT N LT
TT T T|L T T L

JennocrasHo ce nposepasa aa je ({ L, T}, wam, u, anje, L, T) Bynosa anre6pa. A

Ha Taj HauuH, byn je MpBU jaCHO pa3ABOjUO MOJMOBE KOJU CE€ JAHAC
HA3UBA]y CUHITIAKCA U CeMAHTAUKA: ,,Y alIreOpU BaJbaHOCT AHATIU3E HE 3aBUCU
0/l MHTEpIIpeTAlMje KOjU Cy TpeaMeT Te aHanuze, Beh caMo of 3akoHa Ha
OCHOBY KOJUX ce TH CUMOOIIH CITajajy u pas3aBajajy.

Tako je moruxa, mocjie JIBe Xusbaje rOAWHa CIIOPOT pa3Boja, KpeHysIa
JIPYTUM IpaBLEM, CACBUM JpyradujuM O TpaaulMoHaiHor. Jloruka je
MaTEeMAaTHIM yKa3alla Ha HU3 IpodiieMa KOJU Cy €€ 10 TaJa CMaTpalu
HUCKJbYUMBO JIOTUUKUM, a T€ MPOOJIEME jeé MaTeMaTUKa OTKpWia U Y CBO-
JYM COTICTBEHUM OCHOBaMa U I04Yena je Ja UX u3ydyaBa. MaTeMaTrKa je UCTO
TAKO ITpey3esia HU3 0JMOBa, ITPETIIOCTABKY M 3aXTeBa KOjU Cy ce hOpMUpaTH
y orunu. C apyre cTpaHe, TOTMKa KOPUCTU MAaTEMATUUKE METOIE y TOKA3U-
BalY CBOJUX TBphEema, T€ ce UecTo ImocMaTpa Kao jelHa O MaTeMaTHIKUX
TeopHja y UMjeM OKBUDPY J€ pa3BUjEeH jemaH OpoOj MaTeMaTMYKMX METOJa
KOje ce 10 TIPUPOIM OMTHO HE Pa3/IMKY]y O]l METOa anredpe, aHaIU3e WK
TOIOJIOTH]E, OJHOCHO O IPUPOAU CYy MAaTEMATUUYKE U CITYXKE 32 PEIIaBaAhE
MaTEMAaTUUKUX TIpodsieMa. Pe3ynTaTtu Koju Cy MOCTUTHYTH Y UCIIUTUBAKY
OCHOBA MaTeMaTHKe Jallk Cy BPJIO MHOTO MaTepujaia JJOTUYKUM UCTPAXKHU-
BakbUMa O MPUPOIU JIOTUUKOT MUIIJbEHA.

Jenan o OCHOBHHUX 33JaTaka y MPOyYaBakby OCHOBA MATEMATUKE jecTe
Ja ce OIUIIY U aHAIW3Upajy MOJMOBHU ,,MHTYUTHUBHE MaTemaTuke. IlpBu
KOpPAaK y TOM IMpOyyaBamy j€ YeCTO ,,IpeBoheme UHTYUTUBHE MaTeMaTHKE
Ha popMaiiHy je3uk. Pasyme ce, mpupoaa TOT je3uKa 3aBUCH O HauMHA HA
KOJU CMO pa3yMed MOjMOBE UHTYUTUBHE MaTEMATHKE, alld U aHalIM3a THUX
MTOJMOBA 3aBUCH O MOTYRHOCTHU KOje mpyKa uzadbpaHu je3uk. Morio Ou ce
TBPAUTH 12 je pa3yMeBambe HHTYUTUBHUX NTOJMOBA BAXHU]E jep, Ma KOIIUKO
OWIM Ipenu3Hyd GOPMATHU CHCTEMH KOje KOPUCTUMO, OHM HE MOTY OTKIIO-
HHATH HEJNOCTATKE HAILIMX MHTYUTUBHUX IIOJMOBA, Maja oMoryhyjy aa ce Tu
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HenocTaluu oTkpujy. Wnak, Joruka je HezaoOMIa3aH METOJ 3a pelllaBarbe
MHOTHX MaTeMaTHYKHUX MpobjieMa KOJU Ce He MOTY PEIIUTH. a 4eCTO HHU
A00po pasymerd, 0e3 oxrosapajyhe jmoruuxe a”anuze. Jpyrum peuuma,
JIOTMKA C& HUKAKO HE CME CXBATUTHU CAMO Ka0 KOHTEKCT Yy KOMe ce IocTojehe
TEOPUj€ MOTY PUTOPO3HO M3NOKUTHU, AU KOJU ¢4 CTAHOBHUINTA KOHKPETHUX
pe3yTaTa He IOHOCH MPAKTUYHO HUILITA HOBO. '

MaTtemaTryka JIOTHKA je HACTalla U3 MHTEPECOBaha 38 MPUPO1Y U MOTyh-
HOCTH T3B. (PAllMOHATHOT) MaTEeMaTHYKOT MUILIBEHA, KA0 U U3 KeJbe Ja Ce
NPEUU3UPA]y U CUCTEMATU3Y]Y HAUMHHU U3paKaBakha PA3HUX MATEMAaTUIKHUX
KoHUenaTta. M3mely octanor, cBpxa OBE KHBUIE JECTE U Ja TO MMOKAXKE.

Cgoja TBphewma MaTeMaTH4Yapu UCKa3yjy Hajueuihe Ha TOBOPHUM j€3U-
nuMa (CpriCKU, eHrJIeckd UTA.) Tpynehu ce na mu3derHy cBe HejacHohe |
HETIPEIM3HOCTH CBAKOJIHEBHOT TOBOpa. Tako, Impe cBera, CTaHAapAU30BaHU
Cy BE3HUUM U, WU, He, KO ..., OHGA ..., AKO U CAMO aKo, y CMHUCIY Aa
je, Ha IPUMED, UCKA3 CAYUILEH OJ ABA MCKa3a MOBEe3aHa BE3HUKOM U TayaH
YKOJMKO ¢y 00a MCKa3a TAuHA ¥ jeUHO y TOM ciydajy.?!

Cnenehu byna, BesHHKe cxBaTaMoO Kao omnepaluje HajJ CKYIIOM UCTHHU-
TocHux BpenHocti { T, L}, rme T o3Hauasa,mauno®, a L 3HAK 34 ,,neiiauro®.
AKO yBeleMO O3Hake A 3a u, V 3a wiu, — 3a He, = 3a aKo ..., OHga . .. , <
33 aKo U camo axKo, OHAA CTaHIapaM3alrja Moapa3yMesa AePUHUIIMjE OBUX
BE3HMKA TaOIUIIaMa Koje Clefe.

AT L VvIT L =|T 1L &[T .1 —_—
TIT L T[T T T[T L T|TL _ _%
L!J_L LT L LT T 1|1 T N

Peuwn ,,ceaxu® u ,Hexku' mpencTaBsbajy cienehu BakaH Kopax y aHaIu3u
MaTeMaTWUJkor jesuka. Jla nu peuenuna ,,Ceaxu mraguh eonu uzeecny ge-
eojky* 3uaun na (1) ,dociioju nexa gegojra Kojy 6onu ceaku miaguh'* viam
na (2) ,,3a ceaxoz muaguha ce mooice dponahu Hexa gegojka Kojy ox 60au'?
[ToTpeba na ce eMUMUHUILY IBOCMHUCIEHOCTH NPUPOAHOT Je3UKa JI0BEa e,
Iopes OCcTaaor, 10 yBohemwa (opmanunx jesuka. Cpaku (GOPMATHU JE3UK
(YkJbyuyjyhu 1 OMIO KOJU MPOrpaMCcKy Je3UK) YBOAUMO IIPpEMa HEKUM yTBD-
henuMm mpaBunuma. Hajuope Oupamo anghadeini, ckyn HEKMX 3HAKOBA, TJ.
cuM00Ia, KOJU je MOTOAaH 3a U3paxaBamwe oapeheHUX CBOjCTaBa, a 3aTUM,

2ITIpumernMo ma je npu OBAaKBO] CTAHAAPAM3ALM]M BE3HUKA U IIOTIYHO 3aHEMAPEHO
BPEMEHCKO 3HAUEIHE KOj€ 0BAj BE3SHUK MOXE J1a ©Ma Y OOMYHOM IOBODY: ,, Jlasa ce pasboneo
u nexap je Jlasu apetiucao aex.”, ,, Jexkap je Jlasu tpetiucao aex u Jlasa ce pazdoneo.”.
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Takolje Ha CTaHTAPAW30BAH HAUUH, TPAJUMO QopMy/ie KA0 KOHAUHE HU30BE
cumbona. Yiora andabera y MaTeMaTUUU (JIOTULM), CJIMYHA J€ YIIO3H KOJy
azOyka (abeuena) uma y HEKOM TOBOPHOM Je3uky. Dopmyie, Koje OAro-
Bapajy peyeHUIaMa CBAKOIHEBHOT TOBOPA, CAMO Cy HEKH HU30BU cuMOoma
andadeTa OalI KA0 IITO CYy PEUEHULIE CAMO HEKM HU30BU CIIOBA.

IIPUMEP 3. Axo andaber Hexor (pOpMaIHOT je3uKa caapku cumborne ca
3HAUeReM JaTHM y 3arpaiu: V (cBaxu), 3 (deku), A (1), = (axo...onna), M ()
((+) je maamuh), D(-) ((-) je neBojka), O(o, ) (o Bonu @) U 2, Y, 2, T1, Y1, 21, L2, - - -
(nMpoMeHJbUBE — CUMOOJIM KOjUMa O3HayaBaMoO IIPOM3BOJBHO JbyACKo Ouhe — mana
Cy CIIOBA JIATHMHMUIIE, KA0 M UHJEKCHMpaHa ClloBa Z1, Y1, 21, L2, . - . KOja Cy oTpedHa
MOLITO HE XKEMMMO Jda OrPaHUYUMO OpOj MPOMEHJBUBUX KOJ€ C€ MOTY TOJABUTH Y
PEYEHMIIM ), KAO ¥ TOMONHE 3HaKe JECHY ) U JIeBY ( 3arpajy U 3aIieTy, Taaa pasinduTe

dbopmye:

Se(D(z) AVy(M(y) = Oly,2))) 1 Ya(M(z) = Fy(D(y) A D, y))).

oarosapajy, peaoM pedennnama (1) u (2). A

ITPUMEP 4. Koju andaber je moromaH 3a U3pa)kaBarme CBOJCTABA CTPYKTYpE
npupoaaux 6pojeBa? OH, mpe cBera, Mopa OUTH MOTOaH 3a oOeNexaBatbe NPUPOI-

Hux 6pojena; Mu heMo KOPUCTUTH yoOuyajene apancke ozHake: 0,1,...,10,11.. .22,
Taxobe, yserrheMo mMana cinoBa (eHIylecke adeuene) ca MHAEKCHMa Aa 03Haue TPOou-
3BOJbHE NIPUPOAHE OPOjEBE, TAKO3BAHE NMPOMEHIbUBE: W, T, Y, Z, W1, L1, . . . I3abpa-

HU andader OM MOpPao Ja cagpKH M O3HAKE 32 OCHOBHE apUTMETHYKE OIlepaluje
-+, -, CTEIIEHOBAKE WUTI, OCHOBHE pelalnje = ¥ <. 3a U3paKaBarbe CIOXKEHU]UX
CBOJCTaBa HEONXOMIHE CY HAM U O3HAKE 32 J0ZUuKe ge3HuKke TONyT A (#), — (He) UT,
anu u kBantudukarope V (ceaku) m 3 (mocroju). Hajsan, ynorpebbaBahemo u
nomohile 3Hake: gecHy ) u JieBy ( 3arpany.

Ha npumep, oBuM anhadeTom MoxKEMO UckazaTy TBpherme kao wto je Pepmaosa
uocaegrba tieopema.

—JwIrIyIz B < wAl <z AT <yAl <z Az +y¥ = 2Y),

<

KOJ€ Ce UUTA: ,HUje auHo ga Hocitioje apupoguu bpojesu w, T, Yy, 2 maxkeu ga je . . . .

2Maja ¢MO MOIJIM J1a U3a0€EpPEMO U HEKU IPYTH HAUMH 00eNeKaBamba IPUPOIHIX Gpo-

jesa; wa ipuwmep: 0, /,//,///,////- -
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TBpame nckazaHe oBako M3abpanHuM andadeToM YecTO O3HAaYaBaMO MallUM
I'PYKUM CIIOBUMA: &, {3,7,..., ¥ Ha3uBaMo WX dopmyaama. Taxko, mucahemo, Ha
TipuMep,

¢:="JwdrIyIzB<wAl<azANT<yAnl<zAzY +y¥ =2Y).

[IpuMeTMO za TBpAKE MOIY [a 3aBMCE OJ jedHEe WIM BHILE NPOMEHJ/bUBUX; Ha
IIpUMEp, MOXKe Hac 3aHuMaTi depmMaoBo TBpheme 3a HEKUN KOHKDEIaH CHACTEH W:

ow) ==FwIyFzB<wAl<zAl<ynl < znz +y¥ =298 A

Hepazasojus ol MaTEMATUUKUX TBPhEwa je KOHUENT MAileMAaiiuyKo
goxasa. Ilpu cBakKOM KOpPaKy JOKa3a MaTeMaTUYapH ITUIITY HEIITO HAJIWK Ha

(13

» W3 .. U (QUPEKTHO) 3aKbYUYTEMO . ,

IIPY YeMy ce IOJpa3yMEBa Jla UCTMHUTOCT TBPAWHU ... U ___ 00e30ehyje
HCTHHUTOCT TBPHEHA ..

HACTABAK TTPYIMEPA 3. U3 opmyiie koja oAroBapa peyeHunu (2), MoxeMo
3aKmyyuimn Na Ce V1 3a HEKOE KOMKPEHIHOE HaueZ HOSHAHUKA KOju je maaguh moorce
dponahu gesojka rxojy on onu. Taxo u maaguh Laza Bomm Gap jeany aeBOjKY;
NpeUU3Huje

uz M (Laza) u Va(M(z) = Jy(D(y) A Q(z,y)))
3AKBYUY]EMO

Fy(D(y) A O(Laza, y)).
Taxobe,

usz 3z (D(x) AVy(M(y) =0y, )))
3AK/bYHYJEMO
Va(M(z) = Iy(D(y) AQ(z,y)))

0K U3 Apyre Gopmyne xe mModcemo U3BECTU NIPBY (HOPMYITY. A

HACTABAK TIPUMEPA 4. U3 ¢ = —JwdzdyIz(---) MOKEMO 3aK/bYUUTH
Vweo(w) := Yw—3zIy3z(- -+ ), amu u 06puyTO, N3 YVwp(w) saxbydyjemo ¢. A

BTIpe Hero mToO je AOKA3aHO jda je TBpAba (o TauHa (Ttex 1995. roaube, HAKOH
BUILIEBEKOBHUX IMTOKYylLIaja) Owie ¢y MO3HATE UCTMHUTOCTU CaMO TOJeAMHAYHUX TBphera

©(3), p(4), ..., ©(125000).
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HapagHo, 3ak/pyunBare ce He 00aB/ba MPOU3BOJBHO Beh mpema HeKum
MPaBUINMa WK YIIYTCTBUMA KOj€ JIOTMKA HACTOJM Aa Olulle U YTBpau. Ilpu
CBAKOM 3aKJbYUYHBAHY MOJIA3UMO OJ1 HEKUX TBPIU KOj€ HA3UBAMO HpemuUce
1 U3BOUMO TIYTEM HEKOT IPABMIIA HEKU UCKA3 KOJH ce 30Be 3aKkmyuak. Ma-
TEMATHUYK4 JIOTHKA TPOYyYdBA TOTOBO UCKIBYUUBO geqVKIUBHO 3AK/bYHUUBAFE
YMja MpaBUiIa HE HAHOCE ITETY UCTUHUTOCTU: aKO ce MPaBU/IO NpUMemYje
HA UCTHUHHUTE NpeMuce, OH/IA je U 3aK/bydyak NCTHHHUT. Teopuja Jokasza, Koja
ce 0aBM OBAKBUM MPOOIEMUMA, 3ay3UMa UCTAKHYTO MECTO Y MATEMATUYKO)]
JIOTUIIN.

BakHUjM 3a7alM KOje je cebu MOCTaBUIa MaTeMaTUyKa Joruka’ jecy u
Tparamwa 3a OAroBopuMa Ha OpojHa MuTawa Tuna: ,,KakBe maTemaTUyke
CTPYKTYpE HAjIPUPOIHM]E "U30Jy]y’ oAroBapajyhu MareMaTuyku mojam?™,
3aTuM ,,Ha xom je3uky je HajOOJbe TOBOPUTU O AATOM CBOJCTBY, OJHOCHO
omnucuBaTu oarosapajyhe (u3adbpaue) crpykrype?”, xao u ,,Koju matemaTu-
YUKW KOHIICTITH Cy UIMIUTULIUTHO CaApPXKaHU U TIPETIIOCTAB/bEHU Y OMUCY MOjMa
Y KaKBU OOJIUIIM Pe30HOBAhA CY JIETUTUMHU? UTH. OBAaKBa MUTAMKA JOBENA
cy 10 popMUpara Pa3HUX JOSUUKUX CUCTHeMA KOJe, YTTIABHOM, YUHE!

e KOJIeKIIMja M HEKUX MaTeMaTHYKUX CTPYKTYpa (koje hemo Hajuelnhe o3Ha-
YaBATH BEMUKHUM MACHUM cioBuMa natuHuue: A, B, ... M N, .. ),

e KoneKIMja Sent, hopPMaTHUX peueHUa Ha/l HEKMM je3MKOM L MOrOAHUM
3a OIHUCHBAHE U U3PAXKaBAKHE CBOJCTABA JATHX CTPYKTypa (peuenuire hemo
03HAUaBaTH MAJTMM CJIOBUMa T'pukor andadera oo, 5, ..., 0,1, .. )un

® 34710BOJbEIE = Ne(UHUCAHO Ka0 OfHOC n3Mely cTpykTypa u3 9 u peye-
HULIA U3 Sent:

M = ¢ akko ., je TauyHa (3a10BOJbEHA) PEYEHNA ¥ CTPYKTYypU M

akkKo ,,cTpykTypa M 3am0BosbaBa peyeHUIy .

Hapouuto cy 3HauajHe OHe peuyeHHulle je3uka L KOje Cy TauyHe Y CBUM
CTPYKTypaMa u3 M; 3a TAKBE PEUCHULE KAKE CE A CY BAbAHE PeueHuye
O1a0pPAHOT JIOTMYKOI chCTeMa. JemaH O/ INIABHHUX MpodiieMa BE3aHUX 3a
HEKW JIOTUYKU CUCTEM € T3B. Upobiem towmdyHociuu: ,Ilociioju iu Hexku
epeximiuean cliucaxk 8abaHUX peueHuya (axcuoma) u ciiucax (waxohe eghex-
[MuGaM) HeKux ipasuia uzeoherba Koja 3ajegro ca aKcuomama ceHepuuty cee
samaHe pedenuye? .

%Koje yriaBHOM peanusyje Kpo3 cBoje 110A06IACTH KA0 IUTO CYy QilCilpaKiing ieopuja
Mogeia U MOge-tieopeticka 102UKa.
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ITpo6ieM NOTNYHOCTH j€ TOCTA0 jedaH OJ LIEHTPATHUX MpodemMa MaTe-
MaThuke jioruke ox kana je Kypr I'enen, y ¢cB0joj AOKTOPCKO] IUCEPTALM]H,
JI0KA3a0 TEOpeMy MOTIYHOCTH 3a, JIAHAC, HAJIIO3HATH]HU JIOTUYKU CUCTEM —
UpequUKAaicCKu pauyH upeos peqga.

IpeaukaTcku payyH npsor peaa — ITP!

Kojum MaTeMaTHIKUM CTPYKTYpaMma je npuiarohen ITP™?

IlpenukaTcku padyyH IPBOT pesa je JJIOTHYKM CUCTEM MpuiaroeH mpoy-
YaBakby ONEPALIM]CKO-PEJALU]CKUX MATEMATUYKUX CTPYKTYpa (BUAETH CTpa-
Hy 106). IloHOBUMO, oflepayujcko-perayujcky Ciapykiiypy cXBaTaMo Kao
ypeheny uerBopky M = (M, R, F,C), npu yemy je M Hexu HempasaH CKyIl,
R ckym Hekux penaudja ckyrma M, F ckyn HEKMX onepaluja ckyma M u
C' C M. Cxkyn M ce nasuBa gomenom, 1ok ce eneMeHTu ckyna C' Ha3uBajy
KOHcHanmama cTpykType M.

Ha xom jesuky ITP! onucyje onepannjcko-penamujcke cTpykType?

Je3uK, KOJu KOPUCTU IIPEAUKATCKY PAYYH IIPBOT pella y ONMCUBAY OIle-
PaILM]jCKO-pEeTaliMjCKUX CTPYKTYpa, CaAp:KH, IIPe CBEeTa, 3HAKe 3a (KAACUUHE
UCKA3HEe) 8¢3HUKE. U, WU, He, KO . .., OHGA . . . , AKO U CaMO aKO, U 3HaKe 32
Keanmuguraitiope: c6axu M fociioju, OMTHOCHO crneaehe joruuxke cumobode:
(1) GeckonauaH ckyn npomerbusux: Var = {x,y, z, £1, Y1, 21, - . - };

(i1) 3HaKe 3a UCKa3HE Be3HUKE: A, V, 71, = U <]

(iil) yHUBEp3aJHU M €T3MCTEHLIM]ATHU KBaHTUUKATOD: V U J;

(1v) 3HaK JeMHAKOCTHU: =;

(v) momohHe 3HaKe: 3ape3 , ) JeCHy 3arpany u ( JIeBy 3arpany.

bynyhu na je HajjenHocTaBHM]a KacudUKalMja YBEICHUX CTPYKTYpa MpeMa
O6pojy ¥ BPCTH (apHOCTH) penalyja, onepaiuja 1 KOHCTAaHTU KOje YUECTBY]Y
y BbUXOBOM TI'pahermy, Je3UK Calp)KU U HeJIOTHYKe cuMOoie, T). perayujcke
3HaKe, oflepayujcke 3HaKe v cumoboie KOHCIHAaHu, TIpYU YeMy ce TIOApa3yMeBa
na je peduHucaHa W GyHKIM]ja ar Koja CBAKOM DENaIlM]CKOM M CBaKOM
OTIEPALIMJCKOM 3HaKy HOJeJbyje HEKHM MPUPOHAH OpOj, TAKO3BAHY APHOCIH
unu gyorcuny. Kako je u3d0op HeTOoruykux cuMm00Js1a MPOMEHJBUB U 3aBUCH O[T
TUIA CTPYKTYypa Koje HAC 3aHUMAjy (IOK je CKYII JOTHMYKUX cumMOoa Gpuk-
CHpaH), ojaroapajyhu je3uk L 3a1ajeMoO HaBOhemheM caMO HEJIOTUUKUX CUM-
6ona, Tj. moj jesukoM L mogpasyMeBaMo YHUjY Tpu Meh)ycoOHO AUCjyHKTHA
ckymna Relg, Fun, u Const, 3ajenno ca dpyuxuujom ar : Rel, U Fun, — IN.
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IIPUMEP 5. O CTpyKTypu peaqHux OpojeBa NMPEIMKATCKM padyyH FOBOPHU
na jesuky £ = {<,+,:,0,1}, npu uemy je Relpr = {<}, Fungy = {+,-},
Constyr = {0,1} n ar(<) = ar(+) = ar(-) = 2. Harmacumo ga < y 3a-
micy R = (R, <, +,-,0,1) o3nayaBa KOHKpeTHY GMHApPHY peslauMjy CKyma pe-
anHux Opojesa, nox < y meunuunju jesuka £’ o3HayaBa caMO 3HAK KOjH HA3H-
BAMO PeJALMCKMM M KOMe je MpPHApPY:KeH NpUpoaan Opoj 2 W uuITa BULIE; MCTA
narnoMena BaXku M 3a 3Hake +,-,0,1. VYBemenu je3sux Moxe Aa MOCIYXU 3a OIHU-
CHBambE BEJIMKOI Opoja CACBMM ApPyraurjux CTPYKTypa Koje Cy MCTOr THIIA Kao
crpyktypa R, Tj. cBake CTpyKType KOjy 4MHe jeaHa OuHapHa penanuja, ABe OH-
HApHE ONepallije 1 [ABa KOHKPETHA eleMeHTa foMeHa. Ha mpumep®, cTpykTypy
X = ({a,b,¢}, <, %,0,a,b), rae je <= {(a,a), (b,b),(c,c),(a,b),(b,c),(a,c)}, a
oIepanuje * 1 o Cy 3ajare Tabaunama.

*

o o R

o o2 R
o o O

R OO0

Q QL Qe

0 S| o

ST 0O Q0

a

QO ot Qo

|

VY oBoM cyyajy, penalyjcKy 3HaK < AYXKUHE 2 miymauu ce (unidepapeiaupa) y CKyIy
X = {a, b, ¢} xao 6GunapHa penaumja <l ckyna X, ONeparmjcku 3Hay + U - J1yKUHe
2 penoM kao OMHApHE omepauuje * ¥ o ckyna X, a cum6oau koucrtautu 0 u 1 xao
estemenTH a M b ckyna X. Tana kaxemo ja je jesvk L' unitiepiipetiupan Ha CKyIy
X, nnnmemo: <X=<, +* =%, X =0,0X =qulX* =b, A

Kaxsum peuennnama ITP! onucyje onepaunjcko-peaauujeke crpykrype?

Ckyn peueHHLa TIPEIMKATCKOT padyyHa MPBOT peaa Haj jesukoMm L, §
o3HAlM Sent,, neGuHUIIE ce KAao MOACKYII jeIHOT MUper cKymna For,, ckyma
NpeIuKaTCKUX opMysia HaL je3UKOM L.

Hajiipe gegpunuwemo witia je uspasz (wepm,).

(i) [TpoMeHsbHBE ¥ CUMOOIM KOHCTAHTH je3uka L Cy U3pasu.

(i) Ako ¢y tq,...,t, U3pa3u u F' OmnepalujcKu 3HaK AyxuHe n jesuka L,

oupa je F(ty, ..., t,) uspas.

(iil) M3pasu ce mory qobutu camo npumerom (i) u (i) koHauaH 6poj myTa.
3amwium gegunuemo enemenitiapue (aiiomuune) opmyne. To cy dop-

MmyJie obnmuka u = v u R(ty, ..., tn), roecy u, v, ty, ..., t, HeKn uzpasu, a 1

7 7

penanujCcKy 3HaK AyXKUHE 7 je3uka L.

BTlpumetrvo aa je oBo jemna ox 1 785233 613 312 moryhux uHrepnperauuja jesuka L’
y X. HapaBHO, OCUM OHOT CTAHIAPLHOT, OBAj jE3UK MOXEMO HUHTEPIIPETUPATH Y CKYIly
peaiHux 6pojea R Ha HeorpanuueH Opoj HAYUHA.
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Hajzag, gedpunuwenmo tipequratiiicke gpopmyne, um, kpahe, popmyie.
(1) Enementapne gopmynie cy hopmyiie.
(ii) Ako cy ¢ u ¢ hopMyre u v Heka MIPOMEHIbKMBA, OHIA ¢y ¢, (¢ A ¥),
(o V), (p =), (¢ < ), Juvp u Yue Takohe popmyie.
(iii) Popmyte ce Mory mo6uTH camo mpumenoM (i) u (ii) konagan 6poj myTa.

[TpumeTtumo aa cy aeduHULM]e U3pasa U MpeauKaTcke GopMyIie UHIYK-
THBHE, U 1a Cy CKYIIOBU M3pa3a U hopMyia pa3NUuuuTH 3a Pa3IMUUTe U300pe
cagpxaja jesuka L.

[Tpn nucamwy dopMyna IpUMEY]Y C€ Pa3sHU JIOTOBOPHU Padl jeqHO-
CTaBHU]ET W mperieauujer 3anuca. IlpeTnocrapbaMo fa je yuTanal ymo-
3HAT Ca OCHOBHMM KOHBEHIMjaMa O Ucamy GopMyia, Kao WTO Cy NMpaBuiia
0 Opucamwy 3arpana, IPUOPUTETH JTOTHUUKUX BE3HUKA UTI.

Mely cBUM ITPOMEHIBUBUM KOje C€ jaBJbajy Y JeAHO] GOPMYIIH HA L HEKUM
JE3UKOM, HEKE Cy TOJI IeJCTBOM KBAHTU(UKATOPA U HA3UBAJY CE BE3aHUM, a
HEKEe HUCY W Ha3uBajy ce cmobonHuM. Y HapeaHoj hopmyiu, jesuxka L u3
npuMepa 3, 0O3HAUEHE Cy MPOMEHIbUBE HA KOJ€ Nienyje oaropapajyhu xBaH-
TUGUKATOP, JOK CTPETULIE TOKA3Y]Y CT0O0IHA OjaB/bUBabA TPOMEHIBUBHX.

T v T v \ N
Jy(Ve(zr+y=a+2)VVyly - y=2)=y<zVy+z=0)A-z<y
L | | |
Axo je o Hexa Gopmyna jesuka L, 3amic ©(ry, To,. .., Ty, ) KOPUCTH CE
JIa c€ O3HAYM YUIbEHULA 4 Cy CBE CTOOOIHE TPOMEHIBbUBE (GOPMYIIE (© HEKE
OJ1 TPOMEHIBbUBUX L1, L2, . . - , Ln.

Dopmyie Koje Hemajy cr000gHe UPOMEHHUBE HASUBATY Ce pEUeHUYe.
®opmyne Vz(—(z =0) = Jy(z -y = 1)), VaVy(r +y =y + z),0 = 1,
Cy CaMO HEKM TTpUMepH peueHuIa jesuka L' u3 mpumepa S.

Penanuja 3ag0Bosbema

Ocraje jouI ga Mpeuu3upamo LITa 3HAYH ,,peueHuya © je mauna (Uciiu-
Huitia) y mogeny A, OMHOCHO 1a IepUHUIIEMO pelalujy 3a10BObECHhA =, Tj.
A = ¢. Kibyyna cTBap y oapehuBamwy HCTUHUTOCTH HeKe GOopMyIie Y OAro-
Bapajyho] crpykTypu A je uHTeprnperanuja (HeJTOrMUKUX cMMOOoa) je3uka
Ly A, npu yeMy Ta4HOCT (MICTUHUTOCT) HEKe GOpMYIIe Koja MMa cio00IHE

IIPOMEHJBUBE Y (Z1, . . ., Tn) Y CTPYKTYPH A, y KOjO] je HHTEPIIPETUPAH je3UK,
3aBUCU U Of JOJEIIC BPEIHOCTH BEHUM CITOOOTHUM ITPOMEHTBUBUM:
iL‘,l PR :L"n
= - ay,...,0n € A
/'L ( al R an ) i 3 3 N )
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Tj. O 6anyayuje cnoOOTHUX MTPOMEHIBUBUX popmyne . [a je popmyna ¢
fauna y mogeny A 3a eanyayujy i, y osHaim A = o|u], yrephyjemo y3
rmoMoh UCTUHUTOCHHUX TAa0JIMUA 34 BE3HHKE N, V, 71, =, &

~ A = (¢ AO)[p] akko A = [u]n A = 0[p], utn.

U cliefiehux ImpaBuiia 3a KBAHTOPE:
— A = Vaplu] akko A | p[u(%)] 3a cBako a u3 A,
— A | Jzplp] akko A E o[p(*)] 3a nexo a u3 A,

rae je “(2) BaJTyaliMja Koja MpOMEHJbUBAMa JOIEIbYj€ UCTE BPEOHOCTH KAO
U BaJTyaruja (i, OCUM IIPOMEHJBUBO] T KOJO] HOMEIbY]je BPEIHOCT a.

[IPUMEP 6. Mmajyhu y Buay HeuHMAUM]Y pernalyje 3aq0B0bemba, BUIUMO aa
o(x,y) = Vz(x + z < y) He Baxu y CTpyKTypH peanuux 6pojesa (R, <, +,-,0, 1),
5 1
peanan 6poj r. Mehytum, y crpykrypu X = ({a, b, c}, <, %, 0, a, b) u3 npumepa 3,
Y
C

NPy Bajyalluju (b = , Jep Huje wauro ga je b + r < 1, 3a ceaku

IIPU BATYaUMJH V = ) dopmyna ¢(z,y) jecre Tauna, X = ¢(x,y)[V]

umn X = pla,c|. 3auncra, wmauno je ga je a * x < ¢, 3a céaku v uz X. Wmnax,

X b= @b, b, jepbx b £ b. AN

[TomTo peyeHuIe HEKOT je3uKa HeMajy CIoOOIHUX MPOMEHIBUBUX, HU-
XOBO BAXKEHE Yy HEKOM MOJENY HE 3aBUCH Of u3bopa Banyauuje. Jpyrum

peunMa, 3a CBaKy pedeHHuIly jesuka L u cBaku mozen M UCTOT je3suka Miu
MEeum M E —p.

[IPUMEP 7. Pevennia ¢ := JaxVy(x < y) He BaXU y CTPYKTYPU PEATHHX
Opojera (y CKyIy peajHuUX OpojeBa HE TIOCTOJM HajMambU €IEMEHT), ajld BAXU Y
crpykTypnt X: a < a, a <1 b, a < ¢. Peuennna 0 := Vy3Iz(z < y) Baxu y 0be
CTPYKTYpE. JAN

Peuennna ¢ jesuka L je samana WY 10ZUYKA UCTIUHA UPEGUKATHCKOS
payyHa, y O3HALM = (0, 4KO ( BAXH Y CBAKOM MoJey jesuka L. Peuennna ¢
jesuka L je KoHmpagukyuja ako He TIOCTOJU MOJIEN jesuka L y KOME BaXU .

ITPUMEP 8. Peuenune Vz(x = z), V(0 < z) = Jz(-0 < z), jesuka
CTPYKType peanHux OpojeBa, BasbaHe Cy GopMylie jep BaXe Yy CBUM CTPYKTypama
OBOT JE3UKa. A
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ITocTynax 3a IpoBEpY UCTUHUTOCTH HEKE PEYCHHULIE Y CBUM CTPYKTYpaMa
HEMAMO, JEP CBAKA PEUEHMIIA MOKE UMATH OECKOHAYHO MHOTI'O HEU30MOP-
dHUX Moaena. Moxe ce 10Ka3aTH J1a, y OTIILITEM CITyuajy, He TIOCTO]H aJlrOPHU-
TaM KOJU 3a CBAKY PEUCHHUILY MOXKe ITPOBEPUTH J1a JIU jeCTe UM HUje BaJbaHa
dopmyna (;roruuka uctuHa). O Tome he OUTH peun y jeTHOM OJ1 HAPETHUX
onespaka (ctpana 180).

Jlornuke nocJjeamiue

Penauunja 3agoBosbea Ham oMoryhasa ja 1eguHuIemMo, BeoMa 3Haua-
jaH, mojam goduuke (,jtoruune’’) docrequye. Axo je I' ckyn dopmyna u ¢
bopmya, KaxeMo aa je hopMylta @ roduuka docrequya ckyna gopmyna [,
y ozHauy [ = (o, ako popMyNa ¢ BaKu y CBAKOM MOJIENY Y KOME BaXKe CBe
dopmyite ckyna I'. Hapasno, ymecto ) = o muiuemo = ¢, WO je y cKay
ca IMPEeTXOIHO YBEACHUM O3HAYaBAEeM BajbaHUX PopMyia.

ITPUMEP 9. ITocmatpajmo TBphemwe
.Y C6aK0] Epyiu 6axcu 1e6u 3aKoH Kanyeaayuje (ckpahusarba)®.

Cerumo ce 1a je rpyna cBaka crpyktypa G = (G, *,~1 e) y xojoj Baxe cnenehe
pevermne: VzVyVz(z x (y x 2) = (€ * y) * 2), Va(z x e = x), Vo(z * 2! = e).
O3naunMo oBe peuenule ca I'g. JIeBH 3aKOH KaHIenaluje, Ha je3UKy Tpyna,
MOKEMO U3PA3UTH pedeHurioM o = VeVyVz(z sy = z %2z = y = z). Y3 oBe
osnake, I'gr = 0 Kaxe HCTO IITO M HaBeAeHO TBpheme. YoOuuajeH mokas Tede
OBaKo.

Hexa je (G, *, !, ) npousBomsHa rpyna (Moaen 3a Lyr).
1. M3a6epuMo IIpOU3BOIbHE eJIeMEHTE 2, Y, 2 U3 (G, TAKBE 1A Je T *x Y = T * 2.
Tana je
2.2 x (xxy) =2~ % (2% 2), [jep je * no6po nedunucana GyHkumuja

3. (2™t x z) xy = (™! % 1) * 2, (U3 IPETXOAHOT NIpeMa 3aKOHY ACOLUjATUBHOCTH

3

d.exy=exz

2

]
)
[n3 peTxomuor jep je ™ * z = €]
5.y==z2, [M3 IpeTXomHOr jepje e x Yy =y U € * z = 2|

J

6. VaVyVz(zxy =z x 2z =y = 2). liep ¢y Z, ¥, z IPOM3BOJLHY eJIEMEHTH

Heka je ¢ := VaVyVz(x * (x xy) = . x (x * 2) = y = z). Jlako BUAMMO Ja
= 0 = ¢, n onmax 3axsbyuyjemo na gy = ¢ 6e3 nkakBor gojarHor fokasa. A
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V IpeTX0QHOM IPUMEDPY, HIYCTPOBAHO je IPaBUIO
wlEoulkEo=g aem I =g,

KOje ce BPJIO YeCTO KOPHUCTH y MaTeMaTHUM. Jlyrauak je Crucak CIMYHUX,
NoJpa3yMeBaHUX, TPABUIA;

—axojel' CYul' =o,oumajeuY = o,

—akojel, o =g oumajel’ =0 =,

—axkoje ' E o Ag, onmaje !l = o, urm.

dopmynie p U U Cy 10ZUuKU eKeusdeHIliNe, Y O3HALM © = 1V, YKOJIHUKO je
© = Yul E . Ipyrum peunma, GopMyIie ¢ 1 ¢ cy TOTUUKY eKBUBATIEHTHE
YKOJIMKO Cy Ta4HE y UCTUM MOMENNMA, Tj. ako je = ¢ < 1. Huje tenixo
YTBPAUTH IOTMYKY eKBUBAJIEHTHOCT ciienehux maposa popmyna: @ Ay = ¢,
A (V) =p, (V) =-p AU, Ve(eAyY) =V AVY, ...

EBo jom jeanor npasuia: akoje ' = ou e =¥, onnajeul = 9.

Hpel’lMeHOBaH)e BC3AHUX NNPOMECH/bUBHUX

Wmajyhu y Buay nepununujy penamuje 3a10BObEHA, BUIUMO Oa dhop-
myne Vo (z = z) u Yy (y = y), Mako HUCY UACHTUYHE (HUCY MUCTU HHU-
30BU cUMOOIA) U3paxaBajy UCTy CTBAP, YOCTAIOM Ka0O U CBaka (opmya
HaCcTald YIIUCUBAKEM OUIIO KOje MPOMEHIBUBE Ha CBA TPU MECTA ,,I1a0JIOHA
V_ (- = _). CmuuHo, cBaxa oz hopmya:

Vady(z+y = 0), Vydz(y+2 =0), V21 3z5(21+25 = 0),... [V_3_ (L4 )],

Je3MKa CTPYKTYpPE peallHUX OPpojeBa U3paxaBa UCTO: C8AKU eNIeMEeHI UMA (0]
ungeps y ogrocy Ha otlepayujy . Ipumehyjemo na ipeumenosarbem Be3aHUX
MPOMEHJBMBUX J00OUjaMoO (opMyne ca UCTUM 3HaueweM. Mnak, mperMe-
HOBAHE MPOMEH/BUBHX HE MOXXEMO BPIIUTH Oall MOTIYHO TMPOU3BOJHHO.
Ha npumep, 3z(z + 2 = 0) u Jy(y + = = 0) uMajy UCTO 3HAUEHE, alK
cacBuM pazanuuTo ox dopmyne (Jx)xr + x = 0; Haume, y Jz(z + = = 0)
BE3aHY IIPOMEHIBUBY 2 MOYKEMO 3aMEHUTH OMIJIO KOJOM IIPOMEHJBUBOM, OCHUM
MTPOMEHJBHUBOM . ,

[Tap popmyrna ¢ u ¢ HazuBaheMO (-€KBUBAJIIEHTHUM, YKOIMKO ce '
J00Mja IPEUMEHOBabEM (HEKHX MITM ITAK CBUX) BE3aHUX ITPOMEHJBUBUX Y (0
HOBHM IIPOMEHJBPMBAMA TAKO Ja HHUjeHA O/ CIIOOOIHUX ITPOMEHIBUBUX (POP-
MyJIE ¢ HUje IToCTalla Be3aHa. Huje TemKo yTBpAUTH J1a Cy (r-€KBUBAJIEHTHE
dbopmysie U TOTMYKY €KBHBAJICHTHE.
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3ameHa c1000JHMX MPOMEHBUBUX HEKMM M3Pa30oM

Yecto je ToTpedHO CcnoOoaHE MPOMEHIBKMBE GOPMYIIe 3aMEHUTH HEKUM
U3pa30M. JEIMHH 3aXTEB MPU OBAKBUM 3aMEHAMa JECTE ga c8e UPOMEHDUBE
Koje yuectigyjy y epabery uspasa 0yqy ciobogue y ¢opmynu gooujernoj HaKom
3ameHe.

ITPUMEP 10. Crno6oany npomersbusy x bopmyne ¢(x) = Jy(y < ) cuo-
60gHO (IMPEKTHO) MOKEMO 3aMEIUTH U3pa3uma z, T + %, 0 + 21, 1 U3rpajuT! HOBE
dopmyne Jy(y < z), yly < =+ z), Jyly < 0+ 21), koje heMo O3HAYABATH
penom ca o(z = z), p(r =z + z), (x := 0 + 21). WU3pase y uujeM rpahemy
y4YECTBYje MPOMEHIbUBA ¥, KA0 WITO CY ¥, ¥ + ¢, ¥ + 0, ... He cMeMO JAUPEKTHO
3aMeHUTH (jep OUCMO, Ha IPUMeEp, AUPEKHOM 3aMEHOM IPOMEHJbUBE T ¢a Y JOOMITH
peuennny Jy(y < y)). MelyruM, ako dpeumeryjemo Be3aHy MPOMEHILUBY (Bop-
myne Jy(y < x) HEKOM NPOMEHIBMBOM KOja He ydecTByje y rpahemy oarosapajyher
u3pasa, Ha rnpumep, 3z7(z7 < ), 1o0uheMo GOpPMYITy ca UCTUM 3HAUEHHLEM, AH Y
K0jO] MOXEMO T AUPEKTHO 3aMEHUTU CBAKWM OA u3paza ¥y, y + x, y + 0. VAN

Axo je ¢ Hexa dopmyna u t Heku mM3pas, ca @(r = t) o3HAYABAMO
CBaKy ol GpopMylia Koja je JoOHjeHa TAKO IITO CE Hajupe MPEUMEHY]Y HEKE
B€3aHE NIPOMEHIbUBE (hopMyIIe (v HOBUM MPOMEHBUBUM TAKO 1a CBE BE3aHE
TIPOMEHJbUBE NOOUjeHe popMyIie OYay Pa3nuduTe O CBUX CIOOOIHUX IPO-
MEHJBUBUX (POPMYJIE ¢ M CBUX IIPOMEHJBUBHUX KOJY Y4YECTBY]y y rpahemy
u3pasa t, a 3aTUM CE M3Pa30M ! 3aMEHU CBAKO CIOOOIHO IMOJaBIbUBAHE
MPOMEHJbUBE T Y POPMYIU 1OOUJEHO] HAKOH NTPEUMEHOBAHA.

ITPUMEP 11. Axo je ¢(z) := Ve(-z = z = Fylx = yVz = y)), ca
©(z := x + y) o3HAYaBaMO CBaKy oj hopMmya:

Vei(—~zy =z +y= ez =y Vr+y=1iy))),

Vro(—z2 =z +y = Juz(za =23V +y = 23)),

[TpuMeTUMO 1a UMa HEOTPAHUUEHO MHOTO MOTYRHOCTH. A

Nako je ¢(x := t) 3ampaBo O3HaKa 3a UMUTaBy kiacy Gopmyna, mome
MOYKEMO O3HAuaBaTU W OWIO KOjy GOpMyJly M3 T€ KJlace jep Cy CBE TaKBe
bopmye MehlycoOHO r0éuuKku exeusanenidne. JeMHOCTABHO ce IOKa3yje, Ha
IPUMED, [1a BAXU U cielaehe mpaBuio:

—akoje ' =Vvo,oumajel = o(v:=1).
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Cucremu 3a gexykuujy y [P

[Ipumep 11, u3 mpeTXOAHOT OJ€JbKA, yKAa3yje HA TUNMYAH HAYMH Ha
Koju ce usrpalhyjy matematuuke teopuje. Hakon n3zbopa nonasHux Npet-
TTOCTaBKU O HekMM oOjekTuMa (I'y;), Texu ce OTKpuBaiby NMociaeauua THX
npernoctasku (I'y, = 0,1y = ,...). CBaxa omwikpusena fiocrequya Heka-
K6uUX Apeiiiocfiaskuy TOAPa3yMaBa MAlleMattiu4Ky goKa3. AHATA30M HAUNHA
Ha KOJU c€ Yy MaTeMaTHIM JOKA3yje youaBaMoO Ja C€ CBAKU 10Ka3 OJIBHjA Y
erarmama. Caxa erarna Jokasa Jaje HeKy IOCIeIUIlY TPETIOCTABKY.

HACTABAK TIPUMEPA 11. Ca jenne erane nokasa 3a L'y = 0y npumepy
11 mpenasunm cMo Ha apyry xopuurhemeM mpetriocTaBku U3 'y (3aKkoH acouuja-
TUBHOCTHY, . .. ), HEKMX OIIITHUX 0COOMHA ornepauuja (1odpa aAeduHUCAHOCT) U je-
HAKOCTHU (TPAH3UTHUBHOCT, CHMETPUYHOCT, . . . ), KA0 ¥ 3AKOHUTOCTU KOj€ IPOUCTUIY
U3 CXBATama BE3HUKA U, UKO. . . OHGA, . . . ¥ KBAHTH(DUKATOPA CEAKU.

Jokasanu cmo Ly = VaVyVz(z xy = z % 2 = y = 2), TaKO WMTO CMO
Hajrpe nokasatn g, Z %y = % 2 = Yy = %, OJaKie CMO H3BENH 3aKJbydKe
Pl FEarxy=zsz=>y=zulyg =EVaVyVe(zxy=a%2=>y = z2). JAN

McTakHUMO HEWTO INTO C€ MPOCTO HaMmehe y nmokasuma TBphema 00-
muka [ = : npu TakBUM JOKa3UMa HEMAMO HA YMY HUKAKBE KOHKPETHE
CTpyKType (Tpyre, Ha mpumep), Beh camo paszHe rpeaukatcke Gopmyse U
Bese mehy muma. C apyre crpane, ogdoc I' = o usmely apeiniiocitiasku
(xunotesa) ' u nmocnenuie ¢ je nepuHUcaH MoMohy MaTeMaTUYKUX CTPYK-
Typa 4 pelanyje 3a10BOJbeHha. MOKEMO JIM JOTMYKEe TMOCIEAMIE HEKOT
CKyITa XUTIOTe3d TPAXUTH He yhazehu y sHauemwa popmyna? Moxemo! Ha
CaCBUM ApYravvjy Ha4yuH, MocMaTpameM GopMyJia HCKIbYUYUBO Ka0 HU30Ba
cumbona, nepuHucahemo oaHoc = usmely ckyma xunoresa [' u Heke mwerose
MIOCIIETUIIE .

Hajmnpe, ckyny ¢opmyra (Ma KOr je3uKa) MpUuKJbydyjeMo Ol jeaHy dhop-
MYIy, T3B. 102UuKy KOHCTAaniy, Kojy heMo o3HauaBaTH ca L. Popmyna L
HE BaXXU HU y jegHoM Mozeny. Takolhe, cmaTpaheMo na je o < 3 ckpahenu
sarmc popmyie (. = 0) A (6 = «).

Cekgenii je Iap KOJU YMHE HEKU KOHAa4aH cKym ¢popmyna [ u Heka dop-
myna o. O3nauaBahemo ra ca I' - o (cumbon F ce Hajuennhie unra , pamia’).
dopwmyre ckyna [' Ha3uBamo xuiioimiesama cexsenita, a POPMYIY 0 Hociequ-
yom cexsenitia. CexBeHT [' - o je goxasus ykomuko ce Moxe 100UTH Mpu-
MEHOM KOHAYHO MHOTO MPaBUJId U3BOhEHA TATUX HA HAPEAHO] CTPAHMU.
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Axkcuoma Ciabmmene

'k
— (& slab
F,W—so(x) F,vf-w(ba)
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[1paBuna u3Bohema cy ,,uadnoHu Koju omoryhaBajy JOKa3UBaImLe Ce-

kBeHaTa. CBaKo IMPaBUIO CE CACTOJU O

e ckyna (Moryhe v mpa3Hor) CeKBeHaTa KOje Ha3uBaMO dpemiice upasuiid,
® CEKBCHTA KOJU HA3UBAMO 3aK/bYUAK UPABUNA,

e XOPU3OHTATHE JIMHU]e KOja pas3aBaja XUIOTe3e MpaBuia (3amucaHe
W3HAJ JTUHW]E) W 3aK/byuak INpaBuia (3amMcaH HCIOJI JIMHHjE) U ca
yyje IeCHE CTPaHEe CTOJU HME TIPABUIIA.

Cga mpaBrjIa MOXKEMO UUTATH (CXBATUTH) HA JBA HAUMHA!

— 0¢0320 HAGOJIe: AKO CMO JIOKA3ajIM XUITOTE3E IPaBUiIa, MOXKEMO JOKa-
34TH U CCKBEHT KOjU C€ HaNla3u UCIIOJ XOPU3OHTAIHE JTMHU]E; OBAKO
CXBAaTaMoO MPABUIO KaJa Tpeba cacTaBUTH AOKa3 (CHUHTE3a);

— 0g03¢go HaZope: ma OMCMO NoKa3aJiv MTPUMEHOM MPaBUJIa CEKBEHT KOjU
J€ IEroB 3aKJbyyakK, JOBOJLHO j€ IOKA3aTH XUITOTE3e MPaBUia; OBAKO
CXBATaMO TIPABUIIO KaJa TparaMo 3a HEKUM JOKa30M (aHaIu3a).

[TprMeTHMO Aa CBAKOM JIOTMUKOM 3HAKY OATrOBapajy ABE BPCTE IIpaBUIia;

— upasuno ysoherpa, Koje oMoryhaBa qokasnBame CEKBEHATA MU j€ 3a-
KJbyuak (popMysia Koja Kao TJIAaBHU UMa T4j JIOTUYKH 3HAK,

— [Apasuio erumuiayuje, Koje Mpu JoKa3uBawy omoryhasa kopuiheme
dbopmyra Koje uMajy Kao IJIaBHU Ta) JIOTMYKH 3HAK.

dopMyita o je 10Ka3uBa, y O3HalUM F ¢, ako je 1oka3us cekBeHT ) - o.

[TPUMEP 12. EBo nokasa na jet -« < (o = 1).

@, a k- —a ax) aoaFa (ax) oo LaFas J_(ax) m (ax)
—a, o L e o= lL,ak L (=)
—ata= L (=v) T 1F o (=
Foa = (o= 1) (=u) (e= 1) = (=y)
(Au)

Foae (o= 1)
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Yobuyajenuje je na ce JoKa3, yMECTO Kao ,,JpBO“, 3aIMIle JUHEAPHO (HyMe-

pUCAHU PEAOBH JeJaH UCIOI APYIOT).
l. 7o, 0 F —ax

-, oo

o, L

—alFa= 1

Foa= (a= 1)

o= lL.aFa= 1

o= 1l alF«a

a= L, ak- L

a= 1L F-«o

A S A e

—
o)

Fla= 1) = -a

fa—
—

oo s (o= 1)

(ax)

(ax)

n3 1 u 2 npema —g

u3 3 nmpemMa =y

u3 4 npema =y
(ax).

(ax)

u3 6 u 7 npema =g

u3 8 mpeMa —y

u3 9 npema =y

mS5uld

[Topen mocrojehux mpaBwiia, KOPUCTUMO U JOCTA U3IBEGEHUX UPABULA

(BumeTH 3agatak 52 Ha crpaHu 292), Kao WTO CY:

T aFB TFa

Tr (cut?®)

I a, By
a,a= BFy

(=1)

I Voo, a(v:=1t)F vy
' Vva = v

Ha npumep, 10KaxuMo mpasuio (cut).

(VL)

I'Nak S (=) ;
ThFa= 8" " Tk a
T3

(=E)

3601 HEOUTYYNBOCTH IPEIUKATCKOT payyHa nocedaH 3Ha4ya] UMa Yube-
HHUIIA Ja ITOCTOJU HAUMH Ha KOJU CE€ OTHUCY]y CBe Wwerose uctune. [locroje u
Apyru (eKBUBAJIEHTHN) HAYMHY yBohema nojma gokasusociu (Bunetu [21]).

Beurn. cut — ceuere
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TEOPEMA. (XWJIBEPTOB CUCTEM 3A ABAYKIWY.) I' - ¢ ako u camo
AKO IOCTOjU KOHAYaH HU3 GOopMyIa 1, P, . . ., Pn, Ca cTIeNehNM CBOJCTBHUMA:
L. ¢n je bopmyna ¢;

2. cBaka popmyna gk, 1 < k < n, 3ag0BosbaBa jegaH of cienehux yciona

2.1.p; € A, unu

22 ¢; €', umm

2.3. ; je HemocpeIHA TTOCIeIUIIA HEKOT O] TIpaBuiIa U3 /X yuje mpemuce

npunanajy ckyny {1, ..., i1},
pu yemy je A bGeckoHauaH ckyn ¢popMyna ogpeheHux cxemama

(H1) a= (8= ), (H2) (a= (B=7))= (a=0)=(a=1)),
(H3) anf=q, (H4) anB=p,
(H5) a= (B=anp), (H6) a=aV}p,
(H7) 8= aVp, (H8) (a=7)=((B=7)=(aVi=1)),
(H9) —a= (o= 1), (H10) (o= 1)= —a,

(H11) L = q, (H12) «V —«,

(H13) «(z:=t)= Jzo, (H14) Vza= alz:=t),

JI0K R 4yrHE npaBuia;

(R=) 0 je Herocpenna mocneguna popmyia o ¥ & = [3, 32 MPOU3BOJLHE
hopmye o u [;

(Ry) v = Vza je Hemocpeana nocneauna GopMylie y = ¢, 3a IPOU3BOJbHY
dbopmyny &, OMIO KOJy IPOMEHIBUBY T U CBAKy OPMYIY ¥ Y KOJO] T HUjE
c1o00/IHA TPOMEHJBUBA;

(R3) Jza = 7y je HenmocpeaHa mocnenuia Gopmyiie & = 7y, 3a IPOU3BOIBHY
bopmyny o, OUIO KOJy IPOMEHIBUBY T U CBAKY HOPMYJTy 7Y Y KOJO] Z HUjE
CII000/IHA MPOMEHJbUBA.

Caku HU3 dopmyna @i, s, ..., P, KOJU 3a10BOJbaBa yciaoBe 1 u 2
MIPETXOIHE TeOpeMe Ha3uBaMo |'-T0Ka30M, OMHOCHO §OKA30M (hopmyne py,
u3 ckyia apeimiocidasku 1.

Jla cMo ycmenu y 3aMUCTH O KOje CMO KPEHYNIH MOTBPhyje imiecopema
domiiiyHoctu, 0 K0jo] he OMTH BULIE peUd y HAPEAHOM OLCIBKY.

Teopema nornyHocTH
Kako cBojcTBa omnepanujcko-penaliujcKux CTPyKTypa HU3pakaBajy pe-
4eHHLIE OAroBapajyher je3uka, CKyIlOBE peueHHLa Ha3UBaMO ifieopujamd.

Haxne, 1" je Teopuja jesuka L, ako je I C Senty. YecTo ce eneMeHTH
Teopuje 1’ Ha3uBajy axcuome teopuje 1.
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JeqHa o rMaBHUX MHCIIUpAlMja 3a YBOHEHE U MPOyYaBatbe HEKE TEOpHje
JecTe OIUCHBaFbe MAaTEMATUYKUX CTPYKTypa onpefieHor Tumna. CTpykTypa
M je mogen teopuje T, y o3nam M = T, yKONMUKO CBaKa peyeHHMIIA K3
T Baxu y moneny M. Ha mpumep, épyite cMo nebuHUCATH YIIPaBO KAO
mozeie Teopuje ['yr (mpumep 9, crpana 155). IlpumeTnmo na Heke Teopuje
YOIIIITE HEMA]y MOJENe — TaKBe Cy, Ha MpPUMEp, CBE TEOPHje KOje CaapiKe
Heky o peyennua: |, 3x(—z = x), @ A =0, 3a 6uno kojy pedenuny 6, ut.
Hapagno, Hac he UCK/bYUHBO 3aHUMATH TCOPH)E KOj€ UMajy MOJIEIIE.

ITPUMEPU TEOPUJA.Teopuja ypehennx noma. Cse axcuome 3a ypeheno iosme
(naBenene Ha cTpanu 136) nckasyjemo peuennnama jesuka Lrpo = {<, +,+, —,0,1}:
VavVyVz(ze +y=y+z), - VaVyVz(z < yA0 < 2z =z 2 <y - z). CKyn oBuX
[IeCHAeCT peYeHMIIa Ha3UBa Ce dicopuja ypehenux Homa, 1 o3Havana ce ca FO.

Teopuja cTpykrype. Penanuja 3a10BOJbEIA omoryhasa na ce geuHuIe iwieopu-
Jja veke xoukperne capykiiype M jesuxa L: Th(M) = {¢ € Senty : M = ¢}.
Ipumerumo ga je Th(M) jemna xomineiina Teopuja, MTO 3HAYM Ha 33 CBAKY
peuennny ¢ umn @ € Th(M) niu —¢ € Th(M), anu He 06a (HapaBHO). JAN

Cama npupoJa CTBApU O KOjUMa TOBOPHMO yKa3yje Ja Cy KJby4He ITOCe-
nuue Teopuje 1 Kako joduuke iocarequye weopuje I’ — pedeHUIIe KOje BAXKE y
ceuM Mopenuma Teopuje 1' (1" =7), Tako U iieopeme wicopuje T’ — peueHUIe
KOje cy JoKa3uBe u3 ckymna npernoctasku 1 (1" 7).

TeopeMa MOTIYHOCTH 3alpaBO M3jeIHA4YaBa OBA [BA KOHLEMNTA: CKYII
JTOTHYKUX TTOCIEIMIIa HEKe TEOpHje JeMHaK je CKYIly TeopeMa Te TEOpHje.

TEOPEMA NIOTITYHOCTH I. (Kypt I'enenr) Heka je 7" teopuja y jesuky L
U ( peyeHuIla Yy UCTOM je3uKy. PeyeHuna ¢ Baxku y CBUM MOJEIMMa TEOpU]e
T axo ¥ camo axo je  Teopema Teopuije 1, Tj.

T = ¢ axou camo ako T F .

NuTepecantad je crneaehu cneuujajaH ciayddj NPETXOMHE TeopeMe:
T E L akxowucamo axko 7'+ 1. Kakxo L He BaXu HU y jeIHOM MOJENY,
nodujamo na T’ Hema Mojen ako 1 camo ako 7' L.

Teopuja T je apoimuepeuna (Hexonzuciienitina) axo je T' = L, a wneiipo-
muspeuna (konsuciieniina) yxomuko 1"/ L.

Jlakie, HapeaHA TeopeMa je MMPEKTHA IMOCIEANIA TPETXOIHE.

TEOPEMA MOTHOYHOCTU Il. Teopuja mMa MOIEnI akKoO M CaMO akKo je
HEMPOTHUBPEUHA.
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HcnocTasiba ce 1a Cy OBe JBE BapUjaHTe TeOPEME ITOTIIYHOCTH, 3aI1paBo,
mehycobno exsuBanenTHe. Joka3 aa u3 BapujeHte Il cnenu BapujanTa I je
Takolhe jeAHOCTaBaH.

T = ¢ akko cBu Mofenu Teopuje 7' 3a0BOIBABA]Y ¢
aKKO HUjeAaH Moaeln Teopuje 1" He 3a0BOJbaBa
akko T'U {—¢} Hema mMozen
akko T U {—¢} je mpoTuBpeyHa Teopuja
akko T U {—p} F L
akko T ¢

HATMOMEHA. V mnasenenoj nmurepatypu [9, 11, 27, 47| najuemhe ce Moxe
Hahu goxas Teopeme noTmyHocTH L.

Jlokas [1a je HeIpOTUBPEYHA CBAKa TEOPHja KOja MMa MO’ IPeNcTaBiba jei-
HOCTaBHUJU aeo. JoBOJBHO je, mMajyhu y Bugy XwiOepToB CUCTEM 32 ACAYKIIU]Y,
[IOKA3aTH Ja Cy BajbaHe cBe popMylte u3 A, Kao U Ja IIpaBuiia u3Bohema ,,ayBajy"
BaJbAHOCT (TIPABUIIO 3BOHEHA TPHUMEHEHO Ha BaJbaHe popMyJie 1aje BasbaHy (op-
myny). OBaj geo 1okas3a, Hako jeIHOCTABaH, IPUIMIHO j€ 3aMOpaH.

Jlokxa3s ga cBaka HEIMPOTUBPEUHA TEOPUja UMa MOAET HUje HUMAJIO jeMHOCTaBaH
1 Hajuemrhe ce CIpPOBOAY TAKO3BAHOM XeHKUHO8OM Meliogom KoHcianitiu. Hajmpe
ce KOHCTpyHuIle HoBa Teopuja 1™ y mpommmpewy L* jesuka Teopuje 1, Tako aa je:
-TCcT*,
— T™ je XOMIUIETHA TEOPHja, Tj. 3a CBAKy pedeHuny @, umi 1’ = o wm T F —¢,
— 3a cBaky hopmyny ¢©(z) y jesuxy L* koja umMa caMo jefny cioboaHy IPOMEHIBUBY,
MOCTOj1 CUMOOIT KOHCTAHTE Cy, jeauka L£* takas na T - Jzp(z) = p(x = ¢yp).
Haxou tora, nebununre ce mogen M teopuje 1.
— Jomen mozena je ckyn M = E/ ~, rae je E ckyn cBux uspasa jesuka L£* koju He
CaipXKe MPOMEHJbUBE, a ~ penalyja ekBuBajieHnyje Ha B nepunncana ca: £t ~ to
akko T™ F t1 = to.
— Axo R€Relg-, ar(R)=n, onga: RM([t1]., ..., [tn]w) akko T* R(t1, ..., tn).
— Ako F € Fung, ar(F) = n, onna je FM([t1]~, ..., [tnl~) = [F(t1,. ... tn)]
— Axo ¢ € Constzx, onna je ™M = [c] _.

Jebunucanu Mozen jecte Moaen Teopuje 7%, a Tume u mogen teopuje 1. A

Hcnocrasspa ce Aa je jeIHa o1 MOCIenuLa 10Ka3a TeopeMe MOTIIYHOCTH
U HapeaHa Teopema.

JIEBEHXAIM—-CKOJIEMOBA TEOPEMA. CBaka HENMPOTUBPEUHA K HAJBUIIIE
npedpojuBa Teopuja 1 uma nmpedpojuB MOMIEI.

270Baj neo TeopeMe MOTIYHOCTH YECTO Ce HA3MBA U ie0pemMa casiacHOCI.
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TeopeMa KOMIIAKTHOCTH

IIpBe mpuMeHe MaTeEMaTUYKE JIOTHKE Y OCTAJIMM 00JIaCTUMA MaTEMATUKE
Oouie cy ympaBo NpPUMEHE ieopeme Kombakinocwiu y anredpu (Maues,
1936. ronuse).

TEOPEMA KOMIAKTHOCTH?®. Heka je T Teopuja je3uka npBor pena L.
AKO CBaKM KOHAa4aH MOJCKYI ox 1" mMa MoJen, ovaa u 1 uma Mozer.

Jloka3. TlpeTnocTaBUMO J1a CBAKW KOHAYAH ITOACKY of 7' ¥Ma MoJeN, any J1a
T nema mopen. Tama nmpema Teopemu nornysHocty (I1) reopuja 1° je mpoTUBpeYHa,
TJ. TOCTOjH KOHAYHO MHOTO PEUEHMIIA (P1, - . . , P, U3 1" U3 KOJUX Ce MOXKe JOKA3aTH
xoutpazukuuja. Tama je {©1,...,¢n} KOHaYaH npoTUBpedan mojckyn ox 1, na
HEMa MOJIEN, LUTO je CYIPOTHO IPETIIOCTABIIH. Il

Heapxumencka nosba

[Tojam enemenitiapue exeusaneHyuje je BeOMa BaXKaH 3a HCIIUTUBAKE
OJIHOCA MATEMATUYKUX CTPYKTypa aKO C€ 3a MEpPUJIO y3ME Je3UK y KOM
U3paXkaBaMo HUXO0Ba cBojcTBa. JBe cTpykType A u B Hax uctuM je3ukom
L cy enemenitiapno exeusaieniune, y o3Hauyu A = B, axo 3a cBaky pedeHUIly
@ jesuxa L,

A = ¢ akxo B = o,

Tj. ako CTpykType A u B umajy ucra cBojcTBa U3pakeHa y NPeauKaTCKOM
pauyHy IPBOT peAa Haj je3uKoM L.
Jlako ce Buoy ma je

A = B akko Th(A) = Th(B) akko A = Th(B) akko B = Th(A).

Hwuje Temrko mokazaTtv ga cy M30MOpGHE CTPYKTYPE U E€IEeMEHTApHO
eKBUBaJIeHTHE. MeljyTum, 0OpHYTO HUjE TAYHO.

TEOPEMA. IlocToju HeapxuMencko NOJbe ENEMEHTAPHO €KBUBAJIEHTHO
ypehenom mosby peannux 6pojea R = (R, <, +,-, —,0,1).

Jlokas. [lomaBarmeM HOBOT CUMOOJIa KOHCTAHTE ¢ je3uky Lro 100ujaMo jenaH
IIMPH Je3UK IIPBOT Pela, E?O ={<,+,,—,0,1,c}.

Hasus oBor TBphema notuue u3 GopMmynauuje oBe TeopeMe Koja mozceha Ha Heke
TOTIOJIOIIKE TEOPEME.
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JloxkazaheMo, TpUMEHOM TeOopeMe KOMITAKTHOCTH, Ja Teopuja (Ipu yeMy je
11 < to xpahu 3amuc popmyne t1 < to A 1ty = t9)

I'=Th(R)U{0<cl<ecl+l<el+l+l<e.. ., 1+14---+1<c,...}

n

je3uka Eg‘.o UMa MOIe, Tj. Ioka3ahieMo [a CBakd KOHa4yaH IMoACKym ox 1' uMa
MOAOCII.

Hexa je 1y mpowusBosban koHayan moxackyn on 1. Tama ce y T Hamasu
caMoO KOHAYHO MHOTO peyenuna obmuka 1+1+---+1 < ¢, n € IN; neka cy

v
n

TO PEYEHULIE!

l+1++1l<e l+14++1l<c...,14+1++1<c

71 no Nk

34 1IeKe IIpUupoaHe Opojese ny, Ny, ..., Nk. M3adbepumo 6WI0 Koju peanan 6poj 7
Behin of CBUX 71,M2, ..., N, Ha TpUMeED, Heka je © = max{ny,na,...,ngt + L.
Cajia HUje TewTo BUAETH 1a je crpykTypa R* = (R,<,+,—,+0,1,7), npu uemy
je R* = 7, JenaH Moel cKyna pedenuna 1g.

[Tpema TeopeMu KOMIAKTHOCTH Teopuja I wma monmen. Heka je cTpykTypa
F* — (F,<,®,0,0,0,1,00) momen teopuje T. Kaxo je F* = Th(R),
saxsbyuyjemo na je F = (F,x%,8,®,0,0,1) jenno ypeheno noswe (6yayhu ma je
FO C Th(R)) # To eneMeHTapHO EKBUBAJIEHTHO ypeheHOM I0Jby PeallHiX OpojeBa.

&
Jlame, u3¢© =oou

F*E{0<el<el+l<el+l+l<e. ., 1+1+4--+1<e,.. .},

'
n

CIICAM JA Je OO eNIeMEHT AoMeHa F' KOju 3a10BO/baBa HejeTHAKOCTH

0<00,1<00,..,181&---@®1<00,...

n

Haxue, ypeheno nosbe F je Heapxumeacko u kao TaKBO HHje U30MOPPHO CTPYKTYPU
peanHux 6pojera. L]

N3 mpeTxogHe TeopeMe 3aKJbyUuyjeMo Jia HUje Moryhe cpeIcTBUMa IIpeau-
KaTCKOT padyHa IPBOT PeNa AaTH JEIWHCTBEH OITUC YpeheHOT Mosba peaTHuX
opojeBa. MIcTo je u ca CTpyKTYypoM MPpUPOAHUX OpojeBa.
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Unak, cmaba uspaxajHa MOh IMpeIUKATCKOT payyHa UMa M MPUJaTHUX
nocnequua. Ha nmpumep, unmeHHIa Ja ce apXuMeAcKka MoJba HE MOTY
OTMCATH HEKOM TEOPHjOM IPBOT peia’’ uMa 3a IOCNeUILY TOCTOjamhe Heap-
XUMENICKUX NoJba. KopumihemeM CIUUYHUX MeTOda MOTY Ce JOOUTH CTPYK-
TYypE KOje Cy eJIEMEHTAPHO €KBUBAJIEHTHE YpeheHOM IMOoJbYy peaHuX OpojeBa
R, anu xoje mopen pearHux 6pojeBa cajipike U OECKOHAUHO BEITUKE €JIEMEHTE
U OeCKOHAYHO Majie ejleMeHTe (T3B. MH(pUHUTe3uMaje). TakBe CTPYKType
ce KOpHUCTe y 3aCHUBaWY aHainse 0e3 £—0 TexHuke. O OBUM CTPYKTypama
hemo rosBoputu y oaersky Hecitiangapgra ananusa, crpasa 215.

IleanoBa apuT™MeTHKA

ITeanoBa aputMmeTuka (mpBor pena), y o3Hamu PA, jecte Teopuja Ha

jesuky Lpa = {<, +,+, 5,0}, xoja canpxu crenehe peuennue

PA1 Vz—0= S(x),

PA2 VaVy(S(z) = S(y) =z =1y),

PA3 Vz(x+0=2x),

PA4 Vavy(z+ S(y) = S(z +v)),

PA5 Vz(z-0=0),

PA6 VaVy(z-S(y) = (z-y)+z),

PA7 VaVy(zr <y < Jz(z+z=1y)),

PA8  (p(0) AVa(p(z) = ¢(S(x))) = Vep(w).

[Tpumetumo na je apunyuii ungykyuje (PA8) uckazan GeckOHAaYHMM
CIIMCKOM aKCHOMa — 3a CBaKy (Gopmyny ¢(x) yBeneHa je mo jeqHa akcuoMa.

I[TPUMEP 13. PA FVz(z =0V Jy(z = S(y)))

I.FO0=0 (=v)
2.-0=0V3y0=25()) (V)
3.2 =0V 3y(z=5@)+ S) =S (=u)
4.z =0V 3Iylz=S()F y(S(x) =S) (Fu)
5.z =0V 3Iy(z=5(y)+F S) =0V IyS(x) =S)) (V)
6.Fz=0V3y(xz=>5(y) = S(z) =0V Iy(S(z) = S(y)) (=v)
7. Va(z =0V 3y(z = S(y) = S(z) =0V Iy(S(z) = S(y))) (Vu)

PKnaca apxuMeacKHX 110J/ba HUje aKCHOMATU3A0HIHA.
ORelr,, = {<}, Fung,, = {+,, S}, ar(<) = ar(+) = ar(:) = 2, ar(S) = 1,
Constz,, = {0}
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Osnaunmo ca p(z) opmyny z = 0V Jy(z = S(y)).

8. F (0) AVz(p(z) = (S(x))) (Au)
9. F (p(0) ANVz(p(z) = 0(S(2)))) = Vap(z) (PAS)
10. FVz(z =0V Iy(z = S(y))) (=) O
Hymepamu 1,2, 3, ...,7, ... cy peroM kpahe 03HaKe 3a u3pase
S(0),5(5(0)),5(5(5(0))),...,S(S(---S(0)--+)), ...
n myta

Huje Temko BUAETH 1a HYMEPaJIX PENPE3CHTY]Y CTaHAApIHE MIPUPOIHE OPO-
jese 0,1,2, ..., ma y crangapaHoM mMojeny 3a PA, uzpasz m ynpaBo j1o6uja
3HAUee MpUpoIHOr Opoja n. Y PA ce MOry penpe3eHTOBATH U MHOTE
yobuuajeHe penauuje u GyHKIHM]je IPUPOIHUX OpojeBa.

ITPUMEP 14. V nornasiwy Ilpupognu 6pojesu 6uno je peunt o GyHKUuju p
(crpana 116) Koja cBaKOM Tapy NPUPOAHUX OpojeBa 1 U M AOLEIbYje OCTATAK IPH
nemewy mcan. @opmynag,(z,y,z):=((z < y)AJu(z=u-y+2))V(y=0Az=x)
penpesentyje y PA byHKIUjy p y CMUCITY 1A 3a CBe TpUpoaHe OpojeBe 1, m, 7,

p(n,m) =k axko PA & p,(z =,y =7,z = k),

H
=i
>

p(n,m) # k akko PA - —p,(x :=m,y =7,z

Kao mwto hemo BuaeTH, o1 BEIMKOT 3Ha4aja je HapeaHa Teopema.

TEOPEMA. 3a cBaky U3pauyH/bUBY PYHKUHU]Y f ca k aprymeHaTa IoCcToju
bopmyna @ (v, vy, .. .,vx) jesuka Lpa TAKBA 114 je 32 CBE IPUPOIHE OpojeBe
TNy N,

f(ny,...,np) =n akko PA & os(m, 77, ..., Tg),
f(ni,...,n) #n akko PAF - (M, 7, ..., k)
U IIPU TOM je
PA F Jzps(x, g, ..., 7g) A
AVEVY(op (2, n, o T) A pp(y, T, ) = @ = ).

Hpyrum peurnMa, U3pavyyHJ/bHUBE CYy OHE U caMO OHe (YHKLHUjE KOje ce
mory nipencraBut y PA. Ha Taj Hauun, Teopuja PA nam 3ampaBo naje jomn
JeIHy perpe3eHTaly]y Kitace u3padyH/bUBUX QyHKIM]A.
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HeCTaHlIaleHlfl MOJECJIH APUTMECTHUKE

Beoma BaxHO je umaTu y BUdy Aa roped crpykrype N mocroje u apyru
monenu teopuje PA koju Hucy msomopduu ca N. IlltaBuiie, mocroje u
mozenu teopuje Th(N) koju nucy nzomopdsu ca N.

Teopuja Th(IN), koja ce cacroju of cBux peueHuna jesuxka Lpa Koje
cy uctuHuTe y momeny N, HasuBa ce komilneitina apuitimeisiuka. JacHo,
crpykrypa N je mogen teopuje Th(N) u wy HasuBamo cisiangapgru mogen
apuitimeimiuke. Csaxa apyra ctpykrypa koja je momen 3a Th(N) u Huje
uzomopdHa ca N je necifiangapguu mogen apuitimeiiuxe.

TEOPEMA. ITocToju mpeOpojuB HECTAHAAPAAH MOIEN KOMITIETHE apUTMe-
THUKE.

Jlokas. Tlpoumipumo jesuk Lpa HOBUM cuMOoIOM KoHCTaHTe ¢. Heka je 3a

CBaku npuponan 6poj n, n < c ckpaheme 3a popmyny 7 < ¢ A =7 = ¢. Ilocma-
TPajMO TEOPH]Y

T=Th(N)U{0<c¢l<¢2<¢...,n<¢,...}

y jesuxy Lpa U {c}.
Csaxu koHauaH nofckyn Ty on T canpiku caMo KOHAUHO MHOTO PEUYEeHHMIA

obmukan < ¢,n € N;Hexkacy to: ny < ¢, Ny < ¢, ..., N < ¢, 32 HEKE IPUPOIHE
Opojese 1y, N9, . .., Nk. Tana je OUNTIeaHO

Toc Th(N)U{A1 <c¢, Mz <¢, ..., Tig < C}.
Hexa je m 6wrio xoju mpupojan 0poj Behu ox cBUX n1, N2, ..., Ng; HA IPUMED,
m = max{ny,ng,...,ngt + 1. Tagaje

N* = (N, <, +,+5,0,m) ETh(N)U{n1 < ¢, Mz <¢, ..., Mg < c},

IIPH YeMy je N* =, na je u N® = Tp.

Haxne, cBakM KOHayaH NMOACKYN on 1 mMa Monen, na IpeMa CTaBy KOM-
naktaocty ¥ T' wma mogmen, a mpeMa JleBenxajM—CkoneMoBoj Teopemu 1’ mma
¥ npe6pojus moaen. Hexa je M* = (M, <, ®,®,SM,0,m) npedpojus Momern
teopuje T'. Tama je crpykrypa M = (M, %, B, O, SM 0) npe6pojus HecTannapaaH
MOJeJI APHTMETHKE. [
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Kako ,u3rnema” HecTaHZApAHUA MOJEN AOOMJEH y NOKa3y IPETXOIHE
Teopeme?
ITohumo o1 cnenehnx peueHHLa Koje Baxe y cTanmapaHoM moneny N,

Vz(0 =2 V0 < )

0<IAVz0<z= (1=2VI1<uz)
1<2AVz(l<z=(2=2V2<uz)
2<3AVz2<z=(2=2V3<2)

One xaxy aa je 0 HajMawmM €IEMEHT, 3aTUM Aa je 1 cnenehu HajMawmu
nmocne 0, ma ga je 2 cnenehu HajMamwu nocne 1, u Tako game. Kako cy oe
peUYeHUIle UCTUHMTE Y CTaHaapHoM Moeny N, ma TUMe U y HeCTaHIapIHOM
moneny M, nmouetnu cermeHT ox M usriena oBako:

——t+— >
M =M =M =M
0123

MebhyTtum, ckym M cap>u ¥ eIEMEHT M KOJU ce Haasu ,,u3a“ (y CMHUCITy
] M =M zM
ypehewa <) cBux exemenara 0 , 1, 2, ... Kako crangapaau momen N

3a/10BOJbaBa PEUCHULLY
Va(Jy(S(z) =y) A (-2 =0 = 32(5(2) = 1)),

KOja Kake Ja CBAKH €JIEMEHT UMa HEMTOCPEIHOT CIeI0CHUKA U CBAKH €JIEMEHT
Pa3TIUYUT O/ HYJIE HEITOCPETHOT MPETXOAHUKA, CKyn M Mopen eneMeHTa m
CaJpXKU joll OECKOHAYHO MHOT'O HOBUX eJieMeHaTa KOJU Cy 3ajeqHO ca m
nopehanu ypehemeM < kao 1enu OpojeBu:

—1 JI 1 P Lo 1 | D

AKO y3MeMO y 003Up enleMeHT m & m nobujamo HOBe eeMeHTe u3 M :

_IT/I%_FI\TLMJLM R N = 4= JF P Lo = Jf : B N
0" 12" 3 m mem

T]. HOBY KOTIM]y 1Henux 6pojea. Huje Temko mokaszatu 1a ce usmelhy cake
nBe komnuje ypehema uenux 6pojesa (7, <) y M Hanaszu HOBa TakBa KOMHja.
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Teopuja ckynona

[Touetkom XX Beka HeMayku Matematuyapu Llepmeno (1871-1953) u
Dpenren (1891-1965) mamu cy cuctem axcuoma 34 TEOPHU]Y CKYIIOBA HA3BAH
ZF 1o moueTHUM CITOBUMA BUXOBUX Mpe3umeHa. CacBUM CIMUHO CHCTEMY
aKCMOMa TeOMETpHje KOJU He Jaje AeuHuuumje iiauke U tipase Beh omucyje
IITA MOXEMO YUMHHUTH Ca OBUM O0JEKTHMa, M y OBOM cltyuajy Teopuja ZF He
OOTOBOPA HA MUTAWE wiitia je cKyi, Beh akcuoMaTu3yje Hama (MHTYUTHBHO
CTeueHa) 3Hamwa O CKynmoBuma. Jlpyrum peuuma, ZF uspaxasa cBojcTsa
CKYIIOBA JETHUM MPEIU3HUM MaTEeMATHYKO-JIOTUYKUM J€3UKOM.

Crnenehu Hally MHTYUTUBHY TIPEACTABY O CKYIIOBUMAa Kao O0jeKTHUMA
KOJU UMa]y enemetitie OCHOBHY YJIOTY MMa CBOJCTBO Ouitiu esleMeHiti OJTHOCHO
penaumja €. Jlaxie, jesuk Teopuje ckynosa Lzp = {€} canpxu camo jenan
pernanyjcKu 3HaK Iy)KMHE ABa. Y MAaTEMaTUIM Ce CKYIOBHM YM]U CY CBU
eJIEMEHTH Takohe CKymoBH HajBUILe IpoyyaBajy. Ilokasano ce ma cy oHu
y BehuHU MaTeMaTHYKUX TEOpUja CACBUM JOBOJbHU M Jla HUKAKBU IPYTH
00jekTH HUCY MOTpeOHH. [IpakTUUHO, UCTIOCTABIbA CE 1a j€ JOBOJLHO y3ETH
Mpa3aH CKYIl Kao MONa3Hu o0jekaT momMohy kora je Moryhe u3rpaiuT cBe
OCTaJI€ CKYIOBE.

Y OoKBHpY Ipersieaa caMux akcuoma onucaheMo u xako ce nomohy mwux
YBOJE HEKU OCHOBHU MATEMATHYKM MOJMOBU y Haau na heMo Oap malo
JOYapaTH TTOCTYNAaK 3aCHUBAA CTAHIAPIHE MATEMATUKE Y OKBUDPY TEOPH]E
ZF.

AKCHOMA eKCTEH3UOHANHOCTU. CKYHO8U L U Y CY JEGHAKU AKO U CAMO AKO

uMajy uciie enemenitie, Tj. T =y < Yv (v €z & v € y).
VY 0B0j akcuoMu Iperno3HajeMo GopMyny koja ce y HehopMaTHUM pazMaTparkbuMa
Ha3uBa AeUHULIM]OM jeIHaKOCTH CKyIoBa. Y OBOM Cly4ajy, OBy akcuoMy Tpeda
CXBATHTH Kao (GopMylly KOja MoBe3yje OCHOBHE pelaldje = ¥ €, U NpeJcTaBiba
KPUTEPHYM 32 jeAHAKOCT CKynoBa. [lopea oBe nBe OCHOBHE BaXKHA je W pejaluja
,,OUTH TToAcKyn“: = C y % vy (v € x = v € y). Huje Telko noxasaTy 1a Baxku
ekBUBaNeHuMja: r =y < r CyAy C .

AxcuoMa npasHor ckyna. [locitioju cKkyil KOju Hema enemenaiiid, OJHOCHO

Jx Vv =(v € z).
OBa axcuoMa, 3ajelHo ca MPEeTXOAHOM, HaM omoryhaBa na nedUHUIIEMO Zpaszak
ckyit: © = () Y v ez (MpeMa axCHMOMH IIPa3HOr CKyra OBaKaB CKYIT T
TIOCTOJH, JIOK je IMpeMa aKCUOMH €KCTEeH3MOHATHOCTU OH JEAMHCTBEH). Moxe ce
TI0Ka3aTH Aa 3a cBaku ckyn Z Baxu ) C x.
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Axcuoma napa. 3a csaxka gea ckyia T u Yy UoCioju CKyi Z Yuju Cy jequru
enevenitiu X uy, 7). VeVydzVo (v € z & v=2 Vv =y).

13 akCMOMe Tapa ¥ aKCMOME eKCTEH3MOHAIHOCTH CIIeIM UCIIPABHOCT AeHHMUIIA]je
z = {z,y} vy (v € 2z & v =2Vv = y). OBUM cMO HedUHUCATH
jeman OGWMHAPHU ONEPAlMjCKU 3HAK {-,-}, U THMe TeopHjy ckymosa y3 Beh nedu-
HUCAHY KOHCTAHTY () 060raTHIM JOLI U jeIHOM OIIEPALIUjOM, Tj. IIPABUIOM (hOPMHE-
parba CKyloBa. Ha OCHOBY OBE aKCHOME MOXEMO YTBPIHUTH IOCTOjare MHOTHX
ckynoBa. JenHounaH ckyn (T38. cunniion) {x } jectre ckyn {x, 2 }. Ypehen nap (., y)
nedunuuie ce kao ckyn {{z}, {z,y}}. Huje remko noxasaru na je (a,b) = (z,y)
axxo je a = z 1 b = y. Ilopen mpasHoOT cKyna, cafa umamo u ckyrose {0}, {{0}},

{{{03}}, {0, {0}}, ...

AkcuoMa MapTUTUBHOT CKyna. 3a ceaxku CKyi T HOCiioju CKYd Y CeUx
redosux ogekyiosa, Tj. Vedyvv (v € y < v C ).

3a ckyn y yBoguMo o3Haky P(z): y = P(x) & vy (wey & v Cux) Uosa
ne@uHULIM]A Je, CTUYHO Ka0 U IPEeTXOAHA, KopeKTHA. Ha 0OCHOBY akcoMe MapTUTUB-
Hor ckyna, P () mocToju 3a CBaKU CKYII T, & HA OCHOBY aKCHOME eKCTEH3UOHAITHOCTH
OH je jenmnictsen. OBUM je YBEIEH YHAPHM Onepalujcku 3Hak P(-).

Axcuoma nojckyna (cemapauuje). 3a c8axu cKyil T U C8AKO CBOJCIIBO
S docimoju @OGCKyd Y CKyia T KOJu cagpiicu WAYHO OHE elleMeHilie U Koju
sagosomasajy S, 1j. YeIyVv (v € y & v € A S(v)).

OBa akcuoMa TBPIH TMOCTOjambe (3a CBAKO CBOJCTBO S) CKyIa CBUX ¥ 3a KOje BaXu
S(v) amu xoju dipuiiagajy x; 0BO je y CTBApU aKCHoMa OKyIUbarba. OHA He u3asuBa
PacenoB mapaokc jep ce mpemMa ¥b0j OKYI/bakhe BPIIXA CaMO Y OKBHPY Hekor Beh
OaToOr CKyIla, Tj. YBEACHO je OTPaHHYEHe KOje CIpedaBa MPOU3BOJbHA OKYIUbAHhA.
ITpema akcHOMU MOACKYNA ¥ AKCHOMU €KCTEH3MOHATTHOCTH CKYIT ¥ je JeAMHCTBEH Ia
je nebunnmmjay = {v |v € 2 A S(v)} 4 vy (vey & vexnS(v)) ucnpasua.

Ibome ce cTporo yBoau oneparop okymbawa, { | }. Cama 1ako yBOAMMO IpeECEK,

of
TNy 1! {v|vexrv €y}, upasmuxy, z\ y def {v|ve€xzAnv €y}, nsackyna.

MebhytuMm, OBy aKCHOMY He MOXEMO MCKOPHUCTUTH 3a IedrHHCAbEe YHU]E, jep CY U
IIpeceK U pa3NivKa ABa CKyNa IMOJCKYIOBH JeTHOT O hUX, a YHUjA TO HUJE.
Axcuoma yumje. 3a céaku cKyd T HUOCWHOjU CKYE Y KOJU Cagpicu cee
enemenitie enemenaita ckyiia x, 7. VeIyYv (v €y < Jz(v € 2 A z € 1)),
OBaj ckyn Yy ce o3HavaBa ca Ux unu Uye,v. Y3 moMoh oBe akcuoMe MOXKEMO,
criennjanso, ctuhu no yHuje aBa ckymna. [Ipema akCHOMM Iapa 3a cBaxa JBa CKyIa
x u y nocroju ckyn {x,y}. Ilpema MpeTXOHHO] aKCMOMH IIOCTOjU YHHja CKyIa
{z,y}, 1j. U{z,y} unu z Uy. OBaj ckym je CKyIl CBUX €IeMeHATa CKYIIOBa T H .
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KopumrhemeM 10 caja yBeAeHUX akCHOMa MOTY ce Ie(pUHUCATY MHOTH BaXXHU Ma-
TEeMAaTHYKH IT0JMOBU. Ha mpumep, moMohy akcuoma yHuMje, TAPTUTHBHOL CKYyITa
U cenapanyje Moxe ce aehuHucatyd JIeKapToB IPOM3BOA T X Y CKYIOBA T U Y
caxr Xy def {(u,v) | v € x Av € y}. Hehemo cTporo ompaBIaBaTH OBY
nebunnnyjy, Beh hemo camo noxasaru na je ¢ X y € P(P(x Uy)). 3aucra, us
(a,b) € xxy,cnemmgaa € xub € y,maa,b € Uy, omrocHo {a}, {a,b} C zUy,
1. {a},{a,b} € Pz Uvy). Haxne, {{a},{a,b}} C P(x Uy), nma omasue
{a},{a,b}} = (a,b) € P(P(x Uy)). Ha ocHoBy O caza yBeIeHHX aKCHOMA,
3a 3a0aTH CKYIl Z, MOTY ce (POPMYJIUCATH U ITOJMOBHU KAO LITO CY peayuja eKeusa-
JleHyuje CKyna T, perayuja nopetika cKymna U ciuHo. Takohe, yBoau ce U jenan
OJl Haj3HAYAJHU]JUX [I0JMOBA MaTeMaTUKe — ojaM @yukyuje. Kaxemo na je ckyi f
pyuxyuja ckyia a y ckyii b, v mamemo f 1 a — b, axo u camo axo je f C a X bu3a
CBAKM X U3 @ TIOCTOjH jeAMHCTBEH ¥ U3 b Takas jga (z,y) € f, 1j.

o 1° fCaxb,
fia—>bS {2 (Vzea)3yeb) (z,y) € f,
3° (Vzea)(Myeb)(Vzeb) ((z,y) € fA(x,2) € f = y=2).

Yob6uuajeno je na ce ymecro (x,y) € f muuwe f(z) = y. Taxobe, nepunnmemo u
cnenehe BeoMa BaxxHe BpcTe pyHkimja: 1-1 pyukiuje (13B. unjexyuje), Ha-QyHkuje
(T3B. cupjexyuje), ka0 1 000CTpaHO-jeAHO3HAYHE YHKLIU]E (T3B. Oujekyuje).

VBeaeHe Bpcre PYHKIM]a KOPUCTUMO, U3Mely octaror, 3a geuHALIM]Y OECKO-
HAYHUX CKYIIOBA: CKYid T je DeCKOHA4aH ako u camo axko uociioju bap jegua 1-1
Gyukyuja f 1 x = Z Koja Huje HA. Ha oCHOBY 10 cafa yBeIeHNX aKCMOMa HE MOXeE
Ce MOKa3aTH Ja 0ECKOHAYaH CKYIl TOCTOJH.

Axcnoma O0eckoHauHOCTH. [locilioju cKy© Koju Huje épazam u Koju ca
CBAKUM CEOJUM eEMEHTTIOM Y cagpacu jow jegar enementtn y U {y}, pasnuyuin
ogy, 1. (D exAYy(yex = yU{y} € x)).

OBOM aKCHMOMOM ce€ TBPJY Ja MOCTOoju OeckonayaH ckyn. Ckyn z je 6aml Takas,
,HEMa Kpaja‘, Tj. T ca CBAKUM CBOjUM €NIEMEHTOM Y caapxu u eneMent y U {y} koju
je pasmuunt o y. Tako, enementu ckyna z ¢y 0, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0}}},
{0,{0},{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0}}}}, ...

Axcuoma 3amene. OBOM aKCHOMOM CE MHTYUTUBHO TBPJIM Ja KO HEKE

O]l eleMEHATa CKYyIa T 3aMEHUMO ITPOU3BOJbHUM CKYITOBUMA, CBAKU €TIEMEHT
JEIIHUM CKYIIOM, PE3YJITAT TAKBE 3AMEHE JECTE CKYII.

Ca OBOM aKCHMOMOM C€ 3aBpIllaBa CIIMCAaK aKcuoma Koju dhopMaiusyje
CBOJCTBA CKYIOBA Ha KOja C€ CBAKOJAHEBHO MO3MBAMO y CBUM OO0IacTuMa
MaTeMaTuke. YoOuyajeHo je Ja ce Teoprja 6a3upaHa Ha OBUMa akcuomama
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Ha3WBa U HausHa Weopuja ckyiiosa. HaBeneHe akCMOMe TEOpPHje CKYIIOBA
yTBphy]y YIJIABHOM OIIUTE MO3HATE UMEECHUIE KOJe M MaTeMarhyap He-
yryheH y OBY TEOPH]Y YECTO KOPUCTH.

Teopuja ZF cagpxu jow jeTHY aKCUOMY, aKCMOMY PeryJIapHocTH, Koja
MPEeBACXOJHO UMa TEOPHjCKU 3HAUA] U CITY>KU Jla eMMMUHUILE oapehene ma-
Tonoike obojekre. OBa akcuoma o0e30ehyje ma ce He MOTY MOjaBUTH LIHK-
nycu obimKa rg € x, € -+ € T, € T WK OCCKOHAYHU omajaajyhn HU30BU
00MMKA To D T1 D Ty D -+ - WIM CKYII T Takas 1a je © = {x}.

YV ZF ce Mory gedpunucaTu cBe yoOMUajeHEe MATEMATUUYKE CTPYKTYpe
OpojeBa (HaMa HAPOUYUTO BaXKHU ITpUMepU OECKOHAuyHMX CKymoBa). Ha
npumep, AepuHuuMje mpupoaHux 6pojesa cy 0 = 0, 1 = 0 U {0} = {0},
2=1U{1} ={0,1} = {{0},{{0}}},3={0,1,2},....,n+1=nU{n};
IaKie, CBaKu MPUPOSaH Opoj je (koHauaH!) CKyIm CBUX IPUPOIHUX Opo-
jeBa koju My mperxome, n + 1 = {0,1,...,n}. 3axBamyjyhu akcuomu
OECKOHAYHOCTM U aKCMOMM cemapalidje, IToCcToju U (OeckoHauaH!) cKym
cux nmpupoauux 6pojesa IN = {0,1,2,...}. Vobuuajero ctporo ypeheme
< CKyIla IPUPOIHUX OpOjeBa je, MpU OBUM AepUHHIM]aMa, IMPeo3HaAYeHa
penaumja €: 0 € 1 € 2 € 3 € --- . [lonazehn ox npupogHux 6pojeBa, KOH-
CTPYUILIEMO U CBE OcTaje BpcTe OpojeBa, Tj. (OeCKOHAUYHE) CKYIIOBE LIECIUX
Z., patmonanuux Q, peaqnux R 6pojesa.

Ocum axkcuoma teopuje ZF, y MaTeMaTUIIU Ce KOPUCTU U T3B. aKCHOMA
u3oopa. OBa akcuoMa c€ pas3iiuKyje O OCTAIMX IO TOME INTO TBPAH IO-
CTOjame oJpeheHOor CKyIla KOju UCTOBpeMeHO U He nedunuine. Ha mpumep,
aAKCUOME TIOACKYNA, Mapa, YHUje, MapTUTUBHOI CKyIa, OECKOHAYHOCTH U
3aMEHE EKCINIULIUTHO NeUHUINY CKYIOBE Uhje TOCTOjarbe TBpae. M3 Tux
pasjora, akcuoma uzbopa uMa ImoceOHO MECTO Y TEOPUjU CKYIIOBA U MaTe-
MaTtui yormure. BelinHa matematwyapa camo OBaj CKYITOBHHU ITPUHIIMII
Ha3MBa aKCMOMOM (JEp HE MPEICTABIbA ,,0UUTTICTHY UHLEHUITY "), & CBE ApYTe
aKCHOME Ce Yy CBAKOAHEBHO] MATeMATULH YOIIIIITE U He TOMUBY. Hanme, mpu
Pa3HUM KOHCTpPyKLHjaMa cpehemo cnenehu npobmem.

Jlata je xonekuuja (cuHoHuM 3a ckym) {X; | ¢ € [} HempasHuX cKyIoBa
U IIOTPEOHO Je U3 CBAKOT OJ] BbUX U3a0paTH MO eNeMEHT U GOPMUPATHU CK Vil
dpegciliagHuka, T3B. uzbopuu ckyii, y koMe he cBaku X; OUTH 3aCTyIUbEH
HEKHUM CBOJUM €JIEMEHTOM ;.

Axcuoma u30opa. 3a céaxky KoLeKyujy CKyuosa tociwioju CKyi Koju cagpicu
HO WAYHO Jeqan eNemMenill C6aK02 CKYHa u3 KoJeKyuje.
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Axcnomy u36opa uecto osnauasamo ca (AC)3, nox ce ca ZFC o3Haua-
Ba TeOpHja koja ce noduja kana akcuomama ZF nomamo (AC).

C= {33’1,3’)2,5173, L4, 375,:176,377,33'8,3’)9}

VY HEKMM jeIHOCTAaBHUM CJIydyajeBUMa IOCTOjalbe M30OPHOT CKyIla ce
MOXe oKa3aTu u y Teopuju ZF'; Ha mpumMep, 32 KONEKIIU]y jeTHOUWIAHUX
CKYITOBa WJIM 3a CBaKy KOHAYHY KOJIEKIIM]y HempasHUX cKyrmoBa. Meby-
TUM, TIOCTOjabe U30OPHOT CKyNa HeKe OECKOHAYHE KOJEKIU]je Ce HE MOXKe
JOKAa3aTU Yak HU y3 IPETIIOCTABKY JIa J€ CBAKU €JIEMEHT Te KOJIEKITUje KOHa-
YaH CKyI. Benuky JeTOBU CABPEMEHE MATEMATHKE U3IIEHAId OU CACBUM
npyraudje 6e3 akcuome uzbdopa (HApOUYUTO y TOIMOIOTHUjHU, anredpu, QyH-
KIIMOHATHO] aHAJIM3H, Teopuju Mepe). Yak M Tako eleMeHTapHa CTBAp Kao
IITO j€ €KBUBAJICHIM]A, V PEAJTHO] aHANMU3U, JBe]y HedUHUIU]a TPAHUYHE
BPETHOCTH (IIPEKO HU30BA U MPEKO OKOJUHA) HEIOCPEIHO 3aBHCU O aK-
cuoMe n3zbopa. VIHTepecaHTHO je MOMEHYTH [a ,,JIOCTOJU MaTeMaTUkKa“ y
K0jOj akcuoma u30opa He BaXHu U y KOJOJ, Ha TIpUMEp, Te ABe neduHuULMje
IrpaHUYHE BPEAHOCTH HUCY eKBUBaNIEHTHE. Mak, BeNukKu Opoj MaTeMaThya-
pa ce mo3uBa Ha OBy akcuomy. [To3uBameM Ha OBY aKCHOMY, IIOPE/T BETUKOT
Opoja 3HaAYaJHUX MATEMATUUKUX PE3yJITaTa, 100MjaMO U HU3 pe3yITaTa Koju
NIPOTUBPEYE HAIIIO] TEOMETPHUJCKO] MHTYHIIMJU. Hexu o HBUX U3TIeqaIn Cy
Tako J1a je jemad 06poj MaremaTuyapa 030UBHO MOCYMEA0 Y ONPaBIAHOCT
IpUXBaTaka OBe akcuoMe. Ilpumep TakBor pesynrarta, 10 Kora Cy JTOIIIN
Xay3nopd, banax u Tapcku, jecte pasiazare jequuuure JI0UINE HA KOHAYAH
opoj (fieiti) genosa og Kojux ce, Kpetiarbem y Upocwiopy, MOZy CKIOTAUMU g8e
Jequnuyre noiiitie (BuneTy npumep 61 Ha cTpanu 295).

3 Cxpahenuua (AC) notuue on enrneckor Hasusa Axiom of Choice.
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Teopuja ZFC nam omoryhasa a ynopehyjeMo U O€CKOHAYHE CKYIIOBE
0 FLUXOBO] BETUYMHU WIM 10 ,,0pojy” erneMeHaTa, ako ce 32 Mepy y3Me
MoryhiHOCT ycrmocTaBibama 060cTpaHo-jenHo3Haue Gynkuuje’”. Tako, 3a
[IPOM3BOJHHE CKYIIOBE L U Y KAXKEMO Ja CY jegHaKu 0 8eUYUHY U UCTIE
KapgUHAIHOCTHY WIN exeuiloteniiny, 1 mawemo |z| = |y| (wma x ~ v),

aKo mocToju ckyn [ koju je obocTpaHo-jeqHO3HAYHA (DYHKIIMjA CKYIa 2 Ha
.' : . ~1 |
cKyll ¥, Tj. mocroju f taxo ga je f : x wz y. Jlako ce mokasyje na 3a

MPOU3BOJBHE CKYNOBE I, Y,z Baxu: |x| = |z[; |z| = |y| = |y| = |z|;
x| = |y| A |yl = |z] = |z| = |#|. Caudno, xaxeMo [1a je CKYIl T Marbe
Kapgunannociiu of ckyna y, u mamemo |z| < |y| (umu z < y), ako u camo
axo mocroju ckyn f xoju je 1-1-byHKIMja cKyna = y CKym ¥, Tj. mocroju f
Tako gaje f : x = y. Jlako ce sumu ga u3 x C y cuenu na je |z] < |yl
Takohe, momohy axcuoma ZF, moxe ce nokazatu: u3 |z| < |y| u |y < |z
crequ ga je |x| = |y|. Oo TBphemwe ce nazusa Illpenep—bepHiuTajHosa
teopeMa. CiipoZu TOPENAK MO KAPAUHAIHOCTH Mel)y CKYyNMOBUMA YBOIUMO
Ha yobuuajeH HauuH: |z| < |y| axo u camo axo |z| < |y| u |z| # |y|. Axo
j€ o MpaBU MMOJCKYI HEKOT KOHauyHor ckyna ¢y (z € y u x # y), Taza je
l2| < |y|. Moxe ce mokasatu: ckyii Y je 6ecKOHauan ako u camo aKo iociuoju
dpaeu fogckyi © ckyia y maxas ga je |x| = |y|. Cxyn IN je Geckonayan:
ckyn mapHux 6pojeBa 2IN je mpasu momckym ox IN u Baxu [2IN| = |IN

J: N 15%1 2NN, f(n) = 2n,n € N.

3nauajuo TBphewe ZF Teopuje je u na za ceaxu cxyi x, |x| < |P(x)
(1j. || < |P(x)| ul|z| # |P(x)]). Haje |z| < |P(x)| Huje Temko nmokazaTu:

2

foz = P(x), fla) = {a}, a € z. Mehyrtum, 6uo koja pykumja ckyma
2y P(x) Huje Ha, Tj. HEe TIOCTOjU 0BOCTPAHO-jeAHO3HAYHA (YHKIM]jA CKyIIa
x ua ckyn P(x). 3aucra, ako je ¢ : ¢ — P(z) 6uno xoja pyHkuMja, Taga
ckyny = {v|v € xAv ¢ g(v)} Huje g-cnuka HUjeOHOT eneMeHTa U3 . Y
CYIIPOTHOM, aKo OM ITOCT0jao v U3 T Takas ja je ¢(v) = y, uManu 6ucMo
Ia v € y ako u camo ako v & y, mTo je Hemoryhe. OBaj mokas je crap
MPeKo CTO roauHa. BakHa HermocpeaHa mocjennna oBor TBphema je 1a He
MOCTOJH CKYI CBUX CKynmoBa. AKo OU ITOCTOjao TakaB ckym V/, Taga 6GucMo
umanu ga je P(V) C V (jep je caku noackyn on V' HCTOBpEMEHO U elle-
ment V) ma u |P(V)| < |V|. Takobe, cBM jenHOUNaHN CKYITOBH He 06pa3yjy
CKYTI, jep ako Ou K 0o CKyIl CBUX jeIHOUJIAHHX CKYIIOBA, Taga O 3a CBAKH

32 ledunncarwe Gujexuuje Mehy CkyrmoBuMa je ancTpaxoBaH Mpolec NpebpojaBamba ee-
MEHATa HEKOI KOHAYHOT CKYIIA.
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ckyn xz 6uno z € {z} € K, 1. # € UK, ma 6u ckyn UK caapxaBao cse
ckynoBe. IHTepecaHTHO je, Takohe, pa3MOTPHUTH KaKBe IMOCIENUIIE UMa He-
jemnaxoct |z| < |P(x)|, ykomuko je = 6eckoHauad ckyn. Kao mro cmo Beh
MOMEHYNH, yrnopehuBamwe ckynoBa OpojeBa MO KapIWUHATHOCTHU j€ TIIaBHU
,»KpHBaIl" HAacTaHKa TEOPHU]Ee CKYIIOBA Jep C€ HEHUM IIPBUM PE3yJITaATUMA
cmatpajy Kanropose teopeme |IN| = |Q| u |IN| < |R|. Cnoboauuje peyeno,
TOCIIE/THha HEJeTHAKOCT HaM FOBOPH 1A MOCTOjU HEKa BPCTa OECKOHAYHOCTH
BUIIIET peda, Tj. Ja W Of OECKOHAYHUX CKYIOBa UMa CTPOro ,,0pOJHHJUX,
Ooynyhu na je ckyn N 6eckonauan. Illrasuie, kopucrehn nokaszaHy Hejen-
Hakoct |z| < |P(x)|, MOxeMo KOHCTpyHcaTH GeCKOHAaYaH, CTpOro pacTyhu
MO KapIUHATHOCTH, HU3 OECKOHAUHUX CKYIOBA.

N| < [PON)] < [P(PO))| < - < |P(- P(P(N)) )] < -

n

Kaxxemo n1a je OeckOHAYAH CKYI X dpebpojus axo U camo ako je |z| = |IN|;
ocTajie OeCKOHAYHE CKYIOBE HA3uMBaMO HedpebOpojusum. HapeneHu HU3 je
CBEIOK OeckpajHe ckaje OECKOHAYHOCTH Koje ¢y HenpeOpojuse. Kako je R
HempeOPOJUB CKYI MIPUPOJIHO j€ TOCTABUTHU MUTAE: ,,Jla T y TOpHEeM HU3Y
OeCKOHAYHUX CKYIIOBA MOCTOJU HEKH KOJU j€ eKBUIIOTEHTAH CKYIy pEeaTHUX
opojesa R?“. Moxe ce mokazaru ga je |R| = |P(N)|. 3a ckyn z xoju
je ucre xapmunanHoct kao P(IN) (1j. R) xaxkemo 1a je KapJAHHAITHOCTH
KoHtiunyyma. Jlyro je maremaTuuape My4dwsio TUTame: ,,Jla 11 mocroju
ckyn = takas ja je |[IN| < |z| < [P(IN)|?. Vcka3

ne docimoju cxyi  waxas ga je |IN| < |z| < |P(IN)]

30B€ Ce XunoTe3a KoHTHHYyMa 1 o3Hauasa ce ca CH. V teopuju ZFC ne
MOXE C€ JIOKa3aTU HU IOCTOJame HU HEIOCTOjakhe TaKBOI CKyMa I, Ia je
onnoc CH mpema oBoM cucteMy akcuoma jeqHak omHocy V EyxinpgoBor
MOCTyNIaTa TpeMa CUCTEMY aKkcuoma anconyTHe reomerpuje. dakne, u CH
u -CH ce moxe nomgatu cuctemy ZFC.

CruyHO pUPOTHUM OpOojeBUMa KOJU HaM CIIyXe 3a onapehuBame Beu-
ylHe HEKOT KOHAuHOT ckyma (Ha mpumep, {0, {0}, {{0}}}] = 3), y3 momoh
aKCcuoOMe M300pa MoXke ce IeUHUCATU OECKOHAYHO MHOIO CKYIIOBa, T3B.
(Tapanc@uHuitinux) Kapgurannux dpojesa UK Kpahe xapgurana, KOJU CIyXe
34 M3paXXaBame BEITUYUHE, OOHOCHO ,,0p0JHOCTH®, OECKOHAUYHUX CKYIMOBA.
Jenan OeckoHavaH KapauHaj, y o3Hamu Ng (uutaMo: aned Hyma), onpehyje
CKYII IPUPOAHUX OpojeBa K KapaKTepuiile mpedpojuBe CKYMOBe; Ha TIpUMED,
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Q| = No. Hajmarmu HenpeOpojuB KapAuHal, Tj. TpBY KapanHai Behu ox No,
o3HauaBaMo ca N1, HajMaru Behu o mera ca Ny, u cnuyno nambe®. Haxo
CBM KapAuHaIH He 0o0pa3yjy CKyI, apuTMETHuke orepanuje (cabupame,
MHOXEIbE, CTENMEHOBAE, OECKOHAUHE CyMe U ITPOU3BOIU) MOTY Cce, Y U3Be-
CHOM CMMUCITY, IPOILMPUTH M Ha OBE ,,06CKOHAUHE OpojeBe’, Ma je y OKBUPY
teopuje ZF C passujena 138. kapquHaina apuitimeitiuka. Taxo je, Ha IpuMep,
3a CBAKU MIPUPOJIAH 6poj n: 1+ Vg = n - Ny = N+ N = R - Ny = Nj = Ny,
Nog + Ny = Ny - Ny = Ny, N§0 = 2%y tako mame. IlpumeTHmoO za je
npo0IeM KOHTUHYYMA ,,eleMeHTapaH MmpoOieM KapAUHAIIHE apUTMETHKE:
KojeM oJ1 aneda je jenHaK KapAuHaiIaH Opoj KOHTUHYyMa, Tj. KoM anedy je
jenrako 2% (= |P(IN)| = |R|)? XumoTe3a kKoHTHHyyMa jecTe fa je 20 = Ny,
Teopuja ZFC Ham gaje camo HejemHakocT Ny < 2%,

Jlakre, nako JOBOJBHO jaKa (M IOT'0O/IHA) [1a C€ Y 0] U3pas3e IMPaKTUIHO
CBH JaHAC 3HAYAjHU MaTeMaTuuky npuHuunu?, Teopuja ZFC unak nema
OJroBOpe Ha jemaH Opoj BaxHux U npuponuux nurawa (CH). Hosuju
pe3yNnTaTu U3 TEOPUjE CKYIIOBAa U MaTeMAaTHUKe JIOTHKE ITOKa3yjy Aa je Hallle
MaTeMaTHUYKO UCKYCTBO JOII YBEK HEJOBOJHHO Ja OU ce Jajik OATrOBOPHU Ha
MHOTa CIIMYHA TTUTamha.

KomOuHaTOpHH YHHBEP3YM

Ca cTpyKTypoM IpupoaHuX OpojeBa HEPA3ABOJUBO Cy MTOBE3AaHU Pa3HU
KOHAUHU KOMOMHATOPHU 00JEKTH, Tj. KOHAYHU CKYIIOBU U (GPUHHUTAPHE OIlE-
panuje Hax wuMma. CBU 0BU (amM M Heku OECKOHAYHM) OOjEKTH MOTY Ce
W3TPaIUTH y YHUjU Hu3a ckyrosa V,, n € N, nedunacanor Ha cnenchu
waunn Vo = 0w Vpy = P(Vy), n € N. Cxkyn V = |J _n V,, HasuBamo
GOMEH KOHAYHE KOMOUHATHOPUKE.

VY teopuju ZF ce moxe nokazatu fa je V' cKym CBUX CIlpUKitiHO KOHAYHUX
ckyioga. CKyI T je CTPUKTHO KOHAaYaH YKOJIUKO jé KOHAYaH CBaKH CKYIT ¥
CBaKOM JIaHLy Zg € 1 € -+ € T, € z. Takobe, y OKBUPY HCTE TEOPH]je
ce Moxe gokasatu aa (V, €) 3amoBosbaBa cBe akcuoMe Teopuje ZF ocum
aKkcHOMe OECKOHAUYHOCTH; YMECTO ¢ 3a/I0BOJbABA FbEHY HETaIujy.

Cneneha cBojcTBa ckyma V' HaM nIajy JMOBOJBHO pasniora ga V saucra
CMaTpamMo KOMOUHATOPHUM YHUBEP3YMOM.

neN

310 Ny,; 3atum cnene Ry 41, Nwio, .. .
#*TlocToje U [Pyru HAYMHU TIPELU3HOT 3ACHUBA-A MATEMATHKE KOjU Cy eKBUBAIEHTHH Ca
ITOMEHYTUM 3aCHUBAKBEM Y TEOPUJY CKYIIOBA; J€NAH OJ1 IbUX je Y OKBUPY TEOPHje KATErOpHja.
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Akor € Vuy ez, oamay € V.

Axo x1,...,2, € V,ouma {xy,..., 2z, € V.

Axoz,y €V, ouna (z,y) € V ((z,y) = {{z}, {z, y}}).

Axoz € V,onga Uz € V.

Axoz,y € V,ongax x y € V.

Axoz,yeVuf.x— vy oumafev.

Axoz,y € V,ounaz? € V,npuuemyjez¥ = {f | f:z — y}.
Axoz € V,ouna P(z) € V.

Ako z € V 1 X je MOJeN Hall & HEKOT KOHAYHOT je3uKa, oHma x € V.

A A AT o e

KoMOuHATOpHU YHUBEP3YM J€ BeoMa OJIM3aK CTPYKTYPH MPUPOIHUX
OpojeBa. YBeauMO OMHAPHY pelalMjy € y CKYIy NMpUpPOIHUX OpojeBa Ha
cnegehy HauuH:

T€Y aKKo ,,T CE IM0jaBibyje y OMHAPHOM pa3BOjy 3a Y.

Haxite, ako je y = Z?:l 2% OMHApHU Pa3BOj 3a Y, OHOA TEY aKO M CaMO
ako x € {21, 22,...,2,}. Ha mpumep, He4l, jep je 41 = 21 + 23 + 25,

Heka je ¢ : IN — V mnpecnukaBame neduHucaHo Ha cneaehu HAUWH:
P0) =Puakojex € Ny >0uz =Y., 2% 6GUuHApHU pPa3Boj 32 Z,
neka je ®(x) = {®(z1), P(x2),...,P(z,)}. Moxe ce, IPIMEHOM TeOpEME
pekyp3uje, toka3atu na je ¢ nobpo nedpuHUCAHO.

TEOPEMA. @ : (IN,¢) — (V, €) je usomopdpusam.

IpecmkaBawme ¥ : V' — IN nebunucano ca
U({zr,. . me)) =) 2% w(0) =0
i=1

je uHBep3HO Tpecaukapamwy O, U = &1,

Jlaxye, cBaka KOHCTPYKLHja, 1eUHUIM]A, TEOPEMA, ...y WIU 0 CTPYK-
Typu (V, €) Ma CBOjy aHATIOTHY KOHCTPYKIIM]Y, NeUHULII]Y, TEOPEMY, . . . Y
CTPYKTYpHY TIPUPOIHUX OpojeBa. [Apyrum peduma, MOXEMO Y3€TH [1a ce
axcuoMme Teopuje ZEF 06e3 akcrome 0ECKOHAYHOCTH OJHOCE Ha TPHUPOIHE
OpojeBe — caMO Ha APYTY HAuUH.
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[TocToju 1 ajropuram 3a yrephusarme JJOTHUKMX UCTHHA?

[Mpuxsartajyhu teopuje PA u ZF marematuuapu cy, NpakTUYHO, Tpa-
rarme 3a OJAroBOpHUMa Ha muTama: ,lllTa cy npupoaHu 6pojeBu?’, OMHOCHO
,J1Ta cy ckymoBu?* 3aMEeHWIH ITPOHATAXKEHEM HaulHa 32 YIIO3HABAKE HhH-
XOBHX 0COOMHA, Tj. muTamuMa ,,Koje ocoOuHe mpupoaHux OpojeBa ce MOTy
noxaszaTu?, onHocHo ,,Koje ocobune ckyrmoBa ce MOTy JoKa3aTu?!™.

3aHuMJbUBA TIapanena, gata y [9], ykasyje Ha CIIMYHE OKBHUPE pPa3sMH-
IUbarha U Yy APYTUM Haykama. Y QU3UIM, Ha IIPUMEDP, CKOPO j& HEBAXKHO
3HATH, V $UI030()CKOM CMHUCIY, IUTA j€ CBETIOCT, eEKTPOH, KBApK, aKo
MOCTOj€ CPEICTBA J1a CE JIeNTY]je Ha CBETIIOCT UTI. A TakBa CpelCTBa IIOCTOje, 1
CBAKOJHEBHO CE KOPUCTE: YMEMO J1a ,,IPOU3BOAUMO  CBETIIOCT, EIEKTPOHE,
kBapkoBe. Kao mro cy IleaHoBe akcuome cpeacTBO 3a JOKa3UBAHE UCTUHA
0 MPUPOTHUM OpojeBHUMa, UCTO Tako ¢y U MakcBeoBe jeNHAUMHE OCHOBA
TeopHja Koje oMoryhaBajy fa ce pa3yme]y CBETJIOCT, €IEKTPOH, KBApK UTI,
U J1a ce, MaKJe, 1ejCTBYje Ha HhUX.

Y BpeMe Kaja cy OTKpPUBEHM (3a10BOJbaBajyhu) HAaUMHU HOKa3UBakba
ocobuHa npupoaHux opojesa (PA - ---) wmu ckymosa (ZF F ---), Bepo-
BaJlo ce 1a je Moryhe nponahu u ,,ayromarcke” HauuHe (aArOPUTME, IIPO-
rpame) JOKa3uBama TUX ocobuHa. JlaHac je MO3HATO /1a TAKBU aJITOPUTMHU
y OIUITEM Cly4yajy He moctoje. Tako, Ha MpuUMep, He IMOCTOJU aJropUTam
KOJH, Y OITIITEM CITy4a]y, 3a CBAKY PEUCHUILY MOXKE IIPOBEPUTH J1a JIX OHA jeCTe
WIM HUje BajbaHa Popmyna (JIorMyKa UCTHHA), OJHOCHO [1a JIU je Teopema
MpEAUKATCKOT padyHa. (Y HEKuM CIelHUjalIHUM CIydajeBUMa, 3a PeUeHHUIIe
oapeheHor Tuma, NOCTYNaK 3a MPOBEpPY UCTUHUTOCTHU MOCTOJH.)

Hcnoctasuio ce na je uaeja Koaupamwa Oua NpecygHa y pellaBammby
MHOrOOPOJHUX TTpoOieMa MaTeMaTUuKe JJoruke. ['enen je MpBU KOPUCTHO
KONUpame 32 aHAIU3y JIOTMYKUX MOjMOBa Kao WITO cy u3pas, Gopmya,
J0Ka3, TeopeMma.

Ilocroju ;mm anropuram koju ca /A wiu HE oaropapa na nurame: ,,/la au
je Heka 3a1aTa ¢opmyJa goxkaszusa n3 PA?

bynyhu na je jesuk Lpa KOHa4YaH CKYI, a CKYIOBU U3pa3a, GopMmyna u
KOHAYHUX HU30Ba hopMyna cy eheKTUBHO NaTH (ITOCTOJU ITOCTYIIAK KOJUM
ce y KOHAYHO MHOTO KOpaka yTBphyje Ja Ju je HelTo m3pas, hopMyna
WM KoHauaH Hu3 Gopmyna jesuka Lpa), CBE IMMOMEHYTE 00jEKTE MOKEMO
KOoaupaTH (CIMYHO Kao y mpumepy 1 Ha cTtpanu 120).
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CBakoMm cumbony jesuka Lpa gojaennheMo jemaH HemapaH MPUPOdAH
6poj

<+ S0 AV =Y I = ()
\3 5 79 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31+2i )

IToiTo ¢y cBu Tepmu U cBe hopmyIie je3uka Lpa KOHAYHU HU30BU HEKUX
cuMOOJIa KOjU YrHe JoMeH QYHKUH]E ¢, MOXKEMO JeMHOCTABHO U HbUX KOTU-
patu. AKO Cy, Ha TIpUMED, 1, g2, - - . , k TIPUPOIHU OpPOJEBU MPUAPYKEHU
peroM cuMO0IMMa KOju rpaie hopmyiy ¢, 3a KOI GopMyIie ¢ MOKEMO Y3€TH

(o] =pi - 03 - P,

rae je pi, P2, - - -, Pk MOYETHH CETMEHT HHU3a IpOCTUX OpojeBa y pacTyhem
nopeTky (p1 = 2,p2 = 3,p3 = 5, ...). Ha npumep,

Vo, Fup(S(v)) = vg)] = 2%1-3%. 523 7%.1127.13% . 179 . 19%° . 23% . 2979,

Hame, u Hu30Be GopMyna MOKEMO KOAUPATH HA UCTU HAUUH,

(01,02, o] = P py? g

Ha nipumep, [v1 < vg, vy = vg] = 2[n1sw2] . glui=us] — 929.37:5% 929,350 557

Hakme, xogupame HaM oMoryhasa fla CBakoM U3pa3sy, CBako] GopmMynu
U CBaKOM HM3Y GopMyna IPUIPYKUMO IO JeaH npupoaad 0poj. MehyTtum,
MOCTOJU JIM TOCTYyMaK (anropuraM) KOJUM MOXeMo (HapaBHO, Y KOHAYHO
MHOTO KOpaka) Aa YTBPAMMO [a I je HEKU IpupojaH Opoj KOH HEKOTr
ol objekaTa KOje CMO KOJUpPAIM U aKO JeCTe, MOXEMO U €KCIUIMIUTHO U
Ja oapenuMo Taj objekar (u3pas, dopmyny, Hu3 dopmyna)? OArosop je
notBpaaH. TakaB AMTOPUTAM noctoju!

[TPMMEP 15. 3agajmo AITOPUTMY na yTBpaM aa i je ULAZ= 2700000000000
KO 1 ako jecte unju. Hajmnpe, Tpe6a oBaj 6poj pactaButy Ha unnuone: 21132511,
Kaxo cy konoBu uspasa 1 hopMyia napHu OpojeBM Y YMjUM je& KAHOHCKUM (PaKTo-
puzanyjama 6poj 2 CTeneHoBaH HeapHUM OpojeM, 0K ¢y KOJO0BY HU30Ba (popMyia
NapHu OPOjEeBU Y UHMJUM je KAHOHCKUM (aKTopHu3anyjama 6poj 2 creneHoBaH NapHUM
6pojeM, 3akJbydyjeMo ga ULAZ Moxe OUTH caMo KO HEKOT Hu3a cumboa (u3pas3a
w popmye), Te Tpeda NOTPAKUTH CUMOOIIE, aKO OHH IOCTOjE, $1, S2, S3 YMJU CY
xonoBu pefoM 11, 3, 11 (M3noxuonm npocTux 6pojeBa y pacraBibamwy 6poja ULAZ).
Kakoje [0] = 11u [<] = 3, cnemu na je ULAZ ko1 nusa cumbona 0 < 0, xoju jecTe
jemua dopmyna. Haxne, IZLAZ je peuennna ,,bpoj ULAZ je k6g gpopmyne 0 < 0.
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Axo je ULAZ= 12, ANTOPUTAM he gatu IZLAZ: ,,bpoj ULAZ Huje KOy Heko2
U3pa3d U Heke Gopmyne, HUltiu je Kog nekoZ Huza gopmyna.*.

AKo je ULAZ= 22 '-37571 . 329375179 11%-13%017° 177 07 Be Gurm: , Bpoj ULAZ
Je k6g nuza gopmyna 0 = 0,v1 + S(0) = S(vy).“ A

Beoma BaxHO je mpuUMeTUTH Ja AJITOPUTAM CaJpXH Kao CBOJE JEI0BE
crnenehe OCHOBHE anropuTMe (WIM POUEAype, KaKO CE 4YeCTO OBAKBHU aJIT0-
PUTMM HA3UBA]Y):

— anroputam M3PA3 xojuMm ce yTBphyje 1a 1M je HEKU HU3 JOTUUKUX CUM-
0ona u cumbomna jesuka Lpa U3pas3 TOT je3uka, Kao U

— anroputam MOPMYIJIA KOJUM ce YTBPhyje na NU je HEKW HU3 JTOTMYKHUX
cumbOosa u cumbora jesuka Lpa (popmyra TOT je3uka.

[IpernocraBipbajyhul Ja je MHTYMTHBHO jaCHO Ja IIOCTOJ€ aJTOPUTMU
13PA3 u POPMVIIA (mo3ahemo ce M Ha UepuoBy Te3y), 3aK/bydyjeMoO Ja
cy yHKuMje fraz : N — N U fropmua : IN — N nedunucane ca

: | 1, axojen xOx Hekor u3pasa jesuxalpa,
Jrzraz(n) = 0, wuHaye
b

3

: 1, axo je n kOx Heke popmyie jesukalpa,
fFormula(n) - 0 AHAYE
Y )

PEKYP3UBHE. ‘

[TocToju nmu anroputaM KojuMm ce YTBphyje, y ckiiaay ca XuadepTOBUM
CHUCTEMOM 3a HeAyKIHu]y (cTpaHa 162), ma 1M HeKM KOHa4yaH HU3 Gopmyla
jesuka Lpa mpencrabiba PA-noka3 (0qHOCHO 0Ka3 mocienme Gopmyne
TOT HU3a U3 cKyma npetrnoctaBku PA)? Onrorop Ha OBO MUTAFHE 3aBUCH O]
TOTa Jla Y TIOCTOje allrOPUTMHU KOjuMa ce yTBphyje aa M je cBaka ¢popMyia
TOT HU3A!

— u3 ckyma A, niu

— u3 ckyma PA, unu je

— HeTOCpeIHa TIOCIEIUIIa HEKUX O (KOHAYHO MHOTO) Gopmysa HHU3a

KOj€ JOj TIPETXOIE.

VHTYUTHBHO, CBU YIIPAaBO HABEACHU aJITOPUTMU IIOCTOje: Tpebda caMo
NPOBEPUTH [a M je popMyna HEKOT Of OONMKA KOJeé HaM [aje KOHAayaH
0poj cxema akcroma 3a A u PA, niu je HemocpeaHa mocneauna HEKMX O1
KOHAYHO MHOTO (DOpMYyJia IPMMEHOM HEKOT Of IMpaBuiia u3 R (kojux Takohe
Ma KOHayHO MHOTO0). Caja je JeTHOCTABHO YOUUTH /14 TTOCTOJU U alITOPUTAM
JIOKA3 xoju yTBphyje a 1 je HeKU KOHa4aH HU3 hopMyna @1, . . . , @, 10Ka3
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Heke nate Gopmysie . Tpeda IIPOBEPUTH 1A JH je ¢, . . ., P, jenad PA-
-JI0Ka3 U, aKo JecTe, Ja JM cy GopMyne ¢, U ¢ ucte. Jlakie, peKyp3uBHa je
U QyHKIM]A fpokaz : IN — IN nedunmcana ca

. 1, akxojem xdx mokxasza popmyie Yuju je KOI 1,
fDokaZ(m,n):{ ) , J bopmy U ]
, UWHaye.

KomnpameMm ce y KOHTEKCT MpUpPOOHUX OpojeBa MPEBOAU U ITpoOIIeM
MOCTOjarba AITOPUTMA KOjH aje oaroBop ,,aa“ (1) wu ,he* (0) Ha muTame:
WAa nu je hopmyna p tocnequya ckyiia PA?%. TlpeBeneH, mpoOiem riacu:

e Jlamu je ckyn {[p] | PA ¢} pexypsuBan?, omHOCHO
o Ja muje pyukumja fpa : IN — IN medunucana ca:

1, ako jen xkom popmyne Koja je
fea(n) = JOKa3uBa U3 cKyna npetnocraBku PA
0, wuHaue,

pekyp3uBHa (U3pavuyHsbuBa)?

OaroBop Ha TPETXOHA MUTakha j¢ HETATUBAH !

Pexyp3uBHe u o1/1y4uBe Teopuje

Ha mcty HauuH ce MOTY IMpOoydaBaTH OCOOMHE U APYIHX CKYIoBa (op-
MyJia, Ipe CBeTa OHUX KOjU CY epeKitiusHo 3aqgaifiu, OMHOCHO KOjU Cy peKyp-
susnu. Cxyn dopmyna 1’ je pexyp3usarn yKOIUKO IMOCTOJA aJITOPUTAM KOJU
Jaje OITOBOP ,,Aa° WM ,,He" Ha muTame: ,.Ja au opmyna ¢ dpuiaga T 7.
Hpyrum pednma, cKym opMylia je peKyp3uBaH ako 3HaMO Koje hopmyiie My
NpUriaaajy, a Koje He.

Teopuje FO, ZF, xao u PA cy pekyp3uBHe; TaYyHO 3HAMO KOj€ UM
PEUEHUIIE IPUTTAIA]Y, OTHOCHO KOJ€ PEUEHUIIE CY Y3ETE 32 AKCUOME.

Kommetna apurmetrika Th(IN) Huje pekypsusHa. JIpyrum peunma,
CKYIT CBUX pedcHMIA je3uka Lpa Koje Baxe y cTpykTypu N HUje pexyp3u-
BaH. /J[oka3 OBE UMIbEHUIIE TUPEKTHO CIEIU U3 HEOMTYUUBOCTU Mpodsema
3aycraBibama (cTpana 130) U YMIbEHHIIE /14 32 CBAKY YHAPHY U3PAUYYHIbUBY
yukmjy f mocroju popmyna s (z) y jesuky Lpa TakBa a 3a CBAKH [IPUPO-
1aH Opoj 7 BaXKH eKBUBATICHIIM]A |

f(n) L& Nk (0 =),
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| Postoji algoritamkoji

za svako dato\_ ¢ napitanije

Dali jed €T 72

daje odgovor DA ili/ NE

[Topen pexkyp3UBHOCTH, BEOMa je 3HauajHa (ca MpakKTUYHOT CTAHOBUIIITA)
U 0¢J1y4u80Cili HEKOT CKyTia Gopmyna.

Ckyn ¢popmyna 1’ je ogryuue ako MocToju aNropuTam Koju aje 0OAroBop
LJaas unum , He Ha nutame: L/Ja au je ¢opmyna p wocrequya cxkyia T 7.
Jlpyrum peunma, ckyn Gopmyia je oIIyduB ako 3HaMo Koje cy dopmyrie
nokasuBe, a Koje Hucy. Dopmyna ¢ je ogayuusa 'y I', ako je T' = ¢ wnu je
T+ —p.

MHore BaxkHe (peKyp3MBHE) TeopHje, Kao To ¢y, Ha npumep, FO, PA,
ZF, nucy ognyunse. HeomnyuuBe cy ¥ TeopHja Irpylia ¥ TeOpHja moJjba.

Postoji algoritamkoji

za svako datoN_ ¢  napitanje

daje odgovor DA ili/ NE

HapaBHo, uMa 1 oaTy4uBUX Teopuja: MPEIUKATCKU padyH Hal Ipa3HUM
jesukoM (L = (), Teopuja muHeapHOr ypehema, Teopuja AGeIoBHX IpyIIA.

WnTepecanTHo je na je oanmyuusa u [lpes3dypieposa apuiimeiniuka, apuT-
METHKA Yy K0jO] j€ ,,3a0pambeH0” MHOXeme. IIpenn3Huje, 3a CBaKy peUeHHILy
y jesuky {<,+,5,0} omnyuns je nmpobiem menor Baxemwa y N. OBo, Ha
IIPUMED, M2 3a MOCIEIUITY YHELEHHUITY 1a He TIOCTOjU hopmyina ¢(x, y, z) Ha
jesuky { <, +, .5, 0} kKoja penpeseHTyje MHOXKERE, Tj. TAKBA 14 3a cBe k, m, n:
k- m = n axou camo axo N = @[k, m,n].
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Yygene I'eneoBe TeopemMe HEMOTIYHOCTH

VY Bpeme kaga je HacTajana akcCMoMaTH3alidja MPUPOTHUX OpojeBa, Io-
CTOjajIa je HaJla J1a ce Ha OBaj HAuuH Mory npoHahu cee ucimiune o citipyx-
iwypu dpupoghux bpojesa uckazane nzadbpanuM andadberom. OcTBapUBaAEE
OBAKBOT 3aJaTka Tpedaso je, o MUlIbewy JaBuna XuindepTa, BEpOBATHO
HaJyTUIAJHU]ET MaTeMaThuyapa CBOje eroxe, Ja Oyae jedaH OO MPHOPHUTET-
HUX 3aflaTaka mMaTtematuke XX Bexa. Hamme, Ha J[pyroM CBETCKOM KOH-
rpecy MaremMaTudapa, onpxanom y Ilapuzy 1900. roaune, Xunbept je (uc-
MIOCTABUIIO CE€ BEOMA BUAOBUTO) HABEO 23 TTpo0IeMa KOjuMa MaTeEMaTU4Yapu
Tpeba fa ce base y OynmyhHocTH. ¥ TO Bpeme, MHOTU CY OYEKUBAIH Ja ce 3a
CBaKy apUTMETHYKY TBPIBY (¥ — PEUCHHUILY HCKa3aHy Ha je3uky Lpa —u3 PA
MOJXKE JTOKA3aTH WK & WK —¢, Tj. 1a PA Moxe 1a doiepgu Unu oiiospere
CBAKO apuTMETUYKO TBphewe. HapaBHOo, 1a OM CBE OBO MMAJIO CMHUCIA,
OCHOBHA TIPETIIOCTABKA j€ HelpoiliuspeuHOCHl CIIUCKa aKCHOMa U MpaBuiia
13BONerba, Tj. [a Ce He MOXe MCTOBpPEMEHO mokazaTd u 6 u —0, 3a Heko
TBphemwe 0.

Cae Hafie cy Ounte cpyuieHe kanaa je, 1931, roauHe gBa1eceTIETOTOAULILU
Ayctpujanan, Kypt Tenmen, usznmoxuo noka3 cBoje 3amamwyjyhe Teopeme.
VcrnocTaBuiio ce J1a IIOCTOje MCTUHUTA TBphema O CTPYKTYPH MPUPOTHUX
OpojeBa koja ce Mory uckazatu dbopmyliaMa apuTMETHKE, aJIU KOja ce He
Mory nokazatu y PA.

[enen je y moka3y NMpBe TEOPEME HEMOTIIYHOCTU FEHU]ATTHO UCKOPUCTUO
NO3HATH UAPAGOKC JIAXHCO8A.

,OBa pedyeHUNa je HeMCTUHUTA!

AKO je UCTHHHUTA, OHJA j€ HEUCTUHUTA, U OOPHYTO, 4KO j€ HEUCTUHUTA, OHOA
je uctuauta. MHaue, oBaj mapagokc ce mpunucyje Kpuhaunny Enumenuny
KOJH ]e, HABOTHO, TBPAMO Aa je cBe 1mTo Kpuhanu kaxy nax!

Benmuku geo ['enenoBor qokasa je BeoMma KOMIUIMKOBAH, U Y Bera Hehemo
ynaszuty. [ToxymaheMo na U310KUMO CYyLITUHY 1OKA34.

Kao mto cmo Bumenu, reaenusanyja (Kogupame) omoryhaBa ga ce aji-
dhabeToM apuUTMETUKE U3paXkaBajy TBphewa y Be3u ca 00jeKTUMa KOjuMa Cy
noneibenu ['enenosu konoBu. Ipyrum pednma, CpeacTBUMa apUTMETUKE CE
MOT'Y aHAJTM3UPATH CBOJCTBA KOOUPAHUX OOJeKaTa.

185



[TocmaTpajmo hopmyire y unjeM rpaljemby yIecTBYJe CaMO jegha MTPOMEH-
mwusa. emenuzanuja HaMm omoryhaBa a cBe oBakBe Gopmyne nopehamo y
HU3

(*) ao(z), ar(z), aolx),. .., an(x),. ..

Taxole, 1 TO je KJbyYHO, refear3anuja oMoryhapa a ce TBpaiba ca JeTHOM
TIPOMEHJBUBOM

() naje Teopema IleanoBe apuT™MeTHKE

uspasu y jesuxy Lpa! To, nasbe, 3HauM [a je OHA HA CIUCKY (*) OBAKBHX
(Gopmya; Heka je To ay, (), 3a Heko m.

Tana Gopmyna &,,(m) TBpAK: ,,&,(m) nuje Teopema IleanoBe apur-
meTuke.“. Jlakie, ako 6u o, (m) 6una reopema [leaHOBe apUTMETHKE, OH/IA
oHa He Ou O6una Teopema [leanose aputmetuke. OOpHYTO, aKO OU BEHA He-
ramuja —,, (m) ouna reopema [leanoBe apuTMETHKE, TO OU 3HAYMIIO [1a HHje
tauno na: ,,Popmyna o, (m) nuje reopema I[leanoBe apurmeruke”. [laxrne,
Qi (M) Ou Guia Teopema IleanoBe aputMmeTuke. OmaBie Mpousnasu 1a Ou
U (M) 11—y, (m) Oune TeopeMe TTeaHoBe apUTMETHKE, IITO TPOTUBPEYH
MPETIIOCTABIM O HEHO] HENMPOTUBPEYHOCTH. JlaKie, HUTH je (v, (™) HUTH
je =, (m) Teopema IleaHose apuTmeTuke. JIpyrum peunma, uzabpaHM
ardabeToM ce MOXKe UCKa3zaTH TBPAmAa KOja HHJe TEOpeMa HUTHU j€ HeHa
Heranuja TeopeMa, Tj. IleaHoBa apuT™meTuka je uedoiwiiyna. W Buie, ma
Konvko mupuinu IleaHoBy apuTMETHKY HOBUM UCTUHAMAa O PUPOTHUM Opo-
jeBuMa, HUKaga Hehemo mohu fa mobujemMo Teopujy Koja 3a TeOpeMe hUMa
CBE UCTUHUTE UCKA3€ O MPUPOIHUM OpojeBuma!

[TprMeTUMO Ia TBPAA vy (M) u3 emenoBor mokasa ynpaBo 2060pu
cama o cebu, OMHOCHO IH8pPGU ga je UCTRUHUTIA AKO U CAMO aKO je HeGOKA3UBA.

Tepherma HATHUK Ha (v, () U3LIIEN4]y BEOMa CIOXKEHO, KaJa ce HAIMIIY Y
MOTIIYHOCTH, U IPHIIMYHO YYJHO jep HUCY YUCTO apUTMETHYKOT KapaKTepa.
Mebytum, nmocnenmux TOANMHA MTOJaBUIIO Ce HEKOJIMKO UCTUHUTHUX TBphemba
(uckazanux andaderom [leanose aputmeTuke!) 0 MpUPOTHUM OpojeBUMA
KOja Cy MaTEMAaTHUYKOT KapaKTepa a Koja ce He MOTy qoka3aTu y IleaHoBOj
apuT™MeTHLHU. [IpBU TakaB mpumep, n3 KOMOMHATOPHE TeOpHje OpojeBa, Ipo-
nahen je 1978. rogune. Ped je o jenHoj BapujanTu Pem3ujeBe Teopeme, Koja je
WCTUHUTA Y CTPYKTYPHU IPUPOIHUX OPOjeBa a KOja HUJE JoKa3uBa y popMal-
HO] apUTMETUIIM. [pyru nmpuMep je BeoMa MHTEpecaHTHa KOMOMHATOpPHA
teopema [Mapuca u Kupbuja, mosHarta kao Xepkys u xugpa (sugeru [2]).

186



Jom jenan npumep Hepokasuse TBpame Y PA je ,,PA je neapoimuspeuan
ckyi popmyna.. O ToMe TOBOpU Apyra I'emenoBa TeopemMa HEMOTITYHOCTH.
OBa Teopema je OLrOBOP APYroM XuiabepTOBOM Npobnemy: ,/{okazaitiv ga
Je lleanosa apuitiveitiuka Heipoiiuspeuna, wj. ga ce ionazehu 0g Hageqenos
CAUCKA UKCUOMA KOHAYHUM OPOjeM HpuMena Apasuia 3aK/msyuusaibd He MOMNCE
gohu go wiepherva koja dpotuspeye jegro gpyiom.*. I'enen je mokazao: Heipo-
wmuepeunociu [leanose apuiimeiiuxe ce He MOXMCe qOKaA3au Cpeqciieuma came
aputimettiuke. KibyuHa dumeHULA je 1a ce TBpamwa ,,PA je neipoimiuspeuna
iieopuja* MOXe UCKA3aTH Ha u3abpaHoMm andadbeTy apuTMeTuke, GopMynom
Koja ce, cranmapaHo, o3nayasa ca Con(PA) u ma Con(PA) uuje reopema
IleaHOBE APUTMETHKE.

ITomenumo, Ha kpajy, na je Pouep Ilenpoys, y paHTacTUUHO] HAYyIHO-
MIOTyNapHOj KbU3U L]apes nosu ym, ICKOPUCTUO ['eaenoBy TeOpemMy 0 HEKOM-
TIETHOCTH KA0 apTYMEHT 3a Te3Y a pauyHap He MoxKe 1a PYHKIIMOHUIIIE Ka0
TbYJICKH MO3aK.

Mauio BuLIe AaTaba y Be3u ca npBoM I'eies10BoM TeopeMOM HENOTIYHOCTH

Komupame (regennsanyja) OCHOBHHU je MOCTyNakK Koju je ['exen kopuctuo
y I0Ka3uMa TeopeMa HEMOTIYHOCTH. Ha moTryHO aHaloraH Ha4MH MOXEMO
TepMe U hOopMyIle KOOUPATH, He IPUPOIHUM OpojeBuMa, Beh HymepanuMa.
OBakBO Komupawme oMoryhaBa aHamu3y JOTMUYKHUX I10JMOBA (Kao IITO Cy
TepMm, Gopmyra, JOKa3, TeopeMa, ...) aApUTMETUUKUM cpeacTBuma. On
BEITUKOT 3HAuaja 3a JIOKa3 TeopeMa HEMOTIIYHOCTH jé U YUHLEHMIA 12 Ce
CBE M3pAYyHJbUBE (PYHKIIU]e MOTY MIPEACTABUTH Y (POPMAITHO] ApUTMETHUIIU
(BuaeTH CTpaHy 168).

[IpencTaBIbUBOCT U3pauyHIBMBUX QyHKIHMja y PA 3ajenHo ca moctynkom
KoIUpama oMoryhasa u3ydaBame 0COOMHA OBE TEOPH]E FbEHUM COIICTBEHUM
cpeacTBuMa. Ha mpumep, Ipu 3a1aTOM KOAMpamy cUMOona jesuka Lpa
noackyr ox IN oxnpelen cBojcTBOM ,n je kég Heke gopmyne jesuxa Lpa‘
pekyp3uBaH je (T]. BEroBa KapaKTepUCTUYHA (PYHKIH]A je U3paUuyHIBHBA),
na y je3auky Lpa MocToju GopMmyna @r, KOjJOM je 0Baj CKyI NpeacTaBbeH. O
oBoMe je Beh 6uno peun Ha crpanu 180). Jlakie, mocroje GopMye Orem (L),
©OFor (1), YDokaz (X, ¥) ¥ je3uKy Lpa, TAaKBe 14 je:

PAF @rem (2 1= T) akko ,,n je kég HexkoZ wepma jesuxa Lpa“,
PAF ppo (2 := ) akko ,,n je kg nexe ghopmyne jesuxa Lpa“,
PAF opoiaz (2 := T, y:= ) akKo ,,n je kbg gokasa ¢opmyne uuju je k6g m*.
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HapounTo 3HauajHa je popmyna Iyppoka: (T, y) kojy hemo o3HaunTu ca
or(x). Dopmyna pr(z := [¢]) ce MOXKE HHTEPIIPETHPATH KaO ,,hopmyna
Je gokazusa y (opmantoj apuimimetiuyu’, 300T eKBUBATICHIIH]E

PA + pr(z :=T) akKko ,,n je kég weopeme hopmaine apuimimeisiuke .

YV HacrtaBky hemo ymecto wr(x := [¢]) xpahe mucatu @r([¢]), a na
[IpY TOME YBEK TIOJIpa3yMeBaMo [1a je peu o popMyiau 1o6ujeHo] u3 popmyie
(7 3AMEHOM TIPOMEHIBUBE T HyMEPAIOM KOjU OfroBapa Komy [¢].

3a maspy mpuuy BeoMma je 3HauajHo crenehe Tepheme.

TEOPEMA. Ako cy ¥ u 6 6uno koje peyeHuue jesuka Lpa, Taga cy
UCITymeHn cnenehu yenosu™:

(HBL1) Axo je PA F v, onna je PA F or([¥]);
(HBL2) PA F or([¥]) = er([ex([¥D)]);

(HBL3) PA = or([¢ = 61]) = (px([9]) = @x([6])).

Moxe ce OIpeuTH U3pas Zamena(zr, y) je3uKa apuTMETHKE, TaKaB 14 je
3a cBaky popmyny (x) 1 CBaKK 1

PA F Zamena([y(z)],7) = [v(x :=7)].

JIEMA O IMJATOHAJIM3ALIMIUN. Heka je ¥ (x) dopmyrna jesuka Lpa Koja

uMa Kao crmoboaHy MpoMeH/buBy . Taga mocToju peueHuna 0 Taksa 1a je
PAF 0 < ([6]).

Hokas. Heka je o(z) dbopmyna (Zamena(z,x)), n = [o(z)] u
peuenuia o (7). Tama cy y PA nokasuse cnenehe exBuBajieHLuje

6 < on) < Y(Zamena(n,nn)) < Y(Zamena([o(z)],7)) < ¥([e(n)])
& ([01). -

Jlema o mujaroHamM3auMju ce NMOHEKAd Ha3WBa U JIeMa O CaMOYKa3W-
Balby WIU JieMa O (UKCHO] Tauku. OBy Jemy, y3uMmajyhu 3a dopmyry
() hopmymy —r(z), *MaMo y BUxy Ipu GOPMYNIALMj1 HAPEIHE TEOPEME.
[TpuMeTrMo 1a ce aujaroHanusainujom Gopmyne —pr(r) nobuja peueHuna
6 jesuka Lpa Taksa jna je PA F 6 < —pr([0]). Peuyennua 6 tBpnu ,ja
Hucam gokaszuga*. Axo ce mperrnocrasu Ja je PA HenmpoTtuBpeuHa teopwuja,
peuenuna 6 je y mpasy, Tj. OHa 3aUCTa HUje JoKaszuBa y Teopuju PA.

3SHasenenu yciosu ¢y BapujanTa Xundepr—bepHajc—JIe60BUX ,,ycI0Ba H3BOLHBOCTH.
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ITPBA TEOPEMA HEINIOTTIVHOCTM. Heka je 6 peuenuna jesuka Lpa TakBa
naje PAF 6 < —p1([0]). Ako je PA menporuspeuna Teopuja, Taga ce y
PA ne mory noxazatu vu 0 sutu =6, 1j. PA ¥ 0 u PA ¥ —0.

Hokas. 11peTnocTaBUMO CYIIPOTHO.

Axo 6u 6uno PA + 0, us HBL1, no6umu 6ucmo na je PA F or([0]),
1ITO HUje MOTyhe 300T IpPeTnoCTaBKe O HEMPOTUBPEUHOCTU Teopuje PA,
oynyhu ma 6u uz3 PA + 0 < —o1([0]) (u PA + 0) cnenuno na je u
PA - —pr([0]). Jakne, PA ¥ 6.

Axo je PA + —6, taga, npema HBL1, Baxu PA F or([—0]), T1j.
PA F pr([0 = L]), omaocao PA F ([0 = 0 = S(0)]). Ha ocHosy
HBL3 saxu PA = o1 ([0 = 0 = 5(0)]) = (pr([0]) = ([0 = S(0)])),
ma, Ha ocHOBY mperxonHor, u PA F o1 ([0]) = or([0 = S(0)]). 360r He-
npotuspeunoctu Teopuje PA umamo PA + ([0 = S(0)]) & L, onaxne
cienn PA F or([0]) = L n, name, PA F —pr([€]). C mpyre crpane,
360r npetnocrasibeHe ocobune Gopmyne  (PA + 0 < —pr([0])) n nper-
nocraske PA F =0, cnenu na je PA F o1 ([6]), wto je nemoryhe ykonuko
je PA HenmpoTuBpeuHa Teopuja. O

Jloruke Buier peaa

VYV dbopmynauuju mpUHUMIIA HajMABkET elleMeHTa (MHIYKIM)e) BpLIUA ce
KBaHTH(UKaUHM]a IPEKO c8uX MOACKYIIOBA CKyIa MPUPOJIHUX OpojeBa: ,,ced-
KU Hetpas3au HogcKyi CKYia gpupogHux o6pojesa uma Hajmarsy elemenid , To
MOXeMo 3anucatu u noMmohy cnenehe popmyne

VX CINX #£0= Fz(ze X AVn(n € X =z < n))).

[Tocnenwa dhopmyna, mehyTum, Huje Gopmymna je3suka apuTMETUKE. Y KOM
JE3UKY MOXEMO J1a je uckaxemo? JemHa MoryhHOCT je na oBy hopmyy To-
CMaTpaMo Y OKBUPY MHOIO IIMpe Teopuje — Teopuje ckyrnora ZF. Jlpyra
MoryhHoOCT, KOjy heMO OBOM HPHUIUKOM Pa3MOTPHUTH, jECTE pa3MaTpame y
OKBHPY JIOTUUKOT CUCTeMa KOJU pa3IMKyje TUIIOBE MaTeMaTUUKUX OOjeKaTa
(popmyine, mpupoaHu 6pojeBU, pealHu OPOjeBU, CKYIIOBU NPUPOIHUX OpO-
jeBa, pyHKIIH]E, . . . ), IITO BUILIE OATOBAPA HAIIO] UHTYULIU]U.

TuImoBy perpe3eHTyjy pa3nuuure ,,HuBoe“ odjekara. Ha mpumep, 3a pan
y apUTMETHIH, YBeINeMO TUIT w 3a MPUPOHE OPOJEBE; MPEIU3HU]E, CBAKU
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mpupogad 6poj je objexar turma w. Caka QyHKUUja CKyNa MPUPOIHUX
OpojeBa y cebe je Tuma w — w. Jlabe, Ha IpuMep, cBako] QyHKUUU
f, Tuma w — w, moxemo npuapyxutu f(1); Tama je dpyHkimja (Tako-
3panu Qynkumonan) f — f(1) tuna (w — w) — w. BbuHapHe omepanyje
(cabuparse, MHOXEIbE, . .. ) TPUPOIHUX OpojeBa Cy THUINA W X W — W WU
w — (w — w) urr®.

HapasHo, BeoMa Ba)XHU 00jeKTU ITPU CBAKOM IIPOYYaBaAKY jeCy PEUEHHUIIE
(3aTBOpeHe (GopMysie) KOojuMa OIUCYJEMO CBOJCTBA M3abpaHUX oOjeKaTa.
Yomrrenuje ropopehu, caka dopMmyna IpeacTaBba U3pa3 Koju 3a AATY
BaIyalLHUjy IPOMEHJHBUBUX y3UMa jeIHy O ABe BpeAHOCTU: U (Heiliauno) unu
| (iauno). Ha mpumep, BpeaHocT popmyiie T+ < Y Y CTPYKTYPH IPUPOJI-
Ty
2 5
Te MoxeMo rmucati (z + 2 < y):w X w — {0,1}. Kako cBako cBOjcTBO
objekaTa KOJU Cy MCTOT THUIIA OJpehyje HEKU MOICKYI CKyINla CBUX O0jeKa-
Ta TOT THIA, MOACKYIIOBH CKyIla NIPUPOJHUX Opojesa cy tuma w — {0, 1}.
Cetumo ce u ma cMo cBakoM noxackymy X ckynma IN obGocrpaHo—
JEIHO3HAYHO NPUIPYKUBAIU KapakTepucTuuny GyHkimjy xx : IN — {0, 1}.
bunapHe penaiyje (ypeheme, 1eJbUBOCT UTHA.) TPUPOJIHUX OpOjeBa Cy TUIIA
wxw—{0,1} umu w — (w — {0,1}) ura. Cse 0BO yKa3yje HA HOBM THII,
tun §2. Mako hemo y oBom onermky nmoj turom §2 moxpasymesatu {0, 1},
KacHuje heMo BUIETH Ja MMa CMUCIA U OnpaBaama 1moj () moapa3yMeBaTH
¥ IITOLITA IPYrO PasiuuuTO O ,kiacuanor” tuma 2 = {0, 1}.

VY ommTeM ciayyajy, Hajupe Tpeda u3adpaTy CKYN OCHOBHUX WUHO8A
Type, xkoju He caapxu tum §). Ckyn tunosa, Type, Koje pasMaTpamo
JepUHUIIEMO MHIYKTUBHO Ha cregehu HauuH:

HUX OpOojeBa 3a Balnyalujy (b = jecre 1, (z +x < y)[p] = 1,

e tur {) ¥ OCHOBHM TUNIOBU Tipuniagajy Type,
/ : !/
® akocytutl TUNOBY, OHAA jJe © t — T’ THUIL

Tun t — t' onucyje ckyn GyHKIHja Xoje objekTuMa TUna t J0aelbyjy
objexTte THIA .

Je3uk sioryke BUIIEr pefa cagpikKyd caMo cMMOO0JIe KOHCTAHTH, IIPU YCMY
je 32 CBAKM OJ] HUX AT U HErOB TUIL. Je3uk euuie pega je ckym L CBUX

34 cBaky QyHKUM])Y f W X W — w U CBaKO @ THla w JeduHucaHa je pyHKuMja
fo:w—wea folz) = fla, ), 1j. dynxuyja f: w — (w — w), f(a) = f,. U obpuyTO,
CBAaKOj PYyHKIMH ¢ : w — (w — w) oaroeapa GyHKkuMja § : W X w — w geduHUCAHA ca
g(z,y) = g(x)(y). Mpumernre na g(z) : w — w.
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naposa (c,t), vae je ¢ cumbon koHcranre u t € Type. 3a cBaku Tunm ¢
naT je u mpeGpojuB ckyn nmpomersbusux Var, = {z* ¢t 2t 2%, ...}, xoju ce
KOPWMCTH 32 O3HAYaBae MPOU3BOJbHUX 00jekaTa Tuma t. Kagron Oyne ouno
JACHO U3 KOHTEKCTA KOT je TUIla Heka MPOMEeHJbUBA U30cTaBbaheMo ropmu
WHJICKC.

Jloruka sumer pena je ogpehena tpojkom (Typey, £, Q) kojy uuHe cKyI
OCHOBHUX TUMOBA 13 T'ype,, ckym nzabpaHux cuMO0Ia KOHCTAHTH L U CKyII
Q (Q C Type) xoju cagpKy TUITOBE NTPOMEHJBUBUX IO KOJUMA j& TO3BO-
JbeHa kBaHTUdHUKanuja. CKyIl CBUX u3pasa ofpeheHor tuna neduHuIEmMo,

HHIYKTHBHO, Hd CJ'IC,IIChI/I H4a4YHWH:

1. axo je (¢, t) y £, oHna je ¢ u3pas
THINA ¢,

2. MpOMeHJbUBE U3 Var, Cy u3pasu
TUNa t,

3. ako je e m3paz TMna t — t' u
u u3pa3 Tumna t, onaa je e(u) uspas
tna t/,

4. aKko je e u3pas TUma t', OHOA je
x' — ewnspasz tuna t — t,

5. | je wspas Tuma 2,

6. axo je e uspas tuma {2, oHja je
—e u3pas Tuma §2,

7. axo cy e u € uspasu tuna {2,
oumacyueANe, eVe, e = ¢
Taxohe uzpasu tuma 2,

8. ako jeemspas turma Q ut € Q,

oHga cy Vz'e u Jzte uzpasu tuna
Q.

HATIOMEHE

ITpumenom ¢pyHKuMje € Tuna t — t' Ha ap-
ryMeHT u Tua t nobujamo pesyinrar e(u)
tumna t’

z! — e penpesentyje PyHKUM]y Koja 00-
jexty ' Tuna t nozmespyje u3pas e Tuna t’,
Tako, Ha npuMep, r° +— ! npeacTabiba
UAEHTUYHO HpEeCIIUKaBamwe Tuna t — t.
Mosxemo npetnioctasutu (L, 2) € L.
Mosxemo mpeTnocrasuty ga (=, 2 — Q)
npunana L.

MoeMO NPETIIOCTABUTH Ha KOHCTAHTE
(M0 = (2= Q)), (v,2 — (2 = Q)),
(=,0 — (2 — Q)) npunagajy L.
Moxemo yBecTu u koHcTante Vi u 3 tuna
(t — Q) - Q u mcatn Q'(z* — e)
ymecto Qzte, npu wemy Q € {V,3}, y3
npernoctaBky ga (V¢ (¢ — Q) — Q) n
(T, (t — Q) — Q) npunanajy £, 3a cBako
tus Q.

Jla je uzpas e Tuna t o3HayaBahemo ca e : t. O6jexte Thna {2 HA3UBAMO

dbopmynama.
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Akoje e  ty — (tg — = (tn — £)-+-), Up © b1, Uy @ Iy,
rucahemo e(u, ..., u,) ymecro e(uy)--- (). Y ckiamy ca OBUM, THII
ty— (tg — -+ — (t, — )+ ) o3HauaBahemo mca ty X tp X ... X t, — 1,
atxtx--xt—tucath -t

*

Nspaszom (' — €)(u) (Tauke 3 u 4 mperxonHe nedpuHUIM]E) je, y Cyll-
TUHU, TIPEACTaB/beHA yoOuUyajeHa omepaluja 3aMeHe apryMeHTa y ,,Teny
¢ynkumje’’. Taxo, ako je u : t, ca e[x’ := u] o3nauaBamo uspas Koju je
JMICTOT TUIIA KA0 U €, a KOju je JoOujeH 3aMeHoM ' ca u y u3pasy e. Kaxemo
ma je uspas [’ pegyxiu wzpasa f ykomuko ce f' mobuja u3 f 3aMEeHOM HEKOT
noau3pasa o f koju je obnuka (z! — e)(u) uspazom e[z’ := u]. Bpiemem
pEAyKUHje HEKOIMKO TyTa gohu hiemMo 10 u3pasa Koju He capiu IMoAU3pase
obmuka (' — e)(u).

TEOPEMA. 3a cBaku U3pa3 IOCTOJU jJeAMHCTBEHM PEAYKT KOJH HE CaAPKU
noauspase obmuka (' — e)(u).

HajjenHocraBHMja Knacu@ukalyja JOTUKA BUILET pela J€ MpeMa pegy
TUIIOBA KOHCTAHTH U3 L U peny Tunosa u3 Q. Pen tuma medunmiie ce Ha
cienehy HauuH:

—red(Q2) = 2,

—red(tg) = 1, to € Type,,

—red(t — t') = max{red(t) + 1,red(t')}.
Ha mpumep, axo je Type, = {w}, onna je red(w — (w — w)) = 2,
red(w — (w— Q)) = 2, ok je red((w — w) — w) = 3.

Jlozuxy gpyzoz pega onpebyje tpojka ('L'ypey, £, Q), pu yemy je3uk L
HE calpXU KOHCTAHTE YMjU Cy TUIIOBM pena Beher on 2, Huth Q caapxu
TUIIOBE pena Beher ox 2.

[TPUMEP 16. Tlpenukarcku payyd npBor peia, OAHOCHO JIOTHKA IPBOT Pefa,
jecTe cnenujangaH ciiydaj JOTHKe BHIUEr pena. 3aucra, uzabepumo Type, = {o},
rie o penpeseHTyje objexTe npBor pera. Jesuk L 6upamMo Tako 1a CaapKu CaMo
cumbore KONCTanTy Tumna 0" — ) (perauyjcke 3Haxe), 3aTHM CUMOOIIE KOHCTaHTeE
THna 0" — o (OmepauujcKe 3HaKe) ¥ Haj3ax cuMOolle KOHCTAHTH Thla o. Kako
Je XBaHTU(dUKaLMja OO3BOJbEHA CaMO IIO OOjeKTUMA IIPBOT pela, y3UMaMo a je

Q = Type, = {o0}. AN

’"Ha npumep, ymecto f(4) = 16, ueje f(z) = 22, moxemo mucat u (z — 22)(4) = 16.
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[TPUMEP 17. Bektopcku npoctopu cy crpykrype obnuka (V, F, ), mpu uemy
je V xomytatmsna rpyma (V,+VY, =V, 0V), F = (F,+¥,.F —F 0F 1F) nome
ne: FxV — V MHOKEWE CKalapoM Koje 3aJi0BoJbaBa ciiefehe ocobuue: 3a
IPOM3BOJbHE cKanape ¢, [ u3 F' u nmpoussosbue BexTope x,y U3 V,

ae(z+Vy) = (cez)+Y (aey),

(a-Fp)ex =ae(fex),

(a+F Blex = (aez)+Y (Bex),
1Fer = 2.

OBe CTPYKTYpe Iocenyjy ABEe BPCTe 00jeKkaTa: BeKTope (eIeMeHTe JOMeHA IpyIie
V) u ckanape (ememente qoMeHa nosba ) u J1erno ce Mory omucaTd TakO3BaHOM
BUILIECOPTHOM JIOTUKOM IIPBOT pe/ia:

— Typey = {v, s}, npu yeMy je v TUII BEKTOPA, & S THII CKajapa,

— £ canpxu korctante (07,0), (+7,02 — v), (=%, v — v), (=,2% = Q)
(esme rpyma), (0%,s), (1°,5), (5,52 = 8), (*,82 = 8), (—%,5 — s),
(=s, 8% — Q) (jesuk noma) u (e,5 — (v —v)), n

— Q= {v,s}.

Axo y3memo 1a je Var, = {z,v, 7, ...}, Vars = {«, 3,7, ...}, Huje Telmko nanuca-
TH aKCHOMe KojuMa Cy oapeheHr BeKTOPCKU ITPOCTOPU:
Vr(r +V 0% =, z),VaVzVy(a e (x +V y) =, (a e z) +* (e y)),. .. JAN
[TPYMEP 18. Tonoaomkn npocTop Haa HeKuM cKyroMm X oapelieH je KoIeKIu-
jom 7 moackynosa o X xoja caupxu § u X (0,X € T) u xoja je 3aTBOpeHa
3a npomsBosbHe yuuje (U; € 7,9 € I = J,c;Us € 7) v xoHauHe mpeceke
(U1, Uy € T = Uy NUy; € T). Enementn Kosexuuje 7 Ha3uBajy ce 0l60peHU
CKYUO8U.
TOMNOOIIKY TIPOCTOPY MOTY OMTH OIMCAHM Y JIOTHIM BHILIET pefa Ha je3uKy
KOJH Campxu aBa cumboi1a KoHcTant: X :t — Qu O : (t — Q) — Q, npu uemy
3a Atunat — Q, O(A) 3naun ,,A je otBOopen*. @opmyia

O(X) N O(x— L)A

A YUYV ISHOU) AO(V) = Oz — U(z) AV (2))) A

A VIEO=C = () = O(U)) = O(z — IUHI(U) AU(2))))
neduHuIIE TONONOLIKE NpocTope. TIPUMETUMO Ja je Mpa3aH CKyIl OKapaKTeprcaH
yHapHUM npeaukatom & — L, na x — U(x) A V(z) penpesentyje npecex U u V,

pox x — U (I(U) A U(z)) npeacrasiba YHU]Y KOTEKIHje OTBOPEHUX CKYIIOBA
ommucane ca YU HI(U) = O(U)). JAN
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ITPMMEP 19. Ilpocra Teopuja Tunosa (Yepya) jecre Teopuja oruke oapehene
Ha cnenehy HauMH:

~ Typey = {w}, roe je w Tuna npupogHor 6poja,

- L = {(0,w),(S,w — w)}, tae 0 npeacraspa uyny, a S GyHKUN]Y Cre-
OeHuka u

— Q = Type, 1j. xBaHTU(HUKAIM]A j€ TO3BOJBEHA IO IPUPOAHUM OojeBUMA,
CKYIIOBUMA IIPUPOIHUX OpojeBa, UTH.

EBo HEKOMMKO hopMyIIa Ha je3UKY IIPOCTE TEOPHUje TUIIOBA.

Dopmyna VXX (s) = X(u)) xpahe ce o3nauapa ca s =, u. OHa ykasyje
Ja 3a cBaky objekat X Tua w — {2, Tj. 3a CBAKU YHAPHH MPEIUKAT (TIOJCKYII)
00jexaTta TUIA w, aKo $ 3a70BOJbaBa X, OH/a U U 3aJ0BoskaBa X . 3ampaBo, 0BOM
dbopmynom ce nepuHuIIe penanuja no3Hata kao JIajoHuyosa jegHakoci.

®opmyny Vz¥ (X (z) = Y(z)), tme ¢y X u Y npomenssuse Tuna w — (2,
osnaunhemo ca X T, Y. OOpaTuTe Maxby Ha pa3nuky usmely popmyna X =, Y
uXC,YAY C, X!

Osmaunmo dopmyny ¥X“ (X (0) = Yy (X (y) = X(Sy)) = X(z)) ca
Nat(z). OBom dopmynoM cy AebUHUCAHH ,,IpaBU NMpUpoaHU OpojeBu. Ipyrum
peunma, Nat(z) kaxe na ce ¢ Hanasn y cBuM ckynosuma X xoju cagpxe 0 (X (0))
1 KOJHU Cy 3aTBOpenH 3a ¢pyHkuujy cnenbenvk (Vy* (X (y) = X (Sy))).

®opmyny VXU (X (z) = (V¥ (X (y) = X(Sy)) = X (2))) MokeMo 03Ha-
quTH ca T < z Oynyhu ga oHa ykasyje Ha TO Ja je & Mambe UK jeaHako 2. [IpumMeTumo
na cy opmyne 0 < z u Nat(z) naesTuuge.

Dopmyna
VXU (3 X (z) A X o Nat) = 3y (X (y) AV2*(X(z) = y < 2)))

TBPAM [1a CBAKY HETpa3aH CKYI IIPUPOIHUX OpojeBa caap)ku HajMarby eJIEMEHT.

Dopmyny

VXY UV X (k,0, k) = (VEYmEYn® (X (6,m,n) = X (£, Sm , Sn)) =
= X(z,y,2)))

o3naunhemo ca Add(z,y, z), Oyayhu na ona ykasyje Ha To 1a je z 36up 6pojesa = u

y. Hanme, cabupame ce MOXKEe CXBATUTH K40 HajMaa TEPHAPHA pellalyja 3a Kojy
Baxu VEYAdd(k, 0, k) u VEVmYVn¥ (Add(4, m,n) = Add(¢, Sm, Sn)). JAN
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VY NOTUIM BUIIET Pea 10Ka3yjeMO MOTIYHO UCTO KA0 M Yy OKBUPY IIpe-
OUKATCKOT pauyHa (cTpaHa 158). JemunHo Tpeba BOAWUTH paydyHa O MpaBU-
TUMa 32 KBAaHTU(UKATOpE Y KOjUMa onrowapajyhu o0jeKTH Mopajy OUTH
UCTIpaBHOT THna. Ha npumep, npasuinom Vg MOKeMO U3BeCTH alr! := u| u3
Va'a jennHo axo je u : L.

3amena uspasa obmmka (' — ¢)(u) ca e[z’ := u] mpencrasma cBo-
JEBPCTAH pauyH KOJUM J00HjaMo ,,jeqHake” uspase. Tako, Ha TpumMep, U3pa-
se (2 — S52)(50) u (2% +— Sz)(SS50) MokeMO cMaTpaTH ,,jeqHAKUM,
3anpaBo J-eKBUBAIEHTHHUM, jep UMajy UCTH penaykT 5550, Yomuire, uzpasu
f u f' cy (-eKBUBANEHTHM YKOJIMKO UMajy MCTH peaykT. Hedopmanno
(6e3 yBOhemwa HEKOT IpaBuUiia M3BOhEHa y IMPaBOM CMUCIY) Y JOKa3MMa
heMO KOpUCTUTH ,,pauyyH 110 MOJYIY" (3-eKBUBAIEHTHOCTH; TC €Tare JoKa3a
o3HayaBahemo ca .

I[TPUMEP 20. MoxaxuMmo aa je JIajOHHIOBA =; jeIHAKOCT pejlaluja eKBHBa-
JIeHLH]e.

Pegnexcusnociii

X(2) - X (2) ()
FYXIYX (2) = X(2) Vu,=u
+Vat(x = 1)

Tpan3uitiu6HoCiu

X (), X (1), X(2) + X (2) (ax)
X(z)= X(y),X(y) = X(2), X(z) F X(z) =1, X2
r=¢y,y =¢ 2, X(z)F X(z) V[ X]
T=p Y,y =2 = 2 Vi, =vu
V2tV (z =y = (Y =t 2 = T =4 2)) Yy X 3,=u X2
CumertipuuHocil

X(z) - X () (ax)
(1) (X (@) = X(2) = (X(y) = X(0)), X(2) = X(2), X(y) & X(2) =1 x2
(2) (X(2) = X(2)) = (X(y) = X(@)), X(y) F X(2) = X(a) v, (ax)
(X(2) = X(2)) = <X<7> = X(2)), X (y) F X(a) cut(1)(2)
(X(z) = X)X = 2" = (X(2) = X(2))], X () F X(2) 8
=y, X(y) - X(z) V[ X]
r=tyty=tz Vu,=u
FVaVyl(z =y = y = 7) ' Yy X 2,=u A
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ApuTMeTHKA Ipyror peaa

AputMmernka npyror pega, PAM, muoro cnaxuuja ox PA, jecte Teopuja
noruke apyror pena oapehere Tpojkom (Typey, £, Q), re je

- Typey = {w},

~ L ={(0,w),(S,w—w)},

~ Q={w, VU = Qlk>1}U{w —w|k>1}
AKCHOME apUTMETUKE APYroT pena cy

Va=(0 =, Sz) u VaVy*(Sz =, Sy =z =, y).

Y 0BOj TEOpHjHU CE BeOMa jeTHOCTABHO MOTY Ae(UHUCATH OCHOBHE OTIEpalIuje
U penaluje HaJ CKYIIoM mpupoauux opojesa. Cetumo ce popmyna Nat(z),
r <y, Add(z,y, z). OcraBmbaMo YnTaoly [a JedhUHUIIE MHOXKEEE OAro-
sapajyhom popmynom Mult(zx,y, ).

AKO yBeneMO KBaHTH(UKATOP ,,JIOCTOJU TAYHO jeJaH” Ha yoOuuajeH
naunH, Jlxrta(x) e da? (a(x)AVY (a(y) = = = ¥)), 7aK0 Ce MOXKe TOKA3ATH

PA™ F V2¥vy® (Nat(z) A Nat(y) = 312¢(Nat(z) A Add(z, v, 2))),
K40 U
PA™ F v2¥vy¥ (Nat(2) A Nat(y) = 312¢(Nat(z) A Mult(z,y, 2))).

Hammoh apurmertuke apyror peaa Hax PA crnegu u3 yurbeHHIE 1A je
PA" - PA, 6ynyhu na cy mokasuse cse akcuome Teopuje PA unje cy mpo-
MeHTBUBE ,,orpanudene” Ha Nat. Ha mpumep, y PA™ ce moxe noxasatv u
onrosapajyha gopma mpuHIUIIa TOTATHE MaTeMaTUUKe HHIYKUH]E:

PA™ - v X“~9((V2¥ (Nat(x) A Vy*(Nat(y) Ay < z = X(y)) =
= X(Sz))) = Vz*(Nat(z) = X(z)).

Beoma 3HavajHa je M YMIbEHUIA [1a CE Y aPUTMETULIM APYTOr Peaa MOTyY
neuHucaTH M pealiHu OpojeBu. To je U pas3nor mTo ce OHA HA3UBA U GHAIU-
3a. JemHa o yoOM4ajeHUX KOHCTPYKIIHja je momohy JlenekuHIoBuX mpeceka
(ctpana 134). Cetumo ce na je JleneKUHA0B MpeceK oUeTHH koMmaa o1 @, 1j.
ckyn A parmonanuux 6pojesa, A # 0, A # Q, Takasmaaxox € Auny < z,
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onga u y € A. InTyuTtHBHO, peanaH 6poj npuapyxeH JleaeKuHI0BOM Mpe-
CEKY ]€ 3aMPaBO HaJMAWE TOPHE OTPAHUUEHE TOT ITpeceka. MehyTum, oBae
HE MOXEMO CITPOBECTU YyOOUUajeHy KOHCTPYKIIU]Y KOja 3aXTeBa NeUHULU]|E
CKYITOBA LETUX U pAUMOHATIHUX OpOjeBa jep 3a TO TUIIOBU IPYLOT pera HUCY
TIOBOJBHU. AHAJIOTHA, &l U IUPEKTHU]A KOHCTpyKUHUja je moryha. Haume,
peanad 0poj MOXke OMTH PEMPE3CHTOBAH CKYIIOM ypeheHUX TPOJKU IPUPOI-
HuX 6pojesa (T1j. mpemukaToMm Tuna w® — Q). IMpeauxat X pernpeseHtyje
peanan 6poj « y crenehem unTyutuBHOM cmucny: X (k,/,n) ako u camo

aKo < «. Ilpeuusnuje, X UMa yIory HEMPa3HOT IMOYETHOT KOMaa

pannonaaHux 6pojesa (Bumetv popmyy Ini( X)) koju je orpaHuyeH 0103ro0
(Bumetn hopmyay Maj(X)) u koju je otBopeH (Bumetu hopmyny Open(X)).
HeomnxoaHo je pazmaTpaTu camo OTBOpeHe komaze na ou ouna o0e3dehena
JeTMHCTBEHOCT PErpe3eHTalIHje.

Y HapenHum ¢dopmynama, nmoapazymeBahemMo na cy CBe NMpPOMEHIbUBE
TUIIA W U Ja Cy orpaHnyeHe npeaukatoMm Nat, Te hemo kpahe mucatu VnF'
ymecto Vn? (Nat(n) = F), onnocno InF ymecto In“(Nat(n) A F).

Hajmpe je moTpeOHO u3pa3uTH HejeqHAKOCT Mehy panuroHaaHuM Opoje-
k—t¢ K =V
Huje Behu on

BUMa, T]. Ja pallMoHajaH Opoj . Huje temko
nohu no oaroeapajyhe popmye

Ord(k, 6,n, k' 00 ) (k-n/ +0 -n) < (K -n+0-n),

npu uemy je (k-n' + ¢ -n) < (kK" -n+¢-n') ckpahemwe 3a

VmVpVeVmNp'Vg' (Mult(k, n', m) A Mult(¢',n, p) A Add(m, p, q) A
AMult(k',n,m')y AMult(l,n/,p") ANAdd(m, 9, ¢) = ¢ < ¢).
Peanan 6poj je, naxme, npequkat X Tumna w® — (2, KOjU 3a0BObABA YCIIOB

dof JkHIn X (k, €,n) A Ini(X) A Maj(X) A Open(X),

Real(X)
npu yemy je Ini(X) dopmyna
VEVOIRNENYIN T (X (K, £,n) = (Ord(K', 0, n', k, £,n) = X (k' /,n))),

JIOK je
Maj(X) Y 3k303nVE VO (X (K, ¢, n') = Ord(K', 0, n/, k, £,n)), n
Open(X) = ~3k303Invk VYR (X (K, 0, ') & Ord(kK', &', n’, k, £,n)).
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Kako je mo3BosbeHa KBaHTU(HUKALMjA pPEATTHUM OpOjeBUMA, MOKEMO
TIOUETH Cd M3TPaThOoM aHanuse. byayhu ga He MOKEMO KBAHTU(UKOBATH
o dyuxmmiama u3 R y R, jep cy To objextn Tuma (w? — Q) — (w? — Q),
TEeopeMe THIIA ,,3a CBaKy QyHKIM]Y ... y Joruuu gpyror pena ouhe cxeme
Teopema (a He jeIHa Teopema), IITO U HUje HeKa cMeTwa. [lpocita wieopuja
Muiiosa, HApaBHO, Monymwana Henocratke PA'L jep je mossomena kBan-
TU(UKAITH]a ITO CBUM TUITOBUMA. AKCHOME Cy UCTE K40 aKCHOME apUTMETUKE
npyror pena, Va* (0 =, Sx) n Va¥Vy* (Sx =, Sy = = =, y).

CeMaHTHKA

Mogenu JTOTHMKe BUUIET pefla Cy YOMNIUTEHa MOJENA 3a MPEIUKATCKU
“pauyH nipBor pena. Mnak, ykpatko hemo U3M0KUTU OCHOBHE KOHILIEIITE.
Ilpamogen uexe noruxe Buwer pepa (Typey, £, Q) onpelyjy:
— 3a CBAKM THII ¢, TI0 JefaH cKyIr Dy, Ipu YeMy je:
- Do = {0, 1} (0 mpeacrasmba aaoic, 1 ipectaBiba uciiumy),
-D,_y C Dt? ‘ (ckym D? * je ckym cBUX (pyHKIMja ckyna Dy y ckyn Dy),
— 3a cpaku (¢, t) u3 £, o jenas enement ¢ u3 D;.

Hexu npamogen je @yn, yKOMUKO je Dy = DZ,) *, 34 IIPOU3BOJHHE TUIIOBE
t ut'. TlpumerrMo 1a cy ckyrnoBu Dy, t € Type, HEKOT IyHOT MIPaMoIena
MOTNYyHO olpeheHu 3agaBameM ckynoBa [y, t € Type,.

Banyaumja p ckyIy NpoOMEHJbUBUX Var:, 3a CBaKW THII ¢, TOJEbY]e ele-
MeHTe ckyrna [;. Ako je p Banyaumja u d € Dy, ca u(“{f) O3HAYaBAMO Bajy-
alln]y KOja CBUM IIPOMEHJbMBAMa J01e/bY]€ UCTE BPEIHOCTH Ka0 1 Baayaluja
/L, OCUM TIPOMEHIBUBO] =¥ K0joj momesbyje BpenHocT d. BpemHocT uspasa e
34 BATYaUHU]y (4 O3HAYaBaMo ca e|u]. JlebuHuumja je crangapaya:

— cu] =, ako (c,t) € L,

— (2" — w)[u] je pynxuuja xoja npecnukasa D; y Heku Dy (¢ je Tum
U3pasa u), mpu yemy cBakom d u3 Dy 1o1erbyje BpeqHOCT ]/ (“’j)],

- Lpl =0,

— (FAF)[p] =1akko Flu] = 1u F'lu] =1,
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—~ (FV F)u] =1akko Flu| =1 umu F'[u] =1,

— (F = F')[p| = 1 akxo Flp] = 0wnu F'[u] = 1,

— (V2'F)[u] = 1 akko F[u(fj)] = 1, 3a cBako d u3 Dy,
— (F2*F)[u) = 1 akko F[u("j)] =1, 3a nexo d u3 D;.

[Ipamozmen je mogen YKOIMKO 3a CBAKH M3pa3 € unju THII ¢ mpunaga Q u
3a CBAKY Bajyauujy p Baxu e[u] € D,. Mogen 3anoBosbasa Gopmyny F ako
3a CBaKy Bajyauwjy u Baxu Flu] = 1.

TEOPEMA TIOTITYHOCTHU. dopmyia je qoKasuBa ako U CaMO aKo je
3aJ0BOJbEHA Y CBUM MOJIETIUMA.
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MATEMATHUYKA AHAJIN3A

MHOT0 MaTeMaTUIKUX JUCITUIIIMHA UMA CBOJE KOPEHE y MpOoOIeMuMa ITo-
BE3aHUM Ca HAUMHMMA ITPEMEPABARbA PEATHOT CBETA TOCMATPAHOT Ka0 Mpo-
CTOp Koju je Eykmua onucao y CBOM UyBeHOM neny Enemenitiu. Jenax on Haj-
3HAYAJHUJUX 33JaTaka MaTeMaTHKe Ayro je OMo ycarjaliaBamke HaUMHA Ha
KOJU ITOCMATPaAMO CTBApU Koje Tpeda U3MEPUTH U HAaUMHA Ha KOJU CXBATaMO
OpojeBe, Tj. OHO yuMme Tpeba U3Pa3UTH pe3yjaTaTe Mepema. A Ipupoaa
j& HETIpecTaHO HyAWJa CBe BUIIE CTBApU Koje Tpebda MpeMepUTH: OOUM U
MTOBPIINHY KPyra, MOBPIIUHY M 3alIPEMUHY JIONITE, OP3UHE KPETamha HEKOT
Tena, Op3MHE 3ayCTaB/bamba Tela U Tako gajbe. U mopen omacHOCTH ma
nperepamo, pehn hemo ga cy matemMaTuuky aHanu3y (Kao U TeOMETPU]Y)
CTBOPHJIM UOBEK U NpUpoa y Mel)yCOOHOM OHOCY HAa3BAHOM MEPEFHe.

Jenan on mpBUX pe3ynTaTa MaTeMaTH4yKe aHAJIM3e cMaTpa ce ApxuMme-
IIOBO peIlewEe dpobrema Keagpaiiype iapaboie.

T ITPOBJIEM KBAJPATYPE ITAPABOJIE. [ata je
D C napabona y = 2 M KBagpaT uMja Cy TeMeHa
A(0,0), B(1,0), C(1,1), D(0,1). TTapa6omna nenu
kBaapat ABCD Ha gBe purype 4uje ce OBPIINHE
onuoce kao 1 : 2. Ipyrum peunMa, Tpeda nokasatu

Ja je mospiMHa gurype ,ucrnon” mnapaborne jen-
1

= HakKa —.
A B 3

ITospumna xBampata ABCD jegnaxa je 1 (MepHux jemmuuua). Axo je P
noepumnHa Gurype orpanuyene ayxuma AB u BC m genom nmyka nmapabone of
A no C, noBOJBHO je nokaszaTu ga je P = %

Hexa je n mpuponan 6poj Behu ox 1. Tlomenumo oncevak [0, 1] oce Ox Ha n jen-

naxux genosa: [0,2], [L,2] ... [ 1] Tauxama A; (1,0), 42 (2,0), ...,
A, (”T—l, 0). Ceaxu o oacedaxa AA1, A1 Ay, ..., An—1 B nma nyxuny —71; Han

CBAKUM OJ HbWX KOHCTPYMIIKUMO J1Ba TIPABOYTAOHMKA: OHUCAHU, YUje TOPHE IECHO
TeMe Npunaga napabonu, ¥ yiucanu, Yuje JIeBO TOPHE TeMe Ipuaga napadbomm.
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: 112
,,Bucnne ynucanux mpaBoyraoHuka jenHaxe ¢y peaom 0, ( %)

? 3
JIOK CY ,,BUCHHE® ONUCAHMX IPABOYTAOHUKA (%)2 : (%)2 N )2 1.

30up pp, NOBPUIMHA YIIHCAHUX PABOYraOHMKA J€ JefHAK:

1 1 /1\%2 1 /2)? 1 /n—=1\°
pp=—0+—-[— 4+ == +---+ =
n mn n n n n n

1 1 (n=1)n(2n—-1) 1
= i 12 22 . _ ]_ 2 = — _ = 3
n3 ( 204t (=) ) n3 6 3 2n  6n?’

IOK je 30up P, MOBpHIMHA OIMCAHUX IIPABOYTAOHUKA jeHAK:

1 /1N\%2 1 /2\% 1 /3\? 1 11 1
Po==—|-| +=-|=] +=-|= _|_...+_.1:_“:_+__+___2,
n n n n n n n 3 2n  6n

Ouurnenso je p, < P < P, 3a cBaku npupoaan 6poj n. Ha npumep,

66656667 66676667
00 = — 2220 100333283 < P < Piogon = ———— '~ (). 333383.
P100%0 = 546000000 ~ 10000 = 900000000
[TpumeTnMoO Aa 3a cBaky NpUpoOAaH Opoj 1 BaXu:
o 1,1 1,1 1
® — — | — N [ | — — | ==
n = Pn on  6n2 on  6m2 n’
1,1, 1] 1
. — p— — — —
2n  6n? 3 2n  6n?’
O S A S
n on  6n?2 " 2n  6m2 n’ atre,
1 1 .
|P — 5{ < —> 32 CBAKH NPHPOJIAH opoj n,
naje P ! JAN
er = —.
J 3 ,

202



Hanac oBakse npobneme petrapamo nomohy oapeheHor uHTErpaia Koju
je, y cyluTuHu, U cam Apxumen (oko 287-212 r. mpe H. €.) KOPHUCTHO.
Unak, na 6w 6uim ,,0TKPUBEHU ", HHTErpajiv he MmopaTu 1a cayekajy HbyrHa
(1643—-1727) u J1ajonuua (1646—1716). OBa aBa BeNMMKa MaTeMaTUYapa YBEIA
Cy y MaTeMaTUKy 1 u3Boje (nudepenuujaie) creapajyhu audepeHuujaaHo-
-MHTETPAJIHU PayyH KOJU je Jasbe omoryhno OypaH pa3Boj MaTeMaTHUKE U
OTBOPUO HechayheHe MOTYhHOCTH HeHe IPUMEHE Y (GU3UIIM U OCTATUM TIPU-
POAHUM HayKama.

Melytum, IbyTHOB 1 JIajoHUNOB PauyHx Moapa3zyMeBao je U paj ca opo-
jeBUMA KOJU Cy OUNU beckonauno manu. CTaB aa Cy, 3a pa3IUKy O U3BOAA U
VHTETDasa, UHQUHUTEESUMANE HeApUXeailibuee’, BpeMEHOM je NOoOUjao CBe
Buie npucranuna. He cxsarajyhu xako ,,0e30enH0 na pane ca MHGUHUTE-
3UMariaMa, MaTeMaTuJdapy cy Ouiy mpuHyheHn 1a CMUCIe HeKU Apyraunju
HAYWH U3TPAJIIbe BETUYaHCTBEHOT PauyHa (Tj. aHAIU3E).

Kaacuuna p€ajilHa MaTEMaATHIKA aHA/IN3a

[Touetkom XIX Beka, ckopo uctoBpeMeHno, bonuano (1781-1848) u
Kommu (1789-1857) enmumunucanu cy MHQUHUTE3UMATE YBOhEHEM IMOjMa
rpaHuyHe BpemHocTH. IbuxoBa mopyka je 6una: ,,Yumecitio o ungunuitie-
3UMANAMA PASMUULBATIIE O HUZ0BUMA CBE MAFUX U MAFUX 8CIUHUHA KOje Ce
dpudnuxicasajy Hya'.

o 20 100 |- 1000000 | -
1/n 0,170,010~ ]0,000001 -

OBa mopyka rocraje MOTO OTPOMHOT Opoja MaTeMaThuapa, Te SpaHudHu
dpoyecu 3aCHOBAHM Ha aKCMOMaMa KOMIUIETHO ypeheHOor mojba M HJaHac
NPEACTaBIbA]Y CYIUTUHY (KJIACUYHE PEAIHE) MATHeMATHUYKe AHANIUSE.

ITPUMEP 1. KAHTOPOBA KOHCTPYKIIMJA PEAJIHMX BPOJEBA. Bunenu
CMO Ja ce IpU Mepewmy Oy)XUHE NYjaroHalle JeAMHUYHOT KBaapaTa aoOuja HU3
paloOHaIHUX OpOjeBa KOJU MPeCTaB/ba]y MPUOIMKHE BPEAHOCTH CTBAPHOT PE3YII-
TaTa — IIPHU MPETIOCTABIM Ja CTBAPHU PE3YITAT MOCTOJU. AKO CTBApHM DPE3YII-
TAT O3HAYUMO ca d, Taja ce cBe GUHMUM U PUHUJUM MEPEeHEM J0Ja3U 0 HU3a
panroHanHux 6pojesa dj, do, ... KOjU cy cBe OoJbe U OOJbE anpokcumanyje oxn d.

311ITo cy CROjEBPEMEHO OUITM U: UPAYUOHATHU, HEZATTIUGHI VITA KOMINEKCHU OPOJEBU.
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Y ToM pmyxy, peanaH 0poj d je motmyHo oiapeheH jemuum Huzom (dy,) ,,cBe HOJBHX
u 6ospux” npubmmkaux BpeaHocTy u3 (). OBakxBo crame oamax Hamehe Buiue
UTakA.

1. Kaxo u3 ckyna QY cBux HU30Ba palMOHATHUX 6POjeBa M3IBOJUTH OHE HI30BE
KOjU MOTY TIPEJICTABIbATH ,,CBE O0Ibe 1 60oIbe™ PUONIIDKHE BPETHOCTU HEKE BEITUYH-
ne? Ha npuMep, MHTYUTHBHO je jacHo na vu3 (1,1;2,2;3,3;...;123,123,...) He
MOXe TIPEACTaB/bATH ,,CBE 00Jbe U O0sbe* IMPUONMKHE BPEIHOCTH HEKE BEJTUYMHE,
nox nus (0,1;0,12;0,123;0,1234,...) To MOxe.

2. Jla nu Heka 1Ba HU3A ,,CBe OOJBUX U 0OJBUX" MPUOIHKHUAX BPEIHOCTH MOT'Y
onpehuBatu vcry Benuuuny? Ha npumep, jeAHOCTABHO ce ,,BUAM Ja OM HU30BU
(0,1;0,123;0,12345,...) u (0,12;0,1234;0,123456,...) Tpebano ma ompehyjy
UCTY BEMYMHY, U TO OHY Kojy oapehyje v um3 (0,1;0,12;0,123;0,1234, .. .).

3. Kaxo u3Bogutu omepanuje ca anpokcumanrjama? Ha npumep, ako mepe-
HeM JBE IykK a 1 b nobujemo nuzose (a,) u (by), 1a 1 Taga MOXEMO CMaTPATH
ma Hu3 (an + by) = (a1 + by, a0 + b, ...) penpesenTyje OyXuHY IyXKH T0OUjeHy
HaJ0BE3UBAEM OYXU @ U b?

Hajemo oarosope.

1. CranHo no0obuIame MPUOIMXKXHUX BPEIHOCTH CE, IIOPEI OCTAJIOr, Orjieaa U
y TOMe [1a Ce WIAHOBM OAroBapajyher Husa () ca pamhemeM 1 CBE Mabe U Marhe
MeljyCOOHO Pa3NMKYjy, Tj. Ja je PA3NIUKa | Ly, — Tp| CBE Maba ¥ Marba Kaia ce 1m U
n cse Bulle nosehanajy. ITo Kowujy cy Ha3BaHU CBM HHU30BU Ca OBOM OCOOHMHOM.

Hus (2,) panmonannux 6pojesa je Kommjes yKoIMKO 3a CBAKM TIO3UTUBAH pa-
LIOHAJIaH OpOj € MOCTOJU NMPUPOAAH Opoj 7o, TAKO Ja C€ CBU YIAHOBM MHIEKCA
Beher Uiy JeTHAKOT 7, TJ. Gng, Gng+1, Cng+2, - - - MEDYCOOHO pasmukyjy Mame o €.
OB4j yCcIOB ce MOXe U OBAKO 3aIllUcaTu

Ve € QTang € NYm e NVn € N(m 2 ng An = ng = |2 — x| <€),

rie je ca Q1 o3HaueH CKyl CBUX MO3UTUBHMX PALMOHAIHUX OpojeBa.

Osznaummo ca C ckyn csrx Koumjesux Hu3oBa. YKOmMko ¢y (an) u (by) Ko-
ILMjeBU HU30BH, MOXE Ce IToka3aTu aa cy KoimjeBn u HU30BU (ayp, + by ), (an - by)
(—an) 1 (a7"), mpy uemy je

b

1
~ D 07
anl _ O an #
0, a,=0.

Cpaxu KOHCTaHTaH nu3 (¢, 4, q, - . .), ¢ € @, je Komnujes.
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2. JIpa KomujeBa HM3a, OJHOCHO ABa HU3A ,,cBE OOJbUX U OOJBUX™ IIPHOIKHIX
BpenHocTH, (a,) u (by,) Mory na Gymy pe3ynraTd (OBa HE3aBHCHA) Mepema jefHe
VICTE BeJIMYMHE YKOIMKO je pasiuka |a, — b,| cBe Mama u Mama ca nosehamem
MHIEKCA M.

(an) ~ (bn) & Ve € Qt3ng € Nvn € N(n = ng = |an — by| < €).

Mosxe ce mokazaTH Jia pelalinja ~ uclywana cieneha Tpu crojcrpa:

* (an) = (an),

o (an) = (bn) = (bn) = (an),

o (an) = (bn) A (bn) =~ (cn) = (an) = (cn),

Kao ¥ J1a c€ A CJIAXE Ca OCHOBHUM OllepalyjaMa HaJ paUMOHATIHUM OpojeBUMa:

® (an) = (cn) A (bn) = (dn) = (an + bn) & (Cn + dn),

® (an) ~ (cn) A (bn) = (dn) = (an - br) = (¢ - dn),

o (an) = (cn) = (—an) = (—cp) n

o (an) = (cn) = (a3™) = (7).

Cae oBe 0cobuHe Hac 10BoJE 10 crneaehe uneje: aro je (xy,) Kowujes nus gobujen
Meperbem HeKe GeNUYUre Yuja je CiieapHa 6peqrociii T, OHga Wiy CIBApHY 6PegHOCIHE
T Modtce pefpeseniosatiu u buno koju gpyeu Kowwjee nuz xoju je y perayuju ~ ca
(xy). Opyrum peunma, 3a cBaxu (2,) u3 C, ckyn {(ry,) | (r) ~ (x,)} npencrasipba
CTBApHY BpPEOHOCT oArOBapajyhe MepeHe BemdyuMHE. AKO 0Baj CKyI O3HAYMMO

ca pP(g,), OHAA { Plzn) | (Tn) € C} NIPEOCTaB/ba CKYIl CBUX CTBAPHUX BPEOHOCTU
BEJIMYMHA, T]. CKYIIl CBUX peaHux OpojeBsa.

3. Vexyny Re = { Plan) | (Tn) € C} pauynamo Ha cnenehy HaunH:

def def def
Plzn) © Plyn) = Plantyn)r Plen) @ Plyn) = Pleayn)r ~ Plen) = P(—zn)-

Axo ca 0 u 1 penom osznaunmo koucrautre nusose (0,0,...) u (1,1,...), onna
crpykrypa (Re, @, ©, po, p1), IPENCTABIbA jeIHO TIOJbE, IIPY YEMY j€ 32 O(z,) 7 L0
(1j. (zn) # 0), P(z,) © P(z1) = P1-

Jo6ujeHo moJbe MOXKEMO YPEIUTH PEAlN]jOM <

o

ef

T

Plzn) = Plyn) & (Tn) =~ (yn)V3e € QT 3ng € NVn € N(n 2= ng = ypn—2n = €).

Jla cMO 3a1CTa Ha OBaj HAYMH KOHCTPYMCAM peajHe 6pojeBe, ONpaBaaBa YMHEeH-
na aa je (Re, <, 9, ®, po, p1) kominedro ypeheno iiome (BUmeTn crpady 136). A
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I'panuyna BpeAHOCT HU3A

ITPUMEP 2. KoHIIENT IpaHUYHMX BPEIHOCTH j€ TOCTa0 Op30 omuiTe npuxsaheH,
Oyayhu 1a je npeacTaBibao ,,0pyxje’ Koje je MaTeMaThuyapruma oMoryhuso u nooeity
HaJT ,,u3pas3uma’ o0aukKa

(%) 1+1+1+1+1+
2 4 8 16 ’
T3B. OECKOHAYHUM penoBuMa. JIOK je TeOMETpHjCKa MHTYUIIM]A JaCHO YKa3uBaja

na Beckonayan 36up (%) ,,Mopa“ na Oyie jeaHax 2,

0 2
1 + L 4 2wy
2 4 8
TAYKHULE ,, - - < Cy 0Ba] 30Mp YMHMIE OUTHO PAa3IMUUTHUM O HEKOT KOHAYHOT 30upa:

3axTeBalie Cy J0JaBame HOBUX OpojeBa OeCKOHAYHO MHOTO nyTa. bopba, y K0joj
cy matematuyapu (dax u Ojnep) decto 6unu nobeheHu, okoHYaHA je YBOhHemeM
TPaHMYHKX BPEIHOCTH y Clieaein MUCAOHHM OKBHpP: aKO OHMCMO 3aIloyeNd UCTyba-
Bake HEMOTYher 3aJaTka — JoJaBarme 30Mpy HOBOT cabupka OECKOHAYHO MHOIO
nyTta — goduhemo mehypesynrare:

1 7 1 1 1 1
+i:—,...,l+—+—+--- — =2

1 3
4 2 4 2n an’

1+ - = 1
+2 5 +

DN | =

Jlaxie, yKONMKO BepyjeMo Aa je 36up (%) jenHak 2, npumehyjemMo Ja cMo 1ocle

JomaBama n + 1-or cabupka HAUMHWIM TPELIKY JeAHaKy o Kapa n mocraje cBe

. 1 :
Behe, Opoj 2" ce Muoro Buie nmopehaea, 10K on II0CTaje BeoMa Maju. 3alpaso,
camMoO Tpeba oa 3aMHUCIMMO A0BOBHO BEJHMKO 7, Ja OWCMO YUYMHHIM a Opoj on

Oyne npon3BosbHO Masin. Y XIX Beky oBakBe CTBAPH Cy CE 3aNMCUBAIE OTIPUINKE
OBaKoO: y 30upy ca n + 1 cabupaka cTaBUMO [1a je n = 00, TaJa je JieBa CTpaHa 30up

0o + 1 cabupaka, a kako je co + 1 = 0o, gobujamo 36up (¥). C apyre crpane,
JlecHa cTpasa je 2 — o0 = 2 — % = 2 — 0 = 2, unme je ,,qokazaHo™ aa je 30up
jenuak 2. HapaBHO na M3IOXEHU ,,TOKa3™ Huje MPUXBAT/HBUB W3 MHOTO pAa3liora,
aym 1006po OACIMKABA UHTYUTUBHY NPEACTABY O TPAHUYHUM ITPOLECHMA.
MoryhHOCT aa rpelky npy cabupamy MOKXEMO YYUHUTU KOITUKO XxoheMo Ma-
JIOM, HApAaBHO y3 YCJIOB Ja UMaMoO CTPIJbEHma 32 JOBOJbAH OpoOj Kopaka, najia je

cMHCA0 u3pasuma oosmka (%) u gosena g0 AeUHMIM]E TPAHUIHMX BPEAHOCTH. A\
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JIEGUHWLIMIA TPAHUYHE BPEJIHOCTH HU3A. Hus (z,,) Tesxu 6pojy £ (1j.

¢ je TpaHMYHA BPETHOCT OBOT HU3a), y o3HaIw lim x, = ¢, ako je pasmuxa
N—=00

|z, — ¢| Gpouseomro mana, 3a qoosHO GeUKO N, Tj. 34 3a0AT IO3UTUBAH
Opoj € MoxxeMo Hahu mpupoan 6poj 1y Takas Ja je [T, — ¢| < €, 3a CBaKo
n Behe 011 WU JeTHAKO 7.

: def

lim z, =£ € (Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)(n =ng = |z, — £ <¢)

n—oo

. o1 : .
N3 ApxumegoBOT CBOJCTBA IUPEKTHO ciiedu aa je lim — = 0, 1j. ma je
n—oo 7,
1

Tn = —, n € N, Huz cee marux u maroux senuuuna Koje ce apubIUNCABA]Y
n

Hyau. BaxHO je TOMEHYTH [1a je ApXHMMEIOBO CBOJCTBO 3aIlpaBO €KBHUBA-

nentHo popmynu lim — = 0. ITojam rpaHuyUHe BpeIHOCTH HaM oMoryhasa

) n—oo N, .
U 1a ,,10jauamo’ KaHTOpOBO CBOJCTBO.

KAHTOPOBA TEOPEMA. AXO ¢y (@, by, n € N, 3aTBOpeHr unTEpBAIH
TaKBH [1a je

[a1,b1] D lag, ba] D -+ D [ak, by] D [aky1, brya] D -+

u lim (b, — a,) = 0, Taga @iocimioju jegurciisen peanat 6poj T KOjU MpUIIaia

N—00

CBUM OBMM OJCEYLMMA, OJHOCHO X € [dg,b,], 3a cBaKkK mpupomgan 6poj n

(tj. z € () [an, bs]). OpuTomje lim a, = lim b, = =.
neN n—-+oo n—-00

['pannynHy mpotiec, Tj. onepanyja lim Kxoja ce npuMermyje Ha HU30BE pe-
n—oo
alTHUX OpojeBa, JIeTo ce ,,cnaxe” ca anredapckum ornepanujama u ypehemem
peantHux Opojena:

e akoje lim a, = awu lim b, = b, onpa je lim (a, +b,) =a £ b,
Nn—o0 n—oo n—oo

e akoje lim a, = awu lim b, = b, onna je lim (a, - b,) = a- b,
n-—oo

n—0oo n—oo

e ako je lim a, = a, lim b, = bu a, < b, 32 cBAKO N TOYEB O]l HEKOT

n—00 n—ao0

ng, onaa je a < b, utm.

KontienT rpandyHe BpeIHOCTU MPOIIUPEH HA peasHe PyHKIMje OMOTY-
huo je crpory nedbUHUIIN]Y HedpeKugHux (KOHTUHYUPaHux) gyukyuja.

207



Henpekugnoct

ITPUMEP 3. VY nonenebak, TAYHO y 9 4acoBa YOBEK je [T04Ye0, yTabaHOM CTa30M,
J1a ce TIekbe 1a IUTAHUHCKY BPX, ¥ OCBOJHO ra je TauHo y 18 yacosa. IIposeo je Hoh Ha
mwemy. CyTpanaH, oret y 9 yacosa, oueo je Aa Cujla3u, UCTOM CTa3oM, U OHO je Ha
IIOJIHOXK]Y TauHO y 18 yacoBa. JIoKaXMMO [1a je aJIIIuHUCTA y OApeheHOM TPEHYTKY,
00a JaHa y UCTO BpeMe, OMO Ha MCTOj HaIMOPCKO] BUCHHU.

Crneneha Mucao MoXe a HaM Cyrepuile OATOBOP: 3aMUCIHMO Ja Je APYror
ITdaHa APYTY allMHUCTA TIOYEO Ja Ce Nekhe YTBPHEHOM CTa30M Ha BpX, ¥ TPEHYTKY
K4Ja je IpBY II0Yeo Aa CHUIa3, Tj. TauHo y 9 yacoBa. Kako mpBu cunasu a Apyru
ce mewme, 000juIa UCTOM CTa30M, OHHU ce y oJipel)eHOM TPeHYTKY MOpajy CPECTH, Tj.
y UCTO BpeMe OUTH Ha MCTO] HaIMOPCKO] BUCUHHU.

Henpexuana nmunuja l, xoja oaro- A
Bapa NMyTamy AJIMMMHUCTE IIPBOT JaHa,
a xoja craja Tauky (9, momHoOXKje) ca
taukom (18, Bpx), Mopa cehu Taxo-
he venpexuany gunyujy Il xoja oaro-
Bapa NyTaby aJMIMHUCTE PYTOT JaHa,
Koja craja Tauky (9,BpX) ca TAYKOM h

(18, nmogHoxje). JAN 900 1800

IT

Pelueme 3a/1aTka U3 NPETXOAHOT IIPUMEPA MOXKEMO MPedhOpPMYITHUCATH Y
TEOPEMY MaTeEMAaTUIKE aHaITU3E.

TEOPEMA. Axocy f: R — R

ng : R — R nBe mempekunte V1 :
(byHkimje, TakBe na3a au b, a < b,
BaXU
Fa) < gla) n £(b) > g(b),
Taja MoCcToju ¢ usMmehy a u b, Tj. . : -

a < ¢ < b,tako maje f(c) = g(c).

MHTYUTHUBHO, TPETXOAHO TBPhEmE je TTOTIIYHO jaCHO — OAlll KA0 ¥ YHbE-
HUIIA 4 HEKy MpaBy mopa cehu cBaka HempeKuaHA JUHHM]a KOJOM CITajaMo
TauKy C jJe[lHe CTpaHe Te ITpaBe ca TAYKOM KOja je ca IbeHe Ipyre CTpaHe.

HMako mocToju Beoma pa3BUjeHAa MHTYWLIMja Be3aHa 3a T0jaM Hedpe-
KUGHOCTHU W HU3 ,,OUWTIIEAHO JACHUX' OCOOMHA HENPEKUIHUX (YHKIH]a,
HEOIXO/HA je CcTpora Ae(MHMIMja OBOT KOoHUeNTa. [0 oBe meMHHULIHM]E
MIOBEJIA J€ aHaJIM3a CYIPOTHOT Ipoleca — npolueca (Ipe)Kugama.
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ITPUMEP 4. IllTta ce newaBa MPUIIMKOM KUOaka OOMYHE T'YMHMIE KOja ce
KOPHUCTH Y AoMahinHCTBY?

a B

Jenan wen geo B xoju je 610 ,,61M3ak™ Tauku @ mocne npexkuaa (Taj aeo caaa
o3HaunMMo ca B') He namasu ce Bue ,,61u3y“ Tauke a’ (HOBM NONOXAj Tauke a).
Jlakie, Mpekun y Ta4Ku ¢ je TakaB norahaj koa kora je Hexu aeo B durype, koju je
panuje 6uo 6aM3aK Tauky a (nmrucahemo B ~ a), mocTao Aajiexk HOBOM IONIokajy @
Tauke a (B’ # a'). JAN

Herauuja ocobune umaimiu dpexkug y auku o JOBENA je 10 AeUHULM]e
Koja neiipexugHocii Heke pyuxumje f : X — Y y iliauku a BUIK K40 CBOJCTBO
na ce cBaku neo B ox X koju je Omusaxk Tauku a (1. B ~ a) HaKOH
NpeciMKaBarba 3ay3uMa nojoxaj B’ 6muszak Tauku @’ = f(a) (15. B ~ a').
Hpyrum peunma: pynkuuja f: X — Y je HempekuaHa y TAYKH @ aKO ce 3a
T Koje ce ,,Mallo pasiMkyje on a, BpeaHoctu f(z) u f(a) takobe ,,Manmo*
pa3NuKyjy JeaHa O ApYTe.

JAEOUHULINIA. Dynkumja f @ D — R je neipexugrna y wwauku a w3 D,
aKO 34 NIPOM3BOJbAH MTO3UTUBAH OPO] € MOCTOJU MMO3UTUBAH 6POj §, TaKO 14
3a OUITO KOje = KOje je Ol ¢ YAa/beHO 3a Makbe OJ1 0, oaroBapajyhie BpemHocTH
f(z)u f(a) ynamene cy MeflycoBHO Makbe 01 £, OMHOCHO 3a CBAKH MTO3UTHBAH
Opoj £, MocToju Mo3UTUBaH 6poj 4, Takas 1aa je |f(x) — f(a)| < €, 3a cBe oHe
r u3 D 3a xoje Baxu |z — a| < . ®yukumja f : D — R je netpexugna (na
CBOM JIOMEHY) YKOJIMKO j€ HeMpeKUIHA Y CBAKO] TauKu U3 D.

OBako BuheHa HEMPEKUIHOCT, MOXKE [1a CE OTUILIE MPOIIHPUBAKEM ITOjMA
TpaHUYHE BPEIHOCTH HU30BA.

JEOVHWLIMIA TPAHUYHE BPEJHOCTHU ®YHKLMWIE. Tauka a € R je
Tauka HaroMunaBama ckyna D (D C R) ako 3a cBaku mo3uTuBaH Opoj €
ckyn (a —=,a+¢) N D caapxu 6ap jour jefiHy TaYKy pasiuuuTy on a. Heka
je f : D — R dyHkMja peanHe NPOMEHIBUBE U O WHAYKA HAZOMUNABAILA
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wenoé gomena D, Oyuxumja [ uma Spanuuny eépegrocii vy aumec Ly

TAuku ¢, y o3Hau lim f(x) = L, ako 34 CBaKu MO3UTHBAH OPOj £ MOCTOJU
J—a

nosuTuBaH 6poj d Takas aa je |f(z) — L| < €, 3a cBe one = u3 D 3a Koje je

r#an|r—al <.

lim f(z)— LE (Ve> 0)(35> 0)(Vz € D)(0<

r—a’

r—al< = |f(r)—-L|<¢)

Oyukumja f : D — R je neipexugna y wiauku a cBor gjoMeHa L) axo

noctoju lim f(x) u lim f(z) = f(a).
T=—a r—a

CnoGoaHuje peyeHo, y TAUKH a Cy HeIpeKuaHe oHe gpyukimje [ : 1) — IR
KO KOjUX je a TaukKa HaroMuiaaBarba JoMeHa [ M KOje MOTY Jia 3aMeHe
MECTO, KOMyTUpajy, ca lim: ,, lim f(z) = f(lim.r) = f(a) “. Henpekune

r—a T—Q J=Q

¢byHKLIM]e ce ,,cTaKY" ¥ ca TPAHUYHHUM BPEAHOCTUMA HU30BA.

TEOPEMA. Axo je ¢pyukimja f : D — I\ HenpekuaHa y Taukd o U

axo je (a,) HM3 enemeHaTa momeHa D takaB ga je lim a, — «, oHia je
nN-—0C

lim f(a,) = f(a).

TL—0Q

JloxaxuMo caa BeoMa 3HauyajHy OCOOMHY HEMPEKUAHUX PYHKIIM]a, urja
je jemHOoCTaBHA Moclequla TeopeMa Koja je ,,00jalmaBaia” CycpeT aliu-
HUCTA U3 YBOAHOT MpUMEpA.

TEOPEMA. Axo je f : [a,b] — R HenpexkumHa (GyHKIMja TakBa [a Cy
fla)wn f(b) pazmuuuror 3Haka (f(a) - f(b) < 0), Tama pyHkumja f uMa Hymy
y untepsany (a, b), 1j. mocroju ¢ u3 (a, b) Taxso na je f(c) = 0.

Jloxa3. be3 ryOmerma ONIUITOCTH MOXEMO TIPeTnocTaBuTH aa je f(a) < O u

f(b) > 0.
. b—a : : G/ ey

Heka je ¢ = — Axo je f(c) # 0, onpa je f(c) > 0 mmm je f(c) < 0,
Ia Ha KpajeBUMa jeIHOT OJ1 HHTepBaa [a, c| unu [c, b] dynkuuja f uma BpeanocTy
Pa3IMYUTOLl 3HAKA; O3HAYMMO Taj HHTEPBaI ca [a1, by] (axo je f(¢) > 0, craBmamo
najea; = auby = c,aycnyuajypaje f(c) < 0,onmajea; = cuby = b). Y cBakom

. . op . , b] — ]

cnyuajyje f(a;) < 0w f(by) > 0. Tlpoliec HaCTaB/LAMO AaJbe: aKO je ) = T
tana je f(c1) = 0 win dynkumja f Ha KpajeBUMa jeAHOT OJ MHTEpBana [aj. ¢1] nau
[¢1.b1] MMa BpeAHOCTH PA3NIMYMTOr 3HAKA; Taj UHTepBan o3Haunhemo ca [as, bol. . .

CBakako WM y HEKOM Kopaky nooujamo ¢ u3 [a, b] na je f(¢) = 0 unm nobujamo
HM3 YMETHYTHX MHTepBana [a,b] D [a1,bi] D -+ D [an,by] D -+ unje nyxune

YTauxa Haromunasama ckyna D Moxe, aiu He MOpa, TIpUIIAnaTH cKyny D.
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b—a _ b—a b—a
2 T 92 << on
TOPOBO] TEOPEMH, TIOCTOJH JEIHHCTBEHA TayKa ¢ KOja NMpUnana CBUM MHTEpBAIUMa

< -+ TeXe HyNIH. Y Apyrom ciyuajy, npeva KaH-

nob6ujeHor nuza. KpajeBu oBux uHTepBana obpasyjy asa nusa (a,) u (b,) Taxsa
naje flan,) < 0mu f(by) >0, n € N, u lim a, = lim b, = ¢. Ha ocuoy
n—o00

n—oc
CBOJCTAaBa FPAHUYHMX BPEAHOCTH W aedHHMIIN]e HENMPEKUAHOCTH A06MjaMo Ja je
lim f(an,) = f(¢) <0wu lim f(b,) = f(c) = 0. Haxue, f(c) = 0. C
H—00 Te - X0

Kaacuuan audepeHnujanHo-uHTErpajiHy payyH

[TojaM rpaHuyYHe BpeAHOCTH (PYHKIIM]a Ce JOCTA pa3BHO 3aXBajby]yhu u
MOKYIIajuMa Ja C€ OMUINY pasHe nojaBe y ¢usuuu. Tako, Teopuja rpaHU-
YHUX BPEIHOCTH j€ NMOCTaa IIaBHU OKBUD 32 AEPHUHUCHELE TOJMOBA KAO IHTO
Cy flpenyiiHa Op3una, WpeHYmiHo Yop3arbe U pa3He Ipyre OpP3UHE MPOMEHa.

ITPUMEP 5. Heka ce MaTepujanna Ttauka Kpehe MpaBOJMHHU]CKH IIO 3aKOHY

s = f(t), Tj. HeKa ce y TPeHYTKY t Hala3u Ha pacTojawy $ = f(t) oa moueTHoOr

nonoxaja. Cpemba Op3ulia y BpeMEHCKOM HHTEPBAAY [to, to + At] jecTe KONMHUHHUK

npoMeHe (TpupauTaja) nyTa koju npehe rauka v oarosapajyher npupaiiraja Bpe-
fto + At) — f(to)

At '

BPEIHOCT KOMMYHMKA NpeheHor nyTa ¥ NpOTEKNOr BpeMeHa, Kaia IPOTEKIIO BpeMe

TEXHW HYIH,

MeHa, Vs = TpenyTHa Op3uHa y TPEHYTKY fo je IpaHuYHa

. fto+ At) — f(to)
Yo = AI%:IEU At '

Tpeba npuMeTuTH 12, HaKo je TpeHyTHa Op3MHA ,,JIOKAIHA® KapaKTepPUCTHKa (jep ce
OJIHOCH Ha ojpeheHH TpenyTax) Npy keHOM JehHUHUCAIBY Ce MOAPA3YyMeBa KPETAH:E¢
Y HEKOM BPEMEHCKOM MHTEPBay KOJH CaApXU oAroBapajyhu TpeHyTak.

Ha noTnyHo cIMuaH HaYMH ce AeUHHILIE M [10jam TaHredTe (crpaa 38). A

IIpy MOTNyHO] aHANOTHM ca AePUHMUUJOM Y MPETXOJHOM TPUMEDPY
YBOJIM C€ MOjaM M3BOJa Yy TAYKH MPOU3BOJbHE peajiHe PyHKIH]e.

JIEOMHVLIMIA. Heka je f : D — R u x( eneMeHT 1oMeHa TAaKaB Ja je
(x9—9, 2o+0) C D, 3aHeko mosutusHo 0. PyHkumja f je gugepenyujabuina
(Zhaifika) y WavKku Ty aKO MOCTOJU TPAHWYHA BPEAHOCT

lim flao + Aw) — f(xo)
Aa—+0 Azx

AXO ITOCTOjH, OBY I'PAHUYHY BPEAHOCT HA3UBAMO U360¢ QyHKIM]e [ y TaUKH
To ¥ 03HayaBamo ca f'(xp).
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[TPUMEP 6. Akoje f : R — R, f(z) = 222, u3

2z + Ax)? — 212
lim (20 + ) 0 — lim
Ac—0 Ax Ax—0 Ax
= i 4 201) = 4x
A:}-m-o( To + 24z) 0

212 + dxoAx + 2(Az)? — 22}

nvamo ja je f'(.rg) = 4, 3a cBaKH peanan 6poj . A

ApXUMENOBO pellee podiema Keagpamype dapabojie TAPEKTHO HAC
BOaM 10 neduHULmM]e oapeheHor uHTerpana Heke pynkumje [ : [a,b] — R.

TY y = f(z)

. | . : | : : ) i
1B EIE : 1 0 : T
b3 ) W S S S S o - & —>
IO —=a o :E] L LC‘Z o T3 C :'E4 (S 375 C :Eﬁ « ‘/]:7 [= :l"R = 1)9 = b
Sl L (S84 (| (5 56 Q7 oH (R4}
ITogena ll onceuka |a, b] (@ < b) je koHawaH ckyn Tauaka { o, y,. .. ,. Ty}

TakaBAajea = To < T < ... < T, = b; Il = (2o, 21, ..., ).

Hapameinap dogene 11 = (xq,x1,...,2,), y o3naum d(1I), jecTe HajBe-
him enement ckyna {Axy, Axy, ..., Az, }, npu uemy je Azr; = x; — x4,
i=1,...,n; d(II) = max{Axry, Azs, ..., Az, }.

Ilogena ogceuxa |a, b] ca osnauenum wauxama je nap (I1, Z), npu uemy je
I = (zg.r1,...,7,) nogena oxcedyka |a,b] u = ypehena n-Topka
(&1,&0, ..., &) TakBa na &; € [ry_y, 23,1 =1,...,mn.

Axo je f:|a, bl — R narta dpynkunja, onna ce 364p

o(f3(1,2) = 3 £(€)Aw

Ha3uBa uHilielpaina cyma GyHkumje f Koja OAroBapa mojeny ca O3HAYEHHM
raukama (11, =).
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JIEOVHULIMIA. Heka je f : [a,b] — R 3anara pynkumja. Peaman 6poj /
je ogpehenu uniniezpan gynxyuje f na [a,b] ako 3a cBaku NMO3UTHBAH 6DPO]j €
MOCTOjM MO3UTUBAH Op0j § TAKAB J1a 3@ CBAKY ITOENY Ca O3HAUEHUM TauKama
(IT, =), onceuka [a, b], 3a kojy je d(IT) < ¢, Baxu | — o(f; (I1.Z))| < e.

Mebunuumja oapehenor unterpana I ¢dyukuuje f Ha omceuky 'a, b 3a-

nucyje ce u Ha crnenehu HaunH [ = (l{i[m o(f;(I1,=2)). Bpoj I, ako mocroju,
d(T1)—0 |

3aBHCH caMo of bhyHKuMje [ U ojceuka |a, b] u o3HauaBa ce ca

= / ' fla)de

3a ¢puxcupany QyHkUHjy [ neduHUIeMo npecinkaBamwe Ly @ P — R umju
je moMeH ckyn P CBHUX Iojena ca O3HAYeHUM Tauykama Ha cieaehu HauuH
I,(I1,Z) = o(f; (I1,2)). Aakre, paau ce 0 rpAHUYHO] BPEAHOCTU DYHKIIHM]jE
T¢. O KakBOM JHMeECy Je OBe pedy Ouhe Onmxe 00JallIlEHO Y HapeIHOM
ome/bky. MHaue, oBa BpcTa 1uMeca ce Moxe 3a00uhi y cnydajy HempeKugHUX
dbyHKLH]a, T]. pEIaTUBHO 14KO C€ MOTY IUPEKTHO onpehuBatu onpehenu
UHTErpajii HEMPEKUAHUX DyHKIIM]A.
TEOPEMA. Hexka je f HenpexuaHa GpyHKuMja Ha onceuky [a, b]. Tana je

Lbf'(m)dx i b‘@Zf( b“‘”).

Y Be3u ca opeheHNM HHTErpaIoM MOMEHUMO U TO JIa C€ OH KOPUCTH 3a
MPELU3HO U CTPOTO IeUHUCAE MOJMOBA KA0 IITO CY HOSpWUHA W 3aiipe-
MUHA.

Naxko cy neduHuLIMje M3BOA M MHTErpajia Ha IPBH TIOTJIE] CACBUM pa-
3MUUUTE (U pa3IMUUTO MOTHBUCAHE), PEY je O ABa BeoMa OMCKa KOHLENTA.

TEOPEMA. Axo je f : |a,b] — R HenpexkuaHa GyHKuuja u

- / f(6)dt, x € [a,b],

onma je F''(z) = f(x), 3a cBako x u3 (a,b).
TEOPEMA. HYTH-JIAJBHULIOBA ®OPMVJIA. Ako je f @ [a.b] — R
HenpekuaHa yukuuja u F''(z) = f(x), 3a cBako x u3 (a,b), oHna je

[ F(t)dt = F(b) - Fla).
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I'pannyne BpeiHOCTH 110 PUIITEPY

PasmoTpuMo Haj3aa caMuHOCTU Mel)y TOMEHYTUM BpcTaMa IpaHHYHHUX
BPEAHOCTH (HU30BA, pealHUX (yHKIIMja peasHe MPOMEHIbUBE U HHTETPAJI-
HUX CyMa).

YV pedVHULIMM TPaHUYHE BPEIHOCTH HU3a peanHux 6pojea f : N — R
KJbYUHY YJIOT'Y Cy UMaJlM ciieaehu noacKynoBu JoMeHa GpyHKuuje f:

B..={n,4+c)"N|neN}={{nn+1,n+2,...} | ne€ N},
Oyayhu na je
nhn% fo=t0 (Ve>0)(3U € B,.,)(Yn e U)|f, — ¥ < =
CnuuHo, U3 AePUHHUIM]jE TpaHUYHE BPEAHOCTH (QYyHKLHM]jE BHIU CE J1a CY

O/ BEJIMKOT 3Hauaja OKOJIMHE TauyKe U3 KOJUX je HCKJbYueHa caMa Ta Tauka.
Taxo, ako f : D — R, D C R, a je Tauka HaroMunaBamwa ckyna D u

B = {((a = 0,a)U(a,a+d))D | 4§ >0},
Taja je

lim f(z) =L & (Ve > 0)(3U € Byun)(Vr € U)|f(z) = L| <&
Beh cmo nmomenynu na rpaHuuHa BpenHocT ¢yHkuuje Z¢ 1 P — R, npu
yemy je f @ [a,b) — R u P ckyn cBUX MoOJeNa ca O3HAYEHHUM TauKaMa
uHTepBana |a, b|, naje onpehenn unrterpan. Heka je

Bini = {Bys | 5> 0},

npu yemy je Bs cKyIl CBUX mofena ca o3Hayenum taukama (I1, =) 3a xoje je
d(IT) < 4. Tana je

' :](l]%n )If(H,E) & (Ve > 0)(3U € Biy) (VILZ) € U)|1(I1,2)—1| < &.
d -
OBe CIUYHOCTH Cy paz3yor 3a yBohemwe MojMa EpaHuuHe epeqgHoctiu Ho
oasu. Haume, axo je B 6uno xoju on ckynosa By, Brun, Bint Tana je:
1. B Henpa3aH CKyIl HEKMX TOJICKYITOBa IoMeHa oaroBapajyhe pyHkimje,

2. 3a cBaxa jBa ckyna U n V u3 B nocroju ckyn W takobe usz B Takas 1a je
Wwccuounv.
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Kaxemo na cy Bz, Byun, Bint peniom 6aze y N, D, P. CgojerBa 1 1 2
aepuHUIy 643y Ha OUITO KOM CKyITy.

JE®PUHULIMIA. Heka je f : X — R nmata dyuxuuja u B 6aza y X.
Peanan 6poj L je rpannyHa BpeaHocT ¢pyHkuuje f : X — R mo 6asu B, y
O3HAlHU lién f(x) = A, ako 3a cBaKM MMO3UTUBAH OPOj € NOCTOjM eneMeHT U

6aze BB, TakaB na je | f(r) — A| < =, 3a cBako ' u3 U. JIOTHYKMUM CHMOO.TMMA
3aMHCaHO

liépf(w) =A & Ve>0)(3AU € B)(Vz € U)|f(z) — Al < e.

Hecranpapana anaiausa

HecrannapaHa ananusa Huje 3aceOHa oOnact MmaTeMaTuke, Beh mpe cBera
TEXHHKA KOja UMa MHOTOOPOjHE MTPUMEHE Y BETUKOM OpOjy APYTrUx 00JacTu
(y MaTeMaTH4KO] aHAJTU3U, TEOPUjU BepoBaTHOhe, EKOHOMU]U, MATEMATH-
4KO] pU3NLM, OECKOHAYHO] KOMOMHATOPUIM UTA.). CBOJEBpPEMEHO, Kajaa je
OTKPHUBEHA, HECTAHAp/IHA aHANU3a j€ Hajuernhe mpeacTaB/baHa Kao U3HE-
Hahyjyhe pelierwe CTapor, U Kako ce AYyro BEpoBajo HEPEILUBOT, Ipodiema
JTIOTMYKOT 3aCHUBAWKA ,,MHOUHUTE3UMAIIHE MeTOone " y aHanmu3u. MehyTum,
OHa je nmocTaja MHOTO BHIIE O/ TyKe peopmynauuje Pauyna. BaxxHOCT oBe
TEXHUKE OTIIE/Ia Ce MPBEHCTBEHO y TOME IUTO Hajyelhe HyAu jefHOCTaBHU]E U
UHTYUTHUBHH]E CarjieIaBabEe BEMUKOT Opoja MOJMOBA U METO/1d Y TOMEHYTHUM
00J1acTUMA.

HecrannapaHy ananuzy je ctBopuo AOpaxaM POOMHCOH, penaTUBHO
ckopo (1961. ronune), xopuctehu crape uneje, npe ceera, 'otdpuga Jlaj-
OHuma. OCHOBHA ujeja IPU OBOM 3aCHUBAY ]j€ JOOpPO MO3HATA Yy Ma-
TeMATULHM: yBOhewe Hosux (,ugearHux*) eneMeHaTa y UWbY TMOJeOHOCTA-
B/bEIbA HEKE TEOPHje O M3BECHUM MaTeMaTH4YKUM oOjektuma. [ledunuimja
HEMpeKUIHOCTH (hyHKIM]Ee KO]y omoryhaBa HecTaHAapaHa aHallkM3a MHOTO
60Jbe U3paxkcaBa Hallly MHTYUTUBHY MpeAcTaBy: GyHKIMja f je HEMpeKUIHa y
TAYKH ¢ aKo ce BpenHocTH f(c) u f(¢') ,,Mano® pasnukyjy jemHa om apyre 3a
cBako ¢ ,,0mncko® 6pojy c. Hanme, HecTaHIapiHa aHATIM3a OTKIIamka HEBOJbE
KOje CMO MMaJjIi ca CTPYKTYPOM peaHUX OpOjeBd He MOTABIIM Ha 3a10BO-
JbaBajyhy HauMH Ja AePUHHUILIEMO penauuje ,,0uTH OIM3aK™ UM ,,Majlo ce
pa3MKOBATH, jep HUKOja IBa peasiHa Opoja HUCY HOBOJbHO Onncka. OBae,
0B&j MpoOJIeM MPEeBA3UIa3UMO MPOIIMPUBALEM CKyNa peamHux opojeBa. Ce-
TUMO C€ Ja CMO CIIMYHO IMOCTYIA/IM MPU OTKIIawabky ,Telikoha® Koje cMo
uMaiu ca ckynosuMa 6pojesa IN, Z Q.
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XuneppeaJsina npasa

VBemheMo jenan HOB ckym OpojeBa, KOJU MOPE peaTHUX CaJIpKHU U Oec-
KOHAYHO Masle U OECKOHAYHO Benuke OpojeBe. bpojeBu OBOT CKyIa Ha3UBA]Y
ce xuiieppeannu bpojesu. CKkyn xuneppeasHux OpojeBa o3HayaBaMmo ca IR
1 KoHcTpyMilemo (meduHuIlieMO) Ta roMohy ckyrna peaqHux OpojeBa IR,
CJIMYHO Kao ITO cKyn R KOHCTpyuIieMo noMohy palMoHATHUX OpojeBa.
KoHcTpykumjy hemo U30UTH Ha Kpajy oBor onesbka. [lpe Tora, ucrahu
hemo cBOjCTBa XHIeppeallHUX OpojeBa Koja Cy HaM MOTpeOHa 3a ,,padyyH.
YocranoM, Ha UCTH HAauWH C€ y LIKOJaMa YMO3HAJeMO M ca CTPYKTYpPOM
peaaHux OpojeBa.

NHpUHUTE3UMATHI MHKPOCKOII

9
HeraTusnu _2—€  24e To3uTHBHH
-— — _ . i1
OecKOHauHH Kownaunu 6pojesn | HeckonauHu
Opojen _9-10 1 6pojesu
! .‘
_1 —EQE ) 1
£ .‘ £
w21 -1+ 13 1y

beckonauuu reseckon

Kpyr npencrasmpa ,,MHOPUHUTEZUMATHU MUKPOCKON KOJH J€ JOBOJBHO
MohaH ga HaM ToKa)xe OECKOHAYHO MaJie ieIoBe XUuneppeanHe npape. Ckyn
R je pacyt Mely xonaunum OpojeBuma. [leo xumeppeallHe NMpaBe KOju
caapxu OecKkoHauHe OpojeBe MOKEMO BUJIETH ,,06CKOHAYHUM TEIEeCKOTIOM .

Caku peanat 6poj je ememenT ckyna R (R C *R), anu ckyn "R uma
U ApYIux enemeHaTta (Koju HUCY pealHu OpojeBH). Bbpoj € je beckonauno
Manu Wi uH(uHuitiesumana, yKOauko je —a < € < a, 3a CBaKU MO3UTH-
BaH pea1aH Opoj a. JenuHu peanaH Opoj Koju je MHPUHUTE3UMAIA je ().
ITocToje Tpu BpcTe MHGUHUTE3MMAaNa y *R: MO3UTHBHE, HETATUBHE U HYJIA.
Manum (MHAEKCHPAaHUM) TPYKHUM CITOBUMA €, 0, ...O3HauaBaheMo wH(pH-
Hutesumare. Ilocrojame MHPUHUTE3MMATIA, T]. OECKOHAYHO MajHux Opo-
jeBa, UMa 3a MOCAEAUIY TOCTOjalbe U OECKOHAUHO BEJIMKUX XMIIEPPEaTTHUX
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OpojeBa. AKO je £ TO3UTUBHA UH(UHUTE3UMAITA, TaJa jeé —E HEraTHBHA WUH-
(pUHATE3UMANA, allU Je — OeckoHauar aosutduean 6poj, Tj. xuieppeaian Opoj
£

gehu 0g ceako2 peannoé 6poja, NOK je —— OECKOHAYAH HeZamiusan 0poj, Tj.
€

Xuieppeanan Opoj maru 0g ceakos peano opoja. XUneppeasHd OpojeBU

KOJU HUCY OECKOHAYHU HA3UBAJY C€ KOIAYHU XUlleppeainu bpojesu.

LlesoxynaH padyH ca xurneppeaiHuM OpojeBUMa je 3aCHOBAH ca TpHU
OCHOBHA MPUHLHMIA KOJU MOBE3Y]Y peaslHE U XUIeppeaHe OpojeBe: MpHH-
LIUI €KCTEeH3Uje (MPOLIMpPEha), MPUHLMI TpaHcdepa (MpeHoca) U MPHUHIIMIT
CTAHIAPAHOT JIena.

TIpuHUMD eKkCcTeH3uje

(a) Ckyn peanHux OpojeBa je MOACKYIT CKyIa XuIeppeanHux 6pojesa,
OIHOCHO peaHa Mpasa je Ae0 XUMeppeaiHe npase.

(6) Ypehemwe ckyna xuneppealTHux OpojeBa je Mpolpemhe yoOudajeHOT
ypehewa < ckyna R.

(B) IlocTtoju xuneppeanad 6poj Behin of HyJle U MamU Ol CBAKOT MO-
3UTUBHOT peajHor Opoja. JdpyruM pednma, nocToju 0ap jeaHa MO3UTHUBHA
MH(DUHUTE3UMATIA, [Ta TTOCTOjE€ U XUTIEPPEATHH OPOJEBU KOJU HUCY peasHu!

(r) OcHosxe onepauuje ckyna *R cy cabupame (+) U MHOXemE () U
3a/10BOJbABA]y CBa alrebapcka CBojcTBa orepanuja + u - ckyna R.4

(1) Csakoj peanmHoj (QyHKUM]H peaniHe nmpomenmbuBe f : D — R,
D C R, onrosapa xuneppeansa ¢pyukmuja *f : *D — *R, 3a Heku ckym * D,
D c *D C *R. ®yukuumjy *f 3sahemo idpupogna excitiensuja (IpOUIMPEHE)
GyHkuuje f, a pasnor 3a To HaBelheMo KacHHUje.

ITpuHuun Tpancdepa. CBe ocobuHe UcKkazaHe GopMyaMa NpBOT peaa
U KOje BaXe 3a peasiHe OpojeBe Baxe U 3a XxumeppeaiHe OpojeBe. Tako,
oarosapajyha crpyktypa Han ckynoMm *R oOpa3syje jenHo ypeheHo morwe,
ooaylie HeapxuMmencko. Taxobe, cBU yclnoBu KojuM je onpeheHa medu-
HUCAHOCT HEKOT pEeaHOT M3pa3a Mpe/ICTaBsba]y yCloBE 3a AEPUHUCAHOCT

“TTomenyTe onepalnuje NpUMEEHE Ha peajlHe OPOjEBE CBOJIE CE HA YOOHUA]EHO cabupaIbe
1 MHOXEHE.
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oJiroBapajyhux xuneppeanHux uspasa. Ha npumep, 3a mpou3BosbHE XHITEp-
peasiHe OpOjeBe ' U Y BAXU:

ety =Y+,
o (1 —y)? =2 =2y + 1,

€ro
® 13pa3s 0 HUje JepHUHHUCAH,

I 1
eakoje( <z <y,onHmajel < — < —,
y

o sinur +cos’x =1,

e ako je r > 0uy > 0, onpa je log,(ry) = log, « + log, y uTa.

[Mpema npuHUMny TpaHcdepa caenu Aa cBaka peanHa (QyHKIU)a H HbeHa
MPUPOIHA €KCTEH3M]a UMAjy MCTE BPEMHOCTH Kaja ce IpUMEHe Ha peasiHe
OpojeBe, WITO je Pasior 3a HA3WB ,,IPUPOJIHA EKCTEH3Uja“, alu U 32 H30-
craBbame * kao npedpukca. Ha npumep, ymecto *sine, *v/xr + ¢ (4 cn.)
nucahemo jeqHOCTaBHO sin e, v/ + €, ocTaB/bajyhu 1a apryMeHTH Ha Koje
ce MpUMeYje PYHKUHM]A OLPEIE 1A JIU Je ped O ,,00M4YHO]" peanHo] QyHKLH]H
WU H€HOJ PUPOJIHO] eKCTeH3UJU. [TpuHImn TpaHcdepa je KOPUCTaH U MpU
pauyHamwy ca UH(pUHUTe3uManama. Tako, nonasehu ox Heke HHPUHUTEIH-
Maje -, MOXeMO J00OUTH joul DECKOHAYHO MHOTO MHpUHUTe3uMana. Ha
puMep, £ je MO3UTHBHA MHPUHUTE3MMANTA Mama o €, 0 < 2 < &, mTo
eV pemMa npMHLIMITY TpaHcedepa jep je 0 < 72 < x, 32 cBakH peanaH 6poj
x usmehy O u 1. EBo iom HEKUX MHpuHUTE3UMANa (y pactyheM nmopeTky

. s < < . .
ako je = > 0): =3, ¢2 00" 73¢,100z + /e. Takohe, 106MjaMO U HEraTUBHE
MHGUHUTE3UMATIE KAO LITO Cy — 5, —£2, . . . , A7IM U MHOT€ IPYTe XUIEPPEaTTHE

: , 5 2
opojese: 1+ /e, (10 — €)%, =, ...
€
Hexa npaBuia pauyHamwa ca xuneppeainum Opojesuma. Heka cy ¢, 0
NIPOU3BOJbHE MHPUHUTE3UMAITE, b M ¢ KOHAYHU XUTIEpPCATHU OpOjeBUH KOjU
HUCY UHpUHUTe3uMane, H u K OecKOHAYHU XUIEppeaaHH OpPOJEBH U 17
MPOU3BOJbAH IPUPOIAH OPO].

(1) CynporHau OpojeBu (2) Peuunpoyne BpeaHOCTH
—£ ] MHPUHUTE3UMATA; Axkojee # 0, . je 6eckoHauaH;
—b je koHaYaH b J€ KOHAaYaH;

U HUJ€ MH(PUHUTEINUMANIA; Y HUje THOUHUTE3UMATIA,
—H je 6eckoHauaH. ﬁ je HH(YHUTE3UMATA.
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(3) 3oup (4) ITpousBon

€ + 0 je TH(pUHUTE3UMANA; £ - 0 Je THPUHUTE3NMAIIA;
b + € je KOHAaUaH £ - b je MHbUHUTE3UMATTA;

U HU]€ HHPUHHUTE3UMAJIA;
b + ¢ je KOHaYaH b - ¢ je KoHaYaH

(MOX1a U MHQUHUTE3UMANA); U HUje MTHQUHUTE3NMANA,
H + zu H + b cy beckoHauHU. H - bwu H - K cy beckOHAYHH.
(5) KonnuHuk (6) Kopen
£ € .
o ey WH(DUHUTE3UMATTE, Axko je e > 0,
) 4

V€ je MHpUHUTE3UMANTA;
b . . WA -
- je KOHauyaH ako je b > 0, v/b je koHauaH U
-
1 HUje UH(UHUTE3NMAIA; HU]e UHDUHUTE3UMAA,

b H H : oSTT -
-, —H 7 cy beckonaunu (¢ # 0). akoje H > 0, v H je OeckoHauaH.
g €

ITpumeTuMO 1a HUCY maTa MpaBuiia 3a cienehe moryhHocTH: ;5 (xo-

JUYHUK [BE UHPUHUTE3UMAIE), % (konmuuHUK aBa OeckoHayHa Opoja),

¢ - H (npou3Box muHGUHUTE3UMATIE 1 OecKOHAYHOT Opoja) u H + A (30up
aBa OeckoHayHna 6poja). Haume, mpu cBakoj og 0BUX MOTYRHOCTH MOXEMO
M00UTH UHPUHUTE3UMANTY, KOHAYaH OpOj KOju HHUje UHPUHUTE3UMANa WU

Heku OeckoHauaH Opoj, 3aBUCHO on u3bopa 6pojesa <, 9, H u A. Eso,
2

-2

Ha TIPUMEP, TPH CACBUM pa3iUuYUTA KOJMUYHUKA IBE WHPUHUTEIUMAIIE: —
: : 3 . : .
je uHuHUTE3UMANa (jeaHaka €), — KoHauaH 0poj (jeqHak 1) KOju HUje UH-
€
€ . .
uanTesumana, — je 6eckonauan 6poj.
€

CBako 0J1 HaBeIEHUX MpaBuiIa je U MHTYUTUBHO jacHo. Ha mpumep, ako
je € “HUHUTE3MMAaNa a4 @ KOHAa4yaH 0poj, Taja je a - € UHPUHUTE3UMATIA —
NOBPIIMHA ,,06CKOHAYHO TAHKOT " MPaBOYraoHUKAa je OECKOHAYHO MaJIA.

Taxkobe, n3 UCcKyCTaBa 3HaAMO [a je PEeLMIPOYHa BPEIHOCT Malor 6poja
BENMKA, 14 Je TPUPOIHO [ je 3a MHpuHUTe3uMany £ # (), 6poj — 6eckoHadaH
O0poj. Hu cTpor 1oka3 HUje TexXak: 3a CBAKU MO3UTUBAH peaﬂ5H Opoj 1, 4KO
je € Mo3uTHBHA MH(UHUTE3UMANA, oHAa je 0 < ¢ < e ofakIe cleny aa je

1. :
r < —; Jakje, — je Behu oI cBakor Mo3uTUBHOT peajiHoT Opoja.
€ € ‘

219



Huje Teko goka3aTty ga Baxe cnenaeha npasuna o ypehemwy xureppean-
HUX OpOjeBa.

(a) CBaku xurieppeaysiaH Opoj Koju ce Hallazu nu3mehy nse nHPUHUTEIH-
MaJie j¢ MHpUHUTE3UMa1a.

(0) CBaxu xurieppeanaH 6poj Kkoju je u3Mely aBa KOHAYHa XUIEppeaIHa
Opoja je KoHa4YaH.

(B) CBaku xuneppeaaH 0poj Behu o1 HEKOT TO3UTUBHOT OECKOHAYHOT
Opoja je MO3UTHBAH DecKOHayYaH 6poj.

(r) CBaku xureppeanaH 0poj MamwU O/l HEKOT HETATUBHOT DECKOHAYHOT
Opoja je HeraTuBaH OecKOHauYaH Opo].

Joka3u cy 3aucra jeqHoctaBHU. Ha npumep, qokaxumo (B). Ako je H
no3uTUBaH OeckoHauaH Opoju H < K, tama jer < H < K, 3a cBaku
peanaH 0poj 7, ma je u r < K, 1e je K OeckOHa4YaH MO3UTUBAH OPO].

BaxkHa penmanuja Ha ckyny *R je penmauuja ,,0eckOHa4yHO OMHUCKO™ ~o.
JIBa xuneppeanHa 6poja b u ¢ cy becxonauno 6iaucka, y o3Hauu b = c,
AKO je BUXOBa pa3nuka b — ¢ uHpuHuTe3umMana. Ha npumep, ako je b
MPOU3BOJbAH XUIEppeanaH Opoj U £ MHPUHUTE3UMANA, Taaa je & ~ (),
b ~ b+ =z, uta. Jlako ce gokasyje na je & penalidja €KBUBAJIEHIHMjE HA
ckyny “IR. Taxobe, ako je a =~ b u a je uHdUHHUTE3UMANA (KOHAYaH,
b6eckoHayaH Opoj), oHna je U b uHPUHUTE3MMATa (KOHaYaH, OeCKOHAYAH
0poj). ITomeHnMo U 1a 3a cBaka ABa peanHa 6poja a v b U3 a ~ b cnenu Ja
jea =0b.

IIpunumn cranpapanor aeaa. CBaku KOHAYaH XUneppeanaH 0poj je dec-
KOHAYHO OJIM3aK Ta4HO JeIHOM pealHOM 0pojy. AKO je b KoHauaH xuneppe-
anaH Opoj, JeIMHCTBEH peajaH Opoj KOju je OeCKOHAYHO OIIM3aK OBOM OpOjy
o3HauaBamo ca st(b) u HazuBamo ra cimangapgar geo on b. BeckoHaunu
XUIlEppeaHu OPOjeBM HEMA]Y CTAHIapAaH A€0.

N3 npetxoaHe nedUHULIM]E AUPEKTHO CIEOM [a je 3a CBAKU KOHAYaH
xuneppeanas 0poj b,

e st(b) peanau 6poj,
o b = st(b) + ¢, 3a Hexy HHPUHUTEIUMATTY €,

o b = st(b), ykomuko je b peanan 6poj.
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ITpaBuia pauyHamwa cranaapaHor aenaa. Heka cy a u b koHaYHH XUTEp-
peallHu OpojeBd U N npupoaan 6poj. Tana je

(1) st(—a) = —st(a); (2) st(a + b) = st(a) + st(b);

(3) st(a — b) =st(a) —st(b); (4) st(a-b) =st(a) - st(b);
st ,

(5) st (%) = zTEZ§’ st(b) # 0; (6) st(a™) = (st(a))™;

(7) st (/a) = Ust(a),a =2 0; (8) a<b = st(a) < st(h).

Kao uiycrpaumjy, nokaszahemo jeanakoct (4). IlpermocraBumo aa je
r=stla)us =st(b). Tamajea =7r+:ub= s+ 0, 3a Heke UHPUHHU-
Teaumane ¢ u 0, na je ab = (r +&)(s + 0) = rs + rd + s + €0, ogaKIe je
st(ab) = st(rs + rd + sz +d) = rs = st(a) st(b).

Y ckyny *R nocebHo ce u3aBajajy xunepuend OpojeBH KOJU MPeacTaB-
Jba]y NMPOIUMPEHE CKYIa Lenux 6pojeBa. CKymn XUTNEPLETHX OpojeBa CalpiKH
yoOuuajeHe (KOHauHe) 1iefie OpojeBe, ald U OeCKOHAYHE TTO3UTHUBHE U He-
TaTUBHE XUTepLese OpojeBe. XUMEpUETU OpOjeBU 33/I0BObaBa]y UCTE alire-
Oapcke 3aKOHE Kao U 11eJIM OPOjeBH U pacropeheru cy 1yx 1esne XurneppeaiHe
npase.

_______________ —4-3-2-10 134 2.2)"
1.1
—H-1 —H+1 —l B
—H H~1 H H+l / - (H H)
(H—1.H—1)

Ckyn xurnepiieanx 6pojeBa je ckyI ciiuka GyHKIH]E yeo geo ca TOMEHOM
“R. Axo je = Hexu xuneppeanaH 6poj, [x| je Hajsehu xumepueo 6poj ¥y
TakaB aa je y < . [Ipema npuHuuny TpaHcdepa, cCBaku XUreppeanaH 0poj
r Hanasu ce usMehy nBa xumnepuena 6poja: |[x] < z < [z] + 1. Takobe,
30Mp, pa3nukKa, MPOU3BO/I XUIEPLIETHUX OpojeBa je Xxumnepueo 0poj. JeaHo on
HajBAXHUJUX TBphHewa je 1a ce 3a CBaku MO3UTUBAH OECKOHAYAH XUMEPLEO
opoj H cBaxu Hu3 (a, )<y = (a1,aq,...,ay) XuneppealHux 6pojesa, y
onpeheHOM cMUCTy, TOHAIA KAa0 0OMYaH KOHAYAH HU3 PeaIHMX OpojeBa; Ha
TIPUMED, C8AKU 08AKAS HU3 UMA HAjeehU U 11ajMArbU eAeMEHTE UT]L.
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Henpekuanocr

Kaxemo ma je pyHkumja f nelipexugra y TAUKY € KO je 33 CBAKU XUIIEppe-
anan 6poj x (u3 * D) GeckoHaYHO ONM3aK TauyKM ¢, f(2) GECKOHAYHO BIUCKO
opojy f(¢), 1. = =~ ¢ = f(r) ~ f(c). NUnu exBUBANIEHTHO, 33 CBAKY WH-
dunuTesumany € Baxu st( f(c+<c)) = f(c). Ilpema ocobuHama pyHkimje st,
U3 HENPEKUIHOCTH QyHKLIM]e [ Y TAUKH ¢ CJIEIN U HETIPEKUIHOCT QYyHKIIU]ja

v F) - g(e) 2 F(2) — g(a), 5 — £(2) - g(x), @ géfi i
r— {/f(x) (f(c) > 0)y Tauku c.

TEOPEMA. Hexa je f peanHa ¢yHKIIMja HEMPEKUIHA Y CBAKO] TAYKU
34TBOpPEHOr MHTepBana |a, b, Taksa ma ¢y f(a) u f(b) pasnuuuTor 3HaKa.
Tana pynkuumja f uma Hyny y uarepsainy (a, b), Tj. moctoju ¢ u3 (a, b) TakBo
naje f(c) =0,

Hokasz. Ipernocrasumo ja je f(a) < 0 < f(b). Heka je H nexku 6eckonayan
nosuTHBaH xunepueo 6poj. [omenumo *[a, b] va H nopunrepsana jeqnakux, ui-

. b—
(GUHMTEINMATINX, Jy)KUHA § = a.
la,a + 0], [a+d,a+26],...,[a+ (K —1)d,a+ KJ|,...,[a+ (H —1)4,b).
AN
f(b)
TN
fla)f . a+[&’5/l+(1\’+1)(5

[TprMernmo aa 3a cBaku xuneppeanaH 06poj x, a < x < b MOCTOJH jeIMHCTBEN
xunepueo 6poj L, 1 < L < H,takaBnajea+ (L — 1)d < & < a+ LJ. Heka je
a + K0 najseha nogeona tauka taxsa ga je f(a + Kd) < 0. Tasa je

fla+ Ko6) <0< fla+ (K +1)0).

Kako je f HenpexkuaHa y cBakoj Tauku u3 [a, b], umamo f(a+K0) ~ f(a+(A +1)d),
na je f(a + Kod) ~ 0. Ako craBumo ga je ¢ = st(a + KJ), nobujamo na je
J(e) =st(f(a+ Kd)) = 0. []
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KoHncTpykuuja xuneppeajnux opojeBa

Koncrpykuuja ckyna IR mocra moaceha Ha KOHCTPYKIIM]Y CKyMa pe-
anHux OpojeBa nomohy KoluMjeBUX HM30Ba palMOHAIHUX OpojeBa. OBora
nyta nohu hemo ox R™, ckyna cBux Hm3oBa peamHmx GpojeBa M CleaHMTH
MOMEHYTY cTpateru]y. [lonazak of1 ceux Huzoea peainux 6pojesa npeacTaBba
JeHy BeoMa OUTHY pa3iuKy u3Melly KOHCTPYKIHM]je peaTHUX ¥ KOHCTPYKIIHje
xurieppeaHux 6pojaBe. HauMme, mpu KOHCTPYKUH]U pealHUX OpojeBa y3eTu
cy y 003up camo Kowujesu nu3o6u, 10K ¢y on0av4eHU CBU HU30BU PallMOHAIT-
HUX OpojeBa KOJH HEMA]Y ,,[TIPUCTOJHO’ ACUMITITOTCKO ITOHAIIIATHE.

Ha RN nedunncahemo jenuy penaimjy exBuBaieHLHje ~ 1 TOCMATPaTH
CKYIOBE 0(z,) = {(T'n) | ('r"n) ~ (777!)} Ckyn {Q(:r,,,) | (SF”«) < ]R]N}
HazBaheMo cKyrmoM xumeppeaHux OpojeBa W o3HauyuTH ra ca *R. Pamu
JETHOCTABHUJET MHCAaa CKYIT CBUX HU30BA KOJU Cy Y pelalljyd ~ ca HEKUM
buKcupaHuM HU3OM (.17,) YMECTO ca Q,,) Kpalie hemo o3HauaBatu ca ().

Onepanuje Ha ckyny “R nedrnuiemo, kao ¥ paHuje, Mo KOOPAHHATAMA!

(Tr) @ (WUn) = (Tn + Yn), (Tn) © (Yn) = (Tn - Yn), S(2n) = <_5"'M>-

Ipyu ueMy -+, -, — O3HauaBajy cTaHJapaHe omepallnje CKyIa peaaHux Opo-
jeBa. HapaBHo, xxemumo na ckyn *IR caapxku peasiHe Opojese, ajld U BUIIIE, J1a
HaJ "R usrpagumo cTpykTypy koja he y ogpeheHom cMucny npommpuBaTu
CTPYKTYpy peanHux OpojeBa. PeanHe Opojese y *R he onpehuBatu KoH-
CTAHTHHU HM30BH, Tj. peasiaH Opoj a nAeHTUUKYjeMO ca (a, a, . . .) — CKYIIOM
KOjU je oapeheH KOHCTAHTHUM HU30M pealHuXx OpojeBa. HapaBno, ma Ou
HaM npeciuKaBame a — (a,a,...) MpeHeno peaiHe 6pojese y *R mopa 1a
Oyae u 1—1 u carnacHo ca oarosapajyhum onepaiujama.
CTpYKTypy KOJy KEIMMO J1a U3rPAIUMO

(R, @, 0,0,(0,0,...),(1,1,...))

no0po hemo anrebapcku ,,0praHU30BATH TaKO Ja oHa Oyle rnoswe. Takole,
TpyauheMo ce U 1a OBO HOBO IOJbE JIMHEAPHO YPEAUMO MOPETKOM KOJH C€
CllaXke ca yBelIeHMM orepauujama. Kpajwby nuib je, nakie, aa 100HjCMO
ypehero nosbe Hag *R. Ocraje jowr ga ce gedunuiie penaunja ~. Ho, npe
cBake AePUHHIM]E, HEKOTMKO peuu o ,,(puno3opuju’ Koja ce KpHje usa me
J€ YBEK KOPUCHO.

Kama cmo mpaBuiiv peasive 6pojeBe O pAMOHATHHUX, JEAMHO CMO XKENEIH
Ia yBeJIeMO TpaHUYHE BPEAHOCTH 32 CBE ,,IPUPOAHO KOHBEPTE€HTHE HU30BE.
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[TomTo cy rpaHUYHE BpeAHOCTH OMIIE CBE LUITO HAC 3aHMMa, Mehy KomnjeBum
HU30BHMa pallMOHAIHUX OpojeBa CMO UACHTU()UKOBAIIM CBE HU30BE KOJH CY
UMalyd MCTY FPpaHUYHY BpeaHocT. Ilpu TOM, HUKaKBa Maxwa HUje OHIa
nocsehena Gpsunu kousepreHumje. Tako cy, Ha npumep, Hu3osH (+) u (-5)
WIEHTU(UKOBAHM ca UCTUM pealHuM 6pojem*!, ca 0, Mako OBHM HM30BH KOH-
Beprupajy ka 0 pasnmuuutuM Op3uHama. HapegHa Tabnuua uinycTpyje Halile
,.AHTYUTUBHO® yBepeHE Aa HU3 (n—lz) opoce Texu ka 0 o1 HA3a (%)

n | 10 100 1000

10,1 /0,01 0,001

110,01 | 0,0001 | 0,000001

Mpw xouctpykuuin *R ox R (1j. on RM) tpynuhemo ce 1a HoBH eremMeHTH

,,KOJIUPajy"“ He caMo rpaHuue Hu3oBa Beh U muxoBe Op3uHe. [la OucMo
OBO MOCTHIIM Majio heMO MPOMEHUTH CTpATeryjy U MOKYIIATH Aa WICHTH-
bukyjemo wTo je Moryhe Mame HU30Ba. Mlako TpuBHjaIHA UIeHTU(DHKAIIH]A
(jeHakoCT 1o KoopauHaTaMa) — (2,,) ~ (yn) aKKO I',, = ¥y, 3a CBAKH 7 — Haj-
BHUIIIE OJITOBapa yIPaBO MOMEHYTOM 3aXTEBY, OHA HE OJIrOBapa HaIIO] KebH
Jla CTPYKTYpa KOjy I'paguMo uma ,,noope‘‘ anrebapcke ocooune. Ha npumep,
TPUBH]ATHOM UAECHTUDUKALIM]OM AOOUIN OUCMO CTPYKTYpY Ca MpPaBUM JI¢-
nmwouuma wuyne: (a,) = (1,0,1,0,1,0,...) u (b,) = (0,1,0,1,0.1,...)
6unu 6u pasmwurtu ox 0, Tj. ox (0,0,...), a ®wUXoB npousBox jeaHax 0,
(a,) - (b,) = 0. daxne, penauuja ~ Tpeda:ao 6u na Oyae 6ap TOMMKO ,jaka‘
J1a u3derHeMo mpobneM npaBux Aenuaana HyJe.

HcnocraBma ce ga oBaj npobJieM pelaBaMo C1ab/bebeM TPUBHJATHE
WIEHTH(pUKALK]E, T]. pelalydjoM Yuja je ,,MAHTYUTHBHA" neuHUIM]a

(1) ~ (yn) akko {n € N | r, = y,} je 6eauxu cxynm.

[Moneny moackynoBa ox IN Ha geiuke u Mane MATEMATUYKH U3PAKABAMO
npecnukaBatbeM /. : P(IN) — {0, 1} koje uma cneneha cojcrsa:
(1) u(N) =1,
(ii) p(A) = 0, 3a cBaxu xkonayan noackyn A ox IN,
(iii) (AU B) = u(A) + u(B), 3a cBaka aBa AUCjyHKTHA roackyna A u B
o IN.

U1y =0y = P00y =0, (5) & ()
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JemHO OBaKBO MpECIMKaBarmbe HAa3UBAMO MepoM Jep MMa CBOJCTBA CIAWYHA
MepaMa Ha KOje CMO HABHKJIM, OCHM IITO OBOT ITyTa Mepe He U3pakaBaMo
OpojeBuma Beh peunma geauxo (1) u mano (0). Jlakne, BeIUKMM MOJI-
ckynosuma og IN cmarpamo oHe udja je mepa 1. Ha npumep, mopen ckymna
IN, BeTUKM Ccy CBM CKYNOBHM YMjH Cy KOMIUIEMEHTH KOHAauHH. BaxHo je
NPUMETUTH jaa je cBaku moackynm A ox IN Benmuku WM je HeroB KOMIle-
MEHT BEJIMKH, U HUKAKO TO HUCY 0Da. 3aToO Ha mpuUMep, caMo jedaH On
ckyrosa 2IN = {0,2,4,6,...} u 2N+ 1 = {1,3,5,...} Moxe OMTHU BETUKHU;
o nebUHHULIHA]E MEPE 3aBUCH KOJH.

OBoM mpUIMKOM HeheMO eKCIUTMLUTHO AePUHUCATH MEpY jep HaM TO
Hehe OUTH HEONTXOAHO. JEAHOCTABHO, Y 1a/beM TEKCTY heMo moapa3ymeBaTu
jenHy dukcupany mepy . MHade, mocTojalkbe OBakBe Mepe, TJ. MOIYhHOCT
na ce aepunMIIe jeiHa oBakBa (PpyHKIM]a, 00e30ehyje akcruoma uzbopa. OBy
BPCTY HETIPE3UITHOCTH HaM JI03BOJbaBa UMbeHULIA J1a hie cTpyKType Xuneppe-
amHUX OpojeBa HACTaje Ol Pa3IMUUTHX MEpa UMaTH UCTE KJbYYHE OCOONHE
U Ja OBe OCOOMHE crene U3 (KJbyUHMX) 0cOOMHA OUTo Koje mepe. JenHy on
TUX OCOOMHA Mepe cMO Beh TOMEHYIIH:

e 3a cBaku moackyn A ox IN, win je u(A) = 1 umn je u(IN\ A) = 1, u
HUKAKO 004a.

Cnenehe Tpu ocoOMHE Cy JeAHOCTAaBHE MOCNIEIULE MOJA3HUX OCOOMHA
mepe. Haume, 3a Oumo koja nBa noackyna A u B ox IN:

eakoje pu(A) =1up(B) =1,ounajeun u(ANB) = 1 (mpecek BENUKUX
CKYITOBA ]€ BETUKH CKYI);

e ako je u(A) = 1lu A C B, onna je u u(B) = 1 (Haackynm BETUKOT
CKYIIa j€ BENUKH);

e axo je (AU B) = 1, onna je u(A) = 1 wmm u(B) = 1 (ako je yHuja
JIBa CKYyIIa BEJIMKHU CKYI, OHAA je Oap jefaH O/l ’bUX BEITUKH).

Caja MOXEMO TIPEIM3HO IehUHUCATH PeNaLujy ~.

(x,) ~ (yn) axxko p({n € N |z, =y,}) = 1.

Penauuja ~ je penaumja ekBusaneHuuje. Osnaxa (z,) ~ (y,) 4ecTo ce
uuTa ,,(L,) je jeaHako (y,) ckopo cByma“. JemHakocT Mely XumeppeaaTHuM
OpojeBMMa 3aBUCU OJT peraluje ~, ONHOCHO MEPE /i

(p) = (yn) axko (z,) ~ (y,) akko p({n € N |z, =y,}) = L.
Ha npumep, (4.3,2,1,0,0,0,...) = (99,98,97,...,1,0,0,0,...).
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AKO 0BaKoO AePUHUIIEMO M3je[HAUABAIbLE HU30BA, MPOOIEM OeNnTe ba
nyne Hectaje. U3 (x,) O (y,,) = (0,0,.. ), 1. p({n e N| 2, -y = 0}) =
u{neN|z, y,=0} ={neN|z,=0U{neN|y, =0} cienu na
jenan on ckynosa {n € N | z,, = 0} wu {n € N | y,, = 0} uma mepy 1, na
je (x,) = (0,0,...) unu je (y,) = (0,0,...). Jlakie, aKo je MPOU3BOJ [Ba
XUIeppeaHa Opoja jeMHaK HYJIM, OHAA je 0ap jemaH Ol BbUX Hyja.

Mosxe ce nokaszaTtu na je crpykrypa ("R, &, ®,&,(0,0,...), (1. 1,...))
nosbe. U Buie. Ako nopenak Ha ckyny *R medunnmemo ca:

<In> :é <yn> dKKO [t ({n eN l Tn S !/n}) =1,

NpeTXoaQHa CTPYKTYpa ca OBOM penanujoM duhe ypeheHo moswe.

[Tpumepa panu, nokaszahemo na 3 0 < r Uy < z cnemu ry < rz, 3a
npou3BosbHE T, Y, z U3 *R. Ako z,y,z € "R, oHaa je 3a Heke HU30BE (), ),
(40), (20), T = (Ta), ¥ = (yn), 2 = (20). Hexaje X = {n € N |0 < )
nY ={neNlN|y, < z}. Akon € X NY, onna je r Yy, < T,%,, Na je
XNY C{n e N|x,y, < z,2,}. IIpernoctaBke 0 < £ Uy < z Cy peaom
exsusanentre ca ((X) = 1 u p(Y) = 1, na 360r ocobuHa Mepe ji CIeau 1a
jep({n € N | z,y, < Tp2,}) = 1, onHocHO Ty < T2.

YcnentHo npouipeme CTPYKType peanHux OpojeBa Ham omoryhasa ga
CTAHJAp[IHE O3HAKe 3a onepauuje +, -, — U peanurjy < KOPHUCTHMO 3a
O3HAYaBakhe PeIoOM omnepalidja B, ), © U penaudje = Hal XUIEppPeaTHUM
OpojeBHMMa, jep ce OBe MOCNedbe TIPUMEheHe Ha peanHe OpojeBe CBojIe Ha
npetxo/jHe. [Ipu ToM, kafa y KOHTEKCTY XUTIEppeaTHUX OpojeBa TOBOPUMO
0 HEKOM peasTHOM 6pojy a NoAPa3yMeBaMO 3ampaBo (a, a, a, . . .).

Jlako ce Bugm na je ypeheno mospe Han IR mpaBo mpommMperme ype-
heHor mospa peanHux OpojeBa, Ma Kao TAKBO HE MOXKE OUTH apXHMEICKO
(BumeTH TeopeMy Ha cTpaHu 143). lakie, mehy xumneppealHuM OpojeBHMA
UMa M OHUX KOJU ¢y MHDUHHUTE3UMase (U 300T KOJUX CMO M HU3BOJMIIH OBY
KOHCTPYKILH]Y), ajld U OECKOHAUHO BEIUKUX eneMeHaTta. Ha mpumep, vH-
¢unuTesumane y *R cy <%> U <n2> Ako je € = g%% Taga je € < a, 3a

: 1 1 1
CBaKH MO3UTHUBAH pleclJ'IdH 6poj a ({1, 3, g <A{a,a,a,....a,...),
jepjep({neN|i<a}l) =1, 6y11yhn Ia je + < @ 3a CBE 7 OCHM 34 FbIIX
KOHAYHO MHOTO). CquHo je, €2 < a (2 = <,—21—2>) 34 CBaKW MO3HTHBAH

: . ) , - 2 (1 1,
peanan 6poj a. Mlako je ouMrieaHo, HarnalaBamo 1a je € # € (+ # - 3a
cBako n Behe ox 1). Ilpumep OECKOHAYHO BEMKOT XUMIEPPEATHOT Opoja je
Lijepjel>a((1,2,...,n,...) > (a,a,a,...)), 32 CBAKM peaTaH 6poj «.
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Fin6 unayktusHe nepuHULIM]E CBUX IPUMUTUBHO PEKYP3UBHHX (DyHKLM]a:
r+0=z, x4 Sy =Sx+y),
x-0=0, r-Sly) =(x-y)+uz,
oxp,(0) = S(0),  expy(S(e)) = 2 - expy(x), [exp, (2) = 27]

4

Huje Tewko npuMETUTH Aa CBakM KOHa4aH noackyn teopuvje Fin nMma

mogen Haja jomeHoM n = {0, 1,...,n} 3a Heku (HOBOJLHO BENMKH) IIPUPO-
JaH 0poj n:

, k+1, k<mn,
0% = (),S“(k:):{ T b Z O<m1< <M nwp=n(peqQ),. ..

KonsucrentHocet Teopuje Fin je nokasupa y [leaHoBO] apUTMETULM NIPBOT
pena.

Koncrante w, je Hemoryhe jacHo ,,Bunetu™: akoje Finko(w,,, ..., wp, ),
npu uemy je p1 < ... < pp U @ He CaipXXu Ipyre cuMOOJIe KOHCTAHTH Wy,
onza je Fin F ¢(w,,,....w,, ) 32 npon3BoibaH pacTyhu HU3 pallMOHATHHUX

OpojeBa ¢ < ... < Q.
Ooborahusame Teopuje Fin jauum akcuomama (og akcuome 4) Ouito Ou
CIIMUHO MpollinpuBaiby Teoprje ZEFC akcmomama o BETUKHM KapAUHATHUMA.
Jla 6ucMo MoOrIM Aa U3BOAMMO YOOMYajeHe CKYMOBHE KOHCTPYKIIU]E, Y
Fin nebunuimemo pparment crpykrype (V, €) (Kombunaiwopiu ynusepsym,
ctpana 178). Kopucruhemo Beh yBeneHy UHTeprnpeTauHu]y ,,IpUnagama‘
(yMecTo ey oBora nyta hemo nucatu r € y)

reye Iy =2 259 12" Lt At < 29)
TEOPEMA. 1. 3a cBaky hopMyJly © U CBaKM pallMOHAIAH OPOj p,
FinF 32Vy(y € 2 & y < w, A p).

2. Fin b 2 < w, = WVz(z € y © Vi(t € z = t € z)) (npu yeMmy je
yobuyajeno na ce popmyaa Vi(t € z = t € z) kpahe 3anucyje z C ).
[IpeTxogHa TeopeMa U H0j cTMYHE HaM oMoryhaBajy ga aedpUHUIIEMO
yobuuajeHe aepUHULMOHE eKCTeH3uje TepMuma {z | © < w, A ¢} U Ha
M3BOAMMO yoOuuajeHe KOHCTPYKLMje ypeheHnx maposa, GyHKIMja, Hera-
THUBHMX LIEJIUX OpojeBa, CKyma paszioMaka i%, riejey # 0,2,y < wp, U

APUTMETHYKHX ONepalLMja ¥ peranuja Mehy mima Ui,
CnoBa a, b, ¢ kopucTuhemMo 3a O3Ha4aBame pa3noMaka, a k,m,n 3a
O3HaYaBalbe LIeTTMX OPOjeBa YKOIMKO JIPYrayuje HUJE PEUEHO.
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JIEOMHHWLINIA. 3a nMpou3BOJbHE pallMOHANIHE OpojeBe P U ¢, p < ¢,
<0QP—{——HM ()
Wy
(ii) p—{}‘ | [k < wpl};

(it) g, = —
WP

(iv) a =, b & |a—b] < gy

(v) Cl)yHKL[I/]Jd [ Qp — Qg je tu-HOpManHa, TIpK YeMy je ¢ < u < p, aKo je

[ ca,

IHTO je p Behe, ckyn QQ, mpeacraBba 60JbY AMpPOKCHMMALM]y peaaHe
npase. Ca MPakTUYHOT CTAHOBUIITA, cBaku (), je moBosbHO Gorart. HapasHo,
y 0BOj TEOPHjHU je sup = max u inf = min. BaxHo je MIpUMETUTH U J1a U3
p < g cnenu ma je Q, € Q,.

Penanuja =, je pednexcMBHAa U CUMETPHUYHA, alM HHJE€ TPAH3HTHBHA.
MehyTtum, ako je p = q > t Tana je

b

=, ODAND =4 c=a=;c,

jep je =, + g, < &. Jakne, TOkoM AOKa3a MHAEKC p y penaudjama =, he
OTIa[aTH IITO HEMA HUKAKBOT YTULAja HA HYMEPHYKE IPOLIEHE.

Axo je f : Q) — Qg paunonanHa dyHKIMja ca KoehUIMjeHTHMA M
ekcrioHeHTMa y @, u n € @, npu yemy je t < u < p, OHIA je OHa
1 u-HOpMaIHa.

JIEMA. Heka je s < r. Axo jeab =, 0, onna je a =, 0 unm b =, 0.

JMokaz. Axo 6u 6uno |a| > s u |b] > g, umanu 6ucmo 1a je |ab| = 22 > &,
LUTO j€ CYIPOTHO NPETNOCTABLM. O

Nunexcu p, q,, . .. 03HauUaBajy HEKE pallMOHaNHe OpojeBe U CBe AehuHU-
LIMje ¥ TeOpEeME KOje Clieie Cy 3aMpaBo cxeMe AePUHUIM]a U CXEMe TeopeMa.
JEGPUHULIMIA. Hekajes <7 <p,s < qu f: Q, — Q.
1. dynkuuja f je rs-HeMpeKuIHa, KO je 3a cBe a, bus (, TauHa UMITIMKAIHja

— b= fla) =, f(b).
2. Oynkumja f je rs-qudepenumjabunna, ako uz3 0 # hy =, 0u 0 # hy =, 0

cJIenau
fla+h) = fl@) _ fla+hy) = fla)

/’Ll > hQ

3a Kajlroncy a,a-+hyua-+ hey Q.
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ITpupoaHo ce neduHULLIE TS$-HEMPEKUAHOCT U 1"S-TU(PEPEHIIH]aOUITHOCT
dbyHkumja Ha uaTepBanuMma ckyna Q,: [a,0), = {z € Q, | a < 2 < b},
(a,b],= {z € Q,|a<z<b}, (a.b), = (a,b],[a, b}, [a,B], = (a,bl,U]a, b),.

VBoaumo u cienehe o3nake. Axox € Q, u f: Q, — Q,, oHna je

=+ o T < wpl, (w7 =w,!,
_ L -
rT =x— @, r > —wpl, (—wp!)” = —wp!,
_ b
1= G e - s [ o
r€la b)

TEOPEMA. Hekaje s < r < put < r < q. YKonuko je pyHKUH]a
[ Q, — Q, rs-mudbepenumjabunna u f'(r) < wy, Taga je oBa GyHKLM]A
rt-HempeKuIHa.

Hokasz. 3 a =, b, a # b, 3001 rs-nubepeHjabuIHOCTH, ClIeAn Aa je

fla) — f(b)
a—2b

Haxne, | f(a) = f(b)| < & ([f/(2)] + €5) < 2e,wp < ey [
TEOPEMA. Hekaje s <r <pur < q Axo je dyrkmmja f 1 Qp — Q,

=s f'(z).

rS-HeMpeKUaHa, OHIa je pyHKuHja r — f f(y)dy rs-nudepenumjabuina u

% [ty = )

Cruya gokasza. Axojer =, yu T >y > a, Taja je

wiy(jﬂz)dz—a/yf(z)dz) =PIl 0

Z€[r.Y)p

BaXXH




MAJIO JPYT'AYNUJA MATEMATHUKA

»IKOHCTPYHCAH caM, iaKJ/ie IOCTOjUM*

JIok je TeopHja ckyroBa yop30 HAaKOH CBOT HACTAHKA MOCTH3a51a EHOPMHY
nonynaapHocT mMehy MaTematudapuma*® GUIO je M OHUX KOjU CY KPUTHKO-
BaJIM KAKO CaMy TEOPU]y TAKO U MATEMATUKY KOja j€ HacTajaja Ha HmEHUM
TeMesbuMa. HajkpUTUKOBaHHUjE je OWI0 TPETHUPAbE AKTYEITHE OECKOIAaYHO-
CTH Kao 00jeKTa KOJH je MOT0KaH MaTeMaTHYKUM UCTpaxuBawuMa. Heka
OeckOoHauH4 KOJIEKIM]a MTOCTalla j€ ,,cTBAp Mo ceOu* Koja MOXe Aa MOCIYKHU
Kao eJIEMEHT HeKe Apyre konekuuje. [Tojam Opoja je pouIMpeH ca moapyyja
KOHAYHOT Ha OECKOHAYHO pa3BUjalbeM TEOPU]E MipalcuHUEHUX KAaPIUHAII-
HUX U OpAUHATHUX OpojeBa Haj KojuMma je U3Boheme onepauuja Mojapa-
3yMeBaNo onepauuje ca 6€CKOHAUHUM CKynoBuMa. KaHTOpOB cTaB je OO
Ja JOK rof cy TBphema rpaMaTHYKM KOPEKTHA a IbHUXOBU JHOKA3H TTOTHYKH
CarfiaCHY, OHa UMajy KOHILIENTYyaJHU 3Ha4aj, YaK ¥ aKo oayAapajy o/ Halle
OCHOBHE UHTYHIIA]€ O KOHAYHUM KOJEKIIHjaMa.

Kponekep, TBopau yyBeHe u3peke ,,bor je cTBopuo npupoaHe 0Opojese,
a JbyIH CBE OCTAI0‘, 00ALMBAO j€ BEJIUKH OPOj MOJMOBA 3aCHOBAHHUX Ha
O0ecKOHAaYHUM cKyrnoBuMa. OH je cMaTpao A4 JOTMYKa KOPEKTHOCT TEOPHjd
HEe UMIUTHIIMpPA MOCTOjarbe 00jeKaTa KOje OHE OTMHUCY]y. 3ampaBo, 00JeKTH
cy, cMaTpao je Kponekep, nuuieHn OMI0 KaKBOT 3HAudja ako Ce HE MOrY
,,CTBApHO NpousBecTH . Tako, cBaka AedUHUIM]A MOpPA EKCIUTMIIMTHO 1A
74 HAYWH Ha KOjJU ce KOHCTpyHuile aehruHrcaHu o0jekaT U TO kopullhemeM
caMo oOjekara 3a koje ce Bah 3Ha a moctoje. OBakaB cTaB UMITIMLMUPA, HA
npumMep, oA0alMBabe CBUX peaTHUX OpojeBa 3a KOje He MOCTOJU dITOPUTAM-
CKH TMOCTYIMAK reHeprcarmba BeroBux Ludapa.

# NaBun Xunbepr: ,,Huxo nac Hehe uctepaTy M3 paja koju Ham je Kaurop crsopuo.”
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[TPUMEP 1. Bpoj 7 je jeruTuMno KOHCTpyHcal peajiaH Opoj jep 1ocToju
MOCTYIAK KOJUM Ce TeHEePHIIY HeroBe Iudpe.
Hexka je f(0) = 3 w 3a n Behe on 0 11iexa je

f{n) = n-Ta uudpa U3a 3ape3a y IeluManiom pa3Bojy opoja .

MocTynak 3a uspadyHasare Bpeanoctn f(n), 3a 3amaro n (f(1) = 1, f(2) = 4,
[(3) =1, f(4) = 5,...) nam moxe natu cienehn GeckoHauaH pen

_o2fp 21y 240 2+ .
T 5\ T 3\10) T35 L0
L2y 24/ £
25 3 \ 50 3-5\50/

“{5 (n12m)? /12 /1 "MW i‘
= e | = || == 3 = = Sy
en+ 1) \ 5 \10 25 \ 50

n=0 n=0

k
Pauvionannu 6pojesu pi, Pr = . Sn, A0OpE Cy anpokcuManuje 6poja m, 6yayhn
n=0
Ja Ce MOTY JOKA34TH HejeQHAKOCTH P < T < Pk + #

IMocTynax 3a u3payyHaBatbe BpeaHoctd f(n), 3a 3agaro n je: ,,Hahu npsu m
TaKkaB [a je m = n + 1 1 ga y AelMManHoM pa3Bojy 6poja pm

Pm = C0,C1C2 - CpCpg1 =" Cyy -

HUCY CBE LUPPE Cpt1, - - - , Cy jeAHAKE 9. (OBAKBO 172 TIOCTOJU jep OU ce y CYITpOTHOM
JEeUMMalIHH pa3Boj Opoja 7 3aBpUIaBA0 HU30M JEBETKM NMa OM OUO pallMoOHATIAIL)
3atum, ctasu aa je f(n) = ¢,.“.

IMocrynak je ucnpasari, jep axo je ¢y # 9, n < £ < m, oHga je

1 1
Pm <7r<pm+W <pm+1_Og:
Na Je o, €L Cpt Cpe s < T < CoyCL Cpe (e + 1)+, Omakie ce BHIM A4
je n-ta uudpa u3a 3apesa y JeLMMaTHOM pa3Bojy Opoja m 3aucTa jeAHaKa Cy,.
IMpema UepuoBoj Te3u pyHkuMja [ je U3payyHIbHBA. A

CnnuHe craBoBe je 3acTyrnao U Iloenkape. Pearyjyhu Ha mapamokce y
TEOPH]U CKYNOBA, CrieljajaHo Ha PacenoB napamgokc, oH je cMaTpao aa npoo-
JIeMHM TIPOUCTUUY U3 ynoTpede ,,camoykasyjyhux“ nepununmja — nepuHu-
urja koje oapehyjy Heku objekat X momohy objekara yuje mocrojame 3a-
BUCH OJ1 TocTojama o0jexta X . [Ipema IloeHkapey, oBakBe qeUHHIIH]E CY
HEIONYCTUBE U, CTIELIUjaTHO, CKYN HUje onpeheH qok roj HUje oapeheH cBaku
HEroB eeMeHT. KOHCTpYKTUBUCTHYKH CTAaBOBH y norieauMma KpoHekepa u
[Toenkapea HamuM cy NMpaBy 0Apa3 y puio30¢puju HHTYULIMOHU3MA.
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Nurynnuonuszam

OuemM MHTYMUMOHU3MA CMAaTpa Ce XOJAHJACKM MaTteMatuuap bpayep.
OH He camo ga je oadalMo HEKOHCTPYKTHUBHE 4pryMelTe W OecKOHaulie
KOJIeKUHM]e Kao ,,cTBApH 3a cebe™ Beh je oTuuiao xopak marbe onbdamyjyhu
U TPAAUIMOHAJIHY JIOTUKY Kao ,,IpaBOr TMpejcTaBHUKAa MaTEMAaTHUKOT pe-
30HOBamwa. Wmajyhu y BULy HUCTOpH]y doTHKe, bpayep je 34akbyuuo na
Cy TPaAULMOHATHU JIOTMYKHM 3aKOHM HACTAJM arncTpaKlUjoM CTPYKTypa
MaTEMaTUUYKHUX apryMaHTalMja U3 BPEMEHA K4a/1a Cy Ce OHEe OJJHOCHIIE Ha CBET
KOHayHOT. JloOujajyhu a priori HE3aBUCAH CTATYC, OBH JIOTUYKH MPHHIIUIH
cy, 0e3 MKAKBUX OrpaHUYeHha, MPUMEHEHN Ha CBE TEOpHje YKIbYuyjyhu u
Teopuje beckoHauHux ckynosa. [lo Bpayepy, HajBehu mpoOiem je Taj 1To
J€ caBpeMeHa MaTeMaTHKa 0a3upaHa Ha MPUHLHUNMMA KOJU CYy BajbaHHU Ha
MHOTO y)XeM JIOMEHY MpOoyUyaBakba.

Ja 6ucMOo 100MIM MPABO MATEMATUYKO 3HAKE U OTKPUITH KOJE CY METOIE
PE30HOBAa KOPEKTHE, MOPaMO ce, pemMa bpayepy, BpaTUTH OpUTMHATTHOM
M3BOpY MaTeMaTHKe. BpayepoB cTaB je [a ce OBaj U3BOP HAlla3Wl Y HAIIO]
NPUMAPHO] HHTYULIMJHU O MATEMATUYKUM OOJEKTHMA. 3a Hera, MaTeMaTHKa
j€ caMOocCTallHa U CAMOJIOBOJbHA AKTHBHOCT He3aBUCHA OJ1 Je3uKa. CyIlluTUHA
OBE€ AKTUBHOCTH JIEXKH Y MEHTATHOM JEIaky KOje U3BOIU MATEMATHYAD, Tj.
Y MEHTAJTHUM KOHCTPYKLIM]aMa UHTYUTUBHUX CUCTeMa o0jekaTa.

Je3uK je cekyHaapaH M CIyXH JeIMHO Aa OU ce KOMYHHLMPAIO O MATCMa-
TUUKOM pa3ymeBamy. OH ce nojaBibyje GopMHUpameM BepOalHUX Mapanena
MaTEMaTHYKOM MUIUbEHY. Taga ce jJe3uK aHalu3upa U OJATIIEe CE€ PA3BU-
jajy hbopMalHu je3uM 1 aKCMOMATCKH CUCTEMH. Tako, JTOTHKa aHalu3upa
J€3UUKe CTPYKTYpE KOje Cy mapalejHe MaTeMaTMUKOM MUULbewy. Hu Ha
K4KBY j€3MUKY aKTUBHOCT HE MOXE CE TNIeJATH Ka0 Ha Je0 CAME MATeMaTHKE.
OHa uMa MpakTUYHY (DYHKIHU]Y Y ONTUCHBAY U KOMYHUKALH]H, AT HUKAKBY
np¥ n3Boherby MEHTAIHHUX KOHCTPYKIHja. CYHITUHCKY Caip)Ka] MATEMATHKE
j€ UHTYUTHUBHHU, HUKaKO dopmanHu. Jloruuke 3aKOHUTOCTU Cy CEKYHIapHE
y OIHOCY Ha Matdiemaifiuuke (menifianne) koncimpykyuje® . JIoruuke 3aKOHHU-
TOCTH Cy U3BEACHE allCTPAKLIMJOM OJTHOCA HA KOJ€ Y MATEMATUIY HAUIA3UMO
NPy TOMEHYTUM KOHCTpYKIMjaMma. To cy, Jakie, UnmbeHUe (KOHCTaTaluje)
O HEKUM OKOJIHOCTMMA KOje ce I0jaB/byjy NP MATEMATUYKUM KOHCTPYK-
IMjamMa, a He HeKW MPUMAapHU U arCONyTHU MPUHLMITA KOJH MUMajy OIMILTE

YYyTaBa MATEMATHKA j€ POU3BO MEHTATHUX KOHCTPYKLM]A; GPOjEBH, F€OMETPUJCKH
00jeKTH (Tauke, NPase, . . . ), A0KA3U M TAKO Ja/b€ — CBE Cy TO MEHTAIHE KOHCTPYKLUH]E.
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BaKeHhe. MaTeMaTUYKH MCKA3W OMUCY]Y HEIITO YM]e MOCTOjakhe 3aBUCH O]
TbY/ICKOT yMa, HEIUTO LITO Ta] YM KOHCTPYHMILIE, TIPH YEMY CE MPETIOCTABIbA
4 JbYICKU YM MOXE KOHCTPYMCATH CAMO HEIITO KOHAYHO. Tako je 3a HHTY-
WIIMOHHCTE Er3UCTEHLIM]A HEKOT MATEMATUYKOT 00JCKTA EKBUBAJIEHTHA I10-
3HaBabY METOE KOJOM Ce Taj 00jeKaT Moke (y MUCINMA) KOHCTpyrcaTn™,

Opdanyjyhu knacuuHy JOTHKY, Ma THME W BEJIMKH JI€0 KJIACUYHE MaTe-
MaTHKe, bpayep je M3rpaio COncTBeHy MO3UTUBHY U CHAXHY HUITO30(H]Y.

OcHoBHO yOehewe je Ja JbYACKH YM TOCelyje MHTYUUHU]Y TMPHPOIHOT
Opoja ¥ J1a Ha ’O], ePEeKTUBHUM (AITOPUTAMCKHAM) U €KCIUTHLIMTHUM MEH-
TAJIHUM MTOCTYMUMMA T'Paju CBE OCTajle MmaTeMaThuke o0jekte. [Ipumepuma
heMo UIycTpOBaTH MHTYUIIMOHUCTUUKY MATEMATHUKY.

[TPUMEP 2. Ynopeaumo cneaehe ase nedununimje apa npupoana opoja:

(I) nexa je & najsehn npoct 6poj Takas aa je k — 1 Takohe npoct 6poj, wiu je A = 1
YKOJTMKO He MOCTOjH HajBehu mpocT 6poj uHju je NpeTXOAHUK Takohe mpoct Opoj:
(II) nexa je ¢ majsehu mpoct 6poj Takas aa je £ — 2 takohe mpoct 6poj, HiH je
{ = 1 ykoNnMKO He TTOCTOjH HajBehM npocT Opoj TakaB a je NPeTXOHUK HeroBor
IIPETXOAHUKA Takohe nmpocT 0poj.

Jebunnnuja (I) je moTnyHO NpuUXBAT/bUBA 32 MHTYHLIMOHKUCTE, jEp Ce A MOKe
3aMCTa ¥ oJapeauTu, k = 3, nox aepunnnuja (II) umje npuxsarTbusa 6yayhu na He
roceayjemMo (3acama) MEeTO 3a eKCILTMUMTHO oapehuBamwe Opoja {. TpenyTHo Ham
HYj€ MO3HATO Ja MU je 1113 MapoBa MpoCcTHX O6pojeBa Gnusanaua (p, p + 2) konaya
WITH TIHjE. A

3aKoH HCK/bYYea Tpeher H1je IPUXBAT/HLUB 32 MHTYULIMOHHUCTE!

[IPUMEP 3. Pasmotpumo cnenelin noxas tephema: ,[locimioje upayuonainu
6pojesu a u b maxeu ga je a® payuonanan Gpoj.«.

»AKo je 6poj V2" paumonanan, oHga upaLHoHaTHN GpojeBr a M b, 3a Koje
: : 2. :
je o = b = \/2, 3a10BosbABajy tBpheme. Ako V2"~ Huje paunoHanaH 6poj, oHxa

3a/1aTH YCIIOB 3a10B0OJbaBajy OpojeBU ¢ U b TAKBU 1a je a = \/_2-\/‘E b =2, jepje
V2
V2 2
(lb:<\/§\/§) :\/5\/5\/—:\/5:2,

1j. @’ je paunonanan 6poj.«

*V UHTYMUMOHHM3MY, [10jaM ,,(EKCTUTHLIUTHA) KOHCTPYKLIMjA“ HHUje yBEK OHO CACBHM JACHO
AeuuucaH, 300r yera je OH MOX/1a M HajBUILE KPUTUKOBAH. 3a pellaBakbe 0BOI pobiema
MOXE C€ MCKOPHUCTUTH KJlaca U3padyHibHBHX bYHKLHK]A.
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OBaxaB a0ka3 HUje NPUXBAT/bUB 32 MHTYMLUMOHHUCTE. Mako Cy y HaBC/ICHOM
Jl0Ka3y pasMoTpeHa 00a moryha cityyaja, He 3Ha C€ KOJU J€ O HbMX UCTHHUT. 3a-
MPaBo, 3aKoH UCKbyuera wipehes, ¢ NV = (tertium non datur), nuje npuxBaT.buB
Yy HHTYMUHOHUCTHYKO] MATEMATHIIH. VAN

Tephewe 00nHKa ¢V~ 3aXTeBa MO3HABAIHE OIIITE METOJIE 3a PEHIABAILE
CBAKoOT INpodsema, Tj. OMIITH METO/ KOJU 3a CBako TBphemwe ¢ 00e3behyje
WM noTBphUBawke 3a ¢ WK 3a —w. Kako He moceayjeMo TakaB METO/I,
HEMaMO IpaBa HU [1a CE MTO3UBAMO HAa OBAj 3a4KOH.

3aKoH 1BOjHe HerauMje HUje MPUXBAT/bUB 32 MHTYHIIMOHHUCTE!

[TPUMEP 4. (bpayep) [oxas na ,ne moxce ga He 6axcu HEKO C80JCIlIBO™ He
3HAYHU Ja je TO CBOJCTBO JOKA3aHO.

3ano0YHUMO Ca UCTTUCHBAKEM JEIUMAITHOT pa3Boja 0poja 7 (1o MOCTYNKY OIH-
caHoM y npumepy 1, Ha cTpanu 234), m = 3,14159 - - -, u nenmManyor 3anuca 6poja
p bopMmupaHor no ciegehieM MOCTYIKY: HAKOH CBake 3anucaHe Ludpe u3a 3apesa
y ACUMMaTHOM pa3Bojy Opoja 7, 3amucy Opoja p OOTHUCYjeMO MO jeaHy TPOjKY,
npexuaajyhn nonucuBame kaaa ce Hu3 ungapa 0123456789 nojasu y 3anucy 6poja
T, IO/ npeTnocTaBkoM?’ na ne snamo ga au he ce ukaga nus 0123456789 iojasuitiu
Y geyumannom paszeojy opoja . Axo je undpa 9 Huza 0123456759 11a K-TOM MECTY

10% —1

3-10k°
ca  pedyenuuy ,.p je payuonaiar opoj. KiacuuHo, ¢ je TauHa peuyeHMla, Jep je

M34 3ape3a y JeUMMalIHOM pa3Bojy Opoja m, onjga je p = O3Haunmo

p jJeHaK jeqHOM oA OpojeBa 3’ 0,3, 0,33, 0,333, ... UHTYMUMOHUCTHYKH  CE
UHTepripeTHpa Ha cieaehu HauuH: ,Jlocimioju KoHcupyKyuja yeaux bpojesa m u n
HaKeux ga je p = T“, OJIHOCHO, uMajyhu y Buay nebunuumjy opoja p: ,[ociioju
anZopuitiam (ﬁoc-my%ax) Kojum je mozyhe yiispguiiu dojas.byje au ce HU3 yughapa
0123456789 y pazeojy dpoja ™ u Ha Kom mecily je y wom paseojy yugpa 9 gaitioz
Hu3a“. AKO TNPETNOCTAaBUMO: ,HeMo2yhe je ga Hociioju HOMEHYd KOHCTupyKyuja

(13

yeaux bpojesa . . ., umaheMo ,,nemo2yhe je ga aocwioju domeHytau arzopuman . . . <,

10F — 1 L _ 1 ,

————— 3a Heko k, 1ma je p = —, CYIPOTHO IMOYETHO]

3. 10kt HERO R HAJEL T g, GV |

NpeTnocTaBuM. [lakne, e modxcemo mspguitiv ga He HOCHIOJU KOHCHIPYKYUJU YC.IUX
T

OJIHOCHO HE MOXe OUTH P =

bpojesa m u n wakeux ga je p = —. JJ0OMJEHUM 3aKIbYYKOM C€ 3allpaBoO TBP/IH Jia
T
BAXKU — .
YKO0IUKO je HEKOM YMTAOLly TI03HATO Ja ;v ce Hu3 undapa 0123456789 nojasibyje y
3anucy Opoja m, Heka 0abepe HEKU APYTH HUSB C1C2 . . . Gy LMdApPa, IIPOU3BOJBHE AY)KUHE,
34 KOJU HE 3HA MMa U ra y pasBojy 6poja m; MoryhHOCT M300pa je HEOIPaHUUEHA.
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MoxeMO JIM HHTYMUHOHUCTHUKHK TBpAuTH @? He! Ykonnko 6ucmo TBpanIn
/> TO O 3HAYNIIO 1d MOXKEMO e(DEKTUBHO OJIPEAMTH Liesie GpojeBe 1 1 1 TAKO 1A je
p = ﬂ TJ. Aa MOXeMo YyTBpAuTH uma au nusa 0123456789 y passojy 6poja 7 Wiu
noxagém /1a ce OB4] M3 HE TNOjaBIbY]E.

[axie, He MOXEMO TBPAMTH Ja ——@ — . (OBakaB HAYUH PAa3MHILbakA
HEMHMIIOBIO HAC JOBOJM JO jeAHE ,,CTPOXKHje* JTOTHKEe OJ OHe (KJIaCUYHE) Koja ce

KOPHUCTH Y MaTeMaTUUKO] NMPAKCH. A

I/IaKO ce Oﬂ6'dl_[yje ‘7"1\10 —> ()0, anXBaTa ce \P = _1_1\,9

Kako HHTYMUHOHHCTH UHTEPIIPETHPAjY JIOTHYKE Be3HHKe?

JenHa o rMaBHUX pa3jTuka u3Mely KjacuyHe ¥ MHTYULIMOHUCTHYKE MaTe-
MaTHKE je Y CXBaTamy Helayuje. VIHTYHIMOHUCTH cMaTpajy Aa ce KIIAaCHYHO]
MATEMATHUIIM PEY He YECTO 3j10ynoTpedibaBa, T€ Ja CE HEIOMYCTHBO Mella
nelayuja ,,de jure’ u melayuja ,,de facto“. Ilpsa, jaua Heraumja ..de
jure je jenMHa MPUXBATJ/bMBA Yy MaTeMaTULM, U KaO TakBa MOXE ce Ha-
3BATU MdileMatiuukom Hezayujom. tby uzpaxaBamo M3pasyma Kao UITO CY:

L Hemodyhe je ga . .. “, , e mosce buitiv ga . . . “, wta. Herammja ,,de facto®,
KOJOM TIp€ CBEra M3pakaBamMoO CAMO TPEHYTHO CTamke HalMX MOryhHOCTH
Upasuma: ,,Hemamo upasa ga mepqumo ga ... ", ,,HUKO He 3Ha ga je ... "

UTA, Y CYMPOTHOCTH j€ Ca NMPUHIMIIOM KOHCTPYKTUBHOCTU M HE MOXE Ce
KOPUCTUTH Y (POpMyTallijhd MaTeEMAaTUIKUX TBpherba.

Kako cBako TBphewe ¢ MHTYMUMOHMCTUUKE MATEMATHKE MOXeE (M Mopa)
OUTH HCKa3aHO (MCKA3HMBO) Y OONUKY

H3epumo cam meniianny Konctapykyujy P,
IETOBA MAaTEMATHUKA HETalUja —¢ e

Hsepuio cam menitianiy konctwpykyujy WV koja uzgoqu KOHmGpagukyujy us
dpeimiiocidasxe ga je konciipykyuja © gosegena go rkpaja,

JOK peveHuIia (¢ HerupaHa HeraljoM ,,de facto®)
Hemam (ne ymem ga uzsegem) meniwianny KOHCHpykyujv

HUJE MATEMATUYKO TBphemeE.
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MuTepnperanyja OCTaIUX TOTMUKUAX BE3HUKA A, V U = je IPUPOJIHA:

® MOXEMO TBPIAUTH 2 A1 AKKO U U ¢ MOT'Y OUTU TOTBpheHa, Tj. moce-
nyjemo onrosapajyhe menramte koucrpykiuje ¢ u W xoje motphyjy
oba TBphewa @ u v;

® MOXEMO TBPAUTH  V 1 akko Oap jenHa O PeUeHHIA { U ' MOXKE
OouTH noTBpheHa;

® MOKEMO TBPAUTHU @ = 1’ aKKO MIMaMO KOHCTPYKIIH]Y © KOjy MOXKEMO
HaJ0Be3aTH Ha KOHCTPYKIH]y P 3a (o (3a KOjy Ce He MPETHOCTaB ha /14 je
M3BplIeHa atd hie MoXKaa Hekaa OUTH) U TUME TOOUTHU KOHCTPYKLUM]Y
U xoja moTBphyje 1.

Waxko je rnaBHa pa3nuka usMel)y KITaCUIHe U HHTYUITHOHUCTHUKE JIOTHKE
y CBOJCTBHUMaA HEraIyje, OBE JIOTHMKE Ce He TTOKIanajy Hi y rnorneay gopmy:a
Koje He cajapxe 3Hak —. Ha mpumep, (p = ¥) V (¥ = ) je kmacuuHa
Ba’baHa (POpMYJIa, TOK UHTYUIITMOHUCTUYKA JIOTMKa og0aiyje oBy (opmyiy.

Taxobe, naTynuonusam oxdanyje (- = —p) = (¢ = ), anu npu-
xBata (¢ = ) = (= = —p). V npumepy 5 koju cnenu (crpana 241)
OTpaBIaHO je OadalUBaAE MTOCIEHbE (OpPMYIIE.

Peannu OpojeBr Yy HHTYULIHOHU3MY

AKo 3aHeMapruMo PUII030(CcKe CTABOBE, MHTYUIIMOHUCTUYKA APUTMETU-
Ka palMOHAJIHUX OpojeBa je MAeHTUYHA KIacuuHoj. MelhyTum, kaaa je peu o
peasTHuM OpOojeBUMA, CACBUM je Apyradyuje. PeaqHu OpojeBu Cy caMO OHH 3a
KOj€ MOCTOjU aNTropuTaM KOHCTpyUcawa iudapa, na mo UHTYUIUOHUCTUMA,
peaHux OpojeBa UMa caMo MpedpPOjUBO MHOIO, KOSTMKO U anroputama. Kao
1y KJITACHYHO] MaTEMATHUIIM, TTOCTOJU BUIIIE €KBUBAJICHTHUX HAYMHA YBOhema
peatHuX OpojeBa. JegaH o wux je momohy T3B. u3pauyHbUBHX KonujeBux
uuzoBa. Hus payuonaniux 6pojesa (ay) je uspauynmuse Kowwjes nusz axo
3a ceaku apupogarn Opoj k moxcemo egeximiueHo ogpequitiu dpupogan o6poj n
(n = n(k)) waxas ga je |aprp — an| < 7 3a ceaku d@pupogar 6poj p, OMNHOCHO
axo docimoju uspadynmsusa gynxkyujan . IN — IN warea ga je 3a cee ipupogre
Opojese k u p uciyrena nejegnarkocii |Gk +p — k)| < o Ha npumep, Hu3

v

a, = 27" je uzpauynspuB KomumjeB Hu3. Cpaxu uzpauyHmpus KommyjeB HU3
palroHaTHuX Opojesa HazuBaheMo senepaitiopom peanrnoé bpoja.
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JIBa re”epaTopa peanuux opojesa a = (a,) u b = (by,) @logygapajy cy,
y O3HALM @ = b, aKO 3a CBAKO k MOXEMO e@eKitiu6ro ONPENUTH IPUPOIaH
6poj n (n = n(k)) Takas 1a je |anip — bpyp| < ; 34 CBaKO . Huje Temko
MOKa3aTH da je pelauuja ,,[IogyIapaT ce* penanyja eKBUBaIeHIMje Mehy
reHepaTopuMa peamHux OpojeBa. Hehemo ynaszuTtu y nerase AedUHULH]jE
peaHOT Opoja 1 u3dehu hemo je peunma: pearan opoj je ckyii enepaiiopa
Koju ce mehycobom dogygapajy.

AKO UMAMO Y BUY TPUPOAY UHTYUIIMOHUCTUUKE MATEMAaTUUKE HETalIHje,
He u3HeHalyje 3aceOHa AeuHMIM]A penanuje HejegHakociiu, Wiu 00Ibe U
NPEUU3HUje PEUIEHO, pa3aukosarba (TEHEpaTOpa) peaaHux 6pojena.

JlBa reHeparopa peanHux 6pojesa a = (a,) u b = (b,) pasiuxyjy ce, y
O3HAIM a#b, AKO MOXKEMO epeKiliueHo OIPEIUTH IPUPOIHE OpojeBe k U n
TAKBE JIA J€ |Gpp — bnop| > 7 34 CBAKO .

Ounrnento, u3 a#b cneqn —~(a = b), Tj. ako ce a u b pa3nuKyjy OHIA
ce OHHM HE MOry mojyaapatu. MelyTum, aKo MOAYAAPHOCT TeHEpaTOpa
peaxHux OpojeBa a U b BOAW y KOHTPAAUKIIM]Y, TO JOII YBEK HE 3HAUU A G
1 b MOXKEMO pa3NUKOBATH, T]. u3 ~(a = b) ne caequ a#b. Ipyrum peunma,
VCIIOB G#0b je jaun on —(a = b); a#b 3axTeBa eexTUBHO oapehuBame
Opojesa k 1un, 10k —(a = b) TBPAUMO YKOITMKO HIMAMO JOKa3 KOHTPaIUKIIH]E
u3 ¢ = b. Ymecto —(a = b) nucahemo u a # b.

Huje Temko noxazartu cieaeche ocobuHe penaiuje #:
® AKO je aFb, oHpa je b#a;

e aKo je uF#bu a = a', onna je a’ #b;
® aKo je a#b, oHna je a#c uim b# ¢ 3a CBaKM TEHEPATOD peaiiHor Opoja ¢;
e axo je —(a#b), onna je a = b.
Hoxaxumo nocnenmwe TBpheme. Heka je k Heku mpupoaan 6poj. Onpe-

MO TIPHPOIAH 0POj 72 TAKAB 1A j€ |Untp — Gn| < T bnap — byl < i
: . ) 0
3a CBAKU P, Ipu uemy je a = (a,) u b = (b,). Axo 6u 6uno |a, — b, > L

: 1
MMaTH OGMCMO A4 je |Gy p — bypp| = o 3a CBAKHU P, OJHOCHO 4 C€ 34 JATO
k MOXe OIpeaUTH N TAKO Ja MOCHeqha HejeJHAKOCT BaAXKHU 3a CBE P, TE OU

omino a#b, WTO je CynpoTHO TpeTrocTaBud. Jlakie, |a, — by| < = 1313
qob0ujamo ga je a = b.
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Ca renepaTopyuMa MOXEMO U3BOAUTH yoOHuuajeHe onepanuje. Tdako, ako
cy a = (a,) ub = (b,) reHapaTopy peanHux OpojeBa, Taga Cy HU3OBU
a + b - (an + bn), CL : b - (a”n : bn), _C’/ — (_a:n) I/I

YKONUKO je a#0

-1
1 Joayt, an #0,
“oT { 0, a,=0,

TaKkohe reHapaTopy peamTHux 6pojesa.*®

EBO M HajaB/beHOr TIpUMepa KOJU OIpaBlaaBa oadaluBame (Gopmysie
(=% = —p) = (¢ = ¥).

I[IPUMEP 5. Heka je ¢ TBphewe a # b, a 1) tBphiewe a#b. Tlpema ioxazanoj
ocobunu penanuje #, U3~ ciean ga je @ = b, ma teme u ——(a = b), 0IHOCHO
—p. Melytum, kako cMo Beh IPUMETHIIH, U3 © He ¢JIeiH V. JAN

KOHCTpYKTUBUCTH, MPUPOJHO, HHTEPECOBAIHE 32 UICTUHUTOCT MATEMATH-
YKUX UCKA3a 3aMebY]y HHTEPECOBALEM 3a FbUXOBY JOKA3UBOCT, TC je€ UHTYH-
LIMOHM3aM JIOBEO 0 HACTAHKA MHOTHX MOJEPHUX MaTEMAaTUUKUX TEOPH]ja.

I/IHTyl/l[Il/lOHl/lCTl/l‘lKa JOruka

Apenn XejTUHT je TpBU (HOPMAlIN30BA0 UHTYULIMOHUCTUYKO PE3OHO-
Bame® M IaHac ce uecTo Herosa hopMaIU3anMja cMaTpa HHTYULHOHUCTH-
YKOM JIOTUKOM.

HapaBHO, UHTYULIMOHUCTH (popMaliHE CUCTEME TTPUXBATA]Y JEAUHO Kao
HecaBpIlleHa, ajiu ¥ HEeIOBpIIeHa, opyha 3a OMUCUBAEe U KOMYHUKAUH]Y.
OHuU ocTaBibajy OTBOPEeHY MOTYhHOCT a he ce 32 ’HUX0Ba UHTYUTHMBHA pas-
MaTpama MOX/a JeJHOra JaHa OTKPUTH HOBH, JAHAC HETTO3HATH, IPUHLIUIIU
pe3oHoBama. [Ipema XejTUHTY, ,,y IPUHIIUAIY je HeMoryhe nmoctaBuTH dop-
MaJIHU CUCTEM KOju Ov 01O €KBHUBATEHTAH HHTYUITUOHUCTHYKO] MATEMATHULIH
... HUTH je Moryhe Joka3aTd MaTeMaTHYKOM CTPOromiy Aa TakaB CUCTEM
akcroma 3arcta o0yxBaTa CBE BajbaHE METOAE HoKa3uBawa.” Cam bpayep
j€ UCTUIIA0 1 e CBaKa JOTUKa UCTOPHUJCKH YCIIOBIbEHA: ,,He tocilioju 102uxa
Koja bu obasezusana cée wyge y C8uUM 8pemeHuma.

4833 paunonane 6pojeBe Hema pas3nuke usMely peraumja # u #.
PYewmy ce, uHaue, bpayep kecToko MpoTHBUO, Oyayhu fa je 6MO BEJMKU NPOTUBHUK
JIOTHULIM3MA.
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Nnak, ucTpaxnBaba UHTYUIIMOHUCTHUKE JIOTUKE Cy Aaja BeIHKH J10-
IIPUHOC Y OTKPUBAY Be3a U3Mehy HHTYULIMOHUCTUYKUX TTPUHITATIA U TOTIO-
JOIIKUX KOHIENaTa, PeKyP3UBHUX (YHKIU]Aa U U3PAUYHIBUBOCTH, MOjIEIa
Teopuje ckyrona (popcuHr) u Teopuje KaTeropuja. bes o03upa Ha TO Kakas
CTaB MMaMO MTpeMa KOHCTPYKTUBUCTHUKHIM ITOTTICAMMA Ha MATEMATHUKY pe-
a;JHOCT, bpayepoB pall 3Ha4ajHO je JOMPUHEO pa3jallitbehy U 00jallbEnY
HAauMHA JbYJICKOT MULIBEHA.

I'pybo peueHo, y MHTYUITMOHUCTHUKO] TOTULIM MOoryhe je CpoBOIWTH
camo ,,IUpeKTHe mokase. Ha mpumep, y KJIacU4HO] MaTEMATULIU JUC]yH-
KUY ¢ V ¥ MOXKeMO A0Ka3aTH Ha ABA HAUMHA

— MPEKTHO, TIPUMEHOM IpaBunia Vi, u V§, Tj. Iokasyjyhu ¢ umm goka-
3yjyhn ¢, u

— MHIMPEKTHO, TIPETIOCTaBbajyhu =@ u = (Tj. Aa ¢ ¥ ¢ HUCY TAYHH)
JIOKa3aTH KOHTpAIUKIHU]y (IpMMEHOM TpaBuia L .) WIM MaK MPeTIocTa-
BJbajyhu —p 1oKa3aTu .

CiauyHo, 1a OMCMO JoKa3aIu 3T, J0Ka3 MOKEMO CIIPOBECTH

— JIMPEKTHO, YIIOTpeOOM nMpasusia Jy, Tj. gokasyjyhu ¢(z 1= t), 3a Hekn
EKCILNIMIIMTHO AT u3pas t, u

— MHIMPEKTHO, MIpeTIocTapsbajyhu ~3x, Tj. na je —w(x = t) 3a cBaxu
u3pas t, T0Ka3aTH KOHTPAAUKIIN]Y.

Kibyuyna mpeTrioctaBka y MHAUPEKTHUM AOKA3MMa j€ J1a j¢ HEKO TBP-
heme WM UCTUHUTO WIIM JaXXHO, HE3ABHUCHO OJI CTEIIeHA HAIleT 3Hamba, Te
C1000JTHO MOXKEMO MPUMEHLUBATH TIPABUIIO | .

JenvHa npasua u3zBolhema, yBeficHa y IOraBiby MaitieMaiiuika 10cuxka
(mononemax Cucitiemu 3a gegykyujy, ctp. 158), y kojuma ce mojasibyje L, jecy
-y, 7g U L. EkBuBaneHmumja (lokasana Ha cp. 160) ma < (o= 1), y unjem
JI0Ka3y HUCMO MPHUMEHUBAIN NPAaBUIO L., omoryhaBa HaM jAa Herauujy
= yBeneMo nomohy dopmyne o = L, U caMUM TUM U3 CITUCKA OCHOBHUX
NpaBuiia eMUMUHUAIIEMO —y U —g, Oyayhu ga cy oHa Tocieauua MmpaBuia
=y U =g. Mehytum, To HUje cnyyaj ¥ ca npaBwiioM L.

ITpaBuna u3Bohera HHTYUIIMOHUCTHYKE ;TOTHKE Cy CBA MPABUIIA KIaCH-
YHE JTOTUKE, OCUM ITPpaBUiIa L., KOje j& 3aMEHEHO MPABUITOM:

FFL(_L-)
a7
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Ca T F,; v heMo o3HauaBaTH YHMELEHHLY Ja ce CekBeHT 1 F ¢ Moxke
JIOKA34TH CaMO MPUMEHOM TTpaBUJia HHTYUIHMOHUCTHYKE Toruke. O qokas3u-
Baby Y MHTYUIMOHKUCTUYKO] IOTUIIM BUJIETH 3a/1aTKe Ha cTpaHama 305-309.

KpMﬂKeOBH MOJ€EJH 324 HHTYUUOHHCTHYIKY JIOTHKY

3Hauewme GopMyna y MHTYUIMOHUCTUYKO] JOTHIM Hajuelrhe ce aaje
y Tako3BaHuM Kpuiikeosum mogeauma. JIok cy y MOAeNNMa KJIACHUYHE
JIOTHKE 00JeKTH (PUKCUpPaHU M HBUXOBE OCOOMHE ce He Memajy, Kpumkeos
Mofen ce u3rpal)yje mocTerneHo, ,,HapacTameM Hu3adpaHOr 0a3HOT CKyIia
u nosehamem 6poja ocoOuMHA onrosapajyiux enemMeHaTa y 3aBUCHOCTH O
HEKOT MapaMeTpa KOJHU j€ Ha|ITOTOHU]e 3aMUILIbATH Kao gpeme. Kpumkeon
MOJIe] MOXKJ1a HajBUILLE Mojiceha Ha HEKOT MaTeMaThyapa KOju TOKOM Bpe-
MEHa IIMPH CBO] YHUBEP3YM O0jeKaTa, ald U CBOJC 3HAE — Ja JU je HEKO
TBphermhe HCTHHUTO MOXe My OUTH HEMO3HATO Y U3BECHOM TPEHYTKY, aJlu 1a
My, y HekuM OynyhuM TpeHyuuMa, OyJie TTo3HaTa IleroBa HICTHHUTOCT.

[TPUMEP 6. Wnreprnperaunjy jesuka £ = {R}, Koju caapXu camo jenan
yHApHHU pelanujcku CUMOOIT, Y KITACHYHO] JTOTUIM ofipelyjeMo (pUKCHpameM HEKOT
CKyIa M M300pOM jefdHe yHapHe penanyje Ha ToM ckymny. Ha nmpumep, uzabe-
pemo yu ckynn IN, N = {0,1,2,3,...}, v ynapuy penauwjy ,,6uiiu iapan 6poj*,
p=1{0,2,4,...}, nsrpabhen je vonen (N, p).

e {0,1,2,....n,...} p(0),p(2).p(4),...

> ¢{0,1,2} 0(0),0(1)
1 ¢ {0,1}  ¢(0)
7o @ {0}

V MHTYULMOHUCTUYKO] JTIOIMIH, jeaan KpunkeoB Mojiel jesnka £ MOKe U3riie-
JATH K0 Ha IIPETXO/IHO] CITHLIM ca JecHe cTpaHe. CKyNOBH IPUAPYKEHHN TPEHYIIMA
YEeCTO Ce HA3UBAJY CBellOBUMU MOJENA. JAN
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[TapameTrap, xoju heMo U Jga/be 3aMH-
B HIJbATU KAO BPEMEHCKU TPEHYTAK, ,,Bapupa‘
CKYITOM KOJH He MOpa OUTH TMHEApHO ypeheH.
Haume, y cBakOM TpeHYTKY MOXeE IIOCTOjaTH
BHIIEC MOTYhHOCTH Koje Hacrymajy. Hapas-
HO, CBaKu O MOTryhHX CBeTOBa MOXE UMATH
cBoje ucture! [MHOTO je uckas3a Koju ¢y TAYHH
JEIWHO y 3€MaJbCKUM yCIOBUMA (Tj. TAYHU CY
Ha IJIAHEeTH 3eMJbU), JOK Y HEKOM ApYyraunjem
ceeTy Moryhe je 1a OHM HUCY UCTUHUTH.

7o

Kako ogpeljyjemo aa nu je Heka dopmyma @ UCTUHUTA y HekoMm Kpuri-
KEOBOM MOJIETy Y TpeHYTKy 7?7 M oBOra myTa, ICTUHHUTOCT (DOPMYJIe 3aBUCH
OJ1 UCTUHUTOCTH HEHUX MOTHOpMya.

3a noduuxe gesnuke N\ u NV u keanmiugukaitiop 3 uCTUHUTHOCTH 3a8UCt 0F
,, cagawirbes "’ mpenyKa T.
e ®opmyia O A ¢ je HICTHHUTA Y TPEHYTKY T aKO U caMo ako ¢y 00e hopmyiie
0 ¥ @ UCTUHUTE Y TOM TPEHYTKY.

e Gopmyia 0V ¢ je ICTHHUTA Y TPEHYTKY T aKO M CaMO aKo je 0ap jeaHa o
bopmyra 6 WK ¢ UCTUHUTA Y TOM TPEHYTKY.

e ®opmyna 3xf je UCTHHUTA Y TPEHYTKY T aKO U CaMO aKo IMOCTOjU 00jeKaT
@ M3 CBETA Y TOM TPEHYTKY TAKaB /a j¢ UCTUHUTO O|a.

3a (mpeocrarne) 1oduuke ge3HuKke — U = U Keaniauguraiop ¥ uciiuna y
HEeKOM HPEHYIIKY 3a8uUcu U 0g ,, cagauwroctuu” u oq ,,0ygyhnociiu .

e Gopmyna —f je UCTUHUTA Y TPEHYTKY T, aKO U CaAMO aKO y TPEHYTKY 7 U
y cBakoM OymyheM TpenyTky dhopmyna f uuje uctunura. OBO je ¥ Hajkapa-
KTCPUCTUYHH]A PA3TUKa U3Mel)y KJIaCUYHE U UHTYULIMOHUCTHUKE JIOTUKE. Y
KJIAaCMYHO] JIOTUIIH, aKO (hopMysia HUJ€ HEUCTHUHUTA, OHA j€ OHAa UCTUHUTA
(13 =0 3aksbyuyjemo 0). Y HHTYMIMOHMCTUYKO] TOTULIN, Y HEKOM TPEHYTKY
dbopMmyia Mmoxe ga He Oyie HEUCTUHUTA HUTH Aa OYIe UCTUHUTA, & [1d Y HEKOM
oynyheM TpeHyTKy, Ha mpumep, Oyae (Mpeno3HarTa kao) HEMCTUHHUTA.

e dopmyna 6 = ¢ je ICTHHUTA Y TPEHYTKY T aKO 1 CAMO aKO j€ Y TPEHYTKY
T Uy CBAKOM OynyheM TpeHyTKY KaJl Tof je § UICTUHUTO Takohe je UCTUHUTO

e GOopmyna YVl je UICTUHUTA ¥ TPEHYTKY T aKO U CaMO aKoO j€ M Yy CBAKOM
OyayheM TpeHYTKY, 3a CBAKU 00jEKAT ¢ KOjH ,,[TOCTOJU” Y TOM TpeHyTKy 0al
HUCTUHUTO.
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YumeHUIy Aa je HeKa pedeHulla ¢ UCTUHUTA ¥ HekoMm KpumkeoBoMm Mo-
Aeily y TPEHYTKY T 03HauaBaMo ca 7 Ik ¢. YecTo ce kaxe na je y ilpenyiKy
T peanu306ana pevenuya p UMW, kpahe, na 7 ¢opcupa . Pedenuna ¢ je
peaIM30BaHA Y YATABOM MOMETY YKOJIMKO j€ PeaM30BaHa Y TOM MOJIENY Y
CBAKOM TPEHYTKY.

HACTABAK IMPUMEPA 6. [{a nu je peuennua Vo (R(2z) V- R(x)) — ,,ounrienya
WCTMHA KITACUYHE TOTHKE — UCTHHUTA Y KPUITKEOBOM MOJIENY JaTOM Y ITPETXOJHOM
npumepy? Huje! Byayhu aa 3a ceaku npupomgad 6poj n, 7, = R(n)nr, ¥ -R(n),
uMamo Ja 7, ¥ R(n) V -R(n). akne, 7, = Vo(R(z) V ~R(z)), 3a cBaku
NPUPOAH 6poj n. 3Hauu, y oBoM Moeny Baxu —Va(R(x) V ~R(x)). VAN

CxoQHO MpeTXoAHuM o3Hakama, I |- ¢ o3HauaBa ma je peueHHla (o
peanuzoBaHa y cBakoM KpuIkeoBOM MOIENy y KOMe Cy pealu30BaHe CBE
peueHuue Teopuje 1. W opora rnyTa, CHHTaKCa M CEMAaHTHUKA CE TMOTIIYHO
CIIaXY.

TEOPEMA. 1" ; ¢ ako u camo ako 1" I .

[IpaBuu wHTEpecOBama U HUCTPAKUBAba WHTYULIMOHHCTHYKE JIOTHKE
CIIMYHH CY OHUMA y KITACUUYHO]. Y ,,UCTAKHYTE" TCOPH]je ClTaaa CKyI peyeHuIIa
PA. Axo o3naka PA F ¢, u name, moapazymeBa JOKa3UBOCT MPUMEHOM
npaBuia knacuuHe noruke, ca HA F ¢ hemo osnauutu PA +; ¢, 1.
AOKAa3UBOCT KOja MOoIpa3zyMeBa MPUMEHY UCKIbYUHUBO ITPABUIIA HHTYULIMOHU-
ctuuke joruke™’. HeheMo ynasutyl y neTabHO ONMUCHBAKLE OIHOCA n3Mely
PA F ¢ w HA F ¢, Beh hemo camo ucrahu y yeMy ce orjiena KOHCTPYK-
TUBHOCT UHTYUIIMOHUCTUYKE aPUTMETHUKE.

TEOPEMA. 1. HA F 0V ¢ axo u camo ako HA + 6 unu HA F ¢.

2. HA + 326 axo u camo axo nocroju npuponas 6pojn aa HA + [z := 7.

TonoJiomka ceMaHTHKA WHTYHUHHUOHUCTHHYKE JIOI'HKE

Cton u Tapcku cy TpBU NPUMETHIIH [1a anredpa OTBOPEHUX CKYIIOBA HUje
By:oBa, Beh ma ce moHaiua mo rnpaBUINMa UHTYUITMOHUCTUYKHUX JIOTUYKHUX
Be3HHMKa. IloinTo je TakBa mpaBuiia IpBU GOPMYIUcao, Beh TOMEHYTH HH-
TYUILHOHKCTA, XeJTUHT, ofArosapajyha anredpa ce Ha3uBa X€JTUHTOBOM.

XejTunrosa anredpa (umu bpayeposa Mpexa) je orpanudeHa (ca O u 1)
MpEXa TakBa Jla 3a CBAKM Map eleMeHaTa &, Y IOCTOJU CTENEH Y*, WU KaKo
ce yernhe o3HayaBa T = Y, U BAXU: 2 < (7: = y) akko z Az < .

S"HA — XejTUHrOBa apUTMETHKA
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Korekuuja cBUX OTBOPEHMX CKyroBa 7, HEKOI TOIOIOIIKOT TIPOCTOPA
(X,T), obpasyje XejTHHTOBY anre6py.
T=y

. ./
N/

TNy

3aucra, (7, C) je orpannuena (ca f u X') Mpexa, a 3a cBaka Ba OTBOPEHA
ckyna U n V, U = V ce nedunmiue xao yuuja | J, W, cBux orBopeHmx
ckyrmoBa W; taksux ma je W; "U C V.

TEOPEMA. 3a pOU3BOJbHE €NEMEHTE T, Y, 2 HeKe XejTUHIOBE ajredpe
BAKU:

Hl (z = z) =1,

H2x2AN(z=vy)=z Ay, yA(z=1y) =y,

H3z = (yANz)=(x=y)A(x = 2).

OOpHyTO, aK0 OMHapHAa omepaluja = Heke orpaHudene (ca 0 u 1) mpexce

I sagosospasa ycnose (H1) — (H3), onna je Ta Mpexa XejTUHroBa anrebpa
ca UMIUTMKanujom =-. IloMeHuMoO na ce Heranuja y Xe€JTUHTOBY anredopy

YBOJIU Ca ﬁxd——gf(x = 0).

Kareropuje

34 pa3uKy OJf TEOpHUje CKYITOBa, I/l TIpecuKaBama Mehy 1aTuM cKyro-
BMMA MIPEJICTAaBIba]y Takohe cKymoBe JehuHucaHe TOMONyY MATUX, Y TEOPUJH
KaTEeropuja MpeciuKkaBamba UMajy He3aBUCaH cTaTyc (y OIHOCY Ha oDjexTe
u3Melhy kojux cy ycmocraBibeHa), Te 1moctoju Beha cnodona y ogpehupamy
(1300py) 1ITa TAYHO MPECIMKaBaba MOTY jla Oymy.

Teopuja kateropuja UiIv ,,pauyH CTPEIUUA” Jaje HOB, Y OCHOBH ajre-
bapcku dhopmanuzam 3a H3yuyaBalkhe MHOTUX MATEMaTHUYKUX TUCLUILTUHA,
ol anredpe U TOMOJOTH]E, ITa CBEe 10 MaTeMaTHYKe JJIOTUKE U pauyHapCTBa.
Hapouuto cy 3HauyajHe KaTeropuje 3aTBOPEHE 3a BAXXHE MAaTEMATUUYKE KOH-
CTPYKIIM]€ Kao IUTO cy J{ekapToBU MPOU3BOAH, IIPOCTOPHU NPECTUKABAHA,
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KapaKTepUCTUUHE (yHKIHU]E, ... TakBe cy MHOTOOPOjHE, HA IPBU MOTJIE/
CACBUM Pa3JIMuMTE, KATETOPHU]E KOJ€ CE IM0]aBIbY]Y Y TEOMETPH]H, TOIOJIOTH]H,
anredapckoj reoMeTpuju, TEOPUJU TPyIa, TEOPUJU CKyrnoBa. BehuHa oBuX
KaTEropvja uMa BUIIIE 3ajeITHHYKUX CBOJCTBA KOja ce y31UMa]y 3a AePUHULINA]Y
HajBaXHUJUX KaTeropuja — TOMoca.

JIEOVHUIIUIA. Kateropuja ¢ je oapehena asema kmacama Ob(¢) u
Arr(¢), kacom €-o6jexaTa U KIacoM ¢-cTpenuua (MophuszaMa), Ipy yeMy
ce y3uMa Jia OBe JIBe K1ace 3a70BoJbaBajy ciaenehe yciose.

e (CBaxoj ¢-cTpeauly [ NpUApYKeH je ap ¢-o0jeKaTa gomeH i KOGOMEH
on f, ca osnakama dom(f) u cod(f), penom. la Gucmo m3pasunn
YUFHEHUITY Aa ¢y X U Y pesioM TOMEH ¥ KOJOMEH CTpeTUIie [, THIIEMO

foX Y umXxLy.

e CpakoM €-00jeKTy je mmpuapyxerna ¢-ctpenuua ly : X — X, 13B.
Jjequnuyna cTpenuna Ha X.

e Cgakom mapy ¢-crpenuua f u g takBux ma je dom(g) = cod(f)
npuapyxena je crpenuna g o f - dom(f) — cod(g), T3B. komitosuyuja
onfug Hakne,ako f: X - Yug:Y — Z,rtanago f: X — Z;
mucahemo u X LY % 7.

e AKo cy JeduHHCaHEe KOMNO3ULK]E TapoBa €-cTpenuua f 1 g, OMHOCHO
guh,tanajeho(go f)=(hog)of.

e 3a cBaky ¢-crpenmny [ X — Y Baxu folx = f=1yo f.

IIpeduxc €- hemo M30CTaB/BATH Kajla TOJ HeMa OTACHOCTH OJ 3a0yHe,
OJTHOCHO KaJl TOJI j€ JaCHO O K0jO] KaTeTopuju € je ped.

ITPUMEP 7. O6jekTu kateropuje Sets ¢y CKyImoBH, a CTperie IPecauKaBamba
CKYITOBA (KOMITO3UIIM]ja CTPETUIIA je yOOWJajeHO cllararbe MPecinKaBama). JAN

TTPMEP 8. Tononomku npocTopy U HeNMpekUIHa npecauKaBama Mehy ’wuMa
dbopmMupajy jJeHY KATETOPH]Y.

Takxobe, kaTeropuje odpasyjy u rpyre ca xomophusMuma Mehy wmuma u
BEKTOPCKHU [POCTOPH Ca JIMHCAPHUM MPECIIUKaBambUMa. JAN

ITPUMEP 9. Csaku ypehen ckyn (P, <) MOXe ce TOCMAaTPATH KAo jeiHa KaTe-
ropuja: egeMeHTH cKymna F ¢y 00jeKTH ca TauHO IO jJeIHOM CTPEIHMLIOM U3 P Y ¢ aKO
M caMo axo je p < q. A
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[TPUMEP 10. Csaxy rpyny MOXeMO IocMaTpaTH Kao Kateropujy. Hawwue,
Kareropuja koja oarosapa rpynu (G, *) mMa camo jefad objexar, 03HauMMO Ta ca
%, IOK CBaKW eigeMeHT u3 (G MpeacTaBiba JeAHY CTPENUILY * — %, IIPH 4eMy Ce *
y31UMa Kao KOMIO3UIIHja CTPETHLA. A

CojcTBa MckazaHa y 3aganuma 13 u 14 (Ha crpanu 270), y Teopuju
KaTeropHja KOPUCTUMO 3a ASGUHHUIIM]C BEOMA BAXXHUX BPCTA CTPEIIMIIA.

e Crpemuna f: X — Y jeunjexyuja (monomopgpuzam),y o3Hauu X — Y,
aKo 3a CBaKM map crpemuua g, h @ Z — X, u3 fog = foh, cienu
g=h.

o Crperuma f: X —Y je cupjexyuja (edumopgusam), y o3Hamu X — Y,
aKo 3a cBaku map crpemuua g, h 1 Y — Z, uz go f = ho f, cnequ
g = h.

e Crpemuua f: X —Y je bujexyuja (uzomopguzam), y ozHaum X = Y,
ako rnocroju crpenuia g : Y — X, takBagaje fog = lyugof = lx.

CrnenujanHy ¥ BeoMa 3HAYajHy BPCTY cKynoBa (o0jekata y KaTeropuju
Sets) npencraBibajy T3B. CUHZIHOHY WITH JeTHOYNaHU cKynoBu. Ca CTAHOBU-
1ITa TEOpUje KaTeropuja, 3HauajHo je uctahu crmenehe CBOJCTBO CHHIIITOHA:
axo je 1 cunzuimion, waga 3a ceaxu ckyi X GoCtioju mauHo jegro Apeciukasarbe
cxyiia X y 1.

JAEOVHUIMIA. Objekat K karteropuje € je wiepmunainy (Kpajiby) 00-
Jekairi y €, ako 3a CBaKM 00jexaT X ITOCTOjU TaYHO jeaHa cTpeimia X — K.

TEOPEMA. Ako cy K u K5 TepMUHaAIHU O00JeKTH HEKe KaTeropuje ¢,
TaJla MOCTOJU Ta4YHO jenHa crpenuna K|, — Ko xoja je u3oMophusam.

[okas. VI3 neunuiyje TepMIUHATHOT 00jeKTa CIEIH 1A TOCTOjY TAYHO 110 je/Iiia
crpenmia f @ K; — Koug: Ko — K. Taxole, 1k, je jeauna crpenuna u3 K1y
K1, nox je 1k, jenuna crperuua u3 Ko y Ko. Jlakie, komnosunuja K —C»KgiKl,
1. go f: Ky — Kji, mopa 6utu jeanaka ly,, a KoMnosuuja Kgi[ﬁLKg, TJ.
fog: Ky — Koy, jennaka lg,. U3 jenHakoct go f = 1lx, u fog = 1k, cienu
na je f (xao u g) usomopdusam. L

IIpeTxoaHa TeopeMa Kaxe ja Cy cBaka JBa TePMHUHAIHA 00JeKTa Y UCTO]
KaTeropuju uzoMmopdHa, ¥ rpu ToMe u3Melhy cBaka aBa MoCTOjU TAUHO jejlaH
n3omopduzaM. 3aTo, 4ecTo OMpaMo caMo jefaH TePMUHAIAH 00jeKaT, y Ka-
TEropvjama Koje ra umajy, u o3HauyaBamo ra ca 1. OBo hemo vecTto YHHUTH
u yoynyhe npu uzsohemwy Apyrux ,,yHusepzainux’ KOHCTPYKIIU]A.
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JEOUHULIMIA. Heka je 1 TepmuHanan objexar kareropuje € u X Ouito
Koju 06jexaT y ¢. Caaka crpemuna 1-—X Hasusa ce exemenin (Wi Tadvka)
objexta X. (Vkomuxko je 1 = {Ja}, onma 15X moxe na 3uauu u ,,Ja cam
uzaopao (youuo) enemeniti x odjexitia X )

HapouuTo cy 3HauajHe KaTeropuje y KojuMa MOXKEMO H3BOIUMTH OCHOBHE
MaTeMaTUUyKe KOHCTpyKLuje. JeaHa oA Haj3HAUajHUJUX je KOHCTPYKIIM]a
(exapitioeo?) fipoussoga.

JEOVHMLMIA. OOjexkat P je idpouszsog 00- X
jekaTa A1 1 Ay YKOHKO MTOCTOjE CTPEIULIE P A, '
u P53 A, Taxse 1a 3a cBaky 06jexaT X M cTpeluiie h i fa
X 'f—1>A1 nuX P»Ag IIOCTOJH JETMHCTBEHA CTPEIHIA
f o S A 14 X
X>Ppmajefi=mofufo=molf. xlme 7r2’A2

Crpenuue 7, 1 Ty Ha3UBAJy ce ipojexyuje mpouspoaa F. Kaxko je ctpenu-
Ha f y npeTxoaHoj neuHUIU]H JeAMHCTBEHO oapeheHa cTpenuuama fi, fo,
uecTo ce o3Havasa ca (fy, f»). Cnenujanno, ako npousson P objekara A; u
A, mocroju, Tana 3a obdjekat F (1Mo aehUMHUALIMK, KA0 U 3a OUIIO KOJU APYrU
o6jexat X) u crpemuue P35 A, u P73 Ay nocToju jeIMHCTBEHA CTpENHLA
(77, 72) : P — Praksapajem; = myo(m,m) M my = myo (7, m). Bynyhn
aa v 3a crpeuny 1p - P — P Bake Je[ITHAKOCTU T, = M O lp U Ty = M0 1p,
3aKJbyuyjemo ma je (my, mo) = Lp.

Moxe ce nmokazaTu a Cy, YKOJIIMKO ITOCTO-

: . P’
j€, CBM MPOM3BOAM [Ba 00jeKTa MehyCcoOOHO HU30-
Mop(HU. 3aucTa, ako MPETIoCTaBUMO 1a cy F , )

-3/ . ) 7T1 7T2
u P’ mpoussoau objekata A; u A,, Taza mo- .

. s o 7
cToje crpemuue P—A, u P3A,, xao u P'—>A,

W' : - < —
u P'-3 A, ca ogrosapajyhum csojcrsuma. Taja, Ar T P o
nowTo je P npousson, 3a objekat P’ u crpenuue 15
! . wh . . f
P'— A, u P’ Ay nocToju jenMHCTBEHA CTpenula m b 2
/

7' P/ — P,rakBajiajemy = m o UM = ToOT'.
Taxobe, 1 P’ je mpousBox, ma 3a objekat P u crpeanue P>A, u P53 A,
IIOCTOJM jeIMHCTBEHA cTpenuua 7 : P — P’ takBa na je mp = wj o7 H
Ty = Ty o . VI3 TOCebe YSTUPU JEAHAKOCTH CIeIH 71 O ' O T = Ty |
moom o = My, Kaou i omon = wyumjomon’ = w. Jlakie, 3aK/bydyjeMO
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najen’om = lpumon’ = 1p/, opakie cienu ga cy © u ' Oujekiuje, OAHOCHO
na cy objextu P u P/ uzomopduu. JIpyruM peuuma, Tpou3BOI ABa 00jeKTa,
VKOJIMKO MOCTOJH, JEAUHCTBEH je 10 Ha n3oMopdusam, mro HaMm oMoryhasa
2 B3a0epeMo U mMocMaTpaMmo camo jedad Mehy u3oMoppHUM MPOU3BOIUMA
obejkata A; n Ay. Mzabpanu npousBo o3HayaBamo ca A; X As.

Opn cama hemo mojgpasymMeBaTH, OCUM aKO HE HArIacuMo Apyraduje, /1a
CBE KAaTEropHuje O KojuMa OyaeMO TOBOPHUIIM MMa]y TEPMHUHAIHU 00jeKaT U
fa Cy 3aTBOPEHE 3a TIPOU3BOJIE, Tj. Jla 34 CBaKa ABa 00jeKTa U3 IToCMaTpaHe
KaTerOpHje II0CTOJU 00jeKaT KOJU J€ IbUXOB ITPOU3BO/I.

Crpenulie ka mpoussoay A; x A, je jerHOCTaBHO OIMUCATH Y CMHUCITY J1a
cy ce crpenuie X — Ay x A, ctporo oapeleHe mapom crpemuma X — A
u X — A, Te UX MOXKeMO MpoyuaBaTi 6e3 hopMUparma MPOU3BOIA.

CacBuM je Ipyrauuije ca cTpefdiaMa duju je JOMeH mpou3Bom A; X As.
Hauwme, ctpemuua Ay x Ay — X ce Hajuernhie He MOXKe MPEACTABUTH TIPEKO
HEKMX CTpeluia ca JomeHuMa A; u As, 6ynyhn na cBaka mweHa BPEIHOCT
3aBUCH OJ CBOJeBPCHE ,,MHTEPAKUHje* Ba apTryMEHTA.

Crpenule 4yuju ¢y JOMEHU TPOU3BOIU HEKUX 00jekaTa BeoMa Cy 3HauajHe
1 4ECTO C€ [10jaBIbyjy y MaTeMaTullM. HajjenHoCcTaBHUJU IpUMEPH OBAKBUX
CTpenuna cy OunapkHe odepayuje: caxa crpeauna X X X — X je Heka
OunapHa omnepanuja Haja objextoM X. Takobe, BaxaH mpuMmep CTpenvia
YUjU CY JIOMEHU ITPOU3BOIY NpeACTaBIbajy cTpenuie odbmuka X X B — X,
Tako3BaHa gejcitisa objexta B Ha X.

3aapxkahemo ce Ha HAJOMIUTHjeM clyyajy; Heka je 1" x X Ly, [Tpume-

THUMO, HajTIpe, fa cBakm enemedT 1->X onpelyje jenuy crpemy TMY’,
ma f MOXeMO TocMaTpaTu Kao jeaHy dhamuianjy crpenuua 1 — Y uHjex-
cHpaHuX eneMeHTHMa objexkTa X. 3amcra, cBaku exeMeHT 1-»X onpebyje
jenHy (KOHCTaHTHY) cTpenuuy T : 1 ESEN's (T =!7 o ) xoja medunuie
crpemvuy f(+,z) : T — Y, ka0 KOMIIO3ULH]y T x Ly, (Ctpeauna
'/ T — 1 je jemmucrBena crpemuua u3 7'y 1.)

VY karteropuju Sets 3a cBe 3axate objekre (y OBOM Caydajy ckyrnose) 1’
n Y mocroju o6jexat (ckym) X TOBOJBHO BEIUKU 1A IIOCTOJU ITPECTUKABALE
[ T'x X — Y koje mapamerpusyje (MHAEKCHPA) CBA MPECIINKABAKA CKYTIa
TyY. |Csaka crperuna uz Ty Y je obnuka f(-, ), 3a Heko x 3 X |

Yysenn KaHTOpOB [MjaroHaIHU apryMEHT Kaxe na: ckyid 1, y otuiitiem
CAVYHATY, HUJe JOBOMHO BENUKU ga OU HAPAMETAPUZ08A0 C8A APECIUKABARA U3
T yuexu Y.

250



Jlujaronajinu aprymeHT

Hapense nBe TeopeMe Baxe y CBakoj KaTErOpUjU Koja CaapKU TEPMH-
HajgHU 00jeKaT U KOja je 3aTBOpeHa 3a TIPOU3BO/IE.

TEOPEMA TUJATOHAIM3ALIVMIE. Ako je Y objekaT Takas 1a IOCTOjU
o0OjexaTt 1’ ca TOBOJBLHO GHeMCHaTa Jla MapaMETPUIYJE CBE CTPENIULE U3 1y

Y, vexom ctpenuuom 7' X T—>Y Taza Y uma ceojciiso qbuKCHe mayke, Tj.
3a CBAKY CTPENUILY YLy MOCTOJU Oap jelaH eJIeMEHT 15Y Takas za je
goy=y.

Jokaz. Hexacy gatn Y, T, f u g OHAKO KAKO je TO OPMYIIUCAHO Y TEOPEMH.

O3HauMMO ca 0T, T3B. gujadonaino upeciukagarse, crperuny (1o, 1p) : T — T x T.
Hexa je h : 7' — Y pedunucanoca h = go f o or.

f
TXxT—>Y
or = (17, 17) T lg
T —>Y
h
Tana 3a CBAKM €eMelT 157 Basku:
(1) hot=go fodpot.

PerrMo, 360r HOTALMje HA KOy CMO HABHKIIM, J1a IPETXOANY JEAHAKOCT MOXEMO
sanucati Uy obomuky h(t) = g(f(t,t)).

W3 npernocraske aa ce cBe crpenuie U3 1y Y MOry mapaMeTpu3oBaTH ejie-
verrtuMa u3 T, cnemn aa je crpenvua h jeanaka crpenuim f (-, to) : 7' — Y 3a Heko
to: 1 —T,najeszacsakot:1 —T: hot= f(-,tg)ot, 1j. h(t) = f(t, to).

Criennjanydo, 6ulie u h oty = f(-,tg) o tg, Tj. h(te) = f(to,tp), ma u (360r
jemnaxoctu (1)):

go fodroty= f(-to)oto, 1. g(f(to,to)) = f(to,to).

Axo y3meMo 1a je yo ctpenuna f o dr oty : 1 — Y, noduliemo dukcHy Tauky

CTpeNHUIE g, jep je g © Yo = Yo. =

Maxko je KaHTOPOB 10Ka3 MO3HAT KA0 qUjacOHAIHU apEyMeHil 300T yiore
JIMjarOHAJTHOT MPECTMKaBabha, yJIora IPeciruKaBama ¢ y IPeTXOIHOM 10Ka3y
je Takohe BeoMa 3HAYajHa MPH KOHCTPYKUHUjU cTpeiuie h w3 f. OBo ce
HAPOYMTO BHAM YKOJUKO MPETXOIHY TeopeMy dopmynuiieMo y cienehem
00HKY.
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KAHTOPOBA KOHTPATIO3UTHMBHA TOCTEANIIA. Axko je Y objekat 3a
KOJU TIOCTOJU Dap jenHa cTpenuua g : ¥ — Y koja Hema UKCHY Tauky, Taqaa
3a cBaku o0jekat T' u cBaku ,,niokywmaj” f : 7T x T — Y mapamerpusaiuje
crpenuua w3 7'y Y, mocroju Oap jenna crpenuiia I° — Y koja je BaH
oirosapajyhe dpamunuje, Tj. Huje jenHaka Hekoj crpemuty f(-,t) T — Y
HU 3a jenaH enemenT ¢t : 1 — 7.

VY kateropuju ckyropa Sets mocroju odjexat (ckym) Y Koju Hema 01ro-
Bapajyhe cBojcTBO (hukcHe Tauke. To je HajJOOUUHU]U ABOUIAHU CKYIT, O3HA-
YHUMO I'a Ca 2; aKO HEroBe €IeMEHTE Ha30BEMO ,,itlauHo’" U , HeillayHo™ Tana
je ,Kaacuuna Hesayuja* crpenuua 0e3 GUKCHe TaukKe.

LT L {T, 1) «(I #)

ITpumenom KaHTOpoBe TeopeMme 3aKJbydyjeMO Oa HHUJEHO ITPECITUKa-
Batbe 1" X T" — 2 He MOXe ITapaMeTPU30BaTH CBa IpecivkaBawma [ — 2.
OBo ce Hajuenihe hopmy:aune y cnenehem o6muky: 3a ceaxu ckyi T, T < 27,
2ge je 27 cxyi koju dapaveiipusyje céa dpeciuxasaroa T — 2.

Hpyru Baxxad mpumep oBakBor oOjexTa Y je, Ha MpUMep, CKYI TIPUPO/I-
Hux OpojeBa. Dyukuuja ciaenbenuka s - N — N, s(n) =n+1,n € NN,
Hema (UKcHy Tauky, ma je T < INT, 3a cBaxu ckyn 7', mpu gemy je INT
CKYI 3a Koju rocToju mpeciukasame T x INT — IN xoje mapameTpusyje cBa
nipecnukapama 1' — IN.

Kao wTo cmMo Beh Buaenu y nornasby O TEOpHJU cKymoBa, KaHTop je
M3BEO 3aKJbyYaK J1a 3a CBaKu OeCKOHa4aH CKyn I’ IMOCTOju HU3

, T
T < 2T <92 <92 .

CBE ,,06CKOHAYHUJUX U OECKOHAYHUJUX " CKYIIOBA.

KantopoBa Teopema gujaroHanusaiuje je Beoma Onucka u I'egenoBum
TeopeMaMa HEMOTIYHOCTH, ¢ TUM 1ITO je 'enen y u3BeCHOM cMuCay ,,KOH-
CTPYKTUBHUCTUYKHU " TJIEJA0 HA CTBAPHU:

(1) monazehu ox Hekor hopManHOr cucTama (HeKOT CKyra ¢popMyia U rpa-
BUJIA I0KA3UBAIHA)

(2) pazmatpao je caMmo OHa TIPEeCIUKaBambha KOja MOTIYHO MOI'Y OUTH OIMCAHA
dbopmynama u

(3) cmaTpao jeNHaKUM JeMHO OHA MpecIrKaBamba 34 Koja ce y 1aToM pop-
MaJIHOM CHUCTEMY MOXE JOKA3aTH EKBUBAJICHTHOCT (hOpMyJia Kojuma Cy 3a-
aaTa.
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OBakBO CTAHOBUILUTE AOBOAM JIO0 KaTEropuja Koje ¢y HAa HEKH HAYMH
CIMYHE KaTeropuju Sets, anu, y U3BECHOM CMHUCY, ¥ IIPUITHYHO PA3TTHUMTE.
Haunwme, kao mto hemo xacuuje BuaeTH, y Behuuu kateropuja (peeBaHTHHX)
HUCTUHUTOCHMX BPEIHOCTH MMa BUIIIE O] JIBE U CBE OHE 00pa3syjy jeaaH o0-
jexat {) Te kateropuje. Y ,,['enenoBumM kaTeropujama’ UCTUHUTOCHE Bpel-
Hoctu 1 — ) cy came popmyite.

Ha nmpumep, Heka cy = ¥ y hopmysie KOje UMEHY]Yy elleMeHTe 00jeKTa
(tuma) X, ¢ dbopmyna koja oapelyje HeKO CBOJCTBO eleMeHaTa Tuma X, a u
U U PENOM KOMIO3ULIUIE i © T U 0 © Y (Y OOUYHOM I'OBOPHOM jE€3UKY, T U Y
MOTy OUTH HeKe UMeHHIIE (CyOjeKTH), © HEKU TTPEAUKAT, a U U v oAroBapajyhe
pEUEHHUIIE).

1i;9
v

Ykonuko ce y u3adpaHoMm GopMaTIHOM CUCTEMY HE MOXKE JOKA3aTH EK-
BUBAJICHTHOCT (popMyTa © U v, Y KaTeropuju he OUTH u # v; IpU TOM je
Moryhe fa ce He MOXe JIOKa3aTH A je U eKBUBAJIEHTHO HU ca wmauno @ 1 — )
HUTH ca ueimiauno @ 1 — §). T'emenoBU pe3yiaTaTH IMOKa3yjy Aa je 4ecT
crydaj 1a GopMaliHU CUCTEMHU AOIYIITA]Y YeTHPH U BUILIEC HECKBUBAJIEHTHUX
UCTUHUTOCHUX BpenHocTH 1 — () y oarosapajyfinMm kareropujama.

Kaxo je nose3ana KanTopoBa Teopema avjaroHasiu3aluje ca OBUM KaTe-
ropujama? Axo je T’ Hexu 00jeKaT KOjU UMHE IPUPOIHU OpOjeBU (MM peuH,
bopmyite, mokasu, ...) udecto je moryhe Hahu npecnukaBamwe 1° X 1T° ENG)
KOje, y U3BECHOM CMMCITY, OIIMCY]je (TTapaMeTpu3yje, MHAEKCUPA) CBA OHUCUBA
cBojctBa 1 — €. To ce moctmxe I'ee1oBUM KOJMPAkHEM KOJUM €IIEMEHTH
objexta T' mobujajy IBOCTPYKY YJIOTY: CjeHE CTpaHe OHU CYy UMEHA ,,CTBAPH
0 KOjUMa NMpryaMmo, a ca Apyre cTpaHe Mpe/ICTaB/bajy M MMEHA 3a CBOJCTBA
T — §2. Tako, Ha mpuUMep,

TxT

<2.V \f
1l ——>
f(2,2)

£(2,2) je peuennna koja xaxe na 6poj 2 uma cBojcrso [2]. KopucHo je 3a-
MUCITUTH J4 CY CBA CBOJCTBA (OMMCUBA Y HEKOM AaTOM (POPMATHOM CUCTEMY)
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HaOpojaHa Ha HeKY ojipeljeH HAaUMH TaKO J1a MOXKEMO FOBOPUTH O ,,CBOJCTBY
| 21]; Ha mpumep,

0] 22 =2
(1] z? =2z
[2] z+1=3

3] ?P=a2+a2+1

ITpu oBakBOM Habpajamy Moxemo pehu na je f(2,1) = f(2,2), jep je
£(2,1) = [1](2) = ,,2* = 2 - 2“ = @mauno

f(2,2) = [2](2) = ,,2+ 1 = 3* = dmauno,
kao u nia je f(2,0) = f(2,3), jep je
£(2,0) = [0](2) = ,.2* = 2“ = nemauno

£(2,3) =[3](2) =,,2° =224+ 2 + 1 = nemauno.

MehyTuM, Ha HAILO] JTUCTU c€ MOXKe HahU HEKO NMPUIUYHO KOMIUIMKOBAHO
CBOJCTBO, Ha mpuMep, [47| 3a koje ce y hOpMaTHOM CHUCTEMY HE MOXKe

. .. L f(247)
JIOKA3aTH HU Ja 2 UMa HUTH fa HemMa TO CBOjCTBO. Y ToM city4ajy je 1'—— ()
eaeMeHT V {2 KOJU je pa3iuyMT U OJI illauHO W OJ HETHAYHO.

: oy
Haxe, y3umajyhu vexo [enenoBo xoaupamwe aehunumemo 1 x 1§
. @
TAKO fa Ce CBAKO CBOJCTBO 1§ MOXKe MIpeACTaBUTH HekuM f(-, %), mpu

t
yemy he 3a cBako 1—7" outu

f(t,z) = wauno axo u camo axo je p(t) = mauno,
f(t, ) = neimiauno axo u camo ako je ¢(t) = nemiauno.

(&)

He moxemo tepauti aa je f(-,z) = o, jep je moryhe f(t,x) # ¢(t) 3a ono
t 3a xoje f(t,z) wm (t) HUCY HU WauHo HU HewllauHo. 3ampaso, I'enenos
pe3yiTaT je 1d, y KaTeroprjaMa OBe BpCTe, MOpa IMOCTojaTH peueHua 1 — 2
33 KOJY C¢ HE MOJKE JIOKA34TH d j¢ eKBUBATIEHTHA HU CA IHaA4HO HU CA HETHAYHO.

V cnyuajy xama je 2 = {@auno,neitiauno}, Taga 3a CBaAKO 750, nocroju
mve 157, y emucny (G), na je f(t,2) = ¢(t) 3a cBako 15T, MebyTum,
cafa TpruMo nocnenuiie KaHTopose IujaroHaite TeopeMe, Koje Cy CYIIpoT-
CTaBJbEHE UUEEHUIIN 14 — : ) — Q nema uxchy wauxy.

254



YHuBep3aiHe KOHCTPYKILUje

MHore onmre feQUHULK]E B KOHCTPYKUH]E Y TEOPUU KATErOpHja MOTY
OUTH ,,IlyaTU30BAHE OKpPETarmeM (3aMEHOM MECTa JOMEHA M KOJIOMEHA)
CTPENULIA U KOMIIO3UI[M]A KOje c€ Y TO] AeUHHULIN]U T0jaBIbY]Y.

Taxo mojMy TepMUHAITHOT 00jekTa dyasIaH je rojaM MHHMIM]aJIHOT 00-
jexTa.

JIEOVHUILIMIA. OO0jexat / kateropuje ¢ je uruyujarriu (MIOYETHU) 00-
jexaiti y €, aKO 3a CBaku 00jekaT X IOCTOjU Ta4Ho jeaHa crpeiuna [ — X,

Moxe ce moka3zaTu ja ¢y UHUIMjaTHH O0JeKTH Y CBAKO] KaTeTOPUJU, Y
K0jo] nocroje, mehycodbno uzomopduu. Iloctynajyhm xao y ciyuajy Tep-
MHUHAJHOT 00jeKkTa M oBora IyTa OMpamMo jedaH KOju heMO O3HauyuTH ca
0. IlpuMeTuMO, Ha TIpUMep, 1a je MHULH]jaTHU 00jeKaT y KaTeropuju Sets
npasas ckyn (.

Jyanan mojam rnojMy mpou3BOJIa JECTE KOUPOU360g U CyMA.
JIEOUHUIIIA. O6jexat S je rxoipoussog objexata A; u Ay yKOITHKO

nocroje crpemuue A1 255 u A, 25 S Takse 1a 3a cBaxy o6jexat X u CTPETULIE
A5 X u A, B X nocroju jenuncrsena crpetnia S->X naje gr = go ji u
g2 = g° Jo.

Kao u y cnyuajy mpousBona, jenHy oz MmehycoOHO mzomopdHUX cyma
objexkata A; u Ay o3HayaBamo ca Ay + As.

Kao mTo ce Moxxe HaCTyTUTH M3 MPETXOTHOT OJEJbKA, BEOMa BAXKHY
KOHCTPYKIIN]Y TIPEACTaB/ba KOHCTPYKIUja ciicdieHa, T]. O0jeKTa KOJUM je
moryhe mapaMeTpu30oBaTH CBe cTpenuie X — Y, 3a gate oOjekte X U Y.
JebuHuImmmo Hajnpe dpou3soq ciapeiuya.

JEOMHULUIA. [Ipoussoxn crpemuua f1 @ Xy — Y u fo 0 Xo — Vs je
jemuHcTBeHa crpenuua fi X fo @ X X Xy — Y] x Y, onpebhena jemHakourhy
fix fo=(fiom, faom).

)(1 X XQ

RN

X1 Xo

f/ Jix fa \{2

3/1 %Y} XYQH Y‘Z
T

/
Ty

JEOUHMLMIA. 3a gate objekte 7' 1 Y (y KaTeropuju ca MpoU3BOJIOM)
objexat £ 3ajento 3a crpemmiiom cv 1 T' X £ — Y HazuBa ce objexaisi ctiape-
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auya usz 1 y'Y ca esanyayujom ev, ako 3a cBaku 00jekaT X U CBAKy CTPETHUILY
f: T x X — Y nocroju jenuncteena crpemuna | f| : X — E Taksa 1a je
f=evo(lyx[f]).

1+ x| f
rxx 20 g

YKOIMKO KaTeropuja uMa TepMHHAITHU 00jeKaT, Taja 3a CBaka jBa ele-
menta 15T 1 15X Bau f o (t,2) =evo(ly X [f])o(t,z), unmu y apyroj
notaumju f(t,z) = ev(t, [ f](x)). [Ipumerimo u aa je [ev]| = 1g.

Mose ce moKas3aTu Ja YKONHMKO ¢y F1,evy u Fs,evy 1Ba 00jeKkTa cTpe-
nuua u3 7'y Y ca onropapajyhum epanyanyjama, Taaa MocToju jeJMHCTBEH
uzoMmophuzam [ : By = E, Koju je carjacaH ca eBanyalujaMa evy U eV,
3a JeIMHCTBEHH, 10 Ha M3oMopduzaM, objekat £ yBomuMmo o3HaKy Y ' 3a-
jenro ca T x YTZ5Y . Crpenuua [ f], jeauHcTBeHO oapeheHa cTpeauinom
f, HasuBa ce yecto ume 3a f. Ilpouec je unBepTrOMIaH. Axo je F objexkat
n T x ESY, cakoj crpemuun XY 7T mokemo MIPUAPYKUATU CTPEITULLY
I x XLy AeduHUCAHY KOMITO3UIIU]OM ' X XlT—x>gT x YTEY . Opa un-
BEPTUOMIIHOCT CE YECTO 3AMMCYje Ha cleaehu HauuH:

X YT
TxX—=Y

(E) LT,

IIPU UEMY CE XOPU3OHTAJIHA JIMHHU]A UHTEPIPETUPA KAO Upupogam Ipolec
KOJU CBaKO] CTPENUIM TUIA HA3HAYCHOT M3HAI JIMHH]e MPUAPYXKYje JSIHY
CTpENULY TUIIA Ha3HAYEHOT UCITO JIMHU]E U oaroBapajyhu dpupogan mpoiec

,,OI031[0 HArope*; MPUPOIHH ITPOLIECH CY NPUAPYKUBAIHA: g~l~>§ uf 4 1.
Kpahe, crpenune 3 X y Y7 ucto® cy mrro u crpemume u3 T x Xy Y.

Cnuunu ,,ipouecu’ TOCTOje ¥ 3a MPOU3BOJIE U 3a KompousBome. Ha
IIPUMED, 34 TTPOU3BO/I

X—>Y1><Y2

(P) X — YL,X — YZ lT

UpupogHu IPOLECH CY:

XLy x v, xBPy oy,
Tofr, o m20f T f
X1—>Y1}X2—>Y2 X—1>Y1,X—2>Y2
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WMHBepTUOMIAH IPOLEC 32 KOMPOU3BO/IE 3AMTUCYJEMO OBAKO:

X]—>Y,X2_—>Y

W

VY HapemHoM mpuMepy hemo UnycTpoBaTH 3Haya] OBUX AMjarpama.

ITPUMEP 11. Heka je € xaTeropuja 3aTBOpeHa 3a POU3BO/IE, KOIIPOU3BOE U
crenene. CyLITHHY 10Ka3a a4 je, Ha npumMep, (Y7 x o)L = Ylf X YQT MPENCTaBIbA
cienehe ,,u3pauyHaBame

X—>(Y1XY2)T
T'xX —-Y xYs
T'xX —-Y1,TxX—->Y
LR e
X =Y xY;

(E)

(P)

(E)

KOje 11aM jJaje
X — (Y1 x Yo)T
X — Y]T X YQT

LT

Tj. Kopecromnenuujy uamely crpemua X — (Y x Y2)T ucrpemua X — YT x Y.
Taxo, crasibajytin najipe (Y7 x Y2)T Ha Mecto X, 1061jamMo Aa CTPETULH Loy, xyo)T
oarosapa neka crpemmia f* : (Y1 xYs)T — YT xY{L. Cnpyre crpane, creamajyhu
YIT X YQT Ha MecTo X, nodujamMo crpenuuy fi : YlT X YTZT — (Y1 x Yo)T xoja
oarosapa lleXyQT. OcTaje jow ja ce Iokaxe ga cy J0OHjeHe CTpelulle jeaHa
Jpyroj uaBepsHe, Tj. gaje f* o f, = ].YlTxsz u fuo [7 = Liy, xyyT JAN

Hajzan, mosabaBumo ce u iiogobjexiiuma nator odjekTa X y HEKOj KaTe-
FOPUjU U KOHCTPYKIIMJOM TAKO3BAHOT ilapiuuiiuero2 odjexkra P(X).”

VY kateropuju Sets Hexku mojckyn S o1 X ce MOXe OTIMCATU HA PA3IH-
YUTE HAYMHE, UHKIY3UOHUM Tpeciukasa -em i : S — X WIU NaK Kapaxiiie-
puciiiuunom gyukyujom xs : X — 2, tne je 2 = {0, 1} nBounanu ckym yuje
cMo eremeHTe Beh decto 3Bamu @wauno (1) u neiiauno (0). Axo je {*x} Hexu
cuHrnToH u 1 : {x} — 2, Tako ma je T (%) = 1, Tama 3a momckyn S oxg X
BaXKU:

XSOiZTO !5,

npu uemy je ls : S — {x} jenuncraena crpenauua u3 Sy {*}.
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W y mpou3BobHO] KATETOPUjU Hogodjexitiu 0OjekTa X oapeheHu cy nHjex-
[jaMa ca KogoMeHoM X . AJH, UMa JIU CBaKa KaTeropuja UCTAKHYTH €0
TIOCIEAbET TUjarpaMa Tako [1a 3a CBaKy MHjeKUHUjy ¢ : S »— X BaXH OIro-
Bapajyha jennakoct? OHe KoOje ra UMajy Cy HapOYUTO BaXKHE KATEropuje
W O] BEIUKOT Cy 3Hadaja y MaTtematuud. Kao mro cmMo Beh HarosecTusu,
y IIOAOJIEJbKY O JUjaTOHATHOM apryMEHTY, HE Mopa CBaka KaTeropuja 3a
UCTUHUTOCHE BPETHOCTH J1a UMa CaMO eJIeMEHTE YOOHUYajeHOT IBOUIAHOT
ckynma. HawuMe, IocToju MHOTO KaTeropdja koje moceayjy odjekat {1, pa-
smanT ox 1 + 1, 3ajento ca crpenunoM | @ 1 — 2, Tako [a 3a CBAKM
nogobjexat ox X oapelien ca 7 : S »— X TOCTOjU jequnciigena CTPEIMLA
Xs : X — € TakBa ;a je 3a cBaky crpenuny rr @ I'—X (rr Moxemo 3a-
MUCIUTHU Ka0 ,,pucypy y X obruxa 1T, Tj. Kao HEKY BPCTY ,,VOHLUIIEHOE
enemeniia‘” o X ) HCYHEHO:

Xsoxr = Tolp
AKO U CaMO aKo
1ocToju uHKny3uja j : I'— S majexr =10 7,

(aKKO j€ ,,yoluilieHu enemMenili T YKbYueH Uy oojexaid S°).

j'“AS S 1
zl lT
X —> 0

Xs

OBakaB 00jeKaT, yKOJIMKO IIOCTOJH, JeAUHCTBEH j& 10 Ha H30MOpdu3am
¥ 3ajeIHO ca cTpenmuuoM | : 1 — ) HasuBa ce kiacuguxaimiop ogoojexatia.
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ITocrojame oBakBOr 0OjekTa omMoryhaBa ga ce Mmpuya O Mogo0jeKTUMa Of
X mpebauu Ha nipudy o crpenuiiama uz X y (2. JIpyrum peunma, CTPENHLE
X — Qcy ,ucto® mro u nogobjexTr o1 X, Ia ¢e NapTUTUBHUM 00jEKTOM
P(X) cmaTpa QF.

ITPUMEP 12. Hexka je G-Sets xareropuja cBUX peipesenmiayuja HeKe GUKCH-
pane rpyne G. Penpesentauujy rpyne G unnu Hexu ckyn X 3ajeqHo ca (aecHuM)
aejecrBoM 2 X X G — X rpyne G Ha ckyn X. [ejcrBo ce najuemnhe o3nadasa
TAUKUIOM, (4(Z, g) = 2 -g. 3axTeBa ce najennakoctu -1 =z u (z-g)-h = z-(gh)
Baxke 3a ¢cBe 3 X u g, h u3 G. Mopduzam (crpenuna) Meljy penpeseHTanujama
(X, 1) u (Y, ) je caka dynxumja f : X — Y Kkoja uyBa HejcTBO y cMUCTY Ja je
f(z-g) = f(x)-g,3acBe zuz X u g us G. Y 0BOj KaTeropuju, mnoaodjexkar o
(X, 1) je onpehen moackyimoM .S ox X Koju je 3aTBOPEH 3a JIEjCTBO: aKo § € S,
Taga s - g € S 3a cBako g uz GG. Komruement osaksor Sy ogHocy Ha X Takohe je
3aTBOpEH 3a JejcTBo: ako § € X \ S, a 3a Heko go u3 G, s+ gy € .S, onga ducMo
(360T 3aTBOPEHOCTH cKyna S 3a JejcTBO) UMamn fa (S - go) - gy - = 8 € S, mro
nuje Moryhe. Jlakrne, y oBOM Clydajy MOXEMO KOPUCTUTH YOOUYajeHe KapakTe-
pucTHYHe QyHKIMje X5 : X — 2, T]. 2 kao kracudukaTop mogobdjexkara 3ajeaHo 3a
crpenmvuoM | : 1 — 2 npu yemy G aejcTByje TpUBHjaiHo M HA 1 1 Ha 2.

ITocmatpajmo cama kateropujy M-Sets, roe je M npou3BojbaH MOHOUA: 00-
jextu ¢y (X, u), npu yemy je X nexu ckyrm, a 0 X X M — X nmejctBo MoHOMAa
M na X, nox cy crpenuue namely (X, 1) u (Y, v) npecaukasamwa f : X — Y koja
yyBajy nejctBa. Ilogobjexte Hexor (X, 1) ompelyjy noackynosu o X 3aTBOPEHH
3a JejCcTBO f4. MeljyTuM, CTaHAapAHM CKYTIOBHY KOMITIEMEHT V OQHOCY Ha X HEKOT
rronofjexta S o1 (X, 1) (S je3aTBOpEH 3a 1ejcTBO) He Mopa fa Oyie 3aTBOPEH 34 Jej-
cTtBO. OBJe, KAPAKTEPUCTUYHY (DYHKIIH]Y X $ MOXKEMO YBECTU Ka0 MPUAPYXKUBAE
xoje cakoM z u3 X nogemyje ckyn L, = {{ € M | z - ¢ € S}, 1j. jenan ,,gecnu
ugean * monouma M. 3a xnacudukatop nomodjexara MoxeMo y3etu (2, w), rie je
Q cxym gecuux mpeana monowaa M, a w : 2 x M — () mejcTBO meprHUCAHO ca

L-m={keM|mkeL} LcQ,meM.

Tasa je cBaka crpenvua xs : X — ) kapakrepucTudna GyHkurja o .S Koja HaM

LKake™ fa je Sy M3BECHOM CMUCTY MIBEP3HA CIIMKa MAKCUMAJIHOT JIECHOT Haeajla

M . Crpemiua xnacudukaropa nogobjexkara je T : 1 — {2, koja jefiiHM eTeMEHT

o6jexta 1 ciuka y Makcumanan uaean M. JAN
CymMupajMo Haj3al 3ajeTHUUKa CBOJCTBA ,, TUIIMYHKUX® KaTeropuja:

1. umajy O u 1 1 3aTBOpEHE Cy 3a MPOU3BOJIE, KOIIPOU3BOJIE U CTEIIEHE,

2. rocenyjy KiacugukaTop nogodjexara.
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VY KaTeropuju CKymoBa MapTUTHBHU CKYIl oOpasyje jenHy bymomy ai-
reOpy — anreOpy kjiacuuHe Joruke. AKo je ¥ Heka THIMYHA KaTeropuja,
TIPUPOIHO j€ MMOCTABUTH MUTAKE KaKB4 je Be3a MapTUTUBHUX 00jexata OBE
kaTeropuje ca JorukoM. opmMupajMo, y jeHOj TaKBO] KaTErOPHjH, MpoO-
13BoJ §2 X ) ¥ cTpenuiy 1“Doxa. Oga cTpenmuna je uHjekiuja (jep je
TAKBa CBaKa CTpEIMIA YUju je JoMeH 1) ma onapelhyje jenaH moaoodjekat aujy
hemo kapakTepucTHuHy GyHKIN]y 03HauuTH ca A : {2 X 2 — () u Ha3BaTH
J€ KOHJyHKYUjoM.

(b,c) A

729 0xo —L 5 q

\_—_‘__/’

bAc

Hanme, 3a cBaky crpenuny a @ T — £ x £, ako je a = (b, ¢) 3a Heke
crpenuie b u cuz Ty §2, Baxuhe

No(byc)=Tolr akkoje b= Tolruc= Tolp,

WU
b A ¢ = fliauno aKKo je b = {launo U ¢ = WauHo.

Kaxko cy b u ¢ crpenune ca kogoMmeHoM €2 oxe oapelyjy (xiaacupuxyjy) Heke
nonobjexte B — T 'u C' — T. TlomobGjexat oapeheH (kmacnpuKoBaH)
crpermuiioM b A ¢ : T' — () Ha3uBa ce ipecekom OBUX Mog00jeKaTa.

VYBoze ce u Joruuke onepaunje =: . x Q - Qu Vv :Q x Q— Q. Uny-
cTpauuje paau, peumo (rpydo U He JOBOJbHO TIPEITU3HO) 1A CE€ UMILIUKAYUA
YBOJIM Ka0 KapakTepucTruHa GyHkimja mogodjexra S »— 2 x ) ompehenor
nmaposrMa (u, v) u3 €0 X § Taksum ga je u ,,C“v.

VYBeneHe JTIOTHUKe onepaliyje /A, =, V TOTIYHO Cy aHAJOTHE KOHCTPYKIIU-
jama fpouseoga, cideiena, Koupou3eoqga, PeaoM, O UeMy CBeIoYe MPUPOTHU
ITpOTIECH

X-HYIXYQ X—>YT Xl——)Y7X2_‘>Y
X—=Y,X-VY, TxX-=Y’ X1+ Xy —-Y
OOIHOCHO

tCypAyy  rCi=y 1 CyzCy

rCuy,zCyy tAhxCy TV, Cy
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KOJH CY OMET y ONUCKO] BE3H Ca J0SUYKUM HPABULUMA

EF v Ay EFT=w0 sFv,& o
ERwv vy TAERU EVEFU

Tomocu, BeomMa 3HauajHU NMpUMeEpPHU KaTeropuja, cuagaly y TUIIMYHE Ka-
Teropuje. JemHa o HajBaXXKHHUJUX OCOOMHA TOTIOCA j€ Aa MAPTUTUBHU 00jeKkaT
P(X) obpasyje jenny XejTunrosy anredpy (anredpy MHTYULUHMOHMCTUYKE
foruke gepunucany Ha crpanu 245). Hanme, kaxemo 1a je Heku objexat L
TOonoCa T UHIHEPHANHA MPedHca AKO TIOCTO]e CTPETUIE

A:LxL—LuVv:LxL—1L

KOJj€ 3a/I0BO/baBa]y Je(PUHUITMOHE JeTHAKOCTH 3a MPEXeE [IPEBEICHE Ha JE3UK
xateropuja. Ha mpumep, 3akoH ancopnumie T A (yVz) =z =z V (y A x)
W3paKeH je crefeiiM KOMYTATUBHUM AMjarpaMoM

I < A LxL

7T1T T 1,xVv

L><L5—>L><L><L — S LxLxL
0o x 1 1,xT
m| ' KT Axy

L < L xL
\V4

raejed : L — L x L qujaronanso npecnukasamwe, a7 : L X L — L X L nipe-
CIIMKABamE KOje ,,3aMembyje KoopauHate oarosapajyhux naposa. [opmu
MIPABOYTaOHMK MPETXOAHOT AMjarpaMa oAroBapa JIeBO] CTpaHH 3aKOHA all-
COpIILMje, JOK HOWH OArosapa MAecHoj. Jlajbe, KaXKeMO Ja MHTEpHATHA
Mpexa L uMma JeIMHUITY UM HyJTy aKO MOCTOje CTPETHIE

T:1—-Lwul:1—1L

KOje 3aJ10BoJbaBajy uaeHtureTe £V L = xuxV T = z, Tj. 00e KoMIo3uIuje

1, x4 1. xT

L=Lx1 5 LxLS5Lul=Lx1 S LxL5L
NIPEACTaBIbA]Y JETUHUYHE CTpeITuile. AKO TTOCTOjH U cTpenuua =: LxXL — L

KOja 3aJ0BOJbaBa IMjarpaMcKe Bep3uje UIEHTUMTETa TEOPEME ca cTpaHe 240,
Taga Kaxemo 1a je L unitiepnanna Xejiiunéosa anéedpa.
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TEOPEMA. Ilaprutushu objexat P(X), ma xor objexta X y Hekom
TOTIOCY, jJeCTe MHTEPHAITHA X€JTHHTOBA alredpa, IITO € CIIEIN]aTHO 1 KIaCU-
dukatop momobjekara 2 = P(1), ca nymom L : 1 — Q u jenununiom
T:1—- Q.

Kaxemo na je Tomoc ¥ Byaos axo je xmacudukatop nmomobjekara €2
wHTepHaTHA bynosa anreopa. Tomoc Sets je jenan bynos Tomnoc.

I'naTka uH(pUHNTE3UMAIHA aHAIU3A

[maTka vHGUHUTE3UMANTHA AaHAJTU3A j€ U3BAHPEIHO MATEMATUUKO OTKPH-
he XX Beka, KOje MOKpPUBA BEIMKHU [1€0 HAYYHO MPUMEHJbUBE KIACUYHE
aHanu3e 0e3 nmpuderapama IPaHUUYHUM BpenHocTuMa (mumecuma). KibydaHo
,,CYTIPOTCTaBbamhe" IaTKe MHOUHUTE3UMAITHE aHAJIM3€E KITACUUHO] AHATTU3U
je y cxBaTamy KOHTHHyyMa. 3a pas3NUuKy OJ KIACHUYHOT (CKYIIOBHOT) CXBa-
Tarwa KOHTHHYYMa, OBJIE je mpuxBahieH xeilliaukacili KOHTUHYYM (BUAETH 1U-
TaTe Ha cTpaHu 140).

['maTka uHQUHUTE3NMATHA aHATIM3a pa3MaTpa KOHTUHYYM 34j€QHO ca
,TIIaTKUM OD0jeKkTMMa® Ha KOjUMa U Mehy Kojuma Cy CBa IpeciiMKaBabba
HeNpeKUIHA U UMajy HeNpeKuIHe W3Boje cBakor pexa’’. M osue ce ro-
JaBIbY]y MHOUHUTE3UMAJIHE BETUUNHE 0)KUB;baBa]yhu ,,MHTYUTUBHY aHAJIH-
3y“— a”anuzy npe XIX Beka, 0IHOCHO pe oTkpuha numeca. 3a pas3nuKy o
PoOuHCOHOBUX MHBEPTUOMITHUX HHQUHUTE3UMAITA, OBJIE CY MHPUHUTE3UMA -
e HUIKBaapaTHe (Tla TUME M HUIATIOTEHTHE): UAKO OHE came HUCY (§OKA3UB0)
JegHaxe Hyu, RUXosu Keagpawiu (ia iume u ocitianu ciieienu) jeguaxu cy 0.

HunkBanpatHe nnduHATEe3UMAaNE Cy HacTane us cienelie ase crape uieje
MHOUHUTE3UMAIA.

Wneja npaBoauHUjCKOT UHUHUTE3U-
MAJIHOT JIe71a, T]. MUKPOCErMEHTa KpHBe
Mo KOJOj je Iy)XuHa KpuBe u3Mely aBe
IbEHE Tauyke jenqHaka 30uUpy [ayKUHA
,MUKpocerMeHaTa™ KOju YWHE Taj JIe0
KpHBE.

S Tajonun: Natura non facit saltus — ITpuposa He UMHH CKOKOBE.
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Apxumenona ujeja 0 Mepemy IOBPIIUHE GUTYPE UCTIOT HEKe KPUBE cabu-
pameM MOBpITMHA HHOUHUTE3UMAIIHO TAHKUX ITPABOYTraOHUKA.

Q/y = f(x)
R

P -5
\ D
0 r xT+E€ >

Jedext nosprmze® V je mponopiuonanat ca 2. Jlakie, akoje V = 0,
MopaMo y3eTu ja je e2 = 0.

Kao mro hemo BuzperH, paj ca OBAKBUM BeIMYMHAMa 3aXTeBa ITOBJIA-
Yele Y MHTYMIMOHUCTHYKY JIOTUKY>? U TUME, H3Mely OCTasIor, HalyIITamke
3aKOHa UCKIbyuea Tpeher. Tako, nuje cearxa seruuuna jegnaka vy uiu pa-
3aunuitia og Hyae. 300r OBaKBOr ,,cl1a0/beba’ TOTHKe, TaTKa UHPUHUTE3H-
MaJIHa aHAJIM3a CBOjY HEMTPOTUBPEUHOCT MOKA3y]e Y MOJIETY Je(PUHUCAHOM Y
TEOPHUJU KaTeropuja, crieldjaiHo Tonoca. Hehemo ynasutu y KOHCTPYKIH]Y
JeaHOT OBAKBOT MojIena, Beh heMo mpeTIocTaBUTH Aa IOCTOjH, u3abpaTu
JenaH, O3HAUYMTH ra ca & U HA3BATH Ta 2Aaitikum ceeitiom. 3aUHTEPECOBAHOT
yuTaona ynyhyjemo na [4, 13].

['maBHU 00jeKaT y TIaTKOM CBeTy & je cnaitika pearna aunuja R.

OCHOBHMU JIeNOBHM Ti1aTKe pea:THe nuHuje R cy @auke wnu, 6omwe, meciia;
3a O3HAUaBaIe Tayaka (Mecta) kopuctuheMo Mana cjiiosa: a,b,...,2,v, ...,
«, 3,... Mehy ocHOBHUM AenoBUMa TNTaTKe peajiHe mpaBe jJeuHucaHa je
peranmja = jeguaxocwiu wiavaka WM kounyugenyuje mecia. Ilucahemo
a # b 3a wmje a = by cMMCny ,,uauke (mecitia) a u b moscemo pasnuko-
gattiu’‘. BaxXHO je HAIOMEHYTH Ja Y OBOM CIIyuajy He MpeTHoCTaB/bamo /1a
34 IPOU3BOJBHE ¢ U b Baxku ¢ = b win a # b; gonyiteHa je moryhHocT na
O OBHMM Taykama (MecTHUMa) HeMaMoO JOBOJHbHO WHpopManuja Koje Ou HaMm
omoryhuse 1a yTBpAUMO IBbUXOBY JeAHAKOCT OJHOCHO Pa3IUUUTOCT.

JBe HapouuTo 3HavajHe Tauke y R o3Haunhemo ca 0 u 1 1 HA3BaTH UX,
KaKo je TO yOOUYaJeHO, PENIOM HYId U JequHuyda.

2CeTnMO ce fa je Y OCHOBU POOHHCOHOBE HeCTaH IapHe aHANN3e KIacuHa JTOTHKA.
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V rnatkoM cBety & moxkemo Gpopmupatu mpoussoge: R X R, R x R x IR,

L R™, . (R™ je, yobuuajer, n-TMMEH3HOHAIIAH TIPOCTOP Yja CBAKA TAYKa

MOKe OUTH UIEHTU(PUKOBAHA ca N-TOPKOM (a1, .. ., a,) Tayaka u3 R). /Ise

Tauke a = (a1, ...,a,) ub = (by,...,b,) cy pasauuuinie, y o3nanu o # b,
aKo je a; # b; 3a Heko oxpeheno i uz {1,...,n}.

Takobe, y rmaTkom cBeTy & MOXKEMO cabUpaTH, OY3UMATU, MHOXHUTH U
JIETUTY efieMenTe U3 R, mpu uemy, HapaBHO, y CIIy4ajy JAe/beba JeTUMO CaMO
eIEMEHTUMA PA3TUUMTUM O Hyle. CBa yoOMuajeHa CBOjcTBA omepauuja +
u-"ag Reake: 0+a=a,a—a=0,a+b=0b+a,a+(b+c) = (a+b)+c,
0Oca=0,1"a=a,a-b=b-a,a-(b-¢c)=(a-b)-c,a-(b+c)=a-b+a-c,
ako je a # () onna je Y MebhyTtum, uz ab = 0 He cnenm na je a = 0 unu
b=0. !

Tauxe y R cy mopebhane penayujom citipozoé ypeherpa x0jy 03HAUaBAMO
ca < W 3a KOJy IPETIIOCTaBbAMO Jla 3a0BoJbaBa ciesnehe ycnoge:

(Duza <bub<ccnenna < ¢

(2) Huje a < a;

(3)m3 a < bcnenu na je a + ¢ < b+ ¢ 3a cBaKo ¢;
(Huza <bul < ccneam na je ac < be;
S)umnjel <ocmmijea < 1;

(6) 3 a # benequ fa je a < bumm b < a.

Ycnos (1) uzpaxapa TpaH3UTUBHOCT peraiuje <, ycioB (2) ,,cTporoct™
ypehewa <, a ycnosu (3) u (4) carmacHocT ypehewa < ca onepauujama +
u -. YcioB (5) uspakapa uneHUITY 14 je 0 T0BOJBHO ,,jteBo* on 1, Tj. na je
CBaKa Tadyka uiu ctporo jgecHo ox 0 wnu ctporo neso ox 1. IIpumMetumo aa
u3 (5) n (2) cnenm na je 0 < 1. IToceOHO Harmamasamo sia u3 (6) He clieu
Jla penanyja < 3aJ10BOJbaBa 3aKOH TPUXOTOMHU]JE: 3a MIPOU3BOJLHE a, b HITH je
a <bumjea = bwunuje b < a. Y penanmja jeTHaAKOCTH ,,HUjE O TyUMBa
HE BAKU T =y V T # .

Peratmjy < #a R medunumemo Ha crnemelivt HauuH:

a < b akko Hujeb < a.

Owmgopen uniepsan (a, b) UMHE CBE TAUKE X 32 KOJE BAXKU & < T U & < b, 10K
ce saimeopenu uHiepsan [a, b] cacroju o CBUX Tauaka I 3a Kojeje a < a1 U
r<b.
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VY rIaTkoM CBETY & MOXKEMO U3BOJUTH U OTIEpalIf]y ,,U3BlIaderha’ KBa-
APATHOT KOpEHa: 3a CBako a Takso 14 je 0 < a, moctoiu b ga je b* = a.
[ToHaBHAMO a y &, TocToju MoryhHoCT f1a je ¢ = (), a 1a [Py TOMe HUCMO Y
MoryhHocTH 12 yrBpauMo aa je a = (. OBo Ham omoryhasa a geduHuIEMO
neo A on R koju ymHe cBe Tauke 7 3a Koje je 72 = 0, a 1a ce, y &, 0Baj €0 He
coau Ha {0}. Jleo A = {z | 2% = 0} o R Hasuamo mukpookoruna imauxe
0, a werose eneMeHTe ur@uruitiezumanama (WA MUKpOSeIUMUHAMA).

dyukuyje u3 R mnum u3 Hekor 3aTBopeHoT uHTepBana y R moucrosehy-
jeMo ca kpuBama y paBuu R X R Ha yoOuuajer Haunn. Ca BbUMa y Be3U je U
HajBa)XXHU]A IIPETIIOCTABKA O CBETY &, TAKO3BAHHU UPUNHYUET MUKPOADUHOCTIU.
HedopManuo, MpuHINT MUKPOAPUHOCTH KaXke fla CE CBE TOMEHYTE (DyHKITH-
j€ JIOKAIHO MOHAIIA]y Kao TOMMHOMU f(T) = ag+ayT+asx?+. . +a,x", npu
uemy je f(£) = ap+a; £ 3acBako ¢ u3 A. Jlpyrum peunma, rpadvk GpyHKIHje
[ pectpukosaH Ha A je jeauHcTBeHM MuKpocermMeHT oko Tauke (0, f(0)) u
onpehyje TaHreHTy Ha oaroBapajyhy KpyBy y TO] TAUKH.

Ipuanun mukpoaduuocTn. 3a cBako npecnukasawa [ : A — R mo-
CTOJM JeAVMHCTBEH ¢ U3 R TakaB 1a je 3a CBAKU € u3 A,

fle)=f0) +a-e

OBaj NPUHLMI je carjacaH ca BEPOBAKEM Ja j€ HeKa KPUBA 21ailika Y HEKO]
TAUKH aKO M CaMO aKo je Y TO] TAYKHU JIOKAIHO MUHEApHd, T]. KO U CAMO aKo je
Y OKOJIMHU ITOCMaTpaHe Tauke ,,Aenuh® jeIMHCTBeHe mpaBe muHuje (ogpehene
onropapajyhum KoepuuujeHTOM IpaBla — HaruOoMm)., MuxkpookoauHa A
HyJle TOHAllla ce Kao ,,KPYTHU NpPyT™, OMHOCHO Ka0 I€HEePHUYKU TAHTEHTHU
BEKTOP KpuBHX Y paBHU R X R K0ju MOXeMO TpaHCIHpATH U pOTHPATH, AU
ra He MOKEMO KPUBUTH U Pa3BIAYUTH.

EBo Hexux mocieaniia mMpuHIUIIA MUKPOA(PUHOCTH.
1. Huje 3a cBaku ¢ u3 A, ¢ = 0, 1j. Mukpooxonuna nyine A nuje {0}.
Hokas. Tlocvarpajmo dyukumjy f : A — R nebunucany ca f(e) = . Ako 6u
A 6umno {0}, Tama 6m Ba)uio:
f(e) = f(0)+0-e, 3acBakoeu3 A,
anm n
f(g) = f(0)+1-¢, 3acBakocn3 A,

[ITO je y CYMPOTHOCTH Ca NPHHIIMIOM MHUKPOA(HIIOCTH, Tj. CYNPOTHO JeIUH-
cTBeHOCTH Haruda, oyayhu aa je 0 # 1. ]
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2. 3a caku € w3 A, Huje € # 0.

. €
Jlokasz. Axo 6u 6uno € # 0 u 2 = 0, mvMamu 6ucMo a je — = 1, amu u
£

[t

= ¢ -1 = ¢, mrTo Huje moryhe. ]

-
I
|
I
™
™o

OBa YUHBEHUIA je ¥ CYIITUHCKU Pa3iiorT HalleT TTOBIaYeba Y UHTYUIHO-
HUCTHUKY JOTHUKY.

TIpeTnocTaBbaMo 1 Ja Y & ocToju objekaT R koju umHe cBe QyHKLMje
m3 Ay R. Axo caxom mapy (a,b) uz R x R npunpyxumo dyHKimjy
Uy - A — IR nedunucany ca ¥, = a -+ be, Tana je mpUHIMIT MUKpoadu-
HOCTU €KBHMBAJEHTaH TBphemwy Aa je mpeciukaBawe VU Koje cBakoM (a.b)
noaesmbyje Y, p Oujexuuja msmehy R x R u R®. U Bume, axo ¢y ¢ u O
dunapHe onepanuje Ha R nedunucane ca

(f & 9)(e) = fle) +gle), (f © g)(e) = fle) - gle),

a H u [ onepanuje Ha R X R pedunucane ca
(a,b) B (e,d) =(a+b,c+d),(a,b)(c,d) = (a-c,a-d+b-c),

OHZIA Ce JIaKO MOXe TokazaTu ga je V uzomopduzam mehy npcrenuma
(RA, @, 0)u (R x R,H, ).

IIpuHnun mukpokannexanuje. 3a cse z, y u3 R
akojesacBec M3 A, x-£ =1 €, OHAAJe T = V.
Hoxaz. Hexa cy z u y nponsBosbHu u3 R. U3 jemurcrBeHocTy Harnba GpyHKIMje
[ A — R nebunucane ca f(e) = x - ¢, cnenu aa je z = v. [

[Tpunimn MukpoaduHOCTH Ham oMoryhaBa jeqHOCTaBHY HeDUHULIU]Y
uzBona ¢ysukuuje. Axo je f : R — R, Taga 3a cBako ¢ukcupaHo z,
repunumemo GyHKIMY g, : A — R, g.(¢) = f(z + ¢). Ilpema npunumny
MUKPOA(UHOCTH, TOCTOJU JEAUHCTBEHH G, TaKaB Aa je

flz+¢e)=g.(e) = g,(0) +a, - ¢, 3acBeensA.

DyHKUM])Y T — G, Ha3uBaMoO u3e0g dhyHkumje f u o3Hauasamo je ca f'.
Jlakie,

fla+e)=f(z)+ f(z) e
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TTPUMEP 13. Axoje f : R — R, f(z) = 222, u3

2z +¢)? = 222 + (20%)'e, 3a cBako € w3 A

uMamo 1a je 2z2 4 dwe + 262 = 222 + (222)e, omnocro (u3 €2 = 0) ga je
4xe = (22%) e, 3a cBako € u3 A. TIpUMeHOM IIPHIIIUIA MUKPOKAHIETANHM|e JOOK-
jamo aa je (22%) = 4. JAN

[Tpumetumo na, y &, cee dyukumje f : R — R umajy uszon, a tume u
13BOIE MpoH3BoILHOT pena: f”, f, f@ . . M3Bom n—Tor pexa mpou3Bosb-
He yHkHje f neduHucaH je peKyp3uBHO:

Fr @) = [0 (@) + fM (@) e m 2 1

iput wemy je £ dynximia f.
Jla OuCcMO pa3BMIM UHTETPATHHU, TUME U YUTAB MUDEPEHIM]jaTHO-UHTET -
pajsIHK payyH MOTPeOAH HAM j€ JOLI jeIaH MPUHITUIIL.

Ipunuun uarerpaumje. 3a ceaxy pynkumjy f : [0,1] — R mocroju
jenmucreena pynkuuja g : [0,1] — R raksa gaje ¢ = fu g(0) = 0.

Kao wrto je Beh yoGuuajeno, ymecro g(z) mamemo [ f(t) dt.

Jlarbe, MOXKEMO pasBUjaTH aHATK3Y (GYHKIIM]jA BUILE PEAaTHUX IPOMEHIBH-
BUX Ca CTAH/IAP/IHUM IIPUMEHAMa Y TEOMETPHjU (JIyKHMHE IYKOBA, TOBPIIMHE
U 3aMpeMUHE), PU3ULIM UT/I.
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3bUPKA ITPUMEPA U 3A/IATAKA

1. 3amucnure na cy BaM MOBE3aHe OYM U JIa CE UCTIPE/I BAC Ha CTOJTY Halla3u FOMU1a
on z noBunha. CaommureHo BaM je 1a ce Meljy buMa Hanasu TauHo ¥y HoBunha Koju
CY OKPEHYTHU IIMCMOM rope. [la T MoxeTe, IIOBE3aHUX OYHjY, OACTUTH HOBYMhe
Ha BE€ F'OMUIIE TAKO Ja y CBako] Oye NCTH Opoj HoBYKHha OKPEHYTUX MTUCMOM Tope?

2. Moxe JI1 Ko, noMepajyhu ce Ha NPONUCAHM HAYMII, HAIIPABUTH TIyT OJ JIeBOT
JIOBET yIJIa IIaXOBCKe Tadne A0 AECHOT FOper yIia, a ia IIpH TOM Jolje 11a CBaKo
MOJbE LIAXOBCKE Ta0JIe TAYHO JeAaHyT?

3. Ha nu je moryhe ¢popmupatu npaBoyraoHuk on cneaehux gemona?
e A 1]
L L L

4. Peuu HaJ1 eHTIIecKOM abelefioM A, B, C, ..., Y, Z I03BOJBEHO je TparicopMucaTu
no crneaehuM npasunuMa.

EAT = AT

ATE = A
LATER = LOW

PAN = PILLOW

CARP = ME

JokazaTtu ja Ccy peud LAP U LEAP ekBuUBalIeHTHe. Jla MM Cy €KBUBAJIEHTHE PEUU
CATERPILLAR 1 MAN? A peurt MEAT 1 CARPET?

5. Ha tabmu je nanmucana ped BBABBAABAABAB. Y cBaKOM KOpaky je 10-
3BOJLEHO U3OPUCATY ABA CyceaHa ci1oBa B A wiv noaaTy 1Ba cycenna cinosa AB Ha
OuI0 KoM MecTy v peud. [la nmu je Mmoryhe Ha OBaj HAYMH AATy ped NPETBOPUTH ¥

ped:
(a) BBAABBABAABBA; (0) ABBABAAABBAAB?

6. [ocmaTpajmo cee peun Haa andabderom {0, 1}. Peu nam oBuM andaberom Moxe
ce TpaHchopMuUcaTH yOanuBameM, OpUCAHEM HITH AOMTUCUBALEM CiI€Ba WIIN 3/1€CHA

269



peyu 00JIMKa WWW, TIpH UyeMy je W OUJI0 Koja ped 3aaator andadera. Moxke i ce
Ha 0BAj ITAYMH CBaka peu TpaHchopmucaty Ha jeany of peun 01 wmum 107

7. Hahu cBe cumerpuje kBazapara u ¢opMuparu oarosapajyhy tabnuny. Hahu
BE3Yy AOOM]eOT pauyHa ca CHMeTpHjaMa KBajipaTa U TpaHchopMalujaMa peuu naj

andaberom {0, p}: 0o = A, pppp = A, po = oppp.
Ha cniryan HauuH, aHATU3KpajTe CBe CUMETPH]e ITPOU3BOJBHOT MPABUIHOL N-TOYIIA.
(HAMMOMEHA. [IpaBuian 72-Toyrao uMa TauHo 271 CUMETpH]a.)

CkyunoBu

8. daru npumep ckynosa X, Y, Ztakomaje X U(Y x Z) # (X UY) x (XU Z).
9. Tatu npumep ckynosa X u Y taksux daje P(X UY) £ P(X)UP(Y),

10. Joxazatmgauz X X X =Y x Y ciennmaje X =Y.

I1.Hexa f: X = Yug:Y — X. Axojego f = lx, nokazatu na je f 1-1
dbyHKLM]A, 2 g HA QYHKIIH]A.

12.Hexka f : X > Y ug:Y - X . Axojego f=1xu fog=ly, nokazaru aa
cy ¥ g m f OGujexnuje.

13. Hexka f: X — X. Axo 3a npousBosbre pynkumjeg: X — X wh: X — X,
3 fog= fohcnennnajeg = h,onnaje f 1-1 pynxuuja.

14. Hexa f : X — X. Axo 3a npousBospHe Gyuknmje g : X — X unh: X — X,
uzgo f=ho fcrnenu naje g = h, onna je f ua pyuxuuja.

15. Heka cy o u § GuHapHe penanuje peiom Ha ckynosuma A u B. Penauuja p Ha
ckyny A X B je nedpunucaiia Ha ciefehn nauun

((a1,b1), (ag,b2)) € p axxo (a1,as) € a u (by,bs) € .

a) Ako cy « 1 3 penalyje moperka, J0Ka3aTH [a je U p peialuja MopeTKa.
6) Axo cy o u 3 penanyje eKBUBAJIEHIIM]e, JOKA3ATH 1a j€ U 0 pelalvja eKBUBaJIeH-
uje.

16. Hexa cy = u 3 penmauuje ypehema peaom na ckymoBuma X u Y. Ako 3a
NIPOU3BOJbHE X1 U T9 U3 X BaXu

11 =z akxo f(z1) 3 f(=2),

nokazatu na je f 1-1 hynkuuja.

17. doxazatu ga je dpynukumja f : IN x IN — IN gara ca f(z,y) = 2*(2y + 1) — 1
oujekumja.
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18. [a mu mehy Opojesum 0, 1,2, 3,...,999 uva Buure onux yuju je 36up uudapa
10 nny onux ymjm je 36up undapa 17?

Osnaunmo ca A cxyn cBux HajBullle TpolMbpeHux Opojesa unju je 36up mudapa
jennax 10, a ca B ckyn cBux HajBHIlle TpoIMbpeHux Opojesa Yuju je 30up nudapa
jemuax 17. {oxazahemo na je |A| = |B|.

CBaxu on Opojesa 0,1,2,...,999 Moxemo rocMaTpat Kao ,,ped’ odnuka abc,
Iae ¢y a, b, c nudpe, 7). Hexu ox opojesa 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, npu yemy peun
KOj€& OATOBapajy jemHouudpeHnM 1 ABoLE(ppeHUM OpojeBUMa T0OHjaMO YIIUCHBAH-
jem oapehenor 6poja Hys1a ucnpen 6poja; Ha npumep, 6pojy 9 oarosapa peu 009,
a 6pojy 10 peu 010. Ipyrum peunma, ckymn 6pojesa {0,1,2,...,999} o6ocrpano—
JETHO3HAYHO TIPECIUKABaMO VY CKYIl CBUX ,,TPOCIOBHUX® peuyu Hajl a30ykoMm
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Heka je A’ ckyn peun koje oarosapajy 6pojesuma u3
A wn B’ ckyn peun Koje oarosapajy 6pojesnma uz B. Wmamo na je |A’'| = |A| n
|B'| = |B|. dedunwnmmmo mpecnvkasame f : A" — B’, 1j.

f:{000,001,002,...,999} — {000,001,002,...,999},
Ha ciegehy HauuH:
abcriuryz, 1j. f(abc) = zyz, npuyemyje =9 —a,y=9—-0,2=9 —c.

Ha npumep, f(019) = 981, f(564) = 435, ... Huje Teluko BUAETH Aa je OBO TIpe-
cnMKaBame bujekimja. Ako je abe # a'b'c’, Taga Baxxu 6ap jenua on HejeqHAKOCTH
a # a nmnb # Y v ¢ # ¢, na Tume u 6ap jenHa ox HejeqHakoctn 9 —a # 9 —d,
9—b#£9—-0,9—c#9—, e mopa 6utn f(abe) # f(a'b'¢"). Takobe, 3a cBaky
ped Tyz NaKo Iana3uMo ped abe taksy aa je f(abe) = zyz.

Axo abc € A, 1j. axoje a + b+ ¢ = 10, Taga f(abc) € B’. 3awucra, ako je
f(abc) = zyzua+b+c = 10,umamo 2+y+2 = 9—a+9—b+9—c = 2710 = 17.

1-1
Haxne, f: A" 13 B',maje|4| =|B.

19. Opaunamu. (i) INoyetHu cermenT Hekor ypeheHor ckyna (P, <) jecte moackyn
S on P Ttaxas ga Baxu

akor € Suy < z,ongay € S.

Jlokaszatu 1a je 3a cako x u3 P cxyn {y € P | y < z} noyerHu cermMeHT ypehema
(P, <)
Axo je (P, <) nobpo ypebheme, nokaszatu ma cy ckynosu P u {y € P | y < z},
2 € P jeayHy IMOYETHU CETMEHTH OBOT ypehema.
(i) OpauHan je cBaxu CKyIT (¢ KOJU 3a10BOJbaBa cieneha asa cBojcTBa:

1. penanuja € Ha « je cTporo ypehemwe koje je 106po;

2.ako0 T € o, oHga x C .
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Joxazatu:

(@) 0, {0}, {0,{0}}, {0,{0},{0,{0}}} cy opmnnann. (Csako KOHAYHO JTHHEAPHO
ypeheme je nodpo.)

(0) TToueTHM CErMEHTH OPAMHATIA (¢ CY (¢ ¥ €IEMEHTH O (.

(B) CBU eleMeHTH OpAMHAlA CY OPAMHAIIN.

(r) 3a cBaku OpAMHAT @, @@ € .

(1) 3a caxa aBa opamHana o v J wnu je « = Fumn « € J umm 3 € «, 1pu
JEMY BaXErhE JeIHOT O/ CIyyajeBa HCKIbYUyje ocTala ABa. YMecTo o € (3, mulle ce
a < 3.

(h) Axo cy @ u 3 aBa opannana, onja je & C [ ako M caMo ako je o < Fwmm o = 3.
(e) Axo je « opmmHal, oHaa je U o U {a} Takohe opamman. Opmunan o U {a}
03HayaBamo ca o + 1.

() AKO ¢y @ 1 3 OpJIMHaIM TakBy Aa je o < [, oHmaje o + 1 < 5.

20. 3aHnM/bUBOCTH M3 cBeTa OpojeBa. HaBOIMMO HEKOJIMKO YYAECHUX 3aKOHUTOCTH
KOj€ MHOTH CMaTpajy MaTeMaTHUYKOM I10E3HUJOM.Y HbUMa Ce yMECTO MY3HKE CTUXOBA
U Maruje peyy Hajasy paBa NOeTUKA YMIbEHHUIIA.

1-8+1=9
12-8+2=98
123 -8 +3 = 987
1234 -8 +4 = 9876
12345 -8 4 5 = 98765
123456 - 8 + 6 = 987654
1234567 - 8 + 7 = 9876543
12345678 - 8 4- 8 = 98765432
123456789 - 8 + 9 = 987654321

Caspuienu OpojeBn. IlpaBu genuonu Hekor O6poja ¢y CBU JENMHOLM TOT Opoja pa-
3JIMYNTH O Wera camor. Tako, npaBu aenuoiu 6poja 6 cy 1, 2 u 3. [lutaropa
U BEroBM YUCHULM IIPBU CY MpOoydaBaiu OpojeBe KOJU CYy JeJHAKU 30UPY CBOJUX
npaBux nemwiana. OHU cy oBakBe OpOjeBe Ha3BajM ,,caBprieHu Opojesn”. Ha
rpuMep, 6poj 6 je caspuien 6poj [6 = 1 + 2 + 3]. Cnenehu caspiuen 6poj je
28 [14+ 2+ 4+ 7+ 14 = 28]. Kaxo 6pojesu nocrajy sehu, cse je Texe nmponahu
caBplueHe 6pojeBe. Tpehu caBpiien 6poj je 496, ueTBptH je 8128, netu je 33550336.
OcuM LWTO NpeAcTaBibajy 30Up CBOJUX MpaBUX Aeauiana, joul je [Tutaropa nmpume-
THO J1a CBU CaBpLLIEHM OPOJeBU IOCEAY]Y U APYyre 3aHUMIbUBE ocobuHe. Ha npumep,
CaBPILIEHU OPOJEBU IPEACTABIBA]Y 30U HEKONUKO Y3aCTONHUX OpojeBa: 6 =1+243,
22 =14+24+3+44+5+6+7,496 =142+3+44+5+64+7+8+...4+30+31,...
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MehyTum, 1Ma 10ocTa NMUTaka BE3aHUX 3a CaBplIcHEe OpOjeBe Koja Cy joll YBEK Oe3
oJlropapa. JeJIHO O HajCTapHJUX HEPEIICHUX NMUTamla je: ,,Jla 1 mocToje HemapHu
caBpliueHu 6pojeBu?. Mako oaroBopa joii yBek HeMa, o3HaTo je aa 6u Takas 6poj,
YKOJIMKO YOTILUTE TIOCTOjU, MOpao uMaTu HajMamwe 300 mudapa y aekaHOM 3aIHCy
U Ja 61 Mopao umaTu npoctT aenunar sehu oa 100000000000000000000.

Ilpujatessckn OpojeBu. Ilprjatesbcku OpojeBH Cy MapoBU OpojeBa KOI KOJUX CBAKH
Opoj peacTaB/ba 30Up MpaBUX JAeNuIaa OHOT Apyror 6poja. Ha mpumep, 220 1 284
cy pujaTesbcku 6pojeBu. I1pasu nemvonu 6poja 220 cy 1, 2,4, 5,10, 11, 20, 22, 44,
55, 110 n wuxoB 36up je 284. C npyre crpane, nenuoiy 6poja 284 cy 1,2, 4,71, 142,
a wUXoB 30up je 220. Osaj map cy orkpunu [lutaropa u werosu yuenuiu. Ipexo
XWIbay ToOMHa KacHuje, 1636. roaune, cienehu nap npujatemckux 6pojeBa 17296
u 18416 je orkpuo Pppanmycku matematuuap [ljep Pepma. 3aHUMIBUBO je Oa je
depma NpeBUAeOo Nap MHOIO MalbHX IpHjaTesbckux OpojeBa. 1llecHaecToroguimbu
Wrtamujan, Huxono IMaranunu, otkpuo je 1866. romune nap 1184 u 1210.

JlocTa je muTama U y Be3u ca NpUjaTeJbCKUM OpojeBMMa Koja cy 0e3 oAroBopa.
Ha npumep, na 11 MMa KOHa4YHO WM OECKOHAYHO MHOTO IIapOBa NPHUjATEIHCKUX
opojesa?

CBakakBe HEOOWYIIOCTH 34 KOje Ce YaK M He 31a Ja JIU Cy TyKa CIy4YajHOCT WU
ce M3a IBUX KpHje HeKa 3aKOHHUTOCT OKYIHPAjy MaXKimhy BETUKOT Opoja jbyouTesha
MaTeMaTHKe.

— 40081787109376% = 1606549657881340081787109376
1

998999
— O faBHWHA CY JbY/I ,,0NICEIHY TN Opojem 666 111TO je Mok/aa ¥ pa3aor OTPOMHOT
Opoja OTKPUBEHUX 3aKOHUTOCTH BE3aHUX 32 OBa] OPOJ.

= 0.000001001002003005008013021034055089 . ..

666 = 1° +2° + 3%+ 4% +5° +6° +5° + 43+ 37+ 22 +1°
= 64+6+6+6 46746 =22 +37 457+ TP+ 117+ 137+ 177 = ...

[IpoGiieMu Be3aHy 3a UpalHOHANIHE OpojeBe NyOOKO Cy yTKaHU y UCTOPUJY MaTe-
MATHKe Y 3HAYAjHO CYy YTHLANIM Ha BbEeH Pa3Boj.
— Bpoj 7, OpUrHHAIHO U3BEIeH U3 FeOMETpUje KPYyroBa, MojaBjbyje ce CTAIIO U
HAHOBO Y 1ajpasIMuuTHjUM oKomHocTuMa. Orpovad je 6poj GopMyna Be3aHHX 3a
oBaj Opoj.

1

1
gt
i ( 575

+1 1+1_1+
9 11 13 15
2
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— bpoj xoju onpelyje onrnoc Mehy oaceunuma Ha
KOje je Moje/beHa Oy IO UYBEHOM 3IAiHHOM Tpe-
cexy jenas je Beoma ,,ipupoaan’ 6poj (maxo To 3a
MaTemMaThyape nuje) Oyayhu fa ce nojasibyje CByAa;
0J1 aCTPOHOMIJE, TTPEKO OUOIOTH]jE M TICUXONOTH]E 2
ma CBe JO YMETHOCTM U Maruje. 3naitinu 0poj je
o1HOC AykKer peMa kpafiem aesy nyxu AB xojaje A
TaykoM M mojerbeHa Tako Ja je

AB: AM = AM : MB = ¢.

Jlako ce no6uja ma ¢ 3agoBosbaBa cienche dopmyne ¢ = 1+ ¢, ¢ > 1, ogakie
J100MjaMo J1a je

1 =4
_ o Levs 1,6180339887498948482 ... = /1t o =/1+/1+0=...

2
1 1 1

1+ - 14+ ——

o 1

1+ g
Jour je Eykmua xopucTHO TOAENY AYXH I10 37IaTHOM IIPECEKy 34 KOHCTPYKUU]Y
MIPABUIIHOT METOyINIa. TOKOM peHEecaHCe pa3HH YMETHULM, HAYYHUITM U MUCTUIIN
cy Opoj ¢ HA3WUBAIU OoJCcaHcKa HPOHOpYuja, NOK My J€ NaHallltbd HasuB — sectio
aurca — gao Jleonapno na Bunun. WHTtepecanTHa je M Be3a uamMely 31aTHOI 1ipe-

cexka 1 @ubdbonaumjesor Hu3a 1,1,2,3,5,8,13,.... Moxe ce noxasaTu Ja OJHOC
. . . ffn .Ll
y3acTonHux yiaHoBa OuOOHAYN]EBOT HU3A TEXU 31aTHOM Opojy, lim 7 = .
n—ee JIn

— JIajOHMII je BepOBATHO MPBU EKCTIUIIMTHO TOMEHYO OpOj € — upalloHajlaH 0poj
KOJU Ce KpUje Yy MHOTUM ,,IPUPOAHUM" OKOJTHOCTHUMA.

\" 1 1 1 1
e = lim <1+ —) =1+ =4+ =4+ =+ —+...=2,718281828459045235 . ..

bpoj e ce Moxe cpecTy Ha IPUIMYHO HEOYEKMBAHUM MecThMa. Tako, BepoBaTHOha
Pn 12 M TOCTU]Y TIPU OfUTacKy ca 3abaBe ToMelIajy KalyTe ¥ J1a CBako y3Mme Tyl

TpUOIMIKIIO je jenHaka —. [Ipermsnuje, lim p, = —.
e n—oo e

21. Besuku v Maau OpojeBu. Benuku u Manu 6pojeBU Cy MHCITUpAIIHja 3a NTHCAbE
oBe Kibure. Mako ce oBakBu OpojeBU He yrioTpedibaBajy v ,,cCBAKOIHEBHOM XXHUBOTY
BEOMA CY 3aCTYIJLEHH Y HAYYHUM ONUCUMa CBETa Y KoMe kUBHUMOo. CeTHMO ce camo
BEOMa MaJle TallaCHe Ay)>XKMHE CBETIIOCTH MM T1aK HEKMX ,,aCTPOHOMCKUX™ OpojeBa
KOJM OINUCY]y cBeMUp. EBO HEKMX BenmHKUX Opojena.

— Buue on 10** henuja uMa y 5byackoM OpraHu3My.

— V BUIJBUBOM JieNTy CBEMHpa HMa oko b - 1022 3pe3a.
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— ABorazapos 6poj 6,022 - 10% mpencrasma 6poj atoMa y 12 rpama yrybernka 12,
— Vxynan 6poj no3usku ayxuHe He Behe o 40 xapakTepa Koje MoxeTe nzabpaTu
xopuctehn andader cTaHAapAHE TACTATYPE je MPUOIIKHO jennax 2220,

— bpoj 9999 I'ayc je Hazpao ,,MepmuBoM OeckoHauHolthy“. Osaj Opoj mma
10369693100 uudapa 1 MHOrO je Behm on O6poja CBHMX aroMa y BHIBUBOM M€Y
ceeMupa. [la je cioj mMacTisia KOpULWNEHOTr IpY IHCalky OBOT Opoja TaHAK CaMo
jenan atoM, He OM OMIIO TOBOJBHO YKYITHE MATEPHje Y MUIMOHMMA HAIIMX CBEMUPA
na ou ce Taj Opoj ucnucao. Mnak, mocmenmux aeceT mumdapa oBor Opoja je
uspauyHaro: 1045865289,

Y
NV }N! nyTa
HEKOI' BE-

— 3aMMCINTE KOIMKY je Tek cyiepgaxitopujen N§ = N
i 0102»0691973765.1036305

.6
mukor npupoaHor 6poja N. Ha npumep, 3% = 6666 ~ 10!
byayhu na je ped o 6pojeBuMa Koju Cy U3BaH ,,JbyACKe OpOjHE CKalle* 0 BUX JbYIH
He goJraze obnunuM OpojameM (noaaBameM 1o 1) Beh Ha cacBUM apyraunje HauuHe,
0 Kojuma HeheMo OBOM NPIITUKOM rOBOpUTH. Moxna he cnenehu kopax 3acHUBama
ckyna OpojeBa OUTH Oa3MpaH ¥ Ha OBAKBUM NIPHMHUMIIUMA ITpedpojaBarkd, d He caMo
Ha IpUHIMIY Opojaka JoaaBameM 1o 1.
IToaceTHMO ce ¥ HEKMX Majux Opojesa.
— Tanacna JIyXMHA 3eJieHe CBETIIOCTH je TTpUOImKHo 5,5 - 107 'm.
— Bpeme koje je oTpedHo cBeTIoCTH ia Tpelje jeman Metap je mpubmukao 3- 10795,
— TIaHKOBa KOHCTAHTa je MpuGImKkHO 6, 6 - 10734 Js.

Ilpupoauu G6pojeBn

22. Tlocrynax 3a onpehuBsame HajBehier 3ajeqHUUKOT aenrona opojesa 1515 n 255
je careaehu:

1515 : 255 naje ocraTak 240,
255 @ 240 Jaje ocTaTak 19,
240 : 15 naje octarak 0.

Haxne, 15 je najsehiu 3ajeanuuxy gesuiai Opojesa 1515 u 255.

Axo je nzd(a, b) najsehu 3ajenHUUKY HeNMANALl TPUPOIHUX OpojeBa a u b, Moxe ce
[OKa3aTU a NOCToje ueny Opojesn « u 3 Taksu ga je & - a + 3 - b = nzd(a.b).
Kopucrehu Eyknuaos anropuraM Moxe ce Hahu moctynak (edekTHBHOT) oape-
husama 6pojaBa o u J 3a 3amate a u b. Hahu uene Opojee o v 3 TaxBe na je
a- 1515+ 3255 = 15.
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23. Tlocrynak npesohema 6poja 876 y 6pojeBHy 6a3y umja je ocHoBa 7 (L1nudpe oBor
cucrema cy 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) jecte cnenehu

876 ocTaTak npu gesbemy 876 ca 7 je 1,
(876 — 1) : 7 =125 ocTaTak Ipu Jesbety 125 ca 7 je 6,
(125 — ) 7T=17 OCTaTak IpH Jiefbery 17 ca 7 je 3,
(17—=3):7=2 ocTaTak IpH Jiebeny 2 ca 7 je 2.
(2-2):7=0 CTOIL.

Jlaxe, (876)10 = (2361)7 [876 = 2-73+3-72+6-7+1]. IIpoBepute 1 jeTHAKOCTH
(876)10 = (1101101100)2 = (1554)s = (36C)16. Lndpe cucrema umja je ocHOBa
16 ¢y 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A, B,C, D, E, F nipu uemy 3naiu A, B,C, D, E, F
croje pemom 3a 10, 11,12, 13, 14, 15 [876 = 3 - 162 + 6 - 16 + 12].

Axo ¢y m u n npupoaHu 6pojeBu Behu ox 1, ommcaTu nocrynaxk npeBohema Koju
V3 3aITMCa HEKOT Opoja y CHCTeMY ¢a OCHOBOM M HAJTA3M 3aITHC TOT Opoja y CHCTeMy
ca OCHOBOM 7.

24. Coduju je caoniuTeH Opoj S M pedeHo joj je na je To 30Mp ABa pa3THuMTa
npupoana 6poja Beha ox 1. Jlapu je caommreH O0poj P u pedeHo joj je aa je To
NpoOU3BOA UCTa Ta Ba Opoja. Tocre Tora n3mely mux ce Boauo cierehnt pa3roBop:

Codwmja: ,,Ja He 3HaM koju cy To OpojeBu.*

Jlapa: ,,He 3nam uu ja.*

Codwmja: ,,Cam 3HaM KOjH ¢y TO OpojeBu.

Japa: ,,Can 3nam u ja.*

Koju ¢y To 6pojeBu?

25. Jlokasatu ga 3a IPOM3BOIbHE MPUPOIHE OpojeBe k, 72, 1 BaXKe JeIHAKOCTH:

(@) (k+m) +n = k+ (m+ n) (cabuparme npupoaHux 6pojeBa je acolujaTusIia

omnepanuja);
(6) m +n = n + m (cabupame NPUPOJHUX OPOJEBA j& KOMYTATUBHA OTIepallnja).

26. JloxazaTy J1a 3a IPOM3BOJbHE NTPUPOIHE Opojese k, ., 1 BaXKe JeIHAKOCTH:

(@) (k-m)-n = k- (m-n) (MHOKeme NPUPOAHUX OpojeBa je acouMjaTuBHA
onepauuja);

(6) m - n =n-m (MHOXEHE IPUPOIHUX OPOjeBa je KOMYTATUBHA OTepalirja);

(B) k- (m+n) =k -m+ k- -n (MHOKEmbE TPUPOIHAX OPOjEBA j& ANCTPUOYTUBHO
npemMa cadbupamy).
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27. Jloka3zaTy Aa 3a CBAKYM NMPUPOAAH OPOj 7 BaXKe jeAHAKOCTH:

1
(a) 1+2+3+...+n:@;
©) 1249224324 ... 2= M EDEn+1)
6 )
2
(8) 15+ 93 435 4.+ b — (”(”A;U> |

28. Onpeauntn nonuuoM P takas ma je 11 + 24 + 3% + ... + n? = P(n), 3a cBaxu
NIpUpoJiad 6poj n.

Vaymcmso. Axo je 1% +2F 4 ... 4 nF = P(n), onna je P nonuuom k + 1-or
CTENeHa.

29. Heka je m duxcupaH npupojan 6poj. JokaszaTu aa 3a CBaku NpUPOIaH Opoj n
Baku hopmyna

n(n+1)---(n+m)
m+1 '

Y k(k+1) - (k+m—1)=
k=1

Ha ocHoBy Joka3aHe ¢popMyiie u3pauyHaTy 30MpoBe:

(@ 1-2+2-3+---4n-(n+1)
©6)1-2-34+2-3-44+---+n-(n+1) (n+2);

() 1-2-3-4+2-3-4-54---+n-(n+1)-(n+2)-(n+3).

30. (i) Hexajeo = xr+yunm = xy. Axoje o = 2" + 4", n € IN, noxasaTu ga 3a
CBaKM NpupoaaH 0poj n Behu o 2 Baxu popMmylia 0, = 0 - Op—] — T+ Op—_2.

(i1) Kopucrehu dpopmyny noa (i) pelumry:

(a) crcreM jemHaumHa 10 + 1% =33, 0 +y = 3;

(6) jenmaumuy: V97 — x + Vx = 5.

(iii) Axo cucrem jemHauvna T 4+ y = a, 22 +y? = b, 23 + y3 = ¢ uma peanna
petiieba (110 z, y), AokasaTu aa je a® — 3ab + 2¢ = 0.

31. Hus ¢, n € IN, pexyp3uBHO je 3a1aT Ha cneaehu HauuH: ¢ = 1, cop = ¢ + 1,
Con+1 = Con+4 + 1, n € N, Ogpennty c1g.

32. ®ubonauujes u3 I, n € N, nedpunucan je Ha cnenehu Hayun: Fy = Fp =1
uF,i0=F,1+ F,n>1 Jloka3aru 1a je

o 2 9 2

4 3aTUM U [Jad BaAXE jeﬂHaKOCTI/IZ
() FL+Fo+-+F,=Fup—1;, 6) FF+F:+- +F?=F,Fp1.
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N3pauynbuse QpyHkumje

33. [ar je nporpam P.

I J(1,3.5)
I, J(2,3.7)
Iy S(3)
L J(1,1,1)
Iy Z(1)
Is J(1,1,9)
I Z(1)
Iy S(1)

(a) McnuraTi a M Ce M3pauyyHaBalbe Ha WAEATHOM padyyHapy mno nporpamy P
3aBpllaBa 3a cineaehe nmoyeTHe KOHGUTypauuje

) Ry | Ry |R3 | Ry |-~ (i) Ri|Ry|Rs|Ry|---
312100 -} 714]0]0]--]

M y NOTBPAHOM CAy4ajy OJAPEIWTH caiapxaj perucrpa R y 3aBpiuHoj KoHpHUry-
pauuju.

(6) HaBecTH, YKOJIUKO TMOCTOJH, Oap jeAHY IOYETHY KOHMUTYpalujy 34 KOJy ce
M3payyHaBabe Ha UICATTHOM padyHapy 1o nporpamy P He 3aBpluaBa.

(B) dokaszaTu ga cy M cTaHaApAHO ypehemwe npupoaHux OpojeBa u penaumja aebu-
BOCTH NPUMHUTHUBHO PEKYP3UBHE penauuje.

34. Jloka3aTu ga cy NIPUMUATHBHO peKyp3uBHe cieaehe gpynkuuje:

@) (z.y) = |z —y| (Vayacmso. |z —y| = (x—y) + (y—));
1, x#0,

(6) bg(il’) - { O, T = 0;

(8) (z,y) — max{z,y}; (r) (x,y) — min{z, y};

. OCIMAMAK apu gemery I cay, 0,
() p(z,y) = pu gererey rcay, 7

x, y=0;
KOJIUYHUK Tpu gemersy T cay, 1y 7# 0,
® (o) = { pugeneny et b7

35. Huswuspauynmusux ynknuja f1(x,y) = z+y, fa(x,y) = x-y, fs(v.y) = 2,
fa....,Kojecy neduHucane Ha cTpanw 126, Moxe ce mpoayxutu3an > 6 Ha crneaehn
Ha4MH: f&(n) (.I‘,O) = 1, ](s(n)(“z/s(y)) = .fn("["» f.s-(n) (Ll', y)) AKO MHIEKC mocMa-
TpPamMo Kao aprymeHt, nobujamMo GyHKIMjy TpH apryMmenTa, a(n, z,y) = fo(z,y),
KOJa 3aJ10BOJbaBa cieaehe je1HaKOCTH:

0, akojen =1,
a(0,z,y) =z +y, a(s(n),x,0)= { 1 HHarJ{e

a(s(n),z, s(y)) = a(n,z,a(s(n), z,y)).
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OzHnaka a je mo Axepmany Koju je 1928, roanne npBu onucao CIUUHY (GYHKIHU]Y.
HMHTYyHTHBHO je jacHO na je QyHKLHMja ¢ u3payyHs/buBa. [locTynak u3payyliaBatba
Morao 0u Tehin oBako

(l(n,.’L'?y) = a(nél;x,a(n,aﬁ, y—l))
= a(n—-1,z,a(n=1,2,a(n,z,y—2)))

= a(n—-1,z,a(n=-1,z,a(n—1,z,a(n,z,y—3))))

Jlaxre, NMpeacTaBbeHO U3paYyHaBabEe MOUUbE ,,pa3rpalboM Tpeher apryMeHTa
y. HApyru aprymMeHt x octaje (uxcupaH (ra ce Kaxe Ja NPeTXOJHU MHOCTYINaK
NpeacTaB/bd U3PAUyHABAKE CA MapameTpoM ), Aok ce Tpehu Takohe ,,pasrpa-
hyje*“. Ho, xohemo nmu pobutu peszyntar? Xohe NM ce Hallle U3pauyyHABAHE
(yernewno) 3aspiutn? Huje terko younTty aa je a(n, x,t) | 3a cBaKo t Mame o1 y
v a(n—1,r,2) | 3acBako z. JlpyruMm peuuma, NpM M3pauyyHaBatby BPEIHOCTH
a(n.x,y), 3a apryMEHTE 1 U Y ca IMApAMETPOM &, y CBAKOM HapeaHOM KOpPaKy
noTpebHa je BpemHOCT GPYHKLMjE a 3a AeKCUKOZDAPCKU Marbe APTYMEHTE Ca UCTHUM
napamerpoM r. Jlekcukorpadeko ypeheme®® <jex Ha IN x IN medunumemo na

cnenehu HaunH: (a,b) <jex (¢, d) ¥ 4 < cmm (a=cub<d).

36. O3HaYMMO perucTpe uaeanHor pauynapa ca Ry, Rj, Ro, ... H NIpeTnocTaBuMO
J1a ce mouyeTHa KoHbwrypanuja (1, .. ., T,) 3a1aje yHOIIeweM OpojeBa Xy Y peru-
crap Rg, 1 < k < n, nox je y npeoctanum ymucan 6poj 0. HakoH 3aycraB;barba
paza pauyHapa, IoJ Pe3yJITaToM U3pauyHaBamwa 10 HeKOM nporpamy P cMaTpamo
opoj ynucaH y Rg. TIporpam je CBakW KOoHa4yaH HU3 ciieiehinX MHCTPYKLM]a.
WHCTPYKUMIE CIIEABEHUKA. increase(1), increase(2), increase(3), ...

Ako je increase(n) (n > 1) y HEKOM porpamy i-Ta MHCTPYKIMja, MACATIHH padyHAp
je u3BpluaBa Tako Wrto 6poj y R, nmosehapa 3a jena u 3a jenan nopehasa u 6poj y
opojauy.

WMHCTPYKUMJE IMPETXOAHUKA. decrease(1;1), ..., decrease(2;1), ...

Axo je decrease(n; k) (n,k > 1) y HEKOM Nporpamy i-Ta HHCTPYKIIMjd, WIEAIIHH
pauyHap je 3BpIuaBa Ha cieaehu HauuH: ako je y R, ynucan 6poj paszauyut ox 0,
OHJIa Ce OH yMamyje 3a 1 u y Opojay ce ynucyje 6poj k, a ako ce 0Ba MHCTPYKUHja
u3BplwaBa kanaa je y I, 6poj 0, onma ce caapxkaj oBOI perucrpa ie Memwa Beh ce
camo y 6pojau ynucyje 6poj 7 + 1.

S3Ypeheme kojum cy nopehane peun y pe4HuKy.
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MHCTPYKUMIE NPETA3A. GO TO(1), GOTO(2), ...

Axo je GO TO(k) (k = 1) y nexoM nporpamy ¢-Ta HHCTPYKLHja, HACATIHH padyHap
je U3BpLIABA TAKO 1ITO Y Opojau yrucyje 6poj m.

Joxaszatu ga oB4j ,,IPOTPAMCKU JE3UK OITUCY]E UCTH CKYI U3paYyH/bUBUX (DYHKLIH-
Jit KAO U je3WK yBeIeH Ha cTpanu 121.

37. Hepewns npodem peun. Kckopuctuhemo ,,iporpaMcku’ je3uk U3 nNpeTxoaHor
3a/1aTKa, 1a OMCMO 3a1a11 jelaH HepeuIuB NpobiIeM peyn.
Heka je P mporpaM 3a koju je npobneMm 3aycTaB/bawa Hepeluus (crpana 130).
Heka je N 06poj uHCTpyKUMja oBor nporpama u M, M > 1, TakaB ga ce npu
M3padyHaBatby 1o nporpaMy P xopucre camo peructpu 2, ¢ < M.
IMocmaTtpajMo peun Han andabeToM KOjH YuHe chnoBa a, b, ¢, d, € 3ajeao ca HH-
([EKCUDAaHUM CIOBMMA Ay, bk, ck, di, ex, k < max{N, M} + 1. Peu ss---5
rIyTa
(r y3aCTOTIHUX TI0jaB/bMBaMa CII0BA S Y HEKO] peuH) Kpahe hemMo o3HauuTH ca s'.
AKO je y HEKOM TPeHYTKY U3padyHaBamwa y perucrap R; ynucan 6poj r; U y Opojay
Opoj N, Tala TOM TPEHYTKY 1OJIEIbY]EMO CHllailiyCHY pey

bepboa™bra™ - by—1a™™ by

CrienMjaiHo, YKOJHMKO Ce U3pauyHaBamwe o nmporpaMy P obasiba 3a ynas x, Mo-
yeTHa cTaTycHa ped je begbgbya®bs - - - bar — o3naunmo je ca Wo.
[ToyeTHy TUCTY HONMYCTUBUX 3aMeHa heMo HaIpaBUTH TaKo A4 je

W, = bey akko P(x) | .

Bynyhu na cmo wzabpanu nporpaM P 3a Koju je mpoOieM 3ayCTaB/baha HEPelnB,
no6uhemo 1a je HeoaayuuBo n1a Ju je W, = bey.

[IpernocraBumo aa ce u3Bpiuasa nporpam P. Ako je X craTycHa ped Koja OYHEbe
ca be,, toe je n < N, tama nocroju ciegeha crarycna peu Y (koja oarosapa
HapeIHOM KOpaKy U3BpllIaBakba mporpama), 1 Mu hemMo y JIMCTY JOMYCTUBHX 3aMeHa
cTaBuTH X =Y.

[lpernocraBuMo Hajrpe Aga je n-Ta MHCTpyKuMja y P HHCTpykuMja increase(i).
Taza y 1MCTy AOMYCTHBUX 3aMEHA CTABIbAMO Cpb; = bjcy, J < 1, M cpa = acy,. OBe
3aMeHe HaMm oMmoryhaBajy na y peun X nomMepumo ¢, tauyno ucrpen b;. Takohe, na
JMCTY CTaB/baMo U 3aMeHy cnb; = d,b;a xoja onmcyje nosehamwe 6pojay R;3a 1 u
KOjd Mema ¢, y dp. 3amene ad, = dnpau bjdy, = d,bj, j < i, omoryhasajy na ce d,
nocraBu TayHo Hcnpen b. Hajsan, 3amena bd,, = be, 1 Aaje cratycHy pey Y.
Heka je n-ta mHCTpykuMja nporpaMa P uHcTpykiuja decrease(i;m). Kao m y
TMPETXOAHOM Clydajy, 3aMeHe ¢pb; = bjcp, J < 1, cpa = acy, cpbia = dybi,
aqg = dpa, bjd, = d,b;, 7 < ¢, n bd,, = bc,, mokpuBajy cinyuaj kama y R; Huje
ylycaHa Hyjia. YKosiuko je y R; ymucana 0, Taia OBe 3aMeHe IOCTaBIbajy ¢, TAYHO
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vcrpen by, a cpbibip1 = epbibipr Mema ¢, y e,. 3aMene ae, = epa u bje, = e,bj,
J < 1, loBOjeE ¢, TauHo u3a b u be, = be, 41 maje Y.

Axo je n-ta uHCcTpykuuja nporpama P nucrpykuumja GO TO(mn), taga 3amena
bc,, = ben, npetBapa peu X y Y.

Takobe, nogajemMo W 3amene ¢yb; = ¢y, 3a CBAKO 7, K40 U Cna = €, Aa OHCMO
CBAKy CTATYCHY peu KOja Mo4YHbe ca bey MpeTBOpuIIn y bey .

Haxie, ako P(x) |, onga W, = bey.

Peasinu OpojeBu u Heka apyra (ypelhena) nosba

38. (a) Hdokazatu ga 6pojeBu V3, V5, V2 + /3, /2 uucy palLMOHAJTHY.
(6) Hokazatu ma je 6poj 0,10110111011110111110. . .(u3a cBake HyJe Hajaa3u ce
jeala jeiMHMLA BULUE) HPALMOHAIIAH.

39. ,,Tabanune dopmyne”. CnuckoBu (TabIuUE) BaXHUX, Tj. 4eCTO KopuurheHux,
dbopMynia TUNMHMUHA CY 10jaBa y MAaTEMATHIM: BaXHE TAayTOJIOTH]e, BaXXHH ajre-
OapCKu MAEHTUTETH, GOPMYIIE 32 N3paYyHaBakE MOBPILIVMHA PABHHUX (PUTIYpa, BaXKIIU
TPUTOHOMETPHJCKH HAEHTUTETH, TPAHUYHE BPEIHOCTH HEKHUX HM30BA, I'PAHHUYHE
BPEAHOCTH HEKuX (PyHKUHMJa, TabaMua U3BOA4, TAOIMLA UHTErpana. Te Tadiuie
Tpeba HayyuTH W 3HATH. HapaBHo, TpebGa 3HATH K A0Ka3 cBake GopMyJie 3a KOjy
ce ,3Ha“ nma Baxu. Mehytum, dopmyne ce He nene Ha ,,TabnuuHe’ u ,,HeTabinyHe™
(y pasnuuMTUM KEbUramMa MOXeTe HahHM pa3inyuTe CMUCKOBE BAXXHHUX (opMmy.id),
Beh Ha OHe 3a KOje 3HATEe J0Ka3e M Nperno3HajeTe CUTyallMje y KojuMma UX Tpeda
MIPUMEITMTH U OHE KOj€ BAM HMCY NO3HATe.

Jennakoct (b—c)® + (¢ —a)® + (a—b)® = 3(b—¢)(c—a)(a —b), craxako he 6pixe
JIOKA3aTH HEKO uMja Tabnula, HapaBHO nopea ¢opmyna MO3HATUX KAO OUHOMHA
Gopmyna, paziuka Keagpaiia, pasiuKka Kyooea U CITUYHO CAAPXKU U UOEHTHTET

(x) 4+ yP 42 - 3ayz=(x+y+2)@® +y’ + 22 -y -z —ay).

Tako, ako ynoTpeOMMO HaBEAEHH UAEHTUTET, UMAMO:

(h—c) - (c—a)*+ (0 )P =3(b—c)(c—a)(a—b)Z((b—c)+(c—a) = (a=b))(-- ) = 0.
(a) JJokazaTh WAEHTHUTET:
25 ((b—¢) 4+ (c—a) + (a=b)7) ((b=c)*+ (c—a)® + (a — b)*)
=21 (b= + (c—a)’ + (a—b)>)* .

Viyiwciteo. YBecti cMeHy £ =a — ¢,y = b — a, (b — ¢ = = + y) ¥ UICKOPUCTUTH:
(z+y)* — o~y = Bay(z +y), (x+9)° —2® —1° = bay(z +y) (z° + 2y + %),
(z+y) —a" —y" =Toy(z +y) (x* +zy + y2)2.
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(0) Axoje a+ b+ c+ d = 0, noxazaru ga je:

A+ +E B+ +S a2+ P

5 - 3 ' 2

40. Hekaje B = {0,1,2,3,4} u b u © onepauuje Ha ckyny B nedunucane ca

|01 2 3 4 ©|0 1 2 3 4
00 1 2 3 4 010 0 0 0 0
1[1 2340 1101 2 3 4
212 3 401 210 2 41 3
313 40 1 2 3|10 31 4 2
114 01 23 410 4 3 2 1

(a) Uspauynatu (4 4 3) @ (26 1).

(0) [loxazaTu ga Baxu:

ery=y&r,3acBeruyu3 b,
o(rhy)tz=x@(y®z),3acBex,yuzusB;

e r 2 0 = x 3a cBako T U3 B3;

® 3a cBako = u3 Brnocrojmym3a Brnajex &y = 0;

o1 y=yz,3acBeTUY U3 DL;
e(rry)wz=xo(y®z),3acser,yuzu B,

e - 1=, 3acBako x u3 B;

e 32 cBako = u3 B, ako je x # O onmanocrojuyuz Buoajex ®y = 1.

(B) ¥ cxyny B pewutu cneaehe jennayuxe:

e (30z)H2=23;

e r’dra3=0, (1'2 =x O )

e(r o) (zx®2)®(xd3)=0.

(r) [loka3aTv 1a 3a POU3BOJbHE T, ¥ U3 B Baxu: (z & y)° = x° @ 1°.
HANOMEHA. Ha ckyny {0,1,2,3,4}, xoju ce najuemrhe osHauaBa ca Zs (CBHX
ocTaTaka Koju ce 100Hujajy NpH Jesbemwy ca d), AeUHHUCAHE Cy 3alpaBO ONepaluje
cabuparbe N mHoMCerve o mogyay 5. OBe oneparnmje ce CTaHAapAHO ObenexaBajy
peaoMm ca +5 M -5:

T +5 Y = OCTATAK KOJU ce JoOHja NpH Iejbey T + y ca 5

T 5y = OCTAaTaK KOju ce 1oOMja Npu ebemy T - y ca 5.5

Jlako ce MOXe IPUMETUTH aa Zs ca onepauujaMa +5 u -5 1 eaementuma 0 u 1 3a-
noBosbaBa cse akcuome (Sk) - - (01) (naBeneHe Ha cTpanu 136). JIpyruM peunma,

4 1 - npencrasibajy yobHyajeHe orepanuje cabuparba U MHOXEeHa PUPOAHUX Gpojesa.
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CKyN Z ca 0Bako AeUHUCAHUM OllepaljaMa U OBako uzabpanum erneMedTMa 0
u 1 dopmupa jeaHo dome. Moxe ce MOKa3aTH Aa 3a CBAKM NMPOCT Opoj P, CBAKH
ox ckynosa Z, = {0,1,...,p — 1} ca onepaunjama +, 1 -, u enemerdtima 0 u 1
obpa3syje jeaHo nojbe. MelyTuM, ako 6poj p HUje pOCT oaroBapajyha cTpykTypa
Huje nosbe (Hehe GUTH 3a10BOJbEHO cBOjcTBO (M1i)). Tako ckyn Zg ca onepauujama
+6 U -6 1 enemenTuMa 0 u 1 Huje noswe, jep je, Ha npumep, 2 ¢ 0 =0, 2 4 1 = 2,
2.643=0,2¢4=2,245=4,manesaxu (Vz € Zg\ {0}) (Fy € Zs) x ¢y = 1,
TJ. HE TTIOCTOjJU Y € Zg TakaB fa je 2 ¢y = 1.

(o) da mu je moryhe noMeHe KoHayHuX nosba Zy, (p je mpocT 6poj) ypejIMTH TaKo Aa
OHa nocrtany ypehena noma? 3awro?

41. Iumiazopejckaiipasa je ypeheHo nosee, Tj. oAroBapajyha cTpykTypa HaJ CKyIioM
K Tak03BaHUX KOHCTAP YKIAUOUAHUX PeUHUX OPOjeéa:NO3UTUBAH OPO]j T je KOHCTPYK-
THOMUJIAH 4KO C€ JIEHUPOM M LLIECTAPOM MOXKE KOHCTPYMCATH AYXK UMja Je AyKHHA
T JEAMHULA Mepe, AOK j€ HEraTUBaH T KOHCTPYKTHOMWIAH ako je TO —&, a IpeT-
rocTassba ce U aa je 0 KOHCTPYKTHOWIIaH Opoj.

ke r+vy — Y i
] PR S yg—
. N
| Ve
IT ——1
T -y T 1 I
| z
|
{
l ¥ \ . A \
< 1 i 1—7
| Yy > . Yy 4

42. Heka je F npoussosbHo ypeheno nosve. JokazaTtu ciaeneha tephema.

(a) 3a cBaku eneMeHT x M3 F' TOCTOJU jeguHciligen €IIEMEHT Yy TakaB Ja Je
z+y=0.

Viymciteo. Axojex + vy = 0unx + y2 =0, onpa je

n=0+y=@E+p)tn==@+un)+typ="

(6) 3a caxu enemMeHT = U3 F' pazmuunt on 0 nocToju jegurcitiéen €NEMEHT Y TAKaB
majexr-y =1

(B) 34 MpON3BOJbHE eNneMeHTe T U Y U3 F,

or-0=0,

o (—z)-y=—(z-y),
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o (—x) (~y)=u-y,

eakojexr < Ony < 0,onmaje() <x-y,
e ako je r # 0, onga je 22 > 0,

o1 >0,

eaxojex > 0,onmajez™ ' > 0.

43. [lokazatu cneneha Beoma 3HayajHa CBOJCTBA CKyIa peanHux 6pojesa RR.
1

e 34 CBAKM NMO3UTHBAH peajlad Opoj € MOCTOjU MPUPOJAaH Opoj N TakaB j1a je — < £.
n
e 3a cBakU peajiaH 6pOj a MOCTOjU jeAMHCTBEH LIeo Opojn TakaB najen < a < n+1

wro omoryhasa aedunuumjy Gyuxuuje yeo geo, -] : R — Z, ca

[z] = wajsehu ueo Opoj He Behu ox .

. 1
e Ako 3a cBaku npupoaan 6poj n Baxu 0 < z < —, onaa jex = 0.
e M3mely cBaka aBa pa3nuuuTa peajina 6poj a u b NIOCTOJM palMoHaJIaH 6poj.
e (CBakoM peaslHOM Opojy oaroBapa HELUMATHM 3alMC 00JIMKaA a, C1CaCy . . ., IPH
yemy je a ueo 6poj, a c1, €2, €3, . . . Cy LUDpe AeKkaaHoT CHCTEMA.
Vuayiticiugo. VICKOpUCTUTH APXUMEIOBY TEOPEMY.

44. OnpemuMo MPUGTIKHY BPEAHOCT peanHor 6poja v/2 kopucTelin Tako3BaHu
GEeYUMWICKU HOCTYHAK — TIOCTYIAK Tparawa 3a AEUMMAIHUM 3alUCcoM 00K
a,ci1cacs .

HLKdJG’/ = \/_ Tana je r? = 2. Kakoje 12 =1 < r? =2 < 22 = 4, umamo 1a je

71
1\.r<u,T.a~l.Taae7~aJ——— 1+—3aHe}<or,nde
! e 10 10° b

(1+ 1o> — 2, 1j. 100 + 20r1 + 12 = 200,

bynyhu na

3ar; = 0 umamo 100 + 207 + 7“% = 100 < 200,
3a 71 = 1 umamo 100 + 20r; + 7% = 121 < 200,
3a 1] = 2 uMamo 100 + 207 + Tf = 144 < 200,
3a ry = 3 umamo 100 + 20r; + 7% = 169 < 200,
3a 11 = 4 umamo 100 + 20r; + 72 = 196 < 200,

3a ) = 5 umamo 100 + 207 + r? = 225 > 200,

. T2 . 4 .
CIeN Aa Je C :4nr1:4+E,3aHeKor2,naJer:1+1—0+m Cana je

4 7o \? .
<1+—+—r2—> =2, Tj. 2807’2+7’22=400.

Kaxko
3a 19 = 0 nmamo 280r2 + r3 = 0 < 400,
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3a T2 = 1 umamo 2807y + 12 = 281 < 400,
3a 79 = 2 nmamo 2807y + r3 = 564 > 400,

, _ 1 T
najecay=1lunr=14+ — + — 3a HEKO 3.

10~ 100 ~ 1000°
Nakne, V2~ 1,41 ...
M3padyHaTH NpUGIMKHY BPEAHOCT 6poja v/ 2.

MareMaTH4Ka JJOrMKa

45. EaexTpuuna koqa. bynose anredpe cy nocrajie BeoMa 3HayajHe ca MPaKTHYHOT
CTAHOBHMLITA Kaja je youeHa Be3a uaMelly bynoBux Tabnmua MCTUHUTOCTH U €llek-
TPUYHUX KOJIA.

—P

__/p/
/) /

1NN

T T 7

[TocmaTpahemo eleKTpHyHa KOja Koja 4YWHE OaTepuja, CHjalvua W IpeKHIayH.
Moryhe je na ce y jeAHOM KONy IT0jaBH BHILIE IPEKHUAAYA KOJU C€ UITH CBH HCTOBPE-
MEHO YKJbyuy]y MM CE€ CBM MCTOBPEMEHO MCKJbYUY]y; TaJa CBE TaKBe MpeKuaaye
03HayaBaMo UCTUM coBoM. Ca p’ 03HauaBaMo NPEKKIad KOjH Ce yK/bydyje ako je
NpeKuaay P UCKIbYYeH, M OOpHYTO, P’ Ce UCKIbydyje YKOJIMKO je p ykbydeH. Koo
IIPMKA3aHO Ca JIeBe CTpaHe Ha MPETXOAHO] CIMLM Ha3uBaMo P A ¢-KOJIO, a KOJIO
IIPUKA3aHO y CPEAUHHU — P Y ¢-KOJIO.

3ancra, aKo BpeAHOCT 1 J0AennMo NMpekuaauuMa Kaja Ccy yKiby4eH! (3aTBOPEHHU),
a BpenHoct 0 kajga cy Mck/byueHHu (OTBOpeHH ), Taaa he kpo3 p A ¢-KOJNO NMPOTULIATH
CTPYja JeAMHO YKOJIHMKO je U JeIHOM M APYroM IpeKuaauy gojaesbeHa BpeaHocT 1, y
CBAKOM APYIOM ciy4ajy cTpyja Hehe nmpotunaru. Cnuuno, cTpyja he mporuuatH
Kpo3 p Y g-KOJO ako je 6ap jeAHOM Of MpeKuaada aoAe/beHa BpeaHocT 1, a nehe
NPOTULIATH JEAUHO aKO je BpeaHocT 00a npekuaaya (). [pyrum peunma, NpoTHHAKkE
CTpYje Kpo3 OBa KoJia c€ ,,JloHAlIa® Mo Tabnuuama 3a KOHjYHKYUjY U qUCJYHKYU]Y.
IMpekuaau p’ je OUUTIEAHO Herauuja Npekuaada p.

Huje Teluko 3ak/by4YUTH Ja NOCIEAHEM KONy Ha MPETXOIHO] CIIMIM OAroBapa u3pas
(P Y q) A (pY (pAq)). MehyTtum, mocne kpahie aHau3e OBOT CIOKEHH]ET KOJIA
BuaeheMo ma ce OHO TOHAallla MOEHTUYHO Kao P A ¢-KOJIO, LUTO je 3Hayajuo ca
NMPaKTUYHOT CTAHOBUILTA Y CMUCITy KOHCTPYKIIMje HEKOT eIeKTPUYHOT KoJla y pe-
anocth. 3akoHu bynose anrebpe (crpana 145) nam omoryhasajy ynpouhaBase
CAOKEHMX eIEKTPUUHUX Koyla. bawl xao wTo cMo ,ynpourhaBamu® (6pojeBHe)
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u3pasze xopucrehu 3akone mosba, Tako ynpomwhasamo ¥ bynose uspase ynorpe-
omwanajyhu 3akone bynose anreope.

WY@ A(pY@Arg)=0Yq Ap B7
=pA(@ Yq) B4
=(Arp)Y(pArq) B10
=0Y (pAgq) B12
:p’kq B13

YI’IpOCTI/lTH. cnenehe CJIICKTPUYHO KOJIO.

_/

q
()
— |
/S A
qQ— 1 P—yq

46. Joxa3aTy aa y mponsBosbHoj Bynosoj anrebpu (B, Y, A, , 0, 1) 3a cBe enemente
£, y U3 B Baxe jemHakoCTH:

(a) (z') ==

(6) 0 =1;

(8) 1" =0;

(r) akojer Ay=0unz Yy=1oumajey = a’;

(n) (z Ay) =2" Yy

(h) (Y y) =2" Ay,

@) (xAy) Y (' Ay) Y (zAy) Y (2 Ay) =1

(K) x Yy =yakoucamMo akoje T A Yy = .

47. 3apnarak u3 reomerpuje!? Heka je

T =1{1,2,3,4},

P = {{1,2}.{1,3}, {1.4}, {2,3}, {2.4}, (3,4},

R = {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4} }.

Enemente ckyna 1’ Ha30BUMO #iaukama, eneMente ckyna P apasama, a eneMeHTe
ckyna R pagnuma. AKO TpW WIM BHUIIE Tayaka MPUINAaa jeIHOj MPaBOj, KAKeMO
I CYy KONIMHEApHe; Y CYMPOTHOM HA3MBAMO UX HEKOJMHEAPHUM. AKO YETHPH WX
BMIUE Tayaka NPUNaaa JeHO] paBHU Ka)XeMO [a Cy KOMILTaHApHE; Y CYIPOTHOM
HA3UBaMO MX HekoMMnaHapuuM. [IpoBepuTr Baxeme cregehux Tephema.

(I1) Caka @pasa caapxu HajMawbe OBe Pa3THUNTE HauKe.

(I2) Nocroju HajMame jeaHa ipasa KOja CaaApKHU ABE WayKe.

(I3) TTocroju HajBuILe jefHA pasa KOja CANPXKH IBE PA3TIMUUTE WaHUKe.
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(I4) Caxka pasan caapxu HajMatbe TPU HEKOMHEAPHE {HaUKe.

(I5) TTocToju HajMame jenHa pagan KOja CAIPXKK TPU HayKe.

(I6) IMocToju HajBUILIE jefiHA pasan KOja CAAPXHU TPU HEKONMHEAPHE {HauKe.

(I7) Axo aBe pasnuuuTe Wauke HEKe fipase TPHUNANAjy J€AIO] pagHu, OHa CBAKa
Wiayka Te dpase NpUINlaa UCTOj PAGHU.

(I8) Ako aBe pasnuuuTe pasnu UMAjy jedHy 3djelHUUKY @auKy, OHIa OHE UMajy
HajMamwe JOLl JeIHY 3ajeIHUYUKY (HAUKY.

(I9) IMocToje yeTHpPH HEKOMTIIAHAPHE HAUKe.

48. Micka3uu pauyH je cieltjajia ciayyaj IpeInKaTCKOT pauyyHa IIPBOT peaa 3a je3uK
KOJU CaApXKU CaMo peslaliujcke cuMOoste ayxuHe Hyna.Onpenerpyjyhu ce 3a oBakaB
je3ukK, (yrs1aBHOM) 3aHeMapyjeMo 3HakK jeqHakocTH (=), kBaHTH(huUkaTope (V 1 )
Oyayhu na Gpopmyie He MOTY Caap)KaBaTH NMPOMEHJ/bUBE, T€ U CKYIl NPOMEHITbUBUX
(Var). Pemauujcku 3Hanu ayxuHe 0 yecto ce Ha3UBAJy UCKA3HA COSA.
Hexa je £ = {p,q,7,p1,q1,71, - - -} JE3NK KOJU CaapK1 CAMO MCKa3Ha cnosa. Kako
CBAKO MCKA3HO CJIOBO, Ha OMI0 KoM cKyny M, MHTepIIpeTHpaMo pellalivjoM Oy KUHe
nyma>® pM . MO — {0,1}, npu uemy je MY cuHrATOH (CKYN CBHX IpECIHKa-
Batba Mpa3HoOr cKkyma y ckyn M), noMeH UHTepripeTanuje je HeOUTaH, Te Ce HH-
TeprpeTalyja UCKa3HOT CJI0BA CBO/M Ha IO/IEJbUBAE TAYHO jeaHe o BpeaHocTH 0
,HeTauno) win 1 (,,rauno’). 3aTo, noa MoaenaoM jeanka L MOXe ce oJpa3yMeBaTu
camo ,,pacnojena‘ UCTUHe, OTHOCHO HEMCTHHE, HCKA3HUM CIOBUMa, OQHOCHO Tpe-
cnvkaBawe w @ L — {0,1}. Mwmajyhu y BuAy UCTUHHUTOCHE TabJIMLE JIOIHYKHX
BE3HMKA JIAKO yTBPlyjeMo Bakewe, OMHOCHO HeBaxewe OUIo koje hopMyre je3uka
L y ouno xoMm mojeiny. Tako, Ha rpuMep, 4Ko je

(P a o po@ TPz
W_(1000 1 0...)’

oHgajew EpA-qg=-(qV(pAT)uwlEpA-qg=-(qV(pA-T)),
(i) Hahwu, yxonuko nocroje, 6ap jenaH Mozen y koMe Baxu GopMyna

=g ANm=qa)=(p=>p)=(@=aq)

v Oap jeman Mojen y KoMe oBa (GopMyJia HE BaXH.

(ii) Moxasaru 1a je popmyna ((p1 = p2) = p3) = ((p3 = p1) = (P4 = p1))
BaJbaHa.

(iii) Heka je F ckyrn cBux (MckasHux) popmyna, a F ¢ CKyI CBHX (MCKa3HMX) Gop-
Myla y KOjUMa Ce€ IojaBibyjy camo wuckasuud BesHMiM u3 C, mpu uemy je
C C {~,A,V,=}. Ckyn Besuuka C je gosoman, ako 3a cBaxy Gopmyiy ¢ u3
Fr nocroju hopmyna ¢ uz Fr ¢ Taksa aa je = ¢ < 1.

°Kao 1IITO W HEKM PENALM]CKM 3HAK AYXKUHE 7, 7o > 1, HHTepIpeTrupaMo pesalHjoM
HykuHe n cxBahienom kao npecaukasame RM @ M™ — {0, 1}.
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(a) Jloxa3aTy 1a je cBaku oa ckymosa {—, V}, {—=, A}, {—, =} nosoman.

(0) JoxasaTy 14 je CBaKH o1 OMHApHHUX Be3HMKA nand M nor JoBOJbal, 1IPH YeMy
jepnandg =-(pAg)upnorqg=-(pVq).

() Umajyhu y Buay 3Haueme hopmyiie (o A 3) V (ma A7y) MOXEMO je 3aIicaTH 1 y
obnuky if-gpopmyne: if o then 3 else~. Heka cy if-dpopmyrne cBa nckasua ciosa,
sornyke koncrante T u L u cBe hopmylie KojuMa Cy UCKa3Ha CIOBAa ¥ KOHCTAHTE
,,JIOBE3aIIM™ JIOTMUKUM Be3HMKOM ayxune Tpu if ... then .. else.. ..

— Jloxa3aTy jia je cBaka ¥ckazHa (popMyJie eKBUBalleHTHA Hekoj if-hopmym.

— JlokaszaTtu ja cy ekBuBajieHTHe cineaehe popmyne

if (if p then ¢ else r) then ¢; else 1

H

if p then (if ¢ then ¢ else ;) else (if r then ¢ else r,).

— Kaxemo na je if-bopMmyna apocima ykonuko je ycnos (hopMyiaa Koja ce Hala3u
w3mely if u then) nckasno cnoso. Joka3aTtu 1a je cBaka if -popMyiia ekBuBaJIeHTHA
Hekoj npoctoj if-hbopmynu.

— Kaxemo pa je if-popmyna wmopmaina axo je mpocta M ako Cy CBE IeHe
if-nordopmyne obnuka if pthen o else 3, npu uemy je p UckasHo CI0BO Koje ce
He rmojaBibyje WM y & HUTH y 3. Jloka3aTu aa je cBaka if-popmyna eksusanentia
11exoj nopmaniioj if-popmynu.

49. Henornyku geo jesuka NeIuKaTCKOT padyyHa MpBOT peda yuHe crieaehu cum-
6omu: Rely={R, S}, Fun,={F, G}, Const,={e}, npuuemy je ar(R) =ar(F) =2,
ar(S) = ar(G) = 1.

(i) Koju je on cnenehnx nuzoBa cum6oi1a u3pas, Koju hopMyna, a KojH HH jesHO
uu apyro:  F(G(zx),G(y)); S(F(x,G(e)); R(x,S(x)); R(e,e); YyR(x.e):
JrdyR(z,y); Ve(R(x,G(y)) = F(x,y))?

(ii) 3a cBako MojaB/BUBAILE NMPOMEHIBUBE Y (DOPMYIH OAPEAUTH Ja JI je OI0
C/10060/1110 UITH BE3AHO:

V(R(z,y) A Jy(R(z,y) = S(2)),

vo(R(z,y) A JyR(z,y)) V R(z,y).

(iii) JaTw jesuk je untepnperupan Ha ckynosuma Z, N, P(IN) u X, X = {a.b. c}.

Wntepnperaunja Ha Z:

R% =< (ypeheme nennx 6pojesa),

SZ = | 6uinu dosumusan” = {1,2,3,4, .. s
FZ = + (cabupame nemux 6pojesa),

G% = g,mpuyemyjeg:2Z — Znug(r) = —x,r € 7,

eZ = ().
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Unrepnperanuja Ha IN:

RN =| (ne/p1BOCT IPUPOIHAX OpojeBa),

SN = | 6uinu apocim = {2,3,5,7,11, .. 3,

FN = . (MHOXeme MPUPOIHIX GpojeBa),

GN = h,mpuuemyjeh:IN - Nuh(z) =22+ 1,z € N,
N =1,

Wurepnperaumnja Ha P(IN):

RPIN) —c (moAckyr),

SPIN) = | Gumiu konavan®,

FPM®) = A (mpecek ckynosa), ,

GPM) = ¢ (xommnement ckyna y omuocy Ha N, ¢ : P(N) — P(N) ur* = I\ z),
P(N) _ ()

e :

Wnreprperanuja Ha P (IN):

R* = {(a,c), (b,¢), (. c), (a,b)},

SX = {a,cl,

FX = «, npu yemy je * GunapHa onepauuja gehHHHCAHA TaGIHLIOM

o oo e
T o o O
o oD

=

e O
N—

GX =/ npuuemyjel: X — X gato ca
- ( a b
a a
eX =c.

(a) Onpemnty Bpeasoctu nspasa F(F(z,e), G(y)), G(F(z,x)) n F(G(x),G(x)) y
— Z npu Baayauuju MpoMeHbUBKX (L = ( _:.62 ?i );
- N ITpH BaJyaliju NIPOMEHJbUBHX [ = ( 9 1 ... >;
B , . (= y oo,
P(IN) npu Banyaunju mpoOMEHbUBHX [ = ( (1,2} (2,3} --. >,

. :C 'l/ " e
— X npy Banyalyju NPOMEH/bUBHUX 4 = ( Qb .. )
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(6) icnnTaTty Taudoct popmyna R(F(z,¢),G(y)) u S(F(x,z))=R(G(x),G(y))y

— 7 npy Banyanuju NpoOMEHJbUBUX [L = 91 .. ;
_ < Ty e >
— N npu Bastyauuju NpOMEHbUBUX f1 = 9 1 ... [
7 ' T y .
— P(IN) npu Banyauuju npOMeH/BUBHX [ = ( {1,2} {2,3} .- >;
— X 11py Bajdyauuju NPOMEHIBUBUX [L = a b ... )

(B) McnntaTi TAUHOCT peyeHula

o dzVyR(x,y),

o VrS(x)VVr-S(x),

e dr—S(x),

o =5(G(e))),

o VzVy(S(z) A S(y) = S(F(z,y))),

o Vavy(R(z,y) = R(G ( ), G(x))),

o Va(S(x) = JyR(z, F(z,y))),

o VoVy(R(z,y) V R(y,x)),

penoM y mogenuma Z, N, P(IN), X.

(r) Peuenuniama gator je3uka uspasutu cieaeha cojcta cTpykrype N.

— Ilpouseog gea apoctiia 6poja Huje dpocii Opoj.

— Cesaku Gpociti bpoj éehu 0g 2 je nedapan.

(1) Peyennniama nator jesuka uspasutu ciaeneha csojersa crpykrype P(IN).

— Komiinemeniti KOHAUHOZ CKYTHA HUJE€ KOHAYAH CKYH.

— Ilpecex géa KoHauna cKyia je KOHA4aH CKY.

— Hocttoju ckyt Koju Huje KOHAYAH U YUuju KOMUACMEHTHA HUje KOHAYAH.

(h) 3a cBaxy o HapeaHMX peueHHLA AepUHUCATH (aKko je To Moryhe) Gap jeniy -
TeprpeTauu]y je3ruka rpu Kojoj je Ta peueHuIla TauHa ¥ Oap jeAHy MHTeprpeTaljy
P KOjO] peUeHULa HHje TayHa.

o VuS(z) ANVeR(x,z) = Va(S(x) A R(z, z)),

o Vr-R(z,x)VVeR(x, ),

e 32 S(x) V Iz R(x,r) = I(S(x) V R(x, x)),

o Vir(—R(x,z)V R(z,x)).

(e) Koje cy on cnenehux peyenunia nator je3suka BasbaHe?
o VrS(xr) A\VrR(z,z) = Va(S(z) A R(z, z)),

o ix(R(z,z) = S(x)),

o Vz—-R(x, z),
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e 32S(x) V Iz R(z,z) = Jz(S(z) V R(z, ),

o Vz(~R(z,z)V R(z,x)),

o VarIy(S(x) VvV S(y)) < VaVy(=S(xz) A =S(y)).

50. Jesuk £ = {*,%,a,b} (Fungs = {*,x}, ar(x) = ar(x) = 2, Const, = {a,b})
MHTEPIIPETUPAH je HA BUILIE HAYMHA.

Ha cxyny Z, onepaumjcky 3HALHM * ¥ * Cy HHTEPNPETUPAHH CTAHIapAHUM OTIEPALIN-
jama + ¥ -, peom, a cuMb0u KoHcTauTu a u b ca 0 u 1, pexom.

Ha ckyny Z X Z., oniepaliMjCK1 3HALM * U * Cy HHTEPIIPETUPAHM PEIOM OTepalujama
4 W (), IpU yemy je

(k, ) & (m,n)=(k+m,{+n)n (k,0)® (m,n)=(k-m—~€-nk-n+£{-m),

a cumbonu xoHctautu a u b ca (0,0) u (1,0), penom.

Ha M2 (Z) - ckyny cBUX KBaagpaTHHX MaTpuua Tuna 2 X 2 Hax Z (Tj. CBUX KBaapat-
. k£ :
HUX ,,lieMa’ o6aMKa [ m n ) ONepalMjCKi 3HALM * U * CY MHTEPIIPETHPAHH

penoM onepauujaMa B u L], mpu uemy je
k¢ 0 K0l | k+kE 4+
m n m' n ] | m+m n+n

{ k E}D[ Koo } :|i kk' +4¢6m’ kO +in/ }

m n m' n mk’ +nm’ ml + nn’

oG , ben | 00 10
a CUMOOJIN KOHCTAHTH a4 U 0 Ca 0 0 )51 0 1 , PEAOM.

O3HaunuMo 100HjeHE CTPYKTYpE ca
A= (Z,+,-.0,1),
B=(Zx%,%.5,(0,0),(1,0)) u

o~ (wama]l 0 ].[20])

Hahu 6ap no jeany peuenmuy je3uka £ Koja BaXH y jeAHO] OJf OBUX CTPYKTYpa U He
BaXXM Y OCTaJIE€ JIBE.

51. Ako ¢y @, .3 ¥ 7y IpOU3BOJbHE IPEeanKaTCKe GOpMyIle, AOKA3ATH Aa je:

@F (a=(B=7)= (a=8)=(a=17))
GFH=>a)Vy=38)=(=aVi),

(B)F (-8 = -a) = (o= 3);

(r) - Va(a = 3) = (o = Va3), ako = Hyje cnoboaHa MPOMEHIbUBA Y GOPMYIH ¢
(Mt Jz(a = 8) = Vea = J23).
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52. Jlokaszatu ga ce cineneha ,1esa mpaBuiia u3Bohema MOTY KOPHCTHTH IIpH
JOKa3MBamwby.

FakB Thra o, BFy

t =
r'-g e Noa,a=0F~y L
Ia,8F~ Nak~y I'BEFy
— AL V1,
LaAnfEy FaVvpBEky
I\WVaeo,a(x :=t)F 7y v [, a b 7y (x uunje cnobonno y popmynama us I' n y ) 5
T, Vza F b T,3zak v :
Nu=valz:=u)ky
o, ~ab L L Dou=wv,a(x:=v)Fy

53. Heka cy F' u G yHapHH onepauujcku cuMbonu. Axo je
* tp popmyna VaVy(F(z) = F(y) = z =y),

* .g popmyna VzVy(G(z) = G(y) = z = y),

e or Gopmyna Vydz F(z) = v,

e vp dopmyna Vz(F(F(z)) = x),

o x Gopmyna Vz(F(G(z)) = G(F(x))),

* 6 popmyna Vz((F(z) = z) V (G(z) = x)),

nokaszatv: (Q)vp kg Aop; (6)Lr,tg,0 F K.

54. Jloxa3zaru:

e PAFVzVy(lz +y =y +z),
(Viayiucimeo. Joxkasaty Hajripe ga je PA FVy(0+y =y +0).)

e PAHVz(z < z),

ePAFVzVy(z <yAy<z=2=19)
e PAFVaVyVz(z <yAy<z=2
e PAFVz(x <0=2=0),

e PAFVeVy(z < S(y) =z <yVe=5(y)),
e PA FVavy(z <y Vy),

N
N

o PA \- dza(z) = Jz(a(z) AVy(y < z = -a(y))), 3a cBaky dopmyiny «,
o PA F(a(0)Aa(S(0)))AVy(a(y) =a(S(S(y))))=Vza(z), 3a ceaky popmyny c.
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55. Ha ckyny M = {0} x IN U {1,2} x Z unrepnperupad je je3uk apuTMeTHKE
{S,+,-,0} na cnenehu Hauun:

SM(in) = (i,n+1),i=0,1,2,

0,n) +M (i,m) = (i,m) +M (0,n) = (i,n +m),i =0,1,2, n

(5,n) +M (j,m) = (i,n+m),i = 1,2,

(0,n) M (i,m) = (i,m) M (0,n) = (i,n-m),i=0,1,2, n

(i,n) M (5,m) = (i,n-m),i=1,2,0M = (0,0).

HoxazaTtu na y Moneny M Baxe cBe akcuoMe IleaHoBe apUTMeTHKe, OCUM aKCHOME
unaykuuje PAS8. Takobe, noxasatu:

o M VaVy(z +y =y + x);

o PA — PA8 I/ Va(—2' = z), npu uemy je PA — PAS8 teopuja kojy unHu cenam
akcuoMa IleaHoBe apuTMeTHKe 6€3 aKCMOME MHAYKUH]JE.

56. CBojcrBa 13 3a1aTKa 42 N3pa3UTH peueHnIama je3uka noswa {<, +,+, —, 0,1} u
3a Heke o1 ’HX (CBe) hopMatHO noka3atu Ja cy nocnenuie reopuje FO. Jokazaru
satuM U FO - VaVy3dz (z <z Ay < 2).

57. Jesuk ypehenux momwa {<,+,-, —, 0,1} mpoumpeH je GUHAPHUM PENAUM]CKUM
cumborMa <, >, >, YHAPHUM OTlepallijcKuM cuMbonuMa | | u /2 (oBaj mocneamu
fie 3mecHa ,,1€jCTBOBATH Ha apryMeHT) M KOHCTaHTOM 2, a Teopuja FO cnenehnm
AKCMOMAaMa 3a CBaka IBa TepMa U M . U < v & -(u < v), u 2 v & v < U,
u>vesv<u,Vz((z20= |zl =2)A (e < 0= |z = —-2)),2=1+1,
uf2=u-27"

HATNIOMEHA. Je3uk u Teopuja FO mpoirpenu cy camo 3aTo na 6ucmo Mornu kpahe
Jla 3aMyIIEMO PEYEHULE M Ja Y MIPOIUMPEHOM j€3UKY HE MOXEMO MCKa3aTH HUILTA
LITO paHHWje HUCMO MOTJIH.

YcBajamo u cnenehu yobuuajen gorosop na popmyna (Vz > u) o o3nayasa pop-
myny Vz(z > u = «), a (3 > u) a dpopmyny Va(x > u A @), 1 cIMyHO 32 GUIIO0
KOJy IpYry NPOMEHJbUBY PA3NUUUTY OO Z U 34 OcTajle 3Hake <, <, 2.

() JdoxkazaTtu 1a cy cneaehe peueHuie nociaeaue reopuje ypeheHux nosna.
(a) Vz—(z < z),

(6) Vavy(lzl <y & (-y <z Az <y)),

(8) Va(|z| 2 0),

() Vavy(|z +y| < |z] + |y),

() Vz(z/2 +x/2 = z),

(h) VaVyVaVz (Jly — 2| < z/2 = (ly — 21| < /2 = |z — 21| < z)),
(e)VaVzi(~(z = 1) = |z — 21]/2 > 0).
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(ii) Hexka je jesux TeopMje ypeheHHX IMOJba MPOILMPEH YHAPHUM ONEPALIH]CKUM
cumbos1oM F' rHeka je AF 400 (2) pedenuna (Vo > 0)(Jy1)(Yy = )| Fy)—=| < .
Jokazaru:

¢ FOF Api(2) & (Yz=0)(3Fy)(Vy 2 n)|F(y) — 2| <=,
e FOF Apioo(2) © (V2 > 0)(3y1)(Vy 2y '

e FOF Apnc(21) A AR tac(22) = 21 = 20

e Axo je () dpopmyna

(Vz > 0)(3z1 > 0)(Vy)(|Jz — y| < z1 = |F(z) — F(y)| < z).
[0KA34TH
FO,¢p(z), F(z) > z1 F (32 > 0)(Vy)(|z — y| < z = F(y) > 21).

58. JloxazaTu f1a MOCTOjJM HeapXuMeacko ypeheHo Mosbe Koje je eNeMEHTAPHO eKBH-
BaJIEHTHO ypeheHOM IoJby palrMonaTHuX OpojeBa.

59. Axo je A mogen xommnerne aputmeruke, A = Th(IN), taga 3a enemente x, y
JoMeHa A numeMo & |a Yy (M uuTamo ,,x Oend y), ako je I -A 2 = Y, 3a HEKH Z
13 A. Jloxa3aTH 1a MOCTOJH MO apUTMETHKE A 4MjU JOMEH CaIPXKH EIEMEHT «
TaKaB /1a 32 CBaKU NIPOCT OPOj p BaXu }A +A - +A 1‘i |A a.

Ve

p nyTa

60. Axo 3a Heko nosbe F nocroju npuponan 6poj n, n > 1, Takas ga je

\1F+F-'-+F1FJ=OF,
nHEITa

K4a)KeMO 12 je TO TOJbe KOHAYHE KApaKilepuciiuke, a HajMambW TakaB MPHPOAaH
Opoj HasuBa ce kapakiepucimuka noba F 1 o3navasa ce ca char(F). Ha npumep,
3a CBaKM MpocT 6poj p, Z, je nosmwe (3agarak 40) u char(Z,) = p. Ykomuxko je,
NakK, 3a CBaKM NpUpojiaH O6poj n, }F +5 - +7 1F £ 0F, kaxemo na je F nosme

VT

kapaxepuciuxe 0. n nya

(a) Axo Heka peueHULa Ha je3UKY I10Jba Ba)XXKU Y CBUM TMO/bMMA KOHAYHE KapakKTe-
PUCTHKE, TOKA3aTH Aa BAXKH U Y NTOJbY KapaKTePUCTHKE HYJIA.

(6) Axo peyeHuLla Ha JE3UKy IMOJbA BAXH y CBUM NOJ/bUMa KapakTepHucruke 0,
JI0Ka3aTy Aa MOCTOJU NMpUpOoAaH Opoj m TakaB Ja OBa PEUEHHULA BAXXH y CBHM
MOJbMMa KAPAKTEpUCTHKE Behe unu jeaHake n.

(8) Hexa je ¢(x1,...,2n) dopMmyna 6e3 kBaHTH(DUKATOPA HA Je3UKY 10Jba, TaKBa
Ja pedyeHuna vy ...Vonp(z1,...,Tyn) Baxu y cBUM nosbima Zp. Jlokasatu aa
peuenviua vz . .. Va,o(ry, ..., Ty) BAXH Y MI0JbY paUMONAIHUX OpojeBa Q.
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61. Tlapanoxcanna aekomno3suumja cepe. Xaysnopd je 1914. rogune gokazao ga
rpyna potanuja jemmnuune coepe,S = {(z,y,2) € R? | 22 + y% + 22 = 1}, unje
oce caapke KOOPAMHATHY TIoYeTak, uMa cnobdomny noarpyny G ca aBa reuepaTopa,
peLnMo a U b, Tj. MOArpyny Kojy 4KHe cBe peud (YkIbyuyjyhu u npasHy ped) Haa
a36ykom {a, b, a1, b1} cBenennx no 3akonnma rpyne. CBaky el1eMeNT OBC Ipylle
MOXE CE€ MPEACTABUTH Y ODJIUKY akrplr .. gknptn rhe cykinl,i=1,...,n, uenm
opojesu. Kako k; u ¢; mory 6utu jemiraku 0, 1 HeyTpallH{ eJeMEHT OBE I'PYIIE je
Moryhe npeacTaBUTH Ha OBakaB HauuH. Kopucrehu Ty unmbeHMly, MOKa3ao je Jaa
noctToju nouckyn F o S takas na yetupu Konuje ckyna F nokpusajy chepy S.
EBo nokasa. Heka je ~ OGunHapua penanvja na S nepuHucaHa ca

x ~y akxko y = g(x), 3a Hexko g u3 G.

Jlako ce MOKe IoKa3aTu Jia je ~ penanuja ekBuajieHuuje. Kako je G npebpojusa
rpyna, cBaka Kiaca ekBuBaneHimje (¢~ = {y € S | y ~ x}) Takole je npebpojusa.
Hexa je A yHMja CBHX KJlaca Koje caapke O0ap jeaHy GUKCHY Tauky (Tauky Koja ce
npecnvkaBa y caMy cebe) Heke HeuaeHTHuKe poTaumje u3 (G. CBaka poraudja UMma
TAuyHO [IBE (PUKCHe Tauke (MpeceuHe Tauke oce poTauuje ca chepom S), na kako je
G nipebpojuB, cneau aa je u A mpebpojuB CKyn kKao npedpojuBa yHHja NpeOpPOjUBHX
CKYIIOBa.

Ha ocHoBy akcuome usbopa, nocrtoju ckyn I3 takas ga je B € S u3acako 2 € .5,
lz. N B| = 1.

Axox € S\ A, rana x uuje pukcHa Tauka HujeaHe on potaimja s G,maz € . NB.
Ako je z.. N B = {y}, onaa npemMa npeTxoQHOM & # y U I ~ Y, Ia OCTOjU gy € G
tako ja je £ = g,(y). Heka je

C={d"flkeZ\{OIANfeGtnE={zeS\A|g,€C}.

Tana, u3 m # n ciemm ga cy b™[E| u b"[E| qucjyukTHu, Tj. HeMajy 3ajeIHUUKHX
Tayaka. 3aMcra, ako Ou nocrojano z € E rtakso aa je b™(x) = 0" (x), nManu
oucmo na je b~ " (x) = x, Tj. 1aa je x HpUKCHA TayKa HeMAeHTHYKe poTanuje b™'b ™"
n3 G (b je renepatop), WITO je CyNpoTHO AehUHULIUU cKyna F.

IpumeTnmo, aake, aa je C' U aC = G, npu uemy je aC = {ag | g € C}, onakne
crem na je S\ A € E UalE]. Takobe, kako je A npeGpojuB CKyIl, a rpyna
poraiuja chepe S UHjU LIEHTPH caipxe KOOPAMHATHH ITOYETAK HenpeOdpojuBa, 1o-
CTOjM poTaumja 1 u3 Te rpyne taksa aa je ANr[A| = 0. Onasge je r[A] C EUalE],
1. ACr YE]Ur lalE],atumen S C EUa[E|Ur E]Ur ta[E].

295



Ja oucmo nokasanu banax—Tapcku mapaiokc, Tpeba MpeuusupaTu MojaM pa-
snoxcuse jegrnaxociuu. KaxkxeMo na cy noackynosu A u B pa3nokuBoO jeHaku ca
n nenoBa, y o3Hauu A ~, B, ykoanko nocroje Mel)ycoOHO AMCJYHKTHH HENpa3HH
nonckynosu Ay, Asg, ..., A, ckyna A u usomerpuje fi, fo.. .., fn npocropa R?
TAKBHU 14 je

— A -——Alu"'An,

- B = flA;]]U---U f[4,],

= filAil N 5[4 = 0,0 # 5.

Henocpenna nocnenuua Kanrop-bepHiuTajuose Teopeme je cresiehe TBpheme koje
ce oanocu Ha npoctop R®: akoje X C A, Y C B, A ~,, Y u X ~,, B, ouna je
A ~pan B.

[TapanokcanHy KOMIO3UIIM]Y jenMHUYHe chepe BpuumMo Ha cineaehu HaumH, Heka
je E* = |U{zF | 0 < z < 1} u neka je t TpaHcnaumja npocropa R Taksa ja
KOOPAMHATHH MOYETAK Tpunama ckymny t[E*]. [Ipumernmo aa je Tana

B C E*UaE*Ur [E*|ur ta[E*] Ut[E".

Hexa je X, ..., X5 napruumja jenunnyte nonte B oapehena npeTxoanuM NoKpH-
BameM M Heka je B’ jenmuuyHa jonrta AUCjyHKTHa ca jontoM B. Kako ce jase
JIUC]YHKTHE Komuje ckyna £ Mory pacnopenuTtu Ha chepH S, TO ce ABe AUC]YHKTHE
Komnuje ckyna E* TpaHcnaudjama M poTaugjama MOTy CMECTHTH y jnonty B. Ako
3a CBAKY O[1 Te fIBe Komuje pacnopeanmo komuje X1, ..., X5, X7, ..., X¥ ckynosa
X1,..., X5, nobujamo noxpusame ckyna B U B’. Jlake,

XU UXiUX/U---UXJ ~BUB,

B~ B,BCBUB nuX{U---UXLUX{/U---UXI C B, na je na ocHoBy
nomenyte Teopeme B~y BU B’.

Jloruke Buier peaa

62. Hanucatu ¢opmyse koje tBpae aa je dyuxkuuja f uz Ay B 1-1 dyukumja,
Ha-pynkuHrja, Oujekunja, ako ¢y CKynosu A u B penpe3eHTOBaHH YHAPHUM TPEIH-
katuma tuna t — Qut’ — Q.

Hanwucaru, 3atum, hopmyny KojoMm ce TBpAU Aa je A KOHAayaH CKYTI.

Hajzan, nanucatu ¢popmyny koja uzpaxasa Kantop-bepHiuTajHOBY TeopeMy: ako
uocwoju 1-1 pyuxywja cxyiia A y ckya B u wioctmoju 1-1 ¢pynkyuja uz B y A, iwaga
nocwoju u bujexyuja mehy cxkyiosuma A u B.
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63. Qunmiep na nexom ckyny X je xonekuuja F noxackynosa on X (F C P(X))
KOja 3a/10Bo/baBa crenehe ycnose:
1.0 ¢ F,
~2.ak0o A€ FuAC B,ounau B e F,
3. F je 3aTBOpeHa 3a Npecek MPOHU3BOJbHO MHOI'O CBOJUX wiaHoBa (ako A; € F,

i€l,onmau () A; € F).
i€l
dopmann3oBaTH nojaM GunTepa y JOrMIM BUILIET peaa.

64. /loxazatu ga cy dopmyne
VXSTUX(H) & X(0) n VXSV X (2, 2) = X (¢ ),

KOje peAoM MoxeMo Kpahe 3anucatu t ~1 u M ¢ ~2 U, eKBUBAJIEHTHE HOPMYIIH
t =, u xojoM je yBeneHa JlajoHuIIOBA jenHAKOCT (cTpaHa 194).

65. loxaszatu

PA = vPo=2((P(0) AWy (Nat(y) A P(y) = P(S(y)))) =
= Vz¥(Nat(z) A P(z))) .

Kiaacuuna ananuza

66. JlokaxMMO J1a 3a CBAKM MpUpOAaH Opo] 1 BaXKH HEJeTHAKOCT

AL S I
22 32 42 n? 4
Jokas.

1 1 1 1
1+'2—2+§+E+"+ﬁ
(N, Lty

1-2 4 2-3 34 (n—1)-n
1 1

Y noxa3sy cy kopuwhene cnegehe ,,noceTxe™:

1 1

1
< =—-————,keN
(k+1)2 " k(k+1) k k+1
HATIO EHA1+1+1+ +l+ _ T
MEHA. 4 9 n? 6
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67. Akxo je M npon3BosbaH NMPUPOAAH OPOj, JOKAXKUMO J1a je

1 1 1 1
l+=+-4+-+-+—-—>M
+2+3+4+ -+n !

yKoJHKo je n = 22M

. D) .
Haxe, ako jen = Q“M, OHJIa Je

1 /1 1 111 1
=l+5+(3+7)+ s+5+7+5)+

1 1 1 1
"+<22M—1+1+22M~1+2+"'+22M—1+22M)

I 1 1 1
> 14+ — - — - > 1.
\2+2+2+ +2/ M +
’ZM;}'T&

VY noxasy je kopuwhena cieneha HejeIHAKOCT KOjd BaXXH 3a CBAKU NMPUPOAAH OpO]
1

n,

1 py
n+ 1 n—|—2+ +n+n 2

1 1 1 1 1 n
+ 4+ > 4+ .+ —- —
n+1 n+2 n+n  n+mn n+n 2n
n n\}:ra
, 1 1 1 1
HAMNIOMEHA. [Joka3anu cMo 3anpaBo Ja je 30up 1 + 5 + 3 + 1 + ---+ — Behu
n
OJ1 yHaIpea 3af1ator (dpoussomHo 6eaukoZ) 0poja YKOJIHUKO j€ 1 ¢08ObHO GEIUKO,
+oo |
OIHOCHO /4 je ped » - JUBEPreHTAaH.
n=1

68. /lokaszatu na je HU3 ), = \/2 +\V2+--- 4+ \/5, n € IN, orpannyes.

7. KOpCHa
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Viywacizieo. Bpoj Koju je ropme OTpaHuueHe NaTOT HU3a 100MjaMo U3 KOOpAHIIaTa
npeceka rpaduka yHkumje f(r) = /2 + x ¥ npase y = .

e

o-0-C

=2 T273 z

v

69. Jloxaszaty aa je Hu3 (Zy) 34T PEKYPEHTHO: X1 = 1, Tpt1 = 2+ /Ty, n € NN,
OrpaHUYEH.

3
70. Jloka3aTH 1a je HU3 T, = \/6 + i/ﬁ + -+ %, n € IN, orpaHnyeH.

N

R
7. KOpCHa

: 1 .
71. Hat je nu3 (z,): 21 = 1, 2p41 = 1 + —, n € IN. Hahu, ako nocroju,
L
peasaH OpOj KOJU je MawHW OJI CBUX 4YWIAHOBA JATOT HU3a Ca NMApHUM HMHIIEKCUMA

(z2, x4, Tg, .. .) ¥ Behy O CBUX YIaHOBA Ca HEMAPHUM WHIEKCUMA (T1, T3, T5, . . .).
Vayiwciaeo. Tpaxenun 6poj noOMjaMoO U3 KOOPAMHATA Npeceka Ipacuka QyHKIHje

1
f(x) =14+ — unpase y = z.
T

yw y=1+1 Yy=2x

x
— >
T
|
L4 v
:ES ,,,,,,,,,,,,,,,, |
fl:'li ............... A
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72. Halumo cynpeMyM ¥ HHPUMYM (HajMakbe Fropwe U HajBehe 10me OTpaHHyueHkhe)
CKyTa

A={Vn+1-vn|neNN}.
Hexka je

3 vn+1l+4+4/n 1 neN
an=Vn+1—+yn=(Vn+1-+/n)- I AT e N.

Huje Telko MpUMETUTH Aa YKOJIUKO ce 6poj n nosehasa, 6poj a,, je cBe MamwH, Tj.
daje ay > ag > asz > aq > --- onanajyhu nus. Jlakiue, cynpemym ckyna A je, y
OBOM ClTyuajy, HajBehl eNeMeHT OBOT cKyna, Tj. v/2 — 1.

1
vVn+1+/n

W CBAaKM HEraTHBaH peajiaH Opoj) JOmwe orpaHuYere ckyna A.

Mmamo fa 3a cBaku NpUpoaaH Opoj 1t BaXH ap, = > 0, nma je 0 (kao

1° (Va € A)a > 0.

Hoxaszahemo ga 3a céaxu ao3uimuean 6poj € Hocmoju enemeniti a uz A wakas ga je
a < e

3anpaBo, Tpeba q0Ka3aTH Ja 3a CBAKM IIO3WTHUBAH peaiaH O0poj € MOCTOjU NPUpPOAAH
1
vn+1+/n
1 1
<
Vn+1+yn  2yn

Opo] £ NOCTOJM NPUPOJIaH OPOj 7 TaKaB Jia je ——

Opoj n TakaB Ja je < €. Kako 3a cBaku npupoaaH 6poj n Baxu

HejCZIHaKOCT , JOBOJBHO je J0Ka3aTH J4a 3a CBAKH ITO3UTHBAH

1
- 2
<eg,T). — < 4e°,
2\/_ U
PacyhuBamwe koje oae ynorpebbaBamMo je TUIMYHO 3a oOnacT(u) MartemaTHuke
AHAJIM3E U 34 Wbera ce CIIO00IHM]e Kae a TeUe ,,I02UKU YHA3aqg .

Heka je £ > 0. Tana jem g1 = 4¢? > 0. TIpema ApXHMeIOBOj TEOPEMH MOCTOU
1

2v/n

npupoaaH 6poj n TakaB ma je — < €1, Tj. — < 4€2, omakue je < g mnaw
n n

< €. Jlakse,

1
Vn+1+n

2° (Ve > 0)(Ja€ A)a < e.

U3 17 u 2° cnenu aa je inf A = 0.
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73. HejennaxocT 22 < 9 Baxu ako je ¢ = 2. J{0Ka3aTH fa OHAa BAXH U y HEKO]
OKONMHHM (2 — £,2 + €) Opoja 2, The je € HEKU NTO3UTUBAH peanaH 6poj. Hahu 6ap
JENaH Takas €.

74. Heka je € 3apaT NMO3UTUBAH peanaH O6poj. Oapeautu Oap jenaH NMO3UTHBAH
peanan 6poj § Tako na Hejenuaxoct |23 — 5z% + 6z| < € Baxcn kan rox je |x| < 4.

75. Hexa je € 3agaT no3utuBaH peanad Opoj. OnpenuTd 0ap jegaH MO3UTHBAH
peanan 6poj § Tako na HejemHaxoct |17 + 222 + x — 4| < € Baxy kax rox je
lx — 1] < 9.

HATIOMEHA. VY nperxogHa JBa INpuUMeEpa CMO Ce€ 3amlpaBo ,,cpeiau’ ca IO0JMOM
rpaHu4He BpeagHoctu. Hamme, nokasanu cMmo na je

lim (2° — 52% 4+ 62) = 0 n lirri(:c'?’ +22% +2) = 4.
xr—

r—

76. Heka je M Ma koju 3a1aTi NO3UTHBAH peajlan Opoj. Hahu peanan 6poj m
TakaB aa Hejemsaxoct x4 — 10023 4 222 — 300z > M Baxu Kaj roj je x > m.
HATIOMEHA. [loxa3uBake MPeTXOAHOT TBphewa yrnpaBo 3HAUM 1OKA3UBAWKE jelI-
HaKOCTH

lim (z* — 1002 + 22% — 300z) = +oo0.

T— 400

77. Ilpumemwyjyhun ApxumenoB Merol, Hahu ogHoC moBpluMHa (urypa Ha Koje
kpuBa y = 2°, 0 < z < a, Jenu npaBoyraoHuk uuja cy Temena A(0,0), B(a,0),
C(a,a®), D(0,ad).

n?(n +1)2

€N,
"

Viymciso. Vickopuctuty jensakoct 12 +2° + .- +n? =
78. [Ipumewyjyhn ApxumenoB Meron, Hahu oJHOC MOBpLIMHA GUIypa Ha Koje
kpuBa y = z%, 0 < x < a, nenu npaBoyraonuk umja cy temena A(0,0), B(a,0),
C(a,a*), D(0,a*).

79. I'yctu ckynoBu. Beh cMo pexny 1a cBakM peajnaH Opoj MOXEMO HApPOU3BO/bHO
gobpo aTIPOKCUMUPATH PaLIMOHATTHUM OpOjeM,T]. CBAKM peallaH 6poj je #poussosHo
61u3aK HEKOM pallMOHaIHOM Opojy. Kaxkemo na je ckynm pauudoHanHuUX OpojeBa
Zyci (y ckyny peallHux 6pojeBa). Haume, 3a ceaka gsa peanna bpoja x u y 3a Koje
je x <y, doctioju payuonanan 6poj z, wmakas ga je x < z < Y, ilj. C6AKU OWBOPEHU
UHIEp8a peaiHux bpojeea cagpicu payuoraiar 6poj %,

>¢11ITaBuIne, CBAKM OTBOPEHH HHTEPBAI CAAPKH OECKOHAUHO MHOTO PALMOHAIHUX Opo-
jeBa.
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OBo TBpheme MoxeMo (OpMYJTHCATH U Ha cliefiehy HauMH: 3a CBaku peanan 6poj r

¥ cBakK®/ TO3UTHBAH GpOj € OCTOjH paLMoHanaH 6poj ¢ Takas Ja je

_fcg<rt it
T 5 q 7"+2

Ha nipumep, 3a cBaku peallaH 6poj 7 U MPOU3BOJbHO M3abpaH NO3UTUBAH Opoj &,
. : . 2. &
360r ApXMMeIoBOT CBOJCTBA, MOXEMO Hahy NpupoAaH Opoj n TakaB fa jJe — < i
n Z
. ] . :
Ma je — palMoHalad 6poj Takas fa je
n
[nr] £
— o < o
n 2
(7] e
Tama xaxeMo Ja Cy €JIEMEHTH CKyIa — |n €N} pamdonanuu 6pojeBu
n

IPOU3BOIBHO OIMCKU peastHOM Opojy 7 (HapaBHO, HY 32 jedaH KOHKPETAH EJIeMEHT
OBOT CKyIa He MoxeMo pehu fa je dpoussomHo 6au3ak 6pojy r).

MehyTuMm, HMje CKyll pallMOHATHUX OpojeBa jeAWHH TyCT MOACKYI CKyma peaiHux
OpojeBa. 3a Heku noackyn D ckyna peaHUX OpojeBa KaxxeMo 1a je Zycid (y CKymy
[®) axo n camo ako 3a CBakH peajiaH Opoj 7 M CBAaKM ITO3UTHBAH OPOj € MOCTOjU 6O
d u3 D taxaB ja je

r—S<d<r+:
2 2

AKO MaJlo MaxJbUBHjE MOrJeAaMo nocieamwy AeduHULM]y, MoxeMo pehu ga cy
T'YCTH CKYITOBM OHM KOJU CYy AOBOJbHO OOTATH JIa MOTY HATIPABUTH MPOU3BOJHHO
buy ,,Mpexy* Ha peaHoj OCH, OAHOCHO A4 PeaHy OCYy MOT'Y NOJEIUTH Ha JOBOJHHO
Male JieJoBe (MHTepBae).

(a) HaBecTu HexONHMKO rycTHX noackynosa oA R M HEKOIUKO BUX KOJU TO HUCY.
(6) Ako je 0 upanmoHanan 6poj 1 M nati NO3UTHBAH OPOj, AOKA3ATH JIA je CKyI
OpojeBa obmuka mb + n, rae ¢y m u n uenu 6pojeBu U m > M, ryct y ckymy
peaTHUX OpojeBa.

Viywcwiso. Axo je 8 upauronanas 6poj, M v € mo3utuBHu 6pojeBH U € < 1, Tpeda
NOKA34TH Aa 3a CBaky peanaH Opoj 7 U cBako € > 0, mocToje 1enu Opojesu m u n,
npu yemy je m > M, TaxBH 1a je

6<n0-i— < +6
r — — | T —.
g ST 2

HapenHa tBphewa HUje TEWIKO A0KA3aTH, & U3 BbUX TeopeMa AHPEKTIIO CIICIH.

“"Mako nonywramMo fa € y3uMma Ma Koje TIO3UTUBHE BPENHOCTH, Y MUCIMMA 1 pe3ep-
BUILIEMO 3a HALE {POU3BOBHO MUIC 8PEGHOCTHU, & Y TIPAKCH My Hajuellhie J0/1e/byjeMO OHe
BPEJHOCTH KOJ€ CMATpamo ,,MaJIMM™ y 3aBUCHOCTH O KOHKPETHE CUTyaluje.
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1) 3atBopen untepsan I = [0, 1| MOXeMO MoJENUTH HA KOHAUYHO MHOTO JTIOMHTED-
Bana [, Ip,.. ., I unje cy NyXHHE Marbe O] €.

2) 3a cBaku npupoaaH 6poj m > M, nocroju ueo 6poj n TakaB ga je mf +n € 1.
3) [Moctoju GeckonayHo MHOTO OpojeBa a; = M1l + ny, as = mab +no, ...y
UHTepBaly [ TakBUX gacy m; W n; LeIu OPOjeBH U Baxke HejeqHAKOCTH my; > M
U Myip] — My > M,iE]N.

4) U3 3) cnean ga Oap jemaH of MOAMHTEpBaila, Ha KOje j€ ToJesbeH uHTepBan I,
Caap:KH ABa 01 OpojeBa a1, az, . . .; Ha IPUMEP a; U a;.

5) Ako je j > i, Tana je pasnuka ¢ = a; — a; 6poj o6nnka m'0 +n', m',n’ € Z,
m’ > M, w pasnuuut je ox nyne. Takohe jeu |a/| < e.

6) bpojesu 0, +a’, £2a’, . .. nene ckyn peanuux 6pojesa R Ha nuTepapane unje cy
DYXKUHE MAKE O] €.

(B) Moxkasatu aa TBpherme 1o (6) He BaxH, ako je 6 pannoHanan 6poj.

I'yct ckynoBu 1 HenpekuaHe pyHkumje. DyHKIM]a KOpEHOBaka peallHUX OpojeBa
naM omoryhasa ga aedrHUIIEMO CTeTeH O3UTUBHOT pealHOr Opoja a paluoHa-
Hum 6pojem =, m € Z, n € N, na cnegehu nauun an = Yam. Mehytum, kana
OUCMO y KOOPAMHATHO] paBHM O3HAYMIHU Tauke (q,a?), ¢ € Q, noGumm GucMo
,,IIYTIJBUKAB®, @Iy HITaK ,,JOBOJHHO I'YCT™, CKYNl Tayaka Koje Ha JeAMHCTBEH HAYUH
MOXEMO TIOBE3ATH ,, HEAPeKUGHOM aunujom . JIpyruMm peduma, MoxeMo aeduHu-
caTH JeAMHCTBeHy Heipexugrny pynxkumjyy f: R — R, f(r) = a*, z € R (1j.
BPEOHOCTH aﬂ, a™, ...) TakBYy Aa ¥eH rpaduk Oy/e HerpeKuaHa JIMHH]a KOJOM
cMo criojumv Tauke (¢, ad), ¢ € Q.

Unmennna a4 Ha jeAUHCTBEH HAaYMH MOXXeMO TIOBE3aTH TauKe I'YCTOT CKyIia Helpe-
KMJIHOM JIMHHJOM BeOoMa j€ BaXkKHa y MaTeMaTHLUM M dopMynucaHa je cienehom
TEOPEMOM: HEUPEeKUGHA peanna pyukyuja f, Ha jequncinéen HavuH je ogpehena ceojum
gpegroCiuMa Ha CKYiy payuonamnux opojesa, wj. ca f(q), ¢ € Q. Mebhyrum,
NocIe/itbe TBpherme He BaXu caMo 3a CKYIl pallMOHANHUX OpojeBa, Beh u 3a cBaku
TYCT CKYIL.

TEOPEMA. Henpekunna peanda dyuknuja f : R — R, Ha jenuHCcTBeH HauWH
je oapeheHa CBOJUM BpPEOHOCTHMA Ha HEKOM ryctoMm noxackyny D ckyna R, Tj.
spennoctuma f(d), d € D.

OBa TeopeMa Moke OUTH (hopMynucaHa U Ha ciegehu Haunu. Akocy f,g: R — R
HeupeKugHe (hynKyuje uuje ce 8peguoCHiy HOKAAUAJY HA HEKOM ZYCIIOM CKYUy D, wj.
f(d) = g(d), d € D, maga cy one jegnaxe, wj. f(x) = g(x), 3a ceaku pearan 6poj
(r) dynkunja f je nedunncana ca f(xr) = sinmx + sinmy/2z, x € R. Joxazatu
Ja:

e jennaunna f(r) = 2 HeMa pelluema y CKylly pealHux OpojeBa, Tj. HM 32 jedaH
peanad 6poj x, f(x) Huje jeanaxo 2;

e [I0CTOj€e peaHu OpojeBr T TakBH Aa je f(2) npoussosbHO Giu3y 2.
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(n) Heka je 6 upaunonanan 6poj. Onpeautu cse Henpekuane dyukumje f : R — R
takse fa je f(z) = f(z + 1) = f(z + 6), 3a cBe peanye 6pojeBe .

(h) Onpenutyn ce Henpekuane gpyaxuuje f : R — R takse ga je f(1) = 1 u
flz+y)=f(z)+ f(y),3acBezny m3 R.

Hecranpapana ananunsa

80. Hexa cy ¢, ¢ undunuresumare, a H, K GeckoHauyHu XuneppeaaHu OpoOjeBH.
Hcnutat xoju on cineaehux u3pasa NpeacraBibajy MHPUHHUTA3MMaze, KolayHe
XxurneppeanHe 6pojeBe KOjU HUCY MHPUHUTE3UMATIE UTM OECKOHAYHE XUIleppealHe
Opojese.

8ed 4+ 7e? + ¢ gl

¢ ; ol T EF ;

(8) 3e €70 () 2e2 + ¢ 70 (B)H+1

( : #0; ( - g K+#H, () vVH+1-VH;

D vty N g g ’ | ‘-
240 2 1-+V1+e¢ 33 +&2 — 6
—— _Z Y e#0 ¢ ., .

: LT
81. Heka cy = ¥ y TTOBUTUBHM XHIleppeaHy OpojeBu. Moxe nu 6poj — + — OuUTH
T

6eckonavyan? Konauan? Mudunuresnmana?

82. Heka cy 0, €, 7 HHPUHHTE3UMAJTE, G, b, ¢ KOHAYUHM XHUIIEPPEATHH OPOjeBH KOJH
Hucy uHbuHMTe3uMane u H, K, L GeckonauHu xuneppeannu 6pojeBu. KMcnuratu
Ja nu cy cneaehu OpojeBM KOHAYHM U Y TMOTBPAHOM CIIy4ajy OOPEOUTH HHXOBE
CTaHgapaHe JeNloBe.

. = 2. ]._6 2.H_1.
(a) 5+ 3e% ©) 53 ®) F_3°

A/ SR p— 2 S
(r) ﬂ:”—5,6¢0; wmVi—eres ) 2 ‘;{4 8

83. I'pannuna Bpennoct lim f(z) najuemhie ce u3pauyHaBa y ABa Kopaka:
Tr—a

1. majmpe ce ,,ynpoctu“ uspa3s f(x), 3a = koje je GECKOHAYHO OIUCKO, any 1e
jenHako, 6pojy a, a 3aTUM ce
2. u3padyHa CTaHAapIHH geo ,,ynpowheHor® nspasa.
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o B4x)P-9
Ha npumep, u3pauyHajmo hn% %

- -
3 2.9 946 2.9
1. AKOjCJT’A\iOH.’I;#O,TaﬂajC( ) _ 2t z:x =6+ .
£
2.3az ~0,st(6+x) =6.
3+ )2 -9
Haxme, lim % = 6.
z—0 xr

. T = . x : T -2

WMspauynatn: (a) lim ——; (6) lim ———; () lim Ve :
r—01+5 r—2 14 —4 r—d 1 —4

84. [doxazahemo jeqHy BeoMa Ba)kHY TEOpEMY MaTeMAaTHYKe aHAJIU3e, TTO311aTy Kao
Bajepwitipacosa theopema, K0ja uMa 10CTa 3HAUYAJHUX TOCTIEANILA.
TEOPEMA. AKo je peanHa GyHKUHMja f HENMpeKHIHA y CBAKO] TAYKH 3aTBOPENOL
uHTEpBana [a, b, Taga nocroje x1 U Tz U3 [a,b] y KojuMa oBa GyHKIHMja DOCTHXKE
CBOJY HajMawy, OAHOCHO HajBehy BpeaHOCT, T).

fle1) = min f(z) n flxe) = max f(a).

asz<h a<e<sh

Hokaz. Tlogennmo xunepunrepsan *[a,b] na H (H je GeckoHa4aH MO3UTUBAH
b—a
7

XHUIepleo 0poj) NOAMHTEPBANA jeqHaKHX, HHDHHUTE3UMATTHNX dYyKHHA 0 =
[a,a+ 6], [a+6,a+20],...,[a+ (K —=1)d,a+ K9),...,la+ (H — 1)d,bi.

[Mpema npuuuuny TpaHcdepa, TMOCTOjU MoaeoHa Tauyka a + K& TakBa ma je
fla + KJ) najseha mehy cBum Bpennoctuma ¢yHkuuje f y MoaeoHMM Taukama.
Hexka je ¢ = st(a + K§). 3a cBaku peanan 6poj u u3 *[a, b] mocroju L,0 < L < H,
pajea+ Lo <u < a+ (L+1)5 Kaxkoje f(a+ Kd) = f(a+ L§), umamo na je
st(f(a+ K&)) = st(f(a+ Ld)), onakne cienu na je f(c) = f(u). O

NuTynuMoHu3am

85. [lpaBuna n3Bohewa TaKO3BAHE MUHUMAIHE TOTUKE Cy CBA NpaBUIa KIACUYHE
JIOTHKe, ocHuM TpaBuna L., xoje je u3daveHo. ' ,, ¢ heMo 03HAYaBaTH YHEHHUILY

Ja ce CeKBEHT 1’ 1= p MOXKe 10KA3aTU TPUMEHOM CaMO IPABUIIa MUHUMAJIHE JIOTHKE.
(1) JloxazaTy 0a ce y MUHUMAIHO] JIOTHUY MOTY KOPUCTHUTH M cieneha npasuia

F,a:>[7’l—a(:>,> I‘,ﬁaf—a(,) F,al—ﬁa(”
Fa=JF8" B T a1 B’ Ta+L *E
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Uzpas a |+ « uuramo ,,a gopcupa o' unn ,,a pearusyje o. Kaxemo ga a u3
K peanusyje ckyn dopmyna I' ykonuko a peanusyje cBaky dopmyny u3 I'. Ckyn
dopmyna [' je peanmmzosan y Moaeny K ykomuko I' peanusyje ceako a u3 K. Ckyn
dopmyna [ peanusyje bopmyny «, y oznaum I' I «, ykonuko 3a ceaku Kpumnkeos
mojien K u cBako a w3 K, w3z a IF " cnenn na je a I+ «. Hajzan, xaxkemo na je
chopmyna « sawsana, y O3HaIM |- ¢, yKOJIUKO je peanu3oBaHa y cBakoM KpunkeoBom
MOJIENy.

(a) dat je Kpunkeos mozen K = (K, <, IF): bep

K = {a,b}, <= {(a,a),(a,b), (b,b)}, k= {(b,p)}.

Hoxasatuga K If pV -pu K If —==p = p. a

OBako jennocraBHM KpunkeoBn MOHAEIH 4ecTO ce rpaduuku NMpeAcTaBibajy Kao
Ha nperxonnoj cauuu. Takobe, penaunjy < Mornm cMo kpahe ga aeduHHILEMO;
JIOBOJBHO je HaBeCTH Ja je a < b, 6yayhu na ce wena peieKkCHBHOCT NMOApa3yMeBa.
(6) dar je Kpunkeos mouen K = (K, <, IF):

bep ¢
K ={a,b,c},a<b a<cblp.

Jlokazaru ga
KIf —-pV--pu a

K (=—p=p)=(pV )
(8) dar je Kpunkeos mogen K = (K, <, IF):

- bebdq
K ={a,b},a<bblFp, blFq.

Jokasatu ga
K¥(p=q = (pVaen a
KW (=p= —q) = (¢=p).
(r) at je Kpunkeos mogen K = (K, <, IF):
K ={a,b,c},a<b,a<c blFp, clkq.

[okasartu na
Kf(p=qV(ig=pn a
Kif((phg)=r)=((p=r1)Vig=r)).

(1) Hahu 6ap jenpan KpunkeoB Mozen y KoMe HHje peanuzoBaHa GopMy.ia
(=p=q) = (g = p).

(h) Hahu 6ap jenan Kpunkeos Moaen y koMe HUje peann3oBaHa Gpopmyna

(p=q = (p=r)=>(g=r)=r))
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90. 3a MHTYMIHOHUCTHYKY MCKA3HY JIOTMKY MOME C€ YBECTH ,,XHJIOEPTOBCKH
(ctpaHa 162) akCHOMATCKH CUCTEM. AKCHOME CY

o=,

W

JIOK € jeAMHO NPaBUIIO U3BOhEma MOy HOHEHC (MP).

[Toa TOMOMOWIKUM MOJIENIOM MHTYULIMOHUCTHUKE JIOTUKE MOXKEMO CMATPATH CBAKO
npecinkaBambe f Koje CKyIN MCKa3HUX CJIOBA IPECIMKABA y KOJIEKUH]y OTBOPEHHX
cKymoBa Hexkor Tonojoukor npocropa (X,7). CBako OBaKBO NPECIHKABAE
MPOLLMPYjEMO Ha CKYT CBUX hopMyna Ha cnenehn HauyuH:

o fT(mp) =int(X \ f(¢)),

o fHlend)=fT(e)N fT(¥),

o fTlp =) =int((X\ fT(p) UfT(¥)).

dopmyna o Baxu y Mojeny f, y o3Hanu f = ¢, ako ¥ camo axo je f () = X.

JokasaTty 1a je cucteM akcuoma (I1) — (I7) ca mpasusiom MP nornyH y oaHocy Ha
yBeZIeHY KJ1acy TOMONOWKHUX MOZENA.

Kareropunje

91. TIpoBepuTH KOpPEKTHOCT AeUHULIM]jA cneaehnx KaTeropuja.

Kareropuja Sets x Sets. O0jekTH oBe KaTeropuje Cy ypeheHu napoBH CKYyIoBa
(A, B). Crpenuua y Sets x Sets w3z (4, B) y (C, D) jecte cBaku ypehen nap
dynkumja (f,g) taksux ga f : A — Cug: B — D. Komnosunuja je nehuHncana
ca (f,g9)o(f',q) = (fof.go04), nok je jemunuuna crpenuua o6jexta (A, B)
crpenuua (14,15).

Amnanorno ce gepunuine kateropuja € X D, 3a 6uio Koje aBe kareropuje € u D.

Kareropuja Sets™ . O6jekTH oBe kaTeropuje cy pyHkuuje Mehy ckynosuma. Crpe-
muua w3 [ 1 A — Byyg: C — D je caku nap dyuxuuja (h, k), Taxas na
h:A—C,k:B— DuBaxugoh=Fkof.
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(iii) Jise Tauke a n b w3z R cy Gnucke ako 1 camo ako a — b npunana A. JlokaszaTu
N je 0BaKo JeuuMcana penaluja 6;IucKocTH pedieKCHBHA M CUMETPUYHA, alli Aa
HH]€ TPAH3UTUBHA.

(iv) okasatu na je ceaka dpynkumja f : R — R neapexugna, y cmucny na ce
OMCKE Tauke NPECIMKaBajy y OJIMCKe Tauke.
97. (i) Jdoxasatu aa 3a npousBosbHO = U3 R u £, 7, ( u3 A Baxe jeIHAKOCTH:
(@) fx+e+n) = flz)+ (e+n)f'(x) +enf"(z);
©) flz+e+n+C) = f(x)+(e+n+ ) f (x) + (en+nC+Ce) f' (@) +enC f ().
(i) [lokasatu oa 3a ce f, g : R — R v npousBospHO ¢ 13 R Baxe jeqHakocTH:
() (f+9) =[f+d;
©) (c- f)f =c- [
® (9 =f 9+ ¢,
N, . :
(1) (g) = %, y OHMM Taukama T 3a koje je g(x) # 0.
98. Hexa je nara pynkuuja f : I — R u 3a cBako « u3 I Heka je P(x) nospuivna

(burype orpanndere KpuBoM y = f(x), KOOPAMHATHAM OCaMa M NPaBOM Ca ATCLH-
COM ' KOja je rapajeiTHa ca 4-0COM.

v

O T r+:=

Taga je, 3a cBako e u3 A, P(z +¢) — P(x) = eP'(x).
C npyre crpane, umamo aa je P(z +¢) — P(r) = [0+ V, npu uemy je UJ nospuumna
npaBoyraotuka, a V nospiuuna ¢urype ABC. Jacno, d = e f(x). Kaxko je, npema
npuHLMny MukpoaduHoct, aeo kpuse AC npas, ABC' je Tpoyrao uuja je jenna
cTpanuua €, a Bucvna P(x + ¢) — P(x). dakne, V = §SEf(.’IT) =0, jepje s = 0.
Hajzan,

eP'(z) = P(zx +¢) — P(x) =0 =¢ef(x),

na npemMa NMPUHLNIY MUKPOKaHIETalHje CIeau aa je

P'(z) = f(x).
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Ilopen oBoOr pesyiartara, 3a NPUMEHE, BEOMa J€ BaXaH TAKO3BAHW UPUHYUT KOH-
CIUAnIEHOCIAY 33 KOJU Ce TIPETIOCTaB/ba fa Baxu y G,

IMpuauun koucrautocth. Axo je f [ — Ru f' = 0, onga je f xoucrantua
byHKUMja.

OapenuMo TNOBPIIMHY Kpyra npuMmewyjyhu Mmetoay kojy je xopuctuo Kemnnep,
Tj. TIPETIIOCTABUMO A4 CE€ KPYI CACTOJU M3 BEIUKOr Opoja BeoMa ,,TaHKUX' jen-
HAKOKPAKMX TPOYIJIOBA YMje CY OCHOBHMLIE HA KPYXXHHLM a BPX y LEHTPY Kpyra.
Hexka je P () nospuuna kpyxuor uceuka O AB, npu ueMy je x ancuuca tauke B.
Hexka je £(x) nmyxuHa nyka AB. O3naunmo ca C' Tauky umja je ancuuca & + &, npu
yemy je £ u3 A,

Tana je
eP'(x) = P(x +¢) — P(x) = nospwmna OBC.

[Tpema npunumny mukpoadunoctu, BC je neo npase TUHU]jE U HEroBa AyKUHA je
(r+z)—0(x) = =l (r). Axocar o3Haunvo nonynpednux kpyra, O BC' je Tpoyrao
Yhja je MOBpUIMHA 37 QR = 557“(’(9:‘). Haxne, eP'(z) = 567‘6’(1), a npema
TIPMHLINITY MMKpOKaHuUenauuje u P/(z) = 57"(”(.7:). Kako je P(0) = ¢(0) = 0,
peMa NPHHLMITY KOHCTAITHOCTH MMaMo aa je P(x) = —2-71(:1;) Axo je r = r,
noO6ujaMo aa je

1
nospimHa yersprune OPS = 57 P8,

F

0JIHOCHO, MHOKEHEM ca 4,
1
NOBpLUKIA Kpyra = 5T - 00MM Kpyra .

[MpernocraBsbajyhiiu Aa je nponopuroHasiIan MojJyrnpeyHHKy ca (pakTopoM Nponop-

LIMOHAIHOCTH 27, fobujamo aa je P = nr?,

(a) Hoxaszatn Kasanujepujes tipunyuii: axo ce aABe ¢hUrype Hauase uamely mapa na-
paieTHUX MpaBUX ¥ aKO Ha NpaBaMa MapanelHuM JaTUM JHHH]jama fate Gurype
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BAJKA O MAJIUM
U BEJIUKUM bPOJEBUMA

Hamepa Ham je Ouna na Hauia Keura, 6ap y HEKUM CBOJUM JETOBUMA,
Oyne uMT/bUBA CBUMA Off 7 [0 777 ronuHa (MpU YeMy je OBaj MOCIeIHhH
Opoj 3a Hac ,,lTpakKTUYHO XxurepkoHayaH!). Tako cMo Oajky koja ciaeau
CXBAaTUJIM Ka0 MPUIHNKY U MOACTULA] /1 c€ ¥ KO MaJe feue (yak u myahe ox 7
rojiHa) pa3Buje TaKO3BaHA MpUMapHa UHTYHLH]A O ,,BETUKUM* OpojeBUMA.
[CekyHIapHa MHTYMUM]a, IO METOAUYAPUMA, JOTA3H NIOCIIE YIIO3HABAhA Ca
dbopMaIn30BaHUM TeopHjaMa, 4 KOje Cy y HallleM cly4ajy: HecTaHZapIHa
aHaIM3a, aNTepHATUBHA TEOPUja CKYIIOBA U APYTE. |

Pa3Bujame npUuMapHe HHTYHLIM]j€ OCHOBHUX MATEMaTUUKHX MOJMOBA, Ko
HITO CYy Ta4Ka, ipasa, Opoj U CJIMYHO, J€/1aH J€ O OCHOBHHX LIUJbEBA MTOYETHE
HAcTaBe MaTeMaTuke. Tako ce, HA MPUMED, 3a CTULAKE UHTYULM]E O Ma-
paseNHOCTH [BEjy MpaBUX MPOPecoprMa pa3peaHe HACTABE IPEropyuyje aa
ucrnpuyajy cienehy npuuy.

»3AMUCIIUTE 34 cOOE OMBUYCH CIIOjEM Ca MOJOM, TABAHULIOM M CYyCel-
HUM 3ugoBuMa. [CrI0jeBU Ce CXBATAjy KAO JIyXKH, a 3]l KaO NPaBOyraOHHUK. |
3aMHUCIMMO cafia Ja ce CYCeIHM 3UJOBH, Na TUME U HUXOBH CIOjeBH ca
OCHOBHMM 3UJIOM, CBE BHLIE yaabaBajy. Tana mwUXOBE UBUILIE IIpeMa TaBa-
HULM U TIpeMa MOy MocTajy ABE MmapajelHe npase.

[HapasHo, 0Ba Npuya ce 3aCHUBA Ha jeJIHOj UICTOPHCKOj hasu y pa3Bojy
nojMa npase cxBaheHe xao nmpasua. Eyxiua y ¢BOM ApPYromM mocTyjiary
U3PUUUTO Kaxe aa je Moryhe koHauHy mipaBy, cienehu meH npasail, Herpe-
CTAHO TMPOJlyXKaBaTH. |

CnuyHO ce UMHM U ca OpojeBuma. Jlela ce yue ga 6poje npcre Ha pyLH,
CHjaIMLE Ha JIyCTepy M ciudyHo. HapaBHO, HUKOME He Maja Ha MameT Oa
MM Tpaxu J1a U30pOoje CBA 3pHA KUTA Y HEKOM CHJIOCY WJIM 3pHLA MecKa Ha
HEKO] IITaXHU. AJIM UM Ce cyrepHulle ga je To 0poj ,,Ka0 M CBAKU APYTU™ CaMO
j€ 10 Wera Texe aAohu, 1ITOo je, o hHUMa, 32 MeTaMaTUKy HeOuTHO. OBaj
MICUXOJIOIIKY MIPUTHCAK BE3aH 3a MPUXBATaKE MOTEHIIMjaTHE JOCTH)KUBOCTH
CBAKOT MPUPOIHOT OPOja, JOBOAM IO TOTA [1a CE CKOPO CBAKO APYTO INeAamhe
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Ha OpojeBe UMHM YyTHUM U HempuXxBaTbUBUM. [locTojame OECKOHAUHMX,
WM JPYTHUM peuuMa, XMUIIEPKOHAUHUX MPUPOJHUX OpojeBa CXBaTa e caMo
Ka0 HeKd, MOXIa KOPHCHA, TOTHUKA MOCNeaulia Koja y CTBapy HEMd MHOTO
BE3€ ca peajiHouhy.

Yaxk ce mokyiaba Hafin MpuXBaT/bUBO (1M CTAHAAP/IHO) peIlerhe 34 ,,l1a-
pajokc hemaBua® (MM, WTO je CIMYHO, ,,3€HOHOBY ANOPH]Y O MHOILUTBY'
KOja FOBOPH O 3pHIIMMA KYKYpy3d U O KOJO] je OUII0 peur Ha cTpanu 19).

Mu, HApABHO, He TIPEMTAXKEMO [a Ce JelaH KOHIENT NpUpoaHor 6poja
(T3B. ,,cTaHIapIHK ) 3aMEHU IPYTUM ,,HECTaHIapaAHUM, Beh 1a ce OHH Tpe-
TUpajy oA moyeTka paBHompaBHo. Kako je To moryhe? Jla To He cTBOpPH
3a0yHy mehy neuom?

Haw oxrosop je ma Hehe, amm ako MX MaXJbMBO H HM30alaHCHpPAHO
YBEIEMO W y jeflaH U y APYTH cucTteM OpojeBa. CHTyaldja je CIUYHA Kao
Ca HEKOM allaTKOM, Ha TIpuMep Maka3zama. JleTe koje je BUIeno caMo Male
Maka3uile MOXe TOMHUCIMTH Ja Maka3e CIyXe caMO 3a Ceuerbe HOKTH]Y.
[TojaBa Benukux, OAlITEHCKUX, Maka3a Ou ra 30yHuIa, 10K HE OW BUIEIO
IbUXOBY TIPUMEHY, T]. CBpXy. Tako je W ca JYXOBHHUM HampaBaMad, WIH
Kako To xaxe npodecop Ilpemmh ,,fyXoBHUM anaTkama“, KOje HA3UBAMO
(MaTeMaTUYKHIM) TeOpHjaMa.

Heuy tpeba on moyeTtka yOeOUTU y HEKE MPEIHOCTH ,,HECTAHAAPAHOT™
npycTyna. 3a TO HaM MOXeE MOCIYKUTH, Kao MpUMEp, ,,HETMHEApHO 3a-
KJbyunBatbe . OrmuTe je MOo3HATO Aa, Y MAaTeMAaTHUIH, J10/1aBaAke HOBHX
yCIIOBA HE Mema 3akbydyak. Tako, 3Hajyhu ga 30up yrimoBa y TpOyriy
uzHocu 180°, HMTA ce Hehe MPOMEHUTH aKO joLI 3aXTeBaMo ja je jesI-
HAKOCTpAaHUYaH. Tako HHje YBEK Y XKHUBOTY. AKO JeKap Ha OCHOBY BHCOKE
TEMIIEPATYPE, KalllJba U MATAKCATIOCTH 3aKJbY4H JAa ce OOIECHUK MPeXaa/IHo,
HaXaJoCT, 3aKJbydaK MOXE MTPOMEHUTH aKO OOJECHUKA YIYTH Ha PEHITreH-
cku npernen. [HapasHo, Heko he pehin aa aMjarsosy Huje MOpao JOHOCHTH
MIPEPAHO, a/lv 1ITa YPAOUTH Kada Ce JICYEHhEe MOpa 3arovYeTH OJMaX, d pe-
IIMMO PEHJITEH je ¥ KBapy?|

CnuyHO, CBY 3HAMO J1a je MUHTBUH MTHIA U Ja MTHLIC JeTe (TO UM je je/IHa
0J] HaJBaXXHUJUX KAaPAKTEPUCTUKA U OHO IITO OOMYHOM YOBEKY IMaga y O4YH).
Onatiie OU ce KJIACHYHO 3aK/bYUYHMIIO 1a MUHTBUHU neTe!!! AnM, TO He BaxH,
a OITOBOP je y TOME IITO ,,CKOPO CBE NTHLIE NTeTe", TJ.

,OpOj MTUIlA Koje jeTe

_ - je ,,CKOpo je1aH",
,O0PO] NTHLIA
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JIOK je
.,0pOj NTULIA KOje He jeTe"

‘ , UHGUHUTE3UMATTA!
,,OpO] ITHLA

3Haun, MU ieMO cMaTpaTH [a J1aTa KOHKPETHA NTHIA JIETH CBE AOK He
nodujeMo MHpOpMaUM]y Oa je MUHIBHH (WM Ja HEMa KPUJIA U CIMYHO).
Jonarak undpopmanuja, Aakiie Merwba 3aK/bydaK 3aTO IITO CE OJHOCH Ha
penaTUBHO Majiu (MHOUHUTE3UMAIIHM) y3opak!!!

Ho, BpaTtumo ce Hatoj npuun (6e3 kpaja). [eun Tpeda CKpeHYTH MaxXmby
Ha TMOEHTY IpUYe, a OHA je Yy ciaeaeheMm: gyaxcuna dcusoitia Koja je upeq
maaguhem (a koja ce tio ananoduju ca Bodenkunum xopuzoniiom (BUIM CTpaAHy
58) moxce cmattpaitiu Kao ,, Apedpojue Hu3 KOHAYHUX WpeHyara ") je Mnozo
kpaha nezo gyscuna dpuye (j. 6poj 3pHaya sxcuida)!!! YpaBo To je OHO WITO
obecMuLIIbaBa BlaJapoB NPUHIMII (1a yOHje Ha KpajJy MpUYe) U O KOra OH
OayCT4je.

3axBasbyjemo mpodecopy XKapky MujajnoBuhy KOju HaM je CKPEHYO
MaXbY Ha OBY MIPUYY.

bajka 0e3 kpaja

JKuBeo Hekaga HeKH Biajap, KOjU je BUILE OJ CBEra Ha CBETY BO.I€O 1A
cnyma 6ajke. Brnaaap je Tepao cBe CBOJ€ AOCTOJaHCTBEHMKE d MY MpHUA]y
0ajke. Cse mpudye cy ce 3aBplliaBajic Ha Haj3aHUMJbUBHjEM MecTy. To je
CPIMJIO Biladapa, Te je cTora HapehuBao /1a ce Ka3HU OHaj KOJu OU mpHyao.
Bnanap Buiie Huje xTeo ga ciyua oouuHe 0ajke, Beh je Tpaxxuo 0ajKky Koja
HUKAJa HeEMa Kpaja.

CBaku [1aH je c1a0 YMHOBHUKE M BOJHUKE Ja MY JOBEdy Jbyie KOJH Cy
3HAIM ga npuuajy 6ajke. Tu sbynu cy OuMpaau Hajayxke Mmpuye, ald U Te
Hajayxe cy umane kpaj. CBe OHE KOJU Cy My TIpUYAJIM BlIaJap j€ KaKmbaBao,
T€ C€ BMIUE HUKO HUJ€ Bpahao U3 HETOBOT ABOPLA.

Taxo jeqHOM JOBenOLUE Biaaapy HEKOT Miaauha, KOJU CE HU HAJMAHE
He yIUIalld, Beh JOUCTa Ucrpuua nmpudy 6e3 Kpaja.

— JlaBHO, BpJIO [ABHO XHMBEO J€ HEKW BJAJ4ap Tako Oorat aa je Ouio
HeMmoryhie HaOpojaTH weroBa OoraTcTBa. A KHUTa je UMAaO TaKO MHOTO 1
HHU]je 3HAO TIe a Ta AeHe. 3aTo jeqHora JaHa OH TMO3Ba JAPBOIEBE U HAPEAH
MM [1a carpaje ambap Tako BEJIMKHU [a My ce Kpa] He BUaAM. OJ1 HaJCTapujux
BpeMeHa Ma 10 JaHalimber aaHa Huje ouno Beher ambapa. Taj ambap mo

321



BpXa HamyHUILE XUTOM, a4, KaJ Cy ra Tpajuii, paJHULIU HUCY JIOBOJBHO
TIa3WJTH, T€ OCTa HEKW OTBOP, HU MaJIM HU BETUKHU, AJTH UTAK JIOBOJbHO BEIUKH
/1a ce Bpabail npoByue. Jata Bpabaua cy fonerena 4o ambapa [a ce Hacnaae
HAPCKUM XUTOM, alli PyIHUla Oellle Maia U yJIETH NMPBO jenaH Bpadan, ma
W3IIETH, a Ha 1BeroBo Mecto yhe apyru, ma Tpehu y3me 3pHO ma M3IIETH,
MMOTOM YETBPTHU YJIETH, y3ME 3PHO, 3aTUM jOUI je[laH, Ia joll je/IaH...

Brnagap je y moyeTKy cay1iao naxJbHMBoO, a IOCIE j€ CAYIIA0 JEAHO T€ UCTO:
,»-.-OTIET YJIETH Bpaball, y3Me 3pHO W U3JETH ... — T€ HE U3APKa, MPEKUIE
mnaauha u ynura:

—ITa noGpo, UCKIbYLIANH CY BPATILIM CBE )KUTO, a IITA je Mocie Tora 0uno?

— OHU joI HUCY UCKJbYIIAJIH CBE, HE KYPH, NTOJIaKo! — oaroBopu maaauh.

Branapa je MHOTO 3aHUMAITO LITA je OUITO J1ajbe, Ma MMOHOBO YIIUTA:

— ITa go6po, peunuMo aa cy CBE MOKJbYLAIH, 1ITa je OHaa Ouo?

— Jla Ou ce caszHano 1Ta je majbe Om10, Tpeba yekaTH JOK OHM IMOjeny
KUTO.

Bnajgap je xTeo na casHa ILTa je Jajbe OWIo ma no3Bonau miuaauhy na
HacTaBu npudy. [leo naH, mo came Beuepu, mnaauh je camo MOHABIBAO:
,Y7eTeo je Bpabau, y3eo 3pHO M u3neTeo Hanosbe™. W Ttako je ayro 6e3
NpecTaHKa, MPUYao 4yac O JeIHOM BpaIIily, 4ac 0 APYroM, a Biajap He U3pxka
na OmneT yIuTa:

— Xohe 1 cKOpO Bpaniy NojecTy CBY NILEHUILY?

— He, jour nehe — onrosopu mnaauh.

[lponasuo je maH, mponasuina je Hoh, MHOro maHa je Beh mportio, a
BpAIILIM JOLI YBEK HUCY MOTJIM /la TIOjely CBY MILIEHULY U3 ambapa. Bramap
Ce CBE BUILIC U BUIIIE JbYTHO:

— 3a1TO 10 Ccana joll HUCY TOJeNIH CBe XHTO? — Haj3ad yrnuTa Miuaauha.

- He moxe ce Tako 0p30, TO je BeMKK ambap. A 3pHa )KuTa uMa 6e30poj,
OHa CE€ HEe MOTY TaKO O30 IOJjeCTH.

He 3Ha ce konmuko je BpemeHa Ouno nmoTpebHO Aa BpariM Ioje/ly CBe
XKUTO. Bragap He xTene na cnyiua najbe 0ajKy, Te Hapeau Aa kKasHe Mjaauha.
A mnaauh peue:

— Ja cTBapHo npuyam npuuy 6e3 kpaja. Kpaj ce jomr ve Buau. Kaxo
MOXKeELI a M€ Ka3HHUII?

Brnagap Huje umao xyn, Te Hapenu aa muajauha mycre meronoj kyhu.
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