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PREDGOVOR

U ovom radu opisano je reSavanje (specijalnog slucaja diferencijalnih
jednac¢ina drugog reda) takozvanih Sturm-Liuvilovih jednacina sa zadatim
grani¢nim uslovima, koriScenjem dve metode numericke matematike.

Rad je podeljen na sedam poglavlja i jedan dodatak.

U prvom poglavlju predstavljeni su uvodni pojmovi, koji se u kasnijim
poglavljima koriste za opSirnije predstavljanje problema, i dat je kratak
pregled radova u kojima se mogu naci metode za reSavanje Sturm-
Liouvillovih problema.

U drugom poglavlju data je teorijska postavka Sturm-Liouvillovog grani¢nog
problema i pokazane su osobine reSenje problema.

Trece poglavlje sadrzi pregled najceSce koriSéenih tipova Sturm-Liouvillovih
problema u praksi.

Cetvrto poglavlje daje postavku dva grani¢na test zadatka odabranih iz tog
razloga Sto je za njih jednostavno naci analiticko reSenje, koje nam je
potrebno da bismo mogli da testiramo rezultate dobijene primenom metoda.

Peto poglavlje daje numericku aproksimaciju problema. Predstavljene su dve
numericke metode — metoda konacnih razlika i metoda konacnih elemenata, i
njima je prikazana aproksimacija test zadataka.

U Sestom poglavlju rezultati dobijeni u poglavlju pet su iskoriSéeni za
jednostavnu implementaciju ovih metoda u numerickom softverskom alatu,
Matlab-u. Dalje, prikazani su rezultati koji se dobijaju primenom pomenute
dve numericke metode u Matlab-u na granicne test zadatke. Ovi numericki
rezultati su uporedeni sa analitickim rezultatima.

Zakljucak rada, zajedno sa preporukama za dalje istrazivanje problema dat je
u sedmom poglavlju.

Dodatak A daje kratak pregled osnovnih pojmova korisc¢enih u radu.

Zahvaljujem se mentoru Prof. Dr. BoSku Jovanovicu na podrSci i sugestijama
datim tokom izrade rada.

Matemacki fakultet
Beograd, 2010. Lucija Pajic¢
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1 UVOD

U matematici, mehanici, fizici, i u inzZinjerskim problemima, klasi¢na
Sturm-Liuvilova jednacina [22], nazvana u ¢ast Svajcarskog matematicara
Jacques Charles Francois Sturm (1803 — 1855) i Francuskog matematicara
Joseph Liouville (1809 - 1882), predstavlja diferencijalnu jednacinu drugog
reda oblika

- %(p(x)j—zj +q()y = Ar(x)y (1.1)

gde su p(x), p'(x), q(x), r(x) neprekidne funkcije, na intervalu x e(a,b) i vazi
da su p(x)>0, r(x) >0 za x e[a,b].

Dodatno, funkcija y mora zadovoljiti homogene granicne uslove na
krajevima zadatog intervala.

Velicina A nije zadata u jednacini (1.1). Tako, Sturm-Liuvilov problem
predstavlja zapravo nalazenje vrednosti parametra A za koje u datoj
jednac¢ini (1.1) postoje ne-trivijalna reSenja, koja zadovoljavaju date
granicne uslove.

Sturm-Liuvilove jednacine se pojavljuju u problemima primenjene
matematike. Na primer, one predstavljaju vibraciona stanja razliCitih
sistema, kao Sto su vibracije Zice, ili energetske sopstvene funkcije kvantno-
mehanickih oscilatora. U prvom slucaju reSenja jednacina, takozvane
sopstvene vrednosti, odgovaraju rezonantnim frekvencijama vibracije,
odnosno u drugom slucaju energetskim nivoima. StaviSe, upravo ideja da se
diskretni energetski nivoi uoceni u atomskim sistemima mogu predstaviti
kao sopstvene vrednosti diferencijalnog operatora, dovela je do toga da
Schroédinger predlozi svoju talasnu jednacinu [20].

Sturm-Liuvilovi problemi se pojavljuju direktno kao problemi sopstvenih
vrednosti u jednoj dimenziji prostora. Veoma cCesto, oni se dobijaju iz
granic¢nih i meSovitih problema za linearne parcijalne jednacine drugog reda
(kao Sto su Laplasova jednacina, jednacina provodenja toplote i talasna
jednacina), kad se jednacine razdvajaju u nekim koordinatnim sistemima,
kao na primer u cilindri¢nim, ili sfernim koordinatama.

S obzirom na njihovu veoma S§iroku primenu, Sturm-Liuviove jednacine i
njihovi pripadajuci granicni problemi su obradeni od strane mnogih autora.
Nakon uvodenja prvih termina vezanih za ovaj problem, i kasnijim (1910)
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proucavanjem njihovih singularnih problema, uz razvoj kvantne mehanike, i
izvodenje = dokaza  opsSte  spektralne teoreme za  neograniCene
samoadjungovane operatore u Hilbertovim prostorima, otvorili su se Siroki
okviri za razvoj ovog problema.

Mnoge numericke metode su razvijene tokom godina za aproksimaciju
sopstvenih vrednosti (regularnog) Sturm-Liuvilovog problema. Medu njima,
takozvane matricne metode predstavljaju jednu od najpopularnijih familija.
One su zasnovane na primeni metoda konac¢nih razlika i konaénih
elemenata za redukovanje Sturm-Liuvilovog problema u matri¢ni problem
sopstvenih vrednosti.

Pored ovih metoda, cesto se koristi takozvana CPM familija (Constant
reference potential Perturbation Method) [9], koja se primenjuje za
reSavanje onih problema kod kojih se pripadajuée Sturm-Liuvilove
jednac¢ine mogu prevesti u Sredingerovu formu. Samim tim, prednost ovih
metoda je Sto je kod njih energetska zavisnost greSke ogranicena, Sto ne
vazi za ostale numericke metode. Kao posledica ove energetske nezavisnosti
greSke, velicina koraka je neuobicajeno velika, i izracunavanja su brza. Za
razliku od prethodnih metoda, CP metode se rede primenjuju i kod
neregularnih problema.

Samim tim S§to postoji interesovanje za numericko reSavanje Sturm-
Liuvilovih problema, razvijeno je i nekoliko kompjuterskih kodova u tu
svrhu:

(1) U prvu grupu se mogu uvrstiti dobro ustanovljeni Fortran kodovi. Jedan
od njih je SLEDGE [16] (skracenica od Sturm-Liouville Estimates
Determined by Global Errors) koji racuna sopstvene vrednosti i sopstvene
funkcije za takozvane regularne i Siroku klasu singularnih problema, kao i
funkcije spektralne gustine za singularne probleme koji imaju neprekidan
spektar. Zatim, ¢esto pominjan u literaturi je SLEIGN [3] (skracenica dolazi
od Sturm-Liouville eigenvalue) softverski paket opSte namene, dizajniran da
izratunava sopstvene vrednosti: (a) Sturm-Liuvilovih problema sa
regularnim, razdvojenim, samo-adjungovanim grani¢nim uslovima, i (b)
singularnih Sturm-Liuvilovih problema. Nova, poboljSana verzija ovog koda
za probleme sa singularnim grani¢nim uslovima je SLEIGN2 [4]. Svi ovi
Sturm-Liuvilovi solveri, zajedno sa SLO2F kodom [17] su deo takozvanog
SLTSTPAK paketa [19].

(2) Sledec¢i je SLCPM12 kod [9], pisan takode u Fortranu, koji prvo
konvertuje originalnu Sturm-Liuvilovu jednaéinu u jednacinu Sredingerove
forme, a zatim ovu poslednju reSava metodom CPM. Zbog osobine ove
metode, u SLCPM12 su izracunavanja sopstvenih vrednosti i pripadajucih
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funkcija neuobicajeno brza. Ovaj kod se koristi za reSavanje regularnih
Sturm-Liuvilovih problema.

(3) MATSLISE je graficki MATLAB paket, za interaktivno numericko
reSavanje regularnih Sturm-Liuvilovih problema, koji omogucava brza i
tacna izracunavanja sopstvenih vrednosti i vizualizaciju pripadajucih
sopstvenih funkcija.

U okviru ovog rada bice pokazano kako specijalni sluc¢aj Sturm-Liuvilovog
problema moze da se resi koriSéenjem dve numericke metode u Matlabu.

Svrha ovog poglavlja je da prvo priblizi pojam Sturm-Liuvilovih jednacina
kao specijalnih vrsta obi¢nih diferencijalnih jednacina drugog reda, a zatim
da uvede definiciju njima pripadajucih grani¢nih problema.

1.1 Granic¢ni problem za diferencijalne jednacine drugog reda

Opsti (implicitni) oblik diferencijalne jednacine viSeg reda je:

F(x,y,5,...,y")=0 (1.2)
gde je x nezavisna promenljiva, a y,y’,y",...,y" zavise od x.
Eksplicitni (normalni) oblik diferencijalne jednacine viSeg reda je
y® =f(x,y,y',...,y(“’1)) (1.3)
Jednacina oblika:
y™ 4a (x)y" ™+ a, (X)y +a, (x)y = b(x) (1.4)

gde su a;(x), b(x) neprekidne funkcije, se naziva linearna diferencijalna
jednacina n-tog reda.

Specijalno za sluc¢aj n=2 dobijamo opsti oblik diferencijalne jednacine
drugog reda:

F(x,y,y,y")=0 (1.5)
Eksplicitni (normalni) oblik diferencijalne jednacine drugor reda je:
y' = f(x,y,¥) (1.6)
dok je linearna diferencijalna jednacina drugog reda data sa:
y' +a,(x)y" +a,(x)y = b(x) (1.7)

U daljem tekstu c¢emo se mnajviSe posvetiti ovom poslednjem obliku
jednacine. Ove jednacine se transformacijama koje ce biti prikazane u
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potpoglavlju 1.3 mogu svesti na jednacine sa takozvanom Sturm-Liuvilovom
formom.

Kako opsSte reSenje linearne diferencijalne jednacine n-tog reda sadrzi n
proizvoljnih konstanti, za njihovo odredivanje je neophodno n nezavisnih
uslova. Primer takvih uslova su grani¢ni uslovi, kod kojih vrednost reSenja
ili odgovarajuceg broja njegovih izvoda zadovoljavaju odredene uslove u
razli¢itim tackama, obi¢no krajevima intervala. Odatle je problem nalazenja
reSenja koje zadovoljava ove grani¢ne uslove dobio naziv grani¢ni problem.
(za razliku od pocetnog, KoSijevog problema, gde se uslovi zadaju u pocetnoj
tacki intervala).

Opsti oblik grani¢nih uslova je
a;y'(a)+Biyl@)=0
a,y'(b)+B,y(b) =0
Akoje a; =0, B, #0, i=1,2 ,granic¢ni uslovi su prvi, ili Dirihleovi uslovi
y@@)=y(b)=0, (1.9)

a grani¢ni problem (1.7), (1.9) nazivamo prvi ili Dirihleov granicni
problem.
Akoje a; #0, B, =0, i=1,2 , granicni uslovi su drugi, ili Nojmanovi

y'@)=y'(b)=0 , (1.10)

a grani¢ni problem (1.7), (1.10) se naziva drugi ili Nojmanov granicni
problem.

Ako je o, #0,B, #0,1=1,2 ,granicni uslovi su trec¢i (meSoviti) ili Robinovi
granicni uslovi:

(1.8)

y'(a) - o,y(a) =0,

y'(b) - 5,y(b) = 0 (1.11)

Grani¢ni problem (1.7), (1.11) se naziva treci (meSoviti), ili Robinov
grani¢éni problem.

1.2 Granic¢ni zadaci sa parametrom

Kao §to je veé receno na pocetku ovog poglavlja, Sturm-Liuvilov problem se
sastoji u nalazenju vrednosti parametra A za koje za datu jednacinu (1.1)
postoje ne-trivijalna reSenja, koja zadovoljavaju date granic¢ne uslove. Zbog
toga ¢emo se u ovom potpoglavlju osvrnuti na grani¢ne probleme sa
parametrom, koji ¢emo obelezavati sa A.




Regavanje Sturm-Liouvilovih problema koriséenjem metoda konacnih razlika i konacnih elemenata u
Matlab-u

U zadacima ovog tipa, reSenje problema zavisi od vrednosti parametra, koji
ucestvuje u diferencijalnoj jednacini. Tako na primer, razmotrimo sledeci
(mesSoviti) granicni slucaj (slican primer u [21]):

y"+Ay =0, 0 <x <1, A-parametar

y0)=0, y(@=0 (1.12)

Ocigledno je da ovaj grani¢ni problem ima trivijalno reSenje. Medutim, nas
zanimaju one vrednosti parametra A za koje jednacina (1.12) ima
netrivijalna reSenja, koja zadovoljavaju granic¢ne uslove.

Nadimo takve vrednosti A - sopstvene vrednosti, i odgovarajuca reSenja -
sopstvene funkcije. Da bismo nasli netrivijalna reSenja, prvo treba odrediti
generalno reSenje diferencijalne jednacine, a onda proveriti za koje
vrednosti parametra A dati grani¢ni uslovi su zadovoljeni. Kako je

karakteristicna jednacina date diferencijalne jednacine (1.12) m? +1 =0,
postojace tri razliita reSenja u zavisnosti od toga da li su koreni jednacine
realni i razli¢iti, realni i jednaki, ili kompleksno konjugovani. Tako,
razlikujemo slucajeve:

A <0
Neka je A =-K? za neki realni broj K, razlicit od nule. Onda su koreni
karakteristicne jednac¢ine m®-K? =0, m,;, =+K. Generalno reSenje je
oblika y(x) = c,e®™ +¢,e™, odnosno y(x)= A cosh(Kx)+ Bsinh(Kx).
Koeficijente A i B nalazimo tako da zadovoljavaju grani¢ne uslove
y(0) = Acosh(K-0)+ Bsinh(K-0)=A =0,
y'(1)=A-Ksinh(K-1)+B-Kcosh(K-1)=0
Kako je A=0, a K#0, iz drugog uslova sledi da je i B=0. To znaci da je
jedino resSenje trivijalno reSenje y(x)= 0, pa ne postoje negativne sopstvene
vrednosti.
A=0
U ovom sluc¢aju, karakteristiéni polinom je m? = 0, sa dvostrukim korenom
m,, = 0. OpSte reSenje je y(x) = c;e* +c,xe®™ = ¢, +¢,x, aizvod y'(x)=c,.
Iz y(0)=c, =0, y(l)=c, =0, sledi da je opet jedino reSenje jednacine
jednako nuli. Znaci, A =0 nije sopstvena vrednost.
A>0

Pretpostavimo da je A =K?, K =#0. Karakteristicni polinom m? +K? =0
ima kompleksno-konjugovana reSenja m,, = +Ki. OpsSte resenje je onda

y(x) = ¢,e* cos(Kx) + ¢,e®* sin(Kx) = ¢, cos(Kx) + ¢, sin(Kx),

10
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dok je izvod
y'(x) = —Kc, sin(Kx ) + Kc,, cos(Kx)
Da bi bili zadovoljeni grani¢ni uslovi, treba da je
y(0)=c, =0, y'(1)=Kc,cos(K)=0.

Kako je K # 0, da bi bilo i ¢, # 0, neophodno je da bude cos(K)=0. Ovo je
n 31 (2n +1)r

ispunjeno za slede¢i skup vrednosti: K = 5y 5 ,... odnosno,
<r: = — . . (2n +1)n
ako opsti ¢lan reSenja predstavimo u obliku K, = Y onda su
sopstvene vrednosti graniénog problema (1.12) u ovom slucaju:
2
xn=K§=(Mj . n=0,12,... (1.13)
2
Odgovarajuce sopstvene funkcije su:
y.(x)=C. sin(%j (1.14)

O prirodi reSenja (sopstvenih funkcija) grani¢nih problema sa parametrom, i
u opStem slucaju Sturm-Liuvilovih problema, bice diskusije u drugom
poglavlju.

1.3 Diferencijalne jednaéine drugog reda u Sturm-Liuvilovoj

formi

U ovom poglavlju Zzelimo da mnapravimo vezu izmedu diferencijalnih
jednacina drugog reda i Sturm-Liuvilovih jednacina. Naime, vazi sledece:

Teoremal. Svaka diferencijalna jednacina drugog reda moze se
transformisati u diferencijalnu jednacinu ,Sturm-Liuvilovog® oblika:

d d

—(p(x)—yj +a(x)y = F(x) (1.15)
dx dx

Dokaz:

Ne wumanjujuc¢i opStost, mozemo dokazati da se svaka diferencijalna
jednacina drugog reda moze transformisati u oblik

= (p(x) j—‘;j +[q(x) + Ar(x)]y = O

11
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Zaista, pretpostavimo da je zadata klasicna homogena digerencijalna
jednacina drugog reda, oblika

a,(X)y" +a;(X)y" +(ao(x) + Ar(x))y =0, a,(x)# O,

cilj je da predstavimo prva dva c¢inioca jednac¢ine u vidu totalnog
diferencijala nekog izraza. Na taj nacin, dobicemo diferencijalnu jednacinu
napisanu u ,Sturm-Liuvilovoj“ formi. Da bismo to postigli, pomnozicemo
mdx
jednacinu sa integracionim faktorom I(x)=¢ " . Dobijamo:
a, (xX)I(x)y” +a, (x)I(x)y" + ao (x)I(x)y + Ar(x)I(x)y = O
al(X)d

Kako je I(x)=¢ *™ | radi jednostavnosti, ovaj integracioni faktor mozemo
zapisati u obliku I(x) =e", a kako je dieu =e" g—u, imamo da je
X X
a,(x)
(A
I,(X) = al—(x) - e a2(x) = M . I(X) .
ay(x) a5(x)

Koristeci ovu jednakost za I'(x), diferencijalna jednac¢ina se svodi na

a,(x)

X

a, (X)(x)y" +a,(x) I(x)y" +a,(x)I(x)y + Ar(x)I(x)y = O,

odnosno, kombinovanjem prva dva c¢lana

a,(x)(I(x)y') +a,(x)I(x)y + Ar(x)I(x)y = O.

Stavljajuci p(x) = I(x) i deleéi jednacinu sa a,(x) dobija se

(P(X)y')' + p(x) 2o (x) + p(x) M) _ g
a,(x) a,(x)
Konacno, ako je Q(X)ZM r(x):m, dobija se Sturm-Liuvilova

a,(x) a5 (x)

jednacina 4 [p(x)d—uj +[q(x) + Ar(x)]y = O.
dx dx

Primer 1.
Neka je data diferencijalna jednacina oblika
xy"+2y +xy+Ae*y=0.

Postupak svodenja diferencijalne jednacine na Sturm-Liuvilovu formu
2

—dx
izgleda ovako: Integracioni faktor je I(x)= eJ x =x?, pa mnozeéi jednacinu

sa x? dobijamo

12
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x3y" +2x%y" + x%y + Ax%e*y = 0,
odatle x - (2 ”+2xy)+x y +Ax?%e*y =0, pa kombinujuéi prva dva c¢lana,

sledi (XQy') +x%y+Axe*y =0.
To znadci da je

2

p(x) =x2%, q(x)=x?, r(x)=xe*.

Posto smo jednacinu delili sa a,(x) =x, tacka x =0 mora biti iskljucena iz
domena problema. Takode, kako mora biti p(x)>0, r(x) >0, onda treba
zahtevati joS i da bude x > 0.

1.4 Sturm-Liuvilov graniéni problem

U prethodnim potpoglavljima smo prvo predstavili diferencijalnu jednacinu
drugog reda, zajedno sa grani¢nim uslovima. Zatim smo videli kako izgleda
reSavanje grani¢cnih zadataka, kad u diferencijalnoj jednacini figuriSe
parametar. U prethodnom poglavlju smo pokazali da svaka diferencijalna
jednacina drugog reda moze da se transformiSe u jednadinu Sturm-
Liuvilovog oblika (posebno je razmatran slucaj jednacina sa parametrom).
Sad mozemo predstaviti Sturm-Liuvilov grani¢ni problem.

Uvodimo definicije sledec¢ih funkcionalnih prostora:

C[a,b] - prostor neprekidnih funkcija na zatvorenom intervalu [a, b]

Norma je zadata sa ||f||c[ b = A% |f )
C(a,b) - prostor neprekidnih funkcija na otvorenom intervalu (a,b)
C"[a,b] i C"(a,b) - prostori funkcija neprekidnih, zajedno sa svim izvodima

reda <n na intervalu [a, b], odnosno na (a,b)

Neka su date funkcije peC![a,b] p(x)#0, qeCla,b]. Definisimo Sturm-
Liuvilov operator L : C2[a,b] —» C[a,b] sa

L(y) = [p(x) dylx )] 4(x)y(x) 116

Sturm-Liuvilova grani¢ni problem se moze onda definisati na sledeéi nacin:

13
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Odrediti netrivijalno resenje ye C?(a,b)nC![a,b] obicéne diferencijalne
jednacine
L(y)+Ar(x)y(x)=0, O<x<1 (1.17)

gde je A kompleksan parametar, a funkcija re C[O, l], i koje na krajevima
intervala zadovoljava grani¢ne uslove:

a,y(@)+a,y'(a)=0
B.y(b) +B,y'(b) =0 (1.18)
a+a2 >0, B2+B2>0

Definicija 1. Vrednost parametra A za koju grani¢ni zadatak (1.17), (1.18)
ima netrivijalno reSenje naziva se sopstvena vrednost, a pripadajuce
netrivijalno reSenje sopstvena funkcija.

Definicija 2. Sturm-Liuvilov grani¢ni problem je:

- regularan problem, ako vazi da je p >0, r >0, na intervalu [a, b].

- singularan problem, ako je:

(i) p>0, na (a,b), i p(a)=0 = p(b), r >0 na [a,b], ili

(i) ako makar jedna od funkcija p(x),q(x),ilir(x) tezi beskonacnosti u bilo
kojoj grani¢noj tacki, ili

(iii) jedna od granic¢nih tacaka tezi beskonacnosti.

- periodican problem, ako je p(a)=p(b),p>0 i r>0 na [a, b], p,q, r su
neprekidne funkcije na [a,b] i vaze uslovi: y(a) = y(b), y'(a)=y'(b).

U daljem tekstu bi¢e razmatran regularan Sturm-Liuvilov grani¢ni problem
(1.17), (1.18).

Pre nego Sto predemo na diskusiju o osobinama sopstvenih vrednosti i
njima odgovaraju¢ih sopstvenih funkcija, tj. resenja Sturm-Liuvilovih
grani¢nih problema, videéemo koje osobine ima Sturm-Liuvilov operator
(1.16).

14
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2 OSOBINE STURM-LIUVILOVOG OPERATORA

Jedna od veoma korisnih ¢injenica u matematici je ta da simetri¢na matrica
ima realne sopstvene vrednosti, i da skup odgovarajucih sopstvenih vektora
¢ini ortonormiranu bazu. Ova osobina simetricnih matrica ima veoma
Siroku generalizaciju kod spektralnih osobina samoadjungovanih operatora
u Hilbertovom prostoru, od kojih su Sturm-Liuvilovi diferencijalni operatori
fundamentalni primeri.

Posmatramo Sturm-Liuvilov operator L : C2[a,b] — C[a, b]
R LR R (2.1)

gde su funkcije peC'[a,b] p(x)#0, qeCla,b], i njemu pridruzeni Sturm-
Liuvilov grani¢ni zadatak iz potpoglavlja 1.4:
Ly(x) + Ar(x)y(x) =
B,(y) = a,y(a)+ a,y'(@a)=0 (2.2)
B, (y) = Byy(b) + B,y'(b) =

koji zapravo predstavlja problem pronalazenja sopstvenih vrednosti A.

Uvodimo oznake:
Lg(a,b) - Lebegov prostor kvadratno integrabilnih funkcija, sa skalarnim

proizvodom:
b

(u,v)= ju(x)v(x)dx i

a

normorIni:

7
ol 1y = 0 u>/z—(j x)de |

a

Takode, ako je (u, V) =0, onda za funkcije u i v kazemo da su ortogonalne
na skupu (a,b).

Sa ovako definisanim skalarnim proizvodom, linearan operator dat na
prostoru ovih funkcija Lu, je adjungovan operator ako vazi sledeca

jednakost: (Lu,v)= (u, L*V), za sve funkcije u i v.

Neka D = {u|u e C*(a,b)n C'[a,b]au(a) = u(b) = 0}, i a,p e R.

15
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Osobina 1. Sturm-Liuvilov operator L je linearan operator na skupu D.

Dokaz: Neka u,v € D. Imamo

d(owu(x) + Bv(x))
dx

Liow + ) = - pto) - atatet) ot -

-4 (p(X) < (aw(x)) + p(x) % (BV(X))] —q(x) - au(x) = q(x) - Bv(x) =

dx dx
= (%( [OLP(X) : (;ix u(x)j t c;ix (BP(X) ' (;ix V(X)j —aq(x) - u(x) - Bq(x) - v(x) =
_ o{;ix [pt0)- 000 -t u(x)} : BL% [p00-8 v |- a0 v(x)} -
= al(u)+ BL(V)

Osobina 2. Sturm-Liuvilov operator L definisan sa (2.1) na skupu D je
samoadjungovan operator.

Dokaz: Operator L je samoadjungovan na nekoj klasi funkcija ako je L = L"
. Ukratko, treda dokazati da vazi (Lu, V) = (u, LV) za u,veD.

Parcijalnom integracijom dolazimo do takozvane Grinove formule:

“VL(u) —uL(v)ldx = p(x)(u'v = v'u) [>= P(u, v) |} (2.3)

a

Ako u i v zadovoljavaju grani¢ne uslove za x =a, onda vazi

i ke (o)

u(a) u'(@)\a, 0

Kako je af + a5 # 0 imamo
u'(a)- v(a)—v'(a)-u(a)=0.

Na isti nacin, ako u i v zadovoljavaju grani¢ne uslove za x =b, onda vazi
u'(b)- v(b)— v'(b) - u(b) = 0.

Odatle se dobija da je P(u,v)|>= 0, ¢ime je tvrdenje dokazano.

Osobina 3. Sturm-Liuvilov operator L definisan sa (2.1) je pozitivno
definisan na D.

Dokaz: Operator L ce biti pozitivho definisan, ako je (Lu,u)ZO, za sve
funkcije ueD. Za potrebe ovog dokaza ¢emo posmatrati interval x € [0,1].
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Takode, prvo se izvodi dokaz za sluc¢aj prvog i drugog grani¢nog uslova, a
pokazuje se da i treci granicni uslov daje isti krajnji rezultat [10].
Za funkciju u(x) vazi sledeci zapis

u?(x)=(1- X)U'u’(t)dtJ + X Uu'(t)dt] .
0 X

Koristeci nejednakost Cauchy-Schwarza dobijamo:

w?(x)<(1- x)j dt]ﬁ [u'(t)] dt + xj dtjl. [u'(t)] dt=

=x(1=x)[ [w(t)dt.
Sledi:

max fu(x)” < max x(l—x)j [w'(t)fdt = %j[u’(t)]zdt. (2.4)
0 0

XE[O,I] xe[O,l]

Odatle se dobija:

(2.5)

U (2.4) i (2.5) nejednakosti vaze i u slucéaju da u'(x) ima konacan broj
prekida prve vrste na intervalu [0,1], a u(x) je neprekidna na tom

intervalu.
1

U prostoru C[O,l] skalarni proizvod je dat sa (u, v) = juvdx , a norme sa:
0

ol = (0 0)" i o] = maute)
Koristedi prethodnu nejednakost (2.4) i upravo dokazano svojstvo 2 da je L

samoadjungovan operator, sledi:

fof? < uf? < 5 (tu,v). (2.6)

Kako se pokazuje da se i za slucaj treceg grani¢nog problema dobija
nejednakost istog tipa kao i (2.6), sledi da je operator L pozitivnho definisan.
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Kako smo upravo pokazali da je operator L linearan, samoadjungovan, i
pozitivno definisan, sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije zadatka (2.2)
imaju odredena svojstva, sa kojima c¢emo se upoznati u narednom
potpoglavlju.

2.1 Svojstva resenja Sturm-Liuvilovog problema

Svojstvo 1. Neka su A i p sopstvene vrednosti, a u i v odgovarajuce
sopstvene funkcije regularnog Sturm-Liuvilovog problema (2.2). Tada vazi
b
(- ) u(x) - v(x) - r(x)dx = 0 (2.7)
odnosno, u i v su ortogonalne sopstvene funkcije na [a,b] u odnosu na

tezinsku funkciju r.
Dokaz:
Iz Grinove formule se dobija
b b

(X - u)j u(x)- v(x)- r(x)dx = j[uL(V) - VL(u)]dx =

=p(x)(uv - vu)[;=0

Svojstvo 2. Sopstvene vrednosti regularnog Sturm-liuvilovog zadatka su
realne.

Dokaz: Ako je L(u)+Aru =0, onda je L(u)+ Aru = 0, sledi
L(u)+ Aru =0,
a za granicne uslove vazi B,(y) =0 = B,(y).
To znaéi da je A sopstvena vrednost, a U odgovarajuc¢a sopstvena funkcija
zadatka (2.2), pa je
(K—X)Tu-ﬁ-rdx =0

odnosno (k - X)'T|u|2rdx =0.

a

Kako je r>0,1 |u|* # O (posto je u sopstvena funkcija), onda mora biti

A=1N . (2.8)
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Svojstvo 3. Svakoj sopstvenoj vrednosti regularnog Sturm-Liuvilovog
problema odgovara sa tacnoSc¢u do proizvoda sa konstantom jedna
sopstvena funkcija.

Dokaz: Pretpostavimo da su u i v sopstvene funkcije koje odgovaraju istoj
sopstvenoj vrednosti A. Slicno dokazu osobine 2 o samoadjungovanosti
operatora L na skupu D, dobijamo

via) v(a))a;) (O
u(a) u'(a) \a, o
gde u i v zadovoljavaju jednacinu Ly(x)+ Ar(x)y(x)=0.

Kako je a? + a3 # 0 determinanta koeficijenata matrice mora biti nula, pa bi
zbog toga u i v morale biti linearno zavisne funkcije, tj. v(x) = cu(x).

Svojstvo 4. Sve sopstvene vrednosti su pozitivne.
Dokaz: Ovo svojstvo direktno sledi iz pozitivnhe definisanosti operatora L ,
ovde ce biti dat dokaz za slucaj kad je r(x)=1, i za Dirihleove granic¢ne

uslove a, =1, 3, =1, a, =0, B, =0. Znaci, problem (2.2) svodimo na:
L(y)+Ay =0
ya)=y(b)=0"
Neka je u =u(x) sopstvena funkcija koja odgovara sopstvenoj vrednosti A.
Treba da dokazemo da je A pozitivno. Kako je

b
(L(u),u) = —A(u,u), uzimajuéi da je (u,u)= Iug(x)dx =1 dobijamo slededi izraz:

b

b 2
A= —(L(u),u) = Iq(x)uQ(x)dx + J.p(x)(j—ij dx .

a

Ako bismo pretpostavili da je du/dx =0, onda bi u(x)=const, pa bismo
primenom granic¢nih uslova dobili da je u(x)=0, Sto iskljucujemo. Znaci
du/dx # 0 za x €[a,b]. Konaéno

b b 2
A= [q(x)u?(x)dx + Ip(x)(j—zj >0 (2.9)

a a

Poslednja dva svojstva su navedena bez dokaza.
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Svojstvo 5. Samoadjungovani regularni Sturm-Liuvilov grani¢ni problem
ima prebrojivo mnogo sopstvenih vrednosti A,,A,,...,A,,..., 1 jedina tacka

nagomilavanja ovog niza je: limA, = +oo.

n—oo

Svojstvo 6. Sopstvene funkcije 1y, (x), n=12,... regularnog Sturm-
Liuvilovog grani¢énog zadatka (2.2) obrazuju potpun sistem funkcija u
L,[a,b], tj. svaka funkcija f € L,[a,b] se moze razloziti u red po funkcijama

y.(x), n=1,2,...

()= . ¢,y %) (2.10)

koji konvergira u srednjem ka funkciji f(x) na [a, b], tj.

> \%
de -0 (2.11)

f(x) - chyn(X)

b N
= (I £x) = 2 e, ¥a(x)

a

Napomena. Beskonaéne sume oblika
f(x) =Y c,y,(x)
n=1

predstavljaju generalisane Furijeove redove, koji konvergiraju ka

w , ako su koeficijenti c,

1
Cn = 2 <f7 Yn>)
[val

pogodno izabrani (tj ako su oblika
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3 PRIMERI JEDNACINA STURM-LIUVILOVOG TIPA

U ovom poglavlju biée navedene neke od najpoznatijih jednacina Sturm-
Liuvilovog tipa, koje su naSle primenu u oblasti fizike i primenjene
matematike. Katalog sa viSe od 50 primera jednacina ovog oblika moze se
naci u [8].

3.1 Beselove jednacine

Ova jednacina se dobija kod reSavanja Laplasovih i Helmholcovih jednacina,
pri razdvajanju promenljivih u cilindriénim polarnim koordinatama. Kada u
jednacini (1.16), (1.17) stavimo da je:

x €[0,0), p(x)=x, q(x)=-v?/x, r(x)=x, i A=n?,

Sturm-Liuvilova jednaéina postaje Beselova jednacina oblika
2
i(xﬂj+(—v—+n2x]yzo (3.1)

Mnoze¢i ovu jednac¢inu sa x, dobijamo Beselovu diferencijalnu jednacinu
reda v:

x2y" + xy’ +(nx V2)y=0,

gde je parametar v>0 realan broj (u opStem slucaju v moze biti
kompleksan parametar sa Rev > 0. Standardna forma ove jednacine je

x2y" +xy' +(X -V )y 0
Regularno-singularna tacka je 0 , a iregularno-singularna je o«. Kako je

ovo diferencijalna jednacina drugog reda, opSte reSenje se sastoji od
kombinacije dva linearno nezavisna resenja y(x)=C,J, (x)+ C,J_, (x), gde je

L =Y ( 1y (EJ T xs0 (3.2

=Tk +v+1)I(k+1)(2

Beselova funkcija prve vrste reda v, a

o0 )k (EJQk_V
k:ZO k- v+1) k+nl2) * *7° (5:9)

Beselova funkcija druge vrste reda —v.
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Iako v i —v cCine istu diferencijalnu jednacinu, definiSu se razlicite Beselove
funkcije, da bi bile glatke funkcije od v. Medutim, kako J_, (x) divergira za
x =0, odgovarajuci koeficijent C, mora u tom slucaju biti nula, da bi se

obezbedio rezultat koji ima fizicki smisao. Beselove funckije, kao reSenja
Beselove diferencijalne jednacine ¢ine potpun skup ortogonalnih funkcija
na intervalu O < x <o, u odnosu na tezinsku funkciju r(x) = x.

Za deo-po-deo neprekidnu funkciju f(x) problema L(y)=f(x), 0<x<p, je

( i] :_([xf(x)J (x)( pj

f(x) = iicann knp Cup 3
p

n=0 p=1
Beselove funkcije su medusobno povezane rekurentnim formulama. Ako za
parametar v uzmemo da je nenegativan ceo broj n=0,1,2,..., opSte
reSenje standardne forme Beselove jednacine cesto se zapisuje u obliku
y(x)=c,J,(x)+¢c,Y,(x), pa se rekurentne formule za Beselove funkcije prve i

(3.4)

druge vrste zapisuju kao
2n 2n
Jn+1 (X) ?J (X) n—l(X) ’ Yn+1 = YYn (X) - Yn—l(X) :

Slika 1 i Slika 2 daju prikaz Beselovih funckija prvog i drugog reda za
v=0,1,2,3,4.

T
—
— N
— 2

J3

09

NIVAW O AV, 9. 0V 7 's
SV LY X
VAR N2E

-03

-05
0 2 4 6 8 10 12 14 15

Slika 1. Beselove funkcije prve vrste reda v=0,1,2,3,4
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T

; i ; i ; —— 2

T R e R B e e — 1)
i : i : i ; Y4

i i i
10 12 14 15

Slika 2. Beselove funkcije druge vrste reda v=0,1,2,3,4

Ostale Sturm-Liuvilove forme Beselove jednacine se mogu naci u [8]

3.2 Lezandrove jednacine

Kada u jednacini (1.16), (1.17) stavimo da je:
Xe[—l,l], p(x)=1-x2, q(x)=0, r(x)=1i Kzn(n+1),

Sturm-Liuvilova jednacina postaje Lezandrova diferencijalna jednacina

i((1—)(2)ﬂj+n(n+l)y=0 (3.5)
dx dx

Regularno-singularne tacke su: —-1,1,i «.

Ova jednacCina se javlja pri reSavanju Laplasove jednacCine (i ostalih
parcijalnih diferencijalnih jednacina tog tipa) u sfernim koordinatama.
ReSenja ove jednacine za n=0,1,2,... su Lezandrovi polinomi P (x), a kako
je ovo diferencijalna jednacina drugog reda, opSte reSenje se sastoji od
kombinacije dva linearno nezavisna reSenja, pa se koriste i Lezandrovi
polinomi druge vrste. Tako, opS§te reSenje je oblika y(x)=A, P, (x)+B,Q,(x).
Posto Q,(x) divergira za x =+1, odgovarajuci koeficijent B, mora u tom
slucéaju biti nula, da bi se obezbedio rezultat koji ima fizicki smisao.

Lezandrovi polinomi se mogu predstaviti preko takozvane Rodrigove
formule:

L 4" (2 9P, n=012,... (3.6)
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u medusobno su rekurentnim vezama,
(n+1)P,.,(x) = (20 + kP, (x) - nP, _ (x)

i obrazuju potpun ortogonalan sistem na intervalu —-1<x <1, gde vazi:

1 0 m#n
[PulPix)dx =1 2 .
= 2n +1

Koriste¢i ovo svojstvo ortogonalnosti, deo-po-deo neprekidna funkcija f(x)
problema L(y)=f(x), 0<x<1, se moze predstaviti preko Lezandrovih
polinoma kao:

f(x) f(x ) neprekidna ,
3 C, P () = { () + £(x) s =22 P, (x)dx
o T za t.prekida 2

i e

Pn(x)

7 SO M bes et PO
: : ' | | ' — P1

— P2

: , | | , , | P3
B R
| ! ! : ! : ! ! T M

Slika 3. Lezandrovi polinomi prve vrste za n=0,1,2,3,4

3.3 Cebisevljeve jednaéine

Cebisevljeve diferencijalne jednacine su definisane sa
(l—xg)y”—xy'+n2y:O, neR (3.7)
Regularno-singularne tacke su: —-1,1,i «.

Resenja ove jednacine se nazivaju Cebisevljeve funkcije stepena n. Ako je n
nenegativni ceo broj, CebiSevlje funkcije se predstavljaju CebiSevljevim
polinomima T, (x), koji se mogu izraziti preko Rodrigove formule:
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1-x

T, (x) =

: ey 3.8
(-1)"(2n -1)2n - 3)---1 dx” (1 X) (3.8)

CebiSevljevi polinomi formiraju kompletan ortogonalan skup na intervalu

1
V1-x?

—1<x <1, u odnosu na tezinsku funkciju . Moze se pokazati da

. . 0 m#n
.[ - T,(xJT,(x)dx =4m m=n=0
avl-x /2 m=n=12,3,...

Rekurentne formule su oblika
Tn+1 (X) = 2XTn (X) - Tn—l (X) .

Deo-po-deo neprekidna funkcija f(x), na —-1<x <1, moze se predstaviti
preko CebiSevljevih polinoma kao

1 1
. f(x)  f(x)neprek. g I N f(x)T,(x)dx n=0
-1 — X
D CP(x) =1 f(x) + f(x+) ¢ prekida C, = a1 g
n=0 - < L
2 — f(x)T,(x)dx n=1,2,..
e e
1_5 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T | —
M A N
'E 0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
L 2 0 O AV ¥

Slika 4. CebiSevljevi polinomi prve vrste za n=0,1,2,3,4
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4 POSTAVKA ZADATKA

Sturm-Liuvilovi grani¢ni problemi koji ¢e biti razmatrani u ovom radu su
njegovi specijalni slucajevi, koji se dobijaju kada se za funkcije
p(x), q(x), r(x), naprave sledece pretpostavke:

p(x)=1 q(x)=0, r(x) =1 (4.1)
Interval na kome posmatramo zadatak je 0<x <1, a posmatracemo dva
tipa granicnih uslova:
(1) o, =B, =1, a, =B, =0, pa granicni zadatak postaje

y"+Aly=0, O<x<l

y(0)=y(1)=0

Sto je zapravo Dirihleov graniéni problem date Sturm-Liuvilove
diferencijalne jednac¢ine na intervalu [0,1].

(4.2)

(2) o, =B, =1, a, =B, =0, pa je granicni zadatak dat sa
y"+Ay=0, O<x<1
y(0)=y'1)=0

Sto je meSoviti graniéni problem date Sturm-Liuvilove diferencijalne
jednaéine na intervalu [0,1].

(4.3)

Ove pretpostavke su napravljene da bi se grani¢ni zadatak pojednostavio,
jer nam je cilj da zadatak za koji mozemo da izracunamo reSenja analiticki,
kasnije uporedimo sa njegovim numerickim aproksimacijama reSenja.
Sturm-Liuvilova jednacina se moze za kasniji rad posmatrati i u opStem
slucaju (1.17), (1.18), na bilo kom intervalu a <x <b.

ResSenje zadataka trazimo na slican nac¢in kao $§to je uradeno u zadatku
potpoglavlja 1.2. Uzimajuci u obzir zakljucke iz tog zadatka, kao i koristeci
svojstva reSenja Sturm-Liuvilovih problema datih u potpoglavlju 3.1,
vrednosti A <0 i A=0 necemo posmatrati, jer to nece biti sopstvene
vrednosti ovih zadataka. Dakle, reSenja zadataka (4.2) i (4.3) trazimo u
slucaju da je A >0.

Pretpostavimo da je A =K?, K =#0. Karakteristicni polinom m? +K? =0
ima kompleksno-konjugovana reSenja m,, = +Ki. OpsSte resenje je onda

y(x) = ¢,e%* cos(Kx) + c,e*sin(Kx) = ¢, cos(Kx) + ¢, sin(Kx).
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4.1 Granicni test zadatak (1)

Kako je y(0)=y(l)=0 sledi da je, ¢, =0, ¢, sin(K)=0. Kako je K#0 i mora
biti ¢, #0 da bismo imali netrivijalna reSenja, sledi da je sin(K)=0,
odnosno K =0,n,2n,37n,...,nt, pa je opsSti ¢lan reSenja oblika K, 6 =nm.
Sopstvene vrednosti grani¢nog problema (4.2) u ovom slucaju su onda:

A, =) n=1,23,... (4.4)

Odgovarajuce sopstvene funkcije su:
y,(x) = sin(nm)x, n=1,2,3,... (4.5)

Na slici 5 je dat prikaz prve tri sopstvene funkcije za ovaj grani¢ni zadatak.

sin(n*pi*x)

Slika 5. Sopstvene funkcije grani¢nog zadatka (1)

4.2 Granicni test zadatak (2)

ResSenje ovog problema je vec izracunato u potpoglavlju 1.3. Sopstvene
vrednosti ovog zadatka su:

27



Regavanje Sturm-Liouvilovih problema koriséenjem metoda konacnih razlika i konacnih elemenata u
Matlab-u

2
xn=K§=(@] , n=123,... (4.6)

Odgovarajuce sopstvene funkcije su:

y (x)=C. sin(%j . n=12,3,... (4.7)

Na slici 6 je dat prikaz prve tri sopstvene funkcije za ovaj granicni zadatak.

sin({2n-11"pi*x)/2)

Slika 6. Sopstvene funkcije grani¢nog zadatka (2)

Iz ova dva primera takode mozemo primetiti da sopstvena funkcija y,(x)
koja odgovara sopstvenoj vrednosti A, ima tacno k-1 nula na intervalu

(O,l). Znaci, sopstvene funkcije osciluju ceSce Sto su sopstvene vrednosti
vece.

Inace, ova dva granicna zadatka c¢e biti polazna tacka reSavanja Sturm-
Liuvilovih problema koriScenjem metoda konac¢nih razlika i konacnih
elemenata u Matlab-u. U naredna dva poglavlja, prvo cemo napraviti
aproksimacije datih grani¢nih zadataka pomocu ove dve numeri¢ke metode,
a zatim ih implementirati u Matlab-u. ReSenja koja se dobiju pomocu ove
dve numericke metode c¢e biti uporedena sa analitickim reSenjima,
izracunatim u ovom poglavlju.
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5 NUMERICKA APROKSIMACIJA ZADATKA

Numericke metode koje ce biti obradene u naredna dva poglavlja
predstavljaju veoma vazne i Cesto koriScene metode za inzinjersku analizu i
dizajn. To su takozvane matricne metode, Sto znaci da se uz pomoc njih
Sturm-Liuvilov problem (1.17), (1.18) redukuje u matriéni problem
sopstvenih vrednosti.

Prve medu njima, metode konacnih razlika, sluze za numericko reSavanje
obi¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednacina. Jednostavne su za koriScenje
u problemima definisanim na regularnim geometrijama, kao Sto su interval
u 1D, pravougaoni domen u dve dimenzije, i kocka u tri prostorne
dimenzije. Licencirani softver specijalizovan za reSavanje problema
isklju¢ivo metodom konac¢nih razlika se ne koristi, ve¢ se ova metoda
najceSce poziva Fortran rutinama koje se mogu implementirati u okviru
vecih softverskih platformi. ViSe informacija o ovoj metodi i njenoj primeni
na konkretne probleme, moze se naci u [14], ili [10].

Metoda konacénih elemenata se koristi za trazenje aproksimativnog reSenja
parcijalnih i integralnih jednacina i veoma je efikasna kod problema u
kojima je granica domena sloZena. Literatura iz oblasti metoda konacnih
elemenata je brojna, a neke od najceSce citiranih knjiga su [25] i [J]
narocito u oblasti inZinjerstva, a sa matematickog aspekta korisna je [23].
Softverski paketi za analizu kona¢nim elementima imaju Siroku primenu u
gotovo svim oblastima inzZinjerstva; najpoznatiji su paketi Nastran, Abaqus,
Ansys a koriste se za analizu ¢vrstih tela i njihovih struktura, za pracenje
provodenja toplote i za proucavanje ponasanja tecnih tela.

5.1 Aproksimacija zadatka metodom konaé¢nih razlika

Metoda konacnih razlika se sastoji iz sledec¢ih koraka:

1) Pretpostavimo da je problem dat na nekom domenu X € [O, L] .
Diskretizaciju problema zapocinjemo tako Sto podelimo domen na skup od
kona¢no mnogo, recimo n+1 tacaka (¢vorova) x,,X;,...,X, ;,X, , takvih da je

> n-12 “n

Ax; =x;; —X;, J=0,1,...,n
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U slucaju da je n+1 tacaka podjednako rasporedeno, vazi: Ax = Ax; = h, Vj .

. . . . o 1
Mrezu onda mozemo definisati sa: o, = {Xi | x;, =ih,1=0,...,n,h=—} .
n
X N X o %o X
o+
0 h L

Slika 7 Konacne razlike - diskretizacija domena

2) Aproksimiramo izvode date diferencijalne jednacine pogodno izabranim
koli¢nicima konacnih razlika. Tako, prvi izvod funkcije u ¢voru x; mozemo

aproksimirati na jedan on sledecih nacina:
Y(Xj + h)_ y(xj)

Vi(Xi) =y, = razlika unapred

h
X.)—vy(x.-h
Yei ® Y( J) 1}:( J ) razlika unazad (5.1)
-+h)-ylx. —h
Vii =~ Y, )th(xj ) centralna razlika

dok drugi izvod funkcije definiSemo kao:

y(x; +h) - 2y(x;)+ y(x; —h)
h2

(5.2)

Y)(X(Xj)z

U ovom koraku mozZemo oceniti greSku aproksimacija izvoda funkcije.
Naime, pod pretpostavkom da je funkcija y(x) dovoljno glatka, koriScenjem

Tejlorovog razvoja funkcije y u okolini ¢vora (tacke) x,, za aproksimaciju
prvog izvoda razlikom unapred vazi:

y'(x;) - Yxi = y'(x;) _%(Y(Xm) - Y(Xi)) =

yix,) -+ y(X-)+hy'(XA)+Ey"(X~ +6h) —y(x;) | =
" h 1 1! ‘ 1

_%y”(xi+6h) , 0<0<1

Slicnim postupkom dobijamo i ocene greski ostalih aproksimacija, odnosno
vazi sledece:
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y(x;) = Vi T O(h) = y5; +O(h) =y, ; + O(h?)

) ) (5.3)
Y'(X;) =Yg, T O(h7).

Kada se mreza zgusSnjava, odnosno kad h—> 0, aproksimacije teze
vrednostima izvoda funkcije y(x) u ¢vorovima. Pri tome, kod aproksimacija
izvoda centralnim koli¢énicima konac¢nih razlika y, i y, konvergencija je

XX

brza, jer je glavni clan greske O(h?).

3) U ovom koraku vrSimo diskretizaciju problema tako Sto zamenjujemo
funkciju y(x) i njene izvode iz grani¢nog problema (1.17), (1.18)

odgovarajuc¢im koli¢nicima konacnih razlika u ¢vorovima mreze ®,. To

znaci da Ce se zadatak svesti na reSavanje sistema diferencijalnih jednacina,
uz koriScenje uslova na granici.

U nastavku, primena metode konacnih razlika bice prikazana na prvom i
drugom granicnom zadatku iz poglavlja 4.

Granicni zadatak (1) - prateci prethodno objasnjene korake metode, (4.2)
se zamenjuje sledec¢im sistemom linearnih jednacina:

— ,.:}\, iy ‘=1,2,..., _].
y}(X,l hyl 1 n (54)
YO = Yn = 0
Diferencijaska Sema u operatorskom obliku glasi:
Ay = khy , (55)

0
gde je y=(0,y,,¥5,--- ,¥,1,0 ). Definis§imo sa H={y = (0,y,,...,y,4,0)|y, € R},
0 0

pa je operator A: H - H definisan sa:
A ~Yai o 1=12,...,n-1 5 6
Tl o, i=0,i=n (5.6)

Moze se dokazati da je ovaj operator samokonjugovan i pozitivno definisan.
[10]

U razvijenom obliku, ova diferencijska Sema (5.5) se zapisuje kao:

_yi_1—2};i+yi+1 :kth’ i=1,2,...,n—-1
- (5.7)

YOZYH:O
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i uz eliminaciju y, i y, zadatak 1 (4.2) se svodi na problem sopstvenih
vrednosti (trodijagonalne ) matrice

2-1 0 ... 0
-1 2 -1 ... 0
AZ% O -1 2 ... 0
............ -1
O 0 O0...-1 2

reda n—1. Shodno tome dobijeni sistem jednac¢ina Ay=Ai,y moze imati
najviSe n-1 linearno nezavisan sopstveni vektor.

Grani¢éni zadatak (2) - (4.3) Matrica sistema A c¢e imati neSto drugaciji
oblik, zbog prisustva izvoda u drugom grani¢nom uslovu, tj. imamo da je
diferencijska Sema oblika:

~ Vi = MY i=1,2,...,n—-1
Yo =0, Yin =0 (5.8)
Diferencijaska Sema u operatorskom obliku glasi:
Ay=%yy,  y=00,¥5,Y0 Vo1 ¥a )
DefiniSimo sa H, = {y =0,y , Yu1rYu)lV; € R}, pa imamo da je operator
A: H, »>H, definisan sa:
0, i=0
Ay, =9 = Vai s 1i=12,...,n-1 (5.9)
2 .
_h YX,n , 1=1n

Moze se dokazati da je ovaj operator samokonjugovan i pozitivno definisan.
[10]

Prvi izvod funkcije, koji se pojavljuje u granicnom uslovu je u ovom slucaju
aproksimiran formulom za centralnu razliku,

Yna1 Yo =0
2h

da bismo dobili §emu veée tacnosti, tj. O(h?). Kako je y, ., fiktivha vrednost,
da bismo mogli da je izracunamo, koristimo dodatno i uslov
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1

- h_Q(le—l - QYn + Yn+1)= }\’hYn

Tako, zadatak se takode svodi na reSavanje sopstvenih vrednosti
trodijagonalne matrice A oblika:

2-1 0 ... 0

1 2-1 ... 0

A=l 0o-1 2 ... o
h2

............ 1

0 0 0...-2 2

Dobijena matrica A je reda n, pa sistem Ay=A,y moze imati najviSe n
linearno nezavisnih sopstvenih vektora.

5.2 Aproksimacija zadatka metodom konacnih elemenata

Umesto da vrSi aproksimaciju parcijalne, ili diferencijalne jednacine
direktno, kao Sto je slucaj kod metode konac¢nih razlika, metoda konac¢nih
elemenata koristi varijaciono-diferencijski princip, koji ukljuc¢uje racunanje
integrala diferencijalne jednacine na domenu problema. Ova metoda je
specijalni slucéaj Ritz-ove, odnosno Galerkinove metode, s tom razlikom S$to
se kod ove dve metode odredivanje pribliznog reSenja grani¢nog problema
svodi na reSavanje sistema linearnih jednacina, Cija je matrica ,popunjena“
(tj., njeni elementi su razliciti od nule), dok se metodom konacnih
elemenata dobija sistem, Cija je matrica ,retka“ (na primer, trodijagonalna).
Iz tog razloga, za reSavanje sistema, koji se dobijaju pri koriScenju metode
konac¢nih elemenata potrebno je izrSiti znatno manje aritmetickih operacija.
Kako i metoda konacnih razlika ima slicno svojstvo, metoda konacnih
elemenata se ponekad interpretira i kao varijanta ove metode.

U opStem slucaju metodom konacnih elemenata domen problema se deli na
konacan broj poddomena, koji se nazivaju konacni elementi, a reSenje
parcijalne diferencijalne jednacCine se aproksimira jednostavnim probnim
(uglavnom polinomskim) funkcijama na svakom elementu. Izmedu
elemenata domena ne smeju postojati praznine, kao ni preklapanja. Sa
druge strane, polinomske funkcije se biraju tako da budu identicki jednaki
nuli u najvecem delu oblasti, a na preostalom delu domena su opisane deo
po deo polinomima. Takode, aproksimativno resenje, koje je predstavljeno u
vidu linearne kombinacije ovih polinoma, treba da ima odgovarajuci stepen
glatkosti na celom domenu. Nakon S§to su ovi uslovi ispunjeni, varijacioni
integral se racuna kao suma doprinosa od svakog elementa. Rezultat je
algebarski sistem aproksimativnog reSenja, koji ima konac¢nu dimenziju.
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Kako za najveci broj probnih funkcija vazi da su oblasti u kojima su one
razli¢ite od nule disjunktne, sledi da ¢e matrice sistema linearnih jednacina
biti retke. Znaci, metoda konacnih elemenata diskretizuje parcijalnu
diferencijalnu jednacinu, tako Sto se pravi aproksimativno reSenje poznato
na celom domenu kao deo po deo polinomska funkcija, a ne samo na skupu
tacaka.

Granicni zadatak (1) - Metoda ce biti ilustrovana na zadatku (1) - (4.2) iz
poglavlja 4, tj. na granicnom problemu zadatom na jednodimenzionalnom
domenu, odnosno na intervalu [0,1]. Na njemu je zadat skup ¢vorova

O, :{Xi | Xy —%;,=h;,1=0,1,... ,n, Zhi =1}
i=0

a konacni elementi su predstavljeni podintervalima [xi,xi+1], 1=0,...,n.
Napomena: U opStem slucaju, konacni elementi ne moraju biti jednaki
medusobno, ali radi jednostavnosti, za potrebe ovog problemaa, pogodnije je
odabrati ravhomernu mrezu elemenata.

Aproksimacija zadatka se trazi u prostoru deo po deo linearnih funkcija, i
oblika je

yx) = 51x) = e (x) (5.10)

Prostor probnih (,krovnih“) funkcija je predstavljen neprekidnim
funkcijama, koje su na dva susedna elementa linearne, a na ostalim
identicki jednake nuli

X —X.
1+ -, XE[Xi_,Xi]
h;, '
di) = 1=, xe [ x] (5.11)
0, X & [Xi—l’xi+1]

Na slici 8 a) moze se videti izgled funkcije ¢,(x) u opsegu od x;, do x,,, dok
su na slici 8 b) prikazane dve bazisne funkcije ¢,(x) i ¢,,;(x) na intervalu

[Xia Xi+1]'

Napomena: Osim funkcija oblika (5.11) u [7] je pokazano da se za problem
(1), na intervalu [O, TE] mogu koristiti i trigonometrijske krovne funkcije.
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0, (x)

f f } f
%o Xig % Tieg Xy

Slika 8. a) “Krov” funkcija, b) Bazisne funkcije ¢,(x) i ¢,,,(x) u opsegu od

X; do X,

Kao Sto se moze videti na slici 8 a), ¢,(x) nije jednaka nuli jedino na ona dva
elementa koja sadrze ¢vor x;. Ova funkcija prvo linearno raste a zatim i
opada na ova dva elementa, a maksimalnu vrednost jednaku jedinici dostize
bas u tacki x =Xx,, Sto znaci da je oblika

5 1, X = X;

(I)i(xj)_ i+~ 0, X, # X

Odatle, y(x,)=y, =c¢;,, odnosno koeficijenti u reprezentaciji (5.10)

predstavljaju priblizne vrednosti reSenja granicnog problema u unutrasnjim

¢vorovima mreze o, (pogledaj sliku 9), pa se priblizno reSenje (5.10) moze
traziti u obliku

$(x) = iymx)

C.
~ T
A Y(x) Cq
/ Gy
/
/
/
/
/
//
/ o (x) o (x)
7T / 1 i
/
/
/
/
/
/
/
/
//
/ X
~ i A Kz n

Slika 9. Deo-po-deo linearne bazne funkcije i rezultujuca deo-po-deo
linearna aproksimacija
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Treba primetiti da kako su sve ¢,(x) deo po deo linearno neprekidne, i
njihova suma y(x) ¢e biti deo po deo linearno neprekidna funkcija. Takode,
restrikcija reSenja y(x) na element [xH,xi] je linearna funkcija

Y(X) = ¥iaia (x) + y;0; ().

Napomena: U slucaju homogenih granicnih uslova reprezentacija
aproksimativnog reSenja (5.10) je ekvivalentna sa

51x) = 3 v:6,(%

uzimajudi u obzir uslov y, =y, =0.

Diferencijalna jednac¢ina grani¢nog zadatka (1) (4.2) je data u takozvanoj
jakoj formi. Prebacujemo je u takozvanu slabu formu mnozZenjem sa test
funkcijom v (neprekidno diferencijabilna funkcija, koja je jednaka nuli na
krajevima intervala), a zatim integraljenjem jednacine po intervalu (0,1), pa
tako dobijamo

[ y'x)vix)dx = j; Ay(x)v(x ) dx (5.12)

Podsetimo da za zadatak (1) reSenje trazimo u aproksimativnoj formi (5.10)
a takode mozemo pretpostaviti da se i test funkcija moze zapisati u obliku

v(x) = Z v.0;(x), tj. da je test funkcija linearna kombinacija probnih funkcija,
i=0

i da zadovoljava granic¢ne uslove zadatka. Ubacivanjem ovih reprezentacija

funkcija u prethodnu slabu formu jednacine dobijamo sistem

n n 1 n n 1
DoVi 2y Gididx =2 vi >y [ Miosdx
j=0 i=0 ¢ =0 =0 ¢

Kako je ova jednacina zadovoljena za svako ¢; ona vazi i u sledecem slucaju

n 1 n 1
Yovifoididx=>"y [Ad;0,dx, j=0,...,n (5.13)
i=0 0 i=0 0

Sto se u matricnom obliku zapisuje kao
Ay = ABy (5.14)

i predstavlja generalisani problem sopstvenih vrednosti. Ovde su A =A; i

B = B; simetricne, kvadratne matrice, dimenzija n-1, sa ¢lanovima

36



Resavanje Sturm-Liouvilovih problema koriscenjem metoda konacnih razlika i konacnih elemenata u

Matlab-u
1 Xisj 5 X . )
a;; = Z j o;7dx , a1 = I¢i—1¢i > a;; = 0, |1_J| >1 (5.19)
=0 Xi_14 X1
1 Xisj X;
by = | ¢?dx, by = [oddx,  b;=0, [i-j>1
=0 x Xy

Polazeci od jednacina (5.11), za zadatak (1) se direktno mogu izracunati
elementi matrica A i B, odnosno dobija se

2 —1..... .
-1 2 -1. 1 .
A=l -1 2 -1... Bzh. 4 1 .
h 6
. o1
i -1 2 | 1 4 |

Obe matrice su reda n-1. Moze se primetiti da je forma matrice A gotovo
identi¢cna odgovarajucoj matrici koja se dobija pri primeni metode konac¢nih
razlika. To je, uzimajuci u obzir odabir mreze i bazisnih funkcija, i bilo
ocekivano.

Granicéni zadatak (2) - Prirodni grani¢ni uslov, odnosno grani¢ni uslov na
desnom kraju intervala, je uklju¢en u integraciji jednacina oblika (5.10).
Stoga, nikakvo dodatno nametanje uslova nije neophodno. Takode se dobija
sistem oblika (5.14), s tim Sto su u ovom slucaju dimenzije matrica n.

Za metodu konaénih elemenata se moze dokazati [10] da u ¢vorovima mreze
zadovoljava takozvanu superkonvergenciju

maX|Y(Xi) - Yi| = O(hz)

1<i<n (5 1 6)
Za razliku od reSenja koje se dobija koriScenjem metode konacnih razlika i
koje je definisano samo u c¢vorovima mreze ,, pribliZzno resSenje y(x)
dobijeno metodom konac¢nih elemenata definisano je na ¢itavom intervalu
[0,1]. Iz tog razloga, za ovo reSenje se pored “diskretne” ocene brzine
konvergencije, moze izvesti i “kontinuirana” ocena.
Naime, za proizvoljnu linearnu kombinaciju bazisnih funkcija

wix) = 3w, (x)

imamo da vazi
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O ey =

1

=57 + - 3P b= [ - w + (= wP s
0

Koristedi zatim nejednakost (2.5) iz poglavlja 2 dobijamo

max |y(x) - 9(x)|" <c [ (y' - w')dx , ¢ = const (5.17)

xel0,1]

O t—yr

Ako biramo funkciju w(x) takvu da se u ¢vorovima x; € ®, poklapa sa y(x)
n-1
w(x) =D y(x;)0;(x)
j=1

onda dobijamo

[ - W=, Jor-wia=3) ] |y - 20000l gy

=1 x =1 x

Ako je funkcija y(x) dva puta diferencijabilna, sledi

(y' -w') dx:zn: T[O(h)]Q dx =nhO(h?)=0(h?) .

=l

o'—.»—n

Koristeci poslednju i nejednakost (5.17) dobijamo “kontinuiranu” ocenu

max |y(x) — y(x) =O(h). (5.18)

x€[0,1]

5.3 Poredenje dve metode

Obe metode se ponaSaju slicno pri reSavanju zadataka (1) i (2), i imaju isti
stepen tacnosti u ¢vorovima ravnomerne mreze.

U metodi konacnih elemenata, promena promenljive polja u fizickom
domenu je integralni deo procedure. To znaci, na osnovu izabranih
interpolacionih funkcija, promena promenljive polja kroz konacni element je
data kao integralni deo formulacije problema. U metodi konac¢nih razlika, to
nije slucaj: promenljive polja se racunaju samo u odredenim tackama.
Odatle, izvodi (do odredenog nivoa) mogu da se izracunaju u metodi
konacnih elemenata, dok metoda konacnih razlika daje podatke samo u
promenljivoj samoj po sebi. U strukturalnim problemima, na primer, obe
metode daju reSenja o pomeraju, ali reSenja metodom konac¢nih elemenata
mogu da se koriste da se direktno izracunaju komponenete sile (prvi izvodi).
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Da bi se dobili podaci o sili u metodi konac¢nih razlika, zahteva dodatna
razmatranja, koja nisu deo matematickog modela.

Postoje i neke slicnosti izmedu metoda. Tacke integracije u metodi konac¢nih
razlika su analogne ¢vorovima u metodi kona¢nih elemenata. Promenljiva je
eksplicitno izracunata u takvim tackama. Takode, kako se smanjuje korak
integracije (velicina koraka) u metodi konacnih razlika, tako se ocekuje da
reSenje konvergira tacnom reSenju. Ovo je slicno ocekivanoj konvergenciji u
metodi konac¢nih elemenata, kad se mreza elemenata profini. U oba slucaja,
profinjenje predstavlja redukciju matematickog modela od konac¢nog do
infinitezimalnog. Takode, u oba slucaja diferencijalne jednacine se redukuju
u algebarske jednacine.

Mozda najbolji naCin za opisivanje razlika ove dve metode je u Cinjenici da
metode konacnih razlika modeluju diferencijalne jednacine problema i
koriste numericku integraciju za dobijalnje reSenja u diskretnim tackama.
Metoda konac¢nih elemenata modelira ceo domen problema i koristi poznate
fizicke principe da razvije algebarske jednacine koje opisuju problem. Tako,
metoda konacnih razlika modelira diferencijalne jednacine, dok metoda
konac¢nih elemenata modelira blize fizicki problem. Postoje slucajevi kada je
veoma korisno koristiti kombinaciju ova dva modela u dobijanju reSenja
inzinjerskih problema, narocito gde su bitni dinamicki efekti.
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6 MATLAB REZULTATI

Za rad sa numerickim metodama cesto se koristi Matlab programski jezik,
jer se ove metode veoma brzo mogu u njemu implementirati, ali i iz razloga
Sto Matlab program sadrzi veliku biblioteku prethodno definisanih funkcija,
matrica, vektora, i mnogih alata za rad sa problemima linearne algebre.
Takode, svi graficki alati koji su potrebni za vizualizaciju dobijenih
podataka su dostupni u ovom programu. Tako, zakljucci koji su izvedeni u
okviru poglavlja 5 bice iskoriSceni prvo za implementaciju metoda konac¢nih
razlika i kona¢nih elemenata u Matlabu, a nakon toga, bice prikazani grafici
aproksimativnih reSenja i uporedeni sa graficima koji se dobijaju
analitickim reSavanjem problema.

Pomenute numericke metode su, za potrebe ovog rada, definisane u okviru
Matlab funkcija pisanih u takozvanim M datotekama (tekstualnim fajlovi,
koji sadrze komande koje zadaje korisnik, a program ih zatim interpretira).
Tako, definisane su dve funckije: jedna koja reSava probleme (1) i (2)
koriScenjem metode konacnih razlika, i druga koja ova dva problema reSava
koriS¢enjem metode konacnih elemenata.

Sintaksa funkcija u Matlabu data je sa:
function [outl, out2, ...] = user_func(inl, in2, ...)

Sto znaci da u zavisnosti od ulaznih podataka koje zadaje korisnik (inl,
in2,...), dobijamo trazene izlazne podatke (outl, out2,..).

Polaze¢i od ove sintakse, za reSavanje problema koriS¢enjem metode
konacnih razlika, napisana je jednostavna funkcija:
function [x,y,eigvals] = fdm_sl(x0,xn,a,b,N)

gde je fdm_sl naziv funkcije, a ulazni podaci predstavljaju parametre vezane
za granic¢ne uslove opSteg oblika (1.18), tj.

- x0 i xn su krajevi intervala

- a je vektor vrsta, dimenzije 2, koja sadrzi koeficijente o, ,a,
grani¢nog uslova (1.18)

- b je vektor vrsta dimenzije 2, koja sadrzi koeficijente B, ,8,

- N-1 prestavlja broj ¢vorova u unutrasnjosti intervala

Tako, pogodnim odabirom parametara, funkcija se moze koristi za
resavanje:
problema (1), gde pozivamo funkciju
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fdm_sl(0,1,[1 0],[1 O],N)
a zatim i problema (2), uz poziv funkcije
fdm_sl(0,1,[1 0],[0 1],N)
Za oba zadatka ¢emo ispitati tri razli¢ite vrednosti od N.

Kad se unesu ulazni podaci, ova Matlab funckija prvo ispituje njihovu
korektnost, odnosno kom grani¢nom problemu ovi podaci odgovaraju. Zatim
se prelazi na formiranje matrice A, koja se neznatno menja u zavisnosti od
toga koji zadatak reSavamo. Kao Sto je vec¢ receno, ova funkcija se takode
moze iskoristiti i za reSavanje problema sa drugacijim grani¢nim uslovima,
pa ce shodno tome i pripadajuca matrica A, biti neSto drugacijeg oblika od
vec¢ izracunatih.

U poglavlju 5 je pokazano da se reSavanje grani¢nih zadataka (1) i (2)
koriScenjem metode konacnih razlika, zapravo svodi na reSavanje problema
sopstvenih vrednosti, oblika
AY =AY
gde je A sopstvena vrednost matrice A, a Y je odgovarajuéi sopstveni vektor.
Shodno tome, nakon formiranja matrice A, iskoriScena je Matlab komanda
[Y,D]=eig(A)

koja daje vektor Y, Cije su kolone sopstveni vektori, i dijagonalnu matricu D
¢ije su vrednosti sopstvene vrednosti matrice A.

Nakon Sto se dobiju sopstveni vektori, radi se njihova graficka
reprezentacija i uporedivanje sa tacnim reSenjima zadatka.

Slican je princip primenjen i pri reSavanju grani¢nih problema (1) i (2)
koriS¢enjem metode konacnih elemenata. Funkcija se poziva
za zadatak (1) sa

fem_sl(0,1,[1 0],[0 1],N)
za zadatak (2) sa
fem_sl(0,1,[1 0],[O 1],N)

U poglavlju 5 je pokazano da se pri reSavanju granic¢nih zadataka (1) i (2)
koriScenjem metode konacnih elemenata, dolazi do generalisanog problema
sopstvenih vrednosti oblika

AY = ABY
U ovom slucaju, veoma je korisna Matlab komanda
[V.D]=eig(A,B)

41



Regavanje Sturm-Liouvilovih problema koriséenjem metoda konacnih razlika i konacnih elemenata u
Matlab-u

koja daje dijagonalnu matricu D uopsStenih sopstvenih vrednosti i vektor Y,
¢ije su kolone odgovarajuci sopstveni vektori.

Matlab je veoma pogodan pri implementaciji ovakvih problema, jer se
matrice mogu formirati u svega nekoliko redova, a reSavanje problema
sopstvenih vrednosti matrica, na koje se naSi polazni zadaci svode, se moze
automatski izracunati, uz pomoc vec¢ ugradene Matlab funkcije eig. Takode,
pri pisanju korisnickih funkcija, nije striktno odreden broj izlaznih
podataka koje mozemo zahtevati, pa tako, ako nas zanima izgled same
matrice A u funkciji fdm_sl, potrebno je samo ubaciti zahtev u samoj
definiciji funkcije, tj. piSemo

function [x,y,eigvals] = fdm_sl(x0,xn,a,b,N)

U naredna dva potpoglavlja ce biti prikazani rezultati koriS¢enja metode
kona¢nih razlika, a zatim i metode konac¢nih elemenata za reSavanje

zadataka iz poglavlja 4, a zatim ce dobijeni rezultati biti medusobno
uporedeni.

6.1 Rezultati metode konaénih razlika

Oba zadatka ¢emo razmatrati na nekoliko mreza, pocevsi od mreze u kojoj
je rastojanje izmedu dva susedna c¢vora h=0.2, zatim h=0.1, i na kraju
h=0.05.

Granicni zadatak (1)

h=0.2

Na slici 10 je prikazano resenje zadatka (1) dobijeno koriS¢enjem metode, na
veoma retkoj mrezi, gde je broj unutras$njih ¢vorova cetiri, a ukupan broj
¢vorova je Sest.
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Zadatak (1) FDM
=02

- T T T - T T T
i f f f i e K razlike
09 ! ' g Tacno redenje ||

Sopstvena funkeija 1
o

Slika 10. Zadatak (1) Metoda konac¢nih razlika — h=0.2.

Aproksimativno i tacno reSenje sopstvene funkcije

Na ovako retkoj mrezi moze se videti da metoda konacnih razlika solidno
aproksimira reSenje jedino u delovima gde je ono priblizno linearne prirode,
dok u ostalim delovima aproksimacija, koja je predstavljena tangentama u
tackama na polovini svakog intervala (odnosno izmedu susednih ¢vorova),
zavisi od promene krive reSenja.

Takode, uradene su i aproksimacije za naredne dve sopstvene funkcije, Sto
se moze videti na slici 11. Kako ova reSenja imaju vece oscilacije, sa
smanjenjem perioda oscilacije, aproksimacija je sve manje precizna. Tako,
sa slike 11 se moze videti da aproksimacija metodom konac¢nih razlika za
slucaj sopstvene funkcije 3 (k=3) ne daje precizan rezultat.

Zadatak (1) FDM Zadatak (1) FDM

Sopstvena funkcija 2
Sopstvena funkcija 3

i ¥ f “77| ==-¢-- K. razlike T
: : ; Tacno reenje

4 i R
0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Slika 11. Zadatak (1) metoda konacnih razlika. Aproksimativno reSenje
a) sopstvene funkcije 2, i b) sopstvene funkcije 3
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h=0.1

Ukupan broj ¢vorova u ovom slucaju je jedanaest. Na osnovu (5.3) mozemo
ocekivati da ce se sa smanjenjem rastojanja izmedu ¢évorova mreze, tacnost
aproksimacije povecati. Zaista, slika 12 nam to i potvrduje. Dobijene
aproksimacije su daleko bolje od onih dobijenih koriS¢enjem prethodne
mreze. PoSto aproksimacija u slucaju sopstvene funkcije 3 u pojedinim
delovima i dalje nije dovoljno dobra, uradicemo jo$ jednu diskretizaciju
intervala, sa dvostruko manjim rastojanjima.

A T ——4—- K_razlike
P A I 2t N 3 Tacno regenje ||
/ \

Zadatak (1) FOM
1

Sopstvena funkcija 1
o
n
T

04f----o-
L AEEEE T PSR SRR SIS SRR SRR
e e T e
L R T e e T
7
0.1 02 03 0.4 05 06 0.7 038 0.9
x
Zadatak (1) FOM Zadatak (1) FOM
h=01 n=0.1
1
; 3 T T
/ \\ ——+- K razlike i} e
08 { —Tacno resenje | 08 E 4 2 E
L ! s 1
" 3, ] L
d X il )
0.6 06 3 i / 4
J i \ ¥ %
a2 \\ ,’ %
4 R
04 04f-f Y
S © 4 %
5 02 % 024 (|
E £ | | ]
2 E / ;
5 g ¥ 7
= 2 Y §
g 02 202 ¥
3 & \ /
04 04
06
06 = 7 i 4= K_razlika i
S
- Tacno re3enje
08 j
\ / 0.8 5 i g -
< i i i
4
0 0.4 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1 oF 0B OB o oF e == e = 2
x

Slika 12. Zadatak (1) metoda konacnih razlika — h=0.1. Uporedivanje
tacnih reSenja sa odgovarajucim sopstvenim funkcijama: a) S. funkcija
1, b) S. funkcija 2, ¢) S. funckija 3
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h=0.05

Ukupan broj ¢vorova u ovom slucaju je dvadeset i jedan. Konaéne razlike sa
ovako odabranom mrezom daju bolju aproksimaciju reSenja nego prethodne
dve. Za slucaj sopstvene funkcije 1 dva reSenja se gotovo poklapaju; slicno
se moze =zakljuciti i za funkciju 2, na vecem delu mreze. Daljim
usitnjavanjem mreze, mogu se posti¢i ovakve aproksimacije i za sopstvene
funkcije vecih frekvencija.

Grafici prve tri sopstvene funkcije granicnog zadatka (1), uporedo sa tacnim
reSenjima problema, su date na slici 13.

Zadatak (1) FOM
h=0.05

1 S
09 .
03
0.7 .
Z 06
= 05 .
2 \
£ # ¥
204
@
03
02—
# ====== K. razlike ¥
047 Tacno reenje
/ f B B
L | I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9
x

Zadatak (1) FOM
h=0.05

Zadatak (1) FOM
h=0.08

1 et T . / | /

N,

d AN i | ; \ , j

#- 3 ; ¥ F %

08 \ - K razlike | / # \

4 AN Tacno reSenje 06— \ f ‘oo
/ \ _ \
f 1
X

Sopstvena funkeija 3

Sopstvena funkcija 2

a3 5 g [--+-Krazika ||
038 . ’ \ P Tacno regenje
“ p; *, #

b) c)

Slika 13. Zadatak (1) metoda konac¢nih razlika — h=0.05. Uporedivanje
tacnih reSenja sa odgovarajucim sopstvenim funkcijama: a) S. funkcija
1, b) S. funkcija 2, ¢) S. funckija 3
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Granicni zadatak (2)

Nadalje ¢emo posmatrati samo mreze, kod kojih su rastojanja izmedu
¢vorova h=0.2 i h=0.05. Prvu koristimo, jer nas zanima ponasSanje metode
na retkoj mrezi, a drugu, jer je dovoljno gusta.

h=0.2

Zakljucci izvedeni u prethodnom zadatku, mogu se iskoristiti i u ovom
sluéaju. Dakle, za retku mrezu, problem pri aproksimaciji nastupa tamo
gde se funkcija menja, Slika 14. Najbolja aproksimacija se postize za
sopstvenu funkciju 1, a svaka sledeca funkcija je aproksimirana sa manjom
preciznoscu.

Zadatak (2) FDM
h=02

Sopstvena funkeija 1

=-&=- K_razlika

Tacno reZenje

Zadatak (2) FOM Zadatak (2) FDM
h=0.2 h=0.2

i : i i i i i i i S
o . : H i AR b . b g !
[ \ i i i 0
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7 y / ¢
¢ , / \ .
Z N oo R T / 5 | Tacno redenje /

06 /' N | i 0

. 7 5 7
Tacno re3enje : 5 /

Sopstyena funkcija 2
Sopstyena runkcya 3

b) c)

Slika 14. Zadatak (2) metoda konacnih razlika — h=0.2. Uporedivanje
tacnih reSenja sa odgovarajucim sopstvenim funkcijama: a) S. funkcija
1, b) S. funkcija 2, ¢) S. funckija 3
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h=0.095

Na slici 15Slika 15 je prikazano da su u ovom sluc¢aju aproksimacije reSenja
dobijene sa prilicno zadovoljavajucom taénoScu.
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Slika 15. Zadatak (2) metoda konac¢nih razlika — h=0.05. Uporedivanje
tacnih reSenja sa odgovarajucim sopstvenim funkcijama: a) S. funkcija
1, b) S. funkcija 2, ¢) S. funckija 3

6.2 Rezultati metode konaénih elemenata

Granicni zadatak (1)

h=0.2

Broj elemenata ove mreze je pet, od kojih su tri unutrasnja. Sa slike 16 se
moze zakljucCiti da su za ovu mrezu aproksimacije reSenja granicnog
problema (1) slicne onim dobijenim koriS¢enjem metode konac¢nih razlika.
Kao i kod prethodne metode, i ovde je aproksimacija manje tacna tamo gde
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se funkcija menja. U ovoj metodi je to zato §to na svakom elementu funkciju
aproksimiramo deo po deo lineranim funkcijama. Bolji rezultati se stoga
dobijaju pri koriScenju guSce mreze.
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Slika 16. Zadatak (1) metoda konacnih elemenata — h=0.2. Uporedivanje
tacnih reSenja sa odgovarajucim sopstvenim funkcijama: a) S. funkcija
1, b) S. funkcija 2, c) S. funckija 3
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h=0.05

Rezultati dobijeni u ovom slucaju su gotovo identi¢ni onim vezanim za
metodu konacénih razlika. I ovde vazi da se daljim usitnjavanjem mreze
postizu bolje aproksimacije sopstvenih funkcija vecih frekvencija.
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Slika 17. Zadatak (1) metoda konacnih elemenata — h=0.05.
Uporedivanje tacnih reSenja sa odgovarajucim sopstvenim funkcijama:
a) S. funkcija 1, b) S. funkcija 2, ¢) S. funckija 3

Granicni zadatak (2)

h=0.2

Ovde su rezultati nesto drugaciji od onih koji se dobijaju koriScenjem
metode konacnih razlika. Naime, primecuje se da su aproksimacije nesto
bolje u okolini granica, dok na preostalom delu domena, one imaju nezatno
manje vrednosti od onih dobijenih metodom konac¢nih elemenata. Ovde se
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jasno vidi razlika u nacinu trazenja aproksimacije ovih dvaju metoda — prva
to vrSi po svakom c¢voru, dok metoda konacnih elemenata reSenja
aproksimira po elementu intervala.

Zadatak (2) FEM
=0.2

(5 elemenata)
T

Sopstvena funkeija 1

S AuTRtEE] CLRELROSS ERPRRRREE SR --+4--K_element
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x
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h=02 h=02
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H } - } } } } } : : : : :
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Sopstvena funkeija 3

b) c)

Slika 18. Zadatak (2) metoda konac¢nih elemenata — h=0.2. Uporedivanje
tacnih reSenja sa odgovarajucim sopstvenim funkcijama: a) S. funkcija
1, b) S. funkcija 2, ¢) S. funckija 3
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h=0.095

Na mrezi od dvadeset elemenata dobijaju se znatno bolje aproksimacije
reSenja. Medutim, primecuje se da u nekim slucajevima, reSenja koja daje
metoda konacnih razlika su pribliznija tacnom, od onih koja daje metoda
konacnih elemenata, slika 19.

Zadatak (1) FEM
h=0.05
(20 elemenata)
T T T

Sopstwena funkcija 1

Zadatak (2) FEM Zadatak (2) FEM
h=0.05 h=0.05
(20 elemenata)

(20 elemenata)

Sopstvena funkeija 2
Sopstvena funkcija 3

b) c)

Slika 19. Zadatak (2) metoda konac¢nih elemenata — h=0.05.
Uporedivanje tacnih reSenja sa odgovarajucim sopstvenim funkcijama:
a) S. funkcija 1, b) S. funkcija 2, ¢) S. funckija 3

6.3 Poredenje rezultata

U prethodna dva potpoglavlja smo videli kako metode konacnih razlika i
kona¢nih elemenata aproksimiraju dva graniéna Sturm-Liuvilova test
zadatka. Prvo je pokazano da obe metode uspeSno reSavaju zadatke pri
upotrebi nesto finije mreze ¢vorova, odnosno elemenata. Naime, dovoljno je
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koristi mrezu od 21 ¢vora kod konac¢nih razlika, odnosno 20 elemenata kod
konacnih elemenata, da bi se postigle dovoljno dobre procene. Ovo narocito
vazi za aproksimacije sopstvenih funkcija nize frekvencije, dok je za bolju
aproksimaciju funkcija viSih frekvencija (odnosno, manjih perioda
frekvencije) pozeljno koristiti neSto finije mreze. Ovo je generalno problem
obeju metoda, pri reSavanju problema oblika (1.17)(1.18). Jedan od nacina
da se taj problem prevazide je dat u [6].

Pri reSavanju grani¢nog problema (1) primeceno je da se metode ponaSaju
na slican nacin, kao i da reSenja ne odstupaju jedno od drugog. Medutim,
to nije slucaj i kod grani¢nog problema (2), gde je razlika u nacinu
aproksimacije reSenja viSe izrazena. Na slici 20 se za sopstvenu funkciju 2
grani¢nog problema (2), za h=0.2 vidi da metoda konacnih elemenata neSto
bolje aproksimira same krajeve intervala, dok na vecem delu preostalog
intervala bolju aproksimaciju daje metoda konacnih razlika. Eventualno
poboljSanje reSenja u metodi konac¢nih elemenata treba traziti u povoljnijem
odabiru bazisnih funkcija, kao Sto su recimo funkcije sastavljene deo po deo
od polinoma viSeg stepena. Treba napomenuti da je i kod metoda kona¢nih
razlika moguce koristi Seme poviSene tasSnosti, ako koriS¢ena metoda ne
daje dovoljno precizne rezultate. Medutim, ovakve izmene u okviru ove dve
metode doprinose nesto sloZenijim algoritmima, odnosno povecanju broja
¢vorova (konacne razlike), Sto nije uvek najbolje reSenje, jer se cak i za
jednostavne probleme, kao Sto su test problemi (1) i (2), racunski broj
operacija znatno povecava. Zato, pri izmenama metoda uvek treba uzeti u
obzir odnos rac¢unarskog ,gubitka“ prema preporucenoj tacnosti.

Granicni zadatak (2)
FDM. FEM i tacno reSenje
T T

i 1 1 i g

—+— K razlika ---—
==4= K_elementi
016 [ poso adbe A y B Tacno reSenje |-..—|

Sopstvena funkeija 2

Slika 20. Grani¢ni zadatak (2) — h=0.2. Uporedivanje tac¢nog reSenja sa
rezultatima dobijenim koriScenjem metoda.
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ZAKLJUCAK

U ovom radu predstavljen je Sturm-Liuvilov grani¢ni problem, i dve
numericke metode koje mogu doprineti njegovom resavanju.

Prvi deo rada objasSnjava vaznost reSavanja ovog problema sa stanoviSta
primenjene matematike i fizike. Zbog velike primene u ovim granama
nauke, pomenute su metode numericke matematike, koje se koriste za
njegovo resSavanje, kao i softverski paketi sa istom namenom. Da bi bilo
jasnije kakva reSenja treba da budu, pokazana su svojstva koja reSenja
ovog problema poseduju.

Pokazano je da popularne metode numericke matematike — metoda
konac¢nih razlika i metoda konac¢nih elemenata mogu uspeSno reSiti
jednostavne Sturm-Liuvilove probleme za koje je poznato analiticko reSenje.
Pri reSavanju grani¢nog test problema (1) ove dve metode dovode do gotovo
identi¢nih rezultata, dok je pri reSavanju granic¢nog test zadatka (2) razlika
u nacinu na koji ove dve metode vrSe aproksimacije reSenja viSe izrazena.
Na veoma retkoj mrezi neSto bolju aproksimaciju daje metoda konacnih
razlika, dok na guScoj mrezi obe metode uspeSno reSavaju problem.
Eventualno poboljSanje aproksimacije u metodi konacnih elemenata treba
traziti u povoljnijem odabiru bazisnih funkcija, kao §to su recimo funkcije
sastavljene deo po deo od polinoma viSeg stepena. Treba napomenuti da je i
kod metoda konacnih razlika moguce koristi Seme poviSene tasSnosti, ako
koriScena metoda ne daje dovoljno precizne rezultate.

Svaka od metoda moze da bude kandidat za reSavanje opsSteg Sturm-
Liuvilovog grani¢nog problema. Metoda konac¢nih razlika je jednostavnija za
primenu, jer zahteva manje racunanja, daje dovoljno dobre rezultate i lakSa
je za implementaciju od metode konacnih elemenata. Sa druge strane,
koriS¢enjem metode konacnih elemenata je pokazano da pri promeni
granic¢nih uslova nije bilo potrebno izvrSiti nikakva dodatna izracunavanja,
jer se granicni uslovi mogu prirodno uvrstiti u slabu formu jednacine. (ova
osobina vazi i pri primeni metode u 2D i 3D problemima). Takode, metoda
konacnih elemenata je fleksibilnija od metode konac¢nih razlika, jer moze
koristiti i neravnomernu mrezu, ili polinome drugacijeg oblika od polaznog,
uz naravno nesto slozeniji algoritam.

Dalji rad se odnosi upravo na reSavanju opsSteg Sturm-Liuvilovog problema
(1.17), (1.18), primenom pomenutih metoda.
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DODATAK A - DEFINICIJE OSNOVNIH POJMOVA

A 1. Metricki prostori

Definicija 1. (X,d) je metricki prostor ako funkcija d:Xx X —[0,+0)
zadovoljava sledece uslove:

dx,y)=0 akko x=y
d(x,y) = d(y,x)
d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) nejednakost trougla.

Definicija 2. Ovako definisanu funkciju d nazivamo metrikom na X.
Metricki prostor (X,d) je kompletan ako u njemu konvergira svaki Kosijev
niz.

Definicija 3. Neka je (X,d) metricki prostor. Za Kc X kazemo da je
kompaktan ako svaki niz K ima konvergentan podniz u K. Kada je K=X
kazemo da je (X,d) kompaktan metri¢ki prostor.

ViSe o metrickim prostorima se moze naci u [2].

A 2. Normirani i Banahovi prostori
Definicija 1. Neka je X vektorski prostor nad R ili C.
Funkcija | : X — [0,+x) sa osobinama:
[x]|=0 akko x =0
[l =[] - ]
[+ 31 <[]+ ]

naziva se norma, a (X, |{) normirani prostor.

Definicija 2. Ukoliko je normirani prostor X kompletan u odnosu na
metriku koju indukuje njegova norma, onda se naziva Banahov prostor.

Definicija 3. Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem.
Preslikavanje A:X — Y sa osobinama:
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Ax+y)=Ax+Ay i
A(Ax)=AAX, x,yeX, A —skalar

naziva se linerani operator (linearno preslikavanje).

Definicija 4. Neka su X i Y normirani prostori nad istim poljem, i neka je
A:X — Y linearni operator. Ase naziva ogranic¢en operator ako

(3IM = const < +x) ||AX|| <M- ||X||, vx e X.

Definicija 5. Norma operatora A se definiSe na sledeci nacin:
|A] = inf M : [Ax]| < M - |x], vxeX}

Definicija 6. Neka su X i Y normirani prostori i A: X—>Y. A je
neprekidan operator u tacki x, ako za svako x, = x, vazi A(x,) > A(x,).

ViSe o normiranim prostorima se moze naci u [2].

A 3. Hilbertovi prostori

Definicija 1. Neka je Xvektorski prostor nad poljem K (K=R ili K=C).
Neka je ®:XxX —>K preslikavanje za koje zahtevamo da ima sledece
osobine:

O(ax + By, z) = ad(x,z) + BD(y, z) - linearnost po prvoj promenljivoj
O(x,ay + pBz) = aq)(x, y)+ ECD(X, z) - antilinearnost po drugoj promenljivoj

Ovako definisano preslikavanje se naziva seskvilinearna forma.
Ako je ovo preslikavanje linearno i po drugoj promenljivoj, nazivamo ga
bilinearna forma.

Definicija 2. Ako je O(f,g)=®(g,f), seskvilinearna forma se naziva
hermitska forma.

Definicija 3. Hermitska forma @ za koju vazi da je ®(f,f)>0 za svako
f#0, f € X, naziva se skalarni proizvod. Prostor X u koji je uveden skalarni
proizvod naziva se unitarni prostor.

Definicija 4. Hilbertov prostor je svaki Banahov prostor ¢ija je norma
indukovana nekom seskvilinearnom formom sa osobinom O(f,f)>0 za

svako f#0.
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Definicija 5. Adjungovan operator operatora A iz prostora ogranic¢enih
operatora na Hilbertovom prostoru H je operator A" za koga vazi:
(Af,g>:<f,A*g>. Pri tome vazi: ||A||:||A*

samoadjungovan operator.

. Ako je A=A" onda se A naziva

Definicija 6. Operator A iz prostora ogranicenih operatora na Hilbertovom
prostoru H naziva se pozitivhim i oznacava sa A >0, ukoliko mu je
kvadratna forma nenegativna, tj. ukoliko je (Af,f)> 0, Vf e H. Naziv strogo

pozitivan oznacava operatore za koje vazi (Af,f) > 0, Vf € H\ 0.

ViSe o Hilbertovim prostorima se moze naci u [2].
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