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PREDGOVOR

‘U ovo]j tezi prikazani su neki rezultati,do kojih sam
doéao,radeéi na problemima teorije automatskog upravlja-
nja,u okviru studijske grupe za upravljanje kretanjem pri
Matematidkom institutu u Beogradu.Ova grupa je formirana
od saradnika Matematickog instituta ﬁoéetkom 1970 godine,
kada je i podela sa naudnoistraZivadkim radom.Clanovi ove
grupe su bili asistenti Prirodnomatematidkog,MasSinskog i
Elektrotehnickog fakulteta iz Beograda,a bili su profesi-
onalno vezani za probleme iz teorijske mehanike.

U okviru svog zadatka,uspelo mi je da resim neke pro-
‘bleme u oblasti teorije optimalnog upravljahja za. pojedi-
ne klase dinamic¢kih sistema.Zapravo,u celini gledano u te-
zl su,pored uvodnog dela i prve i druge glave,koje obuhva-
taju osnove poznate teorije,prikazani prvi rezultati tek
u treéoj glavi.

Prvi rezultat Jje iz oblasti linearnih kontinualnih
nestacionarnih sistema.Ovde Jje predloZena metoda za odre-
djivanje fundamentalne matrice u obliku beskonacnog reda
po stepenima (t—to)n,a samim tim i moguénost direktnog iz-
ralunavanja faznog vektora x{t) u okolini podetnog stanja
x(to).nobijeni teoretski rezultat je ilustrovan jednim pri-
merom.

Drugi rezultat je iz oblasti diskretnih nestacionar-
nih linearnih sistema,i nadovezuje se na prvi u smislu $i-
re praktiéne primene za konaéno veliki interval vremena
(t,4t;)ya prikazan je u treéoj glavi,pod naslovom "diskre-
tan model linearnog nestacionarnog dinamickog sistema'.
Ovde je predloZen Jjedan postupak za rekurentno izracuna-
vanje faznog vektora u diskretnim trenutcima vremena,pri
édemu Jje vremenski interval posmatranja konacan.Ovaj rezul-
tat je ilustrovan detaljno uradjenim primerom na elektron-
skom radunaru,éime Ja potvrdjena njegova ispravnost.
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Treti rezultat je prikazan u peto] giavi,u delu "Op-
timalnost dinamidkog sistema u smislu najbr¥eg prelaza".
Ovde je formulisana teorema o dovoljnim uslovima optimal-
nosti,u smislu najbrZeg prelaza.Teorema pretstavlja uop-
Stenje,veé poznate teoreme definisane od strane sovjet-
skog naucnika V.I.Zubova.Dobijeni rezultat je ilustrovan
jednim primerom,gde se vidi mogulnost,odredjivanja opti-
malne upravljadke funkcije za jednu klasu nelinearnih di-
namic¢kih sistema,

Tnade,cela detvrta glava i veéina pete glave prets-
tavljaju izvode poznate teorije optimalnog upravljanja,ko-
ju je razvio sovjetski nauénik N.N.Krasovski zajedno sa
svojim saradnicimé E.G.Aljbrehtom,A.B.KurfZanskim,J .3.0si~-
povim,V.E.Tretljakovim i G.S.Selementevim.IznoSenje ove
materije.u tezi je potrebno,da bi dobijeni teoretski re-
zultati nasli svoje mesto kao resenja pojedinih neresenih
problema,iz skupa velikog broja nereSenih problema u ob-

" lasti teorije optimalnog upravljanja.
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Za teoriju upraVljanog kretanja se moZ%e reCi,da pret-
stavlja deo Sire oblasti,teorije upravljanja i komunikaci-
ja ma¥ina i ¥ivih biéa t.k.zv."Kibernetika".Pojam "Kiber-
netika" u strudénoj literaturi se poceo koristiti od 1947
godine,kada su ga predlozili Norbert Viner,Bajglou i Ro-
zenblut,saradnici Masadusetskog tehnickog instituta[iﬁ]

U prevodu Qly/j’gf}/ 7T?f znac¢i kormilar-upravljaé,a ina-
ce se smatra,da su maSine za upravljanje brodom prvi i naj-
razvijeniji oblici mehanizma povratne sprege.Kibernetika po
zamisli svojih autora,treba da bude interdisciplinarna na-
uéna disciplina,i njeno nastajanje,pretstavija rezultat o~
vekove teznje,da objedini naucéna znanja iz Sirokog spektra
nau¢nih disciplina,u cilju dobijanja novih sveobuhvatnijih
znanja,i radi konstrukcije novih aparata i maSina,koje Ce
zameniti éoveka,u situacijama gde je potrebno brzo reago-
vati na veliki broj informacija.

Frvi koraci u oblasti automatskog upravljanja,mnogi
autori[QLj}yvezuju za pojavu Vatovog regulatora,koji pret-
stavlja lep praktidan primer mehanizma automaskog upravlja-
nja sa povratnom spregom.Inade prvi znafajniji naudéni rad
teorijskog karaktera[&/,o mehanizmu povratne sprege,saop-
£tio je Maksvel 1863 godine.Intenzivan razvoj ove naucne
discipline i pojava vedeg broja naudnih radova,podinje po-
Jovinom ovog veka,a narocito zadnjih 20 godina,tako da se
danas veliki broJ ljudi u svetu bavi ovom problematikom;
Danas su tehnoloski postupci toliko automatizovani,da u
njima dovek sluZi samo kao kontrola pratenja rada u slu-
c¢aju nepredvidjenih dinioca.Cak i u slucajevima,kada se ne
radi o disto tehnidkoj disciplini,teorija i tehnika auto-
matskog upravljanja je nagla svoju primenu.Obrada statis-
tidkih podataka(statistika,ekonomija,sociologija),zamena
pojedinih delova-organa Zivih bical{medicina),Analiza ve-
likog broja beedga ulaznih i izlaznih podataka,problem op-
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timalnosti transporta velikog broja delova,u smislu mini-
mizacije duZine puta ili vremena,i dr.

"Imajuéi u vidu veliku raznovrsnost ove naucne disci-
pline,kojdaj je teSko naéi primer u pogledu opStosti i raz-
novrsnosti postupaka,za redavanje konkretnih problema,nor-
malno je da iz toga proistidu i velike teSkoCe naudénih ra-
dnika koji. na ovome rade.Zato nije ni &dudo,da se veliki
broj autora,u svojim radovima,ogranicava,na reSavanje po-
jedinih klasa problema,koji se postojeéim matematidkim apa-
ratom mogu dovesti do praktidno upotrebljivih reenja.Tako
smo danas svedoci,da veliki broj nauénih radova obradjuje
problematiku automatskog upravljanja linearnih sistema.Cak
i .ovako suZen problem nije do kraja resen u zatvorenoj for-
mi(sludaj nestacionarnih linearnih sistema),tako da se pro-
blemi optimalnosti reSavaju od sludaja do slucaja,a konacC-
'na reSenja su poznata samo za neke specijalne slulajeve,od
kojih su neki prikazani u tezi.Tako je i svrha ove teze,da
izmedju ostalog,doprinese  boljem sagledavanju i resavanju
linearnih nestacionarnih dinamidkih sistema.



GLAVA I

DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA
DINAMICKOG SISTEMA

U opStem slucdaju dinamidki sistem moZe biti objekat
razlidite fizicke prirode,kao Sto je naprimer materijalna
tadka,sistem materijalnih tadaka(diji je poseban sludaj kru-
to telo),fluidna masa,model Zivog biéa,elektridno kolo i sl.
8to zavisi od toga u kojoj se oblasti nalazimo.Da bi se mog-'
la vr3iti analiza ponaZanja dinamickog sistema u toku vreme-
na,potrebno je uspostaviti vezu izmedju veliéina koje uticu
' na njegovo ponaSanje(sile momenti,masa,moment inercije,napoﬁ,
jadina struje,... ) i kinemati&kih karakteristika sistema ko-
je su dovoljne za opis njegovog stanjal(polofaj,brzina i ubrs -
zanje) .U najprostijem slud¢aju tu vezu je definisao Hjutn za
kretanje materijalne talke M,mase m=konst pod dejstvom sile

==

F,koja zavisi od vremena t,polo%aja’F'i brzine ¥=F

.o — P

= Frlt,7,1) | (1.1)

i

m

TFormiranje diferencijalnih jednacdina za sloZenije di-
namilke sisteme je problem koji je reSen u analitilkoj me-—
hanici za mnoge sludajeve na osnovu intepgralnih i diferen-
cijalnih principa,ili na osnovu zakona o promeni kolidine
kretanja,kinetickog momenta i kineticdke energije.Tako nap-
rimer,ako se posmatra objekat oblika materijalne tacke pro-
menjljive mase m{t) u smislu le3derskog,onda diferencijalna
~ jednadina kretanja na osnovu[7¢]ima oblik

By

- e s T :
mT =F + m (03 —=F) + my(05—7) - (1.2)
pde su él(t) i ﬁ?(t) brzine dinamidke promene mase usled od-
vajanja cCestica od osnovne mase m(t),odnosno od pripajanja

respektivno.Tako se osnovna masa m(t) menja po zakonu
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mit) = n(t)) + -fml(t)dt +v/fm2(t)dt (1.3)
YA )
Vektor Uq—7V = V pretstavlja relativnu br21nu odva~-—
1 r(1) > =
janja Sestica od osnovne mase m(t),a vektor u2—-v = (2)

relativnu brzinu pripajanja Cestica.

 Diferencijalnoj jednadini(l.2)napisanoj u vektorskoj
formi odgovaraju tri skalarne diferencijalne Jjednacdine,po-
znate kao opsSte Jedna01ne Me3derskog u Dekartovom(Descar-
tes)koordlnatama DB{y ,y{} koJje na oanW1[2]1maJu oblik

m(6) F5 = ¥h 4 g (6IVE )+, (6)VE L) (1.4)
, (i=1,2,3)
gde su Y komponente aktlvnlh spolaasnalh sila u D5,

1( )= ul y ’ Vr(z)‘ ldky ,u{ Jje vektor apsolutne brzine
otpadanja cestica,a us je vektor apsolutne brzine pripaja-
nja destica osnovnoj masi m(t) koja se kreée brzinom v(t).

Ako se jednadine(l.4) transformi$u iz Dekartovog sis-
tema koordinata u krivolinijski sistem Rimanovog prostora

Vn sa metrikom

ds® = g . ax* ax? , (i,j = 1,2,3) (1.5)

-J

onda 4e jednadine(l.4) imati na osnovu [7) oblik

$a
$t

gde Jq pretstavlja operator apsolutnog difergnciranja u Vn'

jﬂé._je Kristofelov simbol druge vrste,a Ql i 7 su kon-
travarijantne koordinate generalisane sile,i kontravarijan-

L {jik 33 3K =t 4+ 7 (1.6)

tne kooé¢rdinate reaktivne sile.

Ako se sada uzme u obzir da je jednadina(l.l) poseban
sludaj jednadine(1l.2),kada je m=konst,onda se moZe smatra-
ti da je dinamicki sistem oblika materlaalne tacke opisan
sa tri jednadine oblika (1.6).

Uporedo sa razvojem teorije kretanja dinamicki promen-
ljive talke na osnovu jednacCina MeSCerskog,razradjena je i
teorija kretanja sistema tacaka promenljive mase,le ulaze-
A1 u to kako se dolazi do diferencijalnih jednadina kreta-
nja,koristitemo samo njihov krajnji oblik,pri d&emu Cemo se
ograniditi na posmatranje holonomnih skleronomnih sistema.
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Poznato je [7](1& za ovakav slucaj,kada se sistem sastoji
'od N materijalnih taéaka te jednadine imaju sledeli oblik

d 7T o T o >
L2 = Q. + P, (1.7)
dt axl a Il- 1 1

8to se u kontravarijantnim koordinatama svodi na-

P +)€'k} 3K = ot 4 ¥ : (1.8)

- U ovim jednacinama i=1,2,.....,3N-s, gde je s broj holonom-
nih veza,a 3N-s broj stepeni slobode kretanja.

Ove jednadine(1l.7) i (1.8) se razlikuju od poznatih J.a-
granZevih jednafina druge vrste za ¢lan reaktivnih sila Py
odnosno Fl,kao i po tome 3to su Kristofelovi simboli funk-
cije,ne samo koordinata,nego i vremena.Tako sada ove Jjedna-
gine pretstavljaju uopStenje veé poznatih jednadina kreta-
nja dinamic¢kih sistema u konfiguracionom prostoru Vn,n=5N—s.
7a dalji rad bitno je konstatovati da su jednadine(1l.8) i
(1.6) istog oblika,samo jednadina(l.8) ima viSe,tako da se
posebno ne moraju analizirati jednadine(1l.6).Prema tome kre-
tanje holonomnog skleronomnog dinamidkog sistema u toku vre-
mena se moZe prikazati sistemom od n=3N-s diferencijalnih
jednadina drugog reda oblika(l.8),mde je n broj stepena slo-
bode kretanja.

Sa glediSta teorije upravljanja kretanjem i analize di-
nami¢kih sistema koja se vrSi u ovoj oblasti,diferencijalne
jednadine (1.8) neée uvek biti pogodne za neposredno korif-
fenje.Z%ato se ove jednaline zamenjuju sistemom od 2n dife-
rencijalnih jednacina prvog reda,pri ¢emu se ova zamena mo-
ze izvrSiti na vise nadina.U klasidénoj mehanici je to veé
uradjeno ispisivanjem kanonskih Hamiltonovih jednadina kre-

tanja [/;7_7
‘[0"' 24 | (1.9)

s ¢



-9-

Drugi nadin koji se Sesto koristi je formalne priro-
de.Polazedi od op&tih izraza(l.8) napisanih u obliku

¥t =16, x3%9%) |, (4,3=1,2...,n) (1.10)

gde su Qk samo one komponente ¢ijim pode_gavanjem moZemo
upravljati dinamiékim sistemom,moZe se sistem diferencijal-
nin jednac¢ina(l.8) svesti na sistem od 2n diferencijalnih
jéednadina prvog reda na sledeé¢i nadin: '

Ako se uvedu oznake

1 2 n

X = Xl , X = X5 y ocrco, X = X2n_1
‘1 S22 n
X = X2 ’ X = X4 9 e sy X = X2n

0 = u. , (k=1,2,....,r<n)

onda jednadine(1.8)postaju

X1 =%
T ox = P tx. ,u)
2 = Xy Uy
%, = £2(6.%, u)
& B (1.11)

0 2 0 0 0P O 0O s b0

* n

(i=l,2,coo,2n), (k=152,ooo’r=én)

U jednadinama(l.11l) velidine w, su parametri upravlja-
nja(sile,momenti,njihove kombinacije i sl.) koji utidu na
kretanje dinamicékih sistema i mogu se podeSavati i menjati
u toku kretanja dinamidkih sistema.

Ovakav nadin pisanja diferencijalnih jednadina kreta-
nja dinamidkih sistema,pogodan je zato &to se sada kao ce-
lina moZe posmatrati u kompaktnoj formi u faznom prostoru

u obliku [9]
x = flt,x,u) ~ (1.12)
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Ovde Jje x fazni vektor kolona sa koordinatama xl,xz,.{.,x

n nJ

f je vektor kolona sa koordinatama fl,fa,...,f , dok je u

vektor upravljanja sa koordinatama Uqslngese .
Diferencijalne jednaline kretanja dinamickog sistena
napisane u obliku(1.12) poznate su[?]kao Kosijeva forma pi-
'sanja diferencijalnih Jjednacina.lvodjenje sistema diferenci-
jalnih jednadina na KoSijevu formu pisanja je pogodno sa gle-
dista korisfenja metoda optimizacije,onalize stabilnosti,pri-
mene radunskih mafina za numeridko reSavanje ovih jednadina,
- a i savremena literatura i rezultati iz teorije diferenci-
jalnih jednadina se oslanjaju na ovakvom prilazu.Jasno je so+
da da se na slidan nadin i Hamiltonove jednadine(1.9) mogu
svesti na KoSijevu formu(l.12) pogodnim smenama.Naprimer mo-
gu se Hamiltonove promenljive zameniti sa

ql = X2i"1 [ pi = X2i y (i=l,2,ooo,n) (1015)

tako da u ovom sludaju fazni vektor x = (xj),(jzl,E,..,En)
u jednaé@ni(l.l2) ima neparne koordinate generalisane koor-
dinate ql,a parne koordinate generalisane impulse P+

U opétém sludaju diferencijalne jednadine kretanja da-
te relacijom(1.8) pretstavljaju sistem od n nelinearnih di-
ferencijalnih jednadina drugog reda,a odgovarajuta Kodije-
va forma(l.12) sistem od 2n nelinearnih diferencijalnih je-
dnac¢ina prvog reda.lelinearnost ovih jednadina ¢ini mnoge
probleme u oblasti automatskog upravljanja nereSivim,ili
bar nereSivim u konadnom obliku.Ha glediSta teorije uprav-
1ljanja kretanjem narocito su interesantni oni tipovi dina-
mickih sistema koji se mogu opisati sistemom linearnih di-
ferencijalnih jednacina,jer Jje za takve sisteme u mnogim
posebnim sludajevima definisan matematicki postupak za od-
redjivanje upravljacke funkcije u.U takve sludajeve spada-~
Ju i diferencijalne jednadine koje opisuju poremeeno kre-
tanje dinamicCkih sistema u slucaju da su poznate konadne
jednadine neporemelenog kretanja.

DIFERENCITAINE JEDNACINE FOREBMECENOG KRETANJA

Neka se mehanidki sistem sastoji od N materijalnih
‘taégka M, (i=1,2,...,N) sa masama m,,8iji je poloZaj u ne-
poremeéenom kretanju odredjen vektorima Fi.Kretanje sis-
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tema odredjeno je dobro poznatim jednadinama

— — pureay A
m, ¥; = F,(t,7,7) : (L.14)

Na osnovu.Ezqydiferencijalne jednacine neporemeéenog -
kretanja u faznom prostoru(q‘,;a),(o(= 1,2,00.,0<3N) su

. J : .
qo(:‘aﬁpﬂ ’ DP,(/dt=Q,( (1.15)

gde Jje D, geﬁeralisani impuls, Q, generalisana sila a

D/dt operator apsolutnog diferenciranja.

Ako u mehanidkom sistemu(l.1l4) dolazi do poremeéaja
vektora poloéaja.fﬁ i brzina V;: %;,tako da su poremeéene
vrednosti ovih VellCIDa sada '
A > _

I\i_.ri+ﬁ_.+jgo(

e . (1.16)
— - "T" «£ 4 ' - of
vi= W +'3.,</,rf 97+ ol F
onda se mengaau i sile it g.generallsanl 1mpulsxp tako da
postaju P” odnosno Rﬁ

Newulaze01 u to kako se dolazi do diferencijslnih jed-
nadina poremelenog kretanja’koristiéemo samo krajnji oblik

dablzfyi]

=" 7 Dl - f (1.17)
7 /I

Ove jednadine(1.17) pretstavljaju diferencijalne jed-
nadine poremeéenog kretanja mehanickog sistema u faznom
prostoru(}jp ).U ovim jednadinama je

lr=17 Q""/f?L 2'7
9/ 2://— "/‘/Q@,{//

=1
U opdtijem sludaju kads se posmatra mehanicki sistem

(1.18)

materijalnih tacCaka promenljive mase qﬁt) u smislu Me&der-
skog,diferencijalne jednacdine poremeéenog kretanja prema[?ﬁ?

imaju oblik
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f‘°(+2/_/3?fﬁ+ff/3f a?J‘/—a:
v 4 / ‘s
e R e

Jednadine(1.19) su varijacione jednadine kretanga sistema

(1.19)

promenljive mase u promenljivom konfiguracionom prostoru sa
metrikom

5 .
d s = a‘lﬂdq*dqﬂ (o(.a“‘l?l..') ﬂ) (1020) ‘

U sluéaju da su poznate konadne jednadine kretanja ne-
poremedenog kretanja q'(t) onda jednadine(1.19) dobijaju
oblik ‘

J.z'/= Ailt) ,Z‘Yf [Bird) ;‘J " -~ (1.21)

gde su

At = —9—;? gy fﬂa?,,-/—

’ Y '
Birt) = __Q;+_,_<2f:; VI
27 4 aled

Kao &to se vidi ove jednadine(1.21) su linearne dife-
rencijalne jednadine drupog reda po poremedajima fr.One su
dak i homogene $to olakfava njihovu matematicku analizu.Za-
to 2e rad sa ovim jednadinama biti mnopo lak3i nego u dru-
gim sludajevima,bilo da se radi o nebomogenim ili o neline-
arnim diferencijalnim jednacdinama.l ove se jednadine mogu
pogodnim smenama svesti na Kosijevu formu(l.la) jer Jje taj
oblik pisahja diferencijalnih jedna&ina najvise koriscen u
daljem ?adu.Naprimer smene koje se desto koriste su oblika

1-‘ J-. 2 ”
7—-»1}’]-13,}:.-:-Z:’-’OQOO’}:I‘?”-,

(323)
J?xzj:frfjf «(f’....J}' _Zan

I = (x{) IZ) .'. 0,12,7)7——.:(1,) )/Zsf,z,ul)‘«?,?;.) A
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Ako se sada uzmu u obzir diferencijalne jednac¢ine kre-
tanja(l.4),(L.7) i (1.8) onda se mo¥e konstatovati:

1° Da se diferencijalne jednacdine kretanja dinamidkog
sistema mogu pisati na viSe razliditih nadina,u zavisnosti
od toga koje su nezavisne promenljive odabrane u konkret-
nom slucaju.

2° U sludajevima,kada je dinamicki sistem opisan sis-
temom od n diferencijalnih jednadina drugog reda,mo%e se
izvr8iti zamena promenljivih tako,da se posmatra isti dina-
midki sistem,ali preko sistema od 2n diferencijalnih jedna-
¢ina prvog reda.Zamena promenljivih se moZe vrSiti na nacin
prikazan u tekstu ili na neki drugi nacin koji zadaje manje
tedkola za kasnije matematicko reSavanje.

3° Bez obzira na oblik polaznih diferencijalnih jedna-
¢ina kretanja,uvek se mozZe izvrsiti zamena promenljivih ta-
ko,da diferencijalne jednacine kretanja dobiju KoSijevu for-
mu(1,12).U ovom izrazu x je fazni vektor ili vektor stanja,
a njegove koor@inate Xy (i=1,2,..¢42n) fazne promenljive ili
promenljive stanja.

Dalje treba posebno podvuéi da je vektor u = (uk) up-
ravljajuta funkcija,Cije koordinate Uy (k=1,24¢00,7) mogu
biti razlidite fizidke prirode(sila, momenf,gen@rqllqana si-
la,napon,jadina struje i sl).0bzirom da je u analitidkoj
mehanici pojam generalisane sile definisan na jedan pose-
ban na¢in,onda je jasno da se za velicine W, mora usvoJjiti
novi termin,jer se u opfitem slulaju ove dve velicline nele
poklapati.Zato neka velicCine u, za dalje budu parametri up-

ravljanja.Ograniditemo se na slucajeve u kojima su uk-uk(b)
ili nedto opStije w.= u (t,x; ).
sa ovakvom 1nterpret clJom osnovnl problem koji Ce bi-
ti refavan u tezi,moZ%e se formulisati na sledeci nadin:

Poznato je pocletno stanje sistema u trenutku t:to,po~
znata je oblast dopudtenih upravljanja Us u.Promenom para-
metara upravljanja uk,dobiéemo sltup faznih krivih,koje sve
prolaza kroz podetno stanje x(to) = x_.U problemima auto-
matskog upravljanja trazi se,da odredimo parametre uprav-
ljanja tako,da pored uslova(l 12) bude zadovoljen i dopun-
ski uslov,da kr11er13um opflmalnostl dOStane ekstremnu
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vrednost na jednoj faznoj krivoj.Takva fazna kriva zove se
optimalna fazna kriva,a odgovarajuée upravljanje optimalno
- u smislu postavljenog kriterijuma.

Sam kriterijum optimalnosti moZe biti raznovrstan u po-
gledu forme matematidkog pisanja,sSto zavisi od tehnicke dis-
cipline u kojoj se nalazimo i od.:konkretnog problema.U meha-
nici kriterijum optimalnosti Jje obicno integralnog oblika

4
7/ .-..—/w/lz, x, U) It (L2t
to

Tizidko znadenje izraza(l.24) se ogleda obidno u potro-
snji minimalne energije,upotrebi minimalne sile,minimalnog;
_ impulsa,minimalnog otstupanja od unapred izabrane fazne kri-
ve i 81.0ni parametri upravljanja koji dinamiéki'sistem(l.12)'
¢ine optimalnim u smislu minimizacije integrala(l.24) imade
indeks nula u; i zvalemo ih optimalni upravljajuéi parame-
tri. | ' A

U onim sludajevima kada fazne promenljive xi(t) nisu
istovremeno izlazi sistema(krajnji rezultati),veé pretstav--
ljaju samo velidine pomodu kojih treba izradunati izlaze si-
stema cl(t),cg(t),....,cm(t),potrebno je istovremeno posma-
trati pored jednadina(l.12) i dopunske veze izmedju ci(t) i
prethodno izradunatih velicdina

X

£{t,x,u)

\T (1.25)

0
i

g(t,x’u) [ C=(Cl,02,...,0m

U specijalnom sludaju kada se radi o linearnom dinami-
¢kom sistemu,vektori f i g su linearne funkecije po x i u.

flt,x,u) = Alt) x + Blt) u + wit)

(1.26)

glt,xyu) = DIt) x + Hit) u + 1(¢)

pa bi matridni model linearnog dinamickog sistema bio

x(t) = Alt) x + Blt) u + wit)
cl{t) = D{t) x + H(t) u + 1(t)
gde su A,B,D i H poznate matrice,a w i 1 poznati vektori ko-

ji potidu od sila koje se ne mogu podesSavati u toku vremena.



Za dinamicki sistem se ka’e da je stacionaran ako su
matrice A,B,D i H konstantne marice.Ako ovo nije ispunjeno
onda je dinamicki sistem nestacionaran.U odnosu na neline-
aran sistem(l.25),lineéran sistem(1.27) pretstavlja veliko
suZavanje oblasi primenljivosti dobijenih rezultata.ledju-
tim i tako suZen problem obuhvata veliki broj prakticénih
problema iz mehanike,elektrotehnike i drugih oblasti,jer su
mnoga realna kretanja dovoljno korektno opisana sistemom li-
nearnih jednadina(l.27).Naprimer linearni oscilatori,difere-
ncijalne jednadine poremeéenog kretanja u blizini stanja ra-
vnoteze i sl.Cak i oni dinamidki sistemi koji su opisani ne-
linearnim diferencijalnim jednadinama mogu se nekada u pr-
vim aproksimacijama opisati linearnim jednaéinamall.E?).Ta~
ko se teZak nelinearan problem zamenjuje nedto laksim line-
arnim problemom.Ako je linearizacija moguéa,onda se proula-
vanjem pomoénog linearnog problema,mogu dobiti polazni po-
daci,za dalje koriscenje u nelinearnom sluéaju.Treba podvu-
éi,da se svska linearizacija mora precizno obrazloziti.

Proudavanje linearnog sistema,je korisno i zbog toga,
fto su za takve modele razradjeni matematidki postupci,za
dobijanje konac¢nih rezultata u zatvorenoj formi za pojedine
klase linearnih dinamidkih sistema.Zato ée od sada pa na da-
lje(sem u izuzetnim sluéajevima))biti razmatrani samo line-
arni dinamicki sistemi,Céije je kretanje opisane linearnim

jednadinama(1.27)

SIMULACIJA LINBARNIH SISTEMA

U toku teoretskog razmatranja rada nekog novog dinamic-
kog sistema,mo%e se dofi do novih rezultata.l're prakticne
realizacije,potrebno je na neki nadin izvrSiti proveru do-~
bivenih rezultata.Ta provera se moZe izvrsiti simulacijmn[?]
dinamidkog sistema upotrebom elektronskih radunskih magina.
dimulacija se vrdi po analognoj metodi,tako §to se dinamidhe
promenljive X35y i cj zamene odgovarajusim naponima,tako da
izmedju njih postoji linearna zavisnost.Savremene elektron-
ske racunske madine su tako konstruisane,da se na njima mo-
ve vriiti simulacija linearnih kontinualnih i didkretnih
dinamidkih sistema.Cak postoje gotovi programi (simulacioni
jezici) za navedene sisteme.Konadne rezultate radunar daje

J
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numeridki u diskretnim trenutcima vremena i u vidu kontinu-
alnog grafika. '

Simulacija linearnih stacionarnih kontinualnih dinami-
¢kih sistema moZe se izvrsiti sa tri standardna elementa:
sabiracdem,ponderiSutim sabiracem i integratorom.

yﬂ

!

X o——| 2%, 38O Lot
+ ) Tt Ay
: ' y oy
¢ H ’ .
Tro—t ilkégﬂ — | x
. ‘ .,MJ..O_..;
| ¢
- A, '
d = Z < S 207 I=4+|5az
(=t £=1 5 iet
ponderidudi
sabiraé sabirad ‘ v integrator
sl, 1

sl. 2 ' gl. 3

Ako se sada uzme u obzir da je sistem(1.27) moguue
skalarno prlkazatl pomodu Jjednadina

7l
ii = ZE: () X ;Ej b, (t) W kW5 (t)
J=1 K= (1.23)
r
c; = Z ' dij(t) X+ hik(t) u, + li(t)
J':, K= d .

Onda se na osnovu definisanih standardnih elemenata-opera-
tora moZe prikazati simulacioni dijagram linearnog sistema
slikom 4,Na slici %4 prikazan je specijalan slucaj linearnoy;
sistema kod koga su velicine w; =0, 1i=0, N=r=2 .

Prakticéna realizacija rada po datoj Semi,znadi redava-
nje izlaznih velidina ci,(i=l,2) za date ulazne signale Uy
i ua}Promenom elemenata matrica A,B,D i H,moZe se podesa-
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vati rad dinamicdkog sistema tako,da budu zadovoljeni traze-
ni zahtevi u pogledu optimalnosti ili zahtevi druge vrste.

.
a3l

Jie 8‘[>

X, (0) . ‘ :

_
;. iz 4J> ¢
ot
/22

- sl. 4

Jasno je sada,da ée se povelanjem broja ulaznih sipg-
nala u, (j=1,2,...,r) i broja izlaznih velidina c,,(i=1,2,.
ces,n) op3ti simulacioni dijagram promeniti samo po brogju
pojedinih velidina,a da ¢e sudtina njegovopg prikazivanja |
ostati ista.Zato se radi uproStenja,kada detalji nisu bitni,
moze opdti simulacioni dijagram prikazati slikom 5

Vi

Invrd

A

sl, 5

Simulacioni dijagram sistema(1l.27) za w=0,1=0
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"GLAVA II

EIEMENTI FUNKCIOWALNE ANALIZE

Elementi teorije funkcija i funkcionalne analize su se
pocdeli koristiti za refavanje zadataka optimalnog upravlja-
nja( u obliku prikazanom u ovoj tezi ),podev od 1957 godine

radovima sovjetskih nauc¢nika Kulikovskog i Krasovskog[%ﬁ]
Ovi radovi se odnose na prve pokusaje da se nadju neke 0psLe
- metode za refavanje raznovrsnih zadataka iz ove oblasti.S ob-
zirom da neki dinamidki sistemi imaju veliki broj ulaznih i
izlaznih velidina,onda je mogule u izvesnim slucajevima us-
postaviti analogiju sa elementima funkcionalne analize,gde
se operifie sa velikim brojem nezavisnih promenljivih veli-
velicina.Na osnovu dosadadnjih rezultata,koji su dobiveni
koris¢enjem funkcionalne analize u formi datoj u tezi,ne mo-
7e se doneti neki precizan sud,o vrednosti ovakvog tretira-
nja problema teorije upravljanja.Pilo bi neskromno reéi,da
su na ovaj nacin postignuti neki veliki rezultati,ali sigur-
no je,da su postignuti rezultati interesantni,i daju lepu
perspektivu za dalji rad u ovoJ oblasti.

U ovoj glavi ée biti prikazani osnovni elementi teori-
de funkcija i funkcionalne analize koji su neophodni za da-
lje izlaganje i formalno apstraktni matematicki prikez di-
nami¢kih sistema,dok ¢e neki stavovi igrati. sustinsku ulo-
gu kod pitanja optimalnodti,

Metricki prostor : Jedan od osnovnih pojmova u funkeci-

onalnoj analizi je metricki prostor,koji je definisan kao
par(th).Ovde je X skup elemenats XE}(ﬁljoje oznaka za no-
negativnu funkciju rastojanja izmedju elemenata xe€ X.
Elementi prostora X mogu biti razlidite prirode(vekto-
ri,funkcije,nizovi,i sl.).Za nenegativnu funkciju f° se za-
hteva da ispunjava tri aksiome(Z.l),koje se nadovezuju ana-
logno pojmu realnog rastojanja u trodimenzionom realnom i
klidovom prostoru Ra,tako da se intuitivna pretstava o ras-
tojanju formalno prenosi i na vektore sa n koordinatal(n> 3)
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Tako sada te tri aksiome na'dénovu_[79]imaju~oblik
v x, 9,2 eX
1°  Plx,Yy) =0 <= X=J
A4 f(f, y) = JO(.Z,Z') aksioma simetrije (2.1)

0
3 ﬁ(—xl Y) '7"/0(.7,2) ?xj’(x,z?) nejednakost trougla
Primeri metrickih prostora
I. Skup realnih brojeva na brojnoj pravo]j sa rastojanjem

j’(x,y) = |x - vl (2.2)

¢ini jednodimenzioni metricki prostor Rl.

II.5kup vektora u trodimenzionom realnom prostoru,sa ras-

| 1
Pixy) = {5z -53 " @.3)
- W o= (i I3 .
' (=1 , _

¢ini trodimenzioni metricki prostor R,

I1T.Skup uredjenih grupa.x = (xl,xg,...,xn),sa rastojanjem

47 %
/D(X,y) = Z(xi - yi)2} (2.0)
r=1 .

by . . . - . » W . -, . n

¢ini n dimenzioni aritmeticki PFuklidov prostor R,
. o . . . o . 0
Primeri T i IT su takvi da je ispravnost aksioma 17,

tojanjem

2° i 3° odigledna iz same definicije(intuitivno geometrij-
sko rastojanje),5to se ne mo¥e reéi i za primer II1I.Za ova]
primer se neposredno vidi da vaZ%e aksiome 1° i 2°,a dokaz
ispravnosti aksiome 3° je dat'uzzgaZ.

IV. Skup uredjenih grupa od n brojeva x;€ Ry (i=1,2,¢0.,n)
sa rastojangjem

" ol VP |
ﬁ(x,y): /’g[yi——xi’) ’ P>1 (2.5)

¢ini metridki prostor Rn,gde je Rg prostor dimenzije n.
Padnost aksioma broj 1° i X je odigledna iz same de-
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finicije(2.5),a dokaz ispravnosti aksiome 3° za ovaj slu-
¢aj je dat u kurma[?&].Ovaj primer Jje posebno interesan-
tan, jer se za posebne vrednosti skalara n i p,mogu dobiti
ostali navedeni primeri.Tako naprimer,za p=2, n=1l, dobija~-
mo primer I,za p=2, n=3, primer II,za p=2, n>3%, primerIIlI.
| 3luca;] kada p —> o9 je posebno interesantan sa gledis-
ta primene u oblasti mehanike upravljanog kretanja,kada'se
optimalnost ogleda u smislu dejstva silom minimalnog modu-
la.Tako sada ,ako se u izrazu(2.5) pusti da p —eo ,dobija

se primer broj pet.

V.
J/D(x,y = 11mJF7(x,y) = max }yk - X , (%.6)
> 1< K& h

Navedena pet primera pokazuju da se Jjedan isti skup

" tadaka u prostoru R",mo%e na razlidite nadine snabdeti met-
rikom ‘fg(x,y),pa se tako dobijaju razliciti metridki pros-
tori Rg.Sliéne definicije se mogu usvojiti i u prostoru ¢i-
ji su elementi funkcije.

VI. Prostor-¢iji su elementi realne i neprekidne funkdije u
intervalu [é,b] sa rastojanjem

Sz - nax [6(5) ~ r(5)/ (2.7)
asfed

je prostor C@,b] .

U ovom sludaju je vaznost aksioms 1°2,2° i 3° odigled-
na iz same definicije(2.7) '
VII. Ako se isti prostor snabde drugom metrikom

%

~ 6
f(f,g) = Eg(t) - f(t)_]zdt (2.8)
A .

onda se opet dobija primer metrickog prostora Cg[a,p],tam
kozvani prostor neprekidnih funkcija sa kvadratnom metri-
kom,.Znac¢i i u prostoru funkcija se mo%e,na razlicite naci-
ne definisati funkcija rastojanjan),pa se tako mogu dobi-
ti razlic¢iti funkcionalni metricki prostori.

Navedeni primeri pokazuju veliko bogatstvo mogutnosti
formiranja metrickih prostora,biranjem elemenata tog pros-
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tora,ili biranjem funkecije rastojanja‘fg,éto zavisi od kas-
nijih potreba i primenljivosti,za reSavanje nekih praktic-
nih problema.

Linearni funkcional u vektorskom prostoru

Vektorski ili linearni n dimenzioni prostor-Nn ¢emo
smatrati da je sastavljen od skupa vektora x = (Xi),(i=l,
2yeeey,n) . Funkeija rastojanja_/o(x,y) definisana aksiomama
19,2° i 39 svodi se za sludaj da je y=0 na normu vektora x,
odnosno na‘/oﬁx),Nenegativna funkcija_jo(x) u ovom sludaju
mora da zadovoljava aksione

1° /O(X)=O <> x =0

Lxe 3 < flx) +f‘(,«;) (2.9
3° jj (ax) = ]a/f/o(x)A, a ;je‘ realan skalar

Tojam norme‘/o(x) igra sudtinsku ulopgu u daljem izla-—
gonju,jer ée u konkretnim sludrsjevime imoti odvedjeni fi-
2i ki swisno (modvls sile,irpulsa,energije, i =sl.)

Ako se u nekom prostoru Nn odabere norma (x) tako
da su zadovoljene aksiome(2,9),onda se tako odabrani pro-
stor zove normirani prostor.ieka je u tako normiranom 1j-
nearnom prostoru definisana neka funkcija )9[3§7; koja an~
ki vektor:xePJ transformise u skalar,odnosno

f[x] = a, a&Rr 3 (a.10)

25 operaciju )ose kaze da je linearna ako zadovoljava us-

)o[ai+b)_:7 =afi] + 4P[5)

V X,y € Nn A a,beR

(2.11)

Ha osnovu definicije(2.11) mofe se tvrditi da se sva-
ka linearna operacija(linearni funkcional) 72[g]m u linear-
nom prostoru N >x mo%e prikazati kao L16]

)%2&] = (x)%(u) = XUy + Xolls + eeed X U (2.12)

gde je u = (ui) ponovo vektor iz I .
Iz izraza(l.12) se vidi da svakom vektoru UEN, odpo-
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vara odredjena linearna operacija i obrnuto,svakoj linear-
noj operaciji Y[x] yx € N odgovara odredjeni vektor u &N .
U sludaju da je n=3,linearna operacija(2.10) definiSe jed-
naé¢inu ravni u trodimenzionalnom realnom prostoru.Analogno
za n>3%, jednad¢ina(2.10) definife jednadinu hiperravni u n
dimenzionom prostoru Nn.

Norma linearne operacije Linearna operacija f?k] kao
skalar mo%e imati razlidite vrednosti na skupu N'ns x.U sva-

kom sludaju za proizvoljnu linearnu operaciju /{x/ mo¥e se
pronaéi takav broj ) da bude zadovoljena nejednakost

/y[rj/ éy/ofi)I,Iean C (2.13)

Najmanji od svih brajeva J koji zadovoljava nejednakost(2.13)
obeleZiéemo sa }/*i.zvaéemo ga norma linearne operacije{li-
nearnog funkcionala) yﬁC§7.Nawosnovu ove definicije,date u
kursu[)@] s8ledi da je norma linearne operacije K[3;7<1ata
na sledec¢i nadin

}/*.—_' (M//zwﬂij/ = /O;}o/ _ (2.2.4) |
. xz0 x40 ST

Podto sé& norma linearne operacije Y’ neposredno koria-
ti u teoriji optimalnog upravljanja,ovde ¢e biti prikazane
dve mogucCnosti za odredjivange pomenute norme,koje ¢e kas-

nije biti korisceneé.U tom cilju pretpostavimo da razlomak

(1.14) dosti¥e najveéu vrednost za x = x*¥

x [ =z :L@L./V[xﬂlz
Fin = Doy T1o7 Ary
Y RAES/
L)

Vrednost razlomka(2,15) ne zavisi od vrednosti skala-
Tra ﬂ#o ,Pa se moze odabrati ﬂ tako da jje f/ﬂx'ﬂmj,pa je

f;)ﬂ/= ;‘;‘{;// )”[34.7/ N V[x]:j). (2.16)

(2.15)
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Ako je odredjivanje norme linearne operacije pomoéu
izraza(2.16) nepogodno,onda se moZe potra%iti norma na dru-
gi nacin.lWaprimer moZ%e se odabrati skalar /3 tako da jJe

V[ﬂ.x“‘_‘] 1 ,odakle dalae sledi drugi poznati [fé_] naéin
odredjivanja norme ,11nearne operacije }’[ﬁj

L1y = W/ﬁfx) N PrxT=1) (2.17)

X #0

la osnovu prethodnog izlaganja moze se u zakljucku
konstatovati,da se norma linearne.operacije,moée odredji-
vati na dva nadina,datih izrazima(2.16) i (2.17).Reénikom
funkcionalne analize izraz(2.16) kaZe déwgbrma.fgﬁﬂo’li—
nearne operacije /(X7 jednaka |al,gde hiperravan Plxl-4
dodiruje jediniénu sferu JFRX) = l.Analogno ovome,lzraz
(2.,17) kaZe da Je_foﬁﬂ_ép/rprl éemu sfera ,fﬁx) -Jo do-
diruje hiperravan J[x] = 1. .

Sada se mo&e konstatovati slededa situagija:Postoje
dva prostora N(l)sx i Ny)>u,gde su vektori x = (x;),
u = (u,),(i=1,2,..,n).Ako se u prostoru Hi1) deflnlse nor-
ma na nokl natin,dobite se normirani prostor B 3 X,8a8 nor-
mom jo(x).%vakl vektor ue-N(P) definisge llnearnu pperaci-
Ju )ﬂ[x] datu izrazom(2.12).4iko se sada,u prostoru N(2)911
definise norma vektora u kao

JO(*u) = JOT}”) , : (2.18)

dobija se drugi normirani prostor B >u,o0dnosno svakom
normiranom prostoru B 3 X sa normon Jf%x),odrovara na od-
redjeni nacin prostor Rw3>u ga normomn ,fj (u).Za ova dva
prostora se kaze da su prldru7en1 jedan drugom, odnosno[///
to su konjugovani prostori. ‘

Varakteristiéni izrazi,koji su ispisani -za vektore sa
konadnim brojem koordinata,mogu se na poseban nacin profi-
riti i na vektore sa beskonacnim brojem koordinata,Tako se _

naprimer proizvoljna skalarna realna funkcija h(t) te[ﬁo,lgj
koja ima beskonadno mnogo vrednosti na posmatranom inter-
valu realnih brojeva te€ [to,tﬂ] ,mo%e tretirati kao vekton
sa beskonadno koordinata hk = h(tk) s to stks th oo
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OpSti oblik linearnog funkcionala u konagnodimenzio-
nom prostoru(l.l2),u ovom slucaju dobija:poseban oblik[?é].

- ts |
f&(tﬂ: nit)ultlas ~ (2.19)

%

Ako se sada u funkcionalnom prostoru B,¢éiji su elemen-
ti realne skalarne funkcije h{(t)€ B,uvede norma na odredje-
ni naéin,onda se dobija odredjeni normirani funkcionalni
prostor.Kao Sto. je u konaénodimenzionalnom prostoru uvodje-
nje norme bilo moguée na vise nacéina,tako ¢e i ovde to bi-
ti moguée(biranjem elemenata prostora-funkcija sa razlidi-
tim osobinama ili biranjem norme u jednom istom skupu fun-
cijgkDefinisanje konjugovanog prostora i konjugovane norme
Jje analogno kao u prostoru sa konacénim brojem koordinata,
samo 3to Jje ovdeyopiti oblik linearnog funkcionala dat iz-
razom(1.19),a ne sa izrazom(2.12) kao u prethodnom sluda-
ju prostora sa konacnim brojem koordinata.

Sa gledista teorije upravijanja kretanjem i pitanja
optimalnosti,korisno je sastaviti tabelu,u kojoj Ce biti
data medjusohna zavisnost polazne norme_jo(x) i njene ko-
njugovane norme u),u cilju daljes lakfieg koriféenja.

Foridfenjem izraza(2.16) ili (2.17),u kojima je line-
arna operacija data u formi(2.12) ili (2.19),a normaljo(x)
definisana izrazom(1.5) ili (&.7) i (2.8),mo%emo sada bi-
rati skalar p>1l,i kombinovati navedene izraze u cilju do-~
bijanja velikog broja raznovrsnih sludajeva.0d velikog bro-
ja raznovrsnih sludajeva ovde ¢e,u tabeli broj jedan,biti
prikazani oni koji su interesantni sa praktidne tadke gle-
dista,odnosno oni sludajevi koji Ce biti koriféeni u daljem'
izlaganju.Ilz tabele koja Jje data u kursu[}é] izdvojicemo
samo one sludajeve koji imaju smisao modula sile,impulsa,
energije i sl.odnosno odabralemo one sludajeve polazne i
odmovarajuée konjugovane norme,koje Ce imati konkibetan fi-
zic¢ki smisao naveden u tekstu.
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GLAVA II1

ANAT.IZA LINEARNIH GISTEMA

U prvoj glavi je pokazano,da se kretanje dinamickih
sistema u faznom prostoru mo%e opisati sistemom diferenci-
jalnih jednadina,koje u Koiijevoj(vektorskoj) formi imaju
oblik(1.12).U ovom delu éemo se ograniditi na posmatrangje
linearnih nestacionarnih dinamidkih sistema oblika

x = AMlt)x + Blthu + wlt) , x(t )

X, - (3.1)
rde je x = (xl,xg,...,xn)Tfazni vektor, u = (ul,ug,..,urfD
vektor upravljanja,A(t) je poznata kvadratna matrica tipa
{n,n),B(t) je poznata matrica tipa (n,r) a w(t) je poznata
vektor funkbija. ‘

Obzirom da postupak efektivnog redavanja sistema(?3.1)
nije tema ovog rada,koristicemo vel poznate izrage.Tako je
na osnovu Kosijeve formule[}%],reéenje sistema(?%.1) dato sa

x(t) =XEMthO+ Xﬁ;ﬂ %Mshﬂs)+vﬂs#ds
fo (3.2)

rde je K[ﬁ,tO] fundamentalna matrica sistema(3.1)

U ovom delu analizirafemo linearni sistem oblika(’,1),
ne postavljajuéi za sada dopunske uslové optimalnosti,ko-
ji ¢e kasnije biti uzimani u obzir.Zato pretpostavimo da
an u jednadini(3,1),sem faznog vektora x(t) sve ostale ve-
lidine poznate funkcije vremena,a da treba efektivno odre-
diti x(t) po ¥o¥ijevoj formuli(%.2).U ovoj formuli firuri-
$e fundamentalna matrica K]},toj yCije odredjivanje zadaje
velike teZkoie onima koji se bave ovom problematikom.Zato
se moZe refi da je kljucni i najte?i deo posla,prilikom
refavanja linearnog sistema po formuli(3.2),kako odrediti
fundamentalnu matricu XI},to].Poznato je{?é]da se ona mo¥e
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GLAVA III

ANALIZA LINEARNIH SISTEMA

U prvoj glavi je pokazano,da se kretanje dinamickih
sistema u faznom prostoru mo%e opisati sistemom diferenci-
jalnih jednadina,koje u Kofijevoj(vektorskoj) formi iméju
oblik(1.,12).U ovom delu éemo se ograniditi na posmatranje
linearnih nestacionarnih dinamidkih sistema oblika

x = Alt)x + Bltlu + wit) , x(to) = X (3.1)
rmde Je X = (X, ,X55e00,X )Tfazni vektor, u = (u,,u y.. u~F
] ¢ 17 2’ 9 n b 19 2’ b T
vektor upravljanja,Al{t) je poznata kvadratna matrica tipa
(n,n),B(t) je poznata matrica tipa (n,r) a w(t) je poznata
vektor funkbija.

Obzirom da postupak efektivnog reSavanja sistema(3.1)
nije tema ovog rada,koristitemo vel poznate izraze.Tako je
na osnovu KoSijeve formule[76],reSenje sistema(3.1) dato sa

| t _
x(t) = X[},to]xo + Xlﬁ;qj {B(s)u(s) + w(s{}ds
to » (3.9.)

rde je K[},toj fundamentalna matrica sistema(3.1)

U ovom delu analizirademo linearni sistem oblika(?.1),
ne postavljajuéi za sada dopunske uslové optimalnosti,ko-
ji %e kasnije biti uzimani u obzir.Zato pretpostavimo da
su u jednadini(3%,1),sem faznog vektora x(t) sve ostale ve-
lidine poznate funkcije vremena,a da treba efektivno odre-
diti x(t) po Kodijevoj formuli(%.2).U ovoj formuli firuri-
Se fundamentalna matrica K]},toj yCije odredjivanje zadnje
velike te8kode onima koji se bave ovom problematikom.Zatbo
se moZe reli da je kljudéni i najtezi deo posla,prilikom
refavanja linearnog sistema po formuli(3.2),kako odrediti.
fundamentalnu matricu X[},to].roznato je [16]da se ona mo¥e
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prikazati kao proizvod X{ﬁ,to] = 72(%) Z-l(to),pri demu je
matrica Z(t) sastavljena od vektor-kolona koji zadovolja-
vaju homogeni deo linearhog sistema(Btl),a med jusobno su
linearno nezavisni.Do ovih vektora z'*'(t),(i=1,2,...,n)

se mo%e do3i Ojlerovom metodom traZenja karakteristiénih
vrednosti matrice A,ali samo u stacionarnom slucaju kada

su odgovarajute algebarske jednacine resive.U nestacionar-
nom slucaju za sada opfiti postupak odredjivanja vektora z(l)‘
ne postoji.Jedino za neke posebne slucajeve moZe se,lLapla-
sovom transformacijom do¢i,do konadnih rezultata(onda kada
se moZe odrdditi inverzna Taplasova transformacija).Na os-
novu ovoga se vidi,da ¢ak ni u stacionarnom slucaju prob-
lem odredjivanja fundamentalne matrice nije u opStem. slu-
¢aju refen,pa ¢e utoliko visSe problema biti u nestacionar-
nom slucdaju.FPoznato je[%@],da se u stacionarnom sludaju{ka-
da nismo u stanju da odredimo fundamentalnu matricu u ko-
nadénom obliku) fundamentalna matrica X[f,to] moié aproksi-
mirati sa prvih nekoliko dlanova reda |

[l
X[t,toj = oAlE-B) Z A=t Vmt o (3.3)
h=o0

U nestacionarnom sludéaju matrice A(t) i B(t) iz sis-
tema(?,1),su matrice sa vremenski promenljivim koeficijen-
tima, Ako izuzmemo one retke sluéajeve,u_kojima amo-u sta-
nju da odredimo fundamentalnu matricu u konacnom obliku,on-
da Jje Jjasno da ¢emo vrlo desto bhiti u situaciji,da odredju-
jemo fundamentalnu matricu priblizno.Cvde Ce biti korififen
postupak za odredjivanje fundamentalne matrice,do koga'sam
doSao 1970 godine[3]. . '

X[t,'t0]= ”"ZO A (6 ) (=% ) /nl ‘(5.{1.)

U izrazu(?.4) kvadratne matrice An su date kao

Ao = I Jjedinicna kvadratna matrica reda n.

A, = A data kvadratna matrica iz(3.1)
- | (%.5)

 A2 = A+ A" = Ay+ AT ;

Ay = Ke2ha+ Ahe 2% = an, + 208 + A
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Rekurentna formula za odredjivanje matrica An Jje

ZM (p) - (o) (p)

n-1 P‘ o D aPa

An = ( p) A %—-l—p y 12 lgA = A ’ A = (-i;—f)—— (3.6)
)

tako da se sa prvih nekoliko c¢lanova fundamentalma matrica
linearnog nestacionarnog sistema moZe prikazati izrazom

. [ ] 2 2
x[%,toj =T+ Alg ) (6=t )/11 + (A + A Jle-t)/2t +

B . . . ‘ (3.7)
f (A + 2AA + AA + A)%§t—to)5/5! +eoae ’ 7

U stacionarnom sluéaju matrica A = konstanta,njeni
izvodi su nula matrice,pa se iz izraza(3.5) i (3.6) vidi
da je u ovom posebnom slucaju A = An,tako da beskonadéni
red(3.4) postaje ekvivalentan sa(3.3).

U nestacionarnom sludaju kori&éenje izraza(5.4),se
principijelno moZe vrs$iti na dva nadina.

1° Ako’je moguce,poZeljno je odrediti graniénu funkci-
Juykojoj te%i dati beskonacni red.Tsko dobivena granidna
funkeija pretstavlja fundamentalnu matricu i moZe se koris-

titi u daljem radunu.

2% Ako nije moguée odrediti graniénu funkciju,a semim
tim ni fundamentalnu matricu u konacnom obliku kao u preb-
hodnom sludaju,ili je sama granicna funkcija sloZena po ob--
liku i nepogodna za dalje korifitenje,onda se heskonadni red
(3.4) aproksimira sa prvih nekoliko &lanova,tako da aprok-
simacija bude korektna.Tstina problem nije zaokruZen u tom
smisluqsda se i grefka moZ%e proceniti u opStem slucaju.liedju-
tim u nekim specijalnim sludajevima,kada se procena (reske:
moze vr&iti za sve Clanove xij(t,tol,fundamentalne matrice
X[ﬁ,toj,date beskonadénim redom(3.4),mo%emo i prakticéno ko-
ristiti izraz(3.4) za pribliZno izrafunavanje fundamental-
ne matrice.Jedan od takvih slucajeva je prikazan11[5‘J,a
ovde ¢e biti uradjen jod jedan primer,u kome ¢e se pokaza-
ti praktidna primena izraza(3.4).Radi uporedjenja dobive-

nih rezultata,odabraéemo primer ¢ije je reSenje dato wl27].
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Neka se posmatrani objekat kreCe saglasno jednadini
v o+ y-cos t =0 , y(ﬁo) = ¥, o &(to) = &0,

ﬁotrebno.je odrediti y(t) za t>t, = O.

Sa novim oznakama T=Xq y:xg,pqlazna diferencijalna
jednadina dobija Ko&ijevu formu

il 0 1/ % 0 1
. = = Alt) =
X -cost O X, -cost O

Ako se sada izralunaju matrice A (o) po izrazima(3.5)
i (3.6) i zamene u red(%.4) dobija se

X[6,0] =T+ Alo)t + A5(0)87/21 + Az(0)E7/31 + ous =
1 o 0 1 -1 oy, o -1},
+ ( t + I L ay2~] et t2/31
0o 1 -1 o \o -1 2 o0

2. 0 O - -9 0
N % /u 4 ( )t5/5! . )t6/6! Feune
0 &4 -9 0 0 -19

. .
1-t2/21 + 26% /M1 = 9tP/61 +.., w=t3/31 4 ...

X [t,0] =

z r
—t+267 /31 Ot /51 4.... ,  1-t2/21 +...

tako da se sada zamenom dobivenoy izraza u KoSijevu formu-
1u(3.2) dobija reSenje u obliku

=)

Ji
y(£) = y (1 = 62/21 + 267 /80 - 968%/61 4oiii ) 4

x(t)

il
i

y
X [6,0]- x, = x[t,0] §r° s 0
0

* e 2 .
+yo(t-t)/5! +l!'-t"5/5! - anoo'o- )

Bto se poklapa sa refenjem istog zadatka datog u zbirci[}{/.



Ako se prikazani postupak za odredjivanje fundamental-
ne matrice X[t,t ]u obliku beskonaénog reda(3.4),uporedi sa
postupkom koji je predloZen u[BZJ,gde se fundamentalna mat-
rica trazi kao

x[t,6.] = Lim xk][tt] i, [ty ]
/ "(3.8)

T Botod = T+ [ als) X [s,8 Jas | k30
2

moru se konstatovati neke prednosti postupka(3?.4) u odnosu
na(3,83). ‘

1° rre svega izvod skoro svake funkecije je mogute na-
3i,3to se ne mo¥e redi i za integral,pa je samim tim i pri-
menljivost izraza(?.4) u tom smislu Sira u odnosu na (3.8).

2° U sludaju diskretizscije,greska R, u radunu je pro~'
porcionalna sa (t-t_ ) u izrazul(3.4),%to daje izvesnu pret-
stavu o redu VQllClnP grefike,dok se iz izraza(3.8) to ne
moze zakljuditi.Jedino u posebnom slucaju.kada su elementi
matrice A(t) polinomi vremena t,isti zakljuéak'se moze do-
neti i za sludaj(3.8).

3% T na kraju postupak intepgraciije se mo%e pokazati ne-
moguéim ved posle prvog ili drugog koraka u izrazu(3.8),{ito
zadaje velike tefkofe u praktidnom radu.U svakom sludaju na
osnovu izrazal(?.4) femo brie dofi do praktiéno primenljivih
vrednodti fundamentalne matrice K[f t ],Jer su u njemu zas-
tupljene prostije matematicke operacije u poredjenju za izn-
razom(%.,8).

Prilikom izrade nekoliko prostijih primera vidi se,d=n
oba navedena postupka dovode do istog rezultata u slucaju
da su elementi matrice A(t) polinomi vremena t.U sloZenijim
zadacima proveru je skoro i nemoguce izv 1b1 zbog nepogod-
nosti izraza(5.8).U gvakom slucaju vrene i kasnlaa prakti -
¢na primena oba navedena postupka,&e pokazati prednosti i
mane jednog ili drugog.lriner koji: je uradjen na prethod-
no;j strani,pokazuje da Jje prakticéna upotrebljivost izraza

%544) vezana za mali interval(t—to),a $lanovi fundamental -
ne matrice‘XEt,Q] su alternativni redovi,pa se za njihovu
konvergenciju moZe koristiti Iajbnicov kriterijum.
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U onim slucajevima kada Je interval (t-to)>'l,konver—
mencija izraza(3.4) je dosta spora,pa je njegova prakticna
upotfebljivost u datom obliku nepogodna.Zato ¢e korisStenje
ovog, izraza u ovom slucaju.biti posredno preko diskretnog
modela,u kome interval (t—to) mo%e biti konadno veliki.

DISKRETAN MODEL LINEARNOG NESTACIONARNOG SISTEMA

U sludajevima u kojima neposredna primena formule(3.%4)
za aproksimativno odredjivanje fundamentalne matrice,ne da~
je zadovoljavajuée rezultate,neée ni fazni vektor x(t) bi-
ti dobro izradunat po KoSijevoj formuli(3.2).U cilju Sto
tac¢nijeg izradunavanja faznog vektora,ovde ¢e biti predlo-
Yen diskretan model za izradunavanjeé faznog vektora u dis-
kretnim trenutcima vremena tkelﬁo,ﬁﬂ .0vaj model pretstav-
1lja sintezu izraza(3.4) i Kodijeve formule(3.2) i moZe se
koristiti za konacno veliki vremenski interval t-to.

Posmatrajmo diferencijalnu jednac¢inu kretanja linear-
nog kontinualnog nestacionarnog dinamidkog sistema u Ko&i-
jevom obliku

x = Alt)x + BlE)u , x(t ) = x, (3.9)
Pod pretpostavkom da su sve velidine u jednadini(3.9)
poznate sem x(t) za t:>to,mo%e se postaviti ovakav problem:
Proveriti rad dinamickog sistema pre njegove realiza-
cije (praktiéne konstrukcije),kako bi se uklonili eventual-
ni nedostaci.Analiza ponaSanja rada dinamidkog sistema ob-
lika(3.9) se izmedju ostalog mo%e vriiti na radunskoj mafii-
ni u diskretnim trenutcima vremena,pod uslovom da Jje naprav-
ljen odgovarajué¢i model.la osnovu diskretnog modela se dalje
mo#%e napraviti program radunskoj maZini,tako da ¢ée ona dova-
ti rezultate vektora x(tk) u diskretnim trenutcima vremena
i tako dati pribliZnu sliku o kretanju dinamickog sisteme,
Konstruisati diskretan model za dati kontinualni sis-
tem,znadi zameniti diferencijalnu jednadinu(?.,9) odgovara-
juiom diferencnom jednadinom,u kojoj &e biti data zavisnoat

x(ty 1) = Pleg,u,t ), x(6)=x, ,(k=1,2,.... )
- (3.10)
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Todetni uslov diferencne jednadine(3.10) je isti kao
i polazne diferencijalne jednaline x(to) = X, ,a u daljem
radu se smatra poznatim vektorom,

U cilju konstruisanja diskretnog modela(3.10) za po-
lazni sistem(3.9),podjimo od reSenja polazne jednaéine,da—

t

x(t) = X[t,t)x(t ) + | X[t,5/Bls)uls)ds (3.11)
o

Ako se uzme u obzir nestacionarnost podaznog sistema

tog Kosijevom formulom

(3.9),onda je direktna primena formule (3.4), praktiéno nepo-
podna za unoSenje u izraz(3.11),jer je fundamentalna matri-
ca Y[t,té] u ovom sluCaju tefko izradunljiva zbog velicdine
intervala t—to.Ali u slucdaju diskretizacije veé se mogu do-
biti praktidno upotrebljivi rezultati.Uolimo zato vremenskn
osu i izvrSimo diskretizaciju posmatranog intervala[?o,tﬂ]

tako da je korak diskretizacije T konstantan i da je

t te =T, t,— t, =mT y (k=0,2,2,.,m) (3.12)

k+1 ~ 7k P

pri ¢emu treba birati T tako,da se sa dovoljnom tadnoSéu
mo%e smatrati da je ’

u(tk) = ult) , ‘té(tk,tk+l) (3.13)

Uslov(3.1%3) je u zadacima optimalnog upravljanja vr-
lo desto ispunjen, jer F®mx su konadna redenja u ovoj oblas-
ti u mnogim sludlajevima po delovima konstantne funkeije ul(t).
U onim sludajevima u kojima uslov(3.13) nije ispunjen,pot-
rebno je aproksimaciju vr$iti na drugi nac¢in.Vrednost funl-
cije ult) u konadnom broju tadaka tk na vremenskoj osi ne
igra bithu ulogu,pa se moZe usvojiti da je neprekidna s de-~
sna kao #to je uobicajeno u[7€7. '

\ko se sada po Ko#ijevoj formuli(3.11) izraduna x(t,)

Ly
x(t,) = X[tl,to]x(to) + Jx tyy8 Bls)dspult ) (5.14)
{o
dobija se formalno izraz istog oblika kao(3.11),ali susti-

na je u tome 8to je sada interVal[ﬁl,tqy,za koji se izra-
¢unava fundamentalna matrica mnogo puta kraéi u poredjenju
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sa intervaloml},t&],koji'figuriée ul(3.11).

Kada se sada na isti nacdin izraluna x(tg),pri cdemu
ulogu x(to) preuzima x(tlﬁ,pa se ovaj postupak nastavi iz-
radunavanjem x(t5),x(t4),.....,dolazi se do rekurentne for-

mule {icer
x(ty,q) = Xl}k+1,tk]x(tk) + X(?k+1’s B(s)dsfult, )
i«
(3.15)
X(to) = Xo y (k = 0,1,2,....,1'0)
Sto se koridéenjem izraza(3.4) svodi na
= A (%)
x(t, ) = R S L TSN B
k+1 nl k
fnN=o0 : .
(3.16)
{nﬂ .
2 A

+ P s)™B(s)ds u(t,)

Ako se u izrazu(3.16) uvedu oznake,E(t, ) za prvi besto-
nadni red uz x(tk),odnosno F(tk) za integral uz u(tk) dobija
se konadéno '

x(tk+1) = E(tk) x(tk) + 7lg,) ult, ) ; (3.17)

Tzraz(%.16) mo%e da posluZi kao osnova,za konstrukci-
ju diskretnog modela linearnog nestacionarnog sistema(3.9).
Ovde Ce biti pokazanoykako se u nekim posebnim sluéajevima,
koristi dobiveni izraz. ‘

1% pre svega,u stacionarnom slucaju matrice A i B su
konstantne,pa se iz definicije(3.5) i (3.6) vidi da su u
ovom posebnom sludéaju sve An(tk) = A".Ako se ovo iskoristi
i zameni u izraz(3.16),pri demu je radi uproséenja izvrie-
na smena tk+1 -5 =z, ds = - dz,dobija se

T
) = T xlt ) 4 erAzﬁB-dz ult,)  (3.12)

e}

x(tk+1

Uporedjivanjem izraza(3.17) i (3,18),vidi seyda su u

ovom sluéaju,matrice mt, ) i F(tk) date sa
-

Elt) = B = M, wlty) = P0) = /[ eAZdz)B (.19)
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Dobiveni izraz(%,18) je poznat[&i]kao diskretan model
linearnog stacionarnog sistema,pa sSe na osnovu svodjenja
opSteg izraza(5.16),u posebnom staciomarnom sluéaju na poz-
nati izraz(3.18) vidi potvrda ispravnosti izraza(3.16).

2% U nestacionarnonm sludaju koriféenje izraza(3.16)
se principijelno mo%e vrZiti na dva nadina.U onim slucaje-
vima kada beskonadni redovi u izrazu(3.16) pretstavljaju
razvoje poznatih matrica it ) i Fl(tk),odnosno kada je mo-
guCe odrediti granicéne funkcije pomenutih redova,onda je
problem refen u konacCnom obliku.Tako odredjene matrice tre-—
ba zameniti u izraz(3.17) i on se mo¥e sada koristiti kao
diskretan model.iko ovo nije moguée,onda se izraz(3.16) mo-
ra koristiti aproksimativno,kao Zto se u analognom skalar-
nom slucaju koristi Tajlorov red,zamenom beskonadnog reda
sa prvih nekoliko ¢lanova.ll tom cilju smatrademo da u bes-
konaénim redovima(3.16) broj n uzima vrednosti 0,1,2,...,m
rde je m konadan broj,za sada neodredjen,a treba ga birati
tako da aproksimacija bude korektna,

Hajprublja aproksimacija bi se dobila za m=l,3to bi se

na osnovu izraza(3.16) svelo na

x(ty,4) = {I + '.D!\(tk)}x(tk) +
‘{kff (5.20)
+ @I+ (6,1 — s)A(sZ]B(s)ds ult; )
4 {
U sludaju da aproksimacija(%.70) ne daje zadovoljavas=
juée rezultate,treba uzeti i slededéi élan,t.j. m=2,pa bi u
ovom slucaju poboljSana aproksimacija bila

x(t, ) = {1 + PALE ) + A+ A2|y2!} x(ty) +
(3.21)

J Lty )
+ F + (6 —slAls) + (6 4 - )7 (4 + Aag/Ei/ B(s)dﬁ‘(ﬁk)

J
U

ako sada i ova aproksimacija ne daje zadovoljavaiuce
rezultate,onda treha uzeti i slededéi dlan(uzeti dr N
i tako dalje povelavati m,sve dok se ne dobije zadovolijava-

juta tadnost.
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Tl izvedenim izrazima korak diskretizacije T defiunisan
sal(3.12) treba birati takoyda redovi brzo konﬁergiraju,uz
istovremeno zadovoljenje uslova(3.13).0va velidina se moke
podesavati i u toku ispitivanja rada diskretnog sistema na
elektronskom radunaru,pri éemu se vr3i njeno smanjivangje ,
ako prvi rezultati pokazuju velika odstupanja od ocekiva-
nih rezultata.lMedjutim u onim sludajevima kada radunar ima
ogranideni kapacitet u pogledu broja decimalnih mesta,po-
zitivna velicdina T <1 se ne mo%e neogranideno smanjivati,pa
‘'se akumulirana gresSka moZ%e na konadéni rezultat tako odrazi-
ti da je on praktiéno neupotrebljiv.U ovakvoj situaciji ka-
da se iz navedenih razloga ili iz nekih drugih razloga ko-
rak diskretizacije ne moZe viZe smanjivati,moZemo preciz-
nost aproksimacije povetati poveCanjem broja m,sve dok ne
dobijemo zadovoljavajuéu taclnost. '

Tako se sada u zakljulku mo%e konstatovati,da se dis-
kretan model linearnog nestacionarnog kontinualnom sistema
moze prikazati kao

N
.
N
N

x(ty, 1) = Bl ) x(6,) + Flg) ult, ) (

gde su matrice E(tk) i F(tk) date sa

Yl
A_(t,)
E(t,) = Ez LS

—
(&3
L]
o
o
—

; ~ s)™'B(s)ds

) "k+1

k -

t/x

pde su matrice A definisane izrazimal(3.5) i (3.6).

i1

7t

1 poredjenu sa diskretnim modelom stacionarnog line-
arnog sistema izvedenog u kursu[ﬁ9;7ﬂno%e se uwod¢iti da su
matrice £ i T ovde funkcije vremena,dok su one u stacionar-
-nom sludaju konstantne matrice(zavise od koraka diskreti-
zacije T koji je konstantan).

- Dobijeni teoretski rezultati su provereni na primeru,
dije je redenje dobijeno na drugi nacdin,a zatim se uporedjo-
njem oba rezultata mogu doneti odgovarajuéi zakljudci.
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POSmatrajmo pravolinijsko kretanje materijalne tacke,
¢iji je polo¥aj definisan koordinatom y(t),saglasno jedna-
dini

oo ‘. th ) . . : .

Y+ py + qe Py = ult), yl& )=y, vt )=y, (3.24)

gde su p i q poznate konstante,a ul(t) funkcija upravljanja.
Potrebno je odrediti kretanje tadke y(t) za t>t ,ako je
ult) = Ar(t—to) Dirakov impuls. _ )

Resienje ovog zadatka za poletne uslove yo=0,yo= 0 Je
dato u [27]
y(t) = ﬁ%e’Ptsin[ig(ept— ept;ﬂ - (3.05)

Radi poredjenja,zadatak(3.24) je reden pomoéu diskret-
nog modela(5;22) numeridki na elektronskom radunaru,a zatim
je dobijeno reSenje uporedjeno sa tadnim reSenjem(3.25).

Da bi se postavljeni zadatak redio pomolu diskretnog
modela prikazanog u tezi,potrebno je kretanje dinamicékog si-
stema prikazati u Kodijevom obliku.U tom cilju transformi-
saéemo polaznu diferehcijalnu jednadinu(3,24) smenama y = X

Yy = %, na oblik(3.26),za p=0,2 i q=0,25.

Xq 0 1 xq 0! ;

= + ult) (3.26)
. i
%, -0,25¢M*% 0,2/ | x, 1

pa se poredjenjem dobivenog izraza sa Kofijevom formom(3.%)
vidi da su u ovom sludaju matrice A(t) i B(t) date kao

0 1 0

Alt) = , B(t) =B
1

~0,25eN " ¢ 1

(3.27)

7a koriséenje diskretnog modela(3,22) neophodno je iz- -
radunati. matrioe'E(tk) i F(tk) saglasno izrazima(%.23%).U

tom cilju izradunajmo ove matrice uzimajuéi zm m=3.

5 E L - f"? i 5
Bty ) = A (e )+ A ()T A6 )T721 + Ay (6 )73,

k 0o 'k

5to bi nas saglasno oznakama(f.S),dovelo do konadnog rezul-

tata u obliku
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1 0 0 1
E(tk) = \ + T +
) 0,4t
0 1 -0,25¢ k =0,2
(3.28)
-0,25¢%"tx ~0,2 ,
+ 4t 4 et
-0,05e°°" "k 0,04 - 0,257k
0,4e% *Px . 0,04-0,25¢%3 40 |
+ | '_.[‘/7 %1
~0,0%e%"*%% + 0,0625¢°8%%! -0,008-0,1e%"F
}
tesr
(6, . = 8) = 0,1(, 1 =8)° +
k+l N ’ k+1
F(tk) = . )
. (o] 8
1 - 0,2(t 4 - s) + (0,02-0,125¢" ) (£, ;-8)%+

Ax

1 0,Us , 2
+ (0,04 - 0,25e”) (6 4 = 8)2 i

Q,/-FS)(t _7)

+ %(—0,008 - 0,1e sl "~ s)

Ovako izralunate matrice 1(%, ) i F(t, ) su-uneene u

izraz(3.22) i tako je dobivena diferencnakjednaéina Z28 Te-
kurentno izracunavanje faznog vekbtora x(tk).Za konkretno
izradunavanje je odabran korak diskretizacije T = 0,05sec
t, = 2sec,t, = kT + to,(k=o,1,2,...,120),q§= 2P
a Nirakov impuls u(t) ='é}t-to) je aproksimativno prika-

= 8sec,

zan funkecijom
20 za 2<t<2,05
ékt—to) = (3.20)
0 za t>2,05 :

Sada su definisani svi elementi u diskretnom modeln
(3.22) ,neophodni za pravljenje programa za numeridko reda-
vanje.Ovaj primer je numeridki refen na elektronskom radu-

naru IBM 1130 u radunskom centru Elektrotehnidkog fakulte-
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- ta u Beogradu na dva nadina

1° Po programu pravljenom za diskretan model prika-
zan w tezi. :

2° Po programu RKGS (lMetodom Runge-Kuta).

Dobhijeni numericki podaci su radi poredjenja prika-
zani u istom koordinatnom sistemu gde je nacrtana i kri-
va(3,25) koja pretstavlja talno reifenje polazne diferen-
cijalne jednadine(3.24).Da bi prilofeni dijagram(sl.6)
bio potpuniji,u priloZenoj tabeli IT su dati i numericki
podaci za preciznije definisanje koordinata pojedinih bta-
c¢aka nacrtane'trajektorije.ﬂd velikog broja podataka koje
je racCunar Stampao,ovde su prikazani samo karakterigticéni
podaci,na osnovu kojih se mogu donositi zakljudci o vred-
nosti dobijenih teoretskih rezultata.

TABELA II

tk ' tadno resenje ;numeriéko res.| numeridko res. |
(sec) | kriva(3.25) po (3.22) po ‘RKGS
2 0 0 0
2,6 0,544 0,524 0,566
3 0,807 0,793 0,858
3,2 0,894 0,384 0,956
34,6 0,960 0,958 1,037
4 0,868 0,872 0,945
4,5 | 0,537 - 0,549 0,595
5 0,055 0,059 0,076
5,5 -0,397 0,387 -0,418
6 -0,596 -0, 596 -0, 644
6,5 -0,406 ~0, 414 ~0, 1117
v 0,052 0,052 0,056
7,5 0,415 0,4%5% Sl 0,445
8 0,282 0,288 0,311

lla osnovu podataka datih u priloZenoj tabeli II,vi-
di se,da numeridko refenje po(3.22) daje dosta dobru ap-
roksimaciju tadnog resenja(3.25)
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la slici(6) numeridko redenje po diskretnom modelu
(3.22) nije prikazano,jer se pribli%ne vrednosti izradu-
nate na ovaj nadin,razlikuju od taénih vrednosti toliko
malo,da se na priloZenom dijagramu to ne moZe registro-
vati(krive se razlikuju za debljinu linije).Jedino uod-
ljiva razlika postoji u poletku za tos;t5:2,6sec,zato
$to je u postupku(?,22) Dirakov impuls aproksimativno pri-
kazan funkcijom(3.29), dok je kod tadnog refenja on uzet na
najbolji nadin,kao skok prvog izvoda u trenutku to za Jje-
dinicu.Treba imati u vidu,da se funkcionisanje matrice F(t, )
u izrazu(3.22), mofe ispitati u ovom primeru,jedino ako se ﬁ
Dirakov impuls prika¥e aproksimativno u obliku(3.29),ali
ako je potrebno izracdunati dto tadnije vrednosti ordinata
y(tk),onda Je najbolje Dirakov impuls zameniti novim po-
¢etnim uslovima y_ = O, &O =0+ 1, F(tk) = 0

Vrednosti ordinata krive tadnopg resenja(3.25) su iz-
radunavane na digitronu M.P.ALAS 841 sa osam cifara,od ko-
jih su uzimane u obzir prve Cetiri cifre konadnog rezulta-
ta,jer se veta tadnost ne mo%e ni registrovati na slici(6).
Slic¢no Jje uradjeno kod prepisivanja numeridékih podataka za
obe numericke metodé,pri ¢emu su u sva tri sluaja zadnje
cifre zaokru¥ivane prema petoj cifri.

Jasno je da se na osnovu Jjednog primera,ne mopu dono-
giti opsti zakljulci o praktiénoj vrednosti diskretnog mo-
dela(3,22) .Medjutim,ipak ¢emo na osnovu dosadafnjeg rada
konstatovati neke dobre i lose osobine,kao i ogranicenja
u pogledu neposrednog koriffenja diskretnog modela,

Ako se uzme u obgzir,da je za konstrukciju diskretnog
modela polazni izraz bila Kofijeva formula(?.11),u kojoj
figurise fundamentalna matrica(?.4),data u obliku besko-
naénog, reda,onda je jasno da se za elemente ai.(t)‘matri—
ce Alt) u diferencijalnoj jedna¢ini(3.9), mora pretpostavi-
ti da su neprekidne i ogranicene funkcije vremena t u pos-
matranom intervalu[ﬁo,@ﬂ‘zajedno sa svojim izvodima do re-
da m-1.0dnosno za ove elemente se zahteva da su Sporo pro-
menljive funkcije vremena t u posmatranom intérvalu(}o,tﬁJ.
Pojam sporo promenljive funkcije je preciznije formulisan
naprimerll[?ﬂ.
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Osnovni nedostatak je procena gre3ke,za koju u opStem
sludaju ne postoji konadan izraz koji je praktiéno upotreb-
1jiv.Za sada postoji moguénost da se govori o velidini gre-
ske na taj nacdin,Sto se smanjivanjem koraka diskretizaci-
je T,ili povelavanjem broja m,uporedjuju dobijena reSenja
Ako se novo dobijena resenja malo~razlikuju'od prethodnih
onda se moZ%e reéi da je reSenje blizu tadnog,u protivnom
creSke mogu biti jako velike.3vakako da ¢e rad sa izrazom
(3.22) prilikom reSavanja veéep broja primera doprineti bo-
ljem sagledavanju problema greike,a mo%da otkriti i neke
nove nedostatke,

U poredjenju sa metodom RKGS (bez obzira na uradjeni
primer),za linearne sisteme treba odekivati da se na osno-
vu disktetnog modela(3.22) dobiju tadniji numeridki podaci
za m;;@,baé zbog toga Bto je metoda RKGS opSta metoda za
resavanje nelinearnih diferencijalnih jednadina,pa je lo-
gicéno odekivati manje tadéne rezultate u odnosu na metodu
(3.22) koja je specijalno pravljena za linearne sisteme.
Sem toga preciznost numerickog ralunanja se u metodi REGS
povelava jedino smanjivanjem koraka diskretizacije T,dok
je u diskretnom modelu pored ovoga mogule povelavati pre-
ciznost i biranjem broja m do %eljene tadnosti.

Inade,na sledete tri strane je dat program,na osnovu
koga je numeridki refen navedeni primer,
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// Jow 222+

LOG ORIVE  CART SPEC  CART AVAIL
0000 2222 2222

ve mMlo ACTUAL 16k CONFIG 16K

// FOR
#JCCS(CARDYLLIB32PRINTER)
#OKNE WORD INTEGERS
#1LIST SOURCE PROGRAM
EXTERNAL FleF2
DIMENSTOMN AUX(10)
COMMON XN
TZ=2e
VRED=20
X2
DX=Qs05
X1=0e
X220
1 Xii=x+DX
WRITE(392100) XeXlex2
100 FORMAT(SF1bets)
WEEXP(DebxX)
DIR=DIRKACIXsTLsVELED)

XP2 (1e=0a125%WHDXHDA+040666LOMEDXFDAFN) ¥X]

4D

PHY DRIVE
0C00U

XD=(DX=U el #DXHDX+ (0 QULOEOL=Ue Ul LoD CHy ) RDXHDAHDXT #X2

CALL QATRIXoXNsOQe01elQsFLenT

s L AUX)

XC2(=0e 220D X=0e025%FWHDXFLX+ (=0 QULQOURWH0« OLUALEHFWHY ) RN 20X 5D 0)

#¥X 1

KG=(L1o=Ua2#DX+ (V0220612580 ) #0ARUA+(=Ue V0133 5=Ve V1606 ) HDARLANDL)

RaEX 2 v
CALL QATR(X9XiN9sQeOLlslOsF2eX5S

»IERSAUX)

WRITE(39101) XPoADsXTeXCrrGaX59DIR

101 FORMATITF1546)
XT=XT#DIR
XS=XS5UDIR
X1zXP+xD+XT
X2=XC+XG+X5
X=XH

GO TO 1
11 SRDJA=1.
CALL FEXIT
[ D

UNREFERENCED STATEMENTS
11

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
10CS

CORE REQUIREMENTS FOR
COMMON 2 VARIABLES hH8

END OF CONMPILATION

/7 xEQ'é(baJ

(Ze UGOGGU CaOUUDUY
Ve UOLRID SISVIVISTHEEY
(2.o50000 0ed24914
0aV248Y6 Ve 049479

[2405999Y " 0e074376

PIROGRAM

,
A=
SR UISERTE
Je UL 2aD
Dl Y T16
UaGULZHD
0983450

Qi
(RN

358

e CUGGUC

-ueULL LU

P

IRt E o
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LCG DRIVE CART SPEC CARRT AVALL  PHY DRIVE
Q000 ' 228 iedld 0000
7771 , 0001

ve 10 ACTUAL 1ler  CONFIG 16K

7/ FUR
#OME WORD IRTEGERS
#LIST SOURCE PROGRAF
FURCTIOHN F2{X)
CORFON Xty
Fz=le=Ua28 (X=X )+ (0eU2=0al2Stl X (QUagitX) )X =) 52+ (=0aUULI33=0eU]
HOOLOORTXP (Qo &)X ) )3 (X=X ) %33 ‘
RETURM
EIND

FEATURES SUPPGRTED
ONE WORLD. INTEGERS

CONE REQUIREMENTS FOR F2 .
CUMMON 2 VARIAULES 16 PLOGRAM . 98

RELATIVE ENTRY POINT ADLRESS Ts 0020 (HEX)
FrD CF COMPILATICH

/ /7 Lup

#DLLETE F2

D 26 WAME NCT FOUMD Ln LET/FLET

*STCRE WS UA  F2 |
CAKT IR 2222 OB ADDR 6070 LB ChkT  0u0Y



// JObL Z P T} - ) il

LOG DRIVE CART srkEC CART AVAIL PrHY DRIVE

0000 2222 cdid 0Ccno
7771 0001l

v2 M1O ACTUAL lok COKFIG 16K

// FOR
*#0nE WORD INTEGERS
#LIST SUURCLE PROGRAM
FURCT1ON FL{X)
COMMON AN
FleXid=X=Qal# (Xij=X)%%24(0e¢Q06000LO=~0e U4 lOOHLMEXP (Qag3) VR (Kiy=r )2t s
REFTURM
EnD

FEATURES SURPORTED
CHE worRD THTEGERS

CORE REFQUIRFMENTS FOR F1
COMiON 2 VARIABLES 10 PHOGHAM 68

RELATIVE ENHTRY POINT AULRLESS 1 0014 (HEX)
ED OF COMPILATION

/7 LUP

*OULETE Fl

D 26 NAME NOT FOUML IN LET/FLET

#STOURE 48 UA Fl
CART D 22272 DR ADDBR  6O6A DI CNT LUC6
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GLAVA IV

OPSTA DEFINICIJA I RESENJE ZADATKA
OPTIMALNCG UPRAVLJANJA

U ovoj glavi je precizno formulisan problem optimal-
nog upravljanja i njegova interpretacija u normiranom fun- '
kcionalnom prostoru,da bi na kraju bilo dato i refenje ova-
ko postavljenog problema za neke linearne sisteme[?éj'

Posmatrajmo linearni sistem oblika

x = Alt)x + Blthu + wlt), x(t ) = x (4.1)

gde su x(t),ult) i w(t) vektori sa koordinatama xi(t),uj(t)
iw,(£),(i=1,2,4..,n),(§=1,2,...,0<n). '

U poredjenju sa prethodnom glavom,gde je resiavan pro-
blem odredjivanja faznog vektora x(t),u sludaju da su sve
ostale velidine u jednadini(4.1) poznate,ovde se problem
uopStava utoliko,Sto je potrebno odrediti i funkeciju uprav--
ljanja u(t) tako,da prevede dinamidki sistem(4.1) iz sta-
nja x(to) = x, u stanje x(tp) = x,.Fizidki je jasno,da di-
namilki sistem(objekat upravljanja) iz stanja X, u stanje
Xp # X moZ%e predi na beskonaéno mnogo nadina,bilo da se
kreée istom trajektorijom razliditim brzinama,ili da se kre-
e po razliditim trajektorijama.Ako se ne postave neki do-
punski uslovi za upravljadku vekbtor funkeciju ult),ili za
faznu trajektoriju x(t),te[%o,té],onda problem nee biti
jednoznadno reSiv.Prema tome postojale beskonadno mnogo wup-
ravljadkih funkecija u(t),koje mogu dinamidki sistem preves-
ti u stanje x,;.U praksi je od interesa da dinamidki sistem
predje iz jednog u drugo stanje na odredjeni nadin.MNapri-
mer,da potrosnja energije bude minimalna,upotrebom sile
minimalnog modula,za najkrac¢e vreme i sl,Ako smo u proble-
mu uspeli da pronadjemo ult) tako,da zadovoljava i jedan od
navedenih zahteva u pogledu optimalnosti,onda smo pronas-
1i takozvani optimalni vektor u®(t),a odgovarajuéa fazna
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trajektorija x°(t),koja odgovara vektoru u°(t),bide opti-
malna fazna trajektorija u smislu postavljenog kriteriju-
ma., '

Tizicki zahtevi kojima se dinamidki sistem usmerava
da radi optimalno u odredjenom smislu,ili zahtevi druge vr-
ste,matematilki izra%eno pretstavljaju ogranidenja vekto~
rima x{t) i ul(t) istovremeno ili posebno samo jednom od njih
Ova ogranidenja mogu hiti jako raznovrsna(integralne jedna-
¢ine 1 nejednaéine,vezami ekstremumi,algebarske nejednacine
i sl.),8%0 zavisi od topa u kojoj se oblasti nalazimo.Sa me-
hanicke talke gledidta interesantna su ogranicdenja u smislu
minimizacije energije,impulsa,modula sile ili momenta,vre-
mena prelaza iz jednog u drugo stanje,minimizacije predje-
nog puta i sl.Tefko je naéi opditi izraz,kojim bi se obuh-
vatila sva ova ogranidenja samo iz Jjedne oblasti,pa e mo _
prihvatiti vel usvojen naziv "intenzivnost upravljanja”[féﬂ
sa'oznakhm-<2f ypri ¢emu je ova velicCina prikazana izrazom
(1.24),

0d velikog broja raznovrsnih moguénosti biranja inbeg-
ralnog izraza(l.24),ovde ¢e mo se ograniditi na posmatra-
nje samo takvih dinamidkih sistema,u kojima ogranidenja u
pogledu optimalnosti namelu ogranilenja vektoru upravlja-
nja ult)y sa slededim osobinama -

10 Hiw) =0 e ult) =0 ¥ €[t t]
20 Hiu+v) g Aiw) + Hiv) | (1.2)
3° K (au) = /a/gg(u) , aeR

Praksa je pokazala,da u velikom broju sluéajéva veli-
gina # (u) ima navedene osobine(4.2),odnosno da se mo¥e
tretirati kao norma vektora u(t).Tako ée mo od sada pa na
dalje smatrati da je izraz(1l.24) penegativna funkcija & (u)

ls
N (u) = ijiu) = CL!(f,Céjézé (4.%)
{s

-
pri éemu Jje ]O(u) skalarna realna funkcija,prikazana u ko-

sa osobinama(4.2) i da je .

loni broj dva u tabeli T.
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Sa ovakvom interpretacijom,osnovni problem upravlja-
nog kretanja se mo%e formulisati ha sledeli naéin[?é].

DEFINICIJA I. Poznate su jednadine kretanja dinamic-
kog sistema(4.1),podetno i krajnje stanje X, i xg.Jzmedju
dopudtenih upravljanja u(t)e G,koje prevode dinamidki sis-

tem iz stanja X, u gﬂ,treba pronati optimalnu upravljadku

funkeiju u®(t),koja dinamidki sistem ini optimalnim u smi-
L3

slu minimizacije norme X (u) =4f’(u),odnosno

L) & ), dues (4.4)

mde je G oblast dopusStenih upravljanja.

Oblast G se zadaje na osnovu moguénosti i konstruk-
tivnih osobina dinémiékog sistema.0Ova ogranidenja su obic-
no algebarske nejednadine,i njima se naglaSava,da pojedi-
ne koordinate uj(t))ili ceo vektor ul(t) ne moFe izadéi iz-
van ekstremnih vrednosti,jer bi u protivnom moglo doé¢i do
ofiteéenja pojedinih delova dinamidkog sistema.llaprimer,u
sludaju da je upravljadka funkcija u{t) moment,koji dejs-
tvuje na osovinu,jasno je da taj moment ne sme preti onu
vrednost,koﬁa bi u materijalu osovine izazvala napon ve-
¢i od dozvoljenog napona.Ako je osa pomenute osovine pro-
menljivog pravca u trodimenzionom prostoru,onda je uprav-
1ljadka funkeija ult) vektor sa tri koordinate(r=3),pa bi
u ovom sludaju oblast G bila unutrafnjost lopte

()% + (uy)? & (uy)® = W (4h,5)

gde je Mymoment koji u osovini izaziva dozvoljeni napon.
q%pétem sludaju pretpostavicéemo,da je oblast dopuste-
nih upravljanja G,konveksna oblast u prostoru sa koordi-
natama u, ,Usyeees,U,,pri ¢emu ona postaje lopta u sluéa-
jul(4.5) ,0dnosno r-dimenszioni paralelepiped ako su ograni-
denja oblika ajé11.ébj,(j=l,2,...,r),gde su ib, ek-
stremne vrednosti koordinata vektora upravljanjaru(tg.
Obzirom da je ovako formulisan problem u définiciji 1,
refien detaljno u kursu[?é],ovde ¢e biti koriféeni gotovi
rezultati sa najnuinijim objafnjenjima.U tom eilju podji-
mo od KoZijeve formule(3.2) u kojoj je stavlijeno t = t, .
Tako dobiveni izraz moZemo shvatiti kao integralnu jedna~ -
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¢inu po nepoznatoj funkciji u(t)

0 | .
/H[t,,,tju(t)dt c - (4.6)

?,
. ‘ 2
gde je H[ts,t] = X [t5,t] - B(t) takozvana impuBna prelazna

1}

matrica tipa nXxr,dok je poznati vektor ¢ dat kao
_ A '
c = x(tp) - X[tﬂ,tO]x(to) -/Xfcﬁ,ijw(t)dt (4,7)
' o _

Nalje treba imati u vidu,da se svaka vrsta matrice H,
mo7e( smatrati kao transponovani r-dimenzioni vektor kolo-
na h i) @ﬂ,ﬁ] i=1,2,...,0),kojih ima ukupno n,a svaki ima
po r koordinata h 3 [t@,ﬁ], J=142,ye4s,r).Tako se sada, mab-
riéni nadin pisanja izraza(4.6) moZe zameniti skalarnim

ds -
]‘ﬂ(i) [art] ultlas = ¢, ,(i=1,2,...,0) (4,8)

U izrazu(4.8) ée mo smatrati da je nepoznata funkci-
Jja vektor kolona u(t) = (u.),(j=1,2,...,r),dok su ostale
velidine poinate Vektor funkciju u(t) treba odredltl tako,
da resi problem iz definicije I.Za vektore h (1) [ﬁﬂ,t] da-
lje pretpostavljamo,da pripadaju normiranom funkcionalnomn
prostoru 73 {h(t t' €t <t,,} ga normomf)(h) koja je za sa-
da neodredapna.ollcno se za vektor funkcijuw ult) prntp05~
tavlja da pripada normiranom 1un101ona1nom prostoru<15
odnosno ult) E:Z? ,pri demu Jje normavfj(u data izrazom(4.%),

Ako se dalje uzme u obzir,da se leve: strane izraza
(4.8) mogu tretirati kao linearni funkcionali(u kursu.[i&]
je usvojen termin linearna operacl? >p[h] upravljacke

funkeije u(t) €™ nad vektorima h'*’ (t) iz prostora JZ3
onda je nov oblik diferencijalnih jednadina(4.8)

i) . Ay
Yé[}l( (tz/ = Ci Py (l=1,=‘2,c..,n) (ll..x))
Ta osnovu objasnjenja datih u drugoj glavi gde Jje de-
finisan opsti oblik linearne operacije 1zraz1ma(2.12) i
(2.,19),mo%e se kori&ienjem veze (2.18) odrediti norma [“(h)

J/o(h) = mﬁx %Yh(tzz ,//DTu) = %} - | qu.lo)

iz
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gde  je Vf[h(ty linearna operacija,koja u ovom sludaju ima

oblik s s
Y [n] - th(t)u(t)dt Z hy(t)u, (ty at  (4.11)
lo !

U onim sluéajevima,kada se korifi¢enjem izraza(4.10),

tesko dolazi do konadénih rezultata,treba koristiti tabelu

broj I,mde je data veza izmedju'normijo(h) idfo*hl) za neke
posebne sludéajeve,ili ako ova veza ne postoji u pdmenutoj

tabeli,onda se mo%e,norma~/9(h) potrafiti iz izraza(2.16)

i (2.17).

Sa ovakvom interpretacijom,problem sadrfan u defini-
ciji I,mo%Ze se formulisati Fao[?é]

PROBLiN_MOMENTA. leka je u prostoru,f5{n (6);6 €6 baf
sa normomJO h) zadano n elemenata h l)(t) Ueka Jje dﬂld@ da-~
to n skalara cy , (i=1 2,...,n) toko da je Z cy >O c; < R,
Potrebno je prona01 linearnu opnraclau}”ﬁh(t_} deflnqunn

nad celim prostoromQZ?sh(t) ,tako da bude zadovoljena Jod~
nadina(4,9),i da je norma}fj()”) operac13e}9[h t~7 najma-
nja od normi svih opera01ga}0[hl<oge zadovoljavaju(4.9).

Opera013a)0[h] -.f’koga zadovoljava formulisane zah-

. teve,zove se optimalna linearna operacija.

Treba imati u vidu,da problem momenta u svojoj prvo-~
bitnoj verziji nije sadr%ao i dopunski uslov o optimalnos-
ti,ves samo zadovoljenje jednadina({4.9).Medjutim,ovde ée
se pod problemom momenta podrazumevati,da pored uslova(X,9)
treba da budu zadovoljeni i zahtevi o optimalnosti.

Tnacde,problem momenta na koji je sveden osnovni zada—
tak o optimalnom upravljanju,dobio je ovo ime,jer je pote--.
kao iz konkretnih problema o nadinu rasporeda masa,naclel-
tridanja,verovatnote i sl. tako da se obezbede odredjeni
momenti(moment sile,moment inercije,moment verovatnoée,...).

-

U definiciji problema momenta uslov ?—:-,cg> 0 je uvek
zadovol jen, jer u protivnom ako bi bilo fc =0,onda ne bi bi~
lo nikakvog upravljanja,pofito bi funkcija u(t) = 0, t>t,
zadovoljavala sve zahteve(4.9) i zahteve o optimalnosti.
Prema tome u sluc¢aju da su sve konstante c; Jednake nuli,
optimalna upravljadka funkcija u® je identidki jednaka nu-
li.%a dalje pretpostavlijamo da je bar jedna realna konsta-

nta c, razlidita od nule.
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Na osnovu[?é],reéenje problema momenta je definisa-
no sledefom teoremom: .

TEOREMA Optimalna operacija y[h(ty ykoja resgava
problem momenta,postoji tada i samo tada,kada je

f"; /O(ho) >0 , (4.12)
pri demu je -1 | |
PY}OO),: //07 : (4,13)

rde je h°® takozvana minimalns vektor funkcija,data kao

4, e
ne - Z/if’hu) , ‘ (4.34)

: 9
a skalard.épretstavljaju resSenja vezanog ekstremuma

: n
o -
//C>= min /“(h) = min (1) pri ;EZpi =1 (4.,15)
. /.= I

4 4

Dokaz ove teoreme detaljno je prikazan u[}Q],a ovde
fe biti dat samo fizidki smisao najvaZnijeg stava(i4.13).

Pre svega,treba imati u vidu,da izraz (4.1%) pretstav-
1ja matematicku interpretaciju intenzivnosti upravljadke
funkcije u(t),odnosno da jeci?%u) =J/97u),koja fizidki preb-
stavlja rezervu upravljadke funkcije u(t) u smislu konad- '

ne kolicéine energije,konacno velikog modula sile,momenta,
impulsa i sl.,onda Jje jasno da velicdina a%ﬁu) =’/07u),mo~
ra biti ogranidena funkcija.lako se sada uslov(4.12) sla-
Ze sa intuitivnom pretstavom o konadnoj vrednosti inten-
zivnosti upravljacke funkcije.Sem toga,dubok fizidki smi-
sao nejednakosti(4.12) je iskoriiéen uf7s/yza definisanje
‘dovoljnih uslova upravljanosti(kontrolabilnosti) linearriih
nestacionarnih dinamidkih sistema oblika{4.1),za sludaj
da je w(t) = 0.U cilju definisanja ovih uslova posmétraée—

mo linearpi sistem

x = Alt)x + B(t) u, x(t )= x_ (4,06)
7Za sistem(4.16) se ka%e da je potpuno upravljajuéi
(kontrolabilan),ako je moguée pronaéi upravljadku funkci-
ju ult) tako,da dinamidki sistem prebaci iz stanja X, u
stanje x(tps) = X3,%28 proizvoljne vrednosti x_ i xz1i za

konadno vreme to - £5.U ovoj definiciji nisu sadrZzasni zah-
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tevi o optimalnosti dinémiékog sistema.,
Posmatrajmo matrice Iy (t) definisane kao:

Ll(t) = B(t)

L?(t) = A(t) Ll(t) - Ll(t)
. (4,17)
) de_l(t)' o )

L (t) = Al%) Lk_l(t) - ~—a;——- y (k=2,3,...,n

Obzirom da u definisanim matricama Lk(t) figurisu
matrice A(t) i B(t) iz sistema(4.16),kap i njihovi izvodi
do reda n-l,onda je jasno da &e mo posmatrati samo takve
sisteme,u kojima su ove matrice neprekidne zajedno sa svo-
jim izvodima do n-1 reda,u posmatranom intervalu ttS(tO,tﬁ).
U krajnjim tacdkama to i t 3 reC je o desnom odnosno levom
izvodu respektivno.

Neka je u intervalu t e (t_,ts) moguce pronaéi trenu-
tak ¢t = f‘,u kome je rang matrice '

K(t) ; {ii(t); Lg(t)i... ;Ln(t)} | (4.,18)

jednak n.Tada je dinamidki sistem(4.16) potpuno upravlja-
judi u posmatranom intervalu.

Dokaz ovog stava je dat u[f@ﬁa.kao osnova i polazna
relacija je koriséena nejednakost (4.12).

U specijalnom sludaju,kada su matrice A i B konsbtan-

tne (stacionarni sistemi),biée iz (4.17) Ly = AkLg pa je
' [ 7 I n-
K(t) = K = {BMBM%mNm,”.mnlg} (4.1.9)
L 1 | r .

pa se u ovom specijalnom sluéaju,stév o upravljanosti mo- -
%e formulisati na slededéi nacin:

Na bi linearni stacionarni sistem X = Ax + Bu,bio Lo~
trolabilan,neophodno je i dovoljno,da rang matrice(4,19) bu-
de n.Razlika je u tome,3to su u stacionarnom slucaju ovi us-
lovi istovrémeno potrebni i dovoljni,dok su oni u sludaju
(4.16) dovoljni,

Dalje se na osnovu izraza(?.14) mo¥e postaviti vrlo
vazan princip maksimuma za linearnu operaciju Yyhf

a nisu i neophodni .
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Korifienjem izraza(2.,14) i (4.13) moZe se dodi do
vaznih nejednakosti

f?f) = s/?p %%Z/ => f?f)‘f(h)%f[h]
P-4 s Ll = (o)t

Ako se woci neka druga linearna operacija>}7h] # 70: ‘

koja ima istu normu /7 (J?) =J6r/kao optimalna operacija /¢,
onda se iz nejednakosti(4.2C) dobija za h = h°®

L 0T <fipfeey 0= 1 = PInd |
f[h‘f] < ] (4.21)

Tako sada,redima formulisana nejednakost(4.21),pret-

(4,20)

stavlja princip maksimuma.

PRINGIP I‘-“'IAI*Z'SIP'IUP'”LA(%) Cptimalna linearna operacija 7 [h]
koja ima normujﬁ?@ejsjffﬂizdvaja se izmedjg gvih ?Stalih
linearnih operacija Y[h],sa istom normom~f9/&a%347/sled@_
&4im svojstvom maksimuma nad minimalnom funkcijom n%(t) |

yo[ho(tl] = max }ﬂﬁlo(ty =1 ,/O*()”) =ﬁ'1 (4.22)
¥y

~Tako se sada,posle odredjivanja minimalne vekbtor [un-

keije h%(t) iz (4.15),mo¥e na osnovu relacije(4.22),doéi u
velikom broju sluéajeva do eksplicitnog oblika lincarne
operacije)mfh(t27,a.samim tim i do resenja optimalne up-
ravljacke funkcije u?(t).pPraksa je pokazala,da najvete pro-
bleme zadaje odredjivanje fundamentalne matrice X[ﬁ,toj,
i minimalne funkecije ho(t),dok se po pravilu{4.22) rela-
tivno lako dolazi do konadnih rezultata.Zato ée wmo u zak-
1juéku konstatovati

1% Problem momenta ima refienje tada i samo tada,kada
je za minimalnu funkciju h°(t) ispunjen usloY/ﬂ%ho) fJ/“;(L
rde je_jcuho) nadjeno po pravilu(4,15)

(%) e radi se o principu maksinmuma L.3.Pontrjagina iz[hﬁ/J'
ve¢ o principu definisanog u obliku(4,22)



2° Kriterijum optimalnosti optimalne upravljacke fun-
xcije u®(t) zadovoljava uslove
ts ts

max | (B2 Tu(s)at = | wo(t) wlls)at = 1
U .

£ i,
i -/97uo) =6%?(u°) = (/jj)—j

Ako bi sada trebalo dati prakticna uputstva,za reia-
vanje zadataka o optimalnom upravljanju po metodi iz[}%],
koja je prikazana u cetvrtoj glavi,onda bi se ta uputstva

(4.23)

svela na sledece:

I. Postaviti diferencijalne jednadine kretanja dina-
midkog sistema i svesti ih na KoSijevu formull.27).

II.Proveriti da 1li je sistem kontrolabilan na osnovu
ranga matrice K(t), date relacijom(4.19).

1II.Proveriti,da li kriterijum optimalnosti(inten-
zivnost upravljadke funkcije)zadovoljava aksiome norme,b.j.
da 1i se mo%e smatrati da je )/ (u) = //jﬁu).

IV.Ako su prethodni uslovi ispunjeni,mo%e se pristu-
piti resavanju optimalne upravljacke funkcije uo(t),tako
%to se prvo odredi fundamentalna matrica X[t,t&];a zatim
matrica Hl}a,ﬁ] = X[@g,ﬁ}ﬁ(t),da bi pomodéu ove mogli defi-
nisati vektor funkciju h(t) = HT[qe,t] oblika(4,14),

| V. Sada treba odrediti normuJO(h) na osnovu polazne
norme lu),&to se mo¥e uraditi koriidenjem tabele I,ili
ako ovaj sludaj ne postoji u tabeli onda po pravilul4.10).

VI.Dalje zreba odrediti minimalnu funkeiju h°(t) po’
pravilu(4.15),a zatim tako izradunato h®(%) uneti u izraz
(4.23), 0odakle se neposredno redava u?(t).

VII.Na kraju se,ovako izradunato u®(t) unese u Koii-
jevu formulu(3.2) i teko kao konadéni rezultat dobije re-
Senje faznog vektora xX(t).

Na kraju detvrte glave biée data formulacija proble-
ma momenta u nesto izmenjenom obliku,jer Jje nekada bad
ovako izmenjen oblik pogodan za dalje korisCenje u prob-
lemima odredjivanja optimalne upravljadke funkcije ul(t).

U tom cilju “e mo,oslanjajuli-se na princip maksimu-—
ma (4.22),po3i od vektor funkcije h(t) oblika(4.15) napi-
sane u obliku ' |
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h(t) Z/h gy = 15,0 / (4.70)

pde Jje vektor kolona sa koordlnatama Zi.

Totrebno je iz skupa vektora(4.m4),pronaéi minimalnu
vektor funkeiju n°(t) po pravilu(4.15).U tom cilju trans-
vormisatemo matricu H[@e,ﬁ]na sledeéi nadin

Hft 5,8 {Xﬁ: vt B t)} =B (t){ Ct tﬂj} (4.25)

Zamenom poslednjeg izraza u (4.24) dobija se

’
h(t) = BT(t){X—lEt,tp]}.é = 85(t) s(t) (4.26)
T

Ako se sada uzme u obzir da je{%’ [t, b@&-fundamental»
na matrica sistema & = — A" (t) s , s(@a)..g yonda se tra-
zenje minimalne funkcije h°(t) svodi na resavanje vezanog

ekstremuma

JO(B (+)8°( /0( t)s(t ) c-s(t/3) =1 (4.27)

Tako se sada tra%enje optimalne upravljacke funkeci je
u?(t),mo¥e formulisati kao

PRAVITO MINIMAKSA Da bi resili problem momenta,treba
iz jednadine ‘s 2= A's  odrediti s(t).lz skupa redenja u(t)
treba odabrati s°(t),za koje je ispunjen uslov(4.27).Pro-

bleb momenta ima resenje tada i samo tada,kada je

/D( (t)so(t)) Joh ﬂyo (. 26)

i izmedju svih dopuStenih upravlijanja ult) sa normom (4.1 ),
izdvaja se uslovom maksimuma({#.23) nad minimalnom funkeci--
jom h%(t) = BT (£) s°(t).

L]




GLAVA v

ODREDJIVANJIE UPRAVILJACKE FUNKCIJE U NEKIM
SPECTJATNIM STUCAJEVINA OPTTMATNOSTI |

Da bi opSta teorija prikazana u Cetvrtoj glavi,dobi-
la konkretni smisao,za res Savanje problema optimalnesti,po-
trebno je intenzivnosti upravljadke funkcije X (u) =jo(u)
dati konkretne vrednosti,tako da prikazuje raznovrsne kri-.
terijume optimalnosti.Iz skupa velikog broja raznovrsnih
problema,ovde 4e biti birani samo oni,koje mo¥emo do kra-
ja re&iti u zatvoreno] formi.

1° Upravljanje minimalnom energijom.Jedan od najlak-

8ih slulajeva,koji skoro uvek daje refenje optimalne fun-
keije u®(t) u konadnom obliku, je slucaj upravljanja mini.-
malnom energijom,Ako se wzme u obzir,da je upravljanje sma
sa elektridnom energijom danas cesto zastupljeno,a u ovim
sluéajevimé je obiéno upravljalka funkcija ul{t) srazmerns
jadini struje ul(t) = k-i(t),onda se,kao kriterijum optimel -
nosti pojavljuje ukupna kolicéina potroSene energije

| 4
E(ts) = kgfé i%(6) dv (5.2)

[

gde parametar k repulifie dimenzionu jednakost.

Uodimo oblik izrazal5.1),koji je napisan za sluéaj,dn
vektor upravljadke funkcije ima jednu koordinatulr=1),ondn
je logidno da Ge za r;>1 kriterijum optimalnosti biti obli--

ka Z
H () = §‘ uf(5) av 5.7)
, £ |
U zavisnosti od fora,Jta je dimenziono upravljacka
funkeija u(t) = ui(t) (3=1,2,...,7),izraz(5.2) ¢e neka-

da pret%tavlaatl ukupno potro“enu energiju,a nekada nesto
drugo.lMedjutim,bez obzira &to izraz(5.2) neée uvek pret-
stavljati ukupnu rezervu enerpgije,koja se moZe utrosSiti za
upravljanje dinamidkim sistemam,usvojeno je u [ZQ],da se
takvo upravljanje dinamickim sistemom,u kome treba mini-
mizirati izraz(5.2),zove upravljanje minimalnom energijom.
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Posto ¢e ovde,biti dat samo principijelan put za od-
redjivanje optimalne upravljadke funkecije u®(t),u smislu
minimizacije izraza(5.2),smatrademo da je dinamidki sis-
tem sveden na normalni oblik,da Jje kontroiabilan i da Je
reSena fundamentalna matrica X [t,t ] Prvo treba konstato-
vati,da izraz(5.2) moZe pretsbavlaatl normu]O%u vektor
funkecije ult),jer ispunjava sksiome norme.j3ledeéi korak
je odredjivanje pridrufene normejfﬁh).Ona se moZe pronadi
u tabeli I sludaj 4,tako da je u ovom sludaju

f(h) = Lh;ﬁ(t) at /| - (5.%)

pde je r-dimenzioni vektor hit) = { J(t) , (3=1,2,.4,1)
iz prostorajzggah ,dok Jje r—dimenzioni vektor ul(t) iz

1
o4

konjugovanog prostora&Z?gau(t).

Saglasno pravilu minimaksa,sledeca étapa je odredji-
vanje vektor funkecije ho(t),koja se odredjuje na osnovu
izraza(4,15).Po pretpostavci vektori h''’'(t) su poznati,
ima ih n,i svaki ima po r koordinata.Ako se jo$ uzme u ob-
zir,da ée izraz(5.3) dOSthI minimalnu vrednost istovreme-
no kada i njegov kvadratJF7 (h),onda se izradunavanjem ovog

poslednaeg,doblaa kvadratna forma
72

b/ =1
1/
tako da se izradunavanje minimalne funkeije h°(t) svelo un

odredglvnngn skalara 1 1z uslova

mln;S: my 4151 , :£~ 1i.ci’= 1 (5.5)

W 1/ {;/ ,

LagranZzovom metodom neodredjenih koefiwvijenata dobi-
jaju se reSenja vezanog ekstremuma(5.5) 12,(i=1,2...,n).
Ha taj nadin je odredjena minimalna funkeija(4.14),a samim
tim i kvadrat 1ntegra1a 5.3) koji je u ovom sludaju -

[f' ]: 1° 31550 ee,10) (5.6)

ko Je)F7>-O onda je sledela etapa odredjivanje opti-
- malne upravljacke funkcije u®(t) iz uslova(4.2%).U ovom
sludaju uslov(4,.23) se pretvara u
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éﬂ - iZ/B
E)_°(tﬂT.u°(t)dt = max [hO(t_)] Taltlat = 1

u
{0 é Lo
r -2
pri .ui(t)dt =K;Ct/
tla (= 1 )
Varijacioni problem(5.7) se mo¥%e refiti LagranZovom meto-
dom neodredjenih koeficijenata.lla osnovu[ké]reéenja su

(5.7)

hI(t) = -2a wi(t) => no(¢t) = - 2a v (t) (5.8)

Parasmetar a se moZe odrediti tako,Sto se reSenje(5.8)
zameni u(5,7),0dakle sledi da je -2a = {/%)2,pa je

(%) =/joo"”h°(t) ‘ (5.9)

Na taj nac¢in je dobiveno Jjedinstveno resenje optimal-
ne upravljadke funkcije u konadnom obliku(5.9).

a zavrietku ove oblastilupravljanje minimalnom -ener-
pijom),treba imati u vidu,da se krug problema,koji se mofe
na ovaj nadin relavati,mo¥e profiriti na sledeéi nafin.

Ako se obrati pa¥nja na integral(5.?),vidi se da pod
integralom figuriSe homogena kvadratna forma koordinata U
1] sludajevima,kada je podintegralna funkcija pozitivno de-
finitna kvadratna forma oblika

¥ ' .
W u) = ;E: my o UgeUs oy (5.10)
e
mo¥e se izvriti smena v(t) = P(t).ult),pri kojoj se da-
ta kvadratna forma(%.10) svodi na kanonski oblik

Jvis) 2 = ivf (5.11)
-y
Postojanje nesinpularne linearne transformacije P(#)
je dokazano u teoriji kvadratnih formi[%@ﬁﬂa ova] nacin
bi se problem odredjivanja upravljacke funkecije uo(t),sveo
na prethodni,kada je intenzivnost upravljadke funkcije da-

ta izrazom(5.2).

Kao primer,odredimo upravljacku funkeciju zd kretanje
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materijalne tadke M,mase m(t),koja se kreée u vertikalnoj

ravni,pod dejstvom sile zemljine teZe i reaktivne sile us-
led odvajanja &estica od osnovne mase m(t).0dgoverajuéa di-
R A? ferencijalna jednadina kreta-
;?’, nja tacke m ée imati oblik

—p
mé—L = G*+ Fb
M : it

é? gle su: m = m(t)-masa tadke,
4 promenljiva u toku vremena

o . 07' sa poznatim 1li traZenim za-

{nao ' Qwiuf.konom promene.a;teéina tadke
Mo(-1,0) M,dok je F = (ﬁb-j ¥)em -rea-

ktivna sila.Skalarne jednadine su

m(t)é? = M vr} i | m(t);i = m Voy = mit) g

(S
V. aT-7, Vay = | Vo] con(h 7} 4 008 J/x ey = A sin oy

BB

A coso/f m Uy -II% A Sino[f = uy

tako da sa ovim oznakama diferencijalne jédnaéine postaju

.?aul i "’Z’uu2:g

Dobijene su dve, linearne diferenéijalne_jednaéine drugog re-
da.Da bi sveli ove Jjednaline na normalni oblik,uvedimo sle-
[ r'} .

dede oznake: = X9y 5 = Xpy Q = xa, '2 = xu.Sa novim ozna-
- kama skalarne diferencijalne jednacdine postaju

Xy = Xy ‘ .
: - 1 uy
X = U
2 + w2 X = X2 y u= (5.1.7)
. u
. X

Poslednjc jednadine se mogu napisati u matriénom obliku

x(t) = Alt) x(t) + B(t) ult) + wit)
gde su vektori x i u veé prikazani a matrice A(t) i B(t) su
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u ovom sludaju date kao

01 00 0 o 0
L . |00 0O Ba [1 O walO
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0O 0 1 -

Zadatak &ée mo formulisati ne sledeéi nadin:0drediti uprav-
1jadku funkciju u®(t) tako,da prebaci tadku M iz stanja
x(t ) = (-1,0,0,0) u stanje x(ts) = (0,0,0,0) za vreme

T = ts- to = 1 sec,uz dopunski uslov,minimalnosti izraza

l/) //2

%[uj ) [l * u2] at (5.15)

ne ulazeéi u fizidki smlsao tog uslova, _
Nastavimo resavanje postavljenog zadatka,odredjiva-

njem fundamentalne matrice X[f,toj.

X[?,td]ﬁa oh(E=t5) | 1, Alt-t ) + A2(t-to)32! + eesse

A2 =0 B aata .. =2a"=20, 032, paje
1 t-t, 0 0
| o 1 0 o
x[t’toj-
o 0 1 t-t
0
o o0 0o 1

Hftgot] = xE:,,,tJB(t) . x‘i[t,tﬁ]B(t) = S'E,t/s]B(t)

to=t O P
.. 1 0 1
HB""Q’\ - l = 2
0 ta-t 15
o 1 1,
| ' 1 (8p=t) + 1, hy (£))
hit) = Hfop,t]e1 = - - (5.101)

1y(tg=t) + 1, [ -~ | hy(t)
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Sledeli korak je odredjivanje vektora ¢ na osnovu(#.?)
pri demu je t = 0,x(ts) = O,pa je

[ ey 1 _ 1
c 0’ 0
¢ = ° (4,-t_ )9 =
c5 Bl —Yo'/2 g/2
Cy g(t,~ to) g

Ako se sada uzme u obzir,da se zamenom vektora h(t)
u integral(S.B{,dobija kvadriranjem izraz(5.4),onda iz-
raa(5.5) u ovom sludaju postaje

1 P2y
I:Ill::Ln/{[/I(l—t) + /2] + [/5(1-1:) +/J£} dt
t

i fyve2fs el -1

0
Redenja ovog vezanop ekstremuma su skalari l{

0 yjo _ 0 - 0
@ ) 312312 ! é ) gz+€]5.2 ’ /é= go412 Z= ©

Sada je iz(4.14) i (4.15)

6 - lét 2
no(t) = “El_’ )f%?L (g2 + 12)7L
g +12 g

pa se na kraju zamenom u (5.9) dobija

6 - 12t ul (t)

uo(t) = - o (5.15)
8 u, (t)

Zamenom u®(t) u Ko#ijevu i N e

formulu(3.2) dobija se fazna tra- : !
jektorija x°(t),koja je na slici | g i
prikazana sa duzi M 0.11a samoj sli-

ci su prikazane i vrednosti up-
ravljacke funkcije u pojedinim
tadkama trajektorije,pri demu

=F

ug kompengira silu tezZe,

L
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20 Upravljanje minimalnom silom. Sa mehanicke tacke

gledis8ta,ovo je drugi karakteristicdan slucaj optimalnog
upravljanja silom u(t),8iji je modul ograniden.

Ako se pretpostavi,da je u(t) r-dimenzioni vektor sa
koordinatama uj(ﬁ),(j=l,2,...,r),onda intenzivnost & (u)
moZ%e biti oblika '

| r %
H () =j0 u) = max //u(t/ = max Zug(t)) (5.16)
(=1

L2l

pa se iz tabele I(sludaj 5),vidi, da je odgovarajuéa pri-
druZena norma

) 7 |
f(h) = /h(t)/ at = Zh (t) (5.17)
to

Ako se u toku upravljanja dlnamlcklm sistemom zahte-
va,da svaka koordinata uj(t) ne predje.svoju ekstremnu vre-
dnost po modulu,onda se kao kriterijum optimalnosti javl ja

Qf(u) - f)"‘(u) = max ma*c/u (t)(] (5.18).

b€ 6% by

izrasz

pa je u ovom sludaju prldruzena norma iz tqbele T(slu<aJ 7)

jD(h) = t)// at ‘ (5.19)
[o t—-/ : :

Tako bi se sada,u sludaju da je_jo(h) oblika(5.17),
minimalna funkecija ho(t) trafila refiavanjem vezanog eks-
tremuma

f(h ) = mln //Zi () t,// at, ﬁ fici= 1 (5.20)

Pod pretpostavkom da Jje minimalna funkcija'ho(t) -
sena,moz%e se dalje,odrediti optimalna upravljadka funkci.-
ja u®(t) na osnovu principa maksimuma(4,23),koji u ovom
sluc¢aju dovodi do redfenja

-4 .07,
uO(t) =(~0, h (J[:) :
/)) //1;1°(t)// o (5.22)

Dobiveni rezultat(5.21) odsovara polaznoj normi(5.16),
dok bi se,u sludaju da je polazna norma oblika(5.18),slid-
nim rezonovanjem doflo do zakljucka,da Jje optimalna uprav-~
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1jadka funkcija u®(t) vektor sa koordinatama

uf () =/fo)’égn nd(t) , (i=1,2,...,7) (5.22)

Tzrazi(5.21) i (5,22) su definisani %a sve vrednosti
1:eﬁo,té]sem onda kada je h{t) = 0.U tadkama gde je h® = 0
usvojeno je u[hélda je upravljacka funkcija neprekidna s
desna, jer njena vrednost u konacénom broju trenutaka tj’

u kojima se anulira h®(t),nema suitinskog znadaja zbog
inercionih osobina dinamickih sistema,

Radi uporedjenja,odabrademo isti primer kao u sluda-
ju upravljanja minimalnom energijom,pa Ce se videti razli-
ka u konacnim rezultatima.Diferencijalne jednadine kreta-
nja materijalne tadke M su date izrazom(5.12).Sa istim po-
¢etnim i graniénim uslovima potrebno je,prevesti tadku M
iz podetnog poloZaja M(-1,0) u koordinatni podetak,uz iz-
menjeni uslov optimalnosti.Ovde se sada zsahteva,da u toku
upravljanja bude zadovoljen uslov /07up) = ﬁin)f?ﬁ),gde je

u

F(u) = J/(u) = max [2(1:) + ug(t)] (5.2%)

f,<l<ity

7a ovaj sludaj je optimalna upravljadka funkeija u® (1)
data izrazom(5,21),38t0 u konkretnom sludaju znadi da je

y {201-8) + [,
ul (%) = ._ﬁle;_ o
| //h°(t)// ga(l“t) +

pde se minimalna funkecija h°(t) = -{ho(t),hg(t)} trafi

iz uslova(4.15),koji u nafiem sludaju postaje

C P fgl- ] [flthid}

pri: ( + p;{ /2 + [rf = _/Z /.’._,))

ReZenja poslednjeg vezanog ekstremuma su skalari {O
(i=1,2,3,4) ,datih uf76] ,tako da je 19 = 0,1116 ; 13 =-0,050

(5,204)

1‘3’ =0 ; 1 = 0,0888 ; f“: 0,0944 3 g = 10.Zamenom ovih

vrednosti u (5.24) dohijaju se sledede vrednosti za koor-
dinate optimalne upravljacke funkeije u® (+)
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O (%) - 0,0558 (1-2%)
0,0944(0,01246°— 0,0124% +0,012)1/2

(5.26)

ug(t) 5

0,0944(0,0124t“= 0,0124t¢ +o,012)1/2

Kada se ovako izradunate vrednostl zamene u KoSijevu
formulu(3.2),dobija se fazna traaekborlaa X (t)(u vertikal- "’
noj ravni trajektorija je na prilo%enoj slici izvudena de-
belom linijom NOO LVa samom crtezu su date i vrednosti ko-
ordinata uo(t) u pojedinim tackama fazne traaektor:ae ra-

di uporedaenaa sa prethodnim primerom.
k '\Q:ZIZ

U zékljuéku se mo¥e konstatovati,da se aparatom fun-
kcionalne analize(u formi prikazanoj u detvrtoj glavi),mo-
gu reSavati zadaci optimalnosti i da. su reSenja data u ko-
naénom obliku,onda kada je moguce rediti vezani ekstremum
(#.15) i njemu odgovarajuéi(f4.23).Da bi se problemi opti-
malnosti mogli reSavati na ovaj nadin,neophodno je,da kri-
terijum optimalnosti bude velicdina sa osobinama norme . Ako
ovo nije ispunjeno,onda se krug problema mo%e pro&iriti L
u onim slulajevima,kada se polazni kriterijum optimalnos-
th,kojl nema osobine norme u funkcionalnom prostoru,moze
nekim matematickim transformacijama svesti na kriterijum
 optimalnosti sa osobinama norme.Ovde ée biti prikazan Jje-
dan takav sludaj.
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30 Optimalnost dinamickih sistema u smislu najbrieg

prelaza. Jedan od c¢estih slulajeva je,kada Zelimo da dina-
mic¢ki sistem prevedemo iz Jjednog u drugo stanje,za naj-
krate vreme.Tako se sada,kao kriterijum optimalnosti jav-
lja vremenski interval to — t 5 .Jasno je dakle,da trenu-
tak zavrsetka dejstva upravljacke funkecije wl(%),t.j.tre-
nutak t s nije fiksiran,ve® se odredjuje u toku resavanja
optimalne upravljacdke funkcije u®(t).Pored osnovnog zah-
teva,da dinamidki sistem prebacimo za najkrale moguée vie-
me,u ovakvim problemima su uvek dati i neki dopunski uslo-
vi,kojima se naglaZava,da vektor u(t) ne mo%e preéi neke
graniéne vrednosti,jer bi u protivnom moglo doéi do oste-
¢enja dinamidkog sistema.Ti uslovi mogu biti oblika

. Af) < b,
2 5.ua(t) i

a mogu biti i drugadije vrste.Uslov oblika(5.27),pde su o

, a; ¢t b, (321,25 000 ,7), (5.27)

i bj poznate realne konstante,definife u prostoru ()73au
r-dimenzioni paralelepiped,odnosno definise oblast dopusi-
tenih upravljanja G,koja u drugim sludajevima moZe biti i
sloZ%enijeg -oblika,

Posmatrajmo prvo nelinearan sistem oblika

x = £lt,x,u) , x{t ) = x (5.20)

gde su x,f i u vektori kolone sa n koordinata.
Neka Jje data oblast dopustenih upravljanja G.Tada sva-
kom ue G odgovara integralna kriva sistema(5,28)

x = x(t,u,x,) (5.20)

Neka je dalje,3 povriina koja se nalazi na povrsi 2
500

F(t,Xl,Xg,....,Xn) = O (‘)._)(.‘)

Zadatak upravljanja neka se sastoji u tome,da odabere-
mo neko u €G,tako da integralna kriva(5.,29) dostigne povr-
$inu 8 u trenutku t = ty >t .Jasno je da ovako formulisan
problem nije Jjednoznaléno reiiv,sve dok se ne postave i ne-
Ki dopunski uslovi optimalnosti.

U tom cilju posmatrajmo jo# i neku pozitivno definit-
nu funkeiju V(t,x),koja na bilo koji nadin definife "ras-
tojanje" pokretne tadke(5.,29) od krajnjeg cilja-povriine 0.
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Ovo poslednje znali,da je V(t,xl,xp,...,xn) funkecija sa
osobinama . A
Vit,x) >0, ¥x¢s, Vit,x)) = 0 &= x;€ 8 (5.51)

tako,da ¢e mo je za dalje,zvati funkcija rastojangja.

U specijalnom sludaju,kada je krajnji cil] %= 0O,
odnosno kada se povr$ina S svodi na koordinatni pocetak
faznog prostora,tada se iz(5.31) vidi da funkeija V(t,x)
ima osobine norme,

Za funkciiu u®(t) se ka¥e,da je optimalna u odnosu nn
odabranu funkeiju rastojanja V(t,x),ako funkecija V(t,x) nnji-
br¥e opada duZz integralne krive

x° = x(t,uo,x ) (5.352)

Odredimo zato vrednost funkcije V(t,x) i njen izvod po vre-
menu na krivoj(5.29),onda ¢e saglasno sa(5.28) biti

_ m
av _ 2DV =2V . S F5
E-]_Tt- = at + a L' f'(t’x’u) . (b’./)ﬁv)
. (=1

~ Ako se-uzme u obzir prethodna definicija o optimalno-
gti funkcije u®(t),onda se mo¥e konstatovati da je

dV av 4 -
inf =— = & ueag , telt ,t (5.%1)
1= 11 ‘ 9 ? [0’ 1]

3to Jje ekvivalentno sa:

av ' %5 )
. qE o T O + h(t), n(s)yo, h(t) #o (5.3%]

Jednadina(5,%4) slufi za odredjivanje optimalne uprav-
1jadke funkeije u®(t),ako se u konkretnom sludaju mo¥e re-
aiti. |

U cilju formulisanja dovoljnih uslova opt:malnoqtj 0
amislu naabr7eg prelaza dokazacemo slededu teoremu:

TEOREMA Neka je u®(t,x) optimalna upravljadka funkecijo
u smislu definicije(5.34).leka su V(t,x) i njen izvod po
vremenu (5.33) realne‘i neprekidne funkcije u posmatranom
intervalu tef[%o,ti].Ako je Jjos ispunjen uslov

a< V(t,xy;=uo.s b <0, (a=konst,b=konst) (5,75¢)

~onda se moze tvrditi,ds izmedju svih u € G,funkecija wle G



~6

prevodi sistem(5.28) za najkrade vreme u polo#aj x(tl) =

= XléS. '
DOKAZ: Poznato je,na -osnovu srednje vrednosti integ-

rala,da je '

(t x
// dt = vl 1,xl) - Vit ,x,) = Mlty-t )

. av av (5-37)
a=lrtlf-‘76 M\_csup——f—b
fto se u nadfem sludaju,zbor(5.31) svodi na
Vit _,x_)
_ m0 _ _ 0’0o - o
ty -ty =T = — (5.38)

Tzraz(5.38) nam omoguéuje da procenimo . ukupno vreme
trajanja dejstva Tg upravljadke funkcije u®(t).

(5.39)

Da bi dokazali formulisanu teoremu,podjimo od izraza
(5.35), mn07engem sa dt 1 1ntegra01aom dobijamo

at .
A /A 4
Ako se pretpostavi,da je sistem upravljen funkcijom u # u®
ueG,i da je funkcijom u # v moguée prevesti dinamicki si-
stem iz poloZaja X, U xzz x(fa,u,xo)é's,takd da je V(ﬁa,xz):()
Cnda se zadatak sastoji u tome,da dokaZemo da je

av , at = dV/ nit)at L (5,00)
ufu u= u

£ > t (5.01)

+ U tom cilju,izradunajmo vrednost izraza(5. 40) za t-tl

O’Y)/ / d.t ()n/lf))
u= 11 (

U= 11
a

- V(to,xo}/ = V(tl,xl)
0
ufu
Nrugl ¢lan sa desne strane je isti kao leva strana,jer za
proizvoljno u€ G,sve krive(5.%2) polaze od X = x(to).2a~
to je na kraju ' T

v(€1,x§) = ~u// hit)dt < 0 (5.4%)
lo

U.='Ll0

W . ’ N . * v . . : . [ an) .
sto Jje moguce Jjedino za ’c1 > tl.Objaanenae se svodi na c¢i-
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njenicu,da neprekidha pozitivna funkeija V(t,x) mora pro-
¢i kroz nulu,pre nego 3to postane negativna.‘ , |

U specijalnom slucaju,kada je V(t,x) = a = b = konst
onda je iz(5.39) ukupno utro$eno vreme za upravijanje

0 = — V(to,xo)/a 544

& 1

1~ %

tako da se za a

‘ b = - 1, dobija da je Tl = V(to,x ),
§to je inade poznat rezultat Jz[}Q]
| 11a ovaj nacdin je dokazana formulisana teorema,koja
inade pretstavlja uopstenje vel date slicne teoreme u[é%]
Primer koji je ovde konstruisan,sluZi za ilustraciju
definisane teoreme,a zakljﬁ&ci koji slede iz njega,ne bi
se mogli doneti na osnovu teorecme iz[ﬁﬂ.
TPosmatrajmo kretanje sistema oblika ;1 = u; ,(i=1,
cees n).0Oblast dopultenih upravljanja neka je G, data kao

-t

G: zz uf - R°< 0,R(t) = Ae™ "+ B,(A,B = konst>~0),(5,45)

Neka se,zadatak upravljacke funk01ae oaotOJl u tome
da sistem prevede iz polofaja x(t ) = X, = 0,u poloZaj:
x; = 0,%.j u koordinatni podetak.

Odaberimo funkeiju rastojanja u obliku V(x) = ” X/7
pri ¢emu se simbol //x//,koxfisti zd oznadavanje Kuklido-
ve norme,pa je |

1
Vix) = {Z } = Vix) > 0, ¥x # 0, V¥(0) =

v . (grad V,u) => inf av (grad v,uo) =
at u G dat
o =2V o} 0yT s
u; = - R(t) w® = (u? ooy ) (5,400
1 _ axi ’ ]_’ 7 '
' . /X X
— (A + B)gV€—~B<0O = ._-—_..___/ O// < m0 « // 0//

A+ B 1 A+ B

U prikazanom primeru oblast dopuStenih upravljanja ce
smanjuje (smanjuje se jadina struje,pritisak fluida i sl. =
sa ovim velidinama je upravljadka funkecija desto u lineor-
noj vezi).Dobivena optimalna upravljadka funkeija u®=:(U; )»
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prevodi sistem za najkrale vreme Tg u koordinatni pocletak,
jer su ispunjeni svi uslovi definisane teoreme.

U prostijem slucaju,kada se radi o linearnom siste-
mu oblika

x = Alt) x + Bl&) u + wit), x(t ) = x, (5.47)

optimalna upravljacka funkcija u® se mo¥e tra¥iti na osno-
vu principa maksimuma(4.23%).Da bi se problem optimalnosti
(u smislu najbrfeg prelaza) mogao reSavati na ovaj nadin,
neophodno je da se ogranicenja,kojima Jje definisana ob-
last dopustenih upravljanja G,mogu nekim matematickim tran-
sformacijama svesti na izraze sa osobinama norme.Tako nap-
rimer,ako su ta ogranidenja oblika(5.27),onda se transfor-

macijom
v = (u. o 2itPyy_om (5,48)
J J b. - a.
2 . j aJ

ta ogranidenja pretvaraju u ogranidenja oblika:

3
Jﬂ)(v) = max Ssup f?v.(t)é} < E (5.49)
i ot J

Ogranidenja oblika(5,49) sada ponovo definifu istu
oblast dopudtenih upravljanja G,kao i ogranidenja(5.27).
Razlika je samo u tome,Sto ogranidenja(5.49) imaju osobi--
nu norme (ovaj sludaj je obuhvaéen u tabeli I,sludaj 7).

Nekada nije potrebno vrsiti nikakvu matematicku tran-
sformaciju,jer polazna ogranicenja veé imaju osobine norme.
Takav slucaj Jje naprimer,problem upravljanja u smislu na;j-
brZeg prelaza,kada se raspolaZe sa konadnom koliclinom ener-
. éije E,8t0 znadi da je oblast G data kao
oo 2

G: | Juts)f at [ £ E (5.50)
to

Gornja granica integrala Jje beskonacéna,da bi se nagla-
silo,da je trenutak zavrietka procesa upravljanja t, nepos-
nat,a po dogovoru[}&] je ul(t) =0 zu't;>tﬂfmako se sada os-
novni problem mo%e formulisati na sledeti nadin: '

Poznate su jednadine. kretanja sistema(5.47),podetno i

krajnje stanje x_ i xp,,faznog vektora x{t),i oblast dopus-

0
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tenih upravljanja G definisana izrazom K (u°) < E.Potreb-
no je,odrediti trenutak t = t%, i odgovarajuée upravljanje
u®(t),koje zadovoljava uslove:

1° Upravljadka funkcija u®(t) prevodi sistem(5.47) iz
stanja x(t ) = X, u stanje x(tﬁ) = X,,a stalno se nalazi u
oblasti dopuqtenlh upravljanja G,t j. H ) <

2° 7a bilo koji drugi vektor u(t) # u®(%) kOJl isto
tako prevodi sistem(5.47) u istu facku.xy;- x(ts) = x(t3),
mora biti zadovoljena nejednakost Qﬁ < gg

Refienje ovog problema je prikazano u[%@7 a ovde Ce
biti prikazani samo kragngl rezultati.

TEOREMA Neka je h (£),(t <t <ty = + T), mini-
malna funkeija nadjena po praV11u(4 15),a ngoj odgovaraju-
A“a upravljaju3a funkeija uT(t) izradunata iz uslova(4,23)
tako da je

fr - mmﬁém(t/ f b9 (% ), s,'],(w.c(m) -1
Hiug) = Pllag) - P |

Onda Jje najmanji koren Jjednacine jﬁ% = E—l,optimalno nagj-

(5.51)

manje utrodeno vreme prevodjenja sistema,a odgovarajule
upravljanje u%(t,T) je tra%ena optimalna upravljadka fun-
keija. )

7a ilustraciju ovog postupka uzeéemo isti primer,kre-
tanja materijalne tadke ¥,mase m(t) u vertikalnoj ravni,
fije su diferencijalne jednadine(5.12),ali so izmenjenim
prani¢nim uslovima.leka je sada potrebno tacku M,prebaci-
ti iz stanja x_(-1,0,1,0) pri t_= O,u stanje x5 =(0,0,0,0)
na najbrzi nadin.Pri tome Jje oblast dopustenih upravljanja
definisana izraVOm

['2(t + ug(tz] dt <L 2 (

S
L]
1
"D
e

Obzirom,da Jje slican problem redavan u oblasti opti-
malnosti minimalnom energijom,ovde e biti korisieni svi
med jurezultati.Zato ¢e mo kod redavanja vezanog ekstremu-
ma(5.5),pde smo u izraz(5.5) umesto tps ,stavili gornju

pranicu integrala t0+ T = T,tako da se na osnovu[}%L7,do~



~TQm

bija da je iz(5.51)

Jf%?= Wit = ? e+ a2 - (553

tako dﬁézptimalno vreme T° re3enje jednadine

_/C% -l o - s -0 (5.54)

Najmanji koren poslednje /0 - :
jednadine To,prikazan je na T [ti/-o
priloZenoj slici.Tlz slike se "/ /-0
vidi,da za male vrednosti u- /
kupne energije E,redenje za d
1° neée postojati.Jedino u slu- Ed"““””/i|”“" K
¢aju da je g = 0,za proizvolj- ,’ | ' \\‘\\5
ne vrednosti I # O,postojace I/ W L BUNI—
uvek konadno refenje T°. ' 7°

Na kraju je iz (5,9),optimalna upravljadka funkcija

n ovom slucaju data kao

u 6 (1%~ 2¢) (1°)=?

, u%(t,To) =

O O

~6(1°= 2¢) (1°)~2, iy

-
=

Tz slike se vidi,da se u slucdaju povelanja ukupne ko~
1i%ine energije E,vreme T° smanjuje,a intenziteti kompone-
. P (o} O , . - . .
nata upravljadke funkcije u (t,T°) se povelfavaju,fto je i

logicno,
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