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р R Е D G О V о R 

·u ovoj tezi prikazani эи neki rezu1tati,do kojih эат 

dosao,radeci па problemima teorije automatskog uprav1ja­

nја,и okviru studijske grupe za uprav1janje kretanjem pri 

f'1atematickom institutu u Beogradu.Ova grupa је formirana 

оа saradnika Matematickog instituta pocetkom 1970 godine, 

kada је i pocela эа naucnoistrazivackim radom.Clanovi ove 

grupe эи bi1i аsistеntiРгiГОdnошаtеmаtiсkоg,Иаsinskоg i 

Elektrotehnickog fakU1teta iz Beograda,a bi1i эи profesi­

onalno vezani za ргоЫете iz teorijske mehanike. 
U okviru svog zadatka,uspelo mi је da resim neke рго-

·Ыете u oblasti'teorije optimalno('; upravljanja za pojedi­

nе klase dinamickih sistema.Zapravo,u celini gledano u te­

zi su,pored uvodnog dela i prv:e i druge glave,koje obullva­

taju osnove_poznate teorije,prikazani prvi rezultati tek 

u trecoj glavi. 
Frvi rezultat је iz oblasti linearnih kontinualnill 

nestacionarnih sistema.Ovde је predlozena metoda za оаге­

djivanje fundamentalne matrice u obliku beskonacnog reda 

ро stepenima (t-to)n, а samim 1;im i mogucnost direkl:;nog iz­

racunavanja faznog vektora x(t) u okolini pocetnog stanja 

x(to).nobijeni teoretski rezultat је ilustrovan jednim pri­

mегот. 

Drugi rezu1tat је iz oblasti diskretnih nestacionar­

nih linearnih sistema,i nadovezuje эе па prvi u smislu 8i­

ге prakticne primene za konacno veliki interva1 vremena 

(to,t1),a prikazan је u tre60j glavi,pod naslovom "diskre­
tan model linearnog nestacionarnog dinamickog sistema". 

Ovde је predlozen јеаan postupak za rekurentno izracuna­

vanje faznog vektora u diskretnim trenutcima vremena,pri 

сети је vremenski interval posmatranja konacan.Ovaj rezul­

tat је i1ustrovan detaljno uradjenim primerom па elektron­

skom racunaru,cime gs potvrdjena njegova ispravцost. 
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Treci rezultat је prikazan u petoj glavi,u delu "Ор­

timalnost dina.mickog sistema u smislu'najbrzeg prelaza". 

Ovde је formulisana teorema о dovoljnim uslovima optimal­

nosti,u smislu najbrzeg prelaza.Teorema pretstav1ja иор­

stenje,vec poznate teoreme definisane od strane sovjet­

skog naucnika V.I.Zubova.Dobijeni rezultat је ilustrovan 

jednim primerom,5de эе vidi mogucnost,odredjivanja opti­
mаlnе upravljacke'funkcije za jednu klasu nelinearnih di­

namickih sistema. 

Inасе,сеlа cetvrta glava i vecina pete glave prets­

tavljaju izvod.e poznate teorije optimalnog upravljanja,ko­

ји је razvio sovjetski naucnik N.N.Krasovski zajedno ва 

svojim saradnicima E.G.Aljbrehtom,A.B.Kurzanskim,J.S~Osi­

povim, V .E.~rretljakovirn i G.S.Selementevim.Iznosenje оуе 

materije.u tezi је potrebno,da bi dobiileni teoretski re­

zultati nasli Буоје mesto kao resenja pojedinih neresenih 

problema,iz skupa velikog broja neresenih problema u оЬ­

lasti teorije optimalnog upravljanja. 
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u v о D 

Za teoriju uprav1janog kretapja se moze re6i,da pret­

stavlja deo sire oblasti,teorije upravljanja i kornunikaci­

ја masina i zivih bica t.k.,zv. "Kibernetika" .Ројarn "Kiber~ 

netika" u s'~rucnoj 1iteraturi ве росео koristiti od 1947 

godine,kada ви ga predlozili Norbert Viner,Bajglou i Ro­

zenblut, saradnici Иаsасиsеtвkоg tehnickog insti tuta{.b' Ј. 
lJ prevodu ;;t у /3Е f У 1( СГ? Ј ~naci korrnilar-upravljac, а i:na­
се se srnatra,da su masine za upravljanje brodorn prvi i naj­

razvijeniji oblici rnehanizma pov.ratne sprege.Kibernetika ро 

zamisli svojih autora, ·t;reba аа bude interdisciplinarna па­

испа disciplina,i пјепо nastajanje,pretstavlja rezultat со­

vekove teznje,da objedini паиспа znanja iz sirokog spektra 

naucnihdisciplina,u cilju dobijanja novih sveobuhvatnijih 

znanja,i radi konstrukcije novih aparata i rnasina,koje 6е 

zarneniti coveka,u situacijama gde је potrebno brzo reago­

vati па veliki Ьгој informacija. 

Ггvi koraci u oblasti au·t;ornatskog uprav1janja,mnogi 

autori [JJ),[9Jvezuju za pojavu Va·t;ovog regulatora,koji pret­

stavlja 1ер praktican primer mehanizma automaskog upravlja­

nja sa povratnorn spregom.Inace prvi znacajniji naucni rad 

teorijskog karaktera[.!1} ,о mehanizffiH povratne sprege, ваор­
stio је Maksve1 18бn ~odine.lntenzivan razvoj ove naucne 

discipline i ројауа ve6eg Ьгоја naucnih radova,pocinje ро­

lovinom оуое; veka,a narocito zadnjih 20 godina,tako da ве 

аапаэ ve1iki Ьгој 1judi u svetu bavi оуот problematikom. 

Ј)апав ви tehnoloski pos·t;l.J.pci toliko automatizovani, da и 

njima covek sluzi еаmо kao kontro1a ргасепја гааа и эlи­

саји nepredvidjenih cinioca.Gak i и slucajevima,kada эе пе 
radi о cisto tel1nickoj diBciplini, teorija i tellnika au·t;o­

matBkog uprav1janja је па~lа вуоји primenu.Obrada statis­

tickih pOdataka(statistika,ekonomija,sociologija),zamena 

pojedinih de1ova-organa zivih bi6a(medicina).Analiza уе­

likog Ьгоја h~eda ulaznih i izlaznih podataka,problern ор-
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timalnosti transporta v!31ikog Ьгоја de10va,u smis1u mini­

mizacije duzine puta i1i vremena,i dr. 

, Imајп.Сi u vidu veliku raznovrsnost ove паиспе disci­

p1ine,koj6j је te~ko пас! primer u pogledu op~tosti i raz­
novrsnosti postupaka,za resavanje konkretnih problema,nor­

malno је da iz toga proisticu i ve1ike teskoce naucnih га­

dnika koji па ovome rade. :6a-l;o nije п! cudo ,da эе veliki 

Ьгој autora,u svojim radovima,ogranicava,na re~avanje ро­

jedinih k1asa problema,koji se postojecim matematickim ара­

ratom mogu dovesti do prakticno upotreblji~ih re~enja.Tako 

smo danas svedoci,da veliki Ьгој naucnih radova obradjuje 

problematiku automatskog upravljanja linearnih sistema.Cak 

i ·ovako suzen problem nije do kraja гe~en u zatvorenoj for­

mi(s1ucaj nestacionarnih 1inearnih sistema),tako da эе рго­

b~eт! optima1nosti resavaju od slucaja do slucaja,a konac-

. па гевепја эи poznata эато ZEt neke specija1ne s1ucajeve,od 

kojih su neki prikazani u.tezi.Tako је i svrha ove teze,da 
izmedju osta10g,doprinese- boljem sagledavanju i resavanju 

1inearnih nestacionarnih dinamickih sistema. 
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G L А V А 1 

DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA 

DINAMI6KOG SISTEMA 

u opstem эlисаји din6micki sistem inoze biti objekat 

raz1icite fizicke prirode,kao ~to је naprimer materija1na 

tacka,sistem materija1nih tacaka(cijije роэеЬап эlисај kru­

to te10), f1uidna таэа, model zi vog bi6a, e1elctricno ko10 i эl. 

sto zavisi od toga и kojoj эе oblasti nalazimo.Da bi эе mog-

1а vrsiti analiza ропазапја dinamickog sistema и toku угеmе­

na,potrebno је uspostaviti vezu izmedjU: veliciIla koje uticu 

па njegovo ponasanje(sile momenti,masa,moment inercije,napon, 

jacina struje, ••• ) i kinematickih karakteristika sistema k.o­
ј е ви д.оуо1ј-пе za opis njegovoe; stanja (polo7.,aj ,brzina i иЬг ... 

zanje).U najprostijem sluc~ju tu vezu је definisao Njutn za 

kretanje materija1ne tacke fv1,П1аsе in::konst pod dejstvom si1e 

.F,koja zavisi od угеmепа t,po1ozaja r i brzine v=F 
~ - _О 

m r :: F(t,r,jtj 

Formiranje diferencijalnih jednacina za slozenije di­

namicke sisteme је ргоы1mm koj"i је resen и. ana1itickoj ше­

hanici za тnoge вlисајеуе па овпоуи. inteBralnih i diferen­

cijalnih principa,ili па оепоуи zakona о promeni kolicine 

kretanja,kinetickog momenta i kil1eticke energije .'ГаЈсо пар­

rimer,ako эе posmatr~ objekat oblika materijalne tacke рго­

menjljive таве m(t) u smis1u Mescerskog,onda diferencijalna 

jednacina kretanja па osnovu[I!17ima ·oblik 

p;de эи ~l (t) i ~2(t) brzine dinamicke ргошепе таэе us1ed od­
уајапја cestica od osnovne таве m(t),odnosno od pripajanja 

respektivno.Tako ве овпоупа таэа m(t) тепја ро zw{onu 



-7-

f 
m ( t) = m ( t о) + Ј т1 (t) d t 

1" 
-> -. -Vektor u1--v = Vr (l) pnetstavlja re1ativnu brzinu odva-

-Јоо -. ...... 

јапја cestica od osnovne тазе т(-с) ,а vektor u 2-v = Vr (2) 

relativnu brzinu pripajanja cestica. 

Diferencijalnoj jednacini(1.2)napisanoj u vektorskoj 

formi odgovaraju tri ska1arne diferencijalne jednacine,po­
znate kao opste jednacine r1escerskog и Dekartovom (Descar­

tes)koordinatama Dз {уl,у2,у3},kОје па osnovu[1]imajU obJ.ik 

) "·i m(t у = (1.4) 

(:L=1,2,3) 

g~e su Y~ ko~pon~nte ak~ivn~h ~po1jasnjih sila u Dз , 
1 1 .·1 1 1·1 1 . . 

Vr (l)= и1-у , Vr (2)=.u2 ...... y ,u1 Је vektor apsolutne brZ1ne 

otpadanja cestica,a и~ је vektor apso1utne brzine pripaja­
пја cestica osnovnoj masi m(t) koja Se kre6e brzinom ;(t). 

Ako ве jednacine(1.4) transformisu iz Dekartovog sis­

tema koordinata и krivolinijski sistem Rimanovog prostora 

Vn sa metrikom 

ds 2 = g .. dxi dx j , (i, ј = 1,2,3) 
Ј·Ј 

onda ~e jednacine(1.4) imati па 08nOVU [l]oblik 

дх/ 
J't { 

i } oj·k i i 
+ ј k х х = Q + F 

gd~ l 'pretstavlja operator apso1utnog difer~l1cir?-nja 1.1 Vn ' 

{ј 1k) _ је ICristofe1ov simbo1 druge vrste, а (ll i F1 su kon­

travarijantne koordinate c;eneralisane sile, i kопtгаvагiјап­

tne koo*rdinate reaktivne sile. 
Ako se sada uzme и obzir da је jednacina(l.l) роsеЬвп 

slucaj jednacine(1.2),kada је m=konst,onda se rnoze sma'l';ra­

ti da је dinamicki sistem oblika materija1ne tacke opisan 

ва tri jednacine oblika (1.6). 

Uporedo ва razvojem teorije kretanja dinamicki ргоmеп-

1,jive tacke па osnovu jednacina Mescerskog,razradjena је i 

teorija kretanja sistema tacaka ргоmеп1јivе шаве.Не u1aze­

~i u to kako se do1azi do diferencijalnih jednacina kreta­

nja,koristi~emo вато njihov krajnji oblik,pri сети сето se , 
o~raniciti па posmatranje ho1onomnih sk1eronomnih sistema. 
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Poznato је [? ]da za ovakav Blucaj ,kada ве Bistem sastoji 

'od N materijalnih tacaka te jednacine imaju sledeci oblik 

Q ..... 
1. 

-р. 
1. 

sto ве U kontravarijantnim koordinatama svodi па 

--! .1 i } • ј • k 
х + 'ј k х х = (1.8) 

ТЈ ovim jednacinama i=1,2, •••.• ,3N-s, f!.de је s broj hо10ПОШ­

nih veza,a 3N-s broj stepeni slobode kretanja. 

Оуе jednacine(1.7) i (1.8) зе razlikuju od poznatih Ј,<1-

e;ranzev~h.jednacina druge vrste za с1an reaktivnih si1a Pi 
odnosno F1.,kao i ро tоше ~to ви Kristofe1ovi simbo1i funk­

cije,~e вато koordinata,nego i vremena.Tako sada оуе јеапа­

cine pretstav1jaju uopstenje уес poznatih jednacina kreta­

пја dinamickih sistema и konfiguracionom prostoru V ,п=3П-в. . п 

7.а dalji rad bitno је kons·t;atova·t;i аа ви jedIlacine(1.8) i 

(1.6) istog'oblika,samo jednacina(1.8) ima vise,tako da ве 

posebno пе mогаји ana1izirati јеdпаСiпе(l.б).Ргеmа tome kre­

tanje llolonomnog sk1eronornnog dinamickog sistema и toku vre­

тепа se moze prikazati sistemom оа п=3N-s diferencija1nih 

jednacina drue;og reda oblika(1.8),r;de је п broj stepen.a s10-

bode kretanja. 

Па gledista teorije 1.lprav1jaIlja kгеtапјеш i ana1ize di­

namickih sistema koja ве vrsi и оуој оblаsti,difегепсiјаlrю 

jednacine(1.8) П.еСе uvek biti рос;оапе za neposredno korio­

~enje.7.ato ве ОУе jednacine zamenjuju sistemom od 2п dife­

rencijalnih jednacina prvog reda,pri сети ве оуа zamena шо­

ze izvrsiti па vise nacina.U klasicnoj rnehanici је to уе6 

uradjeno ispisivanjem kanonskih Hamiltonovih jednacina kre-
tanja [/р] , 

-. ,;;11 
2' - --- ~~. Ј 
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Drugi na5in koji эе ~esto koristi je.forma1ne priro­

de.Polazeci od' opstih izraza(1.8) napisanih и obliku 

··i 
Х f i(t j·jQH:) (, '12 ) =' ,Х,Х,,', 1,Ј= , ••• ,п (1.10) 

d Qk k t V" , d V , v g е эи ',' вато опе -ошропеп -е С1Ј1Ш ро e.,A3avanJern nlOzemo 

uprav1jati dinamickim sistemom,moze ве sistem diferencija1-

пiп jedIlaCiIla(1.8) svesti Ilа ~istem od 2n diferencija1nih 

jednacina prvog reda па sledeci na5in: 

Ako ве uvedu oznake 

х1 = Х1 , х2 = Х3 , ..... , 
-1 ·2 
Х = Х2 , Х- = Х4 , ..... , 
Qk = tik ' (k= 1 ,2, •••• ,г ~ п) 

onda jedna5ine(1.8)postaju 

• 
Х1 = Х2 
• r1 (t,xi ,uk ) Х2 = 

• 
Х3 = xlj. 

• 
f 2 (t,xi ,uk } Х4 = 

• • • • • • • • • • • • • • • 

(i=1,2, ••• ,2n), (k=l',2, ••• ,r=:;n) 

хп = Х 2п-1 
·п 
Х = x2n 

u ,јеdпаСiпаnш(1.11) ve1:Lcine uk Би parametri upravlja­

nja{si1e,momenti,njihove kombinacije i 81.) koji uticu па 

kretanje dinamickih sistema i П10СU эе podesavati i men,ja'\;i 

u toku kretanja dinamickih sistema. 

Ovakav nacin pisanja diferencijalnih jednacinakreta­

пја dinamickih sistema,pogodan је zato sto эе sada kao се-

1ina moze posmatrati u kompaktnoj formi и faznom prostoru 

u obliku [.9] 
• 

= f(t,x,u) Х 
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Ovde је х fazni vektor ko10na ва koordinatama х1 ,Х2 ' ••• 'Хп , 

f је vektor k010na ва koordinatama f 1 ,f2 , .•• ,fn , dok је и 
vektor uprav1janja sa koordinatama u1 ,н2 , •.• ,пг . 

Diferencija1ne jednacine kretanja dinamickog sistеша 

napisane и obliku (1.12) poznate ви [9] kao Kosijeva fогш8. рх-
.sanja diferencija1nih jednacina.Gvodjenje sistema diferenci­

ja1nih jednacina па Kosijevu formu pisanja ,је poe.;odno ва fjle­

dii3ta koris~enja metoda optimizacije,analize stabilnosti,pri­

mепе racunskih .masina za numericko resavanje ovih jednacina, 

а i savremena literatura i rezultati iz teorije diferenci- . 

ј a1nih jednacina эе oslal1jaju па оуаЈсуоm pri1azu.Jasno ј е SS ... L 

da аа ве па 81ican nacin i Hamiltonovc jednacine (1.9) ШОfsU 

svesti па Kosijevu formu(1.12) po~odnim smenama.Naprimer mо­

gu ве Hamiltonove promen1jive zameniti 8а 

tako da u оуот 81ucaju fazni vektor х = (x j ),(j=1,2, .• ,2n) 

u jednacini(1.12) ima neparne koordinate generalisane koor.­

dina.te q i ,а. parne koordinate e;eneralisane iшри1sе р .• - . ~ 
u opstem sluca,ju diferencij а1пе jednacine kretanja да-

te re1acijom(1:S) pretstavljaju sistеrп od п nelinearnih di­

ferencijalnih jednacina drugog геаа,а odgovoraju6a Kosije­

уа forma(1.12) sistem od 2п nelinearnih diferencijalnih је­

rlna:cina prvog reda. Nelinearnost ovih jednacina cin.i mnor:;e 

probleme и obla8ti automatskog upravljanja neresivim,ili 

Ъаг neresivim и konacno"m oblilcu.Sa f~ledii3ta teorije uprav­

ljanja kretanjem narocito ви interesantni оп! tipovi dina.­

mickih sistema koji se mogu opisati sis·l;еПlоm linearnih di­

ferencijalnih jednacina,jer је za takve sisteme и mnogim 

p08ebnim s1ucajevima definisan шаtеmаtiсki postupak za od­
red,jivanje tlpravljacke funkcije и. U talcve slucajeve зрада­

ји i diferencijalne jednacine koje opisuju poreme6eno kre~ 

tanje dinami~kih sistema и slu~aju da эи poznate kona~ne 

jednacine neporeme6enog kretanja. 

ПIFЕНБNСIЈАLNЕ ЈЕЈ1NАСП'Ш ГОПЕr,!В(]БNОG КRБ~ГАIЫ А 

Neka ве mehani~ki sistem sastoji od N materijalnih 

tacaka f.1.(i=1,2, ••• ,N) ва mаэаmа m.,ciji ,је polozaj и пе-
011 

poremecenom kretanju odredjen vektorima Iri.Kretanje sis-
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tema odredj'eno .је dobro poznatim jednacinama 

'" . -т. г. 
~ ~ 

-( -~ = F . t , r , .L' I 
~ 

(1.14) 

Na оsпоvu[3З]difегепсiја1пе jednacine.neporemecenog 

kretanja u faznom prostoru(q.( 'Ро{ ), (Ј.. = 1,2, ••• ,n<.3N) BU 

(1.15) 

gde је p~ generalisani impu1s, ~ genera1isana si1a а 

D/dt ,operator apso1utnog diferenciranja. 

Ako u mehanickom sistemu(1.14) do1azi do рогете6аја 

vektora po1ozaja ~ i brzina V: = г!, tako da эи poremecene 
vrednosti ovih ve1icina эааа 

_ .. '~ ~ -;.. 0<., '? 
r i = r i + f} = r i + ј 0'01.1/ 

vi = v'i + 7:).,I./Э r/' Ј .(f/J -f СУ.<;Ј 10< 
опаа 8е теl1јаји i 8i1e. F;.,i genera1isani impu1si po(?tako аа 

~ " 

post~ju Fi odnosno р;. , 
Ne:u1aze6i u to1kako ве dolazi ао diferencija.1nih јеа­

nacina рогете6епое; kre"1:; апја, kогisti6ешо вато krajnji oblik 

dat иГЈ3] 

I 

Оуе jednacine(1.17) pretstavljaju diferencija1ne јеа­

nacine poremecenog kretanja шеhаI1iсkоg sistema u faznom 

prostoru ( Ј; f< ) . u ovim jednacinama је 

?t = I(-!J, :; Й.l.Ј'(i 1-/7;э" јГјЈ 
(,) {L ( ~ =?Ј -=> 
ТЈ == L- 1;. - f; I J~;; 
"' ,"= I . 

U op~tijem вlисаји kada эе posmatra mehanicki sistem 

materija1nih tacaka promellljive ШВБе m.(t) и" sшis1u ЫеБсег-
1 

Skog, diferencija1ne jed.nacine poremecenog kretanja ргеmа [,<;} 
imaju oblik 
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јЈ+ 2. г;!з j-'j~+ io<ffi/ J ~;;;>idГ;fз = 

~JI 'Ј' dCYY.;- O>Fi' r OJFJ", :: ~ ,Г Ј 7- ~ IJ 1 -Г.;Ј 11" ! r ~ f'l f 

tTedn.acine (1.19) аи varijacione jednacine kretanja sistema 

promenljive таае и promenljivom konfiguracionom prostoru sa 

metrikom 

(1.20) 

u аlисаји da аи poznate kOn.acne jednacine kretanja пе-
• 

poremecenog kretanja q" (t) onda jednacine(1.19) dobijaju 
oblik 

"1 JI r i 
.Ј == 11[(1) f -r B/(fJ /Ј 

Као ~to ае vidi oy~ jedna~ine(1.211 аи linearne dife-
r 

rencijalne jednacine dru~og reda ро poreme~ajima Ј .Опе ви 

cak i homogene sto olaksava пј ih.ovu ma'!;ematickt1 analizu ./~a­

to 6е rad аа ovim jednacinama biti тno~o lak~i ne~o u dru­

gim slucajevima,bilo da ее rad~ о nebomogenim ili о neline­

arnim diferencijalnim јеdпаСillатпв.I оуе ве jednacine тОЕјН 

pogodnim етепаmа svesti па Ko~ijevu formu(1.12) јег је toj 

oblik pisahja diferencijalnil1 jednacina najvise koriscen 11 

daljem radu.Naprimer аmепе koje Бе cesto koriste аи oblika 
, . 

f " 3 ')1. 
Ј = Х, 1 1 ::: ":;(Ј Ј Ј =- ZS' Ј " . - 11 , 7 = X:tI1-f 

" ., '.а " .-п 
(Ј,23) 

Ј:= Х2 Ј Ј =Xt- I Ј 3;:0 Х,гЈ • • • ".Ј } = Х2УЈ 
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А]{о ве sada uzmu u obzir diferencija1ne jednacine kre­

tanja{l. L+), (1.7) i (1.8) on(la эе moze konsta·t;ovati: 

10 Da эе diferencija1ne jednacine k~etanja dinaтickog 
si8tema mogu pisati па vise raz1icitih nacina,u zavisnosti 

od toga koje эи nezavisne promen1jive odabrane и konkret­

пот slucaju. 

20 ТЈ slucajevima,kada је dinamicki si8tem opisan Si8-

temom od ndiferencija1nih jednacina ~rugog reda,moze ве 

izvrsiti zamena promenljivJilh tako,da ве posmatra isti dina­

micki sistem,ali preko sistema оа 2п diferencija1nih jedna­

cina prvog reda.Zamena promen1jivih эе moze vrsiti па naCln 

prikazan u tekstu i1i па neki drugi nacin koji zadaje man tle 
teskoca za kasnije matematicko resavanje. 

з0 Bez obzira па oblik po1aznih diferenciJa1nih jedna­

cina kretanja,tlvek se moze izvrsiti zamena promen1jivih ta­

ko,da diferencijalne jednacine k~etanja dobiju Kosijevu for­

mu(1.12).U оуоrn izrazu х је fazni vektor i1i vektor stanja, 

а njegove koordinate х, (i=1,2, ••• ,2n) fnzne promen1jive i1i 
; 1 

promen1jive stanja. 

Па1је ~гeba роэеЬпо podvuci аа је vektor u = (Uk ) ир­
гаУ1јаји6а funkcija,cije koordinate uk (k=1,2, ••• ,r) mogu 

biti raz1icite fizicke prirode(si1a,moment,generalisana si­

la,napon,jacina struje i sl) .Obzirom аа је u ana1i"1:;i<Jkoj 

me11anici pOtjam generali8ane 8i1e definisan па jedan рове­

Ьап nacin,onda је јавпо аа ве za velicine U k тога usvojiti 

novi termin,jer эе U op~tem slucaj~ оуе dve ve1icine песе 

pok1apati.Zato neka ve1icine uk za dalje Ьиаи parametri ир-­

гаv1јапја.ОgгапiСiбеmо ае па slu5ajeve u kojima ви uk=uk(t) 

11! nesto opstije U k= uk(t,xi ). 

Яа оvаkvош interpretacijom,osnovni ргоЫеm koji се bi­

ti геБауап u tezi,moze ае fогшulisаti па slede6i l1acin: 

Poznato је pocetno stanje sistеша u trenutku 'I:;=to , ро­

znata је oblast dopustenih upravljanja Uэu.Ргоmепоm para­

metara uprav1janja uk,dobicemo еl;:llР .faznih krivih,koje Буе 

prolaza kroz pocetno stanJ'e x(t ) = х .ТЈ problemirna au·t;o-.. о О· 

matskog uprav1janja trazi se,da odredimo parametre uprav-

1јапја tako,da pored uslova{1.12) Ьudе zadovoljen i dopun­

ski uslov, da kri i;erijum optima1nosti dost'igl1e ekstremnu 



vrednost па јеапој faznoj krivoj.Takva fazna kriva zove ве 

optima1na fazna kriva,a od(~ovarajll~e иртаУ1јапје optima1no 

u smis1u ~postav1jenog kriterijuma. 

Sam kriterijum optima1nosti moze biti raznovrstan u ро­

gledu forme matematickog pisanja,8'1:;0 zavisi оа tehnicke dis­

cip1ine u kojoj ве na1azimo i od'>konkretnog ргоЫета. П шеЈl8.­

nici kriterijum optima1nosti је obicno integra1nog oblika 

ј" Ј = UJ(IJxJtI}di 
'10 

(1. 2'Ј·) 

Fizicko znacenje izraza(1.24) se oG1eda obicno u potro­

~nji minimalne energije,upotrebi minima1ne sile,minima1no~ 

iшрu1sа, minima1nog ots'l:;upanj а оа unapred izabrane fazne kri­

уе i sl.0ni parametri upravljanja koji diпашiсki sistern(1.J.2) 

cine optima1nirn u smialu minimizacije integrala(1.24) irna6e 

incleks nula и~ i zva ~eтo ih optima1ni 1.lprav1jajuci parame-

tri. 

u onim slucajevima kada fazne promen1jive х. (t) nisu 
1 

istovremeno izlazi sistema(krajnji reztiltati),vec ~ret8tBv-

1јаји аато ~e1±cine роmо6и ]cojih treba izracunati iz1aze 8i­

stema c 1 (t)'c2 (t), •••• ,cm(t),potrebno је istovremeno ровmа­

trati pored jednacina(1.12)'i dopunske veze izmedju ci(t) i, 

prethodno izracunatih ve1icina 

• 
х f(t,x,u) 

u specijalnom вlисаји Icada ве radi о 1inearIlom dino.rni-· 

ckom sistemu,vektori f i g аи 1inearne funkcije ро х i и. 

f(t,x,u) : л(t) х + s(t) и + w(t) 

g (t ,Х, и) : D(:t) х + Н (-t;) и + 1 (t ) 

ра bi matricni тоае1 1inearnog dinamickog sistema bio 

x(t) : A(t) х + s(t) и + \'1 ( t ) 
(1 'УЈ) .. . "- ( 

c(t) :!! n(t) х + ЈН t) и + 1 (t) 

gde ви A,B,D i Н poznate matrice,a w i 1 poznati velcl;ori Јсо-

ji poticu od si1a koje ве пе ПlОј3U podesavati' u toku угеrnепа. 



-15-

Za dinamicki sistem se kaze da је stacionaran ako su 
matrice Л,В,D i Н konstantne marice.Ako оуо nije ispunjeno 

onda је dinamicki sistem пеstасiопа1'ап.П odnosu па neline­

а1'ап sistem(1.25),linea1'an sistem(1.?7) pretstavlja veliko 

suzavanje oblasi primenljivosti dobijenih 1'ezultata.Medju­

tim i tako suzen p1'oblem obuhvata veliki Ьгој p1'akticnih 

ргоЫеmа iz mehanike ,.elel\:t1'otehnike i drugih oblas·ti, ј 01' su 

тПО(ја realna k1'etanja dovoljno ko1'ektno opisana sis·temom 1i­

nearnih jednacina(1.27).Nap1'imer 1inearni oscilato1'i,difere­

ncijalne jednacine poremecenog k1'etanja и blizini stanja га­

vnote ze i sl. Cak i оп! dinamicki sistemi koj'i Би opisani пе-

1inearnim dife1'encijalnim jedIlacinama mogu se neka<la u рг­

vim ap1'oksimacijama opisati linea1'nim jednacinama(1.27) .геа­

ko эе te~ak ne1inea1'an ргоЫет zamenjuje nesto 1aksim line­

arnim p1'oblemom.Ako је 1inearizacija rnoguca,onda ве Р1'оиса­

уапјеm pomocnog linearnog problema,mogu dobiti po1azni ро­

daci,za da1je koriscenje и nelinearnom slucaju.Treba podvu­

ci,da ве svaka linearizacija тО1'а precizno obrazloziti. 

Г1'оисауапје linea1'nog sistemaJje korisno i zbog toga) 

~to ви za t~kve mode1e raz1'adjeni matematicki postupci,za 

dobijanje konacnih 1'ezu1tata и zatvorenoj fo1'mi za pojedine 

klase linearnih dinamickih sistema.Zato се od sada рв па йа­

lje (эет u izuzetnim slucajevima)J biti 1'azmat1'ani эато liпе­

агп! dinamicki sistemi,cije је kretanje opisan6 1iпеа1'пiш 

jednacinama(1.27) 

SIИUJ~АСIt.ТА lЈпшлmпнэп:r.гШ"!л 

lJ toku teo1'etskog razmatranja rada nekog llOVOg dinamic­

kog sistema,mo7.e эе doc1 do novih 1'ezultata.P1'e p1'akticne 

realizacije,potrehno је па neki nacin izv1'siti ргоуеги do­

bivcnih rezultata.Ta ргоусга эс moze izv1'siti simulacijom [2 I 
dinamickog sistema upotrebom e1ektronskih racunskih maffiina. 

;~{im111acij а se угв! ро analognoj metodi, tako sto Бе diпаmiС3lц.? 

promenljive x.,l1k i с. zamene odBovaraju6im naponima,tako da 
Ј. ~ ,l 

izmedju njih postoji iinef-.lrna zavisnost.8avremene elektroll-

ske racunske masine эи tako konstrl1isane ,д.а se па n.jima 1110-

у,е vrsiti simulacij а linearnih kontinualnih i die.kretnih 

d.inamickih sistema. Cak postoje gotovi programi (simu1acioni 

jezici) za navedene sisteme.Konacne 1'ezultate racunar ааје 

Ј 

• 



numericki u diskretnim trenutcima vremena i u vidu kon·t;inu­

a1nog grafika. 

Simu1acija 1inearnih stacionarnih kontinua1nih dinami­

ckih sistema moze ве izvrsiti ва tri 6tandardna e1ementa: 

sabiracem,ponderisu~im sabiracem i integratorom. 

Х, 
+ 

Х, а 
.,. 

ХЈ.ЈЈЬ()-
• • 

'1 • У • 
• , 

Хм + 

t . 

.сУ 

}1 

)/:;; '5- с/,. I,' 
(=1 

~ ... 1. 1-јј; ад;· 

eabirac 
вl. 1 

ponderisu6i 

eabirac 

61. 2 

() 

integrator 

81. 3 

Ako ве sada uzme 11 obzir da је sistem(1.27) moguce 

ska1arno prikazati рото6и jednacina 

11 r 
• L а· . (t) L bik(t) uk +. wi (t) х. = Х. + 
~ ~J Ј 

i=f К::.-( 
(1. 213 ) 

с· 
~ = ·t d .. (t) 

~J 
х. 
Ј 

+ t hik(t) uk + 1
i

(t) 

/=' ~::.1 

Oncla se па osnovu definisanill standardnih е1еmеrшtа.-орег:Ј.­

tora mo~e prikazati simu1acioni dijagram linearnoB sistema 

slikom 4.Na slici 4 prikazan је specija1an вlисај 1inearno~ 

sistema kod koga ви velicine w.=O, 1.=0, п=г=2 
~ ~ 

Prakticna rea1izl1.cija rada ро datoj semi,zIlaci resava-

пје izla.znih velicins c i ,(i=l,?) za dat~ u1azne signale и1 
i u 2 .Promenom e1emenata matrica А,Н,п i H,moze ве podesa-
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vati rad dinamickog sistema tako,da budu zadovo1jeni traze­

ni zahtevi u pogledu optima1nosti i1i zahtevi druge vrste. 

~ ______ ~A~M_~ ______________ , 

јЈ' 

t/, 
.(Ј" "'~--I-

81. 4 

Јаэпо је 8ааа,аа 6е 8е роvеСRпјеrn broja ulaznih 8i(1;­

nala u.,(j=1,2, ••• ,r) i Ьгоја izlaznih veli~ina c~l,(i=1,2,. 
Ј -

••• ,п) op~ti simulacioni dijagram promeniti samo ро broju 

pojedinih ve1icina,a da 6е suctina njegovo5 prikazivanja 

ostati ista.Zato ве radi upros6enja,kada deta1ji nisu bi't;n.i, 

тo~e opsti simulacioni dijacram prikazati slikom 5 

u-

81. 5 

riimulacioni dija[?;rarn sistеша{1.27) za w=O,l='O 
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G L А V А 11 

}"ЈЈЉИЕNТ1 FПNКС10NiUД'lE ANALIZE 

E1ementi teorij е funkcij а i ftшkсiопа1пе ana1ize вн ве 

poce1i koristiti za resavanje zadataka optima1nog иргау1ја­

пја( u obliku prikazanom u оуој tezi ),росеу od 1957 godine 

radovima sovjetskih naucnika Kulikovskog i KraSovskog[frJ. 

Ovi radovi эе odnOBe па ргуе pokusaje da ве nadju neke opste 

. metode za гевауапје raznovrsnih zadatal'\:a iz оуе oblasti.S оЬ­

zirom da neki dinamicki sis·t;erni imaju veliki Ьгој ulaznih i 

izlaznih ve1icina,onda је mogu6e u izvesnim slucajevima ив­

postaviti ana10giju эа е1еmепtiша funkcionalne analize,gde 

ве operise эа ve1ikim Ьгојеm nezavisnih promen1jivih ve1i­

ve1icina.Na оепоуи dosadasnjih rezu1ta~a,koji эи dobiveni 

koris{~enjem funkcionalne al1a1ize u fогшi datoj u tezi ,пе ПЈо­

ze эе doneti neki precizan sUd,o vrednosti ovakvog tretira­

пја ргоЫеmа teorije uprav1janja.nilo bi neskromno ге6i,йа 

вн па оуај nacin postignuti neki ve1iki rezu1tati,ali sigur~ 

по је,аа эи postignuti rezultati interesantni,i daju 1ери 

perspektivl1 za da1ji rad и оуој oblasti. 

U оуој glavi бе biti prikazani osnovni elementi teori­

је funkc~a i funkcionalne ana1ize koji 8и neophodni za dry-

1је iz1aganje i forma111o apstraktni matelllatiqki prik.az di·­

namickih sistema,dok бе neki stavovi igrati.sustinsku и10-

gu kod pitanja optimalno~ti. 

Metricki prostor : Jedan оа osnovnih ројтоуа и funkci­

опаlпој ana1izi је metricki prostor,koji је definisal1 kao 

par (Х ,ј) .Ovde је Х skup e1emerlata х € Х, а f је oznaka za па·-· 

nefjativnu funkciju raBtojal1ja i7..Пlеdји е1ешепаtа х6 Х. 

E1ementi prostora Х rno~и biti raz1icite prirode(vekto­

I'i,fUnkcije,nizovi,i эl. ).Z8. пеl1Сf5аtiVПl1 fUllkciju.f ве za~­
l1teva da ispunjava tri aksiome(.2..1),koje se lladovezuju 8.JIlВ-

10gno ројmи rea1nog rastojanja u trodimenzionom rea1nom I~и­

k1idovom prostoru R3 , '[;ako da se iпtui ti упа pretstavB о гав-­
to ј апји forma1no prenosi i 11а vektore эа п koordinata (п;> 3 ) 
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Tako аааа te tri aksiome па оапоуи [tU]imajuoblik 

v- :х: ~ У) ZJ Е Х 

10 f(xJ Уј == О 4==> Х =1 

20 ..f(XJ;J):::- f(~ х) aksioma simetrije 

30 f(:x~ уј -t f(J,l) ~ !rx,z) nejednakost troug1a 

Primeri metrickih prostora 

Т • .8kup rea1nih Ьгојеуа па Ьгојпој ргаУОј ва rastojanjem 

~(x,y) = 'х - у/ 
5ini jednodimenzioni metricki prostor н1 • 
II.Skup vektora u tгоdi111епziопош realnom.prostoru,sa гаа-

tojanjem -'(х,у) ~ {t(X
i 

- Yi)J%. (2..3) 

5ini trodimenzioni metricki prostor п3 • 
III.Skup uredjenih grupa.x = (х1 ,х2 , ••• ,хп ),эа rastojanjern 

јЈ(х,у) ~ {t;(Xi - Yi )2} ~ 
cini п dimenzioni ari tmeticki I~uklidov ргоэ1;ог Rn • 

Primeri 1 i IT вн takvi da ,1 е ispravnost aksioma 10, 

20 i з0 осiglейпа iz аате d.efinicije (iпtпi tivno fseometrij­

sko rastojanje), зtо эе пе ГllOze reci i za primer Т11. Za оунј 

primer эе neposredno vidi da ya~e aksiome 10 i 20 ,а dokaz 

ispravnosti aksiome з0 је da1~ u [IJJ}. 
ЈУ. Skup uredjenih grupa od п Ьгојеуа Х·е R,(i=1,2, ••. ,n) 

:l. 
аа rastojanjem 

р>l 

cini metri5ki prostor R~,~de је R~ prostor dimenzije п. 
'racnost aksioma broj 10 i ';[> је ocigledna iz вате dл-
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finicije(2.5),a dokaz ispravn08ti ak8iorne з0 za оуај 81и­
сај је dat u kur8u~1P].Ovaj primer је роэеЬпо interesan­

tan,jer эе za роэеЬпе vrednosti skalara п i р,шоgu dobit'i 

ostali nav~deni prirneri.Tako naprimer,za р=2, п=l, dobija­

шо primer 1, za р=2, п=3, primer 11, za р=2, п '>' 3, primer111. 
Blиca~j kada р ~ оо је роэеЬтlO interesantan эа e;ledio­

ta primene u oblasti meha.nike uprav1janog kretanja,kada эе 

optima1nost ogleda и smis1u dejstva si10m minirna1nog modu-

1a.'rako sada ,ako эе и izrazu(~.5) pusti da р -"-'00 ,dobija 

ве primer Ьгој pet. 

v. 
.Ј:, (Х, у) = 1 irn Л (Х, у ) == т ах I у k - xk I (~.б ) 

р-оо 1~ K-S h 

Navedena pet primera pOkaZl1jH da ве jedan isti skup 

tacaka tl prostoru пп, moze па razJ.ici te nacine snabdeti rnе'С­
rikom Л(х,у),ра эе tako dobi,:jajtl razliciti rnetricki ргоа­
tori R~.Slicne definicije эе mogu usvojiti i и prostoru 5i­

ji ви e1ementi funkcije. 

VI. Prostor' ciji эи elementi realne i neprekidne funkd.ije u 

intervalu [а, Ь] еа ras·t;ojal1jelll 

.f( f ,g) = тах I g (t) - f (t) I 
(J.:f:i~" . 

(:1.7) 

је prostoI' О (;, ь) . 
U 1 V.. V st a]rR~om,~. 1°,20 ~ З° oX~a1ed-оуоm s иеаЈи Је vazno. ~~~ ~ ~ y~o 

па iz эате definicije(~.7) 

VII. Ako эе isti prostor апаЫ1е dru(!;om metrikorn 

oncla ве opet dobija primer шс·tгiСkое; proBtora 02[а,ь] ,ta­

kozvani prostor neprekidni1.1 funkeija ва kvad.ratnom metri­

kom.Znaci i u prostoru funli:eija ве ТJIOZ.e,na raz1icite 11aci­

пе definisati funkeija ras·to,j ап,ј а.,? ,ра эе tako mogu dobi­

ti raz1iciti funkciona1ni metricki prostori. 

Navedeni primeri pokazlJ.ju ve1iko bogatstvo mogucnosti 

formiranja metrickih prostora,biranjem e1emenata tog ргое-
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tora,i1i biranjeт funkcije rastojal1ja!,sto zavisi od kas­

nijih potreba i primen1jiv08ti,za гевауапје nekih praktic­
nih ргоЫета. 

Linearni funkciona1 u vektorskom prostoru 

Vektor8ki i1i 1inearni п diшепziопi pr08tor.Nn сето 

smatrati da је sastavljen od skupa vektora х = (х. ),(i=l, 

2, ••• ,п). Funkcija rastojanja f (х,у) definisana a~siomama 
10,20 i з О ,svоdisе za еlисај da је у=О па normu vektora х, 
ос.1.110ВПО па .!(х) ,Nenegativna funkcija f(x) u оуот эlисаји 
тога da zadovoljava aksiome 

1 о f (х) = о 4-;;> х = О 

20 f(x + у) :s: ј( х.) + f(Y) (1.9) 

"ђО f (еЈС) = /al!(x), о. је rea1an ska1ar 

Гој нт ПОl'П1е .f (х) :i.сгr;1 ~Чlt~·t;:iпsku 1110си tl д.tЙјеш izlH-
. . , Ј' 1-' 1·'····· l' ~ '1' • r . C'IТJJH,Jeг Cf;! tl ·;:ОГI.<l"е·\ЈПЈ.IП. :=: .. lJс;оа("~VЈ.Ш(! :l.lI1D. ';Ј. O(1.J'el.Jf:'111. :.J..~' 

. v,. . . ( 1 1 . 1 . 1 . . • Ј ) Z:tCr·l 8J 11 lSl.lO Т:ЮС.lЈ .. ,'':;. S) .. е,lЈl!l1 ... f~Cl,('неrЋЈ.Је, 1. В .. е 

Ako 8е и nekom prostoru ЫП odabere погта f (х) tako 

do. ви zadovoljene aksiome(~,9),onda ве tako odo.brani рго­

stor zove normirani prostor.Neka је и tako normiranom 1i-· 

nearnom prostoru definiso.na neka fllnkcija р [х], koja вун­
ki vektor х б Nn transformii3e 'L1 skalar,odnosno 

У[х] = а, аЕ R (.:1..10 ) 

Za operaciju 'tse kaze da је 1inearna ako zadovo1java НВ-
10v 

(~.J.1 ) 

На osnovU definicije (:.1..11) r.lOze ве tVl'd.i ti da se SV8-

ko. linearna operacija(lil1earl1i fl.lJ1Jccional) Р[х],: и 1inco.I'­

пот prostoru Nn э х moze prikazati kao С (6Ј 

gde је и = (и.) ропоуо vektoriz N • 
1. П 

Iz izraza(~.12) эе vidi da svakom vektoru ueNn odr:r,o-
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vara оагеајепа linearna орегаС1Ја i obrnuto,svakoj linear­

пој орегаС1Ј1 'f[x] ,х е Nn odgovara оагед.јепЗ: vektor u 6 1'1 п ~ 
П slucajl1 da је n=3,linearna operacija(~.lO) definise ijed­

nacinu ravni u trodimenzionalnom realnom ргоstогu.Лnаlоgпо 

za п >:3, jednacina (2. .10) definise jednacinu hiperravni 11 п 

dirnenzionorn prostoru Nn • 

Nогша linearne operaci,je Linearna opel''acija р[х] kao 

skalar moze imati razlicite vrednosti па skupu Nn i' х. U sva­

kom slucaju za proizvoljnu linearnu operaciju Y[~ moze se 

pronaci takav Ьгој у аа bude za.dovoljena nejednakost 

Najmanji оа svih brmjeva )1 koji zadovoljava nejednakost(1.13) 

obele~i6erno ва Y·i zva6emo ga погmа linearne operacije(li­

nearnog funkcionala) '![:{/.Nа·юsпоvu ove definici~jc,date 11 

kursu [16] ,sledi da је norma linearne operacije '/ГХ] clata 

па sledeci nacin 

(1. ЈЈI·) 

JJosto se погта liпеагпе operacije r neposredno kогiп-· 
tf u teoriji optima1nog upravljanja,ovde се biti ргikаZ8.пе 

dve Лlо(~u6поsti za odredjivanue pomenute погmе ,koje 6е kas··· 

nije biti koriscene.U tO!ll cilju pretpostavimo da razlomak 
(~.14) dostize najve6u vrednost za х = x~ 

;0." - L 't [ .. ".7 L = /f!.L • L "1 йС ".7 / 
(р) - }'Ј(.х' I fJ I f(.;:;J 

-- L у [(!:L~,,1L 
f(r3x;1 

Vrednost razlomka(2.15) пе zavisi оа vrednosti skala­

га P:lO ,ра se moze odabro.ti (3 tako аа .је јЈ(/зХ';).;r:l, ра ,је 

.f?~) = ~ // '(Ј[хЈ/ 1\ '(Ј[:хЈ:Ј) (~.lб) 
:r +0 { ' 
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Ako је odredjivanje norrne linearne орегаСЈ.Је рото6и 

izгаzа(1.1б} nepogodno,onda ее moze potraziti norma па аги­
gi nacin.Naprimer moze ве odabrati skalar (з tako аа је 

'1 Г!3х9:::1. ,odak1e dalje sledi drugi poznati[16] nacin 
odredjivanja norme f")inearne operacije у' [%Ј. 

1\ 'f [.хЈ = 1) 

Па osnovu prethodnog iz1aganja moze se u zak1jucku 

konstatovati,da se ПОгта linearne operacije,moze odredji­

vati па ауа nacina,datih izrаzimа(1.1б) i (~.17).Re~nikom 

funkciona1ne ana1ize izгю~(l.lб) kaze aa~oгтa .?ry) 1i­

nearne operacije )4[хЈ ,jea.naka I а' ,gde hiperravan '(Ј[х]:::а 
dodiruje jedinicnu sferu ~(x) = 1.Ana10gn6 ovoтe,izraz 
(1.17) kaze аа је f'('fJ)=f?of,~ri сети sfera .f(x) =jJodo­

diruje hiperravan PLx] = 1. 

Sada ве moze konstatovati вlеаеса situacija:Postoje 

ауа prostora N(l)ЗlХ i N(2). ~u,gde su vektori х = (Xi ), 

и = (ui ), (i=1,2, •• ,п) .Лkо ве и prostoru H(l) definise nor­

та па Ileki nacin,dobi(~e ве погшiгапi prostor Вп э Х,ва no1'­

тот .f(x). Svaki vektor и Е N (2) definise linearnu pperaci­

ји 'f [х] datu izгаzощ (2. .12) • Ako ве вааа, и prostoru N (2) ~ u 

definise погта vektora и kao 

dobija ве drugi normiral1i prostor Вп эu,Оdпоsпо svakom 

l1ormiranom pros'torll 13 э Је ва normom . ,О( х), odgovara па од,о-
п ..Ј *' ' 

redjeni nacin prostor л9lf Эи,sа погшоm .? (и) .Za оуа с1уа 
п [' -1 prostora se kaze da ВН priclru7,eni jedan drugom, oclIlosno' (Ь_ 

to ви konjugovani prostori. 

T'~arakteristicni izrazi,ko.ji ви ispisaniza vektore :::;11. 

konacnim brojem koordinata,mogu ве па роееЬВl1 nacin pro5i­

ri ti i па vektore ва ЬеskОl1.вСпiш Ьгојет koordinata, rrako :::;u 

naprimer proizvoljna skа1аГl1а realna fllnkcija h (t) ,t Е Е; о' (;(а 
koja ima beskonacno rnnogo vгсdПОSGi па posmatranom inter­

уа1и rea1nih brojeva t € [t ,t~] ,moze tre'l;ira'l;i kao vektoT , о 

ва beskonacno koordinata hk = h (tk ), t o ~ t k ~ tf) • 
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Opsti oblik linearnor, funkcionala u konacnodimenzio­

пот prostoru(~.i2),u оуоm е1исаји dobija,'poseban oblik[1'6J. 

'f & ( t)J: f ~~ t ) u ( t ) d t 

(~ 

Лkо эе sada и funkciona1nom prostqru B,ciji эи е1еmеп­

ti realne ska1arne fl1nkcije h(t)c B,uvede погта па odredje­

ni nacin,onda ее dobija odredjeni normirani funkciona1ni 

prostor.Kao sto. је u konacnodimcnziona1nom prostoru иуоаје­

пје norme bi10 rnoguce па vise nacina,tako се i оуае to bi­
ti mog1ice(biranjem e1emenata prostora-funkcija ва raz1ici­

tim osobine.rna i1i biranjem погш:е и jednom istom skupu fun­

cija).Definisanje kопјиgоvаПО(ј pros·tora i konjugovane norme 

је ana10gno kao и proBtoru sa konacnim brojem lcoordinata, 

вата sto је оуйе, opsti oblik 1:Lnearnog f1шkсiопа1а dat iz­

razom(~.19),a пе ва izrazom(1.12) kao и prethodnom в1иса­

ји prostora ва konacnim Ьгојеrn koordinata. 

Sa gledista teorije иргаУlјапја kretanjem i pitanja 

орtimэlпоsti, korisno .ie saBtavi 1~ i ·t:э.Ье1и, и koj ој се bi·t;i 

data mеа,;изо1)па zюtiвпоst po1azne l10rme Г(х.) i пјепе ko­

njugovane norme РУ и) ,и ci1jtl cla1jeg 1akf'1eg koriscenja. 

Уогi~Иепјеm izraza(1.16) i1i (:1.17) ,11 kојiша је 1i11.8-

агпа operacija data u formi(1.12) i1i (1.19),а погmа ;а(х) 
cle.finisana izrazomCl.5) i1i ('-.7) i (2..8) ,mozemo sada bi­

rati Bka1ar р> 1,i kombinoviJ.:t;i пауес1епс izraze и ci1ju (10-

bijanja velikog broja raznovrsnih slucajeva.Od ve1ikog Ьг6-

ја raznovrBnih slucajevD. оУд.е 6с,и tabe1i broj jedol1,biti 

prikazani oni koji ви il1teresantni sa prakticne tacke gle­

dista,odnosno oni slucajevi koji бе biti korisceni u йа1јет 

iz1·aganju.Iz tabe1e koja је data и kursu [16Ј iztlvoji6emo 

serno опе slucajeve koji imaju smisao тоаи1а sile,impulsa, 

energije i sl.odnosno odabra6emo опе slucajeve polazne i 

odr;ovarajuce konjugovane norme,koje се imati' konk:betan fi­

zicki smisao naveden u tekstu. 
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G L А V А III 

u ргуој e;1avi је pokazano,da ве kretanje dinamickih 

sistema u faznom prostoru mo~e opisati sisternom diferenci­

ja1nih jednacina,koje u Ko5ijevoj(vektorskoj) formi imaju 

oblik(1.12).U оуот ае1и сеrnо ве Of~raniciti па posmatranje 

1inearnih nestacionarnih dinamickih sistema oblika 

gde је х = (xl'X2, ••• ,xn)Tfazni vektor; u = (и1,и2, •• ,и~~ 
v~ktor uprav1janja,A(t) је poznata kvadratna matrica tipa 

fu,n),B(t) је poznata ~at~ic~ tipa (n,r) а w(t} је poznata 

vektor funkcija. 

Obzirom da postupak efekt;ivnog геsюгапја sistеюа(?.s.l) 

nije tema ovog rada,koristicemo уес poznate izraze.Tako је 

па овпоУи Kosijeve formu1e [16] , resenje sistеша (3.1) da-t;o еа 

r;de је '( [t, toJ fundamentalna matrica sistema (3.1) 

u оуот delu analiziracemo linearni sistem oblilta (:5.1) , 

пе postavljajuci za sada dopunskc иB1oy~ optimalnosti,ko­

.ј! (~e kasnije biti uzimani 11 obzir. Zato pretpo8tavirno ал 

ЭН и jednacini(3.1),'sem faZl1.Dg vektora x(-t) вуе ostale \Те­

licine poznate funkcije vremena,R аа treba efektivno оаге­

diti x(t) ро Ko~ijevoj formuli(3.2).U оуој formuli fi~uri­

зе fund.Brnentalna matricr:l Х [t,-t;оЈ ,cije odredjivanje zадлtј') 
ve1ike t9sko~e onima Јсој! 80 Ьауе оуоm problematikom.Zato 

ве mo~e ге6! da је klju~ni i najte~i део роslа,ргi1ikОПЈ 

re~avanja linearnog 8ietema ро formuli{3.2),kako odrediti 

fundamenta1nu matricu Х [t,tо].1јоzпаtо је [IG]da ее опе moz.e 

.. 
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G ТЈ А V А III 

u prvoj e;lavi је pokazano,da ве kretanje dinamickih 

sistema u faznom prostoru тo~e opisati sistemom diferenci­

ja1nih jednacina,koje u КоiЗiјеvој(vеktогskој) formi imaju 

oblik (1.12) • u ovom delu сеrnо ве of~ranici ti па posmatranje 

1inearnih nestacionarnih dinamickih sistema oblika 

"а' ( )Т f· ' 1 ~- .' '( {Г (, е ,Је х = .xl 'Х2 ' ••• ,xn c1znJ. ve clJor, U = и1 ,и2 ,.· ,иг , 

vektor uргаv1јапја,Л(t) је poznata kvadratna matrica tipa 

~,n},R(t) је poznata mat~ic~ tipa (п,г) а w(t) је poznata 

vektor funlccija. 

Obzirom da postupak efekt;ivnog resavanja sistemaC3.1) 

nije tema ovog rada,koristi6emo vеб poznate izraze.Tako је 

па osnovu Kosijeve fогтпu1е [16Ј ,resenje sistеша (:;.1) cla'l:;o ва 

с;ае је Х, [t, toJ fundaтnentalna matrica sisterna (3.1) 

u ovom de1u analizira6emo linearni sistem oblika(3.1), 

пе postavljaju6i za аааа dopunskc ualov~ optimalnoBti,ko­

,ji 6е kasnije biti u~imani 11 оћziг.Zаtо pretpos'tavimo с1л 

81.1 u .je<1nacini(3.1),sem fаz11дg yektora x(t) sve ostale vo­

licine poznate funI\:cije vгеm8па, ;'1, datreba ei'ek'tivno од.гр-

d 't' (t) тт __ , .. f 1'('" ')) IJ '! l' [' , 1',1 Х , ро \oSlJevoJormu, 1 ,.~. ovoJormu.1 J.~иГl-

~e Гtшд.вrnепtаlпа mаtгiсlЭ. Х ~,-t;оЈ ,cije odredjivanje zасЈЛ,ј''') 
ve1ike teskoAe onima koji sc Ъаvе оvоП1 ргоl:ЙеmаtikОП1.Zаi;о 

ве 1110ze reci da је k1jl1cni i ШЈ.ј"l:;еZ.i йСО роslа,ргilikош 

resavanja linearnog sistema роfОГП1uli(3.2),kаkо odrediti 

fundamenta1nu matricu X~,to].Voznato је ~']da ве опа тo~e 

. ' 
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prikazati kao proizvod X~,toJ = Z(t) Z-l(tО ),рГi сеrnи је 
matricB Z(t) sastavljena оа vektor-ko10na koji. zadovo1ja­

уаји hornogeni йео 1inearhog sisterna(3.1),a medjusobno su 
linearno пеzаvisпi.Ло ovilt vektora z(i)(t),(i=1,2, ••• ,n) 

ве rno~e do~i Ojlerovom metodom tra~enja karakteristicnih 

vred_nosti matrice А, a1i еато и stacionarnom slucaju kada 

еи odgovaraju6e a1gebarske jednacine re§ive.U nestacionar­
пот slucaju za Sa(l~ opsti postupak odredjivanja v~ktora z (i) 

пс pos·t;oji.Jedino za neke роееЬпе еlисајеуе тnoze ее ,J~,apla­

воуот transrorrnacijom do6i,do konacnih rezu1tata(onda kada 

ее moze odre!diti inverzna J,aplasova t~"ansformacija) .На os­

поуи ovoga ве vidi,da cak ni и stacionarnorn вlисаји prob-

1еrn odredjivanja fипdашепtаlпе matrice nije и opstem,slu­

саји re~en,pa 6е uto1iko vi~e problerna biti и nestacionar­

пот slucaju.Poznato je[~J,da B~ и stacionarnom slucaju(ka­

da nisrno и stanju da odredimo fHndamenta1nu matricu и ko­

пасџот obliku) fundamenta1na matrica x[t,t(j] П10zе aproksi­

mirati еа prvih nekoliko clanova reda 

<;:>о 

X[t,toJ = eA(t-tо ) = L An(t_t~)n/n! 
1')=0 

ТЈ nestacionarnom slucB.l11. mal;rice 1\. (t) i В (t) iz Si8-

tema(3.1),su matrice sa vremenski promen1jivim koeficijen­

tima.Ako izuzmemo опе retke вlисајеуе,и kojirna етои sta­

п.ји da odredimo fundari1entalna mB·t;ricu 11 konacnom оЫikи,оп'­

ав .-је jasno da 6ето vrlo cesto lJiti u sitHaciji,da оdгеIiјо.-­

,-јето fundamenta1nu matricu priblizno.Ovde се biti kогiосеп 

poatupak za odrecljivanje fuлdдшепtаlпе matrice,dO koga ват 

dosao 1970 godine [3]. 
t><? 

Х [t ,t; о] = L 1\11 (t о ) Ct-t о) /n! (3. ll_ ) 
11::.-0 

Н izrazu (3.4) kvadratllc шаtriсе Ап ан d.ate kao 

Ао = I ,iedinicna kvaclratna rnatrica reda п .• 

А1 = А data kvadra·tnn ma1;rica iz(3.1} 

л2 • ? (:3.5) 
/\2 ::: Л + = А1+ А1 

•• • • А3 • •• 
А7., = А + 2АА + АА + = 1\Л2 + 2АА + Л 

:7 



Rekurentna formula za odredjivanje matrica А је 
п 

An 
- r?1-1(n_l~ (р А)' . (о) (р) dРЛ 
- л 1 ,n~ 1,A = А , А = -

Р -il- -р . р 
dt· 

р:;() 

tako da ве ва prvih nekoliko clanova fundamentalma matrica 

linearnog nestacionarnog 8istema rnoze prikazati izrazom 

x[t,toJ = I + Л(tо ) (t-to)/ll + (А + л2}Јt-tо )2/2! + 

(3.7) 

U stacionarnorn slucaju matrica А = konstanta,njeni 

izvodi ви nula matrice,pa ве iz izraza(3.5) i (3.6) vidi 

da је и оуоm ровеЬпоm slucaju Ап = An,tako da beskonacni 

red(3.4) postaje ekvivalentan 8а(3.3). 

U nestacionarnom slucaju kогi~бепје izraza(3.4),se 

principijelno moze vrsiti па dvапаС:ЗQlа. 

1 о Ako· је ШОбuбе, pozcljno је od.redi t~ granicnu funkci­

.ји, Јсојој tezi dati beskonacni red.Tako dobivena granicna 
funkcija pretstavlj-a fundamentalnu matricu i moze ве kогis­

titi u daljem гаСипи. 
20 Аlш пiј е rnое;исе od.redi ti r;ranicnu fUnkciju, а S8Л1im 

tim ni fundarnentalnu matricu u Јсопа5поrn obl±ku Јсво u pret­

h.oclnom sluoaju,ili је вапЈВ (~raniCnB fUn.kcija slozena ро 01)-­

liku i nepo~odna za dalje kori~6enje,onda ае beskonacni гей 

(3.4) aproksimira ва prvih nekoliko clanova,tako da aprok­

simacija ы1(! korektna. Ts\;ina ргоЫеm nije zaokrazen 11 tоП\ 

smi81u~da ве i gre~ka moze proceniti u op~tern Blucaj11.HeJju­

tim и nekim specijalnim вIuСз.,јеvirnа,kаdа ве procena с;геЗ1~е· 

тo~e vr~iti za вуе clanove х· .[t,t ],fundamentalne matrice 
1Ј о . 

Х [t, t Ј , date beBkonacnirn reclolll (3. [~) , mozemo i prakticno 1со-
о 

ristiti izraz(3.4) za pribli~no izracunavanje fundamentol-

не шаtгiсе .Ј"едап od takvil1 sll1ca!jeva је prik:azan u {5 ] ,а 
ovde бе biti ttradjen jo~ jedan primer,u kome 6е ее pokazu­

ti prakti6na primena izraza(3.4).Radi иpoгe~jenja dobive­

nih геzultаtа,оdаЬгабеmо primer cije је гевеnје dato и [2t3 . 
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Neka ве posmatrani objekat krece sag1asno .iednacini 

у + у.сов t = О , y(to ) = уо ' ~(to) = јо • 

тюtrеЬпо је odredi ti у (t) za t ~ t o = о. 

За novim oznakama У=Х1 ' ~=x2,po1azna diferencij~lna 
jednacina dobija Ko~ijevu formu 

( ~l) :: (о 1 ) ( х,) 
Х2 -cost О X~ 

==-> А ( t) _ ( о 1) 
- -cost О 

Ako 8е вааа izracunaju шаtriсе 1\п(О) ро izrazima(3.5) 
i (3.6) i zamene u red(3.4),dobija ве 

= (1 О) + I о l)t + (-1 . 0)t2/21 + ( о 
о 1 t-1 О . О -1 2 

+ (2'. t /51 + L10) 5 (-9 о) 6 t /6 I + •••• 
О О О -19 

( ~ 2t [~ /1+! ..... 9t-;6/61 t-t3/з! 
х [t ,о] 

1-tc /2! + + •• , + 
= 

-t+2t3/3! 
r: 

1_·(-;2/2 ! -9t//~! + •••• , + ••• 

taIco аа ве sada zamenoт dobi уепot~ izraza \Ј. Kosijevu fоrпНl­

.1и (3.2) dobija resenje \Ј. obliku 

=x[t,o}x = 1(~,oJ. =. -":/ 
( 
Х1 ) ,о (У о) (у ( t )) 
Х2 о УО y(t) 

246 :: уо(l - t /21 + 2t /4! - 9t /6! + ••••• ) + 

.... . ..... 
ito ве pok1apa ва resenjem istog zadatka datog u zbirci&~). 

, 
Ј 



II.ko ве prikazani postupak za odredjivanje fuпdашепtа1-

пе matrice х [t,toJu obliku besko~acnog reda(3.4'),uporedi ва 

postupkom koji је pred10zen u [.32] ,gde ве fundamenta1na mat­

rica trazi kao 

, 1< ~O 

mogu ве konstatovRti пеЈсе prednosti postupka(3.4) u оаповu 

па (3.8) • 

10 Рге вуева izvod skoro svake funkcije је moguce па-
6i,~to ве пе mo~e ге6! i za integra1,pa је samim tim i pri­

men1jivost izraza(3.4) u tom smislu ~ira u ойповн па (3.8). 

20 U вlисаји diskretizacije,gre~ka Rn и гасипи је pro­

porciona1na ва (t-to)n u izrazu(3.4),nto daje izvesnu pret~ 
stavu о redu ve1icine greske, dok. ве iz iZl"'aza (3.8 )to пе 

ПlOz,е zak1juciti .tTed.irlo 11 ровеЬпот вlиСаји. kada ви еlешепti 

matrice А (t) po1inomi vremena t, ir-;ti zak1jucak ве moze д_о­

neti i za вlиСај(3.8). 

з0 I па kraju postupak intoc;racruje ве moze pokazati Н()­
mоgпсim уес posle ргуор-: i1i dГЩјоg koraka u izrazu(3.8) ,i;!;o 

zайаје velike teskoce u prak·ticnom гад.и. П svnkom slucajll лл 

оsпоvu izraza(3.4) ~eтo 1H"'~e йo,~! б_о prakticno ргiшепlјivil1 

vrec1.n.o:i.ti fondamen.ta1ne ma·triQe Х [t,l;o],;jer Эll \1 пјешtl zпл-­

tupljene prostije matematicke operacije u рогейјепји ZB iz­

гаzоm(3.S}. 

Pri1ikom izrado nekoliko prostijih primera vidi ве,йа 

01);1 пауейепа postupka йоуосlе д.О is·t;Щ:';ГОZll1·t;аtа 11 аl1.Ј.Сајн 

да ВlЈ. elementi шаtгiсе А (t) роliпошi угсmепа t. U s10zепi ti ili1' 

zadacima ргоуеги Је skoro i пеlПОGu6е izvr~iti,zbog перосой­

nosti izraza(3.8).U svakom slucaju угете i kasnija prakti­

спа pl">imena оЬа пауед.еllВ POITtt1pka,6e pokazati pred.l1osti i 

шапе jednog i1i drugoB.~ri~er kojije uradjen па prethod­

пој stl"'ani,pokazt1.,je с1а ,је ргпl\[~i(~ЈИ u.роt;гећ1јivоst izrazH 

(3. l l·) vezana za mali intervo.1(t-·t;o),а c1anovi fllшlаmеп1;ё"Й--

пе matrice X[t,o} вн a1ternativni redovi,pa эе za njihovl.l 

konvergehciju тo~e koristiti Lajbnicov kriterijum. 
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п onim slucajevima kад.а је interval (t-to ) > l,konver­

r,encija izraza(3.4) је dosta эрога,ра је njegova prakticna 

upotrebljivQst u datom obliku nepogodna.Zato се koriscen~je 

ovog izraza u ovom slucaju.biti posredn~ preko diskretn0f> 

mOde1a,u kome interval (t-to ) mo~e biti konacno veliki. 

u sl1J.cajevima u ko,jima neposre(lna prime.na formule(3.'-I·) 

za aproksimativno odredjivanje fundamentalne matrice,ne да­

је zadovoljavajuce rezultate,nece ni fazni vektor x(t) l)i­

ti dobro izracunat ро Kosijevoj formuli(3.2).1J cilju sto 

tacnijeg izraCHnavanja faznoe; vektora,ovde се biti pred.lo­

zen diskretan model za izracunavanj~ faznog vektora u dis­

kretnim trenutcima угеmепа t k б (Ј; о' ~ .Ovaj mоде1 .pretstav­

lja sintezu izraza(3.4) i Kosijeve formule(~.2) i moze ве 

koristiti za konacno veliki vremenski interva1 t-to • 

Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu kretanja linear­

nog kontinualnog nestacionarnog dinamickog sistema u Kosi­

jevom obliku 

Род pretpostavkorn да S11 вуе. velicine u jednacini(3.9) 

poznate sеш х (t) za t > t ,rnoze ае postavi ti оvя.kаv ргоЬЈЛ1l1: 
о 

Proveriti rad dinamickog sisterna pre пје(';оуе ree.liza-

cije(prakticne konstrukcij~),kako bi ве uklonili eventual­

ni nedostaci.Ana1iza ропавапја rada dinamickog sistema оЪ··· 

lika{3.9) ве izmedju oBtalog moze vrsiti па racuIlskoj ma~Ji·­

ni u d.iskretnim tгепutсiша vгешепа, pod иэ1оуот да је ПВ.рГГ:IV-

1јеп odgovaraju6i mode1.Na оsпоvu diskretnoB mode1a ае c1fl1;jG 

moze napravi ti program гаСl111вЈсој masini, tako da 6е опа dnva-­

ti rezu1tate vektora x(tk ) u diskretnim trenutcima vremeho 

i tako dati pribli7.nu slilcu о kretanjll dinamickog sist;еПl[l. 

Konstruisati diskretan шоdеl za dati kontinualni 8is­

tem,znaci zameniti (Jiferenci(ialnu jednacinu(3.9) оdgоvагэ­

ju-Som diferencnom јеdпасiпош, u k:ojoj 6е bi ti data zaViSIlOr1!:; 
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Po~etni u810v diferencne jedna~ine(3.10) је isti kao 

i polazne diferencija1ne jednacine x(t ) = х ,а u daljem . о о 

гайи ве smatra poznatim vektoroт. 

U cilju konstrui8anja diskretnog тode1a(3.10) za ро-

1azni sistem(3.9),podjimo оа re~enja polazne jednacine,da­

tog Kosijevom formulom 

Ako эе uzme u obzir nestaciollarnost poiliaznO(~ sistema 

(3.9),onda је direktna ргiшепа formu1e(3.J~)7prakti~no Ilеро­

~ойпа za uno~enje u izraz(3.11),jer је fundamentalna matri­

са Х [t, t;J u оуоm эll1.Саји tei1ko izracunlji уа zbo€~ velic1ne 

intervala t-to.~li и эlисаји diskretizacije уе6 ве mogu Йо­

biti prakticno upotrebljivi rezu1tati.Uo~imo zato vremcnsku 

ови i izvrsimo diskretizaaiju posmatranog interva1a ~o' tt3J 

tako da ,је korak diskretizacije '.r konstantan i da је 

pri сети treba birati Т tako,da ве ва dovoljnom tacnoscu 

moze 8matrati da је 

(3.13) 

lJslov(3.13) је и zadacima op·l;ima.1nog иргау1јапја у:г-

10 cesto ispunjen,jer j~x эи konacna гевепја и оуој оЫаэ-

ti u mnogim slu~ajevima ро delovima kOn8tantne funkcije u(t). 

U onim slu~ajevima u kojima uslov(3.13) nije ispunjen,pot­

геЬпо ,је aproJ..~simaciju vrsiti па drur~i nacin. Vrec1.nost f1.1.п1~­

cije u(t) u kona~nom Ьгоји tacaka t k па vremenskoj 08i П" 

igra bithu ulogu,pa эе moze usvojiti йа је neprekidna s dA­

епа kao sto је uObicR.jeno u [16Ј • 
Ako эе sada ро Ko~ijevoj formuli(3.11) izra~una x(t1 ) 

x(t1 ) ~ х [tl'tJx(to) + П~' t 1 ,s B(B)dS}U(to ) (3.Н) 
йоЫјв ве [огmа1по izraz istoG oblika kao(3.11),a1i su~ti­

па је u tome sto је sada interval [t1 , t ol ,za koji эе izra­

~иnaya fundamentalna matrica тno(~oputa kraci u рогеdјепјп 
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8а intervalom~,t~],kOji figurise u(3.11}. 

Kada ае 8ada па i8ti nacin izracuna x(t2 ),pri сети 

1Ј.10е;и x(to ) preuzima x(t1'),pa 8е ovaj p08tupak na8tavi iz­

racunavanjeт х(tз),х(tl~), ••••• ,dОlаZi 8е do rekurentne for-

тule (I'l<+f 1 
x(tk +1 ) ~ х [tk+l'tk]x(tk ) + ~< X[tk+l'~ B(s)ds u(tk ) 

(3.15) 

х (t о) = ХО ' (k = 0'1'2' •••• ' ш) 

sto 8е koriscenjem izraza(3.4) svodi па 

tQO А (t) } 
x(t ) = ~ п k Tn x(t ) 

k+l L· п! k 
{1:'0 

+ 

+ {(~An~;) (tk+1 - S)nB(S)dS] u(Џ 
j~; 

(3.Н:; ) 

Ako эе u izrazu(3.16) uveclu oznake,E(t
k

) za prvi ћеsl;-Q­

nacni red u.z х (tk ) ,odn.osno F (tk ) za integral uz u (tk ) г10ћi,i а 

эе konacno 
x(t

k
+1 ) = E(tk ) x{tk ) + F(tk ) u(tk ) (3.17) 

IzгаZ(3.1б) mo~e da pos1u~i kao osnova,za konstrukci­

ји diskretnog mode1a linearno~ nestacionarnog sistema(3.9). 

Ovde се biti pokazano~kako ее u nekim p08ebnim 81ucajevimH, 

kori8ti dobiveni izraz. 

10 Рге 8vega,u 8tacionarnom slucaju matrice Л i В Ви 
kOn8tantne,pa 8е iz definicije(3.5} i (3.6) vidi da Би tJ. 

ovoт роаеЬпот slucaju sve Ап (tk ) = лп • Лkо эе ovo iskoris·ti 

i zamen.i u izгаz(:3.1б) ,pri сети је racli иргозсепја iZVr!'1e-

па 8тепа t k+1 - S = z, ds = - dz,dol1ija 8е 

{{:AZ"B'dZ }u(џ ( 7.: 1'"·') ..,' ... ',\ 

Проrе(lјivапјеm izrazn(:).17) i (3.18),vidi ае,йа 8и н 

ovom 81ucaju,тatrice ~(tk) i F(tk ) date 8а 

E(tk) =Е(Т) = eAT,F(tk) = F('~) = (j:AZdZ)B 
о 



Dohiveni izraz(3,18) је poznat[g]kao diskretan model 

1inearnog stacionarnog sistema,pa ве па osnovu svodjenja 

op~te~ izгаzа(3.1б),u posebnom вtасiопагпоm slu~aju па poz­

nati izraz(3.18) vidi potvrda ispravnosti izгаzа{3.1б). 

20 U nestacionarnom Blu~aju koriscenje izraza(3.16) 

ве principijelno mo~e vrsiti па dva na~ina.U ,onim slu~aje­

vima kada beskonacni redovi t:t izrazu С3 .16) pretstavlj аји 

1~azvoje poznatih matrica Б('tk ) i F 1 (tk ) ,оаповпо kada је mо­
(~и6e od1"edi'ti granicne f1.1лkсiј е рошепнtih redova, опаа је 

ргоЫеm гe~en u kona~nom obliku.Tako odredjene matrice tre­

Ьа zemeniti u izraz(3.17) i оп ве тo~e вааа koriBtiti kao 

diskretan model.i\ko оуо nije mщ;нСе,ОПd.а se izгаz(3.1б) то­

га koristi"ti aproksimati упо, kao G'to ве u analo(-snom skalar­

пот slucaju koristi Tajlorov геа, zamenom bes,konacno@; геаа 

Ба prvib hekoliko clanova.ll tо1П ci1jH smatracemo аа tt Ьее­

konacnim геdоvimа(3.1б) broj п Hzima vrednosti O,1,2, ••• ,m 
г,ае је m konacan broj,za еааа пеоагеајеп,а treba ga birati 

teko аа aproksimacija Ъиае korektna. 

Hajr;r1.1blja aproksimacija Ы ее dobila za. m=l, sto bi ВЕ:1 

па оепоуи i~гаzа(3.1б) svelo па 

x(tk ... 1 ) = {I + 'P~(tJ,)}X(tk) + 

+ {I[rt~ (tk+l - а) А(в!7!Ј (а )d1 и(Џ 
{Ј< 

U slucaju аа aproksimacijfl (:3. :)0) ·шэ daje zadovolj::l.va':" 

јнсе rezu1tate,treba uzeti i slcde6i clan,t.j. т=2,ра Ь! 11 

ОVОПl slucaju poboljsana аргоkr:;iПНlсiја bila 

)ll~+f 
(3.?1) 

\ 

... 1 r + 

l ·IK 

8)А(8) + (t j'+1 - 8)2(А + A2~/2j В(В)сЈв}i111. 1 

ako еааа i оуа aproksimacija пе ааје zadovoljavaju6e 

rez111tate,onda treba uzeti i slede6i c1an(uzeti й: 

i' tako dalje povecavati т,вуе rlok ве пе dobije zadOVO.LJBva-

ји6а tacnost. 
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ТЈ izvedenim izrazima korak diskretizacije Т dеfiнisап. 

sа(3.12) treba birati tako,da redovi brzo kon'vergiraju,uz 

istovremeno zadov01jenje из1оуа(3.13).Оуа ve1icina зе moze 

pode~avati i и toku ispitivanja гваа diskretnog sistema па 

e1ektronskom racunaru,pri сеrпu ве vrsi пјепо smanjivanje , 

ako prvi rezu1tati pokazuju ve1ika odst1.ipanja od ocekiva­

nih rezu1 tata.fiIedjutim u ol1im slпса\iеvimа kada racunar iша 

ograniceni kapacitet u pog1edu Ьгоја decimalnih mesta,po­

zi ti упа ve1icina т.с 1 зе пе rпоzе neoe;raniceno smal1ji vati, рв 

ве akumu1irana e;reska moze па konacni rezu1tat tako odrazi­

ti da је оп prakticno пеuроtгеЫјiv.П ovakvoj situaciji ka­

do. зе iz navedenih raz10ga i1i iz nekiJl drugil1 razloga Јсо­

rak diskretizacije пе moze vi~e smanjivati,mo~emo preciz­

nost aproksimacije pove~Bti роуесапјет broja m, вуе clok пе 

dobijemo zBdovo1javaju6u tacnost. 

Tako ве зааа и zakljucku moze konstatovati,da ве dis­

kretan mоае1 1inearnog nestacionarnog 1continua1nom sistеПЈ!Ј, 

moze prikazati kao 

~de ви matrice E(tk ) i F(tk ) date ва 

= ~ Ап (tk ) 

L пl 
n=-О 

k.4f 

:: J~ 
11=-:0 

{/( 

т:>.1 7 

r:de В11 matrice А definisBl1G izгаzimа(3.5) i (:;;.6). 
"]1 ./ 

U poredjenu за diskretnim modelom stacionarnog line-

агпое; sistema izvedenog н kнгsн[ 9 ],moze зе uoci ti с1а 811 

matrice Е i F ovde fun~cije vremena,dok зи опе u stacionar­

. пот э1исаји konstantne rпatrice (zavise od koraka dis1cre'l;i­

zacije Т koji је konstan'\;all). 

Dobijeni teoretski rczultati зи provereni па primeru, 

cije је resenje dobijeno па drugi nacin,8 zatim ве ирогеdјй­

пјеm оЬа rezu1tata mogu donetiodBovaraju6i zaklju~ci. 
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Posmatrajmo pravo1inijsko kretanje materija1ne tacke, 

ciji је po1o~aj definisan koordinatom y(t),sag1asno јеапа­

cini 

gde ви р i q poznate konstante,a u(t) funkcija uprav1janja. 

Potrebno је' odrediti kretan;je tacke y(t) za t>to,ako је 

t1 (t) = S (t-to ) 1)irakov imp1.l1s. • 

He~enje ovog zadatkB za pocetne us10ve у =О,у = О је 
о о 

dato u [2?Ј 

y(t) = le-ptsil1r{<i(ept_ eP-l;о~ 
yq L р Ј 

( 7. ')г) 
:Ј. r:.,} 

Radi poredjenja,zadatak(3.24) је re~en роmоси diskret-

nog mocle1a(3.22) numericki па e1ektronskom racunaru,a ZО,·tirп 
је dobijeno гевепје ирогеајепо аа tacnim геБепјеm(3.25). 

Da bi ве postav1jelli zacla-!;ak re:~io РОIПоси diskre-I;noc; 

тоае 1а prH:.azanog u ·tezi, ро-Ьге Ьпо је kretanje diпаIПiсkоg si­

stema prikazati u Kosijevom obliku.U tom ci1ju transformi­

sасешо po1aznu diferencijBlnu ј е дЈЈ. вс dшu (3.2'+) вrnепеша у :: ХI 
у = х 2 11 В oblik ( 3 .26 ), 2, а р = о ,2 i q =0 ,25. 

(
0\ 

+ lj u(t) 

рв ве рогеајепјеrn dobivenog izraza ва Kosijevorn formorn(3.9) 

vidi аа ви u ovom зlисаји matrice A(t) i B(t) date kao 

A(t) (О 
:: _O,25eO,II-t 

1 ). в (о) = 13 = ( ОЈ 
-o,~ 1 

(3 ')"') • r _ ( 

Za koriscen;je diskгеtпос ШОс1еlа(3.22) пеорћ.оЙпо је iz--· 

racunati matrice' E(tk ) i F(tk ) saglasno izrazima(3.23).U 

tom ci1ju izracunajmo ove Пlа:tгiсе uziПlRtiuсi :Z::И ш=3. 

Gto bi паэ sag1asno оzпаkашr.l (3.5) I dove10 ао kопаспоg те 7.11 '1.."-­

·tata u obliku 
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I 
o,8t I + 0,0625е kl 

+ 

0,OL}_O,2 5e o ".I.tkJ . 7 

'·(17.77. I 
О 4t Ј· 

-0,008-0,lе ' 

(tk+
1 

- 8) - 0,1 (tk+1 _ в) 2 + 

1 - 0,2(tk +1 - в) + (0,02-0,125еО,4В)(tk+l-S)2+ 

l( г- О 48)( )3 + 6 O,Oll- - 0,2,)е' t k+1 - 8" 
ds 

1 ( . о [~B) ( ) 3 + Ь -0,008 - О,lе' t k +1 - s 

Ovako izracunate matrice Ј'; (1:;1>;:) i .}i' (I:;k) ви' Ш1еsепе lЈ. 

i70raz (3.22) i 'I:;ako је do[)i уепо. diferencna jca.nacina za ГА-, 

kllrcntno izгасtшаvапје faznoe; vcktora х (tk ) • ~~a kопkгеtпо 

izracunavanje је odabran korak diskretizacije Т = 0,0580С 
t = 2sec,tk = kT + t ,(k=о,l,г, ••• ,120) ,tA = t 1 ,)(., = Ввсе, 
о . о ( ,< г- I 

а 'Пiгаkоv imptlls 1..1 ('1:;) = о (t-t о) ј е aprokBimati упо prika-

zrш fl111kcijom 

д (t-to ) {:о 
za 2~t<2,05 

= (7, 'У)) 
Ј· ( ... :' , 

za ·t~ 2,05 

Sada ви defini8ani svi clementi 11 diskretnom rnodelu 

(3.22),neophodni za pravljenje proGrama za numericko гe~a­

уапје.Оуај primer је numericki гебеп па elektronskom га5и­

паги IEM 1130 U racunskom centru Elektrotehriickogfak111te-



ta u Beogradu па dva nacina 
о 1 Ро prograrnu pravljenorn za diskretan rnodel prika-

zan и' tezi. 

;:>0 Го prograrnu RKGF1 (I'ijetodom Runge-Kuta). 

Dobijeni l1urnericki podaci эн radi poredjenja prika­

zani и istom koordinatnom sistemu gde је nacrtana i kri­

уа(3,25) koja pretstavlja tacno гe~enje polazne diferen­

cijalne јеdпаСiпе(3.24).Па bi pri1ozel1i diјаgгаm(sl.б) 

bio potpuniji,u pri1ozenoj tabe1i 1Ј эи dati i numericki 

podaciza preciznije definisanje koordinnta pojedinih ta­

caka nacrtane trajektorije.Od ve1ikog broja podataka koje 

је гасипаг stampao,ovde ви prikazani saтo kагаktегistiспi 

pOdaci,na оеПОУи kojih ве шоgи donositi zakljucci о vred­

nosti dobijenih teoretskih пеzultаtа. 

,--__ n ..... _._., -----------.---~ .. г-... -~.~--.. --~------~.-.-._---.... ---........ "'---~ 
t ' 

k tacno re~enje ' numericko res. numericko re~. 

(еес) kriva(3.25) ро (3.22) po"RKGS 

. --_.~._-.. _._--,. .~. ----_._-
2 О О О 

2,6 0,544 0,524 0,566 

3 0,807 0,793 0,858 

3,2 0,89l~ 0,8134- 0,956 

3,6 0,960 о 050 _ ,.1 О 1,037 
4 0,868 0,872 0,94-5 

1+,5 0,537 . О,5Ч-9 0,595 

5 0,055 0,059 0,076 

5,5 -0,397 -0,3(37 -0,4-18 

б -0,59б -0,596 -о , 6ЦЈ+ 
6,5 -О,LЮб -о ,1·~1/} -0,lЩ-7 

7 0,052 0,052 0,056 

7,5 0,4-15 0,433 о, l+lt5 
8 0,282 0,2[:\8 0,311 

_ ... -----_ ....... _~~----------- _n. ____ ... ____ 

Па osnovu podataka c18:\:;iJl и pri1ozenoj tabe1i 1I, vi­

di se,da пuшегiсkо resenje ро(3.22) ааје dost~ dobru ар­

roksirnaciju tacnog resenja(3.25) 
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Na ~lici(6) numeri~ko гe~enje ро diskretnom mode1u 

(3.22) nije prikazano,jer 8е priblizne vrednos-t;i izracu­

nate па оуај nacin,raz1ikuju od tacnih vredn08ti to1iko 

ma10,da se па pri10zenom dijagramu to пе mo~e registro­

vati(krive se raz1ikuj~ za debljinu 1inije).Jedino иос-

1jiva raz1ika postoji u pocetku za t o ~ t.:S' 2 ,бsес, zato 

sto је u postupku(3.22) Dirakov impu1s aproksimativno pri­

kazan funkcijom(3.29),dok је kod tacnog re~enjQ оп uzet па 

najbo1ji nacin,kao skok prvog izvoda u trenutku t za је-
о 

dinicu.'l'reba imati u vidu,da ве funkcionisanje шаtгiсе F(t1.:) 

u izrazu(3.22), mo~e ispitati и оуоm primeru,jedino ako ве 

nirakov impu1s prika7.e aproksimativno u obliku(3.29),a1i 

ako је potrebno izracunati stol:;acnije vrednosti ordina-t;a 

y(tk),onda је пајЬо1је Dirakov impu1s zameniti novim ро­

cetnim us10vima УО = О, Уо = О + 1, F(tk ) = Ь 
Vrednosti ordinata krive tacnog гe~enja(3.25) еи iz­

гаСllпауапе па digi-t;ronu r1.P.AI,AS 8[.\-1 sa оеат cifara,od ko­

jih ви uzimane u obzir prve cetiri cifre konacno~ rezul-t;a­

ta,jer ве уе6а tacnost пе moze ni registrovati па 81ici(6). 

81icno је uradjeno kod prepisivanja nurnerickih podataka za 

оЬе numericke metode,pri сети ви и sva tri slucaja zаdпје 

cifre za~kru~ivane ргеmа petoj cifri. 

tTasno ,је da ве па osnovu јеЙП05 ргiшега ,пе 111O{;U dono­

si ti opsti zak1jucci о prakticnoj vrednosti diskretnoc; )'110-

de1a(3.22).Medjutim,ipak 6ето па овпоуи dosadasnjeg гайа 

konstatovati neke dobre i 1000 овоЫпе, kao i or:jraniceIlj а 

u pog1edu neposrednog koriscenja diskretnor; modela. 

Ako ве uzme и ob~ir,da је za konstrukciju diBkretnog 

mode1a po1azni izraz Ы1а Ko~ijeva formula(3.11),u kojoj 

figurise fundamenta1na шаtгiса (3. ц.) ,data 11 oblik11. besko­

nacnog reda,onda је jasno da ве za elemente aij(t) matri­
се Л(t) и diferencija1noj jednacini(3.9),mora pretpostavi­

ti da ви neprekidne i Ofjranicel1e funkcije угеmепа t u роз­

matranom interva1u [t ,tp],zajocll1o ва Bvojim izvоdiша (10 1'13'-. о 

йа т-1.0Йповпо za оуе e1emente ве zahteva йа BU sporo рго-

men1jive funkcije угетепа t u ровшаtгапоm interva1u [1.;0' t,/З} • 
Гојат врого promen1jive funkcije је preciznije formu1isan 

naprimer и [28. 



Osnovni neclostatak је ргосепа greske, za koju u opsteт 

slucaju пе postoji konacan izraz koji је prakticno upotrel)~ 

1jiv.Za sada postoji mogu6nost da se govori р ve1icini gre­

ske па taj nacin,sto se smanjivanjeт koraka diskretizaci­

је T,i1i pove6avanjeтbroja т,tlporedjuju dobijena resenja 

Ako эе novo dobijena resenja ma1o· raz1ikuju od prethodnih 

onda эе moze re6i da је resenje blizu tacnof.j,u protivIlom 

r:;reske mogu bi ti jako ve1ike. :3vakalco da се rad эа izrazom 

(3.22) pr11ikom resavanja ve6eg broja priтera doprineti Ьо-

1jeт sap;ledavanju ргоЫета greske,a mozcla otkriti i neke 

nove nedostatke. 

lJ poredjenju эа metodoНl fШЈ3-S (bez obzira па uradjeni 

primer),za linearne sisteme treba ocekivati da ве па оэпо­

уи disk~etnog mode1a(3.22) dobiju tacniji numericki podaci 

za т ~ 4, Ьаэ zbog toe;a oto је metoda HKGS opsta metoda za 

resavanje ne1inearnih diferencija1nih jednacina,pa је 10-

gicno ocekivati mапје tacne rezu1tate u оапоэи па rnetodu 

(3.22) koja је specija1no prav1jena za 1inearne sisteтe. 

Пет toga preciznost numerickor.; racunanja ве u metodi НК~f:-; 

pove6ava jedino smanjivanjern koraka diskretizacije T,dok 

је u diskretnorn rnode1u pored ovoGa moguce povecavati pre­

ciznost i biranjern broja т ао zeljene tacnosti. 
Iпасе ,па slede6e tri strane је dat program,na оэпоуи 

koga је numericki resen navedeni primer. 
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G L А V Л IV 

OPSTA DБFINIСIЈЛ 1 RЕ~~Ю~ЈЕ ZADATKA 

ОРТП'1АLNОG UPRAVJJtTANJA 

п оуој glavi је precizno fогшu1isаn ргоЫет optirna1-

nog иргау1јаnја i njegova interpretacija u погmiгапош fun­

kciona1nom prostoru,da bi па kraju bi10 dato i гe~enje ОУВ­

ko postav1jenog ргоЫета ze. neke 1inearne sisteme [16] • 
'Posmatrajmo linearni sistem oblika 

~ = л(t)х + и(t)u + w(~), x(to ) = ХО (4.1) 

gde ви x(t),u(t) i w(t) vektori ва koordinatHma xi(t),uj(t) 

i wi (t) ,(i=1,2,;.' •• ,п), (ј=1,2, ••• ,г~n). 

U poredjenju ва prethodnom glavom,gde је геаауап рго­

Ыеm odredjivanja faznog vektora x(t),u slucaju da su вуе 

ostale ve1icine u jednacini(4.1) poznate,ovde ве .ргоЫет 

uopstava uto1iko, sto је pO'l;rebno odredi ti i funkciju иргг.у-­

lјапј.а ll(t) tako,da prevede diпашiсki sistem(4.1) iz ste­

пја x(to ) = хо u stanje x(t~) = xp.Fizicki је јавпо,йа di­

пшпiсki sistem(objekat иргаУ1јапја) iz stanja Х и stalljo . о . 
Х(!Ј =/: ХО шоzе preci па beskonacno rnпое;о nacina, bi10 да se 

kre6e istom trajektorijom raz1icitim brzinama, i1i аа эе kre-· 

се ро razlicitim trajektori(jama.Ako ве пе postave neki до­

punski us10viza иргау1јасЈсu yeJc'!~OГ funkciju u (t), i1i ZH 

faznu trajektoriju. X(t),tE[to,t~] ,опд.а ргоЫеm пе6е bi'l;i 

jed.noznacno reSiv. Ггеmа tome postojace beskonacno mnol';o н [.1-­

rav1jackih .funkcija u(t) ,Јсо,је l110gu clinamicki sistem ргеуез-­

ti и stanje Х(3. ТЈ praksi' је од interesa da dinamicki sistelfJ 

ргеаје iz jednog и drugo stanje па odredjeni nacin.Napri­

mer,da potrosnja energije Ьиае minima1na,upotrebom si1e 

miпiша1поg modu1a,za najkrace vrerne i sl.Ako вrnо u ргоЫе­

ти uspe1i da pronadjemo u ('1;) tako ')da zadovo1java i jedan ос1 

navedenih zahteva u pog1edu op·timalnosti,onda вmо ргопаа-

1i takozvani optima1ni vektor uO(t),a odgovarajuca fazna 
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trajektorija xO(t),koja odgovara vektoru u O(t),bi6e opti­

та1па fazna trajektorija и smis1u postav1jenog kriteriju-

та. 

Fizi~ki zahtevi kojima эе dinami~ki sistern UBmerava 

da radi optirnalno и odredjenorn smis111,i1i zahtevi dru~e уг­

ste,rnatemati~ki izrazeno pretBtavljaju ograni~enja vekto­

rima x(t) i u{t) istovremeno i1i роееЬпо вато jednom od njih 

Оуа ograni~enja тови ђiti jako raznovrsna(integra1ne jedna­

~ine i nejedna~ine,vezani ekstremumi,algebarske nejedna~ine 

i sl.),r,to zavisi od top;a и kojoj ве oblasti na1azirno.Sa mе­

h'::lDi~ke tacke gledis·t:;a interesantna ви op;rani~enja u sшiв1а 

minimizacije energije,impulsa,modula 8i1e i1i momenta,vre~ 

шепа prelaza iz jednog и drugo stanje,minirnizacije predje­

пос puta i B1.Tesko је na6i opsti izraz,kojirn Ь! ве Ob1.:tll­

vati1a вуа оуа ogranicenja вато iz jedne oblasti,pa 6е ПIО _ 

prihvatiti уе6 ивуојеп naziv "intel1zivnost upravljanja." [16..1 
ва '00nakbm 'Ј{ ,pri ~eти tie оуа velicina prikazana izrazoтn 
(1.24). 

Od ve1ikog broja raznovrsnih mogu6noBti biranja inGc~~­

ralnog izraza{1.24),ovde бе то ве ograniciti па pOBmat~a­

пје вато takvih dinami~kih siBtema, u kojima o~ranicenj(1 1) 

pOf'.;ledl1 optima1noBti патпебu oe;ranicenja velctoru upra.vlja­

пја u(t),sa Blede6im oBobinama 

Је ( и) = о ~>и ( t) = о 

Је(и + у) ~ ;Х(и) + Jf.(v) 

Praksa је pokaza1a,da u velikom broju в1исајеуа ve1i­

cina ;)f. (и) ima navedene овоЫне (lt-. 2) ,оdпоsпо da ве шоzе 
tretirati kao norma vektora u (t ) .'J:1ako 6е то od sada ра ШЈ 

da1j·e Bmatrati da је izraz(1.24) репеgаtivпа funkcija ,Је(!)) 
ва овоЫпamа(4.2) i da је. l 

'Је (и) ~ f~(u) := f ~ (t, u) Д- (I~.)) 
/" 

~ 

pri сети је f(u) ska1arna realna fHnkcija,prikazana u Јсо-
10ni Ьгој dva u tabeli Ј. 



Ба ovakvom interpre·tacijom,osnovni problem upravlja­

nog kretanja ве то*е formulisati па sledeci nacin[f6]. 

DБFППСItТА I. P6znate su jednacine kretanja dinamic­

koe; sistema и.Ј.. 1 ) ,pocetno i krajnje stanje Хо i Х;э.Izтеcl~јu 

d.opustenih upravljanja u(t)c:.G,koje prevode dinamicki 8is­

tem iz stanja хо и xf?',treba pronaci optimalnu upravljackll 

funkciju uO(t),koja dinamicki sistem cini optimalnim и smi~ 
slu mIhnimizacije погmе dC' (и) = J~( и) ,odnosno 

f,de је G oblast dopustenih upravljanja. 

Oblast G se zadaje па ОВ110уи mogucnosti i konstruk­

tivnih 080bina dinamickog sistema.Ova ogranicenja Би obic-

110 algebarske nejednacine,i njima se naglasava,da pojedi­

пе koordinate llj(t),ili сео vektor u(t} пе тo~e izaci iz­

.уап ekstremnih vrednosti, jer Ь! и pr6ti упоm moglo doci <10 

ontecenja pojedinih delova clinamickog sistema.Naprimer, tl . 
яluсаји йа је upravljacka fl1nkcija u(t) moment,koji de,js-

tvuje па osovinu, јавпо је йа taj тоmеп'Ь пе вте рге6! опи 

vrednost,koja bi и materijalu osovine izazvala пароп уе­

ci od dozvoljenog паропа.Лkо је osa pomenute osovine pro­

menljivog'pravca u tгоdiтnепziопоПl prostoru,onda је uprav­

ljacka fllnkcija u(t) vektor ва tri koordina·te(r=3),pa l)i 

и оуот slucaju oblast G bila unutrasnjost lopte 

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 м2 u1 + и2 + из = 

gde је M,moment koji u osovini izaziva dozvoljeni пароп. 

r[opstell1 slucaju pretpostavicemo ,da је olJlast dopus-t;e­

nih upravljanja G,konveksna ~blast и prostoru sa koordi­

паtаПlа ll1 ,и2 , •••• ,ur,pri сети ОШЈ. postaje lopta и sluca­

ju(4.5),odnosno r-~imen~ioni paralelepiped ak~ su ograni­

сепја oblika ај 6 иј ~bj' (j=1,2, ••• ,r),r;de ви ај i Ь .. eJ~­

stremne vrednosti koord.inata vektora upravljanja'U (-1; ~ • 
Obzirom da је ovako forrnulisan problem и definiciji 1, 

resen detaljno и kurs1.1.D6],ovclo се biti korisceni gotovi 

rezultati ва najnu~nijim obja~njenjima.U tom cilj~ podji­

то od Kosijeve formule(3.2) и ko,joj је stavljeno t = t(Э. 
~~ako dobiveni izraz mozemo shva'~iti ka.o integralnu jedna- .. 
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cinu ро nepoznatoj funkciji u(t) 

i~[t". t) и( t )dt = с 
'1" 

~ Ј . ~ gde ј е Н [t~, t] = х Lt;з, t • R (t) takozvana 3.триепа pre1azna 

matrica tipa п>< r,dok је poznati vektpr с dat kao 

j
tt3 

с = х (t(З) - х [t(3 , t Ј х ( t О) - х Б(3, t} w ( t ) d t 
{" 

nalje treba imati и vidu,da ве Bvaka vrBta matrice Н, 

тno7.e smatro.ti kao tгапsропоvапi ~"-d_imепtiоIli vektor ko1o-
( i ) 

па h [t/3,t) ,(i=1,2, .•• ,П) ,kojih irna ukupno n,a Bvaki ima 

ро r koordinata h (~ ) (tљ,.tJ , ( ј =1,2, ••• ,г) .IГаkо ве sada, та (;­
ricni nacin pisanja izгаzа(4.б) moze zameniti skа1агпiш 

1
~ . 
h ( i) [t (3,-ti] u ( t ) d t = с. ,( i = 1 , 2 , ••• ,п ) ( 4, в ) 

t 1 

U izrazu(4.8) 6е то amatrati йа је nepoznata funkci­

ја vektor k?lona u(t) = (Uj),(j=l,~, ••• ,r),dok ви ostale 

velicine poznate.Vektor funkciju u(t) treba odrediti tako, 

dl1 resi problem iz definicije 1. Za vekto:r.e Ь. (i ) [t(?>, t} йа-
1је pretpostavljamo ,йа pripadaju погшiгапоm fипkсiопаlПОР1 

ргоstоги:В {h(t) ,to6 t ~tJ,Ra normomf(h} ,Јсоја је ~a ВВ­
с1а neodredjena.Slicno ее za vektor funJ.ccijU"u (t) prGtpos-

12"\1-
tavlja do. pripada normiranom funkciona2-nom prostoru..1./ 
odnosno u{t) E.1}'\pri сети је погшаf (и) do:l:ia izгоzош(/+.3 ) .• 

Ako se clalj е uzme и ohzir, do. ве J..eve·. strane izraza 

(4.Џ) mogu tretirati kao1ineGrl1i funkcionali{u kursu [16Ј 
;је usvojen termin linearna орегэ.Сi1~) у: [lY upravljacke) 
funkcije u (t) Е1З· ,паd vektoril1la h 3.) (,t) iz prostora :13, 
onda је riov oblik diferencijalnih jednacina(4.8) 

~ [ь (i ) (t V = с i • ( i = 1 • .? ..... п) 
На osnovu оЬјаБпјепја cl.atil1 u rlгщ:;ој glavi gde је йе-­

finisan op~ti o~lik 1iпеагпе operacije izrazima(2.12) i 

(2.19),rnoze зе koris~enjem veze(2.1B) odrediti normaf{h} 

(4· .10 ) 
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gde је yv [h( t Л 1inearna operacija,koja u оvощ slucaju ima. 

oblik . l,. . _ ('" 

'f., [hJ: jh'r(t)U(t)dt :i (}; hj(t)Uj(tYdt (4.11) 

u onim slucajevima,kada se kori~6enjem izraza(4.101, 

tesko dolazi do konacnih rezu1tata,treba koristiti tаЬеlп 

Ьгој I,gde је data veza izmedju normi f(h) if>\'(u) za neke 

роэеЬпе slucajeve,i1i ako оуа veza пе postoji u pomenutoj 

tabe1i,onda se moze,norma~(b) potraziti iz izгаzа(2.1б1 
i (2.17). 

~3a ovakvom in·terpreta.cij ош, ргоЫет sadrzan \1 dеfiпi­

ciji I,moze ве formu1isati kao [16Ј. 

PROBI,;,~r'l I'-ЮМЕNТА. i,leka је u prostoruB {ь (t ) ; t о ~ t .{; 'I;/~ ~ 
эа normomf(h),zadano п e1emenata h(i)(t).Иеkа је dalje Йо.­
to п ska1ara с., (i=1,2, ••• ,п) ,-t;uko cla је f с? )-0, С-ј IE: IZ. 

). '~" ~ .L. 

Potrebno је prona6i 1iпеnГШl' operaciju ;О°О1 (t)] ,dеfiпiS.8ЛН .. 

had ce1im ргоstогоm$эh(t) ,taJco da bude zadovoljena јеЙ-· 
паСiпа(Ц·.9) ,i da је norrnaf*'( ;О") operacijepr{h(t.J] пајmа­
пј а od normi svih operacij а јО[ ьЈ koje zadovo1j ауаји (4.9) • 

Opera~ija '(1'[h] = р; koja zadovo1java formulisan.e zarl'­

teve,zove se optima1na linearna operacija. 

Treba imati и vidu,da ргоЫет momenta.u 8уојој ргуо­

bitnoj verziji nije sadrzao i dopunski иа10у о optima1nos­

ti,ve6 ааmо zadovo1jehje .јеdпаСiпа(l~.9).Неd!јu·tiП1,оvd.е се 

эе pod ргоЫетот momenta podrazumevati,da pored uslovs(4.g) 

treba da budu zadovo1jeni i zah·tevi о op·tima1nosti. 

Тпасе ,ргоЫет moтnenta па koji је svede11: osnovni zайэ-­

tak о optima1nom upravljanju,dobio је оуо ime, јег је pote--. 

kao iz konkretnih ргоЫета о nacinu raBporeda masa,naelek­

trisanja,verovatnoce i sl. tako йа ве obezbede odredjen.i 

momenti(moment sile,~oment 

U definiciji pгoЫe~a 

inercije,moment verovatnoCe, .•. ). 
?) 2 

Пlоmеп·t:; а us10v 2:, с .- > о Ј' е lJ.VC I~ 
.ј" ). 

zadovoljen,jer u protivnom ako bi bilo fc~=O,onda пе bi ы-
Ј" ). 

10 nikakvog upravljanja,posto ћi i'unkcija u (t) :: О, t ~ >1:;0 

zadovoljava1a вуе zabteve (l~. 9) i zahteve о optil1lalnosti. 

Ргеmа tome u slucaju da 811 вуе konstante c i jednake l1lll:L, 

optimalna upravljacka funkcija иО је iden·t:;icki jednaka ПU.-
1i.Za dalje pretpostavljamo da је Ьаг jedna realna kOnBte­

nta c i razlicita od nule. 
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Na овпоуи [16],resen tie prohlema momenta је definisa­
по slede60m teoremom: 

ТЕОНЕИА Optimalna operacija lflh(tf! ,koja re~ava 
problem momenta,postoji tada i вато tada,kada је 

/0= f(hO) > о , 

pri сети је 

,?Н(роЈ = (рј-l, (Ц-.Ј:; ) 

~de је ьО takozvana miniтalna vektor funkcija,data Јсао 
11 

h о = r; t~ll ( i) , ( 4. ЈА ) 

"О /=1 
а skalari t{'pretstavljajll resenja vezano{s ekstremurna 

ГО= min.f( ь) = шiп Й~i/; 11 (11) pri fl.,c i = 1 (1).15 ) 
Ј Ј,Ј ~ГoI . • . п ~ . '=1 

Поkаz оуе tеогеше detaljno је prikazan u [1,Ј ,а оуйе 
6е biti dat эато fizi5ki smisao najva~nijeg stava(4.13). 

Рге sV~Gа,-tгеЬа iтnati u vic1\.1.,da izraz(4.13) p~~et;st~av­

lj а matematicku in-t;erpretaciju in-I;enzi vnosti upravlj асЈсе 

funkcije u(t),odnosno ао. јОс{'(и} ==f~(u),kOja fizicki pTf~I;­
stavlja rezervu upravljacke ftlпkсiје u (t) u sшislu kОШ1С;-

пе kolicine energije,konacno veliko~ modula silе,шоmепtа, 

~mpulsa i sl.,onda је јаэпо аа velicina l!(11) ==/(11),п1О-
га biti or;ranicena .f1.шkсiја.'Гаkо ае sada uslov(L~.12) sln.-

~e аа intuitivnom ргеtstаvош"о konacnoj vrednosti inten-

7.ivnosti upravlj асЈсе fUl1kci~j е. [:Још toga, dubok fizicki smi-

880 nejednako8ti (L~.12) је iskoriscell ии6}, za. dе:l:'iпisалјр 

. <1ovo1jnih uslova upravljanosti (kontrOlabilnosti) linearJiil1. 

nestacionarnih dinamickih sistell1a oblika (lf-.l) ,za slllca~j 

аа је w(t) = O.U cilju d~finisanja ovih uslova posmatra6e­

то liпеагџi sistem . 
х ~ A(t)x + B(t) u , x(t

o
)= ХО 

Za sistеm(4.1б) ае ka~e аа је potpuno upravljaju6i 

(kontrolabilan),ako је mоgllбе prona6i upravlja~ku funkci­

јп u(t) tako,da dinami~ki sistеrп prebaci iz stanja х u 
о 

stanje х CI;~) = х,л' za proizvoljllo vгеdпоsti хо i Х/9, i za 

konacno vreme t o - t;18 U оуој defil1iciji nisu sadrzani zar.l.-
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tevi о optimalnosti dinamickog sistema. 

Posmatrajmo matrice Lk{t) definisane kao: 

• 
• 
• dL

k
_

1
(t} 

, (k=2,3, ••• ,n) 
dt 

Obzirorn da и dеfiпisапiш matJ::,icama Lk (t) figurisu 

matrice A(t) i B(t} iz sistema(4.16),ka6 i njihovi izvodi 

do reda п-1, <?nda је jasIlo da (~e то posmatrati sашо takve 

sisteme,u koji~a ви оуе matrice neprekidne zajedno еа вуо­

jim izvodima do п-1 recla,u роsшаоtгапоm interva1u t б (to,l;(:.). 

п krajnjim tackama t o i tlэ гес је о desnom odnosno 1eyoIТl 

izvodu respektivno. 

Neka је u intervalll t Е (ol;o,t/3) moguce prona6i tгеrшо­

tak t = t"'" ,и kome је гапр; matrice 

ОО { , f I } 
K(t) = L1 (t): L 2 (t); ••• :Ln{t) 

,jednak n.Tada је dinamicki sistвm(4.1б} potPUl1.0 иргауlја­

jи6~ и posmatranom intervalu. 

Поkаz ovog stava је daot н [16), а kao ОВllоуа i pOlaZIlrl 

relacija је kori~cena nejednakost(4.1?)o. 

П specija1nom slucSajl.l,kada ви matrice А i В kОТlsћзл.:.· 

tl1e(stacionarniosistemi),bice iz(l~.17) Lk = Ak-1'-B ра је 

) ( ,о , 2 I 3' I n-l] K(t = к = в,АЯ,А В,Л 8, ••• ,Л R 
I I I , , . 

ра ве u оуот specijalnom Slисаји,зtаv о иргаvlјanояti шо-

~e formulisati па slede6i nacin: 
• 

Па bi linearni stacionarni sistem х = Ах + Ви, Ыо 1.:0-

trolabi1an,neophodno је i dovoljllo,da гапе; matrice(4.19) IH]o~­

доВ п. R.azlika је и tome Ј sto ви u stacionarnom slucaju oyi Ш,)·· 

lovi istovremeno potrebni i dovoljni,dok еи oni u еlисп~јl.1 

(4.16) dovoljni,a nisu i neophodni • 

Паlје эе па ОВПОУll izraza (;~ .14) moze posta.vi ti vrl0 

vazan princip maksimuma 2',8 1inearn\l operaciju 'f'[h] 



-52-

Kori~~enjeт izraza(2.14) i (4.13) тo~e ве do6i do 

vaznih nejednakosti 

8ир /У[/,ЈI 
/, .!(Ь) 

~ , f ( 'f~) = (fl)-l 

. (ll-. 20) 

Ako ве uoci neka drUf~a liпеагшЈ. operacija У[11} 1= '1", ' 
!соја iтa istu погrnи r(l') :::;:-1 kao optirna1na operacija;OO, 

onda ве iz nejednakosti(4.20) dobija za Ь = ьО 

't {hr:} ~f(рfrhО ) =;;:Е = 1 = rLhoj 
7[ћ1 ~ri:h1 ('~·.21) 

rrako sada, recima forrnulisana llejeclnakost (lJ:.?1) ,pret­

stavlja princip mаksimшnа. 

PRINCIP I'/iАКSП1UNА (х-) ('IУtiша1па linearna operacijri \('[11."/ 
Јсој а: iша П0гmи )-O(I/j ~ .;;-1, izc1va,j а ве izmedj~. SVill ?S1;a1ib 

linearnih operacija '1'[11) ,sa istoтn norтom ...р ('fl)=,,/? Isle<lp.­

~iт svojstvom тaksiтuma пад mil1ima1nom funkcijom hO(t) 

YO[hO(tj} = тах If010(t)j = 1 ,.f{'f) =;: . ., 
')о 

( 4 О'),:)) .. (._{., 

, Tako ве sada,posle оdгеdјiVi1пја шiпiта1пе vektoI' ћш­

kcije hO(t) iz (4.15),тo~e па osnovu relacije(4.22),do6i u 

ve1ikoт Ьгоји вlисајеуа do eksplicitnog oblika 1inearno 

operacije rO[h (t)) ,а samim ·tim i йО геiЗепј а орtirпа111е uр­
ravljacke funkcije tlO (t) .РгаЈсва је pokazala,da najve(~(~ рго·­
lйеmе zadaje od.redjivanje fUl1clП!llепtаll1е тa.trice x[t,to]' 

:L minima1rle .ful1kcije hO(t) ,д.оk ве ро pravilu(ll-.22) гвlа­

tivno lako dolaz:L do konacnih геzпН;аtа.Zаtо 6е Ino и zak­

lju~ku konstatovati 

1 о Ргоћlеm moment:J. irпа renellje tada i sa.mo ·liada,ka.clo 
. р . /)0 ;је za minimalnl1 funkci,iu h°(-t) iЭРllпјеn uslov./ (ћО) =Ј' >(), 

гr;dе је f(hO) падјепо ро ргаviЈ.н(4.15) , 

( ) . Г;I1~'1 
х; Не radi se о principH шаksiрщша I,.i3.Pol1trjagina lzL ... ·, .. , .1 

ve6 о principu definisanog u olJliku(LI·.22) 
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2() Kri terij\lm optirna1nos ti optima1ne uprav1jacke ftш­
kcije пО(t) zadovo1ja.va. аэ10уе 

jt/J ft;э 
m::х (ho)Tu(-t;)dt = hO(t) 1l

0 (t)dt = 1 

~ ~ (4.Р3) 
i f(uO

) = Је (иО ) = (f~-i 
Ako Ь! sada treba10 dati prakticna uputstva,za re~a­

уапје zadataka о optima1nom upravljanju ро metodi iz [-tl], 
koja је prikazana и cetvrtoj glavi,onda bi se ta uputstva 

эуе1апа sledece: 

1. lJostavi ti difегепсiјаlп.е jednacine kretanja dil1B­

mickog eistema i svesti ih па Ko~ijevll formu!1.27). 

II.Proveriti da 1i је sistem ko~trolabi1an па оепоуи 

гвпва matrice K(t),date relacijom(4.19). 

III.Proveriti,da 1i kriterijum optima1noBti(inten-

zi vnost uprav1jacke fankci,je) zadovo1java aksiome norme, -1:;. ј. 

д.а 1i f3e moze smatrati da је Jt?(ll) =./-t«u). 
~V.Ako эи prethodni ия10у! ispunjeni,moze ве pristu.­

pitiresavanju орtiша1пе upravljacke funkcije u°(-t;),tako 

sto ве prvo ойгеа! fundamentalna швtгiса Х [t, tJ ,Э za-tim 

matrica Н f3;o,tj] = х[t;з,-tiJ-В(t) ,(10. lJi poтo(~и оуе ПlOr:;li defi­

nisati vektor funkcij\1 h (t) = нТ [t(3, -t] ob1ika (4.1/+ ) • 

У. :3айа treba odrec1.i-ti погтн! (11) па овпоуи polo.zl1o 

norme~u) ,sto ее moze \.lгвсliti koriRcenjem tabe1e l,i1i 

ako оуај еlисај пе posto~ji u t(1)e1i опйа ро pravillJ. (Ц.I0) • 

VI.Dalje zreba odrediti minima1nu funkciju hO(t) ро 
pravi1u(4.15) ,а zatim tako izra~unato hO(t) uneti u izrnz 

(4.23),odakle ее neposredno rosava uO(t). 

VII.1'4a kraju se, ovako izracuna-t;o иО (t) ипеае t1 Ko;;i-­

јеуи formu1u(3.2) i tako kao kona~ni rezu1tat йоЫје re­

Renje faznog vektora ~(t). 

Na kraju cetvrte gl~ve Ысе data formu1acija proble­

та momenta u ne~to izmenjenom obliku,jer је nekadu ba~ 

ovako izmenjen oblik pogodan za аа1је kori~6enje u proh-

1emima odredjivanja optimalne uprav1ja~ke funkcije uO(t). 

п tom cilju ~e то, ОБlаl1,ј ајис i - se па princip шаksiШll­

шн(!+.22) ,робi оа vektor fl1nkcije h(t) oblika(4.15) napi­

вапе u obliku 
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11 

h ( t) = r 6 h ( i ) (t) = Н? [t/?> ,t] * ,/ . } 
l::: 1 

gde је 1 vektor ko1ona еа koordinatama 4. 
(4. ?4,) 

Potrebno је iz skupa vektora(4.24),prona6i miniтalnu 

vektor funkci~u hO(t) ро pravilu(4.15).U tom cilju trans­

vormisa6emo matricu Н [t;э, tD па sledeci nacin 

. т . { . \ 1 т '1' h -1 ~ Т н [t ~, t] =' х [tt3 ,iЭ в ( t 1 = в (t )t'< [t , t(3] Ј 

Zamen6m pos1ednjeg izraza u (4-.2J~) ЙоЫја se 

( 1 2[:') .f. --7 

h(t) = BT(t) {x-1[t,tr>ЈТf = BT(t) s(t) т (lf.2б) 
Ako se вайа uzme u otJzir da је ~-l [t, tf3~ 1'uпdаrпен'tа1-· 

па matrica sistema s = - АТ (t) s , s (t;э) = е ,onda ве ·tT'H­

zel1je miJ:?imalne funkcije hO{t) svodi пагеБауапје vezanoC; 

ekstremuma 

!{BT(t)SO(tY = m~f(HT(t)8(t~, ,,1'8(11'Ј)=1 . (lf.;>7) 

Tako В& еааа tra~enje optimalne upravljacke funkcije 

uO(t),mo~a formu1isati kao 

PRAVJI~ MINIMAKSA Па bi re~ili ргоЫеm momenta,treba 

iz зеdпасiпе s ;i~A'Jl$ odredi ti s (t) • [е; skt1.pa resenj а 11 ( 1; ) 

treba odabrati sO(t),za koje је ispunjen uslov(4.27).Pro­

ЫеЬ momenta ima resenje tada i еато tada,kada је 

.r(B~'(t) SO(t) =/(1,0) =.1':;'0 (11·.;",) 

i izmedju svih dopustenih upravljanja u(t) еа погmОIП(ll·.l~}), 

izdvaj а ее uslovom maksimuma (Ј+. 23) Ilad minimalnom funkci-· 
јот hO(t) = BT(t) sO(t). 



G L А V А V 

ODREDJIVANJ'E ПРНАVТ,~ТАСК"ј: FППКGIЈЕ U NЈ-'ЖIМ 

SPEGItTAIJNIM ЭЈ,1ЈС А..ТЕVП1А ОРТIИАТ,!ЮSТI 

Па bi opsta teorij3. prikazana u cetvrtoj glavi,dol)i-· 

1а konkretni smisao,za гезауапје ргоЫета optimalnosti,po­

trebno је intenzivnosti uprav1jacke funkcije :Ј{(н) = [К(ll) 
<lati konkretne vrednosti ,1;ako da prikazuje raznovrsne kri-· 

t;erijume optima1nosti.Iz skпра ve1ikog Ьгоја raznovrsnih 

problema,ovde 6е biti birani вато oni,koje mo~eтo do krR­

ја re~iti u zatvorenoj formi. 

1 о Пргаv1јап,је minima1nom епегr:siјоm •• Јеdод od пај1вk-· 
~ih slucajeva,koji skoro uvek daje гe~enje optime1ne fun­

kcije uO(t) u konacnom obliku,je аlиС3.ј upravljanja mini­

mаlпот energijom.Ako ее uzme u obzir,da је uprav1janje ~H 

ва elektricnom energijom danas cesto zastup1jeno,a u ovim 

slucajevima је obicno uprav1jacka funkcija u(t) sгаzmеГПQ 

jacini strtlje u(t) = k.i(t),onda эе,Јсао kriterijum орtiПIРl'­

nosti ројаУ1јије ukupna kо1iсirш potrosene energije 

l
i;э 

E(t~) = Јс2 i 2 (t) ~t 
{;о 

Bde parameta~ k reGuli5e dimenzionu jednakost~ 

Uocimo oblik izraza (5.1) ,koji је napisan za slllcaj, (Iл 

vektor llprav1jacke fппkсi;је irna јВЙПll kоогdiпаt1..l(г=1),ОЛ(Јп 

;ie logicno da се za r > 1 kri'!:;erijllm optima1nosti bi'l:;i 0[11:i.--

(j h ) ~ :х (\1) =f 1l{ ( t) с1 t 
'1" t =-1 

ka 

u zavisnosti od tOGa,~ta је dimenziono upravljacka 

funkcija u{t) = uj{t) ,(j=1,2, ••• ,r1,izraz(5.2) 6в nekn-.. :, 
дл. pretstavljati ukupno роtrОGеШl eJ1erf~iju, а nekacla пе6"I;о 

drugo.Medjutim,bez obzira ~to izraz(5.2) пе6е uvek pret­

stavlja'ti ukupnu rezervu enerp;i~jc ,koja ае moze lltroRiti zn 

upravljanje dinamicl<:irn sis"l:;emOl1l, аэуојепо је u [/~] ,da вс 
takvo upravljanje diпашiсkiш sis·temom, и korne trel)a шiпi­

шiziгаti izraz(5.2),zove upravljanje minimalnom епегgiјош. 
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Po§to 6е oVde,biti dat вато prin6ipijelan put za oJ~ 

redjivanje optimalne upravl,jacke funkcije иО (t) ,и Bmis].1.l 

minimizacije izraza (5.2) ,sтatra(Semo da је dinamicki sis­

tem вуеаеп па norтalni oblik,da је kontrolabilan i йа је 

геБепа fundaтenta1na тatrica Х (!, t Ј .. Ргуо treba kOl1stato-
о t:f.. 

vati,da izraz(5.2) mo~e pretstavljati погmиЈ (и) vektor 

funkcije u(t),je~ ispunjsva aksioтe norтe.31ede6i korak 

је odredjivanje ргidгuzепе погше f(h) .Опа эе тoze prona6i 

1.1 tabe1i I эl1.1Сај 4-,tako da је и оуот эlисаји 

f(h} = Ј_?= ћ{ (-t) cJ.t . (
/ (4r ) IIJ 

'Iu /-1 

~Йe је r-diтenzioni vektor h(t) = {hj(t)} ,(ј=1,2, •• ,г) 
iz prostora:l3 э 11 (t ) ,dok Ј е J:-dimenzioni vektor u (t) iz 

konjugovan.og prostora $'; и (t ) • 

Sag1asno pravi1u шiпimаksа,slеdе6а etapa. ,је odl~edji­

уапје vektor funkcije hO(t),koja ве odredjuje па оапоуи 

izraza(4.15).Po pretpostavci vektori h(i)(t) ви poznati, 

ima 1Ь п, i svak1 iша ро r kоогсliпаtа.Лkо ве јОБ uzme u 01)-· 

zir,da се 1zraz (5.3) dosti61 miпiшs1пu vred.nost is-tоvге[rlС-
;:iJ• по ka.da 1 njegov kvadrat.J (11.) , о 11<.1 а ее 1zгасuпаvапјеш OVO(S 

pos1ednjeg,dob1ja kvadratna fогтпа 
П 

р (1.. ,12' ... ,1 ) = ~ т. .1. 1 . 
ОЈ п ?___ lJ Ј. Ј 

(Ј/:=::.{ 
tэ.kо da 8е 1zгэ..Сuпаvэ.пје шiпimвlпе funkcije hO(t) вуе10 п'" 
оd.геdјivппје ska1ara 1. 1z uslovn 

-и )., 
'1 /11 

min2: m .. 1.1. , '1 .• С· = 1. 
1 "( Ј.Ј Ј. Ј ?].). 

i ')1:: (=1 

( г., r.;) 
./ .. ~~ 

Lagran~ovom metodom ncodredjenih koefia1jenatB йоЫ­

јэ.јu 8е геБепја vezano~ ekstremuma(5.5) 1~,(i=i,2 ••• ,n). 

]·Iа taj пас1п је ойгеајепа miпimаlпэ. fl1.nkcija(L~.llj·),a Sfl.J/1im 

tim i kvadrat integra1a(5.3) koji је u оуот slu~aju 
.< 

~.) 2 = Il (ћој} = P(l~ ,12"" ,1~) (5.б! 
f\ko је ..р0> О,опд.о .је slectp.cn etapa o(lredjivanje op·ti­

пш1пе uprav1jacke funkcije u о (t) iz ив1оуа (4.23).Н оvоПl 
Бlисаји us1ov(4.23) ее pretvara u 
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f(3 ,~ 

J[!.O(~flT'UO(t)dt • m:;xj[hO(tjJTu(t)dt = 1 

lo, t, 

рг! Jt U~(t)dt =(fi~ 
~" 1:= 1 

Varijacioni pгoыт(5.7)) ве то7,е resiti La~ranzovom meto­

dom neodredjenil1 koeficijenata.Na osnovU[f6]re?jenja ви 

h<?(t) = -2а u<?(t) => hO(t) = - 2а uO(t) (5.(3) 
~ . 1. 

~arametar а ве moze odrediti takO,8tO ве resenje(5.8) 

zameni u(5.7),odak1e sledi da је -2а = VOo)2,pa је 

Na taj nac1.n је dobiveno jedinstveno гевепје орtiшоl­

пе uprav1jacke fппkсiје п konaCllom olJliku(5.9). 

Па zavrsetkl1 оуе оrйаsti (1ЈргаУ1јапје minimalnomener­

~ijom),treba imati и vidu,da ве kru~ problerna,koji ве тo~e 

па оуај nac;Ln resavati,mo~e proniriti па sledeci nacin. 

Лkо ве obrati ра~пја па inte~ral(5.?),vidi ве da pod 

integra10m fip;urise homogena kvaclratna forma koordillata 1.1 •• 
]. 

ТЈ slucajevima,kada је роdiпtер;га1па funkcija pozitivno (lе-

fini tna kvatl.ratna forrna oblika 

r 
L 
~/=I 

Ш· .и··и. , 
Ј·Ј 1. Ј 

moze ве izvrsi ti вmепа v (-1:;) = р (t). u (t) ,pri kojoj ве d[J,­

ta kvadratna [огrnа (5.10) svodi па k:anonski oblik 

/1 v ( t )8 2 = f vf 
/=1 

Postojanje nesinc;u1arl1e lil1earne transformacije Р (1;) 

је tlokazano u teoriji kvadra·t;niIl :fогшi[f(!.На оуај пасiп 
l,i ве ргоЫеrn odredjivanja uprl1vljacke fu.nkcije uO(t)JSVP.O 

па pretllodni,kada је intenzivnos·t uprav1jacke funkcije (18-

ta izrazom(5.2). 
··Ј 

Као ргimег,оdгеdiшо \1pravljncku fllnkcijuza i kretanje 



materijaln'e tасkч М,таее m(t) ,koja ее kreoe u vertikalnoj 
ravni,pod dej8tvom 8i1e zem1jine teze i reaktivne 8i1e ие-

1ed odva~anja cestica od оеnоvnе rnase m(t).Odgovarajuca di-

ferencija1na jednacina kreta­

nја tacke m 6е imati oblik 

d~ -.,. ..... 
m --- l1li G + F 

Ci:t 

gde 8и: m = m(t)-masatacke, 

promenljiva u toku vremena 

О sa poznatim i1i trazenim Z9.­

I r.-;O?J konom promene.G".tezina 't;acke 
"'~~ H~(' _~ ._~ _. • 

f'!l,dok је F l1li (и - \7). m -rea·-

ktivna sila.Skalarne jednacine su 

'. 
m ( t) 7 = m v r~ - m ( t) g 

tako da 8а ovim oznakama diferencijalne jednacine postaju 

i 

Dobijene 8и dV6. 1inearne diferencij аlnе ,jednacine drugogI.~e­

аа.Па bi sveli ove jednacine па normalni oblik,uvedimo 81е-. , . 
deoe oznake: Ј 111 X1 ' Ј = Х2 , 7 111 Хз , ~ = x4 .Sa novim ozna-
kama 8kalarne diferencija1ne jednacine p08taju 

· " Х! 111 Х2 
X 1 • 

{::} Х2 = U 1 ,......;.., 
Х 111 

Х2 u l1li (5.:1,') .--;:.> , 
• 
ХЗ 111 Х4 Х3 
• 
Х4 111 и2 - g 

P081ednje jednacine 8е mogu napi8ati u matricnom obliku 

x(t) = A(t) x{t) + B(t) u(t) + w(t) 

gde 8и vektori х i u уео prikazani а matrice A(t) i B(t) ен 



u ОУом e1ucaju date kao ~. 

О 1 О О О О О 

А 
О О О О 

В = 1 О О • w • 
О О О 1 О О О 

О О О О О 1 -g 

Zadatak се то formulieati па e1ede6i nacin:Odrediti uprav­
ljacku tunkciju uO(t) tako,da prebaci tacku М iz stanja 
x(to ) • (-1,0,0,0) u stanje x(t~) = (0,0,0,0) za vreme 

т = t",- t0l): r:Jse:.u(z dl(,o~~:13 n:k:22U]S::i'~i)nimalnostiizraza 
df. 1.' ), L / (~. 1.) ) 

nе u1azeci u fizicki smisao tog uslova. 
Nastavimo resavanje pos·tavljenog zadatka,odredjiva­

nјет tundamentalne matrioe X[t,toJ. 

• • • • 

1 t-t 
() 

О О 

О 1 О О 

Х [t,toJ • 
О О 1 

О О О 

H~",1fl .. х ~~,~ B(t) '= x-1[t,t~ B(t) 
, 

• s ~,ttэ] в (t ) 

t(3.-t О 1f 

H~(),y~ • 1 О 1 12 • 
О tf3-t 1, 
О 1 14 

h(t) • H'~p, tJ ·.1 • 
l~(t~-t) + 12 Ь1(t) 

• (~). ~Л ) 

1, Ct,,-t) + 14 h 2 (t) 
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r-31edeci korak је odredjivanje vektora с па оsпоvu(LJ-.7) 

rri сети је t o= O,x(t~) = О,ра је 

с = = 

1 

о' 

g(t.1-t o)j2 

g (-t~ - t o ) 

= 

1 

О 

g/2 

g 

Ako ве sada uzme u obzir,da эе zamenom vektora h(t) 

11 iпtеgга1(5.з),dоЬiја kvadriral1jem izraz(5.4),onda lZ­

гаа(5.5) и ovom эlисаји pOBtaje 

~~n liГt(1-t) + 1J2 + gз (1-1;) + I Ј} d1; 

pri { 1 + g/2 1з + g 1,+ = 1. 

11 v • esenJB ovog vezanor; еkstгеmшпа ви ska1ari 
1,.0 

,f,0 = 12 /0= - 6 /.0= t::r' Iэ
О

= о ,~ 

g2+12 
, 2 , 

g2+12 
, 

2 g +12 t 

8ada је iz (4.1l~) i (l~.15) 

= 1 (6 -12t) 

g2+12 g / 

ра se па -kraju zamenorn u (5.9) clobija 

б - 12t u~(t) 
= 

g u~(t) 
(-

Zamenom иО (t) 11 Kosijevu .. - -'--1; ------г-г------ -,. 
fогmиlп(3.2) dobija SA faZl1B tra- I : 

,jektorija· хО (t) ,koja .јА па s1ici \) ј I 
p:rikazana эа duzi r1

0
0. Па sашој B1i- ~~! I 

ci ви prikazane i vred.nosti ир- 1: I I 
rav1jacke funkci<ie и po.jedinim ! 1; I! 
tackama trajektorije,pri сети M°it::="*=.....!.~_·J.u"J,=\i"'~J~_.J ..... j .. 
и~ kошрепziга silu teZe. [ •• 0 ::1:.-11," ;;7'// 

I 
!\);: . \ 

, {,,-ј 



20 Uprav1janje minima1nom si10m. Ва mehanicke ·t;acke 

gledii3ta,ovo је drugi karakteris·t.ican slucaj optima1nog 

иргаУ1јапја si10m u(t),ciji је mоаи1 ogranicen. 

Ako se pretpostavi, аа је u (t) r-dimenzioni vekt01" sa 

koordinatama u ј (t ) , ( ј =1,2, ••• ,г) ,опаа intenzi vnos·t; Је (и) 

то7.е b~~u~b~frn) ~ mах //п (t )// ~ твх (t uf (t)) и (5.16) 

"'~/!5~ (~( 

рв se iz tabele I(slucaj 5},vidi,da је odgovarajuca pri-

аги7,епа погта t/J ~ lз ~ 
_. .!(Ь) = 1//ћ (t )// а-!; = (t hf (t) ] :2dt 

(о 10 ,==( ! 
Ako ве U toku upravljanja dil1amickim sistenlOm z,a}l'!;e­

уа,йа svaka koordinata uj(t) пе predje svoju ekstremnu vre­

c1nos·t; ро modulu,onda ве kao kri'l;erijuIll optima1nosti javlja 

izraz 

ра је U оуоm эlисаји priйrH.7,el1a Ј10гта iz tabe1e 1 (slucaj 7) 

ј(ь) =f7f /hi (t)/) d~ ~~ ( i =<1 / 

rrako bi эе sada,u slucaju аа је .f(h) oblika(5.17), 

minimalne. fllnkcija h O (t) ·l;ra7.,ila re[.iavan.jel!1 vezanog eks-

tremuma ј {(Ј . 

.!(ЬО) ~ m~n Jffih(i)(,;)// dt, t. fici~ 1 (5.::>0) 

" ~tI ' .... 1 11 {::' 
.f:>od ргеtроstаvkош да (је miпiшаlIlo!:-t i'ullkcija 'ьО (t) Г8-

fзепа, пюzе se dalje, odredi ti орtiшаlпа upravljacka fllnkci­

ја uO(t) па оэпоуи principa maksimuma(4.23),koji u ОУОШ 

Dobiveni rezultat(5.21) оdзоvага polaznoj rtormi(5.1~), 

dok bi ее,и slucaju аа је po1azna погта oblika[5.18),sli~: 
nim rezonovanjem doslo йо 7.akljucka,d.a је optima1na иргну-



ljacka fl1nkcija 1.10 (t) vekt;or ва koordinatama 

Tzrazi(5.21) i (5.22) ви definisani ~a sve vrednosti 

t Efo,t(3] Бет опаа kada је h(t) = O.U "taukama p;de ,је 110 = О 
uвуојепо је и[16],йа је l.lpravljacka funkcija l1eprekidna s 

desn~,jer njena vrednoBt u kon~cnom Ьгоји trenutaka t j , 

tl 1<:ojima зе anulira hO (t), пеша sнз"tiпвkор; znacaja zbO(5 

inercionih osobina dinamickih Bistema. 
Radi uрогеdјеПја,оdаlЈга,Sешо iBti primer kao u slucH­

ји Hpravljanja minimalnom energijom,pa се ве videtirazli­

ka и konacnim rezultatirna.Diferencijalne jednacine kret~­

пја materijalne tacke М вн date izrazom(5.12).Sa iBtim ро­

cetnim i granicnim us10vima potrebno je,prevesti tacku М 

iz pocetnog po10~aja M(-l,О) u koordi~atni pocetak,uz iz­

rnenjeni ив1оу optima1nosti.Ovde ве вааа zaht,eva,da u tok1J. 

uprav1janja Ьиае zadovoijen ив10у !"If.(uO
) = ~in ј'(и) ,gde ,је 

u 

data 

( Г.: Г)"~") "7. г:".' 

Za оуај вlисај је optima1na upravljacka funkcija иО (1;) 

izrazom(5.21),~to u konkretnom slucaju znaci da је 

pri: 

{.f0)~1 

//ьО (t )// 

!~(l-t) +е2 

( С; Г)'~) 
'/. ,-.. ,) 

Resenja poslec1.njeg vezano['; еkstl'еrпumа вн skalari (~, 
(i~I,2,з,4) ,datih и{!6Ј ,tnko с1а ,-је 1~ = 0,1116 ; 1~ =-о,о');;с, 

1~ = О ; l~ = 0,0888 ; јО= О',(УУ+4 ; g := 10.Zшпепош ovih 

vred.nosti u (5.24) dohijaju se sledece vrednoBti za koor­

dinate optimalne upra~ljacke funkcije uO(t) 
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. и~ (t) = °2 0558 (1-2t) 
+0,012)172 0,09J~4 (о ,0124t2- 0,0124t 

(5.26) 

u~(t) :: 

+0,012)1/2 0,0944(O,0124t2- O,012 l l·t 

Kada ее 6vak6 izra~unate vrednosti,zamene и Ko~ijevu 
forrnUlU{3.2),.dobija ве fazna trajektorija xO(t)(11 vег-tik[й--' 
пој ravni I;гајеktогшја је па prilo7.enoj slici izvucena de·­

helom 1inijorn ИоО).Nа ваmот cr·tezu ви date i vrednos·ti ko-

. ordinata u~(t) u po.iedinim tackama fazne trajektorije,ra­
di uporedjenja saprethodnirn priтerorn. 

. ~ = Х2. 

u zak1jU~ku ве rnoze kопstаtоvаti,dа ве aparatom fun­

kciona1ne ana1ize (и forrni prikazalloj 1.1 cetvrtoj glavi) ,"10-
gu re~avati zadaci optima1nosti i аа· ви re~enjB data u ko­

l1аспоrn obliku,onda kaa.B је тO€~uc~ resi'f;i vezani еkstгеШllm 
(4.15) i пјети od~ovaraju6i(/~.23).na 11i ве problemi opti­

ma1nosti mog1i re~avati па оуај na~il1,ne~phodno је,йа kri­

terijum optiтa1nosti Ьиае velicina ва osobinama norrne.J\ko 
оуо nije ispunjeno,onda ве krug ргоЫета то7.е pro~iriti i 
u onim slu~ajevima,kada ве po1azni kriterijum op·t;ima111os­

ti,koji пета osobine norme u funkciona1nom prosto~u,rnoze 

nekim matematickirn transformacijama svesti па kriteri.jum 

optima1nosti еа овоЫпата norme.Ovde се biti prikazan је­
dan takav slucaj. 
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З° Optirnalnost dinamic~ih sis-terna и srnislu najbrzeG 

prelaza. -Jedan od cestih slllcajeva је ,kada zеliшо йа diпа­

micki sistem prevedemo iz jednog u drugo stanje,za пај­

kra6e vreme.Tako эе sada,kao kriterijurn optimalnosti јау­

lja vrernenski interval t o - t (3 •• Тазпо је dakle,dIЭ trenll­

tak zavrsetka de,jstva Hpravljacke fllnkcije uО(t),t.ј.tге-­
nutak t ~ nije fiksiran,ve(~ ве oQ_redjuje и toku resavanja 

optimalne upravljacke funkcije иО (t) .Рогеа o8novn0f.~ za}l­

teva, йа dinamicki sistern prebacirno za najkrace mоgпсе у:ео-· 

ше, u ovakvirn problemima 8и uvek dati i neki dopUn8ki и810-'" 

vi ,kojima эе naglasava,da vektor и (-t) пе moze preci пе1ш 

granicne vrednosti, јег bi u pro·ti упоm moglo do6i йо oB(;c'·-­

сепја dinamickog sistema.'r.i uslovi mogu bi ti oblika 

ај ~ t1 j (t) ~ Ь ј , ај t Ь.ј ,('j=1,2, ••• ,r), (~).;)/n 

а тог,и: biti i drugacije vrste.Uslov oblika(5.27) ,€~c1e 011 Н_, - , . ,1 

i Ь. pozna·te realne konstante, dеfiпiзе и prostoru U ::' 11 .. 
Ј . 

r-dimenzioni paralelepiped,odnOBnO defini?5e oblast dOPHfl-

tenih upravljanja G,koja и d.rugim 81исајеviша moze biti ј 

slоZепiјеg-оblikа. 

Posmatrajmo prvo neiinearan sistem oblika 

gde эи x,f i и vektori kolone ва п koordinata. 

Neka ј е data oblast dорнstепih upravlj апја G. 'l'э.dо. .sVl:l-­

kom и е G odgovara integralna kri уа sistema ( 5.28) 

( r:')(\ ) 7·с> 

Neka је dаlје,Б povrnina koja ве nalazi па povrsili' :.>:~ 

Zadatak upravljanja neka ве sastoji и tоше ,йа оdс1lю}'с­

то neko u Е G, tako da inter5ralna kriva (5. 29) d08tigne роуг- .. 

sinu S u trenutku t = t1;>to.;I·asllo је da ovako fогтnнlisап 

ргоЬ1.еш nije jednoznacno l'esiv, Ауе dok эе пе postave i пс­

~i dopunski uslovi optimalnosti. 

U tom cilju posmatrajmo jo~ i neku pozitivno definit­

пп funkciju V(t,x) ,koja ПА. bi10 ko;ji nacin definiiJe "I.'DЗ-­

tојалје" pokretne tacke(5.29) od krajnjeg сilја-роvгsiпе ~_~. 
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ОУо poslednje znaci,da је V(t,x1 ,x2 , ••• ,xn ) fu.nkcija ва 

osobinama 

V(t,x) > о, Vxf.S, V(t,x1 ) = о ~ X1E S 

tako,da 6е то је za dalje,zvati funkcija rastojanja. 

U specijalnom slucaju,kada је krajnji cilj X 1 = О, 

оаnовnо kada эе povrsina S Bvodi па koordinatni pocetak 

faznog prostora,tada ве i.z(5.31) vi.di da fuпkсiја V(t,x) 

ima osobine norme. 

Za funkci~u UO(t} ве knze,da је optirnalna u odnost1 IlП 
odabrRnu. funkciju ra.stojanja V(t,x),ako funkcija V(t,x) О:1;ј-­

brze орааа duz integralne krive 

Odredimo zato vrednost funkcije V(t,x} i njen izvod ро vrn­

теnи па krivoj(5.29),onda се saglasno ва(5.28) biti 

dV 
dt = 

-ау 

a t 

t11 

+ ~ '~X, fi(t,x,u) 
(:! f 

Ako ве· uzme u obzir prethod.na definicija о орtimаlп.о·­

sti funkcije иО (t ) ,оnаа se moze kons·ta·tovati аа је 

inf .9:..у.... = dV /, , u б G , t Е rto , t1J 
dt at и=н о. L 

nto је ekvivalentno эа: 

~/, = aтd Уј, + h ( t ), h ( t ) ? О, h ( t) Ј. о 
UI.I UfUo а1/ и=иО r 
.Jednacina (5. 3l~) Bluzi ZH oclredji vantie optimalne иР1';Ј ""Ј •.. 

1jacke funkcije uO(t),ako эе u kоn.kгеtnош slucaju lПо7.е го-
siti. 

U cilju formulisanja dovoljnih uslova optimalnosti ~ 

smislu najbrzeg prelaza,dokaza6emo sledecu tеогешu: 

TEOHEflIA Neka је иО (t ,Је) optimalIla upravljacka. flJ.nkcj ,ј '1 

и smisltl. dеfiпiсiје(5.3Ч.).Неkа Sll У(-Ь,х) i njen izvod ро 

угеmеnи(5.33) realne i 11eprekidne funkcije u posrnatraIlolI1 

int'ervalu t Е {Уо' tJ. Ako је јов ispunjen uslov 

• 
а ~ V(t,xYu=uo ~ ь < О, (a=konst,b=komst) (5.~,(~) 

оnаа ве rnoze tvrditi,da izmedju svih tl€G,funkcija иОЕ(;' 
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prevodi sistem(5.28) za najkrace vreme u polo~aj x(t1 ) = 
=: Х1 Ео Б. 

DQKAZ: Poznato је,па"оэпоуи srednje vrednasti integ-

гаlа,аа је 

1
1.( 
dV(t,xl./ dt = 
dt /иО 

[~ 

. f dV dV Ь 
а = 1n d.t!6 r1 $ внр df = 

t t 

~to ве u па~ет slu5aju,zbo~(5.31) svodi па 

о V(to'xo ) 
t 1 - t o = T1 ~ - -------

1\'1 

Izraz (5.3c~1) пат onlOgucuje аа procenimo ukupno угете 

trajanja dejstva T~ upravljacke funkcije uO(t). 

V(to'xo ) о V(to'xo ) 
~ T1 ~ - (5.39) 

а ь 

Da Ы dokazali formulisanu teorernu,podjimo od izraza 

(5.35) ,rnnozeutiem ва dt i in"tegracijoin аоЫ;јато 

f:. 1- 11: 
j~~ / о dt = j(1.~/, о d·t + h}t)dt ([5.'I()) 

'1 /ији dt 1.1=\1 " 
fo ~ Q 

АЈсо ве pret.postavi, do. .је 

u € G, i аа је funkcijom 1.1 

stem iz polozaja хо 1.1 xi= 
опаа эе zadatak sastoji 1.1 

>If t 1 ,. t 1 

sis·t;еш upravljen funkcijom и /: ,/) 
.Ј. о' t' d' ,vk' . т и moguce preves 1 lnamlcLl П1-

x(t-l(l'Н'х о )Е Э,tаkо da је V(t;.,:;~;.)~() 
tome,da dokn~emo da је 

u tom cilj1.1,izrac1.1n.ajJ11o 

( С" Ј'») :7. 1(. " 

nrugi clan эа desne strane је isti kao leva strana,jer zn 

proizvoljno 1.1Е G,sve krive(5.32) polaze od ~o= x(to).Za-
to је па kraj1.1· ~~4 . 

V(t'l'X;') 0=- ( h(t)dt <о (5.'13) 
1.1=н )/" 

, 4 v 

sto је тОР;1.1се jedino za t 1 > t100bjasnjenje ве 8vo(1.i па ci-· 
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njenicu,da neprekidna pozitivna funkcija V(t,x) mora pro-

6i kroz nu1u,pre nego sto postane negativna. 

U Bpecija1nom slu~aju,k~da је t(t,x) = а = Ь = konst 

onda је iz(5.39) ukupno utroseno vreme za uprav1janje 

t 1 - t o == Т1 = - v(to,xo)!a 5.4l l.) 

tako da ве za а = Ь == - 1, dobija da је T~ == V(to'xo )' 
sto је inace poznat rezu1tat iz [2Ј]. 

Па оуај na~in је dоlШZСl.llа formu1isana tеогеша,kоја 

inace pretstav1ja uopHtenje уес date slicne teoreme и[29]. 
Primer koji је ovde konstruisan,sluzi za i1ustraciju 

definisane teoreme,a zak1jucci koji slede iz njega,ne Ы 

ве mog1i doneti па OSnOVll teoreme iz[2g]. 
• 

Fosmatrajmo kretanje sistema oblika х! = ti i ,( i=l ,.?, 
•••• ,n).Oblast dopustenilt иргаУ1јапја neka је G,data kao 

G: f и? - H2~ O,R(t) == Ae-t + 13, (.fI.,В = kons·t> О), (5,14-5) . ~ 
(=1 

Neka se,zadatak uprav1jacke funkcije sastoji 1.1 tome 

da sistem prevede iz po1o~aja x(to ) = хо = О,и po1ozaj' 

Х1 = O,t.j и koordinatni pocetak. 

Odaberimo funkciju rastojallja и obliku У(х) = //х// 
pri сети se simbo1 /1 х 11 ,koristi za oznacavanje Euk1ido-

уе погmе ,ра је t) - 1/~ 

v (х) = {~ x~} =-~ V (х) > О, V х :f: .0, v (О) = о 
,:::. f 

(Ј.У = (grad У,и) -..;> inf dV = (grad У,иО ) -9 
dt u G clt 

о ( ) d V о (О о О)Т и. == - R t ~ ,и = и1 ,и2 , ••• ,и 
~ с;Х. ._ п 

~ 

• 
(А + 13)t;; y~ - 13 <О 

л ... п 

u prikazanom ргimегп оћ1аst dopusteni11 uргаv1јапја г:с 

smanjuje(smanjuje se ja~ina struje,pritisak fluida i 61. п 

ва ovim ve1icinama је uprav1jacka .funkcija cesto и linen.l'­

пој vezi) • Dobivena optima1na uprav1jacka funkcija ио::':(и;) 
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prevodi sistem za najkrace vreme T~ и koordinatni pocetak, 

jer ви ispunjeni svi uslovi definisane teoreme. 

U prostijem Blucaju,kada эе radi о linearnom siste­
ти oblika 

• 
х = A(t) х + E(t) и + w(t), x(to ) = хо 

optimalna upravljacka funkci,ja иО se тoze traziti ПI1 оэпо­
УН pr;ncipa maksimuma (l~. 23) • Da bi ее ргоЫет optima.lnos"ti 

(и smislu najbrzeg prelaza) mogao re~avati па оуај nacin, 

neophodno је аа ее o~ranicenja, kojima је def,inisana оЬ­

last dopustenih upravlj апја G, mof';u nekim matematickim "I;ran­

sformacijama svesti па izraze ва osobinama norme.Tako пар­

rimer,ako еи ta ogranicenja oblika(5.27),onda ве transfor-

macijom 

у. = (и. -
Ј Ј 

2Е 

ta oe;ranicenja pretvaraju и of;ranicenja oblika: 

'ЈО1у) = mах вир I;у. (t)/ 1 ~ Е 
ј t [1 Ј I 

Ogranicenja oblika(5.49) sвда ропоуо definisu istu 

o-t>last dopustenih upravlj апј а G, kao i olSranicenj а (5.27) • 

Razlika је samo u tome, sto of;ranicenja (5.49) imaju osobi-­

пи погте(оуај slucaj је оЬићуасеп u tabeli I,slucaj 7). 
Nekada nije potrebno vroiti nikakvll matematicku tгап­

s.formaciju, ,јег polazna ogranicenja уес iшаји osobine norm8. 

Takav sl11caj је naprimer,pro1)lem upravljanja u smisll.l пај­

br~eg prelaza,kada ее raspolaze ва konacriom kolicinom епег­

~ij~ E,~to znaci da је oblast G data kao 

G: 

Gornja granica inter:;rola .је beskonacna,(la bi ве rнч!;]л .. -

silo',da је trenutak zavrGei~ka РЈ:,осе8а upravljallja t(3 П8Ј)о7.­

nat, а ро dop;ovoru [f,J је н (t) == о za t >" tf.3.l.1ako 8е 8аЙ.а 0[1-

novni ргоћlеm moze formuli8ati на sledeci nacin: 

Poznate 8и jednacine. kretanj а sistema (5. 47) ,росеtrю i 

krajnje stanje хо i x~, faznoe; vektora х (-1;) ,i oblas"1; dOpU.i~~-
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tenih иргаУ1јапја G definisana izrazom Jf (иО ) ~ E.potreb­

по je,odrediti trenutak t = t;'з. i odf,ovarajuce upravljanje 

uO(t),koje zadovo1java uslove: 

10 Uprav1ja5ka funkcija uO(t) prevodi sistem(5.47) iz 

stanja x(to ) = х u stanje x(t~) = y~,a stalno ве nalazi 11 

ol>lasti dOPu8ten~h uprHv1janj;a G,t.j. Ј{(иО ) ~ Е. 
20 Za bilo koji druf,i vektor u(t) I uO(t),koji isto 

tako prevodi sistem(5.'+7) 11 istu tacku x~ = х(t;з) = x(t~), 

mora biti zadovoljena nejednakost t~ < ~. 
Rепепје ovog ргоЫета је prikaz~no и[l6Ј ,а ovde се 

biti prikazani вато krajnji rezu1tati. 

ТБОRЕ~1А Neka је h~ (t ) , (t о ~ t ~ t;э = t о + Т), mini­
malna funkcija nadjena ро pravil11(4.15),а пјој odgovaraju­

!~a upravljaju5a funkcija и,1' (t) izга5ппаtа: iz пslоvа (l~. 23) 

teko аа је 

јт = m~n #т (t у =j(ћ~ (t~, s:r (t,s). с (т) = 1 

Опdа је nstiinanji koren jeёl.l1BCine fi,~ = ]:!:-l, optilllalno Ilа;ј-­
тапје utroseno угете ргеуод.јенја sis·tеша, а оdf50vагајпсе 

иргаУlјапје и~ (t, т) је trazene op·timalna иргаУlјасЈса fHII.­

kcija. 

Za ilпstгасiјu ovog postupka uze6emo isti primer,kro­

tanja materija.1ne ta5ke ~'1 ,m~8e m (t) 11 verti1:calno,j ravni, 
• cije 8и diferencijalne jedna~ine(5~12},ali 'еа izmcnjenim 

p;rani5nim uslovimn.Nel-~а zje вааа potrebno ta5ku r'l,p~eba.ci­

ti iz stanjn xo (-l,О,l,О) pri t o= О,и s·tanje X~ =(0,0,0,0) 

пв najbrzi naCin. Pri tome ti е oblast dopustenih иргаУ1ј ил ј'э. 

definisana izrazo~ 
'00 1 [ui(t) + u~(tU dt .с. Е2 

ttJ 

G: 

Ob·zirom ,da је slico.n ргоЬ1ет resavan u oblas·t;i ot)'t:i.­

Malnosti minimalnom energijom,ovde се biti kori~6eni svi 

medjurezul tati. Zato се шо koc.i. resavanja vezanoe; еkstгешu­

ma(5.5),r.;de ето u izraz(5.3) uшеstо t(3 ,stavili gornju 

r.;ranicu integ~ala t о + т = Г(1, taJto da ее па osnovu [f6 Ј, (10-' 
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bija da је iz(5.51) 

~~p = Je~/ = (g2 rr + 24 1,-3)-1/2/ . 
tako d#optimalno угете тО res~n~ie jednacine 

р -1 
)rr.=E ~ 

Najmanji koren poslednje 
"а У" ТО "1 " Ј8.паС1пе ,pr1cazan Је па 

prilo~enoj slici.Iz slike se 

vidi,da za mаlе vr~dnosti и­

Јсирпе energije I~, rei:1enje za 

I _____ 
тО пе6е postojati.Jedino u еlи­

саји da је g = O,za proizvolj­

пе vrednosti Е f О,роstојабе 
uvek konacno resenje ТО. 

- -----~([~~ ___ J _____ .. __ ._ --------.. ---.. -.- .----.- ---. -.. -··7" 
ТО 

Na kraju је iz (5.9),op·lJimalna l1pravljacka funkcija 

11 оуот slucaju data kao 

( б (,~o_ 2t) (r:ro )-3 

g) = -6 (геО _· 2t) (rrO ) -3 + 

Iz slike ве vidi,da ве 11 Glll~a,jl1 

licine energije E,vreme тО вmапјuје,а 
nata uprav1jacke funkcije uO(t,TO) ве 

logicno. 

роуе6апја ukupne ko­

intenziteti kompone­

роvебаvајu,~tо је i 



-fl1·-

LITERATURA 

1. Andјвliб Р.Т. 
Stojanovi6 Н. 

2. Bi1imovi6 А. 

3. Miltici6 J.D. 

4. 

- Z. -

6. 

7.Vuji5i6 A.V. 

8.Viner N. 

9.Ni1i6 Н.В. 

10.АЙзекd Р. 

11.Аоки М. 

12.БаЙбазаров М. 

Raciona1na mehanika,zavod za izd. 

udzbenika S.Н.Б. Beograd 1965 

Raciona1na mehanika TI(mehanika si­

stema),Beograd 1951 

Jedna priblizna metoda za odredjiva­

пје fundamenta1ne matrice sistema 1in. 

difer.jedn.Matem.vesn.8(2~) 1971 

Jedno priblizno resenje иргаУ1јапја 

kretanjern 1in.nest. sistema ,1Vjat. vesJi1ii 

Beograd 1972 

Pri10g teoriji uprav1janja kretanjem 

nestacionarnih 1inearnih sistema,ma~. 

rad,Beograd 1971 

О dоvо1јпiш us10vima optima1nos"t;i ир­

rav1jaju6ih sistema u smis1u najbr~eg 

pre1aza,Matem.vesn.12(27) 1975 

Kretal1je dinarnicki promen1jivill obje~ 

kata i njegova stabi1nost,dokt.diser. 

Ргiгоdпо-mаtеm.fak.Веоgгаd 1962 

Kibernetika Т.С.8. Beograd 1972 
Kontinua1ni sistemi automatskog НР­

rav1janja,Gradj.knj.Beograd 1973 

: Дифференциальные игры,перевод с 8И­

глиlского В.И.Аркина и Э.Н.СимаковоЙ, 

издательство "Мир", Москва .1!967 
: ПрОблема минимума нормы и HeKOTop~e 

другие методы оптимизации систем уп~ 

равления:, изд. "Наука", Москва 1970, пере-' 

вод с англиского Я.А.когана,Ю.Сагало­

ва И В.Тиме,под редаиц.Я.Э.Цыпкина 

: Достаточые условия: оптимальности в·ди­

фференциаЈIЬНЫХ играх, Прикла.дная ма.т4ЭМ. 

и механ.Том 55,1971 



lЗ.Гуоятников Л.В. :Необходимые условия оптимальности в ли­

нейнои задаче преследования,Приил.Мат. 

и мех.Том35,1971 

14.воронов А.А. :Применение методов функционального цнв-

лиза в за,цачах оптимального управления, 

"Энергил" Ленинград,1970 

15. Константинов м'. : .Проблем управленил ,цвижением 'при помо­
щи начальной Функции систем,описываемых 

ДИференциально-Функциональными уравне­

нилми,12 Югосл.конр.рац.мех.Охрид 1974 

16.КрасовскиЙ Н.Н. 

17.Ландау л.д. 

Лифmиц Е.М. 

18.Rолмогоров А.Н. 

Фомин С.В. 

19.КосмодемьянскиЙ 

20.Мартынюк А.А. 

21.Понтрлгин Л.С. 

22.пропой А.И. 

В3.Пачепскал Л.В. 

• • 

• • 

• • 

А. 

Теория управления движением;изд.физ.ма­

тем. литер. "Наука,':;" ,Москва 1968 

Теоретическал Физика, Том 1,меХ8НИКВ,изд. 

фи з • ма т • ли 'r • 'rIIаука "Москва 197 З 

ЭлементЬf теории tllУНКЦИЙ и функционально­

го анализа,"Наука"Иосква 1972 

Курс теоретическрй механики,часть В,из­

дательство"Просвещение",1\tОСКБа 1966 
: Техническая устоlЧИБОСТЬ в динамик~,"эд. 

"Техника" ,Ј<иев 1973 
: ОеЫI<новениые диф({ЈеренциаJtыlеe уравilения, 

изд. "Наука" , Москва 1970 

: Элементи: теории оптималыtsx дискреТНJJilХ 

процеСОQВ, "Наука" Москва 1973 

Формальокий А.М. : Область управллемости сиотем с двумн и 

тремл ограничениями на уnравление,Прн­

кл.матем.и механ.Том 35,1971 
24.ПожарицкиЙ Г.К. 

25.Понтрягин Л.С. 

Болтяский В.Г. 

Мищенко Е.Ф. 

Гамкре .fIидзе Р. В. 

26.Новоселов В.С. 

: К задвче об импулсной вс~рече ДБижени«. 

Прикл.матем. и механ.Том 35,1971 
: Математическал теория оптимальных про­
цесов,Физматгиз,Москва,1969. 

: Некоторые вопросы механики переменных 
масс с уче том Бнутреннего движенил час~ 

тиц."Весник" Ленингр.уни:еерситета,19 вып. 

4,1956,и Ю 1,вып.l,1957. 



2? Солодов А.В. 

28. ХСН Х.С. 

Несбит Р.А. 

29. 3убов В.И. 

30. Шилов Г.Е. 
31. "Эельдович Я.Б. 

М:ыmкис А.Д. 

32. Padulo L. 

Arbib ГЈЈ. 

33. Vujicic A.V. 

-73-

Линейные системы автоматического уп­

равленил с переменными параметрами, 

Физматгиз,Москва,1962. 

: ФуНIщиональньй анализ и его примене­

ние к звдачам минимума средне квад­

ратичной оrnИбки.Перевод с англиско­

го Я.А.Когана,Ю.3.Сагалова,под ре­

дaKц.H.~) .П,ыпкина. "Наука ~fЛОСКDа, 1 Р?О. 

Леиции по теории управленип Мl.Из­

дате.1[ЬСТВО ЈЈенингр .университета 1 P?~~ • 

Математическаяанализ,Москва,1967. 

3лементн прикладной математики.Иэ­

дателъство Физматгиз,москва,1967. 

[";УS'РШ"1 'IIПF.;ОНУ, БА1ЈNDЕRS СШIРЛЈ,ЈУ" 1 ]li"~ " 

ladelphia-London-Toronto 1974. 
COV МПЛН'I1 Е()ПАТIОЫВ OF DISТlJR.ВЕП 

('ю'еrон OF l'/јIЮИfl.NIСАL SYS'1'J':IvjS. Теп­

zor,N.S.Vol.22(1971). 


