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POLINOMI KAO CIJELE RACIONALNE
FUNKCIJE

VLADIMIR G. KIRIN,
Zagreb

1. UVOD

Zna se $to polinomi jesu, specijalno §to su polinomi nad po-
ljem realnih brojeva, ili realni polinomi. Kako su polinomi prili¢no apstraktni ma-
tematiCki objekti, a ipak ih spominju srednjoskolski programi, to ¢emo se 1 ovdje
nac¢i pred poznatom zadacom svakog nastavnika koja glasi: »Kako ¢u sniziti, ali
ne 1 poniziti, svoje izlaganje?« Sretna je okolnost §to je prsten polinoma nad poljem
realnih brojeva izomorfan prstenu cijelih racionalnih funkecija u tom polju, tako
da se na srednjoskolskoj razini ove funkcije slobodno prozovu polinomima. Na taj
nacin uspjesno se rjeSava gornja zadaca, ali time se ne otklanjaju sve poteskocée. U
ovakvom pristupu polinomima viSe nije objekt uobiéajeni zapis polinoma, veé je
to realna funkcija koju on odreduje, pa moramo razlikovati polinom od njegovog
zapisa ili prikaza. Naime, dva bi razliCita prikaza mogla odredivati istu realnu funk-
ciju. To se, doduse, nece dogoditi u polju R jer tamo vrijedi teorem identi¢nosti
polinoma, ali ovaj ne smijemo prejudicirati.

U ovom ¢lanku raspravlja se o nabrojanim aspektima polinoma, te se navodi
jos jedan dokaz teorema identi¢nosti za njih. On ne koristi neprekidnost ni u kojem
obliku, ali ipak zahtijeva da se zna kad je nekom homogenom sistemu linearnih
jednadzbi ono njegovo trivijalno rjesenje jedino.

2. O PRSTENU POLINOMA NAD POLJEM

Polinome moZemo razviti i nad nesto slabijim algebarskim strukturama nego
§to su polja (npr. nad prstenima). No, mi éemo ovdje ukratko ponoviti dobro po-
znatu konstrukciju prstena polinoma K+ nad odabranim poljem K. Najprije defi-
nicija:

Svaku funkciju: 4 : N>K, gdje je K dano polje i N skup prirodnih brojeva
uzet u svom prirodnom uredenju (i u koji je O ukljuéena kao minimalni element),
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zovemo polinomom nad K (ili elementom od K+, gdje je K* oznaka za skup svih
polinoma nad K) ako ona ispunjava uvjet

2.1 A (k) #£ 0 za konaéno prirodnih k.

Pizemo a, za vrijednost 4 (k) € K, i taj element polaznog polja zovemo koe-
ficijentom polinoma A4 indeksa k. Pomoéu svojih koeficijenata, a zbog uredaja koji
obavezuje u skupu ¥, polinom A4 odreden je ovakvim slogom svojih koeficijenata:

(2.2) A=(ay, ay, ... ax,...).

Naime, prema definiciji, svaki polinom ima prebrojivo koeficijenata, samo
§to su u svakom od njih, pocevsi od jednog koeficijenta, svi oni s veéim indeksima
jednaki nuli. Posljednji koeficijent u polinomu koji je jo§ razli¢it od nule, tj. koefici-
jent ovog svojstva s najveéim indeksom, zove se vodeli koeficijent, a njegov indeks
se zove stupanj ili stepen polinoma. Tako su npr. polinomi nultog stupnja oblika
(ag, 0, 0, ...)ako je ay#0. Polinom kojem su svi koeficijenti jednaki nuli (0, 0,0, . . .)
ostavlja se obi¢no bez stupnja. '

Buduéi da su polinomi u K* funkcije koje sve imaju zajedni¢ku domenu N
i zajedniC¢ku kodomenu K, bit ¢ée dva polinoma, recimo 4 u (2.2) 1 neki
B=(by,... , by, ...), jednaka u K* ako i samo ako budu u K jednaka svaka nji-
hova dva odgovarajuéa koeficijenta (odgovarajuéi su oni istog indeksa), odnosno
vrijedit ¢e A~B ako i samo ako bude g, b, bar za jedan prirodni k.

Polinomi u K+ postizu svoju svrhu tek kad za njih definiramo zbrajanje i
mnoZenje. To se ¢ini ovako:

(2.3) A+B=(ao+bo, a1+by, ... , atby,. . .),
) k
(24) A - B':(a() - bo, ao+b1 +a1 bo, dp 1A Z a; bk—i 5 0 )

i=0

U polinomu A4 - B=C je npr. cz=aghs+a1by+ayby+asby. Uz ove dvije ope-
racije K+ postaje prsten i zove se prsten polinoma nad K.l

Jasno je da jednoznacnost operacije + slijeva u (2.3) pociva na jednoznaé-
nosti operacije + u K. Sli¢no vrijedi i za obje operacije mnoZenja. Operacije su,
doduse, jednako oznadene, ali nisu jednake, jer npr. par od -+ i - slijeva u (2.3)
ili (2.4) djeluje v K+, a onaj zdesna djeluje u K.

Primjer 2.1. — Ako je K polje realnih brojeva R, onda se polinomi u R* zovu
realni polinomi. Ako ih razvijemo nad poljem kompleksnih brojeva C, zvat ¢emo ih
kompleksni polinomi. I nad poljem racionalnih brojeva Q mogu se razviti polinomi,
pa i nad poljem Zj3. Evo opisa tog polja: u skupu Z3={0, 1, 2} definirajmo zbra-
janje i mnoZenje priloZenim dvjema tablicama:

+]0 1 2 101 2
0[0 1 2 0 00
111 2 0 gt T2
212 0 1 200 2 1

1 K+ nikad nije polje, a kad je K polje, K* bice integritetno podrudje, tj. struktura poput
prstena cijelih brojeva.
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Tako organizirani skup Z3 je komutativni prsten. U njemu svaki od nule
razli¢it element ima multiplikativni invers. Za 1 je to odigledno 1, a za 2 je to opet 2,

jer je 2+ 2=1, odn. u Z; vrijedi ; = 2. Stoga je Z3 i polje.

Napomena 2.1. — Za identifikaciju dvaju polinoma u K%, kao i za odredi-
vanje njihovog zbroja i produkta dovoljno je u svakom poznavati samo konacan
pocetni komad svih njegovih koeficijenata, i to bilo koji u kojem ¢e biti obuhvacen
vodeéi koeficijent tog polinoma. Tako dolazimo do skraéenog zapisa polinoma,

A=(ag, ..., a,), gdje je a, vodeli koeficijent. Ako prethodni zapis proSirimo
zdesna sa nekoliko nula, dobit ¢emo opet skradeni zapis (ag, ..., @n, 0,..., 0),
ali tog istog polinoma A. Oba skracena zapisa, (ap, ..., a,)sa, #0i(bg,..., b,)

s b, # 0, dovoljno je prosiriti zdesna nulama sve do indeksa M=—max {n, m}
kako bismo mogli primijeniti propls 0 zbrajanju (2.3)1 na pohnomf: u skraéenom
zapisu, a da bi bio na njith primjenjiv 1 propis (2.4) za mnoZenje, dovoljno ée biti
da se oba zapisa proSire nulama zdesna sve do indeksa n-+m.

Primjer 2.2. — Svakom polinomu 4 & K* pridruZimo onu funkciju @ : K— K
koja u svakom x & K djeluje po formuli

(2.5 a (x):a0-+a1 L el =haay ¢ B

a u kojoj je a, vodeéi koeficijent polinoma A. Najprije, formulom (2.5) zaista je
odredena izvjesna funkcija kojoj je skup K i domena i kodomena, jer su sve ope-
racije navedene u (2.5) izvedive sa svakim x & K na jedinstven nacin, pa za svaki
x & K ima samo jedan a (x) & K, tako da za njih bude (2.5) na snazi. Ovu funkciju
desto zapisujemo u obliku

(2.6) s a(x)= nz ay, X%,
k=0

uz odigledan dogovor da u (2.6) mora izi¢i @ (0)=a,. Funkcija a zove se polinomska
funkcija pohnoma A, ili cijela racionalna funkcija prldruzena pohnomu A. Naziv
yracionalna funkcua« potjee otuda Sto su se operacije zbrajanja, mnozenja i dije-
ljenja varijabilnim elementom x polja K zvale racionalne operacije za definiranje
funkcija. Racionalna funkcija moZe biti razlomljena (kad je dozvoljeno dijeljenje
varijabilnim elementom x) i cijela, kao §to je sluc¢aj u formuli (2.5), kad je dijeljenje
sa x iskljuceno.

Zatim, svakom se polinomu da po formuli (2.5) odrediti najvise jedna ovakva
funkcija (odatle u tekstu »ona funkcija«), jer je jasno da jednakost dvaju polinoma
povladi za sobom jednakost pripadnih dviju polinomskih funkcija, odn. da vrijedi:
ako je A=B u K*, onda mora biti a (x)=>b (x), za svaki x € K.

Obrat ove tvrdnje zove se teorem identi¢nosti polinoma, a on glasi: ako je
a (x)=>b (x) za svaki x & K, onda je A=B u K*.

O polju K ovisi hoée li obrat vrijediti ili nece. Za polja R, C i Q obrat vrijedi.
Upravo ovoj ¢injenici zahvaljujemo §to ¢emo realne polinome mo¢i definirati i kao
cijele racionalne funkcije u polju R. Naime, zbog teorema identinosti bit ¢é pridru-
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Zenje polinomima iz R*, tj. nizovima realnih brojeva oblika (2.2), realnih funkcija
oblika (2.6) bijektivno, pa ako se cijele racionalne funkcije budu pri tom pridru-
Zenju ponasale prema zbrajanju i mnoZenju (koje je za njih i onako veé ranije de-
finirano) isto onako kako se pona$aju polinomi prema svojem zbrajanju i mnoZe-
nju (tj. ako budemo imali dva izomorfna prstena), bit ée svejedno koji od njih zo-
vemo prstenom realnih polinoma. Iduéa tocka 3 bit e posvecena zasnivanju realnih
polinoma kao prstena cijelih racionalnih funkeija u polju R.

Napomena 2.2. — Teoremu identi¢nosti za polinome u K+ ekvivalentna je
ova tvrdnja: ako je ¢ (x)=0, za svaki xEK, gdje je ¢ neka polinomska funkcija
u polju X, onda je pripadni polinom C=0, tj. ¢,=0, za svaki prirodni k.

Zaista, ako je ¢ (x)=0 za svaki x & K, a 0 (x)=0 za svaki x & K takoder
(ovdje je 0 (x)=0+40 "+ x4 --- +0- x"), bit ée najprije ¢ (x)=o0 (x) za svaki x & K,
a odatle izlazi po teoremu identi€nosti da je C=0, tj. ¢,=0 za svaki prirodni k.
Vidimo da teorem identi¢nosti povlai za sobom da ¢ (x)=0, za svaki x & K,
povlac1 C=0. Obrnuto, neka za A=(agp,..., a,) 1 B= (bo, .., b, vrijedi

Z QX —Zbkv za svaki x & K. Tada je a (x)—b (x)=c (x)= Z (a, — b,) x¥=0,

za svak1 X G K.

Ovdje smo stavili M=max {r, m} uzevsi po potrebi nekoliko nula umjesto
ranije neiskazanih koeficijenata sto, dakako, ne mijenja funkcije u pitanju. Iz ¢ (x)=0,
za svaki x € K, izlazi po pretpostavci da je C=0, odn. da vrijedi ¢,=a;,—b,=0, ili
a,=b,, za svaki prirodni k, pa je A=B. Vidimo da podatak kako c (x)=0, za svaki
x & K, povlali C=0, povlaci za sobom teorem identiénosti.

Primjer 2.3. — U prstenu Z3" ne vrijedi teorem identiénosti. Da to uvidimes
promotrimo ove tri formule oblika (2.5): a (x)=2x-+x3, b (x)=x+2x3 i 0 (x)=
0-4+0+x-+4+0-x240-x3. Svaka od njih odreduje svoju funkciju, ali sve tri istu:
to je konstanta 0. Zaista, jednostavan racun (uz pomo¢ tablica u Primjeru 2.1.)
pokazuje da vrijedi: a (0)=b (0)=0 (0)=0, a(1)= b(l)——o (=01 a(@)=b(2)=
0 (2)=0. Kako su svi pripadni polinomi, 4=(0, 2, 0, ), B=(0, 1,0, 2,0,

.)1C(@,0,0,0,...) medusobno razli€iti, to na temelju Napomene 2.2 uv1damo

da ne moZe u z; vrijediti teorem identiénosti.

Primjer 2.4. — Kaze se da je polinomu 4 &€ K* korijen neki o« & K ako se
u tom o poni§ti pripadna funkcija g : K— K, tj. ako vrijedi a (o)=0.

Daleko od toga da bi svaki polinom iz K+ imao bar jedan korijen u K. Po-
linomi nultog stupnja npr. nemaju korijena ni u jednom polju K, a oni linearni
imaju, i to to¢no jedan, u svakom polju. Poteskoce Cine oni stupnja viSeg od 1,
jer njihovo ponasanje odreduje odabrano polje K.

Cesto ima poneki polinom iz K+ korijen izvan K, i to u nekom H, gdje je H
barem natprsten §to sadrzi polje K kao svoj potprsten2. Potonji podatak znadi da za
skupove K 1 H vrijedi K C H, a za operacije zbrajanja i mnoZenja u H, kad
se vrie s elementima iz K, da se ne razlikuju od operacija zbrajanja i mnoZenja u K.

2 Svako polje je i neki komutativni prsten u istim dvjema operacijama iz formalnih razloga
zbog kojih je i svaki kvadrat neki paralelogram.
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Za bilo koji « € H(K C H), ¢im je « korijen bar jednog polinoma iz K+,
kaZe se da je algebraian nad K. Neki . & H (K C H) zvat ¢e se transcendentnim
nad K kad on ne bude algebraian nad K, tj. kad « ne bude korijen ni od jednog
polinoma i1z K+. Tako je npr. polje R natpolje polja Q i zacijelo njegov natprsten.

Element /2 € R je algebraidan nad Q jer je /2 korijen polinoma (—2,0,1,0,...)

(‘Q* posto u R VI‘I_]Cdl —2+4+x2=0za x= 1/2 Brojevi 7 i1 e su transcendentni nad
Q jer ni ™ ni e nisu korijeni ni od jednog polinoma s racionalnim koeficijentima.
Medutim, i = i e su algebrai¢ni nad R jer je npr. =—x=0 za x=7 & R.

Napomena 2.3. — U (2.5) ili (2.6) x je oznaka za varijabilni element polja K,
tako da zapis ag+a; - x-+--- -+a,-x" jo§ ne predstavlja gotovi objekt kakav
smo nauCili 1mati pred sobom kada poznatim algoritmima mnoZimo ili dijelimo
medusobno dva polinoma. U tim algoritmima x* predstavlja samo raniji indeks &,
odnosno mjesto u polinomu na kojem se pojavljuje koeficijent a,, 1 to na vrlo ko-
ristan, spretan 1 sugestivan nacin, tako da se te uloge x—a ne kanimo odreci. Takve
¢emo formalne zapise zvati u slijedecoj tocki 3 prikazima polinoma. Medutim,
neposredno se vidi da se skup svih polinoma K+ nad poljem K moZe dovesti u bi-
jektivou vezu sa skupom svih formalnih zapisa ili prikaza oblika ay+a; - x+ -+ +
a,*x", gdje su svi a; elementi polja K, na takav nadin da se medu koeficijente
prikaza a; uzmu svi koeficijenti polinoma, onakvi kakvi jesu 1 u poretku u kojem
dolaze zaklju¢no sa vode¢im koeficijentom polinoma a,, i takav kona€an niz snabdije
plusevima i rastuéim potencijama znaka x.

3. POLINOMI VIA REALNE FUNKCIJE

Ovdje ¢emo, od samog pocletka, zvati polinomima cijele racionalne funkcije
u polju R i na tako shvacene referirati kao na polinome u smislu tocke 3 za razliku
od polinoma kako smo ih shvacali u tocki 2. Opravdanje za ovakav postupak us-
koro ¢ée uslijediti. Naime, pokazat ¢e se da su polinomi u smislu toc¢ke 3 izomorfni
onima u smislu toéke 2 ako ih razvijamo nad poljem R. Polazna ¢e nam tocka biti
formule (2.5) ili (2.6), samo Sto sada zapis ag+aj; x4+ +a,: X" ne smijemo
zvati polinomom veé i zato da ne bismo prejudicirali teorem identiénosti. Naime,
ni od kuda se, zasad barem, ne vidi zasto zapis by-+b; x+ - -+ +b,, - x™, razlidit
od prethodnog, ne bi odredivao istu onu realnu funkciju koju odreduje i prethodni i
dakle, isti polinom. U tu svrhu nazvat ¢emo formalni ZaplS oblika ag+a; - x+ -+ - +
a,  x" prikaz pohnoma pa definirati: :

Definicija 3.1. — Svaka realna funkcija @ : R — R, koja ima bar jedan prikaz
oblika ag+ay - x+ -+ +4a,  x" za koji vrijedi a (x)=ag +ay-x+ - +a,  x", za

svaki x & R, zove se realni polinom. Dva prikaza, ag+a; - X+ - +a, X" i
aptay x-{— v da,c x"a,, X" 40 fa, - x™, smatraju se jednakima ako
je a 3=+ =a,=0.

Skup svih realnih polinoma u smislu Definicije 3.1. oznadimo sa R [x].

Iz definicije se neposredno razabire da je svaki prikaz nekog polinoma od-
reden uredenom (n-+1)-orkom svojih koeficijenata, da polinomi nultog stupnja
imaju jedinstven prikaz (to je naprosto ay za svaki ay & R), a vrlo lako se jedin-
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stvenost prikaza provjerava za linearne polinome3. Zaista, ako je ap+a;: x=
bo-+by - x za svaki x € R, onda se podatak a (0)=5 (0) svodi na jednakost ag=b,,
a podatak a (1)=b (1) na jednakost ag+a;=bg+b; i, dakle, na a;=b;. Naime,
u svakom polju nalaze se elementi 0 i 1, te je 0 £ 1.

Primjer 3.1. f—‘Zbroj dvaju realnih polinoma opet je neki realni polinom, a
i produkt dvaju polinoma bit ¢e polinom.

Buduéi da su nama realni polinomi sada funkcije iz Definicije 3.1, prethodni
podatak je teorem i kao takav zahtijeva dokaz.

Kao §to znamo, za dvije realne funkcije, fi : R— R 1 f5 : R—> R, zZove se
njihovim zbrojem svaka ona realna funkcija g : R — R koja u Citavom R djeluje
po formuli

3.1 g (X)=/1 )+/2 (%),

a njihovim produktom svaka ona realna funkcija 7 : R— R koja na citavom R
djeluje po formuli

(3.2) W= A E.

Doduse, zbog jedinstvenosti zbroja i produkta dvaju realnih brojeva odmah se
vidi da su i1 zbroj i produkt dviju realnih funkcija jedinstvene realne funkcije, tj. da
ima tocno jedna realna funkcija koja na ¢itavom R djeluje onako kako pise u (3.1)
1 isto tako to€no jedna za koju ée biti (3.2) na snazi. Zato je prirodna oznaka f| £,
za onu funkciju g iz (3.1) kao 1 oznaka fj * f5 za onu funkciju 4 iz (3.2).

F

b

™M

&, %E

Dokaz osnovne tvrdnje. — Neka budu @ 1 b dva polinom u R [x],
. : 0

k

1l

neki prikaz prvog, > b, x* neki drugog, ¢ & R proizvoljno odabran i, odrede-
k=0

nosti radi, n>>m. Pozivom samo na svojstva (asocijativnost i distributivnost) obiju
operacija u R nalazimo da vrijedi:

a(c)-+b(c)=(ap+a,-c+ -+ -ta, c)+(by+by ct -+ +b,, ™40t
s 0 M=(ag+bo)--(ar+b1) e+« +(a,+b,) (@, 1+0) L+
<+ A(a,+0) "

Kako je ¢ bio proizvoljno odabran, za svaki x & R na snazi je formula

(3.3) a (x)+b (x) ———kgo(ak +by) x~.

3 Stupanj polinoma definira se sada kao najmanji medu stupnjevima svih njegovih prikaza,
a za pojedini prikaz danog polinoma stupanj se definira prema vodeéem koeficijentu tog prikaza.
Ovoliki oprez uskoro neée biti potreban jer ¢emo dokazati teorem identi¢nosti prema kojem svaki
polinom u smislu to¢ke 3 ima jedan jedini prikaz.
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Kako zdesna u (3.3) zacijelo stoji neki prikaz polinoma, dokazali smo da je
realna funkcija a+4-b, §to je definirana u (3.1), realni polinom. Za produkt u proiz-
voljno odabranom ¢ & R nalazimo da vrijedi:

a(c) b(c)=(ap+a; - c+ -+ +a, ) (bo+by-c+ -+ +b, ™=
(ag bo+ay bgc+ -+ +a,bo )+ (co by c+ar by 2+ - -+ +a, by ™)+
- e gy by ™ iad by el S - e e D ) =
ag bo+(ao by+a bo) c+- -+« +a, b, "=
ntm

= (kz a,-bk_,-) e

k=0 \i=0

Opet nam je za svaki x & R na snazi formula

(3.9) a@-bE)="3 (szk

k=0 \i=0

a; bk—i) o,

a kako zdesna u (3.4) zacijelo stoji neki prikaz polinoma, dokazali smo da je realna
funkcija «a * b, $to je definirana u (3.2), realni polinom.

Oboruzani ovim podatkom, tj. formulama (3.3) i (3.4), lako bismo provjerili
da je skup R [x], snabdjeven zbrajanjem 1 mnoZenjem kako su definirani za realne
funkcije u formulama (3.1) 1 (3.2), komutativni prsten.

U uvjetima Definicije 3.1. moZemo dati teoremu identiCnosti ovaj oblik:
svaki realni polinom ima najvie jedan prikaz.

Dokaz. — Kad to tako ne bi bilo, bar jedan bi polinom ¢ & R [x] imao bar
dva prikaza, tj. vrijedilo bi:

1) c@=S ax
k=0

za svaki x&R 1 pri tome

(2) c(x)=7 by x*
k=0
(3) a,#b, bar za jedan i, 0<i<M =max{p, m}.

M _
Zbog toga ¢e biti 3 (ar—by) xk=0, za svaki x & R. Ako stavimo
k=0
M .
ay—b,=c, bit ¢e u prikazu S ¢ xk ispunjeno ¢; #0 bar za jedan 7, 0 < i< M,
k=0
zbog (3). Neka je najveci takav indeks i upravo n. Svakako da je n > 1, jer je ne-

minovno ¢y=0 ako je »=0. Dakle, moralo bi biti:

¢, 70, co+eyx+ -+, x"=0, za svaki x ER, 1 n = L

11



To se ne moZe odrzati, Naime, u R se sigurno nalaze ovi elementi: 0, 1,..., n.
Za svaki od njih umjesto x u prethodnom podatku ¢y+cy x+ -+ +¢, x"=0 do-
bivamo redom ove uvjete:
o =0
| co+cp - 14eg 124+ ¢, + 17=0
cotey24cy 224 e, - 2=0

1

cotcyntcyn2-f e ¢, n"=0,

Ovaj linearni homogeni sistem ima rjeSenje co=0, ¢;=0,..., ¢,=0, koje
je 1 jedino, ako je rang sistema jednak broju nepoznanica, odnosno ako determi-
nanta sistema nije nula4. Kako je

1 0 0 ... 07
I 1 12 ... 1
1 2 22 ... on
det .. oo Ve
L 1 n m ar
C 112 ... 1T
2 22 ... o
=det) © T =TI a@-p=o,
. . . . nzsi>jze1
L n n2 v e nn B

jer je to Vandermondeova determinantas, morali bismo imati
¢,=0.

Sad se moZemo uvijeriti da se dade uspostaviti bijekcija izmedu skupa svih
realnih polinoma R+ (ili polinoma kako smo ih shvacali u t. 2) 1 skupa svih cijelih
racionalnih funkcija R [x] (ili realnih polinoma kako ih shva¢amo u ovoj tocki).

Ako svakom realnom polinomu (aq, @i, ..., a, 0,...) & R* pridruZimo
ap-ay x+ -+ - +a,x" kao odgovaraju¢i prikaz, onda smo uspostavili bijekciju
izmedu skupa R* i skupa svih moguéih prikaza polinoma. To je potpuno odigledno.

4 Vidi npr. [4], str. 83.
5 Vidi npr. [4], str. 50.
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Svakom takvom prikazu pridruZimo onu cijelu racionalnu funkciju u R, tj.
onaj polinom u smislu toc¢ke 3, koja je tim prikazom definirana. Ovo je pridruZenje
jednoznaéno. Buduéi da ¢e raznim prikazima biti pridruZeni razli€iti polinomi u
smislu tocke 3 (jer vrijedi teorem identi¢nosti), i ovo je pridruZenje bijekcija, ali
izmedu skupa svih mogucih prikaza i skupa R [x]. Kompozicija opisanih dvaju
pridruZenja je bijekcija izmedu R* i R [x].

Preostaje provijeriti da su R* i R [x] izomorfni prsteni, §to ¢e rec¢i da je zbroju
(produktu) dvaju elemenata iz Rt onom posljednjom bijekcijom zaista pridruien
zbroj (produkt) u R [x] onih dvaJu po njoj pridruzenih elemenata. Medutim, ovaj
podatak izlazi iz formula (3.3) i (3.4). Promotrimo ga samo za zbroj.

Polinomu (ag, @y,..., a, 0,...) & R* bit e prema navedenome pridru-
Zena ona funkcija a : R— R za koju ¢e vrijediti a (x)=ap+a; - x+ - +a, - x",
za svaki x & R, a polinomu (bgy, by,..., b,, 0,...) ona funkcija b : R— R za
koju ¢e vrijediti b (x) =bo+ b; - x + * <Dk 1 x", za svaki x & R. Zbroju
(@bt b5, . b Gt-b,, 0,...) bit e pridruiena ona funkcija ¢:R— R
za koju e vrijediti:

¢ (x)=a¢g+bo+(a;+b)) - x+ -+ - +(a,+b,) x", za svaki x & R,

odnosno, bit ¢e za nju ispunjeno:

P ¢ (X)=(ao+ar - x+ - +a,  x")+(bo+by - x+ - -+ +b, x"),
ili
c(xX)=a (x)+b(x), za svaki x € R

Na temelju (3.3) posljednji podatak znadi da je c=a-b, pa je zaista zbroju dvaju
polinoma iz Rt pridruZen u R [x] zbroj onih dviju funkcija §to su u R [x] pridruZene
svakom od njih.

To su, eto, razlozi zbog kojih u srednjoj skoli slobodno govorimo o prstenu
realnih polinoma kao o prstenu cijelih racionalnih funkcija polja R.

Napomena 3.1. — Moglo bi se postaviti pitanje, zaSto se sdm prikaz realnog
polinoma, kako je uveden pri kraju tocke 2 i u pocetku toCke 3, ne bi smio zvati
polinomom u smislu togke 2. Na taj bi nacin otpala ona apstraktna definicija po-
linoma iz toCke 2 u kojoj nema x. Dakako, tad bi se x morao proglasiti nepozna-
nicom ili neodredenicom, pa bismo racunali s formalnim zapisima oblika
ag+tay-x+-++ +a,-x" kao gotovim objektima umjesto sa zapisima
(ap, a1, - ..,a, 0,...). To se zaista moZe uliniti, ali pri fome moraju biti zado-
voljena ova dva uvjeta:

(1) x mora pripadati (barem) nekom natprstenu polja R (Sto je vrlo prirodan
zahtjev, jer kako ¢emo inace odrediti npr. x - x i rezultat x2, koji ¢e lezati u tom
natprstenu, pomnoZiti jo§ sa a,) i

(2) x mora biti transcendentan nad R (jer bismo u sluaju algebrai¢nog x imali
manje objekata oblika ag+ay* x-+ - +a,  x* nego §to imamo polinoma u RY,
pa izomorfizam ne bi bio moguc). Pod navedenim dvama uvjetima bit ée skup svih
zapisa oblika ag+a; - x4 -+ + +a,* x", gdje su svi g; iz R, ako se oni budu zbrajali
i mnoZili medusobno po formulama (3.3) i (3.4), prsten §to je izomorfan prstenu
svih polinoma R*.
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U nafem drugom pristupu polinomima, tj. kod polinoma u smislu tocke 3,
nepoznanica x nema tu ulogu, premda svaki prikaz odreduje jedan jedini polinom,
Njezina je uloga svedena na onu istu koju ima x u zapisima sin x, log x ili 2%, To je
oznaka za varijabilni element skupa R koja se redovito koristi uz kvantifikatore
»svaki« ili »bar jedan«.

Napomena 3.2. — Moglo bi se postaviti pitanje, zafto se sim prikaz realnog
polinoma, kako polinome shva¢amo u ovoj tocki, ne bi smio zvati polinomom kad
i onako postoji vrlo prirodna bijekcija izmedu skupa svih takvih prikaza i skupa
svih polinoma kad ih shva¢amo kao realne funkcije. To se obino Cini, premda
ovakay postupak nije sasvim korektan jer apta; - x4+ - " ta,c X nije funkcija
upravo kao §to ni sin x nije funkcua6 Pitanje poput: »Da li je onda x polinom,
prikaz ili funkcija?«, onako kako je formulirano, samo zamagljuje sﬁuacuu Sto se
ovdje ima na umu valjda je funkcija zvana identiteta na R, znakom i, koja djeluje
u skupu R po formuli i, (x)=x, za svaki x & R, i koja je zaista polinom (u smislu
toCke 3), jer ima prikaz oblika 041 - x za koji vrijedi i 5 (x)=x=0-+1 - x, za svaki
X & R.
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O] UHTYUTUBHOT IO ITPELU3UPAHOT
TOJMA ,,AJITOPUTAMY, I

MWUJIAH TACUR,
Ckonme

1. AJITOPUTMHU ¥ UHTYUTHBHOM CMHUCIY PEUN

I.YOHIHTe"yseB, jelHa IMpoKa Kjaca mpobiiema  IMCKYyTOBAHA Y
cMmucy oApeleHe kapakTepHCTHKe MOryhux pelema momymra Ja Oyny youeHe
IBe TIOTKJIace HEHUX eJieMeHaTa, y 4Ydje he Hac mpupoje yIyTHTH OBa cieaeha
npuMepa — DpEeHmpe3eHTanTa OBHX KJaca.

IpBu npobneM ogpendMo OPHOIMKHO KA0 HAYMH Ja Y KOMYHHKALHOHOM
CMUCIIy CBaKM CTAHOBHHK Hallle IJIAHETE IOCTaHE JOCTYDAH OCTAIHM JbyAuMa Ha
H0j, 2 BEeroBo pelewme je v mpyxamky HasuBa JpXKase, MecCTa, yiuLe U Opoja, Te
0COOHOr ¥MMeHa ¥ Ipe3uMeHa NojemuHayHor Juna. CyuTHHCKAa OJJIUKA OIroBOpa
Ha OBO ITUTAamE je Ja OH He 3aBMCHM OJi KOHKPETHOr JHuna, 12 je ¢pa3oM kxoja ra mc-
Ka3yje MOTHYHO (KOHAYHO) ONMHMCaH 3a Liejy kjacy Moryhmx 3ajmaTtaka M ja y TOM
BUAY oMoryhaBa pelllehe CBAaKOr IAPTHKYIapHOr Cliy4aja.

Mebhytum, npobGaeMm Boljema mcTpare Ha mpumep, Kojy cy opranu 6e36en-
HOCTH HEKe 3eMJb€ HAJJICXHH Na CIpPOBOIE, OTKpHMBa Apyrauujy mpupony. Ceaxu
KOHKpETaH HCTPAXHHU IOCTYNAK OIBHja CE V MpaBUy KOjU HAJAXy OKOJHOCTH IUTO
ce y3 MyT jaBJbajy — HE MOXE Ce¢ MNPOIHUCATH jENUHCTBEH (MOTIYH) METOX
TaKBe BPCTE W NPHUHUMIHKjEIHO HUje Moryhe IOCTaBUTHA 3aXTEB 32 ONMITHM (3ajed-
HUYKMM) pelemeM OBOr IpobieMa.

VY omureM cnyyajy, Heka je Moryhe HaJloXuTh JenaH HCTH 3aXTEB HA eJIeMEHTE
TIPOM3BOJbHE KJlace objekaTa, y OJHOCY Ha KOjM Ce CBAKH OJ HBUX MOXe HeABOCMUC-
JIeHo na ofpend. MuMo MOryhux pazjiM4ATHX HAaydHa, M HE3aBUCHO OJ HUX, HAO-
ce3ama TPAXEHUX OUroBopa y (6CC)KOH3,‘IHOM Opojy HmapTHKyJIAPHAX cnyaneBa
bopMyIHIIEMO TPOOIEM HOCTQ]&H)& ommuTer (3ajeIHAYKOr) MeTofa koju 6u, Oy-
nyhda mpHMereH Ha Ma KOju KOHKpeTaH ofjexat kijace, omoryhmo onrosapajyhu
Pe3yNTaT NOCTAB/EEHMX 3axTeBa. Takap yHU(DOPMHY, ¥ pelJalijy ca LEeJOM KJIacoM,
METOI WA IPOLEAYypY Ha3MBaMO aJrOPUTMOM 32 TY KJIacy. YKOJHKO je Y OCHOBH
OeckoHaUHa KJjlaca NWTama Ydja HpUpoAa HOIMyIITa OArOBOpE THHA ,,Aa‘‘ WM ,He,
Joll ¢¢ TakBa Ipoleaypa HaswmBa ¥ paspemyjyliom mpoueaypoM ui METOAOM OX-
Jy4umBawa, a CAM IpobieM oTkpuha TAXBOI METOAA — NpodJaeM OMIYYIHBOCTH 32
OBY KJacy.
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Hapame, moA mojMoM Npouegype H3pa4yyHaBawba WIA anroparva (OTyga —
npodJeM H3pa4yyHaBama) NMOABOJMMO CBAKM TaKaB ONIITU IIOCTYIIAK KOjU OITOBOP
Ha jefaH MHAWBMAYyajaH 3aXTeB oMoryhaBa y CMUCITY KOHCTPYKLHje HEKOT OOjeKTa.

2. Opg cumbona ,,0 m ,,+*‘ HauumbeH je (OeCKOHa4YaH) HU3

*OO*OOOO*OOOOOO*OO,,,,

a mpUMe TOBEXHMO NMpobJieM [1a ce [0 MHAEKCY MeCTa OIpedy BpcTa 3Haka KOjH TO
MECTO 3ay3uMa. 3axTeBaHA IPENMO3HATI/BUBOCT je aJIrOpUTMHMYKa, a CacTOju ce y
TOME Jia Ce YTBPIW A2 ¥ NMOCMATPAHH UHIEKC IPe[CcTaBba KBaApPAT NPHAPOJHOT
Opoja — kaJa je HOTWYHO MECTO MONYHEHO 3HAKOM ,,%‘‘; OJHOCHO 3HAKOM ,,0°,
y IOPYroM Ciydajy. '

6) On 14 mmbuna nocTaBhEHUX HA CTOJTY, Ml A ® B ce HaM3MEHUYHO CMe-
BYjy vV y3uMamwy (0 cBOM Haxoljemy) IO jelHy WM IBe of mux. Urpy rybu nuie
NPHMOPAHO Ja MOAWIHE MOCHeItbY Hm6nuy Ha nm je Moryhe u3rpaidTH cTpaTe-
I'Mjy Wrpe mo OHOME KO WUIpYy Nouume, Koja 6m oBoM yuny (6e3 obG3upa Ha UIpy
TIPOTHBHMKA) NpHOaBUNA CUTYPHY Ho6emy?

Hexa mpsu moTe3 y Urpd npuraga guny 4. AJITOpUTaM-CTpaTeryja Urpe ur-
paua A je cneneha: yseru jemHy ummOully IpH IPBOM IOTE3y, a Y cBakoM ciezeliem
3 — i, roe je i (i2) 6poj mubuua xoje yuie B ynpaBo H3LBOJU.

Urpa ce Moxe rpaguyku fa MpUKaxe, a 3a CBAKy Hrpy MCTOr THIA H Ja IO-
Kaxe I0CTojarbe 3a jeNHOr o urpayva mobexsuuke crparerdje. I'paduuxa wiycrpa-
1ja, koja Ou OTKpHyIA HajOosbe CTpaTeruje 3a urpaye, HayeHO je moryha u y ciy-
yajy mrapa koje ceM mobene M Iopasza MOMYIUTa]y M HEpelleH MUCXOX, KaKaB Npend-
craBiba Wrpa maxa. IlpakTuyHo (HO He M NOTEHUMjAJIHO) TAKaB je aarOpUTaMCKH
IPOLEC HEOCTBAPIBHB, 360r BpJio BeJMKor O6poja MoryhHOCTH Koje IpeMa MHCTPYK-
uHjaMa Tpeba pasMOTPHTH, HO MIAK je OArOBOP Ha NUTakhe MOCTOjatba JEPMHCTBEHOT
METOJA, ia Y CBaKOoj UIrpHm oBora Tmma Oymy npoxaliene Hajbosbe cTpareruje 3a
CBAKOI O]l Urpava, IO3UTUBAH.

n) HcrophjckuM TIipUMeEpoOM aJIrOpuUTMa Ciyxu T3B. EykaumoB ajropuram.
Eyxnunos amropuramM omoryhaBa Hajaxerwme HajBeler 3ajeHHMYKOr AemMoLa ABa
nprpoaHa 6poja (¢ u b), a ynnu ra ciemehm cnucak nmpaBuia:

1. ITocmaTtpatu 6pojese a u b. Ipelin Ha cnenpehie ymyrcrso.
2. Yuopenutn nocMatpare 6pojese (a<< b, a=b unu a> b). Ipehu Ha caenelie
VIIyTCTBO.

3. Axo je a=b, Tana u a m b uwHe pe3ysTaT. 3aycTaBbame. AKO je a#£b,
opehiu Ba cnenmehe ymyTcTBO.

4. Axo je mpBa oxm OpojeBa KOje IOCMATpaMO MambM O IPYror, CMEHUTH
BUX0BA MECTa, Ia IPpOOyXATH NocMmaTtpame. ITpehn Ha cienehe ymyTcTBoO.

5. Ony3etn apyru 6poj o IpBOr ¥ NOCMATPATH yMamuiall U ocraTak. [Ipehu
Ha YIOYTCTBO 2.

o) 3a xiacy npoGnema: ,,Hahu pemiema cucrema JimHeapHuX jeJHAUMHA
apx + b 1Y=C1 ’
ax+byy=cy,

ca [BeMa HENMO3HATaMa*, TOCTOJH AJrOPUTMMYKA MPOLEAypa KOjy IpPEACTaBibajy
U3pasu
_6b—cb _ G —h

>
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e) /lnodanToBOoM jenHauMHOM HA3WBA Ce CBaka jedHAYMHA BHIA
B=0
rae je P IOMMHOM ca LenuM KoebunujeHTMA. TakBUM Ce jaBibajy jemHaudHe

2x15—x2-+1=0,
3x2+44y3—5x=0.

Ha coucky on 23 npobnema koje je 1900. ronune sa MehyHapoagHoMm mare-
MaTHYKOM KoHrpecy uzHeo . Xun6epT, necet mpobiieM OJHOCHO CE€ Ha
HMuodanToBe jenHauyuHe, a GoOpMyIMCAH Yy JAHAIUKBLUM TEePMHHMMA IJIaCHO OH:
walin ajJropuTamM Ja no NPOM3BO/bHO] jeHAYMHH oBOra THma Oyde YyrBpleHa HeHa
PEIIHBOCT WIN HepemmBoCT Mely mesuM OpojeBuma.

HenaBHo je mpukaszano (1970. romuse J. MaTujaceBUY) 12 TakaB
ajropuram He moctoju. MehyTtum, 3a noakiacy [uodaHTOBUX jeAHAYMHA BHOA

n n—1 o
Q, XA, A s X gy =0,

oBakBa paspeulyjyha mpouemypa Jiako ce OTKpMBA M OHa €€ MOXE Aa Mponuiie
noJiazehd o1 YMmHEHNIE A je CBaKK LeJ0O6pOjHH KOPeH X, TaKBe jedHAUMHE IeIHIaln
6poja ap.

) Csaxu xoHayaH cucTeM (MehycoOHO pasnmumTHX) CUM6ona Ha3UBaMO
a30yxom. EnemMentn a30yke 4MHE €jI0Ba, 2 Ma KOjU KOHA4YaH HU3 (KOMILIEKC MIIH
cyor) ciuosa a30Oyke je peu ucrte aszbyke. Ilpassa peu (peu 6e3 ciosa) o3HauaBa ce
ca A.Heka cy P u Q aBe peun azbyke A. Axo P 4dHH €0 peud @, KaxeMo a pey
P yaazu y Q. Tpauchopmanumje (mpepaje) jeqHUX y OpPYyre pedd BPIIMMO CMEHOM
MOjeAvHUX (IeJIoOBa) peud apyruM peunma. (O3HaKa 3a cMeHy: ,,— ). ¥ ToM cMuciy
yKa3yje ce HeKH KOHAYaH CHCTEM IpaBuJia, T3B. ,,JONyCTUBHX cymncTaTyuuja‘. Ise
peur, P u Q, a3byke 4 cy exksuBanentrHe (03Haka: P~ (J) ako Ce BHIIECTPYKHM
BpLIeHEM NOMYCTHUBUX CYICTUTYIHMja ped P Moxe NpepaluTd y ped Q.

ACONMjaTUBHH PAYyH j€ CKYI CBUWX peud JaTe a3byke 3ajeZJHO ca HEKUM CHCTe-
MOM JomycTuBuX cyncturyimja. Haj3anm, 3a cBakM acoUMjaTUBHM pauyH BE3aH je
npodaem peun Koju rjiacu: ,,Jla JiM MOCTOjH ajropraM momohy kora 6u 6mino Mo-
ryhe yTBpIMTH eKBMBAJEHTHOCT (ABE NPOM3BOJbHE) Pedd (JATOT aCOLMjaTMBHOL
pavdyHa)?
A3byxa {a, b, ¢} ¥ cuCTEM IONYCTUBUX CYNCTHTYIAjA

ab—ba
ac—ca
bc—cbh,

3afajy jenan acouujatusuu pauyH. Peum abcba M aachb Cy eKBHBAJCHTHe; HCTO
Taxo je u abbca—cbaba.

OBaj acolMjaTHBHK PAYyH HMa peluB ITpobsieM peur. OxHe peun OBOT payyHa
Cy €KBUBAJICHTHE KOje c€ cacToje of ucTor Gpoja cioBa M jeqHaxor 6poja mojas-
JbUBaIba TUX CJIOBA Y CBAKO] OJ MHHUX.
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3. Ucrnuyhn one mpre Koje MoABIAYE HETOB KAPAKTED, MOXKE C6 HA HHTYU-
THBHOM ILJJaHy [a OcTBapu cieflehd omuc mojMma ,,anropuram‘‘. Hajnpe, anropu-
TaMCKH Tipouec Moryhe je 3acHOBATYM HA T3B. ,,KOHCTPYKTHBHEM® (,,QHHATHUM®)
objextumMa. ®uUHATHH Cy OHM OOjeKTH XOJH MOry OWTH CHEeUM(UKOBAHH TOMORY
(mexor) koHawyHOI 6poja madopmauuja. IIpupoaHe Gpojese je, Ha npumep, Moryhe
cneuuuKoBaTH yKaszuBameM oAropapajyhux apanckux mddapa (koje MX o3Hava-
Bajy). O6jekTiMa opora Tuma (O MaTeMaTHYKUX EHTHTETA) jaBJbajy ce Na/ke pa-
NUMOHANHK OpOjeBH, IMOJIMHOMM ca PalUOHANHMM KoeQHIMjEHTHMMA, WU MaTpPHLE
ca palMOHAJIHUM YJIAHOBHUMA, CBAKW KOHA4YaH HU3 (PUHUTHUX objexaTta W Jip.

Bumumo pakne ga, yomuuTe y3eB, GUHUTHU OOJEKTH 4YMHE OECKOHAMHY KJiacy
eJieMeHaTa, TaKBUX KOje je KOHaYHUM CPeACTBMMA Moryhe KOHCTpyUCaTH y KOHAYHO
MHOTO HOCTyNaka. BeCkOHAYHOCT OBOTa TUIA je MOTeHijaaHa OeckoHauHocT (Oec-
KOHAYHOCT y Hacrajawy). CTora cMarpamMo MOTEHLMJAJHO OCTBAP/LUBHUM HIpP. M
TaKaB KOHCTPYKTHBHE oOjekaT — npuponan Opoj 1012, yako je moTpeOHO HAYMHUTH
1012 xopaka ga 6u O6wo m3rpahen 1012-tu wnan su3a 0, 1, 2,.. (a 1012 sec uzHocH
pume ox 300 000 romuHa.

AJITOpHUTAMCKH MPOIEC Ce OJBHja 3aTHUM KpO3 eTalle, IyTeM y3aCTOIMHUX KOH-
CTpyKLiMja cACTeMa ofjexaTa y CBaKOj €Tamu, JeJHO3HA4YHO ojpeheHux npema He-
KOM mpomucy (mporpamy) u3 cmcreMa objekata usrpabeHHUx HA HEKOj TMPETXOIHO]
eTany, a mojazan (koHayaH) cucreM objexara je 3amaH.

A.A. Mapxkos xaxe:,,Y MaTeMaTHLH je npuxBaheHo ma ce moj, ,,ajro-
PUTMOM*‘ TIOAPA3YMEBA Ta4aH IPOIMC, KOJH AETEPMMHULLE PATYHCKH npouec ITO
BOJM OX Bapupajyliux IoJIa3HMX IojaTaka ka TpaxkeHoM pesynaraty [1].

4, Opebak y KoMe CMO OIMUCaNd MHTYMTHBHY TI0jaM ajropMTMa 3aspiuuhemMo
ca HEKOJIMKO HCTOpHjcKHX mHPopManmja. Peq ,anropuram’ DOTHYE O HMEHA
A6y Jadap Myxamenq ubu Myca an-XoBapu3Mu— apalnckor
MaTemaTtriapa u3 1X sexa. Ilyrem anropurmMa oMmorylieHo je pelnaBame HAa Mexa-
HAYKM HaYWH 0eJie I'pyme HUCTOPOAHMX IpobiieMa, HOK je Ha IOpPYroj CTpaHu paj
KOjA Ce O3Ha4yaBa Kao CTBApaJIaYKd — TaKaB, HAEMe, KOjH Yy CIIy4ajy MpOH3BOJbHE
KJace 3a/aTaka 3axTeBa moceGHe oOJMKe MHBEHIHMjE MPH Kpealdjd CBAKOT MHJH-
BUAyaJIHOT pelcHha.

Ha ma je moryhe npyry BpCTY npoGnema CBECTH Ha upBy?

W3naxyh® cBojy aHamuTHuky reomerpHjy, HexapT (Descartes) je Tako
KeJieo ,,1a CTBOPU TeOMETPH]Y JOCTYIHY anrebapckuM MeToJaMa U3padyHaBaiba,
a caMHM TAM Ou ce OMTHO OTHILIO HANIPed HAa IMYTY Ka HEeHO] aaropuTMusanuju‘ [9].

Xun6epToB mporpaM dopManmusanyje MaTeMaTUKe 3aCHOBAH je, Takole,
Ha maeju cymruHcky Onuckoj JlajouunmoBoj (Leibniz) 3aMHACIH O KOHCTPYK-
IMjH YHHBEP3ajHO TAayHOT CUMOONWYKOr je3uka (,,characteristica universalis®),
,»Ha Kome Ou Ouno moryhe (opmynucati c¢Ba TBphewa (y MaTeMaTHIM — CBE Te-
opeMe) Hayke ¥ 3axBasbyjyhu koMe 6u 6rio Moryhe crehin jacHy mpeicTaBy O CMHUCITY
U ACIPAaBHOCTH THX TBphewa'* (OUIM M3BENEHU CBU MaTeMaTUUKH Hokazu). OBakas
je3uk Tpeba y3 TO Ha IPYXU U ,,KOMOMHATOPHH CHUMOONHYKKA KPUTEPHjyM‘‘ KOjUM
6u, y cnyvajy MaTemMaruke, 6Hna BepH(pUKOBaHA NCIIPABHOCT DOCTHTHYTHX JTOKA3a
(umt. [8] c. 60).
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2. AITOPUTMU HAL AJI®ABETOM

1. IllTo ce Tude omuTer HpobiemMa MOCTOjamha aaropuTaMa 3a IPOH3BOJHHY
kJjacy 3amaTaxa, Moryhe je cMatpat 1eHHUTHBHO PEIIEHHUM CBaKM HAPTUKYJIADHH
ClIydaj TakBe BpPCTe y KOMe OH Heka KOHKpeTHAa allfOpMTMMYKA Ipollegypa Omia
ykazaHa. Mehytam, okonHOCTH Cy OUTHO Apyrauyje xana tpeba AOKA3aTH HEMOCTO-
jamke HHMKaKBOI aJiropHTMa 3a oxapelieHy kiacy mpobiema. To 3axTeBa TayHO IO-
3HABaKE OHOIa HITO Ce CMATpa AJrOPUTMOM, & MojaM aJropuT™Ma Kakas CMO YImo-
3Hanm, 6yayhu w3rpaljeH Ha MHTYUTHUBHOM ILIAHY, TOKa3yje ce HEOBOJBHO jaCHAM.
Ceaxu o1 m3pasa, HIIp. ,,IPOIHC, ,,IETEPMHUHUCAHOCT , ,,KOHCTPYKTUBHU 0bjexar*
¥ 1p. (6e3 momatHux onpehema) He Hajy MOryhAHOCT 32 peJOBHO HpPEMO3HABARLE, a
TMME W CBAKO MAaTeMAaTHYKO NOCTyHame ca IOjMOBUMA KOje O3Ha4aBajy.

Otyna mpoOMCTHYE 3aXTEB 34 M3TPAAmboM IOjMa ,,arOpuTaM’ y jacHHM H
HpEeNU3HUM TEpMHHAMA, Koju OM IocefoBalM MAaTEMAaTHYKH 3a70BOJbaBajyhy
CTPOTOCT.. '

2. YumeHMNA 14 CBAKM KOHCTPYKTHBHHU O00JeKT IPEACTaB/ba KOHAYHY LENHHY
OCTBApHMBY Ha (MHWUTAH HAYMH IpyXa HAM MOryhHOCT Oa y O3HauaBamky OBHX 00-
jexata mohemMo om Hexor (KOHA4YHOI) cHCTeMa 3HaKoBa. Taunmje peueno, Gymyhm
71a 33 jeOHy MaTeMaTHUYKy TEOpHjy IpHpona, Ha IMpHMEp cBakor ox ofjexaTa: Iia-
xoBcke Gurype (y mpolbieMy u3rpaime nobeJHuuKe CTPATETHje 3a OBY UIpy), pasHe
CHTyallje y WHAYCTPH]CKOj IPOU3BOAE M JAp. KOje YYeCTBYjy Y HEKOM aJirOpH-
TAMCKOM IIPOLECY, HUje OWTHA, TO ANCTPaxoBameM (U3/BajameM) OHOra IITO je
3ajeqHIYKO (OMILTE) y HajUIMpEM CMHCIy peud 3a CBe OOjexTe OBe KJlace, IIpHa-
3WMO Ka TakBOj MOTyAHOCTH IOCMAaTpama, NPH H3TPAdmbH TEOpHje a.uropmama
Hekor andabera y OCHOBH.

Andaderom, Ka0 WTO CMO PEKJIH, HA3UBAMO CcBaku (HempasaH) KOHAYAaH CKYII
(MehycobHO paznumunTix) cumbosia. 3a o3HauaBamwe andadera cayxuhe HaM Benmka
cioa @, ¥, Q,... rpuke a3byke. Enementn ckyna-aindabera Cy Weropa cJIoBa.
‘-ImbeHHuy Ia cjaoBo a npunana andadbery @ oszHavaBamo ca ae P, a meHy He-

“rangjy ca a ¢'®. KopucruliemMo Mana nucana CioBa JATHHHNE 33 03HAYaBambe CIoBa
Hekor andabera, WK TaK 3HAKOBE &, Gy, ... , 4,.

Ma Ha KOjM HaY¥MH CaYMI-eH KOHAYHM Hu3 (CJIOT WM KOMIIJIEKC) OX CJIOBa
nmator andabera, Kao IITO j€ MO3HATO, NPEACTaBba peu Haxy TuM ayidaberom. Peun
03HAYaBaMO BEJIMKAM IITAMIIAHUM CJIOBUMa JaTuHuLe. JacHo je ma je Beh Hapg
andaberoM of jemHor wiana mMoryhe dopmupatd OecCKOHAYHO MHOrO peydH, Oa je
CBaKO CJIOBO HCTOBPEMEHO M ped HaJ HcTuM andabeToM u aa Je npasHa ped — pey
HaJ cBakuM ajidabeToM.

AKo je, 3aTAM, CBaKO CJIOBO amba6eTa ® ucroBpeMeHO M cnoBo andadera W,
taga je V' npoumpeme andabera ® (o3maxa ® C ¥'). Hajsan, Ha cBakoM ckymy
pevd M3BOIJbMBA je omepalumja ,,koMIosuuuja‘‘, koja oMoryhasa ga ce oI cBake
nBe peud Hajg HexuM andaberoM pobmje Tpeha ped mam mcrtum andabeTom.

3. CBaxy Ce KOHCTPYKTHBHH OOjeKT MOXe IpHKa3aTH. Kao ped Haa HEKUM
andaberoM. UnmeHnna Aa 3amucyd MHOTHX objekaTa HUCY y BHAY JIMHEApHOI Ciie-
hema croBa HMje MpempeKka OBAKBOM TpETMaHy CBAKOr KOHCTPYKTHBHOI OGjexra.
V rtaxas pacmopen ciaoBa Moryhe je cBaku TakaB H3pa3 ,,IDEBECTH ° HA HEKH HO-
nycruB HaumH. Ha mpuMep y Ciaydajy KOHCTPYKTHBHOT ofjekTa — HOJHHOMA
x3—3x+1, meroB Mmoryhu (y omHocy Ha mocrojehm jeaHos3Hauno oxapehesn
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xps
JuHeapHu 3amuc O6mo 6m x3—3x+41. Pazmomak -— je moryhe mmcatu xao x/y,

a cBaky maTpuiy (LieMy ejeMeHaTa)

X y)

2o U
xao xaybzau, OHHOCHO Kao pe4y HaA MpowupeHuM (ciioBumMa a u b) andaberom
mator angabera. KapaxkTepucruka, mak, CBakor ajropuTaMCKOr MpomHeca je ja
cucreM ofjexkaTa Ha jenHoj eramu OmBa ,,npepaben‘* (TpaHchopmupad) y (Heku
Ipyru) cucreM objexata y cieaehoj etanu. OTyna BuauMo ga he 32 KOHCTPYKTUBHO

ogpelierme NojMa ,,aropuTamM’ OUTH CBAKAKO KOPUCHO YIIOTPEOMTH MaTeMATHYKU
T0jaM IpecnrKaBama (ka0 KOPECHOHAEHIIM]E).

Crora cBaky KOpECHOHAEHI¥]y KOJOM je pevama Haf jenuuMm ajipaderom
jeAHO3HAYHO NIPUApPYXKEHa Heka pedy Haja ApyruM andaberom HazuBahemMo omepa-
topom Meljy matum andaberuma (xpahe — a30yunn omeparop). [Ipsu ce andaber
HA3MBA YJIA3HUM, a JOpYTH H3Ja3nuM. A30yuHu omepaTop Huje nehuHUCAH 33 OHe
peud Haj moJNa3HUM andabeToM 3a Koje KOpecmoHAeHUMja He yTBphyje NpuapyxHy
ped mag apyruMm andaderom. MHaue, oBa] je omepatop jgedunucaH, a CKyn CBUX
TaKBUX pe4u 00pa3syje HEeroBy odJacT deduuucaHocTH. UurbeHUNA HeTMMHYHE Je-
¢dunpCcaHOCTH a30y4yHor omepatopa omoryhaBa na H3Ja3sHu U yJjasHu anpaber
Mory OWTH ,,CjeAMIbEHH’‘, U Taja ce MOXKe TOBOPUTH O ONEPATOPY AeHUHUCAHOM
Han (jeguM) oxarosapajyhum andaderom.

Ha mpumep, y cioydajy npeiacka ca JeUMMalHOT Ha AyajlHW CHCTeM 3amuca
npuporHux OpojeBa ymasuu andaber je {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, u3nasun,
pemuMo {x, | } a jemuncrBeHnm aindaber {0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, %, | }.

4. Ta 6u mojaM ,,anropuraM’’ M3BEJIM U3 MOjMa a30y4yHOT OmepaTopa, HeoIl-
XOJTHO je M3BPLIMTH HeKa Jajka Ipeuusupawma Halx oBuMm apyruM. Hajmpe, tepmun
,,kKopecroHaenumja‘‘, xoju ce cpehe y mepuHUIMjH 0BOra 0ojMa, JOBOJGHO je LIMPOK
Ja coboM OOyXBATH WM Pa3IMYHTE IOCTYIKE ,,Hee(eKTUBHOT NPHApPYKUBaHA eJie-
MeHATa [[BA CKylla Peid, a y 3aJaBamy aJlfOpuTaMa YIpaBo ceé UHCUCTUpA HA ,,Tau-
HOM IIpomdcy‘ koju omMoryhaBa peajHy KOHCTPYKIHjy HOBHX BEJIMYHHA.

Ha mpuMmep, KOPeCHOHAEHIM]OM

o (x) = 1 ako ce y mermmanmsoM passojy 6poja e cpehy x
y3acTONHUX HyJla, HHAYE

3anaHa je QyHKIMja Ha CKyIly OIpUpOoAHUX OpojeBa ca BpeJHOCTAMA M3 MCTOI CKYIIA.
OBa xopecnoHAeHUMja, MehyTaM, ompelyje caMoO IOeMMMUYHO H3PaYyHIBUBY (DyHK-
unjy. byayhm na y pasBojy Opoja e=2,718281828405 ... youaBamo jemHy HyJy,
MOXeMO ogMax mucatd « (1)=1; HO y OmuITeM CJly4ajy He PACHOJIaAXeMO HUKAKBUM
,,METOOM H3payyHaBama‘‘. A TakaB METOJ MOpa y3 TO OMTH 3agaT HEKHM KO-
HaYHAM CHCTEMOM IIpaBHUJIA.

Hpyry ,,kopekuujy*‘ mebmuuimje a30ydyHOr omnepaTropa BPIUMMO y cieiehem
CMHCIY. YKONHKO ce €(peKTHUBHO 3aJaTH a30yuyHd omepaTop HE MOXKe IIPHUMEHHTH
Ha HEKy pe4y — TayHHje aKo ce muMe onpeljeHu padyHCKH mpOLeC 3aCHOBAH HA TOj
peYd 3aBplUIaBA HA HEKO) eTalM He majyhu pesyirar, 11e<buﬂnunjy OBOI' omeparopa
IPOUIMPUMO claeehoM HHCTPYKIHjOM: ,,].1061/IBH1H peu 134 Koje ce IPonec mpexuaa
He najyhu pe3ysiTaTr, DOHOBWTH Ty peu‘.
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Capma Beh pacmonaxemo Moryhwomhy na mamo ciegehe Omuxe oapeherbe
nojMa ,,aaropuram*’,

Aaropuram Han andaderom @ je cBaxu (koHauHWM OpojeM IpaBuia) edex-
THBHO 3aJaH a3by4yHu omeparop, koju Oynyhn nmpuMemeH Ha NPOU3BOJEHY pev Han
@, omoryhasa y3acTonHy Ipepajgy OBE Peud y jJeAHOM MOTEHUHjaJIHO OCTBAPUBOM
OeCKOHAaYHOM IIPOLIECY.

Vnorpebmapahemo osnake )/ B €, ..., W nak 2/, }/2, ... 38 anropur-
Me. [1pu ToMe, anropuram // Moxe ce MPUMEHHTH HA Ped A ako ce wuMe onpeleHu
aJropuTaMCcKM Ipouec, 6yayhu 3acHoBaH Ha peunm A, 3aBpllaBa Ha HEKO] pedd B.
Tama muwemo //(4)=B. Kaxemo, ucto tako, na // npepahyje peu A y peu B.
Wuave )/ ce He MOXKe NMPUMEHHTH Ha Ty pedy.

5. Kao unyctpanyjy y3 nocnemy AepHHUIM)Yy HABOAUMO [Ba jeJHOCTABHA
npumepa ainropurama us aena [l]. I1peu je anroputam cabuparmwa, a APYyrd ajiro-
pyUTaM MHOXe€Hha IPUPOAHMX Opojesa.

YV ToM cmumcny mocMmarpajmo andaber W={|, x}. CMaTpaMo na peuu Hap
antaberom V' cacrapibeHe o7 # 3HaKOBa | MpeACTaBJbajy MpUpoJaH 6poj n y MH-
TYUTHBHOM CMMCIY, a Jla Ipa3Ha ped npeacrasiba 6poj 0; ako mak peuu 4, B, C, . ..
npencTaBibajy Heke OpojeBe, y3umamo Oa ped

(*) A%« Bx:..-%C

NpeACcTaBba CHCTEM THX Opojesa.

Jlako je ycranosutu anroputam J// Hap andaberom W, xoju 6u 6yo HazpaH
»» QI OPHTAM ca6HpaH)a“ buno 6u TO MpaBuio: ,,I/I36pncaTH CBE 3HAKOBE * Y 3a-
ycrasuty ce®. Tako moctynajyhu I[O6I/l_]aMO peu AB ... C, nonasehu on peyu (*),
a OHa, y CTBApPH, Hpe,IICTaB.IBa 6p0J A+B+ ...+ C — 36up G6pojea A, B,..., C.
|
Ha npumep, // (| ”xw it
AnropuraM MHOXE€Ha C% npupofHuX 6pojeBa Moryhe je oapeAuTH Kao alj-
roputaM Haj andaberom W ! ) {--} nomohy cinepeher cucrema mpasuia:

Pl. Peu xoja cagpxu BULUE OJI je[JHOT 3HAKA # PENPOXYKOBATH HEU3MEHEHY.

P2. V peud ca yKyNHO jeIHHAM YJIaXeheM 3HaKa *, KOMe IpeTxogud Oap jemHo
ylIaxemhe 3HAaKa |, NPBO yJaxeme | 3aMEHUTU ca .

P3. V peus ca yKymHO jeIHUM YJIaXKEHEM #, KOME HE MPETXONM HM jEJIHO YJIaxerbe |,
a CaZip)K{ yJNaxermha OBOra 3HakKa, IPBO YJIAXKEHE | 3aMEHHTH Cd PEYH -JIEBO

On * .
P4. 'V peun ca camo jeHUM yAaKemeM * MY Kojy He yIa3u | u36pucaty mpBo CIOBO.

P5. VY peun Koja He campXHU yJaxemwa %, a CAAPXKHU ylaxema -+, 3aMEHUTH IPBO
ylraxeme + ca |.

P6. Kap peu He caapu HU jeIHO YJaxeme KAKO 3HAKA * TAaKO W 3Haka -, 3a-
YCTaBUTH CE.
IMpumeTMO Aa W cBakW Apyru nopenak npasuna Pl — P6 3amaje ucru an-
TOPUTaM.

21



Cnepeha mema mpukasyje pal aroputMa J3 y ciydajy mpepazie (MHOXEHA)
peun ||#||| (cmerema Gpojepa 2 m 3), ca onroBapajyhiuM KomerTapoM (y Kome
cy ykazaHa xopuhena WPABH/IA 33 M3MEHY PETH H3 NPETXO/HE erarne) Ha OECHO]
CTpaHH.

! | = 1 | |
+ 0w B2
o TR I STE NN P2
Hrolbar s b <= gl P3
+ o+ x4+ o+ o+ P3
+ +* + + + + + + P3
+ % + 4+ + + + + P4
x + + + o+ + o+ P4
+ + + o+ 4+ A P4
o+ + + + F P5
I | | I [% i3k P5
| l i | l | P5
P6
Otyma je B (||*|i])=|||!l|, ommocno 2.3 =6.
°
Pavle Dragojlovié
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PRIMJENA MODELA PRI FAKTORI-
ZACIJI KVADRATNOG POLINOMA

DAMJAN JOVICIC,
Zagreb

U osnovnoj- Skoli ucenici se upoznaju sa pojmovima polino-
ma, jednakosti polinoma, operacijama sa polinomima i rastavljanjem polinoma
na faktore. Iskustvo pokazuje da u savladavanju ove materije iskrsavaju razli-
Cite poteSkoce. Te poteskoce dolaze do izraZaja narodito pri.rastavljanju polino-
ma na faktore 1 u zadacima u kojima treba primjeniti znanje rastavljanja na faktore.
Evonekih od njih:

~ Primjer 1. — Koliko stranica ima poligon koji ima 9 dijagonala?
Rjesenje ovog zadatka svodi se na rjeSavanje jednadzbe n2—3n—I18 =0,
tj. na traZenje nula polinoma D (n)=n2—3n—18.
Primjer 2. — Trokuti ABC i CDFE su sli¢ni, odredi x!

RjeSenje ovog zadatka svodi se na
rjeSavanje jednadzbe x2—8x—20=0,
tj. na traZenje nula polinoma

P (x)= x2—8x—20.

Prema slici 1 na osnovi sli¢nosti do-
lazimo do razmjera 4: x = (x —4): (x — 5),
iz kojeg dobivamo 4x—20 =x2—4x,
ili x2—8x-—20=0. : Slika 1

Primjer 3. — Pripremajudi se za akciju »Nista nas ne smije iznenaditi«, clanovi
jednog kolektiva konstatirali su da napustajuci prostorije na jedan izlaz trose 6
sekundi viSe nego na drugi, te da im za izlaz na oba istodobno treba 4 sekunde.
Koliko vremena im treba na svakom od izlaza?
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Rjesavajuéi ovaj zadatak dolazi se do jednadZbe

—~1—+——1 :i=12—14l+24=0,
I 1-6 4
gdje je [ vrijeme potrebno za izlaz na jednom od izlaza.

Kao i u prethodna dva primjera, zadatak moZemo rijesiti tek nakon rastava
odgovarajuceg kvadratnog polinoma na faktore. Napomenimo da pri tome ucenici
ne moraju znati opéu teoriju o rjeSavanju kvadratne jednadZbe.

Pored toga postoje 1 sasvim odredene metodske poteSkoce koje proizlaze iz
toga S§to Citavu ovu materiju treba izloZiti u relativno kratkom vremenu. Zbog
toga se Cesto grijesi u prebrzom prelaZzenju na formuliranje generalnih cinjenica,
stavova 1 teorema. Jedan takav teorem je i ovaj o rastavu kvadratnog polinoma na
faktore.

Teorem: Polinom P (x)=ax2+4bx-c¢ moZemo napisati u obliku
P (x)=(dx+e) (f x+g) onda i samo onda ako postoje cijeli brojevi
m 1 n takvi da bude mn=ac i m+n=>b.
Pritomesua, bic kao i d, e, f 1 g cijeli brojevi. KaZe se i da je P (x)=
(dx+e) (fx+g) rastav od P nad skupom Z cijelih brojeva. U ovom &lanku ¢emo
se baviti rastavom kvadratnog polinoma nad skupom Z. Pokusat ¢emo uz pomo¢

modela da olakSamo rastavijanje kvadratnog polinoma nad Z, a nadu li nastavnici

u onom §to slijedi i ponesSto za rad u grupama sa naprednijim ulenicima, smatrat
¢emo da je ¢lanak opravdao svoje izlaZenje.

Nakon izricanja teorema dobro je navesti nekoliko primjera kojima bi se
ilustrirao sadrZaj 1 istakli uvjeti teorema. Osnovna ideja u toj fazi obrade je da
ucenici nauCe primjenjivati teorem u konkretnim sluéajevima. Da za dati polinom

mogu re¢i ima li ili nema rastav nad Z. U tu svrhu mogu se navesti primjeri sli¢ni
ovome.

Primjer 4. — Pokazi da polinomi:
a) P(x)=x2—Tx+12; b) Q (x)=x2+3x—10;
¢) R (x)=x2—4x-—5
imaju rastav, a da polinomi:
d) P (x)=x2—x-+6; e) Q (x)=x2—6x—35;
f) R (x)=x2—x—1 ‘

nemaju rastav nad Z.
U slu€aju a) moZemo pisati:

(—=3)+ (==,
(—3)- (— 4)=12.
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Prema tome, ako za m 1 n uzmemo m=(—3) i n=(—4) moZemo reci da po-
linom P (x)=x2—7x+ 12 ima rastav. Sli¢no u slufajevima b) i ¢) moZemo usta-
noviti da postoji rastav pripadnog polinoma na faktore nasavsi brojeve m i n.

U slu¢ajevima d), ) i f) nije moguce pronaci brojeve m i n traZenog svojstva,
pa prema tome pripadni polinomi nemaju rastav. Nakon konstatacije da odredeni
polinom ima rastav, prirodno se namece pitanje kako ga i odrediti. No prije toga
valja provjeriti da li svi uenici za dati polinom umiju naéi brojeve m i n ukoliko

oni postoje. Neke uCenike pri tome trebace podsjetiti kako se cijeli broj rastavlja
na proste faktore.

Vratimo se polinomima iz primjera 4. U sluca)ewma a), b) i ¢) koeficijent
od x2 jednak je jedinici, pa se u sustini radi o polinomima oblika P (x)=x2+4px-q.
Nakon §to smo prona$li brojeve m i n, za koje je p=m-+n 1 g=mn, moZemo pisati:

P (x)=x24px-+q=x2-(m-+n) x-+mn
=x2+mx-+nx-+mn
=x (x-+m)+n (x+m)
=(x-+m) (x-+n).

Time je rastav polinoma P (x)=x2+4px-+¢ proveden. Presudnu ulogu u pro-
vodenju tog rastava ima pravilo distributivnosti. Podsjetimo se da je rastav P (x)=
x24+px+q=(x+m) (x+n) specijalni slucaj rastava polinoma P (x)=ax2+bx—+c
dobiven uz pretpostavku da je a=1. Rastav u slucaju da je a # 1 promatrat ¢emo
nesto kasnije. Ovdje Zelimo naglasiti vaZnost distributivnosti. Korisno je da uéenici
uvjezbaju distributivnost. Stoga valja uvjezbavanje zapodeti konkretnim primje-
rima, kao §to je ovaj.

Primjer 5. — Kojem polinomu pripada rastav (x+3) (x—1)?

Uz odgovarajuéi komentar treba od ucenika traziti da odgovore zapiSu po
prilici na slijede¢i nacin.

(x-+3) (x—1)=(x+3) x-+(x-+3) (1)
=x243x+(—1) x+3 (—1)
=x2+@+(1)) x+3 (1)
=x2-+4+2x—3.

Vidimo, dakle, da polinomu P (x)=x2+2x—3 pripada rastav (x-+3) (x—1),
tj. da vrijedi P (x)=x2+42x—3=(x+3) (x—1) za svako x. Ovdje dobro istaéi da
smo u ovom primjeru ne samo od rastava doSli do pripadnog polinoma ve¢ da na
njemu meoZemo, Citajuéi ga obrnutim redosljédom, rekonstruirati rastav. Tako
rastaviti polinom P (x)=x2+42x—3 znac¢i na¢i dva cijela broja, u naem slucaju
to su brojevi 3 i —1, koji zbrojeni daju koeficijent uz x, u naSem slucaju to je 2,
a pomnoZeni daju slobodni ¢lan, u naem slucaju to je —3. Zatim primjenom dis-
tributivnosti, asocijativnosti i ponovo distributivnosti do¢i do produkta (x+3) (x—1).

Nakon nekoliko slicnih primjera moZe se preci na opéenitiji slu€aj, tj. na rastav
polinoma P (¥)=ax2+bx+c u slucaju da je a #'1 i u tu svrhu rijesiti slijedeci
primjer.

25



Primjer 6. — Kojem polinomu pripada rastav (dx-+e) (fx-+g)?

Rjesenje dobivamo primjenom distributivnosti i asocijativnosti. Ako nastavnik
smatra potrebnim, moZe najprije da rijeSi ovaj zadatak tako da odabere za koefi-
cijente d, e, f 1 g konkretne cijele brojeve, a onda da zadatak rijesi sa neodrede-
nim koeficijentima. U tom sluc¢aju (kada su koeficijenti d, e, fi g neodredeni) imamo

(dx+e) ( fx+g)=(dx+-e) fx+(dx+e) g
=(df) x2+efx-t+dgx—+eg
=(dx ) x2+(ef+-dg) x+-eg.

Prema tome, polinomu P (x)=(df) x2 + (ef+dg) x + eg pripada rastav
(dx+e) (fx+g). U sluaju da je df + 1, radi se o polinomu P (x)=ax2--bx-c,
gdje je a = 1 i njegov rastav se svodi na slucaj kada je a=1, tj. na rastav polinoma
P (x)=x2+4px-+q. :

Promatrajmo polinom aP (x)za-(ax2+bx+c):a2x2+abx+-ac i napiéimo
ga u slijedeéem obliku P (x)=(ax)2=>b (ax)-+ac, kojiprelaziu aP (x)=X2-+bX+ac,
gdje je X=ax. Polinom aP (x)==X2+4+bX+ac znamo rastaviti ako postOJe brojevi

M i N takvi da vrijedi:
b=M +N,

- ac = MN.
Na osnovu toga moZemo pisati:
aP (x)=X2 (M +N) X+MN=(X+M) (X-N).

Kako je X=ax i kako je X2-H(M-+N) X+MN djeljivo sa a,to je jedan od
faktora (X+M), (X-+N), ili njihov produkt (X-+M) (X+N) djeljiv sa a.. Prema
tome, moZemo pisati:

P (x)=(ax-+m) (x+nj ako.j.e X+N djéljivo sa a,
gdje je m=M i an=N, | |
P (x)=(x-+m) (ax-+n) ako je X+M djeljivo sa a,
gdje je n=N1am=M;
P(x)=(rx+m) (sx+n).ako je (X+N) (X+M) djeljivo sa a,
gdje je cr=a, cm=M, ds a, dn=N i cd=a. | ‘

Prema tome, dovoljno je znati rastavljati kvadratni polinom P (x)=x2-+px--g,
jer se sludaj kada je koeficijent od x2 razliit od jedinice na gore opisani nadéin svodi
na rastavljanje polinoma kod kojega je koeficijent od x2 jednak jedinici.

Da bi ucenici uvjezbali gore opisanu transformaciju, treba rjeSavati primjere
poput ovih u zadatku 1.
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Zadatak 1. — Rastavi polinome:

a) P (x)=2x245x—3; b) Q (x)=6x2—13x-+6;
¢) R (x)=3x2+45x—2; d) S(x)=10x2-+14x—12.

Da bismo rastavljanje polinoma P (x)=ax2-bx-}+c olaksali, sluZimo se mode-
lima. U€enicima je poznata formula (x-2)2=x2-4x-4. Pro&itamo li je zdesna
nalijevo, moZzemo na osnovi toga re¢i da polinom —
P (x) = x24-4 x44 ima rastav (x+2) (x -+ 2). Ovoj
formuli moZemo dati i ovaj smisao. Kvadrat kome
je povrsina P (x)=x2-+4x-+4 ima stranicu (x+2). Tu
povr§inu moZemo predstaviti modelom kao na slici 2.

Vidimo da se model sastoji od jednog kvad- LJ
rata stranice x, Cetiriju pravokutnika osnovice x i [ 1 D D
visine /, te Cetiri kvadrata stranice /. Ako se taj
model sastavi onako kao S§to to prikazuje slika, | H D D
imamo kvadrat stranice (x--2). Slika 2

Sta Siniti u sludaju da je data povrSina kvadrata, odnosno pravokutnika, a
nije nam kao u prethodnom slu¢aju poznata stranica, odnosno osnovica i visina?
Ta zadaca je analogna onoj kad za zadati polinom traZimo rastav. Tako npr. pi-
tanje postoji li kvadrat, odnosno pravokutnik kome je povrSina jednaka x24-4x-+4
odgovara pitanju postoji li rastav polinoma P (x)=x2+44x--4. Na jeziku modela
to znaci da li se iz figura na slici 3 moZe sastaviti pravokutnik. :

— 1 1

AL e T T

Slika 3

' Da je odgovor na to pitanje potvrdan pokazuje nam slika 2, jer je na njoj
od datih figura sastavljen kvadrat stranice (x--2).
Nakon toga mogu se rjeSavati zadaci poput ovih:

 Zadatak 2. — Rastavi pomocu mbdc_ela polinome:

a) P (x)=x2+4+3x+2; b) O (x)=x2+5x+6;
¢) R(x)=x2+7x+12; d) S (x)=x245x-+4. |

Nakon tih primjera moZe se postaviti i sloZeniji- zadatak.
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Primjer 6. — Moze li se iz figura na slici 4 sloziti pravokutnik?

W 73 5 O 8 O 0 1 R

Slika 4

Prema slici vidimo da je -pitanje moZe li se odrediti stranica pravokutnika
tako da mu povrSina bude 2x2-7x-+3. Slaganjem se dobiva pravokutnik osnovice
(2x-+1) i visine (x+3) koji je prikazan na slici 5.

—

r

| w4l | [
[ 110 i
1 N B T % m

Slika 5

Dobili smo da je 2x24+T7x+3=(2x+1) (x+3). Time je pokazano da rastav
polinoma P (x)=2x2-7x+3 postoji, a ujedno je i proveden.

Napomenimo da postoje i druge moguénosti sastavljanja modela, ali da su
sve one ekvivalentne. Tako smo figure iz primjera 6 mogli sastaviti i onako kako
to prikazuje slika 6.

Medutim, to .¢emo smatrati istim rastavom jer se iz onog na slici 5 dobije
premjestanjem. Ucenicima treba prepustiti da sami dobiju sve ostale moguénosti.

Primjer 7. — Rastavi pomoéu modela polinom P (x)=x2—5x--6.

U ovom slucaju slaganje modela je neSto sloZenije, ali je moguce. Dobiva se
model koji se djelomicno prekriva, kao 8to je to vidljivo sa slike 7.
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Bit ¢e, prema tome, x2—5x-+46=(x—3) (x—2). Na slici 7 dvaput iscrtani
dio predstavlja Sest jediniénih kvadrata. Na sli¢an nacin mogu se sloZziti modeli
kvadratnih polinoma u kojima su koeficijent uz x i slobodni &lan negativni brojevi.

[ | | , |
[ |

Sl |

Slika 6 Slika 7

I g )

-
[ 3

Zadatak 3. — Pomocu modela rastavi polinome:

a) P (x)=x2—x—6; b) O (x)=x2+x—6;
c) R(x)=x2—T7x-+10; d) S (x)=x2—2x—3.

Uz neznatne izmjene moguce je pomoéu modela rastavljati i polinome dviju
varijabli oblika P (x, y)=ax2-+bxy-+cy2. Promatramo najprije polinome oblika
P (x, y)=x2-+pxy-+qy?. Stavimo da je py=my-+ny i gy2=my - ny. To nam daje

- P (x, y)=x2+4pxy+qy?=x2+(my—+ny) x+my - ny
- =x24+-myx-+nyx+my - ny
= x (x+my)+ny (x+my)
=(x+my) (x+ny).

U slucaju da je koeficijent uz x2 u polinomu P (x, y)=ax2+bxy-+cy? razliit
od jedinice, analognom transformacijom onoj za polinome jedne varijable dobi-
vamo aP(x, y)=a2x2--abxy+acy?=X2+(My+Ny) X+My - Ny=(X+My) (X+Ny),
gdje je X=ax. Kako je X=ax i kako je X2+(My-+Ny) X+My- Ny djeljivo sa &,
to je jedan od faktora (X+My), (X4 Ny) ili njihov produkt (X+My) (X4Ny)
djeljiv sa a. Prema tome, moZemo pisati:

P (x, y)=(ax+my) (x+n) ako je X+Ny djeljivo sa a,
gdje je m=M 1 an=N;

P (x, y)=(x-+my) (ax+ny) ako je X-+My djeljivo sa a,
gdje je n=N i am=M,;

P (x, y)=(@rx+my) (sx-+ny) ako je (X+My) (X+Ny) djeljivo sa a,
gdje je cr=a, cm=M, ds=a, dn=N i cd=a.
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Primjer 8. — Odrediti stranice pravokutnika kome je povrSina P (x, y) =
2 x24+5xy+42 y2. ‘ : :

Iz figura predoCenih na slici 8 slaganjem modela dobivamo pravokutnik os-
novice (2x-y) i visine (x+2y), koji je prikazan na slici 9.

o B v

__J;_J_DD

Slika 8

Prema slici 9 moZemo pisati P (x, y)=2x2+45xy+2y2=2x+y) (x+2p).

1 [ | O
[ 1 E 1 O

Slika 9

Prema tome, pravokutnik kome je povrS§ina P (x, y)=2x2+45xy-+2y2 ima
stranice 2x-+y) i (x-+2p). I ovdje je moguée model sastaviti na razne nadine. VaZno
je da udenik uspije sloZiti barem jedan pravokutnik, a ostale lako dobiva razmjesta-
njem njegovih dijelova. Na primjerima polinoma poput ovih u zadatku 4 moZe se
vjeZbati rastavljanje kvadratnog polinoma od dvije varijable.

Zadatak 4. — Rastavi pomoc¢u modela . polinome:
a) P(x, y)=x2+3xy+2p2;  b) Q(x, y)=2x2+4Txy+3y?%;
). R (x, p)=4x249xy+2y2; d) S(x, y)=6x2+xy—12y2.
Napomenimo da koliko god model bio ocigledan i jednostavan za kori§éenje,
ne bi bilo dobro u primjeni modela i¢i u krajnosti. Naime, model moze biti prevelik,

a njegovo slaganje dugo i zamorno. U tim slu€ajevima treba pokufati nekom dru-
gom metodom. Ovdje ¢emo ukratko opisati jednu takva metodu. Treba npr. ra-

30



staviti polinom P (x)=2x2—27x—45. Ako na neki nadin pogodimo jednu nulu
polinoma P i oznacimo li je sa x(, tada moZemo pisati P (x)=(x—x;) (ax-+b), gdje
su a i b neodredeni koeficijenti koje treba odrediti da poslijednja jednakost vrijedi.
U naSem primjeru xp=15 je nula polinoma P (x)=2x2—27x—45, jer je P (15)=
215227+ 15—45=0. Prema tome, moZemo napisati

2x2;27x—45 =(x—;1 5) (ax—-b)
=ax2+4(b—15a) x—15b.
Odavde usporedivanjem odgovarajuc’ih koeficijenata dobivamo
gl |
Tako dolazimo do rastava 2x2—27x—45=(x—15) (2x+3).

Primjer 9. — Odredi rastav polinoma P (x)=6x2-73x+210.

Ovaj primjer ne moZemo rje¥avati na gore opisani naéin, a primjena modela
je sasvim nespretna. Naime, polinom nema cjelobrojne nule, a racionalne je tesko
pogoditi. Model bi bio prevelik i teSko bi ga bilo sastaviti. Treba posegnuti za snaZ-
nijim sredstvom. Takvo sredstvo je teorem koji smo naveli na podetku &lanka. Ra-
stavivsi na faktore produkt 6-210, nalazimo da je m=45 i n=28 (ili m=28 i n=45)
pa moZemo pisati

P (x)=6x24-73x+210=6x2-}-45x+28x 4210
=(6x2-445x)4(28x-4-210)
=3x (2x+15)+14 2x+15)
=(2x+15) (3x+14).

Zakljuéno o modelima recimo to da njihova upotreba omoguéava da se od
posebnog prijede ka opcem, da se od ‘rada s konkretnim objektima — pravokut-
nicima i kvadratima — prijede na apstrakciju — na simbole. Prema tome, svrha
modela je, sa jedne strane, da u jednostavnijim slu€ajevima lakSe dodemo do ra-
stava, a sa druge strane,da u sloZenijim uputi na teorem koji daje nuZan i dovoljan
uvjet za rastav kvadratnog polinoma. Zavr§it ¢emo ovaj ¢lanak dokazom teorema.
Prema svojoj formulaciji teorem je tvrdnja oblika 4 < B. Radi preglednosti uve-
dimo ove oznake:

Neka je 4 izjava: Polinom P (x)=ax2+bx-+c moZemo napisati u obliku
(dx+e) (fx+g).

Neka je B izjava: Postoje cijeli brojevi m i »n takvi da bude mn=ac 1
b=m--n.

DokaZimo implikaciju 4 = B.
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Pretpostavimo da je moguée polinom P (x)=ax2-+bx-}-c napisati u obliku
(xd+e) (fx+g). Dokazimo da tada postoje cijeli brojevi m i n takvi da je ac=mn
1 b=m-n. U tu svrhu izmnoZimo dx-+e sa fx+g. Imat ¢emo:

P (x)=ax? +bx—’{—c=(dx+‘e) (fx+g)=(dx-+e) fx+(dx+e)g

=(df )x2+efx+dgx-+eg
=(df )x2+(ef+-dg)x+eg.

Na osnovi teorema o jednakosti dvaju polinoma mora biti:

a=df ; b=ef+dg; c=eg.

Tada je ac=df - eg=dg - ef 1 b=ef+dg=dg+ef.

Prema tome, traZeni cijeli brojevi su m=dg i n=ef.

Time je implikacija 4 = B dokazana.

DokaZimo implikaciju B => 4.

Pretpostavimo da postoje cijeli brojevi m i n takvi da je mn=ac i m-+n=>d.
DokazZimo da je tada polinom P (x)=ax2 -+ bx + ¢ moguce napisati u obliku
P (x)=(dx+e)(fx+g). Neka je ac=mn i neka je b=m-n. Tada zbog jednoznac-
nosti rastava cijelog broja na faktore postoje cijeli brojevi d, e, f i g takvi da vrijedi
a=df, c=eg, m=dg, n=cef.

Na osnovu toga moZemo pisati:

P (x)=ax2+bx+c=dfx2+(dg+ef ) x+eg
=dfx24-dgx+tefx—+teg
=dx (fx+g)+e(fx+g)
=(fx+g) (dx+e)
=(dx+-e) (fx+g).

Dakle, polinom P (x)=ax2-+bx+c¢ moZemo napisati u obliku P (x)=
(dx+e) (fx+g), tj. moZemo ga rastaviti na faktore. Time je implikacija B => A4
dokazana. Na taj nadin imamo dokaze obiju implikacija, 4 = Bi B = 4, a time
i dokaz teorema A4 & B, tj. '

Polinom P (x)= ax? +bx +c¢ moZemo napisati u obliku P (x)=
(dx-+e) (fx+g).onda i samo onda ako postoje cijeli brojevi m i n takvi
da bude mn=ac i m+n=b>b.
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KOIINJEBA, OJJIIEPOBA U
MAKJIOPEHOBA HEJEOIHAKOCT

CPBOJBYE CPERKOBWHA,
IMToxapeBaun

VBOJ

YHoaﬂaheMo ce, Hajmpe, ca jegHUM nokazoM Komujese
HejeJHAaKOCTH 3a JBa K HEKOIMKO [0Ka3a 32 TPU HEHeraTHBHA peasHa Opoja,
4 3aTUM ca jeAHUM KOMOMHATOPHMM fokasoM Komujese H €jJeAHaKOCTH
33 # HEHETATHBHMX peajnHux 6pojesa. Oaj mokas He cpefie ce uecTo y JuTEpaTypH,
aJli je 3aHUMJBMB HE CaMO IITO IPeACTaB/ba YOMUTeHE jeIHOr moka3a Koiuujese
HEjeJHAKOCTH 3a TPH HEHETaTWBHA peanHa Opoja Beh m 300r Tora WUTO V HEMY
yuecTByjy OpojeBu M, koje cpelieMo y OjniepoBoj ¥ MaxJIoOpeHOBO]
HejenoHakxocTu. Y pokazy OjnepoBe u MaxjiopeHOBE HEjeHAKOCTH KOPHUC-
TAMO Heka TBphema y Be3u ca moJmHoMuMa. Ta TBphema npousiiasze u3 PoaxoBe
Teopeme, PonoBy TeopeMy 3a NOJHHOME H3BOJUMO KA0 TOCHEOUILy jeIXHOT
TBpliewha O HyJaMa HempekuHe ¢yHKOHje. ¥ O0ka3y TOr TBphema KOPHCTH Ce He-
IIPEKHIHOCT CKyna peanHux Opojea, kojy yBomumMo e IeXHHIOBOM a K-
CHOMOM, Kao HITO je yoOU4ajeHO Yy MporpaMuMa MaTeMaTHKe 34 Cpearby IIKOJILY.
Ha Taj HaunH, MpUPOIHO je M3J1arame MOMAEJIMTH Ha I'pH aea.l

1. KOHIWJEBA HEJEOHAKOCT

ApUTMeTHYKA ¥ TEOMETPHjCKA CpeMHa Je(QHHHILY ce Yy CKyly HEHETaTUBHUX
peanHux OpojeBa. Y ToM cMucCIy 4, b, x, y, a1, az, . . . 03HauaBahe HaM HEHETraTHBHE
peanHe Gpojese.

V nporpamMuMa MaTeMAaTHKe 33 Cpelibe LIKoJIe, ITOpel YCIOBHUX HejenHaKocm
(HejenHAUMHA), 3aCTYTUBeHE CY U 6e3yClIOBHE He_]e,ZIHdKOCFH Melhy muMa 3HAYAJHO
mecto 3ay3uma Koumjea Hejennakoct. KolnmjeBoj HejeAHAKOCTH 3a JBa Opoja

! Tlpsu 1neo peanu3oBaH je y nomatHOoj Hacrad 1V paspema I'mmsasuje ,, JoBaH
Hlepdanosuh y IToxapesuy.
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ocBefieHo je JocTa axme y yuoennuyuma. HejenqHakoCT je J0ka3aHa | aarebapcku
n reomerpujckd. Jokasa uma suie, 300r cBoje kpaTtkohe M jeIHOCTABHOCTH jefaH
OIl THX JIOKa3a 3aCiyXyje Ia W oBle Oyne 3amucaH:

Te (Va, b) (Va~Vb)>0
o (Va, b) (a+b-2 Vab>0)
o (Va, b)(__2_>1/ b)

roe T & A o3HayaBa 71a je A cras,

HejeqnaxocT 32 yerup Opoja jeMHOCTaBHA je MOCJAeAWIA HejeJHAKOCTH 3a
nsa Opoja:

at+b+ct+d 21/a‘6j‘421&%7)

T & (Va, b, c,d)( 4 =>— A

& (Va, b, d)(a+b:c+d>f/abcd).

Joxa3u HejemHaxocTH 3a Tpu Opoja Beh HUCY Yy TOJHMKOj MepH jeIHOCTABHH.
OBze ce HaBOJE YETHPM J10KA3a T€ HEjeAHAKOCTH.

I noxas. — T & V(a, b, c)(1 (a+b+c+a+b+c) \/ abe a+§+()

& (Va. b, )(a+b+c>\/ a+;7+c)

< (Va, b, ¢) (51?217[@) .

IT noka3s. — 3a 6uIo xoja Tpu 6p6ja, a, b, ¢, mocroje Tpu 6poja, x, y, z, TAKO
Ia je a=x3, b=)3, ¢=2z3. I3 penaumja:

y  yr+z |
2 2 3

X4y 2=

X+
= 2y(x2+y xy)+ 5 (y + 22— yz)+--z%)—c(22+x2—zx)

x4+ +2z z+Xx
>—2£)xy+ 12 - yz+ <

zZX

1
> 5 (X y +yz8) + (22 x+ xy?) + (* 2+ 2x%))
>3 xyz
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nobuja ce HejemHAKOCT X3 -+ P2 + 2323 xpz. Cmesom x=Ja, y=1b, z=Vc y

Rk . . . a G
nocieito] HejeqHakocTH nobmja ce Kommmjesa HejemmakocT — —— > abe.
3

III mokas. — 3a Ouno xoja Tpu Opoja, a, b, ¢, mocroje Tpu 6poja,
X, y, z, TakBa Ja je a=x> b=)3 c¢=2. Tama je:

T & (x =y + (y—2f + (2= 0220
E2(x2+y2+22) -2 (xy+yz+2x)=0
& (4 y+2) 22+ 2 +2) =2 (p+ 2+ 20)) >0
S2(XP+y3xz3)~6xyz=0
& X+ +23 >3 xpz

& a+§+q,>/1751%.

IV moxas. — 3a 6uio xoja Tpu 6poja, @, b, ¢, Baxke peyauuje:

(a+b+c)3_ a+b+c(a+b+c)2

-3 3 3

bie 1
< a+3+C—-—»9~(a2+b2+cz+2ab+2ac+2bc)

- 9N 2 2

2 2 2 2 2 2
=¢+§+C_ ; (a b DR e J;a -{—2ab+2ac+2bc)

>a+b+c ab -+ ac + be
& 3

2% ((@* b+bc?) + (c? a+ab®) + (b2 ¢ + ca?) + 3 abe)

>abc,

4 ! . at+b+c
omakyie ce nobuja Kolumjesa HejeJHAKOCT —+é——+—/>,]7 abc.

IMocnenmu Hoka3 MOXe ce YONIUTHTH. Y TOM yomnurtewy, mopen Kolugjese
HejeOHAKOCTH 3a ABa Opoja, y BeIWKO] MEpH KOPHMCTE CE€ ¥ HEKH €JIEMEHTH KOM-

OuHaTOpHKE.
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TloxasatiemMo, Hajupe, HejeIHAKOCT:

P eSS R TR SIS P
n (n) n n -
k (k+1)

k-1, 2,..., n—1),

rje o, IpencTaBjba 30Mp CBUX IPOU3BOJA IO k 6pojeBa O TATHX 1 — CUMETPHYHY
Q)yﬂxumy crenena k. [a 6I/ICMO Jloka3any OBy HEJeTHAKOCT, NOBOJBHO j€ JOKa3aTH
HEJeHAKOCT

a+a,+ .-+ +a, o, Okt

— s e =g B, S e = )
n n n
(k) 5
Ipousson (a;+a,+ ... +a,) o, MOXe ce MNPEACTABATH y OOIHKY 36HMpa
ypju cy cabupuu S; — 30up cBUX Npom3Boda on k41 O6pojesa — u S, — 30up

CBUX TIPOM3BOJIa YHju Cy YMHMOLUM k—1 OpojeBa ¥ KBaApaT k-TOr.
Kako ce cBaku pousson ox k-1 OpojeBa Moxe mobutu Ha k-1 HaYnd MHO-
KEWmeM CBAaKOT Npou3BoJaa k OpojeBa oHuM k--1-BuM, oHza je S|= (k{-1)o,, .
IIpousson (n—k)S, Moxe ce mpencTaBUTU y obaMKy 30UMpa CBHX ABOYJIAHUX
36MpoBa:

2 2 2 2
01623...62k+1+aza3...ak+1,..., Cl]...(lk_l ak+a1...ak_l ak+],

2 2 2 2
R S P P 3 N I A" MUY PR P B S MU A

2 2 2

Apk Opjerz- - Ot O pst yegaze s Qusenes Gy pooe Gy g Anat

2
-f—a,,_k oo a, 5 dp.

3aucra, Tabena je dopmupaHa on‘ cabupaka 306mpa S,, a CBaKd qna.H 36mpa
S, yquTByje n—+k nyTta (HajBUILE jeJAHNIYT Y CBAKO] BpCTI/I) Hup. uian a; e an b I
yuecTByje y crnenehux n—~k 36uposa:

2 2 2 ' 2
alas...ak+1+aza3...ak‘;_l,a1a3...ak+1+a3...ak+lak+2,...,
2 2
Ay ay...q  +0y... 0, 4,
C k-1 6poj j i
Jpyre cTpaHe, 3a cBaka K--1 Opoja mMOCTOJM TAYHO 5 | TAKBHX IBOUIAHUX

36upoBa (MCIMCAHUX y UCTOj BpcTH Tabene). CBaku 36Up HUje Mawu OX HBOCTPY-
xor nmpomssona k-1 Opojesa- xoju yuyecTByjy y ToMm 36upy. Huop. 3a Opojese a4y,
a, ..., G 4,,; BaXe HEJeIHAKOCTH:

2 2 _
aya, ... g faxa, ... aq =2a a,...4.,,,

2 2
A1 Gy Q... U+ 0,038, .. 0y 122280y Qprqy ooy
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rae KO CBAKOr JBOWIAHOr 30Mpa Ha JIEBOj CTPaHU HEje[HAKOCTH cabMplu HMajy
k — 1 3ajenauukux 6pojesa (a,, a,, ... , a,,,, ¥ cIu4HO). 360r ToOra je (n—k)S,=>

k+1
}2(C; )cskﬂ. Tana je:

(@ +a,+ - +a)o,=k+1)o, ‘41+(k_+ 1)1/3 Cpnp-
M3 nmocnenme HejeqHakoCcTH noOHja ce:
(a, +a,+ -+ +a,) c,(}g]i—l_ l/ziio"k“,
ojakje je
S L Ty T

n n n ) '
k k+1
Tume je nokazana u HejegHakocT (1).
U3 nejennakoctu (1) modujajy ce HejeMHAKOCTH

(al+a2+---+an)” a+---+a \"! o,
(2) n

n n n I\
(1) ()
Z o 20,=0... 4,,
onakje ce gobuja Kouujesa HejegHakocT Sty 2 119 >Va,a,... a, Ouurne-
n .

JHO, 3HAK JeJHAKOCTU [IOJIA3M aKO M CaMO aKO d,==d,= : + + =a,,.

Hexa je M, — Ok k=1, 2,..., n). Us Hejennaxoctu (2) 3a k=1 mobu-
n

k
' 1
ja ce HejemHakoct M, =M 5. Jda O6ucMo yrBpauaM oaropapajyhe HejeJHAKOCTH
3a k=2,3,.:.,n, kopuctulieMo M3BECTAH NOJIMHOM U HEKE HEeroBe OCOOUHE Y
BE3UW ca HyJjama.

2. HVIJIE ITOJIMHOMA

Hoxa3zyjemo, Hajupe, caeache TBpheme:

Axo je dpynxmmja f (x) HepekuaHa y WHTepBally [a, b] mako sgnf(a)- sgnf(b)=
—=-—1, oHa OHAa UMa HYJNYy y TOM HHTEpPBaly.

HMoxa3. — [logenumo uHTepBan [¢, b] HA ABa NMOAMHTEPBad ACOHOM TA4YKOM
a+t b . . :
—— ¥ O3HauuMo ca [a;, b;] oHa] on nBa noOMjeHA MOOWHTEpBaja KOJU UCILY-
2 -
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HhaBa YCJIOB Sgh a; . sgn b;=—1. OBaj Ipolec MOXeMO HEOTrpaHHYEeHO HACTABHTH,
Ilpu Tome unTepBain [a,, b,] mobujamo neoboM uHTepBana [a, ., b, ,) meoHOM

1
TAYKOM 5, (a,_,+0b,_,) y3 ycnoB sgn a,.sgn b,=—I1. Ako je Hexa oI [COHHX

Tavaka HyJa QyHxumje f (x) oHaa je TBphewe HokazaHO. 3aTO MPETNOCTABUMO Ja
HM jefHa JeOoHa Tavyka Huje HyJa dyHxmmje f (x). Onucanum mocTymkoMm gobmja ce
TaKaB HU3 MHTEpBaJia Oa ce CBakU cieaehu canpXu y DpeTXOHHOM M MMa JiBa MyTa
Mamwy NyXWUHY.

VY ckyny peanHux OpojeBa MOXEMO KOHCTpyHcaTH [lenexuHIoB TIpeceK Ha
cnepehu HavMH: y Kjaacy A craBulieMo cBe peajiHe OpojeBe KOJH CY Mamd OJ HeKOT
yjaHa HU3a aj, 4y, . .. , 4,,..., y kjgacy B — cBe ocrane peanne 6pojee. Oun-
rJiegHo, kiaca A Hema Hajehu Opoj. 30or Tora kiaca B mma HajMawu Opoj Xo.
Kaxko je dynkuuja f (x) HempexkuaHa ¥ Tauku Xp, oHza je lim f (x)=f (xy). Bpemnoct

x—X)
f(xg) He MOXe OMTH HUTU TO3WTHUBHA HUTH HEraTUBHA jep OW, mpema HedHHULIN]H
rpaHAYHe BPeAHOCTH (yHKIMje, MOCTOja0 MOBOJEHO MajH peajian 6poj 8 >0 Takas
ma je sgnf(x)=sgnf(xg) 3a cBako x & (xp—3, xop+9). Melhyrtum, uHTepBal
(xg— 9, xo-+9) campxu HEKU I/lHTepBaH [a,, b,] y xome je sgn f(a,)-sgn f(b,)= — 1.

Haxie, f(x,)=0.

ITonvHoM je HempexuaHa (yHKUMja Ta JHOKa3aHo TBplewe MoxeMo Oe3 or-
paHHueRka NPUMEeHUBATH Ha TIOJIMHOME. HpHMCHHhCMO ra y Tephemwy na ce M?.Meijy
cBaKe OBE HyJe HOJMHOM2 Hana3d Oap jeAHa HyJia HBeroBor U3BOMA. Jl0BOJbHO je
moKka3aTH fa ce m3Melly aBe yzacTronHe HyJle MOJMHOMA Haja3w Oap jemHa HyJa
M3BOJIAa TOT IOJIMHOMA.

Hexa cy a u b yzacronde Hyne (jeIHOCTpyKe WJIA BULUECTPYKE) MOJMHOMA
f(x). HNomuaoM f (x) Moxke ce npeacTaBUTu y obmuky f (x)=(x—a)* (x—>b) f| (x),
TAC je s ped HyJie a, at peaHyie b. U3Boa nomaroma f(x) je mouHoM f'(x)=(x—a)* !
(x— by~ £, (), rae je f,(x)=(s (x—b)+1 (x—a) f, () + (x—a) (x—b) [, (x). Mo-
JUHOM f'(x) uMa Byay Yy MHTEPBAITY (a, b) axo m camMo ako MNOJUHOM f, (X)
uMa HyJy y TOM HMHTepBaiy. Kako je H@=s(@-0b)f (a), f,(b)=t(b—a) f( (b)
u sgn f, (a) =sgn f, (b), jep nomuHOM f (x) HeMa Hyna y uHTepsaiy (a, b), onaa je
sgn f, (a)-sgn f,(b)= — 1. Jaksue, noaunoM f,(X) uMa Hyay y MHTepBaly (a, b).
TumMe cMO yTBpAMIM A2 M TONMHOM f'(X) MMa Hymy y uHTepBany (a, b).

ITonunoMm f (x) cTemeHa # KOjU MMa CBE pealiHe HyJie UMa A peajiHUX HyJIa.
berose jeqHOCTpyKE HyJie HHCY HyJie TOJuMHOMA f'(x), a cBaka BUIIECTpykKa Hyja
Je Hysa nonauHoMa f'(x) 3a jemuuuny Huxer pema. C apyre crpade, usMel)y cBake
JBe y3acToNnHe Hyje nojuHoMa f (x) moiuHoM f'(x) wMma Oap jeaHy HyJy. 36or
TOra MONuHOM f'(Xx) HMMa u3Meljy cBaxke ABe y3aCTOMHE HyJie MOJAMHOMA f (X) TA4HO
MO jedHY jeAHOCTPYKY HYJY, jep He MOXe UMATH Bulle of n— | HyJa.

3. OJJIEPOBA U MAKJIOPEHOBA HEJEJHAKOCT

Y Be3u ca panmje nedunucanuM OpojeBuma M, Hoxasyjemo, Hajope, Ojie-
POBY HE€JeOHAKOCT: .
3) MM, <Mi; 2<ksn—1,n=3)

Ca 3HAKOM JeJHAKOCTH aKO M CaMO aKo gy=a;= ... =da,.
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ITonusoMm

P(x)=(x+al) (x+(12) ...(x+an)=xn+('; )Ml Xl ..

+( h )Mk_lxn—k+1+(n)kan—k+( % )Mk+1xn—-k—l+...+Mn
k—1 k k+ 1

uMa cBe peanHe Hyse. Iberoe m3Box pena n—k—1 rnacm:
R n e
xX)=m—-k—1)! xk+t 4 M xk+ ...+
i )((n~k—1) (1)(n~-k-1) o ]

: Sy | ; _
SRR e R 1 ral RO
k—1/\n—k—1 kj\n—k—1 k+1

¥ Mma, Takolje, cBe peajiHe HyJie.

.
IMonunoM R(x)= x*+1 Q(-—'—) uMa cBe peajHe Hyje. HberoB wu3Boa pena
X

k—1 raacu:

Rk=1) (x):%l’l! (Mk_1+2ka+Mk+1x2),

¥ uma, Takole, peasHe Hyie. 30or Tora je M2—M, , M, ., >0. Tume je HejemHa-
KocT (3) moxasaHa.

Axo ay=ay= ... =a,=a, oHga M, =a*, ma y (3) nonas3u 3HaK jeIHAKOCTH.
O6pHyTO, aKo y (3) Baxu 3HAK JEAHAKOCTH, OHAA TOJMHOM R*¥ ! (X) uMa ABOCTPYKY
HyJay. 36or Tora mojuHOM P (X) He MOXXe MMATH [BE pa3juvuuTe HyJle, Ha je
A== o =g

n'

MaxnopeHoBa HejeTHAKOCT IJIACH:

1 1
(4) MzMi2M3>. - =M

R -

= 2M,

ca 3HAKOM jeJIHAaKOCTH aKO M CaMoO KO d;=dap= ... =d,.

HejenHaxocT hemMo pokasat# MaTeMaTHYKOM MNOTIYHOM UHIayknujom. Beh

CMO HOKa3aj¥ Ja Hejensakoct Baxu 3a k=1. [IpeTnoctaBuMo [a HejeAHAKOCT
1 ok \
. - . 2 i+ 1
Baxu 3a k=i (I<ign-1), 7. Mi<MI. Tama, npema (3), M =
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1 1

=M % M ,-2+2. Ha ocHoBy nociaeime HEjeAHAKOCTH UM UHAYKTUBHE NPETHOCTABKE
e o
h . 2742 2 A .
nobuja ce HejemHakoct M, =M it M ,, omakne ce pgobuja HejeAHAKOCT
i 1

M E}M ’fﬁ Tume je HejemnaxocT (4) mokaszaHna.

"Axo a=a,= - - - =a,=a, oHga M, =ad¥, may (4) nonasu 3HaxK jeAHAKOCTH.
O6pHyTO, axo y (4) monasw 3HaK JeIHAKOCTH, OHIIA M§+1 = M;ﬁ'l U M;‘;""l = M,/(l
W3 npeTxogHux jegHakocTu mobuja ce jemmakocr M, M, =M ,%., a U3 Joxasa

OjaepoBe HEjeAHAKOCTU ClEIM a,=a,=* +* =4a,,.

Mirko Radi¢

SISTEMI LINEARNIH JEDNADZBI I LINEARNO PROGRAMIRANIJE

»Skolska knjiga», Zagreb, 1974, format 14 x 20, broSirano, strana 232, cijena 65 dinara.
Recenzenti: Vojna Erak i Stjepan Mintakovié,

SadrZaj Y. Pregied nekih vainijih pojmova o jednadibama i nejednadibama. § 1. Opce-
nito o jednazbama i nejednadzbama, § 2. O rjeSavanju sistema jednadzbi i nekim pojmovima
s tim u vezi, § 3. Prostor uredenih n-torki realnih brojeva; 1I. Neke vaznije metode rjesavanja
sistema linearnih jednadzbi: §. 1 Metoda supstitucije, § 2. Metoda komparacije,'{;' 3 Gaussova
metoda, § 4. Jordanova metoda; IIL «Uvjet rjeSivosti i rjeSenje sistema linearnih jednadzbi.
Matrice i vektori: § 1. Homogeni sistemi, § 2. Matrice i vektori. § 3. Pisanje sistema jed-
nadzbi u matricnom obliku, § 4. Linearna zavisnost vektora, § 5. Vektorski prostori,
§ 6. Uvjet rjesivosti sistema linearnih jednadZbi. Rang matrice, § 7. Skalarni produkt vektora.
Prostor rjeSenja homogenog sistema i rjefefije nehomogenog sistema; IV. Determinante i rje-
Senje sistema linearnih jndnadibi: § 1. Determinante drugog i treceg reda, 2. Pojam inverzije,
§ 3. Definicija determinante, § 4. Osnovna svojstva determinante, § 5. Sistem od » nepoz-
nanica; V., RjeSavanje jednadibi i nejednadibi u nenegativnim i cijelim brojevima: § 1. Nene-
gativna rjefenja jednadzbi, § .2, Rjefavanje sistema linearnih jednadZbi u nenegativnim broje-
vima; VI. Linearno programiranje: § 1, Osnovni zadatak, § 2. Jedna eksperimentalna metoda
u linearnom programiranju, § 3. Simpleks-metoda, §. 4 Shematizirana simpleks-metoda,
§ 5. Dualni zadaci i teorem dualnosti, § 6. Teorija matri¢nih igara,
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NEPREKIDNOST FUNKCIJE

HAMID DRLJEVIC,
Mostar

Neprekidnost funkcije je topoloSki pojam. Kad govorimo o
neprekidnosti funkcije, govorimo, zapravo, o njenoj neprekidnosti u odnosu na
datu topologiju. Tako, realna funkcija neprekidna u uobi¢ajnom smislu (u smislu
obi¢ne topologije) ne mora biti neprekidna u odnosu na neku drugu topologiju
realne prave. U tom smislu bit ¢e dati neki jednostavni primjeri.

Prisjetimo se, najprije,. §to je topolodki prostor (odnosno topologija), baza
topologije 1 neprekidno preslikavanje.

Definicija 1. — Par (X, /), skupa X i familije }/, podskupova od X, nazivamo
topoloski prostor, ako vrijedi:

1. Unija svake familije ¢lanova iz // je ¢lan iz }/;

2. Presjek kona¢no mnogo Clanova iz // je €lan iz }/;

3. 2 i X pripadaju familiji }/.

Ako vrijedi 1, 2 1 3, govorimo o topoloSkom prostoru X sa topologijom //.
Clanove familije 7/ nazivamo otvorenim skupovima.

Ako je topologga /{ topolo8kog prostora (X, //) dobivena iz neke metrike d,
onda kaZzemo da je topologija }/ metrizabilna.

Navedimo primjer topologije i tcpoloskog prostora.

Neka je dat skup X={a, b, ¢, d, ¢} i familija podskupova skupa X, tj. fa-
milija 2/={@, X, {a}, {c, d}, {a c, d}, lb ¢, d, e}}. Provjeriti da je familija }/
topologija, odnosno da je par (X, Z[) topoloski prostor.

Zaista, unija svake familije iz // je Clan iz //, presjek kona¢no mnogo cla-
nova iz }/ je &lan iz }/. @ i X su elementi familije }/, te je, prema tome, familija 7/
topologija, a par (X, }/) je topoloski prostor.

Definicija 2. — Neka je (X, //) topoloski prostor. Baza topologije // je fa-

milija B /[ otvorenih skupova koja ima osobinu da se svaki otvoren skup U¢&=j/
moze prikazati kao unija neke familije iz 3.

_ Za navedeni primjer topologije i topoloskog prostora familija otvorenih
skupova B={@, {a}, {c, d}, {b, ¢, d, e}} predstavlja bazu topologije //.
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Definicija 3. — Neka su X i Y topoloski prostori sa topologijama //y 1 //»
i neka je f: X — Y preslikavanje. KaZemo da je preslikavanje neprekidno (konti-
nuirano) u tacki xo & X ako za svaku okolinu ¥ tagke f (x¢) u Y postoji okolina
tacke xp u X takva da je f(U) C V.

|
[
I y W
Vo k——-f(xa--
] K

Slika 1

Navedimo bez dokaza dvije ekvivalentne tvrdnje.
1. f je neprekidno preslikavanje;

2. za svaki otvoren skup V' C Y, skup f~! (V) je otvoren u X.

ZadrZimo se na topologijama realne prave R. Posmatrajmo onu topologiju
realne prave R koja je dobivena iz metrike

d(x, )=I|x—y|, Vx, y & R.

Baza .73 topologije }/ su otvoreni intervali (a, b) (¢, b & R), a topologija }/
zove se obicna topologija realne prave R.

U odnosu na ovu topologiju realne prave R, nama dobro poznata ,.,e-defi-
nicija* neprekidnosti funkcije saglasna je sa navedenom definicijom neprekidnosti.

Navedimo drugi primjer topologije = realne prave R, sa bazom .93, &iji su &la-
novi otvoreni skupovi oblika (a, b] (¢, b & R). Topolopija © zove se topologija sa
gornjim ogranicenjem.

Tre¢i primjer topologije realne prave R je takozvana diskretna topologija ).
Za bazu .73 te topologije uzimamo jednollane skupove, tj. baza .93 ima oblik

{pr}p € R}.

Navedimo primjere funkcija koje su neprekidne u odnosu na obi¢nu topolo-
giju // realne prave R, a prekidne u odnosu na topologiju sa gornjim ogranicenjem
v realne prave R, i obratno.

U navedenim primjerima pretpostavit ¢emo da su topologije u prostorima
originala odnosno slika iste.
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Primjer 1. — Funkcija f(x)=x2, Vx € R je: '
1. Neprekidna u odnosu na obi¢nu topolopiju // realne prave R.

2. Prekidna u odnosu na = topologiju realne prave R.

RjeSenje:

Slika 2

Pokazimo 1. — U tom cilju uzmimo skup A=/(a, b) koji pripada topologiji 7/.
Tada je ' :

Dy . (l<b<0
ST =8 (~Vb, Vb), a<0<b
(~=Vb, ~Va)U(Va, Vb), 0<a<b.

Odavde vidimo da je inverzna slika otvorerog skupa otvoren skup, te je,

prema tome, data funkcija neprekidna u odnosu na obinu topologiju // realne
prave R.

Pokazimo 2. — U tom cilju uzmimo skup A=(a, b] koji pripada topologiji .
Tada je

D, a<b<0
= A=S[-Vb, Vb], a<0<bh
[-Vb, —Va)u(Va, Vb], 0<a<b.

Odavde vidimo da inverzna slika otvorenog skupa nijé uvijek otvoren skup,
te je, prema tome, data funkcija prekidna u odnosu na topologiju v realne prave R.
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Primjer 2, — Neka je data funkcija f: R— R, definisana sa
X, x<1 )

1. Pokazati da je funkcija f prekidna u odnosu
na obiénu topologiju }/ realne prave R.

2. Pokazati da je funkcija f neprekidna u
odnosu na topologiju © realne prave R.

1 X

RjeSenje: Slika 3

PokaZimo 1. — Uzmimo skup (—3; 1,5) koji je element obiéne topologije //.

Tada je inverzna slika otvorenog skupa (—3;1,5) skup (—3; 1)] koji nije ot-
voren u obicnoj topologiji // realne prave R.

Prema tome, data funkcija prekidna je u odnosu na 7/ topologiju realne prave R.

PokaZimo 2. — Uzmimo otvoren skup A=(a, b] koji je element topologije =
realne prave R.

Tada je

(a7 b]) a<b<l
(a, 1], a<l<b<2

. a, b—1], a<1l<2<b

fricay=) @07

z, 1<a<b2
(1, 6-1], 1<a<2<b
(a—1,b-1] 2<a<b.

U svim slugajevima f~! (4) je t otvoren. Otuda je funkcija f t neprekidna.

Napomena. — U odnosu na diskretnu topologiju 9 realne prave R svaka
funkcija f: R—> R je neprekidna.

Posmatrajmo na primjerima neprekidnost funkcije kada topologije u pros-
torima originala i slika nisu iste.

Neka je u prostoru originala zadata obitna topologija }/ realne prave R, a u
prostoru slika topologija sa gornjim ogranienjem t realne prave R.

Primjer 3. — Ispitati neprekidnost funkcije
f)=[x], Vx € R
u odnosu na gore navedene topologije realne prave R.
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RjeSenje:

N

-------- r‘rb o

_______ {_‘a =L

= L

e i
0 i e e e —

T
o

_________ B TGt b & b
Slika 4

Da bismo ispitali neprekidnost navedene funkcije, u tom cilju uzmimo ot-
voren skup A=(a, b], koji je element topologije v (topologije sa gornjim ograni-
¢enjem realne prave R).

PotraZzimo njegovu inverznu sliku. Imamo

: g, a<<b<0
(A= [-b, b], a<0<b

[_ba —a)U(a7 b]a O<a<b

Odavde vidimo da inverzna slika otvorenog skupa (u odnosu na topologiju
sa gornjim ograniéenjem) nije uvijek otvoren skup (u odnosu na obi¢nu topologiju
//), te'je, prema tome, data funkcija prekidna u odnosu na posmatrane topologije.

Zadaci

1. Ispitati neprekidnost funkcije f (x)=x, Vx & R:

~ a) kada su u prostorima originala i slika iste topologije (npr. obiéna topo-
logija U ili topologija sa gornjim ograni¢enjem t);

b) kada su u prostorima originala i slika razliite topologije (u prostoru
originala npr. obi¢na topologija //, a u prostoru slika topologija sa gor-
njim ogranicenjem Tt).

2. Dokazati da je funkcija

a) prekidna u odnosu na topologiju // realne prave R;
b) neprekidna u odnosu na topologiju = realne prave R.
U oba slucaja pretpostaviti da su u prostorima originala i slika iste topologije.

LITERATURA

1.Sibe Marde$ié: Martematicka analiza u n-dimenzionalnom realnom prostoru — prvi
dio, Zagreb, 1974,

2. General Topology — Including 200 solved problems by seymour LIPSCHUTZ,
Ph. D.
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PRILOG IZVODENJU FORMULE
(@xb)xc=b(ac)—a(b-c)

KAJETAN SEPER,

Zagreb
Branku Pavloviéu

umjesto rastanka.

Ova zanimljiva formula primijenjuje se ne samo u vektorskoj
algebri nego i u vektorskoj analizi (pri formalnom radunanju sa nabla-operatorom),
te u razliditim nauénim podrucjima (npr. u geometriji i mehanici).

Primjeri pokazuju da vektorsko mnoZenje nije asocijativno — navedi jedan
takav primjer! — pa se moZe postaviti i pitanje o izra¢unavanju »otklona« od aso-

e e e s i
cijativnosti (a X b) X c—ax(bxc); takva bi formula davala, takoder, nuZan i dovo-
ljan uvjet asocijativnosti tog mnoZenja.

Sustina vektorske metode je direktno racunanje sa vektorima, sa vektorskim
veli¢inama, bilo da se oni tumade geometrijski bilo fizikalno, i odatle proizlazi
njezina so¢nost i plodnost. Prijelaz na koordinate vektora (koordinatizacija) s ob-
zirom na zadani koordinatni sistem (bazu) sekundaran je, iako taj prijelaz zajedno
sa primarnim direktnim poimanjem vektora i direktnim radunanjem sa vektorima
omogucava i povecava djelotvornost (operativnost) i omoguéava poopéivanje (ge-
neralizaciju) (tenzori razliCitih vrsta). )

U svrhu izvoda gornje formule pretpostavljamo poznavanje svojstava ska-
larnog (in-, nutarnjeg), vektorskog (ex-, vanjskog) i mjeSovitog trostrukog (ex-in-)
produkta: geometrijski jezik i racunska pravila. Posebno, u izvodenju koristit ¢emo

se Lagrengeovim identitetom (_cz)x—l;)2:(ab)2—(z-'l;)2.

. .o wr . . e — = =F et
Lako se uolavaju dvije ¢injenice o ex-ex-produktu (ax b) X ¢ vektora, a, b, c.
e e T R a - £
Prvo, vektori a, b, (axb)Xc su okomiti (normalni, ortogonalni) na vektor

—
a X b (simboli¢ki se okomitost oznadava sa | ), pa su, dakle, komplanarni (linearno
zavisni). Racunski se to dobije ovako:

— =

(axb) - [([axbyxcl=(@axb)x (@xb)-c=0.c=0,
1 )

pri demu povezane strelice pokazuju dopuStenu medusobnu zamjenu in- i ex-pro-
dukta.
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— —>
Drugo, ako vektori a, b nisu kolinearni (ako su linearno nezavisni), tada se

vektor (axb)x ¢ moZe rastaviti na vektore c—zj b (u obliku njihove linearne kom-
binacije), tj. tada postoje skalari (realni brojevi) «, B, tako da je

(1) (@xB)x =0 a+B b.

Stvarni zadatak tek sada podinje: pretpostavljajuéi da vektori a, b nisu ko-
linearni, treba odrediti skalare — nepoznanice o, 8 u zavisnosti od vektora-podataka

— = —>

a, b, c. (Suprotni slu¢aj, ako su vektori Z, b kolinearni, razmotrit ¢emo na_kraju.)

Ideja i zamka. — JednadZbu (1) pomnoziti skalarno vektorom < L (fo;) X c.
Time se dobija linearna jednadzba za nepoznanice o, (3:

) o (a-c)+B (b-c)=0.

Kako ¢e se dobiti jo§ jedna takva jednadzba? Hode li se veé¢ tada moéi jed-
nostavno odrediti obje nepoznanice?

Prvi nalin izvodenja. — Da bismo dobili posebice jednu linearnu jednadzbu
samo za nepoznanicu {3, odnosno jednu samo za «, pomnoZit ¢emo jednadzbu (1)

— —» — —
skalarno vektorom » 1 a, odnosno vektorom m | b:

(3a) nb=n-[(@axb)xcl,
(3b) ‘ m - a=m- [(axB)xcl,

X y T —_ > — —_— = — =
ali tako da se in-produkti n-b, n-[(@axb)xc], odnosno m-a, m- [(axb)Xc]
— - ; .

mogu jednostavno izraunati u zavisnosti od zadanih vektora a, b, c. Ta nas 1deja

vodi na ovaj izbor vektora n:
(4a) n—=(axbyxa L a)
i na pripadni raun:
8 [(@xb)xal- b=[@xb)xa]- [(axb)xc],
(5a) 6 (axb)2={[(@xb)xalx(@xb)} - c.
Daljnje zakljuivanje i raunanje odnosi se na vektor u viticama — ozna¢imo

ga sa E ex-ex-produkt posebnog oblika, u kojemu su ne samo prvii treéi ¢lan jed-

naki, kao $to je i u ex-ex-produktu n, nego svaki taj ¢lan sadrzi i njegov srednji
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¢lan kao svoj prvi faktor. Zbog toga lako dokazujemo da je vektor B kolinearan
(zapravo jos viSe, da je paralelan (istog smjera, istog smjera i smisla)) sa vektorom a

triedar a><b a (a><b)><a je ortogonalan, pa je (ciklickom zamjenom) i triedar

(a><b)><a axhbh, a ortogonalan, a ortogonalan je 1 triedar (a><b)><a axb,

[(a X b) X a] X (a o4 b)=B. Zato imamo:

—

B=u Z

a odatle skalarnim mnoZenjem sa vektorom « i primjenom Lagrangeovog iden-
titeta, dobijamo

:(zxgazs
pa je, dakle,
(62) | B=(axb2a.
Sada iz (5a) i (6a) dobijamo

(72) B=a-c.

Ista ideja vodi nas na izbor vektora m:

(4b) n?:(—l;x—;)xg_l_z

i nakon slicnog zakljudivanja i ra¢una dobijamo

(7b) a=—b-c,

a sa tim 1 konadno rjeSenje zadatka

(8) = (fob')’xé":g(f- Slap-o.
Druga formula za ex-ex-produkt

9) —>a><(b><c) TZ;(;; c)—c(zi;)

izvodi se tada iz (8) vrlo lako, tako da moZemo postaviti ovo opée pravilo:

Ex-ex-produkt tri vektora jednak je razlici sredmnjeg vektora pomnoZenog sa
in-produktom preostala dva i krajnjeg vektora, koji je sa njime u zagradama,
pomnozenog sa in-produktom preostala dva.

Formula (8), dakle i (9), vrijedi i ako su vektori Z, b kolinearni. Tada je
lijeva strana formule (8) 5: a desna, u slucaju ako je Z ili F#:B,
npr. ako je Z;J)) zbog 7;:7\; kako se lako izraduna, takoder a desna strana

— —_

je ofito O i u suprotnom slucaju ako je a=b= 0. Qed.
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O zamci s jednadZbom (2). Ako se (7a) uvrsti u (2), dobija se

= et —

a@-)+(@-c)(b:e)=0,
a odatle se, skracivanjem sa a.c dobije
P

- — — —
ali samo uz pretpostavku a-c#0. Slucaj a-c=0 morao bi se posebno izuditi —

e amde

kako? Mogli bismo (7b) uvrstiti u (2), i odatle, nakon skraéivanja sa b-c,

~ = —>

dobiti Bzc;-c, uz pretpostavku b-c+0. Suprotni slu¢aj a-c=b-¢=0 trivijalno
se rjeSava. No time ne bismo izbjegli gornja izrafunavanja, stoga se svjesno
nismo Koristili jednadzbom (2).

Drugi nacin izvodenja. — Nakon §to dobijemo (5a) i (5b) — izvedi ovu
drugu formulu! — moZemo po¢i i drugim putem: izvedimo pomocnu formulu za

" ex-ex-produkt (;)x 3) ><ZZ u kojem su prvi 1 treéi Clan jednaki.
Postavljajuéi u jednad#bi (1) c=a, dobijamo umjesto (5a), primjenom

Lagrangeovog identiteta, jednadzbu

B (Zx F)Z = (_c_z>><7)>)2 a?

i odatle
B=a2

Tako dobijamo formulu

(;x Z) xd=od+ab.
Njezinom primjenom, umjesto (5b), dobijamo na sli¢an nacin jednadZbu

—a(@xby={o, (bxa)+(®xa?b}-a
=(axbya b

i odatle

—

a=—a-b.
Tako, kona&no, dobijamo tu pomoénu formulu:
(@xb)xa=ba2—a(a-b).

Primijenimo li je na (5a), odnosno (5b), dobijamo lako B i «, tj. (7a) i
(7b). '
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Primjedba: — Iz biljezaka za predavanje 1 sjecanja ustanovljavamo
da smo prvi put i svaki put kada smo dokazivali formulu iz naslova poSli
putem linije najmanjeg otpora, tj. koristiti smo se koordinatama 1 metodom
»Racunaj« ([2], str. 48; [6], str. 48) ili »Provjeri« ([3], str. 457—458; [5], str. 236—237);
takoder ustanovljavamo da smo kasnije imali zabiljeZzen dokaz te formule bez ko-
ordinata na Drugi nacin. Tek nedavno, kada smo, mozda ponovno nakon stu-
dentskih dana, vidjeli dokaz u ([1], str. 63—64), i sli¢no u ([4], str. 29—30), sproveli
smo navedeni Prvi nadin. Taj dokaz u ([1),c. c.) oslanja se na nekoliko mjesta na
»ocliglednost sa slike«, a posebno, i na definicijska svojstva geometrijske definicije
in- i ex-prcdukta. To ne spominjemo kao manu. Ali se, ipak, taj dokaz, a takoder
dokaz u ([4], b. b.) treba upotpuniti ili preinaciti — usp. taj dokaz sa dijelovima
Ideja i zamka i O zamci u ovom ¢lanku.

Zadatak (nuZan i dovoljan uvjet asocijativnosti vektorskog mnoZenja). — Ex-

-produkt je asocijativan, tj. za vektore a, b, ¢ vrijedi (a x b) X C=a x (B % ¢) ako

- I . . g [ 3 K] '_> .
i samo ako su a, ¢ okomiti na b ili a kolinearan sa c.

Problem (poopéavanje formule za ex-ex-produkt u Vj). Izvedi formulu za
ex-ex-prcdukt u V4, odnosno V,, n>=2,

—

ex (ex(a, b, ¢), Er’ ;3,
odnosno
ex(ex(a,, ..., a,_1), by, ..., b,_).
Napomena. — U V, mozZe se lako definirati ex-produkt (jednog) vektora

i dokazati formula exex a——a. U V; bi se mogao, takoder, lako definirati
ex-produkt »nijednog« vektora, ali buduéi da bi to bio vektor, iteracija ne bi bila
moguca. , :

Za metodi¢ko razmiSljanje. — Definira li se ex-produkt nezavisno o koordi-

. . - . - - ——). ——’. 0 s .
natama, uvijek se izvodi ako su vektori a, b, ¢ zadani svojim koordinatama

- —>

a=a,i+a,j+ak,

b=b,it+b,j+b,k,

—> — — —-

c=c,ite,jtek,
i poznata formula za taj produkt

axb=(ab,~a,b)i+(@by—a,b)j+(a.b,—ab)k

T 7R
(10) a, a, a,,
b, b, b,
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i uz tu formulu povezuje se neka mnemotehnika, npr. formula se navodi u simbo-
lickom determinantskom obliku. Jedina poteSkoéa koja se ovdje pojavljuje je dokaz,
izvanredno koristan!, zakona distributivnosti vektorskog mnoZenja prema zbra-
janju, koje svojstvo se u izvodu upotrebljava. No poznata je izreka: »Bez muke
nema nauke«.

Iznimno, a u novije doba moZda i ¢esce, ta se formula (10) uzima za defi-
niciju ex-produkta. Tada nema poteskoca oko izracunavanja ex-ex-predukta: ra-
cuna se 1 primijenjuje mala doskod€ica, dodaje se i cduzima jedan te isti ¢lan ([2],
[6], 1. c.). U ([3], [5], I. ¢.) primijenjuje se mala dosko&ica drugadijeg tipa: koordi-

—_ > —
natni sistem se uvodi nakon Sto su vektori a, b, ¢ zadani, i to tako da 7 bude koli-

—% = — —>
nearan sa g, a j komplanaran sa «, b. Tada se opet raduna, ali sada u smislu provje-
ravanja formule.

Sve su to dobre vjeZbe za uvjeZbavanje raunanja po formuli za ex-produkt
1 sliéno. (Slican poloZaj u nastavi matematike ima i pradavna formula

Z m2=124224 ... 102 = ”(’74-1)6(271-!—&’
m=1 !

a nadasve je poucno njezino demaskiranje i demistificiranje.)

Nakon sto se u proSlom stolje¢u logika »algebrizirala« (zapravo samo jedan
njezin djeli¢), »svela« na formalni racun, poznata je bila izreka da se poslije toga
»wsvakog magarca moZe nauditi logika«. Poznata je 1 duhovita razglednica na kojoj
je naslikan majmun s racunskom vrpcom oko vrata kako tipka na rac¢unalu. Protu-
macite to kako izvolite, Moje tumacenje je ovo: Smisao je te izreke i razglednice,
i poruka ne samo nastavnicima nego Citavom kulturnom Covje€anstvu, u ironi¢nom
i ¢ak sarkasticnom obliku, da nijednu logiku bez velikog truda ne moZe nauciti
ni svaki ¢ovjek, odnosno da ima mnogo tipkada koji, doduse, tipkaju, ali ne racu-
naju, o ¢emu nas uci sveukupno iskustvo.
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WJIYCTPALIUJA 3A APUTMETHUUKY,
TEOMETPUICKY U XAPMOHUJICKY
CPEAMHY

MUPKO CTOJAKOBWHR,
Hoswu Can

H aKo je O PaBOYIJIOM TPOYIJIY CBE MO3HATO, MIIAK C€ W AaHAC
IOHEIITO HOBO WJIM 0ap ,,Mame Mo3HaTo' M Ty Moxe pehu. Y nurepatypm ce mpa-
BOYIJIM TPOYrao XKOpPHMCTH 3a WJIyCTpauujy oaHoca uaMelly apuTMeTH4ke W reome-
TpHjcke cpenmae nsa 6poja. [loxazahemo na ce Ha WCTOj CIIAUM ,,BUMU'® M XapMo-
HHJCKa cpenuHa. Baxu Hamme

CraB. — AKO je XUITOTEHY3a HEKOT IPaBOYIJIOI TPOYIJa je/IHaAKa apHTMETHU-
KOj CPeflMHM 1B O6poja (no3uTHBHA), a jenHa KaTeTa MOJYypa3jiHid Ta ABa Opoja,
OHJa je Jpyra KareTa JCJIHaKa FCOMeTp]/IJCKOJ cpemMHM Ta ABa Opoja, a OJxu
OJICe¥aK TO] KaTeTH JedHAK j¢ XapMOHM|CKO] CpEeOHMHM UCTUX OpojeBa.

Hdoka3z. — Hexa je xunoTeHy3a jelHaka apuTMETHYKQ] CpeIMHH ABa Opoja,
o, B, 1 o>f. Xunorenysa je, nakie, nojy3bup ta apa 6poja
_atp
5

Hexka je jenHa xaTeTa, 03HAYUMO je ca @, jeJHaKa IOJIypa3Jinuy Ta ABa Opoja, maKie,

“—p
=

. ad =

Tanma je npyra xareta, b, npema IlutaropuHoj TeopemH,

- \/(“”") (“‘-) Ve,

\

JlaKie jeJHaxa TeoMeTPH|CKOj CpeAMHH HMcTa OHa 1Ba Opoja, a, (3, M KaKo je Xuro-
TeHy3a Beha OX KaTeTe, U3JIa3u HejeAHAKOCT

o+
C==- B

xB=a.
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Biiixu ojiceyak KaTeTH b, 03HAYMMO Ta ca d, jemHax je

dz_bz: «f 2
¢c atp 1 1°
2« B

Ia je jenHAaK XapMOHHjCKOj cpenuHu 6pojesa «, B, a kako je Taj OJuXM oncevax d
KaTeTa Yy TPOyIJly KOjH YMHM CTpaHMLA b Kao XUIOTEHy3a, BUCHHA Tpoyrja i Kao
jenHa u d xao gpyra kartera, TO je Taj ofcevyak d MarwH Off kaTere b, ma je

b=V ap> 1_ £40y

O3nayuMo M apUTMETHHYKY CpefuHy ca A, reoMeTpHujcky ca (" 4 XapMOHHM]-
cky ca H, u3nasm [a je mo3HaTa HejemHaKOoCT

A>G>H

Yy CTBapH y34CTOIIHO IIPpHMEHLEHA YMH-CHULIA Oa je KaTeTa nNpaBoyrjor Tpoyrjia Mamba
O XHUIOTCHY3E:

Z
A+B3 o5
s 2 = = YZ 3 OC> @
Vv
h d':_1 2‘1 :-Y_V
o

-

XY=b = Vig

Civka 1

TO jecT, HejeqHakocT 4 >G> H ucTo je mro u ¢ h >d.

[IpuMeTHMO @ ce y CBAKOM MpaBOYIJIOM TPOYIJy ca cTpaHduama a, b, ¢
mory Hahu 6pojeBu «, 3 Koju 3amOBOJBABAjy HABEIEHE YC/IOBE, a Na JEAHAKOCT
MOMEHYTHX CPeyHa HACTYNa caMo KaJl TpOoyrao JereHepuule: jefsa My je ,,karera‘
(@) nyna, apyra (b) jemHaka ,,XMUNOTeHy3u'* (¢) KOja je UICTOBPEMEHO M ,,0JIMKH Of-
ceuak'’ (d).

AKo ce MmoJiypasjimka W mojy3oup 6pojeBa y3my 3a kaTeTe NMpPaBOYIJIOr TpPO-
yrjia, X|IoTeHy3a TOr Tpoyria gahe u 4eTBpPTY cpeauHy M:

i _{_—Bz
WNCES
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Ta je cpenuna HajBeha, jep je ¥ Ty NpUHLMI ,,XHNIOTeHy3a Beha ox karere”
npuMeH/buB. Tako je HU3 THX CPeJMHA IO BEJUYMHM ypeljeH oBako:

- MZ2A>2G=H.
1. nanomena. — CBe oOBe cpefuHe MOIY ce U3BeCTH U3 jeaHe jeauHe. Heka je
1
o* 4B\ x
M, = ( i ‘—) .
2
Tana 3a x=2 umamo M, 3a x=1 umMaMo A4, 3a x=—I1 umamo H. ['eomeTpujcka
cpenuHa G nobuja ce 3a cnydaj x=0 ka0 MuHEC:
lim M, =V «p.
x>0

Ymecto M mocmatpamo log M ... buhe

log M, —— o T
X 2
na je
o«* log o+ B*log B
2 1 1
lim log M, = lim- opglogl  Eeb o iaE
A0 e P 2 2

2

ogakxJe
M,=G=) ap.

2. nanomena. — CpenrHe 3a Buile OpojeBa CIMYHE OBMMA KOje CMO MoCMa-
Tpanu Takohe ce ypeljyjy Mo BeuUMHHU, & NOKa3aHe HEjeIHAKOCTU MOTY MOCIYXUTH
Kao IOYETHU KOpakK y JOKa3uMa WHAYKLHJOM 3a T¢ OHUITUje CpeuHe.

Kalu i nin
STO JE MATEMATICKA LOGIKA

»Skolska knjiga«, Zagreb, 1.973. lizdanje, 1975. 11 izdanje, format 12 %< 20, bro$irano, strana
142, cijena 60 dinara.

S ruskog preveo: Domagoj Stogid.

Sadriaj: Glava I — Algebra sudova: 1. Elementi algebre sudova, 2. Logi¢ke operacije,
3. Booleove funkcije, 4. Normalne forme. Booleova algebra, 5. Primjene algebre sudova u teoriji
relejno-kontaktnih shema i teoriji automata; Glava 11 — Identicki istinite formule algebre sudova:
1. VaZnost identicki istinitih formula za algebru sudova, 2. Primjeri identicki istinitih formula al-
gebre sudova, 3. Formalni izvod identic¢ki istinitih formula algebre sudova; Glava 111 — Algebra
predikata: 1. Predikati, 2. Primjena operacija algebre sudova na predikate, 3. Kvantifikatori,
4. Transformacije formula algebre predikata. Preneksna normalna formula, 5. Sudovi i silogizmi,
6. Primjena izraza algebre predikata na opisivanje nekih relacija; Zakljudak: Osnove matema-
tike i matemati¢ka logika.
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ITPUKA3 KBUI'E
,AKCUOMATHUYKA TEOPUJA CKVYIIOBA*

KAPKO MUJAJJIIOBUh
Beorpap

Beh OyXe BpeMme y okBupy oubnuorexke MogepHa maidemaniura
U3[1ajy ce MaTeMaTH4Ka Aejia y KOjuMa ce Ha MPUCTYNayaH HAuYdH H3Jaxy obaacTu
MaTeMaTUKe Koje OOMYHO HHUCY 3aCTYIUb€HE y CTAHNApPAHUM YHUBEP3HUTETCKUM YII-
Genuuma. Haumme, unHu ce ma oBa OmOMMOTeka MCHyHhaBa ABa 3Ha4ajHa LHba.
Jeman on wux je na ce MOMyHe NMpa3HUHE Y HALLO] WBaye A0CTa CUPOMAIIHO] Ma-
TEMATH4YKO] JIUTEPATYpH, AOK Ce, Ca Apyre cTpaHe, Mpyxa MOryhHOCT 4 OHHMA KOJU
HUCY CHEMjaJUCTH, OJHOCHO CBMMa KOjU BOJie M. KOjeé HMHTEpecyje MaTeMaTHuKa,
na ce 6p30 M Ha Majo CTpaHMUA yNO3Hajy ca MOJCPHOM MaTEeMATU4YKOM MHCIH.

Meljy HajHOBHje Kibure oBe OHMONMOTEKE crana Jiejo Axcuomaniuuka heopuja
CKYu08a, MO3HATOr GppaHUyCcKor MaTeMaThuapa-noruyapa Jean-Louis Krivine,
y npesony Bnanumupa Jdesungéa, jenHor oA OpBUX 3acCTylHHKA MaTe-
MATHYKE JIOTHKE Y HAc. Y OBOj KHU3M U3JIAXKE Ce jeHA OJ HAjMO3HATHJUX M CBAKAKO
HAajBMIlle TIPOyYaBaHUX aKCHMOMATHKA TeopHje cKymosa, Tako3Bana ZF (3epmeno—
dpeankesoBa) TeOpUja CKymoBa, KOja BEpOBATHO HAjBHUIC OAroBapa IpeACTaBU
UHTYUTHMBHUX CKYIIOBA. '

[Togpobxuje, oBoe ce pa3MaTpa jeAHa mocebHa mnpobiemMaTHka, HAUME, H3-
JIAXY C€ KJIACUYHU Pe3YJITATH O PEeaTHBHO)] KOH3UCTCHLHMjU pa3UYUTHX AKCHOMA
(xumoTe3a, Mckaza) TeopHje ckynopa. [JJaBHM METOI KOjU CE OBOM NPHUJIIMKOM KO-
PUCTH je KOHCTpyKuMja oarosapajyhux (T3B. YHYTpall¥bUX) MOJEJA HA OCHOBY
Hekor yTBpheHor Mopesa, Tj. M3BECHOI XHINOTETHYKOr yHuBep3yma U.

Y npunpeMHOM JneJly, Y OpBE [Be IjiaBe, yBoae ce akcuoMe Tteopuje ZF, oc-
HOBHM IIOJMOBHM W pa3BHja HEONXOJaH AE0 Teopuje NoTpebaH y NOKa3UMa PejaTHBHE
KOH3UCTEHUM]E.

[Toce6HO ce pa3Buja OpAUHAJHA U KapAWHAJIHA apUTMETHKA U yKa3yje ce Ha
MeTo NeduHHCcCakha MHAYKIMJOM IO OpAMHANIMMAa, OMLITHje MO A06pO 3aCHOBAHO]
penaudji, KOju ce mokasyje KacHMje Kao jeHMM OJi OCHOBHHX CpeJcTaBa y KOH-
CTpyHCarby, OOHOCHO Yy JOKa3uMMa €r3icTeHIuje CKyIoBa ca oapelleHUM CBOjCTBUMA.

[TaxmuB uutanay Beh Ha mpeuM crpaHuuiamMa npumehyje ma rjiaBHO MeECTO
uMa OuHapHA penalyja &, vdje je NOJa3HO 3Hauewe ,,pejalurja npunajama‘’. Paznor
3a TO je jacaH, Oyayhu ma ce akcumome ZF Teopuje OQHOCE YIpaBO Ha Ty pelialiyjy,
1 y3 1oMoh JOTHYKHX cuMOosa MOTy Ce U3pa3uTH JeAuHO ToMOhy e, 0K ce ocTale
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penanyje ¥ MOJMOBH TEOpHje CKYNOBA 3aTHM yBOJE, Tj. Aedunuiy. Onatine Huje
Temko Aohu 70 3aK/byyka — YKOJMKO Ce MPHXBATH mpeTmocTaBka na ZF Teopuja

CKYIIOBA 3aMCTa TOKPUBA MHTYULM]Y CKymoBa, a To he pehm ma je onrosapajyhu
MEIUjYM ¥ KojeM ce m3naxy Hajsehm neo marematuke (anrebpa, aHaiau3a, TOIO-
JIOTHja, UTA.) — JAa Cy 3a 3amuc Hajseher Opoja MareMaTHYKMX YUILEHULA AOBOJHHU
JIOTUYKH 3HALM M jemaH mocedad 3Hax . OBa WAeja je CTAJIHO NPHUCYTHA, Na Ce
Tako nocreneHo (y oxkBupy ZF Teopuje) yBoae, OAHOCHO U3paxxanajy pyH1aMEeHTaJIHK
MOJMOBM MaTeMaTHKe, WHAYe NOTpeOHM 3a M3yyaBame MOJENa OBE TeopHje,
Kao LITO Cy NPUPOTHK OpojeBd, KOHAYHM ¥ OeCKOHAYHU CKyIoBH, GopmyJie, peia-
1fja 3a00BOJbEHA Y MOAEAUMA, UTH.

Y 0BOj kmH3¥M MoceGHO ce pa3MaTpa pPEelaTHBHA KOH3UCTEHUM]a aKcHOMeE
bynnanyje (axcuome 1006pe 3aCHOBAHOCTH, aKCHOME PEryJIapHOCTH), aKCHOME W3-
bopa u KOHTHHYYM xHTOTe3e. Tako Ce y BE3d Ca akCHOMOM byngauuje pasmarpa
KyMyJIaTUBHA XHUjepapXuja CKyroBa V,, HOK Ce 3a pElaTHBHY Henpomeequcr
Heraumje axcuome usbopa (6e3 axcuome QyHmamuje) xopucre Fraen kel—Mos
towskievi modeli. OBu Mouemu cy Baxuu 6yayhu na je P. Cohen 1963.
roauHe koMOuHyjyhu 0By uaejy ca (OPCHHIOM, YNpaBo HOOMO pesiaTUBHY HENpo-
THBPEYHOCT aKcuoMe M300pa (M Takohe Apyrux uckasza) ca Teopujom ZF.

Takolje ce pasmarpa KOHCTPYKTHOWIHA Xujepapxdja L,, KOHCTPYKTHOMIIHH
yHuBep3ym L i oarosapajyhia axcuoma KOHCTPYKTHOMIHOCTH V=L, Koja uckasyje
[1a je CBAaKH CKYIl KOHCTPYKTUOMJIAH, Tj. €JIEMEHT yHUBep3yma L. 3aTYIM ce JoKasyje
pelaTHBHA HETIPOTUBpEUHOCT akcuoMe V=L ca TteopujoM ZF (wy ynpaBo 3a10BO-
JbaBa KOHCTPYKTHOUNHM yHUBEP3yM L) M, Takole, na oHa DOBJaYUd aKCHOMY U3-
00pa ¥ reHepajMcany KOHTUHYYM XuImoTe3y. Y OBOM Clyuajy ImoceOHO ce KOpUCTE
CBOJCTBA aNCOJYTHUX Mcka3za (dpopMmyna mocebHOr o0sMka), Te je usmely ocrasor
NOKa3aHO M TO Aa ce y noxkaszuma (y OKBUpY Teopuje ZF) apUTMETHUYKHUX HCKasa
MOry EJMMMHUCATH jake akcuome Teopuje ZF: akcuoMa KOHCTPYKTUOMJIHOCTH,
akcuoma u30opa M reHepajiucaHa KOHTUHYYM XMIIOTe3a, HAPABHO YKOJIMKO Cy OHE
yonuite kopuuhene. Ta CBOjcTBa apUTMETHUYKMX MCKasa Cy oJ ofwre (Marema-
THYKE) BAXKHOCTH, jep ce NOKa3yje a Cy pasHa MaTeMaTu4ka TBpheba apuTMETHIKOT
KapakTepa, JOK Ce y TO3HATHM JO0Ka3uMa 3a HUX EKCIUIMUUTHO KOPUCTE HEKE O
NOMEHYTHUX Jakux axcuoma. IlperxomHo TBphewe ykasyje Makap HAa NPHHUMAMjeJIHY
- MOryhHOCT elMMMHAIM]e OBUX XMIOTE3a Yy Cy4ajy apUTMeTHYkux uckasa. (Heku
TIpEMEPU ApPUTMETHUYKUX Ucka3za cy: ,,Teopuja T je HemporuBpeuHa‘’, ,,Teopuja T je
KOMIUIETHA® yKkonuko je 7T npeAacTaB/bUBa PEeKYpP3MBHUM CKYIIOM aKCHOMa.)

Hanomenumo ga ce y 0BOj KEbU3H Y€CTO YMECTO NPUPOAHUX OpojeBa KOpHUCTe
TaKO3BaHM HACJEHO-KOHAYHM CKYIOBH, HIOp. Kaja je pey o rejenusaunuju, Oyayhu
Jla ce CHHTaKca jeJHOCTaBHHUjE apUTMETHU3Yje YKOJIMKO ¢€ KOPHUCTE OBU CKYNOBH.
Osne he ce nahu u nokas Teopeme peduiekcuje, Te ka0 mocaeauuy fa teopuja ZF
HUje KOHA4YHO akcuomaTu3abujHa. Takohe je mokazaH apyrm Godelov stav
HETOTIYHOCTH M, y Be3HW ca TUM, Jia ce Yy OKkBHpy ZF Teopuje He MOXE HOKa3aTH
HEOpOTUBPEYHOCT caMe Teopuje ZF u, ucro Tako, ga ce He MOXKe JJOKa3aTH
er3UCTEHLIM]a HeAOCTIKHMX KapHauHAaIa.

Yuranay he jefHOCTaBHUje TPATUTU OBY KHUIY YKOJNMKO TMO3Haje HEke oc-
HOBHE IIOjMOBE MaTeMaTuyke JIOTHKe, Kao wWTo cy: dopmyie, Monen (penauujcka
CTPYKTYypa), peianmja 3an0BOJbeRa, Ieienusandja, ura. YuHW ce [a je penauuja
3a710BOJbEbA JaTa Ha TTOMaJIo 3aMpIIeH HaYMH, T€ aKO Ce YUTajal OpBu 1yT cpehe
ca M, uMahe npobiema na pasyme o yemy ce pamu. C o63upoM na ce y Kibusu
yBOZE MHOTH ITIOJMOBM M ckpaheHwulle, MBAEKC MOjMoBa OM MOMOrao a ce yuranal
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Opxe cHale, HAPOYUTO YKOJMKO [a HHTEpeCyjy camo wu3BecHu naejiosu. Ilonerme
Cy y3 BaXHHjE TeOpeMe U30CTaB/bEHA HMEHA FHHXOBHX ayTopa, HIP. Y CXeMH
pebnexcuje R. Montague u A. Levy, y3 T3B. TeopeMy Konancupama (ctp. 44)
umMe A. MocCTOBCKOT.

OBa Kmura Inpe/cTaB/ba U3BAHPENAH YBOJ y TMpOyYaBare MOEIa Teopujc
ckynoBa. Ha 3amcra Majio mpocTtopa, Ha peJaTHBHO NMPUCTYNAYaH ¥ BPJIO €r3axTaH
Ha4¥H, Tj. ca MOTHYHUM JTOKa3uMa, HaBeleHe Cy KJacH4YHE METOHE Y OBOj mpobJe-
MaTuud, 13 nepuona npe Hero wro je P. Cohen yBeo gopcunr, D. Scott u
R. Soloway 6ooneoBcko-BpegHocHe Mogene, @ R. B. Jensen cBoje uaeje us
OeckoHayHe KOMOMHATOpHKE. Y CBAKOM clly4ajy, Aa OW ce MOTJIo pa3yMeTH LITa ce
JaHac pajy y TEOpHUJU CKYIOBA, HEOMXOJHO j& TO3HaBakEe ylpaso jeaHOr OBAKBOT
MaTepHJaJIa TuM mpe WTO je OBAE yKa3aHO Ha MHOIe OJ Hz[eja OPUCYTHUX Yy cCaBpe-
MEHO] TEOpHjH CKYHOBa, IIa Cy M [JO0KAa3u U TepMHUHOJIOIHja NPUIArOeHA TOM NYyXY.
Bpennoct kmwure mocedbHo mosehapa BHUILE 3adaTaka ca YIyTCTBUMA, KOjUMa CE
IEeMMUYHO OOMyHbyje OCHOBHHM TEKCT, a Takohe ce Ipyxa MOTyRHOCT Aa ce W CaM
yuTajial ucnpoba y oBoj obracTu MaTeMaTHKe.

Kwura uma 120 crpana. Msmasau Ulkoscka xruia, 3arped, 1978.

Zarko Dadié
RAZVO] MATEMATIKE

Ideje i metode egzaktnih znanosti u njihovu povijesnom razvoju.
»Skolska knjiga«, Zagreb, 1975, format 12 x20, strana 252, brosirano, cijena 75 dinara.
Recenzent: dr Vliadimir Devideé.

SadrZaj: 1. Uvod, 2. Prapovijest, 3. Prve civilizacije, 4. Znanstvene koncepcije starog vijeka,
5. Srednjovjekovna shvacanja, 6. Pocetak novog doba, 7. Razdoblje stvaranja novih sustava i
metoda, 8. Trijumf analize i pokusa, 9. Strogo formuliranje znanstvenih pojmova, 10, Kriza xla-
si¢ne fizike, 11. Pogovor.

Hardy Zsigmond — dr So6lyom Mihaly
PRISTUP MODERNOJ ALGEBRI1

»Skolska knjiga«, Zagreb, 1976, format 1220, strana 276, broSirano, cijena 140 dinara.

S madarskog preveo: Petar Romer. Recenzent: Dragutin Svrtan.

Sadriaj: 1. Matematika i logika. Logicke operacije i logic¢ki simboli, 2. Skupovi i relacije,
3. Polugrupa i grupa, 4. Mreza, prsten, polje, 5. Zadaci.

a7



PRIKAZ JEDNOG SEMINARA

JOSIP SURAN,
Rijeka

Od 3. do 8. rujna 1978. godine odrZan je u Umagu (Istra)
seminar za nastavnike matematike osnovnih Skola rije¢ke regije. Seminaru je pri-
sustvovalo 120 nastavnika iz 24 opéine, a smjestaj i prostor za rad za ulesnike se-
minara rezerviran je u hotelu »Istra«x — Katoro 1 depandansama istog hotela.

Seminari za nastavnike matematike, koje organizira Zavod za prosvjetno-
-pedagosku sluzbu zajednica opc¢ina Gospi¢ i Rijeka nisu rijetki, ali su inicijatori
i organizatori (nastavnici matematike — voditelji stru¢nih aktiva opéina rijecke
regije i prosvjetni savjetnici za matematiku) ovaj puta dali seminaru radni karakter.

120 nastavnika, podijeljeni u 11 grupa koje su sastavljene od 10, 11 ili 12
¢lanova, nastavnika iz razliitih krajeva regije, izradili su u toku seminara stru¢no-
-metodicki pristup svih nastavnih cjelina matematike za sedmi i osmi razred.

Temeljite pripreme za ovakav rad na ovom seminaru izvrS§ene Su na vrijeme
i obavljene na struénim aktivima svih opCina rijeCke regije. Razmatrao se tekst
Nacrta strucno-metodickog pristupa razrade nastavnih jedinl'ca iz matematike za
sedmi i osmi razred osnovne Skole. Prva izrada teksta Nacrta powerena je proswetmm
savjetnicima za matematiku: J. Suranu i S. Jergeru i prosvjetnom Sdeet-
niku, pedagogu mr 1. Bubalu. Istisu tekst dobili na uvid profeson drVelimir
Penavin, iautori udZzbenika matematike za sedmi i osmi 1azred dr Zeljko
PausSe 1 mr Damjan Jovicié.

Profesor Penavin uveo je ulesnike seminara u rad lzlagamem kriticke
analize Nacrta i posebnim detaljnijim osvrtom na Cl]_] i zadatke nastave matematike.
Ostalo vrijeme radilo se u-grupama. Pomo¢ svojim struénim savjetima grupama
pruZali su u toku seminara Penavini Damjan Jovidié. Autor Zelj-
ko PauS§e iz opravdanih razloga nije mogao prisustvovati seminaru.

O radu i rezultatima rada svake grupe vodili su posebnu brigu voditelji:
Zlatko Daskijevié, Ivan Eberling, Dragica Ivs§ié, Ne-
djeljka Jelenkovi¢, Elvira JeZi¢, Sonja Kaplan, Smilja
Lugonja, Lucijan Per§ié¢, Aura Siki¢, Ivanka Sneler i
Anica Vivoda. Osim navedenih voditelja pojedinih grupa, posebni zadatak
— objedinjavanje rada svih grupa za pOJedlm razred — imali su glavni voditelji:
za sedmi razred Drago DO_]CanVIC 1 za osmi razred Purda Vidas.
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Ucesnici seminara ponijeli su sa sobom udzbenike matematike za VII i VIII raz-
red, zbirke zadataka, pripreme, ispite znanja, geometrijski prlbor 1 ostalu pogodnu
literaturu. Imali su i potpuniji uvid u matematicku literaturu, jer je »Skolska knjiga«
postavila izlozbu odgovarajuéih knjiga. Nastavnici su se izloZenim knjlgama slu-
zili na, njima, najpogodniji nacin. U radu seminara aktivno je uéestvovao i urednik
»Skolske knjige« Z. Sporer.

I, da bi &italac ove informacije bio potpunije upoznat $to je i kako je trebalo
da radi svaki Clan grupe, izlaZe se i Nacrt u cjelini na primjeru iz VII razreda za
nastavnu jedinicu: Zbrajanje cijelih brojeval.

Razred: Sedmi.

Nastavna cjelina: treca — cijeli brojevi.

Naziv nastavne jedinice: (prema udZbeniku, strana od do).
1.4. Zbrajanje cijelih brojeva, 10—15.

SADRZAJ

POPIS CINJENICA

Zbrajanje cijelih brojeva: definicija zbrajanja. Grafi¢ki prikaz zbrajanja cijelih brojeva po-
mocéu usmjerenih duzina. Zbrajanje cijelih brojeva kao funkcija sa ZxXZ u Z, Svojstva zbrajanja.

POPIS GENERALIZACIJA
1. Za svaki negativan broj —b (b & N) piSemo a—&b umjesto a+-(—>b). Od broja a & Z
oduzeti prirodan broj b znaci pribrojiti broju a negativan broj —b.

2. Ako je ispred zagrade minus (—), zagradu ispustiti, a brojeve u zagradi zamijeniti- sup-
rotnim brojevima.

POPIS SIMBOLA

Cijeli broj (a-+b), znak a (Gitaj a potez), =, < znaci za uredajnu, odnosno strogo uredajnu
relaciju, te = znak implikacije.

N1VOI USVOJENOSTI GRADIVA

Automatizacija: Operacija zbrajanja u skupu cijelih brojeva.
Reprodukcija: Definicije (str. 10, 11, 13, 14. i 15).
Prepoznavanje:

- e

! Tekst ove nastavne jedinice napisao je J. Suran,
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ZADACI

Materijalni

Ucenici ¢e nauciti definiciju zbrajanja cijelih brojeva (1, 2, 3, 4 i 5— str. 10. i 11). Naucit
Ce zbrajati cijele brojeve. Naucit ¢e pisati (i izgovarati izreke) za uredene parove (@, b) > a--b.
Ukazat ée im se na vaznost i snagu svojstva zbrajanja (I, II, III, 1V, V i VI).

Funkcionalni

Od udenika ¢ée se zahtijevati samostalan rad pomocu rada s udzbenikom. Analizirat ¢e zbra-
janje cijelih brojeva putem grafi¢kog prikaza (str. 11, sl. 6). Naudit e zbrajati cijele brojeve (jed-
postavnije primjere) »napamet«.

Odgojni

Razvijat ¢e se volja ucenika da racunaju brzo i okretno sa cijelim brojevima. Ukazivat ée
im se na prakti¢nu vrijednost usvajanja ovog nastavnog gradiva na nivou automatizacije.

METOfDE I METODICKI OBLICI

1. Metoda usmenog izlaganja (oblik: obja$njenje). Na prirodan nadin uvest ¢e se udenika
u obradu novog gradiva. Kako ucenici za sada jo§ ne znaju zbrajati negativne brojeve, treba im
ukazati na tu mogucnost i objasniti potrebu uvodenja definicije zbrajanja cijelih brojeva. (MozZe
ih se informirati i sa nekim zanimljivim povijesnim Cinjenicama.)

2. Metoda crtanja (oblik: kao nadin izraZavanja). Uenici ¢e prikazati svojim — novim primje-
rom po analogiji zbrajanje cijelih brojeva — graficki (analogno sl. 6 na str. 11).

3. Metoda &itanja i rada na tekstu. Ucenici ¢e iz udzbenika Citati: Cinjenice oznalene bro-
jevima 1, 2, 3, 4 i 5, te generalizacije (na str. 13. 1 15).

4. Metoda pisanja. Udenici ¢e ispuniti tablicu naznacenu u udZbeniku na str. 14. Radi se
o zadatku 14.

5. Oblik samostalnog pisanog rada. UCenici ée izraditi kontrolni ispit znanja.

NASTAVNA SREDSTVA 1 POMAGALA

Udzbenik, zbirka zadataka, kreda u boji, grafoskop, nastavni listii, kontrolni ispit znanja,

ploca.
Napomena: plocu treba isticati samo onda ako se koristi u svrhu obja¥njenja bilo da to ¢ini

nastavnik ili udenik.

TOK RADA
Ukupan broj Casova za nastavnu jedinicu: Prva Druga
var. var.
4 5
Tip nastavnog sata
Pripremanje . 1/2 0
Obrada 3/2 2
Uvjezbavanje 1 1
Ponavljanije 1/2 1
Provjeravanije c 1/2 1
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DOMINANTNI TIPOVI NASTAVNIH SATOVA

Obrada i uvjezbavanje.

OPIS TOKA FAZA RADA
Uvod

Ponoviti znanje o orijentiranim veli¢inama: Da li znaju da su orijentirane velidine takve
veli¢ine kod kojih se mogu razlikovati dva suprotna smisla orijentacije? Da li se radi i o zahtjevu
prakti¢ne potrebe uz teorijske razloge (profirenja pojma prirodnog broja)? Znaju li navesti neke
primjere takvih veli¢ina (gibanje: lijevo — desno, gore — dolje, naprijed — natrag, vrijeme, tem-
peratura, primitak — izdatak, dobitak — gubitak i sl.)?

Ponoviti 1.3. — Uredaj u skupu Z. Obavezno istaéi relaciju » <« kao tranzitivnu relaciju
na skupu Z. Napomena: samo na konkretnim primjerima! Udlenike treba usmjeriti na upotrebu
udZbenika, i to na detalje:

1. (str. 9): » ... da je svaki negativan cijeli broj manji od nule i od svakog pozitivhog cijelog
broja, i da je od dva razli¢ita negativna cijela broja manji onaj koji ima ve¢i modul.«

2. (str. 9): »Ako su a, b i ¢ cijeli brojevi i pri tome je a<b i b= ¢, onda je a<:c. Kazemo da
je bizmedu a i ¢ i piemo: a<b<c. Relacija » <« je tranzitivna relacija na skupu Z.

Glavni dio rada
a) Definicija zbrajanja.

1. Projicirati grafoskopom (ili demonstrirati na drugi nacin, sl. 6 iz udzbenika na str. 11).
2. Istovremeno uz nastavnikovo obja¥njenje udenici ¢ée se koristiti i udzbenikom (paralelno
promatranje projekcije i slike iz udzbenika).

3. Provjeriti (radom uéenika na plo¢i) shvacanje i usvojenost na drugim konkretnim primje-
rima.

4. Svaki ¢e udenik nacrtati u svojoj biljeznici prikaz zbrajanja cijelih brojeva — graficki,
ali vlastitim izborom orijentiranih duZina (»kopija«, sl. 6).

5. Ucenici ¢e pazljivo i sa razumijevanjem proditati (svih pet sludajeva) definicije zbrajanja
cijelih brojeva (str. 10. i 11).

6. Nastavnik ¢e objasniti sl. 7 (udzb. str. 12). Trazit ¢e se da zapisuju odgovarajuéom sim-
bolikom nekoliko primjera (na ploéi), a ostale primjere samo u svojim biljeZnicama time da se isto-
vremeno i usmeno izrazavaju — korektno.

b) Svojstva zbrajanja.

7. Metodom ¢itanja i rada na tekstu ucenici ¢e samostalno usvajati gradivo: I, II, III, IV,
Vi VL

8. Ucenici ¢e uvjeZbavati gradivo (radom u svojim biljeZnicama) koje je usvojeno ditanjem
teksta (vidi to¢ku 7).

Zakljutak (rezime)

Povratnom informacijom saznati od u¢enika: Sto su u¢inili? Sto su nauéili? Na koji su na¢in
udili?

1. Treba provjeriti metodom razgovora (oblik: slobodan oblik razgovora) da li su usvojili
svih pet slucajeva definicije zbrajanja cijelih brojeva.

2. Da li brzo, okretno i »napamet« zbrajaju jednostavnije primjere cijelih brojeva.

3. Da li su sposobni da izvode grafi¢ku interpretaciju cijelih brojeva.

4. Provjeriti na jednom od dva primjera kako primjenjuju prakti¢no racunanje.

5. Provjeriti shvadaju li cijele brojeve (negativne, nulu i pozitivne: signirane brojeve) kao
odraz objektivno postojeeg kvantitativnog svojstva prostiranja orijentiranih veli¢ina,

6. Da li su shvatili da se u skupu Z ne govori o oduzimanju kao o posebnoj ra¢unskoj ope-
raciji (funkciji)?
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IZBOR ZADATAKA ZA:
Pripremu

1. Izjednaditi ove razlomke sa cijelim brojevima:
0/6— , 0/7= , 0/9= , 6/1= , 6/2= , 6/3=
2. Protitaj (naglas):
—T7<2 —1<1, —2<0, 0«5 8«10, 3>1, 14<—14,

Napomena. — Ponekad je dobro da se sviesno zada zadatak sa pogreSkom kako bi
se od udenika trazilo da bude paZljiv i kriti¢an!

3. ZaokruZi skup koji ima najveéi element
a)N, b N, © Z-.
4. Dopuni redenice: |

a) 1 (jedan) je naj manji prirodan broj;

b) 0 (nula) je naj manji element skupa Ny;
¢) Od dva razlidita negativna cijela broja manji je onaj koji ima veéi modul.

Obradu

Nastavnik moZe koristiti primjere iz udzbenika, zbirke, ili pripremiti vlastite primjere pri-
likom pripremanja za nastavni sat.

UvjezZbavanije

Nastavnik ¢e odabrati prikladne primjere iz zbirke zadataka za VII razred osnovne §kole.
Na primjer, napisi broj koji je:

a) za 8 vedi oci 7 R (a+38);

b) za Smanjiode ............ (c—95);

c)zaavetiodx..... e (x+a);
d)za mmanjiod ¢z ............ (t—n).

Naznati:

a) da broju a treba pribrojiti sumu brojevaaic¢, bic.... a+(b+c);
b) da sumi brojeva b i ¢ treba pribrojiti broja...... (b+c)+a;
¢) da od sume brojeva a i b treba oduzeti diferenciju tih brojeva...... (a+b)y—(a—Db).

Ponavljanje

Ucenici Ce rjeSavati zadatke koriste¢i nastavne listi¢e. Nastavni listiéi razvrstani su u tri grupe:
A, B i C. Osnovna je karakteristika nastavnih listi¢a jedne grupe: teZina i sloZenost zadataka.

Grupa A:

1. ProSirenjem skupa purodmh brojeva na skup cijelih brojeva, prirodnim brOJeVIma (u
ovom skupu) dajemo novi naziv.

Zovemo ih: pozitivni cijeli brojevi. Za$to?

Da bismo istakli njihovu suprotnost prema novouvedenim — wnegativnim brojevima.

2. Navedi po tri cijela broja:

a) negativna: —10, —3, —1;
b) nenegativna: 10, 0, 2;
¢) pozitivna: -+3, +5, --10.
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3. Je li <Z strogo linearno uredajna relacija?
Zaokruzi: DA — NE
Zasto? Ako i samo ako ima ova tri svojstva:
1. R je tranzitivna relacija;
2. R je antisimetri¢na relacija;
3. ni za jedan x € .S nije xRx.

4. Wapisi kako se ¢ita:

a<b a je ispred b;

a < b aje manje od b ili a je strogoe manje od b.
5. Mapisi rezultat:

10—{5—[3—Q—1)]}=T7.

6. Popuni tablicu:

Provjeravanje

Za provjeravanje koristit ¢e se kontrolni ispit znanja. Rad treba da je potpuno samostalan.

Zadaci:
1. Uzmimo dasu a € Z i b & Z zadani brojevi. Napisi cijeli broj koji je jednak njihovom
zbroju. (a-+b)
2. Koji je suprotan broj od sume brojeva 12 i —45? (33)

3. Zadani su brojevi —5 i 3. Da li je ova izjava istinita? Zbroj njihovih modula jednak
je modulu njihova zbroja. Odgovor napi§i pomoéu odgovarajuéih matemati¢kih simbola.
[—5]- ]3] |—5+3]

4. Koliko treba dodati broju 198 da bi se dobilo 80? (—118)
5. Izradunaj: 7T—[M4+0O—2)]+[—3G—35)+12]=. 10)

6. MNastavi zapoceto:

a+(b+c)= (asocijativnost) (a-+b)4-c;
a+-b= (komutativnost) b+a;
a+0= (0 je neutralni element) 0+a=a;
a+(—a)= (—a je suprotni element od @) (—a)+a=0.
Napomena, — Nastavnik treba da u toku rada obilazi uCenike da bi dobio uvid u

uspjesnost njihovog rada, a nastojat ¢e da prije zavrSetka nastavnog sata informira uc¢enike o uspjes-
nosti njihovog rada.
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PRIMJEDBE I KOMENTAR

Nastavna jedinica. — ,,Zbrajanje cijelih brojeva® — moZe se razraditi u okviru Cetiri ili pet
nastavnih ¢asova (vidi varijante). Nastavnik treba da odmjeri brzinu rada, da izvodi sve nastavne
¢asove punim hodom i da razvija smisao kod svakog ucenika da se radi ozbiljno, odgovorno i
efikasno. WACRTOM predvideni detalji ukazuju nastavniku na sloZzenost nastavnog rada, na vaz-
nost nastavne jedinice u cjelini i pojedinostima. Iako je istaknuto npr. u NIVOIMA, da treba ope-
raciju zbrajanja u skupu cijelih brojeva da svaki ucenik usvoji na nivou automatizacije, ipak cilj
nije dril, ve¢ sistematski pristup stru¢nim i metodi¢kim pitanjima i sadrZajima koji su istaknuti u
MACRTU.

Redoslijed realizacije ne mora u svim nijansama doslovce biti realiziran, kao i to da se pred-
loZeni izbor, npr. metoda i metodi¢ki oblik, moze izmijeniti, pa i reducirati. Uopce, nastavnik ¢e
prilikom realizacije nastavne jedinice zbrajanja cijelih brojeva koristiti ovaj predlozak samo kao
ideju, kao koncept, kao poticaj za razmisljanje kako da se pripremi svaki nastavni sat posebno.

Va?no je da se za vrijeme izvodenja nastave matematike radi tako da se rijeSi dovoljno ma-
tematickih zadataka. WACRTOM se predvidaju zadaci za svaki tip nastavnog sata, od pripreme do
provjeravanja. PredloZeno je da se pri tom radi i sa nastavnim listi¢ima i da se izvede kontrolni
ispit znanja. Kontrolni ispit znanja je prireden samo u jednoj varijanti, za sve u¢enike u odjeljenju,
dok je skup zadataka koje ¢e ufenici rjeSavati pomocéu nastavnih listica razraden u tri skupine:
A, B i C. Zadaci iz A skupine namijenjeni su samo onima koji se isti¢u u matematici ili su uklju-
¢eni u dodatnu nastavu, B skupina—za najvedi broj uéenika u razredu (za »srednjake«), a skupina
C — za sve one ulenike kojima takav rad ide teZe i sporije, pa se zbog toga vrio Cesto ukljucuju
u dopunsku nastavu. Posebno je vaZno da se realizira iz OPISA TOKA FAZA RADA veoma
savjesno UVOD I ZAKLJUCAK (REZIME).

U okviru navedenih &etiri ili pet Casova nastavnik moZe informirati svoje ufenike na naj-
prikladniji nadin sa izvjesnim zanimljivim povijesnim podacima. Npr.: ... da o negativnim bro-
jevima u smislu brojeva koji oznacavaju dug ili gubitak, nasuprot pozitivnim, koji oznadtavaju
imovinu ili dobitak, ima tragova ve¢ kod starih indijskih i kineskih matemati¢ara. Kinezi su npr.
za obiljezavanje ovih brojeva upotrebljavali boje. Za pozitivne brojeve sluzili su se crvenom, a
za negativhe — crnom. Dugo vremena je ljudima izgledalo neshvatljivo da se veéi broj mozZe
oduzimati od manjeg, odnosno da bi se ne§to mogio oduzimati od nule. Najstarija istraZivanja u
oblasti negativnih brojeva zapaZa se kod Inda jo§ u VII stoljeéu. To su, uglavnom, ratuni primanja
i dugovanja. Povijesni podaci nas upuéuju da je od prvog saznanja za ove brojeve do njihovog
definitivnog usvajanja proteklo tisu¢u godina. U Evropi su se ti brojevi dugo nazivali »laznimax,
»besmislenima«, »apsurdnimag, izmi$ljenima«, Poceli su se uzimati u obzir tek u XVI stoljecu.
Veliku zaslugu treba pripisati Dekartu 1injegovoj Skoli, Ojleru idrugima, Ipak, uza sve,
prepirka oko negativnih brojeva trajala je stotinu godina.

Bitno je da ufenik shvati i razumije te$koce u razvoju i da se pro$ireni skup prirodnih bro-
jeva (nulu i negativne brojeve) i raCunske operacije sa njima treba obja$njavati polazeéi od kon-
kretnih primjera i da se za to kao najbolje sredstvo preporucuje brojevni pravac.

LITERATURA
1. Zeljko Pause: Matematika za sedmi razred osnovne Skole
2. Pause—Krémar: Zbirka zadataka iz matematike za sedmi razred osnovne Skole

3. Vinko Bajrovi¢—Vinko Pavliovié i Milan Pehar: Zbirka zadataka
za sedmi razred osnovne skole
4 Vera Schmid: Zbirka zadataka iz matematike za sedmi razred osnovne skole

5. Matematika — Priruénik za struéno usavr§avanje nastavnika osnovnih §kola, SK, Zagreb
1973. '

6. Dr M. Radié: Za mlade matemati¢are, knjiga 1, Rijeka, 1971.
. Matematika — Stru¢no-meatodic¢ki Casopis, br. 1/76, 3/76.
.Zlatko Sporer: Repetitorij matematike, SK, Zagreb, 1977.
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STRUCNO-METODICKE BELESKE

16. Pripremio Milan BoZié, Beograd.

U Matematici br. 2/1977. objavljen je, u rubrici zadataka pod brojem 57, stav:

Prava koja sadrZi presek krakova i presek dijagonala trapeza polovi osnovice
tog trapeza.

Ovaj stav moZe se iskoristiti pri reSavanju slede¢eg konstruktivnog zadatka.

U ravni su dati prava i njoj paralelna duZ. Koristeéi se samo lenjirom, podeliti
duz na dva jednaka dela.

ReSenje. — Oznalimo pravu sa /, a krajeve duzi sa 4 i B.

Slika 1

Neka je S tacka u ravni odabrana tako da se nalazi sa one strane prave 4B
sa koje nije prava /. Prave S4 i SB seku pravu / u tatkama 4" i B’ tim redom. Ce-
tvorougao AA4'B’'B je trapez. Neka je S’ presek njegovih krakova AB’ i BA'.
Prava SS’ sede duZi AB i1 A’'B’utaCkama C i C’, tim redom i prema prethod-
nom stavu polovi ih (sl. 1).
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Iz prethodnog proizlazi da se tatke C i C' dobijaju u preseku prave SS’ sa
duzima AB i A’B’. Da bi se ove tacke odredile, dovoljno je konstruisati prave S4,
SB, AB', BA’ i SS’. Za to je¢ dovoljan lenjir.

Zanimljivo je slede¢e uopStenje upravo refenog konstruktivnog zadatka.

U ravni su dati prava i njoj paralelna duz. Koriste¢i se samo lenjirom podeliti
duZ na »n jednakih delova.

i u prethodnom zadatku i na isti nadin

ReSenje. — Koristimo oznake kao
odredujemo taCku S. \

Navedenim postupkom, tatkama C
i C’, delimo duZi ABi A'B’ na dva jedna-
ka dela. Zatim, ponavljajuéi konstrukciju,
saistom tackom S, delimo duzi AC1 4'C’,
cdnosno CB i C'B" na po dva jednaka
dela, i tako dalje.

Na ovaj nalin, deleé¢i svaku od do-
bijenih podeonih duZi na po dva dela,
moZemo polaznu duZ 4B 1 njenu projek-
ciju A’B'" podeliti na 2,4,... ,2k ...
delova.

Ako je n stepen broja 2, tj. ako je
za neko kn=2% dui AB ¢e posle 2k—1
ponavljanja pomenute konstrukcije biti .
podeljena na n jednakih delova. T

U suprotnom, neka je k prvi priro-
dan broj takav da je 2¥>n. Podelimo duz ,
AB i, sledstveno, duZz A’B’ na 2% jedna- Slika 2
kih delova. Neka je D’ tac¢ka na duzi A’'B’
takva da duz 4’D’ sadrZi taéno » ovih delova. Cetvorougao 4A4'D'B je trapez. Ako
mu kraci nisu paralelni, postoji njihov presek T. Ako su mu kraci ipak paralelni,
podelimo duZi 4B i A'B’ na 2%*1 jednakih delova (svaki od prethodno dobijenih
delova, u stvari, prepolovimo) i opet odredimo tacku D’ na duzi A'B’ tako da duz
A'D'" sadrZi tatno n novodobijenih jednakih delova. Duz 4A'D’ je u ovom slucaju
polovina prethodno konstruisane duzi 4'D’, pa kraci u novom trapezu sigurno nisu
paralelni. :

Na prvi ili, ako je potrebno, drugi na¢in uvek dobijamo tvapez A4’'D'B sa
neparalelnim kracima koji se seku u tacki 7. Prave koje prolaze kroz tacku T i
podeone tacke duZi A'D’" na » jednakih delova, seku duz 4B u tafkama koje je,
premaTalesovoj teoremi, delenatakode jednake delove, a njih je, jasno, n.

Ovom konstrukcijom duz AB je podeljena na » jednakih delova.
Sve tacke pomenute u prethodnom izlaganju dobijaju se u preseku pravih
odredenih taCkama koje se konstruiSu ponavljanjem postupka iz prvog zadatka.

Tako se ova konstrukcija sastoji iz ponavijanja elementarnih konstrukcija, ako
tako nazovemo konstrukciju iz prethodnog zadatka. Za to je dovoljan lenjir.
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17. O nazivima deljenik, delilac, umanjenik, umanjilac i sl.
Pripremio Slavisa PreSic.
Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi i neka vazi jednakost

el =

Kao $§to znamo a se naziva umanjenik, b — umanjilac, a ¢ — razlika (broja a sa
brojem b). Sli¢no, ako vaZi jednakost oblika

a) ==y

tada a zovemo deljenik, b — delilac, a d — koliénik (a sa ). Da li su ti nazivi
svrsishodni, imajuéi na kraju na umu i okolnost da se ne pamte potpuno lako? Pre
odgovaranja, razmisljanje nastavimo ovako. Neka je S izvestan neprazan skup 1 *
jedna njegova binarna operacija — slucaj koji se u savremenoj algebri srece
skoro na svakom koraku. Pretpostavimo, dalje, da za ¢lanove a, b skupa S vredi

jednakost
ax b=c,

tj. da je ¢ odgovarajuéi rezultat operacije. Slede¢i ve¢ pomenute nazive deljenik,
delilac, umanjenik, umanjilac sta bismo sada rekli za a1 b? MoZda (?!): zvezdanik
i zvezdilac. Tako smo dosli do, slobodnije receno, jezicke zbrke. Po naSem misljenju,
nazive kao umanjenik, umanjilac i sl. ne treba upotrebljavati, nego umesto njith
treba govoriti ovako: prvi broj (opstije prvi ¢lan), drugi broj (odnosno drugi ¢lan)
i rezultat (tj. ishod) operacije. Tako, neki zadaci uz kori§¢enje tih naziva glase:

— Prvi ¢lan razlike iznosi 8, sama razlika je 3, koji je drugi ¢lan?
— Koli¢nik dva broja je 5, a drugi medu njima je 2. Koji je prvi ¢lan tog
koli¢énika?

Bérzan, Dukovi¢, Gyarmati — Pavli¢, Hang, Keglevid,
Kronfeld, V. Marde§i¢, Matuli¢— Bedenié, Sto§ic

RIJESENI ZADACI 1Z VISE MATEMATIKE
s kratkim repetitorijem definicija i teorema — Svezak 1II
»Skolska knjiga«, Zagreb, 1975, format 17 x 24, broSirano, strana 384, cijena 220 dinara.

Sadrzaj: XII. Neodredeni integral, XIII. Odredeni- integral, XIV. Visestruki integrali,
XV. Krivuljni integrali, XVI. Povriinski integrali.
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ZADACI

PROBLEMI ZA RESAVANJE

72. Postavio Milan BoZi¢, Beograd.

Za koje realne. brojeve x, y, z je tacna formula
T(x-+y+z<3da>x<aAy<alz<a),
gde je a poznat (realan broj)?

73. Postavio Slavisa Presié¢, Beograd.

Odrediti iskaznu formulu F (p, q) — gradenu slovima p, ¢ 1 znacima logickih
operacija A, V, 1, =, — iz uslova da je

(*) F(p, 9NF (g, r) = F(p, 1)

tautologija. Recimo, formula p = ¢ je jedan primer takve formule F(p, g).

74. Dokazati da je uslov ¢2<{a2--b2 potreban i dovoljan da bi bila moguca
po x (iz skupa R) jednacina asin x-+b cos x=c.

75. Resiti po x (iz R) jednadinu ¢ (x)+¢(1—x)=1, gde je ¢ funkcija odredena

ovako
@ (x)=|x| ako x<{1/2, @(x)=1—x ako x>1/2.

RESENJA RANLJE POSTAVLJENIH PROBLEMA

Problem 56. — Postavio Hamid Kulosman, Sarajevo.

Ako je n prirodan broj‘, a « oStar ugao, tada vazi
nt(tg" e+ ctg o)+ =27 (n? + 1).
Dokazati.
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RjeSenje. 1. KwjundZ?iéa, Zvornik.

Posmatrajmo funkciju y= f(oc) —tg" o+ ctg o u intervalu ]0 %[ Funk-

cija je, odigledno, pozmvna a na krajewma intervala teZi ka + o0. Posto je
i neprekidna, onda mora imati donju granicu.

1 1 T
Y =ntg"loa——————=0ntg"+*la=1 tga=n i
cos? o sin? o ,
Dakle,
x 1 R L I 1
o ( 1) PES e (1+__)nn+1,
n
pa je
1
1 o)
(D tg"oc+ctgoc>(l +—-—)-n il
n
Oznacimo

L=n"(tg"a+ctga)'+l, D=2"(n*+1). Na osnovu (1) moZemo - pisati:

APy LY Ly
L}n”-[(1+-~)n ] =n"(1+~) -n=n"+1(l+~—-) =(n+ 1)r+L

n n n
Dakle,
®) | L (n+ Ly,

Treba jos dokazau da je
(n+ 1)”+1>D Z8 =1, 2 55 . %

U stvari, za n=1 je (n+ 1)"*'=D. Dokazacemo da je
' (n+1y*'>D za n=2, 3, 4, ..
Za n=2, nejednakost je ispunjena:
33=27>22(22+1)=20.
Pretpostavimo da je.za neko fiksirano #:
(n+ 1)"+1=2" (02 4 1).
PomnoZimo obje strane sa 2 (n+ 1). Dobijamo

(3 2(n+ 1y+2= 2t n 4 1) (n+ 1),

Vaze i slijedece nejednakosti:
@ @+ D (s D> [+ 12+ 1], n=2, 3, ...
(5) (n+2+2>2 (n+ 1)+2 n=2, 3, ...
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Nejednakost (4) je oéigledna, dok nejednakost (5) slijedi iz
(n+2y+2=[(n+ D)+ 11" 2=(n+ 1)"+2+(k+2) (m+1)r e+ 1
>nm+ D)2 +(m+ D)+ 1)1 =2 (n+ 1) +2
Iz nejednakosti (3), (4) i (5): imamo |
(n+2)1+2> 2"+ [(n+ 1)* + 1],
1 time smo, indukcijom, dokazali nejednakost
(6) (n+ 1)y+i=2"(n2+ 1), za n=1, 2, 3, ...
Sada, iz (2) i (6) imamo
S L>2"(m2+ 1), ili L>D.

Problem su, takode, redili S. Arslanagi¢, Trebinje, i D. Jocié¢, Fola.

Problem 57. — Postavila Miljana Ignjatovi¢, Nis.

Prava prolazi kroz presjek dijagonala i presjek produZenih krakova tra-
peza. Dokazati da ona polovi osnovice tog trapeza.

Dokaz Izeta KujundZiéa, Zvornik.
ASMD~ANS NA =>
> DM :AN=S M:S N,
ASMC~NS NB =
=> CM:BN=S, M:S N.

Iz ovih proporcija izlazi:

DM : AN =CM : BN.

AS,MD~AS,NB =

> DM :BN=S,M:S,N,
AS,MC~AS,NA =
> CM:AN=S,M: S, N.

Iz poslednje dvije proporcije
izlazi: :

DM :BN =CM: AN.

Slika 1
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1z podvuéenih proporcija izlazi:
(1) DM - BN =AN - BM,
(2) DM-AN=BN-CM.
MnoZenjem ovih jednakosti dobijamo:
DM-§_J\I-DM-AN=ﬂ-CM-1ﬂ-CM,
DM?*=CM?2,
DM =CM,
a onda je iz (1) ili (2) i BN=AN. Dokaz je zavrSen.

Problem su, takode, resili S. Arslanagi¢ i D. Jocic.

Problem 58. — Neka su x, y, z oznake realnih brojeva. Formulu
x+y=1 rijesiti:

a) po x,y;, b) po x,y,2 ¢) pox; d) po z.

RijeSenje: S. Arslanagica, Trebinje.

a) Formulu x+y=1 prevedimo na oblik:
y=1-—x.

Na osnovu toga sva rijeSenja.su odredena formulama x=a, y=1-a,
gdje je a ma koji realan broj; znaci, imamo beskonaCno rijeSenja.

b) MoZemo pisati:
(x+y=1DAz=2
(y=1-x)Az=z,
(x=a, y=1-a)Az=z.

Dakle, sva rijeSenja su odredena formulama: x=a, y=1—a (¢ — ma koji
realan broj, z — ma kakav realan broj.

¢) x=1-—y, y — parametar. Postoji tatno jedno rijeSenje.
d) Mozemo pisati:
(x+y=DAz=z
Uslov x+y=1 (za parametre x, y) je potreban i dovoljan da postoji
rijeSenje po z. Ako taj uslov vrijedi, z moZe biti na koji broj.
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Problem 59. — Koja relacija nezavisna' od a, b postoji izmedu reSenja
jednadine L
(@+b)x®+i(a—b)x+c=0 (i=)/=1)

ako a>0, b>0 a ¢ je harmonijska.sredina od a1 b?

RjeSenje Adema- Huskica, Tesanj.

Prema Viéteovim pravilima je

(0 e A D,
‘ - a+b
) XX =——,

a+b

a prema uslovu zadatka c¢= 2 ab , pa (2) postaje
2ab

3 . T
3). Xy Xy (@t by

Kvadriranjem (1) dobijamo

, (a — b)? a—2ab+b*> 2ab a?+b?
(X +x,)0= — = —— = — =
(a+b)? (a+b)? - (a+b)* (a+b)?

__2ab _(a+bp-2ab _, 2ab _
(a+0)° (a+b)* (a+b)

1,

pa prema (3) konaéno dobijamo

- 2
(X, +x,)2=2xx,—1,
odnosno

X —inz — 1.

Problem su, takode, resili S. Arslanagié, D. Jocié, 1. Kujund?ic.

Problem 60. — Postavio Dragoljub Milofevié, Pranjani.

Dokazati nejednakost
(a+3 by + (3 a+by'=2"" (a+b)",

gdje su a, b pozitivni, a n prirodan broj. .
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Re§enje D. Jociéa, Foca. -

DokaZimo prvo lemu 27~! (4”4 B")>(4 + B)". DokaZimo to matematitkom
indukcijom. Lema vaZi za u=2 zbog (4 — B)*>>0. Pretpostavimo da vaZi i za
n=k, tj. da je 2¢=!(4*+ BX)>=(4 + B)*/(A+ B):

26-1 (4R+1 4 Bk 4% B+ AB¥) > (A + B)k+1.

Kako je A*+!4 B¥*+1>> 4% B+ AB* zbog (AB) (4*—BY>0, to je A*+!4
BF+1 4 A4k B+ AB* <2 (A*+1+ BF+Y), tj.

2(k+1) I(Ak+1+Bk+1) (A-rB)k"'l

A

Time je lema dokazana.

Za A=3a+bi B=3b+a nejednadina postaje 27~ [(3a+b)*+ (a —I~3b)]>
[3a+b+a+3by, t.

213 a+by' +(a+3b)1=2"(a+b),
(Ba+b)y+(a+3by=2"+1(a+b).
Time je nejednakost dokazana.

Problem su, takode, reSili S. Arslanagié, Zeka Naser, I. Kujundsié i
A. Huskié.

Dr Vliadimir Devidé

RIJESENI ZADACI 1Z VISE MATEMATIKE
s kratkim repetitorijem definicija i teorema — Svezak I

»Skolska knjigax, Zagreb, 1973. I izdanije, 1975 11 izdanje, format 17\<24 broSirano, strana
124, cijena 40 dinara.

Sadrzaj: I. Brojevi, 1I. Kombinatorika, IIl. Determinante, 1V. Analxtu,ka. geometrija pro-
stoxa V. Vektorska algebra.

Dr Vladimir Devidé

RIJESENI ZADACI 1Z VISE MATEMATIKE
s kratkim repetitorijem definicija i teorema — Svezak 11

A»Skolska knjiga«, Zagreb, 1973, format 17 %24, broSirano, strana 222, cijena 80 dinara.

Sadrzaj: VI. Nizovi, VII. Redovi, VIII. Funkcije, IX. Grani¢ne vrijednosti, X Diferencijalni
racun, XI. Primjena diferencijalnog ra¢una.
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ZNACAINIJA IZDANJA 1Z MATEMATIKE
U POSLJEDNJIH DESET GODINA

IGKRO »SVJETLOST«, OOUR ZAVOD ZA UDZBENIKE, SARAJEVO

Radivoje Kaganin: VISA MATEMATIKA I, 1969, strana XI1-+836, ilustrovano,

format 24 x17 cm 50 din.
Silvio Elazar: MATEMATICKA STATISTIKA, 1972, strana 320, ilustrovano,
format 24 x17 cm 80 din.
Silvio Elazar: UVOPENJE U MATEMATICKE TEORIJE (Dokazi u matematici),
1976, strana 160, ilustrovano, format 20 x 14 cm - 90 din.
V. Vuleti¢i C. Ljubovié: PROGRAMIRANJE (Fortran), 1978 (1I izdanje),
strana 224, ilustrovano, format 24 X 17 cm 120 din.
Suad Alagidé: PRINCIPI PROGRAMIRANJA, 1976, strana 214, ilustrovano, for-
mat 24 x17 cm 100 din.

Veselin Peri¢ i Milo§ Tomié¢: ZBIRKA RIJESENIH ZADATAKA IZ MA-
TEMATIKE II, sveska 1: DIFERENCIJALNE JEDNACINE, 1975, strana 139, ilustro-
vano, format 24 x16,5 cm 80 din.

V. Perié, M. Tomi¢ i P. Karacdié: ZBIRKA RIJESENIH ZADATAKA 1Z MA-
TEMATIKE 1I, sveska 2: DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA, VISESTRUKI, LINIJSKI
I POVRSINSKI INTEGRALI, VEKTORSKA ANALIZA, 1976, ilustrovano, strana 250,
format 24 x17 cm 130 din.

V. Perié, M. Tomi¢ i -P. Karadié: ZBIRKA RIJESENIH ZADATAKA IZ
MATEMATIKE II, sveska 3: FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMJENLJIVE, REDOVI,
LAPLASOVA TRANSFORMACIJA, 1976, strana 260, ilustrovano, format 23,5 x 16,5 cm 120 din.

Lj. jarnjak, A. Rasidagi¢-Finci i M. Vukovi¢: ZBIRKA ZADATA-
KA IZ TEORIJE FUNKCIJA KOMPLEKSNE PROMJENLJIVE, 1975, strana 272, ilus-

trovano, format 24 x17 ¢cm o 120 din.
Mirko Kulifi¢: ZBIRKA ZADATAKA 1Z MATEMATIKE 1 — NEODREPENI
INTEGRAL, 1978, strana 120, format 23,5x17 cm 80 din.

S. Pre§ic¢ i B. Alimpié: ZBIRKA ZADATAKA 1Z MATEMATIKE (sa uputama
irjesenjima) za I razred srednjih $kola, 1977, strana 270, ilustrovano, format 23,5x17c¢cm 55 din.

S. Mintakovié: ZBIRKA ZADATAKA IZ MATEMATIKE (sa uputama i rezulta-
tima) za II razred srednjih §kola, 1977, strana 338, format 23,5 X 16,5 cm 55 din,

M. Snajder i S. Tomié: METODICKA ZBIRKA ZADATAKA 1Z MATEMA-
TIKE (za sve razrede srednjih §kola), 1978 (XIII izdanje), strana 293, format 23,5 % 16,5 cm 36 din.

Mirjana Malenica i HatidZa PDulié-Mulahalilovié¢: ZBIRKA
ZADATAKA IZ MATEMATIKE SA RIESENJIMA (sa republi¢kih takmitenja u Bosni i
Hercegovini i sa prijemnih ispita na Prirodno-matemati¢kom fakultetu u Sarajevu), 1975,
strana 239, ilustrovano, format 20x 14 cm 10 din,
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R. Dzananovié: PRIRUCNIK UZ UDZBENIK MATEMATIKE za 1 razred os-
novne $kole, 1978 (II izdanje), strana 1381, format 23,5 x 16,5 cm

S. Gorufanin i A. UZi¢anin: PRIRUCNIK UZ UDZBENIK MATEMATIKE
za 1I razred, 1978, strana 147, format 24 X 17 ¢cm

K. Mijatovié: PRIRUCNIK UZ UDZBENIK MATEMATIKE za YII razred, 1978
(IT izdanje), strana 149, format 24 X 17 ¢cm '

M. Trninié: PRIRUCNIK UZ UDZBENIK MATEMATIKE za IV razred, 1978
(II1 izdanje), strana 148+3, format 24 X17 cm

M. Radié: PRIRUCNIK UZ UDZBENIK MATEMATIKE za V razred, 1977, strana
92, format 23,5x 16,5 cm

M. Radié¢: PRIRUCNIK UZ UDZBENIK MATEMATIKE za VI razred, 1977, strana
72, format 23,5x16,5 cm

Z. Paule: PRIRUCNIK UZ UDZBENIK MATEMATIKE za VII razred, 1978, strana
76, format 23,5x16,5 cm

Slavi§a Pre§i¢ i Branka Alimpié¢: O MATEMATICKOJ LOGICI, BRO-
JEVIMA I GEOMETRIJI u 1 razredu srednjih Skola — priru¢nik za profesore, 1977,
strana 84, ilustrovano, format 20 X 14 cm

55 din.

55 din.

55 din.

40 din.

40 din.

40 din,

40 din.

40 din.

Pretplatnicima ¢asopisa MATEMATIKA »SVJETLOST« odobrava 10% popusta za izdanja
iz ovog popisa. Pismene narudZbine izdavadu dostaviti uz priloZeni kupon na adresu IGKRO
»SVIETLOST« OOUR Marketing, poslovnica za udZbenike, 71000 Sarajevo, P. Preradovi¢a 3.

Knjige se $alju pouzeéem.

KUPON: STRUCNO-METODICKI CASOPIS »MATEMATIK A«

Pretplatnik:

Adresa:
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