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PREDGOVOR 

Stranice ovog teksta аи nastajale od 1981. ~odine 

skoro da p:;:-еdstа1Ј1јајu tri cje1ine од.. };::ojih svaka ima 

:\. predmet izucayanja interI:led.ija1ne lo[:icke siste:::::re, .Ј... • 

L. Ј • 

::,osiren ја Heyting-oye 1o{;ike. 

Ргуа cjelina (druga р1ауа) је розуесепа izucavanju 

~kih род.. si ste::!1a Dum.тne tt-ovo g гасunа i skaza, druga (tre са 

_ауа i d.odatak 1) зе bavi logikom а1аЬОб zakona. iskljuce­

ја treceg, а u trecoj (cetvrta glava) эе daje јеаnа sinta-
.<> 

,naprocedura od1ucivosti primjen1jiva па izvjesne klase 

ttermedi jalnih racuna .. 

u ~etodolo~ko~ рогlеdu, mogu зе razdvojiti dvije 

.ti, од.. kojih зе jedna, па kojoj је i bilo te~i~te, pro-

'~e cijelom du~inom rada i spada, prije svega, u sintaksna 

:trazivan ја i ok'1ire struktu..rne teori је <iоkг.zа (genceniza-

је i siste~i prirod~ih dedukcija) , i druga (~ali djeloYi 

уе, dru~e i trece Flave), koju ~ine e1e~e~ti teorije 

ipke-ovih поdеlа. 

U prvoj plavi ве uvode osnovni poj~ovi. ?о su najprije 

stemi izvoCenja i iskazni sisterni izvo~enja za koje se 

ste!'J.e pri:rodni11 declhl-::сiја i sisteme Eilbe::::'t-ovor.: til)a. 

rlijelu з:). potJ.r.aclovor:1 "l.~etasiste':1i iZ'JOQE::l,jal! зе гоkаZl.-tје 

,..-
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da odre(teno prosirenje imp1ikativnog fragrnenta Heyting-ove 

logike iskaza predstavlja reproduktivnu metateoriju, sto 

је, vjerovatno, posledica deduktivne potpunosti ovog fra­

gmenta. Zatim эе navode poznate forтulacije Heyting-ovog 

racuna u stilu Hilbert-a i Gentzen-a uz niz nарошеnа о 

njihovim prosirenjima. Tu эе daje i formulacija klasicnog 

тасunа iskaza kao visezaklucnog sistema prirodne dedukcije 

iz koje эе, uz neka ogranicenja, moze dobiti i formulacija 

logike slabog zakona isklucenja treceg, а kao poseban slu­

сај, tako~e, i poznata formulacija Heyting-ovog racuna iska­

za kao sistema prirodne dedukcije. Navedeni sistem se razliku 
- ~ \ 

od poznatih пат (У. D. Prawitz (1965, 1971), D. Ј. Зhоеsmith, 

Т. Ј. 'Smi1ey (1.978), Е. G. К. Lop.ez-Escobar (1982», а ima 
.<" 

вуе dobre оэоЪinе cesto razmatrane (jednozakljucne) formu1a-

cije Heyting-ovog racuna - mоgu6nоэt normalizacije izvodenja 

i separabilnost - sto se ovdje i dokazuje. Posljednji dio 

prve glave posvecen је elementima teorije Kripke-ovih modela 

i to u оnој шјет! u kojoj пат је to potrebno za djelove 

razmatranja koja slijede u drugoj i trecoj glav1, јет эе, 

prije svega, namjeravamo bavit1 sintaksom pojedinih formalnih 

sistema. 

Druga g1ava эе Ьау! jednom k1asom iskaznih interme-

dija1nih logika. Najprije эе dokazuje da niz intermedija­

lnih logika dat u radu Е. G. K~ L6pez-Escobar-a (1982) эа­

drzi svega tri razlicita iskazna sistema, od kojih је jedan 

nov, ра эе za njega dokazuje potp~most u odnosu па odredenu 

k1.asu Kripke-ovih mOdela, odlucivost, separabilnost (sto 
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је ujedno i rjesenje ртоЫета postavljenog u pomenutom 

'ааи) 1 nezavisnost logickih veznika. Zatim Бе de:finisu 

tva niza intermedija1nih logika u vezi эа kojima se uka-

;ије па uopstenje pomenutog ртоЫеша separabi1nosti, da 

>! se nakon toga dalo 1 njegovo rjesenje. Pokazuje ее, 

;akode, da је granicna vrijednost posmatranih nizova logi­

:а, Heyting-ova logika, tj. da medu definisanim logikaтa 

.шато i dobre aproksimacije Heyting-ove logike. Djelovl 

Ive glave ви saopsteni па Seminaru za matematicku logiku 

>т! Маtеmаtiсkош insti tutu u Beogradu, decembra 1982. go­

.ine, па Odjeljenju Matematickog instituta u Beogradu, 

.pri1a 1983. godine i па Evropskom sastanku udruzenja za 

:iшЬо1iСku logiku (ASL) u Aachen-u, ји1а 1283. gOdine, а 
\ 

.је1оу! се Ы ti оЬјау1јеп! pod nas10vima "А note оп some 

ntermediate propositional calcu1i" (Тће Јоитпа1 of SушЬоliс 

:ОР2;lс) 1 "Оп sоше subsystems of Dummett' s LC rl (Zei tschrift 

'ит mathematische Logik und Grundlagen ает Mathematik). 

Ттеса glava је posvecena logici iskaza slabog za-

опа iskljucenja treceg. U ртуа ауа dijela dat је kratak 

~egled poznatih rezu1tata koji Бе ticu оуе logike, а 

atim formulacija jednog Gentzen-ovog sistema koji odgo-

ата ОУОј logici. Za pomenutu formu1aciju ае dokazuje 

eorema о eliminaciji pravi1a Бјесепја, odakle эе kao ро­

теапе i11 neposredne posled1ce izvode neka оа poznatih 

vrdenja kao sto Би separabi1nost, odlucivost, teoreme inte­

polacije itd. Pristup ovim problemima, kada эе таа1 о 

УОј logici, је па оуот mjestu metodo1oski esencijalno 

azlicit u odnosu па ао sada poznate пат. Daje Бе takoae 
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jedna interpretacija klasicne logike u loglcl slabog zakona 

lskljucenja treceg. На kraju ве navodl 1 formu1acija оуе 

logike kao visezak1jucnog slstema prirodne dedukcije за 

teoremom о norma1izaclji izvodenja. Пје1оу! ove glave ви 

izlagani па Seminaru za matematicku loglku prl Matematickom 
, 

lnstltutu u Beogradu, шаја 1983. godlne. 

u cetvrtoj glavl эе navodl jedna formalizacija fra­

gmenta Heytlng-ove logike iskaza koja dopusta elimlnaclju 

pravila tranzitlvnostl vec па objekt-nlvou, odakle ве do­

Ыја jedna sintaksna karakterizacija formula dokazivih u 

Heyting-ovoj implikativno-negativnoj logici, па kojoj bazira 
I 

i jedna sintaksna procedura odlucivosti opisana u tom dlj~lu 

Dalje эе, uz рошос poznatih rezultata pokazuje kako эе ova 

procedura moze proslriti па bilo koju konacno aksiomatizi­

Ъilnu intermedijalnu logiku bez disjunkcije. Dio ovog teksta 

је izlozen takode па Seminaru za matematicku logiku РТ! 

Matematlckom institutu u Beogradu, maja 1982. gOdine, а 

Ысе objavljen pod naslovom "А decislon procedure for 

certaln disjunction f.)."'ee lntermediate propositiona1 calculi" 
r 

(Publlcations de l'Institut Mathematique). 

-
Na kraju rada эи јоэ i dva dodatka. U ртуот od njlh 

эе posmatra logika predikata slabog zakona iskljucenja trece 
1-

gdje эе daje produzetak razmatranja iz trece glave. Uvodi ве Ј i· 

Gentzen-ov sistem koji odgovara ovoj logici, dokazuje эе 

teorema о eliminaclji pravila эјесепја, а kao posledice эе 

dobijaju: separabilnost, jednakost fragmenata bez negacije 

-
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оуе lo€~ike 1 He~'tlng-ove logike predikata, te teoreme interpo-

1acije. Pored nekonstruktivnog dokaza D. М. Gabbay-a (1971а) 

da оуа logika zadovoljava interpolacioni uslov Craig-a, 

nije пат poznat јоэ neki dokaz оуе cinjenice. Ovdje эе doka­

zuje da оуа logika zadovoljava i јас! uslov, interpolacioni 

иэ10У Lyndon-a, а sаш dokaz omogucuje' neposrednu konstru-" 

kciju interpolanta u konkretnoj situaciji. U drugom dodatku 

эе navode neki otvoreni ртоЫеш! i moguci ртаус! daljih istra­

zivanja u оуој oblasti. 

Оуај rad nije, niti је to mogao biti, rezultat 

эато mojih, licnih napora. bleposredne i1i posredne dopri-

nозе, izuzev, naravno, autora citiranih djela datih па za-

dnjim stranicama, dali su i mnogi drugi, ра, па оуот mjestu, 

vjerovatno zaboravljajuci ponekog, jer эе to ovim prilikama 

nајсеасе i desava, srdacno zahvaljujem profesoru dr Slavisl 

В. Presicu па strucnoj pomoci, па pokazanorn strpljenju tokom 

saradnje эа шnот, па pravim rijecima, ат Kosti Dosenu па уеоша 

pazljivom citanju teksta i nizu znacajnih sugestija i ispravk~, 

te па struc~oj pomoci, dr Zoranu Markovicu, dr Zarku Mijajlovlcu, 

dr Milanu Bozicu, тт Miodragu Kapetanovicu па pazljivom r 

slusanju iz1aganja dje10va ovog rada i korisnim primjedbama 

ucinjenim tom pri1ikom. 
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о. U\'OD 

Posto be~O se па stranica~a sto slijede baviti pri-

~ svega teori ј от lop,i ckih si stema, to ce::lO minir.ium (lrugih 

je10vamaternaticke lorike i matematike uopste, koji је пе-

Јћоаап za kore ktno i z 1agan ј е оуе :па tez:-i ј е, а ci ј е bi ро stu-

10 иуобепје па оvот mjestu bilo suvi~no i ~epotrebno, пајсе-

~e pretpostav1jati. Tako сеrnо,па primjer, роа skupon i 

љsоm podrazurni ј evati 1-10 јг.lOуе defini sane u Gode1-Bernay s-

Јvој (i11 vоп ~·Теuma.nn-Gёdе1-:Зегпа~,ls-оvој) teoriji. skupova 

'. Е. Mende1son (1964), э. В. Presic (1968), Н. Wang (1970)). 

:ироупе operacije i relacije ce~o oznacavati па иоЬ1сајеп! 

Lcin. Takode se песето zadr~avati па definiciji ordina1a 

'. G. Takeuti (1975), К. Schutte (1977). 

Zbog ucesta1ih indu.kti vnih definici ја, 'us1ov 

ivaki izraz navedenog tipa эе ~oze 

еnот :~ornji!1 pravila", bice iz sti1skih razloge. izoste.-

.јап, !':1ааа се паротепа аа эе гаа! о inciu~~ti'\fnoj.di3finiciji 

:azivati па to аа ?е isti podrazurnijeva. 

:5irnbo1e &. i ~ lxpotreb1 јаушТ!о isk1 juci уа па 

'ta-nivou kao oznake za konjunkciju i implikaciju. ~licno 

ristiDo i kvantifika~ore, sa izuzetkom dodatka 1. 



klasi~na, ~aaa su dokazi t koji эе ti~u ~isto sintaksnih 

razmatranja i koji kasnije pru~aju mo~ucnosti konstrukcija 

izvjesnih objekata (npr. izvodenja bez эје~епја, interpoli­

re.juce formule, proceciure odlucivosti), i intuicionisti~ki 

dopustivi. 

~oguci redoslijed 5itanja pojedinih glava је dat 

slijedecom she~om. 

prva glava 

druga p;lava "'([~-IIIJ>iJI~.~rе са @:lava <CI!('"~--IIIIIIIi]!)~. ~etvrta glava 

dodatak 1 

dodatak 2 

z 
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ISKAZNIH ~IST~~A IZVOLENJA 

1.1. Sistemi izvocte:nja. Neka је F proizvolja:n перта­

skup i R skup relacija oblika 

• 

(Ai)i<.a 
(Н) , 

(С.)." 
1 l .... C 

~ эи а, Ь i с proizvo1jni ordinali, а А! ,Вј ,Ck Е F i А! ~ ! 
1, ј<Ь, k<c). Elemente skupa F n~ivllino osnovnim formama, 

сира R pravili~a izvodenja (i1i, kra6e, pravi1ima). Za а=О 

с=о, па pri~jer, сотпје pravi10 izvodenja (н) Ы izg1eda10 

• 

• 

• 

(Н), ойпоэпо 
СА;) i~a 

(R). 

Posmatrano pravi10 izvol'ienja (R), za с ~ 1 i kardinalnost 

:og od skupova А;' пе уеси od 1, nazivamo jednozakljucnim 

ri1om. U protivnom, kazemo da је visezakljucno. Ako ви ву! 

.nali а, Ь i с, kao i skupovl Ai, kona~ni, onda kazemo 

L је pravi10 (R) konacno. Inace, kazemo da је ЬевЈсоnаспо (infi-

t ј 
;.; 



tar 
n! tarno}. Ako је а==О, pravi 10 (R) nazi уато o·tvorenim. 

,~ 

Ureden рат (F,R) nazivamo sistemom izvodenja. Ako s'Ui um; 

sva pravi1a skupa ~ jednozakljucna, odnosno konacna, sistem 
<~~ 

izvoaenja (F,R) nаzivаг.ю ;jeD.nozakljucnim, od.nosno fiпitг.rпiш;ј iz' 
-:А' 

inace kazemo da је 81 stem "\1 i se zakl ~иCг.n, одпо аnо infini tarг.n. Ј (g{ 
'D. 
'<1 . lji Klasu izvoaenja sistema izvodenja (p,~), u oznaci D~ 
·if, 

te pretposta~lke Нур(х) i posledice (zakljucke) Cn(x)nekog izv~ 
t 

аеnја х, definisemo induktiv~o па slijedeci nacin: l ' r 
Х е Der i Ну Р (х) =Сп (х) = {x}~ (i) ako је 

(i1) ako је 

Х Е К, onda је 
',. 

'~ce 

• 

Ас 

• 

(Ai)i~a (Bi)icb 
---....;;;.~~~--------ER, Х1 ,Уј eDer (i<a, ј<Ь), 

(Ci)i<c 

u 
х = 

t. 

А! E:HyP(Xi ) (i~a), Ai ~Cn(xi) (i<.a) i В! Е Cn(Yi) (1<Ъ) , 
Ј Н:, 

опда 

, 
х == 

CC i ) 1<. с 

Нур(х')=(.U (Hyp(xi)-{Ai } »V(.U HYP(Yi» i 
Ј.<а Ј.<:.Ь 

Сn(Х')=(.И (Cn(x i )- Ai »U(.U (СП(Уi)-{Вi}»U{Сi:i<С}. 
Ј.<а - Ј.<Ь . 

Posebno za х == 
(Ci)i<c 

Hyp(x)=~ i cn(x)={Ci:i<C}. 

Е R, imamo Х Е Der, 

Elemente klase Der nazivaLlO izvodenjima (ilerivacijamQ 

sistema Ot,R). 
Izvodenje х za koje је Hyp(x)=<;i nazivamo jos i do­

kazom za Сn(х) u datom sist~mu. 

U slucajevima kada bude neophodno razlikovati konkre-

t:r 

z 
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1 sistem izvodenja S=(F,R) оа nekih druGih, te k1asu njegovih 

rodenja, акироуе njegovihosnovnih formi i pravila izvodenja, 

jesto Der, F i R, pisacemo i Der(S), Р(З) i R(S). 

Relaciju pos1edi~no~ti (ded~ccije) nekog sistema 

гоаепја З, u oznaci l-s, definiseL.lo kao poaskup оа F(F)J<P(F) 

lje sa р(х) oznacava!ilo parti tivni skup skupa х) ko ј! zadoyo­

Lva иа10у: 
, 

( г ,6. ) Е I s (i1i u skladu аа tradiciona1nim oznakama 

~6) akko postoj1 XE:Der(S) tako аа је Еур(х)с;Г i Сп(х) <; ~ • 

,а kazemo аа је Г rs- Il prema izvoQenju х. Кааа Ьиае јавпо о 

l ае s1 stemu тас11 i 11 ~-cada to пе Ьиае Ь! 10 vaZ110, U!nje sto I S 

LO pisati saтo г- ,а Г,А!- с::::. ,В Ысе zamјЭDа za Гu{А}r-D.u{В}. 

L е m а 1. Ако Х,у Е Пеr i postoji 08пО'1nа forma 

Сп(х) () Нур(у), опаа postoji z Е Der tako аа Сп(z)=(Сп(х)-{А})U 

~n(y) i Hyp(z)=Hyp(x) U (Нур(у)-{А}) # 

п о k а z. (Indukcijom ро izgradenosti iz'1odenja у.) 

I(y)f-f, jer АЕ:Нур(у). Ako је у=А, опаа Сп(У)={А}, ра za 

.zeno izvodenje z mozemo uzeti аато izvodenje х, jer Нур(х)= 

р(х) U (H~гp(y)-{A}) i Сп(х)=Сп(у) LJ (Сп(х)-{А}). Ako је 

neko pravilo 

• 
о 

• 

2 пека оа izvo~enia 
- - и 

(С.). fl 

l l<e 

(В. ) . < .. 
l lO 

(х.) ј. 
l 

(у ..: ) , 
Ј 

recimo 

( Е: Der) 

(х. ) i Су. ), imaju 
lm Јп 
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osobinu да AE:Hyp(x
l
· )-{А. \ i A€Hyp(y. ), оnаа, prema zr 
m lm Јп 11; 

indukcijskoj hipotezi, postoje izvodenja х: i y~ takva 
~т ;]т 

da НУР(Х1т)=нур(х)и (HYP(xim)-{А}) ~ Cn(xlm)=Cn(xim) U (Cn(x)-{,LC 

Нур(ујn)=Нур(х)и (HYP(Yjn)-{А}) i Сn(Ујn)=Сn(Ујn) U (Cn(x)-{АНi 

Definisimo nizove izvodenja 

x~l= 
l {

х. ,ako i;fim 

X~т ' inace 
( i<a) 

Moze se vidjeti йа izvocenje 

z = 
( ,,). 
х. '< l l а 

i {
У . ,ako j,t:j 

Ј п 

У , ,inace 
јп 

( j<Ъ~ 

}: 

й: 

y~ 

о 

" s 
{ s 

mozemo uzeti u SVOj8tvu trazenog izvodenja jer ima osobine 

Hyp(z)=Hyp(x) U (hyP(Y)-1А}) i Cn(z)=(Cn(x)-{А}) ucn(~/).--1 

L е m а 2. (1) Ako Г \-.6, оnйа ГUП\-ћ.UА. 

(2) Ako r \-.6,А i А,Пi-А ,оnйа runr-~UA. 1 

D о k а z. (1) Како је 

х za koje је Е::,тр(х)<;Г i Сn(х)<.;6 

<;'~VA slijedi йа rvn \-6v.л. 

r\-b prema nekom izvodenj~ 1 

, to iz Hyp(x)~rull i Cn(x)~ 

ft 

(2) l\eka је r \-~,A ртета х EDer i r A,fH-L\.. ртета ;{ Е Der.' 

Ако Af;cn(x) i1i АфН:/р(у), onda .bi prema Х, odnosno у, ima1i 

i Г\-А , 0<1n08nО П \-А , odak1e је, ~ оЬа slu.caja, ртета 

(1) run\-~u1\.. h.ko АЕ.Сn(х) i АЕНур(у), оnйа prer:la рте-

thodnoj 1emi postoji z Е:Јет tako da Cn(z)=(Cn(x)-{А}) исn(:у-) 

i Hyp(z)=H;yp(x) U (Нур(;у)-{А}), ра је i f"UГ\\-ЬUЛ, ртета 

z.-\ 

1.2. 18kazni sistemi izvodenja. Iskazne formu1e 

uvodimo па uo1)icajeni nacin (у. npr. и. Bozic (1978), s. В. 

Presic (1979), К. Se~e~berg (1982»): neka је PL skup iskaznih 

slova {Pi:iG 1] i LC sk1.1p lopickih veznika {Oj:j€ Jl, gdje 

su 1 i Ј neki skupovi indeksa. U vezi sa svakim logickim vezn} 
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Ој је ordinal L(Oj) кој! nazivarno duzinom tog logick(}g уе­

ka. Sa РС oznacava..тno skup sviIl logickih veznika duzine О, а 

gove eleтnente nazivamo iskаzпim };:ons.tantama. 

Opstim pretpostavka..т:la: FL () LC== ~, }'L u РС/: ~ i 

PCf~ , ако drugacije пе naglasimo, aoaaje~o јОБ i: PL, РС 

с-РС su najvise prebrojivi skupovi. 

Skup Рог iskaznih fOI'!!lula је najoar.ji skup koji sa­

i elemente ЭК1.lра FL ИРС (tzv. atoг.J.icne foroule) i zadovolja­

uslov: 

ако 1I. i Е Рог (i<a) , * Е LC i L(*)=a >0, опаа 

••• A i ..• Е For. 

Za а=2 cer:1o u..rnjesto *АВ pisati (A3fB) , ра, dakle, 

tpostavljati i postojanje pomocnih siшооlа ( i ) и 

~kt-jeziku, usvajajuci рг! tom uobicajene konvencije о izo­

{l~anju pojedinih zagrada. Takode сеоо pretpostav1jati аа 

svi logicki veznici konacnih duzina, као i аа se radi о ko-

1im sistemima izvoaenja. 

Ubuduce сето slova Р, Q i R, ~a i1i bez indeksa, 

trebljavati па meta-nivou као promjen1jive паа акирот ato-

1ih formula, а А, В, С i D као promjen1jive паа skupom formu-

тпо: 

Slozenost formu1e ,\ 
.n. , u oznaci /11./, definisemo indu-

(i) аКО је А atomicna formula, оnаа /А/=О; 

(ii) ako је А formu1a 3!Ао ••• J'm_l' L(:*)=m() О), 

!. / А/ == / Ао/ + ••• + / ~-1/ + 1. 

Pred.ilcatske formule (prvog геаа) ае тoгU definisati 

tze ci od:' 

(i) prebrojivih skupova: 
"' ~ 1 "" 1 "п' t ..... · ~ fn (>- о) n-arnln 11LY1.-ССl Ј SKl.~ копэ аn \..l: .Ј.(), . 1'.... п ~ ; 

n-arnih predikatskih konstanti: R8, R~, ••• сП ).0) ; 

ind.ividualnih proт::J.jenljivih: хо, Xl' ••• ; 
"h' "~l"h "к п п ( .... 0' n-arnl ~OglC \:l veZnl а: Оо' 01'... п 9 ), те-

:ojima 8и syakako unarni yeznici 'r/xO ' 3Хо ' 'v'x1 , 3x1 , ... 

. ,. 



(kvantifikatori)l); 

(ii) Екира pomocnih simbola {(9)"}; 

(iii) экира terma Јсој! је nајтапј! эЈсир sto zadovo./ 

ljava uslove: 

а) sve O-arne funkc1jske konstante 1 individualne 

promjenljive su termi; 
"", 
.;;~ 

Ь) ako su t1, ••• ,tn termi i 

nst~~ta, onda је i f(t1, ••• ,tn ) term. 

f n-arna fu..1"lkci ј ska Jco~!" 

-:1'. 

Skup predikatsk1h formula (prvog reda) 

skup koj1 zadovoljava uslove: 
ј е пајтап ji;~ 

"" 4" 

(i) 

term1, onda је 

le) • 

ako је R n-arna predikatska kоnstапtа i tl' ••• '~ 

R(t1, ••• ,tn ) predikatska formu1a (atomicne for~ 
~ 
',Ь ',. - , 
,~. 

,(\11) ako su А! (i<' п) pred1katske formule 1 3( п-а1 
log1cka konstanta, onda је ~O ••• Ai ••• pred1katska formu1a. ~ 

...... '" 

~~yajajи эе slicne konvencije о pisanju formula еа S 

binarn1m lop;ick1m vezn1c1ma i zagradama kao u еlисаји iskaznin)' 

for:r:1ula. 
~? 

Pa§to сето nada1je u оуот radu, эа izuzetkom jednog~! 

od pos1jednj1h dje10va ( Dodatak 1.), razmatrat1 iskazne racunZ 

to сета pod skupoI!l formu1a uvijek podraz1JJn1jevati skup iskaznit, 

formula, uz паротепи da ројтоу! i problemi Јсој1 Ьийи uvoaeni ~~ 

razma trani u уе z1 sa 1 skaznim racunima то gu па s 11 сап nacin рс':: 

stati predmet istrazivanja koja эе ticu predikatskih racuna. 

Ako је эЈсир osnovnih formi nekog s1stema 1zvoaenja ( 

skup iskaznih (predikatskih) fo rillu1 а , опйа taj sistem nazi­

уато jos 1 iskaznim (pred1katskim) s1ste~om 1zvodenja. 

Znak jednakosti "=='1, ka.da эе odnos1 па s1ntaksne 

objekte (као, па pri!Тljer, formu1e), u'Pot::ceblja'lamo u najstro­

zem smis1u - "jednakost slovo ро эlо"'lО" 11i jed.na1cost u эlо­

Ъоdnој sem1grupi lV(PLUPC) svih rijeci nad skupom PLUPC эа 

1) Slican tretman imaju operacije cilindrif'ikac1je СУ. L. Hen1cl.' 
Ј. D. :Monk, А. Tarsk1 '1971)) koje u teoriji cilindrick1h alge11 
inspirisanoj lclas1cn1m pred1katsk1rr1 racunom prvog reda, odgovaJ. 
egzistencijalnom kvantif'1katoru. 

.. 



,racijom d.opisivanja (konkatenacije) i praZ!10m rijecju 11 11 

I jedinicnim е1ешепtоm СУ. А. G. КитОБ (1974), Е .. Fried (1972), 

Gratzer (1968)). 

L е m а 3. (Lema о jedinstvenoj ~itljivosti) Мека 

* i + m-arni i п-агп! lopicki vezni6i, теаот, Ао ,А1 , ••• 

аКко 

akko * = +, m = п i za syalci i < m 1>.1 = Bi . 

D о k а z. Роkаzа6епо da је za jednakost dviju rijeci 

B\v, gdje еи А i З formule, potrebrlO аа bude \1,' = 11 ". оуо 

аzuјешо indukcijom ро Ьтоји k siIJ.bo1a rijeci А. Ако је k = 1, 

о је А formula, А mora biti iskazno вlо'1О il~ iskazna konsta­

, sto је i :В, ра '.'Ј = !I 11 .. Za к> 1, рту! si:11bo1 u formu11 1 ... 
, . 1 . ~ 1 • • , 

ne~l _oglC~l veZnlK, и oznac1 *, du~ine ш. Pormula 3 takode 

а pocinjati siIJ.oolom *, оаповпо Пlотаји postoJ'ati formu1e 

...... ,С 1 ,:Ја ' .... ,П l' t акуе аа ј е А. = *СО ·"· с 1 i В = 
ш- т- ш-

DO ••• Dm_ 1 • Ако је Ьтој simbola rijeci СО ve6i од. Ьтоја 81-

1а rijeci ПО ' onda тога postojati rijec 'По tak'1a аа СО = 
упо ' по како ви СО i ПО f'or:mule, ро indu.kci ј sko ј hipotezi 

3.. biti у/о = " ", tj. СО = по. Slicno 8е razmatraju i ostali 

~ajevi. Slijedi: \'1 = 11 11 .. 

Dokaz еатае leme 

J.okazano ~ t"rGen ј а.-\ 
ее izvodi ne~osrednom priIJ.jenom ирта-

Slo'Va Г, 6., П i А иЬиаи6е koristimo као uetapro-

11jive nad ВК11.рот svih rije,:5i (nizoya) пад. Рог, ako атиБа-

3 nije na~laseno, uz nauomenu da upotreba skupovnih opera-

3. i relacija nad Г -л poc1:::,az1.Elijeva оа fЗе u tim sl1l.ca-

Lша radi'o skupovima 
~C. 

Frirodno ве produzuje definicija relacije posledicno­

па :::'ijeci Г l А 11. nekom f:isteuu izvос:епја S, ра се biti: 

. f 1 r'l' akko postoje SkUPOVl огrnu а 6,' ta-



kvi da зе 

u rijeci 

svaka formula skupa 

Г, odnosno ~, i 

10 

Г', odnosno А', . 1 рОЈау јије, 

Г'ts б '. 
I~ 

of 
За Forxy, gdje је х<; PL U РС i у ~ LC - РС, се!nc' or 

skup formula indukti Уnо de .fini san sli ј ede ci!:l uslo~~ sx 
r 

оznаСЮlаti 

vima: 
] I!l ~ 
:i 

( i) х" с "Dor . 
. ,_..!! ху' ј u 

(i i ) ako А1 , .... , Ап Е: For ху' * ~ у i 
-,_:~ 

;~ 

L(*)=n, опаа ~ М 

ЈЕ.А1 • •• Ап Е РОТХ'Ј" 
, 
~ 
-}. . 

~ 

Ako ј е х = PL U РС, оnаа pi ser:lO saтo РОТ у' а u kon-; 81 

" tekstu .fiksiranog skupa у, pisemo ~ , 
8' 

For::lU1u skupa Forx " nazivamo јов i y-formulom. 
Ј 

Јеааn оа ројтоуа koji се biti vazan za djelove izll) 
Ј:,' 

ganja );to slijedi, ројат separabilnosti iskaznog sistema izvo·' .. 
• <> .!~ g 

denja, mozemo уес sada definisati: 

" za iskazni sistem izyod:enja kazemo da је separabi..;t 

1аn ako za svaka dva skupa y-.formula Г i 6 za koje је 

Г \-А , postoji skup veznika y'~ у i izvodenje х за osobi­

nата: H;Yp(x)~Г ,Cn(x)~6 i Буе formule koje Бе javljaju u 

izvodenju х ви ~'-formule. 

Skup БиЬ(.А) svih pOdfor:r:1ula fоrш't11е А йеfiпisеmо .. 
ind u..1(ti уnо: 

(i) ako је А atomicna formula, оnаа sub(A) = {А}; 

(ii) ako ви A1, ••• ,An formule, * logicki veznik du-~ 

zine п i А;:: *'Д'l" •• Аn , опаа БиЬ(А) == -{А\ Usub(Al)U ••• ИвиЬ( 

Supstitucija s је funkcija koja preslikava зЈсир 

PL iskaznih slova u skup For iskaznih formula. 

Ako је substitucija s definisana Ба 

с 

1 



э(Р)= 

11 

{
А., za Р = р. 

1. Ј. 

Р , inace 

la ва. вА 111 A(P1/A1 , .... ,Pk/Ak ) оzпг.Саv2..'":lO rijec nad 

тот "FL V LC ko ја se со01 ја 1z forfl1J.le А jednovremenom za-
-.). 

sv1h pojavljivanja razlicitih iskaznih slova Р, , ••• ,Р, _ к 

. skazno ј formuli А red.om forIJu1am.a А, , .... ,Ak .. UПlје sto ... '-

-.. . (' /Е ' /-::1 ) , ~ .. .:Ја А ii1 l' .... ,.н. 1 ..'..Ј1 сето о znacava 1;1. _ _ к к 
1 rijec nad 

.рат I:L VLC која зе dob1ja 1z rijec1 А jednovre:nel1orn zamjenom 

h pojavljivanja rijeci A1, ••• ,Ak U А redom rijec1fla B1, ••• ,B
k

, 

lucaju kada је ор1ваl1а zffi1jena nedvos~1s1ena i korektna. 

L е m а 4. Нека је s supst1tuc1ja definisana као 

е i Р 1 ,оо.оо,Рк тебизоЬпо raz11cita iskazna slova. Tada: 

( 1) ак о { Р 1 ' .... ,Р к} () ви Ь ( А) = f, о п d а sA = А; 
(2) эА Е For; 

(3) ако је Ql, ••• ,Qk,P1, ••• ,Pk n1z ~e~иBobno razli­

L~ 1skazn1h slova, onda s.A.(Q1 /Pl, ••• ,Ql<;::!Pk) = в'А, gdje је 

{
А. 

э'(Р) = pl 

, za ?=Q. (1 ~ 1 ~ k) 
l 

, inaCe. 

D о k а z. 3уа tr1 c11jela tvrdenja ве dokazuju indu-

јот ро slo~enosti/A/ formule А. 

(1) Za /А/ = О , ро defin1ciji funkcije s је аА=А. 

је /.А./ = п+1 1 А=:и:Е1 ...... Бm ' za L(*)=m, sA=3fsB1 .... sBm, а 

па indukc1jskoj h1potez1 је 8}3i=3i (1:;;: i~ т), ра i вА=А. 

Slicno - (2) i (3)~ 

Iskazni sistem izvodenja naziva~o i~kaznim вћеша 



] 

sistе~ОЋ izvodcnja ako је skup pravila izvodenja tog s1stema 

zatvoren za svaku su~stituciju, tj. ako је 

• 

• 

• 

(Ai)i<a 
(R) 

(с.).< 
~ ~ с 

neko pravilo izvodenja tog sistema, onda је i 

• 

• 

• 

( sR) 

pravilo izvo~enja tog sistema, gdje је зАi - {еА:АЕ Ai}· 

lJadalje сето razmatrati uglavnom sa~o iskazne shemaj 
;: 

sisteme izvodenja, sto cesto песето na~lasavati. 

L е m а 5. Ako је S iskazni sheD6 siste~ izvode-

пја, х Е Der(3) i s bilo koja su.1'stitucija, onda SXE: Der(S), 

gdje это sa БХ oznacili f1R~ru koja se аоЫја 1z izvodenja 

х zamjenoт s'iake for::nule А koja se pojavljuje u пјетн formulo!II 

зА. 

D о k а z. Indukcijo~ ро broju п primijenjenih 

:ртау! la u i zvo(lenu х. 

Za п = О, х Е ГОТ( s), ра је i БХ Е: For( S), ртета 

., 



li 4, odnosno, ро clefiniciji, sx~Der(S). 

IndQ~cijski korak: 

( [A i ] ) 

• 

• 

• 

је (R) 
СА ~) СВ. ) 

1. 1. 

се. ) 
l. 

Е: R , o!1da је i 

• 

• \ 
" "' 

) 
( sA;) 

(se i ) 

(sBi ) 
~R, ро definiciji .. Ako је 

(xi ) Су· ) 
1. 

:en(~ri)' onda је ро indu1<::cijskoj hipotezi: sxi,sYi E:Der(S), 

Е Hyp(sx i ) , s_:'..iECn(SXi) i s3 i €Cn(sYi)' ра је ро deriniciji 

( 
Б'l . ) ... 1. 

Е: :Jer ( S) • БХ = 
(зС i) 

р О S 1 е d i с а .. Ако је S iskazni shema sistem 

)~enja i S bilo koja supstitucija, onda iz slijedi 

ts Б6,. , рјје .1е БАВ = (def'.) зАзВ. 

Da ЫБ~О lak~e uo~ili veze izmedu ovakvog i tradi-

lalnih na~ina dеfinisапја formalnih logic;kih sistema iska-



znof! tipa (i пе samo iskazno~), u skupu pravila izvodenja R 
-) 

i;zc1vojicemo sva otvorena jednozakljucna pravila R za koja је 

Hyp(R) =,t , dakle pravila oblika • S-"e takve 
А 

formule А.. cer:lO :lazivati аksiоmг.mа d.atog sistema izyodenja, а 

skup svih aksioma oznacavati sa Ах. 

~ ;х.' 

Ako је Ах = SI , onda dati sistem izvodenja паzivа.rщ~ 

sistemom prirodne dedukcije , а а1{о эи sva pravila izvodenja .~ 

јеdлоzаklјuспа, otvorena i Ах F ~ , za sistem kaze~o аа је 

Hi1bert-ovo? tipa. Sisteme Hilbert-ovog tipa сето tretirati 

kao итеаепи trojku (For, Ах, Ћ - J.I..x). 
\ ., 

Posto эе u OVOI:J. тааи ле namjerayamo dalje bavi-ti 

visezakljuc~iI:J. sistemima izvodenja, тааа to ostaje kao yr10 

priv1acna Mogucnost СУ. D. Ј. Shoesmith, Т. Ј. Smi1ey 

narocito u vezi за strukturnom teorijom dokaza (У. G. 

(1977), R. Statman (1974)), pokaZaCe!1lO da ројат re1acije ро-

з1еdiспоsti,uуеdеп nakon opste definicije sistema izvodenja, 

u potpunosti pokriva ројат relacije pos1edicnosti koji ее 

lI1vodi па uobicajeni nacin, а u okviru razmatranja jednozak1ju·; 

i 

С 

r 

cnih sistema prirodne ded~~cije, u oznaci 11'.TD СУ. D. PraYlit 
~. 1~ 

(1965), М. Е. Szabo (еа.) (1969)), i sistema Hilbert-oyog 

tipa, u oznaci fHT (У. s. с. К1еепе (1952), s. В. Presic 
( 

(1968)). 

т е о r е m а 1. Ako је S јеdпоzг.klјuСпi sistem 

prirod.ne dedukci је, опаа Г rsA akko r'!ND А, gdje је Г' 

.skup svih formulako је эе ро javljuju u nizu г. 

D о k а z. J)io " a ko"- indukcijom ро izgrac1enosti 

-



JQenja х ртета kojem је Г\--sА. I·Yeka је нур(х)с Г' i 

х:)С;{А}. Ako је Н;ур(х) = Сn(х) ={А}, onda је syakako i 

r~'D А. Ako је ;.,,1 

х = 

А 

(i1i х = 
(x.).~ (v')'~b 

____ ~l~l~a~ __________ v~l __ l~ EDer(S», 

• 

• 

• 

ER 
А 

• 

• 

i1i 
( \ ') ь. . . 

1 l.(a 
R) , 

Eyp(xi ) (i<a), Cn(x i )<;; {Ai} (i<a), Cn(Yi)<;{Bi}(i<b) 7 оnд.а 

а Hyp(xi )<; ri (i<:a) , EYP(Yi)s:fli (i<b) i - svakako 

(ri -{ki }» u (i'lt. Пi) с:;;: Г', ро indukcijskoj hipotezi: 

(i<a) , П~}ЧD. З. (i<b), ра је i 
1 1·, 1 

r ,\ ,,7]) А. 
.1.', 

Obrnuto: sli(~no - inсћ1.kсiјоm ро Ьгоји primijenjenih 

ila u izvodenju А iz Г'.~ 

т е о r е т а 2. Ако је S sistem Hilbert-oyog tipa, 

, 
\ 



оnд_а Г J-sА akko г,( НТ А, gdje је Г' skup svih formu1a 

kO.je se pojav1juju u nizu г. 

D о k а z. Dio "ako" - indukcijom ро izgrao:enosti 

izvodenja х рrеr:ш kojem је r~-ts-A. 1~eka је х cDer(S) 
, 

da Нур(х) t; Г' i Сп(х) с; {А} _ j:._ko је Нур(х) = Qn(x) = 

је, јаеnо, i r'lHT А. Ako је х = , tj. А 
А 

onda је i Г' ' нт А. Ako је х = Е Der(S) (i1i 
А 

х = Der(S)), Е R (i1i 
А 

.И г i <; г', onda preI!la indukci ј sko ј hipotezi io.amo 
1<Ь 

(i< Ь) • Kako је 
(Bi)i<b 

ER (i1i 
(Bi)i<b 

А 

{Bi:i<b} (НТ А, to ро tranzitibnosti imamo U Г~ 
i<b 1. 

i Г' \НТ А. 

с R) , 

I нт А, 

Obrnuto: neka је niz В1 , ••• ,Ет ,А izvoQenje forг.1u'!{ 

t.. ..; Z Г' u S а НТ ' , . е •• .... prem;. • l~-"=O Ј А € Ах i1i A.€ Г', onda i u 

smislu паБе definicije rJsA, jer х = - EDer( S." Нур(х) :: 
А 

= f i Сn(х) = {А}, odnosno х == А Е. Der( s), Нур(х) = Сn(х) = џ 

Ako Б~ А dobija ро pravilu 

<;{Bi= l~i~m} 

Ai Е Г' i1i 

, 
А 

i svaka od formu1a А! ima osobinu Ai Е Ах i11-

А -..,.., 
i - п· 

10 
slijedf ро nekom pravilu iz nekih od 

formula Вl' ..• ,Bio- 1 - Ako је А! Е Ах, onda za Х! uzimamo 

, а ako је Ai с: Г', za xi uziшаmо Sc.iffiU form11.1u Ai" 

l 

( 
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~yeceт slucaju, ртеша indukcijskoj hipotezi, postoje 

)er(S) tako da Hyp(xi)C; г' i Cn(xi )<; {A i }, ра је 

х = 
ex i ) i<a 

Е,' :;)е r ( s), Ну Р (х) с;; Г' i 

А 

Х)<; {A)~ tj. r'l s А.-{ 

Х.Е 
1 

Za formulu А ka~emo da је dokaziva ~ sistemu izvo-

[ја S ako је ~A. Ako зи 31 i 32 dva sistema izvodenja, onda 

;S2 (31~ 32) zna~i da је skup svih formu1a dokazivih u Sl 

'avi) podskup skupa formu1a d_okazi vih u 32' а 81 =S2 је za­

па za 31 t:; 82 i 3 2 t;; 31" 

Za relaciju pos1edicnosti t- nekog sistema izvode­

. ka~emo da zadovoljava uslov kompaktnosti (i1i da је kompa-

.§:) (У. К. 3egerberg (1982», ako 1z Г t-~ s11jedi da ро-
~"--:i 

је konacn1 skupovi П i Л takvi da је П~\ , Ас;.6 i 

-А .. Termin "kompaktnost" зе 1пасе u 11 teraturi cesce иро-

Ыјауа u vezi эа ос.gоvагајuСiи svojstyom semanticke те1ас1је 

1 а · ~ ..... ( г' С Сп н е .1CnOSv]. у. v. .. >_ang, ~>. Ј. Keisler (1973». 

Teori ј а је ureden раг (Г, ~ ) takav da \", ~<:;; РОТ 

2) .. ~il.. G а Ь Ь ау (19 81) ). т е о r i ј а (Г,/:}) је \-_. protivrje-

ak о\"\- 6 • '1' е о r i ј а (Г ,6.) ј е ~-~eprotivrjecna ako nije 

-protivrjecna. Teorija (\l ,А) је рrоsiгепје teorije (Г ,6.) 

г <; п i 6.с; л. (\1 ,А) је 'p1:'avo ЕТО siren ;)е teorije 

,Д) ако је (П ,Л) ~·~o'''-i'''''e:>n-jp .1..eo-(,,].'';p (Г Л) ~ .... ...L .. ) _Ј... ~ ... tJ ...... t.J ...... Ј -~.. ,~ , 2..1! (Г ,Ь) 

е рт о 3 i r е п ј е t е о r i ј е (П ,Л).. т е О:с' i ј а (Г ,6) ј е r:1 ак s i m а 1 п о 

-neprotivrje~na ako ne~a ur2..yih L.- ." Y'h У. 
г--перГО~]'VГЈеСПl_ prosl-

ја. 



(1982)) Ako је l- kompaktna relacija posledicnosti, onda 
. ( 

зуака 1- -neprotivrjecna teori ја ima maksimalno \- -neproti- '" 

vrjecno prosirenje. 

D о k а z. Pretpostavimo da su Буе for~ule итeaene~ 
t 

u niz (11.п)п? О i da је ( r О' до) neka \--neprotiyrje сла te-i 

orija. Neka је Гi+ 1 = Г i U {A i } i 6 i+1 = дi ' ako јеЈ 

(r i V{11.i },6 i ) (--neprotivrjecna teorija i r i +1 - r i , i[ 
/1 i+l ~ Д i U {Ai } , ina.Ce. Teorija (Г. 6.). gdje је Г ~ iY<.J:i 
i 6 = U ~., је maksimalno ~-neprotivrjecno prosirenjej 

1.'<~ 1. * 
" '~ 

polazne teori је (Г О' до). Iz konstrukci је је jasno da је (r,t 
\ ~ 

prosirel1je teorije':( Г O'~ о). 1)а ЬiSП10 pokazali аа је (Г ,6,. Н 

t-- -neprotivrjecna, pretpostavimo suprotno. Kakoje \-- kompa~t 
ktna, postoje konacni skupovi П i А takvi аа f\ <; \" ,Л <;.Х 

~ 

\\ \-л. Dak1e ро sto ji neki i za ko ji је Г. \-,6. .• Neka је ,I 
~ .1. 

t 
m = шiп{i: r i \-6. i }. Prem.a konstrv.kciji: i1i Arn-1 Е Гт i11 ,~ 

~i 
Ат_1 Е ~т' i to 1\n-l Е; Г D akko nije \т rA т· Kako је 'гш \-Д ml~ 

to је 1~_1€ Ь т i Гт_l,Аm_1гАr:l_18 11.1i kako је r m- 1 = Г m ".~ 

А т~ 1 И { 11.т_ 1Ј = ћ т' to i z Г m-l \-д т-l ' Ат_1 1 ~-l' r т-1 r д тЈ 
dоЬiјlli'ЋО protivrjecnost: Гm-1\-Ь m- 1 . Slijedi: (Г, 1:::.) је 

\- -neprotivrjecna teorija. Teorija (\ ,~) neLla pravih \- -пв' 

protivrjecnih prosirenja. Pretpostavimo а8, эи П i Л takvi 

аа r~f1 , /).,t;.Л i nije ГН-А. Ako је 11.1 Е[1 , onda је AiE( 

ili Ai Е: 1:::. i. Ako је A i Е Д i' iz ..6 i ~ 6. с; Л , slijedi da 

11.i Е: .1\_ ра bi r:lOralo bi ti da П \-Л sto је suprotno pretpo sta­

vci. Dakle, Ai Е Г i ~ Г ,ра ПС;; Г , tj. t1 == Г • Slicno зе то­

ze po1caza ti д.а је Л = 11 .-1 

L е m а 7. Ako је (Г, А) maksima1na \- -nepro-

ј 

• 



rjecna teorija, опаа za svaku formu1u А vazi: i1i АЕ'Г 

D о k а z. Pretpostavi~o suprotno: А#Г 

а Г,А \- 6а. i rl-Д,А, јег bi inace пеkа оа teorija 

u { А} , ~) i 1 i (Г, Ь v { А}) ь i 1 а рг а v о г -neproti vr ј е спо 
. 

sirenje. Odavd~ slijedi Г\-~, sto је u suprotnosti sa рге-

staYKOr:1 da је (Г ,.6) t- -neprotivrjecna teorija.-} 
-~> ..... 

1.3. Меtаsi8tепi izvo~enja. Po1aze6i od экира F 08ПО-

~ formi nekog sistema izvodenja, izdvajajuci пеке 8imbo1e 

nuzno поуе u ойпови па po1azni jezik) које ~ozemo interpre-
\ 

~ti па razlicite nacine - kao operacije i1i predikate nad 

Јот F, па primjer - dolazimo do nekog (пе nuzno novog) skupa 

Jetaformi. роа ~etasistemom izvouenja 
.. 

sisteoa izvodenja 

~) ро drаZШ!li ј еуашо э! ster.1 i zvod:en ј а R' 

skup pravi1a izvodenja која ве odnose па зеtаfоrmе. 

Ой posebnog su znacaja rnetasistemi izvodenja iska-

1, оапоэпо predikatskih, sistema izvoCenja, а, u оуот konte-

t, narocito r:'Lеt1Ђ.sistеrJ.i 1-::0ј! се :оеСи svojirr. siшЬо1imа io.ati 

znak кој! эе ~oze interpretirati као relacija posledicno-

IJedu najvaznijim takviD su syakako racuni sekyenata dati 

. . G t 1 9 -;;;: А .1 • (.., 7 ~~ S ' )rl је u radov1ma G.. -еп ~zena _ J'-i-. ,o-ООlпе У. ~,c. l.'.;. zaoo 

) ( 1969), G • Т а}:: е u t i (197 5) ), сеl ј е s е, 1Ј_КГ 2. t k о, r ай i 

, о jednozak1jucnoD metasisteou vi~ezakljucnoG objektsi-

[а (у. D. Ј. Shоеsmitћ, Т. Ј. Smi1e;,/ (1978)). Zanim1jiYu 

.cnost za оуаlС"т8. rаz~аtrапја pruza i ideja r'.l'lorizontaliza-

11 pra'li1a objektsist~ma uz 1.'e.zlil-:oyanje ni'voa СУ. К. Dosen 

Ю) ) о 
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Ыа оуот r:ljestu сето pomenuti jos i, bliske пат, је-, 
( 1.'1 -

« iz 
dnako эпе (i пе jednakosne) ртетаае :formalnih teorija (У. S. В. :ј 
Presic (1975)) koje za odred:ene klase objektsistema predstav1j~ 

t' 
ји d,irektan opis nјhо-.,iћ algebars1{ih modela. ,;~: 

:'r 
. ~ 

TokoГ:J. rada semin~+a IJUvod u metodologiju istraziVanj~lr, gc 

teг.latike" kojim је, sko1ske 1981/82. g:odine па Prirodno-matemai-;. 

faku1tetu u :Зеоgrаdu, rukovodio profesor S. В. Presic, doslo э;' 

ао prirodnog proolema opisa mеtаsistе::щ izvodenja u kojem b~ . 1,·1 .• ' 11Ј 
bila izraziva sopstvena relacija posledicnosti, kao 1 re1acJ..Jafi1 тЕ 

posledicnosti polaznog objekts1stema. ",' 
"1 kl 

!1 

:::а j::n:
g 

~ t;:~:~ :::~~::: jednozakljucni sistemI( 
;.~.., А 

1zvod:enja cija эи Буа pravila otvore.na i,neka је iHS sistem 

nad sku"Dom metaformi ЫР д_е fini san1I!l 1ndukti уnо uslov1ma: (1) 
~ -- . 

P~:'::E' 1 (ii) ako А,:З E:~, ~nda (A~B) E~ ; эа aksiomama 

(i1) 

( 12) 

i jedinim pravilom izvodenja 1 

А (I!lP - modus роnеnэ), 
в 

gdje је "-" sinbol jezika sistema S za koji је 1з A~(B~A), 

A,A~B l-s- В, а пkоlikо 

takav simbol u jeziku sisterna S nе postoji, onda је "~" nuzno 

nоу simbol. 

За f iИ( з) Сеш.О oznaca",ati Б! stem izvod:enja 



оаеnја koji pored pra~lila Стр) sadrzi i sva pravila oblika 

( МА. ~B.) '''ь i.1. Ј Ј .... , 

е је 

с 

vilo polaznog sistema S, (Ai)l$i~n konacan niz proizvoljnih 

э.fоrm.i, а ЈХ:'.. А;-'>С skracenica za 'Al~ ( .... -"'(A:n~C) ...... ), 
l~i~n -

~ сеПlО i иЬиаисе koristiti. 

L е m а 8. (Teorema dedQ~cije) Ako 

I () А, onda f· и S 
l.L 

D о k а z. Dovoljno је pokazati аа iz Г,Аr-в sli-

l r \-А--»В. Odatle se indukcijom ро п !;loze dol\:azati i nasa 

~. Dokaz pomocnog tvrdcnja izvodimo indukcijom po~uzini do-

3. Z а Г, А \- в u f iH ( S) • 

3. i п d и}: с i ј е: Ak о ј е Е Е Ах ( з) u А.х ( iП з) U { А 1 v г , о п d а ј е sva- r 

) \ ~ A~B. Ako је С ,С-'" ВЕ r u {А} za neku fоrшulu С, оnаа 

~a (1) С=А svakako i r \- А-""В; (2) С ~B==A ~ ~ t- А -В, 

в i odakle је i Ako је !Ј\'. А. ~B . Е: 
i ~ Ј 

/'дА .~C =В, . l 
l 

г 1- A~B, jer 

ј о ) i { А. ~ ( t А i ~ В ј): ј f::. ј о} \-- А -? Ј3; (2') -е-а.. l' Ai -+ В ј fi 
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f. А, za syaki ј<Ь,. razmatramo kao slucaj (3). 

Indw{cijska hipoteza: Ako је Г,А t-B dokazivo u k kora.ka u 

fiI-I(S), onda је rr-A-"B dokazivo u ~iH(S). 

Indukci jski korak: neka је Г,А }- В dokazivo u f.H(S) u k+l 
~~ 

~\-; 

raka. Ako је u zad:njem koraku d.okaza bilo pri:nijenjeno pravilof 
,Ј 

Стр) па 

\' \- A~C 
r,Al- с i \,А\- С-?В, оnаа је ро inukcijskoj hipotei 

,[ 
~' i Г \- A~(C~B). Imajuci u vidu aksiomu (i2), ро (ni 
1 

imaтo \" \- A-'rВ. Ako је u zadnjem koraku primijenjeno pravilot 

оnаа iz 

imamo 

( М:..А -~B .) "<Ь 
• 1. Ј Ј 
~ , 

~ ~1-

\t 
fi 
.1'; 
:t. 

Ј; i 

.;~ 

;'-l~~, 
-~ 
> 

Г,А \-MA-~B.; 
.: Ј. Ј 

(ј(Ь), prema indukcijskoj hipotezi,j 
...!.. 

Г\-A~( IДA.-"> В .) 
. i Ј. Ј 

(ј<Ь), odakle ро istom pravilu 

.<-> izvoaenja zakljucujemo r\-A-+B.-l 

L е т а 9. (Uopsteno pravilo (тр» Ako 

~Ai~A, оnаа 
1. 

D о k а z. Indukcijom ро п i primjenom prayila (I!l~ 

:bloze se pokazati da је i5S, za З:::(К, ~), minimalan 

sistem za koji YG.zi teorema dedukcije i џ kојеш је dopustivo 

:pravilo (тр) ('1. Н. В. Curry (1959), Ј. Porte (1982). l';:ini-

та1аn podsisteo za koji vazi (s&'11o) teorema ded1.1kcije dao је 

w. А. Pogorzelski (1968). 

L е m а 10. Nelta је Al' .... ,l~,AEF. Tada iz 

slijedi I f (3) I(::-Ai--"l-Ao 
iH 1. 

D о k а z. Posto ви sva pravila i aksiome sistema 



redom, ргаvi1г. i aksiome sistеша .fiH(S), iz A
1

, ••• ,AnГsA 

.то А1 ,··· ,Аn } f iH (s) А, odakle ро teoremi dedu.."kci је sli jedi 

. foH(S) /f'Ai-"?А.--{ 
~~- ~ 

D о k а z. Dio "эато ako": dovoljno је pokazati da је 

vi10 

ustivo u .f ( S) ,.Т' . 
'Ц • 1"eKa Је 
~~ ... 

Al~ ( J)I:\ А . ~ А) 
-.Ј..1 1 lr 

A1 -+( IA А. ~(A~B)) 
ifl Ј.. 

( 1) 
\ . , 

с1е i zvodim.o i A4(/){\A.~B), i1i, uzastopnim primjenama 
1 

ri1a 

је dopustivo u iHS (у о glavu 4), 

је 

$:\ А . -=;> ( ( /'1::-. k . ~ А ) -'> ( м..А l' ~ В) ) , 
ifl 1 il=1 ~ 

эг. А' i в' redom formu1e IX\ А O~ А 
i.l.1 1 
-г 

(Al~ СА '~:В'))~ «A1-A ')~(Al---+3')) 

(2) • 

i /AA.~B. 
ip1 ~ . 

aksioma (i2), 

йауйе i liz (1) i (2) ра pravi1u Стр) dobijarlo Al~B', -l- • vJ. 

~B. 

uto - гrеЋа prethod~oj lcmi.-1 

Oclavde,prerrta. rezultato..,kS.E. FreiSica (1972), zaklju-

,ј 
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6uјеио da је Х == fiи(У) op~te Tje~enje problema odredivanja{ 
:i: 'ЈТ 

fini tarnih jednozak1jucnih sistema izvodenja Х sa otvorenim~i 1ila 

prayi1ima , koji zadovo1javaju us10v Х == f-H(X), za proizvolj~~ 
~.1. .!: in 

~~. 

,1~ i1 ji 
.;\~ 

sisteo У pomenutog tipa. 

Sli је ое ci уес pomenutu Gentzen-ovu ide ји, тасun se~t Не 

kvenata mozer:1o clefinisati 1:ао jednozak1jucni sistem G == ;1 ke 
<I 
1 

== (Seq,{(A,A):A Е: For}, Н) '1 e:;dje је Seq Descartes-ov stepen ; Б~ 

~2(POT) skupa sv1h т1јес1 ~(For) паа skupom formu1a i R izvje~ ЫС 

stan skup otvorenih pravi1a. U s~c1adu sa trad1c10nalnim oznak~.· ш, 
T~' • 

. та, e1ement (\" ,6) з1-:uра Seq сешо oznacavati sa ГH-~, а ri~·. Ј6: 
~i , 

јес! Г 1 ~ , redom, nazivati antecedentom i konekventom se-~\. С 
, i~_ . 

. ~ I )о • 

kventa '\\- 6. • Ra6un sekyenata G је p;enceniz'aci;ia sistema izv~i Z· 

denja S == (Por, Ах, Н') akoft t 

tG г Il-l'I. akko I s f( г [1- [ј. ) za nek: funkci ји ~v 
:;~i Ћ 
~I 

:f : Seq ~ For.J 
"",\"< , i 
{~ 

Upravo пауеаепа definicija gencenizacije тo~aa bitrit d 
f ,. 

odstupa od onoga sto se пај ce~ce u 11 teraturi podrazumi јеуа род1 ~ 
t 

penceni.zaci -Уои, naroc1 to ako зе iг.1ајu u vidu poznati racu-Yli seJ ј r <Ј _ 

kvenata kod kojih је јеаnа od najva~nij1h ~injenica teorema о 

еiг.1inасiјi pre.Yila сјесеnја (Hauptsatz). Stoe;a сеrnо takve ge-

ncenizacije zvati jos i pravim gencenizacijama. 

1.4. Heyting-ov racun iskaza i neka n~egoya prosire" 

п ја. Yrlo се st.o эе u 1! teraturi neopravdano пе nае::1аБауа raz1il( 

izmeCtu konstrukt1vizma 1 intuicionizma, te loD."ike intuiсiоn1zщљ 

i He,Yting-оvе lOGike. Intuicionizam koji pocinje rаdоv1ша Вто­

U\'ler-a СУ .. L .. Е. Ј. 3rou\':er (1907,1913), А. Heyting (1956), 1. 

ы. Bochenski (l961)) predstavlja tek јеопи mogucnost za kon-

..... 
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~uktivno zaSniva11je matematike, jer s druge strane imamo i 

) znacajnu struju konstruktivizma sko1e r,larkova ('1. А. А. 

:оу (1956, 1962, 1968, 1970, 1972» koja dopu~ta izvjesne 

licionisticki nedopustive principe (npr. princ1p blarkova 

• • 1 .Ј-. к+ . . ь ) "-Т t . 1· 1 ( , prlnclp ~{:OnB "rш __ Ј. vnog .1.Z ога • ne:/ lng-ova oglKa v. А. 

;1ng (1930,1959), Р. s. NO~Jikov (1977), D. Ч .. Gabba.Y (1981), 

pokusaj forma1nog opisa dije1a intuicionisticke lopike, је, 

.zvjesnog stanovista, пјепа zadovo1javaju6a aprok8imacija. 

;0 је opet 8а::1О jedna od 1!logucnosti z2. lopiku konstru.ktivne 

,matike. Zna~ajne i zanim1jive a1ternative svakako treba tra-

. i иес:u podsister.lima Heyting-ove logike (У. Е. В. Curry 

;3), К. Segerberg (1968», njenim prosirenjima ('1. Т. Urne-

, (1959, 1959а), s. Gornemann (1971), D. 1'.1. Gabbay (1981»), 

.ogikama I.~aгKoya (А. А. blarl:::ov (1950»), Vorobjova (у. Н. п. 

,Ьјоv (1952, 1964», Nelson-a ('1. D. Пе1воп (1949, 1959», 

.avskog (v. I. D. Zas1avski (1978» itd. 

Od 1nteresa је naravno i razmatranje konstrQ~tivno 

lstivih 10gickih zakona i sistema, njihovih mogu6ih k1a-

kacija i mec:usobnih odnosa, а u vezi sa eksp1icitno de-

saniu urinc1pima konstrukt1vizma. 

Logicki sisteoi bliski ~еуtiпр-оVоD siste~u razma-

.1 ви najpr1je u radovi~a G1ivenka СУ. v. 1. G1ivenko (1928», 

1ng-a СУ. А. Heyting (1930, 1956», Kolmoporova Cv. Ао к • 

. ogorov (1932», Johansson-a (v. I. ЈоћаnБЗОП (1937», da 

,11! deta1jno razradivani kod Ja~kowskog Cv. Б. Ja~kowski 

4»), Gcntzen-a (У. ы. Ь. Szabo (ed.) (1969), Tarskog СУ. 

arski (1938», Kripke-a СУ. ~. Kripke (1965», Beth~a (У. 

'. Beth (1959), Draga1ina СУ. А. G. Dra[~lin (1979) i 

?\" 
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unofr,ih drUf~ih. О snoYYli zadatak bio је aksio.catizovanje Sistещl; ј 

iskaza u kojem k1asi~no vale6i zakon 1sk1ju~enja tre6eg ( ter4 ј 
поп datur) пе "о! 'oio dopustiv. Каэп1ја istrаzivш-:ја prosirenjq~: 

He:/ting-ovog ra3uI1a pokazuju. аа takvih sistema ima beSkonacno! ј 
i! 

mnogo. а11 da цеаи пјiша Heyting-ov sister:l iша izuzet~: BnaC~.'.'.~11.".' ј 
Aksiomatizacija Heyting-ove logike iskazaH~lbert~ 

-оуо", tipa nad skupom lskazn110 forr:lula grat:':enih unarnim veZ~i ... ~II .•. 
kom -. i oir.arnirr. ~,Л i V, u oznaci Б, koju па-..тоdl.Щ 

ovdje sa Стр) kao jedini~ pravilom izvodenja, је data kod ј! 
Kleene-a (У. s. с. Kleene (1952}): Ј 

,~ 

(11) 

(i2) 

(С3) 

(с4) АЛВ-::'А 

(с5) АЛ}3-4>В 

(dб) A~AVB 

~i 
~:;>' ir: 
"б 

::i. 
" 

'1 
.-\ 
~I 

f 

Podsjetimo se аа smo navedeni sistem cjelimicno уес 

razmatrali (For, {Cil),(i2)}, Стр) ) ~ovoreci о јеапот терто-

duktivnom metasistemu izvodenja. Као vazna cinjenica о sistemu 

н koja neposredno slijedi iz pomenutih raznatranja је i teore-

та dedukci;je. Za пауеаепи аksiошаtizасiјu ве П10zе pokazati da 
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separabi1n~ СУ. А. Horn (1962)), tj. йа зе вуе ј- (јс-, id-, 

, icd-, iсп-, idn-) (odnosno ~-( ~,Л -, ~," -, ~,-, -, 

,f\ ,У -, ~,Л, Ј -, ~,Y, I -) )teoreme sistema Н mogu 

~sti p~imjeno~ pravila (ор) iz ј-(јс-, id-, in-, icd-~ јсп-, 

-)aksioaa. Stoga сета sa iH, јСН, itd. aznacavati, redom, 

~e;::1e (Ь'ог-?,{(il) ,(ј2)}, Стр) ), (~'oг~ Л ,{(il) ,(ј2) ,(с3), , 
~,(c5)}, (up) ), itd. 

Gencenizacija Heyting-ovog racuna iskaza, u oznaci 

ро drazumi ј eva ra~un sekvena ta (Seq, {( р ,::Р) :Р Ео РС U }'L}, R), 

! se skup pravila izvodenja R sastoji iz 

strukturnih pravila izyodenja: 

ГАВ П\\-~ 

ГВА п \\-6. 
(LP) 

ГЈ". 11- D. 
(LC) 

ГАА H-~ 

г А \\-6 

r \\-6.АВЛ 
ГIГАБАl\. 

г l\--A ., u Ј1_11. 

г 11-6 А 

\\\-6 

(RP) 

(НС) 

( PI.,'..r) 
\ .... 11 

сс) (зјесеУ1је) 

i lo~ickih pravila izvo~cnja: 

ГААва-ь 

г в \\-l:-. 
(Lf\2 ) 

, i 
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__ г_I\-_А_А ___ г_\_г_I:::.......;;ј3~_. (R Л ) 
\\rА АЛ в 

r В\\- А 
(L" ) 

г А \f в \'г ~ 

г \rА.А \lгАв 

Г\Г6.А'Ј В 

Г\\-А Bn\l-~ г А \\- в 

г 1\-А \"""" А \\-(L 1 ) \ 
" 

r l.А \\-

Navedeni sistem GH ае neznatno raz1ikuje od origin~ 

1nog Gentzen-ovog sistema (У. М. 
;t 

Szabo (ed.) (1.969)), alit 
~ 

-~t~ 
ii 
I 

zadrzava njegovo bitno svojstvo (У. Т. UmezaVla (1959), М. Е. 
~' 

Szabo (1978)) da је svaki sekvent dokaziv u sistemu GH dokazivl 
'., 
t 

i bez upotrebe pravi1a эјесепја (teorema о eliminaciji pravila~ 

эјесепја) (tj. radi эе о prayoj e;encenizaciji sistema Н!) ,stof 
ima za posljedicu teoreml1 interpolacije, separabi1nost., odlu-

civost, svojstvo podformulnosti itd. 

Dodajuci Peirce-oy zakon «A~B)-">A)~A u svojstvui 
i 

(shema)aksiome sistemu Н dobijamo separabilnu aksiomatizaciju I 

klasicnog racuna iskaza. u oznaci С, (у. Н. В. Curry (1963) - I 
- "Теотета Tarski-Bernays-a", Т. Нозо! (1966, 1966а)) svakako I 

i 
najvise proucen logicki sistem. Dopustajuci u konsekventu рта-I 

vi1a (R~) (s1jedstveno i pravi1a (R"1)) vise od jedne formulef 



23 

ija эе ргауа gencenizacija k1asicnog гасunа iskaza (У • .м. 

Szabo (ed.)(1969), G. Takeuti (1975». 

Poznate пат .formulacije klasicnog гасunа iskaza 

jednozak1jucnog sistema prirodne dedukcije СУ. D. Prawitz 

55, 1971), М. Е. Szabo (ed.) (1969», prije svega, nisu эе­

~bilne. S druge strane, jed~a separabi1na formu1acija, da­

~ radu Е. G. К. Lopez-Escobar-a (1982), пат vise nе pruza 

Acnosti da dokazemo jedno tvrdenje, tako znacajno za razma-

1ја sistema prirodnih dedukcija sa stanovista teorije do-

i, kao sto је teorema о norma1izaciji izvodenja. Sve to 

jda zato sto, kada se radi о klasicnoj logici, radi ве za­

то о jednoj sustinski visezakljucnoj logici. Jedna od nје-

mogucih formu1acija, u oznaci NC, је i slijedeca: 

г 
(и) 

ГА 

• 
• 
• 

\В (и~) 
ГА 

Г13 

• 
• 

• 

г 
(е 1 ) 

г 
Си I ) ГА 

1 
1 
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r А Гв Cu Л) 'АЛБ 
ГАЛВ 

, r АЛВ 
ГА Гв 

(е Л) 

• • 
• • 

• • 

ГВ 
(и V ) (e\J)~ 

uz dogovor da сето эа \А oznacavati skup ~ormula 

jednoclane skupove identi~ikovati sa njihov1m elementima, а 

па mjesto praznog skupa (111 konstante za apsurd) ostavljati 

prazan prostor. 

Radi lakseg ёitаnја teksta, kod opste definlcije 

sistema izvo~enja zaobidena је mogucnost da nаш se kao pretpo­

stavke kod nekog pravila izvodenja ројауе skupovi formula, 

, 

,Ј. 

'-!', 

kao sto је to slucaj эа nasim sistemom NC. Stoga, Ь! trebalo ima\ 
; 

u vidu da эе svak1 neprazan skup Г moze interpretirati kao disjurl 
v r. 

\ эуо jih formula, а sаша cinjenica da эе 1z skupova Г 1.' .... 1Ј \n 

moze izvesti д, imala Ы za posledicu da эе u datom sistemu 

moze dokazati da, ako је za svaki i (l ~ i ~ п) r:i п г f. I , 
onda \ ~ д. Ovakvo shvatanje dedukcije Ы nаш opravdavala 

formu1a 

dokaziva u Heyting-ovom racunu iskaza. 

Tako Ь! эе, па primjer, l1ravilo (е V) moglo 
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terpretirati kao 

v v v v v V 

«(АVБ) Уь.) Л«(А\lD, )-"'Г)Л«ВV6 )-"r )~Г , 

lz cinjenice da se iz с moze izvesti D, slijedilo ъi 

је AC~ D i 

АБ i 

вс i- D. 

Ipak, za prirodniju i jednostavniju alternativu, u 

)Ш trenutku, а za koju зе па оуоm mjestu i odlucujemo, cini 

1 зе ogranicenje da пат sva izvodenja u nasim sistemima pri-

inih dedukcija, ра i sistemu ЫС, pocinju jednoclanim skupo-

1а, tj. formulama. Drugim rijecima, svako drvo izvodenja za 

:?је maksimalne elemente ima jednoclane skupove, ра izvodenje 

hipoteza ро1тато па uo1ricaj8r1i nacin, а эати cinjenicu da 
л v 

Г moze izvезti D. interpretiramo kao Г ~ f:::::. , .~( u ЫС) iz 
л 

је пат r oznacava konjunkc1ju formula 1z r , а za Г = Ф 
л v 

Г=Т i 6. = -.l za 

Sve formule (i1i skupove formula ) sto se pojavlju­

izцad crte datog pravila, а niзu u zagradi, nazivamo pre­

~ tog pravila, а опе ispod crte nazivamo zakljuckom. 

Premise i Г u pravilima (е ~), (е -,) i 

У) nazivamo malim premisama. Sve ostale premi-se su velike 

~шisе • 

Formule А, А ~ Б, I А, А Л В i А \1 В nazi уато 

.vnim formulama pravila Си), (и,e~), (и,е -, ), Си,е Л) i 

е у ), redom .. 

Pravila Си), (и-~), Си"1), Си Л) i (и V) nazivamo 

~avilima, а pravi1a (e~), (е -,), (е Л) i (е V) ~-Eravi-

,. 
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Heyting-ova logika iskaza зе odavde moze dobi ti kao: 
• ~ 

jednozakljucni sistem prirodne dedukcije, dakle, kao sistem f 

za koji је zadovoljen иэ1оу da su skupovi г i 6. kod svih Ј 

pravl1a prazni, izuzev kod pravila (е "), gd ј е ' ј е г 

vise nego jednoclan skup. 

nе 

~ 
~ 

"" ~ 
! 

Da Ь! зе pokazalo da је data :formulacija klaSiCnOg! 
! 
~ 

racuna iskaza separabilna, dovoljno је pokazati da зе зашо ~II ...... : .. 
uz upotrebu pravila Си), (и~) i (e~) moze lzvesti Peirce- "" 

-оу zakon, .sto пат garantuje slijede6i dokaz 

\ '. [А] (1) 
Си) 

АБ (u~) (1) 
AA~B 

А 

[( А -'» В ) - јј( 2 ) 
(и) 

А(А-В)-А 
(e~) 

(u-+) (2) 

с 

." ~ 
t 
f 
i 
Ј 
f 

·f 
- ~ .,' 
t , 
r" 

Primi ј etimo da nаш u-pravi la imaju о эо binu podformu~! 

lnosti, tj. аа зи зуе formule koje зе pojavljuju iznad crte n~~ 
~~ 

kog pravila, podformule formula koje se pojavljuju u ZakljUCkU{ 
, 

tog pravila. 

РОа segmentom duzine п СУ. D. Prav11 tz (1965» izvo~ 

х Е Der(NC) podrazu..rnijevamo n1z istih skuј;юvа Г 1'·· ., гn koji 

эе uzastopno pojavljuju jedan ispod drugog u izvo~enju х i 

zadovo1javaju uslove: 

( i) 

(11) 

(111) 

\1 

Г! 
ГN 

nije 

, za 

nije 

zakljucak pravila (е У) ; 
i<n , је mala premisa prav11a (е У); 

mala premisa pravila Се V ) • 

Segment је malcsimalan ako pocinje skupom koji је 

zakljucak nekog u-pravila., а zavrsava skupom Јсој! је velika 

premisa nekog e-pravila, sa istom glavnom i'ormulom u "'оЬа slucaj(~ 
11 
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т е о r е m а 3. (Princip inverzije) Ako se prema 

от izvo<!enju х Е Der(NC) moze zakljuci ti аа se u sistemu 

iz А1 , ••. ,Аn moze izvesti 6, onda postoji izvodenje 

Der(NC)· prema kojem эе to isto moze zakljuciti·, а u kojem, 

zev u maksimalnim segmentima duzine уесе od 1, nе postoji 

rnula koja se pojavljuje kao glavna Iormu1a nekog u-pravila 

ао glavna formula velike premise nekog e-pravi1a. 

D о k а z. Dovoljno је pokazati kako se svaki dokaz 

ојет эе neka Iormula pojavljuje u zak1jucku nekog u-pravila 

velikoj premisi nekog e-pravi1a i to оЬа puta kao glavna 

nu1a (izuzimajuci, naravno, maksima1ne seg.Ћente duzine уесе 

1), moze prevesti u dokaz bez takve formule. 

Dokaz izvodimo indukcijom ро broju pojavljivanja 

те Iormule А u dаtош. . .,јZVОd:еnјU. 

Baza indukcije - prije svega, jasno је, da ako эе 

L о upotrebi pravi1a Си), onda эе takvo izvo<!enje moze za­

~niti drugim па nacin kako se to ovdje cini: 

је В-4С: 

г 

ГВ""'С г-

\"С zarnijeniti эа 
'С 

е -, В: 



г 

[В rlB 
г zamijeniti ва 

А је ВЛС: 

г 

r-влс г 
zamijeniti эа 

гв ГВ 

\ 
. '. 

А је В V С: .~~ 

\ [г:в] (rcl 
г 

\B\fC 6 6 zamijeniti за ГВ 

6. 6 

Ako јеrрозmаtrаnа formula А glavna formula nekog' 

od pravila za uvodenje logickih veznika, onda: 

za А =В.-?С: 

(в] 

ГС 
Гв 

Гв zamjenjujemo эа 
ГС 

Гс 

, ... 



(-

3:) 

А = 1 В: 

(в] 

Г 
СВ 

zamjenjujemo ва Г 
В \lB 

\ ь:. 

~ 

А=ВЛС: 

гв rc 
\"ВЛС za.тnjenjujemo эа 

ГВ 

А = ВУС: 

в 
(г вЈ lr сl 

Гв 
УС fl П zamjenjujemo ва 

г1 П 

6. II 

Indukcijski korak - ako ве formula А uvodi рrаvi19Ш 

, onda za 

B~C I 
\' 

I 
~ 

. 

ГВ'-"'С 
zamjenjujemo sa 

ГС ГС 



А = јЕ 

г l 

ГВ 

А = вЛ С 

" \,Iвл С 
, '. 

\вЛС 

\В 

.<> 

А ;;: в У с 

г 1 

г1БVС tГБ] 

\nV с П 

П 

А 

inace, ako је: 

А = В--""С 

(Вl 

{"'с --
{"IB~C 

ГВ Гв-'>с 

ГС 

D. 

36 

zamjenjujemo sa 

zamjenjujemo еа 

[rc1 
п 

zamjenjujemo sa 

ГВ 

rr'c 
zamjel1jujemo эа 

Гс 
-~-------

.~ 

r l 

rlB 

ГВ 

г' 

Гв 

п 

11 
~, 

! Ј.. 
г 
i<-

t 
,~ 
t 

. [ 
I 
r ", Q 

I 

I 
l' 
i, 

I 
f 

I 
1 
~ 

f 
~ 

" f 
k, 

, ~ 
, 
t 

, ~~ 

f 
i 

" 3. 

... 
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I В slicno kao u prethodnom slucaju, 

вЛс 

,"' в г ' с 
r'вл с zamjenjujemo эа fB 
\"ВЛС 

\"В 

BVC 

3 

зVс (Г в] (ГС] r'B 
3 v С fl П zamjenjujemo эа ГВ 

П П 

6 
\ 

--\ . " 

д • 

Za primjenu pravila (е V ) kazemo da је suvisna 

!kom izvoctenju, ako ве neka od malih premisa nе nalazi ispod 

:postavke koja је zatvorena (tj. u zagradi). 

Pod normalnim izvodenjem podrazumijevamo izvoctenje 

nе sadrzi niјеdэ;n maksimalni segrnent, nijednu suvisnu pri-

u pravila Се У) i nijednu f.ormulu koja ве .. p.ojavljuje lcao gla­

formula nekog u-pravila i kao glavna formula velike premise 

g e-pravila. 

т е о r е m а 4. (Teorema а normalizaciji izvo~e-

Ako postoji izvodenje х Е Der(NC) ргета kojem mozemo 
ј 
I 
I 
1 
ј 
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zak1juciti da iz АЈ., ••• ,Ап slijedi D. u NC, onda роэtојi 

'потта1по izvod"enje х"'Е, Der(NC) prema kojem takode iz 

А1 , • • • ,Аn э11 ј ed! l:::.. 

< 

D о k а z. Dokaz izyodimo sli~no kao §to је teor~ 

та о normalizaciji izyo~enja dokazana za Heyting-oyu i 
Х:, 

" 

. i t 
ш~п -~. 

!;' 

та1пи logiku СУ. D. Prav/itz (1965»), sto је, u krajnjoj linil 
l 

i u jednom i u drugom slucaju, kopija dokaza teoreme о elimiJ 
t .' naciji эјесепја za gencenizaciju odgovarajuceg sistema (У. f 

'1 

Ј. Zucker (1974), G. Pottinger (1977)), dvostrukom iпdukсiјОПlf 
~ 

ро slozenosti i duzini maksimalnih s~gmenata u datom 1zvodenj{; 
:. ~ 

Slozenost segmenta је zbir slozenosti svih formula skupa koj1[ 

ве pojavljuje u segmentu иуесап za k-l, gdje је k kardinaln~i 
~ r 

tog skupa, а duzina segmenta је Ьтој skupova koji эе pojavlju-: 
~ 

ju u segmentu. " , 
-~ .' ! 

ЫеЈса је а = шах{/эх!}, gdje је 
:~ , 

Вх proizvo1jan Ш!. 

ks1malni segment nekog 1zvodenja х, а Isxl 

(а = О, ako пета maks1malnog segmenta) i Ь 

njegova slozeno!i 
I 

zbir duzina makt 
ma1nih segmenata u х slozenosti а. Neka је s maksima1ni 

segment slozenosti а u izvodenju х takav da u х 1znad 

njega пета drugih maksima1nih segmenata 1 пета maksimaln1h эе-

gm.enata slozenosti а koji su iznad 111 sadrze neki skup 

formula nivoa па kojem se pojavljuje posljednji skup segment8, 

В. Ne итапјuјuс! opstost, imajuci и vidu princip inyerzije, 

mozemo pretpostaviti da u izvodenju х, зет u maksimalnim эе­

gmentima dugine уесе od 1, пета formula koje se pojavljuju 

kao {!,lavne formule nekog u-pravila i 'velike premise nekog е­

-pravila. Tako se, ako је Г skup formala koji эе pojavljuje. 
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э, а ka1(o је Ь) 1 ,и opstem s1icaju, izvodenje: 

\11 
~ АУВ г г 

А 

е transformisati и izvodenje: 

г 

л л 

л 

~ se, da1je, ргета indukcijskoj hipotezi transformise и 

na1no izvoetenje.-t 

Primijetimo da пат ogranicenje па izvodenja 

jednoclanim skupovima (! eventua1no praznim, kada 

\l 4 

~an skup interpretiramo kao konstantu apsurda) daje nоrша1nа 

)denja u smislu definicije Prawitz-a normalnog izvodenja 

~yting-ovo ј 10 gici iskaza, odno sno minimSiW.no ј 10 gici (у. 

)ra~Nitz (1965»). 

Ne zadrzavajuci se па deta1jima koji se ticu stru­

~e normalnih dokaza и sistemu NC, а koji su analogni onima 



koji эе odnose па formulaciju Heyting-ovog racuna (у. D. 
l 
t-
~ . 

• i; .. 
Prawi tz (1965, 1971)), ukazacemo jos па neke neposredne ро- ~. 

t 
[ s1edice gornjih tvrdenja. 

р о s 1 е d i с а. (Princip podformulnostl) Ako P~lt .. 
stoji izvo<!enje х Е Der(NC) prema kojem' Г slijedi iz . 

, () . ~ А1 , ••• ,Аn , onda postoji izvodenje х Е Der NC prema kOJemt~' 

tako<!e, Г slijedi iz A1, ••• ,An эа osobinom da је svaka 

formula koja se pojavljuje u1zvodenju х' pod.formula neke 

formule iz г 111 formula skupa 

\ 

I 
i 
f D о k а z. Za х' је dovoljno uzeti поrшаlпо 1zvo.; 

аеnје prema kojem lz s11jedi г .-f 

р о s 1 е d i с а. Sistem NC је separabilan. 

Оуа cinjen1ca sada neposredno slijedi iz principa 

podformulnost1, za razliku od njenog prvog nауоаепја, kada 

это to mogli zakljuciti dokazavsi Peirce~ov zakon u sistemu 

NC i imajuci u vidu poznatu Tarskl-Bernays-ovu teoremu. 

Као posledica ovakve formulacije k1asicnog rac~~a 

I 
f 
t " r 
ј. 

1skaza, mogao Ы se dobiti i jedan konstruktivan dokaz teore­

та interpolacije. 

Iz navedenog sistema эе izvjesnim ogranicenjima kO! 

ве одnоэе па kardinalnost skupova koji эе pojavljuju u pravilJ 

та 111 tip formula koje cine te skupove, kao sto ато vidjeli Ј 

kao sto сето tek vidjeti, dobijaju formulacije Heyting-ovog l'i 

-
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.а iskaza i logike slabog zakona iskljucenja treceg, zadrza­

uci sve bitne osobine sistema NC. 

U sk1adu sa Ylaj sire- prir~vaceno:n terminoloe;i јот (za-

noevropski, americki, japanski, poljski autori), prosirenja 

ting-ove logil-;:e сето :nazi vati intermed; ј al:nim lор! ckirn siste-

;.§;, mada эе sаш epitet "iпtеrшеdiја1пi" ;noze odnositi па bi10 

i lo~icki sistе!П. 'кој! se, u odnosu па dato ureo-enje, nalazi 

edu neka аvа logicka sistema. (Uredenje које 6ето u оуоrn зlи-

u podrazU!:1.ijevati је relacija ink1uzije mес:и sklJ.povima te-

та pos!:J.atranih logickih siste!Ila, а gra.nicni sistemi Би Неу-

g-ov racun iskaza Н i klasican racun iskaza с.) Epitet "su-

konstru..1{:,.ti -,;ni" i 1! rr superintuicionisti ск! I1 (so'! jet ski autori) 

ы Ъio adekvatan zbog toga sto Ы, како БОО vес pomenu1i, 

balo prayiti razliku izmedu IIkonstruktivan", :lintuicioni-

cki" i IIhejtingovski", а оУдје se zapravo radi о superhejti­

vskim i1i о dije1u predklasicnih logickih sistеша. 

Intermedijalni logicki sistem koji эе dobija аоаа-

јет niza formu1a (Ai)l'i'n sistemu Н u svojstvu эЬета aksi-

oznacavacemo sa + ~a, • 

11 

Ртуа pitanja i РТlf! rezl.l1tati u vezi эа interme-

alnim lОf::i~-(а.т!lа poticu оа Gode1-a (У. К. GQdel (1932)), а pi-

rske pokusaje u оуој o~lasti cine svakako T~aoy! Umezawa-e 

Т. Ur:J.eZa\'ia (1959, 1959а)), .DuI!Ј2пеtt-а (у. ....- . 
01-а ('1. Т. ~osoi (1967, 1969», Jankova СУ. V. А. Jankov 

53) ) • 

Оуот prilikom Ы trebalo pomenuti i jedan sasvim 

ga~iji tip pro~irenja aistema Н, i uop~te lop1~kih sistema, 



t 
i to doda~/anjer:l infini tarnill veznika .. Posto takva prosirenja~; 

nisu trivijalna, u smislu da эе pri istim пе moraju ocuvati ! 
sva 01 tna S"'IO ј stva ро 1azno g 81 stema (npr. uz рт! sustvo prebroi 

jive konjunkcije ве moze definisati konstanta apsurda kao kОђ' 
\ 

nkcija svih formula, ра preko пје i negacija) , istrazivanja 

infinitarnih intermedija1nih sistema пе Ъ! bila nep1odna. 

:Меаи najdeta1 jni је i zuca"'lane interme а! ј а1пе 10 gike, 

pored sistema Н i С, spadaju pro§irenja Heyting-ove logike ~, 

отarnа: 

"lAV IАА 

\ 
, 'О 

А =«В ---'>А )-~B )~B 1 о о о о 

(logika slabog zakona iskljucenja tre6~ 

u oznaci КС, о kojoj 6ето vise govoriti 

u tre60j p;lavi) 

(DUcЋшеtt-оv sistem LC, У. М. Dummett O~ 

Т. Umezawa (1959), R. А. Bu11 (1962, U 
1. Тпотаз (1962), Т. Ново! (196БЬ, 19б7t 

1967Ь), Ј. М. DlL.~n, Н. К. Меует (1971),1 

v. 1. Homic (1976,1979), L. L. Maksi-i 
! 

тоуа (1972, 1977, 1979), з. Zachorows~! 

(1978), Е. G. К. L6pez-Escobar (1982))} 
1, 

t 

А 1=( СВ ~ А ) --3 ) --...::з Сп}l) СУ. з. Nagata (1966), у. I. 
1:1+ П П П П 

Homic (1976), Т. Ноэо! (1967, 1967Ь») 

(JA ..... BVC)~(.,A~B)V С,А-4С) (у. G. Kreisel, Е. Putnam (19\ 

D. М. Gabbay (1970, 1971), R. Е. Kirk , 

(1982)) 

(.A~B) V (В-'>А) 

AY(A~BY-'B) 

(у. L. L. Haksimova (1977, 1979), S. Za" 

chorowski (1978), v. А. Jankov (1963») 

(У. L. L. Maksimova (1977, 1979), s. Za~ 

chorowski (1978) 

.. 



r(А~В\I-'В) 

~B) V (В-А) v (A~lB) 
{У. L. L. Uaksimova (1977, 

1979), s. Zachorovski 

(1978» 

1.5. E1ementi teorije Kripke-ovih ~oje1a. Uobi6aje-

зеmапti~kа raz~atranja koja ае ојпоае па iпtегшеdiја1пе 10-
., !'I 

~ аи пај6е§6е vezana za Kripke-ove ~oae1e ovih 10gika, i1i, 

Lgebarskom kontekstu, za k1ase odgovarajucih ':ie;iting-ovih 

~bri. E1ementi teorije тоае1а, koje navodi~o u опој mjeri 

)јој паш је to potrebno za dokaze pojedinih tvrdenja iz па-

1е glave, te razumijevanje na~loaa о potpunosti pojeclinih 8i-

1а u odnosu па odredene k1a8e ~oae1a, dati su 81i6no kao kod 
I 

~rberg-a (1968), Fitting-a (1969), Gabbay-a (1981) i1i' 

шЬurg-а (1982). 

Ako је L intermedija1na 10pika, опаа za teoriju 

. А) kazemo аа је L-za8icena ako: 

А ЕГ 1 

(1) ako Г! L А, О!1аа AE:r . , 

(2) (Г, ~) је ~ -neprotivrjecna teorija; 

(3) za pro~izvoljnu fогшн1u В, 

i1i . . . i 1 i Ап Е Г , za п ~ 1. 

Uslov (3) је ekvivalentan u81ovu: 

AVBEr akko i11 

ае о"!)i~по пауоа! u ovakvim definicija..ma, jer: 

~I : 



'1'1';:-. (A.-?B)~B Е Г , za proizvoljnu 1-:'ormu1u в;! 
l'i~n ~I 

ako (A~C)--"'(.(B-+C)~C) Е Г (slucaj n=2 uslova (3 

onda (А~АVВ)~«3~АVВ)~АV:З)Е:Г ,tj. А\Ј ВЕ.Г. 

Iskazna Kripke-ova strQ~tura је ихеаеnа cetvorka 

L = (s, R , о ,D), gd ј е ј е 

(1) (S,R,o) parcija1no ureden sistem sa 

elementom о i parcija1nim uredenjem R, tzv .. okvir Kri ke-ov 

strukture (111 Kripke-ov okv1r); 

(2) D : S Х (PLUPC)~{O,l} tako da iz xRy i 

D(x,P) = 1 slijedi D(y,P) = 1. 

Ako је S konacan skup, kazeтo da эи odgovarajuc", 

Kripke-ova struktura i Kripke-ov okvir konacni. 

:Napomena: nije nеорћоаnо аа okv1r Kripke-ove 

kture iтa najтanji element. 

Vr1 jednost formu1e А u tacki х с s , u oznaci 

defini§emo indukcijom ро slozenoBti formule А: 

(1) ako А EPLL1PC, onda УХ(А) = D(x,A); 

(2) v (АЛ В) 
х 

= 1 akko УХ(Ј:) = 1 i ух(в) = 

., 

1; 

(3) v (А V В' = 1 akko УХ(А) = 1 i1i VХ(З) = 1; , i 

Х Ј 

(4) v (A~13) ~ 1 akko ( v у) (ЈШу & v У ( А) = 1 -==> v":Jr ( 3) ;:1\ 
х 

(5) УхСl А) = 1 akko ( '\f у ) ( xIly ~ v v (А) ;f 1) • 
v 

Formula А је zadovo 1 јеnа u iskaz!1'Oj Kripke-ovoj 

struktHri L ako је УО(А) = 1. 

. ... 



D о k а z. IndQ~cijom ро slozenosti formu1e А. Ako 

А;Р, onda iz v x (P)=D(X,P)=l i xRy, ро definiciji slijedi 

р) =D(y, Р) =1 •. Ako је А=В Л С (А=В V с), onda iz V Х(А) =1 i xRy 

:iefiniciji imamo vx(B)=l i (i1i) vx(C)=l, odakle је ро indu­

jskoj hipotezi Уу (В)=l i (i1i) vy(C)=l, tj. Vy(A)=l. Za 

~C, odnosno А=јБ, tvrdenje slijedi takode neposredno pre­

iefiniciji vrijednosti formu1e u tacki.~ . 

р о s 1 е d i с а. Ako је vo(A)=l, onda (VX)(Vx(A)=l). 

Iskazna Kripke-oya struktura L је model za logiku 

со је svaka teorema logike L (tj. svaka for2ula dokaziva u L) 

)уо1 јепа u z.. 

Za 10giku L kazemo da је potpuna u odnosu па k1asu 

Kripke-ovih okvira ako: 

formu1a А је ~6kaziva u lo~ici L akko А је zadovo-

la u svakoj iskaznoj Kripke-ovoj strukturi2.= (S,R,o,D) 

:оји је okvir (S,R,o) iz klase т. 

Neka је L intermedija1na lогikа i SL klasa svih 

Lsicenih teorija. Ako је 

(1) (Г, ь ) RL ( П ,А) akko (def. ) г.;\1 ; 

(2) DL«(r ,6.) ,Р)=l akko(def.) РЕ: Г , 

nskom strukturom za logiku L. 

L р :п а l3. I~.ko ј е L intermedi jalna logika, оnаа 

aksimal?1c tr ..... - -neprotivrjecno prosirenje (Г, t:л) neke teori­

r-ze.sicentt, +l.Wrija. 

: I 



~ 
D о k г. z.. (1) 1 z ~ А , s 1 i ј ед. 1 А l: Г , ј ет 1 па Се f 

( г ,6.) ле bi bi 10 maksimalno ~ -neproti vr јесnо prosirenjeJ 

(2) (', D.) је ро pretpostavci I-r -neprotivrjecnal~.~.·. 
teor1ja. ~ 

(3) Ako A1E Г 11i ••• i11 АnЕ: Г , onda је јазnо 

dar~J;t:\ (Ai~3)~B, za svaku Iorтulu В. Obrnuto: neka је. 

M(Ai~B)~BEr, А1ФГ , ••• i Antr. Tada, posto је (Г,6) 

maks1malno h:;- -neprotivrjecna teorija г,Аi ГL В (l'i~n) t 

odnosno, ро teorem1 dedukcije ГtАi-4-В (l~i~n), tj. 

Г IL (~(A1~B)~B)~B, odak1e је rf-L В. Drug1m rijecima, (Г, 

ле ы mO?,la b1t1 fL -лерrоtivrјесnа teor1ja, sto је suprotno 

.~ pretpostavc1. Prema tome А1Е:-Г i11 ••• i1i Ал€: Г .-1 

Kako prema Lindenbaum-ovo ј 1emi za svaku \-r;- -ne~' 

tivrjecnu teoriju postoji maksima1no ly-neprotivrjecno pro-, 

sirenje. to prema upravo dokazanoj lemi: I 
Гг-nерrоtivrјеСnu teoriju postoji pro- f za svaku 

sirenje do L-zas1cene teorije. 

L е m а 14. Ako је (Г ,~) L-zasicena teorija i 

Г tfB~C, оnаа postoji L-zasicena teor1ja ( Г', ~') takva da ~ 

ј е \" u {В 1 <;; Г' i С Е ~ , • 

D о k а z. (Г U{B} ,{с}) је h;--neprotivrjecna teo:r!1 

јет bi, inace, Г,В t:c-c, tj., ртета teoremi dedukci је. Г l-LБf 

sto protivrjeci pretpostavci. Ртета gornjem tvrdenju, postoji 

prosirenje teor1je (rU {В} ,{с}) do L-zasicene teori је.-\ 

L е m а 15. Za svaku formulu А 1 svaku L-zasicel11 
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r-i j~J. (Г t 6.. ) 

У(г,6,)(А)::: l u kanonskoj strиkturi (SL,RL,DL ) za 

~;rmedi jalnu logiku L akko А Е: Г • 

D о k а z. Indul\:cijom ро izgradenosti fоrиulе А. Ako 

~,E PLUPC, onda у( Г ,6. )(А) ::: 1 ::: DL (( Г ,6.) ,А) akko (def.) 

г. Ako је А::: В-4СЕ: Г, onda iz ВЕ Г, .zbog zasicenosti, 

jedi CE:r , tj., ро indukcijskoj hipotezi, iz v(\" ,.6 )(13) ::: l 

јеа! у( Г,~ )(С) ::: l. Odavde, za svako L-zasiceno prosirenje 

", ~') teorije (Г ,6..), imamo da iz у( Г " Л') (В) ::: 1 slijedi 

",6.')(С) ::: 1, sto, ро c.efinici ji, znaci v( \" ',~,)(A) = 1. 

1UtO: neka А'; Г , tj. Гli А • Tada posto ј! L-zasicena teori-
\ 

( Г ' , ~') takva аа је Ги{в}<::Г' 1. с Е ~' 

:ша prethodnoj lemi). Ро indQ~cijskoj hipotezi је 

.О' 

. , , ь. ') (В) ::: 1 i v ( Г ' , ~') (С) 1= 1, ра ј е i v ( \" ' , ь. ') СА) 1= 
I Slicno зе razmatra i slucaj А ::: -, В. Ako је А = В ЛС, onda 

акко (def.) ВЕ-Г iCEr 

акко (ind.hip.) У( Г ,6 )(13) = У(Г" ,6. )(С) = 1. 

А ::: В V С, опаа А Е- Г акко za зуаки formulu П, 

.Ј) -">( (C-7D)~D)E: Г , tj. ВЕ Г 111 СЕ Г , оапоэпо prema indu-
r 

ј S k о ј h i ро t е z i v ( Г ,~ ) (3) ::: 1 i 1 i v ( Г , А ) ( с ) ::: 1.-\ 

На metanivou .Сето :;:юд usloyom za Kr1pke:'-ov okvir 

t,o) рОд.rа.zv.miјеvаti ::'i10 који recenicl~ (tj. zatyorenu fo-

_и ~-{vапtifi~(аtоr~Јkоg racu.....'1a) која se оапов1 па uredenje R 

)?; okvira~ 

Za uslov Си) ka~emo аа је apsolutan ako za svaki 

: i ј а 1 п о ur е d: е п s i s t е m. (З, R , о ) k о ј i z 2.. d о v о 1 ј 2.. V а u s 1 о у (и) 

;oji kona6an skup Q takay да za svaki SkUD з" za кој! је 

;. 

.i 



Q ~ s ' ~ З, рате! ј alno ureden si stem (З' ,R/ ,о) takode zабоvо': 
S~ 

ljaya uslov (и). (R/ је re strikei ја relaei је R па S'.) 
з' 

т е о r е III а 5. СУ. D. ы. Gabbay (1981)) Пеkа је 

intermedi jalna logika L potpuna u оаПОБи па klasu svih Kripke 

-ovih okvira koji zабоvоlјаvаји neki apsolutan 

је L potpuna i u odnosu па klasu svih konacnih Kripke-ovih 

okvira koji zadoyoljavaju uslov (и). 

D о k а z. Pretpostavimo da ~ А. Konstrui sacem, 

konacnu Kripke-ovu strukturu (S,R,O,D) koja zadovoljava uslov 
\ 

Си) i u kojoj је УО(А) f- 1. bleka је (S',R',o·~".,D') strlL1{turakc. 

zadovo1java иБ1оу Си) и kojoj је УО,(А) f- 1. Skup S defini§e~ 

kao ИЗп ' gdje 
~~ ... , 

је fami1ija ЗП podskupova оа S definisana 

rekurzivno: 

gdje је 

svaki 

da је 

1 
I 
I 

t 
ЗО <; з' skup koji 

t, 
osigurava apso1utnost иэ10уа (и). Zt 

t 

х Е Sn i В::: С ~D Е sub(A), odnosno 

Ух(С) ::: ух(в) ::: О, postoj1 у Е з' 
r 

в ='С <: зиЬ(А), t1 
takav da xRy, . \ 

. r , 
Уу(С) = 1 i Vy(D) = о. Тааа Зп+1 cine elementi у izabran~ 

па opisani nacin. Ovako definisan skup .З је konacan, јет za 

х Е ЗN i у Е Sn+ l' u tacki у jedna у! зе podformula od А ро .. 

prima vri,jednost 1, а posto је эато konacan broj takvih, to ј! 

za dovo 1 јпо уе liki п, ЗП = р. S druge strane, kako ј е (и) 

apsolutan i so~s, to Kripke-ov okvir (S,R'/s,-4i') zadovoljavf 

uslov (и).-1 

Intermedijalna logika L ima svojstvo konacnog то-

" 



dela ako uvijek kada ~A postoji konacna iskazna Kripke-ova 

str1.1..ktura L. takya аа је L.. !:1odel za L i formula А ni је zado­

yoljena u z.. 

Teorema koju ce~o navesti bez dokaza је rezu1tat 

Harrop-a СУ. 3.. Harrop (1958), с. G.I.~cKaJ' (1968), D. ы. Gabbay 

(1981)). 

т е о r е m а б. Ako intermedijalna logika L ima 

Syojstvo konacnog mOdela, konacan broj эћета aksioma i эћета 

pravi1a, опаа је L odluciva. 

Uz izvjesne areUInente koji budu slijedili iz cisto 

sintaksnih raz~atranja, dokazujuci separabi1nost i odlucivost 

pojedinih intermedija1nih logika, koristicemo i tvrdenja пауе-

аепа u оуој glavi. 



D r u g ag 1 а v а 

2. LO G IKj~ Н + (А ~:в) V (В -4С) V ( С ~ А) 

2.1. Uvod. по intermedija1ne 10gike Н + 

А-В) V(3--C) У(С--А) , koju cer:lo sada raz!"Jatrati, ае ао1а-

pri1ikom rje§avanja problema datog u radu Е. G. К. L6pez­

cobar-a (1982), а eksp1icitno se pominje i u radu Т. Ume-

3,-е (1959). Naime, pOr:lenuti problem эе tice pitanja sepa-
\ 

i1nosti izvJ"esnog niza FL~ -, v n intermedija1nih 1ogika, 

~oji эе ispostavlja da sadrzi saтo tri raz1icite 10gike i 
.<> 

k1as1can racun iskaza С, DU:.ЋПlеtt-оv sistem LC (У. ы. 

nett (1959)) i sistem Е+(А-"':З)V(В-+С)V(С~~_). Tako se 

L ртоЫет Буоа! samo па pitanje separabi1nost1 sistema 

1..~:.в) V (В-'»С) V (C~A) s obziror:1 па уес poznate rezultate 

~parabi1nost1 10gika С i LC (У. Е. В. снтту (196"5), Т. 

)1 (1966, 1966а, 1966b, 1966c), R. А. Зu11 (1962, 1964), 

[. Homic (1976, 1979),3. G. К. L6pez-3scobar (1982»). 

)уот mjestu сето ротеа rje~enja ovog ртоЫета dati 1 пје-

) uop§tenje аа Tje~enjeт. 

2.2. Sistemi NLIC i NLC • Reka Ј"е ~ п - п v n niz 

jedecih sekvenata (rarli bolje preglednosti, u оуој б1ау! 

) formule koje эе pojavljuju u sekventu razdvajati zarezi-

... 
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. 
( А 1--'» А 2) -+С , (А 2 ~ Аз ) -+С , ( Аз - А1 ) -+С 1- с 

• • 

• о 

Imajuci u vidu аа эе ractL."1 sekvenata moze shvati ti као metal'al. 

сun za relaciju izvoo.ljivosti (dedukcije) odgovarajuceg siste\ 

та prirodne ded\.L'<:ci је (v. D. Pra-;Ji tz (1965)), si steme prirOd1 

ded 1.L1{cija NLC n i NLIQ~ (n~ 1), koji Би uvedeni kod L6:pez-Escq: 

bar-a (1982), mozemo identifikovati sa ractL."1ina sekvenata kOJl 
. t 

зе јоЬј jaju аоаауаnјет sekvenata СП kao aksioma gencenizacija~ 
I 

та Heyting-ovog racQ"1a iskaza Н i njegovom implikativnom fr~! 
t 

gmentu iH, теаот. 

L е m а 1. Pravilo 

је dopustivo u sistemu јН + С 2 • 

D о k а z. Dovoljno је :pokazati ја је 

u iH + С 2 ' tj. 

Како u iH + С 2 imamo 
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аа ы dokazali (~) dovoljno је pokazati da 

је ekvivalentno за 

to svakako va~i jer 

D~A ,;.,.~:З ~D-")B.--\ 

L е !:l а 2. iH + с <; iH + С 2 п 

D о k а z .. Ind.ukcijom ро п i koriscenjem leme 1.-\ 

L е m а 3 • iH + С 2 = iH + С 2п ( п ~ 1) • 

D о k а z. Ргеmа le:ni 2 ir:1amo iH + С 2п С;;; iH + С 2 • 

lutO: С2п(Аз/Аl,А4/А2, ••• ,А2п_l/А2) је ekvivalentno за с 2 .-1 

F о s 1 е d i с а. Н+С 2 = 

L е m а 4. Pravilo 

t
O 

о + ~U С .ориз lVO u Sls"emu .i.H + 38 

Н+С 2 п 

D о k а z. Dovoljno је pokaz~ti da је 

,ј 

ј 

, 1 
ј 

• Ј 
1 



u iH + С 3 ' t ј. 

Како је 

e.ksioma za iH + С 3 ' da bi pOka,zali (~BE) dovo ljno је pokazati 

О.а 

tj. 

sto vazi jer 

L е m а 5. iH + С 2n+ 1 С iH + С 3 (n~l). 

D о k а z. Indukcijom :ро п i koristeci-lemu 4.-1. 

L е m а 6.. iH + С 2п+ 1 = iH + С 3 (п ~ 1) • 

D о k а z. Prema ~emi 5, iH + C2n+l~ iH + С 3 • 

Obrnuto: sekvent С 3 је dokaziv u logici iH sa sekventom 

као dodatnom aksiomom. ;;:ecutim, posljenji sekvent је ekvi-

"lalentan эа С 2n+l и"'-4/ 1...2 ,А 5/ A1 ,· •• ,А 2п/ А 2 ,A2n+ 1/ A1 )· Dakle, 

sekvent С 3 је dokazi v u svakom оа si stema iH + С 2п+ 1 • -\ 

р о s 1 е d i с а. Н+ С 3 = Н+ С 2 п+ 1 (п ~ 1) .. 

I 
I 
1 , 
I 
1 
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L е m а 

D о k а z. Neka је rrf= ({o,a,b,c,d}, ~) parcijalno 

с 

Slika 1. 

иxe~en sistem ·sa uredenjem da-

tim slikom 1. Neka је 

binarna operacija па {o,a,b,c,d} 

definisana sa 

{о, 
x~y= 

у, 

ako у ~ х 

inace. 

Ako f~~kcija v uzima neke od 

vrijednosti о, а, О, с, d za 

svako iskazno вlоуо, i Y(A~B) = 

:A)~Y(B), onda Бе moze pokazati da ako је formu1a А dokaziva 

lH + с з , onda је za svaku funkciju У, У(А) = о (indQ~cijom 

iu~ini dokaza za А u iH + с з ). Medutim, za У(А) = Ь, У(В) = 

i у(с) = а , imamo У( «(A-')oB)~C)~ « (:В~A) ~C) )....;-ЈоС):.-:аf:о. 

2.3. FOi:;punost. se-pг.rabilnost i ooj.luciyost logike 

С 3 8 Oznacimo sa С 3 formu1u 

т е о r е ~ а 1. Sistern iH + С 3 је potpun u odnosu 

we Kripke-ove okvire (S,R) koji zadovoljavaju uslov 

( *) ( V х ,у, z ,и Е з) (uRx Л uRy Л UR z - ~ xRy V yR z \, zRx) • 

D'"o k а z. Hije i~esko proYjeriti, indukcijom рс д.и-

.,' 
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zini dokaza za А u iH + С 3 ' da ako liH + с А, onda је forrn1 
3 

А zadoyol јеnа u syako ј Kripke-ovo ј strukturi ko ја zadoyolja.\I' 

uslov .{ *). Obrnuto: neka (Г ,6) jedna iH + сз-zаsiсе~а teo!'i~" 

ја. Dovo 1 јnо ј е pokazati da kanonska stru..1{tura za iH + С 3 Za. 

аоуо 1 јауа uslov (*). Fretpostavimo аа su (Г i' ~ i) iH + сз-zа. 

sicene teorije takve da r ~ r i (i = 1,2,3). Ako nije r1 Сј 

niti Г2 <; \3 niti Гз С Г1 ' onda postoje formu1e A1 , А2 1 

Аз ta.lcve da А1 Е r 1- г 2' А2 Е r 2- \3 i АзЕ r 3- \18 Medutim, 

kako С 3 (А 2/ Аз ,Аз/ А 2 ) Е Г , to ј edna od formula A1 ~ Аз , А з---""А, 

i1i А2-+А1 mora biti u Г., Ako је А1->Аз 6 Г , onda A1-АзЕ: 

i АзЕ r 1 , sto је u suprotnosti эа cinjenicom da Аз Е- Г 3- Ci. 
Akd, је 1\з ~A2 Е- \, оnаа је Аз~ А 2 Е Г3 i А 2 Е: Г3 ' sto proti­

vrjeci cinjenici da је А 2 Е\" 2- Г3 • Ako је Ai"4A1 Е: Г, onda је; 
. " 

Ai-"';> А1 Е Г 2' ра i А1 Е- Г 2' sto ј е u suprotno sti sa cinj epi сот 

da је 1\1 Е Г 1- \-28 Dakle, kanonska struktura za logiku iH + С3 
zadovo1java uslov (*).-1 

т е о r е m а 2. 8istem Н + С 3 је potpun u оаnо­

эи па эуе Kripke-ove okvire (S,R) koji zadovoljavaju uslov (IE), 

D о k а z. Isti kao dokaz prethodne teorem~-1 

}) О S 1 е d i с а. 8i stеш Н + ~3 је separabi 1аn. 

р о s 1 е d i с а. н + С 3 f LC. 

Dakle, niz NLC n Cn~l) sadrzi svega tri"razlicite 

intermedijalne logike: 

Imajuci u vidu da је uslov (*) apsolutan, prema 
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cemi 5 prethodne glaye, ima:.!lo 

т е о r е m а 3. Sistem Н + С 3 је potpun u odnosu 

зvе konacne Kripke-ove okvire koji zadovoljavaju Hslov (*). 

Drugim rijecima, sistem Н + С 3 ima svojstvo kona-
, 

~ model~, ра је ртета teoremi Harrop-a (1958) СУ. teorema 

)rethodna glava): 

т е о r е m а 4. Sistem Н + с з је odluciv. 

2.4. Nezavisnost veznika logike Н + с з • Као §to 

vid је 1! Н + сз~· LC, аи Dumтett-ovom si ste.mu LC svaki od 

lika -+, Л , .. је nezavisan оа od ostala tri (У. Т. Ume-

. (1959»), ра је i u sistemu Н + С 3 svaki od·veznika 

nezavisan оа ostala tri veznika. 

L е !тl а 8. Veznik V је nezavisan od ostala tri 

ika u sistemu Н + С 3 • 

Л, 

~D о k а z. Neka jem= (10,a,b,c,d,t},~) parci-

jalno ureden sistem эа ureaenjem . 
datim slikom 2 i neka :Зu -=+, л 9 

\/1 
. -, operacije па {o,a,b,c,d,t} 

ь с dеfiпiS8.пе за 

__ {t.' х"':"'у 

у, 

ako х ~ у 

inace , 

. 
х Л у = i п f ( х , у)' х v у = s ир ( Х, у) 

Slika 2. .., х = х -=+0. Ајсо fu.nkc i ;ј а .., uzima 
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vrijednosti o,a,b,c,d,t za svako iskazno slovo, i ako је[ 

:~:a+ э:: :n::~~i:O:(:~ d:Z:~~ :~k:Z; :~A~, u g:j: ~:, +:O~:' ;~1 
zati аа ако је rormula А dokaziva u Н + С 3 ' onda је za 

f~~kciju У, У(А) = t. PretpostaYimo аа је formula АУВ 
, 

lentna nекој ,formuli С u kojoj эе пе pojaYljuje disju..l1kcija.~ 

Ако svakom iskaznom slovu које эе pojavljuje u formuli С 

druzimo neki element mreze Ћ1 razlicit od d, onda эе, 

kcijom ро slozenosti /С/ formule С, moze pokazati da је 

1= d. ?iIedutim, za УСА) = Ь i У(В) = с, bice УСА V В) = d. 

tome, пе moze ро sto jati formula ekvi yalentna formuli А V В u 

Н + С 3 ' u kojoj эе ле pojaYljuje simbol za disjun~ciju.-i 

2.5. Dva niza pOdsistema оа LC. Neka эu ап i 

(п ~2) ,redom, formule 

i 

Nije te§ko vidjeti аа Н + а2 = Н + Ъ 2 = LC, Н + ~. 

= н + С 3 ' н + an+1C;;H + ап (n~2) i Н + bn+1<;;"H + ЪП (n~ 2) .. 

L е m а 9 • н + .~ + 1 <:f н + ап i 

D о k а z. Neka је Ћt (n+4)-elementna mreza эа 
п 

parcijalnim ureocnjem datim kao па slici 3. Ako је 

ljna funkcija koja svakom iskаzлоm slovu dodjeljuje 

v 1)ТО i zV'o, 
~ , 

пеки оа i 
i 
~ 
~ 

I 
ј 



t 
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vrijedl10sti iz оки:ра {ott,o.,b,lt ••• ,n} 

de fini запа kao f1..шkсi ја u dokazu 

prethodne leme, onda эе, indu-

kcijom ро duzini dokaza za formu-

1и А u 1og1ci Н + аП+ 1 ' odnosno 

н + Ьп+ 1 " moze pokazat.~ da ako је 

А teorema 1og1ke Н + a~+l' odnosno 

Н + bn+ 1 , onda је УСА) = t. Dov01jno 

је pokazati da 1z l А 
Н + Ьп+ 1 ' 

s1ijedi УСА) = t, imajuci u v1du 

da је Н + an+1 С;; Н + bn +1 • 

Najpr1je,..4t:>kazimo da ako је 

Х1 ,·.· ,xn+ 1 niz e1emenata mreze 'YТLn 
со nije Х1 ~ Х ј п! za koje 1,ј (l~ i<: ј ~n+1), onda је 

_ ~xl· 

Date pretpostavke пат pruzaju s1ijedece mogucnosti: 

1. эу! e1ementi datog niza эи те~иэоЪпо neuporedivi, 

је oc1g1edna nemoguce; 

2. pastoje 10 i 

, odnosno: 2.1. Х ј = 
а 

X i = t. Ako је 2.1., onda 
о 

oi. Ako је 2.2., anda opet 

ј а (1 ~ 1 а < ј о ~ n+ 1) rtakv i d а 

о, 2.2. х. = а , 2.3. х. = Ь i1i 
Ја ~o 

је х. ~ х l' sto је supratna pretpo-
Ја п+ 

х. ,Х 1 (sta takode maramo odba-
Ја п+ 

) 11; ..... Х l<x. , 
п+ Ја 

t ј. хп+ 1 ~ х1 • Ako ј е 2.3 о, onda је х. < Х1 ~o 

lе Ы s11jedi10 i (sto prativrjeci 

pastavci). Аlсо је 2.4., onda је svakako xl ~ Х1 ' sto је, 
а 

, suprotno pretpostavci~ 

Dalcle, 8vaki п! z rnreze mora 



.' 

- (;0 

zadovoljavati neki оа uslova Х! ~ Х ј (1 <. ј) t za neke i i J
I
I i 

i 11 Хn+ 1 ~ X 1 .. ( 

Znajuci da эе вуе teoreme Heyting-ovog racuna iSkaz. 

pri prolzvoljno:n presliltavanju v preslikavaju u t i da PI'a~ t 

(тр) cuva to svojstvo, za пазе tvr~enje је dovoljno ustanovit1: 

је v(bn+l) = t. Pretpostavimo эuрrоtnо: postoji funkcija v . 
da је V(Ai~Aj) F t (l~i< j~n+1) i y(An+l~A1) ~ ,t, tj. 

postoje e1ementi X 1 , ••• ,xn+1 mreze 111 n takvi da је У(А!): 

= Х1 (l~ 1 ~n+1) i n! za koja ауа x i i Х ј (1 < ј) nije xi~1 

niti xn+l~x19 sto је suprotno gore dokazanom tvr<!enju. 

S druge strane, za УСА!) = i (1 ~ i ~ п) i У(С) = 

Ысе v( аn ) = у(ьn ) = ь 1= t. --1 

Зааа vidimo аа ы ртоЫет postavljen u radu L6pez-: 

-1i:scobar-a (1982)korektno definisa..'Yl mogao izgledati ovako: 

1)а 1! ви sistemi Н + аn (n~3) i Н + Ьn (n~4) sepa", 

f 
rabilni? 

pitanje .. 

U narednih nekoliko redova, dace!11o odE,ovor ,1 па ovol 

~--

L е m а 10. Ako је а' formula~(~i~Q)~Q, 

1;(:\ (Q~Fi)->1?)~Р9 IA «Ј?i~Q)'-"F)---'Р, i1i 

"<\«Q-~i)~:t')-'>(М«Рј-4-Q)-'>Р)-'>Р), i R iskazno slovo 

ве nе pojavljuje u formu1i а, onda је fоrшu1а 

a-4(а(Q/R)~а(~/QЛR) dokaziva u Н .. 

D о k а z. (1) Neka је а formula 

Tada је dovoljno pokazati da је 

a7a(C~/R) , (P.-"'Q) . ,(Р.-">Е)" LQ . ~ l l lГ 

ko је 1 
" 
t 



ь1 

Uedutim, jasno је da se u Н тo~e izvesti i 

i 

(2) Neka је а for!:lula 

ljno pokazati аа је 

t ј. 

је izvod.ljivo, jer О:; 

vaki ј. 

(3) Ako је а formula 

avoljno pokazati da 

6to је izvodljivo јет vaii 

vaki k, t;j" 

м (Q~P.) -">P)~P. Tada је 
l 



ь2 

а, ( (р i-"Jo Q) ~( (р i-R) -»Р) ) i \- (Р j~ R) ~ р 

za эуак! ј. 

Cetvrti slucaj эе moze razrnotriti slicno, 111 эв, 

jednostavnije, izvesti kao posledica nekog od prethodna ауа 

slucaja.-i 

т е о r е m а 5. Sistemi Н + ап i Н + Ьп СП ~ 2) 

su separabi1ni. 

D о k а z. Prema teoremi Homica СУ. v. 1. Homic (~ 

1979)), dovoljno је pokazat$ аа su formule 

а -4(а (A-/В')~a (А./ А- Л В)) 
п п Ј.. 1'?-.. 1. Ј.. 

(l~i~n) 

ь ~(b CA./:В)~b (А./А./\. В)) 
п п 1. П 1. 1. 

i 

ь ~(b (cjB)~b Сеје ЛВ)) 
п п п 

teoreme Heyting-ovog racuna i skaza, sto перо sred.no з1! ј еа! iz 

upravo dokazane 1ете.-\ 

N а р о m е п а. Као neposredna posledica leme W 

moze эе zakljuciti i vise: svaka intermedijalna logika koja 

se dobija аоаауапјет implikativne formule tipa 

1 
f 

gdje је R neka binarna relacija nad nekim skupom lndeksa, : 
f 

" f 

racunu Н, је separabilna. ~ 



FrimijetiEo da sistemi Н + ап i Н + Ьn (п ~ 2), re dom, 

mogu biti aksiomatizovani dodavanjem formula V (A~-::'A.) 
l~i Ј''''''' п Ј.. Ј '" , ~ 

ipj 

i (An~Al)Y ( V (Ai~Aj») Heyting-ovom racunu iskaza u 
l~i< j~ п 

u svojstvu shema aksioma, um~~sto formula а 
п 

1 

2.6. Granicne vrijednosti nizova Н + аn i Н + Ьn. 

U radu Т. Hosoi-a (1967Ь) data је slijedeca defini-

nicija granicne vrijednosti niza interтedijalnih logika: 

lim(П +dn ) == Х 
п --» QOO 

akko (def.) (1) iz ~A slijedi da 

ј е z а эу ak i i,' н + d . А i 
Ј.. 

(2) ako ~. onda postoji i 

takav da ~A. 

т е о r е т а 6. lim(H + аn ) == lim(H + Ьn) = Н • 
n-~ n-"?Од 

D о k а z. Prema definiciji sistema Н + аn i Н + Ьn ' 
Ј!' 

јаэnо је da iz 1нА slijedi' Јн А i Iн Ь 
А. Obrnuto: + ал + 

п 

neka је niz formula v «(A-~A .)Л СА .~A:)). 
l~i<j~n Ј.. Ј - Ј .Ј.. 

Ртеmа 

radu С.. G. I.~сКау-а (1967), 1im(H + Е ) = Н. 
л--.!;~ п 

Hije te§ko vidjeti 

takode da 

IfA. Tada 

I I iI r т... А .. 
.l.l .tt.J 

П 

-т С -- Ь с Н .,..., 1-:, + аn - 1": + п - ~ +Ь П сп ~ 3). Рrеtlюstаvimо da 

postoji sistem Н + Е n , za neki п ~ 3, takav da 

Odavde: I I н I аn А i IH/b
n 

А. --Ј 
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3. LOGIKA ;JL.1i.30G ZA1(ONA 

ISKLJUC:r::NJA T~CLG 

3.1. Uvod. Logika iskaza slabog zakona iskljucenja 

6eg, u oznaci КС, kako зто уес pomenuli па kraju prve glaye, 

:1obi ја dodavanjem fornu1e IAV""\I А као зЬеmа aksiome Heyti-

{от raClli"'1U iskaza. Ыеdи radoyima koji se ticu ove logike 
\ 

" "О 

?:nacajniji sп svakako radoyi Umeza\'.'a-e (v. Т. Umeza\l/a С 1959)), 

[оуа (v. v. А. Јапкоу (1963, 1968), Naksimoye СУ. L. L. 

зimоvа (1977, 1979, 1982»), Esakie СУ. L. L. Esakia (1979)), 

loro'liskog СУ. S. ZachOrO\'iSki (1978)), Gabbay-a СУ. D. М. 

Јау (1971а, 1981)), Rodenbu:rg-a ('1. Р. Н. Rodenburg (1982»), 

l Segerberg-a СУ. К. Segerberg (1968)). 

3.2. Potpunost i od1uciyost sisteoa кс. Potpunost 

_ке КС зе razmatra u gore pomenutiD radoyimaJankova (1963, 

3) i Gabbay-a (1981). Izlazuci rezultate u оуот dijelu~ 

tceco зе ug1avnom drugog izyora. 

т е о r е m а 1. Sistе!п :ГСС је potpun u оаl'lОзи 

we Kripke-ove okvire (S,R) кој! zadovoljavaju uslov 

(кс) С3у)(Ух)(хЕ{у). 

D о k а z. IJio: "г.}сО је А teorema ге.снпа КС, onda 
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је А zadovoljena u svakoj iskaznoj Kripke-ovoj strukturi ~iji 

ok~lir zadovoljava uslov (kc) 11, dokazuje:no indukci -јот 'ОО dUZ"i" v _ , 

ni dokaza za А и ~c. Imaju6i u vidu potpunost Heyting-ovog 

таС1Ј.nа i skaza u од 110 зи па КТ! pke-ove strlJ.kt t;.re, пг. оуот r.1je .. 

stu је dovoljr.o pOkazati da је уо(а AVi, А) ::: 1 u proizvolj 

Xr1pke-ovo ј i skazn.o ј struktur1 1z klase onili stru.ktura с! ji. 

okviri zadovoljavaju uslov (kc). Pretpostavimo suprotno, tj. 

u nekoj strukturi 1z date k1ase је voC1A\I"A) 1= 1, odnosno 

v о ( -, А) f. 1 i v 0('''' А) 1= 1, t ј. ро sto ј е tacke Х1 1 Х2 
okvira posmatrane strukture za које је VX1(A) = 

::: 1, odnosno, ртеша lerni 12, prve glave, Уу(А) 

1 i v x2 (lA; 

= Уу С ЈА) 

ра i v У (А Л -:t А) ::: 1, sto је nemop,u6e. Dak1e, zai sta 

voC1AV1\A)::: 1. Za obrat, d.ovoljno је pokazat1 da okv1r 

iа:зеН!}~l~ strt1'kture (S~[ ,,~ .. ), RKc , DKC ) , gd је ј е з~[, ~) = 

::: 

::: {с Г', д.') ESKC : Г~ г'} za neku KC-zasi6enu teoriju (Г ,!Ј.) 

za logiku КС zadovoljava dati us10v (kc), tj. a~ postoji кс-

-zas16ena teori ја (Г о' ~ о) takva da је za svaku KC-zasice­

пи teoriju (Г " 6,"), za који је \~ Г', Г'<; го. Teorija 

( U Г", 1) је \КС -neprotivrjecna, gdje ( Г " ~ "') Е: SKC' jer 
Г<;Г· 

Ь! inace postojale teor1je ( Г i' 6. i ) (1=1,2) takve da је 

\<;r1 (\r2 , AEr1 , ВЕГ2 ,\кс l(АЛВ);tј.l кс A~lB, za neke I 
formule А i В .. Kako је f КС (1 B~C)-'> « 'IB~C)~C) za proizvo-I 

ljnu formulu С, to је 1ве-Г ili 'IBer. 1z iBt r 1 

s11jedi da ~BE Г, ра је i IВЕ.Г2Ј sto protivrjeci cinjenici 

da ВЕ Г 2. Prema tome, teori ја ( U Г' , уј) је t КС -neproti vrje~ 

сnа, ра prema lemi 13 prve ~lave i Lindenbaum-ovoj lemi, 

postoji nјепо KC-zasicena pros1renje (Г а'д о ) takvo da 
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svaku teoriju (Г' , Ь') Е ~[ ,А) bude Г'с \- -1 
о· 1 

L е m а. 1. Us10v ekC) је apso1utan. 

D о k а z. Za зкир koji osi{Zurava apso1utnost do­

јпо је uzeti sku~ {y}.~ 

N~posredna pos1edica gornje 1еше i teorerne 5, prve 

ve, је 

т е о r е т а 2. Sistem КС је potpun u од.пови па 

konacne Kripke-ove okvire koji zadovoljavaju uslov (kc). 

Prema tome, sistem КС ima svojstvo konacnog mOdela, 

~let prema teoremi Harrop-a (1958) су. teorema б, prva gla-

, imamo 

т е о r е m а 3. Sistem КС је odluciv. 

Sa stan~vista algebarske teorije mOdela, sistem КС 

potpun u odnosu па klasu svih Stone-ovih algebri, tj. Неу-

g-ovih algebri koje zadovoljavaju uslov -, хV l,x = 1 

L. L. 3sakia (1979)). Drugim rijecima, jednakosna prerada 

Lke КС (у. S. В. Presi6 (1975») је stone-ova a1gebra 

э.zпih formula (For, Л , V ,~, ., ) • 
'; ., 

Napomenimo ј 0.9 i to da 10 gika КС, um је sto us1ovom е kc) ,1 
.1 

е biti okarakterisana i uslovom 

(kc' ) ('Vx,yE з)(3 zE S)(xRz&yRz). 
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3.3. Gencenizacija logike кс. 

Skup strogci negativnih formula SNFor defini 

induktivno uslovima: 

(1) ako АЕРОТ, onda .. lАе SNFor; 

(2) ako А Е For i В G SNFor, onda A~B ~ S}.;For; 

(3) ako A,BE:.S~\IFor, onda А Л В,А \Ј В Е SNFor. 

L е т а 2. (а) 

(Ь) ako А Е SNFor, onda ро sto ji formula В takva' 

da \КС A~'B. 

D о k со z. ( а) Fo rmula С., А V 11 А) Л 

~-'A V. -, в је d.okaziva u Heyting-ovoj logici iskaza, ра је, 

prema tome, i hc--'с-';' л B)~lA V -, В. Drugi smjer implikaci 

vazi i u Н. 

(Ь) Indu.kcijom ро јА/. H~' primjer, г..kо је А = С ЛD, onda, 

та indukcijskoj hipotezi, postoje formule С' i D' takve da 

\КС C~lC' i \ КС D~;D'. U tom slucaju је \ КС A~"'C' V ,D 

odnosno, prema dijelu' (а) \ КС A~l(C'V D'), tj. za formulu 

В mozemo uzeti -Нс'V D').-1 

Sistem GKC је racun sekvenata (sеq,{(р,Р):Р€:-РС' 

R), gdje svi sekventi koji se pojavljuju u nekom izvо<'iелјu 

ovog racuna moraju zadovoljavati slijedeci opsti uslov: 

konsekvent ле smije sadrzati vise od једnе formul~ 

koja nije strogo negativna. 
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Skup praYi1a R эе sastoji od istih strukturnih 

ri1a kao i гасun GH СУ. prva glava, 1.4.), uz slijedece 

lnicenje za praYi10 эјесепја: 

г Н- Il f... А П {~ А 

r f\ \\-АА 
Се) 

ako А С S1'.T1<'or u _ Ј.1_ • 

Logicka pravi1a za uvodenje konjunkcije i disjunkci-

~и пергоmiјепјепа u odnosu па racun GH, а za иуоаепје imp1i­

_је i negacije imamo slijedeca pravi1a: 

r ( ..... А А :в п \ГА 
(L~) , r А (\- в А 

г А-'>В П lг~Л 

ГН-А6. 

r lА lt-~ 
(R \) 

lslov 6 <;; SNFor za sya cetiri pravila. 

L е m а 3. Za svaku formu1u А, sekvent Alr-A 

lokazi у u GKC. 

D о k а z. Indukcijom ро IА/.4 

л -../ 
Ыека је Г (~) konjunkcija (disj~~~cija) 

lula koje se ројаУ1јији u Г ( ь.. ) (а ако је г = fI If 

. = 11 " ), onda је 
л 

Г = р-?р 
v 

( 6 = р л -"1 р) ) • 
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/'- " 
т е о r е m а 4 • \кс г ~ 6. akko 

D о k а z~ Dio "ako": dovoljno је pokazati da 

sekvent \\- ""А ЈА dokaziv u GKC, sto imar:lO iz izvodenja 

lA\\-'А (prema lemi 3) 

(ро pravilu (R'». 

Dio "эашо ako": znajuci da. su Буа prayila, izuzimajuci CR-+)" 

i (R..,), dopusiva u racu.."'1u sekvenata GH, tj. e:encenizaciji 

Heyting-ovog iskaznog racuna, te imajuci u vidu lenu 2 (ь)' 

dovoljno је pokazati da su formule 

i 

teoreme logike кс. Prema izvodenju: 

'AV,BV.C 

А --+. В V , С 

(и Н) 

(и КС, prerna lemi 2 Са». 

Си Н) 

imamo \кс-(АЛ В~'С)-'(А~"1З V., с), а prena 

".СЛА"""'В 

(А-"З)V -. с 

Си 3) 

(и Н) 

Си Н) 

\н-с, СУ.1 с) Л (.A.~B"" C)~(A--:JoJ3) V -, С, odnosno 

\КС (1\.4>В V., С) ~(A""'B) v" С 0-\ 

Dakle, sistem GKC је gencenizacija lOEike КС. 

. ( 

! 
[ 

I . , 
'! 

1 
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3.4. Teorema о eliminaciji p~avila sjecenja. Slije-

Gentzen-ov origina1ni dokaz СУ. М. Е. Szabo (ed.) (1969), 

~akeuti (1975))teoreme о eliminaciji pravila sjecenja za 

зiсап i Heyting-ov racun, pokaza6emo: 

т е о r е m а 5. Ako је sekvent [\\-~ dokaziv u 

ши GKC, onda је оп dokaziv u tom racunu i bez upotrebe 

ri1a sjecenja. 

Najprije iska~imo jedno рот06nо tvrCenje. 

L е m а 4. Ako је sekvent 
< ~ ~ 

rl\-A dokaziv u таси-

GKC i .AVB ( АЛВ, A~B, ,1., redom)E6 (\ SNFor, onda 

зеkvепt 

г А Н- f:!:,.'A' redom) dokazi v u racunu GKC, gd је 

r А oznacavamo rijec йоЫјепи izostavljanjem svih pojavlji­

ја for:nule А u г. 

D о k а z. IndQ~cijom ро du~ini dokaza za sekvent 

~ u GKC. Razmotrimo slucaj sa disjunkcijo~, tj. kada 

3 Е ~ (\ SNFor. Najkra6i mOf;u6i dokaz sekventa Гlг~ эа 080-

)mАVЗЕ~nSNFоr је s·lijede6i 

р \\- р (RV1) 
P\\-PAVB 

cle је jasno da тo~eтo izvesti i sekvent Р \\- РАВ. 

dokaz sekventa r i\-A , эа datorn овоЫnот, ima ve6u du~inu, 

lko је-А posljed.njem 1-::oraku bilo prim.ijenjeno neko оа stru-

._----------_ ..... _----
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kturnih pravila, onda, prema indukcijskoj hipotezi, gornji 

sekvent zadovoljava uslove nase leme, ра i donjie Posebno 

pravilo эјесеnја 

Г\\-АС СП\\-А 

ako С .; А V В, imaтo, ртета indu...1{ci ј sko ј hipotezi, 

rU-ААVвАВС i 

odakle је 

r п l\- дА V вАБА А v вАБ , t ј . 

Ь) ako је и posljednjem koraku dokaza za~sekvent 
." 

primijenjeno pra"llilo za иУОбеnје nekog veznika slijeva, 

koristeci indQ~cijsku hipotezu па gornji sekvent (gornje 

kvente), mozemo zakljuciti аа i donji sekvent zadovoljava 

уе leme. 

с) ako је u posljedlljem kora.1{u dokaza sekventa 'Г\\-А u GKC 

[ 

< "'~1, 

priI:li~enjeno pravilo za иуоаеnје nekog veznika zdesna, оnаа za~ 
, 

cl) Г\гАс Г\\-ЛD (R Л) 
r \Г-А С Л D 

pre!Ua indl.L~cijskoj hipotezi imг.mо 

г ћ- (Л С) А V вАВ i \" \\-(Л D) AV вАВ 

odakle mozemo izvesti 

г \\-А А V вАве . i r \Ь AAVBABD 

ра i, prema (RJ\), 
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r \\-А А V вАВС 1\ D ; 

с2) \1гАс 

Г\ГЈ.\.С V D 
<, 

Ћа indukcijskoj hipotezi imamo 

r \\-сл С) AV вАВ 

k:le i 

г \\- А А V :зАБе 

za С F А ili D F в, 

za С = А i D = В iz 

по 

г ll-А А V вАВ ; 

с3) r с \\- DA 

па idukcijskoj hipotezi је 

cle imamo 

\ с Н- DA . V ~AB 
!..Ј. t-"' .... .LJ 

tj. 

1 (R~). 

с4) г с \\-.л. (R -. ) 
г \~"CA 

па indu~cijskoj hipotezi је 



r 
! 
t 

r с 11-..л. f... V вАВ 

ра ро pravi lu (R -') izvod.imo i 

1/',~ .; 

-;;:';:' f" 
;~~ 
,~~. 

Slicno se razmatraju i slucajevi sa ostalim vezni~ . 
,:,> ;о. 

cima.-I 

D о k а z t е о r е m е о е 1 i m i п а с i;i 
s ј е с е п ј а. Нај pri је . uvedimo ј edno uopsteno pravi 10 s je~1~ . 

" < .J,~, 

\~ . ij 
Ј дА ~ SNFor. Nije tesko pokazati da эе рт ,";. 

Г\\-~ \1 \\-А 
(UC

A
) 

gdje је, naravno, 
.:~~. 

hvatanjem pravila (UC A) umjesto pravila sjecenja,skup doka~~ 
:-'fЈ 

zivih sekvenata sistema GKC пе prosiruje па оуај nacin. Stog~k 
,K~1 

је za dokaz паБе teoreme dovoljno pokazati da зе svaki dokazl::, 
, ".~~: 

vi sekvent moze dokazati i bez upotrebe pravila (ЏСј). .,1 
NekR је Т drvo dokaza, ойпозпо izvodenje, sekventa,::. 

ГПА \\- 6 АЛ u којет зе pravilo (UCj.) sалlO jednom primje- " 

пјије i to kao posljednje. Dvostru..1<:om ~ndUkCijOm ро slozenostl~ 
ј 

/ А/' form:b.le А i rangu r dokaza ZR sekvent Г\\А \\- Ь A.l\.~ 

ойпозпо transfini tnom indukci јот do Ц)2 ро ordinalu иЈ-ј А/ + 

gdje је rang r = r L + r R ; r L i r R definisemo oyaK~: 

rng(Ln,T,con) (rng(Ln,T,ant» је broj uzastopn1h 

sekvenata lanca Ln drveta Т kod kojih эе formu1a А pojavljuje 

u antecedentH (konsekventu) i ше<'l:u ko jim је posljednji ta1:::av 

sekvent 
i 
! 
f 

Ј 
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= (def.) max(rng(Ln,T,con») 
Ln -

= (def.) max(rng(Ln,T,ant»). 
Ln -

Slucaj /А/ = О se provjerava direktno. 

Indukcijska hipoteza r-:-1asi: svaki dokaz u kojem se 

тje~jиje pravilo (UCA), za /A/~ п, је prevodiv u dokaz bez 

тјепе tog pravila. 

Ostatak dokaza dijelimo па dva glavnaslucaja: 

2 (baza indukcije) i т> 2 (indukcijski korak). 

\ 

Konstrukcija algoritma za еlimiпisаnјечорstепоg 

~ila эјесепја iz datog dokaza moze bazirati па jednoj 

nzitivnoj relaciji > ~efinisanoj па skupu svih izvo-

ја Der(GKC) sistema GKC koja zadovoljava i uslov: ako 

f i u эе dobija iz v zamjenom podizvodenja х sa у, 

3. У> и. 

U dijelu dokaza sto slijedi navodimo osobine 

3.ci је > koje эи karakteristicne za sistem GKC, imajuci 

i.du slucajeve razmotrene kada se radi о raclffiu GH (у. ы. 

3zabo (1978) - Appendix с). 

Saj: r = 2. 

ПА \\-Л" ; r ~ \\-С II 
f\1 \' F> \\- ~ 1\" ~ ~ с {12 \\-А2. 

~-'>C 6. Пl\ ~..., со '12. \\-A~ 6..12-

\'\\,,\\2. \\- ~ Л-1 Az.. > nl\ Г@. f"\zc \\-(A,,~ 6.)с Az. 

r'\~rtz \\-6ЛлА :z. 



г 

I 

r~\\- f:::, 

r\\-l~b. r\lfb\\:-Л > , . r \l \\- Ь:.А_ 

({!dje А,Л~ SN}~or) 

Slucaj: r') 2. Fod.s1ucaj~ rR~ 1. 

Гћ-Д 6. nAA Пz\\-А1Л2. ' > ( gd ј е - ј е Д 'ЈА 

ГП"А(\2А \\-АдАЈ\ЛZ .. 

fб\\-с.А 

г н-д А. П" \\-.6..,~ 

.A.ko 11. tf д : 
\ f1"A \\-6д1 ~ r r:. \\-с. 6. ГБЈ1:-е.~ 

г П1Д [" g \\- (6.ЛЈ\)~ со l\. _r_'i-_А_б. __ -1 

Г П" \\- 6. 1\." С. ГС, ПZДоI\-6А 

> г Г\ 1Д (г fl2A)c. \\- ~ Л.,) с ~ Лz. .~ ... 

r п '\А f\ZA (\- ~.л. ~ Л.2. 

I 
ј 
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~6. п"дПz ll-дЈ\А2. 

'~ (П 1(17.)Д \\- е. 8д ЛЈ\А2,. Vt-) . . 
~ , 

г (n"nZ)A l\-А6.дЛл.Аz \l,,\\-лл~· ... 
\" (n"t12)A п" \\- 6.л (АЛЛ2Ј,д Л1 g Г ~ (П-\f12)А\\-СД'ЛАЛ.z~) 

А 

\(no\'1z) А П"А Г ~ Cn-\ П2)А~ \гАА~\Л"'Л 2)Д1; А,,; А.м;.~лЛ~% с. " \ ..1 
... I -, 

> \П'дПZА \\-'Ад А"л2 с \СП~~ 

\" f1"ЛП2А Гс.. П2ДС \\-ЬA~ (.ti~A2.)C 6АА 2 

\r\1A\\2A'f д.дАЛЛ2 

) је А ="1 в : 

't- А ,ь. ПА \\-Л 

\' Пд \'г~дA 
> (gdje је д,А<;;;; SNPor) 

зvаkоm slucaju је А Е. П • 

) А.Е 11 : 

,." 

Г~I\--b. 

\ \\-A~ 

> 
r-ПА \\-~ ~~ Г&\\-Ь 

\ПАГ~ \\-~g Аgб 

ГГ1д\\- .бд 

Г~~~ ~~gл 
\ \ГД~ \1\\-~A rgl\-.6. ПА \\-А 

\" ПА \\-Ьд 16. Л r!grtA \~D-AA 

\"nAr~l\\A) '6 u- ~A)g Л g D.л А 

ГПА\~ДАЛ > 

\ , . 

i( 
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П1\~Л"~ с {1z.\t-л2. 

Г \\-А6 П1~-'tСfl2i\-А..,.л.2 

Г\\"д ~--. с Пzд (\- AAA".A.z 

Гlr-АА 

> (gdje А ,А 

гl\-д 6. с (\2 \\-ЛZ 
С ГПZА ћ-ьд A z 

т 

'> \\\"д g~c. t12дt'\\-AA Ал.Л::z...Ад 
\\\"д t,-'-?C flZA\\-АААI\А2 

A.ko А 1- -т в : 

(\ \\-1SЛ 

\\\-Д~ r\1~\~A 

r-Пд"l~ \\-Ад,А > 
\\~ДA п \\-g L\. 

ГПд \\-6.д ~A 

Pn \'&\\-~ л г А А 

(gd. је 6, A~ SNFor) 

( 

Ako 1 ... ' = B~C : 

П., \\-A,,~· с t1z \l-A2. 

п"А \\2,. \\-л 1\ Л 2. > 
(gdjed, Л1 ~ Шi 

i АЕ 6 , jer ьј 

inace bi 10 r
L

::::l) 

Ј 
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ПА \~.лл ~ ('. {\! \\-л 2 

\~\\-C6. П"ДП2,\\-А.I\Л;z. 

,~ r ~ ~ \\2 \\- ~ L\ А Л"Л ,2. 

ПЛ \" ~ \"\ '\'6 \\2 ~ .\\-A-\~ е 6. д А. ~ Л2 ~ \\2 \\-А 2-

> 
\\'\\"b\\'\~\\Z.g~z~ \\-(A1~ ~д.А"л2.)С А2 

... 
\ \\- D,,-Dz д А\l\\-Л > 

г П \\-'D-\....,'D2. ДД А 

, . \ 

оуот slucaju А mora biti strogo negativna formula, ра 

ето, u zavisn.osti od р:lютnоg veznika forr:J.ule ћ, prema lemi 
.<> 

, imati, па primjer (za А = B~C): 

\1" \" ~ \\- с A,,~ 1),,~'D-z .Ад ~\\2 i\-А2 

> \\" \1& Пzс \\- (Л"У:. ~'C~'Dz ь. А.Ј с.. А'2 

r \\ \'г 1)" -"'):D2 D. Л 

dje је п 1 vп 2 =п i..JL1VA2=A.· 

li спо: 

> (\ \" lс. \\-А ~1\S 

\" 1~\\ \\- ~l~A 

·1 
i 
I ., 
1 
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-г 

t 

Primijetimo da пат navedeni dokaz teoreme о 

~inaciji pravila эјесеnја iz dokaza u siste~u GKC pruza 

cnost e~ektivne konstrukcije novog dokaza istog sekventa 

sada bez upotrebe pravila эјеСеnја. 

3.5. Neke ~osledice teoreme о eliminaciji 

sjecenja. Oznacimo sa GKC' racun sekvenata koji se dobija iz':; 

racuna GKC izostavljanjem pravila sjecenja iz skupa 

izvodenja. Teorema о eliminaciji эјесеnја iz racuna 

zapravo kaze da је GKC = GKC'. 

\ 

О с! gledno је da э! stem GKC' ima" ..;;s_v_o...,:JIL.· ~s..;;t...;.v...;.o_o,;...;;...;.;;.;;;..;;..;;;;;;:,::: 
-, 

lnosti, 'јет sada svako pravilo izvoaenja ima оэоЫnи аа akoS~ 
, ~~, 

:,~[~ 

эе neka formula ро javljuje и l1ekom od gornjih sekvenata, ond~i, 
.0> 

эе ona svakako ројауlјије kao podformula neke formule dOnjegt
, 

sekventa. Odavde, svaki dokaz и sistemu GKC' sadrzi эа.тnо оnе, 

formule koje эи podformule ~ormula zavrsnog sekventa. 

Као neposredne posledice svojstva podformulnosti_ 
,~ "" 

imamo 

т е о r е m а 6. Sistem GKC је odluciv. 

Т' е о r е m а 1. Sistem GKC је separabilan. 

i 
stavise, sem cinjenice аа је i sistem КС OdlUCiV,J 

sada imamo i јеаnи cisto sintaksnu proceduru odluciyosti zaj 

оуај sistem. ј 
i 

tvrdenje 

i 
Као posledicu separabilnosti, imamo i vrlo znacaj~ 

{ 
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т е о r е m а 8. icdH = icdKC. 

Rad Jankova СУ. v. А. Jankov (1968», nakon ~isto 

lntickih razmatranja, ааје i vise: КС је ~aksimalne prosi-

је Eeyting-ovog racuna iskaza ва osobinom аа ima эа njim 

l. implika ti vno-kon junkti УПО-д! s ј 1L."'1kti vni fragment. 
, . 
, 

Navedeno tvrdenje nije nimalo trivijalno, narocito 

i ве ima u vidu cinjenica da kada эе Eeyting-ovom racunu 

iza дода formu1a А V -, А kao aksioma, dakle zakon isklju-

ја treceg, koji је s1ntaksno vrlo sli~an slabom zakonu 

Lju~enja tre6eg, dobija ве klasican racun iskaza ciji је 

Likat1vni fragment pravo prosirenje rac1L."'1a 1Н. 

3.6. Teoreme interpo1acije. 

Indukcijom ро slozenosti formule А definisemo пјеп 

~cedentni (konsekyentni) dio, u oznaci antA (сопА): 

ako је А atomicna fonnula, onda је antA =;i 1 

ako Гје А = 3 Л С 11! А. = В V с , опаа је antA = 

ltB U antC 1 сопА = {11.)- U сопЕ U сопе; 

ako је А = B~C, опаа је antA = antC и~B 1 

~ = { А) U сопе V antB; 

ako је ь. = 1 В, опда је antA = сопВ i сопА = 

\.} U antB. 

За at11. oznacavruno skup svih atomicn1h podformula 
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formu1e А. Slicno: at \= (def. ) U atA, ant Г = (de f. ) 
АЕГ 

= (def. ) U antA t еоп Г= (ЙеТ. ) u еопА atant , 
АЕГ A€:Г 

= (йе f. ) at\ П ant Г i ateon Г = ( йе f • ) atrn соnГ • 

i ~1 U.62 =!::::.. naziva.rno razbijanjem 

L е 1:1 а 5. Ako је sekvent Г\\- ДА', оаnоэпо 

Г \\- ~ , dokaziv u racunu sekvenata GKC, gdje је 8<:;;; 

оnаа је za svako njegovo razbijanje (Г l' Г 2) i 

odnosno (Г l' r 2) i (А l' ~ 2)' ispunjen neki od us1ova: 
.0> 

(1) sekvent r1~r-61 је dokaziv u GKC , 

(2) sekvent г 2 \\-д 2А ', odnosno 

kaziv u GKC, 

r 
I 

1= ~ 111 

( 3 ) ( а t ап t r 1 u а t с оп .61) i\ ( а t ео л Г 2 U а t ал t А 2А '.) .',_ 

(аtсЬл t:lVatant61)(\(atant\'2\Jatcon82A') = у /} 

о йп о эп о ( а t ал t r 1 u а tc оп А 1) г\ (а t с о п \ 2 U а t ал t Д 2) = х' 

11 i ( а t с о п Г 1 U а t алt А 1) f\ (a:tant Г 2 . а t с о п IJ. 2) = у' ~ ~ 
i ро sto ј i forI:1u1a С takva da su sekventi Г 1 \}-.61 с i 

1= ~". 

, 

с Г2 ~r-A2A', ойnоэпо .\11\--81С i С r 2 it-A 2 , dokazivi u GKC: 

1 atconC С;;У i atantC ~X, odnosno atconCC;;Y' 1 atantC <;;Х'. 

u slucaju (3) formulu С nazivamo interpolantom 

datog sekventa za dato razbijanje. 

D о k а z. Indukcijom ро du~ini dokaza za sekvent 
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-АА', odnosno Г\\-.6. , u GKC. 

indukeije: mORUca razbijanja sekventa p\rP зи Са) 

) i ( ,Р), (Ь) СР, ) i СР, ), (с) ( ,Р) i (,Р) i Са) 

) i СР, ). Slucajevi (Ь) i Са) se ne odnose па gornje tvrde­

jer р SNFor. U зlисаји Са) kao 1nterpo1irajucu formu1u 

то uzeti Iormulu Р, а u зlисаји (е) sekvent Г2 \\-h 2 , 

p\~ Р је dokaziv u GKC. 

:kcijska hipoteza CIH) glasi: za svako razbijanje (Г l' \" 2) 

~1,б2А'), odnosno (Г1'Г2 ) i (61,62)' sekventa 

АА', оdnозпо ri\-.6., koji је dokaziv u п>О koraka u 

mu sekvenata GKC', zadovo1jen је neki od uslova (1), (2) 

(3) паве 1еmе. 

tkcijski korak: 

ako је posljednji korak u dokazu naprav1jen prema 

Im оа strukturnih pravi1a, јазпо је аа се za svako razbija­

donjeg sekventa biti zadovo1jen neki od us10va (1), (2) 

(3), jer је zadovo1jen i za odgovarajuce razbijanje ~ornjeg 

renta, prema (IH). U slucajukada se radi о us10vu (3), и 

jstvu interpo1anta mozemo uzeti istu formu1u koja је in~erpo-

~ornjeg sekventa za odgovarajuce razbijanje. 

t,;~O t::uca razbi ј аnј а 

jeg sekventa зи 

(1) (А!\ВГ1 , r 2) i (Ll 1 ,6.. 2 ) 

(i1) ('1,АЛВГ 2 ) i (61,62)· 

( i) ј е ргепа (IE) ( 1) и GKC, (2) 

i 1! ( 3) А Г 1 \\- б. 1 С i u Ш:С, za neku Iormulu 

~ datim svojstv1:ma. Ako је (1), onda АЛВ г1\t-д. 1 и GKC; 
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ако (2), onda (2), takoae, i ажо (3), onda 

i С Г2 \\- д 2 u GKC. Slicno - (ii). 

(LЛ 2 ): slicno kao (LЛ 1 ). 

(R Л ): 

г \\-6..А 1\ З 

јаnја donjeg sekventa эи 

( i) ( г l' Г 2) i (д l' Д 2А Л В) 

(ii) (Г 1 'Г 2 ) i (6 1АЛВ,Ь 2 ). 

r 

Za (i) је pre~a (IH) (1) Г 11r~ 1 

\ 2 \\-д 23 u GKC , (3. 1) Г 2 Н-6. 2А 

u GKC za nеки formulu С i1i (3.2) 

u GKC , (2) \" 2 \\- ~ 2А 

i r 1 \\- А 1 С i С Г 2 Н-: A,~2B ; 

Г 1 \\- ь. 1 С i· С Г 2 \\-~ 2А 

г 11\- 6.. 1 D i D Г 21t- А 2В u GKC za neke formu1e 

.<> nacin nisu iscrp1jene эуе rnOg'..lCnosti, ali је razmotren opsti 

slucaj. Ако (1) i1i (2), OndaS1\\-Д 1 i1i 

та (RЛ)), respektivno. Ako (3.1), опаа prema izvod"enju 

(L1JJ) 

С Г 2 \i-6 2АЛ В 
(R Л) 

vidimo da и svojstvu interpo1anta donjeg se'kventa za dato та­

zbijanje зоzеmо opet uzeti fоnпulu с. Ako (3.2), onda ртета 

izvodenjima 

(R Л ) 
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~nterpo1irajucu formu1u datog razbijanja donjeg sekventa 

~тo uzeti formu1u С Л D. Za (ii) , ртета (IH) је (1) Г 1\\-t1 1А 
r1 t\-6 1 в , ( 2) Г 2 \\- Ll 2 , (3.1) '1\\- ~ lA , \-1 '\- L\ 1 вс 

! \\- А 2 za neku formu1u С ili (3.2) Г 1\\-6 l1\.С , С r 2\\-6 

~ДIВD i DГ2iГ~2 zaneke f'oT!:1ule С i D, uGKC. Iz 

i (2), respektivno, slijedi da dato razbijanje donjeg 

"enta zadovoljava us10v (1), odnosno (2), na~e 1ете. Ako 

3.1), onda, ртета izvodenju 

(R" ) 

\ -, 

lulu С mozemo uzeti kao interpolirajucu za dato razbijanje 

eg sekventa. Ako је (3.2), ona~ prema izvoo::enjima 

(L У) 
с " D \" 2 \r 6. 2 

ulu С V D тozemo uzeti u Syojstvu interpolanta rlonjeg Бе-

.ta za dato razbi ј ал је. 

(L У) : 

ь. V в \ \\-~ 

а donjeg sekventa Би 

i 

2' 



Za (i) 

(i) (Av:ar1 "2) i (А 1 ,6 2 ) 

(ii) (r l ,AV B '2) i (l\l'~2). 

је, prema (IH), (1) А \ 1\ГА 1 i В Г l\\- д 1 , 
( 2) r21r- ~ 2 , (3.1) А \"" l\\- ~ l' В Г1 1\-А 1С i С Г 2\\-~ 2 

,neku formulu С i1i (3.2) А Г 1 \\- А. 1 С , С Г 2\\-д 2' в Г \\-A;'~C 
1 ·lD 

i Dr 2\\-~2 za neke f0I'I!1u1e С i D, u GKC. Ako је (1) 

(2), onda i razbijanje (i) donjeg sekventa zadovoljava, 

ktivno, иэ1оуе (1) i (2) 1e~e. Ako је (3.1), onda istu 

тти1и С !:lozemo uzeti u svojstvu interpolanta, jer 

(кп) 

... 

Ako је (3.2), onda formulu CVD mozemo uzeti kao 

donjeg sekventa za razbijanje (i), jer 

Dг2 и .... А 2 (LV) 

i 

(LV ) • 

в Г 1 \Г- 6. 1 С У D 
(R У2) 

(L у). 

Z а (ii) 

В Г 2 \\-А 2" 

formulH С 

је, prena (IП), ( 1) \" 1. \t-~ l' ( 2) А Г 2 \\- L\ 2 i 

(3.1) А \2\\-6 2' Г1 H--~ 1С i СВ \2 \\-А 2 za neku 

i li ( 3 • 2) Г 1 Н- А 1 С, С А \ 2 \Ь ~ 2 ' Г 1 \\-[) 1 D i 

za neke formule С i D, u GKC. 1z (1) i (2) 
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ed1, redom, аа је zadovo1jen us10v (1), odnosno (2), 1ете. 

је (3. 1), onda fоrшu1u С mоZег.:ю uzeti kao interpo 1ant 

eg sekventa za razbijanje (1i) jer 

(L\'n 

(L \Ј ) • 

је (3.2), onda za interpo1irajucu formulu donjeg sekve~ta 

'azbijanje (ii) mozemo uzeti formu1u 

Г1\\-А 1СЛD 

С Л DA Г 2 \\- 6. 2 

с Л D, jer imamo 

(R Л ) 

с л DB Г 2 \\-D.. 2 
(L Л 2) 

(L V) • 

\\г~ АУ В 
~oeи6a razbijanja 

jeg sekventa su 

(i) 

(1i) 

1 ( t::.. 1.' ~ 2А " В) 

i СА 1 А '\Ј В, Д 2) • 

(i) је, prema (IH), (1) '1\\-8.1' (2) \2\r..62A 11i 

\ 1 \\-Ь 1. С i С Г 2 \\- А 2А za neku fO-ГffiU1u С, u GKC. Ako 

, (2) i 1i 

?ша (R V 1)) 

(3), re spekti упо, imamo: Г 1''1 А l' Г 2\Г А2А" В 
i 1i Г 1. Н-Д 1 С i С Г 2 Н- Д 2А У:В (prema (R V 1.) ) • 

:5по эе raz!:latra 1 (11). 
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(R V 2) - slicno kao (R у 1). 

\" \\- А fi 
(za 

(L -,): 

\" lА \\-- 6. 

donjeg sekventa ви 

(1) (r1,r21A) 1 (L\1,h 2 ) 

(11) Cr 1 i A,r2 ) i (61,.6.2). 

.Ac;;.SNFor) Moguca 

Za (1), prena (IH), тота biti (1) Г 1\\-.6.1' (2) 

(3) i za neku formulu С u GKC. Sluca;~ev. 
(1) i (2) daju razb1janja donjeg sekventa za koja 

ni uslov~ (1) i (2), respektivno, па§е 1ете. Za (3),1stu 

rmulu С mozemo uzeti kao interpolirajucu, јет 1тато 

(L") • 

Za (11), ртета (IH), је (1) \1\\-AA 1 , (2) Г2\\-~2 

(3) Г2 \\-Ь 2С i С \1\\- А ~ 1 za neku formulu С, u GKC. Iz 

(1) i (2) im&~o, redom, zadovoljenje uslova (1) 1 (2) 

паБе leme. Ako (3), опа. 

i 

{L, ) 

(R., ) 

(L -,), 

": ... ~ 
'{O!~! 

ра formulu "1 с mozemo uzeti kao 1nterpolirajucu za razbi janjB 

. ",. 



donjeg sekventa. 

(R-,): 

r \\-јА Ll 
Moguca razbijanja ао-

; sekventa su 

(i) (f 1 ,r 2 ) i (A 1 ,A 2 ,A) 

( ii ) (Г l' Г 2) i ( ђ. 1 1 А, А 2) • 

:i), prema (IH), mora biti (1) Г 1\\-6.1' (2) 

( 3) Г 1 \\- А 1 С i С Г 2А \\-L\ 2 za neku fOTr:Iul и С, и G-KC. 

:1) i (2) slijedi da razbijanje (i) zadovo1jaya us10v 

, odnosno uslov (2), паэе leтe. Ako је (3), опаа istu formulu 

)zemo uzeti za interpolirajucu, jer imamo 

(R,) • 

(ii), prema (IH), је (1) Г1А·\\-А 1 , (2) Г2 \\-А 2 ili (3) 

i. \\- L\ 1 С i С r 2 \\-./:::..2' za neku forr.1ulu С, и GKC. A,ko је 

ili (2), onda i raz"bijanje (ii) zadovolja):~, redom, Hslov 

ili (2) leme. Ako је (3), onda, prema izvocenjima 

(L, ) 

(R -, ) 

(R -, ) 

(R -т ) 
(L"1) , 

C1ulu 'IC :-:'lо7.?ПlО uzeti u Буојвун interpo1anta donjeg sekve-

i 
1, 
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nta za razbijanje (ii). 

(za 
(L-4'): г \\-A~ ВП\\-А 

Mogu6a razbijanja donjeg sekventa Би 

( i) (\ 1 П l' Г 2А ~ В tl 2 ) i ( А 1 А 1 ' Д 2 А 2) 

(ii) (Г1А-,,>Вtl 1 , Г 2 П 2 ) i (А 1А1.,6 2Л 2 ). 

z а (i), pret12. (IH), ј е (1) Г 1 \1-.6 1 i li rt 1 Н-л 1.' (2) 

i В t1 2 Н-А 2' (3. 1.) Г 2 \\-~ 2А , \l l\r-л 1. D i DB t1 2 \~ Л 2 

neku formu1u D, (3.2) в \12 \гА 2 , r l\\-А 1С i С Г 2\\-,6. 2AI~ 
neku for:oulu С,\ ili (3.3) Г l\\-~ lC, с Г 2\\-А 2А , Ц1.\\-А1DЮ 

i DBn 2\\-А 2 ' 'za neke formu1e С i D, u GKC • .Ako је (1),\ 

onda primjenom pravila (R'N) i (L-\'f) izvodimo i 
.0> 

Ako је (2) , onda ргета pravi1.u. (L~) imamo i 

• • • 

i 

ргета izvodenjima 

( KI'l) 

(L\ll) 

(L--'» , 

vidimo da formulu D тo~e~o uzeti u svojsvu interpolanta 

donjeg sekve~ta za dato razbijanje. Za (3.2), ргета izvode-

njina 

• • • 
(R';!) 

с L',!J) 

r 

, Ј 
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(L-1I-) , 

mulu - С mozemo uzeti u svojstvu interpolanta. Za (3.3), 

::Ја izvodenjima 

(R\Ч) . . . 
(L';'[ ) 

r 1 г\ 1 \\- А 1 А 1 С 

. . . 

DB f\ 2 \\-А 2 

• • • 

( Р'Н) .1.\'" 

(L~V) 

(R Л ) 

(L~) 

(L Л ) 

(LC), 
.. 

lu1u С Л D mozemo uzeti u svojstvu i:nterpo1anta donjeg se­

lta za razbijanje (i). U slucaju razbijanja (ii), preтa 

,је (1) Г 1\1- ~ 1А i В Г1 1\\-А l' (2) Г2 \г6 2 i1i 
fl 

гЛ 2' (3.1) r 1 \t-6 1A, Bt1 1 \t-A lD i D П 2 \\-А 2 ' za neku 

lulu D, (3.2) Вf\l\\-Л l' r 2 1i-62C i С Г1 \\-Ь 1А, za neku 

.ul u С, i 1i (3.3) r 2 \t-ь 2С ' С r 1 \г A.1A, В ("\ 1 \\-Л 1 D i 

. \гЛ 2 ' za пеке fOT:;!H1e С i D, u GKC. Ако (1) ,опаа 

та (LW) i (R~). Ako је (3.1), опаа, ргета izvo~enjiDa 

';' 
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i 

(L"iY) . . .. 
(R-") L 1;"1 , 

i' ,:'~';::, 

formulu D mOZe::lO uzeti,kao interpolirajucu za donji sekV~~.· 

nt pri razbijanju (ii). Ako је (3.2), onda, prema izvodenjima 

i 

(L ') 
L с Г 2\\- 6. 2 
---------(R\'n 

• • • 
----------(L\ч) , 

.., с Г 2 П 2 H-L\ 2Л 2 

(L-'> ) 

(Ri) 

formulu I с mozeo.o uzeti u svojstvu interpolirajuce za donji . - -; .~, ~ 
~-: -: 

sekvent pri razbijanju (..1i). Ako је (3.3), onda prema iZvo,,> 

denjima 

i 

vidimo da formulu 

(L-) 

(R~) 

(L-'» 

mozemo uzeti u svojstvu intеr:r:Юlаnt\ 

Ј 
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ie~ sekventa za razbijanje (ii). 

ГА\\-В А (za Ас;:: SNFor) 
(R~) : 

г \\-А -" В 6. 

[са razoijanja donjeg sekventa Би 

(i) С Г 1 ' Г 2 ) i СА 1,А-'>В6. 2 ) 

(ii) (Г1 'Г 2 ) i ( А ~ :3 А1 ' .6 2) • 

[а С IИ) , и аlисаји (i) је ( 1) Г 1 \\- ~ l' ( 2) r2A \\-~.A 2 

(3) Г 1\\-Ь1С i С Г2А\i-::s д 2 ' za neku formu1u С, и 

Ako је (1), onda za razbijanje Ci) donjeg sekventa ima­

adovo1jenje иа1оуа (1) na~e 1ете. Ako је (2), onda prema 

(R~) , 

то da је zadovo1jen uslov (2) leme. Ako је (3), onda prema 

(R~) , 

. formulu С тo~eтo uzeti kao interpolant donjeg sekventa 

azbijanje (i). Za razbijanje (ii), prema (IE), је svakako 

Г1А\\-В~1' (2) Г 2\\-Ь 2 i1i (3) Г 1A\l-B61c i 

I~ 6. 2' za neku formulu С, u GKC. U slucaj еviта (1) i 

imamo, redom, zado'loljenje uslo'la (1) i (2) leme. Ako 
,,, ,о, -'ј 

(3), onda, prema izvodenjima 

(R -, ) 

(L -, ) 



, 
О, 

о" 

i 

vidimo dг, formulu ,\С mozemo uzeti и svojstvu interpo 

donjeg sekventa pri razbijanju (ii).-1 

- ~,,~j,-. 
C,-,{'i:" 

'*,3' 

L е m а б. Ako ј е sekvent ,rг- д. А' , odnosno эе~е . 
. '!~:~: 

nt \\\-6. , dokaziv u GKC, gdje је А.с SNFor, onda,za svakb
o 

njegovo razbijanje i 

i (А 1 ,6 2 ), 

( 1) ako а t {""" 1 А 1 г\ а t Г 2 Д. 210..' 1;6 , 
at r 16 1 (\ at Ь. 2 Г 2 1= р5 , опда posto ji formu1a 

эи sekventi r1\\-b 10 i С r 2\\-Ь 2А', одпоэпо 

odnosno 

с takva da~r" 
'~'~;: 

с Г 2 1\-А 2' dokazi vi u GKC i atC s; at Г 106 1 (\ at Г 2 Д 2А ' , 

odnosno atCC at Г 18 1(\ at r 2 D. 2; 

(2) ako at Г 1А 1(\ at Г 2 f:" 2А' = ~ , odnosno 

at 'lA1(\atr2A2;rj, onda је sekvent 

sekvent Г2 \\-А2А ', odnosno \1\\-A 1 

ziv u GKC. 

г 1\\- д 1 ili 

i 1i \ 2 \\---.6. 2 ' 

D о k а z. Prema prethodnoj 1emi, svako razbijanje~ 

( г l' Г 2) i ( Д 1 ' Д. 2А '), о дп о эп о (Г l' Г 2) i (д 1'.6. 2) , 

sekventa r \t- 8 А', odnosno Г\\-А, za 6.с;. SNFor, dokazi" 

vog u GKC, zadovo1java neki од datih uslova (1), (2) i1i (3) 

Ako је 

1- tJ , i 

at r 1 д. 1{\ at Г 2/Ј. 2А ' 1-1 ' odnosno 

(1) i1i (2), onda za formu1u С mоzешо uzeti fo-

I 
r Ј 
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Lu "1РЛ'-'Р ili P~P, respektivno. Ako је 

'1 А 1 {\ at Г 2 А 2А ' 1= Ф ,оапоэпо at Г 1А 1 (\ at [" 2д 2 1= f ' 
:3), опаа је za formulu С dovoljno uzeti interpolirajucu 

lu1'LJ_ datog sekventa za da to razbijanje, ci ја је konstrukci-

)pisana u dokazu prethodne leme. Ako је at r1A 1 (\ at Г 2 д 2А' = 

,o.~nosno at r 1 А 1 П at Г 2 А 2 = 1, onda је ртета pretho-

ј 1emi s"lJakako sekvent Г 1 \r-.6. 1 i 1i Г 2 Н- А 2А " оапо sno 

~Al i1i Г2 ,I-А 2 , dokaziv u GKC.-\ 

Za logiku L kazemo аа zadovo1java interpo1acioni 

)у Lyndon-a (у. R. С. Lyndon (1959), L. L. I'&aksimova (1982)) 

iz l-LА--"'ЈЗ slijedi (1) \т -,А , (2) Г:L В i1i (3) 

tntA (\ atantB 1= f ili atcoru\. (\ atconB 1= .Ф'~'Ј i posto ji 

lula С takva аа rгA-"?C, 1-L-c ~ЈЗ i [atantC ~ 
." 

ltA f\atantB ili atconC<; atconAI\ atconBJ • 

Za 10r;iku L kazemo аа zadoyoljava interpo1acioni 

ЈУ Craig-a (У. 'ј'/. Craig (1957, 1957a), L. L. Maksimova 

'9)) ako izl-r:-A-?B slijedi (1) \L аЛ, (2)'ГL B i1i 

atA[\ atB 1= I i posto ji formula С takva da је rr-A~C, 

:~ЈЗ i at С <; atAf'\ atB. 

Nатюmепа. :Javedene definici је iпtеr;юlа:сiопih џэ10-
+ 

L;yndon-a i Craig-a ае odnose kako па iskazni, tako i па 

tikatski аlисај, ра CeLl? iste podrazumije'lati i u роэ1је-

ЈШ dije1u rada ('1. Dodatak 1. - Logika predikata slabog 

Јпа isk1jucenja treceg). 

J~sno je'da ako neka lopika zadov61java interpo1a-
. . 



ЭG 

cioni иэ1оу LУ~dоп-а, опда mora zadovolJ"av~tl" l" l'nterpol ." - ~ .. aCloni 

uslov Craig-a. 

т е о r е m а 9. Logika КС zadovo1java 

cioni uslqv Lyndon-a. 

D о k а z. Imaju6i u vidu odnose medu 

i GKC, доуо1јпо је ustanoyiti da razbijanje (А,) i ( ,В) 

sekventa A~B zadovoljava neki од us10va (1), (2) i11 

(3) leme 5, sto se Slli~om lemom 1 tvrdi.-1 

\ 
. '. 

р о s 1 е d i с а. Logika КС zado~i'O 1 ј ауа inte~ 

rpo1ac1oni us10v Craig-a. 
.0; 

lletod koji smo koristili РТ! dokazu teorema iпtеr~Ь-
laci је poti се од Ь:аеhаrа-е i prezentiran ј е kod Takeut1-a (19Ђ) ~ 

pri dokazu teoreme interpolaci је za klasican i Heyting-ov тасun • 

predikata.~to se tice logike КС, interpolacionu teoremu 

Craig-a је dokazao Gabbay СУ. D. ы. Gabbay (1971а), а ista 
ft 

se tret1ra'1 u radovima Maksimove (У. L. L. Maksimova (1977, 

1979» i Zachorowskog (v. s. Zachoroyvski (1978». Interpo1acion 

teorema Lyndon-a је data u radu Maksimove СУ. L. L. Maksimova 

(1982) kao pos1edica odgovarajucih razmatranja koja эе odnose 

па pro~irenja modalnog slstema S4. 

3.7. Jedna KC-interpretacija klasicne 10gike isk~ 

za. Neka је t preslikavanje skupa iskaznih formu1a Por u эе'" 

b..~, defini sano uslоviша: 

t(p) = ЈР 
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t(АЛВ) = t(A) л t(B) 

t( А V В) = t(A) Vt(B) 

t(A--'Ј>В) = t( А) ~t( В) 

t( -, А) = Ј t(A) • 

, 
L е m а 7. Za proizvo1jnu iskaznu fоrmulџ А ро-

i iskazna formula В takva da је l кс t(A) ~I В. 

D о k а z. Indukcijom ро slozenosti /А/ formu1e А. 

је А = Р , onda је za В dovoljno uzeti iskazno slovo 1=> - . 
је А neka od formu1a С Л D, С V П, C~D i1i -, С, prema 

~kcijskoj h1potezi, postoje formu1e с' i D' takve da је 

t(C) ~-'C' i ра је za formulu В dovo-

I uzeti, redom, formulu "1(C'VD'), l(С'ЛD'), 1("1С'ЛD') 

-'-lс'.-1 

т е о r е m а 10. akko ('ТС t(A). 
I-... 

D о k а z. Dio "ako": indukcijom ро duzini dokaza 
ft 

1. U klasi спот racunu i skaza С. Pretpo stavimo da је raiSun С 

luli san па uobi сај eni nacin, recimo kao Н + А у. -, А, sa 

, kao jedinim pravi10m izvoaenja. :·Tije tesko vi-djeti da 

,likavanje taksiome Ј:.'2..Сunа С preslikava u teoreme racuna 

па prim~er, t(AV1A) = t(A)~ I t(A), а prema 1emi 7, ро­

ji formula В takva da је (КС t(A)~IB, odnosno 

't(A)V-r t(А)~"1ВV-'"1В, 111 \КС t(A)\J,t(A). Pravilo 

в В-+А Се bi ti pres1ikano opet u pra-

А 

"Г 

1 .. 
: Ј 

Н , , 
" ;1 
:ј 

:1 
Јl 
1: 
, ј 
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vilo modus роnеnз t(B) t(B)~t(A) Dio "saтo akO"" , 

t(A) 

Ako i \КС t(A) , onda, prema dijelu "а..1.со", imam.:~' 

'КС t(t(A») , tj. m-t(t(А»). Medutim, indukcijom ро sloZenosti. 

/А/ formule А, moze se pokazati аа је tc-t(t(А»~А, 

је i 'С А, sto protivrjeci pretpostavci.-\ 

Као neposrednu posledicu gornje teoreme, mozemo 

izreci slijedece tvr~enje, koje karakterise logiku КС: 

logika КС је minimalno prosirenje Heyting-ovog 

сunа iskaza u kojem se klasican iskaznl racun moze 

rati preslikavanjem t. 

3.8. Sistem prirodne dedukcije NKC. Sistem 

аnе dedukcije za iskaznu logiku slabog zakona iskljucenja tre~ ..• 

ceg, u oznaci NKC, dobijamo iz formulacije sistema NC (y~ 

prvu glavu), kada эе ogranicimo па pravila kod kojih svi sku-. 

роу! :formula koji se pojavljuju u dokazima i izvo~enjim~ zado..; . 

voljavaju uslov da nе sadrze vise od jedne formule koja nije:~ 
, 

strogo negativna, а za pravila (и-) i (и 1) 

Г <; SNFor. 

је specijalnO. 

, .. . т е о r е m а 11. (Princip,.,inverzije) Ako эе ртета 

nеlюm izvo<!enju х Е Der(NKC) moze zakljuciti da se u sistemu 

NKC iz А1 , ••• ,Аn moze izvesti 6, onda postoji izvodenje 

х'Е: Der(NKC) ртета kojem ве to isto moze zakljuc1ti, а u koje\UI 

izuzev u maksimalnim segmentima duzine уесе od 1, nе postoj! 

rormula koja ве ројаУ1јије kao glavna formula nekog u-pravila 

i kao glavna formula velike.premise nekoge-pravila. 



D о k а z. Slicno kao za 8istem NC.-i 

т е о r е m а 12. (Teorema о normalizaciji izvo­

~enja) Ako postoji izvodenje х Е: Der(NKC) prema kojem iz 

A1 , ••. ,Аn 811 jedi .6, onda postoji normalno izvoaenje 

х'Е Der(NKC) prema kojem, takode, iz A1, ••• ,An slijedi 6.. 

D о k а z. Као za sitem NC.-i 

Као posledice gornjih dviju tvrdnji, mogu эе izvesti 

princip podformulnosti, separabilnost, teoreme 1nterpolacije 

i sliCno. 

\ -, 

-1 

ј: 
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4. JEDNA SINTAКSNA PROCEDURA 

ODLUCIVOSTI ZA KPNACNO AКSIOЫATIZIBILNE 

INTERМEDIJALNE LOGlКE BEZ DISJUNKCIJE 

4.1. Uvod. Problem. od11lcivosti Heyting-ovog racuna 

.za su razmatra1i i rijesi1i m.nogi autori, теби kojima, 

laChurch-u (1956), i Gentzen (v. М. Е. Szabo (ed.) (1969», 

:berg СУ. и. Wajsberg (1938), В. Rosser (1938», McKinsey 

. rski СУ. Ј. С. С. McKinsey, А. Tarski (1941), li.ieger, 

cak (v. В. Ј. Pi1jcak (1950». Иеtоd tabloa, koji ве najpri­

,ојау1јије и radovima Beth-a (У. Е. W. Beth (1955», Hinti-

·е (У. Ј. Hin-tikka (1955» i SchUtte-а (У. К. Schutte (1956), 

,1је razraduje kod Smul1yan-a (У. R. ы. Smu11yan (1968», 

.stini dualan metodu Gent~n-a, predstavlja takode zadovo-

ајисе rjesenje ovog problema. 

U оуот dije1u rada аасето jednu sintaksnu proceduru 

civosti za imрlikаtivпо-kопј'lLУ)ktiуnо-пеgаtivпi fragrnent 

racuna Б, koja ае, imajuci u vidu rez'l.11tat Diego-a (У. 
'" 

iego (1966), с. G. ИсКа;у (1968), А. Urquhart (1974», то-

roduziti па эуе konacno aksiomatizibilne intermedijalne 

ke Ье z ; ј, S ј1.Пlkсi је. 

4 2 (~ . ~-+-•• vl~em је skup impli-

.. 
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kativnih formula izgraden nad prebrojivim skupo~ iskaznih 

slova PL = {Pl,P2' ••• } 

nstantiPC = {.L} • 

i jednoclanim skupom iskaznih ko-

Radi kraceg pisanja, postovacemo konvenciju 
. 

prema kojoj 1E1jesto (A~(B~(,", •• """'(C-D) ••• ))) pisati 

A.~B ~ ••• ~C~D. 

Skupove prostih antecedentnih i konsekventnih 

д. jelova forr:1ule А, u oznaci pantA, odno 8ПО рсопА, 

induktivno uslovima: 

(i) pantP = р5 , рсопР = {Р} ; 

( i i ) рап t ( А -+ В) = {А Ј U раn tB 

рсоп(А-">В) = {А"-"В}И рсоnВ • 

Наротепа. }Ja\Tedena definici ја ае bi t110 razlikuje od 

definicije antecedentnih i konsekventnih djelova formule А 

date и prethodnoj glavi. 

i 

ft 

Sћеша aksioтe sistema h.....,.., su 

CAl) р-+р 

(А2) .L '-"Р. 

Shema prayila izvodenja sistema ћ~., БU 

1 - -/1.. ~A \.1 • • .. ;... i 
1 п 

(Р) , gd·j~ је (i 1 , ••• ,in ) рТО' 

izvoljna permutacija 

n-torke (l, ••• ,п) 
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(с) 
А--"»В 

А ( "/1) 

(AL) 

в-с (TR) 

L е m а 1. (1) 1 h A~A; 
-А 

(3) 1 (A~B~C) -(A-'>B)~A~C; 
h~., 

(4) Ih:--., .L-A. 

D о k а z. (1) Indukcijom ро slozenosti јА/ ~ormu1e 

( 2) (prema (1» ( ,;!) 

СР) 
A~B'-"A 

(3) 

A~A (џrеиа (1) Е-(Ј'..-З-С)-»А-С (AL) 

А- (А-"З)-> (i1.~В-С) - А-С 
СР) 

(С) 

(Р) 

(4) Inclukcijom ро slozenosti јАј fоrПl1..Йе А.-1 

СР) 
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L е m а 2. Slijedeca pravila аи izvodljiva u 

sternu h --"'-, 

А 
(ЫР) 

( 1) 

( 2) 

( GT~t) 
А' - -' ~B 1 • .. • дn--' 

( 3) 

(GAL) 

\ .. 
(GGTR) 

." 

gdje је В(А-/ А 1-'" ••• -An~), form1.1la koja ве dobija iz formui ' 

В za.тn ј еnот 11 А _ If ва "f, ~ ~l~ _" .... 1 • . • "',. п па svim mjestima gdje~ 

form1.1la А pojavljuje 1.1 :в kao prost antecedentni д.iо od В. 

Ыаротеnао Ртау! 10 О.·IР), dakle r.lOdus ponens uz ogra­

n! сеnј е д.а slozenost donj е formu1e тота Ь! ti ~ 1, је doyoljno 

opste da ае РТ! uobicajenim aksiomatizacija..rna He.)tting-оvоg ra­

cuna iskaza moze uzeti U.шјеstо pravila Стр), I!lodl.lS роnеnэа oez 

ogranicenja. 

IrirJijetimo i to da је pravilo (GGTR) generaliza-

cija pravi1a (GTR) i (TR). 

D о k а z. (1) А ( .. ;) 
А-13-С ( TR) 

(с) 
B~C 

." ј 
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(2) Indukcijcm рс n. 

(3 ) 

A,~ •. • -А ~A 
п 

A~A B~C - (AL) 

(GTR) 

(4) Indukcijom ро broju pojav1jivanja formule А u .. 
. 0 pro stog anteocedentnog dijela.-\ 

Slijedece tvrdenje је neposredna pos1edica Fornjih 

i dobro poznatih cinjenica о racunu. Н Cv. D. ы. Gabl)ay 

,1) t 1,1. Е • S z а Ь о (е d.) ( 19 б 9) t Р. S • N С'Т i ko v (1977)). 

т е о r е m а 1. h ~., = inH. 

Poznato је da ае u ovom komtekstu neg~cija definise 

)lici tno Као: 

А :; (def.) A ..... .l. 

4.3. Teorema о eli~inaciji pravi1a (~R). Slicno kao 

'if'ina1noJn Gentzen-ovom dokazu (v. и. Б. Szabo (1969)) moze 
r 

dvostrukom indukcijom ро slozenosti јА/ for~u1e А i rangu 

Lza, dokazati jedno opstije tvrdenje о sistеГ-1U h~., te-

la о eliminaciji prav11a (GGTR), sto za роа1ед1си ima 1 

'ети о e11minaciji pra""li1a (TR) 1z svih dokaza u sistemu 

, . 

т е о r е m а 2. Ako је formu1a А dokaziva u siste-

h~, , опда је опа dokaziva u tom sistemu i bez upotrebe 

rila (r:LЗ.). 

l' 
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4.4. Karakterizacija formula dokazivih u inH. 

т е о r е m а 3. Neka је А formula oblika 

I " ioo,11. akko zadovoljen је neki оа slijedecih 

( i) Р Е раn tA i 1 i ....L~:pantA 

(ii) posto ј! i o , 1 ~ i o ~ п, takav аа је Р Е pconA
i

' 
о 

i 1i ..L Е рсоnА! i za svaku for::nulu В Ео pantAi је 
о о 

Ј· ц Al~··· -"> An~ В • .1. n~. 

I 

"' 

D о k а z. Dio "ako": indukcijoI:l ро duzini dokaza 

А U h---,...,. Ako је А neka od aksioma, onda је us1ov ... (i) zado­

уо1јеn. Sada је аоуо1јnо razmotriti jo~ Бlи~ајеуе kada ве u 

posljednjem koraku d.okaza za А u h-"'rl koristi neko оа pravi-­

la (Р), (е), (Jir) i11 (AL). Nije tesko vidjeti аа su pravi1a 

(Р), Се) i СП zatvorena za uslove (1) i (ij,.~ , tj. da ako 

gorn:ja. formula zadovoljava us10v (i) 11! ("ii), onda i аоnја 

zadovoljava ist{us1ov. Ako posljednji korak dokaza izg1eda 

ovako 

(AL), 

gdje је А2 = C~D, оnаа, ртета 1ndukcijskoj hipotezi, formula 

D -+Аз--'" ... --">An~P zadovoljava uslov (i) i1i (ii). Ako је 

р Е {Аз , .. о ,Аn ~ i 1i l.E {Аз , ... ,Аn}, оnаа izvedena formu1a 

! 

1'!. zadovoljava uslov (i). Ako D~Аз- ••• --Аn-Р zadovoljava 

uslov (1i) 1 ioE -{ 3, ••• ,п} , onda izvedena formula А ima 

osobinu (ii), јет: moguca Би slijedeca dva podslucaja (1) D ~T 
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D =-L . ( 2) D = D1~ ••• ~Dk~ Q gdje је Q = р 111 , , 
.L i za svaki 1 (1 ~ i~ k) \b~., D -Аз- •.. -А ~D .• 

л 1.. 

је (1) , onda, kako је prema iлdukсiјskој hipotezi 

A1~e, ра i 'h Al~·· .~An~e (prema СР) i Си», 
" --., - -
izvedena formula zadovoljava us10v (11) teoreme. Ako је 

onda је 1\.2 = С -D1- ••• -Dk --Q. 1z \ ћ_ -, A1 ~e , ро .сп) 

)) mozemo 1zvest1 (п~ -, А1-'>· •• -An~C, а 1z Ih_ -, А1-'-'>е 
D-A3--.. ••• --40A~D. (l~i~k), ро (AL), mozemo izvest1 .-.., п ~ 

-A1-">A2.......,..A3~ ••• -А -D, (1~1~k). Dakle 1zved.ena fo-.-, п 1.. . 

. а zadovo1java uslov (1i) tеоrеЋе. 

"samo· ako": ako је zadovo1jen uslov (i), jasno је da је 

:- А. Зlисај (1i): ле uInanjujuci opstost, pretpostavimo да 

=п 1..' А :в ~ ~ в -"".t Q d'" о п = '1 ••• k ,ь Је Је Q = Р 111 Q = .1.. т ada 

.0 slijedeci dokaz za А ић_-, 

А - -А-В 1 .•• п k-1 ( В --">Q) ~ Л - .... А -"::.ор k .... -1· . • п 

А· - -А ~(B -В -0)-->" - -А.'_"I'"J 1 ••• п 'k-1 k - д1 ••• п r 

• • • 

(GAL) 

(р) 

(GAL) 

(Р) 

Се) 

eGAL) 
r 

(В - -R-(')-A ~ -А '-р 2 • . • -k ~ 1· • • п 
(GAL) 

А-
1 

• • • 
СР) 

Се) 

1z navedenog d.okaza se moze vidjeti da ako izosta-

djelove us10va (i) i (ii) koji se оdлоsе па iskaznu konsta-

..1. , дCb~jaтo karakterizaciju imp1ikativnog fragmenta iH 

t , 
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4.5. Procedura odlucivosti za inH. 

z а formul u А = .А1-"> ••• -.Ал ~ Р kazemo da se 

(1) trivijalno dokazati ~ko је А! = Р i1i 

== ~ , za леki i, 1 ~ i ~ л 

i 

(2) triviја1ло opovrgnuti ako ле postoji i, 

takav da је i1i .l...G. "ОСОМ •• - ~ 

1z karakterizacije date teoremom 3, 

se neka formu1a moze trivija1no dokazati, да је оnа svakako te. 

orema logike inH, као i da ako se леkа formu1a 

opovrgnuti, оnда ола ni~~om slucaju ле moze biti teorema 

ke inH. 

Drvo odl~~e za forrnulu А, u oznaci DT
A

, 

па slijedeci nacin: 

(*) Forr:ll.l1a А predstav1ja pocetni суот drveta DTA, 

(:;в-f) Ako fermula С = С 1- ••• -""Crn~P predstavlja 

neki суот drveta DT
A

, onda: 

а) ako se fоrзulа С moze tr.ivijalno dokazati i1i 

tri vi jalno opovrgnuti, onda ј.е С ma..1csima1ni е lement drveta; 

Ь) ako uslov а) nije zadovoljen, onda svakako 

ро sto ji fоrШl.llа В.: pantC takva дСЈ. је Р Е рсопВ i 1i L6-рсоnВ. 

u оуоm slucaju iz cvora С ima~o hrananje до cvorova 

Сl~ ••• -Сm~D, za svaku formulu DEpantB. Тада jos i kazemo 

да је grananje iz суота С ucinjeno ртета formuli В. 

DT A је k-l, gdje је 
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~oj cvorova najduzeg lanca drveta DTA• 

Осi{т,lеdпо da па opisani nacin суа};:о ј formuli А 

~uzujemo, u opstem slucaju, јеапи kolekciju drveta odluke. 

Drvo DT
A 

nazivamo drvetom uozitivne (negativne) 

се za for~ulu А ako је duzina drveta DTA konacna i svi 

)у! maksimalni elementi эе I!1ogu tri"'lijalno dokazati ( ako 

~a drveta D~, nije попаспа ili meQ~ njegovim maksimalnim 
.н. 

~ntiI!1a postiji formula koja se I!1oze trivijalno opovrgnuti). 

т е о r е m а 4. linH А alcko postoji drvo pozi-

г odluke za А takvo da је d(DT
A

) ~ L /3/ . 
\ В Е pantA . :. 

Najprije cemo dokazati slijedecu lemu • ... 

L е m а 3. Ako эи DТА~З i ~TC~D' redom, drve­

ozitivne odluke za A~B i C~D, опаа postoji drvo pozi-

е odluk:e DTA-> (B~C) -D za ;1.- (В-'Ј>С) -D takvo da је 

A~ (3 -C)~D) ~ d(DTA~:a) + d(lyrC~D) + 1. 

D о k а z. Konstruisacemo drvo, u oznaci DTA-?воDТС~D' 

ј е drv о ро z i t i уп е о d 1 uk е z а А -'Ј> ( В - С ) --D i 

А -'> вО DT С -'" D) ~ d t DTA ~ в) + d ( DT С -'"> D) + 1. Drv о DT С --. D 

10sluziti.kao osnovica za konstrukciju. Pretpostavimo da 

је/ > i. Svaki cvor drveta DTC_ D је oblika C-D' i za-· 

(јије'тlO ga formulom oblika А- (З-С)-D', а s.Yaki put 

. .. ~ С D'- -D'--.."') L Је grananJe lZ cvora -11 • • • I k 1: ucinjeno ртета 

luli С) cinicemo jos јеапо dodatno grananje iz odgovarajuceg 

~a I\"-?(В-С) -"'>D{ - ••• -""Dk-P 0.0 cvora oDlika 

\ 

l' 
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r 
sva gra.nanja imati о 

о f 

kao kod drveta ПТА.-"':8 ' za~jenjujuci svaki cvoP< oblika А ...... В" 
, ":j-~ 

formulom (.-- (з-с)-])· '- -D '-В' 
.h.. . . 1 • • • k • (Pocetni cvor drveta о 

ПТА~В bi nakon opisane zamjene 

Drvo for~irano па оуај nacin, u oznaci DTA~BoDTC~D' bi6e 

drvo pozitivne odlu..1(e za forr.1ulu А-, (з--с) -D. Ыв-1.сsimаlпа 

duzina r1rveta DT.A~B°:;)TC~D эе dobija kada iz pretPosljedri;j~g' 

cvora najduzeg lanca drveta ])Т'с-->]) imano grananje prema 

с. Tada је d( DT _оЈЈТ ) = 
Ь .. -.и C~J) d(DT А-:8) + d(DTc_ п). Za 

forniramo drvo ",Т ol'r['I 
~ A~ 3 ;..J-'-I~ -"Р' D па i sti nacin kao u gorn ј ет s,1u. 

. ';..1\~~ ". 

саји, izuzev kada neki od !:lаkS~fПаlпih elemenata drveta DTQ"':"n i 

ima oblik Q~D{-" ••• ~])k-Q.,Таdа pravimojos i grananje 

cvora А--> (:в--(~) ---D{- ..... --Dk-~~ (ko ji је dosao па mjesto 

cvora Q-"Di-- ...... -J)k- Q) prema formuli (B--Q) do cvora 

A--(B--Q)--Di- ••• --D};--B, а dalje, sva grananja v.l:'simo па 

isti nacin kao kod drveta DT A~ В ,zamjenjujuci cvorove 

А-В' cvorovima oblika А-"(В-~)~Dl- .... --Dk---:В'. шуо 

се bi ti <1rvo pozi tivne odluke 

а njegova maksimalna duzina r:lOze biti d(DTA_B) + d(DTQ_ D) +:1 

Za С =-1 (d(DT..L -:и) == о) ,о odp:ovarajuce dryo pozitivne odluke 

za А- (В-1-) --':>D !!loze bi ti formirano па slican nacin, а bi6e 

о D о k а z t е r е m е 4.. D i о " ak о 11: i п d uk с i ј от ро 

duzini dookaza za А U ћ ... .,. Jedini interesantan slucaj је 

kada posljednji korak u dokazu za А izgleda ovako: 

(AL). 
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DT oDT 
B-B1-· •• --Вт-Р C-D1-·· .-Dk-Q 

је drvo ро-

vne odluke za А , prema lemi 3, stavise 

ј ( DT . о Dm ) <. 
в ~В - ••• - п -- р '.i. c --"D -"'" -Ј) --'> Q -1 m 1 • •• k 

In/ + /B1 / + ••• + /Ћт/ + /е/ + /D1/ + ••• + /DkI + 1 

(prema lemi 3) 

13/ + jB1j + ••• + /ЕШ! + m + 1 + је/ + /D1/ + ••• + /DkI = 

2: /D/ о 
D Е: pantA 

"S&'110 ako·!I se u potpunosti opr...,-dava teoremOr:i1 3.-\ 

Као neposrednu posledicu teoreme 4 imamo da 

akko za svako drvo odlQ~e DT
A 

formule А 

biti zadovoljen neki od uslova : (1) d(DT,.) >.2: јВј ; 
$'.. ВЕ pantA 

postoji maksimalni еlещJn't~"еtа koji зе r::loze trivijalno 

rf;nuti. 

Drugim rijecima, svako 

аји, c1rvo ~egativne odluke. 

drvo odluke DT 
.А. 

је, u tom 

Na tvrdenju teoreme 3 ве moze zas~ivati postupak 

n~~ omogucuje pruzanje odgovora па pitanje: da 1i је 

formilla teorema тасипа i~E ili nije? 2уо nekoliko 

jera: 

()..) ?1oIТ1ula ?-.. Q -р ј е tri v i jalno d.okazi уа, ра је 

-P-'~-P. 

( 2) Dr'.тo od 1 uke za forr:lul u ( (г- Q) -l-') ~ Р iZf;'leda 

о 

.,' 

i 
.. ј 

1_; 
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«P-Q) -р)-р 

I 
«P-Q)~P)~P-Q (moze ве trivijalno 

ра ~((P-Q)-P)-"P. 

(3) Птуо odluke za formulu (P-Q-R)-»(P-Q)-P-R 

је 

(P-Q -"РН) -;>о (p-Q) __ р_р 
(trivijalno dokaziva) 

(4) Drvo odluke za formulu 

( (р--Ј. ) -1) -':> Р ~P--L 

I 

(P----'?Q --R)- (P--Q) -р-р 
(trivi jalno dokaziva). 

је jedino moguce i beskonacne duzine, ра је ~ "Р-"'Р. 
4.6. Uopstenje • .Ne1ca је . L intermedija'"lna logika 

ва veznicima -',""'" ,Л i V. Pod formulom bez disjunkc1 је 

podrazumijevamo formulu u kojoj ве znak V nе pojavljuje, 

а fra~ent bez d1ejunkci~ log1ke L је skup svih 
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mula bez dlsjunkcije koje эи dokazlve u log1c1 L~ Za 

ermedijalnu loglku L kazemo da је loglka bez disjUnkcije, 

эе ve~ d1sjunkclje moze definisati u njenom fragmentu 

disjunkcije, tj. ako postoji formula C(p,Q) bez dlsjunkcl­

takva da za proizvoljne dvije formule А i В bez disjunkci-

vazi Гу;-А V В ~C (рЈ A,QJB), gdje зи Р i Q dva razli-

~ iskazna э1оуа koja эе pojavljuju u formu1i С, а A~B = 

-:В)Л (:В~A). 

Znajuci da је [ н (АЛ в-'>с) ~(A~B~C), 
: А -"> В А С ) ~ (А ~ В) Л (1 .. ~ с ) i (н А Л В akko ~ А i I н В, 
1ја proc~~ura od1uciyos~i эе moze primjenjiyati па 

~ent Heytlng-ovog racuna iskaza bez disjunkc1je. 

Prema rezu1tatu Diego-a СУ. А. Diego (1966), с. G. 

ty (1968), А. Urquhart (1974), D. М. Gabbay (1981» broj 

Ш0 Ьnо neekv i va1e:ntnih u Н formu1a skupa For{p Ј? } ( ~ л.} 
1 ' ..... , k 1-;Јо> , " 

:оnасаn, ра је takva i konjunkcija svih slucajeva 

formu1e А, uoznaci J'l'.. А, gd је 
{Pl' .. ··'Pk } 

{Ql, •.• ,Qm} = atAnJ?L, а C1, ••• ,Cm Би e1ementi postoje­

konacnog skupa neekYiva1entnih u Н fоrгзu1а n:Э-d {Р1'··· 'Pk r 
..... , I ,Л} • stavise, dokaz kona~nosti ОУОб эЈсира pruza 

.cnost efektivnog odredivanja svih njegovih elemenata СУ. 

liego (1966), А. UrQuhart (1974)). Imajuci Буе оуо u vidu 

.zacemo slijedece tvrdenje. 

т е Q r е m а 5. Ako је L konacno aksiomatizibi-

lntermedijalna logika bez disjunkcije koja ве dobija 
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dodavanjem formula .A1 , ••• ,Ап kao sheтa aksioma Неуtпg-ОVОЩi 

racunu iskaza, onda 

l-н-c ~ (А1Л ••• ЛА )~A 
Ј. -{Р 1 ' ••• , F k ј п 

2.kko 

gd ј е ј е { Р 1 ' ••• ,Р k } = эи ЬА () PL. 

D о k а z. Јаэnо је da 1z t-н( м (Al " ••• л Лп»~А 

81i ј edi da tL- А. Obrat dokazuj ето indukci jOI:l ро duzini dokaza 

za А u L. Baza indu...1{:cije: А је neka aksioma logike L,pa 

је svakako \н (М (А11\ ••• ЛАn ) )~A. Indukcijski korak: pretpo_ 

stavimo da posljednji korak и dokazu ХА za А izg1eda ovako;. 
I 

. "' 

." 

i da ви Ql, ••• ,Qj,P1 , ••• ,Pk эуа iskazna slova koja эе 

ји и dokazu ХА. Ako је Хл(Ql, ••• ,Qј'Р1' ••• 'Рk ) dokaz za Au 

L, n1је tesko vidjeti da је 1 xA(Ql/Pl, ••• ,Qj/Pl,Pl, ••• ,Pk) 

takode dokaz za А u L, i da ви оуа ауа dokaza iste duzine. Pr~ 

та indukcijskOj hipotezi 1тато 

\н ( м СА1 Л ••• л Аn » ~B( Ql/P1 ,·· • ,·Qj/F1 ,P1 , • • • ,Pk ) 

1 

odakle је i 

Priт1je~lmo da пат opisana procedura odlucivosti, 

naravno u slucajevima kada ве ustanovi аа је ispit1vana 
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formula 1 teorema date logike, pruza 1 mogucnost(re)kon­

strukcije dokaza 1sp1t1vane formule. 



D о d а t а k 1. 

LOGIK.A PE{LDIKATA SLA130G ZAKONA 

ISKLJUCEblJA TRECEG 

5.1. Uvod. Rac~~ predikata prvog reda УС = н + ,.. р р 

А. V ,'А, gdje је Н He;yting-ov тасиn predikata prvog reda 
р 

ротеа navedenih iskaznih aksioma (i1) - (n10) i pravi1a 

sadrzi јоэ aksiome 

(e1l) A(X)--Ј-3уА(у) 

(и 12) '" yA(y)-+-А(Х) 

3.vila izvodenja 

А{х2 ~B ( 3 ) 
3xA(x)-"В 

В ~A(x) (V) 
:в -:> "'хА(х) 

~эlоуот аа promjenljiva х nije slobodna u for~uli В су. 

• Gabbay (1981)), razmatran је рту! put u radu Т. UrпеzаVlа-е 

ја), а Craig~ova tеоrеrз.а interpolacije za оуај sistem ао-

1аје kod Gabbay-a (1971a). 

u оуот dijelu сета dati gencenizaciju GKC p Tac~~a 

". 

fl' 

;,.. . 

i ,. 
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КСр ' ukazati па mogucnosti konstrиkcija dokaza bez upotrebe Pl'~_ 

vila эјесепја i interpolanata koji zadovoljavaju interpolaciol1e 

uslove Lypdon-a i Craig-a. 

Наротепа. Definicija экира strogo negativnih formu_ 

la SNFor for~alno ostaje ista i za predikatski slucaj, tj. 

to је naj~anj! skup generisan skuporn ~lA:Ae For}, gdje је 

For экир predikatskih for~ula prvog reda, i zatvoren za pravi-

la: 

А В , А В i С А , 
АЛВ AVB С-?А 

gdje А ,В € SNFor i С Е: For. 

Тако i dalje vazi: ako А Е: SHFor, onda ро sto ј! forniull 
,"4, 

.<> В takva da је гкс- A~lB. 
'- Р 

,- , 

5.2. Gencenizaci ја racuna КС Racun sekvenata GKC - р. .р 

је prosirenje sistema GKC па jeziku prvog reda pravilima izvo- : 

denja, 

АС t) \ \\- 6. г \ГА(Х) ~ (R у) 
\;f хА ( х) \ \г 6. ГН-'VхА(х) 6 

Е za Д <;; S!'!For) 

А(х) гH--~ (L 3 ) \ \t-A( t)A (R 3 ) 
ЗхА(х) Г \г D. Г\\-3хА(х) 6. 

( za L.\ ~ SNFor) 

gdje је t proizvoljan term, а zajednicko ogranicenje za рта­

vila (R У) i (L 3) је da эе х пе javlja u donjem sekvei.1tu 



slobodna promjenljiva. 

Pojavljivanje slobodne promjenljive х u formuli 

~ornjem sekventu_n~zivaтo karakteristicnim pojavljivanjem. 

L е m а 1. Ako је Х izvod:enje sekvent:a Г\г6 

::unи i у pro~jenljiva koja se пе poj~vljuje u tom 

lепји, onda је Х(х/у) izvodenje sekventa г ( х/ у) 11- ~ (х/ у ) 

D о k а z. Indukcijom ро broju primijenjenih pravila 

-r о d е п ј u Х (v. G. Т ak е u t i (1975)). -\ 

L е m а 

\ - . 
2. Ako је Х izvodenje sekventa \\г~ 

~иnи GKC p ' t proizvo1jan term i nijedna оа karakteristi­

promjenljivih koje se pojavljuju u Х nije jednaka х 

se pojavljuje u termu t, onda је X(x/t) izvodenje se-

1:; а г ( х/ t) Н-.6. ( х/ t ) u 

rodenJu 

D о k а z. I:ndukcijom ро Ьтоји primijenjenih pravila 

Х ( v. G • Т ак е u t i (1975)).-1 

. 
L е m а 3. Neka је t proizvoljan term i Х izvo-

~ sekventa Г \\- 6 u rабuпu GKC p • Ako sa х' оzпаб1mо 

'tenje koje эг с1оЬ1ја 1z Х preirnenovanjem :рrощјепlјivih 

irnaju kаrаktеristiбпа pojavljivanja u Х i to tako da је 

1 promjenljiva koj~ 1та karakteristicno pojavljivanje u 

~azlicita od х i пе pojavljuje эе u termu t , onda 

{'(x/t) izvodenje sekventa г (x/t) \\-ь"(х/ t) u 

,1 
Ј _, 

, 
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D о k а z. Inclukcijom - рriшјеnоm prethodnih dVij'U 

lema.-i 

Pos1jednje tri 1ете 6ето koristiti u dokazu teor~ 

те о e1iminaciji pravi1a эјесепја za GKC . ... р. 

:',' 
, . 

GKC 
Р 

akko 

L е m а 4. Sekvent је dokaziv u racunu., .• ··J 
,., .! 

" ~.~: ~> ~ 

D о k а z. Dovo1jno је razmotriti B~~O pravila 

uvodenje kvantifikatora. Znajuci аа эи pravi1a (L"f), (L:3) 

i (R 3-) dopustiva u He;y'ting-ovom racunu predik~ta Нр Cv. 

G. Takeuti (1975), и. Е. Szabo (1978)), dovo1jno је pokazati 

аа је, uz pretpostavku аа эе х пе јаУ1ја kao sl-obodna pro­

mjen1jiva u formu1i В, formu1a А(х) у .. B~'VxA(x)\J 1 в te-

orema racuna КС р • Kako је slijedece izvodenje 

А( х) V .., в 

,BV"''''B 
'Јх.А(х) v -, в 

d.opusti va u 1-Ј 
l.i p ' to је 

ра i hm-A(x)'i -, B~'VXA(X) У", В. --\ 
р 

5.3. Теотета о eliminaciji pravi1a sjecenja. 

"';:\"-", ; 

} 

! 
т е о r е m а 1. Ako је sekvent Г\\-6 dokaziv и' 

ra~unu GKC p ' опаа је оп dokaziv u tom та~ипи i bez upotrebe 
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rila эјеСепја. 

D о k а z. Relaciju) definisanu pri dokazu teoreme 

Liminaciji pravi1a sjecenja za racun GKC СУ. glava treca; 

1. Е. Szabo (1978)) dodefinisacemo па Der(GKC ) slijedecim 
р 

)vima: 

r = 2: 

r\ A(t) Н-А 

П 1tJ-х:. А. (:~"). \ \-А 

\ r\ \\-АЛ 

At-t)b. \\ AE::c)\\-А 
3;(.At7C)~ \\ 3~Дl~)\\-Л 

\\1 \\-6.Л 

> r [r-A!-t) А п A{t) Н-А 

гп \гАА 

> г {\-- А({-) А П Al+)It-л 

г \l 11--6. Л 

\\' ~ А (-х:.) \" .L\'. (~ ) \ \\-\f;x A(~) 6. \l \ tf-хА<.ж.) \\-~ 

\"Г\\ \\- ћ-Л Vx. A(~) ~ С\ ~-:1: А(-:с.) \\-Л. 

\" \\ \" ~л. 

П'3х.А(~) H-~ 
(*) 

\ \\- Зз:А(::r·) ~ п' З:х:А(~) \\-..& 
ј::сА(х)Ь. П :3-:с А(Ј:.-) Н-А 

\"П \\-~A 
> г П' H-~Д!. <*) 

\" П \\-.6.А. 



r I H-V-~ A(~) 6' (*, П А(t-)\\--Л 

\ \t-'t-:x:А~) ~ {\~~\\-A > г' \\- 'Ч'3..д(Т-1t;;. 
\\ f\ 11- 6\ Ј\... 
\" \\ \\- ь .л: . 

\"\\ \'\дл (*) 

("' \\--З-Х А(-;х:.) l\' (*) nA-t~) \\-л 
\" \\- З~Дt:с) ~ \\3.-:t..дtх,)\~А 

Гr\ \\-Ь.А. 
) 

tl A(:;s:..) \""1\ 
\'\\-З-~Д~)1У. \\~A~)~A 

\\\1\г ь'Л (*) 

\" г\ \\-Ь.Л 

Ыа ovaj nа61n 1z svakog izvodenja u kojem ве 

nјије pravilo sje6enja тo~eтo konstruisati jedno izvodenje u 

kojem эе to pravi10 nе pOjavljuje.-l 

р О S 1 е d i с а. Sistem GKC 
Р 

је separabilan. 

F о s 1 е d i с а. l\.Ко је А formula ra6una predi';"· 

kata prvog reda u којој ве nе pojavljuje ne~acija, cnda 

f-кc- А 
- Р 

akko hгA •. 
~ р 

Posljednja tvrdnja predstavlja dopunu rez"llltata 

Jankova CV. V. А. Janko~ (1968») koji se odnosi па iskazni 

slucaj (v. trecu p.lavu). 

5.4. Teoreme interpolacije. Definiciju antecede­

ntnog i konsekventnog d1jela formule А datu u trecoj ~lavi 



"skazne forr.1ule ,ёropunimo usloVOI!l 

ako је А = УхВ(х) 11! А = 3хЕ(х), onda је 

= antB(x) i сопА = {АТ UconB(x). 

L е m а 5. Ako ј е sekvent \ \\- 6. А', odno-sno Г \\- br. , 

.ziv u GKC p ' p;dje је 6.с;. SN"For, onda је za svako пјер;оуо ra-

апје (Г 1 ' Г 2 ) l (А 1 'Д2А'),оdпоsпо (\1' Г2 ) i 

, Ь. 2)' ispunjen neki od uslova 

(1) sekvent 

(2) sekvent 

ziv u GKC ; 
р.\ 

(3) '''Catant r 1 Vatcon.6 1 ) П (atcon Г2 v a tantA 2A') = 

f:. pf i 1! (atcon Г 1 U atant ~1) " (atant \2 U atcon D. 2A') = 

f=p, odnosno (аtапtГ1Uг.tсоПД1)f1(аtсоПГ2uаtапt62) = 
I=}lf i 11 (atcon \"1 V at ant D. 1 ) (\ (atant \2 \Ј atcon А2 ) ::: У" 1: Ф , 
sto ji formu1a С takva dг. su sekventi r 1 н-61 С i 

(\- .6. 2А', од.ПО эпо Г 1 \\- ~ 1 С i С \ 2\\- А2 , dokazi у! u GKC p 

~onC~Y i atantC<;;;X, odnosno atconC<;;Y' i atantCC;;:X'. 

п slu.cajll (3) form111u С naziva...rno interrolantom 

~ sekventa za dato razbijanje. 

А " , 
:..1. А , 

D о k а z. Indukcijom ро duzini dokaza sekventa 

ојпозпо 

Imaju6i u vidu dokaz slicne leme za гасип GKC (tre-

.• -

'Ј 

О,! 

.... 



са vlava, 1ета 5), dovoljno је razmotriti indukcijsk1 korak.· 

kada эи и р1 tanju prav11a (L ТЈ), (R "V), (L 3) 1 (R 3). 

(L \1'): A(t)\I\--~ 
I~~o~uca razbi-' 

'ЧхА(х) Г Н- 6. 

јапја donjeg sekventa эи 

(1) ("VxA(x) r 1 , Г2 ) i (61'/:).2) 

(11) ( Г l' 'ЧхА(х) г 2) i (~1,b...2)· 

Za (1) је, ртета 1ndukc1jskoj h1potezi, ( 1) sekvent A(t) Г111-~ 
dokaz1v u тасипи GKC p ; (2) Г2 i\-д 2 је dokaz1v и GKC p i1i 

(3) A(t) r 1 \\-.6. 1 C i ':\С \ 2 \\,-,6 2 эи dokazivi и GKC p ' za neku~ 

for!11u1u С эа a.at1m' svojstv1ma. 1z (1), odnosno (2), s11jedi 

da razbijanje (i) donjeg sekventa takode zadovo1java us10v (1), 

odnosno (2), 1ете. Ako је (3), onda istu formu1u С шо~еmо 

uzet1 и svojstvu interpo1anta donjeg sekventa za razbijanje (~,. 

јет 'VxA(:x:) Г 1 Н-.8 1 С 1 С Г 2 Н-д 2 u GKC p • 

Za (1i) - slicno kao za (i). 

(R 'V) : \" \\- А(х) А bloguC"e razbi јапје . dO-
г 1\-"" ХА ( х) А 

пјее; sekventa, u opstem эlисаји, је (r 1 , Г2 ) i (61' 'r;JxA(x) 

( r а z Ь i ј ап ј е (Г l' Г 2) i ('" хА ( х) Д 1 ' А 2 ) s е п е о d по s i па. 

tvrdenje dato паБО~ lemom јет је АС SNFor, а 

Prema indukcijskoj hipotezi је (1) r111- ь'l 

( 3 ) r 1 \\- 6 1 С 

u 

i 

\;fxi .... ( х) 1: 
GKC p ; (2) 

С Г 2 \ \- ~ 2А ( х) u 

GKC p ' za nekH formu1u С эа datim svojstvima. 1z (1), odnosno 

(2), slijedi аа 1 аопј1 sekvent za posmatrano razbijanje zado­

уо1јауа uslov (1), odnosno (2), пазе leme. U slucaju (3) istu 



11u С mozemo uzeti u svojstvu interpolanta donjeg sekve­

~a posmatrano razbijanje, ukoliko эе u formuli С promje­

ra Х пе javlja kao slobodna. Ako se х pojavljuje u С 

зlоЬоdпа promjenljiva, onda и svojstvu interpolanta donjeg 

~nta rnozemo uzeti formulu VxC, sto opravdavaju slijedeca 

renja 

(L 3): 

{:; \Г- А '\ЈхС 1 1 

VxC \ 2 \г А 2А (Х) 

А(Х) Г \\-6 
3хА(х) г \\-~ 

(R ':;ј) 

(L '1) 

(R У). 

J..:oguca razbijanja 

g sekventa эи 

(i) 

(ii) 

(3 хА(х) r 1 , Г2 ) 

( Г l' 3хА(Х) \2) 

i (A 1 ,6 2 ) 

i (Ьо 1 'д 2 ). 

) је, prema indukcijskoj hipotezi, (1) А(х) Г1 H--D.1 и 

(2) Г2 \\-Ь 2 U GKC p ili (3) А(х) \1 \rb1C i 
-r6 2 и GKC v ' za neku formulu С sa datim osobinama. 1z 

... 
odnosno (2), slijedi аа је za razbijanje (i) donjeg se-

а zadovoljen uslov (1), odnosno (2), na~e leme. Ako је (3) 

se promjenljiva х пе pojavljuje kao slobodna, onda istu 

:lu С mozemo uzeti u svojstvu interpolanta donjeg sekve-

а razbijanje (i), ali a~o to nije slucaj, опаа prema izvo-

та 

(L :3) 

.. 



12ь . 

А(х) Г 1 \\-д 1.3 хС 

ЗхА(х) Г 1 \\-д 13 хС 

(R .3 ) 

(L 3 ) 

s 1i Ј' е di da u SYO Ј" stvu interpo 1anta moze:no uze ti f'оrт:1u1u. -:1 хс" ::I • 

Za (ii) - slicno kao za (i), st~m sto u slucaju (3) kada ве 

u formu1i С pro:njen1jiva х pojavljuje kao slobodna, prema 

izvodenjiDa 

\1 \\-А1 С (R V) 
r 1 \\-1\1 ~xC .. , 

;-Ј 
l' 

i ~ii , 

С.А(х) \" 21\-~ 2 I 
(LV) ј ., 

"хСА(х) \ 2 \\- д 2 1 
(L3 ) 

'VxC 3хА(х) \"2 \\-д 2 . 
i 

. '.,. 
f 

formulu ~xC uzimamo u svojstvu interpo1a~ta. 

(R 3 ) : 
bloguce razbi јапје ј 

donjeg sekventa, u op~tem slucaju је 

( г l' Г 2) i ( ь 1 ' 3 хА ( х) 1\ 2) • 

Тад_а је, ртета indukcijskoj hipotezi, ( 1) Г 1 \\-.6.1 и GKC p ' 

( 2) Г 2 \\-h. 211. ( t ) u GKC p i1i (3) 'lћ-L). l С i С\"2 \t-A 2А 

u G-КС р ' za neku formu1u С за datiт osobinama. ';/idi se da za 

dovo1jenje us10va (1), (2) i1i (3), imp1icira zadovoljenje. 

us10va (1), (2) ili (3) паБе leтe, redom, uz паротепи da 

u slucaju (3) u svojstvu interpolanta donjee sekventa za po~ 

smatrano razbijanje mozeтo uzeti istu formu1u с.-1 
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L е m а 6. Ako је sekvent г \\- t::.. А', odno sno 

::;nt \\\-6. , dokaziv u racunu sekvenata GKC
p

' gdje је 

3NFor, onda za syako пјероуо razbijanje (Г l' Г2 ) i 

,Д 2А'), odnosno (Г l' Г 2) i (А l'д 2 )' vazi 

(1) ako је 

L [\1 () at Г 2 А 2 1= Р 
~kventi Г 111-Д 1 С 

at 'l~l(\ at Г2~2A' f=P , оЏ!1оsпо 
, onda postoji for~u1a С takva.da 

i С Г 2 Н--Д 2А', odnosno 

Г2 \\-Ь. 2 ' d.okazivi и GKC p i atC~at r1 6 1 nat Г2 д 2А', 
зпо atCc: at Г lд ln at г2 д 2 ; 

(2) ako је at r 1 .6 1 {\ at Г2 д. 2А' = ~ t odnosno 

L.6 1 (\ at Г262 =р , onda је sekvent \1\Гд 1 ili 

~nt Г 2\\-Д2А', odnosno r ltf-A1 i1i \2\\-Ь 2 ' doka~ 

1 GKC p .-\ 

D о k а z. Као dokaz odgovarajuce lете za racun 

~ tre са p;lava).-\ 

т е о r е m а 2.8 Logika КС р zadovoljava interpo-

)ni uslov Lyndon-a. 

си 

D о k а z. Као d.okaz odgovaraju6e teorem€ za 

КС (treca glюrа).-1 

р о s 1 е d i с а. Logika zadovoljava inte-

icioni uslov Craig-a. 

I I 



5.5. Sistem pr1rodne dedukcije NKC p • Kada sistemu 

prirodne dedukcije NKC, razmatranom и trecoj glavi ovog rada - , 
dodamo јоз i pravila za иуоаеnје i izbacivanje kvantifikatora 

\ А(х) \ YxA(x~ 
.. 

Си 'v ) (е 'V~. r \fxA(X) r A(t) 

lr А(Х)] 
• 
• 
• 

г АС t) r .3хА(х} п 
(и 3) (е З) 

г 3хА(х) \1 

gdje је r <;:SNFor, П ,",SNFor је nајviзе jednoclan skup, t pro 

izvoljan term, а u pravilima (и V) i Се 3) х эе nе pojavljuje 

kao slobodna promjenljiva u nekojformu11 1z r 111 Г\ , kao 

n! u nekim pretpostavkama od kojih zavise А, Г i П izuzev 

па naznacenom mjestu и formu1i А(Х), dobijamo sistem pr1rodne 

dedukci је ЫКС р za logiku predikata slabog zakona iskljucenja 

treceg. fl 

Premisu \\ и pravilu (е З) nazivamo malom premisQ.!!!., 

а эуе osta1e prem1se koje эе pojavljuju u pravilima za иУОбеnј 

11! izbacivanje kvantifikatora su velike premise. Do~ovore i 

definicije koje se odnose па iskazni slucaj, date u ртуој glav: 

podrazumijevamo i па оуот mjestu. 

Formule ~xA(X) i 3ХА(Х) naz1 уато glavn1m for1@' 

lama pravila (u(e)'r/) i (и(е) 3), теаош. 

Definiciju segmenta. сето dopuniti (У. prVt.l glavu), 



:ешо pod segmentom izvodenja х Е Der(NKC p ) podrazumijevati 

lstlh skupova Г1 ' ••• ' ГП koji se uzastopno pojavljuju 

Ln ispod drugog u izvo~enju х i zadovo1javaju s1ijedece 

Ive: 

(1) \1 nije zak1jucak prav11a (е\}) 111 (е 3); 

(i1) Г1 ' za 1 < п, п1је ша1а premlsa nekog od ртаУ1-

(е V) 111 (е З); 

(iii) rn пlје ша1а premisa ртаУ11а,(е У) i11 (е 3). 

Segment је maksima1an ako pocinje skupom koj1 је 

.jucak nekog u-prav11a, а zavrsava skuрош koji је velika 

lisa nekog e-pravila, sa istom g1avnom formulom u оЬа slucaja, 

~ smo sada skup u-pravil~ рrозirili dodajuci шu јоз i prav11a 

Lvodenje kvanti:fikatora Си У) 1 (u 3), а skup e-pravila, 

~juci pravila (е \;Ј) 1 . .( е. З) za izbacivanje kvantif1katora. 

т е о r е m а 3. (Princip 1nverz1je) Ako эе ртеша 

IШ izvodenju х Е Der(W1(C p ) moze zakljuci ti da эе u sistemu 

) 
iz A1, ••• ,An moze izvesti ~, onda postoji izvodenje 

Der(NKC p ) prema kojem эе to isto moze zшсlјuсitl, а u kojem, 

~ey u maksimaln1m segmentima duzine уесе od 1, пе postoj1 

lula koja se pojavljuje kao glavna formula nekog u~pravi1a 

LO glavna formula velike premise nekog e-pravi1a. 

D о k а z. Imaju6i u vidu dokaz koji эе odnosi па 

tznl slucaj (prva glava), dovoljno је razmotrlti јоз 1 

~ajeye эа kvantitlkatQrima. 

~xB(x) (pravilo (и»: 
tt , 



г 

г \;/хВ(х) г 

г В( t) zamjenjujem0 аа г В( t} 

А је 3хВ(Х) (pravilo (и)): 

г 
г -

[":lxB(x) п zamjenjujemo эа 
r Н(х)=-

-г\ п -

А ј е V хН ( х) ( pr а v i 1 о (и \ј ) ) : . '. 

rB(x) 

r'VxB( х) 

\ В( t) 
za'11jenjujemo эа 

( r в (х) ) (хl t ) = r в ( t) . 

~ 
А 

А ј е :3 хВ (х) е рта v i 10 (и ~ ) ) : 

\B(t) 
Гг вех)] 

Г=1хв(х) п 

Indukcijski korak: 

А је \ЈхВ(х) (pravi10 Си)): 

z&>njenju.jemo эа 

г вс t) _ 

П е= fl (x/tl 

ь 

) 

I 
Ј 



~з1 

Г' 

(' '1хВ(х) 

" r~xB(x) zamjenjujemo эа Г ' ВС t) 
г B(t) г B(t) 

ЗхВ(х) (pravilo (и»: 

r' 
3хВ(х) 

:)хВ(х) 

f1 

(г В(х)] 

п 

г' 

Г'В(х) 

zamjenjujemo эа ГВ(х) 

'i хВ ( х) ( pra v i 1 о ( и 't ) ) : 

Г'В(х) 

Г''/хВ(х) 

Г B(t) 

(r'B(x»(x/t)= r'B(t) 

zamjenjujemo за rB(t) 

6 

]хВ( х) (pravi 10 (и:1) ) : 

Г' вс t) 
-, .:l 
.:ЈхВ! х) 

- .3хВ(х) 

l г в(х)} 
zamjenjujemo sa 

Г' В( t) 

\ B(t) 

.\'1 (= г{ (х/ t) ) 

~ 

Za prirnjenu pravi1a (е У) 11! (е 3) kazemo da је 

Бnа 7ako эе neka od njegovih ma1ih premisa nе nalazi ispod 

:posiQvke koja је zatvorena. 



Pod normalnim izvoaenjem podrazumijevamo izvodenje 

koje пе sadrzi nijedan maksimalni segment, nijedn.u suvisnu 

primjenu pravila (е \Ј) i (е 3-) i nijednu :formulu koja ве 

pojavljuje kao glavna formula nekog u-pravila i kao glavna 

formula velike premise nekog e-pravila. 

т е о r е m а 4. (Teorema о normalizaci ј! izvo~enj 

Ako postoji izvoaenje х Е Der(NКCp) prema kojem mozemo 

citi da iz A1, ••• ,An slijedi' D... u ЫКС р ' опаа postoji поrшаl 

izvo~enje x'~ Der(NKC p ) ртета kojem takode iz A1, ••• ,An 
slijedl д.. 

D о k а z. Dokaz эе izvodi kao u iskaznom slucaju, 

dvostrukom ind.ukcijom ро slozenosti i duzini maksimalnih ве:"'; 

gmenata, ра imajuci to u vidu, dovoljno је ukazati па mogucnost, 

da эе izvodenje 

\ 3 хВ(х) 

zamijeni 

ГЗхВ(х) 

п 

п 

А 

izvo<!enjem 
(12 
п 

л 

л.. 

';Z!I1e Као posledice gornjih tvrdenja mogu эе izveS'ci, ... 
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ostalog, i princlp pOdformulnosti, teorema separacije, teoreme 

interpolacije, te tvr<!enje о jednakostl pozitivnih fragmenata 

logike predikata slabog zakona iskljucenja treceg i Heyting-ove 

logike predikata. 

\ -, 

,.. 

I 

':ј 

11 
ij 
~ ') 
ј,ј 
t" ј: :; 

H·i~ 
~ i '; ",. ;: .. ,,; 
; :1 
'·;1 

Ј 
" , 
i 

>!~ 
". "II'! 
:1 

'11 
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D о d а t а k 2. 

6.1. Ci1j пат је da u оуоm dodatku ukazemo па 

~ od mo~ucih pravaca da1jih istrazivanja u oblastima teorije 

~rmedijalnih logickih sistema i strukturne teorije dokaza, 

)deci pri tom i niz konkretnih problema koji эе ticu ovih 

+' lБ Џ~. 

6.2. Prije svega, veze izmedu pravih gencenizacija 

!orema interpo1acije ostaju nejasne i pored cinjenice da 

l mnogim poznatim slucajevima kao pos1edica teoreme о eli-

lciji pravila эјесепја ~оБU dobiti razne forme teoreme inte-

Lacije (v. G. Takeuti (19'r5), trecu r::1avu i dodatak 1). U 

latranji~a па opstijem nivou se izrazava uvjerenje da Ы 

m racun poput racuna se·~yenata mogao pos1uzi ti kao оэпо-

1 za dokazivanje teoreme interpo1acije (У. Н. D. 3е1пар 

32»). Uz эуе to i vjera autora ovih redova da p.ostoje pogo-

nacini za prave p,encenizacije preostalih iskaznih interme-

tlnih logika za koje эе moze dokazati teorena interpo1acije 

L. L. Maksimova ( 1977,1979), s. ZachorOVlski (19'(8)). 

6.3. ~; таЈи Eaksimove (1982) је dokazano Ја pored 

;ing-ove i lrl~з':: спе logike, interpolacioni uslov LупrJоп-а 

)voljava;ju i eo~ike КС i КС + AV(.A-"(ВV,З). Шаvоd1 

.. ~ .. -

.. 
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ј 

эе kao otvoreno pitanje: da 1! postoji intermedijalnalo 
gn 

ka koja zadovo1java interpolac~oni us10v Craig-a, а ле zado~ 
D 

1 јауа interpo 1acioni иэ1оу Lynd.on-a? 

6.4. Ostaje јов nedovoljno istrazena oblast pro~i_] 

ren ј а racuna Н ОдЕоуг.уа ju6i::n' aksiomama па ј eziku sa prebrO_! 

jivom konjunkcijom i diSjUnkci;om, tj. oblast infinitarnih .. ~ 
l! 

interrnedija1nih logika (У. 1':. Е. Nadel (1978), ы. Е .. Szabo Г 
'п 

(197(:3), ы. Raskovi6 (1980)). 11 

b.~. Tako~e bi ве moglo postaviti pitanje analOgij~ 
rned:u prosirenjima тасиnа Н i simetricne konstruktivne lOgikelt 

Zaslavskog (197t3) .'6 

Ј jr 
1 

'6.6. Ako Ь! se шnјеstо pravila (u-+) i (u.) sisteJ1 
I 
I 

та NC uzela pravila !( 

ГАЈ ;( 

• .. 
, 
:( 
1 

• • 

• • 

(и'-7 ) 
lAr 

г 
(и'ј) 

uz us10v г С:; SNFor, do Ы ја ае formulaci ј а NLC Dummett-ovog 

:с 
sistema LC kao sistema pr1rodnih dedukcija. Ostaje pitanje 

dorade оуе formulacije do neke iz koje bi эе eventualno kao 

posledice neke teoreme о normalizaciji izvo~enja mogle dobiti, 

teoreme separacije i interpolac!je. 

U vezi эа nekim cloba1nim svojstvirna lop-ickih 

. t k"o ~to su dis~unktivno svoJ"stvo, uslov Die~o-a, SlS ета, с..с ~ ", 
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еэnе овоЫnе modela (роэеЬnо Kripke-ovih okvira) itd., 

эе javiti niz problema, recimo u vezi эа karakterizacija-

'lasa intermedijalnih logika koje zadovoljavaju dati uslov. 

eze i znacajne mogucnosti za klasifikacije intermedijalnih 

ka. 

6.1. Za lог,iku L сета reci аа zadovoljava uslov 

Ј-а ako u svakOfl skupu iskaznih formula eenerisanim ко-

im brojem iskaznih эlоуа postoji konacan broj L-neekviva­

~ih fоrт.u1а. Ртета rezultatu Diego-a Cv. А. Diego (1966), 

• IilcKay (1968), А. UrQuћаrt С 1974), D. 1/1. Gabbay (1981)) 

~slov zadovoljavaju disjunktivno slobadna prosirenja 

~тa iH, npr. icnH, LC, С itd., medutim sam Heyting-ov 

1 iskaza пе zadovo1java, sljedstveno radovima Godel-a, 

1sey-a i Tarskog, Rieger-a i Nishirnura-e СУ. К. GQdel 

3), Ј. с. С. I:IcKinsey, А. Tarski (1946), I. Nishimura 

)), L. Rieger (1951), v. В. Sehtman (1978),D. I'д. Ga"b"bay 

L)). U OVOr:l kontekstu se prirodna паШесе problem karakteri-

је minima1nih Cminimalne) intermedijalne lopike kaje zado­

lvaju uslav Die~o-a. СЫа avaj problem је u јеапош razgovoru 

lио pa~njи profesor Ј. Porte u taku Evropskog 1jetnjeg 

lnka Udruzenja za siП1Ьо1i~ku lof:iku (ASL) u Aachen-u (Logic 

) Q и! 1L'11 '83).) 

б.8. Loe:ika L ima c1isjunktiYno Syojst".o ако је 

'аке dvi ј е fоr:пv.lе А i 13 \ L h. V В ak:.( а \-т:- А i 1 i \-r}3. 
Jitnu_ hipotezu ;iukasie'llicza СУ. ;;. J'Ji.i!.o{asie~lficz (1952)) 

~ Heyting-ov ra6un iskaza jedina intermedijalna logika эа 
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disjunkti,mio svojstvom, opovrgnu1i su Kreise1 i Putnam 

СУ. G. Kreise1, Н. Putnam (1957) pokazavsi da i logika Н + 

ima di sjunkti упо svojstVQ. 

Zasnije је pokazano аа је takvih logika cak kontinuum mnogo 

( А 'Р , 1 • (1 073) ) У. '. I,ron SKl .... ./ i da medu пјта ле postoji пајуеСа!у. 

R. Е. Kirk (1982). Ostaje problem karakterizacije !.1aksimalnih 

intermedija1nih logika sa disjunktivnim svojstvom. (1z razgo_ 

vora sa prof. L. L .. Maksimovom i proi'. А. "Пrоnskim u toku 

Sedmog medunarodnog kongresa za lopiku, metodo1ogiju i filo-' 

sofiju naQ~e (Sa1zburg, 1983) sam saznao da је jedna оа takvih 

lop;ika .. f3 istem ::~edvedeva СУ. Ј. Т. Ыеауеаеу (1962)), а аа pitanj 

osta1ih ostaje za sada bez odgovora.) 

." 

* * 
6.9. Izuziтajuci pokusaj L6pez-E scobar-a (1982) ~ nijE 

пат poznato аа је Ы10 pokusaja formulisanja inter!.1edija1nih 

lop;ika kao sistema рrirодле dedukcije, ра i to ostaje kao то-

gucno st za dal ја i strazi уапј а. S tim u vezi Ь! bi 10 intere santzH 

vidjeti ko1iko Ы i!.1ala smis1a klasifikacija intermedi~alnih l~ 

gika u оапови па rod dokaza (v. R. Statman (1974». Nije sete· 

sko uvjeriti аа se lo~ike posmatrane u ОУОШ radu екс, н + аn, 

Н + ЬП (n~ 2) )!:lOgu forraulisati па nacin pred.lozen u pO!::1enutom 

radu L6pez-БsсоЬаr-а i da su u takvim for:nu1acijama date lopJke 

roda О, tj. da svaku teorernu mozemo dokazati dokazom roda о. 
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