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PR®EDGOVOR

Stranice ovog teksta su nastajale od 1981. gzodine

skoro da predstevljaju tri cjeline od ¥kojih svaka ima
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a2 predmet izulavanja intermedijalne logi

~c8irenja Heyting-ove logike.

Trva cjielina {(druga glava) je posvedena izulavanju

O

:kih podsistema Dummett-ovog raduna iskaza, druga (treda

)
.,ava i dodatak 1) se bavi logikom slabog zakona iskljule-
ja tredeg, a u tredoj (Cetvrta glava) se daje jedna sinta=-

snd ‘procedura odlufivosti primjenljiva na izvjesne klase

itermedi jalnih racuna.

ct

U metodologkom pogledu, mogu se razdvojiti dvije

ti, od kojih se jedna, na kojoj Jje 1 bilo teZidte, pro-
2e cijelom duZinom rada i spada, prije svega, u sintaksna
trazivaenja i okvire strukturne teorije dokaza (genceniza-
je i sistemi prirodnih dedukecija), i druga (mali djelovi

ve, druge i trede glave), koju Zine elemerti teorije

ipke—-ovih modela.

U prve glavi se uvode ocnovnl poimovi. 7o su najprije

teme prirodnih dedultcija i sisteme [Hilbert—-ovogs tipa.
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da odredeno proSirenje implikativnog fragmenta Heyting-ove
logike iskaza predstavlja reproduktivnu metateoriju, 3Sto
je, vjerovatno, posledica deduktivne potpunosti ovog fra-
gmenta. Zatim se navode poznate formulacije Heyting-ovog
racuna u stilu Hilbert—-a i Gentzen-a uz niz napomena o
njiﬁovim prosirenjima. Tu se daje i formulacija klasilnog
raluna iskaza kao viSezakluénog sistema prirodne dedukci je
iz koje se, uz neka ogranidenja, moZ%e dobiti i formulacija
logike slabog zakona isklulenja treéeg, a kao poseban slu-
¢aj, takode, i poznata formulacija Heyting-ovog raduna iska-
za kao gistema prirodne dedukecije. Navedeni sistem se razliku
od pozhgtih nam (v. D. Prawitz (1965, 1971), D. J. Shoesmith,
T, J. Smiley (1978), E. G. K. Lépez-Escobar (1982)), a ima
sve dobre osobine Zesto razmatrane (jednozakljudne) formula-
cije Heyting-ovog raluna - moguénost normalizacije izvodenja
i separabilnost - 3to se ovdje i dokazuje. Posljedﬁji dio
prve glave posveden je elementima teorije Kripke—ovih modela
i to u onoj mjeri u kojoj nam je to potrebno za djelove
razmatranja koja slijede u drugoj i treéoj glavi, jer se,

prije svega, namjeravamo baviti sintaksom pojedinih formalnih

sistema.

Druga glava se bavi jednom klasom iskaznih interme-
dijalnih logika. Najprije se dokazuje da niz intermedija-
1nih logika dat u radu E. G. K. Lépez—-Escobar-a (1982) sa-
drZ2i svega tri razlidita iskazna sisfema, od kojih je jedan

nov, pa se za njega dokazuje potpunost u odnosu na odredenu

klasu Kripke-ovih modela, cdludivost, separabilnost (Sto
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je ujedno i rjesenje problema postavljenog u pomenutom
‘adu) 1 nezavisnost logidkih veznika. Zatim se definisu
iva niza intermedijalnih logika u vezi sa kojima se uka-
;uje na uopsStenje pomenutog problema separabilnosti, da

)i se nakon toga dalo i1 njegovo rjeSenje. Pokazuje se,
,akode, da je granilna vrijednost posmatranih nizova logi-
:a, Heyting-ova logika, tJ. da medu definisanim logikama
mamo i dobré aproksimacije Heyting—ove logike. Djelovi
'wve glave su saopSteni na Seminaru za matematic¢ku logiku
yri Matematilkom institutu u Beogradu, decembra 1982. go-
ine, na Odjeljenju Matematidkog instituta u Beogradu,
.priia 1983. godine i na Evropskom sastanku udruZenja za
imbolidku logiku (ASL) u Aachen-u, jula 1983. godine, a
jelovi de biti objavljeni pod naslovima "A noteﬂon some
ntermediate propositional calculi® (The Journal gf Symbolic
ogic) 1 "On some subsystems of Dummett’s LC" (Zeitschrift

ir mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik).

Treéa glava je posvedena logici iskaza slabog za-
ona iskljulenja trecdeg. U prva dva dijela dat je kratak
regled poznatih rezultata koji se tidu ove logike, a
atim formulgcija jednog Gentzen—-ovog sistema koji odgo-

' afa ovoj logici; Za pomenutu formulaciju se dokazuje

eorema o eliminaciji pravila sjelenja, odakle se kao po-
redne 1l1i neposredne posledice izvode neka od poznatih
vrdenja kao $to su separabilnost, odludivost, teoreme inte-—
polacije itd. Pristup ovim problemima, kada se radi o

voj logici, je na ovom mjestu metodolofki esencijalno

azli¢it u odnosu na do sada poznate nam. Daje se takode



jedna interpretacija_klasiéne logike u logici slabog zakona
iskljulenja tredeg. Na kraju se navodi i formulacija ove
logike kao viéezakljﬁénog sistema prirodne dedukcije sa
teoremom o normalizaciji izvod&enja. Djelovi ove glave su
izlagani na Seminaru za matematidku logiku pri Matematickom

institutu u Beogradu; maja 1983. godine.

U Cetvrtoj glavi se navodi jedna formalizacija fra-

gmenta Heyting-ove logike iskaza koja dopuSta eliminaciju
pravila tranzitivnostli veé na objekt-nivou, odakle se do-
bija jedna sintaksna yxarakterizacija formula dokazivih u

Heyting—-ovoj implikativno-negativno]j logici, na kojoJ bazira

S Pt

i jedna sintaksna procedura odludivosti opisana u tom dijélug:

Dalje se, uz pomoé poznatih rezultata pokazuje kako se ova

5
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procedura moZe prosSiriti na bilo koju konalno aksiomatizi-

bilnu intermedijalnu logiku bez disjunkcije. Dio ovog tekstafv
je izloZen takode na Seminaru za matematidku logiku pri
Matematickom institutu u Beogradu, maja 1982. godine, a
bide objavljen pod naslovom "A decision procedure for

certain disjunction free intermediate propositional calculi®

(Publications de 12 Institut Mathématique).

Na kraju rada su josS i dva dodatka. U prvom od njih.
se posmatra logika predikata slabog zakona iskljuclenja treéeg

gdje se daje produZetak razmatranja iz trede glave. Uvodi se |

Gentzen—-ov sistenm ko ji odgovara ovoj logici, dokazuje se

teorema o eliminaciji pravila sjelenja, a kao posledice se

dobijaju: separabilnost, jednakost fragmenata bez negacije




ove logike i Heyting-ove logike predikata, te teoreme interpo-
lacije. Pored nekonstruktivnog dokaza D. M. Gabbay-a (1971la)
da ova logika zadovoljava interpolacioni uslov Craig-a,

nije nam poznat JjoS neki dokaz ove &injenice. Ovdje se doka-
zuje da ova logika zadovoljava i jali uslov, interpolacioni
uslov Lyndon—-a, a sam dokaz omogudéuje neposrednu konstru-.-
kciju interpolanta u konkretnoj situaciji. U drugom dodatku

se navode neki otvoreni problemi i moguéi praveci daljih istra-

Zivanja u ovoj oblasti.

Ovaj rad nije, niti je to mogao biti, rezultat
samo mojih, lidnih napora. Neposredne ili posredne dopri-
nose, izuzev, naravno, autora citiranih djela datih na za-
dnjim stranicama, dali su i mnogi drugi, pa, na ovom mjestu,
vjerovatno zaboravljajuéi ponekog, jer se to ovim prilikama
najldesde i deSava, srdadno zahvaljujem profesoru dr Slavisi
B. Pre3idéu na strudnoj pomoéi, na pokazanom strpljenju tokom
saradnje sa mnom, na pravim rijecima, dr Kosti DoSenu na veoma
pazljivom Citanju teksta i nizu znadajnih sugestija i ispravki,
te na strudnoj pomodi, dr Zoranu Markovidéu, dr Zarku Mijajloviéu,
dr Milanu BoZidu, mr Miodragu Kapetanoviéu na paZljivom y

sluSanju izlaganja djelova ovog rada i korisnim primjedbama

u¢injenim tom prilikom.
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Posto cemo se na siranicama Sto slijede baviti pri-
: svega teorijom logickih sistema, to ¢éemo minimum drugih

jelova matematilke logike 1 matematike uopite, koji Je ne-

o)

chodan za korektno izlaganjie ove materije, a Zije bi postu-

10 uvodenje na ovom mjestu bilo suvi&no 1 nepotrebno, najée—

‘e pretprostavljati. Tako demo,na primjer, pod skupom 1

.asom  podrazumi jevatl pojnove definisane u G8del-Bernays-—

woj (ili von MNeumann-G8del-Bernays-ovoj) teoriji skupova

r, B, Mendelson (1964), S. B. Pre3idé (1968), H. wWang (1970)). .
upovne operacije i relacije dero oznalavetl na uobilajeni

v1¢in. Takod&e se nedemo zadrZavatl na definiciji ordinala

. G. Takeuti (1975), K. Schiitte (1977)).

Zvog ulestalih induktivnih cdefinicija, uslov

svakl izraz navedenog *tipa se moZe izgraditi "konalnom pri-

enom gornjih pravila", vide iz stilskih razloge izoste-
.Jan, mada d¢e napomena da se radl o induktivnoj-definiciji

rodrazunl jeva.
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Simbole & 1 = upotrebljavamo iskljufivo na
ta-nivou kso oznske za konjunkciju i implikaciju. S1licno

ristimo i kvantifikastore, sa izuzetkom dodatka 1.

nijamo u dokazima jJe
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isto sintaksnih

}.J.
X

klasiZna, mada su dokazi, koji se ticlu

2

razmatranja i koji kasnije pruvZaju mogucnosti konstrukcija

¢

(¢4

izvjesnih objekata (npr. izvodenja bez sjelenja, interpoli-

rejuée formule, procedure odlulivosti), i intuicionistidki

B}
¥

ifogudéi redoslijed Citanja pojedinih glava je dat

slijededom shemom,

prva glava

dodatak 2



1, OSKHOVHI YOJuOVI TECRIJE

ISKAZHNIH SISTulA IZVOLLBNJIA

temi izvodenja. Neka je F proizvoljan nepra-

.l. Sis
v relacija oblika

( [Ai] )i<a

»

A}
® -,

(40)5cn (B;)5¢p (R)

(Cidice

>

-

su a, b i ¢ ©proizvoljni ordinali, a Ai,Bj,CkéE_ i A{cE
j<b, k<c). Elemente skupa B n#ivamo osnovnim formama,

1,
tupa R pravilima izvodenja (ili, krade, pravilima). Za a=0
c¢=0, na primjer, gornje pravilo izvodenja (R) bi izgledalo

( [Ai] >i<a

L4

r

(A{)sen (B1)i<p (7).

£b (R), odnosno

Posmatrano pravilo izvodenja (R), za c¢< 1 i kardinalnost
l, nazivamo jednozaklijuénim

r0g od skupova Ai ne vedu od
U protivnom, kaZemo da je viSezakljulno. Ako su svi

rilom.
malli a, b i ¢, kao 1 skupovi Ai, konalfni, onda kaZfemo
v je pravilo (R) konaCno. Inale, kaZemc da Je beskonalno (infi-
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tar
nitarno). Ako je a=0, pravilo (R) nazivamo otvorenim. iz
Soum;

Ureden par (F,R) nazivamo sistemom izvodenja. Ako su
sva pravila skupa R jednozakljutna, odnosno konalna, sistem

izvodenja (F,R) nazivamo jednozakljulnim, cdnosno finiternim;

inaZe kaZemo da Je sistem wviSezakljulan, odnosno infinitaran. ® (g
Klasu izvodenja sistema izvodenja (F,R), u oznaci Dq 13
te pretvostavke ij(x) i posledice (zakljulke) Cn(x) nekog 1zw;
denja X, definifemo induktivno na slijedeéi nalin: ”i;%
(i) sko je xePF, onda je xeDer i Hyp(x)=Cn(x)={x};§;
(ii) ako je ‘ Y
ko
ée
( [Ai] )i<a
‘ A
. v
(A')’ . (B')’fl )i
X = 2 1<8 = vl‘b €R, x,-_,yj € Der (i<a, j<b),
(Ci)ice |
- - ’, . Y . ; Hy
R édyp(xi) (i<a), Aig(}n(xi) (ica) 1 B; € Cn(yi) (i<b), tj
onda '? =7
(%) (7:);
x’= i’ica i’i<hb ¢Der, .
(Ci)i<c ﬁ
rp(x)=( U (Hyp(x; )-{4. 31NV U Hyp(y4)) i
ica i { l} i<bo 1
Cn(x")=( U (Cnlx;)= & MUY (en(y;)-{8;3)) u{c;:i<ct. oz
i<a i<v . ‘
Fosebno za x = - € R, imamo X € Der,
(Ci)i<c

Hyp(x)= Q{ i Cn(x)=-{Ci: i<c}.

Blemente ¥klase Der nagzivamo izvodenjima (derivacijama
sistema (F,R). ‘

Izvo&enije X za koje jJje Hyp(x):;ﬁ nazivamo jos i do-
kazom za Cn(x) u datom sistenu.

U sludajevima kada bude neophodno razlikovati konkre-
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, sistem izvodenja S=(F,R) od nekih drugih, te klasu njegovih
ro&enja, skupove njegovih osnovnih formi i pravila izvodenja,

jesto Der, ® i R, pisademo 1 Der(S), F(S) i R(S).

Relaciiu posledinosti (dedukcije) nekog sistema
roﬁenaa S, u oznaci F——, definiSemo kao podskup od E(E)XP(F)
lje sa P(X) oznaCavamo partitivni skup skupa X) koji zadovo-

wa uslov:

a

(F,8)€ |z (ili u skladu sa tradicionalnim oznakama

};S—-A ) akko postoji x e€Der(S) tako da je Hyp(x)eU i Cn(x)cd

.a kaZemo da je (—kg—A,prema izvodenju x. Xada bude jasno o
e sistemu radi ili kada to ne dbude bilo vaZno, umjesto h;
L0 pisati samo b— , a [,Al—A,B bide zamjena za Ty{g—AUufB}.

L ema 1. Ako x,y € Der 1 postoji osnovne forma
cn(x) n Hyp(y), onda postoji ze Der tako da Cn(z)=(Cn(x)-{a})u
n(y) 1 Hyp(z)=Hyp(x)U (Hyp(y)-{4}).

' Dok a z. (Indukcijom vo izgradenosti izvodenja v.)
(7)EF  jer AeHyp(y). Ako je y=4A, onda Cn(ﬁ)={A} pa za

Zeno izvodenje z moZemo uzeti samo izvodenje x, jer Hyp(x)=

p(x) U (Hyp(y)-{4}) i Cn(x)=Cn(y) U (Cn{x)-{a}). Ako je

(x:). (y:7; ’
y = Ti7ika - 1°1<D ( € Der)
(Ci)ice

neko pravilo

CLa;3 diea

™

2 neka og izvodenja {Ki) i (y:), recimo (x
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osobinu da AeHyp(Xim)-—{Aim} i AEHyp(yjn), onda, prema zr
‘indukcijskoj hipotezi, postoje izvodenja xi’m i ygm takva |
da Hyp(x{ )=Hyp(x)U (dyp(xj )-{A}), Cn(x{ )=Cn(xiy) U (Cn(X)-,{;L(
Hyp(y i) =Hyp(x)U (Hyp(y i, )-{A}) 1 Cn<yjn)=Cn(yjn)U(Cn(X)—{A};i
Definidimo nizove izvoé&enja
éd:

' 4 . ~

x. o ako ifFi ) Vs ¢ 2ko J#3 Vi

x{m » inale Y3, » inace
iloZe se vidjeti da izvodenje
i
vy '
L - (x})ica (1) iep 1o
(Ci)ice S
moZemo uzetl u svojstvu traZenog izvodenja Jjer ima osobine 'n
Hyp(z)=Hyp(x) U (Hyp(y)-{4}) i Cn(z)=(Cn(x)-{a}) vcn(y) .
Y
Lema 2. (1) Ako ThHA, ondaa FTUNFAUA. -
(2) ako [ kA2 1 a,IFA |, onda FUNAUA. )

Dok az. (1) Kako je (kA prema nekom izvoﬁenjﬁ;
x za koje je Hyp(x)elrT i Cn(x)eA , to iz Hyp(x)crufl i Cn(x):;?
COUA slijedi ¢a  TUuftAUA. - ‘
(2) Weka je UFA,i prema x €Der i A,NF A prema yeDer.j
Ako A%Cn(x) ili At,f—Hyp(y) » onda bi prema x, odnosno y, imalii .
i TFA |, odnosno TVFA | odaxle je, u oba sludaja, prema
(1) FTUNYAUAN . iko A€eCn(x) i Aelyp(y), onda prema pre-
thodnoj lemi postoji z €Der tako da Cn(z)=(Cn(x)-{a})UcCn(y)
i Hyp(z)=Hyo(x) U (Hyp(y)-{4}), pa je i TUNYAUA | prema

z.

1.2. Iskazni sistemi izvodenja. Iskazne formule

uvodimo na uobidajeni nadin (v. npr. M. Bozié (1978), S. B.
Pred$ié (1979), K. Segerberg (1982)): neka je PL skup iskaznih
slova {pi:is I} i LC skup logickih veznika {oj:je J§, gd je

su I i J neki skupovi indeksa. U vezi sa svakim logidkim veznl



0 je ordinal L(oj) koji nazivamo duZinom tog logidkog ve-
ka. Sa ¥C oznacavamo skup svih logickih wveznika duine 0, &a
gove elemente nazivamo iskaznim konstantama.

Opstim pretpostavkama: PLNIC=¢ , FLUPCAE i

b '

<o drugadije ne naglasimo, dodajemo jod i: PL, PC |

al
c-PC su nejvige predbrojivi skupovi.

Skup For iskaznih formula je najmanji skup koji sa-

i elemente skupa FLUZPC (tzv. atomilne formule) i zadovolja-

uslov:

ako A.€ For (i<a), #e€LC i L(x)=a>0, onda
v h.... EToOT.
cendy F

Za a=2 ¢emo umjesto #AB pisati (AxB), pa, dakle, i

=

tvostavljati i postojanje pomoénih simbola ( 1
skt-jeziku, usvajajuéi pri tom uobilajene konv0n013e'o izo—
vljanju pojedinih zagrada. Takode d¢emo pretpostavljati da
svi logicki veznici konadnih duZina, keo 1 da se radi o ko-

1im sistemima izvodenja. |

& |

, Ubuduce <cemo slova P, Qi R, ‘'sa ili bez indeksa, ; |
trebljavati na meta-nivou kao promjenljive nad skupom ato-
1ih formula, a A, B, C i D kao promgenlglve nad skupom formu-—

SloZenost formule A, u oznaci /4/, definifemo indu-

mo: i
(i) ako je A atomilna formula, onda /4/=0;
(ii) ako je A formula #Ahgeoohy 1, L(#)=m( > 0),
/Af = /AO/ + ee. * /Am 1/ + 1.

Predikatske formule (prvog reda)

o~

16}
®

nogu definisati

izedi od:
(1) prevbrojivih skupova:
5 ~ . . n
n-—arnih funkcijskih konstanti: fg, f?,.». (n>0);
. . . . n 5n
n-zrnih predikatskih konstanti: Rg, Ry,... (n320)3

a i

individualnih pro ijenljiviin: Xg, Xjsese3
. n

eznika: o(, 07 90.. (n20), me—

C




(kvantifikatori)l); o

(ii) skupa pomoénih simbola {(9),’}

(1ii) skupa terma koji je najmanji skup Sto zadovo-

ljava uslove: L
a) sve O-arne funkcijske kxonstante i individualne :
promjenljive su termi;

b) ako su tises-rt, termi i f n-arna funkcijska kos<
nstanta, onda je i f(tl,...,t ) term. :

@

Skup predikatskih formula (prvog reda) je najmanji

skup koji zadovoljava uslove:

(i) ako je R n—arna predikatska konstahta i tl,...é
termi, onda Jje R(tl,...,tn) predikatska formula (atomiéne form
le) s

(1i) ako su A; (i< n) predikatske formule i =x n-an
logilka konstante, uda Je #hij...h;... predikatska formula.

Usvajaju se slilne konvencilje o pisanju formula sa
binarnim logickim veznicima 1 zagradama kao u slulzju iskaznih

formuleae,

Po3to cemo nadalje u ovom radu, sa izuzetkom jednog:
od posljednjih djelova ( Dodatak l.), razmatrati iskazne radunt

to éemo pod skupom formula uvijek podrazumijevati skup iskaznil

formula, uz navomenu da pojmovi i problemi koji budu uvodeni i
razmatrani u vezi sa iskaznim radunima mogu na slican nadin p@
stati predmet istraZivanja koJa se ticu o;edvkatsklh raiuna.

Ao Je skup osnovnin formi nekog sistema izvodenja ¢
skup iskaznih (predikatskih) formula, onda ta]) sistem nazi-
vamo jo¥ 1 iskaznim (predikatskim) sistemom izvode niae.

Znak jednakosti "=", kada se odnosi na sintaksne
objekte (kao, na primjer, formule), uvotrebljavamo u najstro-
zem smislu - "jednakost slovo po slovo"™ ili jednakost u slo-

bodnoj semigrupi W(PLUPC) svih rijedi nad skupom PLUYC sa

1) Slidan tretman imaju operacije cilindrifikacije (v. L. Henkd
d. D. Monk, A. Tarski (1971)) koje u teoriji cilindrilkih algel

spirisanoj klasiénim predikatskim radunom prvog reda, odgovar
egzistencijalnom kvantifikatoru.



racijom dopisivanja (konkatenacije) 1 praznom rijeéju "on
: jedini Snim elementom (v. A. G. Kurod (1974), B. Fried (1l972),
gratzer (1968)).

Lema 3. (Lema o jedinstvenoj ditljivosti) Neka

¥ 1 + mnm—-arni i n-arni logicki veznici, redom, Agshisees

’;‘.8,—-1’30“’31,.’.,32)—1 fOI‘mU.le i m.sa i Tlsb. Tada

A 2 = +BBq ... akk
3(:1.0:3.-7 . » 0}1; +3031 Bn—l O

akko % =+, m=mn 1 za svaki i<m 4. = B,. f

D o kX a z. Pokazadlemo da je za jednakost dviju rij
Bw, gdje su A i 3 formule, potrevbno da bude w = " ", Cvo
azujemo indukcijom po broju k simbola rijeci A. Ako Jje k = 1,
o je A formula, A mora biti iskazno slovo ili iskazna konsta-
, Sto Je 1 B, paw =" ", Za k>1l, prvi simvol u formulli A

ogicki veznik, u oznaci %, duZine m. Formula 3 takodle
a éinjafl simbolom %, odnosno moraju postojati formule

2

J
""Cm—l’D ""’Dm—l’ takve da Jje A = xCO...C i B =

1
I)O...I),,l 1- 4ko je broj simbola rijeci Co vecl od broja si-

¢
la rijeci DO’ onda mora postojati rije o takva da Co =
c

J¥gs 1O kako su CO i DO formule, ijsko]j hipotezi
2 biti vig = " ", 1. Co = Dy. S1lilno se razmatraju i osteali
Cajevi, Slijecdi: w = " ",

Dokaz same leme se 1izvodil neposrednom primjenom upra-

lokazanog bvruengafﬂ

Slova , A, 01 A u
1ljive nad skupom svih rijeli
d

Q.

iuce koristimo kao metapro-

"\U’

nizova) nad For, ako druga-
je neglaseno, uz napomenu da upoireba skupovnih opera-—

2 1 relacija nad [ - A podrazumijeva da se u tim slula-

R T W U W T TR

ima radi o skupovima formula koje srade odgovarajudu

o

v
3C.,

Prirodno se produZfuje definicija rela

ije i
i A  u nexom sistemu izvodenja 8, pa <¢e bi

-
>
ot ct
¥

e T
I fg—tb aklkko 7postoje skupovi formula [

Y




A0

kvi da se svaka formula skupa V%, odnosno A7, pojavljujef

u rijedi (, odnosno A, i r'}?-a'.
Sa  Fory,,, gdje je xSFLUPRC i y<cIC - PC, Semq
oznaZavati skup formula induktivno definisan slijededinm uslo.
vima: :
(i)A%GFoer;
(ii) ako Ay,...,4 €For__, x€y i L(x)=n, onda
_ 1 n Xy
HLy ol For -
1 .n.nG-O X:Jo
Ako je x = PLUPC, onda pisSemo samo Fory, a u kon-
tekstu fiksiranog skupa y, piSeno For,. i
Formulu skupa Forxv nazivamo Jjo§ i y-formulomnm, 2
v . ) Hd

3

Jedan od pojmova koji de biti vaZan za djelove izl

ganja $to slijedi, pojam separabilnosti iskaznog sistema izvo

éenja, moZemo veé¢ sada definisatisz

za iskazni sistem izvodenja kaZemo da je separabi-

lan ako za svaka déva skupa y-formula T i & za koje je

T+ A, postoji skup veznika y'€y i izvodenje x sa osobi—?

nana: Hyp(x)eU , Cn(x)E€A i sve formule koje se javljaju u

izvodenju x su y. —formule.

-

Skup sub{i) svinh podformula formule A definiZemo

induktivno:
(i) ako je A atomiéna formula, onda sub(a) = {al;

formule, % logicki veznik du-.

(ii) ako su Aggeeesdy

Zine n i A = #Ay...A , onda sub{A) = {A}l)sub(Al)Ll...(Jsubf

Supstitucija s Je funkcija koja preslikava skup

PL iskaznin slova u skup For iskaznih formula.

Ako Jje substitucija s definisana sa

¥

4



P , inace

la. sa sA 1ili A(PT/Al”"’Pk/Ak) oznalavamo rijed nad
Lpbm PLULC koja se dobija iz formule A jednovremenom za-

mom svih pojavljivanja razlicitih iskaznih slova Pl""’Pk

E)

skaznc] formuli A recom formulama Aj,...,Ay. Unjesto

}1/P1"2f’Pk/Pk) pidemo samo A(Pl,...,Ek).

T

a

o

¥

-(AT/Bj,...,Ak/Bk) ¢emo oznalavati i rijed nad
pom FLULC koja se dobija iz rijeli A Jjednovremenom zamjenonm
n pojavlijivanja rijeci Al,...,Ak u A redom rijecina Bl""’Bk’

1luaju kada Jje opisana zanmjena nedvosnislena i korekina.

Lema 4. NHeka Je s supstitucija definisana kao
e i Fi1s...,F, medusobno razlicita iskazna slova. Tada:
| (1) ako {Pl,...,Pk}n sub(4) =y{, onda SA = A
(2) si € For;
(3) ako je Qyse-+3QysPyy---,P niz medusobno razli-

ih iskaznih slova, onda sa(Q1/Py1y...,Q/ Py) = s74, gdje jJe

A; 5 zZa P=Qj (1£1<%)

s (P) =

31 funkecije s je sA=A4,

a

ici
za L{%)=m, si=%35B,...838
1

na indukecijskoj hipotezi je sB;=B; (1£igm), pa i si=A.




A2

sistemom izvodenja ako Jje skup p

avila izvoéenja tog sistema
L3

r
zatvoren za svaku supstituciju, tj. ako je

( [Ai] )i<a

(A1)5ca (B:)icn (R)

(C1)i<e

neko pravilo izvod&enja tog sistema, onda je i

( [SAi] )ica

(s&{)icq (sB;) ¢ (sR)

pravilo izvodenja tog sistema, gdje je sAJ = {sA:Ac Ai}.

Nadalje demo razmatrati uglavnom samo iskazne shend

sisteme izvodenja, £to Cesto nedemo naglasavati. %t

o

Lema 5. Ako Je S iskazni cshema sisten izvoée;
nja, x€ Der(3) i s Dbilo koja suPstitucija, onda sx&:Der(S),;
gdje smo sa sx oznacili figururkoja se dobija iz izvodenja
x zamjenom svake formule A kojJa se pojavlijuje u njemu formulod;

SA,

Do kX a z. Indukcijom po broju n primijenjenih
Pravila u izvodenu X.

Za n = 0, x&TFor(S), pa je i sxe For(S), prema




1%

i 4, odnosno, po definiciji, sx e Der(s).

Indukcijski korak:

¢ (4,19

(a4) (B;)
je (R) = = €R , onda je i
(cy)
( [SAi] )
(sa]) (sB;)
€ R, po definiciji. Ako Je
(sC) . - |
(x3) (yy)

i 4j€ Hyp(xi), A eCn(xi) .

:Cn(yi), onda je po indukcijskoj hipotezi: sX;,sy; € Der(S),
€ Hyp(sxi) ’ s.i;i € Cn(sx,) 1 s3; € Cn(syi) y Pa Jje po definiciji
(s%;) (syi)

s¥x = € Der(S).
(sCi)

P os leddica. Ao Jje S 1iskazni shema sistem
enja 1 s bilo koja supstitucija, onda iz Fke=A slijedi
ht

ls-sA , gdje je 4B = (def.) saAsB.

Da bismo lzkée wuodlili veze izmedu ovakvog 1 tradi-

m
-
o
Je
oy
o3
O
(X

8ina definisanja formalnih logilkih sistema iska-



A4

znog tipa (i ne samo iskaznog), u skupu pravila izvodenja R

izdvojidemo sva otvorena jednozakljudna pravila R za koja je |

Hyp(R) =;5 , dakle pravila oblika . Sve takve
A

formule A ¢emo nazivati aksiomama datog sistema izvodenja, a

a

¥

¥up svih aksioma oznacavati sa AXx,.

gaw i

v,,.w?,r.;::

Ako je Ax =,¢', onda dati sistem izvodenja nazivam

sistemom prirodne dedukcije , & 2ko su sva pravila izvodenja

e e

jednozakljutna, otvorena 1 AX #55 » 22 sistem kaZemo da jJe

Hilbert—ovog tipa. Sisteme Hilbert-ovog tipa déemo tretirati
P £ D :

kao uredenu trojku (For, Ax, R - 4ix).

|
)

t0 se u ovom radu ne namjeravamo dalje baviti

1683

Ee)
0

vigezakljulnim sistemima izvodenja, mada to ostaje kao vrlo

privliadna mogudénost (v. D. J. Shoesmlth Te J. Smiley (1978));

narodito u vezi sa strukturnom teorijom dokaza (v. G. Kreisel

(1977), R. Statman (1974)), pokazademo da pojam relacije po-

sledinosti,uveden nakon op&te definicije sistema izvogenja,

u potpunosti pokrivae pojam relacije posledicnosti koji se

£

uvodi na uobilajeni nacin, a u okviru razmatranja jednozaklju@

¢nih sistema prirodne dedukcije, u oznaci Fﬁﬁ— (v. D. Pra&ﬁ
(1965), M. E. Szabo (ed.) (1969)), i sistema Hilbert-ovog

tipa, u oznaci F?T‘ (v.e S. C. Kleene (1952), S. B. Prediéd
(1968)). |

Te oremnma 1l. Ako je S jednozakljucni sistem

prirodne dedukcije, onda f}g—ﬂ akko [ “|gp-4, gdje je 7
skup svih formula koje se pojavlijuju u nizu .
Do kX a z. Dio "ako"— indukcijom po izg raﬁeﬂoutl

)
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sédenja X prema kojem Je I‘}g-ﬁ. eka je Hyp(x)g 77 1
K)g;{A}. Ako je Hyp(x) = Cn(x) = {A}, onda je svakako i

—— A. AkO Je

N1

(x:) ., (vi);
% = 171i<a 171idD €Der(3)
A
(%) (¥:)is
o £ i < .
(i1i x = AR 1 1< ner(s)),

Al) . . (B.).
i1i 1/7idse i l<b,ﬂ 3)’

-

Hyp(xi) (ica), Cn(xi)g-{Ai} (i<a),}Cn(yi)gg{Bi}(i<b), cnda
a Hyp(xy)el{ (i<a) , EHyp(y;)eNi (i<b) 1 - svakako
(F£ —{Ai}))L)(ﬁgé )< 7, po indukeijskoj hipotezi:

ol

A 4 - 4 - K3 k3 r
i (l(a), ﬂi 7535 (i<®h), pa je i § fﬁﬁ-A.
Obrnuto: slifno - indukcijom po broju primijenjenih

ila u igzvoédenju 4 iz f'uﬂ

istem Hilbert-ovog tipa,
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onda I-]——S—A akko r"——ﬁ-A, gdje je T 7 skup svih formula

xoje se pojavlijuju u nizu [ .

Do k a z. Dio "ako" - indukcijom po izgradenosti

izvo&enja x prema kojem je r:#'s_‘b“ Neka je x €Der(3) ‘ta}:di’?
4
da Hyp(x)€ (" i Cn(x) € {&}. 4ko je Hyp(x) = Cn(x) = {A}, onda; -

je, jasno, i [ ’lgmA. Ako je X = ———— , t3j. 4 je aksiom

A 35

. Fidicw 4

onda je i [ ’|lgm4. Ako je x = € Der(s) (ili =
. A )
) (3,),

x = 17124b  per(s)), L71<hb eR (ili
A

(Bi)i¢p

eR ), Hyp(y;)e [y (i<v), on(y;) € {B;} (di<v) i
igbrigr , onda prema indukcijsko] hipotezi imamo l l}ﬁ—f-Bl %X
(B )' (B‘)- ;
(i<b). Kako jJe 171<b €R (ili i’i<b €R), ti..
A , :

{Bi:i«(b} =7 4, to po tranzitibnosti imamo iljb s h—ﬁ‘_A’ ra
i U A

Obrnuto: neka je niz By,...,B ,A izvodenje fomﬁ’Ié: :
A iz 7 u S prema HT. Ao Jje 4AeAX ili'AiG (", onda i u

smislu naSe definicije» ["}g—A, jer x = —— €Der(S}, Hyp(x) :
A ;

=7f i Cn(x) = {A}, odnosno x = A €&€Der(S), Hyp(x) = Cn(x) = {

4ko se A dobija po pravilu (4)5¢a gdje {Ai:i<a}c__:
A

C_?_.{Bi: 1$ism} i svaka od formula A; ima osobinu Aj € AX ili.‘l

A; € 7 i1i Ay = Bio slijedi po nekom pravilu iz nekih od

formula Bl"'»’- ’Bio-l‘ Ako je A4 € Ax, onda za X3 uzimamo

, a ako je A;€ U7, za x; uzimamo samu formulu Aj.

Ay



17

sredem slucaju, prema indukcijskoj hipotezi, postoje xie

er(S) tako da Hyp(xi)cg 7 1 cn(xyle {Ai}, pa je

x = eDer(S8), Hyp(x)e 7 i
x)c {AY, t3. T’[g—A-'{

Za formulu A kaZemo da

C

e doksziva 11 sisgtemu izvo-

Ul

1ja S ako je |z—A. iko su Sy i 3, dva sistema izvodenja, onda

=55 (s ?;S ) znadéi da Jje skup svih formula dokazivih u S1
avi) podskup skupa formula dokazivih u SZ’ a 81=S2 je za=
na za 51§ 82 i 52§ Sl‘

Za relaciju posledicnosti nekog sistema izvode-—

1

kazemo da zadovoljava uslov kompaktn i (i1i da je kompa-

o0st
a) (v. K. Segerberg (1982)), ako iz V FA slijedi da po-

K

je konadni skupovi ] i A takvi da je nN={ , ACA i

-MA ., Termin "kompaktnost" se inale u literaturi dedée upo-

bljava u vezi sa odgovarajudéim svojstvom semantidke relacije
ledi&nosti (v. C. C. Chang, H. J. Keisler (1973)).

Teorija je ureden par (VU ,d) takav da U,A& For
D. . Gabbay (1981)). Teorija (T ,A) je —-  protivrje-

axo UVbED, Teorija

(VU A e —-neyrotivrielne ako nije
LN 9 o

‘7

-protivriedna. Teorija (N ,A) je profirenje teorije (I ,4A)

Cell 3 AcA . (01 ,AN) je pravo or

O
UK
' ”)
H
&)
I
te
[¢4;
¢t
)
@]
H
'»J
<J

e
yA ) ake je ([l ,A) troiirenje teorije (U ,A), ali (V ,A)
)

e proSirenje teorije (M1 ,A). Teorija (I ,bO

-neprotivrjelna ako nema pravih - ~-neprotivrjednih prosi-

Lena 6. (Lindenbaum—~ova lemna) (v. K. Segerberg
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(1982)) iAko je |}~ ‘xompaktna relacija posledilnosti, onda

v

6}
Y]

ka |- -neprotivrjelna teorija ima maksimalno }--neproti~.

vrjecno prof&irenje.,

Do Xk a z, Pretpostavimo da su sve formule uredene

u niz (An)

nyo + da Je (Fgsdy) nexa }-neprotivrjedna ‘te-
orija. Neka je [ v

( riU {Ai} s A i) l- —neprotivrjecna teorija i ri+1 = ri : 1
A = A.U{a}l, inale. Teorija (F,A), gdje je T = U
i+ i 1 i<caf

i A= U Ai’ je maksimalno |--neprotivrjedno rrogirenje ':
i<w i
polazne teorije ( VO yB 4). Iz konstrukcije je jasno da jJe (r,é

prosirenje teorije ‘{ gsD ). Da bismo pokazali da jJe (T,A)

}— -neprotivrjedna, pretpostavimo suprotno. Kako je }— kompad

ktna, postoje konadni skupovi {1 i A +takvi ¢a eV , Acl

NFA | pakie postoji neki i za koji jJe ril'—Ai' Neka je
m = .'mj_n{i: Fik—Ai}. Prema konstrukciji: ili ip € [; ild
A, 1€ Ns i to A qe U akko nije [ FA_. Kako je T.n}*Am,
to Je hp 1 €A 1 T ysAn aFAy. Al keko je Tpy =g d
Ap ULa, _d=A_, toiz [, iVApysb,1 I 41Vl Am-l

Tt A q- Slijedi: (T,A) je

\- —neprotivrjedna teorija. Teorija (V 4,0 ) nema pravih } —ne

dobijamo protivrjecCnost

protivrjeénih profSirenja. Pre'tpoStavimo'da su [l i N takvi
ga Tefl , ASA i nije NEA . ko je a;€ll , onda je A€ v
ili A;€ Aj. 4ko je A;€ Ay, iz A;SASA , slijedl da

A;€ /\. pa bi moralo biti da NEA  sto je suprotno pretposta-
vei. Dakle, 4A; € Vigr , pa el , 15, O =0 . slidno se mo=:

Ze pokazati da je A =A .—‘

Lemnma 7. Ako je (I ,A) mnaksimalna b —-nepro-
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rjedna teorija, onda za svaku formulu 4 vaZi: il1i aAel

AEA.

Dok a z. Pretpostavimo suprotno: %r‘ i AdA.
a Labka i FFA,A, jer bi inade neka od teorija
1

U{n} A) ili (O, Au{a}) vi

v

a pravo |-neprotivrjedno
girenje. Oaavﬁe slijedi [FAD , 3to je u suprotnosti sa pre

stavkon da je (T ,A) | -neprotivrjelna teorija.—*
e

1.3. Hetasistemi igvodenja. Polazedi od skupa F osno-
1 formi nekog sistema izvodenje, izdvajajuéi neke simbole
nuZno nove u odnosu na polazni jezik) koje moZemo interpre-
ati na razlidite naline - kao operacije ili predika%e nag

oom F, na primjer - dolazimo do nekog (ne nuZno novog) skupa

3 - - . - - £ .
1zetaformi. Fod metasistemom izvodenja sistema izvodenja

}) pvodrazumijevamo sistem izvodenja (MF,R"), gdje je R

- skup pravila izvodenja koja se odnose na metaforme.

o) nadaja metasistemi izvodenja iska-
0d posebnog su znecaja metasistemi izvo a isk

®

o

1y, odnosno predikatskih, sistema izvolenja, a, u ovom konte-—

o]
l.)-
O~

1, narocito Avtasis emi ko 2 medu svojim simbolima imati

znak Xoji se moZe interpretirati keso relacija posledicfno-

. >

Tu najvainijim takvinm su svakako raduni sekvenata dati

-
q

BT B

swije u radovime G. Céntzena 1934, rodine (v. L. E. Szabo
Yy (1869), G. Takeuti (1975)), gdje se, ukratko, radil

ednozakl juCnomn metasistenu vigezakljudnog objektsi-

[eh

(v. D. J. Shoesmith, 7. J. Smiley (1978)). Zanimljivu
bnost za ovakxva raznatranja prufa i ideja "horizontalil

" pravila objektsistema uz razlikovanje nivoa (v.e K. DoSen
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iz

.

Ha ovom mjestu ¢emo pomenuti jo& i, bliske nam, je-:
dnakosne (i nejednakosne) prerade formalnih teorija (v. S. B.
Pre$i¢ (1975)) %oje za odredene klase objektsistema predstavlj

ju direktan opis njhovih algebarskin modela.

Tokom rada seminara "Uvod u metodologiju istraZivanjy
tematike” kojim je, Skolske 1981/82. godine na Prirodno-matematf
fakultetu u Beogradu, rukovodio profesor S. B. Pregidé, do3lo ﬁi

do prirodnog problema oplsa metasistema izvodenja u kojem bi
posledicnosti polaznog objektsistema.

Bvo jednog takvog primjera:

eka je 5 = (F,R) finitarni jednozakljulni sistem

izvodenja Cija su sva pravila otvorena i neka Jje 1HS sistem

nad skupom metaformi MF definisanim induktivno uslovima: (i)

FC¥F i (ii) ako A,B €liF, onda (A—»B) €iFf ; sa aksiomama

-

(i) A—>{(B—-4)

(12) (&= (B=C))=>((£—B)—(4-C))

-

pie TSR Gy
S o
.

byd

i1 jedinim pravilom izvodenja

A A—D
B

(mp - modus ponens),

gdje je "—" ginbol jezika sistema S za koji je kg~ 4—>(B—4),
b= (A= (B=C))—((4—>B)—>(4—C)) i A,A—B |5 B, a ukoliko -
takav simbol u jeziku sistema S ne positeji, onda je " 5" nuZno

nov simbol,

Sa fﬁy(s) Cemo oznalfavati sistem izvodenja
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JAx(S)U Ax(iHS) ,R(£,,(8))), edje je R(f,,

[
—~
w2
N~
S~

skup pravila

ravila oblika

e
9
<
)

g

sgenja koji pored pravila {(mp) sadrii

A.—>B.).
(/§\“1 BJ’J(b
b

OﬁAi—*C

i
e Je

.C

vilo polazgnog sistema S, (“1)1$i$n konafan niz proizvoljnih
sformi, a XN A;=>C  skradenica za Ay~ (...—>(4—>C)...),

1 ¢emo i ubudude koristiti.

L e 8. (Teoremz dedukcije) Ako

L m a
cenyh }———Z:T—A onda Pzr‘z———,“\A:*+A.
"m0, (8 ’ fin S) A

D o kX a z. Dovoljno je pokazati da iz TLA}~B sli-
i U ?-A—*B. Odatle se indukcijom po n moié dokazati i nada
2. Dokaz pomoénog itvrdenja izvodimo indukcijom po duZini do-
aza (LAF3 u £u(8).
2 indukecije: Ako je B€ ax(S)Uaix(ius)uU{ayul , onda je sva-

V’k—;{—>B. Ako Je C,C-’Béqul{A} za neku formulu C, onda

s

za (1) C=A svakako i U FA—>B; (2) C=»38=A 1 [ 4a—3,
je [T ha—=C i a—=Cla—B; (3) CAL i C—>BfA, svakako

B i 3l A—>B ocdaxle je i [ [ 4A—B. ako je /x\Ai—»Bje
i -
ULAY (J<v) i B = Afoi~*C, onda (17) za A?\Ai—»Bjoz A za

L jo<b, i /N a;—>C =B, Vl-i—3, jer T a=>(/AA;—>By)
1 1

jo) 1 {A=>( /A A3;—Bj): JAi ) b a—Br (27) 2a /gLf\ Ly —>Bs £
' 3 , :
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# A, za svaki j<b, razmatramo kao sludaj (3).
Indukcijska hipoteza: Ako je (,AlB dokazivo u k korska u

fiH(S), onda je [ F4~»B dokazivo u fiH(S),

Indukei jski korak: neka je U,Ab B doxazivo u f. %(S) u k+1 ﬁ;

raka. Ako je u zadnjem koraku dokaza bilo primijenjeno D*av1h%

(mp) na r,A}-C i ,h}-C~>B onda je po inukcijsko] hlpoteg'
Y‘F-A—7C i T ErA=>(C—B). Imejuéi u vidu aksiomu (i2), po (@

imamo | b 4->B. iko je u zadnjem koraku primijenjeno pravile!

STy

( /gmi—»Bj)j@

ﬁ&h ->C
onda iz \—‘/)_(\A.-—"B (j<b), prema indukcijskoj hipotezi,!
imamo F**A—»(AQ\Ai~%Bj)' (j<b), odakle po istom pravilu
[ A .

" izvodenja zakljulujemo r}~A-*BJﬁ

L ema 9. (Uopiteno pravilo (mp)) Ako

}—-7:5*'06A. A, onda 'Al,...,An }525755'A°

iH
D o k a 2. Indukcijom po n i primjenom pravila (m

MoZ%e se pokazati da Jje iHS, za Sz(g,gs), minimalan:
sistem za koji veazi teoreme dedukcije i un kojem Je dopustivo
pravilo {(mp) (v. H. B. Curry (1959), J. Porte (1982)). ¥ini-
malan podsistem za koji vaZi (samo) teorema dedukcije dao je

e Ao Pogorzelski (1968).

Lema 10, lieka Je Al,,..,An,AE:E. Tada iz

A ald Seds3 !
Al’o s 0 ,An }g— A ollavdl ' fiH(_S) imAi’é.p.o

Do k a z, PoSto su sva pravila i sksiome sistema



| ) s i (s . ,
redom, pravila i aksiome sistema f,,(8), iz Al,...,ﬂnfg—A

o Aysesesh, FF—ray A, odakle po teoreml dedukcije slijedi
iBE

—-——(——5— /)(\A ~ A, -
|
L e 11l. = A 2kl = =
m a [T, (T15(5)) 0 l"‘fH(b) A

D o k a z. Dio "samo ako": dovoljno je pokazati da je

vilo M. =2 /A& > (4->B)

A'J_""(/X\A—)A) (1)

-—*(/X\A —>{(4A—B))
ifl

tle igvodimo i A—*(ﬁﬁAi~?B), i1i, uzastopnim primjenana

4

rila
A3 C—D

A=>((3—>C)—D)

: je dopustivo u iHS (v. glavu 4),

AN\ A -a((/X\A 4>n)-#(06h —B)),
i1 T iA1

(A=) (M a2) (2).

,_

imo sa A7 i B’ redom formule Aw\A{—*A i M A.—B.
ifl * ifr 1

je (ay=> (2 —>B")) = ((4=a )= (4;—3")) aksioma (i2),

m

davde i iz (1) i (2) po pravilu (mp) 4dobijamo Al—+B', tie



‘ma, element (U ,A) skupa Seq demo oznadavati sa [lFA , a ri-

Zujemo da je X = fiH(Y) opSte rjeSenje problema odrefiivanjav}fi

finitarnih jednozakljulnih sistema izvodenja X sa otvorenim
pravilima , koji zadovoljaveju uslov X = fiq(X), za proizvolj
i N

sistem Y pomenutog tipa.

}e
O

.o S51lijededi vel pomenutu Gentzen-ovu ideju, radun s

kvenatas moZemo definisati kao jednozakljuldni sistem G =

i
(Seq,{(A,A):Ae&Fo } s gdje je Seq Descartes—ov stepen

”,2(“01‘) sk upa S‘v’ih :C‘ij (—F\OI‘) na.d c],rupom formula i ;R_

stan skup otvorenih pravila. U

e3i ¥ i A , redom, nazivaii aniecedentom i konekventom se-
-

3
vventa Ul | Radun sekvenata G je gencenizacija sistenma 1zv¢;z—

@enja S = (For, iax, R”) ako

Ko

l'—c,— VAN akko |5 f(T A ) za neku funkeiju
f : Seg-— For.

Upravo navedena definicija gencenizacije moZda bth

e wwa'fmw«"l‘ﬂmww&M«
Qe

- v

odstupa od onoga 3to se najtesSdée u literaturi podrazumijeva pM?

£
Fenceni%acijom, narolito ako se imaju u vidu poznati raluni s&z 1

[4a)

kvenata kod kojih je jedna od naivainijih Zinjenica teorema o '

.

eiminaciji pravila sjefenja (Hauptsatz). Stoga cemo takve ge-

ncenizacije zvati Jos 1 pravim gencenizacijama.

1.4, Heyting—ov ralun iskaza i1 neka njegova prosSire-
nja. Vrlo Zesto se u literaturi neopravdano ne naglaSava razlik

izmedu konstruktivizma i intuicionizma, te logike intuicionizmi

i Heyting—ove logike, Intuicionizem koji polinje radovima Bro-

wver-a (v. L. E. J. Brouwer (1907,1913), A. Heyting (1956), I.

1I. Bocheriski (1961)) predstavlja tek jednu moguénost za kon-
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-uktivno zasnivanje matematike, jer s druge strane imamo i

y znalajnu struju konstruktivizma $kole Markova (v. A. A.

1968, 1970, 1972))

koja dopusSta izvjesne

-ov (1956, 1962,

nedopustive princive (npr. princip larkova

dcionisticki

A

princip konsitruktivnog izbora).

leyting-ova logika (v.

;ing (1930, 1959), P. S.

Novikov (1977), D. li.

Gebbay (1981)),

pokugaj

.zviesnog stanovis

formalnog

opisa dijela intuicionistilke logike, je,

ta, njena zadovoljavajuda aproksimacija.

;0 je opet samo jedna od mogudénosti za logiku konstruktivne

vakakxo treba tra-

matike., Znafajne 1 zanimljive alternative s

. B. Curry
T . Ume"‘

(1981)), -

i medu podsistemima Heyting—ove logike (v.

3}, K. Segerberg (1968)), njenim prodirenjima (v.

(1959,

.Ogikama larkova (A. A. Markov (1950)),

1959a), S. GOrnemann (1971), D. il. Gatbay

Vorobjova (v. M. N.

bjov (1952, 1964)), lielson-a (v. D. Helson (1949, 1959)),

avskog (ve.e I. D. Zaslavski (1978)) itd.

Od interesa Jje naravno i ragmetranje konstruktivno

ih logic¢kih zakona i sistema, njihovin mogudih kla-

stiv

a

kacija i medusobnih odnosa, u vezi sa eksplicitno de-

3 g

saninm vrincipima konstruktivizma. .

Ti venko (1928)),

A T
Ho 1‘ .

orova (v.

7)), da

)}, XKolmo

. Johansson (193

(19)4)),

Dgoro

~ & <1 -~ f
aSKOWSKOEL (Ve .

o

111 detaljno razra
4)), Gentzen-a (v. I.
i (1938)),

'« Beth (1959)), Dragalina (v. 4. G. Dragelin (1979))

ars} Vripke-a (v. S. Kripke (1965)), Beth-a (v.

(]

1
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in., Osnovni zadatak bio je aksiomatizovanje sisteﬁ
iskaza u kojem klasilno vazZedéi zakon iskljulenja tredeg (tew%

s -

non datur) ne i bio dopustiv. Kasnija istraZivanja proulrepkg

Feyting-ovog raluna pokazuju da takvih sistema ima besk onacnof

mnogo, ali da medu njima Heyting-ov sistem ima izuzetan znaé%?‘

a
r

Aksiomatizeacija Heyting-ove logike iskaza Hilbert<f

~-ovog tipa nad skupom iskaznih Fformula gradeninh unarnim veznid

kom i dbinarnim —=>, A i V, u oznaci H, koju navodiﬁ%

ovdje sa (mp) kao jedinim pravilom izvodenja, Jje data kod i

Kleene-a (v. S. C. XKleene (1952)): %é
(i1) a-—>(B—>4)
(12)  (A=(B=C))—>((a—~B)—= (4—C))
(c3) &—>(B—>4AB)
(c4) AAB—>4
(c5) AAB—B i
(a6) A—rAV3B ",
(a7) B—AVB -

(a8) (A—C)—>((B—>C)—(4N B—C))
(n9) (4a—=3B)—((4->11B)—>")

(n10) "W—>(A—3)

C.J.

Podsjetimo se da smo navedeni sistem &

razmatrali (For, {(il),(iZ)}, (mp) ) govoredi o jednom repro--
duktivnom metasistemu izvodenja. Kao vaZna Cinjenica o sistemu

H koja neposredno slijedi iz pomenutih razmatranja Jje 1 teore-

ma dedukcije. Za navedenu aksiomatizaciju se moZe pokazati da

elimidno ved

ra
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separavilna (v. A. Horn (1962)), tj. da se

, icd-, icn-, idn-) (odnosno —>-( =, N -, =,V -, —, 1 -,

NN -,

:stl primjenom pravi 1 iz i-(ic—~, id-
ti primjenom pravila (m iz i-(dic id—,

= A,71 -, —&,V, 1 -))teoreme sistema H mogu

in-, icd-, icn-,

-)aksioma. Stoga ¢emo sa iH, icH, itd. oznalavati, redom,
seme (Por_,,{(il),(i2)}, (mp) ), (For_.,,,\ ,{(i1),(i2),(c3),

,1(05)}1 (np) ), itd.

Gencenizacije Heyting-ovog racuna iskaza, u oznaci
podrazumi jeva rafun sekvenata (Seq,{ P,P):E’GIC(JPL}, ),

» se skup pravila izvodenja R sastoji iz

strukturnih pravila izvodéenja:

k)
Y

rasN-A

TH-ALBA

(LPp) (RT)
T BA ni-A - TIFABA/
ria A _ TWFQ;AA
(LC) RC)
ral—a kA A (
T “"A (T ~k~“v) v “—‘A {2 )
Tal-A WAL
TiFA A A0IFA oL
c sielen’
TOtAA (C) (sjefenge)

1 logickih pravila izvodenia:

CalkA

FanBiFA

(LAY

Frzi-A

TLaABIFA

(LA)
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Fi-AA Ti-AB

(RA)

TAAAB | |

Ual-A UsiFA (LY)

TAVBI-A

Fi-AaN 3 THAAYSB
ol SE-111 o S Calts (R>) |
Fa-=30kA , T la—>3
Cha (o) Lol r) -
L P ' rli-a

Navedeni sistemn Gste neznatno razlikuje od origing
lhog Gentzen-ovog sistema (v. M. E. Szabo (ed.) (1969)), ali%?
zadrZava njegovo bitno svojstvo (v. T. Umezawa (1959), M. E. :
Szabo (1978)) da Jje svaki sekvent dokaziv u sistemu GH dokazif

i bez upotrebe pravila sjelenja (teorema o eliminaciji pravila

sjeenja) (tj. radi se o pravo]j gencenizaciji sistema H!), &to!
ima za posljedicu teoremu interpolacije, separabilnost,

¢ivost, svojstvo podformulnosti itd.

odlu—é'

Dodajuc¢i Feirce-ov zakon ({(A->B)—=A)—>A u svojstv

(shema)sksiome sistemu H dobijamo separabilnu zksiomatizaciju

klasiénog raluna iskaza, u oznaci C, (v. H. B. Curry (1963) -

- “"Teorema Tarski-Bernays-a", T. Hosoi (1966, 1966a)}) svakako
najvise prouden logicki sistem. DopusStajudi u konsekventu pra-

vila

(R—») (sljedstveno i pravila (R71)) vide od jedne formulé

3

g e, YRS
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ija se prava gencenizacija klasicnog raluna iskaza (v. M.

szabo (ed.)(1969), G. Takeuti (1975)).

Poznate nam formulacije klasidnog raduna iskaza
jednozakljuénog sistema prirodne dedukcije (v. D. Prawitsz
55, 1971), M. BE. Szabo (ed.) (1969)), prije svega, nisu se-
abilne. S druge strane, jedga geparabilna formulacija, da-

a4 radu E. G. K. Lépez-Escobar-a (1982), nam vi3e ne pruZa
iénosti da dokaZemo jedno tvrdenje, tako znalajno za razma-
1ja sistema prirodnih dedukcija sa stanovisSta teorije do-
i, kao Sto je teorema o normalizaciji izvodenja. Sve to

jda zato 3to, kada se radi o klasinoj logici, radi se za-
ro 0 jednoj sudtinski visSezakljuénoj logici. Jedna od nje-

moguéih formulacija, u oznaci NC, je i slijededa:

L (u)
A
[]
2] (u—>) A CA—B (e —)
T Aa—>B 3
B
C (u) [ 4 L4 (o)

T4 U




A B (uA) " AAB " AAB

, (e/\)
TAAB TA B i
b4] [as]

TA B AANB iy U :
TAVE * “Tavs (2V) r (N
uz dogovor da demo sa A oznacavati skup formula Y'U{Aﬁ
jednollane skupove identifikovati sa njihovim elementima, a E
na mjesto praznog skupa (ili konstante za apsurd) ostavljati yﬁ
prazan prostor.

Radi lakSeg Citanja teksta, kod opdte definicije
sistema izvodenja zaobidena je mogudénost da nam se kao pretpo- é
stavke kod nekog pravila izvodenja pojave skupovi formula, :
kao 3to je to sludaj sa nasSim sistemom NC, Stoga, bi trebalo im%
u vidu da se svaki neprazan skup | moZe interpretirati kao dismﬂ

V2 -~
U svojih formula, a sama Zinjenica dz se iz skupova (. ,..., T

1
moZe izvesti 13, imala bi za posledicu da se u datom sistemu |
moZe dokazati da, ako je ze svaki i (L<¢ig n) \”‘iﬂr # ﬁ,
onda b+ A. ovakvo shvatanje dedukcije bi nam opravdavala

formula
(AN B—=C)e>{A—C)A (B—C)
dokaziva u Heyting-ovom racunu iskaza,

Tako bi se, na primjer, pravilo (e\/) moglo



terpretirati kao
v v v v v ht
((AVB) VA)YA((AVA )= T)A((BVA )»>V )— [T

iz Cinjenice da se iz AB i C moZe izvesti D, slijedilo bi

je ACH D i BC |— D.

Ipak, za prirodniju i Jjednostavniju alternativu, u
ym trenutku, a za koju se na ovom mjestu i odlulujemo, <&ini

1 se ogranidenje da nam sva izvodenja u nasim sistemima pri-

inih dedukcija, pa i1 sistemu NC, polinju jednollanim skupo-

1a, tJ. formulama. Drugim rijec¢ima, svako. drvo izvodenja za
-vje maksimalne elemente ima jednollane skupove, pa izvodenje
hipoteza poimamo na uobidajemi malin, a samu éinji?icg,da
{u NC) iz T moZe izvesti /A interpretiramo kao = A ,

Vol
je nam i oznadava konjunkciju formula iz r s & za r =;5

6:=—r i 5,=_L za Z§=}5.

Sve formule (1li skupove formula ) Sto se pejavlju—
iznad crte datog pravila, a nisu u zagradi, nazivamo pre-—

sama tog pravila, a one ispod crte nazivamo zakljulkom.

Premise (4 i U u pravilima (e->), (e") i

V) nazivamo malim premisama. Sve ostale premise su velike

'mise,

Formule A, A—=B, 1A, AANB 1 AN B nagzivamo

vnim formulama pravila (u), (u,e—>), (u,e 1), (u,eA) i

eY), redom.

Pravila (u), (u—=>), (u1), (uA) 1 (uV) nazivamo
ravilima, a pravila (e—), (e1), (eA) i (eV) e-pravi-

Ao

—
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Heyting-ova logika iskaza se odavde moZe dobiti kaé
jednozakljuéni sistem prirodne dedukcije, dakle, kao sistem 1
za koji je zadovoljen uslov da su skupovi T i A kxod svih ;
pravila prazni, izuzev kod pravila (eVN), gdje-je 7 ne

viSe nekgo jednollan skup.

Da bi se pokazalo da Je data formulacija klasiénogf
raduna iskaza separabilna, dovoljno je pokazati da se samo
uz upotrebu pravila (u), (u—>) i (e —) moZe izvesti Peirce— |

-ov za2kon, Sto nam garantuje slijededi dokéz

ral (1)

() a2
(u—)(1) —Ka=By=al=r
AA—B A(A—B) —A

N »
-3 (2
(aop)—m—a . 2@

(e—)

Primijetimo da nam u-pravila imaju osobinu podformw§

inosti, tj. da su sve formule koje se pojavlijuju iznad crte neé

o

kog pravila, podformule formula koje se pojavlijuju u zakljulku

e

E

R

tog pravila.

Pod segmentom duZine n (v. D, Prawitz (1965)) izv@

x € Der(NC) podragzumijevamo niz istih skupova rl,..., M

se uzastopno pojavljuju Jjedan ispod drugog u izvodenju x 1

koji

zadovoljavaju uslove:

(i) Fi nije zakljufak pravila (eV); ;
(1i) ri » 2a 1i<n , je mala premisa pravila (e\/)é
(iii) V% nije mala premisa pravila (eV).

Segment Jje maksimalan ako polinje skupom koji je

zakljudak nekog u-pravila, a zavrSava skupom koji je velika

premisa nekog e-pravila, sa istom glavnom formulom u ‘oba sluéa@
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Teorema 3. (Princip inverzije) Ako se prema
om izvodenju x e Der(NC) moZe zakljuliti da se u sistemu
iz Aqse..,A, moZe izvestl A , onda postoji izvodenje
Der(NC) prema kojem se to isto moZe zakljuliti, a u kojem,
zev u maksimalnim segmentima duZine veée od 1, ne postoji

mula ko ja se pojavijuje kao glavna formula nekog u—-pravila

ao glavna formula velike premise nekog e-pravila.

D o k a z. Dovoljno Jje pokazati kako se svaki dokaz
ojem se neka formula pojavljuje u zakljucku nekog u-—-pravila
velikoj premisi nekog e-pravila i to oba puta kao glavna
nulav(izuzimajuéi, naravno, maksimalne segmente duZine vedle

1), moZe prevesti u dokaz bez takve formule.

Dokaz izvodimo indukcijom po broju pojavljivanja

=

re formule A u datom.lzvodenju.

Baza indukcije - prije svega, Jjasno Jje, da ako se
i o upotrebi pravila (u), onda se takvo izvodenje moZe za-

:niti drugim na nadin kako se to ovdje &ini:

jie B—C:
r
TB=C T
rG zeml jeniti sa rc
& TAN



B 1B r
: r zamijeniti sa

A je BAC: -

r
CBAC _ zamijeniti sa -—E—-—--—-
"B UB
A | A
A je BVYC: - : o
1
r () T cl -
TBVC A A zami jeniti sa B
= A

ra

Ako Jer posmatrana formula A glavna formula nekog:g

od pravila za uvodenje logickih veznika, onda:

za A =B—>C:

(8l
rc -
C
LB [3>C zamjenjujemo sa -
t'C , A




A = T[B:
(5] -
B
=
B B zamjenjujemo sa C
- A
JAN
A = BAC:
B e
I' B
TBAC zamjenjujemo sa
B A
D
A = BVC(C:
5 {r 8] rc]
— B
V¢ 1 r zamjenjujemo sa
.| . , M
A A

Indukcijski korak - ako se formula A

s Onda za

B=C
_
M"'B—>C
' B—~cC
e
A

zamjenjujemo sa

uvodi pravilgm

[ed]

V C

i C

-
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A= T1B
rl
T'1B r
B ! zamjenjujemo sa 13
v A
AN
A = BAC
r\ r\
T'BAC . . U'B
zamjenjujemo sa
TBAC B
B N
A
A = BYC
rl
rBVe lrs] [tcl -
TBVC | N 0
"B
il zamjenjujemo sa
A B
n
D
inace, ako je:
A = B—=>C
__ (sl _
_Yc B
_UB=>0C rr'c
“ zamjenjujemo sa
rc
i faN
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1B slidno kao u prethodnom slulaju,

BAC
U'B r'c _ U's
]
L BAC zamjenjujemo sa v B
UBAC
TB - A
JAN
BVC
3
3V C Ir 5] lrcl U'B
3V C 3 ﬂ zamjenjujemo sa __U B
a r

3

Za primjenu pravila (eY) kaZemo da je suvi3na

kom izvod&enju, ako se neka od malih premisa ne nalazi ispod

:pos%avke koja je zatvorena (tj. u zagradi).

Pod normalnim izvodenjem podrazumijevamo izvodenje

ne sadrZi nijedan maksimalni segment, nijednu suvisnu pri-
u pravila (eV) i nijednu formulu koja se .pojavljuje kao gla-—

formula nekog u-pravila i1 kao glavna formula velike premise

g e—-pravila,

Te orema 4. {(Teorema o normalizaciji izvode-

)}  Akxo postoji izvodenje x € Der(NC) prema kojem moZemo




%8

i

zakljuditi da iz Ag,...,A; slijedi A u NC, onda postoji |
normalno izvodenje x°€ Der(NC) prema kojem takode iz

Al, L ,An S]_i jedi A [ ;

Do k 2 z. Dokaz izvodimo slidno kao 3Zto je teoréé
\ma o0 normalizaciji izvodenja dokazana za Heyting-ovu i mini;i
malnu logiku (v. D. Prawitz (1965)), %to je, u krajnjoj 1inﬂ;:
i u jednom i u drugom sluéaju, kopija dokaza teoreme o elimﬁ;
naciji sjedenja za gencenizaciju odgovarajubeg sistema (v. ;f
J. Zucker (1974), G. Pottinger (1977)), dvostrukom indukeijo

po sloZenosti i duZini maksimalnih segmenata u datom izvodeny

SloZenost segmenta je zbir sloZenosti svih formula skupa koﬁ{

se pojavljuje u segmentu uvedlan za k-1, gdje je k kardinaln&?

tog skupa, a duZina segmenta je broj skupova koji se pojavlj&?
g:

ju u segmentu.

Neka je a = max{/sx/}, gdje je s, proizvoljan £
ksimalni segment nekog izvodenja x , a /Sx/ njegova sloéen@
(a = 0O, ako nema maksimalnog segmenta) i b zbir duZina mdé
‘;alnih segmenata u X sloZenosti a. Neka je s maksimalnif
segment sldéenosti 2 u izvodenju =x takav da u x 1iznad |
njega nema drugih maksimalnih segmenata i nema maksimalnih 8& 
gmenata sloZenosti a koji su iznad ili sadrZe neki skup k
formula nivoa na kojem se pojavljuje posljednji skup segmentaé
s. Ne umanjujuéi opStost, imajuéi u vidu princip inverzije, t
moZemo pretpostaviti da u izvodenju x, sem u maksimalnim se—%
gmentima dugine vele od 1, nema formula koje se pojavljuju |
kao glavne formule nekog u-pravila i velike premise nekog e- !

~pravila. Tako se, ako Je " skup formula koji se pojavijuje
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s, @ kako je b>1 , u opsStem slilaju, izvodenje:

0, M, n,
A AN B r . v
r 4
A
e transformisati u izvodenje: -0
N, 15
ﬂl T ﬂ4 r ﬂ4
AAVB I\ N\
AN

> ge, dalje, prema indukcijsko] hipotezi transformisSe u

nalno izvodenje[‘*

Primijetimo da nam ogranicenje na izvod&enja
jednodlanim skupovima (i eventualno praznim, kada
zan skup interpretiramo kao konstantu apsurda) daje normalna
>denja u smislu definicije Prawitz-a normalnog izvodenja
”

2)yting~-ovo] logici iskaza, odnosno minimadnoj logici (v.

rawitz (1965)).

Ne zadrZzavajué¢i se na detaljima koji se tidu stru-

‘e normalnih dokaza u sistemu NC, a koji su analogni onima
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koji se odnose na formulaciju Heyting-ovog raduna (v. D.
Prawitz (1965, 1971)), ukazademo jo3Z na neke neposredne po-fé

sledice gornjih tvré&enja.

Posleddic a. (Princip podformulnosti) Ako pm;
stoji izvodenje xe€ Der(NC) prema koaem - slijedi iz 1
Ays..-,A , onda postoji izvodenje x” € Der(NC) prema kojem;;
takode, [ slijedi iz Ays-..,A  sa osobinom da je svaka
formula koja se pojavljuje u izvodenju x° podformula neke

formule iz | ili formula skupa {Al,...,An}.

Dokaz. Za x° Jje dovoljno uzeti normalno izwe.

denje prema kojem iz Ay,...,A  slijedi I ‘4 {?f

Posledica., Sistem NC Jje separabilan.

Ova ¢injenica sada neposredno slijedi iz principa

SRS S SR SOV P L

podformulnosti, za razliku od njenog prvog navodenja, kada
smo to mogli zakljuliti dokazav8i Peirce-ov zakon u sistemu

NC i imajuéi u vidu poznatu Tarski-Bernays-ovu teoremu.

Kao poslédica ovakve formulacije klasicnog racuna
iskaza, mogab bi se dobiti i jedan konstruktivan dokaz teore-

ma interpolacije.

Iz navedenog sistema  se izvjesnim ogranidenjima kol
se odnose na kardinalnost skupova koji se pojavljuju u praviU
ma 11i tip formula koje Cine te skupove, kao Sto smo vidjelij

kao Zto demo tek vidjetl, dobijaju formulacije Heyting-ovog T



41

a iskaza i logike slabog zakona iskljulenja treleg, zadria-

uéi sve bitne osobine sistema NC.

U skladu sa najSire prihvadenom terminologijom (za-
noevropski, americki, japanski, poljski autori), progirenja

ing—ove logike demo nazivatli intermedijalnim logiCkim siste-
g 4

a, mada se sam epitet "intermedlijalni" moZe odnositi na bilo

i logicCki sistem koji se, u odnosu na dato uredenje, nalazi

3
&
-
c
I

edu neka dva logilka sistema. (Uredenje koje demo u ovo

u podrazunijevati je relacija Inkluzlje medu skupovima te=-

e

ma posmatranih logickih sistema, a granicini sistemi su Hey-
g-ov ralun iskaza H i klasiCan raCun iskaza C.) Epitet "su-
konstruktivni" ili "superintulcionistilki" (sovjetski autori)
bi bio adekvatan zbog toga $to bi, kako smo veé pomenuli,.
valo prayiti razliku izmedu "konstruktivan", "intuicioni-

gki" i "hejitingovski!", a ovd]je se zapravo radl o superhejti-

vskim 1ili o dijelu predklasicénih logilkih sistena.

Intermedijalni logickil sistem koji se dobvija doda-—

(¥ S

jem niza formula (A.) . sistemu H u svojstvu shema aksi-
i/1€ign

oznatavademo sa H + A + ... + A .

]

Prva pitanja i prvi rezultati u vezi sa interme-

O]

alnim logikama potidu od G3del-a (v. K. GO8del (1932)), a pi-

rske pokulzje u ovoj ohlastli <ine svakako rzdovi Umezawa-e

T. Umezawa (1959, 1959a)), Dummett-a {(v. . Dummett (195%)),

[

osoi (1967, 1969)), Jankova (v. V. A. Jankov

3 m T
Oi-a (v. 7, E

o

Ovom prilikom bi *rebalo pomenuti 1 jedan sasvim

3

ih sistensa,

s
ct
™
'_l-
¢
[
¥

gafiji tip prosirenja sistemsa H, 1 uopste log
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1 to dodevanjem infinitarnih veznika. Pos8to takva proéirenjal
nisu trivijalna, u smislu da se pri istim ne moraju odluvati '
sva bitma svojstva polaznog sistema (npr. uz prisustve prebﬂ,
jive konjunkcije se moZe definisati konstanta apsurda kao kﬁ;
nkeija svih formula, pa preko nje i negacija), istraéivanjafi

infinitarnih intermedijalnih sistema ne bi bila neplodna.

Medu najdetaljnije izulavane intermedijalne logike|
vored sistema H 1 C, spadaju prosSirenja Heyting-ove logike ai
omama:

T4aV 1A (logika slabog zakona iskljuéenjé treé@;
~ u oznaci KC, o kojoj éemo vise govoriﬁ;
! u treéoj glavi) o

(A—>B)V (B—>4)  (Dummett—ov sistem LC, v. M. Dummett (14
" T. Umezawa (1959), R. A. Bull (1962,14

I. Thomas (1962), T. Hosoi (1966b, 196}

1967b), J. . Dunn, R. K. Meyer (1971),

V. I. Homi& (1976, 1979), L. L. Maksi-|

mova (1972, 1977, 1979), S. Zachorowsk

(1978}, Eo G. K. Lépez~-Escobar (1982))§

A1=(<Bo—§Ao)”’Bo)_*Bo

A =((Bﬁé>an)»»3n)-+ﬁn (n21) (v. S. Nagata (1965), V. I.

1
Homi& (1976), T. Hosoi (1967, 1967b))
(TA=>BVC)—= (1 A=3B)V (14->C) (v. G. Kreisel, H. Putnam (1%
‘ D. M. Gabbay (1970, 1971), R. E. Kirk |
(1982)) ‘

A=>{A—=>3Y 71 B) (v. L. L. HMaksimova (1977, 1979), S. Za-
chorowski (1978), V. A. Jankov (1963))

(A—B)V (B—A) (v.e L. L. Maksimova (1977, 1979), S. Za~
AV (A—=>BVT1B) chorowski (1978})
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[ (L->BNVTB) (v. L. L. Maksimova (1977, |
—»>3B)V (B—=4) V(4 €>1B) 1979), S. Zachorovski 7
(1978))

1.5, Elementi teorije Xripke—ovih modela. Uobildaje-

semantilka razmatranja koja se odnose na intermedi jalne lo-

> su najcesdée vezana za Kripke-ove modele ovih logika, ili, f

-

Lgebarskom kontekstu, za klase odgovarajuléih Heyting-ovinh

%)

2ori. mlementi {eorije modela, koje navodimo u onoj mjeri
»joJ nam je to potrebno za dokaze pojedinih tvrdenja iz na-
1e glave, te razumijevanje navoda o potpuncsti pojiedinih si-
12 u odnosu na ddreﬁene klzse modela, dati su slicéno kao kod
.rberg-a (1968), Pitting-a (1969), Cabbay-a (1981) ili

mburg-a (1932).

Ako je L intermedijalna logika, onda zz teoriju

A) katemo da je L-zasidlena ako:
(1) ako f'Fz—A, onda Ael

(2} (T ,A) je }—i-~neprotivr'eéna teorijas

~

—
et
e
=t
’.J
e
M
.—1
N
i)
]
A\'4
[l

Aler i

Uslov (3) je ekvivalentan uslovu:
avoel avko A€l 111 el ,
se obilno navodi u ovalkvinm definicijama, jer:

ako AV ... Vi, el , onda (V... vVa,—»B)—>3el |, t3.
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2N (A14>B)—*236{_ , za proizvoljnu formulu Bj
1<€ign

ako {(A=C)—>((B—>C)—C)€l (sludaj n=2 uslova 6&
onda (A>4VB)=>((B—aVB)—>avVvB)el | t35. svpel, “

Iskazna Kripke-ova struktura je uredena Setvorka .|

Z: (S,R,O,D), gdje je N , i

(1) (S,R,0) parcijalno ureéen sistem sa najmanji&?

elementom o 1 parcijelnim uredenjem R, tzv, okvir Kripke-ow
ity §

strukture (ili Kripke-ov okvir);

(2) D: sX(prnurc)—{0,1} +tako da iz xRy i

D(x,P) = 1 slijedi D{y,P) = 1.

tko je S konacdan skup, kaZemo da su odgovarajul

Kripke-ova strukitura i Kripke-ov okvir konaclni.

Napomena: nije neophodno da okvir Kripke-—ove strmf

kture ima najmanji element.

Vrijednost formule A u talki x€ S , u oznaci vx(AL‘

definifemo indukcijom po slozZenosti formule A:

P

(1) axo A € PLUPC, onda VX(A) = D(x,4);
(2) VX(A/\B) = 1 akko v,(a) =11 v (B) =13

(3) VX(A\/B) = 1 akko v (4a) =1 ili v_(B) = 1;

it

(4) v, (A=)

(5) v .(714A) =1 akko ,(\fy)(ny=?vy(A)#l)-

Formula A Jje zadovoljena u iskaznpj Kripke-ovo] -

strukturi 2 ako je vgo(4a) = 1.

Lema 12. Ako vy(A) = 1 i xRy, onda vy(A) = 1,

1 wm(Vﬁ&w&%MFMQGBHQ

<
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D o k a z. Indukcijom po sloZenosti formule A. Ako
A=P, onda iz vX(P)zD(X,P)zl i xRy, po definiciji slijedi
P)=D(y,P)=1. Ako je A=BAC (A=BVC(C), onda iz vX(A)zl i xRy
jefiniciji imamo vX(B)=1 i (ili) VX(C):l, odakle je po indu-
jskoj hipotezi vy(B)zl i (il1i) vy(C)zl, ti. vy(A)zl. Za
—-C, odnosno A="1B, tvrdenje slijedi takode neposredno pre-

jefiniciji vrijednosti formule u taéki.°{
Posledic a. ko je v (A)=l, onda (V x)(v (4)=1).

Iskazna Kripke-ova struktura X je model za logiku
to je svaka teorema logike L (tj. svaka formula dokaziva u L)

yvoljena u Z.

Za logiku L kazZemo da Jje potpunsa u odnosu na klasu

Kripke-—ovih okvira ako:

formula A je dokaziva u logici L akko A je zadovo-
1a u svakoj iskaznoj Kripke-ovoi strukturi 2= (S,R,0,D)

oju je okvir (S,R,0) iz klase .

—

Neka je L intermedijalna logika 1 Sy, kKlasa evih

tsiéenih teorija. Ako Je
(1) (V,A)RL(H,A) akko(def.) cfl ;

(2) DL((F,A),P):_:L akko{def.) Pe U ,

su (V,A) 4 (N,A) teorije, onda (Sq,,R7,,Dy) naziveno

nskom strukturom za logiku L.

L e ma 13. Ako je L intermedijalna logika, onda

aksimalno }g‘-meprotivrjeéno prodirenie ({7 ,A) neke teori-



4@;

Dokeaaze (1) Iz |54, slijedi A€l , jer inagy|
(VY ,A) ne bi bilo maksimalno FE--neprotivrjeéno proéirenjg‘

(2) (T ,B5) je po pretpostaveci }—E-«neprotivrjeé@;
teorija. 1

(3) Ako 4,€F  ili ... 31i & €[, onda je jasno|
daréﬁﬁ(Ai~”B)—+B, za svaku formulu B. Obrnuto: neka je. » 
/)(\(Ai—-’B)-»Ber , Alér yeee 1 Ar#r. Tada, posto je (§ ,A)l‘
maksimalno }i-—neprotivrjeéna teorija f}Ai fi'B (1éi<n),1 
odnosno, po teoremi dedukcije - }E-Ai—>B (1€i¢n), t3. fJ
U [ (M (4;~>B)->B) 3B, odakle je [}x B. Drugim rijedima, (r‘,é
ne bi mogla biti kf -neprotivr jeéna teorija, Sto je suprotﬁi,

pretpostavci. Prema tome Ale(- ili ... ild Anﬁ(‘ -

Kako prema Lindenbaum-ovo] lemi za svaku %Tr-nem
tivrjeénu teoriju postoji maksimalno PE--neprotivrjeéno pro-.t

Eirenje, to prema upravo dokazanoj lemi:

za svaku fz——neprotivrjeénu teoriju postoji pro— 

X

iirenje do L-zasidene teorije.

¢

, L ema l4. Ako je (T ,A) L-zasidena teorija i ;
rf;éB~+C, onda postoji L—zasidena teorija (T 7y A") takva da.
je Tu{BlC " 1 cel’. |

Dok az. (FTu{st,{c}) je PE——neprotivrjeéna teoﬂ

. I
jer bi, inace, f}B}i—C, tj., prema teoremi dedukc1ge,mr'kgﬁ%
Sto protivrjeci pretpostavci. Prema gornjem tvrdenju, postoji?

proSirenje teorije (TWJ{B},{C}) do I—zasidene teorije:ﬂ

L eme=a 15. Za svaku formulu A i svaku L-zasicer
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[‘iju (r )A)

A _— 1 3 ] <
v(r.’A_)(A) = 1 u kanonskoj strukturi (UL,RL,DL) za

srmedi jalnu logiku L akko 4 € .

D o k a z. Indukcijom po izgradenosti formule A. AkO
1 € PLUFC, onda v(r,A)(A) =1 = DL((F,A),A) akko (def.)
. iko je A = B>C€&V , onda iz Be( , zbog zasidenosti,
jedi C€V , tj., po indukcijskoj hirpotezi, iz VT LA )(B) =1
jedi v (C) = 1. Odavde, za svako L-zasideno pro&irenje

(FC,A)
'y A7) teorije (V ,A), imamo da iz Vir - /\')(B) = 1 slijedi
¥ L2

",ﬂs')(c) = 1, Sto, po defl?lClJl, znadi V(T",Zk')<A) = 1.
1uto: neka .A%r", tj. f_tha Tada postoji L-zasidena teori-
(F’, A°) takva da je [U{BJCT” i ce A
:ma prethodnoj lemi). Po indukcijskoj hipotezi je
",A’)(B) =1 i V(r"A')(C) i—él, Ta Je 1 V(rr’AI)(A) #
, 31i¢no se razmatra i slucdaj A =71 B. Ako Jje A = BAC, onda
U akko {def.) Bel icer
A = BVC, onda A€V  akko 2za svaku formulu D,
D)} >((C—=>D)—D)E . , t3. el 111 ce U , odnosno prema indu-

iskoj hipotezi Vo ZS)(B) =1 ili Vi Z&‘<C) = 1.’*
b S b4 J

Na metanivou ¢emo pod uslovom za Kripke-ov okvir

1,0) podrazumijevati vilo koju recenicu (tj. zatvorenu fo-

.u kvantifikatoruskog racduna) koja se odnosi na uredenje R

g okvira.

Za uslov (u) kaZemo da je apsolutan sko za svaki
:ijalno ureden sistem (3S,R,0) kojil zadovoljeva uslov

;031 konadan skup Q takav da ze svekl skup 57 za koji jJe
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Q& S5°€ S, parcijalno ureden sistem (S',R/S’,o) takode zadovos|

1java uslov (u). (R/ je restrikcija relacije R na S7.)
SI

Teoremsa 5. (v. Da . Gabbay (1981)) Heka Je
lntermadxgalﬁa logika L Dotpuna u odnosu na klasu svih Xr 1mm 
-ovih okvira koji zadovoljavaju neki apsolutan uslov (u). mﬁg‘
je L potpuna i u odnosu na klasu svih konaénih Kripke-ovih l

okvira koji zadovoljavaju uslov (u).

D ok a z. Pretpostavimo da A Konstruisaéem;
konacnu Kripke-ovu strukturu (S,R,O,D)vkoja zadovoljava uslﬁé
(u) 1 u kojoj je VO(A) # 1. Neka je (S',R’,da,D') strukturak%
zadovoljava uslov (u) u kojoj je vo,(A) # 1. Skup S definié@{

kao L}Sn, gdje Jje familija S, podskupova od §° definisana

rekurzivno:

5o = S5U{0"}
gdje je SéQ;S' skup koji osigurava apsolutnost uslova (u).%
svaki xéSn i B = C—De€ sub(a), odnosne B =7IC esub(A),’ﬁr

da je vx(C) = vx(B) = 0, postojl ye€S° +takav da xRy,

v_(C) =1 i vy(D) = 0. Tada S_,, &ine elementi y izabrmé

na opisani nadin. Oveako definisan skup .S Jje konalan, jer za

X €S yesSn+1, u tacki y jedna viSe podformula od A po-

n 1
prima vrijednost 1, a po3to je samo konadan broj takvih, to ﬁ
za dovoljno veliki n, Sn:=7{' S druge strane, kako je (u) 1
apsolutan 1 SJE& S, to Kripke-ov okvir (S,R'/S,a’) zadovoljaﬂ

uslov (u).”{

Intermedijalna logika I ima svojstvo konalnog mo-
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dela ako uvijek kada EZZA postoji konadna iskazna Kripke-ova
struktura 2 +takva da je 2Z mnmodel za L i formula A nije zado-

voljena u Z .

Teorema koju ¢emo navesti bez dokaza je rezultat
Harrop-a (v. 2. Harrop (1958), C. G. lcKay (1968), D. M. Gabbay

(1981)).

~

T eorena 6. Ako intermedijelna logika L ima

svojstvo konaZnog modela, konalan broj shema zksioma i shema

pravila, onda je L odluciva.

Uz izvjesne argumente koji budu slijedili iz &isto
sintaksnih razmatranja, dokazujucéi separabilnost i odlulivost
pojedinin intermedijalnih logika, koristiéemo i tvrdenja nave-

dena u ovoj glavi.



Druga g 1l av a

2. LOGIXa H + (A>3) V(B-C)V(C—a)

2,1. Uvod. Do intermedijalne logike H +

a—~B}V(3—C) V(C—>4) , koju ¢éemo sada razmatrati,

~

prilikom rjesavanja problema datog u radu E. G. K Lépez-

cobar—-a (1982), a Ume—

a—e (1959).

eksp1101uno se pominje i u radu 7.
Nalme, pomenuti p*oblem se tice pitanja sepa-

ilnosti izvgesnog niza NLC (n 1) intermedijalnih logika,

z0ji se ispostavlja da sadrzZi samo tri razlilite logike i
= .
klasidan radun iskaza C, Dummett-ov sistem LC (v. M.

nett (1959)) i sistem E+(A—3)V (B=C)V(C—i). Tako se

se dola-

I problem svodl samo na pitanje
1—->B)V(B=>C)V{(C—4A) s obzirom
sparabilnosti logika C 1 LC (v.
>i (1966, 1966a, 1966bH, 1966¢c),
L.

Homié¢ (1976, 1979), Z. G. K.

vom mjestu demo pored rjeSenja
> uopstenie sa rjeSenjem
2.2, Sistemi KLIC 1 NI

jededin

) formule koje se

1 (a,=4,)—C,a—>CHC

1

sekxvenata (radi bolje pr

jelely! avlgugu u sekventu

separabilnosti sistema
na ved poznate rezultate
H. B, Curry (1963%), T.
1964),
~iscobar (1982)).

R. 4. 3ull (1962,
Lévpez

ovVOog PTro i nje-

blema dati

C_. Heke je C_ (n

" n 2> 1) niz

3

M

gledn u ovo] glavi

wati,

ks

azdvajatl zarezi-
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Co (hy~=>4,) =>C, (h,—>hy)—=>C}C
C3 | (AlﬂoAz)—aC,(Azﬂe’AB)—+C,(A3—»A1)_¢C}_C
Cn | (A]_-»Az)'—s'c’(‘ﬂ‘z_-’AB)—”Cy"0-1(An—'>ﬁl)"’c "‘C

Imajuéi u vidu da se ralun sekvenata moZ e shvatiti kao metar
Sun za relaciju izvodljivosti (dedukcije) odgovarajudeg sistd
ma prirodne dedukcije (v. D. Prawitz (1965)), sisteme priro®§
dedukeija NLC, 1 NLIG, (n2 1), koji su uvedeni kod LépeZ—ESQ‘
bar-a (1982), moZemo identifikovati sa radunima sekvenata kﬁ'

se dobijaju dodevanjem sekvenata Cn kzo azksioma gencenizacijx

ma Heyting-ovog rafCuna iskaza H i hjegovom implikativnom fra

-

gmentu iH, recdom.

L eme 1. Pravilo

", (A—=>B)—C kC
s (4=7D)—>C,(D—>B)—>C}-C

je dopustivo u sistemu iH + 02.

D ok a z. Dovoljno jJje pokazati da jJe
(A=>D)—C,(D—=>B) >C(A—=>3B)—>C
u iH + C,, tj.

(%) (A—>D)—C,(D—=B)—C,a—>B}|-C.

Xako u iH + C2 imamo
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(a—=>D)—C,(D—a)—>C}C ,
da bi dokazali (2) dovolino je pokazati da
(D—B)—C,s—>B}(D—>4a)—C,
je ekvivalentno sa
(D—=>B)—C,s—>B,D—i}|-C,

to svakako vazi Jer

D—>i,a—>3}D—>B.—

D ok a z, Indukcijom po n i korigéenjem leme l.*{

Lema 3. iH + C, = 1iH + C, (n>1).

Dok a z. Prema lemi 2 imamo 1iH + CZn

wto: Czn(AB/Al,A4/A2,...,Azn_l/Az) je ekvivalentno

Hd
O

s 1leddica, H+Cy = H+rCy, (n21).

~
P

-

Lema 4. Pravilo

", (4—B)—CtC
I, (a—=>D)—>C,(D—=>E)—C,(EB—3)—>ClC

opustivo u sistemu iH + 03.

je

W

Dok a z, Dovoljno Je pokeaezntl d

(a—D)—>C, (D—~E)—>3,(E—>8)>C}(i—>B)—>C

< iH + CZ'

sa 02.‘*
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u iH + 03, tie
( 3e3) (£=D)—C,(D—E)—>C,(£->8)—C,a—>3B}-C.

Kako Jje

(2=>D)—>C,(D—=>E)—=C,(E—>i)—C}C

eksioma za ifl + Cg, da bi pokdzali (#x) dovoljno je pokazati |

‘f\
ca

(E—B)—=C,a—>Bl(E—=4a)—cC,
(8=>B)—=C,A—>B,E->»i}-C ,

a—>B,E—4FE—>3, —

!

‘ 31T 8 ‘;
emza 5. 1iH + L,Zm_]_(_:_ iH + 03 (n21).
Dok a z. Indukcijom po n i koristedi-~lemu 4.

L ema 6. 1iH + Coppq = 1H + C3 (nz21).

jat

2n+1§ iH + 03.

dokaziv u logici iH sa sekventom

Dok az. Prema iemi 5, iH + C

[JEN
®

Chbrnuto: sekvent 03

(A1—+A2)~+C,(A2~»A3)~»C,(AB—»Al)_,C’(Aé_,Al)_,C&_C

kao dodatnom aksiomom. MNedutim, posljenji sekvent jJe ekvi-

‘falentan Sa 02n+1(ﬁ4/1\.2 ,I&S/Al, e s o ,zﬂizn/f“.z ,1&-21}‘?1/[{1) - Dakle 9

sekvent C. je dokaziv u svakom od sistema iH + C,_. .—%
3 2n+ 1

Posledic a. HrCy = H+Cop g (n21).

It ER
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e r i1 < iH .
Lema 7. iH + C3 ?=11 + 02
Dok a z. Neka je M= ({o,2,b,c,d}, <) parcijalno
ureden sistem -sa uredenjem da-—

tim slikom 1, Neka Jje -—

d 3 .
binarna operacija na {o,a,b,c,d}
b c definisana sa
a
0, ako y<£x
XY=
o) ¥y, inace.
Ako funkcija v uzima neke od
vrijednosti o, 2, b, c, & 2zZa
Slika 1.

svako iskazno slovo, i v(A—B) =
‘AY->v(B), onda se moZe pokazatl da ako je formula A dokaziva
H + C3, onda je za svaku funkciju v, v(4) = o {(indukcijom
luzini dokaza za A u iH + 03)' Medutim, za Y(A) = b, v(B) =

v(C) = a2 , imamo v{{((A—>B}—=>C)—> ({(B—4)—C))-=C)=ato.

[N

2.3. Fotpunost, sevarabilnost i odlulivost logike

s

Cge

Cznaimo sa 03 formulu

((ay=>8,) =C)=> (45> k5) —C) = ( ({455, ) >C)=>C)).

-

e orema 1, Sistem iH + c. Je potpun u odnosu

3
sve Kripke-ove okvire (S,R) kojli zadovoljavaju uslov

(%) (Yx,y,z,u€8)(uRx AuRy A uRz =>xRy V yRz V zRx) .

3

D0 k¥ a z. lije tesko provjeriti, indukcijom po du-

Yo
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2zini dokaza za A u iH + Czy da sako }EETZTT;;-A’ onda Je form&

A zadovoljena u svako] Xripke-ovo] strukturi koja zadovoljmaf
uslov ). Obrnuto: neka (¥ ,A) jedna iH + cz-zasicena teoj;
ja.. Dovoljno je pokazati da kanonska struktura za iH + CB zad
dovoljava uslov (¥). Pretpostavimo da su (f'i,lsi) iH + cs—z&’
sidene teorije takve da [ C r. (i = 1,2,3). Ako nije I‘lgr:
niti Fé €}r3 niti ré._ ri, onda postojé formule A4y, &,]
Ay tokve da A, er P Azefz- Ty 1 45€ U -\l. Medutin, |

gako CB(AZ/A39A3/A2)GY‘ s to jedna od formula Al—*As, A3~*% 

ili A,—>A, mora biti u I . Ako je Al—9A3ear', onda Al_»ABGYé
i A€ {,, 8to je u suprotnosti sa Cinjenicom da A G-Y—ﬁ \17>
Ako je A3—9A2<5(—, onda je As—*AZ eir' iaye 39 Sto proti-hg
vrjeli Cinjenici da jJe A2€5‘~2-('3. Ako Je A2—>A1€5S—, onda Rf

A% A 64_2, pa i Aléi‘hé, %to je u suprotnosti sz &injenicom |

2
da je A1€5(_ - o+ Dakle, kanonska struktura za logiku iH + %v

zadovoljava uslov (x).”1

T e orema 2. Sistem H + ¢z je potpun u odno-

su na sve Kripke-ove okvire (S,R) koji zadovoljavaju uslov (=)
Dok a 2. Isti kao dokaez prethodne teorems,'{

P osleddica. Sistem H + 03 je separabilan.

P osleddicae. H+ c3<: LC.

Dakle, niz NIC (n 1) sadrZi svega tri-razlicite

intermedi jalne logike: NLCq = C, NLC, = LC i “'03 = H + Cse

Imajud¢i u vidu da je uslov (%) apsolutan, prema
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remi 5 prethodne glave, imamo

T e orema 3. Sistem H + C3 je potpun u odnosu

sve. konafne Kripke-ove okvire koji zadovoljavaju uslov ().

Drugim rijecima, sistem H + C ima svojstvo kona-

a

modela, pa je prema teoremi Harrop-a (1958) (v. teorema

UL

srethodna glava):

T e orema 4., Sistem E + Cx je odlutiv.

2.4, Nezavisnost veznika logike H + c3. Kao Sto

vidjeli H + 03§ELC, a u Dummett—ovom sistemu LC svaki od
ika =, A, 71 je nezavisan od od ostala tri (v. T. Unme-—
. (1959)), pa je i u sistemu H + c5 svaki od“veznika >, N,

nezavigan od ostala tri veznika.

L ema 8. Veznik Y je nezavisan od ostala tri

ika u sistemu H + 03.

"Dok a z. Neka je "Wf: ({o,a,b,c,d,t},é) parci-

jalno ureden sistem sa uredenjem

A
U

datim slikom 2 i neka su -—=>, A,
Vi 71 operacije na {o,a,b,c,d,t}

definisane sa

t, ako x<vy

i

X=>y
¥, inace ,

inf(x,r), xVy = sup(x,y)

A

-

<
l

S1il . PPN . .
tike 2. 1x = x>0, Ako funkcljae v uzima
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vrijednosti o0,a,b,c,d,t za svako iskazno slovo, i ako je

v(A + B) = v(&) £ v(B) i v(1A4) = qv(a), gdje je +€{—, AY’;“

onda se, 1ndukc1wom po duZini dokaza za A u H + 03, moze pohﬁd
zatl da ako je Lo“mula A dokaziva u H + Czs onda je za sva kuf‘
funkeciju v, v(A) = t. Pretpostavimo da je formula AV B ekvlwi
lentna nekoj formull C u kojoj se ne pojavljuje dlsgun}'cvga,j
Ako svakom iskaznom slovu koje se pojavlijuje u formuli C prLi;
druZzimo neki element mreée'nf rezlic¢it od d , onda se, 1mmg
kcijom po sloZenosti /C/ formule C, moZe pokazati da je v(C)fi

# d. Medqutim, zz v(4) = b i v(3) = ¢, bide v(AV B) = 4. Pramkg

tome, ne nmozZe postojati formula ekvivalentna formuli AY 3B u

H + c3, u kojoj se ne pojavljuje simbol za disjunkciju.“ﬂ

2.5 Dva niza podsistema o0d LC. Neka su 2, i

(n>2),redom, formule

/AN ((Ai—»Aj)—bc)—-’:C | F

1<£1i,j<n
iA5T

o

- — /XN A.—A)—C)—C).
((ap Ay)—C) (l$i<j$n((l 3

-

Hije teg&ko vidjeti da H + a, = H + b2 = LC, H + %f

H+03,H+an+1C_IH+ ay (n22) i H+ by 1CH+b (n>2).

Lena 9.H+.an+1¢?:H+ a_ i H+‘bn+1%}{+h'

(n>2).

A\

D o k a z. Neka je ‘ﬂfﬂ (n+4)—-elementna mrea sa

parcijalnim uredenjem datim kao na slici 3. Ako je v oproizvlh

1jna funkcija koja svakom iskaznom slovu dodjeljuje neku od
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vrijednosti iz skupa {o,t,a,b,l,...,n}
definisana kao funkcija u dokazu
prethodne leme, onda se, indu-

keijom po duzini dokaza za formu—

n lu A u logici H + s s odnosno
n+1l
H + bn+1’ moZe pokazati da ako je
A teorema logike H + a’

n+1?
onda je v(A) = t. Dovoljno

odnosno

H + bn+1’

. . . l
je pokazati da iz A,
JH + bn+1

Slika 3. : slijedi v(A) = t, imajuéi u vidu

da je H + a cH + bn

n+1 = +1°

Najprije.&vkaZimo da ako Je

X~ goeasX iz elemena ‘“‘
1 X1 n nata mreze n

0 nije xisxj ni za koje 1i,j (1L<€i< jgn+l), onda je

. éxl,
Date pretpostavke nam pruZaju slijededée moguénosti:

1. svi elementi datog niza su medusobno neuporedivi,

je oligledno nemogude;

2. postoje 1, i J, (151 ,< joén-i—l) “takvi da

ixi , odnosno: 2.L1. Xj = 0y 2.2, X. = a4 4 2.3 X, = b 1ili
o) o Jo o)

Xio: t. Ako je 2.1l., onda je xjo< Xr1?

ci. Ako je 2.2., onda opet X5 & X (8to tekode moramo odba-
‘ o
) i1i Xn+1<:xjo? ti. X, 1< X. Ako Je 2.3., onda je Xid< Xy 1
i
le bi slijedilo 1 Xn+15;X1) ili xlsgxio (8to protivrjedi
postavei). Ako je 2.4., onda je svakako xq £X; 5to Jje,
o

§to je suprotno pretpo-

s suprotno pretpostavcei.

Dalkle, svaki nigz KqyeessX,, q Mreze Hln mora




zadovoljavatli neki od uslova xiszxj (1<3), za neke i 1 f

N R Xye

Znajuéi da se sve teoreme Heyting~ovog raluna iska,

pri proizvoljinom preslikavanju v preslikavaju u t i‘da Prayg-

(mp) Zuva to svojstvo, za naSe tvrdenje je dovoljno ustanovin§‘

je v(bn+1) = t. Pretpostavimo suprotno: postoji funkcija v:;

da je v(Ag—A;) £t (1€1<3€mel) 1 v(A 7)) A%, t |

" postoje elementi XysesosXy g mreze ‘nin ~takvi da Je V(Aiyé’

h

n+1£§x1, 8to je suprotno gore dokazanom tvrdenju.

= x5 (1€i<n+l) i ni za koja dva x,; 1 % (1< 3J) mnije Xié“ﬁ»

niti x

S druge strane, za v(Ai) =1 (1<£ign) i v(C) = .

bide v(an) = v(bn) = b # t."%

Sada vidimo da bi problem postavljen u radu Lépez-{

-ligcobar-a (1982) korektno definisan mogao izgledati ovako:

Da 1i su sistemi H + ag (n>23) 1 H + b, (n>4) sepe

rabilni®?

U narednih nekoliko redova, dademo odgover i na ovof

pitanje,

V.4

-

Lenma 10. Ako je a  formula -0&(Pi-9q)-+q,

A\ ((Q—>P ) —>P)—>P, /A ((P;—0)—=P)—>P . ili

/X\((Q,——*Pi)-*’}‘)-»(/){\((Pj—"'Q)—bP)——bP), i R iskazno slovo koje |

se ne pojavljuje u formuli a , onda Jje formula

a=>{a(Q/R)-=>a(2/QAR)) dokaziva u H.

Dok az. (1) Neka je a formula Dﬁ(Pi—>Q)-?Q-

Tada Jje dovoljno pokazati da je

a,a(@/R) 9(1):3‘-—)‘;2)3-_’(1)1“—)5?{)1?’"@

g <39
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a,a(Q/R),(P;=>0Q);,(P;—=R);FR
lledutim, Jjasno Jje da se u H moZe izvesti i
a,(2;—>Q); Q i a(Q/R},(P;—R);}-R.

(2) Neka je a formuls .&k((Q—»Pi)-»P)~>P. Tada

jno pokazati da jJe

a,a(3/R),((Q—=>(R—>P;))=>P); |-

3.

2(Q/R),((Q—>(R—>P?,))—>P); P ,

je izvodljivo, jer -

R=>P;,(Q—=>(R—>P;))—>P|-P

(Q-—b(R-—-"Pi))—vP‘—-(R——?Pi)-»P

((a=>(R—>P;))—>F) ;|- (R—>P,)—>F

vaki j.

(3) Ako je =a formula O(\((Pj.-—#Q)%P)-—’P, onda

ovol jno pokazatli da

(¢

a,a(Q/R), ((P;—>Q)—=((2;—>R)—P)), |-r

To Je igzgvodljivo jer vazi

({(2; =) —=((2;—R)~>P)) 1, (Py=R) s |- (B, —>0)—>P

Je



S
D

2, (P> Q) —=((23—R)>P)) ;|- (P —>R)—>P

za svakl J.

Cetvrti sluaj se moZe razmotriti slidno, ili se,

Jednostavnije, izvesti kao posledica nekog od prethodna dva
sluEaja.*%

Teorema 5. Sistemi H+ a 1 HE+ b, (nz2)
su separabilni,.

Do kX a z. Prema teoremi Homicda (v. V. I. Homil (g9}
1979)), dovoljno jJe pokazati da su formule

3 . \ é 3
8, (o (A;/B)—>a, (A;/A;AB))  (1€1igm)
(‘
an-a(an(C/B)—éan(C/uﬁuB))

bn—»(bn(Ai/B)-—vbn(Ai/Ai/\ B)) (1€ i< n)

~

=

b, (b, (C/3)=>b (C/CAB))

teoreme Heyting-ovog raduna iskaza, %to neposredno slijedi iz

upravo dokazane 1eme.—%

N a pomen a. Kao neposredna posledica leme 10
moZe se zakljuciti 1 vise: svaka intermedi jalna logika kojs

.se dobija dodavanjem implikativne formule tipa

/XN A,~—>A.)—C)—C,
(i,j)eR(( i Ay C)

gdje je R neka binarna relacija nad nekim skupom indeksa,

T g

radunu H, Je separabdbilna.

hr,mw w0
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Frimijetimo da sistemi H+ a 1 H+ b (n32), redom,

mogu biti aksiomatizovanli dodavanjem formula V (A-.—>A.)
1<i,j¢n 1 J
173

i (An*?Al)\/( vV (Ai~*Aj)) Heyting-ovom radunu iskaza u
1<1i< jg&n

u svojJjstvu shema aksioma, umjesto formula a, i bn.

~

2.6. Granicne vrijednosti nizova H+ a_ i H + b,

U radu 7. Hosoi-a (1967Db) daté je slijededa defini-

nicija graniCne vrijednosti niza intermedijalnih logika:

lim(E + &) = X  akko (def.) (1) iz [—X—A slijedi da

n-»o= A
je za svaki i,}—————~—-A i ‘
H + di
(2) zko +#A, onda postoji i _ .
takav da T g A ?
1 ;
Teoremnma b6, lim(H + an) = 1lim(H + b_ ) = H . i
n-—» o9 n—»oco n 1

Do k a z. Prema definiciji sistema H +oa, id+ b

n’
) ”
Jasnoc je da iz A slijedi’}:————— A 1 Pr————— A. Obrnuto:
E | H+ a, H + bn
neka je E_ niz formula AV ((Ai'*A.)ﬁ\(A.—+A:)). Prenma
1<i< j¢n D
radu C. G. lcKay-a (1967), 1im(H + E_) = H. Hije tedko vidjeti

n—>co

n
takode da H + a €H + b SH + B (n>3). Pretpostavimo da

n
tf(A. Tada postojl sistem H + En, za neki n2 3, takav da

e A Odavde:}-g?é—;A i g bnA.—'i
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3. LOGIKA SLABOG ZAaxX(ONA

ISKLJUCENIA TR=ECEG

3.1. Uvod. Logika iskxaza slabog zakona iskljulenja
teg, u oznaci KC, kako smo vedé pomenuli na kraju prve glave,
jobija dodavanjem formule VAV V1A kao shema aksiome Heyti-

vom rafunu iskaza. Kedu radovima koji se ticu ove logike
)

Y

znatajniji su svakako radovi Umezawa-e (v. T. Umezawa (1959)),

tova (v. V. A. Jankov (1963, 1968)), Naksimove (v. L. L.

=

simova (1977, 1979, 1982)), Esakie (v. L. L. Esakia (1979)),
worowskog (v. S. Zachorowski (1978)), Gabbay-a (v. D. M.
»ay (1971la, 1981)), Rodenburg-a (v. P. H. Rodenburg (1982)),

L Segerberg—-a (v. K. Segerberg (1968)).

3.2. Yotpunost i odlulivost sistema KC. Potpunost

ke KC

O]

e razmatra u gore pomenutim radovima Jankova (1963,

a4

3) 1 Gabbay-a (1981). Izlazudéi rezultate u ovom dijelu,

1éemo se uglavnom drugog izvora.

Teorema 1. Sistem XC je potnun u odnosu
sve Kripke-—ove okvire (S,R) koji zadovoljavaju uslov
(ke) (A )Yy (xry).

a z. Dio:'"azko je A teorema racuna KC, onda

b.l
o)
~
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Je A zadovoljena u svako] iskaznoj Kripke-ovo] strukturi é”{'
okvir zadovoljave uslov (kc)", dokazujemo indukecijom po duhf
ni dokaza za A u XC. Imajuéi u vidu potpunost Heyting=-ovog e
raCuna iskaza u odnosu na Kripke-ove sirukture, nz ovom m3e:
stu je dovoljno pokzzati da Je VO(T AVITA)Y = 1 u proizvonﬁ
Kripke-ovo] iskazno]j strukturi 1z klase onih struktura éiji; 
okviri zadovoljavaju uslov (kc). Pretpoestavimo suprotno, t3.

1 nekoj strukturi iz date klase je vo(’\A\IT_iA) 1, odnosm’

vo(""l‘ﬁ.) 1 i vo("l"!.&.) # 1, tj. postoje talke x, i Xy

-

okvira posmatrane sitrukture za koje Jje vx1(A) =1 1 VXZ(jﬂ.
= 1, odnosno, preme lemi 12, prve glave, vy(A) = vy(']A)V{wg
pa i vy(faA 7}A) = 1, &to je nemogude. Dakle, zaista :
vo(T AV114a) = 1. Za obrat, dovoljno je pokazati da okvif :
ﬁaaegsh# strikture (Ség"AS), Rycs DKC),gdje je Séé’,l&)‘=; 
= -{( T, A7) €Syt e 1"“'} za nekxu KC-zasidenu teoriju (T ’,A)[:

za logiku KC zadovoljava dati uslov (kec), tj. dz postoji KCm |
—-zasidena teoriija (f-o,lko) takva da je za svaku KC-zaside-
nu teoriju (IF 7, A7), za koju je vcl’, F’gro. Teorija

( U F’,;X) je }—ﬁ——neprotivrjeéna, gdje (T 7, A7) € Sypq» Jer
rer

bi inale postojale teorije ( ri,tﬁi) (i=1,2) takve da je
rc nr,, ac \"1 s BEU ,,bpm T(AAB), tj.bpgA—TB, za neke
formule A i B. Kako je }KE-(—}B—aC)—»((‘T1B~*C)—»C) za proiszv
ljnu formulu C, to je T1Bel” i1i Bel . Iz '136[“1
slijedi da 7IBel, pa je i 7}36(—2, $to protivrjedi &injenicl
da Be(fz. Prema tome, teorija (Lj[“’,ﬁf) je kﬁa—~neprotivrjwk
¢na, pa prema lemi 13 prve glave i Lindenbaum-ovoj lemi,

postoji njeno KC-zasideno proSirenje ((’0,130) takvo da
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s, A)

svaku teoriju ({ ", A’) € SISC bude ' ‘¢ ro’_}

Lema. l. Uslov (ke) je apsolutan.

D ok a z. Za skup koji osigurava apsolutnost do- -
jno Je uzeti skup {y}.“{
Neposredna posledica gornje leme i teoreme 5, prve

ve, Jje

Te orema 2. Sistem XC je potpun u odnosu na

‘konadéne Kripke-ove okvire koji zadovoljavaju uslov (kc).

Prema tome, sistem KC ima svojstvo konadénog modela,
£ 3

tle, prema teoremi Harrop-a (1958) (v. teorema 6, prva g1a~

» lmamo
Te orema 3. Sistem XC je odludiv.

Sa stangvigta algebarske teorijebmodela, sistem KC
potpun u odnosu‘ha klasu svih Stone-ovih algebri, tj. Hey-
g~ovih algebrilkoje zadovoljavaju uslov 1xV1lx = 1
L. L. Esakia (1979)). Drugim rijelima, jednakosna prerada

ike XKC (v. S. B. Presidé (1975)) je Stone-ova algebra

aznih formula (For, A ’ VvV ,"'>, 1)

Napomenimo joS i to da logika KC, umjesto uslovom (ke),

2 biti okarakterisana i uslovom

(kect) | (Vx,ye s)(3 ze S)(xRz & yRz).
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3.5+ Gencenizacija logike KC.

Skup strogo negativnih formula SKFor definisSemo

induktivno uslovinma:

(1) ako &AePor, onda TAe SKFor;
(2) ako 4 eFor i Be SkFor, onda A-»Bc€ SiFor;

(3) ako 4A,Be SiFor, onda A A3B,4\ B E€SHFor.

Lena 2. (a) (e TJ(AA B)e=—>"TAV 1B ;

(b) ako A € SiiFor, onda postoji formula B takva

A

da }EA*“"_{B. ‘ it

Dok a z. (a) Formula (TVAVTT AN TT(aA B)—i
—>14Y 1B Jje dokaziva u Heyting-ovoj logici iskaza, pa je;
prema tome, i I-T\:F—‘T(AA B)e=>TAV T B. Drugi smjer implikac:{‘j__
vazi i1 u H.

() Indukcijom po /A/. I-i?a‘«»'primjyer, ako je A = CAD, onda, pre ;
ma. indukcijskoj hipotezi, postoje formule C’ i D’ takve da je_;
hﬁ-oe‘lc’ i =5 D<—-—>,ﬁ7lD'. U tom sludaju jJe ‘-ﬁ-.&-é—»']C'Vle
odnosno, prema dijelu" (a) ‘—K-C—AH_](C'V D), tji. za formuluA
B moZemo uzeti ‘l(C'VD')."l ’ '

Sistem GKC Je racun sekvenata (Seq,-{(P,P):PePC‘:
i
R), gdje svi sekventi koJji se pojavlijuju u nekom izvodenju

ovog ralfuna moraju zadovoljavati slijedeéi opsSti uslov:

konsekvent ne smije sadrZati viSe od jedne formulge‘

koja nije strogo negativna.

STV S
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Skup pravila R se sastoji od istih strukturnih
rila kao i ratun GH (v. prva gleva, l.4.), uz slijedede

iniCenje za pravilo sjedenja:

Fri-aa & NIFA

TRIEAA ()

ako N € SlFor.

Logicka pravila za uvodenje konjunkcije i disjunkci-
su nepromijenjena u odnosu na rafun GH, a za uvodenje impli-

.je i negacije imamo slijedela pravila:

TiEAs 30kA (L—>) Cal-34A (R—>)
Fa—=B0IFAA - FiFa—>3 6
Clalt-4o v A A
i1slov A €S SNFor za sva Cetiri pravila.
Lena 3. Za svaku formulu A, sekvent aAlb—a4 g

lockaziv u GXC.

Do k a z. Indukcijom po /A/."{
Pal L4 R i
Keka je ( ( & ) kxonjunkeija (disjunkeija)
114 11}

wla koje se pojavijujuu [ (A ) (a ako jJe =

A ~
=" "), cnda je [ =P=P ( A =FATTPR)).
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Teorema 4.}mrraA a2kko hﬁfrw&¥°

D ok a z, Dio "ako": dovoljno je pokazati da

sekvent I\ 71714774 dokaziv u GKC, Sto imamo iz izvodenjaé .

Qal="14 (prema lemi 3)
— 11414 (po pravilu (R71)).

Dio "samo ako": znajuléi de su sva pravila, izuzimajudéi (R
i (R1), dopusiva u ralunu sekvenata GH, tj. gencenizaciji
Heyting—-ovog iskaznog rafuna, te imajudéi u vidu lemu 2 (b)

dovoljno Jje pokazati da su formule

(A=>BV1C)—=(4—B)V IC

(LAB—"C) = (4A-—>T1BVC)

teoreme logike KC. Prema izvodenju:

AAB—>1C (u H)
T(AABAC) (u KC, prema lemi 2 (a))
T4 VIBVC (u H)

A—>1B N TC

imamo }-—I\,—C——(AI\B""'\C)""(A-—-’WB V1C), a prena

A—~>BV1C (u 1)

TICA A—>B (u H)

ICc VN 171C 1Cc=> (u—=3B) (u &
(a—=>3)V T cC '

k(v 11C) A (4>BVTC)=>(4—>B) V T C, odnosno

\—K—C- (A->B V" 1C)=>(a—>B) V1c.—

Dakle, sistem GKC je gencenizacija logike KC.




I

3.4. Teorema o eliminaciji pravila sjeéenja. S1lije-

. Gentzen-ov originalni dokaz (v. M. E. Szabo (ed.) (1969),
‘akeuti (1975))teoreme o eliminaciji pravila sjelenja za

si¢an i Heyting-ov ratun, pokazademno:

Teorema 5. 4ko je sekvent VUlIFA dokaziv u
mu GKC, onda je on dokaziv u tom racunu i bez upotrebe

rila sjecenja.
Najprije iskaZimo jedno pomoéno tvréenje.

Lema 4. Ako je sekvent (WA  dokaziv u radu-
GKC i AVB ( AAB, a—B, T4, redom)€A N SNFor, onda

sekvent Tika AB( TIA,\pph 1 TiEA L A 5By

AV 3B
I=3BA, .5 Fal- A4,, redom) dokaziv u ralunu GKC, gdje
VA oznactavamo rijel dobijenu izostavlijanjem svih pojavlji-

ja formule A u .

Dok 2 z. Indukcijom po duZzini dokaza za sekvent
A u GKC., Razmotrimo slucaj sa disjunkcijonm, tji. kada
3€ AN SNFor. Najkradi mogudéi dokaz sexventa (WA sa oso- |
m AV BEAN SHFor je slijededi

PP
PI-PAVE

(RW)

tle je jasno da moZemo izvesti i sekvent P I PaB.

dokaz sekventa [IFA , sa datom osobinom, ima vedu duZinu,

ko Jj¢ 21 posljednjem koraku bilo primijenjeno neko od stru-~
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kturnih pravila, onda, prema indukcijskoj hipotezi, gornji

sekvent zadovoljava uslove naSe leme, pa i donji. Posebno Zé

pravilo sjecCenja

TiFAC cNirA
tOlt-A A

~

ako C # AVB, imamo, prema indukcijskoj hipotezi,
r\}—AAVBABc i Cn“'"AAv gAB
odakle Jje

CNIEA, yphBA ,\ paB » t5.  THIF(AA),,, gB.

b) ako je u posljednjem koraku dokaza za- sekvent A ug
primijenjeno pravilo za uvodenje nekog Veg;ika slijeva, onda
koristedi indukcijsku hipotezu na gornji sekvent (gornje se-
kvente), moZemo zakljuciti da i donji sekvent zadovoljava uslo

ve leme.

c) ako je u posljednjem koraku dokaza sekventa TIFA u GKC bgﬁ

primifenjeno pravilo za uvodenje nekog veznika zdesna, onda za
’ cd

cl) TWAC T AD (R A)
T A CAD

prema indukcijsko hipotezi imamo
TI-(AC), ghB i Uk-(AD), 548
odakle moZemo izvesti

Ti—A ABC i r“"A_AVBABD

AV DB

pa i, prema (RA),



I

\‘i\-.A.AVBABC AD ;

c2) CIFAC
FIFACVD

(va) (sliéno (R Vz))

ma indukecijskoj hipotezi imamo

T - (AC), | A3

kle i
\'\\—A.AVBABC
Cl-A, \ 5ABCV D za C #4A ili D # B,
za C =A i D =3B iz
r ﬂ"(AA)AVBAB
no ‘ ’
r“‘_.A.AVBAB H
c3) fcl— DA

(r—>)
Ft-c—-DA

na idukcijskoj hipotezi jJe
Tcl- (DA ), 523

¢le imamo

TCl=DA |, 4B t3. Fc—>DA, , ;4B , po pra-
1 (R—>).
c4) Col-A (R1)
TCIHICA

na indu¥cijskoj hipotezi Je




I

: | g
pa po pravilu (R71) izvodimo i

(‘!&—‘ICAA AB .

Y B

Sli¢no se razmatraju i sluéajevi sa ostalim vezp

cima:4

Dok azn t e oreme o e 1l iminacii

R AN ni-A (ve.)
A
va, [\ AN
gdje je, naravno, - A, < SNFor. Nije teSko pokazati da se pr

hvatanjem pravila (UCA) unjesto pravila sjecenja,skup doka
zivih sekvenata sistema GKC ne prosSiruje na ovaj nacdin. Stog
je za dokaz nasSe teoreme dovoeljno pokazati da se svaki dokag

vi sekvent moZe dokazati 1 bez upotrebe pravila (UCA)'

L

Neka je T drvo dokaza, odnosno izvodenje, sékvent

Y'ﬂA N\ AA/\ u kojerm se pravilo (UCP) samo jednom'primje-z

njuje i to kao posljednje. Dvostrukom indukcijom po sloéenoéﬁg
/A/ formible A i rangu r dokaza za sekvent VﬂA\\—" AAA.‘:'E
odnosno transfinitnom indukcijom do 002 po ordinalu w-/Af +

gdje Je rang T = Ty, + Tg 3 T, 1 Tq definisSemo ovako: o

rng(In,T,con) (rng(In,T,ant)) Je broj uzastopnihi
sekvenata lanca ILn drveta T kod kojih se formula A pojavljujag
u antecedentu (konsekventu) i medu kojim je posljednji takav |

sekvent TwA ( OFA ),.

=




ry = (def.) max(rng(Ln,T,con))
In -
TR = (def,) max(rng(ln,T,ant)).

In

Sluaj /4/ = 0 se provjerava direktno.

Indukcijska hipoteza glasi: svaki dokaz u kojem se
mjenjuje pravilo (UCA), za /JA/L n, je prevodiv u dokaz bez

miene tog pravila.

Ostatak dokaza dijelimo na dva glavna slulaja:

2 (baza indukecije) i r > 2 (indukcijski korak).

Konstrukeci ja aléoritma za eliminisanjeuopStenog
vila sjeenja iz datog dokaza moZe bazirati na jedno]
nzitivnoj relaciji > Qdefinisanoj na skupu svih izvo-
ja Der(GKC) sistema GKC koja zadovoljava i uslov: ako
y L u se dobija iz v zamjenom podizvodenja x sa Y,

a v>u.

U dijelu dokaza Sto slijedl navodimo osobine
acli je > koje su karakteristicne za sistem GKC, imajudi
idu slulajeve razmotrene kada se radi o radunu GH (v. M.

3zabo (1978) - Appendix C).

laj: T = 2.
Mi-ALB  TBICA
5=>CA, M=, VA A2 > lg Ny -(Age, A)c A2

TN, AN A, M0, A AgA L



106

(rdje A, A,S SEFor)

rew-n arean A  velr-a
rveAa nisi-A > Ngl-Ag b
TO-AA rniFAAN

(gdje A,NA<S SKFor)

SluZaj: r> 2. Podslulaj: rp> 1.

i

Ako je A = B—C :

Telca MW-ALB  ClAL
L1 TWATM2IEAL A,
AA AAT2IEALD > (etie je A.A &
TipNp I-BA A A, :
rai-ca
S P
T, oA TElCA CBl-eA
Ako A€ A Oy, 2 -@ANgcA ThAA (ﬂi‘t
Ty I-AA,C re ﬂZA-“'ﬂ
> P BAN AN,

v nl\A ﬂzA “"‘ AA/\AZ
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MkAB  eDrA,
A AN IFA A,

T2 (M), €A, AgA, &)
Clun), FAALA LA, Mal-A LB
Ty, b 8a(ang), A8 C 8 (MyN),I-Ca A LA, 6O
> T A8 B AgN,C FendAn,
r“'\A“z A\\— ApDado

2
/

!
-

A Nh-2A
FAA NAIFA
r“A\\"AAA . (gdje je

svakom sludaju je A€ (1.

TEi-A

T IFAA OkeA
> AE A CAp-ARA Fei-A

U0AW AN
rel-a , Hikean
CIEAL nreA ref-A  MNAWA
FNalbA RA TR AL A
MO -G g A g Aad

>y A€ A >

U N “‘AAA




Lko A £ B—>C

kA  eniea,
FFAA M8=>ClLltA L A,
Cllye=ellhy FALAA,

> (gaje A,A,c

Ul - 8A A48 CrMyp AL A2
S T, B>C 1, WA, AgAzAa

Ako A £7IB :

O A CIEAA Mg A
TiFA A nel-A S TaAlFALBA
TNAOsi-ALA VoA A

(gdje A ,/E SHFor)

Podslulaj: rp = 1 i rL> 1.

Ake 4 = B=»C :
C €Ay =M
TIFA A AT A A2 > i sed, j;r b

r“»\ﬂz\FAAA—,\AZ inacde bilo rL=1)'




13

N 'hL‘AA% enlv-A,
TelcA MAAN A A
B TR, FCA AN,
MATeMgNog 1A o CALAAL A CL\-A L
W hellzgH, 0 (Agg Aaladz)c Ao
2 ViNz-AA A L,

xo A # ‘Dl—ﬂ)zz

TD, -0, A =
T i-D,D, A AT >
U N “""D‘—"(Dz .AAA-

ovom sluc¢aju A mora biti strogo negativna formula, pa

emo, u zavisnosti od glavnog veznika formule 4, prema lemi
B3

y imati, na primjer (za A = B—>C):

0,k2a, CBECED~DAA
MAVg - CAsg DD, Aa e, l-A o
> Mg Ne F A DD, A0 e N
TN-o-=0, A A

dje je NyUM, =N ; A VA, =A.

ligno:
eal®e  nlvBA M-2A  TicelAqg
ICW-ATR nsltA > ACIC A A

rAe r\“'—A‘]g-/.\_ Vel A-‘%A
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Primijetimo da nam navedenl dokaz teoreme o ell,

minaciji prav1la sjedenja iz dokaza u sistemu GKC pruza mo

énost efektivne konstrukcije novog dokaza istog sekventa ah

sada bez upotrebe pravila sjedenja.

5.5 licke posledice teoreme o eliminaciji pravil,
sjeCenja. Oznalimo sa GKC” radun sekvenata kojli se dobijalié
racuna GKC'izostavljanjem pravila sjecCenja iz skupa pravii
izvo&enja. Teorema o eliminaciji sjeCenja iz racuna GKC nanm

zapravo kaZze da je GKC = GKC~’

OZigledno je da sistem GKC’ ima svojstvo podform.

lnostl;’jer sada svako pravilo izvodenja ima osobinu da ako.
se neka formula pvojavlijuje u mekom od gornjih sekvenata, ond;
se ona é;akako rojavljuje kao podformula neke formule donjeg
sekventa. Odavde, svaki dokaz u sistemu GKC’ sadrzi samo.oﬁéﬁ

formule koje su podformule formula zavr$nog sekventa.

Kao neposredne posledice svojstva podformulnostii

imamo

Teorema 6. Sistem GKC je odluliv.
T"e orema 7, Sistem GKC je separabilan,

StaviSe, sem dinjenice da je i sistem XC odludiv,

E

sada imamo i jednu &isto sintaksnu proceduru odludivosti za |

ova]j sistem.

4
i
Kao posledicu separabilnosti, imamo i vrloe zna“aﬂ

tvrdenje E
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T e orema 8. icdH = ichC.

Rad Jankova (v. V. A. Jankov (1968)), nakon &isto E

antiCkih razmatranja, daje i viSe: XC je maksimalne prosi-—

je Heyting—-ovog raluna iskaza sa osobinom da ima sa njim

L implikativno-konjunktivno-~disjunktivni fragment.

s 2

Eavédeno tvrdenje nije nimalo trivijalno, narodito
1 se ime u vidu éinjenica da kada se Eeyting-ovom radunu
1za doda formula AVT1A kao aksioma, dakle zakon isklju-
ja tredeg, koji je sintaksno vrlo slican slabom zakonu
LjuCenja treceg, dobija se klasican radun iskaga ¢iji Je

likativni fragment pravo prosSirenje racuna iH.

3.6. Teoreme interpolacije.

Indukcijom po sloZenosti formule 4 definiSemo njen

scedentni (konsekventni) dioc , u oznaci antA (conh):

ako je 4 atomicdna formula, onda Jje anti =;5 i

ako Jje A = 3AC 11li A4 = BYC , onda Je antA =

1tBUantC 1 conA = {AYUconBUconC;

N

ako je 4 = B—>C, onda Je anta antCUc®nB i

L= {A}(JconC\JantB;

azko je 4 =71B, onda je antis = conB 1 cond =

\} Uants.

Sa atA oznalavamo skup svih atomiZnih podformula
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formule A. Sliéno: at V = (def.) U  ati, ant U = (def.)
AET ‘

(def.) U antA , con U = (def.) U conai , atant
: Ael AEel

(def.) 2tT N ant [ i atconl = (gef.) atTNconl .
Sval;e::dva para (rl,r?_) i (AI’VA'Z) za kojﬁ‘l

r1U \"‘2 =" i AlUAZ = A nazivamo razb'ijanjemA sekr'
A,

‘ Lena 5. Ako je sekvent Ul AA’, odnosno
A s dokaziv u ralunu sekvenata GKC, gdje je A< suFo
onda je za svako njegovo razbijanje (rl,rz) i (A:‘l'l’A;
odnosno (rl,rz) i <A1’A2)’ ispunjen neki od uslova

B

(1) sexkvent [, IFA; je dokaziv u ekc ,

(2) sekvent r2 i-A 2A', odnosno r2 =A o Je

kaziv u GKC,

(3) (atant r-UatconA 1) N(atcon F Uatan‘tAZA'i)
# 7! 111 (atcén V U atant A, 1) N(atant U, Vatcon A,A") = ;é¢
odnosno (atant [, Y atcon A )r\(atcon\— UatantAz) = X’ ;é¢
ili (atcon 'V Uatan‘tAl){\(atanp l—z .atcon A ) . ;éﬂ5 R
i postoji formula C takva da su sekventi [ \}—Alc i
C r2 ““AZA', odnosno _TllFAlc i ¢l ,WA,, dokazivi u CI\C~

1 a‘bconC <Y i atantC<X, odnosno atconCESY’ i1 atantC cx’ f‘:\.;

U sludaju (3) formulu C nazivamo interpolantom

datog sekventa za dato razbijanje.

D o kX a z. Indukcijom po duZini dokaza za sekvent
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-AA7, odnosno [I+A, u GKC.
indukcije: moguéda razbijanja sekventa PP su (a)
Y i (,P), (v) (P, ) i (Py ), (c) ( ,PY i ( ,P) i (4)
Y i (P, ). Sludajevi (b) i (d) se ne odnose na gornje tvrde—
jer P SNFor. U sludaju (a) kao interpolirajudu formulu
mo uzeti formulu P, a u slufaju (c) sekvent FZ“-ZSZ’

Pl P je dokaziv u GKC. T

kcijska hipoteza (IH) glasi: za svako razbijanje (T'l,Y'Z)
Sl,AZA'), odnosno (V’l, ') i (A4,45,), sekventa
AA’, odnosno T[IA, xoji je dokaziv u n>0 koraka u
mu sekvenata GKC’, zadovoljen je neki od uslova (1), (2)

(3) nage leme.

tkkeijski korak:

ako Jje posljednjilkorak u dokazu napravljen prema
m od strukturnih pravila, jasno je‘da de za svako razbija-—
donjeg sekventa biti zadovoljen neki od uslova (1), (2)
(3), jer jé zadovoljen i za odgovarajude rézbijanje gornjeg
renta, prema (IH). U sluéaju kada se radi o uslovu (3), u

istvu interpolanta moZemo uzeti istu formulu koja je interpo-

; gornjeg sekventa za odgovarajude razbijanje. 5
(LA 1) : AT A Mogucéa razbijanja
ANBTIO ]

(1) (A/\Brl,\‘g) 1 (Aq,85)

(\’"1,,&./\372) i (A4,485).
(i) je prema (IH) (1) Arl\\—Al u GKC, (2) Y’Z\\'—-ﬁz u
i1i (3) Arl\\—Alc i cU,A, u GKC, za neku formulu

2 datim svojstvima. Ako je (1), onda ;&AEBFHJFI&l u GKC;
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ako (2), onda (2), takode, i ako (3), onda AAR rln—-,A]_C
i ¢cl,IFA, u GKC. Slidno - (ii).

(L /\2): s1idno kao (I‘Al)'

(RA): TI-Aa r~AB
TFAAAB

moguda razh

jJanja donjeg sekventa su _

(1) (T4, T5) i (Ay,A,4A3)

(i1) (1,75 1 (A 4AB,0,).
Za (i) je prema (IH) (1) rlﬂ-Al u GKC , (2) \-Z\PAZA
UolkA,B ucke , (3.1) ThlkA a1 ThilkA 1 o fplea
u GKC za neku formulu C ili (3.2) [iWA,c 1 ¢l LA,
rllFAlD i bl ,A,B uw GKC za neke formule C i D. Na Ovaa
| nacin nisu iscrpljene sve moguénosti, ali je razmotren opétl
slutaj. ako (1) ili (2), onda ;WA 111 T,oWA,4AB (o

ma (RA)), respektivno. ako (3.1), onda prema izvodenju

TolAh )
C T,k T cTLlEA LB
c T, I-ALAA B

(RA)

vidimo daz u svojstvu interpolanta donjeg sekventa za dato ra=- |

zbijanje moZemo opet uzeti formulu C. Ako (3.2), onda prema |

iz_vodenjim‘a
M4 ,C VA 4D (RA)
rllk—Alc AD
i _
cl,ol-A -4 DU,LIHA LB
2 2 (LAy) AN (LA )
CADTLIFA A CADLi+-ALB (A )

CAD FZIFA A A B

=
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nterpolirajuéu formulu datog razbijanja donjeg sekventa
mo uzeti formulu CAD. Za (ii), prema (IH) je (1) Y}}FAlA
A3, (2) Thlka, , (3.1) Tik4da, TilkABC 1
Z“’AZ za neku formulu C ili (3.2) rl\\“A 14C 5, C FZ\FA o9
A{BD i DI ,I-A, za neke formule C i D, u GKC. Iz

i (2), respektivno, slijedi da dato razbijanje donjeg
-enta zadovoljava uslov (1), odnosno (2), nage leme. Aiko

3.1), onda, prema izvodenju

r'_y_“"A ]_A (R)
AL ac Fl\\— A BC
Fl\\— A 14N BC

LY
~

(RN)
mlu C moZemo uzeti kao interpolirajudéu za dato razbijanje
eg sekventa. ako je (3.2), onday, prema izvodenjima

M A, 4C
Tl=A J4CVD

Fl\\-AlBD
\"-l\‘r-AlBC\/D
Y‘l\k—A 1A/\ BCYD

(RV) (R V,)

(RA)

c T4, oV, 4,
CYD F?_l\— A2

(LV)

ulu CVD mozZemo uzeti u svojstvu interpolanta donjeg se-

ta za dato razbijanjie.

(LVI:  ichb B I-A

ogudla razbi-
AVEBEVUVIFA

a donjeg sekventa su




86
(1) (AVBTL,T,) i (Aq,8,)
(11) (T1,AVBT) i (Aq,A,).

Za (i) je, prema (IH), (1) Arl\k—Al i Brl\\-—Al ,
(2) TLlka, , (3.1) aT WAL, BO A 1 cULIFA, b
-neku formulu C ili (3.2) Arl\\-—Alc, C rzx\-—A o Brl\\-A},
1 DULI-A, za neke formule C i D , u GKC. iko je (1) il
(2), onda i razbijanje (i) donjeg sekventa zadovoljavae, reg
ktivno, uslove (1) i (2) 1leme. akxo je (3.1l), onda istu fo

rmulu C moZemo uvzeti u svojstvu interpolanta, jer

AT IFA (i) |
AT IEA C VBT RALC
' AN BT A 4cC

(LV).

&

Ako je (3.2), ondza formulu CVD moZemo uzeti kao interpola‘n‘c’

donjeg sekventa za razbijanje (i), jer

c ULIHA DI IHA,
CVD rzu- A2
i S
A C B D
Vl\FAl (va) 1\\*A1 (R Vz}
A rl\\'AlCVD BU A€V D

AVNB rl\\—AlcVD

Za (i1) Je, prema (IE), (1) TyWA,, (2) AT,A, i
BILIFA,, (3.1) AT,kA,, THIFALC 4 CBVU, %A, =za ned
formulu C ili (3.2) (A 4C, CATLIFA,, THI-AD 1 |
) DBFZ\\"AZ za neke formule C i D, u GKC. Iz (1) i (2)
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edi, redom, da je zadovoljen uslov (1), odnosno (2), leme,
je (3.1), onda formulu C moZemo uzeti kzo interpolant

eg sekventa za razbijanje (ii) jJer

Ca T,LIFA , cBTL -4, ) .
CaNBT, A,

~

je (3.2), onda za interpolirajulu formulu donjeg sekventa

azbijanje (ii) moZemo uzeti formulu CA D, jer imamo

A C (LA LD

(RA)
CyIFALCAD
ca pB U A
\CI\DArzl\——Ag CADB T, A, vy . -

C ADAV BY‘Z\\~A2

(RV): TlA 2

Woguca razbijanja
Vi-A AV B

jeg sekventa su . -
(1) (T4,V,) 1 (A,,AAV3E)
(i1) (VT 1,05) 1 (AJANB,A,).
(i)  je, p’rema (18), (1) Vil A,, (2 ULl-A,a ili
U iA 1€ 1 C s, -A,4 za neku formulu C, u GKC. Ako
, (2) ili (3), respektivno, imamo: U A ., T - ALVs
ma (RVq)) ili [WA;C 1 ¢cU,lIFA,4aV3B (prema (RV4)).

no se razmatra i (ii).
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(RVZ) - slidno k=ao (va)'

(L71): TiEaA
1A

(za  AcCSiPor) Mogud

(i) ( rlyrz—lA) i (Al’AZ) \
(11) (T,TA, Ty 1 (A, AL).

Za (i), prema (IH), mora biti (1) kAL, (2) Uolvaa
(3) rll\"AlC i C rz‘}-AAZ ze neku formulu C u GKC. Slu;éa‘j;‘eyf
(1) 1 (2} daju razbijanja donjeg sekventa za koja su zadovo “tgé.i
ni uslovi (1) i (2), respektivno, naSe leme. Za (3), istu

rnulu C moZemo uzeti kao interpolirajudéu, Jjer imamo

C \—ZR‘AAZ
cr,lalk4,

(L1).

Za (ii), prema (IH), je (1) rl\\“AAl , (2) FZ\\—AZ i
(3) TLIFAC i C r-l““AAl za neku formulu C, u GKC. Iz

(1) i (2) 4imamo, redom, zadovoljenje uslova (1) i (2)"__5

”~

nafe leme. Ako (%), onda P
c THiFA A :
A
L L (R71)

Q Tal-A TcC

e T4,

(L7,

pa formulu ~]C moZemo uzeti kao interpolirajulu za razbijanjeb
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donjeg sekventa,

(R7T): ral-A
T -TAA

Moguda razbijanja do-

r sekventa su

(1) (§F4,05) 1 (A, A,7T4)
(1i1) (T4, 1 (A{714,A,).
‘i), prema (IH), mora biti (1) T,FA,, (2) TVulka,
(3) rl\l—-A]_C‘ i CFZA\\‘Az za neku formulu C, u GKC,.
‘1) i (2) slijedi da razbijanje (i) zadovoljava uslov
, odnosno uslov (2), nafe leme. ko je (3), onda istu formulu

y2emo uzeti za interpolirajulu, jer imamo

)

C (‘ZA\FA 5
C lek-'u.Az

(R7T).

(i1), prema (IH), je (1) [alA,, (2) TLlFA, 111 (3)
&W‘ﬂslc i C“Z“—ZSZ, za neku formulu C, u GKC. Ako jJe
iii (2), onda i razbijanje (ii) zadovoljaya, redom, uslov

ili (2) leme. ko je (3), ondz, prema izvodenjima

’FlAik—Alc
LATICIHA S
Y‘ﬂhA 1'} (R71)
A C
L1 (R1)
e V. S Ko |
¢ VLA
2 _‘2 (RT)
T C
2“—A2 ‘(Lj)a
q171¢ rzw‘.Az

mulu T7IC moZemo uzeti u svojsvu interpolanta donjeg sekve-~
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nta za razbijanje (ii).

(L-=>): YN BNFA
Fa—=BNA A

lMoguda razbijanja donjeg sekventa su

(1) (TN, Fa=BN,) 1 (AjA,ALA,)

(ii) (r]_;'*-—»Bnl’ rznz) i (A lAl’AZAZ)'
za (1), prema (IM), je (1) T A, ili NilkA, (2) O
i Bl,A,, (3.1) Tolkass, 0A D i DBUOLA, , za
neku formulu D, (3.2) Bﬂz\i‘Az, r]_“—A 1€ 1 CFZIFAZA.&
nexu formulu €, 111 (3.3) T4 C, C ToleA L4, Oqlka,
i DBYlZ“—JXZ;,'za neke formule C i D , u GKC. 4Ako je (1)

onda primjenom pravila (RW) i (Lw) izvodimo i rlrll“‘AiN
iAko je (2) , onda prema pravilu (L—>) imamo i .

f"ZA—st12H~A.2A.2. Za (%3.1), prema izvodenjima

n D
(LW)
i
ol A s DBl oA 5

(L—=>) ,

Da—B M, IFALA,

vidimo da formulu D moZemo uzeti u svojsvu interpolanta
donjeg sekventa zz dato razbijanje. Za (3.2), prema izvode-
njima

T ALC

L 4 * L4

(Rw)
(Lw)
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c LA 4 BAOLKRA,
C Ma-»80,\%4,A,

(L—>),

mulu . C moZemo uzeti u svojstvu interpolanta. Za (3.3),

ma izvodenjima

(R)

(Lw)

VN aAq A C T N\W-A A D
C M -A A CAD

(R¥)
(Lw)
(RA)

UalF &4C

ClLI-A LA DB 0, kA,

(L->)
CD I'xa=>30,1AA (LA)

(LC),

CADT,La=B0,IFA LA,

wlu CA D moZemo uzeti u svojstvu interpolanta donjeg se-
ita za razbijanje (i). U slulaju razvijanja (ii), prema

yje (1) TilkA 4 1 BO AL, (2) Uhlka, ili

A o9 (3.1) rlﬁ‘ﬁAlA , Bnlli—A 1D 1 Dﬂzﬁ-—AZ , za neku
wmlu D, (3.2) Bﬂl“—A 10 Tol-asC 1 CTilkFA 1A, za neku

ulu €, 1i1i (3.3) TULWkALC, CTiA4, B, WA D 1
I“'-A.2 , z2a n

D

ke formule C i D , u GXC. ako (1) , onda

.+>Bﬂlll"A lAl (prema (L~>)). 4Ako je (2), onda FZHZI!—A Y

ma (Lw) i (RvW)). Ako je (3.1), onda, prema izvedenjinma

TilFA A BM,lFA4D
22BN 1A A D

- (L—) -
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(Lw)
( R ) ’

DILIFA ,

7

formulu D moZemo uzeti _kao interpolirajudu

nt pri razbijanju (ii). Ako Jje (3.2), onda, prema izvodehj

cTALa B0, IFA .
CUya~>BT A A
C,a—=>3B,1HA A | IC

(L—>)
(R71)

i
A 5C
it — e
020 . : (R“,)
(W) ,

Tor,0,1FALA,

formulu 7] C moZemo uzeti u svojstvu interpolirajude za donji
sekvent pri razbijanju (ii). ako je (3.3), onda prema izvo-]

denjima

C \—1 i+A 14 B ﬂ]_“"A- 1D
¢ A>3 IFAA4D
FlA—»B F\I\\»-A 1A 16~>D

(L—)

(R—>)

!.Jo

Hl-A SC DNLIFA 5

v (T—>)
C>DU,N,kALA, A

vidimo da formulu C—>D mo¥emo uzeti u svojstvu interpolant
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jeg sekventa za razbijanje (ii).

(R=>): Cal=3 A
Cl-4—B A

(za A C SiFor)

ida razbijanja donjeg sekventa su

(1) (7T, Ty 1 (A4,4>B4,)
(11) (7, Ty 1 (4=>B8,,A,).

a (IH), u sludaju (1) je (1) U kA4, (2) TLAkBA,
(3) rll\——Alc i C FZA“-B A, , za neku formulu C, u
Ako je (1), onda za raZbijanje (i) donjeg sekventa ima-

adovoljenje uslova (1) nage leme. iAko Je (2), onda prema

r2A =3A )
1P l\—A—-’:B—Az

(R—>),
mo da je zadovoljen uslov (2) leme. ko je (3), onda prema

c UoalkB A,

(R—),
C lek—A—»BAz

. formulu C moZemo uzeti kzo interpolant donjeg sekventa
azbijanje (i). Za razbijanje (ii), vprema (IE), je svakako
MakBA,, (2 UokA, 111 (3) TUialkBlAic i
w-Csz, za neku formulu C, u GKC. U sluajevima (1) i
imamo, redom, zadovoljenje uslova (1) i (2) 1leme. 4iko

o N
(3), onda, prema izvodenjima

c VZ\\—AZ
Tolba e
171¢ FZN—A ’

(R71)
(L)
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¢ M alBA
L : (1)
T1AWBA 1 e
. (R—),
Vika—=3 b 17cC
vidimo dz formulu 171C moZemo uzeti u svojstvu interpoi

donjeg sekventa pri razbijanju (ii).‘\

Lema 6. iko je sekvent Th-A4’ , odnosno sekm

nt VWA , dokaziv u GKC, gdje je AC StNFor, onda, za svakg

njegovo razbijanje (Fl,rz) i (Al,AZA’), odnosno (Y‘i’
'2: i (A1’A2)9

(L) ake at% rlAlﬂat T'ZA 2!-.’ #ﬁf ’ odnosno‘
at rlA lﬂ atA2r2 ;é)ﬁ , onda postoji formula C +takva dg
su sekventi = “—-A,C i ¢ rzl\“AzA', 03dnosno rlll—A 1€ 1
C FZ“—'AZ, dokazivi u GKC i atCC€eat rlAlf\at FZAZA',
odnosno atCe at rlA lf\ at F2A2;

(2) axo at F._LA 1“ at rzAzA' =¢ , odnosno
at TA NatT A, = & , onda je sekvent FikA, i1

sekvent Tzl‘r-AZA" , cdnosno \-I\FA]_ ili \—2\\-'~A2, doka?

Ziv u GKé. : ,g

D o k a z. Prema prethodnoj lemi, svako razbijarﬁje{"f
(rl,rz) i (A]_’AQA')’ odnosno (Fl,rz) (A19A2)’
sekventa r“—A A", odnosno ri-A y 22 NS SHFor, dokazi-

2o

vog u GKC, zadovoljava neki od datih uslova (1), (2) ili (3)
Ako je at T AN at T,oA A7 ;é;z{ , odnosno at rlA 1{)at FZAQ

#}5 , i (1) 4i1i (2), onda za formulu € moZemo uzeti fo-

Ed
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lu 1PAT1TP ili P->»P , respektivno. Ako je

'1A1{\ at VZAZA' ,é¢ , odnosno at rlA 1N a‘trzAZ ,4)’5 s

'3), onda je za formulu C dovoljno uzeti interpolirajudéu

mlu datog sekventa za dato razbijanje, &ija je konstrukci-
ypisana 1w dokazu prethodne leme. AkKO je at rlA lr\ at FZAZA’ =
', o’cianosno at rlAlﬂat r2A2 =;D/, onda je prema pretho-

j lemi svakako sekvent ("1\[--/.\l ili FZH-AZA', odnosno
FA, ili T,lA,, dokaziv u cxc.— |

Za logiku L kaZzemo da zadovoljavae interpolacioni

yv Lyndon-a (v. R. C. Lyndon (1959), L. L. laksimova (1982))
iz }Ta—“'B slijedi (1) \—L——\A , (2) \-—iB ili  (3)

intA N atantB /zﬁ ili atconA N atconB ;é;zgl'j i postoji
wla C takva da }—I-:-A—"C, }_I—.-C -3 i [atantcg

1tA NatantB 1il1i atconC&€ atconan atconBj .

Za logiku L kazemo da zadovoljava interpolacioni

v Craig—a (v. W. Craig (1957, 1957a), L. L. Maksimova
'9)) ako iz p=Aa—»B slijedi (1) b4, (2) b B il
atAfNat3d ;ép' i postoji formula C takva da jJje }TA"’C’

—>B 1 at CgatAn atB.

Napomena. Havedene definicije interrtolacionih ucslo-

Lyndon-a i Craig-a se odnose kxako na iskazni, tako i n=a

el

likatski slulaj, pa c¢emo iste podrazumijevati i u poslje-
;m dijelu rada (v. Dodatak 1. — Logika predikaeta slabog

ma iskljulenja tredleg).

Jasno je da ako neka logika zadovoljava interpola-
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cionl uslov Lyndon-a, onda mora zadovoljavati i interpolaéi&ﬁ

uslov Craig-a.

Dok a z. Imajuéi u vidu odnose medu sistemima ko |
i GKC, dovoljno je ustanoviti da razbijanje (A, ) i ( ,B)uﬁﬁx
sekventa AlB zadovoljava neki od uslova (1), (2) ili

(3) 1leme 5, 3to se samom lemom i tvrdi."{

Posledic a. Logika XC zadd&oljava inte=-

rpolacioni uslov Craig-a.

iletod Xoji smo koristili pri dokazu teorema interpe-|

}Ja

lacije potice od laehara—-e i prezent

.l

ran je kod Tekeuti-a (lﬂﬂ”

(o4

pri dokezu teoreme interpolacije za klasian i Heyting-ov ralwf

predikata. Sto se tile logike KC, interpolacionu tecrenu

Creig—-a jeﬂdokazac Gabbay (v. D. k. Gabbay (197la)), a ista
se tretira i u radovima Maksimove (v. L. L. Maksimova (1977;53i
1979)) itZachoroWskog (v. S. Zachorowski (1978)). Interpolamﬁﬂé
teorema Lyndon—a Je data u radu‘MaksimOQe (ve L. L. Maksimovél:
(1982)) kao posledica odgovarajuéih razmatranja koja se odnoéé

na proSirenja modalnog sistema S5S4.

3.7. Jedna XC—-interpretaciia klasicne logike iska-

za. Neka je t preslikavanje skupa iskaznih formula For u se-
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t(AAB) = £(4)A +(B)
t(AVB) = t(4) V(B)
t(4—B) = t(.A)—"t(B) 3
t( 1 a) =

1 t(4A).

L ema 7. Za proizvoljnu iskaznu formulu A po-

i iskazna formula B takva da je }Ze-t(ﬁ)e—JWB.

D o kX a z. Indukcijom po sloZenosti /4i/ formule 4.
je 4 = P_, onda Jje za B dovoljino uzeti iskazno slovo P,
je A neka od formula CAD, CVD, C—D 1ili “1C, prenma
kcijskoj hipotezi, postoje formule C~ i1 D7 tekve da Je
t(C)e1C" i hﬁf't(D)é*:1D' pa je za formulu B dovo-
» uzeti, redom, formulu (C"VD7), TT(C°AD"), T(TIC’AD")

Fcr.
Te orema 10. kE-A akko Fia—t(A).

Do kX a z. Dio Yako": indukcijom po duZini dokaza
. u klasicnom rafunu iskaza C. Pretpostavimo da jg raéun C
mlisan na uovidajeni nadin, recimo kao H + AV 14, sa
kao jedinim pravilom izvodenja. Hije tesko vidjeti da
slikavanje t aksiome readuna C preslikava u teoreme raduna
na primjer, t(AV 714) = t(A)VNthgﬁ)i_g‘prema’lemi 7, po-
ji formula B takva da je PK5~t(A)*»"1B, odnosno -
H(AIV T (R e>IBVIB, ili fpm t(A)V T (4). Pravilo

SR, A SN A S SRS

1S pownems B B A ée biti preslikano opet u pra-
) T = S ﬂ
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vilo modus ponens  t(B) t(B) —=>t(4) Dio "sambd ak&ifj
t(4a)

e ¥¢LA Lo dgea) onda, prema dijelu "ako", imaﬁg,,
ll’.C t(t(t’t)) ’ + &—— ( (A))o Il ecTu‘twm, l’f’ldu_fc_‘_aom jole] Slo"eﬂostl
/4/ formule &4, moZe se pokazati da je |z—t(t(4))¢>A, odaklggi

je i }5—A, 8to protivrjedi pretpostavci. -4 A

Kao neposrednu posledicu gornje teoreme, moZemo -

izreéi slijedede tvrdenje, koje karakteriSe logiku KC:

logika KC Jje minimalno proSirenje Heyting-ovog r@Q

duna iskaza u kojem se klasiCan iskazni ralun moZe interpreti

rati preslikavanjem t.

3.8. Sistem prirodne dedukcije NKC. Sistem prifo
dne dedukcije za iskaznu logiku slabog zakona iskljudenja tf;f
éeg, u oznaci NKC, dobijamo iz formulacije sistema NC (v;%ﬁf
prvu glavu), kada se ogranié¢imo na pravila kod kojih svi Sk@i 
povi formula koji se pojavljﬁju u dokazima i izvod&enjimg zad&f
voljavaju uslov da ne sadrZe vise od jedne formule kOJa nlge |
strogo negativna, a za pravila {(u—) i (u71) Je speClgaIMj

" ¢ SNFor.

e Teorema 1ll. (Princip.inverzije) Ako se premé|
nekem‘izvodenju x € Der(NKC) moZe zakljuliti da se u sistehuf
NKC iz Al,...,A mo¥e izvesti &, onda postoji izvodenje |
x’ € Der(NKC) prema koaem se to isto moZe gzakljuditi, a u kogem
izuzev u maksimalnim segmentlma du21ne vedée od 1, ne pos*oji
formula koja se pojavlijuje kao glavna formula nekog u-pravila

i kao glavna formula velike premise nekog e-pravila.

Fs
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Dok a z. Slicdno kao za sistem NC.—*

T eor ema 12. (Teorema o normalizaciji izvo-
@enja) Ako postoji izvo@&enje x € Der(NKC) prema kojem iz
Al,...,An slijedi A, onda postoji normalno izvod&enje

x” € Der(NKC) prema kojem, takode, 1z A;j,...,A  slijedi A,

Dok az. Kao za sitem NC.—{

Kao posledice gornjih dviju tvrdnji, mogu se izvesti

princip podformulnosti, separabilnost, teoreme interpolacije

i sliéno.
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etvrta gl ava

4, JEDNA SINTAKSNA PROCEDURA
ODLUCIVOSTI ZA KONACNO AKSIOMATIZIBILNE
INTERMEDIJALNE LOGIKE BEZ DISJUNKCIJE

4.l. Uvod. Problem odlulivosti Heyting-ovog raluna
.za su razmatralli i1 rijesili mnogi autori, medu kojinma,
ia Church-u (1956), i Gentzen (v. M. E. Szabo (ed.) (1969)),
berg (v. M. Wajsberg (1938), B. Rosser {1938)), McKinsey
rski (v. J. C. C. McKinsey, A. Tarski (1941)), Rieger,
gak (v. B. J. Piljéak (1950)). lietod tabloa, koji se najpri-
ojavljuje u radovima Beth-a (v. E. W. Beth (1955)), Hinti-
e (v. J. Hintikxa (1955)) i Schiitte-a (v. X. Schiitte (1956)),

1lje razraduje kod Smullyan-a (v. R. M. Smullyan (1968)),

¢

tini dualan metodu Gentzen-a, predstavlja takode zadovo-

ajule rjedenje ovog probléma.
U ovom dijelu rada dademo jednu sintaksnu proceduru
Bivosti za implikativno-konjunktivno-negativni fragment
raluna H, koja se, imajudéi u vidu rezultat Diego-a (v.
iego (196%), Ce G. lcKay (1968), A. Urgqunhart (1974)), mo-
roduZitli na sve konadéno aksiomatizibilne intermedijalne

ke bez :isjunkcije.

4,2. Sistem h_,—4 . Pretpostavljamo da je skup impli-
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kativnih formula izgraden nad prebrojivim skupom iskaznih-?V'

slova PL = {DPy,Dpj-+o) 1 jednodlanim skupom iskaznih ko~ |

nstanti PC = {1} .

Radi kradeg pisanja, posStovademo konvenciju
prema kojoj unjesto (A-=>(B—>(...—~>(C—D)...))) pisati

A—B—>,..,>C—D,

Skupove prostih antecedentnih i konsekventnih

djelova formule A4, u oznaci panti, odnosno pconid, definisem|:

induktivno uslovima:

(1) pantP :'¢ s PpconP = {P} 5

Il

{AY} U pantB
{A—>B3}U pconB .

(ii) pant(A—=>B)

pcon{A—>B)

Tapomena. Navedena definicija se bitno razlikuje ol
definicije antecedentnih i konsekventnih djelova formule A .

date u prethodnoj glavi.
. [ ”
Shema aksiome sistema h 4 su

(AY) P—P

(A2) 1—P.

Shema pravila izvofenja sistema h_, -4 su

A1_> L B -#An-.’A

(P) , gdje jJe (i}_’-'O,in) pro”
izvoljna permutacija
n—tOI‘ke (1,...,11)

) 4[\. —’oc;ﬂi:L"-—-’A
il *n
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A>4—D8 ()

A—3B
A ()
B—>4
A8 €D (AL) |
A—>(B—>(C)—D
A-—»B B—>C (TR)

A—>C

Lema 1. (1) l—ETA—’A;

(2) fgmm a3 as

(3) fﬁ:::r‘(ﬁ“*B-*C)-(A—aB)—»A—eg;

(4) h:::; 1l—A. |

Dok az. (1) Indukcijom po sloZenosti /A/ formule

(2) A=A { prema (1)) ()
B—=>A—>4A (P)

A—=B—ZA

(3) (A—>B—~>C) —>4—=>B—>C (prema (1)) (%)
A—>4 (prema (1)) . . B~>(4=53~C)—=a—=C (A1)
A= (ai"3)=>(A—=2B—=C)>4L"(C (%)
A——;A——»(A—%‘B‘—)C)"’(A“"B)"”C (C)

> (A=B=C) >(A=B)—>C ()

(A~ B—>C)~> (A—>B)—=4L—>C

(4) Indukcijom po sloZenosti /i/ formule A.‘{
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L ema 2, Slijededa pravile su izvodljiva ujg/f

stemu h _, —

(1) X
A ABC  (4p)
B—C
(2) Ay . A4 A—>B
(GTR)
Alq.‘.—»An.—?B
(3) hy= o=k 74 B—>(
. (GAL)
- —> i > (p— —
Al a o @ nn (h B) C
o (4) Al—’...F»An—~A B
(GGTR)

gdje je B(A—/A;™...—"A ~>). formula koja se dobija iz foﬁmﬁ
B zamjenom "A-—=" sa ”Alv»...—eﬂd—»" ‘na svim mjestima gdje st

“

formula A pojavljuje u B kao prost antecedentni dio od B.

Napomena. Pravilo (IIP), dakle modus ponens uz ogra

enje da sloZenost donje formule mora biti ;3 1, Je dovoljm

[
¢

nj

op8te da se pri uobilajenim aksiomatizacijama Heyting-ovog ra-

o

una iskazga moZe uzetl umjesto pravila (mp), modus ponensa bel|

O

granicenja.
Frimijetimo i1 to da je pravilo (GGTIR) generaliza-

cija pravila (GTR) i (TR).

Dok az. (1) A i)
B—A A =B —=>(

(TR)

B—C
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(2) Indukcijom po n.

Ay= ...—=A —>A A=~ (a—=B)—>C
= : I (GTR)
A1*>..."AT79(A—*B)—5C

(4) Indukcijom po broju pojavlijivanja formule i u

s ®

0 prostog antecedentnog dijela.‘*

Slijedecde tvr&enje je neposredna posledica gornjih
i dobro poznatih &injenica o ralunu H (v. D. M. Gabbay

1), M. . Szabo (ed.) (1969), P. S. Kowvikov (1977)).
Teorema 1l. h.s—= = inH. \

Poznato je da se u ovom komtekstu neggcija definise
licitno kao:

A = (def.) A—>\ .

4.3. Teorema o eliminaciii pravila (TR). S1il¢no kao

‘iginalnom Gentzen-ovom dokazu (v. . II. Szabo (1969)) moZe
dvostrukom indukcijom po sloZenosti /&/ formule A 1 rangu
iza, dokazati jedno opE€tije tvrdenje o sistemu ho»— - te-

12 o eliminaciji pravila (GGTR), $to za posledicu ima i

|-

‘emu 0 eliminaciji pravila (TR) iz svih dokaza u sistemu

T »

T e orema 2. Ako je formula A dokaziva u siste-
h_,—- , onda je ona dokaziva u tom sistemu 1 bez upotrebe

rila (TR).
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4.4, Karakterizacija formula dokezivih u inH.

T e orema 3, Neka je 4 formula oblika

Al—’...f*An—bP. Tada:

FIEE:A akko zadovoljen je neki od slijedeéih uslaﬁi

(i) PevpantA ili L epanta

(ii) postoji io’ 1< i‘oé n, takav da je Pe pconAi’,;fi: 8
) )0‘:» B
ili L ép'conAi i za svaku formulu BE panth; je v

o]

O
}ﬁ?Al% e ._,’An—_'»Bo

Do k a z. Dio "ako': indukcijom po duZini dokazaigé

A u ho,— . 4ko je A neka od aksioma, onda je uslov (i) zad@éz
voljen. Sada je dovoljno razmotriti joé.sluéajeve kada se u f:?
posljednjem koraku dokaza za 4 U h_s - koristi neko od pravi{; 
la (P), (C), (W) ili (AL). Nije tesko vidjeti da su pravilafig
(P), (Cc) i (W) zatvorena za uslove (i) i (ii} , tj. da ako?i
gornja formula zadovoljava uslov (i) ili (ii), onda i donja }
zadovoljava isti, uslov. 4ko posljednji korak dokaza izgleda:t?'
ovako | | |
Ay—C D-%AB—*...~;A —>P

o (AT,
A.l-—*"(C—"D) —-9A3—*’ ce s TTATTA

gdje je ZAZ = C—~>D, onda, premz indukcijskoj hipotezi, formul?

DAz ... A —>P zadovoljava uslov (i) ili (ii). Ako je

3
E’é{A3,..o,An} ili _Le-{AB,...,An}, onda izvedena formula
A zadovoljava uslov (i). Ako D—*AS—*...“‘Aﬁ—vP zadovoljava
uslov (ii) i ioé-{B,...,n} , onda izvedena formula A ima

osobinu (ii), Jjer: moguda su slijededa dva podslulaja (1) D =1
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D=Ll 3 (2) D= Dl—»...—+Dkf~Q', gdje je Q = P ili

L i za svaki i (l$i$ k) ‘K:T D—)AB—-!'...—-»AH—-)DJ:-
je (1), onda, kako je prema indukcijskoj hipotezi

- A1—>C, pa i — A= ...—>h —C (prema (P) i (W)),
izvedena formula zadovoljava uslov (ii) teoreme. Ako Je

onda je A, = C—>D;—... D Q. Iz yy—— Ay—>C , poiQW~
') moZemo izvesti g Al-’...~*An—9C, a 1z fﬁj:f;*Al“’C

DA ~~...—~A —>D. (1L£iLXk), po (AL), moZemo izvesti

f\  — " 3 1 T \r 3 —_
— Ay—=As™> Az ...77AD; (L€£1i<£%). Dakle izvedena fo
a zadovoljava uslov (ii) teoreme.

"samo ako': ako je zadovoljen uslov (i), jasno je da je

-~ A. Sludaj (ii): ne umanjujuéi op$tost, pretpostavimo da
o= 1 A, =3By >...™B>Q, gdje je Q =P ili Q =1. Tada
0 slijededéi dokaz zz2 A u h_,—

Ay>...>4L —B Q—-~P
A7 eee ™A™ By (B)>Q) =4y~ ... >4, (GAL)
A7 .A>(B, 7B Q)AL ... TA TP ()
- L ] L J (C)
QGAL)
--.=>h —>B, (By™> e e ™B Q) ™A™ ... 77A P (GAL)
A7 e e e A AT AT L L,TTATT DR
) » » (C)
‘L’Ll-_’ .'.—» Ar—;» P ___4

Iz navedenog dokaza se moZe vidjeti da ako izosta-
djelove uslova (i) i (ii) koji se odnose na iskaznu konsta-
4 ’ dcbljamo karakterizaciju implikativnog fragmenta 1iH

ing-ovog wpiuna iskaza.
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4.5. Procedura odlulivosti za inH.

Za formulu A = Ay™ ... A P kaZemo da se mogg

i
vl
J
'_l
e
[

(1) trivijalno dokazati =azko je A

=1 , za neki 1, 1<in

(2) trivijalno opovrgnuti ako ne postoji i ,71§§;

takav da je P&pcona; 1ili _LepconAi.

Iz kxarskterizacije date teoremom 3, vidi se da amﬁ

se neka formula moZe trivijalno dokazati, da Jje ona svakako tel

orema logike 1inH, kao i da ako se neka Fformula moZe trivijanc

opovrgnuti, onda ona niukom sludaju ne moZe biti teorenma logi-

ke inH.

Drvo odluke za formulu & , u oznaci DT,, formiram|

na slijeded¢i nadin:
() TFormula A predstavlja poletni &vor drveta DTA;«

(s¢:) Ako fermula C = C.,=* ...—>C_—>P predstavlja‘f
1 m A

neki Cvor drveta pT,, onda:

a) ako se formula C moZe trivijalno dokazati ili

trivijalno opovrgnuti, onda je C maksimalni element drveta;

b) ako uslov a) nije zadovoljen, onda svakako -

postoji formula B€ pantC takva da je P &pconB ili l.epcond
U ovom slulaju iz &vora C imamo grananje do &vorova ‘
Cl"*...-0m—»b, za svaku formulu D€ pantB. Tada joS i kaZemo

da je grananje iz ¢vora C ulinjeno prema formuli B,

Duzina d(DT,) drveta odluke DT, je k-1, gdje ¥

-
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r0j Cvorova najduZeg lanca drveta DT, .

-

OCigledno da na opisani nad¢in svakoj formuli A

~uzZujemo, u opftem slucaju, jednu kolekciju drveta odluke.

Drvo DTA nazivamo drvetom vpozitivne (negativne)

te za formulu A ako je duZina drveta DT, konalna i svi
>vi maksimalni elementi se mogu trivijalno dokazati ( zako

1a. drveta D"l‘A nije nonac¢na ili medu njegovim maksimalnim

eantima postiji formula koja se mozZe trivijalno opovrgnuti).

T e orema 4. kﬁﬁ—A akko postoji drvo pozi-

> odluke za A takvo da je 4(DT,) £ 2 /B/ .
A
= B €& pantA

Najprije ¢emo dokazati slijededu lenu.

Lema 3. Ako su DTA—*B i DTC—’D s, redom, drve-

ozitivne odluke za A-—-~»B 1 C->»D, onda postoji drvo pozi-

e odluke DT, ,(3_4g)—p 22 4= (B—=C)—=D +takvo da je

A (B—C)—>p) S &(DT, _,3) + a(DT; 5p) + 1.

D o kx a z. Konstruisacemo drvo, u oznaci DT, _,5°DTo_opy»

itivne odluxe za A—>»(B—~(C)-—=D i

je drvo po

zitiv

wosluziti kao osnovica za konstrukciju. Pretpostavimo da

o

/G/> 1. Svaki &vor drveta DTn_,py Je oblika C—>D” i za-. ..

tjujemo ga formuleom oblika A

- (3—=~C)-~D", & svaki put
. je grananje iz d&vora C—*Di~*...—*Dﬁﬂ°P ulinjeno prema
wli ¢, &inidemo jod jedno dodatno grananje iz odgovarajuleg

o Aﬁ>(B—*C)—*Di—*...—*Dé—*? go &vora oblika
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A—»(B—>C)—»Di—>...—*D;—»B, a odavde ¢emo sva grananja imati?ff

kao kod drveta Di'—»B » zamjenjujucli svaki &vom oblika A-s§i5

formulom A*’(B-QC)—>31 o Dk—~B . (Poletni ¢C&vor drveta
DTA—»B bi nakon opisane zamjene bio A—*(B—*C)—”Di—*..
- - - - . ,Y‘- s ™M

Drvo formirano na ovaj nacin, u oznaci DLA—»BODTC-D’

drvo pozitivne odluke za formulu A-~(3-»C)-»D. Maksimalna

duzina drveta DTA}oB?DTC—*D se dobija kada iz Dretposljeanﬁgf

¢vora najduzeg lanca drveta DTL p imamo grananje prema fonmff

C. Tada je d(DTA—»BODTC—eD) = a(DT, _,g) + d(DTo_.p). Za C’
formiramo drvo DT, __ 3° D*Q—»D na isti nadin keao u gorngem §
Caju, izuzev kada neki od maks;palnih elemenata drveta DTQ
ima oblik Q~*Di~°...*‘Dé—*Q,:Téda pravimo jod i grananje ﬁg
Zvora A—9(3-5Q)'”D£"...—*Dé—*g (koji je doSao na mjesto
Evora Q—’Di~”...**Dé*~Q) prema formuli (B--Q) do d&vora
A*b(B—bQ)—*Di*’...—’Dé—”B, a dalje, sva grananja wwriimo na
isti nadin kao kod drveta DTA—»B , zamjenjujuéi &vorove
A->B’ Cvorovima oblika A—»(B-Q)~’Di"...—’D ‘=B’., Drvo

DT eDm-

A= B

a njegova maksimalna duZina moZe piti d(DTA_QD) + d(DLQ_,D)+J?

Za C =_1 <d(D?L—*D> = 0), odgovarajuée drvo pozitivne odluke
za A-» (B—~])-=D moZe biti formiranoc na slidan nadin, a bide

a(DT. d(DTA—»B) + 1.

i 8°D7) D)

Dokagz tereme .4. Dio "ako": indukcijom_w

duzini dokaza za A u h_,- . Jedini interesantan sluga] ¢

kada posljednji korak u dokazu za A izgleda ovako:

B-”Bl“’...**Bﬁ"P C—*le”...“*Dk“‘Q <

B—’,((Bl—" a-a—»Bm—»P)aC) ""’Dl-_”o-o —"Dk

ey

—p ¢&e biti drvo pozitivne odluke za A"(B—~Q)“ﬂﬁ




A

DT DT

R - o ) e — je drvo po-
B Bl OOO*Bm—»‘P C Dl s & & Dk—_’Q

vne odluke za A , prema lemi 3, Stavise

> & » k

/B + /Bl/ Fooot /Bm/ + /C/ + /Dl/‘+...+ /Dk/ + 1
(premz lemi 3)>;: '

~

/B/ + /Bl/ Fowot /Bm/ +m+ L+ /C/ + /Dl/ + ..ot /Dk/ =

> /D/ .

D e pantA

"samo ako" se u potpunosti opreswdava teoremomn 3.—4

Kao neposrednu posledicu teoreme 4 imamo da

h?é.k akko za svako drvo odluke DT, formule 4
biti zadovoljen neki od uslova : (1) d(DTé) > 2 /B/

. : Be€ panta

postoji maksimalni eleméﬁtﬂﬂrveta xoji se moZe trivijalne
renuti.

Drugim rijecima, svako drvo odluke DTE je, u tom 4

~ - T

. . ; . L
aju, drvo negativne odluke. ‘ i

Na tvrdenju teoreme 3 sé moze zasnivatli postupak
nam omoguduje pruZanje odgovora na pitanje: da 1i jer
formitla A teorema raluna inH 11i nije? Zvo nekoliko
jera:

(1) Pormula *--Q-—>P Je trivijalno dokaziva, pa jJe

_?—aQ —pP.

(2) Drvo odluke za formulu ((p—=>0)—=P)—>P izgleda
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((P—=Q)—=P)—Pp

|

((P=Q)—>P)=P—Q (moZe se trivijalno OPOVrgn

P;%—((P—"Q)—*P)—v:@ Py

(3) Drvo odluke za formulu (P—"Q—"‘{)-—-b(P—"Q)—oP—.R

Jje

, (P-?Q.—,R)‘—”(P-'Q)—"P-—*R

(P—=Q—=R)->(P—=Q)=P—P (P—~Q—=R) = (P—Q) —~P—q |
(trivijalno dokaziva) \

(P—=Q—=R)—= (P—=Q) ~P—D |
trivijalno dokaziva)}

ra je }—i—gﬁ— (P——’Q —-,R)-—-b (P"'"Q)"‘*’P""R,

(4) Drvo odluke za formulu T17P—P = ((P*l)él;A%

((P—=i)—1)—P

((P=L)=~1)=>p—sb—>i

|

jJe Jjedino mogucle i beskonaéne duZine, pa je % aA1P—>P,

4.6. UovStenje. Neka je L intermedijalna logiksa
sa veznicima 1, = ,A i V. Pod formulom bez disjunkciije

podrazumi jevamo formulu u kojoj se znak V ne pojavljuje,

a fragment bez disjunkcije logike L Je skup svih




113

mula bez disjunkcije koje su dokazive u logici L. Za

ermedijalnu logiku L kaZemo da je logika bez disjunkeci je,

se vezrak diéjunkcije moze definisati u njenom fragmentu
disjunkcije, tj. ako postoji formula C(P,Q) bez disjunkci-
takva da za proizvoljne dvije formule A i B bez disjunkci-
vazi  |5-AV B€>C(P/A,Q/B), gdje su P i Q dva razli-
2 iskazna slova koja se pojavlijuju u formuli C, a AeB =

—=3)AN (B—>4),

Znajuéi da je | (aA B—>C)—>(4—>B—C),
(A=>BAC)e>(2B)A (4—>C) i [z=AAB =akko h4a 1|3,
1ja procedura odlulivosti se moZe primjenjivati na

ment Heyting—ovog. ratuna iskaza bez disjunkcije.

frpwa rezultatu Diego-a (v. A. Diego (1966), C. G.
Ly (1968), A. Urquhart (1974), D. M. Gabbay (1981)) broj

1sobno neekvivalentnih u H formula skupa For{P P, Y-, 1 A}
1?7k

:onadan, pa je takva i konjunkcija svih slulajeva

/Cl,...,Qm/Cm) formule A, u oznaci /0 4, gdje
: (Pl,...,rk}

{2y5...5Q,} = atanPL, 2 Cy,...,C, su elementi postoje-
xonalnog skupa neekvivalentnih u H formula ngd{Pl,...,Pk}
-, 1 ,A} . StaviSe, dokaz konaZnosti ovog skupa pruza
étnost efektivnog odredivanja svih njegovih elemenata (v.
iiego (1966), A. Urgunart (1974)). Imajuéi sve ovo u vidu

zademo slijedede tvrdenje.

T e orema 5. Ako je L ¥konalno aksiomatizibi-

intermedijalna logika bez disjunkcije koja se dobija
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dodavanjem formula Ay,...,i, kao shema aksioma Hejy tng—ovoﬁn&
rac¢unu iskaza, onda

A akko 4?1,-0-‘\- 2 (bqA oo AL ))—>a

gaje je {Py,...,P, ] = subinFL.

Dok a z. Jasno je da iz }-ﬁ-—( AN (aq A "An))-nx
slijedi da kE-A. Obrat dokazujemo indukcijom po daZini doﬁagg"

X, za A u L Baza indukcije: A je neka aksioma logike L, M

A
je svakako %—-(ﬂ%\(nlA ...I\A Y)—=4, Indukci jski korak: prethf

stavimo da posljednji korak u dokazu x, za A izgleda ovakoéff
FeY

i d= su. Ql,...,Q ’Pls"°’Py sva iskazna slova koja se pojmdﬁ%

J
ju u dokazu x,. &ko je XA(Ql;...,Qj,Pl,...,Pk) dokaz za A@‘r
L, nije tesko vidjeti da Jje i XA(Ql/Pl""'Qj/Pl’Pl""’Pk)'f*b
takode dokaz za A u L, 1 da su ova dva dokazes iste duZine. Pre-|
ma indukcijskoj hipotezi imamo o
b (AN (A A e e NA))BQY/Pysee QP s By e s Py)

i

(AN (A A o AL ))=B(Qy/By5. .50 /By sPpaecesPy) A,

odakle Jje 1

E- M (A A ... As))—>A.—|

Primijetimo da nam opisana procedura odludivosti,

naravno u sludajevima kada se ustanovi da Je ispitivana
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formula 1 teorema date logike, pruZa i moguénost

strukcije dokaza ispitivane formule.

{re)kon-




LOGIKA PREDIKATA SLABOG ZAKONA

ISKLJUCENJA TRECEG

5.1. Uvod. Radun predikata prvog reda KCP = Hp +

AV TaA, gdje Je Hp Heyting-ov rafun predikata prvog reda
pored navedenih iskaznih aksioma (il) - (nl0) i pravila

sadrZzi jos$ aksiome
(ell) A(x)—3ya(y)
(u 12) VYyaly)—=i(x)

avila izvodenja

AxA(x)—>B

B"A(X) (V)

B —> Vxa(x)

1slovom da promjenljiva x nije slobodna u formuli B (v.
. Gabbay (1881))}, razmatran Jje prvi put u radu T. Umezawa-e
Ja)y, 2 Craig—ova teorema interpolacije za ova] sistem do-

1a je kod Gabbay-a (1971l=a).

U ovom dijelu éemo dati gencenizaciju GKCp-raéuna
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XC ukazati na moguénosti konstrukcija dokaza bez upotrebe Pry,

p’
vila sjeCenja i interpolanata koji zadovoljavaju interpolaéidne

uslove Lyndon-a 1 Craig-a.

Hapomena. Definicija skupa strogo negativnih formu_v
la ©SNFor formalno ostaje ista 1 za predikatski slucaj, tj. -
to Je najmanji skup generisan skupomn -(’]A:Ae For}, gdje Je
For skup predikatskuih fornmula prvog reda, i zatvoren za pravi'.'.ﬁi

o
la: .
A B . A B . C A
AAN3B AV B C—>A

gdje A,B € SNFor 1 C € Por.

Tako 1 dalje vazi: ako A4 € SNFor, onda postoji forﬁui

B takva da jJe }—KT-A'&—-"’IB.
D

D
je prod&irenje sistema GKC na jeziku prvog reda pravilima izvo-

5.2. Gencenizacija racuna KCD. Radun sekvenata GKC

denja .

A('t)r\\—ﬁ (LV) r”"h(X)A (RV)
Vxa(x)TiL CiFYxa(x) O

{za A< SHFor)

A(}c)ru—A (L3) \—\)r'A(‘t)A (rR3)
Axa(x)T A Tl dxata) A '

(za ACsliFor)

gdje je t proizvoljen term, a zajednicko ogranilenje za pra-

vila (RV) i (T 3) je da se x mne javlja u donjem sekvent!
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slobodna promjenljiva.

Pojavljivanje slobodne promjenljive x u formuli

cornjem sekventu.nazivamo karakteristiénim pojavljivanjem.

Lema 1. Ako je X izvodenje sekventa [ A

¥

Sunu \GKCD i1 y promjenljiva koja se ne pojavlijuje u tom

jenju, onda je X(x/y) izvodenje sekventa [ (x/y)lI A{x/y)

D o k a z. Indukcijom po broju primijenjenih pravila
vodenju X (v. G. Takeuti (1975)).—{

]
oy

Lema 2. Ako je X izvodenje sekventa V A
2uanu GKCP, t proizvoljan term i nijedna od karakteristi-
promjenljivih koje se pojavlijuju u X nije jednaka x
se pojavlijuje u termu t , onda je X(x/t) izvodenje se-

ta T(x/t) FA(x/%) u GKC -

Do kx a z. Indukcijom po broju primijenjenih pravila
V.

ro@¢enju % (v. G. Takeuti (1975)).‘1

L ema 3. Neka je t ©proizvoljan term i ¥ izvo-

d

> sekventa VA  u radunu GKCP. Ako sa X° oznalimo

Tenje koje se dobija iz X preimenovanjem promgenljivih
imaju karakteristic¢na pojavlijivanja u X 1 to tako da jJe
1 promjenljiva koja ima karaskteristicno pojavlijivanje u

razli®ita od % 1 ne pojavljuje se u termu t , onda

(’(%x/t) izvodenje sekventa T/ OIEAG/Y) u GKCﬁ"
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D ok a z. Indukcijom - primjenom prethodnih dviy, |

1ema.'{

Posljednje tri leme demo koristiti u dokazu teore:

me o eliminaciji pravila sjelenja za GKC_ .-

Lemea 4. Sekvent A je dokaziv u raduny

Do k a z. Dovoljno je razmotriti samo pravila zs .

uvodenje kvantifikatora. Znajuéi da su pravila (LVY), (L:B)f”
i (R3) dopustiva u Heyting-ovom radunu predikata HD (v.

G. Takeuti (1975), . E. Szabo (1978)), dovoljno je pékazati
da je, uz pretpostavku da se X mne javlja keao srobodna pro-:
mjenljiva u formuli B, formulav A(X)V TIB=>Yxa(x)V ] B te;

orema racuna KCp . Kako je slijedecde izvod&enje

A{x)V B
ANB—>A(x)
IBV TR TR VxA(x)
- Vxi(x)V ™ B

p o

pa i ‘-—@—A(x)\dﬂ B—>Vxa(x)V 71 B. -
' P

S

5.3. Teorema o eliminaciji pravila sjelenja.

Teorema 1, Ako je sekvent FIFA  dokaziv u

racunu GKCP, onda je on dokaziv u tom radunu i bez upotrebe
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Py

rila s

e
m
X

enja.

D ok a z. Relaciju > definisanu pri dokazu teoreme
timinaciji pravila sjelenja za radun GKC (v. glava trela;
1. E. Szabo (1978)) dodefinisademo na Der(GKCp) slijededim

ywwimas

r = 2:

A A 0 AG IFA

= A A N ¥xA kA > FIFAB A A IFA

TOAA | rnl-AA
ADA NA\-A
IxAA N 3xcAc\HA 5 _* FAMOA  AWA
TN-AA Cnll-a A

r>2 - za rR> 1:

'¥xA@ A (%) U e A A 0' YA A
¥x ACO A ANz A A S rtiEan ()
TN WAA Cni-aA

M Ix A A o) F32A@®A  MIxAxRA
12 AGDA N J= A |FA

TNiFAA TN k-Aan
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f

za r,=1 1 rL>1:

CipsAwd o OABIEA OAB-A |
T Y Ao D N¥xAol-A U Ve A@A NV¥=A A -
, > TS =

T alFa A
O FaxAA (o NAIEA (1A kA
T -3AxA A N A A A S T3 AN NdeAc A
TOFAN O UOEAN ]
vabas .

Na ova] naCln iz svakog izvodenja u kojem se prinje

njuje pravilo sjeCenja moZemo konstruisati jedno izvodenje u .

kojem se to pravilo ne pojavljuje:4

Posleddica. Sistenm GKC, Je separabilan,ff?

Posleddica. ako je A formula raduna predi-
~ - b

kata prvog reda u kojoj se ne pojavljuje negacija, onda

A 1
ch A akko [’ﬁ;’A .

Posljednja tvrdnja opredstavlja dopunu rezultata |
Jankova (v. V. 4. Janko¥ (1968)) koji se odnosi na iskazni

sluca] (v. tredu glavu).

5.4. Teoreme interpolacije. Definiciju antecede-

-ntnog i konsekventnog dijela formule A datu u tredoj glavi .
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.skazne formule, TOpunimo uslovom

ako je A = VxB(x) ili A = dxB(x), onda je

.= antB(x) i conA = {A'f UconB(x).

Lema 5. ako je sekvent TIAA’, ocdnosno VWA,
ziv u GKCP, cdje je AODCSNFor, onda Jje za svako njegovo ra-—
anje ( Vl, \"2) i (A 1,A2A'), odnosno ( \"1, T'2) i

’AZ)’ ispunjen neki od uslova

(1) sekvent rlﬂ-Al je dokaziv u C—KCp;

(2) sekvent r2 “‘AZA’, 0dnosno rZH—-AZ, je

ziv u GKCp H

\
T

(3) “(atant rlu atconAl) N (atcon r2 vatant AZA’) =
£ % ili (atcon (‘l Uatant Al) N (ztant rz Uatcon AZA’) =
fé/Qf , odnosno (atant Flu atcon Ay )N (atcon N, ,vatant A2) =
ép/ ili  (atcon Flu atant Al)f\ {atant rzUatcon Az) =Y £ ¢ ,
stoji formula C takva da su sekventi rl“"AlC i
“‘AZA', 03nosno Fl\\—Alc i C TZ\\" AZ’ dokazivi u GKCp

conC<Y 1 atantC<X, odnosno atconC&Y’ i atantCcSX”.

U sludaju (3) formulu C nazivamo interpolantom

y sekventa za dato razbijanje.

Do k a z. Indukcijom po duZini dokaza sekventa

AA’, odnosno A, u GKC .

Imajuéi u vidu dokaz slifne leme za rafun GKC (tre-
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ca glava, lema ), dovoljno je razmotriti indukcijski korak,fﬂ; 1

kada su u pitanju pravila (LV), (R¥), (L3) i (rR3). 1

(LV): A1) TIEA
Vxa(zx)T - A

loguda razbis |

janja donjeg sekventa su

(1) (V¥xa(x) T4, ) 1 (A1,8,)
(ii) (rl,V}cA(x) To) 1 (A,D,).

Za (1) Jje, prema indukéijskoj hkipotezi, (1) sekvent a(t) rl“iA_'
dokaziv u ralunu GKCP; (2) r‘z “—AZ je dokaziv u GKC? 111
(3) a(v) TylFAC 1CT,IFA, su dokazivi u GKC_, za neku
formulu C sz datim svojstvima. Iz (1), odnosno (2), slijedi |

da razbijanje (i) donjeg sekventa takode zadovoljava uslov (1),
odnosno (2), leme. Ako je (3), onda istu formulu C moZemo

uzetl u svojstvu interpolanta donjeg sekventa za razbijanje (i),'

jer  VYxa(x) TylFAc 1 cTLlFA, uw cke

p"
Za (ii) - sliZno kao za (i).
(RVY): oy .
Dl alx) & Moguée razbijanje do-
rldeA(x)A -

njeg sekventa, u opStem sludaju, je (\"—1, rz) i (Al’ VXA(‘X)A
(razbijanie (rl, o) 1 ( Ixa(x) AI’AZ) se ne odnosi na
Vxi(x) ¢ SNFor)

w

tvrdenje dato nafiom lemom jer je AE SNFor,
Prema indukcijskoj hipotezi je (1)4(“1]}-A1 u GKCP; (2)

TolkAaa(x) w oke 111 (3) [y lA4C 4 crz\k-AzA(X)f"u

GKCP, za neku formulu C sa datim svojstvima. Iz (1), odnosno

(2), slijedi da i donji sekvent za posmatrano razbijanje zado-

~voljava uslov (1), odnosno (2), nade leme. U slulaju (3) istu

b
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1lu C moZemo uzeti u svojstvu interpolanta donjeg sekve-
;& posmatrano razbijanje,:ukoliko se u formuli C promje- ﬁ
ra X mne Jjavlja kao slopodna. Ako se x ©pojavlijuje u C
jlobodna promjenljiva, onda u svojstvu interpolanta donjeg é;
:mta moZemo uzeti formulu | VXC, Sto opravdavaju slijedeca
tenja .
W4, c
-{iﬂ—z&l‘dxc

(RVY)

C (‘2 I AzA(x)

¥ xC \_2 “_AZA(X)
- (RV¥).
\jXC r2 “"Az VXA(X) SN

(L V)

L : ’
(L3) A(x))TIFA lloguéa razbijanja
Fxa(x)TI-A

g sekventa su

el e

(i) (3 xA(x) ‘r‘l’ rz) i (A 19A2)
(11) (T, 3xa(x) Ty) 1 (A4,A,).

) je, prema indukcijskoj hipotezi, (1) 4(x) ri\kj&l u

(2) FZ\}—AZ u GKCP ili (3)  A(x) (‘1\}—/,\,10 i

F‘AZ w GKC_, za neku formulu C sa datinm osobinama. Iz

£

odnosno (2), slijedi da je za razbljanje (i) donjeg se-—

©

zadovoljen uslov (1), odnosno (2), nafe leme. iko je (3)

se promjenljiva x ne pojavlijuje kao slobodna, onda istu

1u C moZemo uzeti u svojstvu interpolanta donjeg sekve-

a ragzbijanje (i), ali ako to nije slucaj, onda prema izvo-

me c [Ll-A,

(L3
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4(x) TilHA o
A(X) rl “'_A 13’ xC
xa(x) To\WA | IxcC

slijedi da u svojstvu interpolenta moZemo uzeti formulu.'axd#

Za (ii) - slitno kao za (i), s tim $to u sludaju (3) kada sé
u formuli C promjenljiva x pojavljuje kao slobodna, rrema

izvo&enjina

M -a,c

(RY)

00 T,1-A .

22 (1v)

¥xCa(x) T, A, (13} :

¥xc 3xa(x) TLoIA, .

formulu VxC wuzimamo u svojstvu interpolanta. %
(R3): Cla(s) A

Moguce razbijanjeé

donjeg sekventa, u opstem slucaju je
(T, ) i (A, dxa(x)A ).

Tada Jje, prema indukcijskoj hipotezi, (1) ‘—1H*£xl u GKCP;
(2)  ToWALa(8) w oy 111 (3) TolkAjc 1 o, lRAR
u GKCP, za neku formulu C ga datim osobinama. Vidi se da zé
dovoljenje uslova (1), (2) iii (3), implicira zadovoljenjeg
uslova (1), (2) 1ili (3) naSe leme, redom, uz napomenu da
u sludaju (3) wu svojstvu interpolanta donjeg sekventa za po-

smatranc razbijanje moZzemo uzeti istu formulu C.*{
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Lema 6. Ako je sekvent TUTWAA’, odnosno

ant T A | dokaziv u radunu sekvenata GKC_, gdje je

p’
SKFor, onda za svako njegovo razbijanje (T'l, r.z') i

,AZA'), odnosno (rl,rz) i (Al,AZ), vazi

(1) ako je at rlAl(\ at F2A2A’ ;5,6 , odnosno
LA.ln at rZA 5 ,—éld , onda postoji formula C +takva da
skventi rlll"A ;¢ i ¢ r2 A o4, o0dnosno Fl\k—A 1C
i atCg at FlAln at rzAZA',

rz“‘Az’ dokazivi u GKC,

sno atCc< at rlA 1(\ at FZAZ;

(2) ako je at rlAln at FZAZA’ =¢ , odnosno
LAln at FZAZ =F{ , onda je sekvent Tl\k—Al ili
ant rz\\-AzA’, odnosno rln—‘Al ili r2\\—'A2, doka-

Do X a z. Kao dokaz odgovarajudée leme za radun

‘tredéa glava) .—\

T e orema 2. Logika KCD zadovoljava interpo-

»ni uslov Lyndon-a. g
Do X a z. Kao dokaz odgovarajute teoreme za

tu KC {treda glava).’{

<

Posleddic a. Logika KCP zadovoljava inte-

rcioni uslov Craig-a.
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5.5. Sistem prirodne dedukcije NKCp. Kada sistep,|

prirodne dedukcije NKC, razmatranom u tredoj glavi ovog radg

dodamo JoS i pravila za uvodenje i izbacivanje kvantifikatmmf

U A(x) . U Vxa(x) :
(V) Tty VY
[Fa]

U dxa(x) , n

gdje‘je  ¢sSNFor, [IN\SNFor je najviSe jedno&lan skup, t pro
izvoljan term, a u pravilima (uV) i (ed) x se ne‘pojavljuk’
kao slobodna promjenljiva u nekoj formuli iz I 114 T, kao
ni u nekim pretpostavkama od kojih zavise A, [ i [l izuzev
na naznafenom mjestu u formuli A(x), dobijamo sistem prirodne
dedukci je NKCp za logiku predikata slabog zakona iskljuclenja

tredeg. P

4

Premisu W u pravilu (e 3) nazivamo malom premison

a sve ostale premise koje se pojavlijuju u pravilima za uvoden]

ili izbacivanje kvantifikatora su velike premise. Dogovore i

definicije koje se oédnose na iskazni slulaj, date u prvoj glaVi

podrazumi jevamo i na ovom mjestu.

Formule VxA(x) i 3xA(x) nazivamo glavnim form¥

lama ppavila (u(e)¥ ) 1 (u(e)d), redomn.

Definiciju segmenta demo dopuniti (v. prvu glavu)j,

- ]
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temo pod segmentom izvodenja x(EDer(NKCp) podrazumi jevati

istih skupova Fi,..., rn koji se uzastopno pojavljuju
in ispod drugog u izvodenju x i zadovoljavaju slijedede
wves
(i) Yi nije zakljudak pravila (eV) 1i1i (e 3);
(ii) ri,rza i <n, nije mala premisa nekog od pravi-
(eV) ili (e 3d);
(iii) rn nije mala premisa pravila TeV) ili (e 3).

Segment je maksimalan ako po&inje skupom koji je

.juCak nekog u-pravila, a zavrSava skupom koji Jje velika

1isa nekog e—pravila, sa istom glavnom formulom u oba sludaja,

» smo sada skup u-pravila proSirili dodajuéi mu joS i pravila

wwodenje kvantifikatora (uV) 2 (u3l), a skup e-pravila,

juéi pravila (eV) i JLe 3) za izbacivanje kvantifikatora.

Teorema 3. (Princip inverzije) Ako se prema
m izvodenju xtiDer(NKCp) moZ2e zakljuliti da se u sistemu

, iz Al”"’An mo¥e izvesti A, onda postoji izvodenje

Der(NKCp) prema kojem se to isto moZe zakljuciti, a u kojem,

:ev u maksimalnim segmentima duZine vede od 1, ne postoji
mla koja se pojavljuje kao glavna formula nekog u—-pravila

10 glavna formula velike premise nekog e-pravila,

Dok az. Imajuéi u vidu dokaz koji se odnosi na
izni sludaj (prva glava), dovoljno je razmotriti jos i

lajeve sa kvantifikaterima.

YxB(x) (pravilo (u)):




C

U VxB(x) i~

T B(4) zamjenjujemo sa I B(t)
A | A

A Je HXB(X) (pravilo (u)):

11‘1I ’_ @§; 4 

- LCB(x)] L
rB(x)
TixB(x) n zamjenjujemo sa
a 0
A A’ i

A je Vxﬂ(x)‘(pravilo (u¥)): -

UB(x) S

FVXB(X) zamjenjujemo sa (CB(x))(x/t)=U3B() |

\_B(t) A e
A

A je dxB(x) (pravilo (113)):

UB(4) (r 300 | 1€
T 3xB(x) n zamjenjujemo sa (1 (= 0(x/t)
a —=

A

Indukecijski korak:

A je N¥=xB(x) (pravilo (u)):
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U ¥xB(x) T i
U V¥xB(x) zamjenjujemo sa T'B(t) if
UB(t) T CB(t)
A | A
»  dxB(x) (pravilo (u)):
! - r
IxB(x) {r 3(x)] T B(x)
IxB(x) n zamjenjujemo sa - " B(x)
i | 0

»  YxB(x) (pravilo (uf¢)):
T B(x) ( T'BG0) (/) =T Bx)
V' ¥xB(x) :
: zamjenjujemo sa : :16)
CB(4) :
A :
JAN :
AxB(x) (pravile (uil)):
T’ B(t) - U'B(4)
“'IxBLx) L rel o U B(t)
~Ax3(x) N zamjenjujemo sa 0 (=0(x/1))

A

i |
“ —

Za primjenu pravila (e¥Y) ili (e J) kaZemo da je

8na ,ako se neka od njegovih malih premisa ne nalazi ispod

.postavke koja je zatvorena.
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Pod normalnim izvodenjiem podrazumijevamovizvodénk
koje ne sadrZi nijedan maksimalni segment, nijednu suviéﬁuf,
primjenu pravila (eV) i (e3F) i nijednu formulu koja ééf
" pojavljuje kao glavna formula nekog u-pravila i kao glavna

formula velike premise nekog e-pravila.

Teorema 4. (Teorema o normalizaciji izvémﬁh
Ako postoji izvodenje erDer(NKCp) prema kojem moZemo zékimﬁ
8iti da iz Aq,...54) slijedi' L u NKC_, onda postoji nofmﬂm
izvodenje X’éiDer(NKCp) prema kojem takéde iz Al""’Anl |
slijedai A.

D ok a g. Dokaz se izvodi kao u iskaznom sluéagu,f
dvostrukom indukcijom po slozZenosti i duZini maksimalnih se-
gmenata, pa imajuéi to u vidu, dovoljno je ukazati na mogu&wﬂ

da se izvodenje

U dxB(x) 1
n YL3 s

ae
zami jeni izvodenjem

N>
r‘l n r]3

raxB(x) A4S
VAN

: S

Kao posledice gornjih tvrdenja mogu se izvesti, iw{

'
/
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ostalog, i princip podformulnosti, teorema separacije, teoreme
interpolacije, te tvrdenje o jednakosti pozitivnih fragmenata
logike predikata slabog zakona iskljutenja tredleg 1 Heyting~ove

logike predikata,

i
i
;
b
;
B
i
%1
£
L
o
i1
11

e
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Dodatak 2.

)
-
<
,
o~
>

NoKn 0D mOGpCHOoTI DaLJIH I51

~

6.1. Cilj nam Je da u ovom docdatku ukaZemo na
> od mogudéih pravaca daljih istraZivanja u oblastima teorije
armedi jalnih logié{ih istema i1 strukturne teorije dokaza,

>deé¢i pri tom i niz konkretnih prodlemsz koji se tidu ovih

b.2. Prije svega, veze izmedu pravih gencenizacija

:orema interpolacije ostaju nejasne i pored cinjenice da

Ry

1 mnogim poznatim slucajevima kao posledica teoreme o e11~
iji pravila sjeCenja mogu dobiti razne forme teoreme inte-

tacije (v. G. Takeuti (1975), tredu glavu i dodatak 1). U

1atranjima na opstijem nivou se izraZava uvjerenje da bi

i ratun poput racuna sekvenata mogao posluziti kao osno-

1 za dokazivanje teoreme interpolacije (v. N. D. Belnap

32)). Uz sve to 1 vjera zutora ovih redova da postoje pogo-

ni za prave gencenizacije preostalih iskaznih interme-

[0
(o]

nad
1Inih logika za koje se moZe dokazatl teorema interpolaci je

L. L. Maksimova (1977,1979), S. Zachorowski (1978)).

6.3. 77 radu LMaksimove (1982) Jje dokazano da pored
;ing—ove i Vlasidne logike, interpolaecioni uslov Lyndon-a

woljavaiu i @o%ike KC i XKC + AV (A= (BV 13)). Havodi

£=3
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se kao otvoreno pitanje: (s 11 postoji lntermealJalna]ﬂg

ka koja zadovoljava interpolacioni uslov Craig-a, a ne Zadmm’

ljava interpolacioni uslov Lyndon-a?

6.4. Ostaje joS nedovoljno istraZena oblast progi.ll
renja raluna H odcovaraguCLm aV51omama na Jeziku sa prebr@,

jivom ronjunkcijom i disjunkei]] om, ti. oblast 1n11n1tarn1h‘

Y=o

intermedijalnih logika (v. . E. X¥adel (1978), H. E. Szabo

(1978), M. Radkovidé (1980)).

<3

6.5. Takode bl se moglo postaviti pitanje analogije

medu prodirenjimz ratuna H 1 simetrilne konstruktivne logike

N i

Zaslavskog (1978).

“o

6.6. Ako bi se umgesto pravila (u—>) i (u™) siste-

ma NC uzela pravila ,‘1

) ] I

Bl‘ . anr

“? s o 0
(o)

(u™—>) (uv'1)
A . qa T : f

~

uz uslov [T € SNFor, dobija se formulacija NLC Dummett—ovdg':
8
sistema LC kao sistema prirodnih dedukcija. Ostaje pitanje

1

dorade ove formulacije do neke iz koje bi se eventualno kao §
posledice neke teoreme o normalizaciji izvodenja mogle dobiti

teoreme separacije i interpolacije. ‘ 7

E .3 3£

U vezi sa nekim globalnim svojstvima 1ogiékih

sistema, kao $to su disjunktivno svojstvo, uslov Diego-a,
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esne osobine modela (posebno Kripke—ovih okvira) itad.,

se Javiti niz problema, recimo u vezi sa karakterigzacija-

1lasa intermedijalnih logika koje zadovoljavaju dati uslov.
ezZe i znacfajne moguénosti za klasifikacije intermedijalnih

ka.

6.7. Za logikxu L <demo reéi da zadovoliava uslov

2—a ako u svakom skupu iskaznih formula generisanim ko-

e

im brojem iskaznih slova postoji konacan broj L-neekviva-

aih formula. Prema rezultatu Diego-a (v. 4. Diego (1966),

. McKay (1968), A. Urcunhart (1974), D. ii. Gabbay (1981))
islov zadovoljavaju disjunktivno slobodna progirenja

>ama 1iH, npr. icnH, LC, C itd., medutim sam Heyting-ov

1 iskaza ne zadovoljava, sljedstveno radovima Gddel-a,

1sey—-a i Tarskog, Rieger—a i Nishimura-e (v. K. G8del

3), J. C. C. licKinsey, A. Tarski (1946), I. Nishimura

)), L. Rieger (1957), V. B. Sentman (1978), D. . Gabbay

t)). U ovom kontekstu se prirodno namede problem karakteri-
je minimalnih (minimalne) intermedijalne logike koje zado-

iwvaju uslov Diego-a. (Na ova]j problem je u jednom razgovoru ?

1o paZnju profesor J. Porte u toku Zvropskog ljetnjeg

inka UdruZenja za simbolilku logiku (ASL) u Aachen-u (Logie

yauium ?83%).)

6.8. Logika L ima disjunktivno svojstvo ako Je

rakxe dvije formule & 1 B =4V B  akko be—a ili - B.

yitnu hipotezu Lukasiewicza (v. 4. Lukasiewicz (1952))

t
: Heyting-ov radun iskaza jedina intermedijalna logika sa
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disjunktivnim svojstvom, opovrgnuli su Kreisel i Putnam
(v. G. Kreisel, H. Putnam (1957)) pokazavsi da i logika H'+‘T
+ (Ta=>(BVC))=(T4-B)V(T4A—C) ima disjunktivno svovj'styx‘ro.
Zasnije je pokazano da Je takvih 1ogikak§ak kontinuum mnogb',
(v. L. Wroriski(l 73)) i da medu njma ne postoji najveéa‘(i“
R. B. Xirk (1982)). Ostaje problem karakterizacije maksimalnih
intermedi jalnih lozika sz disjunktivnim svojstvom. (Iz raééo;,
vora sa prof. L. L. Maksimovom i prof. A. WroXskim u toku k~
Sedmog medunarodnog kongresa za logiku, metodologiju i filo;'r
-voflgu nauke (Salzburg, 1983) sam saznao da Je jedna od takvﬁ;

1ogikaw§istem Yedvedeva (v. J. T. HMedvedev (1962)), a da pltau

ostalih ostaje za sada bez odgovora.)

£.9. Izuzimajuci pokudaj Lépez-Escobar-z (1982), nij
nam poznato da Je bilo peckuSajs formulisanja intermedijalnih
logika kao sistema prirodne dedukcije, pa i to ostaje keo ro-
guénost za dalja istraZivanja. S tim u vezi bi bilo interesantn
vidjetli koliko bi imala smisla klasifikacija intermedijalnih lo-
gika u odnosu na rod dokaza (v. R. Statman (1974)). Nije se;te—
Zxo uvjeriti da se logike posmatrane u ovom radu (KC, H + an,
H+ b (n2 2)) mogu formulisati na nalin predloZen u UOﬂenutom
radu Lépeg-Escobar—-a i da su u takvim formulacijama date 1ogﬂw

roda O, tj. da svaku teoremu moZemo dokazati dokazom roda O.
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