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Ïðåäãîâîð 

 
 Îðèãèíàëíà ìîòèâàöè¼à çà îâà¼ ðàä áèëà ¼å ìî¼à æå�à äà ïèøåì î íåäîñòèæèâèì 
êàðäèíàëèìà. Ñ òîãà ¼å îâà¼ ðàä êîíöèïèðàí êàî èçëàãà�å îñíîâíèõ ðåçóëòàòà êàðäèíàëíå 

àðèòìåòèêå óç íàâî�å�å íåêèõ ñëîæåíè¼èõ ðåçóëòàòà áåç äîêàçà è êàî òàêàâ ìîæå 

ïîñëóæèòè êàî óâîä ó ìîäåðíå òåîðè¼å êî¼å ñå áàâå êàðäèíàëíîì àðèòìåòèêîì. 

 Ó ïîãëàâ�ó 1 äà¼åìî ïðåãëåä îçíàêà, äåôèíèöè¼à è òåîðåìà êî¼å �åìî êîðèñòèòè 

êðîç ðàä. Îä ÷èòàîöà ñå î÷åêó¼å ïîçíàâà�å Öåðìåëî � Ôðåíêåëîâå àêñèîìàòèêå (ZF), 
àêñèîìå èçáîðà è �åíèõ åêâèâàëåíàòà è îñíîâíèõ ÷è�åíèöà ó îðäèíàëíèì è êàðäèíàëíèì 

áðî¼åâèìà. 

 Ó ïîãëàâ�ó 2 äåôèíèñà�åìî óç ïîìî� ïî¼ìà êîôèíàëíîñòè ñòåïåíîâà�å êàðäèíàëà. 

Ó ïîãëàâ�ó 3 ïðåçåíòîâà�åìî äâå âðëî çíà÷à¼íå òåîðåìå: Áóêîâñêè � Õåõëåðîâó è £åõîâó, 

è áàâè�åìî ñå ïèòà�åì êàêâå ðåçóëòàòå ìîæåìî äîáèòè àêî àêñèîìàìà ZFC ïðèäîäàìî 

¼îø íåêå ïðåòïîñòàâêå ãåíåðàëèçîâàíå õèïîòåçå êîíòèíóóìà. 

 Ó ïîãëàâ�ó 4 î ìåð�èâèì êàðäèíàëèìà èìàìî çíà÷à¼íà ñâî¼ñòâà ðàçíîâðñíîã 

ïîðåêëà êî¼à ñå êîíöåíòðèøó íà îâå îá¼åêòå. Òàêî�å, ó óâîì ïîãëàâ�ó î ðåàëíî � âåëèêèì 

êàðäèíàëèìà ïðèêàçàíà ¼å Ñîëîâå¼åâà òåîðåìà êî¼îì ¼å äîêàçàíà åêâèêîíñèñòåíòíîñò 

òåîðè¼à ZFC + �ïîñòî¼è òîòàëíî ߪ - àäèòèâíî ïðîøèðå�å Ëåáåãîâå ìåðå� è ZFC + �ïîñòî¼è 

ìåð�èâ êàðäèíàë�, êàî è óîïøòå�à è ïðèìåíå �èõîâèõ ðåçóëòàòà. 

 Íà êðà¼ó, æåëèì äà ñå çàõâàëèì ìåíòîðèìà ïðîô. äð Àëåêñàíäðó £îâàíîâè�ó è äîö. 

äð Àëåêñàíäðó Ïåðîâè�ó, êàî è ïðîô. äð Æàðêó Ìè¼à¼ëîâè�ó íà âåëèêî¼ ïîìî�è ïðè 

èçáîðó òåìå è íà ñòðï�å�ó çà âðåìå èçðàäå îâîã ðàäà. 
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0 

Óâîä 
 

�Áåñêîíà÷íîñò! Íè¼åäíî ïèòà�å íè¼å òàêî äóáîêî óçíåìèðèëî ÷îâå÷è¼è äóõ ( ... ).� 

Òàêî ïèøå Õèëáåðò î áåñêîíà÷íîñòè. 

Òåîëîãè¼à, ôèëîçîôè¼à è, íàðàâíî, ìàòåìàòèêà ñå áàâå áåñêîíà÷íîø�ó, êî¼à ¼å ¼àêî 

ïðîáëåìàòè÷íè ïî¼àì ó ñâèì òèì îáëàñòèìà. Ó òîêó èñòîðè¼å âåëèêè ìèñëèîöè ñó ïðîáàëè 

ðàç¼àñíèòè øòà ¼å áåñêîíà÷íîñò. 

Âå� ¼å Àðèñòîòåë ðàçëèêîâàî äâå âðñòå áåñêîíà÷íîñòè: ïîòåíöè¼àëíó è àêòóåëíó. 
Ïîòåíöè¼àëíà áåñêîíà÷íîñò ¼å áèëà ïîçíàòà è ó ìàòåìàòèöè. Íà ïðèìåð íèç ïðèðîäíèõ 

áðî¼åâà ¼å ó òàêâîì ñìèñëó áåñêîíà÷àí: ¼åäàí ïðîöåñ êî¼è ñå ìîæå áåñêðà¼íî íàñòàâèòè. À 

ãîâîðèìî î àêòóåëíî¼ áåñêîíà÷íîñòè àêî íà ïðèìåð ìèñëèìî íà öåëèíó (ñêóï) ñâèõ 

ïðèðîäíèõ áðî¼åâà, êî¼à ¼å ¼åäíà çàâðøåíà ñòâàð. Î÷èãëåäíî äà ïîñòî¼è ðàçëèêà èçìå�ó òå 

äâå áåñêîíà÷íîñòè. Àêòóåëíà áåñêîíà÷íîñò ¼å èçóçåòíî òåøêî ïðèçíàòà îä ñòðàíå 

ìàòåìàòè÷àðà ôóíäàìåíòàëèñòà. Ãåîðã Êàíòîð ¼å óðàäèî âåëèêó èíîâàöè¼ó ó ìàòåìàòèöè, ñ 

òèì äà ¼å óâåî àêòóåëíó áåñêîíà÷íîñò è èçðàäèî îñíîâå òåîðè¼å ñêóïîâà. Ó òàäàø�åì 

âðåìåíó ìíîãè ñó áèëè ñêåïòè÷íè øòî ñå òè÷å Êàíòîðîâå èäå¼å, àëè �åãîâè ñëåäáåíèöè ñó 

ïîêàçàëè äà ñó îâå ìèñëè îïðàâäàíå è òà÷íå. 

Ó îâîì ðàäó áàâèìî ñå áåñêîíà÷íèì êàðäèíàëèìà, ïîñåáíî íåäîñòèæèâèì è 

âèäå�åìî äà ñå îíè ìîãó ñìàòðàòè çà óîïøòå�å ïðèðîäíèõ áðî¼åâà è êàî òàêâè, îíè ñó 

áåñêîíà÷íè áðî¼åâè ó òåîðè¼è ñêóïîâà, òàêî øòî ñå è íà �èìà óâîäå îïåðàöè¼å àíàëîãíå 

îïåðàöè¼àìà íà áðî¼åâèìà. Òàêî íàñòà¼å òðàíñôèíèòíà àðèòìåòèêà. Ðàäèìî ó Öåðìåëî � 
Ôðåíêåëîâîì ñèñòåìó àêñèîìà (îçíàêà: ZF ñèñòåì) ñà àêñèîìîì èçáîðà (îçíàêà: ZFC 

ñèñòåì). Àêñèîìó èçáîðà ñêðà�åíî îçíà÷àâàìî ñà AC. 

Àêñèîìå ZFC 

Àêñèîìà 1 (Àêñèîìà åêñòåíçèîíàëíîñòè) ݔ׊଴ݔ׊ଵ൫ݔଵ ൌ ଵݔ ֞ ଶݔଶሺݔ׊ א ଴ݔ ֞ ଶݔ א  .ଵሻ൯ݔ
Àêñèîìà 2 (Àêñèîìà ïðàçíîã ñêóïà) ݔ׌଴ݔ׊ଵ൓ሺݔଵ א  .଴ሻݔ
Àêñèîìà 3 (Àêñèîìà ïàðà) 
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ଷݔଷሺݔ׊ଶݔ׌ଵݔ׊଴ݔ׊ א ଶݔ ֞ ଷݔ ൌ ଴ݔ ש ଷݔ ൌ  .ଵሻݔ
Àêñèîìà 4 (Àêñèîìà óíè¼å) ݔ׊଴ݔ׌ଵݔ׊ଶ൫ݔଶ א ଵݔ ֞ ଷݔଷሺݔ׌ א ଴ݔ ר ଶݔ א  .ଷሻ൯ݔ
Àêñèîìà 5 (Àêñèîìà ïàðòèòèâíîã ñêóïà) ݔ׊଴ݔ׌ଵݔ׊ଶ൫ݔଶ א ଵݔ ֞ ଷݔଷሺݔ׊ א ଶݔ ֜ ଷݔ א  .଴ሻ൯ݔ
Àêñèîìà 6 (Àêñèîìà áåñêîíà÷íîñòè) ݔ׌଴൫Ͳ א ଴ݔ ר ሺݔ׊ଵ א ଵݔ଴ሻሺݔ ׫ ሼݔଵሽ א  .଴ሻ൯ݔ
Ñõåìà 1 (Ñõåìà ñåïàðàöè¼å) Íåêà ¼å ߮ ôîðìóëà ZFC òåîðè¼å ñêóïîâà ó êî¼î¼ ñå 

ïðîìåí�èâà ݔଶ ¼àâ�à ñëîáîäíî è ó êî¼î¼ ïðîìåí�èâà ݔଵ íåìà ñëîáîäíèõ ¼àâ�à�à. Òàäà ¼å 

óíèâåðçàëíî çàòâîðå�å ôîðìóëå ݔ׊଴ݔ׌ଵݔ׊ଶሺݔଶ א ଵݔ ֞ ଶݔ א ଴ݔ ר ߮ሻ 
èíñòàíöà ñõåìå ñåïàðàöè¼å. 

Ñõåìà 2 (Ñõåìà çàìåíå) Íåêà ¼å ߮ ôîðìóëà ZFC òåîðè¼å ñêóïîâà ó êî¼î¼ ñå ïðîìåí�èâå ݔଶ 
è ݔଷ ¼àâ�à¼ó ñëîáîäíî è ó êî¼î¼ ïðîìåí�èâà ݔଵ íåìà ñëîáîäíèõ ¼àâ�à�à. Òàäà ¼å 
óíèâåðçàëíî çàòâîðå�å ôîðìóëå ݔ׊଴ ቀݔ׊ଶሺݔଶ א ଴ݔ ֜ ଷ߮ሻݔଵ׌ ֜ ଷݔଷ൫ݔ׊ଵݔ׌ א ଵݔ ֞ ଶݔଶሺݔ׌ א ଴ݔ ר ߮ሻ൯ቁ 

èíñòàíöà ñõåìå çàìåíå. 

Àêñèîìà 7 (Àêñèîìà èçáîðà) ݔ׊଴ሺ݂׌ ׷ ܲሺݔ଴ሻ ื ଵݔ׊଴ሻ൫ݔ א ܲሺݔ଴ሻ൯ሺݔଵ ് Ͳ ֜ ݂ሺݔଵሻ א  .ଵሻݔ
Òåîðåìà 1 Ñëåäå�è èñêàçè ñó åêâèâàëåíòíè: 

1) Àêñèîìà èçáîðà Ñâàêè ñêóï èìà ôóíêöè¼ó èçáîðà; 
2) Öåðìåëîâà òåîðåìà Ñâàêè ñêóï ñå ìîæå äîáðî óðåäèòè; 
3) Öîðíîâà ëåìà Àêî ó íåêîì óðå�å�ó ñâàêè ëàíàö èìà ìà¼îðàíòó, îíäà òî óðå�å�å 
èìà ìàêñèìàëàí åëåìåíò; 

4) Õàóñäîðôîâ ñòàâ ìàêñèìàëíîñòè Ñâàêè ëàíàö ó ïðîèçâî�íîì ïàðöè¼àëíîì 
óðå�å�ó ñå ìîæå ïðîäóæèòè äî ìàêñèìàëíîã ëàíöà. 

  



~ 5 ~ 
 

1 

Óâîäíå îçíàêå è òåîðåìå 

Äà�åìî êðàòàê ïðåãëåä ó êî¼åì �åìî ñå ïîäñåòèòè íà íåêå ðåçóëòàòå è óâåñòè îçíàêå êî¼å 

�åìî êîðèñòèòè ó äà�åì èçëàãà�ó. Íå�åìî ó äåòà�å íàâîäèòè ñâå äåôèíèöè¼å è òåîðåìå, 

íåãî ñàìî îíå íà êî¼å �åìî ñå äèðåêòíî ïîçèâàòè ó êàñíè¼èì ïîãëàâ�èìà. Àêî ¼å ÷èòàëàö 

çàèíòåðåñîâàí çà äîêàç íåêèõ îä òâð�å�à ìîæå ãà íà�è ó ሾʹሿ�ɢɥɢ�ሾ͵ሿ. 
Ñèñòåì ó êî¼åì ðàäèìî ¼å àêñèîìàòñêè ZFC, ¼åð âåëèêè áðî¼ ðåçóëòàòà ó êàðäèíàëíî¼ 

àðèòìåòèöè çàâèñè îä àêñèîìå èçáîðà. Ðàäè ¼åäíîñòàâíè¼åã èçëàãà�à ðàçìàòðà�åìî íåêå 
îá¼åêòå çà êî¼å íàì ñå ÷èíè äà íå ñïàäà¼ó ó ZFC, ñ òîãà �åìî èõ ðàçäâî¼èòè ïî êëàñàìà 

îðäèíàëíèõ è êàðäèíàëíèõ áðî¼åâà. Äà ¼å òî èçâîä�èâî ó ZFC ÷èòàëàö ñå ìîæå óâåðèòè ó 

ëèòåðàòóðè ሾʹሿ. 
 
 

1.1  Ðåëàöè¼å è ôóíêöè¼å 

Äåêàðòîâ ïðîèçâîä ñêóïîâà ܣ�è ܤ, ó îçíàöè ʏ ൈ  äåôèíèøåìî êàî ñêóï ñâèõ óðå�åíèõ ,ܤ

ïàðîâà ÷è¼à ïðâà êîîðäèíàòà ïðèïàäà ñêóïó ʏ à äðóãà ñêóïó ܤ. 

Äåôèíèöè¼à 1.1. Ðåëàöè¼à ¼å áèëî êî¼è ïîäñêóï Äåêàðòîâîã ïðîèçâîäà ïðîèçâî�íèõ 

íåïðàçíèõ ñêóïîâà ʏ è ܤ. Àêî ¼å ߩ ؿ ሺʏ ൈ ǡݔሻ è ሺܤ ሻݕ א  ó ðåëàöè¼è ݔ îíäà êàæåìî äà ¼å ,ߩ

ñà ݕ. 

Ó îâîì äåëó äà�åìî äåôèíèöè¼ó ôóíêöè¼å êàî ñïåöè¼àëíå âðñòå ðåëàöè¼å. 

Äåôèíèöè¼à 1.2. Íåêà ¼å ߩ ك ܣ ൈ ߩ݉݋݀ :áèíàðíà ðåëàöè¼à. Äåôèíèøåìî ܤ ൌ ሼݔȁݔ א ܣ ר ሺݕ׌ א ߩ݃݊ݎ ,ሻሽ (äîìåí ðåëàöè¼å)ݕߩݔሻሺܤ ൌ ሼݕȁݕ א ܤ ר ሺݔ׌ א  .ሻሽ  (ñëèêà ðåëàöè¼å)ݕߩݔሻሺܣ
Äåôèíèöè¼à 1.3.  Ðåëàöè¼ó ݂ ك ܣ ൈ ݂݉݋çà êî¼ó âàæè ሺ݀ ܤ ൌ ሻܣ ר ሺݔ׊ א ݕ׊ሻሺܣ א ƍݕ׊ሻሺܤ א ǡݔሻ൫ሺܤ ሻݕ א ݂ ר ሺݔǡ Ԣሻݕ א ݂ ՜ ݕ ൌ  ƍ൯ݕ
êàæåìî äà ¼å ôóíêöè¼à ñà ʏ ó ܤ. Ïèøåìî  ݂ǣ ܣ ՜  .ܤ

Íåêà ¼å ݔ א ݕ Òàäà .ܣ א ǡݔòàêàâ äà ¼å ሺ ܤ ሻݕ א ݂, îçíà÷àâàìî ݂ሺݔሻ. Ñêóï ñâèõ ôóíêöè¼à ñà ܣ  

ó ܤ îçíà÷àâàìî ñà ܣ஻  ò¼.: 
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஻ܣ ൌ ሼ݂ȁ݂ǣ ܣ ՜  ሽܤ
Íàïîìåíà 1.4.  Óîáè÷à¼åíî ¼å äà ñëèêó ôóíêöè¼å ݂ îáåëåæàâàìî ñà ��݂, îâäå �åìî ñëèêó 
ôóíêöè¼å ݂ îáåëåæàâàòè ñà ���݂. Íåìà ïîòðåáå çà óâî�å�åì íîâå îçíàêå ¼åð ñå ñëèêà 
ôóíêöè¼å ݂ äåôèíèøå êàî ñëèêà ðåëàöè¼å ݂. 

Àêî ¼å ���݂ ïðàâè ïîäñêóï ñêóïà ܣ, çà ôóíêöè¼ó ݂ êàæåìî äà ¼å ïàðöè¼àëíà. Ó ñëó÷à¼ó äà 

¼å ���݂ ൌ  .çà ôóíêöè¼ó ݂ êàæåìî äà ¼å òîòàëíà ,ܣ

Äåôèíèöè¼à 1.5. Íåêà ¼å ݂ǣ ܣ ՜ ܺ íåêà ¼å ,ܤ ك Ñëèêà ñêóïà ܺ ïî ôóíêöè¼è ݂ ¼å ݂ሾܺሿ .ܣ ൌ ൛ݕหሺݔ׌ א ܺሻ൫ݕ ൌ ݂ሺݔሻ൯ൟ. 
Çà îçíà÷àâà�å ñëèêå ñêóïà êîðèñòèìî óãëàñòå çàãðàäå êàêî áèñìî èçáåãëè êîíôóçè¼ó îêî 

òîãà ìèñëèìî ëè íà âðåäíîñò ôóíêöè¼å èëè ñëèêó ñêóïà. 

Äåôèíèöè¼à 1.6. Ïàð ሺܣǡ൑஺ሻ ¼å ïàðöè¼àëíî óðå�åí ñêóï (ïàðöè¼àëíî óðå�å�å) àêî ¼å ൑஺ 
ðåëàöè¼à ïîðåòêà íà ñêóïó ܣ. Ïàð ሺܣǡ൏஺ሻ ¼å ñòðîãî ïàðöè¼àëíî óðå�å�å àêî ¼å ൏஺ ðåëàöè¼à 
ñòðîãîã ïîðåòêà íà ñêóïó ܣ. 

Äåôèíèöè¼à 1.7. Ïàðöè¼àëíî óðå�å�å ሺܣǡ൑஺ሻ ¼å ëèíåàðíî àêî ñó ñâàêà äâà åëåìåíòà 
óïîðåäèâà, ò¼. àêî çà ïðîèçâî�íå ܽǡ ܾ א ܽ je ܣ ൑஺ ܾ, èëè ¼å ܾ ൑஺ ܽ. 

Çà ïàðöè¼àëíî óðå�åí ñêóï ሺܣǡ൑஺ሻ êàæåìî äà ¼å äîáðî óðå�åí àêî ñâàêè íåïðàçàí ïîäñêóï 

ñêóïà ܣ èìà ìèíèìóì. 

Ñâàêî äîáðî óðå�å�å ó¼åäíî ¼å è ëèíåàðíî. 

Äåôèíèöè¼à 1.8. Íåêà ñó ሺܣǡ൑஺ሻ è ሺܤǡ൑஻ሻ ïðîèçâî�íà óðå�å�à. Áè¼åêöè¼à ݂ǣ ܣ ՜  å¼ ܤ
èçîìîðôèçàì àêî çà ïðîèçâî�íå ܽଵǡܽଶ א âàæè ܽଵ ܣ ൑஺ ܽଶ ֞ ݂ሺܽଵሻ ൑஻ ݂ሺܽଶሻ. 
Ñà ሺܣǡ൑஺ሻ ؆ ሺܤǡ൑஻ሻ �åìî îçíà÷àâàòè ÷è�åíèöó äà ñó íàâåäåíà óðå�å�à ìå�óñîáíî 
èçîìîðôíà. 
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1.2 Îðäèíàëíè áðî¼åâè 

Äåôèíèöè¼à 1.9. Çà ñêóï ܣ êàæåìî äà ¼å òðàíçèòèâàí àêî ¼å ñâàêè �åãîâ åëåìåíò ó¼åäíî è 

�åãîâ ïîäñêóï, ò¼. çàäîâî�àâà óñëîâ ሺݔ׊ሻሺݔ א ܣ ֜ ݔ ك  .ሻܣ
Äåôèíèöè¼à 1.10. Ñêóï ߙ íàçèâàìî îðäèíàë èëè îðäèíàëíè áðî¼ àêî ¼å òðàíçèòèâàí è 

ñòðîãî ëèíåàðíî óðå�åí ó îäíîñó íà ðåëàöè¼ó א. Îðäèíàëå �åìî îçíà÷àâàòè ìàëèì ãð÷êèì 

ñëîâèìà ߙǡ ǡߚ ߛ ǥ óç êîðèø�å�å èíäåêñà, à ñà Ord èëè On �åìî îçíà÷àâàòè êëàñó ñâèõ 

îðäèíàëà (îäíîñíî ñâî¼ñòâî �áèòè îðäèíàë�: On(x) àêêî x ¼å îðäèíàë).  

Íà îñíîâó àêñèîìå ðåãóëàðíîñòè, ñâàêî ëèíåàðíî óðå�å�å îáëèêà ሺܣǡ  ሻ ìîðà áèòè äîáðîא

ߙ Äàêëå, çà îðäèíàë .(å ¼åäèíñòâåí¼ ܣ ìèíèìàëíè åëåìåíò ñâàêîã íåïðàçíîã ïîäñêóïà îä-א) ൐ Ͳ ñòðóêòóðà ሺߙǡ ߙ :ሻ ¼å ñòðîãî äîáðî óðå�å�å. Èñòàêíèìî óñëîâ àíòèðåôëåêñèâíîñòèא ב  Ǥߙ
Äåôèíèöè¼à 1.11. Íåêà ¼å ߙ îðäèíàë. Îðäèíàë ߙ ൅ ͳ ؝ ߙ ׫ ሼߙሽ íàçèâàìî ñëåäáåíèê îä ߙ. 
Àêî ïîñòî¼è îðäèíàë ÷è¼è ¼å ߙ ñëåäáåíèê, îíäà çà ߙ êàæåìî äà ¼å îðäèíàë ñëåäáåíèê. Àêî 

îðäèíàë ߙ ് Ͳ íè¼å ñëåäáåíèê, îíäà ãà çîâåìî ãðàíè÷íè îðäèíàë. Êëàñó ãðàíè÷íèõ 
îðäèíàëà îçíà÷àâàìî ñà Lim. 

Äåôèíèöè¼à 1.12. Êàæåìî äà ¼å îðäèíàë ߙ ìà�è îä îðäèíàëà ߚሺߙ ൏ ߙ ሻ, àêî ¼åߚ א  .ߚ
(Ðåëàöè¼à א ¼å òîòàëío óðå�e�å íà êëàñè Ord). 

Çà îðäèíàëíå áðî¼åâå ߙ è ߙ ,ߚ ൏ ǡߙäåôèíèøåìî èíòåðâàë îðäèíàëíèõ áðî¼åâà ሺ ߚ ܖ۽ሻߚ ؝ ሼߛȁߛ א ܖ۽ ר ߙ ൏ ߛ ൏  .ሽߚ
Àíàëîãíî äåôèíèøåìî ሺߙǡ ǡߙሾ ,ܖ۽ሿߚ ǡߙè�ሾ ܖ۽ሻߚ  .ܖ۽ሿߚ

Òåîðåìà 1.13. (Òðàíñôèíèòíà èíäóêöè¼à)                                                                             
Íåêà ¼å ܨሺݔሻ ôîðìóëà ¼åçèêà òåîðè¼å ZF. Ïðåòïîñòàâèìî äà ࡲሺ࢞ሻ èìà ñëåäå�å ñâî¼ñòâî: ܼܨ ٟ ሺߙ׊ሻ൫ሺߚ׊ ൏ ሻߚሺܨሻߙ ֜  ሻ൯Ǥߙሺܨ
(Ñà ߙ è ߚ ñó îçíà÷åíè îðäèíàëíè áðî¼åâè).                                                                              

Òàäà çà ñâàêè îðäèíàë ߙ âàæè ܼܨ ٟ  .ሻߙሺܨ
Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî ò¼. äà ïîñòî¼è îðäèíàëíè áðî¼ ߙ òàêî äà ܨሺߙሻ íè¼å òà÷íî. 
Íåêà ¼å ܣ ൌ ሼߚ ൑  íåïðàçàí ñêóï îðäèíàëíèõ áðî¼åâà, òàäà ܣ ሻሽ. Ïîøòî ¼åߚሺܨ�ȁːˋˬˈ�˕˃˚ːˑߙ

îí èìà íà¼ìà�è åëåìåíò. Íåêà ¼å ߛ íà¼ìà�è åëåìåíò ñêóïà ܣ. Àëè, çà ñâå ߚ ൏  ,ሻߚሺܨ âàæè ߛ
ïà èç ïðåòïîñòàâêå òåîðåìå ñëåäè äà âàæè è ܨሺߛሻ. Òî ¼å ó êîíòðàäèêöè¼è ñà ÷è�åíèöîì äà 

¼å ߛ א  ∎ .ܣ
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Ñàäà �åìî íàâåñòè òåîðåìó ðåêóðçè¼å êî¼à �å íàì îìîãó�èòè äà ñàáèðà�å, ìíîæå�å è 

ñòåïåíîâà�å ìîæåìî äåôèíèñàòè çà ñâå îðäèíàëíå áðî¼åâå. Òåîðåìà ðåêóðçè¼å íè¼å ñàìî 

âàæíà çà äåôèíèöè¼å îïåðàöè¼à íà îðäèíàëíèì áðî¼åâèìà, âå� è çà äåôèíèöè¼ó 

êóìóëàòèâíå õè¼åðàðõè¼å, ò¼. çà äåôèíèöè¼ó ôóíêöè¼å ߙ հ ௔ܸ ൌ ൛࣪൫ ఉܸ൯หߚ ൏  .ൟߙ
Ó òåîðåìè ãîâîðèìî î ôóíêöè¼àìà êî¼å ñó äåôèíèñàíå çà ñâàêè îðäèíàëíè áðî¼, ò¼. çà ñâå ߙ א                                                                                                                                 .݀ݎ�

Íàãëàñèìî äà ¼å ñëåäå�à òåîðåìà òçâ øåìà òåîðåìà òåîðè¼å ZF. 

Òåîðåìà 1.14. (Òåîðåìà ðåêóðçè¼å)                                                                                         
Íåêà ¼å ܣ ãðàíè÷íè îðäèíàëíè áðî¼ èëè êëàñà ��� ñâèõ îðäèíàëíèõ áðî¼åâà. Íåêà ¼å ܵ íåêà 
ïðîèçâî�íà êëàñà. Íåêà ¼å, çàòèì, ݏ଴ א ܵ è ܩǣ ܵ ՜ ܵ ïðîèçâî�íà ôóíêöè¼à. Íåêà ¼å 

Ɏ ൌ ሼ݂ȁ˒ˑ˔˕ˑˬˋ�ˆ˓˃ːˋ˚ːˋ�ˑ˓ˇˋː˃ˎːˋ�˄˓ˑˬߚ� א �ɬɚɤɚɜ�ɞɚ�ʁɟ�݂ǣܣ ߚ ՜ ܵሽ. 
Íåêà ¼å ܨǣʣ ՜ ܵ ïðîèçâî�íà ôóíêöè¼à.                                                                                 
Òàäà ïîñòî¼è ¼åäèíñòâåíà ôóíêöè¼à ߮ǣ ܣ ՜ ܵ òàêî äà çà ñâàêè ߚ א  âàæè ܣ

߮ሺߚሻ ൌ ቐݏ଴ǡ�������������������������������������������˃ˍˑ�ˬˈߚ� ൌ Ͳǡܩ൫߮ሺߛሻ൯ǡ�����������������������ɚɤɨ�ʁɟߚ� ൌ ߛ ൅ ͳǡܨሺ߮ȁߚሻǡ������ɚɤɨ�ʁɟߚ��ɝɪɚɧɢɱɧɢ�ɨɪɞɢɧɚɥǤ� 
 

Äîêàç. Ïðâî äåôèíèøåìî íåêå ïî¼ìîâå, ïà äîêàçó¼åìî ëåìó è îïøòó òåîðåìó ðåêóðçè¼å. 

Íåêà ¼å ܣ íåêà êëàñà è ൏ ïàðöè¼àëíî óðå�å�å íà ܣ. Êàæåìî äà ¼å ൏ äîáðî óðå�å�å íà ܣ àêî 

ñâàêè íåïðàçàí ïîäñêóï (ÏÀÇÈ! Íå ïîäêëàñà!) ܤ îä ܣ èìà íà¼ìà�è åëåìåíò. 

Ëåìà 1.15. Íåêà ¼å ܣ íåêà êëàñà è ൏ äîáðî óðå�å�å íà ܣ. Àêî ܽ א  íè¼å íà¼âå�è åëåìåíò ܣ

òàäà çà ܽ ïîñòî¼è íåïîñðåäíè ñëåäáåíèê. 

Äîêàç. Ïîøòî ܽ íè¼å íà¼âå�è åëåìåíò òàäà ¼å ܤ ൌ ሼݕ א ȁܽܣ ൏  .ܣ ሽ íåïðàçàí ïîäñêóï îäݕ
Òàäà ¼å íà¼ìà�è åëåìåíò îä ܤ íåïîñðåäíè ñëåäáåíèê îä ܽ.  ז   

Äåôèíèøèìî ôóíêöè¼ó ܪǣʣ ՜ ܵ íà ñëåäå�è íà÷èí òàêî äà ¼å çà ñâàêî ݂ א ʣ  

ሺ݂ሻܪ ൌ ቐݏ଴ǡ���������������������������������������������������������˃ˍˑ�ˬˈ�݂ ൌ ሺ݂ሻ݉݋ܦ�ˈˬ�ሻ൯ǡ������������������������˃ˍˑߚ൫݂ሺܩǡ׎ ൌ ߚ ൅ ͳǡܨሺ݂ሻǡ ˃ˍˑ�ˬˈ݉݋ܦ�ሺ݂ሻ�ˆ˓˃ːˋ˚ːˋ�ˑ˓ˇˋː˃ˎǤ� 
Ïîñòî¼è ¼åäèíñòâåíà ôóíêöè¼à ߮ǣʣ ՜ ܵ òàêî äà çà ñâàêè ߚ א ሻߚâàæè ߮ሺ ܣ ൌ  .ሻߚሺ߮ȁܪ
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Ïðîâåðèìî äà ôóíêöè¼à ߮ çàäîâî�àâà óñëîâå èç èñêàçà òåîðåìå.                            
Î÷èãëåäíî ¼å ߮ሺͲሻ ൌ ሺ߮ȁͲሻܪ ൌ ሻ׎ሺܪ ൌ                                                                             .଴ݏ

Àêî ¼å ߚ ൌ ߛ ൅ ͳ òàäà èìàìî: ߮ሺߚሻ ൌ ߛሺ߮ȁܪ ൅ ͳሻ ൌ ሺˋˊ�ˇˈ˗Ǥ ˗˖ːˍ˙ˋˬˈܪ�ሻ ൌ  .ሻ൯ߛ൫߮ሺܩ
Àêî ¼å ߚ ãðàíè÷íè îðäèíàëíè áðî¼ òàäà èìàìî: ߮ሺߚሻ ൌ ሻߚሺ߮ȁܪ ൌ ሺˋˊ�ˇˈ˗Ǥ ˗˖ːˍ˙ˋˬˈܪ�ሻ ൌܨሺ߮ȁߚሻ.                                                                                                                                       
Ëàêî ¼å âèäåòè äà ¼å ôóíêöè¼à ߮ ¼åäèíñòâåíà.  ז 

Òåîðåìà 1.16. (Òåîðåìà åíóìåðàöè¼å)                                                                                        
Çà ñâàêè äîáðî óðå�åí ñêóï ሺܣǡ൏ሻ ïîñòî¼è ¼åäèíñòâåíè îðäèíàëíè áðî¼ Ƚ êî¼è ¼å ñëè÷àí ñà ܣ. 

Äåôèíèöè¼à êóìóëàòèâíå õè¼åðàðõè¼å (ïðèìåíà òåîðåìå ðåêóðçè¼å)                                      
Ñà ܱ݀ݎ îçíà÷èìî êëàñó ñâèõ îðäèíàëíèõ áðî¼åâà, à ñà ܸ îçíà÷èìî êëàñó ñâèõ ñêóïîâà. 

Íåêà ¼å ݏ଴ ൌ ǣܩ ôóíêöè¼à ,׎ ܸ ՜ ܸ íåêà ¼å äåôèíèñàíà ñà ܩሺݔሻ ൌ ࣪ሺݔሻ  (ñà ࣪ሺݔሻ ¼å îçíà÷åí ïàðòèòèâíè ñêóï îä ݔ). Êàî è ó òåîðåìè ðåêóðçè¼å  ʣ ൌ ሼ݂ȁ˒ˑ˔˕ˑˬˋ�ˆ˓˃ːˋ˚ːˋ�ˑ˓ˇˋː˃ˎːˋ�˄˓ˑˬߚ��˕˃ˍ˃˅�ˇ˃�݂ǣ ߚ ՜ ܸሽ. 
Çàòèì, íåêà ¼å ôóíêöè¼à ܨǣʣ ՜ ܸ ôóíêöè¼à äåôèíèñàíà îâàêî: àêî ¼å ݂ א ʣ, ÷è¼è ¼å äîìåí 
ãðàíè÷íè îðäèíàëíè áðî¼ ߚ, òàäà ¼å ܨሺ݂ሻ ൌ ڂ ݂ሺݕሻఊழఉ . 

Èç òåîðåìå ðåêóðçè¼å ñëåäè äà ïîñòî¼è ¼åäèíñòâåíà ôóíêöè¼à ߮ǣܱ݀ݎ ՜ ܸ êî¼à èìà òðàæåíà 
ñâî¼ñòâà. Çà ߙ א îçíà÷èìî ఈܸ ݀ݎܱ ൌ ߮ሺߙሻ. Òàäà èìàìî: 
                                          ଴ܸ ൌ ߮ሺͲሻ ൌ  ,׎

                                          ఈܸାଵ ൌ ߮ሺߙ ൅ ͳሻ ൌ ሻ൯ߙ൫߮ሺܩ ൌ ࣪ሺ ఈܸሻ, 
ఈܸ ൌ ߮ሺߙሻ ൌ ሻߙሺ߮ȁܨ ൌ ራ߮ሺߚሻ ൌ ራ ఉܸǤఉழఈఉழఈ  

Äîáèëè ñìî äåôèíèöè¼ó êóìóëàòèâíå õè¼åðàðõè¼å. 

Ñàáèðà�å îðäèíàëíèõ áðî¼åâà                                                                                              

Íåêà ¼å ߙ ïðîèçâî�àí îðäèíàëíè áðî¼. Èç òåîðåìå ðåêóðçè¼å ñëåäè äà ïîñòî¼è ¼åäèíñòâåíà 

ôóíêöè¼à ߮ఈǣ ݀ݎܱ ՜  :òàêî äà âàæè ݀ݎܱ

                       ߮ఈሺͲሻ ൌ  ,ߙ

                       ߮ఈሺߚ ൅ ͳሻ ൌ ߮ఈሺߚሻ ൅ ͳ, ߮ఈሺߚሻ ൌ ���ሼ߮ఈሺߛሻȁߛ ൏ ሽǡߚ ˃ˍˑ�ˬˈߚ��ˆ˓˃ːˋ˚ːˋ�ˑ˓ˇˋː˃ˎːˋ�˄˓ˑˬǤ 
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Äåôèíèøèìî ôóíêöè¼ó + : ܱ݀ݎ ൈ ܱ݊ ՜ ߙ ñà ݀ݎܱ ൅ ߚ ൌ ߮ఈሺߚሻ. Îäíîñíî, êðàòêî ìîæåìî 

ðå�è äà ïðèìåíîì òåîðåìå ðåêóðçè¼å ñëåäè äà ïîñòî¼è ¼åäèíñòâåíà ôóíêöè¼à + : ܱ݀ݎ ൈܱ݀ݎ ՜  :êî¼à èìà ñëåäå�à ñâî¼ñòâà ݀ݎܱ

ߙ                        ൅ Ͳ ൌ  ,ߙ

ߙ                        ൅ ሺߚ ൅ ͳሻ ൌ ሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ͳ, ߙ ൅ ߚ ൌ ���ሼߙ ൅ ߛȁߛ ൏ ሽǡߚ ˃ˍˑ�ˬˈߚ��ˆ˓˃ːˋ˚ːˋ�ˑ˓ˇˋː˃ˎːˋ�˄˓ˑˬǤ 
Óïðàâî äåôèíèñàíó ôóíêöè¼ó íàçèâàìî ñàáèðà�å îðäèíàëíèõ áðî¼åâà. 

Ñòàâ 1.17. (Ñâî¼ñòâà ñàáèðà�à îðäèíàëíèõ áðî¼åâà)                                                      
Íåêà ñó ߚ ,ߙ è ߛ ïðîèçâî�íè îðäèíàëíè áðî¼åâè. Òàäà âàæè: 

  à) ��Ͳ ൅ ߙ ൌ  ,ߙ

  á)   ߙ ൅ ሺߚ ൅ ሻߛ ൌ ሺߙ ൅ ሻߚ ൅  ,ߛ

  â)   Àêî ¼å ߙ ൅ ߚ ൌ ߙ ൅ ߚ òàäà ¼å ߛ ൌ  .ߛ

Äîêàç. Äîêàçà�åìî òâð�å�å á). Äîêàç èçâîäèìî òðàíñôèíèòíîì èíäóêöè¼îì ïî ߛ. 
Ïðåòïîñòàâèìî äà ¼å ߛ îðäèíàëíè áðî¼ êî¼è èìà ñâî¼ñòâî äà çà ñâå ߜ ൏  è ñâå îðäèíàëíå ,ߛ

áðî¼åâå ߙ è ߚ âàæè ሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ߜ ൌ ߙ ൅ ሺߚ ൅  ሻ. Ðàçìîòðèìî ïðâî ñëó÷à¼ êàäà ¼å îðäèíàëíèߜ

áðî¼ ߛ ïðâå âðñòå, ò¼. ïîñòî¼è îðäèíàëíè áðî¼ ߜ òàêî äà âàæè ߛ ൌ ߜ ൅ ͳ. Òàäà èìàìî: 

ߙ             ൅ ሺߚ ൅ ሻߛ ൌ ߙ ൅ ൫ߚ ൅ ሺߜ ൅ ͳሻ൯ ൌ 

                                 ൌ ሺˇˈ˗Ǥ ˔˃˄ˋ˓˃˰˃ሻ ൌ ߙ ൅ ൫ሺߚ ൅ ሻߜ ൅ ͳ൯ 
                                 ൌ ሺˇˈ˗Ǥ ˔˃˄ˋ˓˃˰˃ሻ ൌ ൫ߙ ൅ ሺߚ ൅ ሻ൯ߜ ൅ ͳ 

                                 ൌ ሺˋːˇ˖ˍ˙ˋˬ˃ሻ ൌ ൫ሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ൯ߜ ൅ ͳ 

                                 ൌ ሺˇˈ˗Ǥ ˔˃˄ˋ˓˃˰˃ሻ ൌ ሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ሺߜ ൅ ͳሻ 
                                 ൌ ሺߙ ൅ ሻߚ ൅  Ǥߛ
Íåêà ¼å ñàäà ߛ ãðàíè÷íè îðäèíàëíè áðî¼ òàêàâ äà çà ñâå îðäèíàëíå áðî¼åâå ݔ ൏  è ñâå ,ߛ

îðäèíàëíå áðî¼åâå ߙ è ߚ âàæè òâð�å�å. Òàäà ðåäîì èìàìî: 

ߙ             ൅ ሺߚ ൅ ሻߛ ൌ ߙ ൅ ሺߚ ൅ ���ሼݔȁݔ ൏  ሽሻߛ
                                 ൌ ሺˇˈ˗Ǥ ˔˃˄ˋ˓˃˰˃ሻ ൌ ߙ ൅ ���ሼߚ ൅ ݔȁݔ ൏  ሽߛ
                                 ൌ ሺˇˈ˗Ǥ ˔˃˄ˋ˓˃˰˃ሻ ൌ ���ሼߙ ൅ ሺߚ ൅ ݔሻȁݔ ൏  ሽߛ
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                                 ൌ ሺˋːˇ˖ˍ˙ˋˬ˃ሻ ൌ ���ሼሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ݔȁݔ ൏  ሽߛ
                                 ൌ ሺˇˈ˗Ǥ ˔˃˄ˋ˓˃˰˃ሻ ൌ ሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ���ሼݔȁݔ ൏  ሽߛ
                                 ൌ ሺߙ ൅ ሻߚ ൅  ∎  Ǥߛ

Íàïîìåíà 1.18. Ó îïøòåì ñëó÷à¼ó ñàáèðà�å îðäèíàëíèõ áðî¼åâà íè¼å êîìóòàòèâíî, ¼åð, 
íà ïðèìåð, ͳ ൅ ߱ ൌ ߱, ߱ ൅ ͳ ് ߱, ò¼. ͳ ൅ ߱ ൌ ���ሼͳ ൅ ݊ȁ݊ א ߱ሽ ൌ ߱, àëè ߱ ൅ ͳ ് ߱ ¼åð 
çíàìî äà âàæè ߱ ൏ ߱ ൅ ͳ.                                                                                                  
Óîïøòå, èç ߚ ൅ ߙ ൌ ߛ ൅ ߚ íå ìîðà äà ñëåäè ߙ ൌ ሺː˒˓Ǥ��ͳ ߛ ൅ ߱ ൌ ʹ ൅ ߱ሻ. 
Îäóçèìà�å îðäèíàëíèõ áðî¼åâà 

Ñòàâ 1.19. Çà ñâàêè îðäèíàëíè áðî¼ ߙ îðäèíàëíè áðî¼ ߙ ൅ ͳ je íåïîñðåäíè ñëåäáåíèê îä ߙ. 
Àêî ñó ߙ è ߚ îðäèíàëíè áðî¼åâè çà êî¼å âàæè ߙ ൏ ߙ òàäà ¼å ߚ ൅ ͳ ൑   .ߚ

 Äîêàç. Äîêàæèìî äà ¼å ߙ ൅ ͳ ൌ ߙ ׫ ሼߙሽ íåïîñðåäíè ñëåäáåíèê îä ߙ. Î÷èãëåäíî ¼å ߙ א ߙ ߙ .¼ሽ, òߙሼ׫ ൏ ߙ ൅ ͳ. Ïðåòïîñòàâèìî äà ïîñòî¼è îðäèíàëíè áðî¼ ߚ òàêî äà âàæè ߙ ൏ ߚ ൏ ߙ ൅ͳ. Òàäà èç äåôèíèöè¼å óðå�å�à ñëåäè ߙ א ߚ è ߚ א ߙ ׫ ሼߙሽ. Èç îâîã ïîñëåä�åã ñëåäè äà ¼å ߚ א ߚ èëè ߙ א ሼߙሽ. Àêî áè âàæèëî ߚ א ߙ�òàäà èç ߙ א ߙ ñëåäè ߚ א  øòî ¼å íåìîãó�å çáîã ,ߙ
àêñèîìå äîáðå çàñíîâàíîñòè. Òî çíà÷è äà ìîðà äà âàæè ߚ א ሼߙሽ, ò¼. ߚ ൌ  Àëè, îâî .ߙ

ïîñëåä�å ߙ א ߙ äîâîäè äî ߚ א                                                                                     .ߙ

Äîêàæèìî ñàäà äðóãî òâð�å�å. Àêî ¼å ߙ ൏ ߙ îíäà ¼å ,ߚ א  Àêî .(.ïî äåô. 1.12) ߚ

ïðåòïîñòàâèìî äà ¼å ߚ ൏ ߙ ൅ ͳ òàäà ¼å ߚ א ߙ ׫ ሼߙሽ. Èç îâîã ïîñëåä�åã ñëåäè äà ñó ìîãó�à 

ñëåäå�à äâà ñëó÷à¼à: ߚ א ߙ èëè ߙ ൌ ߚ Îáà ñëó÷à¼à óêàçó¼ó äà ¼å .ߚ א  ò¼. ó êîíòðàäèêöè¼è ,ߚ
ñà àêñèîìîì äîáðå óòåìå�åíîñòè. Ìîðà áèòè ߚ ൅ ͳ ൑  ∎  .ߙ
Ëåìà 1.20. Íåêà ¼å ܣ ك ܣڂ Òàäà .ܦܴܱ א ��� è ܦܴܱ ܣ ൌ  .ܣڂ

Äîêàç. Ïðâî ïîêàæèìî äà ¼å ܣڂ òðàíçèòèâàí ñêóï. Íåêà ݔ א ߙ Òàäà ïîñòî¼è .ܣڂ א  òàêî ܣ

äà ݔ א ݔ å òðàíçèòèâàí ñêóï, ïà èìàìî äà ¼å¼ ߙ ,îðäèíàë ߙ Êàêî ¼å .ߙ ك ߙ Êîíà÷íî, èç .ߙ א ߙ ñëåäè äà ¼å ܣ ك ݔ îäàêëå ïî òðàíçèòèâíîñòè èíêëóçè¼å äîáè¼àìî äà ¼å ,ܣڂ ك  .ܣڂ

Äîêàæèìî äà ¼å א ñòðîãî äîáðî óðå�å�å íà ܣڂ, ò¼. äà íà ܣڂ ðåëàöè¼à ïðèïàäà�à 
çàäîâî�àâà óñëîâå àíòèðåôëåêñèâíîñòè, òðàíçèòèâíîñòè è ëèíåàðíîñòè. 

Àíòèðåôëåêñèâíîñò: Íåêà ݔ א ߙ Òàäà ïîñòî¼è .ܣڂ א ݔ òàêî äà ܣ א  ,îðäèíàë ߙ Êàêî ¼å .ߙ
ðåëàöè¼à ïðèïàäà�å ¼å àíòèðåôëåêñèâíà íà ߙ, ïà ìîðà áèòè ݔ ב  .ݔ

Òðàíçèòèâíîñò: Íåêà ݔǡ ǡݕ ݖ א ݔ è íåêà ܣڂ א ݕ è ݕ א ǡߙ Òàäà ïîñòî¼å îðäèíàëè .ݖ ǡߚ ߛ א  ܣ
òàêâè äà ݔ א ݕ ,ߙ א ݖ è ߚ א  ଶ âàæè òà÷íî ¼åäàí îäߙ ଵ èߙ Äà�å, çà ñâàêà äâà îðäèíàëà .ߛ

ñëåäå�à òðè èñêàçà: ߙଵ ൌ ଵߙ ;ଶߙ א ଶߙ ;ଶߙ א  ଵ. Ñ îáçèðîì äà ñó îðäèíàëè òðàíçèòèâíèߙ

ñêóïîâè, äîáè¼àìî ñëåäå�ó òðèõîòîìè¼ó: ߙଵ ൌ ଵߙ ;ଶߙ ك ଶߙ ;ଶߙ ك ߙ ,ଵ. Ïîñåáíîߙ ׫ ߚ ׫  å¼ ߛ
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¼åäàí îä îðäèíàëà ߙǡ ǡߚ ǡݔ Äàêëå, óî÷åíè ñêóïîâè .ߛ ǡݕ ଴ߙ ïðèïàäà¼ó èñòîì îðäèíàëó ݖ ൌߙ ׫ ߚ ׫ ߛ ൌ ���ሺߙǡ ǡߚ ݔ ሻ. Íà ñâàêîì îðäèíàëó ¼å ðåëàöè¼à ïðèïàäà�à òðàíçèòèâíà, ïà èçߛ א ݕ è ݕ א ݔ äîáè¼àìî äà ݖ א  .ݖ

Ëèíåàðíîñò: Íåêà ݔǡ ݕ א ݔ è íåêà ¼å ܣڂ ് ǡߙ Òàäà ïîñòî¼å îðäèíàëè .ݕ ߚ א ݔ òàêâè äà ܣ א ݕ è ߙ א ǡݔ ,Ñëè÷íî êàî è ó ñëó÷à¼ó òðàíçèòèâíîñòè .ߚ ݕ א ߛ ൌ ���ሺߙǡ  ሻ. Êàêî ¼åߚ
ðåëàöè¼à ïðèïàäà�à ëèíåàðíà íà ߛ, ìîðà áèòè ݔ א ݕ èëè ݕ א ݔ ïî ïðåòïîñòàâöè ¼å) ݔ ്  .(ݕ

Êîíà÷íî, îñòà¼å äà ïðîâåðèìî äà ¼å ܣڂ ൌ ��� ܣڂ òðàíçèòèâàí ñêóï, ìîðà áèòè ߚ Êàêî ¼å .ܦܴܱ ó ܣ ïðîèçâî�íà ìà¼îðàíòà ñêóïà ߚ Íåêà ¼å .ܣ ك ܣڂ ,Äà�å .ߚ א ܣڂ îäàêëå ñëåäè äà ,ܦܴܱ א ܣڂ èëè ߚ ൌ  íà îñíîâó ïðåòõîäíîã ,ܣ ìà¼îðàíòà ñêóïà ܣڂ Êàêî ¼å î÷èãëåäíî .ߚ
ñëåäè äà ¼å ܣڂ íà¼ìà�à ìà¼îðàíòà ñêóïà ܣ, îäíîñíî äà ¼å ܣڂ ൌ  .ܣ���

Òåîðåìà 1.21. Íåêà ñó ߙ è ߚ îðäèíàëíè áðî¼åâè òàêâè äà ¼å ߚ ൑  Òàäà ïîñòî¼è .ߙ

¼åäèíñòâåíè îðäèíàëíè áðî¼ ߛ òàêàâ äà âàæè ߙ ൌ ߚ ൅  .ߛ

Äîêàç. Íåêà ¼å ܣ ൌ ሼݔȁߚ ൅ ݔ ൑ ߛ ሽ èߙ ൌ ߚ Òàäà ¼å .ܣ��� ൅ ߛ ൑ ߚ Ïðåòïîñòàâèìî äà ¼å .ߙ ൅ ߛ ൏ ߚÒàäà ¼å íà îñíîâó ñòàâà 1.19. ሺ .ߙ ൅ ሻߛ ൅ ͳ ൑ ߙ ïà èìàìî äà ¼å ,ߙ ൑ ሺߚ ൅ ሻߛ ൅ ͳ ൌߚ ൅ ሺߛ ൅ ͳሻ, à îäàâäå ñëåäè äà ¼å ߛ ൅ ͳ א ߛ Àëè, òî ¼å íåìîãó�å (¼åð áè òàäà èìàëè .ܣ ൅ ͳ ൑ܣ��� ൌ    ∎  .(ߛ
Ìíîæå�å îðäèíàëíèõ áðî¼åâà 

Äåôèíèöè¼à 1.22. Ïðèìåíîì òåîðåìå ðåêóðçè¼å ñëåäè äà ¼å ñ ¼åäíàêîñòèìà êî¼å ñëåäå 

äåôèíèñàíà ¼åäèíñòâåíà ôóíêöè¼à ȉ׷� ݀ݎܱ ൈ ݀ݎܱ ՜  ǣ݀ݎܱ
ߙ             ȉ Ͳ ൌ Ͳ 

ߙ             ȉ ሺߚ ൅ ͳሻ ൌ ߙ ȉ ߚ ൅  ߙ

ߙ             ȉ ߚ ൌ ߙሼ݌ݑݏ ȉ ߛȁߛ ൏ ሽǡߚ ˃ˍˑ�ˬˈߚ��ˆ˓˃ːˋ˚ːˋ�ˑ˓ˇˋː˃ˎːˋ�˄˓ˑˬ. 
Ñòàâ 1.23. (Ñâî¼ñòâà ìíîæå�à îðäèíàëíèõ áðî¼åâà)                                                       
Íåêà ñó ߚ ,ߙ è ߛ îðäèíàëíè áðî¼åâè. Òàäà âàæè: 

   à)   ߙ ȉ ͳ ൌ ͳ ȉ ߙ ൌ  ,ߙ

   á)   ߙ ȉ ሺߚ ൅ ሻߛ ൌ ߙ ȉ ߚ ൅ ߙ ȉ  ,ߛ

   â)   ߙ ȉ ሺߚ ȉ ሻߛ ൌ ሺߙ ȉ ሻߚ ȉ  ,ߛ

   ã)   Àêî ߙ ൑ ߙ òàäà ߚ ȉ ߛ ൑ ߚ ȉ  .ߛ

Íàïîìåíà 1.24. Ó îïøòåì ñëó÷à¼ó ìíîæå�å îðäèíàëíèõ áðî¼åâà íè¼å êîìóòàòèâíî. Íïð. ʹ ȉ ߱ ൌ ሺˋˊ�ˇˈ˗Ǥ ሻ ൌ ���ሼʹ ȉ ݊ȁ݊ א ߱ሽ, à ñà äðóãå ñòðàíå ߱ ȉ ʹ ൌ ሺˋˊ�ˇˈ˗Ǥ ሻ ൌ ߱ ȉ ሺͳ ൅ ͳሻ ൌ



~ 13 ~ 
 

߱ ൅ ߱ ് ߱, ¼åð ¼å î÷èãëåäíî (!) ߱ ൅ ߱ ൐ ߱ ൅ ͳ ൐ ߱.                                                     
Óîïøòå, íå âàæè äèñòðèáóòèâíîñò, ò¼. íå ìîðà äà âàæè ሺߙ ൅ ሻߚ ȉ ߛ ൌ ߙ ȉ ߛ ൅ ߚ ȉ ߱ .Íïð .ߛ ൌ ʹ ȉ ߱ ൌ ሺͳ ൅ ͳሻ ȉ ߱ ് ߱ ൅ ߱. 

Òåîðåìà 1.25. (Òåîðåìà î äå�å�ó ñà îñòàòêîì)                                                                
Íåêà ñó ߙ è ߚ îðäèíàëíè áðî¼åâè, íåêà ¼å ߚ ൐ Ͳ. Òàäà ïîñòî¼å ¼åäèíñòâåíè îðäèíàëíè 

áðî¼åâè ߜ è ߩ òàêâè äà ¼å ߙ ൌ ߚ ȉ ߜ ൅ ߩ è ,ߩ ൏    .ߚ

Äîêàç. Àêî ¼å ߙ ൏ ߜ òàäà ìîæåìî óçåòè ߚ ൌ Ͳ è ߩ ൌ ߙ Àêî ¼å .ߙ ൌ  òàäà ìîæåìî óçåòè äà ߚ

¼å ߜ ൌ ͳ è ߩ ൌ Ͳ. Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà ¼å ߙ ൐ ߜ Íåêà ¼å .ߚ ൌ ���ሼݔȁߚ ȉ ݔ ൑ ߚ ሽ. Òàäà ¼åߙ ȉ ߜ ൑  ߩ ¼Èç òåîðåìå î îäóçèìà�ó, ò¼. òåîðåìå 1.21. ñëåäè äà ïîñòî¼è îðäèíàëíè áðî .ߙ
òàêàâ äà ¼å ߙ ൌ ߚ ȉ ߜ ൅                                                                                          .ߩ

Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè ߚ ൑  Òàäà èç òåîðåìå î îäóçèìà�ó, ò¼. òåîðåìå 1.21. ñëåäè äà .ߩ

ïîñòî¼è îðäèíàëíè áðî¼ ߛ òàêàâ äà ¼å ߩ ൌ ߚ ൅ ߙ Ñàäà èç òîãà ñëåäè .ߛ ൌ ߚ ȉ ߜ ൅ ߩ ൌ ߚ ȉ ߜ ൅ሺߚ ൅ ሻߛ ൌ ߚ ȉ ሺߜ ൅ ͳሻ ൅ ߚȁݔíè¼å ñóïðåìóì ñêóïà ሼ ߜ ïà ,ߛ ȉ ݔ ൑  ሽ, øòî ¼å ñóïðîòíîߙ

ïðåòïîñòàâöè. Òî çíà÷è äà ìîðà âàæèòè ߩ ൏  .ߚ

Äîêàæèìî ¼åäèíñòâåíîñò. Íåêà ¼å ߙ ൌ ߚ ȉ ߜ ൅ ߩ ãäå ¼å ,ߩ ൏  íè¼å ߜ Ïðåòïîñòàâèìî äà .ߚ
ñóïðåìóì ñêóïà ሼݔȁߚ ȉ ݔ ൑ ߙ ሽ. Òàäà ¼å î÷èãëåäíîߙ ൐ ߚ ȉ ߙ à îíäà ¼å ,ߜ ൒ ߚ ȉ ሺߜ ൅ ͳሻ. Ñàäà 
èìàìî: ߙ ൒ ߚ ȉ ሺߜ ൅ ͳሻ ൌ ߚ ȉ ߜ ൅ ߚ ൐ ߚ ȉ ߜ ൅ ߩ ൌ  ,ߙ

øòî ¼å íåìîãó�å. Òèìå ¼å äîêàçàíà ¼åäèíñòâåíîñò îðäèíàëíîã áðî¼à ߜ. £åäèíñòâåíîñò 
îðäèíàëíîã áðî¼à ߩ ñëåäè èç ñòàâà 1.17.  ∎ 

Ñòåïåíîâà�å îðäèíàëíèõ áðî¼åâà 

Äåôèíèöè¼à 1.26. Ïðèìåíîì òåîðåìå ðåêóðçè¼å ñëåäè äà ¼å ¼åäíàêîñòèìà êî¼å ñëåäå 
äåôèíèñàíà ¼åäèíñòâåíà ôóíêöè¼à íà ܱ݊ ൈ ܱ݊: 

଴ߙ          ൌ ͳ, 

ఉାଵߙ          ൌ ఉߙ ȉ  ,ߙ

ఉߙ          ൌ ���ሼߙఊȁߛ ൏ ሽǡߚ ˃ˍˑ�ˬˈߚ��ˆ˓˃ːˋ˚ːˋ�ˑ˓ˇˋː˃ˎːˋ�˄˓ˑˬǤ 
Ó ñëåäå�åì ñòàâó èñòè÷åìî îñíîâíà ñâî¼ñòâà ñòåïåíîâà�à îðäèíàëíèõ áðî¼åâà. Äîêàçè ñå 

ñïðîâîäå òðàíñôèíèòíîì èíäóêöè¼îì ïî �êðà¼�åì äåñíîì� îðäèíàëíîì áðî¼ó. 
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Ñòàâ 1.27. (Ñâî¼ñòâà ñòåïåíîâà�à îðäèíàëíèõ áðî¼åâà)                                                 
Íåêà ñó ߚ ,ߙ è ߛ ïðîèçâî�íè îðäèíàëíè áðî¼åâè. Òàäà âàæè: 

   à)   ߙఉ ȉ ఊߙ ൌ  ,ఉାఊߙ

   á)   ൫ߙఉ൯ఊ ൌ  ,ఉȉఊߙ

   â)   Àêî ¼å ߙ ൐ ͳ è ߚ ൏ ఉߙ òàäà ¼å ߛ ൏  .ఊߙ

Íàïîìåíà 1.28. Ó îïøòåì ñëó÷à¼ó íå âàæè ߙఉ ȉ ఉߛ ൌ ሺߙ ȉ  ሻఉ. Òî èëóñòðó¼åìî ñëåäå�èìߛ

ïðèìåðîì: 

                     ሺ߱ ȉ ʹሻఠ ൌ ���ሼሺ߱ ȉ ʹሻ௡ȁ݊ א ߱ሽ 
                                    ൌ ���ሼሺ߱ ȉ ʹሻ ȉ ǥ ȉ ሺ߱ ȉ ʹሻȁ݊ א ߱ሽ 
                                    ൌ ���ሼ߱ ȉ ሺʹ ȉ ߱ሻ ȉ ǥ ȉ ሺʹ ȉ ߱ሻ ȉ ʹȁ݊ א ߱ሽ 
                                    ൌ ���ሼ߱௡ ȉ ʹȁ݊ א ߱ሽ ൌ ߱ఠ Ǥ 
 

                      ߱ఠ ȉ ʹఠ ൌ ���ሼ߱ఠ ȉ ʹ௡ȁ݊ א ߱ሽ 
                                    ൌ ߱ఠ ȉ ߱ ൌ ߱ఠାଵǤ 
Òåîðåìà 1.29. (Ëîãàðèòàìñêè àëãîðèòàì)                                                                         
Íåêà ñó ߙ ് Ͳ è ߚ ൐ ͳ îðäèíàëíè áðî¼åâè. Òàäà ïîñòî¼å ¼åäèíñòâåíè îðäèíàëíè áðî¼åâè ߜ ,ߛ è ߩ òàêâè äà ¼å Ͳ ൏ ߜ ൏ ߩ è ߚ ൏ ߙ ఊ, ïà âàæèߚ ൌ ߜఊߚ ൅  Ǥߩ
Äîêàç. Íåêà ¼å ߛ ൌ ���ሼݔȁߚ௫ ൑  ሽ. Ïðèìåíîì òåîðåìå î äå�å�ó ñà îñòàòêîì, ò¼. òåîðåìåߙ

1.25. ñëåäè äà ïîñòî¼å ¼åäèíñòâåíè îðäèíàëíè áðî¼åâè ߜ è ߩ, òàêâè äà ¼å ߩ ൏ ߙ ఊ èߚ ൌߚఊߜ ൅                                                                                                                             .ߩ
Äîêàæèìî äà âàæè Ͳ ൏ ߜ ൏ ߜ Àêî áè âàæèëî .ߚ ൌ Ͳ òàäà áèñìî èìàëè ߩ ൌ ߙ ൒ ఊߚ ൐  ,ߩ
øòî ¼å êîíòðàäèêöè¼à.                                                                                                        
Ïðåòïîñòàâèìî äà ¼å ߜ ൒ ߙ :Òàäà èìàìî .ߚ ൏ ఊାଵߚ ൌ ߚఊߚ ൑ ߜఊߚ ൑ ߜఊߚ ൅ ߩ ൌ  ,ߙ

øòî ¼å êîíòðàäèêöè¼à.                                                                                                     
Äîêàæèìî ñàäà ¼åäèíñòâåíîñò. Íåêà âàæè ߙ ൌ ߜఊߚ ൅  íè¼å ߛ è ïðåòïîñòàâèìî äà ,ߩ
ñóïðåìóì ñêóïà ሼݔȁߚ௫ ൑ ߙ :ሽ. Òàäà èìàìîߙ ൒ ఊାଵߚ ൌ ߚఊߚ ൒ ߜఊሺߚ ൅ ͳሻ ൌ ߜఊߚ ൅ ఊߚ ൐ ߜఊߚ ൅ ߩ ൌ  ,ߙ
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øòî ¼å êîíòðàäèêöè¼à. Ñàäà ¼åäèíñòâåíîñò îðäèíàëíèõ áðî¼åâà ߜ è ߩ ñëåäè èç òåîðåìå  

1.25.  ∎ 
Òåîðåìà 1.30. (Òåîðåìà î íîðìàëíî¼ ôîðìè îðäèíàëíèõ áðî¼åâà)                                   
Íåêà ñó ߙ è ߚ îðäèíàëíè áðî¼åâè è ߚ ൐ ͳ. Òàäà ïîñòî¼è ¼åäèíñòâåí ïðèðîäàí áðî¼ ݊ è 

êîíà÷íè íèçîâè îðäèíàëíèõ áðî¼åâà ߛ଴ǡ ǥ�ǡ ଴ǡߜ ௡ èߛ ǥ� ǡ  :௡ òàêî äà âàæèߜ

଴ߛ                                                   ൐ ଵߛ ൐ ڮ ൐  ,௡ߛ

                                                  Ͳ ൏ ௜ߜ ൏ ǡߚ ˊ˃�˔˅ˈ�݅ ൒ ߙ ,݊ ൌ ଴ߜఊబߚ ൅ ଵߜఊభߚ ൅ڮ൅  ௡Ǥߜఊ೙ߚ
Äîêàç. Ïðèìåíîì òåîðåìå î ëîãàðèòàìñêîì àëãîðèòìó ñëåäè äà ïîñòî¼å ¼åäèíñòâåíè 

îðäèíàëíè áðî¼åâè ߛ଴, ߜ଴ è ߩ଴ òàêî äà âàæè Ͳ ൏ ଴ߜ ൏ ߩ ,ߚ ൏ ߙ ఊ èߚ ൌ ଴ߜఊబߚ ൅            .଴ߩ
Àêî ¼å ߩ ൌ Ͳ òàäà ¼å òåîðåìà äîêàçàíà. Àêî ¼å ߩ ൐ Ͳ òàäà íà �åãà ïðèìåíèìî òåîðåìó î 

ëîãàðèòàìñêîì àëãîðèòìó. 

Âàæíî ¼å ïðèìåòèòè äà òà¼ ïîñòóïàê ìîðà èìàòè  êîíà÷íî ìíîãî êîðàêà. Èíà÷å áè ïîñòî¼àî 

áåñêîíà÷àí íèç îðäèíàëíèõ áðî¼åâà ሺߛ௞ሻ òàêî äà çà ñâàêè ݇ âàæè ߛ௞ ൐  ¼௞ାଵ. Òî çíà÷è äà òàߛ

íèç íå áè èìàî íà¼ìà�è åëåìåíò. Àëè, òî ¼å íåìîãó�å çáîã àêñèîìå äîáðå çàñíîâàíîñòè.                                                                                                           
£åäèíñòâåíîñò ñëåäè èç òåîðåìå î ëîãàðèòàìñêîì àëãîðèòìó.  ∎ 

Íàïîìåíà 1.31. Òà÷àí íàçèâ ïðåòõîäíå òåîðåìå ¼å òåîðåìà î íîðìàëíî¼ ôîðìè ïî áàçè ߚ. 
Àêî ¼å ߚ ൌ ʹ òàäà ãîâîðèìî î äèàäñêî¼ íîðìàëíî¼ ôîðìè, à àêî ¼å ߚ ൌ ߱ òàäà ãîâîðèìî î 
Êàíòîðîâî¼ íîðìàëíî¼ ôîðìè. 

Äàêëå, çà ñâàêè îðäèíàëíè áðî¼ ߙ ïîñòî¼è ¼åäèíñòâåí ïðèðîäàí áðî¼ ݊ è êîíà÷íè íèçîâè 

îðäèíàëíèõ áðî¼åâà ߛ଴ ൐ ଵߛ ൐ ௡ è ݉଴ǡߛڮ ǥ�ǡ ݉௡,  ãäå ñó ñâè ݉௜  êîíà÷íè îðäèíàëíè 

áðî¼åâè, ïà âàæè ߙ ൌ ߱ఊబ݉଴ ൅ ߱ఊభ݉ଵ ൅ڮ൅߱ఊ೙݉௡Ǥ 
Íàâåäèìî êî¼å îðäèíàëíå áðî¼åâå ñàäà çíàìî êàäà ïðèìåíèìî óâåäåíå îïåðàöè¼å: 

                         Ͳǡ ͳǡ ʹǡ ǥ� ǡ ߱ǡ ߱ ൅ ͳǡ߱ ൅ ʹǡ ǥ�ǡ ߱ ൅ ߱ ൌ ߱ ȉ ʹǡǥ�ǡ 
                         ߱ ȉ ʹ ൅ ͳǡǥ�ǡ ߱ ȉ ͵ǡ ǥ�ǡ ߱ ȉ ߱ ൌ ߱ଶǡ ǥ�ǡ ߱ଷǡ ǥ�ǡ ߱ఠ ǡ 
                         ߱ఠ ൅ ͳǡǥ�ǡ ߱ఠ ȉ ʹǡ ǥ� ǡ ߱ఠഘ ǡ ǥ� ǡ ߱ఠഘഘ ǡ ǥ 

Íè¼å òåøêî âèäåòè äà ¼å ñâàêè îä íàâåäåíèõ îðäèíàëíèõ áðî¼åâà ïðåáðî¼èâ ñêóï (íïð. ߱ఠ ൌ ሼ߱௡ȁ݊݌ݑݏ א ߱ሽ ൌ ڂ ߱௡௡אఠ , à ñâàêè îðäèíàëíè áðî¼ ߱௡ ¼å ïðåáðî¼èâ). 
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Íà¼ìà�è îðäèíàëíè áðî¼ ߙ çà êî¼è âàæè ߱ఈ ൌ  îçíà÷àâà ñå ñà ߳଴. Íà¼ìà�è îðäèíàëíè ߙ

áðî¼ êî¼è ¼å íåïðåáðî¼èâ ñêóï îçíà÷àâà ñå ñà ߱ଵ. 

 

1.3 Êàðäèíàëíè áðî¼åâè 

Äåôèíèöè¼à 1.32. Çà äâà ïðîèçâî�íà ñêóïà ܣ è ܤ êàæåìî äà ñó åêâèïîòåíòíè àêî ïîñòî¼è 

áè¼åêöè¼à ݂ǣ ܣ ՜ ܣ Ó òîì ñëó÷à¼ó ïèøåìî .ܤ ׽  .ܤ

�Ðåëàöè¼à� åêâèïîòåíòíîñòè ̱ ¼å ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà, ò¼. íà ïðâè 

ïîãëåä ̱ ¼å ðåëàöè¼à åêâèâàëåíöè¼å. Çíàìî äà ñâàêà ðåëàöè¼à åêâèâàëåíöè¼å âðøè 

ïàðòèöè¼ó (ðàçáè¼à�å) îäãîâàðà¼ó�åã ñêóïà íà êëàñå. Äàêëå, è ̱ ðàçáè¼à êîëåêöè¼ó ñâèõ 

ñêóïîâà íà êëàñå. Íà¼÷åø�å ñå òàêî äåôèíèøå ïî¼àì êàðäèíàëíîã áðî¼à íåêîã ñêóïà ܣ (ó 
îçíàöè ȁܣȁ), êàî êëàñà ñâèõ ñêóïîâà åêâèïîòåíòíèõ ñêóïó ܣ, ò¼. ȁܣȁ ൌ ሼܺȁ̱ܺܣሽ. 
Äðóãèì ðå÷èìà, çà¼åäíè÷êà îñîáèíà ñâèõ ñêóïîâà êî¼è ñó èç èñòå êëàñå çîâå ñå 
êàðäèíàëíîñò (èëè êàðäèíàë). 

Àëè îâà äåôèíèöè¼à íè¼å áàø ñàñâèì êîðåêòíà. Çíàìî äà íå ïîñòî¼è ñêóï ñâèõ ñêóïîâà, 

îäíîñíî, äðóãà÷è¼å ðå÷åíî, êîëåêöè¼à ñâèõ ñêóïîâà íè¼å ñêóï. Íà îñíîâó îâå ÷è�åíèöå 
ìîæåìî îäìàõ ïðèìåòèòè äà íè¼å êîðåêòíî àêî êàæåìî �ðåëàöè¼à åêâèïîòåíòíîñòè� çàòî 

øòî ðåëàöè¼å äåôèíèøåìî íà ñêóïîâèìà. 

Ïðåòõîäíà äåôèíèöè¼à êàðäèíàëíîã áðî¼à çà íåêè ñêóï íè¼å êîðåêòíà íè ó àêñèîìàòñêî¼ 

òåîðè¼è ñêóïîâà ZFC, ¼åð íà îâà¼ íà÷èí ñå óâîäè ¼åäàí íîâè îñíîâíè ïî¼àì. Ìå�óòèì, öè� 

ó àêñèîìàòñêî¼ òåîðè¼è ñêóïîâà ¼å òî äà ñâè îá¼åêòè ñà êî¼èìà ðàäèìî, ïà äàêëå è 

êàðäèíàëíè áðî¼åâè, áóäó ñêóïîâè. 

Îâà¼ ïðîáëåì �å áèòè ðåøåí, àêî ñå äîêàæå äà ïîñòî¼è òàêàâ îïåðàòîð êî¼è åêâèïîòåíòíèì 

ñêóïîâèìà äîäå�ó¼å èñòå �ñòâàðè�, äîê íååêâèïîòåíòíèì ñêóïîâèìà äîäå�ó¼å ðàçëè÷èòå 

�ñòâàðè�. Çáîã òîãà óâîäèìî ñëåäå�ó äåôèíèöè¼ó. 

Äåôèíèöè¼à 1.33. Àêî ñó ܣ è ܤ åêâèïîòåíòíè ñêóïîâè, òàäà êàæåìî ¼îø äà èìà¼ó èñòó 

êàðäèíàëíîñò, ïà ïèøåìî ݇ሺܣሻ ൌ ݇ሺܤሻ. 
Êàðäèíàëíîñò ¼å çàïðàâî ñèíîíèì çà åêâèïîòåíòíîñò. Òî çíà÷è äà ó îâîì òðåíóòêó ¼îø 

íèñìî äåôèíèñàëè ïî¼àì êàðäèíàëíîã áðî¼à. 

Çà ïàðöè¼àëíî óðå�åí ñêóï ሺܣǡ൑஺ሻ êàæåìî äà ¼å äîáðî óðå�åí àêî ñâàêè íåïðàçàí ïîäñêóï 

ñêóïà ܣ èìà ìèíèìóì. 
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Àêñèîìà èçáîðà îáåçáå�ó¼å äà ñå ñâàêè ñêóï ìîæå äîáðî óðåäèòè.                                
Ïîñåáíî, êàæåìî äà ¼å ñêóï ݔ äîáðî óðå�åí îðäèíàëîì ߙ àêî ïîñòî¼è áè¼åêöè¼à ݂ǣ ߙ ՜  .ݔ

Äåôèíèöè¼à 1.34. Íåêà ¼å ݔ ïðîèçâî�àí ñêóï. Êàðäèíàëíè áðî¼ ñêóïà ݔ, ó îçíàöè ȁݔȁ, ¼å 
íà¼ìà�è îðäèíàë êî¼èì ñå ñêóï ݔ ìîæå äîáðî óðåäèòè. Ïîñåáíî, îðäèíàë ߙ ¼å êàðäèíàë 
àêî ¼å ߙ ൌ ȁߙȁ. 
Ïðèìåð 1.35. Ñâè åëåìåíòè ñêóïà ߱ ñó êàðäèíàëè. Ïðèìåòèìî äà ¼å ߱ òàêî�å êàðäèíàë, 
àëè ߱ ൅ ͳ íè¼å, ¼åð ¼å ȁ߱ ൅ ͳȁ ൌ ߱. £åäíà îä ìîãó�èõ áè¼åêöè¼à èçìå�ó îâà äâà îðäèíàëà ¼å 

äåôèíèñàíà ñà 

 ݂ሺ߱ሻ ൌ Ͳ; 

 ݂ሺ݊ሻ ൌ ݊ ൅ ͳǡ ݊ א ߱. 

Ñëè÷íîì àðãóìåíòàöè¼îì ñå ïîêàçó¼å äà çà áèëî êî¼è áåñêîíà÷àí îðäèíàë ߙ âàæè ȁߙ ൅ ͳȁ ൌȁߙȁ. 
Òåîðåìà 1.36. (Êàíòîð) Çà ñâàêè ñêóï ݔ ¼å ȁݔȁ ൏ ȁܲሺݔሻȁ. 
Äîêàç. Íåêà ¼å ݔ ïðîèçâî�àí ñêóï. Ñ ¼åäíå ñòðàíå, ôóíêöè¼à  ݂ǣ ܺ ՜ ܲሺݔሻ 
Äåôèíèñàíà ñà ݂ሺݔሻ ൌ ሼݔሽ 
¼å 1െͳ, ïà ¼å ȁݔȁ ൑ ȁܲሺݔሻȁ. 
Îñòà¼å äà ïîêàæåìî äà ¼å ȁݔȁ ് ȁܲሺݔሻȁ. Ó ñóïðîòíîì, ïîñòî¼àëà áè áè¼åêöè¼à ݃ǣ ݔ ՜ ܲሺݔሻ. 
Òàäà ïî Ñõåìè ñåïàðàöè¼å ïîñòî¼è ñêóï ܽ ൌ ሼݕ א ݕȁݔ ב ݃ሺݕሻሽ. 
Ïîøòî ¼å ݃ �íà�, ïîñòî¼è ݕ א ܽ òàêî äà ¼å ݔ ൌ ݃ሺݕሻ. Ñàäà äîáè¼àìî êîíòðàäèêöè¼ó ݕ א ܽ ݕ֞ ב ܽ.  ∎ 
Êàðäèíàë ߙ ¼å êîíà÷àí óêîëèêî ¼å ߙ ൏ ߱, à ó ñóïðîòíîì ¼å áåñêîíà÷àí. Áåñêîíà÷íå 
êàðäèíàëå �åìî îáåëåæàâàòè ìàëèì ãð÷êèì ñëîâèìà ߤ ,ߣ ,ߢ, óç êîðèø�å�å èíäåêñà, à 
êëàñó ñâèõ êàðäèíàëà �åìî îçíà÷àâàòè ñà Card èëè Cn. Íåïîñðåäíà ïîñëåäèöà ïðåòõîäíå 
òåîðåìå ¼å ÷è�åíèöà äà ¼å Card ïðàâà êëàñà. Êàíòîðîâà òåîðåìà, çà¼åäíî ñà äîáðîì 

óðå�åíîø�ó îðäèíàëà íàì îáåçáå�ó¼å ñëåäå�å: 

Çà ñâàêè êàðäèíàë ߢ ïîñòî¼è íà¼ìà�è êàðäèíàë âå�è îä �åãà, ó îçíàöè ߢା. 
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Äåôèíèöè¼à 1.37. Çà êàðäèíàë ߢ êàæåìî äà ¼å ñëåäáåíèê àêî ïîñòî¼è êàðäèíàë ߣ òàêî äà ¼å ߢ ൌ  êàæåìî äà ¼å ãðàíè÷íè êàðäèíàë.   Ñâå áåñêîíà÷íå êàðäèíàëå ߢ ା. Ó ñóïðîòíîì, çàߣ
ðå�àìî ïî âåëè÷èíè ó òðàíñôèíèòíè íèç àëåôà íà ñëåäå�è íà÷èí: 

 Յ଴ ൌ ߱଴ ൌ ߱; 

 Յఈାଵ ൌ ߱ఈାଵ ൌ Յఈା; 

 Յఈ ൌ ߱ఈ ൌ ڂ Յఉఉאఈ , ó ñëó÷à¼ó ãðàíè÷íîã îðäèíàëà ߚ. 

Äâîñòðóêå îçíàêå çà èñòå ñêóïîâå (Յఈ è ߱ఈ) ñìî óâåëè çáîã ðàçëèêå ó îðäèíàëíî¼ è 

êàðäèíàëíî¼ àðèòìåòèöè.  

Äåôèíèöè¼à 1.38. (Îïåðàöè¼å íà êàðäèíàëíèì áðî¼åâèìà)                                            
Íåêà ñó ߢ è ߣ êàðäèíàëíè áðî¼åâè. Äåôèíèøåìî: ߢ ൅ ߣ ൌ׷ ����ሺߢ ൈ ሼͲሽ ׫ ߣ ൈ ሼͳሽሻ   (êàðäèíàëíî ñàáèðà�å), ߢ ȉ ߣ ൌ׷ ����ሺߢ ൈ ఒߢ ,ሻ   (êàðäèíàëíî ìíîæå�å)ߣ ൌ׷ ����൫ ఒߢ ൯   (êàðäèíàëíî ñòåïåíîâà�å). 
Íàïîìåíà 1.39. Àêî æåëèìî äà èñòàêíåìî äà íåêè áåñêîíà÷íè êàðäèíàë ïîñìàòðàìî êàî 

îðäèíàë, îíäà �åìî óìåñòî Յఈ ïèñàòè ߱ఈ. Òàêî �å íàì íïð. Յఈ ൅ Յఉ îçíà÷àâàòè ñàáèðà�å 

êàðäèíàëà, äîê �å íàì ߱ఈ ൅ ߱ఉ îçíà÷àâàòè îðäèíàëíî ñàáèðà�å. 

Ïîñëåäèöà 1.40. Íåêà ñó ߢ è ߣ êàðäèíàëíè áðî¼åâè ðàçëè÷èòè îä 0, îä êî¼èõ ¼å áàðåì ¼åäàí 

áåñêîíà÷àí. Òàäà ¼å ߢ ൅ ߣ ൌ ߢ ȉ ߣ ൌ ���ሼߢǡ  .ሽߣ
 

Äîêàç. Íåêà ¼å ߣ ൑ ߢ áåñêîíà÷àí êàðäèíàë, âàæè ߢ Ïîøòî ¼å .ߢ ൑ ߢ ൅ ߣ ൑ ߢ ൅ ߢ ൑ ߢ ȉ ߢ ൌ  ,ߢ

îäàêëå ñëåäè òâð�å�å.  ז 

Äåôèíèöè¼à 1.41. Íåêà ¼å ߙ ñêóï è ߣ êàðäèíàë. Ñà ሾߙሿఒ ൌ׷ ሼݔ ك ݔ����ȁߙ ൌ  ሽߣ
îçíà÷àâàìî ñêóï ñâèõ ïîäñêóïîâà îä ߙ êàðäèíàëèòåòà ߣ. 

Î÷èãëåäíî ó ñëó÷à¼ó ߣ ൐ �ሿఒߙâàæè ሾ ߙ��� ൌ ߙ���� ¼Òàêî�å ¼å òðèâè¼àëàí è ñëó÷à .׎ ൏ Յ଴. 
Ïîãëåäà¼ìî ñàäà øòà ñå äîãà�à ó ñëó÷à¼ó êàäà ¼å ߢ ൌ �ߙ��� ൒ Յ଴ è ߣ ൑ ݔ ఒ. Íåêà ¼åߢሿఒ̱ߙÎ÷èãëåäíî ¼å ሾ .ߢ ك ݔ���� çà êî¼è ¼å ߢ ൌ  .ݔ íà ߣ ҧ îçíà÷èìî ñêóï ñâèõ áè¼åêöè¼à ñàݔ Ñà .ߣ
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Íåêà ¼å ܺ íåêè èçáîðíè ñêóï ôàìèëè¼å ሼݔҧȁݔ ك ݔ�����ˋ�ߢ ൌ ݔ êî¼à ñå íàëàçè ó ܺ. Óî÷èìî äà ¼å ñà ݔ íà ߣ ሽ. Ñà ௫݂ îçíà÷èìî áè¼åêöè¼ó ñàߣ հ ௫݂  äåôèíèñàíà èí¼åêöè¼à ñà ሾߢሿఒ ó ߢఒ , ïà 

èìàìî ����ሾߢሿఒ ൑  .ఒߢ

Ñ äðóãå ñòðàíå, çà ñâàêè ݂ א ఒߢ  âàæè ݂ ك ߣ ൈ ݂���� è ߢ ൌ ఒߢ èç ÷åãà âèäèìî äà ¼å ,ߣ ൑����ሾߣ ൈ ߢ ሿఒ. Êàêî ¼åߢ ൒ � èìàìî ߣ���ሺߣ ൈ ሻߢ ൌ ߣïà âèäèìî äà ¼å ሾ ,ߢ ൈ  ఒ. Îâèì ñìîߢሿఒ̱ߢ

äîêàçàëè äà âàæè è ߢఒ ൑ ����ሾߢሿఒ. 

Ïðåìà òîìå, àêî ¼å ߙ áåñêîíà÷àí ñêóï è ߣ ൑ �� îíäà âàæè ,ߙ������ሾߙሿఒ ൌ ሺ� .ሻఒߙ���

 

1.4 Õèïîòåçà êîíòèíóóìà 

Ïðå íåãî øòî êðåíåìî íà îçáè�íî ïðîó÷àâà�å êàðäèíàëíå àðèòìåòèêå îñâðíèìî ñå ¼îø íà 

÷óâåíó õèïîòåçó êîíòèíóóìà è �åíó ãåíåðàëèçàöè¼ó î êî¼î¼ �å áèòè ãîâîðà êàñíè¼å.  

Êàíòîð ¼å ïîñòàâèî õèïîòåçó äà íå ïîñòî¼è áåñêîíà÷àí ñêóï ܵ ك Թ êî¼è íè¼å åêâèïîòåíòàí 

ñà Գ íèòè ñà ℝ. Îâî òâð�å�å ¼å ïîçíàòî êàî õèïîòåçà êîíòèíóóìà, à ó òåðìèíèìà àëåô 

ôóíêöè¼å ìîæå ñå èçðàçèòè ñà 

(CH)                                                               ʹՅబ ൌ Յଵ. 

Ãåíåðàëèçàöè¼à îâîã òâð�å�à, ïîçíàòà êàî ãåíåðàëèñàíà õèïîòåçà êîíòèíóóìà ãëàñè 

(GCH)                                                            ʹՅഀ ൌ Յఈାଵ. 

Ãåäåë ¼å äîêàçàî äà êîíñèñòåíòíîñò òåîðè¼å ZF ïîâëà÷è êîíñèñòåíòíîñò òåîðè¼å ZFC + 
GCH, îäàêëå äîáè¼àìî äà íåãàöè¼à CH íè¼å òåîðåìà òåîðè¼å ZFC. Ñ äðóãå ñòðàíå, Êîåí ¼å 

äîêàçàî äà êîíñèñòåíòíîñò òåîðè¼å ZFC ïîâëà÷è êîíñèñòåíòíîñò òåîðè¼å ZFC + ʹՅబ ൌ Յଶ, 
îäàêëå ñëåäè äà CH íè¼å òåîðåìà òåîðè¼å ZFC. Äàêëå, (CH) ¼å íåçàâèñíà îä àêñèîìà ZFC. 
 

 

 

 

 

 

 

 



~ 20 ~ 
 

2 

Êîôèíàëíîñò è ñòåïåíîâà�å êàðäèíàëà 

Ó îâîì ïîãëàâ�ó áàâè�åìî ñå ïðâåíñòâåíî ñòåïåíîâà�åì êàðäèíàëà. Äà áèñìî òî ìîãëè 

ó÷èíèòè íà çàäîâî�àâà¼ó�è íà÷èí áè�å íàì ïîòðåáàí ïî¼àì êîôèíàëíîñòè. Çàòî �åìî 

ðàçëèêîâàòè ñèíãóëàðíå è ðåãóëàðíå êàðäèíàëå. 

 

2.1 Êîôèíàëíîñò 

Ïî¼àì êîôèíàëíîñòè èãðà âàæíó óëîãó ó îïèñèâà�ó ñâî¼ñòàâà êàðäèíàëíîã ñòåïåíîâà�à. 
Çàòî �åìî ãà äåôèíèñàòè. 

Äåôèíèöè¼à 2.1. (Êîôèíàëíîñò) Íåêà ¼å ݔۃǡ ൑௫ۄ ïàðöè¼àëíî óðå�åí ñêóï. Êàæåìî äà ¼å 

ñêóï ߙ ك ǡݔۃ  êîôèíàëàí èëè íåîãðàíè÷åí ó ݔ ൑௫ۄ àêî çà ñâàêè åëåìåíò ݕ ñêóïà ݔ ïîñòî¼è 

åëåìåíò ܾ ñêóïà ߙ òàêàâ äà     ݕ ൑௫ ܾ. 

Ïîä êîôèíàëíîø�ó ïàðöè¼àëíîã óðå�å�à ݔۃǡ ൑௫ۄ, ó îçíàöè �ǡݔۃ� ൑௫ۄǡ 
ïîäðàçóìåâàìî íà¼ìà�è êàðäèíàë ìå�ó êàðäèíàëèìà êîôèíàëíèõ ñêóïîâà ó ݔ. 

Ó ñëó÷à¼ó áåñêîíà÷íèõ êàðäèíàëà óìåñòî �ǡߢۃ� ൑ۄ ïèñà�åìî ñàìî � Èç äåôèíèöè¼å .ߢ��
íåïîñðåäíî ñëåäè äà çà ñâàêè áåñêîíà÷íè êàðäèíàë ߢ âàæè: 

 ����ߢ�� ൌ � Ǣߢ��
 ߱ ൑ �ߢ�� ൑  Ǥߢ

Ïðèìåð 2.2. 

 Íåêà ¼å ݅݀஺ ൌ ሼሺܽǡ ܽሻȁܽ א � ሽ. Òàäà ¼åܣ�ሺܣǡ ݅݀஺ሻ ൌ � .ܣ���
 ��ሺԹǡ ൑ሻ ൌ Յ଴. 

Äåôèíèñàëè ñìî �ǡݔۃ� ൑௫ۄ êàî íà¼ìà�è êàðäèíàëíè áðî¼ ïîäñêóïà îä ݔ êî¼è ¼å êîôèíàëàí ó ݔ ó îäíîñó íà ൑௫. Êàêî ¼å ���ሺ൑௫ሻ ൌ  øòî çíà÷è äà ¼å ñêóï ,ݔ êîôèíàëàí ó ݔ òàäà ¼å ñêóï ,ݔ

÷è¼è ñå ìèíèìóì ó äåôèíèöè¼è òðàæè íåïðàçàí. Òàêî�å, êàêî ñå ðàäè î ñêóïó êàðäèíàëíèõ 
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áðî¼åâà, çàê�ó÷ó¼åìî äà òà¼ ñêóï èìà ìèíèìóì. Äàêëå, òðàæåíè ìèíèìóì óâåê ïîñòî¼è, 

îäíîñíî ïî¼àì êîôèíàëíîñòè ¼å äîáðî äåôèíèñàí. 

Äåôèíèöè¼à 2.3. Íåêà ¼å ߙ îðäèíàë. Êîôèíàëíîñò îä ߙ, ó îçíàöè ��ሺߙሻ, äåôèíèøåìî êàî 

íà¼ìà�è îðäèíàë ߤ ñà ñâî¼ñòâîì äà ïîñòî¼è ôóíêöè¼à ݂ǣ ߤ ՜  òàêâà äà ¼å ���ሺ݂ሻ ߙ
êîôèíàëàí ó ߙ ó îäíîñó íà ðåëàöè¼ó ൑ íà îðäèíàëèìà. 

Î÷èãëåäíî ¼å ��ሺߙሻ ൑ � Äà�å ¼å .ߙ�ሺߙሻ ൑ ��ሺߙǡ ൑ሻ, ¼åð çà êîôèíàëíè ïîäñêóï ܥ îä ߙ, çà êî¼è 

¼å ��ሺߙǡ ൑ሻ ൌ � .ܥ���� íà ܥ ïîñòî¼è áè¼åêöè¼à ñà ,ܥ���

Ïîñëåäèöà 2.4. Çà ñâàêè îðäèíàë ߙ, ��ሺߙሻ ¼å êàðäèíàë. 
Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà ��ሺߙሻ íè¼å êàðäèíàë. Òàäà ¼å ������ሺߙሻ ൏ ��ሺߙሻ. Íåêà ¼å ݂ǣ ��ሺߙሻ 
òàêâà äà ¼å ���ሺ݂ሻ êîôèíàëàí ó ߙ, è íåêà ¼å ݃ǣ ������ሺߙሻ ՜ ��ሺߙሻ áè¼åêöè¼à. Î÷èãëåäíî ¼å ���ሺ݂ ל ݃ሻ ൌ ���ሺ݂ሻ, ïà ¼å è ñëèêà ôóíêöè¼å ݂ ל ݃ǣ ������ሺߙሻ ՜  Òèìå ñìî .ߙ êîôèíàëíà ó ߙ
äîáèëè ôóíêöè¼ó ñà îðäèíàëà ìà�åã îä ��ሺߙሻ ÷è¼à ¼å ñëèêà êîôèíàëíà ó ߙ, øòî ¼å ó 
ñóïðîòíîñòè ñà äåôèíèöè¼îì êîôèíàëíîñòè.  ∎ 
Äåôèíèöè¼à 2.5. Êàæåìî äà ¼å ãðàíè÷íè îðäèíàë ߙ ðåãóëàðàí àêî âàæè ��ሺߙሻ ൌ  Ó .ߙ

ñóïðîòíîì êàæåìî äà ¼å ߙ ñèíãóëàðàí. 

Êàêî çíàìî äà ¼å ��ሺߙሻ êàðäèíàë, âèäèìî äà ¼å ñâàêè ðåãóëàðíè îðäèíàë êàðäèíàë. Çà êëàñó 

ðåãóëàðíèõ êàðäèíàëíèõ áðî¼åâà óâîäèìî îçíàêó Reg, ïà èíòåðâàë ðåãóëàðíèõ êàðäèíàëà, 
ò¼. ߢۃǡ ܖ۱ۄߤ ת ǡߢۃ îçíà÷àâàìî ñà ,܏܍܀  .܏܍܀ۄߤ
 

2.2 Ñòåïåíîâà�å êàðäèíàëà 

☺ Ïðîáëåìè ñà ñòåïåíîâà�åì 

Ó ïðåòõîäíîì èçëàãà�ó ñìî âèäåëè äà çáèð è ïðîèçâîä äâà áåñêîíà÷íà êàðäèíàëà óâåê 

ìîæåìî îäðåäèòè. Ó îâî¼ ãëàâè ñå áàâèìî ñòåïåíîâà�åì êàðäèíàëà, ò¼. èñïèòó¼åìî êàêî 

ìîæåìî äîáèòè âðåäíîñò èçðàçà ߣ఑. Âèäå�åìî äà îâî äîâîäè äî òåæèõ ïðîáëåìà. Äî ñàäà 

ñàìî çíàìî, íà îñíîâó Êàíòîðîâå òåîðåìå, äà ʹ఑ ൐  Èç îâîã ðåçóëòàòà ìîæåìî .ߢ
çàê�ó÷èòè äà ʹ఑ íå ìîæå äà áóäå ¼åäíàêî ߢ. Çàòî ñå îäìàõ ïîñòàâ�à ïèòà�å: �äà ëè ¼å 

òà÷íà ¼åäíàêîñò ʹ఑ ൌ  �?ْߢ

Ìàòåìàòè÷àðè ñó ïîñåáíî èñïèòèâàëè îñîáèíå êàðäèíàëà ʹՅబ . Çíàìî äà ¼å êàðäèíàëíîñò 
ñêóïà ðåàëíèõ áðî¼åâà � ൌ ʹՅబ . Ïîñòàâ�à ñå ïèòà�å ÷åìó ¼å ¼åäíàêî ʹՅబ, à òî ¼å ó ñòâàðè 

ïðîáëåì êîíòèíóóìà êî¼è ñìî ðàíè¼å íàâåëè. Òâð�å�å äà ¼å ʹՅబ ൌ Յଵ ¼å êîíòèíóóì 
õèïîòåçà (CH). Ñëè÷íî, çà ñâàêè îðäèíàë ߙ, äàêëå, èìàìî äà ¼å ʹՅഀ ൐ Յఈ. 
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Àêî îâî óîïøòèìî äîáè¼àìî äà ¼å ʹՅഀ ൌ Յఈାଵ, ò¼. óîïøòåíó êîíòèíóóì õèïîòåçó (GCH).  

Îâå ïðîáëåìå ¼å ïîñòàâèî âå� Êàíòîð íà êðà¼ó XIX âåêà. Êàêî äóãî âðåìåíà íèêî íè¼å 
óñïåî äà íà�å ðåøå�å îâèõ ïðîáëåìà, ñòåêëè ñó óáå�å�å äà ñå òà ïèòà�à íå ìîãó ðåøèòè 
èç ïîçíàòèõ ïðåòïîñòàâêè (íàèâíå) òåîðè¼å ñêóïîâà. Íåðåøèâîñò îâèõ îñíîâíèõ ïðîáëåìà 

¼å èìàëà íà¼âå�è óòèöà¼ íà ðàçâè¼à�å àêñèîìàòñêå òåîðè¼å ñêóïîâà. 

Ê. Ãåäåë ¼å 1939. Ãîäèíå ïîêàçàî äà ñå GCH  íå ìîæå îïîâðãíóòè èç àêñèîìå òåîðè¼å 

ñêóïîâà ZF (îäíîñíî ZFC). Ïðåöèçíè¼å, òî çíà÷è äà àêî èç îñòàëèõ àêñèîìà íå äîëàçèìî 
äî êîíòðàäèêöè¼å, îíäà íå äîáè¼àìî êîíòðàäèêöè¼ó íè àêî GCH äîäàìî îñòàëèì 

àêñèîìàìà. Äàêëå, âàæè ñëåäå�à òåîðåìà. 

Òåîðåìà 2.6. (Ãåäåë) GCH ¼å ñàãëàñíà ñà òåîðè¼îì ZF , ò¼. àêî ¼å ZF íåïðîòèâðå÷íà, îíäà ¼å 
è �	 ൅ 
�� íåïðîòèâðå÷íà.  ∎ 

Òåê ¼å 1963. Ãîäèíå Ï. Êîåí ïîêàçàî äà ñå òâð�å�å ʹՅబ ൌ Յଵ íå ìîæå íè äîêàçàòè èç 

àêñèîìå òåîðè¼å ñêóïîâà, ò¼. âàæè ñëåäå�à òåîðåìà. 

Òåîðåìà 2.7. (Êîåí) Àêî ¼å ZF íåïðîòèâðå÷íà, îíäà ¼å è �	 ൅ Ր�� íåïðîòèâðå÷íà. Ïðåìà 
òîìå, CH ¼å íåçàâèñíà îä ZF òåîðè¼å ñêóïîâà.  ∎ 

 

2.3 Êåíèãîâà òåîðåìà 

Òåîðåìà 2.8. (Êåíèã) Íåêà ñó ൛ߣక ׷ ߦ� ൏ కߢൟ è ൛ߙ ׷ ߦ� ൏ కߣ ൟ äâå êîëåêöè¼å êàðäèíàëà òàêî äàߙ ൏ కߢ  çà ñâàêè ߦ ൏ కకழఈߣÒàäà âàæè ෍ .ߙ ൏ෑߢకǤకழఈ  

Äîêàç. Îçíà÷èìî ñóìó ñà ߣ, à ïðîèçâîä ñà ߢ. Áèðà¼ìî ó ïàðîâèìà äèñ¼óíêòíå ñêóïîâå ܮక  

òàêî äà ራܮక ൌ కழఈߣ  

è หܮకห ൌ కߣ Ǥ 
Óâåäèìî è ñëåäå�ó îçíàêó ܭ ൌ ՍకழఈߢకǤ 
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Òàäà âàæè ȁܭȁ ൌ ߢ Òðåáà äîêàçàòè äà .ߢ ح                                                                               .ߣ
Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, ò¼. äà ߢ൑ ܮ Òî çíà÷è äà ïîñòî¼è òàêàâ ñêóï .ߣ ك ̱ܮ è òàêâà ôóíêöè¼à ݂ äà âàæè ߣ ௙ܭ . Òàäà áè¼åêöè¼à ݂ ñâàêîì åëåìåíòó ݔ א కܭ ሻ. Äåôèíèøèìî ñàäà ñêóïߦሻሺݔîçíà÷è�åìî ñà ݂ሺ ߦ ሻ ó òà÷êèݔÑëèêó ôóíêöè¼å ݂ሺ .ܭ ሻ èçݔäîäå�ó¼å ¼åäíó ôóíêöè¼ó ݂ሺ ܮ  çà ïðîèçâî�íî ߦ ൏ కܭ :íà ñëåäå�è íà÷èí ߙ ൌ ൛݂ሺݔሻሺߦሻ ׷ ݔ א కܮ ת  .ൟܮ
Êàêî ¼å หܮక ת หܮ ൑ หܮకห ൌ కߣ ൏ కߢ , 

òàäà ñëåäè หܭకห ൏ కߢ , 

ïà ìîæåìî çàê�ó÷èòè ߢక̳ܭక ്  ,׎

çà ñâàêî ߦ ൏                                                                                                              .ߙ
Ïîñìàòðà¼ìî ¼åäíó ôóíêöè¼ó èçáîðà ߮ òàêâó äà âàæè ߮ሺߦሻ א ߦ క, àêî ¼åܭక̳ߢ ൏  Òàäà îâà .ߙ

ôóíêöè¼à ߮ ïðèïàäà ñêóïó ܭ.                                                                                           
Òâðäèìî äà ߮ ് ݂ሺݔሻ 
çà ïðîèçâî�íî ݔ א ݔ Çàèñòà, àêî .ܮ א ݔ ,îíäà, ñ ¼åäíå ñòðàíå ܮ א కܮ ת ߦ çà íåêî ܮ ൏  è ߙ

çàòî ¼å ݂ሺݔሻሺߦሻ א కܭ , 

à ñ äðóãå ñòðàíå, ߮ሺߦሻ ב కߢ  è çàòî ¼å ݂ሺݔሻሺߦሻ ്  .కܭ

Òàäà ñëåäè ݂ሺݔሻ ് ߮. Äîáèëè ñìî êîíòðàäèêöè¼ó, ¼åð ôóíêöè¼à ݂ ïðåñëèêàâà ܮ íà ܭ. 
Äàêëå, ïðåòïîñòàâêà ¼å íåòà÷íà, è òàäà ߣ ൏  ∎  .ߢ

Íàïîìåíà 2.9. Íè¼å òåøêî ïðîâåðèòè äà ¼å Êàíòîðîâà òåîðåìà ñïåöè¼àëàí ñëó÷à¼ Êåíèãîâå 

òåîðåìå, îäíîñíî äà ¼å òåîðåìà ¼åäíà ãåíåðàëèçàöè¼à Êàíòîðîâå. Íàèìå, àêî ñòàâèìî äà ߣక ൌ ͳ è ߢక ൌ ʹ îíäà äîáè¼àìî σ ͳ ൌ ȁߙȁకழఈ  è ς ʹకழఈ ൌ ห൛݂ห݂ ׷ ߙ� ՜ ڂ ሼͲǡͳሽకழఈ ǡ ߦ׊ ൏ ሻߦሺ݂���ߙ א ሼͲǡͳሽ�ൟห ൌ ห ሼͲǡͳሽఈ ห ൌ ʹȁఈȁ, ïà äîáè¼àìî 

ïîçíàòó Êàíòîðîâó íå¼åäíà÷èíó ȁߙȁ ൏ ʹȁఈȁ. 
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Ïîñëåäèöà 2.10. Àêî ¼å ൛ߢక�ǣߦ� ൏  ãðàíè÷íè ߙ ൟ ñòðîãî ðàñòó�è íèç êàðäèíàëà, ãäå ¼åߙ

îðäèíàë è ߢ଴ ൐ Ͳ, òàäà âàæè       ෍ߢకకழఈ ൏ෑߢకకழఈ Ǥ 
Äîêàç.  ෍ߢకకழఈ ൏ෑߢకାଵకழఈ ൑ෑߢకకழఈ Ǥ 
Ïðâà íå¼åäíàêîñò ñëåäè èç Êåíèãîâå òåîðåìå è ÷è�åíèöà äà ߢక ൏ ߦ కାଵ, ãäå ¼åߢ ൏   .ߙ

Äðóãà íå¼åäíàêîñò ñëåäè: ˃ˍˑ�˔˖ߦ�ǡ ߟ ൏ ߦ�ˋ�ߙ ് ߦ�ˈˬ�˃ˇ�ˑːߟ ൅ ͳ ് ߟ ൅ ͳ�ˋߦ� ൅ ͳ ൏  ∎    .ߙ
Ïîñëåäèöà 2.11. Àêî ¼å ߢ ïðîèçâî�àí áåñêîíà÷àí êàðäèíàë, îíäà âàæè ߢୡ୤ሺ఑ሻ ൐  .ߢ

Àêî ¼å ߢ ðåãóëàðàí, îíäà ߢୡ୤ሺ఑ሻ ൌ ఑ߢ ൒ ʹ఑ ൐  .ߢ

Íåêà ¼å ߢ ñèíãóëàðàí. Òàäà ¼å ߢ ãðàíè÷íè îðäèíàë, è çàòî ïîñòî¼è ñòðîãî ðàñòó�è íèç 

êàðäèíàëà ൛ߢక�ǣߦ� ൏ ݂ܿሺߢሻൟ äà ߢ ൌ ෍ కߢ Ǥకழୡ୤ሺ఑ሻ  

Ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà ߢ଴ ൐ Ͳ. Òàäà ïî ïîñëåäèöè 2.10. ñëåäè ߢ ൏ ෑ కకழୡ୤ሺ఑ሻߢ ൑  ז���ୡ୤ሺ఑ሻǤߢ

Ïîñëåäèöà 2.12.  Íåêà ñó ߢ è ߣ êàðäèíàëè, çà êî¼å âàæè äà ߢ ൒ ߱ è ߣ ൒ ʹ. Òàäà ¼å ��ሺߣ఑ሻ ൐  Ǥߢ
Äîêàç. Ïî ïðåòïîñòàâöè, ߣ఑ ¼å áåñêîíà÷àí êàðäèíàë. Òàäà èç ïðåòõîäíå ïîñëåäèöå ñëåäè ሺߣ఑ሻୡ୤ሺఒഉሻ ൐  .఑ߣ

Çíàìî, àêî ¼å ߤ ൑  îíäà ,ߢ
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ሺߣ఑ሻఓ ൌ ఑ٔఓߣ ൌ  .఑ߣ

Òàäà ¼å ߣ఑ٔୡ୤ሺఒഉሻ ൌ ሺߣ఑ሻୡ୤ሺఒഉሻ ൐  ,఑ߣ

øòî èìïëèöèðà ��ሺߣ఑ሻ ح  ז���Ǥߢ

Ñïåöè¼àëàí ñëó÷à¼ îâîã ðåçóëòàòà ¼å äà ��ሺʹՅబሻ ് Յ଴, 

øòî èìïëèöèðà íïð. ñëåäå�è âàæàí çàê�ó÷àê: ʹՅబ ് Յఠ, 

¼åð ¼å ��ሺՅఠሻ ൌ Յ଴. 

Äàêëå, àêî çà ïðîèçâî�àí êàðäèíàë ߢ âàæè äà ��ሺߢሻ ൌ Յ଴, îíäà ìîæåìî çàê�ó÷èòè äà ߢ ് ʹՅబሺൌ ܿሻ, 
êàêî ñìî òî âå� ïîìåíóëè íà ïî÷åòêó ïîãëàâ�à. 

Íà îñíîâó AC, îäíîñíî �åíîã åêâèâàëåíòà, ò¼. äà ñå ñâàêè ñêóï ìîæå äîáðî óðåäèòè, 

âðåäíîñò êàðäèíàëà ܿ ¼å Յఈ çà íåêè îðäèíàë ߙ, àëè ñå íå çíà çà êî¼è ߙ. Èç Êàíòîðîâå 
òåîðåìå ñëåäè äà íè¼å ߙ ൌ Ͳ. Êàêî ñìî âèäåëè, ïèòà�å äà ëè ¼å ߙ ൌ ͳ (ò¼. CH) ¼å 
íåäîêàçèâî (òåîðåìå Ãåäåëà è Êîåíà). Ó ñèñòåìó àêñèîìà òî òâð�å�å ñå íå ìîæå íè 

äîêàçàòè íè îïîâðãíóòè. 

Íà¼âàæíè¼à ïîñëåäèöà òåîðåìå Êåíèíãà, øòî ñå òè÷å ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, ¼å äà ñèãóðíî 

çíàìî î íåêèì êàðäèíàëèìà äà íèñó ¼åäíàêè ñà ܿ. Íàðàâíî, ñ òèì ðåçóëòàòîì òà¼ ïðîáëåì 

íè¼å ðåøåí, ñàìî íåêå ìîãó�íîñòè ñó èñê�ó÷åíå.Òåîðåìà íå äà¼å íèêàêâó èíñòðóêöè¼ó çà 

îäðå�èâà�å âðåäíîñòè êîíòèíóóìà ܿ. Ñèñòåì àêñèîìà ZFC  ¼å íåîäëó÷èâ. 

Ïîñëå Êîåíîâîã ðàäà Ñîëîâå¼ ¼å ïîêàçàî äà ܿ ìîæå äà áóäå áèëî êî¼è êàðäèíàë ÷è¼à ¼å 

êîôèíàëíîñò âå�à îä Յ଴. 
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3 

£àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàëè, íåäîñòèæèâè 
êàðäèíàëè è õèïîòåçà ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà 

 

3.1 £àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàëè 

Ó îâîì ïîãëàâ�ó áëèæå �åìî îïèñàòè âðåäíîñòè ñòåïåíîâà�à áåñêîíà÷íèõ êàðäèíàëà 
ïðåêî âðåäíîñòè ñòåïåíà çà ìà�å áàçå èëè åêñïîíåíòå. Çàòî �å íàì òðåáàòè ¼îø íåêè 

ïî¼ìîâè êî¼å óâîäèìî ñëåäå�èì äåôèíèöè¼àìà. 

Äåôèíèöè¼à 3.1. (£àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàëè)                                                                        
Çà êàðäèíàë ߢ êàæåìî äà ¼å ¼àêî ãðàíè÷íè (ñòðîíã ëèìèò) àêî çà ñâàêî ߣ ൏ âàæè ʹఒ ߢ ൏  .ߢ

Âèäåëè ñìî äà ñå ïðâî ñëîâî õåáðå¼ñêîã àëôàáåòà Յ êîðèñòè çà îçíà÷àâà�å áåñêîíà÷íèõ 

êàðäèíàëà. À äðóãî ñëîâî õåáðå¼ñêîã àëôàáåòà Ն (÷èòàìî: áåò) ¼å ðåçåðâèñàíî çà 
îçíà÷àâà�å áåñêîíà÷íèõ êàðäèíàëà, êî¼å �åìî äàòè ó ñëåäå�î¼ äåôèíèöè¼è. 

Äåôèíèöè¼à 3.2. Áåò ñå ðåêóðçèâíî äåôèíèøå íà ñëåäå�è íà÷èí: 

 Ն଴ ൌ Յ଴; 

 Նఈାଵ ൌ ʹՆഀ�������ሺ˖�˔ˏˋ˔ˎ˖�ˍ˃˓ˇˋː˃ˎːˑˆ�˔˕ˈ˒ˈːˑ˅˃˰˃ሻ; 
 Նఈ ൌ ڂ Նఉఉאఈ ���˖�˔ˎ˖˚˃ˬ˖�ˆ˓˃ːˋ˚ːˑˆ�ˑ˓ˇˋː˃ˎ˃ߙ�. 

Íà îâà¼ íà÷èí ñìî äîáèëè íèç áåñêîíà÷íèõ êàðäèíàëà Ն଴ǡ Նଵǡ Նଶǡ ǥ 

êî¼è ñó, ðåñïåêòèâíî, êàðäèíàëè ñêóïîâà ߱ǡ ܲሺ߱ሻǡ ܲ൫ܲሺ߱ሻ൯ǡ ǥ 

Çà ñâàêè ãðàíè÷íè îðäèíàë ߙ êàðäèíàë Նఈ ¼å ¼àêî ãðàíè÷íè. Èç äåôèíèöè¼å íåïîñðåäíî 

ñëåäè äà ¼å Նఈ ൌ ȁ ఠܸାఈȁ. 
Ïîñåáíî, êàðäèíàë � ؝ Նଵ ൌ ȁܲሺ߱ሻȁ 
çîâåìî è êîíòèíóóìîì. 
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Êîíòèíóóì õèïîòåçà (CH): Նଵ ൌ Յଵ. 

Ãåíåðàëèñàíà êîíòèíóóì õèïîòåçà (GCH): ߙ׊ሺՆఈ ൌ Յఈሻ. 
Äîêàæèìî ¼îø íåêà ñâî¼ñòâà ¼àêèõ ãðàíè÷íèõ êàðäèíàëà. 

Ïîñëåäèöà 3.3. £àêè ãðàíè÷íè êàðäèíàëè ÷èíå ïðàâó êëàñó. 

Äîêàç. Íåêà ¼å ߤ áåñêîíà÷íè êàðäèíàëíè áðî¼. Äåôèíèøèìî ñòðîãî ðàñòó�è íèç êàðäèíàëà ሺߢ௡ ׷ ݊ ൏ ߱ሻ ñà ߢ଴ ൌ ௡ାଵߢ ,ߤ ൌ ʹ఑೙ , 

è îçíà÷èìî ߢ ൌ׷ ���ሼߢ௡ȁ݊ ൏ ߱ሽ. Àêî ñó ߩǡ ߥ א ߢ ת ݊ îíäà ïîñòî¼è ,ܖ۱ א ߱ òàêâà äà ¼å ݉ܽݔሼߩǡ ሽߥ ൑ ఔߩ ௡, ïà èìàìîߢ ൑ ௡఑೙ߢ ൌ ʹ఑೙ ൌ ௡ାଵߢ ൏  ,ߢ

Îäàêëå âèäèìî äà ¼å ߢ ¼àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàë, äîê ¼å èç êîíñòðóêöè¼å î÷èãëåäíî ߢ ൐  ∎  .ߤ
Óî÷èìî äà ¼å êàðäèíàë ߢ ïðåìà ïðåòõîäíîì äîêàçó ñèíãóëàðàí. 

Ëåìà 3.4. Ñóïðåìóì ñêóïà ¼àêî ãðàíè÷íèõ êàðäèíàëà ¼å ¼àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàë. 

Äîêàç. Íåêà ¼å ሼߢ௜ȁ݅ א ߢ ሽ ñêóï ¼àêî ãðàíè÷íèõ êàðäèíàëà èܫ ൌ׷ ���ሼߢ௜ȁ݅ א ߢ ሽ. Àêî ¼åܫ א ሼߢ௜ȁ݅ א ǡߩ ሽ íåìà øòà äà äîêàçó¼åìî. Ó ñóïðîòíîì, íåêà ñóܫ ߥ א ߢ ת ߢ Çáîã .ܖ۱ ௜ȁ݅ߢሼב א ݅ ሽ ïîñòî¼èܫ א ǡߩ òàêàâ äà ñó ܫ ߥ א ఔߩ ௜, ïà ¼åߢ ൏ ௜ߢ ൏  ∎  .ߢ

Ëåìà 3.5. Íåêà ¼å ߢ ¼àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàë. Òàäà âàæè ʹழ఑ ൌ è ʹ఑ ߢ ൌ  .ୡ୤ሺ఑ሻߢ
Äîêàç. Óî÷èìî: ߢ ൑ ʹழ఑ ൌ ���ሼʹఔȁߥ א ߢ ת ሽܖ۱ ൑  .ߢ

Ïîñëåä�à ¼åäíàêîñò âàæè çáîã òîãà øòî ¼å ߢ ¼àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàë. Îâèì ñìî äîêàçàëè 

ïðâó ¼åäíàêîñò. Äðóãà ¼åäíàêîñò ¼å ʹ఑ ൌ ሺʹழ఑ሻୡ୤ሺ఑ሻ ൌ  ∎   .ୡ୤ሺ఑ሻߢ

Äîêàçàíî ¼å ðàíè¼å äà çà Յఈ ൑ Յఉ âàæè ՅఈՅഁ ൌ ʹՅഁ . Ïîãëåäà¼ìî øòà ìîæåìî ðå�è ó ñëó÷à¼ó Յఈ ൐ Յఉ. 
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Ëåìà 3.6. Íåêà ñó ߙǡ ߚ îðäèíàëè çà êî¼å âàæè ߛ�ˋ�ߚ ൏ è Յఈ ߙ ൑ ՅఊՅഁ. Òàäà ¼å ՅఈՅഁ ൌ ՅఊՅഁ . 

Äîêàç. ՅఊՅഁ ൑ ՅఈՅഁ ൑ ൫ՅఊՅഁ൯Յഁ ൌ ՅఊՅഁ .   ∎ 
Ëåìà 3.7. Íåêà ñó ߙ è ߚ îðäèíàëè òàêâè äà ¼å ߚ ൏ è ՅఈՅഁ ߙ ൐ ʹՅഁ , è íåêà Յఈ íè¼å Յఉ-¼àê. 

Íåêà ¼å ߛ íà¼ìà�è îðäèíàë çà êî¼è âàæè ՅఊՅഁ ൒ Յఈ. Òàäà ¼å ՅఊՅఉ-¼àê ñèíãóëàðàí êàðäèíàë 

çà êî¼è âàæè ՅఈՅഁ ൌ Յఊୡ୤൫Յം൯�������ˋ��������൫Յఊ൯ ൑ Յఉ ൏ Յఊ. 

Äîêàç. Íåêà ¼å ߛ íà¼ìà�è îðäèíàë çà êî¼è ¼å ՅఊՅഁ ൒ Յఈ. Óî÷èìî äà ¼å ߛ ൏ -åð Յఈ íè¼å Յఉ¼ ,ߙ

¼àê. Ïî ëåìè 3.6. èìàìî ՅఊՅഁ ൌ ՅఈՅഁ . 

Äîêàæèìî ñàäà äà ¼å Յఊ�Յఉ-¼àê. Çà ïî÷åòàê óî÷èìî äà ¼å ߚ ൏ Ó ñóïðîòíîì áè áèëî ՅఈՅഁ .ߛ ൌ ՅఊՅഁ ൌ ʹՅഁ, øòî ¼å êîíòðàäèêöè¼à ñà ïðåòïîñòàâêîì ëåìå. Äà�å, ïðåòïîñòàâèìî äà 

çà íåêî ߪ ൏ âàæè ՅఙՅഁ ߛ ൒ Յఊ. Òàäà èç ëåìå 3.6. ñëåäè ՅఙՅഁ ൌ ՅఊՅഁ, äîê ïî èçáîðó 

îðäèíàëà ߛ (ìèíèìàëíîñò) èìàìî ՅఙՅഁ ൏ Յఈ ൑ ՅఊՅഁ , øòî ¼å êîíòðàäèêöè¼à. Îâèì ñìî 

äîêàçàëè äà ¼å Յఊ�Յఉ-¼àê. 

Àêî ¼å ��൫Յఊ൯ ൐ Յఉ, îíäà ñëåäè ՅఈՅഁ ൌ ՅఊՅഁ ൌ Յఊ ൏ Յఈ, øòî ¼å êîíòðàäèêöè¼à. Äàêëå, ìîðà 

áèòè ��൫Յఊ൯ ൑ Յఉ ൏ Յఊ, îäàêëå âèäèìî äà ¼å Յఊ ñèíãóëàðàí, ïà äîáè¼àìî ՅఈՅഁ ൌ ՅఊՅഁ ൌ Յఊୡ୤൫Յം൯.   ∎ 

Çà ñòåïåíîâà�å áåñêîíà÷íèõ êàðäèíàëà âàæè: 

ՅఈՅഁ ൌ ቐʹՅഁ ��������������ˋˎˋ�����������������������������������������������������������������������������Յఈ����������������ˋˎˋ�����������������������������������������������������������������������������Յఊୡ୤൫Յം൯������ˊ˃�ːˈˍˑߛ� ൑ ��ˈˬ�˃ˇ�ˑˍ˃˕�ߙ�൫Յఊ൯ ൑ Յఉ ൏ Յఊ Ǥ � 
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3.2 Íåäîñòèæèâè êàðäèíàëè 
 
Íåêà ¼å êàðäèíàë ߢ íåïðåáðî¼èâ. Òàäà çà êàðäèíàë ߢ êàæåìî äà ¼å: 

 ñëàáî íåäîñòèæèâ, àêî ¼å ðåãóëàðàí è ãðàíè÷íè; 
 ¼àêî íåäîñòèæèâ, àêî ¼å ðåãóëàðàí è ¼àêî ãðàíè÷íè. 

Èç äåôèíèöè¼å íåïîñðåäíî ñëåäè äà ¼å ñâàêè ¼àêî íåäîñòèæèâ êàðäèíàë ó¼åäíî è ñëàáî 

íåäîñòèæèâ. 

Ïðèìåð 3.8. Èç GCH íåïîñðåäíî ñëåäè äà ¼å ñâàêè ñëàáî íåäîñòèæèâ êàðäèíàë ó¼åäíî è 

¼àêî íåäîñòèæàí. Çàèñòà, àêî ¼å ߢ ñëàáî íåäîñòèæèâ êàðäèíàë, îíäà çà ïðîèçâî�àí 

êàðäèíàë ߣ ൏ 
�ìîðà áèòè è ʹఒ ߢ��ൌ ାߣ� ൏  ,ߢ

ò¼. ߢ ¼å è ¼àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàë. 

Òåîðåìà 3.9. Ïðåòïîñòàâèìî äà ¼å êàðäèíàë ߢ ñëàáî íåäîñòèæèâ. Òàäà ¼å ߢ ൌ Յ఑Ǥ 
Äîêàç. Äîâî�íî ¼å ïîêàçàòè äà çà ñâàêè îðäèíàë ߙ ൏ âàæè Յఈ ߢ ൏  Íàèìå, ó òîì ñëó÷à¼ó .ߢ

¼å ߢ ൌ ራՅఈ ൌ Յ఑Ǥఈழ఑  

Ñòîãà èíäóêöè¼îì ïî ߢ ïîêàçó¼åìî äà ¼å Յఈ ൏  .ߢ

1. Յ଴ ൏  ;ñëàáî íåäîñòèæèâ êàðäèíàë ߢ åð ¼å¼ ߢ
2. ʜˈêà ¼å Յఈ ൏ ãðàíè÷íè êàðäèíàë, òàäà ¼å è Յఈାଵ ߢ Êàêî ¼å .ߢ ൏  ;ߢ
3. ʜåêà ¼å ߙ ൏ ãðàíè÷íè îðäèíàë è íåêà ¼å Յఉ ߢ ൏ ߚ çà ñâàêè îðäèíàë ߢ ൏  Ñ .ߙ

îáçèðîì äà ¼å ߢ ðåãóëàðàí êàðäèíàë, ìîðà áèòè è Յఈ ൌ ራՅఉ ൏ ఉழఈߢ Ǥז��� 

Ïðèìåð 3.10. Àêî ¼å êàðäèíàë ߢ ¼àêî ãðàíè÷íè, îíäà ¼å ʹழ఑ ൌ à òèìå è ʹ఑ ,ߢ ൌ ሺʹழ఑ሻୡ୤఑ ൌ  .ୡ୤఑ߢ

Àêî ¼å ߢ ¼àêî íåäîñòèæèâ êàðäèíàë, îíäà íà îñíîâó òåîðåìå (ðåêóðçèâíî èçðà÷óíàâà�å) çà 

ñâàêî ߣ ൏ ఒߢ âàæè ߢ ൌ ழ఑ߢ îäàêëå ñëåäè äà ¼å ,ߢ ൌ ߢ ൌ ʹழ఑.                                          
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Íà¼çàä, àêî ¼å êàðäèíàë ߢ ñëàáî íåäîñòèæèâ êàðäèíàë è íè¼å íåäîñòèæèâ, îíäà ïîñòî¼è 

êàðäèíàë ߣ ൏ òàêàâ äà ¼å ʹఒ ߢ ൒ ழ఑ߢ Ñàäà ¼å .ߢ ൑ ൫ʹఒ൯ழ఑ ൌ ʹழ఑, 

îäàêëå, ïîøòî îáðàòíà íå¼åäíàêîñò òðèâè¼àëíî âàæè, ñëåäè äà ¼å ߢழ఑ ൌ ʹழ఑. 

 
3.3 Õèïîòåçà ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà 

Ñàäà �åìî âèäåòè øòà ìîæåìî ðå�è î ñòåïåíîâà�ó áåñêîíà÷íèõ êàðäèíàëà êàäà àêñèîìå 

ZFC ïî¼à÷àìî ñà ¼îø íåêèì ïðåòïîñòàâêàìà, îäíîñíî ãåíåðàëèçîâàíîì õèïîòåçîì 

êîíòèíóóìà èëè íåøòî ñëàáè¼èì çàõòåâîì � õèïîòåçîì ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà êî¼à ãëàñè 

(SCH)                                   ሺߢ׊ א ሻ൫ʹୡ୤ሺ఑ሻܖ۱ ൏ ߢ ՜ ୡ୤ሺ఑ሻߢ ൌ  .ା൯ߢ
Ëåìà 3.11. Íåêà âàæè (GCH). Òàäà çà êàðäèíàëå ߢ ൒ ʹ è ߣ ൒ Յ଴ âàæè 

ఒߢ ൌ ൝ ߣ�ˑˍ˃������������ߢ ൏ ��ሺߢሻǡߢ�������������������ା����������˃ˍˑ���ሺߢሻ ൑ ߣ ൏ ߢ�ା�����������˃ˍˑߣ�����������ǡߢ ൑  ����������������������������Ǥߣ
Äîêàç. Àêî ¼å ߢ ൑ ఒߢ îíäà ¼å ,ߣ ൌ ʹఒ�ሺ
��ሻൌ                                                                       .ାߣ�

Àêî ¼å ��ሺߢሻ ൐ ߢ èìàìî ߣ ൑ ఒߢ ൌ ߢ ȉ ���൛ߥఒหߥ א ߢ ת  .ൟܖ۱
Íåêà ¼å ߥ êàðäèíàë ìà�è îä ߢ. Òàäà çà ߥ ൑ ఒߥ âàæè ߣ ൌ ʹఒ ൌ ߥ ା, à çàߣ ൐ ఒߥ å¼ ߣ ൑ ఔߥ ൌʹఔ ൌ ߥఒหߥା. Äàêëå, ���൛ߥ א ߢ ת ൟܖ۱ ൑ ���ሼߥାǡ ାሽߣ ൑  ,ߢ

ïà ¼å ߢ ȉ ���൛ߥఒหߥ א ߢ ת ൟܖ۱ ൌ  ,ߢ

îäàêëå ñëåäè ߢఒ ൌ  ∎   .ߢ

Ïðåîñòàî íàì ¼å ¼îø ñëó÷à¼ ��ሺߢሻ ൑ ߣ ൏ ߢ Òàäà ¼å .ߢ ൏ ୡ୤ሺ఑ሻߢ ൑ ఑ߢ ൑ ఑ߢ ൌ ఑ߢ ൌ  ז����ାǤߢ
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Çà äà�è ðàä áè�å íàì ïîòðåáíè ¼îø íåêè ïî¼ìîâè êî¼å óâîäèìî ó ñëåäå�î¼ äåôèíèöè¼è. 

Äåôèíèöè¼à 3.12. Ôóíêöè¼ó ൫ߢୡ୤ሺ఑ሻ ׷ ߢ� א  ሻୡ୤ሺ఑ሻߢ൯ íàçèâàìî ãèìåë ôóíêöè¼à, ïà óìåñòî ሺܖ۱
ïèøåìî è Շሺߢሻ. Çà ߢ א ܖ۱ ׫ ሼʹሽ ôóíêöè¼ó ሺߢఔ ׷ ߥ� א  Êàî øòî ¼å è óîáè÷à¼åíî ôóíêöè¼ó êîíòèíóóìà çà 2 è äà�å �åìî êðàòêî çâàòè ôóíêöè¼à) .ߢ ሻ íàçèâàìî ôóíêöè¼à êîíòèíóóìà çàܖ۱

êîíòèíóóìà). Êàæåìî äà ôóíêöè¼à êîíòèíóóìà çà ߢ ïîñòà¼å êîíñòàíòíà èñïîä ߣ, àêî 

ïîñòî¼è êàðäèíàë ߩ ൏ ᇱߩ òàêàâ äà çà ñâàêî ߣ א ሾߩǡܖ۱ۄߣ��  âàæè ߢఘᇲ ൌ ଴ߩ ఘ. Àêî ¼å êàðäèíàëߢ ൏ ߩ òàêàâ äà çà ñâàêî ߣ א ሾߩ଴ǡܖ۱ۄߣ��  âàæè ߢఘ ൌ ఘబߢ , îíäà êàæåìî äà ôóíêöè¼à 
êîíòèíóóìà çà ߢ ïîñòà¼å êîíñòàíòíà èñïîä ߣ íàêîí ߩ଴. 

Âå� ñìî ñïîìåíóëè äà ¼å õèïîòåçà ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà ñëàáè¼à îä ãåíåðàëèçîâàíå 

õèïîòåçå êîíòèíóóìà. Óâåðèìî ñå äà òî çàèñòà âàæè. 

Ïîñëåäèöà 3.13. Àêî âàæè ãåíåðàëèçîâàíà õèïîòåçà êîíòèíóóìà, îíäà âàæè è õèïîòåçà 

ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà, ò¼. �	� ٟ ሺ
��ሻ ՜ ሺ���ሻ, îäíîñíî �	� ൅ ሺ
��ሻ ٟ ሺ���ሻ. 
Äîêàç. Íåêà ¼å ߢ א ߢ Òàäà ¼å .ܖ۱ ൏ ୡ୤ሺசሻߢ ൑ ఑ߢ ൌ ʹ఑�ሺ
��ሻൌ  .ାߢ�

Äàêëå, çà ñâå áåñêîíà÷íå êàðäèíàëå âàæè ߢୡ୤ሺசሻ ൌ  ∎   .ሻ���ା, ïà ñïåöè¼àëíî âàæè è ሺߢ�

Íàïîìåíà 3.14. (î õèïîòåçè ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà). Èç ïîñëåäèöå 3.13. ñëåäè äà ¼å ሺ���ሻ 
êîíçèñòåíòíà ñà �	�, ¼åð ¼å ïîñëåäèöà ãåíåðàëèçîâàíå õèïîòåçå êîíòèíóóìà êî¼à ¼å 
êîíçèñòåíòíà ñà �	�. Ìîæå ñå äîêàçàòè äà ¼å íåãàöè¼à õèïîòåçå ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà 

òàêî�å êîíçèñòåíòíà ñà �	�, îäíîñíî äà ¼å ሺ���ሻ íåçàâèñíà ñà àêñèîìàìà �	�. 

Åêâèâàëåíòíà ôîðìóëàöè¼à õèïîòåçå ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà ãëàñè: 

Àêî ¼å ߢ ñèíãóëàðàí ¼àêî ãðàíè÷íè êàðäèíàë, îíäà ¼å ʹ఑ ൌ  .ାߢ�

Èç îâîã îáëèêà ¼å ¼àñàí íàçèâ �õèïîòåçà ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà�. £îø ¼åäíà çàíèì�èâîñò 

¼å äà àêî ሺ���ሻ âàæè çà ñâå ñèíãóëàðíå êàðäèíàëå êîôèíàëíîñòè Յ଴, îíäà âàæè çà ñâå 

ñèíãóëàðíå êàðäèíàëå. Äðóãèì ðå÷èìà, àêî ó íåêîì ìîäåëó çà �	� íå âàæè ሺ���ሻ, îíäà ó 
òîì ìîäåëó ïîñòî¼è ñèíãóëàðíè êàðäèíàë ߢ êîíòðàïðèìåð çà ሺ���ሻ çà êî¼è ¼å ��ሺߢሻ ൌ Յ଴. 

Ëåìà 3.15. Íåêà ñó ߢ ൒ ʹ è ߣ ൒ Յ଴ êàðäèíàëè. Àêî âàæè ሺ
��ሻ, îíäà ¼å 
ழఒߢ ൌ ൝ߢ��������������˃ˍˑߣ� ൑ ��ሺߢሻǡߢ�������������������������������ା������������˃ˍˑ���ሺߢሻ ൏ ߣ ൑ ାߢ���ˑˍ˃���������������ߣ��������������������ାǡߢ ൏ ���������������������������������Ǥߣ ������� 

Äîêàç. Àêî ¼å ߢ êîíà÷àí, îíäà ¼å ߢ ൏ ାߢ è) ߣ ൏  ïà èìàìî ,(ߣ
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ழఒߢ ൌ ���ሼߢఘȁߩ א ߣ ת ሽܖ۱ ൌ 

                    ൌ ���ሼʹఘȁߩ א ߣ ת ሽܖ۱ ൌ ሺ
��ሻ 
         ൌ ���ሼߩାȁߩ א ߣ ת ሽܖ۱ ൌ ൌ  �����������������������������Ǥߣ

Íåêà ¼å ߢ�൒ Յ଴. Ñàäà ìîæåìî èñêîðèñòèòè ëåìó 3.11. Àêî ߣ�൑ ��ሺߢሻ, îíäà ߢழఒ ൌ ���ሼߢఘȁߩ א ߣ ת ሽܖ۱ ൌ ���ሼߢሽ ൌ  .ߢ

Àêî ¼å ��ሺߢሻ ൏ ߣ ൑ ழఒߢ ା, îíäàߢ ൌ ���ሼߢఘȁߩ א ߣ ת ሽܖ۱ ൌ ���ሼߢାሽ ൌ  ାǤߢ
Àêî ¼å ߢା ൏ ழఒߢ îíäà ,ߣ ൌ ���ሼߢఘȁߩ א ߣ ת ሽܖ۱ ൌ 

          ൌ ���ሼߢఘȁߩ א ሾߢାǡܖ۱ۄߣ��ሽ ൌ 

           ൌ ���ሼߩାȁߩ א ሾߢାǡܖ۱ۄߣ��ሽ ൌ 

   ൌ  �������������������������ז�����Ǥߣ
Òåîðåìà 3.16. (Áóêîâñêè, Õåõëåð) Íåêà ¼å ߣ ñèíãóëàðàí êàðäèíàë. Àêî ôóíêöè¼à 

êîíòèíóóìà çà ߢ ïîñòà¼å êîíñòàíòíà èñïîä ߣ íàêîí ߩ଴, îíäà âàæè ߢఒ ൌ ழఒߢ ൌ ఘబߢ . 

Äîêàç. Íåêà ¼å ߩଵ ൌ ���ሼ��ሺߣሻǡ ழఒߢ ଴ሽ. Òàäà ¼åߩ ൌ ఘబߢ ൌ ఘభߢ , è èìàìî ߢఒ ൌ ൫ߢழఒ൯ୡ୤ሺఒሻ ൌ ሺߢఘభሻୡ୤ሺఒሻ ൌ ఘభߢ ൌ ఘబߢ Ǥז���� 

Áóêîâñêè � Õåõëåðîâà òåîðåìà íàì ãîâîðè äà, çà ðàçëèêó îä ðåãóëàðíèõ, ôóíêöè¼à 

êîíòèíóóìà ó ñèíãóëàðíèì àðãóìåíòèìà ìîæå çàâèñèòè îä âðåäíîñòè ó ìà�èì 

àðãóìåíòèìà. 

Ñëåäå�å äâå òåîðåìå ãîâîðå íàì êàêî èçãëåäà ñòåïåíîâà�å êàðäèíàëà ó àêñèîìàòñêîì 

ñàñòàâó �	� ൅ ሺ���ሻ. 
Òåîðåìà 3.17. Íåêà ¼å ߢ ñèíãóëàðàí êàðäèíàë è íåêà âàæè ሺ���ሻ. Òàäà ¼å 

ʹ఑ ൌ ൜ʹழ఑�����������˃ˍˑ�˗˖ːˍ˙ˋˬ˃�ˍˑː˕ˋː˖˖ˏ˃�˒ˑ˔˕˃ˬˈ�ˍˑː˔˕˃ː˕ː˃�ˋ˔˒ˑˇߢ�ǡሺʹழ఑ሻା�����ˋː˃˚ˈǤ���������������������������������������������������������������������������������������������������� 
Äîêàç. Àêî ôóíêöè¼à êîíòèíóóìà ïîñòà¼å êîíñòàíòíà èñïîä ߢ, îíäà ïî Áóêîâñêè � 
Õåõëåðîâî¼ òåîðåìè âàæè ʹ఑ ൌ ʹழ఑. 
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Íåêà ôóíêöè¼à êîíòèíóóìà íå ïîñòà¼å êîíñòàíòíà èñïîä ߢ. Òàäà ¼å ��ሺʹழ఑ሻ ൌ ��ሺߢሻ ൏  ïà ,ߢ

ïî ïðåòïîñòàâöè äà ôóíêöè¼à êîíòèíóóìà íå ïîñòà¼å êîíñòàíòíà èñïîä ߢ èìàìî ʹୡ୤൫ଶಬഉ൯ ൌʹୡ୤ሺ఑ሻ ൏ ʹழ఑. Äîáè¼àìî ʹ఑ ൌ ሺʹழ఑ሻୡ୤൫ଶಬഉ൯�ሺ���ሻൌ �ሺʹழ఑ሻାǤז����� 

Òåîðåìà 3.18. (£åõ) Íåêà ñó ߙ è ߚ îðäèíàëè. Àêî ՅఈՅഁ ב ൛ʹՅഁ ǡ Յఈൟ, îíäà ïîñòî¼è îðäèíàë ߛ ൑ � òàêàâ äà ¼å ՅఊՅఉ-¼àê, ïà âàæè ߙ�൫Յఊ൯ ൑ Յఉ ൏ Յఊ è ՅఈՅഁ ൌ Յఊୡ୤൫Յം൯. 
Äîêàç. Íåêà ¼å ՅఈՅഁ ് ʹՅഁ. Òàäà ¼å Յఉ ൏ Յఈ. Àêî ¼å ՅఈՅఉ-¼àê, îíäà ó ñëó÷à¼ó ��ሺՅఈሻ ൑ Յఉ 

èìàìî ՅఈՅഁ ൌ Յఈୡ୤ሺՅഀሻ, äîê ó ñóïðîòíîì âàæè ՅఈՅഁ ൌ Յఈ. Îñòàòàê äîêàçà îáóõâà�åí ¼å 

ëåìîì 3.7.  ∎ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



~ 34 ~ 
 

4 

Õè¼åðàðõè¼à  íåäîñòèæèâèõ  êàðäèíàëà 

4.1 Èòåðàöè¼à íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà 

Äî ñëàáî è ¼àêî íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà äîëàçè ñå íåïîñðåäíî ðàçðàäîì ñâî¼ñòàâà 

óâåäåíèõ îðäèíàëíèõ è êàðäèíàëíèõ îïåðàöè¼à. 

Äà�èì �èõîâèì íàáðà¼à�åì (ñâàêà ïîäêëàñà Ord è Card ¼å äîáðî óðå�åíà ðåëàöè¼îì א (ò¼. ൏)), èìàìî äðóãè, òðå�è, ... ߙ-òè, ... åëåìåíò îâèõ êëàñà êàðäèíàëà (ñëàáî íåäîñòèæèâèõ - 
Winac è ¼àêî íåäîñòèæèâèõ � Sinac). Äîïóíñêîì àêóìóëàöè¼îì ñâî¼ñòàâà îâå õè¼åðàðõè¼å 

ñå äà�å îáîãà�ó¼ó. Òàêî, ߢ ¼å õèïåðíåäîñòèæèâ, àêî ¼å íåäîñòèæèâ è àêî ¼å ߢ-òè ïî ðåäó 

íåäîñòèæèâ: ����ሼߙȁߙ ൏ ሽߢ  Inac � íåäîñòèæèâè êàðäèíàëè (àíàëîãíî çà îáå א

õè¼åðàðõè¼å); ñëè÷íî äåôèíèøåìî ñëåäå�å õèïåðíåäîñòèæèâå êàðäèíàëå. Îâèì ïîñòóïêîì 

àêóìóëàöè¼å ñâî¼ñòàâà äîáè¼à¼ó ñå îáîãà�å�à êëàñà Winac è Sinac. £åäíî îä íà¼¼à÷èõ 

ñâî¼ñòàâà äîáè¼åíèõ îâèì èòåðàöè¼àìà ¼å àêñèîìà î íîðìàëíèì ôóíêöè¼àìà: 

(NF)     Àêî ¼å ܨ ׷ ݀ݎܱ ՜  :èìà ðåãóëàðíó è ôèêñíó òà÷êó ܨ ðàñòó�à è íåïðåêèäíà, îíäà �ݎܱ
ሻߙሺܨ             ൌ ߙ å ðàñòó�à àêî¼ ܨ .(ðåãóëàðàí - ߙ) ߙ ൏ ሻߙሺܨ ïîâëà÷è ߚ ൏ ሻߙሺܨ âàæè ߙ�ݐ݈݅݉݅ å íåïðåêèäíà àêî çà¼ ܨ ;ሻߚሺܨ ൌ ڂ ሻకழఈߦሺܨ . 

Èàêî ñó íåäîñòèæèâè êàðäèíàëè äåôèíèñàíè ¼åäíîñòàâíèì, óîáè÷à¼åíèì ïîñòóïöèìà, ïðå 

âèøå îä 100 ãîäèíà, ïèòà�å �èõîâå åãçèñòåíöè¼å îñòàëî ¼å íå¼àñíî è íåðàçðåøåíî âèøå 

äåöåíè¼à, äà áè ñå ïîêàçàëî äà ñå ó òåîðè¼è ZFC + �ïîñòî¼è ¼àêî íåäîñòèæèâ êàðäèíàë ߢ� 
äîêàçó¼å êîíñèñòåíòíîñò òåîðè¼å ZFC. Íàèìå, òàäà ¼å ఑ܸ ìîäåë çà ZFC. 

Èç äðóãå Ãåäåëîâå òåîðåìå îíäà íåïîñðåäíî ñëåäè: 

 èëè ¼å ïîñòî¼à�å ¼àêî íåäîñòèæèâîã êàðäèíàëà ïðîòèâðå÷íî ñà îñòàëèì àêñèîìàìà 

ZFC, 
 èëè òåîðè¼à ZFC + �ïîñòî¼è ¼àêî íåäîñòèæèâ êàðäèíàë ߢ� ¼å ݇ݏ ¼à÷à îä ZFC ïî 

¼à÷èíè êîíñèñòåíòñêå ñíàãå. 

Ñ òîãà, ïðåîñòàëî ¼å äà ñå îâà ñâî¼ñòâà ãðóïèñàíà ïîä íàçèâîì £àêå àêñèîìå áåñêîíà÷íîñòè 

äîïóíñêè èñïèòó¼ó, ïîñåáíî ïî ïèòà�ó ðåëàòèâíå íåïðîòèâðå÷íîñòè. 
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Àíàëîãíî ïðåòõîäíîì îòêðè�ó äîêàçó¼å ñå äà òåîðè¼à ZFC + �ïîñòî¼å äâà ¼àêî íåäîñòèæèâà 
êàðäèíàëà� äîêàçó¼å íåïðîòèâðå÷íîñò òåîðè¼å ZFC + �ïîñòî¼è ¼åäàí ¼àêî íåäîñòèæèâ 

êàðäèíàë� è ñëè÷àí îäíîñ ïðîøèðó¼å ñå íà öåëó õè¼åðàðõè¼ó Sinac. 

Èç GCH êî¼îì ñå óïàðó¼ó îâå äâå õè¼åðåðõè¼å (Winac è Sinac), íåïîñðåäíî ñå äîáè¼à 
àíàëîãíè ðåçóëòàò çà ñëàáî íåäîñòèæèâå êàðäèíàëå. 

Íàêîí íàâåäåíèõ ñàçíà�à íåäîñòèæèâè êàðäèíàëè ïîñòàëè ñó ïðåäìåò ïîìíîã 

ïðîó÷àâà�à, àëè íè¼åäàí íåïîñðåäíè èëè ïîñðåäíè ðåçóëòàò íå óêàçó¼å íà �èõîâó 

ïðîòèâðå÷íîñò. 

 

4.2 Ìåð�èâè êàðäèíàëè 

Ñ äðóãå ñòðàíå, ó ðàçëè÷èòèì äåëîâèìà ìàòåìàòèêå, óíóòàð ìàòåìàòè÷êèõ èñòðàæèâà�à 

áåç èíòåðàêöè¼å ñà òåîðè¼îì ñêóïîâà ïî¼àâèëè ñó ñå ïðîáëåìè êî¼è ñó äóãî áèëè îòâîðåíè, 

ïðîáëåì ìåðå è ïðîáëåì óíèòðèçàöè¼å òîïîëîøêèõ ïðîñòîðà. 

Äóãîòðà¼íèì è ìóêîòðïíèì èñòðàæèâà�èìà, ïîêàçàëî ñå äà ñó ðåøå�à íåêèõ îä îâèõ 

ïðîáëåìà ïîâåçàíà ñà åãçèñòåíöè¼îì îäðå�åíèõ êàðàêòåðèñòè÷íèõ êàðäèíàëà ñà âåîìà 

ñíàæíèì ñâî¼ñòâèìà íåäîñòèæèâîñòè. Ïîñåáíî âàæàí ñëó÷à¼ ïðåäñòàâ�à åãçèñòåíöè¼à 

ìåð�èâèõ êàðäèíàëà. 

Äåôèíèöè¼à 4.1. ܨ ك ܲሺݔሻ ¼å ôèëòåð íàä ñêóïîì ݔ àêî âàæè 

ݔ .1 א  ܨ
ǡݕ .2 ݖ א ݕ ïîâëà÷è ܨ ת ݖ א  ܨ
ݕ .3 א ݕ è ܨ ك ݖ ïîâëà÷è ݖ א  .ܨ

Çà ôèëòåð ܨ íàä ݔ êàæåìî äà ¼å óëòðàôèëòåð àêêî çà ñâàêè ݕ ك ݕ âàæè ݔ א ݕ̳ݔ èëè ܨ א  .ܨ
Ïèòà�å åãçèñòåíöè¼å óëòðàôèëòåðà ðåøàâà ñå Öîðíîâîì ëåìîì � åêâèâàëåíòîì AC. 

Òåîðåìà 4.2. (Òåîðåìà î óëòðàôèëòåðó - Öîðíîâà ëåìà) 
Çà ñâàêè ôèëòåð ܨ ك ܲሺݔሻ ïîñòî¼è óëòðàôèëòåð ܷ òàêî äà ¼å ܨ ك ܷ ك ܲሺݔሻ. 
Äåôèíèöè¼à 4.3. ܨ ¼å ãëàâíè ôèëòåð àêêî ת ܨ א  .ܨ

Äåôèíèöè¼à 4.4. Ôèëòåð ܨ ¼å ߢ � êîìïëåòàí (ߢ ¼å êàðäèíàë) àêêî çà ñâàêè ܦ ك ȁܦèç ȁ ,ܨ ൏ ת ñëåäè ߢ ܦ א  .ܨ

Î÷èãëåäíî ñâàêè ãëàâíè ôèëòåð ¼å ߢ � êîìïëåòàí çà ñâå ߢ. Òàêî�å, ሾݕǡ ȉ�ሻ ൌ ሼݖ ك ݕȁݔ ك  ሽ ¼åݖ
ãëàâíè ôèëòåð íàä ݔ. 
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Äåôèíèöè¼à 4.5. Àäèòèâíîñò ìåðå ߤǡ ܽ݀݀ሺߤሻ ൌ ݉݅݊ȁݔȁ (ݔ ¼å óíè¼à ñêóïîâà ߤ ìåðå 0; ߤሺݔሻ ൐ Ͳ). 

Äåôèíèöè¼à 4.6. Êàðäèíàë ߢ ¼å ìåð�èâ àêêî ïîñòî¼è ߢ - êîìïëåòàí íåãëàâíè óëòðàôèëòåð 

íàä ߢ. 

Òåîðåìà 4.7. ߢ ¼å ìåð�èâ àêêî ïîñòî¼è áèíàðíà ߢ àäèòèâíà ìåðà íàä ߢ, çà ìåðó ߤ, (ò¼. ߤ ׷ ܲሺߢሻ ՜ ሾͲǡͳሿǡ ሻߤሺ݃݊ݎ ൌ ሼͲǡͳሽ è ܽ݀݀ሺߤሻ ൌ  .(ߢ

Íàêîí Âèòàëè¼åâîã îòêðè�à Ëåáåã � ìåð�èâîã ñêóïà óç ïîìî� AC, ó âåçè ñà Ëåáåãîâîì 

ìåðîì îñòàëà ñó ðàçíà ïèòà�à îòâîðåíà, èçìå�ó îñòàëîã ïèòà�å ïîñòî¼à�à ïðîøèðå�à 

Ëåáåãîâå ìåðå íà öåî ܲሺܴሻ. Òðèäåñåòèõ ãîäèíà Áàíàõ ¼å êîíñòðóèñàî ¼åäíî òàêâî òîòàëíî 

ïðîøèðå�å. Òà ìåðà íè¼å áèëà ߪ - àäèòèâíà. Èç òîã âðåìåíà ïîòè÷ó è ñëåäå�è Óëàì (Óëàì 

� Áàíàõ) ðåçóëòàòè. 

Òåîðåìà 4.8. (Óëàì - Áàíàõ) Íåêà ¼å ߢ êàðäèíàë íà êîìå ïîñòî¼è ߢ � àäèòèâíà (òîòàëíà) 
ìåðà ߤ .ߤ ׷ ܲሺߢሻ ՜ ሾͲǡͳሿ. Òàäà âàæè ¼åäíî îä ñëåäå�åã: 

1. ìåðà ߤ ¼å ðåàëíî âðåäíîñíà (݃݊ݎሺߤሻ ൌ ሾͲǡͳሿ) è ߢ ¼å ñëàáî íåäîñòèæèâ; 
2. ìåðà ߤ ¼å áèíàðíà, (ò¼. ݃݊ݎሺߤሻ ൌ ሼͲǡͳሽ) è ߢ ¼å ¼àêî íåäîñòèæèâ. 

Òåîðåìà 4.9. (Óëàì) Íåêà ¼å ߢ êàðäèíàë íà êîìå ïîñòî¼è ðåàëíî âðåäíîñíà ݇ � àäèòèâíà 
ìåðà (ò¼. ݃݊ݎሺߤሻ ൌ ሾͲǡͳሿ). Òàäà ߢ ൑ ܿ ൌ ʹՅబ . 

Äåôèíèöè¼à 4.10. ߢ ¼å ðåàëíî ìåð�èâ àêêî ïîñòî¼è ߢ � àäèòèâíà, ðåàëíî âðåäíîñíà ìåðà 
íà ߢ. 

Èç ïðåòõîäíîã ïðîèçèëàçè äà ñó ðåàëíî ìåð�èâè êàðäèíàëè ൑ ܿ. 

Ïðîòåêëî ¼å ÷åòèðè äåöåíè¼å ó ñàãëåäàâà�ó ñâî¼ñòàâà ìåð�èâèõ êàðäèíàëà, ïîñåáíî ó  

�èõîâîì îäðå�èâà�ó ó êëàñè íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà. Óî÷åíî ¼å äà ñå íà �èìà 

êîíöåíòðèøó ìíîãà ñâî¼ñòâà íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà. Òàêî íïð. àêî ¼å ߤ � áèíàðíà, ߢ 
àäèòèâíà ìåðà (óëòðàôèëòåð) íàä ߢ îíäà ñëåäå�è ñêóïîâè èìà¼ó ߤ - ìåðó 1 (ò¼. ïðèïàäà¼ó 

òîì óëòðàôèëòåðó): ߤሺሼߙ א ߙȁߢ א �����ሽሻ ൌ ͳ������ሺ݅ȁሼߙ א ߙȁߢ א �����ሽȁ ൌ  ሻǢߢ
ߙሺሼߤ                                ൏ �ʙ˖˓ˈ˒ˋːˑ�˔˅ˑˬ˔˕˅ˑ�ˆ˓˃ː˃˰˃ሽሻ˃ˏˋ�ߙȁߢ ൌ ͳǤ 
Ñà ìåð�èâèì êàðäèíàëèìà ïî÷è�ó òçâ. âåëèêè íåäîñòèæèâè êàðäèíàëè, ïðè ÷åìó çà 

êîíñèñòåíòñêó ¼à÷èíó îâèõ è èç �èõ èçâåäåíèõ êàðäèíàëà, ¼àêî êîìïàêòíèõ, ñóïåð 

êîìïàêòíèõ èòä. Âàæè ñëè÷íî øòî è çà ïî÷åòàê õè¼åðàðõè¼å íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà, 

ïîñòî¼à�å ¼à÷èõ íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà äîêàçó¼å êîíñèñòåíòíîñò òåîðè¼à äîáè¼åíèõ èç 

ZFC äîäàâà�åì àêñèîìà î ïîñòî¼à�ó ñëàáè¼èõ íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà. Îâäå ¼å ïîñåáíî 
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çíà÷à¼íà ñëåäå�à Ñîëîâå¼åâà òåîðåìà, êàî ïðâà êî¼à ïîâåçó¼å õè¼åðàðõè¼ó íåäîñòèæèâèõ 

êàðäèíàëà ñà ìàòåìàòèêîì. 

Òåîðåìà 4.11. (Ñîëîâå¼) Ñëåäå�å òåîðè¼å ñó åêâèêîíñèñòåíòíå: 

1. ZFC + �ïîñòî¼è òîòàëíà ߪ - àäèòèâíà ìåðà êî¼à øèðè Ëåáåãîâó ìåðó (íà ñâå ñêóïîâå 

ðåàëíèõ áðî¼åâà)�; 
2. ZFC + �ïîñòî¼è ìåð�èâ êàðäèíàë�; 
3. ZFC + �ïîñòî¼è ðåàëíî ìåð�èâ êàðäèíàë�. 

Çà îâîì òåîðåìîì óñëåäèî ¼å íèç ðåçóëòàòà ñëè÷íå ïðèðîäå. Îâè ðåçóëòàòè îìîãó�èëè ñó 

íè ìàëî î÷åêèâàíè óâèä ó îäíîñå êîíñèñòåíòñêå ¼à÷èíå ðàçíîâðñíèõ ìàòåìàòè÷êèõ 

ñâî¼ñòàâà. Òèìå ¼å ïðîó÷àâà�å ¼àêèõ àêñèîìà áåñêîíà÷íîñòè îäðå�åíèõ õè¼åðàðõè¼îì 

íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà äîáèëî èçóçåòíî çíà÷à¼àí ñìèñàî ó êëàñèôèêàöè¼è íèçà 

ïðåòõîäíî íåðåøåíèõ ìàòåìàòè÷êèõ ïðîáëåìà, èçäâà¼à�åì �èõîâèõ êàðàêòåðèñòè÷íèõ 

ñâî¼ñòàâà è ïîçèöèîíèðà�åì îâèõ ñâî¼ñòàâà ó ëèíåàðíî¼ ñêàëè íåäîñòèæèâèõ êàðäèíàëà. 
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£ÀÊÅ ÀÊÑÈÎÌÅ ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎÑÒÈ � ÑÊÐÀ�ÅÍÀ ÌÀÏÀ 

                           ïîçèöè¼à íà Ord                                                      êîíçèñòåíòñêà ìî�  

                                                                                                                       �૙ ൌ ૚� 
 ڭ                                                                                                                             
                                                                                                                     ݊-îãðîìàí 
                                                                                                                             ՝        
                                                                                                                       îãðîìàí     

 

                                                                                                                             ՝ 
     1. åêñòðåíäèáèëàí ߣ ൐  ñóïåðêîìïàêòíèõ                                   åêñòåíäèáèëàí ߣ
                                                                                                                             ՝ 
            1. ñóïåðêîìïàêòàí ߣ ൐  ìåð�èâèõ                                       ñóïåðêîìïàêòàí ߣ
                                                                                                                             ՝ 
              1. êîìïàêòàí (ìîæå äà áóäå ¼åäíàê                                            êîìïàêòàí 
           1. ìåð�èâîì èëè 1. ñóïåðêîìïàêòíîì)      
                                                                                                                             ՝    
              1. ìåð�èâ ߣ ൐  ñëàáî êîìïàêòíèõ                                ìåð�èâ, RV-ìåð�èâ, Ͳ͓ ߣ

                                           Ͳ͓ 
                          1. òîòàëíî íåîïèñèâ                                                                 ՝ 
1. ñëàáî êîìïàêòàí ¼àêî íåäîñòèæèâ - ς െɧɟɨɩɢɫɢɜଵଵ         ñëàáî êîìïàêòàí ¼àêî íåäîñòèæèâ 

                                                                                                                              ՝ 
             1. ¼àêî õèïåð Mahlo ߣ ൐  àêî Mahlo                                    ¼àêî õèïåð Mahlo¼ ߣ
                                                                                                                              ՝ 
     1. ¼àêî Mahlo ߣ ൐  àêî õèïåð íåäîñòèæèâèõ                                   ¼àêî Mahlo¼ ߣ
                                                                                                                              ՝ 
 1. ¼àêî õèïåð íåäîñòèæèâ ߣ ൐  àêî íåäîñòèæèâèõ                    ¼àêî õèïåð íåäîñòèæèâ¼ ߣ
                                                                                                                              ՝ 
                               1. ¼àêî íåäîñòèæèâ                                                 ¼àêî íåäîñòèæèâ 
               RV-ìåð�èâè ሺ൑ ʹՅబሻ, ðåàëíî âåëèêè 
             1. ñëàáî õèïåð Mahlo ߣ ൐  ñëàáî Mahlo ߣ
     1. ñëàáî Mahlo ߣ ൐  ñëàáî õèïåð íåäîñòèæèâèõ ߣ
1. ñëàáî õèïåð íåäîñòèæèâ ߣ ൐  ñëàáî íåäîñòèæèâèõ ߣ
                             1. ñëàáî íåäîñòèæèâ 

                                            ߱ 
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Çàê�ó÷àê 

 
 Ïî çàâðøåòêó èçëàãà�à ó îâîì ðàäó ïîñòàâ�à ñå ïèòà�å � äîêëå ñìî ó ñòâàðè 

ñòèãëè? Ïîêàçàëè ñìî êîëèêî âàæíó óëîãó èìà êîôèíàëíîñò ïðèëèêîì îäðå�èâà�à 

âðåäíîñòè ñòåïåíîâà�à êàðäèíàëà, äîêàçàëè ñìî £åõîâó òåîðåìó êî¼à íàì îïèñó¼å ìîãó�å 

âðåäíîñòè ïðèëèêîì ñòåïåíîâà�à êàðäèíàëà. Íàâåëè ñìî êî¼à òà÷íî îãðàíè÷å�à ZFC 
ïîñòàâ�à íà ôóíêöè¼ó êîíòèíóóìà ó ðåãóëàðíèì àðãóìåíòèìà, äîêàçàëè ñìî Áóêîâñêè � 
Õåõëåðîâó òåîðåìó èç êî¼å âèäèìî äà íà ôóíêöè¼ó êîíòèíóóìà ó ñèíãóëàðíèì 

êàðäèíàëèìà èïàê ïîñòî¼å ¼îø íåêà îãðàíè÷å�à. Òàêî�å ñìî ïîêàçàëè âàæíîñò õèïîòåçå 

ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà óç êî¼ó ñå ìîãó äîáèòè ïðèëè÷íî ¼àêè ðåçóëòàòè áåç ïîòðåáå äà ñå 

ïðåòïîñòàâ�à ¼à÷å òâð�å�å ãåíåðàëèçîâàíå õèïîòåçå êîíòèíóóìà. 

 Íàäàì ñå äà îâà¼ ðàä ìîæå ïîñëóæèòè êàî äîáàð óâîä ó êàðäèíàëíó àðèòìåòèêó è 

ìîòèâàöè¼à çà äà�å ðàçìàòðà�å ìîäåðíè¼èõ ïîäðó÷¼à êàî øòî ¼å òåîðè¼à âåëèêèõ 

êàðäèíàëà. 

 Öè� êîôèíàëíîñòè ¼å îïèñèâà�å ñòåïåíîâà�à ñèíãóëàðíèõ êàðäèíàëà. £åäàí îä 

íà¼ïîçíàòè¼èõ ðåçóëòàòà êîôèíàëíîñòè ¼å ÷è�åíèöà äà ¼å áðî¼ ïðåáðî¼èâèõ ïîäñêóïîâà îä Յఠ ïîòðåáíèõ äà ñå ïðåêðè¼ó ñâè ïðåáðî¼èâè ïîäñêóïîâè îä Յఠ îãðàíè÷åí. 

 Ïðåäìåò ïðîó÷àâà�à òåîðè¼å âåëèêèõ êàðäèíàëà ñó ó ïðâîì ðåäó íåäîñòèæèâè 

êàðäèíàëè. £åäàí îä ïðîáëåìà êî¼è ñå ïîñòàâ�à ¼å ïèòà�å ïîñòî¼è ëè êàðäèíàë íà êî¼åì ñå 

ìîæå äåôèíèñàòè íåòðèâè¼àëíà ìåðà. Ïîêàçó¼å ñå äà àêî òàêàâ êàðäèíàë ïîñòî¼è îí ìîðà 

áèòè íåäîñòèæèâ. 

 Âèøå èíôîðìàöè¼à î êîôèíàëíîñòè ìîæå ñå íà�è ó [3], äîê ñå äîäòàíà ëèòåðàòóðà è 

èíôîðìàöè¼å âåçàíå çà òåîðè¼ó âåëèêóõ êàðäèíàëà ìîãó íà�è ó [4] è [6]. 
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