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IIpearosop

OpuruHaiiHna MOTHBAIlMja 32 OBaj paja Owia je Moja Kejba Ja MUIIEM O HEeJOCTHUKHBUM
kapauHanuMa. C Tora je oBaj paJ KOHIMIHMPAH Kao M3Jlaramkbe OCHOBHUX pe3yJiTara KapAnHaJIHe
apuUTMETHKEe Y3 HaBoheme HEKHMX CJIOXKEHHjUX pe3ynrata 0e3 JokKa3a W Kao TakaB MOXe
MTOCITY>)KUTH Kao YBOJ Y MOJIEpHE TeOpHje Koje ce 0aBe KapIMHAITHOM apUTMETHKOM.

VY mornaempy 1 majemo mpersien o3Haka, neuHHIMja U Teopema Koje heMo KOpHCTUTH
Kkpo3 paa. On umraora ce ouekyje mo3HaBame llepmeno — dpenkenoBe akcuomartuke (ZF),
aKcuoMe n300pa U HEHUX €KBUBAJICHATa U OCHOBHUX YHHCHHIIA Y OPAWHAIHUAM U KapAWHATHUM
OpojeBuMa.

VY nornassey 2 nedpunrcahemo y3 momoh nojma Ko(MHATHOCTH CTEIIEHOBAKHE KapIuHAaA.
VY nornasipy 3 npe3eHToBaheMo J1BE BpJIO 3HauajHE Teopeme: bykoBcku — XexiepoBy U JexoBy,
u OaBuheMo ce mMUTameM KakBe pe3yiTare Mokemo a00uTH ako akcuomama ZFC mpumonamo
JOIII HEKe MPETHOCTaBKe TeHEepAIN30BaHe XUTIOTE3e KOHTHHYYMA.

VY nornaBjby 4 0 Mep/bMBUM KapJMHAIMMa MMaMoO 3HayajHa CBOJCTBA PAa3HOBPCHOT
MOpeKJIa Koja ce KOHIEHTPHUIILY Ha oBe o0jekTe. Takole, y yBOM MOTaBiby O peaHO — BEJIMKUM
KapauHaiuMa npukazana je CoJoBejeBa Teopema KOjOM je J0Ka3aHa EKBHKOHCHCTEHTHOCT
teopuja ZFC + ,,10CTOjU TOTAIHO 0 - aAUTUBHO Npouupewe Jleberose mepe* u ZFC + ,,noctoju
MEpJbUB KapAHHAI‘, Ka0 M YOIITEeHa U IPUMEHE BbUXOBHUX pe3yJiTaTa.

Ha kpajy, xenum ga ce 3axBanuMm MeHTopuMa npod. np Anexcanapy JoBanoBuhy u J01I.
np Anekcannpy IlepoBuhy, xkao u mpod. ap Kapky MwujajmoBuhy Ha Benmkoj momohu mpu
n300py TeMe U Ha CTPIUBCHY 3a BpeMe H3pajie OBOT paja.
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0

YBoa

,beckonaunoct! Hujenno nurame HUje Tako TyOOKO y3HEMUPHIIO YOBEYHjU IyX ( ... ).
Taxo nume Xunbept o 6ECKOHAYHOCTH.

Teonoruja, ¢punosoduja u, HapaBHO, MaTeMaTHKa ce OaBe OeckoHayHOIIhy, Koja je jako
MpoOJIEeMAaTHYHU TI0jaM Y CBUM THM o0jacTuMa. Y TOKY UCTOPH]e BEMKH MHCIIHOIH Cy MpoOamn
pa3jacHUTH MITa je 6ECKOHAYHOCT.

Beh je Apucroren pas3iMkoBao JBE BpcTe OECKOHAYHOCTH: MOTEHIMjaTHY M aKTYyeHY.
IlorennujanHa OeckoHauHOCT je Owila mo3Hata U y mMatemaruuu. Ha npumep HU3 NpupoaHux
OpojeBa je y TaKBOM CMUCIy OECKOHAYaH: jeJaH MPOIEC KOjH ce MOXKe OECKpPajHO HACTaBUTH. A
TOBOPUMO O aKTyeJHOj OECKOHAYHOCTH aKO Ha MpPHUMEpP MHUCIMMO Ha IeNUHY (CKyI) CBUX
npUpoIHUX OpojeBa, Koja je jeaHa 3aBpiieHa crBap. O4urieHo Ja IMOCTOJU pa3iiuka usmely te
JIBe OECKOHAYHOCTU. AKTyenHa OECKOHAYHOCT j€ H3Yy3€THO TEIIKO IpHU3HaTa Off CTpaHe
MmaTteMaTH4apa GpyHaamenraiucta. ['eopr KanTtop je ypaauo Bennky MHOBALWjy Y MaTeMaTHIIH, C
TAM J1a je YBEO aKTyelHy OECKOHAYHOCT W M3PaTu0 OCHOBE TEOpHje€ CKYMNoBa. Y TalallmbeM
BpEeMEeHY MHOTHY Cy OWJIM CKEeNITHYHH IITO ce THue KaHTopoBe uaeje, aju BheroBu ciae10eHUIH Cy
MOKAa3aJIy Jia Cy OBE MUCIH ONPaB/IaHe U TayHE.

Y oBoMm pany 0aBHMO ce OECKOHAYHMM KapJWHAIUMa, NMOCeOHO HEIOCTHKUBUM U
BHJIeheMO /1a ce OHM MOTYy CMaTpaTH 3a YOUIITeHE MPUPOAHHX OpojeBa M Kao TaKBU, OHU CY
OeckoHauHU OpOjeBH y TEOPHjH CKYIOBa, TAKO IITO CE M HA KHMMa YBOJE Olepalfje aHaJIorHe
onepanujama Ha OpojeBuma. Tako Hacraje TpaHcuHuTHa apurmeruka. Pagumo y Llepmeno —
®dpeHkenoBoM cuctemy akcumoma (o3Haka: ZF cucrem) ca akcnomom m30opa (o3Haka: ZFC
cuctem). Akcromy u3bopa ckpaheno o3nagaBamo ca AC.

Axkcuome ZFC
Axcnoma 1 (AkcHOMAa eKCTEeH3HOHAJTHOCTH)
VxoVxy (1 = x1 © Vxy(x; € X9 © x; € x1)).
Axcuoma 2 (AkcrnoMa NMpa3Hor cKyna)
AxoVx;—(x; € Xp).

Axcuoma 3 (Akcuoma napa)



VoV 3x,Vxs(xs € x; © X3 =X VX3 = Xq).
Axcuoma 4 (Akcuoma yHmje)

Vxo3x,Vxy(x; € xp © Fxs3(x3 € X9 A X3 € X3)).
Axcnoma 5 (AkcHOMa NAPTUTHBHOT CKYNa)
VxOElxl‘v’xz(xz € x; © Vx3(x3 € x; = x3 € x)).
Axcuoma 6 (AxcuoMa 6eCKOHAYHOCTH)

EIxO(O € xo A (Vxq € x9)(x, U {x,} € xo)).

Cxema 1 (Cxema cemapammje) Heka je ¢ ¢opmyna ZFC Tteopuje ckymoBa y Ko0joj ce
MIPOMEHJbHBA X, jaBJba CI000IHO M y KOjOj MPOMEHJbMBA X, HEMa CIIO00HUX jaBJbama. Tana je
YHUBEP3aJIHO 3aTBOpE-e popmyie

Vxo3x,Vx,(x, € X1 © x5 € X9 A @)
WHCTaHIA CXeME cerapailiyje.

Cxema 2 (Cxema 3amene) Heka je ¢ ¢popmyna ZFC teopuje CKymoBa y K0joj ce IPOMEHIBHUBE X
U X3 jaBJbajy CIOOOJHO M y KOjOoj MPOMEHJbMBA X; HeMa CIOOOJHUX jaBJhbama. lama je
YHHUBEP3aITHO 3aTBOpEHE (hopMyIie

Vx, (‘v’xz(xz € Xo = J1x3¢0) = Ix;Vxs (x3 €x; © Ixy(x, € xp A (p)))
HHCTAHIA CXEME 3aMEHE.
Axcuoma 7 (Akcuoma n3oopa)
Vxo(3f : P(xo) — xo)(‘v’xl € P(xo))(xl 0= f(x1) € x1).
Teopema 1 Crneoehu uckasu cy eksusaienmHu.

1) Axcuoma uzdopa Ceaxu ckyn uma Qpyukyujy uzdopa;

2) LlepmesioBa Teopema Csaku cKyn ce modice 006po ypeoumu,

3) LlopHoBa JieMa Ako y Hekom ypehewy ceaku Janay uma majopanmy, onoa mo ypeheroe
UMA MAKCUMALAH elleMenm;

4) XaycnopdoB craB makcumaiaHocTu Ceaku J1anay y nNpou380/bHOM NAPYUJATHOM
ypehery ce modice nPooyHcUmMuU 00 MAKCUMATHOR JIAHYA.
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YBOaHE 03HAKE U TeopeMe

Jahemo kpatak mperiies y kojeM heMo ce moiceTuTH Ha HEKe pe3yliTaTe U YBECTH O3HaKe Koje
hemo xopucTuTu y najseM m3naramy. Hehemo y nerase HaBOIUTH cBe AeUHUIM]E U TeOpeMe,
HEro caMo OHe Ha Koje heMo ce MMPEeKTHO MO3WBaTH Y KaCHUjUM TOTJIaBJbUMa. AKO je YuTamall
3aMHTEPECOBAH 3a JI0Ka3 HEKUX OJ1 TBpherba Moke ra Hahu y [2] wmu [3].

Cucrem y kojeMm paaumo je akcuomarcku ZFC, jep Benmuku Opoj pe3ynrata y KapIuUHAIHOJ
apUTMETHIIM 3aBHCH O]l akcuome m3bopa. Paaum jemHocTaBHUjer msnarama pazmarpaheMo Heke
o0jekTe 3a Koje HaM ce 4MHU Ja He cnanajy y ZFC, ¢ Tora hemo ux pa3nBojuUTH MO Kilacama
OpIVHAHUAX U KapauHaaHuX Opojesa. Jla je To n3BombuBo y ZFC gutanai ce Moke YBEpUTH Y
aureparypu [2].

1.1 Penanmje u pyHkuuje

HexapToB npousBox ckynoBa A u B, y o3Hamu A X B, ne¢uHUIIEMO Kao CKyN CBUX ypeheHux
napoBa 4Ydja IMpBa KOOpPAMHATA MPUMaaa CKymy A a apyra ckymy B.

Hepununmuja 1.1. Penmamumja je Owio koju mojackyn JlekapToBOT MPOW3BOAA MPOU3BOJHHHX
HernpasHux ckymnoBa A u B. Axo je p € (A X B) u (x,y) € p, OHIa KaXeMO J1a je X y penaiuju
cay.

VY oBom neny nahemo aepunuIMjy QyHKIHM]e Kao crielrjaiHe BPCTE pesalyje.
Jepununuja 1.2. Heka je p € A X B ObunapHa penanyja. [lepunumemo:
domp = {x|x € AN (3y € B)(xpy)} (momen penauwuje),
rngp = {yly € BA (3x € A)(xpy)} (cnuka penanuje).
HNepununuja 1.3. Penauujy f € A X B 3a K0Ojy Baxu
(domf = A)A(Vx € A)(Vy € B)(Vy' € B)(, ) EfA(x,y) Ef =y =Y
KakeMo 1a je pyHkuuja ca Ay B. [lumemo f: A — B.

Heka je x € A. Tana y € B takaB na je (x,y) € f, o3nauaBamo f (x). Ckyn cBux QpyHKuuja ca A

y B o3nauasamo ca %A 1j.:

~G o~



PA={fIf:A~ B}

Hanomena 1.4. YoGuuajeHo je na ciuky ¢yHkiuje f obenexaBamo ca Imf, oBae hemo ciuky
¢yukuuje f obenexxaBatu ca rngf. Hema moTtpebe 3a yBolemeMm HOBE O3HAKe jep Ce CIIHMKa
byHKIMje f neduHUIIe Kao CauKa penanuje f .

Axo je domf mpaBu moackyn ckyma A, 3a QyHKIH]Y f KakeMo Ja je napyujarna. Y ciydajy na
jedomf = A, 3a byHKUHjYy f KaOKEMO Jia je momaina.

Nepununuja 1.5. Heka je f: A — B, neka je X € A. Cnuka ckyna X no pyHkuuju f je

fIX1={y|@x e X)(y = f(0))}.

3a o3HauaBame CIUKE CKyIa KOPUCTHMO YIJacTe 3arpaje Kako 0umcmo m3berim KoHPY3Hjy OKO
TOTa MUCITUMO JIM HA BPEIHOCT (DYHKIIH]€ UM CIUKY CKyTIa.

Nepunnuuja 1.6. Iap (A4, <,) je napyujarno ypehen cxyn (napumjaino ypeheme) ako je <4
penanyja noperka Ha ckyny A. Iap (4, <u) je cmpozo napyujanno ypehere axo je <, penanuja
CTpOTOT TIOpETKa Ha CKymy A.

epununuja 1.7. Iapuujanso ypeheme (A,<,) je uneapno axo Cy cBaka JBa €JIEMEHTa
) puyj yp )] D y
yIope/nBa, Tj. aKo 3a MPOu3BoJbHE A, b € Ajea <, b,unu je b <4 a.

3a mapuujanto ypehen ckym (4, <,) kKaxeMmo 1a je 006po ypelen ako CBakd HempasaH MOJICKYII
CKymna A uMa MUHUMYM.

Caaxko 1o6po ypeheme yjenHo je u TnHeapHo.

Hepununuja 1.8. Heka cy (4,<,) u (B,<p) npousBosbHa ypehemwa. Bujexumja f: A - B je
u30Mopghuzam axko 3a IPOU3BOJbHE Aq A, € A BaXn

a; <4 a; © f(ay) <p f(ay).

Ca (4,<,) = (B,<p) hemo o3HayaBaTH YHUILCHHIly Ja Cy HaBeaeHa ypehema MelycoOHO
nzomopdHa.



1.2 Opaunaanu 6pojeBu

Hepununmja 1.9. 3a ckyn A kaxxeMo /1a je mpaH3umuean ako je CBaKu HEroB eJIEMEHT yjeTHO U
HETOB TIOJICKYTI, Tj. 33/10BOJbAaBA YCIIOB

(Vx)(x e A=>x S A).

Hepununuja 1.10. Ckyn @ Ha3MBaMoO oOpOouHan WIN OpOUHAIHU OpOj aKO je TPaH3UTHUBAH U
CTpOro JHHeapHo ypeheH y ogHocy Ha penanujy €. OpanHane hemo 0o3Ha4YaBaTH MaJuM IPYKHM
cioBuMa @, 3,y ... y3 kopuinheme uHaekca, a ca Ord wimm On hiemo o3Ha4aBaTH Kiacy CBUX
opauHaia (0JHOCHO CBOjCTBO ,,0uTH opauHai™: ON(X) akko X je opauHai).

Ha ocHOBY akcroMe peryjapHOCTH, CBaKo JIMHeapHO ypeheme obnuka (4, €) Mopa 6utTH 100pO
(E-MUHMMATHH €IEMEHT CBAaKOT HEMpa3Hor nojckyna ox A je jemuHcTBeH). [lakie, 3a opauHa
a > 0 ctpykrypa (@, €) je ctporo 106po ypeheme. MctakHuMO yCIIOB aHTUPE(IICKCUBHOCTH

aéa.

Hepununuja 1.11. Heka je @ opaunan. Opaunan a + 1 & a U {a} HazuBamo crneabeHuk o1 a.
AKO MOCTOJU OpJAMHAI YMjU je a cleA0EHUK, OH/IA 3a & KaKEMO J1a j€ opouHan cieobeHuk. AKo
opmuHan « # 0 Huje cieqOCHHUK, OHOA Ta 30BEMO epanuyHu opounan. Kiacy rpaHHIHHX
opanHaa o3HadaBamo ca Lim.

Hepununuja 1.12. Kaxemo na je opaunan a Mamu on opauHana B(a < ), ako je a € B.
(Penamuja € je ToranHO ypeheme Ha kinacu Ord).

3a opauHamHe OpojeBe a U f, @ <  nedUHUIIIEMO UHTEPBAJT OpAUHATTHUX OpojeBa

(@,B)on E {vly EOnAa <y <}
Amnanorsao nedpunumiemo (&, Blon, [@ B)on ¥ [, Blon-

Teopema 1.13. (Tpancpunumna unoyxuuja)
Heka je F(x) popmyna jesuka teopuje ZF. ITpernocraumo aa F(x) uma cienehe cBojcTBo:

ZF + (va)((VB < @)F(B) = F(a)).

(Ca a u B cy o3HaueHH OPAMHAIHU OPOjeBH).
Tana 3a cBaku opauHan a Baxu ZF + F(a).

JTokas. [IpeTrnocTaBuMO CYNpOTHO Tj. Ja MOCTOjU OpAMHAIHK Opoj @ Tako na F(a) Huje TadHo.
Heka je A = {B < a|Huje Tauno F(B)}. [lowro je A HenpasaH CKyIl OpJHHAIHUX OpojeBa, Taja
OH MMa HajMamu eneMeHT. Heka je y Hajmamu eneMeHT ckyna A. Anm, 3a cee f < y Baxu F (),
I1a U3 TPETIIOCTaBKe TeopeMe cieu aa Baxku u F(y). To je y KOHTPaIUKIUjH Ca YHEHEHUIIOM JIa
JeYEA. m

~7 ~



Cama hemo HaBecTH Teopemy pekyp3uje xoja he Ham omoryhutm na cabupame, MHOXKEHE H
CTETICHOBame MOYKEMO JAepUHHUCATH 3a CBE opauHaimHe OpojeBe. Teopema pekypsuje HHje camo
BaXHa 3a jaeduHUIMje omepanyja Ha OpAMHATHUM OpojeBuma, Beh u 3a gedunHununjy
KyMyJaTHBHe Xujepapxuje, Tj. 3a 1epuHUIM]Y QyHKIH]jE

a-V, = {?(Vﬁ)|ﬁ < a}.

VY teopemu roBopumMo o GyHKIIMjaMa Koje Cy AepUHHCAHE 3a CBaKW OpAMHAIHU Opoj, Tj. 3a CBE
a € Ord.

Harmacumo na je cneneha Teopema T3B mema teopema teopuje ZF.

Teopema 1.14. (Teopema pexyp3uje)
Hexka je A rpannunan opauHamHu Opoj wm kinaca Ord cBux opauHanHux OpojeBa. Heka je S Heka
npou3BoJbHA Kilaca. Heka je, 3atum, sy € S u G: S — S npousBosbHa ¢pyHkuuja. Heka je

@ = {f|nocToju rpaHUYHM OpJUHaAJHU 6poj B € A TakaB naje f: B — S}.

Heka je F: @ — S npousBoJbHa (pyHKIIH]a.
Tana nocroju jequHCcTBeHA QyHKIHja @: A — S Tako 1a 3a cBaku [ € A Baxu

So, akojef =0,

p(B) =4G(e), akoje f =y +1,
F(@|B), akoje f rpaHryHM OpIAMHAIL.

Jloxas. [IpBo neduraMIIIEMO HEKE TTOjMOBE, I1a JOKA3YjeMO JIEMY | OIIITY TEOPEMY PEeKyp3Hje.

Hexka je A neka xnaca u < napuujanno ypeheme Ha A. Kaxkemo 1a je < 1o6po ypeheme Ha A ako
cBaku Henpasan nodckyn (ITA3U! He noakaca!) B o1 A uMa HajMambH €JICMEHT.

Jlema 1.15. Heka je A Heka kiaca u < 100po ypeheme Ha A. Ako a € A Huje HajBehn emeMeHT
TaJa 3a a MOCTOjH HEMOCPEIHU CleI0CHUK.

Jlokas. [Tomro a Huje HajBehu enement Taxa je B = {y € Ala < y} nenpasan nojckym oj A.
Tana je HajMamK eJIEMEHT 0J1 B HEeTOCpeIHH CIe0CHUK 01 a. M

Hepunnmumo ¢pynkujy H: @ — S Ha cnenehu HaumH Tako 11a je 3a cBako f € @

So» ako je f = @,
H(f) = G(f(B)), ako je Dom(f) = B + 1,
F(f), ako je Dom(f) rpaHUYHU OpAWHAJL.

[Mocroju jemunrcTBena pyukuuja @: ® — S tako na 3a ceaku f € A Baxu @(B) = H(p|B).

~8~



[TpoeprMo fa HyHKIHja ¢ 33710BOJbaBa YCIOBE U3 HCKa3a TEOpPEME.

Ouwnrniesino je ¢(0) = H(p|0) = H(@) = s,.

Axo je B = + 1 tana umamo: ¢(B) = H(ply + 1) = (u3 ned. dynxuuje H) = G(o(y)).
AKko je B rpannunu opauHaTHA Opoj Taga umamo: @(B) = H(p|B) = (u3 ned. pynkuuje H) =
F(olp).

Jlako je BumeTH na je GyHKIMja @ jeAMHCTBEHA. M

Teopema 1.16. (Teopema enymepauuje)
3a cBaku 100po ypehen ckym (4, <) MOCTOjH jeAMHCTBEHU OPIHHAIHN OPOj O KOjH je ClM4aH ca
A.

Jlebuaunmja KyMmyIaTuBHE Xujepapxuje (IpruMeHa TEOpeEME PEKYP3HjE)

Ca Ord o3HauMMO KJ1acy CBHX OpJIMHATHHX OpojeBa, a ca V' 03HaunMo KJ1acy CBUX CKYIOBA.
Hexka je s, = @, bynkuunja G: V — V Heka je nepunucana ca G(x) = P(x) (ca P(x) je o3HaueH
NAapTUTUBHU CKyN of x). Kao u y Teopemu pexyp3suje

® = {f|nocroju rpaHUYHU OpAMHAIHY 6poj B TakaB fga f:  — V}.

3arum, Heka je pynkumja F: @ — V ¢yHkuuja nedunrcana oBako: ako je f € @, yuju je nomeH
TpaHuYHK opauHATHY 6poj B, Tana je F(f) = U, <5 f(¥).

W3 Teopeme pekyp3uje cliean 1a ocToju jenuHcTBeHa GpyHkuuja ¢: Ord — V koja uma TpaxeHa
cBojctBa. 3a a € Ord osnauumo V, = @(a). Taga umamo:

VO = (P(O) = Q)’

Var1 = p(a + 1) = G(p(a)) = P(V),

Vo = @(a) = F(pla) = U p(B) = U Vp.

L<a L<a
Jobumu cMo nedrHULIN]Y KyMyJIaTHBHE XUjepapxuje.

CaOupame opauHAJIHUX OpojeBa

Heka je a npousBosban opauHannu 0poj. M3 Teopeme pekypsuje ciien J1a MoCToju jeJMHCTBEHA
byukuuja @,: 0rd — Ord Tako qa BaxH:

q’a(o) =a,
(pa(ﬁ + 1) = q)a(ﬁ) +1,

0o (B) = sup{e,(¥)ly < B}, ako je B rpaHHYHM OpAUHAIHU OPO].



Hebunummmo Gpyurmumjy + : Ord X On - 0rd ca a + 8 = @, (B). OXHOCHO, KPaTKO MOXKEMO
pehn ma mpUMEHOM TeopeMe PeKyp3Hje CIeAH N1a TOCTOjU jeauHCcTBeHa ¢GyHKiuja + : Ord X
Ord — Ord xoja uma cneneha cBojcTna:

a+0=a,

a+PB+1)=(a+p)+1,

a + B = sup{a + y|y < B}, ako je f rpaHUYHHU OPAUHATHH 6PO].
VYrpaso nepunucany GyHKIM]y HA3MBaMO ca0upame OpANHAJIHUX OpojeBa.

CraB 1.17. (CBojcTBa cabupama OpaAHHATIHUX GpojeBa)
Heka cy a, f u y npou3BospHU OpAuHATHH OpojeBH. Taga BaxKu:

a) 0+ a=a,
6) a+t(B+y)=(a+p)+v,
B) Akojea+f =a+yTamajef =vy.

Jloka3. [lokazahemo tBphewe 6). Jloka3 M3BOAMMO TpaHC(PUHUTHOM HHAYKLIHJOM IO V.
[IpeTnocTaBUMO /12 je Y OpIuHAITHHA OpOj KOjH MMa CBOJCTBO Jia 3a CBe & < ¥, U CBE OPJMHAITHE
opojese @ u  Baxu (@ + B) + 6 = a + (B + §). Pasmorprmo mpBo cityyaj Kaja je opAnHAaIHH
Opoj y mpBe BPCTE, Tj. MOCTOjU OpAUHAIHH Opoj & Tako Aa Baxu Y = § + 1. Taga umamo:

a+(B+Y)=a+(B+G+1)=
= (ned. cabupama) = a + ((8 + 6) + 1)
= (ned. cabuparma) = (a + (8 +8)) + 1
= (unayxnmja) = ((a + ) +68) + 1
= (ned. cabupamwa) = (a + B) + (6 + 1)

=(a+p)+y.

Heka je cama y rpanndHM OopJauHAHM OpOj TakaB Ja 3a CBE OpAMHAIHE OpojeBe X < ¥, U CBE
opauHaiHe OpojeBe @ u f Baxku TBphewe. Tamga peomM nMamo:

a+(B+y)=a+ (F+sup{x|x <y})
= (med. cabupama) = a + sup{f + x|x <y}

= (med. cabupama) = sup{a + (B + x)|x <y}
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= (ungyxumja) = sup{(a + B) + x|x <y}
= (med. cabupama) = (a + B) + sup{x|x < y}
=(@a+pB)+y. m

Hanomena 1.18. V onurem cityuajy cabupame OpAMHAIHUX OpojeBa HHje KOMYTaTHBHO, jep,
Hampumep, l +w =w,w+1#w, 1. 1+ w =sup{l+nn € w}=w,amw + 1 # w jep
3HaMO Ja Baxu w < w + 1.

Vonmire, u3 f + @ =y + @ He mopa aa ciuequ f =y (Hnp. 1+ w = 2 + w).

OayinMame OpAHHAJHUX OpojeBa

Cras 1.19. 3a cBaku opauHaIHU OpOj @ OpAuHAIHU Opoj @ + 1 je HemocpeHu ClieIOCHUK 0T &
Ako cy a u f opauHanHu OpojeBu 3a Koje Baku a < f tanajea + 1 < 5.

JTokas. Jlokaxxumo 1a je @ + 1 = a U {a} Henocpeauu crnendenuk ox a. OuurieaHo je « € a U

{a}, 1j. @ < a + 1. IIpeTnocTaBUMO J1a TIOCTOjU OpAMHAIHYU 6poj B Tako na Baxku a < B < a +
1. Taga u3 nedununmje ypehema cneqn a € f u B € a U {a}. 13 oBor mocieasmer clieau aa je
B € a unu B € {a}. Ako 6u Baxxuiio f € a Taga uz @ € B cienu @ € @, wto je Hemoryhe 360r
akcuome J00pe 3acHoBaHocTu. To 3Haum ga mopa ga Baxu f € {a}, 1j. f = a. Amu, oBO
nocyieimbe @ € f 10BOJU 10 & € «.

Jlokaxkumo canma apyro TBpheme. Ako je a < f, oHma je a € f (mo med. 1.12.). Axo
npermnoctaBuMo Ja je B < a + 1 Tana je B € a U {a}. U3 oBor mocieamer ciaeau jaa cy moryha
cieneha nBa ciydaja: f € o wm a = . O6a ciydaja ykasyjy na je f € B, Tj. y KOHTpaAUKIH]jU
ca akcMoMoM J00pe yremesbeHocTd. Mopa outn f +1 < a. m

Jlema 1.20. Heka je A € ORD. Tana UA € ORD nusup A = UA.

Jloxas. IIpBo mokaxxumo na je UA tpansutuBan ckyn. Hexa x € UA. Taga nocroju a € A Tako
na x € a. Kako je a opauHaim, a je TpaH3UTHBAaH CKyH, Ia uMaMo jaa je x € a. Konavno, u3
a € A cnequ na je « S UA, onakie 1o TpaH3UTHBHOCTH MHKITy3Hje 1o0ujamo na je x € UA.

Jokaxxumo naa je € crporo nmobpo ypehewe Ha UA, T1j. na Ha UA penanuja npumagama
3a/10BOJbaBa YCJIOBE aHTHPE(DICKCUBHOCTH, TPAH3UTUBHOCTH U JINHEAPHOCTH.

Aumupegnexcusnocm: Heka x € UA. Taga nocroju a € A tako na x € a. Kako je a opaunan,
penanuja npunagame je anTupedIeKCuBHA HA ¢, TIa Mopa OUTH X & X.

Tpanzumuenocm: Heka x,y,z € UA n Heka x € y u y € z. Taga nocroje opaunanu «a, 3,y € A
TakBU Ja X € a, y € ,B U z € y. Jlaibe, 3a cBaka ABa OpJHHANA (q U (X; BAXKH TAYHO jez[aH o
cineneha Tpu HMCKaza: @ = Qy; A1 € Ay; Ay € a;. C 003UpoM Aa Cy OpJMHAIM TPaH3UTHUBHU
CKyIOBH, no0ujamo cieaehy TpuxotoMujy: a; = a,; a1 € a,; @, S a4. [locebHo, a U L U Y je
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jeman ox opauHaia «,f5,y. Jlakne, youeHU CKYNOBH X,Y,Z NPUMNANAjy UCTOM OpIHHATLY g =
a VUL Uy =max(a,f,y). Ha cBakom opauHaiy je penanyja Mpuriagama TPAaH3UTHBHA, TIa U3
X Eyuy € z nobujamo 1a x € z.

Jluneapnocm: Heka x,y € UA u Heka je x # y. Taga noctoje opauHanu «,f € A TakBU Ja
X€a nu y€f. CimyHO Kao W y Ciy4ajy TPaH3UTHBHOCTH, X,y € ¥ = max(a, ). Kako je
penaiuja npunaaama JnHeapHa Ha Y, MOpa OUTH X € Y win y € x (10 mpeTHOCTaBIH je X # V).

Konauno, ocraje ga npoepumo 1a je UA = sup A. Heka je f nmpousBosbHa MajopaHTa ckyna A y
ORD. Kaxko je  TpansutuBan ckym, mopa outn UA € B. lame, UA € ORD, opakie cienu na
UA € f wm UA = f. Kako je ounrnenno UA majopanTa ckyma A, Ha OCHOBY HPETXOIHOT
cienu na je UA Hajmama majopanTa ckyna A, onHocHo n1a je UA = sup A.

Teopema 1.21. Heka cy a u [ opauHaiHu OpojeBu TakBu naa je [ < a. Tama mocrtoju
JEMHCTBEHU OPJAMHAIHM OpOj Y TakaB Ja Baxu & = f§ + .

Jlokas. Heka je A ={x|B+x < a} u y = supA. Tana je B +y < a. IIpernocraBumo 1a je
B+ v < a.Tana je na ocHoBy craBa 1.19. (B +y)+1<a,maumamomajea < (f +y)+1 =
B+ (y +1),aonasne cienu najey + 1 € A. Anu, 1o je Hemoryhe (jep Ou Taga umanu y + 1 <
SUpA =y). m

MHoKeH-¢ OPpANHAJHHUX 0pojeBa

Hepununmja 1.22. TlpumMeHom TeopeMe peKyp3Hje CieIu Na jeé C jeIHAKOCTUMa KOje cliene
nedunucana jenuncTBeHa pynkmuja - : Ord X Ord — Ord:

a-B+1)=a-B+a
a- B = sup{a - yly < B} ako je B rpaHHUYHU OPAMHAJIHU OPO].

Cras 1.23. (CBojcTBa MHOKEHA OPAMHATHUX OpojeBa)
Heka cy a, f u y opnunamau 6pojeBu. Tana Baxu:

a) a-1=1-a=a,
6) a-B+y)=a-Bt+a-y,
B) a-(B-y)=(a-B)-v,
r) Akoa<framaa-y<pf-y.
Hamnomena 1.24. V oniurem cityyajy MHOKEHE OpJAUHATHUX OpojeBa HHje KoMyTaTuBHO. Hrp.

2-w = u3ged.) =sup{2:n|n € w}, acaapyre crpane w -2 = (U3 gedp.) =w-(1+1) =
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W+ w # w,jepjeounrento (N w+w>w+ 1> w.
Vorire, He BasKu JHCTPUOYTHBHOCT, Tj. He Mopa ja Baxu (¢ + ) -y =a -y + [ - y. Hup.
w=2-w=0+4+1) w# w+ w.

Teopema 1.25. (Teopema o dememy ca ocmamkom)
Hexka cy a u f opaunamau OpojeBu, Heka je f > 0. Taja mocroje jeJMHCTBEHU OpAHHATHH
Opojeeud up TakBu majeax =B -5+ p,up < f.

Jlokas. Axo je a < § Taga MmoxxeMo y3etn § = 0 u p = . Ako je @ = [§ Tajla MOKEMO y3€TH Jia
je § =1 u p = 0. IpernocraBumo canga aa je a > f. Heka je § = sup{x|p - x < a}. Tana je
B -6 < a. U3 teopeme o oxy3umamy, Tj. Teopeme 1.21. cneam na moctoju opAMHAIHH Opoj P
TakaB Jajea = B - § + p.

[IpernocraBumo na Baxku f < p. Taga u3 Teopeme 0 oay3umamy, Tj. Teopeme 1.21. cienu na
MOCTOjU OpAMHAIHE Opoj ¥ TakaB naje p = S+ y.Camaums toracnenua = -6 +p=F-6 +
B+y)=B-(6+1)+y, na 6§ uuje cynpemyMm ckyna {x|B:-x < a}, wro je cympoTHO
npetnocTaiid. To 3Haun 1a Mopa BaXuTu p < f3.

Jokaxumo jeauHctBeHOCT. Heka je @ = -6 + p, tae je p < f. IlpernocraBumo na § Huje
cynpemyMm ckyna {x|f - x < a}. Tana je ounrnenso a > B+ 8, aonmajea = f - (65 +1). Cana
UMaMO:

azf-0+D)=B-§+B>P-5+p=a,

mro je Hemoryhe. Tume je AOKa3aHa jeTUHCTBEHOCT OPAMHAIHOT Opoja &. JeTMHCTBEHOCT
opauHaIHOT Opoja p cienu u3 ctaBa 1.17. =

CreneHoBambe OPAMHAJHHUX OpojeBa

HNepununuja 1.26. TlpumeHoMm TeopeMe peKyp3uje CIeAM Jia je jeJHAKOCTUMa Koje ciene
JnepuHMCcaHa jeAMHCTBeHa pyHKIMja Ha On X On:

a® =1,
a.B+1 = aﬁ . a’
af = sup{a?|y < B},axo je f rpaHUYHY OPJUHAIHH GPO].

VY crnenehem craBy MCTHYEMO OCHOBHA CBOjCTBA CTETICHOBama OpJMHATHUX OpojeBa. Jlokasu ce
CHPOBO/JIE TPAHCPUHUTHOM UHIYKIIM]OM IO ,,KPajEbeM JECHOM  OpJIMHAIHOM OpOjy.
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CraB 1.27. (CBojcTBa cTeneHOBama OPIAMHAJIHUX OpojeBa)
Heka cy a, f u y npou3BopHU OpAuHAITHE OpojeBH. Tama Baxu:

a) af -a¥ =aftr,
BY — 4BV
6) (af) =af7,
B) AKojea>11/1,8<yTaz[ajeaB<aV.

Hanomena 1.28. Y ommrem ciyuajy He Baxu af - y# = (a - y)P. To unyctpyjemo cnenehinm
[PUMEPOM:

(w-2)® =sup{(w - 2)"n € w}
=sup{(w-2) .. (w-2)|n € w}
=sup{fw:- 2 -w):..-(2:w)-2|n € w}

= sup{w” - 2|n € w} = w®.

w® - 2% = sup{w® - 2"|n € w}

cw = ww+1l

Teopema 1.29. (JIocapumamcku ancopumanm)

Hexacy a # 0 u f > 1 opaunanau OpojeBu. Taga mocToje jeAMHCTBEHU OpANHAIHU OpOjeBH Y,
duprakeu maje 0 < § < fup < BY, na Baxu

a=BYs+p.

Jlokas. Heka je y = sup{x|B* < a}. [IpumeHOoM TeOpeMe O JIeJbeY Ca OCTATKOM, Tj. TEOPEME
1.25. cren 1a TIOCTOj€ jeJMHCTBEHN OpAMHAIHN OpojeBr 6 U p, TakBu maje p < BY ma =
BYS6 +p.

Joxaxumo na Baku 0 < § < . Axo 6m Bakuino § = 0 taga 6ucmo umanu p = a = Y > p,
IITO je KOHTPAIUKIIH]ja.

I[IpernoctaBumo aa je § = . Taga umamo:

a<PYr=BRYB<BYE<PYS+p=a,

ITO je KOHTPAIUKIHja.
JHokaxumo cana jenunctBeHoct. Heka Baxku @ = BY§ + p, u npeTmnoctaBUMO Jia Y HUje
cynpemym ckyna {x|f* < a}. Taga umamo:

a=pr=RYB=BRY(E+1) =B+ BY > P65+ p =a,
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mro je koHTpamukuuja. Caga jeMMHCTBEHOCT OPAMHAIHUX OpojeBa § M p CIEAH U3 TeopeMe
125 =m

Teopema 1.30. (Teopema o nopmannoj popmu opounannux opojesa)
Hexa cy a u f opaunanau OpojeBu u f > 1. Taga nocToju jeIMHCTBEH MPUPOAAH Opoj n
KOHAYHU HU30BU OPAMHAIHUX OpojeBa Yy, ... , ¥n ¥ O, ... , Op TAKO J1a BAXKHU:

Yo=VY1> " > Vo
0<é; <p,3acBei =n,
a = ﬁ)’oé‘o + ﬁ)’151 + . +ﬁ)’n5n_

Jloka3. [IpuMeHOM Teopeme O JIOTapUTAMCKOM alTOpPUTMY CJEIU Ja IOCTOj€ jeTMHCTBEHU
OpAMHAIHU OpOjeBH Yy, 0y U Py Tako ma Baxu 0 <y < B, p<pPY u a= L5, + p,.
Axo je p = 0 tanma je Teopema jgokaszaHa. Ako je p > 0 Taza Ha mera NPUMEHUMO TEOPEMY O
JIOTApPUTAMCKOM aJIrOPUTMY.

BaxxHo je mpumeTHTH 12 Taj MOCTYIAK MOpa UMaTH KOHAYHO MHOTO Kopaka. MHade Ou moctojao
OecKOHAaYaH HHU3 OPJAMHAIHUX OpojeBa () Tako Ja 3a CBaku k BaXKH Yy > Yi41. 10 3HaUH J1a Taj
HU3 He OM MMao HajMamM eleMeHT. AjH, To je Hemoryhe 300r akcuome A00pe 3aCHOBaHOCTH.
JeMHCTBEHOCT ClIeIn U3 TEOpEME O JIOTAPUTAMCKOM aJITOPUTMY. M

Hanomena 1.31. Tauan Ha3uB MPETXOIHE TEOpEME je TeopeMa 0 HopMaiiHo] hopmu 1o 6asm f3.
AKko je f = 2 Tajga roBOpMMO O JMAJICKO] HOpMaiiHO] opmu, a ako je f = w Taja rOBOPUMO O
KantopoBoj HopMaitHOj hopMH.

Jaxne, 3a cBakM OpIWHAIHU OpOj @ MOCTOjU jeAMHCTBEH MPUPOAAH OpOj N M KOHAYHU HU30BU
OpIWHATHUX OpojeBa Yo > Y1 > **Vp U Mg, ... ,My,, THOE CYy CBH M; KOHAYHU OpPJAWHAIHU
OpojeBu, ma BaxH

a=w"my+w'm + -+ ofrm,.
HaBennmo koje opauHaiHe OpojeBe cajia 3HaMo KaJia IPUMEHUMO yBEJICHE Olepaliyje:
0,L2,..,0w+1l,w+2,.., 0+w=w:2,..,

w'2+1,.,0:3..,0®W=w0..,0°,.. B 0%

w?+1,.., 0% 2,..., 0% ,..,0 .

Huje temko BUIETH Ja je CBakM OJf HaBEACHWX OPAWHAIHUX OpojeBa MpeOpojuB CKym (HIIP.
w® = sup{w™|n € w} = U,e, @™, a cBaku opauHaIHK 0poj W™ je npedpojus).
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Hajmamu opaunanau Opoj @ 3a koju Bakn w® = @ O3Ha4aBa ce ca €p. HajMamu OpJuHAIHU
0poj Koju je HerpeOpOjUB CKYI O3HAYaBa ce ca w1 .

1.3 Kapaunanauu 6pojeBu

Jepununuja 1.32. 3a n1Ba nmpousBosbHa cKyna A U B KaxkeMo J1a Cy eKeunomeHmHu ako mocToju
oujexumja f: A —» B.Y ToMm ciyuajy numemo A ~ B.

,Penanuja“ eKBUIOTEHTHOCTH ~ je pedIieKCMBHA, CHMETPUYHA W TPaH3UTHBHA, Tj. Ha MPBHU
Horjea ~ je penanuja eKBHBaJeHLHMje. 3HaMO Ja CBaka pellalfja EKBHBAJCHLHU)E BPIIH
naptuiyjy (pazoujame) onrosapajyher ckyma Ha kiace. Jlakie, u ~ pa3Ouja KOJEKIHUjy CBUX
ckynoBa Ha kiace. Hajuemrhe ce Tako nedunuiie nojam kapauHaiHor 6poja Hekor ckyma A (y
o3Haiu |A|), Kao Kjaca CBUX CKyIOBa €KBUIIOTEHTHUX CKyIy A, Tj.

|A| = {X|X~A}.

Hpyrum peunma, 3ajelHHYKa OCOOMHA CBHUX CKYIOBa KOjU Cy M3 HCTE KJace 30BE Ce
KapAMHAIHOCT (MJIM KapAUHAI).

Ann oBa neduHHMIIMja HUje Oamr cacCBUM KOPEKTHA. 3HAMO Jia HE MOCTOjH CKYIl CBHX CKYIIOBa,
OJIHOCHO, JIpyraddje pevyeHo, KOJICKIMja CBUX CKYyNOBa HUje cKyn. Ha OCHOBY OBE YMIEHUIIE
MOKEMO OJMax MPUMETHUTH Ja HHje KOPEKTHO aKO KaXEeMO ,,pejannja eKBUIIOTEHTHOCTU  3aTO
IITO penanyje AeGUHUIIEMO Ha CKYTTOBUMA.

[Iperxonna neduHUIMja KapIUHATHOT Opoja 3a HEKH CKYN HHUje KOPEKTHA HH y aKCHOMATCKO]
teopuju ckynosa ZFC, jep Ha 0Baj HAYKMH c€ YBOJHU jelaH HOBH OCHOBHH TojaM. Mehytum, 1usb
y aKCHOMATCKOj TEOpHUjU CKYIOBa je TO Ja CBH OO0jeKTH ca KOjuUMa paauMo, TMa JaKie Hu
KapJAWHATHUA OpojeBH, OyIly CKYnosu.

Osgaj mpo6nem he OuTH pelieH, ako ce JOKaXe Jia IOCTOjU TaKaB ONEepaTop KOjU eKBUIIOTCHTHUM
CKYIOBHMa J0/IeJbYje UCTE ,,CTBAPU, JOK HEEKBUIIOTEHTHUM CKYIIOBHMA JOJEJbYje PA3IHINTE
,,CTBapu*‘. 300r TOora yBoaumo cieachy aepuaummjy.

Hepununuja 1.33. Axo cy A u B €KBUIIOTCHTHH CKYIIOBH, TaJa KaKEMO jOII Jla UMajy HCTY
kapounannocm, na namiemo k(A) = k(B).

KapauHanHOCT je 3ampaBo CHHOHHMM 3a €KBHUIOTEHTHOCT. TO 3Ha4yM Ja y OBOM TPEHYTKY jOII
HUCMO AepHUHUCANTH [T0jaM KapAHHAIHOT Opoja.

3a mapuujanto ypehen ckym (4, <,) kKakeMo 1a je 006po ypelien ako CBaKd HEIpas3aH IOICKYII
cKkymna A UMa MUHUMYM.
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Axcuoma n3bopa 06e30elyje 1a ce CBaku CKyI MOXeE T00pO YPEIUTH.
[Tocebno, Kaxemo 11a je CKyn x 100po ypeheH opInHaIoM @ aKo MOCTOju Oujeknuja f:a — x.

Hepunnuuja 1.34. Heka je x npousBosbaH cKym. Kapounannu 6poj cKyma x, y o3Haiu |x|, je
HajMambH OpAWHAN KOJUM c€ CKyn X Moxe 100po ypemutn. [loceObHo, opauHan « je xapouHan
axo je a = |a|.

Mpumep 1.35. Cu enemeHTH cKymna w cy kapauHaiu. [Ipumerumo na je w Takohe kapauHai,
ami w + 1 wuje, jep je |w + 1| = w. Jemna ox moryhux Gujeknuja usmel)y oBa aBa opauHaia je
neduHUCaHa ca

e f(w) =0;
ef(n)=n+1n€w.

CIMYHOM apryMeHTallljoM ce MoKa3yje Ja 3a OMJIo Koju OeCKOHAaYaH OpauHal @ Baxu |a + 1| =
|ex].

Teopema 1.36. (Kanmop) 3a ceaxu cxyn x je |x| < |P(x)].
Joxka3. Heka je x nmpousBosban ckyn. C jenHe crpane, GyHKIHja
f:X - P(x)
Jedunucana ca
f() = {x}
jel—1,maje [x| < |P(x)|.

Octaje na nokaxkemo aa je |x| # |P(x)|. ¥V cynporHoM, nocrojana 6u Oujekuuja g: x — P(x).
Tana no Cxemu cenapaiiyje HOCTOJU CKyI

a={yexly¢ gy}

[Tomrro je g ,,Ha“, moctoju y € x tako na je a = g(y). Cana n1o6ujaMo KOHTPAIUKIHjy V € a &
yé¢a m

Kapmunan a je xowmauan yxonmumko je @ < w, a 'y CYNPOTHOM je Oeckorauan. beckoHauHe
kapauHaie hemo obOenexaBaTh MajauM TPUKUM CJIOBMMa kK, A, [, y3 Kopuinheme HHIEKCa, a
KJacy CBUX KapaumHaia hemo o3nagaBatu ca Card wam Cn. HemocpemHa mocieaniia mpeTxoaHe
TeopeMe je ummbeHuna ga je Card mpaBa kmaca. KantopoBa Teopema, 3ajeqHo ca j100pom
ypehenomhy opnunana Ham 06e30ehyje cienehe:

3a ceaxu kapounan kK nocmoju Hajmareu Kapounan éehiu 00 weea, y osnayu K.
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Nepununuja 1.37. 3a kaparHAT K KaXKEMO Ja je credbeHuK ako MOCTOjU KapAuHal A Tako 1a je
k = A*. V cynporHOM, 3a Kk KaxkeMo ga je epanuunu Kapauaaln Cse OeCKOHa4He KapIuHAale
pehaMo 1o BeTMYMHU Y TpaHCPUHUTHU HU3 alegha Ha criefiehn HauuH:

e Ny =wy=w,
_ et
o Npy1 = Weq1 = Ng;

o Xy = wy = Upgeq Rp, y Cllydajy rpaHuvHOT OpauHana f.

JIBocTpyKe O3HaKe 3a uCTe CKymoBe (N, U w,) CMO yBedu 300r pa3jiuke y OpJMHAIHO] U
KapAWHAIHO] apUTMETHIIH.

Nepununuja 1.38. (Onepanuje Ha KapAMHAJIHUM OpojeBUMA)
Hexa cy k u A xapaunanau 6pojesu. edunumemo:

K+ A:=card(k X {0} UA X {1}) (xapamuamHo cabupame),
K-A:=card(k X 1) (KapIUHAIHO MHOXKCHE),
x* := card( %) (kapammamHO cTeneHoBame).

Hamomena 1.39. Axo »xenmuMo J1a HCTAaKHEMO Jla HEeKH OCCKOHAYHM KapHHAJ [MOCMaTpamo Kao
opauHai, onga hemo ymecro X, nucati w,. Tako he mam nmp. X, + Xp 03Ha4aBaTH cabupare

KapanHala, 10K he mam Wy + a)[; O3Ha4YaBaTU OpAWHAJIHO ca6I/IpaH>e.

Mocaeanua 1.40. Heka cy k u A xapauHanau 6pojeu paznuuuti o1 0, o1 kojux je 6apeM jenan
6eckonauan. Tana je

K+ A =k-A1=max{k, 1}.

Joxka3s. Heka je A < k. [lomTo je k GeckoHayaH KapIuHAJ, BaKU
K<Kk+A<k+kKk<kK- K=K,
oJlaKJie ciean TBpheme. M
HMepununuja 1.41. Heka je a ckyn u A kapauHair Ca
[a]? := {x € a|cardx = A}
03Ha4aBaMO CKYII CBUX IOJICKYIIOBA OJ1 @ KapIuHAIUTETA A.

OunrienHo y ciydajy A > carda Baxu [a]* = @. Takolje je TpuBHjanau u ciaydaj carda < X,.
[Tornenajmo caga mra ce goraha y ciaydajy kaaa je k = carda = Xy u A < k. Ouuriaegno je
[a]*~Kk*. Heka je x € K 3a xoju je cardx = A. Ca ¥ 03HaUMMO CKyN CBHX GHjeKuuja ca A Ha X.

~18 ~



Heka je X nexu uz6opuu ckyn pamunuje {X|x € k u cardx = 1}. Ca f, o3Haunmo Oujexuujy ca
A Ha x Koja ce Hanasu y X. Younmo 1a je ca x = f, nedunucana unjexuuja ca [k]* y Ak, na
numamo card[k]?* < k?.

A

C npyre ctpaHe, 3a cBaku f € "k Baxu f € A X k u cardf = A, u3 yera BUAMMO 1a je k* <

card[A x x]*. Kako je k = A umamo card(A X k) = k, na Buaumo 1a je [A X k]*~k*. OBum cmo
nokasanu 1a Baxu u kA < card[x]”.

IIpema ToMe, ako je a GeckoHadan ckyn u A < carda, ouna Baxu card[a]* = (carda)?.

1.4 Xunore3a KOHTHHYYyMA

Ipe Hero mTO KPEHEMO Ha 030MIBHO MPOYyUYaBamkhe KapIUHAIHE apUTMETHKE OCBPHHUMO C€ jOIII Ha
YyBEHY XHMIIOTE3y KOHTUHYYMa U BheHY TeHepaIn3aIujy o kojoj he 6utu roBopa KacHuje.

KanTop je mocTaBuo Xumore3y jAa He MocToju OeckoHauaH ckyn S € R koju HUje eKBUIIOTEHTaH
ca N nutu ca R. OBo TBphemwe je TO3HATO K0 XUIOTe3a KOHTHHYYMA, a y TePMUHHMA ajed
(GyHKIIHje MOKE CE M3PA3UTH ca

Ro —

(CH) 2% =N,

['enepanu3zaryja oBor TBphema, Mo3HaTa Kao reHepaJucaHa XHIoTe3a KOHTHHYYMa TJ1acu
Ny —

(GCH) 2% =R, .q.

enen je moka3ao Aa KOHCHCTEHTHOCT Teopuje ZF moBimaum KOHCHCTEHTHOCT Teopuje ZFC +
GCH, onakiie nooujamo na Heranuja CH Huje Teopema Teopuje ZFC. C apyre ctpane, Koen je
JI0Ka3a0 J1a KOHCHCTEHTHOCT Teopuje ZFC moBmaun koHCHCTeHTHOCT Teopuje ZFC + 2% = X,
omakie cinenu nqa CH auje reopema teopuje ZFC. akie, (CH) je nesaBucha ox akcuoma ZFC.
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2

KopuHAJIHOCT U CTeNeHOBaK-€ KapAuHaia

VY oBom nornasiby 6aBuhemMo ce MPBEHCTBEHO CTENEHOBameM KapauHana. J[a 6ucMo To Moriu
YUYMHUTH Ha 33/10BoJbaBajyhu HaumH Owhe Ham moTpebaH mojam koduHamHOCTH. 3aTo hemo
pa3IIMKOBATH CHHTYJIApPHE U PEryJIapHe KapIuHale.

2.1 Kopunananoct

[Tojam KO(HMHATHOCTH WIpa BaXKHY YJIOTY Y ONKMCHBaky CBOjCTaBa KapJWHAIHOT CTCIICHOBAIbA.
3ato hemo ra nedpunncarn.

Nepunnnuja 2.1. (Kopunamnoct) Heka je (x, <,) mapuujanHo ypehen ckym. Kaxemo na je
CKYNl @ € X KoghuHanan Wn Heoepanuuen 'y (X, <,) aKo 3a CBaKd €JEMEHT Y CKyIa X MOCTOjH
€JIEMEHT b cKyma @ TakaB Ja

y <, b.
[Mon kogpunannowhy napuujanHor ypehema (x, <,), y 03HaIu
cf(x, <x),
Mmo/ipazyMeBaMo HajMamu KapauHai Mel)y kapauHanuma KopUHATHAX CKYIIOBa y X.

V cny4ajy GeckoHaunux kapauHaiga ymecto cf(k, <) mmcahemo camo cfk. U3 nedunuimje
HETIOCPE/THO CIIEH Jla 32 CBAaKM OECKOHAUHU KapAWHAI K BaXKU:

o cfcfk =cfk;
o w<=<cfk<k.

IIpumep 2.2.

e Hekajeid, = {(a,a)|a € A}. Tana je cf(4,id,) = cardA.
[ ] Cf([R, S) == No.

Hedunncamu cmo cf(x, <,) Kao HajMamb¥ KapJUHAIHK OPOj MOJCKYIA O/ X KOjH je KouHaaaH y
x y onnocy Ha <,. Kako je dom(<,) = x, Tana je ckyn x KoQuHaJIaH y X, IITO 3HAYH JI1a j& CKYI
YHjH C€ MUHUMYM Y Te(DMHUIUjU Tpaku Herpa3aH. Takolhe, Kako ce paju O CKYIy KapJAWHATHUX

~20~



OpojeBa, 3aKJbydyjeMO Ja Taj CKyln WMa MUHUMYM. [lakie, Tpa)keHH MHUHHMYM YBEK IOCTOjH,
OJTHOCHO T10jaM KO()HHAITHOCTH je 100po nedhuHuCcaH.

Hepunnuuja 2.3. Heka je a opaunan. Kogunarnocm on a, y o3Hauu cf(a), nepunuimemo kao
HajMamM OpIMHAI [ Cca CBOJCTBOM J1a TOCTOju (yHKmmja f:pu — a TtakBa ma je ran(f)
Ko(UHAJIAH y @ y OJTHOCY Ha pellanujy < Ha OpJAWHAINMA.

Ouurnenno je cf(a) < a. Hawe je cf(a) < cf(a, <), jep 3a kodpunanuu nogckyn C o1 a, 3a Koju
je cf(a, <) = cardC, nocroju 6ujekumja ca C Ha cardC.

Mocaenuna 2.4. 3a ceaku opaunan @, cf(a) je kapaunain.

Jlokas. Ilpernocraumo na cf(a) nuje xapaunan. Tana je cardcf(a) < cf(a). Heka je f:cf(a)
takBa na je ran(f) xodunanau y «, u Heka je g:cardcf(a) — cf(a) Oujeximja. Ounrnenso je
ran(f o g) = ran(f), na je u ciuka pyuakumje f o g: cardcf(a) — a xodunansa y @. Tume cmo
noouwnn GyHKIHM]y ca opauHana mamer ox cf(a) umja je ciaMka KopuHamHA y a, WTO je Y
CYIPOTHOCTH ca JePUHHUIIAjOM KODUHATHOCTH. W

Nepunnuuja 2.5. Kaxxemo na je rpaHuyHd opauHain a peeyraparn ako Baxu cf(a) = a. Y
CYNPOTHOM Ka)KE€MO [1a J€ & CUH2YNAPaH.

Kako 3uHamo 1a je cf(@) xapauHa, BUAXMO Ja je CBaKW PeryJapHu OpIMHAI KapuHaIL. 3a Kiaacy
peryiapHux KapAHHaIHHX OpojeBa yBoauMO O3HaKy ReQ, ma mHTepBan peryinapHuX KapIuHaa,
Tj. (K, )¢, N Reg, o3nauaBamo ca (K, 1) geg-

2.2 CTeneHoBambe KapAMHAaJIa

© IIpodJemu ca cTeneHOBameM

VY mpeTxoJHOM H3Jaramkby CMO BHJENU Jia 30Mp W MPOU3BOJ JBa OSCKOHAYHA Kap/HWHAIa yBEK
MOXEMO OJPEeIUTH. Y OBOj IJIaBH C€ 0OAaBUMO CTENEHOBAEM KapJMHaja, Tj. UCITUTYjEMO KaKo
MOXeMO NOOMTH BpemHOCT u3pasza A*. Bugehemo na oBo noBomu o texux mpodnema. [lo cana
camo 3Hamo0, Ha ocHOBYy KaHtopoBe Teopeme, ma 2¥ > k. M3 oBor pesyirata MOXeMO
3ak/byuuTH Ja 2 He Moxe na Oyae jenHako K. 3aTo ce 0JMax MOCTaBba MHUTAE: ,,J1a JIU je&
TayHa jegHaKkocT 2 = K@

MaremaTuyapu cy noceGHO MCTITHTUBAIM OCOOMHE KapauHana 280, 3HaMmo Ja je KapMHATHOCT
cKymna peanHux 6pojesa ¢ = 20, [locTaBiba ce MUTame YeMy je jemHako 250, a To je y cTBapu
npobrem KowmuHyyma KOju CMO paHHje HaBemn. TBpheme ma je 280 = R, je xoumumyym
xunomesa (CH). Cnu4Ho, 3a CBaKM OpAMHAJ &, aKJIe, IMaMo Jia je

28 > R,
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Ako 0BO yormmTHMO 106Hjamo fa je 28« = R, .1, Tj. yonumeny konmunyym xunomesy (GCH).

Oge mpobneme je mocraBuo Beh Kantop Ha kpajy XIX Beka. Kako ayro BpemMeHa HHMKO HHje
ycreo na Halje perieme OBUX MpodiieMa, CTEKIH ¢y yoeheme a ce Ta muTama He MOTY PEIIUTH
U3 TMO3HATUX MPETIOCTaBKU (HAaMBHE) TeopHuje CKyroBa. HepemmBoCcT oBHX OCHOBHUX IpobiemMa
je nMana HajBehu yTuIaj Ha pa3BHjamke aKCHOMATCKE TEOPHjE CKYITOBA.

K. T'emen je 1939. lN'ogune mokazao na ce GCH He Mo)e OMOBPrHYTHM U3 aKCHOME TEOpHje
ckynoBa ZF (omHocHo ZFC). IIpenu3nuje, To 3Ha4YM Ja aKO U3 OCTAIHUX aKCHOMa HE J0JIa3UMO
0 KOHTpaauKIUje, OHAa He aoOmjamo KoHTpaaukuujy HH ako GCH momamo octamum
akcruomama. [lakne, Baxu cieneha reopema.

Teopema 2.6. (I'eden) GCH je carnacha ca teopujom ZF , 1j. ako je ZF HenpoTuBpeyHa, OHJIA je
u ZF + GCH nenpotuBpeuyHa. m

Tex je 1963. F'omune I1. Koen mokasao ma ce tBpheme 280 = N, He Moxke HM J0Ka3aTH M3
aKcHoOMe TeopHje CKYIOBa, Tj. Baku cieaeha Teopema.

Teopema 2.7. (Koen) Axo je ZF nenpotuspeuna, ouaa je u ZF + TCH nenpotuspeuna. [Ipema
tome, CH je nezaBucHa ox ZF Teopuje ckymnoBa. W

2.3 Kennrosa teopema

Teopema 2.8. (Kenuz) Heka cy {Ag HF 0(} u {Kg &L a} JIBE KOJICKIIMj€ KapMHAalla TaKo J1a

<] |xe

{<a {<a

As < K¢ 3a cBaku ¢ < a. Tanga Baxu

Jloka3. O3Hauumo cymy ca 4, a mpou3Boj ca k. bupajMo y mapoBuMa JUCjyHKTHE CKyNoBe Lg

TaKo Ja
é<a
u
|Le| = ¢
YBenumo u cnenehy O3HaKy
K = I[H§<akfg_
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Tana Baxu |K| = k. Tpeba nokaszaru na k £ A.
[IpermocTaBUMO CynpoTHO, Tj. Aa K< A. To 3Ha4u Aa NoCTOju TakaB cKyn L €S A 1 TakBa

¢yHkumja f fna Baxu L~ (K. Taja 6ujekuuja f cBakoM ejieMeHTy X € L fofiesbyje jeHy

oyukuujy f(x) us K. Ciuky dyukuuje f(x) y Tauku ¢ o3naunhemo ca f(x)(§).
Jlebunnmnmo caga ckyn Ky 3a npousBo/bHO ¢ < @ Ha ciefiehd HAYMH:

Ke ={f(x)(&) :x € LgnL}

Kaxo je
|Le N L| < |L¢| = ¢ < ke,
Taga Cciacan
|Ke| < .
na MOXKXEMO 3aKJbYIUTHU
ke\Kg # 0,

3a cBako ¢ < «.
[ocmatpajmo jenny dynkuujy uzdopa ¢ takBy na Baxu @ () € xg\K, ako je § < a. Taja opa

byHKIIMja @ mpumnanga ckymy K.
Tepaumo na

@ # f(x)

3a NpoU3BOJBHO X € L. 3aucra, ako x € L onpa, ¢ jenne crpane, X € Lg N L 3a Hexko § < a u

3aTo je

fx)(§) € K,
a ¢ pyre ctpane, ¢ (&) & kg u 3aT0 je

f(&) # K.

Tana cnemu f(x) # ¢. Jlobunmu cMo KOHTpamukuujy, jep dyukimja f mpecnukaBa L Ha K.
Jlakuie, mpeTnocTaBKa je HeTayHa, U Tafa A < k. W

Hamnowmena 2.9. Huje temko nposeputH 1a je Kantoposa Teopema crienjanan cinydaj Kenurose
TeopeMe, OJHOCHO Jia je TeopeMa jenHa reHepanusanuja Kantopose. Hamme, ako craBumo na
Ae =1 u ke = 2 OHZA no6ujamo Yecal=|a| u

Me<a2 = [{fIf : @ = Ugeaf01}, ¥E <a f(©) €{0,1}}] =] “0,1}| = 219, na noGujamo
nosHary Kauroposy Hejennaunny |a| < 219
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Mocaenuuna 2.10. Ako je {Kg &< a} CTpOro pactyhm HU3 KapAwHAla, T jeé & TPaHWYHU

S s <[ e

é<a é<a

opauHan u Ky > 0, Taga Baxu

2 !01(33.

ZK{ <1_[Kf+1 Sl_lk'g

é<a {<a {<a

Ilpsa nejemnakoct cienu u3 Kenurose Teopeme u ummeHMIa Ja Kg < Kgiq, TO€ je & < a.

Jlpyra HejeTHaKOCT Cieau:
akocyé,n<aul #noupajeé+1l#n+1lué+l<a =nm
IMocaenuua 2.11. Axo je k mpon3BoJbaH OECKOHAYAH KapIUHAII, OHJ/Ia BaXKU
K0 >
AKo je Kk perynapaH, OHJIa
K0 = g > 2K > i,
Hexa je k cunrynapan. Taga je k TpaHWYHHM OpIUHAN, M 3aTO IMOCTOjU CTPOro pactyhu HH3

Kap/MHaa {Kf &< cf (1)} na

K = Z Kf.
&<cf(x)

Mosxkemo nipeTnocTaButu Ja ko > 0. Tana nmo nocneaunu 2.10. cnenn

K < 1_[ ke < kM. m
é<cf(k)

Mocaemnua 2.12. Heka cy k u A kapauHaiu, 3a Koje Bau 1a kK = w u A = 2. Tana je
cf(A%) > k.
JHoxkas. ITo npetnocrasiu, A* je Oeckonavyan kapaunHai. Taga U3 npeTxomHe MOCISIUIE CIIeIH
(Ax)cf(/l") Ll

3Hamo, aKo je 4 < Kk, OHJa
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(A)H = Ae®K = ),
Tana je
Q@) = (p)ef(A) 5 g

IITO UMILTHIHpA

cf(A*) £ k. =
Crierijanan cirydaj OBOT pe3yJiTaTa je aa

cf(2%0) # Ry,
[ITO UMIUTUIIMPA HIOp. cienehn BakaH 3aKJbydaK:

2% = R,

jep je cf(R,) = No.
Jlakiie, ako 3a IPOM3BOJbaH KapauHai K Baxku aa cf(k) = N, oHIa MOXEMO 3aK/bYUHUTH 1a

K # 2% (=),
Kako cMO TO Beh MOMEHYIM Ha MOYETKY IOTJIaBIba.

Ha ocnoBy AC, 0JHOCHO HEHOT €KBHBAJIEHTa, Tj. Jla CE CBaKM CKyI MOXe J00po ypenuTH,
BPEIHOCT KapAMHaia ¢ je N, 3a HEeKM OpJMHal «, ajdu ce He 3Ha 3a koju a. V3 Kanropose
teopeme cieau jaa Huje a = 0. Kako cmo Buaenu, murtame na ju je @ =1 (1j. CH) je
HemokasuBo (teopeme I'emena m Koewna). ¥V cucremy akcrmoma TO TBphjerme ce HE MOXE HH
JIOKa3aTH HU OTIOBPTHYTH.

HajBaxxauja mocieauia reopeme Kenunra, mro ce Tde npodiieMa KOHTHHYYMA, j€ JIa CUTYPHO
3HAMO O HEKHMM KapAMHaJIuMa Ja HHUCY jeJHaKu ca c. HapaBHO, ¢ TUM pe3yiTaToM Taj Mpobdiem
HUje pellieH, caMo HeKe MOryhHocTH cy uckibydeHe.Teopema He J1aje HUKaKBY MHCTPYKIHU)Y 3a
oapehuBame BpeTHOCTH KOHTHHYyMa ¢. CucteM akcroma ZFC je HeoTyquB.

ITocne Koenoor pana CoinoBej je mokas3ao ja ¢ MOxe Ja Oyae OWiIo KOju KapIuHal 4duja je
ko(uHamHOCT Beha o1 N.
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3

Jako rpaHMYHU KapAUHAJIM, HEAOCTHKNBH
KAPJAUHAJIM U XHIIOTE3a CHHTYJIAPHUX KAPANHAJIA

3.1 Jako rpaHMYHM KaApAUHAJIHN

VY oBoMm mornaBiby Oymke hemo omucaTi BpeTHOCTH CTETIEHOBamkha OCCKOHAYHHUX KaparuHaIa
MIPEKO BPEIHOCTHU CTETICHA 3a Mame 0a3e WM eKcroHeHTe. 3aTo he Ham TpebaTH jorn HeKu
MO0jMOBH KOje yBOAUMO cienehum neduHuImjama.

Jepunnnuja 3.1. (Jako rpaHUYHU KAPAUHAIIN)
3a KapAHHAT K K&KEMO 14 je jako epanuynu (CTPOHT TUMHT) aKo 3a cBako A < k Baxu 2% < k.

Bunenu cmo na ce mpBo ciioBO xeOpejckor andadera X KOPUCTH 32 O3HAUABAKHE OCCKOHAYHHX
KapauHama. A apyro cioBo xebOpejckor andabera 2 (uuramo: Oer) je pe3epBHCAHO 3a
O3HaYaBam-e¢ OCCKOHAYHUX KapJanHaja, koje hemo natu y cneachoj neguaummju.

HNepununuja 3.2. ber ce pexyp3uBHO Aedunuiie Ha cieaehu HauuH:

[ ] 30 = N()’
e 1,,, =2% (ycMuCIy KapMHAJHOT CTEIIeHOBaHa);
¢ 1, = UpgeqIp Y Cydajy TPaHUYHOT OpJMHAJIA Q.

Ha oBaj HaumH cMo 100MIM HU3 OECKOHAYHUX KapAuHaja
2,31, ..
KOjH CY, PECIIEKTHMBHO, KapJAMHAJIM CKYIIOBa
w, P(a)),P(P(a))),

3a cBaku IpaHWYHM OpAMHAN @ KapAWHAN 1, je jako rpaHuuHu. M3 nedununuje HemocpenHo
CJICIIH 1A je

e = Viral-
[TocebHO, KapauHAI
¢ =|P(w)]
30BEMO U KOHMUHYYMOM.
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Kontunyym xumore3a (CH):

Ienepasucana koHTUHYYM xumnote3a (GCH):

Va(Q, = X,).
Jloka)XxuMo jomI HeKa CBOjCTBA jaKUX TPAHUYHHUX KapIAuHAIIA.
Mocnennna 3.3. Jaku rpaHUYHY KapIUHAIH YHHE TPaBy KJacy.

Jlokas. Heka je p 6eckoHaynu kapauHaimHu 0poj. Jedunummumo ctporo pactyhu Hu3 KapauHana
(kp:n<w)ca

Ko = U,
— K
Kny1 = 2 T,

1 o3HaunMo k := sup{k,|n < w}. Ako cy p,v € k N Cn, oHpa MOCTOjU N € W TaKeBa Ja je
max{p,v} < k,, 1a UMamo

pV < kpn =2 =k, ., <Kk,
OpaxJie BUAMMO J1a je K jJaKo TPAaHUYHU KapJMHAI, JIOK je U3 KOHCTPYKIIMj€ OYUTICIHO K > (. W
Youumo a je kapAuHal K IpeMa NPeTX0HOM J10Ka3y CHHTYJIapaH.
Jlema 3.4. CynpemyM CKyIia jako TPaHUYHUX KapJIuHaJa je jako TPaHUYHM KapIuHaJ.

Jloxas. Heka je {k;|i € I} ckyn jako rpaHuuHuMX KapauHaina M k := supik;|i € I}. Ako je
K € {k;|i € I} Hema mra ma gokasyjemo. Y CympoTHOM, Heka cy p,V € k N Cn. 30or k &
{k;|i € I} mocroju i € I TakaB nacy p,v € k;,naje p’ <k; < k. |

Jlema 3.5. Hexka je k jako rpanmdny kapaunan. Tama Baxn 2<% = i u 2% = k0,

JTokas. Younmo:
Kk < 2<K = sup{2¥|v € k n Cn} < k.

[ocnema jeTHAKOCT BaXM 300T TOra IITO je K jako TPaHMYHHU KapAuHal. OBHM CMO JOKa3aju
PBY jefHAKOCT. J[pyra jeHaKoCT je

2K — (2<K)Cf(l€) — K.cf(lc)_ -

Hoxazano je panuje na 3a X, < Npg BaKu X, 8 = 288, [Tornemajmo mrra Moxemo pehin y ciydajy
Ny > Np.
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Jlema 3.6. Heka cy «, f 1 y opanHanu 3a koje Baxu § < a u X, < N),Nﬁ. Tana je X, = N},Nf”.

EOKBB.
Rp
R, <R < (RN)F =R m

Jlema 3.7. Hexa cy a u f opauHany Takeu aa je f < a u 8, 8 > 2% u nexa R, Huje Ng-jax.
Heka je y HajMamu opvHAJ 32 KOjU BaXKu Nyxﬁ = Ny. Tana je X, Rg-jak CHHI'YJIapaH KapauHaI

3a KOjU BaKu
R =R,y cf(R,) < Rp <R,

Jloka3. Heka je y HajmMam¥ OpIMHAI 32 KOjU je NVNB = N, Youumo ja je y < «, jep X, nuje Np-

jak. ITo nemu 3.6. umamo N,,Nﬁ = R, 8.

Hoxaxumo cama ma je X, Ng-jak. 3a moyerak younmo 1a je ff <y. Y CcynpoTtHOM Ou Ouio
R, = Nyxﬁ = 288, mTo je KOHTPaIMKIMja ca MPETIOCTaBKOM JieMe. J{ajbe, MPEeTIoCcTaBUMO Ja
32 HEKO 0 <y Baxm R P > N,. Tama u3 neme 3.6. cnenn R, = N),Nﬁ, JIOK 10 u300py
opauHana ¥ (MHHEMANHOCT) uMaMo N, B < K, < NVNB, mTo je KoHTpaaukiuja. OBUM CMO

nokaszanu na je X, Ng-jak.

Axko je cf(Ny) > N, OHIIA crenn R, 8 = Nyxﬁ’ = X, < Xy, WTO je KoHTpaaukuuja. akie, mopa

outu cf(Ny) < Ng < X,, omaxie BUIUMO J1a je X, CHHIyJapaH, na 1001jamo
a T % " T %y .
3a cTreneHoBamke OECKOHAYHUX KapAMHAJA BaXKU:

YA WU
R, = { Ry WJIN

Nycf(xy) 3a HeKo Y < a Tako Jia je Cf(Ny) = Rp <X,
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3.2 HepocTH:KUBH KAPAMHAJIH

Heka je kapaunan k Heripebpojus. Tama 3a kapIMHaI K KaXXKeMo Ja je:

® (C1abo HedoCcmuMCU8, aKo je perylapaH u TpaHHYHY;
® jaxo Hedocmudicug, aKko je peryiapaH u jako TpaHUYHH.

W3 neduHuLMje HETTOCPETHO CIIEAM 1A j€ CBAKM JaKO HEJOCTIIKUB KapJIWHAI yjeTHO U ciaabo
HEJIOCTUKYB.

Mpumep 3.8. I3 GCH HenocpenHo cienu aa je CBaku €J1ad0 HEJAOCTHIKUB KapJAHHAJ YjeIHO U
jaKko HEJOCTHKaH. 3amMcTa, ako je K ciab0 HEJOCTIKMB KapJMHAJ, OHAA 3a IMPOU3BOJbAH
kapauHan A < kK Mopa OUTH U

24 GEH AT <k,

Tj. K j€ ¥ JaKO TPAaHUYHH KapIuHAI.
Teopema 3.9. [IperniocTaBuMO 112 je kKapauHai k ci1abo HenocTnxuB. Tana je
K= X,.

Jlokas. JIoBOJBHO je MoKa3aTH Ja 3a CBaKM OpIuHal @ < K Baxu N, < k. Hanme, y Tom ciydajy

je
K=UNa=NK_

a<k

Crora MHIYKIIMjOM TIO K TIOKa3yjeMo 1a je X, < K.

1. X, < Kk jep je k cnabo HEJOCTHIKUB KapIUHA;

N

Hexka je R, < k. Kako je k rpaanuHu KapauHa, Taga je u N, < K;
3. Hexa je a < k rpaun4nu opauHan u Heka je Np < k 3a cBaku opauHan f < a. C

003UpoM J1a je K peryiapaH KapIuHall, Mopa OUTH U

Na=UNﬁ<K. |

2<K

Mpumep 3.10. Ako je KapJUHAT K jaKO TPAaHUYHH, OHJA je = K, a TUME U

2K — (2<K)ka = xcfr

AKO je K jako HeJJOCTHKUB KapAWHaJl, OH/Ia Ha OCHOBY TeopeMe (pPEeKyp3UBHO U3padyHaBambe) 3a

A

cBako A < k Baxu k” = k, ojakie cienu aa je k<€ = k = 2<%,
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Haj3an, ako je kapauHai k ciabo HETOCTHKUB KapIUHalI U HUj€ HEJAOCTUKUB, OHJIA TIOCTOJU

kapaunan A < k Takas fa je 2% > k. Caza je
K <K < (2)1)<K — 2<K1

0J1aKJie, TIOIITO 00OpaTHA HEjeTHAKOCT TPUBHjATHO BaXKH, CIICIH 1A je

K.<K — 2<K.

3.3 Xunore3a CMHTYJApPHUX KapANHAJIA

Cana hemo Buaetu mra MoxemMo pehu o cTerneHoBamy OECKOHAUYHUX KapJMHAala Kaja akCHOMe
ZFC mojauamMo ca joll HEKHMM IMPETHOCTaBKaMa, OIHOCHO T'€HEPaTM30BAHOM XHIIOTE30M
KOHTHHYYMa WJIA HEIITO CIaOUjUM 3aXTEBOM — XUNOMEZ0M CUHSYIAPHUX KAPOUHAIA KOja TIIach

(SCH) (Vi € Cn) (25709 < j¢ - f°f0) = g +),

Jlema 3.11. Heka Baxxu (GCH). Tazna 3a kapaunaie k = 2 u 1 = X, Baxu

K ako A < cf(k),
Kkt =kt axo cf(k) < 1 <k,
AT ako Kk < A.

Jlokas. Ako je k < A, ouna je k* = 2% (GEH) AT,

Axo je cf(k) > A umamo
k < k* = k- sup{v*|v € k n Cn}.

Hexka je v kapauHan Mamy o k. Tamaza v < A Baxu v =24 =1 azav>djevi <vV =
2V =v*. Jlakze,

sup{v’1|v EKxN Cn} < max{v*, 1t} <k,
mnaje
K- sup{v’1|v EKN Cn} = K,
omakie cnenn k* = k. m

I[Ipeoctao HaM je jour ciyyaj cf(k) < A < k. Taza je

k< kSO < gk < ¥ = §¥ =kt m
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3a maseu paja Omhe HaM MOTPEOHU jOIII HEKH ITOjMOBH KOje yBoauMoO y cienehoj nedbuHumju.

cf(9) : k € Cn) masuBamo eumen gynxyuja, ma ymecro (x) o)

Hepununuja 3.12. Oynkumjy (K
nuremo U A(k). 3a k € Cn U {2} pynkimjy (kY : v € Cn) Ha3uBaMO (yHKyUja KOHMUHYyMa 3a
K. (Kao mito je u yoOu4dajeHo GpyHKIM]Yy KOHTHHYyMa 3a 2 U Jajbe heMo KpaTko 3BaTH (yHKIIH]ja
koHTHHYyMa). Kackemo nma (yHKIMja KOHTHHYYMa 3a K nocmaje KOHCMAHmMHA UCNo0 A, aKo
1OCTOjM KapauHal p < A TakaB jJa 3a cBako p' € [p,A)¢y, Baku kP = KkP. Ako je KapIauHa
Po <A TakaB ma 3a CBako p € [pp,A)cn Baku kP = kP°, onma KakeMmo Jaa pyukyuja

KOHMUHYYMA 3a K NOCmaje KOHCMAaHmHa ucnoo A HaKoH Py.

Beh cmo crmomenynm na je xumoTe3a CHHTYJIAPHUX KapJauHaila cllabhja ol TeHepaTn30BaHE
XMITOTE3€ KOHTHHYYMa. Y BEPHUMO C€ J]a TO 3aUCTa BAXKH.

IMocaenuna 3.13. AKO BaXu IeHepaln30BaHa XUIIOTE3a KOHTHHYYMa, OHIA BaXM M XUIIOTE3a
cUHTyJIapHuX KapauHania, 1j. ZFC + (GCH) — (SCH), omgnocuo ZFC + (GCH) + (SCH).

Jlokas. Heka je k € Cn. Tana je

K< ch(K) < gk = 2K (GCH) Kt

cf(x)

Jaxune, 3a cBe OeCKOHAUHE KapuHaJIe BAXKH K = k™, na cnenujanuno Baxu u (SCH). m

Hanomena 3.14. (o xumoresu cuHryiaapHux Kapaunana). M3 nocneaunne 3.13. cnenu na je (SCH)
koH3ucteHtHa ca ZFC, jep je mocneamiia TeHepalu30BaHE XUIOTE3e¢ KOHTHMHyyMa Koja je
koH3ucTeHTHa ca ZFC. Moe ce mokaszaTtd Ja je Heramuja XWIoTe3e CHHTYJIApHHX KapIuHaja
takohe kousucrentHa ca ZFC, ognocHo 1a je (SCH) ne3zaBucHa ca akcuomama ZFC.

ExBuBaneHTHa opMyianyja XUIOTE3€ CUHTYJIapHUX KapIuHaja IJIacH:
AKO je K CHHTYJIapaH jako rPaHUYHU KapauHall, oHa je 2 = k¥,

W3 oBor obmmKa je jacaH Ha3WB ,,XUIIOTE3a CHHTYJIAPHUX KapauHaIa“™. Jour jeHa 3aHUMIBUBOCT
je na ako (SCH) Baxku 3a cBe cHMHry/apHe KapjauHajie KO(QUHAIHOCTU N, OHIa BAXKH 33 CBE
CHHTyJIapHe KapauHaie. JIpyrum peurma, ako y Hekom mozeny 3a ZFC ue Baxu (SCH), onna y
TOM MOJIENTY TIOCTOjH CHHIyJIapHH KapauHa k Koutpanpumep 3a (SCH) 3a koju je cf(k) = X,.

Jlema 3.15. Heka cy k > 2 u A = R, kapaunanu. Axko Baku (GCH), onna je

K ako 1 < cf(x),
k<A =kt ako cf(k) < A < k7,
A ako kt < A

Jlokas. AKo je k koHauaH, onga je k < 1 (u k* < 1), ma umamo
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k<t = sup{k”|p € AN Cn} =
= sup{2”|p € AN Cn} = (GCH)
= sup{plp € ANCn} =
= A
Heka je k = R,. Casa Mmoxxemo uckopuctuth jemy 3.11. Ako A < cf(x), onna
k<* = sup{k”|p € 1 N Cn} = sup{x} = k.
Axo je cf(k) < A < k™, onna
k<* = sup{k”|p € AN Cn} = sup{k*} = k™.
Axo je kT < A, onna
k<* = sup{k”|p € AN Cn} =
= sup{k”|p € [k",A)cn} =
= sup{p*lp € [k¥,A)cn} =
=1 n

Teopema 3.16. (Bbyxoecku, Xexnep) Heka je A cunrymapan kapauHal. AKO (QyHKIHja
KOHTHHYYMa 3a K TI0CTaje KOHCTaHTHA UCTIOA A HAKOH pg, OHJA Baxu k* = k<4 = Po,

JTokas. Heka je p; = max{cf(1), po}. Taza je k<* = kP° = kP1, u uMamo
KA = (K</’L)Cf(l) = (ijl)Cf(l) — KP1 = KPO_ [ ]

BbykoBckn — XexiepoBa TeopemMa HaM TOBOPH Ja, 3a Pa3lUKy OJ peryiJapHux, (yHKIHja
KOHTMHYYMa Yy CHHIYJapHUM apryMEHTUMa MOXE 3aBUCHUTH OJl BPEIHOCTH Yy MambHUM
aprymMeHTHMa.

Crenehe nBe TeopeMe roBOpe HaM KAaKO M3IJeNa CTEINEHOBAHE KapIWHalla y aKCHOMAaTCKOM
cacraBy ZFC + (SCH).

Teopema 3.17. Heka je k cunrynapan kapaunai u neka saxu (SCH). Tana je

% {2<" ako QYHKIMja KOHTUHYYMa [10CTaje KOHCTAHTHA UCIOJ, K,
(2<9)*  wunaye.

Jlokas. Axo ¢QyHKIHMja KOHTHHyyMa IIOCTajeé KOHCTaHTHa HWCIIOA K, OHAA MO bykoBCckH —
XexJepoBoj TeopeMu Baxu 2 = 2<F,
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Heka (yHKIMja KOHTUHYyMa He IOCTaje KOHCTaHTHA ucnox k. Tana je cf(2<F) = cf(k) < k, ma

. . <K
110 MPETIOCTaBLM /12 GYHKIMja KOHTHHYyMa He N0cTaje KoHCTaHTHa nerog k umamo 2612%) =
26109 < 2<% TToGujamo

2K — (2<K)cf(2<") (SCH) (2<*. m

Teopema 3.18. (Jex) Heka cy a u f opaunami. Ako R, P & {ZNﬁ’ , Na}, OH/Ia TIOCTOjU OpAMHAI

Y < a Takas na je X, Ng-jak, na Baxu cf(N],) SR <N, m NaNﬁ = x),Cf(Ny)_

Jlokas. Heka je R, # 2%6. Tana je Rp < Ry. Axo je R,Rp-jak, onja y ciydajy cf(Ry) < Kg

cf(Rg)

Mamo X, = R, , IOK Y CYIPOTHOM Baxn Ng'F = R,. Ocrarak mokasa oGyxsaheH je

jgemMoMm 3.7. m

~ 33 ~



4

Xujepapxuja HeJOCTHKMBUX KapIAUHAJIA

4.1 Utepanuja HeTOCTUKUBHUX KapAuHAaIa

Jlo cmabo W jako HEAOCTMIKWUBUX KapJWHAla J0ja3d Cce HEMOCpPeaHO pa3paJoM CBOjCTaBa
YBEIICHUX OPIMHATHUAX U KapJHHATHUX OIepalyja.

Jabum muxoBuM HaOpajameM (cBaka mojkiaca Ord u Card je n1o6po ypehena penarujom € (Tj.
<)), umamo apyru, Tpehu, ... @-TH, ... €IEMEHT OBHX KJlaca KapuHaja (c1ab0 HeJOCTHKUBHUX -
Winac u jako HeaoCTHXHBHX — Sinac). JlomyHCKOM akyMyJalldjoM CBOjCTaBa OBE XHjepapxuje
ce gajbe oborahyjy. Tako, K je XUIEPHEIOCTHKUB, aKO j€ HEIOCTHXKHMB U aKO j€ K-TH 1O peay
negoctmkuB: Card{a|a < k} € Inac - wHemocTmwkuBM KapauHaau (aHAJIOTHO 3a 00€
XHjepapxuje); CIuYHO AehuHUIIeMO clieaehe XUIMepHeI0CTIKIBE KapauHaie. OBHUM MOCTYIKOM
aKyMynaimje cBojcTaBa no0mjajy ce oOorahema kimaca Winac u Sinac. Jemno ox Hajjaumx
CBOjCTaBa JI00MjEHUX OBUM UTEpallfjama je aKkCuoma 0 HOPMAIHUM YHKYUjama.

(NF) Axo je F : Ord — Ord pacryha u Henpekuana, onia F uMa perynapHy u GUKCHY TadKy:
F(a) = a (a - perynapan).

F je pacryha ako a < B nosnauu F(a) < F(B);
F je menpexunua ako 3a limit a Baxu F(a) = Us<q F(§).

Hako cy HeTOCTHKMBY KapAWHAIH Je()UHUCAHH jeTHOCTABHUM, YOOMYajeHUM MOCTYMIIMMA, Ipe
Bumie oa 100 roguHa, MUTake BHUXOBE Er3UCTEHITMjE OCTANIO j€ HEJaCHO M HEPa3pelIeHO BHUIIE
JelieHrja, 1a Ou ce mokasajno aa ce y teopuju ZFC + ,ocToju jako HETOCTHIKUB KapIuHAT K
nokasyje koHcucteHTHocT Teopuje ZFC. Hanme, Tana je V. momen 3a ZFC.

s Apyre I'enenose TCOPEMC OHAA HCIIOCPECAHO CIICIH:

® UM je TOCTOjarke jJaKO HEeJOCTIKUBOT KapIWHaja MPOTHBPEYHO Ca OCTAJTUM aKCHoMama
ZFC,

e i Teopuja ZFC + ,,IOCTOjU jako HEJOCTIDKUB KapauHan k* je sk jada oxg ZFC mo
JauyuHU KOHCUCTEHTCKE CHAre.

C Tora, mpeocTajo je a ce OBa CBOjCTBA IPYMHCAaHA MO/ HA3UBOM Jake akcuoMe 0eCKOHAYHOCTH
JOTTYHCKH HCIIUTY]Y, OCEOHO M0 MUTAY PEIaTUBHE HEPOTUBPEUHOCTH.
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AHaNOTHO TIPEeTX0THOM OTKpuhy nokasyje ce ma teopuja ZFC + ,,ocToje aBa jako HEAOCTHIKUBA
KapauHama™ jokasyje HempoTuBpedHocT teopwje ZFC + ,1mocToju jemaH jako HEIOCTHKHUB
KapIuHAI" U CIMYaH OJHOC MPOIIUPYje Ce Ha Iey Xujepapxujy Sinac.

N3 GCH xojom ce ymapyjy oBe nBe xujepepxuje (Winac u Sinac), HemocpenHo ce nobuja
AHAJIOTHH PEe3yJITaT 3a clabo HeJOCTHKUBE KapauHaJe.

HakoH HaBeneHMX ca3Hama HENOCTHKMBH KapJUHAJIM TOCTAaJd Cy MpeAMET MOMHOT
npoydyaBama, alld HUjeJaH HEMOCPEAHM WM TIOCPEIHU pe3yiTaT He yKazyje Ha HUXOBY
MIPOTHUBPEYHOCT.

4.2 Mep/bUBH KAPAUHAJTIH

C npyre cTpaHe, y pa3M4UTUM J€JIOBUMa MaTE€MaTUKE, YHyTap MaTeMaTHUYKUX HCTPaKHUBamba
0e3 MHTepakKIHje ca TEOPUjOM CKYIIOBa MOjaBUIIM Cy c€ MpoOIeMHu KOju cy Ayro OWUIM OTBOPEHH,
mpo0ieM Mepe 1 poOJIeM YHUTPH3AITH]e TOMOIONIKAX TPOCTOpa.

JyroTpajHUM M MYKOTPITHUM HCTpa)KMBambHMa, MMOKA3ajio Ce Jla Cy peliekha HEKHX OJ OBHX
mpoOsemMa IMoBe3aHa ca Er3UCTEHIMJOM OJpeheHMX KapaKTepUCTHYHHMX KapIuHalla ca Beoma
CHOXHHM CBOjCTBMMa HEIOCTW)KHBOCTH. [loceOHO BakaH cilydaj MpeACTaB/ba ET3WCTCHIINjA
MepJHPUBHX Kap HHAA.

Hepununuja 4.1. F € P(x) je huarep Haa CKYIIOM X aKO BaXKH

1 x€F
2. y,z€FnoBmaun yNz € F
3. YEFuyC znoBnaun z € F.

3a ¢unrep F Hanm x xkaxkeMo Ja je yarpaduirep akko 3a cBaku y © x Baxu y € F win x\y € F.
[Turame ersucreHnmje yarpadunrepa pemana ce LlopnoBom nemom — ekBuBaigenTom AC.

Teopema 4.2. (Teopema o yimpagunmepy - Llopnosa 1ema)
3a caku puiarep F S P(x) nocroju ynrpadpunrep U tako naje F € U € P(x).

Jepunuuuja 4.3. F je rmaBau ¢puntep akko N F € F.

Nepununuja 4.4. dunrep F je k — komiieTan (K je KapanHai) akko 3a cBaku D € F, u3
|ID| <k cnequND € F.

OuurieaHo CBaKy riiaBHU QUITED je kK — KoMmIuieTaH 3a cBe k. Takohe, [y, +) = {z € x|y € z} je
rJ1aBHU QUITEP HAT X.
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Nepunnuuja 4.5. AnuruBHoct Mepe U, add (u) = min|x| (x je yuuja ckynosa y mepe 0;
ulx) > 0).

Jepununuja 4.6. Kapaunan K je MepJbUB akKO IOCTOJU K - KOMILJIETaH HETJIaBHU ynTpaduiaTep
HaJl K.

Teopema 4.7. k je MepJbMB aKKO MOCTOjU OWHApHA K aJUTHBHA Mepa Hal K, 3a mepy U, (Tj.
u: P(c) - [0,1],rng(w) = {0,1} m add (1) = «).

Hakon BuramujeBor otkpuha Jleber — mepsbuBor ckyma y3 nmomoh AC, y Be3u ca JleGeroBom
MEepOM OcCTajia Cy pa3Ha IHTamba OTBOPEHa, M3Mel)y OCTalor MUTamke MOCTOjarma MPOLINpEeHa
JleGerose mepe Ha 11eo P(R). Tpuaecerux roguna baHax je KOHCTpyHCao jeJHO TaKBO TOTAJIHO
npomupeme. Ta Mepa Huje Ouna o - agutuBHA. M3 Tor BpemeHa notuuy u cienehun Yinam (Yiaam
— banax) pesynraTi.

Teopema 4.8. (Ynam - banax) Hexa je k kapauHaa Ha KOME MOCTOjU K — aAuTHBHA (TOTasiHA)
mepa u. 4 : P(x) — [0,1]. Tana Baku jenno ox cieneher:

1. wmepa u je peanno BpeanocHa (rng(u) = [0,1]) u k je c1abo HETOCTHIKHB;
2. Mepa p je ounapHa, (1j. rng(u) = {0,1}) u Kk je jako HETOCTHIKUB.

Teopema 4.9. (Yram) Heka je k xapauHan Ha KOME IOCTOjH peaHO BpeIHOCHA k — aauTHBHA
mepa (1j. rng(u) = [0,1]). Taga k < ¢ = 2%0,

Hepununuja 4.10. k je peaqHo MEpPJPUB aKKO MOCTOjU K — aJUTHBHA, PEaJTHO BPEIHOCHA Mepa
Ha K.

W3 npeTxoaHOr Npon3HiIa3y J1a Cy peaqHo MepJbUBU KapAuHAIN < C.

[IpoTexio je ueTHpW NEleHHje Yy carjieJlaBamby CBOjCTaBa MEPJbUBHX KapAWHANA, IMOCEOHO Yy
BUXOBOM onpehuBamy y KIacH HEAOCTIDKMBUX KapIuHaia. YOUYeHO je Ja ce Ha mhHMa
KOHIIEHTPHIIY MHOTa CBOjCTBa HEIOCTW)KMBHUX KapjauHaia. Tako HMp. ako je Y — OWHapHa, K
anutuBHA Mepa (yntpadunrep) Han k oHna cieachu ckynosu umajy u - mepy 1 (1j. mpumanajy
TOM ynTpaduirepy):

U({{a € k|la € Sinac}) =1  (i|{a € k|a € Sinac}| = k);
u({a < k|a uma KypenuHo cBojcTBo rpaHama}) = 1.

Ca MepJpUBUM KapIWHAIMMa TOYHEGY T3B. BEJIMKH HEJAOCTIDKMBU KapIWHAIM, TPU YEMy 3a
KOHCHCTCHTCKY jauWHy OBUX M W3 HUX M3BEJACHUX KapJIuHala, jaKO KOMIIAKTHUX, CYIep
KOMIIAKTHUX WTA. Baku CIMYHO INTO M 3a MOYETAK XHjepapXHje HEIOCTHIKMBHUX KapIHHaja,
MOCTOjabe jaunX HEJAOCTHKMBUX KapJuHaa J0Ka3yje KOHCHCTCHTHOCT TeOopHja JOOWjCHUX W3
ZFC nonaBameM akCMOMa O IMOCTOjamy CIa0MjuX HEIOCTWKHUBUX KapauHana. OBje je moceOHo
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3HaudajHa cieaeha CoroBejeBa Teopema, Kao IpBa Koja TOBE3yje XHjepapXHjy HEAOCTHRKUBUX
KapJIuHaja ca MaTeMaTHKOM.

Teopema 4.11. (Conosej) Cnenehe teopuje cy EKBUKOHCUCTEHTHE:

1. ZFC + ,,mocToju TOTaJiHA 0 - aIUTUBHA Mepa Koja mupu JleberoBy Mepy (Ha cBe CKyIoBe
peanHuX OpojeBa);

2. ZFC + ,mocToju MepJbUB KapIuHaI ",

3. ZFC + ,,;mocToju peasHo MEPJbUB KapaAHHA .

3a OBOM TEOpPEMOM YCIIEIHO je HU3 pe3yaTara ciuuyHe npupone. OBu pe3yaratu oMoryhumu cy
HU MaJl0 OYCKMBAHW YBHUJ y OJIHOCE KOHCHUCTCHTCKE jayMHE Pa3HOBPCHUX MaTEMaTHYKHUX
cBojcTaBa. TuMe je mpoydaBame jaknmx akcuoMa OeCKOHAa4yHOCTH onpeheHHX Xujepapxujom
HEJIOCTIDKMBUX KapAWHajda JOOWJIO H3Y3€THO 3HauyajaH CMHCA0 Y KIAacU(PUKAIUjU HHU3A
NPETXOJHO HEPEHICHHX MaTeMaTHYKHX MpoOjeMa, H3[BajarbeM HUXOBUX KapaKTEPUCTUYHUX
CBOjCTaBa M MO3UIIMOHUPAKEM OBUX CBOjCTaBa y JMHEAPHO] CKAJIM HEJOCTIDKUBUX KapIuHAIA.
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JAKE AKCMOME BECKOHAYHOCTH - CKPAREHA MAITA

no3unuja na Ord KOH3HCTeHTcKa Moh
“0 — 1”
N-orpoMaH
l
orpoMaH
l
1. excTperubmIan A > A CynepKOMIaKTHHX EKCTEeHIUOMIIaH
l
1. cynepkommnakrad A > A MepJbUBUX CYIIePKOMITAKTaH
l
1. xomnakraH (Moxe 1a OyJie jeHaK KOMIIaKTaH
1. mepspuBOM WK 1. CYTIEPKOMITAKTHOM )
l
1. mepspuB A > A c1abo KOMITAKTHUX MepibuB, RV-mepibus, 0%
0#
1. TOTamHO HEONHCUB l
1. cmabo KOMITAKTaH jaKo HEJOCTIKHUB - | |} —HEONHCHB c1a00 KOMIIaKTaH jako HETOCTHKUB
l
1. jako xunep Mahlo 4 > 4 jako Mahlo jako xumep Mahlo
l
1. jako Mahlo A > A jako xumep HEAOCTHKUBUX jako Mahlo
\)
1. jako xumep HeJOCTHKHUB A > A jaKO HETOCTHKUBUX jaKo Xunep HeJAOCTHKUB
l
1. jako HEAOCTIKUB jaKo HEIOCTHIKUB

RV-mepspun (< 2%0), peanno Benmkn
1. cnabo xumnep Mahlo A > A ca6o Mahlo
1. cna6o Mahlo A > A cnabo xurmep HeAOCTHKUBHX
1. cnabo xunep HEAOCTHKUB A > A cl1ab0 HETOCTHIKUBUX
1. cnabo HeTOCTHIKUB

w
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3ak/pydak

[To 3aBpuIeTKy H3Jaramba y OBOM pajay IOCTaB/ba C€ NMUTambe — JOKJIE CMO y CTBapu
cruriu? [lokazannm CMO KOJMKO BaXKHY YJIOTY MMa KO(DHMHAIHOCT NPWIMKOM onpehuBama
BPEIHOCTH CTENEHOBama KapAnHala, JJOKa3adl CMO JeXOoBy TeopeMy Koja HaM omucyje moryhe
BPEIHOCTH TPHWJIMKOM CTEleHOBama KapauHaia. HaBemm cMmo koja TtauHo orpanmdema ZFC
MOCTaBJba Ha (DYHKIU]y KOHTUHYyMa y pPEryJapHUM apryMEHTHMa, JOKa3alu cMO ByKOBCKH —
XexJIepoBy TeopeMy H3 KOjeé BHAUMO Ja Ha (QYHKIH]y KOHTHHYyMa Yy CHHTYJIapHUM
KapJMHaJIMMa MIaK II0CTOj€ jOoLI HeKa orpaHuuyema. Takohe cMo Mokasaiau BaKHOCT XMIIOTE3e
CHHTYJIAPHHUX KapJWHaja y3 KOjy C€ MOTY JOOWTH NMPUIMYHO jaKH pe3yaTaTH 0e3 moTpede aa ce
MPETIIOCTaBJba jaue TBpheme reHepaan3oBaHe XUIOTe3€ KOHTUHYyMa.

Hanam ce ma oBaj pag Moxe MOCTY>KUTH Kao A00ap yBOJA Y KapAWMHAIHY apUTMETUKY U
MOTHBAIlMja 3a Jajbe pasMaTpame MOJECPHHJUX TMOJpyYja Kao INTO je TeopHja BEITUKHX
KapJIuHama.

[{usp KOUHAIHOCTH je ONMHCHUBAaKE CTENEHOBaWka CHUHTYIAPHUX KapAuHaia. JemaH on
HAJTIO3HATUJUX pe3yaTara KOPUHATHOCTH j€ YHIbeHUIa Ja je Opoj mpeOpojuBUX MOJCKYIIOBA O
X, MOTpEeOHUX J1a ce MPEKPH]y CBU MPeOPOJUBHU MOICKYIIOBU 011 N, OTpaHUYEH.

[IpenmeT mpoyuaBama TEOpHje BEIMKHX KapIuHAJa Cy y TMPBOM PEeAy HEIOCTHXKHBH
KapauHad. Jempan o mpoOseMa KOju ce MOCTaBJba j€ MUTAkE TOCTOjU JIM KapAuHAI Ha KOjeM ce
Moke aeduHucaTH HeTpuBHjamHa Mepa. [lokasyje ce Ja ako TakaB KapAWHAI MOCTOjU OH MOpa
OWUTH HEIOCTUKUB.

Burire uadopmarmja o kopunaaHOCTH MOXe ce Hahm y [3], 10K ce moarana murTeparypa u
uH(pOpMaIlHje Be3aHe 3a TEOPHUjy BEIUKYX KapauHaia mMory Hahu y [4] u [6].
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