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Lincarna difevencijaing paveijaing jednacing druzosa reda je oblika
i J N ovo

W

n 2 o
2 u . oU
g Qi -t—g bi—22 tcu =f,
COX 2K, - axi !
L=t ' 4 =i )
sde suoaqi, o, c L f date reanlnc funkceiic realnikh promonljivin Xq, X,,...,%Xn
o 43 3 3 i Py Ty 3

u datloj obiasti n D i aij = @ji . Neka jo M tacka oblasti D. Pretpostav-

.. N . I 8] : -t - YU -

lja se da je Z CH (MJ# 0, 4. aa se red jednadine u @il s¢ snizava.
b= 2 SV MR-

Lincirnom ostogonalnom iransior.iacijosm Wvaaw Mha LOlTﬂd CGijili, z0 85,

, r - .k i,j=1
cde su §1, §2}..., 3n  realni brojevi | Si+ 52 4 +§n" 0”, moze sc
: 2
i , gde su koclicijenti Ai realni

un

svesll na takozvani kanoni¢ni oblik > Ai
i=1
brojevi. Po dogovoru (definiciji) za proudavanu jediinu kaZemo: da ie pa-

b

rabolickog tipa {oblika) ako jc bar jedan od brojeva Ai jednak nuli, da jc
elipti¢kog tipa ako su svi brojevi Ai  razliciti od nule i ako su istoga znaka,
da je hiporboli¢kog tipa ako su svi brojevi Ai razli¢iti od nule i nisu svi
istoga znaka.

Predmet daljeg izlaganja jesu jednacine hiperboli¢koy tiipa.
Izvesna odstupanja bice poscbno nagziasena.

Pri resavanju Cauchy~evoz problema, pocletni uslovi mogu wsid
zadani u oblasti hiperboli¢nosti.

U daljem izlaganju re je samo o jednadinoma za koje su poletni
Cauchy=-evi uslovi zadani u oblasti {prava, ravan, hiserravan) ¢ije ncke tacke,
ili pak sve tadke, nisu tac¢ke hiperboli¢aosti. U izlaganju pod A) dat je izves-
tan prikaz radova koji se odnose na resavanje jednadine hiperbolidkoy tipa.
Pod B) navedeni su neki radovi koji prouéavaju u izvesnom smisiu opstiju
linearnu jednacinu, poznatu pod nazivom jednacdina tinu Euler-Poisson-Darboux.
Pod C) je najpre formulisan problem i njegovo resenje za jednadinu u naslovu
priloZene disertacije, tj. za jednadinu tipa Euler-Poisson-Darboux, zatim
ukazane raziike u odnosu na veé pomenute autore i na kraju je ukratke skici-

ran dokaz formulisanih teorema.



A) Cauchy=-cv problem redavanja jednadéine hiperboli¢kog tipa,
kada su pocctni uslovi zadani u oblasti Cije sve tacke nisu tacke hiperbolic-

nosti, izucavali su mnogi autori ES, 12_]

F. TRICOMI [i4] je 1927. godine za jednaéinu

az u a%u
¥ + > =0
2 x? 2y
odredio resenje koje zadovoljava uslove u=Y nab iU=\y naAC,

gde je 6 Jordan-ova kriva u poluravni y> 0 sistema 0xy, sa krajnjim
tackama Ao, o), B{l, o}; AC je deco linije karakterisiika sa tackom C u
poluravni Y <0 . Napomenimo da je ovde Ai=zY , A,=1 te je posmatrana
jednacina: 2y > ( eliptiékog tipa, za Y< 0 hiperbolidkog tipa, za

y = 0 paraboli¢kog tipa. Takav domen D u kome sec odredju,c rescnje ,
obi¢no se zove domen meSovitog tipa, a odredjivanje resenja u takvom dome-
nu poznato je u literaturi pod nazivom reSavanje Tricomi-evog zadatka ili

resSavanje mesSovitog problema.

S. GELLERSTEDT [3] {st. 79) je 1936. godine odredio rescnje
Tricomi-evog problema za jednadinu

2
u

— =0.

2ns+l Zzu. +
y axz ay

Y

F.I. FRANKLJ [4]je 1945. godine pokazao da je reSes . Cauchy-

evog problema za jednaéinu

2 2 ' 2U =
2‘u 2%u au ¢ Clx,ylu =f({x,y)
y SXT ayz *Q(Xf)’) 2% +b(X,‘Y) 2y ) ]
(y > 0)
sa pocetnim uslovima
ul x,0) = PIix}, ulx,o0) =[xl

jedinstveno i korektno postavijeno, pod odredjenim uslovima 8lo ih zadovolja~-
vaju koeficijenti jednadine. Napomenimo, da je i ovde A=Y, A= -1
da su poéetni uslovi zadani na liniji paraboli¢nosti, i da se jednacina proucava

u domenu hiperboli¢nosti jer je y >0 .



[#¥]

I.S. BEREZIN [2] je 1949. godine prowdio reSenje Cauchy-evog

problema za jednacinu

gde je £ >0,k(x,yl# 0 y> 0; sapocetnim uslovima

ulx,o0) =*(x), uy {x,0) =W¥(x) (agxgbi.

Jednadina je hiperboli¢kog tipa, a pocetni uslovi su zadani na liniji paraboli-
énosti (N = fsz(x, y), Aa=-1, y> 0 ). LS Berezin dokuasuje tcoremu
egzistencije, jedinosti i korektnosti Cauchy-evog redenja za slucaj Q<L L £ 2.
U paragrafu 3,1. 8. Berezin navodi primer jednacine

2+ 2%y 22U 24_ .

2x2  2yz T 2y

(ovde je ¢ =2 « € > 2 } za koju je Cauchy-ev problem postavijen

nckorektno na liniji y =0.
M.H.PROTTER [11] je 1954. godine dokazao da je za jednalinu
hiperboli¢kog tipa

2,

2
27U 2 u u . 2u oy
k()') h(x,)’) 2 %2 —-5'),—2— +G(X:y) Py —:—b(XJY) 2y "'C(X,V)U -—ﬂX,Y),

gde je k(y) monotona funkcija, k{o) = 0,h{Xy)>d>0,y>0 ; sd
uslovima na liniji paraboli¢nosti y=0; Cauchy-~ev problem postavljen

korektno za a= of kuz(y) ly ). Za k(y) =y2

iz rezultata
M. H. Protter-a sleduje da je Cauchy-cv problem sa pocetnim uslovima na liniji
y=0 korektno postavijen ako g--0 kada y—(.Sa ovim rezultatom

dato je reSenje i jednaéine I.S. Berezina u sludaju kada je of = 2,

K. I. KARAPETJAN [63] jc 1956. godine proucio Cauchy-ev
problem za jednadinu '

2 u 5 2’ u E 2U 2
2t2 U ax; 2 + b T 2t + £
iz

1j=1

gde koeficijenti ajj, bi, ¢, c it =zavise od promenljivih t,X;,X;5  sXn
(0<t< T).



U unufrasnjim tackama oblasii G 100‘. <T, x={xp., Xn)ERn} jednadina je

hiperbolickog tipa tj. {iﬁgi § >0, 2 na njenoj granici tj. u ravni

I

t-0 jednacina ima tacke parabolitnosti (tolki viroZdenija ) u Kojinu je
n

Z q,5,5,=0. Poslednja jednakost moze bitl ispunjena i u svim tatkama ravni
1 =1 . . . e e

t:"0. Pocetni uslovi dati su u ravni t=0. Za naimanju karakieristi¢nu vrednost
min A {x,t)2 & (x,t}) matrice § Gl o, koja je veéa od nuic u obilasti

H

G, preipostavlja se da u ravni t=0 postcje tacke u kojima je  §{x,t)=0.

-
Pri uslovima: funkecije  @ijlx,t) imaju neprekidne izvode do rcda{: n -}+5 R
funkeije bi, Co,C,f imaju neprekidne izvode do reda[:izﬁj +4

pocetne vrednosti (funkecije r i \,V) imaju neprekidne izvode do

x~ecn[32n] +6: Sxt)>ct {m>o0l;
i nekih uslova za koeficijente na ravni t=0, K.I.Karapetjan dokazuje teoremu
pgezistencije, jedinosti i korektnosti. U radu je takodje proucena i jednadina
I. 8. Berezina za slud¢aj o =2

Teorema se dokazuje metodom aproksimacija, §to znadi da se
najpre dokazuje cgraniCenost integrala kvadrata izvoda aproksimirajuéih reSe-
nja do odredjenog reda. Csinovu dokaza ograni¢enosti integrala predstuvija

rezuitat poznat u teoriji iednadina hiperbolickog tipa pod nazivom nejednakost

integrala energije. ({13} , strana 211 ) . Nuime, u oblasti G definiSe se
takozvani {fundamentalni zarubljeni konus oblast Q, omoiata 8, <ije su
paraicine strane b Sx} respekivino w ravndma 00 1 t=T. Presek konusa na
zadanoj visini t{0<ct<T) obelezimo sa Qf{t) . Tada se za

2 v s
w (x,t )eC dokazuje sledeéc :

b n
2Qjj W 2w 5, 2Qj _3W = aw ) 47 AW { 2)2w -Zan azw da
2t 2Xi  2X] 2Xj 2Xi 2t/ “at |2tz i 2Xi X
an =1 =1

(7] 2w 2 &
:5{&( Y ) "‘zﬁfsaw ax;_{cos (Tit) Zz ,j%"i ;‘\;V cos(ﬁx.;}ds_
I+ £

Li=1 1j=1

(] iﬂ" [_.._.3 cos(fit) — ———-—-cos{’ixa)?}{ 2 cos(‘ﬁ:)..é’.:lcosﬁx;}} +
- e L 200 L 3% 3t Lo ?
-4

ig}=1



n - 2 a
2 i i \ W W
/ 2 - Feeaat { : 3& . AW . .. 2 _?..__
+ 22X | cosmt) —-E aij cos {Txi) cos\ﬁx,)J ?5 L(’a‘t_‘} 2% % axj}dx'
/) = J Q(f) 1.3 =1
L= h

K.I.Karapetian  u daljem izlaganju generaliSe poznalu nejednaiost

[s]

— 773 12
’W(b“GZ)—W(Gl'Qz)I < Ve & <fwi dw> + (1% (jwilx?.) )

w

na n promenljivih, i dokazuje

172

n 2
! < oy &L ge XD ((JWX Xi...Xi,k"dw> »
) )W

H
- W 3 ) |
W ( bl ’ 02’ ’cn) {Ol » G257 ) } ik dl’,kd“-(x'bn-‘.

k=1 i

gde jo o paralelepiped odredjen sa Qi ¢ Xi g bi i o= bi-ai.
Koristeéi ocene integrala i generalisanu nejednakost autor dokazuje raviostepenu
neprekidnost 1 ravnomernu ograniCenost apreoksimirajuéih reSenja i njihovih
izvoda do drugoga reda. Dalje se na osnovu poznatih teorema (teorema Arzela

i sl.) utvrdjuje postojanje niza aproksimirajuéih resenja koji konvergira traze-
nom reSenju. Prikaz navedenog rada je neSto opSirniji jer, pre svega, sadrii
gotovo sve detalje u modelu resavanja jednadine hiperbolickog tipa i, s« druge
strane, Sito ée rezultati dokaza ravnostepene neprekidnosti i ravnomerne ogra-
ni¢enosti pomenutog niza funkecija, biti iskoriSéeni u gotovo neizmenjenom obliku

u radu koji je naslov priloZene disertacije.

0.A.OLEJNIK (9] je 1966. godine proudila jednadinu hiperboliékbg
tipa sa tackama paraboli¢nosti kako u unutrasnjosti posmatrane oblasti

G {0 £t< T, Xz (X5 Xm ) €ERm } 5 tako i na njenoj granici.



Za jednadinu

Lty = =B 0 U)o 5 0 e S L ugscltdu st (1),

pri uslovima: al{t,x) &5 »0; A Qg5 « al 5§, -« (b &

(A>0, o >0); koecficijenti jednadine i funkcija f imaju ravnomerno
ogranifene izvode rcda k{k>»2) 1 pocetnim uslovima u (o0,x!20, u,{o,x) =0,
dokazuje sc u oblasti G teorema egzistenciie 1 jedinosti Cauchy-evog
reSenja u klasi W2 (G)y. Za 2 (k=-2)ym+1 dokazuje sc egzistencija klasicnog
resenja.

{
Ako su navedeni uslovi i uslov Uls=C s S= d: ]X GJ
ispunjeni u oblasti cilindra Q { 0Lt 17T, Xea } gde je N
oblast u Rm sa granicom 6 ; dokazuje se tcorema egzistencije uopstenog
resenja grani¢nog problema, a u posebnom sluéaju i njegova jedinost.

Navedene teoreme su najpre dokazane za jednaéinu

we ' Q
— U+ 8AU+(GS Uxilxj + De Uxi + Dg Uy + Cu = te, €20,

”

Cili osu koeficijenti i funkeija fg  srednje funkcije odgovarajuéih kodficijenata

i funkeije f, polazne jednacine i gde je & radijus srednjih funkeija. Za posled-
nju se jednadinu dokazuje ogranifenost integrala kvadrata funkcije i njenih izveda
ti.

odakle i sleduje tvrdjenje navedenih teorema.
TraZeno redenje je granica slabe kounvergencije u oy | ,(G) kada
€—0 u nizu aproksimiraju¢is resSenja. Napomenimo da se do ocena integrala
ne dolazi integraljenjem po oblasti fundamentalnog zarubljenog konusa, veé se
primenjuje metod mnoZenja izvesnim faktorom. U navedenom radu, posmatrana

jednacina se mnozi faktorom
Qv: ) u dS s
1

a potom se tako dobijena jednadéina integrali po oblasti Gy {Oétéﬂ » X€E Rm}.



B) Lincarna diferencijalna parcijalna jednacina drugoga reda
tw el

0 n
u“+—%-ut—z (Qij Ux;)x,-+ stuxn cu =f
=1

[ l:]
H

sa uslovom Z Qjj 5% >0, je hiperboli¢kog oblika i poznata
i,j=1 5

je u literaturi pod nazivem jednadina tipa Euler-Poisson~Darboux. Sludaj kada

su Cauchy-evi uslovi zadani u ravni t=ts {t, » 0), obuhvalen je radovima podA),

Ostaje, od interesa, resavanje Cauchy-evog problema kada su pocetni uslovi
zadani u ravni t=o. Problem jc joS opstiji ako se pretpostavi da je u oblasti

N
G{ 0<t =T, Xx={ Xyyeoo ,'xn)F-an kvadratna forma nencgativna,
n
t. Za;; 5i 5,2 0.

i,j=1

M. B.KAPILEVIC (6] 1952. godine, pored ostalog, posmatra jedna-

éinu
2 2
2 ! 20 _pu=0
- —_— = 3
2 X + yP 2 y2
e 4D Ny C . (e
gde je (-1)" = -1, p»o, y=>0 sa podetnim wuslovima na liniji
y=0. Smenom
2+p
2
b= “(=y) 2 >

2
2
TE T e 3T T e tUUs0 (650, 0<a=t4i,

b =const.),
' 6 ~(x-x)’
za koju autor, traZeéi reSenje u obliku u =0 (r) r= =x=x1 )
svodi postavijeni probiem na problem reSavanja Bessel-ove jednadine

2
a0 Ha 4o i
I T b6 =0 .




A. WEINSTEIN [16] 1954. godine proulava jednacinu tipa Euler-

Poisson-Darboux

2 i 2
2 U +lﬁ_._z;u... — Z 24 = 0. —co LKL +eo
2 12 t 2t 2 X2

sa podeinim uslovima

i, pod odredjenim ogranienjima za k, odredjuje reSenje Cauchy-evog problema.
U sek. 10 se konstatuje ¢injenica da je jedinost resenja za K >0
ustanovio Asgeirsson metodom Zaremba. Medjutim, za k<0 ne postoji
jedinost zato &to bilo koja funkcija oblika ,tlmk u (2—k)(X, t), koja tei nuli
zajedno sa svojimizvodima po t, moZe biti dodana resenju Cauchy-evog prob-
lema tj. funkeiji U(k) (x,t ). Blum je, u specijalnom primeru, takodje po-

kazao da je za proizvoljno k<«( razlika izmedju bilo koja dva reSenja data sa

1-k 2-k . 2-k 5o :
£ u( )(X, t ), gde je u( )(X, t) reSenje sa osobinama
o 2 B =L 2!
ltl-rpot U (x,t)=0 i thn'c\]t Zou (x,t) =0

M. L. KRASNOV [7] 1959. godine, pored ostalog, prouéava jedna-

Cinu tipa Euler-Poisson-Darboux

2 fn n

2 U a au e Yy N _

—r + = _Z}(a,J Uxi )Xj +Zb. Uxi +Ccu =f ,
L= i=1

2
gle je 0 <t<l , 0 <a=const € + e |
n 2 n 2 2
ZGijgigi}CZEi { ¢ =const>0).
o= i<}
U oblasti cilindra Q=Dx(0<t <), gde je D ograniena oblast u

Rn sa granicom [, pod izvesnimuslovima za koeficijente jednadine, M.L.Kras-

nov dokazuje egzistenciju i  jedinost uopsStenog reSenja grani¢nog problema
sa nultom vrednoSéu reSenja na b = FX(o<t<t) i pocetnim vrednos-

tima u (x,0)=0, ul(x,0)=0



7o dokaz jedinosti koristi se metoda Galerkina, kojom sc problem svodi
na resSavanie sistema obiénih diferencijainih jednaéina. Gcene integrala autor
dobija mnoZenjem posmairane jednadine faktorom & Cs{t) | Cs{t)

su funkecije pomenutog sistema i 5 >0 ) y 1 potom se tako dobijena

jednadina integrali u cblasti Q.

F.T. BARANOVSK! (1] 1960. godine proudava u oblasti

Goh {Géi: < h 5 x= (X1, Xn )ERﬂ} jednaéinu tipa Euler-Poisson-Darboux

2 n
2 U +.9._.2_9_ _Zu} Z
2 t¢ t ot ax‘ax, -

i,j=1

_+CU =t

sa pocetnim uslovima ufo,x) = \V(X)a uglo,x ) = 9
Ako su ispunjeni uslovi:b(t,x) >0 ; Z a.,% § 2 )\ZE =const.>0);

izl
kocficijenti Q;; imaju neprekidne 1zvode do reda [ :

koeficijenti b, bi, ¢ i slobodan ¢lan f imaju neprekidne izvode do reda —2"':}*5;
I o - . . 3 n 1

poéeti uslovi imaju neprekidne izvode do reda _j 5 autor

dokazujc teoremu egzistencije i jedinosti Cauchy ~evog problema. Teorema

se dokazuje metodom aproksimacija, a ocene mteﬂmm se dobijaju tako Sito se

U

roudavana jednacing najpre mnozi faktorom 2
A a t

i potom integ-

rali po oblasti Gz (£>0) .
C} U priloZenom radu proucCava se u oblasti  Gor iO <t g7,

x=(X;,.., Xn ) € Rn } jednacina tipa Euler-Poisson-Darboux

b
L{u) = ug + "'r"ut —Z Glf}X: Xy + Zb; Ui + CU =f
i =1

2
gde je: b (t,x) >0, Zaugig Z(KO'J-Gm)§§ >5(Zb §) (Ki&

[BEL Li=l
pozitivne konstante); i resava Cauchy-ev problem sa pocemlm uslov1ma

ulo,x)=0, uglo

Ako su ispunjeni uslovi: koeficijenti ajj ( t,x ) 1imajuu oblasti

,%x )= 0. tj. sa uslovima koji su zadani u ravni t=0,
‘ Gor ograniene uopStene izvode do reda n+3; koeficijenti b (t, x), bi(t, x),
c¢{t, x) imaju uw GoT ograniCene uopStene izvode do reda n+2; funkecija
flt,x) € W;'z (Gor) 5 dokazuje se teorema egzistencije, jedinosti i da
‘rcéenge neprekidno zavisi od desne strane jednaline.

Navedimo razlike reSenog problema u odnosu na veé pomenute

autore.
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a) Uslov b(t, X} o je potrchan zbog jedinosti reSenja
( 151, sek. 10 ) . Autori [5, 7, 15] proudavaju sluéaj b=const.
T T. Baranovwi [1} proucava slucaj b(t, x)> o ali sa uslovom
Zq”g § )\Z g (A = const.>(0), to éc reéi da posmatrana jednacina

1y
u oblasu pr OU.\,.LV"U]]& nema tacaka paraboli¢nosti.

n b; Uslov h1perbohcnost1 kod autora [1 5, 17, 15] je oblika
Z > A i § { A= const.>0); dok se u priloZenom radu proucava

Ij-A

jednacdina thorboud og tipa sa tackama paraboli¢nosti u oblasti Gort, otuda uslov

n

Z Qi 55 >0
L,i=1
¢) U priloZenom radu, javlja se u odnosu na pomenute autore,

[1,5,7,15,],nov uslov i(KGij-Cl',jt) (Zbl Sn)

K i & pozitivne konstante). Iijzﬂ{fa} sleduje, da je taj uslov potreban uslov
zbog i ajj §; §j =0, a jednacina prouCavana u radu [9] je spe-
cijalan slué%? jednacine tipa Euler-Poisson-Darboux, naime kada je u ovoj pos-

O.

]

lednjoj b (t, x)

Navedena teorema se dokazuje metodom aproksimacija. Posmatra
se u oblasti Ger { 0< gt &1, x € Rn 1 Cauchy-ev problem
za jednacinu J

n

n
Ugw + & s*EE Ue x;xi -—2 (Geij sti)x; +-Z bej Uexi + Cgug = fg

[} i,)=1 i =

sa poCetnim uslovima: ug (€, x) = 0, Y (€,x) = 0.

‘Kocficijenti poslednje jednacine su srednje funkcije koeficijenta posmatrane
jednacine. Dokaz teoreme se zasniva na oceni integrala kvadrata funkcije
u(t,x) i njenih izvoda do odredjenog reda, &to je izloZeno u delovima I,

IT, 11T, 1V. Faktor mnoZenja jednacine je oblika 2 Uixy... X;-eemt(Qm> 0).
'U odeljku I se dokazuje ogranienost integrala kvadrata funkeije u {t,x ).
IzloZeni postupak je u principu poznat i iz navedenih radova. U delovima II,
ITI,IV, odnosno u sekcijama II.1,III.1,IV.1, se pokazuje da taj pr .tupak
nije dovoljan za dokaz ograniencsti integrala kvadrata Viéih izvoda funkcije
u{t,x ). Nastale teSkoée jesu rezultat zamene uslova Z a; gg }\Z §,
[A=const.>0) R j=l
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n
koji je prisutan u radovima autora [1,5,7, 15], sa uslovom Zaijgj gj >0.
U cilju resdavanja nastalog problema, primenjuje se u sckcijamawle.z , 111.2,
I1V.2 mctod mnoZenja faktorom  2Ug Xk ... xre:}\mlE { Am>0)
a zatim se u treéim sckcijama tih delova, kombinovanjem rezultata prve i
druge sckcije, dokazuje lema tj. ograniCenost integrala kvadrata visih izvoda
funkeije uf(t,x ). U radovima u kojima se javija problem ocene integrala
izvesnih funkeija, gotovo redovno se dolazi do novih integralnih nejednakosti
koje pomaZu resavanje tog problema. U priloZenom radu, integralne nejedna-
kosti koje su dovoljne za dalje proucavanje, dokazane su u sekeiji II.1
(nejednakosti (S), (10), (11), (12)), a njihova generalizacija data je u sekeiji
II11.1. Koristeéi rezultate leme i poznate stavove navedene u radovima [1,6,9] N
dokazuje se u daljem tekstu egzistencija i jedinost rcsenja Cauchy-evog prob-

lema kao i njegova neprekidna zavisnost od desne strane posmatrane jednadine.



CAUCHY-ZV PROBLEM ZA JEDNACINU
TIPA EULER - POISSON — DARBOUX

U oblasti 607{0<t“{ T>X=(X1.~--,Xn)€Rn}

prouCava se jednadina tipa Euler-Poisson-Darboux

n n
Llu) = U\t*_S" Ui—‘Z(GijUxi)xj * Zbi uxg + cu =t (1)
=1

i;i-‘-l

gde su kocficijenti Qij =Qji » b, b, c,f funkcije promeriljivih

b, Xgorceo Xn i za koju su ispunjeni sledeéi uslovi:
b (t,x }> 0 ; (1.1)
0
Xﬂgj§i§j>o} (1. 2)

ij=1
n n

) Koy~ ayp) B8 2 5<§:b;gi)z’ (1.3)

i=1

—

ii=

K i & su pozitivne konstante a 51,-“,55 proizvolini realni brojevi;
koeficijenti Gij{t ,x ) imaju u oblasti Gor ograniCene uonstene izvode do
reda n+3: koeficijenti b (t,x), bi{t,x),c({t,x) imaju u Ger ogranidene

uopStene izvode do reda n+2; i funkcija f(t,x )€ W, "2 ( Gor) (1.4)

Za jednacinu (1) odredjuje se reSenje u(t, x), Cauchy-evog
problema, u oblasti Goa sa poletnim uslovima

u{o,x) =0, ulo,x) =0 (2)

Definicija. Za funkeciju u(t, x) kazemo da predstavlja klasiéno
redenje zadatka (1), (2) ako ona zadovoljava sledee uslove: 1) funkcija u(t, x)
i svi njeni izvodi koji se javljaju u jednalini (1), su funkcije klase L, (Gg1);
2) Uy je neprekidna funkeija u GoT , a U, Uy , Uy , Uxixj su neprekidne
funkcije u zatvorenoj oblasti Gor; 3) funkcija u(t, x) zadovoljava jednadinu (1)

u oblasti Gor i poletne uslove (2) za t= 0.



13

Teorema 1. Ako su ispunjeni navedeni uslovi za koeficijente
jednadine (1), @slovi: (1.1), (1.2), (1.3), (1. 4)), tada u oblasti Gor
postoji klasi¢no resSenje Cauchy-evog problema (1), (2).

Teorema 2, Ako su funkcije Qij» Gjxi Gije bi, ¢
ograniCene u oblasti Got,i ako su ispunjeni uslovi (1.1), (1.2), (1.3),
tada je klasiCno resSenje Cauchy-ecvog problema (1), (2) jedino i nepre~
kidno (po normi Lz) zavisi od desne strane jednacine (1 ).

Za dokaz navedenih teorema, koristeéi metode primenjene u rado-
vima {9, 6, 1] , proudimo u ocblasti Gy, { 0<f<t< T, e } ,

Cauchy-ev problem za jednacinu

3] n n
b _
Uf.u -+ _{iu‘it -£ ZUEX1 X; = 2 (aggjucx’>xf}-2 b&. USXI +C£U8:fa> E)-O (3}
i=1 i,j=1 Y
sa poetnim uslovima:u, (E€,x) =0, U {€,x) =0. (4)
Ovde su bg, Qg > B, » G s % srednje funkcije odgovaraju¢ih koeficije-
mta b, aij, bi, ¢, ti £=F B Ax), gde je B (x)eCo i
Belx) =1 za Ixl < —g— :

Koristeéi osobine sredunjih funkcija, lako se dokazuje da kocficijenti
jednacine (3) zadovoljavaju uslove (1.1), (1.2), (1.3), (1.4).
Prema poznatim teorcmama [9] za svako £>0 Cauchy-cv problem (3), (4) ima
jodino resenje u (t,x ). ReSenje Ug (t,x ) , jedixaéine (3),
je finitna funkcija po X, jer jef; [initna funkecija.

ReSenje Cauchy-evog problema (1), (2 ) moZe se dobiti iz reSenja
problema (3 ), (4) tj. iz skupa funkcija { ug (t,x ) s kada €~0 .
Zbog prelaza na granicu, potrebno je za f{unkcije {us (t,x) }
pored ostalog, dokazati ravnostepenu neprekidnost i ravnomernu ograni¢enost.,

¢
Dokaz ovih osobina je relativno lak, ako se za skup funkcija {Ug (t, x ) ¢

J

moZc dokazati sledee: funkecija Ug 1 svi njeni izvodi do odredjenog reda su

funkeije iz L2 (Ger ).
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Dokaz navedenih teorema (teorema 1, teorema 2) zasniva se¢ na
sledeéem tvrdjenju.
’ L e m a. Za funkeiju u,(t,x ), koja je resenje Cauchy-evog

problema (3), (4), tacéne su sledeée nejednakosti :

< M, (5 )

K
2 ug l
2t 2x,“... axh

Lz(GET)

gdeje k &«£n+3,ke £2 ikonstanta M ne zavisi od €.
Dokaz leme., Radi vele preglednosti u radu, izostavljaéemo
u pisanju indeks & i takodje pri integraciji po oblasti {8 <t<LT, xeRn}

izostavljaéemo znak Ggp
- 2 2
I DOKAZ OGRANICENOSTI INTEGRALA FUNKCIJA U i U

- Aot
PomnoZimo jednaéinu (3) sa 2ue (Ae >0} i tako dobijenu

jednacinu integralimo po oblasti Ggr, Za odgovarajuée sabirke dobijamo

Aot | 2 )
ZJKUtt Utéht dx dt :j{j e (ug )y dt } dx =
2 =het 4 g 2 . )ot
= Uy € L=5 +)\°5'Ut e dt }dx -

- Mol 2 = Aot
ze ju, dx + )\055 u e dxdt,
1

ta

“ZESJZUx,x; Uté hot dx dt = -ZE_S]-ZU* ! (uy; Jy; dxdt =

255}2”)« ety (Ui dxdt = 2€e jZUXdX—

t=7 i=1

-ZEJ‘jZ U{xtux. dXd{'+2€7\ jjzl}i,é}wdxdt z

=3

LI ¥
< AS 2

$aT i=1 i=1



=2 552 ij UX! ; ut.é}w{ dx dt =

S,)-

'}\0
= - 22 5{5 Ug e t GU Uy, )Xj dx}.} .9__;;_. dt =

ij=1

_}\at

i,i=1

~Aot
-A TJZQU Ui Uxj dx "‘2552 Qijt Ux; Ux; e dxdt -

t=T 1,121 hj=1

- u ~Aot
- Aot _
- 2552055 Uxit Ux; € dxdt + 2 }\csz Qj; Uygy Uxje dxdt =
el

L=t

‘7\0*
""’ jz aij Uy; Uy; dX ija,n Uy Ux; & dxdt +

127 Li=t i;j=1

-)\.
.1.7\95-3‘ ZG” Uxi Uxj dxdt »

=

i jednacina (3) postaje

n
é)\OTj( Uf "‘Zau Uy Uy * EZ Uy ) dx +

t=7 ui=1

- Aot

-\
. 255 t teathd++)\o4g‘§ZG‘) Uy Ux'e dx dt «+

ijj=1

-hot Aot
Sj‘ UZ. e dxdt "‘552 n)f Ux; UXJ dxdt +

=1

-\'n - Aot - -Aot
2 .
‘*“c"\".gj,f ug € dxdte« 2‘{51-51 bi uguse dxdte
=1 2

‘)\0 '}\0
+25§ cu we td><dt-255 fue Ydx dt =0.

Koristeéi nejednakost

]

2 2 o )
2 abp-clik d -gr b (ofik =const. >0 )

{u nekim sluajevima umesto ofj; Pisaéemo By ) i



16

ginjenicu .da su koeficijenti aij . bi , ¢, I, 1 njihovi odgovarajuéi izvodi
ograni¢eni po modulu konstantnom A, a koeficijenat b 1 njegovi odgovarajuéi

izvodi ogranieni po modulu konstantom B dobijamo

N
™
o
?":CZ
L=
I
N
T
>
o
[ o
=
£
v

1 2

-2t u, 2 b ) ugp-oley £ 2

i

olo3

KoristeCi prethodne rezultate, za jednaéinu (3) dobijamo

n n
-!“m‘fj 2 2
€ (”f*zaij Uy ”x,i*EZUx: dx +
i =1

te¥ =l
n
2 Aot \ At
+€AQJ‘SZUX,-Q dxdt + Ao jjz Qijj Uy Uy j e}\' dx dt +
- w"}

- AD'

’ n
b 2 .ot
*ZJ.S\TU‘ e dxdt “j.j Z Qijt Uxj Ux; e  dxdt «
b =1
2 ’}\O‘t ) < 2 -}\of
*"°.U uy e dx dt - °/°1IJ‘(Z bi st) e dxdt -
i=1

" 2 - Ast 2 Ao
—.?;—15; ug e dxdt - oZozAjS u2 e tdxdf—

2 -Aat 2 3t 2 At
- .:}:.2 fj ug e dxdt - '71.{}‘5”’9 dxdtéd.aigf e dxdt
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Proucavajuéi dobijenu nejednakost zakljuéujemo da je

2 -Aot 2
O<d03§5f e ‘dxdt éo(oaggfdxdt & oy A = Mo,
gde je Mo = const.>> 0 jer funkcija tlt,x )

nije identi¢ki jednaka nuli u Ggp; i

Aoﬁiaij Ug; Ux; 2 dx dt — SS z Qi Uy Uxj € J\Otdxdt"-

=1 ij=1

SIS e i

iz}

:Sj{nz(ho au-as;z) Uy Uyj = ooy (iba ux})"} -e)wf dxdt>» 0,

ij=1
prema (1.3), Dbirajuéi M i ol  tako da je ho>Kiode1& 0.

Problem ocene integrala bife reSen ako ustanovimo odredjenu relaciju

(t, x).

izmedju funkcije u(t, x) i njenog izvoda u

U tom cilju dokaZimo sledeéu nejednakost

2 -t
Sjuze"” dxdt < iz-rzﬁ i & dxdt, (¥>0). (7)

Polazeéi od

xf(t,x)e'M = ( ult,x) mt {51[ ’Ex)e ]t d’C}Zé

:)_ \)...)2
Sdt.g(u'c (Lx)e 2 - _;_.\)u(’f,x)e'f“ dt <

-~

2 P Y4 2 72 _ur
ét)(uz € - vuke vy e")df:

4
kako je
t t t
1 2 R 2 2 g
Z—\) j.u € dt ‘%QJ(U)I' e“dt‘:l-\?juz eq‘ dt -
€ £ Loog
t
-V U (t,x ) &M L ZJZW
| : TV Ju " areo,
sleduje €

t T
2 - 2. 2 .
u (t,x)e“stjut & art grSuTe“dT.
£
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Integraljenjem poslednje nejednakosti po oblasti Ggr , dobijamo (7).

Napomenimo jo$, da iz nejednakosti

jjuz €' dx dt é.jjuz & dx dt » (Vo)

sleduje
T K
$fuzaxar < & f{0 6" ax at

odakle zakljuCujemo da iz ograniCenosti integrala desne strane sleduje

ograniCenost integrala leve strane.

Koristeéi (7) i izbor Ao > K | ool < &, za jednadinu (3)
dobijamo A
n :
-Aafj. 2 n 2
e (“*+Zaii UXi“x,-“er Ux;)dx +
a1 et =
n 2
2 . ~Agt
+€>\OJ‘S qui e)\“ dxdt + ij—‘-tb—ut e dxdt +
i=1
2 .2 1 1 1 2 Aot
‘f’jj( —..:]_. 0[02 A T - — o ———— - —— )
)\0 2 olot 0(02 0(03 Ut € dth é

< Ozlo3jjf2 é)mt dxdt = Mo = const.

Uvek se mogu izabrati konstante

N, ooy, oloz , olo3 tako da je

2
!
A°>K1 %145, AO""‘?“O/O2A T-'Q.Z:;-&:E-

i kako je u dobijenoj nejednakosti
1]

blt,x)>0 (11), Zaij”Xguxj>0 (1.2), 0<Mo & +°°

iz}

sleduje
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2
jju dx dt ¢ Mo |, ﬁufdxdt < Mo

Sufdx £ Mo (8)

teT
gde je Mo pozitivna konstanta.

II DOKAZ OGRANICENOSTI INTEGRALA FUNKCIJA
2 2 2 :
Ug o Upxk »  U'xk

11.1. Diferenciranjem jednaCine (3) po X, dobijamo

n
(Gink UXi )x] -
ig=1

b n
u + — Ut w— § —
W Xk ( t ')xk € UX; Xi Xk
i=1 i

n n ’
— qQ; Uy .+
Z ( ) XXk>x) Z (bi UX!)Xk + (CU)Xk-’ka :O ’

b= i=l

PomnoZimo dobijenu jednadinu sa 2 u, Xk &t (8,> 0 ) , integralimo

je po oblasti Gg; 1 zatim izvrS8imo sumiranje po k od 1 do n.

Ovde, a i u daljem tekstu, Cesto éemo koristiti nejednakosti
T 2 3t 2 Wt
_g-—t--ut e dxdt < -s)wff u, € dxdt , V>0 (9)
55 L eMaxdt « Z g
pyi \LD’uﬂe dxdt ,Vv2 0 , (10

2t 2 2 3t
Sjuxke dx dt g -%-— T Jju,xke dxdt ,V>»0 , (1)

o , [(12)

W

2 ‘
é-w)Tj ui(k dx < T 55 Utyy e'\)t dx dt ,\)
t=T
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Dokaz. Nejednakost (9) sleduje iz

jj-—g—- uy & ax dt=5{5—~ t(e"“dt)} =
=J.{“\1T ‘1‘ Uf & taf. —J( -]-Iut+2—-Ug U“)edt dt} dx =

T t,JTdex - %‘H%Ui " dxdt +3Tﬁ2 (U0 ueé" deat ¢

\)T

é-ﬁ_mu, dx = \)ﬂ Lot e dxdn-—_fj..2 ui € dx dt +

1 2 at 1 2 =it
+-\-)—§5u“ e dxdt £ Tfjuﬂ_e dx dt .
Polazeéi od

ﬁ_:? up e™ dxdt =f{fuf e ( df)}

S S (2 0 ) o

=-—$—-T}’ Uy dx —\)fj Ui e'h dxdt +I52(it-u,)u“ é“dx dt{

t=T

gffZ(—z—ut)uﬂe'" dxdt £ Y'U"I_f uf & dxdt «

2t
+ g—_—-fjuﬂ e dxdt (0<7r<kt)»

dobijamo

ﬁ‘ i & dxdt < 3177,1 -;7. fjuf( &' dxdt ,

odakle i sleduje (10), jer je
1

Mmin ——s = —

o<rct T-§2  yop2lirel
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Primetimo, da smo za dokaz nejednakosti (7) koristili samo uslov (4),
u(e, x )=0. PoSto iz u(€,X )= 0 sleduje u,, (£ x)=0necjednakost (7)
tacna je i za funkciju 4, (t,x ) odakle 1 sleduje (11).

X

Kako je

) \Q 3 ’,.t \2 2 _ ,

uXk(t,x),:(51-u(xk(’c‘,x)dt/ <t Uy (Tox) dT <
< £

T 5 _ C 2 2
S T uryy (Gx) dT s _} Uy X € T_g Up,, dTdx =
c =

= T‘(j UQZXk dx dt,

v 2 T 2 -
éwj’ Ui(kdx < Tjjutxke dxdt £ Tj’futxk e dx at

t=7
dobijamo (12).

Pored dokazanih nejednakosti, ¢esto ¢emo koristiti i nejednakost

n 2 n
( Zﬂiixs’ UXiX]) < Mzﬂij Uxixi YxkXj (13)
[IXES ! ik =1

n
gde je Za;; §;§3 >0 i M konstanta,[10] (st. 577).
=1

] n
- : -~ -5t
-8 IoNe 2 &
255 zu‘{ixk Usxk & axdt :jjz (L“Xk )i € dx dt =
=1 K =1
I
- 2 n
-85 7 2 -8t
- i ) Z Uka dX +87Jj Uth e' d)(dt}
t=T k=1 k=1

2_{5; (—?— Ut )Kk Utxk ée‘éXdﬁzgi —btﬂ- U Ugy e'eﬁ dxdt +
) k=]

2

n

/ 2 .6t { 1 .6t

oS e w5 e D e -
k=1

1 A Al I,
- J_B_SJZ Uiy, €'dx dt + 2JJ Z-}—Uixk e’ dxdtz
11 k=1 k=l



ik=1

- gt
=28 ¢ iz Uxiexi 0 - 2eﬁ§_ Ui Uy i €1 dx dt +
t=7 k=l 1,k=1

. 260 HZ B & axat =

k=i

& jzuik)(i dx  + 881"(’(“‘2:—1,})(1()“ éa# dxdt )

= £ e

n
A -6t
_zgjj’zuxkxi i Ytxg €1 dxdts zsﬁzuxkxz Utxe x; €' dxdts
i;k=1

t=T k=1

- ij i_ !‘kaX:ijka e‘ dxdt =

ik =1
Z -8,
e ukz ot S S et - 25.) Q”X“ Ui xjHexe " dxat z
=1 :
n N
2 NCy 2 2 -8
K=1

k=t
~

ol N 2 .gt Lo g
-)f( Qijxk UXin) e’ dxdt -—nzjjzuw( e’ dxdt »
k=1 k=1

y

-

ot

2~—2LAn2 szjg quk &t dxdt'-—Anzj’jk‘Z utik e'  dx dt;-
- ijzﬂxj Usicxi  Uxkx e dxdt - n)ig}—_-um( e{ dxdt,

ij,k=1

n

i

n
.ot

-—ZJ‘JZ Gij Uxexi)y; Uixk @ 7 dxdt
i,j,kﬂ

k=1

-t
ZSSZGU Uxex; Uixkx; et dxdt =
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8 -gt
SZ\D: Qij Uy 5 Uxkxy A% - ZJ’jZO.,t Uxk Xi Uka) e' dxdt-

£=T i k=1 e}
- 2 Zau Utxkxi Uxk xj ’ dx dt + 28, a;; u u e dx di=
} } Ak Xj Xy X;
i, k=1 iik=1 )
NP

i

e .. . -8t
jza” UXkXI U)(k)() )jzal)* ukaIUXkXJe' dx dt +

t=T k=1

Lik
n -GI{
+ BJJ.{\__’ Qi Uyl € dX dt .
k=1 ,

Koriste¢i uslov (1. 3) kada je §iz| Uxedxi » iza 6 - M> K

dobijamo

Na osnovu tih rezultata imamo

n
- zjjz (Gij Uxi )Xj Xk Yixk ée’é dxdt =2

itjsk=1

n ‘ n
)( Gij Uxy xi Uxex; dx jr( ; 2 -t
.7 m;ﬂ bRk +Sg ) IZbu kaXi> e! dxdt -

n = =1
Dalje je R 1, 2.2 2 212 ot
5§ ;(?An T+An *”)Uka e’ dxdt.
-Bt
ZJJ‘Z b' uXi k Uka eg} dX dt =
ijk=1
2] n
: -6 -84
= 255 bex,( Uxi Uixke | dxdt « 2}52 bi Ugx; Usxk € | dx dt >
ik =1 k=1

AnDZ U &1 dxat ~Anﬂ§:tﬁx,< e dydt —
k=1
.
e £ o e



n n
2 . 2 2 gt
LT yjz quR &t dxdt — An B‘Z Upy, €' dxdt —

k=1 : k=1
Y . 2 g By 8

. - [ 2 e

-—-0!12 ij S’S(Z bi UXRXi) e ' dx dt “O'Zlg‘n 5.) RZ; Uth e dxdt s

2 i= =

n
» gt
2§Sg(cu )Xk Uik €' dxdt =

n
- % -gt
=2_UZC><1< U Uy 8% dxdt + 2ﬁ§c Uy, Upxi el dxdt >
k=1 k=1 '
n
2 .
> —A nfjuz & dxdt - An° HZUW & dxdt -
k=l

o

f n

2 -8t 2 ({ 2 -8t '

...___An j Ui ©° dx dt —An y)Zu,Xke' dxdt,
k=1 ’ K=

!

n
2] ;ka e ©° axat 380Dt & axat HZ e oxat.

k=1
Koristeéi rezultat (8), pri izboru .
(8), p olyz 5 i

el 2 g
S_) fee € dxdt < Sj-ffk dx dt € A S My +eeo

sleduje

n
G‘sz<uf +Z Ugkyi Uxey: % & Xuz
. Xk U XkXi Y XkXj, Xk X dx +

n n
2 -8t h 2 -84
we0y {5 g O axar v 2ff ) Bbe P
k=1 k=i

n
B n 3 2 .2 2 2 2 -8,
+j52(91—-§;—-—&—1—2-——-2—/.\n T -—é.An-ﬂ-'T)uuk e 'dxdt—



2 -8Bt
-4 &,,anjuﬂ e dxdt € My, (14)

-~ A
IT.2. PomnoZimo jednadinu (3) sa 2 Uy € " (Ay>0)

i integralimo je po oblasti GeT .

n ' n
25‘5. { UtH—tb'Ut "gg UXiXi_z (o uy; )x; +Zbi Uxj +

ijj=1

-Aq¢t
+cu-f ] Uyt e}H dx dt =0 .

“Za odgovaraju¢e sabirke dobijamo

~ At -Aqt
vzfj'un Ust ek‘ dxdt = ZJS ui{ e dxdt

Z-U‘ “?‘ Uy Uy .é}\ﬁdXd'f = SS -?—(u%)t é)“{ dx dt =

) ﬂ%uf M dt + A,H{Lui o dx dt,

(jer je —55 Beuf M oaxats

>-Bff L Maar >,-%ffuf, M axar )



- 2£§5iuxm Ugt éx’{ dxdt=25§ji Uxi Yy xi é)\#dx dt =
et it
=2 € e-Mj iux; Utxi dx - 25552 Uty e dx dt +
Tix
N

ts

+E}\1§SZ(UZ><:ME=}\' dxdt-zae SZ Uy; Ut d

i=t t=T i=1

- Eﬁiu e}\‘dxduzex e“qux,dx—

t=7 i=1

- gSSZU\Xl dth+1€7\1eTSZ Uy +
FEN 5) zux‘e1 dxdt —ﬂ,,erjjzum'@** dx dt -

I:]

_.___‘ae’ SZU‘X“ dx —ZESJZuthe’dxdt-*-

/3n o5

+Ehjet jquk dx + €M SJZuxk e *dx dt,

n

-AT
t=T i=1
n
AT 2 1 )\T
>=/3,Ce ‘jzuxi dx“z.g“E 52 mdx/
t=T iz t= 7 izt

-BUETSSZUthe dx d t-——-&e 52 Uty dx )

t=T k=1

n
-2 }/jz Qij Ui Jx; Use M dx dt =2§quii Uy, quje.)'{ dx dt =
l:

=1

_,n SZQ,, Uy; Upgj dX — 25.5 zc,n Uy “tx; dxdt-—

t=T ij=1 hi=t1
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-ZHZ Urxi  Yixj & gxat *)\’2552 Qij Uy Yy é)“tdxdh

i,j=1 i,j=1

AT ')‘f gt -
~=294JZGEE Uy Uy dX “zjjiastt Ugi Upyg €1 dX

taT hj=1 Lj=

-—2;;2&1 Ugx; u!x) (:‘.)(d'c+)\1e1 jZau Uy, Uy dx «

hi= t=T ES

+ A1Sji[(}\1 QU— Qijt ) Uxi qu ] e-}‘# dx dt P4

hj=1

’AT n 2
2~/3, An e‘jz Ux dx-———1 Ane' jzutx, dx -

=T =1 taT j=1

“Ahjji Uy e dxdt — Anj’jiuij & dax at -
i

is

o2 =M ' AT OO
- 2An j‘jz UtXi e dx dt + Ay e’ _j-ZG“‘ Uy; ux).dx +
=1

t=T jj=1

: A,SH(ZQ bi uy) © eMdxdt y -, An?ﬁ ZumkéM dxdt—
i=1

t=T k=t

_Anzﬁg G & dxdt - 2An2§52 G oM dx dt
+A, é}‘ﬂjiaij Uy Uy dx + Mé‘jﬂéﬂj bi uxi)z.ek‘{dxdt )

taT i'jzi =]

-1 An e‘”j-zum - _;.. Anszjjifok é)\’{ dxdt -
k=1

1]
2 ; ; oA dxdt 2
SS ;b Uy Utt e’ 2
>SS o Moxar - 4 JF b Mase,
i=1

13
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2§ cu uy & dcat »

>3, A S N oxa— L [ aca,

'2§5 fug @ dedt »

2 ) 2
>"H«)35jf e dx dt - - J'j Uy e 't dx dt
VERE
Koristeéi rezultat (8), pri izboru ?\18 - B3> 0 i

znajuéi da je funkeija  f{t,x) ograniéena, sleduje

n

AT b 2 d
el j( T Ut A ‘Zaii Ug  Ug*+EA Z u":ﬁ)dx, +
izl

t=7 Lj=1

0 M
+€ }‘Z‘ESZ uik e ! dxdt «+ AJS-{?— uzf e’ dxdt +
k=1

N
h 2 WAL 2 ‘
t=T k=i i

n

, 2 -Ad
"5‘jz(2€ * EanT-*“%—-Anz T? */3,, An T + 3AR° ) Uiy, €' dx dt +

k=1

2 At
+£{(2 B _ 3 ) uy e’ dx dt g My, (15)
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IT.3. Neka je : \; 2 max (g, M}, Mys+ Mz = My,

sabiranjem (14) i (15), pri izboru konstanata

V1o dbyys ot fByyy
R s B, tako da je

\)1>K+Ml\)1g"/~313>o, ‘0/125-5)

£ An
’-.._._

/b.u VER B 70

B 3

=2 e - = Ly BN>0,
/112‘ \)‘ ﬁn 1)
; 2

Ve 1 Vi -o% “»“?E'ZAHZT =TAR 0" -BpAM € /3yT-2€-1>0

dobijamo

n n

(ol e
t * o Usioxi U * \ Zau Uy, Uy +

taT hjs= iLi=1

+e Zux, . +€\)Z Jdxe Ex):ﬁzuzxk St dxdt

i,k =1

+€\)‘55§_~U2xs K % dx dt \)jjt Uy Ydax dt o«

ik=t

2 3t
2 -Vt B 2 M
| +2§5§”tb— Uy, © dx dt +5 ‘p‘“t e dxdt+
k=1

+/‘ne 5 quR dx +/~‘315SZ Uyxk éh dxdt+

ttT k=1

3,1

+/u2155 Uzu ¢ dxdt & My

odakle, koristeéi i (11), sleduje
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S.Su dxdt € M, , SSUZthdxdt<M1 s

2 2
5§ G axat <M, § 3 g o (16)
t=7

gde je Ml pozitivna konstanta.

II1 DOKAZ OGRANICENOSTI INTEGRALA FUNKCIJA

u2 u? 2
Hxk txe xt 5, Uxwxi
. . . v - 2 2
ITI.1. Primenimo na jednaCinu (3) operator D=5 0 °
- . . .. -8t )
pomnozimo dobijenu jednacinu sa 2 Upxyxi © 2 (g2> 0) » integra-

limo dobijeni rezultat po oblasti Ggy i izvrsimo sabiranje po ki1 od 1 do n.
Pre svega primetimo da su nejednakosti (9), (10), (11), (12) tacne i za

funkeiju UXk"'Xp(tJ’X} ger iz u (€, x)=0, ul€,x)=0

sleduje U xk... Xp (€,x) =0 , Uth...Xp(eo-X)zo)) otuda

1 2 -t 2 -t
j _i_..un(k...x,j e dxdt < -\%—»&S Uexk e xp © dx dt, y>0, (17}

e dt,Vv=0, (18)

2 .
[ G s e exat < S A

-t 2 St
Sjuzxu-'- xpe dxdt 4-12—T2 55 Uik .. .xp © dx dt, ¥=20, (19)

& .Suf(k... TYJUth & dx at, Vzo, (20

ta 7

N Napomenimo josS da éemo u daljem radu sa Zlk obeleZavati izraz

— . . . K
Gk;a sa Mm obeleZzavati ocene integrala oblika
k=1

pomnozenih nekom konstantom, na primer

2 ~3t 2
-%-An2 T? fjkzum e dxdt < -21-/\“ ng: My < '%‘Ar?TZMEIW
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Sve pozitivne integrale koji su pomnoZeni sa ¢, ili u podintegralnoj
funkciji sadrZe faktor bi(t, x), ili u podintegralnoj funkciji sadrZe faktor
z“ Qij U Xk XpXi Uxk o0 XpXj ocenjivaéemo sa nulom.

Takodje ¢emo, ne jednom, koristiti sledeéi rezultat

-t
=2 55 Z (Qii Uxi XKoo Xp)xi Upxk...xp € ax dt-=
P

ilj»“ b

-\t
=2.S'SZCW Uxi Xk...Xp Utxk...xpxj € dxdt =
ijk..p

LT
= e SXZ%' Ui oo Xp xi YUxkeeo xp xj 9%

{27 k...p i

+kz.f> 55[ Z (\)Gii—asit) Uxk e xp xi Yxk - xpxj } é\“dxdt?,

ij
‘ n 2
> kz-ps-gg (Zbl UXk-'-Xp Xi) e’“ dx dt ,
i=

gde je § odredjeno uslovom (1.3) i \)) K . Vratimo se reSenju zadatka koji je

postavljen na poletku ove sekcije. Za pojedine sabirke dobijamo

' ‘ . 2 .95t
ZJ‘JZUHXR X\ W Xk Xt GGZt dxdt 35;2(U*XR XL )t e dxdt =
ki
-827 2 2 .82t
= e* 35;‘}: Utyexy dX + 62 S.SZuthxlezdxdt,
‘ kl

255 Z;(}b‘“‘)xk xi  Utxk X ‘egzk dxdt =
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=2§jz.§>;_kz<l_u' g &2 dx dt s 2sz By oy B axdts
ki

’ijz—b%LU:Xk Utxk Xt -eng dxdt +2jf -—E—-Uztkat 'egzt dx dt >
kl

Upxe  Utxext o dxat 2

>2 5; ZM Ut Utxexi -eeztdx dt + ASSZ
Kl
>80 f{ 1 &% dx dt —Bff%: Gy &2 dx dt -
{
. - gt
=4, oly anf%—_—:—z—uztm egzt dx dt —1.0-2-1;5‘ }k:l:u%x.(x‘ el dxdt >

8

>-48n [k & dudt- B_ﬁ‘kZ(U%Xle-GZ‘ dx dt —

- B 2 - 82t
- 16 {31 an‘sz Uit)(keezt dxdt - 4 :z;i—jjg Utxkxt © dx dt »

-8yt —
>-160 BnSS T Wi &7 dxat -—B<1 +§3—1)S‘5 ;Uztx;m e’ dxdt-M,
K

- 0ot
- 2855.*2[ Ui xi xk xi Ytxk xt € Z dxdt =
)
i . 2 o2 dxdt =
‘2£yyé::uxaxs«xx U xi w x € dxdt 'ejjiég(”x- xu xt Je e

2TSZUXa xkxi  dX +592gSZux X x‘-ee’t dx dt 20,

tsT

-8,
"‘zij-(Qij Uxi Jxj Xk XU Ugxexy € Z dxdts=
ikt
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- e t -0
== ij Z“U Xj. Xk quylexk xi Z dxdt-2 .Sjgk_.'aii X Xk Uxixt Yixkxy € 2dxdt-
ijki .

oot -8t
_255:21') Xi xt YUxixk Ytxx € dxdt - 255 ijauxkxu Uy xj Utxiox € dxdt -
ikl tjki

- 2,“}__0'1)(!& Ui xjxt Utxk xi e > dxdt - zﬁ ZG.,XI Ui xj xx Utxk xu ez dxdt~
ukl

-8t
“ZjSZ(a,, Uxi xk X1 Jy; Uxkxt © Z dudt»
ijkl

>‘A“3554:ux6 & dx at -Anzﬁzuka Xi o7 dxdt -

-A"zszl? U Xt & d"dt“Anzj.j,; Ui X\ &7 dxdt -
! .
"’Anlzﬁguzxc Xk P2t dx dt --Anz_ffz qule éezt dx dt -
K
-—Anzﬂ Z Xi X e dxdt ~antf 5 uhn %' gy gt -
ki

(ZGIJXR Uxt xi Xj) dX dt - n j‘f ZUthx( dx dt -

ijk

‘ZSS(Z“M Ui Xi x;) 92 dx dt - 2_”[ u‘zx“x“‘e%' dx dt -
ki

- 255 Z (ajj uXiXkX( ; Ytxiext e dxdt z
ijkl

= AR S Y &2 dxdt - 3ARS S Zuik x ed dx dt -
K T

—(I'A *2) “ZSS g “ziXkX( ;92‘ dxdt -2 kzﬁ-(.%:aiix‘ ”Xk*i"i)zéez‘ dxdt -



[
ats
A O
- b
O <03
< Ty
s L
‘O X m.L..
W
;r Bt
oy a5
o =3

wm f,iur/
3 e
. —
pE4 (@}
e B +
< <
< 1
3 E
RS ]
5] =
o [
- -
M. \L N r.h) o4
g @
Commy )
NN
™ X<
| x
<
~§_+
-3

A

g

,hw..,U

ﬁm <)

&
e
> s
)
e
N d
o4
o, >
5 3
2
X %
x ©
5 o
gy
s i
B4 -5
2 '
=< »>
S
| o
- 3
X
-3 4
s ¢
P >
+ e
o . -
> £
it -
ST
. “™
g

ey
ica

m relacijan

oG53
(63639

Premn s.cd

53 ta

_—

A amo

ao

e



IT1.2. Prin

. v ) ] i 5]
riraenime na jedoadinu (3) opervator D =z

Aot KK
pomnoZzimo dobijenu jednalinu st Zuwy, © 7 (Az> 0 ) »

integraiimo dobijeni rezultat po oblasti Ggp 1 izvrsimo sabiranjo
1 do n.

e dxdi=
C _hot AT R 2
:2552 — (\'u!t Ltthe df:dr*‘(‘: j 2—";'“' L“i}(k dx"’
" ' =7 K
ST -Apt o Agt
y o Dy - < L ;\ D2 4 e At 4
- j) L/—"',L‘\J{Xk e CXGL +Jj L ——vz ‘&‘X;_\\. u'\G\.
K K
~r . .
, 3 oy b “~ T>‘ t
AL Z : Ugge ©72 axdt 2

S>- mabl At e B OETNT 2 gt
B:H onjj ozt &7 ot - —J—"—;JJ Z Yuxk e 2 dxdt =
7 K



ik
_f}":}‘zT(y: TS & S U vy
= 4L/ Uik Uik GX=2C )y ) Uixx; ¢ dxai
=7 &l W
ds - gt
+ A ‘—/ 2 z
€A J L\ Uxkxt [ ¢ dxd
ki
AT .
= Ca s % 3 v “ ‘)'zt :
28e° Uy s Ytsony €% —Zujj Upxkxi € axdt o+
t=7 ki
Kt
Aot € A2 7 2 Azt
+E&h,e” ux“c:,( +c>\2}‘£u){me ax ¢t >
t=T i kl
Ao o s LT 2 -Agt -
»>28 e /. Y Uthxth"'“’jj J Mixkx e dxat
t=T ki «i
_)\2‘ { ‘1 (..‘)\ZT[.Y.”- Z
: ) o [P .l o —
_..632\, I [:_U/(k)({ dx — R [ ;f._/_«. S GX
t:T Ki ¥32 t=1 k{
rr 2 -Aot 14
~ 28 jj txexi € GXd
Kl
¢ T~ —
2 ‘}\2 -t ’l e - ;2_ 2
JER u ax
> @)JZETEE >‘ Utxkxt € axe Bar Xk X
0 t=T ki
2 —}\2
el
26{§) g @ oxer.
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T&AY-
Kako ¢

X '>\ t ! I -~ ;"‘( | “I\Zt er""r
K33 z_icfs Uiiexilxj Ung®  OXat =251 S‘aéj Uy Yrexxxj @ Go=
o~ e
R ik
; r
=2e ,) 4.....,&” Uxkxi Yixx; )3 /% Uk Yikex; © dxdt —
t=T7 1jk ik
- -), t
( Aot TN a. g
“‘2)5 Qi Upox; Yy € oxdt +2}‘:),5 281 o M, axat,
ij 1jk

21 e . -Agt Burite *-r'“
“fe ZGU Uxkxi Uxeg @ dXCt= A e J / i Uy Y dXx +
ijk t=7 ijk

~hat
Z }\ Gij— Gijt )UXkXx Uy xj € dx dt »

-
ij

*I\/i

»

e < LAt
> A2 2)} Z(Azaﬁ—o‘")"‘a« i YUxkxj @ dxdt »
k i

XC, | Ak )
t

—

/- -
v 5t
VNt \, 2 cvdis— (z '
-2 \) 2100 Ui Y €7 GX0TS Z Qixiex - Uxi «

|}K

~r A5t , 'S DY
. 4 . .;2 d {7 .. et i
2) Z ke Uy g G €0 Oxdt=24 Z(u,) Ui xilxj Usexx € ° 0 gtz
ijk
Aot cr At
- - A DY
= 2552“::;«;:} Ug Ugy, €7 dxdt=21% ) Qg Uxiy; Upxe € dxdt +
i Gk
p2e? € 5a d 4 el
re i i Yo @ 7 25 1 ) Qijt Uy U © - dxdt —
D ik
. - A5t -
2} / Q5 Uik Uik 2 2 dxdt + Ay § g 5‘1,/ B ouo. \EaAat
ijk . )\' XkXxij e dxciy
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Z =35 AN S_SZUXz‘ e dxdt ——/51— AnZSSZu;Xk s vt -
i 33 i

B . (C 2 -hot . 2{r 2 -Aat
633 An).} Zuxij e dxdf;__ﬁia_BAn j) ZU“Xk e dxdt —

i

AT T g
/3,, Ane j Z Uy x; G% = —~— EAQ/_ Sty s —

t=T ki 4fT ik

Mgt

- 200 T S B S b ay, e
A1) Zutx; Xk e dxdt+>\z5f_5j((2bl Uxm) &2 dxdt -
K i

35 _Azt

-

C 2 ~Apt 2 200 <
- - A ‘Z SZ o 2 - . §§ Usiv, A4
3., r) : Uy, € ° dxdt /333An J {_ ixx € axdt-

]

Falli ad 2 . { ,f‘ 2 B
- 3An j }:Ut)(k Xl e dxdt -([333+1) Aan ZUXK xi € dx dt
ki ki
'}\2T g 52 -o:\ZT e 9
=33, Ane” 2 CSxiexi dx - %;AAF\/%ZU*W w OX
t=T Kl t=7 ki
55 (¢ V
+h, kZJ\*J /B0 UglUyi] e dxdt
i
—_— 2 ;ﬁr 2 'Az't | “A{
>-M, - An i ! - [ e
2=Myp = = A0 G5 ) Y @ dxdt 3Anjj ulee dxdi-
S ki

-A2t

\@33+] ADTSJZUtX‘Xl e dxdf—-ﬁuAﬂTyj‘ZU{ Xk X1 éxz{dxdf_

t

'—""Anjz ka Xt dx + M\, SZS({XbI kaXI e}‘z dxdt =

34 ¢

(‘ At T
2° 1.
T o~ —— AN oA e
/53~A ) ‘/‘_ e dxdt Zul’%k/\ dx —
3 i iz T ki



- \2 g —
2 ~X st . o s
— A, Sj ZUth X\ eAz dxdt+hzg§5(§_b‘ Uxi Xi } e Pdxdt- My
ki ¢

1 2
(3An + 33 Aﬂ‘l—"'—i—(‘e’ﬁﬂ yAnT 2 A z)

zgg KZ{ X(bl Ux;;)Xk + (CU )Xk - ka j Ugtxk © ‘

(| , . ~A2t
225 bi Ug x Urgxx © dx dt «+
k ' ‘

1t

¢ 2 2 ) Aot i,
= Bss ZL( }:”m AU R Auxe + £y, | €T dx di-
K i
Z f'('\"‘“ 2 Azt
)j \Jtt Cle [ CXdlf >
TA o
" fas ék‘“

?'835255(25‘ Uxk Xi\} “dxat --———()(Z Uttxi e axci-
: ‘ k

~Mo - M1 .
Napomenimo, da M. i My ne zavise od Ag .

Na taj nadin, za )\25- By >0 dobijamo
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Lema je dokazana

V DOKAZ EGZISTENCIJE RESENJA CAUCHY-EVOG
PROBLEMA (1), (2) - DOKAZ TEOREME 1.

V. 1. Ravnostepena neprekidnost i ravnomerna ogranicenost
funkeija Ugy Uexo SUgy , Ugxis Yexixj s Ugeg (1,5 =1,2,00,0 1.

ObeleZimo sa GfT zatvorenu oblast sadrzanu u ohiusid
GET{O<E <t< T, Ixl <X} . Neka je ¢(0<9<l) rastojanje oblasti
Ger* i Ggr; M i My tadke oblasti Gy, tako da je dui MMp paralelna
osi OXp (0=p=n)., Tada sc mozZe konsiruisaii paralelcpiped, sa jednim
temenom u tacki M, ivicama MMy (V=0,1,...,n ) paralelnim sa koo~
rdinantnim osama, c¢ije sve tacke pripadaju oblasti Ggy. Za dokaz nave-
denog tvrdjenja dovoljno je konstruisail paralclepiped R sa dijagonalom
¢iji je merni broj d manji od rastojanja oblasti Ggf* 1 Ger.
Nejednakost d <@ bi¢e ispunjena ako ivic paralelepipeda R izaberemo
tako da jo PIMLMV)= ofly= 2/ V3n (N#p ), PIM ,Mp)= &p L QNT

jer je pri takvom izboru
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i za svako €£€>0.

Ravnostepena neprekidnost skupa funkceija {Uex'i_ } u pravcu
ose OXp (p=0,1,..,n) je dokazana. Ravnostepena neprekidnost u proiz-
voljnom pravcu MP sleduje iz ravnostepene neprekidnosti u praveima koo-
rdinantnih osa.

Iz ravnostepene neprekidnosti skupa funkeija {Uix; } i ocena(5),
sleduje ravnomerna ogranicenost tih funkcija u oblasti Ggy.

Analogno se dokazuje ravnostepena neprekidnost i ravnomerna

v "~ - --A 4 N
ogranicenost za funkcije {Ua }, {u“}, {u;x; x;} s {Um}

u oblasti GX

T Napomenimo da iz ravnostepene neprekidnosti i ravnomerne



grani¢enosti funkeija - _ { f }
i jednaline (3) sleduje ravnostepena neprekidnost i ravnomerna ograniCenost
funkeija }
. {Um :

V.2. Dokaz teoreme 1.

Posmatrajmo skup funkcija {Uﬁ(t,X)} €>0) koje identi¢ki
zadovoljavaju jednagéinu (3) i uslove (4). Prema teoremi Arzela, iz skupa
(Ue( t,x) } , ¢ija ravnostepena neprekidnost i ravnomerna ograniCenost je
dokazana u sekciji V.1, moZc se izdvojili podskup {Uek(tﬁ( )} koji ravnomer-
no konvergira graniénoj funkeiji u(t,x) kada Lx—0. Grani¢na funkcija
ult,x )je stoga neprekidna funkcija u oblasti Gor i zadovoljava uslov
ulo,x)=0. Analogno se dokazuje ravnomerna konvergencija za {Uet} s {UEXi } )
[uex;x j} kada€~~0O i neprekidnost odgovarajué¢ih grani¢nih funkcija uy , uy;,
Uyx; U oblasti Gor.1z Ug( € ,X)=0 i neprekidnosti funkeije uy(t,x)=0
sleduje y,(o,x)=0 . Neprekidnost funkcijé Utt(tsX) u oblasti Gor sleduje iz
jednacine (3) i neprekidnosti funkcije u( t,x) i njenih izveoda koji se javljaju
u jednadini (3).

Svaka funkeija u;, (1,x), izdvojena po teoremi Arzela, identicki
zadovoljava (3) i uslove (4). Iz ravnomerne konvergencije podniza funkcija
{uak( t,x) }i ravnomernc konvergencije odgovarajulih izvoda tog podniza, pre=-
laskom na grani¢nu vrednost u cdnadini (3) kada & — 0 zakljuCujemo da fun-
keija u(t,x) jeste reSenje Cauchy-evog problema (1), (2). Iz rezultata leme,
ocene ( 5) neposredno sleduje da su funkeije y(t,x ) 1 svi njeni izvodi koji se

javljaju u (1) iz klase L2 (Gor ).

VI. DOKAZ JEDINOST! RESENJA I DOKAZ
DA RESENJE NEPREKIDNO ZAVISI, PO NORMI L,
OD DESNE STRANE JEDNACINE 1.

VI.1, Dokaz jedinosti reSenja.

Neka su u,{t,x) , uz(t,x) dva re$enja Cauchy-evog problema (1), (2); tj.



Sleduje
L [u,{t,x) =uplt,x) ]=0,
i # -— ]
u, (o, x 1 - ufo, x)=0, uylo,x -y, fo,x =0,
to e redi daje funkeija u,(t,x) - uy (t,x ) reScenje homogene jcdnadine

(1), sa uslovima (2).
Za reSenje Cauchy-evo:y problema (1), (2) taéne su ocene {8]
u kojima je desna strana oblika 553‘ (t,x)dxdt , otuda
2 .

Sguf( t,x)dxdt < §§ £ (t,x) dxdt (=12,

a za funkeciju u, (t, X)‘u,(tx)
SElu ey - e, xH dxdt <0 ,

odakle zbog neprekidnosti funkeija u,(t,x ) i ul(t,x ), sledujc
X )

t,x )2 ult

?

u oblasti Gor.

VI.Z2, Dokaz da rescnje Cauc.y~-evey problema (1),

—_—
[
~——

neprekidno, po normi L, zavisi od desne strane jednacine (1).

-4

Neka je L (u)s7 Lo uz) =f+en,

Uiloyx) =0 ,  uylo0,x)=0 (i=12),
ade je IR (t,x) [<¢€ (t,x)eGor.
Sleduje L{u-ulsn ,
i prema ocenama (8)
o ufaxar < 5 exde <o
gde e G = const. Koja ne zavisi od £,

Iz poslednje nejednakosti sleduje

SE dxdt — @ kada £E—~0 .
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