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UgvoD

Jednagfne Navier-Stokesa opisuju kretanje Newtonovih
fluida pod veomavopétim uslovima. One sé pojavljuju prilikom
izucavanja mnogih vaznih pojava u aeronautiei, fizici plazme,
meteorologiji i-naftnoj-industriji, bilo samostalno 1li u
sprezi sa drugim Jednac¢inama. Jednaline Navier-3tokesa su
nelinearan sistem parcijalnih diferencijalnih jednadina, &ija
se talna resenja mogu odrediti samo u nekim izuzetno, specijal-
nim situacijama. Ja bi se obezbedili podaci koji su éotrebni

inZenjerira, neophodna je primena numeric¢kih metoda.

Do skora su se za numericko resSavanje Jjednacina Navier—
Stokesa s visokim Reynoldsovim brojem koristile uglavnom dve
metode: metoda najmanjih kvadrata i metoda"nadvijanja" (up-
winding). Nedavno, nekoliko autora je istovremeno predloZilo
novu mefodu [ Russell, 1980; Ewig, Russell, 1981; Benque, La-
badie, Ronati 1982, Befcovier, Pironneau, 1982; Douglas, Rus-
seli, 1982; Pironneu, 1982; Douglas, 1983%; Douglas, Roberts,
1983; Hasbani, Livne; Bercovier, 1983%; Russell, Wheeler,1983].
Ona Jje kombinacija metoda karakteristika 1 konacé¢nih elemenata
(111 konadnih razlika), stoga je neki od .pomenutih autora na-
zivaju i modifikovanom metodom karakteristika. No, jednacine
Naviér—stokesa predstavljaju parabolicki sistem parcijalnih
diferencijalnih jednacina, pa se ne mozZe govoriti o karakte-
ristikama. Zato se u ovom radu predlaze ncva interpretacija

metode: polazeli od Lagrangeove reprezentacije toka fluida
3



substancijalni izvod diskretizovacemo po trajektorijama dJdes-
tica fluida i ovakvu diskretizaciju kombinovacemo metodom me-
Sovitih konadnih elemenata (Mixed finite element method).

Stoga ¢e se ona nazivati Lagrange-Galerkinova metoda mesovi-

tih konadnih elemenata.

Tema ovog rada Jje korektno matematicko zasnivanje Lag-
g &)
range-Galerkinove metode 1 dokazivanje optimalnih ocena brzi-

ne konvergencije;
3ada sledi Kratak pregled sadrzZaja rada.

U poglavliju I, koje sadrzi odeljke 1.1 - 1.3, razmatra
se egzistencija i jedinstvenost slabih 1 jakih reienja jedna-
éiua havier-stokesa 1 medovitog varijacionog zadatka parabo -~
lickog tipa zé jednacine Navier-Stokesa. U odeljku 1.1 defi -
nisu se osnovni funkcionalni prostori. U odeljku 1.2 daje se
matematicko zasnivanje jednacdina Navier-Stokesa. U odeljku
1.5 razmatra se pitanje egzistencije 1 Jedinstvenosti resenja

meSovitog varijacionog zadatka paraboliclkog tipa.

”
U poglavlju II, koje sadrzi odeljke 2.1 - 5.5, polaze-
¢i od Lagrangeove reprezentacije toka, uvedi sé semidiskreti-
zacija jednadina Navier-3tokesa po trajektorijama Cestica flu-
ida. U odeljku 2.1 dokazuje se egzistencija i jedinstvenost
trajektorija. U odeljku 2.2 opisuje se postupak semidiskreti-
zacijJe 1 dokazuje se da Je metoda stdbilna ﬁezavisno od veli-
¢ine koeficijenta kinematicke viskoznosti (a samim tim, 1 od
velidine Reynoldsovog broja). U odeljku 2.3 dokazuje sé kon -~

vergencija semidiskretne metode.

U poglavlju III, koje sadrzi odeljke 3.1 - 3.4, opisu-




Je se Lagrange-Galerkinova metoda meSovitih konacdnih elemena-
ta. U odeljku 3.1 uvodi se poJjam meSovitog eliptilkog projek-
tora. U odeljku %.2 opisuju se stabilne familije konacénih ele-
menata u smislu Brezzija. U odeljku 3.% ispituje se postupak
aproksimacije trajektorija. U odeljku 3.4 formulisu se disk -
retni zadaci i dokazuje se egzistencija i jedinstvenost njiho-

vih resenja.

Poglavlje IV, koje sadrzi odeljke 4.1 - 4.4, posveleno
je analizi brzine konvergencije Lagrange-Galerkinove metode
meSovitih konadnin elemenata 1 izvodenju optimalnih ocena brzi-

ne konvergencije u raznim funkcionalnim prostorima.

Gvaj rad Je .apisan 1283/84% rodine, dokx sam kKao sti-
pendista Britanskog Sa&eta boravio na univerzitetima u Readingu
1 Oxfordu. Najtoplije se zahvaljﬁjem svima koji su mi pomogli
i podrZzavali me, prvenstveno profesoru K. W.Mortonu sa Univer-
ziteta u Oxfordu, kac 1 moJjim kolegama 1 prijateljima Dr B.W.
Scottneyu, Dr A. J. Wathenu i Dr M. F.Websteru iz Instituta za

numeric¢ku analizu dinamike fluida Univerziteta u Readingu .

Endre L. Sili

U Beogradu, januara 1985 g.




MATEMATICKO ZAGNIVANJE JEDNACINA NAVIER-STOKESA

U ovom poglavlju, koje sadrzi odeljke 1.1 - 1.3,
razmatra se egzistencija 1 Jjedinstvenost slabih
i jakih reééhja jednacina Navier-3tokesa 1 me-
Sovitog varijacionog zadatka parabolilkog tipa

za jednadine Navier-btokesa .

U odeljku 1l.l. definisu se 5snovni funkcionalni
prostori . U odeljku 1l.2. daje se korektno mate-
matiéko zasnivanje Jjednadina Navier-Stokesa. U
odeljku 1.3. razmatra se pitanje egzistencije i
jedinstvenosti resenja mesovitog varigjacionog za-

datka parabolickog tipa .



1.1. (snovne oznake i definicije

Neka je Q otvoren podskup R™ sa granicom 9Q .

(QR) oznacavace linearan prostor beskonadno diferencijabil-

nih funkcija sa kompaktnim nosadem u ¢ 1

DR = { P, : P eD@D } .

PR

Neka  D’(Q) oznad¢ava dualan prostor prostora  D(7Q)
a (+,-> "~ operaciju dualnosti izmedu © D7(Q) i DIGHY! .
rrostor D706 naziva se prostor distribucija na skupu Q.

Za  u€D’(y), multiindeks L= (ekp, e , oL ) €NY 4

L] = d’l T oeee +-d,n definigimo 9% u €D (Q)y formulom
By, > = (1) ¢, %%,

gde Jje

%Y ='a“’”%>/-ax°l‘*...’ax§n .

Neka je T otvoren ograniden podskup R (n > 2)
sa Lipschitz-neprekidnom granicom 9% . 2Za ceo broj m>C
i realan Dbroj p€ll,e0] , WhP() oznacavace pros-—

tor boboljeva




whPoy = {verP (@) ;vaeﬁRED,v¢€MH|¢wgm Vo,

Sa normomn

£
¥

S 1/p
= (thw*vup )
m,p; ¢ 1 < m , Lp(f )

<
1

i polunormom

l N
(Z:im*vnp )@

<
li

MypP5 T el = m Pee)
za  1<p < oo i sa wuobilajenom modifikacijom za p =co . 5
Definidimo wg’P(e Y  kao W™P(2Q) - zatvorenje sku- i
A N I
7a p = 2, Wm’2(§3> i Hi‘c(if) oznadavacemo sa ’
() i HS(SE), respektivno, a norme 1 polunorme pi- :
S : - e . . . H® 3
satemo Dbez indeksa p 2 N m,e sy el m, o H (L)

je . Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

= v
(u,v)m e = 2 S’? u- 2% v dx .
0, i< m 9 :
' Skalarni proizvod prostora HO(P) = Lg(ﬁ?) pisademo §
bez indeksa : (.,.) . |
M) cznacavace dualan prostor prostora HE(E?).

. ) . L. .
Za proizvoljan realan broj m , prostor H (T) definise

se interpolacijom [ Triebel, 1978 ] .



Neka Li(ﬁi) oznacava potprostor prostora Lg(ii)

ortogonalan na konstante

Lg(?) = { VGLz(C,E) : §£V dx = O\_] .

Neka je - Wm’p(if)n Descartesov proizvod n pros-
tora Soboljeva wm’p(ﬁi)
S { I n : . .
WP = { v = (vl, .- ,vn) : v&-Q WP, i=1,e..,0]

343 normom

<
=
i

max Wov. ll . .
1<1i<n ’ -

‘ . . . m n
Odgovarajucte polunorme definisu se analogno. H (T )

je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

’ n
vy e s 2 Quy,vy

o, <

. : , m n . .
Normu 1 polunormu prostora HY () pisacemo bez

indeksa p =2 : 1 .



Za m = O skalarni proizvod prostora HC( <)M =

Lg(ﬁi)n pisaéemo bez indeksa : (.,.) .

Detaljan pregled teorije prostora Soboljeva mozZe

se naéi u knjizi [ Adams, 1975].

Neka je X realan Banachov prostor sa normom
ey » & i b realni brojevi, 0<adb<coo. Sa'Lp(a,b;X)
1 <p<on oznaCavacemo skup svih funkcija u : (a,b)——X,

merljivih u smislu Bochnera [ Yosida, 19651 za koje je

b
s o 1/p
R B = FuCe) i 5 dt ) y 1l<p<co ,
L¥(a,b;4) a
ia = ess.sup | u(t)ﬁix sy P =o0 .
’(a,b3X) té(a,b)
Lp(a,b;X), 1<p < oo je Banachov prostor sa normom
[ (. .
IP{a,b3X)

U daljem radu C(a,b;X) ¢ée oznalavati skup svih nep-
rekidnih funkcija iz [a,b] u X . C(a,b3;X) Je Banach-

ov prostor sa normom ”"'C(a ;%) definisanom formulom
3 ]

max flu(t)ﬂ x -

'I!u3|c(a,b;X> B te[ a,b]



1.2, Hatematicko =zasnivanje Jjednacina Navier-Stokesa

Neka je E{C.Rn (n > 2) ograniden otvoren skup sa
Lipschitz-neprekidnom granicom 1 O<T<®, U cilindrid-
noj oblasti ¥ » (C,T) posmatratiemo (nelinearan) sistem

parcijalnin diferencijalnih jednadina Navier-3tokesa

(1.1) 2u/3t ~-vaAau + u-vu + vp = f ,

(1.2) ; V.u = 0O,

sa granicnim 1 pocetnim uslovomnm

(1.4) u(x,0) = uo(x) .

u(x,t) = (ul(x,t), cee un(x,t)) je brzina strujanja flui-
da unutar £ , p(x,t) je kinematidki pritisak, » ki-
nematidka viskoznost, f(x,t) je sgustina zapreminskih si-
la po Jediniénoj masi (npr. gravitacija), u je polet-
na brzina strujanja u trenutku t =0, u.vu Jje vektor

sa komponentama u,- ou./9x + eee + U - Qu./9x_, 1<£1i< n.
s 1 1 1 n Ui n
U daljem radu, jednostavnosti radi, pretpostavljaéemo

da je n =2 .



Neka je H(div; <) specijalan Hilbertov prostor

Duvault-Lionsa

Hivi@) - (veI2(@R : v.v ¢ LE(S?).}
sa skalarninm proizvodon

Cu’V)H(div;Ei) = (u,v) + (Teu,7-v)

i do(div;ﬁf) Hilbertov prostor, definisan kao H(div;<T )-

zatvorenje prostora D(Ef)2 .

P5ORsMA 1.1, { Duvault,lions, 1971]

1° Skup D(iﬁ)g je svuda gust u prostoru H(div; 2 ) .

L oznatava spoljasnji Jedinicéni vektor normale
”~

‘na 2T Preslikavanje XE‘: \% ———9‘v-¢x}ai. definisano

2% Yeka

na D(§§)2 moze se neprekidno produziti do linearnog i
neprekidnog preslikavanja, koje ¢emo 1 dalje oznacdava-
ti sa YT, iz H(divi€) na  #73(3®) .

Jezgro ner( Y. ) preslikavanja ¥ jednako je H (div;?).
& & . o)

Uvedimo sledeée prostore

H = {veﬁo(div;g{) D vev =0 %,




V={v€Hé(E)2 : Vev =07 .

Podto Jje T  ograniden skup sa Lipschitz-neprekid-
nom granicom, H je jedrak L2(32)2 - zatvorenju, a Y

jednak Hé(iﬁ)g - zatvorenju skupa

lven(2)® :v.v =0)
[ LadiZenskaja, Solonnikov, 1976 ] .

marClehs 1.1,

Za neogranicene oblasti u opstem sludaju ovo nije

tadno [ Pileckas, 1983 | .

rrostor H (odnosno V ) snabdeéemo strukturom Hil-
bertovog prostora indukovanom iz Lg(? )2 (odnosno Hg(f)g).
rrostor v je sadrZan i_gust u H. s neprekidnim po-
tapanjem. Neka V' oznadava dualan prostor ©prostora V .
Identifikujuci H sa njegovim dualnim prostorom H’ s
imaceno Ve Hc V', pri demu Je svaki od prostora gust
u  narednom s ‘neprekidnim potapanjem. Prema tome, operaci-
Jja dualnosti Coye 1zmedu prqstora vV i V° ‘je eks -

tenzija skalarnog proizvoda  (.,.) :

Cu,v> = (u,v) VucH WVvEV .



za u,v,w € Hl(§2)2 definisSimo bilinearnu

ao(u,v) = (VU,VV)

1 trilinearnu formu

al(u,v;w) = (u.v)v,w) .

sledeéa tzv. slaba formulacija problema

potide od Leraya [ Leray, 19%3%, 1934 ] .

PROBLe¥ 3 (slaba reSenja)

Za dato f 1 Uy s
. 2 e )
f € L°(0,T;V") , u < H ,
odrediti funkciju u koja zadovoljava

(1.5) u € T2(0,15V)
(1.6) é% (u,v) + v ao(u,v) + al(u,u;vj = {f,v>

(1.7) u(0) = u_ .

0

formu

(1.1)-(1.4)

Y ve v

k4



Ako u pripada samo prostoru
lov (1.7) nema smisla. Medutim,
i (1.6) tada, kao sto <cemo
ro svuda na [0,T]
ima smisla .
Za u€E v definisimo
<Aou,v> = ao(u,v) Y ovev .
Kako Je a, bilinearna
je linearan neorekidan operator

Prema

[ Morrey, 1966 ;

moto, 1977 1 ,
u H sa P2 = P
kompozicija oblika

u=ru+ Vp

rde P pripada
definisanosti

\ 1 za svako

A u = - Pau
e}

teoremi

postoji

L

ué D(AO)

HY(®) .

operatora AO

- 10 -

neprekidno]j

A uev’
0

ogranicen

(projektor)

kasnije videt1i,

formulom

neprekidna

operator

Neka

L2(0,T;V),

u

funkci ji,

na

iz

oznacava

Jje

v,

delmholtz-Hodgeovoj  dekompoziciji

oblast

A

. Tada je D(AO) =H2(E)2m

tada us-

sko~-

(1.7)

O

Bourguignon, Brézis, 1977 3 Fujiwara, Pori -
2 2

L7(%2)

ue L2(2)° de-

zadovoljava (1.5)

T
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3luzeéi se Lax-Milgramovom teoremom [ Lax, Milgram ,

1954 ] lako dokazujemo da je Al izomorfizam iz V na V~.

Ako je 72T klase ¢ tada je A  izomorfizam iz D(AO)
na H [ Cattabriga, 1961 ; Solonnikov, 1960 ; Vorovic¢,Judo-
viéd, 196171 . Gvo Jje tacéno 1 za konveksnu poligdnalnu ob-
last [ Kellogg, Usborn , 1976 1 , pa i za konveksnu oblast sa

Lipschitz-neprekidnom granicom [ Grisvard, 19787 .
Za u,v € V definisgimo Al(u,v) e Vv’ i Aju € V' sa
(Al(u,v),wj> = al(u,v;w)g Y weE vV

aqu = Al(u,u) .

Kako je a; trilinearna neprekidna - forma na v
Ay Jje bilineéran neprekidan operator 1z VxV u Voo,
Ako uw€L(0,05V) tada funkeija t—> Aju(t)  pripada
prostoru> Ll(O,T;V') . Préma tome, (1.6) ‘je ekvivalentan

sa

a%(u,v> = (f—onu—-Afhv> Vvev ,

a kako funkcija' f- v Aju - Aju pripada prostoru Ll(O,
V), to  uw’ = du/dt € tr(o,mve) i
(1.8) du + v A @ <+ Aju = f u prostoru V’

) dt o} 1 = -




Dakle, { Temam, 1979 ] u je skoro svuda jednak ne-
prekidnoj funkciji iz [O0,T1 u V', tako da (1.7) ima

smisla .

Naravno, slaba resenja jednacina Navier-3tokesa mogu,
ali ne ~woraju posedovati dalju regularnost . Zato Jje
zgodno uvesti klasu regularnijih reSenja koja ¢éemo zvati

jaka reSenja [ Temam, 1983 ] .

PROBLEM J (jaka redenja)

Za dato  f 1 Uy s : -

na¢i funkciju u koja zadovoljava

u€18(0,150(4 ) A LO(C,13V)

~

-

jednaéihu (1.8) 1i podetni wuslov (1.7) .

Sledele dve teoreme reiimiraju: neke osnovne rezul-
tate o egzistenciji 1 Jjedinstvenosti slabih 1 Jjakih re-
Senja- [ Leray, 19%3%,193%4; Hopf, 1954; LadiZenskaja, 1969; Te -
mam, 1979 J .

ek i et ol .
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TECREMA 1.2, (slaba reSenja)

Ja dato f 1 Uy

£€1°(0,15V7), u €H

i ogranicden otvoren skup ° < R2 sa Lipschitz-nepre-
kidnom granicom postoji Jedinstveno slabo resenje u

jednadina Navier-stokesa (Problem S) koje zadovoljava

w€ L0, T5V) A L0, 1T56) ,

u€ C(o,T3H) u'Q_Lg(O,T;H) .

TEOREMA 1.3, (jaka resenja)

Zza dato £ i. U,

£E€T2(0,T;H), u e v

. . 2 -
1 < ogranicen podskup R sa granicom Kklase

C

postojl Jjedinstveno —resenje Problema J, pri demu

w€L2(0,15D(4 ) ~ C(0,13V)

u’ € (0,51, AluELg(O,T;H) .
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NAPOMENA 1.2.

Dokaz teoreme 1l.3. moze se naé¢i u knjizi Temama

[Temam, 1979 - teorema 3.10 ] i zasniva se na pomoénim,:
rezultatima [ibid. - lema 3.7, lema 3.8 ] koji wva%e i u
slucaju konveksne oblasti T sa ILipschitz-neprekidnom

granicom. Prema tome, teorema 1l.3%. Jje talna 1 za takvo

o

A -
NasOHENA  1.3.

Za n > 3 Teorija egzilistencije 1 Jedinstvenosti re-

Senja Jjednacina lkavier-gtokesa je nepotpuna. Wije poznato
da 1li Jje slabo resenje Jjedinstveno, niti da 1i jako re-
genje postoji mna proizvoljnom intervalu [O,T] [@emam, 1983,

sohr, von Wahl, 1984] .

w i b sk i e At
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MeSoviti varijacioni zadatak parabolilkog tipa za

jednacine Navier-Stokesa

Posmatrajmo sledeéi varijacioni zadatak .

Za dato f 1 Uy

£€12(0,T;H) , u €V,

naéi X
(£) |

2 Y. )

u€ L°(0,1;v) ,

tako da Je

g% (u,v) + v ao(u,v) + al(u,u;v) = (f,v) S Yve v

U.(C) = uo .

DePINICIJA 1.1.

Neka Je ? ogranicen otvoren povezan podskup Rg.
Reéi ¢emo da je ° klase &4 ako Jje 9% klase
C2 1li ako Je b konveksan sa Lipschitz-neprekid -
nom granicom .
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ToOREMA 1.4,

2

Neka je < C R klase # . Tada problem (P)

ima Jjedinstveno resenje u , 1 pri tome,

we L2(0,T3HY(2)%) A C(0,15V)

w’ €120, ;) A u€ 120, T3H) .

1

DOKAZ

Cvo tvroenje je posledica teoreme 1l.5. 1 nagomene l.Z2..

B

PDefinisimo Ybilinearnu formu

b - Hi(gﬁ < 1@(9) — s R

b(v,a) = - (v-v,a) ¥ veRN(2)® W qeIi(®) .

Pridruzimo zadatku (P) sledeéi meSovitl varijacioni

zadatak parabolickog tipa .
Neka su dati £ i u_ ,
2 I
f€ L0, '5H) u v .

Na¢i ureden par funkcija (u,p) ,
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(u,p) € L7(0,13H2(2)° = LE(2))

tako da Je

(Q)

g% (u,v) + v ao(u,v) + al(u,u;v) + b(v,p) = (£,v)

Vo vCHI(2)Z
b( 2
u,q) =0 v oqe L (2) ,

u(s) = U, -

Ako  Je (u,p) resenje problema (Q) tada 1
pripada Lg(O,T;V) i u je red3enje problema (P). Pre-

ma teoremi l.4. problem (P) ima jedinstveno redenje .
Dakle, postoji najvise Jedna funkcija u € LE(O,T;Hé(§3)2L
takva da Jje (u,p) reSenje problema (Q) . Kako bilinear-

na forma b(.,.) zadovoljava Brezzijev uslov [ Brezzi, 1974]:

sup %i%dﬁl > ¢ lql

- 2
., VT o 0,2 \v’qeLo(f),
vEH (T) ’

LGirault, Raviart, 1979 ], sledi da - je

b(v,q) =0  VvEHNE) & q-0,

i prema tome (@) ima -najvise Jedno resenje .
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Preostaje da dokazemo egzistenciju reSenja proble-

ma (Q) .

TuOReElA 1.5,
Neka Jje &£ <€ RS klase & i neka u ozna-
ava jédinstveno resSenje problema (V) . Tada postoji je -

~dinstvena funkcija P,

» €190, 1;L5(2))

tako da Jje ureden par (u,») jedinstveno refenje zadatka

(R . Pri tome,
w€ 12(0,T5H5(2)%) ~ C(0,T5V)
WELS(0,T3H) AluELe(O,T;H), b€ LF(0,T5HY(2)) .

DOKAZ

Prema teoremi 1l.4.

uGLg(O,T;H2(?)2)m CLo, T3V ,
o)
u'€ 19(0,T5H) ,  Au€IP(0,TiH) .

Posmatrajmo funkcional

Lu,t) 1 veHN(2)% s (ug,v) - (u(e),v) 4

ct
o) (o)) v ag(als) ey (ats) ulsd ) ] s o

x
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Za .svako t¢[0,7) , L(u,t) Jje 1linearan neprekidan funk-
cional na Hé(EE)Z "koji se anulira na V . Prema te-
oremi Tartara | Tartar, 19761 , postoji Jedinstvena funk-

clja

h(t) € 12(2) ,

tako da Jje

L(u,t)v = {Vh(t),v> ¥ v e BL(9)C .
Neka Je
t
g(t) = u, - u(t) + So Lf(s) - v Aou(s) - Alu(s)] ds.

Tada je g¢& LQCO,T;Lg(E)g) i ¥ h(t) = g(t) . Prema

nejednakosti Deny-Lionsa [ Deny,Lions, 1954; Temam, 1979 ] ,
h € L2(O,T;Hl(?) A Li(?)) .

Medutim, g’ € I?(O,T;L2(52)2), te elementarnim transforma -
cijama nad distribucijama 1 koristeé¢i IFubinijevu teore-
mu [ Rudin, 1966 1 , 1lako dokazujemo da je g = (Vh)’

= VL™ , i prema tome,



vn’ € 1°(0,7;1°(2)°) .
Primenjujuéi ponovo nejednakost Deny-Lionsa,
h' € 12(0,T;HN (D) A Li(?)) .

Konadno, definigimo funkciju p formulom p(t) = h'(t)

i time je dokaz =zavrsen .

. y“
NAFPCheha 1.4,

Iz teorema l.4. i 1.5. sledi da su problemi ()

i (Q) ekvivalentni .

NAPOMENA 1.5.

Neka Dy oznatava tzv. substancijalni izvod Lag-

rangea, definisan formulon

Dtu=:a-—5+u-\7u.
Tada se izraz é% (u,v) + a;(u,u3v) .~ u problemima (P)

i (Q) moZe pisati i kao (Dyu,v) .



I1I

SEMIDISKRETIZACITA JEDNACINA RAVIER-STOKZSA PO

TRAJERTORIJAMA

U ovom poglavlju, xoje sadrzi odeljke 2.1-2.3,
polazeéi od ILagrangeove reprezentacijie toka,
uvodi se semidiskretizacija jednadina Havier-

Stokesa po trajektorijama cestica fluida .

U odeljku 2.1. dokazuje se egzistencija i Jje-
dinstvenost trajektorija. U odeljku 2.2. opi-
séje se postupak semidiskretizacije i dokazu-
-je se da Jje metoda stabilna nezavisno od veli-
¢ine koeficijenta kinematicke viskoznosti. U
odeljku 2.3%. dokazuje se konvergenéija semi-

diskretne metode.



2.1. ZEgzistencija i jedinstvenost trajektorija

Pretpostavimo da Jje ogranidena oblast T C RS is-

punjena fluidom <¢iJje je kretanje definisano jednadinama

A
¥

Navier-sStokesa . Lagrangeova reprezentacija toka fluida za-

sniva se na. funkciji

X1 (x,83;8) € L x (O,T)2 — X(x,s3t) ,

gde ¥(x,s;t) predstavlija polozaj one destice fluida u

trenutku t, xoJjz s¢€& u <Ltrenutku S} nolazi uw  tacki x.
To znzcC¢i da Je presliikavanje t — X(x,s3%t) parzmetar-
ska reprezentacija trajektorije destice koja se u trenut-
ku S nalazi u tacki X.

Neka Jje poznato resenje u (brzina strujanja) jed-

na¢ina MNavier-stokesa . Tada se trajektorije cestica flu-

ida za odgovarajuée strujanje odreduju na sledeéi nadin:
~

za svako (x,s) € ©x €C,T), funkecija t—> X(x,s3t) je

resenje sSistema diferencijalnih Jednadina
dX ¥

(2.1) & Ges3t) = w(E(x,831),t)

sa pocetnim uslovom

(2.2) X(x,8;8) = X .
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LEMA 2.1.
Neka Je ?c R® skup klase 4 . Ako fGLL2(O,T;H)
i u, € V, tada Je odgovarajuée reSenje zadatka (P).Ca-

rathéodoryjeva funkcija .

DOKAZ
Prema teoremi 1.4. (jedinstveno) resenje zadatka (P)
pripada prostoru L2(O,T;D(AO)) . PosSto je D(AO) neprekid-

no potopljen u prostor C(P )2 )
=12
w€ L7(0,T0(2)7) .

Dakle, u je Carathéodoryjeva funkcija [Ekeland, Temam ,

1976 ] .

TeOREMA 2.1.

el

Neka je P« R skup klase $ i neka za f iz

Lg(O,T;H) i u iz V, u oznadava odgovarajuée reéeﬁje
zadatka (P) .

Ako u € I?(O,T;Wl’w(ii)z), tada zadatak (2.1),(2.2)
za svaki wureden par (x,s) iz ? = [o,1] ima jedinsf~

veno refenje X(x,83.) koje pribada prostoru (wlfm(O,T))%

DORAYL

Prema teoremi 1l.4. (Jjedinstveno) resSenje zadatka (P)



_ pou o

pripada prostoru L2(O,T;D(AO)) i u'E.Lg(O,T;H)- . Poito
D(AO) = Hg(if)grw Vc VC H s neprekidnim i gustim pota-

panjem, to Jje prostor
: : ) 2 - ' , 2/ o
W(0,T) = {u : u€ LE(0,T50(A)) 116];(OJ;H)}

neprekidno potopljen u prostor C(C,T;V) [Lions, Magenes,
1972 - str. 19 | i prema tome, u€ C(0,T;V) . Tako smo do-

kazalli da
2, S N2 :
ue 190, 1;6(2 )%) A C(0,TEL(2)) .
Na osnovu leme 2.l., u Jje Carathéodoryjeva funk-
cija. usim toga,

lu(x,t)l < tul.,t) i oy 32 T 6(t) za s.s. t< [0,T]

i 6 C L2(O,T).. Na osnovu Carathéodoryjeve teoreme [Cod-
dington, Levinson, 1955 | postoje realni brojevi T1=Tl(x,s)
i o, = Tg(x,s), 0« < s Tre T, Tq # T, 1 funkeija X(x,
S;.) iz (wl’m(Tl,Te))g, tako da Jje X(x,s;.) lokalno re-
Senje zadatka (2.1),(2.2) na intervalu (Tl,T2) .

ProSirimo funkciju u nulom na R2

x [0,T]. Tada,
£ '

uGiLg(O,T;C(Rg)g) A C(O,T;Hi(R i jasno Je da ni jed-

na trajektorija ne moZ%e napustiti ¥ u trenutku > O ili

O

¢ T . Dakle, T, =0, T, =T i X(x,s;t) pripada za

1
svaku uredenu trojku (x,s;t) iz © x [O,T]2 .

Tako smo dokazali egzistenciju resSenja zadatka

'

(2.1),(2.2). Jedinstvenost se lako deokazuje pomolu leme

Gronwalla [ Girault, Raviart, 1979 | .

o
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TEOREMA 2.2.

2

Neka je ©CR° klase & i neka za f € I2(0,T;H)

i u e Vv, u oznadava odgovarajuée redenje zadatka (P).

Ako u € L“(O,T;wl’“(?:)g), tada Jje X(.,s3t) bijek-

cija skupa € na ¢ .

DOKAZ

Prema dokazu prethodne teoreme, X(x,s;t) pripada T
za svaku uredenu trojku (x,s;t) iz ?_*[O,’I‘lz . Neka

x,y €2 i neka Jje #{(x,s;t) = y. Tada je X(y,t3;s) = x .

Preostaje da se dokaze da e
x €2 D X(x,s;t) €D v (s,t) € [0,11° .
Neka x &<® , scl[0,T) i pretpostavimo da postoji t

¢ (s,T] za koje Jje X(x,s3t)€ 22 . Definisimo

=min {t : t¢& (s,T], X(x,s;t')E 2,

ct
!
!
ct
=
~
»
]
~—

max {s, tl(x,s) - -2%} .

ct
il
ct

~
"

-
[47]

~—
i

exp (T IV ul

L0, T3 T°( 2 )) L (0,13 I7( 9 )2)

Neka Jje X(x,s;t) = z. Tada 2z  pripada skupu < i
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X(z,to;t) = X(x,s;t) za svako t(i[to,tl]. Izaberimo pro--

izvoljno bt € [to’tlj . Tada Je

[€(%,858) = X(Oe,8589)1 = 1X(2,538) - X(2,5,38¢)1 2 -
st Ol

o’ 0

(2.3)
> 1Kzt 58,) = X(2z,6 5801 - iX(zrtO;t) ~ X(z,t

Medutim,

t
bX(Z,to;t) - X<Z)to§to>$ < X) \ u<X(Z)to;t>at>\d~}_{ =

t
0

t
- Xtot W(K(z,803T),0) = u(k(2,b538,),D)ldT <
t
S UV g L“(o’T;LGD(gf)E) S OfX(z,to;t) - X(z,to;tl)i ac
g t |
< 1Yy L”<O,T;L°°(§3)2) StO]X(Z,tO;t) - X(z,to;to)\ dT +

(t=t,) 19 ul | %(2,t,36,) - X(z,6 3801 ,

190,131 (2)%)
te je prema lemi Gronwalla [Girault, Raviart, 1979 ] ,

1K(z,t5t) = X(z,t 58 0] <

C(t-t, ) | X(2,t 58, ) = X(z,t,87)] -



Iz (2.%3) 1 (2.4) =za svako téifto,tl] imamo,
(2.5) X(x,s5t) = X(x,835%9)1 2 [1-C(t-t D11z - X(x,s5t8 )1 .

specijalne, za t = t, iz (2.5) sledi da Jje X(x,s;tl)
=z, §to Jje nemogute jer X(X,s;tl) C 22  a z ¢ £ .
Tako smo dokazali da x € 2 implieira X(x,s;t)€ ¥ ,
0<s<«<T, s< t«T . Dokaz Je analogan 1 2za 0<s<T ,
O< t<«< s . Konadno, X(x,s;s) =x, 0<8<T .

Time Jje dokaz teoreme zavrsen .

TECOREMA 2.3.

feka je © € R  klase & i neka za f € I°(0,7;H)

i uOQ.V u oznalava odgovarajuée vredenje zadatka (P).

Ako u € LT(O,T;Wl’m(EE)g), tada je Jakobijan ©bi -
jektivnog preslikavanja X(.,s;t) : T — % identidki jed-

P

nak 1. .

DOKAZ

Posto u Q’LM(O,T;Wl’m(SE)g), lako se dokazuje da par-

cijalni izvodi vektor-funkcije X(ey83%) u smislu dist-
_ )2

ribucija pripadéju prostoru L7( T , te Jaccbijeva matri-

ca trénsformacije x —> X(x,s;3;t) pripada L“’(E?)B . To

znaci da je Jjakobijan preslikavanja X(.,s3;t) dobro defini-
san - oznadimo ga sa J(x,s;t) . Tada je J(x,s38) = 1 .

Kako Jje < - u = 0, prema 1identitetu
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© - \
2 (x,m3t) = 3(x,838) (T -w)(X(x,838),t) ,

koji Jje u teorijskoj mehanici poznat kao teorema Liou- .
villea [ arnol’d, 1979 ], sledli da je J(x,s;t) = 1 na
skupu T % [O,T]g . Geometrijski govoreéi, mes () je

invarijanta preslikavanja X(.,83t) .

Neka vaze sve pretpostavke teoreme 2.1.. Tada funk-

L i N . ) ,,l,co o %

cija t —— (H(x,s3;t),t) vripada prostoru (Wi (0,T))7,
te je ona 1 apsolutno neprekidna. Frema ‘tome, u skoro

svakoj tacki t € 0,1] mozemo povucli tangentu mna kriwvu

t —> (&(x,s3%),t) .

Neka Ay = o(t(X(x,s;t),t) (respektivno £ oL 5 )
oznadava wugao izmedu tangente T (X(x,s;t),t) u tadki

({(x,s3t),t) 1 ose Ot (respektivno 0%, Ox2} . Tada je
cosg ol = l/\}/ 1 COSs °<J :ua/\t/ ] 3 = 172‘)

gde Je

2>l/2

(28) v o (1 o+ 1uyl® + luy)

sada se substancijalni izvod Lagrangea Dt moze na-

pisati kao idzvod u pravcu vektbtora
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T = (cos o1, COS L5, COS d.t)

na sledeéi nadin

9 2 D
D, = = + u; = + u - =
t at 1 Bxl 2 8x2
= Y (cos « 9 4 cos 9 + cos o . 2
= t 9t l‘axl 2 8x2
(2.7) .
>
= L‘J at *

Ova formula biée ‘'od fundamentalnog znadaja u daljem

radu.
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2ol Semidiskretizacija Jjednalina Navier-Stokesa po
trajektorijama
. X o 2 A . .
Neka gJje <« < R klase . Pretpostavimo da (je-

dinstveno) resSenje zadatka (P) zadovoljava dodatni uslov:
. e . 2
w € L0,Tu ()P .

neka je M pozitivan ceo Dbroj i St = T/M . De-

finigimo ekvidistantnu mreZu na intervalu [C,T1:

i neka Je tg =t 4+ 6.4t , 0«6 1.

Prema teoremi 2.l., za svako x &% i svako m

O < m < M-1, Cauchyjev problem

dat U(’tml;t> = u(X<X’tm+l;t>’t>’ tm <t tm+l’

(2.8)

X(x,t t X

m+1? m+l) =

ima jedinstveno refenje koJje preslikava interval [t 1

.
t ““m? m+1l

u T . Pri tome, funkcija t —> X(x,tm+l;t) pripada

~ol, o 2
prostoru (W (tm,tm+1)) .
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Dakle,
X - X(X,tm+l;t) = X(x,tm+l;tm+l) - X(X,tm+l;t) =
tm+l o
(209) = u<X<X’tm+l;€>)t> at =
t
T At 'u(X<X,tm+l§tg)st ) = At u<y7t9)7
gde Jje y = X(x,tm+l;t9) . Koristeéi (2.9) imamo:
Dy
) r — N (~r QUL t e
Deuly,ty) =+ (Vhtg) 53 2559
u<X’tm+l) . u(x(xatm+l;tm)ytm>
= K§/<y’t@) { ' 2 2.1/2
Ux - K, B3l T+ 18,y = Bl 7]
~ u<xatm+l) - u(x<xatm+l;tm>7tm>
FANR ¥
~
Dalje,
_Véxu(y,tg) 6! - uAu(X,tm+l)}+ (1-6) $ —uzxu(X(x,tm+l;tm),tm)}.
Konaclne,

£(¥,8g) = & £(x,t 1) + (1-6) £(X(x,6, 138,),8,) -

m
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Prema tome, makar formalno, za m = O, ... ,M-1 imamo

1 .
th' (u("tm+1> - u(X("tmﬁ-l;tm)_’atrn) ’ V) +

(2.10) + 0w a (ul,ty 5),v) +(1-6)va (w(XCayty 438),8),v)

ne

6 (£(yt,,1)>7) + (1-8) (£(X(.,t_ 13t ).t ),v)
Vvev,

gde Je x(x,tm+l;.) redenje zadatka (2.8) .

Za & =1, (2.10) je implicitna dvoslojna shema,

a za © = 1/2 shema Cranck-Nicolsonovog tipa .

Da bi u(.,tm+l) bio izracdunljiv, moramo da modifi-

kujemo formulu (2.10), Jjer ona sadrzi X(.,t tm), a

m+1?

prema (2.8), da Dbismo  izradlunali X("tm+l;tm> moramo

poznavati u(.,t) za svako t & '[tm,tm%l) -

-

. . Lo - . [, ~m
befinisimo, radi toga, funkciju X (x,tm+l;.) kao re-
Senje Cauchyjevog problema za autonoman sistem diferen-

cijalnih Jjednacina

m
dxX™ m -
at (X’tm+1;t> = u(X éx’tm+l;t>’tm>’ tp L vt
(2.11)
m -
X <X’tm+l’tm+l> X .
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Tako, umesto (2.8),(2.10), dobijamo

L

~T (u("tm+l> - u(Xm('ytm+l;tm)’tm> ’ V) +

+ QL)aO(u(.,tm+l),v) +

(2.12)

+ (1) va (u(X"(.ht 1380580 » v) =

m+1?

<o (f(~,t )’V) + (l"@><f(xm(-7t tm)5tm>av)

m+1 m+l;

Y v eV,

gde je Xm(x,tm+l;.) reSenje zadatka (2.11) . Jednostav -
nosti radi pretpostavimo da je 6 =1 1 analizirajmo

rigoroznije postupak diskretizacije . Definigimo

[f(.,tml), ako £ € C(0,T;H),
(2.13) ™) -

A

%tm+l
VANE ¥

£(.,t) dt,
t ,
‘ m

ako f€T1°(0,T;H)

i posmatrajmo sledecu semidiskretnu metodu za reSavanje

problema (P)

za uw® =u €V i e w owoco, ... -l

dato, odrediti NLas € Vv tako da Je
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1 1 1
(dtum+ ,V) o+ ),)ao(um+ ,v) = (£ ,V) Vv ev,
(2.14) gde Je
m+1 m+1,.,m .
4 um+l(x) _ 3 (X> - u (X <X’tm+l’tm>) ,
t - At

- I ¥ % . ~ .
a X (x,tm+l;.)- oznacava resenje <Cauchyjevog

problema

A}

i
=487 <+
at \X’tm+l’t’

(2.147)

TeOREMA 2.4,

2

Neka je @ ¢ R® klase & , f € 1°(0,T;H) i m

ceo broj, 0<m<M-1. Ako u® pripada prostoru erwl“”(g?)g

tada zadatak (2.14) ima Jjedinstveno redenje NUS koje

pripada prostoru V m H2(§3)2 .

DOKAZ
 Pretpostavimo da o™ pripada~ prostoru Vr\wl’Q)(EZ)Z.
Tada Cauchyjev problem (2.14°) ima jedinstveno reSenje
m . .
X (X,tm+l;.> : [tm,tm+l]--}‘3 i ono pripada prostoru
(Wl’a](t t j)g Kako funkcija x-—>%"(x,t 3t ) ripada
m® “m+1 ° tJ B '"m+1' m p

(2, to
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2 L (ae)™h W®e X € 12(9)2 .

Prema Lax-Milgramovoj teoremi [ Lax,Milgram, 1954 ] zadatak
(2.14} ima Jedinstveno resenje um*l'e V, a prema teore-
mi Grisvarda o regularnosti resenja Stokesovog problema

(Grisvard, 1978], u™?1 ¢ v (2)? .

TrORclMA 2.5,

2 klase. & 1 m ceo broj, 0 < m«

Neka Jje T C R
M-1 . Ako u™ pripada prostoru VA wl’oq(fi)e, tada za
t) je bijektivno

svako t & [tm,t 1, x-%~Xm(x,t

m+1 m+1?

preslikavanje skupa £ mna ¢ &iji je “jakobijan iden-

ticki jednak 1.

DOKAZ

Analogan dokazu teorema 2.2. 1 2.3..

Ed

Uvedimo sada normu il .l formulom
- 2 2 1/2
i il = (HVNO'9 +u&t“'§7vlio’i)
i dokazimo stabilnost semidiskretne metode (2.14) u

normi I



TEOREMA 2.6.

2

Neka je © C R® klase s , fCIS(0,T;8) i m ceo

broj, 0<m<M-1 . Ako u™ pripada prostoru V n Wl’oo(fi)g,

tada Je
R I N S e DU
gde gl oznacava (Jjedinstveno) reSenje zadatka (2.14).
DUKAZ :
Postavimo v = uttd u (2.14) . Tada, na osnovu

prethodne teoreme 1imamo

oLy @ Y RUNE T RN IR <
0,% 0,2

. m+1 m+1 -
m+l,tm) no’i; + ot I f Ho,i Y u ! 0,9 <

-~

<Chu"(x™(.,t

¢ m | e+l m+ly 2 » m+ly 2 \1/2
<(lu Ho’i + ot |t !\O,i Y1 u llo,iﬂzawvll | O&) -

Odatle sledi da je

L T - S B Sl I

T §:Hium\H teorema Jje dokazana.

Kako Je 1w g & )
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U knjizi Giraulta i Raviarta [Girault, Raviart, 1979-
str. 176.] dokazana Jje diskretna verzija leme Gronwalla.

Mi C¢emo dokazati opsStije tvrdenje .

Lekia 2.2
Neka " su (an),(bn),(cn),(dn) letiri niza nenegativ-

nih realnih Dbrojeva pri dJdemu Jje niz (cn) monotono ras-

tuéi i
n-1
\,
a, +b < oc o+ . d;ay za n 21,
i=0
a, + bo < c, -
Tada je
, n-1
a  + b < c exp( E:: d; ) za n>1l.
i=0
DOKAZ | -

Dokazimo najpre indukcijom da Je

n-1
(%) a  + b, < ¢ E:l (1 + di) za n > 1.
Za n =1 ovo Jje ocigledno
a, + bl < cy + doao < cl(l + do) .
Neka je n > 1 1 pretpostavimo da smo (x) dokazali




za svako n {n_ . Prema induktivnoj hipotezi i mono-

tonosti niza (cn) imamo

&h 41 T bn + 1 < °h 41 7 d 8y * 3 diai <
< ¢ +d a_ + 2__ d.c l | (1 +4d.) <
=~ "n_+1 o) TR S S VA kK’ =
no l:l
_ N ]
< cy L1 L1+do+ f’:‘i di g L+ d] =
n
= Cn 41 Poi(r o+ d.) .
i=0

Tako smo dokazali (%) za n = n,+ 1, a samim tim 1 za
svaki prirodan broj n > 1l . Kkonadno, tvrdenje leme sle-

di 1z nejednakosti

3
!
e

n-1
I (1 + di) < exp( da.) .
i=0 ]

P

n,

o
H

TeOReMAe 2.7

>
Neka . je € C R2 klase & , £€1°(0,T;H) i m ceo

¢ L.
broj; 0< m< M-1 . Ako u pripada prostoru erwl’m(§?>2

za L=0,...,m , tada jJe

0

Ly g + YAt 2‘ Lo utth ° <

> ), gde je C = (1+T)exp(T)
(0,7:H *
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DOKAZ

Postavljajuéi v = u*l oy (2.14) za L= 0,...,M=-1

i koristeéi teoremu 2.5, sledi da jJe

0]

L+l , 2
(llu 1!Oi+))45t“'<7u <

?

< tutl, v ot £y

,i O,i Y L= O’.o-,m -

Koristeéi nejednakost -
(a+0)® ¢ (1+ at)a® & (1+ p)d?

imamo

R B A B4 Sl I
3 y
: L2 e+l 2
< Qe o) iully o o+ Qratdat s T o, L=0,...,m.

Saberimo ove nejednakosti 1 primenimc lemu 2.2.. Tada je

s m
gl 2 . | t+ly 2
“u_, No,i ‘+ ))‘At é | T u “o,ﬁ
M=-1
< exp()C Ihug g’f_ +H(1+D) ot g:: ety g o ) -
. =0 b

Medutim, ‘ |

=1 (el 2 5 |

VAy" E::‘!}f T 0.9 <o 5 , 1 dokaz Jje zavrSen.
£ =0 ’ L°(0,T3H) -
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2.%5. Konvergencija semidiskretne metode

Neka je EEC.Rz otvoren skup klase o i neka za
(2.15).- f € Cc(0,T;H) i u, eV

u oznadava odgovarajuée reSenje zadatka (P) . MNa osno-

vu teoreme 1l.4.,

w € 180, 7;H(2)9) A C(0,T3V),
(2.16)
u’ € Lg(O,T;H) .

Pretpostavimo da

(2.17) u € L“(O,T;wl*”(§2)2),'
(2.18) w’€ 120, T3EN(R )2 A H),
(2.19) w"€ I°(0,T;H) . L

Ve

fada, prvi 1 drugli substancijalni izvod funkcije u

pripéda prostoru Lg(O,T;Lg(E?)g)
Dou € 12(0,T;T°(2 )2)

(2.20) ‘
D%u = D (Deu) € Lg(O,T;La(E?)g) .

1) HNa osnovu teoreme Gige o razlomljenim stepenima Stokesovog
operatora [Giga, 1981; sSohr, 19841 1 teoreme Lions-lMage-
nesa o intermedijalnim izvodima [Lions, Magenes, 1972 -
str. 151 mneposredno sledi da (2.16) i (2.19) povladi
(2.18) . Prema tome, pretpostavka (2.18) nije neophod-
na .
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Neka je m ceo broj, 0<-m< M-1, i pretposta -

vimo da

L )
N A A D L=0,...,m,

(2.21)

Tada, na osnovu teoreme 2.4., zadatak (2.14) ima jedin-

stveno resenje um+l koje pripada prostoru Vr\Ha(SZ)g .

. e e v . m+1
Definisimo gresku e formulom

m+ ] m+1
e = u - u(tm+1) s

i neka Jje odstupanje €m+1 € V' definisano formulom:

1
(M vy = CE(tp,105v> = » a(ult  1),v) - (dpult, 1),v)
. vV ve Vo,
LEMA 2.5.
Pretpostavimo da vaZe uslovi (2.15) i (2.21) . Ta-

da Je

. m_ '
i e+l \ e + L4yvat Zi_ | vet+l i g

0,2 o y T
m
— P AN
< 4Texp(l)- & % > sup v/ .
=0 vev i I 2
v 15 e

(2.22)
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DOKAZ

Lako se- vidi da Je

{ 2 L £- :
(et+l - e (X <"tt+l;tt>)’v> + YAt ao(e Fl?v) = zﬂt<6&+l,v>

~

YvEev.,

Na osnovu teoreme 1.4, (2.15) poviadi (2.16), i prema
tome, u<tt+l> c V . Tako smo dokazali da etrd € V . Uzi-
majuéi v = ebrl u prethodnom identitetu, koristeli ne -

jednakost

4 .. ¢
(e et (e, 13t,00,85 ) >

Q+l;
e+l 2 Lot ) 2
SR B A NN TR0 D) B V-
& — nejednakost sa &= f% R ¢injenicu da je e® =0
i teoremu 2.5 imacemo i
m
m+1 “2 n & N t+1 y 2 <
W e oo * v (o €i631V7e \!O,?_)»_
ar B wa,e ST ettt ety 2
== < )
< = 2 e J 0, +t 4T (ot 2 T ) .
=0 L =0 e t'o o
b

Odatle, sluzeéi se lemom 2.2., dobijamo
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m
m+1 y 2 N | t+1 4 2
I e I o2 * Ly (at 626 Ve ‘}o,g )

m
Z{: K&Q+l,el+J.>} 2 )

< 4Texp(l) (at
=0 l‘eQ+l!l2
o]

) 2
Dokaz Jje zavrsSen .

LEMA 2.4.
Pretpostavimo da vaZe wuslovi (2.15),(2.17),(2.18),
(2.19),(2.21) . Tada je

S

m

m+1ly 2 ‘T‘i t+1y 2

e n%£+ by t éislVe “%i
Z Coyty 4 )=u(X( )yt ©
N TS R =213 )T

< 8Texp(l) At L “ Deu(est,, )= —
=0 0,7

| i [u(x'((-,tHl;te),tL)—u(X(.,tm;tt),t&) |2
8Tes 1) At

+ 8Texp(1l) 2| =T o,

(2.23)

DOKAZ

Primenom nejednakosti Cauchy-3Schwartza na identitet

/< +1 _ (D ( + ) - u(-’tﬁ+l) - u<X(.’tQ+l;t&>’tQ) )
€ YV ) = galest, ‘ =T , V) +

")
W(KECaat, 1300580 = u(X(ayt, 15,058,
Ot ’

+( v ) ’
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dele¢i dobijenu nejednakost sa v [ o i koristecéi
9

ne jednakost

(a + )2 < 2(a2 + b9)

b]

tvrdenje sledi 1z prethodne leme .

LEMA  2.5.

Neka su a 1 b dva realna broja i gGEHe(a,b).

Tada g € Cl[a,b] i

1
Y

b

o .o (b)) - 1 . |
(owy ooy - ER=EE® 1 o) (o)
W a

DOKAZ
Prvi deo tvrdenja Jje posledica teoreme potapanja

[Adams, 19757, a (2.24) se lako dokazuje parcijalnom in-

tegracijom .

LEMA 2.6,

Pretpostavimo da vaze uslovi (2.15),(2.17),(2.18),

(2.19) i neka Jje funkcija g definisana formulom:
(2-25) g(-,t) = u(X(.,t, 38),8) .
Tada, -

g’(-$t> = Dtu(X(.,t t),8) ,

i+1?
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g" (2 yt) = DZu(X(e,t, 138),8)

i funkcije Tg, g, g" pripadaju prostoru

2 - 2

DCKAZ

Posto je

Du = %% + (u. v )u ,
2 2 u - 3 By 2%y
Diu = De(0u) = 32 zii( T A%, *° Y spews )t
3= 1

=1 j’axj axi i

na osnovu (2.15),(2.17),(2.18) 1 (2.19) sledi

]

(2.20) Dy, DZu € L17(0,T555(2)7) .

Prema landanom pravilu, za t & [tﬁ’tt+lj ,

g’(iat) Dtu<x<°1tt+l§t)at)

g"(.,t) = DZu(X(.,t, 38D ,t) .

It

-

Odatle sledi g, g7, g" € Lg(

tﬁ,t&+l;L2(if)2) . Time je

dokaz gzavrsen .




LisA
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2.7

Neka vaze pretpostavke (2.15),(2.17),(2.18),(2.19) i

(2.21). Tada Je

(2.26)

JUnAS

u(.,t€,+l) - u<X(')t€+l;te>,te) “2
3

HDtU<"tz+1> - g
: 2
<& v, 2, 02y C
. L <t3’tﬁ+l;L (31) )
pefinilimo funkciju e formulom (2.25). Teda je

g<.’tt+l) = u<.’tﬂ+l>,
g<'7t¢> = u<x<.’tﬁ+l;tﬂ>’tﬂ>’

g (ast 1) = Dgulest ) -

Na osnovu leme 2.6.,

F 2 2532
g, 87, 8" € LT(t,,t, 307(2)7),

. g“(°,t> = Diu(X(.,tﬁ+l;t>,t).

Tako,

na ospovu leme Z2.5. sa a =t 1 b =% , 1mamo

id
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2
'oj?=

u(-’t ) - u(X(-’t 3t )3t )
“ Dtu(°9t&+l) _ C-{-l : At ; £+1 ¢ e

’2
£),t) dt | dx

[N

- £
1
L;L_ & o (6~ )DSu(X(x,t

5
At £, L+1

t ~
L+1
ol v e [ e
= i (; | DEu(X(x,t, 138),t) | dx dt -

A

'tt+l
_ &t S | p%u(x,t) | © dx dt ,
5 )y, t

e

pri cemu poslednja jednakost <Sledi prema teoremi 2.5. .

Time Jje dokaz =zavrsSen .

LEMA 2.8.

Neka vaze pretpostavke (2.15),(2.17),(2.18),(2.19) i
(2.21). Tada je

, _ K 5
” u(X (a5, 138,08, ) = u(X(.,t, 15%,),t,) <
. ~t 0,
(2.27)
' : 2
<olet2 _ +o, & | &
1 0,9 1 2 at i 2 2 2
IE(ty0%y,1307(2))
gde je
2 2 2
C, = 3 lI<ru | exp{3T° | u ll ~ 1.
1o 0,122y TP 10,151 )2

N =




syt i A s
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DOKAZ
Kako je
o 2 .
huC (e, ,380080) = w(XCeyt380,8) 15 €
(2.28) |
< llou ”2 g in(x,t 3L, )-X(x,t 3t )lgdx
100, T3 1°(E )°) T Ll Lel®7e T

preostaje da se oceni integral na desnoj strani nejednakosti

.. . 2
(2.28). Primenjujuéi nejednakost (a + b + c)2 < 3(a” + e + 02)

]

i lému 2.5., imamo

B |y 8 ) , ) 2
| X (X’ta+l’tt> - k(x’tt+l’~ﬁ) | = dx <
T
! Lyl 3 2
<3t . ?[‘u (X (X,tt+l;s))—u(X (X’tt+l;s>’tt)l dx ds +

'tﬁ+l S 0 : ' . 5
+Iat . O[ u(X <X’tg+l;s>’t Y—u(X (X,te+l;s),s)) dxds +

Ao
tE’.+l ' 0 o
+ 3At u(X(x,t 18),s)-u(¥X{x,t 1s),8) 7 dx ds <
£ & g+1 g+1

t
g+1 ¢ >
< 3t lu(x) - u(x,t,)[° dx ds +

t, 2

t
£ +1 o
P YAY S B [u(x,ta) - u(x,s)' dx ds +
t, 9
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3ot v ulf Stulgcx% t )-X( |2
+ 3A u X, 38 )=-X(x,t }S dxds.
I°(0,1;I°(2)%)  t & t+l L+l

Na osnovu leme Gronwalla [ Girault, Raviart, 1979 ],

8 iXQ(X’tq{+l;t) - X<X’t&+l;t)’2 dx <

S _ .
t S 2
L+l
< {3(45t)2 I ez‘hg,i + 3Nt St f? S gtgg%(x,t)dt? dxds}de
% exp| 3(at) [v u |° | <
{ L°°<o,-fr;L°°<<ﬁ>2>5 =

< 5(élt)2 exp{5T21H7uH2 5 o=
' L<(0,T3;L7(<))
(2.29)
G R A )

L2(t, 3,130 (2)9)

za svako t iz intervala [t&’tt+lj . Specijalpo, za t =
t, iz (2.29) dobijamo ocenu koja zajedno sa (2.28) daje

(2.27) . Time je lema dokazana.




TEOREMA 2.8. E

2

Neka je <L C R klase $%¢ i neka vaze pretpos -

tavke (2.15),(2.17),(2.18),(2.19),(2.21) . Tada je i

. m+1 : ; g
. m+le, vt u(.,t - a0 (¢ < ;
<~9 m+l> N 1) + = , ( ’ \'L> ( ) ll,f“' 1

c, (at)®
gde Je

C.. = 4Texp(l) exp(8T20 exp(l)) =

1

du ‘2 Tl

2 y au
* { Hl)tu ” * ('1 ” dt L2(O,T;L2<i)2>J ’ b

12 (0,T; 1.2 <3i) )

a C, Jje konstanta definisana u lemi 2.8..

DOKAYZ

Prema 62.23),(2.26) i (2.27) imamo

| et e <
0, { =0 » T

<uTexp(l) (at)® { % | o u”i (0, T-L 2(£)9) '

m
Lo du 2 L o SN 12
+Ul!‘m2 [ 5 ]+ SIexp(l)Cl At S0 [ e" “o,@ .

, > 2. , .
T LR0,1,07(2)7) (=0 -
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Preostaje da se primeni 1lema 2.2. 1 dekaz Jje zavrsen.

NAPOMENA 2.1.

Da smo izvod 2u/2 ¢t aproksimiréii standardnom po-

deljenom razlikom prvog reda dobilik bismo gresku oblika

2 !,2

const (Ast)g ”d u
lat2 1 1200,1:12(2)D)

u odgovarajuéim normama. Medutim, resenje zadatka struja-
nja fluida sa Jjakom konvekcijom znatno sporije se me-
nja oo trajektorijama nego u pravcu ose 0Ot. Zato, nasa
semidiskretna metoda se moZe koristiti sa vecéim vre-

menskim korakom, bez gubitka tacnosti .

Vazno Jje primetiti da Jje metoda stabilna u nor-

mi 0.l za svako v 20.

NAPOMENA 2.2.

Konstanta u oceni greske za standardnu semidisk -
retnu metodu zavisi od kinematicke viskoznosti @/ 1
ponasa se kao 1/» , kada ¥ —> 0 [Girault, Raviart,
1979 ]. 3 druge strane, nase konstante C; 1 C, ne za-

Visé eksplicitno od Voo




I1I1

DISKRETIZACIJA JEDNACINA NAVIER-STOKESA LAGRANGE-

GALLRRINOVOM MELTODOM MASOVITIA KONACKIH ELEMENATA

U ovom poglavlju, koje sadrzi odeljke 3%.1-3.4,
opisuje se Lagrange-Galerkinova metoda medovitih
konac¢nih elemenata. Ona ge kombinacijz semidiskret-
ne retode kKoja se zssniva na Lagrangeovo] repre-
zentacijl toka {luida (v. prethodno poglavlje) i

i mebovite metode konadninh elemenata.

U odeljku 3.l. uvodi se pojam mesovitog eliptickog
projektora. U odeljku %.2. opisuju se stabilne fa-
milije konadnih elemenata u smislu Brezzija. U
odeljku 3.%. 1spituje sebpostupak aproksimacije
trajektorija. U odeljku 3.4. formulisSu se diskret-—
ni zadaci 1 dokazuje se egzistencija i Jedinstve-

nost resenja.
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%.1. Megoviti elipticki projektor

Diskretizacija problema (P) i (Q) metodom meSovitih
konac¢nih. elemenata zasniva se na konaénodimenzionim pros-

torima
x, © BEY(®) i n o< IND)
h oL h o) :
Definisimo prostore

I A% 2 S . <7 9 S
iy o= (DT, Vo= {vp€W s (Tevyhqp) = 0 thﬁ“‘n}

i usvojimo sledeée hipoteze Hl, HZ2 1 H3.

Hipoteza H1l

Postoji .ceo broj ZO > 1, tako da Jje

(3.1) nf v vl o < O v, e
h
V v € BT (2)2 Wor: ocr<t .
Hipoteza H2

(3.2) inf fla-a .. S Cb fall, o

@ € H(P)INLI(P)  Vrio<r< b, o .
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Hipoteza H?

Postoji pozitivna konstanta CB’ takva da Je

(7 ’Vhaqh)

(3.3) sup

V€ W o1 o 29 lmloe,e Yan &ty .
h~ "h y

Hipoteza H3 naziva se wuslov Brezzija [Brezzi, 1974].

Definidimo sada mesSovitu eliptidku 'projekciju (wh,
sh) uredenog para (u,p), kao reSenje sledete familije

mesovitin eliptidkih wvarijacionih zadataka.

Za dat ureden par ~(u,p),
- 2
UELO()(U,T;V)s p&e LOO<O’T;LO(E))5

odrediti (wh,sh) : [O,T]~¥e?whx My, tako da Je

(R,)
V(7 (u(8) = (£)), ¥ v,) = (7 vy ,p(£)=5,(£)) = O
\V/ Vhé \ri’h,
(V-(U(t)*wh(t)),qh> =0 \7/ qh é Mh -
O¢igledno, ako Jje (wh,sh) redenje problema (Rh) ,
tada  w [0,T]—V, - DefiniSimo funkcije n o1 X

formulama
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m=u - Wy oo | X=D ~- 8 .
Vazi sledeéa teorema.

THORAMA 3.1,

Pretpostavimo da u€I?(0,T;V), p€ I°(0,T512(2)) 4
da vaze hipoteze H1l-H3. Tada (Rh) ima jedinstveno rede -
nje (de na skup mere nula) Wy [O,T]-%Vh . Ako je g>1

realan broj,

ug L“(Q,T;Hq*l(’?)gm V) i
p € L0, HA2 ) A Li(i)), ’
tada Je
| Loy
Hz ”LS(O,T;Hl(f)g) M ,LS(O,T‘;LE(E))
(3.4)

T
< Cw (N ul

S ip i

+ ),
130, (2)) %0, 1387 (2 )’

za Vs€ [1,0] WVr: 0<r< min(ﬁo,q) .
Ako uz %o

we 170,15 ) A H)
P’ E A0, mETHR) A 1B, -

tada Je




i :’Z, 5 1 5+ %— x5 .0
L=(0,T:H7(2)7) L=(0,T;L°(2 )
(3.5) |
4 ‘ l ’
< ceh¥uth L - + =14 )
2 120, E ()2 YT 1P (0, mET(R))
za ¥ r: 0<r<min( e,o,q-l).
DOKAZ
Lgzistencija 1 Jjedinstvenost resenja dokazuje se

standardnom tehnikom [ Brezzi, 1974; Girault, Raviart, 1979].

Neka v,c V i nekxa je 7, = W, = V. . ‘Tads z <€V
< Vy & J n = Yh T Vi ada z, € V)

i pri tome Je

vl vyl i,f = (V vy, W vy) =y (Vw,vv) - v (V2,7v,) =
:))(V(u - Zh)’vvh) - (V'Vhsp) =

pat

=)/.(V(u "‘Zh>’vvh) - (V-Vh,p - qh) Vqllé Mh .

Odatle, koristeéi nejednakost Cauchy-sSchwartza,

v B l : ’
Ivply o €lu=z2ply o +30IP - qle o Vay € My .

.

Medutim,

1»2)1’? = ju - wh) 1. <fu - zhj 1,9 + 2y = Wy 1,9



..5’7_

1 : -
te prema H1l, H2 i neJjednakosti

— . < - |
1n§ | u zy | 1,8 < (1+ @g)v 2?5 I u vhl 1,9 .
ZhE h : h~ "h 1

koja se lako dokazuje pomocu H3, sledi da Je

al r 1
‘72,\1,1* < Cgh (huat ril,

v r: Oszrfgmin(ﬂo,q), Cg = max(2Cl+ Eg;, 02) . 3

‘Na osnovu nejednakosti Poincaré-Fridrichsa [ Girault,Raviart,

1979 1,

te Je,

. r
) ”LS(O,T;HI(E )2) < 0607 G LS(O,T;HI+1(<_E )2) '

(3.7)

1
v bl

. . ) V¥ s€[1,c0] Vrzoermin(ﬂo,q).
1900, 1367(2 )
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Dalje, iz (Rh) sledi da je

(v «Vh,sh) = (V(u~wh), vvh)«(v-vh,p) N vh€ ‘v‘vlh .

Prema tome,

. v Vhé Wh 7 qh g Mh .
Odatle, po  H5, -
gy~ |l <A (vl o I p—qy, | ) Y q,.€ Il
'n"%h 0,2 T T 21, e h' o, Ih™ My
i
1 L 1 - L _
= WXHO,E =5 RSyl g o S S NPTl g o v T TSyl g o
< (A =) (Im ¢ p-qg, ) Vg, € 1
- .- 05 Z l ,QE 30 I qh fe} . i C\lh zlh *

3luvzeéi se ocenom (3%.6) 1 hipotezom H2, lako dokazuje-

mo da Je

b

WX

N

) S, L2 s S, - -
. Lo(0, 15 L°( ) 130,05 (e )®)

(3.8)

+ % U r
L7(0,T5H7 ()
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Vs€[1l,00] Vr: 0<r<min(l ,q), Cg = (Co+C.)(1l+ =) .
. o 8 2776 b5
Sada (3.4) sledi iz (3.7) i (3.8), pri d&emu Jje
Cy = Cgln + Gg - Ocena (3.5) dokazuje se analogno : do-
voljno Jje diferencirati Jjednaline u zadatku (Rh) i pri-

meniti isti postupak sa s = 2.

ToUREMA 3.2,

Pretpostavimo da je SE.CR2 konveksna ogranicena

oblast sa poligonalnom granicom, gq > 1 realan broj i

u € L‘AO(U,‘L‘;dqdrl(‘(ﬁ )zq V),

p € I°(0,15H%(E )n I5(2 D).
iko vaje hipoteze H1-H3, tada je

i 7n | o) 2 < Cghr+l( hu 1 2 +
¢ 180,1515(2)%) | L9(0,T;HETTH(2)9)
(3.9) -
' 1
+=0p )
v LS(0,1;HY(2))

vV s€f(1,c0] Y r: Og’rgmin(@,o,q) .

Ako, pored 'toga, : A N

w€ 17(0, 158 R )°A ),
7€ 1700, H(2)A 12D,
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tada Je
271 2 22, S Gy BRI, 12yt
L7(0,T;1°(2)5) L7(0, T H T H(R)7)
(%3.10)
1. .
= 4p ) Vr: O<r<min(l _,q-1) .
» 12(0,T5H5( D)) o’
DOKAZ

Sluzicemo  se  Aubin-Nitscheovom. tehnikom dualnosti

[ Aubin, 1972; Hitsche, 1968 ], koja se bazira na formuli

sup : L (&,7)]
g €1(R)° 1Bl o,e

(5.11) \vzuo,?_ =

a svaku funkciju gGEL2(§f)2, posmatratemo sledeéi za-

datak.
. 1 2 2, N
Udrediti (z,7) Q,ﬂo(ﬁf) > LO(Ij) tako da Je
— . S 2
v (2,9 -(v-v,2) = (g,v) ¥vE H(D)
(3.12) | ‘

(v -2,q) =0 Vq € LE(D) .

Kako je < konveksna- Poligonalna oblast, na osnovu teo-
reme o regularnosti redenja Stokesovog provblema [Kellogg,

Csborn, 14w%70; urisvard, 1976 | sledi da Je
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¢ 1)
1 11
(3.13) lzl, o + 3 el o < 5= ey o .
Iz zadatka (%.12) sledi da je
(g,m) = v (vz,Y7Q) = (v-9,0) = v (¥ (u-wp), v2z)-(V - (u=wy)r

Fedutim,

V(7 (u=w ),V 2,) = (Fe2,0) = (V-2,p-a) Vz,€V, Va &My,
(V-2,p-qp) = U Y a4, € by oo

(V *(u=wp),r,) = O Vo, €Ny,

1 prema tome,

(g)qz,\) = )7 (V?,V(Z—Zh>)+(_\7-(zh—z),x>+<v'?,rh"r) s

N

A4 zh€ Vh Vrh 3 Mh.

Odatle sledi da je

eypler Cigly e+ SHXIG e a2yl g o Slrorpig o)

Y z v T .
ST . L . . 2 ‘
1) sa ogranicenu oblast T  sa granicom klase C takode va-

%1 apriorna ocena (3.1%) L[ Cattabriga, 1961; isoc}ronnikov ,
1960; Vorovid, Judovid, 1961, von Wahl, 1980 1 .




Koristec¢i nejednakost

. 1 ) _
inf |z - 2z, | e < {1+ 5—) inf {2z - v_| .
h' 1,85 C . h' 1,
th_Vh ? 3 th,wh , )

hipoteze H1l, H2 i apriornu ocenu (3.13%),

(gl 2 el imly o+ S AXI ) Tgly o b,

3

C
gde je Cl2 = Cll max (Cl+ 5% R 02) . =oristeéi (3.11) i
)

(3.4) dopijamo Zeljenu ocenu  3.9)  sa Cy = G4619 . UO-

-

kaz nejednakosti (%.10) Je analogan .
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5.2. ronstrukcija prostora konalnih elemenata

Neka je th uniformno regularna trijangulacija kon-
veksne poligonalne oblasti £ CCiarlet, 197871, pri dJemu

je dijametar svakog od elemenata ogranicen sa h (h>0).
Za ceo broj k > G, neka PK(K) oznacava prostor
svih polinoma stepena < k nad elementom K, K & th .

Definigimo prostor Wh sa

(3.14) W, = {v = (vl,vg)E_Hé(Ef)gz vi]Kgng(K),i=l,2;VK€C£},

a prostor Mh sa

£

(3.152) Hy = { PEIL(R): pjyx € B (X) VEECC, |
111 sa
(5-150) iy = {IPQL?E)N C(2): py €, (1) VEKE C LY

Prostori Wy 1 N imaju sledeée dobro poznate oso-

bine [ Ciarlet, Raviart, 1972; Ciarlet, 19787 .

LMA 3.1,

" Neka je k >1 ceo broj. Tada je
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LeMA 3.2,

Neka je €>0 ceo broj. Tada je

Iy r

1€n[f P -al g e sCon Bl o
9In< h

Vp € H (T ) A Lg(f) r: O<r< L+1.

Sa  takvim 1lzborom prostora Wh 1 Mh hipoteze H1

i Hd2 su zadovoljene sa CO = min(k, ¢+1). U praksi se o-
bic¢no wuzima k = { +1, tako da Je stepen ! elementa za
srzinn zazo jesan vidl o od stepena  elementa za  oritisal,

Zw  fawiliju W ,M,} kaZie se da Je “stabilna, ako
zadovoljava hipotezu H3 (uslov Brezzija). U radu Mans-
fielda (Mansfield, 1982 ] konstruisane su stabilne famili-
Jje sa eptimalnim Dbrzinama konvergencije, dok Boland 1
liicolaides [ 3oland, Kicolaides, l985]vanaliziraju jedan prost
algoritam za 1ispitivanje stabilnosti. Brezzijev uslov H3
P

moze sSe zameniti 1 uslovom stabilnosti u smislu makro-
elemenata, koji se u poredenju sa H3 relativno lako pro-
verava [ Stenberg, 1984]. Primeri stabilnih familija sa op-

timalnim brzinama konvergencije dati su 1 u radovima

[Pitkdranta, oStenberg, 1984 5 Verflirth, 1984 ] .
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3.%. Aproksimacija trajektorija

U ovom odeljku <¢emo sistem (2.8) aproksimirati au-

tonomnim sistemom diferencijalnih jednacdina.

Neka je Ush E‘Wh aproksimacija - "funkcije uoezv de—

finisana sledeéim zadatkom .

. . . B \
Za dato u_ € V odrediti wureden par (uoh’poh’ €
\"v"h x Mh, tako da Je

(V (ugp=ug s V)=V evy 5000 = 0 YoV, €y

(v '(uoh—uo>aqh> = 0 A4 qhé Ilh .

Ako uOGZ Hq+l(f’)2r\ vV, g>1 i ako vaze hipoteze
Hl - H3, na isti nac¢in kao u teoremama 3.1 i %.2 dokazu-
Jemo da Je

< 0™ fu |

Iy — ] - .
Juouohl’o,f + hlu~u,, ”1,3

(3-17)

V’r:()§1ﬁgudn(&0,q), 015 = max(Cq,Cg) .

. . 0 . : . . :
Neka je Uy = U,y 1 pretpostavimo da smo veC od-

k

h
O<m<M-1. Pre nego sSto opiSemo postupak odredivanja u§+l

redili u za svako k, O<k<m, gde je m ceo broj ,

uvedimo neke oznake. Neka Jje M pozitivan ceo broj s

At o= T/M, tj = J.Qt, J =0,...,M 1

r+l,T




L
m+l,  _ _h
n o (xX) =

m,.m
(X) - uh(Xh(X’tm+1’tm))
At ’

dtu

gde je Xﬁ(x,tm+i;.) reéenje Cauchyjevog problema

El—}Erkn‘(x t at) = ul(X®(x,t L3t)), t t < t
at Y 'm+1? = Yp\AhV\ o tpaad ’ m s < m+1?
(3.18)

< I . _

Kh<x’tm+l’tm+l> = K.

Ne ogranicavajuéi opstost moZemo pretpostaviti da

Je O<h§'ho<'l.

Neka Je At = oat(h) o Definidimo
At
en) - St

i pretpostavimo da jJe

(3.19) &h) = o(1) , h—0 .

Pretpostavimo, nadalje, da je 6%1 uniformno regu-
larna trijangulacigja [Ciarlet, 1978] konveksne poligonalne

oblasti < . Tada va¥e sledeée tzv. inverzne osobine

, . -1 : ’
(5.20&) 1 Vh“l,? < Cyuh !!Vh“'o,i ‘V’Vh<£ Wy
s -1 |
(3.20D) 17 vy, | 0 003 < ClSh Wovy 0,003 \;fth W s
. -1
(3.20¢) b O,w;Kgcmh v, 0. K \/Kétfh Vvhé W
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(3.204d) [Vn lowmse < C17 I1n n|1/? Pvp Iy ¢ Vvpe Wy

[(%.20a-c) Ciarlet, 1978 ; (3.20d) Schatz, 1984 ].

LeMA 3.3,
Neka Je C:h uniformno regularna trijangulacija
konveksne poligonalne oblasti ° o, u, € H2( ¢ )2 AV i

pretpostavimo da vaZe hipoteze H1 - H3 i (3.19) .

Tada postoji hy € (Q,hO] , tako da je

(3.21)

=t
japie}

lo o0 < (2?5)1/2 Vv he (0,hy] .

VOKAZ
Neka je K proizvoljan element trijangulacije Ckﬁ

Tada jJe

| U=y | o,k S Iag=dey | 0,
(3.22)

c < (mesxNM? a <h fugl

’l _
Luo"o,h Oy®532 — ©

0,93

Na osnovu (3.20c), (3.22) i (3.17) sa q = 1 imamo,

O
i hl = <

== I ! = .
3 | Uon o ,003 @ Kmfj}é,h i Yoh I 0,003 K =

i o,oo;“_';:




-1
<C,- h max Nou S
-1 ,
< Cys h max fu. - u |l +  max bou | . <

£C1g ( Gz b Iy o, + lugl

Prema teoremi potapanja [ Adams, 1975 ],

!

! Uy 0,03 P < C18 I U 2, ¢

R
bR

ot
0]

je

L, 0
lup g2 =016l CagR + Cig) 1 uglip o -

PoSto postoji h1,€'<o’hoj , tako da je

- r 1 =1/2 -
C1g(Cyzh + Crg) lugl 5 o < [EMm)] ¥ne (0,h],
dokaz Je zavrSen .

Sli¢no se dokazuje i sledeéi rezultat .

TEMA 3.4,

uniformno regularna trijangulacija kon-
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veksne poligonalne oblasti < , uEL"O(O,T;H2(EE)2m V)

k ceo broj, O<k<M, uf €W,

?

(%.2%) h u(.,tk)-ui'll\O,E < Ciglh + o),

gde Je (319 (> 015) konstanta nezavisna od k, h i & t
i neka wvazi (3.19).
Tada postoji h2€ (O,hl] , nezavisan od k 1iat,

tako da Je

. Lk h 1/2 . .
i y ”O,OO;SE: < (Z‘%’) V/h€<oan2] y
(3.24) L N "
C.. < min( - ) Y h€(0,h] .
19 /5 ) 2
DOXAZ
Analogan dokazu prethodne leme.
LitA 3.5,
Neka Je th uniformno regularna trijangulacija kon-
veksne poligonalne oblasti T . Neka je, dalje, k ceo

broj, 0< k< M-1, uig wh R

)

h
(3.25) N uy

< (Byl/e % € (0,h,]

0,005 Al

-

i neka  va&

1 (3.19).
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Tada postoji h3€<oah2] nezavisan od k i At |
takvo da Jje preslikavanje x——»Xg(x,t}Hl;t) definisano sa
(%.18) Lipschitz—neprekidna bijekeija skﬁpa L na 2 za
svako h € (O,h5]‘ 1 svako t € [.tkr%tk&l] .

DOKAD

k+1

gato da t<lt,,t, ;). Na osnovu definicije prostora W

Tvrdenje Je odligledno za t = ¢t . Pretpostavimo

h

. k ” v : 2 . s
funkciju u mozemo produziti mnulom na R sacuvajucl

h

klasu ‘.ﬁil’m(?_l)‘gm C(§l), za svaki otvoren nadskup El
skupa T . Pretpostavimo da Je rastojanje kcmplementa sku-
pa T, od skupa T  wveéi od 2d, gde je

d = sup h.[&(h)]l/2 .

he (0,h,] '
gvaka talka x, € £, T je kritiéna talka auto-
’ K

nomnog sistema (5.18). Funkcija uy  zadovoljava uslove
Cauchy-Lipschitzove teoreme na skupu’ < 1 1 prema tome,
ako x pripada skupu T tada :{i(x’tk+l;t) pripada <

za svako t & [tk’tlwrl] jer integralne Xkrive sistema
(3.18) ne mogu sadriati kritiéne tadke [ Lefschetz, 1977].

. <K .
Tako smo dokazali da X—-»;\',,Kl(x,tk+l;t) preslikava skup

< 1} sebe za svako te[tk’tlul] .

Prema inverznoj osobini (3.20b) 1 nejednakosti

(%.2%) dimamo

. | k s 1/2 ‘
(9.26) At Vuh o S Ulf‘)(&t/h) / ¥ h E Kovhgj .

“0700 3
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Stoga, postoji haei(o,h 1 takvo da je

k

1-ath 9wl exp( At 17 oS |

Ofm;i - h Ofx;ﬁi ) Z
(3.28)

21 -Cg a(h)1/2 exp( 01‘5 a(h)l/g) > 0 Vhé(o,hB].

Koristeéi lemu Gronwalla [Girault, Raviart, l979j lako do-

kazujemo - da Je

.

N
lhh(x’tk+l’t) - kh<y7bk+lvt)f 2

(5.29)

k

>x-y1 (1= &t 1V u) Ho'oo_iexp(AtHVuk i
3 9

h " o039 ))

¥V h € (0,01 VEE [t,t,,] -

rrema (2%.28), (3.29) implicira injektivnost preslikavanja

: wk ) - , o
Xﬁ}xh(x,tk+l,t) vt E [tk,tde Y h & <(”h5] . P

Na osnovu leme Gronwalla,
k k
th(X1tk+l;t) - Xh(y’tk+l;t)k <

<|x-y] exp(at 17yl )<

k
h oo 77
<ix=yl exp( Cqig e (n)*2)

Vhe(o,h5] ‘v’té[tk,t 1 ¥vx,ye <€ .

k+1



":!.’
E
i
&

&

I
.

Tako smo dokazali Lipschitz-neprekidnost preslikavanja

ok ;. : ‘ _
x — K (Xt 158) Y hE (0,h] Ve € L,t 0]

Surjektivnost preslikavanja x———»Xi(x,tk+l;t) na sku-
pu < dokazalemo svodenjem na kontradikeiju . Pretposta-
vimo da ono nije surjektivno za neko h & (O,haj i
neko © é[tk,tk+l) . Tada postoji yoef , tako da je
Xﬁ(x,tk+l;t) £ N vV x€ % . Okruzimo tadku Yy, zatvore-

nim krugom B(yo,2d) poluprednika 2d i -definiSimo pres-

. . - O ~
likavanje %>: Iﬁl——*+ T formulom
E (K \
PG IR I x <2,
0= S
X, x é,ﬁfl ~ T .

Tada Je < neprekidno preslikavanje, pa je B = { & (x):
x é_B(yo,Zd)} povezan skup. Integrirajué¢i (3,18) 1 koris-

teéi (3.25) imamo :

x~<§(xﬂg&t Huihwwi < d \fxéLEl,

te granica skupa B okruzuje tacku Vo - Zbog poveza -

nosti skupa B, y_.& B, pa postoji xoéi B(yo,2d) tako

Yo
da ‘je P (x,) =y, . PoSto y €T , to x, € i
Kk ey L . o o . , _
Xh(xo,tk+l,t) =¥, » sto Jje kontradikcija . Time Je do

kaz zavrsen .
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Na osnovu prethodne leme vektor-funkcija X

Xg(x,tk+l;t) je diferencijabilna "u smislu teorije dist-

ribucija . Pored toga,

K . - 00 sos
’aAh’i(x,tK+l,t)/bej € (%), i, § = 1,2,

K, gtk+1 K, k Lk
V’Ah(x,tk+l;t)=1~ . <7uh(Xh(x,tk+l;s)) <7Ah(x,tk+l;s)ds

o [+
75 € Lt ]

; » s s . re
gde 1 oznacdava Jedinicénu matricu : I = L O L] e e
7 i3 l2i,j=2

K3
heka je M proizvoljna kvadratna matrica : I =

[mij ] 121i,j22 ° Definisimo normu ! .llx formulom
‘2_
!JT H = 1 D, .
WM x max 2 lmlaj .

1< j<2 i=1

Tada Je

7

rk . i
}Jw7hh(x’tk+l’t)” ¥ =

t
3 k+1
<1 o+ l k, k . { k . l
" :7uhcxh(x’tk+l’s)”x f V}(h(x,‘ckﬂ,s)“z‘E ds <
S 2"§7uhllo¢n;f I Vth(X,tk+1;s)H x 45 £

t

1/2 Stk+1 X
2] & i
< T LiS & (h) . h<7xh(x’tk+lgs)¥!x ds .




- 4

Na osnovu leme Gronwalla,

+X
L TXEGe Byt Uy £ exp(2 O £ ()12
(%3.30)
\'/hé—_(O,h5] vt e lo,t ;7.
Dalje, prema (3.3%0),
K ) N\
i?)(kl,i(x,tk+l,t)/’a Xj - élal é—. :
v f\'tk+l K :
< Voug b o0 0; 2 \t (i O}‘kl,l(x’tkﬂul;S)//an I
-K K-
~K . .
+ \'5Kh,2(x,tk+l,b)/?5xj\)ds <
/ 3
Sy £ ()% exp (2Cy ¢ e ()
P 1/2
~
gde Je
020 ='015 exp(2015 Ssup _ g(h)l/g ) .
. hE(O,hBJ '

Prema (%.19) postoji h, g,(o,haj tako da je

e (nyL/2 | L
(3.31) Cog € (0) < 1/4 vV h € (0,h,] .



~J

\\‘r]

Sada se 1lako dokazuje sledeéa 1lema .
LoliA  3.6.

Neka Jje T , uniformno regularna trijangulacija
konveksne poligonalne oblasti £ . Neka je k  ceo
broj, O<k<M-1, ul;e Wh ,

k — 1/2 .

I uy 0,003 < (h/ant) Vv h &€ (o,h41
i neka wvazi (%3.19) .

lada  Je

N /2= ¥ o

1/2 £ 1-204, £ (h) < det( 2 Xh,i(x’tk+1’t)/ 2>Xj)-g
<_ . Al [ 1/2 2 —
=1+ 5/2 C2OL/(h) < 13/8 ~ h €L(O,h4J .

Posmatrajmo sada preslikavanje Gg : ¢ —— ¢ defini-
sano formulom

Gg(x) = (1-8)x + © X(x,tk+l;tk), ec [0,1] ,
gde je t — X(x,tk+l;t) reéenje zadatka (2.8) (sa m
= k) . |

Leris A.7.
Neka Je < C;R2 konveksna poligonalna oblast i
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u €.L“(O,T;Wl#m(if)2r\ V) . Pretpostavimo da je

(3.3%2) M o> [ 5.686119744.7. v u l 5] + 1.
170,151 2 )“)
Tada Je GG Lipschitz-neprekidna bijekcija skupa
€ na < v 6€[0,1] ¢iji je Jakobijan » 1/2 .
DOKAYZ
Za 6 = 0 tvrdenje Je ocigledno, a za 6 = 1 sle-

di iz teoreme 2.5. . Uslov (3.%2) Jje 1izlidan u oba slu-

“sja . lleka  je G <o <1l . rodto (3.%2) dimolicira ne -

jednakost

At <Tu aemXZAtHVuH 2)
L0, T31°(<2)7) L=C0,T;L7( 2 )7)
(3.53)
< 1/4,
to je
6g(x) - Gu() 2 ix —yl/4  Vxyel

i preslikavanje Jje injektivno. [Lipschitz-neprekidnost Je
odigledna a surjektivnost se dokazaje na isti nalin kao
u lemi 3.5. Dovoljno Je uzeti da Je

o

d = &t i ull ) \ - i
LeCO,T5L7°(2)7)
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fgg(x) s x €<
%E@(X) = <
X, XE El\? ki
gde Je < 1 proizvoljan nadskup skupa T , takav da

je rastojanje komplementa < ; od T veéi od 24 .

ronalno, iz (3.%3) sledi da Jje _jakobijan presli -
kavanja  x —= Gg(x) veéi ili Jednak 1/2 V 6€[0,1]1 .
Za ©€[U,1] -posmatrajmo preslikavanje Hy: T — T
definiszno formulon
el 0c)o

{@(X) = (1-8) Kh(x,t tk).+ 0 X(x,t

k41

gde Je Xﬁ(x,tk+l;.) resenje zadatka (3%.18) (sa m=k) a

X<X5tk+l;'> reSenje zadatka (2.8) (sa m=k) .

L.:J‘i'l A 5 - 8 .

Heka je f’h uniformno regularna trijangulacija

konveksne poligonalne oblasti £ C Re , k ceo broj ,
0<k<bi-1, uﬁei W, i neka vaie uslovi (3.19), (3.25),

(3.%2). Pretpostavimo da u & I@(O,T;Wlfb(ﬁz)grw V) .

- Tada je Hy Lipschitz-neprekidna bijekcija skupa

€ na © Vnh € (0,h,] WV ee€lo,1] &iji je Jjakobijan 2

DOKAD

Analogan dokazu prethodnih triju lema .
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5.4. Formulaclija diskretnih zadataka
Lproksimirajmo sada problem (Q) sledeéim diskretnim
zadatkom
Udrediti (uh,ph) {tl,...,tm} — iy x M, tako da je
k+1 k+1 k+1 kK+1
(dguy " Tavyp)e w0 (T 7 vy )=(9 vy, 0y )= (0700w
. V/Vh < iy
\‘{h)
o It+1 . . | ) .
(Voeu " Tha,) = C s Gy & iy s = Ugeeeyliml g
wl = u
h = “oh °
PridruZimo problemu (Qb) sledeCi zadatak.
Odrediti u, {tﬁ,...,tﬂg —V, , tako da je
k+1 k+1 B K+ 1 N , .
<dtuh avh)l ))’<Vu~h ,Vvh> = (f ’Vh/ A th \[h 3
N K = Oyeua,li=l ;

Girault,

problem

P L 1 AR
adatia L2 ) -

/

Sludeci
elipticdkin varijacio

Raviart, 1979 ] ,lako

™ -

(F) e

se standardnon
nih zadataka

dokazujemo

spoljasnja

sledell

aproksi-

teorijom me-

[Brezzi, 1974

rezultat.
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T=OREMA 3.3.

Neka Je € h uniformno regularna trijangulacija
konveksne poligonalne oblasti £ , k ceo broj, O< k< M-1,
1/2

b _ < (n/at)

0,0 2 ¥ he (0,hy]

£f€ C(C,T;H)

i neka vaze hipoteze Hl - H3 1 (3.19).
Tada
a) zadatak (fh) ima  jedinstveno refenje U
\ atodi edinstver K+l - . ke d .. k+1
b) postoji Jedinstveno p, "< Ik, tako a Jje (uh s

jedinstveno resenje zadatka . (Qh) .




v

BRZINA KONVERGENCIJIE LAGRAMGu-GALEREINOVE MELCDL

FESOVITIH KONACHIH BLEMERATA

Cvo poglavlje, kogje sadrzi odeljke 4,1 - 4,4, pos-

veoeno 6 anslizl braine honvergencl je Lagrense -
- s U SV U SO S AR i
Galerrinove metode nmerovibtih konacnih elewmenabta u !
. ) L i
raznim funkcionalnim prostorima. i
|

U odeljcima 4.1 -~ 4.% dokazuje se konvergenci-

ja metode u prostorima @?O,T;Lg(g)z),22<OJMH£G£)2% E
t“O(O,T;Hé(Si)g) kao 1 optimalne ocene brzine kon- |
vergenclje aproksimacije brzinskog polja ﬂfluida .
U odeljku &4.4. dokazana je konvergencija dproksi- ;
maclije vritiska fluida i optimalna ocené brzine

.. DL, D
konvergencije u prostoru &“(O,T;Lg(jf)).
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4.1. Konvergencija metode u prostoru C”(O,T;Lg(ﬁi)g)

Neka Je X Banachov prostor. sa normom H.IIX i
P ~ Y . - _m\ S . '
£5(0,T5X) = {v: [t =0,.ca,t,=T}—u X : 4V | =
v 15 : LP(,13X)
M
i=0

2200,15%) (vi 1t =0, tu=Tf— X : Ivi =

max 0 ov(t.) b, S .

Csi<h
Neka Je q realan broj, q2>1,

f € ¢(0,T;H) ,
(4.1) , .
u € HUH(2)E A wh T ()F A v

i pretpostavimo da odgovarajuée (jedinstveno) resenje

zadatka (Q) =zadovoljava sledeée wuslove regularnosti

u € 170, T 2)F A W) A W)
w € 170,05 (2)Y A H)

(4.2) u" E_Le(O,T;H) -

17(0,7:H4(2) A I(2))

€
=L (0, T HYR)) .




Neka je
(4.3) M > [5.686119744 T Tu | > 1 o+ 1 i
LP(0, 15102 )%)
(4.4) E(h) = o(l) , h— 0 .

Definisimo konstante 019, CEl’ 622, con 058 slede~

¢im  formulama

Al
R

019 = max (615,021} ,
Csy = max , C%ég eXP<028T) >
. ()SI%;min(&o,q)
Cop =6 exp(30° 1 Tul© C s
. (0,107 (2.)%)
>
Chy = 2Cas t7ul < .
23 22 17(0,75 L7 (2)7)
2
C = 2 ful
> - o
= 00,15 572 )9
2l 1 2
Che = 205C5CT5Chns (Hudl A+ =D )
2 2 2 :
Cog = exp(~1J(CTz lu i + CuClhuy *
26 . 15 o 2,9 4 LO:)(O,T',I{?‘(E)g)
. ‘ 2
S el RN
L'“)K\,‘,'I‘,d (&_ ))
027 = exp(lEngT) R
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121C

Coe = — 27 (c2C.. 4 C

o8 ¥ 7Co3 + 4C

C

~3 M

25 7%22026)

P}
7

~

2
051 = 12027028T/>J ’
Con = 12C2C. v |
32 7727 ’
o 2 )
C.. = 2C Com ltu . +
A% 13 727 L‘ﬂ(Q,’J:’;IIrT]_((ﬁ )2)

2 ' 1 o 2
+ 2C5C~( 1 u Y i + = 4P 'y
9727 100, HE L (9 )2y VY (0, T3HE(2))
> | 2
C = Co.Cs(lul + = IIpi
34 3179 L0, ES(2)2) ¥ L (0,785 (2 )

2
C = C,,CTAC( I du/dt | +
35~ 732710 12(0,7;HMH(2)?)

. .

+ = ldp/dt | . )

12 (0,1;85( £ ))
C. .~ = 029 b du/dt 1 22 o o
7 L0, T;L°(R))
2 0
Cym = Con 1D.C ul
O
638 = 2 max(055+054+c55+ CBi N CB6+CB7> .

Pri tQme, konstante bl""’b18’620 su definisane u pret-

hodnoj glavi .
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Neka su hl,....,h4 realni brojevi definisani u pret-
hodnoj glavi . Ako vazi pretpostavka (4.4), tada postoji
h5é;(0,h4] tako da Jje =za svako QL(O,hsj

) 2
cecl c Ilnh\h(4+%§)—ﬂdu/dtll2 yoo
7 17722 L2(O 7. ’2(§i) ) 96

U ovom odeljku <¢emo dokazati sledeéu teoremu .
TEOR®MA  4.1.

eka je f;h uniformno regularna trijangulacija
konveksne poligonalne oblasti SE i neka vwvaZe Dpretpostav-
ke (&4.1) - (4.4) i hipoteze Hl - H3 . Tada je

. 1
(4.5) fu - u | 5 < Cio(n™ 4+ at)
B o,mf(e)s) T
Vr: 0O <r < min( Qo,qﬁ) VhQ(O,h5] .
NAPOMENA 4.1,

Ocenu (4.5) dokazacemo indukcijom po rednom broju
vremenskog sloja . Prema (3.17) ,

fuC.,t ) - ul| < Gy BT < e 4 At

Yo h'o,e = V1% - 19 _

Vo h < ({),110] R

vazi opcena




1
max U u{.,t.) - ul < C .(hr+ + At)
Ocick i hto,e 19
“.57) 4
\/h€(0,h5] Vr: 0<r < min(?,o,q)

za kX =0 . Neka Jje m ceo broj, 0<m<M-1l, 1 pretpostavi-
mo da smo gornju ocenu ved dokazali za svako k , 0<

k < m . Tada prema lemi %.4 wvazi (3.24) za svako h €
(O,h5] i svako k, O<k<nm . Koristeéi ovu -~<¢injenicu do-

kazatemo da ocena vazi 1 2za k = m+l .

Da  bisme dokazalli teoremu 4.1. bice nam potrebni
neki pomoéni rezultati . Jefinidimo najpre mesovitu elip-
tidku projekeciju (wh,sh) resenja (u,p) zadatka (Q) sa

(Rh) (odeljak 3.1.) i neka je

C
"2= u - wh . ‘6= u - uh ’ 3 ='?’— 5 .

Lema 4.1, . .
Neka vaZe sve pretpostavke teoreme 4.1. i neka je

m ceo broj, O<m<M-1 .

Tada Je

.(dt§k+l,vh) + w(v §:k+l,:7vh) =

(4.6) = (Dgulty ) =dgulty 05vp) + (g (B y)svy)

\Vvhévﬁl Vk : O<k<m .




1
T
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DOKAZ
Kako Je §=uh+sz-u, to je
1
(dt§k+l,vh) v (\7% el o v,) =
k1

= (dpwy, 77y + (dpn (£ 9),vy) = (dpule ),v) +

k+1
+—V(Vuh

,‘Vvh)+ )/ (V'»Z(tk_‘_l), Vvh) - ) <vu(tk‘?‘l)’ Vvh) =
= (Dpuleyg) = dgulty g ),vy) o+ (dpo (8 q),7)
o (T (e 4), vvg) - (v, o(ty 1)) Vo, E v, .

Ali,

v (v (e 5), 7 7)) - (Vv plty ) =

i
O

=V (V‘Z(tkﬂ)’vvh) - (v ‘Vh’p(tk+1)"sh(tk+l)) _
za svako vhg Vh . Time je. lema dokazana.
Stavimo vy T E kel u (4.6) 1i primenimo identitet:
(a,a-d) = ( hall® - b2 + fa-dby2)/2.

Tako dobijemo:



- 87 -

el GL IRl BV B Sl RPN s S U
Pl eSS

(4.7)

<IDguCy)-agulty 1), § 71 O VA PR T
+2%f‘(§k - Ekoi(”tkd}ﬁﬁ’kkﬂﬁ‘ Y k: 0< k< m.

Ocenimo sabirke na desnoj strani nejednakosti (4.7).

o
Lalia 4.2,

Neka vaze sve pretpoétavke teoreme 4.1l. 1 neka je
o ceo broj, Og<mgM-1l. Pretpostavimo da smo (4.57) ved

dokazali 2za svako k, O0Lkd<m . Tada Je

LKty q3t) = Kty st by o <

(4.8) < '\ 2 k. 2 At pduy?
< Con(at)™ (Uz + SR
, 22 dh" o, 2 at ¥V .2 N~
¥ he (0,057 Yk: O<k<m .

DOKXAZ

~ Pretpostavimo da smo (4.5") vel dokazali za svako
k, 0<k<m. Na osnovu leme 3.4,
172

< (h/at) Vik:0<k<m Vh€(0m53 )

0,3 T

te na osnovu leme 3.5 1 leme 3.6 Jjakobijan Iipschitz-
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neprekidne bijekeije x-——»Xk(x,tk 3t) Je » 1/2 za sva-

ko k, O<k<m, za svako t&ﬂt kl] i svako hE(O,h5].

‘tk+l k,, kK - -1 2
| [uh(Xh(x,tk+l;s)—u()x(x,tk+l;s),s) 1ds | dx <

t
(Preer (L S g
< b )C :; 'iu;l( l@c tyq so) )y —ul(xK(x, b l,v),o)' dx ds <. ]
{tk+l { vk ok 5 i
< B3at ) 3 1 ug(xh(x,tk+l;s))—u(Xh(x,tk+l;s),tk)\ dx ds +
t < B
tk+l & K Kk >
+ 54t . 2 ]u(Xh(x,t}Hl;s),tk)-u(}{h(x,tk+l;s),s)] dx ds +
L
+ 30% ) \u(Xh(x,tk_Fl;s),s)—u()((x,tk+l;s),s)( T dx ds <
g . s
c6(at)? Tuf - ulo,5) 12+ Sat)’ [R]°, TN
0,2 Yhrece Lt TEE)D)
k?"k4+l?
5 2 ' ‘
+ 3ot 17 ul A o, ¥ !
‘ L0, T;1°(2)7)
t _
1\-{1 2 .
3 \ +1;s)-x(x,tk+l;s)\ dx ) ds V t& Ltk’ s lj
’t -
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Stoga,

oK X ) 2
KEC By, 380 = XCeuty 301G o <

s6(¢;t)2 i Hgﬁini,g N lzt “%%‘\22 , . .
L7 (B by g 317 (2)7)
| 2 '
+ 3ot b vul 5. *
L0, T L7(2)7)
Stk“l“l . k Ry « 2 o )
3 " i Xh( - 1ti{+_l;5> - Al ’tL;+l.’S) il 0,% ds i SR bl‘:’tl':-+-]:““

Odatle, prema lemi Gronwalla sledi (4.8) .

LemA 4.5,

Neka vaze pretpostavke teoreme 4.1. '+ neka je m
ceo broj, C<¢m<M-1 . Pretpostavimo da smo (4.57) veé
dokazali za svako k, Oszk<m . Tada Jje

2
1\Dtu(tk+l) - dtu(tk+l>“ 0,0 <

e 2,2
<gat IDiul +
2 LR S NN N G- h
(4.9) :
-k, 2 ot du § 2
s 0., 1B5] v C 52 |
2% "dn' o, 0z o I Z{ L2<tk’tk 12(2)2)
oy +1

¥ k: 0O<k<m ¥'h€ (0,h] -




DOKAZ
UDoult, L) - dout, DS . <

g9 e LI D BPSIPS.S

\ Weyty 1) = u(Ceyty 138,058 |2
<2 | bu(.,t, ) - —rkel AR S LA UL Y
<2 bpulesty At o,

NG TIIET T N0 R TC (O T D U N I R
5 ” Rttt By -2 Uy 130 0y ﬂ )

+ At Lo,o =
- Al+A2 .

Prema lemi 2.7.,

2 o 2
iy & S ot Diw '™~ 5 SN
- . - [ SN
d L <Lk’t}:+l;b (48) J
dok Je
i, < 21vul? (at)™? %

=7 (0,73 5°(2 )°)
105 C By 13 8y) - X(.,tk+l;tk)!\§,i .

Dovoljno Jje diskoristiti (4.8) i dokaz Jje =zavrien.
Lema 4.%. posluzice nam za ocenjivanje prvog sa-

birka na desnoj strani nejednakosti (4.7) . Ccenimo sa-

da drugi sabirask .

! . g}:—kl P ! /’r&<tk+l> - "2/<tK> Ck+1
‘<d'tr2,<bk+l>’ ‘g )i < 1 { AL » 3 )J +
(4.10) _
et = g G 9580580k
+ AT >3 )|




m (ECeatysty 10580 - Q(Xﬁ("tk+l;tk)’tk)

+ \( At ’ §k+l)l ' j
5A5+A4+A5.

LEMA 4.4,

Neka vaZe pretpostavke teoreme #4.1., neka Jje m ceo 2

broj, O<m<M-1 i £>0. Tada Je |
2

1 . ;

(#.11) &, < eh g2 L Lo 182 2, 5 o pe |
’ ' - G REIAC DA

kK? "k+l :

e !
DUARL
" %a osnovu ¢ -pejednakosti, i

2 | , 2

h cel & 2 L U7y 2 (Bran) = (8, <
3 = § 0,9 o At 0,8 i
| 5 "

P C k+1

k+1 , 2 - 7 g dn 2 b

<el g et mEae ), 1 @wlg e ar

x

Time Jje dokaz zavrien . %
LEMA 4.5,

Neka vaze sve pretpostavke teoreme 4.1., neka je m

ceo broj, OLm<M~-1 i £]_> 0. Tada je

: C
1,2 24 2
(4.12) 4, < SIS . LB TN ,
TTLTS o FEL L peo,miR(2)2)

Y k: O0<k<m .
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DOKAZ

[i }l Z(*atk> - ‘Z(X(.’tk-i-l;tk)’tk) H
| l,?- ‘ At _1’3 L]

dovoljno Jje oceniti drugi faktor .

| ?/<°7tk> B Q/(X<"tk+l;tk>’tk) I -1, 7

p .

- b} __l X - - R . 1 () 1
= osw AW Mg Gratyd= 9 (Kt 138,),50T ¢ (ol
@é_ﬁa(ﬁf}L T

= s AT n G ) DRG0 PGt 0) ] ax | <
%Hi(?)g ?

| i ey L Y o ) 2
<l o o sup { el P= PGty 580 G )
PCHS ()
(4.1%)
Neka (& oznadava Jediniéni vektor wu praveu X(x,
tk-{-l.’tk) - X, tj' (:‘-’k = <}:(x’tk+l;tk)——x>/l X(X’tkj—l"tk)“xi -

Tada Je
2
FopC) = P (XCauty 380 15 o

2
tk)—x{ dx

- . ~ kal?
(r‘ o) ¢ ‘\Lx_,

~

1
_ R l\ Df((l—@)x + 6 X(X,ty 15%,)) de | 2 1x%(x,t,

1\

» 1

N2 2 : ! o

()™ tak” e N2 % § | g (Go(x)) 5 ¢ qe dx,
L0, 07(2)°) ¢ o) (-
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$

gde Je Gg funkcija definisana u prethodnoj glavi . .Na §

novu leme 3.7.,

EXCH I SO SRTL D) -
(4.18) < 2(at)® 1 ul? o I vl o <
L7(0,T;17°( 2 )°) ’
< 2(at)® 1 ut? Nk

Y
(0,13 1°( £ )%) s

Iz (4.13), (&4.14) 1 g -nejednakosti sledi (4.12). Tine je

dokaz z=vrden .

LeMA  4.6.

Neka vaze sve pretpostavke teoreme 4.1. 1 neka je
m ceo 'broj, O<k<m. Pretpostavimo da smo (4.57) veé do-

kazali za svako k, O<k<m. Tada je

A £ ‘31“7 E kel 2 .

5 = 0,2 |
(#715)
C 2 : ?
25,, - k., 2 JaNg v du a
+ (4 ] + | =5+ | ) |

T\ 0 > V3% 2 2 2
Sl O RO Loty by, 5L ( D7) |
_ , J
. v , 4 z
v k: 0<k<m ~h € (0,hg 7] . . |

DOKAZ

Neka i oznatava jedinidéni vektor u pravcu X(x,tk+1;

.
tk)-Xg(x,tk+l;tK) . Tada je
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% - h k -
W<l vkl o Xty 138 — X0ty 956) |
5 : 0,0,? : ~T —lye %
I X 2% (Hy(.),t,) asl :
o atx K » T s

gde je H9 funkcija definisana u prethodnoj glavi . Na

osnovu leme %.8., (3.204) 1 nejednakosti Poincaré-Fridrichsa

(sa konstantom 07) (Girault, Raviart, 1979 | imamo

_ 4 1/2 — L K+1
&) < f i AV % | >
L5 2@7017 In h T | 0,5
At 3t K00 5t I 17 2 (e
* BN pa Ea-N N ﬂ .
1 N S (%, )| 0,
Prema ¢ -nejednakosti 1 (4.8),
. — = l:+ll 2 l
A< & 1V ¢ f L e = ]ln h 7 § e
5 1 S O,% . \_, 7 1‘7 2 (/J(O T L <<_e> )
(4.16)
-k, 2 2t du 2
Con(ha r =15 ) .
22O n 2 at 2 2 2
Medutim, prema (3.4),
fln hihv®H | <
L°°(0 TL5(2))
5 o)
(4.17) g,Ci(ln hi h=(lul - 5 H % hpl 1. )
' L0, T3H7(2)7) 70, r;H (%))
C2
4 . 1 2
< = exp(=1) (1 u”LC"(O,T;Hg('%’ )2> 5 "lp”L“’(Q,T;Hl(‘f))) ’



te (4.19) sledi iz (4.16) i (4.17). Time Jje dokaz

zavrsen .

Leme 4.4. - 4.6. posluziée nam za ocenjivanje dru -
gog sabirka u nejednakosti (4.7) . Ocenimo sada treéi

sabirak .

X Kk, k :
& § § Pl R pkely) o
- (XCesty 135,0)
(‘J'.l(:> ks . 11' }r
S N 4- . N WA . N N
I (el 03800 S E Gty 3800y
+ Ay LN )|

il
o4

LEMA 4.7,
lMeka vaZe sve pretpostavke teoreme 4#.1., neka je m

ceo broj, O<m<lF-1 i '61 > 0 . Tada je
(5.19) & < £ 0y & L2 ‘o4 x 2
Y k: O<£k<m .

DOKAZ

Analogan dokazu leme 4.5..

Ocenimo sada A7 .




LoMA 4,8,
eka vaZzZe sve pretpostavke +teoreme 4.1. i neka je
m ceo broj, l<m<HM-1. Pretpostavimo da smo (4.57) ved
dokazali Yk: O <k<m. Tada je
\, . . « k+l 2 &2 k g2
(#.20)  hp 2 & BTG S g Fvs™ g o
VvV k: 1<k<mnm V'hQ(O,h5] "
B 2
cde  Je £, = V7 /9% .
DORAY
Na 1isti nacin kao u dokazu leme 4.6.,
. Cll g 2 1 2.2 (k2
(.21) (1 nE 2 e Bt gyt
- 2203 loe 7 Ila% Rl b 1202y
SRS SRS TR R R
vV k: O<k<m Vhe(o,n, 1 .
Kako je qQ > 1, to Jje min(ﬁo,q) > 1 . Btoga, prema (4.57)

i (%.24) imamo

(4.22)
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< Cl9<h + At)

vV h€ (0,h, ] -

¥



P
;

«

s

_.9'7._

Tako, drugi sabirak na desnoj strani nejednakosti (4.21)

mofemo oceniti na slede¢i mnacin

2.2 2 t
030%,0,5 1 BICIzE0G o + S & I .
L (tk’tk+l;L (2)7)
: 2
< 22 ¢ linnln (4 + &) |du Yy < &
C17C20 2 ] dt !L2<O,T;L2(Ez)2) = =,

pri d&emu poslednja nejednakost wvazi =za svako h«E(O,h5J,

na osnovu definicilje konstante h5 . Time Je dokaz le-

1
B

. me zavrsen .

. . . Jf\ .
_ & Za kK = O modifikovademo (4.20) .

.LLLL;[‘LA- 4' - 9 -

leka vaze sve oretpostavke teoreme 4.l.. Tada je

za k = C
02"2
o1 7”17 22 26 o 2

Ay7 .(_ L.«l”v ”O,f L’l ( 1’61’1”0,? .'l*

. S “ o ” 2

dt *
= L™ (¢, l,_.<‘iz>>

DOKAZ

Iz (4.21) 2za k=C 1 ocene
] EO f2 < 0 2 O 2
iln h’ |V\5 ,{O,i S Z lIl h ‘ ( !Vah “ 2 + ”\7?/ ” 0, ) S

2

X 1
10 nin®(0F; Iy, "2 2 +b4k”u”Lﬁ<o,T;H2<f)§)+ g ”p”L”(O,T;HlG?Df

sledi Zeljena ocena .

I
e




LeMA 4.10.

Neka vaze sve pretpostavke teoreme. 4.1. 1 neka je
m ceo broj, O<m<M-1l. Pretpostavimo da smo (4.5") vel
dokazali z& svako k, O0<k<m . Tada Je

m+1 T+1

+ at)

55 loc $Ciolh

\/hé_(g,h5] Vr: 0<r<min(l ,q)

Dlnad

Tz ocene (4.7) 1 1lema 4.3, - 4,9, sledi da jJe

1 X+l , 2 k2 k+1 2
=t (I} i oo ~ IETUG o) 4y v o2 &
© 6 £ “v\\k-i-l i 2 + 015022)-‘-025 ” - K “2 +
S5 VS fope By %h 'o,e
G20 5540
77237725
+ 5 “ dt ”
2 -
C
+ —4—:7—- At ”Diu I 29 o o+
1 Loty by 13070 2)7)
2
C C
+ r:?fi”‘z’l +t T Z;t ”%%” 2. "
= 1(0,1;15(2)%)  *a TAE 2,8, s E @)
C
+ -4_&’1- ”S ho,sg + Vl HVé 0, Vk: 1< k<sm .
1 rel g2 T 2 1 2 .
el AU RO DPND IR AT D
2 22
CrCHz+C 4C~CTCHAC
. 1.2 7vp3*Y 25 9v17%20%06, . _ 0 , 2
< 6“’1 ”\7% “O,E + ( 431 + Ir ¢ ) i 6h ”O,? "



2
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+ (

L7C2B+Cai .
8 &

2.2 . .
#07%19%2%6 § 4 4 ’{du ”2 ,
O, l, ~L—-) )

e | c
7 2 2 24 02
+ —=— ot [ Ddful ; | £ . za k=O.
RET V20, Rier?) TFEL A3 Tone
Neka Je 51 = V/24 i 82 = y2/96 . Sumirajuci ove
nejedhakosti za X = O,...,m , mnozeéi sa 2ot i pri -
menjujuéi lemu 2.2. dobijamo
m+l
qoo el , \ | k2 B
i g, * »(at ﬁj I e .o <
.
PR ; o ) A - ,Y!_.‘K \ 2
SCon I3 g e * Vg &8 g "2nlge *
(4“25) +C29<&t>2 ’dt’
’L (0,13 L (9) )

Medutim,

(4.24)

+C5p(a ) 1Dgu ) °

12(0,1512(2)2) 7

+C~1Hw’112 5 o
UV oo, 3020992y

5o 155

’%m(&))

2%, <

0,9 0,2
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< nTFECE( |

2

k]

1200, T ES(S )

Tako sledi da Je
m+1
;Lm+l [ 2 _ o ko2
T RN AR
: L 2r+2 \ . 2
5(655+b54+\/35)h + ((J56+(,,,7)(/_St) + Cog
Dalje,
m+l 2 - m+1 2 5 ¢ M+l
| 1!0,9 < 2 g | o+ 2 | . l
< peFre 20%( R U T B
L(0, T8 " (2)7) |
2T42 Lo . N2
+ h 2(6554;\,54%355) + 2(b56+057)(At) F
o
o0 - - k,‘
1'2\/284lt 2’ ”éh”o,g .

o

=0

+,%l!pi!

.)2
L7(0,T;H ()

. . o+
L“’(O,T-,Hr*l(g)%

170, T3 HY ()

+
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I
, 2r+2 2 N k 2
3058(h + (&t)T) +2C,5 O Jéo I3y HO,? .

Konadno, na osnovu leme 2.2 imamo:

|;6m+l P cégg exp(CogT) (1" 4 & t)
b ]
< (:21(}1r+l + &t)

r+l1 + At) ..

< max(Cla,CEl) (h
Time je dokaz zavrsen
K3
DURAYZ  TEORpbe 4.1,
: < o G s e -
Kao S§to smo to nagovestili u napomeni 4.1. dokaz teo-
reme. 4.1. izveSdemo indukcijom po zrTednom broju k vre-

menskog sloja .
Prema (3%.17),

FuC., e )-up | < C

n + D t)

za svako hEi(O,h5j , te wvazi (4.5") za "k=0. Pretpos -~
tavimo da smo (#.5") wveé dokazali za svako k, O<k <=

< m . Tada Jje mna osnovu leme &4.10.,

K+1
” u("tk+l)_uh ” 0,9

za svako hEi(O,hsj . Tako -smo dokazali (4.5") =za k =

mo+ 1 . ‘tdme je dokaz teoreme zavrsen .




Napomena 4.2.

Ako u pretpostavcei (4.2) wuslove

werl(o,1;u9 (g )2 A H),v p’ € 17(0,1;HI(2))
zamenimo uslovina

we1?(0,T3HI(2 )% B), pEeLf(0,7;897H(2)),

tada vazi slede¢a ocena brzine konvergencije:

>

max (015,621) s

il

19

Coy = max , Ciég exp(028T) .
O<r<min( € ,q-1) 7 |
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2
4.2. Konvergencija metode u prostoru t?(O,T;H%(Eﬁ)2)

Neka Je a > 1 realan bro]j ,

fec(o,T;H),

(4.1)

uoe;ﬂ*luz>2ﬂ W™ (Y2 4 v

i pretpostavimo da odgovarajuce (jedinstveno) redenje za-

datka (&) =zadovoljava sledeCe wuslove regularnosti
uoe DO, T YT (R )T o TR e,
[ -2 m. gl o 2 7
u’ < LT(0,T3HA ()~ 1),
(4.27) u' € 17(0,T3H),
A s g9 2
p € L70,T5H ()~ LO(13>)
’.\ ) —
pr e 170, 1;HYM(e)) .
~
Dokazalemo sledeti rezultat .
TEOREMA 4.2,
eka Je fih uniformno regularna trijangulacija

konveksne poligonalne oblasti < 1 neka vaZe pfetpos~'

tavke (4.1),(4.27),(4.3),(4.4) i hipoteze Hl = H3 .

059(111‘ PN

A

I u-u, |
i ! _ 2
bR, 1 HL(2)7)

Y or: 0O<r< min( &O,q) . V’hé;(o,h;j ,



gde Je 039

DOKAZ

Iz (4.2%) sa

+

(4.25) +

Medutim,

|

ocd h 1 & t.

pozitivna konstanta nezavisna
m=M-1 imamo j
[ 2 0412
I < Chn 705 o+
3P0, mEl(e)?) T 7 TS Tons
. 2
c j i +
o .2
Coglant) i du/dt | +
29 12(0,1;12(2)%)
. W2 22
+ Gyt I DTu =, +
50 b 120,15 L°(2)%)
- : 2
+ Coq o + Cyn ldn /dt | o .
5100 0, 031202 )2) 52 1TLTTE N R200,0,12(2))
o 2 2r+2 g )
S IS = B Cz3/Conp » -0 sr< min(l ,a),
o 1 >, o2y < nTe ¢ sc
Lo, 1315 (2)%) = 240731 0
0< r<min(l ,a),
2 L2422
fdn /dt [ “5 < 'h C *
T T 200,m58(2)2) 10
*®(ldu/dt | , + E ydp/at) f
‘ (o, At e )ey Y LG, 157 (E))
r< min(e,o,q—l),
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a na osnovu teoreme 4.1.,

” Bh ” T+l + At>2Q

C h
= (0,1:12(2)2) = 19¢

0O<r< min(&o,q—l),

te iz (4.25) sledi da jJe

¢ < ¢, (nF* e A b)Y,
I35 &2(O,T;Hg(i)2) 43
0 <« r< min(afoaq_l)a
gde Je
o -1)2 1/2
Cyp = » % max(26T3Cog+055+05,+C,0,2870005+C56+050)
C,o = 2 (lau/dt | 5o+ 2R I )2

Tako, na osnovu teoreme 3.l., imamo:

I u- . | .
| "on | L20,08 (22

QE(O,T;Hi(f >2)

< 7/- ] &2@,,1,;3%(3)2) LK I'e2(o, T3H (9) )

1/2 X r+l
< T in o i (h N
v 1°(0,T;H(2)9) !
0 < r< min( Q,O.,c;—l),
I =y | Cag(hr + AL,

<
L2(0, T HI(2)P) T

O<r< min(E,é,q) )
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za svako hG_(O,hsj , gde je

C = max C,ins
59 OSrémin(?_o,q) 42
1/2 v 1
Chn = T7°C, (Iul : + S ip |
42 o, mET ()2 o0, 2 )"
+ CLi—l .

Time Jje dokaz zavrsen .
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4.%3. Konvergencija metode u prostoru &m(O,T;Hi(SZ)E)

TEOREMA 4.3,

Neka Je E’kl uniformno regularna trijangulacija
konveksne poligonalne oblasti & i neka vaZe pretpos-

tavke  (4.1),(4.27),(4#.3),(4.4) i hipoteze H1-H3.

Tada je

I u-uy I £.043(hr + &t)

£ (0,25 Hy (2)7)

Y r: 0L r<nmin( Zo,q) ' h Q,(O,hB] ,
gde Je 045, pozitivna konstanta nezavisna od h i o t.

DOKAZ

Uzimajuci vy o= ( 5 k+l E k)/élt u formuli (4.6)

i koristeéi identitet

-

(a,a=b) = ( 1al® - b1 +ja - v12)/2,
imamo

!Sk+l _ ELk H 2 .

Aot 0,2

3D k+1 2 k 42

toay (vE T lo,e - Ivy o )+
R % i‘>k+l inI 2 _

| Y: 1,9
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%k+l _ SAk
k+l>’ At ) +

(Dtu(t dtu(t

k+l) -

0 (Fye,1)- 2(Ey) kel ok -
N ’ T

. *Z<tk) ~ VZ(X(.,tk;i;tk),tk) Agk»l _ LEK )
~t ’ N +

. X , -
+ ( fL(X("tk+l’tk)’t ) - QU(Kh<"tk+l’tk)’tk) :3k+1 = EZK)”
AN v ? AT

' |
% - $k<X(.,tk+l;tk>) Ck+l ok
-~ At ’ ; ~t ) -

K, . KoK :
ot 03800 5 L0 13t)) gkl | ok )
‘At ’ FAN v

#

.AB + A9 + AlO + All + AlE + Al5 ”

Na osnovu leme 4.3%.,

w ck+l ¢k i2 1 (2 2 .2
A = & N - + =—(SaOt IDTu | “. P
8 1 ."—“‘A‘E““L' l TE L= .2
| 0,2 12 LE(ty , by 1315 2)9)
o Koy 2 ~ “t pduyp 2
+ C ! I + Chz — Lo i )
2z 1onlo,e 2% TP UgE L2 2, 2 ’
| ’ Loty by, 3 57 (207D
g REel_ gk g2 ) Tyl ' ,
< —-— - | ! Jad
Ay = &q | g | o2 *FE;IE ldn/de iy o dt
e
Lok k2
N P sl o D S Y T . x
o avootee= |, L0, 73 17(2)%)
. 2

I
* o0 j . o
T Tf@(oy"“‘"il( <))

Sy
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Ek+l &k X >
A + == | " )
f < E Gkel _ g kop 2 1 5
12 = 71 = Jlu 1
I A A R
«k+l vk 2 Ay k g2
Ayz “ =T ” 2 vt ST 55 ”o,g ’
gde Je
C
22 e
oL, = (AtC5,(1+ a(h)) -—é—l )
£ E 19 I& 15 <tk,tk 5202
Primetimo da Je
> : *
L, & 2 (105,(1+ £ ) + 5 ldu/ds 12, o0
£ Tk - (TCyg(1l+ 5 200,151 (9)2>>.- e
gde Jje é = sup c(h) . Tako, iz (4.26) sa
hQ(O,hS:[

€4 = 1/12 sledi:

\'_k+l k| '
- 3 ; m+1 2
AtZ = Y 4 il B
m
— Ck+l ©k 2
+ Ot 2 ' = — f/g ’ <
K=o | (&%)
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2 A2 r 2
<4(at) HD u “L (o oL (g)ﬁ) + 61019025@ +at)s 4
+ 3u25(&t>2 | du/dt u
(o T; 1° (E) )
+ 6 ldo/dt] 2
z 1°(0,T518( £)° >
24T |l u | +

' u’w(om(@) ”Z“*“mfrn(@)) '

) m
s 24 Jul® 5 At»z_ fkrz

(0, T3 ( <)) 0

+

+ 24C,, 7

(0,5 (2)F)

+
n
=

s

o IVESISe 2 I ge -

Odavde, na osnovu leme 2.2.

m
- oy Ck+1 Cck 32

. R -3 | ¢ m+l

ot kz;o ! AT Lo, ¥ 195 I3 0,2 *
m
< | «k+1 k 2

+ At /0 | <
koo | (at)L/e 1,8

. D 2
< vt e + 4(t)< | D2y I1 +
Y T owe v 120,112 2)9)

£ 61020, (b7 « a )+ 30, (at)® Jdu/as |2
+ 6 ldn /at 12, T
L 700, T3 L°(2)%)
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| 2 2
+ (247 Ju | + 24C,,0) o |
1200, 1;1°( £)2) i VUN pog 0sul(2)2)
24 2 24
¥ exp( =S5 T [ju | + = Cu)
>~ (0,12 Y
< (045(hr + L\t))e Yr: O<r<min( ?,O,q) .
Posto Je 3 =1, —E% , preostaje da se primeni

nejednakost trougla 1  teorema 3.1. . Time Jje dokaz za-

vrsien .
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4.4. XKonvergencija pritiska u prostoru LE(O,T;Lg(SE))

TEOREMA 4.4,

k Neka je C’h uniformno regularna trijangulacija
konveksne poligonalne oblasti T i neka vaze pretpos-

tavke (L}..l>,<4.2'>,(L{,.5),(4_/+)‘ i hipoteze H1l - H; - {,

Tada Je

i p=py |l < Cue(n” + o)

22(0,1512(2))

\

Vr:OérSmH&&O@) VhE(mh;],

t5

gde Je 046 vozitivna konstanta nezavisna od h 1 At.

DOKAZ
Neka je Vi proizvoljan element prostora Wh i ay,

prizvoljan element prostora Mh . Tada Je

V.

’(fV--vh,pE““?* - qy) = (V-vh,piﬁ*’l - p(tk+l))+(?-vh,p<tk+l)—qh)=
=y (:7(u§+1 - u(tk+l)l V’vh) + (dtu§+l - Dtu(tk+l),vh)_+

+ (Vv yp(ty ) - qy) =

= v (Tt - 1)) wvp) o+ (dgulty )= Deulty,,)vy)+

(2 5 v = (g (b 1)evy) + (Vevan(ty ) - ap)

+



i

+

+

<y |u(t
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k+1

YV (V(uh - u(tk+l>)’ Vvh> + (V"Vh’p(tk+l) - qh) +
k+1 _ §k
(dgulty 1) = Dgulty 10,vp) + (H—gmg=t—, vy) +
k k '
- (X(-’t ;t )) N
(S5 8 bl SSEA7 LA

(jkm.,tm;tk)) - EEESC L, 13t)

0 (B ) - (8

Vi )y Vp) o+

At

( Q(tk) - QCX('F’tk+l;tk)’tk)

. K
< EC e300 %) = GGt g3t 80

T » Yy ) o-

At » V) S

voldguleg ) = Dpule ) g o Ty o+

s~

X ” gl gk

+

+

+

2 I

Xt "o,guvh ”l,? +

K
(0, T3 L°(2 ) Iv§lo,e Ivnly,e

. _ X(.,t, -3¢t )—Xk(-,ﬁ ity)

C1p I1n nt2 v, TR A TN ” X
1 gtk+l r d ’2 1/2

( S l[ a‘%l;o,g dt) [ v, Iy o

2 ffu |

15900, 75 I°( 2 )%) bg (0,735 (2)9) vy lhe

i

|

k+1 |
k) "W lre Tvn e ¢ IpCy ) —ap b o vy Iy o

0,24

1
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X /2
# Opo i n M2 0w 1y o ”{Z‘NL‘”(O,T;HJ“(?)Z)

Kk .
’IX<"tk+l’tk) = X ety 3t

At 0,9
Koristeéi wuslov Brezzija (hipoteza H3) :
k+1 k+1
”p(tk+1> T Pp "o,i §;”p<tk+l> I ”o,? + th ~ Pn ”o,i
4 kel
< —_ i —
S 20plty ) gy g e+ v fulty ) - w™ |y o o+
’ ck+1l }k
- i ! .) -
voegu(Ey 1) = Dpult ) g 0+ {1 A% o,% *
—F 21ua | [ I +
(0,131 2)2) | 5 (0, T3HL(2)9)
+ Cqp |1n SRANRY L =
(0, T3H (2 )7)
) . ‘k -
o XT3t = X B i b ﬁ .
E AN 0,2
1 Stk+l dg. | 2 1/2 s
vz | & | o,e a8 ¥
k
+ 2 | u | | ' +
1(0,1;1°(2)%) ' 21 0,155 (2)?)
+ Gy {1n‘h[1/2ﬂ«z I 1 N
10,1585 (2)%)
' k
| XCntq3h) = Xnlesti,aitd |
* | AT ‘0,9 .
Preostaje da se ova nejednakost kvadrira, pomnozi
sa «at, sumira za k = O,...,M-1 1 da se primene rani-

izvedene ocene, hipoteza H2 i ‘%teoreme 3%.1. 1 3%.2. .

x

(o]
[¢]
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NAPOMENE I UCPSTENJA

Osvrnimo se, konac¢no, na neke prakticne aspekte Lagran-

ge—-Galerkinove metode me$ovitih konadnih elemenata.

Primetimo, najpre, da se zadatak (Qh) moze napisati u

sledeéem ekvivalentnom obliku

k+1 k+1

(1) A v ey (v ut vv -9 v ee ) = v )
., | A4 vhé Wy o

(2) €V . = C Y q, € My, k=0,...,H-1,

(3) up = U

() g0 = G0 - o w R,y 158,0),

gde je Xﬁ(x,tk+l;.) resenje Cauchyjevog problema:

d - ] _ Lk, k )

It thx’tk+1’t) = gh(Ah<X’tk+l’t>>’ - tk$t<tk+l’
(5)

Xh(x’tk+l;tk+l) =X .
1° Prilikom resavanja zadatka (1) - (5) na radunaru, ska-
larni proizvod (gk+l,vh) racdunao bi se nekom od standardnih

‘xvadraturnih formula (npr. Gaussovom kvadraturom). Zato jJe

gde

najpre potrbno odrediti X§<Xi’tk+l;tk> za 1 = 1,N_,

su x, <vorovi kvadraturne formule, a N, ukupan broj Zvoro-

»
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va. Izbor kvadraturne formule kso 1 pribliZne metode kojom bi
. ) ‘ : . . k

se za x = x; reSio Cauchyjev problem (5) i odredio Xh(xi’tk+l;

tk) nije trivijalan zadatak. Ovi problemi reSavaée se u buduéim

radovima.

2° Primetimo, da se reSavanje zadatka (1),(2) na fiksiranom
vremenskom sloju, svodi na resSavanje sistema linearnih algebar-
skih jednadina sa simetricnom i retkom matricom. Pri tome se
matrica ne menja od sloja do sloja. Zato, ako dimenzija mat-
rice nije'suviSe velika", moze se primeniti neka od direktnih
metoda koja se zasniva ‘na faktorizaciji matrice.

o)

~ -

5 U radu smo se ogranic¢ili na dvodimenzioni zadatak sa ho-

mogenim granicénim uslovom prve vrste. Posto u praksi se veoma
cesto javljaju kako trodimenzioni zadaci, tako i nehomogeni
granicéni uslovi prve vrste 1 homogeni graniéni uslovi druge

vrste, bilo bi zanimljivo da se metoda uopsSti i na takve za-

datke.
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INDZEKS

Brezzijev uslov 17,54,64

Diskretna lema Gronwalla 37

Forma
-bilinearna a 9
-bilinearna b 16

~trilinearna ay 9

Granica
—prschwté—nOprekldna 2
~-klase 13 :

Jednadina Navier-Stokesa 6

Konvergencilja
-semidiskretne metode 40
~lagrange-~Galerkinove metode 80

-~ 1 Drostoru p 0, ;J“(§‘) ) &1
-— u prostoru - (Q TyH (&/) ) 103
-— u prostoru C”(O T ’l(o) ) 107
-— u prostoru = (0,T; L (Q’)) 112

Lagrangeova reprezentacija toka 22

MeSoviti
-elipticki projektor 54
-varijacioni zadatak parabolicdkog tipa

Oblast
~-konveksna poligonalna 11
~klase & 15

Problem

- J 12
- P 15
-Q 16,17
- Ph 783
_Qh 78
- Rh S4
._.S 9
* Prostor(i)

- C(a,b3X) 5
- distribucija 2
- Duvault-Lionsa 7/

- H 7

- konacénih elemenata 635,04
5

- L(e) 4

- IP(a,b5x) Y

15
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Prostor(i)

- 200,1;%) 81
~-Soboljeva 2,3
-V _ 8

Redenje jednaCina Navier-Stokesa
- slabo 9,13
- Jjako 12.13%

Semidiskretizacija 30

Stabilne familije prostora konadnih elemenata 64
Stabilnost semidiskretne metode 35,36
Substancijalni izvod 20,28,29

Trajektorija

- egzistencija 23
- jedinstvenost 23
- aproksimacija 65




