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u V о D 

Jednac':Lne Navier-Stokesa opisuju kretanje Newtonovih 

f1uida pod veorna op~tim us1ovirna. Опе se pojav1juju pri1ikom 

izucavanja mnogih va~nih pojava и aeronautici, fizici p1azme, 

meteoro1ogiji i .naftnoj industriji, bi10 sarnosta1no i1i u 

sprezi ва drugirn jednacinama. Jednacine Navier-Stokesa ви 

ne1inearan sistem parcija1nih diferencija1nih jednacina, cija 

ае tacna resenja rnogu odrediti аато и nekim izuzetno\specija1-

Ilim situacijama. Ја bi se obezbedi1i podaci koji аи potrebni 

in~enjeriг~a, neoptlodna је РГlГпепа numerickih metoda •. ? 

Do skora su ве za numericko xesavanje jednacina Navier-

Stokesa s visokim Reyno1dsovirn Ьгојеm koristi1e ug1avnom dV'e 

metode: metoda najmanjih kva.drata i metoda"nadvijanja rr (ир­

winding). Nedavno, neko1iko autora је istovremeno pred1oii10 

novu metodu [Russe11, 1980; Ewig, Russe11, 1981; Benque, La-
r. . 

badie, Ronat~ 1982; Bercovier, Pironneau, 1982; Doug1as r Rus-

ве11, 1982; Pironneu; 1982; Doug1as, 1983; Doug1as, Roberts, 

1983; Hasbani, Livne, Bercovier, 1983; Russe11~ Whee1er,198~. 

Опа је kombinacija metoda karakteristika i konacnih e1emenata 

(i1i konacnih raz1ika), stoga је neki od .pomenutih autora па-

zivaju i modifikovanom metodom karakteristika. No, jednacine 

Navier-stokesa predstav1jaju parabo1icki sistem parcija1nih 

diferencija1nih jednacina, ра ве пе moie govoriti о karakte-

ristikama. Zato ае u ovom radu pred1a~e nova interpretacija 

metode: po1aze6i od Lagrangeove reprezentacije toka f1uida, 
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substCincijo.1ni izvod diskrеtizоvасешо ро trajektorijama сез-

tica f1uido. i ovakvu diskretizo.ciju kornbinovo.cemo rnetodorn ше-

§ovitih kono.cnih e1ernenata (I1ixed finite e1ement method). 

Stoga се se ono. nazivati Lagrange-Ga1erkinova metodo. me§ovi-

tih kono.cnih e1emenato.. 

Тета ovog ro.do. је korektno mо.tешаtiсkо zasnivanje Lo.g-

ro.nge-Ga1erkinove metode i doko.zivanje optirno.1nih oceno. brzi-

пе konvergencije. 

So.da sledi krato.k preg1ed sadrzaja rado.. 

u pog1o.v1ju 1, koje so.drzi ode1jke 1.1 - 1.3, ro.zmo.tra 

se e~zistencija i jedin~tvenost slabill i jakih re~enja jedna-

CiUCi ~avier-~tokesa i me~ovitog varijacionog zadatka рагаЬо -

1ickog tipa za jednacine Navier-3tokesa. U ode1jku 1.1 defi 

nisu se osnovni funkciona1ni prostori. U ode1jku 1.2 daje se 

L'1аtеrпаtiсkо zasnivanje јеdпасiпа Navier-Stokesa. U ode1jh.ll 

1.3 razmatra эе pitanje egzistencije i jedinstvenosti ге§епја 

rne~ovitog va~ijo.cionog zadatko. po.rabo1ickog tipa. 
r 

u pog1o.v1ju 11, које so.drzi ode1jke 2.1 - 2.3, po1aze-

Cl od Lagrangeove reprezento.cije toka, uvodi se semidiskreti-

zacija jednacina Navier-Jtokeso. ро trajektorijama cestica f1u-

ida. U ode1jku 2.1 dokazuje se egzistencija i jedinstvenost 

t~ajektorija. U ode1jku 2.2 opisuje зе postupak semidiskreti~ 

zacije i dokazuje эе da је metoda stabilna nezo.visno od ve1i-

cine koeficijenta kinemo.ticke viskoznosti Са so.mim tim, i od 

ve1icine Re;yno1dsovo[:; Ьгоја). ТЈ ode1jku 2.3 д.оkаzuје зе kon -

vergencija semidiskretne rnetode. 

u poglav1ju 111, koje sadrzi odeljke 3.1 - 3.4, opisu-
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је ве Lagrange-Galerkinova rnetoda mesovitih konacnih elernena-

ta. U ode1jku 3.1 uvodi ве ројат rnesovitog eliptickog projek­

tora. U ode1jku 3.2 opisuju ве stabi1ne fami1ije konacnih е1е-

menata u srnis1u 13rezzija. U ode1jku 3.3 ispituje ве postupak 

aproksirnacije trajektorija. U ode1jku 3.4 formu1isu ве disk -

retni zadaci i dokazuje ве egzistencija i jedinstvenost njiho-

vih геЕЈепја. 

?oglav1je IV, koje sadrzi ode1jke 4.1 - 4.4, posveceno 

је ana1izi brzine konvergencije Lagrange-Ga1erkinove metode 

mesovitih konacni~ e1e~enata i izvodenju optima1nih осепа brzi-

пе konvergencije и rHZillrn funkciona1nim prostorima. 

Г' • d' vV3J га - Је rodine, dok sarn kao sti-

pendista Hritanskog Saveta boravio па univerzitetima u Readingu 

1 Oxfordu. Najtop1ije ве zahva1jujem svima koji su mi pomog1i 

i podr~ava1i те, prvenstveno profesoru К. W.Mortonu ва Univer-

ziteta u Oxfordu, kao i mojim ko1egarna i prijateljima Dr B.W. 

Scottneyu, Dr А. Ј. Wathenu i пг М. F.Websteru iz Instituta za 

numericku ana1izu dinamike f1uida Univerziteta u Readingu • 

Enclre Е. Sili 

U Beogradu, јапиага 1985 g. 
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MATEMATI6KO ZA3NIVANJE JEDNA6INA NAVIER-STOKE3A 

u ovom pog1av1ju, koje sadrzi ode1jke 1.1 - 1.3, 

razmatra se egzistencija i jedinstvenost slabih 
\ 

i jakih гe~e~ja jedna~ina Navier-3tokesa i те-

~ovitoE varijacionog zadatka ~arabo1i~kog 

za јеdпа~iпеfiNаviег-Stоkеsа • 

tipa 

u ode1jku 1.1. defini~u se osnovni funkciona1ni 

prostori • U ode1jku 1.2. daje se korektno mate-

mati~ko zasnivanj~ jedna~ina Navier-Stokesa. U 

ode1jku 1.3. razmatra se pitanje egzistencije i 

jedinstvenosti гe~enja me~ovitog varijacionog za-

datka parabo1i~kog tipa . 
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1.1. usnovne oznake i definicije 

Neka је Q otvoren podskup sa granicom <Э Q • 

lJ(Q) оzпзсаvасе 1inearan prostor beskonacno diferencijabi1-

nih funkcija sa kompaktnim nosacem u Q 1. 

\ .. , 

Neka D' (Q) oznacava Јиа1ап prostor prostora 

( . , . ) operaciju dua1nusti izmedu 1. 

.t!rostor naziva se prostor distribucija па skupu Q • 

Za u Е D' (Q) , шu1 tiindeks d... ~ (0<..1' ••• ,d.... ) Е. NП i 
п 

10<....1 = о<.. 1 + ••• + cz. п definisimo (Эо<..u Е. D' (Q) formu1om 

<о "'-и, 'f) 

gde је 

Neka ј·е 5? otvoren ogranicen podskup (п ~ 2) 

sa Li.pschitz-пе.,.:ЈгеkidпоП1 grani сот d 2.. Za сео Ьго ј m>С 

i rea1an Ьгој oznacavace pros-

tor oobo1jeva 
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sa normom 

\\ v \\ = 
m,р; 5: 

с L \1 (э о<. v \1 Р ) 1/ Р 
\ oz \ ~ m. LP (): ) 

i po1unormom 

\ v I 
т ,.9; :r = cL 

1«"1 = т 

l/р 
I!c;<X..vl!P ) 

LP С 2. ) 

za ls.р<сю 1 sa uobi~ajenom modifikacijom za р =~ • 

Definisimo kao rn р 
i;/ ' (2) - za tvorenj е sku-

ра D( 2) . 

Za р = 2, 1 
') 

,.-m,сс о ) \-, .L 
О 

ozna~avacemo sa 

i Нто, ( о ) , kt . .L respe 1 vno, а norme i po1unorme pi-

sacerno bez indeksa 11 • 1\ п m,:L 

је . Hi1bertov prostor sa ska1arnirn proizvodom 

Ska1arni 

bez indeksa 

,.,-с-ГЛ( <..::' ) 
11 , ...L 

:6а vroiL~voljan 

= L ~ d о<. и· 'о d... V dx • 
10<.\ ~ rn 1: 

proizvod prostora нос '::2 ) = L2 C<)?) 

С • , • ) . 
ozrla~avace dua1an prostor> prostora 

realan Ьгој ш , prostor ншст) 

Sp interpolaciJom 

pisacerno 

нrn(о 
О ..L 

) . 
definise 
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Neka L;C х.) oznacava pot.prostor prostora 

ortogonalan па konstante : 

Neka је 

tora Soboljeva 

\;./Гn ,р с ~ ) п 

нт 'РС2 ) 

) v dx 

2. 

Descartesov proizvod п pros-

v i ~ vv,m) р с 2 ), i == 1, •.. ,п ) 

sa погmот 

п 

11 v 11 = С L 
т,Р;2 i==l 

11 v 11 
т,с<"') ;2 == 

р 
11 v. 1\ 

l т,р;х 

l/p 
) 

mах 

1 ~ i ~ п 
\1 vil\ m,oo;'i: "" р == СХЈ 

Odgova.rajuce роluпогте definisu зе analogno. Hтc::r)n 

је Hilbertov ргоstог sa skalarnim proizvodoт 

п 

== L 
i=l 

Си. ,v.) 
l l m,'S: 

Normu l Volunormu ргоstога pisacemo bez 

indeksa р == 2 11 • \1 
m,2. /., m,2 
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m = о ska1arni proizvod pro~tora НО С <:2 )п 

visacemo bez indeksa: С.,.). 

= 

Detaljan preg1ed teorije prostora ЗоЬо1јеуа moze 

Бе naci и knjizi [ Adams, 1975]. 

Neka је х геа1ап Banachov prostor sa погmоm 

\\ • \\ Х 

l~p~CY:J 

а i Ь rea1ni brojevi, О ~ а < Ь < оо • :::>а LP(a, Ь; Х), 

oznacavacemo skup svih funkcija u : (a,b)----?>Х, 

mer1jivih u smis1u ВосЬпега [Yosida, 1965 Ј za koje је 

f 11 аС t) 11 
р 

l/р 
'11 u 1\ = С dt ) l~p<co 

LP"a,b;X) Х 
, 

а 

.<' 

11 u 11 = ess.sup 11 u(t)'1I 
Х 

р = СХЈ 

LOO(a,b;X) tE(a,b) 

је Banachov prostor Ба погmот 

U daljem radu ССа,Ь;Х) се oznacavati skup svih пер-

rekidnih funkcija lZ [а, Ь Ј u х C(~,~;X) је ВапасЬ-

оу prostor Ба погmоm 11.11 ССа, Ь;Х) definisanom Јогmu1оm 

'l!uIlС(а,ь;х) = mах I! u ( t) 11 Х 
t Е. [а, Ь Ј 
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1.2. Matemati~ko zasnivanje jedna~ina Navier-Stokesa 

Neka је (п ) 2) ograni~en otvoren skup Ба 

Lipschitz-neprekidnom granicom 1 о < ':Г < СО. U ci 1indriG-

пој oblasti ~ ><- (С,т) роsmаtгабеmо (nelinearan) sistem 

parcija1nih diferencija1nih jedna~ina Navier-Stokesa 

(1.1) 'СЭ u/(Э t -)} 6. u + и· V u + v р f , 

\ 
, " 

(1.2) 7.и == О, 

sa grani~nim 1 ро~еtпiш us1ОVQШ 

(1·3) ul o5: == о , 

(1.4) 

u(x,t) == (u1 (x,t), ..• ,un(x,t» је brzina strujanja f1ui-­

da unutar 5::: p(x,t) је kinem3.ti~ki pritisak, )..Ј ki-

nemati~ka viskoznost, f(x,t) је gustina zapreminskih si-

1а ро jedini~noj masi (npr. gravitacija), ио је po~et-

па ,brzina strujanja u trenutku t == О, и·'У'и је vektor 

sa komponentarna 

u da1jem гаЈи, jednostavnosti radi, pretpostavlja6emo 

da је п == 2 • 
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Neka је H(di V; 2 ) specijalan Hi1bertov prostor 

Duvau1t-Lionsa 

НС di V; -2 ) 

sa ska1arnim proizvodom 

Cu ,v)H(div; 2) == (u,v) + (\7 ·u, v·v) 

l 11 (di V; ':1::: ) 
о 

Hi1bertov prostor, dеi'iпisап kao H(aiv; х)-

zatvorenje prostora 

'1'.60 R.t.:!'j А 1.1. [Duvault,Lions, 1971Ј 

10 "::'kup је svuda gust u prostoru H(div; 2) • 

20 l':.'eka oznacava spoljasnji jedinicni vektor погта1е 

па '. })ге slikavanj е definisano 

па moze se neprekidno produziti do 1inearnog i 

neprekidnog preslikavanja, koje сето i аа1је oznacava-

ti sa ь;.;. 
\ , iz H(di V; 2) па н-1/2 СЈ S:) . 

..,.0 
Ј ezgro !(ег( '[ t ) pre-:::;likavanja tt'- jednako је Н Cdiv;2). ) 

о 

Uvedimo sledece prostore 

н [ v ~ Н (di V' <:ј) 
l О ' -'-- \J·v ==0) 
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V v . v :::: О ) 

Posto је ogranicen skup sa Lipschitz-neprekid-

пот granicorn, Н је jedriak L2 C5::)2 -zatvorenju.a V 

jednak и 1 ( ~ )2 - zatvorenju skupa 
о 

[Ladizenskaja, 301onnikov, 1976Ј· 

Za neogranicene oblasti и opstem slucaju ovo nije 

tacno [Pi1eckas, 1983 Ј 

.tJrostor н (odnosno V) snabdeceтo strukturom Hi1-

bertovog prostora indukovanoт iz 

rrostor v је sadrzan i gust и 
.r. 

Н. s neprekidnim ро-

tа.ь;i:iпјешо Neka v' oznacava dua1an prostor prostora V о 

Identifikujuci н sa njegovim dua1nirn prostororn н' 

irnасешо V с Н с V', prl сети је svaki od prostora gust 

и narednom s neprekidnirn potapanjemo rrema torne, operaci-

ја dua1nosti < . , . > izmedu prostora V i V' је eks-

tenzija ska1arnog proizvoda со,.): 

(Н, v > (u,v) \iu(H VvEV. 
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Za 
1 2 u,v,w Е:. н (2) definisimo bilinearnu forтu 

1 trilinearnu formu 

а 1 е u , v ; w) = (е и· \7) v , \v) • 

cl1ede6a tzv. slaba forrnu1acija ргоЫета (1.1)-(1.4) 

potice od Leraya [Leray, 1933, 1934 Ј 

(slaba resenja) 

Za dato f i ио ' 

odrediti funkciju u ko~a zadovo1java 

у v Е. v , 

(1.7) иСа) и о 



\ 
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Ako u pripada sarno prostoru 

lоу (1.7) пета smis1a. Mec1utim, ako 

l (1.6) tada, kao sto сето kasnije 

го svuda па [СЈ,Т] jednak neprekidnoj 

lrna smis1a. 

Za uf. V 

(А и, v) 
о 

definisirno 

= а (и,у) 
о 

А u Е V' 
о 

V vE V • 

2 L (D,T;V), tada 

u zadovo1java 

videti, u је 

funkci ,ji , ра 

formu1om 

. -, 
Kako је а bi1inearna neprekidna forma па 

о 

је 1inearan ne~rekidan operator lZ 

us-

(1.5) 

sko-

(1.7) 

А 
о 

Ргета teoreтi о de1тho1tz-Hodgeovoj dekompoziciji 

[ lliorrey, 1966 .3ourguignon, Brezis, 1977 ; Fujiwara, i',ori -

тoto, 1977 Ј 

u н sa 

postoji ogranicen operator 

р2 = р (projektor) l za svako 

р 

kom~ozicija oblika 

u = Ри + ут р , 

р pripada 

definisanosti operatora 

V ·i za svako 

А и = - Р6 u • 
о 

А 
о 

Neka D(A
O

) oznacava oblast 

Tada је ј)(А{)) = н2 (}: )2(\ 
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Sluzeci зе Lax-!V]i1gramovom teoremom [Lax, Milgram , 

1954 Ј 1ако 

Л.kо је d:t 

dokazujemo 

k1ase с2 
da је Ао 

tada је 

izomorfizam iz V па V'. 

izomorfizam iz D(A ) , о 

па Н [ Cattabriga, 1961 Do10nnikov, 1960 ; V.oroviC, Judo-

vic, 1961 Ј • Суо је tacno 1 za konveksnu po1igona1.nu оЬ-

1ast [Ke110gg, CJsborn , 1976 Ј , ра i za konveksnu oblast sa 

~ipschitz-neprekidnom granicom [Grisvard, 1978Ј 

Za и,У Е V 

<Л 1 (и,у) ,\01 > 

А U 
1 

.l1.
1

(u,u) • 

VwEV 

Како је а 1 tri1inearna neprekidna [огта па v 

А1 је bi1inearan neprekidan operator iz V xV u У' 

Ako u Е. L2 (O,11 ;V) t,p.da funkcija t --7 A
1
u(t) pripada 

prostoru L1 (o,T;V'). Pг~rna tome, (1.6) је ekviva1entan 

sa 

d . 
dt (и,у) \:/vEV, 

а КаКо funkcija [- v Аои - А1и pripada prostoru 

т'У') , , to u du/dt Е. L 1 (O,11 ;V') 1 

(1.8) f .... v'. U prosl.,oru 
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Dak1e, .[ 11 етат, 1979 Ј u је skoro svuda jednak ne-

prekidnoj f'uпkсiјi iz [0,11 Ј u V', tako da (1.7) lша 

~шis1а • 

Naravno, s1aba resenja jednacina Navier-;3tokesa глое;u, , ., 

a1i ne' ltlOraju .f.!Osedovati аа1ји regu1arnost. Zato је 

zgodno uvesti k1asu regu1arnijih re:senja koja сето zvati 

jaka resenja ['l'еrnаm, 1983 Ј . 

lJR013LEH Ј (jaka resenja) 

Za dato f i ио ' 

u t:: V 
о ' 

naci fUnKciju u koja zadovo1java 

u Е. L 2 ( О , '1' ; D ( А » п L <Х>( С , l' ; V ) , 
о 

jednacinu (1.8) l pocetni us10v (1.7) 

Ј1еаесе dve teoreme rezimiraju neke osnovne rezu1-

tate о egzistenciji i jedin~tvenosti s1abih l jakih ге­

senja [Leray, 1933,1934; Hopf, 1954; Ladiienskaja, 1969; Те -

rnаш, 1979 Ј • 
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1\~OHEj"jA 1.2. (sla Ьа res enja) 

Za dato 

i ogranicen otvoren skup sa Lipschitz-nepre-

kidnorn granicom postoji jedinstveno slabo resenje и 

jednatina Navier-dtokesa (РгоЫет s) koje zadovo1java 

Tl~X)RE1V1A 1.3. (ј aka ге s enj (}) 

i 

Za dato f 

fEL2 (O,T;H), 

l . и , 
о 

и Е.. V 
о 

ogranicen podsktlp sa granicom k1ase с2 

postoji jedinstveno resenje 170Ыета Ј, pri сети 

, с .2(г\ ([1.1'.1) U \:::.l.J v,.,l, 
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NAPOJViENA 1.2. 

Dokaz teoreme 1.3. moze зе naci u knjizi Теmаmа 

[Теmаm, 1979 - teoreтa 3.10 Ј i zasniva зе па poтocnim" 

rezu1tatima [ibid. - 1еmа 

slucaju konveksne oblasti 

3.7, 1ета 3.8 Ј koji vaze i u 

granicom. Prema 

~ 

Za п > 3 

2 

tome, teorema 

за Lipschitz-neprekidnom 

је tacna i za takvo 

teorija egzistencije i jedinstvenosti re-

§епја jedna~ina ~avier~~tokesa је nepotpuna. ~ije poznato 

da 1i је slabo resenje jedinstveno, niti da 1i jako re­

senje postoji па proizvo1jnoт interva1u [о,т] ~emam, 1983; 

clollr, von \'/ah1, 1984 Ј . 
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1.3. Me~oviti varijacioni zadatak parabo1i6kog tipa za 

jednacine Navier-stokesa 

Posmatrajmo sledeci varijacioni zadatak. 

Za dato f i 

naci 

(Ј:') 
,. 

uEL2 (O,'ll;V) , 

tako da је 

(l',у) v v Е V 

u(c) ;:: U
o 

l.Ji:l"lNICIJ А 1.1. 

Neka је 

Reci 
, 

da сето 

с2 i1i ako 

пот granicorn 

:2 

је 

је 

. 

ogranicen otvoren povezan 2 podskup R • 

k1ase ..s4- ako је (Э:2 k1ase 

2 konveksan sa Lipschitz-neprekid-

.< 
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1'.t,(j R.irlA 1 • 4 • 

Neka је k1ase s4- Tada ргоЫеm (У) 

ima jedinstveno гезепје u i pri tome, 

п C(O,T;V) , 

J)O}l.AZ 

\ '. 
Суо tvтrjenje је posledica teoreme 1."). l na~oтene 1.2 •• 

Definisimobi1inearnu [огти 

Ь: H~( 5:: ) 2 х L~ ( 2 ) ) R 

b(v,q) = - ('\7 .v,q) \f уЕн1(2)2 
о' 

Pridruzirno zadatku СР) sledeci rnesovi:ti varijacioni 

zndatak parabolickog tipa. 

Neka su dati f i 

Naci ureden раг funkcija (и,р) , 
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tako da је 

(Q) 

tt (u,v) + v ao(u,v) + a 1 (u,u;v) + b(v,p) = (f,v) 

b(u,q) = о 

Ako је (и,р) re§enje problema (Q) tada 

pripada L2 (O,T;V) i u је resenje problema (Р). Pre-

та teoremi 1.4. problem (Р) lша jedinstveno resenje 

Dak1e, postoji najvise jedna funkcija 

takva da је (и,р) resenje problema (Q). Kako bilinear­

па forrna Ь(.,.) zadovo1javcr Brezzijev us10v [Brezzi, 19?4Ј: 

b(v,q) 
I у' l,~ 

> с Ilq« 0,2. 

[Girau1t, Raviart, 1979 Ј , sledi da је 

q = о , 

i prema tome (Q) iwanajvise jedno resenje • 
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Preostaje da dokazemo egzistenciju resenja ргоЫе-

Neka је 2. с R2 klase ..s4- l neka и ozna-

cava jedinstveno resenje ргоЫета (~) Tada postoji је -

dinstvena funkcija р, 

tako da је игеаеп раг (и,~) jeciinstveno ге~епје z~datka 

(Q). Pri tome, 

DOKAZ 

Ргеrnа teoremi 1.4. , 

и Е L 2 ( О , Т ; Н 2 ( ':2 ) 2) () с Щ , '1' ; V ) , 

~ 2 
и'Е LC(O,T;H), A1uE.L (О,Т;Н) • 

Posmatrajmo funkcional 

:t..,( и, t) 

r t 

+ \ [(f(s) ,v)- )) ao(u.(s) ,v)-a1(u(s) ,и(~ ;>"')] ds , - ; 



Za svako 

ciona1 па 

t Е. [О, т Ј 

и1(::2 )2 
о 
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L(u,t) је 1inearan neprekidan funk-

koji se anu1ira па v. Ргеmа te-

огешi Tartara [Tartar, 1976 Ј postoji jedinstvena funk-

cija 

h(t) Е. L~(X) , 

tako da је 

L(u,t)'l::: (Vh(t),v) 

Neka је 

g(t) = ио - u(t) + 
\ t 
Ј [f(s)-
о 

Tada је i v h(t) = g(t) • Prema 

nejednakosti Deny-Lionsa [Deny,Lions, 1954; Тешаm, 1979Ј , 

fvjedutim, g' Е L2 (O,T;L2 ( 2 )2), te e1ementarnim transforma -

cijama nad distгiLюсiјаmа i koristeci l!'ubinijevu teore-

шн [ Rudin, 1966 Ј 1ako dokazujemo da је g' = (УЬ)' 

::: V ћ* , i ргета tome, 
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Primenjuju6i ponovo nejednakost Deny-Lionsa, 

копа6по, defini~imo funkciju р formulom pCt) = h'Ct) 

1 time је dokaz zavrSen. 
\ 

, -, 

lz teorema 1.4. 1 1.5. sledi da su problemi СР) 

1 CQ) ekvivalentni • 

NAPOI~lENA 1.5. 

Neka oznacava tzv. substancijalni izvod Lag-

rangea, definisan formu1om 

+ и· v u • 

'l\ada эе izraz d at (u,v) + a 1 Cu,u;v) и problemima СР) 

1 (Q) moie pisati i kao (Dtu,v) • 
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~~M1UlclKRET1ZACIJA J~DNA6INA NAV1ER-dТОКZSА РО 

'l'RAJ .t:K'l'ORIJ Al'lA 

u оvош pOf,lav1ju, koje sadr~~i ocle1jke 2.1-",2.3, 

polaze6i оЈ Lagrangeove reprezentacije toka, 

uvodi se semidiskretizacija jedna~ina Navier-

Stokesa ро trajektorijama ~estica fluida • 

u ode1jku 2.1. dokazuje se egzistencija i је-

dinstvenost trajektorija. U odeljku 2.2. opi-
r 

su-je se postupak semidiskretizacije l dokazu-

је se da је шеtоdа stabilna nezavisno od veli-

cine koeficijenta kinematicke viskoznosti. U 

ode1jku 2.3. dokazuje se konvergencija semi-

diskretne metode. 



\ 

'" , 
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2.1. Egzistencija 1 j~dinstvenost tr~j~ktorija 

Pretpostavimo da је ograni~ena oblast ~ с R2 is-

рипјепа f1uidom ~ije је kretanje definisano jedna~inama 

. 
Nаviег-.::ЈtоkЕ;;sа. Lagraqgeova reprezentacija toka f1uida za-

sniva se па. funkciji 

х '. (х, s ; t) Е- 2. >( (o,r.r) 2 --~) X(x,s;t) , 

gde =Цх,s;t) preustav1ja po1ozaj опе ~estice f1uida u \ 

tгеПLJ tlш t , Хој:::. ;:58 LJ trenLJtku ~ n:.:,lazi u taclci х. 

Iro znd.ci da је preslikavanje t --.:,. X(x,s;t) pBr~metar- .~ 

ska reprezentacija trajektorije cestice koja se u trenut-

ки s na1azi u ta~ki х. 

Neka је poznato ге§епје u (brzina strujanja) jed-

na~ina Navier-~tokesa. Tada se trajektorije cestica f1u-

ida za odgovaraju6e strujanje odreduju па slede6i na~in: 
r. 

za svako (x,s) Е. '1: х (С,Т), funkcija t----+ :X:(x,s;t) је 

гe~enje sistema diferencija1nih jednacina 

(2.1) dX dt (x,s;t) = u(X(x,s;t),t) 

sa pocetnim uslovom 

(2.2) 
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LЕИА 2.1. 

Neka је skup k1ase .s4-

i ио Е. У, tada је. odgovarajuce геЕЗепје zadatka (Р) ,Ga-

ratheodoryjeva funkcija. 

DOKAZ 

Ргеша tеогешi 1.4. (jedinstveno) геэепје zadatka СР) 

pripada prostoru L 2 (O,T;D(Ao » . Posto је D(Ao ) neprekid-

по potop1jen u prostor c(~)2 , 

Dak1e, u је Caratheodoryjeva funkcija [Eke1and, Теrnаrn , 

1976 Ј 

T~ORbl;lA 2. 1. 

Neka је 2 с R2 skup k1ase s{- 1 neka za f iz 

i iz У, u oznacava odgovarajuce resenje 

zadatka (Р). 

Ako u Е.: LC(J(o,rJI;\1/1,<x>(~)2), tada zadatak (2.1),(2.2) 

za svaki ureden раг Cx,s) iz S? )(. [О,Т] irna jedinst-

veno· геэепје X(x,s;.) koje pripada prostoru (W1 ,oo(O,'f»2. 

Ргета teoremi 1.4. (jedinstveno) геЕЗепје zadatka (р) 

~. 
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pripada prostoru L2 (0,T;D(A
O

» i u'E L2 (o,T;H)_. Posto 

D(A ) = н2 ( ~ )2 tl V С V с Н s neprekidnim l gustirn pota­
о 

panjern, to је prostor 

neprekidno potop1jen и prostor C(O,'1';V) [Lions, I'1ageJ:les, 

1972 - str. 19 Ј i ргеmа tome, uE.C(O,T;V). Tako smo do-

kaza1i da 

Na osnovu 1еmе 2.1., и је Carath~odoryjeva funk-

cija. ~sim toga, 

\u(x,t)\ <- \1 и(. ,t) ~ 
о ,<ХЈ ; '2 

= ~(t) za s.s. tE. [о,тЈ 

i 2 
9 Е. L (О,т). Na osnoyu Caratheodoryjeve teoreme [Cod-

dington, Levinson, 1955 Ј postoje rea1ni brojevi Т1 =Т1 (x,s) 

i Т Т (х s) О' Т < s <- Т < Т '1\1 1- Т2 i funkci Ј' а Х(х, 2'= 2 ' , :::,. 1 - - 2 - , 

s;.) iz (~1'~(T1,T2»2, tako da је X(x,s;.) loka1no ге-

senje zadatka (2.1),(2.2) па interva1u (Т1 ,Т2 ) 

2 [ -па R х О, Т Ј • Prosirimo funkciju и пи10Ш 

и Е. L 2 ( О , '1' ; С ( R 2 ) 2 ) (\ С ( О , rr ; н; ( R 2 ) 2 ) i jasnoje da 

па trajektorija ne rnoze napustiti 5? 11 trenutku ) 

< r1' . Dak1e, [1\ == О, 1\ 
2 = rr l X(x,s;-t) pripada 

SVD.ku uredenu trojku (x,s;t) iz о 
х [0,т]2 ..L . 

Tada, 

ni jed-

О ili 

<5 za .Ј.. 

Tako smo dokaza1i e~zistenciju resenja zadatka 

( 2 • 1) , (2 • 2 ) • Ј е cl i Il s t v е П О З t ::.~ е 1 а k о d о 1((1 Z Ll ј е р о п1 о с t 1 1 е ,г, о 

Gronwa11a [Girau1 t, Raviart, 1979 Ј . 
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ТЕURЕИ.А 2.2. 

Neka је 5:? с R2 klase -s4- i neka za f Е. 
2 L (О,Т;Н) 

i и о Е- V, и oznacava odgovarajuce resenje zadatka (Р). 

Ako и Е. L=(O,T;W1,G>:IC'i: )2), tada је X(.,s;t) bijek-

cija skupa о 
па ~ ..L 

DOKAZ 

Prema dokazu prethodne teoreme, X(x~s;t) pripada ~ 

za svaku uredenu trojku (x,s;t).~iz 2..'" [О,Т]2. Neka 

х,у Е. 2. l neka је X(x,s;t) = у. Tada је X(y,t;s) = х • 

?reostaje da se dokaze da 

х Е. 'i: X(x,s;t) Е 2. v (s,t) Е [о,т]2 • 

Neka х Е2 , sE.[O,T) i pretpostavimo da p08toji t 
1 

'" f (s ,Т Ј koje је X(x,s;t)E '02 Definisimo Ј za . 

! 
I 

t 1 = t1(x,s) = min ~ t t Е (8,ТЈ , X(x,s;t) Е 'д2 } I 
I 
I 
f 

1 
u 

t o to(x,s) {s, t1(x,s) } i 
= = тах -"2С , ь 

1-

ехр (Т 1\ \7 u ~ ) • 
LC<I (O,T;LOOC2 )2) 

Neka је Х(х, s; t) = z. Tada Z' pripada skupu 2. i 
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X(z,to;t) = X(x,s;t) 

izvoljno t Е [t o , t 1] 

za svako t Е [t o , t1J. Izaberimo рго-

Tada је. 

(2.3) 
iX(:i,s;t) - X(x,s;t1 )! = IX(z,to;t) - X(z,to;tl)l~ 

.> IIX(z,t ;t ) - X(z,t ;t1 )! - \X(z,t ;t) - X(z,t ;t )1\. - о о о .0 о о' 

u(X(z,t ;-с),t::)\dС;: 
о ':, :: 

(·t 

:: ~ u(X(z,t ;L),-C) - u(X(z,t ;t1),-C)(d-C <-
t о О. I 

О 

t 
< \1 v u 11 ~ 1 X(z,t ;1:) - X(z,to;t1 )! d-c 

LCO(O ,T;L cO (~ )2) t о 
о 

f' 

t 

<- Itv u \! 
LGQ(O,T;LC<J (2 )2) 

ј IX(z,t ;L) - X(z,to;t o )\ dL. + 
t о 
о 

te је ргеrnа lemi Gronwalla [Girault, Raviart, 1979Ј , 

( 'Ј Ll.\ 
L.. ' ) 

\X(z,to;t) - X(z,to;to )! <. 

C(t-t o ) \ X(z,t ,t ) - X(z,t ,t1 ) \ .. 
о о о _ 
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Iz (2.3) i (2.4) za svako 

~pecijalno, za t = t l iz (2.5) sledi da је X(x,s;t l ) 

= z, sto је nemogu6e јег X(x,s;t l ) Е:. СЈ2 а z Е: 2 

Тако srno dokazali da х (: 2. implieira X(x,s;t)~ 2 

о <. s <. Т, s <. t < Т Dokaz је al1alogan i za 0< s ~ Т 

u<.t<s. Копаспо, X(x,s;s)=x,Os::S::;T 

Time је dokaz teoreme zavr~en. 

(I'EOHEHA 2.3. 

Neka је 2. с п2 kl а s е s4- i п е Ка z а f ~ L 2 ( О , 'r ; Ы) 

i u (. V 
о 

u oznacava odgovaraju6e resenje zaJatka СР). 

Ако u ~ L~(O,T;\~l'~(2)2), tada је jakobijan bi-

jektivnog preslikavanja хс. ,s ; t) : :2 ----7 ':2 identicki jed-

l1ak l. 

l.IOKAZ 

Posto 

cijalni izvodi vektor-funkcije xC.,s;t) u smislu dist-

ribucija pripadaju prostoru L=( ~)2 ,te Jacobijeva шаtгi-

са transformacije х ~ X(x,s;t) pripada L= (2)8 • То 

znaci da је jakobijan preslikavanja X(.,s;t) dobro defini-

san - oznacimo ga за J(x,s;t) • Tada је J(x,s;s) = l. 

КаКо је v . u О, ргета identitetu 
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оЈ 
CJt (x,s;t) J(x,s;t) (v ou)(X(x,s;t),t) , 

koji је u teorijskoj mehanici poznat kao teorema Liou-

vi11ea [i\.rnol'd, 1979 Ј , sledi da је J(x,s;t):= 1 па 

skupou х [О,Т1 2 • Geornetrijski govore6i, mes (:2) је 

invarijanta pres1ikavanja xC.,s;t) • 

Neka vaie sve pretpostavke teoreme 2.1 .. Tada funk-

cija t -'-7 (X(x,s;t),t) pripada prostoru 

te је ола l apsolLl tno пергеl-:idпа.;-'геша tоше, u skoro 

svakoj tac..ki mozemo povu6i tangentu па krivu 

t ---------7 (A(X,s;t),t) • 

Neka oZt = cX.t(X(x,s;t),t) (respektivno ~l' cz. 2 ) 

oznacava ugao izmedll ta~geIlte -с С ХС х , s ; t) , t) 

(X(x,s;t),t) l ose Ot (respektivno Ox1 , Ох2 ) 

с о со (:;(. = 1/ '-L.J '" ~ t I i cos 0(. = и./ ~ 
Ј Ј 

gde је 

ЬасLа se substancijalni iz,vod La@;rangea 

pisati kao izvod u pravcu vektora 

D t 

u tacki 

Tada је 

ј =: 1,2, 

шоz,е ПCl-
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-с = (cos r:X..- 1 ' cos о<.. 2' cos d.... t) 

па slede6i паёiп 

D t 
'(;1 d d 

== at + u 1 oX1 
+ и2 Э:Х:2 

= 

'--у (cos d..
t 

(Ј 
cos еХ ~ cos d.. ~ ) == dt + lox1 

+ 20Х2 
(2.7) 

~ 
о 

== 01: 

\ ., 

Ova formula bi6e 'od fuпdашепtаlПО5 zпаёаја u dнlј€ш 

radu. 
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2.2. Semidiskretizacija jednacina Navier-Stokesa ро 

trajektorijama 

Neka је k1ase у4.- • J:!retpostavimo da (је-

dinstveno) resenje zadatka СР) zadovo1java dodatni us1ov: 

Y~eKa fv1 pozitivan је сео Ьгој , 1 

finisimo ekvidistantnu mrezu па interva1u 

) t , m = О, ••• , f-j 
\ Пl 

1 neka је = t + G. 6 t 
т 

t = m.6t~ m 

O<G<.l 

6. t = Т /1\1 • D е-

ГС, fIll. ;._ l' ~ . 

Ргеmа teoremi 2.1., za svako х ~~ i svako т 

О < т ~ М-1, Cauchyjev ргоЫет 

~~ ( х , t љ + 1 ; t) = u ( Х С х , t т + 1 ; t) , t) , t I!l <. t < t m + 1 ' 

(2.8) 

irna jedinstveno ге;епје ко;је 

u ~ • Pri tome, funkcija 

Prostoru C'l'll,c'J(t t »2. 
т' т+1 

pres1ikava interva1 Гt t l 
~ ш' m+l 

t -> X(x,t l;t) pripada 
m+ 



- 31 -

Dak1e, 

х - X(x,t l;t) = X(x,t l;t 1) - X(x,t 1;t) = rn+ т+ rn+ m+ 

(2.9) = 

\t rn +1 ' 
ј u(X(x,t 1;t),t) dt 
t т+ 

gde је у = X(x,tm+1 ;t9 ). Koriste6i (2.9) imamo: 

'-t (У, t;~) 

u(x,t 1) - u(X(x,t 1;t ),t ) 
т+" т+ m m 

) \ Х( t t) I 2 I t t
m

! 2 t 1/2 
\ IX - х, т+1; rn + m+1 - Ј 

u(x,t 1) - u(X(x,t 1;t ),t ) m+ m+ m m 

6t 

Da1je, 

'-о G ) - I.-Jc. u ( х , t 1 ) } + (1-G) { - ј} ~ u ( Х ( х , t 1 ; t ), t )}. 'm+ m+ m m 

Копаспо, 

G f(x,t 1) + (1-G) f(X(x,t 1;t ),t ) • 
т+ т+ m m 
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Prema tome, шаkаг forma1no, za ш = О, ••• ,М-1 lffiamo 

л1t- (u(.,tm+1 ) - u(X(.,t 1;t ),t) , У) + 
1-'> m+ m. rn 

(2.10) 

." G ( f ( .,-t 1) , v-) + (1-G) ( f ( Х ( • , t 1 ; t ), t ), v) m+ m+ m m 

у v Е v , 

gde је X(x,t 1;.) 
т+ 

resenje zadatka (2.8) • 

Za G = 1, (2.10) је irnp1icitna dvoslojna sherna, 

а za Q: 1/2 shema Cranck-Nic61sonovog tipa. 

Da bi u(.,t 1) m+ 

кијеmо formu1u (2.10), 

prema (2.8), da bismo 

poznavati u(.,t) za 

bio izracun1jiv, тогато аа modifi-

jer ona sadrzi х(.,tш+1 ;tm ), а 

izracuna1i X(~,t l;t) moramo 
т+ m 

svako t Е [ t ,t . ...,1) • m шт· 

Definisimo, radi toga, funkciju Xffi(x,t 1;.) Као ге­m+ 

senje Cauchyjevog problema za autonoman $istem diferen-

cijalnih jednacina 

u(xm{x,t' 1;t),t ), 
т+ m t < t < t l' m - т+ 

(2.11) 
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Tako, umesto (2.8),(2.10), dobijamo 

!t (u(.,t 1) - u(Xm(.,t l;t ),t ) , v) + 
~ m+ m+ m m 

+ GlJa (u(.,t l)'v) + 
о m+ 

(2.12) 

+ (l-G) у а (и ( хт ( • , t 1 ; t ), t ) , v) = 
о т+ m m 

~ G (f(.,t l)'v) + (l-G)(f(Хffi (.,t l;t ),t ),v) 
m+ т+ m т 

, . \ v v ~ V, 

." 

gde је геiЗепје z~datka (2~11) • Jednostav 

nosti radi pretpostavimo da је G = 1 l ana1izirajmo 

rigoroznije postupak diskretizacije Definisimo 

r 
fC.,t 1)' ako f Е. С(о,Т;Н), m+ 

f m+ 1 (.) (2.13) = 

1 jtm+1 
f(.,t) dt, .6t 

t m 

a~o fE L2 (O,T;H) 

i posmatrajmo sledecu semidiskretnu metodu za resavanje 

ргоЫеmа СР) 

Za о ", V fm+1 Е. Н, О ,Е-1 u = u t:. l rп = 
О 

, 

dato, odrediti иm+ 1 Е v tako da је 
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um+1(x) - uШ+1(хШ(х,tШ+l;tm)) 
6t 

v v Е У, 

а хШ(х,t 1;.)' ozna~ava 
т+ 

геБепје Cauchyjevog 

ргоЫета 

.' 

"dl:
ffi 
(t t' - х . 1= dt \. , П1+1' / 

(2.14') 

Xm(x,t l;t 1) = х 
т+ Ш+ 

11.r;OREHA 2.4. 

Neka је 2. с н2 k1ase ~c.4.-

t < m t < t l' Ш+ 

l m 

сео Ьгој, О:;т:;'М-1. Ako m 
u pripada prostoru 

tada zadatak (2.14) ima jedinstveno гевепје u rn +1 koje 

pripada prostoru V (l н2 ( 2.)2 • 

DОКл.Z 

Pretpostavimo da uш pripada prostoru Vn\,,1,CQ(2.)2. 

Tada СаисЬујеу ргоЫеm (2.14') lша jedinstveno гевепје 

хШ(х,t 1;.) : [t ,t 1]------7- у 
т+ m Ш+ 

l опо pripada prostoru 

(\'11,00 (t
rn
,t

rn
+

1
))2 • Kako funkcija 

с( 2 )'2, to 
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+ 

Ргеmа Lax-flfi1gramovoj teoremi [Lax,Mi1gram, 1954 Ј zadatak 

(2.14)' ima jedinstveno гевепје ит+1 Е V, а ргеmа teore-

mi Grisvarda о regu1arnosti гевепја Stokesovog ртоblеmа 

[Grisvard, 1978Ј, ит+1 ~ н2 ( 2. )2 

тr.;ОRL1·lя 2.5. 

Neka је 2. с R
2 k1ase, SA- Ј. m сео Ьтој, О ~ m 5: 

IVj-1. Ako иm pripada prostoru V п \~1, С>:Ј, ( 5: )2, tada za 

svako x~ Xm(x,t l;t) је bijektivno , т+ 

pres1ikavanje skupa 2 па ciji је Jakobijan iden-

ticki jednak 1. 

DOKAZ 

Ana10gan dokazu teorema 2.2. Ј. 2.3 •• 

r 

-Uvedimo sada погши iII • ш .formu1om 

II!vlll 2 
( 11 v 11 0,2 + )Ј 6. t 11 \l v [l 2 о ) 1/2 

0,-1.... 

Ј. dokazimo stabilnost semidiskretpe metode (2.14) u 

normi Ш • \11 
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T~OR:t:MA 2.6. 

Neka је 2 с R2 k1ase s4- 1 Ш сео 

Ьгој, о ~ ш::: l"i-1. Ako uш ' pripada prostoru V r-. УЈ 1 ,0? ( :1:)2, 

tada је 

1\\ uШ+ 1 11\ <. 1\1 uш 111 + 6. t \\ fш+1 \\ 
о, s:: , 

gde ш+1 u oznacava (jedinstveno) resenje zadatka (2.14). 

.i)()KAZ 

Роstаviпю v u (2.14). Tada, па osnovu 

prethodne teoreme lmamo: 

11 uШ+1 \\ 2 
о , 'I: 

+ ).} ,6. t \\ v u m + 1 \\ 2 <-
о ,':2 

~(\\ uШ(хШС.,tШ+1;tm) 1\ 0,2 + .(:;, t 1\ fш+1 1\ о, 'i: ) 11 uШ + 1 1\ о, у < 
1" 

~ ( 1\ итно,С> + 6t \\fш+ 1 !\ )( 1\ ит+ 1 !1 2 +)) 6 t \\v uШ + 1 11 2 )1/2 
-L 0,2: 0,2. 0,':( • 

Odat1e sledi da је 

+ 

Kako је 11 = 
о, ..L 

<. !ii uш \\1 , teorema је dоkаzапа. 
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u knjizi Girau1ta i Raviarta [Girau1t, Raviart, 1979-

str. 176.] d6kazana је diskretna verzija 1ете Gronwa11a. 

Mi сето dokazati op§tije tvrdenje. 

IiliЊi 

nih 

tuci 

Tada 

DOКAZ 

(*) 

Za п 

2.2. 

Neka· su 

rea1nih 

1 

ап + Ь 
п 

а + t, 
о о 

је 

а + Ь 
п п 

(an),(bn),(cn),(dn ) 

Ьгојеуа РГ1 сети је 

п-1 -, -
< с + L d·a. 

п i=o 1 1 

< с 
о 

п-1 

< с ехр( L d. ) 
п 1 1=0 

cetiri niza nenegativ-

niz Сс) monotono ras­
п 

za п > 1, 

za п > 1 . 

Dokazimo пајрге indukcijom da је 

а + ЬП < 
п 

= 1 ауо 

п-1 

сп П (1 + d. ) 
i=o 1 

је ocigledno 

c 1 + d а 
о о < 

za п > 1. 

Neka је п > 1 
0-

1 pretpostavimo da вто си) dokazali 



\ 
• "'1 

-~ ... ~ 
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za svako п <п . - о 
Prema induktivnoj hipotezi i mопо-

tonosti niza (сп) imarno . . 

п 

~ 
а 

+1 + Ь 1 < с 
п +1 + d а + L d.a. < п п 0+ О О 1 1 

О О i=1 

п i--1 ---.Q 

< с 
no+l + doao + L d.c. 

,_. 
(1 + d

k
) < 

i=1 1 1 k=o 

п i-1 о 

[1 d 
\ d. Гl (1 d k )] < с + + [ __ + = 

п +1 о 1 k==o 
о i==1 

П 
---D... = С +1 I (1 d. ) п ! + . 

о 1 
i==o 

T'ako srno dokaza1i (*) za п == п + 1, а 
о 

sаrnirп tirn i za 

svaki ргiгоdап Ьгој п > 1 Копаспо, tvгdепје 1ете s1e-

di iz пејеdпаkоsti 

п-1 

П (1 + й.) 
1 

< 
п-1 

ехр( L 
1=0 1=0 

й. ) 
1 

Neka је ~ с н2 k1ase s4-

broj, () ~ ш:::; М-1. Ako 

za t= О, ••• ,т tada је 

т 

Il u f1i +1 
11 2 +}),6 t 

0,5:: L 
2..=0 

<. с ( 11 ио 11 2 + o,r 

~ 

fEI/-(О,т;н) 1 т сео 

gde је с == (l+T)exp(T) • 
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DOKAZ 

Postavljajuci v = u l+l и (2.14) za €.-s: О, ••• ,И-1 

i koristeci teoremu 2.5, sledi da је 

<. ~ и е 11 + 
0,'1: 

t= О, ••• ,т • 

Koristeci пе ј ednakost .. ~ 

imamo 

јј t+l 1'12 u о + 
0,Ј... 

+ (1 + 6. t ) 6 t \\ f е. + 1 1\ 2 
0,2 t=o, ... ,т. 

Saberimo ove nejednakosti i primenimo 1еrnи 2.2 •• Tada је 

11 и ~ +1 11 2 +)) 6:, t 
o,~ 

2 
<. ехр(Т) ( јl и о 11 0,2. 

j\lle<lu tim, 
Н-l 

.6t L 
t =0 

т 

L 
е.=о 

11 \7 u t + 1 1\ 2 . 
0,5: 

I"I-l 

+( l+T) L'l t L 
t =0 

) . 

, i dokaz је zavrsen. 
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2.3. Kon-vergencija semidiskretne metode 

Neka је 

(2.15), ' f Е. С(О,Т;Н) 

о tvoren skup k1ase s4-

i u Е. V 
о 

i neka za 

u ozna~ava odgovaraju6e re~enje zadatka (Р). Na osno-

vu teoreme 1.4., 

(2.16) 

\ 
" 

Pretpostavimo da 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 
1) 

Tada, prvi i drugi substancija1ni izvod funkcije u 

pripada prostoru L2 (O,r:P;L2 (2 )2) 

(2.20) 

1) Na osnovu teoreme Gige о razlomljenim stepenima Stokesovog 
opera tora [Giga, 1981; ciohr, 1984Ј i teoreme Liопs-IVlаgе­
nesa о iпtегшеdiја1пiПl izvodima [Lions, Наgепеs, 1972 -
str. 15 Ј пероsгеdпо sledi da (2.16) i (2.19) povla~i 
(2.18) Ргеmа tome, pretpostavka (2.18) пiје neophod-
па • 

. 1 

i 
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Neka је m сео broj, О <·т ~ М-1, i pretposta-

vimo da 

t= О, ••• ,m, 
(2.21) 

Tada, па osnovu teoreme 2.4. , zadatak (2.14) lma jedin-

stveno resenje т+1 
и 

Definisimo gresku 

rn+Ј m+1 
е - = u 

i neka је odstupanje 

< т+1 > [, ,у = 

LElv!i~ 2.3. 

Pretpostavimo da 

da је 

11 
еП1+1 \\ 

2 4)J6...t· 
0,2- + 

<. 4Техр ( 1 ) . 6. t 

(2.22) 

koje pripada prostoru V" н2 ( 5: )2 

ет+ 1 formu1om : 

u(t 1) , 
ш+ 

[ш+1 ~ V.., definisano formu1om: 

vaze 

m 

L 
t =0 

sup 
vEV 

us10vi 

lI'Ve t +1 Н 

\ < (:1+ 1 , у> 12 
11 v 112 

о ,~ 

у v Е v 

(2.15) i (2.21) - Та-

2 
о, s:: 

. 
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DOКAZ 

Lako se- vidi da је 

( L+1 е. (Х t( t )) ) е - е • ,t L +1; t:., ,v + 

YvEv. 

Na osnovu teoreme 1.4-. (2.15) pov1a6i (2.16), i prerna 

t (t) Е V m k d 1 l' d e~+l с V ' -оте, u l+l • la о smo OKaza l а ~. UZl-

majuci u prethodnom identitetu, koristeci пе -

jednakost 

( 1:..+1 
е -

> (\1 е Q. + 1 1\ 2 с) 
O,l 

. ~ 2 
- 11 е l (х (., t е. + 1 ; t ~ » 11 о, 2. ) /2 , 

L - nejednakost sa с _ 
L..- -

i teoremu 2.5 imacemo 

\\ em+1 \\ 2 + 
o,~ 

4у (,6 t 

m-1 

L Ј! 
'(,=0 

1 
2rr 

m 

6injenicu da 

~ \1 \l е t+1 \\ 2 ) z 
(=0 o,~ 

+ 4Т (6 t 

Odat1e, sluzeci se 1еmоm 2.2., dobijGmo 

је 



1) еШ+ 1 11 2 
o,<.r 

< 4Texp(1) (6 t 

Dokaz је zavrsen 

L.ii:r1A 2.4. 

- 43 -

v е t+l !I 2 
0,2 

) 

Pr~tpostavimo da vaze us10vi (2.15),(2.17),(2.18), 

(2.19),(2.21) Т'аЈа ј е 

11 еШ +1 11 2 r-- + 4 У.6 t 
о ,Х 

:; 8Техр(1) 6 t 

+ 8'llexp ( 1) 6 t 

(2.23) 
D()КAZ 

т 

L 11 Ve t +1 1,2 
Q.. =0 о, <Ј:: 

~гiшепоm nejednakosti Cauchy-Schwartza па identitet 

о 1 u(.,t D +1 ) - u(X(.,t~+l;to),tD) 

2 

0,2 

/сс..+ ~> _ (D ( ....) ~ '- L ) 
"-~ ," - t U .,v1-+1 - 6t ,v + 

11 
1 
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de1eci dobijenu nejednakost Ба н v 110,2. i koristeci 

nejednakost : 

tvruenje sledi iz prethodne leme. 

LE1'lA 2.5. 

Neka Би а 1 Ь dva геа1па 

lI'ada g ~ с 1 [а,ь] 1 

(2.24) g'(b) _ ~(b) - g(a) 
Ь - а ." 

1 
= ь - а 

DOKAZ 

Ьгоја i 2 gEH (а,Ь). 

Ь 

~ (t-a) gll(t) dt • 
а 

Prvi deo tvrdenja је pos1edica teoreme potapanja 

[Adams, 1975Ј, а (2.24) Бе 1ako dokazuje parcija1nom in-

tegracijom • 

LEI'iA 2.6. 

Pretpostavimo da va~e us10vi (2.15),(2.17),(2.18), 

(2.19) i neka је funkcija g definisana formu1om; 

(2.25) g(.,t) = u(X(.,tt+1;t),t) • 

Таја, 
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l funkcije~-g, g', gl1 pripadaju prostoru 

DOKAZ 

Posto је 

= + (u.V)u , 

02и 
2 

эu . о 2 
п2и DtC-\u) LC l u 2 

Q u 
= = ot2 + 

'о t 'Ох. 
+ и. ot'Ox. t 

i=l l 
l l 

2 
Ои. 'о 

') Си. l и 
и. 02и ) + 'Ох. 'о Х. 

+ и. , 
i,j=l Ј l Ј оХ. оХ. Ј l 

l Ј 

па osnovu (2.15),(2.17),C2.1~) i (2.19) sledi 

(2.20) 

~ 

Dtu, п~и Е L
2

(0,T;L2 C2 )2) • 

P~ema 1ancan~m pravi1u, za 

g'(.,t) 

g!! ( • ,t) 

= Dtu(X(.,tl+1it),t) 

2 
= Dtu(X(.,tt+1;t),t) 

Odat1e sledi 

dokaz zavrSen. 

) + .. 
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L.t:HA 2.7. 

Neka va~e pretpostavke (2.15),(2.17),(2.18),(2.19) i 

(2.21). ТаЈа је 

(2.26) 

< 6t -3-
2 

Illiu 11 
't L2 Ct. t oL2 (0)2) 

t'..' €.-+1' ..L 

lJefini:, i:-;lO fUYlkci ,ји i'огшu10m 

g(.,t~+l) = u(.,tt+1)' 

g(.,t~) = u(X(.,tt+l;tt),tL ), 

g'(.,t
L

+1 ) = Dtu(.,t l +1) • 

N~ osnovu 1ете 2.6., 

g, g', g" Е.. L
2
(tt,tt+l; L2 C2J 2

), 

g"(.,t) = l)~u(X(.,tt+l;t),t). 

,[' а 1\. о , п cl о 3 П О vu 1 е rn е ~!. 5 • s а ::l 

(2.25). rada је 

+- iТfЮПlО 
"е.., +1 ' 
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= dx <. 

<. 6t ~ tt+l ) / D~U(X(x,tt+l;t),t) ,2 
dx dt -? I = 

te... 2. 

6t ~ tt+l ) 2 /2 = -3- Dtu(x,t) dx dt , 
t l ::...> 

.L 

pri сети poslednja jednakost sledi ргеmа teoremi 2.5 •• 

Time је dokaz zavr~en. 

LEMA 2.8. 

Neka vaze pretpostavke (2.15),(2.17),(2.18),(2.19) i 

(2.21). Tada је 

2 

11 о, ~ ~ 
(2.27) 

t 2 6t 11 du 2 < с1 11 е' 110, <::> + С 1 -2 dt 111 2 2 2' 
-L L (t t -L (О) ) 

l' t+1' l 

gde је 

.' 

ј 

:1 

1 
I 
! 
'јl 

" i 
! 
,ј' 

,ј 

! , , 
,ј 



, 
\ 
\. 
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DOКAZ 

Kako је 

1I u (х t ( • , t t + 1 ; t t ) , t t. ) - U ( Х ( • , t l + 1 ; t t) , t l) 11 ~,x < 

(2.28) 

preostaje da se oceni integral па desnoj strani nejednakosti 

(2.28). rrimenjujuci nejednakost Са + Ь + с)2 ~ з(а2 + ь2 + с2 ) 
, 

i l~~u 2.5., imamo 

<36t 

+ 3.6 t 

+ 3.6 t 

+ 36t 
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Na osnovu 1ете Gronwa11a [Girau1 t, Raviart, 1979 Ј ' 

{ 3 (.6 t / 11 е L 11 ~ ,о: + 3 6t \: l+,l II ј :0 ~ ~ ( х , t ) d t 2 dx ds } " 

t 

.~ 

* ехр { -3(6 t)2 11 v u 11 ~C><)(O;T;Lrx>(2 )2)) <-

(2.29) 

. t 11 2 6 t 11 d u 112 ) ЈЕ( 11 е о ,О + -2 
..L dt L2(t -t -L2 (O )2) , 

t.' t+1' .L 

za svako t iz interva1a [t~,tL+1J • Specija1no, za t = 

t~ iz (2.29) dobijamo осепи koja zajedno sa (2.28) daje 

(2.27) Time је 1ета dokazana. 
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rrf:ORElV[A 2.8.0 

Neka је 'r с R2 
k1ase sr l neka vaze pretpos-

tavke (2.15),(2.17),(2.18),(2.19),(2.21) Tada је 

m+1 

li ( ) П1+ 1 ( ) '1 2 - ,и ., t m+1 - u \. • I о, 'i:. +)..1 6 t ~ I ( t(' 2 . L и. ,te..) - u .) I 1,2 s: 
е.- =1 

gde је 

, 
, " 

+ 

а C1 је konstanta definisana u 1erni 2.8 .. 

DOKAZ 

Prema <2.23),(2.26) i (2.27) imamo 

:;4Texp(1) (6 t)2 + 

rn 

'"' '1 dH ,!I 2 L 8'1\ (l)С л. t +v1 I 7"i-t? ') ') Ј + ехр 1 ~ 
I '- ,1 L'- ( О , '11 ; L с (::( ) С_ ) 

~ 1 t- '12 L I е 1, о у • 

\..=0 ' ~ 
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Preostaje da se primeni lema 2.2. i d0kaz је zavrsen. 

N j\.PONENA 2. 1. 

, 

Da зто izvodo U/d t aproksimirali standardnom ро-

deljenom raz1ikom prvog reda dobi1i bismo gresku oblika 

const (~t)2 

u odgovarajucim погтаmа. Medutim, гезепје zadatka struja-

пја f1uida sa jakom konvekcijom znatno sporije ве те-

пја ро trajektorijama nego u pravcu ose Qt. Zato, паза 

semidiskretna metoda se moze koristiti sa vecim vre-

menskim korakom, bez gubitka taCnosti. 

Vazno је primetiti da је metoda stabi1na u пог-

mi I/J • 1I1 za svako v ~ о. 

NAPOHEN.A 2.2. 

Копз-tапtа и oceni greske za standar.d.nu semidisk-

retnu metodu zavisi od kinematicke viskoznosti ).Ј i 

ропаза se kao 1/)..) ,kada )) -? О [Girau1t, Raviart, 

1979 Ј . 3 druge strane, nase konstante 

vise eksp1icitno od .. 



II1 

D1SKRETIZ1\.CIJ А JEDNA6INA NAVIER-;:зrrОК~;3А LАGШ\.NG~­

GAL.uf{KII~OVOIJI i'i.i:'l\OJ)OH 1-1ЕЬОVIТIН KONA(;I~IH ELEi"lJi:NNrA 

u ovom pog1av1ju, koje sadr~i ode1jke 3.1-3.4, 

opisuje se La8range-Galerkinova metoda mesovitih 

kona~nih e1emenata. Опа је kornbinacija semidiskret-

ле ::etoc1.e koja :;е z::I~',j1iva па l~a[-';r(int~eovoj герте-· 

zentaciji toka f1uida Cv. prethodno pog1av1je) 1 

1 meCovite metode kona6nih elemenata. 

u ode1jku 3.1. uvodi se ројат me~ovitog elipti6kog 

projektora. U ode1jku 3.2. opisuju se stabi1ne [а-

milije kona6nih e1ernenata u smis1u Brezzija. U 

ode1jku 3.3. ispituje se postupak aproksimaclje 

trajektor~ja. U odeljku 3.4. formu1i~u se diskret­

ni zadaci i dokazuje ве egzistencija i jedinstve­

nost re~enja. 
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3.1. Me~oviti e1ipti~ki projektor 

Diskretizacija probleтa СР) i CQ) metodom mesovitih 

kona~nih- e1emenata zasniva ве па kona~nodimenzionim pr~-

torima 

Defini~imo prostore 

'vj. 
п 

i 

V
h
- == Ј\. v, Е \-.ј 

п [1 

i usvojimo sledece hipoteze Hl, Н2 i Н3. 

Hipoteza Н1 

Postoji сео broj 

(3.1) 

Hipoteza Н2 

(3.2) ini' 
чь~ l"lh 

t > 1, tako da је 
о --

< C1 h
r 

11 v 11 1 о r-+: ,..L 

V q Е: ['i, l 
-h п S 

Yr: O<r<.l • - - о 

:" 
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Hipoteza Н3 

(3.3) 

Postoji pozitivna konstanta СЗ ' takva da је 

(у 8 v h ,qh) 

1I v h 11 1,'i 
> с 3 

Hipoteza Н3 naziva se us10v Brezzija [Brezzi, 1914Ј. 

Definisimo sada me~ovitu elipticku projekciju (НЬ' 

sh) ure6enog para (u,p), kao геБепје slede6e fami1ije 

те:=; ovi ti.'r} е 1iptickih v-ari jacioniIl, zada taka. 

~a dat ureden par ~(u,p), 

u Е L CQ( О , Т ; V ) , 

[o,TJ~ Wh >,- I1h , tako da је 

Dеfiпisiшо funkcije 

fогшu1аша 



- 55 -

Vazi sledeca teoreтa. 

'1'.60R1i:NA 3.1. 

Pretpostavimo da иЕ Lc:>O(O,T;V), рЕ LC<)(O,T;L;('r») i 

da vaze hipoteze Н1-Н3. Tada (Rh ) ima jedinstveno re§e­

пје (do па skup mere пи1а) Wh : [O,T]-7Vh • Ako је q>l 

realan Ьгој, 

иЕ nХ>(О,'I';пq + 1 С2)2 г) v) i 

р Е. L<X>(O,T;HO'(2)11 L~(':I:)), 

tada је 

+ ~ 11 'х 11 s 2 
L (O,T';L (2 )) 

za У s Е [1,00] \f г: О ~ r ~ min (L , q) • 
о 

Ako uz to 

u ' Е L 2 ( О , Т ; Hq (2 ) 2 п Н) 

Р , Е L 2 ( О , Т ; Hq -1 ( 5::) п L 2 ( 2 ) ), . 
о 

tada је 

• 

,; 



- 56 -

(3.5) 

lЮКАZ 

~gzistencija i jedinstvenost resenja dokazuje ве 

standardnom tehnikom [Brezzi, 1974; Girau1t, Raviart, 1979Ј. 

ћеkа v, Е. \[ 
п h 

l пеkа је 

i pri tome је 

:::: 

::::)Ј (у (и - z h) , V V h) - (У. V h ,р) :::: 

Odat1e, koriste6i nejednakost Cauchy-~chwartza, 

\ V h \ 1,? < I u - zh I 1) 2 
1 

+ у" р -:- Qh" 0,2. 

Hec)utim, 
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< 2 I u - zh I 1 ~ , 
1 

+ Ј .... 11 р - qh 11 о, s:: 

te ргеmа Н1, Н2 i nejednakosti 

, 

koja se 1ako dokazuje ротоси Н3, sledi da је 

I '1) \ -- С-' _ћГ ( 1', u 11 
1 ~ 1,т ~ 6 г+1,~ + 

1 
- 11 р 11 ) 
)/ Г, :с 

.. 
(3.6) 

Na osnovu nejednakosti Poincare-Fridrichsa [Girau1t,Raviart, 

1979 Ј , 

\\ 211 < 
1 , "i? 

te је, 

\I'721ILs(O,To,H1(C )2) < С -с ћГ ( 11 u 11 + 
-L (-:, 7 LS (О,т;иГ+ 1 ( 2 )2) 

l' 

l' 
I 
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Da1je, lZ (Rh ) s1edi da је 

-( v .. v s) 
h' h 

?гета tome, 

Odat1e, ро Н3, а 

qh -Sh 11 < 1 
0,1:: с-, 

) 

i 

1 1 

( )..) \ 112 I 1 , s:: + 11 P-Qh!l 

\,/ 
Н

Ь 
• 

О ,Х: 
) \!QhE:Hh 

1 
11)( 11 о, 'i'. iI P-Sh 11 < 1 

11 Ii O_h-Sh I! P-qh 11 
о, 'I:: + 

)..Ј )) о, s: у )...Ј о, х. 

< (.1 + 01 ) ( ! rrz I 1 9 
3 ,-

V q с ",ј 
'r с:.. Ј Јь .. 

• • 1 

cl1u~e6i se осепоm (3.6) 1 hipotezom Н2, 1ako dokazuje-

то da је 

1 1'1 -у I /\ 1" 'Ј 
)Ј L '" ( о , '1\ ; i; '-- ( 'i: ») т S ( (). '1'.; lГ + 1. ( с ) 2 ) + 

11 "г. -1-, 

(3.8) 

1 
+ - 11 Р 11 с' r ) 

v L'-'(O,1\;H ('t)) 
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Sada (3.4) sledi iz (3.7)' i (3.8), pri сети је 

С4 
го 

,.., 
+ С' Осепа (3.5) dokazuje эе analogno do-== VБV7 8 . 

voljno је diferencirati jednacine u zadatku (R
h

) i pri-

meniti isti postupak sa s == 2. 

Pretpostaviтo da је 2. с R2 konveksna ogranicena 

oblast sa poligonalnom granicom, q > 1 realan Ьрој i 

U г- - (''''' (С, Ј ". r q + 1 (О ) 2 1г ) 
С. l.J v.,l. ,П .L г! V , 

р Е L
C0 С О , Т ; пq С i:' ) п L~ С х ) ). , 

Ako vaie hipoteze HI-H3, tada је 

(3.9) 

\1 г: О ~ г::; тin( ~ о' q) 

Ako, pored toga, \ -. 

и'Е: L2 CO,CP;Hq(2)2" Н), 

p'~ L2 (о,т;пq-1 С2)п L~(5::.»), 
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tada је 

(3.10) 

1 , ) + - 11 р 11 2 . 
)--> L (о, Т ; Hr ( <r ) ) 

DOKAZ 

31Hzicemo зе АuЬiп-Nitsсhеоvош. tehnikom dua1nosti 

1 ." 
КОЈА. Бе bazira па formuli 

(3.11) \\'-1211 
o,~ 

= 

~a svaku funkciju g г L2 ( <? ) 2 , t' Ј С -'- розта racemo 

datak. 

») (у z ,У v) - ( v . v ,r ) (g,v) 

(3.12) 

(у .z,q) = о 

sledeci za-

Kako је 5:: kопvеksпа- ~olicona1na oblast, па OSnOVLl teo-

reme о regularnosti re~enja Stokesovog problema [Kel1o~g, 

() ~;iJorl1, 1')'(10; ,jri svard! 1978 Ј sle<ii da ј е 
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(3.13) 11 z 11 2, ~ + 
1 С11 
у I\rI\1,X< )....Ј IIg/)o,~ 

1) 

Iz zadatka (3.12) s1edi da је 

СЕ, ~ ) 

j-!eclu tim, 

1 ргеmа tоше, 

у z Е v 
h h 

Odatle sledi da је 

'i; 

1 ')· ,. <;::> ? ~a ogranicenu oblast L sa gгаП1СОrn klase с- takode v&-
zi apriorIla осепа (3.13) [Cattabriga, 1961; :3~!:~nnikov , 
1960; Vorovi~, Judovi~, 1961, von Wahl, 1980 Ј • 
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Koristeci nejednakost 

hipoteze Н1, Н2 1 apriornu осепи (3.13), 

1 
1\)(/1 с) 11 g 11 o·h, 

у o,~ o,~ 

gde је ~~oristeci (3.11) i 

dobijamo ~е1јепи осетЈ (3- 0'\ 
\" • ј) 

'i k t ' ( ~; • 1(',', '). 1 ~az П8Ј8С na~os 1 /' Је апа ogan 
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3.2. Konstrukcija prostora konacnih e1emenata 

Neka је с 1 uniformno regularna tгiјапgulасiја kOD­
п 

veksne vоligопа1пе oblasti :2 [Ciar1et, 1978 Ј , pri v 

сети 

је dijarnetar svakog od e1ernenata ogranicen sa h (h > О) • 

Za сео Ьтој k "'-/' 

svih po1inoma stepena / 
'-

lJefinisimo prostor 

(3.14-) 

а ~rostor i"i
h 

SCi 

(3.15а) 1"1 { рЕ L2 ( 2 ): = -h о 

i1i sa 

(3.15Ь) 

О, neka 

k nad 

'tI h sa 

. ~ \ 

." 

PIK Е 

. Pk(K) oznacava 

е1еrnепtоП1 К, 

Р СК) 
.t, 

V КЕ:. С h 

prostor 

к Е С 
h 

t 
Ј 

Prostori Wh 1 Кћ imaju slede6e dobro poznate oso­

bine [Ciar1et, Haviart, 1972; Ciar1et, 19781 • 

Neka је k > 1 

inI 11 и - v h 11 
v 1} Е. \: [1 

1 G 
.l.. ., ..L_ 

сео Ьтој. Tada је 

< с 1 h r 11 u 11 l' + 1 , ~ 

v г: о::; rS:; k • 



L.t:i'iA ,3 • 2 • 

Neka је l > о сео Ьгој. rrada је 

Ii р - q h 11 o,:r: <:. С h r 
\\ 11 2 Р r <.:; , 

, ..L 

''V'r: О::;г< (.,+1. 

Ба takvim izboro~ prostora Wh 1 Mh hipoteze Hl 

1 Н2 ви zadovoljene ва (о = min(k, t+1). U praksi ве 0-

bicno uzima k = t +1, tako da је stepen.~ e1emel1ta za 

;jri~irll1_ 2::"; je(lclTl I.JlSl оа stf:.::pena elemerlta za IJT'i tiS8.l::. 

Za ) \"1" [,",': l 
\'h' 'ћЈ ka~,e se da је ''''stabi1na, ako 

zadovo1java hipotezu Н3 (us10v"Brezzija). U radu Mans­

fie1da [Hansfie1d, 1982 Ј konstruisane su stabilne fami1i-

је Ба Qptima1nim brzinama konvergencije, dok Bo1and i 

Nico1aides [Зо1апd, Nico1aides, 1983Ј ana1iziraju jedan prost 

аlgогitнш za ispitivanje stabi1nosti. Brezzijev uslov Н3 

moze 5е zameniti i us1ovom stabilnosti и srnis1u makro-

e1emenata, koji u рогебепји Ч3 Ба п re1ativno 1ako рго:-

verava [;3tепЬегg, 198/+Ј. ?rimeri stabilnih fami1i ја Ба ор--

timalnim brzinama konvergencije dati Би i u radovima 

.3tenberg, 1984 .; VегЛiгth, 1984 Ј 
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3.3. Aproksimacija trajektori~ 

u ovom ode1jku 
, 
сето sistem (2.8) aproksirnirati аи-

tonomnim sistemom diferencija1nih jedna~ina. 

Neka је aproksimacija'"funkcije и Е V de­
о 

finisana slede6im zadatkom. 

Za dato 

(j.1G) 

Ako 

u Е. V 
о 

odrediti ured.en раг ( и р \ Е:: 
оћ' оћ/ 

v q, Е ],.'lћ • 
L1 

l ako vaze hipoteze 

Н1 - Н3, па isti na~in kao и teoremama 3.1 i 3.2 dokazu-

јето аа је 

+ 

(3.17) 

Neka је i pretpostavimo da эmо vec od-

redi1i za svakok, О ~ k~ т, gde је m сео Ьгој 

о ~ rn ~ ]\'1-1. Рге nego sto орi.Sеп1О postupak odret1i vanja и~+1 

L1.veclil'10 neke oznake. NekR ,је 1-1 pozitivan сео Ьгој 

6. t == T/iliJ, t ј == ј. 6 t, ,ј == О, ••• , м. i 
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u~+l(x) - u~(X~(x,tm+1;tm)' 
..6.t 

gde је хь
m 

( х , t 1 ; • ) 
Гn+ 

resenje Cauchyjevog problema 

t f, t < t 
ш m+1' 

(3.18) 

Ne ogranicavajuci opstost mozemo pretpostaviti Ја 

је о<ь<ь <1. - о 

Neka је 6t(h). ~efini~imo 

~(b) == 

i pretpostavimo Ја је 

(3.19) E(h) = 0(1) , h -+ о • 

Pretpostavimo, паdа1је, da је 

1arna trijangu1acija [Ciar1et, 1978Ј 

е h uniformno regu­

konveksne po1igonalne 

oblasti s:: • ffada vaze sledece tzv. inverzne osobine : 

(3.20а) 

(3.20ћ) 11 'v v 11 1\ 
o,eo;~ 

С3.20с) 
-1 

\\'Ј" 11 ., <. С 1бh h о ,СО; к. -
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(3.20d) 

[(3.20а-с) Ciar1et, 1978 (3.20d) Schatz, 1984 Ј. 

L~i'lA 3.3. 

Neka је t. h uniforrnno 

konveksne po1igona1ne oblasti 

pretpostavimo da vaze hipoteze 

fl'ada P<?stoji 

(.3.21) 
.... о 

1I uh 11 о ,со; ~ ( 

])О1\11.Z 

regu1arna trijangu1acija 

':r ,uo Е н
2 ( s:: )2 п V 

Н1 - Н3 i (3.19) 

tako da је 

i 

l'~eka је К proizvoljan e1ement trijangu1acije t h • 

Tada је 

11 u -и ,11 ., < 11 u -и h II 
о оп o,~ о о o,~ 

(3.22) 

. 11 н о 11 о, К < (mes(K»1/2 11 u 11 . < h 11 u 11 
о о ,аЈ , ~ о о ,се ; 'I 

Na osnovu (3.20с), (3.22) i (3.17) sa q = 1 imamo, 

11 u? 11 ~-
I II 'о,СО;·Х: 11 HO!l 11 0,=; '2 = тах !I u oh 11 о ,со;К < 

К Е:. С Ь 
.,. 
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~ C16 
h-1 

тах \1 u oh 11 о,К 
::; 

К Е. L.h 

<- C16 
h-1 ( шах ио - u oh 11 + тах \i и о 11 )::; 

K~eh 
о,К 

:к~eb 
о,К 

о ,ОО;? 
) . 

Ргета teorem~ potapanja [~dams, 1975J , 

11 U 11 ,/ Г' \1 u I --- V18 о 2,0 о о ,С-/.); :r. Ј.... 
\ 

" 

te је 

Posto postoji 

dokaz је zavrSen. 

Sli~no se dokazuje 1 slede6i rezu1tat. 

Ы~]'[A 3.4. 

uniformno regu1arna trijangulacija kon-
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veksne poligonalne oblasti х 

k сео Ьгој, O~k~fVl, и~ ~vlh ' 

gde је С 19 ( >С13 ) konstanta nezavisna od k, h i 6 t 

l neka v«zi (3.19). 

Tada postoji 

tako da је 

(3.24) 

DOKAZ 

. ( 1 
ШlП -

Jh 

(~)1/2 
6t . 

1 . 
с-(д) ) 

Апаlщ?;ап dokazu prethodne 1ете. 

L.r:l'iA 3 . 5 • 

k i 6 t, 

Neka је t. h uniformno regularna tri-jangulacija kољ-

veksne p.oligona1ne oblasti r . Neka је, da1je, 

broj, О~k'<::"Jv1-1, и~E.. \-J h ' 

(3.25) k 
,\ 'Uh 11 о ОО' х , , 

i пеkа' v~~i (3.19). 

k сео 

.. 
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Tada postoji h з ~ (O,h2 J nezavisan od k i 6 t , 

takvo da је pres1ikavanje x--X~(x,tk+1;t) definisano sa 

(3.18) Lipschitz-neprekidna bijekcija skupa ? па х za 

svako h ~ (е ,h з Ј. l svako 

lJOKA.Z 

Tvrdenje је otig1edno za t ~ t k +1 • Pretpostavimo 

zato аа t Е. [tk , t k +1 )· Еа osnovu definicije prostora V!h 

funkciju и~ rnozemo produziti пu1от па н2 sacuvajuci 

k1asu \,-ј1,С<1(У1)2 П С(2 1 ), za svaki оtvогеп nadskup '5::1 

skupa 'i: . Pretpostavimo da је rastojanje kОIП}Јlеmеl1tа sku-

ра 
о 

..L 1 vecl 0'1 2а, skupa је оа 

d = h. [ с. (Ь) Ј 1/2 

ovaka tatka хо Е. s? 1 '- Х 

nomnog sistema (3.18). }i'uIlkcija 

Cauchy-Lipschitzov~ teoreme па 

ако х pripada зкири tada 

је krititna tacka auto­

k 
uh zadovoljava us10ve 

, ft 

skupu; 2 1 i prema tome, 

Х ~( х , t k + 1 ; t ) pripacia '2 

za svako t ~ [t, ,t1 1 Ј Ј'ег integralne krive sistema 
к .r::+ 

(3.18) пе шоgu sadI'za ti kri titne tacke [Lefsclletz, 1977Ј. 

rrako sшо dokazali аа х - x~(x, t k +1 ; t) pres1ikava skup 

s::. u sebe za svako t Е. [tk,tk+1J • 

Ргеmа inverznoj osobini (3.20Ь) l nejednakosti 

().25) lmашо 

(3.26) 
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Stoga, postoji hз~ (O,h2 J takvo da је 

k 
1 - 6, t 11 '1 uh !I о ОЈ' 9 , ,-

k ехр ( 6.. t Н 'v U
h 

\1 ) ~ 
о,со;х 

(3.28) 

Koriste6i 1ети Gronwa11a [Girau1t, Raviart, 1979Ј 1ако do-

kazujemo . da је 

(3.29) 

> I х -у I (1- 6. t 11 \1 uh
k 

11 .• ~ ехр (6. t 11 v uh
k 11 . ) ) 

о ,ОО , ::r:. О ,СО ; ~ 

?гета (3.28), (3.29) irnp1icira injektivnost pres1ikavanja 

Na osnovu 1еrnе Gronwalla, 

~I х-у I ехр(6 t U '\] U~hк.: 11 ) <-
о ,ОО;:!: 

v hE- (O,h.,J 
'.) 

. .-

v Х, У Е S:: 



I~' - , 

~. 

- 72 -

Tako smo dokaza1i Lipschitz-neprekidnost pres1ikavanja 

х------ X~(x,tk+1;t) V h Е:.. (о,hз Ј \Jt Е.. Ltk ,tk +1 J . 

Surjektivnost pres1ikavanja x--X~(x,tk+1;t) па sku­

ри 2 dokaza6emo svodenjem па kontradikciju. Pretposta-

vimo da опо nije surjektivno za neko 

пекО t ~ [tk ,tk +1 ) Tada postoji 

k ) ~ \.-./ х гО X
h
(x,tk +1 ;t F Уа v ~ l • Okruiimo 

niПl y--rugom В( у о' 2d) p01uprecnika 2d 

likavanje 

\ . О, 

;+, G 
y:..L 1 
~ 

о 

.1.-1 10гшu10m 

i o{k( t ' ) 
i ~, Х, '.- 1; с; , 
: П' л+ 

х , 

l 

tako da је 

У zatvoI'e-
о 

i defini;imo pres-

l'ada је neprekidno pres1ikavanje, ра је В == { ср ех): 

х f_ B(yo,2d)} i)ovezan skup. Integriraju6i (3.,18) i koris-

, (7,.25\; teci / imаrпо ; 

\ х - Ф (х) I ~ 6 t 

te 5ranica skl1pa В 

nosti skHpa В, у о Е-

da 'је ~ (ха) == уа 

\\ k \\ 
H h о ОО· = , ,..L. < 

okruz,uje tacku 

В, ра postoji 

Posto уо E~ 

d 

у . 
о 

Zbog poveza-

х Е-
о 

B(yo,2d) tako 

, to хо Е 2 l 

Xk
1 
(х ,tk~1;t) = Уо' ~to је kontradikcija. Time је do-

1 о -, 
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Na osnovu prethodne 1еше vektor-funkcija х . __ 

X~(X,tk+1;t) је diferencijabilna· u smislu teorije dist­

ribucija. Pored toga, 

'о x
h
k . (х 1 t

k 
1; t) /"0 х. Е. L <х> ( 2:) , 

,1 + Ј 
1, ј = 1,2, 

\ ., 

gde 1 oznacava jedinicnu matricu : r -\ Ј 1 = L U .. . 1Ј 1~ i,j::::2 • 
... 

~eka је М proizvo1jna kvadratna matrica: I'j = 

[ffi i ј Ј 1 S: i, ј ;; 2 Definisimo normu 11. 11 
ЈЕ 

forrnu1om 

2 

') I т .. \ 
i=l 1Ј· 

Тааа је 

< 1 + 

k ~tk+1 k <.. 1 + 2 11 \7u
h 

јl 1\ VXtI (x,tk +1 ;s) 11 ЈЕ ds < 
о ,ОО; '2 t 

jt 
< 1 2 

C:i5 
Е, (h) 1/2 k+l, k 

+ 6t ~ 'V Хћ (х ,tk 1; s ) аэ . 
t ~ ~ + ЈЕ 
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Na oSnQvu 1ете Gronwa11a, 

(З.3U) 

Da1je, prema (3.30), 

l 'Эх~ .(x,t, 1,·t)/ox.- д .. \<-
н, l К+ Ј lJ-

. ~ " 

-tk \ ~+1 1 

\ (\ с x~ l(Х' t k 1; s)/? х . \ + 
~ t 11, + Ј 

k .<' 

'..., с (h)1/2 ехр (2С15 ,С (b)1/2) ::::::. v 15 с....- '-' 

gde је 

Ргета (3.19) postoji 

С2О ~ (h) 1/2 <- 1/4 



7-- .>-

Sada Бе lako dokazuje sledeca lema. 

L..c,;Hii 3.6. 

Neka је t, h uniformno regularna trijangu1acija 

konveksne poligona1ne oblasti 5:: • Neka је k сео 

k 
bro ј , о s. k ~ fvI-1 , u h Е:.. "'/ h ' 

и~ /1 о ,ОО ; 5: < (h/6 t)1/2 

l neka vazi (3.19) • 

J.'add је 

,:::: 1 + 5/2 С2О ~ (h)1/2 < 13/8 

ft 

Posmatr2,jmo sada preslikavanje GG ? ---,.-..--,.. 2 defini-

sano formu1oгn 

gde је 

= k) • 

l.Jl.',!'U-i. 3 . 7 • 

GE.[O,l] 

resenje zadatka (2.8) (Ба m 

Neka је 2 с н2 konveksna po1iE;onalna oblast i 
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~1 > [5.6861197/+4 .Т. \1 у u 11 2 Ј 
Lco(o,T;Lcx:J(2) -) 

+ 1. 

~ada је Gg Lipschitz-neprekidna bijekcija skupa 

? па 'l:. v bo~ [0,1 Ј ciji је jakobijaТJ. ~ 1/2. 

Za 9 = О tvrdenje је ocig1edno, а za G == 1 sle-

di iz teorerne 2.5 .. Us10v (3.32) је izlisan u оЬа аlи-

r'osto (3.32) 

јеdпа:,zозt 

(3.33) 

<. 1/4, 

\Gg(X) - Gg(Y)\ > I х - У I /4 v Х,у ~ 5::: 

i pres1ikavanje је injektivno. Lipschitz-neprekidnost је 

ocig1edna а surjektivnost se dokazHje па isti naCln kao 

u lemi 3.5. Dovoljno је uzeti da је 



- 77 -

~(X) , х Е::. 2 

cf g(x) = 

х , 

glle је 5: 1 
proizvo1jan nadskup skupa s:: , takav da 

је rastojanje kошр1еmепtа- 2. 1 od s:: veCl od 2d 

l~onacno , lZ (-3.33 ) sledi da је ..,.ј ako bi јап pres1i 

kavanja veci i1i ј ednak 1/2 У ьо Е- [о ,1 Ј 

Za G Е.. [Сј ,1Ј -posmatrajrno pres1ikClvanje Hg : 'i: -----+- ".:r 

de f'iIii Б::',ло Jor: 1u1o.'1 

gde је resenje zadatka (3.18) (sa т=к) 

X(X,tk + 1 ;·) resenje zadatka (2.8) (sa m=к) • 

L'::':l'll1.. "3.8. 

Neka је е h uniformno 

konveksne po1iCona1ne oblasti 

о ~ k -::: 1"]-1, и~ Е:. \л/ h i пека 

regu1arna 

s: с н2 , 

vaze us10vi 

trijangll1acija 

k сео Ьгој , 

(3.19), (3.25), 

Tada је Hg Lipschitz-neprekidna bijekcija skllpa 

а 

? па ? V h ~. (о ,hLj..J V 9 Е. [о, 1Ј ciji је jakobijan ~ 

1/2 

J)OKAZ 

Ana10gan dokazu prethodnih triju 1еmа. 
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. 3.4. iormulacija diskretnih zadataka 

hproksimirajmo sada ргоЫет (Q) slede6im diskretnim 

zаdаtkош 

tako da ,је 

(:'~11 ) 
\ 

у v 11 Е.:. >"ј h 

" 

(\7 ( ' 
ј k 

Pridru~imo ргоЫешu (Qh) sledeci zadatak. 

Odrediti tako da је 

\ј v ~ V, 
h п 

(.:::'11) k ::; О, ••• , ['1-1 

о 
1...111 == ll· о 

011 

i~ako ч- v ~;). ;:,ро Jas а а1)ГО- sl-Т",С /;--" р r'"' о Ь 1 е m ( ТЈ h ) , е ~ l' ,. п Ј' ~ k' 
1"1 ,- , 

.::;ovi till e1iptickill varijCicionifl zCl(lataka г T~гe z '7·l- 1 Ц7LL • (. .Ј. ~,_ ,/ , , 

(~i~'.au1 t, HaviCirt, 1979 Ј ,1Clko сiоkаZllјешо ~-)1edeci rezul tat. 
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/ 

T.c;ORENA 3.3. 

Neka је е h uniformno regu1arna trijangu1acija 

konveksne po1igona1ne oblasti ~ k сео broj, О:; k~ ~1-1, 

k 
\\ uh \\ о со . с:., < 

, , .L 

(h/.6 t)1/2 

f Е с(о,'Ј:;л) 

i neka va7,e hipoteze II1 - 113 1 (3.19). 

'I'ada 

а) zaclatak јеdiпstvепо ге;еП(Ј(~ k+1 - '/ u t:.' 
h ћ ' 

Ь) роэtојi da је 

jedinstveno re~enje zadatka. (Qh) • 



IV 

Ovo po~lavlje, koje sadr~i odeljke 4.1 - 4.4,роз-

raznim funkcionalnim prostorima. 

u ode1jcima 4.1 ~ 4.3 dokazuje зе konvergenci-

ја metode u prostorima c<x>(o,T;L2 (2)2), e.2(o,11;H~(2)2), 

l оо ((; ,'1'; н; ( 'i. ) 2) kao i optirna1ne осепе brzine kOI1-

vert;enci ј е аргоksiПlCJ.сi ј е ћгziпskоg pol ј а f1 uicla . 

u odeljku 4.4. dokazana је konvergencija iproksi-

macije pritiska fluida i oytimalna осепа brzine 

kOI1verg~ncije u ~rostoru 



, ., 

(4.1) 
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Neka је х Banachov prostor sa normom li. 11 Х i 

{ у: {t 0==0, ••• , tfVj==lr} --------'r х : . \\ v \\ 
е., р ( о , ГЈ: ; Х ) 

Iv1 

(6 t ) 11 v ( t i) 1\ ~ ) 1/ р < сх) } , 

i==o 

Ј v . Ј t -о t _ГП t ----<> Х \. . \. 0- , ••• , I'J -.L Ј ' 

mах 

O'::.i~l'~l 

Neka је q 

v(t. ) 
Ј. 

< ... СЛ' 
Х 

rea1an broj, q > 1, 

f Е. С(О,т;н) , 

11 v!! 
~# се ( (; , 11' ; Х ) 

== 

l pretpostavimo da odgovarajuce (jedinstveno) resenje 

zadatka (Q) zadovo1java sledece uslove regularnosti : 

(4 .. 2) 

u .Е: L=(O,T;Hq+l( ~I~.)2 п 1jJ1,CQ( :с)2 п V) 

u' ~ L 2 ( О ,Ir ; н q +1 ( 2 ) 2 Гј Н) 

u" Е L2 (O,T;H) 

р Е L~X>(O,T;Hq(':2) п L~(T» 
'} 

р'~-LС(О,т;нq(2» • 



Neka је 

l 

(4.4) [,(h) = 0(1) , h-7' О • 

Definisimo konstante С 19 ' С21 ' 022' ••• , С 38 slede-

CliТl fогшulаша 
, 

. -, 

тах 

тах 

():; r===. min( to,q) 
С 1/2 (О IТl' 38 ехр 281) , 

1 
)~ н р ;i 

( 1 ) ( С 2 1\ u '! 2 + ехр - l_~ 1 11 2 О / О ,.L + 

+ 1. \1' 
~' 
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2 
П"1 ( () , '1' ; иГ + 1 ( 2 ) 2 ) 

+ 

С 35 = с с2 ( 11 du/dt 11 
32 10 L2(O,IJl;Hr+1(~ )2) 

+ 

ft 

+ 
1 
}/ 

1\ dp/d.t 11 

L 2 ( О , Т ; пr ( s: )) 
)2 

С 3б = С29 Ц. du/dt П 2 , 
L2 CO ,T;L2 C 2. )2) 

, 

С зо 11 Dt
2 и 11 22 2 2' 

L (O,T;L (2) ) 

Pri tome, konstante С 1 ' ••• '018'С20 ви definisane u pret­

hосiпој glavi. 



Neka su 

ћоапој g1avi. Ako vazi 
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realni brojevi definisani u pret-

pretpostavka (4.4), tada postoji 

za svako h Е.. (О ,h
5 
Ј 

2 
).Ј 

S 96 

u ovom ode1jku 6ето dokazati s1ede6u teorernu. 

rrr;OREI"iA 4 .1. 

j:';eka је L h uпifо.гrnпо геgu1а1'па t1'ijangu1acija 

konveksne poligonalne oblasti ~ i neka va~e pretpostav-

ke 

\11': 

(4.1) - (4.4) 1 hipoteze 

о ~г <. min( ~ ,q) 
о r 

Hl "3 11 • Tada је 

Осепи (4.5) dokaza6emo indukcijom ро геапош Ьгоји 

vremenskog sloja. Ргета (3.17) , 

te vaZl осепа 
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11 ( t) i 11 < С 19 ( h r + 1 + л t) тах u., i - uh о 2. ~ 
O~i~k ., 

(4.5') 

VhE (O,h5 Ј Уг: О ~ г ~ min( е.- о ' q) 

za k = О • Neka је rn сео broj, О ~ m ~ N-1, 1 pretpostavi-

то da smo gornju ocenu уес dokaza1i za svako k, О < 

k ~ т • Tada prema 1emi 3.4 vazi (3.24) za svako h ~ 

k, O~k~ffi Koristeci оуи -einjenicu do-

kazacemo da осепа vazi i za k = m+l • 

Da bismo dokazali teoremu 4.1. bice пат potrebni 

neki ~ОПОСПl rezu1tati. ~efini§irno najpre тe~ovitu elip-

ticku projekciju (wh,sh) resenja (u,p) zadatka (Q) sa 

(Rh ) (ode1jak 3.1.) 1 neka је 

'2 = u - \vh ' 

4.1. 

Neka vaze sve pretpostavke teoreme 4.1. 1 neka је 

т сео Ьгој, О~ш~lVl-1 • 

(4.6) 

\lk : O,:-k~m 



\ ., 
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DОЋАZ 

l.. 

Kako је ~ = ић + _ \l - и, t о ј е 

, (<:;7 ''') (t \ 
Т).,! I 1, l' 1 Ј I i..J _\..-г 

v '1, ) - ('7 Q '1, ,u (t, 1 ) ) 
Q П -'- КТ 

Ali, 

za s'1ako '1h ~ Vh . Time је lema dokazanaQ 

dtavimo 

(а,а-Ь) 
? = ( \\ а !I ~ 

rr ako dob ij ато: 

u (4.6) i primenimo identitet: 

- 1\ Ь 1/ 2 + 11 а - Ь 11 2 )/2 • 
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1\ ~ k 11 2 + 1\ 'rk +1 _ 
0,2. ~ 

>.k\\2 ) + 
3 0,2. 

(4.7) 

~ !(Dtu(tk+1)-dtu(tk+1)' ~ k+1)\ + ! (d t 1 (tk +1 ), ~k+l)\ + 

'v'k: O::;k-:;'m. 

Ocenimo sabirke па desnoj strani nejednakosti (4.7). 

J~~Ii1i 4.2. 

.<> 

Neka vaze sve pretpostavke teoreme 4.1. i neka је 

w сео Ьгој, O'::;m~H--1. Pretpostavimo da smo (4.5') vec 

dokaza1i za svako k, О <. k < Пl. rrada је 

(Ц-.В) <. С (6 t) 2 (11 7,. k 11 2 + 
- 22 011 0,2 

DOKAL:; 

Pretpostavimo d~ smo (4.5')ve6 dokaza1i za svako 

k, О::; k< ш. Na osnovu 1ете 3.4, 

11 u 1
h
\. iI -. _ <. (h/6 t)1/2 

о ,а), ~ -

te па osnoVll lerne i 1еIllе 3.6 jakobijan Lipschitz-
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neprekidne bijekcije x-X~(x,tk+1;t) је > 1/2 za sva­

ko k, O~k~m, za svako t~ltk,tk+1] l svako hE.(O,h
5
]. 

, ,sto~a, 

= 

о 
..L 

-- " +­,:,:,~I_, 

+ :з.с:,. t 

+ 

-t 
\ 1(+1 
ј -

* ,L 
l,. 

, 
/ \ \. 
О 
-'-

= 

dx <.. 

+ 

< 

1\ du \\ 2 + 
dt 1 L2(t t 'L2C~)2) 

k' k+1' 

\ 



Stoga, 
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* 

\'( t .0') 
- п. '. ., k+l' V 

!I 2 
i\ ds 
о, :с 

Odatle, ргеrnа lerni Gronwal1a sledi (4.8). 

bll'lA 4.3. 

+ 

Neka vaie pretpostavke teoreme 4.1. ± neka је rn 

сео broj, О~Пl:;И-1. l?retpostavirno 9ra srno (4.5') vec 

dokazali za svako k, о:; k -::: т. fracJ.a ј е 

+ 

(4.9) 

+ 6. t )\ du ~ 2 
С23 --т- I ёft L2(t t . L2( о )2) 

. k' k+l' ..L 
._~ 

1-

!' 



lJOKAZ 

I1 

< 2 ~Dtu(.,tk 1) -
1. + 
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u(.,tk +1 ) - u(X(.,tk+1;tk),tk ) 

6t 
1

,2 
I ' • 

11 o,~ 

U(X~(.,tk+1;tk),tk) - u(X(.,tk +1 ;tk ),tk ) 

!\t 
1102 с 

'L 

Ргеmа 1emi 2.7., 

dok је 

Dovoljno је iskoristiti (4.8) i dokaz је zavr~~n. 

+ 

Lema 4.3. posluii6e пат za ocenjivanje prvog за-

birka па desnoj strani nejednakosti (4.7). Ucenimo за-

da drugi sabirak. 

"-- k+1) I ' :- + ,.':, 
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+ 

LEHA 4.4. 

Neka vaie pretpostavke teoreme 4.1., neka је m сео 

broj, О:::: m -:::: И-1 l с.>о. 'rada је 

(4.11) А ~ <. Е- \\ ~ k + 1 \\ 2 + 
~ ~ o,~ 4Е:..6 t 

\ -, 

.<' 

~a osnovu L-pejednakosti, 

А <- е 11 'tk +1 
1\ 2 + 3 - ~ о,х 

4t_6t 

ТiПlе је dokaz zavrSen. 

Ll::NA 4.5. 

Neka vaze sv~ pretpostavke teoreme 4.1., neka је m 

сео broj, O<т~j'1-1 l l.1> о. Tada је 

(4.12) А < С 11 "- к+1 1\ 2 
4 - v 1 'v ~ o,~ + 

у К; O~k~rn 
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DOKAZ 

Posto је 

dovo1jno је oceniti drugi faktor. 

== 

(4.13) 

Neka (--l QzпаСэ.vа jedinicni vektor u pravcu" Х(х, 

'1'а(lа ј е 

~~ ~ ~ 
-'-((l-ЬЈ)х + G X(x,tk l;tk )) dG I "--. \X(x,t ,._ .1;tl~)-х\Ldх 
() (-~ ~+ rI. -1 ~, 

< o~p 2 
- «(~(,\(x)) I - dG dx, 
б~ tr 
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gde је Gg funkcija definisana и prethodnoj glavi 

поуи 1еmе 3.7., 

!I 'f! (.) - 'f(X(.,tk +1 ;tk )) \1 
2 < 
о, х 

(4.14) < 2(6 ·с)2 \1 и U 2 r 1\ 
2 

\7 'f 1\ 0,2 <. 
L<XJ(O,T;LcQ( 2 )~) 

<.. 2(6 t)2 11 и \\ 2 1I'f'~2 -
LClJ(O,T;LCO( ~ )2) 1,5:: 

1z (4.13), (4.14) i Е -nejednakosti sledi (4.12). iiiше је 

dоl:л.z z '.vrs еп • 

L.ii'iA 4· • б • 

Neka vaie sve pretpostavke teoreme 4.1. i neka је 

т сео broj, О~k:::ш. Pretpostavimo da smo (4.5') vec do-

kaza1i za svako };:, о ~ k ~ m. Tada ј е 

(4:15 ) 

J)OKAZ 

с \\ v ~ k+1 11 2 
<---1 O,-r. 

С25 k 2 
+ 4[:0 t 11 \1 о, 

1 

Vk: O::::k~m 

+ 

I--ieka t!'- oznacava јеdiпiспi vektor и pravcu Х(х, t k +1 ; 

t k ) -x~(x) t k +1 ; t k ) • 1].1 a da је 



А5 ~ \l \: k+l 11 . 
'Ј о,со,х 

gde је Hg funkcija definisana u prethodnoj glavi. Ыа 

овпоуи leme 3.8., (3.20d) i nejednakosti ~oincare-l~idrichsa 

(ва konstantorn с ) 
7 [Girault, Raviart, 1979Ј imamo : 

/' 2" С \ 1 h i 1/2 i: v ~ k+1 1\ А 5:::-: 'v 7 17 ' п, .,.') о , 'i * 

2геша с -nejednakosti l (4.8), 

(4.16) 

Nedutim, ргета (3.4), 
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te (4.15) sledi iz (4.16) l (4.17). Time је dokaz 

zavrsen • 

Leme 4.4. - 4.6. pos1uzice пат za ocenjivanje dru -

gog sabirka u nejednakosti (4.7). Ocenimo sada treci 

sabirak • 

/ L.L 1 Г') ~ ,.-,-С 

/с 

~ је 

~K 5 K(x~(. ,tk +1 ; t k)) 
6t 

k k-

~ ~ -~ex(. ,tk +1 ; t k )) 

~t 

;- 1г k 

~ К+1) I < 

, ~ k+1) I + 

, .(. е ,- ( -1- • t )' '\ ,~. ('Т' ( t . t '\' 
i: ""\8'(..-'1' '- )- "" .i'"h'·' 1 1" k)) k 1 
. .) ...:'>..-г К . .) К+ '" г:. + ) Ј 

6t ' ,~ 

LblilA 4.7. 

Neka va2';e sve pretpostavke tеогеше 4.1., neka је т 

сео broj, о::; m ~ ["1-1 Tada је 

С2/ , k 2 
'+ 11 ~ 11' 4t.1 ~ o,"r 

v К: О:;; k::;m • 

DOKAZ 

Ana10gan dokazu leme 4.5 •• 

Ocenimo sada А7 • 

I 
1 
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мћА 4.8. 

Neka vaze sve pretpostavke teoreme 4.1. i neka је 

m сео Ьго ј, 1:::: m :; Н-1. Pretpostaviтo da sтo (4.5' ) vec 

dokazali Vk: О :5.k<т. IГаdа је 

(4.20) А' < с 11" 'с k+1 11 2 7 (....,1· у -.) . 0,2. + 
~2 k 2 

lI\lt !I ~ 
~ О,'!:: 

\lk: l<k~r!1 

p:de је 
'") 

ј)'- /96 

iiU.ћ.А6 

Na isti na~in kao u dokazu 1ете 4.6., 

(4.21) 

Kako је 

l 

и~. 22) 

А7 ::; ~1 11 v t: 1\:+1 11 20 9 + 1 с2с 2 11n h Ј 11 v ~ k iI 2 ~. * 
.) ,_ 61 7 17 v о, х 

6 t 11 du 112 
+ ----т dt ~2(t t "L2 (O_ )2»· 

.и k' k+1' _L 

Vk: O::;k~m 

q ~ 1, to је тin(~o,q);?:. 1 • otoga, pre1fia (4.5') 

iтaтo 

1 ) 
6(h) 
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Tako, drugi sabirak па desnoj strani nejednakosti (4.21) 

mozemo oceniti па sledeci naCln: 

+ 

,<> 

. Za k U modifikovacemo (4.20) 

lJд'Ј.А 4 • 9 • 

) < Е-
2' 

~eka va~e sve pretpostavke teoreme 4.1 .. Tada је 

za k = О 

А7 :; t, 1 јl v ~1 1) 2 
~ о,'!? 

+ + 

+ 11 
йи 
dt 

:DOKA:6 

Iz (4.21) za k=O 1 осепе 

1111 11 I 1i \7 ~o jI 2 ~ 2 " 1п 11 I ( 11 v >-h
o 

112 .. ,у lo,~ LJ 0,':( 

/ С 

:::::: 26 ' sledi ze1jena осепа. 
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LEli iA 4.10. 

Neka ya~e sve pretpo~tavke teoreme. 4.1. 1 neka је 

m сео broj, О~,ш::;јЈ!-l. Pretpostavimo da smo (4.5') уес 

dokazali za' svako k, О -:; k ~ т. Tada је 

. ; 

Iz ocene (4.7) 1 1еmа h 3 11 9 c1ed~ ' .. - ~ .. ~ - da је 

1 (11 \.. k+1 'јl 2 
2Lt ~ 10,2 

јl '-..k I1 2 
<.. 1 О ,-
~ ,Х 

+ 112 
I! 0,2. + 

+ + 

с 2 
11 D2u 112, + 

7 6t + L~ с. t -.2(t t ·L2 ( '2 )2) '-"1 Ј.., k' k+l' 

С24 2 с2 2 
11 '2 11 

7 
I1 * 11 L2Ctk, t k +

1 
;i'C'j')2) + 

+ L~ Е.. 1 L СО( О ..т ; L 2 ( 2 ) 2 ) 
+ 4~6t 

С24 
11 
~k 112 t-2 

If 'у Sk 11 ~,2 V k: l~k::;'Ift + 4[1 
<.. + () 10,'1:' с 

. 
'-"1 

+ )...1 

<- 6 1:...1 1,1 \7 ~ 1 Ј/ј 2 
, У . .) 0,'3:' 

+ 
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+ 

6t 11 ~ о 11 2 za k=O. 
! с 'о ,2 

Neka је Е. 1 = )Ј /24 i Sumirajuci ove 

nejednakosti za k = О, ••• ,rn, rnnozeci sa 2L>t i pri-

rnenjujuci lernu 2.2. dobijamo 

-' 
'-

(4.23) 

l''ledutim, 

(4.24) 

m+l 
'lН 1 2 ~ l' ~ k 2 II( - 11 О ,2 + V C~t L__ i v ј 11 О, с) <.. 

K=l 

Љ_ 

(1 ,ј '(:0 Ii 
2 

()28 6t L_ + v27 k=o 1, 
...\ 0,"1:: 

+С з1 11 1], 11 2 2 2 + С А2 
~ . LUO

( О, Т; L (2.)) .-' 

'- k 
'ј 
!: t, h 

+ 
Ј!' 

2 
јl о 2 , 

!I ~ о 11 ~'2 ~ 2 /1 3 о /1 ~'2 + 2 11 ~ о I1 ;, <.2 <. 

+ 
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+ 2с29 ( 11 u Ii 
100(0 m. __ r+l(O )2) 

Ј ,I,.tl ..L 

+ 

Тако sledi da је 

ffi+l 

[1 L ffi+l 1,2 
,1 (. ; О r-

,~ , :r: 
+ V (6 t L iI v t k 11 ~ о ) < 

k=l о '_L 

Dalje, 

m 
~ '1 ___ k II~ 
L I! О h : 0,2 • 
к=о 

11 г:,Пl+l \\ ~ ,2 :; 2 11 \?ј ffi+l !I; ,2. + 2 11 ~ nl+l 11 ~,2 <-

п\ 

~ 
к=о 

7. k il 2 
Uћ'о,2 " 



<.. С (h2r+2 + - 38 

Копаспо, па 

\ 
о, 
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m 
2 ~ 

( 6 t) ) + 2 С28 6. t L 
< k=o 

osnovu 1ете 2.2 iтaтo: 

Time је dokaz zavr~en. 

..-
sto 

0'" 

Као smo to nagovesti1i и пароmепi 

reme, 4.1. izvesceтo indukcijoт ро геdпош 
,-

menskog sloja . 

Prema (3.17), 

4.1. dokaz teo-

Ьгоји k vre-

za svako hE.(o,h
5
J, te va~i(4.5') za -k=О. Pretpos -

tavimo da smo (4.5' ) vec dokazali za svako k, О ~ k :s 

< ш. Ta.da је па osnovu leme 4.10., 

Tako smo dokaza1i (4.5') za k 

m + 1. Time је dokaz teoreme zavr~en. 
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Napomena 4.2. 

Ako u pretpostavci (4.2) uslove 

zamenimo uslovima 

tada vaZl sledeca осепа brzine konvergencije: 

gde је 

\:/г: (»~ г::; rнin( е.- о ,q-l) , 

А А 

C
19 

rnах (с 1з ,С21 ) , 

тах 

О::;.г::;шiп( ~o,q-l) 
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4.2. Konvergencija тetode u prostoru l2(O,T;Il;(2 )2) 

Neka је а:> 1 геа1ап Ьгој , 

fЕ:..С(О,ГГ;Н), ' 

(4.1) 

i pret~ostaviffio Ја odgovarajuce (jedinstveno) гезепје za-

datka. С.г) zi:ldovol.javCl sledece u_-:;love гее~ulагпозti : 

'1 ) , 

(L+-.2') 

р Е. 

р' Е 

Dokaza6emo sledeci rezul~at. 

Neka је UIliformno l'egu1arna trijangu1acija 

kопvеksпе po1igona.1ne oblasti 2. 1 neka vaze pretpos-

tavke (4.1),(4.2'),(4.з),(4.4) i hipoteze Н1--·Н3. 

О, <г<:rпiп( rJ а) - - .,"-, L О ,- , 
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gde је С 39 pozitivna konstanta nezavisna od h i 6 t. 

DOKAZ 

1z (4.23) sa ffi=M-l imamo 

(4.25) 

f'ledu tim, 

11 t о 112 
, сј 0,2 

+ 

+ 

? 
+ С 32 11 d-n /d t 11 '--2 2 ~. 

- V L (о, Т ; L (2) с ) 

min( t ,q), 
о 

2 
11 ~ II LtY:J(O,T;L2(,? )2) <.. h

2r
+

2 С З4/С 31 ' 

О ~ r <.. min( е.. о' С\) , 

1 . 2 * ( 11 du/ d t 11 2 1 'Ј + !I dp / d t јј .. ), 
I J-l (O,T;lI r + Ст: )С) )) LC((;,'l,;~{rCr_) 

о < r -::; rnin( е_ о ,q-l), 
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а па osnovu teoreme 4.1., 

te iz (4.25) sledi da је 

( r+1 ) ~ С41 h + 6 t , 

. ~', о s r S min( Lo,q-l), 

... gde је 

= C32c21o(lldU/dt 11 2 2 + 1 11 22d
d

t 1/ 2 l)~ 
L (о, Т ; Hr ( 2.» у L (о, Т ; Hr - (5: » 

Tako, па osnovu teorerne 3.1., irnarno: 

!I u -u1-1 11 2 1 2 
t -(О'Т;Но ( х) ) 

= < 

+ 

1/2 ( r+1 ) 
< т 11 ~ " 2 -+- С 41 h + 6 t , L=(o,rr;H~C=2) ) 

о :; r < min( t- o,q-1), 

!I U - и ћ 11 2 < С 39 (h r + .6. t) , 
t (O,T;H~«r )2) 
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za svako hE. (0,h5J gde је 

тах С42 ' 
О ~ r.c min( t o , q) 

С42 = T
1

/
2

C4 ( "и 11 ' r+l 2 + yl 11 Р 11 )+ 
П~:Ј( О, Т; Н ( ~) ) LOO

( О, Т; Hr (2. )) 

Time је dokaz zavrSen. 
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4.3. Konvergencija metode u prostoru 

TEOREl'vlA 4.3. 

Neka је е., h uniformno regu1arna trijangu1acija 

konveksne po1igona1ne oblasti 2 i neka vaze pretpos-

tavke ~4.1),(4.2'),(4.З),(4.4) i hipoteze Н1-Н3. 

Tada је 

11 u-uh 11 1 2 < С4з (h
Г + 6t) 

lC<>(O,T;Ho (2.) ) 

.. 
gde је С43 pozitivna konstanta nezavisna od h i 6 t. 

DOKAZ 

Uzimaju.6i u formu1i (4.6) 

i kortste6i identitet 

(а,а-Ь) = ( паu 2 

imamo 

)1 y,-k /12 
I Ј I~,'i? ) + 

2 
+ = 

1,2 
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tk+1 ~ k 
\.) - ) -

6t 

- ( 

k 
~ (X(.,tk l;tk )) 
\.) + 

~k+1 _ tk 
,\.\ ) -

6t 

- ( 
\k(X(.,tk l;t, »)- t.1\Xh

k
( .. ,tk l;t,») . -+ К '.Ј .. + К 

6t 

На osnovu 1еrnе 4.30~ 

С 11_ k 11 2 
+ .23 :! () ћ . о,?-

\.. k+1 ~k /12 1 
.) - у I .~~ 

6t 1, о, х. + 1+ С:::, 1 3 t 

1 
с­
'-'1 

* I,!, УЈ ,11 2 1 г.) 
С ICO(n '11.iJ ('9)'-'\ 

...Ј -' , __ ,Ј...!. ~ _..L._. / 

, 

~tk+1 ') 
11 d п /d t 11 L d t 
11 L- . 0,2 

t, 
-С\: 

* 
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* 

Primetimo da је 

т 

> 
k=o 

gde је 

С- 1 = 1/12 

= sup E..(h) 
h Е. (о ,Ь5Ј sledi; 

o(,k 
Е-1 6 t 

Tako, iz (4.26) 

6 t i о II-u~_k_+ l--;;:6..-:;t:--...... ~_k 11 ~,2 . >-ш+1 11 2 
+ )) 11 'V Ј о , 2 + 

m 

+6t L_ 
k=o 

'-'-~ _k_+_l_--,Si"/?'l'\:;- I 2 .с). 

(6t)1/2 .1,9 
< 

sa 
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7. -, ( t)2 1,'1 du/dt 11 2 + '/(;27. .6 2 2 2 
./ . L (O,T;L (:2) ) 

+ 

+ б 
2 

1I d ~l, / d t 11 2 2 2 + 
L (O,T;L (:2) ) 

. 2 

11 ~ 11 LO?( О, rr ;и1 ( 9 )2) 

\ ., 

+ 24C 4 L!.. 11 r; Ii 2 1? + 
L/ ,. .,- U)( с гр.· 7 (с,) '- ) 

Ј.Ј ' , ~ ,1:1 .:r::.. 

rn 

+ 24 ~ 
k=o 

+ ).) 11 v ~ о 11 2 
Ј o,~ 

Odavde, па osnovu 1еrnе 2.2. 

m \..lc+1 I-.lc il 2 ut L 1I 
.:5 ,:Ј + ).) 11 t т+1 11 2 

k=o 6t li 0,2 'Уј '0,2-

rn '-.-k+1 _ ~k 2 
+ .6. t 

~ ) < L ( 6t)1/2 k.:;o l,~ 

+ 

+ 

+ 

+ 

, 
JI 



- 111 -

Posto је 
<.. 

- <.. 
,ј 

preostaje da se primeni 

пејеdпаkоst trougla l t.,eorema 3.1 .. 'fime је dokaz za-

vrsen • 
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4.4. Konvergencija pritiska u pro~toru 

TEOREi1A 4.4. 

Neka је L.. h uniformno regu1arna trijangu1acija 

konveksne poligona1ne oblasti ~ i neka vaze pretpos-

tavke (4.1),(4.2'),(4.з),(4.4) i hipoteze Hl - Н3 • 

Tada је 

. '\ 

gde је С46 oozitivna konstanta nezavisna od h l ~t. 

DOKAZ 

Neka је v h proizvoljan e1ement prostora Wh l q 
h 

praizvoljan element prostora Иh • Tada је 
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~(tk) - 7.-(X(.,tk +1 ;tk ),tk ) 
- ( 6t ' vh ) 

YL(X(.,tk +1 ;tk ),tk ) - ~(X~(.,tk+l;tk),tk) 
--: ( 6 t ' V h) < 

r 

'1' ~k+1 - jk 
+ I 6t 11 0,2 П 'lfh /11, ~ + 

+ 2 11 u 11 оо 2"'"1 Јl v >- k 11 о ~ 11 vh 111 2? + 
LOO(O,T;L (5::»} Ј, , 

+ с /ln h1 1/ 2 
~7 

; , ' 
Ј i , 

+ 

,,' 
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Koristeci us10v Brezzija (hipoteza Н3) 

о ,'i: 

< 2 ~P(tk 1) - qh ~ ~ _ + о ,:r: + 

+ 

+ с 17 11п h 11/2 ,,~ 11 1 2 
t 0]( О, Т; н; (2) ) 

* 1

I1 хс. ,tk +1 ; t k ) - x~c., t k +1 t t k) 

I 6t 

1 
+ .(6 t 

+ 

2 

11 
~ '1 dt)1/2 
dt I o,~ 

+ 

~O'2. .+ 

11 0,2 

+ 

+ 

+ 

Preostaje аа se ova nejedn..akost kvadrira, рошпоzi 

sa 6 t, suшiга za k = О, ••• ,IvJ-l i дљ se ргiшепе ranl-

је izvedene осепе, hipoteza Н2 i teoreme 3.1. i 3.2. 
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NАРОИЕNЕ 1 UOPSTENJA 

Osvrnimo se, konacno, па neke prakticne aspekte Lagran-

ge-Ga1erkinove шеtоdе mesovitih konacnih e1emenata. 

Primetimo, пајрге, da se zadatak (Qh) тo~e napisati u 

slede6em ekviva1entnom obliku 

1 (k+1 ) (k+1 ) (_ k+1) (k+1 ) (1) ""'2s:t иь ' v h +)) 'V ић ' 'у v h - у. v h ,Рь = g ,у h 

'-.d уь Е. Wh ' 

(2) <i \7 k+1 ) С, 
\ \ј • II h ' q h = 

(3) 

(4) k+ 1 ( g - х) 

gde је resenje Cauchyjevog problema: 

(5) 

о' 1 Pri1ikom resavanja zadatka (1) - (5) па гасипаги, ska-

, . . d I k+1 ) V Ь· k d t d i· ~arnl ~rOlZVO ~g 'Ућ гасипао 1 ~e пе'ат а s ап ar(nlh 

kvaJraturnih Гагши1а (прг. СаиБВОУО~ kvadraturom). Zato је 

пајрге раtп:ы1o odredi ti X~(x. ,t
1 

1; t k ) 
л. 1 'С+ 

za i == 1,Na , gde 

Sll Х· cvorovi kvadra tнгпе fагшu1е, а N ukuрап Ьгој суага-
1 а 

~. 
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va. Izbor kvadraturne formule kao i priblizne metode 

se za Х = х. re~io Cauchyjev proble~ (5) i odredio 
l 

kojom bi 

k 
Xh(xi,tk +1 ; 

t k ) nije trivijalan zadatak. Ovi problemi re~avace se u buducim 

radovima. 

20 Primetimo, da se re~avanje zadatka (1),(2) па fiksir~nom 

vremenskom sloju, svodi па resavanje sistema~-linearnih algebar-

skih jednacina sa simetricnom i retkom rnatricom. Pri tome se 

matrica пе тепја od sloja do sloja. Zato, ako dimenzija mat-

rice nije "suvi~e velika ll
, шоzе se ргiшепiti neka od direktnih 

\ 

metoda koja se zasniva ·Ьа faktorizaciji matrice. 

3 о ТЈ racill fj:l;O ЕЈе осгапiсili ва d-vоdiшепziопi zc1.da t~ak ~)a ћо-
." 

;nogenim grani~nim uslovom prve vrste. Posto u praksi se veoma 

(:Sesto javljaju kako trodimenzioni' zadaci, tako i nehomogeni 

granicni uslovi prve vrste i homogeni granicni uslovi druge 

vrste, bilo Ы zanimljivo da se metoda uop~ti i па takve za-

datke. 
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