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ffiEDGOVOH 

!,;" Ш-1,S tanak ovog rada od velikog ј е. zпаС;:э.јЗ. l)ila kn ој ~i. '~:\ 

([2n1), н Јсојој је prikazana ihtегаkс.iјцi.zI1186,l,l ~eorije 
зr;rлi-r'геrlhоlmоvih, lt'redholmovih i RiecS;~3:~QY~~·bl~·:6P,e.r·a~,toranr1 
Бuпасhоvоm prostoru i, Banac'hovih algebri;:U оуоm r!ldl.l, O:1i.:r1 

s·t,o izlazemo problematiku l.l Yezi esenc::Ljalno{1; ~~peJcbгa ђЯ('В 

nic епое.; linearnog орегн tora па Banacћoy~т ргое torlJ., zel('~1 ј, 

ето da prikazemo interakciju izrnебu оуе problematj.ke ј, '~eo-

Tije F!';ласnоvih algebri. Sa te sJtrane оуај rad зе ]1']oze 

э1lvо.titi kao nastavak ideja zapocetih u gore pomen11.'tOТТJ ~r'п.l11. 

([20] ) .. 
\ 

СУП ј гвл s р s аэ tO.i ј. od pet; gJlav,a:" а ЭУаЈса C1avr'l, s r; 

'to ј ј. 01':1. neko1iko odlcl ј akEj,. Num егас ij а d efin:ic i ј а, teor I?П!;1 , 

1етпа ј. td .. tece neprekidno'kroz Cjj~@.y ode1jak.· Ргј, Iюz,i'r г",·"ll; 

ПО, ргј.rnег, по. TeoremlJ. 3. 2. l, rec је 0' ргу'ој tcorcгni. (11'11'(1'" 

or1p1;jka tre6e g1ay'e'; oznaka g1ave, ра i orie1jkn. ()·tP:l(1~lil1 

l1koliJco ее irma u: vidu teorernaiz iste g1ave осlnоеУ1О i?: 'ј:: IЈI" 

()'Ј е1 jka. 

Prva glava је Hvodnoe: karaktera i u пјо,ј ен i.7Jlo'?,r;ni 

РО7,шз,·ti rezu1tati neophodni zada1ji rad. Dokazlli n:-'уе·ir~II ј'" 

[~,i~n.Yova m OГ~1J. s е пас i н ([2(>], [24], [91]). 

ТЈ f1x1.lC;O ј e;1avi ori,ginalnd.. rezu1 ta ti s 1) Teorerrl:::l, ? :Ј. •. /~ I 

'~eoгeтna 2" 3" 6 i cetvrti odeljak. U оуоm o(ieJ.jk1.1 рпЈ,"'~I'/' i 

();ј. тег; nekompaktnosti operatora Hvedena ,је fH't]kci_:j~} {Ј' 1',) 1'1 , 
11П1ег~lпе-stгоgu-siпе;н1аI'поst operatora. Роkаzаљо ,је (1а јс; 

с1а ј/е fL'l::tnkc:iLjp. g s em:Lnorma па екири svih o,graniceniJl 1ill,~;li',

nrih operatora эа Banachovog prostora Х u BanacrlOV PTOStOJ.' '{ '! 

i da'ta је veza izmебu оуе fUnkcije i funkcije Ь г8.zшаtјГП11 Р 

u ([90])0 Као posledica ovakvog razmatranja dobija ве [<.Гl,I;,),п1' 

tеогеmа (Poslediea 2.4.1). Ukoliko ,ie XJZY НiН)егtОlf 

PI'os·tor pokazano је da је g = 6 (Теогета 204.6)" 
ГСгеса g1ava је pos;vecena ргонсауапјll еsепсј .. јnЈппс!' 

s ге Jctrn. ogranrLcenog linearnog opera tora па ВаПО.С]l(У1Тпmрг ,': .... 

i:i: 



·tnT1J .• Osim sto izlazemQ poznate rezultate, dоkаzсша :ie ll 

ргуот оrlеlјkц Pos1edica 3. 1. ~. u агиgот ode1jkLl kоri.П

teci tеогешu Nussbaurna (Теогеmа 3 • . iЗ~. 1) ргос'еп~и.јеmо 

poll.J.precnik esesecijalnog spektra loka1ne q-kon.trakc:i_je 

(ГСеогеmа 3. 2 о 3), odakl~' dobi'jamo rezu1 tate·il'i (123) , 

Lornm8,~ 2 о 1, Lemma 2. 2, Lomma 203' Тheoгeт "2 o''1i~,rrheoreil) 
2 о 2) 1:0.0 i ројасапј е «(2зЈ, Lemma 2 о . 4). Osfm. t6ga, 

!-;:огiis·tес:L rezultate K1eiYlJeckea (Теогеща.2. :5 .. '~).i роmе

YlJ1.1tU te ог ет uNus s Ьаurnа, d okaz иј ет о nEJJ·~dp~k~~~ .. : .z·~ Iюll.lУН''-' с:-
- .... • 00·· -

njJk esencija1nog spektraposebno definisanog oper:JtoTa 

( ГГ1 еогета 3020 4)па osnovu koje pokazujemo tеогеШl.1. А:' 

аега (::Pos1:edica 30202). U trecem ode1jku, koristecjj tco-, 

гети Mi.1icica 1: Vese1ica (Теогета 303.1,) dJokazujemo Kll~OYl' 

teoremu (Posledica 3.3.1). Osim toga, kao drlJ.gu pos1ellir'11 

оуе ··t есн' ет е d оЬј_ јат о pozna ti r ezu1 ta t о еэ епс i ј а1пот s pp.J;l~ I']J 

SВЛlоkопјЩ~ОVElпоg operatora па Hi1bertovom prostor1J (Роэ10-

dj.ca 3. 3. 2, Теогета 3. 3. 2). Sedmi ode1jak је огј.r~t,:i_l1.."'IЛ11,, 

п п ј ет н ње јл pi tuj е еэ encija1ni aproks ј_та ti vni tackn.f:3 ti 

s геlсG::1.Г ograniconog 1inea.rnog operatora па ВапасhоvоПl Ј))"о:.;·

toTl.l, tj. r.lajveci, podskup aproksimativnog tackas.tor~ [-:3 pekl.;I'<I 

koji је il1,varijantan. u оапоэи па kompaktne регtuгћn.сiје. 

Pokazl.lje эе dэ. је оуај skup nadskup es.encijalnog пгеktГ!Ј 

Gl1stаf!зопа i Weidтnanna, а аа је podskup Sc:h'.oc:hterovoe ,?~J"Jj-" 

сiја1лоg spektra, i dra za гиЬ,оу,е оdgоvагајџсih skщюvа '/'I,:ј 

obTnlxta unkluzi,ja (Teorema 3.7. 2)0"E;senci,ja1hj ... apTolmi
'
I"I'" 

mativni tackast'i' s-Pektar u odnosu па perturbaci,le роnа.":" 'Ј" 

Јсао esencijalni spektar Gu .. (:зtаf~опа i Wеidmаппп. ('J1eoror r1 r1 

3 о 7~. 3, Teorema 3. 7" 4), а н r odYlJOS U па ргеэ 1ј, ]cn.vnn,'j е r\l)l'i 

ПОlЛот kao Schechterov esencija1ni spektar (l]еОТ'Г:"Ul :)" '7. r 

Р.У:' iтrt ег ~ 3. 7" 4). Polazec i оа d efinrj.c ij е о рега toTal{'o ,~i i 

zn.d.ovoljava,l1.1 vVeylievl.l teoremu j.rSvojstava f;am()k()n;iIJr~n'J'llr(lr 

ос;rгшiсепор: lin.earnog operatora па Нi.1Ьегtоуотп P1'OHt;OI'l', 

lЈ.уеl i sтn о ор ег э.-t 01" е ko ј izad оуо1ј ауај u. a-Wey1-i. eY'lll;(~ ог ет 11 

(Definicj.ja 3. 7r. 2) i .odredi1i potrebne i Clоvоl.јп r' ,лЈ(\\r(~ 

аа ogranicen l:Lnearan opera tor па Banachovom РГОЭ toJ' 1). ;-7,(I,ј, (,1··' 

voljava a-Wey.r1i·ev.u teoremu (Теогета 3. '7. 7r)o АЈсо јп. А ('I';:"i.

n.icen linearanl operator па Hi.10ert.ov70m pros,toru, i л* j·lipQ._ 

ПОГШ8.1an operator pokazali это da operator А zadoyol;ja\1 

a-Vveylievu. teoremuo(Teoretila·". ::то 6)0 Primcr 3.7 .. б ])Oi:.'i 
'" 7;U.j r:; 11а роз toj е о peratori koj i. п.е zadovoljavaj н a-iИе;(I. i Г~'11 

teoY' ет u о 



ТЈ ce't;yyotoj .cr,lavi огigјюаlni rezul tati вн ТеогеГl18 ~'? ;), 1) 

T~oгeТТ18. 4. 3 о б јј, cetv,rtj. odeljak. U оу,ош odeljl(ll llY'orTf; : ',г' 

i ispitlJ.ju pol±no.mskj. kompaktni elemenltd: u Ваl1ЈЭС}lо\гim !-,lJl'r,_~ 

1iгпmа kao llpsteПij е pol i:поmski kom раktпdiliорега tora 1 ?п. 'I~; r ' ; 

пп, озпоvu razma tranja u Banachovim a~gebramad().kai.1J.,j р. пr, 
. I ~ 

'ceor,erna Gi:lf'eathera za poli,nomski kоmра,ktп\3орегаtnГА( '!1,~(\_ 

r ст а 4. 4. 1). 
u petoj e;la-v:d.: orie;inalni rezultati sU,])eml?-' 5. 4. 1, '['"п-

гета 5 .. 4 о 21 Lema 5. 4.; 3' i Teorema:c;5~~'::4ci:~A,~~~,::':~ 
• О' • • • • ;_"..": •• _..с.'." • ~'''. ,...... _.' ~ ·'_М,. '. 

Koristim priliku i iskreno эе zahvaljujem РГОfеэогiЈl1[1. 

od kojih' В8д1 ucio funkcion:M11JU analizu: p:rof о D:c., }~гnлi:'11,,\Гll 

ТI;1jJгJcOY1.6и эа Prirodno-matematickog faklll teta u BGo,c,:TadH, :i 

prof .. Dr. NOVUKH Ivanovskom эа Matematickog' i'aJClJ.l tе,it;э. 1) 
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Glava 1 

lNOn 

1. Кот r~kt~~._opera tor i (.teori ј а R iеszа5§СЬ.В;1i~iе~,а.Ј:·',·· 
fЗа Х i У оzпасаvаmоЬЕ~skопаспо-d'~еnzi6nа1пе Ба'n~,СhО-

уе ргоэ tore. Бапасhоv ргов tor svih ogranicenj.h linearl l 5.11 

operatora А эа Х u У эа погmоm IIA 1\= В,ир {IIАХ!! : Ilxll ~ 1}, 

oznacavamo эа Б(Х, У). Ako је Х = У kazemo аа, jeoperatol' 

А пг:!. х, i Iлnеstо Б(Х,. У) pisemo в(х)..; 

l)ЕFППСI,ЈА 1. Operator А € Б(Х, yr) је kompaktЫl ako ogra

:rGIiсепf-'! skupove iz Х pres1ikava u sk"upove cije ј;е zаtvа:r.э

n,\je н У. kompaktl1LO. 

Sa к(х, У) oznacavaeemo skup svih kompaktnih op~:r.at()ra j.:~ 

Б(Х, У). Umesto' к(х, У) pisacemo К(Х). К(Х, у) је zatvortё'rl 

potp:r.os tor u Б( Х, у). Ako ,је Z treci Banachov ргоэ tor, '<1-

da ,ј е в( У, z) К( Х, у) С К( Х, z) i К( Х, У )В( Z, Х) С v( 7" х) ~ 

К(Х) је zatvorenl idea1 u Ranachovoj a1gebri Б(Х). 

Nul-prostor (~zgr~ operatora А Е. Б(Х, У), ozna~8.va :3'

i:;a N(A)J jeste SkHP svih x€, Х tako аа је Ах:::: о. ~T(A) .j(~ 

potpros tor 11 Х ј. njegovu dimenziju oznacavamo эа d..( (\). ~~~.~,'~_ 

ka operr(tora А Е. в(х, У), oznacava эе эа Н(А), ,ir-;:.,'te sJ\IIP 

Bvih У Е У Z8. koje postoji х е Х tako d8. је Ах ~ у. ч(л) 

ј р. pot~.ros tor u У i s а !3( А) oznacavam о d irnenz ј.:ј 1.1 kv пс'i -i (' 11 1, 

prostora У/П(А), tj. f3(A) = codim Н(А) ::: diш" у/ч ( А). 

1}г.~РТ!\flr:;I<ТЛ ? Operator А € Б(Х, у) ,је kОП?Ј:СП()-<:lј,IПсП~~l:..<21~~_~l'. 

, lan (konacnog гаПба) -ako :i':~ пј egova s 1ika konar'5no- r1 irп е)}

zionalan potprostor u У. 

:.3 1\:l,1r svih konacno-dimenzj.onalnill ,);'" '~tora iz В( V: 7 'С; (J'~)!'~

cava~emo за F(X, У), а umesto J:tl(X, х) ,;;isacemo }l(l:). J"(X~ У) 

С к(х, у) i Р(Х) је idea1 u Б(Х). Neka .је }(Х) 7.8,'!;v'lTrH1 Je 

-р(х) 1-1 в(х). 'rada је Р(Х)С к(х). Ako је Х IНlћ(;>rtr:]1! Pt-05-
; , 
' .. 

1 



tor tad.aje Р(Х) == к(х), mебиtim ako је Х Вапасћоу PГO~j·

to:r F(X)"rnoze t)iti i pravi podskup u к(х) ((29Ј). 

Ј,Е1\1Л '1. (Hiesz) Neka је X1 zatvoren i pravi potprostor 

погт j.ranog pros tora Х." Tada za svako € ,( O<.€ ,'<, l)pofi "to-

,1 ј. vektor ХЕ Е. Х, tako da је 11 ХЕ.ll == 1 i 'd{x,:, :,Х1 ) ~( , 

gde d (Xf.,' X1 ) oznacava ras tojanj е vektoraxEtld' potprof~-" 

tora ХЈ • 
, 

IЈЕМЛ 2. Neka jeS jedi~i:cntr za"tvore·naloP·ta иХ. SlеdеСп. 
tvrcJenja еи ekvivalentna: 

(1) Х је konacno-dimen~ionalan prostor 

(ii) S је kornpaktan podskup u Х 

(ii1) S је totalno ogranicen podskup и Х. 

ТЕОЧ1~Л 1. Neka је РЕ Б(Х) :Ldernpotentan operator, tj. 

р2 ::ОС Р. Tada, ako је Р kornpaktan operator опd::з. ,ie оп 1 

konacno-c1_irnenzionalan operator. 

Sa х" оzпасаvаПlО d ualn~j ad ј ungovani) pros tor pr'os -t;пс" 

Х, tj. prostor svih neprekidnth linearnih funkcionela r 
па Х sa normom \lfll == вир {!f(x)1 : \lхl\ ~ 1}. Ako је М С Х, 

tada [f € Х"' : f(x) == О za svako х Е. иЈ .је za-tyorcn nr,I, .. 

огmзtог u X"'i oznacavarno ga Ва и.L • Лkо је N С х'" 1tп.'I" 
[х Е х: f(x') == О za sV:ako f Е: NJ ,је zatvoren p,)-tРГQП t;(1!' 

Х 'V . J.~T Ak . А В ('Т У) л'" 1). I :1. О Z П а са v а;.п о g а ва н • . о Ј е Е. л , , п п () '7, I I ,-

саvаШQ adjungovani operator operatora А; А"" Е. Ћ(У'" , 

defj.n1san је еа (К' f)x == f(Ax) za f Е у" i х €. Х. 

-х'" '\ i 
) 

гrl i;О[niћ1А 2. (Riesz-Schauder )-~'Operator А Е В( Х:, У) јР kоП!

paktan ako i эато ako ј е А'* kompaktan. 

T,f'l'lI!\ 3. i'Jeka је А€. в(х, У). Tada 

(i) !\.ko ,је Н-(А) zatvoren skup, tada је i Н(Л« ) /јвt\fОГ('Ј!) 

ј_ R ( Л ~) == Ы ( А ).L • 

\ -, 



3 

(ii) Ako је R(A't'I:) zatvoren skup, tada је i R(A) zаtvогеп 

i R(A) = .J.N(A~) .. 

11.!;OREI\I[A 3. Neka је Х Ban~cћoy prostor, К Е:. к(х), I iden

tican, operator па Х i A'~ 1 - К. Tada R(A),',Je'zatvoren 
~ " ':,.~' :} .'. 

potpros tor u Х i "( А) ::: 0..( А* ) < оо • sta vise,:R. (А,) == Х.ј. 
N(A) ::: {оЈ, i1i је R(A) f х i И(А) 1= '(оЈ. :, : .. 

Zadn,j е tvroenje uTeorerrii 3 је роzпа~Мi~k·а&:(F~~d1;(Ь.lщоvа', 
• " '0_-

а1 t.erna ti Уа. 

Skup s:Vf~h invertibi1nih elemenata u Eanachovoj alf~e

bri Е(Х) 'b"znacavamo эа G(X). Spektar op~ratora А Е Б(Х), 
oznacava se эа БСli,) , jeste skup svih kompleksnih (н'ојеУа 

Л tako d а А - i\ Ф G ( Х ) 1 ), t ј. 6( А) = { !t Е Q: : А - 7L Ф. r. ( х ) } . 
Skup Р(А) = {\ 6(А) naziva эе rezolventni SkHP operatorEJ~ 

А. Skalar 7\. € ( је sopstvena ~rednost operatoro; р:, !Э.kо 

postoji х Е. Х i х i о, tako da је Ах ::: JLX. Vektor х ,је 

s ОрА tveni vektor koj i odgovara s ops tvenoj vrednos ti 1l • 

Skup ЭiГН1 sopstvenih vrednosti operatora А, О/~nаСЭ.vа se 

sa 6 (А), naziva s etackas ti s pektar operatora А. 6 (А) 
р . --- р 

С6(А)ј ako је dim Х < оо, tada је 6р (А) t-Ф, meOutil f l kаrlэ. 

,је diтn Х =oornoguce је i бр(А) =ф. 6(А) је перга7.:ЭЛ kопt

paktan podskup u <С. Neka је r(A) =max{i~: 1tE 6(Л)}. 

Егој r(A) naziva эе spektralni poluprecnik operatora fI. i 

r(A) = 1im,\\An I1 1/ n • FunkсiјаRл(А) :Л~ (l1I - А)-l, (Д. 

Е .Р(А») naziva эе rezo1venta operatora А, i апа1i'~U;fСЭ 

је fHHkcija па !Ј( А). Ako је i\o izolovana ta.cka 1Ј 6( А) 

(pod ovirn эе podrazumeva da је ЛО € 6(А) i izоlоvnлэ :је 

'~acka 1) б( А», tada је 71.0 i izolovana singHlarnatf:Jblca 

rezo1vente operatora А. Prema tome, posto.ii Lal)rcl1i~ov 

razvoj оуе funkcije ро stepenima i\.-1to • Zарiеасеrпо oyr, 

1) oblikH 
t$) СЈЈ 

(AI - А)-l = Е 
n=Q 

(Л - 71. )ПВ + 
о п 

[: 
n=l 

l)ces·to pisacerno sa.mo}\, urnesto 1\.I, kada: to n~ rIO'l'orlj, Ј{\ 
zabune. 
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f(oef'icij~~'"ti Bni СП эи iz в(х), i razvoj rezolven-te 11 

геј vazi za О < 
1а эуе tacke iz 

l ~ - ло \< о , ьје је d' tako izаЬгсш l)гг';ј 
б(А) оэ,irnЛ эи уап uli па kгuglJ IЛ-

о ' 

JL I = 6'. Ovi koeficijen,ti izrazavaju эе preko fОППйlа 
о 

в = nl 

с = 
п 

gde .је с rilo koji krug !7t, -Jl. \ = f i О < f< d' , ko,ii, 
~ о 

ее prelazi ,jednom u smeru obrnu.tom od ki-etanja kazal,ike 

па satu. РоэеЬпо koeficijenat С 1 naz~va эе spektralna 

projekcija koja odgovara tacki 7\.0 i operatoru А, ј. OZllf"I,-

Р", (А). Као)) 11 klasicnoj teoriji funkci.ia, Ј\, ,- о 
о 

(~qva эе эа 

ве naziv8. pol rezolvente operatora А reda m аЈсо :1 ~ЗRffiО 

f О 11 СП = О za п > т. 

TJl~MA 4-. Neka је А Е. В( х) i 7Lo izolovanatacka 1) 6( А). 

Ta(ia JL o је pol reda rn rezolvente od А ako :1 эато a)'~o ,ј Р 

(1\01 - А )mlp П (А) = О, 
о 

(1\ 1 - А) 
о 

m 

'r l";ОНЩј[,Ј\-.!. Neka је А Е в(х) kompaktan operator. Ђl,1'-ј, јг,: 

(1) 6(А) је najvise prebrojiv skup э8. m110m ,iег'\.-iпо Гn(',"'" 

соrn tackom 'nagQmilavan,ja. Ako је l1. =1 О i ЛЕ б( А.) ,1:'1'1 Н, 11. 

;је ~Jops,:tvena vrednost operatora А. Л је i po~ rе:?;п:l vрпl-,(' 

0:Ј. л. 

ТУока је О f=.1l Е. 6(А) i v(.n) red pola геzоlvепt-,<; (Ј ,Ј (\ 

1.1 i~acki Л • 

(?) Za svaki prirodan broj п, (А _7L)nX је Z8.tvогоп pC',l-

skup u Х. ~ta vise 

~;;a svako m:::r у(п), i v(л) је najmanji prirodan ЬГО.ј нп 

оуоm оэ оЬinот. 
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(3) Za svaki prirodan Ьгој п, N( (А - 7l)n) је konacno-di

menziona1an potprost6r и х. Osim toga 
. 

N( (А - л)т) _ N( (А _ л)m + 1) 

za s.vako m ~ v(Л), i V(Л) је najmanji priro,da:q:"~rOj ва 
. , ј ::; :'!~.. ~ ': " .... 

оуот os obinom • " . ,:. 

(4) Spek:tra1na projekcija P1l.(A) kOja6dgoV~ra:7t'i А, је 
konacno-dimenziona1an operator i 

.. ,-
Nlll-prostor projekcije Р7\..(А) odJreoenc је sa 

(5)' Лkо' је d(1\..) dimenzija potprosto; 

1 ~ У(7\.) ~ d( 7\.). 

'~P1\.(A), tada .је 

Brojevi У( л) i d(7\..) nazivajll se indeks i a1gebarska 

visestrukost )·.IpstV7ene vrednosti Ј'\" respektivno • 
• <> 

2 • Fredholmc c'; i semi-:Fredho1movi operatori 

Тt'redholmovi operatori predstav1jajll llopsten,le opera

tora: ob1ika Ј - К, gde је К kompaktan, а I idenJtican OPe-

rator. 

D~~Тt'ПТIст.,ТА 1. Neka su Х i У Banachovi prostori. Оr>еrГ-ј,tСЈТ' 

А Е В( Х, У) је Fredholmov operator ako zadovo1jay8. sl.e'1~

с е нв 1,оуе : 

( 1) d.\1A) < СР 
( 2) /'Ј( л) < t:1O 

(3) R(A) је zatvoren skцр и у1') .. 

Skup svih Fredho1movih (i pera tora iz В( Х, У) ('I7.паrауГ:1'·· 

сето за ф(х, у). ф(х, х) k:r-atko pisemo ф(х). 

ГJE~" ППС Т,Т А 2. .Neka ј е 

)() 17. ~(11.)< ОО, s1r'ci ј Ја Је R.(л) zatvorenJ эЈснр U Уо~ЛР'()1~, .• 
ti.m,_ ноЬј.Сајnо је ба 5е 1 si:akne da је R(A) zв:t;vогеп nklll'.· 



ф_сх:, y).~ {А Е .н(х, У): (!>(А) (ooi R(A) је zatvoren Skllf1 11 УЈ. 

Operatori iZф+(х, У)И ф_(х, У) nazivaju se semi-Fr~(1-

holmovi operatori. unеst9ф+(Х' х) РisаС€illОф+(Х). 

Р'r;;FПТIСIЈА 3. Ind.eks operatora А€. в(х, У)," oznar.ava se 

s а i( А), defiruisan, је эа 

i ( А) = 0(( А ) - (!ЈС А) 1 

ako ј е bar ј edan od d.( А), ,1( А) . ko~aCan. 

Ј~ОIШМА 1 ~.' Neka је А € В(Х). Sledeci\ uslovi su ekviV8.1en t:rl' • 

(i) АЕф(х), 

(ii) рољtојt. operator В е:. В(Х) tako аа је 

АВ' = I - К1 , 

ВА = I - ~, 

[';1'8 S~1J K1 i I~ kompaktnri opera tori iz в( х) , 

(iii) pos;toji operator В ~ В(Х) tako аа је 

АВ = I - F1 " 

ВА = I - F 2 ; 

ft 

г;с1-е Ви F1 i F2 konacno-dimenzionalni operatori. i~,; Ћ( \~). 

f(a ' , је К(Х) zatvoren ideal н Bn.nachovoj а1ГТ(~ЬГ'i Л(Х). 

t,() је kvocijent algebra в(х)/к(х) ~ с(х) Bann.c!l:mul. Г:J.Jr~r'.,. 

l)ra эа kvocijent погтот 

НА -1- К( Х ) 11 = i.nf II А + К 11 ~ Н А I! к' 
К€. К( х) . 

ete је А Е В(Х). 

O~'~Jj' TN!C IeТA 4. Kvocij!el'1Jt. alge bra с (х) _ ... -- ... . .. 

Q1cchra (algebra Calkina). 

. . 
'... k . B(Y~ ~'). 1f сето ozn.icavati prirodno presli avanJe Sr:J ,) '1 УЈ;! 



r: ( х ), t.j. л ( А) = А + К ( х) z а А Е В ( Х ) • 

. ~. 

T~OP"_'Ћ1A 2. Operator А Е В(Х) је Fredholmov operator аk-п 

ј вато ako је П(А) invertibilan elenenat u Ca1kinovo.l 

al,~e br ј_ С ( Х ) • 

TI';OТZНiMA 3. Neka su А i В Fredholmovi operatorj.:':Lz В( х), 

Тада АВ је Fredholmov operator i 

:it( АБ) = :Ц А-) + i.(B). 

--

Т'2:0Ш~МА 4. Ako j~ А Е: ф( х), tada pos'toj i € > О tai-:o (Ј а 

7 

7,а svako. ;: Е B(X)za koje је IIBII<€. iIШЭlIlО А + В Е.ф(х) 

i ii( л + в-) = i( А). Prema tome, indeks је nергеki(1па fЩl

kc i ј а па otvтore1iL1Q ј s ет i gr'upi ф( х) • 

ТЕОn~МЛ t). Operator А б В( х) ј е Fredholrnov operator ako 

i вато ako је А .... Fredholmov operator. Operator А Е Ф-f' (Х) 

ako i эато ako А* Е. ф_ (х); u tom эlисаји је 0(.( A"II ) = fЗ( А ) ~ 

rJ.,( Arf~) = сЛ(А) i i(A) = - i(A$). 

ТРоОНЕМА б. Operator АЕ в(х) је uф+(х) (ф_(Х) nl~п-ј 

f'Omno ::tko је (/..(А - К) < оо (f.>(A - К) < ос» za эуа1(n К Е. К(Х) 

ЮI..РОМЕНА JL. Teoreme 3; :L 4 V7Hze uz ocigledne геfОГШlйrtс;.i 

i za semj.-Fred·holmove operatore. Mnogi геzuЈ.tЭ.ti \.1 П\Тf1111 

oc1eljku vaie i zаф+(х, У) i ф(х, У). 

07,пасimо sафг(х) i Фt.(Х) эlеае~е podskupove оф_(х) 
i Ф-f( х ) : 

Фг('\) = {А Е. ф_(х) postoj i proj ekcija iz В(;-::) :' f1 Х f1'Э N(A)} 

postoji projekcija iz B(;~) !;'] Х па R(A)} 

r]lii'OHT~~,1A 7" Sa G, Gr:i G-e ()znacimo SktAP svih i,пvет't.i(Јilrrih 

dсsпо invertibj=lnih i levo invertibilnih, геRГЈрl\1~i"IIП1 

~J.eтnenata 1.1: Саlk:iLLюvюј, аЈЩ.еЬг:Ъ.. с(х). Тааа је 
, 

фР~) =J1-1(G), фг(Х) =п-1(Gг ), ф~(х) = 11-1 (r:e, ). 



3. Rieszoviope i • , ,:'l 

Neka је А Е в(х). Stavimo Ао = Т. Tada imarno эlеЈес:е 
skupovne nejedna kosti 

Х :::: R ( А о ) .::> R СА l/~ R ( А 2 ) ::> ••. ~ 

Ako postoji prirodan, Ьгој љ tako da је R(An ) = n{t\no + 1), 

tacla kazemo da operat'or А iша konacaIllpad.' 'U torni S1UCR..j11 

najman.ii takav Ьгојп oznacavarno sad:('A,I:,,:c',:Al<.9:?,,-hе- ,p~sto.ij-
- оо • .-" __ .'.'. • ~ •• •••• • ; - • • "~' • ..:.' 

takav Ьгој љ, pisemo d(A) =00 .-d(А) senazivapacloperr1-

tora А. Sl;Lcno шато 
.' ' 
'п 

{ о ј === N( А о) С N( А 1Ј) С. N( А 2 ) 'С, ... r." . 

Ako postoji prirodan Ьгој п tako da је N(An ):::: N(An +, 1), 

tada kazemo da opera tor А iша konacan ras t, i пајтапј i 

takav Ьгој п oznacavamo) sa а(А). Ukoliko takav l)roj Пl ПР 

pos,toj:L pi.semo а(А) = ОО. а(А) se nazi~,fia rastopera~ora А. 

Ako је, &(А):::: ш<QO (а(А):::: n<оо) tadia је R(лm ):::: Н(Ап), 
( и( Ат) :::: ы( А]]ј» z а s v ako m ~ JJ1IlI 

Ы'~MA 1. Neka је a(A)<1:P i d{A)<QO.Tada је а(А) == 1(А). 

ТЈЕ:МА 2. l'Jeka ј е А е В( х ), а( А) < оо, дЈ( А) < оо ј. а( А )== 

d ( А) :::: Р -F о. Tadia ј е 

( 1) Х =:: R ( А р) ЕЭ Н( А р') , 

(2) Н(АР ) i Н(АР ) эи zatvroreni invarijantni роtргпэtог-i 

operatora А, tj. dekompozicija (1) роtрvло raz187.r~ ощ~r'~'" 

tor А, 

(3) oi.erator А bijektivno pres1ikava Н(АР ) па П(I~Р), 'I~j. 
T8strikcija operatora А па R(A P ) је homeornorfizr1.rn,. Неr:г.l~-i '.,. 

kcija operatora А па Н(АР ) је ni1potentan operAtor, 

( L'I-) 7\.:::: О ј е :1zo1oV7ana tacka u 6( А) , 

(5) 1\.:::: о је pol rezo1vente operatora А, 

(б) neka је Р11.(А) spektralna projekci,ja koja O(!'i~!OY,"1T~l, 7L 

i Л. Tad а ј 8: R( Pn. ( А )) = N( А Р) i N( Рл (А ») :::: R ( А Р ) " 

Ob:rnllto, ako је 7t. = О .ро1 rezo1.vent.e operatora А :с~(iл Р1 

t аас 8. : ј ,е а ( А) :::: аЈ, ( А) :::: р. 
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QEPINTCIJA· 1. Neka је А sopstvena vrednost operatora А 

Е. В( х ). 1) ime.nzi ј а vektorskog pr 08 tora N( А - lL), t ,ј. 0<.( А -

Л), naziVia s.e; v/ises trukos,t .. (georn.etr ijska) s Op8,tv'ene ~!,~\~!·1.~-. 

s tj. 7\.0 

D.EF IN'IC IJA 2. Neka јlЭ А Е :8'( х), 1t. izдlОV7апа t,~q',ka u 6(А ) 

i Pn.(A) s;pektralna projekcija koja odgovara 7\.i А.DјЈПСЛ

zija slike орегаi:юr.а Р?\.(А) naz:Lva s,e algebarska. v,lsest;~~
kGSitlJ tacke 1\.. 

Kako,' је; 

r:P 
'U N«A _7I..)ru)С R(P1\.(A), 
ncL, . 

·to је vises,trukost
r 

(geometrijska) sops,tve:nev.тec1nost:i. ?L. 
~ od alge barske vises truk08 titacke 7\... 

Ak;o је 1'1\.(л» konacno-dimenzionalan operator, kaze эе r4л 

је' 7\. pol konacne v-isestrukosti, i t.ada је 7t pol re7.o1v~nt.~ 

operatora А. 

ПЕР' INIC IJA3 • (D:he~udonne t{25,], vol' 1, str. 327" Prnl)lem г:))) 

Neka је Х Banachov prostor i АЕ В(Х). ТаСkа7\.Е.6(Л):јг: 

Rјl8G.7.0WЮ tacka operatora А ako jle: . 

( i) 7\. :lJzюlоvапа tacka u 6( А ) , 

(.i1) Х је d.irektna suтa zatvorenog potprostora Ji'(7\.) -Т. 

konacno-dimenzionalnog potprostora N(7L) ,РС7\.) i N(JI..) 1'311 

:ii.nvarijan1tni potprostor:L. operatora А, restrikci.j~. оrегn.

tora А па F(7Ч је linearan homeomorfi7.am, а res·tT:i. lт c:i,i;'1 

nrera~rira А па N(~) је nilpotentan operator~ 

.-

p'1~F НПО Т,ЈА 4. (\Ves t ([10;4]») Tacka i\. € 6( А) је н i(?r~ ~~ОУП. 
__ о • ~ __ 

tacka operatora А, ako је) is;pUnljen uslov (ii) i.7. O()·f'iT.li-. 

ci. ј е 3. 

!)ieudonnleova iL Vfestova definicija R:heszove ·1;(1r::.ke 0['0-

ratora А S1..l ekw':h:walentne, jer u Defilliiciji :3 i:7, (ј.ј_) r11~:li 

(i) .. Ако ~jeJt. R:heszova tacka operatora А, P",(fI,) прг;l\.t".С11 _. 

па pr,'Q'jckcija koja odgovara 7L. i А, tada је N(/1.) = T:(l~(A» 
F(.Л) = N( Pl\.(A) ), i. lL је pol kODlacne viSef?;brHkos ti 1 ()гlr'ОSћО 

.-" > 
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Jt је tacka 'эа konacnom а1gе1;>агskош visestrukoscH. оtн['ш:t;п 

ј G takooe· tacno, "Ь.ј,. ako; је.7\. ·ti.acka э38Ј. konacJJlom alge bы'~

skПffil v:ises trukoscu, tada ј е 7\.. pol konacn:e y,':hses trHkos tj 1 

:h Ј1. је R:iLеsшmr;а tacka operat.or.a Ао 

OP,FINICIJA 5. Operator А е. в(х) је R:i:еszоvореХ'Э.tог ['.lсо 

је svaka tacka 7t" О iz 6~ А) Ries,zova tacka оРе:га. tог:э А. , 

SkHP svih Rieszov!ih operatora iz в( х) oznac.a.yamo ва R (Х). 

На osnov~ Teoreme 1.4 s],edi da је K(X·):·C~з{'~)~-=~:·:: 
- . . ...... . ~ ;:':"':. :-_.':;: • ":~'-.:'>':.:~---; - . ,. .... . 

_. - -
TI~.9R~,1A 1. Neka је А. Е в(х) Riesz;ov operator. Tarl.A. .4(': 

(1) б(л) 'Је najvise prebrojiv skup sa n~lom jedino mОР:11-
сот tackom nagomi1avanja. Ako је 7L1 О i 1tЕ6(Л), ·tш)л 1t 

.је sopstvena vrednost, operatora А. 7l. је i ро1 rezo1ventr' 

od А. 

Neka је О i ЛЕ 6(А) i У.(Л) :a.ed pola rezolvente od 1\ 

II tacki 7\..0 

(2) Za svaki prirodan. Ьгој п, (А -л)nX ј е za tvoren росl
s:klJ.p, 1.1 Х. sta v:Lse 

.0> 

?Ја svako m ~ v(/t) , :L v/(1L.) ј е пајшапј i prirodan bro.j А[-1 

оу от 08 obinom • 

(3) Za 8va.ki pr ir odan: broj п, Н( (А - Ј\..)п) ј е kОПА.~nо-(l i ,., 

men7.iona1an potprostor u Х. Osim toga 

?Ја svako m ~ у(л) , i У'(71-) је najmanji ргiгоdrщ (Jr'r':i :::1 

ОУ OТnI '0;.;3 ,'0 Ьј.Т1'от • 

(4) Spektralna. projekcija Р?\.(А) koja odgovara 11. i А, :је 

konacno-dimenziona1an opera tor. i 

R ( P71. C~ » = N ( (А -л ) v (,11.) ). 

N111-prostor projekcije Р?\.(А) оdгебеп је sa 

N(P7I.(A» = R((A _JL)vr(?t..». 

(")) Ako је d(;t) dimenzija potprostora R( Р7\,(А)), i;:;:1,(l:;:1, •• ie 
1 ~ v(7L) ~d(7\.). 
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IJ~Ij1 Л\ТТСI~ТА 6. Operator А €. В(Х) је asimptotski kvа.zi~Ј::с,r!Ј-

р.qktЮ11 akoJ је' 

lјЛ11 (НА ru \\у) 1( Ј:1] ==: о, 
n~.oo 

tj. ako је ГГ( А) kvazi-nilpotentan е1ещепаi~,G.аlkiпоvо.ј 
algebri с(х). Operator А је asimptotski kvazi+<k611Cl.cl1o-dј,--

--~._~.:....--~~,-,. -.-~' --_._--_.-
rnenzionalan ako је 

lim (\1АПЏF )l~n = О, 
n~Oco 

111~OREMA 2. Neka ј,е" А €. ВеХ). Sledeci uslovi аи еkvivаlсп t)Jj: 

( i) А је R:h.es2,ow opera tor, 

(:tii) А је as,:i.rnptDts.k:it kviaz:i-kompaktan operator, 

(iii) А је asimptotski kvazi-kоnаСПЮ-dimепziопаlаn opecrl.l;i')'" 

rrEORE1V[A 3. Operator А Е. в(х) је Rieszov operator ako i ,~;C1"lrl 

ako је ff(A) kvazi-nilpotentan elemenat и С(Х). .. 

РОSТЈЕГ)I(;А 1. Operator А је Rieszov operator ako i :заIПП 'Ii<') 

ј е А-7\. Fredho1m oV" о pera tor za svako it 1- о. 

PO;3IJ~~I)ICA 2. Ak.o ј,е А Rieszov operator, tada О Е 6( л). 

r.ri~OHl!~MA 4. Neka је А, В Е R(X) i АВ = ВА. Tacla је А -1 j'e.R(X) 

:h AB'€. Н(Хј. Neka je71e([. Tada М € в(х). 

п opStem. е:1Н.1.Саји z,bir.~ i pro,iz;vod dva Rieszova оrЮТ'пt(II':1 

nlije ]~jjes.z:ov .operator. 

Ђ~OHEMA 5. Neka је {An1:::1 n:h.z R:iteszovih орегаtог;с], :t/,F'JX). 

Pretpostavimo da је 1:Lm А.п = А :iJ. АпА 
n,~()o 

'Pada Аје R:iJes zov opeг~г. 

= ЛА z а н у а k (Ј УЈ. 
Пl 

п opstem а.11Ј.Сај1Ј. R(X) nlije zatvoren' sklJ.p u в(х). 

ГГf~О'FШМА 6. Neka је АЕ В(Х) Ries;z;ov operator ј_ V 

potpros tor u Х iшrагiјапtап .. U оdrюsu па А. ГГ.qГ\,:э 

с:јјја operatora А па V је RiteszQ.v .operatGr. 



"l'OREMA 7.0 Opera-t;or А Е в(х) је Rt.eszov operator ako i 

·3:ЈЈПО ako -је А* R:h.eS>2Z0N' operator. 

'ГГ~OP.EMA 8. Neka је А Е в(х) Rieszov operator i О 1- 7l Е6(А). 

rrada, za svaki ргогоааПЈ1гој п nul-prostori N( (А - /tn!'l) , 

N( ( л· - 1\.I· )П') :illnaj п :hs·tu dimenz;ij и .. Osim toga OБ,like s pr:~ i,' 

tralnih projekcija Р",(А) i P,..(.f ) :illnaju istu .dimелzi.јll. 

. . .. ~ 
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О NEKIМ ШЕАL:пvtА U В( Х) 

1. Rieszovi operatori i FгеёLhОlmоvер~г_turЬ<Э.qiје .. · 
, .~-.... ~:. ,:,,' .. ~~'.~ :(; .. : .. ~::::'~:'"' .. " .. 

Г)Е1I'ПТIСIЈА. 1. ((89]) Neka su Ai В operatori iz Л(Х). 
Ako је АВ -.- ВА kompaktanJ operator kazemo da su operat(" 

'8 • 

А i В skor.o kоml.ltаtiv'љi. U Qvom slucaju, pisemo А*Ро. 

ТiO~ОП[<;1А 1. ( (88Ј, Theorem 9) Ako ,:А € ф( Х), Е Е R (х), 
ЛnР;, tada А + Е ~ ф( хо . 
LЕ''.1Л 1. ( [8:8], Lemma 111.) Neka А € ф( х) i Е Е В( х) • - 'Гп' !"ј 
ЕА Е п(х) ak.o јј saтo. ako) АЕ Е. R(X). 

ГN~(ЩFN(А 2. «(88], Theorem 12) Opera tor Е Е. R (х) 8.1(0 i 

ЗRSnО ako А + ЕЕ. ф(х) za swako А Е ф(Х.) zako,ie ,је A;;l'~, 

гr~~ОЮ~~,1А 3. ([88], Тћеогет 13) Ako Е 1 , Е 2 б.. п(х) 
t~da E1 + Е2 Е R(X). 

~!ETi'TNTCTJA. 2. ([88]) Operator Е ~ В(Х) је :b're{l.ho1{nc)vr~ 

peI,·t1Jxb.acija akGJ је А + Е Е фС Х) za svrako А Е. ф( х) • 

Е ф(х) 

т( Х) :-:= {Е Е в ( Х) : АЕ Е R ( Х) za эу'аЈсо А Е, ф( Х ~} . 

( (88) r Lemma 14) Е € f(x) R.ko i Бато аkп .r + АЕ 
7.а sV'8.ko А € ф( х ) • .. 

rrl';O!?~~P, 1. «(@8], т.ћ:еогет 1.5.) Е Е ~x) ako i r.:;аrnоr=эlсо 

А -1- Е Е ф(Х) za юrаkо А Е ф(х). Prema tome, 1"( У..) ~')P РГ"'_ 
1а рn. эа skHpom svih Fredho1movih perturbacija. 

_~)O:3JJ~!)ICA. 1. ([88], СО]ј'оl'lагу 16) fl.ko Е 1 , Е? б 1(х), tada 

F"l + .r~2 Е: 1{ х) .. 

PC"~T:!~f)TCP· 20 ([88]" Coro11a:l:~' 20) Ako Е 67(Х), t~J(j~l f~B 
Е 1( Х) za s vak о В Е В ( Х ) • 

~. дз, 

" 

" 

. . 



POSIJED ICA 3. С [8@], Coro11ary 21) Ako је Е Е Ћ( Х), Е Е 
,[ех) ~ Ьm Еш = Е, tacta ј е Е Е f( Х) • п 

. n~(;o 

TEOREMA 5:. ([88], CorQ~~~,~Yi 22) 1{ х) је za tшоrељ dv'o

s;traNii idea1 и ВС Х) • . .... , 

Oznacirno эа 

. А + Е Е.ф+ (ХЈ:;~~.}~,у'~ft~:iе.ф+ (х )Ј. (1) 
....... '.' , •• '.~ ~ •• ~_.'.' • ". ~ о" •• __ ~.':. "'-'"'- •• \_"-

ГГЕОНЕМА б-':" ([881, Coro11ary 32 )~cx) је za tvoren, dvo-
.) 

s,tгашL i.dea1 и в( Х), i r (Х) с 1( Х) • 

T~QH EIVlA 7. С [2 о]" с 5 .6 -9) Thlle.orern) r. ( Х) ј е za t;wor'en 

d.:V7Q)-s;trаrilL1 i r'\ еа 1 ц В ( Х ), i. Ч'_ ( х}..с f'Cx). 

NAPOrtIENA 1. (r8~1) RCX) niL.je idea1 и в(х). Na OSX1JOVH Тео
гетје; 5), vтidiimo аа jft.; '{С Х) najjV7eci idea1 sadr'zan н 11.( Х) • 

sta У/:1.Эе;, opE'catori ilZj R(X) okarak.terisan.d. Б,и ciHjeniCO[!J 

da БЈе s;vaki 0& пЈј ihl роnaэа kaQ FгеdЬ.юlrnОV7арег tнr.bac ij а 

н od>nosu па Fredho1mov!e 6peratore koji skoro kornHtiraju 

эа по im С Teo~ema 2). 

2. Perturbac:ione k1as е 

Q~~F.rNICI,JA 1. ([53]) Neka јЕ} S· poc1skup Banac-hovog РГО8-

tora А. Perturbac;iona k1asa skupa S, oznacava эе sa Hf;), 

јсэ -te skup 

_ Р( S) = {а Ео А : ю + Бј Е S za svako Б) е s}. 

Рге t.рОSЈtаvЙја6еmо da S zad.owo1java uslov 

1~S с.. S ( 2.) 

za svaki skaLar lL /- О .. 

Pг.:iunetiJno da ako ј,е А = в(х), tada па .оsnюvu 'rеогешсl .'ј 

ime.rno; 

РС Ф с х )) = r( х ) , 
а i z (Јј.) sili.ec1.uj е 

" 

Р( ф + ( х )) r::: r+. ( х ) е 
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IЈЕМА 1. ([53], Lemma 2. 1) P(s) j}J~; potpros)tor и А. Ako 

ј е_ S ot:woreru podskup u А, tada j,e~ Р( s) za t;wore.ru podskup 

u А. 

LEMA 2. ([5)3], Lеmша 2.2 );',Neka эи 1:)1 i. S2 pOilisfkUpoV!i.u 

А kOJji- z-аcLоwоlLjаvајu, u.s.iliv:1JТ (2). PretPosjtav;tmo,!"(l'~,je ;)1, 

о)tvюг ељ эkи.р, S 1 С S 2 i d!.aL S 2, l'1le, SJ8.dir'z:i юiliј,еd:)iliйr,UЬХl;U 

tacku Sjkupa Sl. Tada jie.~· P(S2) С P~S:h:X~~~~'~~>':I"',,=i:.:~.:~':~ .. 

Dalje, pret:pos,tavJimo da је А HanachlOva algebra эа ,jG,ii-

n.:li.c ош 1 1= ~ О, i da ј е G gr.upa ini\ffer tibJi1nih е 1ет епа ta u А. 

1JE!VIA 3. ([5)3]., Lerr:ma 2. 3) Ako је GS С S ,tada је р( S ) 
1evi idea1. Ako је SGC S, tada.je P(S) desn.i idea1. 

rrEOR1<JWA 1. ([5;3] , Тheocemi 2. 4-) Ako је S Qtworen podskup 

и.; А kO.lj:iL zact.ov!O 1 ја v а иэ~l oVle 

GS С S" S G С S , 

tada P(s) ј е za tvо:пеn, d VЮ-SЈtгаni id.ea1. 

DE}i'1N1C1JA 2. ([2-51, Vo1 11, s,;tr. 3151, ProJuJJem 7) Neka 

је А Banachova a1gebra. Rac1.ika1 u А, Qдшасаvа эе эа 

Rad.( А ), ј еэ ·te эжир sщiht х е. А tak.o da ј е r ( ах,) = о za 

SNдkо а Е. А, gd.e r( ЬЈ) oznacava sJpektra1n,i po1Hprecnik 

e:hementa Ь ~ А. 1) 

A1gebra А ј'е ро~~ргоњtа (b.ezradika1a) ako је Ншl(А) 

= {о} ј ak.o) ј/е Паd.( А) = А, tada ве kaze da ј е А rad ikа1ла 

al:ge Ьг'а. 

ГРЕОНЕМА 2. ([53Ј, Тheorem 2. 5) .p(G) = Rad(A). 

~ГEOHEMA 3. Neka је a€G, :iI..,G-,·роv/еzаnа komponenta u (~ 
а, 

kOJja sadrzi а. Tada је 

1) Оу/о, је Јас:оЬэопоу radikal. Deta1jnije о radikala vi,J.c .. · 

ti u [~lJ, [4 2Ј ' [77Ј, [43] ~ 

,,' 

11', 

:! 
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i)OКAZ: Ј?геtрољtаvimо da је х (ё: G i r Е Rad(A). На osno
а 

Уи ~~eoгeтe; 2 х + .71.Г Е G za sNaki Ма1аг 1\.. Ргета tome 

х + 7\..Г е G
a

, odThosno rZ~. P(G
a

). Owi.m эmо, pokaza1i da је 

R а&( А) С Р( G а ) • (3 ) 

Оа ЬЈ, dokaza1i ink1uziju ·и drugom sm,eru, ргуо:,Сето poka

zati 

14"') . ,,:'-.. , "' 

i 
'~,. 

P(G1 ) је dvostrani ideA1, ( 5 ) 

gde G1 oznacava powezanu komporuentu u G koja sadrzi jedi

шiсu 1. Dokazimo (4); рге tpos .. tavimo da х Ео Р( aG1 ) i Ь Ео 

.G
1

• Tada a~1x + Ь \ == 'а -1( х + аЬЈ) е. G
1

,. i kako ј,е х а( а -.1 х ) 
• . : I 

sledi da х Е. аР( Gi). 01ш'пutо, pretpos tavimo da х е аР( С 1 ) 
i Ь € G1 • Tada po~..t0j:L. z, Е: F(G1 ) takФ! d.a ј.е х == az, i 

рг-еmа t,ome х. + аЬЈ == а( z~. + Ь;) Е. aG1 ; 0.dnosno, х Е: р( аС1 ) • 
Ovim smo dokaza1i (4). Da dokazemo (5), primetimo da је 

Р(С1 ) роtргоstог u А (Lema 1), :i. da эсе s;vaki. e1emenat i;;; 

А rnoze·napisati kao Z,QJir dva e:1ementa iz G1 (tj. ako је 

а € А, tada а == (а - .12. ) + l\. ; а - Л. е. G1 
za dovo1jno velL-

ko l7Ll ( [26] , 2 • ]13 Lemma) , i o,cig1edno је da А1 Е С1 2:.Ј 

sv'ako Jl l' 0)0 lТ.etpos tavim о da а Е G1 , Ь Е: Р( С1 ) 1. с Е: (; 1 ~ 

" 

Tacia аЈ)! + с: == а( Q, + а -1с:) Е G1 • Pr'ema tome а1;> Е Р( (~1) ј. 

Р(С1 ) је lev;i.- Ыеа1. Da је P(G
1

) desrli idea1 pokazuje ЭС~ 

па s:hican. пас in. Ov;:irn эт о pokaza1i (5). 

На оэпоуи ([26,], 2. 9 Pr.(i))post.tion) imarno'G
a 

== aG
1

, ј. 

zrJog (3), (4) i (5) sileduje аа је Raci(A) С. P(aG
1

) == aJi«(i1) 

С. Р(С1 ). Ideal P(G1 ) sastoji se оа .k:V'аzinilроtеп-Ьпil"l е1с··· 

rnenata, i prema tome је P(G1.)с Rad,(-A) ([77], Tl1Jeorern (? 

3 • 5) ) ( i i ) ). Owim ј е t е ог ета d () t'ia zana • 

, .' 
~ . . .. 

ОО ... 

• . # 

о" .... 

. ' 
" 



-17 

Neka ј е А Вапас:hюуа alge (дra. Еlеmепа t z, lE. А ([7 7Ј, в;·tг. 

20) j~ levi (desnL) topolo~ki delilac nule ako postoji niz 

{z,) U А, tako.J аа је \\3:,11 = 1. za sv:ako п, i zz ~ О (z .Z4 
пЈ ;, П П 

о). ЕlеmеЩl t iz А kO;j :i, j~ :iL1i l.ev;1.. ili. d.eshi. tD~po1~ski (}(;li

ЈЈаС rnuJJ.e:naziLv:a ве; tдроlQ.sk:1 deli1ac nule.<.Ak·() 'је еlещепаt 

iL levi i desni topoloski delilac nule, tad~s~~n naziva 

dVIO-stгашi. topolosk:i.L delilac nule. Skup SNiJJ1t;o'poloskih (1е11-
lаса.tlIШеqЈИlaСаvа ве ва' Z. Skup SN1Щ Ji:~V;:i.J.Ъ'(tieBnih) tороlоiз
kiht d.elilac:a nuleoznac~v/a ве В,?-' zе(zrЧј~:\':}9'1k~'Ьi:niо аа је 

z = Ze U Zr • Xomlplementi ov,ih skupova u А oznacavajUBe ВсЈ 

Не нг.' , н'о kt ' О "- " 'G (G) k 'h 1. 1" ',~ -1 ~'8B ре 1. -у;.nо. Z;Y'la с јm,о; ва e.r њир SN1. i еу () 

( dеВ21Ю) in.vтer tt ь';bl.rшih еlеш с па t~3., и А. 

TEOREМA 4. ([5зЈ 1 11Ieorem ? 6) 

Р(' Н,€. ),~ .. Р( G е) =, RadJ.( К:) , 

TEOREМA.5). ([5;З)), Тlule.orem 2.71) Neka јеА _ С(Х) algeb;ra 

CalkJJna. Тааа ј е 

Neka је Х Вапасhоvрrо.э tor i Q ogran.icen podskup u х. 
fl 

Oznacimo ва 

q( Q)) = :hruf {r > О: .Q ~e: moze. pr'ekrj;.·t;i ~a ~ш ... Ј 
паСП,ОЈ mn:ogo- o.t:wor er1JJ,tl! 1. о. р--
t,i ро1.ирг еспikа r " 

Vi.d:itrno, аа је q( Q) = О ako i вато ako је Q t,o·ti.aln,o ogra

rnicen вжир, tj. ako је njegoyo zatvaranje kornpaJctall BkHp. 

Neka ви Ql i' Q2 ogranicea.i podskupovi;u"x i"'Ql + Q'2 ='{ х 
х = x1 + ~, Хј. е QjJ. Uk.oLiko в.,е Ql moze pr'ekri ti ва п 

I 

С - 1..opti :1. ako ве Q2 rnoze prekri ti ва m hJ-1орti tar.ia s е 

Ql + ,Q2 moze: prekr i ~i 5а nш (Е + '? )-lopti. Prema torne 



Za svaki ska1ar 7t. irnam о q (?д) = \ iЧq (Q ) • 

1) БI,l INIC IJA 1~' ([~зЈ ) Fu.rlJkcjLja q ,!l1fЭ;·.~.~vа s;e тега У1еkоm~15=tЈ2Э.
Sjti, а q ( Q) ТGeгa nekom раktПОSзti экира Q. 

LEMA 1 о ([53], &0 POSj:iL tl:~~ 4. 1.3) Ako-,- ј е; Xp.eskohacno-di-. 
',," ::7': ,.;". " 

ЩlеП1ziопа1ап pros;tor, tada ,) е q( вх) = JL, gdе<s:к' 'b~nacaya 

za tvorenil.1. ј edinicn:u 10ptu и х. ,1 

, '. ,., . 

Moze.:se 1ako proy€rlti.da jellAllq s:~m.inorma па В(Х Ј У):ј 

с1а j.e.\tA\\q = О;аКо ј S;::trrШ .. аkо je'AE·K(X,·Y).Tako6e imarno 

tl А 11 ~ \1 А \\ ' 
q '. 

НА + K\\q = \\А \\q , к €: К( х, У). 

sta уљее, .. a.ko је Z Banachov proSitor.i В € Н(У, z), ta rla .lе 

( vj_de ti [5з] ) . 
Za А Е: В( Х 1 У) oznacirПto) sa Н АН . naj:weCll ОЈ оnј l~ ClA.n:i~Cl' . тЈ.. 

swih Ь]['Ојеуа 11 эа оsоЬ)irlЮffii da pOSjtoji pot.pros,tor М н;-( 

за kсшасnоm kod:L:mel1iz:Lj ат i tako da. је. 
fl 

:x;€M., 

\\Л\\m је seminorma па в(х, У) :L naz.iv/a эе m~semino~'ma ([",;] '1. 

ГГБОRЕМА 1. ([5з], Thleorem 3.1) Neka је А Е:В(Х, У). IP!ll\" :ј(; 

POSbl~[)ICA 1. ([53], str. 9) \lА\lrш = О aka i эата ako,-jp 

А Е К( Х, У). J?r1ema tome 

К Е К( х, У). 

Za А Е В( Х 1 У) oznao.imo эа 

\ 
• '0 



\\АПк .= :inf НА + кн. 
К.ЕК(Х" У) 

DEFINICIJA 2. ([53]) SеШIШlarше 1'· \\q' \\ ·\\т 
Y1Jekompaktnosoti. opera tora .:'t. 

i Н· \~ 81.1 mere 

' .... ,. 

IЧQВIЈ[';М 1. ([53Ј ) Na kvтос;:iјел:t prostorи в(х ,. УУ/К(Х, У) 
sem:Lnorme Н· Hq , 1\. \\т i 11 ·llK ind ukuju norIIlи. Qyajpros tor ј[) 

kom р1е tan и odnos и па nогт иind ukоvаn'l1'\~.~:~У:i.ЈНd_,:.щ'~.(3U tirn 1.1 

opstem slиcaju nije pozi1ato da lije kompletan :L и ОЙПОЭ11 

па normu i11.d иkоуапи эа o.sta1im s.eminormama Н'Н i \\. \\ • . q m 

TEQREMA 2. ([{{], Тhе:~Л'8ml ~AC .'3. 1) Ako ј'е Х ВапаСЬ.ОУ ргоэ-
tor i Н Hi1betov prostor, tada је 

- ", 

za svako А Е В(Х, Н). 

U radu ( [10.91) иvedena је mera nekompaktnosti 11 C*-aJг"':::~
Ьгата, i izmeou_ osta1.og dоkаzапаје 

_ ТЕоFшг.·IIА 3. ( [ЈЈQ91 , Lemma) Neka је ft C·-a1gebra i Ј zatyc!-

ren <ivo-s trani i<i еа1 u it. Qznacimo эа q (х) :::: in:f:' {t\x - у\\ 
УГЕ. Ј}, za х €.Jc. Neka је р sеmјЙilюгта па ft., tako da .1с 
р(х) ~ q(~) i 'Р(ХУЈ) ~ р(х)р,(у) za'svako х, y~.Jt ј.(ХЕ Ј\: 
р( х) :::: О. Ј = Ј о Tada ј е р( х) = q (х) za svako х € ft . 

Ыа оэпоуи оуе teoreme pokazuje эе 

гrБОRИif.\ 4. ([L.09] , Theorem 1) Neka је Н Hi1ber'toy 

i А Е Б(Н). Tada је 

рго:зt;оr:' 

'I'Е~ОRЕМЛ 5,. ([53], Tn.eorem 4 .. 10.) Opera tor А Е Ј3( х, У) ,ј (~ 

uф+(х, У) ako i эато ako postoji konstanta с > О taJ-<::о (1;1 :i"! 

q(Q) ~cq(A(Q)) ((ј ) 

za svaki ogranicen podskup Q 1.1 х. 
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1)EТi'TNICIJA. 3 о ([23]) Operator А Е В(Х)' је q-kontrakcija 

ako postoji_ k Е. (О, 1), tako da је 

q ( А ( Q ») ~ kq ( Q ), 

za svaki оgгаniбеn podskup Q u Х. 

DEFINICIJA 4. ((2зЈ ) OperatorA Е 'B(X)j~ lokE1:1ha q-ko~'-: 
trakcj.j...§:. ako z~ svaki оgгаШLбеп podsk~R,:q -u:_~РQSјtојi ргј,
rod'an broJ' п = n('Q' _) _. tak'oda Ј'е _::':~?:~~~:::::'~::~§~;:~::.';/~~~,<-::'~:_:., .. , . - - ~. -

r ... 

gde je.k Е [0,1) fiksiran Ьгој koji ne'zavisi.od Q. 

Loka1na Q-kollltrakcija је uopstenje q-kon1trakcije. АпulОf~ЛГ), 

zе1Ейi это da po1azeci od (6) uopstimo operatore iz ф+(х, ,(). 

Na prvi pog1ed izgleda da је to postignuto sledecom 

l)B1"INICIJA 5. OpeL'-аtрг А Е в(х, У) је loka1ni Ф+ -.~реI'Э:ј;.()1_: 

ako za svaki оgгаniбеn podskup Q u Х роњtојi prirodan hT(),i 

пl = n(Q) tako da је 

gde је с > О fiksiran broj koji nе zavisi od Q. 

T(ako uэ1оу (6-) роV'lабi us10v (7), to је svaki operator j~, 

ф+(х, У) ujedno i lokalni ф+-орегаtог. Оа vazi i оt)ГШ_lt() 

pokazuje sledeca 

ТВОНЕМА б. Neka је А € В(Х, У). Tada А-Е.ф+(х, У) ~lt'CO :l 

вато ako је А lоkа1пП. Ф+ -operator. Drugim геСiтэ. lJ_"J1ovi 

( 6) 1 (7) s u ekv,QNia1enrtni. 

l)OKI\Z: DОVЮЈlјпо је pokazati da ako је А lоkаЈлi_ Ф+'-ОР(~Гп.,. 
tm~, da је tada А Е. ф+(х, У). Pretpostavimo da operator (\ 

7,Еџlоvс::>lја:vа relaciju (7). Neka је К Е. к(х, У). f)э, jc~ 0[,('1';1 ... 

-Ьог А jJz (ћ (х, У), zbog Teoreme 1. 2. 6, doV'oljno ,ie 
'1'+ 

d,okazat:iJ. da ј е; <Х( А - К) < CIJ. Oz-nacim о sa QK = {х € Х 
, ~ 

Itx!\ ~ 1 i х ~ N(A - то}. Kako opera'tor А :Lsрuл,јаvа l,lя10\f 
(7,), postoji prirodan broj ru = n( QK) tako da је 



2'1 

( Н) 

, 1,".~· 

( С) ) 

- ('. - , .. ' .. 

I z; (8) s 1 ed!i da ј е q ( QK) = О, t ј. Qк:ј~/"';~:З:~~f~:р.·:,().€:гапј(~ е t1 

эЈсир, :L prema tome ri(A .;.. кЈ < oo(:Lema l! .• '1. 2)~ Ov'im j~t.;()(\ .. _, 

гета d,oka~ana. 

4. Mere ne-stгоgе-s:Lngulагnоsti operatora 

ТЈ prethodnom odeljku ,',: mer:iJli " smo nlekompak;tn~os,t 

орега tora i skupova. Moze se pos tavi ti pi tan,4e da li m ();>:-

то " meri ti " i druge operatore i, skupove, tako ,1а 'СН 
\ . -, 

" mera " ima sl:iJcn.a; os obine', ka_o mera nekom paktnos ti 7 

'rakvH ideju sproveli smo и ([10]), gde smo " тnегili" 
пе-stгоglJ.-singulагnоst operat9ra. U оу'от ode1jku jZJ.o~~l. 

сето pros:Lrenu:verziju pomenutog rada. 

DЕFППС,IЈА 1. ([35], II1, 1. 1. Dеf1.iшLtiоn) Neka је А б. 
Б(Х, у). Operator А је stгоgо-singцlагаn ako za Rvaki, I,,,~:,

konacno-di.menzionalan potprostor М и Х, restrikc.i.jR ОРРI"I-

tora А па М nije homeomorfizam. 

Skup svihstro[~o-singularnih operatora iz Б(Х, У) 07,rl~1.'~!\'1" 

то эа S(X, У). S(X, х) kratko рјЈвето S(X). 

Neka эи М i; N Ьеskопасnо-diщеnziоnаlпi potprosto11 j 11 Х. 

Лkо је А t:. Б(Х, У) эа А\м oznacavamo restrikc:i.jlJ ореГ:1t;f\I'" 

А па М .. U ([90Ј ) uve,dene su sledece ftшkсiје па л( Х, У::: 

Гм(А) = :LDjf Н А I NH .Г( А) = г х ( А ) , ( 1(1 ) 

NCM 

Ам(Л) = a-mpj ГЈА), Д(А) = ~(A). ( 11) 
'-н, .NJcM 

Ookazana је ~ sledeca 

( i) i\ Е S ( Х, У) аЈс о i s ат о аЈс о ј е А (А) = О, (А Е. л ( х, у ,\ \ " 
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(ii) 6(А + В) ~д.(A) + А(в), (А, в 6 в(х, У»). 
. . 

(iј.i)Д(АТ)~D(А)bi.т), (А Е в(х, У), Т E:BCZ, х: »). 

- ~a nаБ da1ji rad 'оа znacaja је 

ГГЕОНЕМА 2. ([35]" 11I,,2.1. Theorem) Neka,,:je:,A.,E ЈЈ(Х, у). 
, , 

Sledeca tvгбеnја su ekvivalentna: 

( i ) А Е S ( х " У). 
. -',~' '. 

/ ',- . . 

(ii )' Za svaki ЬеskоnаСnО':':.dim~flziоnаlаn"-fюtргО~ t"~r' м '1' 
1) '" 

pos toj i beskonacno-dirnenziona1an potpros tor JIТ С Nf 

ta}~o da ј е res trikcija opera t'ora А па N kотnгаkl':;:lЛ 

opera tor. 

(iii) Za svako Е )- О i svaki beskonacno-dimenziona1an pr!I;

pros tor М и Х, pos toji beskonacno-dim enzi оnа1ап 

potprostor N С М tako da restrikcija орега tora А Рn 
. , 

l'ijТ ±та rmrm1l.1! koja n.J:Lje уеса оа, f.. • 

Ро 'паБеrn rnis1jenju, povod za иvобеГI,>~ t :Ls,pitivanje 1"\111-• ... 
kc:ija Г1'.1 ' Г, Ам, iL Д је Teorerna 2( iii). и паэеrn rarll1 ([70}), 

posli srno od, ekv:j.Lvalentnog rezu1Jtata Теогеmа 2(j.i) 1 k:r\I'j .• 

s;teciL rneru ruekompaktnost:i;. uv;elJi. slledece fJ..mkcije па л( Х, У): 

g(A) = sup tм(A), 
м 

( ~p ) 

gde~ в,и N iJ :м b.eskon.acno-dirnenzionalni potprostorj. 11 Х, i 

АЕН(Х, У). 

~ГJ~OТZEM~~ Neka је А Е В( Х, У). Тааа ј е 

g( А ) ~ .ь..( А ) ~ 2g( А ) • (1-\ ) 

r)QKAZ: Kako је HA\NHq~HA~N\\' sledi tM(A)~rJV[(A) :~ {;(!',)Е; 

Д(А). Da bi dokazali drugu stranu nejednakosi~i - (13) ,1.01f() .. 

1 јно је za svaki beskonacno-dimenziona1an potpros -[;огМ 1.1'

pokazati sledecH nejednakost 

ЫеЈса је Е. '> о. Tada postoji. Ьеskопаспо-dimеnziола1пЛ pot;· .. 

.. 
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РnОБЉо:а:' 11[ Uл М, tako da ј е 

gdle S N oznacava za tШQ:r:ещы. jI8:d.inJ.iCruu li~E;?!\'~:~·~:i.:.N.;~:.ka. s н 
.' 

Yl, ••• " Y~ funkс:iюneИ· i.z у-" ,:iLZaЬгаlшi' tako da . је 

{\YkH = 1,. 

':f 
i neka је L s:lЫ1Р)Юf;iln Х б. Х koji эе .. aruu.lirajll эа А Yl, ... , 
* , t . ..L {.. , . .. ,,} р 
А Уп' Ј· L = . А Уl " •.• , А Уп. ot.,pr.o,eotor' L јuпа kОЛn(-nl] 

k,od.:i1Inenlz,i,ju. bll Х, tj. c;odimL = с1.:hш X/L < СР. Ргеmа tome 

W == N П L је beskonacno-dirnenzionalan potpros toI' u NI (s.lc l. i 

iz, c:iJ.t1IjenLi..ce аа је Х = L е L1.' gd.e. ј,е L1 kоnaСПIO.-diЈПеn?,~i.о-· 

nalaru potprostor u Хј i,. da је N-= (N П ТЈ) е (N (\IЈ1) i 

dJ.:iJn1 N П L1 <оо). Sa Sw о.шnаС:iilnо; z.atVQrenu јеdiпiспu lopl~11 

1.Ј. w. Neka је х б SVv' iL neka је Yk jedan od еlешепа·tа У1"·"1 

УП koji ,је najbl:iJzi. eJ.ernentu Ах. Каk.Ф) ј)е· х Е. L, to је 

Yk(AX) = A"Yk(X) = 0'. Prerna tome је 

1 z, (15) s 1. еа i ri а ј е 

:;;13. svako Yk koje је. najblize nekQml Ах, х ~ Rw• 

Како је 

imarno аа је 

\ 1 Ах \\ ~ 2 ( 'tм ( А) + & ), 
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Na osnOv.u. definicije funkcije Гм(А), zak1jucujemo аа ,је 

. ., 
?;bog proizvo1jnos-ti ~ >'0, sledll (14). KakojeM proiz~ro-

1јпо izabran beskonacno-dimenzionalanpoi;p~~os't6r 1Ј Х ,j.,~ 
(14') sledi пе ј ed~akos t А( А) ~ 2g( А), сше jet€) Ol~ema d П!:П.-

zana. 

РОSIБD теА 1. А Е S (х 'ЈУ:) akoi_1Sam6"~ko 'I~:i\~~:=~:):'~~~ о. 

[)OКAZ: No.-. osnovu Теогеmе 1 (:h) i Teoreme 3. 

TEOREM1\4. Neka је А" В Е :Б(х" У). Тааа је 

g(A + В) ~ g(A) + g(B). 

'DOKAZ: Neka је € > О • Тааа za svaki ЬеskопаСпо-dimеЛZ.Lо

па1ап pot.prostor М и Х postoji ЬеskОпаСпо-dimеп?'iоnаЈл.л 

potprostor N u М, tako аа је Н.А I Nlfq ~ "tм( А) + f:. Рг~'rлr} 
tomJe~ 

оаауае sledi аа је 

:il рееmа tome ј е 

~ tм,( А) + €. + \\В1Н\\ч 

~ g(A) + f + 1\в,\ N1\q • 

g(A + В) ~ g(A) + ~ +.g(B). 

zt>oe; pro:Lzy,ol,inosti €. , teorema је dokazana. 

\)}~FINICI(TA 2. Sem:itIiLGrrne А i g. эи mere п:е-stГОl:;г--f!:itl,Г;ll~I;:lt"-

nosti operatora. 1). 

1) ТЈ тад 1). ( (90Ј) napornenuto ј е ан ЬЈ. эе f1J.llkc i ј а 6 ш с\~з,l'l 
LlfJ.ZY:a'til. " тега ni6:-stroge-singu1arnostj. 9per,'J·to.I'n, ~ r 

ali ве taj tегmiл ле koristi. 



D о kraja ode1jka sa V, М 1 N o.znacavacemo beskonacno-dj,

men~ilO:na1ne pot;prostore и х. Neka је А ~ В( Х, У) i 

"tм(л) (Ј'7) 

g( А') == gX( А) , - gm(-А) .;:: эuр 'gJiA).' 
ысм 

(1[1) 

. : 
ТЕ ORЕМА 5). Neka је ТЕ В(Х " У) :iiA6 В(У, z) • Таав. је 

1', (Ј' 9 ) 

НОКА3': ЫеКа јЈЮ М Ьеskопасlliо-d.imепz:Lопаlап, potprOf:itor II Х ~ 

Pret;postavimo za trenutak,d,a vaz:i. s;ledeca nejednakost 

(20) 

, .. 
,gdie: је; dJ,irrп 'lМ =00; ako је dLiJnI 'JМf<ootadJ.a jfe~ ~(AT) '-'- о. 

Ncka је N beskonacno-dimenzionalanpotprostor иМ. 1z (;~;~,) 

sJled јј, 

:iј ртета tome 

iiм(AT) !G ~(T)g(A). ( :) Ј ) 

Ка]{о ,је М proi,zrV!oljan Ьеskопаспо-dirпепziопа1ап r'()I;!'C{~Ht()r' 

н Х, vjld:hmo, da iz (21) sledi (19). Prema 'tome, dл Ьј_ r1лl-;""-,,, 

za1j 'teoremu potrebno је pokazati (20) 41 Neka ,је Е /' О. 

Tada ров to ј i beskonacno-dim enziona1an potpr 08 'GOI" ['Ј 1), М ,l,'1 1, () 

аа је IITINHq <:: "tм(T) + е.. Os:Un toga шато аа је 

tN(AT) ~ :iLl1Jf IIATlyHn ~ injj" IINlrrvll(\H(~iv\\(1 
VCN ~ VCN ,~ ~ 

( 2 ')) 

,,' 

о' 
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Ako је dim ТЫ <оо tadla ј;е 11 T1NH q = о. u tOffiJ s:1ur5aju је 

tN(AT) == о 'i "tм,(AT) = 0\. Pr'e;tpos;tavimo дЈа је d,j.тn TN == оо 

i аа j.e~ W beskonacno-dimenzionalan potpros tor и. TIJ. Тааn 

U == N П T-1 ( V{) ј",е:: h.eskопаСпо-dimепziопаlап·· PO:tI?I' os tor 1 Ј 
N, :L. ти = УУ. Pr.ema t.0me 

,-

I ~ :ii3';b..o:va potpros tora N :iL (2·3) siliedJi da j;€!: 

\ ., 

}Тета tome, imamOJ аа је 

?'ЬЛС РГ'о,јс7,vЮ]јјп:оs,tiIС, dюkаzапа је ne:jednakost (20). ОуiуУ1 

j~ te oгeгna d.okaz.ana. 

PO~~IJ~1) IeA 2. S (х , У) је za tvoren potpros tor нл( У, у). 

~.~(x, У) С к(х, У) i S(X) је zatvor.en ideal II Тi(:\,).:I) 

TiUKAZ: Kako је А(А) ~ ВАН i g(A.).s; llАН, А <= })( '(, у), dоКгz 

[)l(~г\ ј па ОSlТlЮVЛl Posledice 1 ,Теогете 2, t1. l: .'). 

п;;;::I~. !.--.:.. Neka ј е А Е. 1Ј(}Ј',. У"). Ope:r;o.a tor А Е ф+ ( х, у) ;lko 

S г.т () ::tk о ј е t (А) > о. 

'JOKAZ: 1ako se moze pokazati аа је 

ллrf q(A(Q» ~t(A) ~ Г(А.), 
QCX 

qU~) ::::: 1 

( 2.4) 

1) Ovn.j геZlйtаt је d;okaz:iLvan v-ise puta ((20], [3[5], (45]: [~Ю]). 
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za Јсојг> ;је q(Q)= 1. Шсо1ikо је А Е ф+(Х', У), 'tarla је 

iшf{q(Q): QC. Х iiq(Q) = 1Ј> о (j}'eor.ema 3.5), te јА 

zhog; (24) t(A) > о. Obrn1Uto, pretpostavimo da ,-је t(A) > О. 
12 (24). s1en'i da. је Г(А},,> О, il па ОS1':ЮVfU ((901, ~['hear'~'rn 

2. 11) А Е. ф+( х, У). Оум је 1ета doka2ana~: о' ". ". 

LЕ.'МА 2. Neka је А, В €:. В( Х, у.). Tada'j е' 

t (А. + . В) ~'g.( А) +t( Е)}~-··::;··:~;/;';:'::f;,:~~:;,~tJ~;:,::i~·:~ .. 
nOКAZ: Dokazimo prvo da ,је 

+ ,Ео. Prem:i. ;: ат е 

Ovrilm это pokaza1i da је 

(26 ) 

Zћоg rroizvo1jnosti & , i? (26) sled'i (25). 1z (16), (1'(), 

(18) i (25) sledi 

o.dnnSТio 

cde эе infimum tiй;:U:mа Р9) s,;vr:Wn Ь.еskопаСпо-dimеm>;iоnг;,1rl'ilп !"I t~-, 

prostorirna N 11 х. Dokaz 1ете sledj. iz (16), (17), (1Н) ј (27') 

POSbl~')ICA 3. Neka је А, В ~ В(Х, У). Ako је g(B) <l~(A), -tada 

ј е А + В Е ф+ ( х, У). 

D О КД, Z : Kak о ј е t ( А) = t (- В + (А + В) i g (- Б) == е: ( Ђ'), 
па оsпоvu Leme 2 iшато 
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t(А)<g(Б) +t(A + Б), 

odnosno 

• ",.. о. • . . .' . 

Ргеrnа torn е t (А + Б) ). О, i А + Б Е ф+( х, ТУ (!Јеinа 1.). . 

Ovim је 1еmа dokazana. 

РОЗ LED Iел 4. Neka
1 

~ е А' Е_ Ф+ (х, . у )i:~;;~,ёлЕ;~~?:;,f/<~?аriа :i Г~ 
А + Б Е:ф+(Х, у.).-

ЛОКАZ: t(л) > О (Lеща 1) i g(B) =0 :(Pos1edica 1). P['г~mn 

tome, g(B) <t(A) i А + В Еф+(х,_у) (Pos1edica 3). 

Nek~ је А Е В(Х, у) i 

/lAIIS = iшff' llA + s!\. 
S€S(X, у) \ 

II·!I је seminorma па Б(Х, у) i А Е S(X, у) ako Ј. S8ЈПО ({l'f' 
, S 

је IIA!! == о. Osim toga g(A) ~ IIAlIs :iL~(A) ~ IIAl\s. Sr.min r ,!""(, s 

p.;,.6.i 1(-\1 indukuju normu па kvocijent prostorH вС(, Y)ls(x; s 

У). Оуај pros·tor је komp1etan u odnosu па погш1Ј. iлdll!,\О,['III ' 1 

S ет iЛОГЩ.Qm .11' 11 ~ • 
'" 

PR ОDТЈБГ'.~ Оа 1i ј е ВС Х, У )/s (х, у) kom ple t,an рг O~1t·,()r' 11 

п(1ЛОS1..Ј. па norme indukovane эа g i д? 

7'ТА. оэпоуи teoreme о zatvorenom grafiku, ргоlйеrn пе пvп(ј; "., 

ј.i:=:З.Jiilt~1vаП.је da 1i su norme :iilldukovane эа g, 6i 11'\1". г·!\,гi";'. 

lentne? 

1'БОRЕМА б о Neka је Н Hi1bertov prostor i А. € В(Н). rr.:CJf11, j,~ 

g(A) == t::.(A) =: НА Ils = \IA \Iк. 

... 

DOKA~: l~зЈ\.о је Н Hi.1bertov prostor, to је s(п) ::-: К( Н) ([45Ј I 

R.tr. 2Н7). Prerna.torne IIAlls = IIAllrc Ostata.k dokiJ.z;l, п-]'')d-ii.z Теа-

гете 3" 3 :L cinjenice d'a је Б(Н) C·-algebra (d.О1ТоЈ;in п .-in 

1.l7.eti.:J= К(Е). 

1) Оуај rezul tat је dokazivan vise puta ([20], (51=)] ,[4(5] ~ \јаТ), 



29 

m IМKDBA -1. П оуот оа eljku IImerili smo nI8:...s:trogu- s ј'nР:l;

larnost" operatora А G в(х, У). Moze эе postavi ti рј.t8Л,ir:; 

аа li postoji neka funkcija, oznacimo је s;a g, kО,јп. Ь:ј rtll1e .... 

r i1a. ne-s i;:e·og·l;.l .... s imgu1arp.os t skupova" iz· Х, аlitЭ.kо г1л .,-ј г, 

g(A) = g(A(SX))' gde је Sx zatvorenajedin;[cn?-':;lopta 1) Х. 

U tom cilju isрitшvаlil SДlo f1.unikc:h.ju: g(Q) = в.Йр :1tЈ:1Ј:П' Q(Q.n fo.i), . м NC Ы 

е;<'1е S1.A М :iL JIТ bGSkonaCnO-dimеnZiоnаlni,Рр.tЯ:РQstо.Г-ј. 11 Х, ~~'Q 

o8ran!icen pOdskup u х. MoZ~. se рО.kа.i~ii·~d~:i:~::ё'?ig(Q) ~ чи,;':) 
:iJ g(A) ~ g(A(Sx». Pi'.tanje је аа liiz g(!;) = О slcdi c(A(SX» 

= О ? оiЗ~:' tDga аkю SЛЈI; Ql :iL Q2 ograriiceni роае k:1)povi н Х 
nшsmо mog1i аа. pokazemo nejednakost g( Ql + Q2) ~ g(c~J.) + 

g(Q2)o ОуlO uIcazuje da је za t;~.ШI~~~ nе":'stгоgе-:-sinlg 1.1]л.гnОf:I;:i 

s:kNрmпа" тOizd!a potrebno uzeti neku d1rugu, 11 boljH" :rtЈЛkс:i .~j" 

оа t, a1i: koju ? 

5. о idealu neesencijal~ih ope~atora 

г) БF TNIC IJA 1. ([20Ј, s tr. 33) Neka ј е Х Banachov рг o~.:; tог " 

с (х) algebra Calkina 1: fГ prirodno preslikavanje ва Ј3(;с) YI~1 

СеХ). Oznaciтo sa 

l(x) је zatvoren dV,Q-stгапi ideal u в(х) i па7,ј.уа 

!.!-ееэепсiјаlnih operatora • 

. T~[~MA 1. е [20], (5. 6. 1) Ъетта) Svaki idea1 Ј 1) Л():) l' ојУ 

fЗе заs toji оа R:iJes ,zovoo opera tora sadrzan ј е u l( х) • 
",\. 

~ 

rrEORE~{A 11. е (47,]) IeX) =п- l(Rad (B(X)/F(X»), е1Р је 11' 
prirroclno presJ.ikavanje sa Б(Х) па Б(Х)/:fii(Х). 

ТЕ()l~rлА ~ ([4·7]) Neka је А Е. в(х). Sledeca tvroel1;Ja 81.1 

ekvivalentna: 

( i ) Орета tor А је invertibi1an тoduQ ideal I( х). 

е 
.. ) 
1. Ј_ I Operator А је 1nvert1bilahrnoduo 1&еа1 Р(х). 

(ii:i.Y Operator А је invertibilan тoduo ideal р(х). 



IРЕОRШIIА ?о ([20), (5. 6. 9) Theorem) Za svaki Ban.achov 

prostor Х vaze sledece inkluzije: 

( ii) К( х) С Р(ф_( х)) с р(ф( Х)) = 1 {Х). 

30 

u о рэ tem s 1 иса ј и, i.dJ.eali pomeniuti u Те ОГ8111 јј .3 ( 08 јm 

ш;оv.dа S(X) iL Р(ф (х)) 2m. ko.;je ostaje"":o~j;v:o.~~p~.::p;r·6·blem) ;-111 + .. . . . . """' .... ',.' О,, , ...... ".' : ...••.. • 

me01llio'bno razliciti, i:ideal sOC) n'ije uV~ek sadrzan 1) 

Р( ф _ ( х) ) i ( [2 о], s tr.l 01 ) • 
-:. .~.' 

,~ '\ 

.. ! 
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G1ava 3 

ESENC IJALNI S PEKTAR 

1. Neko1iko definicija eSenCija1nOgs.p:'~?~~.:,:t:·.:~', 
• оо _. 

Nekaj е ХЬеskопаспо-сГirn en~iona1an B<inach6v РГОБ :to r' • Ј ) 
PostojiL neko1iko definicija еsепсiјаlnюg spektra operato

ra А Е в(х), koje эе pok1apaju ako је A.sarnokonjugoV8.11 ',)111'-.• 

ra'tor i Х Hi1bertov prostor (Teorema 3.2). 

D~~FINICIJA 1. ([84] ) WОЫl'ov 2 ) esencijalni spektar opeгa:!;~~
~ А Е. в( ~), oznacava se эа 6ew ( А), јее te skup sv:Lh kоIП

pleksnih brojeva 71., tako da А - !L шiје Fredho1moy operF1I;()". 

t ј • 

( 1 ) 

Kako је opera tor А Е в( х) Fredho1mov opera tor ako i sa'n~) 

ako јlе,1Г(А) invertibi1an e1emenat u Ca1kinovoj а1Е::еЬгј Г:(Х) 

('Реогета 1.2.2), to ,је Wolfov esencija1ni spek:tar оге)',')", 

tora А jednak spektru elementa lI(.А) u с( х), tj. 

( 2 : 

На озпоуи (2) zakluGujemo da је 6ew (A) kоmраktап, леРГn.",'1f' 

IюclskUl) иС, da је 6ew (A) invarijantan u odnostJ П~I. 1~()rлi'.'li. 

tne pertиrbacije, tj. 

К е К( х) , (3 ) 

:L da ј е 

1) Ako је д.iJn Х< СР, tadaje esencijalnj, spektar 'орс;га'l;fll:':Ј 
А € В(Х) prazan skup. 
2) Korj_ste~"e i tегшiпi Fredholmov spektar, Са1kiпо\г HP(~! "'~I·. 

31 .. 
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1z (3) i,(4) vidimo da эе neke ta~ke spektra operatora Д 
, 

пе mogu uk1ond.t:i ako эе operatoru А doda kornpaktan ореГll-

tor.Potrebno је odrediti najveci podskup spektra ОреГ!1.tЈ)-

га А koji је invarijanta~ u ојпоаи па kornpaktne рет"г, lлы� •... 

cije. Sa tim u vezi је аlејеса definicija 

I)E:F'IN1C1JA 2. ([84] ) SC:hiec.h:rterov1 ) esencija1n:L spektaI' 

гаtога А Е Б(Х), oznacava эе эа 6 (А), јеstелајvесi 
ет· .. ". _.' 

[)г\,ј.-

S'klJP spektra operatora А koji је inva.i'Д~јЩј;t~rt-:i)i":-оdпоsl1. П':\ 
• о" ', ••••• ': •• _ •• ': ••• ,.,;> ... : .• 0 •••••••• , • 

kompaktneperturbaCije,. tj ii .. 

бет (А) = п О(А + К) • 
~, 

К€. К( Х) 

i .( 3 ) 
, 

1z I)efinicije 2 sled::t. ја је: 

ТЕОНЕМА' l' О· ([91} , V II, Тheoгeт 5" 4) л':~ & ет (А) аЈса ј. 
ввта ako је А - 7LЕф(х) i i(A -1\.,).= о, tj • ... 

( 5 ) 

]'03 LJ:<; 1) т СА 1. (D 91, Th е orern 2. 2) 6 (А) = 6 ет ,( А) U 6) А ) . 

rТЕОРFЯА 2 о ([55] , 3. Lemma) Neka је Л izo1ovana tacka 116{А) 
Р,1\.(А) s;pektra1na projekcija koja odgovara Jl, i А. 'f'[l/Јл. ,ј г; 

Tf~01iP'M_A '30 «(102}, ТЈ, Тrditev 13) Neka јел€.~6(Ј\) ne.'Iz.o-· 

10уапа ta~ka u 6( А). Tada' ј еЛ €6 (А). . ет 

ll'\IМБR 1. Neka је А Е В(Х) kompaktan operator. rРп гln :је 

6 еу" ( А) = 6г)т (А) = {оЈ· 

I)ОКд/',: 1z (5) sledi сја Је бr.J,(А) С6(А + (- А)) =:: {о}. !<ако 
. '- If\ 

81..1. 6e1N (A) i 6ет (А) л€?'tаzУ\i 'SK..!lpovi, oni эи je(lnai-;i ~()}. 

1) () k .Ј. (л) . V J-n') zboO' -; rn en8 1111"!ri·,J·_'l. ~~.lr,'}lr'C;.,!I.·t("··, zna а Оет 11. .Је €\г~)v(1'~,,( '-' t~ ,Ј_"'''' -- lV о- ј, .. 

7"Э. оуај. skup korist\ se,. ~\;ermin ~Yeyт1:Lev spektar ([и.]), 
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ЕН П1ЕН 2. ( [1]], Examphe 1. 2) Neka је U 

tor jedtiostrandg pomeranje, tj. 
е2 ,,2 
~ v ореГЕI,-

и( x1 9Х2' •• о) = (о, X1 ' ~, ••• ), ( Х1 ' Х 2 ' •.. ) Е: г, 

Тщlа је 6ет ,(и) = 6(U) ::: (л.еС: 1~1 ~ lЈЈ.,dе~(:;Џ) .~ {7L€([: 

tлl = l}..·' 

D Е1" 1 N 1 С 1 ,ЈА 3. ([3 01, sзtг. 183) Ne ка Je;~:;'R.: ~~Q.pp~kt-an р 0<1 э к llР 
.... • '"0 • ;>"_':. : __ /.,' ~ ("::': .. :'"-~-•• ,,~. 'О, •• 

11 kom1G!ksnoj rarvni С. Rupa- иЦ-је ograni:~eria k6rпропепk1. l,kIJ .. · 

ра ('-D. 

Ы"МА 1. «(3 ОЈ, Siinr. 1,83) Ako в,и .н; i F kom paktni pods kЩюуј 
и komp1eksnoj ravni tako da ј е Е С F i ?>F С Е, tad.a F ј с 

uпiја skupa Е i onih rupa и Е koje imаји neprazan presek :':' 

F. Drugim recima F se dobija рорunјауаПјет izvesnj_h г_~~рп. __ р 

Е (ili је F = Е). 

ТЈ p;rimeru 2 vidimo q.a эе veci esencija1n:L spektar &С'/ U) 

dobija iz man.jeg esencija1nog spektra~ew( П) РОРНП.iаV::Р1.'јС 1 " 

rllpe и 6ew ( п). То је i opste tvгбепје. 

JEO~F.lVIA 40 ([30], Theorem (2. 4» 6ет (А) эе .saf3to.ii nrl 

6ew (A) zajedno sa јов mozda nekim rupama 11 6еw (Л). 

3chechterov esencija1ni spektar ima "preimucstvo" П,'ј,1 

VfolfQvim esencija1nim spektrom јет је оп najvecj. ri Р.О ,~r),,[:.-
~ 

ljra ko.ii, је invarijantan u odnosu па kоmраktпе pertuT();u,j 

1VIe()lltj~, n,jeigov "nedostatak" је sto moze isk1.il)('Si l:.ii '; 

f:;pektra cak jl otvorene skllpove, tj. u :iLZN':esrтnm f3rrЈ~';lл ,,"' . I i ". 

ki." део spektra moze hj.ti· Уап Schechterovog ep,erlC':i,j:-llЈIП<' 

tar dodajuci ти sve neizolovane tacke spektraQ 

DE1~TNICIJA 4. ([84].) Browderov esencija1ni spekt:~::: .. _r:.r).~!."':I;I"·:' 
А ~ B(X),oznacava se sa deb(A), jeste Шli.ја SkllPA бе1п(А! i 

skupa svih t~caka ilz 6(А) koje nisu izo1ovane t8)~kr. 11 6( Д ) . 

Лkо јеll.б6(А),'Оеь(А), tada Jl, је izolovan.a 'tack'l 1:1 6(д) 

i zbog Теогеmе 2 (д) spektra1na projekcija РАСА) Iс:с)'јэ пl ". 
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Уага 'tacki Ј\, јЈ А ј е konacno-d im enziona1an о рега toI'. Prr,'rJ'! 

torne 1t. је R:iles;zova tacka operatora А. Cesto эе Ј3гоwdсгп\г 

esenc:i,ja1ni spektar definise ekvivalentno эа 

ЛЕFIJlпс'r,тА 5'- ([55] ) Bro'vvderov -€sencijalni spektaT ._~E~E~" 'I~п" 
га А Е в(х), sastoji эе :h.z svihtacaka iz 6(A),osim i7,('l ('" 

vQnih tacakaJL€&(A) z? koj~ је оdgоvагајисаsреЈсtга1пп, ('Т'''-. 

jekc:i,ja Р",(А) konacno-dimenzionalan operator, 'tj • 
. '. ". ''f.'':'I 

... ...:...,..,: ': .~. . 
. " .. -.. 

6еь (А) = <5( .. \) "{1\.Е6( А ); ~je. iZQlov:aha tacka' 1,1 6'(11.) i ( Н) 

dttml R ( Р7\. (А) < ооЈ. 
lJrlJ€jim rcc:ima 

беь(А) = 6(А)\.gе6(Л):,11.је R:Leszova tacka орегаЬога л}. (9) 

u li tera turi ([5 2Ј r [62} , [63]) Browderov еэ епсј. ја1 У1 i , 
spektar d'efinis\' :Ја 

DЕТ~"-INIСIЈћ6 ~ ~,~б2Ј,) Browderov esencijalni spek'ta!,~_~_~;~',rJ 1(1 

А Е в(х), Је.) 1,; њkuрjt EG(A), tako da је ispunjen ();=Jr .ј,,1 "1 

ОО, S.lёd:е6ih uslova: 

(i) R(A -~) nije zatvoren skup u Х. 

( .. ) , Ј, Ј, dim 

( јl.ј.) ;iI, је tacka nagomilavanja skupa 6(11.). 

Г)Qk'l,Z da ви Definicije 4, 5 i 6 еkvivаlепtпе mС)~:;" !'Г: h8ci 

11 ( [85]). 

TL':(lrF~MA 5. ([521, Coro11ary)J\Тeka је'А Е. в(х). rf1;:I']~l ј!'? 

6е ь (А) = п 6( А + К). ( 1 о ) 
К €.K(X) 
АК = КА 

1.) ОУО је origi:nalna Browderova def:Lnicija esem~'i,""iГl.111()C: 
~3 ге k:tra za ZH tvогепе gl.1.S to definisane о рега tore ла 11't Yl."

cnnvom prostorl.1.lAvedena u ra.dll : F. Ео Browder, 011 'i:11C, ~)PQC
(;гпl thеогу оУ eli;ptic. d,jLfferentia1 operatorf3" NIal;)-l. 1\Л'I, 

Vol. 142 (1961) 22-130. 
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Iz (107 vidimo йа и opstem s1ucaju Browderov esenci;'jal.-. 

ni spektar nije invarijantan и odnosu па kompaktne регt11Г

bacije. То је njegov "nedostatak" и odnosu па Schechterc)\7 

esencija1ni spektar. 

I)ОЮ\Z: Pretpos tavimo da.1I. Е. 6еь (А) '-:t.<-8m.(А,):~,-,::cr~(уЕ\. 
. . :" ;:.,~ ,. . '.:.-::":-:;:.~-~-~. . . -" .. 

па OOIJOI.'11 

. . .. -

'Геогете 1 imamo da ј е А-,1). еф( х) i i (А ~: Ј1.) = (). l1ko1'5.ko 

lt Ф П . 6 (А + 
К е к(х) р 

К), pos tojao bi ()pera tor К1 Е. К( Х ) ,l;~), '~(J 

АК = КА 

йа ј е А К1 = К1 А il. 1l. ~ бр (А + К1 ). Tada ј е d( А +- К1 - Л. ). 

о .. КаЈсо је i(A -11.) ~ i(A + К1 -lL) = о, to је /3(А + К1 --1\.) 

= о. Ргеmа tomE1 А + К1 -1\. је invertibi1an орега-tог, stn _iГ~ 
, .. , 

z.bog (-10) и kontradikciji sa p;retpostavkorn da/t Е 6еь ( А). 

Ovim smo pokaza1i jednu ink1uziju и (11). -Druga in];-1H7.:i :i;' 
sledi -iz (10) iL cinjenice da ј е бр(А) С 6( А) ј. dеш (А) С 

беЬ (А) • 

ЛР.РINIСIЈА 7. «(89])\ Katov esenci1alni spektar o~~e!:::a1(~Г;1: 

A€ Б(Х), oznacavacemo эа <Sek(A)l " jeste еЈс1ЈР S"l':i.ll 1-;:оr 7 \1,"I,, __ . 

ksnih brojeva ~, tako da А -7\.' nije semi- :[i'геdhоlП1О1! Oi'f~

rator, tj. 

г) Ti~Тi' пас I ЈА 8. «( 8 9]) N е Јса ј е А Е в ( х ) о О zna с im о п а 

<5 (А) ={7\.Е <t 
ео(. 

6e~(A) = {АЕ ~ 

А -7\.~Фf-(Х)}' 
А -7\. ~Ф_(Х)}. 

( Ј ~ ) 

(-14 ) 

~e~(A) i 6ељ(А) su esencijalnispektri operatora~ __ E!.·:?!)I.::)_ 

(1Hstafsonu i Weidmannu. 

1) 1Ј 1iteraturi ((891, (37], (46], (55), [36]) Katov рпеlј·, 
cijalni spektar эе иуеЈс raz1ici to oznaCava. Ovд.8 сзшо lЈУС I i 

-o~naku 6 k(A) kao najpogodniju. 
е . 



NR. s1ed.e6em dijagramu data је skupovno inkluzione veza 

тебu gore pomenHtim esencijalnim spektrirna operatora АЕ. BlX). 

Ol(A)C~ 
ех 

T\iapomenimo da kadaje dim Х = I)Q, sv'{':~6у:t:~;s:kvР'ОУi[-3l! IIe.p

razni i kompaktni podskupovi Н" б(А). 

2. Po11Jprecnj.k esencija1nog spektra' 

TL~OREMA 1. ((62]" Theorem 1) Neka је лЕ в(.к). ГГаdл. ,ie 

\ 
• "1 

'ГЕОНЕМА 2. ([55], 8. Coro11ary) Neka је А Е Е( Х). 'fad а Је 

rn 'Ј.Х 171..1 == m R.X i21. \ = m ах \ л \ = т R. х. \ 1\.' . 
.i(€.OebJ(A) Л~6ет(А) it€<6 ew(A). Л Е 6еое.(А) 

DJ,~:,1TЫT~IJA 1. ((6~]) Neka је А Е в(х) i r е(А) Ьгп.i j,,~ Тео-

гете 1. r' (А) se naziva poluprecnik esencija1~r1.[;. п ПГ~k 1;1'\' 
е 

N:з. овпоуи Теогете 1 rnozemo proceni ti po1upre~I·)il.' e5-eil

с јја1пос spektra loka.1ne Q-kontrakcije. 

frt~()ГIi<;MA 3. Neka је Л Е в(х) 1оkаlпаQ-kопtгаkсi.јсЈ.. Ђ:,I;I је 

г,пr(Л?,: Na. овпоуц d.efinicije lokalne q-kontrakcij~ I)()пl;f.i i 

rrirodan Ьгој т tako da је 

k Е. [о, 1) ~ (17 ) 

.~:/le је Sx zatvorena jedinicna 10pta Ll Х. КЗКо Је. \\A\Ih\\q .= 



q(Sx) = 1 

IIАmИq ~ 

(Lema 2. 3. 1), :hљ (17) s 1ed ј, 

k, k Е [о, 1). 
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т' 
Neka је В = А • Na оэпо,У+~ Теогете 1 i zato sto је /I]Pllal/h 

r (~')' = lш HBnllql/n ~,IIBl1q.,~ Јс. РСР:"') 
е, ru...:-r оо " ' 

tome 

(l Р, ) 

Kako 
rn m је Il:e(A ) = (re(A» (Teorema. 1)" iz (18) sledi da ,ј/' .. 

Гс' (А) ~ k < 1, 
е о 

d . k k 1/m о" 't d k g е Је = • y~т Је eorerna о azana. 
о 

Као posled1c1J Teoreme 3 dob1jarnC? rezu1tate 1z ([?3], :r~rmll': 

2 ~ 1, I,етmа 2. 2, Lemrna 2,. 3, Th!eorem 2. 1, Theorem ? ~)) 

kClO 1 ројасапје ( [23], Lernma 2. 4) 

ГОSI.ЈБnIСА 1. Neka је А Е Б(Х) loka1na q-kontrakc1jd. ТП:l': 

. (1) 1z ln.I ? 1 sled1 А -7\. Е.ф(х) i 1(А -1\.) = О. 

(1t) 6(Л)n{7L€~:t7t..\~lЈ је konacan sk1Jp 1 sasto:ji эr. ,~",,,., 
od sюрstvепih vrednost1 operatora А. 

(iii) Ako је t7\.l ~ 1, tada 71. је 1zo1ovana tacka 1] б( Је) ЈЈ 

spektr~ln~ projekcija ~(A) koja оdgОVClГА tnr1c:i 7t. 

:iJ А ј е kсщаспо-dirn enziona1an орега tor • 

r)okrl~~: Iz (16) i Теогеmе 2 s.J.,edi da ako ј е 171.\ ? Ј, 1;:),Ј', 

7L "6 (А) :L7L Ф d ь(А). Ргета tome, (1) s1ecti П~', ОРЛГ1"11 
ет е 

rrr.()Y'emc 1. Ji., а (ii) 1 (i11) slied,e iz definicj,je Вт'и,,!,l "" 

rovof:' esenci,ja1nog spektra opera'tora'A;' 

'rEOHEMA 4- о Neka эн Х :iJ, у! Banachov/i prostori. i ~\, rr~~ Пl)()!"'-

tor.l:i~ Б(У), 'В(Х) respektivno. Sa lТ2 .'о:zпаСјло opel',,~tol:' 

па В (Х' ,. У), d'ef1.nisan эа 

(s Е: В( Х t У))" 

" 

, , 
о' 

• .' 1 

о' 
" 

..... 
, ' 

: ... 

" , . --:.; 
, . 

. '.'. 

. . 
о, 

, , 

, , ' 
, о ,. 
, " 



зй 

Тэ.::iа Је 

')OKAZ: Ыа овпоуи Те orem~-'~;l. 2. -1, (vid eti i Теот ет џ ;.:> .~). ?) 

za А Е в(х) sledi da је lim' IIAn II
K

1!n ='lim[(~ryt~l/n., 
П-i ОО 'П4ОО, " 

PLerna torne, zbog Teorerne 1 irnarno da је 

r е (А) ::: lirn -\\А fiji~ l<n, ,':A/~'Ej3Jf}i;~Ji.;,,: _::':~_', ,(1 ч ) 
п ~ оо ,~", - _, ' _. 

J\Тeka ви Е:е' '2 > О zadati brojeV: i . ,Zbog (19) рmзtо.јi Н 1 
tako (ia za BY8.ko п > n 1 imamo 

i postojn'Y12 tqKO da za svako п > П2 irnarno 

Iz (20) ~ledi da za svgko п > п1 postoji F 1 
(113. ,ј е 

, 

(21) 

б г' ( У) t(] 1; (1 
П 

( ?2 ) 

Љ:1. iэti nacin, iz (21) sledi da za Bvako п > п раз -to,j ј 2 
Р 2 , п б р(х) tako da је 

o~nacimo operator па В(Х, У) definisan ва 

( l~ Е Р( \' 
1...) .) \ " у ) ) " 

Т2 је konacno-dimenzionalall operator (fГеОГI=;ГПЕ1 /\-0 ;?), 1, п - , п 

()э јЈП -toga, za svako п > по irnarn о da ј е 

" 
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На osnovu (22) imamo da'j'e IIT1nl1 ~ lIF1 nH + (Ге СР1 ) -1- E1 )n, 
, ,. 

Ргета tom е, iz (22), (23) i (24) s 1edi da ј e~a's"1J,ko п "'7 по 

-

(re~rr1) + ~1)nHSIIIIT2nl1 -t- (НТ1~ћl + (г-е(Т1 ) + €l,)n)II~~\I(rG(T2) 

odnosno 

11 т nll l/n./ (r (Т ) + f' )lјТ n J1 1/n + ("T1~11]/n + (ГЈ1) + 1 2 F ~ е 1 ~ 1" 2 11 r е '1 

1z, (19) i (25) sledi da је 

( ) ", . п 1/ п ( ( ) r е 1 Т2 =_Јnl.lЛ1 111 Т2 IlF ~ r е Т1 
1"'+ со 

r е ( T1 ) + € 1) (r е ( Т2 ) -1 Е?). 

I{,qko эи')~l i €2 proizvo1jno izabrani brojevi, viri:iIIIO (:ј', j€ 

dokaz teoreme zavrsen. 

P()~)T,-,~г)ICA 2. ([3], Theorern 1) Neka эu Т1 :L ГГ2 Riе~-;'7:()l.тi оре

ratori". Tada ,је 1 Т2 Ri!eszov operator. 

DOKAZ: Kako эи Т1 i Т2 Ries zovi opera tori-, to је РГ) ОН '1 О'у U 

Теогетп е 1. 3. 2 r e (T1 ) = r (гг2 ) = о. Ргеmа tоше, -.1. ;. ~ '1'" Oi"'e-
е 

оо 

те 4 sJJedi da је re(lT2) = о, i роnоуо primenorn ГГF:'()гг;rГi' 1·3· 

2 јmаmо da је 1Т2 Rieszov operator. Ovim је роз:1'liс::-\ Qоkэ-

:;>;апа. 

;1 
:11 

!I 

:11 
.' I1 

'1 t 
! 
i 

!l: 

:il 

11 

il 
'Ј1 
" ;!] 
јl 

I11 

~j : 

'!! 
';1 
i ~ 
:ј, 

li 
';1 

'!! 
l' 

,i 
" 

i! 
:ј 

!I 
:11 

,;. 

ј!) 

ј!ј 
" ј!' 

;( 
]ј 

:1, 
i: 



3. О гиЬн esencija1nog spektra 

ТБОR ЕМА 1 о ([551, 7. Theогет ) Neka ј е А е. В( х). 'Ј!ај[] 

рогеа, ~e6 navedenih (15) ink1Uzija, i slede6e 

-
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Т7. Teoreme 1 vidirr;() da эе ve6i, esencija1ni spektar clobi.-j:l 

:Lz~ тапј eg ·'рорunјауаn'Је \11 {zvesnih rupa. То пат omoguc u;ј е (I~) 

Katovll teoremu( [46] » Theocem 5.3,. 3. IV) dobijemo kao Ј)П,:
]edicu Теогете 1. 

POSLEDICA i о' ( (46], Theorem 5. 3. 3. lV) Neka. је А Е 1)(:<) 

i ~k(A )najvis( p~ebrojiv .skup. Tada је i бед) nRjvj.i'ie 

,prebrojiv skup.I ; .svаК;а t<:icka iz б,(А) "de1/A) је i'7,o}oY:j.

па sopstvena vv·еdnозt эа konacnom a1gebarskorn vi(,епl~Гј1IUlf:," '1, 

Ifоклz: Kako је o"ek(A) najvise prebrojiv skup, оп I1еIПR rцре 

i 2',b.og TeoT"iile 1 im ат о d а ј е d k ( А) ::: d Ь ( А ) • S k: 1Ј р d ( !\ ) "'--. 
е е ' 

deb(A) р.() ::.;astoji od izo1ovanih sopstvenih vrednos't,i, J-::Г)I'l:I.,. 

сп:е а'Ј "'f)arske visestrukosti, а njih је najviRe rTebToji'F(l 

тпог~о, (~o је dokaz pos1edice zavrsen. 

Аkп је Н Hi1bertov prostor i А Е В(Н) s~зmоkол,ilЈГ';()VГНt 

operHtior, vise puta ([84] , [85], [86] , L89] , (С)2] , [~'i] ) 
ве navodi (bezdokaza) аа эи svi f:::зсnсi,ја1пi f'-1РС!сt;У'·i, ОГ!),''' 

orerai~;'ora А. jednaki. То ве moze pokazati па .OsnOY1) 'Ilг~:)!"s" 1,' 

РО;НЈБТ)IСА 2. Neka је Н Hilbertov prOstor ј. А Е р,( Н) ":1111(1-

kon ј Hgovan орега tor. ~Гaaa s u sV':L. еэ el1ci ј a1ni р, ре ki·,c·j (' "С' ,. 

ratorR А jednaki. 

D()Ю\~: Kako је бел) rea1an, to эи i svi еsепсi.јаЈп:i EJP~!~-

trj_ operatora А realni, i nетпаји rllpe. Zbog ~~1e('(t~erfJe 1 (1::1 ~ 

s 1Ј ј ednaki • 

и 1j.teraturi ([шt] , [85), [86Ј, [89], [92], [~-пЈ} [37]) 

c.€.s-to эе pominje (bezdokaza) da је eser'ICI ЈЭ.lf'ii <:,-рекtа v' 
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sашоkопјugоvапоg operatora па Hi1bertovom prostorll .iе:iпгl( 

skupu svih ta~aka iz spektra operatora koje nisu izoloVR

пе sop~;tvene vrednos"ti konacne visestrukosti. Ako је ()1'(~

rator samokonjugovan SVl. esencija1ni spektri эи ,jeclnak:i 

(Pos1edica 2), tako аа пе doiliazi dю zabunekad.a НАЈЈ10 k[3.7,r'-" 

то esencija1ni spektar' sашоkопјиgоvапоg operatdra. 1);::1. h·1 

роtРlШО izbeg1i zabunu pokazacemo 

TEOREMA 2. Neka ,ј е Н Hilberl,()v ргоstе>Т:i;ј..::А.~;-в(ј{) эаmоkо-. 
. . ". . l :_.:~. : __ ":'.' ':::;".::'':''~':' .. " __ ~'. 

njugovan operator. Ozna~imG эа -

бе(А) == б(А),[Л'€б(А): l\.je>.t~olovana tacKa u 

6(А) :iL О 1 <d,(A' -л) <ооЈ.. (27) 

Тааа, svi esenci Jalni s pektri opera tora А s u ј ednaki. f::) k-IЈ1Ј.lЈ 

6е (А) • 

\ 

DAT\:AZ: Zbo9 pos1edice 2, аоУ'оlјпо је pokazati аа lP 61 (А) 
р) 

= <$ (А). Ја definicije sledi аа је 6, (A)Cd.b(A). [)n. [)-ј 
е . е е 

101(aza1i obrnutu ink1uziju, 'pretpostavimo аа 1\.. Е 6( А)"-
<5 (1\)-. Тааа 1\. је rea1an broj, А - l\, је s-amокоп,illfТ ПV.''1Л )~.'(}-
е 

rator, О је izo10vana ta~ka u 6( А - Л) i О < 0« А -- Л) < ОО" 
-pr-'ern '1 tome!, А-?\, ј е Fr edholmov opera tor i i (л - JL.) :-:-: () 

( [9Ј] , XI. ТЈетmа 5. 5). Iz гreoreme 1. 1 эlеаi_ ааА ~ 6пГl, (А ) 7 

а 7,1н:щ Teoreme 1. 2(а) JL ~ 6еь (А). Ovim је teoI'erna rlol-r""III' • 

Q!!:FTNICIJA 1. ([84Ј ) Neka ј е Н Hi1bertov ргов tor i А Е В( Н \ 

samok:onj lJgovan opera tor. Esenci ја1пi s pektar~.Qrn(?~\~(m.'jllJ·('

уап~g __ ~гегаt.эга_А Jeste' skup Ое(А) iz Teore~e 2.1) 

4. Рег-t1.ЈгЬасi,је esencija1nog spe~J.ci.;r.§: 

, . 

. " 

.... \ 
I 
i 

• '., .:, I 

: ,':" i 

.-0 '. .. ... ~ 
" .. 
, , . 

. " 
:. '.~. . 

',' ';", .:. ! 

, , 
! 

• • ОО. • 

" " .. 
" 

: о' 

... " 
,'., •• I . ,,' , 

TfEOFZ БМА 1. ([89], The or ет 2. 2) Ор!'са tor Е е Ј3( х) ,1;:Н1. mг пI ј", \ја. . 
us10v 

.. ~ . 
.. ' , ... 

1) Koriste зе i termini f-':i'"с1.\1I С \'\е i:acke spektra ([7А],' ;,r;I'_ 
363), l1eprekidni spektar' ([1Ј S1fr .. 3). 

? 

" . 
': :~ ~ 

" .. 
.... . 
I оо: .. 

оо ,1fI 

., • 'оО:' • 

. . 
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TEORRMA 2 , ([во] 1 The.or ет 2. 0(,) Opera tor Е Е. IЗ( Х) 2аа оу (1_ 

1,јауа иэl~ОУ 

za svako А Е в(х) 

ТН;ОR.ЕМА 3. ([89] ,. 'rheorem 2. f?,) Орег". о;nгЕ. ,€~CX). 7.ааоуГЈ-· 
ljavp., uslov 

.. "'-'. . ., 

za вуаЈсо А Е В(Х) ako i sqmo ako Е Е Р(ф_(х)). 

TEOREMA 4. ([891;· Тheoгeт 2. 3) Operator Е Е в( х) zаd.ОVП--
1јауа оо10у 

6ew (
А + Е) :: "".( (А ), ' v ew 

I 
, -. 

za svako А Е. в( Х) аЈСо i эато ako Е Е. Р(ф( х,) ) • 
. '" 

(2В) 

TEORE.MA 5. ((89]" Тheoгeт 2. 4) Operator Е Е В(Х) 7,ar1011o-

lјау8. оо10У 

z::t Rvako А Е В( х) ako i эато а1\о Е Е Р(Ф х) ) • 

Т1i;ОП}7 .. ЛД 6 о (.[89], The огет 2. 5) Орега tor Е Е. ]Ј( Х) ~~r:J.'-Ј. OV',_· 

lјауа'l)эlоу (28) (respektivno иЭ10У (29)) za RVn.ki npГ':г~!-

-tor А 6 Б(Х) kO,ii је skoro komutativan эа Е Э.kо i Г1'1rпn ,1 

]~ Е П(Х). 

гr.ЕОЯfi1,1А 7.( (89], Theorem 2. 6) Operator Е Е 1J(:~) ~~"rl()\Tn .. 

1.lауа lЈ.8 1 оу 

7.8, svaki operator А Е: в(х) koji јеkоmutаtivап SЭ r~ rll-::r1 

fЗаТn о ako Е Е R ( Х ) • 

. , . 

........ :.. 

" 
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5. Pr'esliJrayanje esencijalnog spektra 

A-ko је А Е В( Х) i f anali ticka fШlkсiја.u okolini б( А) , . 
tad.a па оэnоуи teoreme opres likayan:ju spektra ([51] , G t.-.. 

483, Teorema 8) imamo й'а'+је 

6(f(A» ::: f{6(A)}. . ... :. 

TEJORWLA 1. ((36]) Neka' је 1- aliali ti<Ska funkcj.ja - 1) 6kolini 

6( А ). 'Рай а ј е 
i, Q 

( i) 6 (f(A) . .= f.{6 (А)}, 
., 

ew .. ew 

(ii) 6eb (f(A» = f {6еь (А)}, 

(iii) 6 е", ( f ( А ) ) .....;. , f { 6ео' ( А )} , . 

( irv ) 6e~ (f( А» = f {бе ~ ( А )} , •. 

(У) 6ek (f(A») ":Ј f {6ek (A)}, 

(vi) 6em (f(A» C f {6em (A)}. 

Ink1uzije (У) i (Yi) u Teoremi 1 тogu biti i. prr:tye. Г/,() 

pokazuju slede6i primeri: 

IПIМЕН 1. ([36Ј, str. 23) Neka је АЕЈ":В(х) огег.э.tог ~"1 
.koji ,је R(I + А) zatvoren skup u Х, 0(1 + Л)<fYJ, а/т + А.) 

:;:: оо, 0(/ 1 - А) =-f;O) /Ј( 1 - А )<00, i р po1inom r:;iI.,) :се (1 ·1 l/.. ) 

(1 - Jt.). Tada О € 6ek ( р(А) h meoutim О ~ Р{6еk (Л)} • 

Л1Л/ШR.-1..:.. ( (11], Example 3. 3) Neka је Т = U ЕБ (11" + 21), 

~Йe је ТЈ operator jednostranog рошегаnја; i p(it) == 7\.(~ .• ',)). 

Тайа О Е: Р{6еm (Т)} i О ~6eт(P(A»)o 

ТЈ radovirna ( [36] ,( [27~, str. 1393), (.··[351, st;r. lб?), 

(89) JLspi tllje эе јоэ јейап .. esencija1nispektar. 

.о' 

" ' 
. '. 
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ЛЕ},' ПП (,П ЈА 1. ([89}) NekajeAE в(х) •. Go1dbergov еэепсi.

ja1ni spektar operatora A~ oznacava эе'.~эа" de1 (A), јев'се 

SjkHP svih komp1eksnih brojeva J\..tako аа R(A ':"" 1\.) Ј1:Це 7.~1 t--

уогеп skup 11 Х о 

SkHP 6е1 (А) moze bi ti ;i prazan( па primer "akoje А 'irlc;rl.

tican oper'a tor), бе l(А) C6ek (A), i,c и opstemslu~a.j и бс:i( (; ) 

па.је шi. zatvoren ni otvoren роdskUРЧ,~'.оs'irP:tоgэ:;' II OJ1~;I;r~i'] 
э1 исај аЈ nepQS;i;<bj i-weza tzme ди .6. l' (f(A;Y1:·~·i,:~:ftJ6~1~.'·(A)}, ((36} , 

, . ,_ .. _ е .. . .1 е. 
. ..~ 

s;tr. 29). 

ТЈ (:(361·) је doka:;~ana ~зреktга1па teorema za Ba:rlГ:J.choye 

ale;ebre ,( Teorema 2) Ла оэпоvu koje эе Теотеmа 1 dof)j.jR !·\:.'н) 

s:pecija1an БlиСај. Izlozi сето neke rezul tate iz роmеПlJСП'" 

гааа. 

D[~JilINICIJA 2. ([36) , Л(;[:iлitiоп 1) Neka је Ђ Banacr'lova ;)·I.г(~_ .. 

Ьга Ба jedinicom 1. Оi~,rогепа semi grupa G u ј) је ~t'--:::,?!~!.~Jj~ .... 
ртнра ako ispunjava БЈеаесе uslove: .2._ 

(i) 1z а, Ь €» i аЬ = Ьа е G s.1edi а Е ~ i Ь € G , 
'.:; 

(j.i) postoji zatvoren dvostrani ideal9? u Ђ, t,ako ,1а',Је 

б=1Т- 1(8), в;ае је S otvorena Беmј. grupa u5)/R 1\:0.1':1. эr,.·!т;;i 
в;гнри iшrегtiЬilпih eiemena ta G U јЗ~ tako аа је ?, " (ј. "I;'т".
rqn skup, а 1f је prirodno pres1ikavanje эаЂ na13A<. 

:)[EFIN}CIJA .3,,- ([36] , Definition 2) Indeks па J.i'-r:1ern:lr. {~E":::J~~~:_ 
G jeste neki lokalno konstantan hошоmогfizаш -t Ј.::о;јј.' Јп'(;пЈi_. 

ka.va G 11. S еmј, е;гири N. 

КОгist.i.Сеmо sabiranje za binarnu operaciju Н- N, ј ,,:~], О (): 11 ,_о 

~ayamo jedinicu u N. 

,2ЈIGОТ~И,~А' '2-,- (D61, Тћеогет 1) Neka је ~ indeks па ~ i~~,ko Ј.:: . 
. ј е -« Ь) = о za svaki inver ti bi1an elemena t Ђ € 2>. Za а Е 93 , 
l1eka је 

i ~'.a пl Е: N, Yleka је 

-l( л. - а) == nJ, 

.' 
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gde је <S( а) spektar e1ementa а u odnasu па BanachoV1.1 аЈс"о

ЬгuЯ. N~ka је i ana1iticka funkcija па nekom оtvогеn()ш' 
skupu' }::ojj~ sadrzi <5(а) .',.T~da vaze ?lede6a tvroen,4a: 

(а) f(a) Е ~ ako i sаrло"а~kо је f(~)' t- О za ,sv~oitc6~(a), 
. ,.:.:' 

> 

. ,".,: 

(с) Рге tpos tavim о da f( а) Е. G' i nekaj.e'otbrOj· лнlа flЛЈ-
:~: ':,;:.:~,'::-:'!!:;i,~': ';:::~:-, .. '~:.~ . 

kcije f па r1n (P1) (brojanje Јit.йа' эе vr"~'i' ргеmа )'l.јНI.С11(п.'ј 

vises ~rukos ti ) i 9 п orisavsi komponen teu бn (а) t;д е ;i~: 

f identicki П111а. T~)Дa је . 

~(T(a» = L no'. 
N n 

Kada s е 'l'eotr €lМa 2 .prim eni па Вапасћоуи a1ge Ьг u 13 = Б( Х) , 
С){= к(х)\ i па F-semi grupe ф+(х), ф_(х) iф(Х) t1""(jtJija ~1p 

dokaz Teoreme 1. Na оуiш F-semi grupama indeks А. је lю1)i,,, 

Сај.ЕШ1 indeks i ('Dг~fiпiсiја 1. 2. 3). Osirn pomenntih р_:-:;"""ј 

grupa, u В(Х) se mogu definisati јоэ neke F-serni grupe. 

07.паСјlПО sa Ge (Gr ) skup svih 1еУО (desno) invertjJyi,lnin ~ 1<;

menata u Calkinovoj a1gebri о(х), а эа не (иГ ) oznar.:i.mo 1('()ill_ 

p1ement u с(х) skupa svih 1evih (desnih) topo1osk:i.!'l clp] i (,('" 

шJlе, i neka је Н = неп нг • Тад,а ([36], str. 21)1f~ 1 ("е '1) 

11'- 1(G
r

),11- l(не),ЈТ- l(Hr )' јј!Г l(н) Эl1 F-E;emi CT1lpr; 1) 

в(х), indeks па ovim F'.:...aem.i grupama је uоЬiса,lеп iir1ctelci 

(Definicija 1 .. 2. 3), i па n,jih se moze prj_meni ti 'ee()I'(:'<!!1 ','. 

6. Operatori koji zadovo1javaju vVey.!-iеvutеогеm1~ 

АЈсо .јеА ogranicen samokonjugovan operator па HilIIO[,j:.oyrl!l 

ргоа tOTU, tada k1as icna Weylieva teorema ((7~1J, н i.-,I' .'>67) 

kaze da se pri1ikom perturbacije operatora А fЗА, ~1irпг; t;г i ':;,'ј п1 

kom paktnim operatorom iz spektra operatora А ТnO,p'11 п'Ј:·, ,г,Г:):1 i !;ј 

Аато izo1ovane sopstvene vrednosti konacne vise:ltrl1!~[Y1 ';ј • 

П ci,1,j1.l сlа эе оуа '!jeorema u,opsti па Banachove ,ртn:,1;пге :1 С\а 

t~e odred~i .klasa clpe-ratora koji zadovoljavaj11 vVeyJ_'i.c~Vlt teore-

т1Ј uved,ena ј (' 

.' 

-'1. 
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!)ЕFНПСIЈА 1. ([92], str. б8) !.Jeka је Х Вапасћоу ргm,\·t;ог 

i. ,А Е В( Х) .. Opera tor А zadovoljava Weyliev1U te()re!.~Jj iJ i 

V/eylievateo-rema эе primenjuje па АУ ako је 
1 

6 (А)' = ~('~~~;, 1(( А'\ '," ! 

ет Q !,' I . ()D.) .' 

,С " •• ,' • 

c/iefj f1II( А) oznacava skup izolovanih' s орэ tvenih уге('1поs i;i 

орета tога А konacne visеstгukоэ ti (tj.fl eiJ(A} se .. (iaS tbj i 

od i zolovand.h taCakci·7\. iz б(А) ~a kо~-~·Щј'~:~§6~.:<~(·А':·,;" Л)< ()Q! . 

Coburn ( (~l]) је dokazao da hiфоri.огтаlпi :L Toep1i t7,ovj .. 

орега tori zadovoljavaju Weyllevu teoreml1. 

ТЕОНЕМА 10' ((92] ,Theorem 2;!~1) Operator-'A € Б(Х) 7,8rlo,!r)

l,java Weylievll teoremu ako .i,~,эamо ako 
, .' ," 

(ј.) izJl,. Е: l1 00(А) sledi,R(A',:",,1\.) је ,.zatvoren SkHP il Х. 
':, I " .•• .( .• :., 

(ii) ·iz А -1L еф(х) i i(A',":,,1\.) == () эilеdiЈ\., nli,jetl1j1-l·tyoc ..... 

§пја ta~ka skцра 6(А). 
:~, 

ТЕОПЕМА 2"-.- (\:921, Тheorem 2. 2) Usl()v (i) ekv-iiТаlеYlh11Јl ,јс' :За 

(iii) ako1tE fi (А), tada А .... 1\.nije kvazinilpoten1;.'111 ГJpC!··;:lt.or.~ 
оо . 

ni па jednom beskonacnd';"dimenzionalnom invari jan~n()тn !,()t;-

pros toru. 

ТЕОПЕМА 3, ( [92]" Тhe-oerem 2. 3.) Usl()v (i1) еkviVС1.1епt;Ю1 је sa 

(tv) :fj,; А -7\. Е.ф(х) i i(A - 1\.) == о sledi 
dim U Н((А __ 1\.)п)<оо • 

.п ~ 1 

ТЕОЧЕМА 4. ([92], 'Гheore.m 2;, 4) Ako је isуmпјеп lЈя1.mг (J)~ 

imamo 

(У) ako је w invarijantan P?tpros~or operatora А :ј.Л Е:.1ГоЈА) 
j~ izolova.na tacka u б(А\w), tads, 7\, ,је sopst-чеn flч г рг111(,"I; 

огегаtога A\1f/" 

'mСRР,ГЛд. 5. (~?], Тheorem 2. 5) Ako iz oI,(A ..... 1\..)< l)O<c:l::1 i I!f' 

орегэ:tог А -7\ n.O~je kvazini1potehtan ni ha јеrlл()гn ћc"\,~I/~":';:""'-' 

'limen7,iorlalnom invarijantnom potprostorll" ta.da орnГ'il;n~" !-\ 

7.adovoljava Weyli'evu teoremH. 
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7:. ESerIC:i:ja1ni aproks ima tivni tackas ti s pektar 

Nekaje А € н(х) :( da(A)~prokSimativIOi tackasti эре!{-

tar о pera tora А ([241 '.' D~~fihitiOrI 1. 15), t ј . 
• (1" . ; 

. . 

:imIf 11 (А ~ 1L :Јх 11'::;:0 Ј . 
(\xll::;l 

& ( ~ ) је za tvогеш J}~ prazan podskup uб(л ),: ~6'(A),c. 6 (А) 
н , ' . ',-':';:~~:,:i':',i·:";~':·'-. ,1 

i 6 (л) С <5. (А) ([24], Theorem + •. 16·)'.:~::;:;·:::':7:('.·:'·:;~~,'" 
р а ... ' .~ . _. .: . 

Moglo bi se pos tavi ti pi tanje koj:h. је. nајуесј, porl::.:]rl 1 i1 

U 6 (А) koji је invar'ijantan u odnosu па kompaktnp. рсг·t 'Ј····. 
а . 

bacije? Sa tim u vezi.je sledec~ 

OEFINTCIJA 1. P:~'!cija1ni aproksimativ;·ni tackastj: __ :=-реk~~'lЕ. 
--

operatora А Е ВСХ),. oznacava эе эа d (А), јбвtе nnjyeC~; '.' еа ' 

POdBkup 6а (А) k.oji.je invarijantan и·ьапоэи па }COmrY1k:tt'1( 

pert1Jrbaci;1" 1 r .. j. 

п 6 (А ... К). 
К €K(X) а 

Iz; definicije se vidi аа јеОеа (А )zatvoren роdэk!l}Ј 11 <5('r1] (А), 

Ako је А Е в(х), definisimo funkciju е ва 

·е(А) = sup :iшrf IНА + K)xll. 
к е К(Х) I/xll=], 

п ({33]) ј е :iJs p:iJt:li:va.na ft'mnkci ја (mi.ruimum m оdНЙ1ЈЛ ) 

/А( Л) '= :iJшf \IAxll, 
\\xll=l 

:iJ poka7iana ,је ([33], Lemma 2. 2) sledeca nејес1nаkпэt 

1,ц(А) - ј(В)\ ~ ВА - вН, (А, в Е в(х)) (31)' 

_1!J;;rvr~l.~. Neka ј е А Е: В( х). Tada ј е 
(i) е(А) = е(А + К), к.:: К(Х), 
(:i.i) I f(л) -- ес в)1 ~ НА - BII, (А, В Ео В( х) ), 
(i.ii,) '0 ~ е(А) ~ \\АН I(" 
D'OKAZ: 1z definicije funkcije е. sledi (i). Neka ,је К Е ~г(X). 



Iz (31) sledi da је 

inf 'I(A + K)xt\ -: inf 1 .... '.' ..... К,х \\,~. \\АН. 
,'\\ХII=l "хН= 

"' .. 
>,\. 

Kako .је inrf \Iкхll = O,·ilimamo .da је 
\lx\\=l 

:Lnf Н( А + к):х 11 ~ НАН, 
1\х1l= 1 

, . 

а samim tim је i e(A)~·1\A\\. Pr_e~a.·:t~6~;~'~(,~:(~J.~iI1' !;jccJ.i j?~ (ј)ј 
Noka је К е к(х) i в e.~(X}. 1~ (31) eledi d~ је 

tшf \\( А + I() х Н - inf \1 (В + к ),х \ \ ~ \\А В \\, 
\\xl\ = 1 \\X\\==l. 

odnosno 

inтf \Н А + 1( )хН ~ "А ... в \1 + :imf Н( R + тох!l, 
\\х\\=l , \\X11=1 

~ \\А .;. В 11 + е( в ) • 

KR.ko је К Е К(Х) ргоizvоlјnо izabran operator :i.mamo (Iл. :if' 

Пk:о1ј.kо operatori А i В zamene mesta iz (32) 81e(li (:i.i.). 

OYim је dokaz 1ете zavrsen. 

Ll'~MJ,\:.}2o Neka је А Е в(х). Tada А еф+(х) i i(A) ~ () П/'Л 

јј. ВА,т о ako ј е е( А) > о. ft 

nПКАZ: Neka је А Е ф+(х) i i(A) ~ о. Na оэnоуи ([Ј]гјЈ, 

'rr18orem 30 9) p08toje operatori А 1 Е I3(X)i -к е !':( Х) i;~I/:r) 

с1 П. ј е А = А 1 + К ј. о{ ( А 1) = о. p.r ет а t от е, А Ј = Л _. Ј( f.. 

Ф,.(Х) i postoji konstanta с "'7 о ·tako da је cllxll ~ 11(1, К)ХII 

",а 13 vako х ~ Х. S ат im t im ј е i е( А - К) > О, t ј. е ( /\) > о 
(ЈЈста l(i». Ako је е(А) >0 postoji К б К(Х) tаkп c1~) ,је 
:јл Ј' 1\( А + К ) х 11 '> о. pr ет а t от е А + К Е ф+ ( Х) i с/.. (А + К) 
lIуl\=1 

::: О, Од.ауае 81edi аа 'је i(A + К) ~ О, odnosno i(l\) :::;0 
Ovim је lema dokazana. 
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LБМА 3. Neka ј е А Е. Б( Х ). Тааа ј, е ,'о 

(ii) 
'О .'II!I 

l)OY-ЛZ: (i) sledi iz definicijefunkcije е " ар;~.kSirnаоИv
nog tackastog spektra i esericijalnog аргоksil1йз.tivпоg t;l~
kas tog s pektra "о рега tora А. (ii) s 1ea~C 'i2jo(i.),-оLеm е 2 ј 
cinjenice аа је аш Х =Оо( ako је 6o~'~:{i~~i>J:(/J:~?'~·t;;'d~a 'iz (i) 

_о еа '0 

i. Leme 2 sledi da је de .. (A)' =ф, sto је u kontradi.kciji ВА 
ргеtроstачkоrn аа је dim Х == ОО).ОУiш је 1ета dokazana. 

TEOREМA 1. Neka ј е А Е: Б(-Х). Тааа Ј\. ~. 6еа. (А) ako .i s ат о 

ako А-1\. Е ф+ ( Х) i i( А .... Л) ~ о. . .. ,' 

ПОКАZ: Na osnovu Leme 2 i Leme :3 (i). 

1z Teoreme 1, vidimo аа је 

TEOREМA 2 о Neka је А е Б(Х). Tada је 

( i ) 

f)OKAZ: (i) sledi iz (33) i definicije skupa 6 (л). I:ј и) 
еа 

it cinjenice аа j~{A Е.В(Х):АЕф+(х) ј_ i(A» оЈ otvOT(m 

podskup 1,-11 Б(Х), s1edi da је 06еа (А) С ()беd.(А) о На n,:шо-,тl1 
, 

ТеОl'ете 3.1, (33) i (i) s1edi аа је ~6eт(A) С ~6еа(Л)' 

Ovim је dokaz teoreme zavrsen. 

Iz Теогете 2 vjJdimo da se d (А) dobija рорuпјя.vапјеm 
еа 

izvesni.h rupa u ~eo('CA), а da в'е беm(А) dobi1ja POP1..lYl:jQVR.-, 

п ~ ет izvesnih гира u 6еа (А). 

IЧ:ГМЕR 1. Neka је А ogranicen samokonjugovan орегэ,tог па 

}H1bertovom pros toru. Tada Ј' е 6 (А) =6 (А)::: .1. (Ј'\.). . еО( . еа °еm . 
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1)OKAZ: Sledi па оэпоуи Теor'ете 2,i cinjenice da је 6(А) 

rea1am ... 

ffiIMER 20 Neka је U'Oре~:9-tог; jednostranog pomeranjaJ. Тгн1.п 

ј е &еа. (.U) = {7\. Е ~ : 1"-1 ",{~f,J 1} ;; с. 

DOKAZ: Iz; ([38Ј" Solution 67) sledi da. је 6а (Јт), = с. РгеГГ111 

tome d (и) с с. Kako је 6 .(..и) ={?\.E-~.:H\1~\~ (Ггiтпе:г . еа ет ,..... ..... 
1. 2), s 1edi da ј е С С & (U)· (Teor~~ni~:~2:(14~52;:~,<··: ... , , · еа. _. . ' ..... 

:ГЛ IМ~R 3. "Neka ј е U о pera tor ј e,dnostranog .рот eran ј 9.. Trl,l'l, 

ј е о' еа (и"') = {iI. е <t : I /\1 ~ 1} ;. D. 

DOKAZ: Kako ј е 6ет ( ГЈ:") == D «(11] , Ехашр1е 1. 2 a.nd С oroJ1r1 Y'y 

2.6), sledi da је беа(U*)-;:) с (Teorema 2(ii). '7,а riyako 

Ii\\ <; 1 , па оэпоуи Primera 1. 2, и" - /t ј е FГ'еd.hо1rп оу о ре
rator'i :Ц т! -.71.) = 1 (sledi i·z cinjenice da је i( u~) = 1)_ 

Pr.ema tome, па оэпоуи Теогете 1 imaroo) da ј е d (и·)::> 1) ,С " 
еа ... 

Ы!::1'1А 4. Operator А Е. в(х) je'Rieszov: operator ako i П8,1II0 

а1со ј е cl (А) = {о}. 
еа 

DOI-:Л.Z: Neka је А Ries zov opera.tor. Tada 6 ew (11) = f о} ( I)o;'~" (~.-

d.ilca 10 301), 6ет (А) = 101 (Teorema 3.1), :L беа(Л) = 10 } .. 

ObrnHto, ргеtЈЮS tavimo da ј е d (А) = {O~" Тад.а ј 8 ~ тn (А) 
еа 8" 

= {о\ (Teorerna 2), i prema tome је ~ew(A) = {о}. РОПQ\ТО, 

ргј.mепоm Pos1edice 1. 3. 1 sledi da је А Rieszoy орегэ.l;ПЈ:'. 

cim е :i е 1ета d'okazana'" 

07.r'1.ac im о s а 

Prirn ettrno da 

В ( х) ]Ј . \ /, i da 

је Ф:( х) otvorena mul tip1ikativna веrnј_ nТЦП;:Т 

је71ф:-(Х) С 44(х) za svako лl о. 

~rТЮНЕМА 3 о Operator Е Е 'в( х.') zadovo1java us 10v 

б. (А + Е) = 6 (А), 
еа еа 

( ')·1 ) 
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za svako А-€: В( х) ako i вато akO Е Е р(ф; (х) ) • 

Т)ОКАZ: Ako E~ Р(ф:(х» i,i'\.t,dea(A), tada А -1LЕ:Ф_~(Х) 
(rr.eorema 1), i ргета torn'e А ~ Е".. 1L Е: ф;(:х:). Ропоуо, nл. 

, -: ~ . . 

оэnоуи Теогеrnе llt Ф 6еа(А + В). Ov:lm smo ?Ok~:i~li dяје 

6еа (Л + Е) С 6еа СА). Kako dobijena inkluzijava,z1 za SViJko 

А € B(X)i svako Е € р(ф:(х»),:Lrnаmоdа, je'd .(А)' = 
; "', 'о': , .C:"·i,',,_;, ,',': '.i: ;:::: '?':~:, ": .'," , , 

Сеа (А + Е + ( - Е» с Оеа (A~+E')! ()b:rri'ut:6/~:T~k6:-"'Je'ispub јЕ;n 

1J.S 10У (34) i, А Е Ф: (Х ), tada ј е ,А +,Е Е. Ф ; с х). :ЕТ еrn а t от r 

Е Е р(ф:сх», сirnе је dokaz teoreme,za.y:rsen. 

TF:OREМA 4 .. (35 ) 

DOKAZ: ф~(х) j~ ot'Joren pOdskup u Б(Х) iф:(Х) с ф+(х) • 
• ,1 

Kako ф+(х) пе sadTzi ni jednu rubnt~<tacku skupa ф:(х), n.'), 

оэпоуи Leme 2. 2." 2 irnато da је 

. ~--

р(ф+(х» с р(ф.;(х) Ј. 

1)а Ьј., dokazali (35), potrebno је јое dokazati inkl'LI7.:i,j 1 1 

l.l drugom srneru. Sa G( х) oznacimo skup svih iпvегtiЬilп:i 1'1, 

e1emenata u в(х).' Tada је G(Х)ф:(Х)сф:(х),ф~(х)('(Х)С 

ф~(х) i па оэпоуи Lerne 2. 2.3 sledi da је р(Ф:с'(» GУО

в;tГЕшi ideal. 121 Lerne 4 i Teoreme 3' sledi da s е iaea1 

р(ф:(х» sadJrzi u skџрu Rieszovih ореrг).tога.Ргеmа tome 1 

па оэпоуи Lerne 2. 5. 1 i Теогете 2. 5.;3 irna.mo О.а :Је 

Р(ф:(х) r с Р(ф(х). (36 ) 

"[-re·tpostavimo d~ А Е ф+(х) i Е Е р(ф:(х». Ako је А Е 

ф:(х), tada је А + ЕСф:(х). Prema tome А +БЕф+(х) i 

Е Е Р(ф+(х». Ako је АЕ. ф+(х),ф~(х), tad.a па оsпоvu. 

'Геогещо 1 шато da је А Еф+(х) i i(A) '> о. Ovim fЗInо роkп..-

2;a1i (la ј е А € ф( х), i zbog (36) А + Е с ф( х). Pr ета '~()П1!3 
А + I~ еф+(х) il ЕЕ Р(ф+сх», сше jeteorema dokazana. 

-.: 

'. ' 

'., 

'. 

. ... " 
" 
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ТТ:ЮНЕМА 5'. Nekaj е А Е в( х) ,i р po1inom. Тааа је 

6еа (P(A~) с р (6еа (А)Ј· 
~ •• )o., .' 

'0 OKAZ: М oz ет о pre tpos taviti , аа, pnij е konstan~a:~ ,Nelca , 
,.; . 

7t i р {6еа (А)}. Zapisavsi ' ' ,.,.',' 

imтno 
, ..... -

р ( А) - л ~ с (А - ff1 ) . ~ • (А -,и ) .. 
п. 

(33) 

Za эуаЈсо Ј:, Р(Нј ) == 1L (/. Р{беа сд)} ј ,prema tome}tj f/; 6еа (д), 
t,l. А -,.чјЕ:ф~(Х)' (Teorema 1'). Тааа, iz (38) sledi Р(А)

JL Е.ф:(х), tj.Jt rj. 6еа(Р(А)') (rCeorema 1). Оуiш je.~~eoгeтa 

dokazana. 

Sledeci primer pokazuje da ink1uzija (37) moze oi.iji. PГ;1.'·~.J.. 

ЛLIМER 4.lJeka је А == и~e(и + 2)" gde је U operator :јf:с1по-. 
S tavnog рот eranja, i neka ј е р(7\.) == 1t( 7L .... 2). ТеЛа О Е 

р {6еа (А)} i О rj. 6еа ( р( А) ) • 

DOlCA.Z: Р(А) == А(А - 2) == (u"'е(п+ 2.»«U 1l
_ 2) е И); 

kako је Lt' Freclho1mov operator эа indeksom 1, i l-::'1,ko n1l 1,] ! 

2 :il п~ - 2 ~nvertibilni operatori, sledi da эи А i f\ - ~' 

Predl1olmovi operatori эа indeksima 1 i - 1, res рсlсtivло. 

Pr.ema .tome, па оэпоуи Теогете 10 2. 3, Р(А) јеFт'еГUlоlrП(Ј'! 

орега:tог эа indeksom О, iL О, (ј.6еа (Р(А» (~reorema 1). [:1:1 1<·, 

је А 1jlredholmov operator эа indeksom 1, iz (33) эЈед.ј, (1':1 

О Е.беа(А). OVо pokazuje аа је 0== р(о) Е Р{6'еа(Л)}, r:i'j'" 

је c10kaz zavrsen. 

АЈсо је А ogranicen samokonjugovan operator па Hi.Jberbo ... 

уот pJ:'ostoru Н, tada је &~;(A) =6еа(А) (Primer 1). (isiJп 

tOR;a ,6(А) == ($ (А), i па osnovuTeoreme 3.2 i (30) iтne.rrj(1 
а 

с1а .1 е 

.... 

.. ' 

. '. 



" (А) = d (А)" 1i (А). 
еа "а 1'10 " 

(3[3) 

Mog10 bi se postaviti pitanjekqji sve operatori z~Лоv-()1,iа-. 

у а ј u r е 1а с i ј u (3 8 )? S а Ј~Ш и Уе z i ј е s 1 е d е с а 
.,"". 

DEI"INICIJA 20 Neka је х'Ваnасћоу proqtor i,:'.AE'B(X). Оре..;. 
rator А zadovoljava a-wеу1iеV1U.1 tеоremuаkО'је,' "" 

-.,"" 

.,.-. .:'1. 
(39) 

,:~j~;.~.':,~~~," , 
а -

gdell t»(A)oznacava skup sO'pstveilih Vred:nos;ti operatora А 

konacne Yi..sestruko5t \ ite sppstverte vrednosti S11 izо10 i[Э.лс; 
, , а 

tacke и 6а (А) (tj -,Л Е гг оо(А), ~k:O ј е О < t!..( А .... л) < ()о i 7\. 

је izolovana tackn 1.А Оа (А)) •. 

Relacija (39) trazlik"nje ~eoa relacije (38), jer је 1.1. 

opstem slucaju?l Ј.А) С 1f~(A'). Ako је А samоkопјцgОVШl I)Ј1С

l.'ator, tada je1!QO(A) =1!;(А), i operator А zadovoljava ге]Јl.-

ciju (39)0 Оуа cinjenica nауе1а nаэ је па ispitivanjc ~iгr 

klaseoperatora koji zadovoljavaju uslov (39). 

.. . 

,. 
" 

. ...... 
" 

'. 

.,:ffiINIER 5!,. Neka је А Е в(х) kompaktan operator ва ЬеS(\:ОПn,;~л:iгп '.' 

spektrom. Тааа је 6еа(А} = {о} ,11:'(А) = 6(А) "" {о}, 6а (Л) --

б( А) i opera'tor А zаdюvо1јаvа a~Wa..:Y71ievu teoremu. 

HlIMНiR 5 .. ~ Neka је Т operator эа sJcrtim spektrq.m, razmrJ,'I';";1,J' 

11 ([10], Exarnple 1). Тааа је dern(T) = 6(Т) ::: 1i~(rf1) :::о {ОЈ 

( [10] " Ехarnр1е 1), i opera tor Т nе zadovol:j-ava WeyIieYlJ 

teorem11. Kako је 6еа(Т) ::: Оа(Т) =1f~(T) ::: {О/-, орегэ.tог '[1 

пе zadovo1java ni a-Weylievu teoremu. 

1)EFINICIJA 3 о ([21] ~--Neka је Н Hilbertov prostor. ОреГEl'tс'I' 

А Е В( Н) је hiропоггпаlаn ako је А" А ~ АА*' • 

. 1'EOREMA б о Neka је Н ii i.lbertov prostor i А Е В(Н). Ako је 
• • 

А hiponorrnalan operptor) 1здА operator А zаdоvо1,iэ.vа ;; 

a-Weylievu tео:гсmu.. .. , 

. ..... 

. . . . .... 
:' . 

- . , .. 

! 
I , 

i i 

i : 
, , 

• ! i 

i : ,. 

• : I 



i(A - 1\.} , о «Те::огеша 1.). ћ';еша tome 0< «(А - 7\.)< оо. . ' *' 
Kako ј е орега tor (А - 7\.) " hiponorma1an ( [91) , XI о Lernma 

5. 3) ~ iшаш о da ј е N( (А - 1\. ) $ ) С N( А-?\.), odnosno 0« (А "-. ~,. 

71.) )" rЛ(А - Jt,) о Kako је' (Ј(А ~ 7\,) = ol( (А - 71.) ) (Теогеrnа 
,t,· ' 

.1 .. 2 о 5), v:Ldimo da je:i(A - Л) ~ r1.(A - Л)-~(А .... 71..) ')- О. 
." С" '. Pг~ma torne i(A -,1t.) = о, i. i((A -/t) )= о (Тёогеmа1. 2. 

5). N8. оэnоуи ([21Ј , Theoreт' (3. 1» ii. jeizolovana tп.~IСI. 

... 
' .. 

и ($( fI..»-), odak1e sledi da је /t i'zolovana tacka ]Ј 6(А) .. Г!:'СГП:Ј,. '. 

tornel\. Е 1Т:О( А) о Ovim эrnо 'pokaza1i dа:Ј~~;:iS~.{Ј~дс,"l1~(А) С 'о 
6 (А) о Pokazimo sada 6brn~tu i~ki uzij и. 'P.retpos tavj_mo ,Ј;·) 
еа. . 

je'llo € 6~a(A). Akoje 7t o 6 fl:O(A),t~da је о <cI.(л - It()<t::.o 

i posto,ji 8.> О tako daJtjl6a (A) za svakoJt, koje 7.adovoJ<I,'I

Уа иэ1оу О < lJl. ~ /Lo\.( о . Prematome "(Л -л) = О, i ki1!co 

* ј е (А - 1\. ) hiliponorma1an орега tor «(91) , XI. Lemrna 5. 3), 

sledid.,( (А -7\.):.111) = о. Ргета tome А -Jl..је invertibilan OГIГ~_. 
rator i,?l. је izo1ovana tacka u б(Л), odakle sledi da ;је ('1 

о ' 
. ~ * 

о О 

izolovana tacka u б( (А -1\0) ). Kako је (А - 7\.0) h'iРОПОПrJ;'що .' 

Ј;аn operator i О <Ј.(А .... /\.0):::: (Ь«А - Ло)*)<оо, У)Я, ОЗП'--У'Сl1 

([(Н], XI. I,eтma 5.5) irпато da је (А -7t.о).frефuг) ј, 

ј; ( (л - Jt. о )*) = о. рг ет а t от е ii о f. 6 ет (А* ) (Т е ог еll1 а Јј. Ј) 
. . 

ј, /t o ~ 6ет (л) «(11], Corol1ary 2. 9). Ovo је и kontrr!Jl:i k-

r:i.ji эа pretpostavkom da 71.0 Е Gea(A)~ Prema tome ЛС) Е 

6 (л) ,Л:'(А), cime је teorema dokazana. 
а 

!-:~~OHE!\~~~ 7 .l'Jeka је Х Banachov pr08tor. Орега tOI' ;А Е ЕСк) 

?,.!1.c1ovoljava a-Wey1iev/u teorem1J. ako i эато ako 

(ј.) ј-Z'ЛG.7Т~(А) 81edi R(A - ,,-) је zatvoren 81<:11Р t.l Х , 

(ј.ј.) iz А -ЛЕ::ф~(х) slep.i 7\. nije unutrasnja tэ.СkR. ~1ku{1~), 

cl (Л)о 
а 

l)()!{AZ: Pretpostavimo da o'perator А zadovoljava a-'Nеу-lј~"IЈ 

t eor ет u i da ј е lt. Е: 17;'( А). Tada7t d. 6 (А) ј. па оспоу1Ј. Ђ'" (\-у;. еа 

r.~me 1. R(A -л) је zatvoren skup u Х. OVim је dol\:a7.ano .. (i), 

!)ahi dokaza1i (ii) pretpost avimo da је А -леФ:Сi:) о 
~. 

" 
о • 

.. 
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Тааа ,па оэnоуи Teorem е limarnol\. rI- 6еа (А); prema t ат е 

Л € (4: "ба (А) ) U f/~( А). Оуiш ј е pokazano da Л l1i,j е l)лн·l~гп.-
. . 

эnја tacka slcupa ds3.U~:).>Obratn(),.pretPostavirno аа opera-

tor А zadovoljava uslove;\i) i (ii), i da j.elL~d (А)" 
. ..:, ...•. а . 

6 СА). P.rеща tome А -7tЕ.ф+-(х) (Теогета 1,),:L \.г; '(j.i) 
еа . . 

FJ ledi da Л nij е unutrasnja tacka skupa 6а( А- ).·Osim (јО[;n. 1 

kako је Н(А -~)zatvoren skup u Х шат;:р,-,~~~~ј~ .. :.о:":~<оС(А .. -
iL)<r;:;p •. Ыа osnovu ([4БЈ; IV. Тheorem 5,.31)·po~to,jiO> О, 
tako аа jer).(A - z) konstanta i А - ZЕф:(х) za svako 2~ 
koje zadoV:'oljava uslov О < I z- ~t< do ~ako ?t. n:ije illll.lt

гаэnја tacka skupa ~a\A), ~osto.ji z ва gore роmепџtоrn 0.30-

b.i:nCXn tako da је ze O;'da(A). ј)сеmа tome d.(A - z) = о i 

с;оге pomenuta ko.nstanta је O~ OV7iш эrnо po.kazali аа 7t Е. 

'Ј(~(л), odak1e sJ.ed~ da ј е беа (А) ::> 6а (А)\. Л :О(А). D оkаZ5.ПlО 

obrnlutu ink:lum.juo 'Ako~ Е tSea(A) i71e.ll:O(A), tada је 0< . 

Ј..(А -7\.)<00 i zbo.g (ЈЈ) R(A -/1.) је zatvoren s:kup 11 X~ Т"'сrrщ 

to.me А -ле.ф+(х), i па osno.vu Теогernе i шато. da је ј-(А -. 

?L) > Оо Zbo.g neprekidno.sti indeksa (Теогета 10 2. 4) г,},ј'ј 

аа ј е ,1t; unutrasnja tacka skupa 6а (А) о (Ј1.то ,ј е u kо.n.tгасl j.k-· 

ciji Ва pretpostavkom da7L E.l1~(A). Prema tome 6еа (А) С. 
6а (А)'n:;/А), cirne је d'okaz teorerne zavI'sen'. 
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RIESZOVA TEORIJA U ВАNАСНОVПЈ.[ ALGEBRAМA 

1. Kompaktan e1emenat рс FreUndlich~V'a:.j"/' 
-,', '," 

Ргоuсауапје kompaktnih e1emenata и BanachoviJrn аlг"еh"','!I[!:1 

za эуој uzor ima teoriju Riesza-Schaudera za kоmраktпс ор';-, 

ratore u Banachovoj algebri В(Х). Uliteraturi је zabell'>

zепо neko1iko razlici tih defri:.nicija kompa)ttnog еlеmеn t;all 

Banach6voj algebri. , . 
DEJTINICIJA 1. ([31], Definition Ј,. 1 (3~ 2» Neka ,-је А 

, . 

, ,,' 

. . 
komuta'tivna Banachova a1gebt·;1. Elemenat а € А је kom~!:.~'~,C!~". ' .. 

U;:onacno-dimenziona1an) ро Ii'cr;l~mdilichovoj ako је preH1'i,k; •. " 

vапје x~ax, х 6А, kompaktan (kQllaспо-dimепziопа1вл) 

opera tor па А. 

Па bi uprosti1i -~;(,crninologiju, ako је а Е А kОIПtЈ3,!СС;НI 

(kопаспо-diтnепziопа};lП) elemenat ро Fre1Jndlichovoj na:;~j,г:!,· 

С,ето р:,а f-kompaktan (f-konacno-dimenzionalan L ?:,,:~.(;r~r:,;J:~~'_~" 
~kup svih f-kompaktnih (f-kопаспо-diЩепziопа1пih) e1ernctl'!. r,·, .' . 
oznacavamo эа C

f 
(F

f
). 1) 

ТШ)RИ\IА 10 ((31], Theorem 3. 1 ) Neka је а Е:: А iJ1vrr"cibi }III 

еlетпеЈ}.аtо Tada а је f-kompaktan e1emel'lat ako i ~)ЭЈПО a l(() 11' 

А kопаспо-dimепziопа1па a1gebra. 

ГГ~ОRиvrА 20 ((31], Theorem 3.2) Ff је idea1 u А. C:
I 

,је 

za ·tvoren id еа1 u А, ,Osim toga F f С Ff с Cf • 

::;yaki f-konacno-dimenzionalan elemenat је ј, f-kОШрП.k:t Г'I' 

еlеmепа'Ь; obrnuto nije tacno ([311, s.tr. 276) 

Ј.) Ла Ьј. razlikovali razne vrs te kоmраktпih е1еm. r,;пп'сп ([31] 
[10(1], (1011) uve1i это oznake f-kошраktап, V-)':ОПlD:l);:tГЈЈ1, . 

k-k::omраlсЬап, gde slova f 1 v;i k odgovarajl1 lю(:5сt:;п'iЈ11 iЈЈ,u\гilii 
iJr: е 1'1 а 8.Htorc: res p~kti уnо. Апа1о~по ров tHpamo ј" ]cocl, г~]:~;;1i (~. ,: 
tlh vrs ta Rles zovlh elemena ta ( L101) , [951, [() '1-1)" 



57 

Т}!:;ОНЕМА ~ .. ([31] ~ Coro11ary 3. 1) Ako је а Е А idempotoli-

tan i f-kompaktan e1eтenat"tadaije а, i f-kоnасnо-d:Lтеn·-

ziona1an e1emena"t. 

ТБОRЕМА 4" .' ((31] , str. ,,2"77), Neka је А ·hеskопаСnо-с1imепz:iЈЈ'
nа1nа kbmutativna Banachova a1gebra .. 'Ako j,~ a.·~:A Ј-kоnэf\nо 

dimenziona1an-e1emenat, tada је elemenata deJilaQ nlJ.le. 

П opstem slucaju obrat Teoreme 4 ney?:~1 С(31}.,.f:J'tг. 27(7). 
. -... .,' -; ~~:~~/:~:.~: :.~~~:f·~(:{:·~··.~· ... ~~;'. -' .... ,~ .. _ .. ,... , 

ТЕОRБМА 5 о «(13], . Theorem 2') Neka је а Е ,'А f":'k~mpak-ban 
e1emena:t;. Tada О је jedino moguca tасkапаgоmi1аvапја Е'I",гщ 

6( а) о Os i~ toga; ako ј е ~. -10 i ,11. Е.б( а}, tada posto;j i 1Ј. Е А 
tako аа ј е аи ::: Jt,u i u =Ј о. 

N eka ј е а €. А f -kom paktan еlЈет епа. t " ft F О i 1t е 6( э, ) • 

Oznacimo sa 

Na osnovu Teoreme 1. 1L. 4(3), pos toji najmanji ргiгоdаn 

broj' V:. (ind eks оа ~) tako аа ј е Nv + 1 ::: Nv • Mozc f3 е pok~!,

zati аа је Nk ::: Иу za svako k ~ У. 

ТЕОREJV[Л б о ( 13 , Theorem 3) (i) А = Nф 11 • 
у, ут 

(ii) 1 ::: р ±, q, gde su р i Ч idempotentni i jediJ1i('~ni ('1 (>-

шепti u poda1gebrarna Nvr iL l\r respektiVnO. 

"" (i.ii) (а ;..; .fI,)q је in,rertibilan e1emenat u odnOSlJ. пп ])0'1-· 

a1r;ebru Rvr, tjo postoji b€ Ну tako аа је (а .,.. Л)СЈћ :::: 1) 

(а - fL,)q ::: qo 

( i у) (а- ~) Ry ::: FY о 
. ,r -1- ] 

(У) V је na.jma.nji. prirQ~.an.b:r'oj _ta.ko аа ,је (а - ""')' ,. "А :с 

(а - 7\..)VЛ ... 

NАРОl\![БЈ\ТА 10 U ([~31) је pokazano йа ве spektralna teor:L.jn. 

Пiе.S7.3.-Sсh.аudега za kornpaktne operator8 и В(Х) moze dobiij:i 

ргirп елоm е 1ementarne tehnike BanacJ10\l,11 alge Ьт i. Za 'I~a ':'i" 

:rа7,шэ.tгаПја оа znacaja је 



гr.)ЮР.И:I~~ ([131, Theoremll) Neka је А Е в(х) kОШР·'Ј.k:tап 
орега tor i sa УА oznacimo centraliza tor opera tora 1\ ,C,-i , 

УА = (13 € Б( Х) : АБ =. ВА} • Tada pres1ikavanj е В ~ ЛВ, 

в 6 УА' ј е kompaktan ореl'Ћtог па УА.' 

ТЈ ( l58] , Тheorem 5 ) је kons truisan opera tor А € В( :-:1 ) 
ko,ji nije kompaktan operator а preslikavan,je B~A]3 је i<.::o"',--

paktan operator па УА. U tom SlиСајН.А~А.~:.~~~~~~ч~:по Ri()~; '.', (,IT 

opera tor ((ЈА1 " Theorem 2 ); 

2. Kompakian e1emenat ро Va1i 

ЛаnRсhоv prostor ogranicenih linearl i Jll operatora оа 'P~ . 1.1 
l 

Ek (i, k = 1,2,3,4). Za operatore А Е. Б(Ез , E
4

)r 'r €. 

B(~~~, Ез ) i С €.B(E1 , Е2 ) formirajmo kompoziciono ргеп1 il .: с ,." 

уапје АТС El~E4. Neka su А i С fiksirani орега'l;огi; '1, 

т ргоlаzi skирош В(Е'2' Е3). stavimo АТС. = v('r). Ђ:нЈд у .ii' 

o«rRnicen linearan operator 

ГГI~.f~1Ј~!I}._~ ([99], Theorem 3, lAOOj, stro 3) .Ргеslikо.,r:Нli' 
T~Y(ГГ) = АТС, gd.e је Af О i С 1- О, је kompaktan (ko J "'-

~ПО-d,iП1епziопаlап) operator ako i saтo akQftsu Л i С Ј:ПI 1 ! .... 

Г;:ЈЈсtПј, (konacno-dim enzionalni) орега tori. 

9J~~~I.N]j;I,TA1~ ([~oo)) Neka је А Banachova a1gf)bra i :1 Е А, 
~~~I.:.~;~~l.~па t_ .. Cl ј е Јсот paktan "( konacno-dimenzio~~=--~:.!!J-1.:()~~1}'i 
~.l{:o је preslj,kavanje X~ аха, х, Е: А, kompaktan (kО"'lГ;n П . 

dimen~iona1an) operator,na ~. 

ТЈ l>lЛГ1с)i.О\fој a1gebri в(х) elemenat В 6 В(Х) је k:omp:,,]rt;:!!1 

(l.::опаСпо-dј_тепziопаlап) ро' Vali ako i SА.ШО ako је В !-01;1 ... 

raktan (konacno-dimenzionalan) operator (Teorema 1). 

1)3. bi uprostiliterminologiju, ako је а ~ А kO!llr):=:1!C1;:I'1 

( k:опаспо-dim enzionalan) е1еm епа t p(~ Vali na2~i ya{~ е]ТI о p'~J. 

y-kоmраk'~8дО(v-kопаспо-dimепziопаlан) е1еmепа-t. ~~k']J) ~",,;!, 

О. 
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у-Јсот paktnih (v-konacno-dimenzionalnih) elern еnа tF1. о?;па'у.n.···· 

уarnо еа Су (Fv)o 

Neka је а € А. Akoje pres likavanj е х ~ ах 1 х Е. А, krp ... 

paktan (kon~cno-dim enZj:.Ppalan) opera tor tadaj е ј. ггe::~ '1. -ј ... _ 
0\' . . . 

kavanje х ~ аха, х Е А, kompaktan (kоnаСnо~diф$hZiопгЈ.аn) 

opera tor. Prema tome, svaki f-kompaktan (i-ko11~;~;no-a.imen-. 
zionalan) elemenat је v-kompaktan (v-kоnаСnо.i(iimеп',;iОП~')';:·I) 

еlеrnеnэ.t; obrnHto nе vazi. Primetimq Ci.J3..akoje. НЕ 13(;() i 

pr ее likavan.j е Т ~ ВТ Ј' Т: ~ В( х) ,_ kощр~k:1;~1i:iО~Р:ёу.аtог ш·ј }',~ Х) ј 
. - . . 

tаdя је В n.ula operator (Teorema 1, 1.1 ovomf'l1ucajl1 :i е с ~." 1 

identicanooperator). 

LEMA' 1.. (I1 OQ1, pr о pos i ti оп 1) С",. ј е za tvor еп роа!'Ј kHP 1Ј. f\ 

РОЗLЕО IeA 1 о ([100].,. s tr. 4) 

, Lb1J\~A 2., ([100], Proposition'2) АЈсСЈ је аЕ А idempotentLli'1 
.. , 

1 v-kompaktan elemenat, tada је П'1f .... kоnасп()-dirnеП7,iОЈlпЈfЈ~' 

elemena to 

... I,БИА 3 .. ([100Ј, Proposit.ion 3) Neka је а еА y-kОГrJр{'1.ki;~lrl 
(V-kоnаСПО-dјљепziоnаlап) elernena:t. Тааа еи ан i. 1ЈГI. у·_,,·о,·,···· 

paktni (v-konacno-dimenzionalni) elementi za syako 1.1 Е;:: А.. 

Мебнtim, н opstem slucaju СУ1 (Fy ) nije idea1 (О.о(3}, ~;I;I'. 5), 

тIМEOBA 1. Postoje a1gebre kod kojih је skup С (l i",r) i'lr"1.' о 
. у v 

)\Ја rrimer ti Banachovoj a1gebri в(х) је Су = к(х) ( Ру == !I'(X)) 

jid·eal. U С -algebrama Су; (Fy ) је ideal ([}08Ј, T'heorem). 

П ~'3еЛ1~-ргiт Banachovim algebrama 'Fv је ideal ([671, (~m'о-· 

11ary 3.5); nije poznato da l:j.·JiЭ,t·i С idея.1 • 
. , "., УI 

rгBORJi:NiA 2. ([L07J, Тheoгeт 1.5) Neka,je А besko1'l!lCrl(I-!i.!rI >:i l ••• 

• _- . . ' '. :~1~ .. ,' }~:'i\,K '~:: ~_,_~ ., _ _ . 

z~lonalnal J3anachova algebra.· AkQ, .. j ei а Е:: А 'v-kО1'1аспо-Ј iгn ('11--

7:iОШЭ.1ап elemenat tada је а deli1ac nи1е" 

~'EOHT~MA 3~ ([100Ј,. Proposition 10) Neka је аЕ Ay-_l'оm]I"),:" 
--- 1Ј.-

'Gan e1eme~a:!; i· Nk = {и ~ А : аи = ид i (1 - а. )_I.u -= ОЈ /;~. k ,. 

1. ?, •••• Тааа postoji prirodan broj р, tako аа је Nk~.= Np 

za svako k ~. р. 

.~ 
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гrБОRЕМА 4,0 ([1071], Theorem 1. б) Neka је а Е А v-koтnp'!,kl~;:!1 
e1emenat. Tada је 6(av najvise prebrojivl skup ва О јГ)гliЈIСЈ 

mоguсош tackom nagomilavanja. Spektarv-kоnаСnО-diшеnziп.

nalnog e1ementa ј е konacan skup • 

. рОsI~БDIСА 20 ([107]" Coro11ary) Neka је В zatvo:rena тюd':l!'(:-, 
bra u А ва istom jedinicom kao i А .. Ako је аЕ. В v-kornprl! ... " 

tan e1emenat u В, tada је б'в(а) = 6(а), 

ТЕОПТ!МА 5. Neka "ј:е А ье~kо~аСnО-:-diшеn:z,.i6r1~1:К~~~:tгасt10'Г:э. 
a1gebra, а € А v-kompaktan е1етеnа l ;, J'L.. t=. о i~E6( а). Лk:о ј е 

~ (а) spektra1na projekcija koja odqovara tacki it i а, ·t'\,l:1 

је Р"",(а) v-konacno-dimenziona1an eJerv,eI1at. 

DOKAZ: Ako p:;l\. Са )АР", (а) ровша tramo i<эо Banachovu а1с;с [)J~l' 

SCl. jedinicom pi'\.o(a),tada је ОП ( )л. ( )(ap~(a» = {/t} 
.' ;01". а ~Рл. а 

( [18]" 1. §4 .:~ 11. (25»)" Prema tome ар?\- (а) ј е јmу(']г "Ьiћil С1" 

e1emcnat u р .. (a)AP~(a')' i post(') ,!и) Е р .. (а)Ар' {~}, tп,k:о г1.', 
"" ." ,"" 1\. 

је Р",,(а) = 8.p~(a'~bJ. Kako је р y,-kompaktan e1emeHat , 'г,л .-ј е , 

i R (а'Ј vт-kompaktaru e1emenat (LeII1la 3)0 Озim toga, l·~~J.k:() ,је 

"" 
P7\io(rt) :iJ.dempotentane1ernenat c11edida је Р1\-(а) vt-kоnrl,СПО"", 

г1!ilпеnziоnа1аn e1emenat (Lema 2). Оуiш ј е tеоrетпа cloIC"17.HI1". 

ffiЛ'ir,§,?ВА 2. Mog10 bi se postav'iti pitanje kakve oHolJirl" 

ima ргеs1ikаvащlе v iz rVeoreme 1" ako А t.. С nclf3lЯ) kогпr)'ll~I,~li 

opera-tori? Uko1iko S.ll А 1. С R:h.esz,o;v,jJ. operatori, rлСН"Ј.mп 

~;altt еvч ti аа .ј е E1 = Е2 :iL Ез = Е4 • 

'rl~Or;I,;r!il\ 6 Q ([3], Theorem 2) Леkа је 11,т2 o,per:atop c1e:[j,Ylje:'I'l 
":'.~ . :'1 ,\\.- ~~ ... 

~ Teoremi 3. 2. 40 Tada 
.. . ........ , . '"~ .. 

(јl.) 1rГ2 jekvтazi~nilpotentan operator ako јј вато ;'lko1'" 

'ГЈ{ jl)j]; Т2 kvazi-:no_1 poten tan о pera tor • 

(ii!) Лkо је 1~Г2 R:iшszоv operator:,i nije kV8.z:t-nilро·t;епt;,ч, 

operгttor, tada ви Т1 i Т2 Rieszovi operatori. 

[(oristeci rezultate Teoreme б i ;iFos1edice 3. ? ?," 

Ј. -о. Л1ехаndеr С[3]) је uopstio ројат Hi'es7.ov-i1-1 ОГ)r~I:'~I.I;I' 
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i.s рј. t1-lј1Ј.Сi u proizvo1jnoj Banachovoj a1gebri А eleтn E·ml;" 

а Е:. A~a koj>:! је pres1ikavanje x~axa, х б А, НјЈе':'?;оу 

operatoro Pokusa1i smo da sl:!-cna razmatranja ргimеп:iЈfJО 

па druge operatore. Kakc} је к(х) С Б(Х) с.П(Х),,(теогеm," 

2. 5. 3), mog1o se ocekivati da ako su А iСstГО,rr.О-f:зiп-

gu1arni opera tori vazi "ana1ogni" rezu1 ta t z.a. pref11ik,lY;' п i (. 

V iz Teoreme 10 Мебutim, slede6e tvroenje nijeta~no: ПГ'п,., 

ГА. i;ri А i С s и srogo-s ingu1arni akO-~;iс~~;s,smЈ?:'-a.kО'.~ј е Т ~ 
..... • ';"",' '"' '. ' "о <": "':. ~.-:~_ _ . " .. _'. 

У( Т) = АТС, Т G В( Е2 , Ез ) ,-strogo-singularan . ор'ега tor о 

АЈсо bi pretposta-vi1i da је pomenuto tv:t'oenje tacno, ·tпгl'· 

nG. isti n;;'cin, kao sto se pokazuje kod kompaktnih ореГГ1,-
tora ([13), Ехаrпр1е 1), odnosno kod Rie~ zovih орегп tOT '" 

([3]; str. 231),pokaza1i bi da је opc:rator.A stг()С'о-",~п.-

Ј k ' k' ,CI'" t 'Ј gti .. aran ао l saтo а о Је opera-ror А s гоgО-SlПf, l l .. агп у', 

а ОУО ni ј е tacno «(3 5}, s tr.' 92::. Ргета tome, (ZF1 ll;:?,~i) 

oRtaje i dalje ргоЫет kako definisati s;tr.cgo-siпgu1А.г:'Pl 

e1emenat и proizvo1jnoj Bana('h оуо,ј a.lgebri, tako О.а 1.1 :5аnа· 

сп.оуој a1gebri в(х) stгоgо-s:ihS)ulагаn e1emenat је ,~tго'со-

ninGu1aran operator. 
.. 

30 K6mpaktan e1emenat ро Vese1i6u 

"т1I;;То'ТNIСIЈЛ 1. ([95} , str. 145) Neka је А BanachoyF1. аlе:е1)1"э'" 

Еlпmеnаt а Е А је alr;ebarski e1emenat ako p09to;ii ne-nu1a 

l-соmрЈеkf3ап polinom p(z), tako da је р(а) = о. 

T~o7.e ве pokazati da" је ova definicij8~ e.kvj_vB.le:rl"t;nr:J "1 

~::;a 11810уоm d im А (а) < 1:>0, gd. е А (а) oznacava r:t1,g;e hrl1 ~el1er L-

D:_~'~11:T::::ij_~<T~2~ ((}jO~ Ј Defini tj.o.n 3) E1emenat r:t Е: Л је' 
~?·О!:l:.?:.?по_-=д.irnепziопаlап (degenerisan) ро V~8eli(~,l~ пkп :i'~ 

bq ~]Gebarski ~lemenat za svako Ь е А. 

1).'1, Ьј flprostili terminologiju, ako је а е. А kOfl"".Ar 1 o-d·iIYlеУ\

!',ir:па1э.n elemenat ро Vese1icu kaza6emo da је а k-kоnасI1Q-:

(J.j.тne~7,ionala~ elemenat ~ 1) Skup sv:m k~kопаСПО-(lirГ]е"lzi m 'aln i h 

е1ет ена ta oznacavamo SR Fk • 

l! џ Пzеli Бmо oznaku k-konacno-dimenzionalan еlеrnеП'1 t '.7jrl(1·· 

imena Кresimir Vese1i6 ;obicno эе koristi tегmј.пk:ола~;ПГ1,
v.irnenzj.ona1an (Јсопасап) e1emenat а пе dеgen~riSЭЈl с1еГРГ'11". 1,,, 

.' 

," 
,,-

.. ' 

~ .. .. " 

; 

'1' 

.~ I 

.·1 
,:'ј 
ii 
[~! 
li 
1: 
! 

'!! 
,,1 
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1:' 

:1 
,1 
" 
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Г.~БОRF;МЛ 1,; ([10Ј] , 1.neoreт 4) Fk је dvтo-strani idegl 11 А, 

РОSТ/[illIСЛ 10 С [10Ј] , Coro11ary 5) Neka је а Е А. 3:11е(1.е65_ 
l1sJovi su ekviva1entni, 

( i ) Аа ее sastoji оа a1gebarskih е lет епа t.a,~, ::\' 

аА эе sastoJi оа algebarskih eleт епа ta,"· 

(iii) АаА эе sasi;oji оа _algebarskihel,?,inEmata.!~ 
'.,.:-:---_ ..... , .,'; ... -,,-:::"'-' 

, ;"'-", 

u 13anachovoj а1gеЬгiВ(Х-) skup svih k-'kопаСпо-dimепziл ... 

na1nj.h e1eroenata jeste ideal ,konacno~dimenzionalnHl opeY"j-

tога F(X) ((4-8] ~ str. 292); оуо эе moze. pokazati i :63. опrн),

уи Teoreme 50 l"Јет је в(х) роЈ.шргоstа Banachova аlр;еЬ:Г1 

( [7i7] , s ,tr о 278), с ok1a (Def:imtic:ija 510 l) u в( Х) ј е icl C'l,:!. 

F(X) ((77Ј у str. 2'fi8) јј, Fk је najveci idea1 sad.r~aQ 1Ј. П!(1)I)I1 

algebarsk\h elemenata (Teorema 1 i Pos1edica 1). 

rJ~LOREMA ?_", ( [ЈЈО1] , Тheoг ет 6) Ako ј е а €- А v-konacno-<1 :ј[ll С ' ј_· 
z:i.on.a1an r';emenat, 'tac1a је а k~kопас;оdј.mепziопа1э.n. elc1!,r'r'I,i:,·I;p 

Obr8,t Teoreme 2 пе vazi ((101] , Ехатр1е 7). 

IЈ E1'1Т л' 1-:-, ( [101] , Proposition 9) Neka је а Е А i(l-етnрсtјО'lt:)'" 
еlеюепаt. Тааа а је k-konacno-dimenziona1an е1еrпеПГlt; аkл ., 

f::;~mo ako аха generise konacno-dimenzionalnu alF';etJTIJ 7.<1. 

svako х € Ао 

f)!';РЏ'JIСIЈЛ 3 о ([95]~, str'. 146) Neka јеа Е Л i fZ;n.(П) ~ Л-? 

( 7\, - а) - ЈЈ, 7t,€ Ј( ~), re z01ven tna fUl1kc i ја е1еm еп ·Ьа ;1. 'P;li; "1 

Ао Е 6(а) је pol za а ako је I't.o,,;!pol rezolvel1tne f1Iл'и~iјг' 
о.'',: ': '0', 

H7I.(a). 

T}~;Г":A-?::.:.. ( [18] , stг. 64) Neka ,је а Е А i 1\0 :Lzo1ov;:1.!)[,k1;;I:, 

lЈ. d(c1,).J.) Ako је Р",(а) spektra1na projekcija Јсо,јп, (,r}CJYi!'\I';\ 
О 

't;acki Ito i а, i т pri;rodan broj, tada tacka Л је роЈ 1',(,,1,,\ 
о 

J1l r 87.01 Уеп tne flшkс i ј е R7I. ( а) ako :h эam о ako ј е 

(а - Ло)Пl - 1}) (а) ! О, (а - /l.o)ill Р ( а) == С'. ' 
~o ло 

1) Ро(lгаZlШ1 еУ8Jn о аа /1,0 Е' <Ј(а) i :h.zo1ovana ,је tn,ckn, ПУI)!"!б(;а)" 

'. 

.. : 
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1z nefinicije 3 i Lerne 2, vid:iJlnoJ аа је tark"a 71,.. ро1 ;.-,:) 

а Е Aako i saтa ako је JI,. :iL.2i'OЈ]лwапа tacka u 6( а) ј_ (о" •. ,. 

;it.) p~( а) је n.i~lpoten tan elemena t о 

[) J'~T~ 1 I\Т1C 1JA 4 о ([101]'0 П efini tion 10) E1emenataE А .ј е 
- - --- ._. - _. - .... -

Hieszov e1emenat ро Vese1icu (nazivacemo ga k-R'ies;zov 
- - -_... -.. 

е lет епа t) аЖCDЈ ј е s;vaka ]f.1le" пи1а tackaiz d( а) 'Роl za а 

i s pektraJJna proj ekc~ija koja odgovar.a to,j tacki i R~ ;k>;: i;" 

k-konacno-dimenziona1an 'elemena t. 
-. -'---"::' 

P.rimetimo аа u Banachovoj a1gebri В(Х) e1emenat R Е В(Х) 

је k-R:iJеszоv e1emena.t aka i эато akoje В Rieszov ОР8г:" [,С·, 

'rff~OREWfA 3-0 ([10ЈЈ., Proposition 11) Svaki k-kопаспо-d'i р1Г\11-
.;,··iona1an e1emenat је k-Ri,еs.ZЛV e1emenato 

])'O;1-i'1Nlе'IЈА 5'0 ( [101} , Defini tioru 16) Е1етепа t а €: А ,ј f; 

~cornpaktan е1ет епа t ро Ves e1ic u (nazi.V7ac ето ga k-.~.(:~п Рэk:.1'НI 

e1ernenat) ako эе idea1 Аа sastQji оа k-Ries:zov5.h е1 еmr>nаi:з" 

Skup svih k-kompaktnih e1emenata iz А oznacavamn ~·:r::l. C
k

" 

Гf1IЮНЬ'I\IfА 40 ({101] ,о Thevrern'''i8) Ck је zatvoren c1VO-R-tn'n; 

јД еа1 и А Q Osd.m toga, Fk С. Fk С. Ck • 

го;:; Ы~1! 1eA 2. ([101], С oro11ary 19) Neka ј е а Е: f\. :; lr:;d ес i 
lщ10vi su ekviva1entni 

(i) 11.а se sas toj i оа k-R.ies zovih е1ет епа ta, 

(ii.) аА se Si3.stoji оа k-RiеsЋ-еvih e1emenata, 

(iij.) АаА эе sastoji оа k-Rieszovih e1emena-ta. 

17. .Defin.icije 5, Teoreme 4, Pos1edice 2 i lЈетоР. 2 ђ 5. 1 

sJlcdi аа u Banachovoj a1gE!bri В( х) skup svih k-kоrп г'~{J.C(jп '; !, 

еЈет enata ј еэ te idea1 пееэ encija1n1h opera tora Т( Х) о 

T,!~I'vrA_3o ([101], str. 302) Ako је аЕА idempotentarJi k-

kompaktan e1emenat, tada је а k-kопаспо-dimепziо:n::-!Ј'Чl 

Р.1еmеnа t. 

]1!ЮТi.!~.!...50 .( [101Ј, Тheoreт 17) Neka је а б А V'-·kО!'ltчkЪ:l!I 
elemenat. Тааа је а k-kompaktan e1ernenat. 

Cmrat '['eoreme 5 пе vazi ( [1011, Ехamр1е ~,f. 

.. 

,О " 

, ..... '1-';. 

, .-

,_о 
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~.lJi;()REГ!IA 6 о E1ernenat а G А је k-Rieszov elemena·t; ak.:o ј. :!'iJlI() 

akQ> је 1Т( а) kvaziL-milроtепtаnr elemenatu kvociJ..jen·t; :)1[':г' !I)': 

лј:[i'k ,. cd\e ј е П pr ir odno ,Pr:es li~8:.vanj е за А па Л/Fk ' . 
. ' . 

о OKAZ: Ј\Та. oShOvu Те or emе . 6).' 6 .' 
;".!-

. ';'; ,-,: . 

"O}JU~JPICIJA 60 (О·о1] ,з,tг. 304') Esenci,ialni sJ)~k..!::~T._~.l~:.-
men.ta .. _a Е: А (ро \~,'.:.';eli6u)" oznacava se sa 6" Са), (1r:;'C";~ . евв . 
пјлап ј е еа 

- 6( 13. )'-f.л. €. 6{ a):i ј е'ро1 zb,'a, .ј Г~ 'Јек-, 
tralna proj€kcija ko:j:;" (xl.{':o
vara tacki 1\. ј. а је k-·1ГОЛ.'1;·/I(;. 
dimenziona1an еlсmсшаtЈ. 

Pr:i.metimo da н Га.nасhоvој algebri в(х) ,. esenci,ja1n'j 

spektar elementa'B Е вех) (ро Veseli6~) jeste Br~wd~rov 
ев епсј. ј alni s pekta'r opC:1Ta:tora В. 

~~ЕОБЕГЛА "7 о ([LOJ~:) т еог ет 23,) Neka ј е а 6 А о Tadr:'J" 7.~J 
svaki k-kompakte,;, еl emenat с, koji komutira За а, imarno 

Sta 

~es s )( а + с); = d ( а ) • ess, 

п 6(а + С}о 
С'Е Ck 
R{·.~:·::C а 

11- о Po1inomski kompaktni elern e(j.!:~:.. 11 Banach:ovim аl:С~.!)Г::-1~~З 

ТЈ ргрthОdпim ode1jcima izlozi1:i. это nеЈсе :re:';u1i;,'1!;fC' г:а 

Л r1ПГ1С:l('vе a1gebre koji preds tavljaJu l.юрStеnј есеО1}ј ј" 

Л:i,(?S7,,'1-Sсrшцriега za kompaktne operatore u :В(Х). тт С\',Г()П1 

(уЈ е1 ~jJcи dac ещо abs tгэЈсtпо tY' (' 1.1 гапј е polj.nomski. ~{Гj'rl ~~'ll\-_ 

tn~Lh operRtora (Definicija 1), l:,j. u Banacrlovirn ~J.Jf'·C'byo"rl'·, 

:i.П pi tiyacemo роliпоmэkikоmраktне elemente (Defir,:i.c i :j:l.;i). 

HQve~~~o prvo neke rezultate za operatoreo 

LJJi;ri'nJ}~QItTA_J::...o_ ([32], s,;tr •. 128) Operator В ЕЈЈ(Х) је JJO~j:.=,: 

:::!::(>::~~~~i .J~omyaktan орега tor ako роэ toj i пе п и1а kоП1 р1пlг,:1;iЛ 

роlј.пюm р( z ), tako d1a ј е р( F) kompaktan о pera tor о 

... -'1 .. "1. роlј.rJ.оП'tSki kompaktan operator В postoji пе nлlп. Iю1i"()ј!1 
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p(z) пајшапјеg stepena, tako аа је Р(В) kompa1ctan оре""", 

tor.sta vise" po1iIillOm p(z) moze эе jednoznacno ortre rlir,i 

ако se zahteva аа njegov. najstar':ti.ji koefic:ijenjat ј Т'IГ1. o,I!""", 

бепи., fiks iranH vredlnos t.+ 
"о ~ , 

Т)F,I;ПЈIС TJ.~-2':- ( [32) " Defini tiюп!) Za polin!omski' koтn pn.k:t;l" 

о perF.t tor В Е: в (Х), пе nula polinom р( z ), n ајm аl1 ј ес; В'С е T)!?11~:' 

i эа najstarijim koefic:ijentom 1" tako.da је рев) kotrlP','-r,')11 

орега tor nazi уа эе minillna1ni po1inom":'6:Pe'ra:tbr~', :В~ 
" .' 

. Nase prOHcavanje p01inomski kompaktnih e1emenata је 11 СТП'~'i 

ВIЗ. эlеаесоm strнkturnom teoremom za po1inomski kom !'al-ctnr: 

орега tore .. 

ТЕОНБ1"'А 1" ([32] " Тhеогещ 1) Neka је В Е: Б(Х \ poli:nbm,~k:i 

п 
kompak-t-an operator эа mјјшi.mаlпim po1inomom р( z) := (?,i -7Z

J
) 1 

\ 

\ Пk ,", 
.... ( z '. JL

k
) о Тааа Banachov prostor Х raz1aze se 1), (li.rr:I~.-

restrikcija operatora В па Xi • Operator 
. 11. 

( В; - л. -С.) 1 ј (] 
... Ј. ,1, ," 

komraktan operator za svako i = 1, .•. k. d(B') је Y),'l,:iYi_~':(' 

rrebrojiv SkHP i jedinO moguce tacke паgоrnilа'гзлја top:rl 

пkира ви n 11lle polinoma p(z)" tj. tacke ?l1' ••• I\:.Alcr~ Је 

Il. € 6(}3) i 7L f 1L
i

, it = 1, .... k, tada 7l. ј е s opstv8nA. УТ С: 1 ... 

n,ost operatora В sa konacnom algebarskom viSеs·tгukо;~r~1),. 

Za svako i = 1, .... k, 1L i је tacka nagomi1avaJ1~ia :"Ј<:lli1П 

sopst-v-enih vrednosti operatora В, ili је (Б. - П. Т.) fcIr,,';i_-
. 1. l l 

. ni1potentan opera tor па ЬеskопаСПО-d,imеnziопаlnоПl ]ЈГОП 1;()!'1I 

Х ... 
1L 

• '"', ':; " ј, ~. 
. , • • 4., ; ~ ..i. •• 

'~ , 1, 

nоkэ.z Teoreme 1 д.а6еmо па kraju odeljka, Јсао posJ~'liCI,I 

э l!еа е6 ih гаZПlа tran,j а о 

Moglo bi зе postaviti pitanje kako u Banachov~n alg~

Ьrаша (gd е УЈес шато џеkоlikо definicija kom раlсЬпо,п; 81г~-
" шепtа) izg1eda Teorema 1? Sa tim u vezi 'је 

'о'!: • 

!i\ 
I ~ i 
" 
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2о:';~11IХТ~~Т-ЈА 30 Neka је А Ьеslcопаспо-dimепziопаlпа В"llаС}ОIП\Гп. 

За jec1inicom 1 t О" Elemenaot а Е А j~ f, v z k-po1i110m;?k:i_ 

kompaktan e1emenat ako postoji пе пи1а komplekSBn роlј_поП1 

P(Z)1 tako da је р(а) f, У, k-kompaktan e1emenat respekti-
c~' 

УПО. 

DEFINICIJA 4" ~a f, У, k-polinomski kоmраktапе1етпепа:t а 6 А, 

по пи1а kompleksan po1inom р( z), najman,jeg stepeJja i ва 

'~a js tari ј јш koefic i ј еп t от' 1, tako da 'J-~~,o'_:p(~i1;::,f~.~o:ov;" k-kom

paktan e1emenat nazivase f', У, k-miпimаli:J.i po1inom е1е

mG!lt~ re~pektivno. 

Primet:iJI1o da зи f i k-min:i..malni po1inomi elementa а јегiПСЈ

::шаспо odre6eni(C r i Ck зи idea1i L1 А), а da и opstem з111-

сајй v-шiпimа1пi polinom elernenta а nije јеdпоzпаспо ооге-

6еп (Н OpSt8J.l1 slucaju Су nije ideal и А). 

rl'i'~()f-IEMA. 2. Neka је А beskonacno-dimenzionalna kОПlllt;qt i У'I:1 

Ћ::э.пасhоvа algebra 9 а € А f ... po1inomski kо~раktап elern emlt; 

П1 l1k i p(z) = (z -1l1 ) o.,.(z - I'tk ) f-rninimam1i polj'nO:'181r'-

т еп ta а о Tad а 

(i) б(а) је najvise prebrojiv skup, 7t i Е 6(:3.) ~:l :=1уаЈ(О 

ј_ == 1, о о .. k, i ј edino moguce tacke nagomi1avan,ia f'3kupi1 

б(Гi,) зи nl.lle polinorna p(z), t;j,. tacke 7l.1 ' .... 7lk " 

I\ko jei'l.e6(a) i 1\.1- ,7\.i' i = 1, ••• k, tad.a ПЩ;fгtП 1 111:1 

ргојеlссiја Рј\. (а) koja odgovara tacki It i а je!c,te f'-kОЈ1:ј~

~no-dimenzionalan elemenat. 

Лkо je,?t..o izo1ovana tacka u cl(a), tadoa sре!;:tјГ'!'I.:ЈЛ{1 
Ј_ 

рг о ј е Је с i ј а р ( а) k о ј а od g оу ar а t а с k i 71,. о ј_ а n:i. ј е ј' - k о ! I r' '0 

~o 1 
1 

tenJtan: elemenat. 

(:a;~'Jl.io)pJ",. (а) jle k:y:-аz,i-Ј1ЈiJtрп-
'. ~ . Ј.. 

C:rJ.o-(limеllZiопаlап elemena-t. 

(ј.у) Postoji idempotentan"e1emenat ео €:. А, i = 1, •. а 1:-, 
1. k 

t~1YO Ја ј е а == Е а., gd е 
. 1 1. -
Ј_= 

1, 

Jlo 

i (а о -;t о f? . ) Ј..' 
',1 l.:I. ' 

јР- :Г:'-kоmрэ.ktап elemenat. 



1)OKAZ: ~Ci) Kakoje р(ај f-kompaktan elemenat, па овnоун 

Теогете 1 о 5, sled;i da је 6( р( а» najv,ise prebrojiv skup 
. Ј 

Sr-l О ј еd!iпо moguc от tackom n~gomi1avanja о Ргеmа tome, lсаЈсо 

је па оэпоуи teoreme о .PJ;'.es1ikava:qju spektra 6( р(а» = 
Р {d(a)} 1 sledi da је 6(а) najvise prebrojiy Э1,с~Ј) :i jedino 

moguce tacke nagomi1avanja t,oga skupa эи nule polinoma 

р( z) ~ tj .. tacke ~, о •• 7Lk " Pokazimo da /t i б6Са), za s,vC:).ko 

i = l, НО k .. Pretpostavimo supro;tno".:tj •.. cla pos .. to,ji i ь 

{l? .... , k} tako da 71.
i 
~. &(а) о. ~аdJај:~~ј{~l.~:~~~.Л~,},?,::~Јр( а) 

f:"'kompaktan e1emenat (Teorema 1.2). Neka је q(z;) = (z -

71.,)- l!p(z,). q(a) је f-kompaktan elemenat i stepen i ро1irтотпа 
l ,,' 

q је manji od, stepena po1inoma р. Оуо је u suргоtлоsti 8[1 

pretpos,tavkom йа ј е р( z) f-mind.ma1ni po1inorn e1ementa а. 

Ргеmа tome ~ , 6 6( а) za s:vako i = l, •• о , ' ko 
l 1-

(ii) Pretpostavirno йа 11. 66(а) i da је ~ -Ј JLi , i = 1, oook. 

Iz~ (л) sle&:L йа је 7\. izo1ovana tacka u 6(а), ј. neka је 

р",,(а) spektra1na projekci,ja koja od{e;ovara tacki 7t i ао 

Posmatrajuci Р1\.(а)АР7\.(а) kao Ba.nachovu a1gebru ва .1ес1,јЈЈј

сот p:n.(a), па оэпоуи ([18], То 94 .. 11 .. (25» јlПJаП10 йа јо 

6p?\.(a)AP7\.(a)(aP7l.(a» = {ћЈ .. Kako је p(7L) =1 О, sledi dл. 10 

p(a)pn (а) invertibilan e1emenat u р;\. (a)APi\.(a), i postoji. 

Ь Е, Р;1\ (a)AP7\i(a) tako йа је p(a)p1\.(a)br-= p;l\.(a). n'1. nЭПОУl1 

Тсогете 1;. 2 sledi da је p",(a)f1~kompaktan elemenn.-t. K,'jl-:-() 

,је r,1L (а) јдеmроtепtап elemenat, iz Teoreme 1. 3 R1nrl.i (1;1 

је ~(a) f-konacno~dimenziona1an ~emenat. 

(iii) I'Jeka је 1},i j.zolovana tacka u
r 

6(а) i р1'-, (a'~ БгеktГ~'ЈЈ\I;Ј, 
," . 1 

rrojekc;ija koja odgovara tacki i't.
i 

i а .. Posma:tra~l1ci. 

(1 - Р;\., (а) )Л(l - P.?L, (а» kao Banachovu algebrlJ fЗП. :iед.i-
l l 

niicom 1 - Р"", (а), па оэпоуи ([18], Io ~4. l]l. (~5)) irn.''''!o 
l 

с1 а ј е 6 (1 _ р ( а ) А (1 _ р ( а ) ) ( а (1 -:- р i'\. • ( а ) = 6( а ) '\ { 7t 5 ~ 
""i n i 1 

Ттета tome а(l - p~,(a)) -~i(l - Р",,(а» је inilfегtiЬј_}П)'Ј 
l···,,' ";:"" l 

eleme,nat u ВапасћОУОј а1gеЬг1Сl-- р (а))А(l - р (а)) ј, 
7\., 1\, 

l 1 ' , 

postoji с Е. (1 - Р (а»)А(l'- р (а» tako da је 
~ , '" ' 1 l ' 

.' 



( оЈ 1 ТЈ . (а)) ~ 1t. (1- р<Ј\ (а) )с= 1 - р... (а) <> ' Neka је 
11. . 1 ,\,. , •. 

1 1 1 

q(z) = (z - n
i

)- 1 p (z) i q(a) = q(a)p~,(a) + q(a)(l -
l 

Р ( а) ) о Kako ј е С1Ј, (а) (1':. р ( а» = ср( а ) (1 -:". р' (;=1,» 
1\... ,.. ,. . 1\ . 

1 1, , Ј,. 

f-1\:ompaktan elemenat (Теогета 1.2), i.z f'-miлimа1поsti . 

po1inoma Р sledi аа Р"", (а) n1ije f-kопаспо-:-dimепziопаlап 
1 ', .. , 

elemena t( (Теогеоа 1. 2) ~ Као u dokazu :i(i~l}i>z~,:to·.~'it,o ј е • 

1}.i izo1ovana tacka u 6( а), -iшатоаа је б р' (а )АР (а / п !1~. (., ) ) 
;\. , i'\. . 1 , 1. 1 ' 

= {;\Ј, оапозпо бр (а)АР (a)(ap~, (~) ,-'1\.:uР~. (а») = {о} I 

1\.. . ?\. . JL 1 
1 1 

odRk1e s 1 edi da ј е (а - "i) P/'l., (а) kvaz,i-nd.1po ten t:з.n е1 еГ'l] 0'1 11.t о 
1. 

(j,v r
) Konstrllisimo o·tvorene skupove {Oi} i=~ и' tako аа ,је 

(8, ) 

( ь ) 

( с ) 

П, Е 0.. za svako i= 1, о о о, k, 
1 1 

оО' . . је rektificijabilna Јоrd."поvа kriva, 
1 . 

Ј. п "F.::: . za i t- ј, 
1 \) Ј 

(е1) -з.kо је 7\.i izo1ovana tacka u о(а), tada је 8i(\б(::l):={i\'i\i. 

( е ) <5 ( а) с..6 8i · 
1.=1 

Ј\ЈеЈ\:а је e i spektralna projekcija koja o(tgovara ~~l;;'Hrm Ј.ј 

:L а, tj о e
i 

= 2~j-:- r (/t. - а)- 1d", i 8. i ::: ae i о rI 1'l'1'l'i ,', 

~ kJa~ 
1 == L е. i а = 'Е а, о S ta v;i s е, ,б А ( а е. ). = Ј. П <5 ( ~" ) 

'. 1 1 . 1 Ј. е, е. 1 Ј, ' 
Ј.= 1= 1. 1 

([l'З)} 10 94о 11. (25», odak1e sled.i dA. је а. -71.o. ill "";·---
Ј. Ј 1, 

ti1Ji1an e1emenat u е.Ае. z'aj Ј. 10 Prema tome, 7,(:], г\у r1kо 
:1:., 1: Т 

postoji Ь. 
1., 

П. 

ј о (а. - /С.. о ' ) ь . . I ::: е. <> Таа а ј е ( а е. _ 1\" е _.) l = 
Ј, Ј l l,,J 1, 1 l Ј. 

П 1) .. р(а)е. f-kompaktan e1emenat (Теогета 1" 2), CI'Ii'ТI 
j:/:i l, Ј l. 

Је dokaz. teoreme zavrsen. 



TEORF.1vTA 3'. Naka је А beskonacno-dimenzionalna Валасhоvа 

algebra, а € А v-polinornski kornpaktan elernena t i р( Z:;) = 

ru п 

(z; - 11.1) 1 о о о (z; - i'/..k) k~::-minimalni polinorn .elemenlta а о 
'ј-' 

Tada 

(i) 6(а) је najvise prebrojiv Skuр,7t i €б'(а)zа svako 

:L. = l, о. о, Јс, i ј ed,ino moguc е tackenagornilava.nja аЈсирг. 

6(а) su nule polinoma p(z), tj. _tаСkе~;'~I··~'~;+.:Ч?~,У;~!tk~',' 

С ii ) АЈсо"Л Е. 6( a)i JL .Ј lLi , i,~ 1, .•. , Јс, tada 8 реktг;эЈЛ,rј 

projekcija р (а) Јсоја odgovara tacki 1\. :l. а jeste, у-Јсоnа-
, 11. 

cno-dimenzionalan elemenat. 

( iii ) АЈсо ј е 1L i izolovana tacka u 6( а) :u. аЈсо ј е skup 

w-kompaktnih elemenata Меаl u А, tada spektralna proje.l-;:

cija' :P1l. (а) koja odgovara tacki ћ, ia nij е 'w-kona.cno-
i 1 

dimenziona1an e1emenato Са - .11., )р"" (а) је kvаzi-пi1роtеп-
1 ,о.. 

tan e'1emenato 1 

( iVT) iёJ.empotentan elemenat ei сА, i = 1, .•• ,k:, 

tako da је а = 
k n. 

L а., gd е ј е а1. = а е1" i (а, - lt. е,) 1 
. 1 1 111 
1= 

ј е v-kompaktan еlетепа t о 

D OICfl Z: (i) Како ј е р ( а) у"-Јсоm paktan е 1 ет епа t, П::Ј. ОО п ОУЈЈ 

Теогете 2. 4 sledi da је 6( р(а) najv?ise preb,roji.v ~klJ.p 

за О јеdiюо mogu6orn tackorn nagomilavanja. Na is't:i. па~јл 

Јсао и 'reQremi 2(i) pOkazuje se da је <5(а) najYiiJe гт'еl)

rOJlV skup i da su jedino moguce tacke nagomilaval1;j;i. 'ЬО"';Сl, 

skupa Љlйе polinoma р( z). D okaz da JI., Е 6( а) za fJVRko i. ~_c 
1 

1:~ О •• , k, dobija s е iz dokaza Теогеmе 2 (i) ako, s е lЈJn 8,:I;u /',-" 

:f~kompaktan elemenat, f-minimalni polinom, Теогеrпа 1. 2 

pise v-kompaktan elemenat, v-minima1ni po1inom, ЈЈ8та ? ;ј 

respektivnoo 

(ii) Dokaz эе d.obija izДоkаzа Teoreme 2(ii) ako ве ll!ПG~;tо 

f-kompaktan e1emenat ,f-konacno-dimenzionalan еlеmела't, 

Теогсrnа 1 .. 2, Те:огета 1.3 pise v-kompaktan elernenat,'v

konacno-d,imenziona1an elemenat, Lema 203"' Lema 2.2 1'е8--

pektivnoo 
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(iii) P:ceJcpostavimo da 1\., Р (а), С:, q iшаји isto znасеп:iс 
l l\. . 

l 

Јсао Ц dokazu Теогеmе 2(iii). q(a)(1L р Л. ( а » = с р ( а )( 1 .
l 

р7\.. (а) ) : је v;; ... kompakt-аn"Е.11emеnаt (Ъеmа 2. 3),. i .. iz v;...mjJ?i
l 

malnos:ti polinoma р( z) i рге tpos tavke da Ј е 'skl1pv-kom pr' k

-tnih elemenata ideal u А sledi da р (а)niј.еV~kОhаСnЮ":rјil~'''!' 
"'1 . ' .' . 

zionalan elemenat. Osta1i deo dokazac:"i~~:i;~:;1;i:i=j(a-b 11 Теого-· 
- . . . ; ... -' ... ..:.' .... '-~ .- ,',.. .: - '. : .. _~. - , 

mi 2(iii) .. 

(iv) Dokaz эе dobija iz dokaza Teoreme 2(iv) ako эе UЈПСП(;О 

f-kompaktan elemenat, Teorema 10 2 pisemo v-kompaktan f:1c!--. 
m еnа t, Lema 2, 3 respektiVnO. Ovim' ј е d,okaz teoreme ZЮГГ::Г~ll. 

TEOREMA 40 ЫеЈса је А Ьеskоnасnю-dimеnziоnаlnаt Ваnасћоуе 

algebra,. а Е А k-:-pol:imomski kompaktan е1еmеn:з.t i p(z) =: 

n1 · . llk' 
(z - 1L:t) o.o(z _.~) k;,,--miшiJnаlni po1inom elementa а. 

Tad'a 

( i ) 
,<' 

<5(а) је najvise prebrojiv skup, Л, Е.'6(а) Z~. SVg.1;;J) 
l 

], = 1, 4 •• ' k, i jedino moguce tacke nаgоmilаvсэ.:п;iа sJcl:tP·:-l 

б( а) s u nule polinoma р( z), tj. taCke?l.l' ••• , /tk o 

(ii) Аkол. Е. б(а) i JI. i .lL
i

, i = l, ••• ,k, tаdlЭ, spektTГt,J':" 

projekc:ija р;;\.. (а) Јсоја odgovara tacki iL i а jeste k-[(ОI1П-' 

cno-dimenziona1an e1emenat. 

(iii) АЈсо jo'/'I.. izo1ov-ana tacka u 6(а), tada sгюЈсtсаЈП'l 
l 

.. 

projekcija р (а) koja odgovara tacki It. i в: лiје },,:-1сОn'l :"(\" 
~, . l 

l 

diJl1enzionala..'1 elemenat" (а - i'Li)pJI,.. (а) је kvazj.-пј_Ј[ю·1~r:;'II;:I)1 
:h 

е1ешеnа t о 

.~ . 

(iv) Postoji id.empotentan elemenat e i Е. А, ј_::::: 1,q~'Jk~ 

k n. 
tako da ј е а = L а., gd е ј е а. = а е., i (а. - Л. е.) 7. 

:L.= 1 l l l l Ј_ Ј. 

ј:е k-kompaktan e1emenat~ ... 

]Ј OKAZ; КаЈсо ј е р( а) k-kompaktan е1 ет еnа t, iz 1) е:t'iл-ј.с -L ј е "_ 1,. 

i 3 .. 4 sledi da је <ј'(р(а)) najvi~e prebrojiv: эЈсир sa О 

jedino mogucom tackom nagomi1avanja .. &а isti nасiп IcГ'.,О 11 
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Teoremi .2(i) pokazuje ве da је 6(а) najvise prebro,liv ПI.;·СН) 

i ,аа su jedil10 moguce tacke nagomilavanja toga skupa Л\ll(: 

polinioma p(z). D okaz аа "i Eci( а) za svako i ::::: 1,,,,,,,, k , 

dobija .se iz dokaza ТеОЈЈ·emе 2(iL) ako se umesto f-kоmрг.k'I:;':л 

elemenat, f-minimalni роliпоПl, Теогеmа 1~,2p:L,se Jc-kОПЈП';1k-
t '. '" 

tan e1emenat, k-minima1ni po1inom, Teorema 3'.:. 4'геsреl-гl;i,1ГI!()" 

Dokaz za (ii), (j.ii) i (ivr) аоЫја эе iz d~okaza Теогелн; ? 

(ii) 1 (.iii) i (i 17) ako ,в е um еэ to f ~kоI!1:р8:~,,tqh~~еl::~m enat , 
f -konacno-d im enzi o:rialan el_emen~ t.,f,:,mIhi~1ilnf·':'PO'linorТJ , 
Teorema 1 .. 2, Teorema 1. 3 pise k-kompaktan elemen.at, 1:'-1:0-

паСпо-dim·-эпziопа1ап e1eme~at, k-minimalni polinom, Тоnге .. 

та 3 .. 4-, Lema 3" 3 respektivno. Оуш ј е teorema doka~; 

Dokaz Teoreme 1:' Polinomski kompaktan operator В Е ЈЈ(Х) !~~j 

minima1nim po1inomom р( z) је ј. vr-polinomski kompaktarl r.1c

menat uBanachovoj algebri В(Х')ва V'-mind.ma1nim polinornorn 

p(z) (Te~rerna 2. 1). Osim toga, skup v, ... kompakt.bih е1еrnс
nata u Б(Х) је idea1 к(х), а эЈсир v-kопаспо-dј,mепziопаЈл il1 

elemenata u В(Х) је idea1 F(X) (Jfrimedba 2.1). Као U 1,Oi:"':;1I .. 
. Реотете. 2 (iv) i za opera tor Б uv:ed.imo. s pektra1n,e ргој ekc:L.j '! 

E
i 

(lcoristimo sашо ve1ika э1оуа В" Ei umesto шг.lih slov,! 

а, 8i r espekti упо ) ,. iL ::::: L..,; ••• , Јс" Tada ј е I3 = Ву@ ., '.' Ef) 

Fk, Bi = ВЕј, ~ :U, = }Ј., ... ", k, Х = Х']; е ... " е Xk ' ей е ј р 

х. = Рс(Е; .. ) za iL = 1, 
~ -" 

• g о , k.Dokaz teoreme sledi j.2i rpco-
!"; i 

reme 3 .. Potrebno:je Ј'ов J'ed:ino pokazati da Ј'е (Е. - 7\..1';. ') 
v 1: Ј. l' 

-'" 
kompaktan operator u В(Х'ј;). Neka је {А'П\:l ОGЈ'чn:i)~еrl ,!ј',; 

u Ћ(X~j;)" tj.postoji konstanta L takoda је О ~J,<()O 

\t АпЈI i: ~ L , п == 1, 2!, .•. , gd е ј е 

\lAnt\ i == s,t;UР{\\А~(Х,Щ: Х!: Е.ХГј" i /1 х l\ ~ Ј}. 

Za вуаl{о п == 1, 2~ ••• oznacimo эа А .::: А Е.с T:~ >:1",],,'1- . 
ТЈ), 1: П' 1. 

nakosti НАп" il\::::: L\\E±I1, Пl = 1,29·.0' sledi пЈ1- ;јо {ЛУЈ1 
111. 

ogranicen niz а В( х) .. КаЈсО,Ј· е ... (Я. - 1t. Е.) Jl. y;-lсоП1 рпkt·" )') 
'. .' 1: 1: 1. 

~, ,'.. .', I 

}
О"-' 

i \1:1 

"'ј 

с'lеm еnа t· u В:( Х')' (Te~or'ema 3 ( iw) ), s;ledli ·аа n.:i 21' {(1\- 'J\T~'j) i 

];)Ј оо 
јЈl V • d' т) ( '7 ) .. (F. - 7t . Е'.) ш'. 11 sadlrz1: kОn'ilегgепtсШ ро П].Z 11 Г., ' .. ' 

Ј:. 1: 1: 1: ,~ , 



1z nejed.nakosti 

:тЈ. 
, 1 ({ - Л.Е'. ) <_ 

:L Ј!.. 

т. У1'. 

7L.Ш.) JLл (В .. -Jl.ЕЈ.) lj{,. 
~ Ј. ~!n 1 l, l :.I 

!]Ј. 

_. 7t. Е.) Јсl 1'" B,adr i7,i 
. l.l. ,"Јm=:=, 

rii. ". 
Ј!.. ' ' 

(Ђ1. - It.E. ) v,l..kompak,taru e1emenat u н(х. ) оо In, Teoreme ') '1 
Ъ . Ј!.. ]. • Ј. . 

l7lJ. 

sled,i дЈа је (B:t - 7t.i E:iJ.}i 1 kompaktaruope'rator na,X
i

. ОуЈРЈ 

ј е teorema dokazana о 

5. Rieszova teorj.ja u poluprostim Banachovim a1~ebrRJ!la .. 

1z Teoreme 10 2.2 SЙеd:i da је operator А Е 13(Х) T~ггc(J

holmov ako i эата ako је invегtiЫЈпп moduo id.eal kOmP'lI:::· .. 

t:пih operatora. sta v.'iSe, эЈсир FrecPlo1n1ovih орега"I.;ога "ј ';; ... 

Ј3( х) ј еdnэ.k ј е skupu svih opera tor'a iz В( Х) ko ј i э 11 iЛС,'·"f' .. 

tibi1ni moduo idea1 kona~no-dimenziona1nih operRtor~ F(~) 

(Teorema 20502). Idea1 F(X) је cokia (Definic:i_ja 1) 11 

algebri B(X)((71~{;], str'. 278). Оуа ~injjenica је роlа7.n·' 

tn)5ka uopstene Fredho1move teorije па prs.tenoviтna :i: гt1,'(:-" 

ЬГОЈпа ([8], [9})0 Nаiше, и OV7im radovima ispitu,iu 13е г l (;." 
men·ti iz prs·tena А ko.ji эи illjvertibi1ni шоdио соkl:э. :i Ји," 

Уа.ји ве Fгеdhоlшоvi е1еП)епti t zаtiш ве definise I.!ОiЈ,СЗ·tr;ni 

incl eks па semi grl.lPi Fred:holmovih elem епа ta i pOkI3./,;ll.j (~ :: r.' 

г:lэ.. ako је А IЗапасhоvа algebra, da је uopsteni iлсlr;iш ПСI' .. · 

геkidпа funkcija па skllPll Fredjholmov;,ih elemena·ta i ·И с' 

Izlo7.iCeтno neke rezHltate iz ([64]). Оуај гаdзе nа(l'ЭVС~~l'ј(' 

па {"ore pomenuta dva rada. 

ОЕРППСIЈА 1. ([171,. IV.§30. 1)ef:i~nition 8) Neka је А ТЈ')'ј"." 
Ako 11..\ sadr zi minimalne 1еуе id,eale, tada пајmаn,ј :ј_ ], ey"i. 

ј,д.еа1 koji sadrzi sve minima1ne 1еуе icleale па~:;:Lvэ, ЭЕ-~ ]Г;\;;' 

cokla и А. Uesna cokladefinise эе sli~no preko dosnih 

icleala.Ako А sadr.zi minima1neleve i desne ic1.ea1e, i пlо 

::Је lеуа cok1a poklapa sa desnom cok10m, опа ве r1:1z:i .. VI:','~5)I;J '1 

н А i oznacava s е эа s ос (А).. U оvюm эl исај u kaZ.em о г1.'1, с () :i;l. 
;:юs;tојi о 
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Ak:o је А p01uprosta Banachova a1gebra, tada postoji c:okl 

11 А ([17], Гl. §зо. P.ropos;ition 5, 932. Proposition 5)" 

l)!~P'TNTCT,TA 2" о ([64], эt~: 304) Neka је А ро1uргоstа В'1 ' 1"'" 
chova a1gebra. E1emenat а Е вос(А) naziva seb:""konacno-
..:Ј' • 1 1 t l} . \.l.J_menZJ_ona ап е етепа • 

'r:SОRБМА 1 ((95], Тheoгeт 3.2) Neka је А poluprosta Rr')l','7 

chova а1се Ьга. вос (А) је nајуес i ide,9;~:.·'.$~~if:~~n, ,::U:., s kUPll 

algebarskih e1emenata.u А.-

~'J()S Ы~Т) теЛе, 1. Neka ј е А ро1 ирг ов ta Banachova a1gebra. К! '~ __ 

т епа t а Ео А ј е b-konacno-dim enzionalan . ako i ваш о akoi п 

k-kопя.Спо..;..diшепziопаlап. 

DOKAZ: SkllP k-konacno-dimenzionalnih elemenata F k је Л'Ii"" 

veci idea1 sadrzan u skupu a1gebarskih e1emenata ('r.eor "11" 

301 i Pos1ed,ica 3 .. 1) .. Prema tome, iz Теогете 1 sledi,l,' 

је F k = вос(А)о 
.. -. 

l)~:gППСIЈА 3.([641, 3. 1.Defini tion) Neka је д .;'п1l]tЈt'(" i 

Banachova algebra i а €. Ао Tacka,7t €- 6(а) је b-Rimј':Со\r:1 

tackn. elementa а ako је 71.. pol za а i spektraln:::1 Pl"O.-i(~i:.,

cija p7L.(a) koja odgovara tacki ?\.i а jeste b-kол::)Ј>;~10-,Ј ;" ., 

,,,:1ol1alan ele.rnena t. 

г;ЧЮЧRJ\lfА 2. ([64Ј, 3. 5. ТЬ.еогеrn) NekFt је ~ b-RiNl7.0VаГ,' " 

elementa а € А, i р,,,,Ја) spe-!ctralna projekcija k:o.ia П(l."",,.,, 

tacki 7L ј. а. Tada Р7\.(а) Е вос(А) i i\.- а - p~(Г1) lP 'i.1 l · 

tibilan e1emenat. 

ПЕР НПС I,Ј А 4 о ([64], s tr. 304) Neka ј е А роl'нрт- о:.; ј;:. Н:' 
c}lova alge Ьга о OZnR.cimo s.a I,N = 11- l(паd-( л/,::';-;r. (.) 1, 

с;је јеЛ prirod.no preslikavanje эа А па А/ВОС(д). I~ ј" 

/~atvoren ideal u А i naziva ве idea1 b-neesencj_j~.llli.fl г' 1, 

mena'ta о 

ГГIЮЧБМА 3. ([64]? 3 о 9. Theorem) JiГеkэ, је А ро111РГО,:;:'I. Л". " .. 

cbova a1gebra, а Е. А, с Е 11,. i лЕ 6(а). АЈсо је '<С = С·" 
i Л~ а - с invertibilan elemenat, tada је f\.. h-Пiг"Г'·с/,г,,,-

~R tacka elementaa. 

1) rrve.li эmо oznaku b-kопаСпо-diше\17.iопаlчп e~,erner1'1.t." .:ј, '.' 
је n.jih prvrL proucavao В. Вагпеэ (L81, [91)~ lSi.~O \f3Zl' 

za h-Riеszоуе1ешепаt i b-n~esencija1ni c;:lemenat. 
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.... - ----- - ... 

POS 1ЈЕ1) ТСА 2. ([64] , 3. 10. С orol1ary) Tacka lt. ј е b"'HjJ;'~-
zova taC5ka e1ernenta а 6 А ako i saтo ako postoji с Е lл 

.takocla је ас: = са i 1\.~ а - с је invertibi1an elemenat;11 /\" 

DEFI.NICI<TA 5 ([641 'f stl~\~' 320) Neka је·А роluрг.оstэ, Љ",]Т:'

chova a1gebra i П Јm:Lгоd,ло pres1ikavanje saA 'h;э; A/soc(t, ) .. 

Е1 ет епа t а Е. А је b.;-.R i es zov е 1 ет епа -q ako ј е 11(3. ) kva7. i..;. 

nilpotentan e1emenat и kv.ocijent a1geb!i.A!so?(A')o· 
'-~ . -.'. ,~:: . 

TP,onEмA 40 ([64}, 40 13(а)" (b!}).Neka j"ё'~A 'por"cip;:'()sta -".;!I)"-

chova a1gebrao E1emenat а 6. А је 'o-RiеszОVl e1emenat I:'!ko i 

samo ako сје svaka пе nula tacka iz 6(а) b-RiеszоvА. tac/':j 

8'1 ет ~eYlJt а а ~ 

6. RieszC?'Ta teor'ij~ u Banachovim a1gebrarna 

т)EТi'I~TICIJA 1. ([95Ј, Definition 3.3) JlТeka је А I'FJласllЈ)',Т'\ 
Cl1r;ebra i F ideal sadrzan u SkUPll a1gebarskih e1emenrt ta, 

Ako .ј е а € 1! tada se а naziva' kопаспо-dimепziопа1~~_...:~Ј:.:=;.:'. 

тепа t. 

Na.vedimo neke primere ideala F о 

П1ЉШП 1. ((95Ј, Examp1es 30 4(i» Neka је А = ЈЈ(Х). 'r"I" 

postoje dva гп:оgu6а izb.:ora za z'a]", na:Lme {о} i: i:rle'=!,J. I\()!' ' ... 

Сllю-dim enziona1nih opera tora F (х) • 

ПZI1'IfЈЕП 2. ([95], Examp1es 3. 4(:Li» Neka је А го111п со:.зl;;' 
Лi-1ласhоvа a1gebra i F = soc(A) (Teorema 5.1). (Јуо jc~ г:l' ... · 

та trano и prethodnom odeljku. 

:mn'ТЈЈ;П 30 Neka је А I3anachova a},gebra i F nn:jver.'j :[;1 0 ::1Ј 

fзаdг~аnl 11 SklJpU alie;ebarskih elelnenata (1J7idj, ~(:ОТ"'Г~lf\Ц' ')" / 

i Pos1ec1icu 3. 1). Tada је F skup svih k-kОПё1r 11Л-Г1 'i П1Г'"",iп" 

УЈл,1п:Lh elemenF:L ta ~и А. Ovo ј е r~zma trano U ~(l e1jk: 1 1 :~ ~ 

1ЕО:?:',Е1'ПА .l,:_~ ( [95] 1 Тћеог ет 3. 5) Leva с ok1a II 1l0Yl,'1 с l, о",о;ј 
г1L~еЬгi'А jeste dvo-strand. ideal sadrzan и Э)ОјЈm 0.:1.:"'01:)"1'.

skih elemenata u А. 

P<,_1:l':IJi:\1. 40 ([95], Examples 3. 4(iii))Za F s.e moze 11~';r>.·t-i 

1е\тэ. (desn.a) cok1a u proizv,oljnoj Banachovoj а1,о:r;1Јгi Л 

(rroorema 1) о 
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ffi lЋП:R 5·. ((95]., Exarnples· 3. 4( ~vr)) Neka ј е F:::: {:х; € А 
d:im хА <: ОО}о 

т~iМEН'-6-.' ( (95Ј, Examples 3 .. 4( У)) Neka ј е S:::: {и G А ~ 
a.-im llA~<~} i F:::: {Х': ~ А : d:im хАи < оо za sve.ko 1.1 Е. ;4 Ј м 
F је dvo-strani ideal algebarskih eJJeт,enata ~o:;Ji је je:J!J··,lc 

вос(А) ako је А poluprosta БапасhоvааlgеЬга~ 

DE1!'INITION 20 ([95] , Defind..t.i.On··4 )N~~:·ј;:,~;:М~4v.6:-stГП'n .. i. 
id·eal u Banachovoj algebri. А .~ 1/ prir~dn.o···p;~~"iikav~Hl.l (~ 
sa А па А/Мо Eleтena:t а Е. А је Rieszov eyemenat (и oclrHI::ll 

па М) ako~ је rCa + М} = О, gde је г(а + М) s;J5ektraln.L ЈюЈ,) .. ·· 

precntik eleтentaff(a) u kvmci.jent, algeli>JГi А/М'. SklJ.p нуј}l 

Rieszovih elemenata U! А oznacavacemo sa'R. о Neka је I = 

1Г- li(Rad{A/M) .. E'lemenat, а ы1еe ~~;~'~;;:~ij'aini elemeYl~.~G. ~ .. A" 

Iz l)efinic.ije 2 sled:L d~ је! zatv:oren' dvo-strani j.'jr;'11 

1-1. А koji sadirz:i.! М .. R~es,zov:L operatori u Б(Х) Э1.l роsР.Ьпл 

s;}l1l.caj Ries.zovih elemenata; on,lL s;e d.obijaj1-1. za М = F(X) 

( Т е ог ет а 11.. 3.. 2). . .. 

ТЕОНЕМА 2 .. (~5], Theorem 4 .. 2) Neka је Ј zatvoren (1yo:-[~1;T"\II; 

ideal 1-1. А, tako da ј е М С. Ј c~. Tada је х eR~ г( х + .1) ._- С). 

ТЕОНЕМА 30( [95Ј" Theo:r.em 4.4) 1 је~пајv·-ес:L idегl АnЙ[,","I' 
11 'R .. 

ТЕОНЕ'ј\/[А 4. ( [95Ј, Тhеогепн 4. 5) Neka ј е Ј 7.а tvoren (1 \ТO~· 

s:trani idleal u А .. Tad:a је Ј =1 #- Nrr с. Ј c~ ј" А/,Ј ј с )10-1')·. 

pr os:t;a alg е br а о 

ТЕОНШIfА 5 о ( ~5J , Тћеогеш Ф. 6)) N&ka .јје? 8Ј е R iс1еmроt.елt~lЛ 
e-ЈЈетemrаt ... Tad!a ј.'е; а Е М. 

}!EFINICIJA. 30. ([95], Defini,tipn5._,l) Neka је А -'~:lnпсl'lСП:-, 
n.1F,ebra, F :Ldeal algebarskih elemenata 1Ј. 1IJ ј: х Ео А. rp,lr:k:_l 

7L. Е 6( х) ј е .konacan pol za х, ako ј е 7\. izolovana -1~[Ј.?~kэ, 11 

($(х') i spektralna projekcija koja odgovara tackj. ,11., ј).: 

jeste elemenat iz F * Ozacimo sa 

Е6(х-) ={?t €. б(ж) : 7t nije konacan pol zп. х}. 

Еб(Х) је esenci,jalni spektar elementa х ( 1..1.1 оdП?~?_2-l.Е.'~.l:~I, 



f l: 

Ргiшеtimо da је konacan роЈЈ.. i. ро1 и, smis1u Def'j-nicj_je 7", 'ј; 
. ' 

ј er, Ј:ша prim er ako ј е О konacan ро1 za х i Р Е F s реk:-г,г с!.1 !1.' 

projekc:ija koja odgovara tacki'O i х, tada је рх al{;e1>","ii 

elemenat i б(РХ) = {о} ([18}, Т. §4, 11 (20))0 Prema -1.;o'lc 
,,-

рх је ni1potentan e1emeoot, i па оэnоу·и Lеще3'02 О .4(' Ј\()I 

za Је. 

TEOR~lMA- б. ([95]" Th180rema 5. 3) Х:Е 'R~, Б6'(~:) С {о} " 

I ., 



Iz'. Teoreme 1. 3" 3 v:iJd!irno d1a је operator В Е. Ј3( х) '> ":' (," 
opera tor "iэ,kо i эато ako ј е П( В) kv!8.zi-ni1 poten tan е1 C[fl Г"Ј" \; 

11; (Jalkinovoj algebri с(х). Kako zb.ir (Proizvod) dva Hi."·"·,();.'·, 

operatorau opste.m slucaju пј_је Rieszov operator, to ј .. ';1,; l' 

е proizv-OO') dva kvazi-nilpotentna e1ementa u BanachOYO,i. 

a1gebri u opstem эlисаји nije kvazi-nd.1potentan е1еrпеn'~. 

Sa tim u vezi ј е slede6a 

TEORl:l\1A 1 о ( ~4J, Theorem) Neka је А Banachova alr,ebrai N 

skl..1p sVlhkvazi-пi1роtепtпIi.h elemenata 1..1 А. Sl~deci нп10'гi 

эи ekviva1entni: 

(i ) i Z', х, у Е N s 1 edd. Х: + ут Е N', 

(ii) :1z" х, у е. N s 1 ed i ху €: N, 

е j_ii ) N = Rad(.A). 

2. KA!,akterizacija dvo-stranih ideala и Bar~ach~y_i·~n __ .?}:'-('-.

brama preko s pektr~l"rlih svojstava njihovih ._,(}.r:~:'..':~n;·II;CI 

ГllЕоri-~~::ТА5~ ([7·7], Th-eorem (2.3. 2)(i) Ako·A ni.,j~ [';]'li ' " JII 

Panachova a1gebra,tada је Rad(A) јеdшаk preseku. i:TV-~Н)_ :.". ј. 

mitivnih ideala u А 

Jl.ko је м: podskup u А, sa kh(M,) oznacimo ргеэеЈс ~1viЈ-l pr.' ј .... 

TI1itiV:l1ih ideala u А koji sadrze skup Мо Iz Teorc.me 1 с; "1 (-I I ј 

аа је 

На&(А» ='Њ({О }>-. 



7& 

Ы~l'TA 1., ([114], CoroJй:ary' 1.) Neka је А ВапасћОУа algeb r "'o 

E:Uernenat . Ье А pripada Rad(A) ako. i эато ako је 

6 (а + ь') =: <5 ( а ) 

za svako а Е А • 

, 

АЈсо ј е Ј za tvoren dvo-s.trani ideala А ,tada. је А/ Ј 

Еэласhоvа algebra i <S(a + Ј) Cl$(a) za,svaJco~.EA. (1[З'ј"l 
, оО • '. 

top;a, ako ј е ЬЈ Е. Ј, tada ј е '.' 

-, . 
. ""1;" 

z.э. svako а ~ Ао Ako је za neko Ь е. А iS'punjen оэ10У (':;; \~ 

tad.r\ II opstem slucaju пе sledi da је Ь Е Ј (U-1{l); ј1;n. 

primer ako је Ј nula ideal и nekoj пе П1.йа гаdikn.Јло:i :11.""'''' 

bri A,tada ј е 6( а + Ј)= Ј( а + Ь) za БуаЈсо Ь) Е:.А (L("11lГJ, Ј 'j~, 

rne r)1Jtj.т ako је ь·Ј О tada brf. Јо АЈсо id·eal.J иЛ јЈПn c,:~()-· 
binH (l.а аЈсо ~ е is рunј еп uslov (3) za neko Ь Е А 1 [-,'1 ·.1е<1-; ,1' 

.ј е Ь Е. Ј ,tn.da 8 е za id QВ.l Ј kaze аа ima s.pektr=a~.:;~l~~ k::'J.~.c, :" .. 

!~~_J-zaci~ ( [11~J, str. 2). 

~~)~oпEMA_.3_~ ([1]411, Corollary 2) J'lТeJca ј е Ј za tvоге:п (lуо--
s trani id eal и. А i ЬЈ Е А о Sled ес i usJ.ovi эи ekviv'l1 еn I~lli : 

( i ) 6( а + Ј) С. 6( а + Qi) za svako а Е А, 

( ii ) r( а + tT) :!;f r (а + ОЈ) za svako а € А ~ 

()1ri Hslovi 811 i8punjeni ako i saтo- ako Ь Е kh( ,Ј) ~ Р'::'(ЧТ!" 

'boтne, ideal Ј :ima spektralnH kэ.гаktегizасi,јнnk::о -i :~:-1111') 

пЈсо је Ј = Јсћ(Ј)о 

т!'~(ч{.:~r.Т~~_3. (Сб] ,. 1:1 3ј1 C,or'o]1.a.ire 5') ЫеЈсn. jG (..Т ~~·-~tУОI'Г'!l 

г)"\.rо-эl;гn.nј_ id. eal u А, tako d::J. је Ј = Кћ( сТ). Ako .:; ';" Е (" 

, WI( а) = п ~(a + ЬЈ). 
ЬЕ,Ј 

[<aeтn епаt а Е: А pripada Ј 8.ko i: еато ako ј е w( а + ;r) о::: УЈ (Х \ 

~~R ЗVа1со х Е 'А о 
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3 .. ~pektralnj. poluprecruik и', kv:oc:ijent, algebrama 

Ako је Ј zatvoren dvo-strani ideal u Banachovoj' А1рг",. 

lљг Ј. А, i z (3) s 1 еа ј. d а ј е 

r (а + Ј) ~ inf г-( а + Ь) 
ЬЕ Ј 

za svako а 6 Ао 

( /) \ 
, I 

~OHEMA 1" ([9БЈ, Ехатрlе ''ј) Neka je';li"'~~fi:~bl1iJ'y:'~:proG to p g 

А = в(х) i Ј = К(Х). Tad1a ~I-:zi' jec1nakostu (4), t,j. ~~n 

f3vaki ope:r.ator В'6 в(х) шато аа је 

г{В-' + к(x·~» = inf г(В, -н К). 
К ЕК(Х') . . . 

Ј еапаЈсоэ t u (4) пе vazi za svaki id еа1 Ј u А ([96Ј ~ 
ЕхСЈтр1е 1). 

\ . " 

'DЕТi'Il\ПСIЈА 10 ([57]) Banaohova a1gebra А је SR=?:l-!~()~~:~, 
ako za Bvaki zatvoren dvo-strand. ideal Ј u А уа?;ј. ј Arl,l',cl.,. 

, .. 
kost u (4) .. 

4. ~;kspon'encijalnci. s,pektar u Banachovim а1gеЬгэmа, 

о ВЕ' IНIС IJA 1 о ([40]) Neka j'€2; А Banachova alge Ьга 8<:1, 

сот 1 I о о ()znacimos,q. 

-; 1"'1 i " i·" tJ ,~. 

{ 
01 С2 SШ 1 

ЕхР(А) = е е .... е : Је Е N' ; с 1 ' c~, ... ,(',.6 [\) 

ЕПеrnеiшt а Е Ехр(А) naziva Не uopsteni ek~.P_~!.~_e,~.ij~') •. 
.. " ... .. ~~ 

1\1<:0 је G skup invertibi1nih e1emlenata II А ј, (il ЈЮV(;>~"I ' 

komponenta u G koja sad,rzi 1, tada је ЕхР(А) = (i1 ([;)()] 1 

2. 14 Trl180rem). 

'DЕF;П'!IQIЈА . .? ( [40Ј , Definii tion 1) Eksponlenclja~~)i_f:J.;)!;,I' !;;1,'-

e~~T~ta а 6. А, oZ11acava se ва 6(13.), jeste SkHP 

Iz'/definic:Lje s.ledi аа је 6(13.) С ,(8:); za ra7,1:iku (уј 

eseHcijall10g 5~:ektra koji је podskup'spektra. 



!)Бfi'ГflТI(;IЈА 3. ((40]) Neka је а Е. А. Oznacimo эа 

7( а) = [л Е:. ~ : at - ?t, jie; tDpoloski d.elilac mйо н А}" 

j(q) ,је siщr,:;ulагпi spekt~ar еlетељtа ао 

/\ko је К kompaktan podSkuP u С , sarqK oznacavnmo 

ГО;Q~.z~ll~1LјuSkll s;k!upa К, tj. "'1l:{ л"е pOGskup<u ~t[l,k() '1.:' 

э:Е) а:\"1К sastoji od, n.€ograncicene koтponente Skи,рi:l 1<'. 
Ako Э:Н 1<.1 i 1<.2 kom:lpQ-ktl1li РОdlSkШРОV:i,.Џ"::~-:~,;i90;Ёl:~·~~.l<lС K~) 
fJlec1j. K

1 
c.IYJK

2
( [40]). . . 

ТЕОНЕМА ~/' ( t 40Ј 1 Тheor ет 1,) Neka ј е а € А. t:( а) ј е kOi':~' 
paktan neprazan podskllP u С i 

о с ( а) С 7( а) С. 6( а) С t ( а ) С t1j б( а ) • 

IJi~j~~~ Neka је В Banachova podalgebra u А эа јесliniс()fП ! 

Лkо је а е в, tQ~~ је 

.~.; 

[':r'lG tB(a) ozn.acavia eksponen.cijalllii spektar еlетеntэ, :1. '1 " 

г) о КЛ 7,: (ј.) s :1 ed' iJ i 7, с ј. Пl ј е ncL с е d F1. ј е Ех р ( А) ::> БУ л ( } ~ ) ~ {I, 1, ( ) 

.ј е 7l Е 3 t: р,:( а)? tad~a7L ~ ов( а) (Те ог ет а 1), ос1 [Э,k], е п Ј r;r'j i 1 

.je71 Е 06в«('1,) .. :t::'ema tome/t Е 6(а) «(26Ј 1 20 54 rrЧ1~ОЈ'r~')); 

Оllлоsпо7\. Е: €:(a). Ov'iт је lema dokazana. 

17. ;1r;тY1e 1 sledi da эе .бв.(а) dobJija РОР1Ј..nјаv·,л:i е'l n,,):i:, 

r l.1. J':l U & ( а ) • 

ТIЕ;ОПТi;МА ') 
'- . Neka је -------_. Ь Е А. Tada је 

€( г. + Ь)) (( а) 2,8, svako а е А 
! С' \ = " ') 

al~o i яamо ako је Ь е Rad( А )r'~' 

[)OI~A Z: рг etpos tavim о da Ь Е. А i da ј е is punj еn lJ.C:; 10Ч (г; '1 ., 

Л ko ;ј е а 6: ЕХР( А) = G'JL' tada ГJ,~ € (Ь,) i рrеш а tош е () r.f. 
б (п. + Ь;)? ос1поэпо а + Ь) € Gl!. Iz Teorell1e 2 о ? о 3 o1'Jili 

(1;), ј е Ь Е R ад.: ( А)" Da bi d okazali tеогеш u u d.rl1.gom ПrcJ ег 1Ј : 



, ;.1 

pretpos.tavimo da је Ь Е RaC1(A), а Е: А i'Лr/. €(a). r~ad'l :1 _·п~ 

G
1

, i ропоуо iz Teore.ille2. 2" 3 s,ledi=L- аа је (а -1- Ъ) - 1\. Е 

G
1 

о Ргета tome 7l lj. Е.( а+ Ь). Oy1йn smo pokazali. d~, ј е ЕЈ а + Ь ') 

С €,(a). Iz proizvoljricsti Ь ~ Rad(A) i а Е А, sler'1.i (1~' ,јг' 

е( ,:-'1) = €( а + Ь + (- Ь,) с f;( а + Jiv), сше је dokaz. t~o'r"'1(~ 

P.lЈ!'IТБR,'l. ([40]) Neka'je Н Hilbertov,pr"os~()r,~,CO!) = B(f--I)/K(H), 

i IГ prirodno preslikavanje sa .В,(1I)шl'С(н,У~;'гr~d~,је еlт ', , (". 

nencijf;1,lni spektar elementa В .'е; Б(Н) jednak spektru npr'I"' .. 

tora В, i .. eks РОl1епс i ј alni s pektar elem еп ta 1т( Ј3) 1.l Ij ( н )i (, 

Зсhесhtегоv esencijalnd.. spektar operatora В. 

7,0. svo.ki polihom р i svaki'elemeno.t а 6 А imamo 

Е(р(а»С p{tCa)}~ (б) 

([L1,01)" Inkluzija 1.1 (б) moze biti i ргаУа (РГЈmес 1 'ј 
Ргi'пег 3.502), i kaze se da eksponencj.,jal?i spevt;lx nе 

~;;::H10yo1 јауа teorem u о s pektralnom preslikavan,j 1} 7,~1 тюЈ i пот ~~ 

tj. и op§tem slu~aju ПЈје tабпо 

€(p(a» = p{€(a)} 

?:Г1. sVf1ko а Е А i svaki polinom р. 

M()~lo ЬЈ эе postaviti ritanje sta Ве тО7е гесi п г,I;;-" '"" 

nenr.ij~.1nom spektru lJkoliko оп zaclovoljaya tе()Г'~lПl1 __ () !р",' 

1i l\'::l.vanju spektra za p'~linome, tj. 1.1.э10у (7)? Г)s:i l пt;П I "'1 
ј7, 'Геогете 1 sledi (10. se €(a) rlobija i,z 6(г) l'oJJl1",j:1'r~'11 ј"" 

nekjh'rupa 1.1. d(a). Ako је В zatvorena роd~1Јр.еr)га 11 Л ,~, 

јсdiпiсоm 1, tada se i бв(о.) dobijo. рорuпјаv:-шј(,:rп lH~~cLI, 

т'ира 1Ј. ~(a) о Da 1i ров toji neko. veza izmебu с.( Г1.) 'ј 61),(" ') 

kайа ве Byaki оа tih skupova d.obijo. РОРUnlјауап,јсгп веЈсЈl) 

гнра Hd(a)? Pokazacemo (Теогета 4) аа и izvеЮ]()1Jl !~,m'iэ-III 

гю!,г,о;јј. vcza izmeou gore ауа ротеnи'са pj,tHn,iao 

11ЕFППС T~TA 4. (' [17] , 1. 5. Defini tion 15) YIek:?, н lJp' 1 " 

topoloski ргоэ tori, i:za svako х Е: Е пеЈса је 'ft:-) p()"l,!1 ј( 1'" 

Н :fi' о' Ргеs1ikо.ув.Пје l' je~polu-neprekidno odo~C~ г,/(о i [Ј""Г\ 

;~ 1(0 za svako Х О G Е i svaku okolinH V skHpa 'Р(х ) ]1(У: tr1 i i 
. о· 

ukо1iпn. П -ЬасЈсе х о tako ао. је 'Р(х) Е V za syak() 'Х Е ТЈ. 
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JJj;~rrA 2~'( [17], '1, 5. Lemтa 1бi) Nekaje Е тetricki г:гоэ 1;01'; 

р kompaktan metricki plJJostor i 'р pres1ikavanje Вг. Е 11 ;;;··,I;гСI .... 

гепе podskupove skupa lГ. Pres:likavanje'P је роlu-rlергг~ki'l"rl 

odoz,c;o ako i еато аЈсо В1Д ispunjeni sledeci usl0vi: i;7, <~I Е 

Е, уп Е УЈ( хп ) (l1l== 1, 2, ••• ), х == lim Хп " у = lim v ;.~l (,(1; Ј • rJ 
n~oo п..., оо 

у ь 'f( х) о 

Ijli~MA 3 о Preslikavanje 'f ва А 11 kоmраk;i{{Е):~~р'qа:Ef.kчi)Qvе SI:11'\] q; 
definisano эа 'Р(а) = €(a),-a е-А, је po1u-пергеk:-i.д.rlО о·ј!) '1, 

f)OKAZ: DU'.Toljno је posmatrati Е == {а е А : \lаl\ ~ IJ} '.-ј.С1. ТЈ >0; 

i F == {11. €: <t : \1\,1 ~L}. Za svako а Е. Е, 'РС а) := Е.( [1) ,i о 
kОП1.ра.ktа.n podsku,p l~· Р, i moze ее primeni-tj. Leme 2 ~ .тJ~:~""J :1 (.: 

а Е. Е, 7L Е f(a ), liш а == а i lirn 1\. == я. А/со 7L 1- Е/а); 
п п п n-~oo п n--?~ п 

[;гйа је а - 11. 6Ехр( А). Kako је а .... ,71. = lim (а - Jl. ) ,lј;ХР(А ) 
п-"ОО п 1'1 

оtvогеш s-ЈG.uр ( ~6]" 2. 1.4 Theorem), sled:L ал. ј (>, а - Ј1.. Е 
п п 

Ехр(л) za dovoljno veliko п, sto је u kontradikc~i:jj ,:~'1 1"',,1; ... 

роэtаvkоm da је ~ € t(an)o Ovim је lema dоkаzп.па . 

. ТЕОЕЕМА 30_ ([16Ј, VI. 230 Theorem 1) Neka је? ргеп1ј.':;Ј-. 
vвлј е ва А u kompaktne podsk'upove skupa ~ , tako с1э .~j r; 

(:ј.) 'fJ [Jolu-neprekidno odozgo, 

(ii) 6(а)С 'f(a) 

( :1. Ј_ Ј.) 'f( Р ( [Ј )) = р ( f ( а ) ) (а б А, р ј? роlinоПl). 

'ГrJ(lл., '138. вуаЈсо а Е. А imamo da ј-е 'Р( а) С. G.. ( .. )' (Гl) ~ [~~J (~ 
li.,э'. 

А. ( а) о zna СС1.уа 7.а tvor е rbl.l alg е Ьг u gen ег is ап lJ. t:; е. ;1. 'ј 1. 

'Г';';О)!1"жтА. 4 о Neka је А Banachova algebra i ргеtр(Узtа-Il.IЈI()1 , 

еkf'З ропепсi.јсЙпi spektar zadovol.java teoTemu о п pektl,cl.1 1 1()·' 

гге t.,;1:Lkаvапјu za po1inoтe, tj. uslov (7) о '1.1ada је ЕЈ ;.1.) С 

611(.'1.) (а.) za svako а е А, gde А(а.) oznacava zа·tУОI'r;Пl1 ;' I "I,"J 

~enerisanu эа а i 1. 

т)O[(J\~~': Na оепоуи Leme 3 i Teorerne 3 о 

.
о' 
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