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1 ¥Ysog

[TpocTtu 6pojeBH YMHE OKOCHUITY IaHAIIBUX pauyHAPCKUX TEXHUKA curypHOcTH. OHH ce
HajBHLIE KOPUCTE Y aCUMETPUYHUM 1IM(AaPCKUM aJIrOPUTMIMA YMjH j€ HajIO3HATH]U TIpE]-
craBuuk RSA.Y Behunm acumeTpuuHMX anropuraMa 3a reHEPHUCAE K/byueBa ce KOPUCTE
BEJIMKH NIPOCTH OpOjeBH ca CTOTHHY M Bullle feKagHux uucapa. I[Ipemmer oBor paga cy
TECTOBH 32 HCIUTHBAE Jla M je AaTu Opoj npoct. [lopes HEKOMMKO Npo6aOUIACTHYKUX
aJlropuTamMa 3a UCIIUTUBAE J1a 11 j€ 3ajaTi Opoj IpOoCT, Y pajfy Ce U3J1axe e TEPMUHUCTUYKH

anroputam A KS'n meroa nporpaMmcka peajn3aimja.

2 IIpocru opojesu

»MaTeMaTrnyapu cy 7o JaHaITFbAX TaHa y3aJTyIHO MOKYIIABAJN fla OTKPH]y HEKH PETT Y HA3Y
npoctux OpojeBa ¥ MMaMO Pa3jiora jia BEPYjeMo fia je TO TajHa y KOjy yM HuKana Hehe

nponaperu.”- Ojnep, (Xasun 2003, ctp. 163).

»»300T TOraITO U IPUBATHOCT CACTEMA M CUTYPHOCT IRTUTATTHOT HOBIA 3aBUCH Of AP POBaba,
Hampeyak Ouio MaTeMaTHKE Ui HHOPMaTHKE KOj1 OU ONOBPIHYO KpUNTOrpadcku MOJIE,
6uo Om npasa nponact. OuuriaegaH MaTeMaTUUKu MPoOoj 6uo OM Hampeak HeKOT JaKor

HauyrmHa (DaKTOPHCamha BEIUKUX MPocTuX Opojesa. - bu 'ejre, (Xasmr 2003, ctp. 171).

21 Ocobune npoctux 6pojesa

[Tpoct 6poj je mo3uTHBaH 11e0 6poj p > 1 Koju HeMa MO3UTUBHE LieJIe AEIUTEbE OcuM 1
u camor p. ITo3uTuBHA Henm GpojeBr, ocuM Gpoja 11, Koju HUCY IPOCTH ce 30BY CITOKEHAM
OpojeBuma. CKym CBUX MPOCTHX OpojeBa 00MIHO obeseskaBamo ca [P.

Onysex je wmeby wMarematmuapuma TOCTOjajia  Kejba 32 MPOHATAXKEHEM
»(hopMyIte 3a mobujame mpocTux GpojeBa’, unja Om cBa pelewa mpunafaia ckymy [P, anm
OHa JOUI YBEeK HHje OTKpUBEHA. 3a pas3iuKy Ofl Hbe NocToje opMmyse Koje 0OMYHO Kao
pe3yarar Bpahajy npoct 6poj. MoxkemMo ux MofeauT! Ha NOJTMHOMHE, EKCIIOHEHIIUjalTHE 1
npuMopujainHe popmye.

JlornuHo npBa upeja 6u 6una Hahu noaMHOMHY (popMyITy Koja Kao pe3yiaTar yBek Bpaha

npoctT 6poj. AJH 3a MOTMHOMHY (DOPMYITY ca jeTHOM POMEHIBUBOM 1 1IeT00POjHIM KoedHu-

'Bpoj 1 je moceGan cny4aj 3a Koju ce y3uMa fia Huje HY IPOCT, HA CIOXeH. Pasmor 360r Kora ce 1 He y3uMma
Kao TpocT Opoj je 3aTo LITO OHfA He OM BaXWia jeuHCTBeHA (pakTopu3anmja 6poja y OcHoeHOj itieopemu

apuitimeiiuxe [4]



[UjeHTHMA je 1 IOKa3aHo Jla OHa He TocToju. Teopema Koja To MOTBphyje Kaxke fja 3a CBaKM
nosuHoM f () ca 1eno6pojHuM KOe(ULUjEHTUMA, TOCTOjU GECKOHAYHO MHOI'O O3MTHBHUX
uenux Gpojesa m 3a koje je f(m) cnoxen 6poj [2]. Hacynpor muma, mocroje momuHOMu
BHILIE IPOMEHIbIBUX YHjH CY CKYIIOBH IO3UTUBHUX BPEJHOCTU IPOCTH OPOjEBH, Al j€ BUXOBO
Koprithemwe 3a HalaxXemwe MPOCTUX OpojeBa BeoOMa HENPAKTUYHO.

[Tocroje nBa Hajkopunthenuja 001uKa eKCOHEHIjaTHE hOpMYJIIE KOJU 1]y ABE 3HAUAJHE

KJ1ace mpoctux Opojesa:
1. M(n) = 2" — 1- Mepcenosu bpojesu u
2. F(n) =2 + 1- ®epmaosu 6pojesu,

rnejen > 0. EkcrionenT n Mopa 6utu poct 6poj 1a 6u u M (n) 6o MepceHoB npoct Gpoj.

3amcra, u3 npeTnocTaBke fajen = rs,raeje 1 < r < s < n,cnean
MMn)=2"—1=2"-1=(2" - 1)(2"¢"Y 4272 ... L 9" 1 1),

3uaun, ako r | n, ouga u M (r) | M(n). TIpBux HEKOMMKO HpOCTHX OpOjeBa N 3a Koje je
M (n) mpocr ¢cy: 2,3,5,7,13,17, 19, 31, ... nTepecanTHa ynbeHAIA je 1a je Hajsehn 10
cayia OTKpHBeH pocT 6poj ca 12978189 nexapnux ucapa M (47)* Mepceros 6poj u 061nKa
je: 243112609 1 110]. JIykac - Jlemepos iieciti [2] ce KOpuCTH 32 HCIIMTHBAE [1A I je faTH
MepceHoB Opoj pOCT U Ha Taj HAYKH Cy U OTKpUBEHU HajBehu mpoctu Opojesu. 1lITo ce Tuue
depmaoux OpojeBa, cam Pepma je oTkpro ma ako je 2™ + 1 mpoct, onga m Mopa 6uTH
cTeneH 1Bojke. 1o laHac je OTKPHBEHO CBera neT mpoctux PepMaoBux Gpojesa’ [11].
[MprumopnjanHa ¢yHKIHE]ja 32 3aaaTH 6poj p AeUHAIIIE ce Kao TPOU3BOJ CBUX MPOCTUX

6pojeBa MamIX U jeiHAKHX ca P 1 obenexaBamo je ca p*. OHa nMa 06JIHK:

flp)=p"+1.

Tepheme 2.1. Axo p* + 1 Huje iipociti 6poj, najmarsu axitiop dobujeroz 6poja je ysek eehit
00 p.

Iokas. Tepheme ce MOXe 0Ka3aTu KOHTpagukijoM. Ilpernocraska je pa p* + 1 uma
npoct daxrop ¢ < p. Tlomro p* npencrasba MPOU3BOJ CBEX MPOCTHX GPOjeBa 10 P, CIEHT
Nla 1 ¢ Takobe fenu p*. OHpga 61 g ReTuno u (pIj +1)— pf=1. To je moryhe camo 3a ¢ = 1.
A7 TO je y CympOTHOCTH €a MOYETHOM MPETHOCTAaBKOM 71a je g mpocT. Tume je TBpheme

TOKa3aHo. O

[IpeTnocTasiba ce, 11 jOII yBeK Hifje JOKA3aHO /1a je TO cUrypHo 47 MepceHoB 6poj
3To cy 6pojesu F'(0), . . ., F(4), 10K je pakropusanuja u3spurena 3a F'(5), ..., F(11)



[peTtxogHO TBpheme cyrepuiiie HApeIHN MOCTYIAK 3a HalaXKeHhe BEMMKHUX MPOCTHX Opo-
jeBa Ha caefehu HauKMH: MPETNOCTaBMMO ia 3HAMO CBE NPOCTE OPOjEBE MaHE UM jEJHAKE Off
p. Onpennmo cafa BpeaHOCT IpAMopHjatHe (hyHKIW|e 3a p Tj. n3pauyHajmo p* + 1. Ako je
noOujeHn 6poj MpOCT NOTpara ce 3aBpiaBa. Y CyIpOTHOM, IPOCT Opoj ce [o0Kja TaKo LITO
ce ofipenu HajMamu hakTop off p¢ + 1 (3a Koju je mokazano y Tephemy 2.1 nia je Behu on
p). Y oba ciayuaja HabeH je HoBH 1poct 6poj Behu ojt p. [m1aBuu pasnor 360r Kora ce OBaj
aJITOpUTAM He KOPHCTH j€ Taj IITO je HeONMXOHO M3BpIATH hakTopu3anmjy 6poja p* + 1,a
TO je BeOMa CIIO3KEH MPOTIEC.

Cnenu Teopema Koja WIycTpyje jeaHy OUTHY OCOOMHY IPOCTHX OpojeBa.
Teopema 2.1. [locitioju 6eckoHauHo mHOZo0 tipocitiux 6pojesa.

Hoxka3. ITpernocraBiMo CynmpoTHO fia IMa KOHaAYHO MHOTO pocTux OpojeBa. OHpja nocToju
u Hajehu nmpoct Opoj Meby wuMa, Heka To Oyme m. To moBmauym ca coOoM fia cy CBH
6pojesn Behm of m cioxenn. Amm Ha ocHoBy Tephema 2.1 6poj m* + 1 He Moxe fa
uma mpocte (hakTope Mame WM jegHake ca m. Opatie caemn aa m + 1 Hema yommre
npoctux akropa. AnuTo Ou oHfa npotuBpeunsio OCHOBHOj TeOpeMu apuT™MeTHKe. Jlo1io

ce 0 KOHTPaJUKIHje Tj. MOKA3aHO je Jla MOCTOjiu OECKOHAUHO MHOTO IpOoCTuX Opojesa.
O

2.2 Tlceymonpocrtu 6pojeBu

Caga he OuTm peun o cHenujalHOj KJIack CIOXEHHX OpojeBa  T3B.
iiceyooupocuium 6pojesuma. HbuxoBo neduHUCABE je HEONMXOMHO 33 Pa3yMEBamE IPO-
6abunuctnukux TecroBa. OHuU MpefCTaBibajy clokeHe OpojeBe KOju Mposa3e TecT WIIH
CEKBEHIIE TECTOBA 32 NCIIUTHBAE 1A JIU j€ 3aaTi Opoj IPOCT, a KOjU HHAye Nafajy 3a BehuHy
CIIOXEeHUX OpojeBa.

Hedunnimmo Hajupe many Depmaosy itieopemy KOja je HEONXOfHA 3a PA3yMEBaHE

onpebhennx kiaca nceygonpocTux 6pojesa.

Teopema 2.2 (mana ®epmaosa). Hexa je p ipociti 6poju a € 7 iwiakas 0a p 1 a. Taoa je
(1) a?'=1 (mod p).

Moka3. N3 gedununmje reopeme mmMamo a p 1 a. JToKaxkuMo HajIpe j1a CKyI Hejux Opojesa:
Oa, la, ..., (p— 1)anpencraBiba KOMIIETAH CKYI OCTaTaKa Mo Mojtyay p. [IpeTnocraBumMo
CYIIPOTHO. Y TOM cIy4ajy O¥ iBa eJIEMEeHTa, PEIUMO a1 j @, OWIN Y ACTOM CKYITy OCTaTaKa I1o

MOJyJTy P Tj. Baxkuno 6u aje ia = ja (mod p). To 6u orma nosmaummogap | (i — j)a,anu



KaKO a HHje IEJbIBO ca P IPeMa IOYETHO] IPETIIOCTABIIH, iMaii oucmoiap | (i — 7). Iomro
Cy U7 U J Mamby Off P, JeAUHU ciy4aj Kaja je To Moryhe je naje ¢« = j. Ha ocHoOBY nnpeTxojiHor
3aKJbyuKa clienu fa ckyn opojesa: Oa, la, . .., (p — 1)a ycrBapu npejicraBiba nepMyTanmjy
cKyma eneMenara: 1,2, ..., (p — 1), ako oBe CKylmoBe MOCMAaTPMO Y IIPOCTOPY OCTATaKa 1o
monyny p. Opatiie clneny fa je MpOu3BOJ eleMeHaTa MPBOT CKyla KOHI'YPEHTaH POM3BONY
esleMeHaTa Ipyror ckyna 1o mogyay p 1j. a’~*(p — 1)! = (p — 1)! (mod p). Opatre,
pl (p—1)!(a?~t —1). Homro (p — 1)! curypuo ue nemn p, umamo ga p | (a1 — 1), urro je

¥ TpeOajo JOKa3aTH. U

AKO KOpHUCTUMO IIOjaM Iiceyfonpoctux OpojeBa 0e3 Ouilo KakBUX [OAATHUX CIELU-
(ukanuja, orga 06maHO MEUCTIMO HaDepmaose aliceyooiupociiie bpojese. Kapmajxkaosu 6po-
jesu cy HenapHu cnoxeHu PepMaoBy mceyonpocT OpojeBr 3a cBaky of 6aza. Yecto ce

Ha3UBajy U aTlCONyTHAM IICEYIONPOCTHM OpojeBAMa.

JNedununuja 2.1. Caoxcer ueo 6poj n Hazusamo Pepmaosum a iiceyooupocitium bpojem, ako

3a yeo 6poj a > 1 yaajammo fipociti ca wum, éaxcu oa: n | a™+ — 1.

Hpyrum peunma, To ¢y OpojeBH KOjH 3a10BOJbaBajy Maty PepMaoBy TeopeMy 3a ofipeheny

6a3sy a.

Nedununuja 2.2. Caowern ueo 06poj n Hasusamo Kapmajkaosum 6pojem, ako

n—1

n|a" ' —1saceaxo a € 7.

3akibyuyjeMo f1a ako p Huje mpoct, moryhe je na jennaunna (1) unak saxu. Axo (1) Baxu
3a MOjeJIMHAaYHy BPEIHOCT 3a & OHIa TOBOPUMO 0 PepMaoBuM « IICeyOnpPOCTM OpPOjeBIMA,
a ako je (1) 3am0BOIbEHO 3a CBAKO ¢ OHJIA Cy Y IATamby KapMajKiIoBH 6pojeBH.

[To3naTa Knaca nceygonpoctux 6pojeBa cy jaku iiceyooipocitiu 6pojesu.

Nedununuja 2.3. Jax iiceyooiipocii 6poj 3a 6a3y a je Heilapan caoxeH Opoj

n =d-2°+ 1, 20e je d HellapHO u 3a KOju 8axcU jeOHa 00 caedehiux KOHZpYeHUuja:

(2) a®=1 (mod n)
(3) a’® = —1 (mod n)
sanexor =0,1,..., s — 1.

Jak nceyponpoct 6poj 3a 6a3y a je yBek PepMaoB a nceygonpoct Opoj, alu He BaXu U

cynpoTtHo. KapMmajkinoBu 6pojeBr MOTY OUTH jaKu IICEyIONPOCTH OPOjeBH 32 HEKE BPEHOCTH



6asza. CroxeH 6poj 7 je jak meeygonpoct 6poj 3a Hajsuire 1/4 cBux Ga3a Mambux off 1 [4].
Osga unmeHuLa ce Kopuctu Koy, Muaep-Paburoso? iieciua.

Ocum HaOpojaHux, MOCTOj€ U APYTe Kiace nceyponpoctux opojesa: Ojaeposu, JIykacosu,
Qubonauujesu, ... IbuxoBa KapaKTepHCTHKa je fia ,,0MOHAIIAjy ‘mpocTe OpojeBe 3a pas-

JIMYUTE TECTOBCE.

2.3 Ilpumene npocrux 6pojesay RS A anropurmy

Cucrem RSA je jenan of1 HajBaXKHM]UX MOJICTHUIAja 32 HHTEPEC KOjH CE MPHjIaje IPOHAIa-
Kewy BennKux npocrux opojea. Cucrem RSA je Hajno3HaTuju u HajkopunrheHUju acume-
TPUYHY IMpapcku cucteM. YoOuyajHa NpeTHOCTaBKa je ja NOTEeHIMjalHy Hamafay 3Ha
anroputaM HmMgppoBama; MehyTuM He 3Ha ce TOMMHOMUjATHU alrOpuTaM 3a ofjpebuBame
KJbyua 3a jiemmndpoame nosazehu off kibyua 3a mmgposame. HajpaxHuje npumeHe anro-
putma RSA cy 3a ycarnaiiaBame Kiby4ya 3a CHMETPUYHA HIK(APCKH CUCTEM W TUTHTATHOT
NOTIIHCA.

Cucrem RSA je mo6uo ume 1o TpojuIm cBojux mpoHanazada Pusecry (Rivest), llamupy
(Shamir) u Agyumany (Adleman). 3a noderak je HeONxXoHO OabpaTH JBa pa3iuuuTa
Besmka npocra 6poja (ca npeko 100 gekaguux mucapa) p u ¢ 1 u3pavyHaTH BUXOB TPOU3BOJ
n = pq. bpojeBu p U ¢ MOpajy ce 4yBaTH y TajHOCTH, alu HE U OpoOj 7, KOJH je JIe0
JaBHOT KJby4a. 12 MOpa OUTH JOBOJBHO BEJIUKO fIa ce OfiroBapajyhu TajHu Kibyd HE OM MOTao
OJIPEIUTH MOTIYHOM NPETparoM. 3a KOMEPLHUjaIHy YIOTpeOy ce 0OMUHO KOpUcTe OpojeBu
n op 1024 6ura, ogHocHo N =~ 103%%, 3a Baxxne motpebe ce 06uuHO Kopuctu 2048-GUTHO 7,
opHocHO N ~ 10917 [6]. 1o mpe Heky rofuuy je 6Um0 yoGudajHO fAa ce KOpUCTH 768-6GUTHO
n (n ~ 10%?), amu je oHo ycnemmHo dakropuzosano 12.12.2009. roguse off cTpaHe THMa
nayunuka koje je npegsopuo Kieuwyn (T.Kleinjung) [9]. RSA-768 je tpenyTHO Hajsehin
(haxkTopucan 6poj, anu ce ca pa3BojeM pauyHapa yCHelHo (haKTOPUILy HOBH, ILITO yTHYE HA
IPOMEHY IPaHULE 3a BEJIMYUHY KIbyya.

Hajnpe ce mopyka koja ce enu mugpoBaTh NOAENA Y OJOKOBE BENUUMHE MABE Off 1L
1 cBaku off Tux 0j10K0Ba ce noceOHo mugpyje. Hakon uspauynaBama Opoja n, ogpenu ce
Ojneposa ¢ ¢pynxyuja* Tor 6poja. C 063upoM f1a 1 NpefICTaB/ba NPOU3BO ABA IIpocTa Opoja,
JIaKO ce MoKasyje f1a je

d(n) = (p—1)(g—1).

3atum ce u3abepe 6poj e Taka fa je (e, ¢(n)) = 1° u u3pauyHa HErOB MYJITHILTHKA-

tusBd uEBep3 d y Z/p(n)Z : d = e~ ' (mod ¢(n)). Kaga cy nosnatu e u ¢(n) nako

*Qjneposa ¢ pynkumja Bpaha 6poj O3ATHBHEX ENUX GpOjeBa MAKHAX O] 72 KOjI CY ca FoHM Y3ajaMHO IPOCTH
3Y pany (a, b) npefcrabmba ckpahenmty 3a m3g(a, b)



ce apoutuperum Eyxaudosum arZopuitimom uspadynasa d [6]. TIpumernmo fa je ed = 1
(mod ¢(n)) ul < e,d < ¢(n). Tap (n,e) npencrasiba jaBHu Kibyd KPUITOCUCTEMA
RSA koju ce ummieMeHTupa, ok ce y tajHoctn uysa d. [la 6u ce anropuram RSA morao
IPOBAJIUTH, HEOTIXOAHO j€ 3HATH TajHU KIbYY, OTHOCHO OfPENHUTH d Ha OCHOBY € 1 . Moxe ce
TI0Ka3aTH 1a je KOMIUIEKCHOCT Mpo0iieMa poHanakema 6poja d eKBUBANEHTaHA ca CaMOM
(akropuzanujom Opoja 7 .

Heka je 0 < a < n 610k nopyke Koja ce mmdpyje. CBaku of 6;10K0Ba ce mOCeOHO
mmgpyje, Tako Aa mudpoBaHa MOpyKa MpefcTaBba HA3 mm(ppoBannx Omokosa. Ca b

O3HadyaBaMoO um(bpaT OTBOPCHOI' TEKCTA A. JC]IHa‘Il/IHa 3a BETOBO N3pAYYHABAKC je:

b=a° (mod n).

AKO HaMm je MO3HaT TajHH KJbY, IeKpHMiyja mugpara b ce n3Bpinasa Ha cnefehn HaumH:
a=0b" (mod n).

Cnenu oka3 a oBO 3aucta (PyHKIMOHHMILE Tj. [1a C& AEKPHUILHjoM mmmdpara b cTBapHO

nobuja moueTHa mopyka a. Mimamo na je:
V=) "=a"=a'=a (modn).

JloKa3KMMO OCIE 1 KOPaK y Hu3y ekBuBaneHmjaTj. gaje a = a' (mod n). [Momrro

Baxuajeed =1 (mod ¢(n)), 3Haum ga nocroju 6poj k takas aa axu: ed = 1+ ko(n).
Kako cy e nd 6pojesusetimonlup(n) > 0,cnemupajenk > 0. Memwajyhunedcal+ ko(n)

nMaMo:

a® = oM = (¢?™kg (mod n)
Caya Ha ocHOBY Ojaepose ieopeme KOja TIacH:
a®™ =1 (mod n) akoje ged(a,n) = 1,

MIOKa3aH je TpaxeHu Kopak. [la 6u OjmepoBa TeopeMa Baxuiaa OpojeBd a U 1 Tpeba ja
Oyny y3ajaMHO MPOCTH Tj. TpebGa BOIUTHU pauyHa fja fy>KuHa OII0KOBa Koju ce mudpyjy oyne
y3ajaMHO mpocra ca n. Mmak 1o Huje HEOMXOAHO, IITO Ce JoKa3yje Ha OCHOBY Kopceailioge
{ieopeme [2], TaKo J1a je jeJIMHM YCIIOB 3a UXOBY JIYKUHY [1a Oy/Iy Marsu Off 1.

3aKpaj I3HOCUMO NIPENOPYKE 0 KOjuMa Tpeha BOTUTHU padyHa IPUITMKOM H300pa BETUKHIX

npocTtux 6pojeBa p o q:
1. puq ce o6muno Gupajy Tako aa (p — 1, ¢ — 1) Gyne mamu Gpoj.
2. bpojesup — 1, — 1,p 4+ 1u g + 1 Tpeba na umajy BenuKu MpOCT YNHUIAL.

7



3. Bpojeu p u ¢ He TpebHa fa Oyay npeBuie 6713y jefaH APYroM; ¢ Apyre CTpaHe, OTHOC
Beher u mamer off wux je 00nuHO Mawk off 4. Tlocroje cnenujannu anropurmu 3a
(haxTopm3anMjy KOju MOTY ia ce HCKOPUCTE aKO HUje MCIIOLITOBaHA OUIIO KOja Off OBE

TPH [IPENOpYKeE.

4. O6uUYHO je e pelaTUBHO MaJIo, 1a OU ce cMambuIo BpeMe mmdpoBama. Hecro ce yz3uma
e=3.

3 Tecrosu 3a npoBepy Aa i je 3a7aTu OpPOj NPoCT

Y 0BOM NOrJIaBibY pa3Marpajy ce TeCTOBH, OHOCHO aJITOPUTMH 3a MPOBEPY A IiH je
3aatu Opoj mpocT. 3a pa3nuKy oy pakTopu3aiyje, TOMEHYTH TECTOBH FeHEPAITHO He Bpahajy
npocre akrope, Beh caMo ofroBapajy Ha maTame 1a | je yHeTn 6poj mpoct. [Ipobrem
(hakTopuzanuje 6poja je 3HaYajHO KOMIUTIEKCHH]H O TIPOBEPE f1a Ji je mpocT Kopucrehn ce
NOMEHYTUM TecToBUMA. BehmHa TecToBa mokasyjy fa je 6poj mpocT, ajii OCTOje U OHU Ka0
mTo je Musiep-PabunoB (BueT Tauky 3.1.3), Koju mokasyjy Aa je yHeTH Opoj CIOXKEH, TaKO
Jla BbIX MOXKEMO 3BaTH M TECTOBAMA CIIOKEHOCTH.

TecroBe 3a mpoBepy fia 1M je 3afiaTi 6pOj MPOCT AENUMO Ha JIB€ BETIMKE IpyIe:

1. Ilpobabuaucitiuuxu iiecitiosu

2. [leitiepmuHuciiu4xuy ilecitiosu.

JleTepMUHUCTIHYKY TECTOBY CaIOTITYHOM CUTYpHOIIThY yTBphY]jy Aa /1 je TpaskeHu Opoj mpocT.
3a pa3nmKy off BUX, TPOOAOHIMCTHYKA TECTOBH MOTY MOTEHIIH]aTHO (Majia ca BEOMa MajioM
BepOBaTHOKOM) TIOTPEITHO HAEHTU(UKOBATH CIOXKEHN 6poj Kao mpocT. [TpobabumucTnukm
TECTOBU CYy 3HATHO OPKH, 10K j€ 3Hayaj AeTEPMUHUCTUYKKX TECTOBA Y BUXOBO] CUT'YPHOCTH.
3aro ce y npakcu Hajuenrhe KOpUCTH HbuxoBa komOuHanwmja. Hajnpe ce npumenu HeKku off
Npo6aOUIICTUYKUX TECTOBA M aKO 3aiaT Opoj pobe faTu TecT 03Ha4u ce Kao BEPOBATHO
npoct Opoj. 3aTtuM noMohy HEKOT Off AeTEPMIUHUCTAYKHX TECTOBA CE& MOXKeE ca CUT'ypHOUIhy
YTBPAUTY ia JiK j€ AaTu OpOoj POCT Tj. oA0aLUTH IICEYAONPOCTH OPOjeBU KOj1 MOT'Y ia Ipoby
NpoOaOUINCTHYKE TECTOBE, & HHAYE CY CIIOKECHH.

lenepucame BenMKHUX OpOCTHX OpojeBa MMa NpUMeHy y Kpunrtorpaguju. ['eHepanHu
METOJl 32 BHIXOBO I'eHEepHCamke je fla ce m3abepe HemapaH Opoj n ofgrosapajyhe nyxuHe, a
3aTUM Ha CLIEHY CTYIAjy MOMEHYTH TECTOBH, KOjUMa Ce YTBphyje 1a /iu je u3adpaH npoct 0poj
W Ce MOPA MOKYIIATH ca TeHEPHUCAHEM HOBOT.

[Tocroju Benyku 6poj TECTOBA, 3aTO KPEHUMO Off HajaakimX. CUTypHO Hajje[HOCTABHUjU

HAuMH 3a YTBphUBame ia Jii je YHeTH Opoj n MPOCT, je aKOo ce TPOBEPH fia I OUI0 KOJH Off



nenux OpojeBa W3 MHTepBana of 2 o n — 1 mgenm 6poj n. AKO MmOCTOju TakaB Opoj, 1 je
CIIOKEH U yj€[IHO je npoHabeH u jenan o hakTopa. Y CynpOTHOM, aKO TakaB OpOj HE TOCTOjH,
n je npoct. IIpBa Moaucukanuja NOMEHYTOr alropuT™Ma NoApa3yMeBa ja H1je HEOXOHO
TecTHpaTH cBe Opojese 1o 1 — 1, Beh ja ropwa rpaHulia HHTEpBajla UCIUTHBa®ba Tpeda Aa
Oye /1, jep aKo je n CIOXKEH OH ce MOXKE MPEJICTaBUTH Kao MPOM3BO GapeM fiBa 6poja
Of1 KOjuX jeflan MOpa OuTH Mary Ui jeqnak ca /n. Cnenehe ynanpeheme anropurma mo-
Ipa3yMeBa NMpecKakame CBUX MapHUX OpojeBa, OCUM 2, jep ako mapaH Opoj fiesm 7, OHfja ra
nemu u 2. [lasbe ce MOKe BHJIETH fia CY CBH IpocTH OpojeBu oommnka 6k =+ 1, ocim 2 1 3 xoju
NpENCTaBIbajy jefuHe u3y3eTke. To je 300r Tora mTo ce CBU el OpOjeBH MOTY IPECTABATH
y 06muKy 6k +2,3a uene 6pojese kui = —1,0, 1, 2, 3, 4. 2 nenu 6pojese o6muka 6k, 6k + 2
u 6k + 4, nox 3 mesm GpojeBe obmuka 6k + 3. Ha onmcan HauWH JOBOJBHO j€ TECTHPATH
6pojese 2 u 3, u cBe 6pojeBe obmuka 6k + 1 < \/n, mTo je 0Ko 3 1myTa Gp:Ke Off IOYETHOT
nocrynka. ['eHepanu3yjyhu fame, MOXe ce IPEMETHTH [la Cy CBU NMPOCTH OpojeBH 00IMKa
c*k + i, e cy cu k uesm 6pojesu, a 3a ¢ Baxu 42 je y3ajamHo npocto ca ¢ ni < c*, TIpume-
THMO [a aKO i 1 ¢ HACY y3ajaMHO TIpOCTH, OHfia je ¢*k + i gemwus ca (c, ). 1lTo je ¢ Behe, TO
ce Opoj KOpaka 3a HCIUTUBAKE CIIOKEHOCTH Opoja 1 cMamyje. 3a 0Baj METOJl HEOIIXOIHO je
Takobhe UCIUTATH U IEJbUBOCT Ca CBUM IIPOCTHM OpOjeBHMAa MalbiM N jefHaKuM ca c. OBaj

I0CTYIAK je IpuKa3aH y ciejiehem npumepy.

Cnuka 1. I'pacpuuku npuka3s metope Kopumhene y npumepy 3.1.

Ipnmep 3.1. Heka jec = 6. Oudajec® = 2 -3 -5 = 30. Ceaku yeo 6poj je 06.auxa
30k + 1, 20ejei = 0,1,...,29u k € Z. Aau umamo 0a 2 oeau 0,2, ...,28 u 3 deau



0,3,...,27Tu50eau0,5,...,25. U3 06802a ce moxe 3aKwyHuiliu 0a cy ceu ipocitiu bpojesu
o6auxa 30k + i, 20ejei = 1,7,11,13,17,19, 23, 29 (0o0nocHo 3a one © < 30 iiaxse Oa je
(1,30) = 1) uk € Z. Axo ne 6u saxcuno oaje (i,30) = 1, onoa 6u 30k + i 6uno demwuso ca
Hekum apocitium gakiiopom 00 30, oonocHo 30k + 1 He 6u 6uo tpocii 6poj. [laitiu ipumep

unyciiposan je Ha cauuu 1. Ipocitiu 6pojesu ce He MOZy Hahu Y Hcylium obaaciuuma.

Cnenu onmuc jefHOCTaBHOT, MPAcTapor aJrOpUTMa 3a MPOHANAXKEHE MPOCTHX OpojeBa
710 3ajjaTe TOpe rpanuIe -seiloou Epaiiocitienoso? cuitia (cmmka 2). OBaj anropuram
ofipehyje cBe npocre OpojeBe Mame Uil jeiHaKe 3aaaToM Opojy 7, Tako Aa he ce y Tom ckymy
Haja3uTu 1 caM 6poj 1, ako je mpoct. IToctynak ce cactoju y ciefehem: Hajnpe ce ucnuiy
cBU OpOjeBU Mam1 WITH jeTHAaKH ca 1, novyeBwm off 2. Cajia ce IOUnmE ca ,,cejambeM™ OpojeBa
KpO3 CATO. Y3Me ce PBU HempenpTaH 6poj (Y IpBOM KOPaky je TO 2, TOMITO Ha MOYETKY
HEMa mpelpranux OpojeBa) u 3aTUM Ce NPELUPTABAjy CBU OPOjEeBU KOjU CY [IC/bUBH CA HHM.
[Tocrynak ce noHassba cBe 10K ciefiechu n3abpanu HenpeypTaHu Opoj ca KOjUM ce MOYHE
cneneha urepanuja, He Gyne Behim o /n. AKO je y TOKY OMEHYTOT MOCTYIKA Yy HEKOM
KOpaky Opoj m IpenpTaH, CIe[H fia je OH CIOXKEH, Y CYIPOTHOM je TpocT. [lo6ap HaumH fa
ce yOp3ajy aJaropuT™u 3a IPOBEPY [a K je 3aaTi Opoj MPOCT je [1a Ce Ha TIOUETKY OipEe 1
cauyBajy cBM 1pocTu OpojeBu 10 Heke rpauutle, penumo 200. Taksa nucra ce Moxke ocop-
MUTH EpaTocTeHOBUM CHTOM. 3aTuM, IIpe U3BpLIaBaba HEKOT KOHKPETHOT aJrOpUTMa ce
HICIIATA JIEJbIBOCT 3afaTor Opoja ca OpojeBuMa 13 IIOMEHYTOT CKyIla i aKO ce YCTAaHOBH fia je

JI€/bMB Ca HEKMM Of THX OpOjeBa, lajby paj ce MPEeKua U KOHCTATYje f1a je Opoj CIO0XKEH.

»
B

Cmuika 2. EpaTocTeHOBO CHTO
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[Ipe metammujer pa3MaTpama TOjeJUHAX TECTOBA, MOTPEOHO je HemTo Buine pehn o
B€ OMTHE KapaKTEPUCTUKE OUIIO KOT TeCcTa KOjU MPOBEPaBa jia Jiu je 3agatu Opoj mpocT: O
HETOBOj BPEMEHCKO] CIIOSKEHOCTH U OAPEIUTH KOjO] KJIach CIOXKEHOCTH Tpunajga. Te aBe

KapakTepucTHKe ofipebyjy e(puKacHOCT U 3Hayaj caMor TecTa.
BpemeHncka c102XeHOCT H KJ1ace C10XKeHOCTH

Y pauyHapCTBY, BPEMEHCKA CAONCEHOCIHL ANZOPUTLMATIPENICTABIbA MATEMATHYKY (DYHK-
17}y KOja BeTMYMHY YHOCA TPETBApa y KONMYMHY BpeMeHa OTpeGHY f1a ce alropuTaM N3BPIIIH.
Ona ce Hajuehe u3paxana kopucrehu ce O HOTaLKMjOM KOja 3aHEMapyje KOHCTaHTHE (hak-
TOpe W cabMpKe HIKET pefa BeamunmHe. Kaja ce KOpUCTH Ha MPETXOIHO ONKMCAH HAYMH,
KaXe ce J1a ce BpeMEHCKA CIOKEHOCT 03HayaBa aCAMITOTCKU Kajia BEMUMHA yila3a TeXKH
OecKOHAYHOCTH. BpeMeHcKa ClIoskeHOCT ce OOMYHO MPOoIehYje Ha Taj HAYrH IITO Ce OIPeNH
Opoj ejeMEHTapHUX Onepanuja Koje Ce U3BPILABAjy y aJIrOPUTMY, IJI€ CE MPETIOCTaB/ba 1a
j€ 3a U3BpIIEHE CBAKE Off TUX Omnepanuja norpedbHa puKcHO ofipeheHa KoauurHa BpeMeHa.
Crora ce KonuuuHa BpeMeHa U Opoj eJIeMeHTapHHUX olepaldja alropuTMa pas3iukyjy 3a
HajBHIIE KOHCTAHTaH (hakTop.

Y pauyHCKO] T€OpHUjU CIOXKEHOCTH, KAACA CAOMCEHOCIU € CKyN mpodiemMa 1MOBe3aHe
cioxeHocTH. TunnyHa Kiaca cJI0XeHOCTH ce ieprHMIIEe Kao CKyl nmpoliemMa KOju ce MoXke
pemara y3 nomoh ancrpakrae marmure M kopucrehn O( f (n)) pecypea R, rjie nipeficTaiba
BEJIMUMHY yia3a. 3a ajropuTaM ce Kaxe fia je TONNHOMHjaHe BPEMEHCKe CIIOKEHOCTH,
aKo je HWEeroBO BPEME M3BpIIABAA OrPAHMYEHO Of03r0 Ca MOJMHOMHjATHUM M3PA3oM Y
3aBUCHOCTH Ofl BeJIMunHe yina3a. Hanpumep, ako je 6poj n ya3Ha BeInYnHA HEKOT aJIrOpUTMa
TIOTMHOMUjaJTHE BPEMEHCKE CIOKEHOCTH, OHJIa CE& HEeroBa BPEMEHCKA CIOXKEHOCT MOXKE
npepcraputi ca O(n*), 3a Heku KoHcTanTaH akTop k. IIpoGemu 3a Koje alropuTMI ca
NOJITHOMHOM BPEMEHCKOM CJI0XeHouThy nocroje, npunajajy kiacu cnoxesocru P. Kiaca
cioxeHocTH P je eHTpaHa y pauyHCKOj TEOPHj| CIIOXKEHOCTH, a TaKohe 1 y HAIIIO] TIPHYIH
o mpoctiM OpojeBnMa. OHa ce TeduHAIIe Kao Kiaca CI0XKEHOCTH MpodieMa O[Ty InBamba
KOja ce MOTY PelIuTH ITOMOhy leTepMUHACTHIKE TjypHHroBe MallHE Y MOTHHOMH]ATHOM
BPEMEHY.

3a npobnem ce Kaxe fa je y ofpeheHo] Kiacu CI0XEeHOCTH ako Hajoosbu mocrojehu
aJIrOpUTaM 3a pellaBame Tor MpodieMa 3a/j0BojbaBa Kpurepujyme te kinace. CTora TOKoM
BpeMeHa, e(pUKACHU]H aITOPUTMH 3a pelllaBambe pobieMa ce MOry mpoHahu u Ha Taj HAUWH
1 1po0JsieM K1acupUKOBATH y YKy KJacy ClI0XKeHOCTH. Tako je Ouo u 3a nmpoOsieM fia i je

3agatu Opoj mpocT Koju ce o3uavasa ca PRIMES. [lyroce sepoBanoga PRIMES € P, amm
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TO je TeK floka3aHo ca otkpuheM anroputma A KS°. Y ToMme je yjenHo n rnasnm 3aauaj A K.S
tecra. Wnax, jour yBek Huje goka3aHo fa au ce PRIMES nanasu y knacu P-xomiineitinux
npobseMa u Takohe ce He 3Ha [ja Jin MPUnajga HeKoj Off Kilaca CIIOKEHOCTH KOje Ce Hanase

yHyTap Knace P, xao mro cy NC unu L.

3.1 Ilpo6adouaMCTHIKH TECTOBH

300r cBoje jeTHOCTaBHOCTH, HAjIOMyIapHUj! TECTOBH 3a IPOBEPY fAa I je 3ajaTu Opoj
NpoCT ¢y ynpaBo nmpobabunuctuyku. OBH TecToBH mopen Opoja n udja ce CIOKEHOCT
TECTUpa, KOPUCTE U Ciy4yajHo uzadpaH Opoj a u3 ogpehenor ckyna moryhux spegaoctu. Ouu
HHKAJIa He POTJIace MpoCT OPOj CIOXKEHNM, alli je Moryhe 1a ciioskeH 0poj Oyjie 03HaueH Kao
npoct (nceymonpoctu 6pojeBn). HajmosHaTuju npo6abmIMCcTHIKE TecToBH cy: Depmaos
ieci, Conosej-Ilitipaceros itiecii, Jlemaros itecit, Munep-Pabunos itiecit, itieciti iiomohy
eAulliiu4Kux Kpusux, . .. BeposatHoha rpeuike ce MOXe CMambUTH [OHAB/bAKEM TECTA 3a
BUIIIE HE3aBUCHO N3abpaHux BpenHocTr 3a a. Hanpumep, 3a Cosnosej-llITpacenos tect mim 3a
depMaoB TECT, 3 CBAKO CIIOKEHO 7 HAjMAbe MONOBUHA @ IETEKTY]E IeTrOBY CIOXKEHOCT [3].
Tako fa moHaBbajyhu TecT k TyTa cMambyjeMo BepoBaTHOhy rpelke Ha Hajsuie 2, mro
ce MOX€ YUMHUTH [0BOJbHO ManuM nosehasajyhu k. Kopauy y n3BpiaBamy npon3BosbHOT

npo0aOUAMCTUYKOT TecTa ¢y cnefehn:
1. TTpousBoibHO ce u3abdepe 6poj a.

2. Wcnura ce Heka jeHakoCT (Koja je crenugpryHa 3a CBaKH Off TECTOBA) Koja YKIbyUyje
n3abpaHo a u Opoj 1 KOju ce TecTupa. AKO ce 100uje HeraTuBaH OArOBOP Ha MOCTaB-
JbEHY jelTHAKOCT, OHJIA j& 1 CIIOKEH OPOj, & Ce Ha3MBa C8e00KOM CA0NCeHOCHIU Opoja n

¥ TECT ce MPEeKHya.
3. Bparurs ce mOHOBO Ha KOpaK 1. CBE JIOK C€ HE MOCTHTHE KeJbeHa CHTYPHOCT.

AKO je HakOH ofjpeheHor Opoja urepauuja MOCTUTHYTA XKeJbEHA TAYHOCT U 3a 1L HUje yCTa-
HOBJBEHO JIA j€ CIIOXKEH, OHJIa Ce OH MOKE JIEKIIapUCATH Ka0 8eposailiHo ipociu 6poj. TepmuH
BEOBATHOT IIPOCTOr Opoja mojpasymeBa fia he y Behunu ciyvajeBa gati Opoj OUTH CTBApHO

npocT, anu he y HeKiuM OUTH NceyAonpocT 6poj.

8 AKS tect npejicTaBiba ICHTPAJIHH IO pajia 1 olucaH je y naparpacy 3.2.1
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3.1.1 ®epmaos Tect

HajnpocTnju mpo6abumicTuuku Tect je Pepmaos itieciii 3a NICTATABATHE J1a JIH je 3a7aTH
Opoj mpocT (TavyHuje y OBOM CIIy4ajy TOBOPUMO O TECTY CII0XKEHOCTH). TecT (yHKUMOHMIIE

Ha cienehn HaumH: 3a 3amgaTu 1ieo 6poj 1, m3abepe ce MPON3BOJLHO @ M OHJIA aKO BAKH fia je:
(4) a” ' #£1 (mod n),

n je ca0XKeH. Y CynpoTHOM je m BepoBaTHO npoct. Caku 0poj @ 3a koju Baxu (4) Kaja
je n cioxeH, ce HaznBaDepmaos aaxcHu ceedok. [la 6u ce moBehanma Mpemu3HOCT, TECT Ce
II0HABJba BUIIIE [yTa 3a pa3JIMIATe BPENHOCTH 3a @ U3 uHTepBana [1,n — 1].

AJII‘OpI/ITaM 34 1aTH TECT MOXKE CE NTPENCTABUTI C.TICI[ChI/IM MCEYTOKOTOM:

Algoritam Ferma(n,k)
Ulaz: n > 3, neparan ceo broj cija se slozenost proverava
Ulaz: k, parametar koji odredjuje broj iteracija testa
Izlaz: slozen ako je n slozen, u suprotnom verovatno prost
ponoviti k£ puta:
izabrati proizvoljan ceo broj a iz intervala [1,n — 1]
if ¢ ' # 1 (mod n) then return slozen

return verovatno prost

depMaoB TeCT je XeypUCTUUKE TIPUPOJIE - HEKH CII0XKeHH OpojeBH Kao mTo cy Kapwmaj-
KJ10BU he yBek OMTH [IeKIapucani Ka0 BEPOBATHO MPOCTHU, 6€3 003Upa KONUKO Pa3aTMIUTUX
a 6yne uckopuithero. Y nopes cBera peyeHor, 0Baj METOJ| Ce KOPUCTH NPUIMKOM Ipyoor 1
Op30r TecTHpama, HIp. Y (a3u reHeprcama Kibyda anroputva RSA. Bpeme u3BpiaBama
osoranroputmaje O(k- log”n- log logn- log log logn), re k npencraiba 6poj pasiadaTix

(-0Ba 32 KOj€ Ce TeCTUPame 00aBIba.

3.1.2 Conosej-lITpacenos Tect

¥ Conogej-llITpaceroBom TecTy KocTucTu ce Jakobues cumbo.a KOJUTIPEICTaB/ba reHepa-

nu3aujy Jlaxanoposoz cumboaa.
Hedpunmmmja 3.1. Heka je p netiapan tipocii 6poj u a € Z. Jlawanopos cumboa (Z) ce
OepuHuute Ha caeoehu HAYUH:
Oakojea =0 (mod p)
<a) =< +lakojea 20 (mod p)usanexexr € Z, a = x> (mod p)

p
—1 ako He ilocitioju iakeo T
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Jedununuja 3.2. Hexa je n iipoussosan io3uitiuéan Heiiapan 6poj u a € Z. Jakobues

cumbon ( ) ce Oechunuute kao upouzsoo Jlaxwanoposux cumboaa Ha caedehu HavuH:

()=G) G =G
n b1 D2 Dk
20ejen = pl'ps? - prka (;) apeocitiasmajy Jaxwanopose cumbonezati = 1,. .. k.

Ojnep je mokaszao fia 3a HemapaH MpocT Opoj p ¥ MPOM3BOIbAH 11€0 OPOj @ BaXKM f1a je:

aP~D/2 = <a> (mod p),
p

e (Z) npencraBba Jlaxarnopos cumbo.a. Ilomro TecT 06aBIba MPOBEPY N K je YHETH OPOj
npoct, ymecto JlaxkangpoBor cumO01a KopucTu ce JakooujeB cumO0J1 (Z) , TJIe 1 MOKe OUTH
OmIJI0 KOj¥ MO3UTHBAH HENapaH 6poj.

Couosej-1lliipacenos itieciti ce cacTojuy cuefieheM: ako ce HCIATYje CIT0KEHOCT HeapHOT

6poja n, m3abepe ce MPOU3BOIbAH 110 OPOj @ | aKO je:

5) 2 (1) mod o),

OHJIA je 7 CIIOXKEH U @ j€ CBEIOK HEerOBe CIIOXKEHOCTH. Y CYNPOTHOM, 70 j& BEPOBATHO MPOCT.
Y jennakocru (5) (Z) npejcTraB/ba noMeHyT Jakooujes cumOo0i. Buaumo f1a ce onet papu o
TECTY CIIOKEHOCTH.

Hapepunm nceypokonom npukasat je Comnosej-1llTpacenos anropuram:

Algoritam Solovej-Strasen(n,k)
Ulaz: n > 3, neparan ceo broj cija se slozenost testira
Ulaz: k, parametar koji odredjuje preciznost testa
Izlaz: slozen ako je n slozen, u suprotnom verovatno prost
ponoviti k puta:
izabrati proizvoljan ceo broj a iz intervala [2,n — 1]
e ()

if 2=0 or a® Y2 % 2z (mod n) then return slozen

return verovatno prost

3a cBakm crmoXeH HemapaH Opoj 7T, HajMame TMOJNOBHHA Off CBAX 0Oa3a
a € (Z/nZ)* cy Ojneposu ceeioni [3]. 360T TOBOHHO BEIUKE yuecTanocTn KapMajKIoBix
Opojesa, y npakcu ce Cosnosej-lllTpaceHoB TecT 06uuHO KOpUCTH ymMecTo PepmaoBor Tecra.

Bpeme m3Bpmapama osor anropurma je O(k - log®n).

14



3.1.3 Munep-Paounos recr

Hajmosnatuju n cBakako HajkopuitheHnju npoOabuIiucTiIKe TecT je Munep-PaGuHoB,
KOjH1 Ce joLI Ha3UBa U ,,jaky TICEYI0NPOCTH TECT, jep ce 3aCHUBA Ha OCOOMHAMA jaKuX Icey-
norpocTux GpojeBa. AyTOp HEroBe OpWTMHAHE Bep3wuje, Koja je nHaue Ouia eTepMu-
uucruuka, je Munep (G.L.Miller). JlerepmunnzaM Te NpBe Bep3Hje je 3acHOBAH Ha
HeJIoKa3aHojyoiuitienoj Pumanosoj xuiioitiesu. Padbun (M.O.Rabin) ra je Mmonndurosao
Tako f1a Oyje 6e3ycnoBHr’ MPoGAOUIMCTHYKY anropuTaMm. ball Kao 1 MPeTXOIHO ONUCAHK
npo0aduaNCTHYKK TecToBU, 1 Musep-PaOnHOB ce 3acHMBA Ha je[HAKOCTHMA KOj€ BaXKe 3a
npocte OpojeBe, a moMohy KOjuX ce UCIUTYje CI0KEHOCT TpaXeHor 6poja.

3a pazymMeBame TecTa HEONXO/IHA je Hape/[Ha IeMa O KBapaTHAM KOpEHNMa U3 je[INHALE
y KOHauHOM 10JbYy Z/pZ, tie je p upoct 6poj u p > 2. OuurIeNHO je 1a TPUBHjaHK
KBajipaTHN KopeHu —1 u 1 npunapajy TpaxkeHoM ckyny OpojeBa KOju pu KBajipupamy fajy

ocrarak 1 no monyny p. Cnepeha nema Ham TOBOpH fia Cy OHH ¥ j€[IUHU KOPEHH.

Jema 3.1. He uiocitioje HellipusujasHu K8aOpaitiHi KOPeHU U3 jeOUHUYe Y KOHAYHOM HO/bY
Z/pZ.

Hoka3. 3anoueTak, IpeTNOCTaBIMO /ia je T KBafpaTHH KopeH of 1 o mopyay p. To ycrapu

3HAYM fIa je:

(x—=1)(x+1)=0 (mod p).

Mpyrum peunma, p gemu npoussof (z — 1)(z + 1). Tlonrro je p mpoct 6poj cleu 1a OH Aeu

jemanop gakropa,1j. ¢ = lumz = —1. |

Capa, Heka je n npoct Opoj un > 2. Oxpa je n — 1 mapan 6poj u MOXKe Ce IPEeACTaBUTU
kao 2° - d, rue ¢y s u d no3uruBHE 1iemm Opojesn u d je HemapHo. 3a cBako a € (Z/nZ)*

BaXKH jeiHa off cnefehux fBejy jeMHakocTu:
a®=1 (mod n) um
a* 4= —1 (mod n),3amex00 <7 < s—1,

3a oka3 MpeTXOHO peveHor mocmyxkunhemo ce manrom PepMaoBOM TEOPEMOM Of KOje

kpehemo. Ha ocHoBy Jleme 3.1, ako ce r myTa y3acTOIHO pavyyHajy KBapaTHU KOPEHH W3

733 AJIrOPUTaM Ka2keMO naje 663YCJIOBaH, AKO I|bEroBa TAYHOCT HE 3aBUCHU HA onjenHe HCTOKA3aHC XUIOTE3E
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aTL

~1 o mMopyny p, cranso he ce kao pesyntar go6ujatu —1 mmm 1. Axo ce o6uje Kao
pesyarar —1, gpyra jefHauMHa je 3aJ0BOJ/bEHA U TY j€ Kpaj oKa3a. Y CYNPOTHOM, aKo Ce
HHKAJIa Kao pe3yaTar He joounje — 1, oHjga Kajia ce moTpolie CBY cTenenu 0poja 2, ocTaje fa
BAXKU TPBa j€HAKOCT.

Munep-PaGrHOB TecT ce 3acHMBA HA KOHTPANO3UTHBHOM TBphHewmy MPETXOTHOM Koje

KaxKe J1a ako ce MOKe Hahu TakBO @ Tako jja Baxe cieehe ise jeqHakocTu:

(6) a®#1 (mod n)

(7) a* % —1 (mod n),

3acee 0 < 7 < s — 1, oHxa je n cmoxken 6poj. bpoj a y ToM cnydajy Ha3uBaMo CBEIOKOM
CIIOXKEHOCTH Opoja 1. Y CynpOTHOM, & HA3MBAMO jaKUM JIAXKHUM CBEJJOKOM U 7 TIPEAICTaBIba
jak BEpOBATHO NpocT Opoj 3a 6asy a.

3a cBakM HemapaH CIOXeH Opoj 7 IOCTOjU MHOTO CBEJJOKA HEroBe CIOXKEHOCTH d.
Taunnje, Bume of 3/4 mMpon3BosbHO m3abpannx 6aza 0 < a < n, he ykasatu Ha me-
rOBY CJIOKEHOCT [3]. AJiv 1 opey| Tora, He MOCTOjH JIAK HAYMH FEHEPUCaba TAKBUX OpOjeBa
a. Pememe je a ce TecT yunHu npoGaOWIMCTHIKIM: OMpa ce POu3BOILHO a € (Z/nZ)
pasnuuTo of 0 ¥ IpoBepH Aa U je n3a0paHo a CBEOK CIOKEHOCTU TpaxeHor Opoja. AKo je
n cI0KeHO, TecT he ca BepoBaTHOhOM Off TpeKo 3 /4 MoKa3aT CIOKEHOCT Gpoja 7. AJH 110-
croju MmoryhHOCT 1a cMO u3a0paiu 0ali OHO @ KOje€ j€ jak JIasKHH CBEIOK TpaxeHor opoja. Ty
BEpOBAaTHOhY MOXKEMO IpaCTUYHO CMabUTH IIOHABIbA]yhu JaTH MOCTYAK 3a BUIIIE HA3aBICHO
n3a0paHuX BPEHOCTH 32 d.

Cnemu neeypokon Munep-Pa6unoBor Tecra:

Algoritam Miler-Rabin(n,k)
Ulaz: n > 3, neparan ceo broj cija se slozenost testira
Ulaz: k, parametar koji odredjuje tacnost testa
Izlaz: slozen ako je n slozen, u suprotnom verovatno prost
odrediti s i d na opisan nacin tako da vazi n—1=2°-d
ITERACIJA: ponoviti k puta:

izabrati proizvoljan ceo broj a iz intervala [2,n — 2]

x + a? (mod n)

if t=1 or t =n—1 then sledeca ITERACIJA

for r=1...5s—1

x + 2% (mod n)

if r =1 then return slozen
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if r=n —1 then sledeca ITERACIJA
return slozen

return verovatno prost

Kopucrehn ce METOIOM M00yAapHOZ Cilielien08arsa HOHOB.beHUM Keaopuparbem [6] y
KOHCTPYKIjU CaMor ajJropuTMa, MOXe Ce MOKa3aTh fia je CIOXKEHOCT JJaTOr aJropuTMma
O(k - log®n), rue 6poj k npeficraBiba 6poj nTepaija Tj. 3a KOMIKO PA3TAIATHX BPEJHOCTH
@ je TecTHpaH aTu anroputam. Ha ocHOBY IpeTXOHO peUeHOT BUIIMO fia je OBO je ehruKacaH
nonuHOMHUjanaH aaroputaM. Bpeme m3spuiasama ce moxe pepykosaru va O(k - log®n),
Kkopuctehn ce MHOXeHmEM 3acHOBaHUM Ha Op30j PoypuepoBoj TpanchopMalimju.

Cana ma kaxeMo HEKOIHMKO peud O TAYHOCTH pe3ynraTa. Kako cy 3a cBaku HemapaH
ciiokeH Opoj 1 HajMarbe 3/4 6asza a CBENONM CIOKEHOCTH Opoja, alropATaM MporanaBa
7 BEPOBATHO NPOCTHM ca BepoBaTHohom op Hajsuiue 1/4. To 3uauu ga k urepaumja garor
Tecta ofpebyjy rpanmiy npemmssocT off 4%, Cenam HajMamuX CIOXEHHX GpojeBa Koju
nponaze Munep-PabunoB tect cy: 2047, 1373653, 25326001, 3215031751, 2152302898747,
3474749660383, 341550071728321. Ilpema Tome 0Baj TecT (3Hajyhm OBUX MPBHX cefraM Gpo-
jeBa) je Banunan 3a cse Gpojese 10 3.4 - 101, Hemrro edukacuuju tect je @Ppobenujycos
dieciu ficeyooupocitiux 6pojesa [7]. Jeman UUKIIyC OBOT aJrOpUTMA je TPH TyTa JAyXKH Off
nukiyca Munep-PaGuHoBoOr TecTa, anu [ocTrXe TpaHuIly BepoBaTHOhe KOja ce MOCTIKe ca
ceflaM nmkiyca Munep-Pabuna.

JacHo je ja ce oBaj aaroputam MoXKe YUMHUTHU JETEPMUHUCTUUYKUM IOHAB/bajyhu mnoc-
TYNakK 3a CBe BPeHOCTH a Jio ofipehene rpanune. [IpoHanaxkemwe Te rpaHule MPefCTaBba
raaBHu npoOneM. [lerepmuHuCTHYKA Bep3uja Munep-PabunoBor anropurama ce He KO-
PHCTH Y Mpakch. 3HATHO je cropuja off IpoOaOUINCTHIKOT alTOPUTMa, a TIOMITO ce HheH
NIETEPMUHU3AM 3aCHUBA HA HEJJOKA3aHO] XUIIOTE3H, 3a IETEPMUHUCTHYKE IOTPEOE MOXKE Cce
KOPHCTH IleTepMUHUCTIYKY anroputam A KS.

Y nornefy KOpeKTHOCTH pe3yiaTata Munep-PaOWHOB TecT HHMKaja HUje JOMIMjH Off
Conogej-lllTpacenoBor, a Conogej-lllTpaceHoB HuKafa Huje Jomuju of PepmaoBor Tecra
3a 6mno koje m3abpaHo n. Meby HaBenenum tectoBuMa Hajo0sbK je Munep-PabuHoB,
jep 3axTeBa HajMawH OpOj omepaiyja U UMa je[IHOCTaBHU]y UMILUIEMEHTAL]y U HajMamy
BEpOBATHOhY I'pelIKe Y OTHOCY Ha CBE OCTaJle TECTOBE.

3a Kpaj, HanoMeHUMO jou fia je Musnep-PabnuHOB anropuTaMm cacTaBHH JieO CTaHAApHE
java 6ubnmoreke java.math.BigInteger. mnnementupa je pynkumjom: boolean
isProbablePrime( int preciznost), rjge napamerap preciznost nokasyje ma ako je
noBpaTHa BpefHOCT (yHKIHje true, BepoBaTHOhA fa je TecTUpaHU OpOj CTBAPHO MPOCT

u3HOCH: 1 — 1/2Preciznost,
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3.2 [lerepMHHMCTHYKH TECTOBH

[leTepMUHECTHYKHE TecTOBH Ofipelyyjy ca ancoyTHOM cUrypHOIIThY f1a 1 je TpaskeHn 6poj
npoct. OHu HaM fiajy cepTuukat, OHOCHO Ji0Ka3 /1a je yHetu Opoj mpoct. [IpBu gerepmu-
HUCTUYKY TECT KOjH je OMO 3HAYajHO OP3KH O] HAjIPOCTHjUX IMHEAPHUX METOfA (TIOMEHY THX
TIpH YONIITEHO] MpUud O TecToBuMa) je Adaumar (Adleman)-ITomepanc (Pomerance)-
Pomaau (Rumely)-os ieciti [7]. Heroso Bpeme msspmasama je O(( logn)c 108 108 1ogn),
rjie je n Opoj KOju ce TeCTHpPa, a C KOHCTAHTa He3aBKCHA Off Tor Opoja. 3a iueciti ilomohy
eAURTIUYKUX KPUBLX CE MOKE TIOKA3aTH J1a je meroBo Bpeme u3spimasarma O((logn)®), amm
caMo aKo ce 32 HeKa HefloKa3aHa TBphema i3 aHaIuTIH4Ke TeopHje 6pojeBa (Koja ce KopHcTe y
FHEr0BOj IMIIEMEHTAIH]H ) TPETIIOCTABH fla Cy TauHa. CIMYHO, IOl MPETIIOCTaBKOM 1a BaXKn
yoniiteHa PumanoBa xunoresza, Munep-PaGuHOB TecT ce npeTBapa y A€TEpPMUHUCTHUKU
TecT u Hazua Munepos Tect. Fberoso Bpeme m3spiasama je O((logn)*). TIpu u36opy
METOfIe KOjy JKEeIMMO Jia HCPOrpaMrIpaMo, OOMIHO ce TPe Oy dyjeMo 3a Malo CIOPH]Y ajin
JEMHOCTaBHMA]Y, HETO 32 OHY Udja NMIUIEMEHTAIH]a MOXe OBECTH IO OPOjHAX MPOTPAMCKAX
rpeiiaka.

[TpBU e TEPMUHUCTHYKA TECT KOjH CE IOKA3aHO W3BPILIABA Y MOJINHOMHjATHOM BPEMEHY
je AKS. Orkpusesje 06.08.2002. roguse ofi cTpane Tpojuiie ayropa ca Magujckor MHCTUTYTA
Texnomoruje Kannyp: Arpasan (M.Agrawal), Kajan (N.Kayal) n Cakcena (N.Saxena).
Hoge Bep3uje oBor Tecta cy cBe epukacHuje. Bpeme n3ppinaBama npse Bep3uje alropurma
je m3nocuno O((logn)'?) [1], a 3aTum kopucrehu pesynrare u3 Teopuje cura® perykopano
Ha O((logn)™?)[8]. Hame ce meropa cnoxkenoct Moxe peaykosatu Ha O((logn)®), ako
y3MeMo y 063up fa Baxu Hefokazana Cogu XKepmernosa xuiioitiesa. Jlencrpa (Lenstra) u
[Momepanc (Pomerance) cy yHanpeawin npeTxoHy Bep3ujy 1 f00uim 6€3yCIOBHMI aIrOPH-

Tam umje je Bpeme uzppmasarma O(( logn)®) [8].

321 AKSTtecr

Kao miro je Beh peueno, anropuram ofpebyje fa nu je gaté 6poj MpOCT WK CIOXKEH Y
TIOJIMTHOMU]aTHOM BPEMEHY.
Kibyunanpegnoct A K'STecray ojHOCY Ha Apyre TECTOBE je Y TOME LIITO j€ IIPBH 00jaBJbeH’

alropuTaM KojH je 3a/j0B0JbaBa0 CBaKo off ciefiehux ceojcrana:

$Teopuja cura je ckyn Texmuka y Teopuju GpojeBa Tu3ajHUpaHNX a H30poje WK IPEl3Hnje poleHe Gpoj
eneMeHaTa ,,IpocejaHnx ‘CKyIoBa nemx GpojeBa
?O6jaBbeH je y TOKYMEHTY T Ha3uBOM ,, Primes is in P* [1], koju je ocuM camor anropuT™a Bakan 360r

YHECHALIE /1A je JOKa3aH BEKOBHE IPO0OJIeM [a TIpocTH GpojeBH IPHIIA/Iajy Kiach cloxkeHocTd P
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1. Ommrocr: AKS anropuraM ce KOPHCTH 3a UCIUTHBAKE CIOKEHOCTH TPOU3BOJHHO
n3abpaHor Opoja. 3a MHOre Apyre TeCTOBE CE 3Ha Jla paje camo ca OpojeBuMa Koju
nocejtyjy Heka crenujanna csojcrea. Ha npumep, JTykac-Jlemepos tect [4] 3a Mepce-

HOBe Gpojese, ok [lenmHoB TecT [4] ce Moxke ynoTpe6utn camo 3a Pepmaose Gpojese.

2. Moaunomujanno Bpeme m3BpuIaBama: MakcnMaiHo Bpeme u3BpiiaBama A KS tecra
je HONMHOMUJAHO Y 3aBUCHOCTH off Opoja muapa Tectupador 6poja. Tect momohy
eNunTHYKuX KpuBux 1 Anneman-ITomepanc-PomManuoB tect Takobhe mokasyjy fa mu
je patu Opoj MPOCT WK CIOXKEH, ajli 3a HUX CE HE 3HA J1a JIM UM j€ TOPHa rPaHula

BpEMEHA M3BPIIIaBaka NOJIMHOMM]jATHA 3a CBE MOryhe yrase.

3. Nerepmunm3am: [laTu alropuram je eTEPMUHUCTHYKY. 3a pa3nuky off kera Munep-
PabuHOB TecT MOKe ucnuTaTy 1a i je Opoj MPOCT y NOJTMHOME]JAJTHOM BPEMEHY, ajli

j€ 3aTO BETOBO pellehe MPOOAOHINCTIIKE IPUPOJIE.

4. Besycnosuoct: Taunocranropurma A K SHe 3aBrcn HE Of1 je/iHE HETOKA3aHE XUITOTE3e.
Hacynpot memy, MusiepoB TecT je eTEPMAHICTHYKY 1 UMa TIOJTIMHOME]ATHO BpeMe
U3BpIIaBamka, ajld ce 3aTO HEroBa TAYHOCT 3aCHMBA Ha HeJOKa3aHo] PuMaHOBO]

XHUIIOTE3U.

Kao mro ce moxe BUJICTHU, NPETXOJAHU aJITOPUTMU CYy 3aJ0OBObaBa/id TPU OJf NOMCHYTHUX
yCIIOBAa, aJli HE | CBA YETPH, Kao IITO je ciaydaj ca A K.S tectoMm.

Tecr ce y ocHoBE 3acHmWBa Ha Manoj PepmaoBoj Teopemn. Teopema cama mo cebm
Hamehe ouursiefan TecT: ga Ou TeCTUpasu CJA0XKEHOCT Opoja 7, Tpeba nu3adpaTu HEKOIUKO
BPEHOCTH . ¥ POBEPUTH jIa Ji jetHakocT (1) Baxku (OBO y CTBapH NpeNCTaB/ba IOMEHYTH
npob6adumcTuaku PepmMaoB TecT). AKO TECT MajiHe 3a HEKY off n3a0paHuX BPETHOCTH 34 d,
oHfIa je n cioxeH. Haxamoct, He Baxkn 1 0GpHYTO TBpheme: TOCToje ICeyAonpocTH 6pojeBH
n, 3Hanu Kao KapmajkiioBu 6pojesu, 3a Koje jeanakocr (1) Baxu 3a cBako uzadpano a. Crora
mana epmaoBa Teopema Hije cama 1o ceOu 0BOJbHA 1a O Ce Off Be 0010 IETEPMUHUCTHYKI
TecT. 300T TOra MOCTOjM javya Bep3uja MOMEHYTE TeopeMe, Koja eJIMMIHUIIIE CBE CIIOKEHE

Opojese u aTa je y Jlemu 3.3. Y nokasy Jleme 3.3 kopucti ce cnefeha nema:

Jema 3.2. Hexka je p iipociui 6poj. Onoa je,
<p> _pp=Dp=2)---(p—r+1)

r rl

20eje ) < 1 < p, Oewuso cap.
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Mokaz. p(p —1)---(p — r + 1) je mpousBox Off 7 y3aCTOIHAX LEJUX OPOjeBa, CXOHO
tome fiesbuBo je ca r!. Tlowmrro je ! y3ajamuo mpocro ca p, ciegu ia r! genan npousBop
(p—1)(p—2)--- (p—r+1). Topokasyje naje narn Guaomuu koepunmjent (¥) gesbus ca p.
O

Jema3.3. Hekaa € Z,n € N,n > 2u(a,n) = 1. Bpojn je ipociti ako u camo axo je:
(8) (X+a)"=X"+a (modn).

HOokas. 3a 0<i<mn, xoebummjear y3 X' y pa3Bojy NOIMHOMA
(X +a)" — (X" +a)) e (7)a"~"
[IpernocraBumo Hajmpe fa je n nmpoct 6poj. Tapa cy Ha ocHOBY Jleme 3.2 cBu Koedutm-

n—

jentn () a™ " kourypenTh ca 0.

IpernocTaBUMO cajia fia je 1 cloxeH 6poj. Heka je g mpocT dakTop Gpoja 1 TakaB fia
¢" | nug"! { n. Tapa ¢* ve nemn (Z) 11 Y32jaMHO je IpocTo ca a™ ¢ u ofatie cleu ia je
koeuumjent y3 X ¢ pazmmaur o 0o (mod n). Oparne cnemmpa ((X +a)” — (X" +a))

HUj€ WIeHTHYKY jeHaKO 0y Z,. U

OBaj anropuram Mako AETEPMUHUCTUYKH, HUj€ IOJIMHOMU]jAJIHH, 3aTO ILTO j€ 33 U3pauy-
HaBame 1 + 1 Koeduumjenara y pa3sojy nosmaoma (X + a)” norpe6HO Hajmamwe O(n)
BpeMeHa. JefaH ol HaunHa 3a peiykuujy Opoja KoeunyjeHaTa je i3pauyHaBame 00e CTpaHe
jensakoctu (8) mo mopry ty moimHomMa X ™ — 1 3a mpuroiHo n3aGpano Mano . To 3Haun f1a

Ce TECT cajia 3acHuBa Ha caefehoj jenHakocTu:
(9) (X+a)"=X"+a (mod X" —1,n).

W3 Jleme 3.3 oumriieHo je a CBM IpOCTH OpojeBH 3a10B0sbaBajy jequakoct (9) 3a ce
BpenHocTH @ 1 n. [IpoGiem je y ToMme mTo HeKH CI0XKeHu OpojeBr 1 Takohe 3a710B0IbaBajy
MaTy jeHaKoCT 3a ofipeheHe BpemHOCTH @ W 1. AJM, MOXKe ce TOKa3aTH Jla 3a TOTOJHO
n3abpano r, ako jerHaunHa (9) Baxku 3a oipehHu ckyI a-oBa, oHfia je 6poj 7 IPOCT WK CTETIEH
npocror Opoja. Ha oBaj HauuH ce 100uja AeTepPMUHUCTUYKY IOJIMHOMUjAIHYU JITOPUTaM 32
TECTUPAE [1a JIH j€ 3afaTu Opoj MPOCT.

3a pasymeBame Tecta A KS HeONXOIHU Cy HEKH TTOjMOBH 1 TBphemwa. Ca Z,, 03HaYuMO
npcreH 6pojesa o Moxyiy n. [, mpeficTaB/ba KOHAUHO TIOJbE ca p eNeMeHaTa, Ie je p IpocT
6poj. Ako je ppoct 6poj u h(X ) nosmHOM crenena d Koju je HECBOJI/bUB Y KOHAYHOM I10JbY
IF,, onpa F,[X]/(h(X)) npeacranma konauno nosmwe pena pe. Jegnakocr f(X) = g(X)
(mod h(X),n) o3nauasa jequakoct f(X) = g(X) ynpcreny Z, [X|/(h(X)).

Kopucruhemo o3naky log 3a morapmuram 3a ocHOBY 2 1 [ 32 IPEPOTHA JIOTapATaM.
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Akor € N, a € Zu (a,7) = 1, ped 6poja a iio modyay r TpecTaB/ba HajMambH

6poj k Takas jna je a¥ =

(mod r) u obenexasamo ra ca o.(a). 3ar € N, ca ¢(r)
o3nauaBamoOjaeposy ¢ ¢hyHkyujy xoja je nepuHrcana kao 6poj IMO3UTUBHKX HEHX OpojeBa
MamHX Off 7" KOjH Cy ca M y3ajaMHO IPOCTH.

3a mokasuBame anroput™a A K.S HeonxoHa je mpocTa YnmeHIIA HcKa3aHa y crnefieho]

semu [1].

Jlema3.4. Ca NZD(m) hemo 03Ha4a8ailiu HAjMarsU 3ajeORUMKU CAOPHCAAAY, HPEUX M 6po-
jesa. 3am > T eaxu oa je:
NZD(m) > 2™.

Cnenn npuka3 nceymokopa 3a anroputam A KS v HaKOH Tora je M3HET HEroB JOKa3 y

OEJI0CTH.

Algoritam AKS(n)
Ulaz: ceo broj n>1
1. If (n=a’ za neko a € N i b > 1) return SLOZEN
. Odrediti najmanje r tako da vazi: o.(n) > log*n
. If 1 <(a,n) <n za neko a <r return SLOZEN
. If n <r return PROST
. For a=1 to [\/¢(r)logn]| do
if (X4+a)"# X"+a (mod X" —1,n)) return SLOZEN
6. return PROST

(92 BENY N OV B ]

Teopema 3.1. Anzopuitiam spafia PROST axo u camo ako je n ipociii 6poj.

ExBuBanenuuja u3 tBphewa TeopeMe okKasyje ce mnoMohy HEKOIMKO HAPEHUX JIEMa.

Hajnpe je y HapeniHOj 1eMu oka3aHa J1akia ofi IBejy UMIUTHKALIH]a.
Jema 3.5. Axo jen aipociti 6poj, onoa anzopuitiam epaha PROS'T.

Hoxka3s. Ako je n npoct Opoj, oHfa Kopaiu 1 1 3 HuKajia He MOT'y UIMaTH TIOBPATHY BPEIHOCT
SLOZEN. Ha ocuosy Jleme 3.3, for nersba Takohe He moske Bpatutu SLOZEN. Ha ocHOBY
pedeHor, 3aKibyayjemo fa he anropuram maenTrdukoBaT . Kao PROST, 6uno y Kopaky 4
unuo. U

VimMnimkanuja y CympoTHOM CMepY je 3HATHO CIIOXKEHN]ja M MPEJICTaBba OCTAaTaK JOKa3a.
Tpeba ycTBapu nmokasatu 1a ako anropuram Bpaha PROST, na je onpa n mpoct 6poj. AKO

anroputam n36anu Kao mospaTtay BpenHocT PROST'y kopaky 4, oHpia n MOpa OUTH TIPOCT,
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jep 6u nHaYe Kopak 3 mAeHTU(UKOBAO 7 KA0 CIIOKEH 1 HAIlTa0 HeT'OB HETPUBH]aTHH (haKTOopP.
3Hauu [ja je jequHu npeocTanu ciay4aj Kaga aaroputam Bpatu PROST y kopaky 6. Y
HACTaBKY MPETIOCTaBIbAMO JIa j€ TO CIIy4aj KOju HOCMaTpamo.

[IpakTyHO, KOpamy KOjH 3aXTeBajy MaJo BHIIIE 00jalllhemha i maxmbe cy 2 1 5. Kopak 2
NpOHaJTa3| OroBapajyhy BpelHOCT 3a 7, IOK ce Y KOpPaKy S5 mpoBepasa jia i jemHakocT (9)
BaKM 32 n3a0paHu CKYIl BPEJHOCTH @. Y HAPEIHO] JIEMH [IOKa3yje ce fla ce Ha OCHOBY KOpaKa

3 MOXe OrpaHUYMTH CKYI MOTYhUX BpEJHOCTH 32 7.

Jema 3.6. Ilocimioju r < max{3, [ log°n]} iwaxo da eaxcu xopak 2 aszopuiting, 0OHOCHO

yca06 0a je op(n) > log*n.

Hoxka3. 3an = 2, rpusujanHo ogpebyjemo fja = 3 3aj10BOJbaBa 1aTy HEjeJHAKOCT. 3aTo
npeTnocraBuMo iaje n > 2. Hekajery, o, . . . , 7y cKyn 6pojesa Mamux off | log”n | Taksux

Mla CBAKH O]] FbHX 327I0BOJbaBa Oap jean off cenieha Ba yciiosa:
1. o,,(n) < log*n wm
2.1 | n.
Caaxku off GpojeBa 7; U3 IIOMEHYTOT CKYIIa ied ciefiehn mpoussoy:

| logn

n- H (n —1).

i=1
Kopucrehu ce enemeHTapHuM HEjeIHAKOCTUMA IPETXOAHU IPOU3BOJ] CE MOXKE OTPAaHUYUTH

0J103r0 ca:
[logn) \ i
- H (nz_1)<n10gn§210gn‘

i=1

Howro je n > 2, mmamo fa je [log®n] > 10 u Ha ocHoBy Jleme 3.4 cremu ja je
5 5

NZD([log’n]) > 21081 = 2108 Crora, mopa mocrojata 6poj s < [log’n]

Trakopa s & {ry,ra, ..., }. Moryha cy iBa ciyuaja:

1. Akoje (s,n) = 1onpaje: 0s(n) > log’n uTpaxkeHor = s.

2. Akoje(s,n) > 1,momro je s u3aGpaHo Tako faHe femunu (s, n) € {ry,ro, ..., 7},
cnequ fa je r = 5y, jep T ¢ {ri,ro,...,7} u crora je u o,(n) > log°n.
O

Ha OCHOBY IIpETXOAHE JIEME BUIUMO [1a je KOpakK 4 AJI'OpUTMa pEJIEBAHTAH CaAMO 34

N < Tmas = f10g5n1 ,omHOCcHO 32 1 < 5690034, mTo ce MoKe HEMOCPETHO MPOBEPHUTH.
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ITomro je o.(n) > 1, Mopa mocTojaTi mpocT femmnar p 6poja 1, Takas fa je o.(p) > 1,
jep 6u y cynporHoM (uito 3Hauwm fia je p KourypentHo 1 (mod 7)) npousBop CBUX HPOCTHX
urHIIana 6poja n 6uo kourypenras ca 1 (mod r), ogHocHO 6o 6 0,.(n) = 1, mro je y
CYIIPOTHOCTH ca peTnocTaBKoM. OcraTak joka3a he ycTBap MOKa3aTH Jja aKO alrOpATaM
y kopaky 6 Bpatu PROST, onna je n = p. Mopa 6utu p > r, nHade 6u Tpehm Kopak
aJaropuTMa yKasao Ha cjIoxeHoct Opoja n. Takobe, umamo pa je (n,7) = 1, jep Ou y
CYIPOTHOM KOpaK 3 MIeHTU(UKOBAO 7 KA0 CIIOXKEH. 3aKibydyjemo a p, n € Zy. bpojesu p
u r hie OUTH PEKCHpaHN Y HACTABKY JIOKa3a. Y BEUMO Cajla O3HaKy | = L\/M logn |, koja
TpeficTaBba FOPHY MPAHAUIY BPETHOCTH 32 .

Kopak 5 anropurma nposepasa TauHOCT jeiHakocT (9) 3a [ pa3nMunuTix BPEHOCTH 32 d.
Ha ocroBy npernocraske fa anroputam Bpaha PROST'y kopaky 6, ciieiu fia je jefHaKoCT

y Kopaky 5 rauna 3a cee 0 < a < [. ITomrro p | n, cnemu ia je

(10) (X+a)"=X"+a (mod X" —1,p)

3acBe 0 < a < [. Ha ocHoBy Jleme 3.3, nomiTo je p mpoct, uMamo fia je

(11) (X+a)f =XP+a (mod X" —1,p)

Caya he Ha OCHOBY IIPETXONHUX /IBE]Y jeTHAKOCTH ONTH JOKA3aHO /1a BAXKH I
(12) (X 4+a)r =X7»+a (mod X" —1,p)

3acBe 0 < a <I. Hekaje3aunekoa,0 <a <,

r—1
(X +a)™? = ZciXi (mod X" —1,p).

1=0

[Tocne crenenoBama 06€ CTpaHe jeAHAKOCTH ca p nobuja ce

—

(X+a)"=)» FX? (mod X" —1,p).

%

Il
o

Y oBOM mM3pa3y ce CTeNEHU pauyHajy MO MOJYJY 7; CBU TU CTEIECHH Cy Pa3JIUuuTH, P je
(r,p) = lur < p. lperxogHo u jenuakoct (10) cy ugeHruTeTH 10 X , 114 CE M3j€/THAYABAKEM
koedunmjenara fobuja aa je ¢; = 03acpe i takBe gaje ip # 0 (mod r) wmaip # p- (n/p)
(mod r), Tj. cem3ai = O0wmwmi = n/p. 3aoseijecy = a (mod p), onHOCHO sz/p =1
(mod p), onakune je Ha ocuoBy Mane Pepmaose Teopeme: o = a, ¢/, = 1. Tume je
jennakocr (12) noka3ana.

13 jepakocrn (10) 1 (12) Mozke ce npuMeTHTH fa ce GPOjeBH 1 | | NOHAILA]y Ka0 IPOCT

6poj p. OBoM cBojcTBY he 6UTH aTo MoceOHO MMe objalbeHo y cnefehoj aeduHuIwju:
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Hedunnmuja 3.3. Kaxce ce 0a je bpojm € Nunitipociieximiusar 3a iioaunon f(X) axo saxcu

oa je:
(13) S = (F(X™))  (mod X" —1,p).

Bpojesu p u 7 cy Ha ocHOBY (11) m (12) maTpOCTIEKTHBHE 3a monmHOM X + a, Kajia je
0 < a < [. Y HapeqHe [iBe JIeMe U3HOCHMO | JIOKa3yjeMO JiBe OUTHE OCOOMHE MHTPOCIICK-
TUBHMX OpojeBa. ITpBa off kKX rOBOpH f1a Cy MHTPOCIEKTUBHI OPOjeBU 3aTBOPEHH Y OJTHOCY

Ha IIpOU3BON.

Jema 3.7. Axo cy mum' unitipociiexitiusru o6pojesu a ioaurom f(X), onoa je itio u rouxos

apoussoo ij. m - m’.

Tokas3. Iowmro je m uaTpocnekTHBHO 3a f (X ) MMaMo f1a je:

/ /

O™ = (F(X™)™ (mod X" —1,p).

Takobe, nomro je u m' uarpocnekTusHO 3a f(X ), mMamo HakoH 3amene X ca Xy

MHTPOCIEKTHBHO] jemHaunnn (13) 3a m/ 1a je:
P = FX™™) (mod X™ —1,p) = f(X™™)  (mod X"~ 1,p)

Ha OCHOBY ul-eHHIEe a nonuHoM X — 1 penu nomunom X" — 1. W3 ipeTXONHUX /IBEjY

JETHAKOCTH KOHAYHO T00MjaMo Jia je:
[F(X))™™ = f(X™™)  (mod X" — 1,p). O

3a cukcupanu 6poj 1M, CKyN IOIXHOMA Y OTHOCY Ha KOj€ je OH MHTPOCIEKTHBAH j€ TaKohe

3aTBOPEH Y OJJHOCY HA MHOXKEHE 1 TO j€ UCKa3aHo Y ciefehoj nemu:

Jlema 3.8. Axo je 6poj m unitipociieximiusar 3a ioaurome f(X) u g(X), onoa je on unitipo-

cllexiniuean u 3a wuxos iipoussoo f(X) - g(X).

Hoxka3. [loka3 cnepu u3 jeJHaKOCTH:
[f(X) - g(X)]" = [F(X)]" - [g(X)]™ = f(X™) - g(X™)  (mod X" —1,p). O
ITpeTxojHe ABE TeMe MOKa3yjy a cBaku off 6pojeBa u3 ckyma [ = { (Z)Z 4,7 >0}je
WHTpOCIeKTHBaH 3a cBaky nouroM u3 ckyma P = {[]._ (X + a)® | e, > 0}. Tlonasehu
OJ1 OBHX CKYIIOBA YBOJIE CE€ IBE TPYIiEe KOje MMajy OUTHY yJIOTY Y HACTABKY I0Ka3a.
[IpBy rpyny unHu CKyI cBUX OcTaTaka OpojeBa u3 ckyna / mo mopyay r. OHa je noarpyna

o Z, momrTo je Ha ocHOBY peueHor (n,r) = (p,r) = 1. O6enexumo oBy rpyny ca G u
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HeKa je meHa KapauHamHoct ¢ 1j. | G |= t. G je reHepucana ca n ¥ p 110 MOy 7 ¥ TIOIITO
je u3 gpyror kopaka anropurma AKS o,(n) > log®n, creau pa je curypuout > log?n.
3a pedunncame mpyre rpyne, HEONXOHH Cy OCHOBHH IIOJMOBH OUYUKAOWIOMUYHUM
doauHomuma. Y KOpaky S alropuTMa TECTHPAMO fia | jefHakoct (9) Baxu 3a u3abpaHu
CKYyIl BpETHOCTH 3a a. AJIM Hajlipe MOpaMo fia cariefaMo OCHOBHE OCOOMHE W MOJAYJIapHY
apuTMETHKY Be3aHy 3a nomuHoM X' — 1. Kopenu oBOr mommHoma Cy 7-TM KOPEHH M3
jenunnie. Moxe ce NpuMETHTH []a OBM KOPEHU (POPMUPAjy IPYIY Y OHOCY HA MHOXEHE.

Taunyje, popMupajy LUKIMYHY FPYITY, [1a TAKO MOXKEMO FOBOPUTH O T€HEPATOPY OBE IPYIIE.

Jedunmmmja 3.4. 7-itiu koper u3 jeOunuye ¢ HA3UBAMO UPUMUTLUBHUM T-TUUM KOPEHOM U3

Jjeounuye axo je C Zenepaitiop yuxkaudke 2pyiie r-iiux KOpeHa us jeOuHue.

Ilpyrum peunma, ¢ je 6poj Takas aa je (" = 1m (' # 13a cBako ¢ < r. Hexka je
NPUMUTUBHU T'-TH KOPEH U3 jefiunuie. Ocranu IpUMUTUBHU KOPEHU U3 jeAUHULIE Cy 00/MKa
¢*, rue je ¢ y3ajamuo npocro ca . Crora ux uma ykynuo ¢(r). TTocmarpajmo caa cnenehin
TIOJINHOM:

(14) e,X)= [[ x-9

Cprimitivan

[Monuuom (14) HA3UBaMO 7-THM UMKJIOTOMUYHMM MOJUHOMOM. KoedwuiumjeHtu mukiio-
TOMHWYHAX MOJMHOMA Cy Tenn Opojen. [lomro mommaoM X' — 1 mma Kao KopeHe cBe
7-Te KOpeHe U3 jefuHuIe, na u npumutusHe, ciean 1a O, (X) | X7 — 1. Y namewm gokasy
KOPHCTAMO IUKJIOTOMHYHE TTOMMHOMAME Hajl KOHaYHNM TorbeM F,. Heka je (), (X) r-ti
UMKIOTOMIYHE NoJMHOM Hay| F),. 13 Beh peuenor Q). (X) pemn nommuom X" — 1. Mako
Cy IMKJIOTOMIYHH TTIOJIMHOMHI HepacTaBbiBH Haj (Q, MOXe ce moKa3aTh a Haji KOHAYHUM
noibeM F), nommaoM Q. (X') MOXe pacTaBuTH Ha HepacTaBibiBe (pakTope crerena o, (p) [5).
Heka je h(X) jeman onf Tx HepacTaBbuBuX (paktopa. Crenen h(X ) je Behn off jenaH, jep je
or(p) > 1. CiomeHnyTy rpyiy 4dHE CKyII CBHX OcTaTaka nomuaoma u3 P no mogyny h(X).
Osnaunmo Ty rpyny ca G. Ona je renepucana ca enementuma X, X +1, X +2, ..., X 41
ynomy ' = F,[X]/(h(X)) nnpencrasba nogrpymy rpyrme £

Cneneha ema medmHuIIE TOBKY TpaHANy 3a BennunHy rpyne G. Jlencrpa( H.Lenstra
Jr.) je yHampeuo Ty rpaHuily y OHOCY Ha OHE Yy paHujuM Bep3ujama anroputma A KSw ona

ce mokasyje y cienehoj nemm:

g I= ()

Jlema 3.9 (JIenctpa).

Toka3. Hajipe npuMe THMO Ha OCHOBY H3HECEHUX UMH-EHIIIA, 1a w3 Tora mto je h (X ) dhakrop
IEKIOTOMIYHOT TomuHoMa Q- (X'), moBaun ca coboM fia je X 7-TH IPEMATHBHA KOPEH U3

jenunnne y .
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Cajta he GuTH MOKa3aHO [a ce GO KOja IBa PAa3IMUNTA IOJMHOMA CTeTleHa Makber Off ¢ 13
ckyna P o mogyny h(X) npecnukasajy y aBa paziaunuura enemenra u3 G. Hekacy f(X) u
¢(X) nBanonmuoma u3 P K0ju 3a[10B0JbaBajy IOMEHYTE YCIOBE (Pa3IMUATH M CTENEHA MAHET
on t). Ilpermocrasumo cynporso fa je f(X) = ¢g(X) y nomy F. Y3MAMO HPOU3BOJLHO
m € I. Norauso je u [f(X)]™ = [¢(X)]™y F. Ilomro je m HATPOCHEKTHBHO 3a 00a
nosmsoma fu guh(X) penmu X™ — 1 (h(X) | Q.(X) | X, — 1), no6ujamo:

JFX™) = g(X™)
y F'. To nam ycrapu rosopu fia je X koper nommuoma Q(Y) = f(Y) — g(Y') 3a cBako
m € G. Ha ocroBy Tora fia je (m,r) = 1 (3a G je Beh oGjammeno fa je mogrpyma on
Z%), ceako X ™ je npuMUTUBAH 7-TH KOPEH 13 jepunuie. CxoaHo Tome, nocrojahe | G |=t
pasmuunTux Kopena nojmuoma (Q(Y) y F'. Anu Ha ocHOBY U360pa monuHoMa f 1 g, CTeneH
nosmaoMa () (Y') Mopa 6uTu Mawsu off t. Crora [ona3uMo [0 KOHTPAAUKIEjE U 3aKIbYUyjeMO
naje f(X) # g(X)yF.

ITpumetnmo f1a je @ # j y koHaunoM nosby F,3a 1 < i # j < [ Ha ocHoBy cienieher

HI32 HEjeTHaKOCTH:

I =|\/o(r)logn] < +/rlogn <\r-r=r<p

HaocuosyToraenementu X, X +1, X+2, ... X +IcycBupasmuuuruy F'. Takohe, nomro
je crenen nmonuHoma h sehu o jenan, X +a # Oy F'3acBakoatakBoaje ) < a < [. Crora,
TIIOCTOjH HajMamwe | + 1 pasnuuuThX MONMHOMA CTEIeHa jefiaH Y §, Ha OCHOBY Uera ce JJaKo
3aKJbydyje 1a MOCTOj! HajMarbhe (:ﬁ) Pa3IMYATHX MOJTMHOMA CTeeHa Mamwer oty §. Tume
CMO CKyIl G OrpaHUYmIM OfJ03/10 ca (ffi) O

Capa je umb 1a ce rpyna G orpaHHYH U OfJO3TO U Jia Ce 3aTHM HCKOPHCTH OTHOC H3Mehy
THX TPaHUIA. Y ciIy4ajy ia TeCTUpaHu Opoj 1 HHje jeHaK CTeNeHy MPOoCcTor Opoja p, Topha

rpaHmija ce MOXKE OfIpEIUTH Ha OCHOBY ciiefiche ieme:
Jema 3.10. Akojen # p*, onoaje| G |< nV".

Hoka3. Nedunuimmo ckyt /, Koju je MofcKyI ckyna /, Ha ciefiehu HauuH:

n

T {(5)i.pﬂ‘yogz’,j§ [Vt]}.

YKoMIKo 1 Huje cTerneH 6poja p, onpa ckyn 1 mma (| V] + 1) > ¢ pasmuunTux 6pojesa.
ITomrro je | G |= t cnenu ga Gap aBa Gpoja y cKyIy 7 MOpajy OUTH jelHaKa 1o MOMYIY 7.

Heka cy To OpojeBu m; u mo, TakBU fa je 1y > Mo. 3HaUKM, UIMaMO Jia je

X™ =X" (mod X" —1).
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Heka je f(X) npomsBosban mosmuoM u3 P. Tana je
[F(XO)™ = f(X™)  (mod X" —1,p) = f(X™) (mod X" —1,p)

= [f(X)]™  (mod X" —1,p).
To moka3yje na je

FOI™ = [F (X))
ynomy F. Ciemuaje f(X) € G xopennomuroma Q' (Y) = Y™ — Y™ ynomy F. Kako

je f(X) npousBossHO M3aGpan enemenT 3 G, cnemuna Q' (Y) uma Hajmame | G | paznmanTux
kopena y F. Crenen nomunoma Q'(Y) je mi < (3 - p) Vi) < nV?, Tlowro je Ha ocHOBY

peuenor | G |< my, no6ujamo korauro paje | G |< nVi. O
Hakon mro je rpyma G orpanmdeHa, Kopucrehn ce eleMEeHTapHAM HejeTHaKOCTHMA

u3meby rpanuia, KOHAYHO ce joKasyje Taunoct anroputma A KS.

Jlema 3.11. Ako aazopuitiam epaiiu PROS'T, onoa je n ipociti 6poj.

Hoxkas3. [IpernocraBumo f1a je moppatHa BpefHocT anroputma PROST. Ha ocHoBy Jleme 3.9

1G> (ffi)
(e

2|vtlogn| + 1Y, . —
> (Y pE 1) Gerse 1= L/ o > [Vitogn)

S th/ilognﬁl(jerjei L\/Elognj > LIOgQTLJ >1)

IMaMmo fa je:

)(jerje .t > +/tlogn)

Ha octosy Jleme 3.10 Baxu ga je | G |< nY?, ako n Huje crenen Gpoja p. Crora,
Mopa Gut n = p* 3a meko k > 0. Ako je k > 1, anropuram he oHfa y IpBoM Ko-

paKy WieHTH(HUKOBATH 72 Kao CIOXEeH. 3HauW fia je » = p U TUME je J0Ka3 3aBpIIeH.
O

Tume je kommwreTnpaH goka3 Teopeme 3.1 u mokazana KopekTHOCT anropatma AKS.
Y HacTaBKy cliefil IMIUIeMeHTanyja anroputma. [IpeTxonHo he 6utn peun o BpeMeHCKO]

cioxenocru anropurma A KS.
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Bpemencka cioxenoct AKS tecra

Y npBoj Bep3uju JOKYMEHTA, ayTOPU Cy [OKA3aJIH []a j& aCUMITOTCKA BPEMEHCKA CIIO-
xenoct anroputma O( log'?(n)). HakoHITO je 06jaBibeH OpUrHHANAH TOKYMEHT, II0jaBIIIO
ce BUIIIe ycaBpiieHnX BapujanTu anroput™a A KS. To yHanpeheme Moxke GHTH MOCTATHYTO

Ha []Ba HAUMHA;

1. Ynanpebyjyhu npoueny 3a r y Jlemn 3.6. Haj6omsu Mmoryhu cuenapuo 6mo 6u kafa je
r = O(log®(n)) ny oM ciyuajy cnoxenocr anropurma 6u usnocuna O( log®+(n))

3a 6uno koje € > 0.

2. Yuanpebhyjyhu npoueny 3a [ koje npeficraBba ropky rpaHuIly CKyla BPeHOCTH 32
3a KOje mpoBepaBaMo UCTHHUTOCT jeaHakoctu (9). Y anroputmy A KS (npukazaHom
nceyokofom Ha ctpann 21), for metiba y Kopaky S Mopa f1a ce n3BpIu L\/M logn |
nyTa fja O¥ ce OCHTYpaJIo la BennurHa rpyne G 6yjie moBoJbHO Bennka. bpoj urepanuja
y IIETIbU CE MOXKE PEyKOBAaTH, aKO Ce MOXE MOKA3aTH Jia MamK CKyl eJeMeHara

(X + a) Takobe renepuiiie IOMEHYTY TpyIy.

Hapenne Bep3uje anropurma A KS cy cMamuBaie Beros CreneH cioxkenocta. [lomepanc u
Jlencrpacy2005. roguse npepoxunsep3ujy cnoxenoctu O( log® (n)), unme je nanpassen
3HAyajaH HAMPEeJaK U TO je TpeHYTHO HajOpxka Moryha Bep3uja. [locroje u 6pojHe apyre, Koje
y OCHOBH MIMajy Mary BPEMEHCKY CITOKEHOCT, Al KOj€ Ce 3aCHIBAjY Ha jOII yBEK HETOKA3aHAM
NPETHOCTaBKaMa.

BpemeHcka CI0keHOCT MPETXOHO ONUcaHe W joKasaHe Bep3uje aaroptuma AKS je

O(log™/(n)).

4 MWmnnemenranuja anroputma AKS

Hajnpe he 6utn roBopa o moruBuMa m36opa MpoOrpamckor jesuka Java y wumme-
menTtarmju anroputma A KS. Kako je Texuinre nporpama 3aCHOBaHO Ha OPOjHUM MaTeMa-
THYKHUM A3padyHaBambUMa Kao JOrHYaH u300p ce HAaMETHYO IPOrPaMCKH je3uK Java, KOju je
NoCTeIHbUX TOlMHA 3HATHO yHanpeheH fa nogpxkasa MHOTe MaTeMaTHuKe (PYHKIHje 1 KOJH
Ce HAIIMPOKO KOPKUCTH 3a W3pajly Hymepuukux nporpama. [laker java.math.™, necunncan
y Java 6ubamoreny caapxu y cebn OpojHe KoprcHe Kiace u pyHKimje. [TomTo je ocHoBHaA
HameHa anroputMa A KS pan ca BelmukuM OpojeBEMa, THIIOBH MOAAaTaKa Kao MITO cy: int,
double mmm long Hucy mOoBOBHO BenmuKy f1a O ce y HeMy KOPHCTIIA. Y H3padyHaBambnMa

cy HaM notpeOHu Besku Opojesu ca S0 u Buule AeKkagHux Ludapa, 1y Ty CBpXy KOPUCTUMO
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kiacy java.math.BigInteger, koja je nepunncana y Java 6ubmmorenu. Takobe, mormro
je oBaj anroputam Hajuelthe kopuutheH y kpunrorpaduju, a Kpunrorpadcku eJ1eMeHTH cy
00uuHO MMITIeMeHTHpaHu y Javi (30or 6pojHux [oOpHX 3AIITUTHUX CBOjCTaBa Koje Java
nocefnyje), 3aKIbyIyjeMo fia ce IpOrpaMcKH je3uk Java Hamehe Kao mpasu u360p.

LleHTparHu ieo OBOT pajia peficTaBlba J0Ka3 i MMILIeMeHTanuja anroputma A KS. Anm
TPEe HETo LITO CE KPEHE Y NPOrPaMCKy Pealln3aliijy, HEONXOHO j€ HajIpe N3BPILUTH AaHAN3Y
KOpaka y HeroBOj MMIUIEMEHTAaI|ju. [JIaBHY 3aJjaTak aqropuraMa je a ce CBH KOpaiu
W3BPILABAjy y HOIMHOMHUjATTHOM BpeMeHy. [la Ou 010 OjeTHOCTaBIbEH caM IPOLEC aHATH3E,
aNTOpPHUTaM je TOfIeIbeH Y TPU OCHOBHA JIeTIa.

Iporpam ce cacroju of aBe knace: AKS.class u Polinom.class. T'naBuu geo
kinace AKS.class unnn dyukimja boolean prost() xoja npejcrasmba nporpamcky um-
IwIeMeHTanmjy camor anropurama A KS u nma noBpathy BpefHOCT false ako je 3agatu 6poj
CIIOXEH, OTHOCHO Y CYIIPOTHOM true.

HakoH yHouema Gpoja 7 Koju ce TecTupa, IpBH Ie0 KOja IpoBepasa fa i je n = a’
3ab > 1. Axo ce ycraHosu fia jecre, pyrkumja prost() goéuja nospatay Bpenoct false
¥ JaJbe U3BpLIaBake aIropuT™Ma ce npekupa. [Ipsa mupeja 3a peanusanujy oBor Kopaka Ou
Ouna fia ce UCIWTA fia J4 je (Ln%J)b =n,3a2 < b < logn. Ilpo6aem ose mpaeje je y
TOrJIely CTPYKTYpE nofaraka Koje KOpUcTumo, jep kiaca java.math. BigInteger ue cagpxku
yrpabeHy (yHKIIHMjy 3a CTENIEHOBAKE UUjU j€ EKCIIOHEHT palioHataH Opoj, Tako jia ce Mopa
KOPYCTUTHU HEKU APYTH IPUCTYH IpobieMy. Pereme ce cacToju y pauyHamwy BpegHOCTH @'
3a pa3nuunte BpepHOcTH am3a2 < m < logn. Axo je 6mia Koja Off THX BPEHOCTH jefHAKa
can, 3Haud a je n = a™ jegHak creneny Opoja a u pyskumuja prost() nobuja noBpaTHY
BpenHoct false. Y oBoMm ciyuajy, Kopak ce u3BpiaBa 6e3 ynorpebe fenumaniHux Opojesa.
[Tomrro ce motpara 3a OpojeM a pagu OUHAPHOM IIPETParoM, BpEMEHCKa CII0XKEHOCT IPBOT
Kopaka je log®n (crmoxeHoct GuHapHe mpeTpare je logn). Crora ce IeTOKyIaH KOpaK
M3BpILABA Y OJIMHOMHUjaJTHOM BpeMeHy. Kako ce y 0BoM Kopaky npBH Iy T jaBiba I0Tpeda 3a
n3pavyHaBameM logn, o6jacHnheMo Kako ce OH pauyHa. Y MUTamY je IOrapuTaM BEINKOT
Opoja 3a Koju He ocToju yrpabeHa (hyHKIMja 32 M3padyyHaBamwe. 3aTo ce KOPUCTH YMHECHULA
naje:

log,gn = Math.logl0(d) + I,
raeje d = n/10%"9th(") 3] = length(n). HapasHo, y mporpamy ce KOPHCTH JIOTapuTaM 3a
OCHOBY 2 KOji1 o0HjaMo (popMyJIOM 3a TPOMEHY OCHOBE JIOTapUTMa
log,on  Math.logl0(d) + 1
log,2 Math.logl10(2)

Ha ocHOBY oBOra 1ako ce Moxe U3pauyHaTH JorapuTam OijIo KOT BETHKOT Opoja.
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Npyru neo aHanu3e 06yxBaTa Ipyru, Tpehu 1 4eTBpTH KOpak anroputMa. [1oTpeGHO je
Hajnpe Hahu HajMamwe 7 Tako 1a o, (n) > log®n. 3a pauyHame o, (n) Hanucana je hynkiuja
Biglnteger multiplicativeOrder(BigInteger r). Knaca java.math.Biglnteger cagpsxu
OpojHe (yHKIM]e 3a paji ca BeJMKuM OpojeBuMa Mehy kojuma i Biglnteger ged(Biginteger

a), a KOjy KOPUCTAMO Y peanu3anuju Tpeher kopaka anroputma. YeTBpTH KOPaK aJropaTMa

j€ jelHOCTaBHA POBEpA.
n r t(s)
83 59

167 101 3
353 79 4
761 97 11
1669 131 36
3719 167 103
8221 179 129
17923 227 439
38953 239 622
84121 269 1193
180569 359 3688
386153 349 4253
821753 389 6513
1742647 457 14644

Crnuka 3. TabenapHu NpuKa3 TECTUPAHUX HACYMUYHO H3a0paHuX IPOCTUX OpojeBa U BbiMa

ofiroBapajyhux [o0HjeHIX BPEHOCTH 3a 7 M BpeMe U3BpIlaBamba

Tpehu eo ananu3ze npejcraBba CBAKAKO HETOB IVIABHU JIEO0 KOJU y3MMA HajBUILE MPO-
IIECOPCKOT BPEMEHA 1 Off KOTa 3aBHUCH BPEMEHCKA CIIOKEHOCT CaMor mporpaMa. MopyapHo
CTETIEHOBamkh¢ MOHOBILEHNM KBAJIPHPAKEM W TIOJIMHOMHA apUTMETHKA TIPAMEEHA Y OBOM
Kopaky je ypahena y moceGHOj kiacu Polinom. Tpeba moce6HO m3gBojuTd (HhYHKIH]Y
Polinom modPow(Biglnteger eksponent, Polinom mPolinom, Biglnteger m) koja
Kao TMOBPAaTHY BPEAHOCT MMa MOMMHOM this®F*Po"e™ (mod m, m Polinom) u urpa Kibydny
yIIOTy y IMILTEMeHTanuji Kopaka 5 anroputMa A K'S. CBam3padyHaBama y Kiracu Polinom ce
M3BPIIIABAjy y MOJTUHOMUjATHOM BpeMeHy. OBpie ce npsu myT Koprcta Ojineposa ¢ ¢pyHKIHTja
3aoapehuBame ropwe rpanute for neriwe u beH aprymenrje r. M3 pesyarara pajanporpama
NPUKA3aHUX HA CITUIH 3 MOXeE CE 3aKJbYUNTH I CE yIBOCTPyUYaBambeM Opoja OMTa TECTUPAHOT
6poja n, onroBapajyha BpegHOCT 3a 1 nmoBeha Tek 3a Heky nudpy. OjnepoBa ¢ GyHKIH]a
je mmMneMeTnpana pyukmjom Biglnteger totient(Biglnteger n). IIpuiukom mbeHe Ipo-

rpamcke peanusauuje Kopuiihena je unmeHula aa ce 3a 3agatu 6poj r = pi'ps? - - ppk,
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merosa OjiepoBa (yHKIMja MOXe u3padyHaTi nomohy cienehe popmye:

¢(r) =r-(1=1/p1)- (1 =1/pa)--- (1 = 1/py).

ApryMeHTH oBe (hyHKIIHje HHCY jaKO BeIukn OpojeBu. [1o1mTo je leH apryMeHT y Iporpamy
T, HA OCHOBY PEUEHOT, 3aKJbYUyjeMO Jla OHA 33/I0BOJbaBA TPAKEHE YCIIOBE.

OBuM je yKpaTko o0jallimheHa UMIIEMEHTauja KoMmieTHor anroputma. Kiaca AKS
cayipKd CBe HEONMXOHe (PYHKIMje M KOHCTPYKTOpE, KOju cy yoauenu y jemHoctaBaH G UL

[TpocTrM NPUTHCKOM Ha yTMe anropuTaM BpIIX IPOBEPY fia JH je 3aaTu Opoj IpocCT.

Bp3vHa usBpllaBaka anropurMa AKS mMnnemMeHTUpaHor y
JaBu

16

14

12 //
10 /'

logt
o]

. i
N

0 T T T T T T T
3 3.2 34 36 3,8 4 42 44 46

loglogn

Cnuka 4. I'paduuku npuka3s Tpajamka BpeMeHa H3BplIaBalba IMIIEMEHTUPAHOT aJTOPUTMa

AKS 3ampocre GpojeBe pa3inynTe BeTNINHE

Ha camum 4. par je rpaduukm nprkas 3aBUCHOCTH BPEMEHA M3BPIIABAKA UMILIEMEH-
tupator anroputma AKS on BenmmumHe TectupaHor npocror 6poja. Tecrupanu mpoctn
OpojeBu cy HACYMUYHO M3a0paHu M MOT'Y ce BufieTH y Tabenu Ha ciui 3. 13 Haruba kpuse y
npuka3aHoM log log nujarpamMy MoXe ce OLEHHTH f1a je BpeMe M3BpIIaBamba MMILIEMEHTHPa-
HOT aJIrOPUTMA 3a TECTUPAHE IIpocTe 6pojese npubmuskHo nponopuuonanto ca O((logn)?),
OJTHOCHO Mam€ j€ OJf TpeBIhEHE TEOPETCKE BPEMEHCKE CIIOKEHOCTH aJITOPUTMA KOja M3HOCH
O((logn)?*/?). Ocam anroput™a A K'S, Tectipanme je ypaheHo Ha HCTOBETHIM 6pojeBa i Ha

yrpahenoj 6Gubmmoreukoj pyrkumju isProbablePrime(int preciznost), koja npencraBba
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nMmemeTannjy Munep-Padunosor Tecra y Javi. IIpetxogHa cdyHKImja je 3a cBe 6pojeBe
OTKpHUJIa [ja Cy BEPOBATHO MPOCTH 32 MAE Off j€[IHE CEKYHJIE, AOK CE PELUMO 3a IOCIEHBI
TECT NpuMep uMIuieMenTupanu anroputam A KS u3Bpiiasao Buiie off yetupu cata. OBO
WIyCTpYje MPeTXOHO ofjallibehe Aa je TmaBHA 3Haua] A KS Tecta TeopeTckd u a ce y

Npakch KOPUCTH CaMo Y PETKIM CATYalijama.
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S 3akipyuak

[Ipoctu 6pojeBr MMajy Beoma GUTHY yIIOTY Y MATEMAaTHIIN, A HAPOUUTO Y KPUITOTpapuj.
Pa3Bojem pauyHapa, aim npe cBera OTKpHUBambEM HOBUX METOJ[A M AJITOPUTaMa WiTH yHanpehu-
BamkEeM Mpehalmbux, NOCTaje HEOTXOHO /1 CE TECTUPALE /1A JIM j€ 3a1aTu 6poj mpocT 00aBiba
Op:ke. MHOTH alrOpUTMY, YKIbYUYjyhil 1 Haj3acTyIUbeHUj U U(aPCKK ACUMETPHYHH CUCTEM
RSA, Mopajy fla KOpHCTe jaBHHE K/bY4 TOIHMKO BEJUKH fIa ce OfiroBapajyhu TajHH KJbyd He
MO2KE€ OTKPHUTH IOTIYHOM IpeTparoM. [ eHeprcame KibyueBa MOBE3aHO j€ Ca MPOHATIAKEHEM
BEJIMKUX MMPOCTHX OPOjeBa, a Taj mpoOIIeM CBOJIU CE HA IPOBEPY fia M Cy HACYMUYHO M3a0paHn
npupofHu OpojeBu ofarosapajyhe BemmunHe npoctu. CroxkeHOCT Opoja ce MOXKe YTBPAUTH
nomMohy npo6aObuINCTHYKIX U IETEPMAHACTHIKKX TeCTOBa. Kao Hajmo3HATH|1 IPEICTaBHAK
npo0adUIMCTUIKIX TECTOBA NOAPOOHHje je oOpaben Munep-PabuHos, a Hajsehu ieo paja
nocseheH je nerepmunnctuukom A KS tecty.

AKS TecT je BeoMa BaxkaH aJrOpPUTaM Y TEOPHUjU CIOXKEHOCTH - HA OCHOBY Hera je
MoKa3aHo fia mpobieM fia i je 6poj mpocT, npumnana kinacu cnoxkenoctu P. C apyre cTpate,
anropuram A KS Hema BeJIMKK NPAaKTHYaH 3Ha4aj U IOTUCHYT je y obnactu Kpunrorpaduje
Ofl PYTHX, 3HAUajHO OpKMX anropurama. Y MPaKCh ce 4ecTo kopuctu Mumep-Pabunos
alropuTaM, a 3aTUM ce 3a fobujame cepTuuKara fia je 3agati 6poj 3aucta mpocT KOPUCTH
HEKH O]l IETEPMAHUCTHIKAX TECTOBA. Y3 KOMILIETaH T0Ka3 KopeKTHocTH anroput™a A K'S,

y pajy je onmucaHa u heroBa MMIIEMEHTALH]a y IPOTPAMCKOM je3HKy Java.
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