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Predgovor

Ova doktorska disertacija posvecena je izucavanju Oscilatornosti nelinearnih diferen-
cijalnih jednacina drugog reda, a zasnovana je na originalnim rezultatima. Ona je
rezultat nastavka istrazivanja zapocCetog na magistraskim studijama ( ”Asimptotska
svojstva resenja diferencijalnih jednacina, Magistarska teza, Univerzitet u Beogradu,
1996. ). Osnovna oblast kojoj ova disertacija pripada je Kvalitativna analiza diferenci-
jalnih jednacina.

Kako su mnogi fizicki problemi modelirani diferencijalnim jednac¢inama drugog reda,
to kvalitativna analiza ovih jednacina privlaci veliku paznju autora koji se bave teori-
jom obic¢nih diferencijalnih jednacina. U ranijem periodu razvoja teorije diferencijal-
nih jednacina preovladalo je resavanje jednac¢ina pomocéu kvadratura. Jednacina =’ =
f(t, x) se smatrala resenom kada se dobije opsti integral ¢ (t,z,C') = 0. Ali radovima
Lia (Sophus Lie, 1842-1899) zavrsen je, uglavnom, period trazenja resenja diferencijal-
nih jednacina preko kvadratura, buduci da je zadatak svodenja na kvadrature neresiv
za opstije tipove jednacina. Kada su ustanovljeni fundamentalni stavovi o egzistenciji
i jedinstvenosti resenja, stvoreni su uslovi za razvoj kvalitativne analize reSenja difer-
encijalnih jednacina, ¢ijim se osnivacem smatra veliki francuski matematicar Poenkare
(Henri Poincareé, 1854-1912.)

Do zakljucaka u kvalitativnoj analizi dolazi se, u opstem sluc¢aju na osnovu analiza
funkcija koje figurisu u samoj diferencijalnoj jednac¢ini. Kvalitativa analiza nam daje
informacije o nizu osobina integralnih krivih kao $to su ogranic¢enost, broj i polozaj nula
i polova, asimptote, ponasanje u okolini singularnih tacaka i u beskonac¢nosti, oscila-
tornost, monotonost, itd. Drugim rec¢ima, u najjednostavinijim sluc¢ajevima, ona nam
omogucava da nacrtamo priblizan grafik resenja, ne znajuéi analiticki izraz. Ova prob-
lematika je od posebnog interesa kada jednac¢inu ne mozemo resiti pomocu kvadratura,
a sem toga Cesto je izraz za opsti integral toliko slozen da se mora pristupiti posebnim
metodama kvalitativne analiza.

Oblast kvalitativne analize diferencijalnih jednacina se posebno intenzivno razvija
poslednjih tridesetak godina. Za to vreme razradjeni su novi metodi ispitivanja i dobi-
jeni vazni i korisni rezultati. Ustanovljeni su kriterijumi oscilatornosti reSenja linearnih
i nelinearnih diferencijalnih jednacina, dokazane teoreme o klasifikaciji jednacina po
oscilatornim svojstvima njihovih resenja, pronadjeni uslovi za postojanje ili odsustvo
singularnih, pravilnih, oscilatornih, ogranic¢enih i monotonih resenja, date ocene pravil-
nih resenja u okolini beskonacno dalekih tacaka, asimptotske formule za resenja dosta
siroke klase linearnih i nelinearnih jednacina itd.

Od posebnog interesa u oblasti kvalitativne analize diferencijalnih jednacina je
utvrdivanje kriterijuma oscilatornosti i neoscilatornosti linearnih i nelinearnih jednaci-
na, o ¢emu svedoci i veliki broj radova iz ove oblasti. Verovatno najvise proucavana
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diferencijalna jednacina drugog reda je linearna diferencijalna jednacina

(L) 2" (t) +q(t)x(t) =0
i nelinearna diferencijalna jednacina oblika
(EF) "(t) + q(t)]a(t)] sgna(t) =0, A #1,

koja je u literaturi poznata kao diferencijalna jednacina Emden—Fowlera. Jednacina
ovog oblika je po prvi put privukla paznju R. Emdena, krajem XIX veka, u prvim
teorijama dinamike gasova u astrofizici, dok se tridesetih godina ovog veka pojavljuje
u radovima E. Fermia i L.H. Thomasa u proucavanju distribucije elektrona u teskom
atomu. Jednacina tipa Emden—Fowler se takode pojavljuje u proucavanju mehanike
fluida, relativisticke mehanike, nuklearne fizike, kao i u prou¢avanju hemiskih reakcija
sistema.

Kako su linearne diferencijalne jednacine drugog reda najceséi modeli oscilatornih
fizickih sistema, razvoj teorije oscilatornosti je upravo krenuo od proucavanja oscila-
tornosti linearnih jednacina. Sezdesetih godina, veliki broj autora je uéinio napredak
pokazavsi da veliki broj kriterijuma oscilatornosti za linearnu diferencijalnu jednacinu
vaze i za jednacinu Emden-Fowlera, kao i pod odgovaraju¢im pretpostavkama za funk-
ciju f za diferencijalnu jednacinu oblika

(GEF) 2" (t) + q(t) f(x(t)) =0,

gde je ¢ € C([0,0), f : R — R je neprekidna funkcija na R, neprekidno diferen-
cijabilina na R \ {0} i zadovoljava uslove zf(z) > 0, f'(z) > 0 za svako = # 0.
Jednacina ovog oblika se u literaturi cesto naziva wopstena diferencijalna jednacina
Emden—Fowlera. Pokazani kriterijumi oscilatornosti mogu se klasifikovati u dve grupe,
prema tipu jednacine na koji se odnose. Naime, diferencijalna jednacina (F'F') je sub-
linearna ako je v € (0, 1), a superlinearna za v > 1. Analogno, diferencijalna jednac¢ina
(GEF) je sublinearna ako je funkcija f takva da je
&€ —&
0< d_u d—u<oo za svako € > 0,

or (W) Joo flu)
a ako funkcija f zadovoljava uslov

+o00 —00
0< ﬂ, ﬂ<oo za svako ¢ > 0.
e S o fluw
diferencijalna jednacina (GEF’) je superlinearna.

Oscilatorna svojstva resenja nelinearnih diferencijalnih jednacina (EF) i (GEF)
razmatrao je zaista impozantan broj autora, [2, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 15, 16, 17, 22, 23,
24, 25, 37, 44, 48, 53, 59, 61, 66, 67, 72, 74, 76, 78, 88, 100, 101, 102, 103, 104, 119,
120, 142, 147] itd., medu kojima su najveéi doprinos sasvim sigurno dali Ch.G. Philos
[105], [107]-[110], [112]-[118], J.S.W. Wong [19], [20], [73], [77], [123]-[134], [137], [138]
i C.C. Yeh. [135, 136, 138, 146].

Kao prirodno uopstenje jednacine (GEF') osamdesetih godina pojavila se u litera-
turi nelinearna diferencijalna jednacina oblika

(NL) (a(t)(x ()2 ()" + q(t) f(2(1)) = 0,
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gde je a € C1([0,00); (0,00)), g € C([0,00): R), 1, f € CL(%;R), of(x) > 0, f(x) > 0
(x) > 0 za svako x # 0. Medu velikim brojem autora koji su ispitivali oscilatornost
ove jednacine treba istaéi S.R. Gracea, B.S. Lallia [27]-[43] i J.R. Graef, P.W. Spikes
[44]-[47].

Dobro je poznato da linearna diferencijalna jednacina (L) i polulinearna diferenci-
jalna jednacina

[a(®)]«’ ()" (1)) + q()|z(B)|* " a(t) =0, a>0

imaju veliki broj slicnih svojstava koja opisuju karakter oscilatornosti resenja. Svoj
doprinos u ispitivanju oscilatornosti nelinearne jednacine drugog reda ovakvog oblika
dali su A. Elbert [21], H.L. Hong, W.C. Lian, C.C. Yeh [54, 58|, H.B. Hsu, C.C. Yeh
[57], H.B. Hsu, W.C. Lian, C.C. Yeh [58], T. Kusano, A. Ogata, H. Usami [68], T.
Kusano, A. Ogata [69], T. Kusano, N. Yoshida [70], T. Kusano, J. Wang [71], H.J. Li,
C.C. Yeh [80]-[85], W.C. Lian, C.C. Yeh, H.J. Li [89], itd.

Nelinerna diferencijalna jednacina oblika

[a(®) ()]’ (D)2 (8)] + a(t) f(x(1)) =0, >0,

se pojavila u literaturi tek nedavno 1996. u radovima P.J.Y. Wong, R.P. Agarwal [139]
(zaslucaj kada je ¢(z) = 1)1 R.P. Agarwal, W.C. Lian, C.C. Yeh [1]. Oscilatornost ove
jednacine razmatrao je jos H.L. Hong [56] uopstivsi kriterijume oscilatornosti polulin-
earne diferencijalne jednacine koje su pokazali H.B. Hsu, C.C Yeh [57]. Diferencijalnu
jednac¢inu ovog oblika nazva¢emo uopstena polulinearna diferencijalna jednacina.

Najvazniji i najkorisniji kriterijumi oscilatornosti navedenih nelinearnih diferencijal-
nih jednacina drugog reda podrazumevaju integralno usrednjenje koeficijenta a(t), ¢(t)
ovih jednacina. Ti kriterijumi su motivisani dobro poznatim Wintnerovim kriteriju-
mom oscilatornosti linearne diferencijalne jednacine iz 1949. godine, da je uslov

tlim / / u)duds =

dovoljan za oscilatornost jednacine (L). Poslednjih dvadesetak godina, od posebnog
interesa je utvrdivanje kriterijuma oscﬂatornostl linearnih i nelinearnih diferencijalnih
jednacina koji podrazumevaju tezinsko usrednjenje koeficijenata tih jednac¢ina i koji su
inspirisani kriterijumom Kameneva iz 1978. za linearnu diferencijalnu jednacinu, da je
uslov
hmsup—/ (t — 5)°q(s)ds = oo za neko 8 > 1,
t—o0 p

dovoljan za oscilatornost jednacine (L).

Istrazivanje obavljeno prilikom izrade ove disertacije je inspirisano najnovijim dos-
tignué¢ima iz oblasti teZinskog usrednjenja. Koris¢eno je tezinsko usrednjenje opsStom
klasom parametarskih funkcija

H:D={(ts) :t>s>t} =R

motivisano inicijalnim radom sa ovakovim pristupom Ch.G. Philosa [111] [ Arch. Math.
(Basel), 53 (1989), 482-492]. Naime, medu velikim brojem kriterijuma oscilatornosti
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pokazanih koris¢enjem tezinskog usrednjenja, moze se primetiti da je kao tezinska
funkcija najcesce koris¢ena pozitivna, neprekidno diferencijabilna funkcija ¢ takva da
je ¢ nenegativna i opadajuca funkcija i funkcija (t — s)® za « prirodan ili realan broj
veci od jedinice ili proizvod ovih funkcija. Pomenutim radom Ch.G. Philosa [111] o os-
cilatornosti linearne diferencijalne jednacine dat je pozitivan odgovor na pitanje koje se
nametnulo - da li se kao tezinska funkcija moze koristiti Sira familija funkcija? Ovakvu
metodologiju ispitivanja u teoriji oscilatornosti koristili su jo§ samo S.R. Grace [41]
1992., H.J. Li, C.C. Yeh [87] 1997. i pod dodatnim pretpostavkama za funkciju H (¢, s)
uopstili Philosov rezultat na jednacinu (N L).

Dakle, osnovni metod ispitivanja u ovoj disertaciji je metod tezinskog usrednjenja
opstom klasom parametarskih funkcija, sto predstavlja novi pristup u ispitivanju os-
cilatornosti polulinearnih diferencijalnih jednacina i nastavak istrazivanja S.R. Gracea
i H.J. Lia, C.C. Yeha za nelinearnu jednacinu (NL).

Svi rezultati izlozeni su u tri glave.

U prvoj glavi, Uvodu, uvedeni su osnovni pojmovi i dati neki rezultati koji su
koris¢eni u daljem toku rada.

Druga glava je posveéenja oscilatornosti polulinearnih diferencijalnih jedna-
¢ina. lako je veliki broj pokazanih kriterijuma oscilatornosti polulinearne diferenci-
jalne jednacine podrazumeva integralno usrednjenje koeficijenata jednacine, ni jedan
od autora nije kao tezinsku funkciju u tezinskom usrednjenjenju koristio parametarsku
funkciju iz opste klase funkcija H(t,s). Iz tog razloga, u Poglavlju 2.1. bi¢e pokazani
kriterijumi oscilatornosti polulinearne diferencijalne jednacine, koristeci tezinsko usred-
njenje familijom parametarskih funkcija H(¢,s). Ti kriterijumi su generalizacija kri-
terijuma oscilatornosti Lia i Yeha [87] za jedna¢inu (NL).

Kako postoji skroman broj rezultata o oscilatornosti uopstene polulinearne difer-
encijalne jednacine, to je u Poglavlju 2.2. uc¢injen znacajan doprinos u pokazivanju
kriterijuma oscilatornosti ovog tipa nelinearne jednacine. Tako su najpre proSireni kri-
terijumi oscilatornosti polulinearne jednacine pokazani u Poglavlju 2.1. na uopsStenu
polulinearnu diferencijalnu jednacinu, a zatim prosiren i generalizovan dobro poznati
rezultat Philosa [113] za (GEF). Sem toga, pokazani su i kvalitativno novi kriteri-
jumi oscilatornosti za uopstenu polulinearnu diferencijalnu jednacinu, koji specijalno
predstavljaju i originalne rezultate za polulinearnu jednacinu, kao i za jednacinu (NL).

Od posebnog interesa u teoriji oscilatornosti diferencijalnih jednacina je formulisanje
komparativnih teorema koje omogucavaju da se o oscilatornim svojstvima resenja difer-
encijalnih jednac¢ina zakljuci na osnovu ponasanja reSenja jednostavnijih diferencijalnih
jednacina. Kako je oscilatornost polulinearne diferencijalne jednac¢ine mnogo detaljnije
proucena u odnosu na oscilatornost uopstene polulinearne diferencijalne jednacine, u
Poglavlju 2.3. ¢e biti pokazane komparativne teoreme za uopstenu polulinearnu difer-
encijalnu jedna¢inu u odnosu na odgovarajuc¢u polulinearnu jednacinu.

U Glavi 3. izucava se oscilatornost jednacine (N L) koju smo nazvali general-
izovana diferencijalna jednacina tipa Emden—Fowlera. UopsSteni su i proSire-
ni mnogi kriterijumi oscilatornosti uopstene diferencijalne jednacine Emden—Fowlera
navedeni u Poglavlju 1.3. Klasifikaciju rezultata izvrSena je u odnosu na sublinearnost
odnosno superlinearnost jednacine.
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U Poglavlju 3.1. ¢emo posmatrati sublinearnu jednac¢inu (NL) i pokazati da se
rezultati Ch.G. Philosa [110], [115], Ch.G. Philosa, I.K. Purnaras [116], J.S.W. Wonga
[134] za sublinearnu uopstenu jednacinu Emden—Fowlera, pod dodatnim pretpostav-
kama za funkcije a, f i ¢, mogu prosiriti i na jedna¢inu (NL). Kako u svim do
sada utrdenim kriterijumima oscilatornosti jednacine (N L), figurise pretpostavka da je
funkcija 1 pozitivna, namece se prirodno pitanje - da li je moguce utvrditi oscilatornost
jednacine (N L) i u slucajevima kada je funkcija 1) negativna ili menja znak? U dru-
gom delu Poglavlja 3.1. dat je pozitivan odgovor na to pitanje i pokazani kriterijumi
oscilatornosti jednacine (N L) pri sledeéim pretpostavkama za funkcije f i -

G (f(x))' S RAGILACIRS

() V() V()

Ti kriterijumi su u Poglavlju 3.2. proSireni na jednacinu

[a(t)(x ()2 ()] + p(t)2' () + q(t) f (x(t)) = 0

bez ogranicenja o znaku funkcije p, Sto je od takode posebnog interesa. Diferenci-
jalna jednacina ovog oblika naziva se diferencijalna jednacina sa priguSenjem (”with a
damping term”).

U Poglavlju 3.3. posmatrana je superlinearna jednacina (NL). Generalizovani su
rezultati u radovima Ch.G. Philosa [112], [113] i Ch.G. Philosa, [.K. Purnarasa [116],
[117]. Kao i u prethodna dva poglavlja svi pokazani kriterijumi oscilatornosti super-
linearne jednac¢ine (VL) predstavljaju, specijalno, poboljsanje navedenih kriterijuma
oscilatornosti superlinearne uopstene jednacine Emden—Fowlera, u smislu koriséenja
tezinske funkcije H (¢, s).

Y(z) #0, x >0 za x#0.

1
k

Na kraju, koristim priliku da se zahvalim svojim roditeljima Vasiliju i Ljiljani koji su
bili dovoljno tolerantni prema meni i imali razumevanja za sve vreme koje sam ulozila
u ovaj rad. Bez njihove podrske i strpljenja, u svakom sluc¢aju, ne bi ni bilo ovog rada.
Takode zelim da se zahvalim tetka Vidi na pomodi i strpljenju prilikom mnogobrojnih
gostovanja u Beogradu tokom mog usavrsavanja. Posebnu zahvalnost dugujem i sestri
Mimi na moralnoj i finansiskoj pomoci prilikom izrade i odbrane kako magistarske teze
tako i ove disertacije.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi bi¢e uvedeni neki osnovni pojmovi i dati neki poznati rezultati. Poj-
movi kao Sto su neproduzivo, pravilno, singularno, oscilatorno i neoscilatorno resenje biée
definisani u Poglavlju 1.1. Kako je jedna od najefektivnijih i samim tim najzastupljenijih
metoda ispitivanja nelinearnih oscilacija metoda integralnog usrednjenja, opstu Semu ove
metode izlozicemo u Poglavlju 1.2. Poslednjih dvadesetak godina, od posebnog interesa je
utvrdivanje kriterijuma oscilatornosti linearnih i nelinearnih diferencijalnih jednacina koji
podrazumevaju tezinsko usrednjenje koeficijenata tih jednac¢ina. Zato ¢emo osnovne principe
i rezultate metode tezinskog usrednjenja u ispitivanju linearnih i nelinearnih oscilacija izloziti
u Poglavlju 1.4. U Poglavlju 1.3. naveS¢emo najznacajnije kriterijume oscilatornosti uopstene
diferencijalne jednacine Emden—Fowlera, nelinearne diferencijalne jednacine koja je sa aspekta
kvalitativne analize, a posebno sa aspekta teorije oscilatornosti, verovatno najvise proucavana
jednacina. Vecina navedenih kriterijuma ¢e biti uopstena u naredne dve glave, na Siru klasu
nelinearnih diferencijalnih jednacina ili su ti kriterijumi posluzili kao motivacija za dobijanje
novih kriterijuma za oscilatornost reSenja posmatranih nelinearnih diferencijalnih jednacina
u narednim glavama.

1.1. Elementi teorije oscilatornosti

Kako su mnogi fizicki problemi modelirani nelinearnim diferencijalnim jedna¢inama dru-
gog reda, to kvalitativna analiza ovih jednacina privlac¢i veliku paznju autora koji se bave
teorijom obi¢nih diferencijalnih jednacina. Posmatrajmo opstu nelinearnu diferencijalnu
jednacinu drugog reda nepoznate funkcije x nezavisno promenljive ¢ oblika

(1.1) [t x(t),2'(t), 2" (t)] = 0,

gde je ® data funkcija definisana u oblasti D C R*. Kako u fizickim problemima nezavisno
promenljiva ¢ ima ulogu vremena, to ¢emo pretpostaviti da je ¢ € [0, 00).

Definicija 1.1.1. Funkcija x(¢) definisana na intervalu (¢o,t1) C (0, 00) je reSenje jednacine
(1.1) ako za svako t € (to,t1) vazi:

(i) postoji x"(t),

(if) (£, x(2),x'(£),x"(t)) € D,

(iii) @ [t, x(2), x'(t), x"(£)] = 0.



2 Glava 1. Uvodni pojmovi i rezultati

Geometrijsko mesto tacaka {(¢,x(t)) : ¢ € (to,t1)} naziva se integralna kriva resenja x(t)
diferencijalne jednacine (1.1).

Da bi uopste imalo svrhe ispitivati kvalitativna svojstva reSenja nelinearnih diferencijal-
nih jednacina, odnosno da bismo mogli rasudivati o osobinama integralnih krivih, moramo
najpre biti sigurni da one postoje. Zbog toga je potrebno formulisati teoremu egzistencije i
jedinstvenosti resenja tih jednacina.

Teorema 1.1.1. Ako su funkcije P, g—i, %7 gff, definisane i neprekidne u mekoj okolini
tacke (t*, xo, x4, 2() € D i
od

e [t*v .%'0,.%'/0,.1’/0,] =0, @[t*7$07$67x8] 7& 0,

tada DJ (1.1) ima jedinstveno resenje x(t), definisano i dva puta neprekidno diferencijabilno
u nekoj okolini tacke t*, koje zadovoljava pocetne uslove x(t*) = xo, X'(t*) = xp, X" (t*) = z{.

Za ostale teoreme koje daju potrebne i dovoljne uslove egzistencije i egzistencije i jedin-
stvenosti reSenja nelinearnih jednacina upuéujemo na knjige I.T Kiguradze [63] i P. Hartman
[51].

Moze se primetiti da je Teorema 1.1.1. lokalnog karaktera, odnosno da dokazuje egzis-
tenciju i jedinstvenost resenja u nekoj okolini tacke t*. Zato se namece pitanje dokle se moze
prosiriti interval definisanosti resenja. U tom smislu se uvodi pojam neproduzivog reSenja.

Definicija 1.1.2. Resenje x(t) jednacine (1.1) definisano na intervalu (¢p, t1) C (0, 00) naziva
se neproduzivo ako je t; = oo ili t; < o0 i

lamtsup(|:c(t)| + |2/ (t)|) = +oo0.

—t1—

Kako éemo se u daljem radu baviti ispitivanjem broja nula reSenja nelinearnih jednacina,
od interesa su samo resenja koja nemaju vrednost nula pocev od neke vrednosti promenljive
t. U tom smislu uvodimo pojam pravilnog i singularnog resenja.

Definicija 1.1.3. Neproduzivo resenje z(t) jednac¢ine (1.1) definisano na [tg,00) naziva se

pravilno, ako za svako t € [tg, 00) vazi sup{|u(s)|: s >t} > 0.

Definicija 1.1.4. Netrivijalno, neproduzivo resenje x(t) jednacine (1.1) definisano na inter-
valu (t1,t2) C (0,00) naziva se singularno ako je to < oo ili to = oo 1 postoji tg € [t1,00)
tako da je u(t) = 0 za svako t > t.

Teorema Uintnera nam daje uslove pod kojima nelinearna diferencijalna jednacina

(1.2) (1) = f(t2(),2' (1))
nema singularnih reSenja, odnosno pod kojima je svako reSenje te jednacine pravilno.

Teorema 1.1.2. ( Teorema Uintnera ) Neka u oblasti Q = {(t,z) : 0 < t < 0o,z € R?}
vazi nejednakost
|F(t, 21, 22)] < h(t)w (Jo1] + |22,

gde je h € C(R), a funkcija w € C([0,00)) pozitivna, neopadajucéa i

Jo =

Neka je sem toga za svako ty € [0,00) trivijalno resenje jedino resenje jednacine (1.2) koje
zadovoljava pocetne uslove x(to) = '(to) = 0. Tada je svako resenje jednacine (1.2) pravilno.
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Bez daljeg naglasavanja, mi ¢emo u daljem radu pod resenjem jednacine podrazumevati
neproduzivo, pravilno resenje.

Pojam oscilatornog i neoscilatornog resenja definisa¢emo za opstu diferencijalnu jednacinu
drugog reda, s obzirom da se ovi pojmovi u klasi linearnih i nelinearnih jednacina isto definisu.

Definicija 1.1.5. Pravilno resenje x(t) diferencijalne jednacine drugog reda definisano na
[to, 00) naziva se oscilatorno ako za svako T' > ty postoje t1 i to takvi da je T' < t1 < tg
i z(t1)z(t2) < 0. Za samu jednac¢inu kazemo da je oscilatorna, ako su sva njena resenja
oscilatorna.

Definicija 1.1.6. Pravilno resenje z(t) diferencijalne jedna¢ine drugog reda naziva se neos-
cilatorno ako postoji Ty takvo da je z(t) # 0 za svako t > Ty. Ako je svako resenje jednacine
neoscilatorno, jednac¢inu nazivamo neoscilatornom.

Kako su linearne diferencijalne jednacine drugog reda najce$¢i modeli oscilatornih fizickih
sistema, razvoj teorije oscilatornosti je upravo krenuo od proucavanja oscilatornosti linearnih
jednacina. Jedni od najpoznatijih rezultata su Sturmove ! teoreme uporedenja i o razdvajanju
nula.

Teorema 1.1.3. (Sturmova teorema uporedenja) Neka su koeficijenti jednacina
(1.3) (m(t)2') + q(t)z =0,

(1.4) (p2(t)2") + ga(t)z = 0,

neprekidne funkcije na J = [to,t°] i neka je

(1.5) pi(t) 2 p2(t) >0, qi(t) < qe(t), te

Pretpostavimo da pravilno resenje © = x1(t) jednacine (1.3) ima tacnon (> 1) nulat =1t <
ty < ...<ty 2aty <t <t a pravilno resenje x = x5(t) jednacine (1.4) zadovoljava uslov

p1t)1 ()  p2(t)zs(t)
:cl(t) - T2 (t) ’

Tada resenje x2(t) ima na (to, t,] najvise n nula.

Napomenimo da ako koeficijenti jednacine (1.3) i (1.4) zadovoljavaju uslov (1.5), tada
se jednacina (1.4) naziva majorantom Sturma jednagine (1.3), a jednacina (1.3) minorantom
Sturma jednagine (1.4).

Teorema 1.1.4. (Sturmova teorema o razdvajanju nula) Neka je jednacina (1.4) ma-
joranta Sturma jednacine (1.3). Tada se izmedu svake dve susedne nule proizvoljnog resenja
x = x1(t) jednacine (1.3) nalazi najmange jedna nula bilo kog resenja x = xa(t) jednacine

(1.4).

Koriséenjem Sturmove teoreme o razdvajanju nula moguée je pokazati izvestan broj ko-
risnih svojstava, kao na primer da ako je g neprekidna funkcija na (a,b) 10 < m < ¢(t) < M,
za svako t € (a,b), tada za ma koje dve susedne nule ¢; < t5 reSenja x(t) jednacine

(1.6) 2" +q(t)r =0

1J.Ch F. Sturm, nemacki matematicar, 1803-1855
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vazi da je \/LM <to—t < ﬁ Sem toga, ako je ¢ neopadajuca (nerastuéa) pozitivna
funkcija, tada rastojanje izmedu susednih nula proizvoljnog resenja jednacine (1.6) ne raste
(ne opada).

Od velikog prakti¢nog znacaja je i nejednakost Ljapunova, na osnovu koje je moguée
oceniti broj nula bilo kog reSenja na proizvoljnom kona¢nom intervalu.

Teorema 1.1.5. (Ljapunov) Ako je funkcija g € C((a,b), tada je nejednakost

b
4
[ ar®d< ;5 ai® = maxa(o).0)
potreban uslov da jednacina (1.6) ima resenge koje na (a,b) ima dve nule.

Teorema 1.1.6. Neka je funkcija g € C([0,T)), z(t) resenje jednacine (1.6) i N broj njegovih
nula na poluintervalu (0,T]. Tada je
1/2

N < % </0Tq+(t)dt) +1.

Napomenimo da je dokaze svih navedenih teorema, kao i ostale rezultate iz teorije oscila-
tornosti linearnih diferencijalnih jedna¢ina drugog reda, mogucée naéi u knjizi P. Hartmana
[51].

1.2. Integralno usrednjenje u oscilatornosti diferencijalnih
jednacina drugog reda

U proucavanju oscilatornosti linearnih i nelinearnih diferencijalnih jedna¢ina drugog reda,
mnogi kriterijumi obuhvataju uslove koji podrazumevaju integralno usrednjenje koeficijenata
tih jednacina. Ti kriterijumi su motivisani klasi¢énim, dobro poznatim Wintnerovim kriteri-
jumom oscilatornosti linearne diferencijalne jednacine iz 1949. godine, da je uslov

(A1) tlinoaot// u)duds = 0o

dovoljan za oscilatornost linearne diferencijalne jednacine

(L) 2"(t) + q(t)z(t) = 0.

Wintnerov rezultat je nesto kasnije 1952. poboljsao Hartman, pokazavsi da se uslov (A4;)
moze zameniti sa sledec¢a dva slabija uslova

(Ag) lim inf — // T)dr ds > —00,
t—o0 to Jto

(As) hm 1nf / / T)d7rds < limsup — / / T)dr ds.
to Jto t—o00 to Jto

Da bi pojasnili pojam integralnog usrednjenja u teoriji oscilatornosti diferencijalnih jedna-
¢ina izlozi¢emo najpre opstu Semu metode integralnog usrednjenja za sistem diferencijalnih
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jednacina. Taj metod je razvijen pocetkom Sezdesetih godina ovog veka i nasao je Siroku pri-
menu ne samo u teoriji oscilacija, ve¢ i u mnogim granama fizike, a posebno u oblasti nebeske
mehanike i automatske regulacije. Osnovna ideja metode usrednjenja je da reSenje polaznog
sistema aproksimiramo reSenjem sistema za koji ve¢ imamo poznate metode resSavanja ili
reSenjem sistema koje mozemo kvalitativno lakse analizirati.

Opsta Sema metode usrednjenja za sistem diferencijalnih jednacina
Posmatrajmo sistem

(2.1) ¥ =eX(t,x),

gde je x —n-dimenzionalni vektor, e > 0 mali parametar i funkcija X (¢, s) definisana u oblasti
Q={(t,x)|t>0, z€Q, Q CR"}. Sistemu (2.1) pridruzujemo sistem

(2.2) ¢ =eXo(¢)
gde je
(2.3) Xo(z) :jlgI;OT/ X(t,x)

Sistem (2.2) se naziva odgovarajuéi usrednjeni sistem polaznog sistema (2.1). Vazi sledeca
teorema o bliskosti resenja sistema (2.1) i (2.2) na kona¢nom intervalu:
Teorema 1.2.1. ( Larionov, Filatov ) Ako vazi:

1) funkcija X (t,z) je neprekidna pot u oblasti Q i zadovoljava Lipsicov? uslov po promen-
ljivoj x u toj oblasti;

2) u svakoj tacki oblasti QQ postoji granicna vrednost (2.3);

3) resenje £ = £(1),£(0) = z(0) € Q sistema (2.2) je definisano za svako t > 0 i lezi u
nekoj okolini K(0,9) C Q;

4) funkcija Xo(z) zadovoljava LipSicov uslov na Q, pri éemu na svakom konacnom seg-
mentu [t1,to] duZ integralne krive £(t) vazi nejednakost

Tada za svako v > 0 i L > 0 postoji g, tako da za ¢ < g9 na segmentu [0, Le~!] vaZi
nejednakost

to

X()(f(t)) dtH < M(tz — tl), M = const.

ty

[|z(t) = @) < v.

Ocigledno da su ovde nadeni uslovi pod kojima je razlika izmedu ta¢nog resenja i njegovog
asimptotski pribliznog, pri dovoljno malim vrednostima parametra dovoljno mala na koliko
ho¢emo velikom, ali kona¢nom intervalu.

U monografiji A.N.Filatova [26] sistematski su izlozene metode usrednjenja u diferen-
cijalnim, integro-diferencijalnim i integralnim jedna¢inama i naznacene su razlic¢ite oblasti
primene tih metoda pri izucavanju nelinearnih oscilacija, tako da ova monografija sigurno
moze posluziti kao polazna osnova u razumevanju i savladavanju ove metode.

Sada primecujemo da u Wintnerovom uslovu (Al) izraz na levoj strani jednakosti zapravo
podrazumeva integralno usrednjenje funkcije Q(s fo u)du. Problem nalazenja kri-
terijuma oscilatornosti nelinearnih diferencijalnih Jednac1na kOJl podrazumevaju integralno
usrednjenje koeficijenata tih jednacina, je privukao paznu velikog broja autora. O tome

2R.Lipschitz, nemacki matematicar, 1832-1903
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svedoci veliki broj radova sa ovakvom problematikom, a u §ta ¢emo se uveriti u narednom
poglavlju za dva konkretna tipa nelinearnih jednacina.

Kamenev [62] je 1978. koristivsi po prvi put tezinsko usrednjenje, uopstio Winterov
kriterijum, pokazavsi da je linearna diferencijalna jednacina (L) oscilatorna ako vazi

1 t

(Ag) lim sup 6/ (t — s)Pq(s)ds = 0o za neko > 1
t—o0o t 0

i taj kriterijum je kao i Wintnerov posluzio kao temelj u procesu dobijanja kriterijuma oscila-

tornosti raznih tipova nelinearnih diferencijalnih jednacina. Philos [106] je generalizovao ta]

rezultat Kameneva uvodeéi tezinsku funkciju o € C1([tg, o0); (0,00)) i pokazavsi da je uslov

[(n—D)o(s) = (t — 5)d(s)]?
40(s)

imsup oy [ 0= 9" (0 o) -

ds = 00,
t—o0

za neki prirodan broj n > 3 dovoljan za oscilatornost linearne jednac¢ine (L). Tezinsko
usrednjenjenje ¢emo detaljnije obrazloziti u Poglavlju 1.4.

1.3. Oscilatornost uopstene diferencijalne jednacine
Emden—Fowlera

Verovatno najvise proucavana nelinerna diferencijalna jednacina drugog reda je jednacina
oblika

(EF) 2"(t) = q(t)|x(t)* sgn a(t)

gde je A # 1, koja je u literaturi poznata kao diferencijalna jednacina tipa Emden—Fowler.
Jednacina ovog oblika je po prvi put privukla paznju R. Emdena, krajem XIX veka, u prvim
teorijama dinamike gasova u astrofizici, dok se tridesetih godina ovog veka pojavljuje u
radovima E. Fermia i L.H. Thomasa u proucavanju distribucije elektrona u teskom atomu.
Jednacina tipa Emden-Fowler se takode pojavljuje u proucavanju mehanike fluida, rela-
tivisticke mehanike, nuklearne fizike, kao i u prouc¢avanju hemiskih reakcija sistema.

Do sada su za jednacinu ovog oblika dokazane teoreme o egzistenciji pravilnih i singu-
larnih reSenja, teoreme o jedinstvenosti i produzivosti reSenja, ustanovljeni su brojni kriteri-
jumi za oscilatornost i neoscilatornost pravilnih resSenja, dovoljni uslovi da sva reSenja budu
ogranicena, kao i uslovi koji obezbeduju da sva resenja zadovoljavaju uslov

lim z(t) =0,

t—o0

date su ocene resenja u okolini beskonacno dalekih tacaka i asimptotske formule resenja.
Takode je ocenjena i brzina rasta neoscilatornih resenja, odnosno od posebnog fizickog interesa
su reSenja koja zadovoljavaju jedan od sledeca dva uslova

Jim x(t) = 5 # 0,

ili



1.3. Oscilatornost uopstene DJ jednac¢ine Emden—Fowlera 7

tako da su utvrdeni potrebni i dovoljni uslovi da jednac¢ina (EF) ima resenja koja zadovol-
javaju jedan od ova dva uslova. Prvim uslovom su odredena ograni¢ena neoscilatorna resenja,
dok su drugim uslovom odredena asimptotski linearna reSenja.

Kao prirodno uopstenje jednac¢ine Emden—Fowlera, u teoriji kvalitativne analize diferen-
cijalnih jednacina, pojavila se diferencijalna jednacina oblika

(GEF) 2"(t) +qt)f(z(t) =0, t>1t>0

gde je ¢ € C([tg,0), f : R — R je neprekidna funkcija na R, neprekidno diferencijabilna na
R\ {0} i zadovoljava uslove

zf(r) >0 i f'(x)>0 =zasvako x#0.

Jednacina ovog oblika se u literaturi ¢esto naziva uopstena diferencijalna jednacina Emden—
Fowlera.

Diferencijalna jednac¢ina (GEF) je sublinearna ako je funkcija f : R — R sublinearna
tj. ako za svako £ > 0 vazi

¢ du ¢ du

o () oo Flw) =%

Diferencijalna jednac¢ina (GEF) je superlinearna ako je funkcija f : R — R superlinearna

tj. ako za svako ¢ > 0 vazi
o [T [
e S S fu)

Specijalno, jednaé¢ina (EF') je sublinearna ako je v € (0,1), a superlinearna za y > 1.

Osamdesetih godina, veliki broj autora je uc¢inio napredak pokazavsi da veliki broj kriteri-
juma oscilatornosti za jedna¢inu Emden—Fowlera, pod dodatnim pretpostavkama za funkciju
f, vazi i za uopstenu jednac¢inu Emden—Fowlera. Ti kriterijumi se mogu klasifikovati u dve
grupe, u odnosu na sublinearnost odnosno superlinearnost jednacine.

0<

1.3.1. Oscilatornost superlinearne uopstene jednacine Emden—Fowlera

Butler [6] je 1980. pokazao da Wintnerova i Hartmanova teorema za linearnu diferencijalnu
jednacinu vaze i za superlinearnu jednacinu (E'F'). Kako je Kamenev [61] pokazao da se u
sublinearnom slu¢aju jednac¢ine (E'F') uslov (A1) moze oslabiti slede¢im uslovom

t s t

(As) lim sup 1/ / q(7) dr ds = limsup 1/ (t —s)q(s)ds = o0,
t—oo T to Jto t—00 to

postavio se isti problem i za superlinearnu jednac¢inu. Medutim, Willett [121] je pokazao da

uslov (As) sam nije dovoljan za oscilatornost kako linearne jednacine tako i superlinearne

jednac¢ine Emden-Fowlera. Zato je Wong [125] 1973. pokazao da ako se uz uslov (4s)

pretpostavi da je

t—o0

t
(Ap) lim inf/ q(s)ds =—v>—-00, v>0
to

superlinearna jednac¢ina (EF') je oscilatorna. Philos je 1984. ovaj rezultat uopstio na
jednacinu (GEF'), pokazavsi da su ova dva uslova dovoljna i za oscilatornost superlinearne
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jednacine (GEF), pod dodatnim pretpostavkama za funkciju f. On je naime pokazao sledeéi
kriterijum:

(I) Philos [108]: Ako je funkcija f takva da je

§ %) /f’(u) . —00 f’(u)
(%) / ) du < oo @ / ) du < 00

(g ()

- ) fu) fu)
(F1) R N R = >0,
. T / Fw)

tada je superlinearna jednacina (GEF) oscilatorna ako su zadovoljeni uslovi (As) i (Ag).

Onose [104] je pokazao da su uslovi (As) i (Ag) dovoljni za oscilatornost superlinearne
jednacine (GEF) i ako funkcija f zadovoljava uslov

(F) postoji pozitivna konstanta k takva da je f'(x) >k zasvako z # 0.

Postoje funkcije koje zadovoljavaju uslov (F}), a ne zadovoljavaju uslov (F'), na primer
funkcija f(z) = |z|/*sgnz, A > 1. Vazi i obrnuto, da se na izvesne tipove jednacine
(GEF) moze primeniti teorema Onosea, ali ne i kriterijum (I). Dakle, ova dva kriterijuma su
medusobno nezavisna. Philos je uopstio ovaj rezultat Onosea pokazavsi sledeéi kriterijum:

(IT) Philos [109]: Pretpostavimo da vazi (F) i neka je o pozitivna, neprekidno diferencija-

bilna funkcija na intervalu [ty, 00), takva da je o' nenegativna i opadajuéa funkcija na [tg, 00).
Superlinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako

t
(A7) litminf/ 0(s)q(s)ds > —o0,
—o i,
1 t s
(Ag) limsup/ / o(T)q(T)dr ds = o0
t—o0 t to Jto

Treba naglasiti da je uslov (A4g) strozi od uslova (A7) za o(t) =1 na R...
Wong i Yeh su pokazali da ako funkcija f zadovoljava uslov (F) vaze i slede¢a dva kriter-
ijuma:
(IIT) Wong, Yeh [135]: Superlinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako vazi (F), (A7)
1
1 t
(Ag) lim sup / (t —s)Po(s)q(s)ds = 0o za neko B3 > 1,
t—o0 t’B 0
gde je o pozitivna, konkavna funkcija.

(IV) Wong, Yeh [135]: Superlinearna jednacina (GEF') je oscilatorna ako vazi (F), (As)
1

1 t
(A10) lim inf t/ q(s) ds > —o0.
0

t—oo
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Premetimo da su prethodna dva kriterijuma jedan vid generalizacije teoreme Kameneva za

linearnu jednacinu na jedna¢inu (GEF), ali se ne mogu primeniti na jednac¢inu (EF), jer
funkcija f(z) = |z|*sgnz, A > 1 ne zadovoljava uslov (F). Tek je 1986. Wong resio problem
uopstenja teoreme Kameneva za linearnu jednac¢inu na jednacinu (EF') i pokazao u [128] da
uslovi (A4) 1 (Ag) povlace oscilatornost jednacine (E'F') za svako v > 0, odnosno da su ova
dva uslova dovoljna za oscilatornost kako superlinearne tako i sublinearne jednacine (EF').
U [113], Philos je dao uopstenje ovog kriterijuma na jednacinu (GEF).

(V) Philos [113]: Ako funkcija f zadovoljava (*) i

(F») min {;ﬂr;% Vv f(u) /:O m du, Ciréf[’)\/f’(u) /I_OO /') du} >0

f(u)

tada je superlinearna jednacina (GEF') oscilatorna ako vaze uslovi (Ag) i

t

1
(A1) 1i£n SUp oy t (t — s)"Lq(s) ds = oo za neki prirodan broj n > 2.

Kako je u [108] pokazano da uslov (F») povlaci (F}), iz kriterijuma (I) i (V) sledi da je
superlinearna jednacina (GEF) oscilatorna ako su zadovoljeni uslovi (F), (Ag) i

1 t
(A12) limsup — [ (t— $)""1q(s) ds = 0o za neki prirodan broj n > 2.
t—oo to
Treba napomenuti da su uslovi (F}) i (F») zadovoljeni za funkciju f(x) = |z|}sgnz, A > 1,
Sto njihovu formulaciju ¢ini sasvim prirodnom.

U [112] Philos je dalje prosirio i poboljsao kriterijume (I) i (V).

(VI) Philos [112]: Pretpostavimo da vazi (Fy) i neka je o pozitivna, neprekidno difer-
encijabilna funkcija na intervalu [ty, 00), takva da je ¢’ nenegativna i opadajuéa funkcija na
[to, 0). Superlinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako vazi (A7) i

(Ass) i sup / Q‘fj))l / Q(l) / o(r)q(r) dr ds = oo.

(VII) Philos [112]: Pretpostavimo da vazi (Fy). Ako funkcija o zadovoljava uslove pret-

hodnog kriterijuma 1
i [0 ([ 5) o
1m sup — o(s — § < 00,
t—oo 12 to to 0(7)

superlinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako vaze uslovi (A7) i

1 t
(A14) lim sup n_l/ (t —5)" Lo(s)q(s) ds = oo za neki prirodan broj n > 2.
t—o0 to

Wong je 1989. u [132] pokazao da je superlinearna jednacina (EF') oscilatorna ako vazi

(Ag) i

(A15) lim 1

t—oo t

t s
/ / q(7) dt ds ne postoji u R.
to Jto
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Kako je uslov (As) slabiji od (Ag) i svaki od uslova (As) i (A11) povlaci (Ays), ovaj kriterijum
ukljucuje dva prethodno spomenuta kriterijuma istog autora u [125, 128]. Philos i Purnaras
su 1992. u [117] prosirili ovaj kriterijum na jedna¢inu (GEF):

(VIII) Philos i Purnaras [117]: Pretpostavimo da

(Fy) min{g;fof /f <>Aw%}>1.

Superlinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako vaze uslovi (Ays) i

1 t
(Ag) hm inf — / (t — )" Lq(s)ds > —oo za neki prirodan broj n > 1.

t—oo t to

Primetimo da uslov (F3) povlaéi (F3), kao i da je za superlinearnu jednacinu (E'F) pret-
postavka (F3) zadovoljena. Stavise, uslov (A1) je zadovoljen ako vaze (Ag) ili (Az). Dakle,
kriterijum (VIII) ukljucuje kriterijume (I) i (V).

1z kriterijuma (VIII) sledi da su uslovi (As) i (A16) dovoljni za oscilatornost superlinearne
jednac¢ine (GEF). Ovaj kriterijum su 1992. Philos i Purnaras poboljsali, pokazavsi sledeci
kriterijum:

(IX) Philos i Purnaras [116]: Superlinearna jednac¢ina (GEF) je oscilatorna ako vaze
uslovi (F3), (Aig) i

(Arr) tim L[ [ /t:q(f) df} s — o

t—oo t to

Zapravo, primenom Svarcove 3 nejednakosti nije tesko zakljuéiti da (As) = (Ay7).

Lii Yan [88] su 1997. dali jos jednu generalizaciju kriterijuma (V), pokazavsi da u uslovu
(A11) nije neophodno da n bude prirodan broj, dok su umesto uslova (Ag) koristili slabiji
uslov

1 t
(A1g) lim inf a/ (t —s)%q(s) ds > —oo za neko o > 1.

t—oo to

Konkretno, vazi sledeé¢i kriterijum:

(X) Li, Yan [88]: Superlinearna jednac¢ina (GEF) je oscilatorna ako vazZe uslovi (F3),
(Ag) i (A1g).

1.3.2. Oscilatornost sublinearne uopstene jednacine Emden—Fowlera

U sublinearnom slucaju jednacine (EF') Butler [6] je pokazao da se u Hartmanovoj teoremi
uslov (Az) moze zanemariti, odnosno da je uslov (As) dovoljan za oscilatornost. Kamenev [61]
je pokazao da se uslov (A1) Wintnerove teoreme moze oslabiti uslovom (As), a Philos je 1984.
koristeéi tezinsko usrednjenje taj rezultat dalje uopstio na sublinearnu jednacinu (GEF).
Zatim je u nekoliko svojih narednih radova pokazao i izvesna poboljsanja tog kriterijuma.
Naime, on je u [107] definisao konstantu

. inf,~o f'(z)F(2) inf, <o f'(z)F ()
lr= mm{ T+ info0 /(@) F(@) " 1+ infeco f/(@)F(2) } Pedrst

3Schwarc H.A., nemacki matematicar, 1843-1921
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gde je
= du za x>0, F(z)= du
o+ f(u) o— f(u)

i pokazao sledeéi kriterijum:

F(x) za x<0

(XI) Philos [107]: Sublinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako postoji pozitivna, dva
puta neprekidno diferencijabilna funkcija o na [ty, o), takva da je o' > 0, ¢” <0 na [tg, o0)
1 da zadovoljava uslov

t—o0

1 t s
(Aqg) lim sup — / / 0P (1)q(r) dr ds = oo,
t to Jto

za 3= 1Iy.

Za sublinearnu jednacinu (E'F) se lako zakljucuje da je Iy = A, a odgovarajuéi kriteri-
jum za tu jednacinu koji je uopstio Philos, pokazali su Kwong i Wong [76]. Uzimajuéu u
Philosovom kriterijumu o(t) = 1, ¢ > to ako je Iy = 0 ili o(t) = ¢t/ t > 15, 0 <y < Iy
ako je Iy > 0, dobija se raniji rezultat Philosa u [105] za jednac¢inu (GEF'), odnosno rezultat
Kure u [67] za jednacinu (E'F).

Philos je zatim 1991. poboljsao svoj rezultat iz [107], pokazavsi sledeca dva kriterijuma:

(XII) Philos [115]: Sublinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako postoji pozitivna,

dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija o na [tg,0), takva da je o' > 0, o < 0 na
[to, 0) i da zadovoljava uslov

t
(A20) lim sup oo’ / (t — )" Lol7(s)q(s)ds = 0o za neki prirodan broj n > 2.

t—oo to

(XIII) Philos [115]: Neka je n > 2 prirodan broj i o pozitivna, dva puta neprekidno
diferencijabilna funkcija na [ty,00) takva da za neku pozitivnu konstanu ¢ zadovoljava uslov

[0(1)]? < —co(t)d"(t) za svako t > to,

Sublinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako postoji neprekidna funkcija ¢ na [tg, 00)
takva da je

oo 2
() / P 4 — o0, 531,
to S
1
1 t
(Ag1) lim sup = / (t — )" Loli(s)q(s)ds > o(T)  za svako T > t.
t—o0 T

Zan = 2 iz uslova (Agg) se dobija uslov (A19), odnosno kriterijum (XI) je direktna posledica
kriterijuma (XII). Takode, iz kriterijuma (XIII) za n = 2 dobija se rezultat istog autora -
Teorema 1. u [110]. U tom radu Philos je pokazao i sledeéi kriterijum:

(XIV) Philos [110]: Neka je o pozitivna, dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija
na [to, 00) takva da je
>0 i ¢ <0 nalty,o0)
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i neka je ¢ neprekidna funkcija na [to, c0) takva da je

(Ag2) hmmf = 1/ / T)drds > o(T) za svako T > ty.

t—o00

Tada je sublinearna jednacina (GEF) oscilatorna ako je

(Ag3) h?iigp [/t: <Qg’((j))>2 st] - /tot @38(8) ds = oo

Wong i Yeh su 1992. dali jo§S jednu generalizaciju teoreme Kameneva o oscilatornosti
linearne jednacine, pokazavsi da u uslovu (Agg) nije neophodno da n bude prirodan broj.
Zapravo pokazan je sleded¢i kriterijum:

(XV) Wong, Yeh [136]: Sublinearna jednacina (GEF') je oscilatorna ako postoji o > 1 i
B €10,1y] tako da je

t
(Aa) fimsup o [ (¢~ 50" ()als) ds = oo,
to

gde je o € C?%([tp, 0)) pozitivna, konkavna funkcija.

Primetimo da, kako je Wong pokazao u [128] da uslovi (A4) i (Ag) povlace oscilatornost
jednacine (E'F) za svako v > 0, iz prethodnog kriterijuma se moze zakljuciti da je uslov (Ag)
u slu¢aju sublinearne jednacine suviSan.

Wong je koristeéi sublinearan uslov

1
(Fy) f'(x)F(z) > ~=>0 zasvako x#0
c
za funkciju f pokazao i sledeéi kriterijum:

(XVI) Wong [134]: Sublinearna jednacina (GEF') je oscilatorna ako postoji pozitivna
konkavna funkcija o na [tg,00) i q(t) zadovoljava uslov

= e ([ 55%0) ([ 55 0) ==

gde je za svako s > to funkcija A(s) definisana sa

1
A6 = gim g [ [ etrara o=

Odgovarajuéi rezultat za jednacinu (EF) pokazali su Kwong i Wong [74].
Wong je 1993. uopstio Hartmanovu teoremu na jedna¢inu (GEF') sa sublinearnim uslo-
vom (F}y) za funkciju f.

(XVII) Wong [138]: Uslovi (Fy), (A2) i (A3) povlace oscilatornost sublinearne jednacine
(GEF).

Wong je u [133] pokazao da su uslovi (A2) i (A17) dovoljni za oscilatornost sublinearne
jednacine (E'F'), tako da se prirodno nametnulo pitanje kada su ova dva uslova dovoljna za
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oscilatornost sublinearne jednacine (GEF). Isti autor je par godina kasnije dao odgovor na
to pitanje, pokazavsi sledece:

(XVIIT) Wong [138]: Uslovi (Fy), (A2) i (A17) povlace oscilatornost sublinearne jedna-
¢ine (GEF).

Kako uslov (As) povlaéi uslov (A7), zakljuéujemo da su uslovi (Fy), (A4s) i (Az) dovoljni za
oscilatornost jednacine (GEF'). StaviSe iz dokaza Wongove teoreme u [138] moze se zakljuciti
da rezultat vazi i pod slabijom pretpostavkom

t—o00

1 t s
lim sup / / q(T)drds > —o0,
t to Jto

umesto (Az). Zato su Philos i Purnaras umesto pretpostavke (As) koristili slabiji uslov

t

(Ag) limsup — [ (¢t — s)""1q(s) ds > —oo za neki prirodan broj n > 2

t—oo to

i pokazali da vazi sledeé¢i kriterijum oscilatornosti:
(XIX) Philos i Purnaras [116]: Ako funkcija f zadovoljava uslov

() min{ggf'(m | e [ fCéZ)} >0,

sublinearna jednacina (GEF) je oscilatorna ako vaze uslovi (A17) i (Agg).

1.4. Tezinsko usrednjenje i oscilatornost

Poslednjih dvadesetak godina, od posebnog interesa je utvrdivanje kriterijuma oscila-
tornosti linearnih i nelinearnih diferencijalnih jednacina koji podrazumevaju tezinsko usred-
njenje koeficijenata tih jednacina i koji su motivisani kriterijumom Kameneva za linearnu
diferencijalnu jednacinu, da je uslov

1 t
limsuptﬁ/ (t — 5)Pq(s)ds = 0o za neko 8 > 1
0

t—o0

dovoljan za oscilatornost jednacine
(L) 2"(t) + q(t)x(t) =0, t > to.

Medu kriterijumima oscilatornosti uopstene diferencijalne jednacine Emden—Fowlera nave-
denim u prethodnom poglavlju, uslovi koji uklju¢uju tezinsko usrednjenje koeficijenta ¢(t) su
na primer uslovi (A4), (As), (As), (Ag), (A12), (A14), (A19), (A20), (A24). Moze se primetiti
da je kao tezinska funkcija najcesée koris¢ena pozitivna, neprekidno diferencijabilna funkcija
o takva da je ¢ nenegativna i opadajuca funkcija i funkcija (¢t — s)ﬁ za (3 prirodan ili re-
alan broj veéi od jedinice ili proizvod ovih funkcija. Na primer svaka od slede¢ih funkcija o
zadovoljava navedene uslove:

(i) o(t) =Pt >ty za B € [0,1];

(ii) o(t) =logPt,t >ty za 3 > 0, gde je to > max{1,e’~'};

1 1
(iii) o(t) = t7 logt,t > to za B € (0,1), gde je to > max{l,eXp(m - B)};
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(iv) o(t) = t/logt,t > tg, gde je to > €2;

(v) o(t) = Vt[5 + sin(log t)], ¢ > to.

Namece se pitanje da li se kao tezinska funkcija moze koristiti funkcija iz Sire familije
funkcija. Philos je 1989. prvi put koristeéi familiju parametarskih funkcija H(t, s) u metodi
integralnog usrednjenja, pokazao sledeca tri kriterijuma za oscilatornost linearne diferenci-
jalne jednacine:

Teorema 1.4.1. (Philos [111]) Neka je

H:D={(t,s)|[t>s>1t} =R,
neprekidna funkcija koja zadovoljava uslov
(Hp) H(t,t)=0 za t>ty, H(t,s)>0 za t>s>ty,

1 ima neprekidan i nepozitivan parcijalni izvod po promenljivoj s na D. Ako je x : D — R
neprekidna funkcija odredena sa

(4.4) - %—Ij(t,s) =x(t,8)\V/ H(t,s), za svako (t,s) € D,

tada je jednacina (L) oscilatorna ako

t

1
limsup ——— [ [H(t — ()| ds = oo
lﬁﬁpﬂumﬁéi (t:5)a(s) = (e, )] ds

Teorema 1.4.2. (Philos [111]) Neka su funkcije H i x odredene kao u Teoremi 1.4.1., uz
dodatne pretpostavke

. . . . H(ts)
<
) o< g [t grgeny| <

t
lim su / 2(t,s)ds < .
FmpH@m)mX< )

Tada je jednacina (L) oscilatorna ako postoji neprekidna funkcija ¢ na [tg, 00) takva da je

(4.5) / ¥ 22 () ds = o

to

1 ¢ 1
lim sup H(tT)/ [H(t, s)q(s) — sz(t, s)} ds > o(T), za svako T > to.

t—oo T
Teorema 1.4.3. (Philos [111]) Neka su funkcije H i x odredene kao u Teoremi 1.4.1. i
pretpostavimo da vazi (Hy). Tada je jednacina (L) oscilatorna ako
t

1
liminf ———— H(t,s)q(s) ds < .
t—o0 H(t,t()) to ( )q< )

i postoji neprekidna funkcija ¢ na [tg, 00) koja zadovoljava uslove (4.5) i

1 t 1,
imi [ R > > tn.
htrgégf HET) /T [H(t, s)q(s) X (t, s)} ds > o(T), za svako T >t
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Koristeéi generalizovanu Rikatijevu® transformaciju linearne diferencijalne jednacine, Li
[79] je dao prosirenja ovih Philosovih kriterijuma na linearnu jednacinu oblika [p(t)z’(¢)] +
q(t)z(t) = 0.

Pored Philosa jos su samo tri autora koristila klasu parametarskih funkcija H(¢,s) kao
tezinskih funkcija u metodi usrednjenja. To su Li i Yeh 1997. u ispitivanju oscilatornosti
nelinearne jednacine oblika

(E) [a(®)e ()2’ ()] + () f(x(1) = 0, t=>1t9 >0,

gde je a € C*([tg,);[0,0)), ¢ € C([tp,0);R), ¥, f € CLR;R), zf(x) > 01 ¥(x) > 0 za
x # 01 Grace 1992. u ispitivanju oscilatornosti odgovarajuée jednaéine sa prigusenjem

(Ep) [a(®)e(x(®)a'(6)]" + ()2 () + q(8) f(@(1) = 0, ¢ >to >0,

gde je p € C([to, 00); R). Kriterijume oscilatornosti Grace navesé¢emo na kraju ovog poglavlja,
dok ¢emo zbog konciznosti izlaganja rezultat Lia i Yeha izloziti u Poglavlju 3.1. Osnovni cilj
ove teze bice obogadenje tih sadrzaja kriterijumima oscilatornosti koji podrazumevaju upravo
tezinsko usrednjenje koeficijenata posmatranih nelinearnih diferencijalnih jednacina, klasom
parametarskih funkcija. Zato ¢emo ovde najpre definisati klase parametarskih funkcija sa
odredenim svojstvima, koje ¢e biti koris¢ene u daljem radu.

Definicija 1.4.1. Za funkciju
H:D={(t,s)|[t>s>1)} — R,

koja je neprekidna i ima neprekidan parcijalni izvod po promenljivoj s i zadovoljava uslov
(H1), kazemo da ima svojstvo

(i) H ako je

(Hs) h(t,s) = za (t,s) € D,

(i) H ako ima svojstvo H' i zadovoljava uslov (Hs);

(iii) H® ako zadovoljava uslove

OH(t,1) OH(t,s)
= > —= <
(Hy) 99 0 za t>t, 5 = 0 za (t,5)€D,
O?H(t,s)
(HB) T >0 za, (t, 8) €D,
OH (t,5)
(Hg) litrgiorolf H(ats, 5 > —00 za s> tp;

(iv) H° u odnosu na funkciju a € C*([tg, o0); (0,00)), u oznaci HY , ako zadovoljava uslove

(Hy), (He) i
%(a(s)aa—lj(t, $)20 2 (ts)eD;

4J F. Riccati, italijanski matematicar, 16761754

(Hr)
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(v) H ako ima svojstvo H i zadovoljava uslov (Hg);

(vi) H* ako ima svojstvo H° i zadovoljava uslov (Hs);

(vii) H* u odnosu na funkciju a € C([tg, c0); (0,00)), u oznaci H}, ako ima svojstvo Hg i
zadovoljava uslov (Ha).

Za oznacavanje ovako definisanih klasa parametarskih funkcija H : D — R koristi¢emo oz-
nake uvedene uz pomo¢ Tabele 1. U trecoj koloni tabele naznaceni su i uslovi koje neprekidna
funkcija H i sa neprekidnim parcijalnim izvodom po promenljivoj s mora da zadovoljava da
bi pripadala konkretnoj klasi.

oznaka klasa parametarskih funkcija uslovi koje zadovoljavaju

H : D — R sa svojstvom funkcije date klase
H*(D) H* (Hy), (Hs)
H(D) H (H1), (H2), (Hs)
H(D) H® (H1), (Ha), (Hs), (H)
Ha(D) H, (H1), (Ha), (Hg), (Hr)
H(D) H (1), (Hy), (Hs), (Ho)
H*(D) H* (H1), (Hz), (Ha), (H5), (Hp)
H.(D) Hy (H1), (Ha), (Hs), (Hs), (H7)

Tabela 1.

Primetimo da vaze sledece inkluzije medu definisanim klasama funkcija:
HY(D) Cc H(D) C H(D) C H*(D), HT(D)C H°(D) C H*(D),
HY(D) C HYU(D) C HL(D).

Kako funkcija H(t,s) = (t — s)?, 8 > 1 ima svojstva H+,ﬁ,H°,H*,ﬁ, ovako definisane
klase funkcija su prirodno uopstenje do sada koriséene klase tezinskih funkcija. Naveséemo u
naredna tri primera funkcije koje imaju neka od definisanih svojstava.

Primer 1.4.1. Neka je 0(t) pozitivna neprekidna funkcija na [tg, 00) takva da je

(46) too ec(iz) = 00,

iy > 1 proizvoljna konstanta. Tada mozemo definisati funkciju H (¢, s) sa

H(t,s) = </:9‘ZZ)>7 s 1> s>l
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Jasno,

H(t,t)=0 =za t>ty, H(t,s)>0 za t>s2>1

H Edu \7
%(tﬂs):_ry (/ u> <07 za tZSZt(M
S s

0(s) 0(u)
02H —1) ([t du "7
&Q@”)ngiﬂ)<Lfm0) >0 za t>s>1,

OH(t,s) 5 t du -1
liminf —25 — = — i — —— ) > —o0.
o H(t,s) st 0(s) ( / 0(u)> >
Dakle, ovako definisana funkcija H ima svojstvo H°.
Od posebnog interesa je funkcija 0(t) = t%, 3 < 1. Tada je

[tkﬁ _ Skﬁp
(L=p)y

(1ogi>w, 6=1.

Ako za funkciju a € C([to, 00); (0,00)) izaberemo pozitivnu funkciju 6 € C([tg, 00)) tako

da pored (4.6) zadovoljava i uslov
Eodu 7!
o't -1 —— <
e ></ e<u>> =0

onda funkcija H zadovoljava i uslov (H7), odnosno H € Hg (D). A

g<1
H(t,s) =

a'(t)6(t) — a(t)

Primer 1.4.2. Neka je A(t) pozitivna diferencijabilna funkcija takva da je A'(t) = —, za
datu funkciju a € C([to, 0); (0,00)). Tada, funkciju H(t, s) mozemo definisati sa

H(t,s) =[A(t) — A(s)]", za t>s>ty, v>1
ili sa

.
H(t,s)z(logjéii) , za t>s>ty, v>1.

U oba slucaja uslov (Hi) je o¢igledno zadovoljen. U prvom slucaju je i

Jy (0:9) = =S [A®) — AP <o

e (a5 09) =10 =D ) - a2 20,
OH (t,s)

liminf —25 _ — —_J limsup ———~ > —00.

t—oo H(t,s) a(s) t—oo A(t) — A(s)
Dakle, H € H,(D). U drugom slucaju je

OH ~ A() -1
s 08 =~ omam <1°g A(s)) =0,

9 OH 7 A(t)\ -2 A(t)

9 (09) 5, (1:9)) = a(5)A2(s) (10e A(s)) (7= 1+ 108 A(s)) 20,
N . A(t)\ !

lim inf ng s)  a(s)A(s) h?iiﬂp(log A(s)) > 70
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odnosno i ovako definisana funkcija H ima svojstvo Hy u odnosu na zadatu funkciju a €
C([to, 0); (0,00)). A

Primer 1.4.3. Neka je data funkcija a € C*([tg, o0); (0,00)). Ako oznagimo sa

> ds
Al(t):/t @<OO, tzto,

uzevsi u obzir da je A; opadajuéa funkcija, moze se pokazati da funkcija H(t, s) definisana

sa
Ai(s)\”
H(t = (1 A t>s>t 1
(t,s) <nA1(t)> 1(s), za > s >tg, v> 1,

1 1 K
H(t,s) = — A%(s), za t>s>ty, v>1,
( ) <A1(t) A1(8)> 1( ) 0, Y
ima svojstvo H3. A

Sada navedimo spomenute kriterijume oscilatornosti Grace za jednacinu (E) i (Ep). Pret-
postavlja se pre svega da su funkcije f i 9 takve da je

/()
()

>k>0 =za x#0

idajep(t) <0,t>tp.

Teorema 1.4.4. (Grace [41]). Pretpostavimo da je funkcija f superlinearna i da postoji
diferencijabilna funkcija o : [to, 00) — (0,00) takva da je

(4.7) (p(t)g(t))/ >0 za t>t

i funkcija H € HY (D), pri ¢emu je x neprekidna funkcija odredena sa (4.4). Ako je

[ [t o610 - 222 (.5) — 280 .57) s = o,

lim su
o H(t, to)

tada je jednacina (Ep) oscilatorna.

Bez pretpostavke o superlinearnosti funkcije f i uslova (4.7) teorema vazi i za jednac¢inu

(E).

Teorema 1.4.5. (Grace [41]). Neka su funkcije f i f/v superlinearne, funkcije H i x
definisane kao u Teoremi 1.4.4. i o € C*([tg,0)) pozitivna funkcija koja zadovoljava uslove
(4.4), (4.7) i

(4.8) dt)>0 i (a®)d(#)) <0 z2a t>ty.

Jednacina (Ep) je oscilatorna ako vazi

lim su
oD H(t b

[ 00 - 0] ds = .

Naredna tri teoreme su kriterijumi oscilatornosti jednacine (E).
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Teorema 1.4.6. (Grace [41]). Neka je H € 7-[(D), x funkcija definisana kao u Teoremi
1.4.4. i o € C([tg,0)) pozitivna funkcija, pri cemu vaZi

/t: a(s)o(s) (X(t7 s) — é;/((;)) H(t, s))2 ds < oo.

Ako postoji neprekidna funkcija Q na [tg, 00) takva da je

(4.9) h?isoljp H(tl, T) /T |:H(t, s)o(s)q(s) — a(sili(s)

X (X(t,s) - é;/((j))\/H(t, s))z] ds > QUT) za svako T > to,

lim su
1ol H{(t, o)

0

~ o)
(4.10) /to mds—oo,

gde je Q4 (t) = max{€(t),0}, tada je jednacina (E) oscilatorna.

Teorema 1.4.7. (Grace [41]). Neka su funkcije H, x i o definisane kao u Teoremi 1.4.6.,
pri cemu vazi i
t

1
liminf —— H(t,s)o(s)q(s)ds < oo.
it ) (¢, s)o(s)q(s)

Ako postoji neprekidna funkcija Q na [tg,00) takva da je (4.10) 4

imint ot [ [ s)otelate) - R
d(s)

o(s)

X (X(t,s) - \/M)Q] ds > T)  za svako T > to,

tada je jednacina (E) oscilatorna.

Teorema 1.4.8. (Grace [41]). Neka je funkcija f(x)/¢(x) superlinearna, funkcije H i x
definisane kao u Teoremi 1.4.6. i o € C'([tg,0)) pozitivna funkcija koja zadovoljava uslov
(4.8), pri cemu vaZi i

t—o0

/ ek

Jednacina (E) je oscilatorna ako postoji neprekidna funkcija Q na [to, 00) takva da je (4.9) i
(4.10).

t
lim inf/ 0(s)q(s)ds > —o0
to




Glava 2

Oscilatornost polulinearnih
diferencijalnih jednacina
drugog reda

U ovoj glavi bi¢e dokazani kriterijumi oscilatornosti za nelinearnu diferencijalnu jednacinu
drugog reda oblika

[a(t)|x'(t)|o‘_1:r’(t)]/ + q(t)\x(t)|o‘_1:r(t) =0, a>0

[a(®((E)la’ (O ()] + a® f (1) =0, a>0.

Prva jednacina je poznata u literaturi kao polulinearna diferencijalna jednac¢ina, a drugu ¢emo
nazvati uopsStena polulinearna diferencijalna jednaécina.

Dobro je poznato da polulinearna diferencijalna jednacina i linearna diferencijalna jedna-
¢ina oblika

(%) 2'(t) +q(t)z(t) =0 ili (p(t)2'(t)) + q(t)x(t) =0

imaju veliki broj slicnih svojstava koja opisuju karakter oscilatornosti resenja. Na primer,
Elbert [21], Li i Yeh [82] su Sturmovu teoremu uporedenja i Sturmovu teoremu o radva-
janju nula za linearnu diferencijalnu jednacinu na prirodan nacin uopstili na polulinearnu
jednacinu. Tako, nule dva linearno nezavisna resenja polulinearne jednac¢ine medusobno se
razdvajaju i svako netrivijalno resenje polulinearne jednacine je ili oscilatorno ili neoscila-
torno. Pored toga, Li i Yeh [82] su uopstili i nejednakost tipa Ljapunova, koja je potreban
uslov da resenje ima bar dve razli¢ite nule, i iz koje se dobija ocena broja nula resenja na
posmatranom segmentu realne prave. Hong, Lian i Yeh [54] su takode pokazali da ako ¢
ima veliki negativni deo ili je q oscilatorna funkcija, tada rastojanje izmedu uzastopnih nula
polulinearne jednac¢ine ima tendenciju rasta, a Sto je veéa amplituda oscilovanja za g to je
manja amplituda oscilovanja resenja polulinearne jednacine.

U teoriji oscilatornosti diferencijalnih jednac¢ina je takode dobro poznato da je svojstvo
neoscilatornosti usko povezano sa egzistencijom reSenja Rikatijeve diferencijalne jednacine
prvog reda. Naime, linearna diferencijalna jednacina (%) je neoscilatorna ako i samo ako
postoji Ty > 0 i neprekidno-diferencijabilna funkcija r : [Ty, 00) — R takva da je

(1) 4+ r2(t) + q(t) <0, t > Typ.

21
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Ovaj dobro poznati rezultat uopstili su Li i Yeh [82] na polulinearnu diferencijalnu jednacinu,
pokazavsi da je ona neoscilatorna ako i samo ako postoji tg > 0 i funkcija r € C([tg, 00))
takva da je

(1) +aa" 7 |r(t)] 5 +q(t) <0 za  t € [to,00).

Pored pomenutih autora, oscilatorna svojstva resenja polulinearne diferencijalne jednaci-
ne ispitivao je jos veliki broj autora, medu kojima citiram: Hsu, Yeh [57], Kusano, Yoshida
[70], Li, Yeh [80], [81], [83], [84], [85], Lian, Yeh, Li [89].

Tako je veliki broj pokazanih kriterijuma oscilatornosti u pomenitim radovima dobijen
metodom usrednjenja, ni jedan od autora nije kao tezinsku funkciju u metodi usrednjenja
koristio parametarsku funkciju iz opste klase funkcija H : D = {(t,s) :t > s > to} — R. Iz
tog razloga, u ovoj glavi, koristeéi parametarsku funkciju H : D — R kao tezinsku funkciju u
metodi usrednjenja, bi¢e pokazani kriterijumi oscilatornosti polulinearne diferencijalne jed-
nacine koji su uopstenja kriterijuma oscilatornosti linearne diferencijalne jednacine koje je
pokazao Philos [111] (Teoreme 1.4.1., 1.4.2., 1.4.3.).

Uopstena polulinearna diferencijalna jednacina se pojavila u literaturi tek nedavno u radu
Singapurskih matematicara Wonga i Agarwala [139] za slucaj kada je ¢(x) = 1, a zatim i
u radu Tajvanskog matematicara Honga [56]. U oba slu¢aja uopsteni su kriterijumi oscila-
tornosti polulinearne diferencijalne jednacine pokazani u Hsu, Yeh [57]. Agarwal, Lian i Yeh
[1] su takode pokazali Levinovu komparativnu teoremu za uopstenu polulinearnu diferenci-
jalnu jednacinu.

Prirodno, postavio se problem daljeg uopstenja ve¢ poznatih kriterijuma oscilatornosti
polulinearne diferencijalne jednacine na uopstenu polulinearnu diferencijalnu jednac¢inu. U
Poglavlju 2.2. su najpre uopSteni kriterijumi oscilatornosti polulinearne diferencijalne jedna-
¢ine pokazani u prethodnom poglavlju, a zatim data i generalizacija dobro poznate teoreme
Kameneva o oscilatornost linearne diferencijalne jednacine za uopstenu polulinearnu diferen-
cijalnu jednacinu. Pokazani su i kriterijumi oscilatornosti uopstene polulinearne diferencijalne
jednacine koji specijalno predstavljaju i kvalitativno nove rezultate za polulinearnu diferen-
cijalnu jednacinu.

U Poglavlju 2.3. pokazac¢emo komparativne teoreme za uopStenu polulinearnu difer-
encijalnu jednacinu u odnosu na odgovaraju¢u polulinearnu jedna¢inu. Te teoreme nam
omogucéavaju da o oscilatornosti uopstene polulinearne diferencijalne jednacine zaklju¢imo
na osnovu ponasanja resenja odgovarajuce polulinearne diferencijalne jednacine.

Svi rezultati izlozeni u ovoj glavi su novi i originalni.

2.1. Oscilatornost polulinearne diferencijalne jednacine

U ovom poglavlju bi¢e razmotrena oscilatorna svojstva resenja polulinearne diferencijalne
jednacine
(HL) [a(®)|o/ ()" ()] + aOla()* (1) =0, >0
gde su koeficijenti a € C*([tg, 00); (0,0)), q € C([tg, 0); R).

Pod resenjem jednacine (HL) podrazumeva se funkcija 2 € O[T}, o), Ty > to, koja ima
svojstvo da je |2/(t)|* 12/ (t) € CT}, ) i koja zadovoljava jedna¢inu (HL).

Da bi pokazali kriterijume za oscilatornost polulinearne jednacine koristi¢emo nejednakost
navedenu u narednoj lemi:
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Lema 2.1.1. (Hardy, Little i Polya [49]) Ako su X i Y nenegativni, tada

X4 (q—1)Y9—¢XY 1 >0, ¢>1,

XP+(p—1)YP —pXYPL >0, 0<p<l,

pri cemu jednakost vazi ako ¢ samo ako je X =Y.

Najpre ¢emo pokazati teoremu koja je uopstenje Teoreme 1.4.1. Philosovog kriterijuma
za linearnu diferencijalnu jednacinu.

Teorema 2.1.1. Jednacina (HL) je oscilatorna, ako postoji funkcija H € H™ (D), takva da
je

1 a+1
(Ch) lim sup a(s)h*" (¢, s)

t—o H(t,t0) /to [q(S)H(t’ 5) - (o + 1)otTHa(¢, 5) ds = oo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji neoscilatorno resenje z(t) jednacine (HL). Neka
je x(t) # 0 za t > T i definisimo na [Tp, co) funkciju w sa
a(t)|='(8)|* " a'(¢)

|z (t)]* (t)

1z jednacine (HL) sledi da funkcija w(t) zadovoljava na [Ty, co) uopstenu Rikatijevu diferen-
cijalnu jednacinu

w(t) =

a+1
t) o
/(1) = —q(t) — ol
aa (t)
Dakle, za svako t i T, takve da je t > T > T, je
t t t |w S)|QT+1
/ w'(s)H(t,s)ds = —/ q(s)H(t,s)ds — a/ H(t,s)———ds.
T T T a«(s)
Kako je
t t H(t
(1.1) / W' (s)H(t,s)ds = —w(T)H(t,T) — / w(s)M ds,
T T Os
prethodna jednakost postaje
t t N O
(1.2) q(s)H(t,s)ds <w(T)H(t,T)+ [ |w(s)|h(t,s)ds—« | H(t,s)—5— ds.
T T T a=(s)
Ako se u Lemi 2.1.1. stavi da je
N AT gati(s)h® 1
X = (ot 2Ly e e 1, _at]
am(s) (Oé"‘l) H‘;Lﬂ(t,S) (6%

zakljucuje se da za t > s > Ty vazi

a+1

(el a(h™(ns)
as(s) ~ (a+t1)*tlHe(t,s)

lw(s)|h(t,s) —a H(t,s)
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Prema tome, ako oznacimo sa j = (o + 1)~%71, iz (1.2) se dobija da je

¢ t hotLl(t, s)
(1.3) /T q(s)H(t,s)ds < H(t, T)w(T) + p /T a(s)m ds za t>T>T1Ty.

Uzevsi u obzir da je funkcija H (¢, s) sa svojstvom H* | tj. da je monotono nerastuéa funkcija
po s, za svako t > Ty > tg je H(t,t0) > H(t,Tp). Onda, iz (1.3) sledi da je

t t atlip o
/ q(s)H(t,s)ds < H(t,TO)‘w(TO)‘JFM/ a(s)h T, s)

— 2 ds
To To He(t,s)

< HE )+ [ oo g

to He (t7 S)

odnosno,

/tq(s)H(t,s)ds _ /Toq(s)H(t,s)ds—l— /t o(s)H (¢, ) ds

to to To

IN

To t
/ l(s)|H (L, 5) ds + / G(s)H(t, 5) ds

to To

T t a+1 s
< H(t,to)/ la(s)| ds + H{(t, to) w(To)| “‘/ “(S)st'

to to

Odavde zaklju¢ujemo da je

t als a+1 s To
[ ot - s | s < [ ot ds+ o)

lim su
el H{(t, to)

Sto je u suprotnosti sa (C71). Dobijena kontradikcija pokazuje teoremu. [J
Iz dokaza prethodne Teoreme moze se zakljuciti da vazi slede¢a posledica:

Posledica 2.1.1. Jednacina (HL) je oscilatorna, ako postoji funkcija H € H* (D), takva da
vaze sledeca dva uslova

1 ta(s)htL(t, s) 1 t
lim su / "~ ds < oo, limsu / s)H(t,s)ds = co.
Y Ht to) iy HO(ts) mSUP pr 5oy, ()

Funkcija H(t,s) = (t — s)* za neku konstantu A > 1 ima svojstvo H*. Za tako izabranu
funkciju H iz Teoreme 2.1.1., specijalno, dobija se kriterijum Lia i Yeha [80, Teorema 2.].

Posledica 2.1.2. (Li, Yeh [80]) Jednacina (HL) je oscilatorna ako je

1/t A \atl
1i A—a—1 [ a+l ( ) i| = 1.
1£nsup ~ /to (t—s) (t—s5)""q(s) 1 a(s)| ds = o0, za neko A >

U cilju ilustracije prethodno dokazanog kriterijuma navodimo naredni primer.
Primer 2.1.1. Posmatrajmo DJ

2 —cost

(Ey) (V)2 ()2 (1) + ¢ </\ —|—sint> ()| tz(t) =0, t > tg



2.1. Polulinearna DJ 25

gde su v, A\, a proizvoljne pozitivne konstante i a # 2. Tada, za svako t > ty, imamo

/tt q(s)ds = /t d[sM(2 — cos 5)] = tY(2 — cost) — t3(2 + costo)

to
= tM2—cost) — ko > t* — ko.
Uzevsi da je H(t,s) = (t — s)? zat > s > tg, ako ozna¢imo sa p = (a+ 1)~ imamo da je
1 t

2
t“ Ji sv

:t% t:[2(t—s) </t:q(u)du> —u“_:‘y)l_a} ds

2 ! A K ! 1-«
> t— —k ds — t— d
2 /to< S) (S 0) ’ tg t2 /to( S) ’

[(t —5)%q(s) — p (t_s)la} ds

22 ki ko ks to\ 27
- = i (12
O+t ety TR T t ’
gde su
9 $A+2 9 M t1 "
ky = 20— — kot2, ko = 2koto — ~2—, kg = —"1—.
P A2 Ve AT BT w2 —a)

Dakle, kako je A pozitivna konstanta, uslov (C7) je zadovoljen, pa je posmatrana jednacina
(E1) oscilatorna prema Teoremi 2.1.1. A

Naredne dve teoreme su dalje uopStenje Philosovih kriterijuma za linearnu diferencijalnu
jednac¢inu ( Teoreme 1.4.2. i 1.4.3.). Nezavisnost tih kriterijuma u odnosu na prethodni biée
pokazana primerom.

Teorema 2.1.2. Pretpostavimo da postoji funkcija H € 7—~((D) takva da je zadovoljen uslov

1 t ha+1(t S)
C lim su /as’ds<oo.
(C) DOPH ) ) Fatt, o)

Ako postoji neprekidna funkcija ¢ na [tg,00) takva da je

. 1 t a(s)htL(t,s)
(Cs) hiris;jp H(t,T)/T [q(s)H(t, s) — (ot 1) Ht,35) ds > ¢(T) za svako T >ty
1
00 ,atT
(Ca) / mli(s) ds = oo,
to  aa(s)

tada je jednacina (HL) oscilatorna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da postoji resenje x(t) jednacine (HL), takvo da je x(t) # 0
za svako t > Tp. Ako funkciju w definisemo kao u dokazu Teoreme 2.1.1., za svako t > T > ¢,
dobija se (1.2) i (1.3). Tada je iz (1.3)

. 1 t a(s)htL(t, s)
h]irlsololp M/T [q(s)H(t, s) — (ot o T H 1, 5) ds < w(T).



26 Glava 2. Oscilatornost polulinearnih D.J

Prema uslovu (C3) je

(1.4) o(T) <w(T) zasvako T >1Tj
i | . .
(15) limsup 77 /| A (E5) 2 plTh).

Definisimo funkcije

Ot 5 ds __a [ [w(s)] =
F(t)_H(t,To) To’ ()]l s)ds, G2 Ht,To) Jo, " a=(t)

Tada, iz (1.2) i (1.5), zaklju¢ujemo da je

(1.6) liminf [G(t) — F(t)]

t—o0

IN

w(Tp) — lim sup H(t%To) /T q(s)H(t,s)ds

t—o00

< w(Th) — (Tp) < oo.

Pokazimo sada da vazi

(1.7) /wwds<oo.

To aa(s)

Ako pretpostavimo suprotno, postoji 17 > Ty, takvo da je

Y Fs) e
(1.8) /TO aé(s) dsza5 a t>1,

gde je u proizvoljan pozitivan broj, a £ je pozitivna konstanta takva da je

N D))
(1.9) 812r17f10 [hg(l)gf H(t,to)] > &> 0.

Primenom parcijalne integracije i koriséenjem (1.8), za svako ¢ > T dobija se da je

a t OH /S lw(r)| > >
= — —————— t S —_——— d’T dS
H(t,To) Jr, 38( )< T as(T)
> ( / @l 40 as
t T() Tl 88 Ty CLE(T)
> _—— t ds >
> = Ty I ) = EH(LTy) © EH(t1o)
H(t,T1)

Prema (1.9) postoji T > Ti, takvo da je > € za svako t > Ty. Zbog toga je iz

H(t,to)
prethodne nejednakosti G(t) > u za svako t > T,. Kako je p proizvoljno, ovim smo pokazali
da je

(1.10) lim G(t) =

t—o0
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Dalje, posmatrajmo brojni niz {7,}7°, iz (Tp, 00) takav da je lim, .o 7, = 00 i

lim [G(7,) — F(7,)] = iminf[G(t) — F(t)] < oo.

n—oo t—o00

Tada, postoji konstanta M, takva da je za svako dovoljno veliko n
(1.11) G(tp) — F(m) < M.

Kako (1.10) garantuje da je

(1.12) lim G(7,) = o0,

n—oo

(1.11) povlaci da je

(1.13) lim F(r,) = oco.
n—oo

Uzevsi u obzir (1.12), iz (1.11) se dobija da je za svako dovoljno veliko n

F(Tn)_lz_ M >_1‘

G() G(7n) 2
Prema tome,

F 1
(7n) > — za svako dovoljno veliko n,

G(7n)
sto zajedno sa (1.13) pokazuje da je
Fotl(r,)
1.14 lim ————= =
( ) nl_)I{.lo G (Tn)

Sa druge strane, primenom Helderove ! nejednakosti, za svako n € N je

F(r) = H(TiTO)/T [w(5) (7, 5) s,

/< o |w<s>|Hﬁ1<Tn,s>>< o h<fn’5>‘a°‘il<5>>d5

Ty \Hat1 (1, Tp) a1 (s) Hav (1, Ty)  H (1, 5)
a+1
%

< < o /Tn lw(s) TH(Tn,s) ds)ail
H (7, To) Jr, aa(s)
1 ™ Rt (7, 8) =
- v ms)
) (aO‘H(TmTo) /T ) e, 5) ) ’
odnosno

o+1 Tn a+1 Tn a+1
Fot () < 1 / ( h (Tn,S)d 1 / uls RO (T, s) ds
to

<
Gl = e B Do) Jry ") Holrs) S av Himmto) Ho (7, 5)

Dakle, kako vazi (1.14), zaklju¢ujemo da je

1 Tn ha+1
lim / a(s) (1, ) ds = oo,
n—oo H(7,,t0) to

10. Holder, nemacki matematicar, 1859-1937
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odnosno . .
) 1 heT(t, s)
lim —— —— 2 ds =
Prned H(t,to) /to als) He(t, s) 5=

Sto je u suprotnosti sa uslovom (C3). Ovim smo pokazali da zaista vazi (1.7), tako da je
prema (1.4)

[e3

[e¢] OéL‘H To a+1 00 %
[P g T T
to  aa(s) to  aa(s) Ty a=(s)

sto je u suprotnosti sa pretpostavkom (Cy). Ovim je dokaz zavrSen. [J

Kako se Teorema 2.1.2. moze primeniti u izvesnim slucajevima u kojima nije moguce
primeniti Teoremu 2.1.1., pokazana dva kriterijuma oscilatornosti su medusobno nezavisna.
Jedan takav slucaj je opisan u slede¢em primeru.

Primer 2.1.2. Posmatrajmo DJ
(Es) (]’ (8)]27 e (1)) + P sint |z(8)| e (t) = 0, ¢ > 1o

gde su v, A\, « konstante takve da je a #2, A< 0iv < a.
Uzevsi da je H(t,s) = (t — s5)? zat > s > tg, imamo da je

vo(f_ 4\2—a o to\ 27
et <1—°> >0
1t 2 2 -« 22—« t
2/ s'(t—s)17ds < =
t to t6 (t_tO)Q—Oc 0 ts 1 t() 2—a
= — < - -
22—« v 2—ate (1 t) vl

Dakle, uslov (C2) je zadovoljen.
Za proizvoljno malo € > 0, postoji t; > tg, takvo da je za svako T' > t;

li 1 /t (t )2 Ao v (t — 8)1_a ds > T)\ T
1m sup —5 —S8)°ssms —8 ——— S cCosl —e.
t—>oop t2 T (1 + O[)1+a -

Uzmimo da je ¢(T) = T* cos T — ¢ i posmatrajmo prirodan broj N takav da je
(2N + 1) — % > max{t;, (1+v2e)/*}.

Tada za svako n > N isvako T € [(2n+ 1)1 — /4, (2n+ 1)w + 7 /4] je o(T) > 1/+/2. Uzevsi
u obzir da je v < a bice

00 QLH 00 1 2n+1)m+7/4 .
/ %17(8) ds Z a/ s ads
to aw(s) = (V2)aT Jentyr—r/4
1 e /(2n+1)7r+7r/4 ds
(

— — = Q.
(V2)a+1 =% Jenslyr—r/a S

Y

v

Dakle, svi uslovi Teoreme 2.1.2. su ispunjeni, pa je jednac¢ina (F3) oscilatorna.
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Sa druge strane, kako je

1 (t—s)
tig (t_8)23ACOSS—Sym /
B 1 2 N 1 t)\—i-l T>\+1 N 2 T>\+2 1 T)\+3
C\A+1 0 A+2 0 A+3 A+1  tA+2 22X+ 3
bice . .
1 t—s) ¢
h?ligpt?/T[(t_S)QSACOSS_SV((l—FZ))lJFQ]dS<OO za A< —1,

odnosno uslov (C7) nije ispunjen za A < —1, pa se na osnovu Teoreme 2.1.1. moze utvrditi
oscilatornost jednacine (Es) samo za —1 < A < 0. A

Teorema 2.1.3. Pretpostavimo da za funkciju H € H(D) vazi da je

t

(Cs) lim sup

—_— s)|H(t,s)ds < oco.
WP o) lq(s)[H(t, 5)

Ako postoji neprekidna funkcija ¢ na [tg, 00) koja zadovoljava uslov (Cy) i takva da je

(Cs) hm inf

! a(s)hoti(t, s
e H, T)/ [q(s)H(t,s)_( (8)h*T(t, s) )]dsZap(T) za svako T > tp,

a+ 1)ettHe(t, s
jednacina (HL) je oscilatorna.

Dokaz. Za neoscilatorno resenje x(t) jednacine (HL), kao u dokazu Teoreme 2.1.1. vaze (1.2)
i (1.3) za svako t > T > Tp, dok se kao u dokazu Teoreme 2.1.2., korigéenjem uslova (Cg),
dobija da vazi (1.4). Koriséenjem uslova (Cj5), zaklju¢ujemo da je

. 1 ¢
limsup [G(t) — F(t)] < w(Tp) — hm inf ——— 7o) / q(s)H(t,s)ds < oo.

t—o0 t—oo H

Prema uslovu (Cg) je

1 t 1 b a(s)hTi(t, s)
_ o
#(To) <liminf 7 TO>/ a(s)H{t,s) ds =i inf = /T (a+ o iHa(t,s)

tako da uslov (C5) povlaéi da je

1 t hotL(t, 5)
lim inf =% s < oo
fats (a+1)a+1H(t,T0)/ ) Ty, )

Posmatrajuéi niz {7, }°°; iz (Tp, 00) takav da je lim, oo T3, = 00 i

lim [G(7,) — F(m,)] = limsup [G(t) — F(t)] < oo

n—oo t—o0
i koristeé¢i postupak kao u dokazu Teoreme 2.1.2. moze se zakljuciti da vazi (1.7), §to je dalje,
zajedno sa (1.4) u suprotnosti sa uslovom (Cy). O

Ako se pored parametarske funkcije H(t¢,s) uvede kao tezinska funkcija i neprekidno
diferencijabilna funkcija o : [tp,00) — R moze se pokazati sledeéi kriterijum oscilatornosti
jednacine (HL) :
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Teorema 2.1.4. Jednacina (HL) je oscilatorna ako postoji pozitivna, neopadajuéa funkcija
p € CY([tg,0)) i funkcija H € H* (D), tako da vazi

t a(s)p(s
(C7) lim sup H(tl,to) /to [q(s)p(s)H(t, s) — T 1)&1’?;[)04@ S)Ga+1(t, s)| ds = oo.

t—o0

: PR AC) P
gde je G(t,s) = h(t,s) + 05 H(t,s).

Dokaz. Ako je x(t) neoscilatorno resenje jednacine (HL), bez gubitka opstosti mozemo pret-
postaviti da je x(t) # 0 for t > to. Definisimo funkciju

t)|a'(t)]* " a' (1)

w(t) = p(t) ™

2Otz =
Tada za svako s > tg vazi
, /(s) W (s)| %
(1.15) W(s) = —q(s)p(s) + =2 W (s) - 1
T ) (a(s)p(s))

Ako (1.15) pomnozimo sa H(t,s) zat > s > tg, zatim integralimo u granicama od ¢y do ¢,
dobija se

t W (s)H(t,s)ds = - /t q(s)p(s)H(t, 5) ds + /t ‘;/ ((S;W(S)H(t,s)ds
-« tH(t,s) [W(s) ™ ds.

to (a(s)p(s))=

Koristeéi (1.1) bice

(1.16) /t G()p(sVH(t,$)ds < W(to)H(tto) + /t Glt, s) [W(s)|ds
-« tH(t,s)Mds.

to (a(s)p(s))=

Prema Lemi 2.1.1., uzevsi da je

B o [W(s) o a N\ a(s)pls) T, g o]
x= @ Py = (55) () O 1=

moze se zakljuciti da za svako t > s > ty vazi nejednakost

a+1

(W(s)| = _ a(s)p(s)G(t 5)
(1'17) ’W(SNG(t’ ‘9) _aH(tv 8) ai(t) < (a_’_l)aJrlHa(t’S)'
Iz (1.16) i (1.17) je onda
limsup 77— / [q<s>p<s>H<t, )~ ag f)(jiﬁffa(t’ O E9)] ds < Wito)

sto je u kontradikeiji sa (C7). O



2.1. Polulinearna DJ 31

Posledica 2.1.3. Jednacina (HL) je oscilatorna ako postoji pozitivna, neopadajuca funkcija
p € CY([ty,)) i funkcija H € H* (D), takve da vaZe sledeéa dva uslova:

. 1 [Ta(s)p(s) P(s) ot
() imsup gy [ e (209 + S H09) s <o

(Co) h?ligpﬂ(t,to)/t q(s)p(s)H(t, s) ds = cc.

Svrhu uvodenja tezinske funkcije o € C!([tg, o0)) opravdaéemo narednim primerom.

Primer 2.1.3. Posmatrajmo DJ
(E3) ()2’ (0)]* ' (1)) + [NV T3(2 — cost) + 2 sint] |x(8)|* T a(t) = 0, > to.

Primenom Teoreme 2.1.1. zaklju¢ujemo da je jednacina (FEs3) oscilatorna za A > 2 i v < 0.
Cilj nam je da pokazemo da je jednacina (E3) oscilatorna i za 0 < A <2 iv < a—2.

Za funkciju p mozemo izabrati p(t) = t2, a za funkciju H(t,s) uzmimo da je H(t,s) =
(t—s)2 zat > s>ty Tada, kako je p(t)q(t) = d%[sA(Q—cos s)], kao i u Primeru 2.1.1. dobija
se da je

/t p(s)q(s)ds >t — ko,

to
odnosno,
I 5 2t ki ko
- ds> =t M M,
2 /to( s)p(s)q(s)ds > crnogy et
gde je
9 2 A
ki = 20— — kot{, ko = 2koto — —2—.
1= N9 otp, K2 ofo =37
Dakle, za A > 0 uslov (Cy) je zadovoljen. Sa druge strane,
1 t v+2 9 a+1 t
2/ B 5 (2(75— s)+ —(t— s)2> ds = to‘12°‘+1/ sVt (¢ — 5)lmds
t2 Jy, (t—s)% s to
1- — v—a+2
_ 2a+1 1_@ aty a+2_t0 a+
- t v—a+2

tako da je za v —a+2 < 0 i uslov (Cg) zadovoljen. Posmatrana jednacina je dakle oscilatorna
prema Posledici 2.1.3. za A>0iv<a—2. A

Polazeéi od integralne nejednakosti (1.16), postupkom kao u dokazu Teoreme 2.1.2.,
odnosno Teoreme 2.1.3., mogu se pokazati i slede¢a dva kriterijuma oscilatornosti polulinearne
jednacine (HL):

Teorema 2.1.5. Pretpostavimo da za funkciju H € 7‘7(@) vazi
1 [Ta(s)p(s) < p(s) >“+1
lim su h(t,s) + H(t,s ds < o0.
DD i tto) Sy Ho ) T (e )
Ako postoji neprekidna funkcija ¢ na [tg, 00) koja zadovoljava uslov (Cy) i
. 1 t a(s)p(s)GYTL(t, s)
lim sup M/ [q(s)p(s)H(t, s) — (a+ ) F Ho(t,) ds > @(T) za svako T > to,

t—o00 T

jednacina (HL) je oscilatorna.
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Teorema 2.1.6. Pretpostavimo da za funkciju H € 7'7(1?) vazi

t

lim sup lg(s)|p(s)H(t,s)ds < oo.

t—o00 H(t,to) to
Ako postogi neprekidna funkcija ¢ na [ty, 00) koja zadovoljava uslov (Cy) i

1 ' a(s)p(s)G* (¢, s)
lltIE)éIolf it T)/ [q(s)H(t, s) — (o + 1o Az, )] ds > o(T) za svako T > ty,

tada je jednacina (HL) oscilatorna.

2.2. Oscilatornost uopstene polulinearne
diferencijalne jednacine

Posmatrajmo nelinearnu diferencijalnu jedna¢inu drugog reda oblika

(Ea) la(t)w(x(t)]2’ ()| 2" ()] + q(t) f(z(t) =0, a>0

gde je funkcija a € C([tp, o)) pozitivna, funkcija ¢ € C([to, 00)) nema ograni¢enja o znaku,
Y, f : R — R su neprekidno diferencijabilne funkcije, pri ¢emu je funkcija 1) pozitivna, a
funkcija f zadovoljava uslov

(F1) zf(x) >0 za x#0.

Diferencijalnu jednacinu (E, ) nazvaéemo uopstena polulinearna diferencijalna jednacina.
Izlaganje u ovom poglavlju podeli¢emo na dva dela u zavisnosti od uslova koje zadovolja-
vaju funkcije f i 1.
Osnovni problem koji se namece je uopstenje poznatih kriterijuma oscilatornosti polu-
linearne jednacine na uopstenu polulinearnu jednac¢inu, pod dodatnim pretpostavkama za
funkcije f i ¥. Tako ¢emo u ovom delu pretpostaviti da funkcije f i ¥ zadovoljavaju uslov

/(=) 1
(W (@) f (@)]*—1)=

B= .
aKe\a+1

Najpre ¢emo uopstiti Teoremu 2.1.1. na jednacinu (Ey).
Teorema 2.2.1. Jednacina (E,) oscilatorna ako postoji neprekidna funkcija H : D — R sa
svojstvom H™, koja zadovoljava uslov

>K>0, #0

(F2)

1 oznaci¢emo sa

t a+1 s
(Ch) lim sup H(tlto)/t [q(s)H(t, s) — ﬁa(s)hHa(it’s))] ds = oc.

t—o0

Dokaz. Pretpostavimo da jednacina (E,) ima neoscilatorno resenje z(t), tako da postoji
Ty > to takvo da je z(t) # 0 na [Tp,00). Ako funkciju w definisemo na [Tp, 00) na sledeéi
)

. At () (1) (1)

(2.1) w(t) = Fl0) ,




2.2. UopStena polulinearna DJ 33

diferenciranjem i koriséenjem jednacine (FE, ), zaklju¢ujemo da ona zadovoljava jednac¢inu

a+1

S (@) w(®)] "= :
(@@ ()] f (x(@))]*1)=

Uzevsi u obzir da vazi (F3), dobija se da je

(2.2) w'(t) = —q(t) — za svako t > Ty.

a+1

(2.3) w'(s) < —q(s) — K M za svako s > Tp.
a=(s)
Ako pomnozimo (2.3) sa H(t,s), zat > s > T > Ty i integralimo na [T,t], t > T > Ty,
dobijamo
a+1

' ! ! w(s)| "o~
/ w'(s)H(t,s)ds < —/ q(s)H(t,s)ds — K/ H(t,s)——ds.
T T T aa(s)
Kako je
t t
H
(2.4) / W (s)H(t, s) ds = —w(T)H(t,T) — / w(s) LS 4o
T T Os
za svako t > T > Ty iz prethodne nejednakosti imamo da je
t t N Ol
(2.5) | q(s)H(t,s)ds <w(T)H(t,T)+ [ |w(s)|h(t,s)ds— K [ H(t,s)——— ds.
T T T a«(s)
Primenom Leme 2.1.1. za
Xm s Oy (e O el
as+1(s) at (K H(t,s)]ar1 a
zaklju¢ujemo da jezat > s > T
a+1
[w(s)| "=~ hoti(t, s)
lw(s)[h(t,s) — K H(t,s)—5— < Bals) g
aé(s) Ha(t7 8)
Prema tome, (2.5) povlaci da je za svako t > T > Ty
1 ¢ g t hetL(t, 5)
2.6 —_— H(t,s)ds < w(T —— 2 ds.
20 g [ aeHEs) as <w@) + s et Tt i

Dakle, za t > Ty je

IN

hetL(t, s)] ds w(To)H (t, Ty)

/T: [Q(S)H(ta s) — 5a(3)m

A

[w(To)|H(t,To) < [w(To)|H (%, t0),

odnosno,

LZF@H@Qﬂ%@ﬁigg]s

_ /tOTO [q(s)H(t, 5) — 5a(s)h;:(f; 8))] ds + /T : [q(s)H(t, 5) — ﬁa(s)h;l(f; ﬂ ds

To To
< H@$Mﬂw+mmMme3me(/ Mﬂw+maw)

to to

Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom (C7). [
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Posledica 2.2.1 Zakljucak Teoreme 2.2.1. wvaZi i ako se uslov (Cy) zameni sa sledeéa dva
uslova

lim sup

t hetL(t, s) 1 t
a(8)———>ds < oo, limsu / s)H(t,s)ds = oo.
mawp s | o) b () H(1,5)

He(t, s) t—oo H(t,t0) Jy,

U narednom primeru je posmatrana jednacina za koju fooo q(s) ds nije konvergentan, tako
da se kriterijumi oscilatornosti pokazani u [56], do sada jedini poznati rezultati za ovaj tip
nelinearne jednacine, ne mogu primeniti na tu jednacinu, ali je zato mogucée pokazati da je
posmatrana jednacina oscilatorna primenom Teoreme 2.2.1.

Primer 2.2.1. Posmatrajmo sledeé¢u diferencijalnu jednacinu

3—a / _
(E1) <|”C<Z)V‘|x'(t)|a—1m'(t)> + ¢ <>\ w + sint) B) =0, >t

gde su v, A, & proizvoljne pozitivne konstante i o # 2.
Tada funkcije f(x) = 23, ¥(z) = |22~ zadovoljavaju uslov (Fy), jer je
f'(=)
1
(Y ()| f ()| t)=

Da je uslov (C7) zadovoljen moze se pokazati kao u Primeru 2.1.1., tako da je jednacina (E1)
oscilatorna prema Teoremi 2.2.1. A

=3 za x#0.

Polazeéi od diferencijalne nejednacine (2.3) postupkom analognim postupku u dokazu
Teoreme 2.1.2. i Teoreme 2.1.3. mogu se pokazati slede¢a dva kriterijuma oscilatornosti
jednaéine (E,) :

Teorema 2.2.2. Neka funkcija H : D — R sa svojstvom H zadovoljava uslov
1 t ha+1(t S)
C limsup —— [ a(s)——-ds < oc.
(C) t—>oop H(t, tp) /to () H~(t,s)

Tada je jednacina (Eo) oscilatorna, ako postoji neprekidna funkcija ¢ na [to, 00) takva da je

t atl(y g
(Cs) liirib;lp H(tl,T)/T [q(s)H(t, s) — ﬂa(s)hHa(ff’s))] ds > o(T) za svako T > ty,
T (s) o~ oo
<C4) /to ai(s) ds = .

Teorema 2.2.3. Neka funkcijoa H : D — R sa svojstvom H zadovoljava uslov

t

lim sup

—_— s)|H(t,s)ds < oco.
05U i T0) lq(s)|H(t, 5)

Ako postogi neprekidna funkcija ¢ na [tg, 00) takva da vazi (Cy) i

ha+1(t, S)

Jim inf —— /t [Q(S)H(t’ 5) = ﬂa(s)m

t—oo” H(t,T) Jr ] ds > ¢(T) za svako T > to,

tada je jednacina (Ey) oscilatorna.
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Primetimo da se Teorema 2.2.2. moze primeniti u izvesnim slucajevima u kojim se Teo-
rema 2.2.1. ne moze primeniti. Takav slucaj je opisan u narednom primeru.

Primer 2.2.2. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu
(E») (] (6) P~ (1) ' (1)) + P costa®(t) = 0, &>t

gde su v, A\, a konstante takve da je A <0, a >0, a#2iv < a.
Uslov (F,) je zadovoljen. Stavise, izabravsi da je H(t,s) = (t — s)2, za t > s > to, imamo

_ 2
t (t —to)*> () v>0
t 2 2—a v>0 2« t ’
L sV(t— ) %ds < =
t2 to - t5 (t_to)Qfa v 1 tO 2—«
0 \V=) 0
Yo — v <0 2—ata<1_t> , v<O0

Prema tome, uslov (C2) je takode zadovoljen i za proizvoljno malo € > 0, postoji t; > ¢y tako
da za svako T' > t; je

1 t
hin SUp 5 / [(t— s)2s) coss — Bs¥ (t — 3)1_0‘] ds > —T*sinT —e.
—00 T

Dakle, za funkciju ¢(T') = —T*sin T — ¢ vazi uslov (C3). Fiksirajmo prirodan broj N takav
da je 2N + 5m/4 > max{t1, (1 + v/2¢)/*}. Tada, za svako n > N imamo da je

1 51 Ik
go(T)zﬁ za svako TE[er—i— 1 ,2nm + — 1

Uzevsi u obzir da je v < «, dobija se da je

) QD‘%H(S) 0 o 2nm+Tm /4 y
/ T ds > Z(\/ﬁ)aﬂ/ s ads
to CLE(S) =N 2nm+57 /4
W = 2nm+7m /4 d
> (V2) et Z / as
n=N V 2nm+57/4 s

wm

= a+1 1 1+ = .
Z n( 27’L7T—|—57r> 0

Dakle, svi uslovi Teoreme 2.2.2. su ispunjeni i jednacina (FEs) je oscilatorna. A

Uvodeéi pored funkcije H : D — R kao tezinsku funkciju i funkciju p : [tg,00) — R,
pokaza¢emo kao i u prethodnom odeljku, jos tri kriterijuma oscilatornosti jednacine (Ey).

Teorema 2.2.4. Jednacina (E,,) oscilatorna, ako postoji diferencijabilna, monotono neopa-
dajuéa funkcija p : [tg,00) — (0,00), takva da za proizvoljnu funkciju H € H* (D) vaZi

| . Ba(s) _
€ timmp s [ pls) [l (e 0) — G ) ds =

] = s P(s) S
gde je G(t,s) = h(t, )—I— o5 )H(t, ).
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Dokaz. Ako pretpostavimo da jednacina (E,) ima neoscilatorno resenje z(t), takvo da je
z(t) # 0 za svako ¢t > Ty, mozemo definisati funkciju W (t) na [Ty, 00) sa

(2.7) W(t) = p(t) ) za t>1Ty
Tada, za svako t > Tg, vazi
, (1) F @) W)=
W'(t) = —q(t)p(t) + 2 Wt -
p(t) (a(t)p(t)p ()| f(a(t))]e—1)=
odakle je
" t L)
. W' (s)H (t,s)ds < — /To q(s)p(s)H(t,s)ds + /To o(5) W(s)H(t,s)ds
~K tH(t, W)l =
To (a(s)p(s))=

Koristeéi (2.4), imamo da je

/t q(s)p(s)H(t,s)ds < W(To)H(t,Tp) + t G(t,s)|W(s)|ds

28) ”
| - K tH(t,S)MdS.
5 (a(s)p(s))n
Ako se u Lemi 2.1.1. uzme da je
o [W(s)] o \ [a(s)p(s))7+1 a+1
X =(KH(ts))et] ————————, Y = —G(t,5), q=
(a(s)p(s)) =+ <a + 1> (K H(t,s)]a @
zaklju¢ujemo da vazi
W)™ _ gal9)p(s) fats
(2.9) W (s)|G(t,s) — K H(t,s) < B G (t, s).
la(s)p(s)]a — H(t:s)

Iz (2.8) i (2.9) dolazimo do nejednakosti

¢ a(s)p(s To
h?iséﬂp H(im /to [q(s)p(s)H(t, s)—p hga)(if),(siGaH(t’ s)] ds < W(Tp) + /to lq(s)|p(s) ds,

koja je u suprotnosti sa uslovom (Cjs) i time dokazuje teoremu. [

Posledica 2.2.2. Jednacina (E) oscilatorna, ako postoji pozitivna, monotono neopadajuca
funkcija p € C*([tg,00)) i funkcija H € H* (D) tako da vaZi

| ! a(9)ols)
(Cs) 0 SO 31 1) i, HO (L, 5)

(h(t, s) +

() @ﬁpmeldmmww$%=w
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NAPOMENA 2.2.1. Za o« = 1 Teorema 2.2.4. se svodi na Teoremu 1.4.4. Teorema 2. u Grace
[36] je takode specijalan sluc¢aj Teoreme 2.2.4. za o =11 H(t,s) = (t — s)7 za neko vy > 1.

Primer 2.2.3. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu

22 o) A-3 A—2 3(1))2
(E3) ( ” |’ (t)|x (t)> +[AN A (2—cost) + ¢ sint] (z(t) +2”(t))  sgna(t) =0, ¢ > to,

gde je A i v proizvoljne pozitivne konstante.

Kako je za posmatranu jednaéinu a = 2, za funkcije f(z) = (z + 2%)? sgnz, ¥(x) = 22 je

f(x) >21—i—3:p2>4\/§ 220
@U@l 2B A0

tj. one zadovoljavaju uslov (F,) sa konstantom K = 4+/3. Pored toga, ako izaberemo da je
p(t) =t21 H(t,s) = (t —s)? zat > s > tg, kao i u Primeru 2.1.3. moze se pokazati da su
zadovoljeni uslovi (Cg) i (C7), pa je jednacina (F3) oscilatorna prema Posledici 2.2.2. A

Polazeéi od integralne nejednakosti (2.8) koju zadovoljava funkcija W (t), definisana sa
(2.7), postupkom kao u dokazu Teoreme 2.1.2. i Teoreme 2.1.3. mogu se pokazati i sledeca
dva kriterijuma oscilatornosti jednacine (E, ). Ti kriterijumi su uopstenja kriterijuma Gracea
- Teoreme 1.4.6 i 1.4.7 koji se odnose na specijalan slucaj jednacine (E,) za o = 1.

Teorema 2.2.5. Neka funkcija H : D — R ima svojstvo H. Ako na intervalu [to, 00) postoji
pozitivna, neprekidno-diferencijabilna funkcija p, koja je monotono neopadajuca i zadovoljava

uslov
: 1 "a(s)p(s) p'(s) a+1
lim sup Hit o) /to Ho(t.5) (h(t, s) + 05) H(t, 8)) ds < 00,

t—o00

i ako postoji neprekidna funkcija ¢ na [ty, o) koja zadovoljava uslov (Cy) i za svako T > t

- Lo a(s)p(s) P(s) at1
lim sup o /T [q<s>p<s>H<t,s>—ﬁW(h(t,s>+ e H(t,5)) ]dsmm,

jednacina (Ey) je oscilatorna.

Teorema 2.2.6. Neka funkcija H : D — R ima svojstvo H. Ako na intervalu [to, 00) postoji
pozitivna, neprekidno-diferencijabilna funkcija p, koja je monotono neopadajuca i zadovoljava
uslov

t
limsup ——— s)|p(s)H(t,s)ds < oo
mswp g7 [ a0,

i ako postoji neprekidna funkcija ¢ na [tg, 00) koja zadovoljava uslov (Cy) i za svako T > tg

1 a(s)p(s) 06 i o)™
fminf o [ [q(s)p(S)H(t,s)—Bm(h(t,swr ) }dszsam,

jednacina (Ey) je oscilatorna.

Da bi pokazali naredni kriterijum oscilatornosti koristicemo slede¢u lemu:
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Lema 2.2.1. Pretpostavimo da vaZe sledeci uslovi

(F3) o (z) >0 z2a x#0,
> ds
C = 00,
( 8) /to aé(s)
t
(Co) liminf [ ¢(s)ds > —oc.

t—o0 to

Ako je x(t) neoscilatorno resenje jednacine (E,), koje nije eventualno konstantna funkcija,
onda vazi

(2.10) /°° f/((s))|w(s)| "> s < oo,
(a(s)v(x(s))|f(2(s))[*)=
gde je w(t) funkcija definisana sa (2.1).

Dokaz. Neka je z(t) proizvoljno neoscilatorno resenje jednacine (E,) na [T,00), T > tg. Za
funkciju w(t) definisanu sa (2.1) vazi (2.2), odakle integracijom dobijamo

t C )]
(211) —w(t)=—-w(T)+ | q(s)ds+ —ds, t>T.
/T /T (a(s)p(@(s))|f(x(s)) 1)~
Prema uslovu (Cy) postoji konstanta p takva da je
/ otl
(2.12) —w(t) > p+ /t fla(s) ()] = -ds zasvako t>T.
T (a(s)¥(x(s))[f(z(s))]* )=
Ako pretpostavimo da (2.10) ne vazi, postoji T* > T takvo da je
T* / atl
omps [T LEOE
T (a(s)(a(s)|f(x(s)"1)"
Tada je iz (2.12)
(2.13) )>C+ / Dl = ey >
S)If((s))[1)e
odakle mozemo zakljuciti da je funkcua w negativna na [T, 00), odnosno da je x(t)x'(t) <0

za svako t > T*. Ako pomnozimo (2.13) sa
1

[ () wt)|= _ f1(®)]2' ()]

(a(O) ()| f @) [f@@)]

i integralimo na [T™*, 7] za proizvoljno 7 > T*, dobija se

C+/T F/(a(s)|w(s)| *5 _ds
log T (a(s)p()If @)D [T ’(‘w((t)zl);f )|
C = s flx
A0 OI dt:lzglf(:v(T*))l o
(@) |f (2 (7)) -
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Dakle, za svako t > T™ je

a+1

E P a(s))|w(s)| % O\ f (x(T%))|
C+ —ds > ———————,
/ “(a(s)p(a(s))| f(x(s)) e L)a |f(a(®))]

sto zajedno sa (2.13) daje
lw@)||f(x(t)] > C* =C|f(=(T*))] zasvako t>T".

Sada, iz ¢injenice da je x(t) pozitivna, opadajuca funkcija ili negativna, rastuca funkcija na
[T, 00) i da je funkcija 1 rastuéa na (0, 00) i opadajuéa na (—oo,0), mozemo zakljuciti da je
0 < (z(t)) <(x(T*)) na [T*,00). Zato je iz prethodne jednakosti

za svako ¢ >T%,

2(t) > 2(T%) + ¢, /t ds

— t
- al/a(s) — OQ, — 0OQ,

§to je u suprotnosti sa ¢injenicom da u ovom slu¢aju mora biti z(t) < 0, ¢ > T*. Ako je
Z'(t) <0, t>T*, bice

¢
ds
< z(T*) — L
z(t) < z(T™) CI/T* a7 (s) — —00, t— 00,
S$to je u suprotnosti sa ¢injenicom da je z(t) > 0, t > T™*. Dobijena kontradikcija pokazuje da
zaista vazi (2.10). O

Teorema 2.2.7. Diferencijalna jednacina (E,) je oscilatorna ako vazi (F3), (Cs), (Cy) i
za funkciju H : D — R sa svojstvom HT, koja ima nenegativan drugi parcijalni izvod po
promenljivoj s na D, vaze uslovi

t
C lim su / s)H(t,s)ds = oo,
(C1o) S i) o qa(s)H(t,s)

8Hét,t0) ¢ %ﬂ
C lim inf 5 d —00.
(C11) im in Ht. t0) </to a(s) s> > —00

Dokaz. Ako je x neoscilatorno resenje jednacine (E,) na intervalu [T%, 00), T > to i w(t)
funkcija definisana sa (2.1), onda vazi (2.2). Ako odbacimo poslednji sabirak sa desne strane
jednakosti (2.2), pomnozimo sa H(t,s), t > s > T* i integralimo na [T, t], dobijamo

t t

H(t,s)q(s)ds < — [ H(t,s)w'(s)ds
T T
= w(T)H(t,T") + %Z(t, s)w(s)ds
T*
< ) Ht0) [ D 5) uls)] ds.

to (98
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oOH
Kako je po pretpostavci — monotono neopadajuca funkcija na D, biée

0s

(2.14) - H(t,s)q(s)ds < |w(T*)| H(t,tg) — %Z(t,to) t |w(s)|ds

Prema Lemi 2.2.1. vazi (2.10), pa postoji konstanta N > 0 takva da vazi

/t f’(:z;(s))|w(s)|aT —ds <N zasvako t > t,
to (a(s)p(x(s))|f(z(s))*1)>

odnosno, prema uslovu (F), vazi

t atl
P N
%dsgi: za svako t > tg.
to  aa(s) K

Primenom Helderove nejednakosti i koriS¢éenjem prethodne nejednakosti, dobija se da je

+1

to
1
o t sy
< La+t (/ a(s)ds> .
to

[

Dakle, iz (2.14) sledi da je
1

o OH t ==t
— Lo+t —(t,t d
St ([ atas) ™

t T*
/t H(t,s) q(s) ds < H(t,to) [ / 19(8)] ds + |w(T")]

to
tako da je
t T*
fmsup 77 / H(t,s)g(s)ds < |w(T™)| + / la(s) | ds
N
— Lat litrgcigf m </t: a(s) ds) aH,

Sto je uzevsi u obzir pretpostavku (C1) u suprotnosti sa (Cig). O

Kao sto je ve¢ receno u uvodnom delu dobro je poznato da je uslov

t
(2.15) lim sup 1/ (t —s)%q(s)ds = 0o za neko > 1
t—oo t’B 0

dovoljan za oscilatornost linearne diferencijalne jednacine. Medutim u slucaju superlinearne
jednacine Emden—Fowlera potrebno je pretpostaviti i da vazi uslov (Cy). Kako je Philos [113]
(kriterijum (V) Poglavlja 1.3.) pokazao da su ova dva uslova, pod dodatnom pretpostavkom
za funkciju f, dovoljna i za oscilatornost uopstene jednacine Emden—Fowlera, postavlja se
pitanje da li se analogni kriterijum moze pokazati i za uopstenu polulinearnu diferencijalnu
jednacinu.
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Mi éemo pretpostaviti da vazi (F3),
(F) P@)20 w0,

i da funkcije v, f zadovoljavaju sledeéi superlinearni uslov

< [ [ (VTN T o <50

i)™ L ()

3;2%( o {|/]E())| ; )+/;<W>+du} -0

pri ¢emu ¢emo tu pretpostavku oznaciti sa (F5). Ocigledno se za a = 1, ¢(x) = 1 uslov (F5)
svodi na uslov (F) kriterijuma (V) Poglavlja 1.3. Umesto tezinske funkcije (t — s)?, g > 1
u uslovu (2.15) koristiéemo funkciju H : D = {(t,s)|t > s > tp} — R, i pokazati da
se kriterijum Philosa, pod dodatnim pretpostavkama za koeficijent a jednacine (E, ), moze
prosiriti na tu jednacinu.

Teorema 2.2.8. Diferencijalna jednacina (E,) je oscilatorna ako koeficijenti a i q zado-
voljavaju uslove (Cg), (Cy) i za funkciju H : D — R sa svojstvom HT wvaze uslovi (Cyo)
i

1 t S odu \“htTl(t,s)
C lim sup /as </ ) ~~ ds < oo.
(G P t) Sy "\ atw)) HoGs)

Dokaz. Neka je x neoscilatorno resenje na intervalu [T,00), T > tp, jednacine (E,). Ako
w(t) definisemo sa (2.1) vazi (2.2), a integracijom se dobija (2.11). Prema Lemi 2.2.1. vazi
(2.10), pa postoji konstanta N > 0 takva da je

(2.16) /t f’(az(s))|w(s)|QTﬂ —ds < N1 zasvako t>T.
T (a(s)y(z(s)|f (x(s)) >~ 1)«

Primenom Helderove nejednakosti, za svako ¢ > T', dobija se da je

/T<W\ EE ))>1‘$l(s)‘ds§ </T/d<>>

§ ( / f(@(s))lw(s)| )
T (a(s)(w(s))|f (a(s >>|a 1>a

§to sa (2.16) povlaci da je

\/f )¢ )) %H IE/S S O‘LH Za SVaxKoO
(2.17) /T< o ) o/ (s)] ds < N A= (¢) ko ¢>T,
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b ds
de je A(t) = _
g e.]e () /to al/a(s)

Razlikovaéemo dva slucaja, kada je z(t) pozitivno i negativno resenje.
(i) z(t) > 0 za svako t > T": Prema uslovu (F5), postoji pozitivna konstanta M, takva da je

(2.18) ¢i(m(£;(|§((2()t))|aal (L:<W>Wdu> oMy o t>T
mas o (S ) o
[ (™) e = [ ()
(T
z(s))y(x(s
(z(s))]

Kl*/TUf/\f

(ii) z(t) < 0 za svako t > T Prema uslovu (F5), postoji pozitivna konstanta Ms, takva da je

Ako oznac¢imo sa

bice

IN

a+1

f'((t)) 0P\ T\ .
(2.19) b (z()|f ()T (/_oo ( | (w)] ) ! ) =M =t

Tada je

[T e ()

g
| f(u (1) | f(u)]
_ NICONIEC) N
- o [ (R ) e
SIEEREE
o [ (V) e

Cl.u

IN

gde je

Dakle, prema (2.17) i (2.18), za svako t > T je

P () T [T\, ]
Reofe = - K+/T< oo ) ”d]
> M, [Kj+NAaL+1(t)]_aT,
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pri ¢emu uzimamo da je j =1zaz > 017 =2 za z < 0. Prema uslovu (Cg) postoji Ty > to
tako da je A(t) > 1 za svako t > Tj, odnosno

Kj+ N A=+ (t) < Kj As+1(t) + N Aati(t) = KF As+i(t), t> Ty,
gde je K]* = K; 4+ N. Dakle, postoji pozitivna konstanta C' takva da je

f(z(1)) s |
e ((t)| fx(t)| "5~ AW)
Sada, (2.2) ima sledeéi oblik

za svako t > Tj.

a+1

w(t)] "

Lt s T
a= (t)A(t)

q(t) < —w'(t) -

Kao i u dokazu Teoreme 2.2.1., integracijom prethodne nejednakosti i koriséenjem (2.4),
dobija se da je

(2.20) / () H(t,s)ds < w(T)HET) + | [w(s)|h(t,s)ds
To To
-C tH(t,s)Mds.
To a=(s)A(s)

Stavljajuéi da je

Ry R S Ul RS
a7 () A(s) T (oHW ) )
prema Lemi 2.1.1., za svako t > s > Ty, sledi da je
a+l
[w(s)| "+ Bt i, s)
w(s)|h(t,s) — C H(t,s)—4————— < Ea(s) AY(s) ——",
[w(s)lhless) = O Htss) 7200 < €als) A76) S

1 a+1
gde smo oznagéili sa £ = o <a?— 1) . Tada iz (2.20) sledi da je za svako t > Ty

(221> /t q(s)H(t,s) ds < w(TO) H(t,Tg) +¢& ' a(s) Aa(s) w ds

To - To Ha(t7 3)
t N honrl (t, S)
< w(TO) H(tv TO) + g " a(s) A (S) Ha(t, S) ds.

Dakle,

/ o) H(ts)ds / P () H () ds + / ") H(ts) ds

to to To

To t
< /t lg(s)|H (t, s) d8+/T q(s)H(t,s)ds

To t a ha+1(t7 S)
< H(tto) [ lafo)lds + uw(To)| H(tt0) + € [ als) A(s) i)

to to

ds

Sto je zajedno sa uslovom (C12) u suprotnosti sa uslovom (Cyp). [
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Posledica 2.2.3. Diferencijalna jednacina (Ey) je oscilatorna ako koeficijenti a i q zadovol-
javagu uslove (Cs), (Cy) i za funkciju H € HT (D) koja zadovoljava uslov

a 2
(Hs) (%Z(t, s))2 < Chs 1)H(t, s)%;l(t, s) za (t,s)€D

(0%

vaze uslovi (Chp) @

o (i) [ ([ ) e

Dokaz. Kako iz uslova (Hg) sledi da je funkcija hz—zl monotono nerastucéa, integral na desnoj

strani nejednakosti (2.21) se moze oceniti na sledeéi nacin

/toa(s)A (s) Tl s) ds < ot to) /to (s) A%(s) ds.

Dakle, iz (2.21) sledi da je

1 t To
limsup/ q(s)H(t, s dsﬁ/ q(s)| ds + |w(Ty
mawp s | A H(Es)ds < [ la(s)] ds (o)

, ht,t) \*Tt [t S odu \®
semmaw( ) oo ([ ) as <o

Sto je u suprotnosti sa uslovom (C1g). O

2.3. Komparativne teoreme

Od posebnog interesa u teoriji oscilatornosti diferencijalnih jednaéina je formulisanje kom-
parativnih teorema koje omogucavaju da se o oscilatornim svojstvima resSenja diferencijalnih
jednacina zaklju¢i na osnovu ponasanja resenja jednostavnijih diferencijalnih jednac¢ina. Kako
je oscilatornost polulinearne diferencijalne jedna¢ine mnogo detaljnije prouc¢ena u odnosu na
oscilatornost uopstene polulinearne diferencijalne jednacine, u ovom poglavlju pokazacemo
komparativne teoreme za uopsStenu polulinearnu diferencijalnu jedna¢inu u odnosu na odgo-
varajucu polulinearnu jednacinu.

Posmatrajmo uopstenu polulinearnu diferencijalnu jedna¢inu drugog reda oblika

(Ea) la(t)e(z(®)|2' (O] 2 ()] + q(O) f(2(t) = r(t),a >0,

gde je a € C'([to, 00); [0,00)), g, 7 € C([to, 00); R), ¥ € C'(R;[0,00)), f € C(R;R), za x # 0
je xf(x) > 0.
Definicija 2.3.1. Kazemo da jednacina (E,) ima:

(i) svojstvo (P) ako ni za jednu vrednost konstanti C' > 01 D > 0 ne postoji resenje z(t)
jednacine

(Ea) [a(t)e(x(t)|2"()]* 2’ (@) + C a(t) f(2()) = Dr(t),

takvo da je
(3.1) |z(t)] > d zanekod > 01 svakot € [T, 00).
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(i) svojstvo (P) ako ni za jednu vrednost konstante D > 0 ne postoji resenje z(t) jednacine
(E2) [a(t)p(a(®))l2' (O] 2" (@) + a(t) f(2(t)) = Dr(t),
takvo da vazi (3.1).

Da bi pokazali prvu komparativnu teoremu koristi¢cemo dobro poznati rezultat Lia i Yeha,
koji daje potreban i dovoljan uslov da polulinearna diferencijalna jednacina bude neoscila-
torna.

Teorema 2.3.1. (Li, Yeh [82]) Polulinerana diferencijalna jednacina
[a(t)[2' (1) * 2/ (8)]" + a(t)](t)|* 2 (t) = 0,
je neoscilatorna ako i samo ako postoji T > tqg i funkcija v € C*([T,00)) takva da je
V() +aa w|v(t) e +q(t) <0 za tE€ [tg,00).
Teorema 2.3.2. Pretpostavimo da za svako § > 0 postoji konstanta € > 0 takva da je
f'(z)
T
(W ()] f(z)]t)=
i da je za ma koje dve pozitivne konstante (3 i v jednacina

[a()]' (D)2 (6)] + (Ba(t) = r®)]) l=()|* a(t) = 0,

oscilatorna, onda jednacina (E,) tma svojstvo (P).

(F1)

> ¢ za svako |x| > 6

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoje konstante Cy i Dy takve da jednacina

(3.2) [a(t)e(x ()| ()]* 2’ (1)) + Coq(t) f(z(t)) = Dor(t),
ima resenje z(t) koje zadovoljava uslov (3.1). Ako funkciju w definisemo na [T, c0) na sledeéi

naéin a(t)p(z()|2 (1) e (t)
w(t) = f(x(0)) ’

iz (3.2) imamo da je

a+1

Fl@ho
(OO (0o

Iz (F1) zakljuéujemo da postoji n > 0 takvo da je

"

(3.3) w'(t) + za svako t>T.

Co q(t) — Do

1
(34 Ty =n tele)
Tako iz (F1), (3.3) i (3.4) imamo da je
lw(t)|
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Uzevsi da je v(t) = <£> w(t) dobija se

«

o
v
o O (Y oy o <o, 127
Sada na osnovu Teoreme 2.3.1. zaklju¢ujemo da je jednacina

@l OF 0]+ (£) (a0~ Dol a0 =0

Q\H

neoscilatorna, sto je u suprotnosti sa datom pretpostavkom. [J

U toku daljeg rada pretpostavicemo da funkcije f i v zadovoljavaju uslov

/(=)

r>K>0, 2#0
(@) (@)[e=t)=

i pokazati tri teoreme koje daju dovoljne uslove da jednaéina (E,) ima svojstvo (P).

Teorema 2.3.3. Pretpostavimo da za funkciju H € HY(D) i proizvolinu konstantu 3 > 0
vaze uslovi

1 t ha+1(t 8)
C lim su /as’ds<oo
( 1) t—>oop H(ta t()) to ( ) Ha(tv 8)

(Ca) limsup s 5 H(t,s)(q(s) — Blr(s)]) ds = oo,

Tada jednacina (Ey) ima svojstvo (P).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji konstanta Dy takva da jednaéina (E2) za D = Dy ima
reSenje z(t) koje zadovoljava (3.1). Tada postoji n > 0 tako da vazi (3.4). Kako je z(t) # 0
za t > T ono zadovoljava jednacinu

(3.5) [a(®) (= ()]’ ()]* ()] + Q1) f(=(t) =0,

gde je Q(t) = q(t) _Dof(in(zl)f))' Kako je Q(t) > q(t) —Don|r(t)|, t > T iz (C3) zaklju¢ujemo
da je

(3.6) li?isolip m Q( )H(t,s)ds = oo.

Sada na osnovu (Ch) i ( 6), primenom Posledice 2.2.1. zaklju¢ujemo da je x(t) oscilatorno
reSenje jednacine (3.5), Sto je u suprotnosti sa (3.1). O

Analogno, koriste¢i Posledicu 2.2.2. moze se pokazati i slede¢a teorema:
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Teorema 2.3.4. Jednacina (E,) ima svojstvo (P) ako za funkciju H € H™ (D) i pozitivnu,
monotono neopadajucu funkciju p € C([tg,00)) vazi uslov

: 1L ["a(s)p(s) P(s) a1
s 75y J, et ) (09 g M) s <o

i za proizvoljno B > 0 uslov

lim sup H(tl,to)/ (q(s) = BIr(s)]) p(s)H(t, s) ds = oc.

t—o00 to

Primenom kriterijuma oscilatornosti pokazanog u Teoremi 2.2.7. na jednacinu (3.5) moze
se pokazati i sledeCa teoremas:

Teorema 2.3.5. Pretpostavimo da vaze sledeci uslovi:

o0 dS ) ) t
——ds =00, liminf [ ¢(s)ds> —o0,
t t to

o ao(s) e

i za funkciju H : D — R sa svojstvom HT, koja ima nenegativan drugi parcijalni izvod po
promenljivoj s na D, vaze uslovi (C2) i

6Hét,to) t =T
lim inf 8 / a(s ds) > —00.
P 1) ( (@)

Tada jednacina (Ey) itma svojstvo (P).







Glava 3

Oscilatornost generalizovane
diferencijalne jednacine
tipa Emden—Fowlera

Sredinom osamdesetih godina ovog veka paznju autora je privukla nelinearna diferencijalna
jednacina drugog reda oblika

(%) la(t)d(a(t)2' ()] + p(t)2' () + q(t)f(z(t)) = 0

kao jo$ jedna generalizacija diferencijalne jednac¢ine Emden—Fowlera. Postoji veliki broj
radova o asimptotskim svojstvima reSenja nelinearne jednacine ovog oblika, a posebno o os-
cilatornim svojstvima resenja. Jednacina (x) je posmatrana pod pretpostavkom da je funkcija
a € C1([ty,00)) pozitivna, dok je od posebnog interesa utvrditi oscilatornost jednacine kada
su funkcije p, ¢ € C([ty,00)) proizvoljnog znaka. Zapravo, J.R. Graef i P.W. Spikes su 1987.
u [47] pokazali da su sva resenja jednacine () neoscilatorna ako je funkcija ¢ nepozitivna, te
stoga oscilatornost jednacine ima svrhe ispitivati samo u slucajevima kada funkcija ¢ menja
znak ili kada je nenegativna.

Za funkcije f i v se bazitno pretpostavlja da su neprekidne na R, neprekidno diferencija-
bilne na R\ {0} i da zadovoljavaju uslove

zf(x) >0, ¢(x)>0 za z#0,

dok se u zavisnosti od ostalih pretpostavki za funkcije f i ¢ najcesce vrsi klasifikacija pos-
tojecih rezultata o oscilatornosti jednacine (*). Tako su J.R. Graef i P.W. Spikes [46] pokazali
kriterijume oscilatornosti jednacine (x) ako je p(t) = 0, odnosno nelinearne jednacine oblika

() la()y(2(t)2'(1)]" + q(t) f(2(t)) = 0,
pod pretpostavkom da je f'(z) >0 za x # 0, limy 10 f(2) = £oo i

/()
()

U istom radu pokazan je i kriterijum oscilatornosti jednac¢ine (xx) ako je funkcija f(z)/v(x)
superlinearna i vazi (F1). S.R. Grace, B.C. Lalli su u radu [38] posmatrali jedna¢inu (x) bez

(F1)

>k>0 =za x#0.

49
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ogranic¢enja o znaku funkcije p i pod pretpostavkama da postoje pozitivne konstante k1, ¢, ¢1
tako da je

(F») f(x)>k1 >0 za x#0, 0<c<¢(z)<er za xR

Ista dva autora su u svom radu [39] koriséenjem uslova koji podrazumevaju tezinsko usred-
njenje integrala koeficijenta ¢, pod pretpostavkom da funkcije f i ¥ zadovoljavaju uslov (F3),
generalizovali dobro poznate kriterijume Witnera, Hartmana, Kameneva i Philosa (videti
Poglavlje 1.2. str. 4 i 6) za oscilatornost linearne diferencijalne jednacine. Razmatrana su i
oscilatorna svojstva resenja jednacine (%) pod pretpostavkom da je funkcija f superlinearna.
Kao tezinske funkcije su korigéene funkcija o € C([to, 00); (0,00)) i H(t,s) = (t—5)%, a > 1.
Dobijeni kriterijumi prosiruju i objedinjavaju rezultate u S.R. Grace, B.C. Lalli [28], [31], J.
Yan [143] i C.C. Yeh [147]. U slucaju kada je prigusujuéi koeficijent p(t) nepozitivan uslov
(Fy) moze se oslabiti uslovom (F7) i

(F3) Y(x)>e>0 za z€R

Najcesce se vrzi klasifikacija kriterijuma oscilatornosti diferencijalne jednacine () u od-
nosu na sublinearnost odnosno superlinearost funkcije f/1. Tako su S.R. Grace, B.C. Lalli
[31] i S.R. Grace [36] pokazali kriterijume oscilatornosti sublinearne jednac¢ine (x) pod pret-
postavkom da je

Y(@)f(z)>K >0 za x#0

odnosno da vazi (F) i sublinearne jednacine (xx) pod uslovom (F7). Ti kriterijumi su takode
dobijeni tezinskim usrednjenjem i korigéenjem tezinske funkcije o € C*([tg,0); (0,00)) i
H(t,s) = (t—s)", n € N, n > 2 odnosno H(t,s) = (t —s)* «a > 1. Ista dva autora
su u [34] generalizovali kriterijume Philosa [105], [107] za oscilatornost uopstene jednacine
Emden—Fowlera uz pretpostavku o nenegativnosti funkcije p, kao i bez ograni¢enja o znaku
funkcije p uz uslov (F3).

Znatno je manji broj rezultata o oscilatornosti superlinearne jednacine (x). Tako su samo
S.R. Grace, B.C. Lalli i C.C. Yeh u [28] i [35] pokazali kriterijume oscilatornosti sublinearne
ali i superlinearne jednacine (x), koristeéi takode tezinsko usrednjenje intergrala koeficijenata
aigq.

Od ostalih rezultata u oblasti oscilatornosti nelinearne jednac¢ine (k) treba jo§ istaci
radove: R. Blasko, J.R. Graef, M. Hacik, P.W. Spikes [3], S.R. Grace [40], [42], [43], S.R.
Grace, B.C. Lalli [27], [29], [32], [34], J.R. Graef, P.W. Spikes [47], G.W. Johnson, J. Yan
[60], L. Wudu [140].

S.R. Grace u [41] je 1992. po prvi put pokazao kriterijume oscilatornosti jednacine (x)
i (%) (Teoreme 1.4.4., 1.4.5., 1.4.6., 1.4.7., 1.4.8), koristedi kao tezinsku funkciju u metodi
usrednjenja funkciju iz opste klase parametarskih funkcija H(t, s). H.J. Lii C.C. Yeh su 1997.
u [87] nastavili istrazivanje u tom pravcu uopstivsi kriterijum Wonga i Yeha [136] o oscila-
tornosti uopstene jedna¢ine Emden—Fowlera (kriterijum (XV) Poglavlja 1.3) na sublinearnu
jednacinu ().

Osnovni zadatak u ovoj glavi bi¢e obogacenje ovih sadrzaja kriterijumima oscilatornosti
nelinearne jednacine (x) i (xx). Uopsteni su i proSireni mnogi kriterijumi oscilatornosti
uopstene diferencijalne jednacine Emden—Fowlera navedeni u Poglavlju 1.3. U ispitivanju
je koriséeno tezinsko usrednjenje opstom klasom paramterskih funkcija H(¢,s), inspirisano
pomenutim radovima S.R. Grace [41], H.J. Lia i C.C. Yeha [87], kao i naravno inicijalnim
radom sa ovakovim pristupom Ch.G. Philosa [111] (Teoreme 1.4.1., 1.4.2., 1.4.3.).
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U Poglavlju 3.1. ¢éemo posmatrati sublinearnu jedna¢inu (xx) i najpre generalizovati
rezultate Ch.G. Philosa [115], [110] — kriterijume (XIII) i (XIV) Poglavlja 1.3. Zatim ¢emo
pokazati kriterijum oscilatornosti analogan kriterijumu Wonga [134] za uopstenu jedna¢inu
Emden—Fowlera - kriterijum (XVII) Poglavlja 1.3. Pokaza¢emo dalje da se kriterijum (XIX)
Poglavlja 1.3., pod dodatnim pretpostavkama za funkcije a i 1, moze prosiriti i na jednacinu
(#x). Drugi deo ovog poglavlja daje rezultate o oscilatornosti sublinearne jednacine bez
ogranic¢enja o znaku funkcije 1. Kriterijumi oscilatornosti koji podrazumevaju takvu pret-
postavku, prema naSem saznanju, nisu do sada poznati, odnosno u svim do sada poznatim
rezultatima fugurise pretpostavka o pozitivnosti funkcije . Zapravo, pokazani su kriterijumi
oscilatornosti jednac¢ine (E) pri sledeéim pretpostavkama za funkcije f i ¢:

Do I o (SN L f@e) 1
s sg=o (5a5) 20 gt

Ti kriterijumi su u Poglavlju 3.2. prosireni na jednac¢inu (*) bez ogranic¢enja o znaku funkcije
p, §to je, kao §to je prethodno receno, od takode posebnog interesa.

>0, za x#0,

U Poglavlju 3.3. posmatrana je superlinearna jednacina (xx). Generalizovani su rezul-
tati u radovima Ch.G. Philosa [113], [112] i Ch.G. Philosa, I.K. Purnarasa [117], [116] —
kriterijumi (V), (VI), (VII), (VIII), (IX) Poglavlja 1.3. Kao i u prethodna dva poglavlja
svi pokazani kriterijumi oscilatornosti superlinearne jednacine (%) predstavljaju, specijalno,
poboljsanje navedenih kriterijuma oscilatornosti superlinearne uopstene jednac¢ine Emden—
Fowlera, u smislu koriséenja tezinske funkcije H(t,s) umesto (¢t — s)®, « prirodan ili realan
broj veéi od jedinice.

3.1. Oscilatornost sublinearne diferencijalne jednacine

U ovom poglavlju bi¢e razmatrana oscilatorna svojstva resenja nelinearne diferencijalne
jednacine drugog reda oblika

(E) [a®)y(2(t)' ()] +a(t) f(z(t)) =0, t=to >0,

pri sledeé¢im pretpostavkama:

(i) a: [tg,00) — R je pozitivna neprekidno diferencijabilna funkcija,
(ii) ¢ : [to, 00) — R je neprekidna funkcija,

(iii) ¢, f : R — R su neprekidno diferencijabilne funkcije.

Definicija 3.1.1. Diferencijalna jednacina (E) je sublinearna ako vazi
€ —&
0</ Q[)(u)du,/ Mdu<oo za, svako € > 0.
o+ fu) ~ f(w)

Razmatranje u ovom poglavlju podeli¢cemo na dva dela, u zavisnosti od uslova koje zado-
voljavaju funkcije f i .

Pretpostavimo da funkcije f, zadovoljavaju sledece uslove:

(Fy) Y(x) >0 za x#0,

(F») zf(z) >0, fl(x)>0 =za x#0.
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Koristeéi kao osnovu ideju Philosa [107] ( kriterijum (XI) Poglavlja 1.3.), Li i Yeh [87] su
uveli konstantu My 4 na sledec¢i nacin

infosp f’(j;%;b)(m) inf, <o %
1 +inf,~ 4 xzf)(x) 1 +infz<o f@)o() |7

P(z)
 Y(u)
/0+ ) du, >0

")

Mgy = min{

gde je

®(x)

<0

o- f(u)

i pokazali sledeéi kriterijum oscilatornosti jednacine (E):

Teorema 3.1.1. (Li, Yeh [87]). Neka je H: D = {(t,s)|t > s >tyg} — R funkcija koja
ima svojstvo H},. Ako postoji pozitivna funkcija o € C?([tg, >)), takva da je (a(t)od'(t)) <0
za svako t > to i koja za neko 3 € [0, My ] zadovoljava uslov

t

(Ch) lim sup H(t,s)0"(s)q(s) ds = oo,

t—oo H(t, t()) to

jednacina (E) je oscilatorna.

Ocigledno za a(t) = 1,¢(z) = 1 jednacina (E) se svodi na uopstenu diferencijalnu
jednac¢inu Emden-Fowlera. Tako za H(t,s) = (t — s)®, a > 1 kao specijalan slu¢aj Teoreme
3.1.1. dobija se kriterijum Wonga i Yeha iz [136] (kriterijum (XV) Poglavlja 1.3.), odnosno
za « prirodan broj veéi od jedinice kriterijum Philosa [115] (kriterijum (XII) Poglavlja
1.3.). Posmatrajuéi na primer, u slu¢aju uopstene diferencijalne jednac¢ine Emden-Fowlera,
funkciju ¢(t) = ¢} sint, moze se uociti da Philosov kriterijum (XIII) Poglavlja 1.3. omoguéava
prosirenje oblasti vrednosti parametra A za koje je jednacina oscilatorna, u odnosu na kriteri-
jum (XII). Iz tog razloga prirodno se postavio problem formulisanja odgovarajuéeg prosirenja
kriterijuma (XIII) Poglavlja 1.3. na jednacinu (E).

Teorema 3.1.2. Neka je
(i) 0 € C?([tg, 00)) pozitivna funkcija takva da je o" < 0 na [tg, o0) i

(R1) a(t)[o (1) < —cla(t)d ()] o(t) za svako t > to,

za neku pozitivnu konstantu c,
(ii) H : D — R funkcija sa svojstvom H}, koja zadovoljava uslov

o0 8H(t,s)
(Hy) /to sQ%(s)ds < o0, Q(s) = hﬁigp (—HZS, s)> , s> tp.
Jednacina (E) je oscilatorna ako postoji funkcija ¢ € C([to, 00)) takva da vazi uslov
00 52
(Ca) / 230 ds = oo,
to S

i za neko B € [0, My vaZi

1 t
i —_ p > > to.
(Cs) lim sup HET) /T H(t,s) 0’ (s)q(s)ds > o(T)  za svako T >ty

t—o00
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Dokaz. Neka je z(t) neoscilatorno resenje diferencijalne jednacine (E) i neka je Ty > ¢ takvo
da je z(t) # 0 za svako t > Tp. Definisimo funkciju w na [Ty, 00) sa

(L1) w(t) = o (H)B(a(1)).

Tada je za svako t > Ty

(1.2) w'(t) = o°(1)

Sto povlaci da je

aw') = — p-1 /— Bap(x
(aw’) T +80" 0 @) 0 ?/)()fg(

Prema nacinu izbora konstante (3 je

F@)ow) 8

0@ S1-7 za x # 0,
tako da je iz prethodne jednakosti
Y ( /) _ _ g, ? 8 T
@y < ~Lars L wsi-pa(2) Lo
Pa o W@ B LPa (Ya)d)?
#2040 s - e ()
s (CLQ,)/w_ 5 Qﬁa B gf . _@Z)(ZL‘)I, 2
- e e (00500 -Y0F)
odnosno
18 Gow@) < -ooan +s LD
/ 2
— 1—55 Z((?) <w’(t) — i)((f)) w(t)> za svako t > Tj.
Dakle, za svako t i svako T', takve da je t > T > Tj, imamo da je
a(s) o'(s)]'
/Hts /Hts ds—i—,@/HtsQ(Sw(s)ds

Kako je primenom parcijalne integracije
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t

—/T H(t, s)[a(s)w/(s)]/ds:H(t,T)a(T)w/(T)—i-/T %]j(t,s)a(s)w/(s) ds
(1.4)

= H(T)a(T)'(7) = (0 T)a(Tyu(1) = [ ) (%f(t,s)a@)) s,

iz prethodne nejednakosti, dobija se da je

oH
Ht, T / Hits) s)ds < a(T)w'(T) - Z((Zz?))a(T)w(T)
L9 (0H
(1.5) H(ﬂT)/ ()as<as (t,5)a ()) ds
: 08 ¢ [a(s) &' (s)]'
+ H(t, T)/ H(t,s) o(5) w(s) ds

tT/Hts Ss <' )—i)/((j))w(s)>2ds.

Tako, prema uslovu (C3), za svako T' > Ty mora biti

oH
a(T)w' (T) — a(T)w(T) hg&lf ?;((tt”;,;)
> o(T) +htIL1(1)101f H(t T)/ (5)688 <86H(t, s)a(s)> ds
+0 hm mf / Hi(t < 5)]/> w(s)ds

+1_ mgg)lthT /H <w 5) — é;/((j)) w(s))2d8,
odakle zakljueujemo da je za svako T > Ty
(16) hgglthT/Hts< ol ) 5)ds < oo,
(1.7) liminf H(tl T)/ (t,s)Z)((z)) (w'(s) 5;((5)) w(s)>2 ds < oo,
(1.8) lim in H(tl . /t (s)% (‘Zﬁ[(t,s)a(s)> ds < oo,
(1.9) P(T) < a(T)[w(T) + UT)w(T)].

Sem toga, kako je

1 ! o (0H
hgéglf i T)/ (s)% (as(t,s)a(s)) ds
1 to*H 1 "OH

> i /
htrgg}f HGT) )y 052 (t, s)w(s)a(s )ds—l—hniQf HET) Jp 05 (t,s)w(s)a'(s)ds,
iz (1.8) sledi da je
t 52
(1.10) lim inf ! 9 H(t,s)w(s)a(s) ds < 0.

t—oo H(t,T) Jp 0s?
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95

Prema (1.7) i (1.10), postoji brojni niz {7, }nen u intervalu (7p, 00), takav da je lim 7, = oo
n—oo

i

1 als) (o d(8) N2

1.11 lim —— H(m,,s w'(s) — w(s)) ds < oo,
( ) n—oco H(7,,Tp) Jr, (r )w(s)( (s) o(s) ( ))

1 ™ 9*H
(1.12) nlgl;o i) /T 8882 (Tn, s) a(s) w(s) ds < oco.

s 0

Pokazimo sada da je
(1.13) lim sup a(t)tw(t) < 00.
t—o0

Neka je p proizvoljna pozitivna konstanta. Kako funkcija H € H}:(D) zadovoljava uslov

0 < inf |liminf At s) < o0,
s>to t—oo H(t,to)

postoji konstanta p takva da je

ey H(E8)
(1.14) slgtfo [hﬁg}f H(t,to)} > p > 0.

Pretpostavimo suprotno, da (1.13) ne vazi. Tada postoji 17 > Ty, takvo da je

t t
M > B za svako t>1Tj.
t p
Za t > T} dobija se da je
1 b o’H 1 b o?’H
t ds > t d
T Jy, 5 o) ds 2 g |Gt o)ats)us) ds
t 92
7 0°H 7 0H

> t ds=——— | H(t,T1) —Th—

Z DHT) J 052 5B = G Ty < (1) =T,

> H H(t7T1)
Kako (1.14) garantuje da je

T
lim inf Th) > p,
t—o00 ( ’to)
postoji Ty > T1, takvo da je
H(t, T
(1.15) f.f((zf:tol)) >p zasvako t>Th.
Dakle,
1 to’H

H(t, Tp) 052 (t,s)a(s)w(s)ds > p  zasvako t>Th,
» 40 To S

tako da je za svako dovoljno veliko n

1 ™ 9?°H
7}[(7_ 7o) /T 52 (Tn, ) a(s) w(s)ds > p.
oy 0
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Zbog proizvoljnosti p > 0, ovim smo pokazali da je

™ 92
! / 0 H(Tn, s)a(s)w(s)ds = oo,

lim —
To 852

sto je u kontradikciji sa (1.12) i samim tim pokazuje da (1.13) zaista vazi.

Dalje, pokazimo da je

/00 als) (w/(s) _ 4 w(5)>2d5 < 0.

(1.16) r w(s) o(s)

Prepostavimo suprotno, da postoji 71 > Ty, takvo da je

[ 8- ) sz o e21,

gde je p proizvoljna pozitivna konstanta, a p konstanta odredena sa (1.14). Za svako t > T,

imamo da je

T Jy 10 ey () 5 wio) s
= Jy 1099 ([ (0 = G v)
‘(o Car) (O
= H(tl,To)/To <_£(t’ s)> </TO w(r) (w (1) — QQ(T) w(7)> dT) ds
1 t/ OH Salr)/ , (T 2
> i Jy (o 0 ([ 2 (o0 = 55wt )
trooH H(t,T
> ) /T (-G ) =7 H(<tttol>)
Prema (1.15), dobija se da je
H(tl,ﬂ)) T: H(t,s) Z((Z)) (w'(s) - i;é:; w(s)>2 ds > p zasvako t>Th.

Za svako dovoljno veliko n onda mora biti
1 / als) (o dls) N2

—_— H(ry, s w'(s) — w(s)) ds > pu,

Hir 1) Jg, >w(s)( )= "(s) ()) a

Sto je u suprotnosti sa (1.11) i samim tim pokazuje (1.16).
Analognim postupkom, koristeéi (1.6), moze se pokazati da vazi

(1.17) /Oo w(s) (-W) ds < oo.

To

Dalje, ¢'(t) je nerastuéa funkcija, tako da je za svako t > Ty

olt) ot = [ () ds > (- Ty (0,
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Sto pokazuje da je

. td'(t)
1.18 lim sup
( ) t—o00 Q(t)

< 0.

Koristeéi uslov (Ry), zaklju¢ujemo da je za svako t > Tj

/t als) (w'(s) - Q,(S)) w(s)>2ds

To w(s) Q(S
= ta S [w/(S)]2 S — ' Q/(S)CL S w, S S ' QI(S) 2a S)wl\Ss S
‘/;0<)w<s>d 2/TOQ(S) (5) <>d+/TO(Q(S)) (syw(s)d
WP g0 T T
/To ) ) BT g Oy )

2/T0 W w(s)ds — /T()(QQ((;)))Qa(s)w(s) ds
]

_I_
> [ o) I g5 U020, o AINE
To

o(t) o(To)
[a(s)d'(s)]
+(c+2) e o(s) w(s)ds.
Dakle,
W) . td' @] i a(t)w(t) a(To) o' (To)
JRCE dsgz[h?liip ot ] [h?li‘ip : }‘2 or) )
(@@, o [Pl de) N
s [H(-EGET ) wrans [TIE (0 - G wie) e
sto, zbog (1.13), (1.16), (1.17) i (1.18), pokazuje da je
RN O]
(1.19) /TO a(s) w(s) ds < o0

Konacno, kako prema (1.13) postoji konacno M = sup,sq, a(t)w(t)/t, koristec¢i (1.9),
zakljuCujemo da je

[Tl gy o [ O L,
To s To S
o [F ) + Q)
To w(s)
< o [T a2 g onr [ a0 (syus) ds
B To w(s) To
> [w'(s)]? 2 [T o2
< 2M . a(s) 0 () ds +2M /to sQ°(s)ds.

Dobijena nejednakost je prema (1.19) i (Hyg) u kontradikciji sa pretpostavkom (Cs), ¢ime je
torema pokazana. []

Kao ilustraciju navodimo sledeca dva primera.
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Primer 3.1.1. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu
(Ey) [t” 2(t) '(t )] + s1nt[|x( )\*BH senx + x3(t)] =0,

gde je 0 < f < 1iv < 0. Cilj nam je da pokazemo da je diferencijalna jednacina (Ey)
B+ 2

oscilatorna za A > ———
Za svako x # 0 je
z f(x) >0, f'(z) = (a+2)z[*" + 327 > 0,

odnosno funkcija f zadovoljava uslove (F;) i (F3). Pored toga, za svako x # 0 je
|| || 1-a
way= [ MM
o+ u*+u 0+ u“ l-«a
f'(z) al—® —1 at?2

i () = T in % =
;r>1f0<I>(:(:) O(x) a:<0q)( )zp(x) = x>% 1-— oz[( a+2) +3]

tako da je

1—a’

S druge strane, za svako x # 0, dobija se da je

|| d || d -«
o) = [P [T B aoels] <1
0L u*+u or 2u®  2(1—-a)

=l g L yq 1 g 1
O(z) = / L / v / LA , ako je |z| > 1,

te je za svako x # 0

f(x) S ||t a+2+ 3zt

a—1 o
a+2
M —a) za || <1
i (@) _ (a+2)z/*t+3 3 a+2
XD Z 2i—a) - 2i—a = W=zl

Dakle, o .

) fl(x) f Bl f(x a+2

b @) e ~ M@ Za—a)

Na taj nacin je

+2
> h a+2
ﬂﬂ— +2: )
1+ == 6

2
tako da mozemo uzeti da je § < %

Izaberimo da je o(t) = t*, 0 < p < 1. Tako izabrana funkcija g je konkavna i zadovoljava
uslov (Ry) za proizvoljnu konstantu ¢ takvu da je ¢ > > 0. Pored toga, uzmimo da je
H(t,s)=t—szat>s>t.

"
v+1—p
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Za proizvoljan realan broj d i za svako t > tg je

1 t 1 t s
/(t—T)TJSianT:/ / 7 sinT dr ds
t to t to Jto

t
= (1 — %) [tg costy — (5153_1 sintg — 0(0 — 1)t8_2 coS to}

+ % [tg sinty + 20t5 ! costy — (5 + 1)5(6 — 1)t372 sinto}
— "7 sint — 26t° 2 cost + (5 + 1)6(6 — 1)t° 3 sint
_ _ t t
_ 010 =10 =2) / 93 sinsds — 8(6 — 1)(6 — 2)/ s973 cos s ds.

t to to

Dakle, ako je 6 = A+ pf3 > 1, tada je

1 ! 1 [
limsup ———— / H(t,7)o*(7)q(7) dr = limsup — / (t — 7)m** A sin 7 dr = o0,
H(t to) to

t—o0o t—o0 to

2
tako da je prema Teoremi 3.1.1. jednacina (FE) oscilatorna za A > 1 — ot .

Ako je 0 < § < 1, moze se primetiti da integral u (C7) postoji i da je konacan, pa se
Teorema 3.1.1. ne moze primeniti. Ali sa druge strane, imamo da je

1 t
lim sup — / (t—7)r’sinTdr > T°cosT —6T° LsinT — 6(6 — 1)T° 2 cos T
t—o0 T

oo

—0(6—1)(6 — 2)/ s°3sin s ds.
T
Uzmimo da je o(T) = T° cos T — 26. Tada postoji t1 > tg, takvo da vazi uslov (C3) za svako
t > t1. Kako je 6 > 0, postoji prirodan broj N > 0 takav da je 2N7 — % > t1 i

1
o(T) > 7 a [2n7r—%,2mr+%} za svako n > N.
Dakle,
0o 2 2n7r+7r/4
ds > = - ds = In(1 + 00,
/to S 2 7;\[ onm—m/4 S Z -1

tako da je zadovoljen uslov (C3). Primenjujuéi Teoremu 3.1.2. zaklju¢ujemo da je jednacina

2
(E1) oscilatorna za —% <A<1- at :

o+ 2
6

VAN

Konaéno, jednacina (FE1) je oscilatorna za A > —

Primer 3.1.2. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu

2

t !/

(E») [x t( ) x’(t)} + 1 cost[Ja(t)|* 2 sgna + 23(t)] =0, O<a<l.
Kao u Primeru 3.1.1. moze se pokazati da su zadovoljeni uslovi (F}) i (F»), kao i da je

My > a+2 , tj. moze se uzeti da je 0 = QT“.

Sada, 1zaberimo da je o(t) = t*, gde p biramo tako da je

6
O<p<minql,————>".
I mln{ 04—1—2}
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Za tako izabrano u funkcija o je konkavna i Stavise zadovoljava uslov (Rp) za proizvoljnu
konstantu ¢ takvu da je ¢ > ﬁ

Zatim, uzmimo da je H(t,s) = (t — s5)% za t > s > to. Pre svega, primetimo da funkcija
H ima svojstvo H} i da zadovoljava uslov (Hy). Za svako T' > to, dobija se da je

I 2
lilrnsup2/(t—:s)zs‘scossz—T‘ssimT—i—T‘S7 6:)\+Ma+ .
LT 6

Prema nacinu izbora konstante i je § < 0. Tada postoji t1 > tg, tako da je za svako T > t;

1 t
lim sup t2/ (t —s)%s° cossds > —TOsinT — e.

t—oo T
Prema tome, mozemo uzeti da je ¢(T) = —T°sinT — ¢ i fiksirajmo prirodan broj N takav
da je 2N + 57 /4 > max{ty, (1 + v/2¢)'/%}. Tada, za svaki prirodan broj n > N biée
1 o T
T) > — ko T 2 —,2 —
gp()_\/§ za svako E[nﬂ+4,n7r+4},

§to povlaci da je

0o 2 0 2nm+Tm /4 o s
% (s) 1/ 1 1 5

ds > — —ds = — In{l+ —=— | =oc.

/t s s—nz_;vz ) s=p 2 Topmym | T

0 nr+51/4 S =N

Dakle, svi uslovi Teoreme 3.1.2. su zadovoljeni tako da je jednacina (Es3) oscilatorna. A
Naredna teorema je uopstenje kriterijuma (XIV) Poglavlja 1.3. na jednac¢inu (E).

Teorema 3.1.3. Neka je
(i) 0 € C?([to, 00)) pozitivna, rastuca, konkavna funkcija takva da je

(R2) [a(t)g'(t)]/ <0 za svako t > tg,

(ii) H : D — R funkcija sa svojstvom HY koja zadovoljava uslov (Hy).
Jednacina (E) je oscilatorna ako postoji funkcija ¢ € C([to,o0)) koja za neko B € [0, My )
zadovoljava uslov (C3) i

(Cy) h?lillp [l:(&;((;)):azs] - /t: <P18($)ds = o0.

Dokaz. Ako je z(t) resenje diferencijalne jednac¢ine (F) na intervalu [Ty, c0), Ty > tg, takvo
da je z(t) # 0 za svako t > Ty, definisimo funkciju w(t) sa (1.1). Tada, kao u dokazu Teoreme
3.1.2., dobijamo (1.9), (1.13), (1.16), (1.17) i (1.18). Sem toga, za svako t > Tj, dobija se

/t a(s) [wu’]((i))]z ds = /t Z]((g (w'(s) _ 26 w(s))2 ds + 2 Lt)gl(t)w(t)

To To Q(S) Q(t)
_ a(To)Q,(To)w (L)) w(s) ds
2T (TO)+2/TO( o(s) ) e
"rd(s))?
+ /TO(Q(S)> a(s)w(s)ds
: J(6) ()1
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gde je M = sup;>r, a(t);ﬂ(t). Prema tome, uzevsi uobzir (1.13), (1.16), (1.17) i (1.18), mozemo

zakljuciti da postoji pozitivna konstanta K takva da je

N rd(s)\?
(1.20) /To a(s) w(s) ds < K \ ( o(5) ) sds, zasvako t>Tj.

Dakle, prema (1.9) i (1.20), za svako t > Tp bice

[0 [Pl g [P,
to 8 to 8 To $
P [ () b w(s) + Q(s)w(s))?
< /to ds + M . a(s) () ds

To w(s) To
2

S/:Owds—i—QMK t:(iéj) sds—l—QMQ/tsQQ(s)ds,

(
< [ s onr [Ma O g ot [ 02(spatsyts) as
(

§to povlaci da je

-1

{/t<gl((8))>23d8}_l/twdsg {/To< ,((S)))ngS} /Towds
o \ (S o S e [ (
+2MK + 2M2 {/t:(’(i’((;)):ds}_l /Tzsm(s) .

Prethodna nejednakost je prema uslovu (Hyg) i u suprotnosti sa (C4), ¢ime je teorema poka-
zana. []

I}

NAPOMENA 3.1.1. Uslov (R;) Teoreme 3.1.2. stroziji od uslova (Rz) koji se zahteva u for-
mulaciji Teoreme 3.1.3, dok je sa druge strane pretpostavka (C2) Teoreme 3.1.2. slabija od
odgovarajuce pretpostavke (C4) Teoreme 3.1.3.

NAPOMENA 3.1.2. U [110] je pokazano da ako je o € C?([tg, 00)) pozitivna, rastuéa, konkavna
funkcija onda je uslov (Cy4) zadovoljen ako vazi sledeéi uslov

t 2
/ SOJF(S) ds = 0.
t

S

Zaista, kao §to je pokazano u dokazu Teoreme 3.1.3. takva funkcija o zadovoljava uslov (1.18),
tako da postoji pozitivna konstanta k takva da je to'(t)/o(t) < k za svako t > to. Onda, za
svako dovoljno veliko ¢ imamo da je

t /o 2 t
/ <Q(S)> SdSSk?Q @:kg(logt—logto)§2k’210gt,
to Q(S) to S

§to pokazuje tvrdenje.
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Primer 3.1.3. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu

22(8) 2’ / n2 =A
(E3) (M) +t <t + 1;) sint[|z(t)|* sgnz + 2°(t)] = 0.

zat2t0>e,gdeje()<a<li)\§o%z.

Mozemo uzeti funkciju H(t,s) kao u Primeru 3.1.2. 1 § = A, jer je A < Mj,,. Pored toga,
definisimo funkciju o(t) = t +In?#/2 i primetimo da je uslov (Ry) zadovoljen na [e, o0), dok
istovremeno (R;) ne vazi. Dalje, za svako ¢t > T > tp, imamo da je

/ H(t,s) 0°(s) (s )ds—/t(t—s)2ssinsds

T
T)*T cosT — t*sin T + 2t(2T sin T + cost + 2 cos T)

— 6TCOST— 6sint + 6sinT — 372 sin T,

odnosno

limsup tT /Hts )q(s)ds =T cosT —sinT > T cosT — 2.

t—o0

Uslov (C3) je tada zadovoljen za ¢(T) = T'cosT — 2, T > to. Uocimo broj t; takav da je
t1 > max{tg,4v/2} i fiksirajmo prirodan broj N takava da je 2Nm — 7/4 > t;. Tada za svaki
prirodan broj n > N vazi

o(T) > za svako T € [2n7r - %, 2nm + Z]

T
2v/2

Dakle, za svako n > N dobija se da je

2nm+m /4 2nm+m/4 1 2nm+m/4 2
/ +()d32/ +()d32/ sds:m,
to S 2nm—m /4 S 8 2nm—m /4 8
pa je zato
1 t 2 1 2nm4m/4 2
limsup —— / #3(5) ds > limsup / #3(s) ds
t—oo logt s n—oo log(2nm + w/4) s
) ’n
> lim = 00.

n—oo 8log(2nm + 7/4)

Uzevsi u obzir prethodnu napomenu uslovi Teoreme 3.1.3. su ispunjeni, pa je diferencijalna
jednacina (E3) oscilatorna. A

Uzevsi da je H(t,s) =t —s,t > s > to uslov (C1) Teoreme 3.1.1. ima sledeéi oblik
t—o00

(C5) lim sup — / / u)duds = oo, € [0, Mgy
to Jto

Ako posmatramo jednaéinu (E) za a(t) = tV, t > 0, v < 0, q(t) = t*sint i o(t) = t, uslov
(Cs) i Teorema 3.1.1. garantuju oscilatornost jednacine (E) za A > 1 — My,. Medutim za
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A <1 — My, grani¢na vrednost dvostrukog integrala u (C5) postoji i konacna je. Tada za
svako s > 0 mozemo definisati funkciju

1 T t
(1.21) Q(s) = lim / / 0% (u)q(u) dudt
S S
i pokazati kriterijum oscilatornosti analogan kriterijumu Wonga [134] za uopstenu jednacinu

Emden—Fowlera - kriterijum (XVII) Poglavlja 1.3.

Teorema 3.1.4. Neka je a(t) monotono nerastuc¢a funkcija. Jednacina (E) je oscilatorna
ako postoji pozitivna funkcija o na [tg, 00) koja zadovoljava uslov (Rg) i za koju vaZi

(Ce) li;njolip </tT s <£;,((j))>2 ds> - tT Q?;(s) d

Dokaz. Neka diferencijalna jednac¢ina (E) ima neoscilatorno resenje z(t) za koje se moze
pretpostaviti da je xz(t) # 0 na [Tp,00). Za funkciju w definisanu na [Ty, 00) sa (1.1) vazi
(1.3). Zato uzevsi u obzir uslov (R2), kao i da je

z (1.3) dobija se da je

(1.22) (a(u)w’(u))/ < —o%(u)q(u) — . fa a(zzj(@j)(u) {(w(u))’r za svako u > Tp.

Integraljenjem od s do t za t > s > T, imamo da je

a0 (1)~ alsy' )+ [ ety dn <~ 2 [0 [(“’(“>)’]2du,

l—«o

IN

i ponovnom integracijom na [s,T], T > s > Tp, bice
T ot
(1.23) a(T)w(T) — a(s)w(s) — a(s)w'(s)(T — s) + / 0 u) dudt
/ / “) °( w(“))' dudt <0
11—« w(u) Q(u) -

Kako je funkcija Q(s) definisana sa (1.21) za svako s > tg, ako podelimo (1.23) sa 7" i pustimo
lim kada T — oo, zaklju¢ujemo da slede¢e grani¢ne vrednosti postoje i da su konacne

(1.24) OS%%M: <
(1.25) 0<T1£20T// 73; [ZEZ;)lrdudt:(a(s)<oo.

Sada iz (1.23), imamo da je

Q(s) < als)u/(s) = a(s) (w(@”) e (“’(3))' o(e) + als) 22 ()
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odakle zaklju¢ujemo da je

nr 2 (Y ]

S S

Prema (1.24) i (1.25), prvi sabirak na desnoj strani nejednakosti (1.26) moze se oceniti na
slede¢i nacin

(1.27) /too a*(s) 0*(s) [(w(S))yrdsg [ als) ’(s) [(w(s))>/rds=W@(to),

0 o(s to w(s)

a(s)w(s)

(1.26) se moze oceniti sa

(1.28) /tOT () 1;];((;) (¢'(s))*ds < W? /tOTS (g((j))>2 ds

S

gde je W= SUDg>4, . Na drugoj strani, drugi sabirak na desnoj strani nejednakosti

Dakle,

([ (29 )™ [ B g <amoq( [ 0D 0) "

Sto je u suprotnosti sa (Cg). [

Primer 3.1.4. Ako se vratimo na posmatrani sluc¢aj jednacine (E) za a(t) = ¢¥, t > 0, v <0,
q(t) = t*sint, —M;,, < A <1— My, izaberimo u € (0,1) takvo da je 0 < u My, + A < 1.
Oznacimo sa n = My + X i stavimo da je o(t) = t*. Tada je

/(s 2 2
s <£;((5))) - % Q(s) = s"(cos s + o(1)).

Dakle, uslov (Cg) vazi, jer je dominantan ¢lan T?7(log T)~! — oo, T — co. A

Pretpostavimo sada da su funkcije f i ¥ takve da je

= min < in (=) »"'»‘M u, in fz) [~ 9w U
Ky = {x>% 5@) Jor ) ™ 22 0 () /0 F(a) }>0'

Ocigledno za v (x) = 1, prethodni uslov se svodi na uslov (F5) kriterijuma (XIX) Poglavlja
1.3. Pokazaéemo da se taj kriterijum, pod dodatnim pretpostavkama za funkcije a i ¢, moze
prosiriti i na jednacinu (E), s tim §to ¢emo umesto uslova

1 t
lim sup 7jnl/ (t —s)"q(s)ds > —oo za neki prirodan broj n > 2,
t—o0 to
koristiti opstiji uslov

t

o 1
(C7) hﬁgf Ht 1o) H(t,s)q(s)ds > —oc.
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Teorema 3.1.5. Jednacina (E) je oscilatorna ako su zadovoljeni uslovi

ds

1 t
li -
(Cs) imsup - /to a(s) < 00,

t—o00

1 t 1 s 2
C limsup/ {/ q(T dr] ds = oo,
( 9) t—oo t to a(s) to ( )

i za neku funkciju H : D — R sa svojstvom HY vazi (C7).

Dokaz. Pretpostavimo da jednacina (F) ima neoscilatorno resenje z(t). Tada, postoji
Ty > to takvo da je z(t) # 0 na [Tp,00). Neka je w(t) = ®(x(t)) za svako t € [Tp, 00).
Diferenciranjem i koris¢enjem jednacine (F) dobija se da je

f'(=z (1))
P(x(t))

Razmatraé¢emo dva slucaja, kada integral f;:; {p/((;((j))))

gira, i u oba slucaja doé¢i ¢emo do kontradikcije.

a(t) [w' ()%, t>Tp.

(1.29) (a(t)w'(t)) = —q(t) —

a(s) [w'(s)]? ds konvergira i kada diver-

S T L C10) ST
Srucag L (s (s) [w'(s)]*ds <
Ako oznac¢imo sa 6 = 15{(’;’1&, prema nacinu izbora konstante Ky, je
f'(x(t)) _ @)
(1.30) me0) b (z(t)) = (D) (t) >0, t>Tp.

Sem toga, prema uslovu (Cg) postoji konstanta M takva da je
1 [t d
M = sup / Tl
=Ty b J1, a(s)
Pokazimo najpre da je
t
(1.31) lim “’i) 0.

U tu svrhu uo¢imo proizvoljnu konstantu € > 0. Tada, postoji 11 > Ty takvo da je

< fals) 28
(1.32) . B((s) a(s) [w'(s)]*ds < T

Primenom Svarcove nejednakosti, za svako t > T} je

t (s . 1/2 t (s 1/2
[weal< | [ TS awira] | [ 8w

odakle na osnovu (1.32) nalazimo da je

w(t) —w(Ty) <

(1.33) w(t) <w(Ty) +

\/?5[ boY(a(s))

1/2
2 £t f/(x<3))a(8) d8:| za t2>1T.
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Ako je
*Y(x(s))
. J'(x(s))a(s)
iz (1.33) zaklju¢ujemo da je w ograni¢ena funkcija na [T7, 00), tako da (1.31) vazi. Zato ¢emo
se ograniciti na slucaj kada je

ds < o0,

% (x(s))
. J'(x(s))a(s)

U tom slucaju, postoji Ty > T3 takvo da je

VES [t w17
2 [TI f’(x(S))a(S)d} r=t

ds = 0.

’U}(Tl) S

tako da je iz (1.30) i (1.33)

w0 || ] < elfie] T » oen

Onda je

w(t)[/t w(s)ds]_é<ﬁ za  t>Th.

a(t) L/n als) ~a(t)
Integracijom prethodne nejednakosti od 15 do t, t > T5, dobija se

JIET AT R e

7 a(s) m a(s) a(s)

Izabravsi da je

9 T 1
T, = maX{Tg, Tl [/ w(s) ds} 2 }
Ve L als)
za svako t > T35 je w(t) < et, $to zbog proizvoljnosti € > 0 pokazaje da (1.31) zaista vazi.
Onda, iz (1.29) za svako ¢ > T dobijamo da je

¢ To ¢ t (s
/ q(s)ds = / q(s)ds + / q(s)ds = C1 — a(t)w'(t) — f(z(s)) a(s) [w/(s)]2 ds,

to to Ty 7, V(2(s))
gde je .
C) = / q(s) ds + a(Ty)w'(Tp).

to

Onda, za svako t > Ty je

[ / o(s) s s - attw') - [ L e ds 2
< i+ 3fato) +3] [ Pl o) o) o 2

< Co+3[a(t)w' (1))
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gde je
> f(x(s))
7, Y(x(s))

Cy =3C? + 3[ a(s) [w'(s)]? ds} 2.

Ako oznac¢imo sa

B t . A To Q2(S) .
mw—A«ﬂdwzm = [
i iskoristimo (1.30) da bi za svako t > T dobili
LM, o 1R,
t Ji, a(s)d ot oty a(s)d
o Cy [t ds 3 [ 172
< t—i-t/Toa(S)—i-t/Toa(s)[w(s)] ds
o, FIE) S als) T () ds
< ¢ t{/ [t M ) WP d
o O d 3 "L ((s)) '
= 57 t/o a(s) 5 To<as§tw(s)] /TQ ¥(z(s)) o) (e)]" de.
Dakle, o .
(1.34) 1/,;0 QCL(S) ds < %—1— ();2/ acfz) + % Tlorr%z;)étw(s) za t>Ty,
gde je .
(8 [ I

- a(s) [w'(s)]*ds > 0.
5y w(a(s) (s) [w'(s)]"ds >0

Na osnovu (1.31), postoji T > T takvo da je w(t) <t za svako t > T*. Zato je

max w(s) < max w(s)+t zasvako t>1T.
To<s<t To<s<T*

Na taj nacin, (1.34) daje

tQ2(S)d g+@ b ds 04{

! e Q=7
t Jy, a(s) t t Ji, a(s)+ t lrees; ws) + =0

To<s<T*

Prema tome, uzevsi u obzir uslov (Cg) zaklju¢ujemo da je

1t [ ? _ 1 [t ds
limsup/ {/ q(7’)d7‘:| dS§C4+C’ghmsup/ — < 00,
t—oo t J1o a(s) [/ tooo t Ji, a(s)
sto je u suprotnosti sa (Cy).

R S (10 DN
SLrucay IL: (s (s) [w'(s))* d .

Tada, postoji 11 > Ty, takvo da je

Pll) e
. (a(s) a(s) [w'(s)]*ds > P ko t>T,

gde je p proizvoljna konstanta, p konstanta takva da je

Ty H(ts)
(1.35) slgfo hgg}f Htto)

>p>0.
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1z (1.29), za svako t > Tj dobija se

t t f’(x(s)) / 2 9. K ) (als)w'(s)) ds
TOH(t,s)q(s)ds—i— - H(t,s) (2(5)) a(s) [w'(s)]*ds = TOH(t, )( (s) ()) ds.

Koriséenjem (1.4), uzevsi u obzir da je % (a(s)%—lj(t, s)) >0, (t,s) € D za h € ghza, imamo
da je

Hts)qs)ds + | H(ts) 2T oo ()2 ds

to to P(a(s))
T T f'(x(s)) N2
< \ H(t,s)q(s)ds + \ H(t,s) (2(5)) a(s) [w'(s)]* ds
+H(E To)a(To)u! (Ty) ~ S (6, To)a(To)u(Th)
7o T f'(x(s)) 1 \12
< H(t?t()) . ’q(8)| ds + H(tvto) . w(ib'(S)) (1(8) [’LU (S)] ds
+H( t0)a(Ty) ' (To)| — (1 to)alto ) (To),
odakle je
t "x(s
98 (t,t0) . . 1 t
< L —a(to)w(Tp) lllgloglf Hitto) thléIgf Attt ), H(t,s)q(s)ds,
Ly @+ [ L o) o s+ oyl )
to 0 9((s) B
Prema uslovima (Hg) i (Cr) zaklju¢ujemo da je
(1.36) li?lsolip H(tl,To) . H(t,s) LZ((Z::((SS)))) a(s) [w'(s)]* ds < oo.

Sa druge strane, imamo da je

L PG
(0, T0) /TOH“’ ) Blats)) & W

= e J, 19 ([ iy oo WWT)
o (e} [ Ee )
> o ), (-5 ></T wg(;) ”26”) -

p Y( 0H p H(t,Th)
= H( TO)/ (=75 (6:9)) ds = 0 Htty)
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Kako (1.35) garantuje da je

postoji Ty > T1, takvo da je

H(t,T
H'((li:t()l)) >p zasvako t>Th.
Dakle,
¢ /
: f'(x(s)) 12
lim sup H(t,s a(s)|w(s)|“ds > u zasvako t > 15,
WS T S ( )w(x(s)) (s) [w'(s)] b

§to je u suprotnosti sa (1.36). [

Primenom Svarcove nejednakosti je

(& [ L) = G Lata o] ) G Lats)

odakle zakljucujemo, prema (Cg), da uslov

(A T
(Cho) limsup/ / q(7)dr ds = o0,

t—o0 t to a(s) to

povlaci uslov (Cy). Dakle, vazi sledeéa posledica:

Posledica 3.1.1. Jednacina (E) je oscilatorna ako su zadovoljeni uslovi (Cs), (Cio) @ za
neku funkciju H : D — R sa svojstvom H} vazi (C7).

Kako u svim do sada utrdenim kriterijumima oscilatornosti jednacine (E), figurise
pretpostavka da je funkcija ¢ pozitivna, namece se prirodno pitanje - da li je moguce utvrditi
oscilatornost jednacine (E) i u slucajevima kada je funkcija ¢ negativna ili menja znak?
U daljem toku ovog poglavlja je dat pozitivan odgovor na to pitanje i pokazani kriterijumi
oscilatornosti jednacine (F) pri sledeé¢im pretpostavkama za funkcije f i v:

(Fs) P(z) #0, xm>0 za x#0,

(Fy) (ig;) >0 za xz#0
f@)y'(z) 1

(F5) W2%>07 za T #0

Definisa¢emo nenegativnu konstantu
inf,~o ®(x) (igg) inf,<0 () (i((?))

! /
1+ inf,eo () (iix)) 1+ inf, o ®(z) 3}(5) }

Ity = min{

i u cilju jednostavnijeg oznacavanja funkciju
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Teorema 3.1.6. Neka je o € C?([tg, <)) pozitivna, konkavna funkcija i H : D — R nepre-
kidna funkcija koja ima svojstvo H®. Jednacina (E) je oscilatorna ako je za neko B € [0, 5]

t

(Cn1) lim sup H(t,s)0%(s) x(s)ds = .

t—o0 H(t, to) to

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji neoscilatorno resenje x(t) na [Tp, 0o0) i definisimo
funkciju w na [Tp, 00) sa (1.1). Diferenciranjem se dobija (1.2) sto povlaci da je

W' = ﬁﬂx// ﬁd}/(x) 22— Pl T 2 '
P O () 7@

g0 Y(x) [091 '
the Qf(w)x+ﬂ 0 <9) w+ﬂ0w'

(1.37)

Iz (1.2) je

x 1 , !
@~ Fem )

tako da drugi i treéi sabirak na desnoj strani jednakosti (1.37) postaju

Y'(x) rad N2U() f(x) 1, L0 \24(x) fz) (x)
(1.38) o° 3:2:(10—,6510) = <w—ﬂgw> 5

/(@) PR@)  w ()
N2, o, 0 N2 flle) 1y, 0 N2 ®(2) f(a)
(139)  o*u(a) (m) fw)=(w =55 w) 3 00 = (w55 w) e

Oduzimanjem (1.38) i (1.39) dobija se

3 1//(37) x/Q
¢ F)

/

~ oM () ( ffx)yf'(x) = M(w’—ﬁgwyf (@)¢'(@) - Flz)u()

Prema nacinu izbora konstante (3 je

tako da je iz prethodne jednakosti

o) P e () e < (v )

Pored toga, drugi sabirak na desnoj strani jednakosti (1.37) ima oblik

5Qﬂg1/’(33)$/ _ ﬁé)’(gﬁw(af)m,Jrﬁiw)_ﬁQ(g)?w

(1.41) f@) B 5/ /f(@Q/
= 55 (w —5510)7

a koristeéi jednac¢inu (E) i uslove (F3), (Fy) i (F5), prvi sabirak na desnoj strani jednakosti
(1.37) je oblika
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gw(x) = 849 ﬁ a (Z’) g”tﬁ'(ﬂﬁ) 2
¢ f () a f) ¢ @)
L gt '<x> L d @ P\ @)
(1.42) = L ( T <x> + 53 Fove
q k a
< Lo (L)

Konacno, (1.37), (1.40), (1.41) i (1.42) daju

k /'\ 2 /

w” < _Qﬁg_i_,gﬂ(ai) +ﬂg<w’_ﬂgw>
a 4 a 0 0

/

gl 05 o[- ()

Sto za svako t > Ty znaci da je

" Qﬂ(t> B 1 / Q,(t) 2
(143)  w'(t) < —P)x(t) + 5 OB mm(w R w(t)) .

Koristedi pretpostavku da je o pozitivna i konkavna funkcija, dobija se da je
(1.44) w"(s) < —0%(s)x(s) zasvako s> Tp.

Mnozenjem prethodne nejednakosti sa H(t, s) i integracijom na [Ty, t] bi¢e
t t
(1.45) H(t,s) 0°(s) x(s)ds < — [ H(t,s)w"(s)ds.
To TO

Prema uslovima (Hy), (Hy), (Hs), parcijalnom integracijom dobija se

t 2
H(t, s)w"(s)ds = H(t,TO)w’(TO)—%Z(t,:ro)w(To) /T %Sz (t, s)w(s) ds

(1.46) ™
< H(t, To)w'(Tp) — %f(t,To)w(To),

sto zajedno sa (1.45) daje

t To t

s

(i Prds = [ THES @) x@ s+ [ 1) 0(5) x(s) ds
7o s ) OH
< t H(t,s) 0”(s) x(s)ds + H(t, To)w' (Tp) — E(t,To)w(Tg)
To
< Hw) | [P0 KOs+ 10T - G e ol

to



72 Glava 3. Oscilatornost generalizovane DJ tipa Emden—Fowlera

Dakle, uslov (Hg) povlaci da je

H(t,s) 0" (s) x(s)ds < L — w(TO)hrﬂ,Qfm 00,

lim sup
t—o0 H(t, t(]) to

gde je L = ft 0%(s) |x(s)| ds + |w'(Ty)|. Ovim je teorema pokazana, jer je prethodna nejed-
nakost u suprotnosti sa (C11). O

Kao ilustraciju prethodno pokazanog kriterijuma navodimo sledeéi primer:

Primer 3.1.5. Posmatrajmo diferencijalnu jednac¢inu
(E1) [t 2 ()2’ (1)) + g [lx()* +2* ()] =0, 0<a<1,

gde je q(t) = M*1(2 — cost) +t'sint, v < a/2i A — v +a/2 > 0.
Za svako x # 0 je

f@) ) feWE 1 (F@))
S T 2= (Gg) melrerso

pa funkcije f i ¢ zadovoljavaju uslove (F3), (Fy) and (F5), dok uslovi (F7) i (F») nisu zado-
voljeni.
Dalje, za svako x #£ 0 je

=l du ol du |t
(I)(gj) :/ S < / — =
o+ u*tu 0+ U 11—«

inf @ (z) <f($)>/: inf & (z) <f($)>/< inp P ety =@

z>0 () 2<0 P(r)) T 250 1 -« 1—a

Sa druge strane, za svako x # 0 je

|$| d |I\ d 11—«
b= [ [T o jele] <1
0L u*+u o4 2u®  2(1—a)

el g L g 1 g 1
<I><x)=/ “ z/ “ z/ © . akoje || > 1,
0+ u*+u 0L U+ u or 2u®  2(1—a)

tako da ¢e za svako x # 0 biti

F@Y L et ekl
‘I’(’“’)(wx)) - (™ ) =50 0

tako daje

> ——— za |z|<1

() (f(x)>, > a1l +1 S Oi a |z|> 1.
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Dakle,
: f)\ _ . / a
fo —= ] =inf ® >
go(@<¢@) b @\ Y@ Za0=a)
pa dobijamo da je If, > a/2.
Za svako t > tg imamo da je

t

t
/ q(s)ds = d[s*(2 — cos 5)] = t(2 — cost) — tg™(2 + cos tg)
to to

= M2 —cost) — ko,

odnosno

t
— ko < / q(s)ds < 3t»  zasvako t > t.

to

Za proizvoljan pozitivan broj d je

L 2.6 1 25
752/T(t—s)sq(s)ds 2 t—s d(/Tq >
t .
:12/ 2(t —s)s° —555115—5 </q >ds
t=Jr L T

t - S
— 12/ 2t(1 4 6)s° — 0t2s°~ L — (5 + 2)55“} </ q(u) du> ds
= Jr t T

1 [ty _
> / 201+ 0)ts®(s* — ko) — 3(5 + 2)s0 AL — 365125002 1] ds

Ls L
_ L1t5+)\ +L t(S + + 74 +L57

gde je

2(14+6)  3(6+2) 36 30 s
L = — — Ly = —2ky, Ly = ——T
! S+A+1 0+A+2 o+N 72 R

L
3 S+A+2 ’ 0 S+A+1

Prema tome, ako je 6 + A > 0 onda je

1 t
lim sup — 2 / (t — 2)%5%(s) ds = .
T

t—o0

Izabravsi da je o(t) = t, 8 = /2,0 = a/2—v >0 (6+X>0)i H(t,s) = (t — s)? za
t > s > tg, kako je

I 2 .2-2 2 e
(1.47) lim — (t—s) sz “ds = Tz27",

o0 12

uslov (C11) je zadovoljen. Primenom Teoreme 3.1.6 zaklju¢ujemo da je jednacina (Fj4) os-
cilatorna. A

1z istih razloga kao i u prvom delu ovog poglavlja pokazacemo teoreme analogne Teoremi
3.1.2. i Teoremi 3.1.3. za date uslove koje ispunjavaju funkcije f i 1.



74 Glava 3. Oscilatornost generalizovane DJ tipa Emden—Fowlera

Teorema 3.1.7. Neka je
(i) o € C?([to, 00)) pozitivna funkcija koja za neku pozitivnu konstantu ¢ zadovoljava uslov

(R3) [0(1)]2 < —co(t)d"(t) za svako t > to,

(ii) H : D — R funkcija koja ima svojstvo H* i zadovoljava uslov (Hy),
Jednacina (E) je oscilatorna ako postogi funkcija ¢ € C([to, 00)) koja zadovoljava uslov (C2)
i takva da za neko B € [0, 1] vaZi

(Ch2) limsup Ht, T / H(t,s) Yx(s)ds > @(T)  za svako T > tp.

t—o0

Dokaz. Pretpostavimo da jednacina (E) ima neoscilatorno resenje z(t). Tada postoji Ty > tg
takvo da je z(t) # 0 za svako t > Ty. Za funkciju w(t) definisanu sa (1.1) na [Tp, 00), kao u
dokazu Teoreme 3.1.6. zakljucuje se da vazi (1.43) za svako t > Ty. Tada, koristeéi (1.46), za
svako t i svako T takve da je t > T > Tj dobija se

1 t
lim su Ht s A(s) x(s)ds
msup e | 109 06) 000
OH
=w'(T) — w(T) lim inf 05 " 7 Jiminf (t,s)w(s)ds

t—woco  H(t,T) t—oo H(t,T) Jp 0s2

t
+ 6limsupH(t1T> /T H(t,s)g ‘) w(s)ds

t—o0

B8 nin 1 L H(t,s) w(s _Ql(s)ws 2 .
1—51t—>oofH(t,T)/T w(s) ( (5) ()> ds.

Prema uslovu (C42), zaklju¢ujemo da je

t / 2
(1.48) litrg(i;lf i tlT / H(t’ S) w’(s) — QQ((::)) w(s)) ds < oo, T > Ty,
(1.49) liminf ——— / H(t ”(S)> w(s)ds < oo, T > Ty
t—oo H(t, T o(s) T
o 1 " 0*H
(1.50) lim inf (t,s)w(s)ds < oo, T > Ty,

t—co H(t,T) Jp 0s?
(1.51) o(T) <w'(T) +UT)w(T) zasvako T >Tp.

Zbog (1.48) i (1.50) postoji niz {7, }nen u intervalu (7p, 0o0), takav da je limy, oo 7, = 00 i

: 1 ™ H(1p,8) ( o' (s) 2
1.52 lim w'(s) — w(s) ] ds < oo,
( ) n—oo H(7,,T0) J1, w(s) ( (5) o(s) ( ))

, 1 ™ 9*H
(1.53) nh—>Holo i To) /T 952 (Tn, s) w(s)ds < oo.

ns 0
Sada pokazimo da je
(1.54) lim sup wit) < 00.
t—o0
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Neka je p > 0 proizvoljna konstanta. Prema uslovu (Hs), postoji konstanta p takva da je

inf |lim inf LAGL)
s>tg L t—oo H(t,to)

]>p>0.

Pretpostavimo da (1.54) ne vazi, odnosno da postoji 71 > Ty, takvo da je

t
m > o za svako t>Tj.
t p
Tada, za svako t > T3 bice
1 t92H 1 tO2H
t ds > t d
H(t,TO) TO 652 ( ?8) w(s) § - H(t, TO) Tl 882 ( 78) w(S) S
t 92
I 0°H I 0H
> t ds= ——— | H(t,T1) — T1 — (¢, T}
il pH(t,To) Tl 882 ( 78)8 S pH(t,TO) < ( b 1) 1 85 ( ) 1)
B H(thl)
Kako je
.. H(ta Tl)
liminf ———= > p,
inee Htto) "

moze se izabrati To > T takvo da je

H(t, T
(1.55) H((t:tol)) >p zasvako t>Th.
Prema tome,
1 L orH

H(t,Ty) 32(t=5)w(5)d82M za svako t > Tb.
» L0 To S

Zato postoji prirodan broj ng, takav da za svako n > ng je

1 n 82H(
H(Tn, TO) T 882

Tn, S)w(s)ds > u,
Sto zbog proizvoljnosti u pokazuje da je

1 ™ 9°H
im ———— [ S, ds = oo.
ir o To) /TO 552 (Tn, $) w(s)ds = oo

Kako smo dosli do kontradikcije sa (1.53), pokazali smo da vazi (1.54).
Dalje, pokazimo da je

(1.56) /OO ! (w'(s) _ 46 w(s))2 ds < 0.

To w(s)

Pretpostavimo suprotno, da postoji 71 > Ty takvo da je
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gde je u > 0 proizvoljno. Tada, za svako t > T} je

1 P H(t,s) (w/ 5) — o'(s) w
H(t,To) Jr, w(s) o(s)

_ H(tlTo) T: H(t,s)d < /T o) COR i'fff w(T))sz>
- H(tl,To) /To <_gj(t’$)>

<
zﬂém»AKF%f@$><
)

t
7 OH
> =7 _
~ P H(Th) /T< 9 ")

Na osnovu (1.55), dobija se

1 YH(t,s) [, 0'(s)
Ht,To) Jr, w(s) <“’ (s) =

te prema tome za svako dovoljno veliko n je

2
w(s)) ds > zasvako ¢ > T,

L [ HGws) . d(s)
el A CLORm

sto je u suprotnosti sa (1.52). Ovim je pokazano da (1.56) vazi.
Analognim postupkom, ali polaze¢i od (1.49) moze se pokazati da vazi i

(1.57) /T:Ow(s) (— 'Q;(f))) ds < oo.

Koristeéi ¢injenicu da je se iz uslova (R3) o konkavna funkcija, za svako t > T je

w(s)) ds>p,

t

olt) — o(To) = / J(s)ds > (t — To)g'(8),

To
Sto garantuje da je
to(t
(1.58) lim sup a(t) < 00
t—o0 Q(t)

Sada, za svako t > Tp, uzevsi u obzir uslov (R3), dobija se da je

T
' (s))? Ld(s) fr(s))2

:/TO o(s) ds—Q/TO i)(s) w(s)ds—l—/ﬂ)(gg(sﬂ w(s)ds
' (s)

CWER, L ew /@),
= (s P gy O 2 gy )
C g(s) ey
*2/% o(s) V1 /To<g<s>) (s)d
P g o(T)

TR, .
> L 2 g w0+ 2 Gy e

+(c+ 2)/T Q;((;) w(s)ds.
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Dakle,

A R o I i

'
+(c+2) /T:O <— i:((;))) w(s) ds + /: wzs) (- i((«:)

sto zbog (1.54), (1.56), (1.57) i (1.58), povlaci da je

(1.59) /OO [w(s)I* ds < oo.

To w(s)

Konacno, kako prema (1.54) postoji M = sup,>p, w(t)/t < oo, iz (1.51) je

[ 4 [ ) el

To S To S
g [F W) T )
1o w(s)
<2M = )P ds +2M h Q%(s)w(s) ds
B 7, w(s) T
> [w'(s)) 2 [T o2
<2M e w(s) ds +2M /to sQ%(s) ds.

Nejednakost do koje smo dosli je zbog (1.59) i (Hy), u suprotnosti sa (C2). O

U narednom primeru navodimo diferencijalnu jednacinu na koju se ne moze primeniti
Teorema 3.1.6., ali je zato moguée utvrditi oscilatornost primenom Teoreme 3.1.7.

Primer 3.1.6. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu (E;), gde je q(t) = t*cost i A — v +
a/2 < 0. Tada kao u Primeru 3.1.5. uslovi (F3), (Fy) i (F5) su zadovoljeni i Iy, > /2.
Uzmimo da je § = a/2, o(t) = % za neko pe0,9)iH(ts) = (t—s)?fort>s>to.
Uslov (R3) je zadovoljen za proizvoljnu konstantu ¢ takvu da je ¢ > a%—‘é
Koriséenjem (1.47), ako je d = A — v + p < 0, za svako T' > 1y, zaklju¢ujemo da je

I 2 5 32 5 a_g
limsuth/ [(t—s) s COSS—T(t—s) 527 ] ds

t—oo T

5 s B3P ey
> -T°sinT +T° — —T2"".
4 -2«
Kako je 6 <01 «a/2 -1 < 0, za proizvoljno malo ¢ > 0, postoji t; > ty takvo da je za svako
T>1
: I 2.0 3v° 2,22 S
lim sup — (t—s)*s®coss — —(t — s)“s2 ds > —T°sinT —¢.
tooo 12 Jp 4
Tako, uzevsi da je (T) = —T° sin T —¢ kao i u Primeru 3.1.2. moze se pokazati da je zadovol-
jen uslov (C9). Primenom Teoreme 3.1.7. zaklju¢ujemo da je jednacina (FE4) u posmatranom
sluc¢aju oscilatorna.
Sa druge strane, napomenimo da se Teorema 3.1.6. ne moze se primeniti na posmatranu
jednacinu, jer uslov (Ci1) nije zadovoljen. A
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Teorema 3.1.8. Neka je
(i) 0 € C?([tg,00)) pozitivna funkcija koja zadovoljava uslove

(Ra) ) >0 i 0'(t) <0 zasvakot > to,

(ii) H € H*(D) funkcija koja zadovoljava uslov (Hy).
Jednacina (E) je oscilatorna ako postoji funkcija ¢ € C([to, 00)) koja zadovoljava uslov (Cy),
i za neko 3 € [0,1y] uslov (Cr2).

Dokaz. Neka je z(t) resenje diferencijalne jednacine (E) na intervalu [Ty, 00), Ty > to, takvo
da je x(t) # 0 za svako t > T 1 w(t) funkcija definisana sa (1.1) na intervalu [Ty, c0). Tada,
kao u dokazu Teoreme 3.1.7., moze se zakljuciti da vaze (1.51), (1.54), (1.56), (1.57) i (1.58).
Pored toga, za svako t > T dobija se da je

"' (s)] b1y, /(s) 2
/To w(s) ds = /To o )<w (s) — QQ(S) w(s)) ds
(t) )

2 g 2 D
brod'(s) Lrd(s)\2
+2 TO(— o(5) )w(s)ds—i—/TO(Q(s)) w(s)ds
SRS PR A C) BV L ()
< oy (w16~ Sy wte)) do-+2 000

(
+2/TO(—QQ((;)))w(s)dS—I—M TO(Q((S))) sds,

gde je M = sup;>p, w(t)/t. Zato, uzevsi u obzir (1.54), (1.56), (1.57) i (1.58), mora postojati
pozitivna konstanta K takva da je

' (s)]? Lrd(s)\2
(1.60) /TO ol K to(Q(S)) sds, t>Tp.

Tada, prema (1.51) i (1.60), za t > T bice
[ gy [Pl gy [ el

»

0 s o s To §
o [oy(s))? ' (s) + Q(s)w(s))?
< /to S | (o) ds
< /TO o+ (s))? ds + 2M W) ds + 2M t Q% (s)w(s) ds
to s To w(s) Ty
< /TO o+ () ds + 2MK t('QQ/((S))) sds+2M? /t s0?(s)ds,
" s to S To

§to povlaci da je za svako t

{ <5) } [l
) e
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+2MK + 2M2 {/:O <g((j))>23ds}_l/T: sQ%(s) ds.

Kako vazi (Hyg) prethodna nejednakost je u suprotnosti sa uslovom (Cj), ¢ime je teorema
pokazana. [J

Kao primere funkcija koje zadovoljavaju uslov (R3) navodimo sledeée funkcije:
(i) o(t) =t', t > tg, 0 < pu < 1;

(i) o(t) =logt, t > to > 1;

(iil) o(t) = Vtlogt, t > tg > 1;

(iv) o(t) =loght, t > tg > €™, >0,

dok za sledeéa dva tipa funkcije o uslov (R3) ne vazi, a uslov (Ry4) je zadovoljen:

(v) o(t) =t +logt, t >ty > 1;
(vi) o(t) =t, t > to.

Primer 3.1.7. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu

O e 1+ 0] =0, t2 1> 1,

(E5) [ 23(t)2 (1)) + [t3(t +logt) ™% sint + 2

gdeje0<a<lid—v+a/2<0.
Uzeéemo H(t,s) kao u Primeru 3.1.6. i 8 = a/2. Funkcija ¢ definisana sa o(t) = t + logt
zadovoljava uslov (R4). Sem toga, za svako t > T >ty je

/ Ht,5) 0% (5) x(s )ds-/t(t—s)stinsds

T
T)QTcosT —t?sinT + 2t(2Tsin T + cost + 2cos T)

—6TcosT—631nt+65mT— 372 sinT

odnosno

limsup Ht. T / H(t,s) )x(s)ds =T cosT —sinT > T cosT — 2.

t—o0

Prema tome, (Ci2) vazi za ¢(T) = T'cosT — 2, T' > tg. Kao u Primeru 3.1.3. zaklju¢ujemo
da vazi uslov (Cy), a onda primenom Teoreme 3.1.8. da je diferencijalna jednac¢ina (Fj5)
oscilatorna. A

3.2. Oscilatornost sublinearne diferencijalne jednacine sa
prigusenjem

U ovom poglavlju posmatra¢emo nelinearnu diferencijalnu jednacinu drugog reda oblika

(Ep) [a(t)(x ()2’ ()] +p(t)2'(t) + q(t) f(x(t)) =0, t >t >0,

koja je u literaturi poznata kao diferencijalna jednacina sa prigusenjem ili diferencijalna
jednacina sa priguSujuéim (amortizujuéim) élanom (”with a damping” ili ”with a damping
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term”). Priroda ovakvog naziva potice iz ¢injenice da dodavanje izraza p(¢)2’(t) u nelin-
earnu diferencijalnu jednacinu [a(t)y(z(t))2’(t)] 4+ q(t) f(x(t)) = 0 moze izazvati oscilatornost
reSenja, ali moze isto tako dovesti i do prigusenja oscilacija resenja ili ¢ak do pojave neoscila-
tornih resenja. Ovo ¢emo najbolje ilustrovati na primeru Ojlerove ! jednacine sa prigusenjem

0
(EF) 2" (t) £ ?x/(t) + t—Qx(t) =0, t>0
i Ojlerove jednacine bez prigusujuceg ¢lana

(E7) 2 (t) + 5

1\ 2
Poznato je (videti Grace [36]) da je jednacina (EF) oscilatorna za § > (ﬂ;F> , dok su

2
1

sva reSenja neoscilatorna za § < <6;F> . Akoje S =11id = 1/4 u jednacini (E}), ta
: L : - . (Inty Int - .
jednagina ima oscilatorno resenje x(t) = 8111(7) iz(t) = COS(T), dok je jednacina (E*)
neoscilatorna. Takode, ako je 3 = —11 4 = 1, tada jednacina (F;") ima neoscilatorno resenje
z(t) =tix(t) =t Int, a jednacina (E*) je oscilatorna.

Posmatra¢emo sublinearnu jednacinu (E,) pri slede¢im pretpostavkama:
(i) a : [tg,00) — R je pozitivna neprekidno diferencijabilna funkcija,
(ii) p, q : [to,00) — R su neprekidne funkcije,
(iii) ¥, f : R — R su neprekidno diferencijabilne.

Zbog jednostavnijeg dokazivanja osnovnih rezultata, pokaza¢emo najpre pomocéne leme.

Lema 3.2.1. Neka je funkcija H € H°(D). Ako je funkcija v € C([ty,0)) takva da postoji
konstanta T >ty i pozitivna funkcija w € C*([tg,0)), tako da je

(2.1) v(t) < —w"(t)  za svako t>T >to,

tada je
t

lim sup H(t,s)v(s)ds < oo.

t—00 H(ta tO) to

Dokaz. Pre svega, napomenimo da za funkciju H € H°(D) vazi

OH(t,s)
EN ds _
(2.2) hgg)lf Hit.s) > —00.

MnozZenjem nejednakosti (2.1) sa H(t,s), t > s > to, integracijom za t > T i koriSéenjem
parcijalne integracije dobija se

/TtH(t,s)v(s) ds < — /TtH(t, s)w”(s) ds

t 52
= H(t,T)w(T)— igalfsl(t,T)w(T) -/ %sjj(t’ s)w(s)ds.

Léonard Euler, §vajcarski matematicar, 1856-1754
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Uzevsi u obzir da je G 91 (¢,5) <0, ;SEI (t,s) > 0,(t,s) € D zaklju¢ujemo da je

tOH(t,s)v(s)ds = tOHts ds—/Hts s)ds
T
< [ H@ )] ds + HET/(T) - aalj(t,T)w(T)
T
< H(t) [ o]ds + B! (7] - 5 (D)

Dakle,

1 t H(t, )
I H(t ds < L —w(T) li fasi
l];iigp H(t t()) / ( 78)U(s> §= w< ) lt@)ég H(t t())

gde je L = ft [v(s)|ds + |w'(T)|, a $to prema uslovu (2.2) pokazuje tvrdenje. [

U narednoj lemi je izlozen standardni metod ocene tezinskog integrala amortizujuceg
¢lana, koji nam omogucéava da uopstimo kriterijume oscilatornosti sublinearne jednacine na
sublinearnu jednacinu sa prigusenjem pod pretpostavkom da je funkcija p konstantnog znaka.

Lema 3.2.2. Neka je funkcija H € H (D) i neka vaZi ma koji od sledec¢a dva uslova:

(i) f: R — R je sublinearna funkcija, ¢ : [to,00) — R je nenegativna, nerastuca funkcija

ili

(ii)) f: R — R je superlinearna funkcija, ¢ : [tg,00) — R nepozitivna, neopadajuca funkcija.
Tada za proizvoljno neocilatorno resenje x(t) jednacine (Ep), takvo da je x(t) # 0 za svako
T > tg, postoji pozitivna konstanta M, takva da je

t .%'/(S)
—/T H(t, S)Sp(s)f(:n(s)) ds < M H(t,tg) za svako t>T >tg.

Dokaz. S L U C A J (i): Primenjujuéi drugu teoremu o srednjoj vrednosti integrala ? za ma
koje fiksirano s > T', postoji £ € [T, s] takvo da je

s z'(u & 2(u «(T)  gr
(23 [ et o) [T = oy [

T f(x(u)) r f(z(u)) o6) f(7)
Kako je
0 , ako je z(&) > z(T)
/x(T) or_ >0
we 1) "0 dr . S
/0+ TR ako je x(§) < z(T)
0 , ako je z(¢§) < z(T)
/x(T) LU <0
oo 1) "0 dr - oo
/0_ TORE ako je x(§) > z(T)

2 Ako je funkcija ¢ : [a,b] — R pozitivna, nerastuca na segmentu [a b] i ¢ Riman integrabilna na segmentu
[a, b], tada postoji £ € [a, ] tako da je fab p(z)Y(z)de = fg
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ip(T)>0,iz (2.3) se dobija da je

- /S (u) () du < o(T)Fy[z(T)] zasvako s> T,

r ()
gde je g
TR
Fi(x) = N
fcéz), <0

Tada je za svako t > T
‘/TtH“’ S)@(S)ffa,c(:s)» o = / tH“’ ik ‘/ o ff;(&))) )

= < IR ffx(&)) d“)

< (1) ( /Tt %]j t,s ds)
<

= (M)A x(T)HET)

¢ime je lema u ovom slucaju dokazana sa M = g(T)Fy[x(T)] > 0.

S L UCAJ (ii): Koriséenjem ¢injenice da je ¢(t) nepozitivna, neopadajuéa funkcija,
primenom druge teoreme o srednjoj vrednosti integrala, zaklju¢ujemo da za ma koje fiksirano
s > T, postoji & € [T, s] takvo da je

B s x’(u) - 13 x’(u) —— x(g)d;
24 [ e 5y == [ Gy = “’(T)/M) G}

Kako je —p(T) > 01

0 , ako je z(&§) < z(T)
/x(é) fa(l:-) < < g ' za x>0,
(T) /z(T) TRk ako je z(&) > z(T)
0 , ako je z(&) > z(T)
/x(f) fcé:) < —o0  gr za x <0,
z(T 3
(T) /x(T) il ako je z(¢) < z(T)

za svako s > T je

— ) u x,(U) u — xT
| et du < oM BT,

© du

. W)’

—® du .
/m m, <0

gde je
x>0
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Dakle, za svako t > T bice

t 2'(s) B YOH s ' (u)
L V5™ = 7 as Y (‘/T ?) F ) d“) s

< o) (- [ Sl ds)

= —p(M) BT H(E,T) < —p(T)Fy[z(T)] H(t, to).

¢ime je lema i u drugom slucaju pokazana. [J

Pretpostavimo da funkcije f i v zadovoljavaju uslove

(F1) b(z) £0, %’;E?) >0, za x#0,
(F2) (w(x)> >0 # 0.

Kao u drugom delu Poglavlja 3.1. mozemo definisati konstantu

infz~o ®() ({;((Z)) )/ inf, <o ®(x) (ig) )
( x

Ifﬂb:min{ ' o\ ' ) ,}.
1+ inf,~o @(z) (ww) 1+ inf, o @(z) <w(x))

gde je - i)
L et =>0
M= ,
- f(u)du’ x <0

i koris¢enjem Leme 3.2.1. uopstiti Teoremu 3.1.6. na jednacinu (E,).

Teorema 3.2.1. Neka je funkcija f sublinearna, p nenegativna funkcija na [tg,o0) i neka
vai

(Fy) f@)d(@)

V?(x)

Jednacina (E,) je oscilatorna ako postoji funkcija H € H°(D) i pozitivna, konkavna funkcija
0 € C%([to,)) takva da za neko 3 € [0,I,] vaze uslovi

[P(t)ﬁ

0] <o izn

>0 za z#0.

| =

t s a'(s)\?
SRR N R P
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji neoscilatorno resenje z(t) na [7T', 00) i definisimo
funkciju w na [T, 00) sa
(2.5) w(t) = o ()@ (x(t)).

Diferenciranjem se dobija

f(@) f@) /(@) I (@)
(2.6) +/6|:Q//_<Q’)2:| +ﬂg(ﬂg]w+ g@x/)
0 f(z)
Koris¢enjem jednacine (E) je
s¥(@) »_  ga  pp @ gd P(a) ,  5Y'(z)
(21) ot T % YAt T

tako da se postupkom kao u dokazu Teoreme 3.1.6., iz (2.6), (2.7), (1.40) i (1.41), dobija da
je

/!

sd P ! 52’ Y(z) z 51//(1‘) $,2+5g

@8 W' < e T e Y T .
+8-1 (£) wr2s? (w-pLuw) - 1L (- s L w)
Kako je
s0-5)(£) wr2sl (v -pLw) - 2o (-5 L)’
/N2
Ly

i0"/0<0,iz (2.8) sledi da je

we 59 sp T gd (@) o gY(x)
(29) CE T i T

Pored toga je i
_ /BT/J/(:E) 2 BCL/ Y(z) z

(2.10) @ " T d @)
o a’ z)\ 2 x a")*
o (o ) £ ()
gk (d 2
=0 4(a>
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Kako je E ;Qﬁ( ) nenegativna, nerastuca funkcija, prema Lemi 3.2.2. (i) postoji konstanta
M > 0 takva da je

ﬁ x/(S) S Za SVakKoO
/Hts oy s < MH(1.1) ko t>T > .

=255 (5)

postupkom kao u dokazu Leme 3.2.1. dobija se da je

Zato, ako oznaCimo sa

t

(t, t(])w(T).

T
H(t,5)0"(s)x(s) ds < H(t,to) U 0 (s)Ix(s)| ds + |w'(T)| + M | — D5

to

} 0H
to

Dakle,
t

tt
H(t,s)x(s)ds < L* — w(T) liminf 22222 e (. o) < o0,

i
im sup it )

t—o0 H(t,to) to

gde je L* = ft:g 0°(s)|x(s)| ds+|w'(T)|+ M. Dobijena kontradikcija sa uslovom (C}) pokazuje
kriterijum. [

Analognim postupkom, koris¢enjem Leme 3.2.2. (ii) moze se pokazati i sledeca teorema:

Teorema 3.2.2. Neka vazi (F3) i neka je funkcija f superlinearna, p nepozitivna funkcija na
[to, 00). Jednacina (E,) je oscilatorna ako postoji funkcija H € H°(D) i pozitivna, konkavna
funkcija o € C%([ty,0)) takva da za neko (3 € [0, 1fy] vazi uslov (Ch) i

[Zgggﬁ(t)}, >0, t>t.

Ako pretpostavimo da funkcije f, 1 zadovoljavaju uslove

P(x) >0, xf(x)>0, fl(x)>0 =za z#0.

i definiSemo nenegativnu konstantu My, na sledeci nacin

frp = OII "(z)®(x)’ . "(z)®(z) (°
L infyog L 1 ¢ i, LT

mozemo pomoc¢u Leme 3.2.1. uopstiti i kriterijum Lia i Yeha [87] - Teorema 3.1.1. na
jednacinu (Ep).

Teorema 3.2.3. Neka je H € Hy(D). Jednacina (E,) je oscilatorna ako postoji pozitivna
funkcija o € C%([tg,0)) takva da je (a(t)o'(t)) <0, t >ty i za neko B € [0, Myy) vaZi uslov

t

(Cq) lim sup H(t,s)0%(s)q(s) ds = oo,

t—o0 H(t,to) t

i ma koji od sledec¢a dva uslova:
(i) funkcija f je sublinearna, p je nenegativna funkcija na [ty, 00) i

(p(t)e’(t)) <0, t>tg, B €0, Msyl;

(ii) funkcija f superlinearna, p nepozitivna funkcija na [ty, 00) 1

(P’ ) >0, t>ty, B€[0,Msyl;
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Dokaz. Ako je x(t) neoscilatorno resenje jednacine (E,) na [T, 00) i w funkcija definisana na
[T, 00) sa (2.5), postupkom kao u dokazu Teoreme 3.1.2. koriste¢i jednacinu (E,) dolazimo
do nejednakosti

odakle primenom Leme 3.2.1. dolazimo do kontradikcije sa uslovom (C3). O

U svim prethodno pokazanim kriterijumima figuriSe pretpostavka da je funkcija p kon-
stantnog znaka. Ali naravno od mnogo veteg interesa je utvrditi kriterijume oscilatornosti
jednacine (E,) bez ogranicenja o znaku funkcije p. Rezultati takvog tipa mogu se naci
u radovima Grace i Lallia [31], [34], [36] i [38]. Kako su svi kriterijumi pokazani u tim
radovima pod pretpostavkom o pozitivnosti funkcije ¢(z), mi ¢emo ovde, kao i u drugom
delu prethodnog poglavlja, pokazati kriterijume oscilatornosti jednacine (E,) bez te pret-
postavke, odnosno pod pretpostavkom da funkcije f i ¢ zadovoljavaju uslove (Fp) i (F») i
bez ogranic¢enja o znaku funkcije p. U tu svrhu, u daljem toku rada oznaci¢emo sa

O
=20 2 5w

Teorema 3.2.4. Neka funkcije f i1 zadovoljavaju uslove (F3) i
(Fy) Y(z)| >ec>0 za x#0.

—28

Jednacina (E,) je oscilatorna ako postoje funkcije H € H°(D) i o € C*([tp,00); (0,00)) takve
da za neko B € [0,1yy] vaZi

1— 2 11
(Cy) 402;2 <§8) + Qg((f)) <0, t>t,

1
C lim su H t,s)
(Cy) t_mp H(t, o) J,

)

Q”(t) —f
(C) Q(t) 4 32 <

k
Q 17 ¥( )) ds = o0;

CIJ
~—

(Ch) limsup; t:H(tas)Qﬁ(S) [q(s)_k2 <p(8)>2—2k52 <Ql(8)>2] P

oo H(t, 10) al(s) (s) o(s)
ili (Cy) i
" 1_ 1 2 / 2
e s[5 ) e ()]0 20
ili
S 1-811 (pm)) , [d®))
(Cs) o) T !02 <a(t)) +<a(t)> ] =0, t2,

(Co) lim sup —— /tH(tjs)Qﬁ(s) [q(s’) — Bk (Ql(s)ﬂ ds = oo,
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Dokaz. Neka je z(t) neoscilatorno resenje jednacine (E,) na [T, 00) i w funkcija definisana
na [T,00) sa (2.5). Kao u dokazu Teoreme 3.2.1. dobija se da vazi (2.8). Uzevsi u obzir da
je B €[0,1) iz (2.8) sledi da je

w90 P 2 gd (@) o gP(2) o 0"
e T RN R T R
o, B 1/, 0 2
Kako je @
p0@) sl
SR T
to je
gp @ p g9
(2.12) Qaf(m)_aw(x) (w B w>,
ga P(x) , d o, 0
(2.13) 0"~ f(x)x 7a<w ng>,
g, I g/ _ gg’ﬂ)(w) /
(2.14) 26@(1{) ng)—2ﬂg 3o

((C3) A (Cy) = (Ep) je oscilatorna ): Imamo da je

p ;a0 B 1y, o 2
T av(@) (w_ﬁgw) - m@(“’_ﬁgw)
g1 ;R0 N2 1=8/, 0 \Np w
‘1_gw[0”—ﬁ )*g(w—ﬁgw)amw]
B g 10, d 1-8p w]? 1-8 w [p\2
- _1—ﬁw[w_ﬁ Y a¢x)] T w?@)(&)’
odakle je prema uslovu (Fy)
p I B 1y, 0 N2 _1-3/p\2
(2.15) ay(w) (w _ﬁgw)_1—55<w _ﬁgw) = 40 c? (E) v
Sa druge strane je
_ g e gd P(a) 50 v(@)
) " ) " T R
Cg¥(@) [ e, Y@ d Q’]
f@)% i (7207
_ BW(@[/ Y(x) r 5 V(x)
e T T ] T @@
tako da iz uslova (F3) sledi da je
_ 51//(53) 2 52’@ ' gg/¢($) / E 8.2
(2.16) TR T T aTw T i T =l
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Dakle, iz (2.11), (2.12), (2.13), (2.15) i (2.16) je onda

w”(t) < =0’ (t) Zgg + Z P (t) VA (t) + Bw(t) [ic;ﬁg (58)2 + QQH(%)] , t>T.

Prema uslovu (C3) je

ﬁt Q<t)_ﬁ 20| < —w(t t>T

o) |45 - 50| < —wo, o2

odakle prema Lemi 3.2.1. zaklju¢ujemo da je
. 1 ¢ q(s) k )
limsup ——— [ H(t,5)0%(s) [ =% — = ~%(s) | ds < oo,
s s [ H9)"0) (55 - 550

sto je u suprotnosti sa (Cy) i time pokazuje ovaj slucaj teoreme.

((Cs5) A (Cs) = (Ep) je oscilatorna ): Koriséenjem uslova (F3) imamo da je

gY@ 2 gp 2 50 v(@)
ot T aiw TR S )
W@ @ (o o\
) [ T <aw<x> 25@)]

4 st (v 205)

k " 2
kL)

Kako je (a +b)? < 2a? +2b% | prema uslovu (F}) iz prethodne nejednakosti je

(2.17) —@B%$/2—952%+2595g$x’
<ot [w;@) (2)} + a2 (m
< gﬁg [ s (§)2+452 (g)j
Pored toga je
. )
et e ()

2 / 2
w0 = -0l +hon 4 () v (49)]

S 1B (A0
thwlt) L(t) i (o) ]
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odakle je prema uslovu (Cj)

8 @_i @ 2_ 5 (1) 2 —w"
1 [a(t) e () -2 (mw)]g 0. vzt

Na osnovu Leme 3.2.1. dolazimo do ¢injenice da je

lmsup— [ H(t.5)o () lq(s) _k (p(s')>2 ok <QI(S)>2] ds < oo,

t—oo H(t,t0) Ji, a(s)  2¢* \a(s) o(s)
Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom (Cg) i samim time pokazuje oscilatornost jednacine
(Ep) u ovom slucaju.
( (C1) A (C7) = (Ep) je oscilatorna ): U ovom sluaju prema (2.10) i

Lot (-9 202 (o) 2 w02

g1, 1-3 p AYE
T w[w_ﬁg“’* 25 “’(W@—?ﬁgﬂ

(2.11) ima sledeéi oblik

! 2
w'(t) < _Qﬁ(”ag - g%)% <“ (t))

() 1-5[1 (pt))? J(1)\
+ﬁ“’“>{@<t> 5 |2 C) 1 (5o ” =t
Iz uslova (C7) dolazimo do nejednakosti
/ 2
S E——

koja nas prema Lemi 3.2.1. vodi do sledeée kontradikcije sa uslovom (C)

t / 2
lim sup ! H(t,s)0"(s) [q(s) _k <a (S)> ] ds < oo.

t—oo H(t,t0) J, a(s) 4 \ a(s)
( (Cg) A (Cy) = (Ep) je oscilatorna ): Sada iz slede¢e dve nejednakosti:
5¢( ) 22 /¢($) Z
+240°
f(x)

(@) "
P (0= S ot (4

we ()
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Iz uslova (Cs) je

/ 2
Q(t) lzg—ﬁ?k (i)g;) ] < —w'(t), t>T,

odakle na osnovu Leme 3.2.1. mora biti

imsu t $)0%(s ﬁ— 2 g(s) : s < 0
msnp s [ (e <>L(S) i (20) ] ds < oo.

Dobijena kontradikcija sa uslovom (Cy) pokazuje teoremu i u ovom slucéaju. [

Ako funkcije f i1 zadovoljavaju uslove (F3) i (Fy) vazi i sledeéi kriterijum oscilatornosti
jednacine (Ej).

Teorema 3.2.5. Neka funkcije f i 1 zadovoljavaju uslove (F3), (Fy). Jednacina (E,) je
oscilatorna ako postoji pozitivna, konkavna funkcija o € C?([tg,00);(0,00)) 4 funkcija H €
H°(D) tako da za neko [ € (0,1 ] vazi

t s $)\ 2
o) msw g [ () [qﬁi - (798) - ’;"fﬁ(s)] ds = o0
il

t s 2(s) + c2(a'(s))?
(C11) liﬁgpm t H(t,s)0"(s) [ZES; — %p ( )22(;) (s)) ] ds < 0.

Dokaz. Neka je z(t) neoscilatorno resenje jednacine (E,) na [T,00) i w funkcija definisana
na [T, 00) sa (2.5). Tada vazi (2.9) i (2.11) .
( (C0) = (B,) je oscilatorna ): Kako je

- 5¢/(ﬂf)x s P 2’ ,@a/ Y(z) /3@ ()

T iy 7 ey T R Ly T
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iz (2.11), uzevsi u obzir da je ¢”(t)/o(t) <0, t > tg, dobija se da je

2
f@{ﬁg—;[;<ﬁ2>+v%4}é—wﬁ%tZT-

Iz dobijene nejednakosti prema Lemi 3.2.1. zaklju¢ujemo da je

¢ 2
lim sup ! H(t,s)0%(s) [q(s) _k (p(s)) - k’y2(s)] ds < o0,

t—oo H(t,t0) Ji, a(s) 2¢2 \a(s) 2

sto je u kontradikciji sa uslovom (Cip).

( (Ci1) = (B,) je oscilatorna ): Kako je

B4 P T gd (@), gY(2)
Tt ATt T
sV, Y@ [ p P W) [ p a2
Sty ) el b ﬂ + T ao@ T e)

2
qg k 1 p2 a
S‘fa+2f! (%) +<a

iz (2.9) imamo da je

q(t) k (p(t) ok a'(t) 2 "
“@[mw‘za(mw>‘z<ao>]§‘w“*tZT'

Dakle, prema Lemi 3.2.1. zaklju¢ujemo da mora biti

1 a(s) k (p(s)\? K (d(s))?
i [, Heowo | 63 -2 (2) 3 (5 | o<

§to je u suprotnosti sa (C11). O

Pod nesto drugacijim pretpostavkama za funkcije f i 1) pokazatemo jos dva kriterijuma.

Teorema 3.2.6. Neka funkcije f i v zadovoljavaju uslov
(F5) f@)(x)>m>0 z2a z#0.
Pretpostavimo da postoji funkcija o € C?([to, 00); (0,00)) takva da za neko B € [0, 1] vaZi

')  1-8 4

(Cr2) O (t) <0, t>to.
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Jednacina (Ep) je oscilatorna ako postoji funkcija H € H°(D) tako da je

t S S 2
O s [0t |15 - 5 (5)] -

Dokaz. Neka je () neoscilatorno resenje jednacine (E,) na na [T, 00) i w funkcija definisana
na [T, 00) sa (2.5). Tada kao u dokazu Teoreme 3.2.4. dobijamo (2.11). Prema uslovu (F5) je

sp @ s (@) o _951/1’(96) [x’+p 1 r 1 (p>2

I YTt T 0w P T W@ T Faowe

7 (13)2
4m \a/

IN

Pored toga imamo da je

tako da se iz (2.11) dobija da je za svako t > T

0 (B0 s gu [210 120 2]

" (t
w'(t) <~ () L] oo

a(t

odakle je prema uslovu (Ci2

) 4

)

)

q(t 1 (t) ? "
[t Tn )]S—w(i), t>1T.

Prema Lemi 3.2.1. mora biti

t s o) 2
h?ligpﬂ(tl,to) tOH(t ,8)0 ()[() L (p()) ] ds < o0,

sto je u suprotnosti sa uslovom (C13). O
Teorema 3.2.7. Neka funkcije f i1 zadovoljavaju uslove (Fy) i
(Fp) f)'(x) >0 za x#0.

Jednacina (E,) je oscilatorna ako postoje funkcije H € H°(D) i o € C*([t,00); (0,00)) takve
da za neko B € [0,1yy] vaZi

1" N 2
(1) e r [; (28) +72(t)] .

. 1 ! q(s)
3 _
(C15) hinsup tt0) ) H(t,s)o"(s) ds = oo.
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Dokaz. Ako pretpostavimo da postoji neoscilatorno resenje z(t) na [T,00) i definisemo
funkciju w na [T, 00) sa (2.5), vazi (2.11). Koris¢enjem uslova (Fy), imamo da je

g -940) 2 (=)

a () a 0
(s 5l B 1y, o0 \?
+205 (0 =pLw) — 755 (v -85 v)
— Ll I g’ - B p g’_ g’
g e ()
N 1-0 w P a' 3 o\’
40 ah(z) a
1-p 1 /p\?2 -6 |1 /p\2
=95 " [w?(x) (f) JWQ} =5 L? (5) * 2}
Prema uslovu (Fp) je —Qﬂ(t)m 2/*(t) <0, ¢ > T, tako da je iz (2.11), prema prethodnoj
nejednakosti
"ty 1-p1 2
W) <~ O8 + guty {Qgéﬁ) s 7 [ (%) +%<t>] } (>
Iz uslova (C14) dolazimo do nejednakosti
84l
0 (t)a(t) < -—w'(t), t=T,
koja prema Lemi 3.2.1. daje da je
limsup$ tH(t, s)gﬁ(s)@ ds < 0.

t—o0 H(t,to) to a(s)

Dobijena kontradikcija sa uslovom (C15) pokazuje teoremu. [

3.3. Oscilatornost superlinearne diferencijalne jednacine

Posmatra¢emo nelinearnu diferencijalnu jednac¢inu drugog reda oblika
(E) [a(®)y(x()2' ()] +q(t) f(2(t)) =0, t=1to =0,

gde je a € C'([to,00);(0,00)), ¢ € C([to,0);R), ¢, f € C'(R;R), ¥(z) > 0, zf(x) >
0, f'(x) > 0 za z # 0. U Poglavlju 3.1. pokazali smo kriterijume oscilatornosti ove
jednacine pod pretpostavkom da je funkcija f/1 sublinearna, dok ¢emo u ovom poglavlju
pretpostaviti da je funkcija f/1 superlinearna, odnosno uvodimo pojam superlinearne difer-
encijalne jednacine ovog oblika.

Definicija 3.3.1. Diferencijalna jednacina (F) je superlinearna ako vazi

OOMu _OOM’LL X0 Za SvakKo
0</6 f(u)d’/_a f(u)d < ko e > 0.



94 Glava 3. Oscilatornost generalizovane DJ tipa Emden—Fowlera

Zbog superlineranosti jednacine, mozemo definisati funkciju
o0
/ L}(u) du, >0
P ACD)

/xoofgz))du, x <0

Oscilatorna svojstva resenja superlinearne jednacine (E) razmatrali su S.R. Grace [41]
(Teorema 1.4.5. i 1.4.8.), J.R. Graef, P.W. Spikes [46] i S.R. Grace, B.C. Lalli, C.C. Yeh
[35]. U sva tri slu¢aja se pretpostavlja da funkcije f i ¢ zadovoljavaju uslov

f'(x)
()

Kada je 9(x) = 1 uslov (F}) se svodi na uslov f'(z) > k > 0 za = # 0, koji nije zadovoljen
u specijalnom slucaju kada je f(z) = |z|*sgnz, A > 1. Naravno, sa druge strane, taj uslov
je zadovoljen u nekim zanimljivim superlinearnim sluc¢ajevima, kao na primer, u slede¢im
sluc¢ajevima:

Az) =

(F1) >k>0 za x#0.

(i) f(z) = cx+ |z[*sgnz, 2€R za A>0, ¢>0,
(ii) f(z) =2 log*(u+|z[), z€R za p>1,
(i) f(z) =zet®l, 2eR za pu>0.

Uslov (F1) ne vazi ni u opStem slucaju jednacine (E) kada je na primer
(f4) f(z) = |z sgnz, A> 1, Y(x) =2>", meN

1z tog razloga u ovom poglavlju pokaza¢emo kriterijume oscilatornosti superlinearne jed-
nacine (E) pod drugacijim pretpostavkama za funkcije f i ¢ koje specijalno vaze i u navede-
nom slucaju (fv). Izlaganje ¢emo podeliti u tri dela u zavisnosti od uslova koje zadovoljavaju
funkcije f i 1.

Motivisani rezultatima iz radova Ch.G. Philosa i I.LK. Puranarasa [116], [117] pret-
postavicemo da su funkcije f i 1 takve da definisu konstantu

@ [T, @) [T
(F2) Lyw = {w>% o L e m s [ e }>1

i poboljsati kriterijume (VIII) i (IX) Poglavlja 1.3. iz ta dva rada i prosiriti ih na opstiju
diferencijalnu jednacinu (E).

Primetimo pre svega, da je u slucaju izbora funkcija (f1) konstanta Ly, = % >1
za svako m € N.

Za proizvoljno neoscilatorno resenje z(t) jednacine (E), takvo da je z(t) # 0 na [Tp, 00)
definisa¢emo funkciju w na [Tp, 0o) sa

Pokaza¢emo najpre nekoliko pomoénih rezultata koje ¢emo koristiti u dokazivanju os-
novnih rezultata ovog poglavlja.
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Lema 3.3.1. Ako je za proizvoljno neoscilatorno resenje x(t) superlinearne jednacine (E)

> f(a(s)) 12
(3.1) a(s) [w'(s)]*ds = oo,
7, ¥(x(s))

tada je za funkciju H € H(D)

1 ! f'(x(s)) '

3.2 lim su H(t, s a(s) |w'(s)]” ds = oco.
(32) mowp s [ H(9) G ) o)
Dokaz. Prema (3.1), postoji 71 > Ty, takvo da je

t o
f'(x(s)) 12 p
a(s) |lw'(s)|*ds > = zasvako t>1Ti,
ry bt O 1
gde je p proizvoljna konstanta, p konstanta takva da je
T H(t,s)
(3.3) slgfo {hgg&lf Ht o) >p > 0.

Onda, imamo da je

H(tl,To)/ H(t,s) f(x(s)) a(s) [w' ()] ds

To Y(z(s))
- o | H(t,5)d ( [ L oy )
= o, (3 ) ([ oty o e ar s
> i s < 9) ([, ey (O w e @

> iy o (e ) as = 20T,

Kako (3.3) garantuje da je
H(t, T
lirgg)lf H((’ 1)) > p,

postoji Ty > T1, takvo da je

H(t,Ty)
H{(t,tg)

>p zasvako t>1T5.

Dakle,

1 t f'(z(s)) o2
H(t, Tp) / H(t, s) D(@(5) a(s) [w'(s)]?ds > zasvako t> Ty,

sto pokazuje da (3.2) zaista vazi. [
Lema 3.3.2. Ako postoji funkcija H € ﬁ(D) takva da je
t

1
li f—— H —
(Ch) 1m_>(1)£1 o) ). (t,s)q(s)ds > —o0,
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1 postoji konstanta m > ?lw takva da je

2
0, OH (%2 (t.5))
(Hl[)) % (CL(S)E(t, S)) Z m W CL(S) za (t, 8) S D,
tada za proizvoljno neoscilatorno resenje z(t) superlinearne jednacine (E) vazi

> fla(s))

(34 1 Bals)

a(s) [w'(s)]? ds < oo.

Dokaz. Pre svega, uoc¢imo da se diferenciranjem jednakosti w(t) = A(z(t)) i koriséenjem
jednacine (E) dobija

(3.5) (a(t)w'(t))" = q(t) +
Tada je

(3.6) Hits)g(s)ds+ | H(t )T 5D a6 i (s))2 ds = H(t,5) (a(s)w'(s))' ds

To Ty P(x(s)) Ty
= —H(t,To)a(To)w'(To) — aail(t, s)a(s)w'(s) ds.
To

Pretpostavimo da (3.4) ne vazi, tj. da vazi (3.1). Tada prema Lemi 3.3.1. vazi (3.2). Ako
je x : D — R neprekidna funkcija odredena sa

H
—%—s(t, s) = x(t,s)\/H(t,s), zasvako (t,s) € D,

prema uslovu (Hjp) postoji konstanta m > ﬁ, takva da je
0 OH
35 (a(s)a—(t, s)) > mx>%(t,s)a(s) zasvako (t,s) € D.
s s

Izaberimo realan broj R takav da je 1 < R < m Ly,. Pokaza¢emo da za svako t* > Ty
postoji t > t* takvo da je

t

! f'(z(s)) 1oy /
(3.7) - H(t,s) 2(5)) a(s) [w'(s)]*ds > R/TO X(t, s)\/ H(t,s)a(s)w'(s) ds.

U suprotnom, postoji t* > Ty takvo da je za svako t > t*

t

' f'(z(s)) o2 :
(3.8) . H(t,s) o(2(s)) a(s)[w'(s)]*ds < R /To X(t,s)\V H(t,s)a(s)w'(s)ds.

Prema nacinu izbora konstante Ly, je

() _ wl)
(3.9) Fa®) = Lyy

, zasvako t>1Tj.
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Primenom Svarcove nejednakosti, uzevsi u obzir (3.8) i (3.9) imamo da je za t > t*

0 < /X(t,s) H(t,s)a(s)w'(s)ds

To

([ 00 2D sy wiopas) ([ w0, S o)

VR ( /T t (b ) VEE, ) a(s)w!(s) ds)

IN

1/2

IN

Dakle,

(3.10) / x(t,8)\/ H(t,s)a(s)w'(s)ds < Li X2(t, s)a(s)w(s)ds, t>t*
Ty I JTo

Sa druge strane, kako je primenom parcijalne integracije i prema uslovu (Hyg)

/X(t,s) H(t,s)a(s)w'(s)ds = — %Ij(t s) a(s)w'(s) ds
To To

= wTa(t) G (1) + [ w(e) g (als) G (15)) ds

OH !
> w(Ty)a(Ty)—— s (t, To) +m [ x2(t, 8)a(s)w(s) ds,
To
to se iz (3.10) dobija da je za svako t > t*
R t R 0H
1-— t H(t '(s)ds < — To)a(To) —=—(t, Tp)-
(1 o) [ XV at’(6) ds < — 7 w(To)aTy) 5 (T
Zbog toga, iz (3. 8) imamo da je

R f/((IZ(S)) / R? OH .
(1 mLf¢> H( )w(x(s)) a(s) [w (8)]2d8§—mLf¢w(T0) (To)8 (t,Tp), t>t"

Odavde uzevsi u obzir da je < 1, prema uslovu (Hg) koji zadovoljava funkcija H €

mL
7'A{(D), zakljucujemo da je

lim sup

MSUP T / Hi(t,s) f(z(s)) a(s) [ ()] ds < oo,

(, b(x(s))
§to je u suprotnosti sa (3. 2) Ovim smo pokazali da vazi (3.7), tako da mozemo uociti niz
tacaka (t,)yen iz intervala [Ty, 00), takav da je lim,_,oo t, = 00 i

" S f/(x(S))CLS UJIS 2 S " S S CLS'IU/S S, VUV
T H(tl/7 )I/J(I'(S)) ()[ ()] d >R T X(tV? ) H(tl/7 ) () ()d7 EN'

Tada, iz (3.6) sledi da je

b _ b s f'(x(s)) als) lw' (sN12 ds
(3.11) - H{(ty, s)q(s)ds = . H{(ty, )w(x(s)) (s) [w'(s)]"d
—H(t,,,Tg)a(To)w'(To)—I—/Tyx(tl,,s) H(t,,s)a(s)w'(s)ds

—H(t,, To)a(To)w'(Ty) + (% — 1) TV H(t,, s)];((z((j)))) a(s) [w’(s)]2 ds.
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Kako je R > 1, iz prethodne nejednakosti i (3.2) zaklju¢ujemo da je
2%

1
lim ———— H(t,,s)q(s)ds = —o0,
V—00 H(tl,,To) T ( v )q( )

Sto pokazuje da je

3.12 lim inf
( ) t—o0 H(t7 TO) TO

t

H(t,s)q(s)ds = —oc.

Konaé¢no, za svako t > Tp, dobija se da je

t To t

[Hoas) s < [T HES@lds [ HEs)a)ds
To t

< Hitt) [ lalds+ [ H ) ds
to To

Onda, kako je H(t,Ty) < H(t,to), iz (3.12) sledi da je

t

o 1
htrglolgf m o H(t, 8)(](8) ds = —0Q,

sto je u suprotnosti sa (C1). Ovim smo pokazali da (3.4) zaista vazi. O

Lema 3.3.3. Ako je zadovoljen uslov

t—o0 a(s)

i za proizvoljno neoscilatorno resenje x(t) superlinearne jednacine (E) vazi (3.4), tada je

1 (" d
(C) limsup/ 5 < 00,
to

(3.13) im Y8 g

t—oo

Dokaz. Uoc¢imo proizvoljnu konstantu € > 0. Prema (3.4) postoji 71 > Tp takvo da je

> f'(x(s)) 1T &
(3.14) (s a(s) [w'(s)]*ds < T
gde je )
1 [t ds
M2y

Primenom Svarcove nejednakosti, za svako t > T} je

s [ G wowora] " [ sl

tako da prema (3.14) nalazimo da je

w(t) —w(Ty) <

VE [ wis) 1
(3.15) w(t) <w(Ty) + Wi [ . Fla())a(s) ds} za t>1T).
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Ako je

* Y(x(s))

7 f'(x(s))als)
iz (3.15) zakljucujemo da je w ogranic¢ena funkcija na [T7,00), pa prema tome (3.13) vazi.
Zato pretpostavimo da je

* Y(x(s))

. J'(x(s))a(s)

U tom slucaju, postoji 1o > T takvo da je

VE [t vy 1Y
<[ ] m e

ds < oo

ds =

tako da je iz (3.15)

VE [ M _wats) 1"

(3.16) w(t) < NiTi [ . F(a(s))als) ds] za t>Ts.
Uslov (F3) garantuje da je

f'(x(t)) f'(x())

() w(t) = P(a(D) Azt)>1 za t>T)
Tada iz (3.16) sledi da je
(3.17) w(t) < Y Ut w(s) ds] v za t>T

' VM Lz a(s) =

ili

Wl <t = en

a(?) = ViMa) 7

Integracijom prethodne nejednakosti od 15 do ¢, t > T5 dobija se

5] 2 [ el < f v

Izabravsi da je

T2 (s 3
T3 = max{TQ, \/:W {/Tl a((s)) ds} },

za svako t > T3 je

[/ 2] < S [ 000 ) Vi,

Sada iz (3.17) dobijamo da je
w(t) <et zasvako t>Ts,

Sto zbog proizvoljnosti € > 0 pokazaje da (3.13) zaista vazi. O
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Kao $to je receno u Poglavlju 1.3. (kriterijum (VIII)) uopstena diferencijalna jednacina
Emden—Fowlera je oscilatorna ako su zadovoljeni uslovi

> du > du
3.18 L = min q inf 'x/ ——, inf ’x/ }>1,
19 =min{ing ) [ g @ [ 7
1 t s
(3.19) lim / / q(7) dr ds ne postoji u R,
t—oo t to Jto
1 t
(3.20) litm inf tn_l/ (t —s)"1q(s)ds > —oc za neki prirodan broj n > 1.
—00 to

Narednom teoremom ¢emo poboljsati taj rezultat i uopstiti ga na jednac¢inu (E), pod pret-
postavkom da funkcije f i ¢ zadovoljavaju uslov (F3).

Teorema 3.3.1. Superlinearna jednacina (E) je oscilatorna ako su zadovoljeni uslovi (Cy),

I T
Cs lim — / q(T)dtds ne postoji kao realan broj,
(Cs) sim [ |

i za funkciju H € ’I—A((D), za koju postoji konstanta m > 1/Ly ., takva da je zadovoljeno (Hyg),
vazi uslov (Ch).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da jednac¢ina (E) ima neoscilatorno resenje z(t). Tada,
postoji Ty > to takvo da je z:(t) # 0 na [Tp, 00). Prema Lemi 3.3.2. vazi (3.4), a onda prema
Lemi 3.3.3 vazi (3.13).

1z (3.5), za svako t > Tj dobija se da je

gﬁWk:lgn@@+£ﬁ$@

o [ ()
_téq@ﬁ+mm@)(%)am o)

a(s) [w'(s))* ds.
odnosno

lial(/SQTﬁhdsgzdﬂ—%Cg+Cﬂt—Iw—i/t CLEO) o () dr s,

(s) Jo Ty J1o ¥(2(7T))
gde je - n )
C) = /t q(s)ds — a(Tp)w'(Tp), Co = /t a(s)/t q(7) dr ds — w(Tp).

Prema tome, iz (3.13) sledi da je

lim 1/ 1 /s q(1)drds = Cy — © ) a(s) [w'(s))? ds,

t—oo t to a(s) to To ¢(x(8))

sto je u suprotnosti sa (C3). O

NAPOMENA 3.3.1. Za a(t) = 1, ¥(z) = 1 uslovi (F3) i (C3) se svode na uslove (3.18) i (3.19).
Funkcija H(t,s) = (t—s)", n € N, n > 1 ima svojstvo H. Sem toga, za nju postoji konstanta
G (t,5) n—2

S 1
m=—02 00 H(ts) = << —

(% (t.9)) noto b
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tako da vazi (Hig). Prema tome uslov (C) povlaéi uslov (3.20), odnosno kriterijum (VIII)
je direktna posledica Teoreme 3.3.1. Sa druge strane, Teorema 3.3.1. predstavlja poboljSanje
kriterijuma (VIII), jer mozemo zakljuciti da je uopstena jednac¢ina Emden—Fowlera oscila-
torna ako vaze uslovi (3.18), (3.19) i za funkciju H € ﬁ(D), za koju postoji konstanta
m > 1/L¢ takva da je zadovoljeno (Hip), vazi uslov (C1).

Uslov

L Y
(Cy) limsup/ / q(1)drds = o0,

t—o0 3 to CL(S) to
otigledno povlaci uslov (C3). Dakle, kao posledicu Teoreme 3.3.1. imamo sledeéi rezultat.

Posledica 3.3.1. Superlineamalednaéma (E) je oscilatorna ako su zadovoljeni uslovi (Fy),
(C2), (C4) i za funkciju H € H(D), za koju postoji konstanta m > 1/Lg¢. takva da je
zadovoljeno (Hyg), vazi uslov (Ch).

U Poglavlju 3.1. primenom Svarcove nejednakosti je pokazano (v. str. 69) da uslov (Cy),
uz pretpostavku da vazi (Cq), povlaéi uslov

1 t 1 s 2
C limsup/ [/ q(T dT] ds = oc.
( 5) t—oo t to a(S) to ( )

U Teoremi 3.1.5. je takode pokazano da su uslovi (Cs), (C5) i (C1) za H € H}(D) dovoljni
za oscilatornost jednacine (F) sa sublinearnim uslovom

/ T ! —T
min{inf / (aj)/ Mdu, inf f(z) / (u)du} > 0.
2>0 p(x) Joy fu) " @e<0(x) Joo flu)
Slede¢a teorema daje odgovor na pitanje kada ova tri uslova povlace oscilatornost superlin-
earne jednacine (E).

Teorema 3.3.2. Superlmeam/q jednacina (E) je oscilatorna ako su zadovoljeni uslovi (Fs),
(C2), (Cs) i za funkciju H € H(D) za koju postoji konstanta m > 1/L¢ ., takva da je zado-
voljeno (Hio), vazi uslov (C1).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da jednac¢ina (E) ima neoscilatorno resenje z(t), takvo da
je x(t) # 0 za svako t > Ty > tg. Prema Lemi 3.3.2. vazi (3.4), a onda prema Lemi 3.3.3 vazi
(3.13).

Iz (3.5) dobija se da je

/ q(s)ds = K1 + a(t)w'(t) — f'(z(s))

10 N2
to 1 9(@(9)) a(s) [w'(s)]”ds zasvako t> Ty,

gde je
To
Ky = / q(s) ds — a(Tp)w'(Tp).
to

Tada, ako definiS§emo sa

© f(x(s 2
K :3K12+3{ [ {p((x((s)))) a(s) [w ()2 ds| |
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imamo da je
+ 2
[
to

Oznacimo sa

" f((s)) gl
. () a(s) [w'(s)]" ds

< Ko+ 3[a()w'()])?, t> T

IN

3K7 + 3[a(t)w' ()] + 3[

t To 2
Q(t) = /t ) izt i o= | Ci((;) ds.
Kako uslov (F») garantuje da je
];((i((;))) w(t) > 1, =zasvako t > Ty,

imamo da je za svako t > Tj

Y CC P it
t Jy, a(s) ot t g als) ’
o Ko [t ds 3 [ ,
< t+t2/T0aS)+t/TOa(S)[w(S)]2ds
o K [fds 3 tf/(x(s))ws a(s) [w'(s)]* ds
< T+ [t e e e @)
o Ky [t ds 3 L (x(s)) /
< ?—FT toas)—i_t[Tﬁg?étw(s)] . @) a(s) [w'(s))* ds.
Dakle,
(3.21) 1/,5 22((5) dsSZ—&—I?/t ;(lz)—l-l?Tﬁrgﬁtw(s) za t>T,
gde je

L[ e
Ki=3 [ el W) ds >0

Na osnovu (3.13), postoji T* > T takvo da je w(t) <t za svako t > T™, pa je

max w(s) < max w(s)+t zasvako t>Tp.
To<s<t To<s<T*

Na taj nacin, (3.21) daje

max  w(s) + t}, t > Tp.

To<s<T*

L[QUs) 0 Kz/tds K4[
t Ji,

ds < — 4+ —= —
t Ji, a(s) S_t+ a(s)+ t

Prema tome, uzevsi u obzir uslov (C2) zakljuéujemo da je

_ L 2 _ 1 [t ds
limsup- | — q(t)dr| ds < K4+ Kylimsup- | — < o0,
tooo 1 iy a(s) s, oo bty als)

Sto je u suprotnosti sa (Cs). O
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NAPOMENA 3.3.2. Iz Teoreme 3.3.2. za a(t) = 1,¢(z) =11 H(t,s) = (t—9)", n > 1
prirodan broj, dobija se kriterijum (IX) Poglavlja 1.3., odnosno prethodno pokazana teorema
je uopstenje i poboljsanje tog kriterijuma.

Primetimo da ako za funkciju H € ﬁ(D) postoji konstanta m > 1/Ly,, takva da vazi
(H1p) onda ona zadovoljava uslov

i(a(s)%{j(t, S)) >0 =za (t,s)€D,

odnosno pripada klasi H} (D). Prema tome, u slu¢aju superlinearne jednacine (E) klasa
tezinskih funkcija za koju je uslov (C7), zajedno sa uslovima (C3), (Cs), dovoljan za os-
cilatornost je uza u odnosu na odgovaraju¢u klasu tezinskih funkcija u slu¢aju sublinearne
jednacine.

Kao ilustraciju navodimo sledeéi primer:

Primer 3.3.1. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu (E) za
a(t) =Vt, q(t) =M "12 — cost) + t}sint.

Pre svega uoc¢imo da je uslov (C3) ispunjen. Kao u Primeru 3.1.5. moze se pokazati da je

¢
/ q(s)ds > t* —ky zasvako t > to,

to

tako da je

I B 2 $2A=n 2k k2 C 1

//Q(T)dT ds > ey B0 g L=

t Ji, a(s) [/, 2A—pu+1 A—p+1 1—p t 2
gde je

2A—p+1
C _ ko et o " _ K s
LR NP L AN—pu+1 1-pu°

Dakle, uslov (Cs) je zadovoljen za A > 1/2.

U Primeru 1.4.2. je pokazano da funkcija H(t,s) = (Vi — \/5)2, t>s >ty (Alt) =
2vt, A'(t) = 1//t, v = 2) ima svojstvo HS. Stavise, uslov (Hyg) je zadovoljen za m < 1/2.
Kako mora biti m > 1/L¢ ., funkcije f i moraju biti takve da odreduju konstantu L, > 2.
Pored toga, imamo da je

v = 1 [ Wievara( [l a)

t, t

_ 1/;(\\/@_1) (/tosq(u)du> ds

1 [P/t
> /(J—l)(s)‘—k:o)ds
t Ji, \V/s
1 L1 Ly
> to + — + —= — ko,
= D@2 +n T T
gde je
t/\_;’_l 2t)\+1/2
Ly = 9 — —kotg, Lo =2kotg— —2—.

A+1 220 +1



104 Glava 3. Oscilatornost generalizovane DJ tipa Emden—Fowlera

Prema tome,
t

1
liminf — [ H(t,s)q(s)ds > —oc.
t—o0 to
Svi uslovi Teoreme 3.3.2. su ispunjeni tako da je posmatrana superlinearna jednacina os-
cilatorna ako je Ly > 21 A > 1/2. Konkretno, ako je npr. ¢(z) = z*™, m € N i
f(z) = |z|*sgnz, o > 1 jednacina je oscilatorna za o < 4m + 2. A

Kao sto je re¢eno u Poglavlju 1.3.1. superlinearna jednacina Emden—Fowlera x”(t) +
q(t)|z(t)[}sgnz(t) = 0, A > 1 je oscilatorna ako vaze slede¢a dva uslova

t
(Cs) liminf/ q(s)ds > —oo.

t—o0 to

1 t s
limsup/ / q(T)drds = 0.
t—o0 t to Jto

U ovom delu videéemo pod kojim uslovima za funkcije f, ¥ i a ova dva uslova povlace
oscilatornost superlinearne jednacine (E).
Pretpostavicemo da su funkcije f i ¢ takve da je

(F3) () >0 za x#0,

du < oo i du < 00,

A =

= VPt 1’ = VP 1
I I T

(7 P ) f(u) . f(u)
5)  Ppy=min  inf S0 . inf =5 )
l Fla) ™ /x Flu) ™

Za izbor funkcija f i sa (f) vazi (F3), uslov (Fy) je zadovoljen ako je A > 2m + 1, pri
cemu je konstanta Py = ﬁ.
Za proizvoljno neoscilatorno resenje z(t) jednacine (E) na intervalu [T, 00), definisimo

funkciju w sa

(3.22) w(t) = o(t)

> 0.

i pokazimo najpre dva pomoéna rezultata.

Lema 3.3.4. Neka je o pozitivna, neprekidno diferencijabilna funkcija na [tg, o) takva da
vazi

(Ry) () >0, (dt)a(t) <0 2asvako t>t.

Tada za proizvoljno neoscilatorno resenje x(t) jednacine (E) na intervalu [T, 00), postoji
konstanta P > 0 takva da je

t e [T e
(3.23) /T ols)al)ds < —u(t) + P — [ L0 I>T.
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Dokaz. Pre svega primetimo da se diferenciranjem (3.22) i korséenjem jednacine (E) dobija
da je za svako t > T

at)P(z(t)a’(t) _ f(=z(t) w?(t)

(3.24) o(W)a(t) = —w'(t) + & ()= 53 V(@ (1) o(t)a(t)’

odnosno

[eusras = —u i+ [ o QUL
T T

f(z(s))
N Fa(s) _wis) s za svako
7 U(x(s)) o(s)a(s) d ko t>T.

Primenom druge teoreme o srednjoj vrednosti integrala, zaklju¢ujemo da za ma koje fiksirano
s > T, postoji & € [T, s] takvo da je

e W) ) o O
[ ¢ G b= dnatr) [T du = (D)l /xm 7 ¢

i kako je ¢o/(T)a(T) >0

© ( 0 , ako je x(&) < z(T)
w5 (r)
dr < 0 > 0,
/wm oM @;ET; dr , ako je x(¢) > x(T) .l
z(T) T
© ( 0 , ako je x(&) > x(7T)
&) (r)
dr < —o0 za x <0,
/m(T) f(7) /;,;(T) ?g:i dr , akojez(&§) <xz(T)

imamo da je

e ) T
/T o/ () T du < o (D)a(T)Ae(T)] = P, ko t>T.

Prema tome, ako ozna¢imo sa P = w(T) + P; > 0, zaklju¢ujemo da je

flals) W)
v B(als) o(s)als)

/Tt 0(s)q(s)ds < —w(t) + P — za t>T

Sto je i trebalo pokazati. [J

Lema 3.3.5. Pretpostavimo da vaZe sledeéi uslovi

o0 ds
() L s =

(Cs) liminf [ o(s)g(s)ds > —oc.

t—o0 to

Ako je x(t) neoscilatorno resenje jednacine (E), koje nije eventualno konstantna funkcija,
onda vazi () wi(s)
 flx(s)) w(s
(3.25) / ds < 0.
¥(x(s)) e(s)als)

x(s)) o(s)a




106 Glava 3. Oscilatornost generalizovane DJ tipa Emden—Fowlera

Dokaz. Neka je x(t) proizvoljno neoscilatorno resenje jednacine (E) na [T, 00), T' > to. Za
funkciju w(t) definisanu sa (3.22) prema Lemi 3.3.4. vazi (3.23). Prema uslovu (Cg) postoji
konstanta © takva da je

/ 2
(3.26) ) > @+/ [lals) wi(s) ds zasvako t>T.
P((s) Q( a(s)

Ako pretpostavimo da (3.25) ne vazi, postoji T* > T takvo da je

T fals) wi(s)
v P((s)) o(s)a(s)

Tada iz (3.26) zakljuéujemo da je w negativna funkcija na [T, 00). Ako pomnozimo (3.26)
sa

=0+ ds > 0.

_f(a(s)) wis)
P(x(s)) o(s)a(s)

imamo da je

t gl -1
f@@)w%@d% >0 za t>T

P+quwmmg@w@

() W) Fla) wis) 17 fa)
¢mmmme+pwmm9m@“} = ity W
_ f/(.’L'(t)) l', son T *

Dakle, za svako t > T™ je

log

0+ Jr G glaeta 40\ (T
0 e

odnosno,
F(s) wis) o ()]

O ) b)) d@ats) ™ 2 )

N
o
~
vV
N
*

Sada, (3.26) daje
(3.27) —w(t) >0 g 11T )|)| t> T

[fx@)]

Dalje, primetimo da iz ¢injenice da je w(t) < 0 na [T%,00) i uslova da je xf(x) > 0 za
x # 0, zakljuujemo da je x(t)z'(t) < 0 za svako t > T*. Prema tome, kako je x(t) pozitivna,
opadajuca funkcija ili negativna, rastuca funkcija na [T, 00) i 9 rastuéa funkcija na (0, 00) i
opadajuéa na (—o0,0), sledi da je 0 < ¥(z(t)) < (x(T*)) za t > T*. Dakle, (3.27) povlaci

2'(t) 0*

View) < e 2T

gde je 0% = GW > 0. Ako je z(t) <0, 2/(t) >0, t > T*, bice

t ds
- o(s)a(s)’

> "
= o(f)a(?)

x(t) > x(T*) + 0" /
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§to, uzevsi u obzir uslov (C7), dovodi do kontradikcije da je lim; o z(t) = oo. Sa druge
strane, ako je z(t) > 0, 2/(t) <0, t > T*, imamo da je

* t ds
P < ———— = 2(t) < 2(T* —9*/ —
0= =gmam — == @ate
sto opet dovodi do kontradikcije da je limy_o () = —o0. Dobijene kontradikcije pokazuju

da zaista vazi (3.25). O
Sledeéi rezultat generalizuje kriterijum (VI) Poglavlja 1.3. na jednacinu (E).

Teorema 3.3.3. Neka je o pozitivna, neprekidno diferencijabilna funkcija na [to, 00), takva
da vazi (Ry). Superlinearna jednacina (E) je oscilatorna ako vaze uslovi (C7), (Cs) i

e ([ ) [ i [ o=

Dokaz. Pretpostavimo da jednac¢ina (E) ima neoscilatorno resenje x(t) takvo da je x(t) # 0
za svako t > T. Kako na osnovu Leme 3.3.5. vazi (3.25), postoji pozitivna konstanta N takva
da je

f'(x(s)) w(s)
(3.28) @) 2s)als) ds <N zasvako t>T.

Zat > T, primenom Svarcove nejednakosti dobija se

Jre o] = (5605 dans ) U awe)

tako da je iz (3.28)

CFEEEE) , [
Sy ) ds

(3.29)

x(f) o

Razlikovaéemo dva slucaja, kada je z(t) pozitivno ili negativno resenje.
(i) z(t) > 0 za svako t > T: Prema uslovu (F}) postoji pozitivna konstanta M takva da je

(3.30) AR [ Vﬂ ] , t>T.
(t)

(t)fu u

Ako oznac¢imo sa

)
K= T)f d y 1= /

koristeci (3.30), za svako ¢ > T imamo da je

/Tt Q(f)(j()s) ds'

O
= |f t)f(u)d

[ ]

B x(t)M y
B /x(T) f(u) I

U 0

f(x(s))

m+/ ¢“m<K+M
U
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I z(t) / 2
kot | [ V) du]
=) flu)
- o) flu)
_ oo | [ VPEEREED) ]
= Ki+M |Ri+ . F@()) x'(s)ds ]
(i) z(t) < 0 za svako t > T: Kako prema uslovu (Fy) postoji pozitivna konstanta M takva
da je
2
~ 1p(u) — V(W) (u)
. 2 d A S S
(3.31) /x(t) Flw) ™ =M [/z(t) f(u) u] = h

ako ozna¢imo sa

K /(OO V) /(: Py,

) f(u) fu)
za svako t > T dobijamo da je
) || O e e
| e - f(u)d -l /x(t) Fw)

< Ko+ M fl ]

x(t) (u)

T) f(u)

z(t) /
— K+ M R2+/ VZRULIO! ]
o

VIEEEE)
/T Fas) ")

< Ko+ M |Ry+

Dakle, bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da vazi

CFEEEE)
Sy ) ds

R+

/Tt géfi?s) ds‘ =i

odakle prema (3.29), zaklju¢ujemo da je zat > T

el g, ra (v [ =3 al
| e ’ *( / g<s>a<s>> ]

ds
o(s)a(s)

K+ M

IN

t
< K+2MR?+ 2MN2/
to

Prema uslovu (C7) postoji Ty > to takvo da je

t

d
(3.32) / _% >1 =zasvako t>Tp,
 2()a(s)



3.3. Superlinearna DJ 109

tako da je

t t
d
(3.33) / _wls) ds‘ <0 [ =2 asvako t>T* = max{Tp, T},

T 0(s)a(s) to 0(s)a(s)

gde je C = K +2M(R? + N?).
Sada, kako prema Lemi 3.3.4. vazi (3.23), sledi da postoji P > 0 tako da je

t T t T
/ o(s)q(s)ds = / o(s)q(s) ds +/ 0(s)q(s)ds < / o(s)g(s)ds —w(t)+ P, t>T.

to to T to

Uzevsi u obzir (3.33), dobijamo da je za t > T*

/t:Q(S)la(s) /t: o()q(7) dr ds
:/tT Q(s)la(s) /t or)q(r) dr ds + /;M /t o(r)q(7) dr ds
(| e i+ p) [t

to
T 1 /s t ds
< —_ o(7)q(7) dr ds| + P* / —_—
/to o(s)a(s) Jr to 0(s)a(s)
+ P. Dakle, za svako t > T*, zbog (3.32) je

[ etsrats)as

J e [, s an<? | oo

/tOT Q(s)la(s) /T o(r)aq(r) dr ds

Uzevsi za o(t) = 1 imamo sledeéu posledicu, koja predstavlja prosirenje kriterijuma (I)
na jednacina (FE).

gde je P*=C +

gde je P = P* + , §to je u suprotnosti sa uslovom (Cy). O

Posledica 3.3.2. Superlinearna jednacina (E) je oscilatorna ako vaze uslovi (Cg)

(C10) /t:o a(f:) = o0,

@) ([ f) L [

U narednom primeru navodimo jednacinu na koju je moguée primeniti Teoremu 3.3.3., ali
nije moguce utvrditi njenu oscilatornost primenom Posledice 3.3.2. Time zapravo opravdamo
uvodenje tezinske funkcije o.
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Primer 3.3.2. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu (E) za

sint 24 cost

™
T Ct> =~
Vi 2/t L)

Uzevsi da je o(t) = t,t > tg, uslov (C7) je zadovoljen. Imamo da je

/t: o(s)q(s)ds = /7;2 [—\/Esins + Q—Q\C/%SS] ds

= /t d(V/s(2 + cos s))
w/2

= Vt(2+cost) — V2r >Vt — V2r,

q(t) = —

tako da je i uslov (Cg) ispunjen. Pored toga,

t 1 /s t 9 p 3
_ o(T)q(T des>/ Vs — V21 sds:t2\/i—\/7t2+7r2\/§
|, ey ], e (Ve Vam)sds =3 3+ 1
i kako je
[
1, 0(s)a(s) 2 8§ — 27
to je

(i) [, i f, o= G- [ ).

Dakle, zaklju¢ujemo da je uslov (Cy) zadovoljen. Prema tome, kada su zadovoljeni uslovi
(F3), (Fy) i (F5) posmatrana diferencijalna jednacine je oscilatorna prema Teoremi 3.3.3.

Sa druge strane, Posledica 3.3.2. ne moze se primeniti za posmatranu jednacinu. Zaista,
za t > to dobijamo da je

t t sins 24 coss
/toq(s)ds = /TF/Q[—\/E + 2575 ]ds
/t [ sms+ 3 }d cost +/ [coss+ 3
el Vs 2s Ji 255 ' 25

f}
< cost n L2 d co \/7 \/5
— —ds = — —.
N \/{E w/2 S\/g t ™
Tako, za svako t > 1y

bty t 3 2 4 /2 6 w227
— drds < 2(—— 4 —)d :\/7t3—t2 t ,
/to a(s) /to a(r) dr S/tos s T NF) BV T Vie =

odakle je

IA

IO L B
limsup — / / q(T)drds < oo,
t—00 t to (I(S) to ( )

odnosno uslov (C11) nije zadovoljen. A
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Uopstena polulinearna diferencijalna jednacina ¢iju smo oscilatornost razmatrali u
Poglavlju 2.2. se o¢igledno za a@ = 1 svodi na jednac¢inu (E). Prema tome svi kriterijumi
oscilatornosti pokazani u Poglavlju 2.2. za o = 1 mogu se primeniti i na jednacinu (E).
Specijalno, pod pretpostavkom da funkcije f i ¢ zadovoljavaju uslove (F3), (Fy) i

(Fs) min{inf /' / . f/ x@ﬁ/ V(i) } > 0,

z>0 (x) f(u)

kao direktnu posledicu Teoreme 2.2.8. imamo sledeéi rezultat:

Teorema 3.3.4. Superlinearna diferencijalna jednacina (E) je oscilatorna ako koeficijenti a
i q zadovoljavaju uslove (Cg), (Cho) i za funkciju H € H* (D) vaZe uslovi

t
C I - H(t,s)ds = oo,
(C) monp g | a(e)H (e 8) ds = o0

vty [0 ([ )

(C13) lim sup

Ova teorema zapravo predstavlja poboljsanje i prosirenje kriterijuma (V) Poglavlja 1.3.
na jednacinu (E). Poboljsanje je izvrSeno u smislu koriséenja tezinske funkcije H (¢, s) umesto
(t—s)™, n > 1 prirodan broj. Ako pored ove tezinske funkcije uvedemo kao tezinsku funkciju
neprekidno diferencijabilnu funkciju o : [tg,00) — (0, 00) mozemo pokazati poboljsanje kri-
terijuma oscilatornosti iskazanog Teoremom 3.3.4.

t
d
U cilju jednostavnijeg oznacavanja neka je A(t) = / i i x : D — R neprekidna

to @(s)o(s)

funkcija odredena sa

h(t,s) = —%I;I(t,s) = x(t,s)\/H(t,s), zasvako (t,s) € D.

Teorema 3.3.5. Superlinearna diferencijalna jednacina (E) je oscilatorna ako za pozitivnu,
neprekidno diferencijabilnu funkciju o(t) na [tg, 00) vaze uslovi (Ry), (Cr), (Cs) i za funkciju
H € H™ (D) vaze uslovi

(Cha) imsup 7o / H(t, $)o(s)a(s) ds = oo,
(C15) h?iiljp Hit o) /to x2(t,5)0(s)a(s)A(s) ds < co.

Dokaz. Neka je x neoscilatorno resenje na intervalu [T, 00), T > tg, jednacine (E). Ako w(t)
definiSemo sa (3.22) vazi (3.24).Prema Lemi 3.3.5. vazi (3.25), pa postoji konstanta N > 0
takva da vazi (3.28), odakle se primenom Svarcove nejednakosti dobija da vazi (3.29).

Pretpostavié¢emo da je z(t) pozitivno resenje, jer postupkom kao u dokazu Teoreme 2.2.8.
ili Teoreme 3.3.3. dokaz se moze prosiriti i za sluc¢aj kada je xz(t) negativno resenje. Prema
uslovu (Fg) postoji pozitivna konstanta M, takva da je

(3.34) () /OO v f/;z;”(“) du>M za t>T.

P(x(1))




112 Glava 3. Oscilatornost generalizovane DJ tipa Emden—Fowlera

Ako oznac¢imo sa

_ [T ey
K_/;D(T) f(u) du =0

bice
f'(@(®) o 2 VT@EW N\ O P\
o 2 ) d) - (K e

[V

<
/—\/?/—\

_l’_

T f(z(s))
. -2
> M2 <K—|—N</t a(;)lz(s)>1/2) :M2(K+N\/m>i2

Prema uslovu (C7) postoji Tp > to tako da je A(t) > 1 za svako ¢t > Tj, odnosno

K+ NA(t) < K\A(t)+ N\A({) = K*\A({), t>Ty, K*=K+ N.

Dakle, postoji pozitivna konstanta C' takva da je

fz@) . C
() > A(t)’ za svako t > Tj.
Sada, (3.24) ima sledeéi oblik
o 1o AP ()2’ (t) w?(t)
olt)att) < —u'(t) + () "L o =
odakle se integracijom dobija da je
(3.35) t H(t,s)o(s)q(s)ds < — t H(t,s)w'(s)ds + t H(t, S)Q’(s)a(s)M ds
To To Ty f(z(s))
Do AT O N
Ji 1 a@etm A ¢
— w(Ty)H (L, Ty) — / w(s)h(t, 5) ds
To
o ) ) f  wis)
ROy B T et am ™
Sada, primenom Leme 3.2.2. (f/v je superlinearna funkcija, a ¢ = —a ¢ nepozitivna,

neopadajucéa funkcija) zaklju¢ujemo da postoji pozitivna konstanta L > 0 takva da je

o () (s) .
(3.36) . H(t,s)o'(s)a(s) @) ds < L H(t,tp), t > Tp.
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Sem toga je

U)2 S
(3.37) —-CH(t, S)(I(S)Q(i)x)‘l(.ﬁ) —w(s)h(t,s)
_ CH(t,s) w(s) + h(t,s) a(s)o(s)A(s) ’
a(s)o(s)A(s) 2\/H(t,s) C
+ 16l s)e(s)a(9)A(s)
< 1o Pl s)o)als)Als), 125> 10
Dakle, iz (3.35), (3.36), (3.37) sledi da je za svako t > Tj
; H(t,s)o(s)a(s)ds < |w(To)|H(t,To) + L H(t, to) + 10 /. 2(t‘,s)g(s)a(s)A(s) ds
< (jw(To)| + L) Hit, to) + % 2<t, $)o(s)a(s)A(s) ds.
Dakle,
t To t
t H(t,s)o(s)q(s) ds = t H(t,s)o(s)q(s) ds + . H(t,s)o(s)q(s) ds
0 TO 0 . 0
< [ H sl ds+ [ als)H () ds
to To

To
smuto)(/ o(3)la(s )|d3+|w(To|+L) - a(s) A(s) ds,

t s)
to

Sto je zajedno sa uslovom (C5) u suprotnosti sa uslovom (C14). [

NAPOMENA 3.3.3. Iz Teoreme 3.3.5. za a(t) = 1,¢(x) = 11 H(t,s) = (t—s)", n > 1 prirodan

broj dobija se kriterijum (VII) Poglavlja 1.3.

Da Teorema 3.3.5. zaista predstavlja poboljsanje Teoreme 3.3.4. uveri¢emo se u narednom
primeru.

Primer 3.3.3. Posmatrajmo diferencijalnu jednaéinu (E) za

a(t) = t%, q(t) = -t~ 1/3 smt—|— 2 4/3(2 +cost), t>tyg= g

Uzevsi da je o(t) = t9/6,t > to, imamo da je

At) = /t: g(s(;lft(s) =24 (t1/24 _ (7?/2)1/24>

odakle odmah mozemo zakljuciti da vazi uslov (C7). Pored toga, za t > 7/2 dobija se da je

t t 2+ cos s
$?/6q(s)ds = / —/ssins + ——— | ds
/tO ( ) 71./2|: 2\/§ ]

- /j d(v/3(2 + coss)) > Vit — V2r,
/2
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tako da je i uslov (Cg) zadovoljen. Dalje, izabra¢emo da je H(t,s) = (Vt —/5)%, t > s > tg.
Pre svega ovako izabrana funkcija H o¢igledno je sa svojstvom HT. Za t > tg je

/t:wz VR e(s)a(s)ds = /t:w% - v [ etwratw ) s

_ / Q@—l) /t:gw)q(u)duds

- (G

1 3 V2
= gt\/i—v27rt+§7r\/{f—7r 3 ﬂ,

odakle je
lim sup 1/ (Vt —v/5)%0(s)q(s) ds = cc.

t—o0 to

Dakle, uslov (C14) je zadovoljen. Pored toga je x2(t,s) = 1/s i A(t) < 24t'/?*, tako da je

t t
/ X2(t, s)o(s)a(s)A(s) ds < 24/ 1(5’1/855/651/24 ds=1t— 37

to to 8
odakle sledi da je
1 t
limsup/ X2(t, s)o(s)a(s)A(s) ds < oo,

t—o0 to

odnosno i uslov (C15) je zadovoljen. Prema tome, Teorema 3.3.5. garantuje oscilatornost
posmatrane jednac¢ine ako funkcije f i ¢ zadovoljavaju uslove (F3), (Fy) i (Fp).

Sa druge strane, uslov (C12) ne vazi tako da se Teorema 3.3.4. ne moze primeniti. Zapravo,
zat > tg je

t t 1 t
/ q(s)ds = / [—5_1/3 sin s + 3 s74/3(2 4 cos s)} ds < /
to s

/2 w/2

tor1 3 11 [t
= t_1/3cost+/ [f 8_4/30085-1—*8_4/3} ds §t_1/3cost+/ s~4/3 ds
/2 3 2 6 /2

[—8_1/3 sin s + g 5_4/3] ds

11 11
= ¢t Y3cost— ?(t_l/?’ —(n/2)71%) < 3@/2)—1/3 = ko

odakle je
1/t\/‘ 5 1/15(\/% )/s
- t—+/s)%q(s)ds = = — -1 q(u) duds
(Vi vaae) () e
ko [T/t ko T
< X X =2 (t—Vort+=).
= t0<\/§ )ds t( 7r+2)
Dakle,
1 t
limsupt/(\/f—\/g)Qq(s)ds<oo,
t—o00 to

odnosno (Cj2) ne vazi. A
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Preface

This thesis is concerned with the question of oscillation of second order nonlinear
differential equations and is consisted of original results. It arose as the consequence of
investigation started at the postgraduate studies ( "Asymptotic behavior of solutions
of differential equations, University of Belgrade, 1996.). It belongs to the sphere of
qualitative analysis of differential equations.

The interest on qualitative analysis of differential equations is due, in large part, to
the fact that many physical systems are modeled by second order differential equations.
Solving differential equations by using quadratures was the most utilized method at
the earlier period of development of theory of differential equations . An equation
x' = f(t,x) is considered solved if we can get the general integral ¢ (¢, z,C') = 0. But,
that period was finished with the papers of Lia (Sophus Lie, 1842-1899), since this
problem can not be solved for variety types of equations. Conditions for development
of qualitative analysis of differential equations was created when the fundamental the-
orems of existence and uniqueness of solutions had been established and the person
who initiated qualitative analysis of differential equations was France mathematician
Poenkare (Henri Poincareé, 1854-1912.).

In the qualitative analysis of differential equations we make the conclusions accord-
ing to the functions which appear in the differential equation . Qualitative analysis gives
us information about properties of solutions of differential equation such as bounded-
ness, number and position of zeroes and poles, asymptots, behavior in the neighborhood
of singular points and in infinity, oscillation, monotonous, etc. In the other way, in the
simpler cases it allows us to trace nearly the graph of solutions without knowledge of
analytic expression. That is especially interesting in the cases when we can not solve
the equation by the quadratures and moreover, expression of general integral is usually
quite complicate, so that we have to use qualitative analysis.

In the last three decades qualitative analysis of differential equations has begun to
receive more and more attention. For that time, new methods of investigations have
been elaborated and very important and useful results have been obtained. Criteria of
oscillation of linear and nonlinear differential equations has been established, classifi-
cation of equations according to the oscillatory properties of their solutions have been
proposed, the existence or nonexistence of singular, proper, oscillatory, bounded and
monotone solutions of various types have been established and asymptotic properties
of such solutions have been studied.

The oscillation problem for the second order linear and nonlinear differential equa-
tions is of particular interest and therefore, it is subject of many investigation. Prob-
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ably, the most investigated differential equations is linear differential equation
(L) 2"(t) +q(t)x(t) =0

and nonlinear differential equations of the form

(EF) "(t) + q(t)|a(t)] sgna(t) =0, A #1,

which is known in the literature as the Emden—Fowler differential equation. The equa-
tion of this type for the first time attracted attention at the close of the XIX century
in connection with the astrophysical investigations of R. Emden, and in thirties it ap-
peared in the papers of E. Fermi and L.H. Thomasa devoted to the distribution of
electrons in the heavy atom. The Emden-Fowler equation also arises in the study of
gas dynamics and fluid mechanics. More recently, the Emden-Fowler equation also
appear in the study of relativistic mechanics, nuclear physics and also in the study of
chemically reacting systems.

Since the many oscillatory physical systems are modeled by the linear differential
equations, development of theory of oscillations began with the investigation of those
equations. In the sixties, efforts have been made to show that oscillation criteria for
the linear equation remain valid for the Emden—Fowler equation and under appropriate
assumptions on f(x) for the more general equation

(GEF) 2"(t) + q(t) f(z(t)) = 0,

where g € C([0,0);R), f € C(R;R)NC((—o0,0)U(0, 00)) satisfies conditions z f(z) >
0, f'(x) > 0 for all = # 0. Differential equation of such form is known in the literature
as the generalized Emden—Fowler differential equation. The shown oscillation criteria
are usually classified into sublinear and superlinear cases according to v € (0,1) or

~ > 1 respectively for Emden—Fowler equation. Similarly, equation (GEF) is sublinear
if f(x) satisfies

° du ¢ du
0< — —— <o zasvako e > 0;

or f(W)" Joo f(u)
equation (GEF) is superlinear if f(z) satisfies

+o00 —00
0< ﬂ, ﬂ<oo za svako € > 0.
e S o flw
Oscillation of solutions of nonlinear differential equations (EF') and (GEF) has
been investigated by remarkable number of authors [2, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 15, 16, 17, 22,
23, 24, 25, 37, 44, 48, 53, 59, 61, 66, 67, 72, 74, 76, 78, 88, 100, 101, 102, 103, 104, 119,
120, 142, 147] etc., among which Ch.G. Philos [105], [107)-[110], [112]-[118], J.S.W.
Wong [19], [20], [73], [77], [123]-[134], [137], [138] and C.C. Yeh. [135, 136, 138, 146],
by all means, made the greatest productive.
In the eighties the oscillation problem for the second order nonlinear equation of
the type

(NL) (a(t)(z ()2’ (t))" + q(t) f(2(1)) =0,
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where @ € C'([0,00); (0,00)), g € C([0,00); ), ¥, f € CHE;R), 2f(x) > 0, /(x) > 0,
Y(x) > 0 for all x # 0, has been of particular interest. Among numerous papers
dealing with the oscillation of this equations we choose to refer to S.R. Grace, B.S.
Lalli [27]-[43] and J.R. Graef, P.W. Spikes [44]-[47].

During the last two decades there has been a great deal of work on the oscillatory
behavior of solutions of the equation of the type

[a(t)]' ()12 (1)) + a()|2(B)|*a(t) =0, a >0,

which is called half-linear differential equation. There is a striking similarity in the os-
cillatory behavior between the second order half-linear equation and the corresponding
linear equation. The problem of finding oscillation criteria for nonlinear equation of
this type has received the attention of many authors: A. Elbert [21], H.L. Hong, W.C.
Lian, C.C. Yeh [54, 58], H.B. Hsu, C.C. Yeh [57], H.B. Hsu, W.C. Lian, C.C. Yeh [58],
T. Kusano, A. Ogata, H. Usami [68], T. Kusano, A. Ogata [69], T. Kusano, N. Yoshida
[70], T. Kusano, J. Wang [71], H.J. Li, C.C. Yeh [80]-[85], W.C. Lian, C.C. Yeh, H.J.
Li [89], etc..
Nonlinear differential equation of the type

[a(t) ()]’ (D] (8)] + a() f(2(t)) =0, a >0,

appeared in the literature in 1996. in the papers of P.J.Y. Wong, R.P. Agarwal [139]
(in the case for ¢(z) = 1), R.P. Agarwal, W.C. Lian, C.C. Yeh [1] and afterward in
1998. in the paper of H.L. Hong [56] who generalized criteria of oscillation of half-linear
differential equations due to H.B. Hsu, C.C Yeh [57]. We shall call differential equation
of this type as generalized half-linear differential equation.

Some of the more important and useful criteria of oscillation of the mentioned
nonlinear equations involve the average behavior of the integral of the alternating
coefficient. These tests have been motivated by the classical averaging criterion of
Wintner which states that if ¢(t) satisfies

1 t s
lim —/ / q(u) duds = oo,
t=oot Jo Jo

then the linear equation (L) is oscillatory. Kamenev in 1978. extended Wintner’s
criterion by considering weighted averages of the integral of the coefficient ¢ and proved
that the condition

t
limsupl/ (t —5)q(s)ds = co za neko 8 > 1,
t—o00 tﬁ 0

suffices for the oscillation of (L).

Investigation of the second order nonlinear oscillation in this work is motivated by
the most recent contributions in the sphere of weighted averages. Namely, among nu-
merous papers dealing with averaging techniques in the study of second order nonlinear
oscillation majority involve positive, continuously differentiable function ¢ such that
¢’ is nonnegative and decreasing function and the function (¢t — s)®, for a > 1 integer
or real, as the weighted functions. It is therefore natural to ask if it is possible to use
more extensive class of functions as the weighted functions. An affirmative answer to
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this question has been given for the first time by Ch.G. Philos [111] [Arch. Math.
(Basel), 53 (1989), 482-492] who has used averaging functions from a general class of
parameter functions

H:D=A{(ts) :t>s>t}—R

and obtained new oscillation criteria for linear differential equations . S.R. Grace [41]
in 1992. and H.J. Li, C.C. Yeh [87] in 1997. have also answered to the above question
in the affirmative for second order nonlinear equation (NL).

Accordingly, the main purpose is to establish new criteria for the oscillation of
nonlinear equations of second order by using averaging conditions of type introduced
by Philos [111]. Such averaging technique is unique in investigation of half-linear
differential equations and it is extension of investigation of nonlinear equation (NL)
started by Grace, Li and Yeh.

All results are presented in three chapters.

The first chapter is introductionary. Some notions from theory of oscillation are
given there as well as some basic results that will be used in the sequel.

In the Chapter 2. we present oscillation criteria for half-linear differential equations.
Although many established oscillation criteria for the half-linear equation involve the
average behavior of the integral of the alternating coefficient, neither one of the au-
thors considered weighted averages with a class of functions H(t, s). Therefore, in the
Section 2.1. we establish new criteria for the half-linear equation by using an averaging
condition of the type introduced by Li, Yeh in the paper ”Oscillation of second order
sublinear differential equations” - Dynamic Systems and Applications 6(1997), 529-534.
That criteria has a general class of functions H(t, s) as the parameter function.

It is also natural to ask whether oscillation criteria for the half-linear equation can
be extended to the more general equation. Since the generalized half-linear equation
is considerable less investigated, establishing oscillation criteria for that equation will
be of particular interest. In the Section 2.2. established oscillation theorems for the
half-linear equations in the previous section are extended to the generalized half-linear
equation and also well-known results of Ch. G. Philos [113] for the equation (GEF)
are extended. Beside that, some qualitative new oscillation criteria is proved for thus
equation, which are also new oscillation criteria of half-linear equation as well as of the
equation (N L) and which involve the weihgted average behavior of the integral of the
coefficients.

Very important part in the oscillatory theory is establishing comparison theorems,
which allows us to conclude about oscillatory behavior of solutions of some equations
according to oscillatory behavior of solutions of the more elementary equations. That is
why, in Section 2.3. we prove some comparison theorems for the generalized half-linear
equation in the reference to the half-linear equation.

A systematic study is attempted in the Chapter 3. to extend, improve and correlate
a number of existing results for the equation (NL). Some of the results are extensions
of the known oscillation theorems for the generalized Emden—Fowler equation. The
results will be classified into two classes according to sublinearity and superlinearity of
the equation.

In the Section 3.1. we consider sublinear equation (NL) and prove that criteria
of Ch.G. Philos [110], [115], Ch.G. Philos, I.LK. Purnaras [116], J.S.W. Wong [134] for
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sublinear equation (GEF) under additional assumptions on the functions a, f and
Y can be extended to the general equation (NL). Since the assumption that the
function 1 is positive has been required in all known criteria for the equation (NL), it
is natural to ask whether it is possible to establish the oscillation of the equation (N L)
when the function 1 is negative or allowed to change signs. An affirmative answer to
this question is given in second part of Section 3.1. Oscillation criteria for equation
(NL) are established under the following assumptions for the function f and :

f(x) F@N L f@w) 1
o) (w)) 20 T Tk

This criteria are also extended to the nonlinear differential equation with a damping (
with a damped term ) in the Section 3.2.

(a(t)(x ()2 (t))" + p(t)' (t) + q(t) f (2(1)) = 0,

without any restriction on the sign of the damping coefficient p(t), which is of particular
interest.

In the Sections 3.3. we study the oscillatory behavior of superlinear equation (NL).
Our results extend some of the results in the papers Ch.G. Philos [112], [113] and Ch.G.
Philos, I.LK. Purnaras [116], [117]. Not to mention, that established oscillation criteria
improve mentioned criteria for equation (GEF'), because they are obtained by using
general class of the parameter functions H(t, s) in the averaging techniques.

U(x) #0, =

>0 za x#0.

In this occasion I want to express my gratitude to my parents Vasilije and Ljiljana
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Mima on the moral and financial support given to me during the period of preparation
and making this thesis.
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