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р R Е D G О V о R 

U magistarskom radu "Epiciklicko projektovanje 

hip'erboli6nog prostora fl razmatrali smo proje"'ttovanje рго

stora Lobacevskog па datu 'ravan (poluravan) tog prostora. 

Zraci tog projektovanja mogu biti oricilui, ekvidistante 

ili krugovi odgovarajuceg prostora. Istovremeno razmatra

пје ovog projektovanja, bez obzira па prirodu zrakova, 

ostvarili smo zahvaljuju6i definiciji pomenutih krivih 

ротоси odredenmhgrupa rotacija. Ргоисауanје "Neeuklidskih 

geometrija il i "Neeuklidskih prostora fl В.А. Roze:e.feljda 

podstaklo nas је da razmat?=-,amo mogu6nost epiciklickih 

projektovanja i u tim prostorima. Prirodno је bilo sto smo 

ta projektovanja poceli da.ostvarujemo u geometrijama 

idealne oblasti prosirenog prostora Lobacevskog. тi ро

kusaji, uz odgovaraju~e proucavanje potrebne literature, 

pokazali эи ва је za ostvarenje cilja koji это postavili 

neophodno prethodno izgradi ti odgovarajuce pol~formalne 

geometrije. Naime, epiciklicko projektovanje u geometriji 

Lobacevskog razvijali это u duhu geometrijskih koncepcija 

Нilberta i Ваhшanа, а пе koncepcije koju је Н. Weyl izlo

zio prvi put u knjizi t1Prostor, угете i materijall.Veci-

па dela која se odnose па tu problematiku koriste uglаvЋоm 

metode које proisticu iz оуе, nazovimo је, "vektorske Jl 

koncepcije zasni уanја geometI:'ije. JJovodom tih metoda 

primetimo эааа јОБ jedino to, аа эе za razlik'-;t od drm.-
gih neeuklidskih geometrija, tim metodama ni u priblizni:1> 

dovoljnoj meri u odnosu па zahteve cilja koji это postavi

li, Ilisu proucaval:eupravo §';еошеtгiје koje паэ iпtггеsuјu. 

~зto эе ti'~e si:m.tetickog ргоu':;аvг..nја па osnovu de

-t;aljnog гаzшаtГВIlја li terature zakljucili Бто аа пе ро

stoji аksiоmаtiза nijedne od ovih geometrija. Siste~d 

аksiоша dvodimenzione pseudoeu1clidske i tI'odimenzione 
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parabolicne gеошеtгiје izlozeni u radovima /36/ i /37/ 
samodonekle зи пат mogli pomoci и formiranju sistema 

аksiоша gеQшеtгiја idealnih oblasti ravni i prostora 

Lobacevskog. Zato зmо, па osnovu op~teg principa kla9ifi

kacijeprojektivnih шеtгi~а primenjenog па оуе prostore 

ustanovili takode opsti princip formiranja aksiощаtikа 

dvod1menzionih projektivno rnetrickih geometrija. Pri 

formiranju tih аksiрша koristili зшо glavne modele tih 

geometrija koji зе ostvaruju и odgovarajucim oblastima 

projektivne ravni. Na taj nacin зто и ~ 2. prve glave га
аа ,osim sistema aksio.ma pomenutih geometrija,izlozil.i i 

sisteme aksioma i .. ~vih ostalih dvodimenzionih projekti

vnо metrickih geometrija. Мааази, kao sto зшо уес пароше

nuli, neke оа tih geometrija пе racunajuci klasicneve6 

bile aksiomatizovane, dali sшо i nase varijante i njima 

odgovaraju6ih sistema aksioma, јег је ргосез formiranja 

sistema aksioma koji зто primenili tekao uporedo za sve 

te geometrije, ра пат tonije oduzelo mnogo prostora. 

Ovakav nacin formiranja sistemaaksioma,razjasnio је 

pravi smisao ney~ћ aksioma klasicnih, ра i eutlidske 

geometrije. Tako зе па primer pokazalo da зе aksiomama 

paralelnosti odred:uje, ргаvош (pravama) kroz tacku уan da

te ргауе ргауа priroda te date prave. Takode зе zahvalju

juci takvom nacinu moglo zakljuciti аа је cinjenica аа za 

svake dve tacke klasicnih geometrija postoji ргауа koja 

ih; sadrzi specificnost tih geometrija,ravnmpravna svoj

stv~ ро kome зе svake ауе ргауе elipticne ili geometrije 

idealne oblasti pr&fYiFeme-"гаvni Lobacevskog seku.Pred

nost zarnene'aksiorna podudarnosti Нilbertovog sistema 

aksiomama transformacija podudarnosti u slucaju projekti

vnо metrickih geometrija, zbog prirode njihovih glavnih 

modela, ovde је doslo do punog izrazaja. Svojim znacaj-
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nlffi doprinosom u ргоисауanји tih geometrija smatR~mo i 

зтanјепје brhja tih aksioma. Za razlih~ od A.V. Pogore

lova, koji је za aksiome ~Ikretanjallapsolutne geometrije 
. predlozio sedam aksioma, mi зто predlozili зато tri i 

to u okviru geometrija grupa aksioma incidencije i ро

retka dvodimenzionih projektivno ~etrickih geometrija. 

Pot-01imost tog sistema aksioma, pod pretpostavkorn пје

govog prosirivanja cetvrtom i petom g-ruporn aksioma, u 

Б~исаји арsоlшtnе geometrije u Boljajevom smislu dokazali 

зто posredno, dokazujuci ekvivalentnost aksioma podudar

nosti i aksioma transformacija podudarnosti u okviru ak

sioma incidencije i poretka u radp istognaslova (rad 
• 'О 

/37/). . 
Оа formiranja sistema aksioma svih dvodimenzionih 

projektivno шеtгiсkih gеФmеtгiја do formiranja zajednickog _.. ~,. 

'. aksiomatskog jezgra svihtih geometrija bio је potreban 

saтo jedan korak. Ucinivsi ga, ostvarili smo t~znju ko

ја зе posle zavrsetka odredene faze u razvoju geornetri

је uvek iznova javlj~la: formiranje sistema apsolutne ge

ornetrije. Da bismo i.stakli da se, za гаzlik:Ш. od Ваhrnanоуе 

apsolutne geornetrije koja је zajedni~ka озпоуа зато tri 

od mogucih devet takvill geometrija, паза apsolutna georne

trija moze prosir'i ti do зуаке ravne metricke geometrije, 

tu geornetriju зrпо nazvali !l.apsolutno Jl apsolutnom. иро

redno razmatranje glavnih (projektivnih) modela svih 

projektivno metriclcih geometrijl3. navelo пав је па иор

stavanje neki1:1 znacajnih relacija i transformacija podu

darnosti tih gеошеtгiја. ОрSt;~~ ... .s12[~џ:L.<;?Јје озпе i centrlne 

simetrije razlikuju зе od postojecih. Рото6и osnih sime

trija uopstili зто definiciju normalnosti pravih do defi

nicije norrnalnosti likova tih geometrija. I;a taj nacin 

obuhvatili зmо i uzajamnu normalnost pravih i nizova 
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tacaka koji пе pripadaju pravama u odgovarajucim geometri

јата. Siicno smo, koriste6i Se па80т dеfiпiсiјош cebtral

пе simetrije definisali i,pojam suprotnih .tacaka u nekim 

od tih geometrija. 

U ~ 3. dokazali smo роtрШnоst sistema aksioma 

nekih projektivno metrickih geometrijcii to па dva nacina. 

Jedan od njih sledio је iz dokaza kategoricnosti tih geo

metrija. Drugi smo ostvarili pretpostavljaju6i da зто for-, 
шalizоv~li pomenute geometrije. Pokazalo se da паБа, па 

izgled samo teorijska amaliza izraza lIaksiomatika polu

formalnog karaktera% па koji smo naisli sашо u sre~jo

skolskom udzbeniku "Geometrija" D. Lopandi6a, daje i 

prakticne rezultate. То 6е se-pokazati narocito u slu

саји ostvarenja modela pomenutih geometrija u geometri-

ji Lobacevsko~. Smatramo da smQ do takvogmod~Jageome

trije kojoj su, u glavnom mOdelu, prave predstavljene 

presekom secica apsolute sa sp.oljsnjoscu apsolute, do .... 

81i saтo zahvaljuju6i рьшепutој analizi koja је dopri.;:; 

neka da bolje shvatimo i objasnimo i neke druge pojmove 

teorije modela uopste. Розtо su и tom modelu tacke pred

stavljene pravam~ а prave hiperbolicnim praтenovima pra

vih geometrije Lobacevskog, k9riste6i izomorfizam proje

ktivnih modela ovih geometrija mogli зто i"gemmetriju 

pravih i hiperbolicnih pramenova pravih geometrije Lobace

vskog" ostvari ti u toj geometriji idealne oblc~.sti рго

sirene ravniLoba6evskog. Ргеdstаvlјапје transformacija 

poctudarnosti geometrija idealne oblasti proi3irene ra-

vni LobacevRkog u modelu tih gе:)mеt~i,j.s.,.~д-geошеtгiјi 

Lobacevskog otl<:rile. је mnoga vazna svofistva i transforma

cija podudarnosti geometrije Lobacevskog, narocito u 

odnosu па transformacije pramenova pravih te geometrije. 

Кгај ovog рmшgгafа posvetili smo proveri tacnosti aksi-
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оша transformacija podudarnosti apsolutne geometrije u 

glavnim modelima geometrija koje эшо proucavali. Na taj 

nacin это upoznali јов neka bitna svojstva simetrija 

tih geometrija u njihovim glavnim modelima. . . 

Zbog obimnosti, prilikom odredivanja sadrzaja ov-
, 

og rada, ogranicili эшо зе samo па upozna"'lanja svojsta-

va trajektorija pramenova pravih i snopova ravni razmat

ranih geometrija. Posle ~ormiranja sistema aksioma tih 

geometrija mog1i зто neposredno, u po1uformalnim geomet

rijama, odrediti svojstva tih trajektorija. Pri tome bi 

пат glavni mode1i odgovaraju6ih geometrija predstavlja1i 

оэnоvnи inspiraciju i putokaz za formulisanje i izvode

nје teorema. Medutim od.luci1i smoda upravo taj deo' рг
осеза, koji se obicno u radovimane iz1aze, розеЬnо is

taknemo. S obzirom па nacin predstavljanja transformaci

ј а po"dudarnos ti ovih gеоmеtгiјз. u njihovim glavnim (pro

jektivnim)mode1ima bi1i'smo U"шоgu6nоsti аа odgova.raju

са razmatranja izvod.imo u sve tri geometrije prosirene 

ravni Lobacevskog istovremeno. Projektivni mode1 prosi

rene ravni Lobacevskog tj. projektivne ravni u kojoj је 

zadata nedegenerisana kriva drugog reda kao apso1uta ozn

aei1i вто, ро ug1edu па B.A.Rozenfe1jda, ravan 182. Ra

zmatranja u ravni 182 izvodili зтоnа takav n~cin аа зе 
gotovi svi rezultati tih razmatranja skoro neposredno 

mogu "preneti" u odgovaraju6e po1uformalne teorije. Zah

va1juju6i tome veoma cesto i u radu, а i u ovom predgov

оги за jezika mode1a prelazimo.na jezik odgovarajuce ро-

. 1uformalne teorije i obratno. 

Ројат trajektorij,a ponikao u geometriji,Jf~Q".J 
mnogi d.rugi 'юјmоvi nе эато geometrije ve6 i matematike 

uopste, doziveo је u a1gebri znacajna uopstenja. Zato ka

da је to potrebno u оvош, а i u drugim Slucajevima, prim-
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епе algebarsldh шеtоdа u geometriji daju уеота znacajne 

rezultate. Ovo ве odnosi narocito nakoris6enje svojst

ava preslikavanja cijem upoznavanju је algebra dala па

jznacajniji doprinos. Medu preslikavanjima osnovnog sk
ира date geometr{je ровеЬпо se isticu опа koja osnoVne' 

podskupove tog skиpa - prave preslikavaju па podskupo

ve iste vrste. То ви kolinearna preslikavanja. U radu 

smo se ogranicili па t~~ vrstu preslikavanja. Stav 

koji 9ШО и radu na'jvise koristili i kojije omogu6io da 

u istom ostvarimo veoma mnogo znacajnih rezultata је, 

kao i njegov dokaz veoma jednostavan. Ргета tom stavu, 

ako је element g'date grupe konjugovap (izveden unutra-
. " 

''snjim automorfizmom te grupe) iz elementa g(tj .. ako' је 

g'= hgh-1 ), tada je.51ikalika ~ = h(L) pri preslikav

anји g' lik Ll=h(~') gde su L i L'odgovaraju6i lik i 

-slika pri preslikavanju g. Iz ovog stava sledi i stav 

koji smo takode cesto koristili: svaki lik invarijant-

ад u preslikavanju g' је slika lika koji је invarijant

ад u preslikavanju g i to preslikavanjem ћ. Vazi obratno: 

svaki lik invarijantan и transformaciji g odgovara likи 

invarijantnom u.transformaciji g' pri preslikavanju tr
ansformacijom h~l. 

Grupa transformacija podudarnosti та koje geomet

rije spoljasnjosti apsolute је podgrupa svih bijektivnih 

kolineacija osnovnog skupa svake od geometrija. Те tran

sformacije ви и modelima koje ovde razmatramo' predstavl

јепе su~enjima automorfizama apsolute naoblast svake 

od tih geometrija. Koriscenjem prethodno navedenog stav8 
dokazali вто teoremu ро 'koJoj SVЭ.kа transformacija·'p·od.u~ 

darnosti preslikava bilo koju trajektoriju ds.tog ргатепа 

pravih, па trajektoriju ргашепа pravih iste vrste ера da

kle i trajektoriju istevrste). Ovaj stav је i ио.ЫСајеп-
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im metodama jednostavno dokazati kada ви u pitanju krug

ovi gepmetrija koje proucavamo. MedUtim, sinteticki dok

azi odgovarajuce cinjenice u slucaju trajektorija razli

citih od krugova veoma je'slozen, te obicno i kada је и 

pitanju dobro poznata geometrija Lobacevskog, izostaje. 

8matrali smo da је veoma vaZnoi и geometrijama 

ravni 182' kao i prostora 18з odrediti preslikavanja ko

ја trajektorije odredene vrste pres1ikavaju па trajekto

rije te iste vrste; ali koja su raz1i~ita od transforma

cija podudarnosti. Ovo smo ostvari1i и dve faze. Najpre 

это resi1i jednostavniji ргоЫеш: odredi1i это sva tak

va preslikavanja ali koja zadovoljavaju i sledeciuslov 

- оnа svaku traj;,ektoriju datog Ј)гатеnа pravih preslikav

аји па trajektoriju tog istog pramena pravih. Koriscenj

ет svojstava unutrasnjih automorfizama dokazali smo da је ," 
u,slucaju bil0 koje od ovihgeometrija zato potrebno i 

dovo1jno da је takvo preslikavanje element', normalizato

га upravo one grupe u o,dnosu па koju је definisana ta 

trajektorija. Ove grupe su generisane osnim simetrijama 

u odnosu па prave da.tog ргашеnа pravih .te smo ih zato па

zvali gru?ama simetrija tog ргamеnа pravih. Тrajektorije 

ргашеnоуа pravih mogu se uduhu grupa definisati i па dr

ugi nacin. Makvu definiciju izlozili smo u magistarskom 

radu i и јов nekim radovima u kojima эшо razvijali teori

ји epicikli(:kog ~:rojektovanja • U ovom radu dokazali smo 

da su nава i postojeca definicija ekvivalentne u svim 81-
ucajevima koji 8е nе odnose nadegenerisane tr~jektorije 

pramenova pra.~.fih. ЫаБа definicija је definicija trajekto

rija pI'amenova pravih nеи odnosu n~Гgruре simetrija tih 

pramenova,yec u оd.nози па njihove prave podgrupe koje su 

skup 8vih proizvoda ро dve simetrije u OCillOSU па prave 
datog ргатеnа pravih. Prednost оуе definicije, koja Бе Ба-
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stoji u tome sto је svaka od tih podgrupa jednostavno tr

anzitivna па svakoj trajektoriji (razlicitoj od tacke) 

koja је definisana u оdnоаи па tu podgrupu, koristili ато 

i u dokazima nekih teorema. U projektivnim modelima razm

atranih ge,ometrija dokazali smo ida је svako presl:i.kava

пје kojetr~jektorije datog ргатепа ргаvih'Ь>геslikаvа па 

trajektorije tog istogpramena,preslikavanje"koje polari

tet koji је па osnovi tog pramena indtlkovan apsolutnim 

polari tetom preslikava па taj isti роlэ,гi tet. Da bi рот

enuti uslov bio i dovoljan, potrebno је da kolineacije 

odgovaraju6e projektivne ravni preslikavaju i duz osnove 

tog ргашепа eiji krajevi pripadaju apsoluti па tu istu 

duz. 
Presek hiperbolicnog рramеша prve vrste аа unutra

зпјоз6и Пsроlјаsпјоs6u) apsolute predstavlja hiperboli-.. 
. ,·..enipramen pravih Ве1 tгami-IO.а.јпоуоg modela geomet:bije 

, "'., , 

Lobacevskog оdnоапо geometrije spoljasnjosti apsolute 

C~Je аи prave preseci secice apsolute аа пјепош spolj

аВпјоЗ6и. Ali pomenuti !)resek ва spoljasnjoscu apsolute 

пе predstavlja pramen pravih опе druge od geometrije 

spoljasnjosti apsolute ve6 ргатеп hiperbolicnih nizova 

tacaka te geometrije. Нiperbolieni pramen druge vrste 

је hiperbd}icni pramen pravih te druge geometrije; оп 

predsta~lja ргатеп elipticnih nizova tacaka prve od tih 

geometrija. Oni elementi normalizatora koji pomenutu рг

ojektivnu duz osnove preslikavaju па пјој dopunsku рге

slikavajutrajektorije pramenapravih јеdnе vrste па 

trajektorije ргатепа pravih druge vrste istog sredista. 

Na ovakav nacin u modelima pomenutihgeometrija protиma

сепа је cinjenica ро koj~j postoje i elementi normaliza

tora unije datog pramena pravih i ·pr.ёJilena.nizoy§. tаё~k~ 

koji trajektorije datog ргатепа pravih preslikavaju па 
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trajektorije ргашеnа niza tacaka istog sredista i obratno." 

U skupu elemenata normalizatora date grupe simetr

ija karakteristicni su oni koji dati ргашеп pravih pres1i

kavju па taj isti pramen' 'pravih i to pravu ро pravu., Е1е-
. , 

menti grupe simetrija te·vrste su centralne i osne simet-

rije koje su и projektivnim mode1ima predstav1jene harmo

nijskim homologijama ciji su centar i osa pol i polara u 

apso1utnom po1arit~tu. oni medu njima koji ne pripadaju 

. datoj grupi ·simetrija su perspektivne ko1ineacije kojima 

su srediste i osa pol i polara u apsolutnom polaritetu. 

8vaki e1ement datog norm~lizatora koji niје element odgo

varajuce grupe simetrija moze se predstaviti kao proizvod 

jedne od takvih perspektivnih-kolineacija i nekog elemen

ta te grupe simetrija. Pri tome је sradiste teko1ineaci

је srediste tog pramena pravih. а osa n,~egova osnova. 

U euklidskoj geometriji elementi normalizatora gr

ире simetrija datog elipticnog (konkurentnog) pramena рг

avih te geometrije predstavljaju transformacije slicnosti 

.и odnosu па srediste tog pramena. Perspektivnim kolineac

ijama u odgovarajucem modelu euklidske ravni odgovaraju 

homotetije euklidske geometrije po'menutog sredista. То is

to vazi i и pseudoeuklid&koj geometriji. Analogija па ko

ји smo ukazali navela nas' је da i elemente normalizatora 

date grupe simetrija odredenog ргатепа pravih smatramo 

preslikavanjima slicSnosti cije srediste tog p:.ramena pravia 

i и geometrijama ravni 182_ OSnQvna razlika izmedu transf

oramacija slicnosti euYJid~ke i pseudoeuklidske geometrije 

i odgovaraju6i~ pres1ikavcu."1ja osnovnih skupova gе.QЩf3tгi.ја 

ravni lS~ ogleda se u tome sto ви transformacije slicnosti 
с:.. 

euklidske i pseudoeuklidske geometrije transformacije osn-

ovnog sk1.lpa tih geometrija, dok su u drugom slucaju ta рг

eslikavanja preslikavanja osnovnog skupa па skup koji ав 

I 

'.' 

. .. 
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razliknje od tog skupa. Ova cinjenica zahteva1a је pose

bna obrazlozenja kojima smo u radu posvetili odgovaraju

си paznju. Jedan od razlo~a te razlike pro~zlazi iz cin

jenice da u projektivnim modelima euklidske i pseudoeukl

iske geometrije zbog degenerisanog polariteta koji {т od

govara, sve tacke sopstvene oblasti tihgeometrija imaju 

istu ро1агu - apsolutnu pravu, dok ве u slucaju geometr

ij а ravni 182 te po1are r·azlikuju. Dok su osnove pramen-
• 

ova pravih cija эи sredista predstavljena sopstvenim ta-

ckama pomenutih modela euklidske i pseudoeuklidske geom

etrije istovetne apsoluti, dotle se osnova bilo kog pr

атеnа pravih geometrija гаvni 182 raz1ikuje od apsoiute. 

Za.tosu и prvom slucaju sv~.preslikavanja slicnosti аи

tomorfizmiapsolute, ра i oblasti interpretacija Qvih 

geometrija. U drugom slucaju medu preslikavanjima za ko-
. ' , 

је' зш6 pokazaJ.i da su preslikavanja slicnosti geometri-

ја prosirenih prostora Lobacevs~og postoje i оnа koja 
Ј . -

apsolutu tih prostora preslikavajuna роугв drugog reda 

razlicitu od apsolute, ра i oblasti interpretacije tih 
geometrija па oblasti koje se od njih razlikuju. Dokaz 

kojimsmo pokazali da u granicnom slucaju рг! prelazu 
odgovaraju6ihgeometrija prostora lsn u euklidsku i рэ
eudoeuklidsku geometriju iste dimenzije', preslikavanja 

slicnosti geometrija prostora lsn takode prelaze u tra

nsformacije slicnosti euklidske Оdnоэnо pseudoeuklidske 

geometrij~ smatramo уеота znacajnim. 
Analizaprimene ovih preslikavanja u fizici и ро

tDunosti је potvrdila nаз stav da эе оуа preslikavanja 
- ."~.~ ... ,~ .. 4.r;' ,~ ~;!.-- ' .. ""':'~'~'''NOЏ 

тогаји smatrati uopstenjima transformacija slicnosti eu-

k1idske i pseudoeuklidske geometrije. Та ana1iza је pok

azala da эе tim preslikavanjima predstavljaju ravnomerne 

kontrakcije i1i dilatacije prostora kojima odgovaraju te 



I 
'0 

... 

- XI -

geometrije. 8y~~o od tih preslikavanja geometriju odre-

denog 901uprec.nika krivine preslikava па geometriju ро

luprec.nika krivine razlicitog od poluprec.nika krivine 

date geometrije. Ukoliko 'эе radi о euklidskoj i pseudo

euklidskoj geometriji ciji је poluprecnik krivine nula 

prirodno је , sto эшо detaljnije obra~lozili u radu, da 

эе te geometrije preslikavaju па geometrije istog polu

precnika krivine, dakle te iste geometrije. Вуа kreta

nја prostora koja зu predstav1jena preslikavanjima sli

cnosti Би ravnomerna. Ovo svojstvo'·obezbedeno" је zahte

vum koji zadovoljavaju ta preslikavanja: trajektorije 

pramena pravih preslikavaju.na trajektorije iste vrste. 

Теогета kojom se izrazava :ra~Џlernost tih kretanja i 

koju это izlozili u radu utvrduje da su slike dva med

usobno podudarna .lika pri preslikavanjima slicnosti ta

kode medusobno podudarna. 

. Zahvaljuju6i koncepciji koja odgovara izgrad.nji 

geometrija kao invarij?n8.ta odred:enih grupa, otkrili 

ато i ргауи sustinu cinjenice ро kojoj ви svi oricik1i 

geometrije Lobacevskog, ра i svih ostalih geometrija га

vni 182 medusobno podudarni. Za razliku od grupe nогта-
1izatora e1ipticnih pramenova pravih u kojoj su svi е1-

ementi tog normaiizatora koji аи transformacije poduda

rnosti e1ementi grupe simetrija tog normalizatora, u sl

исаји grupe norma1izatora parabo1i6nog рго.шепа pravih 

postoje i transformacije podudarnosti koje taj ргатеn 

preslikavaju па taj isti ргашеп ali koje nisu elementi 

t;rUpe simetrija tog parabo1icnogpramena pravih. 

U radu ато IIlJ."1oge teoremepro'j~ktiViie geometrije 

dokazali па jednostavniji nacin, i u novom svetlu prik

azali sadrzaje tih teorema. Takode вшо znatnu ра%nји 

obratili i па degenerisane trajektorije pramenova pravih. 
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8matramo da је rad u potpunosti ostvario prvobi

tni ci1j. 8vojstva trajektorija geometrija ravni 182 i 

prostora 18з koja smo ovde utvrdili omogucujuda se i 

u geometrijama takve ravni i prostora razvij8 teorija 

epiciklickih projektovanja koju smo zasnovali u ,рошеn

utom magistarskom radu. Osim toga 9s'tVari1i зто i mnoge 

druge rezultate znacajne za geometriju uopste. Primena 

jednog odnjih - presl~avanja s1icnosti tih geometrija 

novo su otkrice u geometriji Lobacevskog. Ovaj rad је 

јоэ vise naglasio znacajkoji krive i povrsi stalne kr

ivine imaju u geometriji. 
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GLAVA 1 

s 1 S Т Е N I А К S 1 О М А 

D V О D 1 М Е N Z 1 О N 1 Н Р R О Ј Е К Т 1 V N О 

ИЕТRIСКIН GЕОИЕТRIЈА.· 

~ 1. GEOr1ETRIJE PROJEKTIVNO NETRICKIHPROSTORA 

1. Uvod. Na osnovu iz1aganja u geometrijama projek

tivno raetrickih prostora i1i Ke1ijevim geometrijama иОр

s te odredi6emo princip рото6и koga 6ето formirati sist~

те aksioma svih dvodimenzionih projektivno metrickih ~e

ometrija. Тај princip omogu6i6e пат da odredimo i sistem 

aksioma cije зи aksiome zajeclnicke za зуе geometrije. 1-1а

da 6ето u radu razmatrati зато jo.s dve "neklasicne" od 

mogu6ih 27 tro~illenzionih projektivno metrickih ge~metri

ја, iz1aganju о ovim geometrijama uopste(uk1jucuju6i ро

vremeno i n-dimenzione gebmetrije za bi1.o koje konacno п) 

posveti6emo vise paznje iz slede6ih raz1oga: 

а) u 1iteraturi па nasf!m jeziku пе postoje udzbenik, 

monografi~a ili rad koji bi bi1i розуе6епт оуој temi. По

duse u uvоd.Т1im radovima D. Lisu10va /15/ i }1. Ei1ojevi6a 

/18/ navodi se da prema osnovnoj zamis1i Ke1i-K1ajna u га

vni (projektivnoj) postoji devet geometrija. i1i gеошеtгi

jskih sistema. U navedenim radovima govori se~ukratko о 

озпоvnош principu па osnovu koga зе odred:uj~ JJroj tih ge

ometrija, a1i зе detaljnije пе obraz1a~u osnovni raz10zi 

iz kojih оуај princip vazi. Da је podrobntja ana1iza ovih 

principa пеорЬоdnа bi6e o6ig1ednije па osnovu slede6a dva 

:;)rimera. }(lajn, koji је prema monografiji В. А. Rozenfe1j

da"'/271 prvl izvrs-io k1asifikacijuprojektivnih metri~a 

u dvodimenzionom i trodimenzionom slucaju, poistovetio је 

оде geometrije projektivne ravni kod kojih је metrika 
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odredena istom apso1utom. Zbog toga је оп smatrao da se 

u ravni moze od.red.i ti 11 sedam raz1ici tih neeuk1idskih ge

ometrija" (/17/, fusnota 1. па str. 274.). Slicno s~ i u 

radu/25/, koji је novijeg datuma, u ргуот ае1и istovreme-

. по razvijaju dve pseudoeuklidske geom~trije. Najverovat

nije је аа је Кlajn u odgovarajucew radu (vidi 1iteraturu 

пауеаепи u radu N.И. Nakarove /17/ pod /2/) id.entifikovao 

geometrije ЕН i НН jer, su to geometrije projektivne ravni 

cija је metri~a od.redena istom apso1utom - геа1пот nede

generisanom krivom drugog reda - i istim skupom tacaka 

spo1jasnjosti apso1ute. Kasnije сето pokazati аа u tako 

identifikovanim geometrijama nisu zadovo1jeni ni najosno-

'Vniji zahtevi aksioma podudarnosti (прг. da па svakoj ро-

1иргауој postoji tacka ta...1(va da је d.uz odredena лајет te 

poluprave i tom tackom, podudarna datoj duzi). 

·"Ь) Na osnovu preg1(:!da inostr~e 1i te~ature za.kljuci1i 

smo da su delo В.А. Rozenfe1jda i de~o ciji эи autori 

osim Rozenfe1jda Jag1omiE.U. Jasinskaja (/27/ i /11/) de-

1а koja,citaocu pru~aju najpotpuniju inIormaciju о proje

ktivnim metrikama uopste,njihovoj ~asiIikaciji, kao i 

znacaju za geometriju i druge паиспе oblasti. U njima su 

уеоmа deta1jno iz10zene i zas1uge pojedinih matematicara 

za razvoj оуе oblasti. Иеdиtim и ovim kao i u ostalim га

dovima sovjetskih autora које smo proucavali (/8/,/10/, 

/12/ i /17/) koji takoc1:e podrobno iz1azu "istoriju" pro

jekti vnih metrika пе pominje se G. Нamе1, -mad.a је ргета 

Н. Busemann-u (/3/, str. 149.) оп prvi resio poznati се

tvrti рюоblеm D. Нi1berta koji se odnosi па odredivanje 

svih pr~'cte-k:tivnih-тetrika (postav1jen u 'r-1at-hematische ргб

Ыеше,1900. ). G. Нате1 је dao zapravo opsti ana1iticki 

metog kojim se оуе metrike mogu odrediti. Da njegovo de10 ... 
Uber d.ie Geometrien in аепеп dieQerad~n die KUrzesten 



- 3 -

sind" , (1901. i 1903.)prethodi de1u IG.assification of ge

ometries with projective metric" - koje sovjetski autori 

oznacavaju kao prvo de10 и kome је па najpogodniji nacin 

izvedena potpuna klasifikacija projektivnih metrika(1910) 

- utvrdi1i smo upravo и /28/ od D.M.Y. Sommervil1e-a ko

ji је i autor prethodno naveden9g dela. Uodgovarajucem 

delu rada ipak сето navesti i neke teoreme Hamela jer ih 

smatramo izvesnim doprinosom и :bazjasnjqv8.l1jti" sustine 

principa te klasifikacije. 

с) U radu /18/ detaljno su izlozeni projektivni ~o

deli dvodimenzione pseudoeuklidske i пјој dualne 'geome

tгШје. Ostale geometrije koje odgovaraju drugim metrikaEa 

projektivne ravni prikazane ви sашо u kratkim crt~~a. Ali 
\ 

upravo taj de'6',ovog rada bio је jedan od podsticaja da 

"Teoriju epici~ala i episfera" ravni i prostora Lobacevs

kog и kojoj su ... ovi pojmovi definisani као putanje (traje

ktorije) tacke пакоји de"jstV1ije odredena podgrupa grupe 

izometrijskih transformacija te ravni, оdnовпо prostora1 ) 

izgradujemo i и tim geometrij~ma. Smatramo da је opravda

по ocekivati da се nasa analiza projektivnih metrika ро

sluzi ti као podsticaj izra1ii nekih drugih radova. 

2. Ројао projektivno metrickih geometrija._ Ыа osnb

vu proucavanja de1a /11/ i /27/ moze зе z~~juciti da se 

u njima pod metrickim п- ргоstогоm 2)роa:rаztIrnэvа ргоје-

1) Ovu Irteoriju rl па pomenuti nacin razvijamo јоiЗ 
od 1979. (Saopstenje и okviru Sekcije za geometriju па 
VII kongresu matematicara, fizicara i aSDronom Jugosla
vije; predavanja па PI'1F и Кrag1Ь.jevcu; definicije и rado
vima /4/ i /5/ као i sadrzaj radova /5/ i /6/ и kojima 
зе blize odred:uju svojstva podgI'upa cije su to putanje). 

2) п -ргоst~Е,.,.""ј:~,.,9~9§епiса za п - dimenzio.htj. PI'O
stor. Ovu skracen~c'upreuzeli srilO iz dela /27/. 



- 4 -

ktivni п.- prostor u kome jedatom povrsi drugog reda 3) 

odredena metrika. S obzirom па пјепи prirodu оуа metrika 

naziva зе projektivnorn. U delu /1/ F.Bahrnana projektivno 

:...metrickom ravni smatra зе projkktivna гауan и kojoj је 

za.dat nE;ki projektivni p1aritet. Ovim po1aritetomu skupu 

kolinea~ija te projektivne ravni odredene зи onekoje 

predstav1jaju transformacije podudarnosti odgovarajuce 

projektivno-metricke гаvпШ. Posto је bi10 kojom povrsi 

drugog reda n~projektivnog prostora odrederi po1aritet 

tog prostora, а bilo kojim polaritetom n-projektivnog pro

stora odgovarajuca роугв drugog reda, moze зе zak1juciti 

da pomenute definicije projektivno metrickih prostora 

predsta.v1jaju ekviva1entne definicije. U оstа1iщ de1ima 

koje ЮllО nave1i и 1i tera.turi, а koje з,е оdnозе i па tu 

problematiku, postoji saglasnost u odredivanju ovog рајта. 

Иеd:utiт u de1ima /3/ i /13/, lcao i u pomenutom d-e1u /1/ 

оуај ројаm ima uze znacenJe (v.primedbu'prevodi6ca па str. 

120. i 121. tog de1a). 

~co је роугв drugog reda - apso1uta projektivno те

trickog prostora - nedegenerisana, tada зе u raz~m оЫа

stima tog prostora moze razvijati vise geometrija. Zato 

u dvоdimепziопои зlисаји postoji devet raznih projektivno 

metric~ih geometrija, а зато sedam projektivno metrickih 
ft 

ravni. Urradu /18/ оуе geometrije nazvane зи projektivnmm 

mode1ima u опот smis1u u kome 'зе skup svih tvrd:enja kojasu 

istinita u izvesnom mode1u datog jezika,naziva teorijom 

mode1a tog jezika (vJ34/ str. 52 i 53.). Neke od ovih ge

ometrija јОБ nisu aksiomatizovane. те od njih, pozna.te 

kao geometrije spo1jasnjosti apso1ute (НН i ЕН) biCe 
• ' • 'о _ _ ' оо '-;.'f~'- :;.~I""';;",., .~".' - . ''''''' '; -- ,'.: ~'~~'::::'''' 

3) U de1u /27/ umestoranijih izraza hiperravan, ы

perpovrs upotrebljava зе зато ravan, povrs. 1 u radu сето 
usvojiti te nazive. 
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predmet proucavanja u оуоm radu. Kada bi зе оуе geometri

је formalizovale, onda bi pomenute geometrije на i ЕН 

predtstavljale glavni model tih formalnih teorija. U ovom 

radu formiracemo зато aksiomatiku poluformalnog kar~~te

ra geometrija S)ОlјаSПјфsti apsolute. Pod ројтот polufor-

. malne teorije 4 podrazumevaju зе relacijsko - operacij

ske strukture skupa ciji Би elementi proizvoljne prirode. 

U radu сето ih naz.,ivati cesto i skupovnim modelom odgova

rajuce formalne geometrije. Geometrije projektivno metri

ckih ravni i nekih 3-?rojektivno metrickih prosto~a zavi

sno od situacije tretiracemo i kao geom~trije ravni ili 

njene odredene oblasti, ili као poluformalne teorije. Iz 

ovg razloga зто se i opredelili za naziv ovih geornetrija: 

sшаtгато da зе nazivom 11 dvodimenzione projektivno-metri

cke Eje':JТnetrije ll , najadekvatnije izrazava i mogucnost in

terpretac.ije ovih geometrija u projektivnoj ravni: ili ne

koj пјепој oblasti - аКо зи po1uformalizvoane,kao i mogu

cnost da se uvodenjem metrike u projektivnu гаУan izgra

аије geometrija t~~o metrizovane projektivne ravni koja 

se razlikuje оа. do sada izgradenih geometrija. 

3. Projektivno metricki n-Drostori. U iz1aganju о 

projektivnim шеtгikamа i odgovaraju6im projektivno-me

trickim gеошеtгi јата uopj3te, oslanj аС.ето se u пао,уе6ој 

meri - u prvom delu izla~anja - па опо sto је о tome iz

neto u d.elu /27/. Pre 'svega ukazacemo па izvesne termine 

koji зе оdnозе па ротвпutu problematiku, ~oji se raz1iku

ји od dosad u?otrebljavanih i od kojih сешо пеке i mi и

svojiti. Za razliku оа. tradicionalne termino1ogije, u 

/27/ se 1?,~~ hiperbolicnim n-ргоstогощ,. i:џ,4~ksа. i podra

Zlli~eva projektivni pDostor p~)и kome 'Бе datom nedegene-

4) Ројаm naveden u § 1. udzbenika D. Lopandi6a /16/. 
U ostaloj literaturi kojom зто Бе sluzili пета ovog ројта. 

5) n-dimenzioni projektivni prostor. 

I 
• '0 

." 
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risanom kvadrikom б) indeksa i 7) па odgovarajuci nacin 

odre~uju rastojanja u tom prostoru. Hiperbo1icni prostori 

indeksa 1 nazivaju se u tom de1u prostorima Lobacevskog. 

i oznacavaju sa 18 gde је п oznaka dimenzije tih prosto

ra. U /27/ l sn је ~znaka иЕ1аупот prosirenog n-proslrenog,' 

'prostora Lobaeevskog, mada se ponekad odnosi i па п-рго-

stor Lobacevskog. 

Pomenuta data nedegenerisana kvad.rika raz1aze pro

stor РП па dve oblasti: U јеdnој od njih na1aze зе i te.

тепа autopo1arnog simp1eksa оуе kvadrike, а и drugoj 

n+1-i temena ОУОЕ simp1eksa. Zato зе и /27/ зет о hiper
bo.1icnim n-prastorima odgovarajuceg indeksa i i 8n govori 

i о hiperbo1icnim n-prostorima odgovarajuceg indeksa 

n-i+1 (n-i+1 8 ). опа od tih oblasti ·па koju data nedegene

risana kvadri~a'- apso1uta prostora i 8 i (n-i+18 ) - ra-. п п 

zlaze prostor Рп ' koja sadrzi i odnosno n-i+1 temena аи-

topo1arnog siшр1еksа, naziva se sорstvеnош оЫаБси prosto-
i n-i+1 i ra 8 оdnОБПО. S; sopstvena oblast prostora S па-

п п . 1 п 
ziva Бе idealnom оЫазси prostora n-l+ S i obratno(/27/, 

вМ. 211. ). 
п . 

Napomenimo da зи sopstvena оЬ~аз:Ь prostora lвп kao 

i sfera imaginarnog po1uprecnika prostora n Rn +1 pseudo

euk1idskog п+1 dimenzionog prostora indeksa п, odnosrlO 

1~+1 rimanovi n-prostori stalne negativne krivine 

(/27/ 3.2.1. str.119.), dok зи sopstvene i idea1ne оЫаз-

t · , i,...,., 1 • f t i R l pros~ora ь lS~O ~ao 1 n-s еге pros ora ~ 1 зет во-

t Ь1 t~ t 18' ~ . : п+ 1 
рБ уепе о ав l pros ora п 1 SIere lшаglпагпоg ро ирге-

cnika prostora ПНП+1 (lнп+1 ) рsеиdогimщюvi prostori sta-:-

б) Izraz·~;kvadTika kao skracenje izгаЋ'э.:ЏроvrS d.rugog 
о reda" upotrebl~ava Бе и Пl.Ylоgim drugim de1ima (/3/, /11/, 

/13/, /26/ itd.). 

7) U radu umesto 88. 1 ~deks lcvadrike oznacavamo Ба 
i da bi Бе izbeg10 identi!~8e i.ndeksa Ба brojem 1.0 
ројти indeksa kvadrike vidi прг. и /11/ (1.1. str. 55.) 
i1i u /26/ (па str, 297.).-

.,0 
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1nepozitivne i1i negativne krivine (/27/, 4.1.1. str. 

211.). Uzimajuci u obzir за jedne strane s1ozenost izlo

zenog nacina oznacavanja koja proizlazi iz s1ozenosti 

зате problematikle, а за d.ruge cinjenicu .da potrebe naseg· 

rada to пе zahtevaju песеmо зе zadrzavati па prikazu па-

'cina oznacavanja koji зе z·a ostale vrste prostora ирр

trebljava u /27/ уес сето odmah preci па prikaz iz1aganja 

izlag~nja о principirna klaВifikacije projaktivnih metrika 

kao i затој klasifikaciji projketivnih metrika u de1u /27/ • 

. 4. Кlаиifikасiја projektivnih metrika. U osnoyi u . 

/27/, princip k1asifikacije kao i зата klasifikacija 0-

з1anјаји зе па princip klasifikacije kao i sашu k1asifika

cij u proj ekti vnih metrika ill·'ЈХ. 8ommervi11e-a izlozenih u 

уес navedenom delu Classification of geometries with pro

jective metric".' IIGeometrija" prave па kojoj1lapso1utu!l 

predstav1jaju dve raz1icite imaginarne tacke, u /27/ зе 

oznacavaju за 81; 181 је !irojektivno metricka prava па 
kojoj metriku odreduju dve razne rea1netacke. "Za raz1iku 

od ·orostora S i so"Ostvene oblasti prostora 18 gde Ј'е . п· п 

rastojanje izmeciu tac.aka uvek realno, u prostoru lsn ро-
stoje parovi tacaka srea1nim, cisto imaginarnim i га

stojanjem koje је jednako nuli i tri vrste pravih - koje 

seku, пе seku i dodiruju apso1utu~ (/27/ str. 212~). 

Prave koje пе sе~ш apso1utu u /27/ nazivaju se elipticnim, 

prave koje је Бе}~ hiperbo1icnim, а prave koje је dodiru

ји izotropnim pravim. Rastojanje bi10 koj~ dve tacke i

ste izotropne prave jednako је nuli. Zbogznacaja za па

Би da1ju analizu k1asifikacija projektivnih metrilja па

vescemo i uopstenje pretho~.Qig ci tata iz /27/ koje зе 

odnosi i на m - ravni za rn 1- 1 

.. u m - ravllima, ciji је presek Ба apso1utom nedege

nerisana imaginarna kvad.rika, astvaruje Бе geometrija 
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~rostora S (sa S se u /27/ oznacava elipticni m-prostor • m m 
prim. D:';C.), u т ravnima koje seku apsolutu ро nedegeneri-

sanim kvadrikama indeksa k 'V;R.zi geometrija prostora k Sm 
ili m-k+lS • Ove m-ravni nazivacemo respiktivno elipticnim 

т 

i hiperbolicnim m-ravnima, а ravni ciji је presek sa аРБО-

1 utom degenerisana kvadrika izotropnim m-ravnirna. ". (/27) 

~.l.l. sDr.212.). 

Као i kod Somrnerville-a opsta klasifikac:l.ja proje

ktivnih metrika vrsi se ргета metriv-i pravih i 'ргатепоуа 

pravih svih dimenzija, Јсоја је od.redena prirodom а?s~йutе -

i oыstii па koju опа razlaze projektiVni n-prostor. Беrn 

ргаmепоуа pravih i ravni u РП postoje i п-2 tipova prame

поуа m~ravni Ст = 1, •.. ~;2). bvald ргатеп rn-ravni - za 

rn I п-2, pripada(m+l)-ravni i svaka m-rav~~ pramena sadrzi 

istu (m-l )-ravan. 'Као sto па Буа~':ој pravoj zavisno od pri

rode apso11il.te i oblastip:rojektivnog prostora rnoze vaziti 

jedna оа tri Пl~и6е ~etrike rastojanja tacaka tako је i u 

svakom pramenu ravni, kao i u pramen1il m-ravni od.red:ena је

dnа od tri moguce metrike ugmova tih nгашепоуа: elipticna, 

hiperbolicna i parabolicna. ]а prirner гжо se radi о real

пој ne.degenerisanoj e.valnoj apsolutm. i (m+l )-ravan која за

drzi dati m-ргатеп ravni пета zajednickih ta~aka за арsош

torn (uglovna) metrika datog m-pramena је elipticna jer u 

torn m-pramenu пе postoji nijedna rn-ravan koja sa apsolutom 

ima tacno јеdnи zajeQ~icku tack~ tj. posto nijedna оа tih 

m-ravni пета uopste zajednickih tacaka sa appolutom, nije

dnа оа njih nije tangentna гауan apsolute. Ako рак (rn+l)

ravan зесе apsolutu ро nedegenerisanoj kvadrici indeksa 

(k+l) , ·ta4a ako zaj ednicka~(m-l.+-rav-an da tog ргаIпепа pr:i,

рааа spoljasnjosti prese':':ne kvаdrЦј:е, postoje dve m-ravni 

koje su tangentne ravni te kvadrike, ра daY~e i apsolute, 

i ove dve ravni od.reduju "apsolutu" datog ргашепа rn-ravni. 

! 
":Ј 
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.u ovom зlисаји metrika tog m-pramena ravni је hiperbo1i

Сnа. Prema tome, posto па pravim, m-pramenovima ravni i 

prwl~vima ravni kojih и n-dimenzionom projektivnom рго

storu ima иkиpno п, proizvoljna (ali data) apso1uta moze 

.odredivati tri vrste metriia - па pravim metriku rastoja

'пја,. а u pramenovima ravni i pramenovima m-ravni metriku 

ug1ova, ~roj svih projektivnih metrika jedllak је зп • &а 
str. 315. i 317. dela /27/ date Би i preg1edne tabele pro

jektivnih metrika 2-ravni i 3-prostora. 

Naje~~6stavnije od oyih metrika - ра dakle i naje~ 

dnostavnije projektivno metricke geometrije koje im odgo

var.aju: n-prostori Lobace:fskog, hiperbo1icni n-prostori i 

e1ipticni n-prostori - okarakterisani зр time da је svaka 
. " 

od prethodno pomenutih metrika rastojanja tacaka prave i 

metrika ug10va p~amenova ravni i m-ravninedegenerisana 

(e1ipticna ili hiperbolicna) 8). DA bi se od.redio иkиpan 
Ьгој" projektivnih rnetrika koje odgovarajtr' ovakvim geomet

rijama dovoljno је, и prethodnom razmatranju (па osnovu 

koga smo zak1jucili da је ukupan broj projektivnih metrika 

n-prostora зn ) odbaci ti. sve izoPropne prave па kojima su 
rastojanja bi10 kojih dveju tacaka jednaka nuli i sve рга

menove ravni i m-ravni и kojima је ugao izmedu та koje dve 

ravni ( та koje dve m-ravni) jednak nu1i. Uz takvo ograni-
ft 

~enje metrika pravih moze biti samo e1ipticna i hiperbo1i-

сnа, а metrika ug10va pramenova ravni i m-ravni takode i

sk1jucivo e1ipticna i hiperbo1icna. Zato је Ьгој takvih 

metrika nе ~Ш vec 2n • Obzirom da зи tabe1e ovihmetrika 

8) Pokazalo зе da stepen slozenosti projektivno 
metrickih ge?!lle.~Fija. koje odgovaraju ,".Qvim.Љ1,,~tгi.;kamа zavi
si od stepeiйcl'sI'ozenosti grupe transformacija koje u К1ај
novom smis1u odgovaraju ovim geomet.rijama, Kako su ove gru
ре grupe.Li, stepen slozenosti ovih geometrija tesno је 
vezan sa stepenom slozenosti odgovarajuce Lijeve grupe 
(/11/, str. 52.) 
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kao i odgovaraju6i ctezi, zan = .2 i п = 3 dati vr10 

preg1edno па str. 216. i 217. de1a /27/ kopija ovih stra

nica pridruzena је kao prilog 1. pri10zenimcrtezima па 

kraju rada. U "tablici щеtrikе "raVni 82 i 18211 u Бумоm 
С. od cetiri ро1ј а u preseku red,?va.!"'" metriie uglova - i ko-
t,-

1Gna - metrike rastojanja uz oznaku 2-ravni u zagradi је 

па prvom mestu oznaka pravih date metrike, а па drugom 

pravih koje ви po1are tacaka date metrike (metrika takvih 

pravih istovetna је ug1ovnoj metrici pramena pravih) {/27/, 
str. 216.). Тмо је 182 (181,81) (desno gornjepo1je ta

blica) metrike projektivne ravni odredena оуа1пот krlVO~ 

drgog reda (182- (prosirena) ravan Lobacevskog) kod koje 

је metrika rastojanja (pravih) hiperbo1icna (1s1 , .)а 
metrika ug10va (pramenova pravih) elipticna (.,81); 132 

(31' 181) је metrika iste te ravni 182 ali эа elipticnom 

metrikom pravih (в!,,) i hipe~bo1icnom metrikom pramenova 

pravih (ug1ova): ( ~). u оуот э1исаји, s obzirom da је 

oblast odgovaraju6e projek~ivno metricke geometrije эро-

1jasnjost apso1ute sto neposredno s1edi iz cinjenice da 

пјепе prave пе seku apso1utu, smatra~o opravdanim i ozna

ku 282 .(81' 1 s1 ) cime isticemo da је sopstvena oblast оуе 
'geometrije zapravo idealn~ oblast ravni 1 S2 (vidi str.211. 

de1a /27!). S1iСr:Щ.,.је i u з1исаји metrike 1В2 (1в1 , 1§1) 

ОУО је metrika ravni 182 kojoj s~i metrike pravih kao i 

metrika pramenova pravih hiperbolicne. Oblasti, tacke i 

prave odgovaraju6ih projektivno rnetrickih geometrija pred

stavljene ви n~ sl.4.t.2. (/27/, str. 216.). 'Posto su ро

slednje dve od navedenih geometrija neke od projektivno 

metrickih geometrija cije 6е trajektorije pramenova pra-
- -",';. ... : ... ~.z;.~ .. ~.'~~ . .. ,,~~-'-. 

vih biti tak6c!e pred.met proucavanja rada izlozicemo i dru-

gi nacin oznacavanja ovih geometrija. 
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5. Ozna·~avanje geometrija cije .Сето trajektorije 

prou,~avati- Oznacavanje ovih geometrija u de1u /12/ (gl • 
. . 

xv str.210-:216, ovu glavu је redigovao 1.M ... Jag1om) перо-

sгеctЛ.iје ukazuje па tip metrike pravih ("linearne!lmetrike') 

i pramena.:pravih (ug1ovne metrike) odred:ene 11 kr11 ~,nom" 9) 

apso1utom. Tako је projektivno metricka geometr{ja 182 

(81' 1Б:t), о koj:>j se u rad.u /12/ gоvогi kao о IIgeomet~
iji van kru~,ne apso1ute cije su prave e1i9ti~;nefl i najl)

re ozna'~ava Ба 111 (str. 211. )ozn'a~ena sa ЕН '~ime se, --,r

vim slovom oznake istice da је metrika rastojanja e1ipt

i~na а drugim (slovom Н) da j~etrika ug10va hiperbo1i-, 

Спа •. Druga od geometrija "van kru7.ne apsolute" '~ije pra

ve pripadaju "kategoriji -oravlh koje seku apso1utu l1 (/12/, 

str.211.) ozna,::'ena је sa нн jer su оЬе metrike u tom Бl

и:;аји hiperbo1icne; Isti na:":;in oznacavanja koriscen је i 

u radovima /171- i /18/. u radu сета usvojiti ovaj pos1e

d.llji na~in oznacavanja zbog njegove tehni~ke jednostavn

osti i primeniti ga i u trodimenzionom slu:aju. 

Obzirom da сето proucavati trajektorije pramenova 

pravih i snopova ravni Бато dve od mogu,5.ih 27 trodirnenz

ionih projektivno metri~kih geometrija (а izvesne rezul

tate .lIprenositi" u druge dve, tzv. k:.Iasi·~:ne п::-еuХ:1idskе 

geometrije: e1ipti::nu i geometriju Lobacevskog) .,ovde :-:(.~

то odredi ti oznake ove ';etiri geometrije. Prvim slovom 

oznai~avaSemo vrstu-tip metrike rastojanja, drugim slovom 

tip rnetrike pra.mena pravih, а trecim tip metr:ike ~.9ramena 

ravni. Kako је u slu::aju e1ipti,5ne ceometrije sva:.:i od 

ovih ti :юvа eli9tican је::- је odre(~en imaginarnom apsolu

tom oznake ove geometrije bi6~i;,.EEE •. Zto se ti:::e hiperbo,.... 

li-nih, ceometrija mе::uюmепutirn БU isklju:-ivo опе koje 

9)§to је bez uticaja obzirom da su metrike odre
dene kr~~nom apsolutom i krivom drugoG reda )rojektivno 
еk"\гiv,Йепtпе. 
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odgovaraju metrici odre:..tenoj ОУalПОШ a::.so1utom 10) • I";'rvu 

od njih, )oznatu gеотеtгiјu LO~Ja;evskog ozna::;ava~emo за' 

НЕЕ. Frojektivno metricku geometriju spo1jasnosti оуа1пе 

apso1ute cije su :prave projekti упе du;:;i ;~iji krajevi ~)r

ipadaju apso1uti а вуе os-L;ale tаёkе пјепој spolja:=;nosti, 

оz·па~аvаSеп1О за ННЕ. Oznake neposred.no ukazuju da зи ше

trike rastojanja i ргатепоуа pravih hiperboli:Sne, а met

rika 'ргатепоуа ravni elipticna. Pri utvrdi vanju osnovnih 

гојшоуа ove geometrije nismo n.s.veli da su ravni' оуе ьео

metrij е skupovi spolj a:-njih ta,:;aka pro ј ekti vnih ravni 

које seku apso1utu smatrajuci da to пе~:юsгеdnо ~)roizlazi 

iz ,~injenice аа ргауе оуе f;eometrije ~)ripadaju projekti

vnimpravim koje seku apsoluW. Naime ако пеКа rc'an 'рг-
\ 

oj-ektivno metri~ke geometrije ННЕ пе oi sek1a a)solutu 

tada toj ravni пе -bi ')ripadala. nijedna -prava ·te r;8ometr

ij~ ~to bi, ~to сето kasnije~odrobnije objasniti, prot

ivure:ilo nekim osnovnim svojstvi.ma koje zadovoljavaju 
. . ,- k t '. 11 ) 'р v t . ,.., 1 1 1 . 

ше'{;г~,::; е geome Г~Je • o~> о па osnovu с.. S оуа zaK Ј-

и!;ијето da su sredi::;ta огатепоуа )ro.vih ta ":ке spolja~no

sti a~solute, dovo1jno oi bi10 re6i da su prave оуе geo

metrije projektivne du~i I~iji krajevi ?ri'~)adaju a:Jsoluti, 

ј ег oozirom ;::а је _ sku-) ta~aka ove Беотеtгiје skuТJ ta~.aka 

sp~)lje)~nosti apsolute ako bi ргв.',;е bile опе od -cakvih 

projektivnih du~;i l{Jje~)ri',)adaju unutra;~njosti a?solute 

10) Оуае smo uot:.'c;ili izraz iz /8/ (str.395). 
Ina':;.e u Р7 sem оvаlпih;;оvг:~i koje suVnedegenf;risane ')0-

vr~i dгщ;6g reda to;'>olo:ki e:~rivalentne sf;:;ri eu~lidskog 
prostora ~)Qstoje i realne nedegenerisane povrsi drugog 
reda k:.;je su tоро1озki ekvivalentne torusu: takve povr:::,i 
sadr~e "')rave (/8/, str. 395.). U /13/ зе ovakve povrsi 
nazivaju "quadriques reglees (stг.-3l"!'7јГ ti !i'9/"ргзvСаstе 
h.'\!ad.rike" (stг.б5. i 91.)~ Ovе kvadrike predstavljane su 
па s14.t.4.(/27/,str.216.). 

11) Naravno ,;юd pretpostavkom da re1aciju incide
nC~Je "shvatimo" па prirod.sn nacin tj. kao Bи~enje re1ac
lЈе incidencije pr',jektivnog :prostora па skup tacaka,~)ra
vih i ravni odgova1.~aju\~e projektivno metri>~ke ceometrije. 

....... --

. I 
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onda takve prave пе bi sadrzale nijednu tacku ove geomet

rije i nebi bile ni likovi (figure) ove geometrije. 

:Projektivno metricka geometrija ЕНН ili Бато geo

metrija ЕНН (ovo skracenje naziva иЬиаисе сето redovno 

primenjivati) је geometrija kojoj је metrika rastojanja 

elipticna, - а uglovna metrika pramenova pravih i rayni т

perbolicna. Dakle iz ovog nedvosmisleno sledi аа su ргауе 

оуе geometrije proj-ektivne ргауе koje пе seku a})solutu, а 

ri?-vni spoljasne oblasti :projektivnih ravni koje' seku a~so

lutu (аа оуе ravni seku apsolutu sledi iz toga sto је ug

lovna metrika pramenova pravih hiperbolicna а аа Би ravni 

оуе {,3eometrije spolja::;nje oblasti tih ravni sledi iz <i

Bjenice da Би pra,.ve ove geometrije projektivne prave S')O-. о, 

ljasnosti apsolut'e. Znaci РГ'Юlа dva slova oznake оуе бео-

metrije, ak') је pO'znato ~ia је опа troclimenziona, u pot~)U

nosti odreduju pr~rodu оуе seometrije - trece slovo sem 

sto ukazuje da se radi о trodimenzionoj hiperbolicnoj ge~ 

ometriji 11 izvesnoj meri olaksava identifikovanje [;eomet

rije. Ina~e ако пе bi bilo poznato da se radi о hiperbol

icnim geometrijama ovalne a.>solute, onda зе bez treceg 

slova опе пе bi mogle razlikovati оа os·t;alih hiperooli'~n

ih 3 - geometrije te је, u tom sirem kontekstu, опо пеор

ћоdnо. 

Geometrija ЕЕН је hiperbolicna3- Geometrija oval

пе apsolute tj ,3 - geometrija Loba~.evskog c;ije su ргауе i 

гаvni projektivne prave i ГЗ.vпi koje пе seku. at>solutu (za 

I'avni smo to.zaklju~ili па ОБПОУи drugog slova oznake па 

sledeci nacin: ~~o bi projektivne ravni, koje u celini ili 

рм samo njihove oblaEti "shvatimo tl kao г?vni~Л:!Ј~tг~,је 

ЕЕН, sekle apsolutu onda bi uglovna metrika pra..mena prav

ih оуе geometrije bila hiperbolicna). 

Navescemo i nacin oznacavanja koji se za оуе geo-



;,"""L._--,-.'" " 
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metrije primenjuje u /27/. "Кlasicna geometrija Lobacevskog 

ргета nacinu па koji је oznacena пјој odgovarajuca metrika 

oznacavala bi se ва 18з (182' 181' 82) (gornje 1еуо р01је 
tabele "hiperbo1icna metrika rastoja.."1ja tt /27/ str. 217. 

i1i pri10g 1 rada). ти su (uzagradi pos1e oznake 1з~ hi

perb01icnog 3-prostora date oznake ravni, pravih ka~ i rav

ni ciji su po1ovi tacke date metrike, navedenim redom. Ме

trike ravni ciji su polovi tacke date metrike istovetne 

su ug1ovnoj rnetrici snopa ravni date geometrije. Ozn~{e 

metrike geometrije НRE nalaze ве и istoj tabe1i, u ~esnom 

gornjem uglu. Oznake geometrije ЕЕН i ЕНН nalaze se, па i

stoj strani u prvoj tabe1i: 'telipticna тetrika rastojanja:t 

(vidi pri10g 1.). Oznaka metrike koja odgovara geometriji 

EliR је u donjem desnom ро1ји te tabe1e, а metrike koja od

goval~a geometriji L~H u пјпот donjem 1еуот ро1ји. Буе ро-.. 
шепutе geometrije su specija1ni hiperbo1icni 3-prostori, 

I1aiше 3-prostori Lobacevskog па з:tа ukazu'je indelcs i = 1 

и oznaci lsз - ispred zagrade -ovib prostora. Smatramo da 

је i и оуот slu~aju, za geometrije spo1jasnjosti apso1ute, 

umesto ozn~ke l sз pogodnije bi10 upotrebiti oznakи 38з 
~ime bi ве odmah nagovestilo da је sopstvena oblast odgo

varajuceg prostora spoljasnjosti apso1ute Си ost8~om ovo 

bi bi10 u .... sk1adu sa onim ;:;to о tome isti autor и istoj 

Y~jizi /27/ iz1азе па str. 211.). I1ustracije ovih geometr

ija date ви па вl.4.3. (/27/, str.216.); pri10g 1. dopuni1i 

БОО nasiIll oznakama ovih geometrija uz odgovarajuce slike. 

Na вl. 4.;4 ... (/27/, str. 216.) i1ustrovani Би osta1i hi

perbo1icni 3-pro;:.,tori. Apso1uta oval\:Vih ;'irostora је "pra

vёаs ta!t kvad.rika.. ?го;ј e.kti vni trodimenzi oni т>го1!!"'fO'F!""tГk6~ 

r:le је zadata ovakva apso1uta oznacena је и /27/ ва 2Б7 јег 
~ 

је indeks i 'l pravicaS6e povrsi d.rugog reda trodimenzionog 

projektivnog :rost~ra jednak 2 (vidi nрг./8/, gl.V, 5 13. 

_str. 394 - 395.). 
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б. Projektivno metricke geometrije istih projek

tivnih n-prostora. Razlozi iz kojih зе u зlисаји kada је 

apso1uDa nedegenerisana kvadrika u odgovagajucem metri

скот prostoru izgrad:uje vise projektivno metrickih geomet

rlJa iz10zeni su imp1icitno jos u tacki 4. kada se, па 0-

snovu rezu1t~ta dela /27/, istak10 аа је Ьгој projektivnih 

metrika veci оа Ьгоја projektivnorn metrickih prostora. 

Ovu cinjenicu, u зlисаји dvodimenzionih projektlVno metri

cki11. prpstora, pomenu1i smo јоз u uvodu, а za:tim i па str. 

4. rada. U tacki 5, koju зто posyeti1i oznac,avanju ,Projek

tivno metrickih geometrija dvodimenzionih i trodimenzionih 

prosirenih prostora Lobacevskog, odreo:ujuci 1ikove tih рго

stora koji predstav1jaju osnovne pojmove tih geometrija i 

nabrajajuci te geometrije јОБ detaljn~je зто se priblizi-

1i neposrednorn оЬјазпјепјu pravih raz10g iz kojih зе geo

metrije istog projektivno metrickog prostora treba da га

zlikuju medusobno. 
с:-

И tacy~ 1. s 4. de1a /10/ koriscenjem relacija 

(1) i (2) (str. 323. i 329.) za odre6~ivanje projektivne 

mere ug1a i projektivne mere duzi ravni 182 izvodi se sle

de6i zak1jucak:' 

"Takav је opsti karakter ustanov1jene metrike. Vi

dimo da za dobij~~je reaJnih znacenja rastojanja i ug10va 

moramo U raz1icitirn de10vima ravni па razne nacine izabra

ti znacenje onozi te1ja" k U forrau1aDa (1) i (2), tako k u 

fornu1i (1) za tacke spo1jasnjosti apso1ute. k 2 ЈТlOга bi ti 

reгlan broj, а za tacke unutrasnjosti apso1ute ovaj mnozi

te1j mora biti iшаgiпагan (mis1i se па tacke koje зи teme-

,,",Да.uGlоvа ciji merl1i broj оdrеdш.јеmо. Deta1jno obraz1ozenje""" 

ove cinjenice u slucaJu kada је teiUe ugla tacka u..~utrasnjo

sti apsolute mo~e se naci u /23/, str. 219-220.-primedba 

D.Cvetkovi6). Da bismo dobi1i jedinstvenu rnetriku u се1ој 

\ 
оо 

." 
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ravni neophodno је odrediti vrednosti mnozite1ja k u for

mulama (lX i (2) i samim tim odvojiti imaginarne uglove i 

rastojanja od realnih". Dakle, merenje rastojanja tacaka 

nekog prostora mora se obavljati па jedinstven nacin. Sli~' 

kovitije receno пе mmze Бе rastojanje dveju tacaka istog 

prostora шегi ti relnim, а drugih dveju imaginarnim I'шеtгоm' 

Seffi toga za sv~~e dve tacke bilo koje prave prostora posto

ji odre~eno rastojanje. Zato ako ве radi о tаёkаmа spolja

snjosti ovalne apsolute, тогато ае odluciti za јеdnи od 

sledecih dveju Еюgu6поsti. Hogucnost odred:i vanja rastoja-

пја bilo kojih dveju t2caka spoljasnjosti apsolute koje 

pril)ada.ju :;)ravoj X~ja nе аесе apsolutu povlaci, па osnovu 

prethodnog, nemogucnost odreQivanja rastojanja bilo kojih 

dveju tacaka te spoljasnjosti које oQreduju projektivnu р

ravu која весе apsolutu i obratпo. Zato Би, u :;rvom sluca

ји prave dvodimenzione projektivne metriё.kegeometr.ije sp'o

ljasnjosti apso1ute projektivne ·prave које па seku a~solu

tu, а u drugom Бlи~аји preseci projektivnih ::)ravih koje ае

ки apso1utu sa spo1jasnj9scu apsolute. 

Pri odredi vanju lik::>va i zvesnog ;:ro ј е ~·~ti vno metri

ckog prostora koji predstavljaju prave пјети odgovarajuce 

i:;eometrije ( oigova..raju6ih geometrija) moze bi ti gorisna 

i teoreruGl Нате1а: IIU јеdnот istom prostoru s projektivno.m 

oe(trikoG пе mogu istovremeno postojati оЬа ti~)a linija: 

i1i su sve ~)rave tog prostora metri,:;~·:e prave (mis1i se па· 

prave podskupove odgovarajucih proje}';:ti vnih :;)~~vih т pг~т. 
јЈ. С.) ili SH sve опе veliki ~\Xugovi jednake duzine 11 (/3/, 
str.149.). Ројат metricke prave kao i ројаm velikog i::ruga 

.. -'-' -"~ ... ~;;..;..~,~ '- ~ '" 

dеi'iп:I:'sa:nisu nastr. 146. istog dela /3/. 
Sva prethodna oorazlozrnja odred:ivanja projektivno 

metrickih geometrija izvesnog proje};:ti vnо metrickog _ рго

stora, Т1 а samim tim i razlikovanja dve il-i vi:~e geometrija 
Г; 

,< 
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и neldm od tih prostora u osnovi эи и primeni pocetne Ке

lijeve ideje иуоаепја metrike, prvo па pravoj, а zatim i 
и ravni koriscenjem kvadratnih formi12 ). U svakom э1исаји 

nijedno od tih obraz10zenja nije sinteticke prorode. 

Na оэпоуи proucavanja do sada aksiomatizovanih 

geometrija, i to u duhu Ri1berta i1i Ваћтanа, а пе Н. We

y1i-a i Ј. Dieudonne-a, zakljuci1i это da је pre~postavlqi 

svojstva э10Ьоdnе pokret1jivosti neophodan иэ1..оу za defini

эanје metrike odgovarajuce geornetrije. Naime bez mogucnosti 

"prenosenja" jed.inicne duzi i jed.inicnog ugla пе mogu эе 

duzi i uglovi сак ni uporedivati а kamo1i meriti. О tome 

koliki znacaj i-u1bert pridaje cinjenici da u ge:::,metriji 

,'. prve tri grupe aksioma njegovog sistema a.ksioma vazi э10-

bocL.'1a pokretljivoeit moze эе zakljuci ti ро tome sto i pre 

." 
§ б. posve6enog p'osledicama aksioma pod.udarnosti (i tako 

nazvanog), Нi1bert odmah ро uvodenjusvake od aksioma ро

dudarnosti ukazuje па u10gu који ta aksioma ima u obezbede

пји э1оЬоdnе pokret1jivostm ravni koja odgovara geometriji 

prve tri grupe aksioma njegovog sistema. Tako, odmah pos1e 

formu1isanja aksiome 1111 C/32/,str.11.) istice: "Оуа aksi

ота zahteva mogu6nost pr~nosenja du7.i 11 а pos1e ~~siome 111з 

tt6va aksiО'ша izrazava zahtev mogu6nosti sabiranj а du:;i 1I da 

bi эе, pos1e a;"';:sioI!1e 1114 ukratko zakljUI~i10 11 svaki ugao_ 

эе moze па jednoznacan nacin preneti u datoj ra~1i па datu 

polupravu эа date strane. 11 Zatim se, па istoj strani 14. 
, 

u delu 132/zakljuc.uje аа ј е ргеповепје duzi j-еcLn.оzпаСпо. 

U § 6. "Pos1edice aksioma podudEirnosti" (str. 15-26. istog 

de1a) zasnivanje uporediv8...'1ja uglova kao i-uрогеdivс.пја 

12) Sem р:I;о~~-аvanја originala НОп quantics ll i pre
voda samosestog od икирпо deset memoara t9G ае1а па ruski 
("Sestoj тетиаг о formah, ... (1) oradu Ke1ija, о u10zi koje 
эи njegove ideje imale и form~ranju лlајпоvе koncepcije, 
moze эе ste6i ргауа slika iz s 70. dela /12/SDD.130-146. 

I 
,1 
'1 
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ve1icina duzi (str.20. i 21.) smatraju ае znacajnim karak

teristikama geometrije prve tri grupe 'aksioma ovog sistema. 

Za raz1iku od Нilberta, koji aksiomama podudarnosti 

odreduje svojstva ossnovne reFacije podudarnosti па osnovu 

kojih ае tek naknadno dеfiпiБU transfor~cije podudarnosti, 

mnogi drugi matematicari 13) izgradiva1i su istu. geometri

ји takQ Бtр аи umesto aksioma podudarnosti koristi1i aksi

оте kretanja (i1i presiznije, ~~siome transformacija роаи

darnosti). Zasnivanje geometrije па оапоуи ројта simetr~ja, 

ciji је danas najznacajniji predstavnik F. Ваhшan, и su

stmni је sada najaktue1nija varijanta te koncepcije сеоое

trije. U njegovom del~\navedena је i teorema 26., koji bi

ато mog1i opisatti kao teoremu о strogoj odredenosti kreta

пја: IINeka је dat рan: tacka S i пјој illcidentna orava t; ... 
izaberimo јОБ jedan takav· isti рат. A..k.:o PC?st6ji kreta."1je 

f, koje prvi par prevodi и drugi, tada. postoje tacno ceti

ri kretanja, koja prvi -~)aг prevode u drugi. Ona se dobija

ји mnozenjem e1emenata 1, S, t, St ;~etvoroclane ~rupe Klajna 

kretanjem fll (/1/, str. 78.). 

Ako bi зе zahtevplo da za вуака dva рага: tackll S 

injoj incidentnu'pravu t i tacku Б' i пјој incidentnu 

pravи t' metricke (apso1utne) geoIi1etrije postoji e1ement 

ьгире kretanja, koji раг (S,t) pres1ikava па раг (3',t·) 

tada bi taj zahtev bio e:kvi VЗ.1епtan pretpostavci da metri

cka (apso1utna) Geometrija raspo1aze slobodn-om pokretljivo

уоБСи. Ovaj zahtev, u odgovarajucem de1u rada formulisan 

13) u Нilbertovo аатЬа ро tome је najpo~natiji 
~~'oи", ~-ч'", . _ ; ....,.,. -""'~.' 

Schur F.(i u vezi s tim njegove, takode"Grundlagen der 

Geometrie", iz 1909. god.) cija ideja zamene Нi1betrovih 

aksioma podudarllosti a..1csiornama kretanja и znatnoj me:bi 
potice ј.оБ od Giuseppe Реanо-а i и. Pieri-a. 
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kao aksioma G2 grupe aksioma transformacije podudarnosti 

zajednicke za зуе sisteme aksioma projkktivno rnetrickih 

geometrija koje сето formirati и sledecoj glavi,.obezbe-.. . 
йије svojstvo зlоЬоdnе pokret1jivosti u svakoj od tih ge-

.' ometrija. 

A.V. Pogore1ov, koji takode zastupa koncepciju 

takvog razvijanja geometrije u kojoj se umesto posredno, 

па osnovu aksioma podudarnosti, kretanje uvod~ neposredno 

- aksiomama kretanja-s1obodnu pokret1jivost obezbeduje зl

edecom aksiomom: 

Aksioma 11178 Neka su i.,i i 13. та koje ravni, а i Ь 

prave ovih ravni, А i В tacke pravih а i Ь. Tada postoji 

jedinstveno kretanje, koje prevodi taqku А па В, zaddatu 

polupravu ргауе а, odred:enu tackom А, - па zadatu polupra

уи prave Ь, odrec:fenu tackom В, zadatu poluravan ravni C~, 

odred:enu pravom а, - u zadatu .:polurava.r; (3 , .odred:enu pra

уот Ь. (/29/, str. 32.). ' 
U monografiui /95/ Paul Rossier iz ubeienja da је 

svojstvo slobod.ne pokrll:Jt1jivosti bitno svojstvo та које 

metricke geometrije 11 prevazilazi 11 nedostatak 11 a:Jstraktne 'l 

pseudoeuklidske geometrije", za koju prethodno pokazuje 

da је geometrija Ajnstajnove specija1ne teorije re1ativ-

'" nosti, razvija..'1je:n jos jedne-.".sintet:icke. projektivne geo .... 

r metrije". Apstra..-'k:tnom pseudoeuklidskom geometrijom autor 

naziva upravo geometriju koja је, prema shvatanju sovjet

skih autora koje sшо i mi usvoji1i, pseudoeuklidske.j geo

rnetrija - јеdnа od devet ravnih projektivno ~etrickih бео

rnetrija. Pomenutu autor, iz raz10ga za које bi se mОб10 

pretpostaviti i da su pos1edica nepoznavanj-a radova БОУ

jetskih autora о projektivno metrickim geometrijarna, рге

vida mogucnoxt da se pomenuti nedostatak тo~e ukloniti i 

tako sto seu projektivnom (ili afinom) mode1u pseudoeu-
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k1idske geometrije пе moraju sve projektivnei)raVe bez 

tacke (i1i sve afine ~гaye) smatrati ргауата pseudoeuk1i

dske gepmetrije. 

Na osnovu razmatranja u drugom delu оуе tacke mо-.. 
. Zemo, a1i sada па sinteticki na...cin, obraz1ozi ti zasto па 

primer u ravni 182 postoje tri metricke geometrije. Као 
sDO је аоЬго poznato transformacije podudarnos~i bi10 koje 

geometrije te ravni predstav1jene 9и sиz.епјещ automo:bfm.za

та apso1ute па oblast te geometrije. S obzirom da Би ti 

automorfizmi istovremeno i аutотогfizmШ kako unutrasnjosti, 

tako i spo1jasnjosti apso1ute, пеорћоdnо је, prema de1'u za

hteva'iz1ozenom u роз1еdnјет stavu str. 18. rada, u ravni 

182 raz1ikovati пајтanје dve geometrije. Ali po~to se tim 

automorfizmima nijedna ргауа која sece apso1utu пе moze 

pres1ikati па ргауи koja је пе sece i obratno, ргета роте

nutom zahtevu i u spoljasnjojoblas:bi 'apsolutepostoje 

пајmanје dve geometrije. На slican nacin mozemo obraz1ozi

ti i zbog cega u prostoru 18з postOj~ пајтanје cetiri рго
jektivno metricke gеошеtгiје. Jedina raz1ika sasojale. bi 

se u tome sto umesto pomenutog zahteva uzimamo u obzir i 

njegovo uopstenje па trodimel1zioni prostor ciji је sadr

zaj skoro istovetan aksiomi 1117. Ovo isto se odпosi i па 

utvrdivanje najmanjeg Ьгоја proJektiVno шеtгiсkih ьеоmе

trija prostora lsn. 

7. Odnos stranica troug1a projektivno metrickih 

geometrija. U de1ima /1/, /3/ i /13/ kao proje~(tivno mе

tricke dvodimenzione geometrije navode se Бато euk1~dska, 

elipticna i geometrija Lobacevskog. U svakom od tih de1a 

ogranicenja" iz ko'jih pr6iz1azi 'оуо uzеГshirа't'anје""'~рrојеk

tivno metricke geometrije data su u raz1icitim vidovima. 

Па osnovu deta1jnog pгoиcaya...Тlja tih de1a zakljuci1i зшо 

da se u osnovi ta ogranicenja mogu svesti па slede6im 
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dvema pretpostavkama: 

а) Za Буа..1<е dve tackEi bi10 koje projektivno rnetricke 

geometrije p.ostoji prava koja ih sadrzi. 

ь)""и svakoj od projektivno metrickih geomet:r;ija va~i . 
nejednakosttroug1a и strogom smis1u. ': 

Ubedenje da и svim projektivno metrickim geometri

јата vaze pretpostavke а) i Ь) proisteklo је iz toga Б~О 

опе vaze u svim k1asicnim geornetrijama: euklidskoj, elip

ticnoj i geometriji Lobacevskog које su najpoznatije, пај

vise proucene i najpotpunije razvijene. i·led:utim slep.e6im' 

razmatranjem pokazacemo da nejednakost troug1a u strogom 

smis1u vazi зато u klasicnim geometrijama. U ovim razm~r

anjima, uko1iko se ticu dvodimenzionih projektiVIlo metri

ckih geometrija razliciti11 оа gecrmetrije ravni 182 osla

пјасето se па reiu1tate iZlo?;ene u delu /27/. Тмо It?ro

stor i~ (pseudoeuk1 i 49ki n-?rostor indeksa i - prim~ D.O~) 
nije metricki prostor u sois1u 1.1.2. јег rastojanje АБ 

izmed:u tacaka А i В ovde пе тога biti геа1an broj, а пе

јеdлаkоst trougla (1. ?2.) ovde је zadovo1jena заГ1"\О u onim 

2-Г3.vnimа, u kojima је zadovo1jena ~'~o~ijeva пејеdnС-.-1..:0s·t, 

а u takvim istim 2-ravnima, u kojima VЗ.Zi nejednakost 

(3.8.) (slobodnije receno t:a...71ti-Kosijeva ll nejednakost

аоаао D.C.) za troUbao АВС cije Би sve tri strm!tce rea

lne vazi 

АС ~ АБ + ВС (3.10) 

То паз nimalo пе6е spre'~avati аа za I,rostor ;LRn upotre

bljavaтo ter:nine !Imetrika': ili Ilizometricni ll (/27/ 83.1.2. 

8tr. 118.) 11. 

1 za koeuk1idske tj .geometrije dua1ne eu~clids;ko:J 

i kopseudoeuklidske tj. geoffietrije dualne pseud.oeuk1idskoj 

autmr .dela /27/ за istim pravom u:юtгеblд.{ј.vа termine Il те_ 

trika l' i Ilizooetricnost ll
, iako u njime. postoji trougao 
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stranica АВ,ВС,АС takav da је 

АС = АВ + ВС (5.43) (/27/stг.27б) 
tj. da za taka,v trongao vazi trjednakost troug1a tt

• 

1 u idealnim oblastima prostora 18 11 strane а,Ь,с - п 

trougla ПЈ.оgu biti пе saтo realne уес i cisto imaginarne ll 

(/27/ 4.1.1. str. 213.). Тако па 9гiгдег, u geometriji НН 

ravni 182 po~toje tri tacke takve da dve od njih odre~uju 
pravu koja пе sece apso1utu, а svaka od njih sapreostalom 

odreduje prave koje seku apsolutu. U tom slu~aju u datoj 

geometriji nije odredeno rastojanje dveju od tri pomenute. 

tacke te se u toj ge~metriji пе moze odrediti duzina odgo

уагајисе s~ranice trougla cija su temena pomenute tacke ~a 

se опа пе moze uporedivati sa zbirom duzina preostalih 
\ 

dV'eju stranica. 

О pretpost2vci В) bi6e dovo1jno reci u slede6em 

pa~gra.fu. 

, ~ 2 ~ 8ISTEIiC AКSIOi'lA DVODIHENZIONIH PROJKKТIVNO 

LT Uvod. Aksiomatizovanjem geoтetrija razlicitih 

od klasicnih nlJe se bavio veliJ\:i Ьгој autora. Ovo se moze 

objasniti cinjenicou da ozbiljnije interesovanje za оуе 

t;eometrije pocinje da raste tek od ~~etrd.esetih godina ovog 

veka. Cak i pгoи'~ayanje najprostijih hiperbo1icnih prosto

га (ili _~ako su ill ranije nazivali: neuklidskih prostora), 

raz1icitih od klasi~nih teklo је уеота sporo. Tako је prva 

monografija u kojoj зе detaljno izla:7.e о geo~etrijama ovih 

prostora bila "Nееu}Йidоvг. geometrija tl В. А. Rozenfeljda 

oznacena u 1i teratu.ri rada за /26/. ЫјеБОУО de10 IfNeeukli-

d · t' Ii /2'7/· .'. ь ' -'- .. d 1 OVl pros orl, r slg~rno ,_Je __ naJsveo uпvаIJПЈ..Ј~ е о L)O~"",,:.;"f.;;'"'-
:.JГ~~';'" a'"t· . > :., • • :< • • 

sveceno toj problernatici. Eedutim sisteтi njegovih aksioma 

ukljucuju ,i aksiome odgovarajucih vektorskih prostora te 

se moze smatrati da оп u izvesnom smis1u razvija geometri-
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ји ро овпоупој koncepciji Weyl-а.Оd aksiomatika tih geome

trija formiranih и sintetickom dиhи·паvеЗ6еmо aksiomatiku 

R.G. Proskurine izlozenu и radu"Aksiomatsko iZ5radivanje 

dvodimenzione pseudoeuklidske geometrije" ozna'~enom и li te

raturi ва /36/ i 11 Aksiomatsko izgradi уanје trodirnenzione 

parabolicne geometrije" v. 1. }:arnaskog оzпаёепоg u li tera

turi ва /35/. Na osnovu proucavanja literature zakljucili 

smo da uopste пе postoje sistemi aksioma gеошеtгiја pro-
1 . 

stora Бп. 

U оуош delu rada odredicemo princip fогшiDanја 

sistema aksioma i па osnovu tog princira odrediti sisteme 

aksioma svih dvodimenzionih projektivno metrickih geor.le

trija. S obzirom .. ~a се trecu c;rupu aksioma predstavljati 

aksiome tr8l1.sformacija podudarnosti, а пе aksiome poduda

rnosti, па osnovu ta.."\.cvih sistema aksioma оуе u;eometrije 

se mogu izgrazJ:ivafi пе u Pilberto.vom, vec и Ваhшanоуот du

hu. Pre nego ~to pre,::lemo па ostvarenje postavljenog cilja 

izlоziсешо nekoliko паротепа opste prirode. 

U iz(;radivanju bilo }~oje dvodimenzione ceometrije 

polazi se od izvesnog s~upa S cije elemente nazivano ta

ckama i odre~lene vrste роdsku:;юvа tog skupa ko,je пг.zi vашо 

pravama. :Ј Skup Б, njegovi ele:nenti i l1jegovi =)ods~:u::)Ovi 

ргауе i •.• su роlаzпi::юјZlоvi (objel~ti) u geomet::-iji. 

U sl-:upu S dеfiпisа:ешо razne relacije. Neke od 

njih Би polazne relacije ра ih, kao i polazne ројшоуе, пе 

definisemo eksplici tno пеБО imylici tno, prekq a~::sioma. 11 

(/24/, str. 1.). 

Osnovne (polazne) rel&cije ovib ceometrija Би, 

osim relE:.c.,ije illcicLencije i relacije por.etka. ?озtо је 

svaka od ovih gGometrija metricka, u svakoj od njih uvodi 

зе i relacija pociudarnosti likoV1!t odgovarajuce geo!:1etrije. 

S obziro:n da u radu иБуајш!lO konce'~)ciju iz:;radivanja geo-
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metrija u kojoj је III grupa aksioma grupa aksioma tram

sformacija podudarnosti, u radu се transformacije podudar

nosti - unarne operacije biti osnovni ројат, dok је re1a

cija podudarnosti izvedeni ројат ovako koncipirfu!ih geome

trija. 

1 ~lшр (sistem) aksioma projektivno metrickih е;е

ometrija raz1icitih od k1asicnih raz1ozicemo па podskupove 

(grupe) aJ..-;:siоmа. S obzirorn da se aksiomarna 1 grmpe karak-
.' 

terise re1acija incidencije koja је relacija skupovne pri-

rode jer odreauje da 1i је dati e1ement skupa S е1ещепt 

datog podskupa - pг~ye skupa S odпosno da li data prava 
toe;.skupa sadrzi dati e1ement skupa S 14) moze se ocekiva
ti da је vecina aksioma incidencije zajednicka za ~vepro-

jektivno metricke e;eometrije. Dve aksiome gruge ~~sioma 

tr~sformacija podudarnosti koje6emo predloziti u radu 

zajednicke su za svih devet dvodimenzi.onih projektivno mе

trickih geometrija. Јоз u k1asicnimgeometrijama znatnije 

razlike nastaju usled toga sto је re1a~ija poretka euk1i

dske geometrije i geometrije Lobacevskog tromesna, а odg

ovaraju6 а re1acij а eliptic~ne geometrije':~etvoromesna ге

lacija. Оуо odgovara razlici metrike rastojanja u ovim 

geometrijarna: u prvom slu:;aju опа је hiperbo1i :па ili ра

rabolicna, а u drugom elipticna. S obzirom da u slu:-:aju 
'" geometrija ~azli ':.itih od klasic.nih i metrika ug10va nije 

uvek eliptic.na оуо pove6ava broj tih geometrija. Као sto 

se iz оуе kratke паротепе moze nas1utiti osn~vni princip 

formiranja aksioma projektivno metri~kih geometrija koji 

сето primeni ti u оуот l"'Э.du bi6e u tesnoj vezi ва osnovnim 

14-). Иаd&-..,ј-е~. щоgu6е istu definisat1 i п'а. "nenriro
dan ff na~in, па sto ukazuje fusnota 1 па str.348. de1a rtGe
ometriceskie preobrazovanija" 1.N.Jaglom-а (I1 deo, Noskva 
1956.). Ali u okVirima оуое; rada i u ve6ini drugih radova 
ра i udzbenika geometrijskog sadrzaja tumacenje relacije 
incidencije kao relacije skupovne prirode пе dovodi do pr
otivurecnosti i pokazCde ве vrlo korisnim. 
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principom k1asifikacije metrika koje odgovaraju tim geo

metrijama. A...1{siome koje зшо nazvali aksiomama korincide

ncije - takode zajednicke svim ovim geometrijama - omog

u6i се da dokazemo tvrdenja koja се biti neposredan pod

sticaj ва uvodenje V grupe aksioma u cijem sastavu se 

nalaze i aksiome koje odgovaraju aksiomama V grupe aksi

ота klasicne geometrije. S obzirom da aksiome grupe aks-

-.ioma neprekid.nosti, buduci da се bi ti usag1asene 'sa aks

iomama poretka, ne povecavaju broj razmatrfu""lill 'geometri

ја, njihov konacan broj dobija se tek uvoaenjem V grupe 

aksioma. 

Као sto se iz pretho~QoS mog1o nas1utiti ovaj 

uporedni na:in formiranja sistema aksioma svih projekti

vno metrickih geometrija dovodi do sistema aksioma koji 

nisu nezavisni. И:еctutim, pokazace se da u svim slucajev

ima, osim u slucaju geometrije НН, naknadno formiranje 

nezavisnih sistema aksioma iz tako dobijenih sistema ne 

predstav1ja znatnu teSkoCu.· 

2. Aksiome incidencije. UporE8divanja aksioma in

cidencije projektivno metrickih geometrija koje su dosad 

aksiomatizovane sa onim formu1ama projektivno metricki 

geometrija koje se tek izgra1uju kao geometrije odredenih 

oblasti projektivne ravn~, za koje smatramo da bi treba-

10 da predstavljaju aksiome incidencije tih Geometrija, 

to i potvrauju. Та uporedivanja pokaza1a su da је formu

la "Za svake dve tacke postoji prava koja ih .sadrzi" sp

ecificnost k1asicnih geometrija (e1ipticne, euklidske i 

geometrije Lobacevskog) u onoj meri u kojoj је specific-

.... доst aksioma dvodimenzion.e..<efilb-ipticne geometrije ро kojoj. "~". 

ве Bvake dve prave seku (sto сето kasnije detaljno obra

zloziti).U ci1ju pripremanja formiranja zajednickog aksi

omatskog jezgra za sve projektivno metricke geometrije 
("'ј 

\ 
"О 

." 
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uklonicemo iz prvegrupe Вi1bebtovog sistema aksioma pr-

vu aksiomu (aksiome incidencije Нilbertovog sistema sem 

па str. 4. de1a /32/ gde se nazivaju aksiomama veze mogu 

se videti i па str. 1. udzbenika /24/). 1z оуе aksiome 

(oznacene i u /32/ i u /24/ sa 1 l ) proizlazi da svaka ta-,> 

cka pripada bar onolikom broju pravih ko1iko bilokoja pr-' 

аУа sadrzi tacaka. РТета to~ u sistemu aksioma koji sad

rzi pomenutu aksiomu svaka tacka incidentna је sa bar dve 

prave. 1zostav1janjem оуе aksiome bez odgovarajU~ih pros

irivanja Вi1bertovog sistema aksioma u geometriji tog si

stema aksioma пе moze se dokazati ni da tacka prinada bar - - , 

dvema pravim niti da пе pripada bar dvema pravim. Zato 

сето aksiomama incidencije pridruziti i sledecu aksiomu: 

1з Svaka tacka incidentna је за najmanje dve рг-
ауе. 

Prema tome, prvu grupu aksioma incidencije, zaje

dnickи za sve dvodimenzione projektivno m~tricke geom~t
rije sacinjavaju sledece tri aksiome: 

11 Za svake dve tacke А i В postoji najvise jed

па prava koja је incidentna sa sv~~om od tacaka А i В. ' 

12 Za svaku pravu postoje bar dve tac.ke koje Би 

'ва пјот incidentne. Postoje Ьаг tri tacke' koje nisu ind

identne sa istom pravom. 

1з Svaka tacka incidentna је sa najmanje dve pr-

ауе. 

3. Aksiome poretka. Uporedivanje aksiome poretka 

koje se odnose па klasicne geometrije ukazuje da se gru

ре aksioma poretka apso1utne geometrije u Во1јајеуош sm

is1u bitno razlikuju od grupe aksioma poretka e1ipticne 

gеоm~Ъгiје" Aksiomama poretk~';i;~l~~~~:·g~om~trije' odre

аије se troelementna (ternarna ili tromesna) relacija 

"izmedu" u skupu tаёаkа iste prave. r1ed:utim u skupu ta-

i 
" 
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caka iste ргауе elipticne geometrije пе moze se и toj ge

ometriji grupom aksioma poretka okarakterisati troelemen

tna уес cetvoroelementna relacija "razdvojenosti рагоуа 

tacaka" te prave. Proucavanje osta1ih projektivno metric

kih geometrija - bilo onih koje su aksiomatizovane bilo 

onih koje se- tek izgraduju i to uglavnom kao geometrije .. 
odredene oblasti projektivne ravni-ukazuje da se ~~sioa-

ата poretka и nekim od njih и skupu tacaka iste prave 

moze uvesti (inplicitno) tromesna relacija fJizmed:u" dok 

је и drugim moguce tim aksiomama и tom skupu odredit~ 

jedino cetvoromesnu relaciju razdvojenosti parova taca

ka. То proucavanje ukazuje da se jedino и dvodimenzion

im projektivno metrickim geom~trijama kod kojih је metri

ka rastojanja (l~earna metrika) razlicita od elipticne 

aksiomama poretka moze uvesti и skup tacaka ргауе troe

:Lementna relacija "izmedu" dok se u slucaju projektivno 

metrickih geometrija kod kojih је metrika rastojanja е1-
ipticna tim aksiomama пе тo~e okarakter'isati tromesna, 

уес cetvoromesna relac~ja razdvojenosti par~va tacaka. 

U projektivnim mode1ima nekih od ovih geometrija i proj-

.ektivno metrickim geometrijama odredenih oblasti projek

tivne ravni (kojima smo posveti1i dovoljno paznje и раг

agrafu- 1 rada i и njima detaljno ukazali'na izvore koji

та smo se pri tome sluzili) prave su pretstavljene па 

tri nacina: ili su sve ргауе nekih od tih geometrija рг

edstavljene projektivnim pravama, ili su и dFugim od tih 

geometrija predstavljene otvorenim projektivnim duzima 

ili su и preostalim projektivno metri~kim geometrijama 

prave predstavljene projektivnim pravama 1Jez-"~sa.mo jedne 

tacke. Posto se u skupu tacaka projektivne prave пе тo~e 

uvesti troelementna relacija tlizmedu" уес ce·tvorelement

па relacijarazdvojenosti рагоуа ta,~aka, aksiomama poret-
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ka skupa tacaka prave projektivno metrickia geometrija ci

је su ргауе predstavljene projektivnim ргауата odreduje 

se,aksiomama poretka tih geometrija relacija razdvojenos

ti "parova tacaka. Sve оуе geometrije su projektivno metr

icke geometrije koje odgovaraju elipticnoj metrici rasto

јапја. 

Skup tacaka iste prave bilo koje od projektivno 

metrickih geometrije neelipticne metrike rastojarija pre

dstavljen је skupom svih tacaka otvorene projektivne du

zi ili projektivnompravom bez tacke.Suzenje cetvoroel

em~ntne relacije razdvojenosti рагоуа tacaka projektivne" 

prav~ koja sadrzi taj skup tacaka па taj skup tacaka, 

pri cemu tacno jedna tac~a cetvorke tacaka ne pripada 
, 

tom skupu predstavlja tr6mesnu relaciju "izmec.tu" tog sk

ира ta~aka. Prema 'tome u S'lakoj od takvih projektivno 

metrickih geometrija mogu~e је aksiomama poretka okarakt-
~ 

erisati, u sku~u tacaka iste prave, troelementnu relaci-

ju "izmedu". Metrika rastojanja odgovaraju6ih projektivn

ih metrika tih geometrija је ili hiperbolicna ili parab

olicna. 1z ovog sledi da iste aksiome poretka "mogu imati 

i razlicite projektivno metricke geometrije sa cime smo 

зе уес sreli u slucaju k1asicnih geometrija-euk1i"dska i 

geometrija Lobacevskog su dve takve geometrije. Razliko

уanје elipticne od ostalih k1asicnih geometrija pocinje 

уес od aksioma incidencije. Dok se aksiomom 1з Нilberto

vog sistemaC/32/ str. 4. ili /24/ str.l.) "zahteva" da . 
sva.koj pravoj pripadaju najmanje dve tacke aksiomom 1з 

(v.str.15? u /23/) odnosno aksiomom I.l.(/1б/stг.21б) 

elipticne ge9metr.i~~ zahteva se da svakoj pгaYC?_;:1,",,"2,J:'~гa

daju najmanje tri tacke. Тeznju da grupa aksioma incid

encije bude istovetna za sve projektivno metricke geom

etrije mozemo ostvariti па sledeca dva nacina: 
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·1) ~~siomu 1з Нi1bertovog sistema mozemepreformu1isati 

tako da пјеп sadrzaj bude istovetan sadrzaju aksiome 1з 

elipticne'geometrije. 

2) grupu aksioma poretka svake od projektivno metri

'ckih geometrija za koju је odgovarajuca metrika rastoja

пја elipticncr)mozemo prosiriti sledecom aksiomom: 

Aksioma 11'. Za svake dve razne tacke А i В koje 
о . 

su incidentme istoj pravoj postoje dve razne tacke С i D 

takve da par tac:aka А,В razdvaja par tacaka С i D. 

U radu se od1ucujerno za d.rugi od ovih nacina~ 

U euklidskog, gеашеtгiјi Lobacevskog i e1ipticnoj 

geametriji ш. kojima va~i qa za svake dve tacke postoji рг

ауа која ih sadrzi vazi i da је svaka ,"t',ac}\:a incidentna sa 

"oezbroj pravih. Takav SlШр :;ravih nazyacemo u radu konku

гепtпiш ргаrnепот ,;:ravih. l'~a OS110Vll 1 grupe naseg sistema ... 
~csioma, ргета poslednjoj ~~siomi te grupe svaka tacka in-

cidentna је sa Ьаг dve prave. 3ez novih aksioma, па osnovu 

dosad predlozenih ~~sioma пе ffioze se dokazati da је, sem 

pomenute dve, tacka incidentna sa јоз nekorn,"::;.ravom. 

Zato сето ьгири aksioma poretka prosiriti podgrup

от aksioma poret~:a kon1:urentnog ргатепа pravih. U~;:aliko је 

и projektivnorn rnode1u ili jblasti projektivne ravni u ko

;<јој se izgrad:uje ибаопа metrika odgovaraJuce projektiVno 

rmetricke geornetrije hiperbolicna, tada се оуот podgrupom 

aksiomom poretka u skupu ~)ravih istog kon}:urentnog -;Јгатепа 

pr~vih bi ti okaral;:terisana troe1ementna relacija ;Iizr.lectu 11; , 

ako је ugaona rnetrika takve geometrije e1ipticna, u s1:upu 

pravih kопkurепtпоgогаП)епа ргаviћ aksiornarna poretka пе 

D.oze зе okarakterisati troe1·ementna vec cetvoroelementna .~, 

relacija razdvojenosti parova pravih. Razlog tome је ~~al

ogan od5'JVarajucem razlogu u slucaju aksioma рогеt1-љ рга

ve: sve.k1. konl:urentan Dramen pravih projektivno 
("1 
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metricke geometrije elipticne ugaone metri~e predstavljen 

је U projektivnoj ravni ргатепоm pravih projektivne ravni 

а svaki konkurentan pг~en pravih nee1i~ticne ugaone те

trike otvorenim projektivnim ug10m i1i projektivnim рга

mепоm pravih bez tacno јеdnе prave .. · Radi kraceg izrazava

п"ја u pos1ed.nja dva slucaja.govoricemo da је konkurentan 

ргашеп pravih predstavljen u prO'jektivnoj ravni "de1om 

projektivnog ргашепа pravih': Podgrupu aksioma po"retka 

skul)a pravih konkurentnog ргатепа pravih kojim"a se od.redu

је tгое1ешепtnа re1acija lIizmed:u" оzпасiсег.ю sa Н а .podgr

ири aksiom.a poretka ta..lcvog skupa pravih kojom se odreduje 

re1acija razdvojenosti parova pravih sa Е. 
. / 

Pod~rupu Н cine aksiome dualne 1inearnim aksiorna

та poretka (rasporeda) 3i1bertovog sistema (/32/ § 3. str. 

5.) iz1озепih i па str.3. ud~benika /24/. 

Podgrupu Е cine aksiome dualne 15)~ksiomama poret

ka e1ipticne geo'rnetrije i i aksiomarna II~' dua1na aksio;-ni 

IIo · 
I aksiome podgrupe aksioma koje зе оdnозе па pore-

dalc tacaka prave oznaci6emo па isti nacin. Rащ krac.eg iz

razavaaja ovu podgrupu alcsioma nazi vacemo ргvош podgruporn 

аksiоща poretka odgovarajuce geometrije,a podgrupu aksioma 

poretka која зе odnos~ па poredak ~ravih konkurentnog pra

rnепа pravih drugom podgrupom aksiorna poretka. I nacin oz-

nacavanja geornetrija prve dve grupe aksiоша usk1a-

dicemo upravo sa oznakama podgrupa aksiome poretka ovih 

geometrija. ~rvo slovo oznake date geometrije Н ili Е za

visno оа prirode re1acije okarakterisane рпvоm podgrupom 

akksioffia poretka, а dru~o (takod:e Н i1i Е) ukazuje па ргю-
,"_ _ _ " -'~' , """'Il~," .. . il·· . .". - < 

гоаи re1acije okarakterisane dr~gom podgrupom aksiom& 

15) U svio slu~ajevirna radi зе о IIma1om"i)rincipu 
dua1nosti tj. principu d.ualnosti u ravni. 
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poretka. Iznad ta dva slovapov1acimo erticu cimenag1asav

ато da sistem aksioma ovih geometrija nije potpun. S obzi

гот da је ргуа grupa aksioma istovetna za sve projektivno 

metricke geometrije Ьгој raz1icitih ргојеktivni!1.шеtгiСkih 

geometrija prvih dveju grupa aksioma ve-,~an је iskljuci уо . . , 

za prirodu aksioma podgrupa aksioma poretka. 8asvim jedno-

stavnp se rnо7.е zak1juciti da postoje tacno cetiri projek

tivno metricke geometrije 'ргуе dve grupe aksio~a koje smo 

и оvош radu predloZi1i. То su geometrij,e ЕЕ, ка, НЕ, НН. 

Pod us1ovom da tacke ovih geometrija predstavljamo tackama 

projektivne ravni а ргауе projektivnom ргауата що7.е se do

kazati da postoji ukupno devet raznih mode1a ovih geometri

ја и projektivnoj ravni. Uz taj us1ov, postoji tacnm jedan 

tюсаv mode1 geometrije ЕЕ (poznati projektivni mode1 elip

ticne geometrije ј'е istovremeno mode1 i geometrije ЕЕ i 

i to џ s:nis1u и kome је projektivni тоаеl euklids~e geo

metrije). Projektivni mode1 ~eometrije ,ЕН рошепutе prirode 

su geometrija spoljasnjosti apso1ute cije su prave ргоје

ktivne prave (у./12/, str. 213. sl. 91.) tj geo:netrija 

lз2(31,181) (/27/, str.216. i1i str. 11. rada) f:.ojoj smo 

posveti1i dovo1jno paznje и paragrafU 1. rada i r;1Oo.el и ko

hle је apso1uta "im.э.giпагпа kriva drugog reda која se sasto-
_ r. 

ji od рага konjugovano komp1eksnih pravih р i q, ,koje se 

seku и геа1пој tacki Q" (/18/, str. 5. i 6. i s1. 1.6.; 

/12/, str. 225. "~eometrije dua1ne eUfc1idskoj i pseudoe
uk1idskoj 11). Keli-Y"...lajnov model geo~etrij.e L'obacevskog is

tovremeno је шоdе1 i geometrije НЕ ; to isto ве по~е reci 

i za uobicajeni projel::tivni mode1 euk1idske geooetrije. 

Fostoji cetiri !Јаzпа Ш'оdеlа geometrije НН: ge':::J:.:-,еtгiја spo-

1jasnosti apso1ute kojoj su sve ргауе otvorene ргојеktiiгnе 

duзi (у./12/, str. 210. sl. 89; geometrij§ која odgovara 

'lt' . t" v • 1- (1з 1,,) .. 1 proJe~c lvnoJ те rlCl oznacenoJ sa 82 1,;Ј1 l sF,' 
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4.2. и/27/ па str. 2i6.; /18/ str. 5. i вl. 1.3. па str. 

б.); rrojektivni mode1i pseudoeuk1idske i пјој dualne ьео

metrije СУ. /12/ str. 224. i 225. i/18/ str. 6. i slika 

1.7. i 1.8. па str. 7.); projektivni mode1 parabo1i5ne ~e-

or:1etrije u }\:оте је apsoluta dvojna realna tacl-ca C~ i dvojrla 

геа1па ;;гауа 1 koja је incidentna sa tom tackorJ Cv .n~-;г. /18/ 

s tr. 6. i sl. 1.9. п 8. s tr. 7.). 
Raz1<;>g уе6ет Ьгоји projektivnih mod.e1a geometrije 

ЕЕ, НН, ЕН i iШ и kojima зи prave tih geometrija predsta

У1јепе projel;:ti VШDm ргэ.vааа i1i de10vima tih p:-'e,vih је i 

nepotpunost sistema axaioma ovih zeometrija (ovi modeli Би 

1 пеizо::!огfпi јег su оуе gеопеtгiје nekategori'~ne) • 

.. \ 4. Aksiome trелsfОГ:Qасi j~ ·сюd.иО.аг11.0sti. LJ u\!odu 0-

voe рага,.;гafэ. istak1i smo da su озпоvnе (po1azne) орега

cije tгanSfо'l-'шасiЈе :)odudarnosti pro~ektivno metri5kih 

~eoi11etri ј а. Оуа trг.nsformacija па 161 slrupa t~:<~e.ka odgo-'

'1агајисе g.eometrije паzvњ~еI!lО trBl1sfoтomacija~a podudarnosti 

te Eeo;'letrij е. ..:/у о ј s tv:.: tГС-.l1сfоГii:ЕЈ.сi ј Et" роdиdагпоsti bi1 о 

koje ::d ::;eometrija ~E, ;~~i, Li~ i БН оdrеdi6е;по i~~;plici ~cno 

slecie6im a;;:siomama: 

AksioL'1a G1. ?ГВЈlsfогоэ.сiје ·~юdиdе..l"'Ilоsti osnovnog 

skupa ta~a~a biio koje seometrije saglasne ви аа relacija

јата poretka te geometrije. 

Alшiо:-па G2.· Z,a та ::-Сој е dve pra'le а i Ь 1 ta,~i{e А 

i 3 takve ја је ta~ka А incidentna за pravorn а 1 tR~ka В 

incidentlla за ])l"'avor:1 Ь postoje ta,~no cetiri -tГ,;]lsfогr:1гсi

је pod.u.darl1osti koje prava а l)ге;зlikаvаји Г1а ~)гayи Ь i 

ta5ku А 11а tClcku. 3. 

16) :Ј:оdvисепi precLlog па i:<~a reci tГШlsfОl~mасi.:ја 

ulz,.:&zuje ОД је i kOCt:JrJen оуе tГ~,-УЈ.sfогr:rJС1.сi је Б~:ир svi h tг.'~а
~a iste [cobletTije. S obzirom da vecim"~ Г:ЈD.tе!паti :::Э.га pod 

'сгansfогшасiјаи3. роciгаzишеvа ргеS1ikаv,шја B~:иpa !la ::Ьај 
isti skup а не и te,j isti з}:ир и'оиаисе iza. re:2i "tтansfогmа-

cija. пе-::ешо dodavati ~~'re:':'log па. 

,. 

.. 

.; ., 

i ,. 
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Aksioma G3. Za bilo koje dve po1uprave a'i ь' 

zajednickog pocetka postoji transformacija podudarnosti 

која po1upravu a'pres1ikava napo1upravu ь; а ро1иргаvu 

ь' па polupravu а'. 
U radu ~' Ekvi valentnoat aksioma podudarnosti i 

aksioma transformacija podudarnosti" koje сето uskoro 

objaviti dokazali зто da su transformacije podudarnosti 

bijekcije osnovnog skupa tacaka bi10 koje od geometrija 

ЕЕ, ЕН, НЕ i НН. На osnovu toga sledi vazna pos1edica: 

Pos1edica 1. Зlшр G transformacija podudarnosti 

је mode1 grupe. 

1 geometrije ciji БН sistemi aksioma sistemi aksi

ота geometrije ЕЕ, ЕН, НЕ i НН prosireni grupom aksioma 

transformacija podudarnosti oznacavacemo takoc1:e--lSа ЕЕ, 

ЕН, НЕ i НН. U pomenutom radu koristeci teoremu ро-ко-
~ -

јој је pri savakoj bijekciji sli1:a ргезека ргезек slika 

(v.npr. /30/ str.9 i 10.) dokaza1i smo i da svaka transfo

rmacija podudarnosti bilo koje od tih geometrija pres1ika

va orijentisanu pravu паџпаvu koja је takoc'te orijentisa-

па. 

Ю~siотоm G2 osigurali smo svojstvo slОЬЈdпе ро

kret1jivosti u ~vakoj оа tih geometrija, za које smo u 

al1alizi iZ"IJedenoj u t.б. ~ 1 rada pokaza1i аа је П~ОРћОdnО 
za odr-'ed:ivanje metrike bilo koje geometrije. U radu ,!.!;Ekvi

valentnost aksioma podudarnosti i aksioma pra..Тlsforme,cija 

podudarnosti" koji се biti ob1av1jen uporedili sшо sistem 

aksioma tгans.fогпасiја podudarnosti koji зто mi :)red.1ozili 

sa aKSl ~mama kreta.l1j а iz1o::enim u udzbeni}:u /29/ 1-1.. v. Pogo

re1ova. Тато S1:1O utvrdi1i da је nas'a-'~'aksioma (а ро SElislu 

17)istovetna aksiomi 11I") udzbenika/29/ (v.str. 31.) а iz 
'-

17) l'iada ро formulaciji ista nasa аksiоmг је ор
~·-;;ija јег se odIlosi па re1acije poretka svih dvоdiпепziоп
ih IJrojektivno rпеtгiсkih geoтetrija. 
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паiЗе aksiome G~ s1edi aksioma I1I6 (/29/ str. 31.). U de-

1и /29/ nije ве dokaziva1a ekvivalentnost" aksioma kretanja i 

aksioma podudarnosti Нilbe:b.:bovog sistema aksioma u ol\:Viru 

aksioma incidencije i poretka smstema. Dokazavsi-u ротепи

tom okviru - &kvivalentnost aksioma transformacija podu

darnosti i aksioma podudarnosti Hi1bertovog sistema aksio

та, istovremeno зто u pomenutom delu koji сето objaviti, 

dokazali i neprotivrecnost geometrije cije su ~~siome ak

siome incidencije Нi1bertovog sistema, ~ksiome poretka 

istog sistema i aksiome transformacije podudarn~sti Gl,G2, 

G3. Cinjenicu,da umesto sedam aksioma kretanja iz10zenih 

u delu /29/ kao aksiome III grupe aksioma uvodimo затm 3 
aksiome transformacija podudarnos:bi, smatramo zпаСа.јПQШ 

ргеd:o.ов6и. Nada nismo dokazivali i nezavisnost aksioma Gl, 

G2, G3 осеlшјето, .в obzirom па njihov do sada naJmanji Ьгој '" .. 
da ви вуе опе nezavisne. Okolnost аа autor" del.a /29/ 'za dve 

оа svojih зеаат a..1<siorna kretanja dokazuje- аа ви zavisne оа 

ostalih aksioma euklidske geometrije ( vidi dokaz aksiome 

II15 па str. 71. i aksiome I1I6 па str~ 72) пе moze se"tre

tirati kao dokaz nezavisnosti tih aksioтa u okviru prve 

"ауе grupe aksioma Нilbertovog sistema јег зе dokaz zasniva 

па koriscenju DedekindovE' aksiome. Jedino је dokaz a}-csiome 

I1I4 dokaz zaviflnosti te ~~siome u okviru ргуе ауе grupe 

Нilbertovog sistema prosirenog preostalim aksiomama kreta

пја. 

Tek posle prosirivanja prge dve grupe sistema aksi

ОПlа ovih gеошеtгiја aksiomama transformacij(\. podudг.rnosti 

о ovim geometrijama зе moze govori ti kao о rnetric}r.i.m geome

trijama u рга.vоlП smislu. Razlozi iz"..;.;k~-h-""geometrije ЕЕ, 

ЕН, КЕ i НН smаtгаrrю шеtгiсkim istovetni Би razlozima iz 

kojih i apsolutnu geometriju u Bahmanovom smis1u smаtгаrrю 

тetricko~; sisteтi aksioтa i ovih geometrija тoь~ зе pro

siгivаtш do sistema aksioma metricy,.ih geometija. U toт 



- 35 -

cilju dovoljno је prosiriti si&tem aksioma ovih geome

trija ~sioma neprekidnosti. 

5. Aksiome neprekid.nosti. U daljem prosirivanju si

stema aksiorna geornetrije ЕЕ, ЕН, НЕ i НН da bi se u nj~rna 

'uvela metrika mogu6e је tim si8temima dodati saтo Агhiше-

dovu aksiomu. 
'; 

Sistem aksioma ovih geometrija prosirivacemo, ipak, 

Dedekindovom aksiomom. Osnovni razlog tome је аа'је dalje 

izgradivanje tih geometrija u prmjektivnoj ravrii ili nekoj 

пјепој oblasti znatno jednostavnije u.projektivnoj ravni 
, 

u kojoj је aksioma i aksioma Dedekinda. Tako је i odrediva-

пје projektivnih modela ovih geometrija znatno jednostav

nije u takvoj projkktivnoj ravni. 1 teznja аа пат neki od 

sistema ~~sioma budu potpuni (pri сети ве rnеаи njima оЬауе

zno biti sistemi aksioma geometrija cije сето trajektorije 

proucavati) jednostavnije se ostvaruje па takav nacln:ta

k:vom sisteffi:u a.ksioma пе mora зе dodavati ni kantorova ni 

a..,.1(sioma linearne potpunosti (ova posledllja formulisana је 

па str. 28. /32/. 

U klasicnim Eeometrijama aksioma Dedekinda odnosi 

se па з1шр tacaka prave. l:oriste6i aksiomu ро kojoj зе za 

sva...l.ce dve tacke postoji prava koja ih sadrzi u tmm geome

trijama jednostavno se moze doka;.ati teorema koja se оdnо

si па skup pravih istog konkuren-tnog ргатепа ргапЬ ciji 

је smisao istovatan Dedekindovoj aksiomi. Ali u nasem si

stemu aksioma formula rI za svake dve tacke рщзtојi prava 

koja ih sad.rzi fl nije aksior:1a а ni tеогеша svih onih geo

metrija u cijoj oznaci је Н drugo slovo - dakle u geome

trijama :Е;Н, i НН i'::ao i svim е;еоmеtгiјаша ciji ви -szt"8't'emi 

аksiоша prosirenja sisterna aksioma geometrija ЕН i НН. 

Zato је и оуот slucaju пеорЬоdnо uvesti i Dedekindovu aksi

оти - fpjom se 1ilzrazava i neprekiciIlost skuna Jravih bilo kog 



konkurentnog pramena pravih. Sadrzaj ovih ~~sioma mora se 

.uskladiti sa prirodom re1acija poretka konkretne geometr

ije. Upravo zahvaljuju6i tom uskthadivanju аа drugom gтиpoт 

aksioma sistema aksioma koju Бто pred1ozi1i, kao i u аlи

саји ~~sioma Gl grupe aksiome transformacija podudarnosti, 

razne mogu6nosti u pog1edu formu1isanja Dedikindove aksio

те пе роуесауаји broj metrickih geometrija. Ako је rec о 

geometriji rn npr. u kojoj ае prvom podgrupom aksioma ро

retka Е odreduje re1acij'a razdvojenosti parova t-acaka, De

dekindova aksioma kojom ае utvr,:јлје neprekid.nost skиpa ta

caka iste prave Ысе formu1isana па nacin па koji ае опа 

formulise u e1ipticnoj (V./1б/ str.218.i1i /23/ ~ 4.str. 

165.) i1i projektivnoj geometriji ,/22/ t.4.str.11). Dede

kindova aksioma kojom Ее utvr6uje neprekidnost skupa prav

ih bi10 kog konkurentnog pramena pravih iste geometrije ЕН 

је formu1a dua1~a Dedekindovoj aksiomi hiperbo1icne \eukl-

. idske) geometrije ~v.npr. Dedekindov princip па stp,75.ud

zbenika /24/). Tek u ovakvim sistemima aksiomanaziv "cetv

rta grupa aksioma sistema aksioma r1 ima opravdanje jer se 

radi о dve, а пе о jednoj aksiomi neprekidnosti (mis1imo па 

sisteme aksioma npr. e1ipticne i1i projektivne geometrije). 

Dve Dedekindove aksiome oznacava6emo па slede6i nacin: ind

eks 1 иЕ slovo D ukazuje da је u pitanju Dedekindova ~ksioma 

koja ае odnosi па skup tacaka prave - to је prva Dedekindo

уа aksioma, а indeks 2 uz slovo D ukazuje da se ta aksioma 

odnosi па skup pravih bi10 kog konkurentnog ~ramena pravih 

- ovo је druga Dec1ekindova aksioma. Tako п1:Ч'. aksioma D1 је 

ak~ioma neprekidnosti koja se sigurno odnosi па skup tacaka 

,",,'~~"""~-:"', _prave - da 1i је to aksioma neprekidnosti hiper,boliQ.n~~eu

klidske) ili uop~te geometrije u cijoj oznaci је prvo slovo 

Н i1i pak geometrije u cijoj је oznaci prvo slovo Ezavisi 

od prirode prve podgrupe aksioma poretka date geoтetrije. 
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Ako је· ta podgrupa aksioma podgrupa H,prvu Dedekindovu М

- siomu oznacicemo sa D1H ; а ako је pomenuta podgrupa Е s~ 

D
1E

• A..,~sioma D2E је aksioma neprekidnosti koja .ве 'odnosi' па 

bilo koji konkurentan ргаmеn pravih - priroda te aksiome 

zavisi neposredno od prir.ode druge podgrupe aksioma poretka 

date geometrije. На osnovu slova Е u indeksu oznake druge 

Dedekindove ~~siome zakljucujemo da se radi о aksiomama ро

retka kojima se u skupu bilo kog ko~~rentnog premena prav

ih odreduje relacija razdvojenosti рагоуа pravih~ 

Geometrije ciji је sistem ~~sioma geometrija ЕЕ, 

ЕИ, ~. i БП prosiren aksiomama transformacija podudarnosti 

i aksiomama neprekidnosti па prethodno izlozeni nacin ozna

cay~cemo за EE~ Etl~ ИЕ'i ~: Ove geometrije, koje su tek 

posie navedenih prosirenja u pravom smislu projektivno met

ricke mozemo i dalje prQsirivati ka potpunim geometrijama. 

S oDzirom da сето prvim proslrenjem sistema ~l{sioma geomet

rija ВЕ, ЕН, ~ i нн pripremiti konacno prosirivanje siste

та ·tih aksioma do sistema a..~sioma svih devet dvodimenzionih 

projektivno metrickih geometrija sledec:u tacku nаzvа6ешо ир

гауо "prvim prosirenjem" sistema"aksioma tih geometrija. 

6. Prvo prosirenje sistema aksioma geomet,rija ЕЕ: 

EН~ EE'i НН~ Као sto smo pomenuli па osnovu ispitivanja рг

ojektivnih modela geometrija ~'i НE~ dakle geometrija u 

cijoj је oznaci drugo slovo Е, formula: "LJa svake dve tacke 

postoji prava koja ih sadrzt" tacna је u svakom od tih mod-

. ela. Uverenje u ispravnost takvog zakljucka potkrepicemo i 

sledecim zakljuCivanjem. U svakoj od geometrija u cijoj oz

naci је drugoslovo Е drugom podgrupom a...1{sioma poretka u 

skupu""pravih bilo kog konkurentnog':-pramena pravih odre(~uje 

зе cetvoromesna relacija razdvojenosti ратоуа tih pravih. 

Na osnovu toga zakljucujemo da. se u ta...1{vim geometrijama ak

siomama poretka nе mo~e okarakterisati tromesna relacija 
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1fizmeo:u" skupa pravih bilo kog konkurentnog pramena pravih. 

Ыа prethod.noj strani detaljno smo obrazlozili da је' u geo

metrijama te vrsta druga aksioma neprekidnosti aksioma ~2E. 

U svim projektivnim modelima geometrija ~'i НЕ'и kojima se 

prave tih geometrija predstavljaju projektivnim pravim ili 

r'd'elovima" tih pravih pramen pravih odgovarajuce geometrije 

predstavljen је pramenom pravih projektivne ravni • .L.aime u 

suprotnom slucaju - ako Ы neki konkurentan pramen pravih 

geometrije ЁR'i Hr:' Ыо predstavljen saтo podskUpom skupa 

pravih projektivnog pramena pravih ili presekom tog podsku

ра sa оЫаБси date geoтetrije - suocili bismo se sa sledec

от protivrecnoscu. u takav podskup prauh, ako је оп iideol/ 

projektivnog pramena pravih moz.e se uvesti tromesna relaci

ја "izmedu", te Ы u modelu t?h geometrija vazila podgrupa 

aksioma poretka kOJu smo oznacili эа 1[; takocte Ы u tom I'de_ 
." lu t' projektivnog pramena pravih -b.ila zadovoljena druga aks-

ioma neprekidnosti Dгa - dakle takvi projektivni modeli nе 

bi bili mo~eli geometrija о kojima је rec. Ako Ы pramenovi 

pravih bilo koje od dosad aksiomatizovanih geometrija bili 

u modelu predstavljeni podskupom ргау1Ь projektivnog prame

па pravih, koji је razlicit od "dela" projektivnog pramena 

pravih ili preseka tog dela эа оЫаБси interpretacije, u ta

kvom modelu nе Ы bile zadovoljene ni druga podgrupa aksioma 

poretka, а ni druga ~~sioma neprekidnosti. 

Na оуај nacin pokazali smo da је svaki pramen prav

ih geornetrija Ы~' i НЁ' predstavljen u projektivnom modelu 

(pod uslovom da su ртауе ovih geometrija u tom modelu preds

tavljene projektivnim pravama ili njihovim ffdelovima") ргој

ekti\fnim'~'pramenom pravih ili рrе'sеkопr""ргојеktivnоg ргатеnа 

pravih sa оblазси interpretac~ja tih geometrija. Pretpostav

imo da za neke dve ta.cke А i В jedne od geometrija ЕЕ' i НЕ' 
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ne postoji prava koja ih sadrzi. Pramen pravih sredista А, 

prema prethodnom, predstavljen је u ~rojektivnom ~odelu tih, 

geometrija projektivnim pramenom pravih sredista А i11. pres~ 

ekom takvog pramena эа оЫаз6и interpretacije odgovaraju6e. 

geometrije(sa А smo oznaci1i i tacku kojom јв u modelu pre

dstav1jena tacka А jedne i1i druge od ovih geometrija). Ро

sto је tacka В tacka te ravni, tada u mode1u projektivna 

prava р(АВ) па osnovu pretpostavke' dokaza пе bi predstav1ja1a 

pravu ргашепа pravih sredista A,te ргатеп pravih'sredista А 

bilo koje od tih geometrija пе bi Ыо predstav1jen projekt

ivnim ргатепот pravih sredista А, niti njegovim presekom sa 

оЫаз6и interpretacije tih geometrija. i~a slican nacin pok

(!za6emo da se эу~е dve ргауе geometrija u cijoj oznaci је 

ргуо slovo Е sekи. U mode1ima ovih geometrija u kojima је 

osnovni skup tacaka'S tih geometrija predstav1jen skupom ta-
," 

;; '. ,caka projektivne ravni i1i skиpom tacaka od_redene'.o,?lasti 

te ravni, а ~e tih geometrija projektivnim pravama i1i pr

esekom t~h pravih эа oblasti interpretaclje tih geometrija, 

prave geometrija u cijoj је oznaci prvo slovo Е пе mogu bi

ti predst~v1jene "de1om" projektivnci prave iz slede6ih raz

loga. Ako Ы ргауе tih geometrija bi1e predstav1jene podsk

ирот tacaka projektivne prave raz1icitom' od skupa tacaka 

otvorene pr~ektivne duzi i1i projektivne prave bez jedne 
г 

tacke u takvom mode1u пе bi bi1e zadovo1jene ni prva podgr

ира aksioma poretka, а ni ргуа Dedekindova aksioma nepreki

dnosti ovih geometrija. Ako bi p~e tih geom~trija bi1e pre

dstavljene "delom" projektivne prave tada Ы se u skupu tac

ма te ргауе mog1a uvesti re1acija "izmed:u" te Ы i u tim 

geometrij ата aksiomama 'p6retka koj е se odnose па skup'·"taca

ka ргауе Ы1а okarakterisana troe1ementna re1acija "izmedu·' 
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sto је u suprotnosti ва cinjenicom da је prva ~odgrupa aks

ioma poretka ovih geometrija podgrupa Е, а пе Н. Na taj па

cin pokazali smo da ве u projektivnim modelima koje razma

tramo prave geometrija ЕЕ' iEH' predstavljaju isk1jucivo 

рrојеkt'lvпiщ pravama. Ako эе dve prave neke od.pvill geome

trija пе bi sekle tada ве ni projektivne prave,kojima ви u 

modelu predstav1jene te dve prave пе bi sek1e, sto је и su
protnosti sa aksiomom projektivne ravni ро kojoj.za svake 

dve ргауе projektivne ravni postoji tacka koja је incident

па sa svakomod njih. 

На овпоУи prethodnog izlaganja sisteme aksioma ge

ometrija ЕЕ' i НЕ' potrebno је prosiriti (и teznji ka for

miranju potpunog sistеща aksioma tih geometrija) s1edecom 

aksicmom incidencije: 

Aksioma Io.Za вy~~e dve tacke postoji ргауа koja 

је incidentna ва tim tackama • 

. Iz istih razl0ga' sisteme aksioma' geometr:ija БЕј i 

~' treba prosiriti takode aksiomom inctdencije: 

Aksioma 14 .Za svake dve ргауе postoji tacka koja 

је incidentna ва svakom od njih. 

Sledecom definicijom uvodimo izvesno pres1ikavanje 

skupa tacaka prave и skup pravih konkurentnog ргашепа рга

vih cije srediste пе pripada toj pravoj. " 
".!" 

Definicija. Ako је svaka tacka ргауе а, i1i otvo-

гепе duzi te prave, incidentna s~nekom pгayo~ ргатепа рг_ 

. avih sredista А koje пе pripada pravoj а tada re1aciju u 

kojoj svakoj tacki prave а odgovara prava рг-атепа sredista 

А koja је sa ~oт tackom incidentna nazivamo korincidencijom 

skupa tac~~a'~rave u skup pravih pramena pravih. 
,-.-~j:''-:'''''" -:,".;:",:Ј ,,_о ," ,~ ~, ~- "._,,:,:,,~~., - • ",,-,:'~~', • .:F.;,;,;a 

Јја оэпоУи aksiome 12korincidencij~ је injekcija 

skupa tacaka date prave i1i neke пјепе otvorene duzi u skup 

pravih datog pramena pravih • 

. ' 



, 
,> - 41 -

'$ledecom aksiomom poretka prosiricemo sisteme ak

si.oma svih dO.sada razmatranih geometrija. 

Aksioma 81. Ako је svaka tacka prave а ili bi10 

koje otvorene duzi te prave incidentna sa nekom pravom pr

аmепа sredista А koje ne pripada ргауој а, tada u skupu ta

kvih pravih pramena sredista А vazi re1acija poretka iste 

prirode kao i u odgovaraju6em skupu tacaka prave.a; isto зе 

moze re6i i о prirodi Dedekindove aksiome ~formu1e) tog sk

ира pravih. Kor.ncidencija pomenutog skupa tacaka па pomenuti 

skup pravih је izmmorfizam u odnosu па re1aciju poretka ·t;ih 

skupova. 

Pre definicijekoLincidencije skupa pravih ргатепа 

pravih u skup tacak~ ргауе koja пе sadrzi srediste togpra

теnа definisa6emo otvoreni ибао. 

Definicija. Ako је neki'pramen pravih sredista А 

ргаrnеп pravih geometrije u kome је druga.podgrupa aksioma 

Н, tada је otvoreni ибао ргаmепа pravih sredista А skup ву

ih pravih tog ргатепа koje su izmedu dveuju datih pravih 

tog ргатепа. Ako ве radi о pramenu pravih geometrije cija 

је druga podgrupa aksiomaporetka Е;,. ројаm 6tvorenog иб1а 

-tog ргаmепа pravih istovetan је pojmu otvorenog projektivn

Об ugla. U оЬа slucaja ауе date prave su gr~nicne prave ot

vorenog projektivnog ugla. 

Definicija. Ako је svaka prava ргшпепа pravih sre

dista А i1i otvorenog ug1a tog ргатепа pravih incidelltna sa 

nekom 

kojoj 

entna 

tackom prave а koja nе sadrzi tacku А, tada re1aciju u 

svakoj pravoj takvog skupa pravih odgovara пјој incid-
"'~'~ ~ , . ~ : . 

tacka skupa taca..1{:a prave а nazivamokor,incidencijom sk-

ира pravih ргатеnа sredista А u skup tacaka ргауе а. 

Na osnovu teoreme ро kojoj za ауе razne prave post-· 

oji najvise jedna tacka koja је incidentna sa svakom od tih 

pravih sledi da је koincidencija injekcija skupa pravih datog 
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ргщnепа pravih ili skupa pravih otvorenog ugla. tog ргатепа 

u,skup tacaka ргауе • 

.Аksiоша 82. АЈсо је svaka ргауа ргатепа sredista А 

ili bilo kog otvorenog ug1a tog pramena incidentna sa nekom 

tackom prave а koj а пе sadrzi tacku А, tada u s}:upu takvih 

tac~~a prave а vazi re1acija PQretka iste prirode kao i u 

pomenutom skupu pravih; to isto vazi i za prirodu Dedekib

аоуе formu1e tog skupa tacaka. Koincidencija pOIJenutog зки

Da pravih па pomenuti skup tacaka је izomorfizam u ocLnosu 

па relacije poretka tih skupova. 

Koriste6i aksiome 81 i 82 шо~ето, u svakoj оа raz

matrani11 seometrija dokazati da је koincidencija bijel~cija 

kako зlшра tacaka date ргауе ili neke пјепе otvorene du::::i 
\ .. 

U вс::ири pravil1 korikurentnog:,ramena pravih, tako i skupa 

pravih datog рга..rпеjlа :)ravih ili skupa pravih otvorenog 

ug1a tog ргатепа 11& зкир tacaka prave i1i otvore~e d~~i te 

·ргауе. 

u oznaci a...1.csiooa 81 i 82 uгюtг~Ъilо зто 8 da bismo 

istalйi da зе ovim а..i{siошаmа utvrd:uje " saglasnost relacije 

poretka гаzmаtгапih gеошеtгiја за kоimсidеl1сiјоПl. 

Posto aksiomama 81 i 32 prosirujemo sisteme aksioma 

svih dosad razmatra.."1ih gеошеtгiја, н cilju ројеdпоstаv-

1јепја ozna?:avanja zadr;~a6emo dosada:;;nje oZl18.1ce tih geome

trija i u tekstu koji sledi pod geometrija..~a Z~', ЕН', НЕ; 

ИН' podrazuillevati geometrije sшstеmа aksioma Geometrija 

3Е', з3:', НЕ', =~H' prosirenim aksi :)паmа 81 ~ 32. Gеошеtгi

је које odgovaraju sistemima aksioma geometrija Е3' i ЕН' 

prosirenim aksiomom I 4 oznacava6emo геаот sa ЕЕ" i ЕН", 

а geometriju koja odgovara sisternu. aksiomageo[I1etro:i",je НЕ' 
., :'':-N~ ~.' '~. . 

koji је ~)rosiren aksiошоm I o sa f!E". 
7. V grupa aksioE:la sistema aksioma proj e~\:ti vnо 

metrickih gеошеtгi j~ U geometrijama EH"i НЕ" dokazacemo 

,.; 
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dye teoreme sustinskog znacaja za dalje prosirenje sistema 

аksiоmа.tiћ geometrija. Ove teoreme зи med:usobno dua1ne: 

druga od njih је poznata teoreme apsolutne geometrije и 

Boljajevom smislu koja је и radu dokaZ81la па drugi nacin 

sоЬziгоПl da se sistemi aksiorna te geornetrije и radu ra

zlikuju od uobic&jenog sisterna aksiorna iste ( apsolutn~ 

geometrija, и Boljajevoill smislu је zauravo e;eometrijE; Е"). 

Teorerna 4-. Ako su tacka А i prava а geome·trije 

ЕН" neincidentne, tada па pravoj а postoji пајтanје je~na 

tacka takva da пе postoji prava koja је incid~ntna sa tom 

tackom i ta~kom ~. 

Dol<:az. :':-'геtроstаviГЈо suprotno- da је svako!J tасkош 

-огауе а i tackom .1-.. odredena ргауа,. Tada postoji kori:p.ciden-
. ~ I 

cija skupa tаi5э~:а I)re,ve а па podskup I)ravil1 praI:1ena sredi-

sta А. На OS110VU a~siome 31 u tOD pods~:upu рг~:-пепа ;>ravih 

sredista А relacija poretka је iste ::::-rirode kao i relacija 

odred:ena prvom pod.:..,rupom L al:sioma poreti:a [eornetrije :r:;~1". 

U tom slucaju se 'Ј. s~:u.pu pravih ргатепа· :c;ravih sredista А, 

koje su odre::ene tackom А i svir!l ta~kaГila ггауе а, noredak 

tog s~;:upa:rp:vi~1 пе тo~e ol;:arakterisati tromesnom relaci

јот ffizmedu '1 уес па озпоуи a~csiome Sl~etvoromesnoI:J. rela

cijom рогее(а koju Sn1Q oZnE!.~.ili за Е. (1уо је и suprotno-

sti sa cinjenico::1 cl.p. se u G'~'ometriji ЕЈ." aksioi'12.L.12. роге

ti.:a u sh.-upu pravih istog ':)г.:э.оепа odreduje upravo tromesna 

relaci ј а Ifizmed:u [1 (па to ukazuj е drugo зlоуо п oznake te 

. geooetrije). 

F 1 ,. 4- U ..L.- • •• ~" 
о s ейlС г.. а. беО~:lе vrl Јl .c..i.~ postoje Ьаг dve ta-

ске za koje пе ~">Ostoji ргауа incidentna за svаkош od njih. 
Prerna teorenil. 4-. svaka ргауа gеошеtгiје Бd" с. 

incidel1tlla је за пајшanје jecinom tасkош која Ба tackom 

koja toj ;;ravoj пе ргiрг.dа пе odred:uje pravu. U toj 

geometriji пе тo~e se dokazati niti da је to jedina 
("" 

tacka te )rave, ni ti da па toj 
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pravoj posto'je Ьаг dve tacke koje. sa tackom koja toj pravoj 

пе pripada пе odreo:uju prave. Zato је sistem aksio~fla geome

trije ЕН" mogu6e prosiriti јеdnоm od sledecih dveju aksi-

ота. . 
Aksioma V. Р. Za svaku pravu i tacku А koja јој 

пе pripada postoji tacno јеdnа tacka te prave која sa ta

ckom А nije kolinearna. 

Aksioma V.H. Za svaku pravu i ta~ku А toje nisu 

incidentne postoje bar dve tacke te prave koje nisu koline

агпе sa tackom А. 

Geometriju ciji је sistem aksiorna sistem a3sioma 

geornetrije EJ:i" f1гоЗiгеп. аksiошоm v. р oznaci6emo ва 1:.15 

а Geometriju ciji је sistem aksioma sistem aksioma geo~e

trije 3Е" prosiren al:siomom V. I:l sa ЕН"'. 

':reorerna 5. АКо su prava а i tacka А geometrije 

?;:Е" Eeincidentne, tada u ргаrnшепu :.)ravih sre,"iii3ta А posto

ji пајтanје јеcinа ~:;rava takva da пе po~toji taci-::a };:оја је 

incicientna sa tO!J "[,ravom i pravorn а. 

Dokaz. Ггеt)()stаvimо sv.prTtno - da sVCl~;:a pl'ava рга

тепа uravill srecli;ta ;.. se':;e )ravu а. iJ.lada ~;osto~ii korincide

ncija sy:upa pravih pra.r;:ena ;::>ravih Bre,:~i?-ita А па podskup sku

ра tacaka prave а. На osnovu aksiome 82 taj podskup tacг..ka 

zadovoljava a~~siome poretl(a које odrectuju relaciju razdvo-

ј e:1Osti parova tacaka. s~~upa ta'~a2ca 9rave који SE10 oznacili 

sa Z. Ovo је u proti\~recnosti за cinjenicom da је prvorn 

podsrupom ~;:sioma poretka u ShllPU tacaka prave оdrебепа 

trornesna relacija Jliz;ned:u". 

Fosledica 5а. U beornetriji IП~" postoje Ьаг dve di-

S'junktne prave. 

Teoremom 5. пе utvrduje ве da li је pomenuta ·;·rava 

l)ramena pravill sre::"ista А i jedine, ~,rava која пе sece 
"l . (". h di~t h t t -pravu а l_l u praJlenu pravl_ sre s а д sem е prave 1)08 0-

ji Ьаг josjecL.'1a prava koja пе зесе pravl.J а. U sistешu ak-

... 
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оуе geometrije mozemo prosiriti jednom od dveju Бlе

aksiorria: 

Aksioma V Р. U svakom pramenu pravih cije sredis

nije incidentno izvesnoj pravoj ravni НЕ" postoji tac

jed,.na prava koja је sa tom pravom disjunktna. 

Za razliku ој aksiome У. Р koj~ је'аиа1па aksiomi 

V Р u oznaci prethodne aksiome nismo upotrebi1i -tacku izme

<Ти V i Р. Tacka izmectu V i Р ирисије da Бе odgovarajucom 

aksiomom utvrcuje "ЬГОј" tacaka koje Ба sredistem ргаmепа 

nisu ko1inearne. 

Aksioma УН. U svakom pramenu pravih cije srediste 

-ПlЈе incidentno izvesnoj ргауој ravni НЕ" postoje bгr ауе 

prave. disjunktne Ба tom pravom. 

Geometriju koja odgovara sistemu aksioma geometri

је НЕ" prosirenom aksiornom V Р oznacava6erno sa РЕ. Jednos

tavno зе moze dokazati .. da је sistem aksioma оуе geornetrije 

ekvivalentan sistemu aksioma euk1idske geometrije tj. аа је 

geometrija РЕ e.uklidska geometrija. Gеош'еtгiјu koja odgova

ra sistemu aksiorna geometrije НЕ" prosirenu aksioraom V Н 

oznacavamo Ба НЕ. Sistem aksioma georne-t1.'ije НЕ ekvivalentan 

је sistemu aksioma geometrije Lobacevskog tj. Eeometrije НЕ 

је geometrija Lobacevskog. 

Analizom sadrzaja aksioma V Р i V .tt. i nacina ozna

cavanja geometrije РЕ i tlE koje odgovaraju sistemima aksio

та koji sadrze aksiome V Р i V Н stice зе utisak da nacin 

. oznacavanja ovih geornetrija nije u duhu nacin~ oznacav~~ja 

koji srno dosad primenjivali. i~airne geometrije РЕ i t1E nas-ta-

1е su proslrivanjem sistema aksioma geometrije НЕ" ~~sioma

та V Р i V H .. :L'edom. Aksiome V Р i V Н оаПОБе зе па prave pr

аmепа pravih, а пе па tacke skupa tac8...ka iste prave. Geomet

rije koje Бmо dosada razmat~ali oznacava1i Бmо tako sto Бто 

prvim slovorn ukaziva1i Г:r! prirodu 8...ksioma poretka skupa 
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, '<:~'t.acaka pravih , а пе skupa pravih ргаmепа pravih. I'1echltim 

radi зе Q prividnoj nedos1ednosti u oznacavanju. Aksioma

'пiа VP'i V Н, uprkos tome sto зе па prvi pog1ed odnose ug

lavnomna pmтe pramena pravih, и sustini se odreduju вуој-

, \ 

stvapodskupa tacaka projektivne prave kojom зе u'modelu 

pr~dstav1ja prava odgovarajuce geometrije. l~aime prvom 

podgrupom aksioma poretka okarakterisane зи и svim dosad 

razmatranim geometrijama dve vrste re1acija poretka skupa 

tacaka prave: cetvoroe1ementna re1acija razdvoj~no~ ра
rova tacaka\ Ifopisana" podgrupom Е a..1{sioma poretka) i tro

elementna re1acija "izmedu" I.."opisana" podgrupom Н aksio

та poretka). Medutim ova druga re1acija zadovo1jena је, u 

projektivnim modelima ovih geometrija kako и skupu tacaka , " 

... 
projektivne prave bez tacke, tako i и skupu taca..~a otvore

nе projektivne duzi. Posto ni t·a jedina tecka и prvom зlи

саји, ni najmanje dve tacke u drugom'slucaju, nisu tacke 

osnovnog skupa taca..1{a S geometrije НЕ" nemoguce је tako 

neposredno (kao и шоdеlи) raz1ikovati ta dva slucaja. Za

to зе, aksiomama V Р i V Н (aksiomom para1e1nosti i aksi

отош Lobacevskog) па posredan nacin ostvaruje to raz1iko

уanје priroda pravih и geometrijama РЕ (euklidskoj) i НЕ 

(geometriji Lobacevskog) ciji зи sisteтi aksiomasistemi 

koji sem aksioma sistеша aksiоша gеошеtгiје НE'-Capso1u

tne geometrije и Во1јајеуоm smislu) sadrze i aksiome УР 

i УН redom. 

ttDualno n prethodnom, u skupu pravih praInena ргау

ih geoтetrije':EH", drugoт podgrupom aksi'ama poretka "ор

isuje n se re1acija "izmed:u". Na osnovu toga se, slicno 

kao sto sma to'"'u~ni1i па str. 93. i 94'~ rada~ mozepoka~ 
zati da j€ bilo koji pramen pravih geometrije ЕН" u роm

enutom projektivnim mode1ima te geome·trije predstav1jen 

i1i projektivniт pramenom pravih bez tacno jedrtJ prave 

i1i otvorenim projektivnim uglom. Jedini na~in da ве u 

," 
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geometriji ЕН" izdvoje te ауе mogucnosti је аа fогг.lUlаmа 

V.P. ili V. Н. - koje se aclnose neposr-ednije па s.ku.p taca

ka prave kOja nije incidentna sa sredistem tag :.?raInena 

·pravih nego па prave tog ргашепа - prosirimo sistem aksio

та te geometrije ЕН" i time "odvojimo lf geometrije ЕР i 

ЕН-'" ргета prirodi ~гaыenoya pravih u By~~oj od tih geome

trija kao geometrija odrec'ienih oblasti l)roje~:tivne ravni 
_. _ red . 

(ооае1 geometrije ЕР P'ystav1jen је u /18/ па s1. 1.6. па 

str. 7. а E10del [eametrije Eil'" па sl. 1.2. l1a·str. 6. 

istog rSida. 

8. Dualnost neJ:..ih I:ro;)e~ctivno metrickih geometrij~. 

'Као sto је georaetrija НЕ" apsolutna geometrija gеоше-tгiја 

РЕ i НЕ, takq је i c;eooetrija ЕН" apsQlutna geometrija ье

geometrija. Е.Е; i 31-1'" ::.сао i svih ~;eoD']t::!:'ijs. ~:oje Qdgovara

ји svim Тilоguсiш )Г0siгепјiша sistema aksioma till geometri-
• !" 1 -~ ~. ..L •• ~I' • ~" d al 
ЈВ .• л..:.:о pOKaZvD.O ,-,-а ви [~eoыe l>rlJe i~11 .• 1 .!..!.Ј.:., U пе сеоте-

trije iz dualnosti fагзulа У.Р i V ? kojirna smo prosirili 
- -, redom siste~e a~sioma seametrija Eil" i·HE ' do 

a.ksiooa geometrija ~ i J?~ nroizaci (~e dualnost i ovih 

geoDet::!:'ij~. Iz analognih raz10ga to 6е va~iti i za беоте-

trije зн'" 

Prve grupe aksioma geometrija ЕН" i [ш". га

zlikuju se u sledeceo.Formula:!fZa s~ake dve prave postoji 

tacka koja је il1cidnetna sa svаkош od tih pravih" која је 

aksioma 14 geometrije E:i" nije ni aksiOlТi3. ni tеоге:па geo-

metrije 112'1'-, а foroиJ:a: tfZ a sV8.1{G dve tacke~ I)O~.tC)ji prava 

koja је incidentIlD. 88. SVal(Om od tih tаСг.kа" koja је a~-;::sio

та 10 gеошеtriје L:ill'1 nije ni aksio::J.a l1i te~~ema geometri

ј е E~I". Jedn:)stavno se 1)ГGV-&.1щvа da su aksiorne 1" i 1 . - L, О 

medusohno dualne. 

Aksiorr.a I1(.бzпаСеnа u /24/ sa 12) је zajedIl:Dcka а1<::

sioma ovih dveju geometriY"i. Formula dualna toj aJ\:SiOI~i 
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dQkazuje se isk1jucivo koriscelljem akrioll1e I 1 te ја ta 

:rdrПllilа tel1veIIia i јеdnе i druge geometrije. Posto vazi i 0-

p:r'a:tno umestoaksiome I 1 mog1a bi se kao aksioma, u siste

шu aksioma geometrije ЕН" izdvoji ti formula dualna -toj ak

s.iюmi. Prvom delu аksiоше I 2 (kao :~;to smo naglasili)ri ti

уо.о:епји оуе aksiome пјеп sad.rzaj istovetan је sаф-zајu ак

siome 1з u udzbenih."1l /24/) dualna је a~csioma 14 а drugoo 

delu tvrdenje: !fPostoje Ьаг tri)rave koje l1isu incidentne 

sa istom taCkom". CJVfJ.. formula је teorema i jedn.e i druge 

geometrije koje uporedujemo ~ Бvо dokaza te teoreme: i:-re~(a 

је Qrava а bilo koja prava geometrije која odgovara aksi

ОГ;1ата incidencije naseg гааа (ili ge:..:.:cletrija koje ироге

cluJ·emo). Ыа osnovu aksiome I", za -;)гауи а "DОБtОЈ-е пајшanје 
с:. ~ ,-

ауе tacke, npr. В i С 1-:0је su sa ')гаvош-'а iпсiд_епtпе. ::а 

0SПОVU drugog dela. iste аksiоше postoje Ьаг tri tacl:e l<::oje 

nisu incidentne sa istom ргаvош •. ·l:'rema to.me postoji bar је

d.ha tacka, obelezimo је за А, razli(i ta оа ta,caka 13 i ;ј 

koja nije incidel1tna Ба pravom а. Ргеm.8, a.l-;::siomi 14 postoje 

Ьаг ave 9гауе, ozancimo ih sг. Ь i с, iпсidепtпе tacki А. 

Prave а, Ь i с nisu iпсidепtпе istoj 

Grupa aksi оrnа poret~(a gеошеtгi ј е Ед" 
.~, , 
lli~ 

dve poa~гиpe aksioma. :t'rvom podsrupo:n e.ksioma poretka оа

re,tuje Бе priroda relacije poret}-;::R БКu)а tacaka ргауе, а 
ft 

a r dгugош prirada relacije poret~::a skupa 'oravil1 ргашеГlа 

,)ravi11. Ако se aksiomazl1a poretJ:a ocire,~~:uje i::еtvогоеlешепtпа 

rel?cija razdvojenosti :9агоуа еlешепаtа ,5еdnо~ оа ta ауа 

\:d.ualna ll sh-upa ( koje kao i u projektivnoj c;eometriji ШО

ze::lO nazvati i uravim пiz'ЈШ tacaka, odnosno)r8J.l1enom pravih) 

oclgovarajucu podgrupu aksioma poretka ozno.C:avali зто за Е. 
"'~~!Г~~.-" . - . 

Ako је utiш slcupovima bilo ffiJguce роdgruрош a~{Sioma ро

rEltka odrediti svojstva troelementne rel-acije "izпеG:u" 

takvu podgrupu aksioma poretka oznacavali зrnо за Н. Буакој 

"",. 



" , 
f 

- 4-9 

aksioriri prve podgrupe aksiorna geometrije ЕН" dualna је 

odgovarajuca aksioma druge gru~e aksioam poretka geometri-

НЕ". Uosta10m, u radu smo па t~av hacin i uve1i drugu роа

grupu Е aksioma poretk~, u Ы10 kojoj оа geometrija koje . 
smo :bazma trali. ,То isto vazi i za drugu zrupu aksioma ро-. .. 
retka'l!::H": svak:a аksiоГ-lа агиве pod::;rupe aksiomaporetka 

te geometrije dualna је odgovarajucoj aksiomi poretka рг-

уе podgrupe al\:siomi poretka н!<,:;". 

Frvoj Dedekindovoj aksiobli D
1E 

ргуе geometrije,ko

ј от зто 11 odredili tr аа ј е skup tacaka :;)гауе te geometrij е 

nepre:{idan i to па пасiп на koji је neprekidna projektivna 

ргауа, odgovara druga аksiоша Ј2' 7" druge geometrijekojo, m 
~ , 

зе I1 u tvrduje 1l аа је ~)гаП1,еп '~'ravih te gеошеtгiје nel)reki'cl.an 

isto ~;::г.o sto је nepre~;:idlli'l ':)ro~e~:Divan ',та'Ћеп pravih.Upo

rec:ujuci sadrzaj ovih ауеји аksiоша (-g.str. 37. rada) j~ 

dnostavno se m()~е 'Oroveri ti аа је оуа a:~siO::la аиа1па PTet

ћоаllој, tj., аа зи оуе аksi~г.:еmе:~usоЬпс) dua1ne. То isto у8.

:;:;i i ::,а агиБU :Oedekindovu а:zsiоПlU 1}2"Г gеошеtгiје ЕН" i 
~.l 

ргуи l)edekindovu al(sioГJu D
1H 

[;eoГJetrije нв" . 
I aksiooe 81 i --;2 (v.str. 9-1. i -9-2.rada) ~·:.ojima smo 

prosiri1i sisteme aksioma svih do tada razmatranih geomet

ri ј а dl.lalne зи пес.tusо Ьпо • 

. ?гvош аk~iоmош Gl aksio~aa ·transformacije pociudarno

sti !tUtvrdi1i 11 зто аа зи transformc.cij е :=,o(iu.dRrnosti sag1a

sne sa re1acijaI7la porEitka odrec?enih a.l:siomama poretka odgo

varajucill proj ekti vnо пеtгiсkih geoI'!1etrij а. Operaci ј е dua

lne transformacijar;;a podudar~losti оs.лоvпоg skupa ta:~a~";:a 

Ь 'l 1 'а t . . . 1- t f '" l О !ШЈе о ьеосе rlJa raVnl ;:;2 su 1"8.115 O~J:',~::~lJe Б.:::ира 

pravih tog sh"Upa. U pOl~lel1utor:J radu /3'7/ ~\:oji ~e bi ti оЬја

vlj еп dokazali srrю, и ol~viru sis'tema ггvе tri ьтuре gde зи 

a::siO;;1e trece згире аksiоше tгanSfог:шасiја podudarnosti G1, 

G2, G3 da 't;rausfor:llacije роclu:lэ.rпоsti preslikavaju sh-up 

pravill па taj isti skup jTavih. Dak.le tгапsfогmасЦј.е dua1-

пе tl"~.nsforr;1acijamapocludarnosti su te iste .lСГЫlsf')ГГ:1асiје 
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podudarnosti. 
Posto su ргета aksiomi G1 transformacije podudar

nosti bilo koje geome't;rije rayni 182 ',saglasne sa re1acijama 

poretka, оnе su $aglasne i эа relacijamaporetka ustanovlj

enog u odgovaraju6im pramenovima pravih tih geomet:rija, рг-

'еша. prethodnom и svakoj оо. tih geometrija tvrd:enje 'dualno 

aksiomi G1 је teorema. 

Na оэпоУи sadrzaja aksiome G2 (str.32.) neposred-:

nose zakljucuje da se оуо odnosi i па tu aksiomu. 

Prema aksiomi G3 za svake dve poluprave zajednic

kog pocetka postoji transformacija podudarnosti koja jednu 

od -t;ih po1upravih preslikava па опи drugu i obratno. Na 

оэпоУи ekvivalentnosti aksioma podudarnosti i aksioma tra

nsfогшасi'ја podudarnost'i dokazane и radu /37/ sledi da se 

u svakoj od geomet~ija cije smo sisteme aksioma formirali 

и ovom radu moze dokazati da za svaku duz postoji sredis

te. Iz istog razloga sledi i egzistencija centralnih sim

etrija и tim geometrijama. Ako зи А i В, bilo koje dve tacke 

jedne od pomenutih geometrija, tada centralna simetrija и 

odnosu па srediste duzi ~ preslikava tacku А па tacku В i 

obratno. На taj nacin smo dokazali da је tvr~enje dualno 

aksiomi G3 teorema bilo koje 2-projektivno metricke geome

trije. 

Na prethodni nacin dokazali зто da је gеошеtгiја 

ЕН" dua1na geometriji НЕ" iz cega, posto аи i aksiome 

У.Р i V Р medusobno dualne, sledi da Би takve i geometri

је ЕР i РЕ, а iz dualnosti ш<siоmа У.Н i V Н sledi i dua

lnost geometrija EH~" i НЕ. 

U ~ 2.8. dokazali srno da је geometrija ЕЕ' dualna 

seOl samoj. Sistem aksiorna geometrije ЕЕ" је sistem aksi

ота geornetrije ЕЕ' prosiren aksiomama То i Т 4 • Posto su te 

aksiome medusobno dualne i sistem aksioma geometrije ЕЕ" 

је dualan sаг.:юm sebi. OvБiј sistem aksioTJa је, kao~to srno 
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ј snю l. ... anije pokazali, jedna od varijanai;a sisterna a.-1(sioma 
• 

e1ipticne geometrije. 

Iz nacina па koji smo formira1i sistema aksioma 

нн', sto эе iz nacina па l\:oji ато 'ga oznacili neposred.no 

moze zak1juciti i па јеШlоstаvan nacin obrazloziti, sledi 

da је taj sistema aksioma dua1an samоПl selni sto 'V'8.zi i za 

odgovaraju6u geometriju. Sis'l:;em a$sioma" :geometrije 1'Ш' 

proSiren· aksioma..r~ V. р ozna.cicemo 8.а F ... :P. Оуај sistem aksio

ша odgovara geometriji длаЈ.пој ·:~)seucloelJ.k1idskoj. Sistem ak

sioma рsеudоеuk1idsше geornetrije formiran u skladu sa naci

пот аа koji зто u. оуот radu formiralilJlsve sis'l:;eroe aksioma 

projektivno me'l:;rickih geometrija ,је sistem a~sioma geomet

rije нн' prosiren aksiomom V Р. Оуај sistem oznacavamo за 

РН. Ako sistem aksioma НН" prosirimo аksiо'шаll1а V. р i V Р 

dobi6emo sistem aksioma parabolocne geometrije РР. Ako si

stem akS1homa gеошеtгiје пн' prosirimo aksiornama V.H i V Н 

dobijamo sistem аgsiоша НН. Оуај sistem smo formirali па 

osnovu glavnog шоdеlа geame'[il'ije НН ра оСеku.јешо da pred

stЮi1ја si.stem в.ksiоша -\Је geometrije, ра dakle potpun 8is

tem al<.sioma. U slede6em paragrafu doka.za6emo ka'begoricnost 

svih nabrojanih Geoll1etrija оsiш geometrije НН. Иеdutim па 

osnoyu nekih obrazlozenja u tom paragrafu Пlо:~е зе за zna

tпош. sigurnoscu ocekivati da је i sistem аksiоnш te geome

trije роЈСРШ1. 

Po.sto зrnо sistеше аksiоша gеошеtriја HP i РЕ 

formirali prosirival1.jell1 sis·te.ro.a al\:SiOffia. НН' dualnog sam.om 

sebi, aksiomama V. р i V р ko.je ви ll1ейшвоЬпо сlllаlП8, i sm.

stemi aksioma ЬЈ:> iPH Би medusobno dua1ni. l\.ksiome V.H i 

V Н Б11 шеdusоЬrlO Йиаlпе. Za-t;o је i sistem аksiоша HH,do

bijen ргоЙirепјеm sistema aksiorna l:ш' dualnog за.тот sebi 

aksiomama v. н i V Н, tako(l:e clu.alall sаПlОm sebi. Na slican 

nacin pokazuje зе i с1а, је gGol11etrija РР clualna sашој sebio 

, 
I 
I 
I 



9. Sistem aksioma "apsolutno" apsolutne dvodimen

zione metri:Ckegeoтetrije. Uporedujuci sisteme aksioma БУЉ 

projektivno metrickih geometrija koje Бто predlozili" u pr

vih sedam tacaka ovog paragrafa zakljucujemo da Би aksiome 

iueidencije formulisane па str. 26. (~ 2.2. rada) aksiome 

svakog od predlozenih sistema aksiorna. То је istovremeno"i 

najsiri nezavisan skup tvrdenja kojima Бе utvrcruju svojst

уа relacije incidencije u svim geometrijama tih sistema ak

sioma. Geometriju tog sistema ю{siоmа nazivacemo apsolutn

от ravni. Pokazace Бе, da osim aksioma incidencije I 1 ,I2 , 

Iз i' ~~sioma transformacija podudarnosti пета drugih aksi

ота koje Би zajednicke za sve projektivno metricke geomet

rije. Geometriju ciji si,steт aksioma, sem navedenih aksio-.. 
та incidencije sadrzi i "'odgovarajucu grupu aksioma transf-

ormacija podudarnos.ti, nazivali srno f'apsolutno" aps.olutnom 

geometrijom da Ьiжmm ist~li razliku izmedu naseg i Наћтan-
, ) . j~ ,. .' . 

ovog sistema aksioma apsolutno metricke geometrije. Dok је 

nав sistem aksioma podsisteт aksioma svih devet, Ваћтanоу 

sistem aksioma apsolutne metricke geometrije је podsistem 

aksioma saтo tri projektivno metricke geometrije. Ubuduce 

сето apsolutnu geometriju nazivati apsolutno metrickom ge

ometrijom ili sa~o apsolutnoт geoтetrijoт. 

Osnovni (polazni) pojтovi ove geometrije ~и tac

ke i prave, jedina osnovna relacija је relacija incidenc

ije, а osnovne transformacije transformacije podudarnosti. 

Priroda relacija poretka u raznim projektivno metrickim 

geometrijama (и nekim је оnа, bilo da se odnosi па sh~p 
tacaka prave ili skup pravih pramena pravih odgovarajucih 

geometrija, tJ:'omesna а u nekim cetvoromesna). z,ato ova re

lacija nе moze biti ni izvedena relacija apsolutne geoтet

rije. 

U forтulisanju Dedekindove, ра dakle i Kantorove 
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i Arhimedove aksiome, koristimo relacije poretka. Na озnо

уи prethodnog ni Dedekindova, ра ni Kantorova ni Arhimedo

уа aksioma nisu aksiome apsolutne geometrije. Aksiome V 

grupe ~~sioma projektivno metrickih geometrija зе razliku-

,.ји zavisno od geometrija па koje зе оdnозе. Zato sistem 

ak~ioma apsolutne geometrije nе sadrzi ni grupu aksioma 

paralelnosti. 

Medutim aksiorne Gl i G3 transformacija podudarno

sto formulisa1i smo koristeci pojmovekoji зе d~finisu i 

па osnovu re1acija izvedenih iz re1acija poretka. Zato rnо

гато izvrsiti odgovarajuce izmene и forтu1isanju aksioma 

transforrnacija podudarnosti apso1utne geornetrije koje ро 

srnis1u odgovaraju aksiomama Gl i G2. Cak i same озnоуnе 
, ~ \ 

operacije - tra.nsformacije podudarnosti iz istog raz10ga 

nisu transformacije ~ apsolutne ravni, vec bijekcije te 

ravni18). Тмо<1е s~o koristeci saglasngst transformacij~ 
. podudarnosti за re1acijama poretka, kao i t_eoremu ро kojoj 

зи transformacije podudarnosti bijekcij~,u /37/ dokazali 

da su transformacije podudarnosti kolineacije. Kako зе, па 

osnovu prethodnog ta teo~ema nе moze dokazati и apsolutnoj 

geometriji aksiomu GlA apso1utne geometrije ~orrnulisacemo 

па sledeci nacin: 

Aksioma GIA. Transformacije podudarnosti su izorno-

r rfizrni apsolutne ravni. 

Na ovaj nacin istovremeno зшо odredili dva svojs

tva transformacija podudarnosti: da su оnе bijekcije арзо

lutne ravni i da su saglasne за озnоУnот re1acijom - ге1-

acijom incidencije apsolutne geometrije. 

Aksioma G2A istovetna је aksiomi G2 fогшulisаnој 

па str. 32. rada. 

18) Transformacije koje зто blize odredili u t.4. 
i nazva1i transformacijama podudarnosti ргеmа ~~siomi Gl 
sagla(en su sa relacijama poretka зу~~е od projektivno те
trickih geometrija. Z,ajvaljujuci tоше, u tiт geome-trijama 
mogli зто za te transformacije dokazati da зи bijekcije. 
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U formulaciji aksiome G3~ umesto izraza ро1иргауа 

~potrebicemo izraz prava. U verziji pri1agodenoj apso1utnoj 

geometriji aksioma G3 (str .. 33. rada) glasi: 

Aksioma G3A. ~a svake dve ргауе а i Ь postoji nајт

anје jedna transformacija podudarnosti koja ргауи а presli

kava па ргаУи Ь, i pravu Ь па ргауи а. 

Medutim оуо pri1agodenje zahteva dodavanje јОБ је

dne aksiome transformacija podudarnosti, tako dagrupa aks

ioma transformacija podudг.rnosti apso1utne geom'etrije sadr

zi cetiri aksiome za raz1iku od odgovarajuce grupe aksioma 

projektivno metrickih geometrija. Та cetvrta aksioma apso1-

utne geometrije је: 

Aksioma G4A. iJa svake dve tacke А i В postoji nај

тanје jedna transformacija podudarnosti koja tacku А pres1-

ikava па tacku В, а tacku ~ па tacku А. 

U tacki 8. dokazali Бто г:а зи geometrije ЕН" i ~" 

geometrije ciji Би sistemi aksioma dualni теЈиБОЬnО. Pri tO

те зто РОБеЬnи paznju posveti1i jednost~vnom dokazu stava 

ро kome su tvrdenja dua1na aksiomama incidencije 11' 12' 1з 

teoreme оnе geometrije ciji sistem a...1(sioma sadrzi samo aksi

оте 11' I 2 , 1з. Ртеша torne apso1utna гауаn је saтa sebi апа-

1nа. Da bismo dokaza1i da odgovarajuci stav vazi i za apso1-

utnu geometriju potrebno је dokaz~ti da је svaka tvrdenje 

dua1no bi10 kojoj aksiomi grupe aKsioma transformacija podud

arnosti apsolutne geometrije ili jedna od aksioma te grupe 

i1i teorema apso1utne geometrije. Рте svega .operacije dualne 

transformacijama podudarnosti apsolutne geometrije Би prema 

aksiomi GlA bijekcije skupa pravih apsolutne ravni. S obzir-

"от da је relacija incideIlcije dvomesn9- simetricna relacija.,. 

Ба skupa taca...1(a ka skupu pravih, kao i da је оnа dualIla sarnoj 

sebi iz prethodnog se moze zakljuciti da је tvrdenje dualno 

a...~siorni GIA aksioma GlA aps~utne geometrije. Pri tome treba 
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imati u vidu i da su pomenute bijekcije skupa pravih apso-

1utne ravni istovetne transformacija podudarnosti te ravni. 

Iz istog razloga је i aksioma G2A dualna sebi ватој. Aksio

те G3A i G4A medusobno su dualne, ~to ве moze dokazati па 

isti nacin. 

Time smo dokazali sledecistav: 

stav. Apso1utna geometrija је dua1na .оЕатој sebi. 

" Tacnost ovog stava moze se obrazl~iti i па drugaciji пас

in. Naime, prema tacki 8. svaka projektivno metricka geom-

etrija raz1icita od geometrije ЕЕ i1i нн dua1na је izvesn

ој projektivno metrickoj geometriji razlicitoj od geometri

ја ЕЕ i нн. Ova dua1nost је uzajamna. Geometrija ЕЕ (НН) 

dua1na је samoj sebi. Zato svako tvrdenje dua1no tvrdenju 

koj е vazi u svim ртој ektoi vno metrickim ge ometrij ата, t М-. 
оае vazi u svim tim'geometrijama. 

10. fieke znacajne re1acije i transformacije pod

udarnosti projektivno metrickih geometrija. РТоисауanјет 

glavnih modela projektivno metricke geometrije zakljucili 

вто da ви, kao i и klasicnim, medu transformaeijama роаи

darnosti tih geometrija najznacajnije centra1ne i osne si

metrije. ~a isti nacin,definicije tih transformacija и kl

asicnim geometrij a:ma, uopstili smo do sledecih de'finicij а 

centra1ne i osne simetrije koje vaze и svim proje~tivno 

metrickim geometrijama. 

Definicija 1. ТransformaciJa podudarnosti proje

ktivno metricke geometrije и kojoj su invarijantne sve pr

ave incidentne istoj tacki, ali nijedna od tih pravih nije 

invarijantna tacka рс tacka, naziva se centralnom simetri-
ј от te ge ometrij е. :- ",Оо 

Definicija 2. ~Tansformacija podudarnosti projek

tivno metricke geometrije и kojoj ви invarijantne nајmanје 

dve tacke i to tako da su и toj L'ansformaciji invarijantne 
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najvise dve prave koje ви incidentne ва Бу~~оm od .pomenut

ih invarijantnih tacaka је овпа simetrija. 

~a овпоуи aksioma projektivno metrickih geometri

ја, kao i u radu /37/ moze se dokazat~ da је tacka incide

ntna svim tim invarijantnim pravama pomenutim u definiciji 

1.· takode invarijantna. Ova tacka naziva se centrom i1i sr

edistem centra1ne simetrije. 

Na isti nacin se dokazuje da вет dve invarijantne 

tacke pomenute и definiciji osne simetrije u овпој simetr

iji postoji bezbroj invarijantnih tacaka takvih da nijedna 

od tih tacaka nije incidentna ва vise od dve invarijantne 

prave. Moze ве dokazati i nesto vise od ovog: u projektiv

по metrickim geometrijama u cijoj oznaci је prvo вlоуо Е а 
. I 

drugo'razlicito od l!: svaka tacka tog skupa tacaka koje ви 

invarijantne u OSnQj simetriji i nijedna nije incidentna 

sa vise od dve invarijantne prave incidentna је ва tacno 

jednom invarijantnom pravom; и projektivno -illetrickim беО'т

etrijama u kojima је drugo вlоуо oznake. tih geometrija ~ 

svaka takva tacka incidentna је s~tacno dve invarijantne 

prave. Skup svih takvih invarijantnih tacaka иаzivamо овот 
o..sne simetrije. :~~ pretllOdni nacin шо7,ешо razvijati polu-
l'ormalne geome.trJ.Je precilo?,enib si.;зt.еrnа. aksioma. 

~edutlm, u оуот radu opreaelJBJemo ве za drugaci-

ji put. То је put koji зе и delu 13'+/ opisuje kao razvija

пје teorije modela odgovarajuce geometrije. Tim putem зто, 

uostalom i formirali sisteme aksioma projektivno metrickih 

geometrija. Ј..;а овпоУи tih sistema a..1csioma, мо prethodno 

dokazemo da s? ti sistemi aksioma potpuni (iii kategoricni, 

iz cega sledi i potpunost tih sistema) mozemo razvijati od

govarajuce geometrije. i-iada ве, kao sto вmо prethodno nag1-
- ,.;~, '""'-.:: ,...,;; .. ;', :: 

asili, opredeljujemo za utvrdivanje stavova ovih geometri-

ја па овпоУи njihovih glavnih modela, ipak сето u sledecem 

paragrafu dokazati kategoricnost (potpunost) nekih оа. pre-
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.. dlozenih sistema aksioma i odrediti i nezavisne sisteme ak

sioma odgovarajuc.ih geometrija. Time omogucujemo da, uko1i

ko se ukaze potreba za izgradivanjem neke od po1uforma1nih 

projektivno metri~kih geometrija mozemo sve rezu1tate dobi

jen~ па osnovu njihovih glavnih mode1a, bez znatnih teskoca 

Do1uforma1izovati. Takav је uostalom bio i put aksiomatiza

cije geometrije Lobacevskog, kao i izvodenja dokaza mn?gih 

njenih teorema za cije Би formulisanje osnovni p~dsticaji 

potek1i iz izgradivanja teorije Beltrami - K1ajnovog ili пе

kog njenog drugog mode1a. Ovo ug1avnom vazi i za vecinu dr

ugih teorija. 

Definicija 1. i 2. centra1ne i osne simetrije, и 

to Бе ovim drugim putem sasvim jednostavno mozemo uveriti, 

vaze и svim projektivno metrickim geometrijama. Onе Би osim 

toga izrazene i јеzikоп;. apsolutne geometrije. Zato ih mo·ze

то smatrati i definicijama ОБпе i centralne simetrije apso-

1utne metricke geometrije. 

На osnovu uporedivanja glavnih mode1a svih projek

tivno metrickih geometrija zakljucili Бто takod:e da је pog

odno i. uopsti ti рој ат normalnosti pravih t8-К:О da Бе moze 

govoriti i о normalnosti elipticnog (hiperbolicnog) niza ta

caka па ргаУи i obratno ра cak i о uzajamnoj погшаlпоsti iz

otropnog niza tacaka i prave. Podstaknuti time uvodimo i Бl

edecu definiciju: 

Definicija 3. Lik ~ је normalan па liku L ako i Ба

то 8-К:О је lik L1 invarijantan u simetriji ose"L i takode ako 

је lik L invarijantan и simetriji ОБе L1 • 

Na isti nacin zak1jucili Бто da Бе suprotne tacke 

mogu definisati koriscenjem centralnih simetrija. 

Definicija 4. Tacka А је suprotna tacki А аЈсо је 

od te tacke i ako је invarijantna u simetriji и raz1icita 
("'1 

odnosu па tacku А. 
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~ 3. РОТi~ИЫОБТ ЫEКIH NEКLASI'~;N1H PROJEKT1VNO N.~T

RICКIH GЕОИ:-БТRIЈА. FОRИIRАNЈЕ NEZAVISN1H 81-

SТЕИА AKSIOМA NEКIH NЕКLАБI(;N1Н PROJEKTIVNO 

tvlE'rRI:J:KIH GЕШ1ЕТR1ЈА 
Ubеctец.је da prosirivanjem sisteoa aksiоша gеошеtгiја 

1Е., ЕН, НЕ, на te sist~I!le mozemo p::-o~iri ti do P~tl)~_nih sis-

'te;a aksioma tj. da сето pomenute geometrije prosiri ti 18) 

(10' potpunih geor:uetrija, zasniva10 se па 1ешi 4. ро kojoj 

"Neprotivurecan specija1ni kvantifikatorski racun prvog 

reda ima neprotivure,~no i potyuno yrosirenje tl C/20/str. 

120). Mada su pomenute geometrije teorije и kojima se ak

siomatsko zasni уanје ostvaruje u okviru ~Jredikatskog rac

unа 11 reda19 ) smatramo da se aksiome te teorije mqgu iz-

'raziti i :pred.ikatskim jezikom prvog reda20). Slicn~ tome, 

ali uz vise argumenata verujemo da se оуе teorije, koje 

raspo1azu sa dve vrste promen1jivih mogu zasnovati ~ kao 

teorije sa. sашо јеdnоm vrstom promenljivih. U de1u /31/, 

па str. 26. novodi se primer и kome se и svojstvu "indivi

dua" geometrije :)гуе dve grupe Нi1bertovog sistema aksio

та uzimaju samo tacke. U fusnoti 1. па istoj stranici tog 

de1a ~юvоdоm toga ве prime6uje: "Na;~in iz1aganja geometr

ije, ~)ri kojem se и svojstvu individua (proIJ1enljivih -D.C.) 
kогistе jedino tacke, uzima ве kao овпоуа u aksiomatici 

'" 
Osvalda Ve~lena. Pri tom Veblen sve geometrijske re1acije 

odreciuje re1acijom "izmed:u". Ргета tome, sve опо sto se 

odnosi па specijalne kvantifikatorske гас:unе ргуое; reda, 

18) О prosirenju specija1nog h~~~tifikatorskog ra

сunа v.definiciju 2. па str. 120 u /20/. Za raz1iku od па
cin?. Qzna:::ayanja ~;ю kome se pro?iirenje nekog гасипа oznac
ауа' crticomiznad oznake tog racuna, mi smo primenji va11 
suprotno pravi10 smatrajuci da crtica iznad ~azuje па og
ranicenje. 

19) V.fusnotu 1. па str.152.de1a /21/. 
20) Nadamo se da. taf'.iтO ~)ri1agodavanje пе6е dоvеБti 

do si tuacije koja је nав talа pri1agodavanjem Peanovih aks
iorna па predikatski jezik 1 reda i koja је dovela do teor~ 
ije brojeya (е1еmепtагпе) za koju је dokazano da је esenc
i.jalno пе;юtрunа (v.npr.str.243 u /21/. 
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mozemo koristiti i u slucaju geometrija koje ovde razmatra

то. Тмо su, prema zak1jucku Ifracun је neprotivurecan ako i 

samo ako ima model" па str. 124. rada - udzbenika /20/ i па

cina па koji smo formirali sisterne aksioma geometrija ЕЕ, , . 
ЕП, НЕ i нн te geometrije, ~ao i sva njihova prosirenja iz1-

oze"na u оуот radu, neprotivurecna. Ovе geometrije tretira1i 

smo u prethodnom razmatranju kao forma1ne teorije iako зи 

aksiomatike koje smo za njih u ovom radu pred10zili bi1e ро-

1uforma1nog karaktera (о оуот ројти v.kraj t .. 2.§' 1. па str. 

5.i fusnotu 4. па str. 5 rada). Ali po1uforma1ne teorije уе-

.оша su ро svojoj strukturi bliske forma1nim, а utvrdivanje 

ta'~nosti odgovarajucih teorema analogno је и su?3tini izvod:

епји dokaza tih teorema и odgovarajucoj formalnoj teoriji. 

Zato сето neke geometrije sistema aksioma koje smo pred1oz

i1i povremeno iden~ifikovati за njima odgovarajucim po1ufor

malnim teorijama kao sto smo to ucinili и uvodu ovog parag

rafa i kao sto сето to uciniti u sledecoj tacki. 

1. Potpunost geometrija sistema alcsioma БР i ЕН' ': 
Osnovni stav оуе tacke је: 

stav 1. Ako је geo~etrija potpuna, tada је pttpuna 

i geometrija koja јој је dualna. 

Dokaz. Ртета definiciji 1. str. 119. u /20/ geomet

rija је potpuna ako svakai.atvorena forтu1a F te [;eometrije 

zadovoljava uslov: F је teorema te geometrije ili је пеьас-

ija F teorema te geometrije' • Ako је geometrija dua1na 

potpunoj geometriji nepotpuna, tada u toj geometriji, prema 

prethodnom, postoji formu1a F
1 

takva da ni formu1a F
1 

ninje

па negacija nisu teoreme te geometrije.Medutim, tada u odgo

varajucoj potpunoj'geometriji postoji formu1a F dualna formu-

1i F1 takva da ni formula F ni пјепа negacija nisu teoreme 

te potpune geometrije. 

, 
" 

." 
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Na osnovu st. 2. sledi: 

stav 2. Geometrija ЕР је potpuna. 

Dokaz. Geometrija БР је, sto зто dokazali па str. 

5.0 .• rada, dualna g~eometr·iji РЕ. Као sto зто u radu vec nе

koliko puta nagalsili geometrija РЕ је euklidska geometri

ја •. Posto је euklidska geometrija potpuna tada је, preтa 

stavu 2. i geometrija БР potpuna. Mada је dokaz da је geo

metrija РЕ istovetna euklidskoj jednostavan, s ob4irom па 

obimnost onog dela tog dokaza kojim Бе dokazuje .da Би sve 

aksiome geometrije РЕ aksiome ili teoreme euklidske geoтe

trije ukazujemo da za dokaz stava э. taj deo dokaza i nije 

neophodan. Naime, uporedivanjem aksioma geometrije РЕ за 

~~siomama auklidske geornetrije azkljucuje Бе da зи sve ak

siome ~uklidske geoтetrije istovremeno i aksiome geometri

је РЕ (mislimo па ~ksiome koje Бrnо predlozili и radu). 1z 

toga sledi da је s obziroт па potpunost euklidske geornet

rije takva i geometrija РЕ. 

Posto зmо dokazali da је geome~rija ЕН'" dualna 

geometriji НЕ (str.103. i str.lОб. rada), па isti nacin 

kaosto Бmо to ucinili u slucaju geometrije ЕР dokazujemo 

da је i geometrija ЕН'" potpuna (podse6amo da је geomet

rija НЕ geometrija Lobacevskog). Ртета tome vazi: 

stav 3. Geometrija ЕН'" је potpuna. 

2. Kategoricnost geometrija БР i ЕН"'. 

u ~ 1. 2. utvrdi1i зто da se pod ројтот po1ufor

malne teorije podrazumeva relacijsko - operacijska Struk

tura ciji su elementi proizvoljne prirode. Formiranju si

stema aksiomapoluformalnog karaktera projektivno metric

kih geometrija u prethodnom paragrafu, prethodio је proc-
.;,.. ,с'"'''',",', 

еБ forrniranja sistema aksioтa tih geornetrija sad.rzajnog 

karaktera odgovaraju6ih oblasti projektivne ravni, ~~i 

pri tome nismo eksplicitno istakli. Posto Бе prema оуот 
Г; 

obraz1ozenju geometrije 
cije Бmо sisteme formirali mogu 
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smatrati i mode1ima u skupu ciji su e1ementi proizvo1jne 

prirode, da bismo ih raz1ikciva1i od mode1a ciji su e1emen

ti konkretizovani, u оуој tacki mode1e prve vrste oznacav

асето sa S-- ispred reci model. U dokazu osnovnog stava 

pomocu koga сето dokazati kategoricnost geornetrija ЕР i 

~,." koristi6emo sledecu 1emu: 

~eтa. Bi10 koja dva теаиэоЬпо dua1na modela istog 

sistema aksioma neke G00metrije medusobno su izmorfna. Do

kaz оуе 1eme песеmо, zbog jednostavnosti, navoditi. 

stav 4. Geometrija dualna kategoricnoj geometri

ji tаkоёе је kategoricna. 

Dokaz. Pretpostavimo ја geometrija G'ciji је si-

• >~ stem aksioma dualan sistemu aksioma ~eornetrije 11 nije ka-

tegoricna. Na osnovu te pretpostavke postoji Ьаг јејan 

model M'sistema ak~ioma ~eometrije G'koji nije izornorfan 

о" sa .8 - modelom istog sistema aksiorna. Premaprethodnoj l-e

mi 8 - model sistema aksioma geometrije G'izornorfan је sa 

modelom istog sistema aksioma u S - rnodelu geometrije G. 

Ovaj izornorfizam ostvaruje se dualnim preslikavanjem u 

};:оше svakoj tacki 8 - G' modela ојьоуата prava S - G rnode

la, а· svakoj pravoj S - G'modela pdgovara tacka S - G rnо

de1a sistema aksioma geometrija G'i G redom. Тај model 

nazivacmo S - G modelom sistema aksioma geometrije G: Ako 

u modelu н'zашеn:iто mesta racima tacka i ргауа dobicerno 

model Jv1 geometrije G. S - model i ~1ode1 Jv1 sistema aksioma 

geometrije G зи, ргета pretpostavci. kategoriCinosti siste

та aksioma geometrije U, me·~lusobno izomorfni. Zamenjiva

пјеш reci tacka i ргауа u S - U modelu sistema ~~sioma 

geometrije G'ostvarujemo izomorfizam izmedu S - G rnodela 

tog sistema aksioma i modela istog sistema aksioma u М 

modelu geometrije G. Ali оуај poslednji model је zapravo 

model sistema aksioma geometrije koji smo oznacili sa M~, 
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.... Na osnovg. tranzitivnosti relacije izomorfnosti modela istog 

sistema aksioma sledi da је S - model sistema aksioma беот

etrijeG'izomorfan modelu M'istog sistema aksioma. Neposre

dna posledica stava 5. i dua1nosti sistema aksioma geometr

ijaEP i EH'sa sistemima aksioma euklidske geometrije i ge

ometrije Lobacevskog redom је: 

Posledica. Geometrije ЕР i ЕН'" su kategoricne. 

Jedan od dokaza kategoricnosti euklidske geometr

ije iz10zen је па str. 210. udzbenika /24/. Dokaz analogan 

navedenom moze эе izvesti i za geometriju Lobacevskog: iz

omofrnost svih mode1a te geometrije obezbeduje izomorfno

st svih tih mode1a эа ana1itickim mode1om te geometrije 

(оуај mode1 izlozen је npr. u de.~r- /12/J. Na osnovu stava 

ро kome ј е sva.ka ketegoricna teorij а potp_una teorij а23 ) sl

edi da эи geometrije sistema aksioma ЕР i ЕН potpune. Ovо 

jedrugi, neposredniji dokaz potpfinosti geometrija tih si

stema aksioma. 

Na озпоУи prethodne, znacajne posledice, svi mod

e1i geometrija ЕР i ЕН'" эи me~~usobno izomorfni ра је 

svaka p~sledica bilo kog modela ovih geometrija istovremeno 

i p&sledica sistema aksioma odgovarajucih S - modela tih 

geometrija. 

3. Formiranje nezavisnih sistema aksioma nekih рг

ojektivno metrickih geometrija. Koristeci dua1nost geometr

ija ЕР i ЕН'" i njima u toj dualnosti odgovarajucih беоте

. trija nezavisnih sisteтa aksioma dokazacemo d~ зи sistemi 

aksioma geometrija ЕР i ЕН'" zavisni. Stavom 4. obuhvatimo 

i jedan iDdkagi slucaj. 

st.q.v. • Sistemi aksioma fueom~trija ro? i ЕП'" nisu 

nezavisni. 

23) Dokaz ОУОб stava iz10zen је i па str. 209. ud
zbenika /24/- kao dokaz poslednje teoreme пе toj stranici. 
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Џоkаz. Geometrije БР i EH"'redom dualne Би geom

etrijama РЕ i НЕ. Sistemi aksioma geometrija РЕ i НЕ nisu 

nezavisni јег prvi od njih sadrzi Буе aksiome euklidske ge

ometrije ciji је sistem aksioma nezavisan, а drugi sve ak

siome geQmetrije Lobacevskog ciji је sistem aksioma takode 

nezavisan~ Ako bi sistem aksioma geometrije ЕР bio nezavi

Бan tada bi i sistem aksioma nјој dualne geometrijePE (pr

edlozen u radu) bio nezavisan. Do iste protivurecnosti do

vodi i pretpostavka da" је sistem aksioma gеошеtriје ЕН'" 

nezavisan. 

Najednostavniji nacin formiranja nezavisnog sist

еша aksioma geometrija БР i ЕН"', sоЬziгош da smo pokaza

li da su опе dualne geometrijama PE'i НE"'redom (koje su 
. ~ \ 

neprotivrecne i sadrze sis~~eme aksioma eu1tl:idske"'geometri-

је i geometrije Loqacevkkog redom) је usvajanje dualnih 

aksioma aksiomama euklidske gеошеtгiје i geometrije Lobal

evskog za ~~siome pomenutih geometrija. Up~kos tome sto па 

taj nacin dobijamo iste geometrije, оznасаvасешо iћ sa ЕР 

i ЕН cime isticemo da је njihova aksiomatika upravo dualna 

аksiошаtiсi euklidske geometrije i,geometrije Lobacevskog. 

Dokazujuci dualnost sistema aksioma ЕН" i НЕ" vecinu od 

aksioma dulanih aksiomama euklidske geometrije i geornetri

је Lobac~vskog smo ili formulisali ili pak ukazali па spe

cificnosti te formulacije ukoliko је to bilo potrebno. Na 

, dualnost aksioma У.Р i У.Н aksiomama paralelnosti euklids

ke geometrije i aksiomi Lobacevskog ukazali зmо jos prili

kom njihovog uvodenja. Ovoga puta jedino сето se zadrzati 

па razmatranju aksiome dualne Разоуој i formulaciji te ak-

siome. 

~~sioma dualna Разоуој је aksioma svih projektiv

по metrickih geometrija u sistemima aksioma tih geometrija 

koje smo formulisali formiraju6i sisteme aksioma tih geom

etrija neposredno sledeci klasifikaciju tih geometrija. 
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.... Fre nego sto formulisemo tu aksiomu istakn:l..mo i da se РаБО

':"'a8.ksioma geometrije t'E' moze odstraniti iz skupa aksioma 

'te'g~ometrije i pre nego sto bismo dokaza1i potpunost tog. 

sistema aksioma. Naime i u geometriji ЕЕ trougao bismo, kao 

:i U projektivnoj geometriji definisa1i па takav nacin da је 
';za takav trougao РаБоуа aksioma tacna. U tom sistemu aksio

та teorema koja bi odgovarala teoremi б(/24/stг.lб.) nepos

redno se moze dokazati bez koriscenja u dokazu Равоуе aksi

.... , оте • .sobzirom па to da је sistern aksioma geometrije ЕЕ sam 

' .. sebi dualan, dokaz tvrdenja dua1nog РаБоуој aksiomi u tom 

.'. sistemu aksioma moze se izvesti dualno dokazu Равоуе a...~sio-

те. (Dakle u geometriji ЕЕ izbor figure dua1ne trouglu od

reden је potrebom da za tu figuru bude zadovo1jena aksioma 

dualna РаБоуој). Posle ovog svodenja sistema aksioma geom

etrije ВЕ odstranjivpnjem i Pasove i aksiome dualne РаБоуој 

·iz . sistema aksioma geomet:rij е Er, sasvim ј ednostavno se do

kazuje ekviva1entnost tog sistema aksioma i sistema aksioma 

elipticne geometrije. Pri tome se jednostavno dokazuje da 

su aksiome 81 i Б2 t'ekviva1entne 1f aksiomi II6 (У. str .159. u 

/23/) elipticne geometrije. Fозtо smo prethodno pomenu1i i 

figuru dua1nu trouglu deta1jnije сето analizirati i taj ро

јат. Pri tome smo pod trouglom podrazumeva1i trou:;ao elipt

icne ravni. Ројат dualan stranici troug1a e11pticne ravni 
г 

је ројат dualan duzi te ravni. То је upravo ugao e1ipticne 

ravni koji је odre~en definicijom 5 (/23!str.162.). Me~mtim, 

.и svakoj od projektivno rnetrickih gеошеtгiја и· cijoj oznaci 

је drugo slovo Н (i1i Р) rnoze se govoriti о ројти koji је 

dualan duzi a1i samo geometrije и cijoj је oznaci Н(Р) ргуо 

':,",. ,,'s10VO. То ј е рој ат koj i se 'o'dnosi па podskup svih pravir.C' ,,---. 

konkurentnog ргатепа pravih koje su izmedu date dve prave 

tog ргатепа. Ovај ројат se iz dva raz10ga razlikuje od роrn

enutog ројата ugla e1ipticne geometrije. Рте svega u prame-
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pravih geometrija u cijoj је oznaci drugo slovo Н, za 

azliku od geometrija u cijoj је oznaci drugo slovo Е ра 

dakle i elipticne geometrije, dvema pravama bilo kog konk

'urentnog pramena pravih jednoznaceno је odred:en Ifugao " 11 

smislu definicije 5. dela /23/. Вет toga u nekim od tih ge~ 

ome.trija ugao је moguce definisati i kao skup tacaka sa 1.8-:- .. 

te strane ugaone linije. U tom slucaju skup tacaka па taj 

nacindefinisanog ugla је podskup skupa tacaka ugladefini

заnоg па nacin па koji se to cini и elipticnoj g~ometriji. 

То је razlog izkoga se u ovim geometrijama oprede1jujemo 

za drugaciji naziv tog ројта: ,skup pravih koje su izmedu 

dve ргауе ~onkurentnog pramena pravih bi10 koje projektiv-

по metricke geometrije u cijoj oznaci је drugo slovo Н па

zivacemo "delom pramena pravih tl
; ukoliko tom skupu pripad

аји i te dve prave-granice de1a pramena pravih, taj skup 

pravih nazivacemo zatvoreni deo ргатеnа pravih. Ројат du

alan ројmи trougla apsolutne geometr-ije u Во1јајеуоm smi-

slu је sledeci ројат geometrije ~": Unija tri zatvorena 

dela trikonkurentna pramena pravih pri сети је granica bi-

10 kog od tih delova istovremeno granica tacno jos jednog 

dela (iz сеьа sledi i da te tri granice nisu konkurentne). 

Da se оуај pojam.znatno raz1ikuje od uobicajne predstave 

trougla moze ве zakljuciti ~ glavnim modelima прг. °geomet-
ft 

rija БР i ЕН tj. geometrija odgovarajucih oblasti projekti~ 

vne ravni. 

Aksioma geometrija БР i ЕН dualna Pasovoj је: 
/ 

114: Ako su а,Ь,с tri nekonkurentne ргауе i Р ta-

cka koja nije incidentna ва pravom а i incidentna је sa pr

ауоm koja је izmed:u pravih Ь i с, tada. је tacka Р inciden-
·.11·.'1".:., .. 

tna sa pravom koja је izmedu pravih а i с, ili ва ргауоm 

koja је izmedu pravih а i Ь. 

r, U glavnim mode1ima ovih geometrija neposredno ве 
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proveriti tacnost оуе aksiome. 

~ 4. MODELI GEO~BTRIJA ЕН 1 нн U GEOМETRIJI 
LOBACEVSKOG ' 

U tacki 3. prethodnog paragrafa formira1i зто nе

sisteme aksioma geometrija ЕР i ЕН па taj nacin sto 

aksiome tih geometrija оdаэгаli tvrdenja dualna ak

•. '.siomama ,eukldiske geometrije i geometrije Lobacevskog redom. 

Тот dualnoscu ostvaruje se i izomorfizam S-modela ovih geo

'metrija. S obzirom da сето и оуот radu proucavati. samo traj

ektorije geometrija ravni 182' cime сешо istovremeno doprin

eti јоз Ьо1јет upoznavanju tih geometrija, ogrnicicemo зе 

saтo па izlaganje о mode1u geometrije ЕН и geometriji Lobac~ 
" 

evskog. Razmatranja druge tacke ovog paragrafa bice posvece-

па mode1u geometrije нн u geometriji Lobacevskog. Izomorfi

zaт S - mode1q. tih geometrija nije bi10 moguce t,akojednost

аУПО kao u prethodnom slucaju uociti. 

1 • .tlE - model r;eometrije Е.n. Mode1 geometrije Ен и 

geometriji Lobacevacog oznaci1i зmо kao НЕ - mode1 te geome

trije jer је oznaka За1tгатi-К1ајnоvоg mode1a geometrije 

Lobacevskog и opstoj semi oznacavanja dvodimenziono projekt

ivno metrickih geometrija НЕ. U tom modelu prave geometrije 

E1i bice predstavljene ta·::kama geometrije LоЬаг~еvskоg а tac

ke pravama geometrije Lobacevskog. ft~~o su prave а,о,с, geo

ometrije ЕН takve da је prava Ь izme~u pravih а i с sto се-

то oznacavati sa (а-Ь-с) tada su tacke А,В,С geometrije Lo-

k. bacevskog kojima su predstav1jene te prave biti takve da је 

(А-В-С). Provera prve dve grupe aksioma geometrije ЕН u НЕ

mode1u te geom~trije је sasvim jednostavna te зе пјоте пес-

ето baviti. 

Pri1ikom utvrdivanja dua1nosti nekih projektivno 

metrickih geometrija (у.§ 2.8.) pokaza1i smo da зи operaci

је dua1ne transformacijama podudo.rnosti bilo koje projekti

упо metricke geometrije transformacije'skupa pravih~joj 



odgovarajuce geometrije. Tada smo pokaza1i i аа su takve 

transformacije skupa pravih istovremeno i transformacije sk

ира tacaka te geometrije i da su опе istovetne tranfDDmacij

ата podudarnosti te geometrije. Ovо pos1ednje posebno smo 

istak1i i u ·tacki 1. paragrafa 3. Iz toga sledi da su trans

formacije podudarnosti geometrije ЕН u НЕ mode1u te geometr

ije predstavljene transformacijama podudarnosti geometrije 

Lobacevskog tj. аа је grupa transformacija podudarnosti ge

ometrije ЕН' predstavljens., grupom transformacija p.odudarnos

ti geometrije Lobacevskog u НЕ mode1u geometrije ЕН. 

Neposredno па osnovu definicije 1. centra1ne sime

trije moze se zak1juciti da је centra1na simetrija u НЕ -

mode1u geoтetrije ЕН predstav1jena osnom siтetrijom geomet-
\ 

rije EНbaCevskog. ·0 

Sredistu С centra1ne simetrije geometrije ЕН u НЕ

mode1u odgovara osa с osne simetrije geometrije Lobacevskog. 

Skupu invarijantnih pravih incidentnih за tackom С оабоуата, 

u НЕ - mode1u, skup invarijantnih tacaka prave с. Ртеша de

finiciji 1. skup svih invarijantnih pravih incidentnih sa 

sredistem С centralne simetrije зе upravo konkurentan рта

теп pravih sredista С. Ртета prethodnom toт ртатепи pravih 

u НE-mode1u odgovara skup svih tac~~a ose с siтetrije. Iz 

,ovor;a sledi da је skup pravih konkurentnog praтena pravih 

geometrije ЕН istobrojan sa skupom tacaka bi10 koje ртауе 

geometrije Lobacevskog. Za svaku tacku incidentnu за pravom 

с u simetriji geometrije Lobacevskog озе с invarijantna је 

i norma1a па pravu с u toj tacki. Svakom оа tih norma1a рт
edstavljena је dakle u НЕ modelu invarijantna tacka centra-

1ne simetrije sredista С geometrije ЕВ. Tacka preseka sv.ake 
. .~ .. , '"(":"' 

od tih normala sa osom с predstavlja u modelu ртаУи inciden~ 

tnu kako sa sredistem С centra1ne simetrije geometrije ЕН, 

tako i за tackom predstavljenom u lIE-mоdеlu odgovarajucom 
(""/ 
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normalom. Bilo koj~ normala па pravu с invarijantna је u 

osnoj simetriji ose с. Posto је simetrijom u odnosu па с 

predstavljena simetrija u odnosu па tacku С geometrije ЕН, 

tacke predstavljene pomenutim normalama invarijantne su u 

siщеtгiјi sredista.C geometrije ЕН. Ргеmа definiciji 4.0118 

tacke su suprotne tacki С; iz prethodnog takode sledi i da 

је svaka od tih tacaka kolinearna sa tackom С (jer za вуа

ku od norтala па pravu с postoji tacka preseka te.normale 

i prave с - tom tackom preseka и НЕ modelu pred$tavljena је 

prava geometrije EН.incidentna kako sa pravom с tako i sa 

pomenutom normalom). 

Skup svih pravih normalnih па pravoj с pripada 

hiperbolicnom pramenu pravih osnove с. Prema tome skup sv~ 
. , 

tacaka geometrije ЕН suprotnih tacki С predstavlja hiperb-

olicni niz tacaka te geometrije. Ovaj niz tacaka takodece

шо zvati niz' tacaka suprotan tacki С. Prema prethodnom sk-~ 
. , 

ир svih pravih invarijantnih u osnoj simetriji ose с pred-

stavlja u НЕ modelu geometrije ЕН skup ~vih tacaka invarij

antnih u centralnojsimetriji sredista С. Skup svih takvih 

pravih је unija prave с i svih pravih normalnih па pravoj с. 

Iz potpunosti sistema aksioma geometrije ЕН (sto smo dokaz

ali u ~ 3.1) sledi i da је svaka posledica bilo k?ga modela 

tog sistema aksioma teorema geometrije ЕН. Posledica koje 
ft 

smo prethodno izveri formulisacemo kao sledecu teoremu: 

Teorema. Skup svih invarijantnih tacaka centralne 

simetrije geometrije ЕН је unija sredista te centralne sim

etrije i skupa svih ~acaka suprotnih tom' sredistu. Svaka 

tacka suprotna sredistu је kolinearna sa sredistem. Skup svih 

tacaka suprotnih tacki С је hijl~.:rbolicni niz tacaka geomet:r;

ije ЕН. 

Neka su а,Ь,с prave normalne па osi osne simetrije 

geometrije Lobacevskog, а А,В,С tacke preseka tih normala 
(", 
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sa tom osorn. Smatracemoda је nогшаlа Ь izmedu normala а i 

с i to zapisivati sa Са - Ь - с) ako је А - В- с. U gеоше

triji Lobacevskog uzajamno jednoznacno preslikavanje normala 

па osu izvesne siшеtгiје te geometrije i tacaka preseka tih 

normala sa tош osom је izomorfizam tromesne relacije ustano

vljene u skupu tih normala па prethodno predlozeni nacin i 
, , 

trbmesne relacije izmedu skupa tacaka preseka koje tim nогш-

аlата оdgоvагэ..јu u tош preslikavanju. Ova розlеdnја relacija 

је иргауо osnovna relaci~a "izmedu" cija Би svojstva implic

itno odredena aksiomama poretka geometrije Lobacevskog. Iz 

izomorfizma па kojismo ukazali neposredno sledi da је и sk

ири pravih hiperbolicnog ргатеnа pravih zadovoljeno i Dedek

indovo tvrdenje analogno Dedekindovom principu koji se odno-

5i па skup tacaka prave. Sk:up pravih bilo kog ЖiрегЬоliсnоg 

ргаmеnа pravih и НЕ шоdеlu geometrije EНpredstavlja зlшр 

tacaka hiperbolicnog niza tacaka te geometrije koji је sup

rotan centru simetrije predstavljene u modelu simetrijem u 

odnosu па osnovu tog hiperbolicnog pramena-pravih. Ргета 

prethodnom za sva..1.ci ta..1.cav hiperbolic.ni niz tacaka vazi da 

su u skupu tacaka tog niza moze uvesti tromesna relacija 

Irizшеd:u" cija su svojstva istovetna svojstvima relacije iz

medu skupa tacaka pravih geoтetrije Lobacevskog, '. Z а taj skup 

tacaka vazi takode i tvrdenje istovetno .tvrGenju Dedekinda 

koje su odnosi па skup tacaka ргауг geometrije Lobacevskog 
r 

tj. tvrdenje istovetno a..1.csiomi Dedekinda te geometrije. S 

o'bzirom da је bilo koji hiperbolicni niz tacaka geornetrije 

ЕН predstavljen u НЕ modelu hiperbolicnim ргamеnоrn pravih, 

а svaki tB-lcаv ргатеn је .и simetriji u odnosu па osnovu tog 

ргатеnа inv8xijantan ргауа рс prava, moze зе zakljuciti da 

је та koji hiperbolicni niz geometrije EН±n"Varijantan u si

metriji u odnosu па tacku suprotnu tom nizu. Iz ovoga sledi 

da se prethodni rezultati odnose па bilo koji hiperbolican 
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-niz tacaka'. Ove rezultate formulisacemo u ,vidu sledece te

oreme: 

Teorema. Svaki hiperbolicni niz tacaka geometrije 

ЕН је istobrojan skupu tacaka bilo koje prave geometrije 

Lobacevskog. U skupu tacaka hiperbolicnog niza tacaka moze 

эе uvesti troelementna.relacija izmedu cija Би svojstva is- , 

tovetna svojstvmma relacij~ izmedu skupa tacaka bilo koje 

prave geometrije Lobacevskog. U slrupu tacaka bilo kog hip

erbolicnog niza tacaka vazi tvrdenje istovetno Dedekindov

ој aksiomi geometrije Lobacevskog. 

Napominjemo da је aksioma neprekidnosti geometri

је Lobacevskog Dedekindova aksioma, а пе Kantorova i Arhi

medova aksioma. Ovo odstupanje od uobicajenog kod nas sis

tema aksioma apsolutne geornetrije u BolJajevom smislu, па

metnuto је u паБеrn radu pogodnoscu interpretacija takvih 

sistema aksiorna u projektivnim modelima tih sistema. U fo

гщulасiјi prethodne teoreme cesto smo umesto izraza hiper-_ 

bolicni niz tacaka upotrebljavali izraz hiperbolicni niz. 

Ovo skracenje koristicemo i иЬиаисе i t·o i za druge vrste 

nizova tacaka. Takode сето, ukoliko neka prava pripada hi

регЬоliспош pramenu pravih geornetrije Lobacevskog govoriti 

аа је taj hiperbolican ргатеп pravih incidentan sa tom рг

аvош. l~a isti na.cin pos'cupicemo i ako prava pripada prame

пи pravih neke Qruge vrste. 

Hiperbolicni pramen pravih cija је osnova оэа iz

уеБпе овпе sirnetrije geometrije Lobacevskog је jedini hip

erbolican prarnen koji је invarijantan prava ро prava u toj 

osnoj sirnetriji. f1e(1"utim u toj овпој simetriji invarlJan

tni su i svi hiperbolicni pramenovi pravih incidentni эа 

ОБот te osne simetrije. Ali za razliku оа h±":p~1"bolicnog 

pramena cija је osnova оэа te simetrije, jedina invarijant

па prava bilo kog od pomenutih hiperbolicnih prarnenova pr-

...... "''tI.. 
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avih је оэа te osne simetrije. Као i u prethodnom slucaju, 

ako prava pripada hiperbo1icnom pramenu pravih tada tacka 

predstav1jena u НЕ mode1u geometrije ЕН tom pravom pripada 

onom hiperbo1icnom nizu te geom'etrije koji је predstav1jen 

u tom mode1u tim hiperbo1icnim pramenom. Skup hiperbolicn

ih pramenova incidentnih эа osom с simetrije ravni Lobace-. . 

vskog, istovetan је skupu hiperbolicnih pramenova te ravni 

invaarijantnih u simetriji оэе с, bez hiperbolicnog prame

па pravih cija је' ОБпоуа ОБа с. Osnova svakog takvog prг.me

па рюгmа1па је па pravoj с. Prema tome broj takvih hiperbo-

1icnih pramenova istovetan је broju norma1a па pravoj с ko

jih ima isto onoliko koliko i tacaka te prave~- Svaka tacka 

geometrije Etl predstavljena је u nE modelu pravom. Prema 
\ 

prethodnom, sv~~a tacka geometrije ЕН incidentna је sa isto 

onoliko hiperbolic,nih Tl!izova ko1iko prava geometrije Loba

cevskqg ima tacaka~ Svaki od tih hiperbolicnih nizova inv

arijantan Је u simetrlji cije је srediste data tacka. 

U НE-modelu geometrije Etl u skupu svih hiperboli

cnih pramenova pravih incidentnih sa izvesnom pravom с, hi

perbolican ргатеп pravih osnove Ь је izmeo)Q hiperbolicnih 

prarnenova pravih osnova а i d ako i Бато kao је tacka pre

seka В pravih Ь i с izmedu tacaka preseka А i D pravih а i 

d Ба pravom с redom. Na taj na::in moze se u эlшри hiperbo

licnih pramenova incidetnih ргауој с ustanoviti troelemen

tna re1acija "izmedu t1 cija Би svojstva istovetna svojstvi

та re1acije izmedu эkира tacaka prave geometrije Lobacevs

kog okarakterisane aksmomama poretka te geometrije. Skupom 

hiperbolicnih pramenova pravih incidentnih эа tackom С u 

,,~-modelu geometrij е EfI t kao st о эmо prethodno pokazali, . 
?',r(II ..... ;)' .. ~<J~< •• ~ -

predstavljen је skup hiperbolicnih nizova incidentnih sa ' 

tackom с. Znaci i u skupu hiperbolicnih nizova incidentu~h 

Ба istom tackom koji сето nazvati prarnenom hiperbolicnih 
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nizova cije је srediste pomenuta tacKa шоzе se uvesti tro

еlешеntnа relacija izmedu cija su svojstva istovetna svojs

tvima relacije izшеau skupa·tacaka ргауе geometrije Lobace

vskog. Na slican nacin ве u НE-modelu geometrije ЕН pokazu-

је da za ргатеп hiperbolicnih nizova sredista С vazi i tvr

tl'enje analogno Dedekindovoj aksiomi geometrije Lobac'evskog. 

Sistem aksioma geometrije ЕН dualan је sistemu aksioma geo

metrije Lobacevskog. Ртеmа tome aksomama poretka te geomet

rije implicitno ве odreduja svojstva troelementne 'relacije 

poretka skupa pravih konkurentnog pramena pravih te geomet

rije. То isto vazi i za Dedekindovu aksiomu - опа ве odnosi 

па skup pravih pramena pravih geometrije ЕН. Zato эе па оэ

nоуи prethodno izlozenog moze zakljuciti da u geometriji ЕН 

vazi i sledeca teorema: 

Teorema. Sva tvrd:enja koja ве formulisu па taj па

cin sto эе u aksiomama poretka geometrije ЕН rec ргауа zam

eni izгаzош t'hiи:~гЬоliспi n::i.z, а izraz tf<konkurentan pramen 

pravih rr izгаzош·'kоnkuгепtan pramen hiperbolicnih nizova" 

ви teoreme te geometrije. Dedekindova aksioma geometrije ЕН 

u kojoj је izvrsena prethodno оЬјаБnјепа izшепа izraza је 

tako~e teorema geometrije ЕН. 

Osnove hiperbolicnih ргатепоуа incidentnih sa ist~ 

от ргауот с geoтetrije Lobacevskog пе pripadaju.tim hiperb-

~licnim praтenovima pravih. Svaka od tih osnova predstavlja 

~ НЕ modelu tacku suprotnu hiperbolicnom nizu tacaka preds

tavljenog u шоdеlu hiperbolicniт pramenom pravih cija је 

to osnova. 

U simetriji ose с invarijantna su tacno dva рата

bolicna ргатепа pravih; to ви oni parabolicni prгmenovi ko

'ji SП' incidentni sa ~ayoт с. Posto.su u НЕ modelu geometr..,. 

ije ЕН parabolicnim pramenovima pravih predstavljeni izotr

opni nizovi tacaka iz ovoga sledi i da је svaka tacka geom-
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etrije ЕН incidentna Еа tacno dva izotropna niza. Ovi izo

tropn~ nizovi su invarijantni u simetriji cije је srediste 

tacka kojoj su incidentni. Na osnovu prethodne teoreme Бlе

di i da Би izotropni nizovi granicni nizovi pramena pravih 

cije је sredist~. tacka koja је incidentna Ба svakim od tih 

nizova i takode,grnicni nizovi pramena piperbolicnih nizo

уа istog sredista. 

U geometriji ЕН postoje dve vrste osnih simetrija. 

Prva od njih predstav-ljena је u НЕ modelu te geometrije cen

tra1nom simetrijom geometrije Lobacevskog, а druga osnom 

simetrijom te geometrije. Naime u centralnoj simetriji sred

ista С geometrije Lobacevskog invarijantne Би sve prave in

cidnetne tom sredistu. Tim pravama predstavljene su u mode-

1u invarijantne tacke odgovarajuce tran§formacije podtid'arn

osti geometrije ЕН. Posto је svaka od tih invarijantnih рг

avih simetrije sredista С incidentna samo sa jednom inv~i

jantnom tackom te simetrije~sredistam С koje u modelu pred

stavlja jedinu invarijantnu ргаУи odogvarajuce transformac

ije - prema definiciji 2. (rad str.55.) simetrijom sredista 

С predstavljena је u mod€lu simetrija geometrije ЕН cija је 

osa prava с koja odgovara tacki с. Svaka prava geometrije 

ЕН је osa neke osne simetrije te geometrije jer је svaka ta

cka geometrije Lobacevskog kojom је u НЕ modelu predstavlje-
ft 

па odgovarajucar prava srediste neke centralne simetrije ьео-

metrije Lobac.evskog. Na OS110VU toga, definicije 3. rada (str. 

56.) i svojstva osne simetDije па koje smo neposredno pre 

ovog ukazali mozemo zakljuciti da geometriji -ЕН vazi slede

са teorema: 

Теогеmа. ~i za jednu pravu geometrije ЕН пе postoji 
~.I ~c_~, . 

prava normalna па toj pravoj. 

U centralnoj simetriji sredista С geometrije Lobac

evskog invarijantni su i svi hiperbolicni pramenovi pravih 
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koji su incidentni sa nekom ргауот koja sadrzi tacku С i 

kojima је osnova takode incidentna sa tom tackom.oDa bi se 

neki heiperbolican ргаmеn pravih geometrije Lobacevskog рг

eslikao nekom transformacijom podudarnostina taj isti рга

теш potrebno је i dovoljno da se osnova tog ргатепа u toj . . 
transformaciji podudarnosti preslikava sama па э~Ье. РТета 

tome u geometriji ЕН vazi i teorema: 

Теогета. Svaka tacka bilo koje prave incidentna је 

sa tacno jednim hiperbolicnim nizom tacaka invarijantnim u 

simetriji u odnosu па tu pravu. 

РТе nego sto u НE,~odelu izvedemo odgovaraju6i zak~ 

ljucak u odnosu па izotropne nizove utvrdi6emo u riE modelu 

nesto preciznije interpretaciju rele.cije incidencije tacaka 

i izotropnih nizova geometri5e ЕН. Zapravo protumaci6emo 

sta u tom modelu zпагSi teorema ро kojoj је sva1ca tacka geo

metrije Etl incidentna sa tacno dva izotropna niza tacaka 

(ovu teoremu dokazali smo koristeci u modelu'"svoj stva osne 

simetrije kojom је interpretirana centralna simetrija geom

etrije ЕН). Pomenuta tacka predstavljena је u modelu pravom 

koja је incidentna эа tacno dva parabolicna pramena pravih 

koji predstavljaju pomenute izotropne nizove. Тот ргауот оа

redene su u geornetriji Lobacevskog dve orijentisane prave od 

kojih јеапа pripada јеаП,от, а druga drugom parabolicnom орга

menu pravih. Da bi se neki ~arabolican ргатеп p~~vih geomet

rije Lobacevskog u centralnoj sirnetriji te geometrije presl

ikao па эат sebe potrebno је аа эе orijentisana prava koja 

pripada tom pramenu i sadrzi srediste te centralne simetri

је preslikava па tu istu orijentisanu pravu. l1ed:utim svaka 

takva orijentisana prava u toj centralnoj simetriji preslik

'ava se па pravu s'uрг~tn(Г'огјепtisanu u odnosu па pre'tћodnu.· 

U geometriji Lobacevskog bilo koja transformacija podudarno

sti preslikava prabolican pramen pravih па parabolican рга-
(", 
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шеn pravih koji је odreden slikoт u toj transformaciji bi-

10 koje orijentisane prave tog ргатепа. D8k1e u geometriji 

ЕН vazi sledeca teorema: 

Теогета. U simetriji u odnosu па ргаУи пе postoji 

izotropni niz tacaka koji эв preslikava sam па эвЬе. Svaki 

izo't;ropni niz tacaka incidentan S.l,i bilo kojom tackom ose 

osne siтetrije preslikava se па izotropni niz tacaka inci

dentan sa toт istom tackom. 

Sve оуе tеогеше odnosile эи se па osne ~imetrije 

geometrije Ен u odnosu па pravu sto зто nagalsili зато па 

pocetku, kada. эmо nagovestili da u geome'triji EНpostoje i 

simetrije cija оэа nije prava. Postoj anје ova...1.cvih osnih si

metrija utvrduje se, u modelu, па slede6i nacin. U bilo ko

јој osnoj siтetriji geometrije Lobacevskog invarijantne su 

sve prave hiperboli~nog pramena pravih cija је osnova osa 

te simetrije. Svaka od tih pravih incidentna је Б~ tacno 

jednom invarijantnom tackoт te simetrije ~ presekom te pra

ve sa ОБот te simetrije. Svakoт od pravi.h tog hiperbolicnog 

1Јгатеnа predstavljena је invarijantna tacka transformacije 

podudcrrnosti р/( edstavlj епе u .tiE modelu geometrije ЕН ротеп

utom osnom simetrijom. Jedina invarijantna tacka svake od 

pravih heiperbolicnog pramena pravih па koji smo prethodno . 
ukazali predstavlja jedinu invarijantnu pravu incidentu od-

govE~aju6oj invarijatnoj tacki u transformaciji podudarnosti 

geometrije E.t1 predstavljene оэпот simetrijom geome'trije Lo

bacevskog. P~eтa definiciji 6. ОЕпот simetrijom geometrije 

Lobacevskog predstavljena је simetrija geometrije ЕН u odn

ОБи па hiperbolicni niz tacaka predstavljen u modelu hiper

bolicnim pramenom pravih cija је os~ov~ osa t~ оэпе simetr

ije. Is'l~aosna simetrija geometrije Lobacevskog predstavlja 

i simetriju geometrije Ен u odnosu па tacku suprotnu hiper

bolicnorn nizu koji је predst:avljen hiperbolicnim ртатепот 
(" 

': 
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С1Ја је osnova osa te osne simetrije (sto smo dokaza1i па 

samom pocetku razmatranja posvecenog centra1nim simetrija

та geometrije Etl)T Na taj nacin smo u modelu dokazali da је 

svakacentralna simetrija geometrije ЕН istovremeno osna si

metrija u odnosu па hiperbolican niz suprotan sredisty te 

centralne simetrije i obratno. Prema teoremi formulisanoj 

па str. 74. rada svaka tacka bilo koje prave incidentna је 

sa tacno jednim hiperbolicnim nizom invarijantnim u simetri

ji u odnosu па tu pravu. Iz dokaza te teoreme u НЕ modelu 

zakljucuje ве da је taj hiperbolicni niz upravo' suprotan 

tacki incidentnoj toj pravoj. Ranije smo pokazali da је ta 

prava invarijanta prava simetrije u odnosu па pomenutu ta

cku. Zato је ta prava invarijantna i u simetriji u odnosu 
\ 

па pomenuti hiperbolican niz tacaka. Na osnovu prethodnog 

i definicije 3. sledi da је svaki hiperbolicni niz invari

jantan u osnoj simet~iji u odnosu па neku pravu normalan па 

to'j pravoj. 

Parabolican ргашеп pravih ravni Lobacevskog invari

jantan је sашо u osnim simetrijama u odnosu па neku pravu 

tog pramena - preciznije: da bi neki parabolican pramen pr

avih bio invarijantan u nekoj osnoj simetriji potrebno је i 

dovoljno da је .ова te simetrije prava tog parabolicnog pra

шепа pravih. Svakakuacka te prave invarijantna је u toj os~ 

пој simetriji. ТЗkоае је i svaka od tih tacaka incidentna 

osim sa osom, i sa tacno jos jednom invarijantnom pravom te 

озпе simetrije. Ovoт osnom simetrijom predstavljena је tra

nsformacija podudarnosti ravni ЕН koja је prema definiciji 1. 

(str. 55. rada) centralna simetrija ravni ЕН. U оуој centra

lnoj siтetriji invarijantan је izotropan niz tacaka koji od

govara pomenutom parabolicnom pramenu pravih geometrije-tob

acevskog. Ali posto,sto smo ranije pokazali, пе postoji се

ntralna simetrija koja dati parabolican pramen pravih geom

etrije Lobacevskog preslikava па taj isti pramen, moze se u 
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НЕ modelu zak1juciti da пе pstoji озпа simetrija geometri

је ЕН cija је оза prava u kojoj bi bio invarijantan makar 

jedan izotropni niz tacaka. Medutim u озпој simetriji geo

metrije Lobacevskog cija је оза prava parabolicnog pramena 

. pravih invarijantne ви i вуе prave norma1ne па toj osi. Za

to оуа озпа simetrija predstavlja simetriju u odnosu па od

govarajuci hiperbolicni niz geometrije ЕН u kojoj је inva

rijantan izotropni niz tacaka koji odgovara datom parabo1i

спот pramenu. Pri tom u tom izotropnom nizu invarijantna је 

samo jedna tacka - tacka koja odgovara osi te osne simetri

је. Jed.nostavno зе utvrc1uje, u НЕ sodelu, da је ta ·tacka 

suprotna tom hiperbo1icnom nizu. 

2. НЕ - 1'1gde1 geometrije нн. Neka је f o identicno 

pres1ikavanje skupa tacaka spo1jasnost1 apso1ute па taj is

ti skup. Ovim pres1ikavanjem se svaka projektivna duz ciji 

krajevi pripadaju apso1uti, а вуе osta1e tacke spoljasnosti ... . 

apso1ute, pres1ikava па tu istu projektivnu duz. Ako usvoj-

imo da оуо preslikavanje pres1ikava svaku takvu projektivnu 

duz па skup svih tac~~a incidentnih toj duzi, tada u takvom 

pres1ikavanju sval<:oj pravoj S - нн mode1ate geometrije od

govara skup svih tac~~a incidentnih toj pravoj. Takav S -

mode1 geometrije нн odgovarao bi izg~aQivanju te geometrije 

kao teorije sa зато jednom vrstom preomenljivih koje bi u 

: S - mode1u te geometrije bi1e vredstav1jene tackama. Ыероз-... . 
redno se zakljucuje da је preslikavanjem f o izomorfizarn gl

аУПОб mode1a geometrije нн i modelu te gеошеtriје u istoj 

oblasti projektivne ravni, ali u kome su prave predstav1jene 

skupom tacakaprojektivne duzi ciji krajevi pripadaju арво

luti. Prema ttavu 3. i svojstvima suzenja apsolutnog po1г.ri

teta W па spo1Jasnjost apsolute, taj polaritet је izomorfiz

ат tog projektivnog modelageometrije нн u apoljasnosti арз

olute razlicitog od ga1vnog i projektivnog modela geometrije 
("'; 
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нн ostvarenog u·unutrasnjostiapsolute. Proizvod Wof је iz-. о 

omorfizam glavnog modela geometrije нн i modela te geometr-

ije u unutrasnjosti apsolute. U ovom izornorfizmu svakoj ta

cki spoljasnjosti apsolute odgovara projektivna duz unutra

snjosti apsolute kojoj kraj~vi pripadaju apsoluti; svakoj 

pr9j~tivnoj duzi spoljasnjosti apsolute ciji krajevi prip

adaju apsoluti odgovara skup projektivnih duzi unutrasnjo

sti apsolute ciji krajevi pripadaju apsoluti i koje pripad

аји hiperbolicnom pramenu pravih cije је sredis~e pol proj

ektivne du~i spoljasnjosti apsolute. Iz ovogcizomorfizma i 

izomorfizma glavnog i S - modela geometrije НН па osnovu 

tranzitivnosti relacije izomorfizma sledi da је i S - model 

geometrije НН izomorfan modelu te geometreije u unutrasnjo

sti apsolute. Ртеша tome i prethodnom, svakoj tacki geomet

rije НН odgovara projektivna duz unutrasnjosti apsolute, а 

pravoj t-e geometrije skup 'projektivnih duzi unutrasnyosti 

apsolute ~iji krajevi pripadaju apsoluti i.koje pripadaju 

projektivnim pravama incidentim istoj tacki spoljasnjosti 

apsolute. U izomorfizmu Beltrami - Rlajnovog modela geome

trije Lobacevskog i' S - modela te geometrije вуаЖој proje

ktivnoj duzi unutrasnjosti apsolute ciji krajevi pripadaju 

apsoluti odgovara prava S - modela geometrije Lobacevskog, 

а skupu projektivnih duzi unutrasnjosti apsolute ciji kraj~' 
'" evi pripadaju apsoluti i koje pripadaju projektivnim prava-

та koje su incidentne аа istom tackom spolja~njosti apsolu

te ћiperbo1ican pramen pravill S - mode1a geometrije Lobace

vskog. Skap tacaka glm.vnog modela geometrije нн incidentn

ih sa projektivnom pravom spoljasnjosti apsolute nazivacemo 

,elipticnim nizorn tacaka i1i, saтo elipticnirn nizom geometri~ 

је нн. U razmatranom izomorfizmu elipticnom nizutac~ka odg

оуага elipticni pram'Jn pravih geometrije Lobacevskog, а iz

otropnom nizu parabolican pramen pravih iste geometrije. Iz 
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izomorfizma S - modela geometrije нн i glavnog modela te 

geometrije i izomorfizma glavnog modela te' geometrije sa 

prethodno pomenutim modelom te geometrije.u geometriji Lo

bacevskog, i tranzitivnosti relacije izomorfizma sledi da 

је S - model geometrije нн izomorfan sa modelom te geomet-
. . . 

rije u S - modelugeometrije Lobacevskog. ,Ovaj poslednji 

model nazivacemo kratko НЕ - modelom geometrije нн. Mada 

se па osnovu izlaganja о formiranju sistema aksioma geome

trije нн moze navesti spisak tih aksioma, iskor~sticemo ovu 

priliku da u koloni u kojoj се biti navedeni pojmovi, rela

cije i transformacije geometrije НН upisemo i sadrzaj tih 

aksioma. U desnoj koloni bi6e navedeni pojmovi, relacije, 

transformacije i tvrdenja koja odgovaraju aksiomama geome

trije нн u pomenutom izomorfizmu. Pri tome сето u levoj 

koloni najpre navesti озпоупе pojmove, relacije i transfo

rmacij~ geometrije НБ, а zatim neke bitne izvedene pojmove 

i relacije te geometrije. l~apominjemo da se ovde radi о 

izomorfizmu dva modela geometrije НН, а пе о izomorfizmu 

dva modela sistema aksioma te geometrije. Meo.utim okolnost 

da su svi modeli svih ostalih sistema aksioma dvodimenzio

nih projektivno metrickih geometrija koje u oznaci nemaju 

nijedno slovo Е ukazuje, s obzirom da вmо sisteme aksioma 

i tih geometrija ~or_mirali па istinacin kao i sisteme ak-
fl 

sioma ostalih, da је vrlo verovatno da sUri pomenuta dva 

modela sistema aksioma geornetrije нн izomorfna kao i da је 

sistem aksiorna te geometrije potpun • 

Pojmovi, relacije i tran

sformacije S - modela ье

ometrije I-Ш 

'facka 

prava 

tacka је incidentna 

. Odgovarajuci pojmovi, relacije 

i transformacije НЕ - modela 

geometrije нн 

prava 

hiperbolican ргатеn pravih 

prava је incidentna odgovara-
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pravoj i obratno 

tacka А је izmedu 

tacka В i с. Ove tacke 

incidentna эи эа pravom р 

prava а konkurentnog 

pramena pravih sredista 

S je·izmedu pravih Ь i 

с tog pramena 

transformacije ~ skupa 

S koje predstavljaju tr

ansformacije .podudaтnosti 

S - modela Beometrije НН 

Izotropni niz 

Eliptican niz 

Aksiome incidencije 

geometrije IШ 

I
1 

Za svг.kе dve tЭ:сkе ро

stoji najvise jedna ртауа 

incidentna sa svakom od 

tih tac,aka 

ји6ет ртатеnи pravih (prava 

pripada tom pramenu) i obratno 

odgovarajuce prave.a,b,c inci

dentne su sa"hiperbolicnim рт

атеnот pravih cija оэnоуа р 

odgovara pravoj р; presecna ta

cka А pravih а i р је izmedu 

presecnih tacaka Ђ i С pravih 

Ь i с sa pravom р 

osnova hiperbolicnog pramena 

koji odgovara pravoj а sece 

pravu s koja odgovara tacki 

S и tacki koja је izmedu tac

aka preseka osnova hiperboli

cnih pramenova pravih koji 

оdgоvаПвји pravama Ь i с sa 

pravom .;s redom. Pri tome је 

prava s incidentna эа svakim 

od tih hiperbolicnih pramenova 

transformacije ~ skupa pravih 

indukovane transformacijama 

podudarnostigrupe transforma

cija podudarnosti geometrije 

Lobacevskog. 

Parabolican pramen pravih 

Eliptican pramen pravih 

Odgovarajuce teoreme geomet

rije Lobacevskog 

Za sv~ke dve prave p9toji 

najvise jedan hiperbolican 

pramen incidentan sa svakom 

od tih pravih 
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I
2 

Za sv~~ pravu postoje 

b~r dve tacke koje su Ба 

пјот incidentne. Postoje 

bar tri tacke koje nisu 

incidentne эа istom pravom 

Iз Svюса tacka incidentna 

је Ба пајтanје dve prave 

Prva podgrupa ~ksioma 

poretka geometrije нн 

111 Ako ј е ta~ka В ' 
." 

izmedu tacaka А i С 

tada Би tacke А,В,С inci

dentne istoj pravoj i t~

cka В је izme::;~u t~caka А i С 

Ш12 Za та koje dve tacke 

incidentne sa istom pravorn 

postoji t~cka С incidentna. 

sa tom pravom takva da је 

ta~.k~ l3 izmec':u tасюса А i С. 

11з Za та koje tri tacke 

А,В,С incidentne sn istom 

Dravom i1i је tacka В izme-
~, --
аи tacaka А i С ili је tacka 

А izrnedu tacaka В i С ili 

је tacka С izmedu tacaka А 

i В. 

Za svaki hiperbolican pra

теп pravih postoje Ьаг dve 

prave koje Би incidentne Ба 

tim pramenom pravih. Postoje 

Ьаг tri prave koje nisu in

cidentne Ба istim hiperbo1-

icnim pramenom pravih. 

Svaga prava incidentna је Ба 

Ьаг dva hiperbQlicna pramena 

pravih. 

Teoreme geornetrije Lobacevs

kog koje odgovaraju prvoj 

podgrupi aksioma poretka 

geometrije нн 

Ako је prava Ь izmedu pravih 

а i с, tada su pr~ve ~,b,c 

incidentne Ба istim hiperbo-

1icnim 'ргаmепот pravih i pr

ava Ь је izmedu pravih а l с. 

Za та koje dve prave а i Ь 

incidentne sa istim hiperbo-

1icnim ргаоепот pravih post

oji prava с tog ргаrnепа te.k:

va da је prava Ь izmedu рга

vih а i с. 

Za та koje tri prave а,Ь,с 

incidentne sn istim hiperbo-

1icnim ргатепот pravih i1i 

је prava Ь izшеdu pravih а i 

ci1~ је prava а izrnedu pra

vih Ь i с i'li је prava с iz

rnec1u pravih а i Ь. 
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. Podvalacenjem reci ili u formulaciji aksiome IIз 
naglasavaтo аа је u pitaпju iskljucna disjunkcija. 

U geometriji Lobacevskog prirodno је definisati 

relaciju izmedu skupa pravih hiperbolicnog pramena pravih 

па taj nacin sto za pravu Ь tog pramena smatramo da је izm

edu pravih а i с tog pramena ako i samo ako је presecna ta

cka В prave Ь sa osnovnm tog ргашеnа izmedu presecnih tac

aka А i С pravih a __ i с 'ва tom оsnоvош. Иаdа smo nacelnQ ut

vrdili da је proizvod uzajmno jednoznacnih preslikavaпja 

niza modela geometrije IlН koji pocinje S - modelom а zavr

sava se НЕ - modelom te geometrije izomorfizam, ipak сето 

па primeru relacije izmedu to i proveriti (оуа provera od

nosi se вато па tu relaciju). Tacka А S-modela\geometrije 

FЉ је izmedu tacaka В i С tog modela ako i Бато ako odgov

arajuce tacke А,В,С glavnog modela.geometrije нн pripadaju 

projektivnoj duzi spoljasnosti apsolute ciji kГajevi prip

adaju apsoluti koja odgovara pravoj Б- modela geometrije 

НН koja је incidentna tackama А,В,С i ako tacka .А sa јеаn

im оа krajeva te duzi obrazuje раг koji razdvaja раг taca

ka В i с. Preslika':anje f o glavnog modela geometrije нн па 

model te geometrije iste oblasti apsolute pomenute tacke 

preslikava па te isт;е tacke. S obzirom cla је apsolutni ро

larite~ projektivno preslikavanje u tom polaritetu tackama 

А i pomenutom kraju projektivne duzi odgovarace secica а 

apsolute i nјеnа tangenta kоз~ се obrazovati раг pravih ko

ji razdvaja рan pravih Ь i с koje u tom pol~itetu odgov

araju tackama В i С. Presecne tacke pravih а,о i с i tang

ente apsolute incidentne sa jednim krajem pomenute projek

tivne duzi i projektivne duzi &opnnske toj duzi odreduja 

dva рага tacaka koji se takode medusobno razdvajaju. Suze

nје te cetvoromesne relacije skupa tacaka zatvorene proje

ktivne du~, ciji krajevi pripadaju apsoluti, а sve ostale 

... \-...... ~-



- 83 -

tac.ke пјепој unutrasnjosti је tromesna relacija izmed:u. Na 

озпоУи prethodnog tacka preseka prave а sa tom zatvorenom 

projektivnom duzi bice izmedu tacaka preseka pravih Ь i с 

sa tom duzi. Zato се i otvorene projektivne duzi - preseci 

pravih а,Ь i с sa unutrasnjoscu apsolute - biti u istovet

по odnosu u odnosu па r~laciju izmedu. Ova relacija је su~ ... 
zenje cetvoromesne relacije razdvojenosti pa.rova pravih 

skupa pravih zatvorenog projektivnog ugla~kome su granicne 

prave tangente apsolute i koji sadrzi apsolutu pr~ cemu је 

јеапа оа pravih cetvorke pravih grЮliспа, а ostale tri r~

zlicite оа granicnih,na unutrasnjost apsolute. Tim otvore

nim projektivnim duzima odgovaraju prave а,Ь,с hiperbolic

nog pramena pravih cija озпоуа odgovara preseku polare te

mепа pomenutog ugla sa unutrasnjoscu apsolute, а tackama 

pI'eseka pravih а,Ь,с sa tom polarom tacke preseka pravih 

а,Ь,с geometrije L6bacevskog ва osnovom pomenutog hiperb

olicnog pramena pravih. Na osnovu izomorfnosti Beltrami'

Klajnovog i S - modela geometrije Lobacevskog sledi аа БU 

tacke preseka pravih а,Ь,с S - modela geometrije Lobacev

skog sa osnovom hiperbolicnog pramena kooe te prave prip

аааји takve аа је prva оа njih izmedu preostalih ayejи~ 

iz istog razloga sledi i аа је prava а izmед:u pravih Ь i 

С. 

Razmatranje s~icno prethodnom uverilo nas је аа 

se tromesna relacija izmedu skupa hiperbolicnih prameno

уа pravih S - modela geometrije Lobacevskog incidentnih 

sa istom prC',vom р tog pramena mora definisati па sledeci 

nacin. Hiperbolicni prc~men pravih osnove а tog skupa hip

erbolicnih pramenova pravih је izmedu hiperbolicnih pram

епоуа osnova Ь i с tog istog skupa ako i sапГоkао је tac

ka preseka А osnove а sa zajed~ickom pravom р svih tih 

pramenova izmedu tacaka preseka osnova Ь i с за pravom р. 

.<" 
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Ova relacija skupa hiperbolicnih praтenova pravih odgovara 

u НЕ - modelu geometrije НН relacije izmedu skupa pravih 

konkurentnog ртатеnа pravih geometrije нн tj. njenog S -

modela. 

I1 podgrupa ~~sioma 

po~etka geometrije нtl 

I1i Ako је prava Ь izme

du pravih а i с tada Би 

prave а,Ь,с tri razlici

te prave istog konkurentn+ 

og ртатеnа pravih sredis-
, \ 

ta"S i prava Ь је izтedu 

pravih а i с. 

... 

I12 La makoje dve prave 

а i Ь koje su incidentne 

Ба istorn tackom postoji 

prava с incidentna sa tom 

tac:kom takva ја је ртауа 

Ь izmedu Dravih а i с. 

IIз Za makoje tri prave 

а,Ь,с incidentne sa is

tom tackom ili је ртауа Ь 

Teoreme geometrije Lobacevsk

og koje odgovaraju aksiomama 

druge podgrupe aksioma poret

ka geometrije нн. 

Ako је hiperbolican pramen 

pravih osnove Ь izmedu hipe

rbolicnih ртаmеnоуа pravih 

ОБnоуа а i c,tada Би hiperb

olicni pramenovi pravih ОБ-

''nоуа a,1>,c,~, -'I'azlicita 

hiperbolicna рrашеnа pravih 

istog pramena hiperbolicnih 

ртатеnоуа incidentnih -,pravoj 

s i hiperbolicni ртатеn рта

vih osnove Ь је izmedu hipe

rboli~nih urашеnоvа pravih 

osnova а i с. 

~a makoja јуа hiperbolicna 

ртвтеnа Dravih osnova а i Ь 

koji su incidentni ва istom 

ртауот ~oji hiperbolican 

ртатеn uravih incidentan sa 

tom pravom ~ija .је osnova рт

ауа с, takav da је hiperboli

саn рТС.теn pravih osnove Ь 

izmecu pramenova- pravih osno

уа а i с. 

~a та koje tri hiperbolicna 

ртаmеnа pravih ОSЋоvа а,Ь i с 

incidentna sa istom pravom 



izme~u pravih а i е i1i је 

prava а izmedu pravih Ь i 

i с i1i је prava с izmedu 

pravih а i Ь. 
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i1i је pramen pr~vih osnova 

Ь izmedu pramenova osnova а 

i с i1i је pramen osnova а 

izmedu pramenova osnova Ь i 

с i1i је premen osnove с iz

medu ргатепоуа o~noya а i Ь. 

Za raz1iku od geometrija БР i ЕК u kojima РаБоуа ak-

sioma nije aksioma tih geometrija уес tvrdenje dua1no Равоуот, 

u geometriji нн sem tog tvrdenja aksioma је i Равоуа aksio-

та. A1i оуа aksioma se пе moze formii1isati па isti nacin kao 

i u apso1utnoj geometriji u Bo1jajevomsmis1u. U geometriji 

нн vazi tvrdenje koje sem sadrzaja istovetnog Равоуој aksio

mi sadrzi i odredeno ogranicenje. Da Pasova aksioma bez рот-
\ 

enutih dodatnih U:slova nije ni aksioma ni 't;eorema geometrije 

нti moz,eтo se uveri ti iz sledec.gg primera. l~eka su А, 3, С tri . , 

tacke glavnog mOdeJa geometrije нн od kojih svake dve pripa-

daju pravoj te geometrije, 'a:li· пе postoji prava koja sad:I'zi 

sve te tacke. Ove tri tacke odrecuju tr~ duzi geometrije tlti. 

Ako nijedan od pramenova pravih' sгеdi;зtа А,В,С geometrije 

.tlH пе sadrz.i sve ta?:'}\:e unije te tri duzi, tada postoji prava 

geornetrije нн koja sece tacno jednu duz pomenutog lika (у. 

sl. 2. rada). Ovo с.ето i posebno obraz1oziti. U projekitvnoj . 
ravni tri nekolinearne tacke odrec1uju sest"projektivnih du-

zi. Ро tri tal~e duzi odreduje samo cetiri projektivna trou

gla. Osiт zahteva da svake dve od tri takve du~i пе pripada

ји istoj pragektivnoj pravoj i zahtev da za 1ik istovetan 

uni.ji tih duz.i bude zг.dоvо1јепа РаБоуа aksiorna је bitno ogr

anicenje koje итапјије broj onih medu tim 1ikovima koji su 

trouglovi. od cetiri projektivna trougla odre~ena tackama 
• ,о. ~ __ .~,., • _', ~ir ... ~~·-."" _ .~.. """" 

"'А ,В ;'C"glavnog mode1a geometrije' нн ri.ajvise jeda..YJ. је trougao 

geometrije НН. Hairne па svakoj secici apso1ute odred:enoj dv

еrnа od tacaka А,В,С sашо jedna od projektivnih duzi odredena 

ј 

I 
I 
I 

! , 
I 
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tim ta~kama је .du~ geometrije ЕН. РТета tome u ovom sluca

ju od sest projektivnih samo tri duzi mogu predstavljati 

stranice projektivnog trougla koje pripadaju spoljasnjosti 

apsolute. Ali ako unija tih triju duzi nе zadovoljava zag~ 

tev Pasove aksiome, ondata unija nе predstavlja projekti-, . 
vni а ni trQugao geometrije нн. Sem kriterijuma ро kome је 

takva unija duzi geometrije нн trougao ako i saтo ako ta 

rinija pripada Ьаг jednom od pramenova pravih cije је sred

iste Ьаг jedna.od tacaka A~B,C (ili sto је tome ekvivale

ntno: tacno dvema od tih pramenova pravih) mozemo koristi

tii .. jednostavniji kriterijum. РТета ovom kriterijumu da 

bi pomenuta unija tri duzi bila trougao neophodno је i da 

svaka prava dela pramena pravih, pije granicne prave sadr

ze dve duzi te unije, зесе i trecu duz te unije. sako za 

ovako definisani trougao РаБоуа aksioma је zadovoljena u 

glavnom modelu geometrije НН. U preslikavanju f tako de-, о .. 
.... . .fini:sanom tpouglu odgc>v<ara· gkufFBviht'a~a ke-je· pripada~,·.' 

ји stranicarna trougla. U suzenju apsolutnog polariteta W 

па spoljasnost apsolute tome skupu tacaka odgovara unija 

tri preseka tri "dela" pramenova pravih cija зи sredista 

po19vi pravih koje sadrze stranice tog trougla, за unutr

asnjoscu apsolute. Pri tome је granica svakog od tih delo-

уа polara odredenog temena trougla. Svaki od tih delova је 
fl 

skup pravih,koje u polaritetu W odgovaraju tackama odgova-

raj~ce stranice trougla. Posto svako teme trougla pripada 

dvema njegovim stranicarna, svaka granicna prava bice inc

identna sa dva pomenuta dela odgovarajucih pr'amenova pra

vih. U izomorfizmu Beltrami - Klajnovog modela geometrije 

Lobacevskog i S - modela te geometrije prethodno opisanom 

Гiku·'Оd.gоvага unija tri rtdеТаtl~trТ'Ћiр'егЬоliсnа pramena'" 

pravih takvih da је granica svakog od tih delova zajedni

cka prava зато јОБ jednog od preostala dva pomenuta dela. 

i! 
'1 
l' 
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U proizvodu prethodnih izошогfizаша svaka granica odgovara 

izvesnom temenu trougla glavnog шоdеlа gеошеtгiје нн. Zato 

Би svake dve 'od tih granica meclusobno hiperparalelne. Јег 

u suprotnom slucagu - ako dve granicne prave npr. а i Ь·пе 

bi bile hiperparalelne - onda bi njima odgovarajuca temena 

А i В glavnog modela geometrije нн pripadale tangenti ili 

sp61jasnjoj pravoj apsolute, dakle ne bi bila incidentna 

pravoj geometrije НН. Pod ttdelom" hiperbolicnog pramena pr

avih geometrije Lobacevskog podrazumevali Бто skup svih pr

avih tog pramena izmeau dve date prave tog pramena - gran

i6e pramena. Пsiоvu ро kome svaka prava dela pramena prav

ih cije је srediste jedno od temena trougla geometrije ffii, 

а granice prave koje sadrze stranice incidentne tom temenu 

u ~ - modelu geometrije tlН odgovara sledeci uslov: bilo 

koji hiperbolicni pramen pravih koji sadrzi jednu od gran

ica p~ethodno opisana tri dela tri hiperbolicna pramena 

pravih" sadrzi pravu onog .dela. р.QmЈ;~дцtiЬ.,р-~lQуа t.ri, hipe:r:~ 
bolicna pramena pravih, koji је ogranicen drugim dvema gr

anicama. Samo za tri dela hiperbolicnih"de1ova pramenova 

pravih koji zadovo1javaju Буе prethodno navedene uslove u 

.I:1E - modelu geometrije нн tacno је tvrdenje: "Svaki hiper

bolican pramen pravih koji sadrzi ргаУи incidentnu jednom 

od tri dela hiperbolicnih pramenova pravih sadrzi i pra~u 

koja pripada jednom od pre:ostalih de1ova il
• Ovo tvrdenje u 

pomenutom izomorfizmu odgovara Pasovoj ~~siomi geometrije 

НН formu1isane za trougao te geometrije. Aksioma II4 geo

metrije ~ill је tvrdenje dua1no РаБоуој aksiom~ apso1utne 

geometrije u Во1јајеуот smis1u. OVo tvrdenje formulisali 

smo па str. 65. rada.Teoremu geometrije Lobacevskog koja 

odgovara toj aksi-omi geometrijeRR nе6ешо navoditi s obz

irom da пета principija1nog znacaja. Mada зе to isto moze 

reci i za teoreme koje odgovaraju aksiomama Бl i 52 i ak-
(" 

.\ 
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siome D1H i D2H s obzirom па specificnost aksioma Б1 i .Б2 

odgovarajucoj teoremi aksiome Б1 formu1isanoj koriscenjem 

izomorfizma posveticemo nesto vecu paznju. Pre toga роmеn

imo samo da aksiomi D1H odgovara teorema geometrije Lobac

evskog ciji је sadrzaj analogan Dedekindovom tvrdenju geo

metrije Lobacevskog koje зе odnosi па skup pravih hiperbo

licnog pramena pravih te.geometrije; aksioma D2R utvrduje 

da za skup pravih pramena pravih geometrije нн vazi tvrde

nје analogno aksiomi D1R. koja se odnosi па skup·tacaka pra

ve te geometrije - skupa pravih konkurentnog pramena pra

vih geometrije нн u pomenutom izomorfizmu odgovara skup sv

ih hiperbolicnih pramenova pravih koje sadrze istu pravu 

geometrije Lobacevskog. 

bleka је S s~ediste konkurentnog pramena pravih 

geometrije .нн, а p'prava kojoj tacka S nе pripada. Ako· nе-

,ke. dve prayepramen?:. sredista S. sekupravu р, tada i sve 
.' • - - , .~ ". ~г.· __ " __ " ... ,~ , •• ,,~ ..... ,'''<_'''-~'~' ...... ''v'' ,~-.:~ -,О"!. ...,; 

prave izmedu tih dveju pravih seku pravu p~ Kasnije сето 

pOkazati24 ) da је skup tacaka prave р ihcidentnih аа pra

vama pramena sredista S - ako nije prazan - istovetan sk

upu tacaka poluprave prave р ili unije skupa tacaka dve 

disjunktne poluprave te prave. U ci1ju formu1is~~ja teor

еmе koja odgovara aksiomi Sl za sadaje dovo1jno оnо sto 

smo prethodno utvrdi1i - da је sk~p pravih pramena sr~di

sta S incidentnih sa tackama pra'Je р deo pramena рrаviЪ i 

da skup odgovarajucih tacaka prave р pripada duzi te рга

уе. U izomorfizmu S - mode1n geometrije нfi i.mode1a te ge

ometrije u S - modelu geometrije Lobacevskog de1u konkur

entnog pramena pravih geometrije нн odgovara skup hiperb

olicnih pramenov.a рrаы:Ј.h incidentnih. sа.i$'t;Qщрrау.9Ш s 

24) Prilikom dokazivanja tacnosti aksioma V Н u 
НE-mode1u geometrije НН. То isto sasvim neposredno se mо
ze ~tvrditi i u glavnom modelu geometrije нн. 

.,-. ~.~ 

:'ј 
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koja u tom izomorfizmu odgovara tacki S pr~ cemu tacke pre

seka osnova tih hiperbolicnih pramenova predstavljaju skup 

istovetan skup'3 tacaka odgovarajuce duzi prave s. Skupu. ta

caka prave р incidentnih sa pravama pramena sredista Su is

tom izomorfizmu odgovara deo hiperbolicnog pramena pravih 

cij.a osnova р odgovara ргауој р geometrije нн. БУЭkој tacki 

prave р incidentnoj pravoj pramena sredista S odgovara pra

уа koja pripada i pramenu pravih овпоуа р i оnот hiperboli

спот pramenu pravih koji sadrzi pravu s koji odgovara роте

nutoj pravoj pramena pravih sredista Б. Ргета tome svaka 

prava odgovarajuceg dela hiperbolicnog pramena pravih osnove 

р је zajednicka normala prave р i izvesne osnove odgovaraju-

ceg dela pramena hiperbolicnih pramenova incidentnih за pr

ауот Б. Zbog izornorfizma prave tog dela hiperbolicnog pram

епа osnove р зи u istovetnom odnosu rasporeda за odgovaraj

ucim odnosom hiperbolicnih р ргаmепоуа pravih koji pripada

ји pramenu'hiperbolicnih pramenova incidentnihcSa'pravom s~ 

Svakoj transformaciji podudarnosti geometrije НR 

~' odgovara neka transformacija podudarnosti geometrije Loba-

cevskog. U prvorn od preslikavanja proizvoda preslikavanja 

kojim'se ostvaruje izomorfizam S - modela geometrije нн i 

geometrije Lobacevskog transformacijama podudarnosti geome

trije НН odgovaraju suzenja па spoljasnjost apsolute sv'ih 

automorfizama apsolute. ~ransformacija svakog od tih suze~ 

пја preslikavanjem f istovetno је tom ;.1;uzenju. Neka је 
о 

g bilo koji automorfizam apsolute. Tada је, ako g posmatr-

ато kao projektivno preslikavanje skupa ргаviЪ projektivne 

ravni, transmu'cacija W о g о \lг1 projektivne kolineacije g 

apsolutnim polaritetom W projektivna kolineacija koja је 

takode auf'orrrorfizam a:psolute.·'~Ak·6'Je· g(p)=p"', tada је 

W о g о W-1 CJ1)=P" gde је W(p)=P~ Ako umesto tr'ansformacije 

g razmatramo suzenje g te kolineacije па unutrasnjost арз-
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olute, tada се u toj transformaciji projektivnim duziша un

utrasnjosti apsolute ciji krajevi pripadaju apsoluti odgov

arati p~ojektivne duzi iste prste. Projektivna kolineacija 
.... л 1 
W о go w- је suzenje па spoljasnjost apsolute projektivne 

kolinea~ij~ W о g о W-1 takvo da ako је g(d)=d'gde su d i 

d' duzi unutrasnjosti apsolute ciji krajevi pripadaju apsol~' 

uti, tad~ је~WоgоW-l(D)=D'gdе је W(dj=D25 ). ~a isti nacin ... 
~. pokazujerno da : u izornorfizrnu оstvагепош preslikavanjem W Би-

zenju h nekog automorfizrna apsolute па spoljasnjost apsolute 
А 1 А 

odgovara suzenje automorfizrna W- о h о W па unutrasnjost ар-
А W .... -1o .... h А solute. Pri tom ako је ft~D)=D~ tada је о W(d)=d'gde .... ..... 

је d=W(D) а d~W(D'. Posto projektivnim duzima d i d'unutra-

snjosti apsolute ciji krajevi pripadaju apsoluti, u izomor

f~zmu baltrami-Кlajnovog.f S - modela geornetrije Lobacevsk

og odgovaraju prave geometrije Lobacevskog, ргета prethodn

qш' ako tacki D geome·trije .fui odgovara tacka D'u nekoj tran

sJo:rl1laciji.podudarnosti t~ geornetrije, tada pravoj d geome
trij~~ Lob~~'~~~~k~g ~dgovaraj'uc~j' u tom izom~rf:Limll':eacki Н,' 
u odgovarajucoj transforrnaciji podudarnosti geometrije Lo

bacevskog odgovara prava d~, koja u tош' izomorfizmu odgov

аГа tacki D'. Ј.1а prethodnoj stranici dokazali Бто пе saтo 

da Буа}(ој transforrnaciji podudarnosti geometrije нн odgov

~a transformacija podudarnosti geometrije Lobacevskog~vec 

i da svakoj transfromaciji podudarnosti geometrije Lobace

vskog odgovara transfromacija podudarnosti geometrije нн. 

Posto је u dokazu te znacajne cinjenice kljucnu ulog~ igr

ао izomorfizam glavnog modela geometrije НН ostvaren suze-
... 

25)Ба W(d)=D i W(d' )=D' oznacili Бто zapravo da 
duzi d odgova,ra tacka D u apsolutnom polaritetu W. Ргеmа 
tome smo Ба W u ОУоm slucaju oznacili, suzenje apsolutnog 
роlа.гit~tЭ:·"·"\У·nа 'unutrasnjost арэеlutе .... ,.,.51iСпо. tome .n. pola-.. 
ritetu Wtacki D odgovara пе prava W(D), ~ec presek te рг
ауе sa unutrasnjoscu apsolute. Umesto W- mogli Бто svuda 
pisati samo yl јег је ~'4 involutivna transformacija. 

.1 
1, 
! 
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nјет apso1utnog po1ariteta па spo1jasnjost apso1ute i ~e1-

trami-Кlajnovog mode1a geometrije Lobacevskog iz tog doka

za sledi takode vrlo vazan stav: 

Stav 4. Skup transformacija podudarnosti geometr

ije НН predstavljen је u glavnom modelu te geometrije sku-, 
рат suzenja па spoljasnjost apsolute svih automorfiz"ama 

apsolute. 

uavescemo i primer: odredicemo transformaciju pod-

udarnosti geometrije НН koja odgovara osnoj simetriji geo

metrije Lobacevskog. Pri tom odredivanjy koristi6emo stav 

ро kome је skup svih invarijantnih tacaka (i uopste inva

rijantnih likova) transmutacije neke transformacije istov

etan skQpu slika invarijantnih ta~a (i uopste invarijant

nih likova) transformacije koju transmuthjemo u transform-

aciji kojom izvodimo transmutaciju. Ako је р osa simetri

је geometrije Loba~evskog, tacka Р = W(~) је prema pretho-

f" dnom invarijant1ia tacka transformacije koja toj озnој sim

etriji odgovara u glavnom modelu geometrije нн. Posto su u 

razmatranoj simetriji,invarijantne i sve prave hiperbolic

nog prame'na pravih osnove р, а svв-1{ој od tih pravih u pol

aritetu"W odgovara invarijantna tacka odgovarajuce transf

ormacije, u-Беltrami - Кlajnovom modelu geometrije Lobacev

skog skupu pravih hiperbolicnog ртатеnа pravih osnove р od-
ft . 

govarace skup projektivnih duzi unutrasnjosti apsolute ciji 

krajevi pripadaju apsoluti takvih da projektivne prave koje 

te duzi sadrze, sadrze i pol Р projektivne prave р koja 

odgovara osi р simetrije. uato се i svaka tacka koja tim du

zima odgovara u suzenju apsolutnog polariteta W па unutra

snjost apsolute pripadati polari р tacke Р u polaritetu W. 

I--тесizniје: skupu tIh"·~a.uZ;1 "o"a.govara6e skup svih t"acakapr

ojektivne duzi spoljasnjosti apsolute ciji krajevi pripada

ји apsoluti i koja pripada polari tacke Р. Dftkle hiperboli-
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pramenu pravih osnove р koji је u osnoj simetriji ose 

~. invarijantan prava ро prava u transformaciji koja odgova

:~a .toj simetriji, odgovara projektivna duz koju это pretho

opisali, i koja је u toj transformaciji invarijantna ta

'~cka ро tacka. Кэkо је tom projektiynom duzi predstavljena 
. . 
'prava geometrije НН, mozemo konaCIlo zakljuciti da је transf-

ormacija poduarnosti geometrije нн odgovarajuca osnoj sime-

"triji geometrije Lobacevskog transformacije koja zadovo1java 

Буе zahteve definicija 1. i 2. istovremeno (v.str~55. rada). 

Preme tome transformacija koja odgovara osnoj s~metriji geo

metrije Lobacevskog је transformacija koja је istovremeno i 

centralna i osna simetrija geometrije НН, te bismo је mogli 

nazvati i centralno-osnom simetrijom te geometrije. Primeti

шо uzgred da је centralno-osna simetrija geometrije нн u gl

avnom modelu te geometrije predstavljena suzenjem harmonij

ske homologije projektivne ravni па sроlјазnоst apsolute pri 

~еши su' sr·e'aiS'-tе··-'I",'Оsэ:,,."t·е'h61nоrоgt~-еоdgovагајuСi ,pol',i pol-

ата apsolutnog polariteta. ОsЉm ovog primera, nесето vise 

davati prime:re koriscenja izomorfizma n'a koji smo ukazali, u 

cilju oj.red:ivanja svih vrsta transformacija podudarnosti ge

ometrije ЕН, kao i njihovih svvjstava. 

Aksiomama paralelnosti geometrije нн odgovarace te

oreme gеошеtriје Lobacevskog koje se odnose па odnos incid-
ft 

encije prave te geaтetrije i odre.denih hiperbolicnih prame-

nОУа pravih iste. od dveju mogucih formulisacemo sаша teor

ети koja odgovara aksiomi V Н geometrije'НE. Prema toj aksi

omi ako tacka Р nije incidentna sa pravom а geometrije НН, 

postoje nајmаnје dve prave incidentne sa tackom Р koje pravu 

а nе sek~. u slavnom modelu geometrije НН tacki Р odgovara 

neka tacka Р sp;lj'asnj'osti' apsolute, а pravoj a'''-proje1t'tivna:' 

duz spoljasngesti apsolute ciji krajevi pripadaju apsoluti, 

koja nije incidentna sa tackom А. ovu Projektivnu duz ozna-

, 

" 
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cicemo ta...1.cod:e sa а. Буе prave pramena pravih sredista Р ko

је sekU apsolutu i projektivnu duz komplementnu duzi а u 

'unutrasnjim tackama te duzi sadrze projektivne duzi koje 

predstavljaju prave pramena sredista Р koje пе seku pravu 

а. 'i'acki р u polaritetu W odgovara secica apsolute. l:'resek 

te secice sa unutrasnjoscu apsolute oznacicemo sa ',Ре 'l'aj 

presek u Deltrami - Klajnovom modelu geometrije Lobacevsk

og predstavlja ргауи Р te geometrije. ~ojektivnim duzima 

spoljasnjosti apsolute ciji krajevi pripadaju apsoluti i 

koje sadrze tacku Р odgovaraju hiperbolicni pramenovi pra

vih koji sadrze pravu р. Unimod tih duzi koje predstavlj

аји ргауе pramena sredista ~ koje пе seku pravu а, odgova

race hiperbolicni pramenovi pravih koji пе sadrze nijednu 

pravu hiperbolicnog ргатепа pravih osnove а.' Ovo se nepos

redno zakljucilo iz .beltrami - Klajnovog modela geome-trije 

Lobacevskog i glavnog modela geometrije нн. Naima posto 

projektivna duZ. s:poljasnjos.:ti-a:p.sol1rt.eko.;ja ·-sadz?,zi tacku Р. 

i pripada opisanoj vrsti projektivnih duzi пета nijednu 

zajednicku tacku sa projektivnom duzi а,- za hiperbolicne 

pramenove pravih koji odgovaraju tim duzima u izomorfizmu 

glavnog modela geometrije НН i modela te geometrije u ьео

metriji Lobacevskog пе moze postojati nijedna zajedni{':ka 

рга\та. 

U izomorfizmu koji smo m.zтatrali tackama ~i ргю.та

та geometrije :нн odgovaraju prave i hiperbolicni ргатепо

vi pravih geometrije Lobacevskog, osnovnim i izvеdепiш ге

lacijama geometrije нн osnovne i izvedene relacije ьеоroе

trije Lobacevskog, tr~sformacijaтa podudarnosti geometri

је НН transformacije podudarnosti geometrije LoBacevskog 

pri сети su te relacije relacije 'prf!V"i.h·~'il·i relacije izme

с.и pravih i hiperbolic.nih ргаmепоу_ ,vj>ravih te geometrije, 

а transformacije podudarnosti tгапsfогшасiје skupa pravih 
(") 
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i skupa hiperbolicnih ргатеnоуа pravih geometrije Lobacev

skog. Ovo poslednje sledi iz ceinjenice da је slika bi10 

kog hiperbolicnog ргатеnа pravih geometrije Lobacevskog, 

hiperbolican ргашеn pravih cija'je оэnоуа slika sonove da

tog hiper.bolicnog ргатеnа. Neke od teorema koje su odgovara-

1е aksiоmаша geometrije нн i bi1e upisane u odgovarajucoj . ~ 

desnoj koloni па stranicama 81, 82, 84, 85. rada, а nагос-

ito teorema koja odgovara РаБОУОј, ра i aksiomi Б~, koje 

se odnose па prave i heiperbo1icne pramenove ge~metrije Lo

bacevskog vrlo је tesko dokazati u toj geometriji. A1i u 

izomorfizmu r'geometrije pravih i hiperbo1icnih prarn§nova ge
ometrije Lobacevskog" i glavnog mode1a geometrije нн svim 

tim teoremama odgovaraju sasvim jednostavne teoreme proje-
. \ -

ktivne geornetrije. D8kle zahva1jujuci tom izomorfizmu u 

stanju smo nе sашо da formulisemo, уес i dэ. utvr,iuj ето па 

neupgredivo jednostavniji nacin nego sto.bismo to cini1i 

u в- -' mode1u geometrije-·'fiьЪа'сеV-Skо€!;-'З~'tе-.t'е'огmnе :.'",ok 

S - mode1i bilo koje geornetrij~ u skupu svih rnо

dela te geometrije zauzimaju istaknuto mesto. Oblast inte

rpretacije p~omen1jivih d~te geometrije је skup ciji su 

e1ernaati proizvo1gne prirode i, uko1iko эе ta geometrija 

razvija kao ~eometrija ауе vrste promenljivih, k1asa od

гe~ene vrste podskupova tog skupa pri сети se takvirn pod

skupovima interpretiraju promenljive druge vrste. Ako је, 

kao sto је to uobicajeno ugeornetriji, u pitanju S - mod

е1 sistema akkioma te geometrije,utvrdivanje tacnosti tv

rdenja te 6eometrije, odnosno odredivanja svih posledica 

tog sisterna aksioma и S - modelu u sustini se gotovo nе 

razlikuje od izvodenja dokaza odgovarajucih teorema u tmj 
-. ,', ;. '." _. _ -~<~. ,.>. ," ," .. ~_.,' -- ~ ,"'-,--.- '" '- .. ,-~ '-~~''1>"''ЧГ.!:Т-'о<'.;f·''~'''''~ .-•. >,. ',.с.' ..... '..: __ ........ -, ... , ._,. 

geometriji. Razlog tome је, istaknimo јоэ Јеаnот, proizvo-

1ја priroda elementa oblasti interpretacije. Zato se iz 

prakticnih razloga i kao sto вто to prethofulo obrazlozili, 

.... 



95 

sasvim opravdano, geometrije razv~Jaju kao teorije njihovia 

S - тоае1а, tj. kao po1uformalne teorije. Smatramo da оуај 

pos1~dnji izraz koji је povodom toga upotrebio pisac аеlа 

1161 па najad'ekvatniji nacin izra~ava prirodu takvih mode-

1а. Upravo ta oko1nost sto po1uformalna teorija, mada mod

е1, ima sva svojstva kojom se u sustini od1ukuje i odgvara~ 

јиса teorija oтogцcиje da зе роmоси nје ustanovi neposred

па veza sintakse sa semantikom. U tom smislu u geometriji 

se 8 - model konkretne geometrije n~jcesce indentifikuje 

sa tom geometrijom. 

Izomorfizam 8 - modela geometrije ЕН i НЕ - modela 

te geometrije posle identifikacije S - тodela sa odgovara

јисош geometrijom moze se protumaciti i па drugaciji nacin 

kao interpretacijC+ geometrije ЕН u geometriji Lobacevskog. 

ovu interpretaciju u prethodnoj tacki nazvali smo НЕ - то

delom geometrije ЕН i tek naknadno 'lotkri1i 11 аа је osnovna 

pobuda formiranja'~akvog modela Ыо izomorfizam 8 - modela 
.' ,~. ";-~ ~;, .... , .',.!,'"".".,~~"-,,,',~:;;:-.>., .. .; , .... ,".-"'--,-,.~ .. "",. . .. -, "-"-'.'''~.~~,- - "~о .;.: 

pomenutih geometrija. Izomorfizam 8 - modela geometrije нн 

i geometrije Lobacevskog тoze se slicno prethodnom protum

aciti i kao interpretacija geometrije НН u geometriji Lob

acevskog ili зе moze opisati i kao НЕ - model geometrije 

НН. Sve teoreme geometrije Lobacevskog odgovarajuce aksio

тата geometrije НН koje smo izlozili u desnoj kOloni, а i 

.teorerne koje srno formulisali kao tvrdenj~coja odgovaraju 

РаБоуој aksiomi, ~~siomi 82 su interpretacije sistema ak

sioma geometrije НН. Izomorfizam па koji smo ukazali b~

antuje аа su sva ta tvrdenja teoreme geometr~je Lobacevskog, 

tj. osigurava tacnost aksioma geometrije нн u tom modelu 

tog sistema aksioma. Ipak сето radi ilustracije prove~iti 

tacnost aksioma parale1nosti sistema э-Џ;:siоща g~ощеt.гјј.е ДИ 

u njenomНE - modelu. Skrecemo paznju da se osnovni i neki 

izvedeni poymovi, relacije i transformacije koji odgovaraju 
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odgovarajucim pojmovima geometrije НН, izlozeni u desnoj 

koloni па stranama 79, 80 i 81. rada, u "поуот svetlu" то

gu shvatiti i kao tumacenja odgovarajucih osnovnih i nek

ih izvedenih ројтоуа geometrije НН kao·i osnovnih pelacija 

i trans.formacija te geometrije u НЕ - mode1u sistema akSiOВi 

та НН. Koristee'i izomorfizam odgovarajucih modela pokazali 

smo"'da је osnom simetrijom geome·t;rije Lobacevskog predsta

vljena osno-centralna simetrija geometrije нн (оуо se tak
О'-'е moze proveriti i u НЕ - modelu geometrije нн па nacin 

istovetannacinu па koji smow ucinili u slucaju НЕ - mod

ela geometrije ЕН). Svaka ргауа hiperbolicnog pramena рга

vih geometrije Lobacevskog osnove р invarijantna је u sim

etriji ose р. Kako ta simetrija predstaija u modelu i cent

ralnu simetriju geometrije НН ргеmа prethodnom svaka ~rava 

hiperbo1icnog ргатепа pravih ose р :ргеd~,гtаvlја u modelu ta

cku geometrije НН invarijantnu u toj centralnoj simetriji. 

Prema de.finiciji 4. (str.57. rada).~vaka prava hiperbcflic-
.'-., .~,. ~.~ _._~'.,._-.--:~. __ .. ':·.?·.,~.r_ .. _ ... _:~~·'~~,,,.,_ .. ~"~ __ .r~ ••• ~" •• _ ,. _;;;'~" 

nog pramena pravih osnove р predstavlja и modelu tacku su-

protnu tacki koja је u modelu predstavljena pravom р. Pos

toje i prava р in~arijantna и siтetriji и odnosu па bilo 

koju ргаУи normalnu па pravoj р, sledi па osnovu iste de-. 

finicije 4. da је tacka predstavljena ргауот р suprotna 

svakoj tacki predstavljenoj bilo kojom pravom hiperbolic

nog ргаmепа p~vih osnove р. 

Neka Би prave а koja пе pripada hiperbolicnom pr

атепи pravih' osnoye р i i;aj hiperbolicni ргатеп pravih in

terpretacije date tacke i date prave geometrije НН pri се

ти ta tacka ita prava nisu incidentne. Pretpostavimo па

јрге da је ргауа а istovetna ргауој р. Ta~a nijedanhiper-

~;." '._~_;;b~Qlican ргатеп pravih koji sadrJi ргР.-уиа п.е.-E:iqq,r~:i,_,ц=kј.е9-!.Ш,,-,4"" 

ргаУи hiperbolicnog ргаmепа pravih osnove р tj. а jer su os

поуе svih tih hiperbolicnih pramenova prave ргатепа osnove 

i 
-' ,~, i 



, 
(., 

- 97 -

р, tj. а. Dakle u оуоrn slucaj~ nijedna prava koja sadr~i 

tackц А, koja је u modelu predstavljena ргауоm а, пе зесе 

ртаУи р koja је u modely. predstavljena hiperbolicnirn рга

mепот pravih 5snove р. 

U оуоrn kao i u slede/.im sly.cajevima oslanjali зто 

зе.па stav ро kome је potreban i dovoljan uslov da hiper

bolican ртаmеп pravihincidentan за ртауоrn а sadrzi pI'avu 

hiperbolicnog ргатепа озпоуе р postojanje zajednicke' пот

male osnova tih pramenova. Posto оуа zajednicka.normala 

pripada i jednorn i drugom ргатепи pomenutih озпоуа, опа u 

modelu predstav-lja tach.'"U preseka pravih predstavljenih tim 

pramenovima. Кмо svaki hiperbolican pramen koji sadr~i 

pravu а predstavlja pravu koja sadrzi tacku а, а svaka рг

ava pramena озпоуе р tacku prave р geornetrije нн predsta

vljene hiperbolicn~m ргатепоm pravih osnove р, ргета рге

thodnorn skup pravih pramenapravih sredista А koje seku 

ргауи р pred.stavljen је u modelu skupom'hii?erboIicnih pra

mепоуа koji sadrze pravu а i cije su ospove hiperparalelne 

за osnovom р biperbolicnog ргаmепа pravib osnove р. Skup 

svih pravih ргатепа pravih sredista А koje пе seku ргауи р 
• 

bice predstavljen u modelu slrupom svih hiperbolicnih рга-

menova pravih koji sadrze pravu а, ali cije osnove nisu 

hiperparalelne sa pravorn р. 
fl 

Razmotrirno ртуо sluc~j kada se prave а i р seku. 

РОББО ргета predpostavci prava а nlJ8 ргауа hiperbolicnog 

pramena pravih osnove р иьао pravih а i р је ostar. Svaka 

оа polupravih па koju pravu а razlaze tacka preseka ргау

ih а i р је krak jednog оа dva ostra ugla koje obrazuju 

,prave а i р. rrema pOZnE;.toj -teoremi geometrije Lobacevskog 

skup svih normala па јеаan оа tih Па...1соуа moze se razlozi

ti па skup normala koje seku drugi krak i skup normala koje 

taj krak пе seku. Ti drugi krakovi pomenutih ostrih uglova 
(" 
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su poluprave prave р па koju tu pravu razlaze tacka prese

ka pravih а i р. Na osnovu prethodnog moze se jednostavno 

zakljuciti da је svaka tacka zatvorene duzi prave а ciji 

аи krajevi taCke. preseka normala па pravu а koje su paral

elne sa pravom р tacka preseka оnе mormale па pravu а koja 

nije hiperparalelna sa pravom р. Prema tome ni za jednu o~ 

iakvih normala nе postoji zajednicka normala te normale i , 

prave р. Hiperbolicni pramenovi pravih cije su озnоуе ор

isane normale su hiperbolicni pramenovi pra~ih 

." :'1 pravih koje 

sadrze pravu а ali nijedan od njih nе ~drzi nijednu pravu 

hiperbolicnog pramena pravih osnove р. S obzirom da svaka 

duz sadrzi neprebrojivo mnogo tac~~a takvih hiperbolicnih 

pramenova pravih ima takode neprebrojivo mnogo. 

Ako је prava а hiperparalelna аа pravom р па sli

саn nacin kao u prethodnom slucaju moze se ddkazati аа skup 
, 

tacaka zatvorene duzi prave а ciji Би krajevi tacke preseka 

onih dveju 'normala па pravи' а ko'je'su"paralelne за' prav'om р 

predstavlja slQlP tacaka preseka onih no~mala па pravu а ko

је nisu hiperparalelne sa pravom р. Svaka od tih normala 

је osnova hiperbolicnog pramena pravih koji sadrzi pravu а 

i nе sadrzi nijednu pravu hiperbolicnog pramena pravih оа

nоуе р. 

Ako је prava а ·hiperparalelna за pravom р .. za ra-
" ft 

zliku оа prethodnih slucajeva skup tacaka preseka svih nо---

rmala па pruvu а koje nisu hiperparalelne за pravom р nije 

skup tacaka duzi vec zatvorene poluprave prsve a,cije росе

tak tacka preseka .оnе normale па pravu а koja је paralelna 

за pravom р. od ауеји polupravih prave а Сiji.јq:юСеtak tacka 

,~ pomenuta poluprava је po!upravakoja pripada оnој od orj-
" "о - l ';-1'. +"'_ о.;; : _ • -'4 ", ~ .. 1 • 

entisanih pravih prave а koja је paralelna pravoj р. Posto 

је i skup tacaka polupraveneprebrojiv i u ovom slucaju ро-
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stoji beskonacno mnogo hiperbolicnih pramenova pravih koji 

u modelu predstavljaju ргюте pramena sredistaA koje nе se

ku'. pravu р. 

Prema aksiomi V.H geometrije нн svakoj pravoj р te 

geometrije pripadaju пајтапје dve tacke koje sa sredistem 

А ртаmепа pravih nе odreduju pravu. Provera tacnosti ove 

aksiome u НЕ - modelu geometrije НН, pod uslovom da su ume-

sto skupa hiperbolicnih pramenova pravih koji sadrze pr-

avu а razmatra skup hiperbolicnih pramenova prayih koji 

sadrze pravu р, ana10gna је prethodnoj. Naime svaka prava 

hiperbolicnog pramena osnove р pretstav1jaUmod~~u neku 
v 

tacku prave р. P~sto је tacka А predstav1jena u modelu РТ-

ауот а koje пе pripada pramenu osnove р prava koja jeinc

identna. sa tackom А i nekom tackom В prave р predsta

v1jena је u mode1u,hiperbo1icnim ртатепот pravih koji sa

drzi i ртаУи а i pravu, Ь рташепа pTaY~Jl osnov~ p'pr~ cemu 

pravu Ь pretstav1ja tacka В. Dabi u geomet~iji Lobacevskog 

neki hiperbo1ican ртаmеп pravih sadrzao dve prave potrebno 

је i dovo1jno da је osnova tog pramena zajednicka norma1a 

tih pravih. Лkо takva zajedni~ka normala пе postoji, tada 

te dve prave nisu incidentne sa istim hiperbo1icnim ргзmе

пот те u modelu predstav1jaju tscke za koje пе postoji pr

ava koja је incidetna за svakom od tih tacaka. Drugim re~

ima skup svih norma1a па pravup koje nisu hiperparale1ne 

sa pravom а predstavlja u HE-modelu sku~ svih tacaka ртауе 

р geometrije НН za koje пе postoji рrюта ртатепа pravih 

srеdiзtа А koje incidentna за bi10 kojom od tih ТаСаКа. 

3. Provera ta~nosti aksmoma apsolutne geometrije 

u geometrijama ravni 182 • Бistеm a..1csioma incidencije tl ар_ 
solutno" apso1utne dvodimenzione geometrije (~ 2.9. ) for

mirali зто ka9 presek svih aksioma grupa aksioma incidenc

ije dvodimenzionih projektivno metrickih geometrija. Skup 
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aksioma svake od tih grupa је nezavisan. Zato је i skup аК

sioma incidencije apsolutne geometrije istovremeno i najsi

ri nezavisan skup tvrdenja kojima se utvrduja zajednicka 

sVQjstva relacije incidencije svih projektivno metrickih 

geornetrija. Aksiorne incidencije projektivno rnetrickih geo

metrija-razlicitih od klasicnih formirali smo kao aksiome 

gеQшеtriје odgovarajucih oblasti projektivne ravni. Dakle, 

i skup aksioma incidencije apsolutne geometrije, па pret

hodno ukazani, роsлеdаn nacin,. takode је vezan za_relaci

је incidencije koje vaze za odgovarajuce likove.tih оЫа

sti projek~ivno metricke ravni. Ртеша tome пета potrebe 

proveravati tacnost aksiome incidencije apsolutne geomet

rije u geometrijama odredenih oblasti projektivne ravni 

(projektivno metrickim ge0n;t:etrijama). 

Podsticaj za utvrc'tivanje aksioma transformacija 

podudarnosti bio j~ ip~~ drugacije prirode. U tom slucaju 

pre svega Smo se oslanja1i Ђ,§: ргinсiр:ро_~ощ~" se bi~.na sv

ojstva ројтоуа odreJenih па osnovu iskustava u izvesnoj 

oblasti, prilikom prosirivanja tih ројтоуа i па podrucja 

koja obuhvataju tu oblast, ili па nоуе пјој sli~ne оЫав

ti, zadrzavaju (princip permanencije). ТаКо зто па primer, 

sadrzaj teorema kojom se u /1/ izrazavalo bitno svojstvo 

"kretanja lt klasicnih geornetrija usvojili kao aksiomu G2A 

grupa aksioma transf ormacija pOdudarnosti svih projekti

упо metrickih geometrija, ре dakle i apsolutne geometrije. 

Naravno da ovaj drugi put zahteva proveru tako odabranih 

aksioma u шоdеlimа svih рошепutih gеошеtгiја. Ni Бто tu 

proveru i izvrsili. Ovde сето izloziti smo опај пјеп deo 

koji se odnosi па geometrije ravni l s2 • 

Рге togaiz10zicemo.u о snov:nim' cr-t,:amaono sto ве 

odnosi па ргеdstаvlзапје transformacija podudarnosti u ge

ometrijama ravni lБ2 i odrediti koje projektivne ko1ineac-
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ije predstav1jaju centra1ne i osne simetrije tih geometri

ја. Мааа је to dovo1jno poznatno i iz opstih iz1aganja о 
. 1 

geometrijama ravni Б2' stavom 4. rada (~ [~. 2.)- u riode1u 

јеапе od tih geometrija u geometriji Lobacevskog, potvrdi-

1i ето da је skup transformacija podudarnosti i te geomet

г~je skup suzenja па spo1jasnjost apso1ute svih automorfi-
'\ 

zama te apso1ute. Na slican nacin to smo mog1i utvrditi i 

u опој drugoj geometriji idea1ne oblasti ravni lв2 • 
Na osnovu teoreme 13.t.3. C/3/str.93.) ciji ето 

sadrzaj ~zlozili i па str. 140. rada /6/, skup svih autom

orfizama apso1ute istovetan је skupu svih ko1ineacija f 

projektivne ravni takvih da је foW = Wof gde је W po1ari

tet projektivne ГЮЋi odreu:en apso1utom. Ovaj pla.ritet се

то u da1jern tekktu cesto nazivati apso1utnim po1aritetom. 

Identifikovanje. automorfizama apso1ute еа ko1ineacijama pr

ojektivne ravni Јсоје zadovo1javaju prethodno navedeni usl-
. ~ 

оу оа velikog је znacaja јег Ви u radu-_/13/·:nav.edene s.y.e 

vrste projektivnih kolineacija koje su permutabilne26 ) sa 

nedegenerisanim hiperbolicnirn polaritetom, а takode i vaz

па svojstva tih kolineacija. ·Na оепоУи tih svojststva mо

ze ее zak1juciti da jedino suzenja perspektivnih kolinea

cija projektivne .ravni па odrec!enu oblast interpretacije 

odgovarajuce geome'crij е zadovo1j avaju zaht evc de finicij е 1. 

~~ntralfue simetrije, pod us10vom da је centar te perspek

ktive tacka oblasti interpretacije. Medutim па osnovu teo

reme 3~ (/б/stг.14-0) ako је пеЈса perspektivna kolineacija 

permu·tabilna sa apsolutnim polaritetom, tada- је ta perspek

tivna kolineacija ha.rmonijska homologija koja је centar pol 

OS<3. Ргета tome bilo koja centralna sirnetrija apsolutne ge-

26) Za kolineaciju f kaze se u /lз/~ј~::јерегmut а
bilna sa po1aritetom \-1 ako i sarno ako vaZif'vJ=\-Iоf. Ovај iz-
raz u istom znacenju upotrebljavacemo i u radu. . 
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ometrije u nјешЬm mode1ima u odgovarajucim oblastima ravni 

182 predsta.v1jena је suzenjem harmonijske homo1ogije proje

ktivne ravni па odgovarajucu oblast interpretacije apso1ut-

'nе geometrije u re.vni 182 uzus10v da srediste te homo1ogi

је pripada oblasti interepretacij е, .:\. da' је to srediste ро1 

" ose homo1ogije u apso1utnom po1arite...tu. Ako је srediste ta

kv~'harmonijske homologije tacka unutrasnjosti apsolute, 

tada је nјеnа osa spoljasnja prava apso1ute. Zato је u то

de1u apso1utne geometrije u sopstvenoj oblasti ravni lв2 
(koji'je istovremeno i B&ltrumi Klajnov model gеошеtгiје 

Lobacevskog) srediste centralne simetrije27 ) jedina invari

jantna t acka te trans fогшасiј е. Osa harmonij ske homologij е 

cije srcdiste pripada idealnoj oblasti ravni lв2 , koji сето 
odsad kratko zva!ci spoljasnjoscu apso1ute, i koja је autom

orfizam apso1ute, sece apsolutu. Sve -t;acke preseka ose sa 

spo1jasnjoscu apsolute su invarijantne tacke centralne sim-

"'~'" etrije onih modela apsolutne geometrije' CIJaj'e '""601astJ ' irit·~·" 

erpretacije ta spo1jasnjost. Posto Би ti modeli istоvгешеnо 

modeli geoтetrija ЕН i НН, па osnovu prethodnog sledi ~a u 

tiш geometrijama svaka centra1na simetrija raspolaze sa bez

broj invarijantnih tacaka. U harmonijskoj hошоlоgiјi cijim 

је suzenjem па oblast interpretacije tih geometrija predst

avljena ta centralna siтetrija svaka tacka ose te hoт61ogije 
Ј" 

incidentna је sa tacno dvema invariј~tniш projektivnim pra-

уата. U glavnim шоdеlimа seometrij.a ЕН i НН presek эато jed

nе od tih pravih sa oblasti interpretacije predstavlja ргаУи 

odgovarajuce geometrije, dok u Rеltгашi - Кlајnоvош modelu 

presek svake od tih p.rc~vih sa unutrasnjoscu apsolute predst-

~ 27) Ovde smo, radi kraceg :tzr,azayanj~,,,::~.~tifikov1' 
ali suzenje projektivne kolineacije па oblast interepretaci
је odgovarajuce geometrije sa transfогтасiјош podudarnosti 
koja је predstavljena tiш suzenjem. Tako сето cesto postupa
ti i ubuduce. 

,.-

I 
I 
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avlja ргаУи geometrije Lobacevskog. U svakom slucaju па os

поуи definicije 2. suzenje hormonijskih homologija cije sr

ediste pripada spo1jasnjosti apsolute па oblast interpreta

cije jedne od pomenutih geometrija predstavlja osnu simetri

ји odgovarajuce geometrije. Time је u tim modelima ~solutne 

geornetrije predsQvljena i osna simetrija te geometrije. Бет 

па 'opisani nacin ОБпа simetrija apso1utne geometrije preds

tavljena је u modelu te geometrije, koji је istovr.emeno i 

glavni model geometrije ЕН, harmonijskom homolog.ijom kojoj 

је osa pravaspolja~njosti apsolute а srediste pol ~se. Osa 

te harmonijske homologije је prava geometrije ЕН te је u 

оуоm slucaju osa odgovarajuce ОБпе simetrije geometrije ЕН 

ргауа. Istom harmonijskom homologijom predstavljena је i 

ОБпа simetrija geooetrije нн ali u odnosu па eliptican niz 

tacaka. 

Ргоуега tacnosti aksioma transformacija podudarn-

osti apso1utne geometrije и geo:netrijama ravrii 182 сс,;.:;. 
Ртеmа prethodnom transformacija podudarnosti geo-

1 metrija re.vni S2 predstavljen~ su su~~enjima automorfiza-

та apsolute па odgovarajuce oblasti te ravni. Zato је, s 

obzirom do. је svako оа tih suzenja bijekcija te oblasti, 

zadovoljen jedan deo zahteva ~~siome GIA. Kako Би ta Би~е

пја saglasna sa relacijom incidencije likova tih oblasti 
ft 

koji predstav1jaju ta~ke i prave odgovarajucih geom-etrija, 

zahtevi te aksiome u potpunosti Би zadovo1:jeni u.sve tri 
. . . l

S geometr~Je ravn~ 2" 

Dokaz tacnosti aksiome G2A. Dokaz tacnosti ove 

aksiome izvescemo istovremeno и Буе tri geometrije ravni 

~S2' Ovaj dokaz и zantanoj meri OSlallja se .. па teoremu pГ~.'~'!:",,:c,,~, .. 

ojektivne geometrije ро kojoj: flAuto ,morfizmi apso1ute 

pres1ikavaju polarni trotemenik u odnosu па apsolutni ро-

1aritet па trotemenik koji је takodje ~utopolaran u odnosu 



1()ц' 

taj po1aritet. Dokaz оуе teoreme izostav1jamo uz пароте-

nu da је опа neposredna pos1edica teoreme 37.1.de1a/13/ 

(str .157.). Prema teoremi 36.1. istog de1a (str .155.) koja 

,ве odnosi па hiperbo1icni po1aritet suzenjehiperbo1icnog 

polariteta па dve stranice autopo1arnog trotemenika и оап

osu'na apsolutni po1aritet је hiperbo1icna, а па preosta1-
, .. 

'ој stranici e1ipticna invo1ucija. Ovoj teoremi odgovara 

teorema 59.8. (/13/str.238. ) ciji drugi аео pogreSno.formu

lisan: flAko је Аве autopolarni troternenik и odno~u па datu 

kопikП, ауе stranice tog trotemenika seku tu koniku, а tr

еса је пе sece; ауа temena ovog autopo1arnog trotemenika 

su spo1ja~nje tacke konike а tre6e је unutra~nja tacka is-

te 11. 

s obzirom аа је polaritet odreden apsolutom, kada 

је опа kao и ovoms~ucaju kriva drugog reda koja nije deg

. enerisa:fia, hiperbo1icni po1aritet prethodne dve teoreme 
"':J.i;."." . ",- • ~.~';','" 

тo~eтo koristiti kada је u pitanju bilo koj~ geornetrija 

ravni 182" Neka su tacka А i prava р i t~cka А1 i prava Р1 
dva incidcntna ,рага tacka - pra\'a a,pso1utne geometrije. 

Ovi parovi predstav1je'ni su odgovaraju6im incidetnim раг

ovirna tacka - projektivna prava (preciznije: presek te pr

ojektivne prave sa odgovaraju6om oblas6u interppetacije ар

solutne gеошеtгiје). Ove parove oznaci6emo i u тоае1и па 

isti nacin kao i и samoj apso1utnoj geoтetriji. Projektivne 

prave koje sadrze interpretacije apso1utnih pravih р i P1 

oznaC1cemo redom sa p'i pi. Tackom А i pravom'~'koje su in

cidentne jednoznacno је odreden autopo1arni trotemenik и 

odnosu па apsolutni polaritet kome su tacka А i prava р' 

tem.e";:h",: stranic~.To istovazi i za .tacku A1 ;i pravupi.· 

Oznacimo p:r-eosta1a 'temena prethodno орisалih trotemenika 

sa В i С odnosno В1 i 01 • РТеrnа prethodno пауеаепој teor

emi dve stranice svakog od tih trotemenika seku apsolutu 
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а treca је пе seCe. Tacke preseka dve@u odgovarajucih str

anica pomenutih trotemenika i apso1ute oznacicemo sa D,E i 

D
1 

i Е1 redom. Tacke preseka drugih dveju odgovarajucih st

ranica tih trotemenika i apso1ute oznacicemo sa F,G i F1 , 

G
1 

redom. Cetvorke tacaka D,E,F,G i D1,E1,F1,G1 su takve 

danijedna trojkaiste cetvorke nije trojka ko1inearnih ta

caka. Svaki automorfizamapsolute koji раг A,p'preslikava 

па раг A1,pi pres1ikava i trotemenik АВС па trotemenik A1 
В1 С1 - Posto vazi obratno svi automorfizmi apso~ute koji 

раг A,p'preslikavaju па рат A1,pi istovremeno Би automorf

izmi apsolute koji trotemenik АВС pres1ikavaju па troteme

nik A
1

B
1

C
1

• Dokazacemo da postoje tacno cetiri takva auto

morfizma. Svaki od tih automor~izama pres1ikava i cetvorku 
. ~ \ 

tacaka D,E,F,G па cetvorku tacaka Dl,El,F~,Gl" Pri tom se 

tacka D moze pres1ikavati jedino па tacke D1 odnosno E1 sto 

vazi i za tacku Е. 'Рт4. tom, ako је s1ika tacke D ,tacka 'Пl 
tada је siikatacke Е tacka E1 " Ргета tome postoje tacno 

cetiri mogucnosti preslikavanja prve cetvorke tacaka па 

drugu cetvorku: 

а) (n,n1 ), (E,E1),(E,F1),(G,G1 ) ь) (D,Dl),(E,E~),(F,G~),(G,Fl) 

с) (D,E
1
), (E,D1),(F,F1),(G,G

1
) dJ (D,E

1
),(E,D1 ),(F,G1 ),(G,F1 ) 

Posto је sa dve cetvorke tacaka "opsteg po1ozaja" . 
jednoznacno odredjena ггојеktivпа kolin~cija па osnovu рг-

ethodnog sledi da pos'toje tacno c.etiri automo:Efizma аРБо1и

te koji tacku А i ргауи p'preslikavaju па tacku A1 i ргауи 

,pi. Кмо Би ti automorfizmi istovremeno i aut.omorfizmi оЫ

asti interpretacije apsolutne geometrije u ravni l S2 , suzc

пја tih automorfizama па te oblasti, koja pretstavljaju od

govarajuce tr~ps,:!ormacije podudarnosti apso1utne geometrije, 

preslikavaju i preseke pravih p'i р! sa tim oblastima - koji 

predstav1jaju prave р i Pl - jedan па drugi. 

ТЈ tekstu koji sledi skup automorfizama apso1ute ko-
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ji kao sto БШО ~o ranije pokaza1i predstav1ja grupu trans

formacija podudarnosti apso1utne geometrije oznacavacemo 

takode sa G. 

Posto Бе ргоуега tacnosti aksiome G3 moze jednos

tavnije izvest~.posle ргоуеге aksiome G4 пајрге сето doka

zati tacnost aksiome G4 u lВ2 - mode1ima te geometrije. 

Ргоуега aksiome G~. Neka Би А i В bilo koje dve 

tacke jedne оа geometrija ravni lВ28 Pokazacemo da su sv

akoj od tih geometrija postoji automorfizam apso1ute -

hormonijska homo1ogija koja "razmenjujel1 tacke А i В. Ви

zenje te harmonijske homologije, ako postoji, па ргаУи 

р(А,В) је hiperbolicna invo1ucija: neophodno је аа раг 

tacaka А,В Ьиае harmonijski konjugovan sa рагош invari~an

tnih tacaka О i 01 te invo1ucije. Zato је раг tacaka C~C1 

раг dvostruko odgovarajucih tacaka hiperbo1icne involuci

је ргауе р( А,В\ kOJoj su .А,В invarijantne tacke. Ovu irw

oluciju oznaci6emo'sa h • A1i p~sto је jedna оа tacaka С 
р 

i 01 srediste а druga presek ose haxmonijske homo1ogije 

koja tacku А ргеs1ikю!а па tacku В koja' pripada grupi G 

neophodno је da tacke С i 01 Ьиаи konjugovane tacke apso1-

utnog po1ariteta ';'1. Zato је раг tacaka С'Оl' МО postoji, 

раг odgovarajucih tacaka suzenja 1;1 apsolutnog po1arite·ta 
р 

W па ргз.vи р. 1\ko је prava р ~rG.v8. spo1jasnjosti apsolute 

tada је W elip~icna invo1ucija. lrema teoremi па str.77. 

de~a /22~ostOji tacno јеаan раг tacaka koji је zajednicki, 

раг homo1ogih e1emenata involucija W i h • Ovај раг t&ca-
р р. 

ka је upravo раг tacaka О i 01' а jedine dve harmonijske 

homologije koje "razmenjuju" tacke А i В i predstav1jaju 

)larщоniјskе. :q.orpo).p~.j.~~grupe .G s~ homo1ogije Ьо i. Ьс . sre-.) . 

dis·te о i 01 cije su ОБе ро1гхе - и odnosu па apso1utni 

po1aritet - tacaka С i 01. Svaka od tih osa ргеша tome S8-

drzi tacke О i 01 ра posto su te tacke spo1jasnje tacke 
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apso1ute te озе seku apso1utu~ U geometriji ЕН te ose зи 

hiperbo1icni nizovi tacaka, а u geometriji IШ prave. 

Пzimајuсi u obzir da suzenja. prethodno opisanih 

harmonijskih hoтo1ogija па odg~varaju6e oblasti<...ravni 1S2 
predstavljaju пе зато centrame i озпе siтetrije apsolut

ne.geoтetrije, vec i centra1ne i озпе simetrije geoтetrija 

ЕН i нн prethodne rezultate mozemo iskoristiti i u cilju 

utvrdivanja svojstava ovih geometrija znacjnih u nasem da

ljem radu. Tako па osnovu prethodnog mozemo formulisati i 

sledeci stav: 

Stav. Za bi10 koje Qve tacke А i В geometrije ЕН 

(НН) koje pripadaju pravoj (elipticnom nizuI te geometrije 

postoje tacno dve simetrije u odnosu па tacke С iC1 te РТ

ave (tog elipticnog niza) koje tacku А pres1ikavaju па ta

cku В. Ove dve tacke Би sredista duzi odredjenih tackama А 

i В (odsecaka elipticnog niza koji зи odredeni tackama А i 

В) i uzajamno БU Бuрrоtпе. U geometriji нн ove simetrije u 

оdПОБU па tacke С i 01 istovremeno Би i. osne simetrije u 

odnosu па ртаУи koje sadrze tacke С i С1 i uzajamno su по

тmа1пе. П geometriji ЕН te simetrije su istovremeno i sim

etrije u odnosu па hiperbo1icne nizove koji sadrze tacke 

С i С1 i tako~e su uzajmno norma1ni. 

Uzajamna norma1nost psa ovih simetrija dokazuje 

se neposredno па osnovu definicije normalnosti 1ikova ust

anovljene u ovom radu. Kori'steci ОУи definiciju takod:e зе 

jednostavno utvrduje i uzajamna norma1nost p~ave р (А,В) i 

osa ovih simetrija • 

Ako projektivna prava р (А,В) зесе apsolutu tako

cte сето utvrditi da postoji Ьшјеd.па centralna simetrija 

apso1utne geometrije koja tacku А preslikava па tacku В. 

Nada se taj dokaz moze izve.sti па nacin istoveta.n prethod

пот izvescemo ga u ovom slucaju па drugi, nesto jednostav-



108 

nlЈl nacin. Ako sa М i N oznacimo tacke preseka prave р 

(А,В) i apsolute tada раг tacaka Jv'1,N nе razdvaja раг taca-. 

ka А,В jer tacke А i ~ pripadaju oblasti interpretacije ар

solutne geornetrije u ravni l S2 ра su ili оЬе tacke unutras

njosti ili оЬе tacke spoljasnjosti apsolute. Na osnovu ро

zna·t;e teoreme u ovorn slucaju postoji tacno jedan раг taCa ... · 

ka.O i 01 koji је harmonij~ki konjugovan kako еа рагоrn ta~ 

caka А,В tako i еа рагоrn tacaka M,N. U hiperbolicnoj invo-

1uciji prave р (А,В) u kQjoj Би invarijantne tack~ O: .. ~ 01 

раг tacaka И,N је dvostruko odgovarajuci par taqaka. Zato 

је i u harmonijskirn hornologijama Ьс i Ъ~ grupe G taj рат 

tacaka dvostruko odgovarajuci, sto је potreban uslov da te· 

harmonijske hornologije budu automorfizmi apsolute. A1i ро

sto su tacke О i 01 harmonijski konjugovane i sa ·,рагот ta

сма А i В te harmonijske homologije "razrnenjuju" tacke А 

i В. Posto је рах ~acaka 0'01 hгrmonijski konjugovan еа 

ратот tacaka apso1ute j~dna od ~}:c~a о i ,С1 . pripada иnи~ ,~. 

- trasnjosti а druga spoljasnjosti apsolute •. Prema tome u 

оуот slucaju еато jedna od tacaka С i 01 pripada datoj Qb-

1asti interpretacije apso1utne geometrije u ravni lSг_ Ро-
1агј). unutrasnje tacke apsolute је пјепа эро1јаiЗпја prava; 

polara spoljasnje tacke је secica apsolute. Harrnonijske 

homologije sredista О i 01 Би autornorfizmi apsolute ра su 

pomenute polare"ose tihharmonijskih 1n.omolog:i.ja. Suzenje ft 

jedne od ovih harmonijskih momologija па odgovarajucI ob~ 

last interpretacije apsolutne Geornetrije u ravni l S2 јепе 
еато centralna simetrija apsolutne, vec pred~tav1ja i cent

ra1nu sirnetriju geornetrije odgovarajuce obl"asti rc::.vni l S28 

Ako је ta oblast idea1na tada to suzenje predstavlja tako-

~dei simetriju"u odnQ,su" па, р;а"е.vu>·§е,QКl.~t-r·iје нн. Pri tom је, 

prava р (А,В) normalna па toj pravoj i srediste te centra

lne simetrije је tacka suprotna osi pomenute оепе simetrije. 
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Qv-o suzenje је takode i simetrija geometrije ЕН и odnosu па 

hiperbo1icni niz u odnosu па koji је srediste te centralne 

simetrije suprotna tacka. Takode ее па osnovu definicije 3. 
norma1nosti 1ikova koju Бто ustanovi1i u оуот radu moze 

dokazati da је prava р (А,В) norma1na па tom hiperbo1icnom 

nizu. Prema toj definiciji: "Lik L1 је normalan па likи L 

ak6 i samo :ako j~ lik L1 -jnvarijantan u simetriji ose L i 

takode ako је 1ik L invarijantan u simetriji О&е L1". S оЬ

zirom daje prava р (А,В) :Lnvarijantna u centralnoj simetri

ji sredista О, ра dak1e u пјој istovetnoj simetriji u оапо

еи па hiperbolicni niz с dovoljno је јоз sашо dokazati аа је 

i hiperbo1i~ni niz tacaka с invarijantan u simetriji geome

trije ЕН u odnosu па niz h(A,B). Harmonijska bomologija gr

ире G и odnosu па pravu р(А,В) preslikava pravu с па tu is

tu pravu jer је prava с polara u apsolutnom polaritetu inv

arijantne tacke О prave р(А,в) u harmonijskoj homologiji 

·ose р(А,В)., Presek projektivne prave с sa spoljasnjoscu ар

solute је hiperbolicni niz· с geometrije ЕН; а suzenje har

monijske homologije оее р(А,В) па spoljasnjost apsolute је 

simetrija geometrije ЕН и оапо;;и па hiperbo'licni niz Н(А,В). 

Osim simetrije u odnosu па с, i u harmonijskoj ho

mologiji grupe G cija osa sadrzi tacku О spo1jasnjosti aps

olute ,а srediste јој је tacka 01' раг tacaka А,В је dvostr

uko odgovarajuci раг tacaka. Suzenje оуе harmonijske homol

ogije па spoljasnjost apso1ute predstavlja sirnetriju u оап

osu па pravu geornetrije ЕН, а simetriju u odnosu па elipti

cni niz geometrije нн predstavljen osorn te harmonijske horn

ologije. 

U slucaju kada ·t;acke А i В pripadaju tangenti аре

olute ,: kao 'i 11 prethbdna аУа sluCaja,·· srediste"i'presek ose 

harmonijske homologije grupe G sa pravorn р(А,В), posto ta 

homologija razmenjuje tacke А i В, moraju biti harmonijski 
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konjugovane sa рагот tacaka А i В. Da bi ta harmonijska ho

mologija bila istovremeno automorfizam apso1ute heophodno 

је da se dodirna tacka tangente koja sadrzi tacke А i В рг

es1ikava па tu istu tacku. Prema tome ta dodirna tacka је 

i1i srediste, i1i tacka ose te harmonijske homologije. M~ 

dutim harmoniska homologija kojoj је srediste tacka apsol

ut~ пе moze biti automo~fizam apsolute jer bi u tom sluca-' 

ји ta harmoniska homologija Ьilэ. elacija. ~ato је dodirna 

tacka prave р(А,В) i apsolute tacka озе harmoniske homolo

gije koja razmenjuje tacke А i В. Srediste te harffioniske' 

homologije grupe G је tacka С koja за tom tackom dodira 

obrazuje раг koji је harmonijski konjugovan за рагот tac

aka А,В. Оза te homologije с је secica apsolute koja sadr-
. ,,~ 

zi tacku dodira ргауе р(А,В") i apsolute. Suzenje te Ьагmо-

niske homologije па spoljasnjost apsolute је simetrija ge

ometrija ЕН i нн sredista C ... koja tacku А preslikava па tac

ku в i istov~em~'iico ОБпа sim~trij a'tih' geomet~ij ~"""и Od.nOsu ' 

па ргеsеk prave с за spoljasnjoscu apso1ute. Тај presek је 

hiperbo1icni niz geometrije ЕН, а prava' geometrije нн. Os

im pomenutih simetrija пета drugih simetrija ovih geometr

ija koje "razmenjuju" tacke А i В • 

Provera a.1{siome G3. Neka Би а i Ь bilo koje dve 

apsolutne prave. U svakom od modela apso1utnw geometrije и 

ravni l S2 pr~ve а i Ь su sadrzane - pripadaju odgov~ajuc
im projektivnim pravama koje сето te,kodB oznaciti Ба а i Ь. 

U svakorn automorfizmu apso1ute koji pravu а preslikava па 

pravu Ь i obratno ргезеспа tacka Р tih pravih pres1ikava 

Бе па tu istu tacku. Као sto Бто ranije istakli svaki aut-

,,,..pmorfizam је kolin~,.acija, J~roje1~tiv{le:,E~y:n",i.,kC?,ct>Cl,'4<~'~ ,;g~БлwЈа;;:; 
bilna Ба apsolutnim po1aritetom W. Ртета teoremi 2. (/6/str. 

140.) и toj kolineaciji invarijantna j~ i p~lara р tacke Р 

u tom polaritetu. Neka Би А i В polovi pravih а i Ь koji pr
ГI 
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ета prethodnom pripadaju pravoj р. Na osnovu teoreme 2.(/61 

s-t"r .140.) svaki automorfizam apsolute koji IIrazmenjuje" 

prave а i Ь "razmenjuje" i tacke А i В i obratno. Znaci Ьа

rmonijske homologije grupe G koja tacku А preslikava па ta

clcu В i obratno, preslikavaju i ргаУи а па ргауи Ь i obrat

riQ·. Na taj nacin proveraaksiorne G3 svodi па utvrdivanje ta-
.... "+- • cnOSv1. aksiome G4, koju smo prethodno izlozili. 

Na ovaj nacin dokazali srno i аа se ~ u sve tri ge

ometrije ravni lБ2 mogu ostvariti modeli apsolutne geomet

rije. Ponovimo JOs јеаnот аа smo izvrsili proveru tacnosti 

aksioma tгаnsfогшасiја podudarnosti, i u svirn ostalim pr

ojektivno metrickim gеошеtгiјаmа ali аа za ostvarenje pre

ostalih ciljeva postavljenih u оvош radu to nije potrebno 

izloziti. Ova ргоуега znatno се nam koristiti u daljem га

аи јег сето se iz razloga koje сешо obrazloziti u uvodu 

sledece glave opredeliti za razvijanje teorije trajektori

ја pramenova pravih u glavnim modelima g;ometrija ravni 1620 
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G L А V А II 

ЕКТОRIЈБ PRA1'v1ENOVA 

G Е О' И Е Т R 1 ',Ј А R А V N r 1 s 
2 

u 'prEithodnoj glavi oS'l;ttari1i зто prvi deo posta

vljenog ci1ja - formiralm зто sisteme aksioma poluformal

nog karaktera geometrija spo1jasnjosti apsolute. Тот prili

sшо o·tkrili шпоgе cinjenice !соје sшо, iako l1isu пероагеdnо 

vezane за osnognom temom ПEl:Зеg rada, ipak izlozili smatra

ju6i ih veoma znacajnim za geometriju. Pri izlaganju talcvih" 

cinjenica -crudili зтр зе cta istalmemo опо sto зе illoze prime~ 

niti :ш. па trajektorije tih geometrija. Tako зrnо i dok зто 
L 

razmatrali modele ovih geometrija u geome-triji Lobace'vsl-cog, 

ve6u paznju posvetili predstavljanju transforrnacija poduda

rnosti, јег 6e~ pozrlciVanje tlh t'ransformacij'a bi t'i veoiI1a ko

risno za upoznavanje izvesl1il1 svojstava -!;ih trajektorija. 

1 p:bi proveri aksiorna tral1sformacija I:юdUdагпоsti apso1ut

пе geometrije розеЬпо ато se zadrza1i па u·tvrd~ivanj'6. onih 

svojstava tih transformacija koja 6е зе koristiti pri ргои-

i', cava!lju -trajektorija pramenova }!>ravih i snopova ravh.i рго-

jektivno шеtгiсk;Lh geometrija spoljasnjosti apsolute. 
'" Ројат trajektorija pramenova pr&tvih proucavao эе do 

sada uglаvпоП1 u klasicnim geome,trijama, рге svef~a. u в;еоше-

, -(;riji JJobacevskog. Оуај ројат bio је po;:;natiji pod imenorn 

linija koje dopus"l;aju slobodno kT'et811,je ро sашim sebi i1i 

krivJi:h stall1e krivine. Eanije dei'inicije ovil1 Y",rivil1 zasni

vale эи эе па ројrnи tfsecice jednakog Il~gJЬbarl. Ро novijoj de

fini·ciji ove krш.vе ви trajek-t;orije (риЪапје, orbite)' -сасКе'' 

u odnosu па pod_grupu grupe transformacija podudaPnosti od

govarajuce geometrije. Ove podgrupe ви gemerisane osnim si

metrijama cije оэе pripaclaju <iatom prS..nl.e11U pravih. Јеd.nа od 

definicij а u tош du.hu.l"izloz.e,na је i l1ав-l:;г. 161. udzЬепikа 

и. Гrvапоvi6, IIOsnovi gеоше-t;гiје 1l ~/2L~/)+' Prethodnont-'.~fini

cijom, па istoj strani, defil1isana је relacija skuрэ. taca-

ka ~eo!t1e-t;"1'ije LоЪасеvskоg ptf kojoj је -tacka Х u ,-' 

I 

I 
I 
I 

I 

I 
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toj re1aciji за tackom У ako розtојi e1ement date grupe 

transformacija koja tacku Х preslikava па tacku У." Posto зе 

ukaza10 da је ta relacija re1acija ekviva1encije definisa

па је trajektorija Т(Х) tacke Х и odnosu па grupu G,kao оnа 

klasa ekvivalencije u odnosu па prethodno definis~ti relac

iju,koja sadrzi tacku х. 

Trajektorije grupa cije је odredenje vezano sa рга

menovima pravih nazvane su trajektorijama pramenova pravih. 

Kasnije se zak1jucuje аа su te trajektorije upravo krive st

alne krivine rGvni Lobacevskog. 

U гааи /5/, а рге toga i и radu /4/, trajektorije 

pramenova pravih nazivali smo ерiсikliша ро ugledu па pis

са udzbenika /16/. Ovaj tегшin upotrebljen је и istom smis-

1и i u delu /13/, U гааи /5/ зет drugacijeg naziva upotreb

ili зтО i dXugaciju definiciju "trajektorije pra.menova рга\т

ih .cv.definiciju 2:nа str.175.rada 12/). Ovu definiciju ив

tafuovili sтa i karistili јОБоа 1978. godine, dэ-1{lе и vгеше 

kada пат druga definicija па str. 161. dela /14/ nije mogla 

biti paznata. fJIada ви ove definicije u istom duhu i u nasoJ 

definiciji radi ве а trajektoriji tacke и оаnози па grupu 

vezanu za dati pramen ргэ.vih - kasnija upotrebljavanja, ko

ја сета izloziti и radu, ukazala da nasa definicija tog ро

јта ima izvesnu prednost u odnosu па postojece. Ovа defini

cija trajektorije datog pramena pravih koja sadrz{ tacku А 

и nаБој varijanti glasi: 

Definicija 5. Trajektorija ргатеnа pravih koja sa

. drzi tacku А је skupslika te tacke u svim proizvodima ро 

dve osne simetrije u odnosu па озе tog pramena pravih. 

п radu /61 pokaza1i sшо da је skup takvih proizv

oda prava podgupa grupe generisane asnim simetrijama u оа

ПОБи па prave datog pramena pravih. Upravo и odnosu па аУи 

ьгири se dosada definisala odgovarajuca trajektorija. 
('; 
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Posto smo u prethodnoj glavi formira1i sisteme ak

. sioma i svih geometrija ravni 182' moguce је u svakoj od 

tihgeometrija razvijati teoriju trajektorija pramenova pr

avih tih geometrija neposredno u njihovim S - modelima, П 

.tom slucaju odgovarajuci odnosi u glavnim (projektivnim) 

mode1ima tih geometrija bi1i Ъi пат еато оепоупа inspirac

ij~ i putokaz u formu1isanju i dokazivanju teorema kojima 

se utvrduju svojstva trajektorija odgovarajucib рб1ufогmа

lnih geometrija. ТЈ konacnoj verziji, kada је put уес prect

еп, obicno ее u radovima ovakve vrste poklanja ~eznatna 

paznja pomenutoj inspiraciji. Suprotno tome u preosta1om 

delu rada naglasicemo Ьаз tu stranu procesa izgra~ivanja 

po1uformalne teorije па taj nacin sto сето prvo razvijati 

teoriju пјој odgovarajuceg mode1a, u оуот slucaju odredene 

obla;ti ravni l S28 Nacin tog razvijanja bice takav da for

mu1isanje odgovarajucih teoreтa i izvod:enja njihovih doka

za na-"osnovu aksia'ma~eometrij~,_ ravni,ls2 nece I?~edstavija-
• '" • .,'_~' _'"::- • ". о. О 

ti nikakvu teskocu. Ovim putem па mnogo јеdпоstэvпiјi пас-

in dolazimo do rezu1tata koji се se, uko1iko se za to uka

~e potreba, moci skoro neposredno "prevesti" па jezik odg

оуатајисе poluformalne teorije. Uostaloт па slican nacin 

se izgra1ivala i geometrija Lobacevskog, ~to Бе moze reci i 

za vecinu drugih geometrijskih ра i таtешаtiсkih teorija. 

S obzirom аа је odredivanje trajektorija pramenova 

рга c.-ih vezano sa pramenovima pravih geometrija ravni 182 

Бааа сето dat.i Бато opstu пароmепи о odnosu prarnenova pra

vih geometrija ravni 182 i projektivnih pгaт~noya pravih. 

Pramenovi pravih tih geometrija su preseci projektivnih pr

атепоуа pravih sa odgovarajucom oblasti interpretacije tlh 
_geometrija. _._ 

Pokazalo se аа је korisnije najpre razvijati teo

riju trajektorija ргаmепоуа pravih ravni 1628 Na taj nacin 
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utvrdicemo уеота znacajna svojstva ovih trajektorija i to 

u mnogo opstij ет vidu nego sto bi to bio slucaj kada bi trg' ~ 

ajektorije ravni 182 razmatra1i u svakoj od geometrija te 

ravni розеЬпо. 1 dokazi teorema.kojima. se izrazavaju ротеп

'uta svojstva Би opstiji: пајсеБсе па ovaj nacin umesto tri 

posebna dokaza iшаmв grro jedan. Istovremeno proucavanje traj

ekt9rija geometrija ravni 182 kao -t;rajektorija te ravni ото
gucuje i bolje poveziv&.nje dobijenih rezu1tata. Upravo tak

vo proucavanje omogucilo пат је da uocimo mogucnost defini-, 

sanja ovih trajektorija i kao trajektorija nizova tacaka sto 

takode ima u izvesnmm slucajevima prednosti. 

Pos1e proucavanja trajektorija pramenova pravih га

vni l S2 па уеота jednostavan nacin utvrdicemo koju vrstu 

trajektorija te trajektorije predstav1jaju u svakoj od geo-
, l

S 
\ 

metrija гayn~ 2 ропаО',БОЬ. 

Uporedni n~Ein razmatranja trajektorija geometrija 

. ravni l S2 omogucice i ~~ se sagledaju dub1ji raz10zi iz ko

jih Би trajektorije parabolicnih ргатепоуа pravih iste оы

asti svake od geometrija ravni l S2 me~~~usobno podudarne dok 

za trajektorije ostalih vrsta ргатепоуа pravih tih geometr

ija to пе vазi~ 

§ 1. THAJEKTbRIJE PRAHENOV A.PRA УIИ H.Lt VNI l S2 

1. Pramenovi pravih ravni 1828 Izmedu pramenova 

pravih projektivne ravni i ravni 182 postoji izvesna raz1-

ika па koju сето ukazati u ovoj tacki. Рте svega ta razlika 

odredena је odnosom sredista datog ргатепа pravih i apso1u-

'te. Pramenove pravih ravni 182 cija Би sredista unutrasnje 

tacke apsolute,naziva6emo e1ipticriim i ta sredi§ta сето u 

ovom radu obelezavati Ба u. Prarnenove pravih iste гауni ci

ја su sredista tacke apsolute nazivacemopara~obicnim, а ta 

sredista obe1ezavati ug1avnom sa D. Sto se tice ргатепоуа 

pravih cija sredista pripadaju spoljasnjosti apsolute i ko-

• 
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ја сето oznacavati Ба У, u ravni 182 neophodno је raz1iko

vati dve vrste takvih - hiperbo1icnih - pramenova pravih. 

Prvom vrstom tih pramenova smatracemo опе hiperbo1icne pr

атепоуе ргаviц (cije је srediste prema prethodnom spo1jas

пја tacka apS01ute) cije Би prave samo опе prave odgovaraj

uceg projektivpog pramena pravih koje seku apso1ut~. Hipe

rbD1icni pramen pravih dгчgе vrste pDedstavlja skup svih 

spo1jasnjih pravih projektivnog pramena pravih cije је sr

ediste tacka spo1jasnjosti apso1ute. Napominjemo ,da unija 

dva hiperbo1icna pramena pravih ravni 182 istog. sredista .• 

nije projektivni ргаmеп pravih tog sredista. Naime nijed

пот оа ta dva hiperbo1icna pramena pravih nе. pripadaju ta

ngente apsolute kroz zajednicko srediste tih pramenova • 

Slicno vazi i u slucaju рагаЬiйiспоg pramena pravih: чпiј а 

parabolicnog pramena sredista D i dirke d apso1ute u tac

ki D predstavlja ppojektivni pramenpravih sredista D. Је

dino se elipticni pramen pravih sredista U пе raz1ikuj~ оа 
-'~dg()v ar ај ис е g pr о ј е kt i vnog pr атепа ~pг avIh. '.' '-':"'сF!-,·'1r-1 

Osim sredista kod pramenova p~avih ravni 182' za 

raz1iku оа odgovarajucih projektivnih ргатепоув., vaznu 

u10gu ima i ро1аха sredista u odnosu na'apso1utni po1ari

tet. Ро1аги sredista datog pramena pravih ravni l S2 nazva

сето osnovom tog ргатепа pravih kko је taj ргатеп e1ipti-
v ТЈ 1 у .' ь l' V • h . l S сап. s ucaJuftPara о ~cnog praтena РГпV~ ravn~ 2 вте-

dista D овпоуот smatramo dirku d apsolute u tacki D bez 

tacke D. Osnova hiperbolicnog pramena pravih prve vrste БТ

edista V је presek polare tog sredista v sa unutrasnjoscu 

apsolute, а ОБпоуа hiperbolicnog ргатепа pravih istog Бге

dista ali druge vrste, presek polare v sa spoljasnjoscu 

-,~tpsolute. Sredistem i" ОБџоуот svaka рГ~У?'iц~р~аЬоliспоg 

ргатепа pravih ravni l S2 raz10zena је па dve ро1иргауе ра 
зе u оуот slucaju moze govoriti i о pramenovima polupravih 

,ј 
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xayn~ 162_ Dok e1ipticni pramenovi pravih ravni 182 sadrze 

tacno ро jedan odgovarajuci pramen pOlupravih, hiperbo1ic

ni pramenovi pravih bi10 koje vrste sad.rze ро dva takva РТ-

ашеnа. 

Као sto је poznato presek e1ipticnog pramenapra

vih ravni lЭ2 sa unutrasnjos6u apso1ute predstav1ja e1ipt

ican pramen pr&vih geometrije~Lobacevskog u Be1trami - К1-

ајпоуот mode1u te geometrije. Presek tog istog pramena sa 

spoljaSnjoScu apso1ute predstav1ja e1iptican pramen pravih 

geometrije нн i eliptican pramen hiperbo1icnih niz'ova tac

aka geometrije ЕН. Naglasavamo da eliptican pramen pravih 

geometrije нн nije istovremeno i konkurentan pramen pravih 

te geometrije. Presek parabolicnog pramena pravih ravni 162 

эа spoljasnjoscu apsolute predstavlja parabolican ртатеп 

i1i pramen paralelnih pravih geometrije нн odnosno ратаЬо

lican pramen hiperqo1icnih nizova tacaka geometrije нн. Рг

esek hiperbolicnog ртатепа pravih prve vrste r~vni 162 эа 
idea1nom oblasti te ravni predstav1ja hiperbolican pramen 

pravih geometrije НН, odnosno pramen hiperbo1icnih nizova 

-tacaka geometrije ЕН. Presek hiperbo1icnog pramena pravih 

cirugi'" vrste sa istom oblasti је hiperbo1ican, ·pramen. рта'Ј

ih druge vrste sa istom oblasti је hiperbolican ртатеп РТ

avih gеошеtriје ЕН istog sredista, оаповпо ртатеп e1iptic

nih nizova tacaka geometrije)ffi istog sredista. 1 u оуош 

slucaju hiperbo1ican ртаmеп pravih geometrija ЕН i нн је 

konkurentan ртг..mеп pravih tih geometrija sto је suprotno 

odgovarajucoj situaciji geometrije Lobacevsko_g. 

2. Grupe simetrijc i grupe automorfizama ртатепо

уа pravih ravni 162_ Роа simetrijama ravni 162 podrazume

vacemo harmonijske homologije grupe G te ravni. U оуој. 

tacki, а i u оуој glavi - sem kad to posebno па nag1asimo 

razmatracemo iskljucivo automorfizme apsolute. Ovе auto-
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morfizme nazvacemo povremeno i ko1ineacijama ravni 182 

i raz1ikovati ih od ko1ineacija odgovarajuce projektivne 

ravni. Grupa simetrija pramena pravih ravni 182 је grupa 

generisana harmonijskim homo1ogijama grupe G kolineacija 

ravni 182 cije ose pripadaju datom pramenu pravih. Na os

novu pos1edice teoreme 1. па str. 142. de1a /14/ neposre

dno se zakljucuje da је svaki el~ment grupe simetrija da

tog ргатепа рггvih i1i simetrija u odnosu па pravu tog 

ргатепа i1i proizvod konacnog broja tih simetrija. Doka

zacemo da је svaki element оуе grupe i1i simetrija te 

grupe i1i proizvod dve takve simetrije.Grupu simetrija 

elipticnog pramena pravih oznacavacemo sa GUh ; odgovaraju

си grupuparabo1icnog pramena sa G
Dh

, а grupa simetrija 

hiperbo1icnog pramena pr::1vih рууе vrste sa GVh , а druge 

vrste sa Gvь • Z.bog znacaja prethodnog tvrdenja formu1isa

сето ga kao роsеЬпц teoreffiu. 

Teorema 6. Svaki e1ement grupe simеtгiја}?Ј-10 .kog 

pramena~ravih ~avni 182 је i1i simetrija u odnosu ва рг
avu tog pramena ili proizvod dve takve simetrije. 

U slucaju grupa GUh , Gnh , GVh teorema је neposre-

д.па pos1edica sledece 1еmе 2: "Proizvod та koje tri -э.рsоl

utne harmonijske homo1ogije cije ose sadrze tacku О i se

ku apso1utu је harmonijska homo1ogija kojo~ osa sadrzi ta

cku О i sece apso1utu ff (lema 2. rad 161 str .143.). Napom- fl 

injemo da smo u radu 161 pod apsolutnim harmonijskim homo

logijama podrazumeva1i опе harmonijske homo1ogije kojima -

. su sredista i osa ро1 i polara u odnosu па apqo1utu. Posto 

u эlисаји grupe GVh озе ovih homologija пе seku apso1utu 

u оуот эlисаји seza raz1iku od prethodnog пе moze u doka

",;;:",,_,,~.,~и koristiti оо .lema 2. Zato сето u doka.e.u ovogde1,a- te~r· ...... -,;,·, 

сте 6. koristiti teoremu 4. rada /6/ (v.str.145.). Ртета 
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toj teoremi proizvod та koje tri harmonijske homo1ogije gr

ире GQh је harmonijska hom01ogija te grupe28{ (u radu /6/ 

ва GQh вmо oznaci1i grupu generisanu svim harmonijskim Ьо

mo1ogijama grupe G u odnosu па prave koje pripadaju proje

ktivnom ргашепu pravih sredista о). Kada је О tacka вро1ј

asnjosti apso1ute grupe <ХОћ sadrzi kako grupu GVh , tako i 

grupu ~ kao svoje prave роdgпpе-роd ив1оуот da је О = У. 
U s1ucaju grupe GVh nijedan od ова simetrija te grupe,ne 

весе apso1utu. Ргеша de1u d) dokaza рошепutе tеQгеше 4. 

proizvod tri takve simetrije је harmonijska homo1ogija ci

ја ова sadrzi tacku V i пе весе apso1utu - dak1e takode si

metrija grupe ~Vh. Na озпоУи toga neposredno s1edi da teo

rema 6. vazi i u ovom зlиСаји. 

Veoma jednostavno ве moze zak1juciti da је suze

nje bi10 koje s~~rije ravni l S2 па idea1nu oblast ravni 

182 simetrija geometrije нн i1igeometrije ЕН, te аа је 
suzenje grupe simetrija bi10 kog ргатепа pr.avih ravni 1S2 
па idea1nu oblast te ravni grupa simetrija pramena pravih 

geometrije нн i1i geometrije ЕН. Na овпоУи togai teoreme 

6. sledi da i u s·vim geometrijamaravni 182 vazi teorema: 

Teorema 7. Svaki e1ement grupe simetrija bi10 kog 

pramena pravih bi10,koje od geometrija ravni 182 је овпа 
simetrija u оапови па neku pravu tog promena i1i proizvod 

dve tak~e simetrije. 

Na овпоуи 1ете 2. i teo~me 4. rada /6/ t~~o~e Ве 
vr10 jednostavno utvrduje da u geometrijama r~vni 182 vazi 

tеогеша ро kojoj је proizvod tri simetrije u odnosu па bi-

10 koje tri prave istog pramena pravih bi10 koja оа tih ge

ometrija simеtгiјал odnosu па pravu tog pramena. 

28) Teorema 4. rada 6. је uopstenje 1еше 2. tog ra
аа. Na osnovu njih, kao sto сет о i u sашо~ tekstu obraz1ozi
ti sledi аа u svakoj оа geometrija ravni 82 vazi teorema 
t1tr'C! simetrij е" • 
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То isto vazi i za proizvod tri simetrije u odnosu 

па hiperbolicne nizove istog pramena tih nizova geometrije 

ЕН kao i za proizvod tri simetrije u odnosu па tri e1ipti

сnа niza tacaka istog pramena e1ipticnih nizova g~ometrije 

НН. Na озпоуи toga neposredno sledi da u tim geometrijama 

vaze i teoreme koje odgovaraju teoremi 7. а odnose зе па 

grupe simetrija odgovarajucih pramenova nizova tacaka ge

ometrija ЕН i нн. 

Svaki e1ement grupe simetrija datog pramena prav

ih ravni lВ2 је automorfizam tog pramena. Naime; da bi neki 

element grupe G bio automorfizam datog pramena pravih ravni 

lВ2 potrebno jei dovo1jno da је taj е1еmецt automoriizam 

sredista tog pramena. Isti uslov vazi i u зlисаји odgovara

juceg projektivnog pramena·pravih. Као sto зmо ranije uka

za1i jedino kada је pramen pra.vih ravni 182 e1iptican tak

аУ pramen је istovetan odgovarajucem ргатепи pravih ргоје-... 
kt.ivne ravni. Posto зума simetrija t~'kvog pramena pravih 

sadrzi srediste U tog pramena, prema teoremi б. rada sv&ki 

e1er.1ent grupe GUh је automorfizam tog pramena. A1i tad(J., 

prema teoremi 5. rada /6/ (str.147.), vazi d'a је i skup sv

ih automorfizama GU tacke U tj. sredista pramena istovetan 

grupi GTfu • Na nacin istovetan nacinu kojim smo pokazali da 

u svakoj od geometrija ravni lБ2 vazi teorema 7. pokaza1i 

bismo da u svakoj od tih geometrija vazi i: 

~orema 8. Grupa simetrija bilo kog elipticnog рг

amena pravih bi10 koje od geometrija ravni- 1s2 istovremeno 

је skup svi1iL·· automorfizama tog ргашепа. 

Б~р preseka pravih e1ipticnog pramena pravih ra

vni 182 sa idea1nom оЫаБси te ravni predstav1ja eliptican 

. ргаmёЪhiреr1юl"iсnih:' nizova taca...1ca 'geornetrije ЕН; Na oSnOV1l'~ 

pretbodnog 1ako zakljucujerno da teorerna В. vazi i в slucaju 

kada зе radi о e1ipticnom pramenu hiperbo1icnih nizova geo-
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metrijeEН. 

Као sto smo уес napomenu1i, mada se paraboiican 

pramen pravih ravni 162 u izvesnoj meri raz1ikikuje od odg

ovarajuceg projektivHog pra.Inena pravih grupe simetrija tih 

pramenova su istovetne. A1i ргета teoremi 5. (rad/6/str. 147.) 
'о' 

ako'jeosrediste pramena pravih tacka apso1ute tada је grupa 

simetrija tog pramena pravih prava pod§npa skupa svih automo

rfizama istog. Kako је i taj skup" grupa, koju сето oznaciti 

sa Gn , prethodni zakljucak formu1isacemo u vidu pos1edice 10. 

Pos1edica 10. Grupa simetrija ~Dh parabolicnog ргат

ena pravih ravni 162 је prava podgrupa najsire grupe GD auto

morfizama tog рг~шеnа pravih. 

Na osnovu posledice 10. jednostavno se pokazuje da 

vazi sledeca teorema: 
, '. 

Teorema 9. Grupa simetrija parabolicnog pramena pr

avih bilo koje od geometrija ravni 162 је ~rava podgrupa gr

upa·svih automo~fizama tog pramena. 

18 
2 

Posto је presek parabolicnog pramena pravih ravni 

за idealnom oblascu te ravni parabolican pramen hiperb-

olicnih nizova tacaka geometrije ЕН moze se zakljuciti da u 

tojo geometriji za grupu simetrija parabolicnog ргашеnа hip

erbolicnih nizova vazi teorema koja odgovara teoremi 9. 
Kada је tacka О, koja u radu /6/ predstavlja sredi

ste-: datog ргатеnа pravih, tacka spoljasnj"6'sti apsoltite tada 

је grupa koju smo u radu /61 oznacili sa GOh istovetna gru

pikoju smo u ovom radu oznaci1i Ба GVh • Ргета teoremi 5. 
rada /6/ u tom slucaju је ta grupa prava podgupa grupe svih 

automorfizamaodgovarajuceg pramena pravih. Ovaj ргаmеn рг

avih је hiperbo1ican pramen pravih prve vrste ravni lБ2 • U 

dokazu odgovarajuceg dtЗlao

·"'teoreme 5. rada /6/ ukazali smo 

ја је osnovni razlog razlikovanja grupe GOh i grupe GO svih 

automorfizama ргатеnа pravih sredista О cinjenica da ћаттоn-
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ijska homo1ogija sredista О nl.Je e1ement grupe trOh:Ali оуа 

homologija је proizvod dve harmonijske homologije grupe GO 
od kojih osa jedne sece, а osa druge nе sece apsolutu, te 

је оnа element grupe GOh ' koju bismo u skladu satermino1-

ogijom usvојеnош u оуот radu, mog1i nazvati gгuрош simetri

ја projektivnog ргатепа pravih cije'srediste pripada ideal

пој oblasti r~vni 182. Ovа grupa j~ ргета teoremi 5.u/бl 
istovetna grupi svih automorfiz'ama sredista odgovarajuceg 

ргатепа, роа dak1e i grupi svih automorfizama ргашеnа рга

vih tog sredista. Po~to је, kao sto smo to ranije istak1i, 

рФtгеЬап i dovoljan uslov da neka kolinea~ija ravni 182bU-

de automorfizam ргатепа pravih sredista У, da је ta kolin

eacija automorfizam sredista У, dovo1jno је da ~e neki е1-

ement grupe G automorfizam 'Ьаг dve prave nekog ргатеnа рг

a~ih аа ы taj element Ыо automorfizam tog pramena pravih 

ravni 1828 Iz ovog .sledi da је skup svih automorfizama bilo 

hiperbo1icnog pramena pravih ргуе .vrste, bilo hiperboliCnog .. , 

ргатепа pravih'drug~ vr'~te r~vni 182 istog .sredist; istove-' 

tan skupu svih automorfizama projektivnog ргатепа pravih 

tog sredista. Posto nijedan e1ement grupe simetrija hiperb

olicnog pramena pravih druge' vrste ravni 182' ргета teoremi 

6. гааа, nije proizvod dve 'simetrije u odnosu па dve prave 

od kojih jedna pripada јеаnош, а druga drugom hiperbolicnom 

pramenu pravih istog sredista a1i Dfiznil]. vrsta, harmonijska' 

homo1ogija grupe G cije је sredisti sredi~te datog ргаmеnа 

nije e1ement ni ove grupe simetr{ja. Ргеmа tome i grupa I.:ТVh 
је prava podgupa grupe ~y svih automorfizama projektivnog 

рГЕ..mепа sredista У, а takoc:e па osnovu obrazlozenja iznetog 

па prethodnoj stranici i grupe svih automorfizama ргатепа 

·p..ravih u odna.su џ\ fщ~l':-", зе."vn·"gгuра simetrij а. Na оуај na-~ 

cin pokazali smo аа vazi i sledeca teorema: 

Теогеmа 10. Grupa simetrija bi10 kog hiperbo1icnog 

.' 
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p~aтena pravih bi10 koje od geometrija ravni l S2 је prava 

podgnupa grupe svih automorfizama tog pramena pravih. 

Hiperbo1ican pramen druge vrste ravni l S2 је pra

mеп e1ipticnih nizova tacaka geometrije нн. Presek hiperb

olicnog pramena pravih prve vrste ravni lэ2 sаidеа1попi 
оЫавси te ravni је hiperbo1ican pramen hiperbo1ipnih niz

оуа tacaka geometrije ЕН. Као i u prethodnim sluC'aje~~ma 

1ako utvrdujemo da i za odgovarajuce pramenove nizova tac

ма geometrija ЕН i нн vazi teorema ana10gna teoremi 10. 

Багmопiјsku homo1ogiju u odnosu па srediste datog 

pramena pravih ravni 182 oznacavacemo Ба h u cijem indeksu 

upisujemo i srediste te homo10gije. Ova homo1ogija је isto

vremeno i simetrija u odnosu па po1aru sredista te homolo

gije. U slucaju parabolicnog pramena pravih ravni lэ2 Ьаг
monijska bomo10gija u odnosu па srediste tog pramena koja 

bi istovremeno bila element grupe G пе postoji. Ova Ьагто

nijska homo1ogija је e1ement grupe Guъ a1i nije e1ement 

grupe Gvь niti Gvь . Dokazacemo da је grupa GV svakom od 

svojih podgrupa GVh i GVh raz10zena na.tacno ро dve sused

па k1ase, Ртета teoremi 5. (rad /б/stг.147.) grupa GV isto

vetna је grupi simetrija projektivnog pramena~pTavih sred

i.З'tа V. Zato је sv~l{i element skupa GV-GVh ili simetrija 

grupe Gvь i1i proizvod dve simetrije grupe Gv pricemu osa 

jedne pripada jednoj, а ОБа druge drugoj od grupe;. GVh i GVh• 

:t'roizvod d"\le takve simetrije ubuduce сето zvati Krace proiz

vodom dveju simetrija mesovitih ОБа. Froizvodi'dve simetri

је grupe Uvь nisu e1ementi ove raz1ike GV-GVh skupova (gr

upa) Gv i GVh jer su prema 1emi 3. (rad /6/ str.145.) ovi 
. d··.... . d' d . t··· G 29) 

pro~zvo' l ~Б l;ovremeno pro~zvo ~ ve s~me rlJe grupe vь.. 

29) Radi se о ·tail~citim'nacihima predstavljanja 
takvih ko1ineacija ravni S2 kao proizvoda dve simetrije 
ргаmепа pravih sredista V. 
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Jedan od e1emenata skupa GV - GVh је i simetrija hV tj. hv 
gde је v = W СУ)е Ovај e1ement kao e1ement grupe simetrija 

projektivnog pramena pravih sredista V predstav1jen је рх

oizvodom dve simetrije mesovitih ОБа pri cemu su te dve ОБе 

uzajamno konjugovane prave aps01utnog p01ariteta. Dokazace

mo.da.je svaki e1ement sk~pa GV - GVh proizvod hv i nekog 

e1ementa grupe Gvь • Neka је hr bi10 koja simetrija grupe 

GVhe Srediste R te simetrije kao р01 Бр01јавпје prave r ko

ја sadrzi tacku V је unutrasnja tacka aps01ute ~oja pripa

dk pravoj v. Ako је Р presek pravih r i v tada је hr=hvhp 
gde је p=W(p). Ako је f e1ement skupa GV - GVh koji је pr

oizvod simetrije mesovitih оэа, tada Бе simetrija grupe 

Gvъ tog proizvoda па isti nacin kao u prethodnom э1исаји 

moze predstaviti kao proizvod simetrije hv i odgovarajuce 

simetrije grupe GVh • Ыа osnovu teoreme 30.7. (/13/str.137.) 

h ... је komutativna Ба svakim od preosta1ih 'cinioca dobije-v . 
ndg proizvoda. Na s1ican nacin dokaiujemo i teoremu ро ~o-

јој је svaki e1ement skupa Gy - ~ pro~zvod simetrije h v 
i nekog e1ementa grupe GVh~ Prethodne rezultate iz1ozi6emo 

u vidu s1edece teoreme: 

Teorema 11. Grupa automorfizama GV hiperbolicnog 

pramena pravih sredista У ravni 182 razlozena је svakom 

od svojih podgrupa Gvь i ~Yb па tacno dve susedne k1ase. 

Svaki element klase susedne klasi Gvь је i1i pro

izvod simetrije h v sredista V за nekom simetrijom grupe Gvь 
i1i pak proizvod sirnetrije Ьу за proizvodom dve simetrije 

te grupe. Svaki e1ernent k1ase susedne k1asi GVh је i1i pr

oizvod simetrije h sa simetrijom grupe ~vь i1i proizvod v . 
simetrije h v sa~,gFoizvod.oD?: d;y.~ s~~etr.~j~ gri,!pe .. ~Vh е .. 

Dokazujuci teoremu 11. ukaza1i Бто i da је svaki 

proizvod dve simetrije grupe Gvь istovremeno i proizvod dve 

simetrije grupe 1ivь i obratno. Prema tome proizvod dve sim
(" .. 

etrije u odnosu па dve prave istog hiperbo1icnog prRmena 

i:i' 
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pravih prve i1i druge vrste ravni l S2 pripada preseku gru

ра simetrija hiperbolicnog pramena prve vrste i hiperbo1i

cnog pramena druge vrste ravni l S2 istog sredista.I~ ·teor

ете 6. Crada str.118.) sledi da је svaki e1ement pomenutog 

preseka иртауо proizvod dve simetrije jednog od dva hiper

bo1icna pramena pravih ravni 1S2 istog sredista. Ртеmа ро
znatDj teoremi ро kojoj је presek bi1okoje ауе podgrupe 

date grupe takode podgrupe te grupe i skup svih proizvoda 

ро dV.8 simetrije grupe Gvь оаповпо ёiVh predstav1ja podgr

ири svake оа tih grupa. Па је ta podgrupa prave'neposredno 

ве zck1jucuje па овпоУи teoreme 6. rada. Froizvode ро dve 

simetrije bilo koje grupe simetrija рташепа pravih ravni 

182 nazivacemo kao i u radu /6/(v.tekst ispod pos1edice 4. 

па str. 146. tog r~da) epiciklickim rotacijama te grupe. U 

tekstu па koji smo uputili dokaza1i smo i da је skup svih 

epiciklickih rotacija grupe simetrija bi10 kog ртатепа рт

avih ravni 162 grupa (/6/ pos1edica 5. str .146. ). Pos1edi

са б. па str. 147. rada /6/ је nesto opstija jer ве odnosi 

па grupu simetrija projektivnog.prmena pravih ravni 182 

koja је istovetna grupi svih automorfizama tog рташепа pr

avih pod uslovom da је taj pramen pravih razlicit od para

bo1icnog pramena pra~ih ravni 182' Grupe epiciklickih rot

acija elipticnih, parabolicnih, hiperboli.:nih pramenova 
, '1 

prve i hiperbolicnih pramenova druge vrste ravni S2 ozna-

cavacemo redom sa GUe ' Gne , ~Ve i ~Ye' а grupu epiciklic

kih rotacija projektivnog pramena pravih cije је srediste - , 
ta~ka spo1jasnjosti apsolute ва GVe ' Elementi-grupe G~e 

razliciti od elemenata пјепе pr&ve podgrupe Gye(tj. GYe ko

ја је toj podgrupi istovetna) su epiciklicke rotacije od 

kojih је svaka proizvod dve simetrije mes6vitih osa grup·~' . : 

simetrij а ртаmепа pravih sredista У. Ovе simet.;rije nazi va

сето kratko,.picik1ickim rotacijama mesovitih osa date gr-
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ире simetrij.a. Na osnoV1.:l" drugog de1a teoreme 11. svaka ер

icik1icka rotacija mesovitih оэа grupe simetrija pramena 

pravih sredista У је proizvod simetrije ву эа odgovaraju

сот epicik1ickom rotacijom grupe GYe Codnosno grupe Gye ). 

Prethodne rezu1tate iz1ozicemo u vidu sledece teoreme pri 

сети сето u ~njenoj formu1aciji krostiti termine i oznake . ~ 

koje smo pri izvo~enju tih rezu1tata uvodi1i. 

Teorema 12. Svaka grupa simetrija bi10 k~g prame

па рrаv:iЪ ravni lВ2 sadrzi kao svoju pravu podg~upu grupe 

epicik1ickih rotacija tog pramena. Svaka оа tih podgrupa'sem 

nе sadrzi podgrupu raz1icite оа trivija1nih. Grupa epici

k1ickih rotacija GVe projektivnog pramena pravih sredista 

V raz10zena је Буојот pravom podgrupom epicik1ickih\rota

cija hiperbo1icnog pramena pravih sredista V па tacno dve 

susedne k1ase. Svaki e1ement k1ase susedne k1asi GVe = ~Ye 

j~ epic~:k1icka., .rotacija grupe GVe mesovitih оэа. 
.. 

. . _. 1 
. Osnova bi10 kog pramena pravih ra~ni В2 predst-

аУ1ја pravu jedne od geometrija te ravn~. Koriste6i rezu1-

tate provere a..1{siome G4 zakljucujemo da za svake dve tac-, 

ke osnove datog pramena pravih pot:toji Ьах je'dna simetrija 

grupe simetrija tog pramena koja jednu od pomenutih tacaka 

pres1ikava па оnи drugu. Iz istih rezu1tata sledi da эато 

za ро dve t~cke osnove e1ipticnog pramena pravih ravni 182 

postoje tacno ро dve eimetrije grupe simetrija tog prame-

па, koje jecinu оа tih tacaka pres1ikavaju па оnи drugu. U 

эlисаји nee1ipticnih pramenova pravih ravni 18.2 za svake 

dve tacke osnove postoji tacno ро jedna simetrija odgovar-

aju6eg pramena. Dak1e, u svakom эlисаји је grupa simetrija 

G' 
Ve 

у,:."Д?::ј{оа;,ргаm.е;ра pravih bar ј edanpu.t,~;;tranzitivna ".па osnov-u tog; ·i';', ~.'!;.;;::". 

pramena. Uravni 182 vazi i slede6a pos1edica teorema 11. 

i 12. 
Posledica 11. U grupama simetrija pramenova pravih 
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ravni lБ2 koje sadrze i simetriju u odnosu па sredista Dih 

pramenova postoje tacno ро dva e1ementa cija Su suzenja па 

ОБnОУи odgov'arajuceg pnamena pravih istovetna. U grupi si

metrija bi1.o kog pramena pravih' ravni lБ2 koja ne sadrzi 

simetriju u оаПОБи па sred~ste tog ргатеnа пе postoje dva 

e1ementa cija Би suzenja па osnovu tog ргатепа istovetna. 

Po§to ova pos1edica nije·neposredna posledica ро

menutih teorema iz1ozicemo i пјеп. dokaz. U dа1јеш.tеkstu 

projektivni pramen pravih ГЭ.vпi lБ2 cije је sreq.iste idea1-

па tacka te ravni, bez tangenata apso1ute koje sadrze to 

srediste nazivacemo hiperbo1icnim ргаmепот pravih. Hiperb

olicni ргашеп pravih је unija hiperbo1icnog prarnena pravih 

prve i druge vrste istog sredista. Као sto sшо ranije ista

k1i jedino grupa simetrija e1ipticnih i hiperbolicnih рга

тenova ravni lБ2 s~drze i simetriju u odnosu па srediste 

takvib ргв;шепоvа tj. sirnetriju u odnosu па pravu koja sad

rzi ОБПОУи od.govaтajuceg рге,mзпо.. Ргсша teoremi 6. (v. str. 

118> sv~ki e1ement grupe simetrija bilo. kog ргатепа pravih 

ravni lБ2 је simetrija i1i proizvod dve simetrije te grupe. 

Ako ј.:э taj e1ement simetrija h te grupe, tada је Ьо h sim

etrija te grupe kojoj је ОБ8. odredena sredistima simetrija 

h
O 

i h а srediste је presek ОБе simetrije Ьо koja sadrzi 

osnovu datog ргашепа Ба Э8Q.m simetrije Ь· •.. Suzenja simetri-

ја h i hOh па osnoi,'\l ргашепа sгеdistа О Би hiperbo1icne in

vо1псiје ојПОБПО suzenjatih invo1ucija па oanoyи~ Kako Би 

invcrijantne tacke ovih hiperbo1icnih invo1uc~ja iste dve 

tэсkе ta Би~епја Би mе(:иБОЬПО istovetna. Ako је О tacka 

unutrasnjost apsolute, tada оnа Ба sredistima homo1ogija 

simetrija ,h i.bO···obrazuje autopolarni trotemt';.nik u оаПОБи 

па apso1utu. Ovај autopo1arni trotemenik је invarijantan u 

pornenutim simetrijama i to te.me ро teme. Ako bi зет pomen,*tih 

postojao jos neki e1ement grupe simetrija ргатеnа sredista 

, 
. " 
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6, cije bi suzenje па osnovu ргашепа bilo istovetno suzenju 

simetrije h па tu osnovu, tada bi i taj e1ement pres1ikav

ао pomenuti auto]!lolarni trotemenik па taj isti trotemenik i 

to teme ро teme. Posto se- svaka stranica pomenutog troteme

nika u svakom od automorfizama apso1ute koji taj tгоtещ~пik 

~r~slikavaju naukazani nacin preslikava па зати sebe, pre~ 

secne tacke te stranice sa apso1utom pres1ikavaju se i1i' Ћа" 

sаше зеЬе i1i jedna па drugu и svakош od tih automorfizama. 

Ako nijedan od tih autornorfizarna nije identicna ko1ineacija 

--па osnovu teoreme 38.2. па str. 161. de1a 1131 avaki od tih 

autornorfizama је simetrija date grupe simetrija. Nacinom 

zak1jucivanja ana10gnim опот kojirn sтo prilikom utvrdivanja 

tacnosti aksioma G2A zak1juci1i da pэ;tоје tacnocetiri то

gucnosti preslikavanja dveju cetvorki tacaka preseka apso1-

ute sa odgovarajuciт autopo1arnirn trotemenicima, zak1juci1i 

bismo da postoje tacno dve takve simetrije. U slucaju kada 

је tacka о tacka spo1jasrijosti"'apso1ute па isti nacin kao 

и prethodnom slucaju zak1jucujemo da је hQh jedina sirnetri

ја date grupe simetrija cij~ је suzenje- па pravu о = W(Q) 

koja sadrzi овпоУи tog pramena istovetno suzenju simetrija 

h. 

Ako e1ement grupe sirnetrija koja zadovoljava zah

teve pos1edice 11. predstavlja proizvod dve simetrije te 
ft 

grupe tada pstoji mogucnost i da је taj e1ement idепtiсиа 

ko1ineacija ravni 182 i1i simetrija u odnosu па srediste 

tog pramena. POGto је suzenje takvog e1ernenta па pravu ra

vni 182 koja sadrzi озпоУи tog prarnenau s1ucaJu bi10 koje 

od navedenih 1I1Ogucnosti identicno preslikavanje te prave, 

identicna ko1ineacija i simetrija u odnosu na.srediste da-
, ,', ": "o~;; .. ;~ .. '."" ; __ . ,~F~";'~:'~~.r._.- _.'~ '-:":""" .' _ . .,IfI", ':;"'_"I".>1':,,~"t.:. ~ 

tog pramena su jedine dve kolineacije grupe simetrija tog 

prarnena cije је suzenje па pravoj koja sadrzi osnovu pr~m

ena identicno, pres1ikavanje. N~ka је taj proi~vod f dve 

-1, 
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simetrije raz1icit od identicne ko1ineacije i simetrije h
O 

u odnosu па srediste О datog pramena pravih. 'NajpTo сето 

dokazati da је hOf, cije је suzenje па pravu koja sadrzi 

osnovu datog pramena istovetno suzenju f па tu pravu, ko

lineacija raz1icita od f. Na osnovu pretpostavke о f i te

oreme 38.1. (/13/ str. 161.) u kojoj su nabrojane sve vrste 

automorfizama apso1ute sledi da u suzenju f, ра dak1e i hOf, 

па pravu koja sadrzi osnovu datog pramena pravih: postoje 

sledece dve mogucnosti: 

а) Ako је taj pramen e1iptican u tom suzenju пе 

postoji nijedna invarijantna tacka. 

ь) Ako је taj pramen projektivan pramen pravih ci

је srеdiзtе О pripada idea1noj oblasti ravni l S2 , jedine 

invarijantne -t;acke tog suzenja su tacke preseka prave koja 

sadrzi оэпоуи i apso1ute. 

U sluaaju' а) bi10 koja prava e1ipticnog pramena sr

edista О pres1ikava se bi10 kojom transformacijom grupe si

metrija tog pramena, koja је proizvod dve simetrije te gru

ре i cije је su~enje па osnovu tog ртатепа istovetno suze

пје f па tu osnovu, па ~TaYи raz1icitu od QQte. Neka su ta

cke ртезека de.te prave р i apsolute tac;ke 6 i D, а tacke 

preseka prave р'= f(p) i apso1ute te.cke Е i F. Ako је f(n)= 

Е, tada је hOf(n)=F. Ако је f(n)=F, tada је hOf(C)=E. Uz 

ogranicenje da prava р па moze biti tаПбепtа apso1ute, па 

isti nacin ве i u slu~aju Ь) dokazuje da su f i hOf medu

sobno raz1icite. 

S obzirom da u ovom de1u dokaza pre~postavljamo i 

da је suz,enje f па osnovu' do.tog pl'amena razlicito od iden

ticnog pres1ikavanja te озпоуе nijedan рат cetvorke tacaka 

C,D ,Е i F nije uzajalI1no оdgОVаГај{1'сГпl1i jednom proizvodu 

dve simetrije date grupe simetrija cije је suzenje па osn

ovu tog ртатеnа istovetno suzenju f. Uzimajuci u obzir da 
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svaki takav p~oizvod pres1ikava cetvorku tacaka С, D,E i F 

па isti cetvoruku, i prethodno pomenuta svojstva koja taj 

proizvod mora zadovo1javati pri pres1ikavanju te cetvorke, 

. zak1jucujemoda postoje tacno dva takva proizvoda. 

Pretpostavimo da Би f i g dva raz1icita e1ementa 

gr~pe GVh(~Vh) istih suzenja па osnovu~tog pramena. Tada Би, 

prema уее dokazanom de1u teoreme, hVf i hVg e1ementi grupe 

Gy, cija Би suzenja па pravoj v = W(V) takode med~sobno is
tovetna, e1ementi kojisu redom raz1iciti od elementa f i g. 

Ovi e1ementi hvf i hyg raz1iciti su i medusobno jer bi u 

suprotnom slucaju vazi10 f = g. E1ement f raz1icit је od e1-

ementa hyg jer pripada podgrupi GVh (~Yb) grupe GV' dok је 

hvg e1ement k1ase susedne. ~oj podgrupi u raz1aganju.grupe 

GV ро toj podgrupi (v.teoiemu 11. rada). Iz istog raz10ga 

је i g raz1icito od hyf.' Nabrojana cetviri e1ementa bi1a bi 

letiri raz1icita eiementa ~rupe GV istih suzenja па ргауој 
vsto је suprotno уее dokazanoin·~""delu· teOreme. U·s1ucaju gr"; 

ире Gnh simetrija parabo1icnog pramena ?ravih sredista D, 

ako је e1ement te grupe proizvod ауе nјеnе simetrije tada 

је taj e1ement kolineacija kojoj је jedina invarijanta ta-

cka D, а jedina inV2Тiјantа ~ ргауа d = W(D) (ргета ае-

1и Ь) teoreme 38.1. па str. 161. de1a /13/). Ako је h bi10 

koja simetrija grupe Gnh , ta·:ia је u toj simetriji зет tac

ke D invarijan~ i srediste Н te simetrije. Zato e1ement 

grupe GDh cije је suzenje па pravu d istovetno suzenju h па 

tu pravu ne moze biti proizvod dve simetrije. Ako је taj 

element simetrije grupe GDh njeno srediste mora biti tacka 

Н. Ali Бума simetrija ravni lВ2 jednoznacno је odredena 

svojim sredistem. 
_.~ ),''- ' , ,? ..... ':Y"'''''':~_.,~~~')'->"~ 

Preostali аво оуе tacke posvetieemo odredivanju va-

znih svojstava preslikavanja grupe GV• Tacka V i tacka do

dira М i N tangenata apsolute koje sadrze tacku V odreduju 

•.. ,.. _. ~OJ.;-
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cetiri troug1a ravni 82. Dva od tih troug1ova pripadaju 

jednom, а dva drugom od projektivnih uglova odredenih tan

gentama VM i VN apso1ute. Jedan od tih иб1оуа sadrzi, а dr

ugi пе sadr~i apsolutu. 8vaka preslikavanje grupe GV pres

lik!crva sva...1{i od tih uglova па isti taj ибао. Projektivne 

t,roug1ove od.redene tackama V ,N ,М ko~i pripadaju опот od tih 

projektivnih иб1оуа koji sadrzi apso1utu oznacavacemo sa 

vr·Шi VИN~ а projektivne troug1ove koji pripadaju .пјетu do

pusnkom иб1и sa VI1N i VI1N'. Zbog znacajneuloge ~rotemeni
ka VI"iN, оуај trotemenik VИN се se cesto koristiti u da1jem 

radu'te сето ба uvek oznacavati па istinacin i ug1avnom 

nazivati karakteristicnim trоtеmепikош temena У. Pomenuti 

projektivni ибао nazivacemo kar~kteristicnim Uб1от temena 
. ~ \ 

У. Dokazacemo da vazi sledeca, u daljem raau, vrlo znacajna 

teorema. 

Teorema 13. U Е'умој simetriji б~ре GVh unutras

njost svakog od trouglo'la VИN i VEN'preslikava se' па tu 

istu unutrasnjost, dok se unutrasnjost ~rougla VМN u takvoj 

simetriji preslikava па unutrasnjost trougla VI~~: U svakoj 

siDetriji grupe ~Vh unutrasnjost trougla VHN preslikava зе 
па unutrasnjost trougla VHN~ а unutrasnjost svakog od tro

uglova Vf"ш i Vl'Ш' па unut~a.snjost tog istog trougla. 

• Dokaz. bleka је ta~ka Х bilo koja tacka unutrasnj-

osfi troug1a VМN. Srediste bilo koje simetrije grupe Gvь је 
tacka duzi dopunske stranici I1ri trougla УМН, jer је svaka 

simetrija ravni 182 harmonijska homo1ogija kojoj su sredi

ste i оза pol i polara apsolutnog po1ariteta. Zato, ako је 

srediste' te simetrije tacka Н1 prema teoremi 25.3. (/13/ 
str .115.) prava iiX sadrzi ЬеХ jednu taCkи. jedne odstrani-

, ,~, ' .о';;;-' • 

са troug1a Vf1N. Iz ОУОба i Равоуе aksiome sledi da prava 

НХ sece tacno јов jednu stranicu tog trougla. Zajednicke 

tacke prave НХ i stranica trougla VI'lN nisu tacke stranice 
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МN jer tacka Н .pripada dopuni te stranice. Ргеша tome pra

va НХ sece stranice УН i VN troug1a: VИN. Ako bi slika х' 

tacke Х u datoj simetri'ji pripada1a unutrasnjosti troug1a 

YМN', tada bi па osnovu iste teoreme 25.3. u /13/ prava 

нx'sek1a i stranicu VMi1i VN troug1a VМC~'. A1i оуе stra

nice su dopune stranica trougla VMN oznacenih takode sa , 

VM"i VW. Posto је prava НX'istovetna pravoj их iz pretho-

dnog bi sledi10 da је ta prava jedna od pravih VM i1i VN. 

Ovo је nemoguce jer tacka Х nе pripada nijednoj od tih pr

avih. Na isti nacin dokaza1i bismo teoremu i u эlисаји 

kada tacka Х pripada troug1u VlvlN' • 

Ako tacka Х pripada troug1uV'r1N, prava :ах, ргеша 

РаБоуој aksiomi, эесе tacno јоз jednu stranicu troug1a V'Мli. 

Ргеtроstаviшо, odredenosti radi, da tu pravu эесе stranicu 

VM tog troug1a. T~ stranica је zajednicka stranica troug1a 

VИ.N i jednog od troug1ova istih temena koji pripadaju pro

jektivnom ug1u odretJ:enom pravama УМ i УВ koji s~drzi арБО--; 

1utu. l~eka је taj trougao npr. trougao V~LN; l'fa ОЭnОУи РаБ

оуе aksiome prave riX sece i stranicu VM"troug1a vr~~. Оэа 

simetrije sxedistaH kao prava projektivnog ug1a odreden

og pravama УМ i V~ koji sadrzi apso1utu эесе pravu НХ u 

tacki Н1 koja је istovremeno i tacka unutrasnjosti troug1a 

VИN. Ako bi tacka Х'= hн(X) pripada1a takod:e troug1u·VNN, 

tada раг tacaka Н, Н1 nе bi razdva~ao раг tacaka Х, Х'. 

Suzenje simetrija ЬН sredista Н па pravu ИХ је hiperbo1i

сnа invo1ucija cije su dvojne tacke HiН1 • Zato ovaj раг 

tacaka razdvaja svaki раг odgovarajucih tacaka, ра i раг 

tacaka Х i Х'. 

Drugi deo teoreme 13. dokazuje se па isti nacin. 

Neposredna pos1edica teoreme" 13. је: .; -; " 

Posledica 12. Sv~a epicik1icka rotacija podgru-

ре GVe grupe epiciklic.kih rotacija GV preslikava svaki od 

('"1 
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troug1?va temena V,MJN па taj isti trougao. Бу~(а epicik1i

cka rotacija grupe GVe koja пе pripada podgrupi GVe pres1i

kava svaki od tih troug1ova па njemu dopunski u odnosu па 

projektivni ugao kome taj trougao pripada. 

Epicik1icke rotacij е grupe Gv su proizvod,i ро dve 
е , 

si~etrije grupe Gvь tj. grupe ~Yb. Као sto smo ~oiz1ozi1i 
u radu grupa GYe је ртауа podgrupa svake od grupa GVhi ~Vh. 

Svaki ~lement grupe GVe ' koji пе pripada пјепој ргауој ро

dgrupi GV , је epiciklicka rotacija mesovitih оза' (ovij ро-
в ' 

јат uve1i зmо па str.123. rada.). Ртета teoremi'12. svaka 

epicik1icka rotacija mesovitih osa је proizvod neke rotaci

је grupe GVe sa simetrijom sredista V~ 

Na str.11б. rada uveli зто i· ројат ргатепа ро1ирг

avih ravni 182. Tada зто pokazali i da је bilo koji hiperb-
ОУ °h о 16 1 v t V d ol~can ргатеп prav~ ravn~ 2 raz ozen па аспо уа ргате-

па po1upravih. Ako' је srediste tog ргатепа tacka У, а tac

ke dodira dirki apsolute kroz tacku V tacke М i N, .tada j,~.:

dan od dva pramena pt:>lupravih hiperbolicnog ргатепа pravih 

sredi,;;ta V pripad.a jednom, а drugi щug'оm od dva troug1a 

temena Y,M,N zajednicke stranice МN. Neposredna posledica 

tеогеюе 13. је posledica 13. koja se odnosi па "dejstvo" 

simetrija grupe GVh(GVh ) па ргашепоуе polupravih hiperbo1-

icnog ргатепа ргуе vr'ste (druge vrste) ravni L626 
Pos1edica 13. U sv~~oj simetriji grupe~GVh bi10 

koji ргаmеп polupravih hiperbolicnog ·ргашепа ,pravih ртуе 

vrste sredista V pres11kava se па taJ isti ргаmеп ро1ирг

avih, а bilo koji ргатеп po1upravih hiperbolicnog ргamепа 

pravih drugevrste istog sredista V preslikava se па пјеmи 

dopunski ргаmеп polupravih. U svakoj' simetriji grupe ~Yд 

bilo koji: od dva ргатепа polupravih hiperbo1icnog pr3JJiena 

pravih sredist'a V preslikava se па пјети dopunski ргатеп 

polupravih, ako је taj ргатеп pravih ртуе vrste, i па taj 
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isti :!;)ramen po1uparavih мо taj pramen pripada hiperbo1icnom 

prarnena pravih sredista V druge vrste. . 
U formu1is~ pos1edice upotrebili smo termin!ldopun-

ski pramen po1upravihl!. S:nisao ovog terrnina koji је перо

sredno jasan mozemo opisati "i па slede6i nacin: PraYllen ро1и

pravih dopunski datorn је skup svih po1upravih dopunskih svirn 

po1upravama datog ргатепа po1upravih. 

Neposredna pos1ec1ica pos1edice 12. је posledica 

14. 

Posled.ica 14. Sva1;:a epicilrJ.icl::a rotacija podgrupe 

GVe pres1ikav~ svaki Gd cetmri .)гашепа polupravih hiperboli

cnih pramenova pravih sredista V па taj isti pra:nen po1и~)гa

·v'ih. Svaka epicikli,:ka rotacija grupe G~e,koja пе pripada 

ргауој podsrupi GVe te crupe, preslikava svaki od pramenova 

po1u~:ravih sre:~i C3'ta V па п~:еrnи dopunski pramen polupravih. 

3.GruDa simetrija nizova ta~aka ravni lsи • Grupu 

generisanu he..rDonijskirn l1oE101ogijama (simetrijaca) Crupe 

G cije ове sard~e istu tacku О rayni 102 nazvali SLlO gru

пот simetrija ргатепа )гаviп sreciista О te ravni. Io?':;to 

sredi~-c:ta svih tih simetrija pripadaju polari о tacke О u 

odnosu па apsolutni.:olaritet, sa istim ргауоm mogli вто 

tu grupu nazvati i сгирот siГ;letгiјг.. hiza tacaka prave о. 

U:Jraz1o~icemo ukT'atko iz -:;:ojill razlo~a ima sшislа uvodi ti 

i Qvaj naziv koji, аок razmatramo ravan lБ2 као celinu, 

"ima iato znacenje јсао i grupa sime-t:;rij3. ~)гa!!1ena pravih, te 

u pomenutomkontekstu odnosi takode па odredenu pOQs;rupu 

ьгире G generisanu harmonijskim homo1ogijama. U predgovo

ги, а i иуоаи оуе ta?~ke ukazali вто da namje'jтajnji ci1~j . 

da orrlOgucimo neposredno рге110Бепје svih rezu1 tata koji ве 

оdnове па svojstva trajekt:;orija ргашепоуа pravih ravni l S2 
u svaku od geometrija te ravni ровеЬпо. Za razlih~ оа ge

ometrije Lobacevskog, pokazace ве аа је u пјој dua1noj 
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geometriji ЕН kao generatore grupe transformacija poduda

rnosti umesto ssnih smatrati centra1ne simetrije. U зlиса

ји trajektorijae1iptIhcnog pramena pravih ravni l s2 , presek 

tog pra~ena i idealne oblasti te ravni пе predstav1ja pra

теп pravih уес pramen hiperbo1icnih пizоvа tacaka geomet

rij?: ЕН. Zato је, uko1iJ.;:o tezimo da u odredi уanји. odgova

rajuce trajektorije koristimo OBno~ne, а пе izve.:1ene рој

тоуе tegeometrije, пеорЬоdnо ројат gru~c,e simetrija рга

шепа pravih ravni 132 odrediti као grupu simetrija niza 

ta6aka озпоуе tog ргашепа koja predBt&v1ja pravu geomstri

је ЕН. Са};: i u geO;:1etriji I.Jobacevskog, u којој ве вуе tran

sformacije podudarnosti mogu predstaviti kao proizvodi 

osnih а пе centr,a1iJ.ill siwetrija upotreba ОУОб pojua то7.е 
. '. 

bi ti u izvesnim 'sluc;ajevima 9ргауаа::-2.а. l'ako se па ргiюег 

"dvof;rana" ekvid.istanta u toj geometriji пе тo~e ni па 

koji nacin definissati kao trajektorija grupe simetrija 

odgovarajuceg pramena pravih. r:Ied:utim опа' је trajektorij а 

grupe simetrija niza ta5aka пјепе OBno~e. 

S obzirom .аа је :Joja.;:n niza ta.ca.ka аиа1an ројЭЈ.l1 

pzaoena pravih, i аа зе u ravni 132 ta dualnost ostvaruje' 

apsolutniw po1ari tetom, пе,::ето зе розеЬпо zadrzavati па 

definisanju pojmova koji u tom dua1itetu odgovaraju рој

г:ш 'oramena pravih, БЈ."и~)е simetrij а tog pramena i nekim 

вуо ј stvima i zrazenim teoremama u 'оГ ~;tJlodnoj taCki. Zna6a

jnije оа tih teorema 6еыо вато navesti, ~to va~i i za пе

ke ројооуе. Slede6e definicije su definicije.pojmova dua

lnih pojmovima pramenova pravih гаzпiћ vrsta ravl1i 1з". 
Definicija 6. E1iptican niz tacaka ravni l Б2 је 

s~'ш[) svi11 ta::'aka bi10 ~;:oje spolja~l1je prave apsolute . 

. j)efinicija 7. Parabo1:h~an niz ta(~aka ravni 132 

је skup taca~{a bi10 koje tangente apsolute bez пјепе 

ke dodira. 

-'- у 

"ас-
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Definicija 8. Hiperbo1ican niz tacaka prve vrste 

ravni 162 .је skup svih spoljasnjih tacaka bi10 koje secice 

apso1ute. Hiperbo1icni niz tacaka druge vrste ravni 182 је 
skup svih unutrasnjih tacaka bi10 koje secice apso1ute. 

Hiperbolicni niz tacaka r~vni 182 је unija unutrasnjih i 

spoljasnjih tacaka bilo koje secice apso1ute. 

Ubuduce сето cesto i~ostavljati rec "tacake.)' u iz

razu "niz taCaka tl
• 

Simetriji sredista О odgovara simetrija ose о gde 

зе о = W(O). Ova simetrija se moze predstaviti-kao proiz

vod dve centralne simetrije u odnosu па dve konjugovane ta

cke prave о u odnosu па apsolutni polaritet. 

Sto se tice izrazavanja odnosa grupa simetrija pr

amenova pravih ravni 182 i grupa simetrija njima ,odgovaraju

cih nizova tacaka zadrzacemo se saтo па slucaju hiperbolic

nih pramenova pravih. 

", 

Grupi GVh odgovara ,grupa .в-imеtгiја Gvh hiperbolic~; 

nog niza tacaka ргуе vrste. Grupi simetrija hiperbolicnog 

pramena pravih druge vrste Gvь odgovara-grupa simetrija 

hiperbolicnog niza tacaka druge vrste koju сето oznaciti sa 

~yЬ. Grupi GV hiperbolicnog pramena pravih ravni 182 odgov

ага grupa simetrija Gv hiperbo1icnog niza v te ravni. Sim

etrija-u odnosu па ргаУи v pripada toj grupi simetrija jer 

зе moze pp.edstaviti kao proizvod dve simetrije u odnosu па 
r 

dve konjugovane tacke hiperbolicnog niza tacaka у. Ali ova 

simetrija nije element nijedne od grupa Gvh i GVh 8 Posto 

је prema poznatoj teoremi proizvod dve harmonijske homologije 

projektivne ravni harmonijska homologija te ravni ako i зато 

е$.о srediste jedne od tih homologija pripada osi druge i оЬ

ratno а simetrije ravni ЈВ2:-Ђи harmonijske homo1ogijekod .О! 
kojih Би srediste i osa pol i ро1ага u apsolutnom polaritetu 

mozemo formulisati i sledecu teoremu: 
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Теогета. Proizvod dve sime·t;rije ra~ni 152 је s'im

etrija te ravni ako i аато kao srediste jedne od tih sim

etrij а pripada osi оnе druge. ~ ....... :; 

Teoremi 6. odgovara teorema: "Svaki e1ement gru

ре simetrija bi10 kog niza tacaka ravni 162 је i1i simet

rija u odnosu па tacku ~dg niza i1i proizvod dve takve si

metrije", а teorema 7.: )f6vaki 'e1em1tnt grupe simetrija bi-

,10 kog niza tacaka bi10 koje od geometrija ravni 162 је 
centra1na simetrija cije srediste pripada tom nizu tacaka 

i1i proizvod dve takve simetrije". 

Teoremi "tri simetrije" odgovara s1edeca teorema': 

Teorema 14. Proizvod tri simetrije u odnosu па 

tacke istog niza tacaka bi10 koje geometrije ravni 152 је 
simetrija u odnosu па tacku tog niza tacaka. 

Teoremama 8,9 i 10. prethodne tacke koje ае tic,~ 

odnosa grupe simetrija pramenova pravih geometrija ravni 1з2 
i grupa svih automorfizama t:i,p. pramenova, i koje Би nеров;.. 

redne pos1edice odgovarajuceg odnosa grupasimetrija ravni 

lЗ2 odgovaraju sledece teoreme: 

Teorema 15. Grupa simetrija e1ipticnog niza tacaka 

odgovarajuce geometrije ravni l S2 predstav1ja skup svih аи
tomorfizama tog niza tаСЮса. 

Teorema 16. Gru~a simetrija parabo1icnor niza ta

caka odgovarajucih geome,trija ravni 1З2 је prava podgrupa 

grupe svih automorfiz~~artog niza tacaka. 

Teorema17. G~upa simetrija hiperbolicnog niza ta.,. 

caka bi10 kog hiperbolicnog niza odgovarajuce. geometrije 

ravni 1з2 је prava podgrupa grupe svih automorfizama tog 

niza tacaka. 

Proizvoddvesimetrije· grupe:7::sim~trija nekog pra

теnа pravih ravni 152 naziva1i smo epicik1ickom rotacijom 

tog pramena. U slucaju hiperbo1icnog pramena sredista V 

\ ., 

, .. 
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ako оза jedne sirnetrije pripada hiperbo1icnorn prarnenu jed

ne od dveju vrsta hiperbo1icnih ргamеnоуа pravih tog 'istog 

sredista, а ова druge hiperbo1icnom pramenu pravih оnе dr~ 

uge,vrste proizvod dve ta1tve simetrije grupe simetrija GV 
tog hiperbo1icnog pramena nazvali вrnо epiciklickom rotaci-.. 
jo~ mesovitih ОБа te grupe simetrija. Iste Bazive upQtreb-

ljavacemo i u slucaju proizvoda dve sirnetrije u odnosu па 

tacke istog niza tacaka ravni 1828 Sasvim ravnopravno оу
im naz~vima u оЬа slucaja mo~emo upotrebljavati i nazive: 

"epiciklicke translacije ravni 182 datog pramen~ pravih 

(niza tacaka)" te ravni i "epiciklicke translacije mesov

itih ОБа pramena pravih detogsredista (niza tacaka date 

овпоуе)". S obzirom nazadr~avanje ovih naziva пета potre

Ье navoditi tvrdenje koje odgovara teorerni 12. prethodne 

tacke. Dovo1jno је аато u formulaciji te teoreme izraz рг

атеп pravih zameniti izrazom niz tacaka. 

Zahva1jujuci nacinu па R:Ъјismо for!Iiulisali vaznu~ 

teorernu 13. (rad t.2.str.189.) dovoljno је da bi ве form

ulisala пјој odgovarajuce teoreme оуе tacke u indeksu ozn

aka grupa simetrija urnesto V upisati "malo" У. Uporeo:ujuci 

tu teoremu аа teoremom 13. zakljucujemo da vazi od пје -ор

stiji stav: 

Stav 5.Svaka simetrija grupe simetrija hiperbol

icnog ргаrnепа pravih prve ili druge vrste sredista ~ravni 
l S2 preslikava unutrasnjost nekog od trouglova tешепг. V,fч1, 
N па unutrasnjost istog trougla ako i Бато ако taj trougao 

pripada опот projektivnom uglu odredenom pravama УМ i УН 

koji sadrzi dati hiperbolicni pramen prt;vih, а unutrasnjo

.st onih trouglova temena V,M,N koji pripadaju uglu dopuns-
~ " , < , ' .~ .f- ~" _и ,,--!:r~.'~~Ј:!:'.::'\l'~~" ~ 

kom pomenutom projektivnom uglu jedrll.i' n:ac"d:rugU'. Svaka sim- j 

etrija grupe simetrija hiperbolicnog niza prve ili druge 

vrste ОБпоуе v = W(v) ravni 182 preslikava unutrasnjost 
(") 

.' 
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nekog od troug10vatemena V,M,N па unutrasnjost istog мо i 

sашо ako taj trougao ~ pripada опот projektivnom ug1u koji 

sadrzi taj niz tacaka. Ako neki 9d tih troug1ova pripada 

projektivnom ug1u odredenom pravama VM i VN kojisadrzi da

ti hiperbo1icni niz tacaka, tada svaka simetrija odgovaraj

исе grupe simetrija pres1ikava unutrasnjost tog trougla па 

unutrasnjost onog drugog trougla k~ji pripada pomenutom pr

ojektivnom ug1u. 

4. Тrajektorija ргатепоуа pravih ravni lБ2 " U uvodu 

ove glave razmotrili зrnо и osnovnim crtama nacine definisa

nја krivih sta1ne krivine geometrije Lobacevskog koje se, 

ukoliko se definisu ~ odnosu па odredene podgrupe grupe tr

ans~Drmacija podudarnosti, nazivaju i trajektorijama ргате

поуа pravih ravni lБ2 " На' stranama 112. i 113. pomenutog uv

oda nave1i smo jednu ,od takvih definicija izudzbenika /24/ 

M.PravanoviC. Istovremen'o sзо formu1isa1i i пази definiciju 

tog ројта. (definicija 5. str.113.). Prvom te8rem6m ove ta

cke utvrdicemo da зи Qve definicije и зlисаЈи ekvivalentne. 

Posto паза definicija jos nije dovo1jno 'poznata, iako smat.

гато da ima izvesnih prednosti u odnosu па postojece, и ро

cetku сето ug1avnom зе oslanjati па definiciju 9.atu и duhu 

udzbenika /24/. Grupe sirnetrija pramenova pravih geometri

је Lobacevskog u Be1trami - K1ajnovom mode1u predst~vljene 

зи suzenjem grupe siГ:.letrija odgovarajucih pramenova ргг.vih 

ravni l S2 " U sk1adu за osnovnim ci1jem ove glave пајрге се
то ројаm trajektorije pr~mena pravih 8eometrije Lobacevskog, 

prosiriti i паТауап l S2 sluzeci зе apalogijom sa odgovexa

јисот situacijom и sopstvenoj oblasti te ravni tj. beltrami 

_ Klajnovim mode1om geometrije Lobacevskog. tatim сето dob

ijene rezultate protumaciti u sv'ak;j od geome't;~ij~;id~~lne 
ob1asti ravni lБ ...... i to па takav na!~in da Бе oni bez tesko-

с:.. 

са mogu izraziti i kao rezultati odgovarajucih po1uformalnih 

/" 
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teorija. 

Ртеша drugoj tacki ovog paragrafa u ravni lэ2 ро
stoji pet grupa simetrija pramenova pravih ravni lэ28 Iz 

razloga koje сешо uskoro dati njima се odgovarati sest УТБ

ta trajektorija. То su trajektorije grupa" Gтљ' GDh , GVh , riVh 
i grupe svih automorfizama hiperbolicnog pramena pravih sr

edista V koju зmо u t.2. oznacili за GV• Ova grupa је grupa 

simetrija projektivnog ртатепа pravih ravni lэ2 sredista V 

koja kao Буоје prave podgrupe sadrzi grupe GVh i G
Vh

8 Posto 

зе radi о trajektorijama tacke u oznacavanju trajektorija зет 

grupe neophodno је i oznaciti i tu tacku. U vezi sa-ovim иБ

vojicemo nacin oznacavanja koji је primenjen u.delu /14/. U 

tom de1u trajektorija (ili orbita kako зе u tom delu naziva 

оуај ројarn, ili putanja~- sto bi najvise odgovaralo duhu па

seg jezika) koja sadrzi tac.ku Х u odnosu па grupu G oznacava 

зе за G(X) (v.str.303.u /14/). П ravni lЭ2 moguce је razlik

ovati i dve vrste traje!Ctorija grupe Gvь. kao i dve vrste~r

ajektorija grupe ~Yћ. Naime па osnovu teoreme 2.13.i posle

dice ? .12. ako taGka pripada unutrasnjosti jednog od trougl

ova temena V,I1,N, tada GVh(X) pripada unutrasnjosti tog istog 

troug1a kao i зато ako taj trougao pripada опот projektivnom 

uglu odredenom pravama УМ i VN koji sadrzi apsolutu. Ako u 

tom з1исаји tacka Х pripada jednom od t:rouglova temena V,rl, 
N koji pripadaju опот karakteristicnom projektivnom uglu 

temena V koji пе sadrzi apso1utu па osnovu iste teoreme 13. 

(str.131. rada) i iste pos1edice 12. (str.132.rada) uVh(X) 

је skup tacaka koje pripadaju unutrasnjosti t pomenutog, ali 

1 пјети dopunskog trougla u odnosu па taj projektivni ugao. 

U ovom drugom slucaju, radi kraceg obelezavanja umesto Х pisa

сето 'Х. Potpuna oznaka te trajektorije bila bi GVh(X). U ,~uhu 

naziva koji smo u radovima /4/ i /5/ upotrebili za trajektro

rije pramenova pravih trajektorije hiperbolicnih pramenova 
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pravih nazva6emo hipercik1ima. Ako tacka Х pripada karak

teristicnom projektivnom ug1u koji sadrzi hiperbo1icni рг

amen pravih prve vrste tada takav hipercik1 nazivamo hiper

cik10m ргуе, а ~o tack~ Xpripada projektivnom uglu МVN ko

ji sadrzi hiperbolicni pramen druge vrste, tada takav hip-

.ercikl nazivamo hiperciklom druge vrste. Ako tacka Х nije . . 

, tacka onog hiperbolicnog pramena pravih prve i1i druge vr-

ft 

ste рото6и koga је d~finisan odgovaraju6i hipercikl, tada 

ispred izraza hipercik1 ргуе i1i druge vrste,stav1jamo pr

idev Jldvograni 11. Тмо ј е G
Vh 

(х) hipercik1 ргуе ~rste, 'а u
Vh 

ех) dvograni hipercikl druge vrste. Crticom iznad Х oznac

ili smo da tacka Х pripada hiperbolicnom pramenu pravih dr

uge vrste. Iz istih razloga kao u slucaju trajektorija gru

ge GVh(teorema 2.13. i posledica 2.12.) ako Х pripada hipe

rbolicnom ргатеnи druge vrste(te је zato oznacavamo sa У), 
tada trajektorija ~Vh(I) pripada оnот trouglu temena VMN 

cijoj unutrasnjosti pripada tacka Х; ~o х pripaia hiperbo

licnom ргатеnи ргуе vrste, tada skup tacak~ trajektorije 

'G'Vh(X) pripada unutrasnjosti dva trougla temena У,М,Ы koji 

pripadaju projektivnom ug1u odred:enom pravama УМ i VN koji 

sadrzi apso1utu. Zato u оуот pos1ednjem slucaju trajektori

јп ~(X) nazivam? dvogranim hiperciklom i to ргуе vrste јег 

tacke tog hipercik1a pripadaju hiperbo1icnom pramenu pravih 

ргуе vrste. Primetimo da u pred1ozenom nacinu oznacavanja, 

r Х bez crtice iznad ukazuje da эе radi о hiperciklu prve, а 

Х sa crticom iznad da se radi о hipercik1u druge vrste. Hi

percikl је dvograni kada se u njegovoj oznaci iznad u i Х 

na1azi иlшрnо tc .. ,:no jedna crtica. J'1oze se dokazati da је 

svaki dvograni hipercikl istovetan odgovarajucoj trajektor

iji grupe UV• Ие:::utiт dokaz ove, kao i vecine drugih teore

та kojima Би utVТ(luju svojstva trajektorija kao i njihov те

clusobni odnos, mnogo је jednostavniji мо se koristi defini

cija trajektorije koju эшо ustanovili i primenjivali јоз od 
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1979. godine. РТета toj definiciji trajektorije pramenova 

pravih(epicik1i) ravni 182 Би tr~jektorije grupa epicik-

1ickih rotacija pramenova pravih te ravni. Ројат epicik1-
, ..... 

ickih rotacija i grupa epicik1ickih rotacija u radu Бто 

uve1i па str.125. Svaka od tih gr~pa је takode podgrupa 

odgovarajuce grupe svih automorfizama datog pramena praviA 

ravni 1828 A1i takva grupa је i prava podgrupa odgovaraju

се grupe simetrija tog pramena pravih. 1 to је jedna od 

znacajnih prednosti оуакуе definicije trajektorija:jedno

stavnije izvodenje dokaza, sto Бто ma10pre pomenu1i, pro

izi1azi iz cinjenice da Бв pri1ikom dokazivanja uzima u 

obzir manji broj mogucnosti s obzirom nаШ8nјi broj в1еmе

nata tih grupa. Sledecom teoremom utvrdicemo re1ativnu ek

viva1entnost nase i postojece definicije epicik1a. 

Teorema 1а. Svaki epicikl tacke Х u odnosu па da

tu grupu epicik1ickih rotacija ravni 182 raz1icit od epic

iik1a tangenata apso1ute ako је data grupa hiperbo1icnog 

pramena pravih, ali nе i od sredista tog praтena, istovet

па је epiciklu tacke Х u odnosu па grupu simetrija koja sa

drzi datu grupu epiciklickih rotacija. 

Dokaz. Iz cinjenice da grupa simetrija GOh datog 

pramena pravih sadrzi grupu epiciklickih rotacija GQe sl

edi da epicikl 'GOh (х) sadrzi epig,ikl G
Oe 

(Х). Prema teore

mi 2.б.(str.118.rаdа) svillci e1emffnt grupe simetrija bilo 

kog pramena pravih ravni 182 је ili simetrija u odnosu па 
meku pravu tog pramena ili epiciklicka rotacija tog prame

па. Sadrzajem оуе teoreme nismo obuhvatili neposredno i 

slucaj hiperbolicnog pramena pravih ravni 162 sredista V 

jer је, za razliku od hiperbolicnih pramenova prve i druge 

vrste i njima odgovarajucih grupa simetrija, grupa simetri

ја hiperbolicnog pramena pravih GV istovetna grupi simetri

ја projektivnog pramena pravih sredista V ра је taj deo te-
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oreme neposredna pos1edica pos1edice 4. (raa/6/str.146.). 

РТета tome da bismo dokaza1i da i epicik1 GOe(X) sadrzi 

epicik1 GohOO, dovo1jno је dokazati da је bi10 koja tac

ka X'koja је slika tacke Х u 'nekoj simetriji grupe G
Oh 

is

tovremeno i slika tacke Х u nekoj epicik1ickojrotaciji gr

ире GO • Ali ovo neposredno sledi iz cinjenice da ~~ proiz-
е . 

vod pomenute simetrije i simetr~e grupe GOh cija bsa sadr~ 

zi tacku Х epicik1icka rotacija grupe G
Oe 

koja tacku Х pre

slikava па tackи х' • 
Ako tacka Х pripada jednoj od projektivnih duzi od

redenih tackama V i М, odnosno tackama V i N, tada је GVh(X) 

i1i ~Vh(X) skup dve stranice jednog od troug1ova temena У,М, 

N; koje pripadaju tangentama УМ i VM. Raz10g torne је sto sv

aka sirnetrija grupa GVh i ~Vh pres1ikava tangentu УМ па ta

ngentu VN i obratno. Da se pri tome stranica УМ pomenutog 

troug1a pres1ikav~ na'stranicu VN istog trougla sledi iz te

отете koja se dokazuje па isti nacin kao i teorema 2.13.A1i 

posto svaki e1ement grupe GVe pres1ikava svaku od projekti

vnih duzi УМ i VN па tu istu duz (da bi ее оуо pokaza10 nе

ophodno је koristiti i pos1edicu koja u preth~dnom smis1u . 

odgovara posledici 2.12.)epicik1 GVe(X) је оnа оа tih proj

ektivnih duzi koja sadrzi tacku х. Slicno,'dok је Gv(X)skup 

tacaka tangenata УМ ~ VN bez tacaka V,M,N datle је G~e(X) 

unija dve otvorene projektivne duzi odredene ili tackama У, 

м ili tackarna V,N u zavisnosti od tog~ da 1i Х pripada tan

genti УМ ili tangenti VN. Tacka У, kao uostalomi svako sr

ediste bi10 kog pre.mena pravih ravni lв2 , је. epicik1 svih 

grupa simetrija pramenova pravih t"og sredista. Mec:tutim epic

ikl GVh(И), '(iVh(M), GV(M), I.iVe(M), u-Vе(М) tacke М u odnosu 

па sve grupe simetrija i'sve grupe epiciklickih rotacija hi

perbolicnih pT~enoya pravih sredista V kao i epicikli ta

cke N u odnosu па iste grupe su par tacaka [1,М u slucaju 
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epicika1a prve tri grupe, а samo tacka М i1i saтo tacka N 

u slucaju pos1ednje dve navedene grupe (npr.Gye(M) = М, GVe 
. (N) = N). 

Sada smo u mogucnosti da па jednostavniji nacin 

dokazemo teoremu da su dvograne trajektorije iste tacke Х 

u odnosu па grupe GVh i (fVh" istovetne trajektoriji te tac-" 

ke"u odnosu па grupu GV; u оуоm kao i sledecim slucajevima, 

osim ako to posebno ne istaknemo, pretpostav1jamo da se пе 

radi о epiciklima koji predstavljaju nizove tacaka ravni lВ2 
i1i podskupove tih nizova. Takve epicik1e ubuduce сето naz

ivati degenerisanim epicik1ima. 

Teorema 19. Лkо tacka Х pripada otvorenom projekti

vnom ug1u odredenom pravama УМ i VN koji sadrzi apsolutu ер

icikl~\GV(X) је istovetan dvogranom epiciklu (!Vh(X). Ako tac

ka У pripada otvorenom projektivnom ug1u odredenom pravama 

УМ i YN, koji пе sadrzi apsolutu, epimik1 Gy(X) istovetan је 
dvogranom epiciklu GVh:(X}~.: 

Dokaz. Neka је tacka Х taclca pomenutog otvorenog 

ug1a temena V koji sadrzi apso1utu. Dok~zujuci teoremu 2.12. 

dokaza1i smo da је grupa epiciklickih rotacija GVe prava ро

dgrupa grupe simetrija GV hiperbolicnog pramena pravih sre

dista У. Zato је, па osnovu teoreme 18, epicikl-hipercik1 

GV(X) istoveta.n hipercik1u G~e (х). 30) Grupa Gv sasirzi grupu 

~Vh(v.teoremu 2.10. па str.122~ rada). Zato hipercik1 GV(X) 

sadrzi hipercikl uVh(X). Ako dokazemo da i hipercik1 "<rvь(X) 

sadrzi hipercikl GVe(X), па osnovu GVe(X) = GV(X) sledi i 

tvr~enje prvog de1a teoreme. 

Ako је X'slika tacke Х u epiciklickoj rot8ciji ро

dgrupe GVe grupe GVe ' posto је GVe podgrupa grupe GVh , Х' 

30) Бпесеmо ·paznjuda-.,geteorema 18. odnosila. аа-, 
то па epicik1e koje smo uve1i па pocetku оуе tacke, dak1e 
па epicik1e GYh(X), GVh(X)'~Vh(X),Gy(X) а пе i па epicikle 
G (х) iG (X)~- Dоkаzош teoreme 19. dokazujemo -аа i ovi ер
i~k1i po~o IU istovetni epicik1ima grupe ~1 spadaju u ер
icik1e revni В2 koje Бто definis~li па pocevku. 
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је sl1.ka tacke Х u toj istoj epiciklickoj rotaciji grupe 

(!vь. Z~to је u tom slucaju tacka X.'hi:percikla GVe (Х) tak

оав i tacka hipercikla ~Vh(X) •. Prema t.mremi 2.12.(stГ.12б.) 

svaki element grupe GV' koji nije epicik1icka rotacija nje-
е ' 

ne podgrupe GVe је epiciklicka rotacija mesovitih osa. П ci-

1ји jednostavnijeg dokaza da i kada је X#slika tacke Х u 

epiciklickoj rotaciji mesovitih osa, X'pripada hiperciklu 

~Vh (х) dok~zacemo 1еши koja ima i siri znacaj post,o se рг

imenjuje i и' ·dflk6.'Zima mnogih drugih teorema. 

Lema. Bi10 koja epiciklicka rotacija koja tacku Х 

preslikava па tacku X'moze se predstaviti kao proizvod dve 

simetrije grupe simetrija kojoj pripada data epicik1icka 

rotacija tako da osa jedne od tih simetrija sadrzi tacku х. 
I 

Dokaz. Neka:',je epicik1icka rotacija f koja tacku 

Х pres1ikava па tacku X'proizvod simetrija u odnosu па ose 

с i d koje S8 seku u,~acki О ravni'lS28 Pretpostavimo da ta 

epiciklicka rotacija f = dc31 ) nije epiciklicka rotacija ше
sovitih оаа. Tada prave с i d sadrze prave jedne od geomet

rija ravni 182 ра se па nacin istovetan опоше kojima smo рг
overili tacnost aksiome G3 apsolutne geometrije dokazuje da 

pastoji simettci.ja h s grupe GOh kojoj pripada i epiciklicka 

rotacija f koja pravu d pres1ikava па pravu ОХ koju сето 0:3-

naciti за а, pod pretpostavkom da tacka Х pripada опој оЫа

sti ravni 182 koja sadrzi i tacke pravih с i d. U suprotnorn 

slucaju ргета 1emi 3. па st~.14-58 гаdа/б/ f se moze ргеdstг.

viti kao proizvod dve harmonijske homo10gije - sirnetrije gr

ире GOh -vodnosu па ose koje imaju zajednickih tacaka ва оЬ

lasti kojoj pripadaju tacke Х i Х'. Radi istovremenog doka1ta 

i pomenuti prikaz rotacije f oznacicemo па isti nacin, ра 
. ," _-;- -' . ~,. "."" ;; с"· .. ' " \. _ , 

dakle i ови simetrije koja ови drugog cinioca tog prikaza 

31) Radi se о primeni Bahmanove konvencije о zapi
sivanju osnih sirnetrija zapisivanjem samo njikovih оза. 
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preslikava па pravu а i pripada grupi GOhoznacicemo ~akode 

sa s. Neka је h s ' (е) prava Ь. Dokazacemo da је fproizvod 

simetrija Ьа i ЬЬ navedenim redom. U stvari taj dOkaz, т~

da se nе odnosi па simetrije apsolutne ravniu Bol:jajevom 

smis1u, zahva1jujuc~ tome sto ве odnosi па njima odgovaraju-. "-" 

се invo1utivne transformaeije, u prineipu se nе razlikuje 

od dokaza drugog dela teoreme 4.3. па str. 77. udzbenika /16/. 
Neka је epiciklicka rotacija f grupe GQh mesovit~B 

osa,i neka је odredenosti radi ова d ona od tih ова koja 

sadrzi pravu опе od geometrija ravni l S2 cijoj oblasti in

terpretacije pripada tacka х. ~ koliko tacka Х pripada оы

asti interpretacije dve gеошеtriје te ravni onda је sasvim 

svejedno da li сето је smatraxi tackom geometrije ЕН ili НН: 

u tom slucaju ulogu озе d igra ona od ова koja sadrzi pravu 

, te geometrije. U svakom slucaju опи drugu osy predstavi6emo 

kao proizvod dve haтmonijske homol~gije od kojih је jedna .. 
harmonijska homologija ЬО• Posto prema poznatoj teoremi osa __ ~. 

druge od tih homologija sem sredista О, sadrzi i srediste 

homologije - simetrije h tada ako с пе зесе apsolutu osa 
с . 

te druge simetrije зесе apsolutu i obratno. Ца оуај nacin 

rotacija f ве, па osnovu prethodnog i leme 1 rada /6/, то
ze predstaviti kao proizvod ЬО i epiciklicke rotacije u 

odnosu па ose pramena pravih sredista Ocije ose ili.obe 
ft 

seku ili оЬе n~ seku apsolutu. Na nacin istovetan опоте па 

koji smo ukazali dokazuju6i prvi deo teoreme ta epiciklic

ka rotacija moze se predstaviti kao epiciklicka rotacija 

kojoj је prva simetrija sirnetrija grupe G
Oh

, ose а. Time smo 

f prikazali kao proizvod tri simetrije grupe GQh od 'kojih 

је jedna simetrija h O а osa druge sadrzi tacku Х dok osa 

·t;rece sadrzi pravu koja Бесе ili ne se~e··~a.ps()1utu zavisno 

od toga da 1i prava а sece ili ne sece apsolutu. Meautim 

proizvod te tre6e simetrije i simetrije h O' s obzirorn da 

centar jedne od tih simetrija pripada osi druge, је sime-
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trije grupe GOh cija osa пе весе apsolutu ako osa te trece 

simetrije весе apsolutu, i obratno. Na taj nacin f вшо pri

kazali i u оуот slucaju kao epiciklicku rotaciju mesovitih 

ова i to t~~o аа је јеаnа оа simetrija te rotacije simetri

ја u odnosu па ови koja sadrz~.tacku Х. 

Isticemo аа ае slucaj, "mesovitih ова" ostvaruje 

jed.ino kada ј'е tacka о- spoljasnja tacka apS'olute dakle u 

вlисаји grupe koju вто u ovom radu oznacavali ва Gvъ . ~a 

osnovu predhodne leme ako tacka Х pripada unutrasnjosti 

karakteristicnog ugla МVN, odredenog zahtevom аа је u pit

anju оnај od tih uglova koji sadrzi apso1utu, i ako је f 

epiciklicka rotacija grupe GYe "mesovitih ова", tada se f 

moze predstaviti kao proizvod simetrije grupe GV u odnosu 

па ови koja sadrzi tacku Х i ови koja pripada hiperbo1ic

пот ргатепи druge vrste sredista У. Fosto ве u рг;уој оа 

tih simetrija tacka Х preslikava'na tu istu tacku, zbog 

f(X)=X'druga simetrija takod:e preslikava Х'па х'. Posto је 

ta simetrija simetrija grupe ~Vh dokazali smo da i kada је 

tacka X'slika tacke Х u epicik1ickoj rotaciji koja nije 

e1ement grupe ~ tada postoji simetrija te grupe koja ta

cku Х preslikava па tacku х'. Ртета tome i svaka tacka hi

percikla GVe(X) istovremeno i tacka hipercikla GVe(X). Na 

taj nacin dokazali вmо da su ovi. hipercik1i metusobno је-
ft 

dnaki. A1i ргета teoremi 18. r~da epicikl - hipercik1 GVe 
еХ) ittovetan је hipercikluGy(X). ZG.to је hipercikl ёiye(X) 

istovetan i hipercikl GV(X). Na isti nacin dokazeli bismo 

teoremu i u slucaju kada Х pripada опот od projektivnih ug

lоуа odre(!enih ргауата УЈ"! i VN koji пе sadrzi apso1utu. U 

tom slucaju, za razliku od prethodnog, radi se о hipercik1u 

Gvъ(Y) druge v;ste, i to dvogranom hipercik1u. Time в~o is

tovremeno dokaza1i аа је svaki hipercikl grupe GV raz1icit 

od degenerisanog dvograni hipercik1. Iz tog razloga smo па 
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pocetku оуе tacke uvodeci epicik1e govori1i о trajektorij

аша pet vrsta ргашеnоvа pravih kojima odgovarajupet vrsta 

grupa simetrija. Meo:utim па osnovu prethodnih razmatranja 

i imajuci u vidu da teoriju epicik1a ravni 182 razv~Jamo i 

u cilju odre<!ive.nja vrsta epicikala svih geometrija te ra

vni zakljucujemo da је korisno razlikovati dve vrste hipe- " 

rcikala grupe GV: dvograne hipercik1e prve i dvograne hi

percikle druge vrste. Na osnovu prethodne lете sledi: 

Posledica 15. Bi10 koja grupa epiciklicki-h Dotac

ija jednostavno (prosto) је tranzitivna па svakom epiciklu 

te grupe. 

Dokaz. Тranzitivnost svake od ovih grupa neposre

dno sledi iz definicije. Pretpostavimo da osim epiciklicke 

rotacije f koja tacku Х odgovarajuceg epicikla preslikava 

па tacku X'tog istog epicik1a, postoji i epiciklicka rota

cija g koja Х presl,ikava па Х'. Tada se prema pomenutoj 1е

щi f moze predstaviti kao proizvod dve simetrije.grupe si:

metrija koja sadrzi datu grupu epiciklickih.rotacija tako 

da osa prve simetrije sadrzi tacku Х а druga simetrija pr

eslikava tacku Х па tacku Х'. Neka је ta simetrija ravni 

lБ2 simetrija 8ъ . Iz istog razloga i epiciklicka rotacija 

g koja Х preslikava па X'moze se predste.viti kao proizvod 

ауе simetrije pomenute grupe simetrija od kojih оаа prve 

sadrz.i tacku Х, а druga simetrija h preslikava tacku Х па ft 

с r 

tгсku Х'. Na osnovu pretpostavke dokaza teoreme Х nе pri-

.' pada ni jednoj ој pravih Ь i с koje su med~usobno razlic

ite. Posto su hb i h c simetrije grupe simetrLja koja sad

rzi datu grupu epiciklickih rotacija ћьћс је epiciklicka 

ro·tacija iste grupe epiciklickill rotacija. U toj rotaciji 

tacki'X odgovara ta ista tacka sto је moguce аато u S.luc

аји kada је dati epicikl degenerisan i to upravo srediste 

grupe simetrija kojoj pripada data grupa epiciklickih ro-
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tacija i1i ako је ta epicik1icka rotacija istovetna simetr

iji hogrupe simetrija sredista О а tacka Х tacka ро1ахе о 

tacke О u apso1utnom po1aritetu." A1i i'u tom slucaju se га

di о degenerisanom epicik1u. 

U slucaju kada је epicik1 datog ргашепа pravih зг

ediste tog pramena.sve simetrije i sve epicik1icke rotacije . -' 

grupe simetrija tog ргатепа prav~h pres1ikavaju taj epicik1 

-srediste па to srediste. бvо је u sk1adu эа teoremom па 

str. 161. udzbenika /24/ ро kojoj: "Svaki e1ement grupe si

metrija u odnosu па koji је definisana izvesna trajektorija 

pres1ikava tu trajektoriju па tu istu ratjektoriju" koja је 

u tom udzbeniku formu1isana u najopstijem vidu:za trajekto-

" riju tacke u odnosu nabi10 kojQ grupu G32). 1 tacke М i N 

su Ъеz obzira па vrstu definicije, epicik1i-ravni l S2 za 

koje pos1edica 15. пе vazi. 

Kasnije сешо pokazati da svaka tacka bi10 kog пе
degenerisanog epicik1a pripada tacno jednoj osi ргащепа рг

avih u odl'lOSU па koji је definisan epicik1 (pod us1ovom da 

dvograne epicik1e definisemo u odnosu nagrupu GV' а пе ро

mocu njenih podgrupa ~Yb i ~Yb. U slucaju пазе definicije 

epicika1a ovo ogranicenje је suvisno: dvograni hipercik1 је 

isk1jucivo hipercik1a grupe GVe 8). U slucaju degeneris~nih 

epicikala situacija је ~ tom pog1edu raz1icita: sredista 

ргаmепоуа pravih su jedini eptcik1i koji sadrze вуе ose od

govarajuceg pramana pravih dok tacke М i N па sadrze nija

dnu osu ргатепа pravih u odnosu па koji su te tacke hiper

cik1i. Ovo pos1ed.nje vazi i za projektivne duzi УН i VN. 

Кагг.ktегistiСпо је da skupu tacaka N i N i tangепtаша УГ;Т i 

VN pripad9-ju j,eqjJli epicik1i - hipercik1i grupa Gvь , t7Vh , 

~y koji nisu istovetni odgovarajucim hipercik1ima grupe 

32) Sadrzaj i dokaz te teoreme nalaze se izmedu 
sadrzaja druge definicije i jedine teoreme па str. 161. 

(" 



-.'" 

- 150 -

GVe~~~V~ i GЧе redom (ovim smo predizira1i teoremu 4.18. 

rada). Za ОУе hipercik1e ne vazi ni mogucnost njihovog de

finisanja u odnosu па grupe simetrija GVh i ~Vh' ukoliko 

se radi о dvogranim hipercik1ima. Jedina mogucnost defini

аa.nја dvogranog hipercik1a tacke Х koja pripada jednoj od 

otovrenih projektivnih duzi odredenih tackama V, М, odnono 

V,'N је definisanje trajektorije tacke Х u odnosu па grupu 

GV• Medutim i za оуи vrstu epicika1a ipak vazi pos1edica 

15. dok za hipercik1e prave ми пе vazi. Dve 'projektivne du

zi te РГЗ.vе, uko1iko ih tretiramo kao epicik1e grupe Gv, 
kao i оапоуе e1ipticnih ргатепоуа pravih su jedine vrste 

epicika1a ravni 162 raz1icite od tacaka, za koje nе vazi 

posledica 15. Srediste ргатепа pravih u odnosu па koji је 

definisan daM epicik1 naziva.c~mo sredistem tog epicik1a, 

а pravu-po1aru tog sredista osnovom tog epicik1a. S obzi

rom da svi epicik1i istog ргашепа pravih imaju isto sre

<iise, takve epi.p:j.k1e nazivacem'Q i koncentricnim. 

5. I'}io~~tetije·' ravni 162. Тransformacija slicn

osti ravni 162. Projektivne ko1ineacije' ravni 162 koje се
то nazv~ti hошоtеtiјamа te ravni i homotetije euk1idske 

ravni su transformacije koje se meu:usobno znг.tпо raz1ikuju. 

Uprkos tome mogucnost da se оуе transformacije ravni lе2 
definisu skoro па isti nacin kao i homotetije euk1idske ra

vni пауе1а nas је da i оуе transformacije nazovemo hoтoteti

јаша ravni 1628 Da ta mogucnost nije slucajna potvrdi1a su 

uporedna proucavanja projektivnog mode1a euk1idske geometr

ije i ravni 162' о kojima се biti raci nesto.kasnije. Posto 

сето tu vrstu transformacija nazva1i - homotetijama, priro

dno је da proizvode takvih tгапsfогша.сiја i transformacija 

podudarnosti ravni -.+B~i (tj. transforamcija grupe (ј) nazove"'"7 

то transformacijama slicnosti te ravni. U edno od svojstava 
.0 

homotetija euk1idske ravni је da svaka homotetija datog се-
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ntra О pres1ikavaskup koncentricnih krugova sredista О па 

taj isti skup. То isto vazi i u slucaju transforme.cija sli

cnosti. Ako se u bilo kojoj od tih transformacija sredista 

S skupa koncentricnih krugova preslikava па tacku 51' tada 

ta tran~formacija pres1ikava skup koncentrisanih krugova . 
sredis~a S naskup koncentricnih krugova sredista 818 Upravo 

oy~ се biti po1azna tacka odredivanja projektivnih ko1ine

acija ravni 152kOje сето smatrati homotetijama i transfor

macijama' slicnosti te ravni. Radi ostvarenja tog .ci1je. do

kazacemo najpre sledecu teoremu. 

Teorema 20. Da bi neka kolineacija projektivne ra

vni bilo koji epicikl neke grupe simetrija ravni 152 рге
slikava1a па epicikla te iste grupe simetrija, potrebno је 

i dovoljno, da је ta kolineacija kolineacija.~ormalizato

ra33 ) te grupe u grupi svih kolineacija odgov~ajuce ргој
ektivne ravni. 

Dokaz. Pretpostavimo da kolineacije g pripada nо

rmalizatoru N(uOh) bilo koje grupe simetrija ravni 182. 

Slika epicikla ~Oћ(X) u kolineaciji g је skup slika svake 

njegove tacke u toj kolineaciji. Neka је Xi=g(X). Dokazac

ето da је sva..'k:a dгugэ. tac,lca skupa g(uOh(X)) tacka epicikla 

U'Oh (X
1
). i~eka је Y

1 
= g(Y) bilo koja tacka pomenutog skupa 

razli",cita od X1 - Posto је У tаСkэ. epicikJta G0.h (х), raz'lici

ta od,X, ргета definiciji postoji element f grupe GOh koji 

је .zbog ргеtроstэ.vkе о У razlicit od identiteta, tCikav da је 

f(X) = У. Transformacija.gofog-1 preslikave. tacku X1 па ta

cku Y
1

• На osnovu pretpostavke ро kojoj g p~ipada normaliza

toru grupe ~2ћ i cinjenice da је f element te grupe sledi 

da је i gfg - element te Бгире. Zato је, ргеmа definiciji, 

Y
1 

= gfg-1(X
1

) iacka epici'kla: G'oh{X
1
)' 

Q 33) о ројти normalizatora podgrupe u grupi v.npr. 
t.3.~ 2. _gl.7.na str. 305. dela /l~/. 
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Pretpostavimo sada da ko1ineacije projektivne ravni 

u kojoj је ггуan l S2 , preslikava epicik1. GQh(X) па epicik1 

GOh(~). Ako је g(X) tacka razlicita od X1 posto ргета pretp

ostavci i оnа pripada epiciklu GOh(X1 ), mozemoje oda~rati 

za predstavnika istog tog epicikla (svaki epicik1 iste grupe 

simetrija је ~edna klasa ekvivale.ncije te је svejedno koji 

element ј'е predstavnik te klase). Ргеmа tome mozemo smatrati 

da је tacka Х1 s1ika tacke Х pri pres1ikavanju g. Svaki е1-

ement f grupe GOh pres1ikava tacku Х па neku tacku У epici

kla GOh(X). Ako је g(Y)=Y1 , tada је gfg-1 (X
1

) = У1 • Ргета 
tome grupa izvedena iz grupe GOh konjugovanjem svakog elem

enta grupe GOh preslikavanjem g fJргеS1ikаvап34) epicik1 

GOh (X
1

) u taj isti epicikl. Na slican nacin rnoze se pokazati 

i da је svaka tacka epicik1a GOh(X1 ) s1ika tacke X
1 

и pres1-

ikavanju nekim elementom grupe" gGOhg-l~ Iz ovog sledi da је 
epicikl GOh(X1 ):· ist;:>vetan epicik1u "gGоhй-1,,(х1 ). Pokazace

rчо nајрге da је svaki e1ement grч,Р,е gOGOhg-1 harmonijska h.9i" 

mogogija ili proizvod dve hF.~monijske homolpgije. Ako је h 

harmonijska homo1ogija grupe Goh , tada ј.е ghg-1 homo1ogija . 

cija је osa slika ose homologija h и kolineaciji g, а sred

ista s slika sredista homo1ogije h u kolineaciji g(ovo s1-

edi npr. iz teoreme 30.2.и I~з/, па str. 136.). 

Na osnovu stava ро kome. је transiromacija konjug

оуаnа involutivnoj transformaciji takodeftinvo1utivna tran

sformacija homologija ghg-1 је harmonijska homo1ogija. Na 

овnоУи pI'ctpostavke teoreme g(O) = О, јег је О jed_ini epi

cikl - tacka u skupu svih epicika1a grupe GOh • 35 ) Zato је 
34) U smislu da svaki element te grupe preslikava 

taj epicikla па taj isti epicikl. 
35) Pr~ma de~inic~ji. h~pe::~i~al~ kao trajektorija 

grupa Gvn ,GVh
, ~ Gv h1.pcrc~k1~ ta~aka 11·~ N Би раг tacaka 

М, N(v.t~r. 203.rAda) 
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i ghg-1 (O) = о. Posto to vazi za svaku harmonijsku bomolo

giju izvedenu konjugovanjem kolineacijom g bi10 koje harm

onijske homo1ogije grupe GOh ' moze зе jednostavno zak1juc

iti da озе svih tih harmonijskih homologija sadrze tacku о. 

Ргауа о је tackode invarijantna prava svih harmonijskihbo-
, 

mologija izvedenih па prethodni nacin iZ1\ sledecih I'az1oga. 

Ртеша pretpostavci g pres1ikava svaki epicikl grupe GOb па 

epicik1 te iste grupe. РгаУОј о =W(_O) pripada nајтаnје је

dan epicikl te grupe koji је istogetan ili pravoj,o, i1i 

pravoj о bez јеаnе tacke i1i projektivnoj duzi te prave. 

Ako bi зе prava о preslikavala па neku drugu ppavu, onda bi 

prema pretbodnom i ta prava bi1a epicik1 grupe GOh i1i bi 

sadrzava1a epicik1 te grupe. U t .4. rada, n&rocito pri1ikom 

dokaziyanja teo~m~!18. pokazali зто da Би prave koje zad

ovoljavaju taj из1оу prava о, ,i u slucaju grupe sime-trija 

cijeje srediste spoljasnja tacka apsolutei prave Vr';I i VN. 

U ci1ju dokaza ovog de1a teoreme 20. potrebno је dokazati 

i s1edecu lemu. 

Lema. Ako ~acka О nije tacka spo1ja.snjosti apsolu

te, tada је prava о =W(O) jedina prava koja sadrzi epi'cikl 

grupe GOh razlicit od tacke. Ako је tack~ О tacka зрOlјав

njos-t"i apsolute, osim prave о, takve Би jedino јов tangen-

te kroz О па apsolutu. ft 

Dokaz. Ргета teoremi koja је uopstenje teoreme па 

str. 161. udzbenika /24/ СУ. i fusnotu 65. па str. 209. ra

аа) svaki element grupe uQh preslikava svaki epicikl te gru

ре па taj isti epicikl. ~~o g nije simetrija grupe GOh ' tada 

је оnа prarna teoremi 38.1. (/13/str.lбl.)јеdпа od kolineac

ija koje su nayedene u poslednje tri tacke"te' teor-eme. Тас

kama oznacenim еа Ь) i d) odgovaraju epiciklicke rotacije 

grupe GOh u slucaju kada tacka О pripada apsolu-ti i1i је ta

cka unutrasnjosti apsolute Cnavedenim redom). U svakom оа 
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tih slucajeva jedina invarijantna ртауа је prava о. Slucaj 

oznacen аа с) odgovara epicik1ickim rotacijama grupe GOh 
kada је О tacka spoljasnjosti apsolute. Таја Би, ,prema с) 

jedine invarijantne prave ртауа о i tangente apso1ute ko

је sadrze tacku о. 

s obzirom da је g projektivna kolineacijs)slika, 

ртауе о moze biti ртауа koja sadrzi epicikl grupe Ganrazlic

ita od о ~edino u s1ucaju kada је tacka О spoljasnja tacka 

apsolute. Ртета prethodnoj 1emi u tom slucaju slika ртауе о, 

koja је tada secica apsolute, moze biti jedino јеаnа od ta~ 

ngenata apsolute koja sadrzi tacku о. Medutim kako u оуоm 

slucaju tacka О i prava о nisu incidentne, i g(O)= о ni u 

ovom slucaju g(o) nе moze biti raz1icito оа о. Posto је 

ртауа о inv~rijantna ртауа svih harmonijskih homologija gr

upe gGQhg-1 cije sn Буе ОБе raz1ici~ ртауа о sadrzi sred-
," 

ista svih harmonijskih homologija te grupe. 

Pokazacemo i da је svaka harmonijska homologija iz

уеаеnа iz harmonijske homologije grupe GOh koloneacijom g 

harmonijska homa1ogija grupe G tj. simetrija grupe simetri

ја grupe GOh • Apsoluta ravni 1Э2 је epicik1a bi10 koje gr

upesimetrija bi10 kog elipticnog pramena pravih ravni 1э2 , 
оаnОБnО sadrzi epicik1e svake grupe simeUija neelipticnih 

pramenova pravih te ravni raz1icite od tacke ili рага ta

caka. Ртеmа pretpostavci teoreme g preslikava epicikl aps

olute па neki epicikl grupe GOh ' koji сета oznaciti Ба е. 

Neka је h 1 bilo koja harmonijska homologija grupe gGOhg-1 • 

vva homologija ве moze predstaviti kao ghg-1 , gde је h si

metrija grupe НOh 8 S obzirom аа је ta homologija kao ћагт-

. onij ska involuti уnа transformacija, ta hоmоlоgij.QS8i",·шо.zе. 

prikazati i kao g-lhg. Jednostavno зе dokazuje аа је g-lhg 

automorfizam apsolute: g preslikava epicikl apsolute па 

epicikl е gru:pe GOh ' simetrija h 1;(' .. grupe је automorfizam 
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tog epicikla, а g-1 preslikava taj epicikl па epicikl aps

olute. 8 obzirom da је taj epicikl razlicit od tacke, kao 

'i рвха tacaka, u harmonijskoj homologiji g-lhg = ghg-1 tri 

tacke epicikla apsolute preslikavaju se па tri tacke epic-

.ik1a apsolute. Prema poznatoj teoremi projektivna kolinea

cija koja tri tacke nedegenerisane krive drugog reda pres

likava па tri tacke te iste krive је automorfizam te kri

суе. РТеша tome svaka harтonijska homologija grupe gGOhg-1 

predstavlja harmonijsku homologiju grupe G u odnosu па osu 

koja sadrzi tacku О i srediste koje pripada pravoj о. Ukol~ 
. ~ko tacka О nije srediste hiperbolicnog pramena pravih ra

vni 182 prve ili druge vrste, neposredno se moze zakljuci

ti da је svaka od tih ~armonijskih homologija istovremeno 

i simetrij а grupe GOh.:~, Dokaza6emo ја to isto vazi i u sluc а

ји kada је О sredist~ hiperbolicnog pramena pr:::.vih prve vr

ste. U slucaju kada је GOh(X) jednograni hipercikl, tacka Х 

'prema obrazlozenju izlozenom u uvodu t.4, pripada опој od 

oblasti projektivnog ugla odre6.enog dvema ·tangentama apso

lute kroz tacku О koja sadrzi apsolutu~ Ova kao i пјој do

pusnka oblast invarijantne su u Бумој kolineaciji grupe 

G koja је autoillorfizam tacke т, tti. svaki element grupe GO 
је automorfizarn svake od tih oblasti. Posto i hipercikl GOh 
(Х), kao i svaki drugi nedegenerisani jednograni hipercikl 

ргуе vrste, pripada takod.e опој od pomenutih oblasti koja 

sadrzi apsolutu i to istom trouglu па koji tu oblast razla

ze prava о =W(O), prema tеогешi 13.(rad str.131.) osa sVdke 

harтonijske hOillologije grupe gGOhg-1tакоGе pripada pomenu

toj oblasti (to sledi i па osnovu stava 5 па str. 138.rada). 

--, Ргета tome i u оуош slucaju svaka harmonijska homologija 

grupe gGOhg-1 је i siтetrijagrupe GOh " Ako је u pitanju. 

д.vоgГLlПi hipercikl GO(X) druge vrste i по је taj hipercikl 

definisan рот06и podgrupe GVh , tada kolineacija g preslikava 
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svaki takav hipercik1 па hipercik1 iste vrste. ~гeтa obra

zlozenju па kraju str.140. ovako definisan bipercik1 prip

ada опот od projektivnih ug10va odredenih tangentama apso-

1ие. koji пе sadrzi apsolutu. Posto jeg(O) = О, ko1ineac

ija g pres1ikava taj ug'ao па taj isti ugao. Neka su Х i х~б) 
odgovarajuce tacke? simetriji h grupe G

Oh
• РТета teoremi 

13; rada (i1i stava 5.) tacke '! i Y'pripadaju unutrг.snjos

tima dva razna troug1a па koje oblast pomenutog ug1a raz1a

ze prava о. Zato i tacke У1 = g(!) i Xi= g (~pripadaju је

dna jednom, а druga drugom od tih trouglova. OvО сето i de

taljnije obrazloeiti. Po,sto g preslikava, prema pretposta

vci teoreme, svaki epicikl - hipercik1 druge vrste grupe 

GOh па hipercikl iste vrste iste grupe, g се preslikavati 

.,Svaku od projektivnih duzi ргауе о ciji krajevi pripadaju .~ 

apsoluti па tu istu duz. Iz ovoga sledi da се g pres1ikav

ati dodirne tacke 1'1 i 1'4 apso1ute i tangenata apso1ute koje .. 
sаdгзе taclru О ili jednu па- drugu ili svaku, od tih tacaka '; 

па te iste tacke. Posto је u prvom slucaju 'suzenje koline

acije. g па pravu о invo1ucija, i 9,psto se prema prethodnom 

svaka tacka jedne od projektivnih duzi krajeva М i N pres-

1ikava п toj invo1uciji па tacku' te iste duzi, parovi tac

aka Г·! i N i bilo koji par odgovarajucih taca.....'k:a te ,involucije 

пе razdvajaju jedan drugi ра је suzenje ko1ineacije g па 

pr&vu о hiperbo1ic4a involucija. ~ato па toj pravoj postoje 

dve invarijantne tacke Р i Q ko1ineacije g. Kako је i g\.O) 

= о, g је ko1ineacija tipa 1 \v.§ 30. пг. str.135-136.u 113/). 
Ako је g<..I'-1) = и i g(bl) = N, t,Jda је takoc'te ko1ineacija g 

tipa I. Prerna teoremi 30.2.па str. 136. de1a /1з1 svaka ko-

1ineacija 1 tipa preslikava unutrasnjost svakog projektiv

nog'trouglaodrede:b.og inve.rijantn'Irn taekama te kоlil1-е-э:сiј'е: 

36) Ovај nac:in ozna~avanja - Х эа crticorniznad -
је ргета dogovoru utvrCenorn па str. 140 rada. 
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па unutrasnjost istog trougla, i1i pak razmen~uje oblasti 

ро dva od tih trouglova i to onih па cijoj zajednickoj st

ranici ta kolineacija "осиуауа" orijentaciju. 8 obzirom da 

је u slupaju kada su invarijantne tacke kolineacije g osim 

tacke 6 invarijantne tacke i Р уЋ а stranzca Prt stranica 

. па kojqj.kolineacija g и svakom ~lucaju "осиуауа" orijent-

. aciju,37) kolineacija g се и pogled~ dejstva п; oblasti 

trougla O~~ biti analogna dejstvu te kolineacije па oblas

ti trougla ОРН. ~a osnovu prethodnog ako tacka ~1 pripada 

оnој oblasti troug1a OM~ kojoj pripada tacka Х, tada tacka 

71 pripada оnој oblasti tog trougla koja sadrzi tackи У' • 
Isto tako ako tacka Х1 pripada оnој oblasti trougla OHN 

koja sadrzi tacku X'tada tacka Х1 pripada оnој oblasti -tog 

troug1a koja sadrzi tacku 71. U оЬа зlисаја, dakle, tacke 

X1 =g(X) i Xi= g(X') pripadaju dveтa rаzniш оЫаstiша па ko

је prava О =\1(0) r'azlaze pome~uti projek~ivni ugao. Kako 
.~. . . . 

suove dve ta~ke odgovarajuce tacke harmonijske homologije 

ghg-1 koja pripada grupi ~ i cija оза sadrzi tacku О, to 

ртета tеоrешi 13. \rad str. 131.) osa te homologije pripa

da hiреrЬоliсnош рташеnи ртуе vrste r.avni 182" 

~a isti nacin dokazujerno dг teorerna vazi i u slu- . 

саји dvogranog hipercikla prve vrste ~Vht..X). 

Dokazujuci оУи teoremu aokazali'smo da је svaka 

рrојеktivЩl kolineacija ravni, koja sadrzi rютаn 182 i koja 

svc:..ki epicikl date бтире simet:tijn ravni 18~., preslikava па 
epicik1 iste te grupe i epicikl iste vrste3 ~_ normalizatora 

skupa svih simetrija date grupe simetrija. Nedutim svaki 

drugi element te grupe simetrija је proizvod dve simetrije 

te grupe. На озnоуџ toga i prethodno dоkаzanюg dela teoreme 

37) U vezi sa оviш у. tеоrешu 30.3. t../13/str.136.). 
38) Dopuna u pog1edu vrste epicikla odnosi se upr

ауо па dvograne hipercikle definisane u odnosu па grupe GVh 
i trVh • 
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s1edi da је ko1ineacija projektivne ravni koja zadovoljava 

prethodno iz10zene zahteve e1ement normalizatora grupe GOh 8 

Dokazujuci teorernu 20. dokaza1i это, pored osta1og, i sle

decu pos1edicu: 

Pos1edica 16. Svaka harmoniska horno1ogija izvedena 

iz bi10 koje sirne~ije grupe GOh elementom norm1aizatora gr-" 

upe GOh је simetrija te grupe. 

S obzirom da је simetrija grupe GOh istovrerneno i 

simetrija ravni 182 (tj. grupeG) iz posledice 16.' sledi i da 

svaki norrnalizator grupe GOh svaku pravu ргс.mеп'а pra\rih sre

dista О i ро1 te prave pres1ikava па pravu tog prarnena i ро1 

te prave redom. Ako је taj pramen prnvih e1iptican, tada је . 

suzenje pomenutog po1ariteta koji apso1utni po1aritet induk

ије u pramenu pravih sredista О па ргауи о e1ipticna invo1u

cija te prave. I z prethodnog z~~ljucujemo da bilo koji погы

a1izator grupe GOh IIpreslikava" involuciju koju па pravoj о 

indukuje apsolutn::L;;;polarite'c' па tu';"istu involuciju. TO'ist;o 

vazi i u slucaju hiperbo1icnih i рагаЬоliёпih ргатепоуа pra

vih ravni 1В2 pri сети је u рее1еdпјеш'sluсајu ta involucija 

degenerisana - parabo1i!na involucija tangente apso1ute u ta

cki О te apsolute. Ako suzenje apsolutnog polariteta W па 

bilo koju ргаУи ravni 182 nazovemo apso1utnom involucijom te 
prave prethod.ni zak1jucak mozemo formulisati u vidu posled

ice ~7. 

.L osledica 17" Svaki e1ement norma1izatora grupe Go~ 
preslikava apso1utnu invo1uciju prave о = W(O) па tu istu 

apso1utnu invo1uciju. 

Jedina raz1ika izmee.tu оуе i odgovarajuce situacije 

u nrojektivnom rnо1е1и euk1idske ravni nroistice iz raz1icit-
• , ;- 'i!, .:~<:..-, .~_ -~~}" '"о > 1 _ _ ... 

osti priroda apsoluta ravni В2' i' projektivnog '''fuodelaeukli-

dse ravni. Apsoluta ravni lВ2 је nedegenerisana, а apso1uta 

projektivnog modela euklidse ravni desenerisana kriva drugog 

.~ , , 
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reda. Zato је apsolutni po1aritet ravni 182 nedegenerisan, 

а projektivnog modela euklidske ravni degenerisan po1aritet. 

Dok u prvom od njih razlicitim tackama odgovaraju raz1icite 

ро1аге, u drugom svim tackama projektivne ravni koje пе pr

padaju apsolutnoj pr&voj odgovara ista polara ~ apsolutna 

pг~ya. eve tacke su sredista pramenova pravih koji odgovar~ 

аји elipticnim pramenovima pravih ravni 182. Вет toga арао
lutna involucija polare bilo koje svojstvene tacke projekti

vnog modela euklidske ravni istovetna је apso1utnoj invo1u

ciji apso1ute, dok u ravni 1S2 ovo пе vazi ni z~ jednu tacku 

te ravni.U projektivnom шоа.еlu euklidske ravni svaki elem

ent normalizatora nе samo grupe simetrija pramenova pravih 

... \cija su sredista tacke te ravni koje пе pripadaju apso1uti, 

уес i svaki e1ement norma1izatora grupe simetrija pramenova 

pravih cija sredista pripadaju apso1uti, pres1ikava apsolu

"Ъи па apso1utu. Иеd:utim u ravni. ~f?2' za .. sva.ku gr\1:pu simei;ri-" 

ја te ravni postoje i elementi normlaizatora koji apsolutu 

preslikavaju па epicikle raz1icite od apso1ute. U projekti

упош mode1u euklidske r~vni пе vazi samo pos1edica 17. ve6 

i pos1edica 16. i teorema 20. Dokaz teoreme odgovarajuce te

oremi 20. је u principu, u tom modelu euklidske ravni, isto

vetan је dokazu tеогеше 20. i znatno је jednostavniji. Те

rmin ffKolineacija preslikava apsolutnu'invo1uciju na'tu istu 

involuciju 11 је skracenje za odgovarajuci precizan izraz "in

vo1ucija izvedena iz apsolutne invo1ucije suzenjem projekti

vne ko1ineacije ravni па apso1utnupravu је ~pso1utna invo1-

ucija". Da bi se moglo govoriti о suzenju ko1ineacije proj

ektivne ravni па neku pravu, koje зе transformacija te рга

ve, neophodno је da је ta ртауа .:invarijan:tna u .. toj kolinea

ciji. Као sto smo dokazujuci teoremu 20. dokaza1i, svaki 

element normalizatora grupe GOh је automorfizam prave о = 

W(O) dak1e z~dovo1java prethodni uslov. Suzenje datog elem-
(', 
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enta norma1izatora grupe GOh па pravu о oznacicemo oznakom 

toge1ementa, а suzenje apso1utnog po1ariteta W па pravu oz

nacavacemo sa w. U skladu sa tim cinjenicu da element g по

rma1izatora grupe GOh preslikava apso1utnu invo1uciju w 

ргауе о па tu istu involuciju zapisacemo: gwg-1 = w. Iz оуе 
re1acije, s ob~irom da su g i w, gde је g suienje ko1ineac

ije g па pг~ о, projektivne transformacije prave о te рг

ipadaju grupi svih projektivnih pres1ikavanja prave о па 

tu istu pravu, sledi da је: gw = wg. Kada se g smatra, kao 

u § 31. (/13/ str.140.), пе suzenjem ko1ineacije g па pra

Уи: О, уес kolineacijom projektivne ravni, onda se u /13/ 

kaze da је ko1ineacija g permutabilna sa involucijom w. Na 

оуај nacin pokazali smo da је svaka ko1ineacija koja invo1-

uciju dste prave pres1ikava па ·th istu invo1uciju "permut

abilna" s-a tom invo1ucijom. A ao sto smo pomenu1i kada је О 

unutrasnja tacka apso1ute, tada ~e apso1utna invo1ucija pr

ауе О e1ipticna.Prema teoremi 31.1 •. (/13/str.14L) k61ine....;J 

acija permutabi1ne sa datom e1ipticnom invo1ucijom su: 

~) homo10gija i e1acija ose о;" " 

Ь) hormonijske homo10gije takve da centar svake od 

njih pripada pravoj о, а odgovarajuca оэа sаdгзi sliku се

ntra u invo1uciji W; 

с) proizvod dve i1i vise perspektivnih ko1ineaci

ја opisanih u а) i Ь). 

П konkretnom slucaju e1ement g grupe uOh preslika

уа tacku О па tu istu tacku, а ргауи о па tu istu ргаУи, pri 

сети tacka О i prava о ··nisu incidentne. Zato "tada element g 

пе moze biti elacija ose о, уес homo10gija.sredista О i ose 

о. Ako је g ko1ineacija tipa Ь) i О centar te he~monijske 

homo1ogije, аО1 presek oseharmollij§ke nomo!\:iglj"E;::g За pr.;} 

ауот о, tada је ргеmа Ь) w(O) = 01. Posto је i tacka О ko

njugovana tacki О u apso1utnom po1aritetu W, osa ОС1 harmo-

(""1 
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nijske homo1ogije g је polara njenog sredista с. !.ato је 

harmonijska homologija g u оуош slucaju simetrija grupe GOh8 
Na оуај nacin dokazali вто sledecu teoremu: 

Теогета 21. 8vaki e1ement norma1izatora grupe sim

etrija GQh e1ipticnog ргашепа pravih ravni 182 u grupi ko1-

eineacija, projektivne ravni koja sadrzi grupu G је i1i е1е

ment grupe GOh ' i1i homo1ogija sredista О i ose о = W(O), 

ili proizvod dve takve homo1ogije, i1i proizvod bilo koje 

homo1ogije sredista О i ose о -sa ne,kim e1ementom grupe GOh • 

~apominjemo da odgovarajuca teorema vazJ. 1i и рго

jektivnom mode1u euklidske ravni pri сети је prava о zasv

aku grupu simetrija. GOh cije srediste О пе pripada apsoluti 

apsoluta. Primetimo i da smo prilikom prethodnih uporediva-
, \ 

пја povremeno poistovecivali projektivni model euklidske га-

vni sa projektivnom ravni и kojoj jedna od pravih ima insta

knutu ulogu i naziva se apsoluta. Ovom poslednjo~pojmu odg

ovara u potpunosti ројат ravni 182 u kojoj ulogu apsolute! 

ima nedegenerisana kriva drugog reda. I grup8. G transfDDmac

ija ravni 182 Dres1ikava apsolutnu involuciju па tu istu in

voluciju. A1i za razliku od apsolutne involucije u slucaju 

projektivnog mode1a euklidske ravni kojaje elipti~na involu

cija pomenute istaknute prave, apso1utna invulucija ravni l~ 
-s ' obzirom da је kao i u prethodnom slucaju suzenje polari

teta odre~enog apsolutom па tu istu apsolutu је u ovom sluc-

аји ide,nticno preslikavanje apsolute. Zaaci dok и prvom slu

саји u apsolutnoj involuciji пета nijedne inve~ijantne tacke, 

и drugoт slucaju se u apsolutnoj involuciji svaka tacka рге

slikava па tuistu tacku. Zato је u оуот slucaju svaka ргој-, 

ektivna kolineacija ravni koja sadrzi apsolutu, koja tu арз-

olutu pres1ikava па apsolutu, permuta.bilna аа apso1utnorn ·:i'~'" 
vo1ucijom tj. apsolutnu invo1uciju ffpreslikava" па tu istu 

involuciju. Иеd:utim u projektivnoj ravni u kojoj је po1arit-
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et odreden degenerisanom apso1utom, i to ."dvostrukom fJ pra

уот, nije svaki automorfizam apso1ute istovremeno i projek

tivna ko1ine.acija koja apsolutnu invo1uciju apso1ut .... pres1-

ikava па tu istu invo1uciju. Ali u ovomslucaju ni svaka pro':'" 

jektivna ko1ineacija, koja apso1utnu invQluciju pres1ikava 

па ~psolutnu invo1uciju, nе predstav1ja ~ransforтaciju podu

darnosti euklidske ravni. Tako ви u skupu svih e1eтenata 

norma1izatora bi10 koje grupe siтetrija.GOh cije srediste :m 
nе pripada apso1uti, ciji e1ementi kao i u odgovarajucem 

эlисаји ravni 182 apsolutnu invo1uciju a1i u oyo~ аlисаји 
apso1ute preslikavaju па tu istu involuciju, "transformaci-

је podudarnosti" эато oni e1ementi koji svaki epicik1 grupe 

GOh preslikavaju па taj isti epicik1 - krug sredista о. Е1е

menti norma1izatora grupe GOh koji nе zadovo1javaju taj us

lov predstav1jaju transformacije slicnosti euk1idske ravni 

sredistaO~.. Zato ce~o i normalizatore grupe GOhravn~,. l sZkO: 
tJi epicik1e te grupe nе pres1ikavaju identicki па te'lste 

epicik1e (a1i nе tacka ро tacka) nazvati transfDrmacijama sli

cnosti ravni 182 sredista о. Ako је tacka О unutrasnja tacka 

apso1u·t;e, tada Stl ргеmа teoremi 21. transforoacije slicnosti 

sredista О homo10gije tog sredista zajednicke ose о = W(O) 

i1i proizvodi takvih homo10gija sa hekim e1ementom grupe GOh 
koji predsta.v1jaju· transformacije podudarposti ravni 182 ko-:' 

ј е 'i:;acku О pres1ikava.ju па tu istu tacku ,Г а pravu о па tu istu 

pravu. Zato сето homologije sredista О i ose о nazvati homot

etijama ravni l S2 istog sredista i iste ose о .. Не(и ovim ho

motetijama jedino је harmonijska homologija sredista б i ose 

о istоvгеmеnо i e1ement grupe GOh te је оnа jedina hornotetija 

sJ'edista О i ове ~' koja је istovreтeno i trачsfоrша~iјаIJО~t, 

dudarnosti ravni S2" Ova h~rmonijska homologija је centra1na 

siтetrija sredista О, i istovremeno simetrija u odnosu па pr

avu о ravni 182_ Slicno su i ostale homotetije sredista О lS-
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1 tovremeno 1 homotetije ose о ra.vni 82-

~ormalizator date podgrupe u grupi koja tu podgr

ири sadrzi је takod:e podgrupa te grupe. U slucaju kada је 

tapodgrupa grupa simetrija GOh ' normalizator te podgrupe 

aazvacemo grupom transformacija slicnost sredista О (ОqЭ о) 

. ravnli 182' i obele zavati за Gs1,0- Osim podgrupe , ~Оh 
grupa G81 О s~drzi kao svoju pravu podgrupu i grupu svih , . 

homotetija sredista О i ose б. Grupa GS1 О је prava podg-, . 
rupa grupe svih automorfizama tacke О i prave о = W(O) gr-

ире kolineacija projektivne ravni. Та grupa GS1 : O је grupa 

svih automorfizama tacke О, prave о, ргатепа pravih sredi

sta О i skиpa svih ep!cikal~ grupe GOh - Grupa homotetija 

sredista О i ове о је slrup svih autmorfizama unije pretho

dno navedenog skupa 1ikova i ргатепа pravih sredista О a1i 

i prava ро prava.8 obzirom аа је identicna kolineacija ро

menute projektivne Tavni automorfizam bilo kog lika te га

vni оnа је element svake od tih podgrupa ра se шоzе smatr

ati i specijalnorn hornotetijom sredista О 1 ose о. Na osno

уи teoreme 21. i prethodnog sledi: 

Posledica 18. Svaka trans~ormacija slicnosti gr

ире аБ1.0је proizvod nekog elementa grupe GOh i izvesne ho

motetij~ sredista О i ове о. 
Kada је ~Oћ grupa sim~rija elipticnog pramenaftpr

avih sredi~ta О, tada је svaki element te grupe i1i sime

trija u odnosu па pravu tog pramena ili proizvod ауе takve 

simetrije. Роа tre.nsformacijama podudarnosti ргуе vrste 

podrazurnevacemo опе transformacije podudarnos~ti ravni 182 

koje пе тепјаји orijentaciju apsolute, а роа transforrnaci

јаmа poduhrnosti druge vrste опе transformacije podudarn

osti ravni l S2 koj~ tu orijen"i;aciju mепјаји. ~eтa pretho

апот svaka~tr~ermacija slicnosti grupe ~Sl,O' gde је О 

unutrasnja tacka apsolute, је proizvod simetrije grupe GOh 
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sa homotetijom sredista О i ose'o, ili proizvod epicik1ic

ke rotacije grupe GOh sa nekom homotetijom sredista О i ОБе 

о. U prvom slucaju srediste homotetije pripada osi simetri

је, а u drugom је istovetno sa sredistemepiciklicke rotac

ije (presekom ОБа simetrija kojima је predstavljena te rot

acija). Ako је transformacija slicnosti grupe G81 О proizv-, 
od"homotetije te grupe i epicik1icke rotacije grupe GOh ' 

tada taКvti transformaciju slicnosti smatramo transformacij

от slicnosti ргауе, а kao је transformacija slicnosti grupe 

G
S1

,O proizvod hoтotetije i siтetrije te grupe,'smatraтo је 

transformacijom slicnosti druge vrste. S obzirom da је sva

ka transformacija slicnosti grupe GS1 О proizvod konacnog 

broja ko1ineacija projektivne ravni k~ja sadrzi гауап 182' 

svaka takva.\.teansforтacija је tв--џ;:оdе kolineacija ravni L82 • 

Odredivanje norma1izatora grupa simetrija hiperb

olicnih pra~enova pravih sredista V ravni 182 је nesto slo

Z-enije." Suze-nje w -apsolutnog po1ariteta W па ргаУи v =W(V) 

је u оуот slucaju hiperbo1icna involucija te ргауе, kojoj 

Би invarijantne tacke 1-1 i N presecne ta~ke prave v i аРБО-

1ute. Ргеmа pos1edici 17. rada svaki element norma1izatora 

grupa Gy , Gvь i GVh pres1ikava tu involuciju na·tu istu in

vo1uciju. A1i ргеmа teoremi 20. rada nije svillca projektiv

па kolineacija ravni 182 koja pomenutu invo1uciju' w - аРБО
lutnu invo1uciju prave v - preslikava па w normalizator п&-

vedenih grupa. ~гema toj teoremi da bi ko1ineacija koja w _ 

pres1ikava па ут bila normalizator bilo koje od ьгира Gyh(GVJ.J 
neophodno је i da ta ko1ineacija pres1ikava svaku od ргој

ektivnih duzi MNna tu istu projektivu duz. Ovај zahtev za

dovoljava svaki element bilo koje od grupa Gy , вvь i GVh 
sto је uskla.Cl1i: sa cinjenicom da је svaki element· tih grupa 1 

normalizator odgovarajuce grupe. Na nacin analogan опоте па 

kojim smo, u slucaju kada је О unutrasnja tacka apsolute, 
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utvrdili da је вума homo1ogija sredista О i оэе о = W(O) 

norma1izator grupe GOh utyrdili bismo i da је svaka homo-

10gija sredista V i оэе v norma1izator svake od grupa U.V' 

GVh , GVh• S obzirom da su, prema teoremi 2.10. rada, gru

ре GVh i GVh podgrupe grupe Gy dovoljno је dokazati da је 

neka kolineacija projektivne ravni normalizator grupa GVh 
ili GVh , da bi se iz toga zakljuci10 da је оnа normaliza

tor grupe GV• Рте nego sto utvrdimo i ostale normalizato

re navedenih grupa dokazacemo neke teoreme koje -эи пат 

neophodne u tom cilju. Ove teoreme эи vrlo znac.3fie i za 

da1je razvijanje teorije epicikala ravni l s2 " 

Teorema 22. Svaki hipercikl GV(X) је UnlJa hiper

cikla GVh (X)i GVh (Ьу(Х)). S~\aki hipercik1 Gy(Y) је unij а 

hipercikala GVh(I) i аУћ(ћу(Х)). u оЬа вlисаја h V је sime

trija sredista 'У. 

Dokaz. Ртета dogovoru iz1ozenom и uvodu t.4.crti-
~. ~ 

са iznad Х oznacava da se radi о tacki hiperbo1icnog pre-

тепа pravih druge vrste sredista У. Prema tome drugi deo 

teoreme odnosi se па dvograni hipercikl Gv(X) druge vrste 

i (jednograne J hipercikle druge vrste. S obzirom da је ао

kaz drugog de1a teoreme istovetan dokazu prvog de1a ogran

ici6emo se па dokaz prvog de1a. Dokaz mozemo pojednostavi

ti па taj nafin sto бето umesto роstој~бе koristiti na~и 

definiciju epicika1a tj. definiciju ро kojoj su epicikli 

trajektorije grupe epiciklickih rotacija pramenova pravih 

ravni lБ2 • Prema teoremi 4.18. ove dve definicije su ekvi

va1entne u slucaju пеdеgепеriS8лih epicika1a - sto је zad

оуо1јепо i и slucaju teoreme 22. Prema teoremi 4.18. hiper

cik1 GV(X) istovetan је hiperciklu GVeC:E), а hipercik1i GVh 
(х) i u.Vh(hy(X)) istovetni ви hiperciklima uVe(X) i uVe(hV 
(х)) redom. Prеиа teoremi 2.12.grupa GVerazlozena је svojom 

podgrupom GVe па ауе susedne k1ase: GVe i hVouVe. Posto gr-
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ира GVe sadrzi grupu ~Ye' hipercikl G~e(X) sadrzi hiperci-

k1 GVe(X). Neka је tacka У bi10 koja tacka hipercik1a GVe (X1 ) 

gde је X1=hV(X). Ртета definiciji postoji epiciklicka rota

cija .f grupe GYe koja tacku Х1 pres1ikava' па tacku У. Posto 

је f istovremeno i epiciklicka rotacija grupe Gye , epicik1-

ic~a rotacija .fhv je,epiciklicka rotacija iste grupe. Posto 

је Љу(Х) = У, у је prema definiciji tac~a hipercikla GVe (Х). 

Na taj nacin dokazali smo аа hipercikl Gye(X) sadrzi hiperc

ikle GVe(X) i GVe (X1 ). Treba јоэ dokazati i аа ~e svaka taC:

ka hipercikla Gye(X) tacka jednog оа poslednja dva 11ipercik-

1а. Neka је Z bilo koja tacka navedenog hipercikla. Ako је 

оnа slika tacke Х pri preslikavanju nekim elementom grupe 

GVe ' tada је Z tacka hipercikla GVe(X). U suprotnom slucaju 

Z је slika tacke Х pri preslikavanju nekim e1ementom klase 

h Gv ' nрг. h.._g. Ргеmа dopuni teoreme39) 30.7. (/13/, str. V е -У, 

137.) svaki element grupe GV komunativan је sa Ьу • Zato је ~ 
, . . . .. ''', е ..... , ':1 

hvg=ghv • Iz ovogal prethodriog sledi da је ghV(X) = Z.:6bog 

Ьу(Х) =Х1 iz ove jednakosti sledi аа je,g(X1 ) = z. Posto је 

g element grupe GVe ' Z је tacka hipercikla GVe(!i). 

Epiciklicka rotacija hV grupe GYe је kao homologi

ја sredista V i ose v element normalizatora kako grupe Gye , 

tako i grupe GVe • Zato је ргеmа teoremi 20 •. rada hV(GVe(X)) 

hipercikl Gve/Xi, gd; је X1 = hV(X). Iz ovoga sledi i posl

edica teoreme 22. 

Posledica19. Svaki hipercikl GVe(X) је unija. hipe

rcikla GVe(X) i hv(Gve(X)). Svaki hipercikl ~Ye(X) је unija 

hipercikala GVe(Y) ihy(GVe(Y». 
Na osnovu definicije epicikala neposredno sledi da 

39) ·Ovu dорunu-izlоzi,љi-S'шо i dokazali па str.141~1 
lL~3. гаdа/б/. Na osnovu komutativnosti svakog e1ementa gr
ире GYe sa hv шо~е se zakljuciti i da је grupa GVe norrnalna 

[. podgrupa grupe Gye • 

г .. 
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је apso1uta ravni 182 иn~Ja epicikala bi10 koje grupe sim

etrija te ravni. S1ede6om teoremom precizira6erno ovu kara..1c

teristiku apso1ute. 

Теогета 23. Apeoluta је jedini zajedni~ki epicik1 

svih e1ipti~nih pT&~enoya pravih r~vni 1Б2 • Apso1uta је иn
ija.dva oricikla bilo parabolicnog~pramena pravih sredista 

D: tacke D i skupa ta~aka apso1ute razlicitih od ta~ke D. 

Apso~uta је unija dva hipercikla hiperbolicnog ргатеnа рг

avih sredista У. Jedan od njih je~aг presecnih ta~aka М i 

N ргауе v = W(V) sa apsolutom, а drugi skup tacaka apsolute 

razlicitih od ta~ka М i N. Apsoluta је unija tri hipercikl

а ргуе vrste: prvi је рат presecnih tacaka М i N prave v Ба 

apsolutom, drugi je'.jedan 1uk apso1ute odre,:ten tackama l-1 i 

~ bez tih tacaka, а tre6i је drugi luk apsolute odreden is

tim tackama, takode bez tih tacaka. Ovi hipercikli Би hip

ercikli datog hiperb61.i~nog ргатеnа pravih ртуе vrste sre

dista У. 

Dokaz. Neka је U srediste bilo ~og elipticnog pra

теnа pravih ravni lБ2 , а Х i У bi10 koje dve tacke apso1ute 

k te raVnl. Ртауе их i UY oznaci6emo kratko sa х i у, а ta

cke preseka tih pravih sa ргауоm u = W(U) sa Х1 i У1 • Ртауа 

u kao polara unutrasnje tacke U apso1ute је ргауа spoljasnj

osti apsolute. Zato је оnа ргауа ge.ometrije spolja?fnje оЫа

sti apsolute. Prema tome·za svake dve tactke pre..ve и, ра i za 

tacke X1 i У1 , па osnqvu aksiome'G4A apsolutnc seometrije 

(Т. 2$3. str. 54.) postoji automorfizam apsolute k.oji "razmenj

ије" te tш~kе. Prilikom prover'e te aksmome u 182 - rnodelima 

te gеошеtгiје pokaza1i smo da је taj automorfizam harmonij-

. ska homologija. Srediste Hte hагmоniјskе.,--hоююlоgiје pripa

dapravoj u јег uzajemno odgovaraju6e tc.lcke Х1 i Y1 te Ьоm

ologije pripadaju pravoj и. Ovа harmonijska homologija је 

kao autoтorfizam apsolute element grupe transformacija pod-
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udarnosti G ravni 182' dak1e simetrija te grupe. z,at о ј е 
nјеnа osa po1ara weH) njenog sredista, Ргета poznatoj teo

remi posto Н pripada ргауој и, ргауа weH) sadrzi po1 U pг~ 

ауе и. Znaci оуа simetrija, oznacimo је da h је istovreme-" 

по i simetrija grupe simetrija G
Uh

• Ovoj grupi simetrija_ 

pripada i simetrija sredista U, ра za пји vazi pos1edica 2. 

11. "Ргета toj pos1edici, pored simetrije h postoji tacno 

јоiЗ jedan e1ement grupe li-Uh koji ra.zmenjuje tacke ~ i Y1 , 

koji је t~~ode simetrija kojucemo oznaciti за h
l

• Jedna 

od ovih dveju simetrija pres1ikava tacku Х па ta8ku У, а 

druga па drugu presecnu tacku ргауе у i apso1ute • .Na оуај 

nacin, dokazavsi da za bi10 koje dve tacke apsolute postoji 

element grupe GUh koji jednu od tih tacaka preslikava па 

опи drugu, dokaza1i зто da sve tacke apsolute pripadaju is

toj klasi ekviva1encije - istom epiciklu grupe simetrija 

G1fu• Pretpostavimo da зет apso1ute k postoji i јоiЗ neki epi-

"-eikl е elipti~nog ргатепа pravih sredista -а koji је istovr;:;.-~ 

етеnо epicikl i nekog drugog e1iptic:nog pramena pravih, прг. 

sredist~ U1 • Neka је X1 neka tacka epici~la е. Posto је U 

unutrasnja tacka apsolute, prava UXl sece apsolutu (prema 

teoremi 59.11.na str. 239.de1a /13/). Neka је Х jedna od 

tacaka preseka prave UX1 i apso1ute. U homologiji hodre,~;"e

пој sredistem U, osom u i p:::irom odgovarajucih tacaka Х i X
1

, 

apsoluta k pres1ikava se па krivu drugog reda koja sadrzi 

tacku Х1 • Ova homo1ogija h је ргета teoremi 21. rada е1ете

nt, norm1aizatora grupe GUh " На osnovu teoreme 20. rada sv

aki e1ement norma1izatora бгире li-Uh pres1ikava svaki epici

kl te grupe па epicikl iste te grupe. Zato је i h(k) jedan 

od epicika1a, i to иргауо epicik1 te grupe. Na isti nacin 
,'~"" ., :.л .... ;· '~·c'..·~ .,; ..•. ~"~~:\, "'--;,,',., '''~\''-··:+''1~t~', _ 

se -тo~e dokazati da homo1ogija h
1 

sredi~ia U1 i oseu1 koja 

odgovarajucu tacku apsolute k pres1ikava па odgovarajucu ta

cku epicik1a е, takode preslikava apsolutu k па epicik1 е. 

ft 
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Na озпоУи poznate teoreme40) ро kojoj svaka projektivna ko-

1ineacija koja datu krivu drugog reda preslikavana nekи kr

ivu drugog reda, pres1ikava unutrasnjost date krive ра иnи~ 

trasnjost slike te krive, zakljucujemo da зи tacke U i п1 пе 
вато unu·trasnje tacke apso1ute уес i ~nutrasnje tacke аршс

ik1~ е. Zato prava UU1 , ргеmа teoremi.59.11. u /13/ sece ер

icikl е u tackama Ае i Ве. Neka зи ta'~ke А i Ъ tacke prese

ka prave UU1 m apsolute k. S obzirom da jedna od krivih drug-

og reda - trajektorija k i е pripada unutrasnjosti druge, 

Parovi tacaka А,В i А ,В пе razdvajaju jedan drugi. Neka 
е е 

su tacke Е i P1 tacke preseka prave UU
1 

за ргауата и i и1 
redoт. Tacke Р i U su, s obzirom da Р pripada po1ari и tac

ke U u apsolutnom po1aritetu, hc'.rтonijski konjugovane sa ра-

':';гош te,caka А,В. Iz istog razloga је i p8.I' tacaka Р1 , U
1 

ha-

rmonijski konjugova~ sa рагот tacaka А,В. Karmonijska homol-

... ogija hu kao eleтent 

nataj isti ·;e'picikl. 

ајатпо odgovarajucih 

nijski konjugovan sa 

gr~pe GT1h preslikava epicik1 е te.grupe 

Zato је i pг.r taca:a Ае .i ~e kao par uz

tacaka harтonijske homologije ћ .. ћа.Ј:!то-
u 

рагот tасю<а U,P. Iz istih razloGa је 

par tacaka Ае 'Ве harmonijski konjug.ovan еа рагот taC:a.ka U1 , 

P1 • Ртета prethodnom za dva para tacaka А,В i Ае , ~e koji 

пе razdvajaju jedan drugi postoje dva p2Ia tacaka Р, U i U1 , 

P
1 

koji su harmonijski konjugovani sa svakim od njih. Me(lu

tim to је prema poslednjoj teoremi па str.34. dela /22/ пе

тoguce. 

u slucaju parabolicnog pramena ргг.vih. sredista D 

tog ргатепа pripada apsoluti k. S obzira da svaki generator 

grupe simetrija GDh sadrzi tacku.D, ~Dh(D) = D је oricikl 

~p801ute. Tacka D је jedina invaJ..~ijantnatacka bilo- kojeep--

40) Ova teorema је neposredna posledica npr. posle
dnjeg dela teoreme 64.4. (/13/str.257.), ро kojoj se .eleтenti 
konjugovani u odnosu па datu krivu k pri projektivnom presl
ikavanjupreslikavaju па elemente konjugovane u odnosu па 
sliku te krive. 
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icik1icke rotacije grupe GDh • Zato је D jedini oricik1 ra

vni l S2 istovetan tackm. Sve tacke dirke d apsolute k ko

ја sadrzi tacku D razlicite od tacke D, pripadaju oblasti 

interpretacije geometrije ЕН i нн. Prilikom provere aksio-

. те G4 apsolutne geometrije dokazali зто da za svake dve 

tacke koje pripadaju skupu tacaka dirke d koji nе sadrzi 

tacku D, postoji harmonijska homologija ~ simetтija grupe 

G
Dh 

koja jednu od tih tacaka pres1ikava па опи drugu. ~eka 

su А i В bi10 kфје dve tacke apso1ute k razliciteod tacke 

D, а А1 i 1\ tacke preseka tansenata apso1ute и ·tackama А 

i В sa dirkom d. Simetrija grupe GDh koja tacku A
1 

preslik

ava па tacku В1 , pres1ikava i tacku А па tacku В. Prema to

те za svake dve tacke apso1ute raz1icite od ta:ke D postoji 

simetrija grupe GDh koja jednu· :~d tih tacaka pr('!slikava па 

опи drugu. Iz ovoga sledi da је skup tnc~~a apso1ute raz1i

citih od tacke D dr~gi oricik1 apsolute • ... 
Роvоd,gш tеогеше Lf-.18. ·rada razmatra1i sщо i degen-.:-. 

erisane hipercik1e hiperbo1icnih pramenova pravih sredista 

V i zak1juci1i da зи tacke dodira М i N·tangenata apso1ute 

koje sadrze tacku V epicikl, odnosno dva epicik1a - zavisno 

od toga da 1i epicik1e definisemo kao trajektorije grupa 8i

metrija i1i njima odgovarajucih podgrupa epicik1ickih rota

cija pramenova pravih ravni 182" Nek~ ви А i Н bi10 koje 

ауе tacke skupa tacka apso1ute ra~licitih оа tacaka М i N, 

а А1 i .1:51 tacke preseka pra.vih УА i УВ sa pravorn v = W(V). 

Posto su рггуе УА i vв ргг.vе ОПОб od projektivnih ug10va 

odredenog tangentama УМ i ~ koji sadrzi apsolutu, tacke 

A
1 

i В1 зи tacke опе projektivne du~i odre~ene tackarna М i 

N koja pripada unutrasnjosti apsolute. Zato i u оуот sluc-

-,' аји postoji simetrija h gru!Je G
V 

koja tacku' A!"preSlikava· па .. 
tacku B1 • Та simetrija pres1ikava ргаУи УА па pravu VB

1
• S 

obzirom da prava V"R1 sadrzi unutrasnju tackи B
1 

a~)solute оnа 

i 
1: 
r 
11 

r. 
! 
I 
I 

I 
I 
I 

! 
! 
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Бесе ap~olutu u jos jednoj tacki Р raz1icitoj od tacke В. 

Ako simetrija h pres1ikava tacku А па tacku Р, tada drugi 

e1ement grupe Gv cije је suzenje па pravu v istovetno su

zenju simetrije h па tu pravu pres1ikava tacku А па tacku 

B(ovaj .e1ement uvek postoji prema pos1edici 2.11. rada). 

Na taj 'llacin зто dokaza1i da је skup tacaka apso1ute raz1-

icitih od tacltka fI'1 i ].\ј hipercik1 grupe simetrija G,v hiper

bollcnog pramena pravih ravni 182_ 

Ako tacke А,В pripadaju istom 1uku apso1u't;e odre

йепоm tackkma М i N, i raz1icite Би od tih tacaka, tada te 

tacke pripadaju i istom projektivnom troug1u temena VИN i 

to опот od dva takva troug1a koji pripadaju pomenutom uglu 

koji sadrzi taj luk apsolute. Pri1ikom provere ~~siome ~4 
I 

(1 ~ 4. 3. rada) dokaza1i Бmо da postoje dve hermonijske 

homologije grupe 11 koje tacku preseka ргг.vе УА sa pravom 

v, koju сето kao i u prethodnom slucaju oznaci~i sa А , 
'с.," ." 1 

pres1ikavaju па presecnu tacku J::S
1 

pravih VB i v==W(V). Sre-

dista jedne od tih homologija pripadaju.jednoj, а srediste 

druge drugoj od projektivnih duzi odre(~enih tackama Н i N. 

Ргеmа stavu 3. 5. samo опа od tih siшеtгiја gr,upe Gv cije 

sr~di~te pripada spolja~njosti apso1utc а osa опот od pro

jektivnih UC10va odre~enih tangentama УМ i VN koji sadr~i 

apsolutu, preslikaya tac.ku А па tасlш В •. Ргета istom sta-
ft 

уи пе }Jostoji element grupe GVh koji bi tac.ku А preslika":' 

vao па bilo koju tac.ku trougla Vf>;N'koji је J;;:omplementan 

trouslu VИN koji se.drzi tac.ku А. Zato nijedna ta,~ka luka 

apsolute, odI'e;=~,enog tг.с.kаmа Г'ј i N koji пе sadrzi taclru А, 

nije tac.ka hipercik1a prve vrste GVh(A) za koju smo pret

hocino dokazali da j~ o:tyoreni luk apsolute odrer:~en 'ce,ckama 
, ,~~ .. --: ~- . . . -, ',' -,' , " . 

11 i ТЈ, koji sadrzi tic:ku А. Na isti naC:in se dokazuje i аа 

је пјети komplemen't;ni lllk apsolute bez tacaka И i N jos 

jeian hipercik1 prve vrste hiperbolicnog pramena pravih 
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sredista V koji pripada apsoluti. 

Poslednji deo teoreme koju вто dokazali је u ро

tpunom skladu sa teoremom 22. 

Da bismo formulisali sledecu vеоша znacajnu pos1e-, . 
disu teoreme 23. u najopstojem vidu, dokazacemo lemu goja 

s"e odnosi па normalizatore grupe GDh• 

Lema. Svaka e1acija sreista D i ose d = W(D) је 

norma1izator grupe GDh• 

Lema је neposre:ina pos1edica teoreme 30.7" (/'!I/, 
str. 1'37)" Sadrzaj ove teorerne moze se videti i па str. 

141. rada /6/ u kome su data i sva potrebna оЬјаЗпјепја. 

tog sa.:irzaja. 

?osledica 20. Bilo koji epicikl e1ipticnog ргаmепа 

pravih sredista U је slika apsolute k u preslikavanju odgo

varajucim e1ementom normaliz~tora ьгире GUh " Sv~ dvogra

p.i hipercikl -ргуе vrste' hiрегЬФ1iспоt;" ':.:ratnena pravih srecU'::'" 

sta V је slika odgovarajuceg nedgenerisanog hipercik1a ар

solute u odgovarajucem pres1i~:avanju nekim e1ementom ШDГ

rna.1Jizatora grUI)e GV' Svalr-i hipercik1 prve vrste hiperboli

cnog рга;llепа })ravi11 prve vrste sred.ista V је slika jedn')g 

od dva odgovarajuca nedegenerisana hipercilua apso1ute pri 

pres1ikavanju odgov~ajucim elementom normalizatora grupe 

'" GVh ' SvaYi oriciy~ parabolicnog ргатепа pravih sгеdiзtа D 

је slika nedegenerisanog oricikla apsolute koji ггiраdа 

tom ргашепu pravih, pri I)reslikaval1ju nekim elementom пог

malizatora grupe GDh • 

Radi ,kraceg izrazavanja pri formulisanju dela teo

гете koji se odnosi па hipercikle upotrebilm вто izraz 

ihodr;ovarajuci hiperCilU'·:apsOlute ll
• Pod takvim hiperciklom 

podrazumevali smo опе hipercik1e apso1ite koji ви defini

S8J1i u оdnови па grupe simetrija hiperbol{cnih pramenova 

Drav:t.1 kojima pripe.daju ( u odnosm. пакоје su definisani) 
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dati hipercikli. Tako smo pri formulisanju оуе teoreme оа

stupili оа odgovв.ra ро kome, ako to posebno па ista1memo, 

pod epiciklima podrazumevamo nedegenerisane epicikle. Sma

trali sшо da tirne u оуоm slucaju ostvarujemo пеорћmdnи . . 
preciznost. O~ako fогшu1isanа teorena (zapravo posledica) 

obuhvata sadrzaj poznate tеогеше ро koje>j је "svaki krug 

Beltrami-Klajnovog шоdеlа gеошеtгiје Loba~evskog slika 

apso1ute и homo10.giji cije је srediste istovetno srec3..istu 

tog ~U'uga а osa po1ara 8"redista, svaka ekvidistanta tog 

modela slike apsolute u homologiji cija је оза osnova te 

ekvidistг.nte а srediste pol osnove, а svaki aricikl slika 

apsolute u elaciji cije је sredi~te tacka dodira tog orici

:"zla'i apso1ute а osa tangenta apsolute и toj ta~}r~ ". l\epre

ciznost u slu~aju citiranog dela teoreme кој! se od.nosi па 

ekvidistante i oricik1e, nije rezultat teznje ~I.:a krасеш 

izrazavanju autora dela /27/:-v.I 9.3.10.··У u :'~ta SШе>' se 

uverilm aIIlalizош dokaza c1elova tеогеше l::oji se odnose па 

ekvidistante m-гауп! i1i ш-еkvidistеЈЈ.tе' i m-orisfere (kojii 

је izlo~~n па str. 238. i'239. dela/27/ 1 koji nije sinte

ti6ki). Zato зто u teoreoi 23. naveli kao teorenu ~ija је 

posledica pe>sledica 20., mada и пје110Ш d.okazu zп::.:,~::.,јШl ulo-
. t 20'" ~ " ~, . ~ А ,. , t' 1 gu lillo.. eorema . !·Je ..... ti·Gl!'J pOSl.ealCa ~v. Гсе зато Sl;O о .о:_а-

пја иоЫсајепи ne))reciznost рг! fогrшlisапјu prethodno ci

tirane teore::ne уес tu teoremu i и';юtрuпјијG u sadr:";ajno::n 

smislu, јег зи navedene hOffie>logije вато neki оа elemenata 

nor~ali za tora оdБоvагаји~iil gru:)e. simetri ј а u Od...TlOSU па ko

је зи definis~~i dati epicikli. U duhu nacina izгаzаVЮlја 

koji naglasava conjenicu da гay~~ lS~ tretiramo као гауan 
с:. 

u cijim oblastima iz(;rac:ujemo 'odgovaraju6e projektivno rnе-

tric~;:e geornetrije, рrеtћоdnа raz1ika Ы se r:1o€:la Ol)isati 

i па sledeci nacin. U r811ijim formulacija:::a epicikli пауе

denih geometrij а razmatrac"1i su iskljuci vo kao sli';-::e 11 apso-
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1ute4i ) pri odgovaraju6im homotetijama ravni 182; pos1edi

сот 20. ukazali smo da su ti epicik1i s1ike Jfaps01uten i u 

svim transformacijama slicnosti ravni 1S2 cija su sredista 

istovetna sredistima tih epicika1a (odnosno cije ви ове os

nove tih epicikala). 

Posledica 20, ра dakle i citirana teorema vr10 su 

znacajne jer se па osnovu njih zak1jucfije da su svi epici

k1i, osim hipercika1a druge vrste, kao slike fI apsolut е Јl pri 

pres1ikavanju odgovarajucim elementima norma1izatora grupa 

u odnosu па koje su ti epicikli definisani, specija1ne kri

~e drugog reda. Pre nego sto ukazemo па neka svojstva koja 

neposredno s1ede iz prethodne cinjenice dokazacemo teoremu 

kojom se za~ skup epicikala grupe simetrija datog pramena 

pravih rav~i 182 utvrauje da predstav1jaju odre~enu familiju 

krivih drugog reda., Fami1ija krivih drugog reda naziva se 

и,/131 kratko pramen konusnih.preseka (g~. 11 ~;.J.4. str .101-.'1 

108.), а u 113/ јов krace: pramen konika. џ- radu сето zato 

upotrebiti оуај pos1ednji izraz.8 obzirom da pri formu1is

anju оуе teoreme koristimo klasifikaciju рrашеnоvа konika 

iz10zenu и ~ 63. (/13/ str.251.) kao i oznake vrsta ovih 

pramenova, upucejemo citaoca da se ва tim vrstama upozna 

upravo и oznacenom de1u. 

Osim toga sve vrste ovih pramenova vr10 preg1edno 

su prikazane па в1. 93.(str.252.) istog de1a. 

Teorema 24. Skup epicika1a та kog pramena pravih 

ravni 1S2 је pramen konika odgovarajuce projeJctivne ravni 

kom~ pripada ~psoluta ravni 182. Skup epicika1a e~ipticnog 

41) Као i u nekoliko prethodnih slucajeva apsoluta 
је pod navodnicima da bi senji.ma·is,t:aklo da ве u pojedinim.1 
s1ucajevima ne radi о skupu svih tacakaapsolute, уес о od
redenom podskup1.l tacaka apsolute (па takvu mogucnost ukazu
је se u pO~iedici 20.). 

[ 
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pramena pravih је ртатеn konika I11 vrste. 8kup oricika1a 

parabo1icnog pramena pravih је ртаmеп konika IV vrste. Sk

ир dvogranih hipercika1a bi10 kog hiperbo1icnog ртатепа 

: pravih је ртаmеп konika V vrste:~ 

Dokaz. U razmatranjima iz10zenih па kraju 4. tac

ke'pokaza1i gюо da skupu epicika1a istog pramena pravih pr

ipaclaju najvise tri taCke. Prema definiciji iZ1ozenoj u /131 
(str.252.) IIБlшр konika ravni, dopunjen sa najvise konicnim 

Ьтојеm degenerisanih konika, bi6e nazvan pramen.konika ako 

kroz svaku tacku ravni pro1azi - izuzev kroz konacan Ьтој 

tacaka - jedan i saтo jedan e1ement ovog skupa fl
• Na osnovu 

opstedefinicije trajektorije neke tacke u odnosu па neku 

grupu, trajektorija је k~f-sa ekvivalencije u odnosu па re1-

aciju definisanu tom grupom (v.str.161.u udzbeniku /24/). 

Zato ni za koj а dv~ epicikla definisa.."t1.a u odnosv, па istu 

.. grupu пе postoj i zaj edniclta tacka. Posto ј е prema pos1edi

ci 20. svaki epicik1 kao slika "apso1ute,;'~riv'a drugog red'af~ 
skup epicikala istog pramena pravih zadovoljava navedenu 

definiciju. 

Primedba. U cilju pojednostavljenja formulacije te

отете 24. dozvo1ili smo sebi izvesnu nepreciznost. ~vi deo 

ртуе recenice u najkorektnijoj verziji trebalo bi da glasi: 

~~p epicikala та kog ртатепа pravih revni 182 је unija 

"tacaka osnove iI odgovaraju6eg ртатепа konika i 'skupa tacaka 

konika tog рТаГПепа razlici tih od tacaka njegove osnove. r:ra

(ke osnove ртаmепа konika koji odgovara skupu epicikala od-:-. . 

redenog ртатепа pravih su tacke dodira t~genata apsolute 

koje sadrze srediste hiperbolic.nog рrашепа pravih. 1\1ada se 

па osnovu pGslednj eg dela teoreme 24: •. ЩQgIQ, 4,.~fs.Цl+Сi ti. da 

эе teorema пе. odnosi па "јэdпоgrапе" hipercikle, teorema se 

moze prosiriti i па takva !lipercik1e. Med:utim, posto је to 

prosirenje sasvim jednostavna posledica nekih teorema koje 
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сето tek dOkazati, to prosirenje izvrsicemo nesto kasnije. 

Prvom 1етоm tacke 5". utvrdi1i smo da u slucaju e1ipticnog 

pramena pravih ravni 182' po1ara sredista predstavlja jed

inu pra.vu koja sadrzi epicikl tog pramena, sto vazi i za 

parabolican pramen. Ali u slucaju parabolicnog pramena рг

avih ta prava s~dr~i i srediste pramena. U prvom slucaju 

озnоуа pramena је је'ћan epicikl odgovara.j'Llceg elipticnog 

pramena pravih dok је u drugom srediste jedan, а osnova 

bez sredista drugi oricik1 te osnove. U slucaju hiperbo1i

cnih ргашеnоуа pravih osim njegove osnove i tangente УМ i 

VN apsolute, koje sadrze srediste tog ргашеnа, sadrze i 

hipercik1e tog ргатеnа raz1icite od tacke. Karakteristicno 

је da u svim ovim slucajevima, nаЬгојanе prave predstav1ja

ји jedine prave ravni 182 koje sad.rze tacke saтo konacnog"~ 
Ьгоја epicikala odgovarajuceg ргашеnа pravih. Sem ovih рг-

avih, jedine prave'koje sadrze epicikle odgovarajuceg рга

теnа su рге..уе tog рга.теnа, . i pravekoje s~drze t;acke М i .. " 

N u slucaju hiperbolicnog pramena pravih i"pod uslovom da 

se radi о nазој definiciji hipercika1a." 

Tangentne УМ i VN hiperbqlicnog ргатеnа pravih nа

zivacemo i izotropnim pravama tog ргатеnа pravih. U sluca

ји skupa dvogranih hipercikala hiperbolicnog ргатеnа ргаvih 

sredista V homo10gija cija јр osa jedna od izotrQPnih pravih 

ргатеnа, а sredis~e tacka dodira druge od tih pravih 'sa a.ps

olutom, moze preslikati skup dvogranih hipercikala jedne 

vrste па зkир dvogranih hipercikala druge·vrste tog ргатеnа 

pravih. Dokaz ovog tvrdenja izvodi se u dva dela: nајрге зе 

dokaze da је pomenuta homologija element normalizatora а 

бгире Gv.p. zatim da za razliku od homologije sredista V i 

··ose v lЏoze presiikati hipercik1'e jedne na.hir>er,c~1~~:druge,:,-, 

vrste. Posto је ргеmа teoremi 2.б.sv~Кi element grupe sime

trija GV simetrija te grupe ili proizvoddveju simetrija iste 

~ 
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grupe, dovoljno је za izvodenje prvog dela dokaza, dokaza

ti da је ko1ineacija izvedena iz bi10 koje siтetrije grupe 

Gv " "izotropnom hoтo1ogijom r, takocle simetrija te grupe. Na 

nacin analogan опоте kojimsmo aokazali odgovarajucu cinje

nicu pri1ikom dokaza teoreme 5.20 •. i u оуот slucaju dokaza-
" . 

1i bismo da је ta ko1ineacija harmonijska homo1ogija cija 

osa sadrzi tacku У, а centar pripada pravoj v = W{y). Сеп

tar i osa te harтonijske homo1ogije su po1 i po1ara u odn-
" . 

osu па apso1utni po1aritet W iz sledecih razlog~. Suzenje 

Hizotropne ll homo1ogije hiperbo1icnog prarnena pravih sredi

sta V је hiperbo1icno projektivno pres1ikavanje osnove v 

tog ртатепа cije su invarijantne tacke tacke preseka v tog 

ртатепа cije su invarijantne tacke tacke preseka f1 i N os

поуе v i apsolute. Ртета 3. de1u teoreme 17.8. (/13/str.89.) 

оуо suzenje је komutativno за suzenjem w apso1utnog po1ari

teta па pravu v.Zato оуо suzenje svake dve tacke prave v 

konjugovane uapso1utnorn po1aritetu pres1ikava па dvetac":' 

ke te prave, takocle konjugovane u istom polaritetu. Posto 

su srediste i tacka preseka ose bi10 koje simetrije grupe 

G
V 

sa т,тауот v kопјugОV8ле tг.Сkе u apso1utnoj involuciji 

prClve у, рrсша prethodnorn i njima odgov5.rajuce ta(~ke pri 

preslikavanju ,homologijom su takode konjugovane u toj invo

luciji у1 prг.ve у. Zat'D је osa harmonijske homologije izved-
"'" 

епе iz razrnatrane simetrije gruperGV izotropnom homologijom 

po1ara centra te harmonij~kehomo1ogije. Zbog tоgг је tc: 
harmonijska homologija takode simetrija grupe GV• Iz ovoga, 

kao ~5to это па pocetku dokaza ovog tvrdenja obrazlozi1i, 

пероsгеdпо sledi аа је !bzo"t;ropna homo1ogija e1ement normil

iza,tora gruJ?eGy • Zato опа, ргеmа tcoremi 5. 20. preslike"v~· 
. ' ~, 

svaki hipercikl definisan u odnosu па tU"grupu па hipercikl 

definisan u odnosu па is·t;u grupu. Neka је Gv(X) bilo koji оа 

tih hipercikala prve vrste. A..."k.:o izotropna hO!1lo1ogija presli-
('Ј 
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kava duz odreclenu tackama l>1 i N" па пјој dopunskti. duz, ta 

izotropna homo1ogija се tacku Х karakteristicnog projekti

vnog ugla sredista V koji sadrzi apsolutu, preslikati па 

tackunjemu dopunskog ugla. Zato ta.kva izotropna homo1og-

ija svaki hipercik1 prve, 'p~es1ikava па hipercik1 druge 

vrste. Proizvodi sime~ija grupe Gv за izotropnim homo1og

ijama pramena pravih sredista V (јеdпош od tih homologija) 

"razmenjuju" ргезеспе tacke prave v i apso1ute. Posto su 

ti proizvodi takode e1ementi g~upe norrniizat~ra grupe GV u 

grupi svih projektivnih ko1ineacija ravni l S2 prema posle

dici 5.17. i oni su permutabi1ni ва involucijom w prave У. 

Posto је ta invo1ucija hiperbo1icna, а ovakvi norma1izato-

ri razmenjuju invarijantne tacke te apso1utne involucije 

prave у, prema teorerni 17, 8. (/13/ str. 89.) suzenja ·t;ak

vih e1emenata norrna1izatora mogu biti i1i hiperbo1icne ili 

elipticne involucije ргауе У. Posto svaka simetrija grupe 

Gvшепја smer prav-e у, proizvod neke simetrije grupe Gy Ба' ,: 

izotropnom homologijom c~ takO.:.6 menjati smer ргауе v МО 

i samo ako ta izotropna horno1ogija пе тепја smer te prave, 

tj. МО опа presek ргауе v Ба unutrasnjoscu apsolute pres-

1ikava па taj isti presek. Na osnovu ranijih razmatranja 

mozemo zak1juciti takve izotropne homologije hipercik1e је

dne grste pres1ikavaju па hipercikla iste vrste, sto зе od

nosi i па hiperbo1icne ргаmепоуе pravih sredista У ргуе, 

odnosno druge vrste. Takve izotropne hornologije зи elementi 

norrnlaizatora пе зато grupe GV' уес i grupa GVh i ~Yb. Нап

ije Бто pokazali da istim svojstvima raspolazu i homologije 

sredista У i озе у. Proizvodi takvih elemenata normalizato

ra sa e1ementima grupe GV зи па ОЗПОУи prethodnog razmatra-

., Il~a; 11 svakom slucaju kolineacija tipa 1, pri сеmUБU' rriva:" 1; .. 

rijantne tacke tih kolineacija tacka V i invarijantna tac-

ke hiperbo1icne invo1ucije ргауе v koja predstavlja suzenje 
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tih ko1ineacijana pravuv. S obzirom da su tacke preseka 

М i N prave v i apsolute uzajamno odgovarajuce tacke te in

vo1ucije, пјепе invarijant~e tacke эи konjugovane u odnosu 

па apso1utni po1aritet. Prema tome invarijantne tacke kara-:

kteristicne za ko1ineacij~ tipa 1 (/13/ ~ 30.str.135.) su 
invarijantne tacke trotemenika sredista V autopo1arnog и 

odnosu па apso1utu. Jedino u slucaju kada је jedna оа роте

nutih homo1ogija e1ement grupe G, moguce је аа зи ovi proi

zyodi "specijalne" ko1ineacije tipa 1 tj. ko1in~atije tipa 

V Cv. takode s"tr. 135. и /13/), i to jedino и зlйсаји kada 

је ta homo1ogija simetrija sredista У. 

Suzenje proizvoda bilo koje simetrije grupe GV i 

izotropne homo1ogije cija оза sadrzi tackuV moze biti е1-
\ 

·0 ipticna invo1ucija ргз.vе v зато u slucaju ka,la to suzenje по 

тепјг. smer prave v. Ovo је mo§)-uce jedino pod us1ovom аа i 

"~suzenje izotropne homo1ogije па pravu v тепја smer te pra

уе. Takve izotropne homolbgijenazivacemo imaginarnim izo

tropnim homo1ogijama ravni lе2 • Prema teoremi 30.9. (/13/ 
str. 138.), i cinjenici da је suzenje proizvoda simetrije 

grupe GV за imaginarnim izotropnim homo1ogijama e1ipticna 

invo1ucija РТ8уе v",. takav proizvod moze biti jedino ko1in

eacija tipa 111 perioda 4. (v./13/ str.135.) kojoj је jedi

па invarijantna tacka tacka У, i jedina inv-arijantna pr~va. 

Svaki t~~av proizvod pres1ikava hiperbo1icni pгa~en pravih 

sredista V jedne vrste па hiperbo1icni ртатеп druge vrste, 

skup svih ko1ineacija izvedenih iz бтире GVh CGVh ) konjugo

уа.nјет takvih proizvodima је grupa GVh (GVh), i sledstveno 

tome svaki hipercikl pramena pravih sredista V jedne, presl

ikava па hipercik1 tog ргатепа druge vrst€. T~~ye elemente 

l1ormalizator:a grupe' "GV n~zivacemo imaginarnim, za raz1iku od 

prethodnih koje сето ponekad zvati i realnim. 

Proizvod epiciklicke rotacije grupe GV i homo1ogije 
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sredista V i ose У, odnosno rea1ne izotropne homo10gije pr

amena pravih sredista V је proizvod dva cinioca: simetrije 

grupe Gy , i proizvoda simetrije grupe GV sa jednom od роте

nutih homo1ogija.Pri tome su navedene simetrije simetrije 

cijim је proizvodom predstav1jena data epicik1icka !I'Otacija. 

Prema wethodnom taj proizvodce pres1ikavati ta.cke М i .N 

па te iste tacke, - а projektivnu duz МN па tu istu duz. Na 

osnovu teoreme 17.8.(/13/ str.89.) suzenje ovog p~oizvoda 

па ргаУи v је neinvo1utivno hiperbo1icno presliE;avanje. 

Slicno kao u prethodnom вlисаји, predstavljanjem 

proizvoda neke epiciklicke rotacije i jedne od imagmnarnih 

izotropnih homologija ргатепа pravih sredista V kao proiz

voda simetrije grupe GV i k01ine~~ije perioda 4. kojoj su 

jedina invarijantna tacka i ргаvЭ:-'.tаСkа у i prava v da је 

proizvod ko1ineacija kojoj Би invarijantne tacke tacke У,М, 
, 

N. Suzenje оуе kolineacije па ргачu v, kao i u prethodnom sl

ucaju, пе mozebi t{";'lnvolucija -a1i ;'Ге za га,zlГlffi. 6d'tog' sl- -.;ј 

ucaja to suzenje indirektna projektivna,transformacijama рг-

ауе У. 

~valjujuci' cinjenici da је ko1ineacija izvedena 

iz bilo koje harmoni-jske homo10gije -simetrije grupe Gv, bi-

10 kojim elementom normalizatora te grupe, takode simetrija 

grupe GV problem odr'ea:ivallja tipov'a kolineacija koje su рго

izvodi јеапе оа homologija cije је srediste jedno od temena 

trotemenika VMN, а osa stranica tog trotemenika suprotna sr

edistu moze se svesti па prethodni. Naime, па osnovu роmепи

te cinjenice proizvod јеапе od, tih homologija'sa datom sime

trijom grupe GV jednak је proizvodu odredene simetrije grupe 

GV i te homo1ogije \',_'",_ , _ ј 
Proizvodi bilo koje dve hoтologije cija ви sredista 

tacke tro'temenika yМN, а ose suprotne strane tih sredista је 

takode kolineacija cije su jedine invarijantne tacke u opst-
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ет slucaju tacke V,M,N i cije је suzenje па pravu v neinv

olutivna hiperbo1icna projektivna transformacija te prave. 

Jedino u slucaju proizvoda jedne od izotropnih homo1ogija 

ргаmепа sredi§ta V i homo1ogije $redi~ta V i ose v ta tra

ansformacija moze biti hiperbolicna involucija, i to pod 
, . 

uslovom,da је ta izotropna homo1ogija harmon,ijska. Ako је 

tada i homologija sredi§ta V i ose v harmonijska~ pomenuti 

proizvod је опа dru6a izotropna harmonijska homologija pr

ашепа pravih sredi§ta У. Proizvod dve izotropne harmonijske 

homolologije је simetrija sredista У. 

Normalizator grupe simetrija GV hiperbolicnog pra

тепа pravih sredista V nazivacemo trапsсеdепtпош grupom tr

~nformacija slicnosti ravni 182 sredista V i oznacavati sa 

?Вт,х. 1z prethodnih razmatranja moze se zаklјџсiti da gr

ира GS1 V sadrzi kao svoje prave podgrupe normalizatore , 
grupe GVh i GVh 8 Pre odredivanja nekih svojstava ovih gru-

. . .. 
ра utvrdi6emo da su опе istovetne. Као i ran.tje dovQljnQ. је 

utvrditi еато odnose elemenata normalizatora simetrija tih 

grupa. Isto -ta.ko, ako ovi e1ementi normalizatora pripadaju 

'!razlici" grupe GV i grupa GVh (~V1i)' dovoljno је razmatrati 

kolincacije izvedne iz simetrija grupa GVh(Gvь ) saтo simet

rijama grupa ~Yb (GVh ). Pretpostavimo da је h 1 simetrija gr

ире' Gvь , а ћ2 bilo koj а simetrij а gr1.lpe "Jvь : Tada ј е h 2h1 ~ 

takode:simetrija grupe ~Yb. Slicno se, koriscenjem cinjenice 

da j~ sv~{i od elemenata grupe ~y automorfiza~ isvakog od 

projektivnih uglova odred:enih izotropnim prayama ргатепа sr

edista V dokazuje i da је БУа...1.с! element grupe Uv element по

rm~lizatora i grupe ~Yb8 Ali па osno~ razmatranja о elemen

tirл.а normalizatora grupe GV' а narocito odredivanja tipOY8 

kolineacija projcktivne ravn:i koj'ima ti elementi pripadaju, 

mozc Бе zakljuciti da i svaki element norrnalizatora grupe GV 
koji је istovremeno element normalizatora i grupe uVh(odno-
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sno grupe Gvь ) takode predstav1ja automorfizam projektivnih 

. ug10va od.redenih izotropnim pravama kroz У. Prema tome a..l{o 

је neki element normalizauora grupe GV e1ement normalizato

ra i grupe GvЪ , tada је taj e1ement e1ement norma1iza.tora i 

grupe ~Yћ. J asno је da vazi i obratno: e1ement norma1izato-

ra grupa G
V 

i G
Vh 

је еlеmеntnоrmаlizаtђrа i grupe GVh• Ро

stoje svaki element norma1izatora grupe GVh (ојnОЗnО grupe 

~Vh) istovremeno element normalizatora grupe GV iz prethod

nog s~edi da su norma1izatora grupa GVh i GVh istovetni те-

uusobno. Noram1aizator grupe GyhGiVh) nazivacemo grupom tr~ 

ansformacija slicnosti ravni LБ2 sredista V i obelezavati 

за GS1 У. , 
~z rezu1tata dobijenih odredivanjem tipova eleme-

nata norma1izatora grupe ~y izdvojicemo опе koji se odnose 

па e1emente norma1izatora grupe GVh • Ovo cinimo zbog toga 

sto suzenja e1emenata grupe GS1 Vna odgovarajuce oblasti 
. 18 d t ~ .. ~,. . l' k ' . 1" " t' "lТ . ;·:,travn~ 2 pre s Q.;V..J.JaJu, pres ~. aV~J~ s ~cnos ~ O~?Y?X~J~J 

се geometrije, dok za suzenja e1emenata norma1izatora grup~ 

Gy ovo пе vazi. Transformacije slicnosti kada зе odnose па 

ravan 182 ви loka1ne Си tacki У, i1i pak u odnosu па pravu 

у). Transformacije slicnosti iste prirode; tj. elementi 

normalizatora grupa cija su sredista razlicite tacke proje

ktivne ravni u kojoj је zadata hiperbo1icna involucija iste, 

is·taknute prave te ravni kao apsolutnai" kao зе tako moze 
r 

reci, nisu u toj meri kao prethodne lokalne i predstavljaju 

transformacije, а па preslikavanja sl'icnosti oblasti te ra

vni bez te istaknute prave. Ova oblast је oblast interpret

acije poznate pseudoeuklidske geometrije. "Manji stepen 10-

kalnosti ft ovih transformacija slicnosti proistice iz toga 

.-. :sto је,' и-- tom slucaju , .. ,11 istaknuti .;"elem-ent 11 grupe normaliza~ 

tora bilo koje grupe GOh te ravni - homologij~sredista О 

kojoj је ова apsolutna prava, ,ili elacija iste ОБе - istov-

("" 



·-- - . 
- 183 

remeno element normalizatora i svake druge grupe GO'h te 

ravni. Ove rezultate iz1ozicemo u vidu teoreme koja, uz. }:: 

izvesno ogranicenje odgovara teoremi 31.1.(/13/ str.141.) 

ТеогеmЋ 25. Svaka transformacija s1icnosti gru-

ре transforrnacija slicnosti sredista V ravni 1s
2 

је: 
а) e1ement grupe Gvt -Ь) homologija sredista у i ОЋе У; 

с) rea1na izotropna homo1ogija pramena pravih sredista vl 
d) proizvod konacnog broja prethodnih transformacija; 

Svaka od tih transformacija је tipa 1 ili .tipa У. 

тт оЬа slucaja osim tacke V invarijantne su i nај

mаnје dve tacke prave у; tacke М i N ili раг tacaka harmo-

nijski konjugovan sa рагот tacaka М i N. Ako suzenje ovih ko

lineacija па pravu v nije identicna transformacija i invari

jantne. tacke tog suzenja su tacke N i N, оуо suzenje је ne

invo1utivna hiperbolicna direktna transformacija prave У; 

ako su pak jedine invarijantne tacke tog suzenja harmonijski 

kon-jugovane 

volucija. 

Za 

parorn tacaka М i N to suzenje jehiperbo1icna in-
. ," ::.'t'); 

raz1iku od teoreme 31.1./131 kojom se utvrduju 

sve projektivne kolineacije koje predstavljaju transforma

cije slicnosti euklidske Беоmе-Ьгiје, ako pravu v smаtгашо 

apsolutom па kojoj је invarijantnim tасakэ,mа И i N zadata 

apsolutna invo1ucija, teoremom 25. utvrduju эе projektivne 

kolineacije koje prGdstavljaju transformacije slicnos~i рг

ojektivnog modela dvodimenzione pseudoeuk1idske geometrije. 

Ogranicenje о kom'e је bilo reci neposredn:o ргв form111isanj а 

teoreme 25. odnosi эе nacinjenicu аа tu teor.emu u principu 

i nije bilo moguce izlozi ti u vidu teoreme 31.1;( iz /1з1: 
Svaka trаnsfоrшасiја slicnosti grupe GS1 V tj. , 

tгаl1sfогrnг..сiја slicnosti projektivne ravni kojoj је сарsоlч:-::: 

ta prava v је permutabilnE:t sa apsolutnom involucijom te pr

ауе; ali u оуоm slucaju nije isvaka projektivna ko1ineaci-



184 

ја date projektivne re.vni permutabilna аа apsolutnom invo-

1ucijom prave v transformacija slicnosti odgovarajuce grupe 

Gs1 ,V tj. пе predstavlja transformaciju odgovarajuce pseud

oklidske geometrije. 

Iz tog razloga i posledicu 17. nismo izlozili u 

vidu ekviva1encije, уес kao imp1ikaciju. Ako pod grupom GOh 
П5 podrazumevamo grupu Uvь (aV) tu pos1edicu bismo mogli 

formulisati па sledeci nacin. h 

Posledica. Da bi neka ko1ineacija projektivne ra

vni pripadale normalizatoru grupe GOh potrebno је idovoljno 

da ta kolineacija preslikava apsolutnu invo1uciju prave 

о = W(O) па tu istu apsolutnu involuciju. 

~f 09ПОУи teoreme 24. moze Бе, u duhu metoda koje 

smo primenjivali u оуоm radu, dokazati i Sturmova teorema 

(v.npr./13/ str.2~.). Dokaz оуе teoreme u pomenutom duhu 

пе аато st-б је jel.inostavniji od dоsаdэ. izvedenih, уес i ot-
:';.' < 0"1.... :" .~,; " , . '""' -::. '"" -"'! ;~: ...... ·H<~· 

kТiva u potpunosti pravu prtrodu interpretacije te teoreme 

u ravni lS~, ра dak1e i u geometrijama te ravni. Pre :toga 

dokaza uka~ujemo da ае sledecom lemom: 

Lema. Ako neki еlешепt f normalizatora !~(uV) u gr

upi projektivnih kolineacija pres1ikava hipercikl uvь(X) 

ргуе, ili hipercikl (јУЬ(Х) druge vrste па odgovaTajuci hi

percikl GVh(X') odnosno hipercikl ~~n(Y'), tada ~ pres1ik

ауа hipercikl hV(GVh(X)) flkomplementan" hiperciklu GVh(X) 

u odnosu па hipercikl GV(X) па hipercikl hv(GVh(X')) "kom

plcmen-tan tl hiperciklu Gvъ (Х') u od.nosu па dv<?grani hipercikl 

GV(X' ), odnodno hipercikl hv((iVh СУ)) па hipercikl hv(GVh (f' )) 
dvogranog hipercikla GV(X'). 

:1.. Lema је neposredna pos1edicia t.eorema 2д •. i 22. "-~, .. J,--." 

Zahvaljujuci пјој ya~enje teoreme 24. pro§iruje se 

i па jednogrw~i hipercikle, pri сети se u tom slucaju pod 

skupom eptcikla пе podrazumeva al~p hipercikala pramena рг

avih sredista V saтe јеdnе, vec unija skupova hipercikala i 
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ргуе i druge vrste ргаmепоуа pravih i ргуе i druge vrste is

tog sredista V. 

Neposredno posle primedbe povodom teoreme 24. izv

e1i зто nekoliko vaznih zaklj\1caka. 'Jedan od njih izdvoji~; 

сето u vidu sledece leme: 

Lema.' Svaka prava ravni 182 raz1icita od osnove 

de,tog ргаmепа pravih i izotropnih pravih, uko1iko ih taj рг

атеn pravih sadrzi, sadrzi tacke beskonacno тnogo epicika1a 

tog ргаmеnа pravih. Svaka:.'.;"osa epicik1a definisan'og u odnosu 

па grupu simetrija koja sadrzi i simetriju и odnosu па sred

iste tog epicik1a, роа uslovorn da је taj epicik1 nije degene

risan, sadrzi tacno dve tacke tog epicik1a. 

Bi10 koja osa epicik1a defil1isanog и odnosu па grupu simetr

ija pl"amena pravih koja' ,де sadrzi simetriju и odnosu па sredi

ste tog ргатеnа sadrzi.uacno jednu tacku tog epicikla. 

Ose epicik1a su prave ргатеnа pravih ravni l S2 u od-... 
ПОБи nakoji је definisan epicikl uko1iko taj ргаmеn nije hi-

pebbo1ican. Uko1iko је taj pramen hiperbolican ose hipercik-

1a su prave hiperbolicnog pramena pravih ргуе vrste ako је 

taj hipercik1 prve vrsi;e, odnosno ргауе hiperbo1icnog ргаmе

па ргю.rih druge vrste uko1iko је taj hipercikl агиье vrste. 

Dokazacemo druga dva dela leme јег ovi delovi, za 

r~zliku od prvog de1a nisu neposredno posledica pornenutih 

zcl{ljucaka. N~jpre сето dokazati da svaka оза epicikla sadrzi 

bo..r јеаnи ta:ku tog epicikla. То је zapravo ne.posredna posl

edica definicije ose epicikla izlozena оdшah posle lеше: па 

osno,iU te definicij е svakom tackom epicikla -i srediste..m od

govarajuceg pl'am0na od.redena је Ьех ~edna osa tog epicikla 

ukoliko taj epicikl nije "bez оsап42 • 

13uzenje simetrije grupe u odnosu nakoji jedefini

san d~ti epicikl, kojoj је srediste srcdiste odgovarajuceg 

ргатеnа pravih, nabilo koju osu tog epicikla jehiperbolicna 

42)Tah~Ti su iskljucivo hipercikli i oricikli izotro
pnih pravih. 
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involucija kojoj su invarijantne tacke to srediste i presek 

te ose sa osnovom tog pramena pravih. Zato se svaka druga 

tacka ose pres1ikava u toj simetrija па tacku raz1icitu od 

te tacke. 1 оуа tacka prema definiciji epicikla pripada ер

icik1u. Posto је svaki epicikl, prema posledici 20. podskup 

taca1ca neke krive dr:ugog reda, nещоguсе је da bilo kojaprava, 

razlicita od osnove udgovarajuceg pramena pravih i izotrop

nih pravih uko1iko ih taj pramen sadrzi, sadrzi vise od dve 

tacke istog epicikla. 

Grupa simetrija u odnosu па koju је definisan neki 

epicilrl ne sadrzi simetriju u odnosu naEsrediste odgovaraju

ceg pramena pravih samo ako је taj epicikl oricikl ili (јеа

nograni l hipercikl. 1 u ovom slucaju, kao i u pre~odnom за

svim jednostavno зе dokazuje da, ukoliko зв nе radi о epici7 
klu "bez оза", svг...1.сој osi pripada Ьах јеdnа tacka epicikla." 

Е slucaju oricikla ta tackaje i jedina, jer је druga tacka 

preseka озе i krive drugog reda koja taj oricikl sadrzi sr-~ 
:2~, 'J~ ", ~~:- :.. .А'__ ... . .. _::'ј .... ':; 

ediste ргатеnа pravih koji odgovara tom. oriciklu. U slucaju" 

(jednogranogJ hipercikla ta tacka је jedina јег bi u supro

tnom slucaju hipercikl "komplementan" datom u odnosu па dv-

0brani hipercikl koji sadrzi dati hipercikl, i ista оза im~

li takocte dve zajednicke tacke, te bi ta оэа sadrzala ceti-" 

ri tacke tog dvo[,ranog hipercikla. C1eclutim оуо је u suprot

nosti Ба prethodno ftdokazanim delom leme. ~acinom па koji 

зто dokazali taj de6 leme тo~eтo dokazati i sledecu teoremu: 

Teorema 26. Skup рагоуа presecnih tacaka epicika1a 

definisanih u odnosu па grupu simetrija datog pramena pravia 

koja sadrzi sirnetriju u odnosu па srediste tog praтena, i 

bilo koje оэе tog prarnena је skup parova odgoval'ajucih ta(~a

ka simеtгiјес~,ч '9с~ОБи._р.а srediste tog;prame~a,~ 

Napominjerno da se u dokazu ove teoreme koriscenja 

cinjenica аа је s\Taka osa invarijantna prava simetrije u 
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odno_su па srediste pr~llena pravih kome ргш.раdа ta- osa. 

мо doka3~emo аа i za svaku лгаvu ravni lБ2 raz1ici tu od 0-

snove datog ргашепа pravih, ili pravih koje sadrze tacke 

dodira izotropnih pravih i hiperboloionog pramena pravih i 

apso1ute ako је dati ргатеп hiperbo1ican, poatoji simetri

ја grupe siшеtгiја datog )гашепа pravih, dokazali smo i te

oremu која: је uop~tenje teoreme 2б~ 

Теогеша 27.Sk~p рагоуа, tacaka presekp epicikla 

skupa epicikala definisanih u оdnови па grupu simetrij~ 

G
Oh 

ravni lБ2 sa ргауот te ravn·i razlici tomod ргауе 0=1:1(0) 

i prE!vih koje sairze tacke doc.ira izotropnih pravih kroz 

taclcu О, је skup рагоуа tacaka uzajarnno odgovCJ.rajucih u ta

спо јеdnој simetriji grupe GOh ' 

Dokaz. Ke~a је ргауа р bilo koja ~гaya koja zadovo-

1јауа zahteve teoreme. Ако је nrava р osa, tada је teorema 
. . . , 

tacna па osnovu tеогеше 26. ~!:.KO prava Г) nije оза, tada опа 

se ~:e озпоуи о 'Јга!!1епа pravig u tacki F-. razlici toj оа sredi

~ta, ili tг.Ска dodira izotro:pnill -\)ravill lli~~erboli,~nog рга

пепа--.l'Elviћ sredi sta О u}(oli'~:o је takav')ramen u ~,i ta:-~ju. 

Siшеtгiја llр ~гиpe G
Jh 

је jedina simetrija te сгире u ko

јој se ргауа р preslil-::ava па tu istl.l ргауи. U toj si 'Ietri

ji se i savki eoicik1 ЬГl.l})е GOh -::T~~li~-::ava па taj isti epi

cil:l. rosto је su~enje siГ:letrije hp па -.,гюгuп р hi-erboli

~па involicija, оsiш tacke 2 п~ ргауој р postoji заш~ jo~ 

~јеапо. invarijantna ta~~i-:.:a te, invo1ucije _ т:Ј ..... е с: е 1.- оео с'.·' (-:;::;) .i... t-~t':'\. ~ _ .0 \ ..... 

llomologije _ Пр ва ,гауоm р. Ova tac~:::a, ozna :ева је sa ::~, 

је istоvгешепо i tacka dodira prave р за e~)ici::loJ11 ~ги-

'ое G011 • r o:~ to ta~~';:a Г pr~IU3.s1~;; ОSIlОVШ, epicikl овпоуе }:о ji 

је sadrzi- posto је ро i:>retpostavci: teoreTТJe razlici t оа ta

cke - se~e 'P8VU р U ta~ki :. Ovim B~O dokazali i slede6u 

,)0 вl eciicu: 

.;-Josledica. 6а Буаки 'гауи --:оја zad'Jvoljava pretpo-

~ 

t 

I 
l 
~ 
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stavke teoreme 27, raz1icitu od фsе ргатепа pravih sredi

sta О i prave koja sece oenovu hiperbo1icnog ргашепа pravih 

u tacki hipercikla koji pripada datom skupu hipercika1a, 

postoji tacno jedan epicikl grupe G
Oh 

koja зе рошiпје u 

toj teorerni, takav da је ta ргауа tangenta tog epicikla. . ~ 

Ogranicenje koje se odnosi па hipercikle proizla-

zi iz cinjenice da invarijantna tE.cka simetrije. grupe u 

odnosu па koju је definisan slrup hi'percikala ргуе odnosno 

druge vrste, ~oja pripada pravoj р i Daz1icita је ~d ta

ске Р, nije tacKa projektivnog ugla odredenog izotropnim 

pravima odgovarajuSeg hiperbolicnog ·ргаrnепа "Oravih kоше. 

pripadaau svi hipercikli tog skupa hipercikala. 

Теогета 28. Лkо neki element normalizatora grupe 

GOh .9res1i~(ava n~ku tacku apsolute па tacku пјепе spoljas

njosti, taQa taj elemen~ pres1~kava BY~~ tacku apsolute. 

razlicitu od tacaka ргеуе о = W(O) па sp~ljasnju tacku a~

solute. Ы:о neki eleElent llormalizatora ~cr;~ru1)e G
O

' presli-. - п 

kava neku. tac~:u e.psolute koja пе .pripгda pravoj о пе. tacku 

a9so1ute, te.da је t~j element automorfizarn apsolute. Ako 

l1e,=i element пОгэ.аliL.',аtога grH;:)e G
Oh 

:preslikava ne~.;:и ta

·~ku apsolute nataclru unutrasnjosti apsolute, onda taj е1е

r::епt presli};:E.va svakutaci;:u apsolute koja пе pripada !)гауој 

о, natacl-:u u:lUtrsnj osti аРБО~ ute. 

JokD.Z. l.)o i:e,;:, ас ешо saillO ':;rvi cieo tcoreme. = re:na 

tеос'ешi 23. apsoluta је, a~C'J је tacka О t3.~kFl. П,Јепе unutra

'~njosti, epicikl; а...'..:о СУВ. te.,::;~ca ~~гi:-;аd::-сЈ. apsoluti, арз()lи

ta је иn_~6 te ta3ke i epici~la komplementnos toj ta~ki u 

ocL"1osu на a-:-:,solu.tu; а1::0 .. јеQ.S;},'&QЈltаЭпја Jca,~ka a)SO!_lJt.e., 

tada је apsoluta unij2. ta·~a:3. dociira itotropnih pravih 

.roz О i a::solute i d.vо;:; . .'элоg 11ipercikla sredi?§ta О k·.)ji 

је k~Ю'f'JlеI:'1епtllil ргхи tih ta~aka u оdnови па a·:)solutu. 

'=;re:l.a ],гэt,,:юstаvсi -teoreme tac:i:a a~)solute koju preslikava 
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pomenuti e1ement norma1izatora pripada .и svаkощ slucaju 

epmcikluapso1mte razlicitom od tacke. Zato је, па osnovu 

pos~~dice 20. а i teoreme 20. slika -Се tacke tacka epici

k1a sredi~ta·O. S obziro~ da taj epicik1 i epicikl apsolu

te cija'je оп slika, мо је ostvarena pretpostavka prvog 

de1a teoreme, kao razlicite klase ekvivalencije пе mogu 

imati zajednickih taca...1.(a, jedine zajednicke tacke apso1m-
., l' 1- .l- 1 ~. . dn' v 1 t у- 1 te l nJenes lKe su u vom s и~:;aJи zaJe lCr;:e ас>:е apso~u.-

te i pro..ve о. Unija til1 tacaka i slike epicik1a apso1ute 

raz1i ci tog od tih taca:..tca ј е kri va drugog reda. Ыа osnovu 

prethodnog, ako је пека tacka te krive tacka unutrasnjosti 

apsolute, tаtаС~к:.а шога pripadati epiciklu te kri уе raz1i-

. ,', ci tom оа ta.Cke. Розtо prema pretpostvaci bar јеdnа ta~~::a 

·tog epicik1a pripaia spolja~njJsti apsolute, taj epicikl 

kao neprekidna Кг~ya зеее apso1utu u tacki koja pripada 

'''epiciklu apso1ute razlici to:n od taCke. 

F'reostali <ieo teoreme dokazuje se - je<L11ostavnim 

svodenjem па proti vre~~nost sa ргеtlюdn'о dokazanmm ае1ОЕ1 

teoreme. 

На osnovu -::геtnоcL.lе te--.,:reme s1edi: 

Poslediua 21. Ak:::>j е k' slika a)solil.te k;,ri рге

slikavllilju e1emento~ f 

trija bilo k:::)g рга..-::епа 

njost apsolute pripada 

norma1izatora bilo 
'Ь . 1з nraVl~ raVnl ~, - ~ 

које grupe sime

tada i1i u.nutr;-

unutrasnjosti krive k; i1i unutra~ 

snjost kTive к' ргiрг.dа unutrac1nj':~sti a:)solute. 

Primeti~o ~a s~atramo аа smo fuznakom k' razlicitom 

оа oznake apsol1ilte k u1-:azali аа su te dve kri ve razli ci -Се. 

Sledecu teo~~er:lU, ~сојош se utvrd:uju vrste transfor

пасiја slic.nosti ~crupe Gs1,lJ ravni 132' 'gde"'''''je D tacka ар
solute, пес.ето de>kazivati јег је пјеп dokaz u nacelu analo

ьan dokazu tеогеше 25. LТzimajucm и obzir da је ta grupa 

погшalizаtог !;г(,,})е sioetrija G1D,: : .1, то~еmо re6i i da је njen 
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sadrzaj analogan dadrzaju teoreme 21. uz us10v da se u 

пјеmи izraz "homo1ogija sredista Otlzameni izrazom lI e1aci

ја" sredista D m ose d ::Ј W(D). Da је takva e1acija погта-

1izator grupe GDh dokazali smo u 1elni па str. 232. 

б. 81icnost i podudarnost epicika~a rг.vni 182" 

Posto e1emente grupe G automorfizama apsolute 

ravni 182 smatramo tramsformacijama poduadrmosti te ra

vni, smatracemo da је neki 1i~ L ravni 182 podudarna 1i

ku L
1 

te ravni ako i saтo ako postoji e1ement f grupe G 

takav da је f(L) = L1 " 

Teorema 29. Lik е' ravni 182 podudar~ epiciklu е 
te ravni је epicik1 is:te vrste koje је i ерiсi1й е" 

Dokaz. Ргеша pretpostav:~i teoreme i definiciji 

podudarnosti 1ikova ravni lS2postOji e1ement f grupe G 

takav da је тее),::: е: :E-re svega dokazacemo da .је е' ... 
trajektorija grupe fGOhf-1 gde' 1е GOh g:гuра·simеtriја 
pramena pravih sredistaO u odnosu па koju је definisan 

epicik1 е. Ako је Х tacka epicik1a е,. tada је f(X) = х' 
ta~ka lika е: Ыека је у' bi10 koja tacka 1ika е: Tada је 

tacka У = f-1 CY ') tа\зkа epicik1a е. r~a OS110VU definiuije 

postoji e1ement g ьгире GO' koji tack~ Х pres1ikava па 
, -1 п -1 , 

tacku У. b'lemen t fgf grupe fGOhf ?rexlikava tз.Сku х 

па tach.-u у: 

Da bismo dokaza1i da је traje~=torija е' ьги?е 

fGCJhf-1. epicikl dоvо1јпо је c.okazati da ~e ta grupa gru:~,a 
simetriya ргатепа pravil1 ravni 1ь2 • =~ao i 1Ј. ranijim Бlи6е
jevima sliсџim оуоrn, za to је dovo1jno dokazabi da је 

ko1ineacija izveclena iz bi10 које simetrije grupe G
Oh 

.. -~, '~'~:.I-}.:·":. ... ~~t;;.:v. 

~onjugovanjem te simetrije e1ementom f simetrija grupe 

simetrija izvesnog pra:nel18.'-ra-'Tih. ~=ako је svaka simetri

ја grupe GOh harmonijska hоrпо10giја којој su sre'~iste i 

osa ро1 i ро1ага u apso1m.tnom po1aritetu, kо1iпеасiја 

,1 
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izvedena iz te harmonijske homo1ogije kопјшgоvanјеm е1ешеп

tom f grupe G je.takode harmonijska hdщоlоgiја kojoj зи 
, . . 

sredii)te i оза ро1 i polara u оdnови па apso1utni po1ari-

tet. Оуа. pos1ednja cinjenica sledi па' osnovu teoreme 3. . . 

(!БЈ stJ;'. 14-0.) i stava ро kОПlе зи svi automorfizmi арзо-

1utnopermutabilni sa apso1utnim po1aritetom. Оза te harmo

nijske homologije kao slika озе odgovarajuce harmonijske 

homo1ogije grupe GOh sadrzi tacku f(O) = о'. Posto оуо уа

zi za зуе harmonijske homologije izvedene iz harmonijskih 

homologija gTupe GOh konjugovanjem transform~cijom f, озе 

svih tih homologija sadrze tacku о'." Prema prethodnom sve 

te harmonijske homologije ви simetri~e grupe si~etrija 
, ". 

GO'h = fGOhf-1 ргатепа pravih sredista о'. Automorfizaт ар
sol~te f preslikava unutrasnju tack~ О па unutrasnu tack~ 

о'; tacku apso1ute О па tacku apsolute О',; sроlјаsпј;џ tac

h~ Опа spoljasnjm tacku apsolute о'. U poslednjem slucaju 

ако је hiperbolican l.:ramen pravih sredis ta О ргуе vrste, 

tada је, takor..'te zbog toga sto је f automorfizam apso1ute 

- i hJD.perbolicanTa:men prc:.vih sred.ista О' hiperboli(~8J.l ~-:ra

теп prarnen ргуе vrste. Isto зе moze re6i i u pog1edu hi

perbo1icnog рга.ТЈепа pravih druge vrste. Zato је, ако је е 

hipercil<",l ргуе, i е' hiлегсiУЈ. ргуе vrste, а 8.1;:0 је е Ы~j

ercik1 aruge, i е' је hipercikl druge vrste. Da зе jednog

rani hiperciJrJ. preslikava bilo kOjOill transfo.emacijom ро

dudarnosti па jednocrani hipercikl, а dvograni па dvograni 

sledi iz tOGa ?3to је grupa izveden'a iz ьгире simetrija lli

perbo1icnog ргатenа pravih prve (druge vrste) tr~~sformaci-

",\.,_ још роdudагпоsti ta1:ode е:;гира simetrija hiperbo1icnog рга

mела pravih ргуе (агиье vrste), а grupa sime:brija hiperboli

cnog ргашепа pravih ravni lB~ dobijena па isti nacin takode 
, с 

grupa siшеtгiја hiperbo1ichog рх'атепа pravih te ravni. 

Neposredna posledica }Jrethodne teoreme је: 
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Pos1edica 22. Svakom epicik1u grupe simetrija 

<:! 

GOh datog рrэmепа pravih ravni 182 pri pres1ikavanju bi10 

kojom tr~sformacijom p~dudarnosti te ravni odgovara tacno 

jedan epicikl iste vrste §,тире simetrij~ .GO'h gde је О' 

slika tacke 9 pri tom pres1ikavaпju. 

Теогета ~O. 8va..ti epicikl grupe sirnt:eija Go h 

e1ipticnog (hiperbo1icnog) ргатепа pravih ravni lБ2 
podudaran је за samo jednim epiciF~om tog ргашеnа prqvih. 

Svaki epicikl ьгире simetrija GOb biperbo1icnog pг~ena 

pravih ргуе vrste (druge vrste) podudaran је ва tacno 

dva epicikla tog ргатепа pravih. Svaki epicikl parabo1i

cnog ргатепа pravih ravni lS2.podudaran је за svim orici

k1ima tog pramena ~',ravih, iste oblasti te ravni. 

Dokaz. Da bi neki epicikl e'grupe simetrija elipti

cnog pramena prav-ih sredista О bio podudaran datom epi-

. cik1u е istog ргатenа pravih potrebno је idovo1jno d'ci"""'~ 

postoji transformacija podudarnosti koja -је istovreтeno 

i element norQalizatora pomenute grupe simetrija. Kako 

svaki element::orma1izatora te Егире preslikava sredicte 

О tog pramena pravih nato isto srediste, potrebno је i 

аа је ta transforElacija podudarnosti element grupe Go 
automorfizarna te.~ke О u G ( tu grupu зmо u гааи /6/ па-

fl 

zva1i stасiопarПО::1 роа:;гироm u G tacke 0)-. Hedutim :рге-

та teoremi 5. (/:'ј str. 147.) grupa G
O 

istovetna је u 

оvош зlисаји grupi GOh ' Zato svaki element te grupe 

pres1ikava epicil:l е 11а taj isti epicikl, te је е jedini 

epicilc1 e1ipticnog ргa.rпепа pravil1 sre.dista О koji је ро

pociudaran tOr:J istom epiciklu е. Po:':to је, iz istih razlo-
1, ga(grupa G

Oh 
је u оуот Бlи:5аји игааи oznac~nas'5. G;) ,<~,..' 

зуаЬ e1eтent Е;гире G koji је istovrerneno automorfizam 

tacke О u slu~aju kada је ta tacka tacka spo1ja~njosti 

aDsolute element grupe simetrija hiperbolicnog pramena 

-,... . -'.-
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pravih sredista О, teorema ~2i i u зlис~ји epicikala 

. takvog pramena pravih. 

Grupa simetrija hiperbolicnog pra.:lena pravih 

prve v~ste koju smo u radu oznaci1i GVh ' u radu /6/ ozna~ 
c.i1i зто за GOh•· 43). Ргеша teoremi 5.(/6/ str. 147.') 

grupa GOh i u tomslucaju је prava podgrupa grupe GO" Na 

t 2 11 ~ 1 t" G 44) l""'t" озпо\~ еогете " • SVl е етеп l бгире ~O raz lCl l 

od elemenata ьгире GOhsu e1ementi k1ase hvGOh ризеdnе kla

si GOh pri raz1aganju grupe GO ро пјепој podgrupi GOh ". 

Iz dokaza teoreme 22. sledi da svi t~~i elementi рге

slikavaju hiDercikl prve vrste е па isti, пјети "komplemen

tan" hiperciJй е' u ОdnОБи па dvograni hipercikl koji за

drzi hipercikl е. 

Teore~om 5. u radu /6/ nismo obu~vatili i зlи-

сај grupe simetrija hiperb:.J1:ncnog pramena pravih druge 

vrste. Zato зто u radu, teoremom 2.10. do~~azali da је ta 

grupa prava podgrupa grupe simetrija ~pe~bolicnog pramena 

pravih istog sredista, Na osnovu toga, па isti nacin k.ao 

, u prethodnoD sluc&ju dokazuje se da u dato~ hiperbolicnom 

:. 'ргашепu ргапЬ druge vrste pos.toje tacno Q-va (jednogra...l1a) 

hipercik1a podudarna datOrJ hipercik1u е tog ~}ramena. Ovi . 
hipercik1i Би hipercik1 е i hipercikl hO (е) gde је ЬО зу-
шеtгiја sredista о. vvaj hipercikl је, ргеза teoremi 5.2v, 
komplement&l. hi;>erciklu е u odnosu па d-VO~-=-a..l1i hipercikl 

istog ргаmепа pra-vih koji sad.rzi hipeT'cil:2. 8 .. 

43) u radu /6/ ьгира oznacena sa GГih predstav=-jala 
је роаьгири grupe G generisanu harmonijs?i~' homo1ogijama 
te grupe u оdnОБи па ОБе Рl''ашепа pra.x.ih s::-e:'is ta О uklj:u-' 
cujuci i опе k:>je Бе~ apsolutu. Sa G ". оzпаг~ili smo od
govarajucu podgrupu lcojoj su generato~! S2.:l0 оnе od pre-

th~dno opisanih harmonijskih homolo~ija cije ose seku ар
solutu. 

44) PrrJ,a teoremi 5. u /6/, Crupc. Gy је grupa GO• 
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~~o је GDh grupa simetrija parabo1icnog ргатепа 

pravih sredista D, tada је па osnovu pos1edice 2.10. ta 

grupa prava podgrupa grupe automorfizama tacke D u grupi 

G. Ne~ а је о dati oricikl tog ргатепа pravih, а 0'bi10 

koji oricik1 istog pramena pravih raz1icit od~oricik1a о, 

one оblажti ra~цi 182 која sadrzi oricik1 о. Neka зи tacke piP
1 

preseka bi10 које ose pra~ena pravih sredista D .за orici

k1ima о i о' rec..om. ?rema pretpostavci teoreme. tacke Р i 

Р1 pri_,adaju oblastIЬ interpretacije jed...ТJ.e оа geometrija 

ravni 182. Zato prema aksiomi G4 apso1utne geometrije ро-
stoji simetrija ravni 182 cije suienje па tu oblast 

tlrazmenju.~el~tacKe Р i Р1 • 8rediste С te simetrije је јеdnа" 

оа jedinstvenog рага tacaka koji је harmonijski konjugovan 

sa parom tacaka ::~. i I-1 као i sa parom presecnih tacaka , . 

. prave P?l'''i apso1ute (jed.na оа ovill. tacaka је Ђ, а drugu 

сета oznaciti за D1 ). U ci1ju interpretactje ovih rezu1ta

ta u geometrija:la ravni lБ2 , kojojcemo posvetiti sledeci, 

posled.nji, parCi§,Taf rada, smatra:::emo аа је tacka С tacka 

опе oblasti гavГ''; 132 којој пе pripadaju tacke Р i 1'1" 

Proizvod simetrije cija osa sadrzi tackи Р i ро1 ргауе РР} 

(koji pripada pravoj d = ',\7(D) i simetrija sredi~ta С 

predstav1ja epiciklici:-L1 rotaciju f E~ги?e automorfizama 

Gl) u grupi G kJja tacku F pres1ikava па tacku Р1 • На 

osnovu teoreme 27. f(o) је oricik1 ravni 182 koji sadrzi 

tacb:u Р1 " Ali iz dokaza te teoreme sledi аа. је taj ori

cikl oricikl g!:upe fG Dhf-1 која је takod:e бгира simetrija 

pr6lI1ena pravih sred.ista f(D). Ova grupa је zbog f(D)=D 

i zbog togasto D nije ta.cka .spo1ja~njosti apsQ1mte istovej 

tna grupi GDho Zato је f(o) = о: 
Koriste5i dokaz pos1ednjeg ае1а teoreme mozemo 

dokazati vos1eiicu 23. 
P.os1edica 23. Grupa GD аutоmогfizаmз. tacke Ј) 



195 

11 

----------".---::-.-::.-.. -:-:-:-.------:----;:-:-:--:t, 

aps alш.tе u grupi transformacija. podudarnosti ravni lБ2 
jednostavno. је tranzitivna u svakoj od oblasti te ravni. 

U dokazu ove posledice koristi se i pos1edica 

4.15. Теогета 28. ima оэпоvnи ulogu u dokazu sledece, ор

~tije teoreme, kojom se utvrduje Ьгој epicikala bilo kog 

pг~~ena pravih ravni lБ2 podudarnih datom epiciklu ргатепа 
pravih iste vrste. 

Теогеmа 31. Ako је е epicikl e1ipticnog ргатепа рг

avih sredista О, tada za bi10 koji e1iptican ~гamen pravih 

postoji tacno jedan epicikl definisan u odnosu па grupu 

simetrija tog ргатепа podudaran sa epiciklom е. ы{о је е 

dvоgгю~i hipercikl hipe~bolicnog ргатепа pravih sredista 

V, tada za bi10 koji hiperbo1ican pram.en p:r. ... avih s:r. ... edista 

V'postoji ta1no jedan hipercikl iste vrste koji је podu-
, .'" 

daran hipercik1u е. МО је е hi"':)ercik1 prve vrste (druge 

vrste) hiperbo1icnog ргатепа pravih prve (druge) vrste 

sredi?5ta V, tada za bilo koji hiperbolican ргатеп pravih 

prve (druge) vrste sredist~ V'postoje tacno dva hiJorcikla 

pr:ve (dru.ge). vrste koji su podudarni hiperciklu е. A....lco је 

oricikl parabo1icnog. ргатепа pravih sredi~ta D, tada su 

za b.i10 koji paraboli:~an ргатеп pravih svi orici~:li t:)g 

ргашепа podudarni эа oriciklom о. 

Dokaz. l~~o је о' sredi~te nekog elipticnog ргашепа 

pravih, а f jecLYla od transformacija podudarno8ti која ta

c}·:u О preslikava па. tc::.cl:u o~ tada ј е :ргета pos1eciici 22. 

f(e) = е' epiciY-~ elipticnog ~;)ramena pravio sredista о: 

Ovaj epicik1 је pl"'eI1a definiciji podudarnosti 1ikova ravni 

102 podudaran epiciklue. 2ref;postavimo da је epicikl е" 
drugi epicik1 ргашепа pravih sredista о' koji је poduda

гв.!1 sa epicik10m e.::?rerna ciefil1iciji ~odudarnosti likova 

tada poatoji transformacija podudarnosti g ta~~a da је 

[;(е) .• ~ е' ~. 'I'rг.nsformacija p~dudarnosti gf-1 preslikava 
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epicikl е'па epicikl е". Ali ОУО је u protivrecnosti эа 

teoremem28. U slucaju dvogranog hipercikla е teorema эе 

dоkаzщј.е па isti nacin'. 

Лkо је e.?ipercikl prve vrste hiperbolicnog рга

тепа ргаvihsгещstа У, а V' srediste bilo kog hiperbolic-
... 1 

nog pramena pravih ravni Б2~ tada prema posledici 22. 

transformacija podudarnosti f koja tacku У preslikava па 

tacku У', preslikavahiperciY~ е па hipercikl prve vrste 

hiperbolicnog prarnena pravih sredista У'. Ned:utim i trans

formacija podudarnosti J:1V,f "preslikava hipercik1 е па т

percikl ргуе vrste razlicit od prethodnog koji је t~~ode 

podudaran sa epiciklom е. Ај:о bi osim оуа dva hipercik1a 
\ 

ргуе vrste pramena pravih sredista у' postojao i tre6i hi-

percikl prve vrste tog praQena pravih, tada bi i ova tri 

hipercik1a bud~6i' podudarna istom hipercik1u е bi1a podu~a-

rna i lIledusobno stoje u suprotnosti sa~t€orem6m 28. 

~~o је D'srediste bi10 kog paraboiicnog pramena 

pravih ravni lБ2 , tada ргета pos1edici' 22 •. transformacija 

podudarnosti f која ~асlш D pres1ikava па tacku D', pre-

slikava i oricikl е па oricikl 0'parabo1ocnog pramena рга

vih sredista D'. На osnovu tеогеше 28. oricik1 о'је podu

dаггп,sа svim oriciklima ргашепа pravih sredista D: Я'Јаtо 

је, па osnovu trapzitivnosti re1acije podudarnosti, orici-. 
к1 о podudaran ,sa svakiт od tih oricikala. Haravno, i u 0-

уот sluCGju radi ве о oriciklima parabolicnoG ргатепа p~a

vih sredista о' koji pripaiaju istoj oblг.sti ravni 182. 

Ovo ogrгnicenje proizlazi iz odbovarCiju~eg оgгапiсеI1ја 

i zlo7. С::nОь u teoremi 28. ko ји ЭУ:10 koris tili u dokazu ovog 

.1 d.el а te::>reme': 

Neposreden ~)osledica.poslednjeg de1a teoreme 29. 

је posledica : 

Posleciica. Svi oricikli iste oblasti ravni 182 

.! 

\ 
! 
~ 
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medusohno supodudarni. 
1 7. Тransformacije slicnosti ravni S2. Pre defini-

cija tгansfогшасiја slicnosti ravni l S2 iz1ozicemo јОБ 
r..1eko~iko teorema koje эе odl1ose -па tГ&.'lsfогшасiје sli

cnosti datog sredista (i1i u datoj tacki) te ravni. 

Teorema 32. Svaki trotemenik temena О autopo1aran 

u odnosu па apsolutni po1aritet W autopo1aran је i u pola

ritetu u оdnОБи Ra bi10 koji nedegeneris~~i epicik1 defi

nisan u odnosu па grupu simetrija GOh ргаmепа pravih sredi

sta о. 

Dokaz. Нека su F i Q druga dva temena bi10 kog au

topo1arnog trotemenika apso1ute cije је je~~o teme tacka О, 

а е bilo koji nCQegenerisani epicikl pramena pravih sredi

sta·O. S obzirom da nijedno teme autopo1arnog trotemenika 

пе moze pripadati'krivoj drue;og re9:?- u оdnОБи па koju је 
-:0.11(':.: .," 

taj tгоtешепik auropolaran, ta·~ka О, ukoliko де prosirimo 

definiciju autopolarnosti,ne moze pripadati арsоlutШ. Pod 

tio иэ1оуоm бгира simetrije G
Oh 

је grupa simetrije 'elipti 

cnog ili hiperbolicnog pramena pravih ravni lБ2 " U svakoГ:l 
od tih slucajev8. simetrija sredista О је element te [јгире. 

Zato је h("\(e) = е ;·а su tackepreseka bi10 које оэе epici-
1r1 45)Uharmonijski konjugoVa.lle sa рагот tacaka од. kojih 
.<\. а е 1" 

је· јеdnа tacka о, а dru~ ta~kar'preseka te оэе i ргауе 

о = \у(о). А OSnQVU t:::ga је ?га""уа о polara taci::e О i и odno+ 

Би па polaritet odreJ:en epiciklom е. 

На osnovu teoreme која је пе!юsгеcinа pos1edica de

finicije -t;rajel;:torija praJ.lenova ~)ravih (/2L~/ str. 161.) 

ћагmопiјsk?- hOr.101o~ija sredista Е. i ose .. QQ!>"p~eslikava epi

cik1 е па taj isti epicikl. Zato је, ргеrпа teoremi 3. га

da /6/ (i1i te(hremi 38.1. и 113/, str. 161.) sred.iste Р 

45) ОБе epicik1a Qefinisa1i sffi6 u produ7.,etl-ail Ба-
drzaja 1еше пе. str.185. {"'. 

i 
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te harmonijske homo1ogije ро1 пјепе ose OQ, i u odnosu па 

po1aritet \'11 od.red:en krivom d.rugog reda koja је i1i epi

cikl е i1i ga sadrzi. Ыа taj isti nacin dokazuje se da је 

tacka Q ро1 озе ОР odgovarajuce simetrije grupe GOh ' i u 

odnosu па po1ari tet \'11. 

Теогета 33. Bi10 koja геа1па izotropna homologija 

grupe GS1,V moze se predstaviti kao proizvod izvesme epi

сilйiсkе rotacije grupe simetrija GVh i homologi-je hV 
sredista v. 

Dokaz. Neka је ~/X) = х' slika neke tacke Х 

razlicite od sredista N date izotropne homo1ogije, kao i 

od ta':;E!-kа ose te homologije. l~eka је h simetrija grupe 

GYh u odnosu па osu koja sadrzi tack~ Х, а ~ simetrija 

iste grupe koja pravu VX pres1ikava па ргаУи УХ'. Ргеmа 

definiciji tacka :.:" = h1 ћ(X~ ј е tacka hipercik1a GVh (х) , 

а l1rema pretposta~ci tacka ргауе УХ'. Nei\:a је hV homolo-

_.1 gija ose v = I;I(Y) koja tacku х" 'preslikaVa па tacku х'. 
- -

Proizvod epiciklicke rotacije h
1

h homo~ogije hV presli

kava tacku Х па t(;!cku х'. Ovaj proizvod ~pres1ikava ta-~ke 

ј--ј, N ,V па te iste taCke. l:aico su tacke 1"ј, 1\; ,У invari _~ antne 

tack.e i izotropne homo1ogije hN, ova hODo1ogija istovetna 

је navedenom proizvodu epicik1icke rotacije sredista V 

:Која је ргеdstаvlјепаргоizvоdОI:1 h
1

h simetrije h i h1 
grupe GVh i homo1ogije hV sred.i?:;"ta У i озе v која tacku 
pres1ikava па Х'. 

UZGre(~ prirnetimo аа, u~;:oli:;:o sime°t;rij а ћ1 T,resli_ka

уа tacku :х: па tacku ргауе ух' koja пе pripao.a hipercik1u
o 

G
Yll 

ех) уес пјеrnи dopunsKom l1iperciklu u оcLТ1.0SU па hiperci-

к1 GV(X) tada је Ь1 simet~"i~a grupe GVh ра, j~_~l~ ~picik1icka 

-, rotavija. grupe G
V 

mesovi tih оза. I'ri~etimo i da зmо dokaz ~ 

izveli pret~)Qstavljajuci аа tacka Х pripade. hiper
o

D01icnoEJ. 

ргашеllU )ravih sredista У ргуе vrste. На isti llacin ЫБто 
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dokaza1i teoremu i u slucaju kada је tacka Х tacka hiper

bolicnog pramena pravih sre<Usta V druge vrste. Medutim . , 

tada је pro1ilzvod simetrije h
1 

i' siшеtгiје hv( 11 specija1ne l' 

homologije sredista У) takode simetrija grupe G
Vh

• 

Теогеmеш-33. јОБ blize smo odredili vrste tran

sformacija slicnosti grupe GS1 , V nego u teoremi 5.25. 

Na osnovu teoreme 33. moze эе formu1i~ati teorema ргеmа ko

јој је i svaka transformacija slicnosti grupe GS1,V pro

izvod izvesne transformacije podudarn~sti grupe G
V 

i 

homologije sredista У. Иzimајu6i u obzir, osim sadrzaja оуе 

teoreme, i sadrzaje teorema 5.21. i teore~e koja bi зе 

dobila prosirivanjem sadrzaja 1ете па str. 172. u odgova-

~I raju6em smisiш mogli bismo formulisati i teoremu: 

Теоге,а 34. Vvaki e1ement bi10 koje grupe G
Sl 

О , 
... moze зе predstavi ti ~ao pt'oizvod odred:enog elementa 

grupe GOh i homo1ogije sredista О i озе о, bdnosrio'ela

cije sredista О i озе о. 

Lema. Proizvod bilo koje transformacije ·grupe si-

metrija GOh ргашепа pravih sredista О i perspektivne koli

neacije sredis~a О i озе о=я(о) 4б)јеШLаk је proizvodu te ' 

ilite perspektivne ko1ineacije ite iste transformacije gru

ре simetrija GOh• 

Lema је пероэгеdnа pos1edica "dopunjene" teoreme 

30.7.(/13/, str. 137.). DopUnu оуе teoreme izvrsili зшо 

u гааи /6/ (nast!ffiIli 141.). I'iectutim, dokaz leme је sasvim 

jednostavan i nezavisno оа navedenih teorema, i implicitno 

это ga izveli nesto ranije i u оуот гааи. 

Perspektiva sredista О i ose о u opstem slucaju",pre

slikavaapsolutu k па izvesni epicikl k l grupe simetrija 

46) Као i u udzbeniku /33/ роа perspektivnom koli

neacijom podrazumeva~~lO homologiju i1i e1aciju projekti vne 
raVni. 
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GOh pramena pravih sredista о. Prema pos1edici 5.21. unut

rasnjost jedne md ovihkrivih pripada unutrasnjosti оnе dr

uge. Osim toga unutrasnjost apso1ute эе pres1ikava па unutr

asnjost krive k'u pomenutoj perspektivnoj ko1ineaciji. Ako 

krivu k'smatramo drugom apso1utom projektivne ravni koja sa

drzi ravan 182' s obzirom da эе pri pres1ikavanju ravni 182 

per~pektivnom ko1ineacijom sredista~O sopstvena oblast te 

ravni, prema prethodnom, pres1ikala па sopstvenu oblast ~r

ojektivne ravni u kojoj је zadata kriva k'kao apS01uta47J , 

prethodno pres1ikavanje mozemo shvatiti kao preslikavanje 
. l S lБ,· v Ь .. d' . t . raVnl 2 па ravan 2 prl сети. о е raVnl prlpa аЈи lS ОЈ 

projektivnoj ravni. Као sto smo homologije kojima se ostva

ruju ta pres1ikavanja, u slucaju kada sredista tih homo1og

ija pripadaju unutrasnjosti aps9,lute nazva.li homotetijama 

odgovarajuceg sredista, tako ~eтo i u slu~aju kada је sred

iste spoljasnja tac!ca apso1ute nazvati odgovarajuce homo1o-
." 

glJe homotetijama. Neka j~ е neki epicikl grupe Goh , а е',:. 

njegova slika u hошоtеtiјi sredista о. Ako i e'pripada ипи

trasnjosti apsolute k tada сето dvorazmeru cetvorke tacaka 

E~E, О, p~ gde su tacke Е,Е', P'tacke preseka bilo koje ose 

epicik1a е sa ерiсik10Ш е, e'i osnovom о (tj. epic~k1om is

te grupe uQh koji sadrzi ta osnova) nazvati koeficijentom 

homotetije koja је u pitanju. S obzirom da је homotetija је

dnoznacno odredena sredistem, osom i parom odgovarajucih ta

caka, ako је d~ta vrednost koeficijenta homotetija sredista 

О i ose о jednoznacno је odredena i slika tacke Е u toj Ьо

motetiji, ра dakle i ta homotetija. Da koeficijent homotet

ije nе zavisi od izbora tacke Е па istoj osi sledi iz pozn

ate cinjenice da је dvorazmera invarijanta projektivnih pr

eislika.vanja i da је bilo koja оаа epicikala pr'amen:a pravi'h ·1 

47) ~ naravno idealnu oblast ravni lвг. Ьа idealnu 
oblast projektivne ravni u odnosu па kruvu k'k<:io apsolutu. 

I 
[ 

l' 

I 

I , 
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sredista О invarijantna prava homotctije - homologije sre

dista о. Nezavisnost tog koeficijenta od izbora оэе proi

stice iz slede6eg. Tacke Е i E'su pripadale epiciklima е i 

е' gde је e'slika epicik1ae pri preslikavanju datom homot

etijom. Neka su E1 i Ei tacke preseka neke druge оэе pramena 

pravih sretlista О sa epic~klima е i е', а tack~ Р! tacka 

preseka te ose i prave о. U s~metriji grupe GOh koja osu 

ОЕ preslikava па osu 0Е1 tacke О,Е,Е', р' pres1ikavaju se 

ј па tacku 0,E1 , Ei Pi redom. Zato su iz istih raz10ga kao u 

prethodnom slucaju dvorazmere ovih cetvorki tacaka medUso

Ьnо jednake. U zavisnosti od toga da li раг tacaka Е,Е'nе 

razdvaja i1i razdvaja раг tacaka О,Р' koeficijent homoteti

је sredista О i оэе о је pozitivan i1i negativan. Ako је 

tacka О эро1јаэnја tacka apso1ute, dakle uslucaju hiperbo

licnog pramena pravih, i ako tacke Е i E'pripadaju nјеnој 

unutrasnjosti pogodnije је48 ) umest6 dvorazmere' cetvorke 

tacaka E~E,.; O,P'razmatr?ti,qvorazmeru cetvorke t·a.caka ci

ја је vrednost jednaka reciprnocnoj vrednosti prethodne 

dvorazrnere. Ako umesto tacaka Е i E'izaberemo tacke prese

ka U i U'bi10 koje оэе epicik1a grupe GOh s~ apso1utama k 
. . k' . 18 . 18' Ь' d . k . k' t ak ~ d l raVnl 2 l 2' sao zlrom а su l l. oue о gova-

raju6i epicik1i pramena pruvih sredista Ou razmatranoj ћо

motetiji sredista О, i dvorazmera cetvorke U', U, О,р'је 

jednaka keeficijentu te homotetije. Iz toga sledi da је i 

dvorazmera cetvorke tacaka Е'Е, O,U gde эи Е i E'tacke pr

eseka bilo koje ose skupa epicikala praтena pravih sredista 

. О sa bilo kojim epiciklom elk tog skupa i njemu odgovaraju

cim epiciklom e'u toj homotetiji konstantna. U slucaju kada 

је О unutrasnja tacka apsoluto, kao i kada је оnа spo1jas

nја tackaaepicikli odgovarajuci u toj homotetiji pripad

аји unutrasnjosti aps-

48) U ci1ju eventuflne interpretacije u geometri
ji sopstvene oblasti ravni 82-
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olute, tacke О i~ pripadaju raznim oblastima geometrija 

ravni 1828 Z'ato сето u ta.kvim slucajevima koeficijentom 

homotetije smatrati dvora.zmeru cetvorke tacaka E~E, О,П 

. ili cetvorke tacaka E~E,P,Ugde је Р tacka preseka ose 

EE'i prave о. Za ovu poslednju mogucnost odlucivacemo 

se "onda kada tacka О пе pripada oblasti r~vni 182 kojoj i 

epicikli е .i. e;,.uzimajuci u obzir da вшо pretpostavi1i da 

е i е' ра i njihove tacke preseka sa odgovarajucim озаша 

pripadaju istoj oblasti ravni 182' zatim dogovor о izboru 

koeficijenta homotetije i cinjenicu da је svaka.od oblasti 

ravni lБ2 oblast interpretacije jedne od metrickih geomet

r~Ja, svaka od odgovarajucih dvorazmera роmепцtih cetvorki 

tacaka u svakoj od odgovarajucih oblasti predstavlja razme

ru trojke tacaka odnosno razmeru dve odgovarajuce duzi te 

homotetije, pod pretpostavkom da је jedan kraj i jedne i 

druge duzi sredist~ homotetije, ili tacka озе homotetije, 

а te duzi pripad~u "zracima" homotetije~. 1 u вlисаји kada.j 

Би i е i e~dvograni ~jednograni) hipercikli druge vrste, s 

obzirom da Би tada ta::ke О i Р suprotne.tacke odgovarajuc

ih geometrija te је njihovo medusobno rastojanje u odgova

гајисој geornetriji uvek isto, dvorazmera cetvorke tacaka 

E~E,O,P odnosno E~E,P,O sto је u osvom slucaju гаvпорггvпа 

mogucnost, predstavljaju razmeru odgovarajucih duzi. U ~y

akom slucaju, uz nabrojane pretpostavkei ~ada se radi о 

dvorazmeri u kojoj ulogu tacke Р 'ipreuzima" tacka U, odgo

varajuca vrednost razmere pomenutih du~i је u datoj geome

triji rea1an broj koji је pozitivan kada par-tac~ka O,U пе 

razdvaja рат ta.caka Е,Е'а nega.tivan kada ih razdvaja. Ako 

зе u homotetiji sredista О epicikl е jedne oblasti ravni 

Ј.Sг preslikava,na~-ep~cikf:t, е' dfug-e' oblasti te ravni; tada 

Би epicikli е i e'epicikli е i e'epcikli iste oblasti rav

ni 1S2 koja odgovara ravni 1S2 u toj homotetiji. Pri tom. 
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эkо је е epicik1 sppstvene (idea1ne) oblasti ra.vni 182 i 

epicik1 е'6е Ъiti epicik1 sopstvene (idea1ne) oblasti rav

ni 162_ Posto ovakvom homotetijom epicikl е' flmenja l
• оЫа-

. st za koeficijent оуе homoetije usvojicemo imaginaran broj 

cija је apsolutna vrednost jednaka koe~icijentu koji bismo 

odredili ро istom principu kojim smo ga odrediva1i u sluc-. 

aj~ kada su е i e'pripada1i istoj oblasti ravni 182_ ~ 
E:omotetijom sredista. О koja ravan 182 preslikava 

па ravan 182 kao st~ smo pokaza1i apso1utn k ravni 182 pr

es1ikava se па apso1utu k'ravni 162' aunutrasn~ost арво1-
ute k па unutrasnjost apso1ute k'. Zato se i e1iptican pr

атеп pravih ravni 182 pres1ikava па e1iptican pramen pra

vih ravni 182' hiperbo1ican li1i hip~rbo1ican bilo koje 

vrste) па hiperbo1ican li1i hiperbo1ican iste vrste) а ра

rabo1ican па parabo1ican pramen pravih ravni 182_ Pos1edi

са ovog rezultata primenjena па odgovarajuce geometrije ra.-

vni ~61 ~ njima .hO~ot~t~c~e _~~:-ike,- o~~oyaгa~,и6e ge~~etrije 
ravn1. 82 ukazuJena JOS Jedriu ana1og1.Ju s~ homotet1.Jaтa 

(trans1acijama) euklidske ravni. Prema. toj pos1edici homot

etije (trans1acija) sredista О pres1ikava dve paralelв.a 

(hiperp8Ta1elne) prave ravni 182 па dve takocie -paralelne 

(hiperparale1ne) prave пјој hощоtеtiспе ( u toj istoj hom

otetiji) ravni 162_ riomotetije Dredista О realnih koefici

jenta koje unutrasnjost apsolute prema ~efiniciji preslika-
ft 

уаји u unutrasnjost apsolute znacajne su za geometriju uпч-

trasnje oblasti apso1ute ра d~~le iza geometriju Lobacev-
, 

skog. Suzenja tih homotetija па unutrasnjost apsolute ртс-

dstavljaju odgovaraju6e transformacije dvodimenzione geom

etrije Lobacevskog. Da bismo razjasnili prave razloge do-

sadasnjeg negiranja postojan~.a ~~~~~,~~., __ l~k~'lja, ра dakle i 
transforrnacija slicnosti dvodimenzione geometrije LoЬасеу

skog razmotri6emo sledeci prirner. ~eka је ~ suzenje homot-

I 
ј' 
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etija cije је srediste О unutrasnja tacka apsolute па иnи

trasnjost apsolute, а tacke А i В tacke istog epicikla gr

ире G
Oh 

prarnena pravih sredista О. Tacke А'= g(A) i B'=g(B) 

i tacka О Би temena trougla koji u toj homotetiji odgovara 

trouglu ОАВ. ~eka је ON osa simetrije grupe Gaь koja tacku 

А preslikava па tacku .3. Ova simetrija preslikava i tacku 

А' ~a tacku в'. Ako oznacimo аа М 1 И'tасkв preseka ose te 

simetrije sa stranicama АБ, i A'B'pomenutih trouglova, hom

otetija ~preslikava tacku м па tacku М'. Тrouglovi ОАМ i 

OA'I<su takode odgovarajuci troug1ovi te homotetije. Posto 

Би u simetriji ose O~ prava ОМ = ON preslikava па tu istu 

pravu,prava АВ па pravu ла, а pravn А'В' па pravu A'B'ug

lovi kod temena И i И'рrеdstаv1јајu prave ug1ove. Razmera 

duzi OA'i ОА, је koeficijent ove homotetije sto vazi i za 
. , ~ 

razmeru duzi' 'ОМ i ОМ'. S оЬzirош da su, za raz1iku od euk

lidke geometrije, ~ geometriji Lobacevskog duzi i ug10vi u 

tesnoj vezi prirodno је, u оуој geometriji ocekivati da се 

р:Гошеnаmа duzina odgovarajucih d~~i и' datoj. homotetij i od-'''' 

govarati i promene odnosa njima odgovarajucih ug1ova. U 

оуоm specija1noт slucaju proтena velicine ug1a kod temena 

А vezana је za рротеnи velicine duzi АН u toj hОШQtеtiјi, i 

to poznatom funkcijom LObacevskog. ~ahva1jujuci izboru Ьо

moteticnih trouglova ОАЈ'1 i СА' I\l' i odnos АМ i А'М' odgovara

jucih duzi ove homotetije odreden је funkcijom opisanom u 

udzbeniku /24/ па str. 148.-150 (/24/ gl.VII t.4). Da 1i 

је i taj odnos u toт, ра mozda i u opstijaт slucaju moguce 

blize odrediti, moze biti predmet уеота slozepih ispitiva

nја. Uporedjivanjem relacije ~) (/24/str.150 .) sa odgova

rajucom relacijom euk1idske geometrije jedino ае moze nер

'9sredno zakljuciti daqdnos dцZ-;i"~:~;".А~~'рdgО\LarајuСih u 

toj hoтotetiji nije jednak nјеnот koeficijentu. 

Dok smo prilikom razmatranja preslikavanja slicn-

. , 

I 
I 

I 
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osti r.vni 182 ima1i u vidu sopstvenu oblast te ravni а u 

sk1adu sa tim re1anim homotetijama smatra1i one koje tu 

sopstvenu oblast pres1ikavaju u sopstvenu oblast, u sluca

ји kada iz odre~enih raz10ga (npr. kasnijeg proucavanja 

geometrija' idea1nih oblasti te ravni) prvenstvo ima idea1-

па oblast te ravni, rea1nim homotetijama smatracemo оnе 

koje idea1nu oblast te ravni pres1ikavaju u idea1nu oblast. 

Jednostavno se moze zak1juciti da su геа1nе homotetije эо-

pstvene oblasti idea1ne homotetije idea1ne oblasti l"'avni 

182 i obratno. Ubuduce сето idea1ne homotetije sopstvene 

oblasti ravni 162 nazivati realnim homotetijama ravni 262 

i1i вато homotetijama ravni 282' i u sk1adu sa tim rea1ne 

homotetije ravni 162 samo homotetijama te ravni. 

U ci1ju da1jeg pr~ucavanja homotetija i slicnosti 

sredista О, а i ka'snijeg pr'oucavanja Jfpres1ikavanja slicn

osti iz tacke О па tacku о'" иуезсеmо ~ sledecu definici-

ju "G - podudarnosti. . .. 
. Oh 

Definicija 12. Lik L ravni 162 је· GOipOdUdaran 

1iku L
1 

te ravni ~~o i saтo ako pDstoji' ko1ineacija grupe 

GOh koja 1ik L pres1ikava па lik L1 8 

Теогета 35. Ako Би likovi L i L1 medusobno O-podu

darni, tada su i slike L~i Li tih likova pri pres1ikavanju 

hekom hoa-,9tetijom sredista О takode JD.ecLuso~no GOh - podud-

arni. 

Dokaz. 1z definicije 12. i pretpostavke teoreme 

sledi da postoji transformacija g grupe GOh koja 1ik L рг-

es1ikava па 1ik L1 - Иа osnovu 1еmе па str. 199. tгansfОl'ша

cija izvedena iz g datom homotetijom sredi~ta О је ta ista 

transformacija g. ~ato transformacija g sliku L'lika L pri 

ргеslikг..vаnјu tom homotetijom, pres1ikava na.sliku.Li 1ika 

L
1 

pri preslikavanju istom homotetijom. 

Za pravi1nu interpretaciju rezultata izrazenog te-

,: ; 
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отетот 35. u slucaju pojedinih oblasti ravni 182 potrebno 

је i sledeca teorema: 

Теотета 36. E1ementi grupe simetrija GOh ртатеnа 

pravih odredene oblasti'ravni 182 sredista О ili ове о' = 

w(O) i e1ementi grupe simetrija a~ pramena pravih sred

ista О odnosno ose о =·W'(O) odgovarajuce oblasti ravni 182' 

koja је slika ravni 182 u izvesnoj homotetiji sredista о, 
predstav1jaju suzenja па odgovarajuce oblasti ravni lв2 i 

182 odgovarajucih elemenata iste grupe simetrija GOh pram

еnа pravih sredista О te ravni. 

Dokaz. Homotetija koja preslikava ravan 182 па ra

уan 182 је izomorfizam tih ravni. РТеша prethodnim razmat

тanЈ~ша homotetija ravni 182 pres1ikava sopstvenu (idealnu) 

oblast ravni 182 па sopstvenu (idealnu) oblast ravni 182_ 
Zato је ta homotetija izomorfizam i sopstvenih (idealnih) 

'oblasti ravni 182 i. 1s2• ha оsИQVU 1еше'nа str.199. i svo

_j,~tva konjugovanja, u tom izomorfizmu svakoj sim~triji 80--'-'1 

pstvene (ideaIne) oblasti ravni 182 odgovara simetrija so

pstvene (idea1ne) oblastiravni 182 kojoj su sredista i ова 
slike sredista i ове date simetrije pri pres1ikavanju razma

tranom homotetijom. ~ato, sto вшо ranije vec dokazali a1i s 

drugim ci1je~ u tom izomorfizmu svakoj simetriji grupe GOh 
odgovara simetrija grupe Gon• 

Teorema se moz.e dokazati i па drugi na.:5in. Bi10 

koja simetrija grupe G~h sopstvene (idea1ne) oblasti ravni 

182 је suzenje harmoriijske homo10gije ravni 182 kojoj је се-
.ntar te simetrije, а osa osa iste па odgovarajucu oblast te 

ravni. Pri tome su taj centsI i osa ро1 i ро1аха u apso1ut

пот polaritetu W. Ovo isto vazi i za bi10 koju simetriju gr

цре. Goh, s tom razlikom st() se tl tom slu:C8:ju сrа.dЈ1:'·оэ.р'sоlut,;.;;: 

пот po1aritetu W'odredenom slikom k'apso1tlte k ravni 182 u 

razmatranoj homotetiji. Iz prethodnog i teoreme 32. sledi da 

је svaka simetrija grupe GOh istovremeno irsimetrija grupe 

.. 
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G
Oh 

i obratno, ра се tm isto vaziti i za suzenje tih grupa 

па odgovarajuce oblastiravni lВ2 i lS~. 
Pos1edica 24. Лkо је .neki 1ik L sopstvene (idea1ne) 

oblasti ravni 182 О - podudaran sa 1ikom L1 te ravni, tada 

је slika L'lika L pri pres1ikvanju homotetijom sredista О 

(ose о = W(O}) sopstvene (ide1ane) oblasti ravni 182 па so

pstvena (idea1nu) oblast ravni 182 G~h - podudaran s~ici 
Li 1ika L1 pri pres1ikavanju istom hощоtеtiјоm. 

Ova pos1edica је neposredna pos1edica definicije 

12. koja predstavlja definicijri koja ве dobija pri1agodja

vanjem definicije 12. sopstvenoj (idealnoj) oblasti ravni 

lв2 , i teoreme 35. 
l'iag1asavamo da. зе za razliku od teoreme 35. gde 

n~Je bilo neophodno розеЬnо isticati da su slike medusobno 

G
Oh 

- podudarnih 1ikova ravni 182 pri pres1ikavanju Ьото
tetijom sredista O-medusobne GOh - podudarne jer је и slu-

~. саји ravni 182 GOh = Gaь ( У. teoremu 36.), u posledici to 

se mora uciniti. U suprotnom, pos1edica 24~ nе bi bi1a ta

сnа u sledecim slucajevima, koji se тоgп dogoditi зато pod 

uslovom da seradi о homotetijama.ravni 182 (2S2 )kOje smo 

nazva1i idealnim. Neka se u idealnoj homotetiji ravni 182 

apsoluta k pres1ikava па "nоУи fl apso1utu k' slike 18' u toj 
2 

homotetiji, i neka је е оnај epicik1 grupe GQh koji se u 

toj homotetiji preslikava па apso1utufl k. S obzirom па pretre 

postavku о prirodi homotetije, k је, epicikl grupe GOh koji 

pripada sopstvenoj oblasti ravni 182" Na osnovu iste pret

postavke, teoreme 28. i pos1edice 21. "ргstег." izmeCi~u epi

cikala е i k ravni 182 koji и sppstvenoj oblasti te ravni 

predstavlja skup spo1jasnjih tacaka epicikla е preslikava 

ве па- "р:ёstеn 1l izmed:u epicikala k i"k"ravni 182 koji·u· ЗО-<""~1 
pstvenoj oblasti te ravni predstavlja skйр spoljasnjih ta-

caka euicikala k. Ako је bilo koje teme npr. А nekog.trou-
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g1a АВС tacka spo1jasnjosti epicik1a.e ravni 182' tada је 
sli~a A'tog temena pri pres1ikavanju razmatranom homoteti

jom .. tacka spo1jasnjosti epicik1a k sopstvene oblasti ravni 

1828 Kako ta spo1jasnjost predstav1ja skup tacaka te оЫа
sti koje nisu tacke sopstvene oblasti ravni 182' nijedna 

transformacija podudarnosti sopstvene oblasti ravni 182 пе 
dejstvuje па tu tackU, te ве пе moze utvrditi podudarnost 

troug1a A-В'С'i troug1a Ai Bi 0i koji је slika troug1a А1 
В1С1 GOh'- podudarnog troug1a АВе pri pres1ikavanju istom 

homotetijom, u okkiru podudarnosti definisane u sopstvenoj 

oblasti ravni 182_ 
1в мedutim, u вlисаји (rea1nih) homotetija ravni 2 

unutrasnjost sopstvene oblasti (idealne oblasti) slike 182 

ravni 182 pri pres1ikavanju tв--1{vih homotetijama pripada ип
utraCSnjost sopstvene (idea1ne) oblasti ravni 1828 Zato Би 
G

Oh 
_. ,transformacije podudarnosti sopstvne (ideUne) оы1-

sti ravni 182 'suzenja odgovarajucih transformacija sopstve

ne (idea1ne) .oblasti ravni 182 па sopstvenu (idea1nu) оЫа
st ravni 182. U ovom slucaju svaka dva 1ika koja ви medUso

bno Gaь - podudarna takode su i medusobno GQh - podudarna. 

Tada se pos1edica 24. moze formu1isati slicno teoremi 36. 

i time sasvim tl priblizi1i" odgovarajucoj situaciji u ргој

ektivnom modelu "prosirene" euklidske ravni. Мааа је i ta

da prisutna osnovana razlika izmechl homotetija sredista О 

sopstvene oblasti (idealne oblasti) tih гаvпi - u prvoj је 

ta hornotetija pres1ik"vanje tih oblasti, "8.,д. drugoj transf

orrnacija - ta razlika је u оуот slucaju umanjena пе saтo 

time sto se posledica 24. tada moze formulisati па isti na-

"'cin ka.o i~'u"~~'jekt'ivnoj ravni 11 koggj јэ'··а.рsоlutа,'ргаvа за 

zadatom elipticnom invo1ucijom, уес i iz sledecegraz1oga. 

U takvoj projektivnoj ravni realnim homotetijama sredista О 

ravni 18 odgovaraju опе homotetije sredista О kod kojih је 2 

. ". 

. i 
i 

. , 
, ; 



apsolutna vrednost koeficijenta homotetije тапја od jedini

се. U takvim homotetijama spoljasnjost bilo kog epicikla, 

ako је srediste О tacka sopstvene oblasti takve projektlv

nе ravni preslikava se u unutrasnjost tog epicikla. Ove 

homotetije; uz isti uslov da је О tacka sopstvene oblasti 

tih ravni, preslikavaju u оЬа slucaja sроl~зsnјоst bil0 

kog'kruga sredista О па njegovu unutrasnjost. 

Ako umewto projektivnih modela razmatramo modele 

ovih geometrija u skupovima ciji su elementi proizvoljne 

prirode, prethodne zakljucke mozemo interpretirati i па 

sledeci nacin. U cilju pojednostavljenja izlaganja, ogran-

ici6emo ае зато па poslednja razmatranja u kojima smo рге-

tpostavili da је tacka О unutrasnja ta~ka apsolute. Tada 

зи po}IIenutim epiciklima predstavljeni koncentricni krugovi 

S -,modela geometrije Lobacevskog datog poluprecnika lcri-

vine, odnosno koncentricni krugovi euklidske geometrije. 

Horџotetij е cijej e.,,,§rediste pomeI?-utоg skupa koncentraicnih 

krugova,predstavljaju izomorfizme datog S --modela geometr

ije Lobacevskog i S - modela geornetrija Lob&cevskog razlic

itih poluprecnika krivine koji su manji od poluprecnika kri

vine datog modela. Apsoluta sv~~e od tih geometrija ~ u Бт

islu S-modela) је krug date geometrije. Ртеrnа torne koefici

jent homotetije neposredno zaYisi od odnosa poluprecnika 

krivina date i nјој izmrnorfne geornetrije. U slucaju euklids

ke geometrije poluprecnik krivine је za BY~~ euklidsku ье

ometriju beskonacan te odhos tih poluprecnika moze biti та 

. koji broj. 

Razrnotricerno u osnovnirn crtama па koji nacin odre

аијето transforrnacije podudarnosti koje u tom izomorfizmu 

izmec!U S - modela date ';g~'O!rtt~tтiј-е Lobacevskog i modela' iste 

vrste neke od nјој odgovarajucih geometrija odgovaraju tra

nsformacijama podudarnosti date geornetrije. Svakoj ваnој si-

i! 
н 
1; 
" 
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metriji date geometrije odgovara ОБnа simetrija slike te 

geornetrije, pri сеmп је оэа te simetrije slika ОБе sirnetri

је date geometrije u homotetiji koja ostvaruje izomorfizam 

tih dveju geometrija. Za razliku ododgovarajuce situacije 

izra~ene teoremom 36., u оуот op~tijem $lисаји simetrij~ 

izvedena iz date nije suzenje date simetrije па sliku date 

geometrije уес, suzenje neke druge simetrije date geometrije 

па tu sliku. Posto је тОБUсе svaku transformaciju роаиааг

nosti date geometrije Lobacevskog predstaviti kao proizvod 

оа njavi~e tri оэnе simetrije, iz prethodnog sledi аа уа-
.... . 
Zl. : 

Pos1edica 25. Ako је apso1utna vrednost koeficije

nta homotetije koja datu geometriju Lob~cevskog preslikava 
'. , 

па nјој izomorfnu geometriju ma..l'lji оа јеаan, tada је эlшр 

transformacija роdцdагnоsti slika date geometrije skUp su

zenja transformacija podudarnosti date g~ometrije па nјеnи 
оо, ~ '.~J";'& ,,: ".Ј::.; .:._-, ~ - -_'" .~.~--: 

. sliku. Pri tom је, osim u slucaju identicne. tгалsfогmасiје 

i transformacija grupe simetrija pramena pravih sredista 

istovetnog sredistu homotetije, svaka transformacija podu

darnosti geometrije izmorfne datoj suzenje transformacije 

podudarnosti date geometrije raz1icite od transformacije 

pod~rnosti koja јој u tom izomorfizmu odgovara. 

lи 

4. 

Dokaz teoreme koja odgovara, u projektivnom тоае

ovih geometrtja, posl~dici 25. zasniva эе па teoremi 64. 

(/13/ str. 257.). 

Na osnovu posledice 25. moze эе uop~titi pos1edi

са 24. u tom smislu sto Бе za likove L i L1 pretpostavlj'a 

da эи sашо podudarni, а nе i GOh т podudarni. 

-'l Ako. data .gеоще.~:riј~,,,,Р;ј(~"Q,~tљуlја geometriju Q_dre(le~:1-~ 

nog fizickog prostora,49 ) tada mozemo smatrati da homoteti-

49) Uz pretpostavku da је ta geometrija odgovaraju
се dimenzije. S obzirom da Би metode koje koristimo vr10 ор
ste uopstenje prethodnih rezultata па trodimenzione i cetvo
rodimenzione geometrije u principu n. predstavlja znatne te
skoCe. То uopstenje za n=3, izvrsili зто и poslednjem parag
r~fu rada. 
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ije. kojima је apsolutna vrednos·t;koeficijenta тanја оа је

dan preds'l;avlja slrupljanje 'Gog prostora pri preslikavanju 

takviш homote"l:;ijama, ра ргета 'С-оте роуе6.anје I'zakrivljeno

sti 11 tog ргоstогэ.. v8zano ј е sa 11 zg;usnj ауапј ет fl materij е 

. koja tom prostoru од.gоvага. Suprotno tome homotetije kod 

kojih ви apsolute vrednost koeficijenata vece оа jedan,pr

edstavljaju sirel1ja datog prostora uz raz:redi-vanje .. materi

је koja tom prostoru odgovara. Posledicom 24. i njenim ио

pstenjem izrazava ве cinjenica аа зи pomenuta pulmiranja 

prostora ravnomerna. Onim de10vima svemi:t'EL bez materije 

odgovara geometrija cija је krivina пи1а. Posto u tim del

ovima пета materi-ge, пеша onoga stm bi ве zgusnjavalo i1i 
\ 

razredival0, te зе takki delovi prestora пе mogu ni skup~ 

ljati ni siriti. Gеощеtгiје krivine пи1а5О) ви euklidska 

i pseudoeuklidska geometrija. Z~3. razliku оа·' homotetija g.~

ome·trije Lobe..cevskog cija је krivina'~raz1icita od nule, 

homotetije euklidske (pseudoeuklidske) geometrije tu geom

ctriju preslikavaju uvek па istu geometriju. 

Pre.!cl1odno tretiranje geometrije kao gcome"~rije 

odredenog fizickogpros"Gora ukazuje da пе treba pravit.i bi

'Ьпи raz1iku izmed:u 1'rea1nih tl i 11idealnih tl homotetija. 

1 izomorfizam koji se ostvaruje transformacijama 

slicnosti ravni -~S2 i пјој odgovarajuce ravni 182 је znaG

аја.п kako "о. prethodnom smislu, tako i za geoffietriju uopste. 

Slеdебоm definicijom preciziracemo i taj pojaт~ 

Definicija 13. Ako element f grupe GS1'O pres1ika

va ravan lВ2 па ravan l S2 , tada ka~mo ~a ви te dve ravni 

slicneu odnosu па srediste sliCnosti. о. E1ement :f' gr.'upe 

G
S1 

'О је preslikavanje s1icnos'ti :rav'n1'~§'24rnt:l ravan 182 ~ 

50) Зуе razmatran.e geometrije БU geometrije kons"t;
antne krivin0. 
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Prema teoremi 3~. Svaki element normalizatora gr

ире-аОћ koji pripada i odgovarajucojgrupi slicnosti GS1 'O 

-D1oze ве predstaviti kao proizvod odredenog e1ementa te gr-

-ире i homotetije sredista О pod изl0УОtn da је, ako ~rзе ra.di 

0-, hiperbolicnom pramenu pravih, taj element e1ement norma

'lizatora grupe simetrije i hiperbolicnog pramena pravih pr

. уг (druge) vrste .Na. osnovu 1ете fo-rmulisalle neposredno ро

'81е teoreme 34. redosled cini1aca tog proizvoda nije bitan • 

. Na osnovu pre"t;hodnog, definicije 13. i teoreme 36. sledi 

pos1edica: 

Pos1edica 26. Ako је ravan lе2 slicna ravni 182 u 

odnosu па srediste О, tada је ravan 182 slika ravni lе2 i 

pri pres1ikavanju оnот homotetijom ciji 'је proizvod аа odr

edenim e1ementom grupe simetrija G6h' jednak· е1еmЭRtu norma

lizatora te grupe koji ravan 1s
2 

preslika.va па ravan 182. 

Element normalizatora grupe simetrija аОћ koji ra~ 
18 l'k lв,. l'k' уan 2 pres ~ ауа па ravan f naz~vamo pres ~ ауanЈет 81-

icnosti sredista О koje ravan S2 pres1ikava па ravan 182. 

Koe.ficijent homo"l:;etije ciji proizvod эа odgovarajucim е1ет

entom grupe GOh predstav1ja razmat~nu transformaciju sliG

nosti nazivamo koeficije11tom te slicnosti. Z,ahva1juj1.1.ci ko

mu"t;ativnos'bi homotetije sredi.sta О i bilo koje transformaci

је podudarnos·t;i grupe simеtгiја GOh kao i teorema 34. i 36. 

~ шо~е se dokazati da va~i teorema koja эе dobijaiz teore~e 

35. zamenO!ll reci homo·t;etija гесји .sliёnоs·t;. Ako је homoteti

ја koja uces i;v1..lje upreds'l:;avljanju odgovarajuce transforma

cije slicnosti l1ol1\o·t;etija koja 8-apstvenu (idealnu) oblast 

--r~vni lв,) pres1ikava па sopstV'enu· ~id~;al'flu);.'G~t ravni 
~ -

182' tada i ta 81icnost pres1ikava sopstvenu (idealnu) оы-
astravni 182 па odgovarajucu oblast ravni '1828 U prvom 811.1.

саји apso1utna vrednost koeficijenta 'I:;e slicnosti јетanја 

od јФd:~ш, а u drugom ""';.~~k.9ji ве odnosi па idea1nu obla8t -
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ve6a od jedan. Za pres1ikavanja s1icI10Sti koja odgovaraju-

бu oblast ravni 1S2 pres1ikavaju па oblast iste vrste -

preciznije za suzenja tih pres1ikavanja па ротеnи'Ьи oblast 

vazi teorema ana10gna posledici 24-. U izomorfizmu dve geo

metrije LоЬасэvskоg razlicitih poluprecnika krivine koji 

ве oS'cvaruje pres1ika.vanjem slicnosti ciji koeficijent za

visi od odnosa po1uprecnika krivina tih geometrija, ako је 

apso1utna vrednost tog koeficijenta manja. od jedan, trans

formaciji podudarnosti prve geometrije odgovara transform

acija. podudarnosti dx'uge geometrije koja је suzenje neke 

transformacije podudal'nosti prve geometrije па оЫаа'!; in

terpretacije druge geometrije. Osim u slucaju identicne 

transformacije, pomenuta transformacija podudarnosti prve 

gcometrije nije odgovarajuca transformacija druge gcometr

ije. Ovo је rezultat koji u potpunosti odgovara pos1edici 

25. i moze ае dokazati korise6enjem te posledice, teoreme 

34 •. i teoreme 6Lj·.L~. (ova pos1ednja t~orema formulisana је 

u 113/ юза str. 257.). Iz IIfizicke H interpretacije homotet

ija geometrija ravni l S2 i teoreme 34. sledi da preslikav

аnј а slicnos·t;i t akod:e precistav1j аји kretanj а odred~eIlih de

lova svemira koja ukljucuju i njegovo pulsiranje. A1i ova 

k.re"t;anja su nest6 slozenija od iskljucivo ·pu1siranja. Tako 

pres1ikavanje slicnosti koje је proizvod .homotetije sredi

sta О i epicik1icke rotacije 'istog sredista predstavlja 

pulsiranje tog dela svemira аа sredis·t;em u tacki О uz isto

утеmеnи rotacijl.l. tog dela svemiI'a oko is"ce tacke. Теотете 

koje зто naveli kao odgova.l'ajuce teoreme teoremama kojima 

ве utvrduje da su slike dva podudarna lika odredene оЫа-

," "",§ .. ti r~yni lэ2 pl"'i preslikavanju homote~ij>?m koja tu oblast 
preslikava па odgovarajucu oblast ravni 1э2 , takode pOd~d:'~'~""" 
arne, a1i u opstem slucaju u odnosu па podudarnost defini

запи u toj oblas'ci ravni lэ,2, izrazavaju vaznu cinjenicu .' 

.. 

~ i I 

1: 
l' 
!; 
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da зи. i kretanja odredenog dela svemira predstav1jena pre

slika-vanjima slicnosti ravnomerna. J;-ta kretanja pros"cor 

komo odgovara geometrija sta1ne krivine pres1ikavaju па 

prostor kome odgovara geometrija takocte s"lia1ne krivine. U 

vezi за konstatacijom koju smo da1i povodom realnih (ide

alnih) homotetija, prema kojoj је rea1na homotetija sopst

уеnе oblasti ravni ~B2 idcalna homotetija idealne obls.sti 

.te ravni i obratno mozemo izvesti s1edeci zakljuca.k koji 

эе odnosi па odgov.arajuca skupljanja (sirenja) prostora 

koji odgovaraju "t;im obla.stima ravni 1828 Ako 86 prostor ci
ја је geometrija geometrija sopstvene oblasti ravni lВ2 si

ri, "Gada эе prostor ci6a је geometrija geometrija idealne 
oblasti ravni lВ2 skup"ija i obratno. Pri tom, мо је sku

pljanje jednog od tih prostora u odnosu па ~atu tacku, ta-

d~ је sirenje onog drugog u odnosu па nјој ·рФlarnu pravu .. 
Оэlanјаји6ј. se па "t;eoremu 34-. prethodni zakljucak mozemo·/ 'Ч 

prosiriti i nakretanja prostora slozenija od onih koja su 
i pu1siranja i koja ето predstav1jali pres1ikavanjima sli

cnosti u odnosu па datu tacku - sredista te slicnosti. 
Definicija 14-. Pr~slikavanje slicnosti iz tacke О 

odredene 9blasti ravni 182 do tacke O'iste oblasti te rav~i 
је proizvod transformacije podudarnosti ravni 182 koja tacku 

О preslikava па tacku О'ј. slicnosti sredista O'i1i proizvod 

рrеslikаVЩ1ја slicnosti sredista О i transformacije poduda

rnosti ravni lS2 koja taclruO preslikava па tacku о; 
Iz ove definicije i teoreme 34. uzimaju6~ u obzir 

i da, иЁ, 6dgovarajuce ogranicenje, еlеП1.еntе norm<a1izatora 

gP.l1pe GOh ·smatramo рrеslikаvanјiща. sliCSnosti ,<~re~~~ta O,,,!~,1~;'<"4 

edi: 

Pos1edica 27. Svaka -transformacija s1icnos"t;i iz ta

cke О do tacke Q'moze зе predstaviti kao prmizvod transform

a6ije podudarnosti ravni 182 :koja tacku О pres1ikava па tac-
*"f.'" "';' 

i, 

1: 
i 
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kU·~'i homotetije sredista O'ili kao proizvod homotetije 

sredista О i transforme.cije podudarnosti ravni 182 koja ta

.а cku О pres1ikava па tacku O~ 

Sledecom ·t;eoremom utvrdicemo odnos izmedil homotet

ija koje se pominju u pos1edici 27. podpretpostavkom da је 

tгаnsfОГШ13..сiја podudarnosti koja tackи О pres1ikava па ta

cku.O'i ciji је pro~zvod эа homotetijama sredista О i О' 

. iste preslik~vanje slicnosti~ ista §ransformacija podudar
nosti ravni 82; .. 

Теогета 37. Ako su ћо i g homo'!;e'!;ij а sredista О i 

transformacija podudarnosti ravni lS~ koja tacku О presli

kava па tacku о', tada је koeficijeri.t. homotetije ћь, sredi

sta о', 'I:;akve da је proizvod tranS'formacije g i te homotet

ije istovetan preslikavanju slicnost~ .. gho' .. ,jednak koeficij

entu homotetije 110. 

Dokaz. Svaka. komponen'!:;a proizvoda ћо, og, kao i sv

aka komponenta proizvoda gho preslikava bilo koji epicikl 

pramena pravih sredista О па neki epicikl pramena pravih 

srediS'!;a о'. Zato i ti proizvodi preslil(avaju bil0 koji ер

icikl ргатеnа pravih sreclista О па neki ppicikl ргатеnа рг

avih sredis·t;a О'. Posto ovi proizvodi predstavljp.ju is'!;o pr

eslikavanje slicnosti, oni се dati epicikl pramena pravih 

sredis·t;a О pres1ikati па isti peicik1 pramena pravih sredi

sta О·. Ргета '!;eoremi 23. apsoluta је takode epicikl prame

па pravih sredista 051) ра ве pri· tdim preslil<avanjima ргез
likava па isti epicikl sredis·taO'. Тај epicikl је apsoluta. 

.slikc :eavni lS2,pri tim preslikavanjima. ~Ooj slici odgovara 

odredeni polupr'ecnik krivine razlicit 'od poluprecnika krivi .... 

51) I1i иn.iја jednog epicikla i jedne tacke ili ра
ГЕ! tacaka uko1iko pramen pravih sI'edis'!;a О nije eliptican • 
Ali па osnovu razmatranja povodom teox'eme 24. zakljuci1i вто 
da ovakav nacin skra6enog izrazavanja prakticno nije pogre-

.'.' 

зan. 
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пв, .geometrija. ravni 162_ Od.поэ po1uprecnika krivine slike 
о 16 . 1 v 'о k 1 ........ '· , ,lв, ~- . 

ravn~, 2 ~ ро uprecn~ а ..t\..I-~v~пе ravn~ 2 Ou...L'edu~e, u ро-
menutoj fUnkciona1noj zavisnosti, koeficijent homotetija hO 

1S пе u'!;icu i h O' , jer transfоrmэ.сiје podudarnosti ravni 2 
па taj odnos. ; 

Koeficijent homotetije koja uccstuje'u predstav1j

a.nju nekog pres1ikavanja slicnosti iz tacke О do~tacke о' 

, smatracemo i koeficijentom te slicnosti. 

Primedba. Definicijom14_ nismo obuhvati1i pres1i

ka.vanja koja еа mogu smatra.ti preslikava.njima iz tacke О 

jedne obla.sti ravni lв2 do -tаСkс. slike te ravni, gde t~ ta

cka па pripada razmatranoj obla.sti +,avni 1828 Npr. neka. ј'е 
homotetija ћо idealna homotetija sopstv~ne oblasti ravni 182; 

а. tacka O'tacka ravni 1s2 == ћо(1э2 ) koja nijc tacka sopstve

пе oblasti ra.vni l S2 8.1i pripada slici te sopstvene obla.sti 
- Sops'Gvenoj oblasti ravni lв2 .. l'ieka је' g'transformacija 

podudarnosti' ravni 1S2_ Preslikavanje gno ima neka bitna. sv

ojstva preslikavanja. slicnosti i:3 tacke О па ta.cku О', a1i 

pres1ika.van5e ho,g'nema smisla ukoliko зе prethodno пе def

inise unapred slika lэ~ ravni lS~, jer g'nije transformaci
ја poduclarnosti ravni ,,,В28 Ako se zadovolji i taj dodatni 
zahtev, ipak песе bi-ti zad~vol.Jena teorema 37. jer nijedna 

homotetij~ sredista о'nе zadovb1java zahtev te teoreme. 

Transformacijama sl'icnosti iz tacke О do tacke о' 

pri сети оЬе tacke pripadaju istoj oblasti ravni l S2 moze~ 
то preds'taviti јов slozenija kretanja delova svetnira СЈ.;Је 

su geometrije geometrije odrC(lEH1ih oblCl,sti ravni .162_ l'Jpr. 

аКо B~ radi ,о oblJi.ls,tJ pros.tora. cija,. је geometrija geometri-
'<''о'''''''' . .,. ~ 

ја Lobacevskog, а transformacija podud.arnosti gkoja. tacku ." 

О preslikava па tacla1 Q'predstavlja transformaciju geometr

ije LobacevSkog, onda proizvod рrеs·likэ..vэ.nја slicnosti sre
dista о i transformacija g moze preds,t;av1jati kretanje te 
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ob~asti prostora koje је kоmроziсiјэ. ravnomernog skup1ja

nја (sirenja)52 ); u odnosu па tackи О, eventua1ne rotacije 

oko tacke О i trans1acije odredene trans1acionom duzi OO~ 

Кretanja koja ви predstavljena transformacijama podudar-

t . . 18 (18' ) Ь' d . . ' ь поэ .~ Г8.yn~ 2 \ 2 s о z~rom а пе теПЈ8.Ји· mectuso па 

rastojanja taca1ca te ravni зет sto эи гаупотегпа, ni·t:;i sk-

1.lpljaju niti sire prostor, te ве pri tmm lcretanjima gust

ina materije odgovaraju6eg prostora пе тепја. Karakteris

ticno је cla ни ЬЩ' u зlисаји kada 8и geometrije koje odg

оуагаји tim pros-t:;orima geometrije odredene oblasti ravni 

182' sto ви potvrdi1a паза dosadas:nja ispitivanja, tak~a 
kretanja tгапsfогщасiје tog prostor<it tj. taj prostor рге

slikavaju па taj isti prostor,i :кretanja /raz1icita od ovih, 

odredena definicijom 14, od svih nabrojanih svojstava za

drzavajи samo svojstvo l~oje smo пг,zvаli ravnomernoscu. Вm
atramo da је ovo svojstvo, u slucaju pres1ikavanja koja ih 

predstavljaju, obezbedeno osobinom kojom raspolazu ta pre

slikavanja: опа preslikavaju bilo koji epicikl ravni 182 па 
epicil·cl iste vrste slike te гю!пi. Ova osobina prois·tice iz 

definicije tackvih preslikavanja i teoreme 5.20. S obzirom 

da izlozenom 6sobinom raspolazu i prsвlikavanja о kojima је 

bi10 reci u primeclbi povodom dcfinicije 14·. smatramo da i 
ft 

-takva proslikavanja treba дљ 1.lvrstirno u presl1.kavanja slic

nosti iz tacke О do tacke о', gde 6 i о'nе ~oraju pripadati 

is·toj оћlаs-ti ravni lБ20 Uz·, tako prosiren РОјс:т preslikava

nја slicnosti formulisa6eтo slode6:i. stav: 
Stav 8. SkllP svih rютnоmеrпih kretanja odrodene оЬ-

1asti realnog ртоз-Ьота lPQzese, predstaviti skupom pres1ikav

ауапја slicnosti iz tacke о geometrije koja odgovara toj оЬ

lasti prostora, do tacke O~slike tog prostora pri preslikav

~njи nekom homotetijoт sredista о. 

52Ј' I1i !lnauc~ijel/: kont:eakcije (ciile-tacije). 
t~~.. '" 
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Stav 8. dokazali это эато и' slucaju kada эи geom

etrije koje odgovaraju odredenojoblasti rea1nog prostora 

dvodimenziona euk1idska geometrija i1i dvodimenzion@ geom

etrije ravni 182_ Ocekujemo da taj stav v<Э.Zi, ako иорв'Ье, 
onda bar u vo6ini oblasti prostora. 

8. ~rajektorije prame,nova pravih geomet.rija ravni 

182. Definisanjemepicika1a ravni lв2 , utvrdivanjem njiho-

'vih svojstava i koriscenjem tih svojstava za definisanje 

preslikavanja slicnosti te ravni kao i njenih oblasti, pr

akticno ато, istovremeno razvili i teoriju ерiсikз.1а svake 

od geometrija ravni ~B2 • Da bismo te rezultate neposredno 

primeni1i па sv~ku od tih geoтetrija posebno, potreno је 

u·!;vrditi koje vrste epicika1a Йа'!.;е geometrije predstavljaju 

odgova.ra'juci epicikli ravni lэ2 _ S obziromna nacin па koji 

smb. odgovaraju6e ројтоуе definisali i n·aziva1i pri1ikom iz-_:':j 

laganja о ravni lв2 ovo nе6е predstav1jati ozmiljniju tesk

оСи. Posto је geometrija sopstvene oblasti ravni 182 B@ltr

ami-Rlajnov mode1 geometrije Lobacevskog, paznju сето ug1a
vnom usredsrediti па geometrije idealne oblasti ravni lВ2 
tj. sopstvene oblasti ravni 282_ 

Epicik1i elipticnih pramonova pr13.vih koji pripada-

ји idea1noj oblasti ravni lЭ2 predstavljaju ekvidistante ge

ometrije нн. ОВnОУе ovih ekvio_is'canti su odgovarajuci elipt

icni nizovi tacw<a geom~trije Нl1. Ovо сето роkаzэ.ti u glavn

от mode1u te geometrije (to ве odnosi i па вуе ostale ројт

ove geometrije НИ i ЕН). l\1echltim 'Je6inu rezultata. tumaci6emo 

Ј.. u skupovniт modelima tih geome'!.;rij а9 Elipticni ртатеn рта

vih geometrije- НН ~precrs·ta:vljapr~s'ek'01ip't±cn"Og 'ртатеnа pra- -.: . 
. h . 18' . d 1 Ь1 v, 1- • I "t УЈ.. ravnJ.. 2 sa Ј.. ва пот о ascu 'се ravnJ..~ :>0:::: -о OS11ova, а 

nе sredis.te pripadaju Oblasti geome-trij е :НН, оуај pramen се 
u toj geometriji biti оd.rэсtеn osnovom .. Suzenje simetrije ra

vni 182 u odnosu па tu~.?~novu је simetrija geoтetrije нн u 
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·odp.osu па istu osnovu .. (v.definiciju 2 .. па str .. ,~:~'55.rad.a). 

Svaka prava togpramena invarijantna је u sime·triji u odno ... 

su па tu osnovu. Medutim i ta osnova је invarijantna u та 

kojoj simetriji u odnosu па bilo koju pravu tog рrашеnа.. 

~ato је, prema definiciji 3. (str.57.) svaka prava elipti

cnog pramena pravih geometrije НН normalna па osnovu tog 

рrашеnа. Prema tomeelipticni рraInФn pravihgeometrije нн 

. predsta.vlja skиp svih pravih normalnih па odgovarajucem 

elipticnom nizu ta.caka geometrije нн. Neka је А bilo koja 

tacka geometrije НН. Epicikl elip·t;icnog pramena pravih os

nоуе о '[је geometrije koji sadrzi tacku. А j~ prema dеfiџiс

iji skup s~ih tacaka koje odgovaraju tacki А pri preslika

vanjima 1c~j~ su'suzenja transformacija grupe simetrija GOh 
elipticnog pramena pravih ravni 182' koji ~adrzi odgovara
јиСIi. еliрti'ёni pramen geometrije кн, па ~dэаlnu oblast te 

• • ._.~: • • ,: 'о Ф , 'о 

ravni. Skup tih preslikavanja pripada grupi sillle.t~ija tog 

elipticnog pramenapravih geometrije НН. Svaki element tc 

grupe preslikava озnоУи о tog рrашеnа па is'cu tu osnovu. 

Neka је Н, preseka оnе оее epicik1a koja sad.rzi tacku. А ва 

osnovom о. Bilo. koji elemen·t; grupe sillletrija u odnosu па 

koju је definisan razmatrani epicikl preslikava tacl(U А па 

tacku A#tog epicikla, а tacku В па 'tacku в' озпоуе о 'cog pr

атеnа pravih. Кэkо је grupa simetrija bilo kog pramena prav

ih skupautomorfizama istog, prava А' в' је takod:e prava tog 

pramena. Zato је A'B'ras'cojanjc tacke А' od овпоуе о tog pr-
. " 

amt~na. Pos·to postoji trапsfоrшасiј а pocluda.rno.sti geoinetrij е 

ИНi - to је upravo razmatrani elomont gr,upe sime"trija elip'!;i

cnog pramena pravih овnоуе о .::- РХ:i'Э.Щ8 .dе~ini~сiј~ч~~~?:<:lU~ё~nОS-!;i 
duz A'B'podudarna је duzi АБ .. 

Озnоуа о је degenerisana ekvidistan-ta odgovaraju6eg 

e1ipticnog рrашеnа pravih. l'la овпоуи posledice 2.11. оуа ek

vidistanta је dvapu-t; uzet elip-t;icni niz ·tacaka geometrije :НК 

• I 
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koji pripada projektivnoj pravoj о. 

Parabo1icni pramen pravih geometrije нн је presek 

parabQiicnog pramena pravih ravni lЭ2 аа idea1nom oblasti 

te ravni. То isto ае moze reci i za oricikl geometrije нн. 

Na osnovu teoreme 28. i posledice 20. kao i leme па str. 

172~ sledi da ako najmanje јеd.nа tacka nekog oricikla raV-

,ni lS2,pripada ideainoj oblasti -Ье ravni, tada i sve tacke 

tog oricikla pripadaju iS'Goj oblasti. J'edini degenerisani 

oricikli gеоmэ"l:;riје НН su preseci izotropnih pravih ravni 

162 i idea1ne oblasti te ravni. Ove preseke smo u ~ 5. ,I 
gl. nazva1i izotropnim nizovima tacaka. 

Hiperbolicni pramen pravih geometrije нн је pre

sek hiperbo1icnog pramena pravih prve vrste, ravni 152 sa 

i~a~nom oblasti te ravni. РТета -Ьоте hiperboiicni pramen 
~.~ :-. 

pravih geome§rije нн је pramen konkurentnih pravih te geo-

metrije. Тrajektorije tog рrашеnа su takode preseci hiper

cika1a ~rve vrste odgovarajuceg pramena pravih ravni 182. 

K~o i u prethodnim slucajevima, i uslucaju hipercikala 

prve vrste vazi da ako јеdnа tacka t~ckog hipercikla prip

ada idea1noj oblasti ravni 182' tada i зуе ostale tacke 
tog h?-percil{la pripadaju istoj oblaдJ'l;i ravni l S28 J'edini 

degenerisani hipercik1 prve vrste koji pripada idea1noj оЬ

la~ti ravni 132 је sredistc hiperbolicnog ртг.теnа pravih. 

Pokazacemo da је svaki l1ipercikl prve vrst~ kruggeome"!;rije 

НН cije је srediste srediste l1iрвrЬоliёnоg рrэ.шеnа pravih 

·te gеоше~riје kome taj hipercikl pripada. Na osnovu defini

c:i!je hipercik1 p:Ne vrste је traj~1,:torija grupe sirnetrija 
. '-'- '"'''''' :- :,.- ,····_,·:...·'-:-:-"·"'"!~T.~~·~::·~~· [-.'; 

Gvn hiperbolicnog pramena I)ravih p:rve vrsJce sredis"ta V. 

Skup suzenja e1emenata te. grupe sime'trija па idea1nu оЫа
stravni l S2 preds"t-avlja g~upu simetrija hiperbo1icnog pram-

. еnа pravih sredis't;a 'V geometrije I-Ш koju сета оznа.Сэ.vаti 

takoc1:e за GVh • БуаУ"-а sTmetrija, kao i epicikli(:5ka rotacija 
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sredi~ta V te grupe tj. па оаПОУи teoreme 6. (str.116.) ву

aki e1ement te grupe predstavlja transformacidu podudarnosti 

geometrije l-ili jer'je, prema stavu I § 5 .. 3.6. (st.б,,),sku.р 
transformacija роdцdагпоsti geometrije нн istovetan аlшри 

suzenja па spoljasn;jos'l:; apsolute svih au.tomorfizama apsolu

te. Neka је tacka Х tacka bilo kog hipercikla prve vrste 

grupe simetrija GVh ' npr. hipercikla GVh СА). Na оаПОУи de

finicije, postoji element grupe GVh koji tacku Х preslikava 

па tacku А. Posto svaki element te grupe tacku V pras1ikava 

па. tacku V, pomenu·t;i element grupe GVh preslikava duz VX па 

.duz УА ра аи prema definiciji te dve duzi podudarne. Duz УХ 

је p"ll1precnik gruga Gvћ.ОО koji u geometriji нн mozem~ оЬ

.-Gleziti i sak (V,X) gde је V srediste tog kruga. U оуом a]~ 

~иёajи ",- uпutrаsпјбsсu tog kruga mozemo smatrati slrup taca

ka onog pramena po1upravih hiperbolicnog pramena pravih sr-

edista V cij'e polupra\fe sCtdrze tacke 'I;og kruga i cije је 
.О' 

rastojanje od -i:;acke V тапје 0(1 poluprecnika tog kruga, pod 

иэ10уот da. tezimo' da zad.rzimo uobicajenu definiciju lr..I'uga. 

Ali tada za bilo Јсоји tacku geometrije FIHi bi10 koju tacku 

unu·t;rasnjosti da-l;og kruga postoji i1i duz , i1i podskup tac

aka n.ekog niza tacaka geometrije Нн- ciji Ви krajevi ротеnи-

." te t~cke koji nетаји zajednickih tacaka sa tim krugom. Ako 

spo1jasnjost krtlga "',..Qredista V definisemo kao skup tacaka 

pomenutog pramenC!: polupravih cije је rаS'!Јојсщје od ·tacke V 

уесе, od po1uprecnika tog kruga, onda ni za koji par tacaka 

gеоmеtriјеFЛ koje nе pripadaju krugu, od kojih је samo је

dna tacka njegove spoljasnjosti nepostoji 'tduz u sirem Srfl

islu lf geometrije нн koja ва tim krugom nemazajednickih ta

caka. 

Dvograni hipGrcikl prve vrste ravni 162 је takod:e 

trajektorija pramena pravih geome-t;rije I:Ш~ llilectutim оп зе .nе 

moze с1еfiпiSЭ.:ti kao 't;rajektOJ.'ija pramena pravih '!Је geometr-
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ije.·u tom smislu da је taj hipercikl trajektorija grupe si

metrija nekog ртатеnа pravih ·I;е geometrije.Raz1og torne је 

sto это dvograni hipercikl ravni 1Б2 definisa1i kao trajek

toriju hiperbolicnog ртаmеnа pravih t0 ravni, а presek t'og 

рrэ.mеnа ва idea1nom оЫаз6и te ravlli ј е unija hiperboli~n

oga ртатеnа pravih istog sredista geometrije нн: i ртаmеnа 

elipticnih nizova ta.9aka tog sredista iste geometrije. Ovo 

ukazuje na.jednu od mogucnosti prevazi1azenja opisanog рто

Ыета: ртатеnот pr~vih i c1ipticnih nizova sredista V geo

metrije HH'smatracemo presek hiperbo1icnog ртатеnа pravih 

sredista V тауn! 1S2 i idea1ne oblasti te ravni. Grupu si

metrija u odnosu па ртауе tog ртатеnа i njegove e1ipticne 

nizove obelezavacemo эа GV i dvograni hipercik1 geometrije 

НН smatrati dvogranim krugom sredista V te geometrije. Dr

uga m.ogucnost prevazilazenja istog ртоЫета odgovara1a bi 

nacinu па koji ве odgovarajuci ртоЫет I'ssava u geometriji 

Lobacevskog prilikom definisanja dvogranih ekvidistanti. 

Umesto grupe simetrija GVh generisanu simetrijama u odnosu 

па ртауи hipcrbo1icnog ртатеnа pravih sredista У, u оуот 
•• 

slucaju koristi6emo siru grupu GVh ciji је skup generatora 

unija generatora prethodne gru}?e i simetrije u odnosu па 

..... ;;.;'. 

tacku У. Karakteristika ovih dvogranih krugova је da јЕ;. nji

ћоуа spolj аспј ost takod:e zаtџогепа oblast. Posto, ргеша od-g

ovaraju6im svojstvima dvogranih hipercikal~ РГУ0 vrste ravni 

1в2 , s1edi с1а svaka ова dvogranog kruga sredis~a V geometri

је нн sadrzi tacno dve tacke tog kruga i to tako da jedna Gd 

piolupravih poce-Gka V te l)rave sadrzi jednu, а druga drugu od 

tihtacaka dvograni krug sredista V mozemo nElzv~ti :; krugo~ 'ј 

ртатеnа pravih sredista V geometrije НН, а krug sredista V 

krugom ргатепа polupravih sredista V ili samo krugom sredis

ta У .. .A1i primenom teoreme 4.19.- krug ргатеnа pravih sredi

sta V koji sadrzi -cacku Х moze ве definisati i kao trајt:йсtо-
,&.~ .,. 

. i 

"ј 
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rija GVъ.(X) gde је GVh u оуот аlисаји зlшр suzenja па ide

alnu oblast ravni 182 grupe siтэtг:tја hiperbo1icnog ргате
nа. pravih d_ruge vrste sredista V te ravni. Тот рга.теnи рг

avih U_ gэоmеtгiјi нн odgovara. ргатеn e1ipticnih nizova tacQ 

aka sredista У.Н 

Hiperbo1icnom ргатеnи pravih druge vrste sredista 

V ravni 182 odgovara hiperbo1icni ргатеn pravih sredis·t;a V 

geometrije ЕН. lra-Yo i grupi simetrija takvog ргатеnа. pravih 

ravni 182 koji это oznaci1i за GVh odgovara, u geome-t;riji 

Ећ, grupa simetrija hiperbo1icnog pгan1(~na pravih te gе?ше

trijc koju бето takode ozn~citi эа GVh • Као i u slucaju ge

ometrije НН, iz prethodnog zшс1јuсuјеmО,dа је hiperbo1ican 

pramen pravih geometrije ЕЕ sredista V skup,pravih koje аа

drze tacku У. Nэ. isti nacin kao i u geome-t;riji НН' zakljucu

јето da је trajektorija hiperbo1icnog ргатеnа pravih sredi

sta V geometrije ЕН krug sredis'l";a У. Za razliku od'lcrugova 

istog sredista V geometrije НН medu kojima је вато jedan 

degenerisan, skupu koncentricnih krugova sredis-t;a V gеотэt

rije ЕН- pripada osim sгеdiЕ:-t;а i јов jedan dеgеnегisэ.ni krug 

- osnova ргатеnа pra.vih sredista У. Qva оаnоуа је 11iperbol

icni niz -t;acaka geometrije ЕН. Тот osnev.om i bilo kojip1 kr

ugom polupramena pravih sredista V odredena је zatvorena 

oblast geometrije нн. Isto vazi i za bi10 koja druga dva 

kruga tog polupramena. I u оуот slucaju 1ik ravni ЕН koji 

odgovara dvogranom hiperciklu clruge vrste rav:hi l S2 nе moze 

Б& d_efinisati kao 'la~ajektorija gru.pe s~rнetrija GVh pramena 

pravih sredi~ta V ~;~9metrije ЕН. rraj 1i1: је -l7Ј.:ајеktогiја 
. . ';1" :~~ 

grupe sime-t"rija ргатеnа hiperbolicnih nizova -l;8.Сakа sredis-

-/ја v. ovu trajekt'oriju бето, uz' isto obrazlozenje kao i ро

vodom odgovaraju6e situacijo u geometriji НН, nazivati kru

gom "ргатеnа pravih sredista V, za razliku od kruga GVh (5.0 
gde је аа Х naglaseno '~ёla t'acka х pripada nekoj pravoj hipe-
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rbolicnog ргатеnа pravih sredista V, koji nazivamo lcrugoro 

ргатеnа polupravih sredista V ili sашо krugom sredista V. 

Drugi nacindefinisanja, u geometriji ЕН, 1ika koji odgo

v~ra dvоgгanош hiperciklu druge vrs·te r:;vni 162 је defin

isanjo '!;ое; 1ika kao ·trajektorije grupe GVh koja је generi

зanа unijom generatora grupe Gvъ i simetrijom u odnosu па 

'taclcu У. Zahtev da u slucaju krugova s:eedis'!:;a V geometrije 

НН (ЕН) 'backa koju taj krug sadrzi (!соја је predstavnik 

odgovarajuce klase ekvivalencije)pripada nekoj pravoj Ыр

erbolicnog pramena pravih sredista V 'l;e geometrije је u 

ОУот slucaju neophodan. Ako nрг. tacka Х па pripada nijed

пој ргауој hiperbo1icTlOg ргa.mеnа pravih sredista V geomet

rije ЕН, tada "ёiVh(X) nije'l~rug hiperbolicnog pramena polu

pravih sredista V te geometrije, ve6 krug ргатеnа hiperbo

licnihnizova '!;acka sredista V оуе geometrije. Skup tih 
," 

krugova iS'covetan je .. ~sk:upu dvogranih hipercikala ргуе vrs-
te pramena pravih sredista V ravni 182. . . 

Za. гаzl:Цro od krugova pramena polupraVih, kao i 

krugova ргатеnа pravih sredista V geometrije НН, krugovi 

gеошеtгiје ЕН ukoliko Би krugovi ргатеnа pravih (poluprav

ih) datog sredista V istovremeno еи i ekvidistante u odno-

, зи па osnovu v tog ргэ.mеnа pravil1. Ova osnova јо, ргота 

de.finiciji 4. па str.57, rada skup svih taca.ka suprotnih 

tacki У. U simetriji sredista V osim оэnоуе v invarijantne 

еи i sve prave hiperbolicnog ргатеnа pravih sredista V. Ali 

i u bilo kojoj simetriji u odnosu па neku pI'~VU 'tog ргате

па pravih osnova v је t~{ode invзcriјаntnа. Ovo neposredno 

sledi i iz i:iiiijenice da је simetrija gеоmз'сгiје ЕН u odno

еи па bilo kojupravu ·te geome'crije suzenje simetrije ravni 

l s2 , kojoj је оэа ta prava, па idealnu oblast te ravni. Вг
ediste takve sime'trije гауn! l S2 је pol nјоnе оее. 1\.ko је 
оэа simetrije ravni 182. prava hiperbolicnog ргатеnа pravih 



1, $redista Vgeometrije ЕН, tada ро1 te ове pripada polari 

tacke У, dak1e pravoj У. Presek te prav6'i idea1ne oblasti 

ravni 182 је osnova v hiperbolicnog pramena pravih sredis

ta~V geometrije EH~ Zato је osnova invarijantna u suzenju 

razmatrane simetrije ravni l S2 па idea1nu oblast ravni l S2 .' 

Posto је svaka prava pramena pravih sredista V geometrije 

ЕН" invarijantna u 'simetriji te geometrije u odnosu па sre

'diste (odnosno овпоУи) tog pramena, kao i posto је prema 
, . -
prethodnom osnovtt tog pramena invarijantna u svakoj simet

riji u od~osu па bi10 koju pravu tog pramena, prema defin

iciji 3.' norтa1nosti 1ikova Ы10 koje metricke geometrije, 

svaka prava hiperbo1icnog praтena pravih, 'st-ed.is·!:;a V norma-

1па је па osnovi tog pramena. Z"a.to duz, odrodena bi10 koj

от tackom neke prave hiperbolicnog pramen~~pravih sredista 

V i tackom prcseka ва osnovom v 'tog pramena, predstavlja 

rastojanjc te tacke od osnove. Reka је х bilo koja tacka 

kruga GVh(A) geometrije ЕН. Na osnovu primene pos1edice 15. 

Cstr .lL~8. rac1a} postoji epiciklicka ro·t;acija te grupe sime

trija GVh , u odnosu па koji је definisan taj krug, koja ta

cku А preslikava па '!:;acku х • .A.ko su '!;acke A1 i Х1 tacke pr

eseka osa уА i УХ -I:;og kruga sa njegovom osnovom v, tada ta 
ft " 

rotacija pres1ikava i tacku А1 па '!;acku Х1 о ;6'ato је rastoj-

апје bil0 koje tacke tog kruga od njegove озпоуе jednako 

rastojanju tacke А tog kruga od njegove оапоуе. Dakle lcrug 

GVh(A) = k(V,A) sredista V i po1uprocnika УА istovremeno је 

ekvidis·tanta е(у,А} оароуе v i parametra AA1 (А1 ,је presek 

praV0 VA i osnove у). geometrije ЕН" Ovо је u skladu за prc

thodno llagovestenu' cinjenicu р'о "Јсо50Ј' ~)';g,i svs.ka (epiciklic

ka~ rotacija sredi~ta V istovremeno translacija ове v geom

etrije ЕН'. 
Ako је tacka А tacka osnove v hiperbolicnog pramena 

pravih sred.ista V geome;l;rije ЕН, tada је VA poluprecnik de-

1, 
'О' 
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generisanogkruga v te geometr~Je. Zato ви rastojanja tac-

1<:е V od tacaka osnove v medusobno podud'arna i jednaka pol
ovini duzine bi10 koje ргауе tog praDlf.!na pravih. Ovo posl

ednje sledi iz toga sto ве u simetriji sredista V Bvaki 

poluprecnik - ро1иргауа tog рга.теnа preslikava па nјој do

punsku polupravu u odnosu па pravu koja sadrzi -сај plupre

cnik. ~ato је zbirpo1uprecnika i parametra iatog kruga -

'ekvidistante geometrije ЕН' jedn~~ ро1иргауој pramena pra-

vih cije је sredi.ste srediste -liog kruga. Ako је degeneris

ani krug-ekvidistanta. v krug -ekvidistanta hiperbb1icnog 

pramena po1upravih sredista V geometrije ЕН, -!;ada је taj 

krug - ekvidistanta hiperbolicni niz tacaka v -се geometri

је. Ako је оп krug - ckvidistanta hiperbo1icnog pramena рг
avih sredista V tada је taj krug - ekvidist·an-t;a dvaput uz

etl hiperbolicni niz tacakav 'ge6m€itr'ije"EEJ. RazJ:ogt'ome је --~ 

sto u prvom зlисаји grupa и odnosu па ~coji је definisan taj 

krug - ekvidistanta па sadrzi simetriju sredista V (оее', тг) 

clok је u drugom slucaju s'adrzi СУ. pos1edicu 2.11.). Osim 

оэnоуе hiperbolicnom pramenu pravih sredista V' pripadaju i 
degenerisani epicikli kal{o geome-I;rije ЕН, tako i geometrije 

НН. Ako эи ti epicikliepicikli ргатеnа polupravih sl"'edista 
"" V ovih geome-!:;rija, tada ви oni dva para po1upravih izotrop-

nih pravih -I:;ih geometrij а koj е sadr~e t acku У. Ггi tom ako 

вс radi о epiciklima geometrije нн 'Ье pOlupI.'ave ви kraci 

ug1a tomena V koji sadrzi jedan od Й~a ргатоnа polupravih. 

·tog sredista; ako su -с! paI'ovi polupJ:'avih epicikli geometr

ije ЕН, onda је svaki od tih epicika1a раг takvih poluprav

ih koje sukraci onog u.gla· srea:i~;Ga :~Гlсо'ЈisЪ_drzi jedan oci 

ргаll1еnоуа po1upravih hiрегЬоliбnоg ргатеnа pravih sredista 

V geometrij~ ЕН. Lik ђ:ојi odgovara dvogranom hiperciklu га

vni 182 је u tom sluСз.јu slrup' tз.Саkа izotropIlih nizova tac

aka kroz tacku V Ьењ -i::;Е),,, • .1(;дсkе. 

Ј' 

I 
I 
Ј 
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Oricilcli I'E.vni lэ2 koji pripadaju idea1noj oblasti 

te ravni su oricikli parabolicnog pramena hiperbo1icnih ni

zova tаСt1.kаgеошеtriје ЕН. Као i u slucaju gеоmеtriјсэ IШ 

izotropni niz tacaka pomenutog parabo1icnog pram.ena predst

аУlја degenerisani oricikl geometrije ЕН. Epicikli eliptic-· 

nih pramenova рrаvihгаvпi 182 koji pripadaju idealnoJ оы
asti 'l;eravni su ekvidis'!;ante elip'1;icnog pramena lliperboli

cnih riizova tacaka gеощеtriје ЕН. Osnova tih ekvidistanti 

ј е osnova о 01ip·l;icnog· pramena pravih sB:ed.clsta О ravni 1э2 , 
ciji је presek аа idealnom oblasti te ravni elipticni pram

епа hiperbo1icnih nizova tacaka u odnosu па koji su defini

sane '§6 ~kvidistante. ~Pa оаПОУа - degenerisana ekvidistanta 

opisanog skupa ekvidistanti - је dvaput uzeta pravageomet

rije ЕН". 

9~ Primena homotetija ravni lS2 па utvrdivanje od

nosa trajektorija r;azlicitih geometrija t,e rаvЩ. 

Svaki epicikl ravni 182 Сро. dak1e па osnovu pretho

dnog i svaki epic~kl jedne od geome·t;rije te ravni) invarija

ntan је usvakoj ·t;ransformaciji grupe u odnosu па koju је 

dcfinisan. z·э:[;о ве тo~c razmatl~ati i skup sllzenja e1emenata 

te grupe па taj epicikl. Тај skup predstavlja grupu transfo

rmacija podudarnosti 'Gog epicikla. Ova grupa је па овnоуи 

nacina па koji sщо је uveli generisana simetrijama u pdn6su 

па tacke tog epicikla, isv~{i пјеn element је ili tш{vа si

metrija ili proizvod dve taJ{Ve simetrije~ Priroda te grupe 

i priroda odgovarajuceg epicikla u tesnoj Би yezi. Тедо па 

primer, jedino u slucaju kada је u pi"tarlju epicik1 eliptic

nog pramena pravih proizvod dve simetrije u odnosu па dve 

tacke epicikla predstQ-vlја iden·ticnu transfprmacij}lo I::1:'iщ~

njujuci definiciju 4-. (s·Cr.57. rada) Пi. та taj Вlисај, шоzе

то zak1juci·ti dэ. Sl.l "takve dve" tacke suрг-о·Gпе. U skupu tac

aka is·tog epicikla mogu se definisa·ti re1acij а izme<..'tu, odh-
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овnО re1acija razdvojenos'ti parova tacaka, а posto је skup 

likova tog epicikla svaki nepprazan зkир njegovih'tacaka, 

" ima smisla kao osnovnu relaciju smatl'"'ati i re1aciju incid

encij е. Za dva 1ika epicikla smatrarno 'аа su podudarna ako 
postoji ·t;ransformacija podudarnosti tog ерiсikШm. l<oja jedan 

оа tih 1ikova p!'cs1ikava па оnај drugi. Jednom reci, kao 

sto se moze govoriti о geometriji prave moze se govori't;i i 

о geome'l;riji epicikla. Osnovni ројат te geometrije је tac
ka. РТв nego sto uka7,emo па izomorfizme geometrija epicik~ 

ala pramenova pravih iste ynste ravni 182 primetimo аа ве 
па. prethodni nacin nе mogu definisati dvograni hipercik1i. 

Medutim оуо nе predstavlja znacajniji nedostatak posto је 

pre~ teoremi 5.22. svaki takav hipercik1 unija dva (јеаn

ograna) hipercik1a. 

Izomor·fizam izmedu та koja dva epicikla eliptic-

··nое; ;rатеnа,.;рrаVih!Јзrе~йtа_О ravn:i~ lS2~' razli.ci ta. od t.!cke.",,~ 
О moze ее ostvariti homotetijom te ravni sredista О i ose 

1<" 

о ;:W( О} koja tach.'1l jednog оа tih e.picika1a pres1ikava па 

tacku onog drugog~ Posto је 'l;a hornotetija element normali

zatora grupe Goh , naosnovu teoreme 5.20. оnа i 'сај epici
k1 pres1ikava па drugi od tih epicika1a. 1\Ia osnovu toga 

moze se zak1juciti da su ekvidistante geometrija НН i :F.1:t 
ро svojim osobinama istove'tne krugovima geometrije ВЕ .' 

Ovo је u skladu i sa sledecom cinjenicom. Svaka ekvidista

nta osnove о geometrije нн (ЕЊ) predstavl.jena је u glavnom 

modelu ·t;ih gеошеtriја epiciklom е elip·t;icnog ~ramena p:r.'\avih 

osnove о i sredista О ::= vl(o) ko.ji pripada idealnoj oblasti 

ravni l S2 (a.ko роа ekvidistantom gеошеtriје ЕН па' poclrazum-

," '';i~amo i elCVidi~·t;antu "- k~ug) .. Neka ј.е 191' e};>,:L()i~l, s.Q1?s~yen.~)~ .. ,,~,,~ 
oblasti ravni в2 is'bog pramena pravih sredista о. Homo·teti

ја sredista О i оэе о koja epicikl e1 preslikava па epicikl 
11' . 

е, apsolutu k ravni S2 preslikava па e.psolutu k'slike В" ;::: 
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~ ravni Јр2 pri pres1ikavanju tоmhощоtеtiјоm. 'Posto epicikl 

, fJ'Jj,pripada sops-t;ve~oj oblas'bi ravni 182' njegova slika е 
pripadace sops'cvenoj oblas·t;i ravni ls.~.' Geometrija te оы

"э.sti је В'еltгаmi-IQајnоv mode1 geome-t;rije Lobacevskog, ра 

epicik1 е ргеdstаv1јэ.' krug sredista О 'Ье geometrije. 

Na osnovu teoreme 5.20. homotetije sredista О оэе 

,о, kao bijekcije ;avni l s2 , nе Ю0ви preslikavati nijedan 

epicik1 pramena pravih sredista О па osnoV'J. о tog pramena. 

Uosta1om па osnovu teoreme 5.24-.(:!.сОјОШ smo skup nedegener

isanih epicika1a datog prame!la pr'avih identifikova1i sa sk

ирот nedegenerisanih lcrivih odgovarajuce familije konika) t 
svojstva projektivpih ko1ineacija t& је nemoguce i za ko1i-, о. 
neacije raz1icite 'od homotetija. Na osnovu 1ете па str .185. 

osapramena sredista О эесе svaki nedegenerisani epicikl tog 

elipticnog praтena ... pravih u dvema, а pravu о u jednoj tacki • ... 
p:reslikavanje koje' sva1C'e dvetac1C~ odrec'tenog nedegenerisan-
oga epicikla ргатеnа pravih sredis·t;a О koje pripad.aju is·toj 

Qsi pr'es1ikava па' '!;ackl.1 preseka te ose i osnove 'tog ргатеnа 

pr'avih је sirjekcija '!;асаЈса tog epicikla па tacke оэnоуе.Ыа 

'osnovu posledice 2.11.' jednostavno эе dokazuje д.а је ta 8i

rjekcija homomorfizam geometrije koja odgovara tom epicik1u 

, ,i osnovi о ргатеnа pravih sredis"ca о. Ova osnova је ne вато 

prava geometrije ЕНс, уе6 i projektivna praya.l'{a osnovu рг

ethodnog moze se zaklju"ci-ti da је geome'crija, prave geome"t

rije,ER',tretirane kao degenerisane ekvidistante elipticnog 

pramena piperbolicnih nizova tacaka geometrije ЕН., homomor

fna geometriji ћilо koje elcvidistanta "te geometrije cija је 

osnqvp. tapr:'&va. Svaka od -tih ekvidistanti "obavija li odgova

rE).jucu osnovu па isti nасiп kao st;- iviса'ИеЬiusоуе trake" 

obavija Ifdvapu·t;1I n.јеnи 8l~ed.njt1 liniјџ. Iz:, izomorfizma geom

etrija ekvidistanti geometrije ЕН (НН) i kr'Ugova geometrij'e 

НЕ (Beltrami-Klajnovoe; modela gеошеtriје Lobacevskog i pret-
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hodnog sledi' i homomorfizam geometrija ргаvэ geometrije ЕН 

. i geome'l:irije kruga Lobacevskog. Kako је geometrija ргауе 

geometr.ije ЕЕ izomorfna geometriji ргауе elipticne geomet

rije prethod~i zakljucci odnose ве i па odgovarajuce odno.

. ве geometrije ргауе elip'l:iicne gsometrije. Identitikovanjem 

tacaka odgo';'a.rajuceg "epicikla (eh.-vidistante ili la'uga} ko

је ви simetricne u odnosu па sredis·t;e tog epicikla ротеnи

-Ьи sirjekciju prevodimo u bijekciju , а odgovaraju6i Ьотот-

orfizam u izomorfizam. Ovо identifikovanje simetricnih ta

caka ima za posledicu identifikovanje svaka dva elementa 

. grupe G'Oh'. taJrl/a da је jedan od njih proizvod simetrije ћо 
ј§е grupe i onog drugog elementa. 

Slicno kao u prethodnom slucaju pokazuje~e da је .. 
geometrija bilo kog.kruga geometrije IШ(аli kruga koji od-

govara jednogranom hiperciklu) izomorfna geometriji odgov

ar.ajuce ekvidistante.: geome,:t;;rije Lobacev$kog Ctakod& jedno-
. ,"y.,~-"!,,' .~. .....,:.;,~: 

grane). Preslikavanje ostva.reno па taj nacin sto ве ргеве- :.'~ 

спе tacl{e osa hiРЈЭГЬОliсnоg ргатеnа prve vrste u odnosu па 

koji ви definisani hipercikli koji predstavljaju odgovara

јисш krugove i ekvidistanta ва jednim od tih hipercikala i 

ва оеnоуот v smatraju odgovarajucim, је u оуот slucaju bi-

, jekcija. Na овnоуи toga sledi da је geometrija bilo kog kr

uga datogpramena polupravih geometrije НН' !hli geome·trija та 
г ' 

koje ekvidistante (ј ednograne) geometrije "Lo'bacevskog izom

orfna geometriji prave geometrije Lobaceyskog. 

. Izotropnom homologijom u odnosu па jednu od izot

ropnih pravih pramena pravih sredista У, prema teoremi 5. 
25., ostvar-aj-a se izomorfizam geometrije bilo kog (jednog

ranog)hiper~ikla·prye -ј. geometrije odgpvaraj1.1ceg hiperci

kla druge· vrs"be. Iz ovoga sledi da је gеоmеtгiјэ. та koje 

ekvidistan"be. (jednograne) geometrije Lobacevskog' ili kruga 

geometrije ШГ izomorfna geometriji kruga - ekvidistante ge-
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ошеtriје ЕЊ, pri сети ви pomenuti likovi epicikli istog hi

perbolicnog ргатеnа pravih sredista V ravni 182. Iz ovoga' 

takode sledi da је geometrdja ргауе geometrija Lobacevskog 

izomorfna geome"t-riji ргауе. geome-!;rije НН. 

Svi prethodni zakljucci nе moraju ве vezivati za 

epicikle istog ргатеnа pravih ravni lS2 zahvaljuju6i tome 

sto ве odgovaraju6e.bijekcije Csirjelccije) kojima зе o8tv

. aruju pomenuti izomorfizmi (Ъоmоmоrfizmi) umesto homoteti

јата mogu ostvari-6i pre81ikavanjima 81icnosti iz snedista 

datog д.О sredista odgovaraju6eg pramena. pravih ravni 182. 

Izomorfnost geometrija oricikala geometrije L6ba

cevskog, ili georne·t;rije НН СЕН) i1i jedne i druge geometr

ije ostvaruje ве odgovii1.rajucom elacijom'~ije је srediste ае

diste pramena pravih u odnosu па koji su de'finisani ti ori

cikli, а. 08а oSl1ovatog pramena;'pr:avfft·~ Izomorfiz'am geometr

ije oricik1a i оаnОУе nјети odgovaraju6eg ргатеnа pravih 08-

tvaruje ве "projektovanjem" tacaka 'I:;og oricikla па 'caclce te 

osnove pri сети је tacka koja odgovara. tacki oricik1a tackaa 

pre.seka 'tangente orici1cla u toj tacki i osnove odgovaraju6eg 

рг атеnа рг avih. 

U vezi ва ge'ometrijama oI'icikala raznih prarnenova 
$ . 

pravih va.zi isto оnо sto вто povodom odgovarajuce situacije 

u вlисаји hipercikala.· izlozili. 

10 •. Trajektorije· grupa siшеtriја nizova. taca.ka. га

vn,i 182 i. nizova tacaka geometrija ra.vni, 182. ·U tacki 3. ~ 
1. pokazali зто da. se epicikli ravni lв2 mogu definisati i 

kao trajektorije grupe simetrija nizova'tacaka te ravni. U 
nekim od geometrij а ravni- lS~-k;;О i 1Ј.' зlисаји de finisanj а 

..... 
dvogranih hiРЭI'сikаlа и svim tim geometrijama оуа definici-

ј а ima izve snu prednost. Najpre сето ukaza-ti па primere pr

imere prve vrsteo U prvom delu оуе tacke pokazali вто da зе 

ni ekvidistan'ce, ni ori.cikli geometij~e ЕН nе mogu definisa .... 

I -, 

." 
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ti' 'kao ·trajektorije grupe simetrija рrаmеnоvэ. pravih te ge

ometrije. ,Umesto grupe simetrija рrашеnоvа pravih bi10 је 

neophodno pomenutelikove definisati kao trajektorije pram

еnоуа nizova tacaka te ravni., T&ko је Ы10 koja ekvidistа.п-Ьа ," 

оаnоуе о definisane kao trajektorija grupe simetrija elipti

cnog pramena hiperb01icnih nizova tacaka geometrije ЕН. Iz

vestan nedostatak оуе definicije sastoji se u tome sto hip-

. erb01icni, niz nije osnovni ројат geometrije ЕП". Ovaj nedos

tatak bez ikakvih"teskoca prevazi1azi se definisanjem ekvi

distanteosnove о kao grupe simetrija niza -1;acaka te озnоуе 
koji је u оуот з1исаји skup svih ·tacaka. 'prave о geometrije 

ЕЕ. Svaka. simetrija te grupe је simetrija u odnosu па ta.cku 

geometrije Ет; svaka simetrija grupe si~etrija elipticnog 

pramena piperbolicnih nizova geometrij е ЕН "'nij е simetrij а 

u:odnosu па pravu, уе6 uodnos1:l.na skup, ta.Q"aka koji SЩQ nа- '" 

zva1i hiperbo1icnimnizom tac~~a i koji nije osnovni ројаm 

te geometrije. Primedba is'be vrste odnosi ве i па definici

ји oricika1a geometrije ЕН. 

Као i u з1исаји 1ikova koji odgovara,ju dvogra.nim 

hipercik1ima ravni 1s2 , i u geometriji Lob,acevskog bil0 је 
nemoguce dvograne ekvidistante definisati 1<:ао trajekGorije 

grupe simetrija dat.og pramena praviho Naime, za njihovo de- ;< 

finisanje u duhu trajektorija bilo је neophodno prosiriti 

grupu simetrija hiperbolicnog pramena pravih simetrijom u 

odnosu па osnovu -'Gog pramena koja пiје prava tog pramena. 

Na озпоУи teoreme ~.1g. ро kojoj је dvograni hipercikl pr-

уе vrste :GV(X) istovetan trajektoriji '!:;acke х u odnosu па 

g:iiupu GVh . moguce је prevazi6i nеdФ-s-tаt1i.k па koji, это uka.Z:-.-i . 

ali. Grupa GVh је grupa simet.rija hiperbolicnog pramena 

pravihdruge vrste ravni l S2 • Ako је -t;э.Сkа V srediste tog 

pramena, tada је sredi~te svake simetrije te grupe tacka 

hiperbolicnog l1.iza tacR-k~ drl1ge vI's·te tj" 'cacka оnе proje-

,,' 
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ktivne du~~i polare v tacke V, koja је presek prave v ВЕЈ. во

pstvenom oblascu ravni 182. Ovа duz u Be1'crami-K1ajnovom 

modelu geometrije Lobacevskog predstav1ja osnovu hiperbo1i

cnog praтena pravih u odnosu па koji је definisana razmatra

па ekvidistanta. Simetrije u odnosu па te tacke ви generat

ori grupe sime't;rij а niza 'сасма prave v koju вто u t • .3. ~ 1. 

oznaci1i ва ~11. Dvograni hipercik1 prve vrste GV(X) koji, 

. ako Х pripadasopstvelloj obla.sti ravni lS2 predstav1ja dvo§!"a_ 

nи) ekvidis'bantu geome't;rije IJobacevskog koja sadrzi tacku 

Х i cija је osnova v, 'istove'l:;an је trajek"lJoriji G ћ(Х). Uk-v . 
oliko ze1imo da и odnosu па grupu vezanu за nizom tacaka 

оэnоуе v definisemo вато (јеdnоgI'а!Ш) ekvidis'cantu dovo1j110 

је umestogrupe sime'trija tog niza tэ.Оаkа koristiti nјеnн 

." pravu podgrupu ciji ви e1eтeIl't;i proizvodi 1'0 d.ve siтetrije 

од. koj ih ј е svэ.kа sime'brij а u odnosu nri::"'·[;ae1ropra:ve.v. Ov:e 

e1emente ато u pomenutoj '1:; • .3. takod:e nazva1i epicik1ickim 

rotacij ата (tranS1acijo.ma). U konkretnom sluС.э,.,јu to ви tra-

nslacije овnоуе у, а ta grupa је grupa translacija te оеnо-

ve. 
Na isti nacin mo~eтo postupiti i prilikom definis

anја krugova - ekvidistanti, sredista V - оэnоуе v geometr

ije ЕН kada ti likovi odgovaraju dvogranim hipercik1ima dr

нве vrste рrашепа pravih is"C'og sredist а V ravni lS2. Ta.kve 

krugove - ekvidis·t;ante dеfiпiэа1i IЗто u geome-t;riji ЕН kD.O 

trajektorije hiperboli6nog ртатепа hiperboli~nih ni~ova sr

edis'!:;a У. 1 njill, kao i od.govaraju6e likove u izomorfizmu 

. па koji ето 1J.kazali u prvom delu ove ·t;G~·Cke, - clvograne ekv

idistane geometrije LobaceiТskog, шо~~еmосlеf:.t11'ti:з·э:·t;il~аоtrа

jektorije grupe generisane sime-trijama hil)ETboliCl1og prame-

110. pravih srecli~~·ta V i simetrij от 11 оdnоsџ П8. osnovu v 'tog 

pI'C:1.mena .. U prvom slu.cajl1. definisa.li ето ih kao trГ::lјеlс-tо!'iје 

prа.ШGl1C:l, ali 11е (рrс:шю,цСt) l)1'ilVih с,;еОПlЕустiје ЕН; пiјепd::.'1.. oc1 

: ' .. ':, 
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-tiih sime'crij а nij 0 siше·tr.'izј а u оdnозu па pravu geometrije 

ЕН. U d.rtlgom зl1itСе.јl.l Бil1lеtriја u оdПОS1). па srediste V tj. 

Dravu v nije siшеtriја u ocLrlOSU па ,pravu pramena pravill 

sredista У. На О.8Ilоуи ·te')reme L1·.19. srtlpi siшеtriјs. hiper

bolicnog рrаmеЈЈ.э. lliperbo1icnill пiиоvа sreclis'!:;a v оdgоvэ..rа 
grupa simetrija Glll ћiреl~Ьо1iС110g;)Г8.шепа pravih prve vrste .у, 

sredista У ravni . 32" Тој grl1pi od.govo.ra grt1.pa simetrija 

Gvh hiperbolicnog. niza to.calca ргуе vrste (v.str.13б.). 

Тај niz tacaka је зкир tacclca озпоуе v hiperbolicnog pra

тепа pravih srediste. V gеошеtгiје :ЕН. U.ko1iko zе1iпlO da па ... ~'. 

, isti nacin definisemo i krug - еkvid.is'I:;.эn'Ьu hiperbolicnog 
.. .. !оо " .... \ •• ''''\ .. • • pramena polu,;.ro..v:th ЗГСО.:tз't;а \1 t]Еюшеt~'Ј.;ЈG ЬН, а.оуоl,ЈПО Је 

da ншеstо gl~11pe С'Ућ ]r.:o~C'is·t;imo l1јеl1и pI.~avu poд.[~гиpH ciji 

su elell1enti proizyodi :ро д.уе s~Ji1etrije @rul')e Crv1 
·~.,ti' . Def-i ni "" anЈ' е er'j-i ci ka1 а ,о'рот6'1-:г;-ја :t""\vni'- 1: 18"" ne, ";",~~ .......... џ . Ј.:........ • ... _с t с::> ~.. Н ......... v _ ... С . с. 2 

1 
' v. , , , о,, Ј V ., ., 

ро CaZaIll IlaClI1 11l,J8 шоgl.1се ЈеО.ЈЉО 1.1 s _ue9.Jl..J. ~:r1.lgova ]. ОГЈ.-

c.ikala re.yni LоЬаСеvэkоg. Iz tog ~"'e.zloga defil1.ic:fu.ju epici

ka1a kao tre.jek'torija сгире siше'tгiја. 11izoya ·tacaka predla

zemo вашо ;1\'.3.0 d.еfiпiСll,јll ep:Lcikale. c;eometrij::, ЕН i НН. 

Uzimај1).6ш. 1.1 obzir (1а је z;еошс·tгi,ја ЕН dualna g00-

metriji Lobacevsb::og (kao i шоd.еl gсопю'сriје ПНн gеоrпс·-

t .. 0 L Ь " 1 I S ') . ] f' , ., V .L "о r:tJl о с.юеiГ.s; шg - У. ~ 4. ОУ1.1 0.8 :tnlc:tJU ,ШО:?јепю ,-,uшао].",:" 

ti i па dru.gi :одСil1. Ро:-О;,·СО РI'8.VЭ.m8. е;еошеtгi;је T.Jobacevskog 

odgovarajtl ta(~ke gеошеtЈ2iје БИ, рrашепu pravi1:1 geometl~ije 

Lobacevskog и t-oj dualnoi3ti odgovara РЈ:'ау niz 'Ьасака geome-

trije ЕН. Ako l1рогед:нјешо projektivne шоQ.еlе ovih gеошеtгi

ја 11 istoj гаУl1ј, 182 ргаШЕ'mU;')I'аvih, sl"'~dii:~'t8. О geometl:ije 
т 1 а"'е"'1'с 1 ,. п- oolr;-о1:;ат'" 1"); '7 -,o,,;(,..,l ra '1' "'l'lre 'о' LI'\·t..;~~~·'~;'e~ui",::o,.=f",;"<::<·,, ...L;OO С V~}.::.",-Qb ~b y,~_O~ _Ј....;...Ц u(,..\.\ .... .:.: .. .I.\..::.'. _)(.Ј :::.: ...... - \.ЈС 11(~.џ1\.~ ... '-.A.J....!..V ...... 1U, 

?~l ~~ а""' 801 ll J ·nl· 'О" Ј "1)"; -{--- с .:- Т)2') е 1'1'" .~~ 'Р/\ r1,,1 .Ј, .. <t, ti "11~ -i rz] () ~ .':~ li.-1 ill tl "'rL __ С:<.. '- у. Ј... I"L . _ • \.. • ',~ .. • l. -' 'V v. .;, " ."!о.. •• ~/ ,.Ј ,, __ 1" С:<. .l,~..~ • .:..J •• ' ,:,Ј :~;L, ..... • 

с 

§ 5., sime·tJ~'i~ji 1..1. О(]ЛОБ1.1 ТИ, рrЭ\Т1..lРl~1нrl0nа pr~1.yill srecli,s'ca 
А ", т"'" } ~"d'" u geome~r:tJe ~ooacevs{ag u рошеnиСОЈ ~ua~nOS~l oc1e;ove.J.'Q 

})]~ave о. 

,', '. \ . ~ 
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Tao-ki Х koja је predstavnik odredenog epicikla sredis'ba О 

geoтe'crije Lobacevskog oclgovara p:eava х geome·trije ЕН. Sli

ka.ma tacke х pri preslik8.yanju elemen'bima Бrнре sime'brija 

Cf
Oh 

geoДle~~ije Lоћасеvskоg oc1g0varaju, u -сој dualn08ti, 81-

ik€} pra.ve 'х u elomen'cima gr.'1..lpe simetrija Goh niza tacaka 

prave о geometrije ЕНо Prema tome trajek"toriju Goh ех) (';ео

тetrije ЕН шоzеmо s~a·trati trajelcl::;orijom prave х д.еfiпiБа

u оапови па gr-uрп simetrija Goh niza tacaka €;eome~crije 

EH~ 
s 1 s 2. Trajek:torije snopova ravni prostora . Sз 

Uuvodnom delu rada dali зто preg1ed kla8ifikaci

је projektivnih me'crika ppojektivnih n-prostora 'o~lanjaju6i 

ае uglavnom па odgovaraju6i sadrzaj dela B.A.Rozenfe1jda 

koji SП10 spislru literature oznacili ва /27/. Иеtrikе datog ... 
prostora za:tise оа prirode аР801и'се tog prostorai ОЫ8я:ti 

па koje apsoluta razlaze taj prostor. Pro~ireni 3-prostor 

Lobacevskog је prema terminologiji predlozenoj u /271 proj

ektivni 3-pros·t;or53 ) и kоше је apsoluta evalna nedegener'isa-

па povrs drugog reda (oval118. kvadri1..-a). Оv:э.ј :pr08tor сето 
1 . /27/ v 1- • l S' -- t· 18' V t... • _;:0.0 Ј. 1.1 oznaca"\la'v1. ва 7," .l:TOS оЈ:' 3 Је uops'lJen'J0 

. lC! ., .,.; , . k1:J ,1,... ,,, . . 1 . , 
гэ.V11l Р') za п ::: :) • .t'.pJ.Cl >". е га-\Тl1Ј. . ј:;)2 о.еI1.П1.Э[.{, 1. SПlо .t{ao 
.I-r а::1 е1.сl- ог'-, ~J' е d " "n .. , . 1-" ! v ~ ~ .LJ ... О .гео:еп1. grup8. gellerJ.Sf.ill1.il SЈље·сr1.;јаmа·;е га-· 

iТni u 09-поiЗН па prave ist;oE~ pramel1G. pravih .. Брisfегаша рг

ostora lsз ЉЭ.zivо.Сеrnо 1ikoi,ТC -l;og prostora koji lJ. ротепи'сот 
v , - d - ." l' . l S U 1 1 d t . 1..10РБ17еПЈН о govaraJu еРЈ..С1.Ј5: Ј..IJШ ravn.J.. 2" 8 С а и 8':;1. -l.rn 

ј. oni се bi ti tra~ ektorij е odrec1:enih 5гнра P:r:'ostora l S 7.: 1со-
. . -, , :Ј1 

" 

ј е ви uopstenje gru,pa simetrija ргэ.mепоvа pravih ravni S2. 

Sfmet'r'ijama ravl1i l S ,:> nazva1i зто ho.r.monij ske homolog:Lj е 'I:;е'\<!< 
'-

ravni kојiша ви сепtэ.:сiоsг. ро1 i polara u ОЙПОiЗи па po1ari

;cet ой:сед:еп apsolu't;ofH ·I.::e ravni. Posto аU'l;оrлоrfizm:L i SЭ.tnо 

ан t о rn ог fi zrni ар 8011..1'[; е рЈ:' еdэ'(:; е.У1 ~j a~jи 'ех' HnS f OJJ!IHJ.ci ј е podudar

nos'ti svc"l.ke 0(1 geome·tr;i.jQ.. re:vni l S2 te 9:U'!:;ОПlOrfizmе nazya1i 
._-----. -"~.- , 

57)- ГПr r 0-1 -; ШС>"., f7 -"[ 0'1.1 ? ..Ј.. ,Ј . ..1...' ,':;~.I,,,-, .. "---

t ako.-J:e preu.ze·[; iz 1271) .. 
Pl'ostor (na(5in (Jznacavanja koji је 
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smo transformadijama podudarnosti te ravni, а grupu tih 

au"comorfizama oznaci1i sa G. Pokaza.1i smo i па koji эе па-

6in svaki еlетеп'С §е grupe predstavlja kao proizvod od па

javise dve simetrije te grupe (sto је uostalom dobro pozn

ato, a1i вто to detaljnije obrazlo~ili i pr'menjivali). U 

radu 17/ u'!:;vrdili 81110 sve vrste kolineacija pros·tora lsз 
koje~ ро e.nalogiji $8. ravni l s2 , predstHv1jaju transforma-

. cije podudarnosti tog pros·cora.Grupu tih kolineacija ta

kode это oznaci1i' sa G. Za:tim это u tom radu dokaza1i da 

эе svaka ·takva kolineacija moze predst61.viti 1с61.о proizvocl 

od najvise cetiri hаI.'Ш0l1iјSkе hошо10f;;iје grupe <Ј, gde ето 

pod harmonijskim homologijama te grupe podr61.zumevali ћатт

onijske homo10gije odg;ovar61.;juceg projektivl1og prostora ci

ji ви cen·tri i osnova ро1 i po1arna тауап u odnosu па ро1-

ari'tetodrecten apsolutom. Takoci:e, это za svaku vrstu kolin-

. eacija grupe G odredili njihovu tfminimalnu lf harmonijsku r'e':"Li 

prezentaciju .. Na оапоуи svega ·toga prirodno је harmonijslce 

homo1ogije ciji su centri i оапоуе l.lZajamno po1arni u арэо

lutnom po1aritetu паzv.э:ti simetrijama prostora lsзо Iste:, 

-l~ako i grupu gеnеriБаnu s'iше"сгiјаmа pros·tora lsз C~Je овпо
уе' sCldr{;e ist1.1 ·tacku о prirodno је smatrati uopstenjem gru

ре siше-t;riја pramena, pl"8.vih ravni 1820 Postp 8'lalca овnоуа.. 
generatora 'Ье gru})e ,sadI'zi istu 'l:;ас1<:'11, taj slru.p predstavlja 

впо}) ravni sredista о. Zato сето ovu gП .. lрU naziva"ti grupom 

simetrija snopt?- I'o.vni sred:Lf:3ta о. 1 nјн сето, kao i Ойбоуа-
. , . 1...., "1- • (\.l G . d" 

Ј::IЭ..ЈtJ..сU gri..lptt ravnJ. .. 1:.:>2') OZl1acava:cJ. ие; аvnош за Oh? ct Је ~-

110 kaCLa postoj i mО&;UСПОS'l:; d.a ве 2",паСщј.ј е ove oznal{e protuma

';'ci kho "6'znaka gru.pe I'c:;,vn.i 18,:> ва 3....,Ga~"\(> п ргеЈсћС!йnот delu 
'- 'Ј.... 1 . .. '~ .. , 

1'айа pokc..zalo ;;:је da VI':зtе Gl)icikala rav.ni 82' kao i !lj iћо-

уа svojstva перовтейпо zavise осЈ. prirode grupe sime'trija u 

odnosu па koju 81.1 oni dеfiпiзапiо z~to 6ето slede6u tacku 

posve'1;iti бгираша sirn~}:;I,:ija sпороvг. ravl1i Р1'08"17ога 18 о 
. 3 

'.'- ' ... 

I 

,.~';j#~" ,·~i\.:,·r·:;;, 
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1.9.:Е~lJ2е_;'?_=h!!l;:'[;l'i_;Ј3_"~n?Ј?оvа:.-~:~.уni ]21'o.sto1'a lsз • Na 

osnovu poznatog ops'tee; вуојЗ'!:;уа ро1а1'itэ't;а ос1ге<1еПОЕ; datorn 

kvadrikom sledida је slrup s:cedis'!:;a. simetrija u оапози па 

1'avni koje pripaciaju istош snopuravni sredista. О skup ta-

см8. r'avni .W( о) gc1e је УЈ 8.Dso1u.!cni D01aritet prosto1'a 18_. .. "' . ;; 
Ovo је ргуа kЭ-1:'аktегistikа koja ukazuje па 1'az1ik:u izmedu . 

. зпора гаупј. p1'ojektivnog i зnора 1'avni p1'ostora .16з: u Р1'
o,jektivnom зпори г.э.vпi osim 1'avni зпора пе postoji nijedna 

clruga ravan koja igra istaknu'Gu ulogu. А1<:о srediste зпора 

ravni pripada sopstvenoj оћlаS'l:;i :prostoI'a 18з takve зпоро
'.те паzivэ.6еmо eliptiC:.n.il1l; аЈсо је ю:'еdisЈсе tacka apSOlu·t;e., 
~l . , .,.'1' '1· ....... 1- -1" 1 ·va.r8.V Етор Је РЮ:8.00.L:Lеаl1. д :L рш::љо proJ8,:ccJ..vna ravan. ос-

govaraju6eg projek·t;ivnog snopa :cl::-J..vni iS'!::;og' .sreclis"!:;a koja 

': 

је tangentn.a ... 1'ауаn г.рsоlu·tеniје оsnоvэ. nijedne siше·t;гiје 

p1'ostora 1sз , tu l~avan пе6ашо smat1'a'f:;i 1'avni odg;varaju6-

eg parabo1icnog эпора 1'avnie Ni tangentne ravni projekti

Vl10g snopo. 1'avni cije је sredisi;c V ·tat~ka idealn.e oblast-;i 

profT!~ora lsз 11isu 08110\1'0 nij эd.nе sime·tj:·ij е осlgоvarајпсе б1'
ире simе-t;гiјг. hј.ре1'ЬоliСпщ~ эnора l~avni SI'~:~!(liз't;а \f pros-l;o-~ 

lв . . ~ . h . Ь l' V 1.'<.1 3 - n:L ove raVl1:L па sma't,ramo гаVn~Пlа. 1.per о :LCl1og вп-

ора ravni tog pros't;ora. РЕета tome, u skllpOVnOl1l smiSlH, је.". 

(1ino ;је eliptican впор Tavni ргоз'Сога. 18 .... is-t;ovetan odp'ova": 
~ _ _ ~ о 

гајисет эnори ravni 0(1goifD.ra.jllceg projektivnog p1'os'l;ora" 

U radu /7/ (7,,8i;r.181,.) c1okaza1i эшо 9.а је sl\:1.1p ву

ih llarmonij skil1 homololl;ij а l1iper'bolicnog зnора :гаvпi cij е 

k Ј '· "" "Vl'" 1-'1 овпоуе BE~ а арао,лт;и 1. ClJ С1 Бll srесй~~-;э, pOJ..OVJ. 'v:L:1 овпо\Та u 

. apsolll't:nom роlџ.rit8'i:ю- i ~)1cиp svill kопасnil1 pI'oizvoda ·t;ih 110-

l1lo1ogija g1'upa~ ~o~to u tom dokazu koristimo iskljucivo ЗVО

ј s'!;vo invollJ:t i VПОЭ-!.;i -l:;i11 ћ:н'шопiј 81\:i11 hOnlOJ.O[~ij а, nЭ,Ј_stl 

Ш3.r~ill Ьisшо to mou;li c1okaza-t;i i ~.:;a Bku.p p;enerisan lle..rrnonijs

kiш 11omolop;ijarna u оd:nОЕ:п.i l1г. гг:Чlli lliperbo1icllOg snopD. ГCl.vпi 
- оо 

" :. 
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- i" z&'skup generisan harmonijskim homo1ogijama u odnosu па 

bi10 kakve ravni hiperbo1icnog snopa ravni. Ovo se odnosi i 

па parabo1ican i e1iptican snopravni. Ako sa~GO oznacimo 
grupu automorfizama sredista О эnора тауn! prostora 16з, ci

ја је odgova:raju6a grupa simetrija oznacena sa GOh ' meduso

Ьn! odnosi tiJm grupa za razne vrste зnороуа ravni tog ртоз

tora utvrdeni su tеюrеmоm 4 (/7/ str.182.)~ Na озnоУи розl-

'edice 5 .. istog rada ('17/ stђ186.) mozemo formulisati иоре

tenje teoreme 6. (rad str.118.) ро kome u predstav1janju е1-

emenata grupe simetrija зnороуа таУn! simetrijama te grupe 

ucestvuje jedna, dve i1i najvise tri takve sime-brije • 
. , 
s obzirom da зто ве u dokazima teoreme koje зе od-

nose па 'ravan 182 koristili teDDemama te(orije grupa i nekim 

najopstij~m teoremama a1gebre, kao i u slucaju navedene te-

. oreme, i ve6inaosta·lih teoremasu neposredna uops:~enjate- 'i 

orema koje зто izve1i u de1u rada koji se odnosio па ravan 

l S2 " Tako зе, iz nezna.tnu odgovaraju6u izmenu koja pro1tstmee 

iz izmene u uopstenju 'Ьеотете 6. mqze formu1isati uopstenje 

teoreme 11. С rad str. 124.). U sadrzaju tog uopstenja pod 

hV u prostoru 18з podRazumevamo simetriju и odnosu па sred
iste вnора У. ~zmena о kojoj·je prethodno bi10 reci sastoji 

se u tiDme sto u оуот зlисаји pSBtgje i e1ementi k1ase suse

dne k1asiGvъ(GVhJ koji зи proizvodi simetrije n.v i proizvo
da. ро "bri simetrije grupe GVh (GVh ). 1 u зlисаји grupe sime

"[irija зnороуа ra~Tni РЈ'оз"сота 16з pojmovi epicUclicke rotacije 

te grupe simetrija 3-ima smisla, kao i epicik1icke rotacije 

mesovitih оза u еlисаји rada је odgovaraju6i зnор hiperboli

C~n. "Takode ве te"'"erJ:tccOOicke rotacije mogu- smatra.ti epicik., 

lickim trans1acijama МО zavisne od oblas-bi prostora lsз оз
nova snopa ravni igra znacajniju u10gu od njegovog sredista. 

Ыа osnovu teoreme 5. (/7/ str.185.) skup epiciklickih ro"t;aci

ја odred~ene grupe sirnet.:ri.ja зnора ravni prostora 18 tako<ie 
3 
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pr$dstavlja grupu, а iz dokaza te teoreme sledi da је ta 

grupa prava podgrupa odgovaraj:u6e ~,grupe Siтеtriјэ.. Ovo ш

azuje. da bi ЗВ i u prostoru 18з mogla ustanoviti definici-

.'. ја 'brajektori~a snopova ra.vni tih geometrija, a.lternativna 

uobicajenoj. 
Epicik1 parabolicnog snopa ravni prostora lsз naz

ivacemo orisferom tog prostora. Posto smo pokazali da sem 
, . 

,grupe simetrij а hiperbolicnog snорэ.·!ltvni sredista V posto-

је i dve nјеnе podgrupe koje ви generisane, jedna simetri

јата u odnosu па ravni tog hiperbo1icnog еnора koje skku 

apsolutu i koje obrazuju hiperbolican snop ravni prve vrs

'I;e; i druge. generisalle.~'.Simetrijama uodnosu па ravni hipe

rbol'icnog snopa sredis'l;a V druge vrste"i u prostoru: 18з 
postoje dve vrste hipersfera pd kojih sVal{8: moze biti је

dnograna ili dvograna. 'Dokcje Ч rаvцi 1$2 ~logu Itgran~cetl 
izmed'u. hiperbolicnog pramena prve i hiperbolicnog pramena 

druge vrste istog sredista imao projektivni ugao odreden 

izotropnim pravama koje sadrze to srediste, u prostoru tu 

ulogu ima izotropni konus ciji vrh predstavlja srediste da

tog вnора ravni. Ovaj konus obrazuje izotropn~ ravni pros

tora lsз koje· sadrze srediste pomenutog еnора, odnosno izo

tropne prav~ koje sadrze to srediste. Ovај. konus ва osnovom 
odgovarajuceg вnора ra'iJni razlaze pros·t;or lsз па tri oblasti.! 

Dve od njih pripadaju оnој oblasti konusa koE}.a sadrzi ареоЗL

utu. Hiperbolican еnор ravni prve vrste srecli~"tc:.. V је skup 
svill. onih ravni hiреrЬоliСп.оg зnора ravni istog sredis'l::;a 

koje seku tlgranicni konus tl vrha V; hiperbolican snop ravni 

druge vrste' је SktlP sviћ QIlih,);'<:l1ЖД,i()dgоvагајu6~g hiperbol

iCl10g snopa I'8.vni. koje tc,j kоnпs nе sekuo Trajektoriju GVh 
сх) gde Х pripada оnој oblasti gre.nicnog kOntlsa vrha V koja 

sadrzi apsolutu nazivamo hipersferom prve vrste; "t;rajektori

ји GVh ех) gde smo sa ~<~ o.znaci1i da Х pripada onoj drugoj оЬ-
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las.ti tog granicnog konusa nazivamo hipersferom druge vrs

-'се. Trajektorije Gv(X)gde је GV grttpa simetrija ('tce1og tt ) 

hiperbolicnog епора ravni sredista V naz:Lvamo dvogranom 

hipersferom ргуе .i'li druge vrS'be, zаi:ш-sпо od toga da li је 

tacka Х tacka oblasti granicnog kontisa koja sadrzi i1i пе 

sadrzi apsolu-bu. Ako је Х 'tacka granicnog konusa, tada је 

odgovarajuca trajektorija grupe . simetrija J:Jj,perb.olic!log 

рпора ravni degenerisana. Ako је ta grupa simetrija GVh~' 

onda ј,е ta trajekt0rija опа 111rupa tt granicnog konusa bez пје

govog vrha V i t5ez оаПОУе r1koju predstavlja konika pokojoj 

granic·ni konus dodiruje apso1utu, koja sadrzi tacku Х. Ako 

је 'са grupa grupa sime-'crija GV hiperbolicnog зпора ravni \ 

(i onih koje seku i onih koje пе seku apsolutu), onda је 'ta 

trajektorija granicni konus bez угћа i krive, drugog reda ро 

k2;j?j taj konus dodiruje apsolutu. Ova kriva је istovretne:e.o 
.. ~ " '. - о·' _ ',', . .< ". _ _.,- ••. '='1 

presek ravni polarne sredistu V hiperbolicnog зпора ravni i . 

takode predstav1ja degenerisanu tllajek"boriju tog S110pa ra

vni. Osim nabrojanih degenerisana trajektorija pomenutog ап

ора ravni ви јое jedino srediste tog ргаmепа, unutrasnjost 

pomenute dodirne krive kao i пјепа spo1jasnjost. Dakle ро1-

агпа гауа.п sredista hiperbolicnog епора ravni sadrzi tri 

degenerisane hiре:з;sfеге tog snopa: presek -се ravni аа арво

lutom,> пјеп presek ва unutrasnjoscu i пјеп ргевеЈ:с sa spolj

аепјовси apsolute. Та raVf:Jl1 ј е ј edina ravan lcoj а sadrzi bi

persfere odgovarajuceg В110ра ravni razlici-'ce od taCke. 

U sluca.ju. elipticnog ·зпора. ravni osim sredista. tog 

апора jedina д.еgепегisапа episfera је osnova tog эпора. I 
. . d' t 18 l' d "'. . ... .1:' 1 · оп.а ':ifUe Је _~na rю!ап. prco~ 0!a.:,3.;45()J8,;",.~_~,.Ez~ ep~S.Ler1.1. е ~p-

ticnog епора ravnm razlici-bu od tacke _ Ј edina raz1ika u ро-

menutoт smislu izmeд:U slфра. ovih sfera pa.ra.bolicnog snopa 

ravni sred1.sta D i odgovarajuceg skиpa episfera elipticnog 

эпора 8"[;0 оапоуа parabfuiliicnog апора sadrzi jednu orisferu 
iiI>.. , •• 
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Y~ae - srediste D. Druga degenerisana erisfera је osnoya 
!", 

i.· snopa bez tacl{e D. Iz cinjenice da grupa simetrija e1ipti-

cnog snopa ravni sadrzi i simetriju u odnosu па srediste 

tog snopa, а da grupa simetrija parabo1icnog snopa ne sad-.. ' 
rzi siщеtriЈ'"u u odnosu па sre,diste -t;og аnора sledi da је 

" 

osnova snopa u ртуот sll1.caju dvaput "uzeta tf tj. da је sh-

vatimo kao dve ravni koje эи se poistoveti1e, dok u sluc-

аји parabo1icnog snopa пета te :tdvostrukosti". 

2. Homotetijei transformacije slicnosti Erost-
1 

~ 630 1 u slmpu svih projektivnih ko1ineacija prosto-

ra 18з osim kolineacija grupe G isticu se i nеюmа1izаtоri 
grupa simetrija snopova ravni -t;og pros·t;ora, kao i proizv

odi е1еmепа-са -t;ih по:r:чnа1izаtоrа i e1emenata grupe G.Ele

menti nermalizatora grupe sime-b'rija GOh аnОра ravni datog 

sredista О prostora lsз u skupu svih projektivnih ko1in

eacija tog pros·tora эи jedine .ko1ineacije pros'cora lВ3Та7:. , 
zlicite od -t;ransforlllacija grupe simetrija GOh koje Ы10 

koju episferu detinisanu u odnosu па tu grupu pres1ikava

ји па neku episferu koja је takode definisana u odnosu па 

grupu GOh,. Ovo је ul;ravo uopstenje teoreme 5.20. па pr'os

-сот lsзо Dokaz оуе teoreme је· ana10gan dokazu teoreme 5. 
20. ,te ga песето ponav1jati. То se odnosi i па uopstenje 

pos1edice 5.16. ро kome је s~щ{а harmonijska homo1ogija 

izvedena iz bilo koje sime~rije grupe GOh ' pros-tora lsз ta

kode simetrija t e grupe, pod us1ovom da.je pomenuto konju

govanje izvedeno elementom norma1izatora grupe GOho Ako је 

konjugovanje izvedne bilo kojom hoтologijom cij~ је sredi

ste 'cacka О, а osnova апора ravni sгеdistа О, tada је sim

е·t;r.'iјз. izvedena iz date sirne·t;rije :са is-t;.a sirnetrija. Iz 

оуоьа sledi da је svaka takva l1omologija e1emen·t; norma1iz

atora grupe G)Љ. Као ј. u вlисајџ ravni lВ2 zakljucujemo ~a 
i 1.1 prostoru -В, vazi uopstenje pos1ed.ice 17 .. (str .. 158.). 
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.' Medutim u эlисаји prostora 18з nе radi эе о apso1utnoj in

vo1uciji prave о, veo о apso1utnnm po1aritetu оэnоуе od.go

varaju6eg аnора ravni. Ovај apso1utni po1aritet mozemo эт

atrati suzenjem aps{)lu-t;nog po1aritetaprostora lsз odrede-I..." 

nog apsolutom па osnovu tog вnора. Akoje вnор eliptican, 

'bada је apsolutni po1aritet njegove еэnоуе e1iptican. Ako 

је вnор :ravni hiperbolican,tada .је i apso1utni polaritet 

оэnоуе tog snopa hiperbolican. Тај polaritet odre~en је 

presekom оэnоуе в~opa i apso1ute prostora lsз • Ako је sn-

ор parabolican, 'I;ada је apsolutni po1aritet njegove osnove 

degenerisan. U tom po1aritetu svakoj tacki овnоуе razlJ.ci

toj od tacke dodira оэnоуе i apsolute odgovara prava k6ja 
(. 

sadrzi tu tacku dodira. IvIedutim toj taclci dodira odgovara 

bezbroj polara оэnоуе. Oirec1:eivanje vrstee1emen-a-aa nотmа-

. 13..zatora grupe slrrietrija elipticnog впора ravni. praktiono;, .',! 

nе :predstavlja problem јет ви ti e1ementi ртеmа pre"t;hodnom 

i1i transformacije te grupe simetrija i1i projektivne ko1-

ineacije prostora 18з koje Ы predstavljale transformacije 

slicnosti cije је srediste srediste razmatranog эnора тау

ni, nnog projek'l;ivnog mode1a trodimenzione euklid.ske (јеоm

etrije и projektivnom prostoru koji sadrzi apsolutu prost

ora 1839 u kоще је beskonacno da1eka тауan osnova tog е1-
ipticnog зnора J:avni .. Na 'Ьај nacin зто usstalom odredi1i 

i вуе vrste elemenata norma1izatora grupe simetrija e1ipt

icnog ртаmеnа pravih ravni 182 Cteorema 5.21. ·nа з"/:;т .161.). 
Iz toga Ы sledilo uop~tenje posledice 5.18. ро kojoj Ы u 

оуот эlисаји svaki element norma1izatora grupe simetrija 
-'Ћ " 

e'iipticnog зnора favni oio proizVbd"hek~tr~sf:orma'oi6ete·~;~;: 

grupe i homo1ogije cije зи ~Бвdistе i osnova srediste i 

оэnоуа tog elipticnog snopa ravni. 1 u оуот slucaju kao i 

u odgovaraju6em dvodimenzionom slucaju sasvim jednostavno 

"зе dokazuj е da redos1ed" kOillponenata u tom proizvodu пета 

,-



uti:caja. 

Odredivanje vrsta norma1izatora grupe simetrija 

hiperbolicnog епора ravni, тааа slozenije, u nасе1и jeis~' 
tovetno prethodno iz1ozenom nacinu odredivanja tih vrsta u 

$lucaju e1ipticnog snopa ravni. 1 ovde su ti e1ementi i1i 

e1ementi te grupe simetrija, i1i projektivne ko1ineacije 

koje bi predstav1ja~e transformacije slicnosti cij~ је 

. srediste srediste razma·tranog snopa ravni onog projektivn

og modela trodimerizione pseudoeuk1idske geometrije istog 

projektivnog prostora u юmе beskonacno daleku ravanpre

dstav1ja osnova. tog hiperbo1icnog эпора ravni. Apso1utni 

'.: po1arite·t; te .ravni odred:en njenim presekom sa apso1utom pr

ostora lsз i za odgovaraju6i pseudoeuS:1·idski prostor 'је od 

bitnog znacaja. Posto је ta;. ravan ravan 162 skup tra:nsfor-
, .. таСЈ.Ј а pr,osj:ior§., Isз , (i1i пј ети u prethod.nom sшis1u odgova

raju6eg pseudoeuk1idskog p;ostora) koje apso1utni polaritet 

pres1ikavaju па taj isti po1arittt је skup transformacija 

koje apso1utu te ravni ~З2 pres,likavaju па еати sebe. о.те 
transformacije predstavljaju transformacije slicnosti рот
enutog pseudoeuk1idskog prostora (,V./27/,str.2б7.). Sve pr

ojektivne kolineacije prostora lsз k6je presek apsolute ·tog 

pros'l:;ora за osnovom datog hiperbolicnog .а,nора ravni sredi

В'!:;а V pres1ikavaju па taj isti presek, pres1ikavaju i tu 

osnovu па tu is'l:;u osnovu. Ako 81..1 te ko1ineacije i e1ement.i 

normalizatori gr1..1pe Gyh , i1i gr1..1pe koja је sa:lrzi, GV ' па 

isti nacin kao i 1..1 oodgov8Taju6em dvodimenzionom slicaj1..1 

pokazuje ве аа ti e1ementi preslikaj1..1 8rediste V па to is

to srediste. Homo1ogija ciji. jeQ.eJ1tar tacka apso11..1'be ra

vni 182 koja pripada osnovi razmatranog hiperbo1icnog snopa 
ravni, i cija је osnova 1)i10 koja tangentna ravan granicn

oga Cizotropnog) konusa sredista V mada zadovo1java ovaj. 

pos1ednji 1..1s1ov - s1.'ec1is·l:;e V i osnova tog hiperbolicnog 
iof.. ... > ;~ 

, .~ 
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аnора. ra.vni pres1ikava па to is"t;o srediste i "/ји istu озnо

vu ~. nije. e1ement norma1izatora grupe Л~Тh је!' l'a.pso1utu" 

osnove зnора nе pres1ikava па tu istu apsolutu. U odgova

raju6em dvodimenzionom вlисаји hoтo1ogije koje odgovaraju 

prethodno opisanim ћоmо10giјаmа nazva1i зmо izo"tropnim i 

pokaza1i da pripadaju norma1izatoru grupe simetrija odgo

varajuceg hiperbo1ic.nog pramena pravih. Osnov1iti raz10g оуе 

·raz1ike је utome sto u dvodimenzionom а1исаји Jtapsolutu" 

озпоуе hiperbolicnog pramena pravih predstavlja раг taca

kэ., koje ви u odgovaraju6em "pseudoeuklidskom з1иСаји·· 

poznate kao ciklicke ·taCke. S obzirom da 'и prostoru 1в.3, 
t'izotropne lt homologije пе pripaq-p..ju normalizatoru grupe si

me-t;rija odgovaraju6eg hiperbolicnog зпора ravni, u trodim-. 

enzionom slucaju песе postojati transcedentp.e homotetije, 

niti trаnsfоrщасiје."s1iСпоsti k,eyje hipersfere jedne pres1ik-
. . . ,._0, . .;.... ..... , _ ~,~_. " . '" ;:{ 

ауаји па 11ipersfere druge vrste. Posto u оdgоvагајu6еg "рз_ 

eudoeuk1idskom slucaju" оуе hipersfere predstavljaju sfere 

sredis"ta V iz ovoga zakljucujemo da пе pstoje ni tr'ansfor

macije slicnosti pseudoeuk1idskog prostora koje sferu jedne 

preslikavaju па sferu druge vrste (realne па idealne sfere 

i obratno). РТета prethodnom svaka transformacija s1icnos

ti sredista У, gde је V tacka' idea1ne oblasti prostora 18з t:' 
шоzе зе predstaviti kao proizvod homologije sredista О cija 

је osnova osnova hiperbo1icnog зпора ravni sredista V i пе

kog e1ementa grupe simetrija tog впора ravni. Ро analogiji 

ва tf euklidskim:r i "psecludoeuklidskim tl з1исајет ovakve hoтo
logije паzivа6ешо. . ....hоmоtеtiјаmа ,odgovarajuceg sredista. 1 

u ,ovomslu-~Rt~~, ~ao i u з1исаји rJflvni 1~ sasvimjeg,n-osta

vno i ро analogiji Ба tim s1ucajem, dokazuje зе da Би homo

te-t;ija sredista V i e1ement grupe simetrija G
Vh 

ciji proiz-

vod preds"bav1ja tl"'ansformaciju slicnosti sredista V komuta-

ti vni. Analogij е izmec1:u transformacij а s1icnos·ti euklidskog, 
* J\~. ;. ~ 
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i transformacija prostora lSзkОје зто nazvali transforma.c

ijama slicnosti u odred:enoj ·tacki tog pros~!;ora nije sl:\)caj

па. Pr~Цla 5.1.4.(/27/ str.2б8.) prosireni ff~euklidski pro

stor (~) moze зе dobiti granicnim prelazom iz n-prostora 

Lobacevskog lsn. Pri tom granicnom prelazu mnogostrukost 

tangentnih ravni apsolute prostora lвп prelazi u mnogostr

ukost tanentnih ravni (:n-2) - kvadrike beskonacne' daleke 

. ravni koje predstavljaju ( ta ravan ва -!:;от kvad.rikomj}apso

lи tu' odgove.rajuceg prostora R ~., Та beskonacno daleka ravan 
п . 

dobijena је pri tom granicnom pro1azu iz apsolute рrоstоrэ. Ii 

lsn. I kvadrika te ravni koja u оуот slU~aju predstavlja 

apso1utu(n-l) -e1ipticnog тetrickog prostora .... ~/Sn_l). dobi

ја.:' эе poтenutim granichim pre1a.zom iz"apsolute prostora 

18 • Uglu dveju pravih prostora R odgovara rastojanje 
п· п. 

'oI1ih tacaka metrickog prostora,'sh_1 beskona~ne'" daleke ravn~, 
l{oje ви beskonacno daleke tacke ·t;ih pravih. Kolineacija pr

ojektivnog prostora РП koje ut kvadriku - apsolutu ravni Sn_l 
preslikavaju па пји зати зu transformacije slicnostipros

tora Rn • Pre svega оуе kolineacije Би afine transformacije 

pros'!:;ora Rn 'jer preslikava,juci apsolutu ravni Sn':"'l па tu 
is'!:;u apsolutu, preslikavajll i beskonacno daleku ravan па tu 

istu r~van~ r-1edutim posto рrеs1ikаvэ.јu ар'зоlutu па apso1ut-g. 

опе pre~stavaljaju tranBf~macije podudarnosti apso1utne ra

cni S 1 'се осиуауаји rastojanje taca.ka te ravni. Iz 'I:;oga 
п-

sle(li da оуе ·transformacije осиуауаји i uglove izmectu pravih 

prostora Н· • 
п . 

Pseudoeuklidski prostor Ј.Rп('п-рsеudоеuk1idski pr9stor 

indeksa i) mbze sе"d'6Ъ'1;~t'igrапiспim prelazom iz prostora Ј.в i 

n':"i+1Sn (n-hipe~bolicnih prostora indeksa i). Ziato se i apso~ 
1uta prostora :tRn "cakod:e moze dobi ti granicnim prelazom iz 

apso1ute odgovarajuceg hiperbolicnog prostbra (/27/5.1.4.). 

Pri toт granicnoт prelF,;!,zu apsoluta prostora i sn prelazi u par 
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ravni koje su istovetne beskonacno da1ekoj ravni prostora 

iR~. Ali i mnogostrukost tangentnih ravni apsolute prosto

rg i Sn pri tom gra.niCnomprelazu .. pre1azi, u mnogostrukost 

tangentnih ravni (n-2) - kvadirke koja. predstavlja apso1utu 

prostora i Sn. 1 beskonacne da1eke ravni prostora i R .~ Ovaj • - . п 

pros"t;or ~Sn_1 naziva ве aps01utom prostora ~n. Pl~ema tome 

i apsoluta beskonacne da1eke ravni prostora ~ dobija se 
п . 

odgovarajucim graniQnim pre1azom apso1ute prostora ~Bn.' 
. Pseudoeuklidski prostori indeksa 1 imaju is"t;aknutu u10gu 

medu pseudoeuk1idskim prostorima jer је geometrija pros·t;o-

ra 1R4 geometrija koja odgovara Ajnstajn~voj specijalnoj ." 

teDDi~i re1ativnosti. Ovi prostori su prema prethodnom'gr

anicni:\,sl1icajevi H,.prostora Lobacevskog (prostora lSn).' 

Skup svih tangentnih тауn! prostora lSn'koje ~ripadaju hi-

. реЬо1iсnою эnори ravni sredista V obrazuju .. '.(n-1) - izotro-

'-Wi konus vrha V • Ovajkonus d94~ruјчарsqluуu :т;:'рstоrа~.ls~~ 
ро (:n:-2) - kvadrici. Науаn koja sadrzi tu kvadriku је р01а

rna ravan tacke V в. a.psolutnom po1aritetu tog prostora • 

Posto, sto smo posebno itakli pri pomenutom granicnom рто

cesu вуе tangentne ravni apso1ute prelaze u tangentne ravni 

apsolute beskonacne daleke ravni, i tangentne ravni izotro

pnog konusa vrha V precic.e u tangentne ravni~apsolute pros-· 

tora 18 1 beskonacne daleke тауn! odgovarajuceg pseudoeuk-
n-

1idskog Pl"tostora. Iz ovoga s1ede dva vazna zakljucka~' Prvi 

је da ро1аз:>nа тауаn bilc koje '(;aclce prostora lвn pri tom 

granicnom ртосеэи prelazi u Ibeskonacnu dг.1еlщ тауаn odgo

varajuceg pseudo~uklidskoglpr08tora. Iz toga neposredno 81-
edi da зуе tacke prostoI'a R imaju istu polarnu ravan -

n' 
beskonacno daleku. ravant,og ,рr:Рfitоr~~gi.z,Щ.јu.сak је da 

apso1utni polaritet osnove bilo kog hiperb,01icnog вnора та

уn! prostora lSn prelazi u tom granicnom ртосеви u apsolut

n! polaritet beskonacno da1eke тауn! odreden (n-2) - kva.d

rikom (apso1utom). z:a-ч.р.Jl "сот granicnom procesu norma1izat-
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orugrupe simetrija GVh hiperbolicnog впора ravni datog вг

edista V odgovara normalizator,grupe- simetrija bil0 kog 

hiperbolicnog зпора ra.vni odgovarajuceg pseudoeuklidskog' 

prostora. S obzirom da svaki e1ement normalizatora bilo 

koje grupe simetrija hipeerbolicnog зпора ravni prostora 

1R preslikava apsolutni polaritet prostora lэ 1 beskon-
п . n-

аспо da1eke ravni'na taj isti polaritet, iz istihrazloga 

kao и' slucaju euk1idskog prostora svaki element 'сое; погта

lizatora predstavlja transformaciju slicnosti odgovarajuceg 

pseudoeuklidskog pros·Gora. 2Javisno od toga da li 'I:;aj elem

ent pripad,a normalizatoru grupe simetrijehiperbolicnog' sn-

iЬpa ravni sredista V il~.i npr. sredista Yl taj element је 

transformacija slicnosti sredista V ili npr. sredista V l~' 

Ка1со је u sl1itcaju prostora 1з svaki element normalizatora ... п 

",~ ~,,' grttpe, simetrij:a hiperbolicnog ·эnора. ravni sredista V Р'е'гт- ,",:-." 
utabi1an;' эа apsolutnim polaritetonr OSJ;love tog эnора ravni 

odredenim ргевеспот (nIooo.2) - kvadrikom apsolute prostora lЭп ;ј 
taj element 'си kvadiiku preslikava па tu istu kvadriku. Као 

sto smo ranije pokaza1i nisu svi eleme~ti normalizatora gr

uрэ Вvъ) transformacije pOdudarnosti P:r9s Jc or a lэn • J:v1ecl:u nji-' 
та si1 takvisve homolgije:.; sredista V cija је osnova..osnova 

hiperbolicnog snopa :ravni sredista V i ~vi proiziVodi takvih 

homologija эа elementima grupe G~h. Zato svaki takav element 
normalizatora apsolutu prostora Sn preslikava па (n-l) -

kvadriku tog prostora razlicitu od apJ301ute. Medutim ka.."Lco u 

ganicnom ргосеви 'са арвоlи'Ьа prelazi 11 beskonacno daleku га

van, u koju је presla i osnova гаzmаtг.апоg lliperbolicI1og зп-
''''''''"~',,,,, """'(51)'13.' гэ.vпi koju svaki elerrient normaliz·a:toraigrupe·'i@Vh'~~"Pt'os1;ora·· 

18 ostavlja invarijantnom, 'tgranica't apsolu'te - beskonacno 
п 

daleka ravan pseud,oeuklidskog prostora је invarijantna svakog, 

elementa погmаlizа:согэ, grupe simetrij а . bilo kog Бпора ravni 

prostora 1нП • u istom i.1gpanicnom procesu i apsolu·tini polaritet 
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овпоуе bilo kog hiperbolicnog snopa ravni РГОВ'!;ога lSn рг
~elazi u apsolutni pol~~ritet odre(len apsolutomravni 18n_

1
-

I{r.Зkо je:;,apsolutni po1aritet озnоуе hiperb01icnog зnора гa~ 

vni prostora 1Sn ~~varijantan u svakom elementu normaliz

atora odgovaraju6e grupe simetrija, i njegova Ifgranica" 

apsolutni polaritet ravni l Sn"'1 bi6e invarijantan pri pr-

eslikavanju bilo kojim elementom te grupe simetrija..' 

Smatramo da зто prethodnom ana1izom u potpunosti 
opravda1i naziv IItransformac'ije s1icnosti" koji зто upot-

rebi1i za transformacije, rayni 182' Cije. је озnоуnо ЭУОј- • 

stvo da svaki epicikl:~ iste grupe simetrij а ravni' 182 рге-
s1ika.vaju па epicik1 grupe simetrija koja је "s1ikart date.\, 

(, 

grupe simetrija pri preslikavanju nekom-transformacijom po~ 

dudarnosti te ravni i1i proizvodom takve traniformacije эа .. 
'с' ~kimel,ementom nо;щnаlizаtо:t:'а §е griы.p~·~simetrije. ~ina-ene '''I!'. 

s1ike pri pres1ikavanju tom transformacijom podudarnosti. 

Ove transformacije ottkri1i ато pobudeni teznjo~da prouc-
1 

ауаnје epicika1a ravni 82 obogatimo nоуот metodom koja се 
dati i nоуе rezu1tate. Ти teznju вто u potpunosti ostvari-

1i. 1"ledutim pokaza10 se da аи te transformacije znacajne 

i ugeometriji иОРЗ'Ье 9 Predstavljanje s10zenih kretanja оЬ-

1asti svemira kojima Ы odgovara1a neka od geometrija ravni 

(prostora) 1в2 (1в;}, сети ~тo posvetili znatnu paznju dov-

о1јnо ukazuju nasiroke mog1?-cnosti primene ovih transforma

cija u raznim oblastima n.auke.S obzirom da su.uopstenja te

orije epicika1a ravni 182 па ргоа'!:;ОГ" 18з ug1avanom nерозге
д_nа, па tim uopstenjima zadrza1i sшо зе" вато u оnој meri za 

.:' . . 

'''''' ,i;:,~",-'~~u~,.smo smatrali·da',·je ,neo:p.hodnoza' fоз?miг-anје'081'ХО~"~1.1 .·'~';'~"'г, 
с' јтоуоа te teorije. Pri tom это deta1jnije :razmatrali оnа 

иорв'сеnја teorema koja зе odnose па гауan 182 koja nisu tako 

jednostavno i и110ве izvesnu raz1iku u odl1oSU па dvodilllenzio

ni prostor. Tako sшо l1~pr::.imer istak1i da izo'!;ropl1e hom01ogije 
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ni~u transformacije slicnosti pr6stora lsз • Obraz1ozenju 

raz10ga iz koji эе uopstenja transforamacija slicnosti пе 

ато па prostora lsз ' nego i па bi10 koji konacnodimenzi

oni prostor Lobacevskog tre.ba da smatraju takoi3:e 'I:;ransfor

macijama slicnosti, posveti1i sш's>" znatnu paznju upravO zb

og njihove mogu6e primene u fizici. Uko1iko i nе postoji i 

nije tako znacajna neka tenrija re1anog prostora cija bi 

geometrija bi1a ii~gэоmеtriја Lobacevskog veru,jeтo da 6е 

metode nakoje sшо ukaza1i i koje srno koristi1i omogu6iti, 

s obziroт па njihovu npstost, dэ. зе па sasviт јеdпоstаvБ.Di 

nacin razvije teorija pres1ikavanja slicnosti u odgovara

ји60ј geometriji~J На utvrCtivanju вуојВ'l:;аУа ерisfеr.џ. i pre

slikavanj а slicnosti svake od geoтetrij ~. prostora :~',lsз ni

ато эе zo.drzavali smatraju6i dasmo te probleme nacelno 

res:L1i u geomet.rijama ravni 182. Ovim пе ze'limo da kazeтo 
da.,takva proucavanja nisu odz~acaja.FormiranJe aksioma

tike svih nek1asicnih dvodimenzionih projektivnih metrick
ih geometrija, ukazivanje па modele geometrije idealnog 

prostora ravni 182 u geome'l:;riji sopstvene ob1asti te ravni, 

а pogo'l:;ovu detaljno ispitivanje epicikala te ravni u sin

te'f.;ickom duhu koj im это is'{;ovremeno utvrdili i оэпоупа ву

ojs'l:;va transformacija podudarnosti u 'glavnim mode1ima·t;ih 

geometrija , uticala Би da obiт 0VOg racla bude znatno ve6i 

nego sto је uobicajeno za. radove ovakve vrs-ee .. Ћаtо зто эе 
, 

11 оуот radu ogranicili эато naizgradivanje оэпоуа za dalja 

proucavanja geoтetrija prostor~ 18з* Ovo пат је onemogu6ilo 

cla i па l1ekim d.rugim. primerima u odgovaraju6em 'I:;rodimenzio

пот slucaju primenimo metode kojima smo зе koristili u dvo-

, dimеnze:tОn'0Jni"ЧЗiU0ајu, i ј оЕј ub.edlji vije'!ilustrujeтo·, nј ihovu, . "";,, , 

prednost nad dosad.a рrimепјivаniш. Primena ovako opstih те-

toda omogu6ena је razvijanjem geometrija па nacin u kоrп8 

оэnоупи u10gu imaju transformacije i preslikavanja. Ukaza6-
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ето зато da odred:ivan.je preseka episfere geometrija pros

tora lв7, Ба ravnima i drugimepisfera.ma tih geometrija, 
:; 

sto 6ето objaviti u роэеЬnоm radu, u pravom svet1u prika-
zuj.e эуе prednosti primene tih metoda. Slicno ае moze re-. . 1 

. 6! i za utvrdivanje raznih modela geometrija ravni 62 па 
epis.ferama geometrija prostora lsз * Da tih mode1a ima da

leko vise nego u geometriji Lobacevskog samo это nagovest-, 
'i1i u de1u u kome зшm obradi1i mode1e svih pravih geometr
ija ravni lВ2 па epicik1ima odgovar.ajuce vrste tih geometri
ја.' Zэ.tо осетјето da се formiranje odgovarajucih mode1a u 
prostoru lв7, biti sadrzaj i drugih radova iz оуе oblasti. 
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