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u v о D 

Teorija elasticnosti,kao аео mehanike kontinuuma,polazi 
I 

od iste pretpostavke о neprekidnosti materije u пекој obla-

sti prostora. 

Fizicka cinjenica је аа materija пiјё neprekidna,vec аа 

РОБеаије diskretnu s-I;rиkturu,pa Бе moze postavi ti pi tanje u 

kojim slucajevima ima smisla pretpostaviti аа је materija пе

prekidna,tj.u kојiш sltlcajevima mоzешо zanemariti ra.stojanje 

izmedju diskretl10 rasporedjenih osnoVnlh cestica.Odgovor па 

to pitanje ааје роsшаtranје prenosa poremecaja kroz diskretnu 

ftstrukturt:t,izazvanog nekim sроlјnјiш еfеktош.РоrеmеСај Бе pre-
r 

nosi и vidu talasHog kretanja,pri сети ае javljaju talasi ra

zlici till tаlаsпiћ cluzina. Samo u slucajevima kada Би porel1leca

ji takvi аа йоуо<1е do talasnih kretanja аа vеlilciш talasnim 

duzinai'lla,ta.ko da jedl1.a talasna duzina ОЬШlvаtа veliki broj 0-

snovnih cestica diskr'et11.e stru."kture ,mogtl Бе zanешаri ti . rasto..;. 

ja.t"lja izmedju tih cestica, t ј .шоZе ае pretpostavi ti аа је та

terija nepl'ekidna.U tош srnislu mehanikcэ. kопtiШI1.l...Ћа predsta

vlja odredjenu aproksimaciju realnosti. 

Ргеdmа-t iZl1cavanja teori ј е elasticl10sti је elasticl1.o telo 
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koje dеfiпisепlO lcao neprekidnu materijalHH sredinu 11 kojoj su 

dopusteni saтo elasticHi procesi.Osnovna karakteristika elas

ticnih procesa је reverzibilnost deformacija,odnosno,osnovna 

osobina ~lasticnog tela је йа seposle prestanka dejstva эро

ljasnjeg opterecenja vrati 11 stanje и kome је bilo pre росе

tka dejstva opterecenja. 

U klasicnoj'~ teoriji elasticrlosti l1aponsko stBllje opisl1je 

эе simetricnim tenzorom napona.Simetrija tenzora napona је 

posledica pretpostavke da эе uticaj jednog dela tela па dru-
-"'l 

gi moie izraziti kao dejstvo neke povrsinske sile tm1 defi-

nisaпe ро jedinici gra:nicne povrsine оуа ЙУа dela tеlг.,ргi се
-~ 

ти је П jedinicni vektor spoljasnje normale granicne povrsi-

пе. 
I 

" 

Uoceno је odavno da klasicna teorija elasticnosti,za neke 

lclase materijala (polikristalni materijali,gr3l1ularni rnate-
.ОО 

rijali,i slicno) пе йаје rezultate lcoji БН u slcladu эа eks-' 

perimentom,kao i йа пе moze йа objaslli nelce ројауе (raspro

stiranje kratkih akusticnih talasa u polikristalnim ш€tаlimа 

i visоkiш polimerima,naprimer).Zbog toga је uIll1trasnja stru

ktura materijala postala predmet intenzivnog izucavanja i re

zultat toga su nove teorije koje adekvatnije opisuju odredje

ne lclase materI~ala. 

Postoje razliciti modeli kопtiпuuлш koji predstavljaju 

generalizaciju klasicnog !llodela,ali је za Буе njill zajecini

cko da эе naponsko sta:nje,pored dгugiћ velicina,opisuje nesi

mеtгiспiш tenzorom napona.Takvi шоdеli kопtiпuшnа nc1zivaju эе 

"zajednickim imenom р61агПГkОl1tiПU1)Јпi. 

Istorijski gledano, jeda..Yl од. prvih generalisanih modela 

klasicnog kontinuuma,koji сето i mi koristiti u паБет гайн, 

је kоп·tiШ,lUIll reda dvа,I'аzmаtгвл u ге.dоviша vise аиtОГЭ .. Ка1со 

navocle 'ћ:'1<lsд_еl ј_ Tl.,lpin (С.ТЈ:'U€sdеll,R .. А.Т(;LЧЈiн) 1 [5Ј ,prva га-
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zmatranja ovog modela kопtiпишпа data su u radovima Maksvela 

(Ј .с .Maxwel1) ,1873 ,Ро jgta Сп. Voigt) ,lb87 ,Diema (р .ПМет) ,1904, 

Ьгасе Kosera (E.,F.Cosserat),1909, ••• 

uticaj mikrostrukture materijala izrazen је u оуот modelu 

kontinllu.ma antisimetrijom tenzora паропа i tenzorom naponskog 

sprega.Naime,ako posmatramo neko te10 1)~ ,ograniceno zatvore-. 
пот povrsinom -1.., ,i аЈсо iz te1a 13" uk10пiшо njegov zamisljeni 

deo ::82 ,ogranicen zatvorenom povrsinom -62 ,pri сети је <12 gra

nicna povrsina ае1оуа tela (ј)г-Ћ2) i $2 sa jedinicnim vektorom 

spoljasnje поrша1е ii ,onda је,ргета gепега1iSШlоm principu 

паропа Ojler-Kosija (L.Eu1er,A.Cauchy) ,uticaj dela te1a (:Ђ"-~2) ......, 
па deo $2 ,ekvi va1entan nekom velctoru паропа t r'it) i vektoru 

---.:.;, 

naponskog sprega т r'ii) ,definisanih ро jedinici granicne ро-

vrsine -ј2 • 

Ovim je,za raz1iku оа klasicne teorije e1asticnosti,uveden 

naponski ,sp,reg ci ji se uticaj пе moze apriori ,2',anemari ti. Tako

dje, и оуоm modelu kontinuul1la se pretpostav1 ја аа па telo д_е-
--, -'"1' 

luju 2apreminska si1a,4 ,kao i zapreminski spreg, е ,definisa-

ni ро jedinici zapremine tela. 

Savremen pristup u razmatranju ovog modela,a posebno u i

zvodjenju Ковега jednacina,dat је u гааи Tupina,[6] ,gde ви 

odredjene konstitutivne jednacine za elasticne m~terijale ге

da аУа u slll.caju konacnih dеfогтnасiја.Копstitиtivnim relaci

јЊЋа ве оагеајије veza izmedju паропа i deformacija.U оуоm 

slucaju konstitutivnim relacijama оагеајепа је veza izmedju 

simetricnog dela tenzora парОПс1 i tenzora naponskog sprega 

sa-odgovar_ajucim tenzorima deformacije l1 koJiIi1a· је eksplici-: 

tno izrazen uticaj gradi јепаtа deformaci је drtlgOg геdа.lшti

simetricni deo tenzora napona odredjuje se posreclno,sto Бе 

moze videti iz osnovnih jednacina ove teorije.Deformacija kon

tinuurna u potpunosti је оагедјепа рошеГffi'1јimа пергеkidпо гав-

:,г 



poredjenih cestica kontinuuma,pa,prema tome,ovaj generalisani 

model 1<::опtiпuшnа ima tri lokalna stepena slobode. 

ћ'iir ... dlin i Tirstel1. (R.D.lVlindlin,H.F .Tiersten) Би, [Zl ,1in@8..

rizovali konstitutivne relacije dobijene U [ь] ,dabi kasnije 

Mindlin primenjujuci ОУи linearnu teoriju elasticnosti sa па

ponskim spregovima razmatrao пеке probleme oscilacija,talas

nog kretanja i lconcentraci је- паропа, u cilju dobi јC:lпја rezul

tata cija је saglasnost за eksperimantom уеСа. 

Zbog Mindlinovog velikog doprinosa u dobijanju novih те

zultata za odredjenu klasu ртоЫета primenom linearne teori

је elasti'cnih materijala теаа dva,kao i u dobijanju linearnih 

konstitutivnih relacija оуе teorije,cesto se linearna teorija 

elasticnih materijala теаа dva naziva Mindlinova linearna te

orija elasticnosti sa naponskimspregovima. 

Р:l:'оЫет odredjivanja raspodele паропа u okolini otvora је 

јеаan оа znacajnijih problema ravne teorije elasticnosti,ka

ко sa teorijskog,tako i sa prak~icnog stanovista.Naime,nije 

poznat opsti oblik теэепја ovakvih problema iz koga se moze, 

u,nekom оатеајепоm slucaju,dobiti теэепје tog slucaja као зре

cijalni slucaj opsteg теЭепја.НеЭеПја posebnih slucajeva zavi

зе оа oblika otvora као i оа vrste naprezanja,tako da svaki 

оа njih zahteva розеЬпа razmatranja.U tom smislu svaki pose- fl 

Ьan slucaj ј.та Буој teorijski znacaj.Dalje,u praksi (и 1<::ОП8-

trukcijama,naprimer) као i u sашој fizickoj realnosti (з оЬ-

zirom аа su пеке osobine materijala,lcao homogenost i slicno, 

saтo aproksimacije realnih osobina),cesto se susrе6ешо sa та

zlici tiш пар~.еzmз:~јimа~шаtеri jalnill sredina J~oje sadrze otvo

re,odnosno,kako зе to drugim reciffia kaze,sa оblаstiша које 

sadrze otvore,tako аа је poznavanje raspodele паропа u tak-

vim oblastima,pri rаzliсitiш vrstaraa nаргеz[щја,nеорhоdnО. 

Pokazano ј е ,nаргiшег, da ргЈ. гаvnотеrnот napreZal1ju пеkе 0-
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blasti koja sadrzi otvor,u okolini otvora dolazi ао poremeca

ја ravnomernog naponskog stanja koje эе manifestuje,izmedju 

ostalog,vrlo velikim vгеdпоstiша паропа tangencijalnih па kon

turu. otvora,takozvanih cirkularnih паропа.Оуај efekat poveca

пја паропа naziva se koncentracija паропа,а broj koji pred

stavlja kolicnik пајуесе vrednosti cirkularnog паропа па kon

turi i intenzitete si1e kојQШ је izazvano ravnomerno napreza

пје и tackama dovoljno udaljenim оа konture,naziva эе faktor 

koncentracije napona.OdredjivmLje fructora koncentracije паро

па u zavisnosti оа oblika otvora jeste' krajnji ci1j svake te

orije koja se bavi problemima naprezanja ob1asti эа otvorima, 

i1i,k~~o te ргоЫеmе neki autori nazivaju,p1oca sa otvorima. 

Namase cini boljim naziv oblast эа otvorom,jer эат izraz 

ploca navodi па pomisao аа se problem razmatra sa stглоvistа 

teorije ploca,sto nije tacno.Pojam ravnomerno naprezanje bes

konacne oblasti sa oworom podrazumeva ravnomerno naprezanje 

oblasti silom konstantnog intenziteta lсоја deluje u tacl{ama 

аоуо1јпо uda1jenim оа konture,ili kako se to drugacije kaze, 

u beslconacno udaljenim tackama.Pri tome se pretpostavlja аа 

su dimепziје oblasti mnogo Уесе оа diшеnziја otvora. 

Оуај ргоblеш detaljno је razmatran u klasicnoj teoriji е

lasticnosti i odredjen је faktor koncentracije паРОIlа u vise 

razlicitih slucajeva naprezanja za razlicite oblike otvora. 

fIledjutirn,dobijerli teorijski l~ezultati nisu bili,za пеkе klase 

шаtегiјаlа,u skladu эа еksрегiщепtаlпim rezultatirna.Zbog toga 

је bilo пеор110dnо razmatrati ovaj problem,za tu Klasu rnateri

jala, эа s4a11.Qyi~.~,~kNatnijill teorija kO,.je uz;i.щ.~јu u obzir 

v.nu-trasnju stnш:turu materi jala. 

lI'log-u.се је razmatrati problem raspodele паропа u okolini 

otvora эа stanovista polarnih teori ја elasticnill l11ateri jala. 

Mi cemo,kao najpogodniju od njih za problem koji сета kasnije 
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formulisati,izdvojiti Mindlinovu linearnu teoriju elasticno

sti sa naponskim spregovima.Razlog,pre svega,lezi 1..1 tome sto 

эе u ovoj teoriji,za razliku оа dгugih,ројаvlјuјu S81ll0 dve 

nove materijalne konstante,od kojih је јеdnа 1..1 ргоЫети ravne 

deformacije jedncilca nuli,tako аа је тоgисе odrediti nеке gra

nice vrednosti druge konstante u zavisnosti od poznatih veli

cina. 

Као potvrdu nasih izlaganja navodimo гаа Mindlina, [11 , 

gde је pokazano da,za klasu materijala kod kojih эе uticaj 

mikrostrukture nе moze zanemariti,u slucaju ravnomernog za

tezanja beskonacne oblasti sa kruznim оtvоr'ош,faktог koncen

tracije nароnа moze imati vrednost оа 2,39-2,64,dok је vred

nost ovog faktora u klasicnoj teoriji elasticnosti 3 • 
. '. ~ . 

Uticaj antisimetrije tenzora nароnа па raspodelu nароnа u 

okolini krivolinijskih otvora razmatran је u monografiji Sa

vina (G.N.Savin), (,1 .Pri resavanju~problema koriscen је ро

sredan metod,takozvani metod izmene granica,koji эе moze pri

meni ti samo u sluСајеvinш. kada. је odstupanje oblika krivoli

nijskog otvora оа oblika kruga vrlo malo.Ovo ogranicenje zna

tno smalljuje broj problema koji ovim me-todorn тоgи bi·ti resa

vani.Dobijeni rezultati ukazuju аа је,и slucaju zatezanja Ье-

ft skonacne oblasti sa elipticnim otvorOll1 u pravcu lcra.c е ose е-

lipse, vгеШ1.оst falctora koncentraci ј е nароnа manја. nego u к1а

sicnoj teoriji elasticnosti.Ovde je,takodje,odredjena raspode-

1а nароnа u slucaju l-:ada si1a гаvnошеrnоg zatezan-ja deluj е l..1 

pra.vcu duze ose e1ipse, ао}: opsti ji slucaj ravnornerilog zate

zanja Ьеэкоnасnе оЫаsti·,·sа;;-'еЗ':~'Ьi'Сnitn· оtvогош silom p:roiz ..... ,,' 

voljnog pravca nije razmatran. 

1 u (1Ј i u [1Ј ,resenje problerna је trazeno иуоајеnјет nа

ponskih funkcija оа kojih эе jeёL.'1.a оа njih,u slu.caju. kada se 

zanemari uti.caj naponskih spregova,svoO.i па Erijevu (G.B.Ay-· 

ту) naponsku fuл1ссiјu,а dru.ga: је f1.1nkcija napons1cill spregova. 
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Оуај metod геsаV8лја ргоЫеmа ravne deformacije,razmatranih 

-sa ~tanovista Mindlinove linearne teorije elasticnosti sa па

ponskim spregovima,vrloje pogodan i koriscen је u radovima 

mnogih autora,a kako је pokazano u гааи Mindlina, [ъ1 ,moze se 

primeniti u bilo kojoj generalisanoj teoriji Kosera kontinuu

ma.Njegovom primenom reSaV8..11je ргоЫета se svodi па resavanje 

dve д.ifегепсiјаlпе jedna~in~ ,izmedju lcojih postoji odredjena 
, 

veza, u skladu sa zadatim gra.riic'nim uslovima. 

Imajuci u vidu prethodno izlozena istrazivanja i rezultate 

tih iztrazivanja,kao i pri ·tome primenjene ~tode,mi smo,u 

.svome radu, [1<зl,гаzmаtгаliргоblет гаvnошеrnоg zаtеzалја bes

konacne oblasti за elipticnim otvorom u slucaju kada sila za

tezanja deluje u ргауси krac е ose elipse .Za razlikH оа ИЈ , 

ргоЫет sтo resavali direlctnim pl.ltem ,kaJco је dato u [1)] ,pri се

ти SlnO sve potrebne relacije izrazili u elipticnom sistemu. ko

ordinata.Erijevu napol1sku funkciju smo uzeli и istom obli~u. 

kao u klasicno ј ·teori ji elasticnosti, d:Qk smo funkci ји пароп

skih spregova izrazili preko odgovarajucih Matjeovih (E.Mat

hieu)funkcija,kao re-senje diferencijalne jednacine koju оуа 

fu.nlccija mora zadovoljavati и problemu гаvnе c1eformacije Min

dliпоvе linear.ne teorije elasticnosti sa паропskiш spregoviтa. 

Na lcraju ovog гааа formiFali sтo sistem algebarskih jednacina 

za odredjivanje nepoznatih konstfu"1.ti integracije и skladu sa 

zadatim gгалiспim uslovima.Medjutim,oblik геiЗепја funkcije 

naponslcih spregova uslovio је preodredjen sistem jednacina, 

koji se moze resiti nekom аргоksiтаtiv:t'lош теtоdош,аli па taj 

',nacin dobijena геэепја РГОlэlеm.а.~~d~·Оdgоvог па pi tanje"~" 

da lj_ ргоblеm ima jedinstveno геsепје.(Њi smo,van okvira па

vedenog гааа, primenili ш.еtоdu пајтanј eg kvadrata lcao aproksi

mativnu metodu za resavanje dobijenog preodredjenog sistema 

ј ednacina i dobili zadovol ј avajuc е rezul tate ,ali ј е pi t(jn';~~~ 
.f·~: .". ' 
.\,<>-

.. 
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saglasnosti sistema jednacina,odnosno pitanje jedinstvenosti 

тевепја pr~blema,ostalo otvoreno.) 

Otvorel1o pita.nje jedinstvel10sti resenja navelo nas је па 

razmislj~~je о drugim mogucim resenjima-ovog problema,koja bi, 

zbog oblika Matjeovih funkcija које moraju figurisati u izra

zu, funlcciju naponskih spregova,morala biti aproksimativna,ali 

iz kojih bi эе odmah mogla sagledati je'crinstvenost геЭепја. 

Rezultat takvih razmisljг.nja,kao i razmisljanja о prevazi

lazenju ogranicenja koja патесе metod izlozen и[7],је паБа te

za.Prvi zadatak u пјој пат је da,direktnim metodom,izlozenim 

U(1J,odredimo raspodelu паропа u beskonacnoj oblasti sa elip

ticnim otvorom U slucaju гаvnошеrnоg zatezanja oblasti silom 

konstantnogintenziteta koja sa duzom овот elipse zaklapa pro

izvoljni ugao,pri сети сето ргоЫеш гаzшаtгаti еа stanovista 

Mindlinove linearne teorije elasticnosti sa паропskiш sprego

vima.Ovaj problem se cesto naziva i problem jednoosnog zate

zanja silom u beskonacnosti,pa сето i mi ponekad koristiti 

taj naziv;Sledeci zadatak koji сешо resavati је odredjivanje 

raspodele паропа i naponskih spregova u beskonacnoj oblasti 

ва elipticnim otvorom u slucaju kada sila гаvnошеЛlоg zateza

пја deluje u pravcu КРасе ose elipse.Resenje ovog problema је 

specijalni slucaj рГlоg resenja ali је чnасајпiје оа opsteg 
r 

гевепја sa prakticnog stanоviStа.Nаiше ,pri оvr:tkvош jednoosnom 

zatezanju,javljaju ее u krajnjim tackama уеее ose elipse (ko

ја је upravrla па pravac zate'zanja) пајуесе vrednosti cirkula

rnil~ napona,i njillOvo oa_redjivaпje је оа posebnog interesa za 

praksu. Znajuc i ОУе vreclnos·ti сiгku.lаrnihЏ~РQЦk1,,:_џ.ТJlО Inaksi?" 

!паыle vrednosti паропа u opstem ртоЫети ravnomel~og јеапооэ

nog za-teza.1'1ja, јег su,za bilo lcoji dnч;i ргауас zatezanja,vre

dnosti cirk111aI'"ilog пароnа гшз.r1је ,kao i vгеdпоsti radijalnih i 

smiсuсiћ napolla.U vezi Ба tiШ,kао treci zada-tэУ.: i l~:rajnji cilj 



о 
.Ј 

na~e teze,odredi6emo ~proksimativni oblik izraza za odredji

уanје faktora koncentracije napona,i u эlисаји ауе e1ipticne 

konture,od kojih 6е јеапа biti istog oblika kao u(7J,odrediti 

njegove Ьгојпе vrednosti. 

U ci1ju ce10vitog sag1edavanja samog modela elasticnih та

terija1a reda ауа,Оdnоэпо jasnijeg sag1edavanja Mind1inove 1i

nearne teorije elasticnosti. sa naponslcirn spregovima,sa cijeg 

сето stanovista razmatrati ргоЫеm,и ргуој glavi оуе teze da

сето poznate оэпоvnе postavke оуе teorije,odnosno оэпоvnе ki

nematicke i dinamicke pojmove,kao i оэпоvnе jednacine.Nacin 

dobijanja ovih jednacina,kao i nacin иуоајеПја osnovnih veli

cina,detaljno је iz10zen u radu Tupina, [61 ,T\'Iindlina i Esela, 

[Lj] ,kao i monografiji bli.P1avsi<5a,C8J • 

Posto је ргоЫеш koji razmatramo problem ravne deformacije, 

u drugoj glavi сешо definisati stanje ravпe deformacije i da-

.0> ti sve osnovne jednacine izrazene u oclnosu па Dekartov ргауо-

ugli sistem koordinata, izvedene u [1]. Zatim с ето ukratko izlo

zi ti nacin иуоајепја naponskil1 funkci ja,kao i diferenci jalne 

jeQ~acine koje опе тогаји zadovoljavati.Ravan ргоЬ1ет teorije 

elasticnosti i stanje ravne deformacije,kao njegov аеО,ви ро

seb~ill аео teorije e1asticnosti koji је celina sаш za sebe,pa 

<5 ето ga i ovog puta,ka1co је to u 1i teraturi uglavnom uobica

jeno,izdvojiti kao zasebnu ce1inu. 

S obzir'om аа је ргоЫеш koji .6ето razmatrati vezan za e1i

pticnu konturu,u tre60j glavi сето uves-I:;i e1i'pticni sistem 

koordinata i izraziti u ОШ1ОSU па njega вуе potrebne relacije. 

".Ј)уе re1acije сето dobi ti polaze6i .. od џјihо.Уо~",оЈЈ.Ш~џDе.l:ср,т:-::: 

tovom sistemu koordinata kогis6 епјет veze izmedju Dekartovill 

koordinata i elipticnih lcoordinata izrazene preko fur.Jccije 

l-:ompleksne promenl ji ve .Na prvi pogled ,posto 6 ешо koristi ti za

kone tгаnsfоrmасi је tenzorskih velicilla pri tгansf'огшасi ji ko-
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ordinata, cini зе llewnesnirn 1).уоај еnје fu.nkci ј е kornpleksne pro

men1jive .Medj1.ltim,uvodjenjem ovih velicina znatno зе olaJcsa

va postupaJc dobijanja potrebnih relacija izrazenih u оdnОБи 

па elipticni sistem koordinata,sto се эе lako uociti iz oblika 

koordinatnih "transformacija koje сето dati u ОУОј glavi.Ove 

relacije . это prvi put izveli i koristi1i u nавет radu [1~]. 

U cetvrtoj glavi сето na~pre definisati granicne uslove 

problema jednoosnog zatezanja beskonacne oblasti эа eliptic

nirn otvorom silom proizvoljnog pravca i izraziti ih u elipti

спот sistemu koordinata.Zatim сето,и skladu за granicnim uslo

vi1l1a u beskonacnosti,dati opsti oblik resenja diferencijalnih 

jednacina koje mогаји zadovoljavati naponske funkcije u nаэеm 

problemu.U оуот delu rada и celosti эе ogleda i novi pristup 

и геВауan'ј:и. ргоblеmа.Nаiше,геSеnје prve diferencijalne jedna-, . 

cine,biharmonijske,koju zadovoljava naponska fu.nkcija koju се

то zvati E~ijeva,jer эе и slucaju zanemarenja naponskih spre

gov ~\odi па nju,traziceтo kao opste гезеnје ove jednacine u 

elipticnom sistemu koordinata.(Oblici ovih гевепја mogu зе па

ci и literaturi,a mi зто pri dobijanju nasih resenja kогiзtili 

metod nауейеn u f9J.)Resenje diferencijalne jednacine koju za

dovoljava druga naponska filllkcija,funkcija naponskih spregova, 

izrazicemo preko odgovarajucih Matjeovih fu..."1kcija,pri сети се

то koristi ti oblik ovih funkcija dat u knjizi (12J.Hesenja difE:

rencijalnih jednacina,odnosno naponske funkcije,bice u obliku 

konvergentnih beskonacnih гейоуа,ра се i koordinate tenzora 

11.apOna i naponskih spregova,koje эе izrazavaju pr'eko nароnэ-

s o'bzirom па <.lefinisane gгэпiсnе uslove rш kопtu.гi ,kontl-lr

пе us1ove,koji moraju. biti zаdоvо1јепi,fоrmiга.Сешо па uobica

jeni nacin sisteme algebarskil1 jednacina za оdr'есlјiVЕшје 11.epO-

znC1."tih konstc1.l1ti integraci је GDobic ешо Ьеskопаспо ПLУЈ.ОС;'О ј еdnа-
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cina эа beskonacno mnogo nepoznatih ve1icina.Stoga сето иуев

ti aproksimaciju koja пат эе cini sasvirn осiglеcL1'lОШ iz dobije

nih izraza za koordinate tenzora паропа i naponskih spregova, 

i u tom slucaju dobiti kопасэn Ьтој jednacina ва konacnim Ьто

јеш nepoznatih velicina.U sl1J.caju jedne konkretne aproksimaci

je,iz ovih sistema jednacina odredicemo nepoznate konstante, 

prl" сети ocekujemo da ве moze pokazati da ви dobijeni sistemi 
, 

jednacina sag1asni.Dobijene rezultate сето uporediti ва pozna

tim rezultatima klasicne teorije elasticnosti,na koju ве Min

dlinova linearna teorija elasticnosti эа naponskim spregovima 

svodi kada ае zanemari. uticaj naponskih spregova.Pri tome осе

kujemo potpunu saglasnost rezultata. 

U petoj glavi сето dati геаепје ртоЫета jednoosnog zate-
, 

zanja beskonacne oblasti ва e1ipticnim otvorolll u ргаусн krace 

ове elipse,pri сети сеlllО оуо геаепје naci kao specijalni slu

сај opsteg resenja.Zbog posebnog interesa ~ praksi,ovaj slu

сај сето izdvojiti i detaljnije prouciti u cilju odredjivanja 

faktora koncentracije napona,i,u nekom konkretnom slucaju,od

redicemo njegovu brojnu vrednost.Ocekujemo rezultate koji се 

potvrdi ti пави pretpostaVktl da,za odredjene klase materijala, 

faktor koncentracije паропа realno ima тanји vrednost od vre

dn~sti dobijene u klasicnoj teoriji.U оуој glavi сето izvrsi

ti poredjenja dobijenih rezultata ва rezultatima klasicne te

orije elasticnosti,sa poznatim rezultatima dobijenim pri raz

matranjLl jednoosnog zatez&"lja beskonacne oblasti ва kruznim 

o-tvor'om эа stanovista оуе teorije, [1] ,kao i rezul tatima da-

tim u ['1:1 .РоОтеајеп-ја с ешо vгsi-I:;inн osnovu oblika iz:raza za -': ,О, ';,6.'·'\ 

odredjivanje faktora koncentracije паропа,јег S1J. takva роге-

djenja vrlo jednostavtla. 

Poslednja glava posvecena је zalcljllcnim 
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1 OSNOVE TEORIJE ELASTI6NIH MATERIJALA 
i 

Rl;;DA DVA 

1.1. E':Tetanje i сlеfогшасi ја 

Posmat:r'ajmo t,e10 :h ,zаРl~ешinе V ,ograniceno zatvorenom , 

povrsinom 5 ,ko је se u trenutku vremena 10 na1azi u nedefor-

misano ј konfiguraci ji К о • U trеШЈ:tku v:cemena t) 1:0 telo с е se 

na1azi ti u konfiguraci ji К која odgovara tош trenutku vremena 

i imace zapreminu V ,ogr~icenu zatvorenom povrsinom ~ 

Neka је upocetnoj l\:onfiguraciji КО po1ozaj cestice te1a 

odreёl.jen krivo1inijskim materijalnim lcoordinatama хl< ,а u)kon

figuraci ji К kri volini ј sl{im prostornim koordinatama :x.l(,. " 
Kretanje kontinuuma u potpunosti је оатеајепо konacnim·~ed-

nacinama kretanja / 

(1.1.1) 

odnosno, odredjeno је funkсiјс.шш preslikavanja oblasti V пеае
fоrrnisэ.l1С konfigu:J:il{.-tсiје Ко па oblast tтdеfоrmisэnе lconfigJ..ra-

cije Ј< • 

Funkcijc (1.1.1) Би neprekidne i diferencijabilne,i оате

ајији jednoznacno рrеs1ikаvэnје, talco сlа i1l1 ос1г;О·VD.r'[L iпvеrz,rЈО 

рrеslikrЈ.vэпје 

pri Сеш1..l је роtrеЬэ.ll i dovQljml 1.шlоv Z9. еgzistепсiјv. iПlЈег-

znog I)геslilсаVЭl1ја 
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(1.1.3) 
. ~x1t) 
Је1 (ахк =f. О. 

~ 

Vektor· ротегаnја nеl!:е cestice te1a и ,definisan је raz1i-
t 

kom vektora po1ozaja cestice и trenutnoj i pocetnoj konfigu-
- I 

raciji 

zavisno оа toga da 1i vektor pomeranja posmatramo kao funkci-

ји prostornih ili materi jalnih koordinata. Ve1icine ~t i 9~ I • 

ви operatori рагаlеlnоg~роmегелја,а ~~ i ~K эи prostorne,od

nоэnо materijalne koordinate vektora polozaja cestice и tre

nutnoj konfiguraciji К ,оаnоэnо и referentnoj kOl1.figuraciji 

1<0 ,[48].U zavisnosti od toga koje lcoordinate uzimamo kao nе

zavisno promen1jive imamo Lаgгэnzеvu (J.L.Lagrange),odnosno 

О jlerovu (1 .Euler) intегргеtасi јн kretanja.Ukoliko Stl nezavi

эnо promen1jive materija1ne koordil1.ate,onda imamo Lagranzevu 

interp:retaciju,a ako эи nezavisno promenljive prostorne koor'

dinate,onda imamo Oj1erovu interpretaciju kretanja. 

Kvadrati elementa luka u pocetnoj i trenutnoj ~onfiguraci

ji su,respektivno 

) 

gde эи cLx K i оЈх е orijentisani e1ementi 1шса u pocetnoj i 

trenutno ј kопf'iЕ~llгасi ji, а GIlLi ~~ metl'iclci tenzol'i rnatcri-

Jalno'g,6dnosno pro$tbrii'og~sisterдto~ koordinata.··· ."/ 

Razlilca kvadrata еlешеntа lu..k:a u trenutnoj i pocetnoj kon

figuraciji је 
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(1.1.7) 

gde је Е1(е= 6KLX~K xt е Kosijev ili prostorni tenzoI' deformacije, 

C!<l.:::~~exf,<x~L Gril10v (Green) i1i materijalni tenzor deforma

.cije,a e'W.e i tl<L Sll prostorni 9 odnosno materija1ni tenzor re1a

tj.VnE:: deformacije. 

Moze se pokazati da је u sistemu-krivo1inijskih koordinata 

veza izmedju gradijenata deformacije i gradijenata vektora ро

meranja oblika 

(1.1.8) , 
ра se tenzori re1ativne deformacije mogu izraziti 1.1 obliku 

(1.1.9) 2ette= U1Z}t+Ц€)IК+~~'u~~.u1'€ 

(1.1.10) ZfI<L= u.1<)LtИL)Ј(tG1)1U~к U~L 

Izmedju оуа йуа tenzora ве moze uspostaviti veza oblika 

(1.1.11) 

Tenzori re1ativne dеfоr'шасiје e~€ i fKL su теге dеfогmасi

је kojima је izrazena promena duzine kvadrata е1ешепtа 1uka 

pl"'i deformaciji.;Iz re1acija (1.1.9) i ~l.l.lO) vic1imo йа ви 

оуј. tenzori dеfоппасiје funkcije prvih gradijenata deform;:;.ci

je,odnosllo prvih gradijenata vektora pomeranja,pa zak1jucuje

шо da Би оviш merama dеf'оrшасiје obuhvaceni Бато uticaji gra-

di јепаtа vektorcc ротегanј а prvog reda pri dеfогшасi ji. 

U tco~iji kопtiПUU1Ћ8. reda dva i,l.l Bkladu ва -tim,u tеогiјi 

elaBticnih ma·terj.jala reda сlуа, ~~e pr'etpostavl ја й8. u u}::щ;шо ј 
Ј 

defonnaciji fig~risu i clmlovi koji predstav1jaju uticaje 
~ '~" ," •• '';' .:: - "-'" ~<.. • •• :.... • • , 

gradi jenata dеfогmасј. ј е, од.110ВПО gradi ,ј el'lata vektora ротгТг!lја) 

Й.гu.gоg reclaeMere dеfоrшасiје kojima Би izrazelli ovi uticaji 

Би tепzогi deforrD.C3.cije oblika 

(1 .. 1.12) 

, 

, , 
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(1.1.13) 

pri сети је prvi od njih, izrazen 1.-1 oOnOB~ па materija1ni Si8-

tem kri v01ini jskih koorclil1.ata, а drugi u ойповС1 па prostorni 

sistem kriv01inijskih koordinata. 
( 

u slucaju kada su gradijenti vektora ро~егсшја infinitezi-

та1пе v~1icine,tenzori deformacije(1.1.9),(1.1.10),(1.1.12) , 

i (1.1.13) su oblika 

i тoze se 1мо poka2l,ati da S1.1 е.ке i f~l ,odnosno d~t'rn i 1)J(LM 

koordinate istog tenzora saтo paralelno pomerenog iz tacke 

trenutne kor!f'i[;uraci<iie u taclcu referentne konfiguracije. 

Merama cleformacije (1.1.15) izrazene sи ргошеnе 10ka1ne е-

1ementarne krиte rotacije pri defoTh"'laciji, [11. 

S obzirorn da 6е1110 ubudиce koristi ti ,zlюg роgодлоsti ,Ojlero

vu il1tc..:J"Jretaciju kгсtanја,nаvеdiшо sadc-':' јоз neke 080bine ten

zora J~~ .Nаvеdiшо ,пајрге ,da је оуај tenzor cmti8imetric8..Yl ро 

PrvL1, 'ОУс', indeksa.Zbog te njegove osobine mozetlo еа prikazati 

ротосl.l tenzora dru.gog гесlа dC~ па s1edeci паСiп,['1LtJ, 

оdnовпо tепzоги dY'иf:;O{'; гейа эе~ mоzешо korespondirati anti

simetricni tenzor eЦiiJiJd. tre6eg reda јеdllоzпаспош геlасiјоПl 

(1.1.17) "ое ' 4 r..ij'€ I .. 
d'1,.~. - - с БЦ'd 1'< ,,- 2 , 

pri сети 8то zаgгаdош ovog oblika naznacili da је tenzor 

аl1tisiшсtгiСа...Yl poprva dva iпд_еlcsа.VеliСiпе Е'ј'е i Eii€ Би ko

vагiјэп'tпi,оdпоsпо kопtгаvu.гiјэлtпi Hicijevi tСllzогi. 
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Kor:i.steci sada izraz (1.1.15)ldОЬiјвлlO 

( 8) rv; 1.. ~ ~ ei~ U . . ш' е 
1 . 1 . 1 d\- ЈЈ( -= 2' (. () јЈ -L r<. = ) 'It 

gde је 

(1.1.19) оdnозnо, 
...:,. .; i ....,. 
Ш:: 2" 'l.U U ) 

~\ 

vektor infinitezima1ne krute rotacije. 

1.2. Loka1ni oblici zakona ba1ansa. Jednacine kretanja. 

Granicni us10vi. 

/ г , 
<, 

Pretpostav1jajuci йа па te10 Ђ· йе1ији IY'Vrs~nske si1e Т(, i 
• , I 

М сј ,definisane ро ј edinici роvгsiп~', -:.s ,kao i zapremillske si-

1е ј' i eii ,definisa~e ро ј ед.iniсi zapremine LТ ,iz poznatil1 

globa1nih Ob1ika zэkопа Ьа1гnза mase':ko1icine krctclJlja',momen

ta ko1icine kretanja i ukupne energije sis~ema,dobijaju зе 10-
I 

ka1ni oblici zakona ba1ansa,koje сета ovde вато navesti nе и-

pustajuci se u detaljnija гаzmаtгсшја,kоја su dobro poznata 

i data u CG] ,kao i u (8]. 

Loka1ni oblici ovil1 zakona su 

(1.2.1) ,:f+U~\J""\JQ.=O 

(1.2.2) {j~j'"' S-fi: gil i 

( Ј '"' 3) -tСlј\:ii 'Яiј)' I\n +oeii::: о ."Lo Ј' 'К..Ј 

(Ьа1эпs таве) 

(tfcLIans lco1icihne kretcillja) 

(ba1ans mошеntа lcolicine 
kгеtвпја) 

(ba1ans ene~gijeJ 

gt1e ј е g gtlstina, u11 .x~1Z ви kontravari ј Ctll·tne kоогdiпаtе vekto

га Ь:гzinе, tii te!lZol' Ш::I.РОIl8., ·e:ijJ antisimetricni аео tenzora 

napo:rl!"J.,Jlij'if. tenzor nэ.ропSkih, 8ргеgоvа,./i zapremil1ska 8i1a 1 et";j 

zapreminski spreg. За 
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} Wi;/=-t( ifi}i-Ilji): UC{iJ 

это oznaci1i tenzor brzine deformaci је i t,enzol' vrt10znosti, 

respekti,vno ,dok је эа 6" oZnaCel"la specii'icna energija defor

rnacije. 

Loka1ni oblik za1cona Ьа1сюэа ko1icine kretanja, (1'.2.2) , 

predstavlja prvi Kosijev zakon kreta..11.ja,a lokalni oblik za}~o

па balansa тотеп'Ьа kolic;ine kretanja, (1.2.3) ,predstav1ja аги-
• 

gi Kosijev zakon lcretanja e1asticnih materijala reda dva. 

Lokalni ob1ik zakona Ьа1an.эа иЈС1.1рпе energije sistema, 

(1.2.4),predstavlja izraz za brzinu ртошепе specificne energi

је defol~acije elasticnih materija1a геаа dva,iz koga mozemo 

odmah uoci ti аа sa..rno simetricni аео tenzora паропа i devi ја

torski аса tenzora naponskih srregova ааји doprinos prorneni 

specificne unutrasnje energije. 

Ргirnепош pravi1a elementarl1.og tetraedra u g10Ьа1пiш oblici

та za}cOl1a bc.1ansa kolicine kretanja i rnomenta ko1icine kreta-

nја,аоЫјаји se granicni us10vi u obliku 

(1.2.5) 
) 

"Ve1icina Т<. је povrsinska 8i1a i1i llароп, Mi.Li је povr~:;inski 
i1i naponski spreg,a rn.'\{ је jedillicni vektor spo1jasnje llOY'l,!a-

1е gr@1icne povrsine ~ • 

1.3. 1iпеагnе konsti tuti v.йе jednacil1e 

, , . .," .. '~'" "-" 

,.,'-, 1z ј ed.nacine balcэnsa specificne energl Ј е deforrriaci Је' zae-

1asticlle materijale redo' dVi.:1,oblika (1.2.4) ,dobijaju 8e,uo'bi

сајеlliш p08tupkom ,C~J ,пајрге ,nelinearne kOl1.s"t;i tuti \тne јеdпа-

cine za ovu klasu materijala.Njihovom 1inea~izacijom u 81и

с ајн ј,zоt:горпih e1asticllill l1la-te:ci ја1е, ГЕ,д,а dva, pri infini t е-

.. 
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'-,' ziта1пiш deforrnC'vci јаш.а, dobijaj1). se 1inea.rl1e konsti tutivne је

dnacine oblika 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

i ар: Ј.lе ~ii+ 2J.te ia' 

.m ij ::: ?Z" ae\i + '1],2 дeji , 
ргi сети Би tепzо:гi с1еfоппа.сiје eij iJ{?iJ" oblika (1.1.14) i 

(1.1.17).Pod ројтоm infinitezima1ne de~Qn~Rcije podrazumevamo , 

da Би gradijenti deformacije,odnosno gradijenti vektora роте

ranja та1е ve1icine. 

Re1acije (1.3.1) i (1.3.2) su konstitutivne re1acije fЛiп

d1inove 1inearne teorije elas·ticnosti sa naponskim spregovima, 

[2Ј .Njima је odredjena veza izmedju simetricnog йе1а tenzora 

паропа i(ii) i devijatorskog de1a tenzora паропsЬ::ih spregova mii 
i tenzora deformaci је eij i dfiJ" .Pri to:me је 

) 

'gde је 

(1.3.4) 

'Ь ј. [,;(1 е ;ј (, antisiшеtгiспоrn tenzoru trec eg геЙо. jI..ci;t l{orespondi

гг.n tEonzoJ:' drugog reda}l ~ о 

Neoclredjenost napons1cill spregova n:HIJ.o. uticaja 1). јеdпаСiпamг. , -

kгеt::шја (1.2.3),a1i ве О'l~Шllе тога v:od).ti гаСШ1.Ei ргi i'Orfil1.1-

laci јј, t::г".ТliСнih us1ova .. 

bliJ,t ert ј а1пе l-:ОYlstantе). i Јч, lсо ј е figLlrisu u ј с йп,-.,_с iП2 . .ша 

(l~з.l) ВН Lc',l11eove kOflstallte (Lаше) ,dolc эи koris-'с;,:'Il~се '"'24 i 1l 2) 

koje fi'f~l.1ristl н jednacinama (1.з.2)јl1оvе lIiс"ltегiјаlПЕ: kОПБt;~m-

izrc~zen 11ticaj гг,ЙЈ. јаlпе, odnosno t~ran:::;verz(),l11(;. 

kгivi.пе ,l.:::alco је -to po1cazano 11 [2Ј. 

Posto је specificna епегgiја deformacije pozi tivr10 (J,cfilli-

tna lсvаdга'tпа forma,materijalne kопstг..пtе koje f'ig"1.risLl ·й 1i-

Ilear.t1.il1l kОlls·titutivпiш јсcll1э.СinСillШ, (1 .. 3.1) i (1.3.2),illol'aju 
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zadovoljavati us10ve oblika, [21 , 

(1.3.5) З.),.t2јЧ ) о ) 

... 



/ 
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11 RAVNA DEFomv1ACIJA 

Stanju ravne deformacije odgovar~ mode1 уеота dugog cilin

darskog tela koje је ро БУОШ omotacu optereceno spoljasnjim 

povrsinskim silama i zapreminskirn. silama upravnim па оеи sta

pa,pri сети эи ОУе sile nергдmеnlјivе u pravcu ose stapa.Na 

taj nacin эе svi poprecni preseci nalaze u ravnopravnom polo

zaju i njihova deformacija vеzэnа је za гаVШ1 kojoj pripadaju. 

Pomeranj а tacaka u pravcu оэе stapa nе posto ј е, dok SlJ. pomera

nја tacaka u ravni poprecnog preseka istovetna u svэkоm рор

гесnош preseku. 

2.1. 'Osnovne jednacine 

.<0 

U stanju ravne deformacije koje је istovetno u sviш tackarna 
. 

te1a koje 1eze па pravoj paralelnoj osi stapa,po1je pomeranja 

odredjeno је,и оdnоэи па Dekartov sistem koordinata cije. se 

koordinatna~ osa х2> poklapa эа оеот ci1indra,koordinatama уе

ktora pomeranja oblika 

(2.1.1) 

gde эи ЈЈ.,р их , ikl= и';Ј i и?>= иЈ; koordinate vektora pomera..'1.ja u 

pI'avcu koort1illatnih оэа х':: Х ,X t:: Д;Ј i .х3:; -t • 

U linearnoj teoriji,u ргоЫеШLl raVl1.8 д.еfоrmэ.сiје,tСl1.Z0гi 

deformacije (1.1.14) i (1.1.18) ,izrazeni ргеltо gгас1iјtшаtа 
·.,'-,c'<t" ... , _. 

vektora рошегanја (2.1.1),su oblika,[1], 

(2.1.2) 



Lil1earne konsti tutivne jednCl,cine za izotropne e1asticne та

terijale геаа dva,oёL."1osno,konstitutiv.ae jednacine Mindlinove 

1inearne teorije e1asticnosti sa naponskim spregovima (1.3.1) 

i (1.3.2},svode se па oblik 

iz КОба vidimo da se u 1inearnim konstitutivnim ј е dnac inama , 

u ovom slucaju,pojavljuje sглlO materija1na konstanta "Lf која 

karakterise uticaj radijaL~e krivine.Ovaj rezu1tat је pos1edi

са geometrije prostora,posto је u ravni,kao sto је poznato, 

traпsverza1na krivina jednaka nu1i,pa se i nе moze ocekivati 

аа u konsti tutivnim re1acijama figurise konstan.ta 'Yl2. која ка

rakterise uticaj transverza1ne krivine. 

Ve1icine ~t;i ае'(Ј:С nazivaju эе krivinama e1ementa krive дХ , 

o<L1"losno д~ ,ВЈ, i obrnuto эи proporcionaln~ intenzi tetima kom

ponenata po1uprecnika krivine u pravcu ове Х ,odnosno ose ~ • 

Iz jednacina (2.1.5) vidimo da ви komponente naponskih spr

egova u ravni sa nоrmаlош i u ргауси ose Х ,odl1osno u pravcu 

оэе ~ ,proporciona1ne odgovarajucim komponenta.ma krivine.Uobi~ 

сајеnо је аа зе UI!lesto konstante "'l" pise 1/8 ,gde је Ђ moduo 

krivine i1i savij~ja,a f~ctor 4. је uveden zbog konvencije.U 
Ј" 

tom slucaju pisemo 

(2 .. 1.6) 
) 

NaponBki зргеб ima dimenziju ШОПlеntа sр:геgа }ЈО jedinici ро

vrsine,odnosno dimenziju sile ро jedinicnoj duzini,a krivina 

'ј е obrnuto propoiciona1ria duzllii .otuda sledi аа шаtегi ја1nа ~ 

kопstсшtа Ђ iша dimenzi ји si1e. 

Юсо эааа lсоогdinаtе tenzora dеfопnасiје izгаziыо prel\:o koo-

rdinata tепzоХ'э. нароnа, (10 bi јэто lil'lcarne lrоrнгсi tuti VHC је(lnа-

~ine (2.1.4) i (2.1.5) u obliku 



(2.1.7) 

(2.1.8) 

ехх = JJfrixx-)}(kхt-4,~)]) ex~=e~= 4;)} (-&:4+i~x) 
e~d= f- I~~-)}(kne+i~~)Ј, 

1-:x:.t-:=. ~ mх?; ) 'l'J.:t. = Ц~ m';/t ) 

gde је Е Jangov Пlоdl.,lо,а V Poasonov Ьтој. 
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Ртоblеш ko ji с ешо razmatrati u пазет radl.,l је staticki ртоЬ-

1еш Mind1inove ijnearne teorije e1asticnosti ва naponskim эр.

regovima,u odsustvu zapremins1cih si1a i zapreminskih spregova. 

U tom эlисаји iz prvog i dr~gog Kosijevog zakona kretanja, 

(1.2~2) i (1.2.3),dobijamo diferencija1ne jednacine ravnoteze 

oblika 

pri сети это jednacinu (2.1 .. 10) dobi1i iz (1.2.З),kоriSС.~пјеm 

relacija (1.3.3) i (1.3.4). 

IzrGzene и odnosu па Dekartov pravoug1i sistem koordinata 

jednacine ravno-teze su 

(2.1.11) ~ -t ratlix = о '()-tx'-J -t ~ = о 
'ОХ .'ОАЈ) '1)1: 1)~ 

(2.1.12) ~mXt + ~rfl~t+ fзl.4-+ х:: О. 
fQX 'O~ () ~ 

Us10vi kompatibi1nosti dеfоrшасiја, oclnosno, us10vi integra

bilnosti sistem8/'diferen.cija1nih jednacina (2.1.2) i (2.1.3), 
r 

1.zrazeni t1 ойпоэ1.,1 па Dekay·tov pravougli sistem };:оогdirшtа pre-

ko koordinata tеПZОlЋ deforrnacije ei.j i М!.ij (i,j~ 4,2 ), su oblika, 

[,1] , 

(2.1.14) 

f21-~\ \ .- ·.l?l 

Nioze se la..'ko pol(Qzati d~t эи оа оуе с etiri ј еdrlэ.Сiно kошраti-
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bilnosti эато tri теајиБОЬПО nezavisne. 

U nasem гайи ргоЫет сето resavati uvodjenjem naponskih 

fWLkcija,pa је iz tog raz10ga potrebno izraziti иэ1оуе kompa

tibilnosti deformacija preko koordinata tenzora napona.S obzi

гот па (2.1.7),iz (2.1.13)-(2.1.16) dobijaju эе us10vi kompa

tibi1nosti deformacija izrazeni preko koordinata tenzora паро

па i paponskih spregova u obliku 

(2.1.18) 

(2.1.19) 

(2.1.20) 

gde је 

mxt =t2.!x (h~tax)-ZЛ:2-:~ [kx- )J(t:tx+-tЈ~)] ) 

'т~T:: _,t'l~1)~ (&~t-4P:)fl,c2 :х [!:z,~-v (ktf:1:J)J ) 

. 1(;2 tj32 

Д -::: ~.xi -+ 'о 'z12 
Lap1asov diferencija1ni operato:r',a 

Materi jalna konstCJ.nta); ima dimenzi ји duzine i n~i уа эе 

karakteristicna duzina, [11.Iz re1acija (2.1.19) i (2.1.20) 

mozemo videti йа, u эlисаји kada је ~40 ,ve1ike pl~omene пароnа 

mogu izazvati ve1ike naponske spregove. 

A.ko ргеtроstаviшо йа је ;(=-0 ,t ј. ako pre'tpostavimo с1а эе uti

CL1.j naponskih sргеgоvа, odnOSl1..9 ё:.гџgill .gгрДi j.enata deformaci је, 

moze zanemari ti ,dоЫјашо osnovne jednacine istog oblil-;:a kao i 

u k1asicnoj teoriji elasticnosti. 

Jednacine ravnoteze (2.1.11) i (2.1.12),i Hs1o'li kompati

fJilnosti defo:rmacija (2 .. 1.17)-(2.1 .. 20),uz zadate granicne НБ-
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10уе, cine komp1etaп sis·tem jednacina za odredjivanje nароn-
( 

skog stanja u nekoj tacki-te1a,odnosno za odredjivanje stanja 

deformacije i,sag1asno tome,po1ja роmеrэnја. 

2.2. Naponske funkcije 

Mindlin u svome radur~Jpokazuje йа jednacine ravnoteze 

(2.1.11) imр1iсilЋјu egzis·t;enz:lju dve funl{cije И~ i и2 pro

men1jivih Х i t;t ,tako йа је . 

(2.2.1) -t~x= - ~~ ) 

( (2.2.2) 
1 roU2 
1x~::: - fд~ ) 

а йа jednacina (2.1.18) implicira egzistenciju trece funkcije 

If promen1jivih Х i t;J ,taJco йа је 

(2.2 • .3) 

Zamenom re1acija (2.2.1),(2.2.2) i (2.2.3) u jednacinlJ. rav- fl 

noteze (2.1.12) dobija se relacija 

, 

(2.2.4) .1> (ralf 11) 1) (fдЧI и)-о 
'ОХ 7ах +и1 + t()~ ~- 2 - ) 

.koja opet imp1icira egzistenciju nek~ f'u..p.kcije, Li promenljivih 

х i ~ ,tako йа је 
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Iz re~acija (2.2.1)-(2.2.5) sledi йа se koordinate tenzora 

nароnа i naponskih sргеgоvа-шоgu. izraziti'u zavisnosti оа ауе 

fun..1{cije и i tp promen1jivih Х i A<f ,koje эе YJ.azivaju nароп

skiш funkcijama,na sledeci nacin 

(2.2.6) 

i 1()1U iQ21J1 i 1?и 'j)1!f 
:.tx = 'dAJ'l -~~ Ј ~~ = ~.x2 + !()Xд~ ) 
t rv2 и rv'l ч" t roz и tq'l i.Jt 
X~ = - ro.х'д 1;1- 1() 'а 2) ~X = - fдx'д~ + 'ёЈХ2 ) 

'mrt= ~~ ) ~t= ~ . 
1z uslovakompatibi1nosti (2.1.17),в obzirom па (2.2.1) i 

(2.2.2),sledi аа naponska funkcija ишога zadovo1javati dife

, rencija1nu jednacinu oblika 

odak1e vidiшо аа naponska funkcija и zadovoljava istu diferen-

cijalrlu jednacinlJ. kao i Erijeva fWlkcija nаропа u k1asicnoj 

tepriji elasticnosti .lz tog raz10ga se naponska fи.nkcija U(x,~) 

i 1.1 Ћiindlinovoj linearnoj teoriji e1asticnosti sa naponskim 

spregovima cesto naziva Erijeva naponskd fuлkсiја. 

Da1je,zamenom re1acija (2.2.1),(2.2.2) i (2.2.3) u us10ve 

kompatibiLnosti (2.1.19) i (2.1.10) dobija se 

(2.2.8) 

~ (<f- ,{L{). 'У) :-2(1-')}),{'2~ (~и) 
'Ох. 1)lcJ 

д.. (\jf-;с2Ll'r)=2(4-'Ј)"с2~(LJU)) 
'() J~ \ "д.Х 

ра otuda 81e(1i йа fv.nkcije 4'..:. ,e:i1 ty i 2(1-V)i?ti!UшогајuЬi ti 

harmonijski konjl.lgovane funkcije.1z tog raz10ga re1acije 

(2.2.8) nazivaju эе Kosi-Rimanove jednacine. 

1z иэ1ОУа kompatibilnosti (201.18) sledi йа napo!:lska fv.n~ 

1\:ci ја 'f ,f'Ш1.kсi ја naponskih spregova ,П1Оrа zadovo1 јютаti di-
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ferenci ј alnu ј ednacinu o-blika 

Znaci, u stanju ravne deformacije ,и odsustvu zapreminski11 

silai zapremil'1skih spregova,naponske funkcije и (Х'АЈ) i Ч'(х,А(ј) 

шоrајu biti resenja diferencijalnilI jednacina (2.2.7) i (2.2.9) 

i moraju zadovoljavati Kosi-Rimanove jellnacine oblika (2.2.8) 

\ ., 

." 
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111 ELIPTICNI SISTEfiI KOORD1NATA. OBLIK DIFERENCI

JALNIH JEDNACINA. KOORDINATE TENZORA NAPONA 

1 TENZORA NAPONSКIH SPREGOVA. 

3.1. E1ipticni sistem koordinata 

Posto је паэ problem,problem ravrie deformaci'je vezan za е:- . 

1ipticnu konturu,onda је pogodno razmatrati ga u e1ipticnom 

sistemu koordinata. 
) 

Р " ' OgO,ClllO je,takodje,pri dobijanju izraza za oblik diferen-

cijalnill jednacina i izraza za koordinatp. tenzora паропа i 

naponskih spregova,korististi koordinatne transformacije Пе-

kartovih pravoug1ih koor'dinata u e1ipticne izrazene preko fu

rL~cije komp1eksne promen1jive. 

U komp1eksnoj ravni r:X-ti'3 ,uvek је rnoguce uvesti e1iptic

ni sistem koordinata definisan re1acijorn 

(3.1.1) 

gde је 

(3.1.2) ~::.}t+i") 

оdnОБПО, U ravni хО ~ moguc е je~uvesti e1ipticni sistеш koordi

nata dеfiпisan re1acijama 

(3.1.3) 
) 

gde је i medju:folcv~sno rasto ј а...ђј е • 
. -~~!. ~ 

Prva оа re1acija (3.1.3) је rea1ni,a druga imаgiпаrдi аео 

relacije (3.1.1).PromenJ.jivejt i1J nazivajt1 Бе e1ipticne koo

rdinate,pri сети je~~acina 

.. 
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рrеdstаvlја'fг.miliјu konfokalnih elipsi,a jednacina 

.(3.1.5) 

familiju konfokalnill hiрегЬо1а. 

Relacije inverzne relacijama (3.1.З)·sи oblika 

( 3 • 1 . 6 ) t 3 R}l' [~ 1Ј = ~) е '1 ( dl}t СОј ~ +, ~fl sin '1.,у ) = x~ А;( , 

i zbog njihove slozenost~ песето ih ko~~stiti и cilju dobija

nja izraza za oblik diferencijalnih jedhacina (2.2.7),(2.2.8) 

i (2.2.9),kao ni u cilju dobijanja odgovarajucih izraza za 

koordinate tenzora паропа i tenzora naponskih spregova u eli-

pticnom sistemu koordinata~ 

sl. 1 

Fашiliје krivilt jf.::C011.jt. i?J:: con~i. su medjusobno ortogona1-

ne.U slhcaj1-1 elipticne konture' ji=COnjt. 1J.gao 11 је promen1jiv 
г 

i varira оо. О ао 2Jr .Za vrednosti 1J=O,Ji' па kопtUГifl=ЈЧ.о dobi-

ј f'..1l1O 

( 3 • 1 • 7 ) Q:: е ся Jlo ,~ = о ) 
а za Vredl'lOsti 1Ј=Јј, ~ па istoj konturi,dobij91Ilo 

( 3 .1 . 8 ) а ~ о ) &:: e~}ltl ) 
gde SH а i g veca,odnosno шanја poluosa e1ipsc. 

Када је e=CMt1t.,aJI.L-';>() ,tada elipticni cilindar dеgопегisе 

н p1oC"LJ. iste dHzine 1 sirine 2е ,tako аа је 

~ =0. 



I -, 

... 
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ј Кайа €-7 О ,а jl'=" оо ,kОl1fоkсЙ118 e1ipticne konture pre1aze u 

koncentricne kr'uzne konture, tako йа 

(3.1.10) 

gde је Ћ po1uprecnik kruga. 

Kvadrat е1ешеntа 1ша u е1iрtiсnош sistешu koordinata је 

(3.1 ~ 11) dj'2= Г (&2ЈЧ-СОј:Ј1Ј) dJi2+ f ( сЯ2јl-СОЈ219)d19'1. ) 
~i nije tesko videti аа је оуај sistem lcoordinata ortogona1an. 

Ako uzmemo аа је J'l=X 1 ,1У=х2 ,оnйа,в оЬziгош па izraz za 

kvadrat e1ementa 1ш{а u оаnоеи па neki krivo1inijslci sistеш 

koordinata 

(3.1.12) 

gde је ~(.J" metricki tenzor tog koordina-t;riog sistсша, dobi јаlIlО, 

poredjenjem sa (3.1.11),koordinate metrickog tenzora e1ipti

cnog sistema koordinata 

(3.1.13) 

Promena e1ementa 1ша duz kri ve J'i= c(mJi. , s оЬziгош па iz

raz (3.1.11), ј е 

(3.1.14) 

Rastojanje nеlсе tacke M(x,~) оа kоо:гс1inаtпоg pocetka Dekar

tovog' pravoug1og sistema koordinata О ,оzпас:iшо ga sa g ,iz

razeno u ойnови па e1ipticni sistern koordinata је 

(3.1.15) 

Za dovo1 јпо ve1ike vrednosti}l ,dtj.f. N~}t r--:.f eJt ,tako da 

za konstantnu vrednost е ,iШELЋО,s оЬziгош П(;,(. (3.1.15) 

(3.1.16) , 



3.2. Oblik diferencija1nih jE::dnacina ~l e1ipticnom sis

temu koordinata 
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OЫH~ diferencija1nih jednacina (-2.2.1) i (2.2.9),koje ПlO

raju zadovo1javati naponske furuccije,zavisi оа oblika Lap1a-. 
sovog operatora,odnosno,od oblika dvostrW~og Laplasovog оре

ratora,u sistemu koordinata и' odnosu па koji izrazava.mo na

ponske funkcije. 

ю~о naponske fururcije izrazimo kao funkcije kompleksnih 
I 

promen1jivih ~ i ~ ,gde је ~ definisano re1acijom (3.1.1),а 

~ definisano re1acijom 

(3.2.1) 
. - , . pr1. сети···.Је 

(3.2.2) ~ :::JIl-i:l9-) 

onda је Тя:Lрlаsоv operator u e1ipticnom sistепш koordinate, 0-

blika 

(3.2.З) 
4 ()2 

LJ = р 28А ':s SA. 9 'с) ~()~ 
Ю.;,:О l'laponske funkcije izrazimo kao fHnkcije promenljivihjl 

i '& ,оnаа оnе zadovol јаv:э.јu diferenci jalne ј ednc~cine 

(3.2.4) i 

1..1 kојiша је LaplasOv operator oblika 

(З.2.6) 

Po1cLzeci оа, Kosi-Rimanovill jednac:i.n2c·· (2:2 .ВЈ, i iZTClzavaju-

ci iJ:'l preko ftшlcсiје komplelcsne promenljive ~ i t ,ЙоЬiјiЭ.mо 
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(3.2.7),·. ~ (Ч'-;с2LjЧ')= 2(4-V)~2i f:)~ (LlИ)) 
. с. '<Н . . Clt: 

od~{le,s obzirom па (3.1.1) i (З.2.1),i pretpostav1jo'juci "do' 

ј'е и=и(~,~) i r=o/{~J~) ,dobijcll1lO Kosi-Himcmove jednacine u e1i-

pticrlorn si stemu koordinO,ta, oblika 

('3.2.8) 

IzгаZаvајuСi,sаdа,nв.рОnSkе funkcije u obliku U=U(jI.,19) i 

lf'='f(j<,1J) ,i koristeci re1acije (3.1.2) i (3.2.2),dоЬiјгшо 

re1~cije 

2. (Y;-1C2LJ~)=-2(1-V);С?д. (ди) 
о) o~ 

(3.2.9) ~ (tr- t 2LJ r) = z (1- v)л; 2r& (д и) , 
... 

1)19 . иЈ"" 

ko је pr<::dstav1 јаји Kosi-Rimanove jednacine iz.rQZene, takodje, н. 

odnosu па e1ipticni sistem kоогdinЭ.tа. 

Diferencijo'lna jedno'cina (3.2.4) ima isti oblH:: i u l{lasic-
, . 

по ј teori ji e1asticnosti .Difе:гспсi ја1nа' јеdПG.Сiпа (3.2.5) ,kao 
ft 

i Kosi-i1imanove jednacine (3.2.8) i (3.2.9) dobijene 8н,н 0-

\тОПl obliku prvi put 1.1 nЭ.fЈет radL1., [19]. 

3.3. Koordinate tenzoro' nо'роџа i tenz;or:,?~" nарсџ).~{:iћ Брге

gova u elipticrlom sistemu koorflillata 

\ 

PolL'.zeci оа аоы''оo роz:паtih za.kona tГ8Ј.18fОГlllElсi j~ kovari-
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јалtniћ tenzora ргi tгсшsfоnnасi ji koordinata, [14], dobi јеЉО, tl 

паsеш sluсајп 

gd:з 81). ~i=~ i АЈ';Ај Dekartove pravougle koordinate, aX\fl i X~1.9 

e1ipticne koordlnate. 

Delcartove koordinate tenzora nароnа i t,еnzога naponskill 

'spregova mo~emo,ko~iste6i relacije (2.2.6),Б obzirom па (З.1.1 

i (З. 2.1) ,izrazi ti preko parci ј a1nill iz'voda napons~ih fш1kсi

ј а и (~I g.) i ч' (:$, '3) ро рготеп1 ј i viш:S i '3' ,tako аа zamепоПl u 

(з.з.1) dobijamo kovarijantne koordinate tenzora 11.apOna i nа

ponskih spregova п obliku 
\ 

-о 

, .. 

, 

tt~ == r 2211_ СА Ij 'lli)-t ( 1)~U _ СА 'I '() У) -+2 ra
1u _ -+ 

~'()'::)'l 8ft~ 'д~ "0'-.12 вR':1 'О\ј 'CJ~'j 
\ 

+i (f1_ &~ ~)_ i, (ro'l<r'_ d"S 'д!) 
():12 ~ ():1 '() 92 8it Q'd, '4' 7 
ft 

i ~"19~_l7()2U _ cPt'i 'дИ\)+{ (ra~u _ CR.~ 1()~)+ 
г '\ '() ';:52 ~ 'ј () 'ј го ';12 8~ У rCJ "1 

( {)?Ч' _ <А\ј or'\ ('ё)2У; _ сЈ,ј '3 ~ '\ -2 fQ2'f' , 
+ \ 'СЈ ':52 &А \ј 'д "=1 ) + 'д 9 '1 ~ g а:Ј) 'д ~1J 9 

t" ~ == -i (~- СА, 'ј ~ )-t i ('д2~ -Q't ~- {),~)-+ 
Ј t(} 'ј 2 8ft 'ј 'д:5' Ј 'д ':12 8А, \ј 'д tj 

!ro'Ј.Ч' cA~ "С)Ч'\ (~чу &9 ~lV\ 01ЧЈ 
+ l 'Э'12 -~ 'д ~)-+ 'д\ј2- tl9 'д 9 )t Zo~a~ ) 

r(LJH={~~ + ~~, m 1Jt= i (~~ - ;~) . 
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Dal ., 1 ~ . t ;. (") 1 r) . (") 2 '») d ь· . r Је, COIlS eCl .Ј' .i: l \.Ј • • 1_" О lJamo 

(3.З.З) 

t _ ~'lU+ i1.2.M ,ои_ sln21.9- !У._ 'СЈ2<Ј1 + ~n~~ й'јЈ + Мt.й{ . 1JfJI , 
Ј41'- о}/" ChJi-&n2~()}t Щ}I.-СОЈ21У 1Ј1Ј 'дЈ!/{)/Ј "ёhj.l-СОЈ'l'IJ 'дjl . Ш}Ј-саm1 'д19 

{~1':-?Y- s!.zM .'ЕМ _ J{,tt2~ 'ди + 'д2 tp _ М:n21! _ ()tp _ ~lJU 'rJ1f) 
'dlJ'1 cfuJt-саmЈ ()Jl cAy.L-СФ21Уд~ ~1J СЛ:УЦ-СОЈ21Ј 'д? cAljl-сОЈ'l19 'д19 

t @t иm19- 'ди;~ 'дU_с)'ZЧ' _ ~2ЈЧ. 1J1f' + Mn2~ ~'t') 
J411:;~19. chJ<-С(1ј21Ј 'дЈЧ ~-cm~l'~1J 019 2 сРаЈЧ-Сl1З219 8jU • • cPt~-CtJ12УЈ ~~ 

, 

1:'1.9 - .. 'дЧ1 -t- Мп 211 'ди ... ~ 'о и + ~ _ ~2JЦ. 'дЧ' + ~n 111 ~) 
:ЈЧ - 1ЈjI01Ј dr.~cm2"" ВЈЦ. ckfl-eaj?}j '01.9 СЈјЧ.2 cA2p-саЈ21!) 'д.fЦ cJajl-С(JI 219 'СЈ1? 

mftl= **) m~c= ~. 

lielacije (з.з.з) predstavljaju izraze za kovarijcmtne коог-

dinate tenz-era nароnа i tenzora naponskih spregova u eliptic

пот sistеЧ1U koordinata,izrazene prel:o parcijalnih izvoda nа

ponskih funkcija исџ,1.9) i'f(}lt1J) • 

Fizicke koordinate tеnzогС'. nароnа i tenzora naponslcil1 spre

gova ,izrazene u ойnоsu па elipticni siEtem kooro_inata,d.obi јато 

iz роzпаtе veze izmedju fizickih koordinata nekog tenzora i 

njegovih kovari jal1tnih kоогdinаtа u nеkоПl O:C-[;ОGО:Ш:J.lпош kri vo_

lini јskош sistemu koordinata, Г1~1.и nазет slucaju te veze Би 

oblika 

gde sU~j1Jii~1..~ dati relacijama (з.l.lз).UglаstОm zagradom је 

паglаsепо da эе radi о fizic1cim kоогdinаtаща. 

IZl'azi (З.304) эи,и slucaju kada је "с = О ,odnosno u slu:caj1;l 

kada z?-"Ylemarimo uticaj naponskifl spregova,identicni sv_ sa od

~ovaraju6im izrazima u klasicnoj teoriji elasticnosti. 
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IV RАVNОМЕЮ{О ZATEZA.N ЈЕ BESKON АСНЕ OBLASTI SA 

ELIPTICNIM OTVOROlVI 

4.1. Granicni us10vi 

Posmatramo beskonacl1u oblast oslabljenu еliрtiспiш otvorom 

sa уесот osom c1uz ose Х Dekal'-tovog sistema koordinata,ravnome

rno zategnutu si10m intenziteta р ,pri сети sila zatezanja za

klapa sa osom-Х ugao fb 

---- ~-----foО---'''''-''--+------')о 

Х 

sl. 2 

Ovde smo uve1i рој.ат beslconacne oblasti оз1аЫјепе otyorom. 

Ovaj ро ja.rn vezan је za fizicku cilljellicu da зе и i!acka.ma ао

voljno blizu otvora,pri nekom napreza.nju oblas:ti,javljaju уе

liki cirku1arni ~aponi,pa samim tim umanjuju gornju graniсц 

intenziteta sile nаргеZШlја,u nаэеm slucaju si1e га~10mегдоg 

zat eZ8..flj а , и' odrlosu па tu istu granicu u slucaju ka-da 1.1 Ьез

konacnoj oblasti пета otvora.Drugim recima,ako u Ьеskопа.Спој 

oblasti postoji krivolinijski otyor,onda зе uticaj otvor~ 0-

gleda и зlаЫјепји mogttcnosti ша-tегiјаlа u pogled1.,l vrednosti 

dozvoljenog opterecenja. 
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Posto вто pretpostavi1i аа u beskanacno uda1jenim tackama, 

tj-,u tackama cije је rastojanje оа otvora mnogo уссе od diще

nzija otvora,de1uje saтa si1a zatezanja р ,оnаа se u tim tac

kama nе moze ocekivati uticaj naponskih spregova па raspode1u 

napona,tj.u tim tackama је naponsko stanje karakterisano si

metricnim tenzorom napona.lz tog razloga,granicne uslove u 

beskonacno udaljenim tackama formulisacemo па sledeci nacin: 
• 

U beskonacno udaljenim tackama naponsko stanje,izrazeno u od

nosu па Dekartov pravoug1i sistem koordinata Х О ~ ,odredj е110 

~e koordinatama tenzora.napona i koordinataтa tenzoranaponskih 
, 

spregova oblika 

(4.1.1) iжх = Р) ~~=O) ii~= t~q;= 01 
(4.1.2) mxt=o) тH!l=O) 

pri сети koordinatna .o,sa Х ima pravac sile zatezanja. 

U odnosu па Dekartov pravoug1i sistem koordinataxO~ ,cija 

osa.x zak1apa ugao 13 ва .. osom.x Dekartovog prayouglog sistema 

koordinata xO~ ,naponsko statlje u beskonacno uda1jenim tacka': 

та odredjeno је koordinatama tenzora nароnа i naponskih spre

gova oblika 

(4.1.3) 

(4.1.4) 

!хх = PCCj~ ) 
mx;= о ) 

{~';j = fJ8irn.
2
1?J) -bx~ = ~x-:: t-'Si'h{Ьсrof3 ) 

m~i:: О ) 

koji је dobijen koriscenjem poznatih izraza za transformaciju 

koordinata pri rotaciji koordinat:rlog sistema,oblika 

~ -= ХСО:\!?>- лј Ж17,!Ь 

АЈ = х s{,'h.{!>t ~ cro Љ 

i :'relacije' (3.3 .Т). 

'Iz relacija (4.1.3) i (4.1.4) mozemo uociti odtllaJ1 sledece 

veze 

- -
ixxt41~=t~x+f~~=p} 
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koje predstav1jaju sistem оа pet jednacina za odredjivanje 

pet nepoznatih ve1icina t:xX ,t~'<1 ' jx~ , т:N i ?n:!'t • Jasno ј е аа эи 
koordinate tenzora napona i naponskih spregova oblika (4.1.3) 

i (4.1.4) resenja sistema jednacona (4.1.6).Prve tri re1acije 

(4,1.6) эа dobijaju uovom oblik'.;. u k1asicnoj teoriji e1asti

cnosti pri razma~ranju ovog ~гoЫeтa u kошр1еkSПОј ra~it=x+~. 

U гааи US) granicni us10vi (4.1.6) formu1isani su u opstijem 

obliku,za bi10 koju koordinatnu transformaciju nekog krivo1i

nijskog sistema koordinata ,pri сети је ргоЫет takodje raz

matran u komp1eksnoj ravni.Lako је pokazati аа se u slucaju 

l<:oordinatne transformacije (4.1.5);tako formulis311i granicni 

us10vi svode па oblik (4.1.6),odnosno koordinate tenzora na

pona i naponskih spregova su oblika .(~.1.3) i (4.1.4). 

Mi smo оуае odstupi1i оа uobicajenog postupka pri dobija

nји pblika re1acija (4.1.З),(4.1.4),оgnоsпо (4.1.6),kojc ргеа

stav1jaju grar.Licne us10ve u beskonacnosti izrazene preko De

kartovit koordinata tenzora паропа i naponskih spregova,jer 

пат se cini10 pogodnijim аа koristimo уес date re1acije (3.3.1). 

U elipticnom sistemu koordinata,definisanorn re1acijama 

(3.1.3),dobij@uo,koriscenjem relacija (3.3.1) i s obzirom па 

(4.1.3) ,kovari jantne koordinate tenzora паропа i napons.~ih 

spregova u obliku 

(4.1.8) 

!}lf:: 1Jf! [ (сРйjl-СUJ27g,) + С(]ј 2(brcH.y.UaJ21J-1) +Jin2~~jt Jin21J Ј , 

i 191Ј : J~" [ ( dlyt- СОЈ11У) - СОј2(!, (cЛ.yt c111219 -1) - Jinl tЭ ,w4t.чtn 219 Ј ) 

tjl19-. t1J)t = - ~1.I С(Јј21!>~Ј4Jin2,,~Jf,n2/;(сЙ~С(Јј~-1)Ј) 

т}Н ~ О) rm~c = о, 

Fizicke koordinate tenzora ~apona i naponskih spregova,s 
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obzirom па (3.3.4),su 

~J''l ::: р [ (cд.yt-CG11~)1 СОјll:;( сЙЈfl CaJ2tP-1)+Ј{1l2f.>· ~Jj?121J] '. 
2 (cЩt-CQJ219) 

~-=- f r i~Jl-СQj219)-СlIi2(3 (сЫј.{СtrJ219-11- Jin 2fhi7j.lбi1l2"] , 
:2 (Щџ-С()ј2)9) 

~ЈНr, = kj4) = - " [ CI1J2& щ,. Jin?l1- J{1t1(.! (0!'2Ј< CaJ211-1) Ј 
2l 'Ш-СаЈW) . , , 

m.qчй = о, m,(19) 7 = О .. 

Koristeci navedene osobine elipticnih koordinata date и 

(З.l),dоЬiј81nО аа u beskonacno udа1јепiш tackama,tj.u granic

поrn procesu lcada Jl~Vb,koordinate ·tenzora паропа i naponskih 

spregova (4.1.9) teze konacnim vr'ednostima 

(4.1.10) 

t<j(}4) ~ f (-1 t C(lj28 + М:n2f?l) , 

t-<~.,,)~ ,р (1-COJ21?J-J{.n2fb)) 
2 

i<~",,» ~lJJi) ~- t (C()ji.f3-Jin21З)) 
1z tog razloga granicne uslove u beskonacno udaljenim tac

kama,izrazene preko elipticnih koordinata tenzora паропа i 

tenzora naponskih spregova formulisemo па sledeci nacin:Kada 

1'-7 OQ ,11aponsko stanje u beskonacnoj oblasti sa elipticnim ot-

уотот pri proizvoljnom jednoosnom zatezanju kопstantпош silom 
ft 

р ,odl'edjeno ј.е koorc1inatama tenzora паропа i naponskih spre-

gova оћli.kн 

i'<J'-IЈ-I'f = f (1+С(]ј2Љ+ Gin2t3) , 

(4 .. 1.11) 
+ ,1:> ( ') w·.(t91Jl -: i- ,1- C()j2f!>-St/t128 ) 

t<jf(9):: t<1JJf)::- f (С(Јј2Љ-Ji"~2(?,)) 

koordinate ovih tenzora u elipticnom sistemu koordinata. 

.. 
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Granicne иБ1оуе (4.1.11) mozemo napisati i u ekviva1entnom 

obliku,tj. mozemo ih formu1isati па sledeci пасiп:КаdајЧ"::;OQ, 

koordinate tenzora паропа i naponskih spregova (4.1.11),тотаји 

biti теэепја sistema jednacina 

t -<}1ЈIЧ) + -L"".., :: fJ 
t<1J1J'7- LJ4~):: -р (СФ2ЉtJtn2fј)) 

• 
-1 

2 i'<Jl1J) == - р (C()j1rь~ stn2(~) ) (4.1.12) 

.2 i t41J'7 ~O ) 
m~јЧН = О) т <I9Л = О) 

~ ~ 
gde Бто Ба t<.J4lJ) oznacili siшеtгiспi, а Ба t{Jm) antisimetricni аео 
tenzora napona ~1J) .Ргуе tri re1acije (4.1.12) Би uobicajene 

re1acije које Бе dobijaju и k1asicnoj teoriji elasticnosti 

pri razmatre.J:1ju ovog problema.Mt)ze Бе, takodje, pokazati da Бе 

odgovarajuce relacije izvedene uH5] svode,u sресiјаlпоП1 Бlиса

ји,па re1acije (4.1.12). 

U cil ju dobi ј аl1. ј а granicnih '.1Б1ОУа па konturi, po6i <5 ето od 

pretpostavke аа је kontura otvora neopterecena spo1jnjirn si1a

ma.U tom slucaju iz granicnih uslova (1.2.5)li gгсшiспih иБ1о

va (1.2.5)2,pri СешlJ. us10ve (1.2.5)2mozemo napisatj_ u obliku 

( 4 .1.13 ) т .At.e n1(;:; М ~ 
ft 

gde Бто 11 skladu Ба (1.3.3) i (1.3.4) antis-imetricnom tenzoI'U 

naponskog spl~ega Mij· jednozl1acno korespolldira1i vektor Mi те-
1acijo.m 

dоЬiјг.шо а.а za }I=}lo тотаји bi ti zadovo1jene sledece relacije 

(4.1.14) 

~C\If~ п fl+ {"r3 ЈЧ 1z "ЈЈ:: О } 

tJ4 11 nJt i1J~ п lJ:: О > 

7n}f~ 'У1Ј\ т19! n1.9= О. 
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u ovim re1aci јата sшо sa 11Ј+ i niJ- oznaci1i kontravari jantne 

koordinate jedinicnog,vektora spo1jasnje norтa1e e1ipticne 

konture jl:.,fio ,izrazene u odnosu па e1ipticni sistem koordina..,.. 

ta.S obzirom аа је saтo koordinata ~~ razlicita od nu1e,iz 

(4.1.14) sledi da onda mora biti 

(4.1.15) ~~Ј1n}l=о) tjl19nJi.::O) тJ~~nji=oJ 

а odavde,s obzirom па to da ·je.n~-i razlicito od nule,sledida 

ви graпicni uslovi па kon"l;uri zadovoljeni эkо је 

f}i ј{ = О) t}l1J = О ) 
odnosno,ako је 

(4.1.16) 

Dak1e,u slucaju kada је eliptmcna kontura neopterecena 

spoljasnjim silama,granicne uslove па konturi formu1isemo па 

sledec i nacin: Za }l:pe ,mora bi ti 

( 4 .1 .1 7) {-<)4Ј1> :: о Ј t<JtlP'l :. О) m-<~t;):: О . 

JednaC~1e (4.1.12) i (4.1.17) predstavljaju gГЕшiспе иА1о

уе Ilai:5eg problema,koji uz diferencija1ne jednacine (3.2.4) i 

(3.2.5),i Kosi-Himanove jednacine (3.2.9),predstavljaju kom

pletan sistem jech"'lacil1C:1 za odredjivo.nje naponskih fu.n1ccija 

и. (Ј/,19) i 'f(}I, 19) • 

4.2. Ob1ik naponskih fl..шl;:сiја 

i 
U nаfЗет sluсајп komponentalni naponi i naponski spregovi 

тогаји biti jednoznacne f'l..mkcije polozaja i,s оЬziгош па si

metriju problema,periodicne ро promenljivoj U ва periodom~ • 

Otuda sledi аа i l1apoIlsl;:e fUЛ.kсi је шогајu bi ti jecLi1.ozJ:1G1crl.e 



fUI1 ... 1{cije .polozaja,kao i с1а тогаји bi ti periodicne f'unkcije 

- ро promenljivoj 19 Ба регiоdош:JL • 
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Naponska funkcija U(f4,t9)koja zadovoljs.va biharmonijsku di

ferencijalnu je(lnacinu (З.2.4) mora biti ЬihаГПlOпiјskа fun

kcija,pa sledi йа пјен lap1asijan mora bi ti harmonijsl\:a fШl

kcija. 

Da1je,iz re1acija (З.З.З),' (З.3.4)1,2 i (З.2.6) sledi йа 

је 

Iz ove re1acije i granicnog us10va (4.1.12)1 sledi йа je,kada 

(4.2.2) LJ и:: р. 

Oznacimo sada,formalno, L1U= \f .Iz (3.2.4) sledi йа је 
, . ", 

harmonijska funkcija,tj.da zadovo1java Lap1asovu diferencija1-

пи jednacinu 

s'f: о. 
s obzirom па (4.2.2) ,kada:j{-") OQ ,dobi јато 

(4.2.4) 

Gre..nicni us10v (4.2.4) ogre,nicava skup harmonijskill funkci

ја jednoznacnih i periodicnih ро promenljivoj 19 Ба регiоdоmТL 7 

koje mog~ biti resenja diferencijalne jednacine (4.2.3).Nije 

tesko pokazati йа,Б obzirom па uvedena ogranicenja,opste re

sellje diferencijalne ј.;;dllаСiпе (4.2.3),шога bi-ti оЬЈ.јЈ(а 

Sada mozemo, iшајuсi u vidu fогша1Пl1 ZaIfienU lroju SПlо llveli, 
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Diferencijalna jednacina (4.2.6) је nehOl:lOgena diferencijalna 

jednacina drugog reda.Njeno opste rese.rlje сето potraziti u оЬ- . 

1iku zbira partiku1arnog resenja ир i resenja homogenog dela 

оуе jednacine, Ut ,koje је геэепје Laplasove diferencija1ne 

jednacine 

ди9...=О, 
tako .da је opste геэепје оуе jednacine oblika 

Iz (4.2.6),imajuci u vidu (З.2.6),dоЬiјamо 

odnosno,dobijamo 
.. 

(4.2.10) 

partil;u1arni integra1 diferencija1ne јеdпасiпе (4.2.6), и" ' 
u obliku 

Resenje diferencija1ne jednacine (4.2.7) u elipti5nom sis

temu koordinata uzimamo,s obzirom па us10v periodicnosti ро 



promenl ji уо ј 1.9' ,kao i па velic}nu perioda, i imajuc i u vidu 

gr~~icne uslove (4.1.11),u obliku 
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оо 

( 4 .2 .12 ) ив. СјЈ, 1Ј): C;fl + f? е~{dcсroi.lЭ+~sm2lJ) + Г '~iЙ1t/,.Џ (d1nC011n7J+&nJin 2'Yl19) +со·,Ј. 
11.=1 

1z (4.2.b),(4.2.11) i (4.2.12) s1edi аа је opste resenje 

diferencijalne jednacine (4;2.6) 

(4.2.13) 

~ Наропэlса funlcci ја I..J.ICjf/19) ,i1i furL.lcci ја naponskih spregova,' 

koja zвдОVОlјаvа d:Lferencijalnu jednacinu (3.2.5),mora,tako-" 

dje,biti jednoznacn& furu{cija polozaja i mora zadov01javati 

isti uslov periodicnosti ро promenljiVoj ~ kao i napon8ka 

f1)J.1.1cc i ј а и (јЧ/IЈ) • 

Da1je,iz granicnih uslova (4.1.11)з,4,5'Оо.поsпо (4.1.12)4,5 

i (4.1.12)6,sledi аа funkcija ~{~/w),kao i njeni izvodi,mora 

tezi ti nu·1i kadafl.:>r ('ХЈ ~. 

Opste, теiЗепје diferencijalne jednacine (3.2.5) trazicemo 

u оЫН:н zbira ре:rtikulа:гпоg тевепја '+'1' i resel1ja modifilco-

уа.11.е Helmh01cove jednacine 

(4.2014) 

pri сешн је partikularno'l'esenje harmonij8ka f'шl.kсiја koja, 

kako smo уес ranije 11ag1asil~ ,zadovoljava Коsi-lћтэnоvе Н810-

( .~ - \Ј' \. уе ј.с.:.'9;,сако аа Је 
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P01azeci ой jednacina (3.2.9),i uziшајuсi u obzir (4.2.6), 

dоЬiјашорагtil:u1аrnо resenje Yunkcije naponskih spregova 

u obliku 

(4.2.16) 

gde је 

, (4 .. 2.17) 

iz koga vidimo йа је partikularno resenje jednoznacna fиnkci

, ја polozaja,periodicna ро promenljivoj ~ ,за periodom ~ ,ko

~a,kao i njeni prvi izvodi, tezi nuli kadafl~(;1O .. 

Diferenoijalnu jednacinu (4.2.14) mozemo,s оЬziгош па 

(3 ~ 2, .. 6) ,napi sati u Q.b1iku 

iz koga,pretpostavljajuci da зе fи:жсiја W{Jl,1J) moze napisati 

kao ргоizvоrl dve funkcije 

(4.2.19) 

dobij[®o,razdvaj~~jern promenljivih,dve diferencijalne јейnа

cine ob1ika 

(4.2.20) 

gde је 

~eТ(1J) 
dlJ'2 t((ittZ!lСФ219)Т(19) =: о ) 

d} м ~џ)_ (Q+2!lcJluj.f) М (Ј>1) :: О Ј 
d.Jч 

е 
9,.= l.;;C'l 

I Jedl1CLCina (4.2.20) је I!latjeova diferencijalna jeatl6~·e,a 

jednacina (4 ~ 2.21) ј е mоdifikОVЭl1а I\Jat ijeova 
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јеdrlc:LсiП2, za 9- negativno. 

Hesenja diferencijalne je<L.'1acine (4,2.20) su Eatjeove ре

ri'odicne ftm1\:cije za 2. negativno.U пазет slucaju опе mогаји 

imati регiоd 1r ,ра iz s1\:upa r,Iatjeovill periodicnih funkcija 

izdvајшnо оне lcoje imaju tu osobinu.To suIYIatjeove funkcije 

obli~a, [12Ј, 

(4.2.23) 
~.:.1J2"" 

lco ј е, и slucaju kada је 9:. о ,prelaze u trigonometri ј ske f1..mkci

ј е COJ~~19, ~1!Д ~19 • 

SV[lkoj оа ovih funkcija odgovara пјеп karakteristicni Ьгој, 

ili kOn8tanta razdvajanja,pri сети је uobicajeno аа se karak-

teristicni Ьгој Matjeovih ftmlccija tipa Ц2Ч oznaCavD. sa G.Z'YI. , 

а kara.kteristicni Ьгој Ма·tјеоvihftmkсiје;з. tipa J0271l sa ~2~ • 

П cil ји jasni ј eg sagledavanja шоgu.Споsti primene blat jeovil1. 

funkeija k.ao геiЗепја difereneijalnih jednacina Рl'оblеша,паvеs-

A
mf1 

сето пе1\:е osobine karakteristicnih brojeva,koeficijenc~ta 211-

. Ћ (Щ) 1" . 1 Ь . . , f 1 .. 
1 ~?1., {ао :1 пе I:е 080 1пе OV1.ll , un се1. Ја. 

Karalcteristicni Ьгојеvi O,-2'JQ. i g2~ 81..1 funkcije odgovaraju

с eg px'irodnog Ьго ja;ij( i рагашеtга ~ ,i оЫНс ОУе fu.nkcionalne 

zavisnosti odredjen је vrednostima ~ • 

Tako 8и., zэ. male vrednos·ti q ,lcагaktегistiспi bl'ojevi fu.n-

kcije oblika,[12], 
, 

а -_.i(}~ Lr/I 29. оЬ+, .. 
L<'J - Z;{. t 42 g :l - 2364 ,1.. 

- . 4 5' 2 ?63 4 10021101 (, 
а2 = 1" 112 9. - 4?Jf5249. + 79626 21;0 ~ -+ •. " 

а- -1'~ . .l..eJ2 !i~QЧ Ј701 06 ...... 
. ~ - ~1 20 L + 86400().(. - 1"128000:t., 
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t -4-Ј.. 22. 15 24 2119 -рб 
2 - 41 "t А3924 - ?9б2624() +- - . 
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t4 = 4G t J.. 21_ ,317 9.~ 10049. ('16 ". 
: 30" 86l1oqO + 4729000;t + 

'i slicno, sve do vrednosti 'Yn'ij 7 ,kada se moze uzeti ,korektno 

sve ао с1anа 2~ , 

Za dovo1jno ve1ike vrednosti ~ ,karakteristicni brojevi su 

dati aproksimativnim funkcijama oblika 

(4.2.22) 
(l.2if =-2q+ (ak+2)'V2 " 

) 

. g7.~ =-Z2+([lk-2)'Гч . 

Napomenimo da је pojcun 2 mа10 i1i q veliko ге1аtivгл, Јсј. 

zavisi оа toga koji lcarakteristicni broj posmatramo.Tako је, 

nаргiшег, 2= 4" dovo1jno ve1iko za ~ ,ра za izracu.navan.je vred

nоэti ovog karakteristicnog Ьгоја moramo koristiti (4.2.26)1' 

dok za tu istu vrednost 9. ,koristirno re1aci ј tC: (4.2.24) za i

zгаСи.nаvэ.:nј е ostalih karalcteristicnil1 01'0 ј eva. 

Za ve1ike vrednosti k imamo, Н2Ј, 

(4 ..-. ')7\ 
.с:...;:. ) 

. ". " t' А (2~) . 'Ћ(2~) .L1r d' funk"" d .. h KoellclJen 1 2n 1" 2n SU,I"Э.-hО Је, c1Je о 2 ,1 nJ1 0-

vo ponasanje zavisi оа vrednosti 2 ,[12Ј. 
, 

Za mа1е vrednosti 9., ро:rшsanј е ovih 'koefi ci ј enata' dato ј е 

opstOD1 fоrrШ .. Йоm 

А (71l,) 13(11t) т! (q) ~ G'V 
mt2'l ) <7n:t1~ 'r/iO) m '10 Г[! (nlt'l)! 7i ) , ., 

(4 .. 2.20) А (т) Ђ (т) ~" (m-tz-1)~{ J~)"{, t"['Q О) rm,?о. 
m-2'l.) rm-27. . tt~ (т-ј)! 1{ ) 
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Za dovol јпо male vrednosti <Z ,obli1c fu.n.kci,onallle zavisno-

t · k f' " t А (?It) . Ћ(71Z) ~ (Ј d а" . s 1. roe 1.С1.Јепа а 2n 1. 211 oa:z. ,О re Ји,Је se J.Z rek1..1renrLlili 

foтmula l\:oje I!10re.jll zadovoljavati ovi koeficijenti, r12].Za fШ1-

k " t . r> . 1 . k f . " 1-' А (-не) . Ђ (2Ю 1 
C~Je Ј.ра л..е2 Ј. V02 ,naprJ.mer, ое J.cJ.Jerl·u1. 2?'1.о Ј. 2'1'1, su. оћ ika 

/' 

(4.2.29) 

А (7/l) Ђ[Z1tl) 
а koeficijente '2.1rl i 211- odredju.jemo iz uslova normalizacije 

fW1kcija [е2Х i 6021( ,koje сеnlО kasnije navesti. 

Za velike vгесщ.оsti 2. је) [12Ј, 

(4.2.30) 
А (:~) --, (~.1) ~ 2А (~IC) ) 'Г~ О 

i moze эе pokazati аа svi_ ovi koeficijenti teze nuli kada,2-=Joo4 
",., - А(2Ј() . Ђ(2Ю ~ . . " A(ZIfl) , 

Каdг, 'К'::;'()6 ',svi kOE?fiCi ј enti 2n 1. 2n teze пи1Ј., J.Z1.zev 21)'1, 1. 

Ћ n~1 1 ., t ~ . а' . . 
2~,:OJJ. eze Је ~ПЈ.С1.. 

Treba naglasiti аа Би. redovi IvIatjeovih fuлkсiја konvergen-

t · t ' 1 k .. bl . 1 ~. 1 f . .. t А (Ht,1 , Ъ(2)t) 
ПЈ. za '1._0 .. OJ:L (1 Ј.';: ponasa:r1J8. \.:oe·.J.ClJena а 2')! 1. 211.. 

, 

Пsvојiсеmо sledecu noTma1izaciju funkcija l!ell1. i -60Н( : 

(4.2.31) 

odakle sledi 

~ [A{2~)J-~. [A(2'k)]2_ i 
(4 ') ')?}\ L <1,,," ·г2 о - Ј .с:. • ..Ј<.. ~.~ 

'I'i.='1 

, _ .. _-,~--,------



(4.2.32) , 

Uslovi ortogonalnosti 1'I\.at jeovih fиnkcija ЈСеа. i ~0z'К Би: 

21l 

Ј i e21t (1JIJ- 9) "се22 (t11-9)d19= О) r<.:f: l 
о 

2:Jr 

(4.2.33) ',5 ЗОzt1.(19)-9)6о1€(1Ј/-q)d19=О) i;(=f.f 
о 

25i 

~ ј O'-tJ. (1Ј} -9) ,с e2€ (1У) -2) d 19 ~ О ) 
(1 

odakle sledi 

(>о 

~Ђ(Z1r)Ђ(2е)_ О 
L 1'11 2?1. - ) 
1}.:: iI 

Dalje,pokazano је,[12Ј,аа vaze sledece relacije: .. 
(4.2.35) 

i 
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ра iz 1.1s1ova norrnalizaci ј е tгigопоmеtгi ј skill fUrll{ci ја sledi 

(4.2.37) 

а iz u810va ortogonalnosti trigonometrij8kill fШ1.1ссiја sledi 

·Rese1~ja dif'егеnсiјаlпе jednacine(4.2.21) SU шоdif'ikоvanе 

rac.ijalne' Matjeove fUil .... kcije za ~ negativ'1lo.Hesel1je naseg рго-

ыlша. I~lOc.;"\.1b.iti 8Э1110 radijalne I!la.tjeove flшксiјс za Q.negativ-. 
1 
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110 koje,lcao i njil10vi izvodj.,imajtJ. 080001111 da,kadajt..:;>oo teze 

n111i,sto је pos1edica,granicl1ih us10va (4.1.11-) . ,Od.nOS110 
3,4,5 

el~iva1e11t11ih us10va (4.1.12)4,5,6" 

S obzirom па us10ve ko~i шогаји biti zadovo1jel1i,resenje 

naseg problema mogu biti sашо rnodifikovane ra.dija1ne bllatjeove 

'funkcije za ~ nega'civno' oblika,[12], 

_Go211 (jl,-2)~ ~ Ј) ~ j~zl !i~) {9~ Z-t-1)"'(Щувr~ Кт (1H~) 
( ~41) 

2. e'l. 
gde ј е К =2:. 4,С%. ,а K2rt. su 1110difikovane Bese10ve fu...'I1.kci ј е dl'uge 

vrste геааn ,[1Ь]. 

Moze зе pokazati,[1~,da 8Н izrazil11a (4.2.39),и kojima 8и 

radi ј alne Mat ј eove funkci'j е tipa Fei~ (Р)-.2) i 602'W. (}t)-!l) pred8ta

vljene l.1 obliku baskonaC11ih геаоуа шоdifikОV2.l1.ih Beselovil1 

funlccija,elcviva1el1tni izrazi и kojima su funlccije ovog tipa 

date и obliku beskonacnih redova Сј. ji su clanovi proizvodi 

l11odifilcovanill Be8e10vih funkcija ргуе i druge vrste геаа П , 

Т2n i К2'n ,[1ь],ойпоэпо аа sе'",f1Јлkсiје tipa Fem(jl}-!Z) iБО2'rl(}t,-q) 
rnogu pl"edstavi'ti и obliku г 

(4.2.4(;) 

gde је 

" 

I 
, '0 

, .. 



i 

(4.2.42) 
I r:. __ п е-}i~ 1- ~f.{ ) 1\2 _ О е.ЈЧ.- 1.. ,,/ц-
и" fL -- t:- v, - п.. -.2 ~ l:: • 

2"с . л.. 

4п Ј 

Modifilcovane radijalne Matjeove funkcije za '1 negativno';o-
, 

blika (4.2.39),odnosno oblika (4.2.40),imaju iste karakteris-

ticne bro јеуе Q21t i &21{ kao i odgovarajuce periodicne Mat је

оуе funkcije ,i iste kO~fiCijente A(;~)i ЂC~~) ,[12Ј. 
Redovi (4.2.39) su apsolutno i ttniformno konvergentni za 

vrednostiJOO ,тааа је njihova konvergencija vrlo эрога kada 

~}--").1 . Za vrednosti Jljl=o,konvergenci ја ovih redova је neuni

formna.lzvodi ovih funlccija и okolinij{=O пе mogu biti dobi

.jeni diferenciranjem теаа clan ро clan. 

RedoYi (4.2.40) эи v.niforrr.illo 1conyergentni и celoj оЫэ.sti, 

ukljucujuci ijl~O .Diferenciranje r~da clan ро clan је dozvo

ljeno i u taclcama blislcim olcolinijl~O • 

Imajuci и vidu da Mat jeovim p_eriodicilim funkci јamа te'l'1J{lJ,-~) 

odgovE.t.raju radijalne modifikovane IifIatjeove funkcije Fе2tl(Џј-2), 

kao i d;;э, Matjeovim periodicnim i'unkcijama ~О1~(~-2)оdgоVаrајu 

radijalne modifikovane Matjeove fиnkсiје602f/Џ,-2)",rеsепјеmОfi 
difikovzne Helml~olcove jednacine (4.2.14),za паэ problern,je 

funkcija oblika 

С>О Ci'O 

(4.2.43) ~(}Џ9)::: ?-{2~ Fе2~(}lг2)Ц2t«(l9,-9)+ L ~2r<GО2~(}-l'-2)ј(h~(~-9)+С~. 
',;(::.0 1t=1 

gde su ..f21( i ~2X konst::ll1te iategraci ј е • 
S obzirom па (4.2.15),(4.2.16) i (4.2.4З),орStе те§епје 

diferencijalne jedl1acine (3.2 .. 5) је funkcija oblika 
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Relacijama (4.2.13) i (4.2.44) оагеајеп је oblik naponskih 

fUl:llcci ја ИЈЈОЈ) i \f(jt, 19) u elipticnorn sistemu koordinata ,kao ге
~enja diferencijalnih jednacina (3.2.4)i (З.2.5),u skladu за 

uslovima (3.2.9) i granicnirn uslovirna u beskonacnosti,u prob-

1ети jednoosnog zatezanja beskol1acne oblas"ti ва elipticnim 

otvororn,razmatranog ва staпovista Mindlinove linearne teorije 

e1asticnosti sa naponskim spregovima. 

Nepoznate konstante integracije koje se pojavljuju u izra

zima za naponslce funkci ј е odredi6 ето iz zadatih granicnih и

slova (4.1.11) i (4.1.17),formiranjem odgovarajucih sistema 

a1gebarskih јеЙпаСiпа.Меdјutiш,iz oblika naponskih fu.nkcija, 

mozemo odmah uoci ti аа зе pre formiranja sistema algebarslcih 

jednacina mora na6i neki aproksimativlli oblik naponskih fun

kcija, jer bi зе u suprotnorn dobi1i sistешi оа beskonaCl1.0 nmo-

go jednacina за beskonacno ~~ogo nepoznatih velicina. 

Nije пат poznato,iz litегаtuге koja пат је bila c1ostupna, 

йа su oblici naponslcih funlcci ја (4.2 .. 13) i (4.2.44) negde 

r~~ije оdгеdјепi.Оviш putem odredjeni зи oblici naponskih 

ftmkci ја и ргоЫешlJ. jednoosnog zateZ311ja beskonacne oblasti 

ва kгиzпim otvorom, izrazeni "\Ј. Odll0SlJ. па роlаП1.i sistem l·;:oor-

dinata. 

4.3.Kcortlinate tenzora паропа i l'laponskih spregova 

OdgovarajtH5 е izraze za koordinate tenzora паропа i пароl1.-

skih spregova dobij[~o polaze6i оа relacija (3.3.З) i uzima-



jUcitl obzir (4.2.13) i (4 .. 2.44) ,и oblilcu. 

(4.3.Ј.) 

j2(dbjl_cOjl!J)'2. ~jl) = 12. [(2сА~-+1)-lJсЈ.lJl C(Jj2~+e(}j4~ }t f}-2~jl + 

тf2tс1,[.3€~{е~з)сas1~+ff~4!9]-ее [(eLt43)Jin2~e~J{n~19 ]Jt 
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+ ~' t ~ d2"1 п (2'ltff) ё 1~ (2!I-2)~-1I [Cl1lt1)iiЊ2W(2!I-l)ё(mt~Ј<l()]ј1l!I1tn(1'II-.1)ё ~oJ Imt~~. 
п-1 +e,1'n 1n(zn-t{)ё21t~n(г1l:-2)19-'1tr(z1lt~)ё~~(m-1)ё(Щ-t2)}fЈ~n.m,t?t1l{m-l)ё~n(.mt2)Z']~t 

+-k' f ~ ~ \-(1!-!)ё11tfбј{m-4)]}+r"?ёl11J-m:2fn-ј'iIm>>>}I]с0!(m;)~fnt4)ё~i'J'fn-ј~(бЈ11I6t 
~ r -{2tНlЏ -(ln+l)Џ] -2nJl 

1-г.2(1Ж1е -ze CQj(2nt2)1Jt(nн)e CO:1{l1HJд195+ 

-4- ат ~ -(1Н) ё2'IЬ~in(Zn-4)~+[-tоё{mit fn-1Јё (~nt2)ј(Јм.n(ln..z)lY-+ [l1!:t1) i 21t4lt ~{n-1)е~м", 
-(71t~)fi ~ (2'11:J;2)flJ -тjlj r1 II 

-f (-2(7Н1)е -le ~n(m+2)19f(1lt1)e SЬ7.(21ltЧ)19Ј ]Ј + 

+ э t {\ Cln tnlll1t1)ё2'tPCDJ (:m .. 2)1} .. ,n [f2nt1)ёtz~1!i(zп .. 1)е(11ltllJiЈсОjl7W+ n f11l-.1)ё271'fllttЙI9}t 
, 11."1 1 ~mJli . r -(ln.1Ж -(2nt1J}l1 -Z"Ж Ј1 .} й:tЋ. (,t{Znt1)e dt1l(t?H)1J-ll (Z1lt1)e :.r(21l-1)e Jdin2n11t1l{z1H)e ill{1'nt1}11)]j +-

!'IO оо о 

-t L 1- ~2i( lЂ(~ raGО2f{ШI-Sй [1 (2n.t'f)cro~'М)r;-.2n~С(Јј2'm1+ i (271 .. 1ka)(2'1lt})19 Ј + 
1(,,1 по:1 'V}t 

ll(zt() G СО ) ~O 1 + rJ ~n 02~ }!,-2 ·zn~.{Џс<tlZ1Zl9 Ј -
- t1'O -L L .:{а. ( А ~~ rv Fе21t(њ-g) r ~(2'n+1)S{:n121l-1)1Ј-ztlcЙl.ЏИ71Z1l19-tf(212-1)И1l(W2)1Ј]+ 
~~O 11.::0 1 UЈЧ. 

+ А (~~ Fе2it(јЧ)-2)·Zn Њ2ЈU~n2'i1Ј9-) , 

(4.3.2) 
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i -lnЧ -(21Н2}Ј.4 -(т-4}ј4 - (2n-t4lJt] 
+а2n '(nе ::ГrlJj(21'l-ц)1Ј-2nе C()j{21l-2)l9-n[e -е С01211"&+ 

1- 2nё(m-2Ј.!t:Ој (21l+2J"I.9-пе271.јЧС(lJ (2ntч)lJ~ ~-t 
~ \\ п ~ -271ЈЦ r -(2n-2)јЧ -(2Тlt2'l1ч 1 . -21!ft .l. +0 L 11r>m 7 'n (m-i 1) е ~n(m)lJ-nL(2nt1)е t(2'YH)e Ј Ы-Щn1Јtn (2n-i) е Jin(21l+2)19J 

i)t=4 .:. a2fL in(21tt1)ё2n}tCQj(:11l-2)"19-'n [(2nt1)ё(m-l1t:(2n-1)ёlmt2)ј{ЈС0Ј2n~tntln-i)ёлrQj(mt2)19)] _ 

""" оо . -~ L ~2~ iЂ(~~ 6021< (ј4т2) [1I.(21l+1)dinl2rz-2)1Y- (m)'Ј.dу.Цi1t21l1Јt'n(21l-Ј.)Ј{nRrн2)1У+ 

~: : + Ђ ~~ 'д60~~,џ.-g) ~.џ ~1I2n1l} - . 

- ~ ~ f2~ 1 A':~ F е2 ~ СЈч,-q) [ п (<11t-1 )со) (m-2)19- (211 ) 'cAz;ч С()јm 11-1 п (2'11-';)(8] /I7It2}lI Ј 

-t А (:~, 1) F e2t( (.&Ю. Jfup соЈ21119, ) 
9fl . Ј 

, 



gcle srno za dobijal1.je relacije (4.3.6) kori8tili izraze 

(З.З.3)з i (3.З.З)4,imа јuСi u vidu (З.2.6). 
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Iz us10va (4.1.12)-, ,8 obzirom r.~i..;. (4.2.1) i (4.2.6) ,dobijamo 
1. 

пеРОБгейnо 

А:: р , 
а iz us10va (4.1.11)2,з,ОdnО8ПО (4.1.12)з,4,8 оЬziГОЋ па 

(4.3.2) i (4.З.6),dОЬiјащо 

(4.3.6) 

dok su us10vi (4.1.11)З,4,5'ОdnОSПО (4.1.12)4,5,6,identicki 

zadovoljelli oblikom naponskih funkcija. 

N а kon·turi F=jlo moraj-u. bi ti zadovo1 ј eni konturni us10vi 

(4.1.17) ра otuda dоЬiјашо sest sistema a1gebarskih jednacil'l1::1 

za odredjivanje nepoznatih konstanti С ,g2'11., , а2?1 ,d.2'71. , е2n , 

I(orisc еn ј ет uslova ortogonalnosti rlIat jeovih funl{ci ј гЈ 

(4~2.ЗЗ),kао i re1acija (4~2.31) ~ (4.2.34),iz us10va (4.1.17)~ 
.) 

dоЬiјашо 

(4.3.10) 

(4.3.11) 

gde sио uveli в1ейесе ozn~ce 

r о _ д602~ (J-l)-~) \. 
\.) 21t - '()}i 1}l~}lfJ 

. Г 

F о _ ГСЈ гe2~ (Ј11 1 -2)) :; ftI~ 
e2~ - 1)јЧ lјЧ .Г'" 

) I)'l" ".2,3/ •.. 

) 

Re1aci ј е (4-.3.10) i (4.3.11) пат pokazuju йа Би lcons·t;ante ~21t , 

OdnOS110 fzt)(. ,и pctptillosti oc1r€dj епе konsta .. '1.tam.a е2n ,оdnовпо а.2n, 
ta..i.co йа ве s~st 8istema algeba:r'slcih jedYlacil1a za odredjivanje 
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dredjivE:Ll1je nepoznatih kоnstЕшtiС , g211. , а2n 1 Ј2n i е2n .Наро
mel1.imo аа сето u daljem radu kогistiti izraz sistem jednacina .. 
шnеstо sistern algebarskih јеdпасiпа,kэЛа в;оvогiшо о sistеmiша 

ј edпacina u ко jima su nepoznate velicine l<:onstCln"te integraci-

је. 

Us10v (4.1.17)ldaje dva nezavisna beskonacna sistema јеШLа

cina эа beskonacno mnogo nep,oznatih.Prvi sistem jednacina"sa 

nepoznatim С '&2'11,. icLm dоЬiјШIlO кааа i~7,jeclXlc!,(;jl,j() sa nulom ko

eficij-e;nte u2i, nezavisno promenljive СОЈ2У.'!Ј) '(:О)1,2)"',а drugi sis

tem jetlna'cina sa nepoznatim й2n i е2п dobijamo kada izjednacimo 

sa Пl.1.10Ш koef'icijente uz nezavisno ргошеп1јivе SL1l.2е1Ј)f=џ, .•.• 

Пslоv .(4.1.17)2 daje,takodje,dva nezavisna sisterna jedna

cina koje dobijblHo па poznati nacin,pri сеrnи је јеdэ.n оЈ njih 

sa nepoznatiro С ,g2n i dzn ,а drugi sa nepoznatim ат i ezn • 

Ana1iza dobijenih sistema jednacina pokazuje аа se не rй0b'U 

naci takva resenja jed.nacina,kao sto је to slucaj u k1asicnoj 

teoriji e1asticnosti ,1Со ја bi ааlа pravilriost 1.Г роri~tsсшјU cla- . 

поуа redova koji figurisu u izrazima za naponske funkcije i 

tiше omogu.ci1a п.аlаZепја kOIlClcIle sume redova, а s3IJ1im tim i 

odredjivanje naponskill funkcijLt u kопаспош obliku. Zbog toga 

је neophodno аа pri теiЗауanји оуое рrоЫеша koristimo пеки 

оа aproksimativnih metoda. 

4~4. Aproksimativno геэеђје 

lz izraza za ~izicke koordinate tenzora паропа ~ tenzora 

naponskih spregava (4.3.1)-(4.3.6),s obzirom па (4.3.10) i 

(4.3.11) ,sledi Ла Б1.1 za dovol јно velikc vrednosti П odgovara--

j1.1C5i сlапоvi u геdоviша lcoji f'ig1JTisu u оviш izгаziш3. zcme

marljivo шаlе '/elicille, odllOSnO ,njihovi uticaji pri odredji-
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va.."1ju vrednosti nаропа i nC1..p0l1.;::kih spregova mOl~;U эе za..YJ.emari ti. 

Neka su za neko'7L)1 odgoVE:.1rajuci clanovi redova u (4.3.1)

(4.3.6) 'д.оvоlјпо та1е ve1icine talco йа ih rnоzешо zсшеmг.гiti. 

U tom. slucaju, аргоlсsiша"t;i V110 гезепј е ko ј е С ето юi lJ.zeti ј е 

direktna pos1edica prethodnih гаzmаtггnја, i i~?,Y'azeno preko 

naponskih funkcija ima oblik 

и (АЈ 1.9)::: li~2(e9t2JltCOj2")+ сејч-+ ~ (doе~ClJj219+е~tflin219)+rIdmёzn.rrom~ 
J~ I ~ ~ ч ~~ 

. ~ -тв е2 <- {~O { ё2f1Ji [ ёUn-1)jl ё(;mtZ]џЈ 
( 4 4 1 )

./ ~ t Le2ne 8CnZn1?+~ L11~'I1.1-tn:Iса;Н2n-2)~+ -2n-1 -t 271t4 CCnZnU+ ~ 
•• "'. 'n~" '11=4 ·,,.,u e-C211-:l)fl е·(~Щ2~]. iltl~. ( )18 

-1'nJt 3 ~ -d"-I"fI./>:. ( ),n [-_ • + ff,n2'mJ+ ~t)t та IJ 
~ .-с COj{znt2)1J +Cbn - ~дtn 2'11-2 v t 2'n-i 2fl+1 znt1 
.~ 2?t~1 .сп 

1 1 

o/(j-l,1Ј)=-9 L ё.2tLj1t (g2n sin2'n1J-Q2tt cro2nlJ)+ L~2K 6011( fftj2)jQz1( ћ9,-~) + 
'n: 4 ~ t(=". 

+ ~ ~zt{ Fez.x (јЧ,-~),(е~~ (\.9)-2) ) 
. \ 

оdr10sпо,:аргоksiтаtivni oblik re1acije (4.2.6) је 

п izra.zu za naponsku f"L.l:n.l<ci jLJ. \.JI(}i I 1J) , (4.4.2) ,redovi и lco ji

ша је iJ(ldeks ро kome эе surnira 1<. ,su fOT!llO,lno beskonacni ге

dovi .Ыеdј11tiш,тоZе se 1аЈсо pokazati йа u зlпсајџ kcJ,(");:'I, ј<:; 1t)1 , 

odgovarajuci c1anovi гейа su та1е istog гейа kao i опе koje 

zanешаl'11ј ето, ра sшо iz tog raz10ga оdmа..1Ј. uze1i ove redoye u 
.. 

konacnorn oblilcl.1. 

Oclgovaraju.c е aproksirn.ati vne izTaze Z::l koo:cd.il1(;:l~c -lј (;{.Ш О:СГј., 

паропа i паропslсih эргее;оуа сl0ЬiјЭl!1O пероsгеcll).О iz (4.].1)-

(4-.3.6) ,yodeci racuna йаn џziшCl vrednosti 0(11 сlс -1 ,pri се

Ш1.1 iШШl10 u. vidu. йа su t<.'t}co ойгеЙјепе ",rednosti kоогdiпаtа ten.-
, 1 . 10 . t ~ . e-t2М2)Ј:t .' zora n.аропа l naponscla spregova a~nostl. . 

Кг,КО вио vec парошеПl11i ,l'сопвtэл't;е integracije С ,Ен!. I 
, а2'Р. , 

'a~1P eп~ ,g2'!( i~2'}( оdгеdјu.јешо iz sistешо. ј'СС1пг,ёil1СС 1coji se 

па РОZШ1ti nacin dobijaju. iz kО:l1.tнгпiћ u.sloyCi (4.1.17) ,pri 
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сети vodimo racuna о rec111 ve1icina које zсшеmаr·uјеrnо. 

Iz kont11rnog 11э1ОУа (4.1.17) ,оапоэn.о, iz jednacina (4.3.10) 
- - 3 

i (4.3.11) ,dobi јато ј konstanti g2~ i ј+1 lconstantl,1/2'/1.. и obliku 

tj.kont11rnim us10VОШ (4.1.17)з odredjene эи konstante ~2'J( ifz'k 

kao fш']}.:сiЈе konsta.nti в2n ,оdnоэпо а2n. 
Копtиrni 11s1ovi (4.1.17)1,2 ааји пэ.rй,s оЬziгош па (4.4.4) l 

(4.4.5),dva nezavisna sistema jednacina za оdгеdјiVИlје коп

stal1.ti С ,g2n , CL2n ,а7n i е2n . 

Prvi sistem jednacin~ и lСОll1е эи nepoznate vе1iсiпе С ,ет i 

d27\. ,fОI'r.йiГШfiО па poznati nacin, vodeci rac1.ma о red"l\ velicina 

lcoje zallcmarujemo.DobijaвlO odredjen sistem jcdl'1acina оа 21-t1 

jednacine sa21-t1 nepozn8,tom ve'licinom. 

Na analogan nacin dobijaтo drugi sistem jednacina za odre

d ji vanje nepoznatill konstanti ат i ет ,pri с еШ11 эе pokazHj с аа 

dobijel1i sistеш je<h"'1acina irna 21t.1 za оclгеclјivсшје 21 :lcpozna-

tih vc1icina.Тili оуае песето diskutovati ~pi tanje saglasnosti 0-

vog' sist:еша jednacina, jer smаtгэmо д_а ce'Qvo pi ta:nje bi ti 11 

роtРlшоsii razjasnjeno 11 зlисаји пеке konkretne aproksirnacije. 

u ciljl,l jasnijeg sag1edavanja postupka l{ojim resccv3.rno оуе 

sisteme jednacina,odnosllo,kojim оуе sisteme jednacina эа пе

poznatim С ,82n ,d:zn i Q2'1t , Bm ,svoclirнo па sistеш оа -ј jedHC1cina 

za ooroedjivaihje 1 nepoznatih velicina ет i па sisterJ1 ой 1+1 

jednacine za odredjivanje -1 nepoznatill a~zn)detaljnije сешо ба 

ob~jaslliti па рr'iшегu prvog sis-terna jednacina эа пероzпаtiш С , 

g:a~ i dzn . 
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(4.4е6) 

1. ~еl{2сЯ~ј4t1)-t q;:.1t2}t;4 з~rе~ ~ё~+i2~2~+~ё~)+зе~ё2}l~ ± Й2~G;JtlБ(~~о 
о '"1 46 It'. а 2 2 

\ 

(~-1). ~2td,H; (j-3)b1-7)ё{Н-6!p~ ~4 (1-Z) [(2;;~:;)i,H*o"~5)i2HYt1t d2H (ј..l)(:Z~ј)ё«:Ј-2)ј/·Јt 
-о 'l. ( о Л f) .1-«~3)}I .. [С fI О Ј;,Ш-4)}f • .... ft 1 [(j-'з)t1Zt-8-2r~-2)~.lut(:1-Ј)"2~-4Ј е -2. ~i-G-2Q2Нit>7:1-2 Е: -

-- [(6-3) C2j-.z,..;. 2{d-2) &1J-ZiО-ј) g11Je23j1o
} t 

t8 ~ ~~-t;,(1-3)С2~-7)ё~'~::' g2~-4(j-2) [(2:s-з)ё(2~ыF(21-5)ё~.2}fIо]tg2н(ј_1)(u_1)ё(Iи)}Iо}++ 

;. t, 9" ј G:. и (м)Ђ ~:~ -2ЩЈсА;ji. ЂЯ~4 +1 (iH) B~:i ]. 6.". 2IH).!kzjl. Ђ~:lЗ: о 
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(М. f' ј сЬн (Н)(2н) ё ~jo(")J<! d, ... (Н)[(2Ј-мtli-ЧЈ; tiJ·5) ё 11t-2)Џ.]., dm (~Jпj..1) ё 1It-})}I.J~ 
~ J~7 ~ [(1-Ј,)gu .. а-(21-,)g2f-G+(~1)~1-L,Јё(г~-а)}Ц: [(1-2)~1-4 -.2(H)~i-2+1Rt1] ё2*-Јt 
.ј. () 1 eZ:H (-Ј:Ь)(н-'1) ёr.гj..(,)J4~ g2~ц (~"2) [f2~-З) ~ ~~}lt (j~-5) ё «~2)}f~-tf1н (j-1}(2d-1) ё (1J-2/.НoЈ_ 

-t ~,~ ј G;БЉjI. Ћ~~~ - G~t[-Ђ~~~ (h,)(2:J-7)+ (2Н)'dI2ј1о Ћ~;1- (~-I)(2Ј-i)Ћ~:Ш =. О 

1z prvog dela sistеша jednaci~ (4.4.6) izx'azavar.o.o konstan

te С ,сЈ2. i d21l (1i.']1 ) preko konstanti 82п i 92Х 7 оdп.оsпо, s obzi

х'от па (4.4.4) ,izrazavamo konstante С ,d2 id2?t ртеко lcons"tLmti 

~2'tt.Oblik ~ve zavisnosti dat је sledecim relacijama 

(4.4.7) 



\ 

(4.4.8) 

~~ -(1#-'t(е~јёV4~)+~lса12fЪ(е4}l:;z) ~-k (2tze~.; gljёV!t» -3(}& +' 
-:5 _ 

-f I. ~2~ G;'Il [-е'{Џt>В(~~tё2}lОВ(~~тё{Nt>Ђ (~~~fl-t··~-+ ё2ifi"Ђ~~)]-I" 
f('::4 

-1 (. , 
-t ~~2tl б;~ sfa}lt> [2Ђ{;tt~4Ђ{~1t~".-f 2d·e \(1-ziJ~"в ~~)] 

_ 1t.::,f 

I , 

, pri сети это konstante А i do zEJ.menili njihovim vrednostima 

(4.3.7) i (4.3.8). 
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Dalje,zarnenom ovih relacija u drugi'deo јед.nаСinа sistema 

(4.4.6) dobijamo sistem od ој 'Jednacina za odredjivcmje ој nе

pozn,3.:tih velicina ~2n oblika 

(4.4.10) 
1 _ 

, 1. б2 (е?}'t:rё:ylО)-С4ё2}lо- ~ ~,~2~ б;1( [i e2J.I~pp~~~ Ћ(lfl~ё2jfЬВ(~ ... _ё~!г~l!:f)вГ;~)Ј-
--5 

- ~ Ј ~~ ~2~ б; ~ [e2J4°1Y~W,~1/8 (2:~ {PP:~ ... -21 ё (2H~bB(;~)J = 2pe~l.fb(1_e'l.fiCoj?/j:J) , 

р ,- 8" (:'")J.{/d.Je\.J.gJ. f.1tiplJj;"'Ji ге-4}10 1ь t;~ а 6-'0 r 1Ђ(ни /'''е2јЈо -2р6)Ђ(2;гl ;,lP."P_ '11 (21) e-tlJ-Ч!'А: '1lh»-J 
",. .,L .... ,/ Ј I "1(" ~, Ј Ьо .-t €: а2п. 211( .. .2 2 -{'2" +е Ј ~ -tf:- ~JfIH+'" , (5I.'!j1.0;6J 

А . -1 

+ ~ t92~ ь;~ ['Р/~tг~(Gе~ljё2ј4ь)Ђ(i,~6ё2jlWЈI1>7'''21ё{:zНУ;R:yIоЋ;:)Ј= -2РЙ-/Р''сФ2/3) 

\;..0' 



Prirnenjujuci isti postupak kao u navedenom primeru па sis

tem jednacina sa nepoznatim а2п i е2n ,imajuci u vidu аа su lcon

stante f21t izrazene preko kОl1.stалti й2n relacijom (4.4.5) ,dobija

то nCJ.jpre veze izmedju konst'anti ет i Ql7t ра zatim forrniramo si

stem оа -1;- ~ jednacine za odredjivanje -6 nepoznatih velicina Љn. 

Veze izmedju konstaпti е2 ?1. i Qt~· date Би re1acijama 

(4.4.11) 

. *2 [(-1-Z)(21-5)е,~-q-(~н)r21-'f)еl1,,2Ј ё(:Z&-4>ј4~ е [(1-2)(.Н-5)а2.ј-~-(;Н)(.26-1)а2И] ё(гН)},"-r 
+ -k 1 [ (1-2) (ЦТ' -2(J-J)Qн-J, ; 1а.ј-2 Ј ({1J-~ [(H)lI.u-.-2 {H)tIz.J-2+ (;-1 )a~] ё ('И)јО Ј-

~:. - (2}t) Ч·1о 4 -У41 А (2~J -2}lьд.. А (U'.I 7. - I..·f2~ h~ ~ fr21-5)A 2~-" -[(:1-1) е +2 е Ј .н-г е ~}k ,21]-
"IZ=o 
~. Р [ А'2Ю -2јЈ ,Л шо мt ] - D _ Cf

2
)(1;°1( 2(-1-1) ~~_2+2-:se ОЈ-\Н 2jlo - ) 

~::b 

. ~ - . 
.f' г- ео (e'~ 2)-3€2] -t ft (za, e'Ji~ Q" ё!i'·) -3 оа, + ~.f,.. 5; [i А I;~ А ~"'( e'~ fё1Ji,~ ···-e0<~.A ~:)J 

-5 
- L~2KF2°J( [2А(~Jt~11ё~ОА(ilt+,"-f21ё(Z~2~А(:~)Јs9uflо : О , 

'Х::.о 

а sistern оа (~-t~) jednacine sa -:5 nepoznatih а2n је 

(4.4.12) 

I '" \ -УЈ Ј6 ~ () Ео [А A{2~) A(Z~)/1 2}Ј" -tчъ\ -2JIr;o АМ1} -t;;.гilJ!..tp (z~)7 
1.а2(еVА~зёVЧОl-С4е ~~2 Lt2iZ'2't1. Z o-t 'llre -te 7-ze &1'!J1~ 4-'''-2е 8'tqfI"Al1J-r 

t ')2~O 

+ ~ i%21( F2~ [А(;ј()(еЦlt2ёУЈf»-8ё2)iЈРit2}!~ А(~~·"_4-1iztг!rf.l/'1ЈаЈ!Ј(~~)] :=-2рге1f!;2)Ј11l28 ) 
tl::~ 

2. - а1 (2tё~О)tа4~-ieltJ~);.Q(,ёltjl+ 1~ t ~1'J\:~~ [-1А (~'P.~A {iIt1(feW;e2}4)- .. · -2ё!l:Н)Ј1lhј10Д(~~)]+ 
еjt::б 

-1 
-t 1ь "> р ГО [A(Z~' ( 2}l" -'ljI.,)А(ZЮ -ш-.q)јЈ~~ А (?t{11 2јЧ 

22. tot2~r2n _. 1, +\6е +L;e 4-.. ·-J./!le 8il1Jlo 2~.J :=4ре 1>~{n28 ) 



pri сети је i ovde konst31lta ео zшпеnјеnа svojom vrednoscu 

1z (4.4.12) nе moze se оdшаЬ. uociti ni jednostavno poka

zati sag1~snost ovog sistema jednacina.l\fIedjutim,smatramo da to 

1..1 оvош trenutku. nije neophodl'lo ,zato sto mi mогшnо ,Н ci1ju (10-

Ьiјг.l1.ја konkretnih rezu.1tata,izabrati оагеајеnи vrednos·t za -1 • 

P01azeci od ovih opstih jednacina za bi10 lcoju vrednost -1 , 

pokazacemo da је za odredjenu vrednost -1 sistеш jednacina 
.. \ 

sag1asan, ocL.'1.0 sno:~da za пази ·izabranu· aprol{:simaci ји ргоЫет 

ima jedinstveno геЭеnје. 
. .. 

4.5. Aproksimativno геэепје -:ј-::3 

РОа ovirn nazi уот рос1.Г;Ј,zишеvшпо aprolcsimaci j1-l pri ко ј о ј se 

u r'e1aci ji (4-.2 06) zад_гzаvашо па ртуа tri clana u геdоviша 

КО ji f'i/gurisu. u оviш izгаziша, odnosrlo ,кааа п uziша vrednosti 

od 1 (10 3 u. геlасiјшnа (4.2.13) i (4.2,44) ,lcc:o i u odc;ovara

јuсiш izгаziша za koordinate tenzora napOl1a i naponslcih spre

gova (4.3.1)-(40306). 

Za~::~ sistешi јеdnэ,сinа (4.4.10) i(4.4.Ј..'~')-,S 6Ьzil'ОШ па 

(4.4.4) i (4.4.~),svode ве па oblik 

(4.5.1) 

{ g2 ~ eLЈ/~u}ёУ~~ '~~ [(1+710) -gi1}Јс%-12е4fl.с4Ј}- g4 i ё2JI~ 4;f[ 4ё4JIt>(4tlЈf-њ)-4ё?JI{јј+14ёУ~])-



- ~ 4~~ [6,ё8}.јIJ(17f,Ј'О)+24ё(;јЦОЈ'i-G(/tJ~82] == 2ре'l}l./)(~-е2Јl~(Јј2(з) ) 

2. - g212 -t ;f:~ [ё~( 1t 2Ј.с)- (12-4ё~1l4- (18ё~ 6ё БЈЧ~)i·а ~ + 

-Ј. &4 \ ~t 1ш [·(Бё2}t'::2ёБ.Jl.)(#4~о)-4 ё4ficвIJ-t (З6ё~ 12ё8)/о)t32]}+ 1 е2 . 

-1- ~(, A~~ [(9~'~ '!Јёt/Ој'&'){~+r;~)t (3bё4~ ~2e6'JI4)84 -6ё~оt;]:: - 21' (4-e't4ta11f!» ) 

3. g211+ ,1~~[-1Џ~-tзоеtr~-4её2.;Ц~Ј}-t4fZ-t~ [6е2}Јџ(4f4I3rј-(6о-зriWо)132]]+ 

+€G, 1 ~-t 4;ff (~5ё2fi~9ё~)(4+Ь~)-З6ё4jl&t,]Ј = о ) 

(4·.5.2) 

{ а21 (e~ зё2}lc)-t 1:~ [(4t1ё~)(1t2.до)-f(еZ-&ёЬЈ4)д1J -1Z(ё~ё8јЧо)dz] Ј
- (Х41 ё 2Ji; ~~~ [4 (ёl~ё8}lD)(11lј'VD)f (lJё2.Р-t ~ё6рD)V1-t (21/ё(,~!24ё'ОУь)vz}}.-
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I - _ а& 1~f [G(ёе~ё12}4)(4+{~о)-f (2iJё~24ё1~)f"-(6ё~12ёW;')S2]Ј:=lр(е'иf'2)Јirz2(!Ј, 
I .~ 

2.-а2 i 2+ ~1~~ [ёWv(1t2до)-(12-1Јёl,fl,)д1-(4gё~ 6ё 6р·)д2 Ј Ј + 

+ ач i 4+ ~ ~~ [ (6ё2~2ё2j4)(1+ Ч~о)-4 ё ЧflfJ)},,-t (З6ё"У! 12ёЈftо)'Уz] j-t 
-t а, .1~; [(9ё~ ~ё10J4) (1+bgt»-t (зь ё~! 12ё8ј{t»Ј,,_ Бё Ь}lоq2ЈЈ = -Ј.р е2JIЬЖn2(!Ј 

3. а2 i ё1}J.~ ~бе~ [ё4.џЬ(4+2dо)-t4е~оО,,-tбё2)402]}-tt1, 32е [ё~lt>(4+4))ь).f2ё6~)).,+6е40јЈУ'Ј.]4-
ft e~ 

+ ar. 4 gg [ёf~(1-tG~с»f4ё4СЈЈ~сg1+2ёrfЈЧоg2] = 2р Кill 'lf?> 
е 2 ,. 

4. ai 1 ~t' {~~ t12g"t (зое~~ 1~ё1Ј.(!))g~] J-O.1t i2-t 4if[Gё2Jlf>(1+4)}О)-(~О-?>бё4јЈ"V2] 1 + 

, . +(1(; ~1f 116еГ(15ё~gёЬ}~)(1t6gь)-?ЈGёLt.JЧо~1] ~ -=: О 
i €'l. L Ј 

ХЈгi с еl11и SШО v.veli sleclec е -OZllClke .' . 

. (4.5.3) ) 



i 

з ' 
's" _ "ое А (гl()А (Zil) 
00- LfZ2)l 2 2 Ј 

)t=O 

3 ')) _ ,,() е A(2tl1A (21(1 
t> - LIt 2tl. 4 l.j) 

1(':::0 

ра vidiшо da је 

(4.5.6) 

Resellja jednacina (4.5.1) i (4.5.2) su 

(4.5.0) 

&= 2Р (1-~7'Oj28) 1 [~+ ~~ 45ё2j\(t,(~t6go)][4+ J:~ 6ё 2}Ј6(1r4fbt,)]-t4f!9ё"ЈО(4i6КО)+ 

.+ 4~~. '1?ёЧ~f};. (11- /:~езов,Ј') ) 

az = :1Рi-:;:nуз. ј [1~ 1J~ Щ' !J'I'(1+6g,)] [~> j:~ 6 е 'fIo(щ v.)J + 4: 913 'f.(I+6~.)~ 

+ 1!fl12ё4Ј!О)}2 (1- f,З()\)2)} ) 
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RJlk . 
а4 = -2ре д" bl;n1!? ј [4t ~e,15fy.;,( At 6g,,)] C4-~e 420,) - Ј;;' ~eё У"М4-1,е 60)}, Ј) } 

iJ~. 

а" = -21?~o~n~11- '30e'flJ2[/I-t~ "ё2.Ј1k{tН4Vс)]- ~~~ 60))1 Й_1;~ 11д1)} ) 

Д~~[1-T 1~ё~{4t7Јt»]} [1: ~45ё~(1+6~)][;f+'6ё2flo(#4f30)]+ ~i89ёfJI.rн6~)+ •• 
t t! ~~ 72 ё Jy.lc 62 (4-1W УЈ!):)} + 

(4.5.9) -t [А.+ 4~f '5ё~(1t6КО)][ Л~~ 2ёСјЧс{I}+4&)+Ј~~ gё~dt1{IJ-1#GI1)ј + 

+ ~~~ [~ё~О.Џо(1+6to)-t21!ёgР.оt32+12ёfd1У2Ј-

- e~~)2[ 41;цё(,F~4Ј2-t 12.60ё6}4& (cI2tf}l"Љ)+(Ь'3Dё~;fО8ё8}lo)Ј/Ј-

- e~y[ 30-?ЈьёЬЈ./.rУМ1.Ј&)d/·-60·444i/'flc~ch (ја Ј 

да::: [А+ 4~~ ё~t>(IНlоо)Јi [At 4~ .6ёУ!О(А-I4 ))о)Ј r~t 4:f!5ё1)ЈО(4-/6g0)Ј+Ј;f9ё~Jr6~)t 

+ :~~72ёlJfiе))1(4_1;~30lk)}+ 
(4.5.10) + [4+ Л~~ Л5ё~(1t6s~Ј [ '~~ 2ё€~(1+" \)o)-t ':~ 8ё4)iОО1(!- ~~ 6dtt )Jt 

i 469 [зё fО}4(1t6g0)+24 е~~))2+12ё6Jic>сЈ2]-
е2 

_ '(Њ9)2 r !јч" ё~34дl + 12· GОёGј{ЬV2 (~+(/)101h)-t(6.зоё4уi-/Оgё?fl" )022] __ 
. е'! L ft 

- (AGe)z>r З0·зьеЬЈi<J(~+4IЦЈ}-GО·1Чцё~cYtd2 )Ј2] 
е 2 ~ • 

Za od.redjivanje t:гi 11.epOznate velicine а2 , аЈ, i а" c10bili SПlо 

sistеш оа сеtiгi jed.1l8.cine,(4.5.2).Moze se proveriti diгеktпоПl 

zашеnоrn !'еiЗепја (4 .. 5.6) u jednacine (4.5.2),йа је sistеш оо. се

tiri jednacine эа tri nepoznate ve1iciIle sag1asan.Stoga zэ]{-

ljucujemo da,za Н8.Ви izabranu аргоksimасiјu,рго'Ыеш jednoosnog 

zcз,tez.anja bes};:onac:tle oblasti ва elipticnirn otvorom, гаzшаtгcu1. 

ва stc.novis·t;a IJ1ilJ.d1inove linearne teori је elas-tiсn~в-ti эа nа-
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ponskim spregovima,ima јеdiпstуеnо ћ?,Зепје. (Na osnovu dobije

nih rezultata nije te~ko pokazati йа i u slu5aju aproksimacije 

~=z ртоЫеm ima jedinstveno re~enje.) 

Relacijama (4.4.4),(4.4.5),(4.4.7)-(4.4.9) i (4.4.11)odre

ајепе su konstante ~2~ ,j2~ 1 С ,dm i {?n (rn:f,2,3 )и zavisnosti оа 

konstanti ~ ,~it ,~, , а2 , Q't ia/p .u slucaju aproksimacije ~= З 
napisacemo ВеЈ.то eksplici tni oblik te zavisntosti koji nc.нn је ро-

treban za 1..1.pored ji уanј е dobi jenih rezul tata sa rezul tatima kla

sicne teori ј е elas·i:;iCnosti. Za.menom vredllosti lconstaпti ~2. , g" , 
,g, ,а2 ,й.; i а, и оуе izraze i njihovim .sredjivaпjem пе dobija

ju se jednostavniji izrazi,pa ih iz tog razloga песето ovde i

znositi.Za odredjivanje brojnih vrednosti ovih konstaпti u пе

kom konkretnom slucaju clovoljno је imati eksplicitno napisan 

oblik njihove z.avisnosti оа poznatih vred110sti. 

Dakle ,konstante ~21( ,ј2l() С)Ј1п i е.т date su relaci ј ата 

... ' 

~2 .6; ~ ... е [2g1 ё2fl,В~)+4gЈ,ё4}i,в ZI-; 6g, ё'Ji.в (~)] 
~ 4 G~=-Э [2gtё~V~ В (;Jt q€"ёkJI·Р/1: ~ GgGe'.#c B~)J 

~b б~=-е[г~ёWОВ~~4ечё~СЂгt\-t 6€6ёq}lьв~)1 

foF: ~ е[2Q2ё~А~+4љ,ё~оА~~6(lGё~А(~)] 

~ F; ~ е [2a7ё~A ri)+lJQчё1JlьА~)tьа~ёfjl6Аfi)] 
fч F~ = е [2Ct2 ё2)lоА ~)+ 4D.1J/{}I°A (r + ба, ёС).fоА 1)] 

f ~ F~ = е [ZQ:zё2~А{:+чацё't}JОАГ~ -t GO-ьё Ь)1&А fi)] 

с ~ -р (clb.}lfJ-Сmi(?»-r ~ a'J.ё/~b (1t2rk+lJё1}l;Ј.,tьё1Р~hЈ 1-

~ 1ft (1". ёгЈ!.( Мо. + ге2јЈ,I3, +6 e}J'I3,)t 1 i? g. (,!1}Iy,mg-.tI,ђ.tl't,) 
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d 2'1 -2fl, .... 4Jlo П [ Ц.; - - 4р \1 
(4.5.14) 12 7-==-1Iре LJ 5:гре +pc()j'ZЉ(e -t 2) -t t'n 2е !-4%у9 SЙ2јЈt>lеlJ.iЬ(1-f1Јоt~?!~ +ье :1:1 

-t еЈ.; [ё2)/! WW}fоLlё~-k,(,1-f4f3c+2i,}Ј.о8"t6ё{Џ~2)-

_ g, 1GЭ tЉu 6ё/О~(4t6!Ј&+2е4}lc~t4е'ijld1) €2. ZJ-'O <1 с 

(4.5.15) 40 ~ -= 2peY4~pe4J4c()jL(!>+hck- ~ [4(/Jlt:. tI;f 2SД;jtо(LJ.L.+6ёi}l~)]+ 
-t gJ.; [~е2ЈЧ~ zёWЬ_ 4~~ 4 ёW"kjlt> (4+41;0+ 6l{}J°f3Jt 

(4.5.16) 

+ вь [2ёZј~ ~ Gё€)ј40.#t~а+r;to+.l,ё7JI"К4) Ј 

€2d, :: 24 dlj ;- е2 IzeYl! ~~? 4zez.џcitYltd'JJ - еlJ [Ge2J!.b 1jf24skjlb/?;1]-1 

+ ~, [4 e~'!. A~f 6 ё bJto~~o (4+ Че)] 
-

12е2 -:: р (e4JI?~2) .и,'n2f3+Qz [2e_2(~~ ~ ze'1JA°Jh}lD (1t2Осt4ёW"d, +{;ё4JIо~)Ј-t 

(4.5.16) 

t az, [ё~J4~ 4~~ 4ёЬ}l()~Ј10 (~+4V(Јt2ё~)ј,,+6ё2}l")}1 )Ј-

.., а" ,1:~9ё Ibft°#t2j4o (4fGgo-t4е'l}lg~+2е4}t~~z) 

lIOeJ(=-ре~}ftJМn~8t4е2-Љ [4!J'l;. J;2e2~Y-'!> (4d4+6ё2}lt>~)]-t 

+(14 [зе2Ј!.Сlё~~ ~4ё2"џЬJh1}о(1t4'Јt>+ьёW"V4)Ј+ 

f ar;, [zelJt~, А;,-()6ё6}l~2}lо (~-+6gьt"еZjJоgrJ)Ј 

_ (4.5.19) gZ 6; == 14 еч -tС!2 [2 е2Ј.{! ~ <12e2}lo~~ rY21-t4 [6eV4~ ~24.fК2}1. "2Ј+ 

+ а& [4eY;~ 1~~GeG.Fo~}b> (;ftGgv)] 

Оdгеdјivanјеm konstanti integracije u sk1ad1..1. sa grClnicllim 

uslоviша 1..1. potpvnosti је аргоksimаtivпо resen ргоЫеш raspo":' 

dele napona i пэ.рьпskih spregova 1..1. slucajtl jednoosIlog za-te-

zal1.ja beskonacne oblasti эа elipticnim otvorom, гаzшаtгап эа 

stanovista bllil1.d1inove 1inearne teori је e1asticnost1 sa l1.apon-

s kim spregovima. 

u оvош delLl ::сайа пее ешо эе zadrzav<J. ti па odrecl ;ј1 усmји ћго ј-
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·nih vrednosti паРОl1.а u karakteristicnim tackama elipse (1...1 kra

јпјiш tackama ова e·lipse )jer сето и sledecoj glavi ,и kojoj се

то razmatrati jeaa..~ specijalan slиcaj jednoosnog zatezanja ЬеБ.-, 

konacne oblasti sa e1ipticnim otvorom,dati neke brojne vгеддо~ 

sti. 

Na osnovu dobi jenih rezи1 tata тoze se zak1,j1...1ci ti da је и

ticaj naponskih spregov? najizrazeniji и okolini otvora,dok је 

и tackama аоуо1јl1О иda1Jenim оа o'tvora taj иticaj zaneтar1jiv. 

Stoga, mozeтo zEi:-~lјисi ti аа sи dobijeni rezul tati и sk1adи sa 

паэот pretpostavkom аа је tenzor паропа siтetrica..i1 1...1 tackama 

dovo1jno udaljenim оа otvora. 

Mindlinova 1inearna teorija еlаstiсџоsti sa naponskim spre

gоviша obuhvata,kao svoj specijalni slucaj,klasicnu teoriju е

lasticnosti,tj.kada se zanemari uticaj naponskih spregova оуа 

teorija se svodi па klasicnu teoriju e1asticYlosti.Iz tog raz

loga,sa ciljeт аа proverimo tecnost dobijenih rezu1tata,upore

dicemo па§е rez1...11tate и ~l1...1caju kada jel=O ,tj.kada јеэ=о ,Ба 

poznatim rezultatima klasicne teorije. 

'Iz (4.5.8)-(4.5.10) i (4.5.11)-(4.5.19) dobijamo 

, ~2. ~еч::: g,= 2!р(4_е2јЧеСQ:J 213) , dz::: -t- еЦј{flС(ЈЈ 2131 е2= -!i{ј{~'Yl2Њ 
(4.5.20) 

(1:l =. D4:: а,:: -г'Pe!J~Mn:U;) еј" = еи= о ) e~:: е, = о 1 

odnosno,iz (4.4.6) i (4.4,10) dobija se,sto nije te~ko pokaza-

ti, 
~p ~Ч":: е,:: О" ::: ~'l1= 2p(1-е'l}lЬССГЈ28)) 
a2:-':еЧ~СDj2Љ} dч~ dr,=·.· =dZ1==Oj 

а iz odgovarajuceg sisterna jednCi.cina za odredjivanje kOllstan-

,izrazima (4.5.21) 

1. (4 .. 5.22) ot1redjena su resenja beskonacnih sistema jedl1acina 

.. 
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koji эе па poznati nacin fOnuiraju iz konturnih uslova polaze

ci od' re1acija (4.301),(4~3.2) i (4.3.3). 

Za vrednosti kons-tan-ti вв odredj enill izrazirna (4.5.21), ой
nosno,za vrednosti l\:onstanti аД-:5 odredJenih izrazima (4.5.22), 

u sluc;ajukada -j~oo ,re1acija (4.2.6) se svodi.na oblik,[9] , 

koji је identican оdgоvаrајисеш obliku 1aplasijana Erijeve 

naponske fш~kсiје u klasicnoj teoriji e1asticnosti. 

Dalje,s obzi~om па vrednosti konstanti odredjenih izrаziШа 

(4.5.21) i (4.5.22) u slucaju kada1-')ђО ,re1acija (4.2.13) svo

di зе па 'obli1c 

U (fЧ Ј 1Ј)= Ai2 (сЯ2jrl+С03219)+ ~ft- Ј: е1(ё~СОјТI9)-4~292 $t12219-+ 

+ doСе2ЈЧСQj77Ј+d2е'lё~Qj2'IJ+ eoe"Le21in21J-t e1e1eY[tn21J 
т -Т(, 7{ 4 ' 

/ 

и~.5.24) 

од.ak1е,рrеgruрisаvanјеш konstanti,dobija.mo 

u (J~,lJ)= А1/
2 (cЯz~-tСCd21Ј)-+1f~-t Ћ;E2~~_ Ђ;e~n21J+ 

+ ~di2jUCo)Z1J- ~sfz2J1A. inz1J-t ~2&РаFСОј:llJ-Чf-~Јim79) 
gde је 

АА. == А -Ј g2 = e'2J-lОСUj 2{; 

С = - р (сЯ2јЧ-С()јf{Ь) 
(4.5.26) ],,= ~g1=P(~_e2.;1i~()j2f3) 

Ь2 =- ta1 =- pe?jl()S1:r~2.1?> 

. D1:: q.,td2 =-1!f e2J<tJcPt:y.toC()j2fЬ 
r 

D1= - (еђ -е1 )= - ~~2 е 'lЈlifJЊ 2}l!J Иn2!3 

t4= ri-d:z= Qе'l;е2ј~~2А1сСQj2(-' 
2' 'Г 

Е 2 =- (f?o-t (1):: Pf2е2fi6&~/-4>lln2!!Ј . 

Oblik Erijeye liэ.ронskе f'u.nkcije ,(4.5-.25) за kопstсшt31nа 

(4.5.26) ,idel1tican је Ба. oblikom оуе furikci ј.е Сlаtiш u [1'1] l{о ji 

зе navocli 1I:ao resellj е Sti VenSOl'la (А. С о stеvепзоп) .. Н azalost, Т2.й 

ovog аи-соl'З Hije ПВЛ1 bio clostupal1.,a1i iz 1itегаtuг(; u kojo.j БС 

1 
. I ~ 

ОУО !'евепј е naYOCl,mOze Бе zakl јпсi ti Йс1 ;е nгоlйеш res'avbl1 
<Ј .'_ 
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metodom Kolosova.Re~enje ovog problema u klasi5noj teoriji 

dato је i u[~OJ,pri сети је,tэkоdје,kогisсепа metoda Коlо

sova,ali za razliku оа гe~enja koje је dao Stivenson,ovde 

problel1l nije resavan u еliр-ti?3нош ~о;istешu koordinata direk

tnim postupkom ,nego аи pri гe~,ayanjи koriscene neke osobine 

ana1i tic};:ih funkcija-,kompleksnih potencija1a Ko1osova,prt kon

fоrПU10Ш ргеslikЮТаЈ:lјu oblasti аа kI'uz:nom konturorn па obl'ast аа 

1 · -1- 4 ''''' '1 ..L 
e~lp~lcnom Kon~игoт. 

Za гаz1il{л оа гевепја tlatih u[10]i[11] ,mi nismo koristili ше

todu Ko10sova,nego smo Eri jevu 11aponsku funlcci ји odredili lcao 

геiЗепје biharmonijske diferencija1ne jednacine u e1ipticnom si

stеШLl lcoordinata u sk1adu sa zаdаtiш ~::;rbllicnim uslovima.Ko1iko 

smo upoznati sa 1i teratul'om iz' оуе oblas·ti, оуај postupak u ге

iЗауanји ртоЫеmа jednoosnog zatez8l1ja ob1asti аа elipticnim 0-

tvorom nije ао sada koriscen.U tom slu~aju оп је поу i и okvi

тн lc1asi спс ·t(-~ori ј е elas·tiCnosti. 

Рогеајепја dobijenih ~ezultata аа геZ1Ј.1tС'itiпш, dоЬiјеl1iш и 

[1Ј i[7] ,nisu jednostavna ра ih iz tih razloga песето iznositi 

u оуот delu rada.'rakva рогеајепја izvrsicemo kasnije kada do

bijemo ,rezul'tate једдоstаvпе zc'. ,pol'edjenja. 

/ 
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Ravnomerno zateza.nje beskonacne oblas-ci Ба е1iрtiспiш otvo

rom u pravcu krace ОБе elipse роsmаtгасешо kao specijalni slu

сај zatezanja ove oblasti si10m proizvo1jl1og pravca.Pravac si1e 

zatezanja odredjen је ug10m G koji ova si1a zak1apa Ба pozi

tiVl1imргаvсеш ose Је .U slucaju kada si1a zatezanja йе1ије u 

prav?u krace ose e1ipse ugao Љ је ~ • 

Tada. je,s obzirorn па (4.5.8) i (4.5.17)-(4.5.19), 

( 5 .1 .2- ) а21\. = е.2'n = О) ЈНl == О) 
ра ве, u sk1adu Ба tiш ,izraZ~L za koordine.te tel1zora паропа i 

napons.kih spregova,kao i izrazi kojima su dati oblici пароп

s kih fШlkсiја,z:аг.-l;nо pojednostav1juju.Isto -tako,iz (5.1.1) 

za1cl јиснјето йа эе u ovom speci јг.1пот эlисаји пе ро javl јнј е 

sistem jednacina ci j1.,l sag1asnost treba ispi ti vг:~i. 

Posto Бто u pretllodnom гаzшаtгa.nјv. od_redi1i odgo-vаl'ајL.lСЭ. 

aproksimati уЋа гезеl1ја ргоЫеша, i ovde 6 ето эе zaclrzati на i

sto ј aproksil1laci ji .Koristeci ргеtћос111е rezul-tate, c10bi јС;1ll0 iz 

(4.5.7) ,za t?>::~ ,эlейес е izraze 

(5 1 .)) 
й .60-1 

о _ЗР(~1.;е2ЈЈ,,) ~ rl,+ 4С(Ј Gё 2ЈЧtJ (4t4f!>ь)1 [1+ 168 15ё~'lJ60+6Z)lј'+ 168 ge-fijJ"Ьf!Јt r \l::)+ 
tI2- Ьј, {,- e:z - €2 \Ј е 2 (' РаО 

'+ ~~; 7гё 1UЧЬf.;1 (1- J:~20Љ2)) ': 

g4= 2'р (1-tеУ"!~ 4 ['1 +$,15 ё2Ј4~(I}tGк;)Ј(;f-~е6~1~)- ~бе48ё2ј1~ (.1_16ЭБО8:"\ 1 
. LJ '" t (. ~ €'1. e'l!) Ј 

.' 
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gde је Аа dato izrazom (4.5.9). 

Na is-I~i nacin iz (4.5.11),(4.5.13)-(4.5.16) dоЬiјашо 
! 

~2 б; = - е [zg2ё 2J~CЂ(~) ~ LJ glt е ЦЈ/6 '2/i) -t 6&6 ё 6}1Ь Ђ (~) Ј 

QI.6~. = - е [2g:z ё2ftoF/:~ LJgt, ё1tјЈr;р/1,'.f 6&ё~DВ (~)] ( 5 .1 . 3 ) dl.l Lf 

(5.1.4) 

(5.1.6) 

(5.1.7) 

~G G ~ =- g [г€2 ё2}lо 11 (;~ L) gч ё ~jA61!/t) t 6BG ё Ь}4ь В (rJ 

с ::-р(dY-t~t1)-t ~~ ~ёlJflo(1t2Јf>+4ё2fl~tьё4Рgb)+ 

+,.~" ёg}lс( 1f4f30+zе2JiЬ!31t~ё2Jloљ:у~~ tGёf2jlь (tНbfьt~eV4i1t2e~) 

~zch=-4rе'1ј!~.2рё'Ј~р(еЧ}li-2)tg2[2е~ ~~fit,2ё~(#216+4ё~tьёZY~)+ 

+ ~4 [e1ftt:. 4;f1t2FtАё~(1+i86t.2е'l}lО84t6ё~~l)]-

_ e~.116e ,WlJo 6el?flc> (1+6(&t2eWtlJ2+4ilJI6f1) 
'

! У' ~ 

4 о d4 = 2р е 2}/~ pe1t}i~ -l.j d2 - €2 [1) е 'ljI~ r. 2 *}ђ (4J,t Ei?fl,~)] t 

+ ~ч [зеYl!:2ёЦl~ ';Р Њ1jft,lJё.2jlО(4+46ь -t6ё.2}/Оt3l )]-t 

-t g, [2ё2fl~ ~~ bl{2}(fJGё~Ь(~-t6~+4ё1Ј1tJti)Ј 

1SZ d~ =2lJd4+€2 [2e2}l~ ~ 4~е2Ј4ьЈЙ.2ј<oel2]-~4 [6eY~ ~(j 14ЈдР6д]+ 

.} Ы 1; еУ4. ~~~ с;ё6}i· JКЦI. (itБf.)] . 

pri сеЩt;{ i!ll;:j)l~O 1). vi"du йа 311 & ',~J, i Е" oblika (-5-.1.2). 

Dalje,polaze6i оа (~.2.13) i (4.2.44),i imaju6i 11 vidu 

(5.1.1) l{:ao i uzetH арrоksiшасiјu,dоЬiјamо рз:ропskе f'Lm.kcije 

U(jl,19) i Ч'(}/,19) u о blikH·' 

3 

( 5 .1.8) U{jt4,(9)= 1е2(сРl~1l-/СQj21Ј)trg]ч+ 1<2 [ol,e~t()J21J+~ сЈД71 ё211Jt,аЈ2n19]+ 
+ J~~ t eN1 ~ -2~n~1}~())(211-2)1Ј-tLГ- йr~~-1I}l ... ё(m+21f#!сО:>21l19+ ё:!:!~()ј(2rIt2)Ј9( 

'IУЈ n::1 ( '1 211-1 21Н1" 211+1 Ј ) 
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а koordinate tenzora nароnа i naponskih spregova ве svode па 

oblik 

(5.1.10) 
\ 

1..2(сЯ2ЈЧ-сm219)2~.fi)= 1е'1.[(2&~+1)~цс12jiС0ј219+сm"19Јtfl}д2}l-r~rзе2Ј!(еЧJf.3)ctnWtе2f0Ј4е] 
z ' 
f 4'1. ± аИL 1;;2nt1)ё~1I.Jf:оЈ Г1n-2)1Ј-'n[ h'1l.t~)ё (2'll-2J.Jt(211-1)е(7rlt2УјСОЈ2711Јt1l/:m-1)i~ (2fl+2)'Ol + 

4 n:1 1 ' 

+ AeG'l f. gm f· ~ . .('n-.1.) e-2n}tС()ј(Zn-4)1Ј+~2еi2'n-2~2(rt-1)ilrlt2)ј!Ј СО) (:m-2)19+ 
1t~~ -' 

+ [('1lt1)ё(~~4еZtz.f!(1l-1)ё (27Нч)}l]СФZn1Ј +b2(1lt4) ё {2'1l-1l!!2ё (21lf-?J4j Ст {mт2 НУ+ 

+ (1Н1) ё2~cOj (lll-tч)7Ј ) + 
~ . 

.f е I. ~m tn(rп-м)ё2n1Ьro (:m-2)1Ј-п [(2'1l+1)ё {!n-iЩ (2ЧН) ё (mfl)}tJcoJ27l19-tn (lfl-1) е 271& fllit2}19] + 
-n=4 " \ 
З 3 ': ',', 

+ ~ L.~2'l i эGО2f((}fг9) Ђ(~~ [4 (21lt4)cQH2n-2Н9-?rt сЯ2jl сој 211 19+f (nH)~(jj(2'!l+2)1.9Jt-
~~ ~ . 

-t ,G02t.1 {јЧЈ-g)Ђ(~~'2tngRYi C(}j'ln11}}. . .. 

( ~-, 111\ 
.j._~.-- ) 

~2 (WЈЧ-СаЈ??9)'l,цј1197 = .q.'lJl'n2'lfl--+ f'l.[ cle (еЦ}l+3).f(~219- dtJе 2ЈЧU17.47Jl] + . 

+ . Q2 i d~"t11r1.(2rn+1)ё2r'Ј1Ј{n(m-2}lJI-11 [(zn-и)ё cm-2Щ(21н)ёC2'nt2{fi]SLrL 2nlY+n (Иl-1)ё2'n-'hn(2rn2)1Ј]-f 
~~~ '. 

" ..j..ft t Е2,n~~ё.?n~Jin (zrn-ц)19 .... гnё С2'11+2)ЈЧЈ{n(2'71-2)1~-rn [ё(:rп-4~ё (mt4)}fJJi1l27119~ 
Ifi=.f ' 

'. - 2n ё (2T.-2)j~иn (2'M2H9-t rnё2rlJiSf.,n (211т4)1Ј1 Ј + 
з 

+8 I ~n i'Yl (2?1М) ё'lfl}iиn [m-2119-Тt[ (2'ПН) е (:m-22!: (21}-1)ё(~7i+2)}f]мrz2rfl1Ј';Јn{2'lН)~WJt1Z(m-2Уi9Ј 
"n,:. 

3 З 

- L 1. ~a ~ БО2~ (ј4}-;7) Bg~) [11 (2'ilt4) .иn{:nZ-2)19-.f:zn)'ZсРаjl sin2'lП9-r11 (2'Y1-1),fln (21lt2)19 Jt 
W:1i П·" . 

1. 'д602~ (jl,-2) 1!p~1 ~I1J JinJ1119 7.. . 
• 'U}L 2n го ) , 
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( 5- .1.14) 

i<1J1J)= А+ i tmё2~(Јј2'n1У- t<}lјЧ) ) , 
'Il==1 

(5.1.15) 

t:.!1I}<1= t<J'~+ ±. i 921( ['д'i~;r;"-~) - (2nfGо2~(}I.-q)ЈВ(:;).lin21l"'. 
'jl::4 'I1 .. .f 

1z relacija (5.1.13)-(5.1.15) 1ako je,uo6iti da ви па kon-

ttJ .. ri}l=Jl.o koordinate tenzora паропа i naponsl{ih spregova ойге

йјепе ге1асiјшnа 

(5.1.16) 

(5.1.17) 

, (5.1.16) 

ft 

5.2._0blik konsta.Ylti integracije za dovo1jno та1е vredno-

s'ti ра1'8шеtга 9. 

He1acijama (5.1.2)-(5.1.7) nije eksp1icitno dat oblilc 

f'unkciona1rle zavisnosti konstlli""1ti od рагаrдеtга 2. .Јазпо је йа 

zavisHo оа vrednosti ра:СШllе-tга '1 (та10, ёiоvоl јно шэ.10 i dovo1 ј

ПО velil~o )imamo razlici te oblike zavisnosti. 

1'Ili с ето и оvош гайи uze-ti д,а ~ ima dovo1 јно ша1е vreClnosti? 

" 
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i и tош s'lucaju eksplici tno odredi ti neke kOllStOll te l\:ao fLill.-

kcj.je раГatЋеtга cl .Razlog za to је sto се se u па:зеm dаlјеш 

гад.u, рой ргеtроstз.vl-;:шnа ko је uvоdiшо роkэzаti da 2. ima zais

ta dovoljno male vrednosti .Nароmепiшо cla dovoljno ша1а vred

nost q ,za sve funkcije tipa јОltl(~-g),осlпоsпо БО2~{Јllгg) ,podra

zu.meva vreclnosti 2 йо '7,5, ~tose rnoze lalco videti iz oblika 

kагаktегistiспih brojeva ov:Lh funkcija. ? 

Za dovoljno male vrednosti 9. ,koeficijenti Ђ~:: се izгаZаvа-· 

ји u obliku stepenih polinoma ро ~ t [~2J • Zadrzavajuc i Бе и оviш 

polinomima па kvadroatno ј aprooksilllaci ji, dobi jc:Uno йа Би koefici

jenti koji fig;urisu и nasim izrazima ob1ika 

(5.2.1) 

.,. 

Рогейјепјеrn ovako oclroedjenil1 vredIlosti kocf'icijeIlata sa nji-

110viш vгеdпоstimа datim 1). tаЫiсшnа, [131 ,moze f~e videti йа је 

аргоlсsiШfJ.сiја {5.2.1) ,za vгеdnоsti ~ lсоје сеrnо uziшаti ·~l па-

В8т гаа1)., sаsviш йоЬга, tako йс" пета potl~cbe oclrecl ј i vati cve };:о-

eficijente kao polinome vi~eg stepena. 

Odredill1o ,nнјрге, velicil1e de±'i1:lisaпe 1'E:1aci јШll<:.t (4·.5.4) и· 

obliku l{vаdгаtпil1 ро1iпоша ро ct .Њоdif'ilсоvanе rac3.i ja1ne I;iat-

ј eO-\j(~ f'lшl{сi ј е zэ. 9.. negati vno I'Ш }co1:lt1.,ll'iJI.i= Jtlll' (А. 3 .12) Г. ,шо~ешо, 
L. 

u obliku 

gde сто uveli Бlейесе oznoJ.ce 

Рагсi jalne izvocle Ii10сlif'ilсоv,э.nil1 raCii ja1l1.ill l';iat ј еочill 1'Ш1.-



kcija Zc.c ~ nega-t;ivno ро ргошеп1јivој}L ,По. kоп·tU1'iЈЧ=}lо , 

. (4.3.12) 1 ,mozemo predstavi ti 110bliku 
- 3 .4 

( 
r.' г, .) б-О IJ. "\ '\ 12 (2~) 1 
? ~ L • 4 .2 -П::. . H~ L L о .Ht'2 11 • 

1Z~t/ 1=0 

}'1'i tOllle Бто ovde tlveli sledece oznake 
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( 5 • 2 • 5) [1= IJ; [I1(1J:)I{~t2 (un-I1t2(~О)){~ (\ho)]- U"~ [I~ fU1 b
) ){112 (L&o)-I~t2 (~b)/<~(~O)] ) 

1< 1 ( dKm(lh) т ' ( ) dIm(щ) 
( 5 .2 .6) I}'rt U2)= d \12 ) 1)1. [[4 == d lf" ) 

i iskoristili sledece relacije,~~, 

Za dovoljno male vrednosti ~ ,svaki од. сlаЛОVD reda (4.5.4) 

moze Бе prydstavi ti КаО stepeni роliпош ро 2, .•. tiг.zviјffilјеш u 
• '0 

stepeni red ovill clanova i sгеЙјivг.nјеm o.obijanlO 

(5.2.8) ... 

.., 
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(5.2.13) 

Zamenom dobijenih izгаzа u (5.1.2),1.1zirnaj1.1ci 'Ll obzir (4.5.9), 

i pretpostavljajuci konstaпte ~2'" 1.1 obliku 

dobijamo, iZ'jednacavanjem koeficijenata 1.1Z iste stepene 2 ,koe

ficijente в;n ,_ &;n i g;'Yl- • 
Izrazi koji Бе dobijaj'Ll su veoma d1.1gi,pa сето ovde,radi 

preglednosti ,izlozi ti ovaj~, post1.1pak 1.1 s11.lcaju aproksimaci ј е 

~~~ ,kQja za БОЬОШ pov1aci pretpostavku йа je~o dovoljno ve-

1ikO, tako йа ima smisla izbazi ti konstante ~ i B~ kao linearne 

furikcije parametra ~ ,tj. 

(5.2.15) 
) 

Izrazi (5.2.8)-(5.2.13) Бе svode па oblik 

d.o -; ~: t-4ы (r1~-fоt)Сј 

f!J i) -;: t + [ ~ ( p~ t -ро 11) + foц ({Jz ~ - p~ tz) Ј ct 

~ =- rь -1 =:; -..L ( Ро -А \ 9 , 
12 t;; t" 1-

а iz (4.5$9) i (5.1.2) dobijamo 

( 5 . 2 .17) D g == [1+ ~ ёlfЈ-С(1+2Јо)] [ 4+ ~ Gё2Ј.ЈС(114t30)]+ 4;2е2ё6.Ј~~(1-f1;6D)+ ~~Э8ёlffj1(I-W&1_1) 

1 



dobi јаЈnО 

(5.2.19) 

gde је 

(5.2.20) 
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D ::[.I-t Ј69 e-J.}IfJ(Ј~2 tpO)][1t ње6ё2}.fС(1+4 1'11)] -t IG€ 2 ёf'}fС(1t 41/1', 
о "12 ? ~ {с е'Ј. t1 е2 .t.~ , . 

DI\ : 18e6fl
o.y 2цё;РО [1+ ~ ё2}lО(1-t2 r:)]} [ 4~2 (р~~-Ро~)+2ftf(P:zЬ-Р4-&)Јt 

+ S...L (pio-Jiоi)ГI/+1Бе6ёг}lО(4+41l)Ј+аёW~(Ро_ P1)~ , 
( 11Ы 4 r L' R?- t~ 11. то t;:; 

Dz:: gёGј/о [12t2 (p1to-,рОt,)+ 2dt? (plh-Pf t2)] + 

+ (~+JИl6ёWО(~+~Ь )]I·..!ё4јЈо(~ - Р. )t2ёУЈ~ (P11-ро·Цt /6Эё;'ft. ...1(pJo-Рсt)(#ЧР4 )iI. 
е '1. t1 42 --& f1 121; €'1 f:C'L r:; U 

Eelacijama (5.2.15),s obzirom па (5.2.19),sada эи potpuno ~ 

odredjeni koeficijenti е2 i gч kao 1inearl1.e fun.lrcije parametra 

q .Moze эе l.1.oci ti йа эи za dovo1 jno ve1ike vrednosti}lt:> ,od....YlO-.. 
:'13no za iпfiпi tezimalno male vrediiosti t.l ,uticaji lineaI'11.ih~la

nova infini tezima1e viseg гейа ,tako йа ih nlOzemo zanemari ti. 

Za c1ovoljno male' vrednosti rt ,uticaji 1iпеагпih c1al1ova nisu 

zалеmагl ji vo male ve1icine, za raz1iku оа c13l1ova dгщ:;оg i vi

seg reda,sto эе pokazuje deta1jnijom anа1izоПl. 

Iz re1acija (5.1.3)-(5.1.7),s obzirom па (5.2.15),(5.2.19) 

'" i (5.2.16),mozemo eksp1icitno odrediti oblik osta1ih konstan-

ti 11 za-visl1osti ой рагamеЈсга 9.. ~ 'ra.l{o ,паргiшег, za kOlls-t,,).lll~е ~2 i 

~lt c1o'bijamo,uzimajuci u obzir (5 .. 2.4) }сао i (~.2.1), 

(5.2.21) 

Iz еksр1iсitпо izrazenog oblilca zavisnosti konstal1ti ой ра-

ћэ.m.е-tга 9. ,шоzе se 1 u пеlсоm kопkгеtпош sl11caju, ос1шаh odredi ti 

теСе ve1icille 1j.nearnih 9 od:t1os110 kvад.га-'Gllill, i 11 пеk:о ј bol ј о ј 



aproksimaciji ,c1a.Ylova viseg stepena 2. ,i 1.1 sk1adu за tim,od

rnаћ l1zeti odgovarajuca aproksimacijaolz -tog raz10ga зто ovde 

iz1ozi1i postupalc ko jim se kОl1.s·tгдtе ,izrazavaju eksplici tno 

1.1 zavisnosti оа 'l ,pri сети SП10 уес nг.glаsili йа pret})ostav-

ljarno йа је q dovo1jno ma1o. 

.' 
5.3. l!'aktor koncentraci је nароnа' ': 

Fшrtог koncentracije nароnа predstav1ja ойnоз vrednosti 

cirku1arnog nароnа, i<1J1J1 ,и kгајnјiш tасkаша уес е ОБе e1ipse i 

intel'1zi teta si1e ravnomernog zateza.."Ylja koja de1uje u ргауси 

krace озе elipse,tj. 

( ..-; 3 1) Ј. .- 1< = t;l?"~ 
'р 

, 
U nаiЗеm sl-ucaju,po1azeci оа (5.1.16) ,pri сети јеА dato 

svojom vrednoscu (4.3.7),а konst8J:l.te g2. ,~lt i Bt; date relacija

та (5.1.2),aproksimativna vred.nost faktora koncentracije nа-

роnа oЙгeaj~na je.izrazom oblika 

( 5 .3 • 2) К = 1 + ~ t. &211-i ll
j<o • 

Рге nego sto odredirno Ьгојnе vrednG'Sti fa.ktora koncGntra

сј. је za neku zadat1.1 elipticnu. kontur:u, uporedimo d_obi jel1.i Т6-

zultat ва odgovarajucirn izrazom 1.1 klasicnoj teoriji e1asti(~

Ilosti,k!,iO i за оclgоvагај11сiш izгаzош dobijenim 11 [1],pri ra.z-

r.o.atranju. raVYlomernog zatezanja beskonacne oblasti за kruznim 

o:tvorom Ба stэ..nоviStа. Iv1indliпоvе linеаГJ:lе teori ј 6 elasticl1.0,-.,' 

[7] ,1.1 ОУОIIl del'Ll bi iziski vala уеота du.g'J. шаtеrnаtiсku ргосеан-

ПЈ.. lшlоvl ,ј el1.U оЫilсогп iZl'aza za оагеа ji Уа...УЈ.,ј е fcll-;:tоГ<.Ј. kOl1cen-

., l' ..,., d ,. ","\0" t' '~ 
:сао.Н,GэЈ;:о аС3. 1.11 оу е пес ешо 1;'.I:;orecl Ј 1 УСl Ј .• та ро-
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гейјеnја сето izvrsiti kasnije,lcada оdгеdiшо Ьтојпи vrednost 

, faJctora koncentracije паРОl1а za elip-ticnu konturu istog obli

ka za koju је и[7] оуај falctol' оЙгеЙ.јеп. 

и klasicnoj teoriji elasticnosti uticaj naponskih spregova 

se Z8.l1ema:r'1.1je,odnosno pretpostavlja зе (lа jet::.O ,tј.Э:::.О .и 

tom slucaju,iz (5.102),dobijamo 

odnosno,s 

з 

I{ = 1+ 2 (1+e2}lc) L ёгщ.Јо 
tn=t1 ) 

obzirom па (4.5.21)1,zaJ3-::.~ ,dobijamo 
(х.! 

К -= 4f 2 (1+ е2ЈЦо) I.'ё2njl.о . ' 
11.=" 

Koristeci sada izr'a~ za оdгеdјiVЭllје БШ11е beskonacnog гейа 

oblika,[1YJ, 
=t-f ~2-t r~+·,,· :

dobi јато, za ~:e2Jtb , 

к = 1-t 2 t ) 

t
;/-1: ) 

.. а ovo Је йоЬго роzпаti izraz za ойгеdјivапје f'aJctora kопсgll-
'~, ,~ 

tracije паропа u klasicnoj teoriji elasticnosti,u slucaju 

ravnomerl1og zatezanja beskonacne oblasti за еliрtiспiш otvo

гот tl prav.cu l\:race оее elipse,[11J. 

U radu [1Ј ,vredl1ost fсliсtог:-~ koncentr'aci ј е паропа odredj епа 

је relacijom oblika 

(5.3.6) K=~+ ,н~ gde је (5.3.'n de:::; ~~+ e:f 
'R је polupreCJ:lik lП'l1gа,аl<d(~)-:; d~fiJ za 7.::1\. 

ТЈ Б1исаји kada elipsa pl'e1azi u li:Tu.G, -с ј .kada а-> е, ,оdnозпо, 

(5.2.Ь),Йо-

bijamo 
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Kako је 

i 

sledi аа је 

(5.3.10) 

sto је i trebalo pokazati. 

Dakle,rezultat koji sшо dobili,svodi se u prvom SlHCajU, 

kada je~:o ,па poznati rezultat klasi6ne teorije elasti6no

sti, а u drugom slu6aju,kada elipsa prelazi u lп'u.g ,па poznati 

rezultat dobijen Н(1Ј-

Odredimo sada Ьуо јпе vrec1.nosti falctora koncen·traci је паропа 

za йуе eli.pticne kont1..1re. 

U оЬа sl116aja uvescemo pretpostavku йа је 

analogno uslovu uvedenom za kr-uznu kont1..1ГU, [1], *;3 .Ovakva 

pretpos·tavka,odnosno oval';:vo ~granic епј е, u sllJ.caju. kontu.ra ko-

ј е с ето l'аZШiхtI'r:tti, U sag1asnosti је sa pretpo[)~Gavl(om йо. је йео 

energi је dеf'огшасi је ko ji po-tice оа efekata lokalne kгu:tе ro~ 

tacije,energija krivine,[1J ,ograпicen д_о reda velicine ener-

gije dеfогшасiје k1asi6ne teorije.ТJ slucaju kruz.ne kопtuге, 

llајшanја LТlOgUC а vrednost OCU10SH ~ ,gde је R роluргеспik lcrl.l-
...... 

ga, је .jeclan. 

Cilj пшп је йо. od:cec1imo yrec.most faictoTa 1collce:atracije р:гi 

пајvсСј.ш Il10gu.Сiш vrednos-t;ima konstante.c ,ра cenlO zato L1zeti 

йа ј е 2~ еЈЧ-.:. ?> • Dal ј е ~ veli6ina 9 ,defini sana relaci ј ош (L~. 2.1(7) 1 

iШс1 raz~lj.cite \frea.Ilosti 1..1 zaviSl'losti 0(1 vredrlos-ti l)oa:=:-;опо-VОt~; 

Ьго ј<1 'v ,-ta1<.:o ао. с ето, ао. bi оdге<.1ilј grCIl1icc VГСЙYlоs-ti. fa.\:;:-t;o-

га kOncoIltraci ј е, izracunati njegove vTeCcnosti 1.:1. slL1caj еviша 

v~o i 11=-1- .Ostale vгеШ10:ё;tј. ovog fа};:-l;ога ЮОГ(;~јLJ. bi-ci izme-
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йјl1 til1 grвnica. 

Nel{8. је prva elip-ticna kontura za којн од,гейјијешо vred:nost 

fal{tora koncentracije zadata OClnOSOffi poluosa elipse а= 1 ~ , 
od.l1osnojiv::0;80L,72 ,а д.Гllgа оdпоsош poll."losa a::з~ ,оdПОSnО .. 'uо=О1З4657. 

U lclasicno ј teori ј! elasticТlosti tacna vrednost fэЈсtога 

kOrlcentracije u ргvоП1 slucaju iznosi 4,а u ЙГllбот 7.IvIedjutim, 
/ 

posto sџ.vгеdnоsti koje сето шi odrediti aproksimativne,dobi

јеnе aproksimacijom ~':.З ,оnйа сето рогейјеnја dobijenih vredno

sti vrsiti sa aproksimativnirn vrednostima klasicne teorije е

lasticnosti,odredjenim istom aproksimacijom. 

А1со за КС oznacimo taCnv. vге(шоst faktora koncentraci је nа

ропа ойгейјепи u klasicnoj teoriji elasticnosti,sa K~njegovu 

аргоksјљаti vnu vreclnost 1). slucajv. aproksirnaci ј е -1=3 ,за Ј{, 

YTednost ko ји зто т! dobili u sl1.1Caju)}= О ,за 1<2. ,\vrednost u 

зlиС,С').ји 'V=1 ,! alco за Ј{з oznacimo йоЫјеnи vrednost fo.ktora 

t " 1 " , ,1 А d d '1 d t' koncen raclJe 1.1 s иС3.Ји v='I; ,оп а зе о-nоз OVll уге 1'108 1 то-

~e videti iz sledece tabele 

Ј<с=4 V=-O K4=21g1 Z7)C/J" 

Q::3/Z ~ V=1/2 Kz=.3)'18 ;fg) 4'}//о 
Q.. 

J{c=3)~8 "V=1/4 К-ъ:: 21 9Э 22)670 

I а=з~ I{c:; 7 I \)=0 I К1= 3,20 48) 76% I 
l<~ :: 6;2.5 

'»=11/2 I Kl =4ЈО8 

1 
34, н% I 

t - \1-=-"/4 I Къ=З,G8 41io . 
u ко јо ј ?:)!ао u рГОСelУ~imа izrazili razljJcu vreclnosti I'ujctora 

koncE'ritraci је nароnа оо.гео. ј е:пil1 u klasicIlo ј tеогi ji elEJ.stic-

nosti i v. 1iliпdliпоvој linearno ј ·tеогi ji еlг.s-ti6лоsti за nа-

роrцзl<:iш spl~cgovirili:l.Ovi Pl'oc(.mti 30 паziV,::Lјu pl-'ocenti UlJlt'J11je-

пја,јег је llјј_ша ргосеlltнаlll0 izгa~eno ШllЭl1.ј,епје vred.nosti 

fСЙГGога kOllcentracije оdгеclјt:Ј:10g u klasicnoj teoTiji. 

1z dobijenih rezultata зе vidi Ја је uticaj naponskih врге-

gova izra_~eni ji ukol:i.ko ј е elipsCJ. HZa. Ove::Jcvi rezu1 taJci SH ве 

mogli oc:ekivati .Naime ,l-::ons-ti tLJ.-ti vпiш ге1ас! ;јШGЙ (~-: .1. С;) izг3,-
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~ena је obrnuta proporcionalnost naponskih spregova i intenzi-

teta polupre~nika krivine krive,pa,~to је polupre~nik krivine 

manji,uticaj naponskih spregova је veci. 

Poredjenja гаdi,паvеdiшо йа u'slu~aju kгuzпе konture pro

cenat WnС1.З:lј en ја iznosi 20, З/О za vгеdпоst ))=-0 ,а za vrednost 

."\J=1/2njegova vrednost је 12~o. 

Vrednost parametra.9.. u ргуош slucaj11 iznosi 1,8. ,а u dru-
• 

gOl1l 4,5, odnosno vrednosti рагэmеtга 9. pripad8.ju iпtеrvс:йu vre-

dnosti za 11:0 ј е se smatra йа su dovol ј110 male, tako йа Бе za 

odr·edjiva.."1je vrednos-ti konsto.nti mog-u koristi ti relacije date 

u odeljku (5.2). 

u Х'айи [7] odredjena је vгеdпоst faktora koncen-tracije паро

па u slu_cajl.l elip-t;icne lconture oblikaa-:lgzаv==f.DоЬiјепа vred

nos-t је pribli~!lo јеdnма 3,ра zakljucujemo йа је nas rezultat 
. ~ ~ 

. (2,99) saglasan sa rezul tatOl1l гайа [7] .Medjutim, treba istac i йа' 

se metodom primenjenom u tom radu пе mOB;u оёlгеdi ti vred.Ilosti ... 
faktora konceIltracije za lleko vece оdst1.1рэлје E:.'lipticlle kоп·tu-

re оа kruzne,kao ~to је to slucaj u па§еш radu. 

U sl1J.~aju kada је f",cl>11.n. ,al!-~O ,moze Бе pokaza-ti йа је uti-

сај naponskill spregova zanemarl ji у, ойпозпо ,шоzе ве роl{дzаti йа 

vгесlпоsti kопstэлti ~2n teze ka 2jJ(1tf');'Gal{O ёЈ.а Бе relaci ја za 

odredjivanje falctora };:.oncentracije паропа svo8.i па oblik йо-

" bijen 11 klasi~noj teoriji elasti~nosti. 
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VI ZAr':LЈЂСNА RAZblATR.ANJA 

Prvi паз zadata1c и ovo ј tezi bio ј е сЈа odredimo raspodeltl 

паропа i naponskih spregova II slucaju jednoosnog zatezanja Ье

skonacne oblasti sa elipticnirn otvorom u p1'oizvoljnom ргауси, 

pri razmatranju ргоЫеmа sa ,stanovista r,Iindlinove linea:rne ·te-
, 

orije elasticnosti sa naponskim spregovima.Resili smo ga di-

rеktпо,uvоdјепјеш naponskih funkcija,kako је to uobicajeno и 
., 

resava..YJ.ju ove vrste ргоЫета.На taj nacin problem эmо sveli па 

ргоЫеm odredjivanja геiЗепја dve diferencijalne jednacine iz

тейји lcojih postoji јеdnа dif€rencijalna veza,u skladu sa za

dаtiш g1'сшiспim иslоvimа,ргi сети эmо sve potrebne relacije l

zrazili l1' ойпови па elipticni si stern kool'dinata .1~ apominj епlО йа 

icorisc el1i direktni metod пе пшnес е apri01'i, zp~ razliku ој[7] , 

nika.lcvLL ogranicenja u pogledu oblikc:. elipticne konture. 

Kedjutim,kasnije se pokazuje,da је aproksimacija pri геiЗа

vanju ovog ргоЫеmа пеорћойпа zbog oblilca геiЗепја diferenci

jalne jednacine i:oju zadovoljava funlccija naponskih spregova. 

ОУа ге§епја 8и izra~ena u obliku be8konacnih kопvегgепtпih 1'е

dova.lz tog razloga smo 1 Eri ј evu naponsku f'u..nkcj, ј 1.1 ovog рго

blema odredili u obliku Ьеskопэ,спih korlvergentnih redova. 
'" 

. Uvосlјепјеш пеорћойпе ap1'oksimacije Oi~1'Cl..'Licava se Ьгој ргоЬ-

lеша l\:oji ПlO[;и bj.ti ге~;аvani оviш mеtоdош,аli је taj ЬГО,ј уе-

6i од. Ьгоја problema koji m0t!;U biti resavani шеtос1.0rn izloze-

nim 1.1 [7'] •. A.nalizom clobijenil1 1'ezu1 tata zэlclјl1Сu.јешо йа је 'агој 

. ргоblеrла ko ji moga bi ti гев ava.:ni ovirn rпе·tоdош pri blizno ј ed-. 
. ~ ~ 

Ilak Ь:гоји ргоЫеша za koje klasicna 'teorija еlаБtiспоs~сi da-

је ргiћуаtlјivа гезепја u sшislu gеошеtгiјskih ko.rCЭ .. kteris·ti-

ka elipticne konture.Naime,poznato је da se 1'e~enje klasicne 

tеогi ј е еlаstiспоsti пе rno~;'e ргiшепi i~i .kocl u[~l{il1 clip-ticnih 



kont11ra,odn08l1.0 аа 11 takvill1 81l,lСајеviш3. ОУО гезеl1је gubi smi-

эао. 

:l';1i sшоu с etvrto ј glavi, zad.rzavaj11cj. эе па ойгейј епо ј ар

roksimaciji,-:)::3 kako это је nazvali,odredili nepozllate kon

stante integracije u skladu sa zadatil1l gгaniспiПl u.slоviша.Коп

stal1te А ,dc i ео odredili это iz zaёlatih gГЕ-шiспil1 uslova tl 

beskonacnosti i videli аа njihov oblik пе zavisi оС!. kOl'isce-, 

пе aproksimacije,dok oblik ostalih konstanti,koje эе ойгеајијн 

iz l{ont1..lтnih u.slova
J 
zavisi оС!. пје .Pri tоше sшо :pokazali дд 8и 

dobijeni sistemi jednacina za odredjivanje nepoznatihkonstml

ti integracije saglasni.Nas postupak u теаауanји zadatog рто

Ыеша је поу i u okviru klasicne teorije elasticnosti,ili је, 

mozda,bolje re6i,za пав nov,s obzirom па literaturu koja пат 

.. \ је bila dostupnao 

.0> 

U slucaju аргоksimасiје1~Э dati эи izrazi za koordinate 

tenzora паропа i naponskih spregova kao i oblik naponskil1 fu.n-

kcija i odredjene konstante integracije .Izrazi za kOI'dinate 

tenzor'a паропа i naponskih spTegova i oblil<: ns,ponskih funkci

ја dobijeni ви iz odgovarajucih opstih izraza koji su prethod

по da-ti .Iz dobijenih relacija,daljom anаlizоm,шоzе ве pokazati 

аа ви uticaji naponskih spregova najizrazeniji 11 okolini otvo-

ra,dok ве u dovoljno udаlјепiш tасkаша пјiћоv u·t;ioaj в;нЫ ,sto 

је 11 skladu sCJ, пазот ргеtровtаvkош аа је tenzor l1Ci.рОПС1 u ti111 

tасlссзша siшеtгiС3l1. Dalj е, pokazl..lj е se, zavisl10 ос!. pravca si1e 

zatez8.l1ja,da је 1..l jecl..'1.om delu oblasti 1соја је .bliska kоп.lсuгi 

otvora, uticaj паропskih spl~egova izгаzеп роvеСс.U1јеш ш"лрnо@: 

паропа, dol\: је u dгugош del1..l te oblasti ovaj uticaj izrazen 

SШ8.пј епј еш ukup1':l,oG паропа, 11 ослоsи па oc1govarajuc е ~vгеЙ:r:LOs·ti 

U klasi6noj teoriji еlаstiбповti.U sluбајu kada је ~ila zate-

zanja upra'l,'11D. пг, d.uzH ови e1ipse, u.l-сU}Јl1i пароп и ·tаСkа1iШ O1is-

lrl'rf) vr"-iеv;Il'\" L·l'l~c~ о!=;е Ј'е lГlсГ1'rl~l' ,ООl'\: Ј-'е 1). tа(~kШllЫ Ыј.шсLш kгг..-.. .,1 ~.. CI. <.1 • .<- С.С . 1., ~ '- - • џ. t! . 
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jevima kra6e ове veCl. 

Dobijeno aprolrsimati.vno гезепје OlYLOf;u6ava йа ве closta јей-

nostaV11.0 геэе i neki dГ1..1gi problerni гаvпе dеf'ОПШLсi ј е ва sta

поviiзtа Mindlinove linearne teori је elasticnosti sa naponskim 

spregovima.Tako,naprimer, u slucajevirnC:1~ kada је б=-ff- ,оdnОБ~О 

f!> = О ,iz ovog opsteg гезa.nја dobi јато аргоksimэ,ti vnа гезепја 

zatezanja 1.1 ргаус1.1 kl'a6e os~ (sto је 1.1radje:rlo 1.1 petoj glavi), 

оdПОSl1.0 1.1 pravc1.1 д.uZе ОБе elipse.Superpozicijom ovih resenja 

moze ве dobiti гезепје takozvanog ravnomernog naprezanja bes-

konacne oblasti sa elipticnim otvorom.Takodje,iz ovog resenja 

se moze,lako odrediti i гезепје 1.1 sl1.1caj1.1 cistog smicanja,s1.1-

perpozicijom д.vа slv.caja jednoosnog zаtеzалја:u ргаусн Љ::.~- i 

1.1 ргаусн t?J:: W .Bilo bi interesantllo ollredi ti vrednost cirlcular

nog ушропа 1.1 оvош sl1.1ca.D1.1 u tack31na *2119= ~RjtIo=i ,јег u nji

та ima пајуес1.1 vred110st. 

Nas drugi zadcэ,tak l.l q.kviru ove teze, <::i ji sшо ровеЬа..УЈ. inte

:res istakli,bio је ollredjivanje raspodele паропа i naponskih 

spregova l1. sll.lcajl.l lcada si1a del1.1j е 1.1 pravc1.1 krac е ове elipse. 

Невеllје ovog ргоЫеmа јеdnООБпое; zг,tеzanја д.оЬili smo iz ор-

'steg геЕЈепја, uzirnajv.6i йа ј е 13::~ • U prethodno ј с1l1tйizi u·tica

ја naponskih Bpгe~oya па raspodel1.1 паропа 1.1 oblasti ва elip-

tiс:пim otvorom оћ1.1ћуа6 еп ј е i оуај sl'u.c2.j .Опо sto {3,'а ёil1.i ро-

веЬпо zпасајпiш је to,sto ве 1.1 пјепш,u kгајпјјЉl 'сасkаша duze 

о ве elipse ро javl јији шаksil1lаlпе vrednosti 11.ap0l1.a ko ji ве П10-

ze :pojavi'ti v. ovoj vrs·ti Рl'оblеша.[ј tim u vezi,oc.1redi1i вто 

i aprolcsimati vni izraz za oclred ji vanj е f'alГGога y~oJ:1celltJ::'aci ј е 

.napol1Gl"sto је 'bilo postavljeno kao tгеСi,роslед.l1јi,zаdаtаЈ<:: 

оуе tez6~ 

пtiсај паропsl;:ih spregova на koncentraci ји па]ЈОl1а odrazava 

se 11. шалјој vreCJIlosti ±'aJ;:-'сога kОrlсепtгасi је паропа П6{јО зtо 

је njegova vrednost dobijena u klasi5noj teoriji elasti5nosti. 
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Ivli БIl10 ovo lлnаllјеnје izrazili procel1.-tuall1o ,гасunа-tо u odnosu 

па аргоksiшаtiУl1U vrednost u klasicnoj teo::ciji,u dva lconkretl'1C? 

slucaja.Na osnovH c1obijel1.ill rezHltata zakljucujemo Йс1 је uti

сај naponskih spregova veci ukoliko је elipsa uza.Smatre.mo йа 

bi u nаiЗет daljem гайи bilo intereSCL11.t110 ispi tati ргошеnu pro

centualnog wnanjenja faktora kоnсепtгасiје парова u zcLvisnosti 

.~oJ promene oblika elipse. 

Pitanje lcoje i dalje ostaje оtvогепо је оdгеclјiVШ1је utica

ја naponskih spregova и slucaju vrlo uskih elipsi.U cilju ге

iЗаУаЈ.1.ја takvih ртоЫета bilo bi potrebno odredi ti l'ei::ienje bi

harmonijske diferencijalne jednacine u nekom dгugоПl obliku,ta

КО йа Eri ј е-уа naponska f'unkci ј а Ьийе dеfinisа.rш i 1). singular

nim tасkаша elipse, ЈЧ=-а ,19=О,ЈС .Funkcija nCJ,po:lskih spregova, 

kao i l1.jeni izvodi, de±'inis8l1a је u. ovijll tackarna, jer Би modifi-

КОУ811е radijalne Matjeove funkcije za2. negativno,lcao i пјihо

vi izvodi, oblika zЬiга proizvoda шоdif:Џсоvгniћ Беsеlоviћ fun

kci ја ргуе i druge vrste reda п ,def'inisane u siпgulаrn.im tac

Кamа. 

Оуо pitaпje,kao i drugi problerni koji Бе шоgu si:1{;ledati па 

OSl1.0VU rezv.l tata bve teze, bice u.ГЈшlu.Се cilj паi:iiћ istI'а~;ј_vэ.nја. 
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