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UuvoD

Teorija elastifnosti,kao deo mehanike kontinuuma,polazi

|
od iste pretpostavke o neprekidnosti mdterije u nekoj obla-
sti prostora.

Pizidka &injenica je da materija nijé neprekidna,veé da
poéeduje diskretnu strukturu,pa se moze postaviti pitanje u
kojim sluéajevima ima smisle pretpostaviti da je materija ne-
prekidna,tj.u kojim sluCajevima moZemo zenemariti rastojanje

izmed ju diskretno rasporedjenih osnovnih Cestica.0dgovor na

to pitanje daje posmatranje prenosa poremeéaja kroz diskretnu

sgstrukturu,izazvanocg nekim spoljnjim efektom.Poremedla]j se pre-
‘nosi u vidu talasnog kretanja,pri cemu se javlijaju talasi ra-
z1liditih talasnih duZina.Samo u sluclajevima kada su poremela-
Jji takvi da dovode do talasnih kretanja sa velikim talasnim
duZinama,tako de jedna talasna duzina obuhvata veliki broj o-
snovnih ¢estica diskretne strukture,mogu se zanemariti rasto-
janja izmedju tih Cestica,tj.moZe se pretpostaviti da Jje ma-
terija neprekidna.U tom smislu mehanike kontinuuma predsta-
vlja odredjenu aproksimaciju realnosti.

Predmat izudavanja teorije elastifnosti je elasticno telo



koje definiSemo kao neprekidnu materijalnu sredinu u kojoj su
dopudteni samo elastiéni procesi.Osnovna karakteristika elas~
ticénih procesa.je reverzibilnost deformacija,odnosno,osnovna

osobina elastilnog tela je da se posle prestanka dejstva spo-
ljasnjeg opterelenja vrati u stanje u kome je bilo pre pole-

tka dejstva opterelenja.

U klasiénojjteoriji elastidnosti naponsko stanje opisuje
se simetrilnim tenzorom napona.Simetrija tenzora napona je
posledica pretpostavke da se uticaj jednog dela uel a dru-
gi moZe izraziti kao dejstvo neke povrdinske sile f(ﬁ) defi-
nisane po jedinici graniéne povrSine ova dva dela tela,pri Ce-

. - . e . R . -
ma je m Jjedinicni vektor spoljasnje normale granicCne povrsi-

ne. - \

Uoleno je odavno da klasicna teorija elasticnosti,za neke
klase materijala (polikristalni materijali,granularni mate-
rijali,i slidno) ne daje rezultate koji su u skladu sa 2ks—‘
perimentom,kao i da ne moZe da objasni neke pojave (raspro-
stiranje kratkih askustiénih talasa u polikristalnim metalima
i visokim polimerima,naprimer).Zbog toga Je unutrasnja stru-
ktura materijala postala predmet intenzivnogvizuéavanja i re—
zulfat toga su nove teorije koje adekvatnije opisuju odredje-
ne klase materijjala.

Postoje razliéiti modeli kontinuuma koji predstavljaju
generalizaciju klasiénog modelea,ali je za sVe_njih zajedni-
ko da se naponsko stanje,pored drugih velifina,opisuje nesi-
metricnim tenzorom napona.Takvi modeli kontinuuma nazivaju se
zajednidkim imenom poélarni kontinuumi. B

Istorijski gledano, jedan ¢d prvih generalisanih modela
klasidnog kontinuuma,koji demo i mi koristiti u nasSem radu,
je kontinuum reds dva,rezmatren u radovima vide autora.lako

navode Trusdel i Tupin (C.Truesdell,R.A.Toupin),[5] ,prva ra-
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zmatranja ovog modela kontinuuma data su u radovima Maksvela
(J.C.Maxwell),1873,Fojgta (W.Voigt),1887,Diema (P.Duhem),1904,
braée Kosera (E.,F.Cosserat),1909,...

Utica]j mikrostrukture maferijala izraZen je u ovom modelu
kontinuuma antisimetrijom tenzora napona i tenzorom naponskog

sprega.Naime,ako posmatramo neko telo 154,ograniéeno zatvore-

a
7

nom povriinom 44 ,i ako iz tela Bs uklonimo njegov zamidljeni
deo B, ,ogranicen zatvorenom povrSinom d2 ,pri demu je d; gra-
niéna povrsina delova tela {j&~lﬁ)i:3, sa jedinic¢nim vektorom
spoljasSnje normale T yonda je,prema generalisanom principu
napona 0jler-Ko$ija (L.Euler,A.Cauchy),uticaj-gela tela (Br3,)
na deo B, ,ekvivalentan nekom vektoru napona tﬁﬁ)i vektoru
naponskog sprega ’ﬁ?pﬁ),definisanih po jedinicl granidéne po-
vriine 4, .

Ovim je,za razliku od klasidne teorije elasticnosti,uveden
naponski,spreg ¢iji se uticaj ne moZe apriori zanemariti.Teko-
dje,u ovom modelu kontinuuma se pretpostavlja da na telo de-
luju zapreminska sila,;?,kao i zapreminski spreg,?7,definisa—
ni po jedinici zapremine tela.

Savremen pristup u razmatranju ovog modela,a posebno u i-
zvodjenju Kosera jednaéina,da£ je u radu Tupina,l[6] ,gde su
odredjene konstitutivne jednafine zza elastifne mdterijale re-
da dva u sludaju konac¢nih deformacija.Konstitutivnim relaci-
jema se odredjuje veza izmedju napona 1 deformacija.U ovonm
slué¢aju konstitutivnim relacijama odredjena jé vezas izmedju
simetridnog dela tenzora naponz i tenzora naponskog sprega
vsa*ﬁdgovarajuéim tenzorima deformacije u kojima je eksplici-’
tno izraéeh uticaj gradijenata deformacije drugog reda.inti-
simetriéni deo tenzora napona odredjuje se posredno,3to se
mo¥e videti iz osnovnih jednadina ove teorije.Deformacija kon-

tinuumae v potpunostl je odredjena pomeranjima neprexidno ras-—
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poredjenih Cestica kontinuuma,pa,prema tome,ova]j generalisani
model kontinuuma ima tri lokalna stepena slobode.

irndlin i Tirsten (R.D.Mindlin,H.P.Tiersten) su,[2],linea-
rizovall konstitutivne relacije dobijene u[g] ,da bi kasnije
Mindlin primenjujuéi ovu linearnu teoriju elastilnosti sa na-
ponskim spregovima razmatrao neke probleme oscilacija,talés~
nog kretanja i koncentracije napona,u cilju dobijanja rezul-
tata Cija je saglasnost sa eksperimantom veda.

Zbog Mindlinovog velikog doprinosa u dobijanju novih re-
zultata za odredjenu klasu problema primenom linearne teori-
je elasti®nih materijala reda dva,kao i u dobijanju linearnih
konstitutivnih relacija ove teorije,lesto se linearna teorija
elastiénih materijala reda dva naziva Mindlinovea linearna tem
orija elasticnosti sa naponskimZSpregovima.

Problem odredjivanja raspodele napona u okolini otvora je
Jedan od znacajnijih prqplema ravne teorije elasticnosti,ka-
ko'sa teorijskog,tako i sa prakgiénog stanovista.Naime,nije
poznat op$ti oblik reSenja ovakvih problema iz koga se mozZe,
u, nekom odredjenom slucaju,dobiti resSenje tog slucaja kao spe-
cijalni sludéaj opSteg reSenja.ReSenja posebnih slucajeva zavi-
se od oblika otvora kao i od vrste naprezanja,tako ds svaki
0od njih zahteva posebna razmatranja.U tom smislu svaki pose-
ban slulaj ima svoj teorijski znaCaj.Dalje,u praksi (u kons-
trukei jama,naprimer) kao i u samoj fiziCkoj realnosti (s ob-
zirom da su neke osobine materijala,kac homogenost i slicno,
samo aproksimacije realnih osobina),lesto se susreemo sa ra-
z1liditim naprezemjimaz-materijalnih sredina kKoje sadrie otvo-
re,odnosno,kako se to drugim reéima kaze,sa oblastima koje
sadrfe otvore,tako da je poznavanje raspodele napona u tak-
vim oblastima,pri razlilitim vrstama naprezanja,neophodno.

Pokazano je,naprimer,da pri ravnomernom naprezanju neke o-
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blasti koja sadrzi otvor,u okolini otvora dolazi do poremela-
Ja ravnomernog naponskog stanja koje se manifestuje,izmedju
ostalog,vrlo velikim vrednostima napona tangencijalnih na kon-
turu otvora,takozvanih cirkularmih napona.Ovaj efekat poveda-
nja napona naziva se koncentracija napona,a broj koji pred-
stavlja koli¢nik najvede vrednosti cirkularnog naponé na kon-
turi i intenzitete sile kojom je izazvano ravnomerno napreza-—
nje u talkama dovoljno udaljenim od konture,naziva se faktor
koncentracije napona.Odredjivanje faktora koncentracije napo-
na u zavisnosti od oblika otvora jesté’krajnji cilj svake te-
orije koja se bavi problemima naprezanja oblasti sa otvorina,
ili,kako te probleme neki autori nazivaju,ploa sa otvorima.
Nama. se ¢ini boljim naziv oblast sa otvorom,jer sam izraz
ploda navodi na pomisao da se problem razmatra sa stenovidta
teorije ploCa,sto nije tadno.Pojam ravnomerno naprezanje bes-
konadéne oblasti sa o%vprom‘pgdrazumeva ravnomerno naprezanje
oblasti silom konétantnoghihtenziteta koja deluje u taékama
dovoljno udal jenim od konture,ili kako se to drugalije kaZe,

u beskonalno udaljenim talkama.Pri tome se pretpostavlja da

su dimenzije oblasti mnogo vele od dimenzija otvora.

Ovaj problem detaljno Je razmatran u klasiénoj teoriji e-
lasticnosti 1 odredjen je faktor koncentracije napona u vise
razlititih slulajeva naprezanja za razlic¢ite oblike otvora.
Medjutim,dobli jeni teorijski rezuitati nisu bili,za neke klase
materijala,u skladu sa eksperimentalnim rezultatima.Zbog toga
je bilo neophodno razmatrati ova] problem,za tu klasu materi-
jala,sa stanovifta-adskvatnijih teorija koje uzimaju u obzir .
vnutradnju strukturu materijala. 7

Moguée je razmatrati problem raspodele napona u okolini
otvora sa stanoviéta polarnih teorija elastilnih materijala.

¥i éemo,kac najpogodniju od njih za problem koji demo Kasnije
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formulisati,izdvojiti Mindlinovu linearnu teoriju elastilno-
stli sa naponskim spregovima.Razlog,pre svega,lezi u tome 3to
se u ovo] teoriji,za razliku od drugih,pojavlijuju samo dve
nove materijalne konstante,od kojih je jedna u problemu ravne
deformacije jedneka nuli,tako da je moguée odrediti neke gra-
nice vrednosti druge konstante u zavisnosti od poznatih veli-
¢ina. g

Kao potvrdu nasih izlagenja navodimo rad Mindlina, [17 ,
gde je pokazano da,za klasu materijala kod kojih se utica]
mikrostrukture ne moZe zanemariti,u slulaju ravnomernog za-
tezanja beskonalne oblasti sa kruznim otvorom,faktor koncen-
tracije napona moze imati vrednost od 2,39-2,64,dok je vred-
nost ovog faktora u klasiénoj_teoriji elasﬁiénosti 3.

Uticaj antisimetrije tenzora néﬁona na raspodelu'napona u
okolini krivolinijskih otvora razmatran je u monografiji Sa-
vina (G.N.Savin), (77 .Pri reéavénju?problema kori&éen je po-
sfedan metod,takozvani metod izmene granica,kojl se moZe pri-
meniti samo u sludéajevime kada je odstupanje oblika krivoli-
nijskog otvora od oblika krugavvrlo malo.0vo ogranilenje zna-
tno smanjuje broj problema koji ovim metodom mogu biti resa- -
vani.Dobijeni rezultati ukazuju da je,u sluaju zatezanja be-
skona®ne oblasti sa eliptidnim otvorom u praveu krabe ose e-
lipse,vrednost faktora koncentracije napona manja nego u kKla-
sicnoj teoriji elastilnosti.Ovde je,takodje,odredjena raspode-—
la napoﬁa u slucaju kads Silé ravinomernog zafezanja deluje u
pravceu dufe ose elipse,dok opstiji slulaj ravmomernog zate-
pzanja beskonalne oblasti+ga=eddpbitnim otvorom silom proiz—-
voljinog pravca nije razmatran.

T ul4li ulll ,reSenje problema je traZeno uvodjenjem na-
ponskih funkcija od kojih se jedna od njih,u slulaju kada se
zanemari uticaj naponskih spregova,svodi na Erijevu (G.B.Ay-

ry) naponsku funkciju,a druga je funkcija naponskih spregova,
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Ovaj metod reSavanja problema ravne deformacije,razmatranih
‘sa ctanovista Mindlinove linearne teorije elasticénosti sa na-
ponskim spregovima,vrlo je pogodan i kori&éen je u radovimsa
mnogih autora,a kako Je ﬁokazano u radu Mindlina,(?],moZe se
primeniti w bilo kojoj generalisanoj teoriji Kosera kontinuu-
ma .M jegovon primenom reSavanje problema se svodi na reéaﬁanje
dve diferencijalne jedndéine,izmedju kojih postoji odredjena
veza,u skladu sa zadatim granicnim uslovima.

Imajuéi w vidu prethodno izloZena istraZivanja i rezultate
tih iztrazZivanja,kao i pri tome primenjene metode,mi smo,u
,svome‘radu,[mﬂ,razmatrali problem ravnomernog zatezanja bes—
konatne oblasti sa eliptiénim otvorom u sluéaju kada sila za-
tezanja deluje u pravcu krade ose elipse.Za razliku od[7],
problem smo reSaveali direktnim putem,kako je dato u [4]),pri Ce-
mu smo sve potrebne relacije izrazili u eliptiCnom sistemu ko-
ordinata.Erijevu naponsku funkciju smo uzeli u istom obliku
kao u klasiénoj teoriji elasticnosti,dek smo funkciju napon-—
skih spregova izrazili preko odgovarajuéih Matjeovih (E.Mat-
hieu)funkecija,kao redenje diferencijalne jednaCine koju ova
fﬁnkcija mora zadovol javati u problemu ravne deformacije Min-
dlinove linearne teorije elastiénosti sa naponskim spregovima.
Na kraju ovog rada formirali smo sistem algebarskih jednalina
za odredjivanje nepoznatih konstanti integracije u skladu sa
zadatim granicnim uslovima.Medjutim,oblik resSenja funkcije
naponskih spregova uslovio je preodredjen sistem jednacina,
koji se mofe resiti nekom aproksimativnom metodom,ali na taj
~-patin. dobijena resSenja probilems newdamu--0dgovor na pitanje -
da 11 problem ima jedinstveno reSenje.(li smo,van okvira na-
vedencg rada,primenili metodu najmanjeg kvadrata kao aproksié
mativnu metodu za resavanje dobiljenog preodredjenog sistemsz

jednadina i dobili zadovoljavajuée rezultate,ali je pitunj




o
saglasnosti sistema jednalina,odnosno pitanje jedinstvenosti
refenja problema,ostalo otvoreno.) | |

Otvoreno pitanje Jedinstvenosti resSenja navelo nas je na
razmifljanje o drugim moguéim reSenjima ovog problema,koja bi,
zbog oblika Mat jeovih funkcija koje moraju figurisati u izra-
zukfunkciju naponskih spregova,morala biti aproksimativna,ali
iz kojih bi se odmah mogla sagledati jedinstvenost reSenja.

Rezultat takvih razmisljanja,kao i’rézmiéljanja 0 prevazi-
laienju‘ograniéenja koja nameée metod izloZen u[7],je nasSa te—
za,Prvi zadatak u njoj nam je da,direktnim metodom,izloZenim
uf4],o0dredimo raspodelu napona u beskonaénoj oblasti sa elip-
ti¢nim otvorom u sludaju ravnomernog zatezanja oblasti silom
konstantnog intenziteta koja sa duZom osom elipse zaklapa pro-
izvoljni ugao,pri Cemu demo problem razmatrati sa stanovidta
Mindlinove linearne teorije elasticénosti sa naponskim sprego-
vima.Ova] problem se &esto naziva i problem jednoosnog zate-
zanja silom u beskonanosti,pa éemo i mi ﬁonekad koristiti
taj naziv.Sledeéi zadatak koji demo reSavati je odredjivanje
raspodele napona i naponskih spregova u beskonacnoj oblasti
sa elipticnim otvorom u slulaju kada sila ravnomernog zateza-
nja deluje u pravcu krade ose elipse.ReSenje ovog problema je
specijalni slulaj prvog reSenja ali je znafajnije od opSteg
reSenja sa prakticnog stanoviéta.Naime,ﬁfiVOVf vom jednoosnonm
zatezanju,javljaju‘se u krajnjim tatkama vede ose elipse (ko=
ja je upravna na pravac zatezanja) najveée vrednosti cirkula-
rnih napona,i njihovo odredjivenje je od posebnog interesa za
prakxsu.Znajuéi ove vrednosti cirkularnih napong.zpemo maksi-
malne vrednosti napona u opstem problemu ravnomernog jednoos-—
nog zatezanja, jer su,za bilo koji drugi pravac zatezanja,vre-
dnosti cirkularnog napona manje,kao i vrednosti radijalnih 1

smiduéih napona.U vezi sa tim,kao tredéi zadatak i krajnji cil]
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naSe teze,odredidemo aproksimativni oblik izraza za odredji-
vanje faktora koncentracije napona,i u slucaju dve eliptilne
konture,od kojih ¢e jedna biti istog oblika kao u([T7],odrediti
njegove brojne vrednosti.

U cilju celovitog sagledavanja samog modela elastiCnih ma-
terijala reda dva,odnosno Jjasnijeg sagledavanja Mindlinove 1i-
nearne teorije elasticnosti.sa naponskim spregovima,sa 3ijeg
¢emo stanovista razmatrati problem,u prvoj glavi ove teze da-
éemo poznate osnovne postavke ove teorije,odnosno osnovne ki-
nematic¢ke i dinamicke pojmove,kao i osnovne jJjednacline.Nafin
dobijanja ovih jednaclina,kao i nadin uvodjenja osnovnih veli-
¢ina,detaljno je izloZen u radu Tupina,[6],Mindlina i ESela,
[47 ,ka0 i monografiji M.Plaviida,[g] .

PoSto je problem koji razmatramo problem ravne deformaci je,
u drugoj glavi éemo definisati stanje ravne deformacije i da—~

- ti sve osnovne jednacine izrazene u odnosu na Dekartov pravo-
ugli sistem koordinata,izvedene u [1].Zatim demo ukratko izlo-
ziti natin uvodjenja naponskih funkecija,kao i diferencijalne
jednacine koje one morajﬁ zadovol javati.Ravan problem teorije
elestiénosti i stanje ravne deformacije,kao njegov deo,su po-
seban deo teorije elasticnosti koji je celina sam zz sebe,pa
¢emo ga i ovog puta,kako je to u literaturi uglavnom uobidla-
jeno,izdvojiti kao zasebnu celinu.

S obzirom da je problem koji demo razmatrati vezen za eli-
pticnu konturu,u tredoj glavi édemo uvesti elipticni sistem
koordinata i izraziti u odnosu na njega sve potrebne relacije.

e Ve Telacije éemo dobiti polazedi od njihgyogﬁgg;gggwngeKap;
tovom sistemu koordinata koriSéenjem veze izmedju Dekartovih
koordinata i elipticnih xoordinata izraZene preko funkeije
kompleksné promenljive.Na prvi pogled,podto demo koristiti za-

kone transformacije tenzorskih velifina pri transformazciji ko-
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ordinata,lini se neumesnim uvodjenje funkcije kompleksne pro-
menljive.Medjutim,uvodjenjem ovih velicCina znatno se olakda-
va postupak dobijanja potrebnih relacija izraZenih u odnosu
na eliptiéni sistem koordinata,S8to e se lako uoCiti iz oblika
koordinatnih transformacija koje ¢emo dati u ovoj glavi.Ove
relacije smo prvi put izveli i koristili u nasSem radul19]

U Cetvrtoj glavi éemo naijpre definisati granidéne uslove
problema jednoosnog zatezanja beskonaCne oblasti sa eliptic-
nim otvorom silom proizvoljnog praveca i izraziti ih u elipti-
¢nom sistemu koordinata.Zatim éemo,u skladu sa granicnim uslo-
vima u beskonadnosti,dati opsti oblik reSenja diferencijalnih
jednadina koje moraju zadovoljavati naponske funkcije'u nasem
problemu.U ovom delu rada u celosti se ogleda i novi.pristup
u reéavaqj& problema.Naime,resenje prve diferencijalne jedna-
¢ine,biharmoni jske,koju zadovoljava naponska funkcija koju de-
mo zvati Erijeva,jer se u sluéaju zanemarenja naponskih spre-
gov. svodil na nju,traZidemo kao opsSte feéenje ove jednacine u
eliptidnom sistemu koordinata.(Oblici ovih reSenja mogu se na-
¢i u literaturi,a mi smo pri dobijanju nasih reSenja kordistili
metod naveden u [91.)Redenje diferencijalne jednaline koju za~
dovoljava druga naponska funkcija,funkcija naponskih spregova,
izrazifemo preko ddgovarajuéih Matjeovih funkcija,pri Cemu (e~
mo koristiti oblik ovih funkcija dat u knjizi {474.Redenja dife-
rencijalnih jednalina,odnosno naponske funkcije,bide u obliku
konvergentnih beskonalnih redova,pa ée 1 koordinate tenzora

napona i naponskih spregova,koje se izraZavaju preko napons-—

_kih funkcija,biti tekvog oblika. ... e e
S obzirom na definisane granicne uslove na konturi,kontur-

ne uslove,koji moraju biti zadovoljeni,formirademo na uobila-—

jeni nalin sisteme algebarskih jednafina za odredjivanje nepo-

znatih konstanti integracije.Dobidemo beskonalno mnogo jedna-—
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¢ina sa beskonalno mnogo nepoznatih veliéina.stbga éemo uves-—
ti abroksimaciju koja nam se ¢ini sasvim oliglednom iz dobije-—
nih izrazza za koordinate tenzora napona i naponskih spregova,
i u tom slucaju dobiti konacan bro] jednalina sa konalnim bro-
jem nepoznatih velidina.U slulaju jedne konkretne aproksimaci-
je,iz ovih sistema jednacina odredilemo nepoznate konstante,
pri Semu odekujemo da se mo¥e pokazati da su dobijeni sistemi
jednaCina saglasni.Dobijene rezultate ¢emo uporediti sa pozna-
tim rezultatima klasiéne teorije elastinosti,na koju se Min-
dlinova linearna teorija elastiénosti sa naponskim spregovima
svodi kada se zanemaril uticaj naponskih spregova.Pri tome ole-
kujemo potpunu saglasnost rezultata.

U petoj glavi éemo dati reSenje problema jednoosnog zate-
zanja beskonalne oblasti sa eliptidénim otvorom u pravecu krale
ose elipse,pri Cemu C¢emo ovo reSenje naéi kao specijalni slu-
Caj opSteg reSenja.Zbog posebnog interesa u praksi,ovaj slu-
Eaj demo izdvojiti i detaljnije prouliti u cilju odredjivénja
faktora koncentracije napona,i,u nekom konkretnom sluéaju,od-
redidemo njegovu brojnu vrednost.Olekujemo rezultate koji de
potvrditi nasSu pretpostavku da,za odredjene klase materijala,
faktor koncentracije napona realno ima manju vrednost od vre-
dnesti dobijene u klasilnoj teoriji.U ovoj glavi demo izvrii-
ti poredjenja dobijenih rezultata sa rezultatima klazsiéne te-
orije elastiCnosti,sa poznatim rezultatime dobijenim pri raz-
matfanju jednoosnog zatezanja beskonalne oblasti sa kruZnim
otvorom sa stanovista ove teorije,[47,kao 1 rezultatima da-
Ctimo w [l .Poredjenja cemo vr3iti ma osmevu oblika izraga za- -
odredjivanjé faktora koncentracije navpona, jer su takva pore-
djenja vrlo Jednostavna.

Poslednja glava posvelena je zakljuénim razmatranjima.



I OSNOVE TEORIJL BLASTICNIH MATERIJALA
' REDA DVA

1.1. Kretanje i deformacija

a
¥

4

~

Posmatrajmo tele Ve ,zapremine \/ ,ogranideno zatvorenom
povrsinom 5 sK0je se u trenutku vremena L, nalazi u nedefor-
misanoj konfiguraciji KO U trenutku vremena.£7%b telo ¢e se
nalaziti u konfiguraciji K koja odgovara tom trenutku vremena
i imade zapreminu U ,ogranidenu zatvorenom povriinom 4 .

‘Neka je u poletnoj konfiguraciji K, poloZaj &estice tela
odredjen krivolinijskim materijalnim koordinatama XK,a,uﬁkon—
figuraciji K krivolini jskim prostornim koordinatmna;x*u —

Kretanje kontinuuma u potpunosti je odredjeno konalnim <jed-

naéinama kretanja y
(1.1.1) 2l (XK 1)

odnosno,odredjeno je funkcijama preslikavaﬁja oblasti V nede-
formisesne konfiguracije Ko na oblast V -deformisane konfigura-
cije K. r

FunkcijeA(l.i.l) su neprekidne i diferencijabilne,i odre-
djuju jednoznadno preslikavanje,bako da im odgovara inverzno

\

preslikavanje
(1.1.2) XK=X!<(3(";UC>

pri Cemu je potreban i dovqeljen uslov za egzistenciju inver-

znog preslilktavanja
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o | ™
(1.1.3) det (=% J#0. | )
oX
o - -_» . -
Vektor pomeranja neke Cestice tela 4l ,definisan je razli-~
t ' .
kom Yektora/poloéaja Cestice u trenutnoj i poCetnoj konfigu-

1

raciji

(1.1.4) Y™ ‘z“—gﬁﬂ" . u“zg’,ﬁ 7% RK \
zavisno od toga da 1i vektor pomeranja posmatramo kao funkci-
Ju prostornih ili materijalnih koordinata.Velicine gﬁ_i gif !
su operatori paralelnbg»pomeranja,a i“ i RK su prostorne,od-
nosno materijalne kodrdinate vektora poloZaja Sestice u tre-
nutnoj k&nfiguraciji K ,odnosno u referentnoj konfiguraciji

KO ,[181.U zavisnosti od toga koje koordinate.uzimémo kao ne-
zavisno promenljive imamo LagranZevu (J.L.Lagrange),odnosno
Ojlerovu (L.Euler) interpretaciju kretanja.Ukoliko sw nezavi-
‘snoﬂiromenljive materijalne koordinate,onda imamo LagranZevu
interpretaciju,a ako su nezavisno promenljive prostorne koor-
dinate,onda imamo Ojlerovu interpretaciju kretanja.

Kvadrati elementa luka u pocetnoj i trenutnoj honfigﬁraci—

Jji su,respektivno

5 ol5’= gqee olor¥eloe®

(1.1.5) d5% Gu dX*dx*

gde su dXKﬁj.ctxe orijentisani elementi luka u pocCetnoj i
trenutno]j konfiguraciji,a GML 1 ggg metri¢ki tenzori materi-

3, : 5T AP T TG L R - LT . k)
jalnog,o0dnosno prostornog sistemé koordinata.

Razlika kvadrata elementa luka u trenutnoj i pocetnoj kon-
figuraciji Je

(1.1.6) dﬁ%ds%(ﬁw-ﬂﬁe)dﬂ" L. 20ug et



(1.1.7) d4* ds= (GML—CML)&X%XL: ZE}{LC{XHdXL ,

gder;je LCue= 6,(1_)(%* Xie Koijev ili prostorni tenzor deformacije,
Cyi = n@X?K;x%L Grinov (Green) ili materijalni tenzor deforma-

cije,a Oug i EKL éu prostorni,odnosno materijalni tenzor rela-
tivne deformacije.

loZe se pokazati da je u sistemu-krivolinijskih koordinata

veza izmedju grédijenata deformacije i gradijenata vektora po- -

meranja oblika
Y R ak A S
pa se tenzori relativne deformacije mogu izraziti u obliku
(1.1.9)  2€u0= Uno+Uem +Gy Uln b
(1.2.10)  zhw= Uk +Uyx+ 6y UEx UL |

Izmed ju ova dva tenzora se moZe uspostaviti veza oblika

Kyl
(1.1.21)  Ce=EaXjuXe | Fu=Oeorlhoxl..

Tenzori relativne deformacije POyp 1 EKL su mere deformaci-
je kojima je izraZena promena duZine kvadrata elementa luka
pri deformaciji.Iz relacija (1.1.9) i (1.1.10) vidimo da su
ovi tenzori deformacije funkcije prvih gradijenata deformaci-
je,odnosno prvih gradijenata vekiora pomeranja,pa zakljuduje-
mo da su ovim merama deformacije obuhvadenl samo uticaji gra-
dijenata vektors pomeranja prvog reda pri deformaciji.

U te@fiji kontinuuma reda dva i,u skladu sz tim,u teoriji
elastictnih materijala reda dva)se pretpostavlja de uw ukupno]
deformaciji figuridu i ¢lanovi koji predstavljaju uticaje
gradijenata defdrmacije,odnosno gradijenata vektora pomereanja,
drugog reda.lere deformacije kojima su izraZeni ovi uticaji

su tenzori deformacije oblika
. , R, | R
(1.1.12)  Din=-Dign =Curun = (Ui, m- Yo,k Ut UK - U1 )

AN

¥



(1.1.13) dqegmz-,dem = L [xed = é— (4hx,0m <t 1m + Uz, me U T~ m UTe)

pri Cemu je prvi od njih. izraZen u odnosu na materijalni 5ig-
tem krivolini jskih koordinata,a drugi u odnosu na prostorni -
sistem krivolinijskih koordinata.

U sluéajﬁ kada su gradijenti vektora pomeranja infinitezi-
malne veliline,tenzori defoq@acije‘(1.1.9),(1.1.10),(1.1.12)
i (1.1.13) su oblika

(1.1.14) ,95{,}':—24-(&5,3'1»69,5.) o Ba=d (kv ),
(1.1.15) dtjn 3 Uj,ix-thifv) Dyim = 4 (Ui - o, km)

i moZe se lako pokagati da su Eue i Ew ,o0dnosno dwem i Dim
koordinate istog tenzora samo paralelno pomerencg iz talke
trenutne konfiguracige u tacku referentnc Aonilgurgc13e. )
. Merama deformacije (1.1.15) izrz¥ene su promene lokalne‘e~
lementarne krute rotacije pri deformaciji,[4].

S obzirom da demo ubuduée koristiti,zbog pogodnosti,0jlero-
vu interpretaciju kretanja,navedimo sada jos neke osobine ten-
zora dgég.ﬁavedimo,najpre,da je ovaj tenzor antisimetrican po
prve dve indeksa.Zbog te njegove osobine moZemo ga prikazati

pomoéu tenzora drugog reda,agg nza sledeé¢i naCin,fs4y],

(1.1.16) e![:‘j‘Ja= Euje B |

odnosno tenzoru drugog redftEf%_moéemo korespondirati anti-

simetricni uenzor’cﬁﬂ}n treceg redh Jeanoznacnom ra130130m
¢ Gy & - u‘e

(1.1.17) ¥, ~- Z@i%%

pri femu smo zZagradom ovog oblika naznead ili da je tenzor

. \ RO .. . "‘
antisgimetridan po prva dva indeksa.Veliline Cge:LfWé su Ko-

varijantni,odnosno kontravarijentni Ricijevi tenzori.



Koristedi sada izraz (1.1,15)1dobijamo - ,<V - : ¥~ \/N\
(1.1.18) %% - 5 ¢ “Mg,m W SR
gde je p "\ |
‘(1.41..19)# w\e=‘g‘5uguj}i "' odnosno, a=f"l°'il—z, b

vektor infinitezimalne krute rotacije. - ,

/ . . -

-~ N

1.2. Lokalni oblici zakona balansa. dednacnle kretanga.

Granicni uslov:. .

/ : ) .

.

~ ' -

Pretpostavljajuéi da na telo H. delu;]u prvrsinske sile Téi
M(ﬂ ydefinisane po gedlnlcl povrvlne 4 ,kao 1 zapreminske si-
le _f" 1 él‘J ysdefinisane po jedinicli zapremine Yy ,iz poznatih
globalnih oblika zakona balansa maseikoliéine kretanja,momen— -
ta kolicCine kretanja i ukupne energije sistema,dobijaju se lo-

{

kalni oblici gakona balansa,koje demo ovde semo navesti ne u-
puétaju.éi se u detaljnija razmatranja,koja su dobro poznata
i data wlél,kao 1 ulgl.

s

Lokalni oblici ovih zakona su

(1.2.1) 7@—3‘!»(5\5“))%:0‘ : (balans mase)
(1.2.2) 'fg)aif gf‘ U" (Jalans kolidine Kretanja)
(1....2 t“j"'f% ggg'"" (balans momenta kolidine
o kretanja)

Lol ). gy : -
(L.2.4) 9G=1 ‘;d*g "‘Zf’” w“}}”% (balans enexgije) - =~

gde je € gustina, % 5%  su kontravarijantne koordinate vekto-

. ” 1 £ - e . .
ra brzine, %"3 tenzor napona, t 33 antisimetricni deo tenzora

napona,\iﬂ‘i'ﬂk tenzor naponskih spr _f‘ zapremingka sila, #%
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dég:é—(%,{,# Uj,g‘)w"(z,j) R w%‘:%(w,j-uj;i)z U"u',da '
smo oznalili tenzor brzine deformacije i tenzor vrtloZnosti,
respektivno,dok je sa® oznalena specifiéna energije defor-
macije.

Lokalni oblik zalkons balansa koliSine krefanja,(l}Q.E),
predstavlja prvi Kosdijev zakon kretanja,a lokalni oblik zako-
na balansa momenta koliéine‘kretanja,(l.Z.B),predstaylja dru-
gi Kosijev zakon kretanja elastiéhih materijala reda dva.

Lokalni oblik zakona balansa ukupne energije sistema,
(1.2.4),predstavlja izraz za brzinu promene specifidne energi-
je deformacije elastiénih materijala reda dva,iz koga moZemo
odmah uvoliti da samo simetricni deo tenzora napona i devija-
torski deo tenzora naponskih spregova daju doprinos promeni
specificéne unutradnje energije.

Primenom pravila elementarncg tetraedra u globalnim oblici-
ma zakona balansa kolidine kretanja i moments koliline kreta-—

B

nja,dobijaju se graniéni uslovi u obliku

\ { 4RE 6 R
(1.2.5) T':=1"nx , M= p*dm, .
Velilina T je povriinska sila ili napon, MY je povriinski
ili naponski spreg,a MNw je jedinicni vektor spoljasSnje norma—
le granicne povrsSine 4 .

s~

A

1.3. Linearne konstitutivne jednacine

e |

"™ Iz jednaline balansa specifilne energije deformacije za e-

-

aatitne materijale reda dva,oblika (1.2.4),dobijaju se,ucbi-
Cajenim postupkom,[g§] ,najpre,nelinearne konstitutivne jedna-
8ine za ovu klasu materijala.lNjihovom linearizscijom u slu-

Saju izotropnih elastiénih materijale reda dva,pri infinite-
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imalnim deforma 013uma doblgagv se linearne konstitutivne je-

dnafine oblika
(1.3.1) -t“ﬁ:ﬂeg%sza , Te= 9™ oxe
(1.3.2)  MmY9=7, 204, n,20,

pri Cemu su tenzori deformacije @% 13&5 oblika (1.1.14) i
(1.1.17). Pod PO juom 1nilnltezmnalne deformacije podrazumevamo
da su gradijenti deformacije,odnosno gradijenti vektora pome-
ranja male velicline,

Relacije (1.3.1) i (1.3.2) su konstitutivne relacije Min-
dlinove linearne teorije elastiénosti sa naponskim spregovima,
[2] .Njima Jje odredjena veza izmedju éimetrixnow dela tenzora
napona'ﬂ%)l devijatorskog dela tenzora.napons <ih sprevova7n%
i tenzora ueformac13e Qq i &Qg.?rl tome je

=¥
Iﬂ”? {Mﬂﬁ,

1.3.3) mi= pb-LIu99

gde je

gy ) -
(1.3.4) ﬂe=gcde_/u"ﬁ,
tj.gde je antisimetrilénom tenzoru treleg redajuﬁw korespondi-
ran tenzor drugog reddng .
Neodredjenost naponskih spregova nﬁma uticaja u jednacCinama

kretanja (1.2.3),ali se o tome mora VOGiti ratuna pri formu-

-
-

lacijl granicnih uslova.

HMaterijalne konstante X i M koje figuriéu u jednalinama
(1.3.1) su Lemeove konstante (Lamé),dok su konstente 7, 1 7l
Koje figurisu u jednalinama (1.3 2) nove mabterijalne kLonsian-—
te Xojinmw .je izraZen uticaj Tudlj@jﬂc,ou 10810 Lransverzalne .
krivine,kako je to pokézano wlz].

Posto je specifilna energlja deformacije pozitivao defini-

tna kvadratna forma,naterijalne konstente koje figurisu u 1li-

=t

N
-~
-
ot
)
b
i
>
A8}
ﬂ__
.a

nearnim konstitutivnin jednalinama (1.3.1) 1 (1.3.2



zadovoljavati uslove oblika, 2],

(1.3.5) M >0, 3x2u>0, N0,

-14—9—1—<i.

N4

fnd

O



IT RAVNA DEFOEMACIJA

Stanju ravne deformacije odgovara model veoma dugog cilin-
darskog tela koje je po svom omotalu opterefeno spoljaSnjim
povrsinskim silama i zapreminskim. silama upravnim na osu Sta-
pé,pri emu su ove sile nepromenl jive u pravcu ose Stapa.Na
taj natin se svi poprelni preseci nalaze w ravnopravnom polo-—
Zaju i njihova deformacija vezana je za ravan kojoj pripadaju.
Pomeranja talaka u pravcu ose Stapa ne postoje,dok su ﬁomera-
nja talska u ravail popreénog preseka istovetna u svakom pop-

refnom preseku.
2.1. Qsnovne jednaline

-
U stanju ravne deformacije koje’je istovetno u svim tadkama
tela kbje leZe na pravoj paralelnoj osi Stapa,polje pomeranja
odredjeno je,u odnosu na Dekartov sistem'koordinata ¢ije se
koordinatna-osa 2% poklapa sa osom cilindra,koordinatzma ve-

ktora pomeranja oblika

(2.1.3)  Uas dle (),  Uy= Uy (0,4), Us=0
gde su = Uz ,L@:Mﬂ i Us=l, koordinate vektors pomeranja u
praveu koorédinatnih osa ol o ,{:C’:g ia%3 .

U linearnoj teoriji,u problému ravne deformacije,tenzori
deformacije (1.1.14) i (1.1.18),izrafeni preko gradijenata

vektora pomeranja (2,1;1),5ﬁ oblika,[41],

DUz ol CURCLA
(2.1.2) Lgx= ot ) &(3;3—“@‘5) &c?=8<,j,~ =-§-(-—g+ ;&Z"‘j)
O d
P,y 2 (Dldy Oy My 4 [l B
(2.2.3) 2&“@?5'2'%(@5 75 %ﬁﬁg"ﬁg(%ﬁﬁ)
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Linearne konstitutivne jednacine za izotropne elasticne ma-
terijale reda dva,odnosno,konstitutivne jednaline Mindlinove
linearne teorije elastidénosti sa naponskim spregovima (1.3.1)

i (1.3.2),svode se na oblik

(2.1.4) 'onc’lle‘*zﬂewx , fyg:lle+2jieé17,'imy:iﬂx:-?ﬁexg
(202.5)  Maa=Wy x|, Maya=,

iz koga vidimo da se u linearnim konstitutivnim jednadinams,

u ovom slucéaju,pojavijuje semo materijalna konstanta 7, koja
karakteriSe uticaj radijalme krivine.Ovaj rezultat je pdsledi—
ca geometrije prostora,posSto je u ravni,kao 5to je poznato,
transverzalna krivina jednaka nuli,pa se 1 ne moZe ofekivati
da u konstitutivnim relacijama figuriSe konstanta 7, koja ka-
rakterise uticaj transverzalne krivine.

VeliCine 3y, 1 3&32 nazivaju se krivinama elementa krive g ,
odnosno 6g y [1] 1 obrnuto su proporcionalng intenzitetima kom-
ponenata poluprefnika krivine u praveu ose & ,odnosno ose y .

Iz jednalding (2.1.5) vidimo da su komponente naponskih spr-
egova u ravnl sa normalom 2 u pravcu ose ¥ ,0dnosno u pravcu
ose M ,proporcionalne odgovarajuéim komponentama krivine.Uobi-
Sajeno je da se umesto konstante 7, piSe 4B ,gde je B moduo
kr}vine ili savijenja,a faktor 4 je uveden zbog konvéncije.U

tom sluéaju pisSemo

l(2«l.6) Morxr=4iD¥Hxs ’??2,3,%:118%3;.

?

Naponski spreg ime dimenziju momenta sprega po jedinici po-
vrdine,odnosno dimenziju sile po jedinicCnoj duZini,a krivina
Ee obrnuto proporcionalna du¥ini.Otuda sledi da materijalna’
konstanta P ima dimenziju sile.

Ako sada koordinate tenzora deformacije izrazimo preko koo-
rdinata tenzors napona,dobijamo linearne konstitutivne Jjedna-~
7

Sine (2.1.4) i (2.1.5) v obliku



Oz = +\ zéxx -y %xx+i?3)} ) x yx=-%?z(iqy+i5x)
(2.1.7)
T gy 4 [y Vb by,

(2.1.8)  ¥xa= f@mx% ) ggﬁo’!-z:z‘:gmg%)

gde je E Jangov moduo,a Vy Poésonov broj.

Problem koji cemo razmatrati uw nasSem radu je staticki prob-
lem NMindlinove 1}nearne teorije elasticnosti sa naponskim sp. -
regovima,u odsusﬁvu zapreminskih silas i zapreminskih spregova.
U tom sluaju iz prvog i drugog Kodijevog zakona kretanja,
(l.c 2) i (1.2.3),d0bijamo dlferen013alne jednaline ravnotefe
oblika

1jid

(2.1.9) ij,j 0 (2.1.10) T +E!¢'em*§)&=0,

~

pri Cemu smo Jjednadinu (2.1.10) dobili iz (1.2.3) oriséenjem
relacija (1.3.3) 1 (1.3.4).
IzraZzene 1 odnosu na Dekartov pravougli sistem koordinata

-jednadine ravnoteZe su

(2.1.11) @i“—&+/a,§% 0, %+@%ﬁ§:0

(2.1.12) le% ®,§@ﬁ+'&my—t¢;x=0.

Uslovi kompatibilnosti deformacija,odnosno,uslovi integra-

bilnosti sistema”diferencijalnih jednalina (2.1.2) 1 (2.1.3),
igrazeni u odnosu na Dekaritov pravougli sistem koordinata pre-
kXo koordinata tenzora deformacijea@@ :i%&g (§j=¢2 ),su obliksa,
[11

”2 1.13) @ibxx r)_,gfﬁj gfﬁ.ef-ﬁ )
Ladlol @Mal fégcz @‘,}C,’é%

(2.1.10) Lo, Dor

‘ ot -éﬂﬁh@ Wy DY

_ D8 0z .  "0lyy 0Py
(2.1.15) Hxp= 54 - o (2.1.16) ye= =24 54

:{l'

CJ

¥Ye se lako pokazabi da su od ove Cetiri jednacine kompati-



bilnosti samo tri medjusobno nezavisne.

U naSem radu problem éemo reSavati uvodjenjem naponskih
funkeija,pa je iz tog razloga potrebno izraziti uslove kompa-
tibilnosti deformacija preko koordinata tehzora naﬁona.s obzi-
rom na (2.1.7),iz (2.1.13)-(2.1.16) dobijaju se uslovi kompa-
tibilnosti deformacija izraZeni preko koordinata tenzora napo-

na i naponskih spregova u obliku

D '
e Ghe S mzw Chegrty),
DMz @7nﬁ;

(2.1.18) Y = T
(2.1.19) Mxs =£2/3% ({m‘g-r{gx>-2£2-§% [’er-\} ( fxxﬁ%ﬂ )
(2.1.20) QHQQ-WC (%3gfépb+zc H@g {axf uéﬂ

gde je 2
..%Eﬁ 52?

Laplasov diferencijalni operator,a
(2.1.21) A= g__ME;r_\i)g.

Materijalna konstanta £ ima dimenziju duzZine i naziva se
karakteristina duZina, [1].Iz relacija (2.1.19) i (_211..20)
moZemo videti da,u slucaju kada je (40 ,velike proﬁene naponsa
mogu izazvati velike naponske spregove.

Ako pretpostavimo da Je £=0 ,t].2ko pretpostavimo da se uti-
caj naponskih spregova,odnosng drugih gradijenata deformacije,
mo¥e zanemariti,dobijamo osnovne jednadine istog oblika kao i
u Xlasicno] teoriji elasticdnosti.

Jednaine ravnote¥e (2.1.11) 1 (2.1.12),i uslovi kompati-

bilnosti deformzcija (2.1.17)-(2.1.20),uz zadate granilne us-
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love,Cine kompletan sistem jednalina za odredjivanje napon-
/
skog stanja u nekoj tacki- tela,odnosno zaz odredjivanje stanja

deformacije i,saglasno tome,polja pomeranja.

\

2.2. Naponske funkcije

!
Mindlin u svome radu [4] pokezuje da jednacline ravnoteZe
(2.1.11) impliciraju egzistenziju dve funkcije Uy i U; pro-

menljivih € 1 % ytako da Je

eUn 0
(2.2.1) %xx=7%%‘ ) %gm=—-§%?;

¢ (2 2, 2) %32 @uz trg:—;a——g—)

a da jednadina (2.1.18) implicira egzistenciju trede funkcije

b4 promenl jivih X i g,,tako da je
: Mo Y M. DY
(2.2.3) :ﬂxg-,ax p) Y2 Y

Zamenom relacija (2.2.1),(2.2.2) i (2.2.3) u jednalinu rav-

notere (2.1.12) dobija se relacija

(2.2.4) %~{ i)+ 2 (%g—uﬁ=0>

09X

.koja.opet impliecira egzistenciju neke iunkolgexl/promen131v1h

X i4 ,tako da je -

Sy W Y U
2.2.5) 6§T+IJ4ZEE§ ) iﬁ U

o
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Iz relacija (2.2.1)—(2.2,5) sledi da se koordinate tenzora
‘napona i naponskih spregova mogu izraziti u zavisnosti od dve
funkcije [ i1 ¥ promenljivih & i# ,koje se naziveju napon-
skim funkcijama,na slédeéi nalin

ix /al 2- W ’t ra2 [/{ /DY

““%‘g“fmﬂé’ 44~ faxf @a@g
U Y e d
(2.2.6) %“2”@:7@9 oy / i? faxfay "o

Moz = 21 ) ’m«ga=

Iz uslova kompatibilnosti (2.1.17),s obzirom na (2.2.1) i
(2.2.2),sledi da naponska funkcija [/ mora zadovoljavati dife-

rencijalnu jednainu oblika
(2.2.7) AAlU=0 n

odakle vidimo da naponska funkcija [{ zadovoljava istu diferen-
6i3ainu jednalinu kao i Erijeva funkeija napona u klasidnoj
tepriji elastidnosti.lz tog razloga se naponska funkcija UILg)
i u Mindlinovoj linearno]j teoriji elastifnosti sa naponskim

spregovima Cesto naziva Erijeva naponska funkcija.

Dalje,zamenom relacija (2.2.1),(2.2.2) 1 (2.2.3) u uslove

kompatibilnosti (2.1.19) i (2.1.10) dobija se

% Y ol 2P
o () =200 (M)

% Yo oA Y) = 2(1-V) \),cz-@«mu)

pa otuda sledi da funkcije Yo LAY i20-WMcAU moraju-biti —
harmonijski konjugovane funkcije.Iz tog razloga relacije
(2.2.8) nazivaju se KoSi-Rimanove jednadine.

Iz uslova kompatibilnosti (2.1.18) sledi da‘napongka fun~

kcigaiy ,funkci ja naponskih spregova,morz zadovoljavati di-



ferencijalnu jednalinu oblika
(2.2.9) A(%-£4Y)=0.

Zngti,u stanju ravne deformacije,u odsustvu zapreminskih
sila i zapreminskih spregova,naponske funkcije(i(xyy)i(ycng)
moraju biti reSenja diferencijalnih jednalina (2.2.7) i (2.2.9)

i moraju zadovoljavati KoSi-Rimanove jednaCine oblika (2.2.8)
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III ~ ELIPTICNI SISTEM KOORDINATA. OBLIK DIFERENCI-
JALNIH JEDNACINA. KOORDINATE TENZORA NAPONA
I TENZORA NAPONSKIH SPREGOVA.

3.1. Elipticni sistem koordinata

Po3to je nad problem,problem ravne deformacije vezan za e-.
lipticnu konturu,onda je pofodno razmatrati ga u elipticénom
sistemu koordinata.

Pogodrio je,takodje,pri dobijanju izraza za oblik diferen-
cijalnih jednacina i izraza za koordinate tenzora napona i
naponskih spregova,korististi koordinatne transformacije De-
kartovih pravouglih koordinata u eliptidéne izraZene vpreko fu-
nkcije kompleksne promenljive,

U kompleksnoj ravni%=$&@;,uvek je moguée uvesti eliptidé-

ni sistem koordinata definisan relacijom

(3.1.1)  2={dh

gde Je

(3.1.2) S =p+iv, .

odnosno,u ravnixOfyxnoguée je uvesti eliptidni sistem koordi-

nata definisan relacijama

(3.1.3) o= {chpcosy , y=Lehp sinv
gde Je { medjq?qk&sno rastojenje.

Prva od relacija (3.1.3) je realni,a druga imaginarni deo
'relacije.(3.1.1).PromenljiveJu 1Y nazivaju se elipticne koo-
rdinate,pri Zemu jednalina | |

(3.1.4) Ju= const. o



predstavlja' familiju konfokalnih elipsi,a jednalina
(3.1.5) V= const. |
famili ju konfokalnih hiperbola.
Relacije inverzne relacijama (3.1.3) su oblika
(3.1.6) %3?1}4 £3v= % ) @Q(Cﬂffucm%}f&ﬂj‘t&iﬂgﬁkxﬁgz,
i zbog ﬂjihove sloéenost_i ne‘éemo ih koristiti u cilju dobija-
nje izreza za oblik diferencijalnih jednadina (2.2.7),(2.2.8)
i (2.2.9),ka0 ni u eilju dobijanja odgovarajudih izraza za

koordinate tenzora napona 1 tenzora naponskih spregova u eli-

ptidnom sistemu koordinata.

Familije krivih ﬂ:comi, 1= comi. su medjusobno ortogonal-
ne.U slulaju elipticne konture’ﬂ:comi. wgao ¥ je promenljiv
i varira od 0 do 2% .Za vrednosti ¥=0,f na konturi fi=fi» dobi-
jamo
(3.2.7)  a=ldp. , 4=0,

a za vrednosti ¥:3, 37 na istoj konturi,dobijamo
(3.1.6)  az0 , belihp
gde su G 1 @ veéa,odnosno manja poluosa elipse.
Kada Je ﬂ:mgt,aﬁmo ,tada eliptilni cilindar degéneriée

.
~

u plocu iste duZine,Sirine 2l ,tako da je



.
2S

g Kada {0 8 i co ,konfokalne elipticne konture prelaze u
- koncentriéne kruZne konture,tako da
(3.1.20)  lhu->lhdp >R, °
gde je R poluprelnik kruga.
Kvadrat elementa luka u eliptilnom sistemu koordinata je
(3.1:21)  ds*= £ (chap-conaw)dp’s £ ( chap-cwso)el?,
1 nije tesko videti da je ovaj sistem koordinata ortogonalan.
Ako uzmemo da jenﬂzct', V=22 ,onda,s obzirom na izraz za
kvadrat elementa luka u odnosu na neki krivolinijski sistem

koordinata

(3.1.12)  ds' 9ij do’dad |
gde je:g@'nwtriéki tenzor tog koordinatnog sistema,dobijamo,
poredjenjem sa (3.1.11),koordinate metridkog tenzora elipti-

¢nog sistema koordinata
- 2
(3 -1 .13)1 344: gzzz-ée‘-“ (Cg,{)\l-COj???) 3 g,’z:gz,,: 0 .

Promena elementa luka duz krive JUzamJi,s obzirom na 1iz-—

raz (3.1.11), je
(3.1.14)  d3yg= %“:?- V(Cﬁzﬂ—cww) o .

Rastojanje neke tacke Nﬂd3g]od koordinatnog poletka Dekar-
tovog pravouglog sistema koordinata O ,oznafimo ga sa § ,iz-

raZeno u odnosu na eliptilni sistem koordinata je

(3.1.15)  $= 5—2@— \ (chapescanr)

Za dovoljno wvelike Vredngstiju ’ d@yﬂ,gggrﬁggﬁi’tako da
za konstanitnu vrednost @ ,imamo,s obzirom nz (3.1.15)

(3.1.16)  olby= g

LA
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3.2, Oblik diferencijalnih jJjednaéina u elipticnom sis-
temu koordinata

¥

Oblik diferencijalnih jednadina (2.2.7) i (2.2.9),koje mo-
raju zadovoljavati naponske funkcije,Zavisi od oblika Lapla-
sovoé operatora,odnosno,od oblika dvostrukog Laplasovog ope-
ratora,u sistemu koordinata u’ odnosu na koji izraéavamo na-
ponske funkci je. |

Ako naponske funkcije izrazimo kao funkcije kompleksnih
promenl jivih '§ i% ,gde je ¥ definisano relacijom (3.1.1),a
¥ definisano relacijom
(3.2.1)  2=0chS (3=2-1y)
pri Semu-je
(3.2.2)  $=pu-{¥, |
onda je Laplasov operator u eliptiénbm sistemu koordinata o-
blika

4 0*

Chsshs 09393

Ako naponske funkcije izrazimo kao funkcije promenljivih M

(3.2.3) A=

i ¥ ,onda one zadovoljavaju diferencijalne jednaline
(3.2.4)  AAU=0 i (3.2.5) A(Y-£20Y)=0,

u kojima je Laplasov operator oblika

1 9t o2 )
(3.2.6) D= — ( + .
(3.2.5) %(ﬁuﬂwmﬂf’) opE v

Polazeéi o0d Kofi-Rimanovih jednadina (2.2.8),1 izraZavaju-

¢i ih preko funkcije kompleksne promenljive 2 1 2 ,dobiljamo

- ) 2
(3.2.7), ,5%(w_x:’*’A&“)=—2(4—\;)£2Lr£_~(ﬁu)) (A:Q@E%\}
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(3.2.7), %(‘4’-@’4‘#):2(4—\2)ﬁ%(Au),‘

odakle,s obzirom na (3.1.1) i (3.2.1),i pretpostavljajuéi da
je U=U(%,3)iY-¥5,$) ,dobijamo KoSi-Rimanove jednaSine u eli-
pticnom sistemu koordinata,oblika

AV I A T YR W T A,
e (F-£20Y)=-20-02% < (DU)

N

(3.2.6) |
(V-£'AY) =200-0) 4% @% (Al) .

&DI‘Q) ‘

Izrafavajuéi,sada,naponske funkecije u obliku U=U(g,») i
QG:W(M,U) ,i koristeéi relacije (3.1.2) i (3.2.2),dobijamo

relecije . -

0 2 - 2
= (- c209)=-2(1-9)€* % (A U)

(3.2.9) 3 274} 2 9
- -@-—1;((}’-/31}%_.2(4-\))£@(AM),

koje predstavljaju KoSi-Rimanove jednaline izraeZene,takodje,u
odnosu na elipticéni sistem koordinata.

Diferencijalna jednalina (3.2.4) ima isti oblik i u klasid-
noj teoriji elastiénoéti.Diferencijainé\jednaéin& (3.2.5),kao
i Kofi-Rimanove jednadine (3.2.8) i (3.2.9) dobijene su,u o-

vom obliku prvi put u nadem radu, [4].

3.3. Koordinate tenzora napona i tenzors napongkih spre-

gova u eliptidnom sistemu koordinata

\

~

“Poluzedéi od dobro poznatih zakona transformacije kovari-
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7
jantnih tenzora pri transformaciii koordinata,[44],dobiizmo,u
J 9 3 J y

naSem sludaju

- e %ME’ .o g _—
(3.3.1) t’d',hb@:r? ord ) mw"m"‘*,&g@ ) (é,a(—fi.?)

gde suMX i Mty Dekartove pravougle koordiriate,aa“:ﬂ i::c’.—v‘.
eliptidne koordinate. h

Dekartove lco’grdina’ce tenzora napona i tenzora naponskih
‘spregova moZemo,koristedi relacije (2.2.6),s obzirom na (3.1.1
i (3.2.1),izraziti preko parcijalnih izvoda naponskih funkci-
ja U, %) 1Y(53) po promenljivim3 i ¥ ,tako da zamenom u
(3.3.1) dobijamo kovarijantne koordinate tenzora napona i na-

ponskih spregova u obliku

boe (U s o) (U AT 2U),, U
4 (%2 S*?L‘:S"()‘S) (332 PG ’c)":'s>+z

AT v

-(azs” chs W)H-('a“i’ cﬁ{j w)
)
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Dalje,koristedi (3.1.2) i (3.2.2),dobijamo

Lo U, shap OU _gmay U Y sinzy Y, shau a8
= ap cﬂmﬁmw’dﬁ eflap-cams 2V aju’()b’ @—cw?vaﬂ chopu-cazs 9V

’ ‘Evz?—.‘ﬁl- 8&«21% /f)u HAnw ’d(/(«_‘_@?q/ s ’()K,V gﬁgju @(y

Cla cﬁzft—cmwaﬂ Chapi-cows 0V QUDY” chapu-conzv op " hyp-ca?¥ 99

U, _sinee U JEM QU Y shaw Y sinz O
i}ﬂh EUVW chapi-casns Q{u W W chap-cny 8ﬂ+ cﬁw—cm?v v’

by a’u sngy U, shan ol 0 shop w _sin7p QY
T chwcmzvaju * otV 9P chapi-cos G hapu-camy 9D

W%Q‘aw') W%n=§%-

Relacije (3.3.3) predstavljaju izraze za kovarijantne koor-
dinate tenzera'napOna 1 tenzora naponskih spregova u eliptic-
nom sistemu koordinata,izraZene preko parcijalnih izvodsa na-
ponskih funkeija W(mw) iY(f,v) .

Fizicke koordinate tenzors napona i tenzora naponskih spre-
gova,izra¥ene u odnosu na eliptidni sistem koordinata,dobi jamo
iz poznete veze izmedju fizickih koordinata nekog tenzora i
njegovih kovarijantnih koordinata u nekom ortogonalnom krivo-

linijskom sistemu koordinata,[44].U naSem slucdaju te veze su

oblika £H
’kzjuyy*m JCwm" {?q«w LA AvJﬂ ._%:Eﬁ—“
ng
(3.3.4) B (G’
S0t ’mﬁ M |

Wﬁ%?‘ \@ ) (m,aa;]- 9
gde su ﬁﬂz.%@w dati relacijema (3.1.13).Uglastom zegradom je
naglaSeno da se radi o fizickim koordinatema.

?,® Izrazi (3.3.4) su,u sludaju kada je £=0 ,o0dnosno u sludajw -
Kada zanemarimo utica] naponskih spregova,identilni su sa od-

govarajudim izrazima u klssiéno] teoriji elastilnosti.
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IV RAVNOMERNO ZATEZANJE BESKONACNE OBLASTI SA
: ELIPTICNIN OTVOROM

4.1. Granicni uslovi

Posmatramo beskonalnu oblast oslabljenu eliptilnim otvorom
sa vedom osom duZ oseX Dekartovog sistema koordinata,ravnome—

rno zategnutu silom intenziteta,P yPri Cemu sila zatezanja zao~—

klapa sa osom 2 ugao A .

A

B

!

NG '

=\

g\i’

sl, 2

Ovde smo uveli pojam beskonalne oblasti o3labl jene otvorom.
Ovaj pojam vezan jé za fizidku dinjenicu da se u tafkama do-
voljno blizu otvora,pri nekom naprezanju oblasﬁi,javljaju Ve
1iki cirkularni naponi,pa samim tim uménjuju gornju granicu
intenziteta sile naprezanja,u naSem sludaju sile ravnomernog
zatezanja,u odnosu na tu istu granicu u sluéaju kada 2 bes—
konaénoj oblesti nema otvora.Drugim relima,ako u beskonadinoj
oblasti postoji krivolinijski otvor,onda se utica] otvora o-
gleda u slabljenju moguénosti materijala u pogledu vrednosti

dozveol jenog opterelenja.
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PoSto smo pretpestavili da u beskonacno udaljenim talkama,
tj..u talkama Cije je rastojanje od otvora mnogo veée od dime-
nzija otvéra,delu,je sam¢ sile zatezanja f) yonda se u tim tad-
kama ne moZe ofekivati uticaj naponskih spregova na raspodelu
napona,tj.u tim tackama je naponsko stanje karakterisano si-
metriénim tenzorom napona.lz tog razloga,granidne uslove u
beskonacno udal jenim taékama‘ formulisademo na sledeé¢i nacin:

U beskonalno udaljenim tafkama naponsko stanje,izraZeno u od-
nosu na Dekartov pravougli sistem koordinata iog ,o0dredjeno
Je koordinatama tenzora.napona i koordinatama tenzora naponskih

spregova éblika
(4.1.1) iig—c=4o , =0, Tzg=1ga=0,

(4.1.2) Mz:=0 , Mge=0,

pri Cemu koordinatna .osa £ ima pravac sile zatezanja.

U odnosu na Dekartolv pravougli sistem koordinata :rOg ,¢1ija
osa x zaklapa ugao 3 saﬁosom&: Dekartovog pravouglog sistema
koordinata 5('0,2 ,naponsko stamje u beskonadno udal jenim tadka~
ma odredjeno je koordinatama tenzora napona i naponskih spre-

gova oblika
Lo P53, tuu= bsin®s | L, f
(4.1.3)  Tax= P, lyys= PINB, tyy- tyx=pnpos,
(4.1-4) W!-:O) mggxa)
koji je dobijen koriSéenjem poznatih izraza za transformaciju
koordinata pri rotaciji koordinatnog sistema,oblika
X = Xc0sAh- M Hn b
(4.1.5) L
M= o §Unpi yompd
i ‘relacije (3.3.1).
Iz relacija (4.1.3) i (4.1.4) mo¥emo uoliti odmah sledeéde

veze

(4.1.6)3 %melijgjg:%ﬁi#gg:ﬁ), {lgr;jimv;ﬂms?/%) zirj:f)éz’fn/b,



(4.1.6)2 Maz= 0, ’mya_-—O)

" koje predstavljaju sistem od pet jednalina za odredjivanje
pet nepoznatih velidina fgy ’%yﬂ ,{x?',7nz%i’m%r.Jasno je da su
koordinate tenzora napona i naponskih spregova oblika (4.1.3)
i (4.1.4) reSenja sistema jednalona (4.1.6).Prve tri relacije
(4,1,6) se dobijaju u-ovom obliku u klasiénoj teoriji elasti-
¢nosti pri razmatranju ovog problema u kompleksnoj rawnié:xny.
U radu [{5] granidéni uslovi (4.1.6) formulisani su u opS+tijem
obliku,za bilo koju koordinatnu transformaciju nekog krivoli-
nijskog sistema koordinata ,pri Cemu je problem takodje raz-
matran u kompleksnoj ravni.Lako je pokazati da se u slucaju
koordinatne transformacije (4.1.5),tako formulisani granidni
uslovi svode na oblik (4.1.6),0dnosno koordinate tenzora na-
pona i naponskih spregova su oblika (4.1.3) 1 (4.1.4).

Mi smo’ovde odstupili cd uobiéajehég postupka pri dobija-
nju pobliks relacija (4.1.3),(4.1.4),0Qnosno (4.1.6),ko0je pred-
stavljaju granicne uslove u beskonacnosti izraZene preko De-
kartoviR koordinata tenzora napona i naponskih spregova,jer
nam se ¢inilo pogodnijim da koristimo veé date relacije (3.3.1).

U eliptiénom sistemu koordinata,definisanom relacijama
(3.1.3),dobijamo,koiiééenjem relacija (3.3.1) 1 s obzirom na
(4.1.3),kovari jantne koordinate fenzora'napona i naponskih
spregova u obliku /

1 o= %@z [ ( cﬂzﬂ—cmw) +(a8 2[3{(&,@@?1?- 1) +&'néﬁ¢;€zﬂ éimzﬂ ,

(4.1.7) 2
jbf

Tys = - | (hap-corns) - cosze (chgpecmst-1)-simap shapesimzs |

f Y. fugu = - ﬁggi[cmz@xﬁwmw«mm (c%wcm'n?-i)] )

(4.1.8) mﬁ%:o) M‘]}E':O.

Fizidke koordinate tenzora napona i naponskih spregova,s
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obzirom na (3.3.4),su

(o@g,u -cr9)+ covap(chap casnt )+ singp sy sims |

Lﬁ =, (d{m—cm?v)

P (o -gmzw)-cmz,e(cbﬂcmw-ﬂ-éimadzﬂ&imv:f,
(4.1.9) 2@%'“”2”)[ 4 |

Jc(ﬁ v %Mjb' m)
mzﬂ-aﬁ 0, Meyyy=0-

Koristeéi navedene osobine eliptidénih koordinata date u

[cmz&glb,u s - sings (cfbﬁcmzv-i)] ,

(3.1),d0bijamo da u beskonadno udaljenim talkama,tj.u granid-
nom procesu kada f-+o» ,koordinate tenzora napona i naponskih

spregova (4.1.9) teZe konaldnim vrednostima
'EQ(J«,) —_— ( 1+ cajsz-s-&mm) m Quiy-0,

(4.1'10) t{vv}-—-—» .éf ('1-60.32/5—&:’”2/.’5)1 7771’817—*0.

Lepwy, towpr—>-£ (w-sin28),

Iz tog vazloga granifne uslove u beskonafno udaljenim tal-
kama,izraZene preko eliptidénih koordinata tenzora napona i
tenzora naponskih spregova formuliSemo na slede¢i nalin:Kada
M> oo ,haponsko stanje u beskonadéno]j oblasti sa elipticénim ot-
vorom pri proizvol jnom gednoosnom zatezanju konstantnom silom

f ,odredjenc je koordinatama tenzora napona i naponskih spre-

tepupr = £ (hrcone sin2e), Myp= 0,

topwy= £ (1-cos6-5in28) Mepay =0,
(4.1.11) | |

&ﬂv): L Wiy =- —gi (corap-5in2e)

pri Semu su tupr bmn s Loy + Teopy o Magod Movp Fizicke

koordinate ovih tenzora u eliptidnom sistemu koordinata.
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Granifne uslove (4.1.11) mo¥emo napisati i w ekvivalentnom
cbliku,tj. moZemo ih formulisati na slededi natin:Kada py- oo,
koordinate tenzora napona i naponskih spregova (4.1.11),moraju

biti redenja sistema jednalina
hyﬁw‘&vmdp )
Lewwr- ﬂyp =~ p (coap+iin2s)
(4.1.12)  2lguy=-ploss-sme),
2 a0,
Mynr=0, Mun=0,

gde smo sa ‘Iijjmy oznacili simetricni,a sa %zm antisimetricni deo
tenzora napona i’{,um .Prve tri relacije (4.1.12) su uobilajene
relacije koje se dobijaju u klasicnoj teoriji elasticnosti
pri razmetranju ovog problema.MvZe se,takodje,pokazati da se
odgovarajuée relacije izvedene uli5) svode,u specijalnom slula-
ju,na relacijé (4.1.12).

U cilju dobijanja granicénih uslova na konturi,poéi demo od
pretpostavke da je kontura otvora neopteredena spoljnjim sila-
ma.U tom sludaju iz granidénih uslova (1.2.5)13’. granidénih uslo-
va (1.2.5)2,pri demu uslove (1.2.5)2moéemo napisati u obliku
(4.1.13) M- M )
gde smo u skladu sa (1.3.3) 1 (1.3.4) antisimetriCnom tenzoru
naponskog sprega M% jednoznacno korespondirali vektor Me re-—
lacijonm N

M L M,
dobi jamo da za jM=pe moraju biti zadovoljene sledeée relacije

‘tj\lﬁ %ﬁ-f 71;‘::{}\4 %79: 0 s

(4.1.14) ijw ﬂji:r ‘iw'nﬁf- 0,
Mpe W M MV= 0.
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U ovim relacijama smo sa ﬂy i 7Y oznadili kontravari jantne
koordinate jedinicnog:vektora spoljasSnje normale eliptidne
konture f=pM, ,izraZene u odnosu na eliptidni sistem koordina-

‘ta.S obzirom da je samo koordinata mM razlidita od nule,iz

(4.1.14) sledi da onda mora biti
(4.1.15) tu's0, tuwntc0, Mun'so,

a odavde,s obzirom na to da'jefﬁf’razliéito od nule,sledi da
su granicéni uslovi na konturi zadovoljeni ako je
Ctap=0, tuw=0, Mpe=0,

odnosno,ako je
(4.1.16) %<M>=0> JC@,W-_-O) Mepzy=0.

Dakle,u slucaju kada je eliptidtna konturz neopteredena
spoljasnjim silama,granicne uslove na konturi formuliZemo na

slededi nacin:Za fy= M. smora biti
(4.1.17) 7&%},}:0, f<yv7=0, Mer>= 0.

Jednatine (4.1.12) i (4.1.17) predstavljaju granicne uslo-
ve nadeg problema,koji uz diferencijalne jednaline (3.2.4) i
(3.2.5),1 KoSi-Rimanove jednaCine (3.2.9),predstavljaju kom-
pletan sistem jednalina za odredjivanje naponskih funkeija

u (fv', U) i W(_"’) ¥) .

4.2. Oblik naponskih funkecija

. ‘ . R : - . )
U naSem slufaju komponentalni naponi i naponski spregovi

moraju biti jednoznalne funkcije poloZaja i,s obzirom na si-
metriju problema,periodidne po promenljivoj ¥ sa periodom I .

Otuda sledi da i naponske funkcije moraju biti jednoznalne



funkeije poloZaja,kao i da moraju biti periodifne funkeije
- po promenljivojy sa periodom I .

Naponska funkcija.“{y@ﬂkoja zadovol java biharmoni jsku di-
ferencijalnu jednadinu (3.2.4) mora biti biharmoni jska fun-
kcija,pa sledi da njen laplasijen mora biti harmoni jska fun-
kecija.

Dalje,iz relacija (3.3.3) , (3.3.4); , i (3.2.6) sledi da
J€e

(4.2.1) %4;«_(u7+ﬂvv>=L\u.

Iz ove relacije i graniénog uslova (4.1.12). sledi da je,kada

1

)
(4.2.2) AlU=p.

Oznadimo sada,formalno, AU=Y .Iz (3.2.4) sledi da je
harmonijska'fhnkcija,tj.da zadovoljave Laplasovu diferencijal-
“nu jednadinu |
(4.2.3) &Y¥=0.

S 6bzirom na (4.2.2),kada M>oe ,dobijamo
(4.2.4) Y=p.

Graniéni uslov (4.2.4) ogranifava skup harmoni jskih funkci-
ja jednoznacnih i periodic¢nih po promenljivo]j ¥ sa periodonir,
koje mogu biti reSenja diferencijalne jednacine (4.2.3).Nije
tesko pokazati da,s obzirom na uvedena ograniéenja,opéte re—

Senje diferencijalne j:dnaline (4.2.3),nora biti oblika

(4.2.5) kf)(juv) A+ﬂzﬁgméwcoumwzamém;w;mw

=4

e

Sada moZemo,imajuéi u vidu formalnu zemenu koju smo uveli,
pilsati
-Inp ~INM

o0
(4.2.6) A Li(ju,v)zAﬂ»zgme C<73‘>7L19+70L2n9 THnany.
N=A

N=1
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Diferencijalna jednalina (4.2.6) je nehomogena diferencijalna
jednaCina drugog reda.Njeno opsSte fé;’senje éemo potrafiti u ob-
liku zbira partikularnog reSenja L{',’o i reSenja homogenog dels
ove jednaline, U,?, ykoje Jje reSenje Laplasove diferencijalne
jednacline ‘
(4.2.7)  AlUr=0,
l‘ba.ko .da je op3te reSenje ove Jjednacine oblika
(4.2.8) U= Up (m9)+ Ur(mv).

Iz (4.2.6),imajuéi u vidu (3.2.6),dobijamo

) Al © Flp_ éL (chap- cmzv)+£- Z bon € H (chap-csrw)eosn+

’r)ﬂz Cl'a
4-2:9) s 4 Z?Qmémﬂ(cg:g‘u-cww)sémnv,
0dnosno,dobi jamo

%j‘%(f %@f Al (chap-coszo)e ;- ngi e cm(mz)lh[e + )’f)cm %
(4.2.10) +e cm(m+2)vj+

NN
Zaﬂ 14 H?Z %2)29-!—[9%2)‘1“ @ﬂﬁ)ﬂgnmwe sc‘nbmz)v} )

odakle,primenjujuéi postupak parcijalne integracije,dobijamo
partiltularni integral diferencijalne jednadine (4.2.6), [,{,f ,
u obliku
' A?
Up( )= (chapu+ cosz9) +

—-(2?2—2}]4 - (2. ~IM

73 -
ﬁ_ e s L—cospmdp
(4 2.11) ﬁo »LZ?)""'S( cm(m)m[zﬂi ! an+d J ¥ omd ans }+

~5m-2),u ~(2m2) -2N
+ YT Z@m%

4 ],smznv+ﬁ~—m{m2)v
ReSenje diferencijalne jednafine (4.2.7) u elivtiénom sis-

24

temu kocordinata uzimamo,s obzirom na uslov periodicnosti po
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promenl jivojy ,kao i na velidinu perioda,i imajuéi u vidu

granicéne uslove (4.1.11),u obliku

2.12)lly(v) =%- ff?”u (eoCosT06:5in29) + Ze K o cosons O simans) 4 consd.

1z (4.2.8),(4.2.11) i (4.2.12) sledi da je opite reSenje

diferencijalne jednadine (4:2.6)

~ -

M@(,v)zfﬁ(cﬂuﬂwmv% "+ ¥ [a’oe Co104 G0 s{mv}

. S [d{m@ cosan+ Cy ¢ amnv] +
(4.2.13) s

&ma nw
Z@n&m 03@12-2)2?+ - 1 mdl’] CoIMP4 -—-—cm{mz)l?}

mp b4 )T n :
’ 4Cbm§é%lﬂﬁ§n€wh[ +§L—— Jﬁﬂ?n&ﬁggzﬂﬂﬁﬂﬂm%. X

-

‘Naponska funkcija\yghm),ili funkci ja naponskih spregova,
koja zadovoljava diferencijalnu jednadinu (3.2.5),mora,tako-
dje,biti jednoznalnes funkcija poloZaja i mora zadovoljavati
isti uslov periodicdnosti po promenljivo] 1% kao i naponska
funkeija U(p,v). '

Dalje,iz graniénih uslova (4.1.11) ,odnosno (4.1.12)

39445

i (4.1.12),sledi da funkcija S"(jq,w),kao i njeni izvodi,mora

44,5

teZiti nuli kada f~co .

OpSte reSenje diferencijalne jednaCine (3.2.5) trazidemo
u obliku zbira partikularnog reSenja 9% i reSenja modifiko-
vane Helmholcove jednaCine
(4.2.14) %" /CQZ_‘;%:O,
pri Cemu je partikularno reSenje harmonijska funkcija koja,
kako smo veé ranije nag155111 zadovol java Kosi-KRimanove uslo-
ve (3.2.9),tako da 3e .

(4.2.15)  Y(uv)= ‘f}a(jx.v)+%(ﬂ,w‘).‘
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Polazedi od jednalina (3.2.9),i uzimajuéi u obzir (4.2.6),
dobijamo partiliularno resenje funkcije naponskih spregova

u obliku .

oo oo
(4.2.16)  Fpl)=-0 2 bné "iinzms+0 2 Qon ewams cond.
gde je . # 7
(4.2.17) B=20-V)€?,
iz koga‘ﬁidimo da je partikularno reSenje jednoznaléna funkci-
ja poloZaja,periodiéna po promenljivoj ¥ ,sa periodom T ,ko-
VQa,kao 1 njeni prvi izvodi,teZi nuli kada psoe .

Diferencijalnu jednadinu (4.2.14) moZemo,s obzirom na

(3.2.6),napisati u @bliku

Soaay O A AT AT
(4.2.16) ? m& ‘gg - £ (p-cor) ()=, .

H
iz koga,pretpostavljajuéi da se funkcija‘ﬁagvo mo¥%e napisati

kao proizvoed dve funkceije
(4.2.19)  H ()= M) T9),

dobijamo,razdvajanjem promenl jivih,dve diferencijalne jedna-
¢ine oblika

.2 |
d W}H ar2geasz) 1 (9) =0,

(4.2.20) Tpt

(4.2.21) %@~ (a29chap) M (1)=0,
dy

gde je 2'
oL L
(4.2.22) 97 jre
, Jednadina (4.2.20) je Matjeova diferencijalna jedndiina <2

'g negativne,a jednadina (4.2.21) je modifikovana Matjeova
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Jednacinz za g negativno.

ReSenja diferencijalne jed;aéine‘(4,2.20) su Matjebve pe-
riodicne funkcije za 9 negativno.U naSem slufaju one moraju
imati period  ,pa iz skupa Matjeovih periodiénih fﬁnkcija
izdvajamo one koje imaju tu osobinu.To.su.Matjeove Tunkei je

oblika,[42],
/Cé’m (v 9) (_1) Z( i)’nA m ijnv M=Oy 4121"‘ k

(4-2.23) Ao (8-9)=£2) n};(-ﬂ”’?fiﬁ)smznv, k=1,9 ...
koje,u slutaju kada je9=.0 ,prelaze u trigonometrijske funkci-
je cos2kw sinaky .

Svakoj od ovih funkcija odgovara njen karakteristiéni broj,
ili konstanta razdvajanja,pri Cemu jJe uobiéajeno da se karak-
teristicni broj Matjeovih funkeija tipa AQ@& oznactava, sa ayu s
a karaﬁter;stlcnl brog Matgupv1hAfunk01gd tipa 15%% sa.@mg.

i) cilﬁu jasnijeg sagledavanja mogutnosti primene liatjeovih
funkcija kao reSenja diferencijalnih jednadina problema,naveé—L

p . s . C (2%)
¢emo neke osobine karakteristicnih brojeva,koeficijeneta [ ,,

{2») - . ] ; .
'B i neke osobine ovih funkecija.

Karakteristictni brojevi Ozn i @zw su funkcije odgovaraju-
¢eg prirodnog broga/k i parametra ¢ ,1 oblik ove funkcionalne
zavisnosti odredjen Je vrednostima.g . | |

Tako su,za male vredno ti g akteristicni oﬂogev1 fun-
keije oblika, [17],

N

A _Aat T g4 29 a6
af‘” ERITY 9 “oa8h 4t

J 3 2 5% a4 4002401 6
Qe "z 1 9626940 <

A e dor 43 oy 5101 g6
(4.2.24) aw%"ga-‘?“‘ggz,ooo“ 472@0009 '




Db tor, 5 g4 233 | 45
/ 2~‘f“g9,“f g% 283 g%

(4.2.24) . 382h <7 79626240

@4 = 1645592 AT g4 10049 q¢,

geqooo Mzgooo
‘i slicno,sve do vrednosti m» 7 ,kada se mo%e ugeti,korektno

sve do &lana 99 |

1 2 ‘smyT 4, 9M % 59m%29 g m=
g +ym=2%.
2mEn” 32@712.1)5(;71’1,)3 c4 (M) (m’4)(m*9 4'9 )

(4.2.25) Om, b =4

Za dovoljno velike vrednosti ¢ ,karakteristini brojevi su

dati aproksimativnim funkciljama oblika |
Qo =-2q+ (8h+2)Vq

(4.2.22) . - ’
bow =-29+(8k-2)Ng .

Napomenimo da je pojam g malo ilig veliko relativan,tj.
zavisi od toga koji karskteristiéni broj posmatramo.Tako je,
naprimer,'gzlp dovoljno veliko za O, ,pa za izraCunavanje vred-
nosti ovog karakteristicnog broja moramo koristiti (4.2.26)1,
dok za tu istu vrednost ¢ ,koristimo relacije (4.2.24) za i-
zratunavanje ostalih karakteristidnih brojeva.

7za velike vrednosti & imamo, 0123,
(4.2.27)  Qae=0R)", Bu=(20)".
R
Koeficijenti An) ’E){;;f) su,takod je,funkecije od g ,i njiho-

vo ponasSanje zavisi od vrednosti 9 ,[#2].

Za male vrednosti § ponaSanje ovih koeficijenata'dato je

~

psStom formulom

) v &2 yn m
. T T T g (w—m)' > o, Mo
(4.2.20) AW M) o (m—ML(___)'C’ Y20, Mo

m-27, Um-T - vt (m-4)!



46

Za dovoljno male vrednosti ¢ ,oblik funkcionalne zavisno-
{20 'Bfim . . .

- 8ti koeficijenata Am 1 Dam 0d ¢ ,odredjuje se iz rekurenrnih

formula koje moraju zadovoljavati ovi koeficijenti, [42].2a fun-

k013e tipa /&’1 11502 ynaprimer,koeficijenti A(m 'B(m su oblika

0. [£- 288 SR TAY

q z(l:712+2221+247 g 'Bz ] m
() 18 (1) (143)! { 2, W70

(2)
242” [ !t A
(4.2.29)

@ T 2 /9\L T(m(Trs23) 9\ (2)
'B.Z'Hz:[‘(?(tzfg)_'( ) 48(7"‘2)’(?:?3)’ (1/) JB 7y 0

C (21) (2%) o . . -
a koeficijente 2K 1'Byfn odredjujemo 1z uslova normalizacije

- funkei ja ,Cem i {)om ;koje éemo kasnije navesti.

Za velike vrednosti 9 je, 2],
(2%) ' (2K)
2 7 1) 2A% ) rw’

B = () w)BY, 190,

1 moZe se pokazati da svi ovi koeficijenti teZe nuli kadag-;oo,

. me s . (o 2%) .
Kadsa f>es ,svi koeficijenti Agﬂ,l wm teZze nuli 1alzev,42m i

(4.2.30)

(i . v e g e .
'Bw,&;ogl teze Jjedinici.
Treba naglasiti da su redovi Matjeovih funkcija konvergen-—
(zm ,B(zm

tnl za bllo koji oblik ponasanja koeficijenata DY

Usvoyoemo slededu normalizaciju funkcija Lo i dom :

(4.2.31) %éf&p(@ g)dw 1, jl_gﬁgmm g)dwuo«A

odakle sledi

N8
—
22
%
—‘fi
o %
L_:
L.:.

(4.2.32)

=2
il
=
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o 32) Zz.[ Hﬂ)

Uslovi ortogonalnootl hatgeov1n funkuga,{’gzr 11&%ﬂ sus

j/szw (6-9) Lew (0-9)olv=0 , %={

b4

(4.2.33) " § o899 B0 °9)dw=0, #2¢

2
§ Bow (0-9) Len (v-9dv=0,

/

odakle sledi

)
(4.2.34) ZA(ZE) (2€_O ZBrzm (22781)_0 kel

Dalje,pokazano je,[12],da vaZe sledede relacije:

(4.2.35) coumv = ; A(w/(’m(w -9)

(2%}
(4.2.36) Hnany-= ZP} TSOM(W 9)

pa iz uslova normallza01ge trigonometrijskih funkeija sledi

oo
. (2*’ 21)2
_ R-1
a iz uslova ortogonalnosti trigonometrijskih funikcija sledi

_ (21 fzw :m) {2
(4.2.30) A Z %25— m+3.

3,

¢

‘ReSenja diferencijalne jednadine(4.2.21) su modifikovane
raéijalne'Matjeove funkeije za § negativno.Regenje naseg pro-

bleme mogu bitil samo radijselne Matjeove funkeije za 9 negativ-

F
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no koje,kao i njihovi izvodi,imaju osobonu da,lcada >0 teZe

nuli,Sto je posledica granicénih uslova (4.1.11) "B,Odnosno'

3,4,
ekvivalentnih uslova (4.1.12) .
475,6

S obzirom na uslove koji moraju biti zadovoljeni,reSenje
naseg prdblema mogu biti samo modifikovane radijalne Matjeove

funkeije za ¢ negativno oblika,[12],

. - £, J_!f
Fesn (159)- () e (B2) fgj;;? Z_A o Ko Chehp) | 170

(4.2.39)

_Goz12 (19)= )" o 02 ﬁ; R;;g,g, bohy Zm B K. el

(%21)

1
. 2 .
gde je g=g=£~l ya Kzn su modifikovane Beselove funkcije druge

vrste redan ,[16].

MoZe se pol«:azati,[/yz],da su izrazima (4.2.39),u kojima su
radijalne Matjeove funkci‘je tipa Fem(ﬂ)-g) i G(m (p,-9) predsta'-
vlijene u obliku baskonadnih redova modifikovenih Beselovih
funkeije,ekvivalentni izrazi u kojima su funkcije ovog tipa
date u obliku beskonaénih redova ¢iji su Clanovi proizvodi
modifikovanih Beselovih funkcija prve 1 druge vrste redafn- R
‘Izn i Km ,[16), 0dnosno da se'ﬁfu:akcije tipa F&ﬂ(ﬁ{fﬂ) 16(’)2&,(}(,-9)

”

mogu predstaviti u obliku -

r&fx jl‘) .?) 82@ A{MI Kn (1/2) R0

(4o2.40)‘
6 D0z (1:9)= Dz B0 [T Ko 08-Lsg @K m]
=1
. (4> 1)
de je _ ﬁ[ (O )/C Z) 4
(4.2.41) Can = - l”mAgmeww TAT R0




N
No}

— } } T
(0 (69 B0 (P 4
(4.2.41) O;’(w" } 12'12%[22;) 22 12 g[%{gm ) %7}‘_’1

)

~

i
(4.2.42) Ur=he’ ket U= he't Lot

Modifikovane radijalne Matjeove funkcije za g negativno,o-
blika (4.2.39),0dnosno oblika (4.2.40),imaju iste Karakteris-
ticne brojeve éﬁ% i @rn kao i odgovarajuée periodicne Matje-
ove funkcije,i iste Koéficijemte‘Aggl 2:)4)]

Redovi (4.2.39) su apsolutno i uniformno konvergentni za
vvrednostij%?O,mada je njihova konvergencija vrlo spora kada
g&Ju—a_{l .Za vrednosti &[ﬂ-o,konvergencija ovin redova je neuni-
formna.lzvodl ovih funkcija u Okollnlju 0 ne mogu biti dobi-
Jjeni diferenciranjem reda ¢lan po ¢lan.

Redovi (4.2.40) su uniformno konvergentni u celoj oblasti,
ukl judujudéi iJu:O‘.Diferenciranje reda c¢lan po &lan je dozvo;
ljeno i u tacCkama bliskim okoliniy=0 .

Imajuéi u vidu da Mat jeovim periodicénim funkcijama,[%”hkﬁ)
odgovaraju radijalne modifikovane Maﬁieove funkcije[%§u0%~gx
kzo i da Matjeovim periodidnim funkecijama {)om{v,-g)odgovaraj‘u
radijalne modifikovane Matjeove funkcijeGQuiﬁ;g),reéenje‘mo?
difikovene Helmholcove jednacCine (4.2.14),za naS problem,je/
funkeija oblika ’ |

A

s.2.43) 1 Wﬂ%%fm F&m (ﬂ,-s)ﬁ?m (9-9)+ ; ?m@am ( jx;g)d&@ﬁ%-@w%’i- |

e
RS

gde snlj%g:igyg konstante integracije.
S obzirom na (4.2.15),(4.2.16) i (4.2.43),0p3%te redenje

diferencijalne jednadine (3.2.5) je funkecija oblika



N
<

oo O

-4 = 5%

b MV)=-0 Z)fg"n ¢ Y iinonu+0 Zﬁm & Yo+
n=4

M=
oo 00 .
(4.2.44) +; Ox Coge (i DB 0 3-8+ %fm Fose (179)Cop (5-6)+ const.

Relacijama (4.2.13) i (4.2.44) odredjen je oblik naponskih
funiceija U (W iYV) u eliptidnom sistemu koordinata,kao re-
Senja diferehcijalnih jednalina (3.2.4)i (3.2.5),u skladu sa
uslovima (3.2.9) i graniéniﬁ uslovima u beskonadnosti,u prob-
lemu jednoosnog zatezanja beskonadne oblasti sa eliptidénim
otvorom,razmatranog sa stanovista Mindlinove linearne teorije
elasti¢nosti sa naponskim spregovima.

Nepoznate konstante integracije koje se‘pojavljuju u izra-
zima za naponske funkcije odredidemo iz zadatih granidénih u-
slova (4.1.11) i (4.1.17),formiranjem odgovarajuéih sistema
algebarskih jednafina.Medjutim,iz oblika naponskih funkei ja,
moZemo odmah uoliti da se pre formiranja sistema algebarskih
‘jednaéina mora na¢i neki aproksimativni oblik naponskih fun-
keija,jer bi se u suprotnom dobili sistemi od beskonaino mno-
go jednalina sa beskonacno mnogo nepoznatih velilina.

Nije nam poznato,iz literature koja nam Je bila dostupna,
da su oblici naponskih funkecija (4.2.13) i (4.2.44) hegde'
ranije odredjeni.Ovim putem odredjeni su oblici naponskih
funkcija u problemu jednoosnog zatezanja beskonalne oblasti
sa kruZnim otvorom,izrazeni v odnosu na polarhi sistem koor-

dinata.

4,3.Kcordinate tenzora napona i naponskih spregova

Odgovarajule izraze za koordinate tenzora naponz 1 napon-

~skih spregova dobijamo polazeéi od relacija (3.3.3) i uzima-
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juéi v obzir (4.2.13) 1 (4.2.44),u obliku
(4.3.1)
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(W]

gie smo za dobijanje relacije (4.3.6) koristili izraze
(3.3.3)3_i (3.3.3)4,imajuéi u vidu (3.2.6).
Iz uslova (4.1.12)1,5 obzirom re (4.2.1) i (4.2.6),dobijamo
neposredno
(4.3.7)  A=p ,
a iz uslova (4.1.11) ,odnosno (4.1.12) ,S obziroa na
2,3 3,4
(4.3.2) i (4.3.6),d0obijamo .

(4.3.6) do'—“‘z?C(U?@ (4.3.9) E’o:~;—f&ifnza,

dok su uslovi (4.1.11), , _,odnosno (4.1.12), _ _,identidki
374’5 4, ’6

zadovoljeni oblikom naponskih funkcei ja. ’

Na konturijuiﬁh moraju bitl zadovoljenli konturni uslovi
(4.1.17) pa otuda dobijamo Sest sistemé algebarskih jednacina
za odredjivanje nepoznatih konstanti C , gzn , Qan dm , Bm
am 1 fam -

Korisdéenjem uslova ortogonalnosti Matjeovih funkci ja
(442.33),ka0 i relacija (4.2.31) 4. (4.2.34),iz uslova (4.1.17).
dobi jamo ’

oo

: ' = 2N Moy [20)
(4.3.10) ?Z“GEEZ“Q%Z,,MQMQ ﬂBm , Ra423,..

~2Mflo p (2K)

— - )
pz'n Fz;=92;‘?n@m€ o, 0422

11
(4.3.11) I

rde smo uveli sledele oznake
&

o bou (u-2) ) ° _
2~ Sji( ) )ﬂiﬂiv ) 62'-&:602& (ﬂo;@,

= o n 1,-9) 0
Fore = S}—L‘e’%ﬁiﬁ‘”\fwj% Foes Feo(fio-9).

fo

G-

Relacije (4.3.10) i (4.3.11) nam pokazuju da su konstante ggq,
OanSﬁOf&Q , pctpunosti odredjene konstantana @y;,odnosnof&ﬂ,
tako da se Scst sistema algebarskih jednacdina za odredjivanje

-

“nepoznatih Kongtanti svoedi na Cetiri sistema jednzalina za o-
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dredjivenje nepoznatih xonstanti ¢ , @Qﬂ y Qs s dintiéﬁn Napo-
menimno da ¢emo u daljem radu koristiti izraz sistem jednalina
umesto sistem algebarskih jednalina,kads govorimo o sistemima
jednalina u kojima su nepoznate veliline konstante integraci-
je.

Uslov (4.1.17)1daje dva nezavisna beskonalna sistema jedna-
¢ina sa 5eskonaéno mnogo nepoznatih.Prvi sistem jednalina,sa
nepoznatim_c , 6,n ioﬁn dobijamo kada izjednalimo sa nulom ko-
eficijente'uq nezavisno promenljive (03270, v=042.-,a drugi sis-
tem jednaﬁiné.sa nepoznatim A i EGn dobijamo kada izjednacimo
sa nulom koeficijente uz nezavisno promenljive sin2ly,l-42,... .

- Uslov (4.1.17)2 daje,takodje,dva nezaviana sistema jedna-
¢ina koje dobijsmo na poznati nac¢in,pri Cemu je jedan od njih
sa nepoznatim C ’ @m 1 dm ya drugl sa nepoznatim Qmm 1 Ep -

Analiza dobijenih sistema jednalina pokazuje da se ne mogu
nadi takva resenja jednafina,kao 5to je to sluda] u klasilno]
teoriji elastidnosti,koja bi dala pravilnost U ponafanju &la--
nova redova koji figuriSu u izrazima za naponske funkcije 1
time omoguéila nalaZenje konalne sume redova,a samim tim 1
odredjivanje naponskih funkcija u konaénom obliku. Zbog toga
je neophodno da pri redavanju ovog problema koristimo neku

od aproksimativnih metoda.

4.4, Aproksimativno reSenje

Iz izraza za fizidke koordinate tenzora napona i tenzora
naponskih spregova (4.3.1)-(4.3.6),s obzirom na (4.3.10) i
(4.3.11),sledi .da su za dovoljno velike vrednosti 7 odgovara-
juéi Clanovi u redovima kojli figurisu u ovim lzrazima zans-

marl jivo male velicine,odnosno,njihovi uticaji pri odredji-



+

vanju vrednosti napona 1 naponskih spregova mogu se zanemariti.
Neka su za nekoMyd odgovarajuéi Clanovi redova u (4.3.1)-

(4.3.6) dovoljno male velifine tako da ih moZemo Zanemariti;

U tom. slucagu aproksimativno redenje koje demo mi uzeti je

direktna posledica prethodnih razmatranja,i izraZeno preko

naponskih funkcija ima oblik

U( Ju, ),Aﬁz(cﬁwmw) ﬁ{fj 1- doe MM+e°§ﬂ&n2v)+€2 deez%m«,

; 5NN u),‘
A%‘ 282,,8 fininv+ Zﬁ"@mﬁ-ﬁ——cmm)m{ C ‘-’m casznv+

(4.4.1) : “MAH  Hlam
i g-amapt L—san )
}_g-m Ios ome2) 8} +llend - ’gﬂ sin tzn2w + [+ gy Jeinzmss }E
: o) Y [IRVE QZE [ B Sim2ny-0an cos2NY) 4 Zgznoom(ﬂ, Do (0-9)+
4ob.

+ z'—\: gz% Fe-m(jtt, -9) Keaw (9,-9) )

odnosnoféproksimatlvnl oblik relacije (4.2.6) je

Tled

(4.4. 3) “Au(jév) A+Z@znt’ CO3INY + Zame #nany .

U izrazu za naponsku funkoijulVULU),(4.4.2),redovi u koji-
ma je ipdeks po kome se sumira K ,su formalno beskonadni re-
dovi.Medjutim,mozZe se lako pokazati da u sluCoju kods je ®74

odgovar 3uc1 ¢lanovi reda su male istog reda kao i one koje

zanemarujemo,pa smo 1z tog razloga odmah uzeli ove redove u

konalnom obliku.

Odgovarajuée aproksimativne izraze za koordinute Henwors
napona i naponskih spregovae dobijemo neposredno iz (4.3.1)-
(4.3.6),vodeéi raduna da?l‘uzima vrednosti od4 dc 4 ,pri cde-

- mu imamo u vidu da su tako odredjene vrednosti koordinata ten-
zoY¥a napona i naponskih spregova>ta§nosti:éamﬁﬂ.

Kako smo vel napomenuli,konstante Wnteﬂrm01Je ¢ , &n , dan,
Qs Cm ,%yqjdﬁg odredjujemo iz stema JEOﬂuLWI . kKol se

na poznati nalin dobijaju iz konturnih uslove {(4.1.17),pri



Cemu vodimo rafuna o redu velidina koje zanemarujemo.
Iz Konturvmﬁ uslova (4.1, 17) yodnosno, iz jednadina (4.3.10)

i (4. 3.&1) doblgamo 3 konstanti gm i4+1 konstentu fax u obliku

3 :
(4.4.4) gz = nby n@Mep¥ (2%\ y M=h200
N=A
: 52N (25) )
(4.4.5)  fw= E- = }:4 Mm@ TA | k088
‘ n= :
2K ‘

tj.konturnim uslovom (4.1.17). odredjene su konstante G ifzu

3

kao funkcije konstanti bin ,odnosno Oan .

Konturni uslovi (4.1.17) daju nam,s obzirom na (4.4.4) i

1,2
(4.4.5),dva nezavisna sistema jednadina za odredjivanje kon-
stanti C g;vn , dan ,Qm i Gn . |

Prvi sistem jednaling u kome su nepoznate veliine(C , bon i
dm,formiramo na poznati nafin,vodedi radwna o redW velidina
koje zanemarujemo.Dobijamo odredjen sistem jednacina od 23+1
jédnaéine. sa 23t/ nepoznatom velidinom. ‘

Na analogan nalin dobijamo drugl sistem jednalina za odre-
djivanje nepoznatih konstanti Uwm i 6n ,pri Semu se pokazuje da
dobijeni Sistem jednaéina ima 24+4 za odredjivanje 24 epozna-
tih veliCina.li ovde nelemo diskutovalti pitanje saglasnosti o-

vog sistema ;}ednaéina,jer smaetramo da de.ovo pitanje biti u

U cilju jasnijeg sagledaveanja postupka kojim redavamo ove
steme jednaCina,odnosno,kojim ove sisteme Jjednaclina sa ne-
poznatim C Bm d_gfn i, Gn ,svodimo na sistem od 4 jednalina

za odredjivehje 4 nepoznatih velidina bm i na Qlistem od ﬂfyﬁh
jednaCine za odredjivanje 4 nepoznatih Olm det 21 jnije demo ga
objasniti na primeru prvog sistema jednalina sa nepoznatim

Ban i dan .
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Iz prvog dela sistema jednaéirfa (4.4.6) izraZavamo konstan-
te C Clz it (my1 ) preko konstenti bm i Gix ,0dn0sno,s obzi-

rom na (4.4.4),izraZavamo konstante ( ,dz 1d2f_n preko konstanti

%‘2%.01)11}{ ove zavisnosti dat je sledecim relacijama

(4.4.7)

'xkb

[ (4-2) {23 3)@'2%: (ﬂ-ﬁ)(zd—ﬁ)dzé-z]é(zhw" 0l (D058 G)24) @24-2—}5’ . w*’
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(4.4.9)

3 4 - -
CE~ - BF (chaye-co)- 2 2 G [ €63 Br 20 6B ]

' prl Gemu smo konstante A ids zamenili anihovim vrednostima
(4.3.7) 1 (4.3.8).

Dalje,zamenom ovih relacija u drugi deo jednalina sistema
(4.4.6) dobijamo sistem od 4 jednadina za odredjivanje 4 ne—
poznatih velicéina 6m oblika

(4.4.10)
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Primenjujuéi isti postupak kao u navedenom primeru na sis-
tem jednafina sa nepoznatim dm i Gn ,imajuéi u vidu da su kon-
stante =f)2n izraZene preko konstanti Opnp relacijom (4.4.5),dobija-
mo najpre veze izmedju konstanti &n i A pa zatim formiramo si-
stem od 4+4 jednaline za odredjivanje 4 nepoznatih velilina Gm.

Veze izmedju konstanti Gm i Oy date su relacijama

(4.4.11)

(5o
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' i=0

a sistem 0dfs+4) jednatine sa § nepoznatih fsn je

(4.4.12)
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Efm 2 § (<—4)m~3mm+-i[4(24-4}9”‘24(zwé’f‘ﬂA‘:i’} -0

s 4
(B+4). Qz!?gﬂe g Z ZfznAlm (€2W°5p+2'l€ e, n) =-2p&n2B

x=0 =0
pri Cemu je i ovde konstanta € zamenjena svojom vrednoscu
(4.3.9).

Iz (4.4.12) ne moZe se odmah uoliti ni jednostavno poka-
zatli saglasnost ovog sistema jednacina.lMedjutim,smatramo da to
u ovom trenutku nije neophodno,zato.sto mi moramo,u cilju do=-
bijanja konkretnih rezultata,izabrati odredjenu vrednost za 4
Polazeli od ovih opStih jednalina za bilo koju vrednost 4 ,
pokzzalemo da je za odredjenu vrednogt 4 sistem jednalina
saglasan,odnosnoyda za naéu'izabranﬁ“aproksimaciju problen

ima jedinstveno resSenje.
4.5, Aproksimativno resenje J4=3

Pod ovim nazivom podrazumevamo aproksimaciju pri kojoj se
u relaciji (4.2.6) zadrZavamo na prva tri ¢lana u redovima
koji figurisu u bvim izrazima,odnosno,kada 1 uzlimea vrednosti
od 1 d&o 3 u relacijama (4.2.13) i (4.2,44) ,kao i u odgovara-
jucdim izrazima gza koordinate tenzora napona i naponskih spre-
gova (4.3.1)-(4.3.6).
| 72.4:% sistemi jednadina (4.4.10) i (4.4.1%Y,s Sbzirom né
(4.4.4) i (4.4.5),8vode se na oblik

(4.5,1)
1. §ote gV L2 1(ak) -ge eV Th- 6,1 6%% ‘69{4” (trs-42 s i -
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z.y—ég§2+4g§-@9[é%(4+240)~f42—l.é"f‘fur 1526z 44M] |+
. g# 1, 166 [(632% %)(444@0)-4é%@4+(36é15ﬁ‘342?”‘°)sz]}+
4% et r(9€5}“584%’)(/1+g<§/“)+ (368" 1064)83 - 669755 ]= - 2p 1- ¥t

3 4@2 §4+ ’ig_f[-igdﬁaoe?ﬁ‘g(z-w@%“c/z J- Fifor 188 [62 ™m0 (503674440,
she {1+ 8 5% g2 heys)-o62 J“"g“,,]} =0,

(4.5.2)

4az{( ze%“c)+ 469[(4+2e’i/“° )(11250)- (%0 5993, - 12 (e esju,)gz]}
- [4 (4o 80%) (1)1 (425 52 0 Wy (242 %2244 -

e
-0 168 re(ef"ﬂ”e“f“')(dwg..M (248 He248"2)8, - (674 1058445, ] = zp{g o) sinap,
/
-0, 92+ % " O[6% (1+280)- (12- 4211~ (488%666/‘)52”

404 {1 %@ [ (68™%26%) (14 430)- 48 vy 4 (362 18820, ]+
+a,/_f%g[(95)%5@4%)(4+52,,)+{35@’*1‘@42@"1’“)54 6244611 = -2p e 4gnzp

A R (BN AL TR ]}-mz,3?9[8@‘°(4+4\))fze"’f‘°\)¢+ae Vo
+ 0 é,gg[e%(m@ome‘°f“‘°§4+zegf%ez} = 205N

b d4§ b 190 Lt (306058991 §- 0 {22 W2 6e™ lra)-teo-30 #v] s

C 10e e 59 (156Yg%%) (1168,)-268 ¢, ] | =

pri emu smo uveli sledele -oznake

(4.5.3)  oag =
' Gaon

5 et
F
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} (’?\’i I
i C[o 'ZQ%Z'BQ@‘B(?? CI é d 2%0 2 0[2: B:Z B{y,{

| s (20) (205 (2%) 28 [20)
(4.5.4) 6:2;—,&2%4 B, B Z%mBz B, 0 f;é,,z”g)’ v,
) = R=4

&) o ‘
= Z‘d&m’g c 2 } , X:! - Z_%m%hx Bme Xi: iz;n,&(ip\gfzg)
) " R=4

50: :Z:% A(Z%)A(ZV) 54 - ng A{ZR) {2Kr) 52 Z& A(”jz}”*)

3
' : e f2%) ) 3
(4.5.5) Vo 2k AWATY 2 L S L LT
) R=e %<0
(0 2 g0 a0 ple0 2 ey ¥
oS RATAY, 5T RATTAE, o3 Bk
i w:

pa vidiwo da je

(4.5.6) 0(4=64, &.:@2, Xé%[z, éﬁ\)o) 34=\)2) 82202

Refenja jednalina (4.5.1) i (4.5.2) su

b, 200-e ?f‘mzﬁ) i[ﬁ 168 56 Mg T4+‘596e?ﬁ°(4*4m]+ o theg

42? 720 Y, (1- ’59303 )}

_pHe =2fds P
(4.5.7)  bis 2”“‘5% C"’—p")ﬂ 0¥ irrem] (1- E2and) - 19 1582 ‘5%0&)}

6%
&:WV 14230 AT 4°9682f"’@+4@,)] ‘5960/9 (h- "wﬂo&)},

S ' : Lo

Q= -zﬁ%mq [1+ 160 52 % (o] s 6062 111} + Loog™ i)+

i%@ 728 4V (1- #0230 ‘)2)31 )

(4.5.6)
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—??9 Aﬁ? 168 115t ,469 A
Oy= Ae, ﬁﬁ 43¢ M%m@ 4ﬂ)M%WW&%“%W%)

-2p€ & o
e - %ﬂanm% 1- G200 F 1162 &Y iR eov, (- 98 5]

(4.5.8)

gde je
Ag- [4+ %Mﬂﬂ%[ﬂ 469458%(4*68“)][4+4§496€%(4+4&)]+ 0965 baps .
t + 127 126 ¥y (1- K0305,)] +
(4.5.9) ["+4§fz5e%(4+68“ ﬂ“ 296“”"(4%30)#698@‘”‘%&(4 %064,)]+

469 Y. °«“°'(4+5g”)¢zz,e e, 442094 ] -

(”29) (15421l + 42608733 (o + 83403+ (6306 4 1058 Hb? |-

~ (480 (30568 % (14l -60-1aue Sty ]

00 5o (137 160 o5 %Mo( 414 )1 (13 168,553 5
No=[h %e o 15@]{ [+ .,i..geﬂ ()] [ T15e (1:6%) +i£6?99£%ﬁ+6§o)+
} 169726 ey, - 469501)2)}

(4.5.10)  +[1%rsePelres)]| ! 5‘92?6‘“(4+4\> 4468 gg%gm 160 654)]

4 460 (38 (1+690)+24 e%vz +128 f“’&z] -

) (4@@)2;-,, 140955, +12.608 %0V, ( 5z+ef‘°vz)+(5 3004 1096937 ].-
n

- ( %@)’-”[%.%é M1 10) &= 60- 124 € ¥4, 5, Vs |

,..
A B

Za odredjivanje tri nepoznate veliline A, ,Qéj_aadobili Smo
sistem cd Cetiri jednadine,(4.5.2).Mo%e se proveriti direkinom
zamenom relenja (4.5.8) u jednadine (4.5.2),da je sistem od Se-
tiri jednaéihe sa tri nepoznate veliline saglasan.Stoga zak-
ljuCujemo da,za nadu izabrsnu aproksimaciju,problem jednoosnog

zatezanja beskonalne oblasti sa elipticnim otvorom,razmatran

ga stenovidte Mindlinove linearne teorije elasticnosti sa na-
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ponskim spregovima,ima jedinstveno refenje.(Ne osnovu dobije-
nih rezultata nije tesko pokazati da i u slucaju aproksimacije
A=2 problem ima jedinstveno resSenje.)

Relacijama (4.4.4),(4.4.5),(4.4.7)=(4.4.9) 1 (4.4.11)odre~
djene su konstante 32:3 ,:fz& , C don i6n (1123 )u zavisnosti od
konstanti b , @1, , 8¢ ,Q2 ,Q41i0¢ .U sludaju aproksimacije 3:3
napisad¢emo samo eksplicitni oblik te zavisn©bsti koji nam Jje po-
treban za uporedjivanje dobijenih rezultata sa rezultatima kila-
sine teorije elastidnosti.Zamenom vrednosti konstanti 4; , £, ,
8,0, :Q4 iQeu ove izraze i njihovim .sredjivanjem ne dobija-
ju se jednostavniji izrazi,pa ih iz tog razloga nelemo ovde i-
znositi.Za odredjivanjé brojnih vrednosti ovih konstanti u ne-
kom konkretnom sludaju dovoljno je imati eksplicitno napisan
oblik njihove z,avisnosti od poznatih vrednosti.

Dakle,konstante Qm ,fm) C,dmi Gy date su relacijama

9316—;2"9[2@1@%3 hil 6 P B 6l B Y]
(4.5.11)  QuG5=-0[2heH B 14,6 B cbee¥BY]
go Go=-0L 2Bt Bl 098 4658

foﬁa 9[2&28%/{2.;1,@#81% (@ 5Q6g€°“° ’°’
£ F = 0 [20,8%A ‘§’+4aae‘@"°A§’+m@e5J"°A€’}

(4.5.12) '

:fl: Fq 6 [26!2 Z‘HOA MMO&,@ WoA +60¢ Q%’A f)]

J¢ Fe = 0[20,8" A+ hu A" + cac 6™ 4]
(4.5.13) C ‘“'fo(CloU% C'!B?(b}-i‘ gg@a@ W”(ff&zmlse‘zﬁofnéé ﬂo{)+

4_@ @408}4"{4—%4f5a-}29ﬁ%4+ 503ﬂ%z)+?"9£ @‘7}{"{4%3‘9%,@};5-}29 %)
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(4.5.24) tde=-tpe¥erpes posio ey o et 150 hapuae¥e it 60 V]
4y [€2 160 &ﬂzyol 6% (14 ra 60 J"Jz) -
- b %g’{zﬂose‘%(ﬁég%ﬂe%ﬁﬂé’% )

(4.5.15) 4ods =zpete petonn +idy- b [4ee 4‘92&%&( (4683 )]+
o+ bu[5e™e2¥ 1600 0 Mg (114604669 40)-+
Y PY P 42? eesﬂ"s%zjuo(hgggu,eﬁ” ]
4 5 16) g?dé —-ledirrgz IZEUQ 469428%%2}[,”[2] gb{gejh'IGezA&ﬁykﬁi 3

3 b [ae 19066 Moy, 1y )]

(

(4.5.17) A26= p(el’f‘%z)mzmaz [Zef" 469 zew%ﬂ (4+250+/4€ﬁ(§)+592w052)]
s [t ‘6949 Lorfoti (4+z,vo+zéJ‘°)}4+se’ﬂ°vz)]’—

- Qe %{eﬁelwo&’l%ﬁh (4+v5§o+4€w§4*'2€4ﬂ°92)

(4.5.18) l:o&,«f:e"f‘ sina+ho-0z [4€7% %0 ashap, (13066 0)]
10 [edee¥e 014 Pothaio (1100462 HV) ]+
+ Qg {zewf»i%@se ﬁ%{:gua (1568 +4292,)]

\

(a.5.10) 82 =200+ 0s [ e koo 0] uLoe ™S Bushyars].
106 [ue¥e 45960ﬂ°3ﬂaﬂ,,[/+@g0)]

Oalequvanaem konstanti integracije u skladu sa granicnim
uslovima u potpunosti je aproksimativno reSen problem raspo-
dele napona i naponskih spregova u slucaju jednoosnog zabe-—
zanja beskoﬁaéne oblasti sa,eliptiénim otvorom,razmatran sa
stanoviita Mindlinove linearne teorije elastidnosti sa napon-—
s kim spregovime,

U ovom deélu rada nelemo se zadrZavati na odredjivanju broj-
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‘nih vrednosti napona u KarakteristiCnim tackama elipse (u kra-
jnjim talkama osa elipse) jer demo u slededoj glavi,u kojoj de-
mo razmatrati jedan specijalan sludaj jednoosnog zatezanja bes-
konatne oblasti sz elipticnim otvorom,dati neke brojne vrednos
sti. |

Na osnovu dobijenih rezultata moZe se zakljuciti da je u-
ticaj naponskih spregova najizraZeni ji ubokolini otvora,dok jJe
u tackama dovoljno udaijenim od otvora taj uticaj zanemarljiv.
Stoga moZemo zakljuCiti da su dobijeni rezultati u skladu sa
nasom prétpostavkom da je tenzor napona simetridan u talkama
dovoljno udaljenim od otvora.

Mindlinova linearna teorija elastidnosti sa naponskim spre-
- govima obuhvata,kao svo]j specijalni sluéaj,klasicénu teoriju e-
lastiénosti,tj.kada se zanemari uticaj naponskih spregova ova .
teorijs se svodi na klasidnu teoriju elastidnosti.Iz tog raz—
loga,sa ciljem da proverimo tzdénost dobijenih rezultata,upore— -
diéemo nafe rezultate u131uéajurkada jel=0 ,tj.kada jep:=0 ;éa
poznatim rezultatima klasidne teorije.

Tz (4.5.8)-(4.5.10) i (4.5.11)-(4.5.19) dobijamo
byl b 2ho(-eMocosan),  ds ="7i—0 e Horosam  @-- zf_’g"’ﬂmw

(4.5.20)
az=QA=a6='2¢>€w"éﬁ’12/b, : dlf'—’dﬁzo, Cy=€6=0,

odnosno,iz (4.4.6) 1 (4.2,10) dobija se,dto nijé tefko pokaza-—
o é?: QL,: Qe zee. 3 @2«5= 2{3(4-8%%03263)

(4.5.21) Cz:~'§€l’ﬂ"’60ﬂ/5 ) dz,:ds:'-':ﬂizﬁO,

a iz odgovarajuleg sistema jednalina za pdredjivanje konstan-
3 G 1 0 dobija se o | .
Qa=Qy=0e=---=Qos=-2f€ Hnan,

e?g:-:’;,’:’e"f‘“’anzrb) Oy=Cgz--= €820,

za bilo kxoje vrednosti 4 .U slulaju kadadve ,izrazima (4.5.21)

(4.5.22)

i {4.5.22) odredjena su redenja beskonalnih sistema jednalina
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koji se na poznati nafin formiraju iz konturnih uslova polaze-
éi od relacija (4.3.1),(4.3.2) i (4.3.3).

Za vrednosti konstamiti Hy4 odredjenih izrazima (4.5.21),0d-

nosno,za vrednosti konstanti Qs odredjenih izrazima (4.5.22),

u sluéaju'kada‘dawa,relacija (4.2.6) se svodi na oblik,[9],

(4.5.23) All(uw)- A*“éz* zb %ffmm 702 cﬁi}?f:gw

koji je identidan odgovarajulem obliku laplasijana Erijeve
naponske funkcije u klasicnoj teoriji elasticnosti.

Dalje,s obzirom na vrednosti konstanti odredjenih izrazimg
(4.5.21) i (4.5.22) u sludaju kada 4> ,relacija (4.2.13) svo-
- di se na oblik

Wi, v)= AL (ﬁ?mcoszw)-rce G - @z(e cmzv)-._azmm

[3
(4.5.24)
d_ﬁ_ﬂ Qﬂcmmd?e ¢ 7 bosnvs %Q oYhinns+ &L e,e ¢Ynzs,

Qdakle,pregruﬁisavanaem konstenti,dobi jamo |
| l/l ()= Aﬂ—-{Cﬁfwmﬁm Ceﬂ-rB*fgﬁzyu Batsinow.
“(4.5.25) ~
| : ‘ﬁ*cﬂaqucosw Dﬁeggﬁzju ,;mzm#é’wﬁcmw Mcﬁzjuamn
gde je , ‘, .
. 2
: A4=A-%82=€2f‘°cmm D= do rdy =~ B e¥ehapuocon

- p(cﬂ;m-,cojm) | Dz.:-?ee-g)r %@"’Q%’U%z Mo SN2
(4.5.26) ng: o= p(1-6e0m8)  [,= dody- b oY oshapincosan
| %zziag.—_-;oe Wogim 2 EZ«-(&*@) EZ’QJHCV&’/%H?ZQ/}

2
Oblik Erijeve uaponske funkcije (4.5.25) sa konstantama
(405.2*);identiéan je sa oblikem ove funkeije datim u[41] koji
"se navodi kao refenje Stivensona (A.C.Stevenszon).NaZalost,rad
ovog autora nije nem bio dostupan,ali iz literaturce u kojoj sec
ovo redenje navodi,moZe se zakljuliti da je problem reSavan

A



O

(o)

metodom Kolosova.ReSenje ovog problema u klasidénoj teoriji
dato je 1 ul40),pri Cemu je,takodje,koridcena metoda Kolo-
sova,ali za razliku od resenja koje je dao Stivenson}ovde
problem nije reSavan u eliptifnom sistemu koordinata direk-
tnim postupkom,nego su pri reéavanju koriséene neke osobine
analitic¢kih funkcija}kompleksnih poiencijéla Kolosova,pri kon-
formnom preslikavanju oblasti sa KruZnom konturom na oblast sa
eliptidnomn konturom. _

Za razliku od redenja fatih ul10]il11] ,mi nismo koristili me-~
todu Kolosbva,nego smo Brijevu naponsku funkeiju odredili kao
reSenje biharmonijske diferencijalne jednacine u eliptilnom si-
stemn koordinata u skladu sé zadatim gréniénim uslovima.Koliko
smo upoznati sa literaturom iz ove oblasti,ova] postupak u re-
Savanju problema jednoésnog zatezenja oblasti sa eliptiénim o-
tvorom nije do sada korisSéen.U tom slucaju on je nov i u okvi-
ru klasiéne teorije elastiénosti.

Poredjenja dobijenih rezultata sa rezultatims dobijenim u
1] i[?],nisuﬂjednostavna pa ih iz fih razloga nec¢emo iznositi
u ovom delu rada.Takva poredjenja izvrsidemo kasnije kada do-

bijemo rezultate jednostavne za poredjenja.
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W RAVNOMERNO ZATEZANJE BESKONACNE OBLASTI SA BLIPTIC-
NIl OTVOROM U PRAVCU KRACE OSE ELIPSE

5.1. Oblik naponskih funkecija,koordinate tenzora napona

1 naponskih spregova

Ravnomerno zatezanje beskonalne oblasti sa eliptiénim otvo-
rom u pravecu krade ose elipse posmatracemo kao specijalni slu-
¢aj zatezanja ove oblasti silom proizvoljnog pravca.Pravac sile
zatezanja odredjen je uglom 4 Kkoji ova sila zaklapa sa pozi-
tivnim pravcem ose ¥ .U siucaju kada sila zatezanja deluje u
pravgu krace ose elipse ugao f je:g

_TédaAje,s obzirom na (4.5.8) i (4.5.17)-(4.5.19),

(5.1.1) Qom=6m=0, fm=0,

pa se,u skladu sa tim ,izrazi za koordineste tenzora napona i
naponskih spregova,kao 1 izrazi kojima su dati obliei napon-
s kih funkcija,znatno pojednostavljuju.Isto tuko,iz (5.1.1)
zakljuCujemo da se u ovom specijalnom sluaju ne pojavljuje
gisten jednalina Ciju saglasnost treba ispitivati.

Poé@o smo u prethodnom razmatranju odredili'odgovarajuéa
aproksimativna reSenja problema,i ovde demo se zadriati na i-
stoj aproksimaciji.Koristedi prethodne rezultate,dobijamo 1z

(4.5.7) ,za/}:%r ,sledeée izraze
62 2}3(/112}6)} A+ df@ég?\lub(4+4{bb)‘][/}+ :6945909[,+ v')j 469 €%0+D(§u)+

| o 460725, (1 ‘6930/5233
= ®

b= )-3 [1+ ig_@ 1565 (mege 3]("—159420(4) 469488 3 (,;_%séogm
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gé:%@p Jgfgog%gwg? 60 1 4.)]- ”5960{52 (1 i;’fw}%

gde je Ag dato izrazom (4.5.9).
Na isti natin iz (4.5.11),{4.5.13)-(4.5.16) dobi jamo
ro 52Mon () 5aNe 0D g—sjza?)(za]
2269*9[?@26’ 321 10,069" B +6660
(5.1.3 T --0[28, 89416, GHBY, clep B ]
ggGg —9[2@;‘0%’3 +L)gz,€1'j“ B(g)+6@éé%’3m]

(5.1.4) C =-plchapio+)+ Bﬁgzéwauawzwg;ﬁeé’%{? ;
* i% by 9gf’°(4+4/30+2€ﬁ%q+69 }“’/5:)7“22’9 bee™e puegsrie 8“4+2€j§’)

\ facy=-Lpeteapeeplets) (20 0 hopu a7 bk 12V B
(5.1.5) ¥ by [e¥e 166 469 8 shapin 4 %(/I-flffbat?c?%’/bﬁ 66¥44)]-
b 469 &ﬁzﬂ 60 (6126 f‘%bﬂ"’ 1)

hody=2pee pet hol- b [5e 18 pibag, (1 627401
4 £y [ae¥ere¥e ’69 9}401182%(41‘4(5&-}68 We) ]+

(5.1.6)
Y sﬁzﬂoée elhegirsegi)]
82 cle = 31ycly+ B [2e f’g_%@ 126 shapedy]- b [oe ¥ i@é‘é’yz,gﬁzjmﬁ
( 5 . 1 » 7 ) ' ( <

=6
18 [uee %‘3 60 ghap. (16 5)]
pri Cemu ilmmno u vidu da su &,,gk‘igé oblika (5.1.2).
Dalje,polazedi od (4.2.13) i (4.2.44),i imajuéi u vidu
(5.1.1) kao 1 uzetu aproksimaciju,dobijamo paponske funkeije

Uip9)2 ¥4 0) v obliku
(5.1.8) wa A“‘ %1“*C33?”)TC‘2JM+€ [OfoéJco;wTdeé cmynw}r

3
> 24 ,,
£ bnf o Ea 8{?)@ oo E s a9
* ;u sy COSEN2| TRERE T ?cojmmmmcdf 9]
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(5.1.9) “P(Ju,v)réi@mémymw’f297”60?” (1) dom (9-9)
R n=4 P4 :

a koordinate tenzora napona i naponskih spregova se svode na
oblik
(5 1.10)

0 (cﬂgJu cmw)ibﬂﬂ)— AL el dun)- Aijlco;zw+cm4w]+Cfg{{gﬂ+dn£{3eﬂ(e4#3)cmw,emz,y]
+ L deémzw)e*’”féw (ny-n] s " ”f’(zm)e’”*’”ﬂcmmmmzw 2 o 29}

o ¢ i&m{ - n-0)8 WHegs -t 20 T Y 2(7}4)8’”“‘%] cos (m2)V+
=4

S[mnd® Vg™ g T eoszmy +Ez(m4>e (o z’i“ze ‘2"*”“] s (2mr2 04
+ )W eos s |+ | |

%
167 b {n(ening™Veos Lraw- n L 2% (-’ W‘Jcmmwvz{zn«ﬁém{{zmw B)+

n=A

3 3
+7 ) 9m i@_@zﬂ‘ﬁg‘” (4 (enst)cos 2ne2 v-21 cﬁzﬂcom V4 ennoos eni2 ]
K=

4

&

+ Gom (4 9)’B(2§% 2 Shap cojmv} ) | -

(».1.11)

(c?uu-cmw)% grov= Esiman s £ [c e"ﬂis)&tmv do€¥sin 41074
Z dqmﬁm(zﬂﬂ)ez”ﬂm(m 2)19-71[(m+4)0 %Qﬂi(ma sy ]smmz}m (zm)emfﬁm{mz)v}

M=4

+4 T i@«m -ne Wi emsyg42ne O WMy s am [ € G m”"”“’]swz mp-

- -2 @ Wi i e v&m{mm)?ﬂ}a»

)
16 Z;_ by { i) €™t (e y-nf amn@ T4 om0 € T simanes rn o Jff'fn{mm}
i
S

o {Gow (fu,- g)B’f;’ [0 (2r) S (am2)-~(2m) ‘:fuyamﬂwm(mﬂm (mmv% |

3
¥4 91349
6602‘& (N; a—
o

-

PR thap &tmfnv} ,

(5.1.22) ’
Ef—(aﬂzf/—cmzw)]ZMzmv szémg J&m"’m*-@??"" “ij’“‘ﬁ“/j zxzf 9) )
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(5.1.13)
- [L o 605279] mvgy=—922ngm€?%mzﬂU+Z 92@60“?@,,5, @ﬁam{v, -0

(5.1.14)

o= A+§4&wémfc"mmv- toppr

(5.1.15)

;, 290y = bfmﬁ Z i Gon [ 5L 60”“" D (2nf Gogm (- 9)]8 i sinam,

24 Ned

Iz relacijs (5.1.13)-(5.1.15) lako je uoliti da su na kon-
turi fizfe koordinate tenzora napona i naponskih spregova odre-

d jene relacijama

(5.1.16) chw: A+ %@znész:mmv,

3 03 9 .
(5.1.17) {mju\, - 7 gm{ [} Gogjgurz) b:qv:(m)zgm 1B ginemy

R=4 n=A

3 - 3
(5.1.16)  Mapys — %-G’Zzngmf%mm Z?m@ré%%ﬁ}-
[£ hapcomd]t | "

ty

— ~ . - . - - - a - ~
5.2.-0blik konstanti integracije za dovoljno male vredno-

sti parametra ¢

Relacijama (5.1.2)=(5.1.7) nije eksplicitno dat oblik
funkcionalne zavisnosti konstanti od parametra ¢ .Jasno je da
zgvisno od vrednosti parametra @ (malo,dovoljno malo i dovolj=—

no veliko)imamo razlidite oblike gzavisnosti.

li ¢emo u ovom radu uzeti da § ima dovoljno male vrednostl,



i u tom slucaju eksplicitno odrediti neke konstante kao fun-
kecije parametra g .Razlog za t0 Jje 3to ée se u nadem daljem
radu,pod pretpostaviama koje uvodimo pokazati da ¢ ima zais-
ta dovoljno male vrednosti.Napomenimo da dovoljno mals vred-—
nost ¢ ,za sve funkcije tipa,ﬁ@nhyg),odnosno(Smn(ﬂfg) ,podra~-
zumeva vrednosti ¢ do 7,5,5t0 se moZe lako videti iz oblika

karskteristiénih brojeva ovih funkcija.

v

7

Za dovoljno male vrednostig ,kneficijenti'Bg; se izrazava-
Jju u obliku stepenih polinoma po § ,[M7].Zadrzavajuéi se u ovim
polinomima na kvadratnoj aproksimaciji,dobijamo da su koefici-

jenti koji figurisu u nasSim izrazima oblika

{2) () @ 9
32“4“522’?? » D= /m ) B 38k
2
.. W g (& 4792 (4 (4) Q
(5.2.1) B _—_-71-2- 3 BI‘-/"—W) B 20) BX 960
6 ©_ (©_,_ 3791 @ g p©_ 7' -
Bas eao Bl i%’B ! 49600)88“98)?”0 1192

Poredjenjem ovako bdredjgnihuvrednosﬁi kéeficijenatd sa nji-~
hovim vrednostima datim u tablicama,[43),moZe se videti da jJe
aproksimaci ja (5.2.1),2a vrednosti @ koje édemo uzimati 1 na-
Sem radu,sasvim dobra,tako da nema potrebe odredjivati cve ko-
eficlijente kao polinome viseg stepena.
Odredimo,najpre,velicine definisane relacijams (4.5.4) u-
obliku kvadratnih polinoma po g .kodifikovane radiljalne lkiat-
jeove funkclje za ¢ negativno na konturiﬁaﬁh,(4a3.125 , 1107 e1mo ,

iy

<
s obzirom na (4.:.¢O),,predut 2wwiti u obliku

4]
(5.0.2) Gw /Oiwrzz i?’%z

gde smo uveli sledeée oznake

(5. /?:)4 Ié(m)}(éﬂiu’) I{ﬂzuj; }{Q(U-zo) U:,._ e ﬁio Ué _Qf'l gﬂe

arcijalne izvode modifikovanin radijalnih kiatjeovih fun-
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keija ze @ negativno po promenljivo] iy ,na kKonturiy:f, ,
4.3 'l

(5.2.4) MZ 5 B,

4 420
Yri tome smo ovde uveli sledede oznake

(5.2.5) L= 02 [T Mg 09)-T,, () KQ(U{’}UE’ (T3 07 Kra (- Ta 9 Koty
0“("?1(”}. ) I (U) dI {U

,MOZ eMmo predotaxntl u obliku

(5.2.6) Kmﬂfz)—

i iskoristili sledece relac:LJe,[flG],

Wm () . dkm(Y, 0o (t2) dI (15)
(5.2.7) ::)nﬂ LE-—G-%-Z‘Z) ) —%nﬁ—i‘ - ”&4

Za dovoljno male vrednosti ¢ ,svaki od &lanove reda (4.5.4)

moZe se predstaviti kao stepeni polinom po ¢ .Hazvijanjem u

stepeni red ovih ¢lanova i sredjivenjem dobi jamo
(5.2.8) »
oA=L = Hg(@t tlo)g+[ (pzfc o) Mﬁg(poﬁ ~pitite-pits )+ ot ]9»
(5.2.9)
4]
12

Bo= -4 [ L 2 (prlo-peti) 2 (prti-pit) |9 +
+% lff i: qfoiz ;gf;{,, %oﬁf (pd’*’fp'ﬁ) [ f,a [ P"T""PO.}") —2,5 (Pz{, P'?{Zﬂ Eﬁﬁ'é‘ }2*
(5.2.10)

iﬁ’;’ = [‘*{ 2 (?32 t? ?£)+ 2 ( P&%z-/,bz@)] 9+
+ §Ci% b3 f& (Lo i)y [20 iz(%z;p,t).; (D mﬂ(és L, \}

. 7 D2
Wty 192ty 4960072 1" V640 4792 73 zo/

o
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(5.2.12)

?)2 §i= LQ+[2h0t2 Pﬂlo ;Pi, Mot’z(fi’zﬁ pl )l:OO“tZ(P”{ PI{;')+560%2 })ﬂg Pgﬂ)]g-y

(5.2.13)

A== ( Pe /PZ) L
Rt (531,10’ zz;ob ok |2
Zamenom dobijenih izraza 4 (5.1.2),uzimajuéi u obzir (4.5.9),

i pretpostavljajuéi konstante &m u obliku

o 4 o
(5.2.14) gzn= g2n+ g;«nQ+g:Ing}’ ) m=423%

dobijamo,iz-jedna.éavanjem koeficijenata uz iste stepene ¢ ,koe-
ficijente Bon , fam i bim .

Izrazi koji se dobijaju su veoma dugi,pa ¢emo ovde,radi
preglednosti,izloZiti ovaj postupak u Sluéaju aproksimacije
4=2 ,koja za sobom povlacCi pretpostavku da je fle dovoljno ve-
liko,tzko ds ima smisla izraziti konstante 62 gz, kao linearne

funkcije parametra ¢ ,
o 1
(5.2.15) £2=8z+51g

@w@i%iz.
Izrazi (5.2.8)-(5.2.13) se svode na oblik
do= B 1A (prlo-peti)g
(5.2.16)  [do= fi— [Mi(@dt.» Il’t’t)‘*'—'trz(f)zfﬁ Pﬁzﬂ
4
da= o= - (f2- 502
a iz (4.5.9) i (5.1.2) dobijamo

(5.2.07) Ag=[1 B0 )[4+ Ko™ (414&)]' 008" 1160+ 15050 18001

)

(5.2.18) b= —M—«[H ”59(9‘”‘"(4#,;5;,) 8 M(,; #69,%

Dosl

dnim sprovodjenjem navedenog postupka,u ovom ‘luca,ju

f”
(’)

~
LN w



dobi jamo

g5, wine) [41;46950%(441, P«] l; - :2,2@161@

(5.2.19)
b= 'ﬁ‘“ s, 4= R L0, 180 B2)]
[+
gde je |

D [’i 460 €2ﬂ°(4+2 to)][/; 469€92f40(4+1l€~ /5929@’0(44_4% ),

D= J06% 0 s B06¥ 2 LY} [ e ptie b pil}
(5.2.20) +‘§4ch(@4t~f3b)[4+”596ezf‘°(4+4 P ]+8€4}4o4 (£ %H ,

D= ge @%{4 7 (Pdo",i‘aﬂ)w‘“‘gz (Pzi«‘Pq‘tz ]“'

e BT 8 o - Bt e O bt

Relacijama (5.2.15),s obzirom na (5.2.19),sada su potpuno )
odredjeni koeflclgenjl.& i 8y kao linearne funkcije parametra
Q@ .loZe se uwoliti da su za dovoljno velike vrednosti fy, ,odno:
“%Bno za infinitezimalno male vrednosti ¢ ,uticaji linearnih ¥la-
nova infinitezimale viSeg reda ,tako da ih moZemo zanemariti.

Za dovoljno male vrednosti ¢ ,uticaji linearnin Clanova nisu

zanemarl jivo male velidine,za razliku od ¢lanova drugog i vi-
seg reda,S$to se pokazuje detaljnijom analizom.
Iz relacija (5.1.3)=(5.1.7),s obzirom na (5.2.15),(5.2.19)

~
i {5.2.16),mo0%emo eksplicitno odrediti oblik ostalih konstan-

U

ti u zavisnosti od parametra ¢ .Tako,naprimer,ze konstente g, i

9y dobijamo,uzimajuéi u obzir (5.2.4) kao i (5.7.1),
G".?‘G - 4~ 0 D“a c'sol s
=-29é’2€ﬁ%"_+ «zeézewjine&ew%weéae Yed ]Qw

9 =-tpb, 0. 4[ 206671 4ok € ‘Q*Qgﬁéﬁé(fz” Hlo- -

(5.2.21)

z eksplicitno izraZenog oblika zavisnosti konstanti od pa-

fol

=3

rametra ¢ ,moZ%e se,u nekom konkretnom sluCaju,odmah odrediti

red velicine linearnih,odnosnc kvadrainih,i u neko] boljo]



e

aproksimaciji,Clanova viSeg stepena ¢ ,1 u skladu sa tim,od- :
. mah uzeti odgovarajuda aproksimacija.lz’ tog razloga smo ovde

izlozili postupak kojim se konstente dzraZavaju eksplicitno

zavisnosti od ¢ ,pri Cemu smo veé neglasili da pretpostav-

u
ljamo da Jje ¢ dovoljno malo.

5.3. Fakftor koncentracije napona -

Faktor koncentracije napona predstavlja odnos vrednosti
cirkularmog napona,{zvvy,u.krajnjim tackama vele ose elipse i
intenziteta sile rawmomernog zatezanja koja deluje u pravcu
krate ose elipse,t].

' ] o .
(5.3.1) K- iz;v? : towr = Lo (e, 0)= Lowwy (o, 7).

U nadem sludaju,polazedéi od (5.1.16),pri demu je A dato
svojom vrednod3déu (4.3.7),a konstante @z,é# 1 8e aate relacija-
ma (5.1.2),aproksimativna vrednost faktorz koncentracije na-

pona odredjena je izrazom oblika

¢ _z'nj"ib

(5.3.2) K=4+ii@m8 .
n=1

Pre nego $to odredimo brojne vrednosti faktora koncentra-

cije za neku zadatu elipticénu kxonturu,uporedimo dobijeni re-
Eh L

ultat sa odgovarajudim izrazom v klasicéno] teoriji elastic-

&

nosti,kao i sa odgovarajuéim izrazom dobijenim u [4],pri raz-
matranju ravnomernog zatezanja beslkonalne oblasti sa krufnim
obvorom sa stanovidta Mindlinove linearne teorije elastitno—.... .

egovima.Poredjenja sa rezulitatims dabtim u-

,,.‘
(21
o
[R
w

e}
+

sti sa napon
[77,u ovom delu bi iziskivala veoma dugu matematitku procedu~—

ru uslovljenu oblikom izrazao za odredjivanje faktora koncen-

ia ih ovde nedemo uporedjivati.Ta po-

ot
e}
e
G
[
o
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9
o
H
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-
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redjenja Semo izvriiti kasnije,kada odredimo brojnu vrednost
. faktora koncentracije napona za elipticnu konturu istog obli-
ka za koju je ul[7] ova] faktor odredjen.

U klasiCnoj teoriji elasticnosti utica] naponskih spregova
se zanemaruje,odnosno pretpostavlja se da Jje L0 ,tj.8=0 .U

tom slutaju,iz (5.1.2),dobijamo

3
(5.3.3) K = 112 (1:6%%) WZ.AQZ% )

odnosno,s obzirom na (4.5.21)1,za /g,:%r ,dobi jamo

[5.47)
FIN
(5.3.4) K= g2 (1:6%0) > g2
n=1
{oristeél sada izrac za odredjivanje sume beskonalnog reda

obl ikay["73 ’ 2
2424 2% = yeal Z'Kﬂ
dobijamo,za 2= ,

(5.3.5) K=1+24>
a ove ,je dobrg poznati izraz za odredjivanje faktora koncen—-
tracije napona u klasiénoj teoriji elastidnosti,u sludaju
ravnomernog zatezanja beskonalne oblasti sa eliptiénim otvo-
rom u praveu krade ose elipse,[41].

U raduf4],vrednost Tfaktors koncentracije napona odredjena

je relacijom oblika

z)
(5.3.6) ) K= 4+4+}€ ) gde je (5.3.7) 3€~9‘Q 89,6 Kz(fn)

R je polupretnik Mugd,@i{z ) J%Z(E) za =K.
U slucaju kada elipsa prel_azru xrug,tj.kadag~>6b ,odnosno,
kada f>ewa >0 ,imamo,(3.1.10),
(5.3:8)  Lchpio= Lifpuo= 0677  (a18) -
f $ako da iz (5.3.2),8 obzirom na (5.1.2),(4.5.9) 1 (5.2.06),do-

bi jamo

v

_ ?< £
(5.3.9) - /H fs;?g %{,?2 ﬂ



Kako je , ’
g B e (et | ¢ j(8)
o WK 6% K (Le) R OKI(E)
i *
466}8’2}% 1{9
2 = BRI
sledi da je
K=+ -2
(5.3.10) 1+ W

8to je 1 trebalo pokazati.

Dakle,rezultat koji smo dobili,svodi se u prvom siudaju,
kada jep=(0 ,na poznati rezultat klasilne teorije elastiéno-
sti,a u drugom sluaju,kada elipsa prelazi u krug,na poznati
rezultat dobijen uf4].

Odredimo sada brojne vrednosti faktora koncentracije napona
za dve eliptifne konture.

U oba slucCaja uvesédemo pretpostavku da jJe
a+b , ,
(5.3.11)  7»3 ,t. de je (5.3.12) é%eﬂ;?),

analogno uslovu uvedenom 2za kruZnu konturu,!4],%§i$ Ovakva
pretpostavka,odnosno ovakvo ograniéenje,ulgluéaju kontura ko-
je 5emo razmabtrati,n saglasnosti je sa pretpostavicom da je deo
energije deformacije koji potice od efexata lokalne krute roe-
tacije,energija krivine,[47 ,o0granicen do reda veliline ener-
gije deformacije klasiéne teorije.U slufaju kruine konture,
najmanja moguéa vrednost odnosa.§ ,2de je R polupretnik kru-
ga, je Jjedan.

Cilj nam je da odredimo vrednost faktora koncentracije pri

’

edim moguéim vrednostinma konstante £ ,pa demo zato uzeti

<

naj

olly .Daljeyvelidina 8 ,definisana relacijom (4.2.17),

da je.g
2L
ima raziilite vrednosti u zavisnosti od vrednosti Poasonovog
broja Vv ,tako da demo,da bi odredili grenice vrednosti fakto-
ra koncentracije,izraCunati njegove vrednosti u slufajevima

V=0 i'?:%j .Ostale vrednosti ovog fakiora moraju biti izme-



)
jt

dju tih granice.

Neka je prva elipticna kontura za koju odredjujemo vrednost
faktora koncentracije zadata odnosom poluosa elipseCl=%g,
odnosno Me=0,80472 ,a druga odnoscm poluosa o=3b y 00N OSN0 fi,=0,34657.
. U klasitnoj teoriji elastifnosti tadna vrednost faktora
koncentracije u prvom slucaju iznosi 4,a u drugom 7.Medjutim,

;

posto sy. vrednosti koje demo mi odrediti aproksimativne,dobi-
jene aproksimacijom 4=3 ,onda demo poredjenja dobijenih vredno-
sti vriiti sa aproksimativnim vrednostima klasicne teorije e-
lasticnosti,odredjenim istom aproksimacijom.

aAko sa K¢ oznadimo talnu vreanost faktora koncentracije na-
pona odredjenu u klasic¢noj teoriji elasticénosti,sa KC jegovu
aproksimativnu vrednost u slucaju aproksimacije 4=3 ,sa Ky
,vrednosf koju smo mi dobili w slucajuV=0,sa Kzﬁvrednost u
sluéajuﬁﬂ:%,i ako sa Kg oznadimo dobi jenu vredndst foktora
koncentracije u sluéajufv:f-,onda se odnos ovih vrednosti mo-

ze videti iz sledede tabele

Kc= V=0 K4=2,84 27)'6700
a:g,/z@ . V=12 | Ke=3,28 | 48,437,
}<c'—'3;98 \]:'1/4\ K»=2,93 22,67,
x| Vo | Keam TR
=35 L V=4f2 Ko =408 | 34,8,
Ke=625 | yets | Ky=3,68 | 417

u kcjod Bmo u procentima izrazili razliku vrednosti fuktora

enih uw klasicnoj teoriji elastid-

i
[

koncentracije napona odred

W

-

nosti i u Hindlinovo] linearnoj teoriji elasticnosti sa na-
ponsikim spregovima.0vi procenti se nazivaju procenti umanje-—
nja,jer je njima procentualno izrazeno umaajenje vrednosti
Taktora Koncentrééije odredjencg u klasicénoj teoriji.

Iz dobijenih rezultata se vidi da Je utice] naponskih gore-
i uvkoliko je elipsa uza.Ovekvi rezultati su se

1]
mogli ocekivati.Naime,konstitutivanim relacijams (2.1.06) izra-



Zena Je obrmuta proporcionalnost naponskih spregova i intenzi-
teta polupredénika krivine krive,pa,Sto je poluprednik krivine
manji,uticaj naponskih spregova je veci. N

Poredjenja radi,navedimo da u slulaju kruZne konture pro-
cenat umanjenja iznosi 20,3% za vrednost V=0,a za vrednost
V=4l2 njegova vrednost je 12jp.

Vrednost parametraFg u prvom slulaju iznosi 1,8. ,a u dru-
gom 4,5,0dnosno vrednosti pérametr%ag pripadsju intervalu vre-
dnosti 2za koje se smatras da su dovolino male,tako da se za
odredjivanje vrednostli konstanti mogu koristiti relacije date
u odeljku (5.2).

U radu{7]odredjena je vrednost faktora koncentracije napo-
na u slucaju elipticne konture oblika a=%@ zaV:zfé .Dobijena vred-
nost je pribliZno jednaka 3,pa zekljucujemo da je nead rezultgp
(2,99) saglasan sa rezultatom rada[7].Medjutim,treba istadi da
se metodom primenjenom u tom radu ne mogu odreditl vrednosti
faktora koncentracije zz neko vede odstupanje elipticne kontuQﬁ
re od kruine,kao Sto je to slucaj u nadSem radu.

U slucaju kada jegﬂwﬂét ,al>0,mo%e se pokazati da je uti-
caj naponskih spregova zanemarljiv,odnosno,moZe se pokazati da
vrednostli konstanti @zn teze kaZfJ[ﬂ%;bako da se relacljs za
odredjivanje faktora koncentracije napona svodi na oblik do-
bijen u klasicnoj teoxfiji elastiCnosti. ‘



a3

VI ZAKLJUCHA RAZMATRANJIA

Prvi nas zadatak u ovo]j tezi bio Jje da odredimo ragpodelﬁ
napona i naponskih spregova u slucaju jednoosnog zatezanja be-
skonafne oblasti sa eliptifnim otvorom u proizvoljnom pravcu,
pri razmatraﬁju problema sa stanovista Mindlinove linearne*te-
orije elasticnosti sa naponskim spregovima.ReSili smo ga di-
rektno,uvodjenjen naponskih funkcija,kako je to uobidajeno u
reéé&anju ove vrste problema.Na taj nacin problem smo sveli na
problem odredjivanja resSenja dve diferencijalne jednaline iz-
medju kojih postoji jedna diferencijalna veza,u skladu sa za-
datin granidénim uslovima,pri cemu smo sve potrebne relacije i-
zrazili u odnosu na elipticni sistem koordinata. N@pomlngeno da
xorisdeni direktni metod ne nameée apriori,ze razliku od[7],
nikekva ogranicenja u pogledu oblike elipticne konture.
| hedjutim,kasnije se pokazujé,da je aproksimacija pfi réé;—
vanju ovog problema neophodna zbog oblika resenja diferenci-
jalne jednacine koju zadovoljava funkcijs naponskih spregova.
Ova relenja su izraZena u obliku beskonsa acnih Konvergentnih re-
dova.lz tog razloga smo i Erijevu naponsku funkciju ovog pro-
blema odredili 1 obliku beskonadénih konvergentnih redova.

"Uvodjenjem neophodne aproksimacije ogranicava se broj pfob—
lema koji mogu biti resavani ovim metodom,ali je taj broj ve-
éi od broja provlema koji mogu biti resavani metodom izloZe-

N - i

nim v {7} .Analizom dobhijenih rezultata zakljulujemo

¢ Droe ]

a j

Qs

D

problema koji mogu bitl resaveni ovim metodom pribliZno jed-.
nak broju problema za koje klasilna teorijs elasticnosti da~—
je prihvatljiva reSenja u smislu PQOMGET i jekih karekteristi-

ka eliptifne konture.Naime,poznato je da se resenje klasilne

te e clastidnosti ne mo¥e primeniti kod uskih eliptidnih

ori

6]
[o %
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kontura,odnosno da u takvim slucajevima ovo refenje gubi smi-
820.

i smo u Cebvrte] glavi,zadrZavajuci se na odredjenoj ap-
roksimaciji, 4=3% kako smo je nazvali,odredili nepoznate kon-
stante integracije u skladu sa zadatim granidnim uslovima.Kon-—
stante A ,do 16 odredili smo iz zadatih graniénih uslova u
beskonacnosti 1 videli da njihov oblik ne zavisi od korisde-
ne aproksimacije,dok oblik ostalih konstanti,koje se odredjuju

iz konturnih uslova, zavisi od nje.Pri tome smo pokazalli da su

)
dobijeni sistemi jednacina za odredjivanje nepoznatih konsten-
ti integracije saglasni.Nad postupak u resavanju zadatog pro-
blema je nov i u okviru klasicne teorije elastic¢nosti,ili je,
moZda,bolje rec¢i,za nas nov,s obzirom na literaturu koja nam
je bila dostupnez.

U slucaju aproksimacije4=3 dati su izrazi za koordinate
tenzora napona i naponskih spregova kzao i oblik naponskih fun-
keija i odredjene konstante integracije.lzrazi za kordinate
tenzora napona 1 naponskih spregova i oblik nsponskih funkci-
ja dobijeni su iz odgovarajuéih ops tlh izraza koji su prethod-
no dati.Iz dobijenih relacija,dalem analizom,moze se pokazati
da su uticaji naponskih spregovae najizrazeniji u okolini otvo-

ra,dok se u dovoljno uda 11 jenim tadkama njihov uticaj gubi,sto
je u skladu sa nasom pretpostavkom da Je tenzor napona u tim
tactkama sime%riéanohalje,pokazuje se;zuvisno od pravca sile
zatezanja,da je u jednom delu oblasti kKoja je bliska konturi
otvora,utica] naponskih spregova ilzraZen povedanjem ukupnog
napona,dok je u drugom delu te oblasti ovaj uticaj izraZen
smanjienjem ukupnog napona,u‘odnosu na odgovaréjuéé vrednosti
u Kla '6103 teoriji elastiénosti.U siuCaju kada Je sila zate
zanja upravna na duiu osu elipse,ukupni napon u backams blis-

im krajevima duZe ose Je manji,dok je u taCkama bliskim kra-



o
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jevima kraée ose vecéi.

Dobijeno aproksimativno reSenje omogudava da se dosta jed-
nostavno rese 1 neki drugl problemi ravne deformacije sa sta-
" novista Mindlinove linearne teorije elastic¢nosti sa naponskim
spregovima.Tako,napriner, u sludajevima kada je 6:%§,odnosno
n=0 ,1z ovog opsteg resSanja dobiljamo aproksimativna reéenﬁa
zatezanja u praveu krate ose ($%o je uradjeno u petoj glavi),
odnosno u pravcu duZe ose elipse.Superpozicijom ovih reSenja
moze se dobiti reSenje takozvanog ravnomernog naprezanja bes-—
konacne oblasti sa elipticnim otvorom.Takodje,iz ovog reSenja
se moZe.lako odrediti i reSenje u slucaju ¢istog smicanja,su-
perpozicijom dva sludaja Jjednoosnog zatezanja:u pravmx@:§'i
u pravcum:%?7.Bilb bi interesantno odrediti vrednbst cirkular—
nog napona u ovon sluéaju u tackama %219:{@Qp0=£: ,jer u nji-
ma ima najvedéu vrednost.

Nas drugi zadatak v @kviru ove teze,Ciji smo poseban inte-
res istakli,bio Je odredjivanje raspodele napona i naponskiﬂ'h
spregova u sluCaju kada sila deluje u pravcu krace ose elipse.
ResSenje ovog problema jednoosnog zatezanja dobili smo iz op-
‘8teg redenja,vuzimajuéi da je,@:%’.U prethodno] anslizi utica-
ja naponskih sprejova na raspodelu napona u oblasti sa elip-
tic¢nim otvorom obuhvaden je i ovaj slufej.Ono Ste ga Cini po-
sebne znalajnim je to,8to se u njemu,u Xrajnjim talkama dufe
oge elipse pojavljuju maksimalne vrednosti napona koji se mo-

aviti w ovoj vrsti problema.S tim u vezi,odredili smo

S
[
&

i aproksimativni izraz za odredjivanje faktora koncentracije

5to je bilo postavljeno kao tredi,poslednji,zadatak

3
)
et
o
)
O

Utica] naponskih spregova na koncentraciju napona odrazava
se v manjo]j vrednosti fakitora koncentracije napona nego 3to

je njegova vrednost dobijena u klasiénoj teoriji elasticunosti.



]

o

i smo ovo umanjenje izrazili procentualno,radunato u odnosu

b

na.aprorsiﬂativnu vrednost u klasicno] teoriji,u dva konkretns
sluCaja.lla osnovu dobijenih rezultata zakljucujemo da je uti-

caj naponskih spregova veél ukoliko je elipsa uZa.Smatrzmo da

bi u naSem daljem radu bilo interesantno ispitati promenu pro-
centualnog umanjenja faktora kpncehtracije napona u zavisnosti
od promene oblika elipse.

Pitanje koje i dalje ostaje otvoreno je odredjivanje utica-
ja naponskih spregova u slucaju vrlo uskih elipsi.U cilju re-
Savanja takvih problema Bilo bi potrebno odredifi resenje bi-
harmoni jske diferencijalne jednaéine u nekom drugom obliku,ta-
ko da Erijeva naponska funkcija bude definisana i u singular-

nim tackama elipse,Juza ,w=qﬁ'.Funkcija naponskih spregova,

kao i njeni izvodi,definissna je w ovim talkama,jer su modifi-

kovane radijalne Matjeove funkeije za ¢ negativno,kao 1 njiho-
vi izgvodi,oblika zbira proizvoda modifijovanih Beselovih fun-
kcija prve i druge vrste reda m ,definisane u singularnim tad-
kama.

Ovo pitanje,kao 1 drugi problemi ko]i se mogu sagledati na

osnovu rezultata bve teze,bide uvubuduée cilj naiin istraZivanja.
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