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lMoJjim roditeljima

PREDGOVOR

Metod spektralne analize vremenskih serija (stacionarnih slu-
cajnih procesa) primenjuje se sve viSe u raznim oblastima nauke:
fizici, geofizici, astronomiji, ekonomiji, biologiji, psihologiii,
medicini, rafunarstvu, a takode i u tehnici. U poslednjih nekoliko
desetina godina, u naudnoj literaturi posvelena je izuzetno velika
painja spektralnoj analizi stacionarnih sludajnih procesa. Pojavio
se veliki Dbroj radova i monografija, a takode mnogo razlifitih
procedura spektralpe analize. OpSirna bibliografija data je u mo-
nografijama [2],[9], [13],[38].

Poku®aji strogog zasnivanja razlicitih metoda spektralne anali-

ze, koji se vprimenjuju u redavanju mnogih prakticnih zadataka, na-

Lo

ilazili su na ozbiljine teorijske teikoée, pa je i do danas ostalo
mnogo nerefenih problema u toj oblasti.

Spegtralnoj analizi stacioharnih procesa (ili tafnije, ocenji-
vanju spektralne gustine) posvelena Jje i ova disertacijia, kojia se
sastoji iz “etiri glave.

Prva glava ima uvodni karakter i u njoj Je 1izloZeno savremeno
stanje ta*kastih ocena spektra stacionarnog sludajnog niza.

Druga glava je »osveéena asimptotskoj normalnosti periodogram—
nih ocenn snektralne gustine Gausovih procesa i brzini konvergen-

cije tih ocena. Originalni rezultati druge glave su teoreme 2.3.1.

N

LB.7001 2.4.1.
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oytralne  EUS”
EIh .
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. " . v s B
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GLAVA |

OCENA SPEKTRALNE GUSTINE
STACIONARNOG NIZA
U FIKSIRANOJ TACKI

UVODNI DEO

Neka je T+#@ proizvoljan skup i (@G2,§{,P) prostor verovatnola.
. Realna slucajna funkcija, definisana na parametarskom prostoru T,
Jje fﬂnkcija X :TxS2 — R sa svoJstvom da Je za svako fiksirano t€T
X(t) =X(t,w) merljiva funkcija argumenta wW<S, tj. sludajna veli-
¢ina definisana na prostoru verovatnoéa (R,¥,P). Sludajnu funkciju
zapisivademo i u obliku familije sludajnih velidina {X(t), teT],
a ako Je jésno 0 kom parametarskom prostoru je red, pisaéemo pro-

sto: slucajna funkcija X.

Ako je T=7, gde Jje 2Z skup celih brojeva, sluédajnu funkciju
{X(t), tesz} zovemo sludajnim procesom sa diskretnim parametrom i-
1i sluéajni@ nizom. Ako je T =R, gde je R skup realnih brojeva,
sludajnu funkciju {X(t), te€R} zovemo sludajnim procesom sa nepre-
kidnim parametrom. U daljem je uvek TCR beskonalan skup i X slu-
dajni proces na T.

Neka je n=21 i {tl,...,tn}C:T. Raspodelu sludajnog vektora
(X(tl),...,X(tn)) u n-dimenzionalnom Euklidovom prostoru RY zovemo

konadnodimenzionalnom raspodelom sludajnog procesa X, a odgovara-

juéu funkeciju raspodele oznadavamo sa

F tn(xl,...,xn) = P{X(tq) <Xq,.eee, X(E ) <x §

tl,...,
Fiksiranom w€® odgovara realna funkcija X(t,w), t€T, koju zo-

vémo trajektorijom ili realizacijom sludajnog procesa X. Trajekto-

-
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rije pripadaju nekom prostoru funkcija, u opsStem sludaju prostoru

RT svih realnih funkcija definisanih na T. Za tl,...,tné;T, neka
je 9 : RT——> R™ funkcija odredena sa:
tl,...’tn
T
ﬁtl""’tnc}{) = (X(tl)s"'yx(tn))a XER.

Skup Ar:RT zovemo cilindrom, ako se moZe predstaviti u obliku:

=g_-' B BC n

za neke tl,...,tne;T. Ako je B Borelov skup u prostoru Rn, onda A

zovemo Borelovim cilindrom u RT. Neka Je 9 minimalna G-algebra
podskupova RT, koja sadrZi sve Borelove cilindre. Familiju 93 zo-
vemo Borelovom O-algebrom, a njene elemente Borelovim skupovima u

T, sledeée tvrdenje dokazao je Kolmogorov [24]:

prostoru R
a) Familija konadnodimenzionalnih raspodela proizvoljnog slu-
¢ajnog procesa jednoznadno definiSe raspodelu verovatnoéa u pros-

toru RT za sve. skupove G(-algebre 9B, tj. za sve Borelove skupove

prostora RT.

b) Neka je a priori data familija funkcija raspodela Ft t

l,l..’n
gde tl,...,tnEQT. Tada postoji sludajni proces {X(t), teiT} sa is-

tim funkcijama konacnodimenzionalnih raspodela, ako i samo ako da-

ta familija funkcija zadovoljava uslove simetrije 1 saglasnosti:

t ,o-o’t- (X- ,...,X. )=F

XigoeesX
Ji Jn tl,...,tn( 1 ’ n)

X * s 0 = F e e 04X * e 0 .
tl,-oo,tk( l, ,xk) tl,ooo,tn(xl’ ? k’+w’ ’+°°)
gde je k<n, a (jl,...,jn) je proizvoljna permutacija skupa

{1,...,n}.
Za slucajni proces {X(t), t<ET}, gde je T=2Z 1ili T=R, k

da je strogo stacionaran, ako za proizvoljne tl,...,tnéET,
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dela sludajnog vektora (X(t1+T),...,X(tn+T7)ne zavisi od T € T. Ako

za svako t €T vaZi nejednakost EX2(t)< + oo, onda iz stroge staci-

onarnosti slede Jjednakosti:

EX(t) = comnst, t €T, (1.0.1)
EX(t)X(s) = K(t-s), t,s€eT. (1.0.2)

Sludajni proces sa konacnim drugim momentima za koji vaZe Jed-
nakosti (1.0.1) i (1.0.2), zovemo stacionarnim u Sirem smislu pro-
cesom, stacionarnim drugog reda procesom ili prosto - stacionarnim
procesom. Prema tome, klasa strogo stacionarnih procesa sa konacl-
nim drugim momentima, predstavlja potklasu u klasi svih stacionar-

nih procesa.

Cesto je zgodno razmatrati kompleksne slufajne velidine (samim

tim 1 kompnleksne slufajne peocese). Kompleksna slulajna velifina

ims oblik YH=Y1+iYé, gde su Yl i Y2 realne sludajne velicline i va-

~ . - -2 N > hd ° s V. 13 -
zi Jjednakost i~ =-1. Kompleksna slucajna velidina Y==Yl+1Y2 prima
vrednosti u kompleksnoj ravni i predstavlja na drugi nacin sludaj-

ni vektor (Yl’Ye)’ a njeno matematidko odekivanje Jje EY =EY.+iEY

1 2°



§1.1.SPEKTRALNA GUSTINA | SPEKTRALNA FUNKCIJA

STACIONARNOG NIZA

Neka je {X(t), teEZ} stacionaran u 3irem smislu sluajni proces
sa oldekivanjem EX(t)=0 i nizom kovarijacija {K(t), tE;Z}. Furi-

jeova transformacija niza kovarijacija data je sa:

K@ 1 = TR
% T T t% Kt)cos At = —ﬁ_t;_mmt) cos At
+ oo .
1 At 1.
= = tgmm"e , —X<AST. (1.1.1)
Akq Jje ispunjen uslov
+ oo
> KB <€ + oo (1.1.2)
t=~20

onda red (1.1.1) konvergira ravnomerno na intervalu [-&x,%] i defi-
"nise funkciju
+ oo

iat
= 4 > ke, -TLAsT. (1.1.3)

2T ="

Iz jednakosti (1.1.3) dobijamo da za svako t € Z vazi jednakost

JC

o o .
Kiy = { cosatfndt = | e emda (1.1.8)
- -

tj. K(t), t€2, su Furijeovi koeficijenti funkcije f(A),-~X<A£IT .

Funkcija f(A),-X<A<3 , ako postoji, zove se spektralna gustina
stacioqarnog niza {X(t), tEEZ}.

ETe@a tome, niz kovarijacija definise bri uslovu (1.1.2) spekt-
ralnu gustinu i obrnuto, spektralna gustina odreduje kovarijacioni
niz. Ako je definisana spektralna gustina f(A),-T<A < , onda de-
finiSemo funkciju F na sledeé¢i nadin:

A
FOy= { tavdx , ~< 2
-~

in

. (1.1.5)

Integracijom &lan po &lan jednakosti (l.1.3) dobijamo:

_ K@ e A = N .
FOY = —— (A+X) + 5 tz T Kty sinat, (1.1.6)
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a jednakost (l1.l1l.4) moZemo zapisati u obliku:

T
K = | cosat 37D (1.1.7)
-7

Jednakost (1.1.7) ima opdtiji karakter. Tadnije, vaZi sledela

TEOREMA 1.1.1. ([2], str. 418)

Za svaki kovarijacioni niz {K(t), t €2} postoji jedna i samo
jedna monotono neopadajucéa funkcija F:Efﬁfﬁ] —> R, sa simetric-
nim u odnosu na nulu priraétajima, neprekidna sa desne strane na
intervalu (-%,N), F(-X)=0 i takva da za svako celo t vaZi jedna-

kost (1.1.7).

Funkciju F, .0 ¢ijoJ egzistenciji gévori teorema l.l.1l., zovemo
spektralna funkcija stacionarnog procesa &iji je kovarijacioni niz
{K(t), tGEZ}. Jasno je da spektralna funkcija, pomnoZena sa (KO,
predstavlja funkciju raspodele verovatnoéa na intervalu [, 7] .

Spektralna funkcija F(A),-T<A <, moZe se (jednoznadno) pred-

staviti u obliku F:=F1+-F2+-F5, gde su funkcije Fl, F,, F3 odre-

dene na sledeéi nadin:

, TR = 3§ M{FGCo -Fla-od}, - AS T,
keA %

gde Jje {ck, keEA} skup svih tadaka prekida funkcije F (uvek najvi-

ge prebrojiv zbog monotonosti F) i

0 AL A
S ) = aeR
> 1 Azo ?

A !
Foy = § (Fo-FRE) dx , -T<€ALT,
-R

i

F,y = FQ) - FOOY-FA), -TeasT

Funkcija Fl je monotono neopadajula, neprekidna sa desne strane

i u tadki Cy ima skok F(ck)-F(ck—O). Zovemo Jje diskretnim delom
funkcije F. Funkcija F2 je apsolutno neprekidna i monotono neopa-

dajuéa. Funkcija F3 Je neprekidna, monotono neopadajuéa i singu-
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larna, tj. skoro svuda (u smislu Lebegove mere) na intervalu{}ﬂ,ﬁ]
vazi Fé(x)::O..U slucaju kada je F apsolutno neprekidna funkcija,
vazi Jjednakost F=F,. Tada definiSemo spektralnu gustinu $(A) ,
-X<A<£T, kao izvod spektralne funkcije F. Ako je potrebno razmat-
rati spektralnu gustinu kao funkciju definisanu na ditavoj realnoj
pravoj, dodefinisalemo periodidno sa periodom 2X. Sledela teorema

daje potreban i dovoljan uslov egzistencije spektralne gustine:

TEOREMA 1.1.2. ([22], str. 379)

Spektralna funkcija F(A), -W<€A<TT, stacionarnog u Sirem smislu
sludajnog niza {X(t), tGEZ} je apsolutno neprekidna, ako i samo a-
ko niz {X(t), t€2Z} ima sledeéu reprezentaciju:

* O

+ o0
X(t) = Z CKEt—K ? Z ‘Cg\z < 4+ oo,

K =— 00 K== o0a

gde Jje {Et; tGEZ} niz ortogonalnih (nekoreliranih) sludajnih veli-
- &ina i E!it!e = 1.

NaveSéemo neke osobine spektraine gustine f.

1) £ je nenegativna funkcija (sledi iz ¢injenice da je F mono-
tono neopadajuéa funkcija).

2) £ je éarna funkcija (sledi iz ¢injenice da spektralna funk-
cija ima simetriéne u odnosu na nulu prirastaje ili iz (1.1.3)).

3) Ako wvazi (1.1.2), onda red (1l.1.1) konvergira apsolutno i
ravnomerno, pa je f neprekidna funkcija. Dovoljan uslov da vazi
(1.1.2), tj. da suma apsolutnih vrednosti Furijeovih koeficijenata
funkcije f konvergira, jeste da za neke K>0 1 -%~<°§< 1 i sve .
x,yel[-m, ] vaZi nejednakost ([2], str. 423):

1£(x) - £} < K [x =~ 3|7

Jedno od svojstava spektralne funkcije daje sledeta teorema o

spektralnoj reprezentaciji stacionarnog procesa:
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TEOREMA 1.1.3. ([47], str. 481)

Stacionaran u Sirem smislu slucajni niz {X(t), tEiZ}, sa spekt-
ralnom funkcijom F(A),-TT<A<£T, ima sledelu spektralnu reprezen-
taciju

T . ’
Xy = § e dym (1.1.8)
-X

gde je Y(A), -w& A<«IU, slucajni proces sa ortogonalnim prirasta-
jima za koji vazi E|d¥(A)]2 = dF(A). Ako je {X(t), tez} realan

slud¢ajni niz, onda se jednakost (1.1.8) moZe zapisati u obliku

T
Xe) = §(costadU@) + sintAdVa)

0

gde su U(a) i V(a), O £ AsX, realni sludajni procesi sa ortogo-

nalnim prirastajima za koje vaze sledele jednakosti

E(AU(A))Z = E(AV(A))° = de(A), € (0,x)

dG(), a€ [o,x]

E(dU(2))°

E(AU(A)AV()) = 0, A, ¢ € [0,7]
gde je funkcija G definisana sa

G(A) = 2(F(A)-F(0+))+(F(0+)-F(0-)), ae(o,x]

Naves&éemo sada neke primere stacionarnih procesa sa izrazima za

spektralnu gustinu i spektralnu funkcijus

Primer 1.1.1. Neka je {X(t), t€ Z} niz nezavisnih sluajnih ve-
1i¥ina sa kovarijacionim nizom K(0)=DX(t)=0%>0 i K(t)=0, pri

t #0. Tada je

(J'2 G‘Z :
= = + = = —JT<L AL TC.
FQ) = 55 (A+T) 5, £ o

Primer 1.1.2. Neka je X(t)=X za svako t€Z, DX=0>0. Tada je
K(t)=0¢2 pri te€z i
0 - ALO

F(a) = <
o2 0 & ALT.
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Primer 1.1.3. Neka je

=1

—

gde su Aj i Bj sludajne velidine za koje vazii

. ‘ 2 2 2 .

EA; =EB = 0, EAS<=EBj=G3, j=1,2,...,n,
EAjA;=EB;B,;=0, i#J, 1,3=1,2,...,n,
EAiBj=O, i,j=1,2,.-.,n.

Pretpostavimo da vari 0¢€ AL € A, €30 . Tada je
h 2 -
Ky = 2 7 cosyt ) teZ
=1

F(AR),-X<ALT |, je stepenasta funkcija sa skokovima.-§4§2 u svako]
od tacaka * 4y . Ako je 2, =0 onda funkcija F ima skok c? w tadki
A=0. Pri tome vaZi ‘
4, o
K@) = F(I) = 2 0

J=1

Jasno je da za svaki stacionaran proces postoji proces koji ima
oblik (1.1.9) i &ija spektralna funkcija aproksimira (u uniformnoj
metrici) sa unapred datom tadno3éu spektralnu funkciju polaznog
procesa. Iz‘teoreme l1.1.3. sledi da se realan stacionaran proces
moze predstaviti u obliku zbira dva integrala i, pri tome Jje Jjasna
analogija izmedu integralnih suma koje odgovaraju tim integralima
i procesa oblika. (1.1.9).

Ako su Aj i B. normalno raspodeljene slulajne velicine, onda se

proces (1.1.9) moZe predstaviti u obliku
n 1, ‘
X = _Z‘ g U; cos(At-65), tez,
J:
gde su Ul"”’Un nezavisne slucajne velidine koje imaju Z?-rasPO—

delu sa dva stepena slobode, a el,...,en su nezavisne slucajne ve-

li¢ine sa ravnomernom raspodelom na intervalu [0, 2%].
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Primer 1.1.4. Neka je {X(t), teaz} niz sludéajnih velicina,

EX(t) =0, EX°(+)=02 EX(t)X(s)=0 za t£s i

Yi) = %osz(t—@ , ;ozz-< +50.

Slu*ajni niz %Y(t), tEEZ} naziva se procesom pokretnih sredina,

a njegova spektralna gustina Je

. 2
fay= =] S etee™ |

23|

Primer 1.1.5. Autoregresioni proces reda p {Y(t),téiz} defini-
san je jednako$éu P
2 ﬁKYGZ—K) = X&) 3 po'—'_ i)
K=90
gde je {X(t)} slu®ajni niz iz primera 1.1.4. Ako su sva reSenia

. o - D -1 .

Xl,...,xp jednacine x~+ﬁlxp +...+ﬁp=:0, manja od 1 po ansolut-
noj vrednosti, onda se proces Y(t)  moZ?e predstaviti u obliku

Y = Z‘,o& XE-k)

Ako je f(A),—-d < A< I, spektralna gustina slucajnog procesa {Y(t)}

onda vaZi ° Ak |2 a?

. P k]~ 2

pa dobijamo £ = }?‘; > ﬁ,cem‘( .
L K=0

Primer 1.1.6. Neka je {X(t)} niz sludajnih velicina iz primera

1.1.4. i {¥(t)} sluajni niz definisan jednako%éu
. 2
S B YEK) = CZ oLy X&), o= Po= 1.
K=0 =0

Svektralna gustina slu®ajnog procesa {Y(t)} data Jje sa
2 a2

LA (2—0) e,
) > Bee
K=0

£ o | %4
) = 2 e
¢ 23C | =0 ¢

Oznadimo sa H Hilbertov prostor realnih slufajnih velicéina koje

im~2Jju kona®an drugi momenat, rri c¢emu Jje skalarni proizvod sl. ve-
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lidina X i Y odreden kao EXY. Neka je {Y(t), t€ 2z} stacionaran u
girem smislu slucajni niz i, neka Jje ?(t) projekcija sludajne ve-
lic¢ine Y(t) na potprostor Hy 4 generisan sledeéim sludajnim veli-
ginama: Y(t-1), Y(t-2),... Ako je E(Y(t)-¥(%))° =02= 0, sludajni
proces {Y(t)} zovemo determinisanim. Ako Jje E(Y(t)-?(t))2 =62:> 0,

proces {Y(t)} zovemo regularnim.

Primer 1.1.7. (Voljdova reprezentacija regularnog stacionarnog
procesa, [2], str. 456) Neka je {Y(t), t€ 2} regularan stacionaran
sludajni proces sa matematidkim odekivanjem EY(t)= 0. Tada proces

{Y(t)} moZemo predstaviti u obliku Y(t)=W(t)+2(t), t€Z, gde je

WE = XE + 3 o XE-¥) , 2104? < + 00,
K=7 K=

EX(t) =EZ(t)=0, EX-(t)= ¢2
EX(t)X(s) =0, ako je s#t,
EX(s)z(t) =0, ako X(s) EHS,

) o
z(t)eH_°°= ¢D°Ht-s°

Nizovi{cik} i {X(s)} jednoznac¢no su odredeni. Spektralna gusti-
na sludajnog procesa {W(t)} odredena je sa

2% lgoo(ﬁe ‘ .

Spektralna funkcija slucajnog procesa {Z(t)} ne sadrzi apsolut-
no neprekidnu komponentu, vel se sastoji samo iz singularne i dis-
kretne komponente.

Primenjujuéi VajerStrasovu teoremu o aproksimaciji neprekidne
funkcije trigonometrijskim polinomom, lako dokazujemo sledeéu teo-

remu:
TEOREMA 1.1.4. ([2], str. 446)
Ako je spektralna gustina f(A),-T< A <X, neprekidna funkecija,

onda za svako £ >0 postoji spektralna gustina oblika
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™m -t
hoy = 55 cdl = 3 | CoS A
§=Zm j=-m

gde Jje cj=c_J.eR, hm(z)>—2— za ~XL<A<TC takva da va¥i

£(A)-h_(A .
li?fxl (A-b (Ml < &

Navodimo i sledele posledice teoreme 1.1.4.

Posledica 1.1.1. Ako je spektralna gustina f(R), ~-X<A<T, ne-
prekidna, onda za svako £ >0 postoji konacan proces pokretnih sre-
dina sa pozitivnom spektralnom gustinom hq(A),—Jté:\éOT, za koju
vazi nejednakost

sup lf(l)—h (N < €.
Al€T |

Posledica 1.1.2. Ako Jje f(A),-T<€A<£T , neprekidna spektralna
gustina, onda za svako & >0 postoji autoregresioni proces reda p
sa spektralnom gustinom g (A),-X<A<T, za koju vaZi nejednakost

sup ]f(z)-g MD< & .
[Al&T

Posledica 1.1.3. Neka je f£(A), -X< A& I, neprekidna spektralna
gustina. Tada, za svako & >0, postoJi proces pokretnih sredina (a-
utoregresioni proces) konadnog reda sa spektralnom gustinom fm(ﬂ),
~K< A< K, takav da za odgovarajuée kovarijacione nizove {K(t )} i
{Km(t)}, vazi nejednakost

sup |K(t)-K_ (£)]< & -
tez

Dokazi posledica l.l.1. i 1.1.2. dati su u [2], str. 446.

Dokaz posledice l1.1.3. Koristeéi posledicu 1.1.1. (ili 1.1.2.),
dobijamo da za svako & > 0O, spektralnu gustinu fm moiemo izabrati
tako da vaZzi

sup [Loo- L0 ¢ &
\ﬂigﬁ | wal 2%

Koristeéi Jjednakost (1.l.4) dalje dobijamo

X
(K= Km®) | = § ozt (fr- 4, o,):l;x, 3 It~ £,01d2 € £,
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Fretpostavimo da na osnovu uzorka (X(1),X(2)y+¢+.,X(N)) treba o-
ceniti vrednost nepoznate spekfralne gustine f stacionarnog niza
{X(t),'té Z} u fiksiranoj tadki ae(-X,m). Teorema 1l.l.4. i posledi-
ce 1.1.1.-1.1.3. pokazuju da se neprekidna spektralna gustina moze
proizvoljno dobro (u uniformnoj metrici) aproksimirati spektralnom
gustinom procesa pokretnih sredina ili autoregresionog procesa. Ta
¢injenica daje mbguénost da (pod pretpostavkom da Je spektralna
gustina razmatranog procesa neprekidna) vrednost f(A) ocenjujemo

ocenom oblika

AND 0_2 LRKlZ
fn @ = 27 | 2 e
ili ) '
AN 0.2 m i;\K‘_
f. @ = o= | 3 pe

pri demu je m nepoznat parametar, a (nepoznati) koeficijenti o, ili
Bx zavise od uzorka (X(1),X(2),...,X(N)). Takav postupak je dovo-
ljno glomazan zbog potrebe odredivanja velikog (ne unapred fiksi-
ranog) broja nepoznatih koeficijenata (funkcija uzorka) tako da o-
cena ima Zeljena svojsfva. Mi ¢emo, kasnije, razmatrati ocene koje
ne zavise od nepoznatih parametara.
Napomenimo da ¢éemo u daljem izlaganju razmatrati samo stacio-
narne u Sirem smislu slulajne procese sa apsolutno neprekidnom
spektrainom funkcijom, tj. stacionarne procese za koje Jje defini-

sana spektralna gustina.
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$1.2. SEMIINVARIJANTE SLUCAJNOG PROCESA.
SPEKTRI VISEG REDA

Neka je X

(Xl, ces ,Xk) sludajni vektor sa karakteristidnom

funkecijom ei (o, X)

Bl = E ; o(:(oé>--->°<<)€RK?

gde je (o,X) = olle+...+o(ka. Pretpostavimo da za neko n=1 vaZi
ElXiln<.+ o 4, i=1,2,...,k. AkOo sUu \)l,...,\)k nenegativni celi broje-

vi takvi da je \>l+...+\)ksn, onda se (lako) dokazuje da postoje

v
meSoviti momenti EX?C“‘XkK i neprekidni parcijalni izvodi

v‘+---+\)v<

del. . 2™ Bldreees 20

Koristec¢i Tejlorovu formulu moZemo funkciju Y’X(o(l,...,dk) u okoli-
ni nule predstaviti na sledeéi nadin

R Y

1 (GRS L3 IRV Ve ! n
‘F;((o(n-..,o{g) = 2> WMX 4. oL + oLl )

Nt rVe &N

gde je lotl =loyl+ - +legl i

V) 4oV
(9| )"')\)K) . X\)"‘ .. XQK _ 1 a ! \p d i d
MX = E- 1 K = L\)‘+...+9K ao(;l\_“ad(\)< x(n- > <> o(1=‘~ :‘.‘o(('—:O.
. e (Pr5.04,VK) v s
Koeficijent My zovemo meZoviti momenat reda (V,..., V)

- sludajnog vektora (Xl""’Xk)‘

Kako je \PX(O,...,O)::l i ‘PX(o(l,...,c(k), o(jéR, je neprekidna
funkcija, to postoji £>0 tako da pri XI< & wvazi Y (L)#0 . Tada,
prvi ILH<E , postoje i neprekidni su parcijalni izvodi |
Vit o+ Ve

9

PLASr L

2 A C AN Sy

gde je 1lnz glavna vrednost logaritma, tj. anﬁte: Iny +19 .
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N\

Funkciju ln?x(dl,...,dk) u okolini nule predstavlijamo u obliku:

: A LI ORI IO
% — . 3 LR RS ,r}z 1
(,n‘f-’x\c;,,...,o‘(K) = . 2:4'-0 VTV Sx ol “ O'\ el ‘)
e K=
gde Je

My ey Vi) 1 P AR
SX - tv1+,..+\>,< ad;".- d':z Ln R((dii---)dk’>|d‘=.‘.=o(r‘:o‘
. s . \)17--- v . s » . .

Koeficijent Sé >V naziva se semiinvarijanta reda (V,---,%)

sludajnog vektora X = (Xl""’Xk)'

Neka je {X(f), t€ T} sludajni proces, gde je T skup celih ili
skup realnih brojeva i EX(t)=0. Uvedimo oznake (kao u [17]):
C - skup kompleksnih brojeva,
c” - prostor funkcija «:T — € koje se razlikuju od nule samo
na konacnom skupu tacdaka iz T,
N - prostor funkcija M:r—{0,1,2,...} koje se razlikuju od
nule na konacnom skupu talaka iz T.
. Za funkciju (1€ N* odredenu sa
[ = { M5 t=t, 1=14,..,x
o t¢ {t,,...,t
oznadimo: .1P1'=:§ﬁ*“"*'ﬁ< , = (et
XM= xexgs Ex?‘—-:Eg«, gde je X, =X(t),

!
2\3"

Mo ] | expii( e X
S.')\1 tli’” aoqy*,“.adé“g (/Y]’E' xlo{ Oéx-t"!- Tl o t‘<>}l

=...=0cle =0

el s s
pri cemu pretvostavljamo da Jje E}Xt\ < + 0o, Koeficijente 6&( ZO-
vemo semiinvarijantama sludajnog procesa {X(t), te&T}, a koefici-
Jjente E¢t - meSovitim momentima istog procesa. Poznate su sledele

formule veza izmedu me3ovitih momenata i semiinvarijsnata [28] :

Bt = 2, 9w SV SV (1.2.1)

-2 ! :
Spe = ST BV Eve (1.2.2)
b $4=V1+...+\)2. = - 2.
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gde se sabiranje vrs8i po svim uredenim razbijanjima
_S‘{:\)\*...;&-\)Q_) VJENUJ> \\)3121) 2_':"2>".’\§4\.

Neka je T=2, veC” bec®, t€z. Oznadimo

P . .
e = 0 Cew) , bi= 0 (el ede je 0°-1 i 01-1,
teZ teZ

Wi= = 4w, e dy= 5 e
teZ +

ez
Na prostoru funkcija €® definiSemo karakteristidni funkcional
procesa {X(t)} na sledeéi nalin

(o, %)

Heb = Ee = Eexp{i S awxwl, oec

tez
Semiinvarijante Sn(tl,...,tn) procesa {X(t)} odredujemo kao koefi-
cijente formalnog razlaganja
oo N .
InHe = 3 Lo 5, Snltiy-- -y tn) A@Y -+ {tn) (1.2.3)
n=t (7 tyezn
a medovite momente_Mn(tl,...,tn) kao koeficijente formalnog reda

N

Ho= 3 b = Mt tn) 0B - A(E) (1.2.4)
n=o » (’q,...,tn)ezn .

Za funkcije.Mn(tl,...,tn) i Sn(tl,...,tn) pretpostavljamo da su
simetridne po argumentima tl,...,tn. Sabiranje u formulama (1.2.3)
i (1.2.4) vrSi se po svim vektorima (tl,...,tn)eiZn. Jasno Je da
neke od’'komponenata vektora (tl,...,tn) mogu biti medusobno jedna-
ke. Pri navedenim oznakama vaze Jjednakosti
I‘Iin(tl,...’tn)—;ES‘(, Sn(tl,ooo,tn)zsy,

gde Je YHEN“J funkcija koja u tadki t uzima vrednost jednaku broju
pojavljivanja t u nizu tl,...,tn, a My' i SY‘ koeficijenti slede-

¢ih (formalnih) redova

O -
HQY = 1 + EM — 1 (1.2.5)
Fe OV THE

M
nHO) = 22 Sg«i—, i,“*‘. - (1.2.6)
fEnN® it |
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Tzjedna®avajuéi koeficijente uz jednake stepene < u redovima
(1.2.5) i (1.2.6), jednostavno dobijamo formule (1.2.1) i (i.2.2)
Ako Zelimo da naglasimo o kom sludajnom procesu je red, onda

éemo semiinvarijantu Sn(tl"”’tn) oznaditi sa Sn(X(tl),.",X(tn)).

TEOREMA 1.2.1. ([13], str. 13)
Meka je: §1= (ht(My , (4 My € NP, (g4I >0 I(1>0, ¢, =0,
T, ={t: sy>0}, T,={t: (L,w>0}.
Neka su slulajne veliline iz skuna {X(t), téiTl} nezavisne u
potpunosti od sludajnih velilina iz skuva {X(t), téiTg} i neka vo-

stoji semiinvarijanta S¢. Tada vazi Jjednakost: S(=0.

Semiinvarijante predstavljaju meru statisticke zavisnosti slu-
¢ajnih velicdina, a takode pogodan aparat za dokazivanje teorema i
odredivanje parametara koji nas interesuju. Primetimo jos da wvaZe
jednakosti Sl(t)::EX(t) i Sa(tl,f2)==cov(X(t1),X(t2)), pri demu
rretpoostavlijamo da Jje sludajni proces X realan.

Teoriju meZovitih momenata i semiinvarijanata detaljno su raz-

vili Leonov i Sirjaev [27] -[29].

Neka Jje {X(t), tEEZ} stacionaran sludajni niz sa matematidkim

. s . .. T _ita
odekivanjem EX(t)=0 i spektralnom reprezentacijom X&ﬁ=g§ dZ(AY,

gde Je Z(A),-<€ A<I, sludajni proces sa ortogonalnim prirastaji-
ma. U/tom slucaju definiéemo karakteristi®ni funkcional H slutaji-
nog orocesa X na sledeéi nadin:
( X
H( = E COCP{”L gﬂamazm}

gde je L(A),-Tt< A< T, realna funkcija. Pri tome, ako za funkciie
ttA

~

A i K vari XQHy= %O“t)ﬁ onda va¥i jednakost H(&)=H/).

Spektralnu meru Fn (koju jos zovemo spektralnom semiinvarijan-

c vy . . . AN n ' .. .
tom) na viZ%edimenzionalnoj kocki N ==Eﬂﬁ,mj , ako postoji, defi-
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nizemo Furijeovim koeficijentima
. n ,
5n<‘cn--->‘tn\=&neocpitgtx M}Fn\o\k) - (1.2.7)
n _

Ako je {X(t)} strogo stacionaran niz, onda za sve tyseent W TET
73 i S = e o o I r
vari jednakost bn(tlyt,...,tn+T) Sn(tl, ,tn), a spektralna mera
Fy koncentrisana je na mnogostrukosti A +---+A,=0(mod 2X), pa Je mo-

zemo predstaviti u obliku

Fal®) = § £ ADE (Ao e A A d A (1.2.8)

gde Jje Aczrl"‘1 i 3*(00=%5(3<+23H=), 8¢y - Dirakova delta funkcija. Iz

jednakosti (1.2.7) i (1.2.8) sledi

Do
mint; -0

Funkciju fn(ﬂl,...,ﬂn),—-x><'?j<-+°O, j=1,2,...,n, smatramo de-
finisanom, ako red na desnoj strani Jjednakosti (1.2.9) apsolutno
konvergira i zovemo je spektralnom gustinom n-tog reda slufajnog
niza {X(t)}. Spektralna gustina drugog reda f2(1,—2)==f(2), AER,

predstavlja obidnu spektralnu gustinu stacionarnog niza.

Ako Je {X(t)} strogo stacionaran (realan) sludajni niz, za koji

postoje svi momenti i za svako nz2 wvazi

too

25 1S, (s 5 tn> | < + 00,

'tn---)"‘_:n—\—‘-' - a0
onda za svako n postoji spektralna gustina n-tog reda tog niza. A-

ko je, osim toga, ispunjen uslov

o0 L . .
> (H—H:Jl )\Sn(t.,...,tn_.,o)\<+oo y 3=1:25..,n1,
t|’...’tn_1=—°° )

za neko €?>O, onda vostoje svi izvodi reda, ne veéez od £, funkci-

je fn(ﬁl,...,A ), A €R. Pri tome su ti izvodi ogranideni i ravno-

n
merno neprekidni.
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Primer 1.2.1. Neka je {X(t), te Z} niz nezavisnih slucajinih ve-
1li*ina sa istom raspodelom i, pretpcstavimo da postoji semiinveri-
janta § = Sn(X(t),...,X(t)). Tada vazi jednakost:

On

‘?‘ﬁ(;\'l")"')an) = W,'

Primer 1.2.2. Neka Jje {X(t), teEZ} stacionaran sludajni niz i

Yty = 2 al-r)AK | %lCI.(K)\ < + oo,

ls‘ b
reda n,slu*ajnih nizove {X(t)} i {¥(¢t)}. OznaZimo:

Neka su f““(z .o Rn) i fon(ll,...,ln), RjEEL spektralne gustine

AK

5 AER,

A = 3 ade
<
Tada vazi Jednakost:

2702, 20) = AAY - AW £, An) |

Srektralnu teoriju viseg reda izudavali su: ILeonov i Sirjaev

[29] ,[59] » BrilindZer i Rozenblat [45] .
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§1.3.UZORACKA SPEKTRALNA GUSTINA (PERIODOGRAM).
I PERIODOGRAMNE OCENE

Od interesa je ocena spektralne gustine f(A),~-T<£ AL X, stacio-
narnog procesa {X(t) , te Z} na osnovu uzorka (X(1),...,X(N)). U-

zoradku spektralnu gustinu ili periodogram definiSemo na sledeéi

nacéin: ‘ N 5 N o , & | N
L= o {(—N— Z:) X)) cos 2t> + (—J%X(tmm;\t) }
N 1t 2
2, Xxe A sy = <AL, (1.3.1)
t=1

Pri tome, periodogram IN ima osobine parnosti, nenegativnosti i 2%
periodicnosti (ako smatramo da je definisan za sve A€R) kao i spek-
tralna gustina f. Sledele tri teoreme opisuju nam svojstva stati-
stike IN(;\) kao ocene vrednosti spektralne gustine f u fiksi-

ranoj tacki A. ( [2] , [9])

<+ o0

TEOREMA 1.3.1. a) Ako red 2, K(t)cosit konvergira, onda vaZi:

t:-—so

400
hm eI Q)= E_—t; K(t) cos At .

N - o0

b) Ako jé spektralna gustina f neprekidna u tadki A, onda vaZi

jednakost: 1lim EIN(A) =f(A).
N-» oo

c) Ako vaii Z‘, [tK(t) < + oo , onda jJe

t=-o00

lim N{EI -0} = — +Z: tK&) cos At
N-» o0 : t=

L
T =2

+ oo

TEOREMA 1.3.1. Neka je X(t)= 5 CxS(£-K), 2 (Ckl<roo, teZ,

K=-o0 =
gde je{5(t)} niz nezavisnih sluajnih veli&ina za koje vaii

EY(t)=0, EX¥(t)= 02, EX¥(t)c + o= ,

i neka je f spektralna gustina sludajnog procesa {X(t)} . Tada vazi
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a) Ako je f neprekidna funkcija u tacCkama O i %, onda vaZi:
lim DI (0) = 21°(0), 1im DI.(T)= 2f°(X).
Ns»oo N ’ N3 N
b) Ako je funkcija f neprekidna u tadki A € (0,5), onda vaZi:
. 2
%})rgo DIN(_A) =f£7(a).
c) Ako je funkcija f ogranidena na intervalima (A-8,A+8) i
(g‘l-c?,gt+8) pri nekom §>0 i ako je A# M, R,§1€[-JE,’E] , onda vaZi:
1im cov(IN(R),IN(y)) = 0.

N-> 00

+ oo

. | o
TEOREMA 1.3.3. Ako je X(t):KZ Ce T-K) .<2 IC] <€ + 0
=-00 L4

gde je{S(t), tE.Z} niz nezavisnih sludajnih velidina sa odekiva-
njem O, disperzijom a?>0 i funkcijama raspodele Ft(x), x €R, za
koje'Vaéi

Lm  sup (  x?dR@&) =o,
C=02 te&Z \xi>C :

onda slucajni vektor

2Ty (2y) ZINW) |
EX N A TP

gde je O< AT, A#2; za i+ Jj, i,J=1,...,n, ima graniénu raspo-
delu u kojoj su svih n komponenti nezavisne slucajne velidine i,

svaka od njih ima/xzraspodelu sa dva stepena slobode.

Iz teoreme 1.3.1. sledi da Je IN(Z) asimptotski centrirana oce-
na vrednosti spektralne gustine u tadki A. Teoreme 1.3.2. i 1.3.3.
pokazuju da IN(R) nije konsistentna u srednjekvadratnom smislu o-
cena veli&ine f£(Aa), jer disperzija te ocene ne tezi nuli pri N-eo,
Zbog toga periodogram ne moZemo smatrati dobrom ocenom spektralne
gustine. Cinjenica da su vrednosti statistike IN(x) za razli-
¢ite vrednosti A asimptotski nezavisne, daje moguénost da usred-
njivanjem periodograma IN po vrednostima argumenta A u nekom in-

tervalu, dobijemo ocenu odgovarajuleg usrednjenja spektralne gus-
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tine koja ima malu disperziju. Periodogram Jje prvi uveo éuster{56]
u cilju otkrivanja skrivenih periodicénosti procesa. Konadnu Furi-
jeovu transformaciju éieitxx(t) prvi je razmatrao Stoks [57]
Izrazi za prva dva momenta periodograma i njihovo asimptotsko po-
nasanje odredeni su u radovima Bartleta [ﬁl, 42]. Asimptotska
svojstva momenata periodograma izufavali su jo3 BrilindZer [44],

Bentkus [3], Ibragimov [21], Zurbenko [13] i drugi.

Jednakost (1.1.3) daje reprezentaciju spektralne gustine staci-
» onarnog'procesa u obliku linearne kombinacije kovarijacija razma-

trandg procesa. Vazi Jednakost

N-t

K@) = € N‘_t T XBXE+E) 5 £=0,1,., N1,

tj. za naznalene vrednosti argumenta t, K(t) je matematidko odeki-
vanje neke kvadratne forme sludajnih velicina X(1),...,X(N). Zato.
je prirodno kao klasu dopustivih statistika (ocena) spektralne gu-

stine razmotriti klasu 5%3 svih kvadratnih formi oblika

A (N)
Sy = o 2, by XKW 5 by =bs- (1.3.2)

Zajedno sa tom klasom, Grenander i Rozenblat (49] izudavali su uZu
klasu K, = K statistika koje se mogu predstaviti u obliku

A

' N
10y = 3 6%e-0 e MAxw xes) . (1.3.3)

1
ZIN s, t=1

Statistiku fN(ﬂ) mozemo predstaviti u obliku

A ;s )
A = 5= :2 1e T8 Kyt | (1.3.4)

gde Jje KN(t) uzoracka kovarijacija

K &) = -L S XX+t | (1.3.5)
6 1

~ X
a takode i u obliku {,()y={ ¥ (x) I (c+Ndx _gwoﬂ(x NI I (1.3.6)
- -3
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gde Jje IN(X) periodogram, a ¥h neprekidna na L-R;E} (i periocdidno
produZena sa periodom 2%) funkcija koja je odredena svojim Furije-.
ovim koeficijentima

T

(N) ttx

b M= | goye dx, t=-N+l,...,N-1. (1.3.7)
_jt .

U smislu asimptotike prva dva momenta, ocene iz uZe klase Xo nisu

gore od ocena &itave klase K . Tadnije, vaZzi sledele tvrdenje ko-

je su dokazali Grenander i Rozenblat [49]:

TEOREMA 1.3.4. Neka je X(t):Efc:b‘goo stacionaran sludajni
K=o

proces za koji vaZe sledeli uslovi:

a) {%(k), k€2 je niz nezavisnih sludajnih velilina i

EX(k) =0, Ezfc:l, E§i<+oo.

b) Postoji broj & >0, takav da pri k—» oo vaZi ck=0(|kl-2"8>.

c) Spektralna gustina f procesa {X(t)} je strogo pozitivma.

Neka je dalje

N
* 1 ()
oy = QxNééiféﬂ,Xw)XGﬁ
asimptotski centrirana ocena vrednosti spektrélne gustine u tacki
A, t3. Eo(‘l‘;,—»f(a), pri N-»o0 . Tada postoji statistika oblika
(1.%3.3) za koju vazi: 1) EfN(a)==EcX§ za svako N i

2) 1lim Df_(A) € 1lim D olt
N-» 00 N

N —» 0o N

Statistika oblika (1.3.6) zove se periodogramna statistika ili
Grenander-Rozenblatova ocena spektralne gustine. Statistike oblika
(X.3.4) i (1.3.6) razlikuju se samo formom zapisa. Ocenu (1.3.4)
izudavali su: Heming, Tjuki [50], Bartlet [4#1], Grenander, Rozen-
blat [49], a ocenu (1.3.6): BrilindZer [44], Bentkus [3], Ibragi-
mov [21], Zurbenko [13-15] . Pojava algoritma brzih Furijeovih tran-
sformacija (Xuli, Tjuki [46], DZentlemen, Sande [48], Bingam, God-

fri, Tjuki [43]) uticala je na davanje prednosti izudavanju stati-



28

stika oblika (1.3.6). Taj algoritam omoguéuje da se periodogram
izradunava sa manjim brojem radunskih operacija nego uzoradka ko-
varijaciona funkcija koja figuride u statistici oblika (1.3.4). ~

Funkcija Wy(x) , - <€ X £, pomoéu koje se definiSe ocena oblika
(1.3.6) zove se spektralno okno, a funkcija éNhﬂ, t€ 7, pomolu ko-
je se definise ocena (1.%.4) zove se korelaciono okno. Pretpostav-

1jamo da Jje niz funkcija {‘PN} jezgro na intervalu N=[-0,7], tj. da

vaze sledeéi uslovi

I g
{ e eydx =1, sup § Peeoldx < + oo,
_j'c N _x

v6>0 Lm - § be )l dx = 0.

> A\ wxi<d}
Ponekad se koriste spektralna okna koJja nisu Jezgra. integral ob-
lika S‘PN(GC-J\):;(OCHDC, gde je {Q} jezgro i 3€L‘(ﬂ) zovemo singular-
nim in::egralom. Uvek Cemo pretpostavljati da su funkcije B, , N =1,
definisane na Jditavoj realnoj pravoj i periodidne sa periodom 27.

Vazi sledeée tvrdenje ([4], str. 43):

TEOREMA 1.3.5. Neka je funkcija 3“.!‘1—»R ogranicena i neprekidna
u tadki A€M , a {¥} jezgro na N=CxX,T]. Tada vaZi:
X I
Lim \PN@c—;\)CJ(x)dvc = 30\).
N—> =20 -JC

Navodimo neke primere jezgra, poznatih iz teorije sumiranja Fu-

rijeovih redova:

5i,n‘9' N
b (x) = —1 Z . Fejerovo Jjezgro
N( — 21N SLVIZ}“ ? J J€2gTo,
2
. o NI -2 N'X
st -5~ — sin® —— :
| 2 [2) ! N
y g (L) = ~ ~ 1
By () RN s » NNeN, = —defo,D),
Z
Vale-Pusen-ovo Jjezgro,
1 sind NX

J = = , DZeksonovo jezgro.

£
2TN(2NZ+L) it 5
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§14. SREDNJEKVADRATNO ODSTUPANUJE.

KONSISTENTNE | OPTIMALNE OCENE.

Za statistiku fN(R) kazemo da je konsistentna u srednjekvadrat-
nom smislu ocena velidine f(A), ako srednjekvadratno odstupanie
}Ei(i‘\N(A)—f(;\))2 teZi nuli pri N-—>o. Konsistentne ocene vrednosti
spektralne gustine u fiksiranoj tadki dobijene su u radovima Gre-
nander, Rozenblat [#9] i Parzen[52]. U radu [52] razmatra se klasa

K, < K, statistika koje se mogu predstaviti u obliku

By
Pa 1 \
I = t=§3;:“ h (£EB) cos At Ky

gde je h:R — R funkcija za koju vazZi

h@y = hex) ) h@ =1, sup A} < + oo,
|x1 <1

- 1= hx)
dm —ms =k 270,

3 w 0 . - v . -‘ . . -
pri cemu biramo maksimalno q za koJe vazi k_< oo, {BN}Je niz celih

a

brojeva takav da B}&-—» o pri N—oo , a KN(t) odredeno Jje formu-

lom (1.3.5). VaZe sledela tvrdenja 21, [52] :

A + o0
TEOREMA 1.4.1. Neka fy(a)€ X, i X 1P R < + 20,

= — 00

a) Neka je p=>q. Ako pri N—>oe° vazi NBNQH_p—’ o za p<Ll ili,
NB;‘:‘I ~—~ o0 za p>1, onda vazi jednakost
) -9 ~ . k?_ + oo Q9
: - - VP = — —= tl cosAat K
lim B {E4 O fon} = 2

b) Neka je p< Q. Ako pri N—oo vaZzZi NBI‘;—’ oo za p=zl ili,

NBN~> oo za p<1l, onda vazi Jjednakost

Lim Bﬁﬁeﬁ‘m-#m} = 0.
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TEOREMA 1.4.2. Neka fN(A)EEJQ , gde Jjos zahtevamo da je funkci-

ja h neprekidna na intervalu [-1,1] i, neka su ispunjeni uslovi

+ o0 + oo
> k< +o0, 2 | S (tiytp,t5,0)| & + 00,
t=—co o, Ty ==

Ako je{Bj} niz celih brojeva takav da vaZi By —>0 i NBy—> oo pri

N—» oo , onda vazZe sledele Jjednakosti

A
Lim NBy DF,(0) = 2£%(0) § Keodx,

N> oo

liom NB D¥ (X 24?2(95)&1 Feod=x ,

N> oo

Lim NBy DH,0y= ﬁmg Reydx , A¢{-w,0,T},

N-—>co

tim _NBy coo (B0, {ig0) =0 , A+ ={.

Ako su ispunjeni uslovi teorema 1.4.1. i 1.4.2., onda je pri
A£{o,-1,X} i N »oo velidina
E(F()-£())? = DER) + (BE(R)-£(R))°

ekvivalentna velidini

2
e f,"mg Reodx + Ba K5 (£
- +oo A .
gde je £ o L tilcosat K.
23-'.: A==

Jasno je da, sto BN brze teZi nuli, to je disperzija ocene %ﬁﬂ
veéa, a velidina (EfN(A)-f(k))2 manja. Najmanji poredak srednje-

kvadratnog odstupanja dostiZe se ako su te velicine istog reda pri

N—>oc 4, a to se postize ako B:Z,“l ima poredak N. Na osnovu toga

dobija se sledeéi rezultat ([2] , str. 580):

TEOREMA 1l.4.3. Neka su ispunjeni uslovi teorema 1.4.1. i 1.4.2.

4

T¥ 3L
BN

i neka je lim N =¥>0, Tada vaZi

N-» o0

22
lim N2 E(G 00— £ = wmgwxmx P (’w(l))

N > o0
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Prema tome, najmanji moguéi poredak srednjekvadratnog odstupa-
nja ocene (iz klase X,) spektralne gustine u fiksiranoj tadki A,
od vrdnosti spektralne gustine u toj tacki, Jednak Je N"ig%_. Teo-~
reme 1l.4.1.-1.4.3. pokazuju da srednjekvadratna greska zavisi od
stepena glatkosti funkcije h, a takode i od stepena glatkosti sa-
me spektralne gustine. Zato se prirodno postavlja zadatak odredi-
vanja optimalne u smislu srednjekvadratnog odstupanja statistike
spektralne gustine, pri zadatoj glatkosti spektralne gustine. Ta]J
zadatak reSava Zurbenko [13] . U njegovom radu- razmatra se statis-
tika (1.%.6) pri nekim prirodnim pretpostavkama o glatkosti funk-
cije ?N’ kao i pretpostavci o glatkosti spektralne gustine u fik-
siranoj tadki A. Pretpostavlja se da spektralna gustina pripada
Helderovoj klasi u tacki A. Za optimalnu statistiku odreduje se i
asimptotika srednjekvadratnog odstupanja. Pre formulacije rezulta-
ta uvode se sledeée definicije [13]:

1. Stacionarni sludajni niz {X(t), t€ Z} pripada skupu * , ako

postoje njegove spektralne gustine drugog i Cetvrtog reda i ako je

EX(t) = Oo
2. KaZemd da {xw} € (A, ¢, %,..., fy» £,C,G) C X
ako za svako (! i date A, f,20,%,..., f,4€ER, £>0,C20,C20,

spektralna gustina f procesa {X(t)} zadovoljava uslov

farp) -1 - 4,34—4252‘%»--—4@3%? < ctgﬂd, (1.4.1)
a spektralna gustina detvrtog reda je ogranidena: |, (x,x%,,%, X)) £ C.
Tz (1.4.1) sledi: £f(A)=f_, f“"(x):fk, pri k<[«], gde je [« celi
deo broja . |
3. Niz funkcija {fy} pripada klasi 3, ako su ispunjeni uslovi:
A) Za svako celo pozitivno N, ¥ :R-> R je neprekidna, parna,2%-
periodicéna funkcija, ¥/ X)—>0 ravnomerno u oblasti Eslxﬂsdt<za svako

e x il 1 1 ’It ] Y
£>0) i edoc=1, { legidx =lwl, sup { 1o @l dx < + o<,
-3

N G

b
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B) Ravnomerno po klasi & ispunjeni su uslovi:

4 . s » - Id g
B’) Za svaku integrabilnu funkeciju f:R -= R, H¥w@is Clxi™ , vazi:

T
§ oo b o {rlx+d) -l dxdz = O'< \ IDC‘.“\\PN(BCNC;DC}

gde je N=H%x,) i {CPN(pr} - Fejerovo Jjezgro.
B’") Postoji niz brojeva A=A(N)— o0 pri N— oo, takav da za

1

sve (z] < AN —, ravnomerno po Yy, vazi jednakost:

x e x
( geoe(x+yiz)dx = § 0@ G+ dx + U(')K‘pﬁ(x)cl:c>
_jt N -1 —

4, Niz funkcija {8} pripada klasi F(r)< F , ako se moZe pred-

staviti u obliku

B !
=t (X - o
W) = 5 \e( BN) (-S:cs;.‘ v(t)dt) , —J<axxcLTT,

gde je {BN} niz brojeva takav da By—>0 i NBy— ¢ , pri N>, a

¥Y:R—-R - parna, deo po deo diferencijabilna funkcija za koju va-
zi: +0 too o . )

SY(:c)d:r_::q’ & ot 7 e (o) o‘:r<+oo) ol, >0.

-0 -~ oo

U radu [13) -dokazano je da vaZi F(¥)<cF .

Sledele dve teoreme govore o asimptotskom ponasanju pri N -—»oc
velidina lEf‘\N(?.)—f(;\)l i D?N(?\), gde je fN(A) periodogramna stati-

stika zadata formulom (1.3.6).([13], str. 59-74.)

TEOREMA 1.4.4. Neka {®,}€% . Tada za fiksirane A, 6§ z0,#% ,4>0,
C?O, Clz 0, pri N—» co vazi Jjednakost
T .,
Sup lE£f, 0= £ =C{ 1=l dx + 0‘<§ ‘PN(x)dI>.
X & E(ALE $1y0050, S, G) - -
TEOREMA 1.4.5. Neka Xt e (A, £,...,%,C,C)i{RYecTF. Za fiksira-

ne a,¢20,...,«¢>0,C20,¢C 20 , Pri N-—»>eo vazi jednakost:
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, =
pi = 2ES .2”4\{ (e2xydon + \\PNLx—A>\e\,(x+x>dx} (1.4.2)

s or/—\- \ e \:I)cbt) + 0 (—-m Sl el @‘)dx“&‘? 0)d 5
N % =

. oA O<cot<H
gde Je oLy = { A >

Ako za spektralnu gustinu f procesa {X(t)}, uslov glatkosti (1.4.1)

za neke o, C i Cl vazi ravnomerno po A€ A , onda su na skupu /N,

o(+) i 0(-) u jednakosti (l.4.2) ravnomerni.

Iz teoreme 1.4.5. sledi da Je glavni ¢lan disperzije DfN(A) za
A#0 jednak {iéﬁlﬁ%ﬁ)gfﬁbﬂdx $to je dva puta veée od glavnog &la-
na disperzije u sludaju fiksiranog A¥#0. Medutim, ostatak u formu-
1i (1.4.2) dovoljno Jje tadan, tako da se pri uniformnom vaZenju u-
slova glatkosti (1.4.1) u okolini nule, disperzija moZe ravnomerno
ocenjivati u toj okolini.

Navodimo sada teoreme u kojima se pri formulisanim uslovima od-
reduju optimalne statistike i njihovo srednjekvadratno cdstupanje,
[13], str. 74-79.

TEOREMA 1.4.6. Za fiksirane 4, £ 20, f, 0<«<2, C>0, C, 20,

pri N-»>o00 vazi relacija:

ink Aup E £, - QO ~
$31eF xwme x(A, 8, 4,4,0,4)
R s
~ ocov#w(pm w2 N T (L) ; (1.4.3)
4 _ 2L
TAT2L [ T+ 12X
Oy = ({420 <—;(—> (1.4.4)

. 4 A=0(modam) ‘
A "l o A0 (mod2ax) (1.4.3)

Minimum u formuli (l1.4.3) postiZe se za

1 , -
v (x) = By w(xBY)
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of + 4

rde je _ o+ { = <
gae J Placy = 2°< \T»C T focl <
0 =) >

_ L NC 1+ 2d
N T\ ot €200+ 1+ 2)

TEOREMA 1.4.7. Za fiksirane A, f,20,f,,4>0,C>0, C 20 , pri

N—> o0 vazi relacija

inf dup Elf - P
{‘ﬂu}ﬁ% Xe X(l,ﬁ, g‘)"*: ﬁ&}adzcac\)
4,8, fg ER
A _2d _ 20
2 H-ZaL 4+ 20 H—ZoL
~ O £ ( £2m> (1+200)

gde su O(«) i ‘2(7\) dati formulama (1l.4.4) i (1.4.5).

TEOREMA 1.4.8. Neka je{% } €9%(f). Za fiksirane A,£ 6 § ,6 0< (<L,

2 ‘®)

C >0, ;20 pri N->po vazZi:
o~ 2
inf Sup E [£,00 - £
{‘Pn}é%:(‘?) Xty € (€, 4,00, §47:06C,G)
3 F5y- s Fag ER
A __2d 2K
A+ 2o A+200 ‘I+2ol
~ ?ax)# (2)(;),_2(1) N (1+p))

gde je "2(}\) dato formulom (1.4.5),

1 2

3(00_ 4+2°( <2°(v1 NEEYLS <2j" H-Zo(

+ oo +r0

V = S \:x!“\\f’(ac)\olx y Vo = S wi(axyd X .

1 ~‘oo

Asimptotski minimum dostiZe se pri
' 1

of v1 ch N A+2K
TV, F2QQ)

By =
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§1.5. SEMIINVARIJANTE PERIODOGRAMNIH
OCENA SPEKTRALNE GUSTINE

Periodogramna ocena spektralne gustine predstavlja polinom po
elementima uzorka X(1),...,X(N). Zato éemo najpre navesti formule
za mesovite momente i semiinvarijante sludajnih velicina datih u

obliku polinoma. Te formule dokazali su Leonov i Sirjaev [28].

J

gde je V=5 Vm) > Ve €01}, m ei 2,...}

q.
Neka je % = %J: GOPXT, =125,

Cﬁ(}ﬁ) su realni koeficijenti,

Y, Vix jr; o« . c o

] i ] .
)S = Xjj - X”W ’ )S( su realne sludajne velicline,
> oznadava sumu po svim moguéim 93.
Yy

Neka je dalje D skup svih elemenata sledele tablice

(1,1) (1,2) ... (1,m))
(2,1) (2,2) ... (2,m,)
. (1.5.1)

(n,1) (n,2) ... (n,m)
Neuredenu familiju {Dl""’Dq}’]‘éq”5m1+"’+mn’ gde su Dj’ j=
1,2,...,4, (neuredeni) podskupovi skupa D, zovemo razbijanjem sku-

pa D, ako su ispunjeni uslovi:

2 .
JQ1D):.D7 DJ¢¢7 DJnD(=¢) ako je J:F,*K-

U tom slucaju pisaéemo D==Dl+...+Dq. Za razbijanje D1+D2 kaZemo da
rézvrstava elemente skupa D, ako za svaku vrstu tablice (1.5.1)

vazi da svi njeni elementi pripadaju tac¢no Jednom od skupova Dl i
DE' Razbijanje Dl+...+Dq zovemo nerazlozivim, ako ne postoji raz-

T ard

bijanje D +D koje razvrstava elemente skupa D tako, da Za svako

J vazi ili ch:D' ili ch:D': Skupovi Dp i Dr su meduscbno zaka-
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deni, ako postoje takvi elementi (Jj,k) i (j,f) za koje vaZi

(j,k)eD i.(j,e)eiDr. Skupovi Dp, i Dp” iz razbijanja Dl+...+Dq

p
medusobno komuniciraju, ako u tom razbijanju postoje skupovd.DR=D¢,
D evey D =D _, takvi da su D iD medusobno zakadeni

R N ¢ P Pji1 |
Razbijanje D==Dl+...+Dq je nerazlozivo, ako i samo ako svaka dva
skupa tog razbijanja medusobno komuniciraju. Neka Jje
' _ _ Al -
Y=y, A= aQON &, D= D
Tada va’e sledeée formule [28]:
Yoy Ya) = aw)y 2 S(Xp,) -+ S(Xp,)
Mn( 1) ? ) ; D(v)-_-D'-'----"'-Dz D -D2 (1 0502)
*
SpOssdn)= Zaey 5 S(Xp,) -+ SXp,) (1.5.3)
g D)= Dy+---+Dg

DCP)={(1’3)6D> vij-:'l} 5 ’DP=<DP4>"'>DPS4P>: Dpre D,

Xpg = (Rpgys--3XDpp, ) 5 Xppe = Xjx ako je  Dpr = ()<
DI=D. 4Dy oznadava zbir po svim razbijanjima skupa D(v),

* ~ . - 3 W e - - - .
2 oznacava zbir po svim nerazlozivim razbijanjima.
D) =Dyt - +De

U svakoj od navedenih suma, broj q nije fiksiran, a sabiranje se
vr3i po svim moguéim q 21.

Razmotrimo posebno slucaj kada Jje
N

Y. = 3 O-j('t]htﬂ)xy (tjs) sz(tﬁ) = % Oﬁ(tﬂ)ﬁ@}) s J=1525..,1,

J ‘tj‘)'tizz( 3
Qs (&) = Oy (tjr, ti2) su realni koeficijenti, t=(t31,%50),
)30%) ::)S1H50)92692)> Xix€jx) su realne sludajne velidine. U
slu&éju jednodimenzionalnog niza X(t), t€Z, i ako za Yj uzimamo

ocenu spektralne gustine u talki 3j, bice Xjk(tjk)==x<tjk)' Ozna-

¢imo = =
“t=(tgy-~>tn3 > at) = O‘(‘t‘)- N O-n(‘tn) ) % - (‘L‘n‘vz';tn)-

Formule (1.5.2) i (1.5.3) u ovom sludaju primaju oblik:



37

.Mn(y’ D =D=ZD:‘.+---+D-1 Af_:: as SD‘('tD.B S-Dz(‘to?_\: (1.5.4)
Sl i) = 2 Z att) Sp, (txﬂ - Sp, (to,) (1.5.5)

D=0+ *Di.
gde je D ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),...,(n,1),(n,2)}
Spe (tp,) = S(XDP,Ctqu) >"'JXDP§1P(tDPE49)\)
Xopy (Eppr) = Xjx () za Dpr = (§,%).
Zbir u formuli (1.5.4) sadrzi (2n-1)!! sabiraka, a u formuli
(1.5.5)— En_l(n—l)! sabiraka.

Semiinvarijante spektralnih ocena izudavali su Brilindéer[44],
Parzen([52], Bentkus[4]. U radu [#] dobijena je formula za semiin-
varijante periodogramnih ocena spektra reda m =2, pri Cemu Je raz-
matran sludaj visSedimenzionalnih stacionarnih ﬁizova. Mi éemo u o-
vom paragrafu izloziti rezultate iz [4] u sludaju m=2 i  jednodi-

menzionalnog realnog niza {X(t), teZ} . EX(t)=0. Neka su

T
b=hop= ¥Cmﬂ) &N@M:msz.z:‘@‘“””x<ox&96xﬂ (1.5.6)

Ty tje=!

ocene vrednosti spektralne gustine f procesa {X(t), tegz}u tackama

A

1,22,...,3n€(}3g3t], gde jezgro {¥,} zadovoljava uslove:

W) Postoji niz brojeva {BN},()SI%JSI.takav da vazi: By—> 0,

NBNr»oé pri N-> co i sup BFIP (x)l € + oo .
x,N NN
w2) Za svako & > 0 va?i jednakost

x
& ) - @ dx =0
rgllnoo 21 € BN -Sac G 2w

Uslovi Wl) i W2) predstavljaju ogranic¢enja na brzinu koncentra-
| cije jezgra.{ﬁq}oko nule. Zahteva se da ta brzina ima poredak ma-

-1

nji od N ~. Neka je dalje

x3=(X51%50)s Xy1+¥50=0, 3-1,2,...,1,

D =§(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),...,(n,1),(n,2)},
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D==Dl+...+Dq - nerazlozZivo razbijanje skupa D, Dp= (Dpl""’DpyP>’
Dpr €D, {p22, p=1,2,...,Q. DefinisSemo realne vektore
2n —
u=(ul,...,u2n)€R 9 ul+-oo+u2n—'o,
— n-g+1
v—(vl,...,vn_q+l)€R .
yp=(yp1,.’.’yps4p), ypl+ooo+ypyp=o, p:l,g,ooo,q’
i linearnu Jjednacinu
_ m T
(u,v)” = 9(x19°°'9xn,y1a°°'syq) (1.5.7)
gde T oznadava transponovanu matricu, na sledeéi nacdin:
Vektor u zadajemo sistemom
Uy = Ju~ Fn
Upirr = You — T2y
(105-8>

-

Unp g, = 7 207 T2¢y

Uan-prper = o = Za

Usn = "dogte = Loty
I‘=(j,k). Vektor v
a-1

ako je D

gde je Xp=:<xpl""’xppp)’ Xop = X0 b

dobijamo iz wvektora (Xll’x2l""’xnl) iskljucéivanjem iz njega
koordinate. Odredimo te koordinate. Zamenimo u (1.5.8)

xj2==-le, J=1,2,...,0,
p=1,2,...,9.

y = -y R e A
PMp pl P, {1’

Svaki od brojeva le, ) ls:rsgﬁfl, pP=1l,2,...,4,

j=1,2,...,n, ypr

sreCe se u Jjednadinama (1.5.8) dva puta: Jednom sa znakom "plus”,

a drugi put sa znakom "minus". Razmotrimo zbir:
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™M
&

il
"™
o,ﬁ

“M?

SR
- ZDC1' (1'5-9)
=

Izaberimo jedan x koji se pojavljuje na deénoj strani jednakosti

Jk
1’ L] 1 &3 . ...~ 1 .—
(1.5.9) i oznadimo sa z;. U zbiru X ,+% 5+ g ne mogu skrati
ti se svi Xjk
berimo zatim u (1.5.8) grupu jednalina gde se z, pojavljuje drugi

-ovi, zbog nerazloZivosti razbijanja D==Dl+...+Dq.Iza—

put (sa suprotnim znakom). Skup Dy,...,D, mnije ureden, pa mozemo

q
smatrati da Jje to druga grupa. Razmotrimo dalje zbir

SINRT F S
yom= — : CC ~
jzi 1”7 "'):-_1 ')—‘I 2 (10?.10)
Na desnoj strani jednakosti (1.5.10) viSe ne figurise z,, ali zbog
nerazlozivosti razbijanja D==Dl+...+Dq, postoji neskraéeni Zss

jednak nekom od x.,-ova. Produzujuéi postutak, moZemo izabrati

jk
Zl""’zq—le{}%fol2’""an’xn2}
i usput urediti razbijanje D==Dl+...+Dq. Iskljudujuéi promenljive
ZpaceesZg g iz vektora (Xll’X21”"’xnl)’ dobijamo vektor koji
ima n-g+1 koordinatu i koji oznadavamo sa v. U opsStem slucaju taj
vektor nije jednoznacé¢no odreden. Kako je §¥{>2, to je n-(g-1)>1.
DefiniSimo sada funkciju G na sledeéi nacin:
Gw= - =¥ 1 @) REEm-An) £ £ U
(23"\"‘ iD Dl+ 4—D nﬂ‘ 944 N
(1.5.11)

u = (ul,...,uen)GJE y  Ugtee.tu, = 0,

gde Jje f(yp) spektralna gustina reda y%,

¥*¥%

oznadava zbir po svim nerazloZivim razbijanjima
D= D+---+Dg

D = Dy+..o+Dyy @=1,2,000, (p 22, svaki skup { Dy, Do}
ureden je (pri odredivanju vektora v), a (xl,...,xn,yl,...,yo) je
reSenje jednadine (1.5.7).

Pri navedenim oznakama i definicijama i uz pretpostavku da pos-

toje i ograniZene su sve spektralne gustine koje figurisu u defi-

niciji funkecije G, vazi sledecéa teorema.“ﬁ],str,SO):
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TEOREMA 1.5.1. Za svako ne€il,2,...} va¥i jednakost

Sy = i G A 0dU |, W), (1.5.12)
NT T qan

@an) VAL
gde je i‘#l\‘n} jezgro na N*"=m,%] dato sa

Uy
2w

N . :
2 sin — sim Nonoy sin B (- -+ Uzner)

CEDIENsinge s sing e buzem)  (1.5.13)
= (Ury.-.,Uzn) 5 du' = Oh"“"";"‘.ﬂ_n—n
a G funkcija data sa (1.5.11). Pri tome funkci,ja G postoji, mer-

ljiva je, 2M-periodiéna po svakom argumentu i integrabilna na n2",

Dokaz teoreme 1.5.1. Neka je Q) koeficijent uz X(t)= X)X,

u formuli (1.5.6). Koristeéi jednakosti (1.5.5) i (1.2.7) dobijamo

A A *
'Sn('a )"'>'Fn).: D=ZI:J1+—-- +Dy zt‘_ olt) SD'(tD;) SDZ(tDQ

! Sn \PN(CCH“RD"“Pu(xm-nn)d'xﬁ”‘dy"i X

@Iy 2
AR ) {1, %)= =1 (tns Tn
X n=§+---+02 ézn_a ACHRERICTY %exp% 16> ) ( y

F (T, ¥ e LTy au o dge (1.5.18)

gde je TDP=(TDPP“')TDPS4P) > TDP'-: tJK y ako Jje Dpr =(J,k),
d(‘;!nr,.;?’m)I:d:jL---d‘J,.H. MoZemo smatrati da Jje svako razbijanje D+-+Dg
uredeno’'na nadin koji Jje opisan prilikom definisanja funkcije G.
Kako Jje EX(tjk) =0, to je (%22, p=1,2,...,4, pa u jednakosti
(1.5.14) moZemo zbir =* zameniti sa ="~ . Dalje, koristeéi formu-

lu (1.5.13), dobijamo:
| A Py ~ -
Sn(';h'");n) = (“21\13'{) S Yu (%"20'”\9;\1<xn1‘-2n> Clxu "-Clxm x
n"

2**- S

D=D+--- +DQ_ nﬂn"

gde Je ';;4:‘(211)"'):,’9_3) 7P =(HP*7"'7;{PS“P)) ?P‘+"°+79-‘T'{P=o>

7 > =

& ={T, ;%) 3I‘C’P:(:’EP"’"?:"EPS"FD’ ‘iP":IiK? ako je Dpr=0(,%).

Ny, o~ ,
RECORTRSCHICEEIE D R

>

I
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UvodecC1i smenu promenljivih Us = ~Uq=eee=Us 95 ypy;:—yl-...—J
X32=:—in, jednadinu (1.5.7) moZemo zavisati u obliku:
r N\T , AT
(ujv)”™ = H(Xll""’xnl’yl""’yq)
Iz nerazloZivosti razbijanja D==Dl+...+Dq sledi |detH] =1, pa je

jakobijan transformacije promenljivih Jjednak

dXu - dLpy d’-\j!"“ dYe = |det H™'l = 1.

Jdu'du
Dalje vaZzi
~ A Q,T n—~1 Al ’
5n('€4>"->{n) = (T\}‘) 2. S dv S W Cou=24) - 8 (Im‘zﬂ)"‘
: D=Dﬁ“+92nmﬁ4nmﬂ

X £03) -+ $CYe) d:{f“’(m Ju

gde Je (xl,...,xn,yl,...,yn) resSenje jednadine (1.5.7). Primenju-
juéi Fubinijevu téoremu, iz (1.5.15) dobijamo (1.5.12), pri &Semu G
postoji, merljiva Je i integrabilna funkcija. Iz periodicénosti
funkcije £ sledi beriodiénost funkcije G.m

U sludaju n=2, formula (1.5.12) prima oblik:

Coo (£, 2, £, () = -‘31— §3 G CD(;”- wdu
. g

gde Jje funkcija G data sa

n

QW = 2?{
+ g B lo-A) \pNé'"(" Uy + Uy~ 2,) ﬁ(u,+0) #(%—O’)db"
0
+ {8 U-2) 6 EU— -y =25) £(U+0) 4%4)50}
n

gde je u::(ul,u2,u5,u4) i u?:(ul,ua,ua). Pri tome pretpostavljamo
da postoje spektralne gustine drugog i Cetvrtog reda.

VaZi sledeéa teorema ([4], str. 53):

TEOREMA 1.5.2. Neka su spektralne gustine drugog i cetvrtog re-

da ogranidene i neka Jjezgro {¥} zadovoljava uslov Wl). Tada vazi:
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|cov (5,0, £,0)] < —=

NBy

+A,=0(mod 2%), onda vazZi:

b) Ako je 31 5

L=1im NB

1in NBy cov(fy(4,),fy(A5))=0.

1772
drugog reda neprekidna u tadkama Rl i —Al, jezgro {8} zadovoljava

c) Ako je 22=Al(mod2ﬂ), A, +A,=0(mod 2%), spektralna gustina

uslov wg) i postoji granicéna vrednost
aT

A= 2% Ym B, | wendx,
ondav vazi L =A f2(>\1)
l *
d) Ako je 21-22 0(mod 27, 22==-21(mod2ﬁ), spektralna gustina
drugog reda neprekidna u tacki Al’ jezgro {¥,}zadovoljava uslov wg)
i postoji granicna vrednost

x
b, = 2% tim_ By | ¥4,

onda vazi Jjednakost L = Aefa(a). |

e) Ako je 11—12==O(mod2ﬂ3, Zl+22==0(mod2ﬂ), spektralna gustina
i jezgro zadovoljavaju uslove navedene pod c) i d), onda vaZi jed-
nakost I,=ZA1+A2)f2(A).

Kao posledicu teoreme 1.5.1. navodimo jos sledee tvrdenje, ko-
je Jje od znacaja za dokazi#anje asimptotske normalnosti periodo-

gramnih ocena spektralne gustine.

Posledica 1.5.1. Za svaki vektor (fN(Al),...,fN(An)) vazi

C —
< NEL N=14,2,...

|Sa(B@s, fuow)

Konstanta C zavisi od n, ali pri fiksiranom n ne zavisi od izbora

tadaka A ce A

1°° n
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§16. ASIMPTOTSKA NORMALNOST
PERIODOGRAMNIH OCENA

Asimptotska normalnost niza sludajnih velidina cesto se dokazu-
je metodom momenata (ili semiinvarijanata). Opisaéemo u cemu se

sastoji taj metod. Neka su X,=("%.., X)), n21, i Y= (¥ Ym)

1200
sludajni vektori sa (u opStem sludaju) kompleksnim komponentamd i,
neka sluéajni vektor (Yl,...,Ym) ima normalnu raspodelu sa vekto-
rom matematidkog odekivanja (al,...,am) i matricama semiinvarija-
nata drugog reda |

(Sik)Ymxm 5y Sie = S<y3"»y’<) ’ jJ‘C=1>2>"°Jm>

(Gjn>mxm, 63:4=5(Y“],‘—/,<), Pre=1,2,..,m.
Ako vaze Jjednakosti

lim S(X™) = o), j=1,2,-.,m,

L  S(X7} XY = Sik sy Hr=H2,...,Mm,

NnN—oo J

£im S(X‘ﬂ)))((z\)zo';‘(> j,!(:[‘)Q’_,_’m.

n-oo J

i za svaki vektor (V™ ...,V¥™, v“,'].’.’e {X*;’ ,5(—3.'_"} , §=1,2,...,k, k=23,

vazi Jjednakost . o™
! lim S(W™, .,V = 0.

onda pri n-»o0 niz slucajnih vektora {Xn} konvergira u raspodeli
ka sluc¢ajnom vektoru Y. U tom sludaju koristimo oznaku Xngl- .

Asimptotsku normalnost periodogramnih ocena spektralne gustine
stacionarnog niza dokazivali su, pri razliditim pocletnim wuslovima
sledeéi autori: Rozenblat[5§], Brilindéer[ﬁ#], Marujama [51] , Bent-
kus[ﬁ], Bentkus 1 ?urbenko[B]. Ibragimov[gi], razmatrao je slufa]
Gausovih procesa, a Henan[38] i Anderson[2] sludaj linearnih pro-
cesa. Naveiéemo ovde rezultat u Bentkusovoj formulaciji.@l.

Neka Je {X(t), tGEZ} stacionaran slufajni proces za koji posto-

je i ograniZene su sve spektralne gustine viseg reda. DNeka Jje T
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spektralna gustina drugog reda procesa {X(t)}, fN(A) -periodogram-
na ocena velidine f(A), sa jezgrom {%} koje zadovoljava uslove wl)
i W2) iz paragrafa 1.5., pri demu je {¥)} niz realnih i parnih funk-

cija takvih da postoji granicna vrednost

A = 2% lim By S By dx

i

MoZemo, na primer, uzeti
R = GLe(5o) 5 ~s xe,

gde Jje ¥Y:R — R parna, ogranidena i integrabilna funkcija,&?@zéx=h
a {AN} i {BN} nizovi brojeva, takvi da va?i By —> 0, NBg -+ oo pri
N—=> oo i STE %
Ay =1 § e@dx
~JBY
Neka je 7%:R-—>R funkcija odredena jednakogéu (1.4.5) i JA),IAlsIT,
Gausov slulajni proces sa ocekivanjem O i drugim momentima
i 2
E TGO = A(pQ=p0+ 2+ p0) £5Q).

Tada vazi sledeéa

TEOREMA 1.56.1. ([4], str. 56)

Ako je séektralna gustina drugog reda f'neprekidna na intervalu
Eﬂgﬂj, onda konadnodimenzionalne raspodele slucajnog procesa
fﬁﬁ&(fﬁ(%)—E?N(A)),—muszsﬁf, konvergiraju u raspodeli ka odgova-
rajuc¢im konadnodimenzionalnim raspodelama Gausovog sludajnog pro-
cesa YR, —T< ALTC,

Ako Jje spektralna gustina f, k puta neprekidno—diferencijabilna

na intervalu [~x, 7] , k€{1,2,...}, ¥ lipy , O<cL <1 i

T o . 4= 20<+0l)
um NE, gm“ lealde =0, lUm ByN =0,

~N N—= 2o

onda konadnodimenzionalne raspodele procesa VNBN(fN())—f(Z)),Htéfq

takode konvergiraju ka odgovarajué¢im konadnodimenzionalnim raspo-

Parad

delama Gausovog sludajnog procesa J(A), =L AT,



G L A V A |

O BRZINI KONVERGENCIJE
PERIODOGRAMNIH OCENA SPEKTRALNE
GUSTINE GAUSOVOG NIZA

§2.1. 0 NORMALNOJ RASPODELI
! GAUSOVIM PROCESIMA

Raspodela verovatnoéa P odredena sludajnim vektorom (Xl,...,Xn)
. . . n . ‘o
u n-dimenzionalnom Euklidovom prostoru R°, naziva se normalnom ili

Gausovom raspodelom, ako odgovarajuéa karakteristicéna funkcija

i(u,x)
e

"F(u,) ::S P(&I) s U.eRn7

Rn
gde Jje (u,x)==ulxl+...+unxn skalarni proizvod vektora u=(u1,...,un)

i x:(xl,...,xn),ima oblik
‘P(u.\; = e.xp{i(u,o.) — %(Bu)u)} D) ue Rn,

gde Jje az(al,...,an)eéRn‘i B:R" —R" linearan, pozitivno definisan

operator, odreden matricom [KJJ Pri tome vaze jed-

j,{=l,2,..-,l’l'

nakosti

=EX k=l’2,o.0,n,

Ay Kk’

Ks = EX, X k,£=1,2,+..,0.

Vektor a=(a .,an) naziva se srednja vredncst slucajnog vektora

l’ . o
(Xl,...,Xn), a operator (matrica) B naziva se kovarijacionim ope-
ratorom (matricom). Sam vektor (Xl""’Xp) zovemo normalnim (Gau-
sovim) sludajnim vektoron.
. . n n . .
Neka Jje m rang matrice B, a L =a+BR ={a+Bx 1 X €R } m-dimenzi-

onalna hiper-ravan. Tada vaZi P(Rn\\L)==O. Raspodela verovatnola P

apsolutno Je neprekidna u odnosu na Lebegovu meru dy u L, tJ.
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pAay= { pepdy
[

ATY
gde je A Borelov skup u R, a gustina raspodele p(y), YEL, ima

oblik

P = CQG"C)Tl/z Fraphad nb GG @)}

gde je detB determinanta matrice koja odreduje operator B u pot-

n

prostoru R™ =BR , a B_l operator u tom potprostoru, koji je inver-

zan operatoru B.

NavesSéemo samo neke osobine Gausovih vektora koJje ¢e kasnije

‘biti koriZéene (Bentkus[3], Ibragimov[21])

TEOREMA 2.1.1. Neka je <X1""’X2n) Gausov sludajni vektor, za

koji vazi EXJ==O, j=1,2,+..,2n. Tada vazi jednakost:

X. ...X = E(X. X. ee (X, X.
E(X; on) = 25 (31 32> (J2n-l 32n>

gde se sabiranje vrsi po svim neuredenim razbijanjima skupa{uuwzn}
na podskupove koji sadrZe po dva elementa i, pri tome zbir sadr’i

(2n-1)!! sabiraka.

TEOREMA 2.1.2. Keka Je X::(Xl,...,Xn) Gausov sludajni  vektor

sa karakteristi&nom funkcijom
n
) = e:r:p{— %(Bu)u)} s WER,

i A - proizvoljna simetricna matrica reda n. Tada vazi tvrdenje:
Kvadratna forma (AX,X) ima raspodelu verovatnoéa kao i zbir
Vl§§+...+ﬁ%§i, gde su Ei nezavisne normalne slucajne velidine sa
ocekivanjem O i disperzijom 1, a ﬁi su karakteristicne vrednosti

matrice BA.
Sludajni proces {X(t), t:EI} zovemo Gausovim, ako za svako n=1

i sve ty,...,th €T, sludajni vektor (X(tl),...,X(tn)) ima normalnu

raspodelu, tj. ako su kona®nodimenzionalne raspodele procesa nor-
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malne. U tom slucaju, za verovatnosnu meru P definisanu tim proce-
som na Borelovoj G-algebri 33, podskupova prostora funkcija RT, ta-
kode kazemo da Jje Gausova. Neka su

a(t)=2X(t), teT,

K(t,s) =E(X(t)-a(t))(x(s)-a(s)), t,s€T,
funkcija matematidkog ocekivanja i kovarijaciona funkcija Gausovog
slucajnog procesa X. Te dve funkcije jednoznadno odreduju sve ko-
naé¢nodimenzionalne raspodele tog procesa, a takode Jjednoznalnc od-
reduju verovatnosnu meru P na G-algebri 93 Borelovih podskupova u

T. Zato su, u sludaju Gausovog procesa, stroga staciocnar-

prostoru R
nost i stacionarnost u Sirem smislu ekvivalentni pojmovi.
Stacionaran Gausov niz {X(t), téiZ} odreden Jje Jjednoznacno ma-
tematidkim olekivanjem EX(t)=a, t €2, i kovarijacionom funkcijom
K(t-s)=E(X(t)-a)(X(s)-a) ili, matematidkim odekivanjem i srekt-
ralnom funkcijom ili, matematickim odekivanjem i spektralnom gus-
tinom, ako poslednja postoji. Ako proces nije Gausov, onda pomenu-
te funkcije ne opisuju taj proces (odgovarajule raspodele verovat-

noéa) Jjednoznadno, ali daju o tom procesu mnogo informacija.

Vazi slededée tvrdenje ([9], str. 47):

TEOREMA 2.1.3. Neka je {X(t), t€2Z} stacionaran Gausov niz s=2

semiinvarijantama Sn(tl,...,tn), tjész, i spektralnom gustinom fn
reda n. Tada, za n>2 vazi
sn(tl,...,tn)::o, £ =0.

Kako su spektralne gustine reda veéeg od dva, u sludaju Gauso-
vog procesa identidki Jednake nuli, moZemo reéi da spektralne
gustine viseg reda predstavljaju meru odstupanja stacionarnoz slu-

¢ajnog procesa od Gausovog procesa.
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$2.2. EKSPONENCIJALNE NEJEDNAKOSTI
ZA OCENE SPEKTRALNE GUSTINE
STACIONARNOG GAUSOVOG NIZA

U ovom i sledeéem paragrafu pretpostavljademo da Je {X(t), tEEZ}
realan stacionaran CGausov niz sa ocekivanjem O i spektralnom gus-
tinom f(A), -W<A<£IT, Razmatraéemo periodogramnu ocenu (1.%.6) gde

jezgro {¥} definifemo na sledeéi nalin:

1 (X ~TB, < X < JTB,
v )= ¢ B (%) § (2.2.1)
0 xe (I, T\ CTB,,TB,]

gde je ¥P:IX,T)->R te’inska funkecija,

T
S Yodgx =41,  dup Il < + o0
-T -Tgx £

a {B.}, O <By <1, niz realnih brojeva, By —> 0, NBy—>oo pri N—>oo.

]
U radu [?7] date su eksponencijalne ocene verovatnoca
Pl —E£ )] 2 x}
P — 0 2 + G}
gde je X 20, AECT, ], GN(?\) =\EfN(;\)—f(A)| i ocena brzine kojom
niz {GN(A)} tezi ka nuli pri N—>e, U radu [35] data je eksponen-
cijalné ocena verovatnole
A A
P{aup IF0- Ef W] = x }, x=zo.
Formulisatemo te rezultate, Jjer e kasnije biti koridéeni. Na-

vodimo najpre oznake koje Ce biti korisiene:

aT —it
(4,9 = -ng@c)e “Fdx, ter,

Fan@ = Aup \x(mhgn, h >0,

N+t €K EN~
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@ = Cn (@, Py @ = A (P
“3“‘—;’ =<_§;\3(A)\Fda>vp s, pelt,vo
g, _ = eb%fuf>l?CK)l
9o = §C +) , xER
gde je 9:R —R 2TW-periodidna funkcija, LipH(o(,Q) je prostor svih
funkcija koje zadovoljavaju integralni LipSiciv uslov sa koefici-
jentima o €(0,1], q€[l,00] i konstantom H, tj.
¥ x € (-7, 7] ng—gn‘_z < Hlxf

By =(eu Y, cu=lw .

Ako ¥y € LipH\T(l,oo), oznadimo KN=HNBN'

i
TEOREMA 2.2.1. ([?7], str. 27)

Za svako A €(-I,+7), x 20 i celo N =1, vaZzi nejednakost

P{lf 0 -EE )] = =}

x x i X2NB
< QQIP{C\CZNBN[- (/“(“"cza-x)" C2+ac:]* 1C‘2+3: . }

2
_ QX NBy
< Zeac_p{ 2(C2+ac)}
gde Jje B | o |
G = Cp, (P CyE) G = 55 B N (PICi )

TEOREMA 2.2.2. ([7], str. 29)

Ako periodiéno produZena spektralna gustina f jeste r puta ne-
prekidno-diferencijabilna u svakoj tadki realne prave, reil,2,...,
a tezinska funkcija ¥ zadovoljava uslov

x
-Sx'x'(v(x)d:r.:o > K=1,2,..., 11, (2.2.2)
onda za svako A € (-W,x] i N=1,2,... vazi nejednakost

X
lf-ef01 < L 1F70 jxxxlrlvcx>ldx. B,

i

1w P, (S T bnn) 5 r
—+

W
N

. 2
4 ‘.‘\\_m ”\p“(—x ‘ijI;T r
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Ako je spektralna gustina r puta diferencijabilna, re{c,l, co.

I
(r)

e LipH(o(, oo) i ako teZinska funkcija ‘P zadovoljava uslov
& K
& :x \p(:x)deO 2 K:"Z)...,r, (2.203)
-7

onda za svako A €(-T,%] i N=1,2,... vaZi nejednakost

JC

r+ol ol
lfon-efim] ¢« Hr {1zl leeatdax By
T =T
1+« )
( H (‘— (NTT) =% 5% > N*’ffidi) sy r=0,oe(0!y,
H("2j+(/n%-+0nl\/>—/5—: Feo,d=1,

8 H<1-(N-'ff)"‘(2+o<) QZN ’ r=1, o€,
i H % ’ Y‘=1) 0[:: (>
§ -
K H,HLw’%ﬂ rz2

TEOREMA 2.2.3. ([35], str. 166)

Neka f€L, 1 ‘PNGLipH (1,o). Tada za svako x 20 i celo N 21
N
vazi nejednakost:

P{wp |EN(1)— E'?N(;O‘ 2z X }
0£AagIC
< {190:’EKN (:mZC(:JC)t\lBN)2 + 4‘5} e {— xc? C(Jc)NBN}

gde Jje 1
C(Cﬁ) = .
ST NEN o (Cnlifllpe + )
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§2.3.DISPERZIJA MAKSIMALNOG ODSTUPANJA

OCENE SPEKTRALNE GUSTINE

U ovom paragrafu dokazademo da disperzija sludajne velidine

A
Y. = sup |£.0)-4!
N osas:ml N ‘

tezi nuli pri N— oo , ako spektralna gustina f zadovoljava odrede-
ni uslov glatkosti. Oceniéemo takode brzinu te konvergencije. For-

mulisaéemo najpre nekoliko pomoénih tvrdenja [31]:

LEMA 2.3.1. ([12], str. 15)

Neka je o —itx
F(t) = § ge dx, o >o0,
0

gde Je 3 analitidka funkcija, regularna u tackama intervala <O)QJ,

a u okolini tacke x=0 moZe se predstaviti u obliku
; oo
gy = & 3 A x®, o>,
K=0
v o o0 —ol—
Tada vaZi  puyx 3 M) an,t , t—> +too
n=t

Ft) ~ Q, r(oca—ot“d"' s t— + o0,

4+ oo
. -1 %
gde je T()= { " '€ 7dx - gama funkcija.
[o]

IEMA 2.3.2. Hleka je « >C, R >C. Tada, pri t —= +o0 vaze formule:

e Dol )i~ Eret,  ean
+o.

Fz@;)-— °g:)o< o(-i-,Sx)de == — ’ (2.5-.2)
too 2

R = &(‘o‘c‘ic%f> :Zf{:ac Sx ~ S—V"o’(‘r(ﬁt > (2.3.3)

2
Fq(t)—— <oc+§>:r eocp( dt:éI)éocwoéJc (2.3.4)



§2

Dokaz leme 2.3%.2. Uvedimo smenu u==x261;Px)_l. Tada vazi

x= 4 (pu +ﬂs"’u2+4olu> =900

x = p(er ALY g

I+ 4o

Dalije je ‘oo . 4 co ~
e R = | gwe tdu , )= S)Cé(u)?’iu7etuc§u,
Q

= W?“’% Hdu, F o= Su“j<u>3’<u>,e’“"du,

, oo l<—~l 2 \K
"/32(,(,2-_‘__4&“ — \f 4olu (4 ) — "40{ ;o ey _}’_ [QK (§d> b(K
— VZad s B BEN 25 3 LB 4l
= Vel {{ WAt E <'1o() TS 40( } hul < =g

2 3 : K
etz = () = ke £ S G

_ | T T R I 7o - S 4ol
T VAU {1+2 a8 (*fo(>“ + 75 (5 >u ’ B
w - B —é{fé_ 56>
gu = F+u 2 Ty Ut

o ol 3BIE e, 26E __@i__‘ %
2(“)3(“)—'27*‘ G U e U o U

Razmotrimo detaljno, na primer, integral Fa(t). Imamo

— / toc? ) 2
B —(& X) \o<+ﬁx xP( o<+,3x>d°c =R BrRTe.

1

x
<
Za x 21 vaze nejednakosti <18 S

l\

(2 + @83 -5 3
K@< ) QOCP< o(+/$>c‘x T RET t}ou-p)‘ db= 0Ot ) t—>00.

Koristeéi lemu 2.%.1. dobijamo
L4y

-3
Fm(t) ={ W 3‘(u)e‘tudu ~ %{F(—z—)t 2 t->+o0,
[o]

pa primenjujuéi formulu [ (x+1)= xl({x), dobijamo formulu (2.3.3).

Analogno se dokazuju i formule (2.3.1), (2.3.2) i (2.3.4).m
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LEMA 2.3.3. Ako je F funkcija raspodele verovatnoé¢a i F(0) =0,

onda vazi + oo + o0
S(l—F(x))dx-‘: gxdF(x) < + oo . (2.3.5)
(o]

o

Dokaz leme 2.3.3. Neka je A >0. Parcijalnom integracijom dobi-

Jjamo A A A
(xdP(x) = AP(A) - (F(x)dx = ((1-F(x))ax—a(1-F(a)) (2.3.5)
0 o © '

oo o
Ako je (xdF(x)< + oo, onda vazi A(1-F(A)) € \xdF(x) — 0 pri A-+oco,
A

o

pa jednakost (2.%.5) sledi iz Jjednakosti (2.3.6) pri A-»+e. AkO Je
+ co A A
SxdF(x)=-+oo, onda zbog nejednakosti SXdF(x)é S(l—F(x))dx, ovet
[o] [+] [+
pri A - + oo dobijamo jednakost (2.3.5).m
Primetimo da tvrdenje leme 2.3.3. moze biti formulisano i na
sledeé¢i nadin: Ako je X sludajna promenljiva sa funkcijom raspode-

le F i, ako je F(0)=0, onda va?i jednakost EX= \P{X;ax}dx.
o

LEMA 2.3.4. Neka spektralna gustina f€ Lo, ‘PNeLipH (1,00), CN
: N

B

ne zavisi od N i, za svako 7\6[05W] vazi nejednakost14&)—6ﬁ4»i£7&,

gde T ne zavisi od A. Tada vazi

+oo
, 2
DY, = D<3§;&x €0~ £)|) € T +2 {(e+ T R
‘ . (2.3.7)
~ T + 380l K (NBY  + 285 7V M) KT (VB =, N> oo

gde je ' 2 2 2
DN@)—-:{aeostKN o ) +45}eoc;o<——§—%

AL+LBx
A= gXCNENZ , B= 8T 1€,
~ Dokaz leme 2.%.4. Za svako x 20 vazi:
P{yzx} ¢ P {btﬁplfu(x)*EﬁNa)\ > X —AUp \#(M——EfNOO‘.}
< p{m&cpl%xm—ef,ﬂ)! p OC—TN}

Koristeéi lemu 2.3.3. i teoremu 2.2.3. dobijamo:
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o + oo . too |
DY, < e7, =\ P{¥Z2x}dx = EP{VNZ\BE}&C
Q
T-Q

<UR(m-Tydx = [ R(E-T)dx+ | B (m-Twyd=
o o T

TZI o= | + oo
= g) 9 +{ W2 t+THdt = T2+ 2 { @) PO X (2.3.8)

Koristeéi lemu 2.3.2. dobijamo:

+ 00
_ xINB XENBy
\opNocudac = 1soar¢<Ng oHGgC ex F’( R dac

+ 45 3 ex(o( L NBN)c}x

PN
5 -
~ 130T K (NB Y %‘1 rE)eBNZ +45 2 (L) (e
_L
~ %—%?H M) Ku(NBy) 2 5 N—>+ oo, (2.3.9)

+ 00
&ocPN(ac\,dx ~ (903toLKN(NBN) k s N—=>+o00, (2.3.10)
o}

Jer KN—>+oo pri N—»+o00, zato Sto Je {‘PN} - Jezgro. Iz relacija

(2.3.8), (2.3.9) i (2.3%.10) sledi (2.3.7).m

LEMA 2.3.5. Neka Jje r€{1,2,...}. Tada vazi

2
: 5 r=1
sup’ min{oer,1-2e, brer-3S2§ =23 0
0<&<t ST 22

Ako je r=1, supremum se dostiZe za £=—g=, a ako je r=22, onda se

supremum dostiZe za 5:-2%_—7.

LEMA 2.3.6. Neka Jje
L(re) = st min%:zz(mo(% t-2¢, 42——%«—&*“-&-00}

gde ol €(0,1]) . ré{O,l,E,...}. Tada vaZe tvrdenja:

{ LY — .
a) Ako je r+od- % >0, onda je L(r,d)= é\::z?ﬁ_qq i supremum se

dostife za £ =



55

b) Ako Jje r+u—%j<(h onda je L(r,d) = 2 (r+d) i1 supremum se

2(r+y + 3
.o ‘ _ 1
dostize 2za éu—zzﬁasq:§ﬁ

Dokazi lema 2.3.5. i 2.3%.6. su jednostavni, pa ih izostavljzmo.

TEOREMA 2.3.1. Neka je periodiéno produZena spektralna gustina
f r-puta diferencijabilna u svakoj tadki A€R, r€{1,2,...} i neka
je ¥y periodogramna ocena vrednosti F(1), data formulama (1.3.6)

i (2.2.1), gde YeLipy(l,0e), vaii uslov (2.2.2) i B =8¢ gde je

N
4
- r=1{
5
£ = .
n
o2T+1 r=2.

Tada pri N— + oo vazi Jednakost
_2
n O(N'S) r=\
D Q%P\‘ﬁN(m’HmD.: _2r-4
O(N WH) r=2.

Dokaz teoreme 2.3.1. Imamo

o

X aTBa a
Cu=tady = { teelds =1 |45 e(E)ld= = | leeald= = tely,

Lo el = g0 () —v(E)| = 5z 1=l
Hy =—H;—, Ky = HyBy = HNE.
N

Neka Jje £<b%. Ispunjeni su uslovi za primenu teorema 2.2.2. i

2.2.3. i leme 2.3.4., pa dobijamo

—~&V
TN= Q(N )) N-—>+20,
£
L+ -er

DY, = O(N-zé:r_‘_ st—(+ N ) ;, N—>+o0

Koristeé¢i lemu 2.3.5. dobijamo: Ako je =1, najmanji poredak

2 ,
lzraza na desnoj strani Jjednakosti (2.%.11) jednak je N 5 i dosti-
5 — 2=t
ze se za £=%;. Ako je r 22, najmanji poredak je N 2r+i i dostize

Se zg £ = . |

1
2r+1

Analogno se dokazuje i sledeca
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TEOREMA 2.3.2. Neka je periodic¢no produZena spektralna gusting

f r-puta diferencijabilna u svakoj tacki A&€R, r65{0,1,2,...},

e LipH(o( ,00), O<dd &1, periodogfaﬁma ocena f,Q)definisana jedna-
kostima (1.3.6) i (2.2.1), gde ¥>eldel(1,00), vazi uslov (2.2.3)
i BN=N—E, gde Jje

(2r+200+3Y" red—2 <o
“ = (2r+2o +1)"" r+d-2 20

Tada pri N-»+ eo vazi Jjednakost
2r+2d —1

O(N‘- 27‘-}-20(_——1':7) r+°(_.%_ =20
D <’W~P[£NQ\’_£’(A) D = 2r+2d
A OOJZﬁEEEd rd-3<0.

§82.4. NEKE OCENE SPEKTRALNE GUSTINE

U ovom paragrafu naveSCemo primere periodogramnih ocena spekt-
ralne gustine koje se &esto koriste u praksi (sa oblikom spektral-

nog i kovarijacionog okna) i vrednosti parametara BN,_CN, KN i

A=2T Iétmw-BN f\ﬂNz(u“C)d:I: . Spektralno okno ¢emo, kao i ranije, oz-
- -7

nadavati sa ¥{:), a korelaciono okno sa & X-). Naveféemo i koji
od rezultata paragrafa 2.3. vaZe za te ocene. Sve ocene koje ¢emo
navesti zavise od parametra M=M(N), za koji vaZi: M-+ i Mt ¢
pri No+coo.

1. Danijelova ocena (pravougaono spektralno okno):

M xlsg
RE) =< 2

o —‘ﬁ<xs:’t.
(N) . .
bwy=Henk, B,=2, cy=1, a=m.

Konstanta KN nije definisana jer funkcija ‘§, ne zadovoljava

Lip#icov uslov.



2. Usedena ocena (pravougaono kovarijaciono okno):

| Sim 2L 5 ) foleM
\PN (xX) = DMCﬂ) = ‘2 ) 6 (‘f:) =
sen % 0 Il >M.

Bu=52E 5 Cu=htnM+0W, Ky 5000 Ac2

2M+1 2M+1

3. Bartletova ocena (trougaono kovarijaciono okno):

2 M _ 1l
swn | ——=- Els™M
_ ] 5 N ™
Yo = P (xy = 2T orE b @)=
' 2 O i >M.

4, Kovarijaciono okno oblika trapeza (Vale-Pusenovo Jezgro):

57

v sin? HX Sonz—,s_Hx
?N (x-) = CleM(x\): ._/1 7 2 —
250(M~-M") 51:77.2—2'2—
1 !
(N) M“-t! !4 ' Z
/. = AR A Ly \M
6w T M < [t
L 0 It =M
gde pretpostavljamo: M €{o0,1,2,...} , M=M{I<M, '(:f_':”oo~—~f € fo,1.
5. Parzenova ocena (DZeksonovo jezgro):
4 Mx
stn

. 3 Z
¥ 2= Tl =

= M) = e T sinZ

(N 3 “

N - M—(¢]
6 ) = HomEEy e, ™ ety (M —teh)

K—€=t
1571

BN—OT'\/L{-fHLé); Cu=1, Kgy<M, Az*i"o“'

6. Normalno spektralno okno:

2 2 (N) 7 2
\PN(I)’_"TP%OJCP‘%*{-—>> £ (B =exp -~ t ),
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) B¢ ' < L
7 v 6o =4 % {1+ CcOSMx) fxi € 5
© L 2=l & X,
™ Mo gt SnM-t) . Sim(M+E)
= {
b () TE Stn o 5 =T + TS

8. Tjukijeva ocena

{ N
\PN(:L‘.) 5 D ZIZ)'*‘ (32-— L) 4+ -‘1{—- -DM (2C+ —4—>
./ I+t
ém%)= 2Q+“57¢> €le™M
o] Tl =M
. 2
9. Zurbenkova ocena
Y A VLR - GY. § oL+ i
~ =M X+ &l M x| &«
RE=< 2 ) L€ (0,2,
o L coxgxm
™~
I . A+ : A= 2L+ 10T
BN:M 3y Cn=1, KNéT O(é[,Z]; = Toazi

Za svaku od navedenih ocena, uslov (2.2.2) ispunjen je ako vaZzi
r=1 ili r=2, a uslov (2.2.3), ako rGE{O,l}. Uslov da Jje niz C, kon-
stantan (jedan od uslova pri kojima je dokazana lema 2.3.4., pa
prema tome i teoreme 2.3.1. i 2.3.2.) vaZi u sludaju ocena 3., 5.,

7.1 9. Koristeti teoremu 2.3.1. zakljudujemo da vaZi sledeéa

TEOREMA 2.4.1. Neka je spektralna gustina f r-puta diferencija-
bilna, reE{l,Z}, a.ﬁyn periodogramna ocena data pod rednim brojem

4
2., 5., 7. ili 9., gde je M=N> . Tada pri N-+ o0 vaZi

-2
o(n ®) r =1

_D@upﬁ(ﬂ—#@ﬂ = 3
(syp 14 ) =1 otih e,



GLAVA il

"PERIODOGRAMNA OCENA
KAO SLUCAJNA FUNKCIJA

UV ODN I D EO

Neka je {X(t), t €2} realan stacionaran sludajni niz sa matema-
tidkim odekivanjem EX(t) =0 i spektralnom gustinom f(R),-T<A< T,

U ovoj glavi razmatrademo periodogramnu ocenu spektralhe gustine

té_ <t>e d:x: (3.0.1)

T
1.0 =L _{ g@-a
-T

definisanu na osnovu uzorka (X(1),...,X(N)) pomoéu Jjezgra

B (X)) = tp(ﬁc—), _gTgx< T, (3.0.2)
BN B

gde je ¥Y:R —R parna 1 deo po deo diferencijabilna funkcija za

koju vazi toe
Y pe lip,(1,), {eeadx=1, P@=022 [xi>x, (5.0.3)

a {By } je niz realnih brojeva odreden sa

g 1 LR
BN—-N s <& 7. : (3.0.4)

Za funkcije f 1 Fﬁ pretpostavlijatemo da su definisane na celoj
realnoj pravoj i da su periodidne sa periodom 23U. Primetimo da iz

uslova ‘PELipH(l,OO) sledi ¥ € Lipy (1, 00), gde je HN=HB;‘,2
N

Ispitivanju svojstava statistike %5m za fiksiranu vrednost ar-
gumenta posveleni su mnogi radovi, a osnovni rezultati, sa citira-
nom literaturom, dati su u prvoj glavi. U ovoj glavi, mi éemo raz-
matrati periodogramnu ocenu %@R), 0< A< J0, kao sluCajni proces
definisan na intervalu [0,7]. Uzimajuéi u obzir rezultat teoreme

1.6.1., prirodno Jje razmatrati sledele procese:
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¥ = VR, (f0 -ef,0), oshed, (3.0.5)

(3.0.56)

A

Zo =1NE, (F-fw), ocas

Teorema 1.6.1. tvrdi da konaédnodimenzionalne raspodele slulaj-
nih procesa ENcn i Z (), 0£ A<, slabo konvergiraju ka konadnodi-
menzionalnim raspodelama Gausovog belog Suma. Pogodnom zamenom je-
dinice na A-osi ("rastezanjem" intervala [0,f&]) dobiéemo nove
procese EN i Zﬁ (§3.1.). Dokazaéemo da konacnodimenzionalne rasvo-
dele tih procesa slabo konvergiraju ka konacdnodimenzionalnim ras-
- podelama Gausovog procesa (§3.2.), pri ¢emu granicéni proces ima
neprekidne trajektorije (§3.3.).

§3.4. posvelen je opStim pitanjima slabe konvergencije verovat-
nosnih mera u metridkom prostoru (posebno u prostoru neprekidnih
funkcija na konadnom intervalu) i u njemu su samo formulisani poz-
nati rezultati. U §3.5. ispitana je slaba konvergencija niza mera
generisanih sludajnim procesima %N.i %ﬁ u prostoru neprekidnih
funkecija na konacénom intervalu, u sluédaju kada je polazni proces
(¢iju spektralnu gustinu ocenjujemo) - Gausov. U §3.6., neki od
dobijenih rgzultata formulisani su u sludaju procesa koji =zadovo-
ljavaju Rozenblatov uslov jake promesanosti.

Neki od rezultata ove glave objavljeni su u radu autora[32].
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§3.1. ASIMPTOTSKO PONASANJE PRVA DVA MOMENTA
PERIODOGRAMNE OCENE SPEKTRALNE GUSTINE.
PERIODOGRAMNA OCENA KAO SLUCAJUNI PROCES

SA NORMIRANIM VREMENOM.

TEOREMA %.1.1. Neka je izvod spektralne gustine ogranicen, tj.

H€'llo =C< +00, a periodogramna ocena definisana u uvodnom delu

relacijama (3.0.1)-(3.0.4). Tada vazi

WP_JEH(M—E f.ol< ¢ §1xH\°N<x>ldac + of (aclw”(oc)'dac) (%3.1.1)

-X
Dokaz teoreme 3.1.1. Tvrdenje teoreme %.l1.1. mozZe se dobiti kao
posledica teoreme 2.2.2. Medutim, mi éemo ovde navesti dokaz d&iji
¢e detalji kasnije biti koriséeni.
Koristeéi definiciju periodogramne ocene dobijamo:

A (0
Ef -0 = E _gjt e I(x+)dx — £

T (gc+2>
= { e e{ i XE&)E ‘“"(xmz xwgeﬁz }doc -

PEIR S
a N . . _
= 2“%3 (e 2 ExX@XE) gt &+ & Whx — 20
v -TC =t

Kako je (po pretpostavci u uvodnom delu) EX(t)=0 i

EX(tl)X(t2)=:cov(X(tl),X(te))::K(tl—tg)

to koristeéi formulu 1l.1l.4. dobijamo

)
Lucc. %) me(tz tH dudx — £

A T
EAR - £y = 5L gx N ¥eo) Z_ S fwye

T N fu-x-2 (- 1)
=_§ _g \CNK’DC)'F(‘U) 2‘3??5*‘2;‘ (e d

U x ~ £
Koristeéi jednakost

2: € =TT ETS (3.1.2)
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dobijamo

2N 5 ~ 23N

gde je ¢, -Fejerovo jezgro, pa dalje sledi

T I

EfN(?\)—ﬁ(R) = {{ e P e+ 2A-w) FLWO dudx — £€Q)

- -X

Koristet¢i periodidnost funkcija ‘f, ¢\N i £ i parnost funkcija ¥ 1
&, , dobijamo:

A T X
Ef -t ={ { v @-wd, £QA+u)dudx — £

- %

T 3
= S S *pN(,x..u)cpN(-x‘)ﬁ(jl‘i.-u‘)dudac—-?(2)

L

73[ ’f e, et ) o () (L Oy~ Fy) durdc

L (et

I

T
V1 (#@ew) - £00) b (o) dudx

- -K

x I
+ §§ (tarw)— &) (o ) — 8w do @ dudec

~X -X ‘
= J, +Jy (3.1.3)
Kako je |f(A+u)-f(A)} £ Clul, dobijamo

T

19,1 € € § uileyuwy]du
-T

Jezgro iR} pripada klasi F(¢) , definisanoj u §1.4., pa koristeéi
osobinu B’) (vidi str. 32 ), dobijamo:
/ X
|3 = A\ { 1oc w001 d-ac>
-

Iz (3.1.3), (3.1.4) i (3.1.5) sledi nejednakost (3.1.1}.m

Iz teoreme 1.5.2. sledi da za kovarijacionu funkciju slucdajnog

A

procesa =,(3),-X<A<T , va’i jednakost

coul? iy 2 () = O{(NBY'), N—> 20
\TN\/\}; )N 3 \\ ~N 3 *
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Taéniji rezultat daje sledeca

TEOREMA 3.1.2. Neka je {X(t), tEEZ}'stacionaran sludajni proces
sa olekivanom vrednos3éu EX(t)= 0, spektralnom gustinom drugog reda
f za koju vazi I £f°l,=C <+ o i spektralnom gustinom detvrtog reda
za koju vazi sup lf4(ul,u2,u3,u4)|==Cl<;+oo,

Uy ,Up,Uz,Uy,
Neka Je %ﬁlﬁ-ﬂts;\édt, periodogramna ocena definisana jednakostima

(3.0.1)-(3.0.4). Tada za A {E[@,T], pri N—eo va?i jednakost:

A A ’ / I
cou(F), £ (0 = 2 £ F(y«){ § G- R -p)dxs iy, <x—2>&<x+r-‘>o‘x}

_uot?n T o2
+ 1A ;ﬂO(N _Sx\oN(xvdac>

4.y X T VQ_
+ 0 (‘/N_NN_ ( *elnrdx 7(\1‘ | Weodx
- ’ -~
T2
+ c(ﬁ %x\"uwdx) (3.1.6)

pri éemu o(+) i O(+) u formuli (3.1.6) vaZe ravnomerno po A i

Dokaz éemo provesti metodom kojim je u radu Zurbenko [13]dokaza-

no analogno tvrdenje u slucdaju :K=51. Najpre ¢emo formulisati ne-

koliko pomoénih tvrdenja koja ¢ée biti koris$éena u dokazu teoreme.

LEMA 3.1.1. ([13], str. 61)

Za svako N21 i n>1 vaZi nejednakost

! M st Tp 8( £26,) dog- - docn < LT
g | 1 | | e ey 9% dom < £
2
) K=~ 00

8¢y - Dirakova delta funkcija,

n= [—ﬁf;fc],
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LEMA 3.1.2. ([13], str. 62)

Ako za spektralnu gustinu f vazi Uf‘l_=C, onda za sve Al’ 22 i

& >0 vazi nejednakost

sinN
2 LY
pEY S £+ ) Son TEEA i 3:;22 - #) = o 9\2/'\2,

ENEZ

< ClnoNE(\A ) +12,1+-28) ma;g
ej«

sin PP
2

LEMA 3.1.3. ([13], str. 65)
Neka je {¥;} jezgro definisano sa (3.0.2)-(3.0.4). Tada pri N=oo

vaze sledele jednakosti

w1 otN T 2 T 2,

§C 3 R e o = dxdy = = —SW\’NCI/d:C (1+01)

T=x sin®N =¥ T >
i+ s - 2 _ _g_"_l'_ -L

_SI SIE B e+ i) NZAnE xz_ydacéy = 4 gx\’ (3C+d)‘PN cydx+ G<N S\p dx

x T oY ox F \

BRACEY "N{’Zﬁﬂ ” = -—~—g €, Octol) By (x+8) DX + 0( . S‘PN cOdx )

A Qlif N /

Dokaz teoreme 3.1.2. Koristeéi definiciju periodogramne ocene

dobijamo
coo (8 0, £, (5) = gz e ) e, (I cov (T (x+A), Ty () dxdy
. A
N
_ 1 vt \ o RN p N TN \__\
= “ZI‘Z"CZNZA [S]Z‘PN(I) FN\'Z )t(, = ,tq—\<E X('t] X /Ak‘%)xﬁ.ba) E)((Q‘)XK'Q) E 'Kkt;‘,: X ‘1)/

. ex{;ﬁ- i e R) + L (o ) + Ul GG+ ) — L (Y +§45} docég
.Koristeéi formulu (1.2.1), dobijamo:

E X Xt XA = S, 155155 )
£ 85,5 St + St te) Syt + S8 S, t)

X('ti) x,\"f:> = S ‘x:'ti, 3\)
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pa dalje, uz primenu formule o vezi semiinvarijanata 1 spektralnih

gustina i formule (3.1.2), dobijamo:

N

A - v fentootas t o ts) St
con (2,00, B 50) =2 § R “(7)%%3,@:1{5\“'”’ syt + St ts) Sl ta)

+ Sttt S (tl;tg} exp{— th@+ D) + 10+ ) + LY+ M-t (Y +¢0} dxdy

eocP{ i, G2y + Uy @t A) + 1t (Yt ) — L4 (g 5 7

N
=7’—‘—N—§ N\ao‘ecg) Z; 5

4,0, =!

W+t Wy + J? »*
%S £Uotnug U e L&‘ U B+ T ) §%(1 4k v wy) du dupdug du

b fead GGy {fwe R0 gy o Sﬁ(u) W-tou g et @ ts)"dv}d:c:‘ndf
n 0

{

S *r
= Iz § we e | £, (oo Up s 155 L) & U+ Up+ Us+ Ua).
"N nz q

n

an,\;&;;_“l sinN Y 12“2 wny "‘3*'\”“ sinN u‘*_,;" n
A
) XA . UgtXiA . u3+:(+j-( e dudydusdinoxdy
S5 pin SRS am = sin—7

' SN ==
+ s [ 0 | W o) —— % z__.
TENT e nz SN =52 sim S5

Y ~UtItH cny=U-Y-K
. SINN SN dudvdocd*g

T QAYEM Y- M
sn 5 Hn 5

mNM_E;L “nNﬂf_zﬁs_fL

WX A o U TAA
sun 5 an 5

* Tz ;z\oum P é‘l £y HO)

aniﬁgﬂi%nN:iﬁdi

Z dud&dxd} (3.1.7)

=R EH e UM
n
s > sim. 5

' Ozna&imo sabirke na desnoj strani jednakosti (3.1.7) redom sa
Al’ A2Fi A3 i ocenimo svaki od tih sabiraka.

Ocena sabirka Ay Koristec¢i uslov ogranicenosti spektralne gus-
tine detvrtog reda, lemu 3.1.1. i periodicénost podintegralnih fun-

kcija, dobijamo:
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L3 ainn _v§4_
Z n

;.(.YLN yw‘LN ? LnN

obﬂ% “Un :f,_"" Sanz—sm:%_ l

. (S\*Cx‘.;__ 3c2+3f;5+3c1{‘> di):‘dffzc;xgdxq

x 2 o
{ 270N _ 2
< ¢ Lz) \ 4ce h!(_@amtxﬂdx) = 0({4-§va@>&3¢> (3.1.8)

T x
Jer je Aup 3 (\ON(sc)\dac <40 i %{‘Pﬁ'(x}éx-—) oo pri N—>oco,
N - -

Ocena sabirka A,. Uvodeéi smenu promenljivih u-A=u i v+5~1=—'5" i
- koristeéi &injenicu da su podintegralne funkcije parne i periodid-
ne, sabirak A, mozemo zapisati u obliku:

ginnN A-X (inN=T-peX+A
ain N 5 “inN >

1 ~ ~
= e (ol u - =
Ay L2 rS17- AEAA NG ';2 {:( +2) £00 S") sim %=X Sifn“(}—@ + XL+ 2
2 2
éL’V\,N - A— U-'t"j"l‘m SimN 23 0. -9 -
2 (5-_\3 dt a7 dccdfar
SN “2T i—cm )
=\ QWD 5= , f(u+2A)dw
S d QIN ggz sim u;:r: Sin = u+:12 2+"4

, ¥ sinn LTE“—‘J—SC?\N =M+ X+2

£(r-pyoudxdy.

Koristeéi lemu 3.1.2., dobijamo:

7 SN YU=FE gimNZRtd-A+r
L T TN 2 2 du = a,+a,+ay
ZXN _SGEJFJ\ X St LZI M—u-i-sg}\-i-;« ! 2 3

_;-ani;_-i San—\T"S\*(;—I’i'?t
S-ﬁ( —S‘(> i T4+ d'\)’ = b1+ bl+63

er\l U=~y (i U—™
sin 7 sn >
gde Jje
sipN X=d+a-M S{‘VLNM
a, = $& 2 , by = £(50) 2 )

[ ,'., - 8 < ’A—C"
N st - >
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—\ e AL e &
:{’Y‘vN x - ¢ :). {"( 3

= ”“( 1 - N oy 2 » £ A =
02 "‘ Ce1\\xl’f‘ (AI 7\+§41+2C> N%Ln < —ut _:@ '(/}’;ZNC 3
p) -

sun N OC‘;H—’/\ M-S

by = CO4 (\xk+ [+ 7\—5*4'\4.—2&> ’%ZNE

N sin x“’“ —-0
2 |

2 2

_ car CX
A= gez 0 03 = Cugyez
za neke !61‘.€1, leglél, 195!$1, ledsl-,

16l <&, gde je & >0 proiz-
voljno. Oznacimo dalje

4
Ay

i

r§]2 60D s by Aoché , 1,5ed1,2,3],
i ocenimo svaki od tih sabiraka.
1) Koristeéi lemu 3.1.3., dobijamo

2N x-tﬂ—z ™

e A 0%y

= fO) £¢:0 Sz\aNcr) P
n

Sn(ﬂx’
= F£E0 La@ D nly-p g dxdy
N 5
x

T
= _2_’.32 £ #(gﬂ‘)im‘a, (c—2) B (e~ dax + a(ig _gﬁ\pj(x)d:c>

2) Neka je € =1n"FN, gde je £>2. Tada va3i
1A%l € ¢ £ {, 19008l (11 4+ Lok A=)+ 28 ) ond
M

i N XY A-H i XA M8

. 2 ' — ﬁ%lﬁ 5 |dxdy
2. X-YEA-M K- T AH—
N“ stn p) sun )

s(n5122igdﬂﬁlxj;_6

= ¢ % { 1o -2 0 (-0 (1= gt + 20 BN O

dxdg
61

x—Y xr-3-9
N wn=—- > ;ml-~2---

| sinNZsinN G2 ||
=C &) (e (x-2) ¢, (- Z~“4;‘(\3Q—Z,—g~1 L)+ 20n M>0m\1 = [ OXIL
- y NZsnZ sin&22 ,

G 7 2

12 A2 1.
= !A}Z gy + A2.
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" SO ,mNZ.Z_Q |
A, = CER (e (a-2) %, (- 2-p) foe-z-) dnN- dxdz
. ? ... 2 -5
G N sins 2 S‘-IYL_"Q-‘
2 (| sontFEemN E2 | T )
< ClaN £ § f* { e e-aye, (e-z-s0| ez~ Hidxtdz
2% NZsin = 5 3n {{26 ~a )
I 23 SLTL?N"Z"‘
< clnN €O eole 2x)dx 27— ©; (:c)dx> Z_dz
S:rz: S QT N Sz.n' sin* %
s Y
— bflzl\‘ VIV VRN i t 2 Z
2. ' Sum\)—z—mmd 26
A, = CJ?O\)X e (oe-2)e x_7__~4)\’3c—§4 1 nn Axdz
22 N NG 3 VAV -5
N “n 5 wn & 5
Saﬂt\)——-,xnx\L?’_—Q ‘A
£ cfx %\‘PN(I—A‘) \Pw(x—z—g«)mx—?\-(—m—gﬂ) = {mNox sz
G N“ SLV\,‘E‘ )\’Yl—-—-Q-:—

T

g = T
= C)(“}q‘° STIZVf(xbdx {e2ad > +{a-1 0 (/“N 5;31@3\01‘
°x

3c
. z ., Z—0
sin N 5 Ll 5

Nknzscﬂ 2

3A'§ = C{ S L, (=2 *G’N(OC—Z—y)\Z(/n‘—BN-
2 _

dxdz

.o
= o"(-ir\T ‘S’Ir\ejix)d:r:), N = 20
gde Jje G, = o)) —T+2A X2 THA, —TH [ €Y< T+
- { (D] —THAE X LT+A, —T+p & X-Z < T+ M.

%) Velicinu Agl ocenjujemo analogno kao Aéa

4) o XA =M
13 2 . SN 5 RN .
Ay & LCX af(x)rEz\\pN(ac)\eNu)\ N e dxdy
z

= G(J— Jﬁtvz’x\dx>
= TARHED

22

5) A, < CHmN 5‘12 V) G\ (Ich Iy =2+ 4l + 281 + 1+ ;\—g«\f.— 28)

' LA =M . A=Y O
Sanlo—ﬁ——— sinn = A . 4 4
- i »x ~.,
Pz -, O N e &‘-V\'I*?\“"'J'”’“’ J
{ . ....(. ‘v’\ 2 e . 2
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(e, G-y e G- (e -At + 1= Al +25)Qx~y'x +liMi+ 2E
C)

sim N LE gimy 2229
2 2

dxd
NZ sinm 3—‘—21 “n 99:—;’-3 d

-

< X Mé\\om(x-a)\on(y—g«)l(loc—zl+13-34!+\a—y4(+ 2¢€) NP =T docdy
2 7 2
T A
= <__*.M g o2 e d d=c - { kgf@gé:c)
-JC
/7
+ [A-¢11- O(W N 2(ac:)d } o-f\L *(Qc o:r;>

6) Sada lako dobijamo

13 X Y T . .
A, = o(J-N Swvﬁoc)cbc) LAY = c—@ﬁ_gjt\efca:)d:c) y 3=1,2,3.
Prema tome, pri N— oo. vazi jednakost:

x
Ay= 2L 20500 § § e (- (S 4 (A=) O("-@J\i N \e%c,cbc\/\
+ o(@&‘iﬁf iy dx L ng(mc\ac) +0<J-g\o >o:x) (3.1.9)
-JT

Ocena sabirka A5° Uvodeéi nove promenljive X =X+2, §==y+p, do-
bijamo:

U= =R iy DEXTHA
7 SN~

o0 =X~ - XA

Ay = T & \%wiﬁpx 20 £

SULN “\T'Z:,'-‘\TH st N — =y

= —dudvdxd
. — — uwogox b
5(;7\"0-\-\'1‘3\( SL’YL—uyﬂ M
2 2
O+ X
s’nN
1 v(&-?&“\f’N(»}g«)S:ﬁmﬁaﬂ N S = 2
4T n2 N n2 SV\Q X sin v+
2 2
sinn =38 gin N g e
\-273' _“AUAL/ ng
ain —Vrs <‘Ly1—:_.(_’£2_-



A Sin -Lz ;AN M=
_ _ X _ Y =
- XZ\PN(x AB pN \3 S‘-(> 2m N g#\{l/ U~ u+y du’
5 - S —*2-—- SOM 5"
5o SﬁablgjﬁSMQN‘f
{2 '\7—3: ot 25 c\u‘cbcd‘j,
2XN 5 sin L= sin 252

Koristeéi lemu 3.1.2., analogno kao u slucaju ocenjivanja

birka A2, dobijamo:

I . W~ o5 uU+Y
L {ew st T s Z_du = o +al +ag
27N 3 sin HZ%- sin 5=
T sinN Y=X sinN vty ! / !
1 2 2 _Jdu=6+b,+b
2N &-#Qﬂ s ‘Jér s&nszg 1 =
gde Je N X+Y
o= oo SN g gy BN
- X4y - XY
Nsin EX N sin 25
sinN X+H2EO
! ' 2
dy = CIn2NE(fe-Al+1Y-Al+ 2€) 8, o EaEE |
N < 2

tniN X240
St 5

b, = C 85 n 2NE(o—( + (-1 + 26) - 2

2

NSin

6'__ cx? A cx*
T gNeZT T 3T TaNer’

za neke 191<1, 10,1 €4, 16,1 €1, 19,1 €1 | I6l £ €, gde je & proizvoljan

pozitivan broj. Oznacimo

3 .
A { BN Ajbjdxdy 5 1,5 €{,2,3},
n

1 opet ocenimo svaki od tih sabiraka.
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sa-

Koristeéi lemu 3.1.3. i parnost i periodidénost funkcije ¥, dobi-

str2ny 2

A5 = & (- 7)PN(‘<§ gDFO\H”—(gO -~ —_— :Jocd‘c{

7_ .JC+:'

Jjamo:
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= 2% 20 2008 ¢ la-A) (e D I + a\-}q
, -JC

Neka je, opet, £==ln"ﬁN, £>2. Dobijamo:
12 . .
A; < C‘E(R'AZWN@“?O =50} InN(1oe-gtl 1=+ 2€)-

s N EEd gipN XIS

ol .
NZ sin 25 Smmﬁﬁﬁ%ig

= o {_(8E-2 g+l InN Qac-) + gt ptl 4 28)
LA

SN 'xr J SmN'x 3'*'3
NZ sim £52 &tnx—————~"§+'9

sinNZ smNZC_Q ,
z= e

=c £ [ (- B (m-z+§)] N (jou- 2] +| -z +¢t] +2€)
(C) N 5(’7’1 ) in

= [2—¢11 O (@ﬁ %v%c)dac) + o(L:f\02<x>3:c>
) N N N g N
N E 2 ey da L { ePiayd >'/2

+ O (A | g e0dx | eeads

Ostale sabirke ocenjujemo analogno kao u prethodnim sludéajevi-

ma. Konacéno dobijamo:

_ x 2T e L
Ay = .2.51 £ #(g«)_&jt‘PN(x—m\PN (xpnd + (A= O(@#_X;ﬁ @C\'d“g
(/Tll‘N j.t ? 2 !
+ O(T { aelrdc - € @c>dx> + OCJ— (% @od:r> (3.1.10)
-3JC

Jednakost (3.1.6) sledi iz (3.1.7),(3.1.8),(3.1.9) i (3.1.10).®

Kori%éenjem jednakosti (3.1.6) i definicije jezgra {¥,} jednos-
tavno se dokazuje (vidi niZe dokaz teoreme 3.2.1.) sledeéa posle-

dica teoreme 3.1.2.

Posledica 3.1.1. Pri uslovima teoreme 3.1.2., za svako o £ R va-

zi Jjednakost:
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R ) N
livn NS, Cog'\{\{(m’%\.(ﬂ\—k o(BN)) = rg,cm

N-—=> oo -»> o0

COU(ENCQ) ENO‘*' o 5\1\3

4+ oo
2T § wereteto)dx A+ o(mod2X)

D ]
4TE2R) | e@) ety dx A= 0 (mod 27

U uvodnom delu glave III releno je da ¢e osnovni objekat nadeg
istraZivanja biti sludajni procesi ¥ (A) i Z,Q), 0<A<T, odredeni
jednakostima (3.0.5) i (3.0.6). Da bi se dobila "razumna" granidna
kovarijaciona funkcija, "normiralemo" parametar A (promeniti jedi-
nicu vremena na A-0si, saglasno posledici 3.1.1.) i definisati

nove procese 5, i fNO\) s O£ A<, na sledeéi nalin:

- 3.(2By)  O0<ALIBY
=1 . (3.1.11)
§N<3t) ?\ >3tBN
_ (AB 0 <A LIRY
Z = Zn2B) B (3.1.12)
. ZN(L“C) py >JCBN

§3.2. ASIMPTOTSKA NORMALNOST
KONACNODIMENZIONALNIH RASPODELA
NORMIRANIH PROCESA

Ispitaéemo asimptotsko ponaSanje kovarijacionih funkcija slu-
¢ajnih procesa § (A} i Z Q) , O AL+oo, g zatim formulisati teoremu

o asimptotskom ponafanju njihovih konadnodimenzionalnih raspodela.

TEOREMA 3.2.1. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 3.1.2. i neka
su %N i Z, procesi definisani Jjednakostima (3.1.11) i (3.1.12).
Tada za sve A2C i (120 vaze Jjednakosti

lm cov(F 0, E,qn) = Lim cov(Z, ), Zy(y=raM), (3.2.1)

—“+ o> +°°

3 o] ! 7. S - ) 7
Bde 3 roym= 2z "‘co‘;{ { Plac-A)ple+2)3 L +§ \’\I—%”(IWJO‘I}- (3.2.2)

~w T
—_—
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Dokaz teoreme 3.2.1. Koristeé¢i jednakost 3.1.6. 1 definiciju

sludajnog procesa gN, dobijamo
¥ |
cov (5 A), T (W) = 2B FABHF (BN ) 8028 B, o~ HBy) 3¢
’ -

a
+ 2B LB T(HBL) § B Ge-28,) Wyt (1B ) Ix
~JC

bl
+ 1A= 50; o/\//nzw_ijt\e,%(x)cv’x)

. aT ac ”
+ B, OlUrn-{ 22y dx | eftedx \) +or(5 ‘Pz@’,cjx\,
N (A e/ 8 _3(, /
(J)

= N (3.2.3)

3_1
Kako je f neprekidna funkcija dobijamo

£(2By) > £(0) i £(1By) ~>£(0) pri N->+oo.

Oznadimo M= max(a,M). Tada vaZi

T
Lim By, 3 B (x-28) Yy (- iBy) I = Lim { e(Z -A)e(Z -

_x‘*‘HBN —-;?0 —:Jt+r\(3N
8y +-00 .
= (xm S \€<{3"‘2\) Y(’t“_ﬁ\/ dt = X \€<x‘—2.3 \PQJ:_S\,()dx

Koristeéi definiciju i osobine jezgra {¥,}, lako dokazujemo

~T+MBy
Lim § e le-2B) W (x-¢Ba)d X =0
N>reo _JT

Prema tome, dobili smo

+00
IV G, ) = 2nfie) | eE-R ey ax . (3.2.4)
N —»0o0 —
© Yoo
Analogno: (&L_gnm 3‘:’(2,&0 = 23’5?"(0)_8”‘6’(3:-2) e(x+H) dox . (3.2.5)

Dalje dobijamo:

/ . T
(::)\A M) = \‘{ 5‘435:\1‘9712 ) e (ac)O\SC> ~O" (m N) o, >°";(5‘2‘6>

) / 5 4 ?.
:}N' ) O\VBS ‘n N :EZ\P pc,"l;c o‘JC>
-
1/2
ny 22, , 3
=0/BY s (R emdt | e \Jo,\), g i) =0, N (3.2.7)
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32, ‘1)—0(13 S \c’N\a./o:x:> oTUY, N—» oo (3.2.8)

Iz jednakosti (3.2.3)-(3.2.8) sledi

Lim coo(Eya), 0 = R, 1),

N>

Kako Jje BN==N—E i +<&< 5, to koristeéi nejednakost (3.1.1), do-

bijamo:

I

sup (B |E£,00- 0] = o(VFE, &‘\m@N@c)léoC>
=JC

00L&

3ku

N _

_(DQTh- BN't¥%€ﬂdt> =:CD(N2E5§:>==CM1))rd—>co
éLLP)S—N(PQ Z M = éu B, | EE ™ - 1)) = o), N—> o0,
0£A<T <€

pa zato vazi i sledeéa jednakost:

U (ZN(}l) zZ (M)) = V‘(A,S‘() n

N-» oo

TEOREMA 3.2.2. Neka je {X(t),teiz} stacionaran sludajni proces
za koji postoje i ogranicdene su sve spektralne gustine viseg reda,
a spektralna gustina drugog reda f Je neprekidno-diferencijabilna.
Neka Jje %JA[,{)silsﬁf, periodogramna ocena definisana jednakostima
(3.0.1)-(3.0.4), gNCOi.ZQCU, 0< A<+w, slufajni procesi definisani
jednakostima (3.1.11) i (3.1.12), a Z(A),0< A<+ w0, Gausov sludajni
proces sa matematidkim odekivanjem EZ(t)=0 i drugim momentima
EZ(R)Z(@)::r(A,@), gde je r(-,+) funkcija data jednakosSéu (3.2.2).

Tada, konacnodimenzionalne raspodele sludajnih procesa E;(K} i
Zﬁ(a), 0< A< +o0, slabo konvergiraju (konvergiraju u raspodeli) ka
odgovarajuéim konadnodimenzionalnim raspodelama Gausovog sludajnog
procesa Z(A), OS AL + 0.

Dokaz teoreme 3.2.2. Koristeéi teoreme 3.1.1. i 3.2.1. i posle-
dicu 1.5.1. lako dobijamo da sve semiinvarijante sludajnih procesa

~~

I, 1 ZN’ konvergiraju ka odgovarajuéim semiinvarijantama sludajnoz

s

procesa 7.1
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~ ~ d
§3.3. OCENA MOMENATA E[T (A)-F (] 1
NEPREKIDNOST TRAJEKTORIJA GRANICNOG
PROCESA U GAUSOVOM SLUCAuJU

U ovom paragrafu pretpostavljaéemo da Jje polazni sludajini ovro-

ces {X(t), t €2z} - Gausov; :SJN(') je proces dat jednakoséu (3.1.11).

LEMA 3.3.1. Za sve A, (1€[o,%B}] vaZi jednakost

S %'N(M%‘JN ) = NBy SZKPN@C“RBN) Wy (- 1B ) GN(I{‘j)CJ:Cd‘J (3.3.1)
s .

gde je GN:H2—>R funkcija odredena sa

. 2
T sinNE=E sin N &Y
{ 2. 2 /
G &89 {2@{% gmdzrﬁnd;j 0
T i ng L i ny E 2
. 1 g SN =5 HMN =5 2y do (3.3.2)

Dokaz leme 3.1.1. Iz teoreme 2.1.1l. sledi da za svaki Gausov
vektor (Xl,X2,X5,X4) vazi jednakost
E(X1X2X5X4)::E(XIXQ)E(X3X4)+E(X1X5)E(X2X4)+E(X1X4)E(X2X5)

pa koriééenjem poslednje i jednakosti 1l.1.4. lako dobijamo:

N : 2N 0y
oy = ] Lex v
ELOOINP = o7z E lz_x@;)e l \ é’x«)e

N . .
- s E X)X (k) XK X (s eocp{mx—izg,au 1y 1%}

2,12
g Ky K, Kz Ky =1

N rp— 2
ZeL(.B \")—tl dﬁ

x N eet2, F
= e _gww)\g‘e | de | £

T =t
. . 2
T €L N{ct-X) | eLN(obP:D 1
+ et~ _ ’ ol G+3) _y HO 9l
X INE-X) { N{oL-Y) 2
L L - t -
y = {(al-2) - ei(o‘t—b') = {:(c()d-:{
-1 € -4 C —1
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Osim toga vaZe Jjednakosti.

ET ) = —1——-3{ S el g o
NETUT 2EN 28
NS . N—1 n NX
Uy e Sn =3
etF — 1 $én§§

pa koriscenjem odigledne jednakosti

E T4 = NB {ef, 80 Ri(pBa - EAABOER(HBY)]
= NBy 82 B-AB) \9,\,(7—@48“)5[5%@)1,;,03) —~E T, () E,IN(“Q)}d:cd';
' N

lako dobijamo jednakost (3.3.1).

LEMA 3.3.2. Neka je l{li, <+ o0 . Tada, za sve A, (M€[0,78]] va¥i

nejednakost ~ -~ 2
E|T 0 - T gol” € kia-¢i,

gde konstanta K< +o0 ne zavisi od N, A i M.

Dokaz leme 3.3.2. Koristeéi lemu 3.3.1. i &injenicu da Jjezgro

2

{®,} zadovoljava Lip$icov uslov sa konstantom HB& , dobijamo

g1 T -3 enl® = ETQ0+E S0~ 2E 50T

N

il

NBy r§12 { e 2BY B (G- AB) + Gu(2-JBN) ¥y (f~ (4B)
—2'¢ (X~ 28y) ¥, (4~ ysN)} GN(:r,g)o'::d“J

= NB, 5—@ Wy (3= 2B { B (= 2B~ QY B } B, (x, Iz

+ N3y L, R e { 028 — (- pe) G () dx 3

< NH A=t ;}zlﬂ{x—xs,\,\,\ Gnim,)dxdy

+ NHR- ézl‘&(“g—gw%ﬂb\ Gu (%Y dxdy

Koristeéi formulu (3.3.2), dobijamo sledeéu nejednakost:-
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E (5,00 - 500 < NH -1 (0, + T, -wmb)

gde Je )
T inNEZX nNXET
J, = { e c-28) (= 2 2 £edol |dxay
/ T er A= o A= Z
SAnN St N——=
5 2 vdeot) docd

a J5 i J, se dobijaju kada u formulama za Jq i J, zamenimo v (x=ABy)

sa R (y-§1By). Dalje, koristeéi jednakost

T t . x—Y
ginmN = Scnrﬁﬁ%r— Surm N

S ~ 'x t M-t dt = 21 i XY

- SN ——= 5 SN —=——2 2 “an 7

i ogranidenost spektralne gustine, dobijamo

i . o= . ol+Y 2
SN SN \
2T 2 = g sinpX Aﬁldz
. SM%N:F;V ,
< 27h€l o & Lo (- ABOI 2:er — =2 docoy
n? It ==
T X 2=l _
1 SN ==~
JC{ g ( ’\l\x ABN)‘ “Eﬁ S ————5—2—_3—82 d:): = K1 < 4D
-TC B [ “un _i’

gdé konstanta Kl ne zavisi od N, A i ¢t . Analogno ocenjujemo sa-

birke J2, J5 i Iy pa sledi tvrdenje leme.m

Oznacimo sa . k-tu semiinvarijantu sluclajne vellﬂlne? ()L [,
k SNt

O%evidno vaZi jednakost /Zl==E(§N(A)—§N(y))==O.
LEMA 3.%.3. Neka jellfli <+ooc. Za k>2 vazi nejednakost
K—
| < Ceia—ul
gde konstanta Ck ne zavisi od N, A i M
Dokaz leme 3.%.3. Kako Jje /X2:=E(§N(R)'§ﬁ(ﬁ>)2’ to u sluZaju
k=2, tvrdenje leme sledi neposredno iz leme 3.3.2. Dokazimo da ne-

Jednakost (3.%.3) vazi i pri k>2. Primetimo da sludajnu velidinu
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gN(?Q mozemo predstaviti u obliku

g M= J_T S e (x—RBu>< :=

x12

- E‘i)(@c\e ]>dx

{

= S i <X(’C(3X(tz) E)((t\))((tn)) \[mg',, S\P (-8, ) cos &~ t,)x d=x
t‘—t L=

i

gde je
X ={X(1),..., X(NY)

pe: of
A = [gﬁ; -Sjt\PN(:x—RBN) cos(t‘—i'@x]

-th-(:Q:iT..,N

Prema tome, sludajnu velidinu € (- (M) moZemo zapisati na sledeéi
nacin: Ey(0-35(e0 = (AX,X)-E(AX,X)

gde je matrica A odredena sa

T
A= [@_  (eue-aBa)— 0 (ac—g«BN»cos(t-mchac] (3.3.4)
-JC "t“ty_:l

2NN

Koristeéi &injenicu da je X =(X(1),...,X(N)) - Gausov vektor i te-

oremu 2.1.2., dobijamo da karakteristidna funkcija gN(t,ﬂ,ﬁ) slu-

cajne veliédine ?N(z)-i'N(g«) ima oblik

L?N&t):t,gﬂ-:%(t): eacp{ LtZ } N (1 thg* 3 (3.3.5)
gde su ?ﬁ - karakteristicne vrednosti matrice KA, A je matrica
data sa (3.3.4), a K=:[K(ﬁ—tiﬂ t1yt=1, ., N - kovarijaciona mat-

rica vektora (X(1),...,X(N)).
Iz jednakosti (3.3.5) dobijamo

(m K
/an = Z (
: =t
pa za k>2 wvazi
~ K—2 N ~
| el € Cc mnax \S“LJN) - 22 (ﬁ?\z = Ce % movoc\(*«'(;)l b (3.3.6)
149 = 1€4jeN ¢



79

Karakteristic¢ne vrednosti matrice ocenjujemo normom matrice

max |06 <lleall < li<ll-IAl (3.3.7)
Ocenimo norme matrica K i A. Neka je y=(yl,...,yN) - jedinifni
vektor u prostoru RN, Tada Je
IKI = aup Ky, = Aup Kx-4)
ﬂrz\(_.Pq ( 'j j ) ﬂ'jll"\ ‘t,é— g%‘js (5 3 8)
X Ak !
= oup Z Ag-b'\Jsg 1?—(2)37\ SUP \Z '3-!:6 £(Ay02
yli=1 5= x ugu ==
T \
AL = sup [ AY, P = s e (x-AB) - B, (- MB )
| W‘;HP 1 rEY “'\”E‘ tz\é?t\% Qﬂ——g( I8 w0~ R B)
. cos(t—-4)x dxe
B _ ‘ (3.3.9)
< ll?ﬁ (27N _ S |y (x-2B )~ R WBN)‘ Z‘AJ’CQ doc

Primetimo da vazi Jjednakost

sup & 5‘, *g,céitxt doc = @upﬂ{ (

M+ 2 MYy COS(E- {ﬂ>6’( 2%(3.3.10)
=1 -Tc! e= hll=1-T

==t

pa koristeéi (3.3.8) i (3.3.9), dobijamo sledeée ocene

iK1 < zccz;-.ﬁ’noo (5.3.11)
- & H [ A—M]

IA‘ é N__ ____ } 23{ — e——— (5.5.12)
h ‘ ”V " S'H V/NBN

Nejednakost (3.%2.3) sledi iz (3.3.6),(3%3.%2.7),(3.3.11)-(3.3.12).

TEOREMA 3.%.1. Neka jeifill<+o0o. Tada postoje konstante 0<~'< oo,

K>0,&>0 koje ne zavise od N, A i ™M, takve da vaZi nejednakost:
ElS -3 @ € Kla-¢| (3.3.13)
Dokaz teoreme %.3.1. Koristeéi formulu (1.2.1), dobijamo

jq j2‘(
- ZGGu AN A (323w

~ ~ 2R
ElT -5,

ok
gde se sabiranie vrsi po svim (jl,.. ) za koje vaii 24

T dok
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Kako je,X1= 0O, to su svi sabirci na desnoj strani jednakosti
(3.3.14), a koji sadrzZe Xl, jednaki nuli. Za ostale sabirke, kori-

$¢enjem leme 3.3%.%., dobijamo nejedfakost oblika
2 .
] € g SO
gde konstanta Ce ne zavisi od N, A i M. 2a k23 vaéi{§§&4ﬂﬁz 2,
pa stavljajuéi, na primer, X=6, £=1, lako dobijamo tvrdenje teore-
me 3.5.1.m

Sledeéi rezultat formulisao je Kolmogorov (vidi[26]):

LEMA 3.3.4. Neka za sluéajni proces ¥(t), a<t<b, vaZi mnejed-

kost
Rees E{g(w-g(s)f‘s K |t-s) 1+E

gde konstante o >0, K>0 i €>0 ne zavise od t i s. Tada su traje-
ktorije slucdajnog pronga 1), a<t<b, neprekidne sa verovat-
noéom 1. /
7a svaki od procesa %ﬁ(z), C)sfl<-+oo, N=1,2,..., vazZze uslovi

leme %.3.4. Sludajni proces §ﬁ(ﬂ), O< AL +00, predstavlija na in-
tervalu [O,xBﬂ]trigonometrijski polinom sa sludéajnim koeficijenti-
ma, a za AI?ﬂB: je neprekidno dodefinisan, pa iz same definicije
sledi da su njegove trajektorije neprekidne. Medutim, kako u neje-
dnakosti (3.3.13) konstante &, K i £ ne zavise od N, A ift, a (pri
uslovim% teoreme 3.2.2.) niz sludajnih velidina §g@5—§g§&) konver-
gira ka sludajnoj velicini Z(Z)—Z(@), to i za sludajni proces Z{(A},
0<AL +00, vazi nejednakost E]Z(A)—Z(g’i)\d < K{ﬂ*ﬁlﬁé sa konstantama
K, d i &, istim kao u nejednakosti (3.3.13).

Prema tome, primenjujuéi lemu 3.3.4., zakljudujemo da vaZi

TEOREMA 3.3.2. Trajektorije slucajnog procesa Z(A), C< AL+ oo,

koji Jje definisan u teoremi 3.2.2., neprekidne su sa verovatnoéom i.
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§3.4. SLABA KONVERGENCIJA VEROVATNOSNIH

MERA U PROSTORU Cfa,b]

U ovom paragrafu naveSéemo osnovne definicije i tvrdenja o sla-
boj kohvergenciji verovatnosnih mera u metrickom prostoru i, pose-
bno u prostoru neprekidnih funkcija na zatvorenom intervalu. Bice
formulisana samo tvrdenja potrebna za razumevanje daljeg izlaganjs.
Slaba konvergencija verovatnosnih mera Jje mlada teorija koja se
razvijala poslednjih nekoliko desetina godina, pre svega zahvaliu-
juéi radovima Kolmogorova, Duba, Donskera, Skorohoda, Le Kama, Va-
radarajna i dr. Sire izlaganje i bibliografija dati su u Eﬂ.

Neka je S metridki prostor, a ¥ klasa Borelovih skupova pros-
tora S, tj. minimalno O -polje pcdskupova skupa S,koje sadrzi sve
otvorene skupove. Verovatnosna mera na merljivom prostoru (S,¥) je

funkcija P:¥—[0,1], koja je G-aditivna i za koju vaZi P(8)=1.

- . [+ . . “
Neka Je {Pn}n=o,nlz verovatnosnih mera na (S,¥). KaZemo da Pn

slabo konvergira ka Pb i pisemo Ph:$>Po’ ako vazi

lim {¢4p, = { £dP (3.4.1)
S

Nn— co S
za svaku ogranicenu 1 neprekidnu funkeiju f£:8 — R.

Skup A€y, za 3iju granicu vazi P(3A)= 0, zovemo P-neprekidnim
skupom. Ima smisla govoriti o verovatnoéi skupa 3A, jer on kao za-
tvoren skup pripada klasi ¥.

Sledeéa teorema daje potrebne i dovoljne uslove slabe konver-

genéije mera na (S,¥).

TEOREMA 3.4.1. ([8], str. 21)
Neka su Pn i P verovatnosne mere na (S,f). Sledeéi uslovi su

medusobno ekvivalentni:
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Ul) P, =>P.

U2) Za svaku ogranidenu ravnomerno neprekidnu funkciju f:S —R
vazi jednakost (3.4.1).

U3) Za svaki zatvoren skup FEY¥ vaZi nejednakost

limsup PnCF) < P(F).

n—»> oo
U4) Za svaki otvoren skup FE€¥ vazZzi nejednakost

liminf Pn(G) = P(G).

n-— oo
U5) Za svaki P-neprekidan skup A vazi jednakost

lim Pn(A)= P(a).

N>

Neka je % familija verovatnosnih mera na (S,¥).

Ka%emo da Jje familija ® relativno kompaktna, ako svaki niz e-
lemenata iz 9 sadr¥i slabo konvergentan podniz (ka verovatnosnoj
meri na (S,¥) koja u opstem sludaju ne mora pripadati familiji Py.

Ka¥emo da je familija 9 gusta, ako za svako £ >0 postoji kom-
paktan skup K€Y takav da za svako PE€P wvazi P(K)>1-E.

Sledeéu vaZnu teoremu dokazao je Prohorov [33]:

TEOREMA %.4.2. Neka je S separabilan i kompletan metricdki pros-
tor i &° familija verovatnosnih mera na (8,¥). Tada vaZi tvrdenje:

Familigja!?}D je relativno kompaktna, ako i samo ako je gusta.

-

Uvedimo jo¥ sledeée pojmove: Za potklasu U< kaZemo da je kla-
sa koja odredujé meru, ako iz jednakosti (proizvoljnih) verovat-
nosnih mera P i Q na skupovima klase U , sledi njihova Jjednakost i
na skupovima klase ¥. Za potklasu U< ¥ ka’emo da je klasa skupova
koja odreduje slabu konvergenciju, ako iz uslova

lim Ph(A)zzP(A) za sve P-neprekidne skupove A€,

N0

sledi tvrdenje Pn = P.
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Primer 3.4.1. Neka Jje Rk k-dimenzionalan Euklidov prostor, a 3
familija Borelovih skupova u R¥. Verovatnosna mera u prostoru(R 3"
obiéno se zadaje funkcijom raspodele. Neka je {Fn}Z—o niz funkcijia

niz odgovara- -

raspodele verovatnoéa u prostoru (Rk,ﬁk), a {PﬁYEzO

juéih verovatnosnih mera. KaZzemo da Fn slabo konvergira ka F i pi-

Semo F, = F, ako vaZi jednakost 1lim F (x)=F _(x) u tadkama x ne-
) nesoco n (o]

prekidnosti funkcije F. Jednostavno se dokazuje ([8], str. 31) da

je uslov Pn:‘.>Po ekvivalentan uslovu Fn:$>FO, tj. da se slaba

- konvergencija verovatnosnih mera u prostoru (Rk,fk) svodi na slabu

konvergenciju odgovarajuéih funkcija raspodele.

Primer 3.4.2. Neka je C=C[a,b] prostor neprekidnih funkcija na
intervalu [a,b] sa ravnomernom metrikom

¢(x,y) = sup Ix(t)-y(t), x,ye€cC,
as<stsb

a © klasa Borelovih skupova u C, u topologiji koja je odredena

. ey . . k
metrikom §. Za fiksirane tl,...,tkfi[a,b], neka Je«ﬂ%l’”.’tk:c—aR
funkcija odredena sa

Tt s een,t, = EED e x(8,))

i neka je, kao i ranije,fﬁk klasa Borelovih skupova u Rk. Skuvnove

oblika ﬂ;‘ £ B, gde Be RX zovemo konadnodimenzionalnim skupo-
l,..', k

vima u C. Va?i sledeéa ([8], str. 33)

TEOREMA 3.4.3. Klasa svih konacdnodimenzionalnih skupova u C je-
ste klasa koja definise meru, ali nije klasa koja odreduje slabu
konvergenciju.

Drugi deo teoreme sledi iz sledeéeg primera:

Primer 3.4.3. Neka je {Pn}:lo niz verovatnosnih mera na (C,¢),

pri cemu Pn dodeljuje Jjedinidénu verovatnoéu funkeciji xné_C, gde Je

xo(t)zo, a<t<gh,
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n(t-a) agtga+rt
xn(t) = -nt+2+na —:_-Lgtga+%-7 n;%
0 arZ <t <b

(Za 1<n<5%é~ funkeciju xnec moZemo izabrati proizvoljno.)

Niz {x (t)} konvergira ka xo(t) za svako té€[a,b], ali konver-

n=o
gencija nije ravnomerna po t. Ako Jje A::S(xo,%) kugla sa centrom

. . . 1 . : _ y
x, 1 polupreénikom x, onda je Pn(A)=:O i R(A)=1, pa P, ne moZe
slabo konvergirati ka P. S druge strane, ako je.

A =) g, Heqk
tl’...’tk’

. .. 2 . . . .
i ako vazi H<m1n{tj-a, tj-—a #0 i léask}, onda je Pn(A)-:T::)(_A).
Prema tome, jednakost %im Pn(A)=:EﬁA) vazi za konadnodimenzi-
-» 00
onalne P-neprekidne skupove A.

Konaénodimenziqnalnim raspodelama verovatnosne mere P na (C,¥)

nazivamo sve mere oblika Pﬂ%’ £ koje su definisane u prostoru
l,'.l,k

(Rk,ﬁk), k>1. Kako su projekcije ﬂkl""’tk neprekidne funkcije,

to iz slabe_ konvergencije verovatnosnih mera na (C,¥) sledi slaba
konvergencija odgovarajuéih konacdnodimenzionalnih raspodela. Iz

teoreme 3.4.3. sledi da konacnodimenzionalne raspodele jednoznacno
odredujd verovatnosnu meru na (C,€), ali da iz slabe konvergencije
konacnodimenzionalnih raspodela ne sledi slaba konvergencija odgo-

varajuéih verovatnosnih mera. Medutim, vazi sledeéa teorema:

TEOREMA 3.4.4. ([8], str.56)

Neka Jje {Pn}g;o niz verovatnosnih mera na (C,¥). Ako konadnodi-
menzionalne raspodele mera Pn slabo konvergiraju ka odgovarajuéinm
konatnodimenzionalnim raspodelama mere R i, ako je familije P, su-

sta (relativno kompaktna), onda va?i P, =P,
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Potreban i dovoljan uslov da je familija raspodela na (C,¥Y) gu-
sta, a samim tim i relativno komwaktna (jer je C[h,ﬁ] sa ravnomer-

nom metrikom komvpaktan i separabilan metridki prostor) formulisao

je Prohorov ([33], str. 202):

TEOREMA 3.4.5. Familijé ® verovatnosnih mera na (C,€) je gusta
(relativno kompaktna), ako i samo ako za svako & >0, postoji broj

M=M(g) i funkcija w(§)=w(5,8)V0 pri & Vv 0, tako da va¥i:

Vi) P{x: |x(a)1<1‘4}>1—%,
&
Ve Pix: su x(A)-x( D<€ W)} > 1-=
) { la—gﬂfé‘ | ) {f } 2’
za sve mere P familije .
Dovoljan uslov da vazi V2), jeste da za svaku meru F’€QF vari

nejednakost

oL 1+&
v3)  Elx()-x(l < Kla-¢1]
gde konstante & >0, K>0 i £>0 ne zavise od A, (1 i P.

Neka je (R@,¥,P) prostor verovatnole i X:SZ—*—C[a!b] proizvoljna
funkcija. Za fiksirano we&2, oznadimo sa X_,, vrednost te funkcije
u tackiw. X, je neprekidna funkcija na intervalu EaJﬂ, a njenu
vrednost u tadki t&fa,b] oznadimo sa X(t,w). Za fiksirano t<fa,b],
oznacdimo sa X(t) realnu funkciju na & . koja u tadki we& urzima

vrednosth(t,uﬂ. Analogno, oznadimo sa (X(tl),...,X(tk)) funkeciju

iz @ u RN koja u tadki w uzima vrednost (X(tl,uﬁ,...,X(tk,w)).
Tada, odigledno vazi
S D I

Jednostavno se dokazuje ([}ﬂ, str. 86) da su sledeéi uslovi ek-
vivalentni:
a) Funkcija X:(,5%) — (C,¥¢) je merljiva, tJ. X"lfc:BZ .

b) 7a svako t, funkcija X(t):R =R je merljiva, tj.(x®) B <.
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Ako je X:(@,31) — (C,€) merljiva funkecija, kaZemo da je X slu-
ajna funkeija. ili sludajni elemenat u prostoru C[a,b]. Prema tome
X je slufajna funkcija, ako i samo ako je za svako t funkcija X(t)
sludajna velidina. Svaka sludajna funkcija X u prostoru C[a,b] de-
finisana na prostoru verovatnoée (Q,%,P), definisSe verovatnosnu
meru P u (C,€) na sledeéi nadin: §(A)==P(X;1(A)), A€e¢. Meru P zo-

vemo raspodelom slucajne funkcije X.

x

Neka je {xn} o

mo da je niz {Xn} gust (relativno kompaktan, slabo konvergentan),

niz sludajnih funkcija u prostoru C[a,b] . Kafe-

ako je niz odgovarajuéih mera gust (relativno kompaktan, slabo

konvergentan) .

Teoremu 3.4.5. moZemo u slucdaju niza slucajnih funkcija prefor-

mulisati na sledeéi nadin:

TEOREMA 3.4.5: Neka je {Xn}‘;’:o niz sludajnih funkecija u prosto-
ru'(C[a,b],t) , a definisan na prostoru verovatnoée (R,9,P). Iiz
{Xn},je gust (relativno kompaktan), ako i samo ako za svako & >0,
postoji broj M=M(g) i funkecija w(§)=w(8,£)V 0, 0, tako da =za
svako n vazi: |

Vi) é{lxn(a)l <M} > 1—%,

’ £
va’) P{ M._s;?(a ]Xn(}\)—Xn(g«)\éw(d‘)} > 1-5-

Uslov V2°) je ispunjen, ako vaZi

2o i . o 1+
v3')  E{E (A)-x (0] < Kla-gl
gde konstante o/ >0, K>0 1 £ >0 ne zavise od n, A i M.
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33.5. SLABA KONVERGENCIJA MERA GENERISANIH
NORMIRANIM PROCESIMA U PROSTORU c[o,T]
U GAUSOVOM sLuCaAJu

Neka je T>0 fiksiran broj. U ovom paragrafu razmatraéemo slu-
cajne procese §¢1) i ZN(R), 0<A«L T, koji su definisani jednakos-
tima (3.1.11) i (3.1.12). U teoremi 3.2.2. dokazano je da konadno-
dimenzionalne rasvodele tih procesa slabo konvergiraju (konvergi-
raju u raspodeli) ka odgovarajulim konadnodimenzionalnim rasponde-
lama Gausovog sludajnog procesa Z{(1), 0 < A<T, definisanog u istoj
teoremi 3.2.2.

Koristeéi teoremu 3%3.3.1. zakljudujemo da je uslov V2’) u teore-
mi 3.4.5. ispunjen za niz sludajnih procesa %L(R),(Déiks;T, u slu-
¢aju kada je polazni stacionaran proces (slulajni proces &iju spe-
ktralnu gustinu ocenjujemo) - Gausov. Uslov V1°) vaZi zbog konver-
gencije u raspodeli niza sludajnih velidina {Xn(O)} ka normalnoj
sludajnoj velidini Z2(0). Prema tome, niz §;00, O:ézs;T, N=1.2,...
je slabo (relativno) kompaktan. Uzimajuéi u obzir teoreme 3.0, i
3.2.2. i ¢injenicu da su sve spektralne gustine visSeg reda Gauso-
vog slucajnog niza identicki jednake nuli, moZemo formulisati sle-

deéi rezultat:

TEOREMA 3.5.1. Neka je {X(t), t'GZ} realan stacionaran Gausov
proces ¢ija je spektralna gustina f neprekidno-diferencijabilna i,
neka Je gN(A), 0 <£2<T, sludajni proces definisan pomocu Jednako-
sti (3.1.11). Tada niz mera{PNL generisan sludajnim procesima §N u

prostoru CED,T] slabo konvergira ka meri P, generisanoj slucajnin

procesom Z(A), O€AS T,

Da bismo formulisali i dokazali analogno tvrdenje u slucaju

procesa ZN(X), O0<2A<T, dokazaéemo neka nomoéna tvrdenja.
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LEMA %3.5.1. Neka je f:R —=R neprekidno-diferencijabilna funkci-

Ja i f'ELipH(l,oo). Tada za proizvoljne A, M 1 u vaZi nejednakost
Dg (A, 51,U) = [$@+w)— £00~ £t )+ £QE0] € 2H Wl [A- ]

Dokaz leme 3.5.1. Zbog diferencijabilnosti funkcije £ vaZe Jje-

dnakosti:’
L£arw-fo) = U f' (Areu), 0c6,<1, (3.5.1)
£{+U) = F@E0O = u F(M+eu) , 0<€0,2d, (3.5.2)
£ (50 =(A= 0O F'( M+ 0;(2-40) 0<£8;¢1, (3.5.3)

£Q+U) - £(H+W) =(}\~g«)~?’(g{+u+e&(2—§@>, 0£84¢1. (3.5.4)
Koristeéi &injenicu da funkcija f° zadovoljava LipSicov uslov Je-
dnakosti (3.5.1) i (3.5.2), dobijamo
A_g(?, S“,u) = | ' @A+ou) - ﬁ'(5‘4+62u)_‘
< Hiul [ A~ +(o-eUl € HIU A—p| + Hiuf (3.5.5)
Analogno, iz jednékosti (3.5.3) i (3.5.4), dobijamo
Ap(r,g450) = (2= £ {05~ — g1 u+-e, (2~ (0))

< HIA-¢t [ {8, -8)A- )] € Hiula-pl+ H(R-—yﬂz (3.5.5)

Koristeli nejednakosti (3.5.6) i (3.5.5), dobijamo
De @y, 0) € HIWITA-41 + mim{ Hut, Hia-Mi2 )

< Hu A=+ Hiut{ia-Mt € 2Tl {3-M], »

Oznadimo sa LU§(8) modul neprekidnosti sludajnog procesa JFAA),

Ae NcCR, tj.

We(d) = AU |50 - 3(enl
S \1—yﬁ<8\ §
A, MEN

Tada mozemo formulisati sledeée tvrdenje:
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ILEMA 3.5.2. Neka su §N i ZN slucajni procesi definisani Jjedna-
‘kostima (3.1.11) i (3.1.12), a za spektralnu gustinu f va’i uslov:
r'e LipH(l, co). Tada va%i nejednakost

ng(S)é ng(cY) + W@ (3.5.7)

gde LU(S)L O pri V0 i funkcija w(-) ne zavisi od N.

Dokaz leme %3.5.2. Olevidno vazi néjednakost

sup | Z0-Z o] € Aup |§N<A>—'§N(sv0l
[2-¢1l<S 1A-g11<&

v osup | Zao-5» (20— 0 0]
Ix-¢M1< 8

wZN(d‘) < wg &) + Wz _g ()
Ocenimo sabirak CD~ (éﬁ . Imamo

Wy o @ = aup By |$AI-EF M — £+ ER|
N3 fa-pi< 8

Postupajuéi kao pri dokazu teoreme 3.l1.1., dobijamo

wz _z (&) F< VNB,, l {EFa+w— £ — £+ + 4(34))‘9N(Lt>du

N l';\—&"\
+ S;(-?(’k—&- 0 — £y — (W) + £ (i lut 1)~ 8 W) Pyedud :r‘
2

Koristeéi lemu 3.5.1., pri uslovu [2—9ﬂ<:6‘ dobijamo
; - ‘

| h 2
““BN{ S \“‘eufub £O0- £ + 4(34}) v 0du

v
< 2H 1A= {NB, \ﬁlm e wldu

2 oo

2H5N 2 (lxeoldx = CLCT { o dvo.

——

}_‘roes
o S|XP(X)|dX, N=1,2,... ogranifen. Dalje,

koristeéi &injenicu da Jezgro{Pﬁ} pripada klasi ¥P)cF (vidid 1.4)

Pri tome Jje niz C "2HN B2

i lemu 3.5.1., dobijamo pri uslovu lx—yx<:3:
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VNBy ;SF( L0+ = f0 - {1+ + 4’-(34))(:9“ Uty =, W) B d udx| < ¢y 8

gde je

aT
Cy=VNB, o (S lxeeoldx) = o

T- - - rd . r2d . v . ~ . . n
Nizovi brojeva {CN} i {CN} su ogranieni, pa zacu(é)_Agsgp(CN+CN}
vazi nejednakost (3.5.7).m

TEOREMA 3.5.2. Neka je {X(t), tEEZ} realan stacionaran  Gausov
proces za koji postoji spektralna gustina drugog reda f i vazi us-
lov f'ELipH(l,oo). Neka Jje dalje gN(_A), O0<ALT, sludajni proces
definisan pomoéu jednakosti (3.1.12), Z(R), O0< A< T, Gausov proces
definisan u teoremi 3.2.2., a QN i P verovatnosne mere generisane

tim procesima u prostoru C[0,T]. Tada vaZi Qg =P.

Dokaz teoreme 3.5.2. Iz teoreme 3.%3.1. i leme %3.5.2. sledi da
za niz sludajnih procesa Zﬁ(z), O€A<T, N=1,2,... vazi uslov V2°)
u teoremi 3.4.5¢ Uslbv V1°) vaZi zbog konvergencije u raspodeli
niza slulajnih velidina {ZN(O)} ka normalnoj slucajnoj velicini.

Rezultat teoreme sada sledi iz teorema 3.4.4. 1 3.2.2.m

§3.6. JAKO PROMESANI PROCESI

Za sludajni proces X(t) gde t€2Z ili t& R kaZemo da je jako
promesan, ako Jje ispunjen uslov

o€UT) = dup ‘ P<B|Bz\)—P(B1)P<BZ)‘ —> 0, T—>®,
t, B, e

Bz € Xl:l:,r’t
gde jelﬂg G -algebra generisana sludajnim velidinama X(t),astsob.
Funkciju «(T),T €R, zovemo funkcijom promeSanosti razmatranog slu-
¢ajnog procesa. Pojam jake promedanosti sludajnog procesa uveo Jje

Rozenblat [5i].
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Rezultati paragrafa 3.1.-3.4. i 3.5. formulisani su pri uslovi-
ma ograniéenosti 1 glatkosti svektralnih gustina razmatranog sta-
cionarnog niza {X(t), téEZ}. Te osobine spektralnih gustina slede
iz jake promeSanosti niza {X(t), tGLZ} pri odredenoj brzini onada-
nja funkcije promeSanosti, ako postoje momenti tog niza. Obisno se
pretpostavlja konac¢nost svih momenata viseg reda. Taj wuslov nije
previse ogranidavajuéi, jer svi razmatrani u praksi stacionarni
nizovi imaju konadne momente. Sledele dve teoreme o oceni spekt-
ralne gustine i njenih izvoda pri uslovu Jjake promesSanosti razmat-
ranog stacionarnog sludajnog procesa dokazane su u radu Zurbenko,

Zuev [15]:

TEOREMA 3.5.1. Neka je {X(t), t€ Z} stacionaran sludajni proces

sa funkcijom jake promeSanosti o(T), T € R, za koju vazi
<) « KET K0, b>o0,
i neka je KlzzggﬁilE X(t)! P za neko k>2. Tada u oblasti
IanDi‘é-%f6<P~%?>£§
promenljivih Wy 5 eeey W vazi Jednakost

%»(wn' n) (m)n 4 Z « Sr.‘t.(t“"ﬁtn» QJCP(~£1 t"“'of>
’TT!.LT\ {"E"} =Q

Funkecija fnﬁﬁ .,uh) analiticka je u toj oblasti i wvaZi

i:

-2
. n k{2 2K
‘fn@l W )‘<Kn 3n gde Je K, > (2")‘“‘ K G+6 KK (61—:_2)(\6((_2.} +-1>‘

TEOREMA %.6.2. Teka su ispunjeni uslovi teoreme 3.5.1. Tada, za

2_¢ ’
g ae s wY\ v e
izvod spektralne gustine 'BK R ) vaZi ocena
2 lw1"' J Twp

aaﬁes<;oia"')u3=’) n 1—% 29_4,—3‘/1

= ¥ = é KS K

[ lwl - 9 nJ-)n

AR AN
gde Je n W, Ny oo N ( R ,\
e g 2 e | b+ H ‘—,———t""“- .
Ky 2 e K )\ E\K‘Q)/ \\(}(£~2) /
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Koriste¢i teoreme 3.2.2., 3.5.1., 3.5.2., 3.6.1. i 3.6.2. keo i
¢injenicu da su svi momenti Gausovog sludajnog niza kona*ni, lako

zakljudujemo da vaZze sledele dve teoreme:

TEOREMA 3.6.3. Neka je {X(t), t€ 2}, EX(t)=0, realan staciona-
ran sludajni proces sa konac¢nim momentima proizvoljnosg reda i fun-

kcijom promeSanosti «(T), TE€ R, za koju vazi
6T
Ty € Ke |, K>0,6>0,

Neka su dalje g'N(?\) i ZN(?\), O0<A< +00, sludajni procesi defini-
sani jednakostima (3.1.11) i (3.1.12), a Z2(A), 0<€£A < +00, sludajni
proces definisan u teoremi %.2.2.

~a

Tada, konadnodimenzionalne raspodele sludajnih procesa EN i 2y

slabo konvergiraju ka odgovarajuéim konadnodimenzionalnim raspode-

lama Gausovog slucdajnog procesa Z.

TEOREMA 3.5.4. Neka je {X(t),té Z},EX(t)= 0, realan stacionaran

Gausov sludajni proces sa funkcijom promeSanosti o(T), TE€R, za ko-

. v . -6T )
Ju vazi owc)sKeb , K>0, b>0.

Neka su PN’.QN 1 P verovatnosne mere u prostoru C[b,T] definisane
sludajnim procesima Sy, %& iz,

Tada vaZre tvrdenja: PN-:>E’ i QN.ﬁ>P.



G LAV A v

OCENA SPEKTRALNE GUSTINE
VISEDIMENZIONALNOG
STACIONAROG NIZA

UV O DN I D EO

Neka je X(t)z(Xl(t),...,Xr(t)), t€7, r>2, - r-dimenzionalan
stacionaran u Sirem smislu sludajni niz sa realnim komponentama i,
neka jé EXJ.(t)=O, j=l,2,3..,r. Neka su dalje

K = [Kjk(v>]rxr , V€L,
F(}\\:[FJK(A)]rxr, AGR)
kovarijaciona matrica i spektralna funkcija niza {_X(t), tEZ}_ .

Pretpostaviéemo da vaZi

+~ o0
Z ‘KQK(\))I < + 0o, j,K =S)...)r

V==

Tada za sve J,k€ {l,2,...,r} vazi Jjednakost
T

' T \ WA
K = EX5 X, = (774700 = (74,0092

Jasno je da za Jj=k funkcija fjj(a), AE€R, predstavlja spektralnu
gustinu stacionarnog niza {Xj(t), te Z} a za j+k funkcija fjk(?.).,
AER, (sa vrednostima u skupu kompleksnih brojeva) je uz=2iamna
spektralna gustina nizova {Xj(t), tEZ} i {Xk(t), tEZ}. Matridnu
funkeciju
ﬁ(lﬁ:[ij(l)]g.ka,z,...,r) AER,

zovemo srektralnom gustinom niza {X(t), teZ}. Kako su kompnonente

niza realne sludane velifine, za sve j,ke{l,2,...,r} vazi

— (=) =
fjk(?-,) fkj\ ) fkj(a)
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Momente i semiinvarijante slufajnog procesa {X{t), t €2} ozna-
¢imo na sledeéi nacin
E(Xe ) X ) = My o (s B)
SalXic (6 o5 X (&) = S o (hiyeeestin)

gde kje{l,z,...,r}, tjez, j=1,2,...,n.

Uslov da postoji spektralna gustina n-tog reda~fk sk 2 gde je

1 n
n>2, kl,...Jﬂlé{l,2,...,r}, oznadava sledece:
n
1) vigE{R,....,kn} VYHeZ E\XKJ(tpl < + oo,
2) Yt T€Z S (B+T, s tarT) = 5 L (hontn)

3) Postoji (u op3tem sludfaju sa vrednostima u skupu kompleksnih

brojeva) integrabilna funkcija fk sk O takva da za svako t €77 i
1 n
t::(tl""’tn> va?i jednakost
. (g,
Sk, ot = gn_t e e A

{ e,k (R)ei(t'mg*(kﬁ---w\n)d;\
n" "

gle Je: 5 (A,..%n), Agbeer AL =0,
da=da;--d2,, A =,...,An), A =32,---dA,
&) =t A+t T An.
Mi éemo u ovoj glavi ¢esto pretpostavljati da za svako n 22 i
sve kl,...,kné,{l,Q,...,r}, postoji i ogranidena je spektralna gu-

stina f, . -
1
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§4.1. PERIODOGRAMNA OCENA SPEKTRALNE GUSTINE

VISEDIMENZIONALNOG STACIONARNOG NI ZA

Pretpostavimo da na osnovu uzorka (X(1),...,X(N)) koji sadrzi N
uzastopnih vrednosti niza {X(t), thZ} treba oceniti spektralnu

gustinu f(A), 2 € R. Definifemo periodogram drugog reda
(N)
1,00 = [I e P

N) ~isx & itx
cp O = X8¢e 1:2.—.1 X, e

R
e

a zatim i periodogramnu ocenu

'ﬁ (A) = \f‘JK(;O] Xy
N 5 x )
Foon = By ove) = [aeeTmda
-3

k=1,2,..,7,

gde je {W ] Jezgro na[-x,x] . Mi éemo radi jednostavnosti pretno-
stavljati da Jezgro {%k} ne zavisi od indeksa k i j, a u daljem i-
zlaganju uvgk ¢emo smatrati da je jezgro definisano Jednakostima

(3.0.2)-(3.0.4).

Sve osobine periodogramnnih ocena spektralne gustine jednodi-
menzionalnog stacionarnog procesa koje su navedene u glavi I, pre-
nose se na visedimenzionalan sludaj. Periodogramne ocene spektral-

ne gustine u viSedimenzionalnom sludaju izudavali su: BrilindzZer

[9, #4], Henan[38], Bentkus[4], Umirbekov[36]. Mi éemo ovde naves-

ti samo neke rezultate, a zatim vokazati kako se i rezultati glave

III prenose na viSedimenzionalan slucdaj.
A (N .
teka je f; _ﬁkNe 3, K5, 4€82,.,1), Ayelmad, =12,

Za semiinvarijantu S(fl,...,fn) vaii formula (1.5.12), sa Jedi-
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nom razlikom 2to u definiciji funkcije G, umesto spektralnih gus-
tina f(y13,...,f(yq) jednodimenzionalnog procesa, sada figurisu

spektralne gustine ¥DQ30,.“, ;chai)’ pri demn je svektralna gusti-
1

na gmﬁ?€)>7F‘=ijv-">?Pyp)€‘Ry@ , odredena uslovom ([4]):
S(Xp,,,,(tnP1 5. - XDPS* (vopﬁ,) S # (;;P)eocpkz,z toq x\d;

gde je A=(R5---; A,), z,+---+2ﬁ;=o.
Formula (1.5.12) je i inale dokazana u visSedimenzionalnom slu-

“gaju u radu [4]. Analogno kao u §JJEL, mo¥emo formulisati sledséu

neposrednu posledicu te formule:

LEMA 4.1.1. Za svaki vektor (fﬁﬁ;xo,. . ?;“(( "), gde Rjefﬂgmj,

J,fg e {1,2,...>7}, j=1,2,...,n, vaZi nejednakost
A(N)

‘ S <'?»(<:l€),()1) 9 'ﬁ'Knln C

gde konstanta C zavisi od n, ali pri fiksiranom n ne zavisi od iz-
bora tacdaka A, ..., A,.

Navedimo rezultat o asimptotskoj normalnosti periodogramne oce-

{ =0 (mod 277)
A—zr&/m S‘f’(o:)d:c ?Q):j[ A=o(m

ne. Neka je-
0 A#0(mod2x)

i g = [SKM)J Kol =1, .5r s A€[-x, ] Gausov sludajni proces odrecten

prvim i drugim momentima:

?(2 A) =0
E St 0 300,60

E 3;-;‘@1@0 sz(gﬂ)

B[ PA-p0F ) By 0 600 + DA i O F, (0]

D[ 7QA) £ W0, (00 + PR+ £ 0 O L0054

Fri navedenim oznakama vaZli sledeéa teorema:
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TEOREMA 4.1.1. ([4], str. 56)

Neka Je X(t)=:(X1(t),...,Xr(t)), teZ, r=2, stacionaran slu-
¢ajni niz za koji postoje i ograniéene su sve spektralne gustine
viZeg reda, a svaka od funkcija ¥ (A, AER, K L=14,2,..,r je nevre-
kidno-diferencijabilna. Tada, konacdnodimenzionalne raspodele slu-
fajnih procesa VNB, (£ -E&M) ,-weascar, i WE, ({0 - £2)
~HL<ALIT | glabo konvergiraju ka odgovarajuéim  konadnocdimenzio-

nalnim raspodelama sludajnog procesa {(A) , —JU< A<T,

§ 4.2, ASIMPTOTSKO PONASANJE PRVA DVA
MOMENTA PERIODOGRAMNE OCENE

!
TEOREMA 4.2.1. Neka za k,L€{1,2,...,r} vazi sup|f (l=Cy< o0,
A
Tada pri N— + oo vazi nejednakost

209
sup | f D -Ef,

T
£ (Cyo + ) { 1xg o0l B¢
—JLc ALTT —~JT

Dokaz teoreme 4.2.1. analogan je dokazu teoreme %.1.1.
TEOREMA 4.2.2. Neka je X(t)::(Xl(t),...,Xr(t)), te7Z, r=2,
stacionaran sludajni niz sa realnim komponentama za koji wvazi:

égp 1?;6(1)\=CK2<+00 s Kyl =14,2,.,1

sup l“ez,zz.z_‘)@(lnzbzﬁh)] = Criprar, ST, K =1,2,...,7
2‘7A2775)1‘|

Tada za A, ftel-m 3] , pri N->o0 va¥e jednakosti:

o
COU(‘fi 2, Ay, ‘¢K2(2<S‘1)> = 27—7‘6,( ez(;‘)‘(e'zz(_f‘l) ;%(x';‘)\PN@“;{)dx

K
-

g a%—m«@ﬁ (-2 ulrc+2) 3¢
-~JC

"N A (L_I{ 2. 0.
| 2511 O\\l« gw 3% ) + o\ Watcalny

N X 7 ' s v y N\
+ 0 (f”\r { x2elteyoz = \g,:::)d;):j ,
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N)
Oo ( F t(/ b 'Kﬁl( )> C (1) ﬁe Kg(gu) \P (:C ;\)‘P \x-(-j")o\/c

25 #K‘K(A) ‘ﬁq |<2< "*)S (X~ A)\"N(x—y«)gx

+12-¢4{ O eﬂ‘éﬂ (e ch)é:c “+ O‘\N § @ (x)dx>

—JT

AN T 22 {
+ O T &ZI?WN(JC)A "‘t\"" )d.ﬁ
-JC

Dokaz teoreme 4.2.2. Postupajuéi kao pri dokazu teoreme 3.1.2

dobijamo:

~A{N)

coa(ﬁd o, £ "1 (g«)> = }12‘%@0 ‘“LY) coLT<I,<C(DC+RB Too, (“\3+g4)>c\acdg

= §, 5
Sis e N Gy N 18,04 ~itp ey |
) COV(Z X;q(éﬂet 1 Z ( 0 t e ), ZXKZ({)ZI N _tz_:,xfz(fﬂ)el i )6:‘0‘1
=t
N
= 5o ézxo,qcx»e,qq)si% ang Xoe(BKe, (1) X Xeyta) — E XXt E X DX () -

: eociofr TS () + 14 (e+2) = 18, (Y1) + ijfz(“é“@}

N

7 tzN:’_ g CEVRLD 25 Skt iyt Birtir325t2) + Sy S5t 5‘<2£2<¢z>'t2>
X n® A5 85 =1 v

S i) S Lt >t27> cocpd- it et Tt (o a) — (4 M) + (g0 docdy

SonN W= X =2 cin Ups + 0+ A
2' ~

= e O e, () Wy Uy s Uy U = .
4x2N2 S K S'ﬁ'<«3~'<2‘z( Uzs s> 4a) U mX—A L Wt XEA
5in sn
2 2

simn ST oy SatdEs
2 2

T T
_ ( Z 1B-tauU Q)
4 IZNZ J kp Cx) \p (‘\3 ?Sn 42 a‘h >‘t2 =1 "'gjt#(‘ lz( ) du'---gj'l:eC1 KZ(U) e d J

- @oepi i, + 1)+ + (o4 L’cz)(gﬁw\)} dxcdy
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- TR ¥ -tV
’ N Wey™ 22 LS A
+ _/{..;zNz% QR 2 &41 (u)e d,(. gfmz(u)a ) U
” n STt to=t - S

| gxpi{-fm £16) (001 R) 4 (= Lp+ U )Y+ 70 | =Y

; W-x-A cinN Uy 4+ 04 A
= 2o § @R | ﬁzzﬁﬁmumUwuosmnluizx -
Sl 2 1h2R3 %y con M cy L~ & - A

] sen 53 N 5

TR Pk il U e Rl

NN =27 g A2 T

SN Z SN D 8*( . u )d dL( au au c;acc)

T sin S d= o i Yr Ug+ Uy + Uzt UL JOUOU dU30 Uy p
2 2

oiny WX—A  cimVUAX+A

x
2
+ 41[_ Sv(x)\o(g)\ L Fett Fo i) £ T .

sinnN MS&Y{N __O';E!__H

dudcaxd
S«‘m""‘*;ﬂ“ sm*b“dﬂ‘* J

st U=X=2 ginnItLiA

{ 2
+ —— (e ee| £ Wt o
202 N N KK e“e o : Y
ATENE ro n2 2 2 smuf”‘&mvz‘“
sothzil%;iii svnr4:iL%§L:ﬁ1
T e duduéxdé
2 2
Na slidan nacin mo?emo zapisati kovarijaciju sluiajnih velifina

A (N
f

ke, () i f‘me (4), a dokaz je dalje potpuno analogan dokazu te-
koto

oreme %.1.2
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§4.3.NORM|RANJE VREMENA | ASIMPTOTSKA

NORMALNOST KONACNODIMENZIONALNIH

RASPODELA NORMIRANIH PROCESA

za k,{€{1,2,.. ., ] oznadimo:

r—’— 5 (N) PRE) L

Qz)m = {NBy <£LN)0*3 - KQ\;\\> SR
See (ABy) Al £ TTBY

~ N

(N)<JCB~‘\)QY\2> Al >TT8,
Zo (A8 (Al € T8

Z3 o = ,
78 (w8 sgni) 1Al >WBy

5,0 = E:L)(;O]KQ“I,._ LF, TO<AL oo,

Zo = [0 oy 0, r, —R< A

(#.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.%.4)

(4.3.5)

(4.3.6)

7Za sve k,?€{1,2,...,r} vazi (Y A) E§(N\(’\)—O i (na osnovu te-

.

oreme 4.1-10): e‘L’Tn /)U,\O E. e (/1) =

N -3 o0

TEOREMA 4.3.1. Neka su ispunieni uslovi teoreme 4.2.2

)

su funkcije .S, .,
1t 22

23

odredene jednakostima:

+o0
M ~ A\ — \ 2 3 B
‘Z,,q 8&, Lo <A3 f‘) = QJ\.-ﬁ,(\LZ(O ‘C1<2(O) S p{x A) ‘P(OC 0 C;CC

+ Q:T‘ﬁ;\’, K_?,(O) -{‘&(2«7) S ‘P\I-—A\ ‘,aCt—H'-{) dx

+ 00
(2) § . e g A
7‘ (A, ™) = 22 ﬁK,fﬁ(o; ?, ¢ (O) g @ xX—-A ‘F‘\‘ﬁ'!"':’(\)éw-
‘(1"‘ { b AN ik i oo B .
4 >
S IR AP CH N e SFVR SC SRl
152 “ac2 o

A=t 2
[

t R?2 ¢ gde k.0, Kk, €{1,2,..., 7},

neka
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Tada, za sve realne brojeve A i ¢, vaZe jednakosti:

(\ N
Lim c”(ﬂ‘” ) g (M) L cov Zore, z.\,@ Wity 70 10

MN-> 0o
AN o (M) ) "’Uﬂ
&ZLCOJ (g— ¢A), §‘<2f Qﬁ) [p/;k—r)ylo Col)‘ ¥ ‘1t<2) K"‘52(34)/ KJ K2 la\ > H

Tvrdenie teoreme sledi jednostavno iz teorema 4.2.1. i 4.2.2.

TEOREMA 4.%.2. Neka su isrunjeni uslovi teorema 4.2.2. i 4.3.1

Neka Jje Z(A)::[Zke(ﬂ)]k,ezl’g...',r,——mo<:ﬁ<:+-eo , Gausov slufaini

proces ¢ije (kompleksne) komponente imaju matematidko odekivanie

jednako nuli, a drugi momenti dati su jednakostima
e}
EZK1Q1<2) ZK.?_C'Z(S{\) = )ZK\C“(ZCZ(;\’ 8‘13

E Zg, M Zigty(0 = ’Zf‘)a otz (A5

g ~
a EN(R) i ZN(;I),—oo< A<+ oo, su slufajni procesi definisani Jed-

nakostima (4.3.1)-(4.3.6) 1i,ogranilene su sve spektralne gustine.

KonaZnodimenzionalne rasvodele sludajnih procesa %N i ?N slabo
konvergiraju (konvergiraju u raspodeli) ka odgovarajuéim konadno-
dimenzionalnim raspodelama Gausovog sludajnog procesa Z.

Dokaz teoreme 4.3.2. Iz teorema 4.2.1. i 4.3.1. 1 leme 4.2.1.
sledi da sve semiinvarijante slu®ajnih procesa gN i Z]}T konvergira-
Jju ka oagovarajuéim semiinvarijantama Gausovog sludajnog procesa 7

i to je dovoljno za slabu konvergenciju konacnodimenzion=2lnih ras-

podela.m
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§4.4. SLABA KONVERGENCIJA MERA GENERISANIH NORMI-
RANIM PROCESIMA U PROSTORU NEPREKIDNIH FUN-
KCIJA NA KONAGCNOM INTERVALU U GAUSOVOM

SLUCAJU

Neka su a,,, by, , l<k<n, 1<{ «m, realni brojevi i ak@<bk@'

Neka Jje Cre = C[?kc,bké]prostor realnih neprekidnih funkcija na
intervalu [aKE‘bké]sa topologijom ravnomerne konvergencije. Ozna-

gimo sa C Dekartov proizvod skupova C,,, 1<k<n, 1€l <m. Ako u
skuou C defini%emo metriku sa

dx,9) = max  wax  Aup [ 90 t6) = o]
1£KEN 1glem Oseteby,

onda C postaje kompnletan i separabilan metricki prostor.

=\
Neka su dalje ‘?N(R) ['?KQ(A'Q)__J {K—i , Qyr & th <€ GOy R N=20,..

sludajni procesi ¢ije realizacije sa verovatnoéom 1 prinadaju pro-
storu C. KonaZnodimenzionalne raspodele procesa 2@ generisu na
Borelovoj G0 -algebri prostora C verovatnosnu meru PN' Prema tome,
sludéajni proces 2“ mozemo razmatrati i kao slucajni elemenzt

sa vrednostima u prostoru C. KaZemo da niz sludajnih elemenata{?m}
konvergira u raspodeli (slabo konvergira) ka sludajnom elementu‘&,
i oznadavamo sa QN§L ?o, ako niz odgovarajuéih mera {PN} slabo
konvergira ka meri Pge

Va’e sledeéa dva tvrdenja (vidi[3], str. 746):

y . ® i - - .
LEMA 4.4.1. Tvrienje W, ,— ¥, vazi, ako 1 samo ako su isnunjena

sledeca dva uslova:
slabo

,.._____.

1) Konac¢nodimenzionalne rasvodele procesa \ZN konvergiraju ka
odgovarajuéim konadnodimenzionalnim raspodelama nrocesa Vo *

2) Niz {3,},_, Je relativno kompaktan.
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LEMA 4.4.2. Neka Jje C Dekartov proizvod kompletnih senaravilnih

metri*kih prostora C, l€k<n, 1<€£¢<m i {P ,o(éL} familija ve-

Qi

rovatnosnih mera na Rorelovoj G-alsebri nrostora C. Tada vari tvr-

denje: Familija {P&, deL} je relativno kompaktna, ako i samo ako
. . c s 14 .

su relativno komnaktne marginalne familije %Rx,dél&,1sKsTgistéﬂg

koje su definisane na sledeéi nadin:

P = B (Ky(AY), A€ By,

gde Je ﬂﬁq - Porelova G-algebra u prostoru Cke’ a hke - operator

nrojektovanja prostora C na prostor Cke'

Vratimo se sada (kompleksnim) procesima §N i Zﬁ definisanih no-

motu jednakosti (4.3.1)-(4.3.6). Neka je T>0 i C=X,.C[-7,T] BDe-

kartov proizvod 2n2 prostora C[—T,T]. Kako su trajektorije sludaj-
nih procesa Re§;g j_IDng;e neprekidne sa verovatnoc¢om 1, to tra-
jektorije sludajnog procesa

N L=1,2,...,7 e

g ) = [E( (;‘0] B '7 T\_zéT,
=1,2,...,(

sa verovatnoéom 1 pripadaju prostoru C. Ako pretpostavimo da Jje
svektralna gustina (drugos reda) polaznog procesa {X(t), t €7} ne-
~rekidna, onda i trajektorije slucajnos procesa

=4{,2
“‘727

ZN(;\) = [Z‘”’(A)] —T=2A&T,

tako?e sa verovatnnéom 1 pripadaju prostoru C.

U ovom paragrafu formulisacemo dovoljne uslove za slabu konver-
genciju nizova mera generisanih sludajnim procesima SN i ZN u Dro-
storu C, u slu*aiu kada Je polazni stacionaran proces - G2usov.

NHajpre ¢emo formulisati nekoliko pomoénih lema:
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LEMA 4.4.%. ([3], str.757)

Ako za stacionaran Gausov niz X(t) =(Xl(t), coea X (8)), te7,
vazi uslov S 3T 4
{ £ vdacreo , [ g VA< 00,
x I

onda va?i sledeéa nejednakost:

i

-3

/ L‘t vt
E\ 2. ><Kme 2 X e T E(Z xK@e Z XHe

Y
< 4oc2 ’fk(@\édswm\ d@) { %h(@\ % s +§7s 5?}2

-TC t i
gde Je h(p) = ”E<2«< (@) + [-f“(g)lz + 1?5_@ (3.

Primetimo da, ako je funkcija h(f), - <3<, ogranidena, onda

va®*i nejednakost "
dg < 23hhii N. (4.4.1)

LEMA 4.4.4. Neka je (t) = (X (t),...,X_(t)), tE€Z, stacionaran
Gausov niz sa ogranicenom spektralnom gustinom drugog reda, a%:zik\,,
—0o <AL +o0, Kyl eimla?a ...,r} slucajni proces definisan Jjednakos-
tima (4.‘3.1)-—(4.3.3). Tada postoji konstanta K >0, koja ne zavisi

od A, (¢ i N, takva da vazi nejednakost:
~ ~ 4 4
() (N
1500 - 0] ¢ kiagt.
Dokaz leme %4.4.4. Neka je A>M. Koristeléi definiciju sluZajnos

S (N) . . . .
procesa EK(l , za dovolino veliko N dobijamo

~ ~ AN AL AN RN
@ - T = e £08 - i (rey-e By 00 + NN

KL

N 7
= 2}’(_3: _S (e {X-AB )N -5, 0 —545“) {SN( 2,1)5,,06,8) —ES, 2K Sl ) j
gde smo koristili oznaku

N
SN?(O(; K> - 2 e )/\,Q\ -\). .

=1
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Dalje dobijamo

- &) ZAND 4 B%
\E AN =%, o) = TN S \H\‘\xnvcz o2y Ay $1)
Cng@gwﬂﬂxo%ﬂ,dﬁ (4.4.2)
gde Jje
/ ~ \
“"N\ 1900 0Ty Ay S\*\) ﬂ (Yu\"r —AB)- \0“ S*BNUX Qj“;\g-ﬂ}-kﬁ;( J'—£48’”>)

(4.4.3)
S(KNQ)QI\)V.?’J 4156'23 =k ﬂ {SN@CB"OSN(“ :IPQSN(_ZJB‘Q 5»(%70

— S (T )5 %, 0 EL50E Y5, S5 )
~ E(5n(x;, 08,6 3,0) Sy %>)5n(15,0)
1 E(Sy G5 50E5,0) E(&N(—“jj,K)SN(yj,({D} (4..m)

Koristeéi teoremu 2.1.1., posle transformacije izraza na desnoj stra-

ni jednakosti (4.4.4) i skraé¢ivanja slidnih &lanova, dobijamo:
S, %) = n E(S0(, 0 S (85, 1)) (4.1.5)

gde se sabiranje vr3i po svim neuredenim razbijanjima skuna

{000 620,00, C105 (1089, (2590 5 32,00 E 2005 (02:60)
na podskupove koJji sadrZe po dva elementa, pri demu se kao elemen-—
ti razbijanja ne javljaju podskupovi obllkaiéi ) (6372)} zde de

65:u~§é, Zamenjuiuli SOQ(Y X Y u formuli (4.4.2) izrazenm

l{e’ 27:/1??2
koji stoji na desnoj strani jednakosti (4.4.5), promerom redosleda
operAcijema sabiranja 1 integracije i primenom Helderove nejedna-

kosti, dobijamo

T

>
B

= N )
\ ()(;0 grl( \)\ < T TANE Z%S \Ph(@q,fmmofn?\ S‘)diorz j

;I - 2 \1/2
'\._ f b /f- ! f ~ : 5 - H \. { -
n {2=f l Xy ] 4. b

Dalie. nalazimo:
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. 7
% Sq\bi(I 7217dz37\ Q\)j'x\c‘.:ca' .13‘52 }2
n .

T 2
={§(\a,<ac ABy) — W (e-M8 \D%ox}
-X

C et
éﬁ« 5 e, ey dx} - A (4.4.7)

Koristeéi nejednakost (4.4.1) i lemu 4.4.4. dobijamo
4 - o 12 % 2
{ [.H‘E(SN(dj)K3 SN(Ba',m] d&‘dxy_d;{dg’g} < DN (4.0.8)
né Lj=

gde konstanta D ne zavisi od A, ({ i N. Tvrienje leme sada sledi iz
(4.4.6), (4.4.7) 1 (4.4.8).m

Posledica 4.4.1. Pri uslovima leme 4.4.4., vaZi tvrdenje: Nizovi
slufajnih procesa

= 0
Re EV(0) , Im S ), Q€ Sbeys N=1,2,0

posmatrani kao nizovi slucajnih elemenata u prostoru C[?ka’bkﬁ s11

slabo (relativno)kompaktni.

Dokaz posledice 4.4.1. sledi iz teoreme 5.4.5., leme 4.4.5. i

nejednakosti

E 1R T ~ Re EV|* < E |8y~ Ee!
£ Tm B0 - Tm EP]* € E | 300 - E0]".

LEMA 4.4.5. Neka féLE.LipH (1,00) i neka za svako & >0 vaZzi:
ke

Lim sup P{ m,o {gffé’(A) gg’(yﬂ > € }= Q. (4.4.9)

d=>o N [ A -M

Tada, za svako £>0 vazi i Jjednakost:

4 Z& @ Wl > =0, (4.4.10)
R T I L

Doka~ leme 4.4.5. Analogno kao ori dokazu leme 3.5.1. dokazujie-

mo nejiednzkxost
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oz (0) < wNi’Z}(S) +w(Sy , §>0, (4.2.11)

gde je CDSQ) modul neprekidnosti sludajnog procesa § , funkciia

w(-) ne zavisi od MW i w(@¥ 0 ori 3 — 0. va tvrdenje leme sledi
iz (4.4,9) 1 (4.4.11).m

Na osnovu prethodnih rezultata glave IV, analogno kao u Jedno-

dimenzionalnom slufaju, moZemo formulisati sledeéi rezultat:

TEOREMA 4.4.1. Meka Je X(t)==(Xl(t),...,Xr(t)), te?, r=22,

stacionaran Gausov slucajini niz sa realnim komponentama i spektral-
. {=1.2 NN &
nom gustinom (drusgog reda) £ = [’?qu\)] raer o geaen,
iy
i ogranicenim svim spektralnim gustinama visSeg reda.

Neka su '§ﬁ iz slufajni procesi definisani jednakostima (4.3.1)-

N

(4.3.6), Z - Gausov slucajni proces definisan u teoremi 4.%.2., =

PN’ QN i P - verovatnosne mere generisane sludajnim procesima §N,

ZN i 72 u nrostoru

= ~-T,T
C = X, CTT]

a) Ako su sve funkcije fke’ k,=1,2,...,r neprekidno-diferenci-
jabilne, onda vazi tvrdenje: Py = P.

b) Ako féeEiLipH(l,OO), k,0=1,2,...,r, onda vazi i QN:$>P.
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