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~OJ1т _0.1 e_Jlma 

Р R Е D G О V О R 

Metod spektra1ne ana1ize vremenskih serija (stacionarnih зlи-

cajnih procesa) primenjuje se sve vise и raznim oblastima nauke: 

fizici, geofizici, astronomiji, ekonomiji, bio10giji, psiho10giji, 

medicini, racunarstvu, а takode i и tehnici. U pos1ednjih nekoliko 

desetina godina, и паиспој literaturi posvecena је izuzetno ve1ika 

pa~nja spektralnoj ana1izi stacionarnih slucajnih procesa. Pojavio 

se ve1iki Ьгој radova i monografija, а takode mnogo raz1i~itih 

procedura spektralne ana1ize. Op~irna bibliografija data је и то-

nografijama [2Ј, [9Ј, [13Ј , [38Ј· 

Poku~aji strogog zasnivanja raz1icitih metoda spektra1ne ana1i-

ze, koji se primenjuju u resavanju mnogih prakticnih zadataka, па

i1azi1i su ~a ozbi1jne teorijske te~koce, ра је i do danas ostalo 

mnogo nere~enih problema и toj oblasti. 

Spe~tra1noj ana1izi stacionarnih procesa (ili tacnije, ocenji

vanju spektralne gustine) posvecena је i ova disertacija, ko~q se 

s~stoji iz ~etiri glave. 

Prva glava ima uvodni karakter i u пјој је izlozeno savremeno 

stanje ta'~kastih осепа spektra stacionarnog sluca.jnog niza. 

Druga glava је Dosvecena asimptotskoj normalnosti periodo;ram-

nih ocen~ siektralne gu~tine ~qusovih procesa i brzin; konve~gen-

cije tih осепа. Ori;inalni rezu1tati druge glavesu teoreme 2.3.1. 

2.4-.1. 
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е8.Ф v 

Spektralnu ana1izu vremenskih serija izuC8.v a.o ФОС i роdгзkи. 
рО 

benka, kome оуот prilikom izra~avaт zahvalnost -р8. 

Oraovica (kod Grdelice), 

28. avgust 1985. godine. 
! 

r·l1adenovic 
1'.~. 



G L А V А 

DCENA SPEKTRALNE 

STACIDNARNDG 

U FIKSIRANDJ 

UVODNI DEO 

GUSTINE 

NIZA 

ТАёКI 

Neka је Т =1= ~ proizvoljan skup i (Q,1t,p) prostor verovatnoca. 

Realna slucajna runkcija, definisana па parametarskom prostoru Т, 

је runkcija х = TxQ --.. R sa svojstvom da је· za svako fiksirano t Е Т 

X(t) = X(t,w) merljiva runkcija argumenta wEQ, tj. slucajna veli

cina derinisana па prostoru verovatnoca (Q,~,p). Slucajnu funkciju 

zapisivacemo i u obliku ramilije slucajnih velicina {X(t), tET}, 

а ako је jasno о kom pargmetarskom prostoru је гес, pisacemo рго

sto: slucajna funkcija Х. 

Ako је Т = Z, gde је Z skup celih brojeva, slucajnu funkciju 

t x(t), t Е z} zovemo slucajnim procesom sa diskretnim parametrom i

li slucajnim nizom. Ako је Т = R, gde је R skup realnih brojeva, 

slucajnu runk:ciju iX(t), t Е Н} zovemo slucajnim procesom sa nерге

kidnim parametrom. U daljem је uvek Т с R beskonacan skup i Х slu

cajni proces па Т. 

Neka је п? 1 i {t1 , ••• ,tn } с Т. Raspodelu slucajnog vektora 

(X(t1), ••• ,X(tn )) u n-dimenzionalnom Euklidovom prostoru НN zovemo 

konacnodimenzionalnom raspodelom slucajnog procesa Х, а odgovara

јиси funkciju raspodele oznacavamo sa 

Ft t (X1,···,x) = p{X(t1)<x1,···,X(t )<"Х } 
1'···' п п п п 

Fiksiranom w Е. Q odgovara realna funkcij а х( t ,w), t Е Т, koju zo

vemo trajektorijom ili realizacijom slucajnog procesa Х. Trajekto-
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rije pripadaju nekom prostoru funkcija, u opstem slucaju prostoru 

R
T svih . realnih funkcij а definisanih па Т. Za t 1 , ••• , t n Е Т, neka 

је & . HT~ нn funkcija odredena sa: t 1 , • .. , t n . 

9'tt
1

, ••• ,t
n

(X) = CxCt1), ••. ,xCtn)), xER
T

• 

Skup АСНТ zovemo ci1indrom, ako se moze predstaviti u obliku: 

А = g-[-t' t СВ), В с Rn , 
l' ... , п 

za neke t 1 , ••• , t n Е Т. Ako ј е В Воге10у skup u prostoru Rn , onda А 

zovemo Bore10vim ci1indrom u НТ. Neka је ~ minima1na u-a1gebra 

podskupova RT , koja sadrzi sve Воге10уе ci1indre. Fami1iju ~ zo

уето Воге10уоm ~-a1gebrom, а nјеnе e1emente Bore10vim skupovima u 

prostoru RT • Sledece tvrdenje dokazao је Kolmogorov [2~J: 

а) Fami1ija konacnodimenziona1nih raspode1a proizvo1jnog slu-

cajnog procesa jednoznacno definise raspodelu verovatnoca u pros

toru НТ za sveskupove u-algebre~, tj. za sve Borelove skupove 

prostora НТ. 

Ь) Neka је а priori data familija funkcija raspodela Ft t 
1 ' ... , п 

gde t 1 , ••• , t n Е Т. Tada postoj i slucajni proces {ХС t), t Е. Т} sa is-

tim funkcijama konacnodimenzionalnih raspodela, ako i samo ako da

ta familija funkcija zadovoljava uslove simetrije i saglasnosti: 

Ft t (х., • . • , х. ) = Ft t (X1 '···' x n ) jl'···' јп Ј1 Јп 1'···' п 

F t t С Х1 ' • • • ,Xk ) = F t t (X1 '···' x k ,+ оо , • • • ,+ оо ) 
1'···' k 1'···' п 

gde је k < п, а (jl' ••• ' јп) је proizvoljna permutacija skupa 

{l, ... ,n}. 

Za slucajni proces {X(t), tET}, gde је T=Z ili Т=Н, 

da је strogo stacionaran, ako za proizvoljne t 1 , ••• , t n Е Т, 
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de1a slucajnog vektora (X(t1+'r), ••• ,X(tn+'L))ne zavisi od'\.: Е Т. Ako 

za svakotE.T vazi nejednakost EX2 (t)< +00, onda iz stroge staci

onarnosti slede jednakosti: 

ЕХ ( t) = с ons t, t Е Т, 

ЕХ ( t ) Х ( s) = к ( t - s), t, s Е Т • 

(1.0.1) 

(1.0.2) 

Slucajni proces sa konacnim drugim momentima za koji vaze jed

nakosti (1.0.1) i (1.0.2), zovemo stacionarnim u sirem smis1u pro-

cesom, stacionarnim drugog reda procesom i1i prosto - stacionarnim 

procesom. РТета tome, k1asa strogo stacionarnih procesa sa konac-

nim drugim momentima, predstav1ja potk1asu u k1asi svih stacionar

nih procesa. 

Cesto је zgodno razmatrati komp1eksne slucajne velicine (samim 

tim i kompleksne slu~ajne peocese). Komp1eksna slucajna velicina 

ima oblik У =Y1+iY2' gde su У1 i У2 rea1ne slucajne velicine i -l1a

zi jednakost i 2 =_i. Komp1eksna slцсајnа ve1icina Y=Y1 +iY
2 

prima 

vrednosti u komp1eksnoj ravni i predstA.vlja па drugi nacin sluca.j

ni vektor (У1 ,У2 ), а nјеnо matematicko ocekivan~e је EY=EY1+iEY2. 
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91.1. SPEKTRALNA GUSTINA SPEKTRALNA FUNKCIJA 

STACIONARNOG NIZA 

Neka је {x(t), t Е. z} stacionaran u sirem smis1u s1ucajni proces 

sa ocekivanjem EX(t)==O i nizom kovarijacija {K(t), tE.Z}. Furi-

jeova transformacija niza kovarijacija data је sa: 

оо +00 
К(о) + _1 L 1< (t) Со5 лt = _t_ L K(i:;) соs.лt 
2Х ~ t=1 21[" t=-oo 

+00 . t 
= _1_ L К(t.)е.lЛ ) _ х ~ л ~:J[ • 

2~ t-=-oo 
(1.1.1) 

Ako је ispunjen us10v 
+00 
L I K(t)\ .::: + оо (1.1.2) 

-t:-.:: - оо 

onda red (1.1.1) konvergira ravnomerno па interva1u [-~)~J i defi

nise funkciju 

1 +00 i. A..t 
.f(Л) = - z· К(;:.) е -~ 6 л ~ ~ . 

2:Jr t = -;;>С> , 
(1.1.3) 

Iz jednakosti (1.1.3) dobijamo da za svako t Е Z vazi jednakost 

(1.1.4-) 

tj. K(t), t ~ Z, su Furijeovi koeficijenti funkcije f(.л), -х ~? ~ ТL • 

Funkcija f(A),-~~л~~ , ako postoji, zove se spektra1na gustina 

stacio~arnog niza {Х( t), t Е Z}. 

Ргета tome, niz kovarijacija definise pri us10vu (1.1.2) spekt

ra1nu gustinu i obrnuto, spektra1na gustina odreduje kovarijacioni 

niz. Ako је definisana spektra1na gustina f(.i\) , -Ј[ ~ л ~ Је , onda de-

finisemo funkciju F па sledeci nacin: 

л 

F (л) = ~ .{. (:Ј:) d 'х :> - Је ~ л 6- Х . . (1.1.5) 
-Зi: 

Integracijom с1аn ро c1an jednakosti (1.1.3) dobijamo: 

FСЛ) = кео) (л+~') + l=- ~ _1 К(t)$Lnлt. 
2:Је ОЈ\. t "" , t 

(1.1.6) 



а jednakost (1.1.4) mozemo zapisati u obliku: 

'Jr 

K(t) = ) coS лt d ~().) 
-'JL 

Jednakost (1.1.7) ima opstiji karakter. Tacnije, vazi sledeca 

TEORENA 1.1.1. ([2], str. 418) 
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Za svaki kovarijacioni niz {K(t), tEZ} postoji jedna i samo 

jedna monotono neopadajuca funkcija F: [-1L)1C] ~ Н, sa simetric

nim u odnosu па nи1и prirastajima, neprekidna sa desne strane па 

interva1u (-~,~), F(-ТL) = О i takva da za svako се10 t vazi jedna-

kost (1.1.7). 

I 

Funkciju F, .0 cijoj egzistenciji govori teorema 1.1.1., zovemo 

spektra1na funkcija stacionarnog procesa ciji је kovarijacioni niz 

{K(t), tEZ}. Jasno је da spektra1na funkcija, pomnozena sa(K(Q))-\ 

predstav1ja funkciju raspode1e verovatnoca па intervalu [-:к,1СЈ • 

Spektra1na funkcija F(л), -JC~ л ~ :Jt', moze se (jednoznacno) pred

staviti u obliku F = F1 + F2 + Fз , gde su funkcije F1 , Fz , F,; odre-

dene па sledeci nacin: 

~ (л) = ~ d
CK 

(л) { F(Ctc:) - F(Ck-О)} , -Jl ~ л ~ Х, 
КЕ:А 

gde је {ck ' k Е А} skup svih tacaka prekida funkcije F (uvek najvi-

Бе prebrojiv zbog monotonosti F) i 

QER , 
~ , 

~ сл) ::: \ (F(:X:) - F1(:X:)) d х ) -ЈС ~ }.. ~:Jr ) 
-~ 

F,3(л) =- FCi\.) - F,(л) - F2(л) ~ -Ј[6.л f;JC. 

Funkcija F1 је monotono neopadajuca, neprekidna sa desne strane 

i u tacki c k ima skok F(ck ) - F(ck-O). Zovemo је diskretnim de10m 

funkcije F. Funkcija F2 је apso1utno neprekidna i monotono nеора-

dajuca. Funkcija Fз је neprekidna, monotono neopadajuca i singu-
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1arna, tj. skoro svuda Си smis1u Lebegove mere) па interva1u~R>~J 

vazi FЗ(Л)~О.,U slucaju kada је F apso1utno neprekidna funkcija, 

vazi jednakost F = F2 • Tada definisemo spektra1nu gustinu 

-:J(~ :?":;':!r, kao izvod spektra1ne funkcije F. Ako је potrebno razmat

rati spektra1nu gustinu kao funkciju definisanu па citavoj rea1noj 

pravoj, dodefinisacemo periodicno sa periodom 2~. Sledeca teorema 

daje potreban i dovo1jan us10v egzistencije spektra1ne gustine: 

TEOREMA 1.1.2. ([22Ј, str. 379) 

Spektra1na funkcij а F( л), -х ~ л ~ 'ЈС, stacionarnog и sirem smis1u 

slucajnog niza {x(t), t Е z} је apso1utno neprekidna, ako i samo 'а

ko niz {Х( t), t Е z} ima sledecu reprezentaciju: 

+"'" 
X(t) == 2: СК S-t-K , 

K=-OQ 

.2 I е.;: \ < + оо , 
I<,.:=.- ос:> 

gde је {1 t , t Е z} niz ortogona1nih (nekore1iranih) slucajnih ve1i

cina i E!~tI2 = 1., 

Navescemo neke osobine spektra1ne gustine f. 

1) f је nenegativna funkcija (sledi iz cinjenice da је F тоnо

tono neopadajuca funkcija). 

2) f је parna funkcija (sledi iz cinjenice da spektra1na funk

cija ima simetricne u odnosu па nu1и prirastaje i1i iz (1.1.3)). 

3) ~ko vazi (1.1.2), onda red (1.1.1) konvergira apso1utno i 

ravnomerno, ра је f neprekidna funkcija. Dovo1jan us10v d~ vazi 

(1.1.2), tj. da suma apso1utnih vrednosti Furijeovih koeficijenata 

funkcije f konvergira, jeste da za neke К> О i t < о( ~ 1 

x,YE[-Х,Х] vazi nejednakost ([2], str. 423): 
ol. 

I f(x) - f(y)1 ~ к Ix - УI • 

i sve 

Jedno od svojstava spektra1ne funkcije daje sledeca teoreтa о 

spektra1noj reprezentaciji stacionarnog procesa: 
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ТЕОНЕМА 1.1.3. ([47Ј, str.lt81) 

Stacionaran u sirem smis1u slucajni niz \.X(t) , tEZ}, sa spekt

ra1nom funkcijom F(л), -~~ л!::1С, ima sledecu spektra1nu reprezen-

taciju 
(1.1.8) 

gde је у(:л), -::1L ~ л ~ ~, slucajni proces sa ortogona1nim prirasta-

jima za koji vazi Е IdУ(л)l 2 = dF(?<.). Ako је {X(t), t Е z} rea1an 

slucajni niz, onda se jednakost (1.1.8) moze zapisati u obliku 

'Је 

X<i:) = \ (соstлdU<л) + 5Ln.ti\dv(л)) 
о 

gde su U( л) i V(л), о ~ л~.Jt, rea1ni slucajni procesi sa ortogo-

na1nim prirastajima za koje vaze sledece jednakosti 

Е(du(л))2 = Е(dv(л))2 = dG(л), 

Е(du(л))2 = dG(л), 

E(dU( л)dV(~)) = о, 

gde је funkcija G definisana sa 

G(л) = 2(F(л)-F(0+))+(F(0+)-F(0-)), л Е (о;:n:] 

Navescemo sada neke primere stacionarnih procesa sa izrazima za 

spektra1nu gustinu i spektra1nu funkciju: 

Primer 1.1.1. Neka је {X(t), tE z} niznezavisnih slucajnih ve-

1icina sa kovarijacionim nizom K(0)=DX(t)=cr2~0 i K(t)=O, pri 

t =1= о. Tada је 

Primer 1.1.2. Neka је X(t)==X za svako tEZ, DX=cr
2
>0. Tada је 

К (t) = сг2 pri t Е Z i 

F сл) ~ о 
1 0-2 

-'Jl~ А<О 

О ~ л~::rc. 



Prirner 1.1.3. Neka је 

X(t) = Z(АјСО5лј-t+Вј&in).зt), tE.Z, 
а: 1 

gde su А. i В. slucajne ve1icine za koje vazi 
Ј Ј 

. ЕА . = ЕВ . = О, 
Ј Ј 

222 
ЕА . = ЕВ . = о" . , 

Ј Ј Ј 
ј=1,2, •.• ,n, 

ЕА . А . = ЕВ. В . = О, i * ј , i , ј = 1 , 2, ••• , п , 
1 Ј 1 Ј 

ЕА: В . -= О, i, ј =1,2, ••• ,п. 
1 Ј 

Pretpostavimo da vazi О ~ Л1 <::. ••• < лn s; 5[. Tada је 

~ 2 
К (t) = ? (г, COS Лј t) t Е. Z. 

Ј=1 Ј 
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(1.1.9) 

F( л), -j(~ ~ ~ ј[', је stepenasta funkcija sa skokovirna k а;2. и svakoj 

od tacaka ± Лј • Ako је А1 = О onda funkcija F irna skok сг 2 и tacki 

л = о. Pri torne vazi 

к (о) - F{:!L) 
п _ z rr.2. 
ј=! ) 

Jasno је da za svaki stacionaran proces postoji proces koji ima 

oblik (1.1.9) i cija spektra1na funkcija aproksimira (и uniformnoj 

metrici) sa unapred datom tacnoscu spektra1nu funkciju po1aznog 

procesa. Iz teoreme 1.1.3.· sledi da se геа1аn stacionaran proces 

moze predstaviti и obliku zbira dva integra1a i, pri tome је jasna 

ana10gija izmedu integra1nih suma koje odgovaraju tim integra1ima 

i procesa oblika. (1.1.9). 

Ako su Ај i Вј nогта1nо raspode1jene slucajne velicine, onda Бе 

proces (1.1.9) moze predstaviti и obliku 

gde su U1, ••• ,Un nezavisne slucajne ve1icine koje imaju 2 
;х -raspo-

de1u sa dva stepena slobode, а e1, ... ,en su nezavisne slucajne ve

licine sa ravnomernom raspodelom па interva1u (o,2~]. 



Primer 1.1.4. Neka је {X(t), tE.Z} niz slucajnih ve1icina, 

ЕХ ( t) = о , Ех2 ( t ) = ()~ ЕХ ( t ) Х ( s ) = о z а t =1= s i 

Y(-t) = .L:o!kX(t-к), 2:d.~<+-.co. 
к к 
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Slu~ajni niz )Y(t), tEZ} naziva se procesom pokretnih sredina, 

а njegova spektra1na gustina је 

Primer 1.1.5. Autoregresioni ргосев reda р lY(t),tEZ} defini-

san је jednakoscu р 

12 (3к У (i;-K) = х (-t,) ~o = i) 
К=О 

gde је {X(t)} slu~ajni niz iz primera 1.1.4. Akd su sva resenja 

х1 , ... ,Хр jednacine XP+f31xP-1+ ••• +fЗр=О, таn,ја od 1 ро apsoll.lt

пој vrednosti, onda se proces Y(t)· то7.е predstaviti u obliku 
оо 

Y(-t) = L дк X(-t-K') 
к=о 

Ako је f(л), -:л:~ л ~ aL, spektra1na gustina slucajnog procesa {У( t )}, 

onda vazi 

ра dobijamo 

Ргiщег 1.1.6. Neka је tX(t)} niz slucajnih ve1icina iz primera 

1.1.4. i l y (t)} slucajni niz definisan jednako~cu 
р ct. 
L (51<. Y(t-K) = Z c(tX(-t-е), 01.0 = (30 = ,. 
К::О е=о 

Snektralna gustina slu~ajnog procesa {Y(t)} data је ва 

0-2 \ 9.. i.л(~-е)\2 \ ~' \.Л(Р-К) \-2 
fсл) = -- ~ с/.ее L..... f5 K E:. • 

2:ЈС [=0 к==о 

Oznacimo ва Н Hi1bertov prostor rea1nih slu~ajnih ve1icina koje 

imp.ju kona~an drup.;i momenat, rri сети је ska1arni proizvod sl.ve-
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1icina Х i У odreden kao ЕХУ. Neka је {У( t), t Е z} stacionaran u 
л 

~irem smis1u slucajni niz i, nek~ је Y(t) projekcija slucajne ve-
-

1icine Y(t) ha potprostor Ht _1 generisan sledecim slucajnim ve1i-
л 2 2 

cinama: Y(t-1), Y(t~2), ••• Ako је E(Y(t)-У(t)) = ~ = О, slucajni 

f } л 2 2 proces l.Y(t) zovemo determinisanim. Ako је E(Y(t)-У(t» =(Ј > О, 

proces {Y(t)} zovemo regu1arnim. 

Primer 1.1.7. (Vo1jdova reprezentacija regu1arnog stacionarnog 

procesa, [2Ј, str. 456) Neka је {Y(t), t Е z} regu1aran stacionaran 

slucajni proces sa matematickim ocekivanjem EY(t)= о. Tada proces 

iY(t)} mozemo predstaviti u obliku Y(t) = W(t)+Z(t), t Е Z, gde је 

оо ...,. 2-
W(t) :: X(t) + ~ ~ X(t-K) , Z ot::. <: + оо '1 

К=1 1<=1 

EX(t) = EZ(t) = о, EX2 Ct) = <т;

ЕХ ( t ) Х ( s) = О, ako ј е s * t , 

EX(s)Z(t) =0, ako X(s) EHs ' 
оо 

Z(t) Е Н_ = П Ht _ s • 
оо ~-=O 

Nizovi {d k} i \ Х( s)} ј ednoznacno ви odrec'teni. Spektra1na gusti-

па slucajnog ргосеэа \W(t)} odredena је sa 

~ \ оо i.л~\2 - L d. е 
2Х ',)=0 ~ • 

Spe~tra1na funkcija slucajnog procesa \Z(t)} nе sadrzi apso1ut

по neprekidnu komponentu, vec se sastoji samo iz singu1arne i dis-

kretne komponente. 

Primenjujuci Vajerstrasovu teoremu о aproksimaciji neprekidne 

funkcije trigonometrijskim po1inomom, 1ako dokazujemo sledecu teo-

геmи: 

ТЕОНЕМА 1.1.4. ([2], str. 446) 

Ako ј е spektra1na gustina f( л) , -Зl ~ л ~ 1С, neprekidna funkc ij а, 

onda za svako Е >0 postoji spektra1na gustina oblika 



m 
'v . 

. LJ с~соs.ЛЈ 
Ј =-гn 

gde је с. = с . Е R, hm(л) > f.Q za -З!: ~ А ~ зr, ta1cva da vazi 
Ј -Ј 

sup If(л)-h (л)\< G • 
1?-16JL m 

Navodimo i sledece pos1edice teoreme 1.1.4. 
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Pos1edica l.l.l. Ako је spektralna gustina f(л), -X.:::-;;\~'JL, nе

prekidna, onda za svako 6?0 postoji konacan proces pokretnih sre

dina sa pozi ti vnom spektra1nom gustinom h
q 
(л) , -:Је ~ л ~. ar, za koju 

vazi nejednakost 

supl f( л)-hq(л)\ < с: • 
Iлl~:rr 

Posledica 1.1.2. Ako је f( л), -ј[ ~ Ао 6 Х , neprekidna spektra1na 

gustina, onda za svako ~?O postoji autoregresioni proces reda р 

sa spektra1nom gustinom g (л), -х ~ л ~:JL , 
Р 

SUD \f(л)-g (л)\ < с . 
Iлl~1L Р 

za koju vazi nejednakost 

Pos1edica 1.1.3·. Neka је f(л), -:J[~ л~ ar , neprekidna spektra1na 

gustina. Tada, za svako С>О, postoji proces pokretnih sredina (а

utoregresioni proces) konacnog reda sa spektra1nom gustinom fm(Л), 

-.1L~ л~ Тl, takav da za odgovarajuce kovarijacione nizove {K(t )} i 

{Km(t)}, vazi nejednakost 

sup 'K(t)-Km(t) 1 < Е, • 
~Е.Z 

Dokazi pos1edica 1.1.1. i 1.1.2. dati su u [2Ј, str. 446. 

Dokaz pos1edice 1.1.3. Koristeci pos1edicu 1.1.1. (i1i 1.1.2.), 

dobijamo da za svako G > О, spektra1nu gustinu f m mozemo izabrati 

tako da vazi 
~~p \+(л)- fm(л)\ ~ 
\:л.I~1С 

Е. 

2ЈС 

Koristeci jednakost (1.1.4) da1je dobijamo 

~ , 
\KCt)- Kmlt) \ = \ ~ соs;\t(~(л)- ~rn(),))dЛI 

-1: 

'Jt 
~ ~ I ~СЛ) - ~m(Л) \ d л ~ Е... 

-:!t 
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Pretpostavimo da па osnovu uzorka (X(1),X(2), ••. ,X(N)) treba 0-

ceniti vrednost nepoznate spektra1ne gustine f stacionarnog niza 

{X(t), tE Z} и fiksiranoj tacki ЛЕ(-:Ј\:)'Jl]. Теогета 1.1.4. i pos1edi

се 1.1.1.-1.1.3. pokazuju da se neprekidna spektra1na gustina moze 

proizvo1jno dobro (и uniformnoj metrici) aproksimirati spektra1nom 

gustinom ргосеза pokretnih sredina ili autoregresionog procesa. Та 

cinjenica daje mogucnost da (pod pretpostavkom da је spektralna 

gustina razmatranog ргосеза neprekidna) vrednost f(л) 

осепот oblika 
Л(N) 

~т (л) -

ili 
Л(N) 

+. (л)-
.." 

а-2. I m i.ЛIC!-2 
2::JL ~o f3t<..e 

осепјијето 

pri сети је т nepoznat parametar, а (nepoznati) koeficijenti d..K i1i 

~~ zavise od uzorka (X(1),X(2), ••• ,X(N)). Takav postupak је dovo

ljno glomazan zbog potrebe odredivanja velikog (пе unapred fiksi

ranog) Ьгоја nepoznatih koeficijenata (funkcija uzorka) tako da 0-

cena ima zeljena svojstva. Mi сето, kasnije, razmatrati осепе koje 

ne zavise od nepoznatih parametara. 

Napomenimo da сето и daljem iz1aganju razmatrati samo stacio-

narne и sirem smislu slucajne procese sa apsolutno neprekid~om 

spektralnorn funkcijom, tj. stacionarne procese za koje је defini-

sana spektralna gustina. 
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91.2. SEMIINVARIJANTE SLUCAJNOG PROCESA. 

SPEKTRI VISEG АЕОА 

Neka је Х = (X1, ••• ,Xk ) slucajni vektor sa karakteristicnom 

funkcijom i(c:(jx) к. 
\D (.Ј) - Е е ).Ј -= (~I }"') ,х ... '\ Е R , ГХ (л.. - сл ~ ... I 

gde је (cl,X) = otlXl+ ••• +~Xk. Pretpostavi'mo da za neko n~l vazi 

Е !Xi\n < + оо , i=1,2, ••. ,k. Ako su 'V1 , •.• 'Vk nenegativni celi Ьгоје

vi takvi da је \)l+ ••• +vk~n' onda se (lako) dokazuje da postoje 

mesoviti momenti EX~ ••• X~~ i neprekidni parcijalni izvodi 

Koristeci Tejlorovu formulu mozemo funkciju ~X(~l" •• '~k) и okoli

ni nule predstaviti па sledeci nacin 

• '1, + ... + Ук. ( у ) , , 
'"' ,~ , ' ) I М "1' О •• ) 1<: olI

V
"" cI.:к. + a-{\loL \F't) 'fx (d..p .oO' t:i~) -== ~ у у х "-

y~ + ... + -Ј..:: ~ у\. \," • 1<:. 

gde ј е lol.l = Iot, I + .. о + 'olк 1 i 

У,+",+Ук 

M(-,I,)",)v,:,) __ Е хУ, хУк 1 ~ '-ГI (! -1 )/ 

х t ." 1< = i. '01, +. О. +УК ?Jd.,V' ... "(Jd../"" l"'x \(Ј.р''') C\.t:;: «,:: оо = ol" = о. 

Koeficijent Miv" ... ,VK) zovemo mesoviti momenat reda (У\)"" ',11<) 

slucajnog vektora (X1, ••• ,Xk ). 

Kako је 'Рх(О, ••• ,0):= 1 i 'fX(o(l' ••• ,с{к), О(ј Е R, је neprekidna 

funkcija, to postoji ~>o tako da pri \O(\<~ vazi 'Px(t):#:O. Tada, 

pri 1~I<c , postoje i neprekidni su parcijalni izvodi 

'<\ -t ..• + У;с. 
d 'Ј, , v 1( em. 'Рх (d, ;> • оо ) d",) , 

d ol, .. , 'do.r:: 

gde је lnz glavna vrednost logaritma, tj. en.re
te = tnr + 1..6 
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, 

Funkciju 1n'-f'x(d1 , .•• ,oC
k

) u oko1ini nи1е predstav1jamou obliku: 

. Уl + -.. + 'Ј..:: (у v \ V 
I \D I ' _1 ) ,,1. с:. ""') к),'У, I к п-,,('.;,"/јП\ 
t..Y1 ГX'\~)'" > (.Л. к - ~. -'-=----- '-'Х С\I . "С\,.: + v '-'- ) .\ ,1 t ••. '") .... \ 

", + ... + Уј( ~ rt )'1. У" . 

gde је 

1 ~У'+'''+УК 

~. 4.,:: tn 'Px(c:i.,)·· .>cLк)1 
d~ '" d ct1 = ... = cl.K = О • 

Koe.ficijent si"",···>VK) naziva se semiinvarijanta reda (v,~""YK) 

slucajnog vektora Х = (X1 , ••. ,Xk ). 

Neka је tX(t), tET} slucajni proces, gde је Т skup ce1ih i1i 

skup rea1nih broj eva i ЕХ( t) = о. Uvedimo oznake (kao u [17Ј): 

С - skup komp1eksnih brojeva, 

сс...> 
- prostor .funkcija d...: Т ~ С koje se raz1ikuju od nи1е sa'"!lO 

па konacnom skupu tacaka iz Т, 

N
W 

- prostor .funkcija ~: Т -- {о, 1,2, ••• } koje se raz1ikuju od 

nule па konacnom skupu tacaka iz Т. 

Za .funkciju r Е t-tw odred:enu sa 

oznacimo: 

ј SЧој )1(-t) = 1 t := tj) ј = i:> •.• ) к } 

t 4- {i;, ... ,tK} 

1511' = f, + ... + f'K ) 

Х ~ = х 5"11 .• , XfiK 
t, t.:, 

f'! = r,!"; )it::! , 
EX~ = Ем , d . Х X(t) Ј geJe t== , 

pri сети pretpostav1jamo da је 
'МI 

Е I Xt " < оо\- QC) • Koe.ficijente 5 r zo-

vemo semiinvarijantama slucajnog procesa {X(t), t Е. Т}, а koefici

jente E~ - mesovitim momentima istog procesa. Poznate su sledece 

.formu1e veza izmedu mesovi tih momenata i semiinvarij anata [28Ј: 

\ ј-( ~ E~ = L - ------... -- S"Y, ... s 'У9. ( 1 .2 .1 ) . , а I ОЈ. I ... y~ I )1=»,+ ... + V'l Ј:... '1' .... 

(1.2.2) 
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gde se sabiranje vrsi ро svim uredenim razbijanjima 

.~ = У, + ... + y~:> Уј Е: НџЈ ) \у) I ~ 1) 2. = , , 2 ) ... , \ S'1 \ . 

Neka је Т = Z, 'е ECw
, ~ Е c W

, t Е Z. Oznacimo 

-{Jtt> 
\fФ = п \'Ptt)) ,Ф! = П (~(t.))t 

t€.Z t.E.Z 

Na prostoru ~unkcija C W definiseтo karakteristicni funkciona1 

procesa {X(t)} па sledeci nacin 

Н(<Х.) = Eei.(d.,X) = E€XPJ i.G o«(t)Xtt)}, d...E: cW
• 

1 tEZ 

Seтiinvarijante Sn(t1 , ••• ,tn ) procesa 1X(t)} odredujeтo kao koefi

cijente forma1nog raz1aganja 

(1.2.3) 

а mesovite тoтente. Mn (t1 , ••. ,tn ) kao koeficijente ~orтa1nog reda 

(1.2.4-) 

da su 

siтetricne ро arguтentima t 1 , ••. ,tn • Sabiranje u ~orтu1ama (1.2.3) 

i (1.2.4-) vrsi se ро svim vektorima (t1 , .. . ,tn ) EZn • Jasno је da 

neke od'komponenata vektora (t1 , ••• ,tn ) mogu biti medusobno jedna

ke. Pri navedenim oznakama vaze jednakosti 

r1n (t1 ,···,tn )==E,\"f' Sn(t1 ,···,tn )=S)1' 

gde је ~ENw ~unkcija koja u tacki t uziтa vrednost jednaku Ьгоји 

pojavljivanja t u nizu t 1 , •.• ,tn , а M~ i Б~ koeficij~nti slede

cih (forтa1nih) redova 

(1.2.6) 
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Izjedna~avaju6j koeficijente uz jednake stepene ~ u ге~оviща 

(1.2.5)i (1.2.6), jednostavno dobijaтo formu1e (1.2.1) i (1.2.2). 

Ako ~e1imo da nag1asimo о kom вlи~ajnoт ргосеви је re~i onda 

ТЕа RБМА 1. 2 . 1. ([ 13], str. 13) 

l'Teka је: r = ~1+~2."> .r-·P S"I2 Е N
W , \rl\ > о ) tr2.\ > О) ~,.r2. = О, 

Т1 = l-t: .r1 l-t) > о}, Т2 = 1 t: $12 (t) "> О } • 

Neka эи эlисајпе ve1icine iz skupa {x(t), t Е. Т1 } nezavisne u 

potpunosti od slucajnih ve1icina i'z skupa {x(t), t Е. Т2 } i пека "00-

stoji semiinvarijanta 8)1. Tada va~i jednakost: 8~=a. 

8emiinvarijante predstav1jaju meru statisticke zavisnosti slu-

cajnih ve1i~ina, а takode pogodan aparat za dokazivanje teorema i 

odredivanje paraтetara koji паэ interesujll. Priтetiтo jo~ da vaze 

jednakosti 8 1 (t)=EX(t) i 82(tl,t2)=cov(X(tl),X(t2»' nri Сет1.' 

nretpostav1jamo da је slucajni proces Х realan. 

Teoriju mesovitih тomenata i semiinvarijanata detaljno su raz-

vi1i Leonov i Sirjaev [27] -[29]. 

Neka је {x(t), t Е z} stacionaran slucajni niz эа тateтati?;kirn 

ocekivanjem EX(t)= а i spektralnom reprezentacijom Х(t)=~еНЛdz(),). 
-:Jt 

gde је Z(.?\),-.1С~Л~:Ј(, slucajni proces sa ortogonalniт prirastaji-

та. U tom slucaju definiseтo karakteristi~ni funkcional Н slu~aj-

nog "Orocesa Х па sledeci nacin: 

gde је Cl.(')..) ,-x~ А ~X, realna funkcija. Pri tome, ako za fun'(ci:iе 

. ~ ". ~ ~~ 
еХ 1 cz va;'l с{(л) = L:c;((-t) е. 

t 
, onda va7.i jednakost 

S 1 t 1 1i' (" • ." nе \: га пи теги -'." .кОЈи ЈО:; " п ' zоvешо s"Oektra1nom semiinvarijan-

tom) па vi~edimenziona1noj kocki Пn=[_Ј[)~ЈI, ako 1)osto:ji, defi-
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ni~emo Furijeovim koeficijentima 

Ako је {.X(t)} strogo stacionaran niz, onda za sve t 1 ,··.,tn ,>TE:OZ 

va7 i ј ednako st S (t
1

+ "Г, ••• ,t +'t"):::: S (t
1

, ••• , t ), а spektra1na тега 
п п п п 

Fn koncentrisana је па mnogostrukosti ~+ ... +лп=О(i7l0d2ЈС), ра ,ie то-

zemo predstaviti и obliku 

Fn.(A) = ) fn('Л1~"" л n)8-it-(Л1+'" + л n)d /\1" . d?n 
А 

(1.2.81 

gde је АсП'Yt i 8"*'(;Х)=~~(;)С+2зti;)') д(')- Dirakova de1ta 1'unkcija. Iz 

jednakosti (1.2.7) i (1.2.8) sledi 

(1.2.9) 

Funkciju fп (.I\l' ••• 'ЛП)'-оО< Л~<+ОО, ј=1,2, ••. ,п, smatramo de-

1'inisanom, ako red па desnoj strani jednakosti (1.2.9) apso1utno 

konvergira i zovemo је spektra1nom gustinom n-tog reda 1 
v • s u:-:аЈпоg 

niza {x(t)}. Spektra1na gustina drugog reda 1'2(1\, -.?) = f(л), л Е. R , 

predstav1ja obicnu spektra1nu gustinu stacionarnog niza • 
. 

Ako је {X(t)} strogo stacionaran (геа1ап) slucajni niz, za ko~i 

postoje svi momenti i za svako п ~ 2 vazi 

+<>0 
2:.. \ 5 n ( -t, ') ... '> t n , о) \ <::: + 00, . 

'tt ..... ) 't,,_, = - оо 

onda za svako п postoji spektra1na gustina n-tog reda tog niza. А-

ko је, osim toga, ispunjen uslov 

za neko {>О, onda uostoje svi izvodi reda, пе ve6eg od l, 1'unkci

је l' СА1, ... ,~ ), л ER. Pri tome su ti izvodi o~ranicenj i ravno-
п п 

mегпо neprekidni. 
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Primer 1.2.1. Neka је {x(t), t Е z} niz nezavisnih sll1ce~nih ve-

1i~ina sa istom raspode1om i, pretpostavimo da postoji semiinv~ri-

j9.nt~ Sn==Sn(X(t), •.• ,X(t)). Тада va7i jednakost: 

{. п (';:1'1 ) ••• ') л п') = 5n 
l' 

(2.JL)"-

Primer 1.2.2. Neka је {X(t), tEZ} stacionaran slu~ajni niz i 

Y(t) = L a..(-t-K) Х(К') ') 2.1 а(к)\ < + ОО. 
к к 

(Х) • (у) ) 
Neka su f (А 1 , ••• ,Лп ) 1 f (Л 1 ' ••• 'Лп ' 

reda п, slu~aj!lih nizova {x(t)} i \. y(t)} • 

А(л.) = L, Q(K)e.-i.ЛК ) 
к 

Тада va~i jednakost: 

Лј Е Н, spektralne g1Jstin.e 

Ozna~imo: 

лЕ R. 

Srektra1nu teoriju viseg reda izucavali su:· Leonov i Sirjaev 

[29] , [39Ј, Brilindzer i Rozenblat [45Ј. 



§ 1.3'- UZОRдёкд SPE KTRALNA GUSTINA (PERIODOGRAM) 

PERIODOGRAMNE OCE.NE 
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Od interesa је оеепа spektra1ne gustine f(?\.) ,-зг=:; л:Е ~, staeio

narnog proeesa {x(t), t Е ZJ па osnovu uzorka (Х(l), ••. ,X(N)). U

zoracku spektra1nu gustinu i1i periodogram definisemo па sledeci 

nacin: 

(1.3.1) 

Pri tome, periodogram I N ima osobine parnosti, nenegativnosti i 2ТL 

periodicnosti (ako smatramo da је definisan za sve ;:\.E.R) kao 1 spek

tra1na gustina f •. Sledece tri teoreme opisuju пат svojstva stati

stike IN(л) kao оееnе vrednosti spektra1ne gustine f u fiksi

ranoj tacki ?,. ([2Ј , [9] ) 
+00 

TEOREМA 1.3.1. а) Ako red L: К(t)еоsлt konvergira, onda vazi: 
t=-...,. 

Ь) Ako је spektra1na gustina f neprekidna u tacki л, onda vazi 

jednakost: 1im ЕIN(л):::: f(Л). 
N-.OQ 

+00 

е) Ako vazi 22ltK(t)1 <: + оо , onda је 
t=-oo 

TEOREMA 1.3.1. Neka је 
+00 +00 

X(t) = 2: Ск ~(t.-K)) Z\c,;:\ <:+00, tEZ> 
1(=-00 к=-оо 

gde je{~(t)} niz nezavisnih slucajnih ve1icina za koje vazi 

2 2 4 
Е s( t) = О, Е ~ (t) = cr , Е 5' (t) < + ос , 

t i neka је f spektralna gustina slucajnog procesa {X(t)}. Tada vazi 
~ ... 
~ 



а) Ако је f neprekidna funkcija и ta~kama О i Х, onda va~i: 

1im DIN(O) = 2f2 (0), 
N~oo 

1im DI-T(~) = 2f2 (1L) • 
N~OQ 1~ 

Ь) Ako је funkcija f neprekidna u ta~ki л E(O,~), onda va~i: 

с) Ako је funkcija f ogranicena па interva1ima (л-8,л+5) i 

(S1-d" ~+6) рг! nekom 6:>0 i ako је 'Лt:t:f1) Л, ~ E(-.JL) ТL] , onda vazi: 

1im соv(IN(л),IN(~) = о. 
N-> оо . 

TEOREMA 1.3.3. Ako је 
+ ос> 1-00 

Х ( t) =..Е Ск ~ ( t - К), L \С" I < + !;;Q , 
к=-оо 1(=_00 
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gde je{S(t), tE Z} niz nezavisnih s1u~ajnih ve1i~ina Ба o~ekiva

пјеш О, disperzijom (1"'2;> О i funkcijama raspode1e Ft(x), Х ЕН, za 

koje vazi 
/~ир ~ ~?"d 11:(3:) = о ) 
t cZ \:х:\ >С 

onda s1ucajni vektor 

gde је О .(Лi с( Је, лi =1= Лј za i=l= ј, i, ј =1, ••• ,п, ima granicnu raspo

delu и kojoj Би svih п komponenti nezavisne Б1исајпе velicine i, 

svaka od njih ima/2 raspodelu Ба dva stepena s10bode. 

Iz teoreme 1.3.1. s1edi da.je IN(л) asimptotski centrirana осе

па vrednosti spektra1ne gustine u tacki л. Теогете 1.3.2. i 1.3.3. 

pokazuju da IN(л) nije konsistentna u srednje~adratnom smis1u 0-

сепа ve1icine f(A), јег disperzija te осепе пе tezi nu1i pri N~~. 

Zbog toga periodogram пе mozemo smatrati dobrom осепот spektralne 

gustine. Cinjenica da Би vrednosti statistike IN(л) za raz1i

~ite vrednosti л asimptotski nezavisne, daje mogucnost da usred

njivanjem periodograma I N ро vrednostima argumenta л и nekom in

terva1u, dobijemo осепи odgovarajuceg usrednjenja spektralne gus-
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tine koja iтa та1и disperziju. Periodogram је prvi uveo Suster[56] 

u ci1ju otkrivanja skrivenih periodicnosti procesa. Коnасnи Furi-

jeovu transi'ormaciju 1:. e i tлх( t) prvi је razmatrao Stoks [57Ј 
t=1 

Izrazi za prva dva тoтenta periodograma i njihovo asimptotsko ро-

nазаnје odredeni su u radovima Bart1eta [41, 42Ј. Asimptotska 

svojstva moтenata periodograma izucava1i su јоз Bri1indzer [44Ј, 

Bentkus [з], Ibragimov [21], Zurbenko [lзЈ i drugi. 

Jednakost (1.1.3) daje reprezentaciju spektra1ne gustine staci

onarnog procesa u obliku 1inearne kombinacije kovarijacija razтa

tranog procesa. Vazi jednakost 

N-t 
KCt) == Е N~t a~X(~)X(1+t), t=O)l) ... ,N .... l, 

tj. za naznacene vrednosti argumenta t, K(t) је matematicko oceki

vanje neke kvadratne i'orme slucajnih ve1icina X(l), ••• ,X(N). Zato 

је prirodno kao k1asu dopustivih statistika (осеnа) spektra1ne gu

stine razтotriti k1asu ~ svih kvadratnih i'ormi oblika 

Zajedno sa tom k1asom, Grenander i Rozenblat [49Ј izucava1i эи uzu 

k1asu ::КО с:: Х statistika koje se тogu predstavi ti u obliku 

л 

Statistiku i'N(Л) mozemo predstaviti u obliku 

~ N-1 it/t (N) 
+N(Л) ::: _i_ ~ е ь (f;-) [(/ОЈ (t") 

2Х t'= -N+f 

gde је KN(t) uzoracka kovarijacija 

N-It.\ 
KN<-t;) = .i ~ X(1)X(~ +Itl) 

N ~=1 

л Х Х 
а takode i u obliku tN(Л) = ~ 'fN("X) IN(х.+л)dх = \ 'fN(:C- )')'IN(x)d:c 

-Ј( -:ЈГ 
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gde је IN(X) periodogram, а ~N neprekidna па L-л)~Ј (i periodicno 

produzena sa periodom 2~ funkeija koja је odredena svojim Furije

ovim koefieijentima 

(N) 1l ttx 
ь (t)~ \ 'fN('X)e dx, t =-N+\) ... ) N-l. 

-Ji: 
(1.3.7) 

u smis1u asimptotike prva dvamomenta, оееnе iz uze k1ase ЈСо nisu 

gore od оееnа citave k1ase Ј( • Tacnije, vazi sledece tvrdenje ko

је su dokaza1i Grenander i Rozenblat [49Ј: 

-t"oo 

ТЕОНЕМА 1.3.4. Neka је X(t) =2: C~_I': ~(K) staeionaran slucajni 
К=--

proees za koji vaze sledeci us1ovi: 

а) \~(k), k Е Z Ј је niz nezavisnih slucajnih ve1icina i 

E'5(k) =0, 

(' (1 \-2-8\ Ь) Postoji broj 0>0, takav da pri k-(X) vazi ek=O k ј. 

е) Spektra1na gustina f proeesa {X(t)} је strogo pozitivna. 

Neka је da1je 

asimptotski eentrirana оееnа vrednosti spektra1ne gustine u tacki 

л, tj. .* 
ЕсХN~f(л), pri N~oo • Tada postoji statistika oblika 

(1.3.3) 1) *" za koju vazi: ЕfN(л) = Е O{N za svako N i 

2) 1im DfN(A) ~ 1im D 0(;. 
Н-+()О N_oo 

Statistika oblika (1.3.6) zove se periodogramna statistika i1i 

Grenander-Rozenblatova oeenaspektra1ne gustine. Statistike oblika 

(1.3.4) i (1.3.6) raz1ikuju se samo formom zapisa. Оееnи (1.3.4) 

izucava1i su: Heming, Tjuki [5 оЈ , Bart1et [41Ј, Grenander, Rozen

blat [49Ј, а осеnи (1.3.6): Bri1indzer [44Ј, Bentkus [зЈ, Ibragi

mov [21Ј, Z.urbenko [13--15Ј. Pojava a1gori tma brzih Furijeovih tr-ап

sformacija (Ku1i, Tjuki [46Ј, Dzent1emen, Sande [48Ј, Bingam, God

fri, Tjuki [4зЈ) uticala је па davanje prednosti izucavanju stati-
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stika oblika (1.3.6). Тај a1goritam omogucuje da se periodogram 

izracunava sa manjim Ьгојеш racunskih operacija nego uzoracka ko-

varijaciona funkcija koja figurise u statistici oblika (1.3.4). .-

Funkcija 'PN(;X) , -јС ~X 6.?t, ротоси koje se definise осеnа oblika 

( ) 
J{N), 

1.3.6 zove se spektra1no Okno, а funkcija о (t"), t Е Z, ротоси ko-

је se definise осеnа (1.3.4) zove se korelaciono okno. Pretpostav-

1јашо da је niz funkcija i'PN } jezgro па interva1u П=t-:JL)'ЈС], tj. da 

vaze sledeci us10vi 
'Jt 

-6и р S I 'fN(X) I d.:x:. < + оо, 
N -х 

Ponekad se koriste spektra1na okna koja nisu jezgra. Integra1 оЬ

lika S 'РN(:Х:-л) ~(x)J;x, gde је {'PN } jezgro i d Е L, (п) zovemo singu1ar-
п 

nim integra1om. Uvek сето pretpostav1jati da su funkcije ~N' N~l, 

definisane па citavoj realnoj pravoj i periodicne sa periodom 2~. 

Vazi sledece tvrdenje ([4], str. 43): 

ТЕОНЕМА 1.3.5. Neka је funkcija ~.: П-R ogranicena i neprekidna 

u tacki лЕ\) , а {'PN } jezgro па П = [-ТL,:JC] • Tada vazi: 
':JL 

t..m ~ 'PN(:x.-л) Q(':x:)d::c = qсл) . 
"'-:>=-'Х d О 

f 

Navodimo neke primere jezgra, poznatih iz teorije sumiranja Ри-

rijeovih redova: 

Fejerovo jezgro, 

. 2N.:x: - 2. N/,:c 
5Ln; -2 - >tVl -г I N' 

ФN' N (Х) = --~----~-, N < N , N~d.E[O)l), 
, 2JC(N-N') ~i.n2X 

2. 
Va1e-Pиsen-ovo jezgro, 

5\.\,\4 ~::C 
2. 

> Dzeksonovo jezgro. 
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§ 1.4. S R Е D N Ј Е К V А D R А Т N О ODSTUPANJE. 

KONSISTENTNE OPTIMALNE OCENE. 

л 

Za statistiku fN(л) kazemo da је konsistentna и srednjekvadrat-

пот smis1u осеnа ve1icine f(л), ako srednjekvadratno odstupanje 

Е(fN(~)-f(л))2 tezi nu1i pri N~co. Konsistentne осеnе vrednosti 

spektra1ne gustine и fiksiranoj tacki dobijene su и radovima Gre

nander, Rozenblat [49Ј i Parzen [52Ј. U radu [52Ј razmatra se k1asa 

Х, с.хо statistika· koje se mogu predstavi ti и obliku 

gde је h:R ~ R funkcija za koju vazi 

h ех) = "'-С-х)) h(o) = 1) ~иp I h.(x) \ < + ОС) 
\:С\ :=.1 

pri сети biramo maksima1no q za koje vazi kq<DO' lB~}je niz ce1ih 

brojeva takav da B~~- QO pri N-- ос> , а KN(t) odredeno је formu

lош (1.3.5). Vaze sledeca tvrdenja (2]., [52] : 

TEOREMA 1.4.1. Neka 
TDC> Р 

i L \t \ \ Kl-t) I < + о(:) • 

t=-Oo 

) N k · Ak' N V • NB
N
2 + \ - \с> - ......... .-- 1 . 1 . а ~Te а Је p~ q. о pr~ -.00 vaZ1 ......... za p~ ~ 1, 

q 

NBN -...о оо za р ~ 1, onda vazi jednakost 

-2. л } ~ +00 2 
(Ат B

N 
\ Е+N(Л') - f().) = - - L, \t\ c.o5;At K(t) 

N-;>Oc> 2:1L t =_oo 

Ь) Neka је p<q. Ako pri N-CIO vazi 

NBN- о<:> za р ~ 1, onda vazi jednakost 

NB P 
-+ оо 

N za p~l ili, 
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ТЕОREИА 1.4.2. Neka fNСл) Е Х, , gde jos zahtevaтo da је :funkci

ја h neprekidna па interva1u [-1,~ i, neka ви ispunjeni us10vi 

+~ +~ 

L \ к (t ) \ < -t оо) L \ s (t l ) t 2 ) tз > о) I <. + OQ • 

i;:==-e>o "G)~)t-~=-,:)O 

Ako је {BI~} niz ce1ih brojeva takav da vazi 

N ~ <>о , onda vaze sledece jednakosti 
л 1 2 

Li'I'YI NBN D+N(O) = 2.+2(0) ~ h('x)d:t: ) 
N~QO -\ 

B
N 

-> О i NB~~ ~ оо 
1'1 

~ ~ 

lt.;yn NBN D +N (:!: 'Jl') =- 2 {'2сх) ~ rt(::L)d::c ) 
N -'Ј> о<) -1 

Um. NBN D fN(л) = f2Q.) ~ ~(;x)Jx) л Ф {-:те, о ,'3l} , 
N~oo -1 

~~c>o N BN со,," (К,(л ) z <S"O) = О, л 4= + ~. 

Ako ви ispunjeni us10vi teorema 1.4.1. i 1.4.2., onda је pri 

л ~t O)-J()~} i N ~ оо ve1icina 

Е(fN(~)-f(л))2 = DfN(л) + (ЕfN(л)-f(л))2 
ekviva1entna ve1icini 

gde је 

л 

pri 

Јавnо је da, sto BN brze tezi nu1i, to је disperzija осеnе ~(~ 

veca, а ve1icina (ЕfN(л)-f(л))2 таnја. Najmanji poredak srednje

kvadratnog odstupanja dostize ве ako ви te ve1icine istog reda pri 
-22.-\ 

N - оо , а to ве postize ako Вы ima poredak Н. Na osnovu toga 

dobija ве sledeci rezu1tat ([2Ј ) str. 580): 

ТЕОНЕМА 1.4.3. Neka ви ispunjeni us10vi teorema 1.4.1. i 1.4.2. 
1 

i neka је llm N 1
+

2o(.B N =t>O. Tada vazi 
N~oo 
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Ргета tome, najmanji moguci poredak srednjekvadratnog odstupa

nја осеnе (iz klase X f ) spektra1ne gustine u fiksiranoj tacki Л, 
22. 

od vrdnosti spektra1ne gustine u toj tacki, jednak је N- 2~~\ • Тео-

reme 1.4.1.-1.4.3. pokazuju da srednjekvadratna greska zavisi od 

stepena glatkosti funkcije h, а takode i od stepena glatkosti sa

те spektra1ne gustine. Zato se prirodno postav1ja zadatak odredi

vanja optiтa1ne и smis1u srednjekvadratnog odstupanja statistike 

spektra1ne gustine, pri zadatoj glatkosti spektra1ne gustine. Тај 

zadatak resava Zurbenko [13Ј • U njegovom radu·razmatra se statis

tika (1.3.6) pri nekim prirodnim pretpostavkama о glatkosti funk

cije ~N' kao i pretpostavci о glatkosti spektra1ne gustine и fik

siranoj tacki л. Pretpostav1ja se da spektra1na gustina pripada 

He1derovoj k1asi и tacki л. Za optiтa1nu statistiku odreduje ве i 

asimptotika srednjekvadratnog odstupanja. Рге formu1acije rezu1ta

ta uvode se sledece dei'inicije [13Ј: 

1. Stacionarni s1ucajni niz tx(t), t Е Z} 'pripada skupu еХ , ako 

postoje njegove spektra1ne gustine drugog i cetvrtog reda i ako је 

EX(t) = о. 

2. Kazeт6 da {х(1;.)) Е Э; (л) .f:) ~1)"') .f.(oI.) , d..) С) с,) с Х 

ako za svako r i date Л) -to ~ О) +. ) .. ') +(ot) Е R) ос > О) С ~ О) ct ~ о , 
spektr~lna gustina i' procesa {X(t)} zadovo1java us10v 

\ ~ ~MI ~ .f(л+~)-~о- :f.'S"'-~22!-···- +(.,(.Ј [d.]~ ~ CI~I ) (1.4.1) 

а spektra1na gustina cetvrtog r.eda је ogranicena: Џ4(:х.)r2)~':С<i)\~С\. 

Iz (1.4.1) sledi: i'(;Л)=i'о, iК>(л) =fk , pri k.::::[ci] , gde је (сХ] ce1i 

deo Ьгој а CI... 

3. Niz i'unkcij а {'PN } pripada k1asi Ч, ako su ispunjeni us10vi: 

А) Za svako се10 pozi tivno N, \fN: R -.,. R је neprekidna, parna,2JC

periodicna funkcija, ~-I(:C) -о ravnoтerno и oblasti ё: ~ \~\ ~:JL (za svako 

с. >0) i 'то: 

~ '-Pt-,I(:c)d х = 1 , 
-'Ј( 

~ ~. 
~ t'-f'r/x.;\ d:c = \\\f'N\i" ~tqJ ~ \~",(:X)\ аХ <: -t- DC. 

-Ј{ N -Је 
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В) Ravnomerno ро k1asi ~ ispunjeni su us1ovi: 

В') Za svaku integrabi1nu funkciju f:R ---::.Н, 1:t(x)\ ~ C\X\d , vazi: 

\\ ~('X) CPNC:"L) \ 'PN(x+ z.) - '?N (Х)} d.x Ј.:: = 0-( f \~ \0<: \ 'i'N (х)\ d :х. \Ј 
\ -х 

gde је П =[-'Jl)~Ј i ~ФN(:Х)} - Fejerovo jezgro. 

В") Postoji niz brojeva A=A(N)~oc pri N--O<:), takav da za 

sve Izl < AN-1 , ravnomerno ро у, vazi jednakost: 

4.· Niz funkcija \'PN } pripada k1asi ~('f) с ':f" , ako se moze pred

staviti и obliku 

'Р,,(:х) = ~~ 'f (~J (18~~ 'f(t) dt)', -х" х,,:Је, 
gde је {BN} niz brojeva takav da BN -'> О iNBN -7 оо , pri N -- QC, а 

If>:R ---> R - рагnа, ~eo ро deo diferencijabi1na funkcija za koju va-

zi: +':>0 

\ 'f(:x)d::c = ~, 
-~ 

+<><=> 
~ \'Х\ с4 \ 'f (:Х"') \ d х ~ + с>о, 01.0 > О. 

- оо 

u radu [lзЈ ·dokazano је da vazi g:-('f') С: СЈ." • 

Sledece dve teoreme govore о asimptotskoт ponasanju pri N --'?- с>с 

ve1icin/a I E.fN(?)-f(.л)1 i DfN(?), gde је f\~(),,) periodogramna stati

stika zadata formu1om (1.3.6). ([lзЈ , str. 59-74 ~ 

ТЕОНЕМА 1.4.4. Neka {'PN 1 Е ~ • Tada za fiksirane л, +0 ~ O).f., ј ~ :;.0, 

C~O, C1~O, pri N-;oo ос vazi jednakost 

~t.tp \ Е +-N(Л) - t(л) , = с f \::clcX\ '+'N(X) \ dx + <т(IЈс: ~~(:c)dx.). 
X<t) Е Х(Л,-f,f.t) .. ·,о(, c,~) -:тr 

nе А) .f ~ о ) . . . , DI.. > О) С ~ О, С, ~ О , pri N ~ оо vazi jednakost: 
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(1.4.2) 

gde је " { с/. 
С(, = 1 

Ako za spektra1nu gustinu f procesa {X(t)}, us10v glatkosti (1.4.1) 

za neke d.., С i С1 vaz i ravnomernopo А. Е. Л , onda su па skupu 1\, 

0(.) i 0(.) и jednakosti (1.4.2) ravnomerni. 

л 

Iz teoreme 1.4.5. sledi da је glavni с1аn disperzije DfN(л) za 

.л =1= О jednak ~ 4Х -f.2(л) L ~~('X)d::c sto ј е dva puta vece od glavnog с1а
-Зt 

па disperzije и slucaju fiksiranog л*о. Medutim, ostatak и formu-

1i (1.4.2) dovo1jno је tacan, tako da se pri uniformnom ya~enjи и

slova glatkosti (1.4.1) и oko1ini nи1е, disperzija moze ravnomerno 

ocenjivati и toj oko1ini. 

Navodimo sada teoreme и kojima se pri formu1isanim us10vima od

reduju optima1ne statistike i njihovo srednjekvadratno odstupanje, 

[lзЈ, str. 74-79. 

ТЕОНЕМА ·1.4. б. Za fiksirane Л) +0 ~ О) +1 , О < сх. ::: 2, С ;;> О, СI ~ О , 

pri N ~ оо vazi re1acija: 

iY\f. {)u.p E\"-tN(л)-f(л)\2 r-.J 

{~r-;1EC;: X<.*)€ 3€(л,+)~" о()с.>с,) 

2 \2d 2d 

,...... 0(00 +2(л) ( +~Ct)) Н2с( N-~(, + '2(Л.)) \+2.0( , 

-t 2d 
- 1+20( (Х(о(оС+1)) 1+2"-

О(СА) = (( + 20() 

.л == о (mod 2ТL) 

А =t= о (mod 2ТL) 

Minimum и formuli (1.4.3) postize se za 

(1.4.3) 

(1.4.4) 

(1.4.5) 



gde је 

{ 

_ с{+ I \X;d.. + . ol+ 1 
'Р(х') = 20< 20( 

О 

"+ 2с1. 

\:х:\ ~ , 

~, > ~ 

TEOREМA 1.4.7. Za f'iksirane л.)fо~О)~I)d..>О)С>О) ~ ~O 

N -- оо vazi re1acija 

inf ~v..r Е \ fN(Л) - t(л)\2 
t'fN}ECJ Xlt)E :;€(лАО1 +1)"', 1lol.~)o()C'C1) 

~2) ~.$)"') {-(CL] Е. R 

gde su O(~) i ~(л) dati f'ormu1ama (1.4.4) i (1.4.5). 
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, pri 

ТЕОНЕМА 1.4.8. Neka је {'PNJ E~('f'). Za f'iksirane ).,4'0) f l , o<o«~, 

С ? О, С1 ~ О pri N ~ сю vazi: 

gde је ~(л) dato f'ormu1om (1.4.5), 

1 2сХ. 

~(oO == ";~cX (20<"1") 1+:2С< (2X~) 1+20< 

+-:>С +;>0 

~ = ~ \ :х ( \ 'fGx) \ d:x: , ~ = ~ 'Р2(:;х:') d:J: . 
-Оо 

Asimptotski minimum dostize se pri 
1 

" +20( 

_ <>о 
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§ 1.5. S Е М II N V А R I Ј А N Т Е РЕА ODOGRAMNIH 

О С Е N А SPEKTRALNE GUSTINE 

Periodogramna осеnа spektra1ne gustine predstav1ja po1inom ро 

e1ementima uzorka Х(l), ... ,Х(Н). Zato сето najpre navesti ~ormu1e 

za mesovite momente i semiinvarijante slucajnih ve1icina datih и 

obliku po1inoma. Те formule dokaza1i su Leonov i Sirjaev [28]. 

У' 
У: :: ~ Cl;('Y·)X· J 1= 1)2.) ..• ,11.') 
Ј у. Ј Ј Ј' Ј .-

Ј 

Neka је 

gde је 

su realni koe~icijenti, 
Уј1 Yjyrt. 

Хј1 •.. ХЈ V1IЈ Ј , Xj~ su realne slucajne ve1icine, 

oznacava sumu ро svim mogucim Уј. ~ 
Уј 

Neka је dalje D skup svih elemenata sledece tablice 

(1,1) (1,2) (1,m1 ) 

(2,1) (2,2) (2,m2 ) 
(1.5.1) . 

• 
(n,l) (n,2) • •• (п, mn ) 

Neuredenu ~ami1iju {D1 , ••• ,Dq }, 1 ~ч ~т1+ ••• +тn, gde su Dj , ј= 

1,2, .•. ,ч, (neure'deni) podskupovi skupa D, zovemo razbijanjem sku-

ра D, ako su ispunjeni us1ovi: 
~ 

.U Dj = D, Ој -=F Ф, Dj П D..: = SZ>, ako је } * К. 
1=1 

U tom slucaju pisacemo D = D1 + ••• +Dq • Za razbijanje D1 +D2 kazemo da 

razvrstava e1emente skupa D, ako za svaku vrstu tablice (1.5.1) 

vazi da svi njeni elementi pripadaju tacno jednom od skupova D1 i 

D~. Razbijanje D1+ ••• +D zovemo nerazlozivim, ako nе postoji raz-
с q . 

bijanje D'+D" koje razvrstava elemente skupa D tako, da za svako 

ј vazi ili DjC:U' i1i DjCD': Skupovi Dp i Dr su medusobno zaka-
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ceni, ako postoje takvi e1ementi (j,k) i (ј,е) za koje vaZl 

(j,k)EDp i (j,f)EDro Skupovi Dp ' i Dp " iz razbijanja D1 +ooo+Dq 

medusobno komuniciraju, ako и tom razbijanju postoje skupovi Dp'= Ор , 

D , • о о, D = D " takvi 
Р2 рг р 

da su D i D medusobno zakaceni 
Рј Рј+1 

Razbijanje D = D1 + о •• +Dq је neraz1ozivo, ako i samo ako svaka dva 

skupa tog razbijanja medusobno komuniciraju. Neka је 

'у =(У1" .. 'Уn) > a(Y)=~(YJ)···a.,,(Y..,), 

Tada vaze sledece .formu1e [28Ј: 

(1.5.3) 

Dpr = (ј , к:.) • 

.L . 
zbir svim razbijanjima D('J), 

D(v)=DI +···+D2, 
oznacava ро skupa 

Z*" oznacava zbir ро svim neraz10zivim razbijanjima. 
D('v) =~+,,+~ 

u svakoj od navedenih suma, Ьгој q nije .fiksiran, а sabiranje se 

vrsi ро svim mogucim q ~1. 

Razmotrimo posebno slucaj kada је 

N 

'тј -: ~ _ о.ј (tJ4 ) tj2) Хј1 (tj1) Xj2(tj2). = Z ajCtJ) Хј (t), ј = \ , 2) ... , П, 
-tjl ) -t~2 - 1 tj 

Clj(t) = 0:;(tj1,Tj2) su rea1ni koe.ficijenti, tj=(tjl,tj2)' 

Хј (~) = Хј1 (iJf)Xj2(i.;2.) ) Xj!((1:;I<:) su realne slucajne veliCine. U 

slucaju jednodimenzionalnog niza X(t), tEZ, i ako za У. иzimаrпо 
Ј 

осепи spektralne gustine и tacki ~ , bice Xjk(t jk ) = X(t jk). Ozna-

cimo Z = L. 
t (-t-o ... )tn ) 

Formule (1.5.2) i (1.5.3) и ovom slucaju primaju oblik: 
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(1.5.4) 

gde је D ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2), .•• ,(n,1),(n,2)} 

50р (top ) = S(XDp,(-tDр1))···) XDPS'iP (tDp,)lp)) 

XOpr(t.Dpr) = Хјк (tjK) za Dpr = (ј, к.) . 

Zbir u formu1i (1.5.4) sadrzi (2n-1)!! sabiraka, а u formu1i 

(1.5.5)-- 2n - 1 (n_1)1 sabiraka. 

Semiinvarijante spektra1nih осеnа izucava1i su Bri1indzer[44] , 

Parzen[52] , Bentkus[4]. U radu [4Ј dobijena је formu1a za semiin-

varijante periodogramnih осеnа spektra reda ш~2, pri сеши је raz

matran slucaj vi~edimenziona1nih stacionarnih nizova. Mi бето u 0-

vom paragrafu iz10ziti rezu1tate iz [4Ј u slucaju т=2 i jednodi

menziona1nog rea1npg niza {X(t), tEZ} .. EX(t)=O. Neka su 

л л л r ~ N i.(t·\-"tjVXi1. d 
~ј=:f-N(Лј)==~N(лј)'РN)= ~\ON(~'-?'j) 2:JrN ..6 е Ј X'CtJ-\)Х(92.Ј ~ (1.5.6) 
. -х 'tJ1)tj2.=1 . 
j::\)2') ... ,n. 

осеnе vrednosti spektra1ne gustine f ргосеЕа tX(t), tEZ}u tackama 

Л1 ' ~, ••• , ~ Е (-:Је):Је], gde ј ezgro t'flf\j Ј zadovo1j ava us10ve: 

\,/1) Postoji niz brojeva {BN~' O~BN~l takav da vazi: BN --7" О, 

NBN-- оо pri N -'> с>о i sup BN I ~ N( х)\ < + с>о • 
:X:)N 

W2 ) Za svako 3' > о vazi jednakost 

']; 

.и.m ~tч~ _1 S \'f'N(~+ л')- ~N(:X:)\ d.x = о 
N-;H,e I л! ~ oN -ЈЕ 

Us10vi W1 ) i W2 ) predstav1jaju ogranicenja па brzinu koncentra

cije jezgra {~N} oko nи1е. Zahteva se da ta brzina ima poredak ша-

.. -1 
nJl od N • Neka је da1je 

Хј=(Хј1'Хј2)' Хј1+Хј2 =0, ј=1,2, ... ,n, 

D =1(1,1),(1,2),(2,1),(2,2), .•. ,(n,1),(n,2)}, 
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D =:: D
1

+ ... +Dq - neraz10zi vo razbiJ' аПЈ' е skupa D, D = (D 1"'" D ) . .- р р РЈ1р , 

D
pr 

Е D, ~P ~ 2, р= 1,2, ••• , q. Definisemo rea1ne vektore 

) 2п 
u = (u1 ' •• • ,и2п Е R , 

( ) n-q+ 1 
v = V 1 '.'.' v 1. Е R , n-q+ 

У = (У l' .. ·'У ), У l+···+У =0, p=1,2, •.• ,q, 
р р Р)1р р PfF 

i 1inearnu jednacinu 

gde Т oznacava transponovanu matricu, па sledeci nacin: 

Vektor u zadajemo sistemom 

(1.5.8) 

gdejex =(x1, ••. ,X ), Х =x'k' akojeD =(j,k).Vektor v 
р р p.)fp pr Ј pr 

dobijamo iz vektora (x11,x21,.,.,xnl) iskljucivanjem iz njega q-1 

koordinate. Odredimo te koordinate. Zamenimo u (1.5.8) 

Хј2 =-Хј1 , ј=1,2, .•. ,п, 

Yp~p = -Ур1-" '-Ур,,S1р-l ' р=l, 2, ••• ,q. 

Svaki od brojeva Хј1 ' ј=1,2, ... ,п, Ypr ' l~r~.)ip-l, p=1,2, •.. ,q, 

srece зе u jednacinama (1.5.8) dva puta: jednom за znakom "plus~', 

а drugi put за znakom "minus". Razmotrimo zbir: 
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(1.5.9) 

Izaberimo jedan x jk koji se ројаУ1јије па desnoj strani jednakosti 

(1.5.9) i oznacimo sa zl' U zbiru x11+x12+ ••• +x1r1' nе mogu skrati-

ti se svi xjk-ovi, zbog neraz1ozivosti razbijanja D;::: D1 + ••. +Dq .Iza

berimo zatim u (1.5.8) grupu jednacina gde se zl ројаУ1јије drugi 

put (sa suprotnim znakom). Skup D1 , ... ,Dq nije ureden, ра mozemo 

smatrati da је to druga grupa. Razmotrimo da1je zbir 

.)1\;- ~2 ~ rJ ~2 ""' 

~ ~ = - х ~j - .?; Х2ј 
d- 1 ,=1 Ј-1 

Na desnoj strani jednakosti (1.5.10) vise nе figurise zl' a1i zbog 

neraz1ozivosti razbijanja D=D1+ •.. +Dq , postoji neskraceni z2' 

jednak nekom od x.k-ova. Produzujuci postutak, mozemo izabrati 
Ј -

Zl' ••. , Zq_1 Е {Х11 'Х12 ' ••. 'Хn1 'Хn2 } 

i usput urediti razbijanje D=D1 + ••• +D • Isk1jucujuci promen1jive 
. . q 

zl, ••• ,Zq_1 iz vektora (Х11'Х21'.'.'Хn1)' dobijamo vektor koji 

ima n-q+1 koordinatu i koji oznacavamo sa У. U opstem slucaju taj 

vektor nije jed.noznacno odreden. Kako је $"? ~2, to је n-(q-l) ~ 1. 

Definisimo sada funkciju G па sledeci nacin: 

gde је f(Yp ) spektra1na gustina reda ~p' 

oznacava zbir ро svim nerazlozivim razbijanjima 

D = D1 + .•. +Dq , q=l, 2, ... , S'1f' ~ 2, svaki skup \ D~ ј'.') D2.J 
ureden је (pri odredivanju vektora У), а (x1'···'x ,у1 , ..• ,У) је . п Q 

гезеnје jednacine (1.5.7). 

Pri navedenim oznakama i definicijama i uz pretpostavku da pos-

toje i ogranicene su sve spektra1ne gustine koje figurisu u defi

nic ij i funkc ij е G, vazi ~ledeca teorema ([4], str. 50): 
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TEOREМA 1.5.1. Za svako nEl1,2, ••• } vazi jednakost 

1 ..-h(:l.n) } 2П [ ..,.,..fП gde је l'-1-'N jezgro па П = -Jr).л dato sa 
. N Ц1 . NU . N ( ) 

(Zn) .2 5>\.n~ ~1Yt i n' Stn'2"u.,+···+U2n-f 
4Ј N (U);::: (2-rr\.2n-1 N . и! ••• u '.L ( \ 

.н; ~2 ~i~ ~tН ~t..'Y\ 2. и,+ ... + Џ.2"""1) (1.5.13) 

U=(Uf) .. ,)U2n) ) du.'.:::: d!Л.t ... ЈU2.n-t) 

а G funkcija data sa (1.5.11). Pri tome funkcija G postoji, mer-

1jiva је, ZJr-регiоdiсnа ро svakom argumentu i integrabi1na па п2п-t • 

Dokaz teoreme 1.5.1. Neka је аз(fј) koeficijent uz X(t;)=X(~1)X(t;2) 

u formu1i (1.5.6). Koriste6i jednakosti (1.5.5) i (1.2.7) dobijamo 

gde је 't'Dp=('"rDp,) ... ,'t'DPS"p)) 1:"D p.,.= tjK ,ako је Dpr =(j,k), 

d('!II) .. )':J,tC.)::: dJ~ .. , Ј'3":"1. IVlozemo smatrati da је svako razbijanje .D,+···+D2. 

uredeno'na nacin koji је opisan pri1ikom definisanja funkcije G. 

Kako је EX(t jk) =0, to је S.(p~ 2, р=1,2, ••• ,q, ра u jednakosti 

(1.5.14) moz.emo zbir 2:.* zaтeni ti sa 2:*~ . Da1je, koriste6i formu-

1и (1.5.13), dobijaтo: 

gde је 
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Uvodeci smenu promen1jivih и2n == -и1 - ... -и 2 п"':'" 1 , У = -У1- ... -у . 
рtчо "O)M~-!' 

Ј , - Ј r 

Хј2 = -Хј1 ' jednacinu (1.5·7) mozemo zapisati u obliku: 

(и;у)Т = H(x11, ••. ,xn1'Yi, .•. ,y~)T 

Iz neraz1ozivosti razbijanja D =D1 + .•. +Dq sledi Idet нl =1, ра је 

jakobijan transformacije promen1jivih jednak 

dХИ "- dXt11 d::J: оо О dY~ Id t н-1ј 
du.'da = е = Ј. 

Da1je vazi 

) Ф(2rt) d' х .f('dl)· о. fC12. N (u.) u 

gde је (Х1 ' .•• 'Хn 'У1 ' ••• 'Уn ) resenje jednacine (1.5.7). Primenju

juci Fubinijevu teoremu, iz (1.5.15) dobijamo (1.5.12), pri сети G 

postoji, mer1jiva је i integrabi1na funkcija. Iz periodicnosti 

funkcije f sledi periodicnost funkcije G •• 

U slucaju n=2, formu1a (1.5.12) prima oblik: 

СОО (+N(A11) ~N (А2)} = ~ ~ 3 G ('ц) Ф~) (и) du! 
. п 

gde је funkcija G data sa 

+ \ Ч'N(~-At)'РN(t)"+u,+и..2.-Л2.)+(u.I+D') ~(Uз-\))dLJ 
п 

+ ~ '-РN(Li-~)~N E-tJ-U1 -Uz- лz) f(u,+1.J)4(l.Лз -l.I)diТ} 

gde је u=(u1 ,u2 ,uз ,u4 ) i u'-(u1 ,u2 ,uз ). Pri tome pretpostavljamo 

da postoje spektra1ne gustine drugog i cetvrtog reda. 

Vazi sledeca teorema ([4Ј, str. 53): 

TEOREf1A 1.5.2. Neka su spektra1ne gustine drugog i cetvrtog re

da ogranicene i neka jezgro {~} zadovo1java us10v W1 ). Tada vazi: 
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а) 

Ь) Ako је Л1 + Л2 = O(mod 2~), onda vazi: 

L=Ъ~~ NBN соv(fы (л1 ),fN(А2»=0. 

с) Ako је А2=л1 (mоd2Jr), л1+Л2 =0(mоd2Jt), spektra1na gustina, 

drugog reda neprekidna и tackama Л1 i -~, jezgro \~}zadovoljava 

us10v W2 ) i postoji granicna vrednost 

-:rc: 
~\:::: 2:Гt иm BN ~ 'P~(:x:-)J::x:, 

N_oo -х 

onda vazi L = д1 f2 (л.,) • 

d) Ako је ~-Л2 0(mоd2:зr), Л2=-А1(mоd2~), spektra1na gustina 

drugog reda neprekidna и tacki Л1 ' jezgrot~1zadovo1java us10v W2 ) 

i postoji granicna vrednost 
х" 

~2 :::: 2:ЈС џ:т BN ! ~(x)d:c, 
"'~ оо -:1r 

onda vazi jednakost L == 62f2 (л). 
е) Ako је Л1-~2 = 0(mod2X), Л1 +Л2 = 0(mOd2.1r), spektra1na gustina 

i jezgro zadovo1javaju us10ve navedene pod с) i d), onda vazi jed-
. 2 

nakost L == (~1 +~2)!' (~). 

Као pos1edicu teoreme 1.5.1. navodiтo jos sledece tvrdenje, ko-

је је od znacaja za dokazivanje asiтptotske norтa1nosti periodo-

graтnih осеnа spektra1ne gustine. 

Pos1edica 1.5.1. Za svaki vektor (fN (л1 ), ••• ,fN(лn » vazi 

ISrt(~N(ЛI)?""~N(Лп))1 ~ N'iзN ) N=1)2) ... 

Konstanta С zavisi od п, a1i pri i'iksiranom п nе zavisi od izbora 

tacaka Л1""'Лn ' 
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§ 1.6, Д S I М Р Т О Т S к д NORMALNOST 

PERIODOGRAMNIH о с Е N Д 

Asimptotska normalnost niza slu~ajnih veli~ina ~esto se dokazu

је metodom momenata Ci1i semiinvarijanata). Opisacemo и сети se 

sastoji taj metod. Neka su Хn=(Х,(n>, ... ,Х:;/), n~l, i Y=(Y1, ... ,Y) m 

slucajni vektori sa Си opstem slu~aju) kompleksnim koтponehtaтa i, 

neka slu~ajni vektor (Y1, ••• ,Yт ) ima norma1nuraspode1u sa vekto

roт тateтatickog o~ekivanja (а1 , ••• ,ат ) i тatricaтa semiinvarija

nata drugog reda 

(~jK)т)(т) )јк.= 5(>1,Ук), j,IG=1,2, ... ,m, 

(Oj,,)mxm, БЈк. = 5 (Уј ,Ук ) ) ј)!<' = 1)2" .. ,m. 

Ako vaze jednakosti 

li.m 5(X~n)) = 0.. -1= \,2 ..... ,т) 
п~OO Ј Ј' ОЈ ,,~ 

1: S(X CY1 ) x(n») -it~= ј) к -)' ~к.) ј) к. = 1) 2 ) ... ) т, 

.и УУ) c:.(X~""'l v<-n\) = ~ , t1~oo.J Ј )А" v;)K) 'Ј)К = 1~.2~''')rno 

i za svaki vektor (V1(""(I)") ,., ) ~n», vj) Е {:х<ј) ,хјn>} , ј=1,2, ... ,k, k ~3, 

vazi jednakost I . (V С"У"!) (у\) ) џ m S 1 )' оО, VK = О О 
п-- о><> 

onda p~i п-оо niz slu~ajnih vektora {хп} konvergira и raspode1i 

ka slucajnoт vektoru У. U tom slucaju kогistiшо oznaku ХП ~ у . 
Asimptotsku norma1nost periodograтnih осепа spektra1ne gustine 

stacionarnog niza dokaziva1i su, pri raz1icitiт pocetnim us10vima 

sledeci autori: Rozenblat 155J , Bri1indzer [4-4-] , Marujaтa [51Ј , Bent-

kus [4Ј , Bentkus i Z·urbenko [5Ј • Ibragimov [21Ј , razmatrao је slu~aj 

Gausovih procesa, а Непап [38Ј 1 Anderson [2Ј slucaj 1inearnih pro-

cesa. Navescemo ovde rezu1tat и Bentkusovoj formu1aciji ~J . 
Neka је {X(t), t Е z} stacionaran slu~ajni proces za koji posto-

је i ogranicene su sve spektralne gustine viseg reda. Neka је f 
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spektralna gustina drugog reda ргосеБа {Х( t)} , .fN(л) - periodogram

па ocenave1icine f(/I.) , Ба jezgrorn {'f'N} koje zadovo1java uslove W
1

) 

i W2 ) iz paragrafa 1.5., pri сети jet~} niz rea1nih i parnih funk

cija takvih da postoji granicna vrednost 

Mo~eтo, па primer, uzeti 

gde је 'f:R - R рагпа, ogranicena i integrabi1na funkcija, ~'f(Х)э;::С",1, 
R 

а {AN1 i {Вы} nizovi brojeva, takvi da vazi BN ~ О, NBN ~ + оо pri 

Neka је rz: R ~ R funkcija odredena jednakoscu (1.4.5) i 'Sй) t7\I,~:rr~ 

Gausov slucajni proces sa ocekivanjem О i drugim momentima 

Е. ~(л.)')(r) = 6("2(Л-Ј1)+С(Л+Јо)+2('~Ј. 

Tada vazi sledeca 

TEOREMA 1.6.1. ([4 Ј, str. 56) 

Ako је spektra1na gustina drugog reda f"neprekidna па interva1u 

~x)xJ, onda konacnodimenziona1ne raspode1e slucajnog procesa 
.г:;;:;:;::;- л л 

~NВN(f~т(л)-ЕfN(Л))' -x~ л ~ х , konvergiraju u raspode1i ka odgova-

rajucim konacnodimenziona1nirn raspode1arna Gausovog slucajnog рго-

cesa !(Л), -.ЈГ ~ /\ ~:тe • 

Ako је spektra1na gustina f, k puta neprekidno-diferencijabi1na 

па interva1u [-х,хЈ , kEt1,2, ••• }, :t(К)ЕUро( , O<cl~1 i 

onda konacnodimenziona1ne raspode1e ргосеБа VNВI~(fl/л)-f(А)) ,t/!.!~п-, 

takode konvergiraju ka odgovarajucirn konacnodimenziona1nim гаБРО-

de1ama G::з.usоvоg slucajnog ргосеБа )"(л), -:гс ~ ;(~ ~. 



G L А V А 11 

D BRZINI KDNVERGENCI~E 

PERIODOGRAMNIH DCENA SPEKTRALNE 

GUST I N EGAUSOVOG NIZA 

§ 2.1. О N.ORMALNOJ RASPODELI 

GAUSOVIM PROCESIMA 

Raspode1a verovatnoca Р odredena slucajnim vektorom (Х1 ' •.. 'Хn ) 

u n-dirnenziona1nom Euklidovom prostoru Rn , naziva se nогrnа1nоrn i1i 

Gausovorn raspode1om, ako odgovarajuca karakteristicna funkcija 

gde је (u,x)=u1x 1+· .. +unX n skalarni proizvod vektora и=(и1 , ..• ,иn ) 

i x=(x1, ••. ,xn),ima oblik 

'P(u'; = е.:хр {i.(u.,Q..) - t(BU"U) }) IA Е R'"') 

gde је а=( а1 , .•• ,аn ) Е Rn i В :Rn - Rn 1inearan, pozi tivno definisan 

operator, odreden rnatricom [к ] Pri tome vaze jed-jr <Ј, { = 1 ,2, ••• , п • 
nakosti 

a k = EXk , k=l, 2, ..• ,п, 

Vektor а=(а1 , ... ,аn ) naziva se srednja vredncst slucajnog vеktога 

(X1, .•. ,Xn )' а operator (matrica) В naziva se kovarijacionim оре

ratororn (matricom). Sam vektor (Х1 , ... ,Х ) zovemo norrnalnim (Gau-
п 

sovim) slucajnim vektorom . 

.Neka је m rang matrice В, а L =a+BRn={a+Bx : х Е нn } rn-dimenzi

оnа1nа hiper-ravan. 'I'ada vazi р(нn " L) = о. Raspodela verova tnoca Р 

apsolutno је neprekidna u odnosu па Lebegovu теги dy u L, tj. 
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реА) = \ p(~)dd 
AnL 

gde је А Bore1ov skup и нn , а gustina raspode1e р(у), у EL, irna 

ob1ik 

gde је detB deterrninanta matrice koja odreduje operator В и pot-

rn п -1 prostoru R =ВН , а В operator и tom potprostoru, koji је inver-

zan operatoru В. 

Navescemo samo neke osobine Gausovih vektora koje се kasnije 

bi ti koriscene (Bentkus [зЈ, Ibragimov [21Ј ) 

TEOREMA 2.1.1. Neka је (Х1 ' ••• 'Х2n ) Gausov slucajni vektor, za 

koji va~i ЕХј=О, ј=1,2, ••• ,2n. Tada vazi jednakost: 

Е (Х1 ••• Х2 ) = ~ Е (Х. Х. ) ••• Е (Х . Х . ) 
п Ј1 Ј2 J2n-l Ј2n 

gde se sabiranje vrsi ро svirn neuredeniт razbijanjirna skиpa {f~ ... ,2n} 
па podskupove koji sadrze ро dva e1ementa i, pri tome zbir sadrzi 

(2n-1)!! sabiraka. 

TEOREMA 2.1.2. r~eka ј е Х = (X1 ' •.• 'Хn ) Gausov slucajni vektor 
. 

эа karakteristicnom funkcijom 

i А - proizvo1jna sirnetricna rnatrica reda n. Tada vazi tvrdenje: 

Kvadratna forma (АХ,Х) ima raspode1u verovatnoca kao i zbir 

~lsi+···+~n5~, gde su 5i nezavisne normalne slucajne ve1icine sa 

ocekivanjem О i disperzijom 1, а S'ii su karakteristicne 

matrice ВА. 

vrednosti 

Slucajni ргосе s {хс t), t ЕТ} zovemo Gausovim, ako za svako п ~ 1 

i sve t 1 , ••• ,tnET, slucajni vektor (X(t1), ..• ,X(tn )) ima nогmа1nи 

raspode1u, tj. ako su konacnodimenziona1ne raspode1e ргосеэа nог-



47 

malne. U tom slucaju, za verovatnosnu mеги Р definisanu tim p~oce
Г)"I 

som па Bore1ovoj u-a1gebri 1), podskupova prostora funkcija R~, ta-

kode kazemo da је Gausova. Neka su 

а ( t ) = ЕХ ( t ), t Е Т, 

K(t,s)=E(X(t)-а(t»(Х(s)-а(s», t,sET, 

funkcija matematickog ocekivanja i kovarijaciona funkcija Gausovog 

slucajnog procesa х. Те dve funkcije jednoznacno odreduju sve ko-

nacnodimenziona1ne r~spode1e tog procesa, а takode jednoznacnc оа

reduju verovatn.osnu mеги Р па CJ-a1gebri s3 Bore1ovih pOQskupoya и 

prostoru RT• Zato su, u slucaju Gausovog procesa, stroga stacionar-

nost i stacionarnost и sirem smis1u ekviva1entni pojmovi. 

St ас ionaran Gausov niz {Х( t), t Е Z} odreden ј е ј ednoznacno IГ.3-

tematickim ocekivanjem EX(t)=a, tEZ, i kovarijacionom funkcijom 

K(t-s)=Е(Х(t)-а)(Х(s)-а) i1i, matematickim ocekivanjem i srekt-

ralnom funkcijom i1i, matematickim ocekivanjem i spektra1nom gus-

tinom, ako pos1ednja postoji. Ako proces nije Gausov, onda ротепи

te funkcije пе opisuju taj proces (odgovarajuce raspode1e verovat

поса) jednoznacno, a1i daju о tom procesu mnogo informacija. 

Vazi sledece tvrdenje ([9Ј, str. 47): 

TEOREMA 2.1.3. Neka је {х( t), t Е z} stacionaran Gausov nlZ Бг 

semiih~arijantama s (t1 , ... , t ), t. Е Z, i spektra1nom gustinom f n п п Ј 

reda п. Tada, za п>2 vazi 

Б ( t 1 ' ••• ,t ) = О, f = О. 
п п п 

Kako su spektralne gustine reda veceg od dva, u slucaju Gauso

vog procesa identicki jednake nu1i, mozemo reci da spektra1ne 

gustine vi~eg геd--э. predstav1jaju mеги odstupanja stacionarno; slu-

сајпоь procesa оа Gausovog procesa. 
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§ 2.2. Е К S р О N Е N С I Ј Д L N Е NEJEDNAKOSTI 

z д о с Е N Е S р Е К Т R Д L N Е G USTINE 

STACIONARNOG GAUSOVOG N I Z А 

u оуоm i slede6em paragrafu pretpostav1ja6emo da је {X(t), t E~ 

rea1an stacionaran Gausov niz sa ocekivanjem О i spektra1nom gus

tinom f(л), -~:::;Л~~. Razmatra6emo periodogramnu осеnи (1.3.6) gde 

jezgro {'f'NJ definisemo па slede6i nacin: 

о 

gde је 'Р: (-:к):л:) -»R tezinska funkcija, 

'!t 

~ 'f(x)dx = i ) 
-:It: 

t>u..p \ 'Р (::с) \ < + оо 
-X~X6.:J(' 

(2.2.1) 

а {Вн }, О :::BN~l, niz rea1nih Ьгојеуа, Bы~ О, ,NBN-oc pri N~oo. 

u radu [7] date su eksponencija1ne осеnе verovatno6a 

Pt\+N(?.)-Е~N(Л)' ~ х} 

Р{\+N(Л) - + (,Ј,) \ ~ х. + GNСл)} 

gde је 'х ~O, ЛЕ.(-:Л:,Х], GN(л) =\ЕfN(л)-f(i\)1 i осеnа brzine kojom 

niz \Glf(Л)Ј tezi ka nuli pri N-+OO. U radu [35Ј data је eks:ponen

cijalna осеnа verovatno6e 

Foroulisa6emo te rezu1tate, jer 6е kasnije biti koris6eni. Ыа

vodimo nајрге oznake koje 6е biti koris6ene: 

'f -it:Х: d dt ( t) ~) = ) ~ (ох) е. ::.с, t Е: R , 
-:Ј[ 



1I~I\Lp =C~\~(?)\~d;>.)'/F ) 

11 d 11 L
oo 

= €/.y)'}..~џp I d СЛ) I 

~x = d (. +- х) , :х Е R 
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р Е [1, + оо) 

gde је 'ј:Н -+Н 2~-periodicna funkcija, LiPH(o<,<t) је prostor svih 

funkcija koje zadovo1javaju integralni Lipsiciv us10v sa koefici

jentima cl.E(o,l], qE.[l,ooJ i konstantom Н, tj. 

\Ј х Е С-Х) ~J 11 dX - d 1\ L
2 
~ Н \ ~Iol. 

BN = (\\'PN\llooY' , CN = lI'PN \lL," 

TEOREMA 2.2.1. ([7Ј, str. 27) 

Za svako i\ Е (-Л", +ЈС), х ~O i се10 N ~ 1, vazi nejednakost 

" л 
Р{I.f.N(Л) - Е +N(Л)I ~ х} 

~ 2exp{c,C2NBN[-!rn(i-~:::Х:)-С2~ХЈ- C1~~~BN} 

::: 2~XP {_ ~ x?-N BN } 
. 2(~+X) 

gde је 

TEOREMA 2.2.2. ([7Ј, str. 29) 

Ako periodicno produzena spektra1na gustina f jeste r puta nе

prekid.no-diferencijabi1na u svakoj tacki геа1nе ргауе, rE{l,2, ... }, 

а tezinska funkcija 'р zadovoljava uslov 
'Jt" к 
\ "х 'Р(:х) d х = о ) К::: 1) 2, ... , r - t ) 
-х . 

onda za svako л Е (-1r,:к] i Н=1,2, ... vazi nejednakost 
х 

l-fй) - Е +N(Л) \ 6 _f !\..f rr>1\ r l:x( !'f(x)! dx . В r 
r'"! L оо ..!1t N 

+ 
\\4' i\ Lr.:) II'f'HL1 (Ь. + &r1 ~ + un N) ~ 

I\:f 11 \! r ~ 2. 

(2.2.2) 
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Ako је spektra1na gustina r puta diferencijabi1na, ГЕ{с,l, ... }, 

f(r} Е LiPH(oC, оо) i ako tezinska funkcija 'р zadovo1java us10v 

'Jr' 

\ х" 'f'(X) d х = О, к: = \) 2, ... , '> 
-'ЈС 

onda za svako л Е (-ј[",:Jr] i N=1,2, .•• vazi nejednakost 

(2.2.3) 

r= 1 ) d.. E(OJ1J 

11"'11 Х l.. 111" 11 Loo 4N ' 

ТЕОНЕМА 2.2.3. ([35Ј, str. 166) 

Neka f Е L oa i \f'N Е Liри (1, о()). Tada za svako х ~ О i се10 N ~ 1, 
N 

vazi nejednakost: 

~ t19DXKN (x2CC:X:)NBN)2 +4sJ ezx:p{- X 2 C(oX)NBN} 

gde је 1 
С(Х) = 

8Jr'llfll oo (С,..&(:НОСО + з:) 
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§2.З. DISPERZI ЈА MAKSIMALNOG ODSTUPANJA 

ОСЕНЕ SPEKTRALNE GUSTINE 

u ovom paragrafu dok~zacemo da disperzija slucajne vellcine 

YN = sup lft./A) - tO.) \ 
О~/\~:П: 

tezi nu1i pri N - с:ю , ako spektra1na gustina f zadovoljava odred:e-

ni uslov glatkosti. Ocenicemo takode brzinu te konvergencije. For

mu1isacemo najpre nekoliko pomocnih tvrdenja [31]: 

LENA 2.3.1. ([12Ј, str. 15) 

Neka је а, ·t:c 
F (t) = \ d(x)e-

L 
d:x:) о. > О) 

о 

gde је d anali ticka funkcija, regu1arna u tackama interva1a (о) а.Ј, 

а u okolini tacke х=О moze se predstaviti u obliku 

~(::X:) =- х! ~o о.l<:Х: к , r:1., > -, . 

Tada vazi СОО ol.-n 
F(t)~L.Г(cl+n)о..n-lt- ,t~t-oo 

n=t 

gde је 
+00 rJ..-4 

Г (d) = \ :с . е- х d х- - gama funkcija. 
а 

LEf'-1А 2.3.2. Neka је cl. >0, ~ >с. Tada, pri t - +00 vaze formule: 

+00 (t;:x:2.) vci _.1. 
F,(t)== ~ ехр - сХ..+зх. d.:x: ~ 2r(~)t:l, 

о I 

(2.3.1) 

( оо (t х2 \ d ol..-I 
~ (t) = ~ х еЈ:Р - о( + F> х.) :х:,..... '2 t , (2.3.2) 
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Dokaz 1ете 2.3.2. Uvedimo smenu u = х2 (с::<. ~~x) -1. Tada vazi 

х= ~ (f3u.+4~2U'L+4oL(). ') == d(Lt) 

dx = _, (~+f3ZU+2d. \ =- q'(u.)dц 
2 V f-/-u.1. + L.f cl. и) <f 

Da1je је +00 + оо -t 
F,(-t) =о ~ JrCLl)e-tUdu) F2.(-c.)= ~d(V.)d'(U)e.- LLdu., 

+<>0 -tu. ;- СХ) tu 
F.)(t') = ~U.'Ld'(u)e- du.~ Fli(t):::: ~U.21(u.)~'(U).e.- du., 

I Ј (3'L , (!i-)2 2. 1 (82).3 .3 } = l{7idU l1 + t 4 с{ и - 8" iCi. (Ао + 76 4iZ u; - • . . ) 

q'Ct.t) = А + u-i ~ w + 5ft'- и+ ... } 
<Ј 2 1 2 16 vcz 

- ~ /2'2- (33:},: 
q(u)q'(u) =.f&+ З/3Уd.. и2.+ ~и., + _ и 2 + ... 
о d 2 4 16 .32 (о( 

-
Razmotrimo deta1jno, па primer, integral Fз (t). Imamo 

Za х ~ 1 vaze nejednakosti 

F~Z)(t):;;; +rCr)'l.expf- tx )Јх= (ot..+.f13 \00 -1'2.e-~Jo= O(t-3
) t-?oo. 

1 ~ \: rX+/J ~ t t(C>t+f!.)-' 

Koristeci lemu 2.3.1. dobijamo 

((H~yl t.A .г, ~ 
F~1\-t) = ~ W 'J'(u)e- t du "-' Y~ г( ~) t- 2 ) t ~ + оо , 

ра primenjujuci formulu Г(х+1)= хГ(х), dooijamo formulu (2.3.3). 

Ana1ogno se dokazuju i formu1e (2.3.1), (2.3.2) i (2.3.4) •• 
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LEИА 2.3.3. Ako је F fllnkcija raspodele verovatnoca i F'(O) = О, 
onda vazi +.... +00 

~ (l-F(x) )dx = \ xdF(x) ~ + оо . 
о о 

Dokaz leme 2.3.3. Neka је А >0. Parcijalnom integracijom dobi-

јато А А А 

~xdF(X) = АР(А) - \ F(x)dx = ~(l-F(X) )dx - A(l-F(A)) 
о о о 
OQ оо 

Ako је ~ xdF(x) < + оо, onda vazi АС l-F(A)) Е: \ xdF(x) - О pri A~+~, 
о А 

ра jednakost (2.3.5) sledi iz jednakosti (2.3.6) pri А4+оа. Ako је 
+~ А А 

~xdF(x)=+oo, onda zbog nejednakosti \xdF(X)~ ~(l-F(x))dx, oDet 
о о о 

pri А -7 + QO dobijamo jednakost (2.3.5) .• 

Priтetimo da tvrdenje leme 2.3.3. moze biti formulisano l па 

sledeci nacin: Ako је Х slucajna promenljiva sa funkcijom ras90de-
оо 

1е F i, ako је F(O) = О, onda vazi jednakost ЕХ= \Р\Х ~x}dx. 
о 

ЫМА 2.3.4. Neka spektra1na gustina f Е L оо, 'Ры Е. LiPH (1, оо), Си 
. N 

nе zavisi od N i, za svako лЕ [o,~J vazi nejednakost Н.(Л)-ЕјN(:~,)1 {TN, 
gde Ты nе zavisi od ~. Tada vazi 

gde је 

(2.3.7) 

,....., T~ + 3~o1LO( Kt-/NBN)-I + 2~5" J[Гci r(f) к"! ~(NBI';)3) I-J -7 (х) 

Р,,(;:с) = 1190 XKN (~::;;,J + 4!:> } е:х:р( 

d = g зrсN \\+ II~, f> =- 8.1C!I~ 11 оо. 

Dokaz leme 2.3.4. Za svako х 90 vazi: 

р t YN ~:X: 1 ~ р { ~~p I fN(л) - Е. ~NСЛ)\ ~ ;х:. -~~F \~(?-) - Е~N(Л)\ } 

~ р { O~,P \ ~N(Л) - Е ~N(A)I ~ 'х - T N } 

Koristeci lemu 2.3.3. i teoremu 2.2.3. dobijamo: 
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2. + ос> 2 t- о<:> 
DYN ~ EYN = \ Р\ YN ~ х} Ј-х. = \ Pt YN ?- гх. } d:x. 

о о 

. т2 +~. +00 N 

~ \ PN(a-ТN)d:х: = \ PN(fX.-тN)dХ+ \ РN(б:-ТN)dх 
о о т2 

N 

T~ ос> +QO 

=- \ J~ +) PN<.t) 2(-t +TN)dt = T~ + 2 \ (X+TN)PN(X)d:X (2.3.8) 
о о о 

Kori5teci lemu 2.3.2. dobijamo: 

+00 'l В ~ С 2. N 13 ) \ 
= 190.1rKN ~ (~~I~~) е:хр С :+{3~ ох 

+ 45 } e:x:pf_ х NBN d:x: ТОО 2.) 
о \: ol+~x. 

-.Ј '90ЖI<N(t-\В н)2. з: r(t)(NBN)~ +45 ~ г(~)(NВN)~ 

-.Ј 2~~GLVclr(t)KN(NBN)~' N-7"+oo, (2.3.9) 

+~ 1 
~'XPN(:c)d'X rv ~90:J(c:l.KN(NBNY ~ N-?>+DO, (2.3.10) 
О 

јег KN - + оо pri N~+ оо, zato sto је \.'PN } - jezgro. Iz relacija 

(2.3.8), (2.3.9) i (2.3.10) sledi (2.3.7) .• 

LEMA 2.3.5. Neka је ГЕ{1,2, ••• }. Tada vazi 

у- = \ 

1-ltp· 'YYtt yl t 2.€,Y'", i-2€., t+ с;г - 31 } = \ .2 ~_\ 
0<6<1 у- ~2. 

~r+1 

Ako је r=l, 5иргетит 5е dostize za t.=t, а ako је г~2, onda se 

supremum dostize za с = 2~+! • 

LEМA 2.3.6. Neka је 

gde ~ E(O,~ ~ ГЕ\О,1,2, •.• }. Tada vaze tvrdenja: 

а) Ako је r+d.-~ ~O, onda је L(r,ci.)= 2(r.J:-r1) - 1 
!2. с!"" + d.. ') -t- 1 

d t · v ,.. ~ 
05 17е za с. = 2/ , {' ...... -1 . ,..r-r-r:x.) • 

i supremum se 
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3 2 (r+d) Ь) Ako је Г+DL-- < О, onda је L(r,cO::: 
2. 2(r+ci.) +3 i sиргеmШ:1 se 

d t ' v 1 
о s 1 Z е z а с:. = -=2:-;Cr.-:.t--O<,.o..,.j )-+--=3-" 

Dokazi 1ета 2.3.5. i 2.3.6. su jednostavni, ра ih izоstаV1јз.mо. 

TEOREMA 2.3.1. Neka је periodicno produzena spektra1na gustina 

f r-puta diferencijabi1na и svakoj tacki лЕR, r Е{1,2, ..• Ј i neka 
л 

је ~N(л) periodogramna осеnа vrednosti t:й), data formu1ama (1.3.6) 

i (2.2.1), gde vazi us10v (2.2.2) i BN = N-€ gde је 

Г~2, 

Tada pri N -7 + оо vazi jednakost 

Г~2. 

Dokaz teoreme 2.3.1. Imamo 

t'fNC;):)-\fNl";ј)\ = ~N \~(~~)-'f(t~)1 
~ ~ 

HN = В2 ' КН = HNB", = Н N • 
N 

Neka је Е< ~. Ispunjeni su us10vi za primenu teorema 2.2.2. i 

2.2.3. i 1ете 2.3.4., ра dobijamo 

T
N 

= О (N-~V') N --::о + ~ , 

2Е.Г 2(! .L + ~ -ё.Г 
D Yt-.1 = О G"1- + N - + N 2. ) N ~ + с>о • 

Koristeci 1ети 2.3.5~ dobijamo: Ako је г=l, najmanji рогеdгk 
2. 

izraza па desnoj strani jednakosti (2.3.11) jednak је N-s i dosti-
2УО-! 

ze se za с = ~. Ako ј е r?: 2, nајтаnј i poredak ј е N- 2r+1 

эе ,.. ~ • za с.. = 2Г'+! • 

Ana1ogno эе dokazuje i sledeca 

i dostize 
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ТЕОRБМА 2.3.2. Neka је periodicno produzena spektra1na gustina 

:f r-puta di:ferencij abilna u svakoj tacki л Е. R, r Е {о, 1,2, .•. }, 
, л 

;r<r)E LiPH(<i, оо), О < r::1.. ~ 1, periodogramna осеnа ~N~) definisana jedna-

kostima (1.3.6) i (2.2.1), gde 'f>ELiPH (1,00), vazi us10v (2.2.3) 
1 

§ 2.4. N Е К Е о с Е N Е 

г+o(-~ < а 
2 

r+oL-~ ~ о 
.2 

S'p Е К Т R А L N Е 

r+cl-~< О. 

GUSTINE 

u ovom paragrafu navescemo primere periodogramnih осеnа s~ekt

ra1ne gustine koje se cesto koriste u praksi (sa oblikom spektra1-

nog i kovarijacionog okna) i vrednosti parametara B
N

, C
N

, K
N 

i 

. 'д" 

~ = 2Щ t-i т ·BN ~ 'PN
2

(;X) Јх . Spektra1no okno сето, kao i ranij е, oz
N-~ -х 

) 
(N) 

nacavati sa 'f'N (. , а kore1aciono okno sa ь (.). Navescemo i koj i 

od re~u1tata paragra:fa 2.3. vaze za te осеnе. Sve осеnе koje сето 

navesti zavise od parametra fVI = fv1(N) , za koji vazi: И~ +00 i Иl'г 1-? С 

pri N ~ ..... оо. 

1. Danije10va осеnа (pravougaono spektra1no okno): 

{ 

1'1 \:X:I~-h 
'Рм(:Х) = 02. 

~<х::;,л. 

ь (N) (t) = ~ ~:п .±.., в - -2.) C
N 

= {, L1 = :ГС. 
"t" М N-t1 

Konstanta KN nije de:finisana jer :funkcija 'Рм nе zadovo1java 

Lip;:'icov us10v. 



2. Usecena осеnа (pravougaono kovarijaciono okno): 

, \-tl ~ м 

\-tl :> М. 

2ј[ 

BI\I = 2М+1 ' 

3. Bartletova осеnа (trougaono kovarijaciono okno): 

l-tl ~ м 

ttl > М. 

f2 _ 2Х 
DN - м' 

4. Kovarijaciono okno oblika trapeza (Vale-Pиsenovo jezgro): 

si.n2 НХ -$in2f$ 
.Q .-'f .. (Х) = Ф"-""-I GX) = ,. 1 '" ,-, ,- 2':Ю .... М - М') 

Itl ~ м' 

,(N) 
" (t) 

L о l-tl ~ м 

5. Parzenova осеnа (Dzeksonovo jezgro): 

м 

L 
К,!=-М 

K-l=-t: 

(1'-'1 -(К ()(Н -( е 1) 

13., = 2Х ( 2:.. -+-..L) , CN = 1) 
'" \.N МЗ 

,е:::-, 

л =_ .... ____ . 
L1 ЏfО 

6. Normalno spektralno okno: 

м (м2.х2.) 'р. (х) -= ---- r-o::x. р - ----- ) 
N • Јј2."7' '- 2 

/N)C+-\ - Q УЈ!_ ~) 
t:: ~ ) - '-' ::х:. r- \. 2 Г-! 2 ' 

i 
Х -п 3 

В - - с l' f KN.t::._ МР_ Ј-, ~ == --;-;". N - Т-1] N; ~-. 
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7· v1 (х\ _{ t~-= (1+CDSMX) 
'N \. I - 2.-l 

О 

,(N)(.J-) = м ("':JLt 5t'n (М - t) Jc/rг.(M+ г) 
t) (.. :1[-t ,И7. -м- + 2 (М- -С) + 2 (МТ -t) ) 

8. Tjukijeva осеnа 

(N) 1-1- (, + co.s :Тt-t; ) 
Ь (-t) = 2. \: rч 

о 

9. Zurbenkova осеnа 

l-t: \ ~ М 

\-t \ ~ М 

{ 

_ «+~ м l+ol.l.::.c 10( + с.(, + 1 М 
'f'N <"'Х) == 2d 2d. 

О 

\хl ~ ~ 

-ћ<x~:к. 
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cl Е (0)2] 
) 

В - i.. - 1 1/ 0(+1 М 
N - М ) C N - ) I'N ~ ~ 

2 1 I~I~
-1 Е [11 2Ј ) л = \CI... 1, .~( 
u(. LJ. 20L + i 

Za svaku od navedenih осеnа, us10v (2.2.2) ispunjen је ako vazi 

г=l i1i г=2, а us10v (2.2.3), ako гЕ {О,l}. Us10v da је niz cN kon

stantan (jedan od us10va pri kojima је dokazana 1еmа 2.3.4., ра 

ргеmа tome i teoreme 2.3.1. i 2.3.2.) vazi u slucaju осеnа 3., 5., 

7. i 9. Koriste6i teoremu 2.3.1. zak1jucujemo da vazi slede6a 

ТЕонЕМА 2.4.1. Neka је spektralna gustina f r-puta diferencija

bilna, r Е t1, 2}, а fN(л) periodogramna осеnа data pod rednim Ьго;5 ет 
Ј... 

3.,5.,7. ili 9.) gde је M=N S
• Tada pri N~+oo vazi 

r =2 . 



GLAVA 111 

PERIODDGRAMNA OCENA 

КАО SLUCA~NA FUNKCI~A 

u V о D N 1 D Е О 

Neka је {x(t), t Е z} геа1an stacionaran slucajni niz sa matema

tickim ocekivanjem EX(t) =0 i spektra1nom gustinom +(Л),-х<л~~. 

U ovoj glavi razmatracemo periodogramnu осепи spektra1he gustine 

л :тr I N it:c 12 :fN(л) = 2 1 \ 'PN(X-':\) L X(t> е- dx 
:JrN -зt -t=1 

(3.0.1) 

definisanu па osnovu uzorka (X(l), ••• ,X(N)) роmоси jezgra 

(3.0.2) 

gde је ~:R --R рагпа i deo ро deo diferencijabi1na fu~~cija za 

koju vazi ТОО 

'РЕ иРн(1, оо) , ~ 'P(X)d:X=1) 'Р (х) =0 za l;xl~n, (3.0.3) 
-оо 

а {Вы } је niz rea1nih brojeva odreden sa 

-с. f • 
BN = N 'З < € < 2" . (3.0.4) 

Za funkcije f i ~ы pretpostav1jacemo da su definisane па се1ој 

геа1пој pravoj i da su periodicne sa periodom 2Dl. Primetirno da iz 

uslova 'PELiPH(l,oo) sledi 'PN Е LiPHN(l , оо), gde је 

Ispitivanju svojstava statistike ~(л) za fiksiranu vrednost аг-

gumenta posveceni su mnogi radovi, а osnovni rezu1tati, sa citira-

пот 1iteraturom, dati su и prvoj glavi. U ovoj glavi, mi сето raz-
л 

matrati periodogramnu осепи +N(.:\) , о::;; А ~ :К, kao slucajni proces 

definisan па interva1u [o,~J. Uzimajuci и obzir rezultat teoreтe 

1.6.1., prirodno је razmatrati sledece procese: 



5N (,А.) = ~ N5N (fNC;1.) - Е fNи), о ~.л ~ Је, 

ZСл) = ~ N3N (~N(Л) - t-(Л)) , о ~ л ~ 3"(. 
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(3.0.6) 

Теогета 1.6.1. tvrdi da konacnodimenziona1ne raspode1e sluca~

nih procesa SN(/\) i ZN P ,,) , O~ /\6~, slabo konvergiraju ka konacnodi

menziona1nim raspode1ama Gausovog be10g Вита. Pogodnom zaтenoт је

dinice па л-оsi (IIrastezanjem" interva1a [o,~J) dobiceтo nove 

procese gN i ZN (93.1.). Dokazaceтo da konacnodiтenziona1ne гаэ~о

de1e tih procesa slabo konvergiraju ka konacnodimenziona1nim ras

pode1ama Gausovog procesa (§3.2.), 'pri сети granicni proces ima 

neprekidne trajektorije (§3.3.). 

93.4. posvecen је opstim pitanjima slabe konvergencije verovat-

nosnih тега u metrickom prostoru (posebno u prostoru neprekidnih 

funkcija па konacnom interva1u) i и пјети su sarno forrnu1isani DOZ

nati rezu1tati. U 63.5. ispitana је slaba konvergencija niza тега .. -
...., ,...., 

generisanih slucajnim procesima SN i ZN и prostoru neprekidnih 

funkcija па konacnorn interva1u, и slucaju kada је po1azni proces 

(cijU spektra1nu gustinu осепјијето) - Gausov. U §3.6., neki od 

dobijenih rezu1tata forrnu1isani su и slucaju Drocesa koji zadovo-

1javaju Rozenblatov us10v jake prornesanosti. 

Neki od rezu1tata ove glave objav1jeni su и radu autora[32J. 



§з.1. ASIMPTOTSKO PONASANJE РАУА ОУА МОМЕНТА 

PERIODOGRAMNE OCENE SPEKTRALNE GUSTINE. 

PERIODOGRAMNA OCENA КАО SLuёАЈNI PROCES 

SA NORMIRANIM УАЕМЕНОМ. 
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TEOREMA 3.1.1. Neka је izvod spektra1ne gustine ogranicen, tj. 

11 f'll OQ = С < + оо, а periodograrnna осеnа definisana u uvodnorn de1u 

re1acijarna (3.0.1)-(3.0.4). Tada vazi 

1ир l.fсл)-€-tN(?"')} ~ с ll:x.ll'f'N(.:X:)ld.:c + о{ rl;x.I\It'N<'X)\d~) 
o~?~.'][ _~ \.-х 

(3.1.1) 

Dokaz teoreтe 3.1.1. Tvrdenje teorerne 3.1.1. rnoze se dobiti kao 

pos1edica teoreme 2.2.2. Medutirn, rni сето ovde navesti dokaz ciji 

се deta1ji kasnije biti korisceni. 

Koristeci definiciju periodograrnne осеnе dobijarno: 

л ~ 

Е-f,iл)- t(Л) = Е ~ ~N(;r)IN(Х+л)d:х: - t-v.) 
. -'Ј[ 

= _1 _ f ~ l::r:) Е ! ~ X(i;)e.-i:i;(Х+Л) i х(-t~)еt~~+л)} d;:c - :f.(л) 
2xN -х N l "(;,=1 ~=I 

Kako је (ро pretpostavci u uvodnorn de1u) EX(t);: О i 

to koristeci forrnu1u 1.1.4. dobijarno 

Koristeci jednakost 

с· !'~.x. . N+'-v-
џl~i'\. -r L -2 ...... - _. --- '----'- --- -е . :с 

$-СУ" .. 2 (3.1.2) 



dobijamo 

1 
2JLN 

gde је Ф", -Fejerovo jezgro, ра da1je sledi 

jt1r 

Е .fN(л) - .f(л) = ~ ~ 'f'N('X) ФN(;):.+ /--и) ~(и) dud::c. - W) 
-~ -Зt 
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Koristeci periodicnost f'unkcija 'fN , ФN i f' i parnost f'unkcija ~H i 

ФN' dobij ато : 

л '3i: 'х' 

Е"+",(:Л)-.:f.(Л)= \ ~ ~"'(;Х:-U)ФN(;r)+-Q..+u)du.dх - +(л) 
-А -К 

-зrзr 

= ~ ) 't'Nf-х.-t..t)ФN(-Х) ~Q-+u)dud.:с- .f(л) 
-~-:Ji: 

= f f 'fN(x-+u,') ФN(Х) (~(л+u)- +<'л)) du.d.x 
-:к-:1С 

~X 

== ~ ~ (f(Л+U) - ~O,)) 'fN(tJ.)ФN(Х) dltckc 
. -:Х-'Л 

ХЖ' 

+ ~ \ (-f-(л+u)- {-(л)) (~N(X+Lt)- 'eN(U» ФN(Х) Јн Ј:х 
-~ -:( 

= ;], + 02-

Kako је \f'(;\+U)-f'(л)1 ~ Clul, dobijamo 

':Jt 

\;]1 \ ~ с ) lul \'f'N(U.)! du. 
-::л: 

Jezgro t~} pripada k1asi q('f') , def'inisanoj u 91.4., ра koristeci 

osobinu В') (vidi str. 32), dobijamo: 

I Ј..I = 0-(5;'" "'~(X:)I Ј:х:) 
Iz (3.1.3), (3.1.4) i (3.1.5) sledi nejednakost (3.1.1).8 

Iz teoreme 1.5.2. sledi da za kovarijacionu funkciju slucajnog 
". 

procesa ~N(;А··},-.1[~/\f:.Ј[ , vazi jednakost 

I р 1 ..... \ ? ~)\ - о(! !<. ,-\) N --"- ~ СО\Ј <"1'N''л;, jN (Ј.А. ) - "N'-'N), " • 
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Tacniji rezu1tat daje sledeca 

TEOREМA 3.1.2. Neka је {X(t), tEZ} stacionaran slucajni proces 

sa ocekivanom vrednoscu EX(t)=O, spektra1nom gustinom drugog reda 

f za koju vazi 11 f '!l0С)::: С < + оо i spektra1nom gustinom cetvrtog reda 

za koju vazi 

л 

Neka је +N(Л)' -ЈГ ~ л ~ JL, periodogramna осеnа definisana jednakostima 

(.3.0.1)-(.3.0.4). Tada za л>r Е f3()~J , pri N_DO vazi jednakost: 

+ I л-ftl о (~N r ~~(x)(kC) 
( Ц х .х \У2 

+ О ~ N _~ r\{'~(x)d~ t J'Ji.~'\~)dr) 
+ c-(1I t'P~(x')dx) (3.1.6) 

pri сети 0(·) i 0(·) и formu1i (3.1.6) vaze ravnomerno ро л i ј1. 

Dokaz сето provesti metodom kojim је u radu ~uгЬеnkо[lзЈdоkаzа-

по ana1ogno tvrd:enj е и slucaju л = r . Najpre сето forтu1isati nе-
. 

ko1~ko poтocnih tvrdenja koja се biti koriscena u dokazu teoreme. 

LEMA 3.1.1. ([lзЈ, str. 61) 

Za svako N ~ 1 i п> 1 vazi nejednakost 

gde је 

('*( ) d d е:ц:n П! о х,+""" +~ ;:x;·"·.:cn ~ 2 

+с

г* "" о (х) = L..; 

1(= - tx:) 

Ј (") - Dirakova de1 ta funkcija, 
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ИМА 3.1.2. ([lзЈ, str. 62) 

Ako za spektra1nu gustinu :f vazi 1I:f'il oo =C, onda za sve Л1 ' А 2 i 

с >0 vazi nеј ednakost 

~ SirtN-Х+Л')-i!п.N Х+ А2. ~(1'1N Лr-t~А,Z. 
i i .{:(:~+~) 2 . .2 dx _ ~Q.) 2 

2ЈС N -Је Х:n - Х+АЈ ;i,n .x.~~2. пп "-t-}14 
2 Q 

LEМA 3.1.3. ([13Ј, str. 65) 

Neka је {~N} jezgro definisano эа (3.0.2)-(3.0.~). Tada pri N~~ 

vaze sledece jednakosti 

1r 11: ~cn'2. N Х-'ј 1(" 

~ ~ 'PN(x) 't'N('d) 2. ~ dxd"f :::: 2
N
X" 1 ~Ј(;х:)dх (1+0"(1) 

-х -х N2. ~n 2. т (Ј -'Jt' 

Dokaz teoreme 3.1.2. Koristeci definiciju periodograтne 

dobijamo 

СО'Ј(1н(л) ~N CS-i) = \2. 'f>t{(:X:) 'fN(J)CO\7( IN(х+л) , I N ~+JI») dxd d 
, п 

осеnе 

t4 
= --;"2 <~ .. ~ ~"1('X)'fN(~):Z (ЕХ("'1)Х(~)Х(+З)Х(14) - E.X(i1)X(~). Е x("ts')х (Т9)) 

LtwL N п2. "tt)~,t31i".tt=\ 

Koristeci forтu1u (1.2.1), dobijamo: 

Е. .x.(~) X(~) х ("t.s)X( ~) = s (; , Т2 , t:~") ~ Ј 

+ 8(~>~) 5 (t3j ~) + S( -tp tз} S(+-2>~) + S (-I;)-t'Jt) 5.(~) tз) 

Е Х (+ ) Х 1.4-," - 5 (-+-, ~. '. 
"1. \. "'Ј) - """L , \.,Ј ) 
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ра da1je, uz primenu formu1e о vezi semiinvarijanata i spektra1nih 

gustina i formu1e (3.1.2), dobijamo: 

Oznacimo sabirke па desnoj strani jednakosti (3.1.7) redom эа 

А1 , А2 i Аз i ocenimo svaki od tih sabiraka. 

Ocena sabirka А1 • Koriste6i us10v ogranicenosti spektralne gus

tine cetvrtog геда, 1ети 3.1.1. i periodicnost podintegralnih fun-

kcija, dobijamo: 
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(3.1.8) 

:Jt" I 
ј ег ј е ,.~ LЛ.јЈ \ ~ ~ N ('Х) \ о;х. < + t<J 

N -х 

Осеnа sabirka А2 • Uvode6i smenu promen1jivih u-л=u i v+)\ =- \i- i 

k~riste6i cinjenicu da su podintegra1ne funkcije parne i periodic

nе, sabirak А2 mozemo zapisati u obliku: 

'r S<-I'(\N (Ј-'1 }-(;7\N -\Ј-t!+~+л 
__ ( __ =-2. ______ ~(~-M)dt7d:t:d~. 
2JCN _~ . \Ј-'::1 . - tJ- ~ + ::х:+л ~ . <1 

.. " ~n-2-Wn 2 

Kor~ste6i 1ети 3.1.2., dobijamo: 

'Jr ~: п N Ц~ ~ ~ 1'1 - LA + ~2 - л + ~ 
~ ~ .f{u.+л') du = 0-1 + 0.2 + Qз 
2.XN _~ " StlYt Ц;Х ~ - u + ':Ј; л + ~Ч 

1 1L SL,n.N tI-~ Ј~ПN-I,)"-}(+-::Х+л 

21и.Ј ~ {(IJ'-~) ~~ ~'Y' -О--tt+~+л d~ - Ь1 + Ь2.+ 6з 
-х 2 ~ 2 

gde је 
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za neke lelll~l, le21~1, \e.3l~l, le41~1, \e\~E, gde је с.>О proiz

voljno. Oznacimo dalje 

i ocenimo svaki od tih sabiraka. 

1) Koristeci 1ети .3.1 . .3., dobijamo 

~\n2.N Х-':f+л-S'-1 

+(.~.) f-(~-{) ~ 'f' N (:с) 'f'N('j> 2.. _'-1\ -_ м d <Xdd п2. N 'stn2 х." Л ,; 
2. 

$tnN :с-у J("nt~ :X'-\.i-6 

= С -f.(л) (\~,(х-л) 'f'N('d-У-\')\ (ld-~1l +\:С-ЈМ\ + 2t.п f3 N) (jV\N. 2. , 2 d :cd"f 
) '" \ ?. . -х.-;Ј . Х-'ј-Э Q 
G N ј{ У\- ~cl1-- . __ о 

1 . Q Q 

I $t?1N z. stn.tJ Z- 51 / 
=с{(лl \\!~~,(:х:.-л) f •. CX_-Z-~111(\Х-L-<ч\+\х.-(Ч\+-2t'r1r\i\t,,')'1N"I" ~. l:3e -/d::rdZ, G ;~ ," '- ј . ~ 1) ~-.1L.~~)'"\'2:';Л п 2 

12 42 '~ 
- ! Л2 + 2.Л2 +- 3~'2. • 



д\2. 
2. 2. 

gde је G1 = \(:Х:):1)\ -ЈС+л S-;х~Jt+А, -:Ј["+Ј"{ 6'ј~ТL+r-'} 

G = \.Cx,Z)\ -JL+л~::Х:~JL+А, -~+.)'Ч~ZJ:.-z~r+f<}. 

3) Velicinu A~l осеnјuјеmо analogno kao A~2. 

4) S~ Y1.N х+ 1\-';1 -sч 

~ i с :к2.-f(л) ~ I'eN(X)~NCd)\ "'X+:-::f-r: 
n2. f'.! $\п 2-

= а (-fJ _~ 'f'J(x)dx) 

5) A~2 ~ C2 Vn'2.N ~2. \'f\,/X) " f't--j (Ј) \ (IXl+td'--.л+~-\\ + 2t)~d\ +\:Х:+л-t'\ +2Е.) 
п 
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= c2VH'2.~..r) \'f>N(::'<-Л) 'f'r-/'j-.)\)\ ОХ-лl + \'d-л\ + 2E)QX-S-{\ -7-( O~-5-1 \ -+ 2..F.,J 
G j 

~ c2.e-n'2.N \ \\fN(X-Л)'f'~(д-sч)I(['Х-лl +l д-ј1I+\л-,)I(+ 2Е)2 
6, 

I л- s"1 \ о О ( (;П? 1'1 ~ 'PN2.(::c) d:::c) / Jr ) + + (Ј" ~ ~ \ ~N2(;:;c)d'J:: 
N -:Ј[ 

-:тt" 

б) Sada lako dobijamo 

~~ (~ ) А2 :: (Ј ~ ~'JL'f'~CX)dX ) 
А3) 

:) = o-(-h ~J(~(:x:)d:x) 

Ргета tome, pri N --> оо, vazi jednakost: 

. 
') ;Э= \")2)5. 
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Осеnа sabirka Аз . Uvodeci nove promenljive Је =Х+А, У = Y+jf, do

bijamo: 

s~nN -'J~~-t-ti StYi..N -И1~ 

со -\.J+";1+~ r',,,,-V--'j-t-t 
c:JLn 2 ..>t:.\. 2. 
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Koristeci 1ети 3.1.2., ana1ogno kao u зlисајu ocenjivanja sa-

birka А2 , dobijamo: 

ж .s(nN ~ ..vin N и+~ 
·2~" _L .f(u.) ц Q u.}~ du.-

.;LN .. ~ SL'-n -:Је ~tn"--
2 :2.. 

gde је 

za neke \etl~ 1, \62.\ ~ ~ , \9!>\ ~ 1 , {ЕЏ ~ 1 , 161 ~ Е., gde је Е proizvo1jan 

pozitivan Ьгој. Oznacirno 

i opet ocenimo svaki od tih sabiraka. 

Koristeci 1етu 3.1.3. i parnost i periodicnost funkcije~N,dobi-

јато: 



'Ј[ I Је \ 
= 2N1[-{(л);(~!) \ 'fr-.lС;Х:-А)'fN(Х-:-S,-<)d:с..+ 0-;' l ) \{->12.(::x:).d:.:c \ 

-Ј( \N_.л: N Ј 

Neka је, opet, Е. =ln-,вN, f3>2. Dobijamo: 

• d:cd:; 

=С +(л) ~ \''PN(:C-7\) If'N(X-Z+S-{)\ &nN Q::c-Z\ +1 ::c-z+~\+ 2€') 
G 

- IЛ-$"i \ о (UnN f Ч'N2.(х;d:Х:) + 0-( -1т ~ 'PN2.(x)ckc\ 
. \ N -.Ji: \ -:Је ") 

+ о (tin~N IC''f':(X.)dX -h-f,,-'e;(x)doc Ј 
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Osta1e sabirke осеnјијето ana1ogno kao u prethodnim slucajevi

та. Коnасnо dobijamo: 

(3.1.10) 

Jednakost (3.1.6) sledi iz (3.1.7),(3.1.8),(3.1.9) i (3.1. 10) . iD 

Koriscenjem jednakosti (3.1.6) i definicije jezgra {~N1 jednos

tavno se dokazuje (vidi ni~e dokaz teoreme 3.2.1.) sledeca Dosle-

dica teoreme 3.1.2. 

Pos1edica 3.1.1. Pri us10viтa teoreтe 3.1.2., za svako ~E R va-

~i ,jed.nakost: 
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1"00 

+<Ю 

= { 2Х .f-2.(л)Јоо 'f'(X) 'РС'х:.+. <i)dx 

L.f ~:f2(л) ~ 'f> (х) If(x+o(.) d:x::. л = о ('}Ilod 2.л) 
- C:>Q 

u uvodnom de1u glave III receno је da се osnovni objekat naseg 

istrazivanja Ь!. ti s1ucajni procesi 'SN(Л) i ZN(Л) , о ~л~5L, odred:eni 

jednakostima (3.0.5) i (3.0.6). Da bi se dobi1a "razumna" granicna 

kovarijaciona fun..1{cija, "normiracemo" parametar л (promeniti jedi

nicu vremena па л-оsi, sag1asno pos1edici 3.1.1.) i definisati. 

nove procese ~N(A..) i 2N(Л) ,O~A<oc, па s1edeci nacin: 

-1 
О 6 л ~JLBN 

Л >XB~· 

§3.2. ASIMPTOTSKA NORMALNOST 

КОNдёNОDIМЕNZIОNДLNIН RASPODELA 

NORMIRANIH РАОСЕЗД 

(3.1.11) 

(3.1.12) 

Ispita6emo asimptotsko ponasanje kovarijacionih funkcija slu-

cajnih procesa ~N(Л) i ZN (,Л) , о ~ А"-+ оо, а zatim formu1isati teoremu 

о asimptotskom ponasanju njihovih konacnodimenziona1nih raspode1a. 

TEOREMA 3.2.1. Neka аи ispunjeni us10vi teoreme 3.1.2. i neka 
rJ '" 

su SN i ZN procesi definisani jednakostima (3.1.11) i (3.1.12). 

Tada za sve л ~C i S1~O vaze jednakosti 

gde је 
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Dokaz teoreme 3.2.1. Koristeci jednakost 3.1.6. i definiciju 

slucajnogprocesa ~N' dobijarno 

"л" 

СОО(SN(Л)' ~N(~)) = 2:ГLBN +~l[3N)fч-rf3N) _~ ~('Х-лВ,~) ~~(X-S~!3N) ј:с 
:л: 

+ 23CBN t-(л8N) f-(ј'''(ВN) ) 'f'N(X-/I$N) 'f'r.iX +J16N)dx 
-:Је 

Kako је f neprekidna funkcija dobijarno 

Oznacimo N = rnах(л, r). Tada vazi 

(3.2.3) 

~ ~ d 
И'УУ\ BN ~ 'f'N():-),ВN)'fN(~-S~ВN)d:Ј: == I.).rm ~ ~(~N-.л)У:'(~ГЈ-r-1)-~ 
N~ QO -:Л:+МВN r.J-,>.:>О -~+MBN 

+00 
\ 'е(х- Л) 'P(x-~) d-ce 
-оо 

Koristeci definiciju i osobine jezgra t"PN 1, 1ako dokazujerno 

-Х'+1'tВ N 

џт \ \f'N (-х.- :\B tJ ') 'f>t-J(:x:-r-< ~N)d:x:: == О 
N ~ &><> - -:Ј( 

Ргета to~e, dobi1i smo 
;-00 

Ц')7l 
N_OO 

.]~\.л,sч) == 2:Jr-f2.(o) ~ \fI(;x-л)'Р(Х-S-I) Ј:е . 
-~ 

(3.2.4-) 

Ana1ogno: 
+-00 

Ит ј~\л, f<) = 2ТL ~2.(O)_~_ 'f'(X-л) 'e(x+,}tJ Јх. 
N--?-<><:> ~ 

Da1je dobijamo: 
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(3.2.8) 

Iz jednakosti (3.2.3)-(3.2.8) sledi 

Kako је BN=N-
E 

i -S<E.< 1 ' to koristeci nejednakost (3.1.1), do

bijamo: 

,jLtt:> }gN(Л)-ZN!/\')l = ,)llP ~NBN \ E-?",V\')- :t(л") \ = o(~) > N-7 оо, 
o~ ~;:'J!: о~л~х 

ра zato'vazi i sledeca jednakost: 

ТЕОНЕМА 3.2.2. Neka је {x(t), t Е z} stacionaran slucajni proces 

za koji postoje i ogranicene su sve spektra1ne gustine viseg reda, 

а spektra1na gustina drugog reda f је neprekidno-diferencijabi1na. 
'" Neka је +N(Л).' -о ~ л Е::Ј[, periodogramna осеnа definisana jednakostima 

(3.0.1)-(3.0.4-), ~I'/Л)i Z,iл.) , O~ л<+сх?, slucajni procesi def'inisani 

jednakostima (3.1.11) i (3.1.12), а Z(л),О~А<+-ОО, Gausov slucajni 

proces sa matematickim ocekivanjem EZ(t)~O i drugim momentima 

EZ(/l)Z(S-1)==Г(Л,$i), gde је r(· ,.) funkcija data jednakoscu (3.2.2). 

~ \ Tada, konacnodimenziona1ne raspode1e slucajnih procesa ~N(Л) i 

~(A), О ~ /\ < + оо, slabo konvergiraju (konvergiraju и raspode1i) ka 

odgovara,jucim konacnodimenziona1nim raspode1ama Gausovog sluca,jnog 

procesa Z(/\), О ~ л< + ОО. 

Dokaz teoreтe 3.2.2. Koristeci teoreme 3.1.1. i 3.2.1. i pos1e-

dicu 1.5.1. 1ako dobijaтo da sve semiinvarijante slucajnih procesa 
"'-Ј 

~H i Zu, konvergiraju ka odgovaraju6im seтiinvarijantam~ slucajnog 

procesa 7,.21 



§з.з. OCENA MOMENATA ЕI~N{Ј')-!N{S1)1о( I 

NEPREKIDNOST ТААЈЕКТОАIЈА GRANICNOG 

PROCESA U GAUSOVOM SLUCAJU 

. 

75 

u ovom paragrafu pretpostav1jacemo da је po1azni slucajni pro-

сеБ {X(t), tE Z} - Gausov; 'SNC·) је proces dat jednakoscu (3.1.11). 

LEMA 3.3.1. Za sve /\,,)1 E[O;J(B~'] vazi jednakost 

(3.3.1) 

gde је funkcija odredena Ба 

(3.3.2) 

Dokaz 1ете 3.1.1. Iz teoreme 2.1.1. sledi da za svaki Gausov 

vektor (Хl~Х2'ХЗ'Х4) vazi jednakost 

Е(Х1 Х2Х3Х4 ) = Е(Х1 Х2 )Е(ХзХ4)+Е(Х1 Хз )Е(Х2Х4)+Е(Х1 Х4 )Е(Х2Хз ) 

ра koriscenjem pos1ednje i jednakosti 1.1.4. 1ako dobijamo: 

ј[ 1. N(d. -:х:) i.N(d+:f> 
2 

+ ~ е -1 е -1 +(cl.) d а( 
е i..(-:J.-.::r::) - 1 el(-i.+';l) -1 

-:{ 

i. t-I(d.-:-J) \ 
2 

:iC lN(cl-х) 

+ ~ 
е -1 е - .е ') 1 d... 

е.L(~-::Ј) -1 
I.С'.. 0-. 

-Jl 
el(d.-Xi _ 1 



Osim toga vaze jednakosti 

• N-1 Х 
t-:2 

=е 

ра koriscenjem ocig1edne jednakosti 

1ako dobijamo jednakost (3.3.1). 
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LEМA 3.3.2. Neka је /1 ~ 1100 < + оо • Tada, za sve А»)1 E[O)JlB~IJ va:fi 

nejednakost 

gde konstanta К< +.00 nе zavisi od N, л i f1 . 

Dokaz leme 3.3.2. Koristeci 1еmи 3.3.1. i cinjenicu da jezgro 

{'fN } zadovoljava Lipsicov uslov sa konstantom RBi/, dobijamo 

Е \ ~N (.А. ') - f"l ($'"О 12 = Е ~~ (А) + Е S~(S1) - 2 Е rN(/\) ~N(~~) 

= NB~~ ~ {'PN(::C- ~BN) 'PN (d-лВN) +- Y'N(X-ЈЧВN) 'f'N(j-f< B N) 
п2 

~ NH !Л-s--'I ~ \'fJi'1(X- Л ВNЈ\ GN(x:>'J)d:cdd 
п2. 

+ N Н \Л-S4 1 S2 \ \PN (1-~ 5('1)\ GI'I (х, 'ј) d :сЈ'д 
п 

Koristeci formulu(3.3.2),"dobijamo sledecu nejednakost:" 
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gde је 

~(O()d~ Ј:хсЈЈ' 
, 

а Јз l Ј4 эе dobijaju kada u formulama za J
1 

i Ј2 zamenimo IpN(:X-'~ВN) 

эа ~(d-~B~. Dalje,koristeci jednakost 

х ' Ј::- t . N АЈ2 -t ~ S{.N N -г ,нn d-c _ 
ј s,i.-Y\ X-t I"','N'\ :Ј -t 2 jVI\, 2 

~nN х-у 
2ЈС __ --:-::=2'-:-;

.s-i. у\, :с - ':Ј 
2 

i ogranicenost spektralne gustine, dobijamo 

(
Х . L\ d..-'X. . • ,01.+'4 )2 

!! (' 1\ t r ~tlY\ IЧ -- S"t.11. N --rг- . , 
NJ ~ ;- со ~ \'Р. (;х- лВ )1 --- ~ 2 .L dc{ d XdO'-/' 1 - 25: п2 N N 2ХН -зt' ~\.т cJ.-х иn 0(.+::1 

2. 2. 

х 

~ 2JC\(~I!(X) \ \~"I(х.-ЛВN)\ 
-Зl 

~ К1 <+ Г-<.) 

gde konstanta K1 пе zavisi od N, л i s1 • Analogno осепјијеmо sa

birke Ј2 , Јз i Ј4 , ра sledi tvrdenje leme .• 

Oznacimo sa 'x'k k-tu semiinvarijantu slucajne velir:ine '[\P')-~:~~~. 

Ocevidno vazi jednakost J(l = Е(~N(Л)- !N(S1)) = О. 

LEMA 3.3.3. Neka je!I+IIC>Q<+OO. Za k~2 vazi nejednakost 

K-I 
Ih'~Ск\Л-S'"11 . 

gde konstanta Ck пе zavisi od N, л l sч • 
Dokaz leme 3.3.3. Kako је 72 =E(~N(?')-~N(~))2, to u slucaju 

k~2, tvrdenje leme sledi neposredno iz leme 3.3.2. Dokaziтo da пе

jednakost (3.3.3) vazi i pri k>2. Frimetimo da slucajnu velicinu 
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~JIV mozemo predstavi ti и obliku 

N N ~ Х 
= f=, ~=\(X(-G)X(~) - E)«(~)X(t2.)) ;:~ _~:1r'f>N(-;:Х:-ЛВN)с.оs(~_~).х.d:с 

= (АХ ,Х) - Е(АХ)Х) 
gde је 

х = (х ( 1) , ... ) х (N») 

А = [~ r 'f'N(::C-ЛВN)СОS("G-,~):сЈ 
2ЈТ: N _ 'Зt -t, ~ ~ = \ ) ... ~ N 

Prema tome, slucajnu ve1icinu ~i"-)- fN(sч) mozerno zapisati па sledeci 

nacin: 

gde је matrica А odredena sa 

Koristeci cinjenicu da је X=(X(l), ••• ,X(N)) - Gausov vektor i te-

oremu 2.1.2., dobijaтo da karakteristicna funkcija ~N(t,л,~) вlи

сајnе ve1icine ~N(Л)-~N(~) irna oblik 
. I ,...., ,.... l N ~N)} N ( (N) \" 2: 

'f'N (t, л ј ~) = ~N(t) :::. ех-р -tt;2:, ~j .п '-2l t~ Ј } 
Ј=1 d=" 

(3.3.5) 

gde su ~j - karakteristicne vrednosti matrice КА, А је matrica 

data ва (3.3.4), а К= [K(~-i::z)l t t -1 N - kovarijaciona mat-
~ l' 2- , ... , 

rica vektora (X(l), ••• ,X(N)). 

Iz jednakosti (3.3.5) dobijamo 

ра za k >2 vazi 
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Karakteristicne vrednosti matrice осеnјијеmо nогmоm matrice 

Ocenimo nогте matrica К l А. Neka је Y=(Y1 , .•• ,YN) - jedini~ni 

vektor u prostoru RN. Tada је 

ра koristeci (3.3.8) i (3.3.9), dobijamo sledece осеnе 

!i к I1 ~_~ 2'''''t.E. 11 
.......... 1 I оо 

н А l\ ~ ~BH __ ~ \ :Л-S'1 \ 2']( = Н (л-5"11 
.2.XГN вН v NBN 

(3.3.9) 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

Nejednakost (3.3.3) sledi iz (3.3.6),(3.3.7),(3.3.11)-(3.3.12). 

ТЕОREИА 3.3.1. Neka je:;~!!(X)<+oo. Tada postoje konstante O.(":!-'Y~', 

К > О, с. >0 koje nе zavise od N, ?, i S'1, takve da vazi nejedna~ost: 

(3.3.13) 

Dokaz teoreme 3.3.1. Koristeci formu1u (1.2:1), dobijamo 

(3.3.14) 

~Jc: 
gde se sabiran.je vrsi ро svim (jl' .•. ,j2k) za koje vazi ~16j~=2:<'. 
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Kako је ~1~ О, to su svi sabirci па desnoj st~ani jednakosti 

(3.3.14), а koji sadrze Ј1 , jednaki nu1i. Za osta1e sabirke, kori

scenjem 1ете 3.3.3., dobijamo nejednakost oblika 
2k • .. z (6-01~ 

1;:~2"".x~:1 ~ ~':Л-jl\~=2 (ј 

С 'I 
gde konstanta к пе zavisi od N, /l i Ј'1 • Za k ?-3 

ра stavljajuci, па primer, ~=6, ~=l, 1ako dobijamo 

те 3.3.1 .• 

21( 

vazi L(~-\)1.) ~ 2 , 
~=2 d 

tvrdenje teore-

Sledeci rezul tat i'ormu1isao је Ko1mogorov (vidi [26] ) : 

LEМA 3.3.4. Neka za slucajni proces <s(t), a~t:;;b, vazi nejed-

nakost 
E{5(t)-'S(s)lot~ Klt_sI 1 +C. 

gde konstante с/.. >0, К> О i с >0 пе zavise od t i s. Tada su traje-

ktorije slucajnog ргосЈ-5~ а ~ t =f: Ь, neprekidne sa verove..t-

посот 1. / ( 

Za svaki od procesa ~N(Л), О ~ л « + с:о, N=l, 2, _ .• , vaze uslovi 

1еmе 3.3.4. Slucajni proces ~N(Л), О ~.?.~ + оо, predstav1ja па in

terva1u [o,XB~l trigonometrijski polinom sa slucajnim koei'icijenti

та, а za A>'~B~ је neprekidno dodefinisan, ра iz same dei'inicije 

sledi da su njegove trajektorije neprekidne. Medutim, kako u пеје

dnakosti (3.3.13) konstante ос, К i Е пе zavise od N, л i~, а (pri 

us10vima teoreme 3.2.2.) niz slucajnih ve1icina fw(л)- g'N(S-f) konve~

gira ka slucajnoj velicini Z(Л)-Z()1), to i za slucajni proces г(А), 
t:I.. H-f 

O~/\<. +/)0, vazi nejednakost EIZ(/\)-Z(f1)\ ~ Кi Л -)11 sa konstantama 

К, ct i ~ , istim kao u nejednakosti (3.3.13). 

Ргеmа tome, primenjujuci lemu 3.3.4., zakljucu,jemo da vazi 

TEOREMA 3.3 .г. Trajektorije slucajnog procesa Z(/\.) , О ~ л < + OQ , 

koji је definisan u teoremi 3.2.2.,neprekidne su sa verovatnocom1. 
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u ovorn paragrafu navescerno osnovne definicije i tvrdenja о Бlа-

Ьој konvergenciji verovatnosnih тега и rnetrickorn prostoru i, РОБе

Ьnо и prostoru neprekidnih funkcija па zatvorenorn interva1u. Bice 

formu1isana Бато tvrdenja potrebna za razurnevanje da1jeg iz1aga~&. 

БlаЬа konvergencija verovatnosnih тега је m1ada teorija koja Бе 

razvija1a pos1ednjih neko1iko desetina godina, pre svega zahva1ju

juci radovirna Ko1mogorova, Duba, Donskera, Skorohoda, Le Ката, Уа

radarajna i dr. Sire iz1aganje i bibliografija dati Би и [вЈ. 

Neka је S metricki prostor, а ~ klasa Borelovih skupova uros

tora Б, tj. rninirna1no ~-po1je podskupova skupa S,koje sadrzi sve 

otvorene skupove. Verovatnosna тега па merljivom prostoru (Б,~) је 

funkcija P:~-[O,lJ, koja је a-aditivna i za koju vazi p(S) = 1. 

Neka је {pn}~o niz verovatnosnih тега па (S,~). Kazemo da Рn 
БlаЬо konvergiraka Р о i pisemo Р п ~ р о' ako vazi 

(3.4.1) 

za svaku ogranicenu i neprekidnu funkciju f: S - R. 

Sku-o AE'::f'-, za ciju granicu vazi Р(дА) = О, zovemo P-neprekidnim 

skuporn. Ima smisla govoriti о verovatnoci skupa дА, јег оп kao za-

tvoren skup priuada k1asi ~. 

Sledeca teorerna daje potrebne i dovo1jne us10ve БlаЬе 

gencije тега па (Б,~). 

TEOREfv1A 3.4.1. ([8Ј, str. 21) 

konver-

Neka Би Р i Р verovatnosne теге па (Б,~). Sledeci us10vi Би 
п 

rnedusobno ekviva1entni: 
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U1) Рn ~ Р. 
U2) Za svaku ogranicenu ravnomerno neprekidnu funkciju f:S ~H 

va~i jednakost (3.4.1). 

U3) Za svaki zatvoren skup FE ~ vazi nejednakost 

limsup Рn (F) ~ P(F) . 
n-.,. со 

U4) Za svaki otvoren skup F Е ј' vazi nejednakost 

liminf Р (G)? P(G). 
п 

п-оо 

U5) Za svaki P-neprekidan skup А vazi jednakost 

1im Рn СА) == РСА) • 
n~OQ 

Neka је ~ familija verovatnosnih тега па (S,~). 

Kazemo da је .familija g:> re1ativno kompaktna,. ako svaki niz е

lemenata iz ~ sadrzi slabo konvergentan podniz (ka verovatnosnoj 

meri па (S,~) koja u opstem slucaju nе mora pripadati .fami1iji~). 

Kazemo da је fami1ija ~ gusta, ako za svako Е. >0 postoji kom

paktan skup К E~ takav da za svako Р Е g:> vazi РСК) > 1-с.. 

Sledecu vaznu teoremu dokazao је Prohorov [ззЈ: 

ТЕОНЕМА 3.4.2. Neka је S separabilan i kompletan metricki nros

tor i g:> .fami1ij а verovatnosnih mera па (S,~). Tada vazi tvrdenj е: 

Familija: @ је relativno kompaktna, ako i samo ako је gusta. 

Uvedimo jos sledece ројтоуе: Za potk1asu ~c~ kazemo da је k1a-

sa koja odreduje meru, ako iz jednakosti (proizvoljnih) verovat-

nosnih тега Р i Q па skupovima k1ase ~ , sledi njihova jednakost i 

па skupovima klase ~. Zq potklasu ~C~ kazemo da је klasa skupova 

koja odreduje slabu konvergenciju, ako iz us10va 

1im Рn(А) = Р(А) za sve P-neprekidne skupove АЕ1У, 
п-х 

sledi tvrrten,: е Р ~ Р. 
п 
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Prirner 3.4.1. Neka је Rk k-dimenziona1an Euk1idov prostor, а ~'( 

fami1ija Bore1ovih skupova и Rk • Verovatnosna тега и prostoru~~~K) 

obicno зе zadaJ"e funkcijom raspode1e. Neka Ј"е {F}OO niz funkci~a - п n=о ~ 

raspode1e verovatnoca и prostoru (Rk,~k), а {p1~ niz odgovara
п n=о 

jucih verovatnosnih тега. Kazemo da Fn зlаЬо konvergira ka F i pi-

!Зето Fn ~ F, ako vazi jednakost lim F (х) = F (х) и tackama х nе-
n~OO П О 

prekidnosti funkcije F. Jednostavno зе dokazuje ([вЈ, str. 31) da 

је us10v Р п =:> р о ekvi valentan uslovu F п ::? F о' tj. da зе slaba 

konvergencija verovatnosnih тега и prostoru (Rk,~k) svodi па slabu 

konvergenciju odgovarajucih funkcija raspode1e. 

Primer 3.4.2. Neka је С = С [а, ЬЈ prostor neprekidnih fUnkcija па 

interva1u [а,ЬЈ за ravnomernom metrikom 

~(x , у) = зи р , х ( t ) - у ( t ) 1, х, у Е С , 
а ~t~ Ь 

а 'е k1asa Borelovih skupova и С, u topologij i koja је odredena 

metrikom ». Za fiksirane t 1 , ••• , t k Е [а, Ь Ј, neka ј е .7rt t: С -'> Rk 
l' " " ., k 

funkcija odredena за 

JLt t (x)=(x(t1 ),···,x(tk )) 
l' · · ., k' 

i neka је, kao i ranije, Ђk k1asa Borelovih skupova u Rk • Skunove 

oblika ~t-f t В, gde BE~~ zovemo konacnodimenzionalnim skuno
l' .•. , k 

virna u с. Vazi sledeca ([вЈ, str. 33) 

TEOREМA 3.4.3. К1аза svih konacnodimenziona1nih skupova и С је-

ste klasa koja definise теги, ali nije k1asa koja odreduje 

konvergenciju. 

Drugi deo teoreme sledi iz sledeceg prirnera: 

зlаЬи 

Primer 3.4.3. Neka је Јр lDo niz verovatnosnih тега па (с;е), 
1. nЈn=о 

pri сети рn dOde1juje jedinicnu verovatnocu funkciji хnЕ с, gde је 

х (t)=O, a~t~b, 
о 



{ 

n(t-a) 

xn(t) = -nt+2+na 

О 

2 
а+ ~ ~ t ~ а+ ~ ., п> Ь-а 

a+~.,;;;.t~b 
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2 (Za 1 ~ n< Ь-а f'unkciju хn Е е mozemo izabrati ргој zvo1jno. ) 

Niz {хn (t)} ~=o konvergira ka хо (t) za svako tE[a, Ь], ali konver-

gencija nije ravnomerna ро t. 

хо i poluprecnikom ~, onda је 

Ako је А = Б(хо , ~) kug1a sa 

Рn(А)=О i ~(A)=l, ра Рn 
slabo konvergirati ka Ро• S druge strane, ako је. 

m-'""1 k 
А =\,JI't· t н, НЕј3 

l' .. " k 

centrorn 

nе moze 

i ako vazi 2<min{t.-a, t.-а=l=О i l~j~k}, onda је Рn(А)=Ро(А). 
п Ј Ј 

Ргеmа tome, jednakost lim Р СА) = Р(А) n...,.JX) П о 
vazi za konacnodimenzi-

оnа1nе P-neprekidne skupove А. 

Konacnodimenzionalnim raspodelama verovatnosne теге Р па (e,~) 

nazivamo sve тe~e oblika ря.-I koje su def'inisane и prostoru t 1 , • •. , t k 

(Rk ,~k), k ~ 1. Kako su projekcije j(t t neprekidne f'unkcije, 
l' • •. , k 

to iz slabe.konvergencije verovatnosnih тега па (e,~) sledi slaba 

konvergencija odgovarajucih konacnodimenziona1nih raspodela. Iz 

teoreme 3.4-.3. sledi da konacnodimenzionalne raspode1e jednoznacno 

odreduju verovatnosnu mеги па (e,~), ali da iz slabe konvergencije 

konacnodimenzionalnih raspodela nе sledi slaba konvergencija odgo-

varajucih verovatnosnih mera. Medutirn, vazi sledeca teorema: 

TEOREMA 3.4-.4-. ([В], str. 56) 

Neka је {Р} {ХЈ niz verovatnosnih тега па (е, 'е). Ako konacnodi-
п n=о 

menziona1ne raspodele mera Рn slabo konvergiraju ka odgovarajuciw 

konacnodiтenziona1nim raspodelama mеге ~ i, ako је familije. Рn gll

sta (relativno kоmраktnг.), onda va7.i Рn ::;>РО • 
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Potreban i dovoljan uslov da је familija rasDodela па (С,е) gu

sta, а samim tim i relativno kom1)aktna (јег Је с[а,ь] sa raVnOIТ!er

пот metrikom kom~aktan i separabilan metricki prostor) formulisdo 

ј е РгоЬогоу ([3 зЈ, str. 202): 

ТЕОНЕМА 3.4.5. Familija ~ verovatnosnih тега па (c,~) је gusta 

(re1ativno kompaktna), ako i samo ako za svako [>0, postoji Ьгој 

М == и(с:) 1. funkcija ц) (8)= w(cS' ,Е) ,Ј, О pri 6' ~ О, tako da vazi: 

Vl) р { х: 1 х(а)1 < и} > 1- ~ , 

V2) Р{х: sup Iх(л)-х(~)I~w(о)} 
IЛ-,S'11 < о 

za sve теге Р familije • 

t > 1--, 
2 

Dovo1jan uslov da vazi V2), jeste da za svaku теги Р Е<? vazi 

nejednakost 

V3) 

gde konstantecX.>O, К>О i 6>0 ne zavise od /\, s'1 i Р. 

Neka је (Q;~t, Р) prostor verovatnoce i X:Q. - С [а, ь] proizvoljna 

fUnkcija. Za fiksirano wEQ, oznacimo sa ХСА,) vrednost te funkcije 

u tacki c.v. xw је neprekidna funkcija па intervalu [а, ьЈ, а пјеШl 

vrednost u tacki tE[a,b] oznacimo sa X(t,w). Za fiksirano tE[a,bJ, 

oznarimo sa X(t) геаlпи funkc i ,ј и па Q~ koja u tacki "-.)EQ u7,ima 

vrednost X(t ,w) . Analogno, oznarimo sa (X(t1 ),···,X(tk )) funkciju 

iz Q и Rk koja и tacki w uzima vrednost (X(t1 ,w), ... ,x(tk,w)). 

Tada, ocigledno vazi 

(X(t1 ),···,X(tk ))=j(t t ох 
1 ' ••• , k 

Jednostavno se dokazuje ([гЈ, str. 86) da su sledeci uslovi ek

vivalentni: 

а) Funkci.ja X:(Q,Jr) - (с,'е) је mer1jiva, tj. X-1C'c::. Jt • 

ь) 2'а svako t, funkcija X(t):Q~R је mer1jiva, tј.(ХСt.)Г~Ћ'сЈС'. 
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Ako је Х: (Q,1Ti ~ (с, -е) merljiva funkcija, kazemo da је Х slu-

сајnа funkcija ili slucajni elemenat u prostoru с [а,ь] • Ргета tome 

Х је slucajna funkcija, ako i samo ako је za svako t funkcija X(t) 

Б1исајnа ve1icina. Svaka slucajna funkcija Х и prostoru С[а;Ь] de

finisana па prostoru verovatnoce (Q,~,p), definise verovatnosnu 

meru р и (с,'е) па sledeci nacin: Р(А) =p(X~1(A)), АЕ'е. Meru Р zo-

vemo raspodelom slucajne funkcije Х. 

Neka је {Хn}:=о niz s1ucajnih funkcija и prostoru с [а,ь] . Kaze

то da је niz {хnЈ gust (relativno kompaktan, s1abo konvergentan), 

ako је niz odgovarajucih mera gust (relativno kompaktan, s1abo 

konvergentan). 

Teoremu 3.4.5. mozemo и s1ucaju niza slucajnih funkcija prefor

mulisati па s1edeci na~in: 

TEOREМA 3.4.5: Neka је {Xn}~=o niz slucajnih funkcija u prosto

ru (С [а, Ь] ,'е) , а definisan па prostoru verovatnoce (2 ,'Ј ,Р) • Eiz 

\'хn} је gust (re1ativno kompaktan), ako i samo ako za svako f. > О, 

postoji broj JVI==N(E.) i funkcija w(O')=w(c,t:).J, О, 8ФО, tako da za 

svako п vazi: 

V1' ) 
. Е 

р {I хN (а)1 < 1'1} > 1 - 2" ' 

р {sup lхn (.л)-Хn (~)\ ~ w (d')} > 1- ~ . 
!Л-S1I<d' 

V2' ) 

Us10v V2') је ispunjen, ako vazi 

V3' ) 

gde konstante ol.. >0, К> О i Е., >0 nе zavise od п, А i f1. 
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§ з. 5. S L Д В Д К О N V Е R G Е N С I Ј Д М Е R Д G Е N Е R I S Д N I Н 

N О R М I R Д N I М Р R О С Е S I М Д U р R О S т о R U С [о, тЈ 

u GAUSOVOM SLuёДЈU 

Neka је Т>О fiksiran Ьгој. U ovoт paragrafu razmatracemo эlи

сајnе procese ~N(л.) i ZN(I\) , О ~ л~ Т, koji эи definisani jednakos

tima (3.1.11) i (3.1.12). U teoremi 3.2.2. dokazano је da konacno-

dimenziona1ne raspode1e tih procesa эlаЬо konvergiraju (konvergi

гаји и raspode1i) ka odgovarajucim konacnodimenziona1nim rasDode-

1аmа Gausovog slucajnog ргосеэа z(/\.) , О ~ л ~ Т, definisanoe; и isto.j 

teoremi 3.2.2. 

Koristeci teoremu 3.3.1. zakljucujemo da је uslov V2') и teore

mi 3.4.5: ispunjen za niz slucajnih ргосеэа ~N(A), О~л~Т, и slu~ 

сајll kada је polazni stacionaran proces (slucajni proces ciju spe

ktra1nu gustinu осеnјијето) - Gausov. Us10v V1') vazi zbog konver-

gencije и raspode1i niza slucajnih ve1icina {Хn(О)} ka nогmа1nој 

эlисајnој ve1icini z(o). Prema tome, niz Sн(л) , О~л~Т, N=1,2, •.. 

је эlаЬо (re1ativno) kОШђаktаn. Uzi~ajuci и obzir teoreтe 3.4.4. i 

3.2.2. i cin',jenicu da эи sve spektra1ne gustine viseg reda Gauso

vog slucajnog niza identicki jednake nu1i, mozemo forтu1isati sle-

deci rezultat: 

ТЕОНЕИА 3.5.1. Neka је {X(t), t EZ} realan stacionaran Gausov 

proces cijaje spektra1na gustina f neprekidno-diferencijabi1na i, 

neka ,је S N(;\') , О ~ л ~ Т, slucajni proces definisan ротоси jednako

sti (3.1.11). Tada niz тега{Ры}, generisan slucajnim procesima ~ы и 

prostoru c~,TJ slabo konvergira ka meri Р, generisanoj slucajnim 

procesom Z(л), O~A~T. 

Da bismo formu1isa1i i dokaza1i аnа1ОЕnО tvrdenje и эlисајl1 

nrocesa z-Јл), О ~ л ~~, dokazacemo neka nomocnatvrrtenJ·a. - ~ . 
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LEИА 3.5.1. Neka је f:R - R neprekidno-diferencijabilna funkci

ја i f'ELiPH(l,oo). Tada za proizvo1jne А, )Чi u va~i nejednakost 

Dokaz 1еmе 3.5.1. Zbog diferencijabi1nosti funkcije f vaze је

dnakosti: . 
(3.5.1) 

+(~H-U) - +Ч'"О = u. {[(S"( + 82.lt) ) О ~ e2~{ , (3.5.2) 

t-(л)- f(~) = (?-~) :f"( ~+ е,3(л-ј'1)) , о ~ 6,s{, 1, (3.5.3) 

+(Л+u)-.f()<+u.) = (Л-s--t){'(s-нu.+еtt(Л-~)), o~e4~ 1. (3.5.4) 

Koristeci cinjenicu da funkcija f' zadovo1java Lipsicov uslov је-

dnakosti (3.5.1) i (3.5.2), dobijamo 

6.f.(?" ~ I u.) = \ и\ \ +'(1I..+€>1 и) - ~'(r~+e2Ll)1 

~ ~IIUII;л.-SЧ+(9геz)UI ~ Hlull Л-.)il + Hlu/
2 

Analogno, iz jednakosti (3.5.3) i (3.5.4), dobijamo 

Д.{:(Л)~) u) = I :А. -s--< I \ ~'(5Ч+ Э,3(Л -fi)) - ~'()1-t-u+-ец(л-~))1 

2 
~ Н (л -~~Ч I u. +(~ч-ез)(л-~) I ~ -н I иl \л.-fI \ + н {л-ji \ 

Koristeci nejednakosti (3.5.6) i (3.5.5), dobijamo 

~+ (?-,~, и) ~ Н (Ц 11 л-~ I + trnt'Yl. { Н u'l.) Н t :л-s-н2. } 
~ tilu\lл-SЧI + Hlul {л,-t< \ ~ 2НIU\(Л-ј1I .• 

(3·5.5) 

(3.5.6) 

Oznacimo sa w-g(8) modul neprekidnosti slucajnog procesa :3 (л) , 

лЕ f\ с Р, tj. 

(ЈЈЕ(сЈ) == &Ltp \ 'S(л) - ~(~~) \ 
\л-s--I \~Б' 
?)~E/\ 

Tada mozemo formu1isati sledece tvrdenje: 
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LEMA 3.5.2. Neka эи rN i ZN slucajni procesi definisani једпа

kostima (3.1.11) i .(3.1.12), а za spektra1nu .gustinu f va~i us1ov: 

f' Е LiPH(l, оо). Tada vazi nejednakost 

(3.5.7) 

gde W (о) -!, О pri d {,.О i funkcija ц) (.) пе zavisi od N. 

Dokaz 1еmе 3.5.2. Ocevidno vazi nejednakost 

Ocenirno sabirak W z _~ (8) • Irnаrnо 
N ~N 

GUz _ N Се) = ~{)f ~ NB N \ fСЛ) - Е fN(л) - fCr; + Е ~N(~) , 
N ~N (-Л-yt\ < 6' 

Postupajuci kao pri dokazu teorerne 3.1.1., dobijarno 
'х . 

~ (+(Л+!Л)- f-(A) - f(~+u.) + f(~,·6)'PN(lt)du. 
-:Jt 

Koristeci 1еmи 3.5·1., pri из1оУи I Л-S'" 1<: 8 dobijarno 

\ ~ \ ~ N 3 N '\ ~ (~(л + и') - -f= сл") - f (5-1 + !~I.) + «S'1)) ~~ (i--t}~ U 
-:Ј( 

х 

~ 2\-i\л-~\~NВN \ tИIf'N<ч)\du. 
-'Х 

.1. .l -т о<:> 

J~o . 

Pri tome је niz C;i=2HN2B~. ~lx'f'(x)ldx, N=1,2, .•. ogranicen. Dalje, 
- ;ХЈ 

koristeci cinjenicu da jezgro {'Pr~} pripada k1asi <j:('P)ct:J (vidi § 1.4) 

i 1ети 3.5.1., dobijamo pri us10vu 'Л-,S1I<d: 
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gde је 

с;, = ~ N В" о- (iJ ос 'PN(;<)\ d :хс) = 0-(1) 

Nizovi brojeva tCN Ј i tCii} su ograniceni, ра za w(6')=g,s~p(C~{+C~{) 

vazi nejednakost (3.5.7) .• 

ТЕОRБМА 3.5.2. Neka је iX(t), tEZ} realan stacionaran Gausov 

proces za koji postoji spektralna gustina drugog reda f i va~i us

lov f' Е LiPH(l, оо). Neka је dalje ZN(Л) , О ~ л ~ Т, slucajni ргосев 

definisan рото6u jednakosti (3.1.12), Z(/\), О~Л~Т, Gausov proces 

definisan и teoremi 3.2.2., а QN i Р verovatnosne mere generisane 

tim procesima и prostoru с[о,т]. Tada vazi QN ~P. 

Dokaz teoreme 3.5.2. 1z teoreme 3.3.1. i leme 3.5.2. sledi da 

za niz slucajnih procesa ZN(Л) , О ~ л ~ Т, N=l, 2, ... vazi uslov V2') 

и teoremi 3.4.5: Uslov Vl') vazi zbog konvergencije и raspodeli 

niza slucajnih velicina {ZN(O)} ka norтalnoj sll1cajnoj velicini. 

Rezultat teoreme sada sledi iz teorema 3.4.4. i 3.2.2 .• 

§З.6. ЈАКО PROMESANI PROCESI 

Za slucajni proces x(t) gde t Е Z ili t Е. R kazemo da је jako 

promesan, ako је ispunjen uslov 

gde је J1~ u -algebra generisana slucajnim velicinama x(t), a.~t~b. 

Funkciju ~(~),~ER, zovemo funkcijom promesanosti razmatranog slu-

cajnog ргосеэа. Ројат jake promesanosti sluc.ajnog ргосеэа uveo је 

Rozenblat [5зЈ . 
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Rezu1tati paragrafa 3.1.-3.4. i 3.5. formu1isani su pri uslovi-

та ogranicenosti i glatkosti spektr~lnih gustina razmatranog sta

cionarnog niza {X(t), tEZ}. Те osobine spektralnih gustina slede 

iz jake promesanosti niza t x(t), t Е. z} pri odredenoj brzini огаdа

nја funkcije proтesanosti, ako postoje momenti tog niza. Obi~no se 

pretpostavlja konacnost svih тoтenata viseg reda. Тај uslov nije 

previse ogranicavajuci, јег svi razmatrani u praksi stacionarni 

nizovi imaju konacne momente. Sledece dve teoreme о oceni s'Oekt-

ra1ne gustine i njenih izvoda pri us10vu jake promesanosti razmat

ranog stacionarnog slucajnog procesa doka7ane Би u radu Zurbenko, 

Zuev [15]: 

ТЕОВЕМА 3.6.1. Neka је {X(t), tE Z} stacionaran slt1ca~ni proces 

за funkcijom jake proтesanosti 0«('["), гс Е Н, za koju vazi 

-b't" , 
01. се) ~ К е , К > О, t) > о , 

i neka је К1 = тах I Е X(t)! р za nеко k ~ 2. Tada u oblasti 
Р5:. кn 

\ ' , ..... 1< 1 1'~(1-~)-1 ...... m \.А.Ј i. - 2 U \ k \'1.2 

promen1jivi~ W 1 , ... , шn vazi jednakost 

( n-i 2. S~(tl, ... >tn)e.~p(-~1 ~Ц)~\ 
2Х) i;,~ ... ) tn \ К- ') 

'm. i. п '- -t, } = С> 
PиnKc5_~a f (W1 , ..• ,ц) ) anali ticka је u toj oblasti i va~i 

п п 

TEOREMA 3.б.2. l~eka Б11 ispunjeni us10vi teoreme 3.6.1. Tada, za 

izvod spektra1ne gustine vazi осеnа 

gde је 
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Koristeci teoreme 3.2.2., 3.5.1., 3.5.2., 3.6.1. i 3.6.2. kao i 

c:5_njenicu da su svi momenti Gausovog slucajno~ niza konaXni, 1ako 

zak1jucujerno da vaze sledece dve teoreme: 

ТЕОНЕМА 3.6.3. Neka је {X(t), tEZ}, EX(t)= О, realan staciona-

гаn slucajni proces sa konacnim momentima proizvoljnog reda i fun-

kcijom promesanosti с:{('С) , 'l Е R, za koju vazi 

-ЬТ 
d... (rr:::) Е К е. ,К > о ј Ь > О . 

Neka su da1je ~ N(л) i ZN(Л) , o~ л ~ + оо, slucajni procesi defini

sani jednakostima (3.1.11) i (3.1.12), а Z(л), O~ А. ~ + 0<::1, slucajni 

proces definisan и teoremi 3.2.2. 

Tada, konacnodimenzionalne raspode1e slucajnih procesa ~N i 

slabo konvergiraju ka odgovarajucim konacnodimenziona1nim rasnode-

1аmа Gausovog slucajnog procesa Z. 

ТЕОНЕМА 3.6.4. Neka је {X(t),tE Z})EX(t)= о, геа1аn stacionaran 

Gausov slucajni proces sa funkcijom promesanosti ~(~),~EH, za ko-

ји va~i -Ь'L 
01.. ('"С) ~ К е ) к > О) ~ > О. 

Neka su PN, "QN i Р verovatnosne теге и prostoru С [о, т] definisane 
<'v ~ 

slucajnim procesima ~N' ZN i Z. 

Tada va~e tvrdenja: PN ~ Р i QN =;;:. Р. 



G L А V А IV 

DCENA SPEKTRALNE GUSTINE 

" VISEDIMENZIDNALNDG 

STAC-IDNARDG NIZA 

u V о D N I D Е О 

Neka је X(t)=(X1(t), .•• ,Xr(t)), tEZ, г~2, - г-dimепziопаlел 

stacionaran и sirem smislu slucajni niz sa realnim komponentama i, 

neka је EX.(t)=O, j=1,2, ... ,r. Neka su dalje 
Ј 

К (v) ::: [к ј k (\!) Ј 1( х r' V Е. Z , 

F (;\) == [FјК(Л)] rx r , л Е R, 

kovarijaciona matrica i spektralna funkcija niza t X(t), t Е 7~ . 

Pretpostavicemo da vazi 

+00 
L IK~~S.»)\<+(X») ~~K=\) .. -)r 

))=-00 

Jasno је da za j=k funkcija fjj(~)' ~EH, predstavlja spektralnu 

gustinu stac ionarnog niza {Х. (t), t Е z} а za ,ј::!= k funkcija f.,.... C~..) ~ 
Ј Ј·· 

ЛЕR, (Ба vrednostima u skupu kompleksnih brojeva) је uzejBmna 

spektralna gustina nizova {Xj(t), tEZ} i tXk(t), tEZ}. f'1atricnu 

funkciju 

zovemo syektralnom gl1stinom niza {x(t), t Е z}. Kako Би komnonente 

n iza realne slucane veli~ine, za sve ј, k Е {l, 2, ... , г} va7,i 

f . k (?.) = f k . ( - л) = f k ; (/1. ) 
Ј Ј ~ 
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r'iomente i semiinvarijante slucajnog nrocesa tx(t), t Е z} ozn~.-

cimo па sledeci nacin 

Е(Хк,<t,) ... XKn(tn)) - MK, ... Kn (t\) ... ) t n) 

Sn(Xk/-tf), ••• , X~("tn)) == SK\"'Kn(t,) ... ,tn} 

gde k. Е 51,2, ... , г}, t. Е. Z, ј = 1,2, •.• ,п. 
Ј 1. Ј 

п ?-2, k1 ,· .. ,kn E{1,2, •.. ,г}, ozna~ava sledece: 

Uslov da postoji spektralna gustina n-tog redafk ... k ' 
1 п 

gde је 

1) v' kj Е { је, ) •.• , k n } 

2) Vt" ... )tn)'lEZ 

3) Postoji Си opstem slucaju sa vrednostima и skupu komple~snih 

bro,jeva)intesrabilna funkcija f takva da za svako t Е Zn i 
k 1··· k n ' 

gde је: 
. 
л = (л, , "') Лп) , Л, + ... + А" = о') 

dл = dл, .. , dл n ') /1.' =(Л r )"" Л п-,) d л' = d?'1" .6/\n-1 , 

(t> А) = t 1 А, + . . . + 'tn:л п • 

flJi сеrnо u ovoj glavi cestopretpostavljati da za svako п ~ 2 i 

sve k1 ,· .. , kn Е. {1, 2, ..• ,г }, postoj ј i ogranicena ј е spektralna gu

stina f k ... k • 
1 п 
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§4.1. PERIODOGRAMNA ОСЕНА SPEKTRALNE GU5TINE 

VISEDIMENZIONALNOG STACIONARNOG N I Z А 

Pretpostavimo da па osnovu uzorka (X(l), •.. ,X(N)) koji sаdгzi N 

uzastopnih vrednosti niza tX(t), tEZ} treba oceniti 

gustinu f(:::\) , .::t Е R. Definisemo periodogram drugog reda 

а zatim i periodogramnu осепи 

J<.e=1,2, ... ,r, . ) 

spektra1no 

gde је {\f'N} jezgro па [-:Ј()ЗL] • Mi сето radi jednostavnosti pret'Oo

stav1jati da jezgro {~N} пе zavisi od indeksa k i ј, а u da1jem i

zlaganju uvek сето smatrati da је jezgro definisano jednakostima 

(3.0.2)-(3.0.4). 

Sve osobine periodogramnnih осепа spektra1ne gustine jednodi-

menziona1nog stacionarnog procesa koje su navedene u gla~i Т, рге

nose эе па visedimenziona1an эlиСај. Periodogramne осепе spektral

пе gustine u visedimenziona1nom slucaju izucava1i su: Bri1indzer 

[9, 44Ј, Непап [38], Bentkus [4Ј, Umirbekov [36Ј. Mi сето ovde naves

ti samo neke rezu1tate, а zatiт 'Ookazati kako se i rezu1tati ~lave 

TTI prenose па visedimenziona1an slucaj. 

"" л Z,a semiinvarijantu S(f1 , ••. ,fn ) va7,i formu1a (1.5.12), sa jedi-
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пот razlikoт sto и definiciji funkcije G, urnesto spektra1nih gus-

tina f(Yl), .•• ,f(yq ) jednodirnenziona1nog procesa, sada figurisu 

spektralne gustine .fDI ('д i), ..• ') +D2. ('<12.), -ori сетн је spektralna :gusti-

па f Dp (дР) ) ~r = ('јР1 ' ... 'dPS"'p) Е R S"4P , odredena us1ovorn ([4]): 

( 
\ (' (. ~p \Ј ! S ХО H'D ,), .•. , Х ОРМ CtDpH)J = ~ ~D (1 р)е:Х:ј=>l1. ~ t o :., Л; /. 

РI РI Ј Р ~ r П t'p-I Р \ Ј=I РЈ а) 

gde је Л=(\, ... , ЛS"'р)) л,+"·+А,)tр=О. 

Forrnu1a (1.5.12) је i inace dokazana и visedirnenziona1norn зl1.1-

сајu и radu' [4Ј. Ana1ogno kao и § 1.5., mozerno formulisati slede~l1. 

neposrednu posledicu te forrnu1e: 

( ~(N)( ~(N)) [Ј LEMA 4.1.1. Za svaki vektor "tк,€1 Л I) , ••• , + К" (п (?\n) , gde Лј Е -:JL)'JL , 

kj '{ј Е {1,2, •.• ,г}, ј=1,2, .•. ,n, vazi nejednakost 

gde konstanta С zavisi od п, a1i pri fiksiranorn п nе zavisi od iz-

Ьога tacaka ~, ..• , Лn • 

Navedimo rezu1tat о asimptotskoj norma1nosti periodograrnne осе-

nе. Neka је !:1( {1 л == о (mod2Х) 
Д = 2:К lvm ~ 'fN

2
('X)dx, 'Г}(}.) =. 

N -'? ос - Ј( t О л =F о ( тоЈ 2:;[) 

i Ј(л) [= Г51(~ :;;\)] к.е = 1, ... ) r ~ л Е[-:К;ЈС) Gausov slucajni proces odre(~en 

prvim i drugim mornentima: 

Е 3'ке C~) = о 

Е )~е/.л) )~e}~) = ~ [7(.:1-ј1).f({IIC/?') 4(, (z(-.)') + (~+J'f)fКј!2G1.)+(I~(S-f)Ј 

Pri navedenim oznakama vazi sledeca teorema: 
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TEOREf.1A 4.1.1. ([4], str. 56) 

Neka је X(t) = (X l (t), ••. , Xr(t)), t Е Z, r ~ 2, stacionaran slu-

cajni niz za koji postoje i ogranicene su sve spektra1ne gustine 

viseg reda, а svaka od funkcij а +ке, ( л) , ЛЕ R. ') к, t == i, 2 , ... , r ј е nenre

kidno-diferencijabi1na. Tada, konacnodimenziona1ne raspode1e slu-

cajnih procesa ~N6r~ (.fN(;l)-Еff',j(Л)) ,-Ј[~?,~Л,_ i VNвN(tСЛ)-.f(А,)) 

-ј[ ~ л ~:J[ , slabo konvergiraju ka odgovarajucim konacnodimenzio-

na1nim raspode1ama slucajnog procesa )C~.) , -Ј( ~ л~:rr. 

§ 4.2. ASIMPTOTSKO PONASANJE РАУА DVA 

MOMENTA PERIODOGRAMNE OCENE 

TEOREJ:vIA 4.2.1. Neka za k,tE{1,2, .•• ,r} vazi ~uр\f:е(л.)\=ск(<::ЈО. 
л 

Tada pri N --:> + ос - vazi nejednakost 
1r 

ОИјО I +~eQ.) - Ef~~)1 ~ (Ске + 0-(0) ~ 1:X:'fINlx)1 dx 
-:1С~л~:JL -1С 

Dokaz teoreme 4.2.1. ana10gan је dokazu teoreme 3.1.1. 

ТЕО RБМА 4.2.2. N е ka ј е Х ( t) = (Х1 (t) , ••. , Xr ( t) ), t Е. Z, r ~ 2 , 

stacionaran slucajni niz sa rea1nim komponentama za koji vazi: 

I~UP 1.f~К2К'јК"4(ЛI,Л2,лз,лц)1 =СКIК2КЗК4 <+00, 1<1. ==1,2) ... ,Г. 
/\"л2.' ?Ј) Л~ 



98 

1- Iл-,)i I о (eт2N ~ 'f':C:J:)dx\ + (Ј'\( -h f \(>~(x)dx\ 
\ N -л ) -~ ) 

{r lj Ј[ 1(" )1/2. + О (~ N _~ ~ 'Р;с.--..с) d х t Јх \f'~(x') d.x . 

Dokaz teoreme 4.2.2. Postupajuci kao pri dokazu teoreme 3.1.2., 

dobijamo: 

- 'i;2.N2 \ 2 'f'N(:C,)'(7N(1;J) • 
п 

( N -i.'~1(Ј:.+/\) N i.+1 (х+л) N i6i1+tf) N _it2('ji-JfЈ\ I 

. СО\У\.:;~1х.~·/~ч) е ~1 xtJtlJe , ~;<~(62.)e -t~~1v./~)e ) d:Xd'j 

- ~/ 2 2. ~ \fN(X)'t?J~P 1 (Е X~(~1)(e.1 (t1) Xк.z(~2.)Xtit2)- ЕХк,(~1)Х4(t,)· EXI<./-6.2.»)(t2(~~ • 
Је N п2. ~,.tО~1)t-2=1 

. et:Cio {- i.'~·1 (х -\-л) + i. -t1 (;:х:+ А) - l12.(d +51) + 1. +2 Сд -t S1) } 

Lt;2N2 ~ "f'rii:)'f~.PI) .f, (SKI~1K2t2(~1Jt1>~2.)t2) +- 5k'{2.(:.>1)t~5"2e2(62)~) 
l п2. .6P-t,"~2)t2==\ '\ 
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Na sli~an na~in тo~eтo zapisati kovarijaciju slu~ajnih ve1i~ina . 
л (N) л (N) 
f k t сл) i f k t C~), а dokaz је da1je potpuno ana10gan dokazu te-

1 1 2 2 

огете 3.1.2 .• 
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94.3. NORMIRANJE VREMENA ASIMPTOTSKA 

N О R М А L N О S т к о N А С N О D I МЕ N Z 10 N А L N I Н 

RASPODELA NORMIRANIH PROCESA 

Za k,( Е {1,2, •.. ,r} oznaciтo: 

(N) , г:-;-;::;- (" (N) '" (Ј-1) \ 
5~e. (л) == ~ I'H3N :f.Kt (л') - Е. {кс. Сл)) , -Је ~ л ~ Ј"С, 

Z~~)(A) = ~ NB N (f~\л ') - ~ке(ЛЈ), -х ~ л ~:Je, 

~ (:А) 
N 

I rr.-'B-' \ Л .6 .. L N 

(4.3.4) 

(4.3.5) 

(4.3.15'\ 

k р Е (1 2 } '-'. (LJ "'1) Е ~K(:~) (")""= о Za sve ,~ t , , ... , r vaz 1 v ~ .) ~.. /, i (па osnovu te-

oreтe 4.1.1.): 

ТЕОНЕМА 4.3.1. Neka su ispun~eni us10vi teoreme 4.2.2. i neka 

su i'unkcije o-de 
о k, , ~ I ' k

2
, е., Е: { i , 2 ј • • • • у- 1, 'I(i', == '. 2 . 

\ .. , .I.L.. l ,Ј 

odredene jednakostiтa: 

+:>0 

+ 2ЈС +., к (О) +-е ( (о) ~ 'P(x-.лЈ 'Р(Х+Ј1) dx 
"-12 12_::.0 
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'rada; za sve realne brojeve л i)1, vaze .jednakosti: 

Tvrden~e teoreme sledi je~nostavno iz teorema 4.2.1. i 4.~.2. 

ТЕОRБМА 4.3.2. Neka Би isnunjeni us10vi teorema 4.2.2. i 4.3.1. 

Neka је Z(/\)=[Zkt(/\)]k,t=1,2, ... ,r'-oo<?,,<+oo , Geusov slu~a;:jni 

proces ~ije (komp1eksne) komponente imaju matematicko ocekive.nje 

jednako nuli, а drugi momenti dati su jednakostima 

(1) 

ЕZК', е/л) ZK2l'2(~) = Z~I(1i<Z(2 (л,~) 

а ~N(л) i ?'ы(А),-=<л<+сх:>, su slu~ajni procesi definisani je~

nakostima (4.3.1)-(4.3.6) i,ogranicene su sve spektra1ne gustine. 

Konacnodimenziona1ne ras~ode1e slucajnih procesa ~l"T i? slabo - ';) .~ 'N 

konvergiraju (konvergiraju u rasDodeli) ka odgovarejucim kona~no-

dimenziona1nim raspode1ama Gausovog slucajnog procesa z. 
Dokaz teoreme 4.3.2. Iz teorema 4.2.1. i 4.3.1. i 1еmе 4.2.1. 

sled.ida sve semiinvarijante slu':::a,jnih procesa ~ N i Zrт konve:,~ira

ји ka odgovaraju~im semiinvari~antama Gausovog slucajnog ргосеза 7 

i to је dovo1jno za slabu konvergenciju konacnodimenzion·?lnih гэ.s-

роdеlэ..1I 
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§4.4. SLABA KONVERGENCIJA MERA GENERISANIH NORMI-

RANIM PROCESIMA U PROSTORU NEPREKIDNIH FUN-

КСIЈА NA КОNАёNОМ INTERVALU U GAUSOVOM 

SLUCAJU 

Neka su a ke , b kt , l~k~n, l~e~т, realni brojAvi i akt<..bke,. 

Neka је Ckt = С ~Kl, ,bke] prostor realnih neprekidnih f'unkci,ia па 

interva1u [ake.bk~ sa topo1ogijom ravnomerne konvergencije. OznQ

cimo ва С Dekartov proizvod skupova CkC ' 1 ~ k ~ п, l~ ~ ~ т. Ako и 

skupu С def'inisemo metriku sa 

d(:r)'j) = '('АО-Х 
1~K~n 

Yno.x our \ XKCL-t) - 'di(t(-t:.)j 
1 ~ е. fo m G.KQ ~ i;- 6 Ь к.е 

onda С postaje kom~letan i separabi1an metricki prostor. 

slucajni procesi cije rea1izacije ва vArovatnocom 1 pripada~ll рго-

storu с. Konacnodimenzionalne raspode1e procesa ~N generisu па 

Borelovoj u-algebri prostora С verovatnosnu теги PN • Ргета tome, 

slucajni proces ~H mozemo razmat~ati i kao slucajni elemen&t 

ва vrednostima и prostoru С. Ka~eтo da niz slu~ajnih e1emenata{~N} 

konvergira и raspode1i (slaoo konvergira) ka вlисајпот elementu(c~ 

i oznacavamo ва '?N ~ '?'Ј ' ako niz odgovarajucih mera {Рп1 slabo 

konvergira ka me~i РО. 

Vaze sledeca dva tvrdenja (vidi[3] , str. 746): 

LEMA 4.4.1. Tvr:::enje rzN~~o va~i, ako i вато ako su ispunjena 

sledeca dva uslova: 

1) Konacnodimenzionalne raspodele procesa 
sl.abo 
у---

~N konvergiraju ka 

odgovarajucim konacnodimenziona1nim raspodelamR -огосеза ?о. 

-Ј) ]\Т' r '1 ,= . 1 t· k kt с ~lZ t~~~N~1 Је ге а lVnO отра. ап. 
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LEMA 4.4.2. Neka ~e С Dekartov proizvod komp1etnih se~arabilnih 

metri;::kih prostora Cke ' l~ k 6П, 1::: t~ffi i {Po:..,d..EL} fa:J.i1ija vсз

rnvatnosnih тега па Rorelovoj <J-a1e;ebri prostora с. Tada va~i_ tvr

denje: Fami1ija {pct ' d.. Е L} је re1ativno kompaktna, ako i samo ako 

su re1ativno kom"!)aktne marginalne fami1ije {p~e, clEL}, 1~K::;n)\~(.~ГГ., 

koje su definisane па sledeci na~in: 

~de је ~~ - Роге10уа ~-algebra и prostoru Ckf ' а hke - operato~ 

~rojektovanja prostora С па prostor C
kt 

• 

Vratimo se sada (komp1eksnim) procesima ~ы i ZN definisanjh no

таси jednakosti (4.3.1)-(4.3.6). Neka је Т >0 1 С =-\n2С [_ГГЈ, т] De-

kartov proizvod 2п2 prostora C~T,T]. Kako зи trajektarije slu~aj-

nih procesa Re fк;е i Iш f Ke neprekidne за verovatnocom 1, to tra-

jektorije Зluсајпо~ procesa 

sa verovatnocom 1 pripadaju prostoru С. Ako pretpostavimo da је 

s~ektralna gustina (drugog reda) po1aznog ргосеза {X(t), t ~~} пе

~rekidna, anda i trRjektorije slu~ajno~ ргосеза 

'" [ '" (N) Ј t = \,2" . ') у-z (~.) -== z СЛ) 
N ке К=I,2;, .. )Г 

-T~ ~,~T, 

tako~e sa ve~ovatnotom 1 pripadaju prostoru С. 

u оуот paragrafu formulisa6emo dovoljne us10ve za slabu konver

genciju nizova тега gепегisэпih slu~ajnim procesima ~ы i ZN u рго

storu С, u sluXaju kada је po1azni stacionaran uroces - G~usov. 

Nяјnге сета formulisati nekaliko pomocnih lema: 
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LEl\'IA 4. 4 • 3. ([з], s t г. 757) 

Ako za stасiопагсш Gausov niz X(t) =(X1(t), ... ,Xr(t)), tE7., 

vazi uslov х 

~ (1<(Л)d~ <: + сх) ј 
-'Је 

onda vazi sledeca nejednakost: 

gde је 

Зt" 2 
~ -fее(л)dл < + ао ~ 

-:Је 

Primetirno da~ ako је funkcija h(~), -X~I'3:::;'JC, ogranicena, ond~ 

va~i nejednakost 

(4.4.1) 

LEI\'IA 4.4.4. Neka је X(t)=(X1(t), •.• ,Xr(t)), tE:Z, stacionaran 
-!;.I) 

Gausov niz ва ogranicenom spektralnom gustinom drugog red~, а $ц(~' 

- оо <: ло <. + CJIO, k, t E\l ,.2, •.• ,г 1 slucajni proces definisan jednakos

tima (4.3.1)~(4.3.3). Tada postoji konstanta К>О, koja пе zavisi 

od Л, ~ i N, takva da vazi nejednakost: 

Е 1 ~~~(л.) - ~K~N)(~),4 ~ К \A-r\4. 

Dokaz leme 4.4.4. Neka је A/~. Koristeci definiciju slucajno~ 
..... (N) 

~rocesa ~K! ' za dovoljno veliko N dobijamo 

1{N"3:,:JГ 
.. __ ,~3_~( \ (tp (Х-лВ \- ~.(х-rчв,/)\ { s.,(- х. К) 5 ,(х,Е) - Е 5 (-х 1()5,i.x,OJ/j .:.c 

1)""'-1'.1 Ј \ /'ОЈ "') N Ј I~ ~ N .Ј t, 1-4';)' .:;...-". " -х' 

gde вто koristili oznaku 
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Dalje dobi.jamo 

(lJ... lJ... .? ~ 
\ I • , • _ •• ' 

gde је 
2 

t N (Хј ; У'2) 'Ј,) '~2' Л)~) == ~~1 (YIJ(~· - А BN) - 'f'N(~ -f8NЈ) ('fN("d ј- л8N) - \fN(dj-:~3t~)) 
2 (4.4.3) 

5~N~~\)~'C2'J,\)d2) ~ Е P1t SNСхј'К)SN~Хј?ОSt~~дј)~)~t-·kdј,о 
- S~(:Хј,к')5N(-:хј>О E(5 Nt-'dј,I<)SN('dј,t») 

Е (Sl'i?=j) I() SN ~ З:ј)е)) Sr-.k дј'Ј \()5N ('ij,e) 

+ E(SN(Xj, \() 5Nt-Xj, е),) Е( 5N E:-d5> К) SNC'dj,e))} (4.4.4) 

Koristeci teoremu' 2.1.1., posle transforтacije izraza па desno,j st""'a-

ni jednakosti (4.4.4) i skracivanja slicnih clanova, dobi.jamo: 

gde se sabiranje vrsi ро svim neuredeniт razbijanjima skuna 

па podskurove koji sadr~e ро dva eleтenta, pri сетч se kao ele~en

ti razbijanja пе javlja.ju podskupovi oblika{(cx'j,K»(F->ј)l)} gde је 

d j -==_ f3~. 7.amen,il1juci s~i (x1 ,x2 'Yl 'У2) и formu1i (4.4.2) izra 7 cm 

koji stoji па desnoj strani jednakosti (4.4.5), proтenom redosleda 

operacijema sabiranja i integracije i priтenom Helderove neje~na-

kosti, dobi;jamo 

Dal.je. nalazimo: 



106 

(4-.4-.7) 

Koriste6i nejednakost (4-.4-.1) i 1ети 4-.4-.4. dobijamo 

(4-.4-.8) 

gde konstanta D nе zavisi od л, ~ i N. Тvг~enje 1ете sada sledi iz 

(4-.4-.6), (4-.4-.7) i (4-.4-.8) •• 

Pos1edica 4-.4-.1. Pri us10vima 1e~e 4-.4-.4-. va~i tvrdenje: Nizovi 

slu~a~nih ргосева 

~(N) '" (N)( Re 5ке (Лl::е) ) Im ~t:e. Л Кt) , <лк{ ~ ).i<e ~ Ьке :> N =\) 2." .. 

posmatrani kao nizovi slu~ajnih e1emenata u prostoru C~kt,bk~ ви 

вlаЬО (re1ativno)kompaktni. 

Dokaz posledice 4-.4-.1. sledi jz teorerne 3.4-.5., leme 4.4-.5. i 

nejednakost~ 

Е \ Re ~~)(Л) - {<е ~~~)(S-i)\lj ~ Е I s~)(л)- ~~\~)ILj 

Е \ Irn s~~л) - Irn ~~~\~)14 ~ Е I ~~)C\) _ ~~~\~) \4. 

LENA 4-.4-.5. Neka fktE. LiPH (1, оо) i neka za svako Е >() vazi: 
ke. 

tlY71 /~LlF Р{ ,)Ц.ro \ ~~~\A)- ~~~)c.sч)1 :> Е } = о. (4.4-.9) 
а...:;>О N 1?'-iЧl<о 

О.Ј 

Tada, za svako с:> О vazi i jednakost: 

Јјт ~U.F p~ ~ир tZ~~)(Л)-Z~~\~)\:> t,l = о. 
6"--70 ~ L Iл-~\<8 Ј 

(4-.4-.10') 

Doka7 leme 4-.4.5. Analogno kao nrt dokazu leme 3.5.1. dokazuje-

то nе ~ ед.nаКо st 
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(4.L!..11! 

~de је GUs(') modu1 neprekidnosti sluc.ajnog procesa 5 , ../:' .. . . 
.L UnKCl.Ja 

c.u (.) пе zavisi od N i W(Q) 4- О nrl d --> О! па tvrctenj е 1ете sled:i 

iz (4.4.9) i (4.4.11).8 

Na osnovu prethodnih rezu1tata glave IV, ana1ogno kao и jedno-

dimenziona1nom slucaju, mozemo formu1isati sledeci rezultat: 

TEOREHA 4.4.1. Neka је X(t)=(X1(t), •.. ,Xr(t)), tE?, г~2, 

stacionaran Gausov slu~a~ni niz sa rea1nim kOffiponentama i spektNl-

( ) 
(> [ .1 t = \. 2. , ... , г 

пот gustinom drugog reda ;-(л) = .fKe C;:\)JK=t,2') .•. ')r ) -[JC~), ~ Х', 

i ograni~enim svim spektra1nim gustinama viseg reda. 

Neka su 'fN i Zп slu~a.jni procesi definisR.ni jednakostimq (4.3.1)

(4.3.6), Z - Gausov slucajni proces definisan и teoremi 4.3.2., а 

PN, QN i Р - verovatnosne те:-е generisane slucajnim nrocesima ~П' 

ZN i Z и prostoru . 
с = ~n2 с[-т,тЈ 

а) Ako su sve funkcijef
ke

, k,t=1,2, .•. ,r neprekidno-diferenci

jabi lne, ond.a vazi tvrdenje: PN ~ Р. 

Ь) Ako fkeELi~H(l,oo), k,e.=1,2, .•• ,r, onda vazi i QN::;>P. 
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