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IIpenrosop

[TocmaTpame Teopuje BepoBaTHOhe Kao neo joruke mpsBu je 3amoueo Jlajomu.
Ilarac je nocta pa3BujeHa GopMain3alija BEpOBATHOCHOT PE30HOBAKA U TY MOYKEMO
U3ABOJUTU ABa Bomella mpucTyma, OMHOCHO JBE BPCTE JOTHMKA: JOTUKE Ca BEPOBAT-
HOCHUM KBaHTU(UKaTOpUMa [54, 55, 56] 1 J0rUKe ca BEPOBATHOCHUM OHEPATOPUMA
[29, 42, 43, 46, 48].

Kucnep je pa3Buo JIOruKe ca BEPOBATHOCHUM KBaHTHUraropuma [55]. OH je
nocMacTpao crpykrype (M, pu), rae je M cTpykTypa HOpPBOr pela a je3uK OBUX
JOTMKA calpXu kBaHTUUKaTope obauka PT > r npu yemy dopmyna (PT > r)a(z)
s3maun Mepa (Beposartaoha) ckyna {T : o(T)} je seha unu jemmaxa r. Ilopex Tora
pazMaTpaoc je U BEPOBATHOCHE JIOTUKE MOTOIHE 33 U3PaKABaAH-€ 0CODMHA CIIyYajHUX
IPOMEHJBVBUX. & BEO je MHTErpajiHe Olleparope, 3aTUM KBaHTU(PUKATODE OOIUKa
[ ...dz, xao u omeparop E[|] Kojum ce m3pakaBa yCIOBHO OYEKUBAHE CIydajHe
ITPOMEHILUBE.

Jloruxe ca BepOBATHOCHUM oIepaTopuMa oMoryhiaBajy opMAaIHO 3aK/byYUBAEE
o sepoBaTuohin. ®arun, Xanuepu u Merunno [42, 43] pazsuiu cy pa3He akCUMATCKe
cucTeMe 38 Pe30HOBaH.e O BEPOBATHONU M IPUW TOM IIOKA3aJU TEOpPEME MOTIYHOCTH
oarosapajyhux moruxa. VHTepnperanuja BepoBaTHONe y OBUM panoBUMa je CyO-
jeEKTUBUCTHYKA, OOHOCHO BepoBaTHoha je cxBahema kao cremen BepoBama. Hesa-
BUCHO OJ[ BUX, BEPOBATHOCHUM JOTMKAMA U HUXOBUM BE3aMa Ca TEMIIOPAJHUM
nmorukama Gasumm cy ce Pamxosuh u Ormanosuh [37, 51, 29, 48, 33]. Y oBum
JIOTMKAM3a, J€3UK KIACUYHE JIOTUKEe IPOMUPEH je IUCTOM oneparopa P> o, Ipu yemy
je s parmonasas 6poj (s MOXke NpUNanaTH HEKOM KOHAYHOM UK GECKOHAYHOM II0II-
CKYIIy CKyIla PAaUUOHAJIHUX OpOjeBa MU HEKOM jeIUHWYHOM uHTepBady onapebenor
PEKYP3MBHOT HEAPXUMEIOBCKOT II0Jba, KOje CAlpKU pealuoHasiHe Opojese). Hase-
nermn oneparop Ps,a uMma 3Hadewme: ' BepoBaTHoha dopmyne « je Beha mmm jemHaka
s”. Y NOMeHYyTUM DaJOBUMa AaTe Cy OeCKOHAYHEe akCHoMaTu3anuje oaronapajyhux
JOTUKa, IpY YeMy cy ¢opmytie koHauHe (a HOKa3W MOry OuTy GecKOHAUHU). 3a-
TUM je CBYTe NMOKAa3aHA KOPEKTHOCT U jaKa MOTIYHOCT. POPMAJIHO PE30HOBAELE O
YCJIOBHO] BEPOBATHONM MOXe OUTM KOPUCIO Y MHOTUM 00JACTUMa PAUYYHAPCTBA U
BEMITauKe MHTeNureHuuje. ¥ [42] yBemeHa je JIOTMKa 3a PE30HOBAKE O YCIOBHUM
BepoBaTHOhaMa W TpU TOM Cy KopumheHa peaJIHO 3aTBOPEHA TOJba, HTOK CY Yy
[33, 34] yBenene noruke Koje caIp:Ke HEKOJUKO TUIOBA BEPOBATHOCHUX OI€apTOPA
a 3a KOJOMEH BepoBaTHohe y3eT je JeIMHUUHU UHTEPBAJ HeapXUMeIOBCKOT II0Jha
Qlel.

OsBaj pan npencras/ba CBOJEBDPCTAH HACTABAK Pa3B0ja BEPOBATHOCHUX JOTUKA
Opy YeMy je 3a KOOoMeH BeposaTHohe kopumheno nosme p-anckux opojesa. Osre je
TakoDhe nara je 6eckoHaYHA aKCUOMAaTH3aluja, 0K cy Gopmyne koHauHe. [lokasane
cy omrosapajyhe teopeme xopekTHOcTH M nornyrocTtu. Ilopen BepoBaTHOCHUX
JOrvKa Ca P-alCKU BPETHOCHOM BepoBAaTHONOM OBIE je OAaTO U JeIHO NPOMUIPEHe
peasiHo BpenaocHe goruke [32]. OBne je 3anpaBno npencTashe HO HEKOJIMKO BEPOBAT-
HOCHHMX JIOTUKA 33 P-aJCKUA BPEIHOCHY BEPOBATHONY, 3aTUM Cy NATU IPUMEPU YV KO-



juMa ce oBe Joruke mpuMmenyjy. llpsa melhy muma je p-ancka uckasma jgoruxa Lo,
y kojo] je xopucrehu oneparope obmuxka: K, ,x moryhe mcrasaru ”BeposaTHOha
uCKa3HEe QopMyle ¢ mpuuana p-aiCKO] KyTId Ca LEHTPOM T U MOJYIPEYUMHOKOM
p”. Croenmjanuo, K, o 3aym ”BepoBaTHOha mCKasHe dopMmyse o je jemdaxa 1.
Hakon npomupema noruke Lg, Y PasIUUIATUM OPABOUMA, YBEAECHU Cy ONEPaTOPHU
D,o, 8 xoju mMajy 3Hauewme: ’p-alncko pacTojame maMeby BepoBarHohie dopmyme
a u BepoBarHohe dopmyie [ je mame 10 jensako p’. Ha oBaj mauws ce ”p-ancku
” yuopchyjy BepoBarHolle nBcjy dopmyna 063 3HaHa 0 HUXOBOM BPCIHOCTUMA.
Ha xpajy je pasmarpana p-ancka ycioBHa BepoBaTHoha yBobemem omeparopa
CK, ,a,[ xoju uMma 3Hademe: ~ yciaoBHA BepoBartHoha dopmyie a mpu ycnoBy [
OPUNANa P-alnCKO] KYyTJIU Ca MEeHTOM I" U MOJYIPEYHUKOM p .

[Tome ¢, nuje ypebeno, na ce He MOT'y KOPUCTUTU CTaHAAPIHU omlepaTopu Fs,q,
nomMoNy Kojux ce BepoBATHONA ATPOKCUMUPATA HU30M MHTEpBaja. Y MECTO TOra,
onpeparopuma K, , BepoBaTHONa ce ampokcuMupa Hu3oM kyrau. Jlaxie, oBaj He-
nocrarak ypebema y (), Ipencrasiba jeIHy OX OCHOBHUX pa3iuka usMeby peamno
BpPEIHOCHE W P-aACKU BPCHOCHE BEPOBATHOE a CAMUM TUM U PA3JIUKy n3Mebhy omaro-
Bapajyhux moruka koje ux popmanusyjy. Ca apyre crpane, nomne (), CAIPXKA U HET-
aTUBHC OpOjeBe 1a je Y BepPOBATHOCHO] JIOTUIM 33 P-adCKU BPEIHOCHY BEPOBATHONY
MOTyhe 3amucaru K_%’Oa, Jakjge, BepoBaTHONa o4 ¢ je jeTHAKA —%. Y Beposat-
HOCHO] JIOTUNU 3a0 peasHO BPeOHOCHY BepPOBATHONY OBakO HEUITO HEMA CMUCJA.

[lopen oBUX paziuka y U3PAKAJHOCTU BEPOBATHOCHE JIOTUKE 3C P-aJCKA BPEI-
HOCHY BepPOBATHOCHE JOTUKE 33 PEAJHO BPeTHOCHY BepoBaTHONY, morpeba 3a dop-
MaJIM3aIMjOM p-aJCKe BEpOBATHONE HACTaNa je ¥ 300T BeoMa IPUCTYTHOT P-a,ICKOT
IPUCTYHA Pa3sHUM 00JIacTUMa MaTeMaTuka a nocebuo BeposaraHohe. Haume, maxkon
mto je Kurt Hensel [52] yBeo p-ancke Gpojese y numy npumena oxpehenux Texnuka
y Teopuju OpoOjeBa, MHTEPEC 3a P-aaUKy je pacTtao. 1akKo Ja JaHAC HOCTOje U Pa3BU-
jajy ce pa3He 00JACTU MATEMATHKE KAaO0 TMITO Cy: TEOPHUja MOIENIa pP-alCKUX I0Jba,
p-alcKa aHaJM3a Koja yKIby4Yyje U TeOpujy IMCTpubdbynuja, mupepeHnyjaite 1 Icey-
Jqonudepernujatte jeJHaYMHe, CICKTPAJHA TeOPUja U KOHAYHO p-aJCKa BepoBaTHOoNha
koju je passno Amnpeu Kpemuro. Passojem p-ancke BeposartHohe cTBOpEHa je
MaTCMaTHWYKa MOANOTa 32 pal ca CHeNU(PUIHOCTUMA KOje Ce jaBjba]y y KBAHTHO]
$usunm, kao wro cy HerarusHe sepoBaTHohe (Wigner-oBa mucrpybynuja #Ha hassoM
upocropy u Dirak-oee muctubynuje).

Pa3Boj BepoBaTHOCHE JOTHKE Ca P-aCKU BPEIHOCHOM BEPOBATHONOM MpencTaBba
HOBUHY Yy 00JIaCcTU BEPOBATHOCHE soruke. Hawme, 10 camga HUCY pa3BUjaHE JOTUKE
OBe BPCTe, U IOpEN Pe3yTaTa IPeNICTABBLEHUX Y OBOM Pa Iy MOCTOjX JOIT jeJaH Pal
ma Ty Temy - [40]. Y [40] xomomen BeposatHohie je Qp*NZ, ( CKyI p-aICKUX TeJx
bpojesa koju cy anrebapckux Han Q,). Kako je oBaj ckym npebGpojus OH ce MOMkKE
y3€TH U 33 WHJEKCHU CKYI, Tj. IOCMaTpajy ce omepaTopum obauka FP_,. Y oBOM
pany ce xogomen peposartaohe mpomupyje na K[0,pM] (xyrna y Q, mpoussommo
BCIUKOT aJ¥ (UKCUPAHOT IOJYIPEYHUKA), KOja IPEACTABba CTAHNADIAH KOJOMEH
seposaTuohic v [1]. Kako onmeparop Ko nma ucro 3avene kao u Pog pe3ynraru u3
[40] mory ce wspasutu y morurm Lo, (X HApaBHO y OCTAJMM HABENEHUM JOIUMKAMA,).



Canp:xa] pana nmomemed je y 10 rmaBa. Y npBux 7 riaBa IpencTaBibeHe Cy pe-
JIOM BEPOBATHOCHE JIOTMKE 33 p-aJICKU BPEeIHOCHY BepoBaTHOhNy: je LQP,LZ'QP, Lg;
(noruka mpsor pena), Lgp, LS::, CPLgz,, CPLin, CPL);:. OcwMma rinaBu caap:u TPU
nprMepa. Y NIpPBa [ABa MPUMEpa ONUCAHU CY eKCIIepUMETH y KOjuMa BepoBaTHONA
ompebenux norabaja e noctoju y nomsy R a mocroju y Qp 1 npu toMm ce (p-aincku)
pe3yaTary MOTY ONUCATU CPEeACTBUMA NMPUKA3aHWUX JOTrMKa. L pehum npumepom
onucHa je jenHa ynorpeba Lg,-JOTMKE KOja je UpU TOM MOAM(PUKOBAHA TaKO J1a
MOYKEe UMATHU U APYTY UMHTEPIPETAINN]Y KOja HUje BEPOBATHOCHA. & HEBETOj IIaBU
IpEeNCTaBbEHA je jeTHa peajHO BPeNHOCHA BePOBATHOCHA JIOTMKA Ly, y KO0jo] je
xopuimrhemeM omeparopa >~ Moryhe mpaBuru uckale obiuka ’Bepomarnoha dop-
MyJie « je Beha miau jemHaka oI HEKOr PaIlMOHAJHOr O6poja” Kao M McCKa3e 00JUKa
"Beposaranoha dopmyne a je seha wmnu jemmaxka on Beposarnohe dopmyne (7.
[MpumeTnMo ma mocToju amaioruja maMeby noruka Ly, u Lgp jep y oba cayuaja
nobujamo Moryhroct n3BecHor nopebera BepoBaraoha nsejy ¢opmyina bes 3HaBma
O BUXOBUM BPEIHOCTUMA. KOHAUHO, y MOCHENHhO] TIAaBU HAT j& KPATAK YBOIL Y
p-ancke bpojese.

Canpsaj rnase 1 6uhe objasmen y [5], mok je canp:xaj rnase 9 o6jasmen y [4].



1 p-ancka uckasHa JioruKa L,

Y 0BOj rimaBu, IPUKA3aHA je OCHOBHA p-aJCKa BEPOBATHOCHA JIOTMKA y KOJO] HUCY
JNO3BOJHEHE UTEPAIVj€ BEPOBATHOCHIX OIIEPATOPA KA0 HU MeIlarmhe NCKA3HUX U BEPOBAT-
HOCHUX (popMmyna.

1.1 CuHTakca m1 ceMaHTUKA

Heka je p ¢duxcupar npoct 6poj m M € N mpoum3BOJLHO BEJUKN Al (UKCUPAH
npuponan 6poj. ledwrumumo crenehe ckymose:

1. Qu = {reqQ:|r, <pM},
2. Zyy =72 U{0,1,2,..., M}, rue je Z~ ckyn HeraTuBHUX Ueiux Opojesa, u
3. R={pM™™:neN}U{0}={p":ne€Zy}u{0}.

[Mpernocrasumo na je Var npebpojus ckyn mckasuux cioBa. Ca Forg, o3agaBamo
Cckyn ucka3Hux popmyna Han Var. Wckasme dopmyne osHauaBaMmo ca «,(3,y, UTH.
Ckyn BepoBaTHOCHUX QopMmyina, y o3Hamu Forp, je HajMamy CKyII KOJU 33T0BOJHABA,
cnenehe ocobune:

o Ako o € Forgy, 7 € Qu,p € R omna je K, ,00 BepoBaTHOCHa (HOpPMYIa.

e Axo cy p,¢ BepoBaTHOCHe Qopmyie, ogna cy u (—¢), (p A ¢) BepoBaTHOCHE
dopmyme.

Beposatrocue dopmyne osmagaBamo ca ¢,¢,0 ura. Cxyn For csux Lg -dopmyia
je yauja ckyuoBa Forg, u Forp. ®opwmyne oszmauasamo ca A, B, C ura. Ocranu
normuky Bp3HMIM (V,=>, <) nedmaumy ce Ha yobuuajen HauwmH. Ca | hemo 03-
Ha4YaBaT o A~ Kao ¥ @ A =, cmarpajyhu ma je 3Hauem.e jaCHO U3 KOHTEKCTA.
Cmuaro, xopuctuMo 1 3a oV o u @V —p.

Y [1] Khrennikov je mpemmosxkuo amantanujy KoJMoropoBibeBOoT Mepa TEOpeT-
CKoOr mpucTyna y 3a morpebe p-ancke Beposatuohie. IIpema nedunnumju uz [1], p-
aJCKU BepoBaTHOCHM npocTop je tpojka (W, H, u) roe je W menpasan ckyu, H nome
nonckynosa ox W a p: H — Q, je amurusHa ¢yHKImja 3a kKojy Bawku p(W) = 1.
ITpr Tome je Ty 0OPa3TOKCHO 3aWITO je NOTPEeOHO ma KOoJOMeH (VHKIUje p He Dyne
nco Q, Beh Heka xomkperHa (Benuka) Kyria y Qp, Da je y TOM LMY KOLOMEH
seposaruohe K[0,7], rac je r = p™ 3a HEKM TPOU3BOJLHO BEJIUKNA GUKCUDPAH TPUPOIAH
6poj n. Ilpocrop Beponaraolie ca 0OBAKBOM PECTPUKIVjOM KOIOMEHA HA3UBA CE P-
aJCKM T-BepoBaTHOCHM npocrop. Hapemma nedummnmja Lq,-monmena Oasmpana je
Ha OBOj AeMHUIMU p-aACKOT 7'—BEPOBATHOCHOI MPOCTOPA.

Hedwaumuja 1 L, -moden je cmpyxmypa M = (W, H, i, v) 20e:

e W je nenpaszan cxyn ceemoasa.



(&1

e H je anzebpa nodcxynosa 00 W.
e u: H — K[0,p™] je mepa (adumuena dynryuja) maxea da je p(W) = 1.

e v: W x Var — {true, false} je uckasna saayayuja xoja ceaxom ceemy u c8aKOM
UCKAZHOM cn08Y npudpyacyje true uau false. Baayayuja v(w,-) ce na yobuuajen
HAYUH NPOOYACY]C HA CKYN COUT UCKAZHUTL HOPMYAQ. |

Axo je M jemam Lg,-Mogmen, ca [a]y 0O3HAYABAMO CKyI CBUX CBETOBA W TAKBHUX N3
je v(w,a) = true. Wanexc M hemo m30cTaBLATUA YKOIUKO ¢ M3 KOHTEKCTA JACHO
o koM Mmozmeny ce pamu. Lo -momen M = (W, H,u,v) je meprus axo [a)y € H 3a
cBaky ¢opmyny o € Forg,.. OBne hemo ce GoxycupaTu Ha KIACy CBUX MEDJBUBUAX
2 2 ” ”
Lg,-monena. Iaxne, mon ” Lo -monen” cmarpamo ”Mepisus Lg -monen”.

Hedurvmuja 2 Hexa je M = (W, H, i, v) jedan Lg -modea. Penrayujo sadosomusocmu
degurnucana je na caedehu Havum:

o Axo a € Forg onda M = « axko v(w, ) = true 3a ceaxo w € W.

e Axo o € Forg, onda M |= K, ,a axxo |p([a]) — ], < p.

e Axo ¢ € Forp onda M = —yp axxo nuje M = .

o Axo p,p € Forp onda M = AN axxo M = ¢ ano M = 1. |

BeposaTrocra dopmyna ¢ je Lg,-3adosonusa ako mocroju Lg,-momen M Tako
na M = ¢. BeposarmocHa dopmyna ¢ je Lg -samana axko 3a cBaku Lg -Momen
M, M = ¢. Ckyn BepoBarROCEMX ¢opmyna 1’ je L - 3aIOBOSBKB aKo MOCTOjU
Lg,-momen M raxo ma M |= ¢ 3a cBako p € T.

ObparuMo naxkmy Ha ReQUHMIU]Y 3aT0BOBUBOCTHU 33 Gopmyine obiauxa K, .
3a upoussomsuo p, M = K, ,o 3naun na u([e]) npunana p-aackoj Kyriu ca HeHTPOM
T ¥ NOJNYLNPEYHUKOM p. Y CIenujagHoM ciydajy, xkama je p = 0u M |= K, o, Ha
ocuoBy llepumuunuje 2, p([a]) =7.

Taxobe, moxkemo pauynatyn Mepy tayronorujc(T) m xkorTpamukmuje(Ll). u je
Mepa KOja 3a0BOJbaBa YCJIOBE HOPMAJU3aluje U aJuTUBHOCTU, U Kako je [T] =W
u [L] = 0, zakmyuayjemo ma p([T]) =1 n p([L]) = 0, To ject, 3a cBaku Moumen M,
M IZ KI’OT u M ’: K()’()_L.

1.2 AkcuoMaTm3arnuja

Axcuomarcku cucrem AX Lo, canpixm cienehe mema-axcuonme:
1. Cge MHCTaHIE UCKA3HUX TAYTOJIOLU)A.
2. K, ,0a= K, ya, xagroxnje p' > p

3. Ky p@ N\ Krz,pzﬂ A KO,O(a A ﬂ) = Kr1+7‘z,maz(p1,pz)(a \% ﬁ)



4. K, o= K, ,,a, ako je |ry — 1, > maz(py, p2)
5. K, p,a = K, ,a, axo je |ry —ral, <p
U IpaBUJIA U3BOhema:

1. I3 Au A = B ussectu B. Osne cy A u B uim 06e uckasue , unu obe
BEPOBATHOCHE (OPMYJIE.

N3 o u3Bectu K g

Axo je n € N, u3 ¢ = ~K, ,u-nx 38 cBaKo 7 € Qu, U3BeCcTH 0 = 1.

L N

W3 o =1, uzBectu Kjoa

[

Axo 7 € Qum, u3 ¢ = K, ,m-na 3a cBako n € N, ussectu ¢ = K, .

6. U3 a < [ ussecru (K, ,a < K, ,0).

[IpomuckyTyjMo 3HaUEH€ HABEIEHNX aKCUOMa M IIPaBUJIa M3BODHema.

Axcuoma 1 u nmpaBuiio u3sobhema 1 00e3belyjy ma je KIacuUHA MCKAZHA, JTOIUKA
IOJIOTHKA, OBe JOruke. AKCUOMa 2 OAroBapa OCOOUHM pP-aNCKMUX KYTrIW: Kyria
Mamer IOoJyTNpEeYHuKa calpykana je y kyriu Behier mosmympeunwka (1oJ yciioBoM
& Kyrie HUCY AUCjYHKTHe). AkcuoMa 3 onroBapa aIUTUBHOCTH Mepe U TaxoDe
onpaskaBa CBOJCTBO p-aJicke HOpMe (jaka BejemHaxkocT Tpoyria). [Ipmmerumo nma
je Arxcmoma 3 nobpo nedurucana jep ako 11,72 € Qp, OHIA Ha OCHOBY jake Hejen-
HaKOCTU Tpoyriaa, 1 +713 € Qu. AxcuoMma 4 06e306ebyje na Mepa popmye HC MOXe
OIpUnatgaTy ABeMa JYC]YHKTHUM KyriaMa. Kako cBaka Tadka p-alcKe KyTyle MOKe
buTy mew neHTap, AKCroMa 5 TOBOPH Ia Mepa (OpMyJie NIPUIIaa CBAKO) O OBUX
kyrma. llpumerumo ma cy xyrie K[r,pM~"| canpsxane y xyrmu K[0,pM]. 3aucra,
meka a € K[r,p™™"]. Tana je |a|, = |a—r+7|, < maz{|la—r|,,|r|,} < maz{p™ ™ pM} =
pM. Crnenujanmo, 3a r =0 u n =0 Ty ce manasu u xyrna K[0,pM].

[IpaBuno 2 nuyw Ha OPABUIO HECEMUTACUjE Y MOMAJHUM JIOTUKAMA, TTPU UEeMY
OBJEe MOKe OUTHU IPUMEmEHO caMoO Ha ucka3He dopwmyie. [Ipasuno 3 o6e3zbebyje
Ja 3a CBAKy MUCKa3HY QOPMYJIy & M CBAKM LTOJUIPEYHUK p MOCTOJU 7 € Qp Taxo na
Mepa (GOpMyIe  IpUOana Kyriu ca IeHTpoM r € Qy m nmoxynpeusukoMm p. [Ipas-
uno 4 omoryhasa na kourpaguknuja uma Mmepy 0. IlpaBumo 5 0be3bejyje caenehy
ocoOUHY : aKo je Mepa (OpMyJe & IPOU3BOJHHO DINCKA HEKOM PALMOHAIHOM OPOjy
T, Tana je Mepa ¢popMmyie « jenHaka r. Komauno, npasuino 6 o6e3bebyje na exsu-
BaJCHTHE MCKa3He (opMmylie uMmajy ucty Mepy. llpumermmo na cy mpasuiaa 3 1 5
DeckoHaYHA.

Hepumaunmmja 3 Popmysa A je cuaTakcHa mociemuua ckyna dopmyna T (y osnayu
T FAXLQP A) axo nocmoju najeuuse npebpojus wu3 fopmyaa Ay, Ay ...,A maxo da je
csaxa popmyna A; axcuoma uau fopmyna uz cxynae 1, uau je uzgedena u3 NpemroOHUT
popmyaa nomohy wexoz npasuaa uzeohewa. Huz popmysa Ag, Ay ..., A je doxasz 3a A
U WE2080 OYNCURA j€ OPOUHAA CAEOHEHUK.



Iedoumaunuja 4 Popmysa A je Teopema (]_AXLQ A) axo je cunmaxcna nocaeduya
P

npasnoz cxyna. IIpu mome hemo undexc AXr, usocmagmamu yxoauxo mo ne npemu
0a usasoee 3006yHYy u nucahemo camo F.

Osnaky ¥ kopucrulieMo ca 3nHauvemem: HUjE -

Hedumsmmuja 5 Crxyn gopmysa T je KOH3UCTEHTAH ako nocmoje popmyse o € Forg
up € Forp maxo da TV o uT¥F .

Hedpumnmuja 6 Konsucmenwman cxyn gopmyaa T je MakcuManaH KOH3UCTEHTAH QKO:
e 3a cee a € Forgy, axo T - o, onda o u Ky g npunadajy cxyny T';
e Saceep € Forp uau w €T unu ~p € T.

Heprmmmuja 7 Cxyn gopmysa 1T’ je neAyKTUBHO 3aTBOPEH aKO 30 C8AKY Hopmyay
AeFor,akoTtH A onda AeT.

1.3 KopekTHOCT 1 MOTHYHOCT

Teopema 1 (Kopexmmocm) Axcuomamcru cucmem AX Lo, J€ Kopexmamn y o0HOCYy Ha
xaacy Lg,-mooena.

Jlokas: [lokazahemo na je cBaxka uMHCTaHNA akcuoMa BaJbaHa (OPMyJa Kao U A3
npaBuya u3Bbew.a 4yBajy BassaHOCT. PPazMoTrpumo mpBO akcuome:

e Axcmoma 1: Ouurnemso, Ha ocHOBY Aedurunuje Lg, -Moaerna.

e Axcuoma 2: Axo M = K, ,a onna je |u([a]) — |, < p. Heka je p/ > p. Tana je
lp(le]) = 7], < p' ma M = K, ya. Hakne, M = K, ,a = K, yo.

e Axcuoma 3: Heka M = Kri,pa, M E K,,,,f u M = KqoolaAB). Tana
ie 6(od) — r1lp < pur [(B)) — Tolp < 2 # [ A B]) — O], < 0. Tipessa Towe,
p([@nB]) = 0 u ma ocroBy amurusrocTu Mepe p([aVi]) = p(la])+u([F]). Hdakne,
wllaV B)) — (ry +72) = (u(fel) = m2) + (u([8) — 72) u o v B]) — (ra + )l =
lad) — ) + (u(IB) — )y < maz{lu(ial) — rlp B — 72} < maz{pr, oo}
IIpema Tome M = K, 11y mazipr,p} (@ V B).

e Axcuoma 4: Ilpermocrasmmo na M = K, , o u ga je |ry — ra|, > maz{p:, pa}
3a HEKO Ty € Qum, p2 € R. Tana |u(le]) —rilp < ;o mw ako M | K,, ,,a oHIA
ie lu((a]) = raly < 2, 1 ry — raly = (1 — pr([e])) + (o) — 72}y < maz{lry —
p([e))]p, 2 — u([e])|p} < maz{p1, p2}, korTpamukmuja. Oryaa, M = ~K,, ,o na
M= K, o= K, o

o Axcuoma b: Hexa M = K., ,a u Heka je |11 — | < p. Tana je |p([a]) — 1] <p

w |u([e]) = ralp = [(u([a]) = r1) + (11 — 7o)l < maz{|p((a]) — iy, Iry — 72l } < p.
Ilpema Ttome M k= K,, ,a, m oryna M = K., ,a = K,, .



PasMoTpumo cana mpaBuia u3Bobhemar:

e [IpaBumno 1: OBo mpaBmiIo YyBa BaJLAHOCT U3 UCTOT PA3JIOra Kao U Y KJIACUY-
HOJ JIOTUAIU.

e [Ipasuno 2: Heka je « samana dpopmyna. Tana, 3a ceaxu monen M, M |= a.
[Tpema Tome, 3a cBaku cBer w € W, v(w, o) = true, na je [a] = W u oryna Ha
OCHOBY cBOjcTBa HOopManuszanuje mepe p, p([a]) = 1. Hakne, |u(jof) — 1, =0
To ject M = Ko

e [Ipasumo 3: IlpernocraBumo ja 3a cBaku Mojgen M, M = ¢ = =K, jv-na 32
ceako 7 € Q. Heka je

p(le]) = cup ™ + c_prap ™M

e oD M b ey p M 4 Ako
je r = copyp™ + ey p ™M e pymp ™ mama T € Qu u p(le]) —r =
Comint1 P e prap ™2 4 L TIpema Tome |p((a]) —rf, <pM Tt <
pM ™ u M = K, una. Kako M | ¢ = =K, ju-na ciemm na M = —¢ u oryna

MEp=1.

e IIpasuiso 4: Heka 3a cBaku momen M, M = a = 1 1o ject, M |= ~a. Tana je
[~a] =W u p([-a]) =1. Oryna je p(la]) =0 u M = Kyyo.

e Ilpasuno 5: IlpermocraBumo ma ¢ = K, ,m-~a Baxku y cBaxoMm mojeny M,
3a ceako n € N. Heka je M npomssoman Lg -monen. Axo M |= —y¢ omaa
M = ¢ = K,pa. Y cynporsum, ako M |= ¢, ogna M = K, ,m-~x 3a CBako
n € N. Tanma je |p([a]) —r|, < pM™ 3a cBako n € N. Axo je 3a Hexo n,
u([e]) = 7], = pM™™ omna me Basu |u([e]) — 7|, < pM~*V. TIpema Tome,
He rocroju n Taxko ma je |u([a]) — 7|, = pM ™™ ma je |u([a]) — 7|, = 0. (jep
1yt Ko — {pM~|n € N} U {0}).

e [Ipasuno 6: Heka je o < ( rauno y cBakoMm moneny M. Tana, 3a cBaku CBET
w e W, v(w, @) = true akko v(w, ) = true u oryna [a] = [§]. IIpernocrasumo
ma M = K, ,o. Tana je |u(la]) —r|, < p m ca o63upom ma je [a] = [f],
lw((8]) — |, < p, TO ject, M = K, ,B. Ilpema tome M }= K, ,a = K, ,f. Ha
vcru mauun us M = K, 3 nmobujamo M = K, ,o. [

Teopema 2 (Teopema dedyxyuje) Hexa je T cxyn gopmyna u A u B obe uckasne uau
obe seposammnocre popmyne. Tada : Axo T, A+ B onda T+ A= B.

Hoxa3z: Kopucruhemo TpanchuHUTHY MHIYKUU]Y TO TY>KUHU AoKa3a 3a B. Ako je
IysxuHa nokala 1 omma je dopmyna B akcuoma umm B € T. Kako je B = (A = B)
TAyTOJIOTH]a, Ha OCHOBY npaBuna 1, nobuja ce T+ A = B. Ilpernocrasumo na je
ny:xuHa nokasa k > 1. Popmyna B Moyke mOHOBO OUTU aKCUOMA, WJIV TTPUIIA AT



ckyny 1T u tana xao majonpe 3akimyuyjemo ma 1T+ A = B. dopwmyna B moxe
buTu nodOmjeHa W TPUMEHOM HEKOr OJ IpaBuia M3BODema Ha IpenxonHe Gopmyiie
y noka3zy. Pa3MorpuMo mojeausayHO CBAKO OJ OBUX IPABUJIA.

e B je nobujera 3z C u C = B npumcaom Ilpasuna 1. Tana, Ha OCHOBY MHIYK-
mujcke xumoresze IT'HFA=CuTkFA= (C= B).
Kako je (A = (C = B)) = (A= C) = (A = B)) rayronoruja, kopucrehu
[Ipasuio 1 nBa myra mobujamo T H A = B.

e Heka je B = K, ya nobujero uz T'U {A} npumenom Ilpasuna 2 u upu TOoM
A€ Forp. Tana:
T AF a
T,AF K, Ba ocHOBy IIpaBuna 2

Kako , a € Forgy u A € Forp, A He yTrde Ha n0Ka3 3a GOPMYyILy «, Da IpeMa
TOME:

THa
T F K, gy Ba ocrOBY lIpaBuna 2
TF Koo = (A= Kipa)
T+ A= Koo H3 ocrOBY IIpasuna 1.
e [TpernocraBumo na je B = (p = 1) nobujena u3z T'U {A} npumernom llpaBuna
3u A€ Forp. Tana 3a wexko n € N,a € Forg;:
T,AF ¢ = (K, m-ne) 32 cBaKO T € Q)

rpM-nQ@)) 33 CBaKO 7 € i, HA OCHOBY MHIYKIHU]jECKe
XUIOTE3E,
THANp= —(K, m-na) 3a cBaKo 7 € Qq,

THAANp= 1 , ma ocuosy Ilpasuna 3
THA= (p=1).

e Heka je B = Ky nobujeso u3 a = | xopucrehn IIpasuno 4. Tana:
T AFa= L
Kako (e = 1) € Forgyu A € Forp, A me yruue Ha noka3 3a (o = 1), u oryna:
TFa= 1
T = Koo B3 ocvoBy Ilpasuna 4
TF Koo = (A= Kypa)
TH A= Ky,x Ba ocEOBY [lpaBuna 1.
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e Ilpernocrasumo na je B = (¢ = K, pa) nobujero nupumenom IIpasuna 5. Tana:
T, Ao = K, ,m-na 3a cBako n € N
ThHA= (¢= K, ,m-nc) 3a cBako n € N, Ha OCHOBY WHIYKOMjCKE XUIIOTE3E.
TH(AANp)= K, m-na 3a cBaro n € N,
TH(AN@)= K,oa Ba ocroBy IIpaBuna 5
ThHA= (¢= Ka).

e Konauno, mpernocrasumo na je B = (K, ,a = K, ,f) nobujeno uz T U {A}
rkopucrehiu [lpasuno 6, n sexka A € Forp. Y ToM cnyd4ajy:
T AFas S

Kaxo A € Forp u (a & ) € Forg,, A He yrude Ha n0oKa3 3a popMynry « < [,
na IpeMa TOMe:

THas g

T+ (K, ,a = K, ,0) aa ocroBy Ilpasuna 6

TH (K, ,a= K, ,0) NK, 8= K, ,a)

T+ (K, ,a= K, ,3)

TH(K, 0= K, )

Kaxko je

(K, ,a= K, ,0) = (A= (K, ,a= K, ,03))

UHCTaHa TayTonoruje, kopucrehu [Ipasuno 1 mobujamo:
THA= (K, ,0= K,,0)

THA= (K, 8= K, ,)

THA= (K, ,xs K, ,B) Ha OCHOBY KIACUYHOI PE30HOBAH:A.

Teopema 3 Csaxu xonzucmenman cxyn gopmyaa T ce moxce npowupumu 00 MaKcu-
MOAHOZ KOHIUCTMENNHOZ CKYNA.

Ioxas: Heka je T xom3ucTeHTaH ckyn Gopmyia, 1 CKyI CBUX MCKa3HEX (BOpMyna
usBenerux 1', oy, oy, ... jcono Habpajame coux Gopmyna us Forgr 1 ¢g,p1, - . . jeHO
Habpajame csux dopmyna uz Forp. Heka je f: N — N? 6uno xoja 6ujexnuja (f
je ¢dyrxouja obnuka f(i) = (w1 (1), m2(2))). Hedmaumemo vn3 ckynosa T; Ha cuenehn
HAUWH:

1. Ty =TUTU{K,po|a € T}
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2. 3a cBako 1 > 0,

(a) Axo je Ty U {p;} xousucrenran ouna je Toyy = To; U {p;}.
(6) Axo T5 U {y;} HUje KOH3UCTEHTAH OHIA:

(4) Axo je @; = (¢ = K,oa) onna je Ty = To, U{—;, ¥ = -K, ,u-na} 32
Heko n € N Tako ma Ty, 1 6y/e KOH3UCTEHTAH.
(1) Vmaue Ty = T U {—¢;}

3. 3a cBako 1 > 0, Ty = Toip1 U{K, jy—m@© ()} 32 HEKO 7 € Qp Tako na Thyo
Oyne KOH3UCTCHTAH.

Ilokazahemo ma je 3a cBaxo 4, CKyI 1; KOH3UCTEHTAH. 1{ jé KOH3UCTEHTaH jep
CAIP¥KU MOCJeIUle KOH3UCTEHTHOr cKyma. Ckyunosu nobujeHu y KopaumuMa 23 CY
OYUIIIeJHO KOH3UCTEHTHU. ¥ kKopaky 26 (i) ce makoDhe mobujajy KOH3UCTEHTHU
ckynosu . [Ipennocrasumo cyuporro. Tb;, p; F 1L Ilpema teopemu Henyxuuje T H
—p;, M KaKO je Ty; KOH3UCTEeHTAH, KOH3UCTEHTAH je u ckyl To; U {—y;}. Ilocmarpajmo
kopak 26(i). IlpermocraBumo nma je ¢; = (¢ = K,ga) , 15 U {p;} HeronzucrenTan u
na je 3a csaxo n € N, Ty, U {~(p = K, oa), ¢ = —K, ,m-na} BexonsucTenTan. Tana:

Ty, (¢ = K, pa),p = K, ,u—na -1 32 cBako n € N,

Toi, (@ = Kopa) - =(p = —K, m-na) 33 cBaxko n € N, ma ocuoBy Teopeme
Henyruuje,

To,~(p = K,pa) F ¢ = K, m—na 33 cBako n € N, HA OCHOBY TayTOJOruje
~(a= —f) = (a=p).

Toi, (¢ = Krpa) F ¢ = K,oa ma ocrory IIpasuna 5

To, F=(p = K, pa) = (¢ = K,pa) za ocroBy Teopeme [enyruuje,

Ty F o= Ko
Kako je Ty U {p = K,ga} merkomsucrenran, us Iy F ¢ = K, ga cremu na je T
HEKOH3VUCTEHTAH, IITO MPeNCTaBha KOHTPAIUKIIA]Y.

I[Tocmarpajmo canma kopak 3. IlpermocraBumo ma je 3a cBaxko 7 € Qp ckym
Toiy1 U { K, py—n1 (9 Omy(iy } BexomsucrenTan. Hexa je Ty = Ty U Ty, rae je T,
CKyHO cBUX (popMyJa U3 ckyna ['orp xoje cy nmonare Ha 1 y IPETXONHUM KOPAIUMAa
KOHCcTpyKuuje. Tana:

To, Topy 15 K pri—my (9 Oy (iy FL 38 cBaKO 7 € Qi

TO,T;;L1 = ﬁKT’pM—-wl(i) Qry() 38 CBAKO T € Qp, HA OocHOBY Teopeme lenyknuje.

Ty + (/\(pei,ﬁzt+1 ¢) = 2K, m-x()Qr,() 38 CBaKO T € Qp, Ha ocHOBY Teopeme Jlenyx-
nuje.

To F (/\WETZH @) =1 mHa ocroBy IlpaBuna 3.

Orynma Ty 1 FL1, mTo npencraBba KOHTDAIUKIM]Y.

Hexa je T™ = |J,., Ti- Ocraje na moxasxemo na je 7" MakcuMaJjiaH U KOH3UCTEH-
Tan. Kopamu 1 1 2 ropme KOHCTPYKIUje TapaHTy]y aa je 1™ maxcuMmanan. Hamame,
noka3yjemo na je 1™ meaykTUBHO 3aTBOPEH CKYI KOjU He CaIp:KU cBe GopMyle Ia
je mpeMa ToMme 1™ KOH3MCTEHTAH.
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[TpBo, mokaykumo na 1™ vHe canp:xku cee dopmyne. Heka « € Forg,. Ha ocmoBy
KOHCTPYKIMje ckyna Ty, o m —@ He MOry mCcToBpeMeHo npunanatu ckyny 7g. IIper-
nocraBuMo Jaa ¢ € Forp. Tana 3a veke 1,] ¢ = @; 1~ = ;. Kako je Trazmi0)4+1
KOH3UCTEeHTAH 1% He MOKe CaIp:KaTU @ U —p.

[Tokaxkumo cana ma je T* menykrusBHO 3aTBOpeH. Ako a € Forg u T" F «
TaJa Ha OCHOBY KOHCTpyknuje ckyma Iy, o € T* u K;pa € T*. Hexa ¢ € Forp.
Ilpumerumo na axo ¢ = @; u I b p;, orna Mopa Baxut ¢ € T™ jep je Tiuaq(i2j)+1
KoH3UCTEeHTaH. [IpeTmocTaBuMo ma HU3 1, s, ... OPEINCTaBLa NOKa3 3a p u3 1.
Axo je HM3 KOHAYAH, OHIa TocToju ckyn 1; tako na T, - ¢. Tana, xkao maionpe,
@ € T*. Tlpema ToMme, mpermocTaBuMo na je uHu3 npebpojus. I[lokazahemo na 3a
CBaKoO %, aKO je ; moOujeHO MPUMEHOM HEKOT IpaBuia M3BoDema , U CBe ImpeMuce
npunanajy ckyuay 7%, ogna u @; € 1%, AKO je IpaBUIO KOBAYHO, OHIA MOCTOJU CKYII
T; xoju canpxu cpe npemuce 1 1 = ¢;. ¥ ToMm ciydajy, pe3oHOBameM Kao Iope ,
3akmyuayjemo na ; € T*. Ilpema ToMe, mocMmaTpajMo OECKOHAUHA TMPABUIA.

[Ipernocrasumo na je ¢; = (¢ =1) nobujena u3 ckyma mpemmuca {¢. = (¢ =
K, pmenc)|r € Qu}, xopucrehu llpasuno 3, 3a Bexe a € Forg;,n € N. Ha ocrosy
UHIYKIUjCKe XuImoTese xumorese ! € T* 3a csako 7 € Qp. Ha ocmoBy xopaka
3 mpukasane KOHCTPyKImHje, mocTtoje 1 u [ Tako ma ¥ = K, m-n0 HpUIana CKyIy
T;. Kakxo cee mpemuce mpumanajy ckymy 17, 3a meko k, ¢ = Ky m-na € Tj.
Axo je m = max(l,k) rana ¥ = K, m-no,p = Kym-na € T,,. Ilpema Tome
Tot Y= K, unauT,ty= K, mnranal,by=1 Tana , na ucru sauun
Kao0 rope, 3akjpyuyjeMo ma P =l1&T™.

ITocmarpajmo mpasuno 5. Heka je o = (6 = K. oy) nobujero u3 ckyua moper-
nocrasku {af, = (0 = K, ,m-n7v)|n € N}. Ha ocroBy muxyxkmmjcke xumorese of, € 1™
3a csako n. llpermocrasumo na o; ¢ T*. Ha ocroBy kKopaka 26(i) ropH.€ KOHCTPYK-
nuje, NocToju n u j Tako aa [ = —K, ,m-ny npunana T;. Kako je § = K, ,u—n7y nper-
IOCTaBKa MOCTOju Heko j' Tako na f = K, ,m-ay € Tj. Axo je | = max(j,j') orna
B = —K, pu-ny, = K, juna €T}. Oryna Ti -8 = K, ju-ny u 1} = 8= K, u-n7y
na 1) =8 =1 uoryna 1) - = K,py. Onarne 3aknyuayjemo na = K. gy € T7,
IITO NMPEACTaBba KOHTPAJUKIN]Y.

Hexa je T* makcuMaiIHO KOH3UCTEHTAH CKYI JO0OUjeH TOMONY KOHCTPYKIM]j€e OIMUCaHe
y Teopemu 3. Ha ocroBy ropaka (3) momernyTe korCTpyKIMje, T uma cnenehy oc-
obuny: 3a cpaky dopmyny «, € Forg m 3a cBako m € N mocroju 6Gap jemso
r € Qu Taxo na K, ,m-may, € T*. Kako je T™ nemyxkTusHO 3aTBOpeEH, Kopucrelhin Ax-
CHUOMY 5, MOKEMO HOOUTU DECKOHAUHO MHOTO PalMOHAJIHUX OpojeBa 1 € Qu Tako na
K, pm-may, € T*. Capna, 3a cBaky opMyny o, € Forg, TpaBUMO HU3 PaIMOHATHUX
bpojeBa 7, Ha ciacnchu mauun:

e 3a cpaxo m € N mpousBomno Gupamo r 3a xoje Baxku K, m-mo, € 1" u TO 7T
he butu M-ty Ynas HM3a,TO JecT, T, = T.
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Ha oBaj maums mobujamo HU3: 7§,77,74H ... TOE K,.;_I,pM_jan € T*. Y curyamujama
Kaa MHIEKC N QOPMYJIe @, HUje BAXKAH MU I'a U30CTABIHLAMO, TO jecT, 3a HOpMyIy
@ mocMarpamo BM3 obmuka r(a) = 1o, 1, ..., vae K, u-;o € T

[MTpumermo na je moryhe na 6yne 7, =14, 32 m # k.

Jlema 1 Hexa je nu3 r(w) dedurucan xao manonpe. Tada je r(a) Kowujes nusz (y
o0nocy Ha p-adcxy nopmy) u npu mom lim?_ 1, € K|[0,pM].

n—00

Iloxas: Hexka je £ mpoussosmuo. M3abepumo ng Tako ma pM~™ < e. Axo je n,m >
ng Tala MOCTOje WIAHOBU HU3A Ty,Tn € Qu Tako ma K, wm-nca, K, m-ma € T
[Moxazahemo ma je |rn — Twmlp < maz{p™—™,pM~™}. IlpermocraBumMo CympOTHO, TO
ject |1 — Tmlp > maz{pM ", pM~™}. Tana:

T = Krn7pM—nOl

T* l'_ KT' M—-m
m:p
T+ K, m-na=>—-K, ,M-mo Ha OCHOBY Akcuome 4
D m,P
T" + =K, ,mM-mQ Ha OCHOBY IpaBHJa 1, MTO TPOTUBPEYM KOH3UCTEHTHOCTU
™y
ckyma 1.

Oryna, |rn — Tmlp < maz{p™=",pM="} <pM=m <e.
Hakne, nocroju lim? | 7, € Qp.
Hexa a = lim?_,__r,. Tana mocroju ng € N TakBO ma 3a CBaKO 1 > Ny, |a — Tylp <

pM. Oryma laly = o = o+ 7aly < maz{la = raly, lralp} < p". m

Cneneha mema TBpIM Na IMOMEHYTH JMMEC HE 3aBUCH O HAUUHA HA KOJU CMO
bupanu 7, oBe.

Jlema 2 Hexa o € T*, o« € Forgy. Ilpemnocmagumo 0a ¢y (Th)nen U (Th)nen 080
pasauMuMa HU3a 000UJEHa 20DHOM KOHCTIPYKYUjom. (Mo jecm , bap 3a jeOHO M, Tm F
r! ). Tada je imf_| 71, = limb_| 7/

n—oo ' N n—oo " n-

Hoxkas: Ha ocuoBy Axkcuome 4, ka0 M y NPEOXOIHO] JIEMU 3aKDydyjeMo na je
3a cBako n, |r, — 4|, < pM™. Ilpernocrasumo na je lim?_ 7, = a. Hexka je €
Ipom3BOLHO. Tama mocToju my TaKo Ia 3a CBAKO n > ny |1, — al, < €. VM3abepumo
nd Taxo ma je pM ™™ < e. Heka je ng > maz{n),ng} u n > ny. Tana:

7y — aly = |(, = 7a) + (7o — @)l < MaT{[r’, — Talp Iro — alp} < maz{p¥ e} = ¢,
jep je pM < pM—m0 <. Orynma je im?_,__ 7/ =a. |

n—oeo ' n

Heka je My« = (W, H, u,v), vae :

o W={wlwkET} je ckyn cCBUX KIaCUYHUX UHTEPIPETAIM]a KOje 3a0B0/LABA]Y
ckyn 1T,

o H={|o]: a € Forg}
e 1: H— Qp: Hexka je r(a) = (rp)nen. Tana

T ako K,ga € T
r, WHAUYE
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e 3a CBAKM CBET W W CBAKO MCKA3HO CKOBO p € Var, v(w,p) = true akko w = p.

[Tpumernumo na je u([a]) nobpo medumucano: Ha ocHOBY AKcuoMe 4 He MOXKe Ce
poromut na K, oo, K, pa, € T, 3a 11 # 79, AOK je Ha ocHOBY Jleme 2 maBencHu
IMeC jeIUHCTBEH.

Teopema 4 Hexa je My« = (W, H, i, v) ynpaso depunucana cmpyxmypa. Taoda 3a cae
a, B € Forgy saxcu caeodehe:

1. axo je [a] = [B] onda je u([e]) = ([B)]);
2. axo je [o] N [B] = 0 onoda je p([a Vv B]) = p(le]) + p([8]);
3. u(W) =1 u omyoa u(d) =0;

4. pl[mal) =1 - p(lal).

Joxka3s:

1. Hexa je [a] = [8]. Tana je {wlv(w,a) = true} = {wlv(w, B) = true}. Oryna, 3a
cBaku cBer w, v(w,a < f) =true ma a < f €T, 1o ject a < [ € T* 0aHOCHO
Tt a< .

Hexka je p(la]) =r.

(a) Ipernocrasumo ma K, oo € T*. Tana:
T+ K, pa
T"Fasp
T" - K, g = K, o8 Ba ocHOBY IIpaBuna 6
T* + K, Ba ocroBy llpaBuna 1.
Oryna K, of € T* na je p([f]) =r.
(6) Cana, npermocrasumo na K,oa ¢ T*. Tana je limP_ | r, = 7 roe je
(Tn)nen = r(@) Tama,xao 1 MaJONpPe, UMAMO [ 3a CBAKM WIAH HU3A BayKW
ciaenehe:

T"Fa<x

T+ K,.n7pM~nC)f

T+ K, pmna= K, v ra ocroBy IIpaBuna 6
T+ K, pm-nf3.

[Ipema Tome, 3a ceako n € N, K, w-nf8 € T* u va ocroBy Jleme 1, u([f]) =

lm? | r, =7.
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2. Hexa je [o] N [f] = 0. Tana, me nocroju ceer w Tako ga je v(w,a) = true u
v(w,B) = true, To ject, He mocroju ceer w Tako xa je v(w,(a A f)) = true.
[Ipema Tome, 3a cBaku w, v(w, (o A f)) = true u Ha OCHOBY HOTIYHOCTH
kiIacu4ae uckasne jgorvke, ~(a A ff) € T*. Tana saku cuenehe:

T+ —\(Oé AN ,@)

T*F=(aANp)V L

T"F(anp)= L

T*F Kop(a A B) ma ocroy Ilpasuna 4.
Hexa je p([o]) =1 p([8]) = 7.

(a) IIpermocrasumo ma K, ga € T u K,oB € T*. Y ToM cunyuajy:
T F K,, o
T* - K,, of
T+ Koola A B)
T*F K ga A K,y o8 N Koo(a A B)
T* b (K 00 A Ky oA Koo(aNfB)) = Kiyyro(aV ), B3 ocHOBY Akcrome 3
T+ Kryyrpo(a V B) Ha ocrOBy IlpaBuna 1
Ipema Tome p([aV f]) =11 + 7.

(6) Ipernocrasmmo na Ky, o ¢ T* u K., 008 ¢ T*. Tanma je ry = limf_ 7}
w1y = limd_,r2 te je (@) = (rh)nen 1 7(8) = (-2)aen. Tama 5a caxo
n € N:
T = Ko py-na A K2 pu-n B A Koo A B)
T & (Ko pmna A K2 junB A Kop(a A B)) = Kpi g2 pv-n(@V ) BHa OCHOBY
Axcuome 3
T* |— Kr}l_i_r%)pM—n(a \/ ﬂ).
[Ipema Tome, 3a cBako n € N, K12 m-n(aV f) € T u oryna je

plla Vv p]) =lim2_ _(rl +72) =lm?_ 7l +1im?_ _r2 =7 + 5.

n—oo T n—oo 'n

(8) Pasmorupmo ciyuaj xana K, oo € 7" u K,,of ¢ T*(uau oGpHYTO).
[IpuMeTuMO Na KOHCTAHTaH HU3 Tl = 11 Moxe Gutu usabpan 3a 7(a) jep
K, pm-n € T* 3a cBako n € N (xopucrehu Axcuomy 2 u yumeHuny na
K, o €T*). Cana, ako je 7o = limf_, 72, (r2)nen = 7(0), caydaj (8) ce
cBoau Ha ciyuaj (6).

3. 3a cBako p € Var, pV—p € T ma K, o(pV-p) € T*. Oryna je p([pv-p]) = 1. Ca
JpyTe CTpaHe, 3a cBaku cBer w, v(w,pV —p) = true u npema Tome [pV —p| = W.
Cmnuso, 3a csako p € Var, T+ (pA—p) = L. Oryna, Ha ocuoBy Ilpasuna 4,
T* F Koo(p A —p). Haxne Koo(pA—p) € T* un p([p A—p]) = 0. Ca mpyre crpaxe,
HEe MoCcTOju w Tako 1a je v(w,p A —p) = true, na je [p A ~p| = 0.
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4. He moctoju ceer w Tako ma je v(w,a) = true u v(w, @) = true wa je [a] N
[~a] = 0. Kako je ma ocuoBy (3) p([aV ~a]) = 1, xopucrehu (2) mmamo ma je
1 = pu(fe]) + u([al).

Teopema 5 (Jaxa mormymocr) Ckyn gopmynsa T je xonzucmewmar oxxo uma L -
MOOEAN.

Ioxka3: (<) OBaj cMep cieau Ha OCHOBY TeOpeMe KOPEKTHOCTU aKCUOMATCKOT CHC-
rema AXcpr, (Teopema 1).

(=). Hexa je My« = (W, H, 4, v) MOZIE KOHCTPYUCAH HA IOP€E ONUCAHU HAYMH. Y
Tepoemu 4 je mokaszano na je My« jemarm Lg,-momen. VHIYKIMjOM TO CIOKEHOCTH
dopmyna nokasyjemo na 3a csBaky popmyiny A, Mr = A akxko A € T*.

e Hexka je A = o € Forg;. Axo a € T*, ouna o € T u 3a cBaku ceer w € W,
w = a, To ject, Mp« = a ObpayTO, ako Mr- = @ 0OHIa HA OCHOBY IOTIYHOCTH
KJIACMYHE MCKa3He Joruke, « € 1, ma o € T™.

o Hexa je A = K,,a 3a mexko 7 € Qu, p € R m o € Forg,. llpernmocraBumo
na K,,u € T*. Pasmorpumo mpeo caydaj: p > 0. Tama je p = pM~* 3a
Heko t € N u m3abepumo 7(a) Ttako na je r, = 7. Hexka je r(a) = (Th)nen #

p(la]) =lim? | _r,. Tana

(Ve)(Fno) (Yn)(n = no — |ra — p([o])]p <€)

Heka je ¢ = p™~*. Axo je t > ng omma je |r, — p([a])], < p™~* u oryna

My = K,, yu-tax, TO ject, Mp« = K, ,u—a. IIpernocraBumo cana na je < ny.
Hexka je k > ny. Y tom cayuajy K, m-xa € T* u |ry — p([a])], < pM~t. Iakme:

T* K,.t,pM-—tO{
T F K,

k5P

T+ K

Tk,P

T+ K,

TkP

™ F K,

Tt,P

M—k(X

M-t = K M=k

- pM—tQ Ha OCHOBY Axcmome 2 jep je pM™* > p

M-t (¥
M-t N\ Krk)pM_f,oz.

axo je |r; —r| > pM~* omna ma ocmoBy Axcuome 4, T* F K, m—ra = K, m_icx

D Tk
u oryna 1™ F =K, ,m-iq mMTO je y KOHTPAIVMKIM]U Ca UME-eHUIOM na je 1™

KoH3UCTeHTaH. [Ilpema tome |r, — 1| < pM~t u

re— el = | = 7)) + (7 — pa(le]))lp < maw{lry — el Iri — pa(fo]lp} < pM
IIa MT* F K,.,pM-vtOl.

Hexka je p = 0 To ject K,pa € T™.Tana ma ocHoBy nedumsUINMjE L, Y MOAEITY

My = (W, H, p,v), mmamo na je p([e]) = 7. Ilpema rome |u([e]) — 7], = 0 na
MT* ': KT)()OZ.
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Y cynpOTHOM cMepy , IpeTnocTasuo na Mrp. = K, ,a u Bexa je 7(a) = (Tm)menN
(3a cBako m € N, K, _m-ma € T*). IIpso, npernocrasmmo na je p = pM~"' 3a
mexo t € N. Y Tom cayuajy |u(la]) — 7], < pM7* rre je pu([a)) = limy_ oo Tm.
Heke je € = pM~t. Tana

(Fmo)(Ym)(m = my — |rm — p(e))], < €).

Hexka je m > maz{t,my}. Tama je pM ™ < pM~* u |r,, — p([a])], < p™~*t. Kako
ie [p(la]) =], < pM~* mvanmo ma Basu |ry —7lp = (1 — p([a])) + (u([a]) = 1), <
maz{|(rm — p([e])lp, [n(le]) —rlp} < p¥~*. Orynma,

T+ K, pM-ma

T+ K, u-mo= K, m-q, Ha ocHOBY Axcmome 2, jep je pM~t > pM—m
T+ K,  ,m—«a Ha ocHOBY llpasuia 1

T*F K, u-to= K, u-ca, Ha ocHOBY Akcuome 5, jep je |ry, —rl, < pM~*

T* - K, ,m-+a B3, ocHOBY llpasumna 1
u xaxo je T* nemykrusHO 3aTBOpeH, K, ma € T™.

Axo je p = 0 ogna Mp« = K,pa, o ject |u(a]) — 7|, = 0. Hera je n € N
npoussosno. Tama |p([e]) — 7], < pM™ m oryma Mr | K, m-na. Ilpema
TOME, Kako je TBpheme MaJonpe DOKA3aHO 3a CTPOIO NO3UTUBHE MOJyIped-
HUKe uMaMo Ja 3a cBako n € N, K, m-» € T*. Ilaje, ma ocroBy IIpasuna 5,
T" - K, pa, T0 ject K, g0 € T.

e Hera je A = —-B, B € Forp. Tana My = =B axko He Baxu Mg~ = B akko
B ¢ T* akxo B € T*.

e Heka je A= (BAC), B,C € Forp. Tana Mp« = (BAC) akko M7+« = B n
Mrp. = C agxko B € T* u C € T* axkko (B AC) € T*( nocnenmu 3axkbydak je
eJleMeHTapHA IOCTIe MIa YMEe AN 1a akcuoMaTcku cucrem AXp, yrmydyje
VMHCTAHIE TAyTOJOruja 1 aa je 1™ NeLyKTUBHO 3aTBODEH).

1.4 O mryymnBoCT

Y 0BOj raBU aHAJIU3UPAMO OTyIMBOCT IpobieMa 3a10BOLUBOCTY 38 Lo, -hopmye.
Kaxo je mpomenypa OIIyYMBOCTH 33 KJIaCUUYHE HCKa3Be (QOpMyJe HO3HATA, pas3-
MoTpuhieMo mpobaeM OAIYyUYUBOCTU 33 BEPOBATHOCHE QOpPMYyIIE.

Heka ¢ € Forp. Axo cy pi,...,pn CBa UCKA3HA CIOBa KOja Ce MOjaBBY]y y @,
oHJa je aTroM hopMmyie ¢ popmyna obamka +p; A.. . Axp,, rae je £p; unu p; uIA —p;.
Kopucrehn kmacuyHo pe3oHOBaHe MOXKe Ce IOKa3aTU Ja je GopMyia (o JOTUUKHU
E€KBUBAJICHTHA (OPMYIIN
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DNF(p) = \/ N\ £K. 0
i=1,m j=1,k;
riue iKT o Qi O3HadaBa unm K, i O I "'Krijjp"i,ja@j. ¥ je 3aM0BOJLUBA
AKKO je 6ap jenaH OUC]YHKT U3 DNF( ) 3a10BOJBUB.
PukcupajMO HEKO 1 ¥ TOCMATPAJMO OUC]YHKT

Di = /\ iK.,. ]p i, Q5
J=1,k;
u3 DNF(p). Heka cy pi,...,p, CBa NCKa3Ha CIOBA Koja ce nojasmyjy vy D;. Cpaxka

ncka3Ha GpopMyIa «; ; j€é CKBUBAJIEHTHA CBOjO] CABPIICHO] AMC]yHKTUBHO] HOPMAJIHO)]
bopmu, y osnamu FDNF (o, ;).

Axo k= (a0 & () rama , va ocuoBy llpaBuna 6, 3a cBakm momen M u 3a cBe
7€ Qum, p € R, cnemn na M = K, ,a akko M = K, 3. Ilpema tome, mucjysrr D; je
3aJ0BOJLUB aKKO Je hOopMyJa

N £K,., 5 FDNF (0 ;)

]:l)k‘b

3a1080sbMBa. [IpuMeTHMO Ha je 3a pasiuuTe aToMe a; U a;, [a;] N[a;] = 0. Oryna,
3a cBaku mMomen M, pla; V a;] = pla;] + pla;]. Ca apyre crpame, kaxo je p(W) =
Uiz gnlad] m p(W) = 1, D; = Ay, K, i je 3amoBomus axo je crenehn
CUCTEM 3aJ0BOJLUB:

on
Zyt =1
i=1

7 —
I Zateai,l Y — Tl'p S P 1 axo j:K’I‘]_,pnl Q1 = K”'I,Pn’l Q1

J] ==
| Zateai Y Tilp > p™  axo K, pmai; = Ky pmoy

s ' - .
]k _ | Zateazk Yt < P aKO j:K""ki,pnki QG k., — K”‘Ici )pnki Qi k;

1 n;c n R — .
IZG)‘EQ o Y Th |p >p aKo :tKrki,p ks O ey, = _lKrki,pnki Qi g,
rae a, € q;,; 3Ha49M Ja ce aToM a; nojaBmyje y FDNF(a; ;) u upu ToM y, = u([ay]).
O3HayuMo OBaj cucteMm ca S;.
PasMorprmo npBo HejeIHAKOCTH KOje ce I0jaBihyjy y cucTteMy ;.
Heka n € Zjy u Heka je

r = 'r_Mp*M o Troap T 4 T np "+ T_np1D RS
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Y HacTaBky eMO KOPUCTUTU U KPATKY pP-aNCKy PENpe3eHTAIY]Y

T =7T-M"-M+1---Ton-1T—nTpy1---

|Zyt—r|p <p"

aEca

HejemaakocT

) . « ” . i .
3HAYU 12 Zat&a Yy X T MMA]y UCTHU “modueTHU KOMax’ Yy (KPATKO]j) p-aACKO] pPenpe3eHTauju
; IpEIU3HY]e, aKo Je

Z Y = (Z yt)—M(Z Ye) M1 - (Z yt)—n——l(z Yi)om - - -
atEx atCo atCa arCa aCo
UT =T _pMT—Ma1---Ton-1T—nT—n+1, TAOAA j€ HE]EITHAKOCT

Dyl <p

atEa

€KBHUBAaJEHTHa Ca.:

(Z%)—M = Tr-pmu

ateQ
(Zyt)—M—H = T-M+1 H
atEx

(Zyt)wn—l = Ton-1
at€a

Iame, mocMaTpajMo CTpore Heje THAKOCTU. HejemHakoct
(3
1Y ge—rlp>p
atEa

je 3amoBojeHa axKko je 3a0BOjeHa Oap jemHa on cirenehux jensauwHa

COHDMTEE I

at€x

()1 m-rly = 9

atCo

T Y el = M

atea

Cnenchy nemMy KOPpUCTUMO IIPUJIMKOM YTBP DUBama 33J0BOLUBOCTY OBUX € THA-
KOCTH.
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Jdema 3 Hewxajen € Zps, 7 =7T_pT M1 - T—n-1T-nT—nil - - - KPAMKQ D-A0CKA DENPEIEHMAYU]A
bpoja v, T =T_pMT_pa1---Ton_1T—n KOHQUHO NaApue 08e penpesenmayuje, o € Forg, u

| = [{ai|a, € a}|. Taoa
i Z Ye —7lp = 1"

atEx

D) =l =p"

ai€

axxo

Hoxas: Hexa je | >, % —7lp =p" Tana je 3., ot =T+ Cap "+ Copi1p "
., rne je c., # 0. Kako je r = 7 +1_,p ™™ + r_pop ™2+ .. mmamo ma je
Yoacatt =T = o A+ (Congt + Tang)p T+ (Conga T ni2)p "2+ ... @ oTyma je
| Zaiea Y — rl[p — pn,
Y cympoTHOM cMepy mpeTmocTasuMo . je | Yy~ = p". Tamaje ), o,y =
'+ e+ Congap M L., e je ¢y # 0. Ipema Tome Yo, Y =T+ Conp "+

(Cont1 = T )P ™+ (Copga — Tony2)p "2+ ... 1 OTYHA | Eatea Ye — Tlp =" L

[Tpema ToOMeE,

D Syl =p
at€a
AKKO
| Z yr — 1l =p"
atEx
AKKO
Z Yy — 71 =cp "+ coppp T L
atCa
3a meko ¢; € {1,2 ...,p— 1} akxo
O v =, O ) n1 =71, (O ) =Tn+a
at€o atEa arca

(rme ce monpasyMmeBa na je mociemwbe cadbupame (T_, + ¢;) p-aACKo.)

[Tocmarpajmo canma neo cucrem S;. IlpermocraBumo na mMaMO a HejeaHAKOCTH
obmuxa |- |, > p™, 1 <i < a u b HejemquaxocTu obmmka | - |, <p¥,a+1<j<a+h,
rae je a+b = k;. 3amenumo y?" ca 1—2?:1 1Yy ¥ OBY CMEHY CTaBUMO y HejeIHAKOCTH
{J1 ... Jx,}. Ha oBaj HAuMH nobujamo cucrem:
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(J) syt +yp+ .o dys, —rp > p

(Jo) sl +o5+ -+ Yp, =7 > 2"
(Ja—i—l) :| +1+ya+1 ._{_ya+1 _Ta+1|p

Na+1

IA

na+b

(Jags) : [Y8T + g™ 4 g2t ottt <

Na4-b

Ha ocnoBy mperxongHe muckycuje, 0Baj CUCTEM j€ 3aM0BOJBUB AKKO je Dap jemas oxn
cnenehux
(M —n')(M —n?)...(M —n®) cucrema 3a10BOJLUBO:

1 I m

(J') il +ya+-Fyn, — 7'y

(J'a) |yt +u5 + ...+ o — 717, p™

a+1
( a+l) iya+1 + ya+l 4 y;zl;kil _ Ta+1|p pn

IA

a a a a atb
(a+h) [y+b—|—y+b+...—+—y+b —7’+b|p pn+

Ma+b

IA

rmue je n* < m* < M. CBaku oI OBUX CHUCTEMA je 3a0BOJBMB aKKO je Dap jemaH ox
Hapemaux (p — 1)* cucrema 3aI0BOJLUBO:

(yi+ys+.. 4y )-m=rty

H, = .
' W+ys+. oyl ) omor =710

(i +ys+.. . +yp)m =71+

a

W4y +.. . Fyn )om =12y

Ha - . ‘a a a a
(W +ys+ . FYr ) ema—1 =T 1
(Y +ys+ . Y )me =T, F Ca
Wi 4yt + e ) o =y
Ha+1 - )
(y(lﬂ_:l + ya+1 -+ y;lzj_:l) notl—1 — ,,,_(L;}:La+1 1



(Wi g™yt ) = 1y

Na+b

ffa—i—b =

a+b a+b a+b __,.atb
(yl + Yo t...F yna+b)——n"'+b—1 - T._na+b_1

roe ¢; € {1,2...p—1}.
KOHE\.LIHO, PasMOTpYMO IPOUeNypy 3a IPOBEpaBaH.€¢ 33 J0BOJLUBOCTUA CHUCTEMAE
nocienmer Tuna. Heka je

G = max{-m!, ..., —m® —n*tt . —n*t"}

G+M+1

Kako csako (v})r € {0,1,...,p—1} mocroju p MoryhHrocTH 3a penpesenTanujy

obmmxa i = (¥3)-m(¥;)-ms1- - - (¥3)c-
Cucrem

H])"'aHa7Ha+l)"'7Ha+b

nMa HajBumme 2" — 1 mpoMeHBUBUX y;-, 13 IOCTOJU HajBUIIE

B < plG+M+D-2"-1)
HauMHa 13 ce m3abepe penpeseHTanuja oOIUKA

i = () -m(Y)-mr1 - - (¥

3a CBe IPOMEHJ/LUBE KOje Ce MojaBiyjy y cucreMy. Hymepuimumo oBe penpesesranyje
ca B1,Ry ... Bigemir).r—1)- lpenusnanje:

e penpeseHranyjy R; o3HaAYaBaMO ca
000...0,000...0,...000...0
a TO 3HAYM 14 je (y;)k =0 3a cBe 1,7, k,
e penpe3enranu]y K, o3HauyaBaMmo ca

100...0,000...0,...000...0

a To 3mauM 12 je (yi)_m = 1, Mok cy ocramu (y}); jenmaku 0, urn.

Ilakne, nocrynak je caenehu: nmpunpysxumo penpeseHtanujy F; OIpoMeHmbuBaAMa U
NPOBEPUMO I3 JIX je CUCTEM 3am0BosuB. Ako R He 3am0BobaBa cucreM, npobamo
ca Ry u rako mame. Ilpema ToMe, HAKOH KOHAUYHO MHOIO KOPaKa, MU HAJA3UMO
penpe3eHTauy]y Koja 3a10B0JbaBa CUCTEM, UV 3aKbYUy]eMO 1a HUjeTHa PEeNPE3EHTAIM]a

He 3a10BcjaBa cucreM Hy, ..., H,, Hypq, .., Hoype
Hexka je ¢ BepoBaTnOCHa dopMmysa yujy 3aJ0BOBUBOCT UCTUTY]EMO. { j€ 3a10-
BOJLMBA AKKO j€ 33M0BOLUB cucTeM Ji, ...Jy, Jog1 - - Joyp. Cucrem Jy, ... J,, Joi1

. Jutb JC 32M0BOUB aKKo je 3amoBosus 6ap jemam on (M —n') (M —n?)... (M —
n®) - (p — 1)* cucrema Hyy, Hopq, -y Hopp Y cBakom on j =1 ... (M —n') (M —
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n?)...(M —n?) - (p—1)* cucrema H,, H,i1, ..., Hypp mojaBmyje ce 6poj G;(rope,

y KOHKPETHOM cucTeMy o3HadeHo ca (). Hexa je G = maz{G;}. Kako cy M (xoje

ce mojasmyje y nebununuly ckyma Qus), CBU n'-0BU W3 HejeIHAKOCTU J;’, M KOjU

npencraBiba 0poj atoma hopmyse ¢, 6poj HejemnaxocTH k; (a TuMme m GpojeBu a u

b cTporux, OMHOCHO OOMYHMX HejeIHAKOCTH) QUKCUPAHU NPUPOAHU Opojesu,
plEHMEN D (M — ') (M —n?). (M —n%) - (p—1)°

je ¢uxcupan nppuponas 6poj . Ia GmceMmMo menuTa I 3aX0BOLUBOCT GOPMYJIE
Tpeba ma tectupamo Hajsume plCTMINC N (AL (M —n?) .. (M —n2)-(p—1)°
penpeseHTanyja. lecTupame CBakKe PeNpe3eHTallje IoApazyMeBa KOHAUHO MHOIO
cabupama (xkoHauHux) p-ajnckux 6pojesa. Ilakie, mena Dpouenypa ce 3aBPMABA Y
KOHAUHO MHOTO KOPaKa, MTO JOKa3yje OMIydnBOCT Joruke Lg, .

IIpumep 1 YV osom npumepy npemnocmagumo 0a je p = 5 u M = 10*°. IIposepumo
3adosomusocm Gopmyae

p = K%ﬁ_zpl A ﬁK%,s?(Pl = P2)
20€e p1,p2 € Var. ¢ je 3adosomusa axko je opmyaa
b =Ky 5-2((0r Ap2) V (01 A =p2)) A 2Kz 2 (1 Apa) V (71 Apa) V (71 A —p2))
sadogomusa. Ilocmoje wemupu amoma y ¥:

a1 = (p1 A D2),as = (p1 A pa), a3 = (—p1 A p2), as = (—p1 A —p2).

Hexa je y; = p([a]), 1 = 1,4. Taoa je 1 300080musa axko je mapeonu cucmem 3a00-
80MHUB!

Yty tuys+ys=1

13
+ Yy — —|, < 572
‘yl yQ 75|P —

2
1 +ys +ya — §|p > 57
Samenuewu ys ca l — 1y — Y — Y3, NOCALOBU CUCTIEM CE CBOOU HA:

13

< -'2
mb—S

ly1 + y2 —

1
|y2 - glp > 5

Osaj cucmem je 3a0080mu8 axxo je bap jedan 00 caedchux cucmema Ji,Js ... Jigio_y
300080./6U8:
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]1:{yl+?/2 'p<5-2
|y2_ %Ip“53

JZ:{y1+y2 |p<5—
’92_%[13_54

] _ y1+y2 \p<5~
J1010-2 = ly2_1|p_5101

IIpeo nposepumo da au je J, 300080mu8. S-adcka penpesewmayujo 6poya, je

1-524+4-5141-52°43-5'+1-5243-5% ...

010

Uaxne, xoeduyujenmu y3 57107 51041 53 oy jedmanu myau. Kpamxa 5-adcxa

penpeszenmanuja 6p07a je
0...014.131313... = 00...014.13.
Cauvrno, Kpamka S-adcka penpesenmanuja 6poja % je
0...02.3131313... =00...02.31.
Cucmem Jy je 3adosomus axko je bap jedan 00 caedeha wemupu cucmema 3a00805U8.

( (3/1 + Ya) 1010 =0

(y1+y2) 3=20
(1 +y2)2 =1
(31 +y2)-1 =4
(y
(
(

=
I

Y1+ Ya)o =1
Y1 +y2)1 =3
yz) 1010 =0

(yz)—4 =0
\ (92)—3 =1

sai € {1,2,3,4}. Ha npumep, nposepumo zadosomusocm cucmema Hy (i = 2). Ouuzaedno
je oa

Yo = 00...00200.00 * * * * *x x . ..
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3000806080 JEOHAKOCTNU
(y2)—1010 = 0

(yz)—4 =
(Y2)-3 =2

u3 Hy (cumbon * snawu da je yudpa wa odzosapajyhoj nosuyuju nebummna). Hexa je
yp = 00...0304.13 % * % * % x ...

Hame, nposepumo oa au je cucmem Hy za0080men penpeszenmanujom

00...0304.13,00...00200.00.

36up y1 +y2 y Qs je:
00...0304.13 % %%k % ...
00...0200.00 * * * % % % ...

00...0014.13 % * x x % % ...

ITpema mome, cee jednaxocmu uz Ho

[ (31 + y2)—1010 = 0

cy sadogomene. Kaxo je Hs za0osomue, zadosonus je u cucmem J, odaxae caedu
3a0080.mUB0CM opMYAE .

1.5 MuHMMAaHA YCJIOBU 3a p-3aJICKY MCKAa3HY JIOTUKY

Kao mTo je Beh momenyTOo, yciaoBu Koje Tpeba ma uUCIymaBa p-alcka BepoBaTHOoha
-aUTUBHOCT ¥ HOPMMPAHOCT Ipey3ceTu cy u3 [1] ma cy cxomHo ToMe neduHuCAHU
Lq,-monenn m mare omrosapajyhe axcuome. Kaxo y Qp mema ypebema opne He
noctoju orparudene 4([a]) < 1 kao y cimuajy peasHO BpemsocHe noruke. lIpema
TOME yCJIOB HOPMUPAHOCTU HEMA TOJUKY 3HaYaj. 10 Hac je HABENO Ja PasMOTUPMO
nuTaske " MAHUMAJHUX YCJIOBa 3a pP-alCKy BepoBaTHONY” u nmurame meHe GopMai-
n3amuje. llpomuckyTyjmo murame (xonaune) amurusnoctu. Ca cTaHOBMIITA CyO-
JEKTUBUCTUYKE WHTECPIpCcTalnuje, BeposarHoha cc ¢xpara Kao CTENEH BEPOBAH.A.
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CreneH BcpoBaTma decTo ce mneduHuine y repMuHrMa kiabema: cremeH BepoBama
mekor arenta y morabaj A jenmak je P(A) ykonuko je oH cupemaH na nuartu P(A)
HOBUHUX jeAMHUIA 38 ONKJIANY yV K0joj Ne mobutu jemHy HOBYAHY jeIUHUIY YKO-
amKoO ce ocTBapu gorabaj A, 0OJHOCHO HyJa HOBUAHUX JEIAMHULE YKOIUKO ca A He
octeapu. Ciueneha Teopema maje JOBOJLAH yCJOB IOJ KOjUM je HeMoryhe ma kia-
JUOHUYAD HANPABU CUCTEM TAKO N4 OHA] KOJU C€ KJIAOU CACYPHO rybu.

Teopema 6 Hexa je F xonawno nome uckasa (3ameopeno 3a KOHGMHE YHuje U He-
eayuje), u Hexa je P dynxyuje yewe (degunucana xao zope). Tada je azenwm xoju
yaamce cymy P(A) sawmuhen 00 cuzypnoz eybumxa axko je P adumusna dyrkyuje
(seposamnoha).

3a nokas suumeru [50]. Ca ob63mpom ma oBme (ka0 ¥ y APYrMM BEPOBATHOCHHAM
JIOTMKAMa) BEPOBATHONY CXBATAMO KAO CTENEH BEPOBaWA, IPUPOMHO je MHCUCTU-
paTu Ha AJUTUBHOCTU.
W3 camor ycnoBa aoaTUBHOCTH CIEAN 3 je Mepa KOHTPAIUKIUje HYyJIa jep je
p([T]) = (T VL) = uw(T]) + #([L]) na he oo cBojcBO Mepe cBakaxo GurTy
ncnywmeno. Hasemhewmo 3anpaBo camo pasiuke mamely oBe MUHUMAIHE JOTUKE
KOja omacyje p-alCKy BepoBaTHONy m ynpaso omucane Lg, -JTOTHUKE.

1. Y ,D;eq)mxﬁuujm monena, pu: H — K[0,pM] je amurusra dyrxmmja.

2. Uzbanuru npasuio 2.

Hakre, cana Bume HUje UCIYIEHO N4 j€ ¥ CBAKOM MOJEIY MEPa TAyTOJIOTje
1.

3. ITocroju paznuka xkoxm Teopeme 4 Koja roBOpU O OCOOMHAMA MAKCUMAIHOT
KOH3UCTEHTHOT cKyna. Kao ce y XKaHOHCKM MOMeJ BUIIe He IoIajy dopmyie
K g 3a cBe CMHTAKCHE IIOCJIEQUIE (x HOYETHOT KOH3UCTEHTHOr ckyna 1, Hehe
HU y oBOM Mmogeiny Basxuru p(W) = 1.

4. KorauHo, y J0OKA3y OIYUYUBOCTUA ¥ CUCTEMY UMja Ce 3aJ0BOJLUBOCT UCIUTY]E,
] on
He IOCTOjU yCIOB » . Y = 1 , ma ce caMUM THM y HaBEeIEHOM MOCTYIKY He

KOPUCTU CMEHA Yon = L — » " 1 Y.

Hapcaumo jour jenny Moryhy uHTCpeCcaHTHY MOTUGUKAIM]Y JOTUKE LQp' Ca o63upom
Ha upenesagTHOCT yenoBa u(W) =1 moxkemo 3axresaru na 6yne u(W) = ¢ 3a 6uio
Koju KOHcTaHTY c. Ila Ou ce TO WOCTUTIO MOBOJRHO je y mpaBuiy usBohema 2
jemaEMIy 3aMeHUTH ca c¢. Taxobe, npuiamkoM GopMUpama MaKCUMAJNHOT KOH3UC-
TCHTHOI' CKymna, Jnojajy ce dopmyne K .pa 3a CBe CUHTaAKCHE IOCIEIUIE IIOYCTHOI
ckyna 1. IlpumermMmo na ce y caydajy ¢ = 0 mobuja MHTEPECAHTHA IIOCJIEIUIA:

p(le]) = —p([~al).
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1.6 Hexa nopebhema BepoBaTHOCHE JIOTUKE 34 PEAJTHO (PAIMOHAIIHO )
BpeOHOCHE BepoBaTHONe 1 BEpOBATHOCHE JIOTUKE 3 P-aCKUA BPEII-
HOCHe BepoBaTHohe

Kao mTo je mcraxEyTo y yBOIY, Yy BEPOBATHOCHO] JIOTUIM 33 PEATHO BPENHOCHY
BEPOBATHONY MOXKeMO ImopeuTH (110 Benuuuay ) BeposatHohie popmyna. Y BepoBaT-
HOCHO] JIOTUIM 33 P-aACKU BPEOHOCHY BCpoBaTHONY To Huje Moryhe. p-ancku Bpel-
HOCHOM BepoBaTHONoOM nobujamo MoryhrocTt ga BepoBaTHoha dopmyne Oyne Hexu
HeraTUBaH OpOj, ITO ce jeJHOCTABHO 3amucyje y jorumu nomohy ¢opmyna obiauxa
Koo, 1€ Qup, r<0.

Kaxo Qp u R canpxe Q, a pa3sBujeHe Cy BepOBATHOCHE JIOTUKE 33 PAIMOHAIHO
BpeqHOCHY BepoBaTHONy [51], MOsKEMO ce 3anmuTaTi KAkaB je O THOC TeOPeMa BEPOBAaT-
HOCHE JIOTUKE 34 PANVOHAJHO BPEIHOCHY BEPOBATHONY M BEPOBATHOCHE JIOTUKE 34
p-aJICKV BPEIHOCHY BEPOBATHONY, Tj. Ha Ju TeopeMe jeqHe JIOTUKE BayKe y Ipy-
roj. Beposarmocue jorumke 3a peajHO BPETHOCHY BepoBaTHONY kao joruka Lg,
38 p-alCKM BPENHOCHY BepoBarHoNy (M mpyre smoruke koje he Gutu mpencrasi-
jeHe y HacTaBKy) KOpucTte onpebheHe DOICKYNOBE CKyIa PAlMOHAJIHUX ODOjeBa Kao
CBOj MHIOEKCHM CKym. Y CIyd4ajy BEpOBATHOCHUX JIOTWKA 3a PEAJHO BPETHOCHY
BeposaTHONY KopucTe ce oneparopu Psg, tae s € QN [0,1] = S, mox ce y cuyuajy
JOTHKA 33 P-aacKy BeposaTHohy ropucte oneparopu K, ,rne r € (yy, 38 HEKO PUK-
cupano M. OBu CKYIOBU CY OUUIIAENHO PA3JIMIUTUA U OPU TOM S 7¢_ Qum v Qur g S.
Ha npumep, —wer € S a xaxo je |wel, = pM7Y, e ¢ Qu. Ca nmpyre crpame, 32
M > 10, p'° € Qi ok p'¥ ¢ S. Konx pammonanso BpensocHe Joruke popmyny Psga
Mokemo mpencrasutu teopujom {Pr.als € QN [0,s)}. Mebyrum, 36or nperxon-
HUX pa3MaTpama O UHIAEKCHUM CKYIOBUMA, OBY TEOPU]Y HE MOMKEMO K3jeIHAYUTU
ca HEKOM pP-aJCKOM TEOPUjOM Koja caapxku camo dopmyine obmura K, pa. M3 Tor
pa3jiora, TeoOpeMe BEPOBATHOCHE JIOTHKE 33 PAIUOHAJIHO BPETHOCHY BEPOBATHONY
HEe MOMXEMO IpPEe3amvcUBATH y OAroBapajyhie dopmyse noruke 3a p-alCKA Bpe-
HOCHY BEpPOBATHONY, mMa caMUM TUM He MOMKEMO UCHUTUBATU HUXOBY UCTUHUTOCT
y p-anckoj aormmu. Ca npyre crpase, nojaszehu on BepOBATHOCHUX JIOTUKA 34,
P-aJICK BPCIOHOCHY BepoBaTHONY, jacmo jec ma ¢opmyny K, ,o He MOXEMO Ipen-
CTABUTU Ka0 TEOPU]y Koja caupxu camo popmyie obnuka K, oo, 7 € Qp, jep Bpea-
HOCT BepoBaTHONE QopMyse MOke OUTH HEKM IPaBU P-aacKku 6poj. 300r moMeHyTOr
OJIHOCA WHAEKCHUX CKYTOBa S U (Qp HU TEOPU]Y KOja C& CACTOJU UCKIBLYUUBO O HOP-
Myna obnuxa Ko, 7 € Qy He MOXEMO U3jeHAUYUTU Ca HEKOM TEOPUjOM JOTUKE
33 paNUOHAJNHO BPETHOCHY BepoBaTHONY, Koja canpxm dopmyne obnuka P_so.
I[Tpema TowMe, Teopeme BEepPOBATHOCHE JIOTUKE 33 P-aICKA BPEIHOCHY BEPOBATHONY
HE MOYXEMO Ipe3anucuBaTu y GopMyJse BEPOBATHOCHE JOTUKE 34 PAIUOHAIHO BPEI-
HOCHY BEpOBaTHONY.

[locmaTpajMo jemas cmemujajlal CJAyda] BEpPOBATHOCHE JNOrUKe 3a PaIMOHAIHO

2 P

BPEMHOCHY BepoBaTHONY ca KoHauuM komoMenoM [0, ;}q, oy SR 17;{] Canma MoskeMo

usjemaauuty Gopmyne P_,a ca dopmynama K,oa. Hexa je T = {Pials # 1—)%7}
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jemna Teopuja oBe Joruke. Tana Baxu 1T = P_ L Lo [Ipezanucyjyhu oBYy nOruky

p
Ha je3ux omepraopa K, nobujamo reopujy T’ = {—~K,pals # —}W} MebyTtum oBne
T K 100, (ceMeHTUUKM TIIeaHo jacHO je na He Basku 17 K 1o jep BpEeIHOCT

BepOBaTHoEe dopMmyste o MOye OUTU U HEKU NIPABU P-aICKU 6pOJ) Hakne, u y
OBOM CIIEIUJATTHOM CIYyYajy, TEOPEME BEPOBATHOCHE JOIWKE 33 PAIMOHAJIHO BPE-
HOCHY BepoBaTHONY HuUCY 00aBe3HO U TeopeMe BEPOBATHOCHE JIOTUKE 33 pP-aJICKU
BpEeTHOCHY BepoBaTHONY.

Heka je T = {Kj,-~aln € N} U {=Kypa}. Cpaku xomauan mouckyn ckyma 1’ je
3a,0BOBUB aiy 1 Huje 3aH0BOJLUB, HAKJE HEe Ba)KM TEOpeMa KOMIAaKTHOCTU. Kako
TCOpEMa KOMIIAKTHOCTHU CJCIU K3 TCOpEME MOTIYHOCTH (HeHe jake (GopMe-CBakY
KOH3UCTEHTAH CKYII j€ 330BOJLYB), C& KOHAYHOM aKCHOMATU3AIN]OM He OUCMO MMAJH
TeopeMmy nmornyHocTu. McTy cuTyamujy @mMaMo W KOJ BEPOBATHO CHUX JIOTMKA Ca
PCATHO BPEIHOCHOM BEPOBATHONOM.

Hanomermmo jom na ca o63upoMm na cy dopmyne Forp koHause, (Tj. HUCY
TOTYmTeHe DEeCKOHAUHe KOWmYKIUje U IACjyHKIMje) v jesuky moruke Lg He Moxe
CE M3PA3UTU 0-aMUTUBHOCT.
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2 p-ancka MCKa3Ha JIOTUKA ca UTepanujamMa ngp

i : . J—
Jloruxka, L, ce pasnukyje on noruxe Lg, yTONMKO MTO Cy JO3BOJbEHE UTEPAIM]je
BEPOBATHOCHUX (OPMyTa Kao U Mellalh¢ BEPOBATHOCHUX M KJIACUYHUX GopMyJa.

2.1 CuaTakca 1 ceMaHTHKAa

Hexka je p ¢uxcupan npoct 6poj, M € N npousBomHO BenuK anu UKCUPAH IPUPO-
NaH 6poj u Heka Cy ckynosu Qur, Zy u R nepunucamu xao u y noruma Lg,. Jesux
TOTHKe _LQp Ce MOKJala Ca je3MKOM JIOTUKe Lq,. Cryn For(Ly) ('bopmyna oOBOT
je3rka je HajMaHmW CKYI KOJjU Camp:kKU MCKa3Ha CJIOBa U 3aTBOPEH je 3a cieneha
NPaBUIIA;:

e Axo je o popmyna, r € Qu u p € R ogna je K, ,a dopmyna.
e Axo cy a un 3 dopmyne ona cy u ~a u (a A f) popmye.

INpurmepu popmyaa cy: K%,_ﬁjpl, Ky pro(p1 A Ky 1p2), (K§,%p3) A py. Popmymne uz
vop V4

CKyIla, For(ngp) hemo o3HAUABATY MaJUM CJIOBUMA IpUkor andabera: «,f,7 UTH.
Ocranu mormuku Besnunu (V,=>, <) ce mepuHmmy Ha yobuuajen Haumd. Taxobe,
KOPUCTUMO O3HaKy | 3a o A—-a kao u T 3a aV —a.

Hepuaumuja 8 Beposarnocuu monen je cmpykmypa M = (W v, Prob) zde:

o W je nenpaszan cxyn ceemoasa.

e v: W x Var — {true, false} je uckasna sasyayuja xoja ceakxom ceemy u c8aKOM
UCKAZHOM Ca08Y npudpyxcyje true uau false.

e Prob je npecauxasame xoje ceaxom cgemy w € W npudpyxcyje jedan xonarHo-
adumuenu eeposammocry npocmop (W(w), H(w), p(w)) maxo da:

— W(w) je nodexyn cxyna ceux caemosa W,

— H(w) je anzebpa nodckynosa 00 W(w) u

— p(w) : H(w) — KJ[0, pM] je xornauno adumuena dynryuja maxea da je p(w)(W(w))

1.

Hedbwmaunmja 9 Hexa je M npouszsoman Lé}p MOOEA U W NPOU3BOSHAH CEEM TOZ MOO-
ena. Popmysa o je 3a0080m€EHA Y CEEMY W, Y OFHAUY W =y & QKO 8AACU:

e Axo je a uckaszno caogo, a € Var onda w =y o ako u camo axo v(w)(a) = true.
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e Axo je a obauka K, 5, onda w =y K, ,0 axo u camo axo
() ({w' o’ € Wlw), v Fur B)) —rlp < p
o Axo je o obauka —f onda w =y @ a0 u camo axo nuje w = .

o Axo je o obauxa BNy onda w =y 0 axo u camo axo w =y uw =y |

Y naimeMm uznaramy uHnexkc M koju o3HaUaBa pazMaTpaHU MOIeNX hemo

M30CTABLATA U3 O3HAKE W [=p aKO Ce MoJed moapalymeBa. Y moneny M =
(W, v, Prob) cxkyn {w' : w' € W(w),w = o} Fiemo o3znauasaru ca [ay,, wim camo
ca [0y

Ckyn dopmyna T je Lap—saaoeomue aKo ]Z[OCTOijI CBET W HEKOT Légp—MozLeJIa M
Tako Ja je 3a cBe a € T, w = a. Popmyna « je pr~3a5030musa axo je ckyn {a}

Q -3amososmus . Popmyna a je Ly -sawana 'y Ly -momeny M (y osramm M = «)

aKo je 3al0BOJLMBA y CBakoM cBery momena M. Popmyna o je ngp—ea,./baua (y
O3HAIW |~ ) AKO je BaJbaHa Y CBAKOM MOIEIY.

2.2 Axkcuomaru3sanuja

3a aKCUOMATU3AIU]Y JTOTUKE LiQp KOPUCTU C€ WCTU akcuomMarcku cucrem AX Lo,
OpYKa33H y raaBu 1. ca jeIuHOM Pa3iIMKOM KO IpaBumia 6, Koje cana TIacu:

U3 a = (v« §) ussomamo a = (K, v & K, ,0).

HanmomenuMo ma je OBa Pa3IMKa TEXHUYKE ONPUPOJE U Ha HoTpebHa KO N0Ka3a
TeopeMme ACAYKIuje.

Jepmmurgrja 10 QopMyﬂ,a Q je meopema OKCUOMAMCKOZ CUCMEMA AXLz . Y osnayu

Fax,, @ axo nocmoju HUB popmyaa oy, ... makas Oa je ceaxa o; axCUOMa UL

Qp | .
je nomohy wexoz 00 npasuna uszsohewa uszsedena u3 npeoroonuxr popmysa. Hus pop-
MYAQ Gy, 1 . ..o je noka3 (u3Bobeme) 3a gopmysy a u wezosa dymcuna je opouran
caeberux. ]

Hepmaunmja 11 Popmyse o je cuHTaKCA TOcHemuna ckyma dopmyna 1), y osnayu
T'Fax,, « aKo nocmoju nHus fopmyaa tg,q ... x MAKaE 0a je ceaxa a; AKCUOMA UL

npunaaa ckyny T uau je nomohy nexoz 00 npasuaa uzsohemwa uszgedeHa u3 npeoroOHUL
dopmyaa, y3z ozpanurenwe da ce npasuaa 2 u 4 MO2ZY NPUMEHUMU CAMO HO TEOPEME.
Husz gopmynra oy, ... je noxa3 (u3sobeme) 3a o uz cxyna gopmyaa T v wezosa
QymcuHa je npedbpojus opouran caeobeHux. e

Y MecTo 0o3HaKa I—AX uT I—AXU. kopuctuhemo camo F u T+ ykomuko To He
Qpl Qp
IpeTHu 1a M3a30Be 3a0yHY.

Hepumuruja 12 Cxyn ¢popmysa T je KOH3UCTEHTAH aKO NOCMOJU POPMYAQ @ TMAKEQ,
oo nuje T'F . Y cynpommom, ckyn je MEKOHIUCTMEHMAHN. |



31

Hedvmaumuja 13 Cxyn dopmysc je MakCuUMalaH axo 3a ceaxy popmyasy o, o € T
uau ~a € T. Cryn gopmysa je MAKCHMAIHO KOH3UCTEHTAH QKO j€ MOKCUMAAGH U
xonzucmenman. Crxyn gopmysa T je NeRyKTUBHO 3aTBOPEH QKO 34 CBAKY Popmyry o
sancu: axo T a onda a € T.

2.3 KOpeKTHOCT U HNOTILYHOCT

Teopema 7 (Teopema xopexmmnocmu) Axcuomamexu cucmem AXL;'? je xopexman vy
P

odnocy ma xaacy L -modena.
Hoka3 ce m3Boau xka0 U y riaasu 1.

Teopema 8 (Teopema dedyxyuje) Axo je T cxyn dopmyaa, o gopmysa v T U{a} -
onda T FHa = f.

Ilokas:

Joka3 ce u3BOOM KAa0 W y rJIaBu 1, ca TUM Oa MOCTOj€ PA3IUKE Y CIYyYajeBUMa
Kala cy mpuMemuBana npasuia 2, 4 u 6. [lakne, ore hemo obpamutu camMo Te
clrydajeBe.

1. Heka je f = K; oy mobujena us TU{a} npumenom npasuna 2. Tana cy Teopeme
vyu Kigy na ce s - = (o= ) nobuja T+ a = f.

2. Axo je = Kypy nobujeso m3 T'U {a} xkopumhemem npasumia 4, oma cy
v = L m Kpgy Teopeme. Tana us - Koy = (o = Kjoy) npumenom npasuna 1
nobujamo 1T = a = Kygy.

3. Hexe je 8 = (e = (K, ,v © K, ,0)) nobujeso u3 T U {a} npuMerom npasuia 6.
Tana
TU{a}te=(y< )
ThHa= (¢=(y<J)), Ha OCHOBY MHIYKIM]CKE XUIOTE3€, OJHOCHO
TH(aNe)= (y <)
TH(aNe)= (K, ,y < K, ,0), Ha ocHOBY mpaBuia 6, OQHOCHO
Tka= (e= (K, ,y & K, ,9))

Teopema 9 Csaxu xonzucmenmar cxyn gopmyaa T ce moxce npowupumu 00 Maxcu-
MAAHO02 KOHZUCTEHRMHOZ CKYNQ.

Jokas: Heka je T KOH3UCTEHTAH CKyI GOpMyJa, (g, &, ...]jeIH0 Habpajame CBUX
dopmyna u3 FO’I“(LZQP) u [ : N — N? dbuno koja 6ujexnumja. lepunumemo HU3
ckynoBa T; va caemehu HauwH:
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2. 3a cBako 1 > 0,

(a) Axo je Ty U{;} xousucrentan ouna je Top1 = To U {a;}.
(6) Axo Th; U{@;} HUje KOH3UCTEHTaH OHJA!

(2) Ako je a; = (B = K,gv) onzma je Topq = T U {~q;, B = —K, ju-n7} 32
Hexo n € N Ttako ma 75, Oyne KOH3UCTEHTAH.

(1) Vmaue, Ty =15 U {~as}

3. 3a caxo i > 0, Toipo = Top1 U { K, pu-n () Omy(s) } 38 HEKO 7 € Qur Tako ca Thyg
Oyac KOH3UCTEHTAH.

CkymoBu nmobujeHn y kopamuma | m 2a cy ouurjiemso kKoH3ucTreHTHU. Ha wmctm
HAUMH KAO U y TJIaBu 1, moka3dyje ce na ce y xopamuma 26(7),26 (i4) ka0 1 y KOpaky
3 nobujajy KOH3UCTEHTHU CKYIOBH .

Heka je T* = |J,., Ti- Tpeba noxasaru na je T” MakcuMaliaH M KOH3UCTEHTAH
ckym. Kopak 2 ropme XoHCTpyKIMje rapantyje na je 1™ maxcumainan. [lokazahewmo
na je T* nenykTHWBHO 3aTBOPEH CKYI KOjU He caapxku cBe Gopmyre. Onmarie, CKyI
T* he 6Ty KOH3UCTEHTAH.

[Tpumerurmo mpBo na T He canmpxu cBe popmyrne. Axo 6u 3a Heky popMmyily u
a u o npunagano 1™ osma O6M 3a HEKE %,] BAXKUIO & — ; U 0 = @ Ha 0K CKyn
Tnaz(2i,2j)+1 OMO HEKOH3MCTEHTAH, IITO IIPENCTAB/LA KOHTPAIUKIN]Y.

Koragno, meaykTuBHA 3aTBOTEHOCT CKyna 1™ MOKa3yje ce Ha UCTU HAYKH KAao U
Y ONEJBKY . i =

Heka je T* MakcuMaJHO KOH3UCTEHTAH CKYTI MOOUjeH MTOMONY KOHCTPYKIM] e OIIUCAHE

y Teopemu 3. Cana, 3a cBaky dhopMmyny o € For(LiQp), Ha, UCTY HAYUUH Ka0O U y TIaBU
1, mpaBEMO HM3 panMoHaJHUX OpojeBa r(@) =0, T1, ..., Tako na K, m-ja € T".
3a oBaj HU3 Baxke ocobune nokasaxe y semama 1 u 2 us raase 1, (au3 je Komujes,
meros muMec mpunana xurau K[0,pM] u me 3aBucu on mauuHa Ha KOju Cy OUpaHu
UJIAHOBM).
Heke je cryxrypa M = (W, Prob,v) nedpunucana na cienchiv nauun:

e W je ckyn cBMX MaKCHMAJHO KOH3UCTEHTHUX CKYIIOBA.

® ¥ je IpecauKaBame Koje cBakoM cBery w € W npuapy:kyje Baayanujy
v(w) : Var — {true, false}, rako na 3a cBako mcka3HO ciuoBo p € Var,

v(w)(p) = true ako u camMo ako p € w.
e 3a crako w € W, Prob(w) = (W(w), H(w), u(w)) Tako na:
- Ww)=W
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— H(w) je xmaca ckymoBa obmuka [o) = {w € W : @ € w}, 3a cBaky dpopmyiy
a

— p(w) je medunucana na cnemehm maums: Heka je [a] € H(w) n r(a) =
(Tn)nen- Tana

T ako K,pox € w
lim?P_. 7, wuHaAYe

o)l = {

Teopema 10 Hexa je M = (W, Prob,v) ynpago degunucana cmpysmypa. Tada 3a
cearuw € W u cee o, € For(Ly ) eancu:

1. Axo je [o] =[] onda je p(w)([o]) = p(w)([0])-

2. Axo je [o] N [B] = 0 onda je p(w)([aV B]) = p(w)([a]) + u(w)([6])
3. p(w)(W) =1 u p(w)(@) =0

4. p(w)([~a]) =1 — p(w)([a])

Ioxas:

1. Hexka je [o] = [f]. Tanma je [a] C 8] omrocro {w|a € w} C {w|f € w}. Ilpema
TOME, aKO je w MAaKCUMAJHO KOH3UCTEHTAH CKyn oma w F a = (. Ona-
TIIE€ 3aKLYUYjEMO Ia He MOCTOJU MAaKCUMAJHO KOH3UCTEHTAH CKYTl W TAKaB Ia
—(a = f) € w na je 36or Tora a A~ HekoH3UCTEHTAaH TO jecT - a = (. Kako
Baxku u [(] C [a] nobujamo ma je - = a. Haxne, - o < f. Hame, na uctu
HauuH ka0 u y Teopemu 4, zakmyuyjemo na je p(w)([a]) = pu(w)([F]).

2. Heka je [¢] N [B] = 0. Tana #e moOCTOjW MAKCUMAIHO KOH3UCTEHTAH CKYI W
Tako Ma &« € w u J € w, ogHocuo takaB na a A € w. Ilpema tome a A 3
je HexonsucrentaH ma je F ~(a A f) ompocso F (e A f) = L u oryna Ha
ocuoBy npasuina 4, - Kyo(a A ). Hame, Ha ucty Haumy xkao u y Teopemnu 4,
sakmyuayjemo na je p(w)([aV 8]) = u(w)([o]) + pw(w)([8]). okasu crasku 3 u 4
ce Takobe u3Boe Kao y raasu 1.

Teopema 11 (Jaka mormynocT) Ckyn gopmyaa T je KoHFUCMEHMAH AKO U CAMO UM
Ly -modea.

IToka3s: (<) OBaj cMep clieay Ha OCHOBY TEOPEME KOPEKTHOCTU AKCUOMATCKOT CHC-
TeMa, AXLB,, (Teopema 7).

(=). Hexa je M = (W, Prob,v) Mozxen KOECTpyHCaH Ha rOpe ONMCAHU HAUUH. Y
Tepoemu 10 je mokasano na je M jenman LbP—Moaen. VHayKnmjoM Mo CIOMXKEHOCTU
dopMysta, Ha MCTM HAuuH kKao M y Teopemu 5 riase 1, mokasyjeMo Ja 3a CBakKy
dopmyny o u 3a cBaxu cBer w € W, w |= @ ako u caMo ako o € w. |
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2.3 OnnyuuBoCT

[Iponcaypa omIyduBasa 3a JOTMKC y KOjAMa, j¢ NOMYIITEHa NTCPAIja BEPOBATHOC-
HUX OmepaTopa MeTalLHO je objammena y [51] xkao u y raasuu 9 osor pana. Osne
ce oclamaMO Ha JaTy MpOIeaypy ca TUM Oa HAaBOAUMO OAroBapajyne pasiuke.

Teopema 12 Axo je gopmyra a 3adosonusa, onda je sadosonusa y Ly - modeay ca
KOHGYWHO MHO20 CEEMO8a.

Koucrpyknuja monena M* ca KOHAYHO MHOT'O CBETOBA M3BOIM C€ HA UCTU HAUUH KAO
y [51], ca TuM fa je moTpeOHO mOKA3aTH Ja 32 CBAKO W U3 CKyIa CBETOBA MOJENA
M* Basxu:
(M,w) = K, ,a akxo (M*,w) = K, ,a
o (M,w) = K, ,o akxo
) ({u - u € W(w), (u, M) = a}) — 1], < p axxo
|2 cuma MW)(Cu N W(w) — 1|, < p axxo

’ Zcu%a,u’GCuﬁW* ,LL('UJ)*(’U,I) _ T|P S P
() (£ 0. € W (), (1, M) = ) — 7]y < p e
(M ) F Ky o0

|
Teopema 13 Ilpobaremu 360080.5U80CMAU U 8GHAHOCTIY 30 LiQp ~A02UKY CY 00AYHUBU.

IMoka3 cc M3BOAM HA MCTU HAUUH KA0 U y raaBd 9, ca TuM ga 3a CBAKA W,
mocMaTpamo cirenehu CKyn JUHEAPHUX jeTHAUNHA W HEjeTHAUWHA:

Z;‘:l p(w;)(w;) =1
( Zf‘”j:ﬁeaj ,U,('U)i)(’(Uj) - Tlp < p aKoO K’I‘,p,g € o
’Zi“j:ﬁeaj p(wi)(w;) — ], > p axo K, .0 €

(B; € a o3HAUABA na je [; KOLYKT y o).
[TocTyuak ucnuTuBama 3aT0BOLUBOCTYA OBAKBUX CUCTEMA IAT je y Tiasu 1.
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3 p-aJCKa JIOTMKAa IPBOT pela Lg;

KoMmbunyjyhu nckaszse BepoBaTHOCHE JOTUKE 32 P-aICKU BPEIHOCHY BepOBATHONY
onycaHe y NIPETXOJHE JBE I'JIaBe KA0 U BEPOBATHOCHY JIOTWKY IPBOr pena 3a pe-
aJIHO BPENHOCHY BEpPOBATHONY mpukaszany y [29, 51|, mMoxeMO jeIHOCTABHO KOH-
CTPYHXCATHU BEPOBATHOCHY JOTHMKY IIDBOTI PENa 3a P-aICKU BPEeITHOCHY BepoBaTHONY.
Ocnamajyhu ce na woramujy u3 [51], y osoj rinasu 6uhie ykpaTko npuxazasa oBa
JIOTWKA. JEe3UK JIOTHMKe Lg‘; canpxu k-apre penamujcke cumbone Py, PF ... u k-apre

pyrmumjcre cumbone Fr, Ff ... 3a csakm mpupomas 6poj k, KIacuuHe omeparope
A ¥ —, YHUBED3aJHU KBAHTH(OUKATOP V, JIUCTYy BEPOBATHOCHUX OIEpATOpa OOJIUKa
K, ,3a cBaxku 7 € Qm u p € R, npomenbuBe T,%, 7 ..., 3ape3 U 3arpaje ( 1 ).

Cxkyn TepMa W aTOMCKUX (OpMysIa AedUHUOIE Ce KAO0 M y KJIACHUYIHO] JIOTHIU
IpBOT pena, NOK je CKyI FO’I“(Lg;) dopMyna OBOI je3uka je HajMaMLU CKYI KOjU
CcaIpyKU aToOMCKe (GOpMYyJie U 3aTBODEH je 33 IPaBHUJIA!

1. axo je o popmyne, r € Qm u p € R onna je K, ,a popmyna.

2. ako cy a u [ popmMmyne, ogma cy u ~a 1 o A § dopMmyie.

3. ako je o popmyna u z npomeHsuBa oHna je u (Vz)a popmyina.
Hepuaunuja 14 Beposammnocru moden je cmpyxmypa M = (W, D, I, Prob) z0e:

e W je nenpaszan cxyn ceemoasa,

e D je npecaurasame xoje ceaxom ceemy w € W npudpyxcyje menpasan domen
D(w),

e [ je npecauxasame xoje casxom ceemy w € W npudpyacyje xaacuuny uwmep-
npemayujy, npeoez peda, I(w), maxo da:

- 3a ceaxo i u caaxy cumboa xoncmanme FP, I(w)(F?) € D(w),
- 3a ceaxo i u k, I(w)(FF) je pynxyuja uz D(w)* y D(w),
- 3a ceaxo i u k, I(w)(PF) je k-apra peaayuja nad D(w).

e Prob je npecauxasame xoje ceaxom caemy w € W npudpyxcyje jedan xonawHo-
adumueny eeposammrocry npocmop (W(w), H(w), p(w)) maxo da:

- W(w) je nodckyn cxyna ceux ceemoea W,
- H(w) je anzebpa nodckynosa 00 W(w)

- p(w) : H(w) — K[0,pM] je wonaurno adumuena u nopmupara dyrnxyuja.
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3a mary BaJguanujy v, Bpennoctu tepma t y csery w - I(w)(t), ka0 1 BpemHOCT
popmyne a - I(w)(a), nepuHnmy ce ka0 1 y CIydajy KIACUYHE JOTUKe IPBOT Pela,
ca TUM Ja je noTpeOHO HaBecTu cIydaj hopmyne obmuka K, ,a: 3a naTy Baayany)y
v

e axo je f = K, ,a ouna je I(w)(B), =T axo je
w(w){u € W(w) - I(u)(e)y = T} =7l <p
nuaye je [(w)(f), =L.

AKCHOMATCKM CUCTEM 38 OBY JIOTUKY CAJNPIKU CBE aKCUOME U MPAaBUIa U3BODHema
noruxke Lg , Ka0 1 JIBe NOoJaTHE aKUCOME U JeQHO HOBO IPAaBUJIO. IlBe nHoBe akcuome

cy :
e (Vz)(a=f)= (a= (Vz)5)

o (Vx)a(z) = a(t\z) , rme je ot \ z) nobujeHo 3aMeHOM CBHX CIOOOIHUX IO-
jaBmusana r y «(x), repMoM ¢ koju je cnobonaH 3a z y a(x).

a HOBO IPABMJO je: TeHepaJu3al]a
e U3 a ussectu (V)o

Mopgen je ca gurcuparum domerom axo je 3a cse w u u, D(u) = D(w). Monen je
ca puzudHUM MEPMUMA AKO j€ 32 CBE CBETOBE W U U, U CBAKy QYHKIM]CKU cuMbon [,
IHw)(F) = I(u)(F). Y [51] neTamHo je 06pa3iokeHo 360 uera pasMaTpaMo MO IEe
ca (UKCUPAHUM JOMEHOM M PUTIIHOM TepMuMa. Hawmme Ty je maBenen npumep
MOJeNa ca B3 CBETa Y KOME TePMU HUCY PUIUIHU U TMOKA3aHO je Na Y jeHOM OJ
Ta JBa cBeTa MHCTaHNa akcuoMe (Vzr)a(zr) = «(t\z) Huje Bawana. Vcru npumep ce
MOYKe UCKOPHCTUTH OBIE Ca TUM Ja ce omeparop P > i 3aMeHM OIEPATOPOM Ko,z
Y [51] mara je xoMmmeTHa AedUHUNM]A BPEIHOCTU (OPMYJIE ¢ IPU BANYALUAjA U, Y
ceery w- I(w)(a), (oBme je HaBenmeH camo ciyuaj HOBuX oueparopa) Ca o63mupom
la Ha OCHOBY Te Ne()UHUIM]a MCTUHUTOCHA BPEeIHOCT POpMYye VxKO,%a(a:) Yy HEKOM
ceery w mHexor momena M 3aBucu on Bpemaoctu I(u)(o(z))yas ¥ OBIE ce jaBina
upobaem ykosuko d Huje y D(u).

Iloka3 KOpEeKTHOCTH aKcumoMaTckor cucrema AX Lo, Y OHHOCY Ha Lg; MO, IeJIe
M3BOIM CE€ aHAJOCHO, NOK jé KOPEKTHOCT HOBUX AaKCHMOMa, U TpaBuia u3Bobhema
nara y [51]. Cnwnuno, y noxasy Teopeme nelyKuuje, pasMaTpame HOBOI MPABUIA,
omucano je y [51].

[Tomazehy om KOH3UCTEHTHOT CKyNa pedeHuna 1 Ha Je3UKy C(Lg‘;) dbopMuUpamMo
MaKCUMAaJaH KOH3UCTEHTAH CKYIl PEYeHuNa 1 ca CBeJONUMA Y je3UKy IPUMUAPEHOM
ckynom koucrant C Koje ce He jaBpnajy y E(Lg‘;) Heka je ap,ap ...ckyn cBux
pederuna npomuperor jesuka, 1 f : N — N? npoussomua 6ujexmuja. Iledumrmmmo
HU3 ckynoBa 1; Ha ciaemenu HAYUH:
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1. Ty =T
2. 3a cBako 1 > 0, ako je Ty U {®;} xor3ucrenran ouna je Ty 1 = To; U a;.
3. 3a cBako i > 0, ako Th; U {o;} muje xomsucrentan omna je Ty, = T U —oy.

4. ako je cryn 1y nobujed momasamem peuenune obauka —(Vz)f(z), rama 3a
Hexo ¢ € C cryny Ty 11 nonmajemo pedvernumny —f3(c), tako na Ty Oyae KOH3UC-
TEHTAH.

5. ako je ckym Th; 1 nobujen nomasameM pedenune obinuka —(f = — K, oY), Tana
3a Beko n € N ckyny nonajemo u pederune 3 = K, ,m-ny Tako ga Ty Oyne
KOH3UCTEHTAH.

6. 3a cBako 1 > 0, Ty 40 = Ty U {K,.J,M_wl(i)a,rz(i)} 3a HEKO T € Qs Tako nma Th o
Oye KOH3UCTEHTAH, DA YEMY J€ Qr,(;)} PEIECHUIA.

7. T=,T.

Jloka3 KOH3UCTEHTHOCTHU OBUX CKYMOB3A M30IU CE aHAJOTHO UCKA3ZHUM CJydajeBUMA,
JIOK Cy CjydajeBu ca KBaHTOpoM matu y [51],rme je takobe moxaszamo ma je T ne-
NYKTUBHO 3aTBOPEH, MAKCUMAaJaH CKYIl KOJU He CaAPXM cBe (popMmye, IIa je KOH3UC-
TEHTAH.

KoHCTpyKIMja KaHOHCKOr MOIENa M3BOAM ce Kao y [5l] y3 pasiuky IpuiaukoMm
neduHICam:a Mepe:

plal) =

[Ipu ToMm ce 3a cBaky pedenuny o, Bu3 7(a) = (T, )nen KOHCTPYUIIE KaO U HpeE.
p y b y &, € Py P

Y noka3y TeopeMme IOTIYHOCTH, HoJa3enu oI KOH3MCTEHTHOT CKyIla pPeUeHHUIa

y y ) yia p

KOHCTPYMIIEMO KAHOHCKMA MOEI Ha, je3UKy IPOMIAPEHOM CKYIOM KOHCTRHTY 1 TTOKA3Y-
jeMo ma 3a 3a CBE pedeHuile o Bayku: w = a akko « € w. CiydajeBu BepOBATHOCHUX
hopMyiIa M3BOME Ce KA0 M KOX Joruke Lo, JOK Cy CIydajeBu aTOMUYHUX DEYUCHUNS,
n peueruna obuuka (Vz)a obpabenu y [51].

Kopucrehu ucte xoncrpykmuje kao 1 y [51], mokasyje ce na je dopmyia obamka
P?%(t1,1,) 3a10BOBUBA AKO ¥ CAMO aKO je 3a10BosbuBa Gopmyna obuuka Ky um (P (t)A
P}(t)), rme cy P> m P, Gunapsau, 0QHOCHO yHapHHM penamujcku cumGoma. Ha oc-

T axko K, ga € T
lim?_| 7, wuHaue

HOBY TOT'a, 3aKLYyUyjeMO Ja je MOHAICKM pparMeHT JIOTUKe Lé‘; HeonmyuuBs. Takobe
MOKEMO ITOCMATPATU P-aJCKYy JOTUMKY MPBOr pefa y KOjo] HUCY MTO3BOJHEHE MUT-
epalyje BepOBATHOCHUX ONEpPATOpa Kao HU MeIlame KIACUJYHIX U BEePOBATHOCHUX
dopMmyna. Y ToM ciydajy MoAenH ce NeYMHMIIY KaO ¥ KOJ PEaJIHO BPEeIHOCHUX
sepoBaTHORa(ca TuM ma je rogomeH BepoBaTHONe K[O,pM]). Korauno, xao u y
ClIy4yajy PeaJJHO BPEIHOCHE HOKa3yje ce [a je MOHAIUUYKUA (parMeHT OBe JIOTUKe
Oy UUB.
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| D
4 p-ancka MCKa3HAa JIOTUKa LQp

Jloruka Lgp ce pa3mukyje on norumke Lo, omucade y IpBOj IJIaBU IO TOME TITO
je y jesux momar HOBUM omeparop D,o, 3, Koju mMa 3Haueme-p-aJCKO PaCTOjarse
n3meDy Mmepe dopmyne a u Mepe popmyne [ je mame unu jenHaka p. Ca ob3upom
na y @, Hemamo ypebeme, oBo HaM maje MoryhNHOCT Ja Ha HEKM HAUYMH IOPEI-
MO BepoBaTHONE nBajy dopmyrna, Mepehu 3anmpaso muxoBy ~ bauszuny” . YBoDeme
OBAKBOT' TIPOIIMPEH:a Je 3alpaBo IIOKYIIa] Ha Cce HAanpaBU aHAJOTM]a Ca BEPOBATHO
CHOM JIOTMKOM Ca PEAJIHO BpenHocHoM sepoBatHohoMm (rnasa 9) y xojoj je morylie

nope;mTy BepoarHohe npajy ¢opMmyiia 0e3 3HAKBA O HBUXOBUM BPEITHOCTUMA.

4.1 CunTakca 1 ceMaHTUuKA

Bpojese p u M kao u ckynmoBe Qu, Zy u R medusumemo kao m 10 cana. Je3mk

D o -
noruke Ly je yruja jesuka noruxe Lo, W IUCTE BEPOBATHOCHMX OmepaTopa: D, 3a
cBako p € R. Ckyn ucka3sHmx GopMmyna OBOI je3uka os3HadaBaMo na Forg,.. Mckasne
dopmyne osmawaBamo ca «,f,y, ura. CkKyo BepoBaTHOCHUX (OpMyJa, y O3HAIM
ForB | je majmMamu ckyn xoju 3amoBosmasa cienehe ocobuxe:

e Ako a € Forg;, 7 € Qum,p € R osna je K, ,a BepoBaTHOCHa GopMyIa.
e Axo cy a,8 € Forci, p € R onna je D,a, 8 BepoBaTHOCHA (hopMyIa.

e Ako cy ¢, ¢ BepoBaTHOCHE (popmyse, oHna cy u# (—p), (¢ A ¢) BepoBATHOCHE
dopmyne.

Ilaxne, BepoBaTHOCHe dopMyse 03HAYaBAMO ca @, urn. Ckyn Lgp— dopmyna, y
osunamu For” je yruja ckynosa Forg; u ForB. ®opmyne ozmauasamo ca A,B,C ura.

Lgp—MOAeJI NeGUHVCaH je Ha UCTU Hadux kao u Lg -momen. Penamuja 3a10B0J-
Jema nepuHMCaHA je Kao U y ciaydajy Joruke Lo, , ca TAM nma je morpebHO jom
nepuHICATH 3a0BOJbCHE 3a dopmyne obauka D,o, 8. Iaxne:

axo o, € Forgym p € R orna M = D,a, 5 axxo |u([a]) — n([8])], < p

ITpema oBoj mepumumuiju M = D,a, [ 3saum na je a p-acko pacrojame usmeby
p(w)([a]) 7 p(w)([F]) mame nau jenaaxo p.

ITojMoBM 3a10BOBLUBOCTI ¥ BAJBAHOCTU NE(PUHUINY Ce KAO U Y CIYYAj]y JIOTHUKE
Lq, -

4.2 Axkcuomaruzamuja
AKCUOMATCKU CUCTEM AXLg yRILyuyje crnenelie mema-akcuome:
P

1. MHCTaHIE UCKA3HUX TAYTOJIOTU]a;

2. K,,a= K, o, xagron je p > p;
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w

Koy @ N Kry 5, B A Kop(aAB) = Kr1+r2,maz(p1,pz)(a’ \ ﬂ)y

>

K oo = K, 0, ako je |ry — 1o, > maz(py, pa);

&

. K, o= K, ,a, axo je |r; — 73|, < p;

o

Kw,la A\ Dpza, B = Kr,ma:c(pl,m)ﬂ;
7. K. ,aANK, 0= D,a,p;
U IpaBuUia U3BoDhema:

1. I3 Au A= B usBectu B, oBue cy A u B 06e uckasge niau o6e BEpOBATHOCHE;

2. I3 a n3Bectnn Ko

3. I3 a = 1 m3Bectu Ko

4. Akon € N, u3z ¢ = =K, ;m-nc 3a cBaKo 1 € Qu, usBecTr p = 1.

5. Ako r € Qu, u3 ¢ = K, ,m-nx 3a cBako n € N, ussectu ¢ = K, ya.

6. 3 ¢ = D,m-ncr, B 3a cBako n € N, ussectu ¢ = Dy, B.
7. U3 o < B uspectu K, ,a < K, 0.

Iaxne, akcuomarcku cucreM AX 13 Calpu IBE HOBE AKCHOME M jeTHO HOBO
OPaBUIM Y OJHOCY HAa aKCHMOMATCKU crcrem AX Lg,- 11pomickyTyjMO OBe HOBE ak-
cuoMe, OJJHOCHO HOBO mpaBuio. AkcoMma 6 onpaskasa cienehe cBOjCTBO: ako 3HaMO
KOJO] KyrJau mpumaja Mepa dopMmylie o ¥ 3HaMO pacTojame u3Mebhy mepa dbopmyna
a u [, oHIa MOXKEMO Ia OIPENUMO Kyriay Kojoj mpunana dopmyna . Axcuoma 7
TBpaY: ako Mepa ¢opMmylie a u Mepa popmyne  mpumnanajy UCTOj Kyrid, Ydju je
MOJyOPEYHUK 0, OHJA je pa3iuka uamMebhy oBUX Mepa Mawma Uiad jenHaka p. Ilpas-
uno 6 obe3bebyje cnemehe: ako je pacrojame m3aMehy Mepe dopmyisie o m Mepe
dopmyne 3 npousBossHO 6iu3y 0 opna je ono jemmaxo 0.

Jlepmaunmje: CUHTAKCe OOCIeIUIe, TeopeMme, KOH3UCTEHTHOI Y MaKCHMMAaJHOT
KOH3VCTEHTHOI CKYIa Cy UCTe Kao M y riaaBu 1.

4.3 KOpeKTHOCT M IOTILyHOCT
Teopema 14 (Kopexmwnocm) Axcuomamcexu cucmem AX LB je Kopexman y 00HOCY HG
14

KAacy LIQDP -mo0ena.

Ioka3: KopexktHocT Beher mena oBor cuctema nokaszaHa je y rnaBu 1. Orme hemo
IIOKa3aTH a cy akcuome 6 m 7 BaJLaHe KAao U O3 NpaBuio 6 yyBa BaJhaHOCT.
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e Axcuoma 6: Axo M | K, ,a A D,a,f, tana je |u([a]) — 7], < p1 u |p([a]) —

p(B)lp < p2. Hpema tome, |u([f]) — rlp = [(([8]) — n([ad)) + (u(la]) —7)lp
< mﬂxﬂu([ﬁ]) _ﬂ([a])'w W([O‘D _Tlp} = max{pl, ,02}~ ﬂaK'He, M }_ KT,”'lllfC{pl,Pﬁ}ﬂ'

e Axcuoma 7: Heka je M npoussoman mouxen u ucka M = K, ,a A K, ,4. Tana

u(la]) = rlp < pu u([8]) — |, < p u oryna je |u([e]) — u((B])], = |(u([ed) —7) +
(r = w((B))lp < maz{|u(ed) —rlp, Ir — u((B])|p} < p. Tpema Tome M = D,or, 3.

e Ilpasuno 6: IIpernocrasumo ma ¢ = D m-nc, [ Basku y cBakoMm momeny M,
3a ceako n € N. Heka je M npomssosman LD -mozen. Axo M |= —y omzma
M = ¢ = Dya,. Y cymporruMm, ako M k @, ogna M | Dym-nc,B 3a
ceako n € N. Tana je |u([e]) — 7|, < p™~™ 3a cBako n € N. Axo je 3a HekO 7,
o))~ (81}, = P~ omna e savxa |u(a)—([BD), < P~ Tipesta o,
ne mocroju n tako na je |p([a]) — p([B])l, = M ma je |u([a]) — p((A])], = 0.
(Gep |- |, - K[0,p™] — {p"~"|n € N} U {0}).

Teopema 15 (Teopema dedyxyuja) Hexa je T cxyn gopmyaa u A u B obe ucxasne uau
obe seposammocre popmyne. Tada : Axo T,A+ B onoa T+ A= B.

Jloka3s:

Hlokaz ce usBoau ucto kao u y Teopemu 2. Oae heMo caMo pasMOTPUTH CIYyUa]
kana je popmyna B nobujena [Ipumenom mpasuina 6

Hakne, Bexa je B = (p = Dya, f) nobujeno u3 T'U {A} npumenom IIpasuia 6.
Tana:

T,AF ¢ = (Dym-no, B) 3a cBako n € N

THA= (¢ = (Dym-na,3)) 3a cBaxko n € N, Ha OCHOBY MHIYKIOUjCKE XUIIOTE3E,

THANp= (Dyu-na,3)) 3a cBaxo n € N,

THANyp = Dya, va ocroBy Ilpasuna 6,

THA= (p= Dya,p).

| |

Teopema 16 Csaxu xoH3uCMeENMAH CKYN CE MOACE NP OWUPUMY 00 MAKCUMAAHOZ KOHIUC-
MENMHOZ CKYNA.

Iloka3s: Jloka3 ce n3BO M aHAJOrHO NOKa3y Teopeme 3, ca TUM Oa HOCTOj€ I0OOATHU
KOpalM Koju ce omsoce Ha dopmyne obmmka D,a, . Iakne, oBme hemo mocebuo
PA3MOTPUTH TE KOPAKe.

IIpBo, mpunukoM GopMupama ckymnosa 1;, y clydajy Kanua je

w; = (Y = Dy, B) n axo je Ty U {p;} HEKO3HUCTEHTAH, OHOA je

Toip1 = To; U {—p;, % = ~Dym-ncr, B} 3a Bexo n € N tako ma Tby Oyle koH3MC-
TEHTAH.
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Ilame, TpUIUMKOM NOKa3WBaHa 04 j€ 3a CBAKO i, 1; KOH3UCTEHTAH, NOTEOHO je
Pa3sMOTHUPTHU OBa] CIydaj.

Heka je ¢; = (¢ = Dya, ) , Hera je Ty; U {p;} HEKOH3UCTEHTAH Y NPETIOCTABUMO
nma je 3a cBaxko n € N, Ty U {~(v = Dy, f),¥ = —D,m-nc, 3} HekOH3UCTEHTAH.
Tana:

Ty, ~ (v = Do, B),% = ~Dym-no, f -1 3a cBako n € N,

Ty, ~(¢ = Dyo, B) = =(¢¥ = —Dpm—na,8) 3a cBako n € N, Ha OCHOBY Teopeme
Ilenyxuuje

Toi,~(¢ = Doo,B) F ¥ = Dym-na, 3a cBako n € N, kopucrehin kinacuuny
tayrosuordjy —(a = —f) = (a = ).

T, —(vp = Dy, B) - B = Dya, B Ba ocHOBY IlpaBuna 6

To: (v = Dy, B) = (¥ = Dya, B) Ba ocroBY Teopeme Ilenykmmje

T = = Dya, B.

Kako je Ty U {¢ = Dy, 3} mexkonaucrenran, u3s Ty, F ¢ = Dy, caema na je To;
HEKOH3UCTEHTAH, KOHTPA,AUKIHU]a..

Konauno, y mminy moxkasuBas.a JCAYKTUBHC 3aTBOPCHOCTHU CKyma 1™, MOKaKUMO
na u 3a ¢popmyie obimuka ¢ = (v = Dya, ) Baxkn : ako je @ NoOUMjeHa M3 HEKOr
CKyTa MPETIOCTABKU U aKO CBE Te€ MPETIOCTABKE MpUmanajy ckymny 1% omma U
npunana ckymy 1.

Haxne, wexa je ¢; = (¢ = Dya,) mobujeHa u3 CKyma OPETHOCTABKUA {@: =
(¥ = Dym-na, B)|n € N} npumenom I[Ipasuna 6. Ha ocroBy mmmyknujcke xumorese
@t € T* 3a cako n. llpermocraBumo na ¢; ¢ T*. Ha ocrOBY mnomaTHOT KOpaka y
KOHCTPYKIMju cKyna 1™ Koju CMO OBJie yBe/IU, IOCTOje N M j TaKo Ha ¢ => ~Dym-nar, 8
opunana ckyny 1;. Kako je v = D,m-no, 8 mpemuca, mocroju j' Tako na ¢ =
Dyy-na,B € Ty. Axo je | = maz(j,j') Tana ¢ = ~Dym-nc, 5,9 = Dyu-no, f € 1.
Otyma T) F ¢ = Doy, unli -9 = -Dym-na, ma 1; - ¢ =L u npema Tome
T+ = Dya, B. Ilakne, 3axkmyuyjemo na ¥ = Dya, 8 € T*, KOHTpa,IUKIH]ja.

[

KanorCKM MOZEN KOHCTpyHWIIE C€ Ha MCTY HAYMH Kao M y Ciydajy joruxe Lg, .

Teopema 17 (Jaka mormysoct) Ckxyn gopmysa T je xon3ucmenman axKo uma Lgp-
Mooen.

Hoxkas: Iloka3s ce usBomu Kao u y caydajy aoruke Lo, (Teopema 5), ca Tum ma je
noTpebHO 1oAATHO pasMoTpuTH popmyne obiauka D,a, (.

Heka je ¢ = D,a, . IlpBo, npernocrasumo na D,a, € T*. Heka je pu([a]) =7,
roe je 7 = limP_| 7., r(®) = (Th)ren. IlpermocraBumo na je p > 0. Wzabepumo
n € N rako ma je p¥ ™ < p. Kakro je y Teopemu 5 nokazamo T* + K, ,& akko
Mr- = K,,0 (33 cBe a € Forg,7 € Qu,p € R), w3 T + K, ,m-na nobujamo
Mr. = K, m-na n otyna |p([e]) — ra], < pM " < p. IIpema ToMme:

T*+ D,o, 3

T+ K, M-
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T*F Dya, BAK, m-nc= K, ,B3, Ha ocEOBY Axcuome 6,

T+ K, ,3, na ocroBy llpasuna 1,

u oryna T = K, ,0 1o ject |u([B]) —nlp < p.

Haxne:

(o))~ (8D = 1(([6d) )+ (ra—sl 1)l < maz{la([a]) ~ralys [ra— (8D} < o
na Mr- = D,a, (5.

Cama pasmorpumo ciaydaj p = 0, omaocuo Dya, f € T*. Tana, sa ocEoBYy Axcuome
6,3a ceakon € N, T" - K, m-naNDyo, = K, ,m-(3, 1 oTyna na ocuosy llpasuna
1, 3a cBako n € N, K, ,m-f € T*. Ilpema Tome p([f]) = lim?_, 7, = 7 = p([a]) na
je l1u(la]) — p([8))], = 0 omrocHo Mr- k= Doa, B.

Y cynpoTtrOM cMmepy npernoctasumo 1a Mz = Dya, 8. Tana je |p([a])—p([0])], <
p- Hexa je p(w)([e]) = r u p([f]) = ¢, rae je r = lmf_ s, ¢ = limf_ ¢n,
(@) = (Tn)nen ¥ 7(8) = (¢u)nen. IlpermocraBumo na je p > 0 u m3abepumo n
TAKO Ja je 3a n > ng, [T —Tol, < pu|g—gulp < p. Tana, w3 |r—gl, <pumr—raf, <p
nobujamMo |q¢ — 1|, < p. Hame, u3 |¢ — 7|, < p 1 |q¢ — gulp < p cuemu |1, — gulp < p.
Nzabepumo nll taxo na je pM~™ < p. Heka je ng > mazx{n{,ni} un > ny. Tana je
pM~" < p u oryna:

T KT.n‘pM—nOf

T+ K, m-nf3

T+ K,, ,a xopucrtehu Axcuomy 2,

T+ K,, ,0 xopuctchu Axcuomy 2,

T* + K, ,0, xopucrehinu Axkcuomy 5, jep |7n — gulp < p,

1™+ K, ,aNK, ,0= D, 3, 5a ocEOBy AKcuome 7.

T* + D,a, 8, Ha ocuoBy Ilpasuia 1.

Kormaugro, npernocrasumo aa je p = 0, To ject na Mp- = Dya, . Tana, 3a cBako
n € N, My« = Dym-nc, 3. Ilame, Ha OCHOBY IPETXOJHMX Pa3MATPAH:A, 34 CBAKO
n €N, T*F Dyu-ncr, 3. Haxne, xopucrehn Ilpasuno 6, nobujamo T* = Dy, 8 |

4.4 OnirydmnBOCT

Pasmorpuhemo nponenypy onsyunBama 3a BEPOBATHOCHE GopMyJie, OTHOCHO (op-
MyJie U3 CKYyIa For;?.

Hexka ¢ € Forf U HeKa Cy pi,...,Pn CBA MCKA3HaA CJIOBA KOJa Ce IOJaBBY]V V ©.
(0 JOTUYKA CKBUBAJEHTHA (HOPMYIU

DNF(p) = \/ (( \ £K,,m50i) A\ £Dpriacuy, Bii))
i=lm  j=1,k; I=1,s;
rane :l:KTi‘j,pﬂl,j a; 4 (:L“_Dp"i,z()l,j)l, ,Bi,l) O3Ha4YaBa K.,.i'j,p"i,j Q; 5 AN ﬁI(ri’]_)p"i,j Q; 5 (Dpni,zai’l, ,81"[
uma Dniicyy, B5). @ je 3amoBommuBa akko je 6ap jeman aucjyskr us DNF(yp) 3amo-
BOJLVB.
duxkcupajMO HEKO 7 U MOCMapajMo OJAroBapajyhu Iuc)yHKT
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Di = ( /\ j:K,,.i'j’p”i,j O{i,j) AN ( /\ j:Dp"i,lai,l,,Hi’[)
j=1,k; 1=1,s;

w3 DNF(yp). Heka cy pi,...,p, CBa HCKa3HA CJIOBA Koja ce mojasisyjy y D;. Csaka
1CKa3Ha GpopMyia «; ; je eKBMBAJEHTHA CBOjO] CaBPIEHO] MIMCjYHKTMBHO] HOPMAJIHO]
popmu, y ozsamt FDNF(w;;). Axo | (o & f), Tana Ha oCHOBY mpaBuia 7, 3a
cBak Momen M u cee r € Qu, p € R, M |= K, ,a akko M |= K, ,f. Couuno, ako
= (e 7)) u | (B 7)), rana je y mogeny M, p(le] — p([B]) = p([7] — w([d]) ma
oryma 3a cBako p, M |= D,a, 8 akko M |= D,y,d. Ilpema tome, mucjyexr D; je
3aI0BOJLMB aKKO je dopmyia

( \ =K, s FDNF(oi;)) A( ]\ £Dyi FDNF(ay)), FDNF(S,1))

J=1k; I=1,s;

3anoBossuBa. Ca 063MpOM Ia 3a pa3iuduTe aToMe a; ¥ a;, [a;] N [a;] = 0, 3a cBaku
Monen M je pla; V a;] = pla;] + pla;]. Ilpema Tome, nucjyrkr D; je 3aX0BOJLUB AKKO
je HapeIHU CUCTEM 3a10BOJLUB:

)
Su-1
1=1

n : _
Jl _ |Zat€ai‘1 Ye — Tllp < P 1 aKo Je iKrl,pnl ;1 = Krl,p"l ;1
n : _
|Zm€ai,1 Yt — Tllp >p™  aKo Je :tKTl,P"lai,l - _'Krl,Pnl Qi1

-

aKo je j:KTk. e Qe = K Qg

J = { | ZatEQi,ki Yt — Tkilp < pnk P Th; P
1

— Tk, ] . — .
l Zateai,k.‘- Yt Tkilp > Pt akKo Je :tKTki,pnki Q; g, = _]Krki,pnk‘i O k;

I, = i Zﬂ-teai,l Yy — Zuteﬂi,l yt|p < pnl aKO je :i’:Dpnl Q; 1, ,Bi,l = Dp"l a1, ,B'i,l
' |Zat€ai‘1 Yt — ZatEﬁi,l Yelp > P axo je £Dpmayy, fin = "Dpmayy, fin

L . | Zateai,si yt - Zateﬂi,si yt|p g pnsi aKo .]e :i:Dpnsi a’i,S,‘,) ﬂi,s,— = Dpnsi ai,s,;; /Bi,si
> | ZatEai,si Yt — Zateﬂi’si yt’p > pnsi ako je :tDpnsi ai,si) ;Bi,s,- - —_'Dpnsi ai,si) IBi,Si
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Hejemnakoctu obmuka | — 2 aepi,; Yelp < PV cBOZE ce Ha HejemmaxocTH

a€a; ; Yt
| ZatEai,jAﬁi,j +y, — 0|, < p™. llpema ToMe, mpounenypa UCHATUBAMKA 33, J0BOJLUBOCTA
33 CHCTEMEe Zf:l ye =1, Ji,. .. Jx, ;L1 ... Ls,,2a caMUM TUM U 32 JIOTUKY Lgp je mara
y raasu 1.

Dy
5 p-amcKa MCKa3Ha JIOTUKA LQp

Osa joruka je Ha HEKM HAYUH KOMOWHANMja NIPETXOIHE TPU. Y jE3UKY OBE JOTUKE
rMaMo BepoBaTHOCHC omepatope K, ,, r € Qum,p € R xao u oneparope D,, p € R, u
IIPU TOME CY JO3BOJLeH:-€ UTepallije BEDOBATHOCHUX OIlepaTopa Kao U Mellame Kia-
CUYHUX U BEPOBATHOCHUX GopMyna (Kao Uy CIydajy JIOrMKe Lgp). Ckyn ¢popmyna

D,it D
ome joruke obenesxasamo ca For(Ly™). Jloruka Ljy" KOPUCTH MCTM aKCHOMATCKH

CHCTEM Ka0 U JIOTHKA Lgp JOK je nedpuHMIMja MOIeNa MCTa Kao U Yy JIOTMOU LiQp.
Penanuja 3an0Bo/beHA je UCTa KAa0 U Y CIyYa]jy JIOTUKE LiQp ca TUM Ja je moTpebHO
o nepuHMCATH 3a00BOLewe 3a opmyine obruka D,a, f:
Dt .
Axo a,( € FOT’(LQ:) ouna w =y Dya, B axxo je

nw)({w = w' € W(w), o = a}) — p(w)({u' o' € W(w),w' Fa B}y < p

Ca 003upoM Oa 0Ba JIOTUKA KOPUCTU Beh MO3HATM aKCUMOMATCKU CHUCTeM, leo-
peMa KOpPeKTHOCTHM u Teopema AeNyKOuje Cy MOKa3aHe Yy MNPEeTXOMHAM TrJIaBaMa.
Wcka3 u nokas TeopeMe O KOHCTPYKUIMjU MAKCUMAJHOI KOH3UCTEHTHOI CKyNa MCTU
je Kao U y IPEeTXONHOj TIaBu. KaHOHCKM MOOEN ce KOHCTPYUIIE KAa0 U y KOJ JOTUKe

Zé,n a je OTYJla U OOKa3 TeopeMe MOTIYHOCTU MCTU KA0 U y CIyda]y Te JIOIHMKE
ca TUM Ja je moTpebHo mocebHO pasMoTpuTu popmyne obnuka D,«, S, mrTo je ypa
beHo y npeTxoaH0] TJIABU KOja FOBOPU O JIOTUIA Lgp. Ca 0063upoM 1a je moKa3aHa
OIyYMBOCT 33 JIOTUKE LiQp u Lgp oBme heMo HaBeCTU OOMATHE KOPAakKe.

ITpBo, y moka3y TteopeMe Koja TBPAX na je dopMysia 3aI0BOLUBA Y HEKOM MOI-
eny M akko jc 3amoBosiuBa y oxrosapajyhemo momeny M* ca KOHAYHO MHOIO CBe-

TOBa HOTPEOHO je IOKa3aTH Ja y CBAKOM cBeTy w Momxena M* Baxu: (M,w) = D,a,
akxo (M* w) = D,a, 3

o (M,w) | D,a,f akxo

u(w)({u - v € W(w), (v, M) | a}) — plw)({u: v e W(w), (u, M) |= 8})], < p

aKKO

| Y ww)(CanWw) = > pw)(CanW(w)l, < p

Culza C'u.t:B
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aKKO

DY pwy@) - Y pw) @), <p

Culau/ €CynW* CuE=B W €CNW*
AKKO

| (w)({w - v € WH(w), (u, M) = a}) — p*(w)({u : v € W (w), (u, M”) |= B})], <

aKKO
(M*,w) = D,a, 3

Ipyro, npuiaukoM pa3MmaTpama CBUX MOJMAETa Ca KOHAYHO MHOIO CBETOBA,
UCIUTYjEe Cce 33T0BOJFUBOCT caenehux cucrema:

i (wi) (w;) =
| > g, (w03
|z’;v,.z,m ()
| D pe, 1(w3)
|3y pe, 1C02)

;) —7lp < paro K, 0 € o

S

w;) — 71|, > p ako K, ,0 € o

S

(3

(w
(
(13) = Yo e, M) (w3)|p < p ax0 Dy, € 0
(

w;)(w;) — Zw, vea; p(w;)(w;)], > p axo =DyB,y € o

VcnutuBame 3a,10BOBUBOCTY OBAKBUX CUCTEMA j€ IIPUKA3aHA, Y IIPETXOIHUM I'IIaBAMA.

6 p-ancka mckazna noruxka CPLy

Y je3uky oBe Joruke, nopen oneparopa K, , yBenesn je u oneparop CK, ,o, [ xoju
rMa 3Hauveme: yCJIOBHA BepoBaTHoha morabaja o mpu ycaoBy [ mpumama p-aJcKo]
KyriM ca LUeETpoM r moiayunpednuxkoM p. Kako je P(A A B) = P(A|B) - P(B),
OUUTJIETHO je Ja MOPaMO KOPUCTUTH MHOKEH:€ p-aIckux bpojeBa. Ca o63upom na je
|-yl = |Z|p-|ylp, @M & TiMe m xyra K |0, p™] sucy 3arsopcsu 3a MuOkeHme. JeauHa
pP-aliCKa Kyriia 3aTBOPEHA 3a MHOXKeme je jemmHnuna kyria K[0,1] koja ce yobuua-
jeHo obenexaBa ca Z,. Ilpema TOoMe, na OumcMO O4YyBalIM yCIOB OrPAHMYEHOCTH
3a BepoBarHohy (boundedness condition), oBme he xomomern Beposarnohe 6utu Z,.
[Topen tora, ma 6u BepoBaTHOha mpunanaja jeIWHUUHO] KyLJIU, MOPAMO CY3UTHU
CKYII paloHaJHUX OpojeBa- MeHTAPa P-aCKUX KYTJIU KOJUMa allpOKCUMUAPAMO BEPO
paraohy. OuurienHo, Ty MOBOJLHO j€ Y3€TU CKYN DANMOHAJHUX OpojeBa umja je
p-aACKa HOpMa Mama 0 je’Haka l.
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6.1 CuHTaKCca U CEMAHTHKA

Hexka je p ¢urcupan npoct 6poj. Hedbmaummmumo ciaeache ckymose:

L Q={reqQlr,<1}n
2. R={p™n e N}U{0}.

Jesuk noruxke CPLz, je mpe6pojuBo MpomMuUpeme KIACMYHOT UCKA3HOT jC3UWKa KOje
ce cacrtoju on upebpojuBOr CKyna UCKa3HUX cioBa Var = {p1,p, ...}, KIaCHYHUX
ompeaTopa — M A, U JIICTe BePOBATHOCHUX omeparopa obmuka CK; , 3a cBe 1 € Qq,
p € R. Ca Fore o3HauaBaMO CKyO KJIACUYHUX MCKA3HUX (OpPMyJa, OOK je CKYI
BepoBaTHOCHUX GopMyrna, y ozsauu For$Pl majuamum ckyn dopmyna koju ucmys-
jaBa:

e Ako o, € Forgi, 7 € Q1,p € R orna je CK, ,o, 3 BepoBaTHOCHA (hopMyIa.

e Axo cy ¢, ¢ BepoBaTHOCHe dopmyine oEma cy u (—p), (¢ A ¢) BepoBaTHOCHE
dopmyie.

Beposatrocue dpopmyre hemo obenesxxasatu ca: @, ¢, § uta. Cryn For®Pr ceux

CPLg,-bopmyna je yauja ckynosa Forg ann For§PEl. ®opmyne hemo obenexaparu
ca A, B, C urn.

lebvmummja 15 CPLz, moden je cmpysmypa M = (W, H, p,v) 20e cy:
e W nenpasan cxyn ceemoaa.
e H je anzebpa nodckynosa 00 W.
o u: H — Z, je xonauno adumusna gynryuje maxaa da je p(W) = 1.

e v: W x Var — {true, false} je ucxasna earyayuja xoja ceaxom ceemy u ce8axom
uckaszHom caosy npuopyxcuje true uau false. Baayayuja v(w,-) ce na yobuuajen
HAWUH NPOQYACYJE HA CKYN COUTL UCKAZIHUL Popmyaa. |

Axo je M jemam CPLyz-mognen, ca [ajy hemo o3mayaBaTu CKyI CBUX CBETOBA W
TakBuX Ha je v(w,a) = true. Vamekc heMo M30CTABLATU YKONMUKO j& U3 KOHTEKCTA
jacEOo 0 xoMme momeny ce pamu . CPLz-monen M = (W, H,u,v) je MepibuB axo
[a]pr € H 3a cBe o € Forg,. Hanmame hemo ce $hokycupaTu Ha KJIacy MEPILUBUX
CPLz,-monena. Ilakne, mon ”CPLg, -monen” cmarpamo ”mepisus CPLz -monmen”.

Hepuaumuja 16 Hexa je M = (W, H, p,v) jedan CPLz,-modea. Penayujo 3za0o-
gomusocmu defunucana je Ho cacoehu Mavun:

o Axo o € Forg onda M = o axo u camo axo v(w,a) = true 3a cee w € W.
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o Axo a,f € Forg, onda M |= CK, ,a, 3 axo u camo axo:

= p(18)) = 0 ur — 1], < p wau
— u((B)) # 0 u KB |, < p.

e Axop € Forp , onda M = —p axxo nuje M |= .

o Axo p, € Forp onda M = p AN akko M = u M 1. [

IIpumeTumo na ma ocHOBY oBe nedunmmmje, M = CK, ,a, T akko je |u([a]) — 7], < p.
Ilakne, ycimoBHa BepoBaTHOha, Kama je yCJOB TAyTOJOrUja, CBOOU CE& HA OOUUHY
seposaruohy. Ilpema tome, CK, ,a, T maname obenexasamo ca K, ,o.

Beposatrocna gpopmyna ¢ je CPLz -3a0080musa ako nocroju CPLz -monen M
Tako na M |= . Beposarmocma dpopmyna ¢ je CPLz -sawana axo 33 cBe CPLz -
momene M, M = ¢. Ckyn BepoBaTHOCHUX dopmyna T je 3aH0BOJLMB AKO TIOCTOJU
CPLz,-monen M Taxo ma M = ¢ 3a cBe p € T.

Penanuja 3an0BobMBOCTH HeDUHUCAHA je HA OCHOBY KODUCHE IIPETHIOCTABKE A
je ycnoBHa BepoBatHoha jemHaka 1 kama ycioB uma pepoBatuohy umyna. Obpa-

TAMO ONaXIby Ha AehMHMLM]Y 3a0BOJMBOCTH 32 popmyie obnuka CK, ,a,[. 3a

p([onB])

npoussosto p € R, M = CK, o, 3HaYn na KOIWYIHUK () KOJU TPEACTABILA

BepoBatHohy nmorabaja a mpu ycioBy [J, upunana p-ajCKO] KyrJd ca OEHTPOM T
U moJynpedyHukoM p. Axo je p = 0, ka0 U y nmpenxonoM ciydajy aobujaMmo na je
BepoBatHoha morabaja o npu ycaoBy [ jemHaka 7.

6.2 Axkcmomaru3ammuja

AxcuoMaTCKA cuCTeEM AXCpsz 33 JIOTUKY CPLZP caap:Ku ciaenehe mema-akcuome:
1. Ce mHCTaHIE MCKA3HUX TAYyTOJOrHUja.
2. KTl:Pla A Krz,pzﬁ A KO,O(Q N ﬁ) = KT1+T2,maI(Pl,P2) (a N 'B)

CK,,a,0 = CK,yo,3, xanroxn je p' > p

>~ w

CK:pa, = ~CK,, 0,3, axo je |ry — 12|, > maz(p1, p2),

5. CK,, ,0, 8 = CK,, ,a, 3, ako je |r; — 12, < p

6. Kriryp (ANBINK,, 5,8 = CKrl’m_lu_iiprz_}a,ﬂ kanronjery #0, |ri, <1, |ral, > po,
2], 2> p1-

7. CK,p0, BNKy B = Kirs maz{irilyolrly-0} @ A B, K0 je 1 # 0, ||, > pr.

8. Koo AK, (aAB) = CK, o, B

U NpaBUiia U3BOhHema:
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1. "3 Au A= I ussectu B, ykomko cy A u B obGe BepoBaTHOCHE , UIu 00€
KJIaCU4HE UCKa3He PopMylIe.

N3 « uzsectn Ky

Axo n € N, uz ¢ = K, ,-»a 3a cBako 7 € Q;, ussectu ¢ = 1.

N3 a =1, uzsectu Ky

Axo r € Qi, 13 ¢ = CK, ,-na, B 3a cBako n € N, usBectu ¢ = CK, o, 3.

(&

6. s a & [ ussectu (K, ,a < K, ,0).

Axcuome 3 — 5 ¢y amajorse akcuomama, 2,4 u 5 akcuomarckor cucrema AX Lo,
(rmaBa 1) u oHe mMKTUpaA]y OCOOMHE KOje KOJMUYMHUK OBejy BepoBaTHoha Mopa
Na UCIYHAaBa, Ka0 WTO CY TO aKCHOME CHUCTEMa AXLQP TBpIUJIE 3a BepoBaTHONY
jemse ¢popmyise. CnuyHO, IPaBUIO M3BODEHma O OBOT CHCTEMa AHAJIOTHO IPABUILY
5 cucrema AX Lo, - llpemusauje: akcuoma 3 OAroBapa CBOJCTBY pP-aJCKUX KyTJIH:
KyrjJa MaHCl NMOJYTIPEYHUKA j& caAp:kaHa y Kyrau neher momynpeunuka (yKOTUKO
KyTJe HUCY OUCjyHKTHE); akcuoMma 4 o6e36ebyje nma ycnosra BepoBaraoha (oaro-
Bapa]y iy KOMMYHUK Mepa) He MOKe IPUNa AT ABEMa IUC]YHKTHUM KyriaaMa. Kako
CBAKa TAYKA pP-aJICKe KYTLJe MOKe OUTU HBeH IIeHTap, akcuoma b omoryhama na
oaroeapajyhu KOMMUYHUMK Mepa IPUIaLa CBAKO] on OBUX Kyrau. Axcuome 6 — 8
Cy IOpyraduje v OHe OLpaskaBa]y AedWHULY]Y yCJIOBHC BepoBaTHohe. Pasmorpmmo
OTPAaHUYCH,A IIOCTABLEHA ¥ akcHoMM 6 U Heke HuxoBe nociaemuue. Hawmme, kako je
71|, < 1 mmamo nma je |ry - 72|, = |7ilp - |T2]p < |r2|p,- Omarne ce Bumu na je oBo ak-
cuomy Hemoryhe npumenuTu, Hup, Ha curyaunjy K, o(aAB)AK. of ako je |r|, > |r'],.
[Ipema tome, noruka CPLz, e naje oAroBOP KOJIMKA je yCJOBHA BepoBaTHONA no-
rabaja « upm ycnoBy (3 3a oBakaB nmap ¢opmyna. OBa curyanuja je Ha HEKU HAYUUH
HenzbexxHa jep Ou ce y cympoTHOM JN00OUJIO Aa je HopMa ycioBHE BepoBaTHOohe Beha
on 1. IlpomuckyTyjMo mONynpedHUKe KyTJaM KOjU Ce jaBihaly y akcuoMama 6 um 7.
Y cnydajy JIOTHKA ca PCAJHOBPEAHOCHOM BepoBaTHONOM, ycioBHa BcpomaTHOha
norabaja o mpu ycmoBy [ mobuja ce Kao KOJIUYHUK % Osne BepoBaTHOhy
AIIPOKCHMUPAMO KyIJIOM OKO OAroBapajyher neHTpa, TadHUje OKO LIEHTPA KOjU ce
nobuja ka0 KONMUIHUK neHTapa Kyrau kojuma npunanajy p([aA f]) u p([5]). Hakxe,
kako u([aAf]) npunana kyriu ca nesToM 119 ¥ p([(]) npunana kyrau ca mesETOM T,

A
Tpeba OrpaHUYUTH |% — 71|, CA HEKMM IIOTOJHUM NONYNPEYHUKOM. llpuMeroM
ocobuna | - |, mobuja ce W (3a merame morjenaTu AOKa3 TEOPEME KOPEKT-
P

nocru). CrnudHa pazMarpama OPUMCHY]Y CC KOI akcuomc 7.

ITpaBnno 5 onpaskasa cienehie cBojcTBO: ako je konuuHuk Mepa (aAf) u f koju
OIrOBapa YCJIOBHO] BEPOBATHO NU MPOM3BOJLHO OJU3Y HEKOM PALMOHAJIHOM O6POJy T,
OHI3 ]J€ Mepa IOMEHYyTOI KOJWYHUKA J€OHAKA T.

$opmyna A je cunmaxca nocaeduya ckyna dopmyna T (T F—AXCPLZPQ) aKO IMOCTOjU
Hu3 hopmyrna Ag, A; ... A TakaB ga je cBaka A; aKCMOMa WU OpUNana cKymy 1 wiau
je momohy Hexor on nmpasuia nsBobhema u3BeneHa M3 NPEAXOMHUX hOpMYyIa.
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Huz dopmyna Ay, Ay ... A je doxaz (ussohewe) 3a A u3 ckyma dopmyna T wu
HeroBa OyKUHA je opauHatd cienbenuk. 1 ¥ A 3uauu na me Baxku 1T+ A. ®opmyina
A je teopema (F A) axo je curTakcHa mociemuna mpassor ckyna. Ckyn dopmyia
T je KOH3UCTEHTAH ako nmocroje ¢opmyne a € Forgp u ¢ € Forp tako na TV a u
T ¥ ¢. Korsucrenran ckyn ¢popmyina T je MAKCUMAJIHO KOH3UCTEHTAH aKO:

e 3a cBe a € Forg, ako T F o, orna o n K, go npunanajy ckyny 1
e 3acee p € Forpmma o €T v —~p € T.
Cxyn dopmyna T je dedykmueno 3ameopen ako 3a cse A € For, u3 T + A caemm

AeT.

6.3 KopekTHOCT M TOTIIYHOCT

Teopema 18 (Teopema xopexmmocmu) Axcuomamerxu cucmem AXcpr, je xopexman
y oo0nocy na xaacy CPLz, -modena.

Iloka3: Kako je KOPEKTHOCT je HOT Nejla aKCHOMATCKOr CUCTEeMa IIOKa3aHa Y IPEeTXO0I-
HUM TJIaBaMa, nokazaheMo ma cy akcmome 3-8 BafaHC KAa0 M Ja IPABUJIO O YyBa
BaJLAHOCT.

e Axcuoma 3: Hexa 3a npousBosman CPLzq, monen saxu M = CK, ,a, . Tlper-

noctasumo npso xa je p([8]) # 0. Tana je |“([((1[2]€]) —r|, < p ma 3a p’ > p umamo
“%gﬁ]) — 7|, < p'. Ilpema tome M = CK, ya,3, oqaocao M = CK, ,a,8 =

CK, ya,3. Axo je u(|8 0 orna je Ha ocHOBY nedununuje 16, [r—1|, < p ma
v P

je oryma u |r —1|, < p’, onakie DIOEOBO HA OCHOBY HCTe AedpuHUIMje H0OMjaMo
na M & CK, yo, B.

e Axcuoma 4: Ilpernocrasumo na M |= CK,, , @, u na je |ry—r3|, > maz{p1, p2}
3a HeKO Ty € Qq, p2 € R. Tana, y cayuajy ma je p([8]) # 0 I/IMa,MO crenchy

curyammjy: |= [O‘[ﬁ]ﬁ)]) —71|p, < p1 mako M = CK,, 5, f oBRA je |“( T D _ryl, < pa,
na je 3aTo |r; — T, = |(r1 — “EL[?‘[S]‘;D) + ("ﬂ‘(’[/ﬂ\ﬁn —712)|p < maz{|r, — ”—EL[‘()E—%DL,, | —
p([enp])

G l,} < maxz{pi, p2}, xkorTPAIUKIMja. Ilpema Tome CM | -K,, a0 u
oryna M = CK;, ,a,B= -CK,, ,a,pB.

Yrouko je u([8]) = 0 rana uz M = CK,, o, n nepunnnuje 16 cremu na je
|r1—1|, < p1. Axo 6m Baskuso M |= CK,, ,,o, f oBEfa 61 Ha UCTU HAYUUH CJICIAIO
n |ry — 1|,, omakie 6ucmo umamu |1 — ra|, < maz{|ry — 1|,, |1 —7alp} < {p1, p2},
MTO TPEACTABLA KOHTPAIUKIU]Y.

e Axcuoma 5: Heka M = CK,, ,a,( u Beka je |11 — 75| < p. Yromuxko je |u([f]) #

0f, omma je [“I550) —ri| < p ma je [MUGEd) —ry), = (S — 7)) 4 (ry —my)], <
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[a/\ﬁ])

ma:c{| — T1lp, |11 — 72|} < p. Ilpema Tome M = CK,, ,o, . ¥ cnyuajy na
je ,u([ﬁ]) = O us M = CK,, ,a, [ Ba ocHOBY nedpummnmje 16 caemm |ry — 1|, < p,
na je |rq — 1|p = |ry — 71 + 71— 1|, < maz{p,p} = p, omocro M = CK,, ,a,f.
Iakne, y ceakoMm cayyajy M = CK,, ,a,8 = CK,, ,a, .

o Axcuoma 6: IIpernocrasumo na M = Ky p (@A B) AN Ky, 5,0 1 fa je mpn ToM
ucnymeno ro # 0, |m1lp <1 u |ral, > pa, |12|p > p1. Tama je

la A 11 ly < o1 8 1A = rly < pa. Tpesn some jlland) | =

|#([¢’l/\ﬂ])~u([ﬁ])‘7‘1 | |u([anB])=r1T2+r-r2—p((8])- Tllz
©([B]) p |([8])|p

Bynyhu na M = K,,,, umamo na je |p([B]) — 2l, < p2 w oryma |u([8])], =
\u([B]) —ra+ralp, = maz{|p([B]) —Talp, IT2lp} = Ir2lp jep je |[u([B]) —ralp < p2 <|ralp.
Hame,

\u([anB]) —ry-rotri-Ta—p([B]) 1], < maz{|u([anB]) —T1-Talp, [T1lp- [ra —1([B])]5}
< maz{py,|rilp-p2} < mazx{p,p2} jep je |rilp-p2 < p2. Oryna je |;(ag][;]) T1lp <
W, OJHOCHO M }: CK ma,:c{pﬁ pz}a B

[r2p
ITpuverumo ma osne me moxke butnm p([f]) = 0 jep 6m omariie Ha OCHOBY
nepuanimje 16 cnemano M | KyoB. Oryna, 36or M = K., ,, u akcuome
4 mopa Baxkutu |rp — 0] < maz{0,p:}, mWTO je y CympoTHOCTH Ca YCIOBOM
|ra| > poa.

e Axcuoma 7: Hexa M |= CK, ,a, BNK;, , 3, 0o0HOCHO |%['("[g—§])—r|p < pu|u(f]) -

rilp < p1. Tana je |p([eA B]) — p((B]) - rlp < [w([B])]p - p w oTy MR

(e AB]) =7 -milp = [p([aAB]) — p((B]) -r+p(B]) 7 —7T-mlp <
maz{|p([B])|p- o, ITlp-|1(1B]) —T1lp} < maz{|u([B)]p-p, || p1}. Kaxo je |u([B])], =
\u([B]) — 1+ 71l < maz{|ri|p, p1} KoHAUHO HOGHMjaMo ma je |u([aA fB]) —r -7, <
maz{|ril, - p,p - p1,|7|p - pr}. Ilpema Tome M |= K r1 maz{|rilp-pyo-p1,lrlp-p1} (X A B)-
CunuHo Ka0 U y ciydajy IpeTxouHe akcuome, u ose He Moxke butu p([F]) = 0

jep 6u raga Bakuino M = Kgof, na kako M = K;, ,, nobumm 6ucmo |r|, < p1,
ITO je Y KOHTPAIUKIM]M Ca NPETNOCTABKOM.

e Axcumoma 8: Ilpernocrasumo na M = Koo A K, (e AfB). Tana je p([f]) =0 n
KaKO je |1 - 1|p = 0, Ha OoCHOBY nedumHUIM]e pelanMje 3a0BOJLEH:a MMAMO 12

M = CKiypa, 8
Pa3Morpumo jom HOBO mpaBuiio u3Bobhemas:

e Ilpasuno 5: Ilpermocrasumo na ¢ = CK, ,-»a,3 Baxku y cBako moneny M,
3a ceaxo n € N. Heka je M mpoussoman CPLz -momen. Axo M [= —p ouna
M k= ¢ = CK,pa,8. Y cynporrOM, ako M = ¢, ouna M = CK, ,—»c, [ 3a

ceako n € N. Tana je |“Et?[g]‘§]) — 7|, <p™ 3a cBako n € N. Ako je 3a HEKO n,
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”gﬁgﬁ]) — 7|, =p™ onpna je “ﬁ?‘[gﬁ]) — 1|, < p~ ™) nehe Baskuru. [Ipema ToMe,

HE IOCTOJU N TaKO Ma |“E‘[E"[gﬁ]) — 7|, = p™™ ma Ha OCHOBY meduHMIMje P-aLCKe
p(lans]) _

HOpMe crem |= e — 7l = 0.

Teopema 19 (Teopema dedyxyuje) Hexa je T cxyn dopmyaa u A u B obe uckasne wau
obe seposammnocne popmyne. Tada: Axo T, A+ B onda T+ A = B.

Hoxka3: [loka3 ce ussomu kao u y ciayuajy Teopeme 2. Osne hemo mocebuo pas-
MOTPHUTHU ClydajeBe kala je dopmyina B nobujeHa NprMeHOM IPAaBUIA O.

e IIpernocrasumo na je B = (¢ = CK,a, ) nobujero npumerom llpapuna 6.
Tana:
T Aty = CK,,-na,3 32 cBaxo n € N
THA= (p= CK,,-na,f) 3a cBaxko n € N, Ha OCHOBY MHAYKIOMjKCE XUIOTC3C.
TH(ANp)= CK, ,-na, [ 3a cBako n € N,
TH(ANp)= CK,pa,p ra ocroBy IlpaBuna 5
THA= (p= CKyo,p).

Teopema 20 Csaxu xKon3ucmenmar cxyn gopmysa moxce bumu npowuper 00 Maxcu-
MAAHO KOHZUCTEHTHOZ CKYNA.

Hoka3: Heka je T koH3uCTEeHTAH CKYT GOpPMYNa , 1 CKyI CBUX KJIACUYHHUX IOCIE-
una ckyna 1, oy, o1, ...jenHo Habpajame cBux dopmyna u3d ckyna Forer, ¢o,p1,
... jenno sabpajame cBux dpopmyna uz ckyna Forp u f: N — N? 6uno xoja 6ujex-
mja (f je ¢pymxkmmja obnuxa f(i) = (m1(2), 72(1))). lepmammumo BM3 Teopuja T; Ha
cnenehu Hauuy:

1. T() = TUTU {K1,0a|a € T}
2. 3a cBako 1 > 0,

(a) Axo je Tp; U {;} xor3ucrenran onna je To; = To U {p;}.
(6) Uraue, axo je Ty; U {p;} HEKOH3MCTEHTAE OHIA!

(1) Axo je ¢; = (¥ = K, o) onna je Ty = T U {~p;, ¥ = K, ,-na} 3a
wHexko n € N tako na Ty, 1 6yne KOH3UCTEHTAH.
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(11) Ako je @; = (¢ = CK, g, ) ouna je Ty = To;U{~p;, ¥ = ~CK, ,-na, B}
3a "Heko n € N Tako na 15,1 Oyae KOH3UCTEHTAH.
(Z’L’I,) Nuaue T2i+1 = TQi U {"'IQOz}

3. 3a cpako i > 0, Thipo = Toip1 U {K, pj-me)Ury(s)} 32 HEKO 7 € Q) Tako 1a Ty
OyZie KOH3UCTEHTAH.

Ha ucru maunu xao u y Teopemm 3 mokasyjeMo na je 3a CBakKo # i, CKyn 1;
kouszuctenTtad. Onae hiemo jom mokasatu na ce y kopaky 26(ii) nobujajy KoH3mMC-
TeHETHU CKynoBu. IIpermocrasumo na je ¢; = (p = CK,oa, ) , To;U{p;} je HcrOH3UC-
terTal u 3a csako n € N, Ty, U {=(¢ = CK,ga, ), = -CK, ,-na, 3} je HexoH3uC-
TcHTaH. Tana:

Toi, ~(p = CKrpa, B), ¢ = ~CK, p-na, B -1 3a cBako n € N,

T, (¢ = CKrpa, B) F (¢ = ~CK, ,-na, B) 3a cBako n € N, Ba ocroBy Teopeme
Henyxmuje,

Toi, ~(p = CK,pa, B) ¢ = CK, ,-na, 33 cBako n € N, Ha OCHOBY TayTOJOTHje
(o= —f) = (a= p).

To;, (¢ = CK, 9o, 8) F o = CK,po, 3 Ha ocHOBY IlpaBuna 5

Ty, F (o = CK,pa, ) = (¢ = CK,pa, §) 5a ocrOBY Tcopeme Ilenyknuje,

Toi -9 = CK o, B.

Kako je Tp; U {¢ = CK, o, [} mexonsucrenrtan, us Ty F ¢ = CK,pa, f crenn na je
T5; HEKOH3UCTEHTAH, IITO MPeACTAaBIba KOHTPAIUKIN]Y.
Ocrarak noka3a ce u3Boou ucto kao y Teopemu 3. i

KoHCTpykmuja KaHOHCKOT MOeNa W3BOIM Ce Ha MCTU HAYUH KAO U Y CIydYajy
noruke Lg,, (rmasa 1).

Teopema 21 (Jaka mormymoct) Cxyn popmysaT je xonsucmenman axxo uma CPLy -
MOOEA.

Hoxka3: IToka3 ce M3BOJM Ha MCTY HAUUH Kao M y ciaydajy Teopeme 5, ca tum na
je morpebro momarHo pasmMorputu popmyne obmka CK, o, (.

e Heka je A= CK, ,oa,f3a 8Bexke 7 € Q1, p € R u o, € Forg. IlpernocraBumo
na CK,,a,f € T*. Heka je p([f]) = b u r(f) = (bp)nen (b = lim?___ b, n
Ky, ,~n3 € T 3a cBako n € N). IlpermocraBumo npBo na je b # 0 u y OxBUpY
Te MPETIOCTABKE pa3MoTpuMmo crenehe ciayudajese:

-7 #0u p#0 Heka je € < mz’n{“rlr’l’:, |bl,} u ny TakBO Ha 3a M > ny BaykU
b —bnl, < €. Tama je |balp, = |(bn — b) + b, = maz{|b, — b|,, [b],} = |bl,, jep

je |b, —bl, < e < |b|,. Heka je 3aTum nf Taxso ma je p™™ < min{“l’lr‘[:, 6]}

u ng = maz{n{,ny}. 3a cBako n > ny nobujamo cuenehe:



03

T+ CK, o, BAK,,, -3, TRE je |by|, # 0, ma oryna Ha ocHOBY Akcuome 7,
T* & Kb, maz{balp-pirl,p—} (@A B). Kako je p™ < bnlpe 4y P " < |bn|, mMamO

Ir[p
gaje |ty - p ™ <|bnlp-pmp-p ™ <p-|bulp, u oTyHA
maz{|bal, - p,|T|p - P™"} = p - |bu|p omEOCHO T* = Koty o, (0 A B). IIpema
rome |p(la A B]) =7 - balp < p-[balp w oryma [u(lee A B]) — - p([B])]p =
|(u([aAB])=7-bn) +(r-bn—7-p([B]))], < maz{p-|balp, |rlp-1bn—n((B))lp} = p-|bnly

jep je b, — p([A])], < € < '—b'ﬂ Naxne, [p([aAB]) =71 w([BDlp < p-|bnlp
pllens)

ma je |Eool i) |, < p, OIIHOCHO M = CK, ,a,p.

- 7=0. Y oBOM cayuajy 3akbydyjeMO Ha CIMYAH HAUWH KAO U y IPETXO M-
. . o
HOM Ca TMM Ja OMpaMo € TakBO Ja je € < |b|, 1 ng TaxkBo ga je p~™ < |bl,.
Ilamwe, pe3sonyjyhu xao manonpe nobujamo na

T* &= Kobumas{ibalyolrisp=} (@ A B)
omaocHO, T = Ko o), (@ A B) jep je |r|, = 0 m p™™ < |by],. I[Ipema Tome

lu([a A B))|p < p-|ba|p, 1 oTymA |%ﬂ|p < p omaocao M = CKy ,a, B.

-1 # 0nu p=0. Kako T*  CK, o, 3 xopucrehu Axcuomy 3 3akbydy-
jemo na 3a cBako n € N, T™ + CK, ,-na,3. OTyna, Ha OCHOBY MaJjoupe
IOKa3aHOr MMaMo na 3a cBako n € N Baxu Mrp. = CK, ,-na, 8 0DHOCHO

|”EL[?L2§D r| < p™™ 3a cBako n € N. IIpema Tome, He mOcTOju N € Z TAKBO
Ja je |”( o‘[g Al _ r| = p" ma Ha OCHOBY meuHMIMje p-aACKe HOPME CIeI Ia
je |20 —y| = 0. Maxne, M. | CK, oo, B.

[Ipernocrasumo cana na je b =0, omuocro |u([f])|, =0. Tama T+ Kyof
1 oryna Ha ocHOBY Axcuome 8, T™ - CK oo, f ma Ha ocEHOBY Akcuome 4
mopa Basxkutu |1 — 1|, < p. Onarne, Ha ocHoBy Iledununuje 16 3axmydy-
jemo na Myp. = CK, ,a,[.

Y cymporHOM cMepy mpernocraBumo ga Mrp- = CK, ,a, 3. Heka je

p(la A B)) = a, p([f]) = b. IlpermocraBumo mpsBo na je b # 0 M pasnmukyjMo
cnenehe ciyuajese.

-p # 0. Heka je r(a A f) = (@r)nen 1 7(8) = (bn)nen. YXKOIHKO je

a # 0 m3abepumo € Tako ma je € < min{lal,|bl, - p —'l’i‘i—} Heka je
Ny TAKBO JHa 3a M > ny Baxu |a, —al, < € m |b, —b|, < €. Tana 3a
n'> g et [anly — (o — ) + aly — maz{|an - aly,lalp} — laly, jep je
la, — a|, < € < |a|, u A rcTu Bauwnu |b,| = |b|,. Ilame, 3a Takso n je
ucmymero: | — ¢, = [ ], = |(an'bma'b;),j§,a'b_b"'a) |p = lent= ab)fgf;b hent

< maz{|an—alp- |b|p |bn—blp-lalp} < maz{e- |b|§ £ lalp
= 2 —

LI LF
Axo je a = 0 usabepumo € < |b|, - p < |b|, 1 n; Tako ma je 3a n > ng,
lan|, < e. Tanma je kao u maxompe |b,|, = |b], &

ZZ - %lp = |T‘p > p-

b <mas(ps, i} < p.
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[Ipema ToMe, y 0ba ciiydaja uMaMo

72 =l =1(82 = §) + (§ = r)lp < maz{|g2 — gl |§ —rlo} < p. Hexa je ng
TaxBo na je p"0 < |b], - p u meka je my > maz{ng,nj}. Tana za n > ng

“MaMo |an — by - 7|, < |bylp - p 1 OTY DB

an a

la — by, - 7], < maz{|a — anlp, [an — bn - 7]} < mazie, |balp - p} = [balp - p, TTO
spaunt qa Mr- = Ky o po),-»(@ A B) 1 oTyna

T* F Kyr fou],-p(@ A B). IIpema Tome

T* & Ky jonlpp(@ A B) N Ky, pn B

u kako je p" < |bulp - p < |bn|p, npuMmenyjyhim Axkcuomy 6 M mpaBmiio
n3sobema 1, nobujamo 1™ CKT maz{lbnly-pp-7} @ B OJHOCHO, T = CK, 0, .

—w’ﬁpi
- Heka je je p = 0. U3z Mp. = CK, oo, f nobujamo |“S'(’£SD — 7|, = 0 ma je
\&%@ —r|, <p™ 3a cBako n € N, omgocso My- = CK, ,-nc, 3 33 cBaxo

n € N. Ha ocmoBy ympaBo mokasasor, nobujamo 1™ F CK, ,-~a,[ 3a
cBako n € N u onarine kopucrehu npasuno ussobema 5, T* F CK, o, .

Konauno, pasmorpumo cayuaj kana je b = 0. Tana Ha ocBHOBY neduHUIUjE
pejlanyje 3a0Bobema nMaMo ma Baxu |1 — 1|, < p. Ca gpyre crpane, u3
p([B]) = 0, mobujamo T* + Kyof n oryna xopucrehn Axcuomy 8 mmamo T* F
CK,pa,. Kako je p > 0, ma ocrOBy Akcmome 3 nobujamo 1™ + CK, ,a,p.
Korauno, 36or |r — 1|, < p, npumenyjyhu Axcuomy 5 mmamo 7% - CK, ,a, .

6.4 OnmyumBoOCT

Kako je mponenypa omIydwBOCTH 3a 33 KIaCHMYHE MCKa3He QopMyJie IO3HATA, pPa3-
MoTpuheMo nmpobJyieM OIIYUYMBOCTU 3a BepoBaTHOCHe ¢opwmyine. Ilpomenypa on-
Jy4dMBOCTHU 34 BEPOBATHOCHE (opMylle y KOjUMa ydecTBYjy camo omeparopu K,
OMUCAHA je NeTajhHO y IIaBu 1, ma NeMo ce OBNe OCHamaTH Ha IMOKa3aHe pPe3yll-
Tare.

Heka ¢ € For,. Axo cy pi,...,Pn CBa UCKa3HA CJIOBa Koja Ce NOjaBLY]y YV @,
oHJa je aToM dopmyne ¢ dopmyna obmuka £py A. . . ALp,, rae je &p; uau p; UIU p;.
Kopucrehu xnacruyro pe3oHOBame MOMKEe Ce IOKa3aTu na je GopMyna ¢ JOCMUKU
€KBUBAJIEHTHA (QOPMY M

DNF(p) = \/ (( \ K, om00) N\ £CK, o, b))

i=lm =1k I=1,5;

rae LK., omih (FCKL | iy, Bip) o3radaBa K, onoo wmma K | onis o



99

CK,, praciy, By mma ~(CK,,  macy, Bi). ¢ je 3an0BosbuBa axko je 6ap jenan
nucjyert u3 DNF(p) 3a00B0UB.
dukcupajMo HEKO 7 M mocMapajMo oarosapajyhu aucjyHkT

Di=( N\ K, i) AN\ £CK,, ey, i)
j=1,k: 1=1,s;
n3 DNF(p). Heka cy pi,...,p, CBa UCKa3Ha ciOBa Koja ce nojasiyjy y D;. Caka
ncka3Ha GopMyJIa «; ; je eKBUBAJEHTHA CBOjOj CABPIIEHO] JUC]YHKTMBHO] HOPMAJIHO]
popmu, y ossamu FDNF(a; ;). Axo = (a & (), Taga Ha OCHOBY mpasuina 6, 3a
cBaku mogen M u cee 7 € Qu, p € R, M | K, ,a akko M = K, ,f. Cunnuno, ako
F(aey)nE (B e)0), rana = (@A f) & (YAS) ma je p(la A f]) = p(ly Ad])
u p([8]) = p([d]). Orynma 3a ceaku momen M u cse 7 € Q, M |= CK, o, akko
M = CK, ,v,0. Illpema Tome, muacjyBKT D; je 3aT0BOBUB 4KKO je HOpMyIa

( \ £K,, s FDNF(i)) A( )\ £CK,,, ;s FDNF(a;;), FDNF(8,}))
J=L.k; l=1,s;

sanososuBa. Ca 063upoM Ja 3a pasimynuTe aToMe a; 4 a;, [a;] N[a;] = 0, 3a cBakn
Monmen M, pla; V a;] = pla;] + pla;]. IIpema tome, macjysxr D; je 3a10BOJLUB aKKO je
HAPEIHU CUCTEM 3aJ0BOJLUB:

— Tl1 1 : — .
J1 = lzaieai,l Y —Tilp <P aKo je K sy = Kpypmici
n S _
IZateai,l Ye — 7'1|p > p"t aKo Je :l:Krl,pru Qi1 = —|K.,.1,pn1 Qg

— Tk, 1 . — .
] | ZatEai k. Y T’Ci p g P akKo je iKrk.,pnki aiaki - Krb,pnki a‘hki
N k f— i 2 £ T

i — Tk, d — .
| Zateai,ki Yt TkilP > p aKo je :tKrkt.,pnki Qi k; = ﬁKrki,p"ki Q4 k;

| Za, €o;1nB; 1 Yt

’ -
- 7"1|p <p™  ako je iCKTI pn’lai,hﬁi,l = CK . pn'lai,l,ﬂm

L . Eateﬂi,l yt r

1 — Zateai 1MB; 1 Yt r | > n,]_ o . :!:CK o IB CK N ﬂ

3 y - ’ : L= T ' (Y .

Zazeﬂi Ly llp D aKo je r1,p™ 1,15 M1,1 r1,p™ 7,1, Mi,1
Yapca; g . Yt
tEat,sinﬁ;,Si n;_ . - ' . . .
I Z’:"teﬂi,si ” Ts;lp SP % 8KO Je j:CKrsi,pngi Qi 555 ﬂz,si = CKTsi s Q; s, ,Bz,s.;
g, T

| Zateai,si nﬁi,si bt
Zat Eﬂi,si Yt

n’ . : —
- Tsi P > y4 i ako .]e :tCKT pn{si ai,s,;) ﬁi,si sl _|CKTS pnfsi ai,Su ﬁi,si
Si (3

’ 3
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rne a; € (v j 3HaUM Ja ce aToM a, nojasiyje y FDNF(a;;), fok a; € «; ;N B ; 38aUn
na ce atoMm a; nojaBimyje y FDNF (o, ;) u'y FDNF(f;;) v npu ToMm je 4, = p([a:]).

Y mejemakoctuma Ly, ..., Ls, yBemuIMO cMeHe
Z nB: . Yt
7= S 1 <<,
Zateﬂi,j Yt

Ha Taj mauun nobujamo cucreM
271
E Yy =1
i=1

‘ Zatéai Yt — T1|P <p™  ako je iK"‘l,Pnl Q1 = KTI:Pnl i1

,]1 = .
|Zateai1 Ve —Tilp > p" ako je £ K pmain = Ky puay
_ Tk, : I n .
] | ZaiEQi,k- yt Tki|p g p * aKo Je :*:KTk,L- ,pnki a’l,,ki - Krki’p ki a‘L,ki
3 ki i * k. : . J— .
‘ Zatea,—'ki Yt — Tki|27 > P aKo je :l:Krki,pnki Qi k; = _'Krki,p"ki Qi k;
! .
L B ’Z] - 'rllp < pnl aKO .]e j:CKTl,pni ai’ljﬂi,l = CKrl,pni ai,]_,ﬂi)l
1 — / .
|21 — 1], > P™  axo je iCKrl,p"i 1, Bi1 = ﬁCKrl’pna a1, Bi1
n’. . _
I izsi - TSi‘P <P aKo je :tCKT p""si ai,snﬂi,st' - CKT p"'s,- ai,Si)ﬁi,Si
= ErR) Sg»
Si n’ .
i |25, — Ts,|p > Pp™  ako je iCKr, b Qi s,y Bis, = ﬁCKTs s s,y Bis,
1 i
27! .

[Tocrynak pemaBama cucrema » .,y = 1,J1 ..., Ji, gar je y rmasu 1. Ilokasano
je ma ce HAJa)KEHe HEKOT pemerma (Y, . ..%Ysn) OBOT CUCTEMA, CBOIU HA HAJAKEHE
IapUMjalHUX PelleHwa, OQHOCHO PeNpe3HTannja, obauka Yy, = (Y1,fins - - - Yan fin) THE
CBAKO Y; fin MMa KOHAYHO MHOro mudapa y passojy. Ilpemwsmuje, v; fin = (¥i)o(¥i)1
. (W)e, tme (yi); € {0, ...p—1} m G < maz{-n; ...—ng}. Ilokazaro je na je

6poj maApIUjASHUX DeImeHa KoHAauaH. Venurtusame 3aJ0BOJLUBOCTU CBOIUA CE Ha
UCIUTUBAE IIOTEHLU]aJHUX MaplUYjaHUX pellema NOK ce He Haubhe Ha 3a00BO-
JbaBajyhe uinu ce yTBpIY na HU jeOHO ON BUH HE 33JJ0BOJLABA CHUCTEM. Y IULY
pelmaBama MUuper CUCTeEMa Zf:l ye = 1L, J1 ..., Jk,, Ly, ... Ls, y3mumo gma je G =
mazx{-ny ...—ng,—n; ...—n,} a 3aTUM (EBEHTYAaJHO)IPOMMUPUMO OTMCAHY Mpe-
pary mcnurtyjyhu cBa moTcHIMjaJlaHa TapliijaHa pedlera CUCTEMa, Zf:l v =1, J;
..., Jr, 1 dopMmmpajMo ckyn R CBMX OHUX KOJU ra 33J0BOJHABAjY.
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Ilocmarpajmo cuctem Ly, ..., L. IlpermocraBuMo na y meMy MMaMo G Hejel-
1 . .
HakocTH obmuka | - |, < p™ u b HejenmaxocTu obmuka |- |, > p™, roe je a + b= s;.

(L) : 2" =7, < p

(L) s |2* =%, < p™

(L) < |22 =¥, > ™"

(Lia) £ 1225 =12, >

Osaj cucrem uma exBuBaJieHTaH je yaMju (—n®t1) . (—n*?) . .(-n®*®) cucrema
obsInKa,

(L) ]t =7, < p"
(Ly) |2 =7, < p™
(L) |24 = 7¥1], =
(Logp) = [22F0 =124, = p™
rae je n®tkF < m, <0.
Cmaka a + b-topka (2!, ... 2% 2", ... 2°"®) 3a kojy je ucnymeno

(zk)(] = (rk)o’ R (zk)~n’°fl = (Tk)—nk—lal <k<a

(2" )0 = (1o, -5 (2")emym1 = (P )y 1, (257 )y = () 05,1 <G < b

3a Heko ¢; € {1,2 ... ,p}.
je pememe cucrema Ly ... L,, L, , ... L} ,.
Axo je 2§, = (2*)o. . . (2%) _pk_1, ommocmo 2§, = (2%)o. . . (2%)m,,

= (.1 a a+1 a+by : . ’ ’ "
Z fin = (zfm, o3 ZFins Zfin s - - 52 fim ) je mapuujanso pememe cucrema Ly ... L, LY,
"

wip- YcmuTuBame 3aJOBOJEMBOCTU OBMX CHCTEMa CBOJM C€ Ha HAJaXKeme He-
roBUX IDApUMjaTHUX pemema. Kako csaku cucrem Ly ...L,, L. , ...L;, , uma Ha-
jume p® maprujamrux pemema, cucrem L) ... L ar1 -+ - Loy, mMa HajBume T =
(—notl) - (—no*?) . (—n®*P) - p® napumjannx pemema, Zl,,,. . . 75,

Konauso, pasMOTpUMO MOCTYNaK UCIUTUBAHA 3a00BOJLUBOCTU LEJOT CUCTEMA,
(A) = Zf:l ye=1J4 ..., Jx, L1, ... Ls,. llpernocraBumMo na cucrem Zf; yy =1, J;
..., Ji, mma S napuujammnx pemcwa, Tj. R = {Gh, - Tiin)-

Cucrem (A) je 3aI0BOJBUB aKKO MOCTOJU Gap jedaH UapP Yry,, Zj fin TAKO Ja. j€
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Eateai,jlnﬁi,j] Yt,fin
Za’tcﬁi,jl Yt,fin

Zatem,h ﬂgi,jl Yt,fin

(Zj];n)o = ( aen

. Yt fin )0’ T (Z;;n)—njl—l - ( )——njl—l
1,71 ?

(212 Vo = (Zateai,jaﬂﬂ‘i,ja yi’f"") (202 ) pacr = (Z“teai,ja”ﬂi,ja y"fi") _
fin 0 0y CB; B Yt fin 0, L) fin —nJda—1 Zateﬁi i Yt fin —nlae —1
(z]a-}-l ) - ( Zat Eai,ja+lnﬁi,ja+1 yt,fin ) (Z]'a+1 . ( Zateai’ja+1nﬂivja+1 yt,fiﬂ, )

fin /0 0y =+ in /Mg —mj,

Yases;;, ,, Ytin 2iarep; j, ,, Ynlin

(o) — (e ey
at€B;5, ,, IbIin 7b
Iakne, ma 6GUCMO UCTIUTATU 3a00BOJBUMBOCT MOTPCOHO je yIapuUTH PelOM CBAaKU
Zj fin 38 CBAKUM ?lfm IOK ce He Haube Ha HEeKM Iap KOjU MCIyH.aBa JaTe jeNHAKOCTH
¥y TOM CJy4dajy j€ CUCTEM 3aT0BOJLUB. Y KOJMKO CE€ OBUM IIOCTYIKOM MCIUTA]Y CBU
IapoOBY W HU jCHAIl HC WUCIYHaBa OBE jCAHAKOCTY CUCTEM JC HC3aIOBOJLUB.

Hanomerna: OBne ce moagpa3yMeBa p-alCKO OEJbEE.

Yi,fin Zate""i,ja_'_b”ﬂ Yt fin

“Jg+b
Eateﬂi-ja,.{.b Yt,fin

)_mjb ’

6.5 p-alCcKa MCKa3Ha JIOTHKA CPLin

Jloruka CPLin ce pasmukyje on goruke CPLz, npencraBibene y IPETXO0IHO] TIABH,
YTOJUKO IITO CY AO3BOJbEHE WUTEpalUje BEPOBATHOCHUX (OPMYJIa KAaO U MeIlame
VCKAa3HUX U BepoBaTHOCHUX ¢opmyna. CkynoBu (); u R nedmHmMCcamm cy kao u y
NPEeTX0JHO] I'JIaBH.

Jesux noruxe CPL, mnoknana ce ca jesuxom noruke CPLz,. Ckyn For(CPLY )
$hopMyJia OBOT je3MKa je HAJMAIBU CKYIl KOJU CaAP:KU MCKA3HA CJIOBA U 3aTBOPEH je
3a cneneha npasuia:

e Axo je o dopmyna, r € Q; u p € R ovna je K, ,a popmyna.
e Axo cy au 3 dopmyne, r € Q; u p € R onna je u CK, o, dopmyia.
e Ako cy a n [ dopmyne ona cy u ~a u (o A ) dpopmyie.
Hepvmunmja 17 BeposarrOocHN Monen je cmpyxmypa M = (W, v, Prob) 20e cy:

e W mnenpaszan cxyn ceemosa.

o v: W x Var = {true, false} je uckasna saayayuja xoja ceaxom ceemy u c8axom
UCKAZHOM CAO8Y NPUOPYAHCYJE MPYe Ul Pance.

o Ilpob je npecauxasame xoje ceaxom ceemy w € W npudpyacyje jedar xonauno-
aoumuenu aeposamuocny npocmop (W(w), H(w), p(w)) maxo da:

— W(w) je nodcxyn cxyna ceuzr ceemosa W,
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— H(w) je anzebpa nodcxynosa 00 W(w) u

— p(w) : H(w) — Zy, je xonayno adumusna gynrkyuja maxea da je p(w)(W(w)) =
1.

Iedwmsurmmja 18 Hexa je M npouszsoman CPLin MOOEA U W MPOUIBOLAH CBETN TNOZ
modena. Popmyaa o je 360080meHA Y CBEMY W, Y OFHAUYU W =y O GKO 8ANCIU:

e Axo je o uckasno caoso , onda w |=p o axo u camo axo v(w)(a) = true.

o Axo je o obauxa K, 3, onda w =m K, . axo u camo axo
(w)({w’ : ' € W(w), ' Fu BY) —1ly < p
o Axo je a obauxa CK, 8,7, onde w =y CK, 0,7 axxo
— pw)({w’ v’ € W(w), ! Far 7)) =0 ulr - 1], wau
— pw)({w’ v’ € W(w), ' Far 7)) #0 u

pw){w' - w" € W(w),w' Epm BAYY)
p(w)({w' : w' € W(w),w' F=um 7))

—rlp<p

Axo je a obauxa ~f onda w =y @ axo u camo axo nuje w = f.

Axo je o obauxa BNy onda w =p @ ako u camo ako w =y B uw =pr 7y

Wrnekc M koju o3HauaBa pa3MaTpaHU MOJIEJ] M30CTABLAMO W3 O3HAKE W =p aKo
ce Mozen noxpasymena. Y moueny M = (W, v, Prob) ckyn {w': w' € W(w),w' |=p a}
O3HAYABAMO Ca [(|pr, WM CAMO CA [Qly.

Ckyn dopmyna T je CPLzZp -3040080/6U8 AKO noc:_rojn CBET W CPUZP momena M
Tako Ha je 3a cse a € T, w = a. Popmyna o je CPLYy - sadosonusa axo je ckyn {a}
CPLY -3anososmus . $opmyna a je CPLy samana y CPL, wmoneny M (y O3HAIM
M E a) ako je 3anoBomuBa y cBakoMm cBery momena M. Popmyna « je CPL7,
BassaHa (y O3HAIM = () ako je BajbaHa y CBAKOM MOJIEIY.

3a akCuoOMaTU3amujy JOTUKE CPL‘ZP KOPUCTHU C€ aKCMOMATCKU CUCTEM AXCPLZ,,
HABeNEeH y MPEeTXOMHO] TJIaBM Ca TUM Ja NpaBuio 6 riacu

N3 o = (y < §) m3Boammo o = (K, ,v & K, ,0) (kao n y rnasu 2).

Hedbmaumumja 19 Popmysa o je meopema aKCUOMOYKOZ CUCNEMA AXCpoZ , Y 03HOYY
P

FAX. . o« 0KO nOCMOjU Hu3 fopmysa ap, 04 ...« maxas 0a je Ceaxa ¢; AKCUOMA UAU

CPL

Zp
je nomohy wexoz 00 npasuna uzsohema ussedena u3 npedrodnur gopmyaa. Husz pop-
MyaQ Qg, @y . ..o je nokas (uzBobeme) 3a popmysy o u wezosa dyxmcuna je 0poOuUHaAn
caeobenux. n
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Jebvmaunmmuja 20 Popmysa o je cuHTaKCa nocnenuua ckyna dopmyna 1', y osnayu
T FAchn' a UKO MOCOJU HU3 GOPMYAQ O, Oy ... QL TMAKAS 04 Je C8aKa (; GKCUOMA UAL
35

npunada ckyny T uau je nomohy nexoz 00 npasuaa uzgohewa ussedena usz NPeOroOHUL
dopmyaa, yz ozpanumene 0a ce npasuaa 2 u 4 M02y NpuMeRUMU camo Ha meopeme. Huz
popmyaa o, a1 . ..o je noka3 (usBobemwe) a us cxyna popmysa T u wezosa dyxcuna je
opounan caedbenux. [ |

¥mecro o3naka Fax . W T tax , xopuctuhemo camo b u T ykomuko To He
Zp Qp

OpeTH Ia M3a30Be 3a0yHY.

Hebmaumuja 21 Cxyn gopmysa T je KOH3UCTEHTAH aKO NOCMOJU HOPMYALQ O TMAKEA
oo nuje T &+ . Y cynpommom, ckyn je HEKOHIUCTNENMAN. |

Hebumaunuja 22 Ckyn dopmyra je MakcuMallaB axo 3a ceaxy popmyay o, o € T
ury ~a € T. Oxyn dopmysa je MAKCUMAJIHO KOH3UCTEHTAH OKO j€ MAKCUMAAQH U
xonzucmenman. Ckyn gopmyaa T je JeNyKTUBHO 3aTBOPEH 4KO 34 C8AKY HOPMYLY
samcu: axo T F o onda o € T.

Teopema 22 (Teopema xopexmmnocmu) Axcuomamcky cucmem AXcpr,, je xopexman
y odnocy na kaacy CPLYyq -modena.

Iloka3 ce m3BOM Ka0 y NPETXOMHO] I'IaBU. u

Teopema 23 (Teopema dedyryuje) Axo je T cxyn gopmyaa, o gopmyaa v T U {a} F 3
onda T F a= (.

Iloka3s:

Iloka3 ce M3BOMM KaOo W y UPETXOMHOj TJIaBH, Ca TUM Ja IOCTOjC PAa3JIMKE y
clIydajeBuMa KaJda Cy NOpUMeRuBaHa mpaBuiaa 2, 4, u 6. Mebytum, cayuajesu
npuMmeHe npasuaa 2, 4 u 6 onpaberu cy y rnaBu kxoja je GaBM IPBOM JIOTHMKOM
ca UTepamyjama, pr'

Teopema 24 Csakxu KoH3UCMERMAH CKYN HOPMYAL MOKCE HUMIL NPOWUPEH 00 MAKCU-
MAAHO KOHIUCTMEHMHOZ CKYNA.

Iloka3 ce u3BOOAM KA0 U Yy MEAXOMHO] TJIABU. [ |
KorcTykumja KaHOHCKOT MOJEJIA M3BOMMA CE KA0 U Y CIyua]y JOTUKe L’QP.

Teopema 25 (Jaka moroyHOocT) Ckyn gopmyaal je xoH3uCMEHMAN AKKO UMA CPLiZP—
Moden.
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Iloxa3 ce usBomu xao u y cnyuajy moruke CPLz, B Ca ob3upoMm na je noxasana
ONJYUYMBOCT 33 JIOTHMKE pr u CPLy, opne hemo mHaBecTu nomaTHe KOpaka.

IIpBo, y moka3y TeopeMme Koja TBpIM HAa je GopMyiia 3aT0BOJBUBA Y HEKOM MOI-
exy M akxo je 3amoBossmBa y oxrosapajyhemo momeny M* ca KOHAYHO MHOTO CBE-

TOBa HOTPEOHO je MOKa3aTH Ja y CBAaKOM cBery w Mmomena M* saxu: (M,w) |
CK, pa, akko (M*,w) = CK, ,a,

e (M,w) = CK, ,a, [ akko

pw)({u v e W(w), (u, M) F anp})

) ({uu e W), (M) E BY) PSP
aKKO
SorapM0CNOWw)
> ep B (CanW(w)) P =F
aKKO
ZCH:}:aAﬁ,u’eCuﬂW* p(w)* (u') o
| ZC“:I:ﬁ,u'eCunW* p(w)*(u') b < v
) u € W), (M) Earfh)
) ({v:ue W), (w, M) B)) P

(M*,0) | CK, 0, 8

Ilame, IPUIKOM pa3MaTpamha CBUX MOJEJA ca KOHAYHO MHOT'O CBETOBA, MCIUTY]e
ce 3aOBOJBUBOCT cienehumx cucrema:

D 11(w;) (w;)
| Ziu]-:ﬂe%_ p(wi)(w;)
|Z'le:56aj /J’(wi)(wj) - Tlp > p akKo _‘Kr,pﬂ € o

El

j:a/\BEcx]-

1

—rl, <paro K, 0 € o

p(wi)(w;)

—rl. < K :
S esipea; () rlp < paxo CK,a, 0 €

1
ij:a/\ﬂeaj

p(w;)(w;)
| L p(w;)(w;)

— 71|, > p ako ~CK,a,f € a;

j:ﬂeaj

[loctynak ucnurtuBama 3aT0BOJLUBOCTY OBAKBUX CMCTEMA j€ ONMCAH y IMPEeNxon-
HOJ TJIaBMU.
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7 p-alicKa MCKa3HA JIOTUKA CPL{QZZ

OBo je 10rMKa Koja rOBOPY O YCJIOBHO] BEPOBATHONM, Ka0 ¥ IPETXOIHe IBC, Ca TUM
Jla je KOMOMEH Ieno (), a y je3uKky MMaMo KOHAYHO MHOT'O MCKAa3HUX CIOBa. Kao m
xon noruke CPLz, oBle HUCY MO3BOJLEHE UTEDPAIU)E, KAO HU MEMARC KIACUYHUX U
BepoBaTHOCHUX Gopmyna. OCHOBHU Pa3yior 3a yBoheme OBAKBE JIOTMKE je IOKYIIA]
na ce 0bezbenyt ycaos 02panuMEROCMU, KOJU Ha, Je3UKY CKyIoBa (OpMyna rjacd: 3a
cBaky MCka3Hy Gopmyiny oy moneny M = (W, H, p,v)

sup{|u((B])l, - 6] € H,[B] C [a]} < oo

anu na ce u3berne orpaHMYEHOCT KOjy je uMmana goruka CPLz, - na mocToje maponu
bopmyna o u f TaKBU Oa Ce y OBO] JIOTUIM HE MOYKE TOBOPUTH O YCJIOBHO] BEPOBATHO
hu morabaja « npum ycnoBy [3.

3a cBaky MCKa3Hy GOPMYJIy  HOCTOJY KOHAUHO MHOI'O JIOTMYKM HEEKBUBAJIEHT-
Hux Gopmyna [ (HaJ KOHAYHUM CKYOOM MCKAa3HUX CIOBa) Tako na je § = a ray-
TOJIOTU]ja, OMHOCHO Tako 1a je [(] C [a]. IIpema Tome, yrkonuko no3sonumo xa p([5])
OyJic MpOU3BOLAH P-alaCKU OpOJj, OHINA y TOPH,CM YCJIOBY MOCMATPAMO CYNIPEMYM
KOHAYHO MHOTO eJleMeHaTa obmuka p", n € Z KOju je OHJa KOHaYaH O6poj.

Heka je R = {p*|n € Z} U {0}. Je3uk snoruxe CPLg: CACTOjU C€ O KOHAYHOT
CKyIla MCKa3Hux ciuosa Var = {pi,...,pn}, KIACAYHUX omepaTropa — U A , JHUCTe
BepOBaTHOCHUX omepartopa K, , 3a cBe r € Q, p € R u mucTe BepoBaTHOCHUX OIEp-
aropa CK, , 3a cee r € Q, p € R. CkynoBu KJIaCUYHMX ¥ BEPOBATHOCHUX (GOpMyna
JePUHUTTY Ce UCTO Kao U y ciayduajy jnoruke CPLg,.

Hepvaunuja 23 CPLg: mooen je cmpyxmypa M = (W, H, p,v) 2de:
e W je nenpasan cxyn ceemosa.
e H je anzebpa nodckynosa 00 W.
o i1 H — Qp je xonauwno adumusna Pynxyujo maxea oa je p(W) = 1.

o v: W x Var — {true, false} je ucxasna earyayuja xoja ceaxom ceemy u ceaxom
uckasHom caoey npudpyxcuje true uau false. Baayayuja v(w,-) ce na yobuuajen
HAWUH NPOOYNCYJe HA CKYN COUT UCKAZNUT HOPMYAA.

Penammja sanosomuBocTn mepunume ce xao u y cinydajy dormke CPLz, . Osa
MOTVKa KOPUCTM MCTU aKCuoMaTcku cucreM AXcpr, ¥ao u noruka CPLz, ca i na
NOCTOJY U3BECHA PA3JUKa y aKCMOMMU 6, jep He IoCTOju nmorpeba 3a orpaHMYaBameM
Ha Z,. Ilaxne, cana akcuoma 6 rmacu:

K7'1T2,P1 (a /\ ,8) /\ K7'2,P2/8 :> CKTl m,a,:z:{pl,|r1|2-p2} Ol, ﬁ, T2 ?é 07 |T2|p > p2

|7‘2[p
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Cana hemo HaBecTU QOHEKJIE U3MEHEH HOKa3 KOPEKTHOCTU OBE AKCUOME Y OHOCY
Ha nocrojehu xoju je usBenmen y riasu 6 .

IIpernocrasumo na M | Ky pp (e AB) A K,, ,,f u 1a je Ipr TOM HCIYHEHO
To # 0 ¥ |rg], > po. Ha mcTm Haume xao u upe nobujamo na je

p([anpB]) o | |e([enB])--r1-ra+r1-r2—p([B]) T1lp
©(18]) lp ™= PEDIS
Kao U

|1([B)]p = Ir2lp- Cana,
|([@AB])=r1-rotrro—p([B]) T, < maz{|u([@AB])=T172lp, IT1lp[ra—p([B)]p} < maz{p1,|rilpp:

Oryna je |"( wlorf) _ 0| < mez{pvlnilpe2} o mmocro M b= CK.

maz{p1 Ir1lppz) O, 5. M
B]) |r2|P —|EFP_L—-

KorcTpyKmuja MakCUMaJHOT KOH3UCTEHTHOT CKYIa WM KAHOHCKOT MOJEJNa U3BOIU
ce Ha yoOyuajeH HauuH, HOK y JOKa3y TeOpeMe MOTIYHOCTH TOCTOje CUTHE PA3JIUKe
y cMepy:

u3 Mr. = CK, o, cnema T* -+ CK, ,a, 3, na hemo oBIe paau mIperjeTHOCTH
U3BECTU Yy LEJUHU T3] HE0 JOKA3A.

Haxiue, npernocrasumo na Mpr- = CK, ,a, 8. Heka je p([a A f]) = a, p([f]) =
[TpermocraBuMo npBo aa je b # 0 u pasnukyjmo ciaenehe ciyuajese.

-p # 0,7 # 0. Heka je r(a A f) = (@n)nen u1 7(8) = (b, )neN YKOMMKO je

a # 0 mzabepumo € Tako ma je £ < man{|al,,|bl, - p,|blp, ||"p} Heka je nj

TAKBO Ja 3a M > ny Baxu |a, —al, < e u |b, — b, <e. Tana 3a n > ny Baxu
anl, = [(an —a) + al, = maz{|a, — al,, |al,} = |al,, jep je |an —al, <€ < a,
u Ha ucTH HauumH |b,| = [b],. Ilame, 3a TaxBo m je ucmymeno: [g& — 3|, =

i | an-b—a-b)+(a-b——b,,-a)| _ l(an-b—a-b)+(a-b—by-a)|p < maz{|ar,—alp-|blp,|bn—blp-lalp}
p bn-b P 612 — [b]3

< maa:{e |b|p,e lalp} < e lalp
[B[2 maz{py, 0} < P

|aub bp-a

Axo je a = 0 uzabepumo € < min{|b|, - p,|b|,} u ny Tako ma je 3a n > ny,
la,|, <e. Tanma je kao u manonpe |b,|, = |b], &

ol =%l < p.

[Ipema ToMe, y 00a ciaydaja MMaMO

22—l =162 -5+ (5 — )Ip < maz{|3* — §lp, |5 —7lp} < p. Hexa je ng Taxso
ma je p™o < mzn{|b|p P, |b|p, En 2} u meka je ny > maz{ng,ng}. Tana 3a n > ng
UMaMoO |a, — by - 7|p < |bnlp - p ¥ OTY A

la — by, - |, < maz{|la — anlp, |@n — by - T]p} < maz{e, |balp- p} — |balp - p, mTO 3HAUM
na My |= Ky o jba),-0(@ A B) 1 oTy 18,

T* & Kpprjbal,-o( A B). TIpema Tome

T + K;,n.,.,|bn|p.p(oz N ,8) N K},mp—nﬁ

1 Kako je p~" < |b,|, npumemyjyhn Axcuomy 6 u mpasuio ussobema 1, 1o6u-
jamo T CK maz{lbalp-plrpp=) O B omaocro, 1" + CK, ,o, 3.

[bnlp
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Ykouko je 7 = 0 qOKa3 ce pas3idKyje YTOIUKO ITO 7 OMPaMO TAKO Ia BAXKU
p ™ < min{|bu|, - p,|bal,} u mpUMeryjyhu Axcuomy 6, Ha MCTe DPETHOCTABKE

kako Maanope mobujamo 1%+ CKj, %"'L’p’n}, omaocuo T* F CK, ,a, 3.

e CuyuajeBu p =0 u b= 0 ce He paznukyjy ox nocrojehnx.

8 Ilpumepn

Y 0BOj riaBu mpeacTaBmaMo aBa npumepa u3 [11], rue penatuBHe PpexBeHIEe ocC-
QUIMPajy Y OMHOCY Ha PEaJIHy METPUKY ajd ce cTabmimm3yj]y y OIHOCY Ha p-alCKYy
HOpMy. ExcmepumenTe u3 oBuX IpuMmepa omucyjemo xkopucrtehu onrosapajyhe Lo, -
TeopHje. Y OPBOM IPUMEPY Pe3yJITaT €KCIEPYMMEHTa je CMHTAKCHA IOCIeIuIla HeKe
Lg,-Tcopuje, oK y ApyroMm npuMmepy mokKa3yjeMmo Ja oAronapajyhu peaynrat Baskn
y cBakoMm Lg -momeny oapebene teopuje. Haxom Tora jemsum mpumcpom uiyc-
Tpyjemo moryhmoct ma noruka Lg, mMa u Apyry HMHeEpUpeTamujy CeM BepPOBAT-
gocue. Hawmme, mpuka3as je p-alICKO BPEeIHOCHU MOJEJN KOJU CUMYJIUDA Pal JbYI-
CKOT MO3ra a oaroBapajyhu pesynraru Mory ce JOOGHTU KaO0 CUHTAKCHE MOCJIECIUIe
omrosapajyhe teopuje.

8.1 BepoBarHOCHM MOIeJ p-adcKOT HOBUMha

[IpBo hemo omucaTy Momen p-aACKOT HOBYMha, KOjU MOXXEMO CMATPATU AHAJIO-
roMm obuyor HoBumha. p-amckm HOBUuMh je MeTaJHM OUCK Ydja je jenna cTpaHa
obenesxkena ca a a npyra ca b. Ha pacnonoramy je enekrpuuan ypebaj koju resep-
UIle HETATUBHUO HAEJEKTPUCAE HAa CTPAHM ¢ WX Ha cTpaHu b. Y maToM TpeHyTKY
caMo jeOma cTpaHa MOXKC OUTH HmacicKrpucana. Takobe, mocToju n KoMIjyTep Koju
reepume Hu3 caydajaux 6pojesa {(w) € {0,1}. Osae mocMaTpaMo ciayuaj jeTHAKMAX
BepoBatHoha penuszanuje 0 u 1. Komnjyrep pamu no cienehem anropurmy A:

e Jlaty cy ¢uxcupanm Bpemerckr umaTepBanu , A =1, At, = A u At, = p.

e Axo je {(w) = 0, onna je HaenexkTpucanme (HETaTUBHO ) TEHEPUCAHO HA CTPAHU Q
M Ty OCTaje TOKOM BpeMeHCKor maTepBata At: = At,-p? rue je At, nperxonsu
BPEMCHCKMA MHTEPBAJ y TOKY KOTa je cTpaHa a Ouia Haenekrpucana. Jlaxme,
33 CTPaHy a WUHTepBAaJU HaeJekTpucama cy 1, p?, p*, ..., p**, ...

e Axo je {(w) =1, oHIA je HETATUBHO HAEJIEKTPUCA:E TEHEPUCAHO Ha CTPAHU b 1
Ty OCTAaje TOKOM BPEMEHCKOr mHTepBana: At, = Aty -p?, rae je Aty npeTxomsu
BPEMEHCKM MHTEPBAJ Yy TOKY Kora je crpaHa b HaemexkTpucara. I[Ipema Tome,

3a cTpaHy b KOOGMjaMO MHTepBaJe HaeleKTpUcama p, p°, p°, ..., p+rl ..
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Capna, mocMaTpajMo CTATUCTUYUKUA EKCIIEPUMEHT Ca P-aAcKuM HoBunhem. MoxkeMo
3aMUCIUATU €KCIIepUMeHT Ha cielehu Hauwna. MMamo mBe ocobe kKoje y4yecTBYjy y
BETOBOM M3BODEmY, ¥ MMaMo MeTasHy JUCK (Tabiy) ca KOHCTAHTHUM MO3UTUBHUM
HaeJIeKTpUcameM. [IpBY yuecHUK je mocMaTpau KOjU He 3Ha HUIITA O CTPYKTYPU
oBor HoBumha, Beh camo Bumu MeranHu muck. Ilpyru yuecHuk Gama HOBuuh Ha
tabny. CBake cekyHIe U3BOOU ce TAUYHO jemHo Daname. Ca o63upoM Ha pacnopene
HaeJleKTpUucama, HOBUMN he yBek macTu Tako Ha CTpaHa Koja je Ha BPXY HUje
HaesnekTpucana. Onucanm anropuram A MOUMHC ca PagoM HAKOH HOpBOr balada.

Kemnmo na mspauynammo BepoBarHohe peanusanuja crase a, P(a), n crpage
b, P(b). Hera je {&(w)} mus mesaBucuux cinydajuux npomenssusux & (w) = 0,1 ca

BepoBaTHohama no ;. Hexa je:
= E A

k=1n
Th(w) =n—Sa(w) = Y (1 - &(w))
k=1n
nh(w)= Y py
k=1Tp(w)
ng(w)= > p*!
k=1,Sm(w)

A

u N, (w) = ns (w)+nl (w). Ysemamo penatusre ppexsenne v (w) = me u vl (w) =

b .
S0 Tpmersnio a o s (w)ly = B, = L [vh(w)l, = |52, = 1. Tpewa

b
Tome Ve (w), vy, (w) € Q.
Crnenehe TeopeMe yka3yjy Ha pa3NIWdunTO IOHAMIAKE PeaslHe U p-alCKe BepoBaTHONE.

Teopema 26 Peaamuene dpexeenye V2 (w) u V2, (w) Hemajy sumec y nomy pearnur

bpojesa. [ |
Teopema 27 Peaamusne dpexaenye V2 (w) u V2 (w) umajy aumec y Qp, U Npu moMm je
P(a) =lm} vy (w) = 25 u P(b) = imf, vy (w) = 3. N

Heka (8 npencrasma uckas ”Crpana b je peanusoBaHa y ekcuepuMmenty” . Tana

nocroju Lg,-teopuja T koja ussBomu Gpopmyiy K L Oﬁ IpA Yemy K Oﬂ 3HA4YM

"BepoBarHoha peanuszanuje crpane b je jemHaka ﬁp”

[IpernocTaBUMO na HAKOH CBAKOT Damama HEKO 3AlUCYje pDeJjaTUBHEe (pEeKBeHIE:

Ve vs ..., vh, ... Ose dpersenne he 6utu nentpu onpebeEnx p-anckux kyrau. Y
Teopemu 27 BepoaTHOha peanusaumumje ctpade b jemHaka je (p-aackoM) auMecy
HU3a VY, Vg, .., Up, .. 1 oTyaa je (Yn)(3m,)(Ym)m > m, — |5 — vnlp < 55l

dopmupajmo crenehn su3 ckynosa Lg -¢popmyna:

Sn,mn - {Kygmglﬁﬂhn 2 mn}

u nepurmmuro reopujy T = U, en Snm,- Tana:
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e T'HK, 1[3acsakon €N um>m,,
P

MM

e T+ K i 1[3a cBako n € N, kopucrehu Axcuomy 5 m3 riase 1, jep je 3a
1+7,7pn
1 1

CBaKO 1M > My, |1+p* -

b

Vm'P S

o T K% o3 Ha ocrOBY IlpaBuna 5 u3 riase 1.
+p’

Iakne, nobujamMo mctu pesyarar kao u'y Teopemu 27. |

8.2 MomeJs1 MHyCTPHjCKEe IIPOU3BOIEE

[Tocmarpajmo uaaycrpujcku nponec (y oznamm MHIT) koju mpousBomm Gere u mp-
Bere nonre. Jlonre ce mpousBone y cepujama og mo M = p*, n=0,1,2,... nontu
ucTor Tuma, rae je p ¢uxcupar npoct 6poj. Ilpomec MHII je oprammsoBanm y3
noMoh nBa He3aBUCHA HM3aA CiydajHUX NpoMeHuBux, {€x} u {0k}, rue:

e 5 =w uimm g, =1 ("w” 38aun 6eno u ”r” 3HAUM OPBEHO), U

o O =1 nunu 0, — 2.

[TpernocraBumo na je y kopaky k mpousBeneHo M = p™ nontm ¢uxcupane 6oje.
Tana:

e Ako je €441 = w(r), UHII he npoussomuru cepujy Genux (UpBEHUX) JIONTH,

e Jlysuna oBe HOBe cepuje je My, = MpP+1.

[IpermocTaBuMO na Cy mpOU3BeNEHE JIOINTE M3MEIIAHe U cTaBbeHe y KyTtujy. [lura-
MHO ce:

e xonuke cy sepoBarHohe P(w) u P(r) na wu3sydcemo Geny (mpBery) jonrty us
KyTHje HaKOH BeoMa nyradkor nepuona VIHI-npouzsonme (oBIe 3anpaBo noc-
MaTpaMo mucanal Geckonadan nepuon WHII-upoussogmn.e).

Heka cy Ty, Ty, ..., Tk, ...MOMEHTU 3aBpIIETKA NMPETXOMHE W modeTKa ciuenehe
cepuje y UH I-npownsBoamu. [a 6bucmo onpemnnu BepoBarnohe P(w) u P(r) pauy-
HaMO pernaTuBHe ¢pexserne vx(w) u vg(r) 6enux u npBeHUX JoOTH y MOMeHTUMA Tk,
k=1, 2, ...m nocmarpamo numece HuzoaBa {vx(w)} m {v(r)}. Cunemehiu pesyin-
TaTi Hanasze ce y [11] a roBope 0 crabmiusamuju OBUX peNATUBHUX (PEKBEHIIN.
IIpBa Teopema rosopu 0 crabuiusanyjy y OBy p-aCKUX OpojeBa a Apyra y Ioiby
peanHux OpojeBa.

Teopema 28 Hexa cy {ex} u {0k} npoussosmnu nusosu cayuajrur npomenrusuz. Taoa
nomenymu aumecy, P(w) = lim}_ _ vi(w), P(r) = lim{_ __ v (r) nocmoje y nony p-
adcxuz bpojesa. Ipeyusnuje, axo je {ax} Hu3z maxae da je ap = 1 xada je €y = w u
o = 0 xada je g, = 1 oHda je

Pw) =Y opMi/ ) M,
k=1

k=1
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P(r)=> (1—ax)M/ > M,

Teopema 29 Hexa je {0} npoussoman Huz cayuajrnuzr npomennusur u Hexa je {ex}
HU3 CAYNAJHUT NPOMEHLUBULT maKkas Oa seposamnohe € = 0 u £, = 1 nucy jeonaxe 0.
Taoa zope nasedene pesamusne @pexsenye ocyurupajy y nony pearnur bpojesa. M

Cnavyo Kao M y OPEeTXOomHOM NPUMEPY, IUJb j€ Oa OMUIIEMO OBaj EKIePUMEHT
Kao u oroBapajyhu pesynrar us Teopeme 28 y oxkBupy Lq,-noruxe. Ha mpumep,
pa3zmarpaheMo BepoBaTHOhy na ce uspyue Gena JOOTA.

Kako je P(w) = > 0o, axMy/ > oo, My p-ancku anmm He M pamuoHasaH 6poj, He
MOYKEMO CHUHTAKCHO IPENCTABUTY MCKa3 Tuma ~BeposatHoha norabaja (popmyue)
jemaaka je D oo apMg/ > 0 M. 3aro hemo koucrpyucatu Lo -teopujy T Taxo
na y cBakoM Lg -mozeny onx T BepoBaTHoha na u3Byuemo Oeny JIONTY U3 KyTuje
je jemHAKa

7}1_)1{.10 vn(w) = Z OtkMk,/ Z Mk.
k=1 k=1

Ia 6ucMo KoHCTpyucaau oarosapajyhy reopujy T npencraBuheMo penaTuBHE
bpexsenne vg(w) (Geaux montu) y pyaxkimju ox Enzosa {0} u {ax}. akre, npume-
TUMO Ja je:

a1p91 + a2p31+92 + ...+ akp91+--~+9k B o + angz + ...+ akp92+---+9k

4% ('LU) -

p01 + p01+62 + ...+ p0’+"'+9k 1+ p92 4+ p92+"-+9k
%
) = (1—a1)+ (1 —a)p? + ...+ (1 — ay)pft-+%
I/k(T' — 1+ pﬁg 4 ...+ p92+"'+9’= :
Taxobe
ConFoep® 4 ap® Tt o 4 ap®™ 4 ap” <1

ITpema tome, vx(w) € Qu. Vicro Baxkm u 3a vi(r).

Ilame, yBOOMMO CKYI MCKA3HUX CJIOBA KOJU omucyje oBaj ekcnepuMeHT. Heka je
{p o.In € N,o, € {0,1},0, € {1,2}} ckyn on mpe6pojuBO MEOTO UCKA3UX CIOBA, IJie
je n penau 6poj MHII cepuje, o, o3nauara 60jy noure koja he 6uty npousseneHa
y n—roj cepuju (1 3a 6emo u 0 3a npseHo) u §, o3nauaBa IKUHY OBe cepuje. Ha
npumep, ako je n =5, a, = 0, 8, =1 u M u je ny:xkuna dyerBpTe cepuje, Taaa pg,l
35a4n ’y neroj cepuju mpousseno M -p npsenux nouru”’ . CoenujasHo, akoje n = 1
Tala je 6poj IpousBeAeHUX JONTU y 0BOj cepuju p umu p>. Heka je ¢ HOBO mcKa3HO
CIIOBO KOje O3HavaBa Ucka3 ~bBena nonrta je u3ByueHa u3 xytuje”. lepmrumumo
teopujy 1 Ha cinenehu HadumH:
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T = {(Kyop V K10D5 V K107 V Ky 0pt)|n € N}

Ty = {~ (K1 0p5 A Ky oppjo)|i # 7w j # j',n € N}

T3 — {Kl,Opélﬁl AN Kl,Opisz FANPIAY Kl,OpZnen =K (_IITL - N}

c¥1+n2p02+...anp92+"'+9"’ i
1+p92 4. 4p02+F0n 77"

T kaxe ma y csaxom kopaky VIHI[-mpousBonmm.c Basku:

e IpBEHe JIONTe Cy OpPOU3BeleHe, U CepHja je p ImyTa Ay’ka Hero NpeTxoIHa,
(K10p5), mimm

e mpBeHe JONTE Cy NPOU3BEIEHE, U cepuja je p° myTa Oy:Ka Hero IpeTXomHa
(K1,0p82)> n
e ciuuHO 3a Gene nonre(K opt V Kioply)-
T, tepnu na y cBakoMm kopaxky VHIl-nmpoussomme Baxxu:
e IpOU3BOJE Ce JIONTE TAYHO jemHe Doje, u
e oaromapajyha cepuja nMa TAYHO jeAHY AY>KUHY.
Komauno, T xaskc ma 3a cBako n € N:

e ako cy npBux n xkopaka y VMHIl-npoaykuuju no3naru,061a je Moryhe anpokcu-
MaTuBHO (ca npeuussomhy ;1,;) onpemnutu BepoBaTHOhy morabaja ” 6exa monra
je u3Byuena us kyruje” (q).

Ilokaykyrmo npBO na je teopuja T’ KOH3UCTEHTHA. Y TOM LUJBY, KOHCTDYHUIINIMO
Lg,-momen M Taxo ma M = T. llpumeTumo na HU30BUM CIyYajHUX IPOMEHJBUBUX

{ex} m {6k}, manyxyjy npe6pojuso MEOTO BU30Ba 06MMKA (001501, 5 O, - . ., Ot Oy ).
dukcupajMo jenaH Ttaxkas HU3, Ha npumep (ag;01,az;6s,...,00;60,,...). 3an € N,
HEKa €

- 1+p9;+___+p5?...+@:
Heka je M = (W, H, 4, v) Lg,-Momen y KOMe BasKu:

o u([p ) =1,3aneN,

Gnbn

e aKo je i # oy, umu j # 0,, n ¢ N onna je u( 7]=0,n

o pu(lq]) =lim_ 7
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[Mokaxkumo cana na M = T. Heka je n € N npoussomuo. Tama M = Kl,(,pg_nﬁ
n otyna M = Kiopy V Kiopge V Kioply V Kiopl,- Ipema Tome M |= Th. Kako 3a
cBako 1 € N, ;L([pz_ng—"]) =1 p([p};]) # 1 ako i # @, umm j # B, umamo na M = Ty.
Konauno, nokaxumo na M = Ts. Hexka je n € N npousBomHO ¥ IpPETOOCTABUMO
na M = Kl,op}nol A K170p§292 AN...NEKippy o - Tanma je o = o, 0; = 0, n oryna

_ a1+oap?2+. . 4appf2t-+on
14+p%2+.. 4pf2t--+0n

. OcTaje na mokaxkeMo na

n

M I: Ka1+a2p02+...+anp92+-"+9n 1 q
1+p02+.. 4p02 T F0n  'p7
OJHOCHO, 1a
M }: Km’#q.
Kaxko je p([g]) = lim?_, 7, umamo na (Ing)(Vm)(m > ng — |Um — p([g))], < ;%)
Axo je n > ng, onma je [7p — p([g])l, < ;= IIpema Tome, M |= Ky 1.9 per-

mocraBuMO na je n < ng. Tana, 3a Hero k > ng, [Tx — u([g])|, < ;,1;- Kopucretin oco-
OuHe p-alcKe HOPMe, MOXe Ce JeIHOCTABHO IIOKA3aTH Ha je |Uk — Uynlp, < z%. IIpema

Tome [T, — p([g))lp = |(7n — Tk) + (T — u((a)lp < maz{|7n — Tl [Tk — p(ld))ln} < -
Ilaxne, M = K 1 |
Canma hemo n(;Ka3aTn na je y ceakoMm Lg -momeny teopuje T BepoBaTHOha na
ce u3Byde Gesa Io0Ta U3 KyTUje jefHAKa My, oo Un(W) = g axMy/ > 00 | M.
Iaxne, sexa je M mexu Lo, -monen teopuje T'. Tanma 3a caxo n € N moctoju
Tauo jeman map (an;0,) tako ma M = Kyop} , . Ilpema Tome, xakxo je M Taxobe
Monen teopuje T3, 3a cBako n € N nocroju Hu3 naposa (ay; 0, ag;0s, ..., ay; 0,) Tako
na
MEK

aptagp?2+. anpf2t-Hon L q.
)

14024 ppf2tFn p

a1+a2p92+...anp62+“'+9"
1+p92+___+p02+...+9n

ITpema Ttome, nocroju mu3 {v,(w) = }neN Tako na

M I: Kun(1u),;1,.;q7

u 3a cBako n € N, |u([g]) —vn(w)], < ;,1;. Hexka je € > 0 npousBomuo. Axko usabepemo

Ny TaKoO Ha je ﬁ < g, oHma je 3a n > ng, |p([g]) — vu(w)|, < e. Ilpema ToMme,

p([q]) = im?_, _ v,(w), omsocuo, BepoBaTtHoha na ce u3Bydye Gesna jgonra u3 KyTuje

n—oo

jemsaka je Y oo ogMy/ > v M. |

8.3 PasMunmibame Kao JUHAMMWYKU cucTeM Hal Zp

Y oBoM npuMepy omucahemMo MaTeMaTUYKU MOLEJN KOJU OArOBAPa HPOIECY JbYACKOT
pPa3MUMLAKA a Koju je passujen y [19, 20, 21]. 3arum hemo npencrasutu jenHy
”moIoruKy” Joruke Lq, KOJOM Ce MOI'y ONMCHUBATU OBAKBU IPOUECH.
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[Ipouec myckor pasMumibaHa MOXE Ce OINMCATH KAa0 AMHAMUUYKM CHUCTEM KOJU
omcpume ca upejama (undpopmanujama). PopMasHHUje, TO Ce MOXKE ONUCATU KAO
HeJIUHeapHa QyHKIUja:

Tny1 = f(Zn),2n € X

rxe je X npocrop undopmanuja. [locraBma ce nurame npoHasacka ojrosapajyher
MaTEeMaTUYKOT MOJENa KOjuM Ou ce omucanu oBu nporccu. lIpBu npobnem koju ce
HaMele je mpenu3HO onmcaTH CKyI uiaeja; a APYTHM 3alaTak je oNeIUTH (QYyHKLUU]Y
(bymruuje) f. Y [19, 20, 21] npeanoxkeno je ma ckyn maeja, X Oyle ynpaso CKyIl
p-ancku nemux bpojeBa Z,. Cana hemo onucatu mMonen ¢GyHKIMOHUCAHA JbYICKOT
pasMulLbata, Iae ce p-alcku OpojeBu npuponHo HaMehy Kao IIPOCTOP y KOME ce
1[e0 TMOCTYIaK MOXKE Peau30BaTH.

OcHoOBHE jequHUIE y OpPONeCy MULLbeHA Cy HeypoHU. CBaky HEYPOH MMa HEKU
onpeben 6poj "crama” ("mmBoa”) y kojuma ce mMoxe Hahwm. Ilpermocrasumo na
“MaMoO MCTU Opoj crama, p 3a cBe HeypoHe. Heka wmadopmammja I Moxke Outu
npencTaBmheHa ganneM seypona, N = (ng,n; ...ny). CBaku oBakas naHall HEYPOHA,
Moxke cc mahm y ucxom on pY pasmuunrux I crama

x:(aﬂaal---aN—l)uai6{071)"'71)—1}

Ckyn ceux moryhwux I crama obencskasamo ca Xy, Jlaman meypona N uma caenehy
XUPeapXujCcKy CTPYKTypy: HeypoH ng je HajBasKHUjU, HEYPOH N je Mame BakaH
OI Eera aju BaXHUjU on ocrayux, urld. Cxomuo toMe, ako ce ’ymaaun’ HEYPOH
NGy TO MOKE Y3POKOBATU TMaJLeHe€ HEYPOHA M,y ...7TyN; aKO Ce ~yoaau HeypOH
7, TO MOXK€ Y3POKOBATU IaJLeH.€ HEYPOHA Ny ...7My Al HE W HEyPOHA 7y, WUTL.
ITperu3nuje, ako ce HEKM HEYPOH n; Hajlasu Ha HajBeheMm Moryhem HuBOy, Tj, ako
je o; = (p— 1) onpa masemeM OBOr HeypoHa mobuja ce ma je a; = 0, amu cuaenehn
HEYPOH 7,41 NpeNa3u y BUIIE CTake, Qji1 = @y + 1, uta. Ilpumerumo, na oso
OArOBapa p-alCKoM cabupamy IpUMEEREHOM He OpojeBe mare Y CBOjO] P-aICKO]
penpesenranuju. Hexa s € {0,1,...,p— 1}. Tanma ce ckyn

Ay ={z = (ap,...an) : ap = s}

Ha3UBa aconujanuja pena 1. OBa acomujamuja omrosapa csumM jarmuma N = (ng, n;
...Ny) YUJU je HEYPOH ng y cTamy . CIMUHO, UMaMO M acomyjamuje BUIIET Pela:
Asg.s = {2 = (a0,...an) : a9 = Sg,...q_1 = S;_1} je acomjammja pena [. Ckyn
CBUX acomMjamMja pena l, o3gauaBa ce ca X,4;. Ckyn cBux moryhux acoumjanuja
Ha ckyny X; je Xa = |J, Xa; a cBaxm monkcyn J C X, Ha3uBa ce uueja.

Y MaTCMaTUYIKOM MOAely Ouio OM KopucHO mocMarpaTu beckoHauyna [-crama:

z = (ap,01,...an...),=0,1,...p—1

Ha oBaj wauun, nobujamo na je ckym cBux (6eckoHaurux) I crawa ynpaso Z,,
omaocHO X; = Z,. Xupeapxujcka CTPYKTypa Ha HeypOoHMMa HaMelle Kao mocie iy



71

Ja cy nBe MHGOpManuje OHOJNMKO OIMCKE KOJIUKO MMA je NYyravak 3ajeHUYY HOUeTaK.
IIpuMeTuMO 1a p-ancko pacrTojase

d(ﬂ:,y) = |$ - y|P

omoryhasa na ce 6xu3una nHGopManmja Mepu bam Ha oBaj HaumH. TakobDe, mpume-
THUMO Jia CY acoIyjaunuje yopaBo p-ajJcke Kyriae. Ako je r = ;—}[ ua=(ag,a,...,0-1,-..)
OHIa e

K[a, 7‘] = {33 =To,Ly,..-.-Tp-1:-Lp =40y, T1 =0Q1..-Tj—1 = al—1} = Aaoal...al_l

Ilakne, BLOMO na MHGOPMAUMje MOXKEMO CMATPATH P-aICKAM OeJuM OpojeBUMa.
Cana je morpebHO 0OjacHMTHM KaKO Ce ca TUM MHPOpMamMjaMa ONepHme, OXHOCHO
nebunucaru oarosapajyhe dysxmuje va X; = 7Z,.

Y 0oBOM MoOHeNy, 3aMUNIJLEHO je Na ce Pa3MUNJbale BPIOW Ha IBa HUBOA, CEEC-
noM U modceecrhom . Csect ”popmynnme” mpobiieM U momasbe y NOICBECT. 3a-
IpaBo, CBECT Nowadse oapebheny nabpopmannjy o wia unejy (Kyriy Wi Kyrie OKO
zo). Takobe, ceect nedunume byurunjy f, kojy npociebyje moacBecTu Kao pexuM
pana. Canma moncBecT paad ca OBUM MHPOpManUjaMa M y CTalky je Na IeHepulle
onpebene ampaxmope koje cBecT BuIU Kao Moryha pemema. Takobe, moacsecrt
Moke resepucatu onpebene mukie (a —» b — ... — ¢ — @) KOJU CUTHAIU3UPAjY Aa
cBecT Tpeba JMa 3ayCcTaBM OPOMEC KOjU CE JemaBa y NOACBECTH. Y TOM Caydajy
CBECT MOKE I[IPOMEHUTU IIOUYeTHY uHGOpMAnujy To — T WIU NPOMEHUTU PEXUM
pana f, — f, ¥ IOHOBO MHUIIUPATUA PaJ OOIACBECTH.

IIpema TOoMe, M3y4yaBaMO OUHAMUYKM CUCTEM

Zy > Zp,z — f(2),

roe je f 1 Z, — Zp amanmurtuuka ¢ysrmuja. Ilocmarpamo momamame uTepanuja
Tn = f*(zo),rme 9 € Zp m f* = fo f...of (n nyra). Axo je f(zg) = zy oHza je
T, PUKCHA Tauka QyHKOUje f; aKo je T, = Ty 33 Heko n € N oHIa KakeMo na je I
IIeproIUYHa, Tauka QyHKOUje f u npw TOM HajMamu Opoj n 3a KOJU BaxX! T, = I
30BEMO OEPHUOJ TAauKe Iy. & TOM CIyuajy, OAroBapajyhu HuKIyc o3HayaBaMoO Ca
v = (xg, ...ZTp_1). PUKCHA Tauka T, 30BE Ce aAMPAKMOP UIU AMPOKMUBHA MAYKA
aKo 1ocroju okosuHa V(Z)) Tako ma 3a cBako y € V(zy) Baxku lim, . f*(y) = zo.
Tana ce ckyn A(zg) = {y € Z, : f*(y) — zo,n — 00} 30Be basa ampaxyuje Tadke Iy.
Heka je z, ¢uxcra Ttauka ¢ymexkumje f. Tanma ce cBaka xyraa K|0, ;}], k=0,%1,42
...30Be Siegel -ov duck, ako je cBaka chepa S|z, 51[], [ > k umBapujarTHa cdepa
dyrxmje f. YHUja cBux Siegelovih mickoBa ca mEHTPOM T, je MakcuMalian Siegelov
mck u obenexxasa ce ca SI(x).

Y [19, 20, 21] pasmaTpane cy pyurmuje obnuka f.(z) = z°+c ka0 1 pyHKIU]jE 00-
muka f,(x) = z™ 3a xoje ce ucnocrasiba na omoryhasajy Beoma ”Goraro” nmoHamame
JUHAMUYKAX CUCTeMa. 3a pa3He QYHKOYje HaBeAeHOI TUIA IIOKA3AHU CY PE3yJITaTh
0 BUXOBUM QUKCHUM TaukaMa, aTpakTopuma u Siegel -ovim muckoBuma. Opae hemo
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HABECTU JeINAaH TAKAB PE3yJTaT KOJU Ce€ KOPUCTU Yy majseM TekcTy. llocMarpamo
NOHAIIAKC AUHAMUYKOr cucTema [,(z) = z". Ouuraenso je na je Tauka Ty = 0
ATpAKTMBHA TayKa OBOI CHCTEMa Kao M Ja je meHa 6asa arpaxmuje A(0) = K0, %}]

[loTpebHO je pa3MOTPUTHM IOHAmAH.e OBOI cucreMa Ha chepu S[0,1].

Teopema 30 Junamuury cucmem fn(x) =z™ umam = (n—1,p—1) duxcruz mavaxa
a;,7 =1 ...m na cpepu S[0,1]. Puxcne mauxe a; # 1 nanase ce na cpepu S[1,1].lpu
mome

1. Axo je (n,p) = 1 mada cy cee ose mauke yenwmpu Siegelovih duckosa u SI(a;) =
K[a‘ja l]'
p

2. Axo je (n,p) # 1 onda cy cee oge mawxe ampaxmopu u A(a;) = Kla,, %]

Hasemimo mpuMcep jemuor pasmumisama y Qg ca ymkmajom f(z) = 2.

Typucra peba na nyTyje 1 OH 3Ha 3a HEKUX m 3eMmatba. CBaka 3eMina MMa jeIHo
on nBa obenexja: 0 ako Typucra HYje y MOr'yhHOCTM nma myTyje y Ty 3eMipby u 1
ako jecre. Ckyn 3emasa je ypeben Ha caenehu mauun: Zy, 2y ...Zn,_1, TOE je Zg
3eMJLa y KOjy OU OH HAJBUWINE KeJleo Ha nyTyje, Zi je ciaeneha Ha JNUCTH »Kejba UTH.
[Ipema TOME, CTame HETOBE CBECTU O OBO] CUTYALMJU MOXKE C€ ONUCATU MOMONy
bpoja T = ag + aq - 2+ ... apm_q - 2™, Typucra Tpeba ma moHece OIIMKY 1a IU he
Ia IMyTyje W [he HA OCHOBY HEKOI IIOUETHOr 3Halkha O OBOM Opojy T = zy. [lakie,
TYPUCTa PA3MUNLILA TAKO TITO HA To CYKIECUBHO TpuMmcmyje dynximjy f(z) = z2.

(a) Axo zy € K[0, 3] , omaOCHO (9 = 0 Taja HA OCHOBY IPETXOIHE TEOPEMe HU3 I
KOHBCPIUpa Ka aTpakTopy a4y = 0+ 0-24 ... +0-2™"1. Jakne, ako HEe MOXKe
na NyTyje y 3eMJby KOja My ce HajBUIIEe IO0Halla, TYPUCTA je ONNYUYUO Ia He
IyTy]e HUTJE.

(6) Axo zo € K[1,1] , omHocHO o = 1 Taja Ha OCHOBY IPETXOJHE TEOPEME HU3 Ty
KOHBCPIUPa Ka aTPakTopy a; = 14+ 0-2+4 ...+ 0-2™"1. Jlakue, ako MOXc Oa
OyTyje Yy 3¢MJBbY KOoja MYy Ce HajBUIIe Aomnaja, TYPHUCTa je OMIy4duo nyTyje y
Ty 3€MJLY ¥ HUJCHOHY OPYTY.

Onummmo oBy cutyanyjy kopucrehu nenose nmoruke Lg,. Haume, ono mro naje
”BEepPOBATHOCHY WHTepIpeTanu]y”’ OBOj JOTHUIM je 3axTeB na (ymknumja p : H —
K[0,pM] 6yme amutuHa 1 HOpMUpaHa, a mMTO je omoryheno axcuomom 3 (Koja ros-
OpY 0 ATUTUBHOCTY) U TPABUIOM U3Bohema 2 Koje o6e3bebyje ma rayronoruja uma
BepoBaTHOhy 1. IlpnMeTnMo na ocTaJsie akcroMme U paBuia u3nobhewma 06e36ebyjy
JTa, ICKA3HA JOTUKA OyIe MOJJIOrMKa OBe JIOTUKE U OAPakaBa]y CHelMGUUHOCT MOba
Q.

Cana hemo medbuHUCATH JTOTUKY
Lq,.

P

thinking
LZ,, HaBoneNu pa3iuke y 0HOCY HA JOTUKY

1. Y jesury ce kopucre oneparopu K, ,o, T € Q1 ={reQ:|r[, <1}, pe{p™:
n € N} U {0}.
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2. Y nedmmunmujm Monmena 3axTeBa ce Ha i Oyne 6uno koja dpyEkmuja us H y Z,.

3. Nzbamutu akcromy 3 u npasuio usBobemwa 2.

OBo Ou OMIa HEKa OCHOBHA JIOTMKA O KOTHUTWBHUM IIPOLIECHMA Ca THM Ia OU ce
kopumheme HeKe KOHKpeTHe (yHKIMje IUHAMUYKOr cucTeMa 06e3benuino yrohemeMm
oarosapajyhe reopuje y osoj morumnu. llpu Tom 6u oneparop K, ,o mMao 3HaUEH€:!
” 3HAH-€ KOJU MUHAMUWYKU MPOIEC UMa WIU OUIYKA KOJy JOHOCU O UCKA3y ( IPUIANa,
P-adCKO] KYTI'JIA Ca MEHTPOM T U MOJYIPEYHUKOM p’ .

Hexka mckasz o; 3wmauu: Typucrta nyryje y 3eMiy ; U HeKa je a = oy V a1V
... Vay—1. IIpema onucanom npumepy p([a]) = p([ag])+p([oa])-2+ - . - p([am—1])-2™71.
[IpermocraBka je na 3amo u([ap]) a n3sobhemem y oBoj norumm tpeba na nobujeMo
u([a]) ®ao y nmpumepy. epurumumo cienehe reopuje:

THZZBTmy1¢¢I§mpan

T

TZ - {K:L_Z" 1= K on+1 1 Oz|’n € N}

0 52 23
T - Tl U T2
Cana:
T, Ky pap = K}@;ﬁa 3a cBako n € N

T, Kypao b= K 1 o 38 cBaxo n € N jep je g < on
U OTY I3

T, KL()OZQ F Kly()Ol

Hakne, pu([a]) =1+0-2+ ...40-2™"! omxocHo, une y UpBy 3eMiby.
Ha uctu mayns nobujamo

T, KO,()CYO (o K(),()CY.
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9 Jloruka koja popmMam3yje KBaJIUTATUBHY BepoBaTHONY

Y oBOM 0llesKy NpEeACTaBILEHA je peanHoBpeaaocHa jdoruka Ly ([4]) y xojoj ce mory
3aMMCATH UCKA3W TUNa ~BepoBaTHONA Heke dopMmyie je Beha o4 aTor palnuoHAIHOT
6poja” kao u nopebeme BepoBaTHONA nBejy dopmyna y Buay ”BeponaTHoha jense
dopMmyte je Beha oxn BepoBaraohe npyre dopmyie”.

9.1 CuHTakCca U CEMAaHTUKA

Hexka je I ckyn cBux pamuoHasHuX OpojeBa u3 uTepBada [0,1]. Je3uk moruke Ly
CacTOJU CE M3:

e npebGpojusor ckyuna Var = {p,g,7...}

® KJACUYHUX BE3HMKA ' U N

e y OMHADHOT OIlepaTopa =
Cxyn ¢popmyna osor jesuka, y o3Hamy, Forp, neguuucan je Ha cnenehu mauwmm:
Hedwveumuja 24 (Fory, )

o Axop € Var onda je p dopmyasa.

e Axocy o uf popmyse ur € I onda cy u (—a), (aAf), (a = 71) u(a > ) popmyae.

Ocrann nornuku BesHunu (V, =, <) nedunumy ce Ha yobuuajen nauun. Taxobe
hemo xopmcrTuTt 1 7 < @ Ca UCTUM 3HAUEH.eM kKao U « >~ 7. Hame, (—a) = 1 —7
o3Ha4YaBaMo ca o X7, a XrA-(r 2 a)caa <7 u(a=<r)caa>r. Ilpema rome,
7 > « 35aun « X r. Cnuyro, ako cy a u  dopMyiae KOpUCTUMHU O3HaKy o = [ 3a
B> a, a> ( o3Hausa (o X f) u a < § 35aunm § > a. Taxobe, a = FA[ * «
o3ravyaBamo ca « =< . Kormauno, kopuctumo | ma o3maummo a A —a.

Hedbumaunuja 25 L, moden je cmpyxmypa M = (W, Prob,v) z0e:
e W je nenpasan cxyn eaemenama xoje HA3UBAMO CEEMOBU.

e Prob je pynxyuja xoja ceaxom ceemy w € W npudpyxcyje seposammocHu npoc-
mop Prob(w) = (W (w), H(w), p(w)), 2de:
- W(w) je nenpazan nodcxyn 00 W
- H(w) je anzebpa nodcxynosa 00 W(w) u

- p(w) : H(w) — [0, 1] je xonawno adumusena 8eposamnocHa mepa, u

e v: W x Var — {true, false} je uckasna saayayuja xoja ceaxom ceemy u C8AKOM
UCKAIHOM Ca08Yy npudpyacyje true uau false.
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Hedpmaunmja 26 Hexa je M = (W, Prob,v) jedan Ly moden u nexa w € W. Peaayujy
3a0080muB0CMU deuruulemo uROYKMUBHO Ha caedehu Haun:

o Axo p € Var onda (w, M) = p awxo v(w)(p) = true.
o Axo a € Fory, onda (w, M) = ~a axxo ne saocu (w, M) F a.

o Axo o, € Fory, onda (w, M) = oA B axxo (w, M) = o u (w, M) = B.
o Axo o€ Fory, ur €1 onda (w, M) = o> 1 axxo je

nw)({w' € W(w)l' F a}) > r.

Axo o, B € Fory, onda (w, M) = a > f axxo je

p(w)({w' € W(w)lw' k= o}) > p(w)({w’ € W(w)|w' | B})

Haname hemo uzocrasmwaru M u3 (w, M) = a u nucahemo camo w = «a ako je u3s
KOHTEKCTa jaCHO O KoM Monmenry M ce pamu. Y Ly-moneny M = (W, Prob,v), ckyn
{w € W(w)|w' = a} o3rauaBamo ca [y, Bz caMo ca [a]y,.

Ckyn dopmyna T je Ly-3adosomnus axko mocToju cBer w y Ly.-momeny M Tako
na 3a cBaky popmyny o € T, w |= a. Popmyna a je Ly-3a0060musa ako je CKyn
popmyna {a} Ly-3anosomus. Popmyna « je Ly-sawana y Ly -modeay M =
(W, Prob,v), (y o3mamm |=p «) ako je 3aq0BOJbMBa y CBAKOM CBeTy Mozmena M.
dopmyna « je Ly -samana (y O3HAIM = @) akO je 3aJ0BOJBMBA Y CBAKOM CBETY
CBaKOI' MOJIEJNA.

9.2 AxkcmomaTu3aiuja

Axcuomatcku cucreM AX), MMa jenaHaecT meMa aKCUOMA:
A1l Cse wHCTaHNE MCKA3HUX TAYTOJOTH]A.

A2 >0

A3 ar-s=>arr,s2>7

Ad o> (VB r-a

AS a=[BAB=y=>ar=y

A6 a>[BAB=y7=>a>7

A7 (a=TAB=sA(aANB=0)=>(aVBrT+5)
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A8 a<XrAf<Xs=>aVfF<r+s
A9 a=XrAfB<s=>aVfi<r+s,r+s<l1
A1 a<r=>a=XrT

All a>s=a>r1,5>T
U YeTUPU NpaBUila U30bhema:

1. s a u a = [ n3Bectu
2. I3 a m3Bect;m @ < 1
3. Usa=(f>=r—1/n), 3a ceako n € N, n > %, ussectu a = (3 > r)

4. Usy= (B> r = a>r), 3a cBako 7 € I, uzBectu y = (a > f)

Heduaumuja 27 Popmysra o je meopema axcuomayxoz cucmema AXp, , y oznayu
|_AXL>_a aK0 MNOCMOJU HU3 HOPMYAIE O, Q1 ...Q MAKas8 0a je ceaxa o AKCUOMA UAY
je nomohy mexoz 00 npasusa ussohewa ussedena uz npedroonur opmyra. Hus dop-
MYAQ o, & ... je noka3 (n3Bobheme) 30 popmyay a u wezosa Oyxmcuna je opouran
caedbenux. |

Hedbmanmuja 28 Popmysa o je cmHTaKCa mociemuna ckyna dopmyna 1, y osHayu
T Fax,, , axo nocmoju nu3 gopmyaa o, @1 ...« mMaxas 0a je C8AKA (; AKCUOMA UAU
npunada cxyny T uau je nomohy nexoz 00 npasuaa ussohewa u3sedeHa U3 NPeOTOOHUT
popmyaa, Y3 ozparuiene 0o ce NPABULO 2 MONCE NPUMERUNU Camo Ha meopeme. Hus
popmyaa o, oy ...« je noxas (usBobeme) 3a o uz cxyna gopmyaa T u wezosa dyxmcuna
je opdunan caedbenux. H

YMecTo o3Haka, I—AXL* u T I—AXL* kopuctuhemo camo - u T ykonuko To He
OpeTH na m3a30Be 3a0yHY.

TV Az, O 3HAYM 12 T }—AmL> a He Baxxku. Cxyn dopmyna T' je xonsaucmenmarn ako
nocroju 6ap jemsa dopmyna « tako na 1 ¥ Az, Q- Konm3ucrenrar ckyn dopmyna
T je mMaxcumMaaro KOH3UCMeERMAH aKO 3a cBaky dopmyny o wir o € T mmm ~a € T
Ckyn dpopmyna T’ je eM NeAyKTMBHO 32TBOPEH aKO 3a CBAKy QOPMYIyY (¢ BAXKU: AKO
THaoaosna acT.

9.3 KopekTHOCT U MOTIIYHOCT

Teopema 31 (Teopema dedyxyuje) Axo je T cxyn gopmyaa u T U {a} - [ onda T +
a= 0.



77

Joka3: KopuctuheMo TpaHCOUHUTHY MHIYKIM]Y IO OY:KUHU IOKa3a 3a (. Ako je
nyskmHa noka3a 1 oHma je ¢opmyna [ akcuoma wmi 3 € T. Kaxko je f = (a = [)
TAyTOJOTHU]ja, Ha OCHOBY mpaBuia 1, mobuja ce T F o = (. IlpermocraBumo na je
nysxkuHa nokasa k > 1. Popmyna [ Moxke NOHOBO OUTM aKCUOMA WJIU IPUIIATATH
ckyny T w Tajga kao Mmajonpe 3akpyuyjemo na 1 F a = (. Popmyna [ moxe
byt modOMjeHa U MPMMCHOM HEKOT OJf IpaBuia U3BODheH.a Ha IpenxolxHe ¢popMmyie
y I0Ka3y. Pa3MoTpuMo mojeAMHAYHO CBAKO OJ OBUX IPABUIA.

1. [ je mobujera u3 vy u vy = [ upumenoM [lpasuna 1. Tana, Ha OCHOBY MHIYKIM]CKE
xunoreze T'HFa=>yuTrFa= (y= (). Kako je (a= (y=0)) = (a=7v) =
(a = B)) rayronoruja, kopucrtehn npasuio 1 nBa nyra, nobujmao 7'+ a = .

2. Heka je f = (y < 1) nobujena u3 y. Y ToM ciyuajy 7y Mopa Outm Teopema
n oryna je u  teopema. Tanma, usz - f = (o = ), xopucrehu npasuno 1
nobujamo T+ a = .

3 IIpernocrasumo nxa je f =y = (0 > r) mobujesa u3 T, @ IPUMEHOM OpPABUIA 3.
Tana:
T,atvy= (§>r—1/n) 3a ceako n > 1
Thta= (y= (6 =7—1/n)) 3a cBako n > 1, Ha OCHOBY MEIYKIMjCKE XUIOTE3E
TH(aAy)= (6§ =r—1/n) 3a cBako n > 1 Ha OCHOBY KIaCHYHE TayTOIOTHje
(@=(8=1)) & (arf)=7)
TH(axAvy)= (6 > ), 5HA ocrHOBY IIpaBuna 3.
TFa=(y=46rr)
THa= 0.

4. Heka je f =7 = (§ = €) nobujema u3 T, « npumenom Ilpasuna 4. Tana:
T, aby=(0>r=¢e>7r)3acBakor € [
T,abk(yAN(d>=71))=€>713acBako T € |
THa= ((yA(0>=7)) = €>1) 3a cBako r € I, Ha OCHOBY IPETXOAHE TAUKE
THa=(y=((r=r=¢c¢x=r))3acBako 1T €|
TH(aAy)=(d>r=¢€>71)3acBakor € ]
T+ (aAvy) = (0 = €) HA ocHOBY I[IpaBuna 4.
THa=(y=(0>¢)
THa=p

Teopema 32 Csaxu KOH3UCTMERMAH CKYN GOPMYALL CE MONCE NPOWUPUMY 00 MAKCU-
MAAHO0Z KOHIUCTNENTMHOZ CKYNA.
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Ilokas: Heka je T koH3ucTeHTaH cKkyn dopmyina u 6y, 6, ... jerHo nabpajame CBUX
L, ¢opmyna . Heduuumumo mu3 teopuja 1; ma crnenehn maunm:

1. Ty=1T
2. 3a csako n > 0,

(a) Axo je T, U0, xou3ucresran ogna je 1,1 =71, UHb,.
(6) Axo je T,, U6, HUje KOB3UCTEHTAH OHAA:

iako je 0, =0= A>romnaje T, =T,U{0,,0=A<7r—1/n}, 3a
HEKO T, 1L > 11 TAKO 1a 1,41 Oylle KOH3UCTEHTAaH.

it ako je 6, =y = (e > §) ogna je
Toi1 =T,U{~0,,v= (0 = rAe<r)}, 3a Bexo 7 € I tako na 1,1 Oyzue
KOH3UCTEHTAH.

11 nHaue, Thy =T, U {-6,}.

Crynosu nobujeru y kopaky 1 u 2(a) cy ouuriae Ho KOE3UCTEHTHU. Y kopaky 2(6)%is
ce Takohe nobojaju KOH3UCTEHTHU CKymoBu. llpermocraBumo cympotuo, 1,6, H1.
Tana sa ocaoBy Tcopeme nenykuuje, T, F —0,, 1 kako je T, KOH3UCTCHTAH, TAKaB j¢
u T, U{~0,}. Ilocmarpajmo kopak 2(6):i. IIpermocTaBumo ma je 3a CBako n, n > 1,
ckyn Ty =T, U{=(0 = a>r),0 = a <7 —1/n} Hekonsucrerran. Tana:

T,~(0=>a>r1),0 = a<r—1/ntL1 3a cBaku neo 6poj n, n > .

Th,~(0 = a>r)F (0= a<r—1/n)=1 3a cBaku neo 6poj n, n > >, HA OCHOBY
Teopeme nenykmuje.

T,,~(0 = a>=7r)F —(0 = a <r—1/n) 3a ceaxu neo 6poj n, n > I.

T,,~(0 = a>r)FOA-(a <r—1/n) 3a cBaxu neo 6poj n, n > %, Ha OCHOBY
KJIACUUHOI PE30HOBAH:A.

T,,~(0 = a>r)F6A(a>r—1/n) 3a cBaku neo 6poj n, n > .

T,,~(0= a>7)F 0= (a>r—1/n) 3a cBaku neo 6poj n, n > I,

Ha OCHOBY Kiacuuee Tayrosoruje aAf = (a = f)

Tn,~(0 = a>r)F 6= (a>r) ra ocaoBy IlpaBuna 3

T.F=(0=a>71)= (0= (a>71)), Ha ocHOBY Teopeme nenykmnuje.

T, (0 = a = 1), Ha OCHOBY KJIACUYHOI PE30HOBaa, MTO IPOTUBPEUYM KOH3UC-
teaTHOCTU cKyna T, jep je T, U {0 = (a = r)} HexoH3uCTEHTAH.

Ilame, mocmapajmo xkopak 2(6)é. [IpermocraBumo na je 3a cako r € I ckyn

T =ToU{-(y=(e=d0),y= (0 >rAne=<r)}

HCKOH3UCTcHTaH. Tana:

Tn,~(y=>(e>68),{y=0>rANe=<r)}FL, 3acBakor €I, r>0.

T, (y=(=d))F(y=(>rANe<r))=1,3a cBako r € I, r > 0, 5a OCHOBY
Teopeme nenykmuje.

Tn,"(7=(e=8)F=(y=(=rAe=<r)),3acaBko T € I, 7 > 0.
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T, (y=(e=8)F(yA=(d = rAe<7))3acBakor €, r>0.

Ty~ (y=>(€>=8))F(yA(m(d>=7) V(e <T))) 32 cBako r € I, 7 > 0.

Th,=(y = (e = 8) FyA(é = € > r) 3a cBako 7 € I, r > 0, Ha OCHOBY
KJIACUYHOT PE30HOBAA.

T, (y=>(e=d)Fy=( =r=¢€>71)3acBako 7 € I, 7 > 0, Ha OCHOBY
kaacugae tayronoruje (a A f) = (a = )

Tn,~(y = (¢ = 8)) Fv= (¢ = §), mra ocroBy IIpaBuna 4

T.F—(y=(¢>6)) = v= (e >9), Ha ocroBy Teopeme nenyxmuje.

T, b v = (e = §), Ha OCHOBY KIACUYHOT PE30HOBAIHA, IITO NPOTUBPEUN KOH3UC-
tenTHOCTH CcKyma 1, jep je T, U {y = (¢ > §)} Hekon3uCTEHTAH.

Heka je T* = (.., Tn- Tpeba na moxaxxemo na je T* MakcUMalIaH KOH3UCTEHTAH.

Kopamm 2(a) - 2(6)7i: raparTyjy na 3a cBaky ¢opmyiny 6, 0 wam —0 npunana
ckyny T, To ject, na je T* makcumanad. Ca gpyre crpase, He HOCTOjU GOPMYIIa
0, rako na 6 u —0 npunana T*. Ila 6ucMo TO NOKa3a7M, IPETIOCTABUMO na je 6§ = 6,
u -0 = 0, 3a seke n u m. Axo 6, =0 € T*, onma u 0,0 € T,az(nm)+1, TTO je y
KOHTAIVKIUJU Ca KOH3UCTCHTHOMNY cKyna Tiac(nm)+1-

Hamame, nmokasyjemo na je 1T meNyKTUBHO 3aTBOPEH, M KAKO HE CALPKU CBE
dopmysre, omatae ciaem na je 1 KOH3UCTEHTAH.

Axo 3a mexo n, T, - 0, ouna Mopa Baxkutu 6 € T*. IlpermocraBUMO CympOTHO.
Tana, -0 € T* na nocroju k taxo ma Ty + 0 u T}, - -6 mTo TpOTUBpEYN KOH3UCTEHT-
HOCTHY cKyna T.

[Tpernocrasumo na wHU3 01,0, ...0 npencraBma moka3 3a 6 y T*. Axo je HU3
KOHAYaH, Tana mocToju ckyu 1, tako ga 1, - 0 u 0 € T*. 3aTo mpernocTraBuMO 13 je
nu3 6eckonauvaHn npebpojus. [lokazaliemo ma 3a cBako n Basku: axo je 8, mobujero
nomohy Hekor on mpasmia usBobhema, U ako cBe mpemuce npunanajy ckymy 17,
ogna u 0, € T*. Ako je mpaBUIO KOHAYHO, OHJIA HOCTOJUA CKYH T, KOjU CAODKUA CBE
npemuce u 1,, - 6,. Y tom cayuajy, pe3onyjyhu kao Majionpe, 3akbydyjemMo Oa
6, € T*.

[Ipema ToMe, mocmaTpajMo GECKOHAYHA IPABUJIA.

Hexka je 0, = o = (f > r) nobujena m3 ckynma mpermoctasku {6 | n > 1/r}
nomohy [Ipasuna 3, rne je 67 dopmyna

= (8 =1 — 1/n).

IIpernocrasumo na 6, ¢ T*. Ha ocrHoBYy uHAyKUMjCcKe xunorese, O € T* 3a cBako
n. Ha ocHoBy xopaka 2(6)i rope omucame KOHCTDPYKIUje, OCTOje T ¥ | Tako na
a = (f < r—1/n) npunazna 1;. Onatie ciem na HocToju j Tako na « = (S < r—1/n)
ua= (8>r—1/n) npumana to T;. Tana TjFa=L uT;Fa= (8> r). lIpema
toMme, 0, € T*, KOHTPA,MKIN]a.

Hexka je 6, = v = (o » ) nobujena u3 ckymna npermocrtasku {0 | r € I} Ha
ocuoBy llpaBuna 4, rne je 0] dopmyna

-
=

y=Brr=axr).
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[Ipermocrasumo na 6, ¢ 1T*. Ha ocHOBYy wHAykmujcke xunorese, 0, € T 3a cBako
r. Ha ocmoBy ropaxa 2(6)ii maTe xOHCTyKmMje, mocroje © u [ Tako ma v = (8 >
r Aa < 1) npunana T;. Oparae ciema ma mocToju j Tako ma vy = (0 > r = a > r}
ny= (>rANa<r)opunanajy T;. Tana T; Fy=>1L uT;Fv= (a> ). Ilakne,
0,, € T*, KOHTPAAVKI(U]a.. i

Teopema 33 Hexa o, € Fory,, r,s € I u nexa je T maxcumanrar KOH3UCMEHMAN
cxyn popmysa. Tada,

I.Tra=f=>B-r=>a>r).

2. anpfeT akkoaceT ufBeT.

Ioxkas:

1. THa> BAB>7r= a>r ma ocaoBy A5
TEA(a=BAB-T)Varr
TH (= AV (=B 1) Vaxr)

THa»pf= (B>7= a>*r)Ha OCHOBY KJIACHYHOI PE30HOBAH:A.

2. Ilpernocrasumo na o € T u f € T. Tana:
THa
THp
THaNp
u xkako je T menyxtusHO 3aTBOpeH, a A B € T.
Heka a A B e T. Tana:
THaNp
TH(aAp) =«
T+ (A pB) = [ uxopucrehu IIpasuno 1
ThF«
THp
Kako je T' nenyxktusO 3atBOpeH, o € T'u € T.

Heka je M = (W, Prob,v) rue:
e W je ckyn cBUX MaKCHMaJTHUX KOH3UCTEHTHUX CKYyIOBa (OpMyna,

e Axo o € Fory_ omnma je [o] = {w € W|a € W},
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e ¥ je mpecaukaBale Koje cBakoM cBery w € W npuapyskyje Bamyauujy v(w) :

Var = {true, false} Taxo na 3a csaxo p € Var, v(w)(p) = true akxko p € w.

e 3a cBaku cBer w € W, Prob(w) je needpunucano na cnenehin nauun:

- Ww) =W,
- H(w) je xmaca ckynosa obmuka o] = {w € W|a € w} 3a cBe a € Fory,,

- p(w)([a]) = sup{r|a = r € w}.

Teopema 34 Hexa je M = (W, Prob,v) odefunucano xao maronpe. Tada 3a ceaxo
w e W samcu:.

1. axo k- a < B onda je p(w)([a]) = p(w)([B]),

2. p(w)([o]) 20, @ € Fory,,

3. p(w)([~a]) =1 — p(w)([a]),

4. axo - a A B <0 onda je p(w)(laV B]) = p(w)([e]) + p(w)([A]),

5. axo b a = B onda je p(w)([e]) < p(w)([8)),

6. o= B axxo p(w)([o]) = p(w)((B]),

7. axo - (o <> B) < 1 onoda je p(w)([e]) = p(w)([A]),

8. axo je [a] = [f] onda je a & f,

9. axo je [a] = [B] onda je p(w)([e]) = p(w)([B])-

Iloka3z:

1. Fa = To jecr,
Fax= AL a,
o > [ Ha OCHOBY KIACUUYHOT PE30HOBaMA,
Fa>f= (f>r= a>r)3a cBako r € I, Ha ocrHoBy Teopeme 33 , ma
FB>r=a>r,3acBakor € I.
IIpema Tome, ako B > 7 € w oBma « > T € w. Ha ucTu HauuH 3aKLydyjeMo
u OOpHYTO, TO jecT, ako & = T € w ogna B > 1 € w. Oryna, {rla > r € w} =
{r|B > r € w} na je sup {rla>=r € w} 1 sup {r|8 > € w}.

2. Ouurneneo, Ha OCHOBY A2.
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3. Heka je r =sup{tla » t € w}. Axo jer = 1 omna a@ » 1 € w, OoAHOCHO

(w@) < 0 € w. Tanma, Ba ocEOBY A2, (—a) » 0 € w. Axo 3a HEekO 5 > 0,
(~a) > s € w onna Ha ocHoBy All (—a) > 0 € w, xoETpAMKOUja. OTyna je
p(w)[~a] = 0.

ITpernocrasumo na je r < 1. Tanma, 3a csako 1’ € (r,1], =(a > ') € w, TO ject
a <7 €T. Ha ocaoBy Al0, o X7 € wma (~a) = 1 -7 € w. Axo mocroju
" € [0,7) Tako ma (—a) = 1 —7" € w onma ~(a > ") € w, WTO TpeACTABLA
xouTpaukmmjy. [Ipema Tome, sup{t|(—a) >t € w} = 1— cyn{t|a = t € w}.

. Ha ocumoBy akcuome A7, pu(w)([aVP]) >r+s3acser n s takse ga o > 1 € w
u (= s e w. lpema tome p(w)([aV G]) > sup{r|ja = r € w}+sup{s|f = s € w}
na je p(w)(leV B]) 2 p(w)([a]) + w(w)([B]).

[Ipernocrasumo na je p(w)([a]) = o u p(w)([B]) = so. Axo je g+ 59 = 1
OHIA jecOHAKOCT oumriicauo sasku. Hexka je g+ sg < 1. IlpermocraBumo na je
To + So < p(w)([a Vv f]). Tama je o + sy < ty =sup{tjaV P >t € w}. Axo je
t" € (ro + S, tp) mpousBoman pamumonasan 6poj ouna aV @ > t' € w. Heka cy
" >rou s > s, panmonanau Opojesu TakBu ga jer' +§ =t <1, a <7 €w
u [ < s €w. Ha ocaoBy akcuome Al10, o <7’ € w u KoHAUHO, HA OCHOBY A9,
aVp<r+s €w, o ject, aV f < t' € w, KOETpAIAKIH]A.

. Heka + « = f. IlpermocraBumo cymportro: p(w)([a]) > p(w)([F]). Tana
nocroju r € [ tako ja a = r€wu B> r ¢ w. Oryna f <7 € w. Taza:

F a = [ Ha OCHOBY UPETHOCTABKE,

Fa = =<1 Ha ocHOBY nmpaBuia 2,

F—aV (> 1 Ha OCHOBY KIacuuHe TayTojoruje - a A ff = a.

[Ipema Tome

FaaVBr-1A-a=1—-1AB<T

Faa<1—-1TAB<r=-aVf>1

Ha OCHOBY KJacuuHe TayToaoruje a A [ = (a = f).

Mpumemyjyhu A9 mobujamo:

F-a=<X1-7AB<r=-aV [ <1, KOETpaauKnuja.

. («) Hexka je p(w)(a) > p(w)(B). Tanma je sup{r|la > r € w} >sup{r|f > r € w}.
[Ipernocrasumo na « > ¢ w. Tana nocroju 179 € I Tako na = ro Ao <19 €
w. IIpema Tome, sup{r|a = r € w} > sup{r|B > r € w} > ry, na mocroju r > ry

Tako na « = r € w. Ha ocroBy A3, F a > r = a > ry u oryna kopucreehn
npaBuio 1, F a > 1y, KOHTpaIUKIA]a.

(—). Heka - a > 8. Tana:

Fa>pB= (B>r= a>r)3acBako r € I, 5a ocnoBy Teopcme 33,
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(B >=r= a>r)3acsako r € I, Ha ocuoBy IIpasuia 1.

Ba cBako r € I, ako > r € w oHna o > r € w u oryna sup{rla = r € w} >
sup{r|B = r € w}, To ject, p(w)(a) > p(w)(B).

7. Ilpernocrasumo cympotro, ma npumep p(w)([e]) > p(w)([F]). Tama mocroju
r€l rako naa>rewu f>r¢w. Ilpema rome f <71 € w. Tana:
Fa<< =1, omHOCHO
Fae f>=1ANlr-asef
Fa<< 3> 1, Ha oCcHOBY KJIacuuHe TayTojaoruje, a A [ = a
F(~aVB)A(-BVa)>=1.
Oryna, va ocHOBY (6), p(w)[((—maV B) A (=B V a))] > 1.
Kako - (maV @) A (=B V a) = (-a V (), va ocHOBY (5), cnemu

p(w)[((ra vV B) A (=8 V a))] < p(w)[(~a V B)]. Ilpema Tome, p(w)(~aV B) > 1.
Cana, ma ocHOBY (6), F —aV 8 > 1.0crarak KOKa3a U3BOAU CE UCTO KAO U Y

neny (5).

8. Ilpernocrasumo na je [a] C [B]. Tana je {w|a € w} C {w|B € w}, omroCHO,
33 CBaKO w, akO @ € w oHna ([ € w. llpema ToMe, ako je w MakCuUMaJIaH
KOH3UCTEHTAH CKYyI, OHIa U3 w F a ciemu w - (B, To ject w - a = (. Ilakxe,
HE TOCTOjU MAKCUMAaJaH KOH3UCTEHTAaH CKyn w Tako jaa —(a = () € w. Oryna
cnenu na je a A~ HEKOH3UCTeHTaH, na a A -+ L omaocro F o = [.

Axo je @] = [f] orma je [¢) C[fln [B] C o) ma bk a= fu f = au oryna
Fa<s S.

9. Axo je [a] = [f] orna Ba ocuoBy 8, - a < (3, na npumenyjyhu I[Ipasuno 2
nmamo na - (a < () < 1. Ilpema Tome, Ha ocHoBY (7), p(w)([e]) = p(w)([F]).

Teopema 35 Cxkyn gopmyaa je xonsucmenman axxo uma Ly modea.

Hoxka3: (—) OBaj cMep clean HA OCHOBY KOPEKTHOCTU AKCHOMATCKOI CHUCTEMA.

(«). Heka je M = (W, Prob,v) yupaBo KOHCTpy¥CaH KaHOHCKM Monen. Wnanyk-
IIUjOM TIO CJIOKEHOCTH (opMyJa, MOKa3yjeMo Ia 3a CBAKM CBET W U CBaKy GopMyy
@, W= @ akKo o € w.

e w = p akko v(w)(p) = true akko p € w (Ha OCHOBY He(pUHULMje KAHOHCKOD
MOJIENA).

e w = 0 aKKO He BaXKM W = (¢ aKKO @ ¢ W aKKO —Q € w.
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ewlFaAfakkowEanwl [ akko @ € wu f € w akko a A € w (Ha OCHOBY
Teopeme 33).

e [Ipernocrasumo na o > r € w. Tana sup{s|la = s € w} > r, To ject plw)[a] >
U OTyna w = o > 7.

Heka w = a > r. Tana je sup{s|la = s € w} > r. Ako je sup{sja = s€ w}=r
ogna Ha ocHOBY IlpaBuna 3 u yumenune 1a je w IeTyKTUBHO 3aTBOPEH, CIIeIU
na whk o> r, oqHocHO a = r € w. Y CynpoTHOM, ako je sup{sla = s € w} =
p(w)([a]) > r onma Ha ocHOBY ocobuHA cympeMyMa X MOHOTOHOCTM (yHKIMje
p(w), ciemt o > r € w.

e [IpernocraBumo ma a = f € w. Taga wt a > § u #va ocroBy Teopeme 33 u
[Ipasuna 1 3a ceako r € I, wk B> r = a > r Tana, 3a cBako r € I, ako
B=7€wonma arr € w. [Ipema Tome, sup{sla > s € w} > sup{s|f > s € w},
To ject, p(w)([a]) =2 p(w)([B]) co w = a = B.

Heka w = a = 0. Tana je p(w)([a]) > p(w)([F]), omaocro sup{s|a > s € w} >
sup{s|@ » s € w}. Oryna, Ha OCHOBY OcOOMEHA CcympeMyMma, 3a CBako r € |
Baxku: axko > r € w onma a > r € w. Ilakne, 3a cBako , r € I,

whk B >r = a>r. Oryna, va ocroBy llpaBuna 4, w - a > [, omEOCHO
ar fBew.

9.4 OmryyuBOCT

Y OBOj rnmaBu aHAJIU3UPAMO OJJIYUUBOCT IpobieMa 3amX0BoJLMBOCTUA Ly -dhopmyie.

Teopema 36 Axo je dpopmysra o 300080mu8a, onoa je 3ad0o8omusa y Ly- modeay ca
Konauno MHo20 ceemosa. Bpoj ceemosa y mom modeay je najeuwe 2%, z0e je k 6poj
nodpopmyaa gopmyaa .

Ilokas: IIpermocraBumo na « Baxu y Ly-moneny M= (W, Prob,v). Heka Subf(a)
03HaYaBa CKyn CcBUX mondopmyna dopMmyie o u Hexa je k = |[Subf(a)|. Ysen-
UMO peNanujy eKBuBajeHmnuje =~ Hax W2, Tako Na w & u aKKO 3a CBakKy GopMymy
p eSubf(a), w = B axxo v = . Komuusmuku ckyn W), je xomauam. Ca C,
03HAYABAMO KJIACy EKBUBAJEHIMje KO0joj mpumana csBer u . llocMaTrpajMo monmen
M* = (W*, Prob*,v*), rue:

o W* canpsu 1o jemaH CBeT M3 CBaKe OJ KITaca KOTUMYHUYKOL cKyma W..
e 3a cpaku w € W* W*(w) ={ue W*: (Fv e Cu € W(w)}

e 3a crakn w € W*, H*(w) = 2"""(10)7
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e 3a caku w € W* p*(w)(u) = p(w)(Cy N W(w)), n 3a ceaxm D € H*(w),
pr(w)(D) = 3 uep #(w)(Cu N W(w)),

e 3a cBaku w € W*, v*(w)(p) = v(w)(p), 3a cBako p € Var.

3a cBako w, p*(w) je BeposarHoha, jep je

W)W w)= Y pw(CnWw)= Y pwl(CnW(w)=

ueW=*(w) Cu€W)n

Ha ocmoBy nedunmummje monena M*, ouuriaeneso je xa je To jemax L, - monen.

[Tokazahemo na 3a csaxo 3 € Subf(a), (w, M) |= B akko (w, M*) = 3. CayuajeBun
WCKa3HMUX CIOBAa U KJIACUYHUX ONEPATOpa Ce U3BOJAE Ha yobuuajeH HauywH. Pa3-
MoTpuhemo ciyuajeBe kana je 8 obauka vy > r u v > J.

o (M,w) |=~vy>=r akko
r < pw)({u s u € W(w), (u, M) = 7}) aso
F < S g H(w)(Cu N W (w) axxo
T < Y byuwecaws Mw) (¥)
r < ) ({u s u € W w), (u, M°) |= 7}) axxo
(M*,w) |y =
o (M,w) =>4 akxo
p(w)({u: v e W(w), (u, M) = 6}) < p(w)({u : v € W(w), (u, M) |= 7}) axxo
Zcu:}:(s p(w)(C, N W (w) < ZC”:W p(w)(C, N W(w) axxo
ZCu:k:J,u'ECuﬂW‘ p(w)*(u') < ZCu:|=—y,u'eCunW* p(w)*(u')
e (w)({u: w € Ww), (u, M) F 6}) < " (w)({u : uw € W*(w), (u, M*) = 7}) axxo
(M*,w) |Fvy =4

Teopema 37 IIpobaemu 3a0080mus0cmu u savarocmy 3a Ly -nozuxy cy odsywusu.

llokas: Heﬂa je M jenmanm Ly-Mozmein, w cBeT TOr MOJeNa y KOMe BaK/ HeKa popMyJia

a, Subf(a) ={F1,.--,Bn 71, ---,Ym} CKYI CBUX moTdopMyna GopMmyne o 1 k = n-+m.
Tana y cBakOM CBETY W Ba)XM TA4HO jemHa Gopmyia obmuka

0w =BiN...Ba A AN Y

dopMmyny «; 30BeMO kKapakTrepucTuda popmyna cBeTa w;. Ha OCHOBY mpceTxonHe
TeopeMe, IMOCTOjU MOIeN ca HajBume 2F cBeToBa, Tako Ma & BAXU y HEKOM CBETY
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ror mogena. Ilpema Tome, 3a cako [ < 2% mocmaTpamo Monene ca | ceerosa. Kaxko
y CBAKOM OJ TUX CBETOBA BayKM TAYHO jeNHA KPAKTEPUCTHUYHA (OPMYJIa, 34 CBAKO
[, pasmorpuhiemo cme ckynoBe on ! kapaxkrepucTtuusmx dopmyna kKoje cy meby-
cOBHO HEKOHTDAIUKTODHE U Oap jemHa ox THX GOopMyJa CalpXU NOoJa3Hy GOpMyIy
a. 3a cBakd CBeT w;, © < [, mocMarpaMmo cienehu CKynm JUHEADHUX jeTHAYUHA U
mejemnauuna ( J € 6, 35aun na ce  NojaBibyje Ka0 KOWYHKT y Oy)

Do ws) (w;) = 1
p(w;)(w;) > 0 3a cBaku CBET W

l
wjiﬁCﬂj

p(w;)(w;) > 7 3acBe Brr-r €y

j:B€a;

2
S p(w;)(w;) <7 3a cBe ~(B = 71) € o
2.

e, 1)) 2 Y%, pw)(w;) 33 cne By € oy

D g, 1) (w5) < 32, p(wi)(w;) 38 cre ~(8 = ) € o

[TpBa jemnaunna 3HaYM Oa je 33 CBAKU CBET W; BEPOBATHONA CKyIla CBUX CBETOBA,
jemHaka 1, mMOk HejemHaUYMHEe U3 APYror pena 3Hade Ia Cy BepOBaTHONhe cBETOBA
wemeratusne. Kaxo je Yo p(w;)(w;) = pw(w;)([Blw,) , HEjemmaumne u3 rpyma 3 —6

J:BEay
3Ha4C Ja Cy BepoBaTHOCHe ¢opmyiae obmuka 3> r, (8> 1),8 > v u (8 > ) xoje
ce jaBiba]y Kao KOIWYHKIM]e Y KapaKTePUCTUYHO] POPMYIHU ; 3aJ0BOJLEHE.

YHrja cucreMa jeqHAUMHA ¥ HEjeNHAUVHA OBOI TUMA j€ CUCTCM [CAHAYMHA U
Heje HAUNHA JUje pellaBaie MPeAcTaBiba oqayuus npobiaeM. IIpema Tome, npore-
Aypa ONNYYMBOCTU CBOIM ce Ha cienehe: ako je cucrteMm 3a ¢uxcupane | m m3bop
KapaKTCPUCTUYHUX (OpMYyJia 3aJ0BOJLMB, ¥ CBAKOM o1 | cBeToBa ce Mory neduH-
MCaTH BEPOBATHOCHM IIPOCTOPM M Dap y JeAHOM CBETY BaXKM NOJa3Ha GOPMYyTIa .
YKOIKO 3a Beke Gukcupare | m u3zbop KapakTepucTUUYHUX GopmMmyaa oarosapajyhu
CUCTeM HMje pemuB, OHIA HE IOCTOJU MOJEN Ca HajBUImEe | CBETOBa, TakaB Oa Yy
i-TOM CBETY BaxKM KapakTepucTuua ¢opMmyina «;. Ako HM 3a koje ¢uxcupase [ u
n300D KapaKTePUCTUYHUX CBETOBa OAroBapajyhu cucreM Huje pemur, GopMysa o
HUje 3anoBossuBa. Kako je popmyna a BambaHa akKO —@ HUje 3aJOBOJBUBA, TPObHIEM
BaJajJHOCTH j€ OJULyYUB. |

10 ¥Bom y p-ancke opojeBe

10.1 p-ancka HOpMa U H-€HEe OCOODUHEe

Heka je p ¢puxcupan npoct 6poj.
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llepumunmumja 29 1. Jax € Z, x # 0 p-adcxa 8aayayuja 00 x je

ord,(z) = maz{n : p"lz} >0

2. 30 ¢ € Q, ordy§ = ordy(a) — ordy,(b).
3. Yeedumo xoneenyujy ordy(0) = co

Jlema 4 Axo x,y € Q, ord, uma caedehe ocobune:
1. ordy(z) = 00 axkxo z = 0;

2. ordy(zy) = ordy(z) + ordp(y);

o
o
3. ordy(z+y) > min{ord,(z), ordy(y)} npu wemy saxncu jeonaxocm yxoauxo je ord,(x) #
ordy(y);

Hepmaumuja 30 3o z € Q, p-adcky nopmy dedunuwemo Ha caedehu navum:
o |z|, =p %@ 30 1 #£0;
e p > =0,30z=0.

Hedwmaumuja 31 dymxyuja |-|, : Q — R* 3a0060ma6a caedehe ocobune (||, je nopma

na Q):
1. |z|, =0 axxo z =0;
2. |zylp = |zlp|ylp;

3. |z +yl, < maz{|z|,, |yl,}, npu wemy saocu jednaxocm yroauxo je |z|, # |y|, Osa
ocobuna Ha3uBa ce jaka HejeTHAKOCT TPOYTJA.

10.2 KoHBepreHmmja m HeKa TOIIOJIOIMKA CBOjCTBa

Heka je (an)nen HM3 panuoHaaux OpojeBa.

Hedvamnuja 32 Huz (a,)nen KOHBEP2UPA Ka a Y 00MOCY Ha HOpMY | - |, (Y o3mnayu
lim?_ __a, =a) axo

(Ve > 0)(dng € N)(Vn)[n > ng — |a, — al, < €.
Hedvmaumuja 33 Huz (a,)nen je Kowujes, y oonocy na | - |, axo

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn,m)[n,m > ng — |an — @m|p < €]
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HpmwepZHemjean—1+p2+p4+...+p"1) Ta()a e .
(an = =2 Sl =t pt P - 1—p2|p: ks 1—p2 - 1_1p2|p = |1ij2|p - ,%
3a damo € > 0, mooxcemo u3a5pamu M maxo da je pM > 1, na axo je 2n > M onda
J€
|Gy — _1_| < 7101 <e.

Ilpema mome, im®?_,__a, =

n—0o0 1—-p2 -

Jlema 5 Hexa cy (an)nen © (bn)nen 080 Husa payuonasnuz bpojesa.

1. Axo cy nu308u (an)nen U (bn)nen Kowujesu y oowocy wa | - |, mada je u wuz
(ay, + by)nen Kowujes y oonocy wa | - |,.

2. im? | (a, + b,) = lim?_, _a, + lim?_, __ b,

Hoxa3s: okaxkumo Ha npumep cBojctso (2). IIpermocraBumo ma je limf_| _a, — a
u lim? b, =b. Heka je € > 0 npoussosmuo. Tana, mocroje n; 1 ny Tako Ja jc 3a

n>ny |lan —al, <ewusan>nj b, —bl, <e. Heka je ng = maz{ny,ny} u n > ng.
Tana je [(an + b,) — (a +b)|, = [(an — @) + (ba — b)], < maz{|a, — alp, |bn — bl,} < €.
Oryna, Ha ocHoBy Hedpurumuje 32, im?_ _(a, + b,) = lim?_ __a, +lim®___b,.

|

3a ¢ukcupan npoct 6poj p, mome p-anckux 6pojesa, Q,, ce mobuja xoMiIeTu-
pameMm mosa Q, y ommocy Ha HOpMY | - |,. Ilpema Tome, cBakm Kommujes mus y Q,
vma mumec Q,. Hamomenumo na je mome Q, HeapXuMeInOBCKO.

Heka a € Q,, r € {p"|n € Z} U {0}.

K(a,r)={z € Qp: |z —al|, <7}

Kla,r| ={x € Qp: |z —a|, <1}
Cy PeIoM OTBODEHEe U 3aTBOpeHe Kyrie Q, IOk je
S(a,r)={z€Qp:|z—al,=1}

chepa y Q, ca umecrTOpM a M monympeunumkoM 7. Caka p-ancka kyraa K[0,7] je
aguTuBHA moarpyna y Q,, mok je kyriaa K[0,1] rakobe u mperen. Ilpcren nmemux
Opojesa je momupcrer oBor upcreHa mna K0, 1] BasuBamMo npcemen p-adcku yeaus u
osHauasaMmo ca Z,. Kyrne u cdepe y Q, nmajy cneneha maTepecanTHa CcBOjCTBA:

1. IBe kyrie umajy Hempas3aH MpPecek aKKO je jeqHa camp:KaHa y APYroj.
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2. Axo b € Kla,r] orna je Kla,7] = K[b,r]. Ilakne, cBaka Tauka p-aiCKe KyTJie
je yjemHO U UeHTap Te KyTJe.

3. Kyrne Kla,m] n K[b,75] cy mucjyrkTHEe akko je |a — b|, > maz{r;,m2}.

Ha npumep nokazahemo Ttpehe cBojcTBO.

(«<): Heka je |a — b|, > mazx{r,m2}. Axo mocroju z taxo na z € Kla,7| N
Kb, 9] onma jela —b|, = |(a — z) + (z — b)|, < maz{la — z|,, [b — z|,} < maz{r,, 2},
KOHTPaIUKOH]a.

(=): IlpermocraBumo na je |a —b|, < maz{r;,r2} u nokaxumo ma je € Kla,r1] N
K[b,m5) # 0. Hexa je, ma upumep, 11 < r5. Axo z € Kla,r;] onna je |z — b|,
|(z—a)+(a—0b)|, < maz{|z—al,,|a—b|,} < maz{r,rs} =7,. IIpema Tome z € K[b, 15
Hakne, Kla,m] C K[b, 7.

.

10.3 Pempe3enramuja p-alackux OpojeBa M OCHOBHEe oIepalje y
Qy

Csaku p-ancku Opoj a MOKe ce Ha je IMHCTBEH HAUYWH NPENCTAaBUTUA y O0DIMKY

(1):a:Zajpj

j=n

rae je a; € {0,1,...p — 1}, a, je npBu HeHyJa KOePUIUjEHT y OBOj PCUPE3EHTAIM]U
u lal, =p™"

Axo je x mpupomaH Opoj, OHIA Ce€ T MOXKe Ha, je IMHCTBEH HAUUH TPEICTABUTU Y
0bMUKYy:

z=cop’ +cp +... + cap”

Ha opumep, 181 = 1-5%41-5'+2-5241-5%. Jlaxsne, npupomgau 6pojeBu ce BPJO jel-

HOCTaBHO mpuka3yjy y ¢opmu (1). IIpouenypa 3a rparchopMucase IpOU3BOJLHUAX

panuonaisHUX GpojeBa y dhopmy (1) je Mamo caoxkenuja u Moxke ce Hahu y [23].
I[locToju ounrnenua ”1-1"7 xopecnonnennuja ndMmebhy mpescHTanuje

n n+1 n+2
Anp" + App1p ' F Apyop ...
U KpaTKe p-aJCKe penpe3eHTanuje

arna/n+1an+2 PR

rme cy HamucaHu camo oarosapajyhu xoepunujentu. Ilpema Tome, obe penpesenranyje
ce paBHOnpaBHO Kopucre. JloHeKan ce KOpMCTH Tayka y OBOM pa3BOjy Kako OU ce
OJBOJUJIM KOE(DUIUJeHTU €a MO3UTUBHUM MHACKCOM OJl OHUX Ca HEraTUBHUM:

e axko je n < 0 mMUMEMO Q,Qn41---G_20.-1.0400103 ..., ¥ HA NIPUMED 21 o6 Mowke

25
mamucaTu y obmuky 1-572+3-571+4-5%4+ 1.5 =1341,
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e axo je n = ( mumeMo .ayaias..., 1 Ha npuMmep 241 ce MOXe IPEJICTABUTU Y
0bmuky 1-5°+3-54+4-5241-5%= 1341,

e koHauHO, ako je n > 0 mumemo .00...0arakr10k+2..., ¥ 1205 ce Mmoxe mpen-
craBuTu y obmuky 0-5° +1-5' +3-52+4-5% +1-5* = .01341.

Axo je a pammonasan 6poj OHIA je HEroBa P-3CKa penpe3eHTanuja o0nImka:

AnQnpyt - - - a_l.b(]bl . bkclcz ... C,

rae je
cica .= (cc...q)(ac...q)...(ac...q)....

OBaxkBy penpeseHTalXjy 30BeMo nepuoaryHa. Ha mpumep 5-aacka penpeseHTanuja
6poja 3 je

% = 231313131 ... = .231.

[Ipeuusnuje, Bayku caenelia Teopema.

Teopema 38 Dpoja € Qp je payuonanan axko je wmezosa penpesenmanuje a = Z]oin a,jpj
20e a; € {0,1,...p — 1} , nepuodurna.

Ha ocsOBY ropmux pa3Marpama, pernpe3eHTanyja NIPpUPoOIHUX OpojeBa je Oumurie nHo
KOHAYHA. J3a JaTu npupoxad Opoj a penpes3erTamuja Opoja —a gpobuja ce on
penpe3eHTanMje bpoja a He cinemehu HaUMH: aKo je @ = Zj";n a;p’ oHuA je —a =
Z;in bjp’ roe je b, =p —an, bj =p—1—a; 3a j >n. (Buneru [23]). IIpema ToMme
penpe3eHTanja HeraTUBHUX HeJuX OpojeBa DECKOHAYHA M HOYEBIIM OJXl HCKEC CBE
mudpe y Toj penpeseHTanuju cy jemHake p — 1. Ha mpumep, -1 =14+ (p—1)-p+
(p—1)-p*+ .... "IIpasu p-anckm GpojeBn”, omHOoCcHO GpojeBu m3 Q, \ Q mmajy
OeCcKkOHAYHY HENEePUOMUYHY penpe3eHTanu]y.

Cabupame, oly3uMame, MHOKeHe p-aJiCKUX OpojeBa je objammeno y [23, 25].
Kako ce y nponeaypaMa oQiydyuBama KOPUCTE cabupame U Aesbeme oBae he buru
YKPATKO IIpOKalaHe Te npouenype. Pasmorpumo npso cabupame. Heka cy a,b
IBa p-ajcka 0poja, GmGmy1- - - 0-1-0g. - - X bbby, .. b_1.by . . . BUXOBE p-aJiCKe penpe-
p3eHTanuje, rie je a,, IpBa HeHyJaa mudpa y penpeseHTamuju 6poja a nox je b, > 0
1 He IOCTOJU HeHyna nudpa upe b, y penpeserranuju 6poja b. Cabupan.c cc spmm
c' mema y JecHo, u cabupajy ce muope Ha oarosapajyhwmm mosmmujama: a; + b;.
Takobe, cabupame ce Bpmm IO MOAYJIYy P M OocTaTak ce mpebauyje Ha ciuemehy
no3urujy. MuycrpyjMo To HaA jeqHOM mpuMepy.

IIpummep 3 Uspauynajmo % + g = % y Qs. 5- adcke penpesenmayuje bpojesa % U % cy
A413131313. .. u .014040404. . ..

Cabupamwe ce odsuja Ha caedehu Havum:

413131313. ..

.014040404. . .
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A422222222. . .
IIpumemumo da axo Kornsepmyjemo 422222222. . . nasad dobukiemo 3 wmo je jednaxo

+

win
[=21]4;4

Pasmorpumo caga nememe. Caku a € Qp ce Moxe Hanucatu Kao a = b- p™ rue
b€ Z,. 360r Tora je ZIOBOJHO Pa3sMaTpaTH Aejbeme (& U MHOXKEH:E) CAMO P-aICKUX

nenux 6pojesa. Heka cy
d=d0+d1p+d2p2...

b:b0+b1p+b2p2...

IBa p-aJicka Iesa 6poja, upu uemy je dg, by # 0. Ako je a = %, OHZA je

o do+dip+dap® ...

a = =ag+ a1p+ a 2...
bo + by1p + bop? .. 0 1P 2P

Kakxo je d = b-a umamo na je = b-a = (by + bip + bap?.. )(ag + a1p + axp?...)

=coteap+ep’. ..
[IpousBon a; - b; e Mopa npunanaTu neerpBany ox 0 no p — 1, na je 36o0r Tora

co = boag = dy + t1p.

[Ipema ToMe
dy = apbo(modp)

1 OJATJIE j€e
ag = doby ' (modp)

Caﬂa, je d0+d1p+ d2p2 Ce —ao(b0+b1p+ b2p2 .. ) = (a1p+ (12].')2 .. .)(b()+b1p+b2p2 .. )

omaocHO (dy — agby)p + (da — apba)p? ... = (a1p + azp® .. )(bo + bip + bap? .. ).

Onparne, npuMmenyjyhu uctu nmocrynak mobujamo a;. OBuM mocrymkom nobuja
ce cBaka mudpa y penpe3eHTANUjU KOJTUYHUKA G.

NUnycrpyjmo 10 jemmum mpumepoMm. llomenmmo y (s Gpojese % u % Oaro-
Bapajyhu 5-aJcku pa3Boju Ccy

= .4131313. ..

= 3424242 . ..

o= i

Kaxko je
by = 3, by ( mod 5) = 371( mod 5) = 2 u dy = 4 umamo na je
ag = by'do( mod 5) = 2 - 4( mod 5) = 3.
Kako je 413131 ... — 3-(.3424242...) = .03424242 ... no6ujamo na je
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a1 =2-3 (mod 5) = 1.

Ilakie, oBIe ce HAKOH APYTIOr KOPaKa MPOIeNypa 3aBPIIaBa M TPAMXKEHU KOJIUU-
HUK je .31. MHauye, YyKONUMKO ce He 3ayCTaBlba, NPOLENypPa Ce U3BPIDaBa UK ce He
YCTaHOBU IEPUOM.

ITpumeTnmo na MoxkeMo onucaTu p-aAcKe JOITE KopucTehu p-aicke penpe3eHTanyje
Tagaka Kojc mpumanajy kyrau. Heka jen € Nua=a_p,p "+ a pup "'+ ...+
a_1p ' +app’ +aip+.... Tana je:

1
K]a, p—m] = {2 p T+ T T iz’ FTp+

| LTon =0-p;---Tpm-1 = am—l}-

Tapga, 3a ceako r € Q, n € Z nocroju npebpojuso MHOro q € Q tako na q € K|r,p"|.

Y oBOM pany IOCMaTpaJy CMO jeTHY BelUKy Kyriy y Qp, K[0,pM] rne je M
IPOU3BOJLHO BEJIUKU GUKCUDPaH IpUpoxaH 0poj. Pa3zmMorpumo nmocebHO penpeseHTanyje
6pojesa u3 ope kyrie.Axo r,y € K|[0,pY] Tana cy muxose penpesenranuje:

=2 yp M+ z_pp™™+ L zep” + zip + Tap? .

y=y-mp M +y_map M yop® +vip e’

Oryna je

2=y = (Top—Y-r)P M@ mrp1—y-m)p M L (o—yo)P (@1 — Y1 )P+ (T~ 1Y)+

na je |[z—y|, = p~7 rae je —j npBa HO3UIMja Y KOJO] Ce KOEYUIU]EHTHU ¥ PENPE3eHTANU]U
T 1 Y PA3NUKY]y, OMHOCHO ZT_p = Y-M,T-M+1 = Y-M+1 - - - LT—j-1 = Y—j1, T—j 7# Y—j-
Y TOM cindajy KaxKeMO Jla T M Y UMaajy 3a]CTHUYKA IOYeTHH KOMAX T_pf ... T—j |
Yy pP-aJICKO] PCHpe3€HTAlM)H.

Hanomennmo na je moire Q, Henpebpojuso. Ha mpumep, mocmarpajyhu pemnpese
HTAIM]y p-aACKMX ODpOjeBa BUAUMO O3 H-WUX MMa KOJUKO U DECKOHAUHUX HU30Ba HYJIa
1 JeMHUIA, OJHOCHO KOHTUHYM.

10.4 Ersncrennuja xopeHa u ypebeme y nody (),

Y [25] mokazana je cneneha Teopema.

Teopema 39 Heka je p npocm 6poj, a yeo bpoj v p* t a. Tada jeonawuna ° — a = 0:
1. Hema pewemwa y Q, axo p | a;

2. Uma dsa pewena y Q, axo je a xkeadpammnu ocmamax no mooyay p (je0navuna
Y’ =p a uma pewena y Z) u p { a, odnocno nema pewewa y Q, axo a nuje

K8a0PAMHU 0CMAMAK N0 MOOYAY P u P 1 a.

Ha npumep, HA OCHOBY OBe TeopeMe Je THOCTABHO 3aKkbyudyjeMo na v/ —1 € Qs, Qu7,
V2 € Q7, ka0 u na 3a cBaku UpocT 6poj p, VI —p € Q,.
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Teopema 40 Hexa je K ypebeno nowe u K excmensuja nowma K. Ja bu nocmujanro
ypehewe na K' xoje unoyxyje ypehewe na K nomebro je da ce —1 ne moxmce nanucamu
y obauxy —1 =73, a;af 20ea; € K, a; >0, o; € K' (eudemu [53]).

Ha ocHoBY ropmux pasmarpama, 3a CBaKy IPOCT 6poj p, v/1 —p = af, €Q,, ma

2
_1-p _ % :
oryra —1 = =} = 2. [Tpema ToMe, Ha OCHOBY HPETXOMHE TEOPEME HE MOCTOjU

ypebeme Ha Q).
MebyTtum, moryhe je nedunmcarn mapmmjanso ypebeme ma Q. Cama hemo
HaBeCTH JBa IprMepa napuvjairsux ypebema nHa Z.

1. Heka cy 2 =29%1 ... Ty ... M Y = YY1 --.Yn ... PEOPE3CHTANM]E OBA DOpoja u3
Z,. Tana:
(a) z <y ako je T, <y, 3a ceako n = 0,1...;
(6) z <y ako je z, <y, 3a cBako n = 0, 1. .. ¥ IOCTOJM 7 TAKO A j€ Tpny < Yny;
(B) =y ako je z, =y, 3a cBako n =0,1. ...

2. Heka cy € = zpz1 ... %y ... X1 Y = YY1 --.Yn -..pPEOpE3CHTAIU]E OB OpOja
u3s Z, Tama je r < y ako IOCTOJU M TAKO JAa je Tp < Y, U T < Y 3a
cee k > n. Ilpumerumo na je oBne z < y 3a cBe z € N u y € Z, \ N.

Heka je p =2 mw z = ~% = 10101...1010 ..., z=—§ = 0101...0101 ..., m
y=-16=0001...1111 .... Tamajezs <y um z <y, Al T U 2 CYy HEYIOPEIVBU.

IIpumeTrnMo na je 3a CBaKO p,

—1=@E-D+@@—-p+@-p*+...

MakcuMyM y oba oBa ypebema.

10.5 p-aacku BepOBaATHOCHU IIPOCTOP
Ospne ce HaBOM HeUHMIM]A P -aICKOT T-BEPOBATHOCHOT IpocTopa u3 [1]:

Hebvammmja 34 Puxcupajmo r = p"* 3a Hexon € Z. Hexa je () npousgoman cxyn u F
nome noockynoaa 00 2 (nome dozabhaja). Konauno, nexa je P : F — K[0,r] adumuena
dyrnxyuja (mepa) maxea da je P(2) = 1. Tada ce mpojxa (92, F,P) nasusa p-ancku 7
BEpOBATHOCHU NpocTop 00k je P p-ancka r seposatuoha .

OBa pecTuxnuja KOIOMeHa Ha HeKy Kyray y Q, Hacrana je y nuipy Ina BepoBaTHoNa
P ucnymaBa yCJlOB OIPDAHUUEHOCTH - YCA08 02PaHUMEHOCcmU: 38 cBako A € F

IAll = sup{|P(A)l, : A € F} < oo

OsBaj ycnoB je HeouxonaH na Om ce 00e3b0emuna wHTErpanuja no mMepu P Ha
npoctopy {1
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3akspyudak

Y oBOM pany, Ipe cBera, JIOTMYKAM CPeICTBMMa OPMAIU30BaAHA jC BEPOBATHOCHA
JIOruKa 3a pP-ajJCKU BpenHOCHy BepoBaTHoNy. IIpukasaHo je HEKOJIWKO BEPOBATHOC-
HUX JIOTUKA, OJ KOJUX CBAKa NPEIACTABILA jJeHY KOMIIJIETHY ¥ OJUIYyUUBY €KCTEH3U]Y
kinacuuHe uckasae yoruke. Onucana je MoryhHOCT Hpomdpema Ha JIOTUKY IPBOT
pena Kao M jellHa TPUMEHa OBUX TEXHWKA HA MCKA3HY JOTWKY HAJ KOHAYHO MHOTO
MCKA3HUX CJIOBA.

JlaTa cy mBa npuMepa y KOjuMa je IOKa33HO Ja je Y HCKUMM CUTyanujaMa p-aicKa
BepoBaTHoha moromEMja On pcaJiHE, & ONMCaHe JIOTMKC CY Ce NMOKa3aJiC JOBOJLHO
n3pakajHe Oa ce IOMONy BUX MOry (GOpMalIHO 3aNMCAaTH OBAKBU EKCIEePHUMEHTHU
a ogrosapa]yhu pe3yiTaTu eKIepUMeHaTa NOOUTY Kao IOCJIenuia oaronapajyhux
TeopHja.

IIpennoxena je jenHa HeBEePOBATHOCHA HPUMEHA OBUX Joruka. Hawmme, mokaszano
je nma ce onbanmBameM 3aXTeBa 3a aJUTHBHOCT MOXe NOOMTU JIOTMKA NOTOJHA 34
OTIMCUBAC KOTHUTWBHUX TPOLECA.

Konauno, npuka3zaHa je ¥ jelHa peaJHO BPEIHOCHA JIOTMKA Yy K0joj je Moryhe
nopemTy BepoBaTHOhe nBejy dopmyna Oe3 3Hama O BUXOBOM BPETHOCTUMA.

NHETEpECAHTHO je TPUMETHTM I3 CE TOKA3aHU PC3yJTAaTU KOJjU Ce€ OIHOCE Ha
BEPOBATHOCHE JIOTUKE 33 P-aJICKU BPEIHOCHY BEPOBATHONY MOT'Y YONIITUTH, OTHOCHO
Ia KOqOMEH BepoBaTHOBhe He Mopa 6utu Ham nomwe (Jp. I[IpuMerumo na je axcuomar-
ckum cucremom AXp, (ka0 ¥ OCTalUM CHCTEMHMA ) 32lpaBO ONUCAH jelaH Y-
TPaAMETPUUYKU IPOCTOP y KOME je OKapaKTepucaHa OcCODMHA aIUTUBHOCTHA Mepe.
[lopen Tora jaka Heje IHAKOCT TPOYTJIa KOPUCTH CE U y IOKA3y TEOPEME HOTIYHOCTH.
[Ipema Tome, na OU ce IPUMEHMUIIA OBa AKCUOMATU3AIM]a OPOCTOD YV KOJU CE CJIUKA
BepoBarHoha mopa 6uru yarpamerpuuku. Ocum Tora, MOpa UMATH UpedpOjus
ryCT HOACKYN (mTO je y oBOM ciydajy 6uno Q) na 6u ce muMe ampOKCUMUDPAJIA
BepoBatHoha. Takobhe mprMeTMo fa je BakaH yCJIOB Koju uMa (), a KOJU Ce OBHE
KOPHUCTH je na nmpocTop Oyne xoMmiieTaH- cBaku KomujeB HU3 KOHBeprupa.

Jenan 3HauvajaH NMpUMEp OBAaKBOr IMpocTopa je mosse JlopaHOBUX pemgoBa ca KO-
epummjentura y Q, y ozramm Q[[X]]. To je 6ome GeCKOHAUHNX HM30BA PANMOHAIHUAX
OpojeBa MHIOEKCUPAHUX LeJluM DpojeBuMa, a MOXKE C€ BUNETH U KaO IOJbe HOJIUHOMA
DECKOHAYHOI CTEIEHA! Zi:nm a; X*, rae je n Hexu meo 6poj u a; € Q. Hopma y oBom
npocropy nedurucana je ca: | Y.,  _ a;X'| =27% rnue je k najmamu 6poj Taxkas ma je
ay # 0. 3a npebpojus rycr Hollcxyr} MOYKEMO M3abpaTy CKyNl CBMX KOHAYHUX IIOJU-
HOMA, Zi:n’m a; X*. Ilakie, KOJ OMMCAHUX P-aICKUX JIOTUKA MOKC ce (), 3aMEHUTH ca
Q[[X]], cmarpatu cByrme na je p = 2, 1 Ha Taj HAUMH HOOUTU BEPOBATHOCHE JIOTHKE
ca HOBUM kojnoMmeHoM. OninyumBOoCT BU ce MOpana A0JATHO Pa3MaTpaTH jep ce ca
koHa4yHO MHOrOo mudapa 0,1,...,p — 1 Ha cBakOj DO3UIMjU Opela3n Ha OECKOHAYHO
enemenara (Q) Tako ma ce mocTymak MCIUTHBAMKA OJUIYyYUBOCTUA HE MOYKE Ha OBaj
HAYUWH CBCCTU HA UCHUTUBAHE KOHAYHO MHOIO KOMOUMAIN]a.

Y nTpaMeTpUYKM OPOCTOPU HUCY TAKO YECTU [a j& OBaj YCJIOB JOCTA CEIEKTU-
BAH II0 IMTAKY IPOCTOPA KOJU I'a 3a10BosaBajy. Ca Apyre crpaHe, TEXHUKE KOje
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Cy OBJE NMOKa3aHe MOTY Ce MPUMEHUTY Ha OUII0 KOjU KOMILJIIETAH METPUYKU IIPOC-
TOp KOju uMa npebpojuB rycr moackyn. Ca TuM y Be3u jemaH ox MOUyNux maJpux
npaBala 6u Ouo amanTanvja OBe aKCHMOMATU3AaIM]je Ha NMIPOU3BOLaH banaxoB mpoc-
TOp, U¥ja HOpMa He MOpa OUTH yITpaMeTpUdKa.

[TuTame KOHAUHO BpPETHOCHE UJU NpebpojuBe BpEOHOCHE pP-alCcKe BepoBaTHoNeE
ce opue npupomuo Hamehe. [lomenumo na je To ypabeno y [40]. Haume 1y ce
nocMaTpa jelaH npebpojuB moackyn on Q, , S = Qpalg NZ, ( Ckym p-aICKUX OETUX
bpojeBa koju cy anrebapckux Han (). Kako je opaj ckyn mpebpojus oH ce MOKC
y3€THU M 33 MHIOEKCHU CKYI, T]. IOCMATpajy ce omeparopu obiauka P_, a upasuiom

N3 p = —P_,(a) 3a cBako s € S usBectt p = |

ce obe3bebyje ma BepoBarHoha mpunana uiadpanoMm ckyny. VlcTtu nmocTymak ce
MOsKe MPUMEHUTU U Ha OUWJIO KOjU KOHAUaH MOCKYI 3aTBOPEH 3a OIepaluje.
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