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PREDGOVOR

Diferencijalne jednacine imaju vaZnu ulogu u nauci i
tehnici. Za veliki broj diferencijanih jednadina reSenja se ne
mogu naéi pomoéu kvadratura, veé jedino pribliZno. Poslednjih
decenija problemi u vezi sa numerickim reSavanjem diferencija-
Inih jednadina intenzivno su proudavani. Za poslednjih dvade-
setak godina skoro da se ne moZe naéi dasopis iz numeridke an-
alize u kome bar jedan rad nije posveéen pitanjima numeridkog
reSavanja diferencijalnih jednadina. Srazmerno broju radova
rastao je i broj knjiga i monografija. Za knjige i monografije
iz ove oblasti karakteristicno je da su veoma razlidéitih konc-
epcija. Na primer, monografija [ 34 ] zasnovana je na skoro cel-
okupnoj savremenoj funkcionalnoj analizi, dok su poJjedine knj-
ige iz ove oblasti posveéene samo jednom algoritmu. ( [20] )

Za pribliZno nalaZenje reSenja Cauchy-evog problema
obi¢nih diferencijanih jednadina postoje snalitidke i diskre-
tizacione metode. Nije tesko uoliti da se u vezi sa ovim pro-
blemom glavna paZnja u naucnoj literaturi, za sada, posveduje
diskretizacionim metodama. Diskretizacione metode se uglavnom
lako primenjuju na savremenim elektronskim radunarima pa je i
razumljivo znatno vete interesovanje za nJjih u poredenju sa
analitickim metodama.

Kada je red o diskretizacionim metodama za reSavanje
Cauchy-evog problema, radovi se mogu svrstati u dve klase (
videti [16]4i [20] ):

(1) klasa radova posvelena krutim sistemima difere-

ncijalnih jednadina ( tzv. problemi krutosti obi-
&nih diferencijalnih jednadina );
(2) klasa radova koja nije u vezi sa problemima kru-

tosti.

U ovom radu ne proudavaju se kruti sistemi diferenci-
jalnih jednadina i nadalje ée biti redi samo o problemima
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"nekrutosti". Probleme nekrutosti karakterife veliki broj ra-
dova koji se odnose na usavrSavanje postojeéih metoda i ispit-
ivanje njihovih teorijskih svojstava. Ocenjivanjem gre3ska za
razli¢ite metode u razlicitim situacijama prave se poku$aji da
se nade optimalna metoda za pojedine klase diferencijalnih je-
dnadina. Takode se vrSi uporedivanje metoda s obzirom na pogo-
dnost njihove implementacije na elektronskim radunarima. Pri
tome su najinteresantniji i najteZi problemi ocene greske.

Mada postoje razlidite metode za ocenu gredaka numer-
ic¢kih reSenja Cauchy-evog problema za obidne diferencijalne
jednacine, Richardson-ov postupak ekstrapolacije jos uvek se
najvise proudava. Znadajna paznja u naucnoj literaturi posve-
¢uje se metodama intervalne snalize i dvostranim aproksimaci-
Jjama taCnog resenja. Kod ovih metoda, kroz proces izradunava-
nja pribliZnog resenja, ocenjuje se gornja granica razlike iz-
medu tadnog i pribliZnog resSenja.

U ovom radu problem ocene gresaka za numericka rese-
nja Cauchy-evog problema za obiéne diferencijalne jednadine,
proucava se iz razliditih aspekata.

Rad se sastoji iz pet glava koJje su izdeljene na ode-
ljke. Rezultati druge glave veé su objavljeni. ( [35] ) U pro-
cesu objavljivanja su neki rezultati iz treée glave ( [36] ),
dok su rezultati cetvrte glave saopiteni na "Sedmom balkanskom
kongresu matematidara™ u Atini. Rezultati pete glave prvi put
su izloZeni u ovom radu.

Prva glava sadrZi definicije osnovnih pojmova i veé
poznate rezultate na kojima su zasnovani novodobijeni rezulta-
ti u narednim glavama. Mnoge definicije i teoreme u ovoj gla-
vi, uzete su iz: [ 34], [21], [16], [20], [9] i [25]. Teoreme
su navodene bez dokaza, s tim Sto je ukazano na lteraturu u
kojoj se mogu naéi dokazi.

U drugoj glavi razmatraju se teorijske osnove Richa-
rdson-ovog postupka ekstrapolacije. Formulisane su i dokazane
" teoreme koje predstavljaju uopStenje teoreme o razlaganju za
Richardson-ov postupak ekstrepolacije. Teorema o razlaganju
navedena je u monografiji [26]. Ovi rezultati ne odnose se sa-
mo na obidéne diferencijalne jednaline, veé vaZe za Siroku kla-

su jednadina matematiclke fizike.
Treéa glava sadrZi rezultate u vezi sa diskretizacijom
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éapliginovel) mefode za reSavanje obiénih diferencijalnih je-
dnadina. Capliginova metoda je enalitika metoda i omoguéava
dvostranu aproksimaciju Cauchy-evog resenja za obiéne difere-
ncijalne jednadine. KaraskteriSe je velika brzina konvergencije
pribliznih reSenja ka taénom. NaZalost, ova metoda je teSko pr-
imenljiva u praksi zbog glomaznih formula koje se pojavljuju u
toku radunanja. Zato je u ovoj glavi napravljen pokuSaj diskre-
tizacije Capliginove metode i razmotrene su teSkoée koje se pr-
ilikom diskretizacije javlijaju. Detaljno se, na razlicéite naci-
ne, analizira greska prilikom diskretizacije Capliginove . me-

tode.
U Cetvrtoj glavi izloZena Jje jedna nova iterativna me-

toda za dvostranu aproksimaciju Cauchy-evog resenja obiénih di-
ferencijalnih Jjednadiha. Metoda Jje tipa prediktor-korektor. Ksao
prediktor koristi se neka od hibridnih metoda za dvostranu apr-
oksimaciju, a kao korektor neka od implicitnih Adams-ovih form-
ula. Dokazuje se da, pod odredjenim uslovima, dobijene dvostra-
ne aproksimacije uokviruju resenje datog Cauchy-evog zadatka.
Razlika izmedu gornjeg i donjeg reSenja sluzi kao pokazatel]
talnosti aproksimacija.

Peta glava sadrZzi rezultate u vezi sa preciznijom oce-
nom lokalne gredke diskretizacije nekih klasa linearnih viSeko-
raénih metoda.

Dobijeni teorijski rezultati u cetvrtoj i petoj glavi
ilustrovani su konkretnim numerickim primerima.

Prijatna mi je duZnost da se zahvalim svima koji su na
bilo koji nadin pomogli prilikom izrade ovog rada.

Posebnu zahvalnost dugujem mentoru dr ILjubomiru Proticu
koji’'je pa%ljivo prolitao ceo rukopis i korisnim sugestijama do-
prineo da pojedini delovi ovog rada postanu korektniji i jasniji.

Beograd, februara 1984. Dusan ToS8ié

1)Imena ruskih autora iz tehnilkih razloga bile pisana
latinicom ( onako kako se &itaju ). Na kraju u lite-
raturi, ova imena &e biti zapisana u originalu na

ruskom.



1. UVOD

U svim delovima ovog rada biée refi o procesima di-
skretizacije i diskretizacionim metodama; zatd Je prvi odeljak
uvoda posveéen osnovnim pojmovima i uopsStenim rezultatima u
vezi sa ovom problematikom., U drugom odeljku opisani su glavni
rezultati u vezi sa osnovnim klasama diskretizacionih metoda
za reSavanje Cauchy-evog problema za reSavanje obi¢nih difere-
ncijalnih jednadina. Pojedini od uopStenih pojmova iz prvog
odeljka objasnjavaju se u drugom odeljku na konkretnim metodama.
Treéi odeljak sadrZzi opis dvostranih metoda sa posebnim osvrtom
na éapliginovu metodu za pribliZno reSavanje Cauchy-evog zada~
tka obidnih diferencijalnih jednadina.

l.1. Neki osnovni pojmovi povezani sa diskretizacionim

metodama

Osnovni pojmovi u ovom odeljku definisani su uopSteno
bez navodenja konkretnih primera. Detaljnija razmatranja veéine
od ovih pojmova, potkrepljena primerima, mogu se naéi u monogra-
£iji [ 34] od Stetter-a.

_ Definicija l.l.l. Zadatak koji se resava nekom metodom
diskfetizacije naziva se polazni zadatak. Polazni zadatak ﬂD Jje
odreden trojkom ( D, S, F ) gde su D i S Banach-ovi prostori,
a F preslikavanje skupa D u skup S, pri Cemu S sadrZi nula-ele-
ment. Tadno reSenje polaznog zadatka je element wue D za koji

vazi:
(1.1.1) Fu = 0 .

Nadalje ée redovno biti pretpostavljeno da postoji ta-
¢no refenje polaznog zadatka i da je jedinstveno. Pitanja posto-
janja i jedinstvenosti tadnog reSenja polaznog zadatka, nele se

razmatrati.
Kada je reé o Cauchy-evom problemu za obidne difere-
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ncijalne jednadine, prostor D je najéedée prostor C(p)[a,b]

( p>0 ) neprekidnih i diferencijabilnih funkcija do reda p na
odsecku [a,b]. ( Ukoliko drugalije ne bude naglaleno, podrazu-
mevate se da je p = 1l. ) Prostor S u tom sluéaju je proizvod

R X C [c,d]. Nadalje neée uvek biti nagladavano da se operife
nad ovim prostorima. U delu rada gde se razmatraju uslovi za
primenu Richardson-ovog postupka ekstrapolacije, dobijeni rezu-
ltati su opsSteg karaktera i odnose se, takode, na graniéne za-
datke. U ovom delu posebno je istaknuto nad kojim prostorima
se operise.

Metode diskretizacije zasnivaju se na zameni polaznog
zadatka nizom konadno-dimenzionalnih koji se mogu resSiti meto-
dama numeridke analize. Zamena polaznog zadatka vrsi se tako
da resenja konaéno-dimenzionalnih zadataka u nekom smislu apro-
ksimiraju tacno reSenja u. Ukoliko se uzme visSe Clanova niza
kona¢no-dimenzionalnih zadataka, treba da se dobiju bolje apro-

ksimacije za u.

Definicija l.l.2. Metoda diskretizacije ‘ﬁ(primenjena
na polazni zadatak 93 sastoji se iz beskonaclnog niza petorki:

( D) Sn’An’ Yno )neN’
gde su Dn i Sn konadno-dimenzionalni Banach-ovi prostori takvi
da vazi: O : D'+>Dn, W, 8S—83 by 1wy su linearna presli-
kavanja za koja vazi:

lim || Ay | p =ll¥llp 2za svako fiksirano yeD 1
n-> @ n

lim ||wrd I g =llajlg za svako fiksiramo de & ;
n

n->o

e qn ° ( D-8 )-( Dn—»Sn) pri demu F pripada oblasti definisa-
nosti svakog €y N’je beskonac¢ni podskup skupa prirodnih bro-

jeva N.
Definicija l.l.3. Diskretizacioni zadatak .J) polaznog

zadatka J? je beskonadan niz trojki ( Dy 5,y Fy ), (nenN’,
.Fn : an>Sn ) koji se dobija primenom metode diskretizacije

J% = ( D, Sn,bh,lﬂh, e, ) na polazni zadatsak 90. U ovom sluca-

ju piSemo: ;D = ﬁ«( gD).
ReSenje diskretizacionog zadatka Jje niz (Yln)ne_N' i

M€ D, 2a& koji vazi:

(1.1.2) Fly = O neN

’
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Ovde se za prostore D, i Sy pretpostavlja da su istih dimenzija.

- Kao prostori Dn i 5, najcesée se Jjavljaju prostori fu-
nkcija nad diskretnim i konadnim podskupovima intervala iz RM™
koji se nazivaju mrefe. Definicijom l.l.4. precizira se pojam
nreze.

Definicija 1.1.4 MreZom G, na intervalu [a,b] naziva
se konadan skup taceka t, Elra,b] sy V=0,1,0.0,n, takvih da Jje:

velidina h, = t, - tv-1$ y=1l,...,0 naziva se korak mreZe Gn,
a tacke tys( VY = 0,...,n ) CVorovi mreze G ; maksimalni korak

mreze je h = max h, . MreZa G, naziva se ravnomerna sko je
1sv<n

tv - t\)—l = h = ( b"'a )/n ’ V= l,.oo,no

Celokupno izlaganje u ovom radu odnosiée se uglavnom
na ravnomerne mreZe, Sto se nele posebno naglaSavati.

Preslikavanja an i tuh diskretizuju neprekidne funkci-
je iz D i 5 u funkcije na konalnom broju tadaka ( tzv. mreZne
funkcije). Preslikavanje F, = \Qn(F) najéeéle se izraZava po-
moéu diferencnih operatora definisanih na mreZi.

Pomenute diferencne Seme na mrezama predstavlijaju sa-
mo jednu interpretaciju definicija l.l.l. - l.1.3; uopsStenost
ovih definicija dozvoljava i druge interpretacije.

Postojanje i jedinstvenost talnog resSenja u iz (1.1l.1)
ne pocdrazumeva postojanje i Jjedinstvenost aproksimacionih resSe-
nja (ﬂn). Znai za problem diskretizacije vezana su i pitanja
postojanja i jedinstvenosti aproksimacionih resenja (T{n). Ova
pitanja povezana su sa pitanjima saglasnosti, konvergencije i
staﬁilnosti diskretizacionih metoda. Saglasnost, stabilnost i
konvergencija su suStinski pojmovi za diskretizacione metode pa
¢emo ih stoga definisati u sledetem tekstu.

Definicija l.l.5. Metoda diskretizacije.ﬁ( primenjena
na polazni zadatsk 50 = ( D,S,F ) saglasna je sa ja‘u tacki
vye€D ako y pripada oblastima definisanosti preslikavanja F i
\en(F)An i ako vazi:

lim || @ (F)Ay - w Fy || g =0, mDneEN.
n-co n

Metoda Jﬂ je saglasna sa zadatkom fP ako je saglasna sa njim za

svako y € D. Ako je metoda ﬁ{ saglasna sa..?>, onda se i za
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diskretizacioni zadatak_ﬁ«fp) kaze da je saglasan sa SD.

Prilikom diskretizacije velidina n Jje povezana sa
obrnuto proporcionalnom veliinom h. Naime, za ravnomerne mreZe,
u jednodimenzionom sludaju, vaZi: h = ( b-a )/n gde je b - a
poznata konstanta.

Pojedina svojstva diskretizacionih metoda preglednije
se opisuju pomoéu veli€ine h, U tom smislu i diskretizaciono re-
Senje rln oznadava se i sa r\h Sto ¢e biti korisSéeno ponekad i
u ovom radu.

Sledeéom definicijom joS preciznije se odreduje sagla-
snost pomoéu veliCine h.

Definicija 1.1.6. Metoda M i diskretizacioni zadatak
f%(ip) saglasni su sa polaznim zadatkom do reda p u tadki y ako
vazi:

(1.1.3) |l Ay - WFy| s = O P ) kad n-o

Jedna vrsta ocene tacnosti metode diskretizacije moZe
se dobiti zamenom pribliZnog resenja Nn taénim resSenjem u
tackama prostora D, gde Je definisano pribliZno resSenje. Na
taj nadin dolazi se do vaznog poJma lokalne greske diskreti-
zacije.

Definicija l.l1.7. Neka je metoda diskretizacije ‘ﬂ(
saglasna sa polaznim zadatkom SD koji ima talno reSenje u. Niz
(;fn)ne_N" L € S, definisen na slede¢i na&in:

In = Ca@op neN’
nazive se lokalna gre3la diskretizacije metode j%_i zadatka
j’((?) za polazni zadatak .

Lokalna greska diskretizacije metode j% je velidine
0( nP ) &ako jJe metoda_ﬁ( saglasna sa polaznim zadatkom ,§3 do
reda p u smislu definicije 1l.1.6. U ovom sluaju za metodu di-

‘skretizacije kaZe se da Jje reda p-l.

Iokalna gre3ka diskretizacije ne pruZa potpunu sliku o
aproksimaciji redenja u pribliZnim redenjima (Tln). Taéno
reSenje u i jedan ¢&lan Na niza (T\n neN’ pripadaju razli-
ditim prostorima pa najpre treba res$iti pitanje kako ih upore%m%$

divati. Postoji nekoliko nadina za uporedivanje ovih elemenﬁﬁﬁ
< b
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a najprihvatljiviji i najdesée koriSéen je da se uporede Lx /]
l.nn u prostoru D za svako n € N Intuitivno to bi zna01lo
da se uporedivanje vréi samo na skupu tacdaka na kojem je defi-
nisano W,, %tj. na mre?i diskretizacije.

Definicija 1.1.8. Neka se metoda diskretizacije ﬁl pri-
menjuje na polazni zadatak .f sa tanim resenjem u, Neka diskre-
tizacioni zadatak ﬁ((‘/) ima Jedinstveno resenae (71 re Niz

€n = Ny - A2, DNEN

naziva se globalna grefka diskretizacije metode_ﬁ{( tj. zadatka
jﬂ(hl) za polazni zadatak [’

n)neN

Definicija l.l.9. Za diskretizacionu metodu J% i zada-
tak;ﬂ{(g)) kaze se da konvergiraju ka polaznom zadatku :T)ako:
vazi:

lim & =0 .
n+a>|l n | Dy

Da bi diskretizaciona metoda konvergirala, potreban
uslov je da bude saglasna sa polaznim zadatkom , ali nije dovo-
ljan. Ako gfn-e_o, ne znali da ¢e za svaki operator ¥ £ — 0
kad n-»>00. Globalna greska diskretizacije nastaje kao rezultat
resavanja Jjednadine F.Ny = 0, a ne Jjednacine FoEnh = ofp 12
koje bi se dobilo tadno resSenje En = ‘Anz u prostoru D .

Ako je metoda diskretizacije osetljiva na male izmene
tadnog resenja, ( tj. ako male izmene tacnog reSenja izazivaju
velike izmene diskretizacionog reSenja ), onda i pored smanje-
nja lokalne greske diskretizacije, moZe da dode do uvelanja glo-
balne greske diskretizacije. Dakle, da bi se naveli dovoljni
uslovi za konvergenciju, potrebne su jo3 neke karakterizacije

diskretizacionih metoda,

Definicija l1.1.10. Za diskretizacionu metodu,ﬂ(prime—
njenu na polazni zadatak :P sa tadénim reSenjem u kazemo da 337
'stabilna na (En) = (Anz) ako za diskretizacioni zadatak jf((J
postoje konstante S i r tako da ravnomerno u odnosu na svako

)

ne N’ vazZi:

(1.1.4) | gr(ll) - 21(12) lp < s i Fn'éfll) - Fnﬁl({?) Il 5
n

n

za sveki par E,éi) , 1 = 1,2 koji ispunjava uslov:
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Il F g(l) FoE 1l <.

S5 i r se nazivaju, redom, granica stabilnosti i prag stabilnosti.

Ovde treba istaknuti da relacija (1.1.4) treba da vaZi
ravnomerno sa svako n¢ Nj tj. da se konstante S i r mogu iza-
brati nezavisno od n.

Saglasnost i stabilnost u uskoj su vezi sa postojanjem
i jedinstveno8éu diskretizacionog zadatka. Sledeée dve teoreme
koje se navode bez dokaza ( dokazi se mogu naéi u [54] ) preci-
zno kazuju o kakvoj povezanosti je red.

Teorema l.l.l. Neka za polazni zadatak 5°= (D, S, F )
sa tac¢nim resenjem u, metoda diskretizacije ﬂ{ zadovoljava

sledeée uslove:
(1) preslikavanja F = 'En(F) : D> 8, definisana su

i neprekidna u oblasti Bg( Aoz ) ={E,n€ D, :
||En A z“ < g gde g> 0 ne zavisi od n;
(2) metoda_ﬁ{ je saglasna sa ,j)
(3) metodavﬁ4 je stabilna na ,f
. . .. Py . s
Tada diskretizacioni zadatak f%(J ) ima jedinstveno re-

Senje (T]n), Ny€ D, 2za svako dovoljno veliko n €N

Teorema l.l.2. Ako su 1spunaen1 uslovi teoreme l.l.1l.
metoda dlskretlza013e_j%.konverglra ka J Ako Je pr1 tom metoda
J%,saglasna sa J do reda p, onda ona konvergira ka ./ brzinom

reda pe.

} Mada nije eksplicitno naglasSeno, u dosadasnjim razmatra-
njimé bila je prisutna pretostavka da se reSenje diskretizacionog
zadatka ( niz (Tln) ) izradunava talno. U praksi se redovno reSe-
nje diskretizacionog zadatka nalazi samo pribliZno. Za izracduna-
vanje se koriste radunska sredstva na kojima refenje moZze da se
"dobije pomoéu aritmetidkih operacija samo na ograniden broj deci-
mala. Na krajnji rezultat u izradunavanju numerilkog resSenja utidu:

(a) greska zaokrugljivanja,
(b) grefka zamene nearitmetilkih operacija aritmetilkim.

Na svekom digitalnom raduneru raspoloZiv je samo konadan
broj racionalnih brojeva. Kada se primeni aritmetilka operacija

e —
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na dva ovakva broja, kao rezultat ne mora da se dobije raciona-
lan broj raspoloZziv na radunaru. U tom sludaju rezultat se za-
menjuje pribliZnim brojem raspoloZivim na radunaru i tada nasta-—
Jje greska zaokruglivanja. S druge strane, kad god se izradunava
nearitmeticéka funkcija, aproksimira se konadnim nizom aritmeti-
Ekih operacija, 8to utide na pojavu greSke pod (b). Gredke pod
(a) i (b) &ine gresku izradunavanja.

Definicija l.l.11l. Neka je zadat algofitam za odrediva-
nje resenja T[n diskretnog zadatka oD i neka se kao rezultat
primene algoritma dobija element 'ln . Elementyn = FnFin naziva

se lokalna greska izradunavanja , a element T, = Tln - TLn

naziva se globalna greska izradunavanja numeridkog resSenja.

Iz izloZenog moZe se zakljuciti da se problemu ocene
greske diskretizacionih metoda moZe pristupiti na viSe nadina.
Jedan od pristupa je utvrdivanje gornje granice ukupne greske.
Prilikom utvrdivanja gornje granice ukupne greske polazi se od
najnepovoljnijeg sluéaja pa ovaj pristup cesto i ne pruza pravu
sliku o ponasSanju gresSke. Zato je ponekad vaZnije kvantitativno
i kvalitativno ispitivanje ponasanja greske. U pristupu poznatom
kao direktna analiza greske, ocenjuje se doprinos svakog izvora
greske pa se na osnovu toga izradunava gornja granica razlike
izmedu tadnog redenja Axnu i numerickog resSenja Tln.

Prilikom analize ponaSanja i ocene greske desto se kori-
sti tzv. asimptotsko razlaganje lokalne i globalne gresSke diskre-
tizacije. Asimptotsko razlaganje greSaka moZe se definisati i u

najopstijem sludaju.

Definicija 1l.l.12. Neka se metoda diskretizacije
primenjuje na zadatak . Niz preslikavanja A, : D=8 tekvih
da Jje:

@A y=FAy=w [F+r Aj]v7
" za svako Y u oblasti definisanosti F naziva se preslikavanje lo-
kalne greske disgkretizacije metode_ﬁ(za zadatak j)

Definicija 1.1.13. Preslikavanje lokalne greske diskre-
tizacije (J\n)neaN’ metode ]% dozvoljava asimptotsko razlaganje
do reda q ako postoji neprazan skup DqC;D i preslikavanja

J\j : Qd+S y J = 1lye..,9 koja ne zavise od n tako da za svako
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Y€ Dq vazi:
(1.1.5) JJwp[ Ay - J; hJJ(J.y] Il = o( B9 ), kad n>oo

Pod navedenim uslovima u definiciji 1l.l.13. za ye€ Dq

imamo:
. j 1
F o0,y = W [Fy+ Ji hd (v 1 + o(n¥*)

Specijalno, ako je tacno resSenje uE_Dq onda vaZi:

(1.1.6) L, = F A = i’lhjwn(ﬂju) + o n9* )
J=

Relacijom (l.1.6) definisano je asimptotsko razlaganje
do reda ?_)lokalnih greSaka diskretizacije ( ;en) metode ﬁ(_ za
zadatak _f ' |

&ko je metoda _j('(_ saglasna do reda p sa zadatkom j),

onda na osnovu (1.1.3) vaZi:
ﬁju = O’ J. = l,.o.,p-lo
Sliéno se definisSe i asimptotsko razlaganje globalne

greske diskretizacije.

Definicija 1.1.14. Neka je M metoda diskretizacije pri-
menjena na polazni zadatak .7). Ako postoje elementi ejé D,
J=1,...,9, nezavisni od n tako da vazi:

(1.1.7) € = An [ fl h‘je‘_j T + o nd+l ) kad n—o0,
J:

n

onda kaZemo da globalna greSka diskretizacije ( {:n )neN'
metode ﬁ{ dopusta asimptotsko razlaganje do reda q.

Ako metoda _//l konvergira ka .7) brzinom reda p, onda je
ey = O, J=1,eee,p-1 i e, # O.

Asimptotsko razlaganje se koristi, uglavnom, za prou-
Cavanje lokalne greske diskretizacije. U glavi 5 ovog rada ana-
lizira se ponasSanje lokalne greske diskretizacije nekih klasa
diskretizacionih metoda na osnovu asimptotskog razvoja.
| U najveéem broju sludajeva za pribliZno izradunavanje
greSke koristi se njen prvi &lan u asimptotskom razvoju.

Definicija l.l.15. Neka diskretizaciona metoda /Vl. ko~
nvergira brzinom reda p ka polaznom zadatku .7), i neka lokalna
i globalna greska diskretizacije metode ﬂ( dopustaju asimptof

A
&)
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tsko razlaganje do reda p:
+1
Ly = thnJCpu + 0( nP*+ )
Cn= BPA e, + O P*l )  ked n-o.
Elementi: hpwnj(pué Sn i hP A nepe Dn nazivaju se glavni

Elanovi odgovarajuéih greSaka diskretizacije.

Asimptotsko razlaganje greS$aka je bitno za Richardson-
-ovu metodu ekstrapolacije koja sluzi za uveéanje talnosti di-
skretizacionih reSenja i za ocenu greSaka kod diskretizscionih
resenjae

Richardson je 1910. godine predlozio postupak za uvela-
nje tadnosti numerilkih reSenja diferencnih i diferencijalnih je-
dnad¢ina. 0d tada se ovaj posthpak nasiroko primenjuje u raznim
oblastima numeridke analize pod nazivom: "Richardson-ova metoda
ekstrapolacije".

Osnovne ideja Richardson-ovog postupka ekstrapolacije
sastoji se u tretiranju resenja diskretizacionog zadatka kao
funkcije koraka h, tj. M =71h . Za niz vrednosti koraka h:
hy< hy< ... <h, izralunavaju se vrednosti ‘Tel;r€2 ,...,'nPr

pa se na osnovu ovih vrednosti formira interpolaciona funkcija
X ( h ) sa &vorovima (Ilg,Tlhg), €= 0Oyeee,r. Intuitivno,

lim ¥ (h) trebalo bi da predstavlja tadno reSenje polaznog za-
h-o

datka . Medutim, vrednosti 'qh9 u opstem slucaju pripadaju razli-
ditim prostorima. Da bi funkcija M (h) mogla de se definiSe, mora
da se definise prostor D= kojem bi pripadala sva resSenja 71h?.
To znaci da se reéenga diskretizacionog zadatka moraju razmatra-
ti na mreZi Gz = gjg Gj . Dakle, reSenje uveéane tadnosti ( ili
ocena grefke diskretizacionog reSenja ) moZe se dobiti samo na
mrezi Gy .

Definicija l.l.16. Neka je JA metoda diskretizacije
" 2za polazni zadatak 53. Ako za odreden Banach~ov prostor D i line-
rno preslikavenje X : D»>D sa normom || A} =1 postoji be-
skonadan skup NCN’ i niz linearnih preslikavanja En: Dn—>5,

neﬁ takvih da vazi:

(1.1.8 3] = A i 1lim w. |l = 1
) UnSn n->00 Ity

- —

metoda Jﬁ(se'naziva D —transmisiona , a preslikavanje w.
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transmisiono preslikavanje.

Ako je metodaM Eatransmisiona, a greSke diskretiza-
cije metode_ﬂ{ za zadatsak h/ dopustaju asimptotsko razlaganje
do reda q, tada na osnovu (1l.1.8) vaZi:

9 .
(1.1.9) ann.h = 1532_:; h':’e‘_j + 0O( h<1+1 ), neN

tj. Qthh dopusta asimptotsko razlaganje u prostoru D.

Funkcija Sl(h) ( koja se moZe strogo definisati, a &to
éemo ovde izostaviti ), za niz argumenata hg ima vrednosti :
h_hfeﬁ s ( 8= 0,000, ). Richardson-ov postupak ekstrapolacije
sastoji se u tome da se izracuna:

M@ = 1imM(nr)eD

) hyo
"~ Ako funkcija M (h) pripada linearnom prostoru, vgednost
o cpe s . . - r
BL( O ) moZe se dobiti iz linearne kombinacije @Kh)jl §

i dobijena vrednost se uzima kao aproksimacija ;g) Az. Richa-
rdson-ov postupak ekstrapolacije ima smisla primenjivati ako
funkcija M( h ) ima istu strukturu kao i razvoj (1.1.9), tj.
M(h) = const + O( nP ) .
Uslovi pod kojima se moZe primeniti Richardson-ov postu-
pak ekstrapolacije za Jjednu Siroku klasu zadataka matematidke fi-
zike, detaljno se razmatraju u glavi 2 ovog rada.

l1.2. O nekim klasama diskretizacionih metoda
za obilne diferencijalne jednadine

U radovima [16] i [20] Lambert je napravio saZete
prikaze najznalajnijih dostignuéa u vezi sa najpoznatijim diskre-
tizacionim metodama za Cauchy-ev 2zadatak obiénih diferencija-
lnih jednadina. Svrha ovog odeljka Jje da se navedu poznati rezu-
ltati u vezi sa ovim predmetom koji bi bili polazna osnova u
narednim glavama. U tom smislu radovi [16] i [20] bili su
inspirativni za pisanje ovog odeljka.

Neka je dat Cauchy-ev problem:

(1.2.1) y = £(x,53), y(x,) = ¥,

pri &emu X € [ &, b] i o2 3, T € RT .
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Da bi polazni zadatak (1l.2.1) imso jedinstveno reSenje,
pretpostavlja se da funkcija f(x,y) zadovoljava Lipschitz-—ov
uslov na [a , b] , tj. da za xe[a , b] postoji konstanta L
tako da za svako konadno y(x) i y(x) vaZi:

I £C x, y(x) ) - £C x, yx) IS nllyx) - F&)|

keo i da f( x, y) pripada klsi neprekidnih funkcija.

Proces diskretizacije polaznog zadatka (1.2.1) kod
vetine metoda zasniva se na formiranju mreZe, fj. diskretnog
skupa tadaka Gh = {’xi | X; = a+ ih, i = 04e..,n, nh = b-a}
u kojima se pomoéu diskretizacione metode izradunava niz vre-
dnosti { ys | 1 = 0yeee,n } s 8 koje predstavljaju aproksima-
cione vrednosti za y(xi). Vrednosti funkcije f(xi,yi) za apro-
ksimacionu vrednost y; u tacki X5 desto ée biti oznalena sa fie

Jednu od najrasprostranjenijih klasa diskretizacionih
metoda za reSavanje zadatka (1.2.1) ¢ine tzv. linearne viSeko-
radne metode. Ove metode dobijaju se integracijom interpolaci-
onih ( ekstrapolacionih ) polinoma koji su formireni nad odre-

denim podskupom tadaka iz skupa { ( X5 yi), | i = o,...gn} .

Definicija 1.2.1. Neka su poznate vrednosti yu = Wiy
N = 0yeee,k=1 mniza ( In ). Metode pomoéu koJjih se preostale
vrednosti niza ( y_ ) dobijaju iz formule:

n
(1.2.2) ibl.-y'- 3 = h i ..f.
$=o JYi+d . J=o/3a i+J

gde su ol iopy konstante o # O, Ia%] + ) ¥ 0 i

k 21, nazivaju se linearne viSekoradne metode. Vrednosti Yy =
Wy » = l,e..,k=-1 nazivaju se startne vrednosti, a k je broj
koraka,

Definicija l.2.2. ILinearna visSekoracna metoda iz kla-
se metoda (1.2.2) Jje eksplicitna ako je /3k = 0; ako Jje
x ¥ O metoda je implicitna.

Pomoéu eksplicitnih metoda niz ( n ) dobija se dire-
ktno iz formule (l.2.2). U sludaju implicitnih metoda da bi se
formirao niz ( In ) na svakom koraku treba re3iti jednu, u opsStem
sludaju,nelinearnu jednacinu.

U tablici 1.2.1 navedene su neke konkretne eksplicitne
i implicitne formule Adams-ovog tipa koje ée biti potrebne u
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narednim glavama. Lokalna greska diskretizacije za svaku od

navedenih formula Jje oblika C_ . y(p+l)(13)hp+l gde Ee [%is %u]
a p Jje red metode. ( Videti [6] , [15] , [21] ) Broj koraka

k, red metode P 1 koeficijent Cp+1 takode su navedeni u tablici.

Tablica l.2.1

Ng
formula k |p SP+1
1 |9541 -3 = bfy 1)1 1/2
21y Vi oo =4 ( 23f, . - 16f, . +
Vi35 i+2 T 12 142 i+l
55 ) 13 |3 3/8
31y - = 2 (f - f. ) 1|2 1/12
i+l 93 z i+l i -
. _ n |
4| T540 = F341 = 5 ( 5f5,5 + 834 -£5)]12 13 | -1/24
 n
513543 = Ti4p = 27 ( Oy ,z + 1955 5 -
5fip * %5 ) 304 | -19/720

U praksi se retko upotrebljavaju sémo eksplicitna ili
samo implicitna metoda. Ce3ée je u upotrebi par eksplicitna-
~implicitna metoda koji odreduje novu tzv. prediktor-korektor
metodu. Kao prediktor ( P ) koristi se eksplicitna metoda i
sluzi za nalaZenje poletne aproksimacije ygii za8 Yi.pe Ulogu
korektora ima implicitna metoda pomoéu koje se usavrSava pocetna
aproksimacija ygii . Korektor-komponentu éemo oznadavati sa C,

Neka su «(* i ﬁg oznake za koeficijente u ekspli-
citnoj metodi, tj. prediktor-komponenti. Sa dj i ﬁbj oznadi-
mo koeficijente u korektor-komponenti i neka,radi jednostavnijeg
zapisa, obe metode imaju isti broJj koraka k ( S5to ne umanjuje

'opétost sledeée definicije prediktor-korektor metode).
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Definicija 1.2.3.  Sledeéim formulama:

P ol {%) + Z L) - o pe{Ts®

J=o
T, (s) _ (s)
B fivk = T OX0 i)
(541) , 5 ofm) o n 5
r, s+1 r) _ (s (r-t)
(1.2.3) ¢ u& Vi+k ;Z;(X y:|.+,J - hﬁifl+k +h ;é; ﬁ5f1+a
8 = 0,1,0..,1'—1,
1-t .
E : fif% = f( X3 k0 Ygf% ), samo ako je t=o;

odrecena je prediktor-korektor metoda koJja se kraée oznadava
sa P(EC)rEl-t. Broj iteracija r unapred je zadat.

Ukoliko broj iteracija nije unapred dat, postupak ite-
racije nastavlja se dok ne dode do poklapanja dve susedne ite-
racije na odreden broj decimala.

Za t = 0 iz formula (1.2.3) dobija se prva varijanta
prediktor-korektor metode u oznaci P(EC)TE u kojoj se nakon
iterativnog postupka u jednom ¢voru izracunava vrednost

£( itk yiﬁ& )

da bi se koristila prilikom radunanja u sledeéem Evoru.

Ta t = 1 dobija se druga varijanta prediktor-korektor
metode u oznaci P(EC)r gde se vrednost izvoda ne izradunava
nakon iterativnog postupka.

/ Jednu od fundamentalnih klasa metoda za reSavanje Cau-
chy_éVOg zadatka obiénih diferencijalnih jednadina, ¢ine Jjedno-
koraéne metode poznate pod nazivom metode Runge Kutta.

Definicija l.2.4. Metode za refavanje zadatka (1l.2.1)

opisane formulama:
Yisp =¥y = P x5, y5, h)
M

Cb(xay,h) = jfz;lcﬂkﬂ

ky =1 ( x+hay 5 §J + hygm bjfv

(1.2.4)
M
ky )y fr= LyeeesH
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M
gde su cy i bﬂv konstante, a ay = pyy nazivaju se me -
tode Runge-Kutta . V=

Definicija 1l.2.5. Ako su koeficijenti byy = 0 2za
Y 2 f u formulama (l.2.4), metoda Runge-Kutta je eksplicitna;
ako su koeficijenti bgy = O za V>, metoda je semi-implicitna;
ako nijedan od prethodnih uslova nije ispunjen, metoda Runge-

-Kutta je implicitna .

Sve klasicne metode Runge-Kutta su eksplicitne i kod
njih se niz ( Ty ) izradunava direktno. Kod semi-implicitnih
metoda na svakom koraku, u opStem sludaju, mora da se redi skup
od M nelinearnih jednadina. Za implicitne metode na svakom ko-
raku , u opStem sludaju, mora da se refi mM nelinearnih jedna-
é¢ina. Primetimo da su eksplicitne metode Runge-Kutta daleko de-
S¢e u upotrebi u poredenju sa implicitnim, Sto nije sludaj kod
viSekoracnih metoda.

Treéu, znacajnu klasu metoda za reSavanje Cauchy-evog
zadatka obiénih diferencijalnih Jjednacdina <&ine tzv. hibridne
metode,.

Definicija l.2.6. Metode za redavanje zadatka (1l.2.1)
u kojima se niz ( In ) formira pomoéu formula:

K X
(1.2.5) j;"‘jyi+3 = n JZ-O Pstivg + BPy%iey
gle Je ol ¥ 0, |l ] +1p,1 #0, v=o0,..0,k i

Tivy = TC X500 Tioy ), nazivaju se k-koralne hibridne metode.

Hibridne metode predstavljaju neku vrstu kombinacija
linearnih viZekoradnih metoda i metoda Runge-Kutta. Po strulkturi
su bliske viSekoradnim metodama, a zajedniclko sa metodama Runge-
-Kutta im je da se vrednosti funkcije f(x,y) izradunavaju u ta-
Ckama x; ., i y;,, ede V nije ceo broj, tj. X;,, ¢ ( X, )e
Tadke > PN biraju se tako da hibridna metoda daje Sto Jje mogu-
ée vedéu talnost.

Sli¢no viSekoradnim metodama i hibridne metode mogu
biti koriZéene kao komponente prediktor-korektor metoda.

Klase metoda za reSavanje obic¢nih diferencijalnih jedna-
gina iz definicija 1.2.1, 1.2.3, 1l.2.4. i 1.2.6. ne obuhvataju
sve numerilke metode za reSavanje ovog zadatka. Medutim, metode
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iz opisanih klasa su najrasprostranjenije i najdefée koriSéene
u praktic¢noj primeni.

Ocene i ponaSanja greSaka mogu se istovremeno (zajedni-
ki ) proudavati za sve metode opisane u ovom odeljku. (izuzev
druge varijante prediktor-korektor metode). Naime, pretpostavlja-
juéi da su date startne vrednosti: y, = Wy 3 V= Oyeee,k-1,
navedene metode mogu se opisati uopStenom formulom:

k
(1.2.6) ;]}::od'jyi-‘.'j - h(pf ( X Ti4kroe=5 h) .

Funkcija dbf zavisi od f i vazi:

Praol *is Tiiaer Tigaogae-r¥is b)) = O
.Kko.d)f zavisi od T5 k0 re¢ je o dimplicitnim metodama; u supro-
tnom, re¢ je o eksplicitnim metodama.
S obzirom na definiciju l.l.7. lokalna greska diskreti-
zacije za metode opisane formulom (1.2.6) u talki X5k Je:

k
(1.2.7) ii-i—k = J;)d'jY(xi+j) - hd:)f( xi’ y(xi+k)"."y(xi)’ h ).

( Napomenimo da postoji nekoliko varijanti definicije lokalne
greike diskretizacije. Na primer, u [8] lokalna gre$ka diskre-

tizacije u talkl X;,1 gefini¥e se keo o3, /b . )

%a metode opisane pomoéu (l.2.6) stabilnost je proudava-
na iz razliditih aspekata. U tom smislu za metode opisane po-—
moéu (1.2.6) postoje razne definicije stabilnosti. ( Definicija
stebilnosti je, izmedu ostalog, povezana sa normom u prostoru Sn
diskretizacionog zadatka, Lipchitz-ovim uslovom za F iz odeljka
1.1.'i dr. Videti [21] , [34], [17].)

Navodimo neke definicije stabilnosti za metode iz kla-

se (1.2.6).

Definicija l.2.7. Neka su {Sil 0 <ig n} poremeéaji
i {zii 0 <£ig n:} izmene numerilkog reSenja zadatka (1.2.1), defi-

nisani na sledeéi nadin:
zvy = wy(h) + by V= 0,e00,k-1

Kk
az-;dj Zivy T h(bf ( X3y Zj,p0ee0s 235 B) + 84 4

* ’ . . ®
Dalje, neka su ( gn) i ( Sn) dva niza poremeéaja, a (zn) i (zn)
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dva niza izmenjenih numerickih reéenja zadatka (1.2.1). Ako
postoje konstante S i ho # O tako da za svako h ( O,h ] vaZi:
||z. -z H<IS& _kadgod Je llg - 8 < e, i= Ojyeee l, 22 me-
todu (1. 2 6) kaZemo da je nula—stabllna.

U definiciji l.2.7. koristi se termin nulas-stabilna meto-
da da bi se naglasilo da je rec¢ o stabilnosti za h blisko nuli.

Definicija 1l.2.8. 2Za metodu opisanu pbmoéu (1.2.6),
karskteristilan polinom se definisSe kao:

< .
(1.2.7) P(T) = L o4t .

J=o

Definicija 1.2.9. Za metodu opisanu pomoéu (l.2.6) ka-

zemo da zadovoljava koreni uslov ako svi koreni karakteristicnog
polinoma P(T) iz (1.2.7) leZe unutar jedinidnog kruga  ili
na jediniénoJj kruZnici, pri ¢emu su svi koreni na jedinicénoj kru-
Znici prosti. 2Za metode klase (1l.2.6) kaZemo da zadovoljavaju. .
strogi koreni uslov ako nJjihov karakteristiéni polinom p(t;)
ima jedan prost koren +1, a sve ostale korene unutar jedinicénog

kruga.
Sledeée dve teoreme povezane su sa konvergencijom me-

toda opisanih pomoéu (1.2.6). ( Videti [16] i [20]

Teorema 1.2.1. Metoda iz klase (l.2.6) je nula-stabilna
ako i samo &ko  gadovoljave koreni uslov.

Teorema l.2.2. lMetoda iz klase (1.2.6) je konvergentna

ako i samo ako je saglasna i nula-stabilna.

Ako je neka metoda konvergentna, ne zna¢i da Jje uvek po-
godna za praktiénu primenu. Nula-stabilnost kazuje da je obezbe-
deno stabilno ponaSanje greSke kad h-o. OvVo ne znati da ¢e
metoda biti stabilna za neku fiksiranu vrednost koraka h ( ra-
‘z1iditu od nule ). Kao kontra-primer navedimo metodu iz klase

(1.2.6) poznatu pod nazivom Simpson-ovo pravilo:
h
Jisp = T3 = 3 (fyp + 8855 + 55 )

koja ni za Jedno pozitivno, fiksirano h ne obezbeduje stabilno

Sirenje greske.

Javlja se potreba za definisanjem neke druge vrste
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stabilnosti koja bi garantovala stabilno ponasanje greSke i za
fiksiranu vrednost koraka h. Nazalost, nemoguée je definisati
stabilnost uz ovaj zahtev, a da se ne uzme u obzir konkretan
Cauchy-ev zadatak. Definicije apsolutne i relativne stabilnosti
uzimaju u obzir zahtev da korak h bude fiksiran i pozitivan, pri
édemu se Cauchy-ev zadatak razmatra na unapred odredeno] mode-
lnoj jednacini. Ovde neéemo navoditi ove definicije stabilnosti
( videti [16] i [20] ), veé éemo definisati samo strogo-stabilne
metode koje ¢emo koristiti u narednim glavama.

Definicija 1.2.10. Za metodu iz klase (1.2.6) kaZemo
da je strogo stabilna sako je saglasna i zadovoljava strogi

koreni uslov.

Stroga stabilnost metode obezbeduje postojanje nepraznog
regiona apsolutne stabilnosti, a 8to strogo stabilne metode &ini
praktic¢no primenljivim,

Adams-ove metode imaju karakteristiéni polinom oblika:

k k-1
P(T) = olkf, - dk..lq

i Siroku oblast apsolutne stabilnosti. Znali, s obzirom na nadin
prostirsnja greske, Adams-ove metode su pogodne za praktidnu
primenu. U praksi Adams-ove metode se upotrebljavaju obiéno u
okviru prediktor-korektor metode. Prednosti prediktor-korektoxr
metoda zasnivaju se na jednostvanom obliku lokalne grecske diskre—
tizacije 2za prediktor i korektor, relativno Velikoj oblasti
apsolutne stabilnosti i relativno jednostavnoj implementaciji
na racunarima. Nedostaci su im: neophodnost obezbedivanja sta-
rtnih vrednosti i nepogodnost za izmenu duzine koraka h. Zbog
ovih nedostataka prediktor-korektor metoda, dugi niz godina bile
su pobularnije metode Runge-Kutta u poredenju sa njima., Medutim,
formule za ocenu globalne greske diskretizacije kod metoda Runge-
-Kutta su komplikovane i nepodesne Sto Jje sa glediSta ocene
greske prilican nedostatek. Kod savremenih algoritama nedostaci
prediktor-korektor metoda lakSe se prevazilaze, nego li nedostaci
drugih metoda. Stoga su ove metode danas vrlo desto u_upotrebi.
Iz prethodnog dela zekljuduje se da pojedine metode iz
klase (1.2.6) imaju prednosti nad drugim metodama iz iste klase
ako im se jednostavnije nalazi i ocenjuje lokalna, odnosno glo-

balna gredka diskretizacije.
Postojete metode za ocenu lokalne greske diskretizacije
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uglavnom se zasnivaju na njenom asimptotskom razlaganju. Pri-
likom ocenjivanja greske najéesé¢e se izralunava glavni ¢lan, a
retko kada se uzimaju i sleseéi Clanovi.

NajceSce koriSéene metode za ocenu lokalne greske di-
skretizacije su: Richardson-ova metoda ekstrapolacije, metoda
umetanja i Milne-ova metoda. ( Videti [21] , [21] , [14] . )

Richardson~-ova metoda ekstrapolacije izloZena je uopSte-
no u odeljku l.l. Ovo je metoda koja je najceSée primenjivana
za ocenu greske, mada ne daje uvek najbolje rezﬁltate.

Osnovna ideja metode umetanja je da se numeridko rese-
nje izracdunava u istom ¢voru metodom reda p i metodom reda~p+1.
Glavni &lan greSke metode reda p, u Cvorovima gde su izradunate
numericlke vrednosti, procenjuje se oduzimenjem dobijenih numeri-
8kih reSenja. Svakako da nije bad racionalno primenjivati dve
numericke metode da bi se ocenila greska na numerickom resSenju
metode koja je niZeg reda. Medutim, glavna karakteristika metode
unetanja Jje da se prilikom primene metode reda p+l koriste rezu-
ltati izradunavanja vrSenih prilikom primene metode reda p. Ovo
se pre svega odnosi na izraunavanje vrednosti funkcije f( x, y ).
Na taj nalin proces izracCunavanja Jje znatno kraéi od procesa u
kojem bi se metode reda p i p+l primenjivale nezavisno Jjedna od
druge. Metoda umetanja daje dobre rezultate za jednokoralne me-
tode diskretizacije.

_ Milne-ova metoda je najfesée koriSéena za ocenu greske
prediktor-korektor metode. ( Videti [14])i [21] . )

Pored pomenutih metoda za ocenu lokalne greSke diskre-
tizacije, postoji i niz specifiénih metoda koje se odnose na uZe
klase metoda diskretizacije. .

Za ocenu globalne gred3ke diskretizacije postoji viSe na-
¢ina. U knjizi [21] navedene su formule pomoéu kojih se ocenjuje
globalna greSka diskretizacije za jednu specijalnu klasu linearnih
visekoradnih metoda. Ocena lokalne greske diskretizacije za opsti
sludaj linearnih viZekoradnih metoda razmatrana je u [ 14].

Jedan uop3ten prisup u ocenjivanju globalne grefke di-
skretizacije ( koji se ne odnosi samo na Cauchy-ev problem ) po-~
znat je pod imenom metoda Zadunaisky. Ova metoda ukratko je opi-
Sana u [20]. Za ocenu globalne greske diskretizacije mogu se ko-
ristiti i dvostrane aproksimacione metode o kojima Ce viée biti

redi u narednom odeljkue.
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l.5. Dvostrane aproksimacije reSenja Cauchy-evog
zadatka za obic¢ne diferencijalne jednadine

Ideja o dvostarnoj aproksimaciji nepoznate velidine
potide jos iz perioda Archimedes-a. Sa razvojem matematidke
analize, dvostrane aproksimacije se upotrebljavaju kako u te-
orijskim razmatranjima, tako i u praktidnim izradunavanjima.
Medutim, elektronska radunska tehnika najviSe je uticala na
Siroku primenu metoda koje se zasnivaju na dvostranim aprokima-
cijama. Sezdesetih godina ovog veka nastala je i posebna grana
matematike u ¢ijoj su osnovi dvostrane aproksimacije - interva-
Ina analiza. U intervalnoj analizi uopsStava se pojam broja po-
moéu pojma interval. Umesto operisanja sa brojevima, operife
se sa intervalima i krajnji rezultat dobija se u obliku interva-
la . ( [27) , [33] ). U intervalnoj analizi koristi se specija-
Ina aritmetika, a postoje i posebne metode intervalne ansalize.
Na primer, poznata je Moore-ova metoda za resavanje Cauchy-evog
zadatka obidnih diferencijalnih jednadina ( [33] ).

Izmedu dvostarnih aproksimacionih metoda klasicéne i
funkcionalne analize s Jjedne strane, i metoda intervalne analize
s druge strane, moZze se uoliti razlika. Medutim, za pojedine me~
tode moglo bi se reéi da se nalaze na granici i tesko ih je
svrstati u jednu od pomenutih klasa.

Glavni motiv za razvijanje dvostranih aproksimacionih
metoda je nastojanje da se kroz proces radunanjs kontroliSe ra-
zlika ( greska ) izmedu tadnog resenja i dobijenih aproksimaci-
ja. Koja vrsta greske se kontroliSe pomoéu dvostranih aproksi-
maciénih metoda?

Koriséenjem intervalne aritmetike potpuno je pod kontro-
lom gre$ka izradunavanja. U zavisnosti od koriSéene metode inte-
rvalne analize, moZe da se kontroliSe globalna greSka diskreti-
zacije, a samim tim i lokalna. Dvostrane metode klasiCne i fu-
'nkcionalne analize pogodne su za ocenjivanje lokalne greske di-
skretizacije. Ustvari, za dvostarne aproksimacione metode kara-
kteristidno je da su prakticno primenljive ako ispunjavaju neko-
liko uslova od kojih su posebno znadajna sledeéa dva:

(a) tadno reSenje se uvek nalazi izmedu gornje i donje

granice koje se odreduju aproksimacionim metodama,
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(b) razlika izmedu finalne gornje i donje aproksima-
” cije nije velika.

Metode intervalne analize su deterministickog karaktera,
tj. kod ovih metoda uslov (a) treba ds je uvek ispunjen. NaZalost,
postoje i takvi problemi ( odnosno algoritmi za refavanje poje-
dinih problema ) kod kojih metode intervalne analize ne mogu da
zadovolje uslov (b). To prektiéno znadi da za refavanje takve
klase zadataka ne mogu uspeSno da se primenjuju metode intervalne
eanalize. ( Videti [29] . 3 zato su od znacdaja dvostrane aproksi-
macione metode klasidéne i funkcionalne analize.

U glavama 3 i 4 biée razmatrsne dvostrane aproksimacio-
ne metode za re3avanje Cauchy-evog zadatka. (1.2.1). U glavi 3
proudavani su problemi koji se javljaju prilikom diskretizacije
Capliginove metode, a glava 4 sadrzi opis jedne dvostrane predi-
ktor-korektor metode. Stoga navedimo neke poznate rezultate u
vezi sa CGapliginovom metodom i dvostranim metodama uopSte.

Capliginova metoda je analitilka metoda prvobitno pre-
dloZena za pribliZno reSavanje Cauchy-evog zadatka obidnih dife-
rencijalnih jednalina prvog reda. Kasnije Jje metoda uopStena na

Banach-ove prostore ( [19],(37] ) pomoéu raznih diferencijalnih
operstora. To su pretezno teorijska rezmatranja, dok o praktiénim

primenama Capliginove metode nema mnogo radova. Postoje uopSte-
nja Capliginove metode na obic¢ne diferencijane jednadine viSeg
reda ( [6] ), ali njihova primena je skopéana sa priliénim teZko-
dama pa ih neéemo nadalje pominjati.

Neka je dat Cauchy-ev problem (1l.2.1) i pretpostavimo
da postoji reSenje problema .(1l.2.1) na intervalu [xo,b] , da
je f(x,y) neprekidna funkcija i ima neprekidne izvode:

| D r(x,y) . 3(x,y)
(1.3.1) > i ¥
u oblasti resenja Cauchy-evog problema.

Teorema l.3.l. Neka Jje

I(y) = vy - £(x,5)
diferencijalni operator koji odgovara diferencijalnoj jednaclini 1
(1.2.1) i y(x) redenje problema (1.2.1). Ako funkcija u = u(x)e€¢C

zadovol java uslov:
I(u)S O za X, <x g b i u(x)) =7,
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tada na intervalu [xo,b] vazi nejednakost:

usy.
Analogno, ako je v = v(x)e ¢l i ispunjava uslov:
I(v) 2 za xo$ x<Db i v(x0)=
tada na intervalu [xo,b] vaZzi nejednakost:
yLVv .

Dokaz navedene teoreme moZe se naéi u [10] .

Na teoremi l.3.l. zasniva se Capliginova metoda za pri-
bliZno reSavanje zadatka (1.2.1).

Neka su poznate funkcije uo(x) i vo(x) tako da vaZi:

(1.3.2) u (x) < y(x) < v (%)
za svako X ¢ [x ,bl. Takode, neka va¥i:
: 2
(1.3.3) .gy (x,5(x)) 2> 0 u oblasti [xo,b] X [u (x), v, (x)]

Pod navedenim pretpostavkama linearni Cauchy-evi problemi:

u£+ = f(x uk(x)) +_'af(x2;k(x)) ( Uy 1(x) - (x) )
J

1.\ uk+1(xo) =
£, v, (x))=£ (%0, (x))
vk(x)-uk(x)

e vig = £(xu (x)) 4+ { }(Vku(x)"“k(x))

vk+l(xo) = o
k = 0’1’2’.-0
imaju, redom, resenja uk+1(x) i vk+l(x) tako da sko razlika

vo(x)}— uo(x) nije velika za x¢ [xo,b] vazi:

(1.%.5) uo(x)sul(x)g...guk+l(x)sy(x)svk+l(x)s...gvl(x)svo(x) .
Za aproksimacije uk+1(x) i vk+1(x) va?i Luzinova ocena
greike (videti [24] ):

(1.3.6) | vy ,,(0) =y @] < §§R za x¢[X,,b]

gde je C neka realna konstantae.
Brzina konvergencije aproksimacija uk(x) i vk(x) ka ta-

¢nom refenju y(x) je vrlo velika Sto se vidi iz relacije (1.3.6).
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Upravo zbog ove velike brzine konvergencije 5apliginova metoda
Je predmet interesovanja i proudavanja matematidara. ( Detaljni-
je o Capliginovoj metodi videti u [6], [10]1i[9].)

Navedimo neke karakteristike dvostranih aproksimacionih
metoda koje se dobijaju kao modifikacije poznatih numeridkih me-—
toda, a koje ée nam biti potrebne u glavi 4. '

Klasi¢ne numericke metode za reSavanje zadatka (1.2.1)
ponekad se mogu modifikovati u dvostrane aproksimacione metode
na osnovu oblika glavnogélana u asimptotskom mazvoju lokalne
greske diskretizacije. ( Videti [18] , [22] . ) Naime, sko se
lokalna gresSka diskretizacije neke numericke metode moZe predsta-
viti u obliku:

(1.3.7) L) = T We) 4+ o n8*2 )

gde je ¢a# O nekakva konstanta, a ‘P(f) odreden operator, onda

se ova numericka metoda ponekad Jjednostavno modifikuje u dvostra-
nu metodu. Gornja i donja aproksimacija biraju se tako da u jednom
slué¢aju greska bude oblika:

X(h) = - J\'hs-'-l\‘p(f) + O( h8+2 ) R

a u drugom sludaju, oblika:
L) =+ fu¥tWie) + o( b5*2 ),

Funkcija f(x,y) mora da zadovoljava odredene uslove o
postojanju i neprekidnosti izvoda do odredenog reda.

Jasno, modifikacije poznatih jednostranih numeridkih
metoda u dvostrane mogu biti izvrSene i na neki drugi naéin. U
glavi 4 predloZen Jje jedan algoritam 2za realizaciju dvostrane
prediktor-korektor metode gde se kao prediktor i korektor kori-
ste modifikovane klasiine metode numeridke analize.



2. RICHARDSON-OVA METODA EKSTRAPOLACIJE

2.1l. Primena Richardson-ove metode
ekstrapolacije

0d kada je nastala pa do danas, Richardson-ova metoda
ekstrapolacije je primenjivana u raznim delovima numeridke analize.
Vetoda ‘je i danas vrlo aktuelna. Kao potvrda za to sluZi veliki
broj radova objavljen u poslednje vreme ( navedimo samo neke: [2] ’
(7] , 1], [26] , [32] ) u kojima se direktno ili indirektno
proud¢ava ova metoda,

Richardson-ova metoda ekstrapolacije upotrebljava se u
kombinaciji sa drugim numerickim metodama za re3avanje zadataka:

(1) uvetanje tadnosti dobijenih numeriékih reSenja;

(2) ocene greSaka nad numeridkim reSenjima.

Kada se Richardson-ova metoda ekstrapolacije upotreblja-
va za ocenu greSaka nad numerickim resSenjima, pretpostavlija se da
su dominantne gresSke diskretizacije, a da je malo uticajna greska
racdunenja.

Zadaci (1) i (2) povezani su tzv. paradoksom Richardson-
-ovog postupka ekstrapolacije. ( Videti [34] « ) Naime, ili se sve
informacije o redenju koriste za dobijanje najtadnije moguéeg ni-
meridkog reSenja bez ocene greske, ili se zadrzava manje taéno re-
Senje uz ocenu greske,

Da bi se Richardson-ov postupak primenio za resavanje je-
dnog od pomenutih zadataka, treba unapred znati da 1li Jje dopusti-
va primena ovog postupka, tj. da 1i ée postupak dati Zeljeni re-
zultat. Na osnovu razmatranja u odeljku l.l. to bi znac¢ilo da tre-
‘ba ispitati da 1i postoji asimptotsko razlaganje lokalne (globa-
lne) greske diskretizacije.

1979. godine Marduk i Sajdurov objavili su monografiju 26
o primeni Richardson-ove metode ekstrapolacije za uvelanje tacno-
sti numeridkih reSenja zadataka matematidke fizike kada se reSenja
dobijaju pomoéu diferencnih shema. U pomenutoj monografiji se
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detaljno proudavaju uslovi za primenu Richardson-ovog postupka
ekstrapolacije za odredene klase zzdataka. Za svaki od razmatra—
nih slucajeva u [26] primena Richardson-ovog postupka ekstrapo-
lacije zasniva se na teoremi o razlaganju.

U sledeéem odeljku ovog rada formulisane su dve teoreme
koje predstavljaju uopStenje teoreme o razlaganju iz monografije
[26].

2.2, Uopstenja teoreme o razlaganju za Richardson-ovu
metodu ekstrapolacije

Neka je dat polazni zadatak:

' Lu = £ u D
(2.2.1) fu = g na G .

L i ! su linearni diferencijalni operatori, D je ogranilena oblast.
u n-dimenzionalnom prostoru R® (n21 ), G je granica oblasti D
ili jedan njen deo. Funkcije f,g i u definisane su u D na G i na
P, respektivno. ( D je oznaka za zatvaranje oblasti D. )

Oznadimo sa Mk(D), Nk(G) i Pk(ﬁ) klasi funkcija iz pro-
stora funkcija definisanih na skupovima D, G i D koje zavise od
celobrojnog parametra k 20 i ¢iji su elementi funkcije f, g i u,

redom.
Neka je u tadno resSsenje zadatka (2.2.1) i neka je

5£C15 mre?a sa promenljivim parametrom h. Oznadimo sa uP rese-~
nje diskretizacionog zadatka za polazni zadatak (2.2.1l), tj. pri-
bliZno reSenje u &vorovima mreZe Bh.

Richardson-ova metoda moZe se primeniti u ovom slulaju
ako je moguée razlaganje:

(2.2.2) W = u +wh

pri éemu funkcija cuh za svako fiksirano x¢ D mora biti speci-
~jalnog oblika u odnosu na h.

Navedimo dovoljne uslove za postojanje razlaganja tipa
(2.2.2) i u zavisnosti od uslova, formulisimo teoreme o razlaga-
nju. Uslovi se formulisu na slic¢an nacin kao u monografiji [26].

Uslov 1 Za svako celobrojno k, o<k<m i svaki par
funkcija fe Mk(D), ge Nk(G) postoji jedinstveno reSenje uePk(D)
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polaznog zadatka (2 2.1).
Neka su Dh’ Gh i D diskretni skupovi koji predstavljaju

analogne skupove skupovima D, G i D, respektivno. ( 5,C D ,
GpC G, DC D ). Diskretizacijom polaznog zadatka (2.2.1) dobija

se sistem jednacdina oblika:
[=4
Lh u = f u ADh

Ty, 1 ﬁh su linearni algebarski operatori. U diskretizovane line-

(2.2.3)

— Q
arne prostore mreznih funkcija, definisanih na Dy, , G, i Dy
uvodimo norme: |- Ilﬁh ’ ||’||Gh', Il - ”D s redom.
Uslov 2. Ako je funkcija ~yh definisana na ﬁh i pre-
dstavlja reSenje zadatka:

Lh \‘) = h na oDh

f
[ J .4 h
(2 2 ) h\}) = g na Gh

gde su fh i gh funkcije definisane u oblastima D, i G, , redom,

tada vaZi ocena:

hy by o h
(2.2.5) Iy IIDh < e (|t lth + letllg, )

N
a3
IN
B

Uslov 3a Za svaku funkciju ¥2ePk(5) gde je o
vazi razlaganje

k
Iy = Le + Zlo((h)'j ay + éh na Bh
. 5
(e = 2°€+ ;oun)&bj + b na G

pri demu je oA(x)€ C monotono rastuéa funkcija i o (h)20 za
h> 0; Funkcije ay i bj ne zavise od h, 8¢ Mk-j(D)’ bje Nk—j(G)’

a za ostatke 6h‘ i 9h vaZe ocene:

2)‘Za zbir u kome je gornja granica manja od donje
pretpostavlja se da je nula.
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h ° k+p h k+

1S By < e ol(®) v IS py € C2 @R
gde konstante c; i ¢, ne zavise od h, a 3 odh, k i € .
Teorema 2.2,l. Neka za polazni zadatak (2.2.1) vaZe

uslovi 1,2 i 3a, pri emu fe M (D), g-ENm(D). Tada za
diskretizaciono reSenje u" vaZi razlaganje:

m
h ' 3 h -
u = u o+ ;;;ti(h) vy o+ n na Dy .

. . . h
Funkcije v:j ne zavise od h, vje Pm-j(D)’ a za ostatak M

vazi ocena:
M

gde konstanta 03 ne zavisi od h,

m-+
h”ﬁhs ¢z oL(h) (=

Dokaz teoreme 2.2.1l. analogan je dokazu teoreme o razla-
ganju u [26] pa ga nedemo navoditi.
U radu [13] uopStava se metoda ekstrapolacije Nev1lle-a

pomoéu razlaganja:
m

(2.2.6) m(h) = m(0) + ;)aéea.(h) + R_(R)

gde su ej(h) poznate funkcije ( j = 1,...,m) za koje vaZi:

1 (1)
}]iig —-Lal—)-—- = O, Rm(h) = O(em+1(h))’

a T(0), @y,..., & nepoznate veliline.

U radu [7] dokazano je postojanje veze izmedu raznih
metoda ekstrapolacije i moZe se videti koja vrstae veze postoji
izmedu metode ekstrapolacije Richardson-a i Neville-a.

J Teoremu o razlaganju iz [26] moguée Jje uopStiti tako da
vazi i za razlaganje (2.2.6) pri demu funkcije ej(h) treba da
ispunjavaju neke dodatne uslove. Tako umesto uslova 3a treba

da bude ispunjen uslov 3b.

Uslov %b Z2a svaku funkciju ¥e Pk(ﬁ), o<k<m

vazi razlaganje:

o

o May + &P na th

U

(2.2.7) th = LY +




k . '
h
Zh@ = f¢ + éé;ej(h)bj + 9 na G,
de funkci]j . . i i . . ’
gde funkcije ays bJ ne zavide od h i aye Mk-J(D)’ bje Nk-j(D)°

Funkecije e‘_j ( J = 0yeeeyk+l ) su neprekidne i ispunjavaju uslove:
o
1 eo(h) =
2° a 1(B) = o(e (h)) kad h- o0,
o (h)e (h) v
3 ej(h) = kij + o( em—j-l(h)) kad h-0,
pri demu konstante k.. ne zavise od h, ( i = Oseeeyd)y & 2za

1]
ostatke élli fp va¥i:

hjo h
(2.2.8) 1o g, € ealleallc » 119 llgp < osll el ¢
kad h—-o, gde cy i Cg ne zavise od h, a |l‘llc Je norma

u prostoru neprekidnih funkcija.

Teorema 2.2.2. Neka su za zadatke (2.2.1) i (2.2.3)
ispunjeni uslovi 1,2 i 3b, tako da f¢ Mm(D) i gENm(G). Tada

- - - b - h ol -
za diskretizaciono resenje u vazi razlaganje:
' m

(2.2.9) W= ou o+ Z:ea(h)v + Tﬂh na Bh .
J=1 -

. . . h
Fu?%01ae \r'j ne zavise od h, jé Pm-j(D) s @ za ostatak M
vaZzi ocena:

h _
“T\“Dh < °6”em+1”0 kad h->o.
Dokaz . Neka je ng.Pm_j(ﬁ) proizvoljan niz funkcija
(j = 1,ee.,m), nezavisan od h, DefiniSimo diskretizacionu funkci-
Jju 'qh na sledeéi nacdin:

m
(2.2.10) P = Ze (B)v, na Dy .

Zemenjujuéi ub iz (2.2.10) u (2.2.3), dobijamo:

(2.2.11) Lhu * ;ziej(h)thj + Lﬁﬂ_ = £ na Dy,

h
Qhu.+ ;;;ej(h) hvj + thl = g na Gy e
Saglasno uslovu 3b dobija se:



Lhu = f + ZL . i’)h
(2.2.12) s
it = g+ Gh
i
(2.2. 13) — !
@hvj ZVJ + Gh
gde a5,4€ Mh-j-i(D)’ il bj,i ne zavise

od h, a za ostatke vaZe nejednakosti:

h
(2.2.14) || &1 | I h
! a||Dh ¢j,1 1 em—gs1llc, 11 9B IlG < ey, 2||em-d+l“ o
gde konstante ¢y 5 1 ¢y 5 me zavise od h. Iz (2.2.12),

. Jsl Jy
(2.2.13) i (2.2.11) dobijamo:

2 n meJ m
f + j;Lea(h)Lv Z:e.(h) lZlei(h)aj,i + az;oea(h)ég_

UO

+ LHQP = f na ’
(2.2.15) 3 1=J o
g + éZ: (h)ﬂv + z:e (h) ZZ?ei(h)bj’i Z; (h)??

i=1

Uvedimo oznake' m

m
h h h

koristeéi (2.2.1%4) i svigjstvi 3° iz uslova 3b ( za funkcije ej,
a. = O,ooo,k""l), dObijamo:
B < eolley 4l e € cglieg,q |l
IE llp, & W emnallc» 1T llg, € °8ll®naallc ked nso.

Konstante c7 i Cg ne zavise od h,
Transformi$imo jednakosti (2.2.15) na sledeéi nadin:

m L o (hyen_ (1)
J d- .
;z:e.(h) [ij + ;Z; ej(h) aj—i,i]ﬂ?+Lhn? = 0 na D

.(h) h
Zl ,j(h) [ﬂv + Z: ea(ej:h) 1 () b J-i 1]+tf‘+0h—yl 0 na Gy.

Iz uslova 3b ( svojstvo 3° ) i (2.2.17) nalazimo:

(2.2.17)
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. :

;Z;ej(h) [Tv,+ gi;kijaj-i,i] +E?+E§+thh =0 na Bh’
(2.2.18) '
ilea(h) [ﬂv i iki{jbj—i,i ] +t,h+w;’1‘+€hqh = 0 na G,

pri demu Jje

=hy . |
1E11lD, = Iljzllzl1 ay_5 j¢5(hole j+1(h))”]§hg eolleg,ll g,
lhgh IIG

HJ;:Z;bj-i,iej(h)o(em_j+1(h))“Gh < ciollemsn Il c,

kad h 0. Konstante c9 i C1o D€ zavise od h, Na osnovu ocene za
€' i TF dobijemo:

h h
| + 4 < ¢ e .
IE;l g“Dh < 11“ m+1”C, Cj3 = Cg + Cn 1

1+ 5 Gy < eppllep C, ¢y, = cg + ¢y, kad h O.

Funkcije ng;Pm_j(ﬁ), ( J=lyeee,m ) nalazimo iz jednakosti:

LV- 2 - -.... .
(2.2.20) J 1=1klaaa—1,1 u D

bvy = - £ ¥13%5-1,1 na G.

Dokazimo indukcijom da je to moguée., Zaista za j=1 imamo:

Lv1 = - kllao,l u D

lvy = - ky11P6.,1 na G.

Uzimajuéi u obzir uslov 1, funkcija vy odreduje se na jedinstfen

nadin’ i Vi€ Pm_l(f), jer prema pretpostavei u uslovu 3b vazi:

ao,le Mm-l(D), bo,le Nm_l(G), a kqq je konstanta iz uslova 3b.
Pretpostavimo da smo odredili funkecije vjeIPm_j(D) za

J = l,eee,ky, ak = 1,.0.,me Na osnovu uslova 3b za funkcije vy

(J =1,eee,k ) vaie k razlaganja oblika (2.2.13) tako da

(2.2.21) aj,i€ Mm-j—i(D)’ ba ;€ Np_ jm 1(G).

Za J = k+1 dobijamo:

- k+1
Wy = - ;Z; klaak—1+l i u D

(2.2.22)
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k+1 ,
(v = - ;;i Iy sProie1,i na  G.

U (2.2.22) desne strane pripadaju prostorima M__, ; 3 Nm-k-l(G)’
redom, ( kij su konstante koje ne zavise od h i x prema uslovu
3b ). Na osnovu uslova 1 zadatak (2.2.22) ima jedinstveno resenje

Vi1 € Pm_k_l(B) koje ne zavise od h zato Sto funkcije ak—i+1,i

(i=1,e00,k+l ) ne zavise od h. "

e:Pm_j(B), (= 1yees,m ) odredimo

1 By 341,i

Ako sve funkcije vj

ns opisan nadin, na osnovu (2.2.20) relacija (2.2.18) postaje:

h h h °
h h
€h1lh = - ( C + El ) na Gh,
kada h-»0. Uslov 2 obezbeduje nejednakost:

U5, < eas (HE® + ERllp, + 1T+ chilg, ) kaa mwo.

Ocena 2za n? u teoremi 2,2.2. sledi iz (2.2.19) pri demu je Cg =
c13( c11 * €15 ), a razlaganje (2.2.9) sa Zeljenim svojstvima

dobija se iz (2.2.10). Time Jje teorema 2.,2.2. dokazansa,
Za { (h) = h iy teoreme 2,2.1 u ovom radu, dobija se te-
rema 2.1 iz monografije [26]; takode za e.(h) = nl iz teoreme

2.2.2. u ovom radu sledi teorema 2.1 iz [26j.
Kako se u praksi primenjuje Richardson-ova metoda ekstra-
polacije moZfe se naéi u velikom broju knjiga; pomenimo [16] , [3]
[34] i [26]. Specijalno u knjigama|[ 16]i [34], detaljno se ra-
zmatra primena Richardson-ove metode ekstrapolacije za ocenu gre-
Saka nad numerickim reSenjima Cauchy-evog problema za obiéne dife-
renciﬁalne jednacine.

Dugo vremena Richardson-ova metoda ekstrapolacije upotre-
blja se za ocene greSaka i popravljanje vrednosti numerickih rezu-

ltata bez teorijske zasnovanosti. Teorema o razlaganju iz [26]
predstavlja osnovu za teorijsko zasnivanje Richardson-ovg postupka

ekstrapolacije. U ovoj glavi navedene su dve teoreme koje presta-
vljaju uopStenje pomenute teoreme o razlaganju.



3« DISKRETIZACIJA I OCENA GRESKE PRILIKOM
DISKRETIZACIJE KOD CAPLIGINOVE METODE

3.1. Neke karakteristike Capliginove metode

U odeljku 1.3, ukratko je opisana Capliginova metoda
za nalaZenje pribliZnog redenja Cauchy-evog zadatka (1.2.1) .
Izdvajamo neke karakteristike Capliginove metode koje je &ine
i danas interesantnom za proulavanje. '

Capliginova metoda je dvostrana i analiticka. Zbog
dvostrane aproksimacije tadnog reSenja, Capliginova metoda teo-
rijski, u analitickoj formi, pruZa moguénost za jednostavnu
ocenu greSke izmedu talnog i pribliZnih reSenja. NaZalost, u
analitidkoj formi Capliginova metoda nije lako primenljiva na
diskretnim elektronskim ralunskim sredstvima. Da bi mogla da
se primenjuje na savremenim radunarima, Capliginova metoda mo-
ra na neki nadin da se diskretizuje. Sa diskretizacijom ostaju
stari problemi koji se javljaju prilikom primene Capliginove
metode i pojavljuju se neki novi. Izmedu ostalog, i ocena gre-
Ske nad diskretizovanim Capliginovim aproksimacijama pojavljuje
se kao znacajan problem.

U odeljku 1.3 istaknuta je velika brzina konvergencije
aproksimacija ( koje se dobijaju pomoéu Capliginove metode ) ka
taénom resenju. Imzin, 1932, godine u radu [25], izmedu ostalog,
o) éapliginovoj metodi pisSe: "... takva brzina konvergencije ne
postoji ni kod jedne do sada poznate metode." Velika brzina ko-
nvergencije aproksimacija ka tadnom reSenju, na neki nacin Jje
kompezacija za nedostatke prisutne kod Capliginove metode.

0d nedostataka Capliginove metode pomenimo: prakti&nu
neprimenljivost metode u analitidkoj formi i zahtev za ispunje-
nje odredenih, dosta strogih, uslova za primenu ove metode. Kada
se Capliginova metoda primenjuje u analitidkoj formi, veé posle
nekoliko koraka formule za izradunavanje aproksimacija poétaju
tako glomazne ( obidno se javljaju integrali koji ne mogu da se
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izradunsju pomodu kvadratura ) da su praktidno neupotrebljive.
To je jos jedan razlog zbog Cega se pristupa diskretizaciji Ca-
pliginove metode. Prema tome, kada je ovde re¢ o praktidnoj pri-
meni Capliginove metode, podrazumevaée se da je red o Capligino-
voj metodi u diskretizovanom obliku.

2
Uslov za primenu Capliginove metode je da ELJ%E%QQ.
J

ima isti znaku okolini resSenja y(x). Ovaj uslov se istide kao
Jedan od glavnih nedostataka Capliginove metode u poredenju sa
metodama intervalne analize [28]. Postoje razne modifikacije Ca-
pliginove metode u kojima ovaj uslov ne figurise ( [6] R [19],
[1]) ), ali kod ovih modifikacija obiéno se smanjuje brzina konve-
rgencije aproksimacija ka tac¢nom resenju.

U radu [37] dokazuje se ad je Capliginova metoda ustvari
Newton-ova metoda. Ovaj rezultat moZe ponekad da se iskoristi
prilikom primene Capliginove metode. Naime, po3to je Newton-ova
metoda dosta proudavana, dobijeni teorijski rezultati mogu da se
primene i na Capliginovu metodu. Na primer, kada su ispunjeni
uslovi za konvergenciju Newton-ove metode, u tom sludaju konve-
rgiraée i Capliginova metoda, a Sto se ne mora posebno dokazivati.

3.2+ Diskretizacija Capliginove metode

Diskretizacija Capliginove metode vr8i se tako Sto se
u dvornim tadkama (xi), i=o0,..0,0n 2a svaku donju aproksima-
ciju uk(x) i gornju aproksimaciju vk(x) odreduju, redom, nizovi
(u (x.) ) i ( vk(x.) )y k = 0,1,2,.. koji predstavljaju diskre-

tlzovane aproksimacije tadnog reSenja.
Oznadimo sa G interval [xo, b] ¢ & njegov dlskretnl

analogon oznadimo sa 6P, zZna%i 6P = { | x; = x, + ih, i = o,

RPN 1 } . Ako Jje © (x) proizvoljna funk01aa 3ef1nlsana na G,
odgovarajuéa dlskretlzovana funkcija biée oznadena sa € (x),
Ksko Jje fumnkcija € (x) definisana jedino na skupu Gh, vredno-
sti funkcija ¥ (x) i ‘Qh(X) mogu se uporedivati jedino na skupu
G2, Razlika C(x) - Y?h(xi) Je greska diskretizacije u talki xj.
U procesu diskretizacije Capliginove metode ostaju pro-
blemi prisutni i u njenoj analitidkoj formi, a koje treba reliti

prilikom primene metode. To su: odredivanje poletnih aproksima-
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cija ( okvirnih krivih ) uo(xi), vo(xi), i=1l...4n, ispitiva-
nje znaka izvoda f;'(x,y) u oblasti gde se trafi reSenje ( to
je oblast odredena okvirnim krivama u (x), v (x) i pravama x =
Xo9 X = X ) i odredivanje sledeéih aprok31ma01aa kada su poznate
prethodne. Pored ovih problema javlja se novi problem: ocena ra-—
zlike izmedu talnog i diskretizovanog resSenja.

U narednim odeljcima predloZena su neka reSenja pomenu-
tih problema sa naglaskom na oceni tadnosti diskretizovanih apro-
ksimacija.

3e%e Odredivanje poletnih aproksimacija

Poletne aproksimacije za Capliginovu metodu u analiti-
¢koj formi mogu biti odredene na nekoliko nadina. Neki od tih
nadina mogu se jednostavno primeniti prilikom diskretizacije Ca-
pliginove metode, dok su drugi manje pogodni. Navodimo nekoliko
postupaka za odredivanje podetnih aproksimacija koji se mogu pri-
meniti prilikom diskretizacije.

Postupak 3.3.l. Postoje klase klase diferencijalnih je-
dnacina za koje se mogu odrediti funkcije W (x) i Y (x) tako da
se sva resenja tih diferencijalnih jednadina, koja prolaze kroz
tadku ( Xy ¥, ), nalaze izmedu funkcija ¥Y(x) i Y(x). Funkcije
P(x) i Y(x) moZemo nazvati graniénim funkcijama za klasu difere-
ncijalnih jednadina &ija refenja se nalaze izmedu njih. Nekoliko
opStih metoda za nalaZenje granidnih funkcija odredenih klasa di-

ferencijalnih jednadina, opisano je u knjizi [BOJ.
Prilikom diskretizacije granicne funkcije se mogu uzeti

za podetne aproksimacije ako ispunjavaju odredene pocdetne uslove.
Na osnovu njihovog analitidkog oblika, u nizu tadaka X5 i=1,.
.+, izradunavaju se vrednosti poletnih aproksimacija. Ako se
problem reSava na radunaru, funkcije € (x) iV¥W(x) ( odnosno uo(x)
i vo(x) ) bi se zadavale preko neke funkcijske naredbe, ili na ne-
ki drugi nadin, zavisno od programskog jezika.

U sledeéa tri primera za dati Cauchy-ev problem ( za od-
redene klase diferencijalnih jednadina ) navedene su graniine fu-
nkcije. Primeri su uzeti iz [30] gde se i dokazuje da vazi:

Y(x) £ y(x) € Y(x).
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Primer 1. Za Cauchy-ev problem:

L 4 2

2
| Y = mXxX +n exp(-ky )’ y(xo)"yog ( k'm’neR+ )
kada su X , Y,y ¥, ¥ > O, granine funkcije su:
- me 3 _ .3
C(x) =y, + z( x7 = x7 )

€x) =3, + 3( x> -x2) +n(x-x ).

Primer 2. Ako imamo:

a+y2

y = 59 I(X) =3, (aber")

ab + x + by
granicéne funkcije u oblasti x>0 i y>0 ( X,> 0y J,> 0 ) su:

Primer 3, Neka je dat Cauchy-ev problem:

2
vy o= 35+ £(x), y(x,) = 3,

gde je f(x) pozitivna, dovoljno glatka funkcija na intervalu
[dl, de] i vazi: M £ f(x) < N. Granidne funkcije u ovom slu-

caju su:
TN+ Neg((x-x ¥ )

NE o+ 3,88((x-x,NF )
JNH + Mtg((x-x NM )
\M + y te((x-x )NM )

€(x)

Y(x)

Opisani postupak 3%.3.l. nije univerzalan. PostoJe dife-
rencijalne Jjednacine za koje je teSko odrediti granicéne funkcije,
a sko je i moguée, razmak izmedu ovih funkcija moZe da bude veli-
ki, Sto znadi da nisu prihvatljive kao poletne saproksimacije =za
Capliginovu metodu. Osim toga, ako je kvalitativna analiza dife-
rencijalne jednadine ( pomoéu kvalitativne analize odreduju se
graniéne funkcije ) sloZen posao, onda se primena ovog postupka
ne isplati. .

Postupek 3.3.2. U knjizi[:G:]dokazano je da za problem
(1.2.1) vaZi: u(x)< y(x) £ U(x) pri demu Jje:
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< |

u(x) = y, = .L exp(L(x-t)) [£(t,5,)]| dt
"

U(x) = y, + Jx exp(L(x-t)) |£(t,5,)| at
(o]

gde je L Lipschitz-ova konstanta. Za funkcije u(x) i U(x) vaZi:
u(xo) = U(xo) = ¥, pa prema tome gko razlika izmedu njih nije ve-
lika, mogu biti uzete za poletne aproksimacije ‘uo(x) i vo(x).
Prilikom diskretizacije za odredivanje vrednosti funkcija uo(x)
i vo(x) u évornim tackama, treba vrsiti numerilku integraciju.
Pored neophodnosti primene numericke integracije, lo3a strana
ovog postupka je sto pre primene treba odrediti i Lipschitz-ovu
konstantu, '

' Primer 1. Neka Jje dat Cauchy-ev problem:

y = x2 + y2, y(0) = O.

Treba naéi reSenje ovog problema na odselku [0, 0.5] sa
korskom h = 0,1. Za Lipschitz-ovu konstantu moZemo uzetu L = 1.
Vrednosti podetnih aproksimacija u ¢vornim talkama , dobijene po-
moéu postupka 3.3.2. prikazane su u sledeéoj tablici.

X 0.1 0.2 O3 O & 05

N X .. -
vz%x§ 7 000034 | 7 000281 | 3 0,00972 | § 0.02365 | 3 O.O474H

Postupak 3.3%.3%. 2Za analitilki oblik Capliginove metode
ovaj postupek opisan je u [10]. Neka je funkcija f(x,y) zadatka
(1.2.1) neprekidna u oblasti D = xos x < X, +od, |y - yolgﬁ)
(oy >0 ). Uvedimo sledeie oznake: '

. . 1%
m = min f(x,y) M = max f(x,y) b = min ( oL = ) .
(x,3)eD W) (x,y)GD ’ ’ * T %

Kao poletne aproksimacije na intervalu G mogu biti uzete:
uo(x) =3, +m( x - x, ), vo(x) =3, + M( x = x Ye
Prilikom diskretizacije glavni problem je odredivanje
konstanti m i M. Postoje algoritmi za nalaZenje m i M
( videti [12] ), a1i primena ovih algoritama &ini postupak
odredivanja podetnih aproksimacija komplikovanim.
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Primer 1. Za zadatsak: :
y  =x+2y°, 3(0) =o0,
u oblasti D = [0,1] x[0,1] , m =0, M= 3 pa se na intervliu
[0, 1/3] kao podetne aproksimacije uzimaju funkcije:

Postupak 3.3.4. Ovaj postupsk zasniva se na Capligino-
voJ teoremi 1.3.1 o diferencijalnim nejednakostima. Ideja Je
da se formira klasa tzv. probnih funkcija i da se u toj klasi

traze poletne aproksimacije. Klasu probnih funkeija treba da &i-
ne funkcije koje zadovoljavaju isti pocetni uslov kao. i reSenje
problema (1l.2.1l) i imaju razlidite brzine radéenja ( opadanja ).
Iz klase probnih funkcija bira se jedna funkcija u = u(x) i ispi-
tuje se da 1i zadovoljava Jjednu od nejednakésti:

(3+3.1) u’ 2 f(x,u) ili u’ < f(x,u)

na intervalu gde se traZi reSenje. U zavisnosti od toga koja
nejednakost je zadovoljena, funkcija u(x) se uzima za jednu po-
detnu aproksimaciju. Ukoliko funkcija u(x) ne zadovoljava ni je-
dnu od nejednakosti (3.3.1), uzima se nova funkcija iz klase pro-
bnih funkcija i procedura se ponavlja. Izbor klase probnih fu-
nkcija zavisi od problema koji se resSava, tj. od funkcije f(x,y).

Primer 1. Neka Jje dat Cauchy-ev zadatak:

(3.3.2) ¥ = % + y° - 32.1, y(0) = 0.1
i neka se tra¥i reSenje na intervalu [0,1] . Za klasu probnih
funkcija uzmimo funkeciju ¥y = c,X + ¢, sa konstantama cq i
Co koje mogu da se variraju. Ustvari, menjamo konstantu cq tako
da bude zadovoljena jedna od nejednakosti u (3.3.1l), a konsta-
ntu ¢, birsmo tako da vazi: Ch = T, = CyX, « Postupajuéi na
taj nddin za zadatak (3.3%.2) nalazimo sledele poletne aproksi-
macije:

uo(x) = - 33X + 0.1

vo(x) = O.1lx + 0.1

_ Postupak 3.3.4. sustinski je eanaliticki i nije pogodan
za diskretizaciju. Jedan od nadina diskretizacije bio bi da se
za probne funkcije ispituje vaZnost nejednakosti (3.3.1) u &vo-
rnim tadkama. Jasno, ukoliko jedna od nejednakosti (3.3.1) za
odredenu probnu funkciju vaZi u svim dvornim talkama ne znadi
da ée va%iti na celom odselku gde se traZi reSenje. ‘
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Pored opisanih postupska 3.3.l. - 3.3.4. za izbor po-
detnih aproksimacija moZe da se koristi i neka metoda 2za numeri-
¢ku integraciju diferencijalnih jednadina. Vrednosti podetnih
sproksimacija izracunavaju se oduzimanjem ( dodavanjem ) odrede-
nih veli¢ina dobijenim pribliZnim vrednostima u &vornim tadkama.
Za razliku od opisanih postupska 3.3.1l. - 3.3.4. ovekav nadin
odredivanja poCetnih aproksimacija susStinski je diskretan. NaZa-
lost dobijene vrednosti najceSée nisu pouzdane zbog toga Sto je
teSko,u opStem sludaju, precizno oceniti gresku kod numeridkih
metoda za resavanje diferencijalnih Jjednadina. Osim toga, kori-
Séenje nove numeridke metode za resSavenje diferencijalnih je-
dnadina ( u okviru Capliginove metode ) udinilo bi Capliginowvu
metodu isuviSe komplikovanom.

3.4, Ispitivanje konveksnosti

Uslov za primenu Capliginove metode opisane u odeljku
l1.3. Jje da f:;,‘(x,y) > 0 u oblasti E ={ X, < ¥ <b, uo(x)sy(x)
va(x) . Ukoliko je f&'(x,3)~$ O u oblasti E, metoda se moZe

takode primeniti s tim Sto funkcije uk(x) i vk(x) menjaju me-—
sta u formulama 1.3.2, l.3.4. i l.3.5. Znali, bitno je da
f&'(x,y) ima isti znsk u oblasti E.

Prilikom diskretizacije u vezi sa ovim Jjavljaju se dva
zadatka:

1° odredivanje izvoda f£f(x,y) i

2° ispitivanje znaka izvoda f&'(x,y) u oblasti E.

Oba zadatka mogu se re3avati analitic¢kim putem. Ako je funkcija
f(x,y) sloZenija, taj posao moZze da bude mukotrpan. Osim toga,
ukoliko se Capliginova metoda realizuje na racdunaru, pogodnije
je, sko je moguée, da se i_ispitivanje konveksnosti izvrsi na
radunaru.

| zadatak 1° je lak3i za reSavanje na pojedinim progra-
mskim jezicima ( na primer, LISP ), na drugim je teZi, ali u
principu mogu se naéi (napraviti) algoritmi za diferenciranje
odredenih klasa funkcija.

zadatak 2° je drugacije prirode. U suétini zadatka 2°

je kontinualnost. Naime, znak drugog izvoda trebalo bi ispitati
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u kontinum mnogo taeka, a na diskretnom radunaru teorijski je
moguée samo u konadno mnogo tadeka. Zbog toga ovaj zadatak nije
pogodan za reSavanje na danas$njim diskretnim radunarima,

Da bismo izbegli reSavanje zadatka 10, koristic¢emo sle-
deéu definiciju konveksnosti,

Definicija 3.4.1. Funkcija ¥ (x) definisansa na odselku
[y 3] Je konveksna na ovom odselku gko za svako a,be [o , ]
vaZi: |

A¥o se u (3.4.1) promeni smisao nejednakosti, za funkciju ‘€(x)
kaZe se da je konkavna .

( Cesto se funkcije koje ispunjavaju uslove definicije
3.4.1. nazivaju Jensen-konveksne funkcije. )

Koristeéi se definicijom 3.4.l. problem ispitivanja ko-
nveksnosti funkcije svodimo samo na zadatak 2°. Zadatak 2° re$i-
éemo samo"aproksimativno". Naime, usled nemoguénosti da ispitamo
konveksnost funkcije pomoéu radunara, ispitivaéemo T -konveksnost.
Prethodno definiZimo pojam T-konveksnosti.

Definicija 3.4.2. Neka je funkcija ¥(x) definissna naz
intervalu [, 3] i neka je ol = X <X3< eeo <X, =3 . Funkcija

P(x) je % -konveksna na intervalu [« , ] ako vaZi:

(3.4.2) e (x;) ¥ i) ; ©Fiv)) s i=1,eee,n-1.

Ukoliko se promeni smisao nejednakosti u (3.4.2), za funkciju €(x)
se kaze da je T -konkavna.

Iz definicija 3e4e.l. i 3.4.2. zakljucujemo da je konve-
ksna funkecija uvek T-konveksna, a da obrnuto ne mora da vaZi.
Ukoliko je funkcija ¥ (x) dovoljno glatka ( sa takvim uglavnom u
praksi operiSemo ) i T mala velidina, onda T-konveksnost moZe
sluZiti kao nekakav pokazatelj konveksnosti. Dakle, nadalje éemo
konveksnost funkcije zamenjivati T-konveksno3éu i umesto ispiti-
vanja konveksnosti, ispitivac¢emo T-konveksnost. Ovim smo izvrsili
diskretizaciju problema konveksnosti, ali sa diskretizacijom ja-
vlja se i nepouzdanost u ocenjivan,ju konveksnosti.
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Na osnovu definicije 3.4.2. definisaéemo T-konveksnost
funkcije f(x,y) u odnosu na y u oblasti E,.

Definicija 3.4.3. Funkcija f(x,y) je T-konveksna u
odnosu na y u oblasti E ako je za svako fiksirano xs (i=1,...
, n ) funkcija f(x,y) T-konveksna na intervalu Luy(x4), vo(x5)]e

Na osnovu definicije 3.4.3. moZemo nadiniti algoritam
za ispitivanje T-konveksnosti funkcije f(x,y) u odnosu na y u
oblasti E. Pretpostavimo da znamo funkciju £(x,y), nizove
u ;= uo(xi), Vi = vo(xi) i konstante a,n i T.

ALGORITAM 3.4,

Korek 1 Za i = 1,2,...,n, izvr3iti koreke od 2 do 5.
Korak 2 Neka je:

[-Voi - uoi‘] + 1

m =
T
v . — -
t = oi ~ Yoi
= o Ps

Korak Za j = 1l,..04m=1, izvrS§iti korake 4 i 5.

Korak 4 Neka Je y = uy o+ jte

Korak 5 Ako je f(xi,y-t)+f(xi,y+t)
f(xi,y) 2 5
tada izdati poruku: " f(x,y) nije T -konveksna
u odnosu na y u E, a inade nastaviti.
Korak 6 Izdati poruku: " f(x,y) Jje T-konveksna u odnusu na y u EY
Korak 7 Zavrsiti postupak.

Algoritam 3.4, lako se moZe modifikovati tako da se pored
T-konveksnosti ispituje i T-konkavnost.

Na osnovu redenog, smatraéemo da za resavanje Cauchy-evog
zadatka (l.2.1) moZemo koristiti Capliginovu metodu gko je funkci-
ja f(x,y) T-konveksna ili T-konkavna. Ako funkcija f(x,y) nije
ni T-konveksna, ni T -konkavna, originalnu Capliginovu metodu ne
moZ%emo primeniti; na raspolaganju nam ostaje neka od modifikacija
u kojoJj se ne zahteva da f&'(x,y) ima stalan znak u oblasti E.
Modifikacije Capliginove metode u kojima se ne zshteva da f&(x,y)

ima stalni znek u E, izlo¥eme su u [6] i [1].
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3.5. NalaZenje sledeéih aproksimacija

ReSavajuéi Cauchy-eve zadatke iz (1.3.4) za obidne line=
arne diferencijalne jednacine, nalazimo sledeée Capliginove apro-
ksimacije kada znamo prethodne.

Pretpostavimo da je pored funkcije f(x,y) data i funkci-

f . . .
9 xy i da se vrednosti ovih funkcija mogu izradunati na

osnovu njihovih analitickih izraza. Radi jednostavnijeg zapisa
uvodimo sledeée oznake:

Jja

£(x, u (x))
(3.5.1) p(x) = e gyuk

f(x,vk(x)) - f(x,uk(x))
vk(x) - uk(x)

(3.5.2) G (x) = -

gde su, kao i ranije, uk(x) i vy (x) oznake za gornju i donju

k~tu aproksimaciju u Capllglnovoa metodi. Neka Jje:
X

(3.5.3) I (a(x),b(x)) = exp( f a(t)at )( 3, + | £(t,b(x) +
X

O (o]
a(t)uy (t))exp( J a(z)dz)dt)

Na osnovu formula (3.5.1l), (3.5.2) i (3.5. 3), ako znamo aproksi-
macije uk(x) i vk(x), naredne aproksimacije uk+1(x) i vk+1(x),

izradunavaju se na sledeéi nacin:
(3.5.4) u,,(x) = I( p(x) , u(x))

(3.5.5) Vies1(¥) = IC q(x) 4 v (x))

' Formule (3.5.4) i (3.5.5) va¥e za snalitidki oblik Ga-
pliginove metode. Proces diskretizacije prilikom izradunavanja
sledeéih aproksimacija, zapocinje diskretizacijom izraza (3.5.4)

i (3.5.5).

S obzirom na oblik izraza (3.5.3) problem diskretizaci-
Je u ovoj fazi svodi se na numeriéku integraciju. Medutim, ovde
su moguéi razliditi pristupi. Razmotrimo neke od njih. _
Pretpostavimo da su poznate vrednosti k-te donje i gornje
aproksimacije na skupu Gh. Na osnovu ovih vrednosti moZemo formi-

rati interpolacione polinome Puk(x) i ka(x) na odsedku [xo,xgl

Pomodu formiranih interpolacionih polinoma koji su definisani na
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intervalu G, imamo moguénost da sa odredenom tadnoséu izradunamo
vrednosti k-tih aproksimacija u bilo kojoj tadki na odsedku G.

Ova moguénost dozvoljava nam da koristimo veliki broj formula za
numericku integraciju. Neka ogranidenja u pogledu obimnosti izra-
dunavanja za sada ne razmatramo. Dakle, ako zanemarimo obim izra-
¢unavanja i gresku izralunavanja, postavlja se pitanje kolika je
greska diskretizacije prilikom radunanja u§+l(x) i v£+1(x), odno-
snec, kolika je gresSka diskretizacije na jednom koraku u procesu
integracije. Sledeéa teorema daje odgovor na ovo pitanje,

Teorema 3.,5.1l. Ako su ispunjeni sledeéi uslovi kad h-0:
1° vrednosti funkcija a(x), b(x) i u (x) u (3.5.3) izraduna-
vaju sa tadno3éu ne manjom od O( hn )F;
2° Prilikom numerilke integracije kod svih integrala koJji se
javljaju u (3.5.3) gredka metode nije veéa od 0( h™2);
onda se I(a(x), b(x)) iz (3.5.3) na skupu Gh izradunava sa
gredkom O(hT) gde je = = min(rl,r2).

Dokasz Za xie Gh imamo:

[ ;

X a(t)dt = By + Ry + Ro
gde je Ry greSka koja se javlja usled ogranilene tafnosti podi-
ntegralnih funkcija, a R2 greSka metode numericke integracijee.
S obzirom na pretpostavke 1° i 2°, Ry = o(n™), R, = o(h®). Ako

je T =-min(rl,r2), onda vaZi:

i
(345.6) f a(x)dx = S? + 0( h™)
X
o
Imajuéi u vidu (3.5.6) imamo:
” rxi h T
(3.5.7) exp( -, a(x)dx) = 8§, + O(h" ).
X
o

Uvedimo sledeéu oznsaku:

(3.5.8)  &(x) = ( £(x,b(x)) + a(x)u (x))exp( I ahran)

pa Jje: fx *o
(3.5.9) I(a(x),b(x)) = exp(, a(t)dt)( y, + j g(t)dt)
x0 xO

Na osnovu (3.5.6) i (3.5.8) imamo:
s(x ) = ( f(x b(x )), alx, )uk(x ) ( S; +o( nt ).

Imajuéi u v1du pretpostavku 1° dobljamo-
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| g(xy) = gf + o(n" ). |
Zakljudujemo da se vrednosti funkcije g(x) na Gh izradunavaju
sa taénoééu o( nt ). Na osnovu ovoga i pretpostavki 1° i 2° na-
lazimo: xi
(3.5.10) f g(x)dx = SZ + o(wY ) + o( n¥ )
X
° = Slh'. + O( hr )o
Iz (3.5.7) i (3.5.10) dobija se:
h _h :
(3.5.11)  I(a(x;),b(x;)) = 85 3y, + Sp 55 + 0( kT )

h

=I" + o( n'¥),

Sto je i trebalo dokazati.

U ovom sludaju nismo obraali paZnju na obim izradunavanja.
Sa uvodenjem interpolacionih polinoma proces diskretizacije je pri-
li¢no izkomplikovan. Osim togas, nikakve racionalizacije u izradu-
navanju integrala nisu napravljene. Za izraCunavanje vrednosti je-
dne jiteracije u i-toj tadki mreZe G2 trebalo bi izradunati (i+l).
puta integral. U programu preko kojeg bi se realizovala diskreti-
zacija Capliginove metode, trebalo bi (i+l). puta obratiti se po-
tprogramu za izracunavanje integrala. Zavisno od metode za numeri-
¢ku integraciju, broj obradéanja potprogramu za izracunavanje vre-
dnosti interpolacionog polinoma bio bi znatno veéi.

Da 1i je mogude izvrSiti diskretizaciju Capliginove me-
tode bez koriséenja interpolacije?

Pretpostavlja se dag Su poznate poletne aproksimacije uo(x)
i vo(x) u konadan broj tadska na intervalu G i treba pomoéu nume-
ridke integracije izradunati uk(x) i vk(x) na Gh.

U okviru ove varijante razlikujemo dva slucaja:

(1) uo(x) i vo(x) poznate su samo u tadkama mrezZe G

u n+l tacaka.
(2) uo(x) i vo(x) poznate su u m unapred izabranih tadaka
na intervalu G gde je m> n+l.

U sludaju (1) mogu se upotrebiti jedino kvadraturne formule sa
ekvidistantnim dvornim tadkama zbog ekvidistantne prirode mreZe G?
0d Newton-Cotes-ovih formula jedino gu upotrebljive pravougaona
i traspezna formula., Zaista, sko bismo hteli da upotrebimo neku fo-
rmulu koja daje veéu taénost, pri izracunavanju, na primer, ul(xl)
potrebna Je bar jedna vrednost iz unutrasSnjosti intervala [xo, xl]
$to prema pretpostavci u ovom sludaju nije dato.

Posto trapezna formula daje veéu talnost u poredenju sa

by,
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~ Pravougaonom, razmotrimo ksko bi se radunale sledeée aproksima-
cije pomoéu trapezne formule i kolika je greska diskretizacije.
‘Konkretno, neka su poznate vrednosti uh(x.) i=o n
) B : h . k 1 ’ ’...’ ’
kako se izradunavaju uk+1(xi), i=1ye0eyn ?
Na osnovu (3.5.4) i (3.5.3) nalazimo:
jxi fxi
(3.5.12) uk+1(xi) = exp( - 4 pk(X)dx> ( yO + “ gk(x)dx )

gde je °© o

X
g (x¥) = € £(x,u (x)) + p, (x)u, (x))exp( 3’; p(tlat ).

o)
Primenom uopStene trapezne formule dobijamo:
0 i-1 }
h h h
(3.5.13) w2 (x,) = exp( - 3 J.z‘:_oop,ﬁ[(x‘.j) + DB(xg,100) (7, +

i-1
%a_go( gh(xy) + g80x;, 100, 1 = 1,.e,n.

Jednakost (3.5.13) moZemo zapisati i na sledeéi nadin:

(3.5.14) u§+1(xi) = Sg( v, * S? )
g‘de ,je i-1
so=exp(8), &8 - -8 :é:,( PR(xy) + Pp(xy,1)) i
i-1
:Sg = g ;Z;( Sg(xj) + Si(xj+1)) .

. o h
Analogno se izradunava vk+1(xi).

Sledeéim teoremama utvrduje se kolika je greSka diskre-
tizacije ako se koristi formula (3.5.13).

Teorema 3.5.2. Vrednosti. u£+l(xi) koje se dobijaju po-
moéu formule (3.5.13) ne mogu biti izralunate sa veéom tadnoséu
od 0( h% ) kad h->0.

Dokaz Greska metode kod uopsStene trapezne formule Je
velidine 0O h? )Je Znadi, relacija (3.5.12) moZe biti zapisana na

sledeéi nacdin: .
i-1

U1 (xy) = exp( - B ;,Zo ( p(xs) + py(xg,1)) + OC B2 ) ) (3, +
i-1

B ) Ceplxy) + g(xg,y)) + 0( %))

Jj=o0
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Ako se vrednosti funkcija pk(x) i qk(x) izradunavaju sa tadno-
£¢u ne manjom od O0O(h) ( lako se dokazuje da je to ostvarljivo),
dob13amo~
We,1(%;) = ex( 87 + 0(b®)) (3, + 85 + 0(b3) )
= (85 +0(6%) ) (3, + 8% + 0o(®) )
h h 2
- S2( Ty + S3 ) + o( h°)
h 2
= uk+1(xi) + 0( h° ),
8to je i trebalo dokazati.
Na isti naCin se dokazuje da vrednosti vk+1(x ) ne mogu
biti izradunate pomoéu trapezne formule sa taénodéu veéom od O(h e
Na osnovu teoreme 3.5.2. i ocene (l.3.6) lako se ocenjuje

. . h . . h
razlika izmedu uk+1(xi) i vk+1(xi).

Teorema 3.5.3%. Ako se uk+1(xi) i vk+1(xi) izradinavaju
pomoéu trapezne formule iz (3.5.4) i (3.5.5), onda vaZi:

h < 2 .C
| k+l(xi) - uk+1(xi)| ~ 0( h ) + EEE
kad h%O, ( is= 1,ooo’n )o

Dokaz Na osnovu nejednakosti trougla dobijsa se:
h h
|2 () = u (e € a0 (%) = ug g (x)] + 1y 0 (xg) = v 5 (x5
gy Gg) = Ve ()l

Na osnovu teoreme 3.5.2. i koriSéenjem ocene (l.3.6) dobijamo:

h h < 2 2 C
lvk+l(xi) - uk+1 l N o(h%) + o(h®) + EEE

2 C
o(h) + I ?
2
sto je}i trebako dokazati.

NAPOMENA: Umesto formule (3.5.12) za izraunavanje
l(x ) moZe se koristiti i sledeéa formula:

Uyt
(3.5.15) wy 1(x;) = exp( - ixpk(x)dx oy, (x5 _9) +
i-1
x
exp( - i Py (x)dx ) fxgk(x)dx
o 1-1

ako je prethodno izralunata vrednost u, 4 (xl_l).
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Razmotrimo slucaj (2) kada se vrednosti podetnih apro-
ksimacija mogu izradunati i van &vorova mrezZe Gh. ( Ovo je slu-
éaj kada su aproksimacije uo(x) i vo(x) zadate u analitidkom
obliku pomoéu neke vrste potprograma. ) I u ovom sludaju pogodne
su kvadraturne formule sa ekvidistantnim évornim tadkama, ali
cilj nam je da obezbeduju veéu talnost,

Najéesée primenjivane kvadraturne formule u praktidénim
izraunavanjima su: Simpson-ova formula i Romberg-ovo pravilo.

( videti: [3], [8] , [15].) Razmotrimo kako se ove kvadraturne
formule mogu primeniti u izralunavanju aproksimacija uk(x) i

v, (x).
k Pretpostavimo najpre da imamo potprogram za numeridku

integraciju pomoéu Simpson-ove formule preko kojeg moZemo zadati
duzinu intervala integracije i brij &vornih talaka. Pri tom broJ
¢vornih tadska za Simpson-ovu formulu mora da bude neparan,

Koliko vrednosti funkcije uk(x) je potrebno na intervalu
[xo, xl] da bi se izracCunala vrednost u§+l(xl) pomoéu Simpson-ove.
formule ? Prema formuli (3.5.12) najpre se mora izradunati inte~
gral funkcije pk(x) u granicama od x, do Xy. Za to su potrebne
vrednosti funkcije pk(x) u najmanje tri tadke: Xos Xy pp = X+ h/2
i xy. Kako se pk(x) izralunava preko uk(x), to znaldi potrebne su
i vrednosti funkcije uk(x) u ovim tacdkama., Pored ovoga,potrebno
je izralunati i integral funkcije gk(x) od x, do x;. I ovde su
potrebne vrednosti funkcije g, (x) u tadkama: x_, Xy /o9 ¥1+ No

g(xl/2) = ( f(x1/21 uk(xl/.?)) + pk(xl/2)uk(xl/2).

X1/2
exo( J Tp(m)ax )
, o

8to znadi da prethodno treba izradunati integral funkcije pk(x)
u granicama od X, do x1/2 e Za to su potrebne vrednosti funkecije
pk(x) u tadkama Xoo Xy = Xo + h/4, Xy /0 e Znadi da bi se pri-
menila Simpson~ova formula za izradunavanje uk+1(x1),potrebne
su vrednosti funkcije u (x) u talkama: x_, Xy /s Xy o9 Xpe GTre-
Ska metode se tada izraZava preko h/2 tako da se prakticno izra-
dunava uﬁ{i(xl).

Na osnovu redenog moZe se zakljuliti da za izracunavanje
vrednosti ui/z(x treba obezbediti vrednosti poletne aproksi-

macije uo(x) u tackama X i X5 = X, + h/(223), J = Oyeeeqyke
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8li¢ni zakljudeci u pogledu broja tafaka vaZili bi za intervale
[x5, x;,7] » 1 =0,...,n-1. Gredka koja se c1n1 pri izradunava-
nju aproksimacija uk(x ) je velidine O((h/?) ), kad h-0,

Isti zakljucdak vazi i za izralunavanje aproksimacije
vk(x).

Razmotrimo primenu Romberg-ovog postupka za izradunava-
nje uk(x) i vk(x). .

Pomoéu Romberg-ovog postupka obezbeduju se poletne apro-
ksimacije integrala trapeznom formulom, a zatim se Richardson-o-
vim postupkom ekstrapolacije nalaze poboljSane vrednosti integra-
la. Tacnost zavisi od broja elemenata koji udestvuju u ekstrapo-
laciji. U najedostavnijem sludaju obezbedena je tadnost od O(h4).

Sliéno kao i kod Simpson-ove metode, postavlja se pité-
nje koliko vrednosti funkcije uk(x) treba obezbediti na interva-
lu [xo, xl] da bi se pomoéu Romberg-ovog postupka izradunala
vrednost uk(xl).

U ovom sludaju najpre treba izvrsiti integraciju sa ko-
rakom h, tj. prema formuli (3.5.13) i dobiti vrednost uﬁiz (xl).
Potom treba primeniti trapeznu formulu za korak h/2 i izracunati

(2i(xl) Prilikom racdunanja vrednosti u§+%(xl) potrebne su vre-
dnosti funkeije uk(x) u tackama X0 x1/2, X, Konalna vrednost
dobija se iz formule:

N wull(x) - wi(x

)
e,y (%) - -

i pri tom je uk+1(x1) = u£+1 + 0( n* e

Prema tome, da bi se izradunalo ﬁ(xl) pomoéu Romberg-
-ovog, postupka, potrebne su vrednosti podetne aproksimacije u, (x)
u tadkama x, 1 X5 = X, + h/(2j), J = Ogeceyke

Potpuno isti postupak primenjuje se prilikom izradunava-
nja vk(xl). Takode isti zskljudci u pogledu broja tacaka vaZe i
za interval [x., xi+1] .

Ukoliko se Zeli veéa taénost pomoéu Romberg-ovog postu-
pka, potrebno je obezbediti vrednosti poletnih aproksimacija u
veéem broju tacaka.

Do sada pomenute formule za numericku integraciju mogu
se kombinovati medusobno, a i kada se pojedinadno primenjuju mo-
gu biti primenjivane na drugi nacin. Pored pomenutih mogu se ko-
ristiti i druge formule za numerilku integraciju samostalno ili
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u kombinaciji sa pomenutim.
306. Zakljuéak

éapliginova metoda je prakticdno neprimenljiva u ansali-
tidkoj formi zbog glomaznih formula u kojima se javlijaju integra-
1i koji se ne mogu odretiti tacno pomoéu kvadratura. Prema tome,
u dana3njim okolnostima, praktidna primena Capliginove metode mo-
guéa je jedino u nekom diskretizovanom obliku., Prilikom diskreti-
zacije pojavljuju se ogranidavajuéi faktori prisutni i u analiti-
¢koj formi. Iz razmatranja u odeljku 3.3. zakljuduje se da ne po-
stoji neka univerzalna metoda za izbor podetnih aproksimacija pri-
likom diskretizacije i da je u op3tem sludaju tedko garantovati
da nadene poletne diskretizovane aproksimacije ukviruju talno re-
Senje na mreZi Gh. Takode, pouzdanost u ispitivanju konveksnosti
nije zagarantovana.

Kljudéno mesto u procesu diskretizacije Jje izradunavanje
sledeéih ( na osnovu prethodnih ) aproksimacija u Capliginovoj
metodi. Iz odeljka 3.5. zakljulujemo da postoje razliditi pristu-
pi u izracdunavanju diskretizovanih aproksimacija. Svi ovde
predloZeni pristupi zasnivaju se na numerickoj integraciji i to:

1° sa koriZéenjem interpolacionog polinoma i

2° bez koriséenja interpolacionog polinoma.

Koridéenjem iterpolacionih polinoma pruZa se velika mogu-
énost u izboru metoda za numerilku integraciju, ali se znatno
uveéava obim izralunavanja. Metode za numericku integraciju i
interpolaciju mogu se izabrati teko da ukupnae grefka metode di-
skretiéacije bude mala, no zbog obimnog izraCunavanja tesko je
kontrolisati gresku izradunavanja.

U sludaju kada se ne koriste interpolacioni polinomi 2za
izraZavanje aproksimacija, ograniden je izbor metoda za numeri-
¢ku integraciju.

Kada su podetne aproksimacije poznate samo u ¢vornim
taCkama mreze Gh, izbor formula za numeridku integraciju je toli-
ko sufen da se u izradunavanju aproksimacija ne moZe dobiti veéa
" tadnost od 0O( h2 ). Ako podetne aproksimacije moZemo izradunati
u veéem broju unapred izabranih tadska, veéi je izbor formula za
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numericku integraciju, mada i dalje ograniéen. U ovom sludaju
uvedava se i obim racdunsnjae.

Prema tome, mada se mogu nac¢i specijalni sludajevi u
kojima bi diskretizovana Capliginova metoda imala prednosti nad
drugim metodama, u veéini sludajeva obim izradunavanja kod Capli-
ginove metode znatno Jje veéi nego kod drugih metoda, a algoritam
za njenu realizaciju je sloZeniji.

Iz svega izloZenog sledi da se Capliginova metoda nme mo-
Ze preporuditi kao efikasna metoda za nalaZenje pribliZnih rese-
nja diferencijalnih jednacina.



4, DVOSTRANE ITERATIVNE METODE ZA RESAVANJE

CAUCHY-EVOG ZADATKA OBICNIH DIFERENCIJAINIH
JEDNACINA

4,1. Osnovni pojmovi i postavka zadatka

. Neka je dat problem (1.2.1) i neka je odreden skup ta-
daka Gh = xi| X, = X + ih, i = 0,.ee4n } 2a korak h>0. Dalje,
neka neprekidna funkcija f(x,y) iz (1l.2.1) zadovoljava Lipschitz-

-0V uslov,

Definicijs 4.l.1. Dvostrano aproksimaciono reSenje pro-
blema (1l.2.1) reda p-1 ( p21 ) u tadki x; Je interval Yi =
[yl.l) . yg] za ¢ije granice vaZi:

D G P~ +
(4.1.1) 33 , 5 € { yp, 50 }

gde Je
y(x;) = 3P - o QCEHL® + o BP*)

¥ +1
y<xi) = yi[P i ) e(ni)hp + 0O( nP )
pri cemu konstante Cys Co€ R* kXad h—>0 i nh = X, = %55 tacke

gi,TLiE [xo, xi}; funkeije Pl(x) i Pg(x) su neprekidne na inte-

rvalu ‘[’_'xo, xn] , & vrednosti Pl(Ei) i \62(71:0 su istog znseka.

(4.1.2)

Nas zadatak je da odredimo sproksimaciono reSenje reda
p-1 na intervalu [x_, x| za zadatak (l.2.1).

U definiciji 4.l.1. od znaka vrednosti Pl( Ei) i \6’2(711)
zavisi da 11 je yfJ 2 yP1 111 yPlc y P, “vreanosti

yli) i y(.i biraju se tako da je: '
ylj)- = min {yirp—] . yl[pﬂ}
(4.1.3)

yg = max{yi[p-] ’ yilpﬂ}

Da bismo u zapisu intervala Yi istakli da su njegove

granice odredene kao u (4.1.3), ponekad ¢emo koristiti oznaku
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Y%Pl Pored ove, koristictemo oznake ng"], odnosno ‘P;p{] za

slede¢e vrednosti proizvoljne funkcije Y (x,y): \]](xi . y%P{]),
%Kxi , yépﬂ ). Ukoliko nije bitno koja granica intervala Y{p]
Jje u pitanju, koristiéemo oznaku yéb], a \yép} Jje tada oznaka
za vrednost funkcije ﬂJ(xi . yip]).

Pretpostavimo da su poznati intervali %}P] za koje
vaZi: y(%ﬁ)e Y[p], [ = 0y00eyk=1. Takode, pretpostavimo da su
poznati intervali Y%Ei za koje vaZi y(xi+k)é Yggi s 1 = Ogeee,
n-k i q<p.

Glavni problem u okviru opSteg zadatka je kako od pode-
tnih, grubih aproksimacionih intervala YEE& dobiti savrsienije
aproksimacione intervale za koje bi vaZilo:
y(xi+k)€ Yggi « Ovaj problem je reSen u sledeéem odeljku pomodu
algoritma za usavrdavanje podetnih aproksimacionih intervala,

4,2, Algoritam za usavrsSavanje pocetnih
aproksimacionih intervala

U cilju resenja postavljenog zadatka biramo linearnu
viSekoraénu metodu:
> >
(4.201) (i.yo = h f.
=g 37143 £ Patisg
kod koje su ey i (35 konstente, oLy # 0, |eL|+ | I # o,
k21 i B # O.
Metodu opisanu formulom (4.2.1) biramo tako da ima lo-
kalnu gredku diskretizacije velidine O nP+1 ) i da je strogo

stabilna,
Formulu (4.2.1) moZemo zapisati na sledeéi nacdin:
k-1 k-1
(42.2)  F3,p 3.4:;5”3 ipg * BOOLT; g + ;,Zo 63545 )

gde su uvedene oznake: :
T“a = dj/(xk ’ .j = 0,0-0,1{"1, 53 = pj/)lk ’ j = 0,...,k.
Granice intervala Yi&i usavrsavaéemo pomoéu formule
(4.2.2) koristeéi se iterativnim postupkom. U sledeiem algoritmu
donja i gornja granica i-tog intervala dvostranog aproksimacionog
D

refenja reda p-l, oznalene su sa N i yg, Ukoliko je red



o4

dvostranog aproksimacionog resSenja razlidit od p-1l, donja i gornja

granica i-tog intervala bile oznaCene drugadije. Na primer, gra-
nice intervala Y[E) g F= Ojeeey,k=1 su yﬁ i Zﬁ i biée kori-

Séene kao startne vrednostl za metodu (4.2.2). Donju i gornju gra-
G,0

nicu intervala Y'9J adiéem UsO 4 ;
itk ©°zn ¢emo, redom, sa y£+k 1 Jiix

su podetne vrednosti koje usavrzavamo do reda p-l.

i to

ALGORITAM 4.2,

Korak 1 Za ff = 04e.e,k-=1 uéitati granice yﬁ-i yﬁ intervala ¥}pl

Korak 2 Za i = 0,e..,n-k, izvr3iti korake od 3 do 13.

D,o " . G,o0 [q]

Korak 3 Ucitati granice yi+k i y1+k intervala Y1+k .
Korak 4 Neka je V= O,
Korak 5 TIzvrS8iti korake 6 i 73
> k-1
. V+1
Korsk 6 neka je J;l. ;Z;mln( ijl+a ’ §b7i+a ) +

h(min( Skf(x1+k ’ yJ.+k )s 8kf(x1+k ’ yl-i-k )+
k-1

;;omln(g f(x1+a’ y1+a)’ S. f(x1+a ’ 1+J ),

Korak neka je Vv =Yy + 1,

D,V \Y
sve dok ne bude ispunjen uslov y1+k = y?lk+l

D V+1
Korak 8 Neka je Jj,, = ia%
Korsak neka je v = O.
Korek 10 Izvrsiti korake 11 i 12:

k-1
. G,Vv+1 G

Korak 11 neka Jje yilk = ZZ#ax( &jy£+j ’ &Byi+j ) +

h<max(5‘f(x1+k ’ y]:3+k )s 8 f(x1+k ! yi+k )+

k-1

2 mex(bytlny 5 5 93,9, 8,8Chs 5 » T4y 0D
Korak 12 neka je V =V + 1,

sve dok ne bude ispunjen uslov yglz - yg;i+l .
V+1
Korak 13 Neka je Jo,,. = Jiln b e

Korak 14 Za j = 1,...,n Stampati granice ;5 i T3 intervala Yj.
Korsk 15 Zavr8iti postupak.
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U opisanom algoritmu vr8i se usavrS3avanje granica
intervala Yi+k sve dok ne dode do poklapanja dve uzastopne
aproksimacije. Algoritam se moZe lako izmeniti tako da broj
iteracija bude unapred fiksiran., U algoritmu su kljudni kora-
ci 6 i 11 preko koJjih se odvija proces usavrsavanja, a koJji se
zasnivaju na formuli (4.2.2).

4,3, Problemi dvostranih aproksimacionih
metoda tipa prdiktor-korektor

Algoritam 4,2. predstavlja korektor-komponentu za
prediktor-korektor metodu gde prediktor-komponenta nije odre-

dena. Da bi metoda za nalaZenje dvostranog aproksimacionog
resSenja zadatka (1.2.1) bila kompletna, treba rediti sle-
dela pitanja:
l. U sluéaju kad je broj koraka k>1, kako naéi startne
aproksimacione intervale %Jp], J= 0geeeyk=1 ?
2+ Kako odrediti podetne aproksimacione intervale Y
(i=04eeeyn=k), tj. koju metodu koristiti kao

[a}

i+k

prdiktor ?

3+ Koji uslov treba da bude ispunjen da bi vaZilo
y(x;,40€ Yégi, (i=0,eee4n-k), tj. da bi algoritam
4,2, davao Zeljene rezultate ?

Pored ovih pitanja pojavljuju se i pitanja koja su tipi-
éna za linearne viSekoralne metode kao Sto su: kada ée konvergi-
rati proces opisan koracima 5 i 10 u algoritmu 4.2, kako izabra-
ti korak h da se dobiju optimalni rezultati dr. Ova pitanja su
detaljno razmatrana u knjigama [21] i [14] pa ih ovde neéemo ra-
zmatrati. Napomenimo da ée proces opisan koracima 5 i 10 u algo-
ritmu 4.2. konvergirati ako je ispunjen uslov: h <1/(Lf).

Da bi se izbeglo ispitivanje ovog uslova, cesto je u korektor-ko-
mponenti broj iteracija unapred zadat.

Medu navedenim pitanjima pitanje 1 javlja se uvek kod
viSekoradnih metoda kada je k >1. Pitanje 2 je karskteristiéno
za svaku prediktor-korektor metodu. Medutim, kod dvostranih apro-
ksimacionih metoda pitanja 1 i 2 viSe dolaze do izraZaja zato
Sto treba odredivati intervale, a ne pojedinacdne talke. Pitanje 3
pojavlijuje se samo kod dvostranih aproksimacionih metoda.
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Razmotrimo neke odgovore na pitanja 1,2 i 3,

1. Za odredivanje startnih intervala Yy , f= 0,s4.,k-1
u sluéaju kada je k> 1 mogu se koristi dvostrane jednokoradne me-
tode. Mada dvostrane jednokoradne metode nisu rasprostranjene keo
jednokoracne, mogu se sresti u primeni, Dvostrane metode tipa
Runge-Kutta opisane su u [22] i [23]. Metode intervalne sanalize
opisane u [27] i [33] mogu biti takode koriSéene za odredivanje
startnih intervala. Imajuéi u vidu rezultate 3. glave, u izvesnim
sluéajevima moze se koristiti i Capliginova metoda. U [18] su opi-
sane neke hibridne dvostrane metode koje se takode .mogu iskori-
stiti za odredivanje startnih intervala.

2. Dvostrane hibridne metode iz [18] su odgovor i na
drugo pitanje. Naime, kao prediktor moZe da se koristi slededa
hibridna metoda:

5 2. .
fii = £+£Ll hfi;éll
2 o 2
(4.3.1) 1[+k] = 1[+k] 1+ hfl[-l-.:l]{
Ef? - 1[31’:] 1+ hfl{ffg 1

Lokalna greska diskretizacije za metodu (4.3.1) Je:

w.3.2) LB 2 23 wyrr(xg,, ) + 0 B7)

U metodi opisanoj formulama (4.3.1) za odredivanje pode-
tnih intervala svuda gde je donji indeks i+k-1, a gornji indeks
( u uglastoj zagradi ) 2, ako je pogodnije za izradunavanje gornji
indeks se moZe zameniti sa p. To znali da ée se za odredivanje
sledeéeg poletnog intervala koristiti prethodno usavrSeni interval.
U sludaju da se Zele precizniji podletni intervali, moZe
se koristiti hibridna (ili neka druga) metoda koja daje veéu tadnost.
Obidno u takvim sludajevima prediktor metoda postaje komplikovanija.
Na primer, uv[18] je opisana metoda koja ima lokalnu gresku diskre-
tizacije oblika:

t
< 1[1:1:] = 2 2%6 nty ()¢ X3 4k-1)

Pored metode opisene formulama (4.3.1) u [18] su navedene i druge
hibridne metode razlidite talnosti koje se mogu koristiti kao pre-
diktor-komponente u dvostranoj prediktor-korektor metodie.

Kao prediktor-komponente ne moraju biti korisdéene isklju-
¢ivo hibridne métode, veé ma koje dvostrane metode koje nisu isuvise

+ O( h5 )o
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komplikovane. Na primer, mogu se koristiti neke metode iz ode-
l1jka 3,2.

3+ U vezi sa pitanjem 3 navodimo teoremu koja kazuje
kada se talno reSenje nalazi izmedu granica intervala
dobijenih iterativnim putem pomoéu algoritma 4.3,

Teorema 4.3.,le Ako su ispunjeni uslovi:
(a) y(x )G Ylp] ? N= O,oco,k—l,

(b)) y(x5,,0¢ Y_,_[‘ﬂ( y 1=0,4eee,n-k i q<p,

(¢) parcijalni izvod afyay je neprekidan i stalnog
znaka u okolini resSenja y(x),

(d) 1linearna viZekoradna metoda (4.2.2) ima lokalnu
greSku diskretizacije veliine O(hp+1) kad h-~>0,
onada vaZi:

D,V p+l G,V
(443.3) Vil < ¥(xg,4) + 0(b"77) < g

za i = 0,...,n-k i V= 1,2’000

Dokaz DokaZimo da (4.3.3) vaZi za i = 0, tJ. da vaZi:

(4.3.4) yg’v < y(xk) + o(hp+1) < yg.&ia ‘)"la29‘°°

Nejednakosti (4.%.4) dokazaéemo matematicdkom indukcijom po V.
DokaZimo da (4.3.4) va¥i zaV= 1.
Na osnovu pretpostavke pod (a) vaZi:
(4.3.5)  min(pgD 5 F3° ) < FaT(x) < max(fsyD , payS )
Jv 3 33 B JvJ Jv3J

28 J = O,eeey,k=le Na osnovu pretpostavki pod (b) i (¢) vaZi:

(4.3.6) min(§2(x,, ¥21°), 6, £(x, ,787°) < §£(x,, ¥(x)) <

max(&kf(xk,yk’o) Y Skf(xk’yk O) )o
Pretpostavke pod (a) i (b) obezbeduju da vaZzi:
(4.3.7) min(§;£(x5, 73) Sfcx;,,yC*)) < b8(x4,7(x4)) <

| max(Sf(x EILLCORD
28 J = 0yly,00e,k™1s :

Mno¥eéi nejednakosti (%4.3.7) i (4.3.6) sa h i sabiraju-
éi sa (4.3.5) doblaamo.

(#.3.8)  ypob < Zrﬂx) + n ZS RICTRICR IS Lol

j=o
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Na osnovu pretpostavke pod (d), imajuéi u vidu defini-
ciju lokalne gresSke diskretizacije u odeljku 1l.2. dobijamo:

(4.3.9) y£’1 < y(xk) + O(hp+1) < yg'l

Sto znadi da (4.3.4) vaZi za v = 1,
Pretpostavimo da za V > 1 vaZi:
e < ¥(x) + o@P*l) < G

Na osnovu ove (indukcione) pretpostavke vaZi:

(4.3.10)  min(§ £(x,35"" ), 8 £(x 75" < & £(x,, 7(x )+0(xP*1))

< max(9,£(x, ¥2V) , 6 £(x., ¥¥V) ) .
Imajuéi u vidu pretpostavku pod (c¢) doblaam0°
(4.3.11) min(§ £(x ,72"), 8, £(x, ,y5sY ))<§<f(xk,y<xk>>+o<hp+1>>

< max(if(xko yﬂ,") N gkf(xk’ yk oY ))0
MnoZeéi nejednakosti (4.3.11) i (4.3.7) sa h i sabirajudi sa
(4.3.5) 1mamo-

SRR Zty(x yene 2, §E Gy (x)) 4 0P < EVeL,
J=o0
Ovim smo dokazsali da za i =0 i Ve 1,2,... vaZe nejednakosti

(4e343).
Indukcijom po i za O <i<n-k mna slicdan nadin se doka-

zuje da za svako i = 0,1,e..,0n=-k VaZe nejednakosti (4.3.3).

Sa tim bi bio kompletiran dokaz teoreme 4,3,1,

U teoremi 4.3.1 pretpostavka pod (b) u vezi je sa globa-
lnom gresSkom diskretizacije. Naime, pretpostavka pod (b) kazuje
da je globalna greska diskretizacije kontrolisana veé pomoéu pre-
diktora. O ponasSanju globalne grefke diskretizacije u okviru pre-
diktora, teorema 4.3.1 niSta ne kazuje.

Teorema 4.,3,1 takode ne kazuje nista o Sirini interva-
la [y2+k ’ 7§+k] . Da se Sirina ovog intervala ne bi naglo uve-
éavala, potrebne su neke pretpostavke o stabilnosti korektor-ko-
mponente, U odeljku 4.2. mi smo pretpostavili da Je koriséena
metoda opisana pomoéu formule (4.2.2) strogo stabilna, U najveéem
broju sludajeva stroga stabilnost obezbeduje da se pomodu algori-
tma 4,2, dobiju dobri rezultati. ‘

Odredivanje startnih intervala i ispitivanje kada ée va-
?iti pretpostavka pod (a) zahteva analizu jednokoraénih dvostranih

metoda , 3to éemo ovde izostaviti.
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NAPOMENA: Iz izloZenog se vidi da se opisana dvostrana
prediktor-korektor metoda moZe bez veéih tedkoéa primeniti i na
sistem diferencijalnih jednadina, tj. na vektorski sludaj,

4.4, Primeri

le primer
Neka Jje dat Cauchy-ev zadatak

(4e4.1) 7 ;(o';? : :xP(x)

TraZi se reSenje zadatka (4.4. 1) na intervalu [O 1] za korak
h = 0.1 sa greskom reda O( n> ) u intervalnom obliku.

Tadno (teorijsko) reSenje zadatka (4.4.1) je y(x) = xexp(x).

Za resavanje postavljenog zadatka primeniéemo dvostra-

nu prediktor-korektor metodu i u tadlkama {xi = ih i = 1,...,10}
resenje predstaviti u obliku intervala Yi'

Kao prediktor korisriéemo metodu opisanu formulama
(4.3.1), a kao korektor Adams-Moulton-ovu metodu:

(4.4,2) Y540 = F31 + (h/12)( 5f;,0 + 8f;,9 = f5 D

kod koje je lokalna greska diskretizacije oblika:

- Sy, £elx; » Xy,p)

Po3to je vrednost y(xo) poznata, od startnih intervala
treba odrediti samo interval Yl za tadku X = Oel. Pretpostavimo
da je to uradeno nekom od pomenutih metoda u odeljku 4.3,

Rezultati primene dvostrane prediktor-korektor metode
prikazani su u tablici 4.4.1l. Prva i druga vrsta sadrZe, redom,
donju i gornju granicu intervala nskon primene dvostrane hibridne
metode (4.3.1). Treda i Eetvrta vrsta sadrZe donju i gornju gra-
nicu intervala naskon primene korektora (4.4.2)prema algoritmu 4.2,
Po vrstama su prikazani rezultati neskon prve i nskon druge itera-
cije. U petoj vrsti navedeni su numericki rezultati,koji se dobi-
jaju iz tadnog (teorijskog) reSenja, na 6 decimala.

Napomenimo da je koriSéena prediktor-korektor metoda
oblika P ( EC )T sa fiksiranim brojem iteracija r = 2.



TABLICA 44,1
3 X 0.1 0.2 0e3 0.4 0e5 0.6 067 0.8 0.9 1.0
4D2 0.10000 0.2%3195 0.39065 0.58017 0.80528 1.07132 1.38442 1.,75152 2.18051  2.68037
y&2 0.12052  0.25595 0.41848 0.61245 0.84245 1,11413  1.43364  1.80804  2.24533  2,75461
1.0 0.24%66 0.40419 0.59580 0.82%29 1.09205 1.40823 1.,77878 2.21180  2.71617
Dy
v
5. | 0.11040 0.24414 0.40475 0.59645 0.82404  1,09291  1.40922 1.77996  2.21310  2,7176¢
1. 0.24487 0.40568 0.59761 0.82542  1.09455 1.41116 1.78226 2.21581  2.7208!
Gy
7 5.1 0.11060 0.24441 0.40515 0.59699 0.82471  1,09373  1.41022 1.78118  2.21458  2,719%
7r 0.110517 0.244280 0.404957 0.596730 0.824360 1.093276 1.409627 1.780433 2.213643 2.71828]




el .

2, _primer

Zsdatak je da se odredi numerilko reSenje Cauchy-evog
problema:
1

(4.443) N*(x+2)
y(1) = \J3 = 1.7320508

na untervalu [1,2] sa korakom h = 0,1 koriSéenjem dvostrane pre-
diktor-korektor metode sa tadnodéu 0O( n? e

Diskretan skup talaka u kojem traZimo redenje je { X; =
1+ih, i=1,...,10} o Kao prediktor i u ovom slulaju koristiéemo
metodu (4.3.1), a kao korektor Adams-Moulton-ovu metodu:

h
(4olted) Ti.z = TFyup +o( 9,z + 1985, =585, + 3 )

¢ija lokalna greska diskretizacije je oblika:
- 1 5,(5)
gfi+5 -72%—_113 (8), X1 € § $¥4,3,

Dakle, u ovom sludaju je p = 4, a q = 2.
Tadno redenje zadatka (4.4.3) Je

(4.4.5) y(x) = \x(x+2).

Numericki rezultati prikazani su u tablici 4.4.2. Kao i
u prethodnom primeru, prva dva reda sadrze donju i gornju granicu
intervala nakon primene prediktor-komponente., Treli i Cetvrti red
sadrze donju i gornju granicu intervala nakon primene korektora
(4.4.4), a peti red sadrZi numeridki izraZeno tacno reSenje na
7 decimala, Regultati u treéoj i Cetvrtoj vrsti dobijeni su nakon
prve iteracije.

Pretpostavljeno je da su startni intervali poznati u ta-
Ckama 1.1 i l.2. |

4,5, Zakljulsk

Iz navedenih primera vidi se da su rezultati dobijeni
numeridkim izradunavanjem u skladu sa teorijskim rezultatima, U
oba primera kao korektor koriSéena je jedna od Adams-Moulton-ovih
formula. Adams-Moulton-ove metode su pogodne kao korektor -kompo-



TABLICA 4,4,2

101 1.2 1.5 1‘4‘ 1.5 1.6 1.7 1.8 109 200

1.84574  1.95885 2.,07061 2.18120 2.29081 2,39958 2.50761 2.61500 2.72183 2.82815
1.84752 1.96035 2,07187 2.,18228 2.29175 2.40041 2.50835 2.61567 2.,72243 2.82870

1.84660 1.95958 2,07121 2.18172 2.29126 2.%39997 2.50795 2,61530 2.72209 2.82838

1.84663 1.95960 2.07123 2.,18175 2,29130 2.,40002 2.50801 2.61537 2,72217 2.82846

1.8466185 1,9595918 2,0712315 2,1817424 2,2912880 2.4000000 2,5079872 2.6153390 2,7221315 2.8284271
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nente jer imaju dobre karakteristike kada je u pitanju stabilnost.

Nedostatci opisane dvostrane prediktor-korektor metode su:
neophodnost odredivanja startnih intervaela za k>1 i zahtev da fu-
nkcija f(x,y) bude diferencijabilna i stalnog znska u okolini re-
Senja y(x).

Iz navedenih rezultata zakljuduje se da samo od korektor-
-komponente zavisi tacénost krajnjih rezultata, naravno, ukoliko
taéno resenje u odredenoj tadki pripada intervalu dobijenom pomo-
du prediktora. To praktidéno znali da izborom preciznije prediktor-
komponente ne utilemo na tadnost krajnjeg rezultata, veé jedino

moZemo smanjiti obim raunanja.



5« PRECIZIRANJE IOKAINE GRESKE DISKRETIZACIJE -
KOD LINEARNIH VISEKORACNIH METODA

51 O asimptotskoj oceni lokalne greske
diskretizacije

Lokalna greSka diskretizacije kod linearnih viSekoradnih
metoda detaljno se razmatra u knjigama [14] i [21].

U [14] je dokazano da sve linearne viZekoradne metode lo-
kalna greSka diskretizacije moZe da se izrazi u obliku:

(5.1.1)  L(y(x);p) = WPl Py 4 omP*?)

kada h->0, nh = b - x_ i funkecija y(x) ima neprekidne izvode do
reda p+l, ( Cp+1e R, p>0 ). StaviSe, lokalna gre3ka diskretiza-
cije, pod prethodnim uslovima, kod velikog broja viSekoradnih me-
toda ( Adams-ove, Milne-ove i metode zasnovane na diferenciranju )
moze da se izrazi jo3 preciznije na sledeéi nadin:

(5.1.2) G0 = Wl P, B [X 0% ]

Pretpostavljajuéi da su vrednosti resenja tacne u tadkama
xi+j’ J = 0yeeeyk=1 ( ova pretpostavka je uobilajena prilikom prou-
davanja lokalne greSke diskretizacije, videti [21] ), na& zadatak
je da preciznije odredimo lokalnu gresku diskretizacije oblika
(5.1.2). Naime, i pored toga Sto je poznat oblik lokalne greske
diskretizacije, vrednost y(p+l)(€) u opStem sludaju, nije po-
znata. Dok ne procenimo velicdinu Jy p+l (8) , ne moZemo precizni-
je‘odrediti lokalnu gresku diskretizacije. Preciziranje lokalne
gred3ke diskretizacije vrd3imo upravo ocenjujuéi velidinu y(p+1)(§).
Kako je konstanta Cp+1 obidno poznata, sa ocenom izvoda (p+l).
reda, ocenjuje se sa izvesnom tainoséu i lokalna greSka diskreti-

zacije iz (5.1.2)e
Postavljeni zadatak i do sada je redavan i to na razlicdite
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na¢ine. NajieSée koriSéena,verovatno, je Milne-ova metoda. ( Ova
metoda je detaljno analizirana u [21].)

. Pretpostavimo da Zelimo da preciziramo greSku metode
reda p. Ideja je da se koristi metoda reda p-l1 i da se na osno-
vu dobijenih rezultata u istoj tacki pribliZno odredi y(P+1)(g).
PredloZeni postupak pogodan je za primenu kod prediktor-korektor
para gde Jje red prediktora za jedan manji od reda korektora. Do-
bijena ocena lokalne greske diskretizacije moZe da se koristi za
popravljanje numerikih rezultata nadenih pomoéu odgovarajuée
metode, Medutim, 2zadovoljavajuéi rezultati mogu da se dobiju sa-
mo na nekoliko koraka &ak i kod strogo stabilnih metoda. Beolji
rezultati u popravljenju numeric¢kih vrednosti mogu se odekivati
kada se popravka vrii na osnovu globalne grefke diskretizacije.
Ocena globalne grefke diskretizacije na osnovu njenog asimpto-
tskog ponaSanja je znatno slofeniji posao. U [14] je data asi-
mptotska ocena globalne greske diskretizacije za linearne visSe-
koraéne metode. U ovo]j asimptotskoj oceni javlja se sabirak
hPe(x) koji odgovara lokalnoj greSci diskretizacije. Kada su
startne vrednosti izrasdunate sa veéom tadno3éu od one koju obe-
zbeduje lokalna gre3ka diskretizacije, onda je sabirek hPe(x)
dominantan i ocena globalne gredke diskretizacije moZe da se
izvr8i na osnovu ovog sabirka. Funkcija e(x) zavisi, izmedu
ostalog, od y(p+l)(x) pa rezultati dobijeni prilikom precizirsa-
nja lokalne greSke diskretizacije mogu da se iskoriste i u oceni
globalne greske diskretizacije.

5.2 Opis i obrazloZenje postupka za preciziranje
lokalne greske diskretizacije

Pretpostavimo da imamo dve linearne viSekoracne metode
reda p-1 i p sa lokalnom greskom diskretizacije oblika (5.1.2;.
Neka je pomoéu prve metode u tacki X5 dobijena vrednost ygik,
a pomoéu druge y§§% . Dakle vazi:
= (1) p.(p)
(5.2.1) y(xi+k) Jisk * dlhy (E)

(5.2.2)  y(xy,0 = 3$3) + a2+ 1y (P (n)

gie d,, d,€R, a E » Nelx;» xi+k]
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Pretpostavimo da je obezbedena neprekidna diferencijebi-
lnost izvoda funkcije y(x) do potrebnog reda na intervalu [xo,xn].
Algoritam za ocenu greSke iz (5.2.2) moZe se opisati na sledeéi
naéi.

ALGORITAM 5.2

Korak 1 Neka je ¢, = ( y{f& (1) ) / (4,bP).

Korak 2 Za i = 2,...,0-k, iZVr§1t1 korake 3,4 i 5,
Korak 3 Neka je Z. = ( yif& g}g ) / (dlhp).
Korsk 4 Neka je ¥ o = dy( £ - £, _; HuP.
Korak 5 Stampati & ;.
Korak 6 Zavr3iti pdstupak.
Pomoéu opisanog algoritma ocenjuje se greska u talkama

Xi,60 1 = lyeee,yn-k-1, Sto znadi da se pomolu ovog algoritma ne

mo%e oceniti lokalna greska diskretizacije u poslednjoj tacdki X e

Teorema 5.2.1l. Z&a lokalnu gresku diskretizacije metode
(5.2.2) ocenjenu pomoéu algoritma 5.2 u talkama X; ., i=l,e..,n-k-1,

vaZi:
wi"‘k d.2( «V1+1 fi )hp + O(hp+2).

Dokaz Prema pretpostavci o neprekidnoj diferencijabilno-
sti izvoda imamo:
(5.2.3)  3®E) = yPx) + P (x,) + 06,
.2.) PV = 3PV + o).

Zamenjujuéi izvode iz (5.2.3) i (5.2.4) u (5.2.1) i (5.2.2), na-

lazimo:

(5.2.5) F(xs,50 = 71 + 4Pyl (x,) + Pt Ly (P Dz, + owP*?)

(5.2.6) F(x;,,0 = v52p + Py x4 o(uP*?).

Oduzimanjem (5.2.6) od (5.2.5) dobija se:

(5.2.7) 71 = 33) + @y (xy) + (a0 )Py P (xy)

+0( P2 ) = o.
Iz (5.2.7) imamo:
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_ (2) 1 |
(5.2.8) y(P)(xi) - yi+k - y§+i d

-d
2 1, (p+1) 2
hy (x;) + 0(n%)
p [ ]
d,h 4, 1
Uvodeéi sledeée oznake:
(2) (1)
l: Tisk = Tivk : dy = 4,
L= D 1 ¢ = h ,
dlh d1

nelazimo:
(5.2.9) S’(p)(xi) = ai + cy(p)(xi) + O(he_)

Na osnovu formula za numeridko diferenciranje ( videti [5]) imamo:

(5.2.10) y(P+1)(xi) = + O(h)

(5.2.11) 3PV (x, ) = 3O D (x4 oqw).

Zamenjujuéi y(p)(xi) i Y(p)(xi+1) iz (5.2.9) u (5.2.10) i (5.2.11),
nalazimo:

hy(p+1)(xi) = £i+1+cy<p+l)(xi+l)-(£;+°y(p+l)(xi))+0(h2)
(5.2.12) '
P x; 1) = @) + om).

Sredivanjem (5.2.12) dobijamo sistem:

(h+c)y(p+1)(xi) - cy(P+1)(x.+1) = K. 1 "gi + O(h2)

(5.2.13) ’ "
cy(p+1)(xi) + (h_c)y(p+l)(xi+l) = [i'l-l - gi + O(hz)o

Iz sistema (5.2.13) nalazimo:
(5¢2414) y(p+1)(xi) = y(p*l)(xi+1) = ( é;+1 -,fi ) /b + 0(h).

Prema tome za gresku d2hp+1y(p+1)01), imajuéi u vidu
(5-204), dObijamO( za i = 1,o.o,n-k-1):

Py () = 4w 3P (x,) + o(n))

- D - p+2
Sto je i trebalo dokazati.
Bolji rezultati mogu se olekivati ako se pretpostavi da
funkcija y(x) ima izvode viSeg reda od p+l i koriste preciznije
formule za numericko diferenciranje. U ovom sludaju algoritam 5.2

postaje znatno sloZeniji.
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l. primer
Neka je zadata prdiktor-korektor metoda:

(5.3.1) yi+l = yi + hf(xisyi)
n .
(5.3.2) Vi = Ti 0GRy 5575470 + £(x5,55))
u kojoj je za (5.3.1) ( Euler-ova metoda ) lokalna greska diskre-

tizacije hey"(ﬁ)/2, ge[xi,xi+l] sy & za (5.3.2) ( trapezna fo-
rmile) - w3y(3)(m) 12

» Ne[%55%5.9 1. Prema tome, ispunjeni su
uslovi za primenu algoritma 5.2.

ygii = ¥; + bf(xy,5;) i 4 =1/2.

ygf{ izradunava se iterativnim postupkom iz formule:

2)y h 2) V-1 . 1

Yiqy! = Ji t 2( f(xi+11y§+%' ) + f(xisyi) ) i dy=- =
sy . 2),0 1

pri ¢emu se uzima da Je y§+%’ = y§+% 9 V=1 25ece

Razmotrimo konkretan Cauchy-ev zadatak:

2
Y = (U4x +3y - 3)
(5.3.3) |
y(1) = -1 .

Tadno (teorijsko) redenje zadatka (5.3.3) je:

y(x) = <4x + 3 +2tg(2x - 2).
TraZi se numerilko redenje problema (5.3.3) na intervalu [1,1.5]
sa korskom h= O.l.

Primenom prediktor-korektor metode opisane pomoéu formu-
la (5.3.1) i (5.3.2) dobijaju se rezultati prikazani u tablici
5¢3.1. U Eetvrtoj vrsti prikazana je ukupna gredka nadinjena na
numeri¢kom reSenju ( razlika izmedu tadnog i nadenog numeridkog
resSenja)., U petoj vrsti je prikazana ocena lokalne gredke diskre-
tizacije pomoéu algoritma 5.2, Na osnovu ocene greske diskreti-
zacije vrsena Jje korekcija dobijenih numeridkih rezultata. Kori-
govane vrednosti prikazane su u poslednjoj vrsti. Treéa vrsta sa-
dr#i tadno reSenje, a prva i druga vrsta reSenja dobijena, redom,
pomoéu metoda (5.3.1) i (5.3.2).
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TABLICA 5.5.1

o | 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 .
e ~1.0000  =0.9750  =0.8742  -0.6226  ~0.0556
7{2) ~0.9917  -0.9469  -0.8146  =0.4977  0.2522
y° ~0.994580 —0.954414 ~0.831726 -0.540772 0.114815
RT -0.0029 -o.0075 -0.0171  =0.0430 -

R | 0.0033 . =0.0053  =0.0109  =-0.0305 -

yP -0.9949  -0.9522  -0.8255 = -0.5282 -

Iz tablice 5.3.1 zapaZa se 9a na svakom sledeéem koraku

raste razlika izmedu nadene i stvarne gresSke, Sto se i odekivalo
s obzirom da je red o nadenoj lokalnoj gresSci diskretizacije. Ako
bismo i8li JjoS dalje od poletne vrednosti, razlika izmedu stvarne
i procenjene lokalne greske diskretizacije postala bi jos veda,

2. primer

Neka Jje data prediktor-korektor metoda:

d
.

- h 4 4
(5e3.4) Ti43 = Fiep ¥ o 2595,0 = 16753 + 593)
' b , r r ’
(5:3¢5) 343 = Fieo * 2m( Wiz + 1995,0 = 595, + 75 ) -
Lokalna greska diskretizacije prdiktor-komponente Jje:

ghuy(4)(i) . Eéé[xi,xi+5], a korektor komponente (3.5.5):

1
- 7‘2%' hsy(S)("\), Ne [xi’xi+3] o
Prema tome, prediktor i korektor komponente ispunjavaju uslove za

primenu algoritma 5.2 sa konstantama dl = 3/8 1 d2 = =19/720.

I u ovom slucdaju ygfg se izradunava iterativnim putem iz (5.3.5),
(2,0 . (1)

% : i jom ) :
sa poletnom iteracijo y1+3 i+3
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Pretpostavlja se da su poznate startne vrednosti u dvema prvim
tadkama sa tadnoSéu veéom od O(hs).

Neka je dat konkretan Caucy-ev zadatak:

’

'y = y - 2sinx

(503o6) y(o) = 1.

Treba odrediti numerilko reSenje na intervalu [0,0.7]
pomoéu metode ( 5.3.4)-(5.3.5) sa korakom h = 0.1l i da se oceni
lokalna gresSka diskretizacije.

Tadno reSenje zadatka (5.3.6) je:

y(x) = sinxXx + cosX .
Numericki rezultati prikazani su u tablici 5.3.2. Prethodno izra-
¢unate startne vrednosti u tactkama 0.1l i 0.2 iznose:
y(0.1) = 1.,09483758 i y(0.2) = 1.17873591.

TABLICA 5.3.2

0.3 O.4 0.5 0.6 0.7

(1) | 1.25081428 1.31043423 1.35696072 1.38992891 1.40900937

y
(2 | 1.25085692 1.31047978 1.35700875 1.38997893 1.40906088
yT | 1.25085667 1.31047934 1.35700810 1.38997809 1.40905988
rT _o.ox10~7  —4.4x10~7  -6,1x10"7  -8.4x107 -
RO -2.0x10~7  -1.7x10~7  -1.4x10"7 -1.5x10"7 -

U tablici 5.3.2 za racunanje vrednosti Ti+3 korisSéene

‘su vrednosti y§2), y§§% i y§2) dobijene pomoéu korektora
(5.3.5) iterativnim putem do konvergencije ( dok nije doslo do
poklapanja dve susedne iteracije na 8 decimala ) Medutim, u izra-
cdunavanju vrednosti Yi4+3 Dogu da se koriste prethodno popravlje-

ne vrednosti na osnovu ocene lokalne greSke diskretizacije. U

ovom sludaju algoritam za izracunavanje vrednosti ygfg postaje
znatno sloZeniji.
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