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р R Е D G О V о R 

Diferencijalne jednacine imaju vaznu ulogu и nauci i 

tehnici. Za veliki broj diferencijanih jednacina resenja ве nе 

mogu naci ротоси kvadratura, vec jedino priblizno. Poslednjih 

decenija problemi и vezi ва numerickim resavanjem diferencija

lnih jednacina intenzivno ви proucavani. Za pos1ednjih dvade

setak godina skoro da эе ne moze naci casopis iz numericke an
alize и kome Ьзr jedan rad nije ровуесеn pitanjima numerickog 

resavanja diferencijalnih jednacina. Srazmerno broju radova 

rastao је i broj knjiga i monografija. Za knjige i monografije 

iz ove oblasti karakteristicno је da эи veoma razlicitih konc

epcija. Na primer, monografija [34Ј zasnovana је па skoro cel

okupnoj savremenoj funkcionalnoj analizi, dok ви pojedine knj

ige iz ove oblasti posvecene вато jednom algoritmu. ( [20Ј ) 
Za priblizno nalazenje resenja Cauchy-evog problema 

obicnih diferencijanih jednacina postoje analiticke i diskre

tizacione metode. Nije tesko uociti da ве u vezi эа ovim pro

Ыешош glavna paznja u naucnoj literaturi, za sada, posvecuje 

diskretizacionim metodama. Diskretizacione metode ве uglavnom 

lako primenjuju па savremenim elektronskim racunarima ра је i 

razum1jivo znatno уесе interesovanje za njih u poredenju эа 

anal~tickim metodama. 
Kada је rec о diskretizacionim mеtоdаша za resavanje 

Cauchy-evog problema, radovi эе mogu svrstati и dve klase ( 

Videti [16Ji [20Ј ): 
(1) klasa radova ровуесеnа krutim sistemima difere

ncijalnih jednacina ( tzv. problemi krutosti obi

cnih diferencijalnih jednacina ); 

(2) klasa radova koja nije и vezi эа problemima kru

tosti. 

u ОУот radu ne proucavaju ве kruti sistemi diferenci

jalnih jednacina i nadalje се biti reci sашо о problemima 
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"nekrutosti". Probleme nekrutosti karakterise veliki broj ra

dova koji эе odnose па usavrsavanje postojecih metoda i ispit

ivanje njihovih teorijskih svojstava. Ocenjivanjem gresaka za 

razlicite metode u raz1icitim situacijama prave эе pokusaji da 

ве nade optima1na metoda za pojedine klase diferencija1nih је
dnacina. Takode эе vrsi uporedivanje metoda s obzirom па pogo

dnost njihove implementacije па e1ektronskim racunarima. Pri 

tome эи najinteresantniji i najtezi problemi ос.епе greske. 

Mada postoje raz1icite metode za осепи gresaka пиmег

ickih гезепја Cauchy-evog ргоЫеmа za obicne diferencija1ne 

jednacine, Richardson-ov postupak ekstrapo1acije јоз uvek ве 

najvise proucava. Znacajna paznja u паиспој 1iteraturi posve

сије ве metodama interva1ne ana1ize i dvostranim aproksimaci

јаша tacnog геЗепја. Kod ovih metoda, kroz proces izracunava

пја pribliznog гезепја, осепјије эе gornja granica raz1ike iz

medu tacnog i pribliznog геЗепја. 

U ovom radu ргоЫеm осепе gresaka za numericka гезе

пја Cauchy-evog ргоЫеша za obicne diferencijalne jednacine, 

proucava ве iz raz1icitih aspekata. 
Rad эе sastoji iz pet glava koje su izdeljene па ode-

1jke. Rezu1tati druge glave vec эи objavljeni. ( [35Ј ) U рго

сезu objav1jivanja su neki rezu1tati iz trece glave ( [36Ј ), 
dok эи rezu1tati cetvrte glave заорstепi па "Sedmom Ьа1kanзkоm 

kongresu matematicara" u Atini. Rezu1tati pete glave prvi put 

зи iz10zeni и ovom radu. 
Prva glava sadrzi definicije osnovnih pojmova i vec 

poznate rezu1tate па kojima su zasnovani novodobijeni rezu1ta

ti u narednim glavama. Мnoge definicije i teoreme u ovoj gla

vi, uzete зи iz: [34], [21Ј, [16Ј, [20], [9Ј i [25Ј. Teoreme 

su navodene bez dokaza, з tim sto је ukazano па 1teraturu u 

kojoj ве mogu naci dokazi. 
U drugoj glavi razmatraju зе tеогiјзkе озпоvе Richa

rdson-ovog postupka еkзtгароlасiје. Fогmи1iзanе зи i dokazane 
teoreme koje ргеdзtаv1јаји uopstenje teoreme о raz1aganju za 

Richardson-ov розtирak еkзtгаро1асiје. Teorema о raz1aganju 

navedena је и monografiji [26Ј. Ovi rezu1tati пе оdпозе зе за

то па obicne diferencijalne jednacine, vec vaze za siroku k1a

зи jednacina matematicke fizike. 
Treca glava заdгzi rezultate и vezi за diskretizacijom 
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Cap1iginove1 ) metode za resavanje obicnih diferencijalnih је
dnacina. Capliginova metoda је analiticka metoda i omogucava 

dvostranu aproksimaciju Cauchy-evog resenja za obicne difere

ncijalne jednacine. Karakterise је velika brzina konvergencije 

pribliznih resenja ka tacnom. Nazalost, ova metoda је tesko pr

imenljiva и praksi zbog glomaznih formula koje ве pojavljuju и 

toku racunanja. Zato је и ovoj glavi napravljen pokusaj diskre

tizacije Capliginove metode i razmotrene su te~koce koje ве pr

ilikom diskretizacije javljaju. Detaljno ве, па razlicite naci

пе, analizira greska prilikom diskretizacije Cap1iginoveme

tode. 
U cetvrtoj glavi izlozena је jedna nova iterativna те-

toda za dvostranu aproksimaciju Cauchy-evog resenja obicnih di

ferencijalnih jednacina. Metoda је tipa prediktor-korektor. Као 

prediktor koristi ве neka od hibridnih metoda za dvostranu apr

oksimaciju, а kao korektor neka od implicitnih Adams-ovih form

ula. Dokazuje se da, pod odredjenim uslovima, dobijene dvostra

пе aproksimacije uokviruju resenje datog Cauchy-evog zadatka. 

Razlika izmedu gornjeg i donjeg resenja sluzi kao pokazatelj 

tacnosti aproksimacija. 

Peta glava sadrzi rezultate и vezi ва preciznijom осе
пот lokalne greske diskretizacije.nekih klasa linearnih viseko

racnih metoda. 
Dobijeni teorijski rezultati u cetvrtoj i petoj g1avi 

ilustrovani ви konkretnim numerickim primerima. 

Prijatna mi је duznost da ве zahvalim svima koji ви па 

bilo koji nacin pomogli prilikom izrade ovog rada. 

РовеЬпи zahvalnost dugujem mentoru dr Ljubomiru Proticu 

kojiije pazljivo procitao сео rukopis i korisnim sugestijama do

prineo da pojedini delovi ovog rada postanu korektniji i jasniji. 

Beograd, februara 1984. Dusan Tosi6 

l)Imena ruskih autora iz tehnickih razloga bice pisana 
latinicom ( onako kako ве citaju ). Na kraju u lite
raturi, ova imena се biti zapisana u originalu па 
ruskom. 



1. U V о D 

U svim delovima ovog rada bice reci о procesima di

skretizacije i diskretizacionim metodama; zato је prvi ode1jak 

uvoda ровуесеп osnovnim pojmovima i uopstenim rezultatima u 

vezi ва ovom problematikom. U drugom odeljku opisani ви glavni 

rezultati и vezi ва osnovnim k1asama diskretizacionih metoda 

za resavanje Cauchy-evog problema za resavanje obicnih difere

ncijalnih jednacina. Pojedini od uopstenih pojmova iz prvog 

odeljka оЬјаэпјауаји ве u drugom odeljku па konkretnim metodama. 

Treci odeljak sadrzi opis dvostranih metoda ва posebnim osvrtom 

па Cap1iginovu metodu za priblizno resavanje Cauchy-evog zada

tka obicnih diferencijalnih jednacina. 

1.1. Neki oBnovni pojmovi povezani ва diskretizacionim 

metodama 

Osnovni pojmovi и ОУоm odeljku definisani ви uopsteno 
bez navodenja konkretnih primera. Detaljnija razmatranja vecine 

od ovih pojmova, potkrep1jena primerima, mogu ве naci и monogra

fiji [34Ј od stetter-a. 

Definicija 1.1.1. Zadatak koji ве resava nekom metodom 

diskretizacije naziva ве polazni zadatak. Polazni zadatak ~ је 
odreden trojkom (D, В, F ) gde ви D i S Banach-ovi prostori, 

а F preslikavanje skupa D и skup В, pri сети S sadrzi пи1а-е1е

ment. Таспо resenje polaznog zadatka је element иЕ D za koji 

vazi: 

(1.1.1) ~=o. 

Nadalje се redovno biti pretpostavljeno da postoji ta

спо resenje po1aznog zadatka i da је jedinstveno. Pitanja posto

јanја i jedinstvenosti tacnog resenja polaznog zadatka, песе В9 

razmatrati. 
Kada је rec о Cauchy-evom problemu za obicne difere-
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ncijalne jednacine, prostor D је najce~ce prostor С(Р)[а,ьЈ 
( Р> О ) neprekidnih i diferencijabilnih funkcija do reda р па 

odsecku [а,ЬЈ. ( Ukoliko drug8.cije nе bude naglaseno, podrazu

meva6e se da је Р = 1. ) Prostor S u tom slucaju је proizvod 

R Х С [c,dJ. Nadalje nece uvek biti naglasavano da se operise 

nad ovim prostorirna. U delu rada gde ве razrnatraju uslovi za 

primenu Richardson-ovog postupka ekstrapolacije, dobijeni rezu-

1 tati su opsteg karaktera i odnose se, takode, .na granicne za

datke. U ovom delu posebno је istaknuto nad kojim prostorima 

ве operise. 

Metode diskretizacije zasnivaju ве па zameni po1aznog 

zadatka nizom konacno-dimenziona1nih koji ве mogu resiti meto

dama nurnericke ana1ize. Zarnena polaznog zadatka.vrsi ве tako 

da resenja konacno-dimenziona1nih zadataka u nekom smis1u apro

ksirniraju tacno resenja и. Ukoliko эе uzme vise clanova niza 

konacno-dimenziona1nih zadataka, treba da ве dobiju Ьо1је apro

ksimacije za и. 

Definicija 1.1.2. Metoda diskretizacije )tprimenjena 

па polazni zadatak ]р sastoji ве iz beskonacnog niza petorki: 

( Dn , Sn' ~ п' w п' 'еn ) п € N' 

gde su D i S konacno-dimenziona1ni Banach-ovi prostori takvi 
п п 

da vazi: 6 n : D ~ Dn , (,Јп : S ~ Sn; ~ i ыn ви linearna presli-

kavanja za koja vazi: 

1im 11 ~nY 11 n~CD Dn 

1im 11 UJ nd 11 
n~ro 

=11 yll D 

=lld\lS 

za svako fiksirano 

za svako fiksirano 

YE.D i 

'е.n: (D-B )~( Dn -4 Sn) pri сети F pripada oblasti definisa-

nosti svakog ~n; N'je beskonacni podskup skupa prirodnih bro

jeva N. 

Definicija 1.1.3. Diskretizacioni zadatak ЈЈ po1aznog 

zadatka :р је beskonacan niz trojki ( Dn , Sn' Fn ), (п Е N' , 

F
n 

: Dn ~ ВN ) koji se dobija primenom metode diskretizacije 

~ = (D S l::J. ur \о ) па po1azni zadatak Ф. u ovom эlис а-
)"t п' п' п' п' ~n ј 

ји pisemo: ЈЈ = Jt. ( ~ ). 
Resen~e diskretizacionog zadatka је niz (ltn)n ~ N' i 

Dn za koji 
v • 

1tn E vaZ1: 

(1.1.2) Fn11.n = О п Е N' 
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Ovde эе za prostore Dn i Sn pretpostavlja da эи istih diтenzija. 

Као proBtori Dn i Бп пајсевсе ве javljaju proBtori fu

nkcija nad diskretnim i konacnim podskupovima interva1a iz Rm 

koji эе nazivaju mreze. Definicijom 1.1.4. precizira ве ројаш 
mreze. 

Definicija 1.1.4 Мrezom Gn па interva1u [а,Ь] naziva 

эе konacan skup tacaka t" Е [а,ь] , у = o,l,.~.,n, takvih da је: 
t o = а i t v _1 < t ; 

ve1icina h v = t v t v_1 , V = l, ••• ,n naziva эе korak mreze Gn , 

а tacke t v '( v = о, ••• ,п ) cvorovi mreze Gn ; maksima1ni korak 

mreze је h = тах h v • Мreza Gn naziva эе ravnornerna ako је 
l~v~n 

t y - t Y_ 1 = h =( Ь-а )/п, ОЈ = 1, ••• ,п. 

Ce1okupno iz1aganje и ovom radu odnosice эе ug1avnom 

па ravnomerne mreze, sto эе песе роэеЬпо nag1asavati. 

Pres1ikavanja ~n i Цјп diskretizuju neprekidne funkci
је iz D i S u funkcije па konacnom broju tacaka ( tzv. mrezne 

fUnkcije). Preslikavanje Fn = 'f> п (F) пајсевсе эе izrazava ро

тоси diferencnih operatora definisanih па mrezi. 
Pomenute diferencne веmе па mrezama predstav1jaju ва

то jednu interpretaciju definicija 1.1.1~ - 1.1.3; uopstenost 

ovih definicija dozvo1java i druge interpretacije. 
Postojanje i jedinstvenost tacnog resenja и iz (1.1.1) 

пе podrazumeva postojanje i jedinstvenost aproksimacionih rese

пја (qn). Znaci za problem diskretizacije vezana ви i pitanja 
postojanja i jedinstvenosti aproksimacionih гевепја (l1п). Ova 

pit~ja povezana эи ва pitanjima saglasnosti, konvergencije i 
stabilnosti diskretizacionih metoda. Sag1asnost, stabi1nost i 
konvergencija эи sustinski pojmovi za diskretizacione metode ра 

сето ih stoga definisati и sledecem tekstu. 

Definicija 1.1.5. l>1etoda diskretizacije ј[ primenjena 

па po1azni zadatak jD = ( D,S,F) saglasna је эа зv и tacki 
у Е D ako У pripada ob1astima definisanosti preslikavanja F i 

'€ п (F) .6 п i ako vaz i : 

lim 1\ 'en(F) .6 пУ - tVnFy \1 S = О, п Е N'. 
n~oo п 

Metoda ~ је saglasna ва zadatkom ј? ako је sag1aBna ва njim za 

svako у Е D. .Ako је metoda Ј{ sag1aBna ва р, onda ве i za 
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diskretizacioni zadatak}C(]» kaze d.a је sag1asan ва Р. 

Pri1ikom diskretizacije ve1icina п је povezana ва 

obrnuto proporciona1nom ve1icinom Ь. Naime, za ravnomerne mreze, 

и jednodimenzionom вlисаји, vazi: h = ( Ь-а )/n gde је Ь - а 

poznata konstanta. 

Pojedina svojstva diskretizacionih metoda preg1ednije 

ве opisuju ротоси ve1icine h. U tom smis1u i diskretizaciono re

эеnје rtn oznacava se i ва 'L h sto се biti korisceno ponekad i 
и ovom radu. 

Sledecom definicijom јоз preciznije ве odreduje sag1a

snoBt ротоси ve1icine h. 

Definicija 1.1.6. Metoda ftl i diskretizacioni zadatak 
sag1asni эи ва po1aznim zadatkom do reda р u tacki у ako 

vazi: 

(1.1.3) 11 '€ п (F ) ь.nу - tUnFY \1 S = о ( ьР ) kad п оо? оо 
п 

Jedna vrsta ocene tacnosti metode diBkretizacije moze 

эе dobiti zamenom pribliznog resenja ђn tacnim resenjem и 

tackama prostora Dn gde је definisano priblizno resenje. Na 

taj nacin do1azi эе do vaznog ројта loka1ne greske diskreti

zacije. 

Definicija 1.1.7. Neka је metoda diskretizacije 

sag1asna эа po1aznim zadatkom ~ koji ima tacno resenje и. Niz 

( '-Р) "'р ,. S definisan па sledeci nacin: 
cl.. n п Е. N' , DLn ~ п 

;;[n :: 'с' п (F) ~nи , 
nazi уа. эе loka1na gres1a diskretizacije metode}{ i zadatka 

}t (р) za polazni zadatak :Р. 

Lokalna greska diskretizacije metode}{ је ve1icine 

О ( ьр ) ako је metoda ј( sag1asna ва po1aznim zadatkom :р do 

reda р u smis1u definicije 1.1.6. U оУот в1исаји za metodu di

skretizacije JVL kaze ве da је reda р-1. 
Loka1na greska diskretizacije nе pruza potpunu sliku о 

aproksimaciji resenja и pribliznim resenjima CYln ). Тасnо 

resenje и i jedan с1an rtn niza (1'\.n)n Е N' pripadaju raz1i

citim prostorima ра najpre treba resiti pitanje kako ih upor~~~~ 
~'o/""~"""'';''''''-J '" 

divati. POBtoji neko1iko nacina za uporedivanje ovih e1emenf-er:.}.:(--~;:~~.> 
,,9 (/'>.>,' !!Jr 

. \~..'rН.I:j .4~1J 
\-~ Rz;; 
',< """ .~o~" 

":,':':':'~~.'" 
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а najprihvat1ji viji i nајсезсе koriscen је da ае uporede ~ z 
1· пп t п 

I t U ргоа оги Dn za вУэkо п Е N: Intui ti Уnо to bi znaci10 

da ае uporedivanje vrsi аато па skupu tacaka па kojem је defi

nisano ~n' tj. па mrezi diskretizacije. 

Definicija 1.1.8. Neka ве metoda diskretizacije ј! pri

шеnјије па po1azni zadatak јР ва tacnim resenjem и. Neka diskre

tizacioni zadatak }{(јР) ima jedinstveno геаеnје ('1) В'. Niz 
. п nЕ 

Е, п = t'tn - 6 п Z, п Е в' 

naziva ве в1оЬа1nа greska diskretizacije metOde}{ ( tj. zadatka 

11 (р) za po1azni zadatak Р. 

. Definicija 1.1.9. Za diskretizacionu metodu ј( i zada

tak}{ (р) kaze se da konvergiraju ka po1aznom zadatku у эkо: 
vazi: 

1im 11 еn 11 D = О • 
n-+ro п 

Da bi diskretizaciona metoda konvergira1a, potreban 

ив1оу је da bude sag1asna sa po1aznim zadatkom , a1i nije dovo-

1јan. Ako d:.n -) О, nе znaci da се za svak:i operator F Е.n -7 О 

kad п -700. G1oba1na greska diskretizacije nastaje kao rezu1tat 

геБауanја jednacine F n ПП = О, а nе jednacine Fn 1;n = ;;tn iz 

koje bi ае dobi10 tacno гезеnје ~n = ~nZ u prostoru Dn • 

Ako је metoda diskretizacije oset1jiva па та1е izmene 

tacnog гезеnја, ( tj. эkо male izmene tacnog гезеnја izazivaju 

ve1ike izmene diskretizacionog гезеnја ), onda i pored втanје

nја 1oka1ne greske diskretizacije, moze da dode do иуесanја вlо

Ьа1nе greske diskretizacije. Dakle, da bi ае naveli dovo1jni 

us10vi za konvergenciju, potrebne ви јоз neke karakterizacije 

diskretizacionih metoda. 

Definicija 1.1.10. Za diskretizacionu metodu.ft{ prime

nјеnи па polazni zadatak ~ sa tacnim гезеnјет u kazemo da je~ 
stabi1na па (~n) = (~nz) ako za diskretizacioni zadatak J~( ј ) 
postoje konstante S i r tako da ravnomerno u odnosu па svako 

п € в' vazi: 

(1.1.4) . 11 ~ (1) _ ~ (2) 11 < 
п п Dn -....; 

za svaki раг ~ (i) , i = 1,2 koji ispunjava us10V: 
п 
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S i r se nazivaju, redom, granica stabi1nosti .. i prag stabi1nosti. 

Ovde treba istaknuti da re1acija (1.1.4) treba da vazi 

ravnolllerno sa svako п Е N; tj. da se konstante S i r mogu iza

brati nezavisno od п. 

Sag1asnost i stabi1nost u uskoj su vezi sa postojanjem 

i jedinstvenoscu diskretizacionog zadatka. Sledece dve teoreme 

koje ве navode bez dokaza ( dokazi se mogu na6i u [34Ј ) preci

zno kazuju о kakvoj povezanosti је геС. 

Teorema 1.1.1. Neka za po1azni zadatak ~= ( D, S, F ) 

sa tacnim гевепјеm и, metoda diskretizacije }{ zadovo1java 

sledece us1ove: 

(1) pres1ikavanja Р'п = 'en(F) : Dn~ Sn definisana su 

i neprekidna u oblasti Bg ( ~nz ) = ( ~ Е Dn : 

11 ~ - 6.n z 11 < g gde g> О пе zavisi od п; 

(2) metoda }{ је sag1asna эа јЈ; 
(3) metoda Ј{ ј е stabi1na па Ј . 
Tada diskretizacioni zadatak ~(j?) ima jedinstveno ге

вепје (11п ), 1ln E Dn za svako dovo1jno ve1iko п Е N: 

Теогеmа 1.1.2. Ako su ispunjeni us10vi teoreme 1.1.1. 

metoda diSkretizacije}{ konvergira ka ЈР. Ako је pri tom metoda 

ј{ sag1asna ва]Ј do reda р, onda опа konvergira ka Р brzinom 

reda р. 

Mada П1Је eksp1icitno nag1aseno, u dosadasnjim razmatra

njima bi1a је prisutna pretostavka da se гезепје diskretizacionog 

zadatka ( niz (Itn) ) izracunava tacno. U praksi se redovno rese

пје diskretizacionog zadatka na1azi saтo priblizno. Za izracuna

vanje se koriste racunska sredstva па kojima resenje moze da se 

dobije роmоси aritmetickih operacija saтo па ogranicen broj deci-

та1а. Na krajnji rezu1tat u izracunavanju numerickog resenja uticu: 

(а) greska zaokrug1jivanja, 
(Ь) greska zamene nearitrnetickih operacija aritmetickim. 

Na svakom digita1nom racunaru raspo1oziv је вата konacan 

broj raciona1nih brojeva. Kada se primeni aritmeticka operacija 
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па dva ovakva broja, kao rezu1tat nе mora da se dobije raciona-

1an broj raspo1oziv па racunaru. U toт slucaju rezu1tat ве za

теnјије pribliznim brojem raspo1ozivim па rs.cunaru i tada nasta

је greska zaokrug1ivanja. S druge strane, kad god эе izracunava 

nearitmeticka funkcija, aproksimira эе konacnim nizom aritтeti

ckih operacija, sto utice па pojavu greske pod (Ь). Greske pod 
(а) i (Ь) cine gresku izracunavanja. 

Definicija 1.1.11. Neka је zadat a1goritam za odrediva

nје resenja ПП diskretnog zadatka ЈЈ i neka se kao rezu1tat ,...., ,.,. 
primene a1goritma dobija element rtn • E1ement Јп = Fn rt n naziva 

,.... 
эе loka1na sreska izracunavanja , а e1ement r n = 'ln - IL n 
naziva эе globa1na greska izracunavanja numerickog resenja. 

Iz iz1ozenog moze ве zak1juciti da эе problemu осеnе 

greske diskretizacionih metoda moze pristupiti па vise nacina. 

Jedan od pristupa је utvrdivanje gornje granice ukupne greske. 

Prilikom utvrdivs.nja gornje granice ukupne greske po1azi ве od 

najnepovo1jnijeg эlисаја ра оуај pristup cesto i nе pruza pravu 

sliku о роnавanји greske. Zato је ponekad vaznije kvantitativno 

i kva1itativno ispitivanje роnаэanја greske. U pristupu poznatom 

kao direktna ana1iza greske, ocenjuje эе doprinos svakog izvora 

greske ра ве па osnovu toga izracunava gornja granica raz1ike 

izmedu tacnog геаеnја 6 nи i numerickog геаеnја 1Ln • 

Pri1ikom ana1ize роnаэanја i осеnе greske cesto ве kori

sti tzv. asimptotsko raz1aganje 1oka1ne i globa1ne greske diskre

tizacije. Asimptotsko razlaganje gresaka moze ве definisati i u 

najopstijem в1иСаји. 

Definicija 1.1.12. Neka ве metoda diskretizacije 

primenjuje па zadatak Р. Niz pres1ikavanja ЛN : D ~ S takvih 

da је: 

'е п (F) АnУ = Fn I:::::.nY = ц)n [ F + лn Ј у 

za svako у u oblasti definisanosti F naziva ве pres1ikavanje 10-

ka1ne greske diskretizacije metode fit za zadatak 1>. 
Definicija 1.1.13. Pres1ikavanje 1oka1ne greske diskre-

tizacije (Ј\) N' metode }1 dozvo1java asimptotsko razlaganje 
п nE 

do reda q ako postoji neprazan skup DqC D i pres1ikavanja : 

Ј\ј : Dq4S , ј = 1, ••• ,q koja nе zavise od п tako da za svako 
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уЕ Dq vazi: 

imamo: 
Pod navedenim uslovima u definiciji 

l1li W [Ji'Y + 
п 

kad n~co 

1.1.13. za у Е D 
q 

Specijalno, ако је tacno resenje u Е. Dq onda vazi: 

hjU)n(~jU) + о( h q+1 ) (1.1.6) 

do reda 

zadatak 

• 

Re1acijom 

'blokalnih 

Ј · 

(1.1.6) definisano је asimptotsko raz1aganje 

gresaka diskretizacije ( ~n) metode .fl za 

Ako је metoda А sag1asna do reda р аа zadatkom .Ј>, 
onda па osnovu (1.1.3) vazi: 

Л.и = о, ј = 1, ••• ,р-1. 
Ј 

Slicno ае definise i asimptotsko razlaganje g10balne 

greske diskretizacije. 

Definicija 1.1.14. Neka jefi{ metoda diskretizacije pri

mеnјеnа па po1azni zadatak ЈР. Лkо postoje e1emen~i ејЕ D , 

ј = 1, ••• ,q, nezavisni od п tako da vazi: 

(1.1.7) СП - 6 n [ $;1 ьЈеЈ Ј + о( hq+1 ) kad n~oo, 
onda kazemo da g1oba1na greska diskretizacije {С::n)n Е N' 

metode ј{ dopusta asimptotsko raz1aganje do reda q. 

Ako metoda Ј1. konvergira ka ]"Ј brzinom reda р, onda је 
еј = 6, ј = 1, ••• ,р-1 i ер ~ о. 

Asimptotsko raz1aganje эе koristi, uglavnom, za prou

сауanје loka1ne greske diskretizacije. U glavi 5 ovog rada anа-

1izira ве роnаБanје loka1ne greske diskretizacije nekih k1asa 

diskretizacionih metoda па оаnоУи аsiщрtоtskоg razvoja. 

U nајуе6ет broju аlисајеуа za priblizno izracunavanje 

greske koristi ве nјеn prvi с1an u asimptotskom razvoju. 

Definicija 1.1.15. Neka diskretizaciona metoda }{ ko

nvergira brzinom reda р ka po1aznom zadatku р, i· neka loka1na 

i globalna greska diskretizacije metode ~ dopustaju аSimpt~~~--.~ •. -. 

• i ~~1 
~,,/~ 

~'~J. _.dil 
.~IOfj~ 
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tsko razlaganje do reda р: 

;;[n = ьр ц)-n .Ари + ОС ьР +1 ) 

СП = ЬР6 е + ОС ьр +1 ) kad b~O. 
п Р 

E1ementi: bPu.т Л U Е S i ьР Д е Е D nazivaju ве glavni 
п р п п р п 

clanovi odgovarajucih gresaka diskretizacije. 

Asimptotsko raz1aganje gresaka је bitno za Richardson

-ovu metodu ekstrapo1acije koja sluzi za uvecanje tacnosti di

skretizacionih resenja i za осеnи gresaka kod diskretizacionih 

resenja. 

Richardson је 1910. godine predlozio postupak za uveca

nје tacnosti numerickih resenja diferencnih i diferencija1nih је

dnacina. Od tada ае ovaj POBtupak nasiroko primenjuje u raznim 

oblastima numericke analize pod nazivom: "Richardson-ova metoda 

ekstrapolacije" • 

Osnovna ideja Richardson-ovog postupka ekstrapolacije 

sastoji зе u tretiranju resenja diskretizacionog zadatka kao 

funkcije koraka Ь, tj. ПП = llЬ • Za niz vrednosti koraka Ь: 
Ь1 < ь2< ••• < hr izracunavaju se vrednosti l"\h1 ,~2 , ••• , 1Lhr 

ра зе па osnovu ovih 

Ј( h ) за cvorovima 

1im ~(b) treba10 bi 
Ь.-?О 

vrednosti formira interpo1aciona funkcija 

( h~ ''Lh~), S>= O, ••• ,r. Intuitivno, 
da predstav1ja tacno resenje po1aznog za-

datka • Medutim, vrednosti ~hf u opstem зlисаји pripadaju raz1i

citim prostorima. Da bi funkcija JL(h) mog1a da эе definise, шоrа 

da ве definise prostor Dn kojem bi pripadala sva resenja 1Lh~. 
То znaci da эе resen~a diskretizacionog zadatka moraju razmatra-
ti па mrezi G- = Г\ G..j • Dak1e, resenje иуесаnе tacnosti ( i1i 

п ј=о d 

Осеnа greske diskretizacionog resenja ) moze ве dobiti sашо па 

шrеzi Gfi. 

Definicija 1.1.16. Neka је ј{ metoda diskretizacije 
za po1azni zadatak јР. Ako za odreden Banacb-оу prostor D i line

rno preslikavanje l.: D-4-D ва normom 11 zs. 11 = 1 postoji Ье--skonacan skup N С N' i niz linearnih pres1ikavanja иn : Dn ~ D, 
-п Е. N takvih da vazi: 

(1.1.8) Йn~n = 

metoda Jt эе . nazi va 

& i 1im 11 Ll п 11 = 1 
n.:юо -

~-transmisiona , а preslikavanje LL 
п 
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trвnsmisiono pres1ikavanje. 

Ako ј е metoda fi1. 15:. -transmisiona, а greske 

cije metode.ft( za zadatak Р dopustaju asimptotsko 

do reda Ч, tada па osnovu (1.1.8) vazi: 
q 

diskretiza

raz1aganje 

-(1.1.9) аn 1"l ~ = ~ '[ ьј е . 
Ј=р Ј 

+ о( h q+1 ), nEN 

tj. ~llh dopusta asimptotsko raz1aganje u p~ostoru D. 

Funkcija 1l(h) (koja ве moze strogo definisati, а sto 

сето ovde izostaviti ), za niz argumenata h f ima vrednosti : 

h. h f Е D , ( g = о, ••• ,r ). Richardson-ov postupak ekstrapo1acije 

sastoji se u tome da ве 

~(o) = 

izracuna: 

1im Ј(. ( h ) Е D 
b~o 

. Ako funkcija ј(Ь) pripada 1inearnom prostoru, vrednost 
\1 r h 
у-- ( о) moze ве do Ь! ti iz linearne kombinacije Јо ~~b) 11. . s> 

i dobijena vrednost ае uzima kao aproksimacija za 6z. Н1сЬа

rdson-ov postupak ekstrapo1acije ima smis1a primenjivati эkо 

funkcija )l( h ) ima istu strukturu kao i razvoj (1.1.9), tj. 

у- ( Ь) = const + О ( ьр ) • 

Uslovi pod kojima ве moze primeniti Richardson-ov postu

рэk ekstrapo1acije za jednu siroku klasu zadataka matematicke fi-

zike, deta1jno se razmatraju u g1avi 2 ovog rada. 

1.2. О nekim k1asama diskretizacionih metoda 

za obicne diferencija1ne jednacine 

U radovima [16Ј i [20Ј Lambert је napravio sazete 
prikaze najznacajnijih dostignuca и vezi ва najpoznatijim diskre

tizacionim metodama za Cauchy-ev zadatak obicnih diferencija-

1nih jednacina. Svrha ovog ode1jka је da ве navedu poznati rezt1-

1tati и vezi ва ovim predmetom koji bi bi1i po1azna оаnоуа и 

narednim glavama. U tom smis1u radovi [16 Ј i [ 201 bi1i ви 
inspirativni za pisanje ovog odeljka. 

Neka је dat Cauchy-ev ргоЫет: 

(1.-2.1) у' - f( х , у ), у( хо ) 

pri сети х € r а, Ь Ј i 
о -

= 
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Da bi po1azni zadatak (1.2;.1) imao jedinstveno resenje, 

pretpostav1ja se da funkcija f(x,y) zadovo1java Lipschitz-ov 

us10v па [а, Ь], tj. da za Х Е [а , Ь] postoji konstanta L 
tako da za svako konacno у(х) i у(х) vazi: 

11 f( х, у(х) ) - f:( Х, у(х) ) 11 ~ L Ir у(х) - y(x)11 
kao i da f( Х, у) pripada k1si neprekidnih funkcija. 

Proces diskretizacije po1aznog zadatka (1.2.1)kod 
vecine metoda zasniva ве па formiranju mreze, tj. diskretnog 

skupa t ас aka G
h = {xi I x i = а + ih, i = о, ••• , п, nh = ь-а} 

и kojima ве ротоси diskretizacione metode izracunava niz vre

dnosti {Yi I i = o, ••• ,n} , а koje predstav1jaju aproksima

cione vrednosti za у(х.). Vrednosti funkcije f(x.,y.) za apro-
~ ~ ~ 

ksimacionu vrednost Yi и tacki x i cesto се biti oznacena ва f i • 

Јеdпu od najrasprostranjenijih k1asa diBkretizacionih 

metoda za resavanje zadatka (1.2.1) cine tzv. 1inearne viseko

racne met'ode. Ove metode dobijaju ве integracijom interpo1aci

onih ( ekstrapo1acionih ) po1inoma koji ви formirani nad odre

denim podskupom tacaka iz Bkupa { (Xi ' У i)' 1 i 8: о, ••• ,П } • 

Definicija 1.2.1. Neka ви poznate vrednosti Уу = wy ' 
у = o, ••• ,k-1 niza ( Уп ). Metode ротоси kojih ве preosta1e 
vrednosti niza ( УП ) dobijaju iz formu1e: 

(1.2.2) t r:J..J'Yi+J· = h t (3J.fi + j 
Ј=О Ј=О 

gde ви сХј i konstante otk r/ о, i 

k ~ 1, nazivaju ве 1inearne visekoracne metode. Vrednosti У,. = 

Wy , ,= 1, ••• ,k-1 nazivaju ве startne vrednosti, а k је broj 

koraka. 

Definicija 1.2.2. Linearna visekoracna metoda iz k1a

ве metoda (1.2.2) је eksp1icitna эkо је дk а О; зkо је 

'(3k "О metoda је imp1icitna. 

Рошоси eksp1icitnih metoda niz ( УП ) dobija ве dire

ktno iz formu1e (1.2.2). u вlисаји imp1icitnih шеtоdа da bi se 
formirao niz (у ) па svakom koraku treba resiti jednu, u opstem 

п 

slucaju,ne1inearnu jednacinu. 
U tablici 1.2.1 navedene ви neke konkretne eksp1icitne 

i imp1icitne formu1e Adams-ovog tipa koje се biti potrebne u 
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narednim glavama. Loka1na greska diskretizacije za 
navedenih formu1a је oblika С у(Р+1) ( -r: )hP +1 

р+1 '7 
а р је red metode. (Videti [6] , [15] , (21] ) 

svaku od 

gde ~E [.1.i,XH.\c] 
Вгој koraka 

k, red metode р i koeficijent СР+1 takode ви navedeni и tablici. 

Tablica 1.2.1 

Ng 
formu1a k СР+1 Р 

1 Yi+1 - У. = hf. 1 1 1/2 
Ј.. Ј.. 

2 Yi+3 - Yi+2 = ~c 23f i +2 - 16f. 1 + 
Ј..+ 

5f. 
1. 

) 3 3 3/8 

3 
h ) 2 -1/12 Yi+1 - у. = ~ с f. 1 - f. 1 

Ј.. Ј..+ Ј.. 

4 h -f. ) 2 3 -1/24 Yi +2 - Yi+1 = ~ с 5f i +2 + 8fi +1 Ј.. 

5 Yi+3 - Yi+2 = hc 9fi+з + 19f. 2 -
Ј..+ 

5f i +1 + f. 
Ј.. 

) 3 4- -19/720 

U praksi ве retko upotrebljavaju вато eksp1icitna i1i 

вашо imp1icitna metoda. СеБсе је и upotrebi раг eksp1icitna

-imp1icitna metoda koji odreduje novu tzv. prediktor-korektor 

metodu. Као prediktor (Р) koristi ве eksp1icitna metoda i 

sluzi za na1azenje pocetne aproksimacije y~ok) za У. k. U10gu 
Ј..+ Ј..+ 

korektora ima imp1icitna metoda ротоси koje эе usavrsava pocetna 

aproksimacija y~ok) • Korektor-komponentu сето oznacavati ва с. 
Ј..+ 

Neka ви о<.ј i t3j oznake za koeficijente и eksp1i

citnoj metodi, tj. prediktor-komponenti. Sa d j i ~j oznaci

mokoeficijente и korektor-komponenti i neka,radi jednostavnijeg 

zapisa, оЬе metode imaju isti Ьгој koraka k ( sto nе umanjuje 

·opstost sledece definicije prediktor-korektor metode). 
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Definicija 1.2.3. Sledecim fоrшu1amа: 

Р . ,.јll у(О) 
• v\. k i+k + 

k-1 
) ~/$ (r) 
t- U(. Ј·У i+J" 
Ј=О 

= 

= ь/3 f~s) . + h 
Iк 1+k 

в = o,1, ••• ,r-1, 

= :f( Х (r) 
i+k' Yi+k ), вашо ako је t=o; 

odrecena је prediktor-korektor 
ва p(EC)rE1-t. Broj iteracija 

metoda koja ве krace oznacava 
r unapred је zadat. 

Uko1iko broj iteracija nije unapred dat, postupak ite

racije naBtav1ja ве dok nе dode do pok1apanja dve susedne ite

racije па odreden broj decima1a. 

Za t = О iz :formu1a (1.2.3) dobija эе prva varijanta 
prediktor-korektor metode u oznaci p(EC)rE u kojoj ве nakon 

iterativnog postupka u jednom cvoru izracunava vrednost 

( (r) ) 
f x i +k ' Yi+k 

da bi эе koristi1a pri1ikom racunanja u sledecem cvoru. 

Та t = 1 dobija ве druga varijanta prediktor-korektor 
metode u oznaci p(EC)r gde эе vrednost izvoda nе izracunava 

nakon iterativnog postupka. 

Jednu od fundamenta1nih k1asa metoda za resavanje Саи

chy-evog zadatka obicnih diferencija1nih jednacina, cine јеdnО
koracne metode poznate pod nazivom metode Runge Kutta. 

Definicija 1.2.4. Metode za resavanje zadatka (1.2.1) 

opisane formu1ama: 

(1.2.4) 

Уо а 'f, 

у i + 1 - У i = h Ф ( Xi , У i' h ) 
М 

ф(х,у,h) = ;- c"k", 
Jf =1 Ј" Ј' м 

L k y = f (X+ha1" У + h v =l 
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gde ви Су i Ьуу konstante, а 

tode Runge-Kutta. 
ау = f Ьу" nazi vaju зе те -

у =1 

Definicija 1.2.5. Ako зи koeficijenti Ь,у = О za 

v ~ у и formu1ama (1.2.4), metoda Runge-Kutta је eksplicitna; 

а.1<:о зи koeficijenti Ьг у == о za )) > ј t metoda је semi-imp1icitna; 

зkо nijedan od prethodnih из10уа nije ispunjen, metoda Runge

-Kutta је imp1icitna • 

Sve k1asicne metode Runge-Kutta ви eksp1icitne i kod 

njih ве niz ( уп ) izracunava direktno. Kod semi-implicitnih 

metoda па Bvakom koraku, u opstem в1исаји, mora da ве resi Bkup 

od М ne1inearnih jednacina. Za imp1icitne metode па svakom ko

raku , и opstem slucaju, mora da ве resi шМ ne1inearnih јеdnа

cina. Primetimo da ви eksp1icitne metode Runge-Kutta da1eko се

все u upotrebi u poredenju ва imp1icitnim, sto nije вlисај kod 

visekoracnih metoda. 

Trecu, znacajnu k1asu metoda za resavanje Cauchy-evog 

zadatka obicnih diferencija1nih jednacina cine tzv. hibridne 

metode. 

Definicija 1.2.6. Metode za resavanje zadatka (1.2.1) 

u kojima ве niz (уп) formira рошоси formu1a: 

k k 

(1.2.5) [ос .у. . 
ј=о Ј 1+Ј h [ f!>J.fi+J· 

Ј=О 

+ 
111 

gd е ј е 01.. k rI о , I t:i о Ј + I Р о I УЈ О, \Ј = о, ••• , k i 
f i + v == f( X i +V ' Yi+Y ), nazivaju ве k-koracne hibridne metode. 

Hibridne metode predstavljaju neku vrstu kombinacija 

1inearnih visekoracnih metoda i metoda Runge-Kutta. Ро strukturi 

ви bliBke visekoracnim metodama, а zajednicko ва metodama Runge

-Kutta im је da ве vrednosti funkcije f(x,y) izracunavaju u ta

ckama Xi + V i Yi+" gd.e v nije сео broj, tj. Xi +V ~ ( xn ). 
Tacke Х. ~I biraju ве tako da hibridna metoda daje sto је mogu-

1+" 
се vecu tacnoBt. 

Slicno visekoracnim metodama i hibridne metode mogu 

biti koriscene kao komponente prediktor-korektor metoda. 

К1аве metoda za resavanje obicnih diferencija1nih jedna

cina iz definicija 1.2.1, 1.2.3, 1.2.4. i 1.2.6. ne obuhvataju 

sve numericke metode za resavanje ovog zadatka. Medutim, metode 
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iz opisanih k1asa su najrasprostranjenije i najcesce koriscene 
и prakticnoj primeni. 

Осеnе i ponasanja gresaka mogu se istovremeno (zajedni

cki ) proucavati za sve metode opisane и оуош odc1jku. (izuzev 

druge val'ijante prediktor-korektor metode). Naime, pretpostav1ja

juci da зи date startne vrednosti: У)) = w)) , 1> = о, ••• ,k-1, 
navedene metode mogu ве opisati uopstenom forтu1om: 

(1.2.6) 

k 

[ clJoYi+Jo 
Ј=О 

Funkcija ~~ zavisi od f i vazi: 

ф~=о( x i ' Yi+k' yi+k-1"···'Yi' h ) - о. 
Ako cp~ zavisi od Yi+k' rec је О imp1icitnim metodama; u supro
tnom, rec је о eksp1icitnim metodama. 

S obzirom па definiciju 1.1.7. loka1na greska diskreti-

zacije za metode 

(1.2.7) :;ti+k = 

opisane formu1om (1.2.6) u tacki Хо k је: 
1+ 

k 

[ с:Ј..оу(х о о) - h Ф4'( Х., У(Х.; +k)' ••• ,У(Х.; ), h ). 
Ј=О Ј 1+Ј ~:L.Ao • 

( Napomenimo da postoji nekoliko varijanti definicije loka1ne 

greske diskretizacije. Na primer, и [В] loka1na greska diskre-

tizacije и tacki x i +k definise ае kao ~i+k / h • ) 

Za metode opisane ротоси (1.2.6) stabi1nost је proucava

па iz raz1icitih aspekata. U tom smislu za metode opisane ро

тоси (1.2.6) postoje razne definicije stabilnosti. ( Definicija 

stabilnosti је, izmedu osta1og, povezana эа normom и prostoru Sn 

diskretizacionog zadatka, Lipchitz-ovim us1ovom za F iz odeljka 

1.1.!i dr. Videti [21] , [34] , [17]. ) 

Navodimo neke definicije stabilnosti za metode iz k1a-

se (1.2.6). 

Definicija 1.2.7. Neka ви {бi I о ~i ~ п} poremecaji 

i {Zi I о ~ i~ п} izmene numerickog resenja zadatka (1.2.1), defi

nisani па sledeci nacin: 
z v = wy (h) + 5)1 '.Ј = о, ••• ,k-1 

k 

") С:Ј.. z = h Фf ( Х10 , Z1° +k' • • ., z.;, Ь) + Ь.; +k f;;.o ј i + ј .Ао.Ао 

Da1je, neka зи (~n) i ( ь:) dva niza poremecaja, а (zn) i (z~) 
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dva niza izmenjenih numerickih resenja zadatka (1.2.1). Ako 

postoje konstante S i h I о tako da za svako h (о,ьоЈ vazi: 

1
0. 

Ilzi - zil <SE.,kadgod је IIS'i - bill< ~, i = о, ••• ,n, za те-
todu (1.2.6) kazemo da је nu1a-stabi1na. 

u definiciji 1.2.7. koristi ве termin nula-stabilna meto

da da bi зе naglasilo da је rec о stabilnosti za h blisko nu1i. 

Definicija 1.2.8. 

karakteristican po1inom 

(1.2.7) Р( ~) Је 

Definicija 1.2.9. 

Za metodu opisanu ротоси 

зе definise kao: 
k 
~ . 
L r:X 'С;Ј 
ј=о ј • 

Za metodu opisanu ротоси 

(1.2.6), 

(1.2.6) ka-

zemo da zadovo1java koreni из1оу ako svi koreni karakteristicnog 
polinoma P(t;) iz (1.2.7) 1eze unutar jedinicnog kruga i1i 

па jedinicnoj kruznici, pri сети ви svi koreni па jedinicnoj kru

znici prosti. Za metode klase (1.2.6) kazemo da zadovo1javaju, 

strogi koreni из10У эkо njihov karakteristicni po1inom р ( r; ) 
ima jedan prost koren +1, а sve osta1e korene unutar jedinicnog 

kruga. 

oledece dve teoreme povezane ви за konvergencijom те

toda opisanih ротоси (1.2.6). (Videti [16Ј i [20] • ) 

Teorema 1.2.1. Metoda iz klase (1.2.6) је nula-stabilna 

эkо i вато эkо zadovoljava koreni oцslov. 

Teorema 1.2.2. rktoda iz k1ase (1.2.6) је konvergentna 

зkо i зато эkо је saglasna i nu1a-stabilna. 

Ako је neka metoda konvergentna, ne znaci da је uvek ро

godna za prakticnu primenu. Nu1a-stabilnost kazuje da је obezbe

deno stabi1no роnаэanје greske kad hoo+ о. Оуо ne znaci da 6е 
metoda biti stabilna za neku fiksiranu vrednost koraka h ( ra-

zlicitu od nи1е ). Као kontra-primer navedimo metodu iz klase 

(1.2.6) poznatu pod nazivom Simpson-ovo pravi1o: 

У . 2 - у. = ~ ( f. 2 + 4f. 1 + f. ) 
1.+ 1. ;,; 1.+ 1.+ 1. 

't' f~ks~rano h nе obezbeduje stabi1no koja ni za jedno poz~ 1.VnО, • ~ 

sirenje greske. 
Javlja зе potreba za definisanjem neke druge vrste 
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stabi1nosti koja bi garantova1a stabi1no роnаваnје greske i za 

fiksiranu vrednost koraka h. Naza1ost, nemo~lce је definisati 

stabilnost uz ovaj zahtev, а da эе nе uzme u obzir konkretan 

Cauchy-ev zadatak. Definicije apso1utne i re1ativne stabi1nosti 

uzimaju u obzir zahtev da korak h bude fiksiran i pozitivan, pri 
сети эе Cauchy-ev zadatak razmatra па unapred odredenoj mode-

1nој jednacini. Ovde nесето navoditi ove definicije stabi1nosti 

(videti [16] i [20Ј ), уес сето definisati sащо strogo-stabilne 
metode koje сето koristiti u narednim glavama. 

Definicija 1.2.10. Za metodu iz k1ase (1.2.6) kazemo 
da је strogo stabi1na ako је sag1asna i zadovo1java strogi 
koreni us1ov. 

Stroga stabi1nost metode obezbeduje postojanje nepraznog 

regiona apso1utne stabi1nosti, а sto strogo stabi1ne metode cini 
prakticno primen1jivim. 

Adams-ove metode imaju 
k 

karakteristicni po1inom oblika: 
k-1 

P(~) 1:1 clk 1:; - cik _1 r; 
i siroku oblast apso1utne stabi1nosti. Znaci, s obzirom па nacin 

рrоstirэnја greske, Adams-ove metode эи pogodne za prakticnu 

primenu. U praksi Adams-ove metode эе upotrebljavaju obicno u 

okviru prediktor-korektor metode. Prednosti prediktor-korektor 
metoda zasnivaju эе па jednostvanom obliku loka1ne greske diskre

tizacije za prediktor i korektor, re1ativno ve1ikoj oblasti 

apsolutne stabi1nosti i re1ativno jednostavnoj imp1ementaciji 
па racunarima. Nedostaci ви im: neophodnost obezbedivanja sta

rtnih vrednosti i nepogodnost za izmenu duzine koraka Ь. Zbog 
ovih nedostataka prediktor-korektor metoda, dugi niz godina bi1e 
ви popu1arnije metode Runge-Kutta и poredenju ва njima. Medutim, 

formu1e za осеnи globa1ne greske diskretizacije kod metoda Runge
-Kutta эи komp1ikovane i nepodesne sto је ва gledista ocene 

greske pri1ican nedostatak. Kod Bavremenih a1goritama nedostaci 

prediktor-korektor metoda lakse ве prevazi1aze, nego 1i nedostaci 
drugih metoda. stoga ви ove metode danaB vr10 ceBto u upotrebi. 

Iz prethodnog dela zak1jucuje ве da pojedine metode iz 
klase (1.2.6) imaju prednosti nad drugim metodama iz iste klase 
ako im эе jednostavnije nalazi i осеnјије loka1na, odnosno glo

balna greska diskretizacije. 
Postojece metode za ocenu lokalne greske diskretizacije 
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ug1avnom se zasnivaju па nјеnот аsiшр"tоtskоm raz1aganju. Pri-

1ikom ocenjivanja greske najcesce эе izracunava glavni с1an, а 

retko kada эе uzimaju i Bleseci clanovi. 

Najcesce koriscene metode za осеnи lokalne greske di

skretizacije ви: Richardson-ova metoda ekstrapo1acije, metoda 

umetanja i r1ilne-ova metoda. ( Videti [21] , [31Ј , [14Ј • ) 
Richardson-ova metoda ekstrapo1acije iz107.ena је uopste

по и ode1jku 1.1. Ovo је metoda koja је nајсеБсе primenjivana 

za осеnи greske, mada nе daje uvek najbo1je rezu1tate. 

Osnovna ideja metode umetanja је da эе numericko rese

nје izracunava u istom cvoru metodom reda р i metodom reda ·p+l. 

Glavni с1an greske metode reda р, u cvorovima gde ви izracunate 

numericke vrednosti, procenjuje эе oduzimanjem dobijenih numeri

ckih resenja. Svakako da nije Ьав raciona1no primenjivati dve 
numericke metode da bi эе oceni1a greska па numerickom resenju 

metode koja је nizeg reda. Medutim, glavna karakteristika metode 

umetanja је da эе prilikom primene metode reda р+1 koriste rezu
ltati izracunavanja vrsenih pri1ikom primene metode reda р. Ovo 

эе pre svega odnosi па izracunavanje vrednosti funkcije [( х, у ). 

Na taj Ilacin proces izracunavanja је znatno kraci od procesa u 

kojem bi эе metode reda р i р+1 primenjivale nezavisno jedna od 

druge. Metoda umetanja daje dobre rezu1tate za jednokoracne mе

tode diskretizacije. 
Mi1ne-ova metoda је najcesce koriscena za ocenu greske 

prediktor-korektor metode. ( Videti [14Ј i [21Ј • ) 
Pored pomenutih metoda za осеnи loka1ne greske diskre

tizacije, postoji i niz specificnih metoda koje ве оdnоэе па uze 

k1ase metoda diskretizacije. 
Za ocenu g1oba1ne greske diskretizacije postoji vise nа

cina. U knjizi [21] navedene эи formu1e рошо6и kojih ае осеnјије 

globa1na greska diskretizacije za jednu specijalnu klasu linearnih 
visekoracnih metoda. Осеnа lokalne greske diskretizacije za opsti 

э1исај linearnih visekoracnih metoda razmatrana је u [14Ј. 
Jedan uopsten prisup и ocenjivanju globalne greske di

skretizacije ( koji ае nе odnosi эато па Cauchy-ev proыmm ) ро

znat је pod imenom metoda Zadunaisky. Ova metoda ukratko је opi

аanа u [20Ј. Za ocenu globalne greske dj.skretizacije mogu эе ko

ristiti i dvostrane aproksimacione metode о kojima се vise biti 

reci u narednom ode1jku. 
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1.3. Dvostrane aproksimacije resenja Cauchy-evog 

zadatka za obicne diferencijalne jednacine 

Ideja о dvostarnoj aproksimaciji nepoznate velicine 

potice јоэ iz perioda Archimedes-a. Sa razvojem matematicke 

ana1ize, dvostrane aproksimacije эе upotrebljavaju kako и te

orijskim razmatranjima, tako i u prakticnim izracunavanjima. 
Medutim, e1ektronska racunska tehnika najvise је uticala па 

siroku primenu metoda koje эе zasnivaju па dvostranim aprokima
cijama. Sezdesetih godina ovog veka nasta1a је i роэеЪnа grana 

matematike u cijoj эи osnovi dvostrane aproksimacije - interva

lna analiza. U intervalnoj analizi uopstava эе ројат broja ро

тоси ројта interval. UmeBto operisanja эа brojevima, operise 

эе эа intervalima i krajnji rezultat dobija ве и obliku interva-

1а • ( [27] , [33] ). U intervalnoj analizi koristi se specija
lna aritmetika, а postoje i ровеЬnе metode intervalne analize. 

Na primer, poznata је Moore-ova metoda za resavanje Cauchy-evog 

zadatka obicnih diferencija1nih jednacina ( [ззЈ ). 
Izmedu dvostarnih aproksimacionih metoda k1asicne i 

funkcionalne analize s jedne strane, i metoda intervalne analize 

s druge strane, moze эе uociti raz1ika. Medutim,za pojedine mе
tode moglo Ь! ве reci da эе nalaze па granici i tesko ih је 

svrstati u jednu od pomenutih klaBa. 
G1avni motiv za razvijanje dvostranih aproksimacionih 

metoda је nastojanje da ве kroz proces racunanja kontrolise ra

zlika ( greska ) izmedu tacnog resenja i dobijenih aproksimaci

ја. Која vrsta greske ве kontrolise роmоси dvostranih aproksi

maci6nih metoda? 
Koriscenjem interva1ne aritmetike potpuno је pod kontro

lom greska izracunavanja. U zavisnosti od koriscene metode inte

rvalne ana1ize, moze da зе kontrolise globalna greska diskreti

zacije, а samim tim i lokalna. Dvostrane metode k1asicne i fu

nkcionalne analize pogodne ви za ocenjivanje lokalne greske di

skretizacije. Ustvari, za dvostarne aproksimacione metode kara
kteristicno је da ви prakticno primenljive зkо ispunjavaju neko

liko uslova od kojih ви роsеЬnо znacajna sledeca dva: 

(а) tacno resenje ве uvek na1azi izmedu gornje i donje 

granice koje ве odreduju aproksimacionim metodama; 
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(Ь) raz1ika izmedu fina1ne gornje i donje aproksima
cije nije ve1ika. 

Metode interva1ne ana1ize ви deterministickog karaktera, 

tj. kod ovih metoda us10v (а) treba da је uvek ispUnjen. Naza1oBt, 

postoje i takvi problemi ( odnosno a1goritmi za resavanje роје

dinih problema ) kod kojih metode interva1ne ana1ize nе mogu da 
zadovolje us10v (Ь). То prakticno znaci da za resavanje takve 

k1ase zadataka nе mogu uspesno da эе primenjuju metode interva1ne 

ana1ize. ( Videti [29] • ); zato эи od znacaja dvostrane aproksi
macione metode k1asicne i funkciona1ne ana1ize. 

U glavama 3 i 4 bice razmatrane dvostrane aproksimacio
nе metode za resavanje Cauchy-evog zadatka (1.2.1). u glavi 3 
proucavani ви problemi koji ве jav1jaju pri1ikom diskretizacije 

Capliginove metode, а glav8 4 sadrzi opis jedne dvostrane predi

ktor-korektor metode. Stoga navedimo neke poznate rezu1tate u 

vezi ва Cap1iginovom metodom i dvostranim metodama uopste. 

Cap1iginova metoda је analiticka metoda prvobitno рге
dlozena za priblizno reSavanje Cauchy-evog zadatka obicnih dife

rencijalnih jednacina prvog reda. Kasnije је metoda uopstena па 

Banach-ove prostore ( [19],[37] ) ротоси raznih diferencija1nih 
operatora. То ви pretezno teorijska razmatranja, dok о prakticnim 

priтenama Cap1iginove тetode nema mnogo radova. Postoje uopste

nја Capliginove metode па obicne diferencijane jednacine viseg 

reda ( [6] ), a1i njihova primena је skopcana эа pri1icnim tesko

сата ра ih necemo nada1je pominjati. 
Neka је dat Cauchy-ev problem (1.2.1) i pretpostavimo 

da postoji resenje problema . (1.2.1) па interva1u [хо,Ь], da 

је [(х,у) neprekidna funkcija i ima neprekidne izvode: 

d f(x,y) .; 02f (x,y) 
(1.3.1) :§у .L ду2 

и oblasti гевеnја Cauchy-evog ргоЫеша. 

Teorema 1.3.1. Neka је 

I(y) = у' - f(x,y) 

diferencija1ni operator koji odgovara diferencija1noj jednacini 

(1.2.1) i у(х) resenje problema (1.2.1). Ako funkcija u = и(Х)Е 01 

zadovo1java иа1оу: 

I(u) ~ о za ХО ~ Х ~ Ь i 
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tada па interva1u [Хо ' ь Ј vazi nejednakost: 

u ~ у • 

Ana10gno, ako је v = У(Х)Е 01 i ispunjava us1ov: 

I(v) ~ О za х ~ х ~ Ь i у(х) = Уо 
о о 

tada па interva1u [Хо'Ь] vazi nejednakost: 

у ~ v • 

Dokaz navedene teoreme moze ве na6i U [10Ј • 

Na teoremi 1.3.1. zasniva ве Cap1iginova metoda za pri
blizno resavanje zadatka (1.2.1). 

Neka su poznate funkcije ио(х) i vo(x) tako da vazi: 

ио(х) < у(х) < vo(x) 

za svako х Е [xo,b~ Тэkоае, neka vazi: 

"Q2f > О [] [ :l ду2 Сх,у(х)) u oblasti Хо'Ь Х uo(x),vo(xh 

Pod navedenim pretpostavkama linearni Cauchy-evi problemi: 

k = 0,1,2, ••• 

imaju, redom, resenja uk+1(x) i vk+1(x) tako da ako raz1ika 

VOCX)f- ио(х) nije velika za ХЕ [хо,ь] vazi: 

(1.3.5) uo(x)~ul(x)~ ••• ~uk+l(x)~y(x)~vk+1(x)~ ••• ~vlCx)~vo(x) • 

Za aproksimacije uk +1 (x) i vk+1(x) vazi Luzinova осепа 

greske (videti [24] ): 

(1.3.6) I vk +1 (Х) - uk +1 (Х) I < ~2k 

gde је С neka realna konstanta. 
Brzina konvergencije aproksimacija Uk(X)· i vk(x) ka ta-

спот resenju у(х) је vr10 velika sto ве vidi iz re1acije (1.3.6). 
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Upravo zbog оуе ve1ike brzine konvergencije Cap1iginova metoda 

је predmet interesovanja i proucavanja matematicara. ( Deta1jni

је о C;ap1iginovoj metodi videti и [6 Ј , [10 Ј i [ 9 Ј. ) 

Navedimo neke karakteristike dvostranih aprokBimacionih 
metoda koje ве dobijaju kao modifikacije poznatih numerickib те

toda, а koje се пат biti potrebne и glavi 4. 

K1asicne numericke metode za resavanje zadatka (1.2.1) 

ponekad ве mogu modifikovati и dvostrane aproksimacione metode 

па osnovu oblika glavnogclana u asimptotskom nazvoju 1oka1ne 

greske diskretizacije. (Videti [18Ј, [22Ј • ) Naime, ako ве 
loka1na greska diskretizacije neke numericke metode moze predsta

viti и obliku: 

(1.3.7) ;;t (Ь) = f' b s +1 ЧЈ(f) + о( ьВ+2 ) 

gde је ~~ О nekakva konstanta, а ~(f) odreden operator, onda 
ве ova numericka metoda ponekad jednostavno modifikuje u dvostra

пи metodu. Gornja i donja aproksimacija biraju эе tako da u jednom 

sluc~ju greska bude oblika: 

;Ј!. (Ь) = - t ьв+1 tV (f) + о( ьВ+2 ) , 

а u drugom э1исаји, oblika: 

~(h) = + r hs+l~(f) + о( ьв+2 ). 

Funkcija f(x,y) mora da zadovoljava odredene uslove о 

postojanju i neprekidnoBti izvoda do odredenog reda. 

Jasno, modifikacije poznatih jednostranih numerickih 

metoda u dvostrane mogu biti izvrsene i па neki drugi nacin. U 
glavi 4 pred10zen је jedan algoritam za realizaciju dvostrane 

prediktor-korektor metode gde ве kao prediktor i korektor kori

ste ~odifikovane klasicne metode numericke analize. 



2. RICHARDSON-OVA МEТODA EKSTRAPOr~CIJE 

2.1. Primena Richardson-ove metode 

ekstrapolacije 

Od kada је nastala ра do danas, Richardson-ova metoda 

ekstrapo1acije је primenjivana u raznim de10vima numericke ana1ize. 

JvIetoda"je i danas vr10 aktue1na. Као potvrda za to sluzi ve1iki 

Ьгој radova objav1jen u pos1ednje vreme ( navedimo вато neke: [2Ј , 

[7] , [11Ј , [26] , [32] ) u kojima ве direktno ili indirektno 
proucava ova metoda. 

Richardson-ova metoda ekstrapo1acije upotrebljava ве u 

kombinaciji ва drugim numerickim metodama za resavanje zadataka: 

(1) иуесanје tacnosti dobijenih numerickih resenja; 

(2) ocene gresaka nad numerickim resenjima. 

Kada ве Richardson-ova metoda ekstrapo1acije upotreblja
уа za ocenu gresaka nad numerickim resenjima, pretpostav1ja ве da 

ви dominantne greske diskretizacije, а da је ша10 uticajna greska 

racunenja. 
Zadaci (1) i (2) povezani ви tzv. paradoksom Richardson

-ovog postupka ekstrapo1acije. ( Vid.eti [34] • ) Naime, i1i ве sve 

informacije о resenju koriste za doЪijanje najtacnije moguceg n11-
merickog гевеnја bez осеnе greske, i1i ве zadrzava шanје tacno ге

веnје uz осеnи greske. 
Da bi зе Richardson-ov postupak prim~nio za гевауanје је

dnog od pomenutih zadataka, treba unapred znati da 1i је dopusti

уа primena ovog postupka, tj. da li се postupak dati zeljeni re
zu1tat. Na osnovu razmatranja u ode1jku 1.1. to Ъi znaci10 da tre-

Ьа ispitati da 1i postoji asimptotsko raz1aganje loka1ne (globa

lne) greske diskretizacije. 
1979. godine Marcuk i Sajdurov objavilisu monografiju 26 

о primeni Richardson-ove metode ekstrapo1acije za uvecanje tacno
sti numerickih resenja zadataka matematicke fizike kada зе resenja 

dobijaju ротоси diferencnih аЬета. U pomenutoj monografiji зе 
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detaljno proucavaju uslovi za primenu Richardson-ovog postupka 

ekstrapolacije za odredene klase zэdаtakа. Za svaki od razmatra
nih slucajeva u [26] primena Richardson-ovog postupka ekstrapo
lacije zasniva ве па teoremi о razlaganju. 

U sledecem odeljku ovog rada formu1isane ви dve teoreme 
koje predstavljaju uopstenje teoreme о razlaganju iz monografije 

[ 26Ј. 

2.2. Uopstenja teoreme о razlaganju za Richardson-ovu 

metodu ekstrapo1acije 

(2.2.1) 

Neka је dat polazni zadatak: 

Lu 

iu 
= f 

g 

и 

па 

D 

G • 

L i 1 ви linearni diferencijalni operatori, D је ogranicena oblast· 

u n-dimenziona1nom prostoru Rn (п ~ 1 ), G је granica oblasti D 

i1i jedan njen deo. Funkcije f,g i и definisane ви и D па G i па 

~, respektivno. ( ~ је oznaka za zatvaranje oblasti D. ) 

Oznacimo ва Mk(D), Nk(G) i Pk(D) k1as~ funkcija iz рго
stora funkcija definisanih па skupovima D, G i D koje zavise od 
ce1obrojnog parametra k~o i ciji аи elementi funkcije f, g i и, 

redom. 
Neka је u tacno resenje zadatka (2.2.1) i neka је 

DhC:D mreza ва promen1jivim parametrom Ь. Oznacimo ва иЬ rese

nје diskretizacionog zadatka za polazni zadatak (2.2.1), tj. pri--blizno гевеnје u cvorovima mreze Dh • 

Richardson-ova metoda moze ве primeniti и ovom в1исаји 

ako је moguce raz1aganje: 

(2.2.2) u h = и + СЈ.ЈЬ 

pri сети funkcija (ЈЈЬ za svako fiksirano х Е. D mora biti speci

ja1nog oblika u odnosu па Ь. 
Navedimo dovoljne uslove za postojanje razlaganja tipa 

(2.2.2) i и zavisnosti od uslova, formulisimo teoreme о razlaga
nји. Uslovi ве formulisu па Blican nacin kao и monografiji [26]. 

Uslov 1 Za svako celobrojno k, о ~ k ~ m i svaki рзr 

funkcija f Е. Мэr(D), g Е Nk(G) postoji jedinstveno resenje u € Pk(D) 



28 

polaznog zadatka (2.2.1). 
о 

Neka ви Dh , Gh i Dh diskretni skupovi koji predstavljajU 

analogne skupove skupovima D, G i D, respektivno. (Ђьс D , 
GhC G, DhC D ). Diskretizacijom polaznog zadatka (2.2.1) dobija 

ве sistem jednacina oblika: 

Lь иЬ 
о 

= f и . Dh (2.2.3) Ь 
Q.h и = g па Gh 

Iъi ~b ви linearni algebarski operatori. U diskretizovane 1ine-
о 

arne prostore mreznih funkcija, definisanih па Dh , Gb i Dh 

uvodimo norme: II·II D ' II·II G " 11· " D ,redom. 
h h h 

Us10v 2. Ako је funkcija ~b definisana па Ђь i pre

dstavlja resenje zadatka: 

(2.2.4) 
па 

па 

gde ви fh i gh funkcije definisane и oblastima 

tada vazi ocena: 

i Gh ' redom, 

(2.2.5) 

Uslov 38 Za svaku funkciju '€E.Pk(D) gde је о ~ k~ m 

vazi razlaganje2): 

Lp'e = L'e + 

[ь 'е 1: 2'е + 

pri сеши је ol(х) Е С 

h ~ О; Funkcije ај i 

а za ostatke б h i 

k 
[ ()( (ь)ј + б ь ~ 

ај па Dh 
Ji{l 

~ ~(b)j·b. + gh па Gh Ј= Ј 

monotono rastuca funkcija i rJ.. (Ь) ~ О za 

Ьј ne zavise od Ь, 8ј Е Mk_j(D), bjf Nk_j(G), 

S'h vaze ocene: 

2) Za zbir и kome је gornja granica шanја od donje 
pretpostav1ja ве da је nu1a. 
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116 hl) Dh ~ С1 ~(h)k+~ '11 Jh 11 Dh ~ C 2 o(h)k+P 

gde konstante С1 i С2 пе zavise od Ь, а (з od h, k i '€. 

Teorema 2.2.1. Neka za po1azni zadatak 

us10vi 1,2 i 3а, pri сеши f Е Io\n(D) , g EN (D). 
diskretizaciono resenje иЬ vazi raz1aganj:: 

ш 

Lol(h)jv. + llh 
ј=l Ј 

u + па 

(2.2.1) vaze 

Tada za 

Funkcije VJ. пе zavise od h, v.E Р .(D), 
Ј Ш-Ј 

а za ostatak 11 h 

vazi осепа: 
h с cl.. (h)Ш+(6 

It rt 11 D ~ 3 
h 

gde konstanta С3 пе zavisi od h. 

Dokaz teoreme 2.2.1. ana10gan је dokazu teoreme о raz1a

ganju u [26Ј ра ga пе6ето navoditi. 

U radu [lзЈ uopstava ве metoda ekstrapo1acije Nevi11e-a 
рошо6и raz1aganja: 

(2.2.6) Т(ћ) = т(а) + 

gde зи еј(Ь) poznate funkcije ( ј = 1, ••• ,ш) za koje vazi: 
е. (Ь) 

1im Ј+1 = О, Rm(h) = о(еш+1(h)), 
h~o е.ј(Ь) 

а Т(О), а1 , ••• , аш nepoznate ve1icine. 

U' radu [?] dokazano је postojanje veze izmedu raznih 

metoda ekstrapo1acije i moze зе videti koja vrsta veze postoji 

izmedu metode ekstrapo1acije Richardson-a i Neville-a. 

Teoremu о raz1aganju iz [26Ј mogu6e је uopstiti tako da 

vazi i za raz1aganje (2.2.6) pri сешu funkcije ej(h) treba da 

ispunjavaju neke dodatne us1ove. Tako umesto uslova 3а treba 

da bude ispunjen из1оУ 3Ь. 

Us10v 3Ь Za svaku funkciju 'e€. Pk(D) , о ~ k~ m 
'v • razlaganje: vaz~ 

k ke j(h)aj 6Ь 
о 

(2.2.7) Lь'e = L'e + + па Dh 
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k 

~b 'е = Р'е + L еа.ј (Ь)Ь . + s>h 
ј::1 '" Ј 

gde fиnkcije ај , Ьј ne zavide od h i ајЕ Мk_j(D), ЬјЕ Nk_j(D). 

Funkcije е ј ( ј = o, ••• ,k+1 ) ви neprekidne i ispunjavaju us1ove: 

е (Ь) = 1, 
о 

е ј +1 (Ь) :: о(еј(Ь)) kad b~ О, 

е .. (Ь)е. (h) 
J-~ ]. = k.. ( ( )) е.(Ь) ~J + о ет_ј _1 h 

Ј 

kad h~ О, 

pri сети konstante k .. ne zavise od Ь, ( i :: О, ••• ,ј), а za 
ostatke <:) h i уЬ va~~: 

(2.2.8) 11 б h 11 Dh ~ с4 11 ek+111 С ' 11 fh 11 Gh ~ с5 1\ ek+111 С 
kad b~o, gde С4 i С5 ne zavise od h, а 11· 11 с је norma 
и prostoru neprekidnih funkcija. 

Teorema 2.2.2. Neka ви za zadatke (2.2.1) i (2.2.3) 

ispunjeni us10vi 1,2 i 3Ь, tako da f Е ~(D) i g Е Nm(G). Tada 

za diskretizaciono resenje uh vazi raz1aganje: 
m 

(2.2.9) uh = u + [ej(h)Vj + n.h па Dh • 
Ј-1 _ 

Funkcije v j ne zavise od Ь, УјЕ Pm_j(D) , а za ostatak 'lh 
vazi ocena: 

kad b~ о. 

Dokaz. Neka је vjE Рш_ј(Е) proizvo1jan niz funkcija 

(ј = 1, ••• ,т), nezavisan od Ь. Definisimo diskretizacionu fuпkci
ји ~Ь па s1edeci nacin: 

(2.2.10) yth = 

m 

1: е .(h)V. 
Ј=1 Ј Ј 

Zamenjujuci иЬ iz (2.2.10) u (2.2.3), 

Iъu + _~lej(h)LhVj + Iъ~h а 
(2.2.11) Ь 

QhU + 't е .(h) h VJ. + Qhn.h 
.. 

Ј=1 Ј 

Sag1asno ив10Уи 3Ь dobija ае: 

па Dh • 

dobijamo: 

f па 

g па 



а. . i Ь.. nе zavise 
Ј,1. Ј,1. 

od Ь, а za ostatke vaze nejednakosti: 

(2.2.14) IlбhЈ·IIDh~ CJ·,11Iem-Ј·+11Iс,IIО~IIG < 11 11 Ј Ј ь" с ј, 2 еш_;) +1 С' 
gde konstante Сј ,l i С ј ,2 nе zavise od ь. Iz (2.2.12), 

(2.2.13) i (2.2.11) dobijamo: 
m т т-ј 

f + L. е .(h)Lv. + [е .(Ь) [ ei(h)a .. 
ј-1 Ј Ј Ј=О Ј 1.=1 Ј,1. 

(2.2.15) ~ 
g + ~eJo(b)eYj + 

Ј=l 

+ Lь~b - f па 
m ~ 

Ј[=оеЈ· (ь) L е. (Ь)Ь. . 
i=l 1. Ј,]. 

m 

+ '[ е .(b)6~-
Ј=О Ј Ј 

о 

Dh , 
m 

+ L е .(b)~~ 
ј=о Ј Ј 

+ Qh1"),h = g па Gh • 

Uvedimo oznake: 

(2.2.16) ~b = 

m 

[е . (Ь)6Ј: , ~b = 
Ј&::О Ј Ј 

m 

[ еЈ· (ь)~bJ. ; 
Ј=О 

koriste6i (2.2.14) i svijstvi 

ј ... 0, ••• ,k+1), dobijamo: 

з0 iz uslova 3Ь ( za fuпkcije 

11 1; h 11 D ~ с711 ем+1 11 С ' 
! h 

Konstante С7 i Св ne zavise od ь. 

Transformisimo jednakosti (2.2.15) па slede6i nacin: 

а. о о] h т .. h О D
O 

Ј-1.,1. +5 +-.11'1 8: па h 

Iz из10Уа 3Ь ( svojstvo з0 ) i (2.2.17) na1azimo: 
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f еј(Ь) [LV
J
.+ ~ k.jB

j
_ .. Ј J~ ~ ~ ~,~ 

о 

па Dh , 

(2.2.18) ~ (h) [П ~ 1.-: еЈ' t. У.+ k .. Ь. . . Ј 
Ј=l Ј ~= ~J J-~,~ 

pri сети је: 

kad h ~o. Konstante С9 ~h . ~h d Ь' . 
i С10 ne zavise od h. Na osnovu ocene za 

~1 ~ ~1 о ~Jaтo: 

11 ~ ~ + F;h 11 D
h 

~ 
(2.2.19) h h 

С11 Ilem+1 11 С, 

С12 11 em+1 11 с 11 ~! + ~ 11 G 
h 

Funkcije v j Е Pm_j(D), ( 

= -
(2.2.20) 

= -

, 
ј=1, ••• ,т ) na1azimo 

t k .. а ... 
~=1 ~J J-~,~ 

~k .. Ь ... k ~J J-~,~ 

= С8 + С10 kad h о •. 
iz jednakosti: 

u D 

па G. 

Dokazimo indukcijom da је to moguce. Zaista za ј=l imamo: 

LV1 = - k 11ao ,1 u D 

еУ1 = - k 11b o ,1 па G. 

Uzimajuci u obzir us10v 1, funkcija v 1 qdreduje se па jedinstven 

nacin! i v 1 Е РШ-1 (D), jer prema pretpostavci u us10vu 3Ь vazi: 

ао ,lЕ ~-l(D), Ьо,lЕ Nm_1 (G), а k 11 је konstanta iz uslova 3Ь. 

Pretpostavimo da ато odredi1i funkcije УјЕ Pm_j(D) za 

ј = 1, ••• ,k, а k = 1, ••• ,ш. Na овnоУи ив10уа 3Ь za funkcije Уј 
( ј = 1, ••• ,k ) vaze k raz1aganja oblika (2.2.13) tako da 

(2.2.21) aj,iE ~_j_i(D), bj,iE Nm_j_i(G). 

Za ј = k+1 dobijamo: 

(2.2.22) 

k+1 

LVk +1 = - ') k .. Bk . 1 . i';;J. ~J -~+,:L u D 
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k+l 

-~ k i 
.b

k 
.. 1 . 

Ј -~+,~ 

u (2.2.22) desne strane pripadaju prostorima 

redom, ( k ij ви 

3Ь ). Na osnovu 

konstante koje ne zavise od h 

us10va 1 zadatak (2.2.22) ima 

па G. 

Mm_k _1 i N
m

_
k

_
1

(G), 

i х prema uslovu 

jedinstveno resenje 
-

vk +1 Е Р m-k-l (D) koje nе zavise od h zato sto funkcije Вк-i+1,i 

i bk . 1 . ( i = 1, ••• ,k+1 ) nе zavise od. Ь •. 
-1.+ ,1. 

Ako вуе funkcije v ј Е Р ш-ј (15) ~ ( ј 88 l, ••• ,ш ) odredimo 

па opisan nacin, па оаnоУи (2.2.20) re1acija (2.2.18) pOBtaje: 

kada h ~ о. Us10v 2 obezbeduje nejednakost: 

IIТlh 11 D
h 

~ С13 (Il ~b + ~~ 1I ЮЬ + 11 t;h + tl (1 G
h 

) kad b~O. 
Ocena za ~Ь u teoremi 2.2.2. sledi iz (2.2.19) pri сети је Сб = 
С1З ( c 11 + С12 ), а raz1aganje' (2.2.9) ва ze1jenim svojstvima 

dobija ве iz (2.2.10). Time је teorema 2.2.2. dokazana. 

Za ci (ь) а: h i~ tеоrеше 2.2.1 u ovom radu, dobija ве te
rema 2.1 iz monografije [26]; takode za е.(Ь) а h i iz teoreme 

2.2.2. u оуом radu B1edi teorema 2.1 iz [26Ј. 
Kako 

polacije moze 

[34 Ј i [26Ј. 

ве u praksi primenjuje Richardson-ova metoda ekstra

ве naci u ve1ikom broju knjiga; pomenimo [16] , [зЈ 

Specija1no u knjigama [16Ј i [34], deta1jno ве ra-
zmatra primena Richardson-ove metode ekstrapo1acije za ocenu gre

saka ~ad numerickim resenjima Cauchy-evog problema za obicne dife

rencija1ne jednacine. 

2.3. Zak1jucak 

Dugo vremena Richardson-ova metoda ekstrapo1acije upotre

Ыја эе za ocene gresaka i poprav1janje vrednosti numerickih rezu-

1tata bez teorijske zasnovanosti. Teorema о raz1aganju iz [26Ј 
predBtavlja OBnOVU za teorijBko zasnivanje Richardson-ovg postupka 

ekstrapo1acije. U ovoj glavi navedene ви dve teoreme koje presta

v1jaju uopstenje pomenute teoreme о raz1aganju. 



3. DISKRETIZACIJA 1 OCENA GRESКE PRILIKOM 
DISKRETIZACIJE KOD CAPLIGINOVE МEТODE 

3.1. Neke karakteristike Cap1iginove metode 

u ode1jku 1.3. ukratko је opisana Cap1iginova metoda 

za'na1azenje pribliznog resenja Cauchy-evog zadatka (1.2.1) • 

Izdvajamo~neke karakteristike Cap1iginove metode koje је cine 

i danas interesantnom za proucavanje. 

Cap1iginova metoda је dvostrana i ana1iticka. Zbog 

dvostrane aproksimacije tacnog resenja, Cap1iginova metoda teo

rijski, u ana1itickoj formi, pruza mogu6nost za jednostavnu 

ocenu greske izmedu tacnog i pribliznih resenja. Naza1ost, u 

ana1itickoj formi Cap1iginova metoda nije 1зkо primen1jiva па 
diskretnim elektronskim racunskim sredstvima. Da bi mogla da 

ае primenjuje па savremenim racunarima, Cap1iginova metoda ШО
ra па neki nacin da ве diskretizuje. Ва diskretizacijom ostaju 

stari problemi koji ае javljaju prilikom primene Capliginove 

metode i pojavljuju ве neki novi. Izmedu ostalog, i осепа gre
ske nad diskretizovanim Capliginovim aproksimacijama pojavljuje 

ае kao znacajan problem. 

U odeljku 1.3 istaknuta је velika brzina konvergencije 
aprokSimacija ( koje ае dobijaju рото6и Cap1iginove metode ) ka 

tacnom resenju. Luzin, 1932. godine u radu [25], izmedu ostalog, 

о Capliginovoj metodi pise: " ••• takva brzina konvergencije пе 
postoji ni kod jedne do sada poznate metode." Velika brzina ko

nvergenc~Je aprokBimacija ka tacnom resenju, па neki nacin је 
kompezacija za nedostatke prisutne kod Capliginove metode. 

Od nedostataka Capliginove metode pomenimo: prakticnu 

neprimenljivost metode u analitickoj formi i zahtev za ispunje
пје odredenih, dosta strogih, uBlova za primenu оуе metode. Kada 

ве Cap1iginova metoda primenjuje u ana1itickoj formi, ve6posle 
nekoliko koraka formule za izracunavanje aproksimacija postaju 

tako glomazne ( obicno ве javljaju integrali koji пе mogu da ве 
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izracunaju pomocu kvadratura ) da su prakticno neupotrebljive. 

То је јоэ jedan razlog zbog cega эе pristupa diskretizaciji Са

pliginove metode. Prema tome, kada је ovde rec о prakticnoj pri
meni Capliginove metode, podrazumevace эе da је rec о Capligino

уој metodi u diskretizovanom obliku. 

Uslov za primenu Capliginove metode је da d2f(X~Y) 
ау 

ima isti znaku okolini resenja у(х). Ovaj uslov эе istice kao 
jedan od glavnih nedostataka Cap1iginove metode u poredenju ва 

metodama intervalne analize [28Ј. POBtoje razne modifikacije Са

pliginove metode u kojima ovaj UBlov ne figurise ( [6Ј , (19Ј, 
[1) ), a1i kod ovih modifikacija obicno ве вmanјије brzina konve-

rgencije aproksimacija ka tacnom resenju. 

U radu [37Ј dokazuje зе ad је Cap1iginova metoda uBtvari 
Newton-ova metoda. Оуај rezultat moze ponekad da эе iskoriBti 

prilikom primene Capliginove metode. Naime, posto је Newton-ova 

metoda dosta proucavana, dobijeni teorijski rezu1tati mogu da ве 

primene i па Capliginovu metodu. Na primer, kada su ispunjeni 

us10vi za konvergenciju Newton-ove metode, u tom slucaju konve

rgirace i Capliginova metoda, а sto ве ne mora posebno dokazivati. 

3.2. Diskretizacija Capliginove metode 

Diskretizacija Capliginove metode vrsi ве tako sto ве 

u cvornim tackama (xi ), i - o, ••• ,n za svaku donju aproksima

С1Ји uk(x) i gornju aproksimaciju vk(x) odreduju, redom, nizovi 

( uk(xi ) ) i ( vk(xi ) ), k = 0,1,2,... koji predstav1jaju diskre-

tizovane aproksimacije tacnog resenja. 

Oznacimo ва G interval [Хо' ьЈ. а njegov diskretni 

1 У. Gb Z У. Gh {" I ·ь . anа ogon oznaC1mo ва • naC1 = xi x i = хо + 1 , 1 - О, 

••• ,П } • Ako је 'е (х) proizvoljna funkcija definisana па G, 

odgovarajuca diskretizovana funkcija bi6e oznacena ва '€ h(x). 

Kako је funkcija ~h(x) definisana jedino па Bkupu Gh , vredno

sti funkcija '€ (х) i 'eh(x) mogu эе uporedivati jedino па skupu 

Gh • Razlika 'е(ХР - '€ h(xi ) је greska diskretizacije u tacki X i • 
U procesu diskretizacije Capliginove meto"de ostaju pro

blemi prisutni i u njenoj ana1itickoj formi, а koje treba resiti 

prilikom primene metode. То su: odredivanje pocetnih aproksima-
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cija ( okvirnih krivih) и (х.), v (х.) .; = 1 . ·t· о ~ о ~,. , ••• ,n, 1BP~ ~ya-
nje znaka izvoda ~;'(x,y) и oblasti gde se trazi геэеnје ( to 

је oblast odre~ena okvirnim krivama и (х), v (х) i ргауаmа х = 
о о 

Хо' х = хn ) i odredivanje sledecih aproksimacija kada su poznate 

prethodne. Pored ovih ргоЫеша јаУlја эе novi ргоЫеш: осеnа га

zlike izmedu tacnog i diskretizovanog resenja. 

U narednim odeljcima predlozena аи neka геэеnја pomenu

tih ргоЫета ва nag1aBkom па oceni tacnosti diskretizovanih арго
ksimacija. 

3.3. Odredivanje pocetnih aproksimacija 

Pocetne aproksimacije za Capliginovu metodu u ana1iti
ckoj formi mogu biti odredene па neko1iko nacina. Neki od tih 

nacina mogu ве jednostavno primeniti pri1ikom diskretizacije Са

p1iginove metode, dok ви drugi шanје pogodni. Navodimo nekoliko 

postupaka za odredivanje pocetnih aproksimacija koji ве mogu pri

meniti pri1ikom diskretizacije. 

Postupak 3.3.1. Postoje k1ase k1aBe diferencijalnih је

dnacina za koje эе mogu odrediti funkcije 'е (х) i ЧЈ (х) tako da 

ве вуа геэеnја tih diferencijalnih jednacina, koja prolaze kroz 

tacku (Хо ' Уо ), nalaze izmedu funkcija ~(x) i Ifl(х). Funk:cije 

е(х) i ~(x) mozemo nazvati granicnim funkcijama za klasu difere
ncijalnih jednacina cija resenja ве nalaze izmedu njih. Nekoliko 

opstih metoda za nalazenje granicnih funkcija odredenih k1aBa di-

ferencijalnih jednacina, opisano је u knjizi [зоЈ. . 
Prilikom diskretizacije granicne funkcije se mogu uzeti 

za pocetne aproksimacije ako ispunjavaju odredene pocetne иэl0уе. 

Na osnovu njihovog analitickog oblika,.u nizu tacaka x i ' i = 1, • 

•• ,n izracunavaju ве vrednosti pocetnih aproksimacija. Ako ве 

problem resava па racunaru, funkcije 'е(х) i \.V (х) ( odnosno ио(х) 

i vo(x) ) bi ве zadavale preko neke funkcijske naredbe, ili па ne

ki drugi nacin, zavisno od programBkog jezika. 
U sledeca tri primera za dati Cauchy-ev ргоЫеш ( za od

геаеnе klase diferencija1nih jednacina ) navedene ви granicne fu

nkcije. Primeri эи uzeti iz [зоЈ gde ве i dokazujeda vazi: 

'('(х) ~ у(х) :::: ~ (х). 
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Primer 1. Za СаисЬу-еу problem: 

у'. m х2 + п exp(_ky2), У(Хо)=Уо ' 
kada ви Хо ' Уо' Х, У > О, granicne funkcije зи: 

~(x) а УО + *( х3 - x~ ) 

:1 У + 
о 

Primer 2. АЈсо irnamo: 

а + у2 
---"---,0:2' У(Хо )" Уо' аЬ + х + Ьу 

granicne funkcije и oblasti 

~(x) - уо + а log 

'f(X) = у + 
о 

х - хо 

Ь 

Х> О i у> О 

х + аЬ 
хо+ аЬ 

i 

Primer 3. Neka је dat СаисЬу-еу problem: 

( k,ш,п Е R+ ) 

у' - у2 + f(x) , у(хо ) = Уо 
gde је f(x) 

[о{l' а{2] 
саји зи: 

pozitivna, dovoljno glatka funkcija па interva1u 

i vazi: М ~ f(x) ~ N. Granicne funkcije u оуош s1u-

'е(х) = 

'f(x) = 

+ 

Уо\[м + 

\[м + 

Уо tg( (x-хо)'{N ) 

Mtg( (x-хо)\[М ) 

У о tg( (x-xo)\fМ ) 

Opisani postupak 3.3.1. nije univerza1an. Postoje dife

rencijalne jednacine za koje је tesko odrediti granicne funkcije, 
а ako је i moguce, razmak izшеdu ovih funkcija moze da bude veli

ki, sto znaci da nisu prihvatljive kao pocetne aproksimacije za 

Capliginovu metodu. Osim toga, ako је kvalitativna analiza dife
rencijalne jednacine ( рошоси kvalitativne ana1ize odreduju ве 

granicne funkcije ) slozen ровао, onda ае primena ovog postupka 

ne isplati. 

Postupak 3.3.2. U knjizi [ 6 Ј dokazano је da za рrоblеш 
(1.2.1) vazi: и(х) ~ у(х) ~ U(x) pri сети је: 
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и(х) = уо 
_ ЈХ 

exp(L(x-t)) /f(t'Yo)!dt 
хо 

г Х 
U(x) = уо + ј exp(L(x-t»/f(t'Уо)ldt 

хо 

gde је L Lipschitz-ova konstanta. Za funkcije и(х) i U(x) vazi: 

и(хо ) ~ U(xo ) = уо ра prema tome ako razlika izmedu njih nije ve-
1ika, mogu biti uzete za pocetne aproksimacije 'и (Х) i v (х). 

о о 

Prilikom diskretizacije za odredivanje vrednosti funkcija u (х) 
о 

i vo(x) u cvornim tackama, treba vrsiti numericku integraciju. 
Pored neophodnosti primene numericke integracije, 108а strana 

ovog postupka је 8to pre primene treba odrediti i Lipschitz-ovu 

konstantu. 

Primer 1. Neka је dat Cauchy-ev proыm:: 

у' 1: х2 + у2, у(о) = о. 
Treba naci resenje ovog problema па odsecku [о, 0.5Ј эа 

korakom h 1: 0.1. Za Lipschitz-ovu konstantu mozemo uzetu L = 1. 

Vrednosti pocetnih aproksimacija u cvornim tackama , dobijene ро

шоси postupka 3.3.2. prikazane ви u sledecoj tablici. 

х 0.1 0.2 0.3 
ио\х) + 0-.. 00034 - 0.00281 0.00972 vo(x) + + 

Postupak 3.3.3. Za ana1iticki 

оуај postupak opisan је u [10]. Neka је 

(1.2.1) neprekidna u oblasti D = f Xo~ 
(~, ~ >0 ). Uvedimo sledece ozn~e: 

Ј 

0.4 0.2 

- 0.02365 - 0.04744-+ + 

oblik Cap1iginove metode 

funkcija f(x,y) zadatka 

х ~ Хо + r::1., I у - Yol~ ~ } 

m = min f(X,y), М - шах f(X,y) , 
(x,y)eD (X,y)ED 

b=min(oL, 
f?; 
iii ' ~ ) . 

Као pocetne aproksimacije па interva1u G mogu biti uzete: 

Pri1ikom diskretizacije glavni problem је odredivanje 

konstanti m i М. Postoje a1goritmi za nalazenje m i М 

( videti [12Ј ), a1i primena ovih a1goritama cini postupak 

odredivanja pocetnih aproksimacija komp1ikovanim. 
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Primer 1. Za zadatak: 
у' 8: Х + 2у2 " у (о) .. о, 

u oblasti D = [0,1Ј Х [0,1Ј, m D О, М - 3 ра ве па interv1u 
[о, 1/3]kao pocetne aprokaimacije uzimaju funkcije: 

V o = 3х • 

Postupak 3.3.4. Оуај postupak zasniva ае па Cap1igino
уој teoremi 1.3.1 о diferencija1nim nejednakostima. Ideja је 

da ае formira k1asa tzv. probnih funkcija i da ае u toj k1asi 

traze pocetne aproksimacije. К1ави probnih funkcija treba da 5i
ne funkcije koje zadovo1javaju isti pocetni us10v kao. i resenje 

problema (1.2.1) i imaju razlicite brzine ras6enja ( opadanja ). 
Iz k1ase probnih funkcija bira зе јеdnа funkcija u D и(х) i ispi

tuje зе da 1i zadovo1java јеdnи od nejednakosti: 

(3.3.1) u' ~ f(x,u) i1i u' ~'f(x,u) 

па interva1u gde ае trazi resenje. U zavisnosti od toga koja 
nejednakost је zadovo1jena, funkcija и(х) ае uzima za jednu ро

cetnu aproksimaciju. Uko1iko funkcija u(x) ne zadovo1java ni је
dnu od nejednakosti (3.3.1), uzima ае nova funkcija iz k1ase pro

bnih funkcija i procedura ае ponav1ja. Izbor k1ase probnih fu

nkcija zavisi od problema koji зе resava, tj. od funkcije f(x,y). 

Primer 1. Neka је dat СаисЬу-еу zadatak: 

(3.3.2) у# - х2 + у2 - 32.1, у(О) - 0.1 
i neka зе trazi resenje па interva1u [0,1Ј • Za k1asu probnih 

funkcija uzmimo funkciju у = C1X + С2 за konstantama c
1 

i 

С2 koje mogu da ве variraju. Ustvari, menjamo konstantu С1 tako 

da bude zadovoljena jedna od nejednakosti u (3.3.1), а konsta

ntu С2 biramo tako da vazi: С2 = Уо - C1X
O

• Postupajuci па 
taj ngcin za zadatak (3.3.2) na1azimo s1edece pocetne aproksi-

macije: 

0.1х + 0.1 

Postupak 3.3.4. sustinski је analiticki i nije pogodan 

za diskretizaciju. Jedan od nacina diskretizacije bio bi da ве 
za probne funkcije ispituje vaznost nejednakosti (3.3.1) u 5vo

rnim tackama. Jasno, uko1iko jedna od nejednakosti (3.3.1) za 

odredenu probnu funkciju vazi u svim cvor.nim tackama ne znaci 

da се vaziti па се1ош odsecku gde ае trazi resenje. 
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Pored opisanih postupaka 3.3.1. - 3.3.4. za izbor ро

cetnih aproksimacija moze da эе koristi i neka metoda za numeri

cku integraciju diferencija1nih jednacina. Vrednosti pocetnih 

aproksimacija izracunavaju se oduzimanjem е dodavanjem ) odrede

nih ve1icina dobijenim pribliznim vrednostima u cvornim tackama. 

Za raz1iku od opisanih postupaka 3.3.1. - 3.3.4. ovakav nacin 

odredivanja pocetnih aproksimacija sustinski је diskretan. Naza

lost dobijene vrednosti пајсеэсе nisu pouzdane ozbog toga sto је 

tesko,u opstem Вlисаји, precizno oceniti gresku kod numerickih 

metoda za resavanje diferencija1nih jednacina. Osim toga, kori

эсепје nove numericke metode za resavanje diferencija1nih је

dnacina е u okviru Cap1iginove metode ) ucini10 bi Cap1iginovu 

metodu isuvise komp1ikovanom. 

3.4. Ispitivanje konveksnosti 

Us10v za primenu Cap1iginove 

1.3. је da ~;'ex,y) ~ О u oblasti 
< v ех) • Uko1iko је :fy"" (х,у) ~ о u 
" о 

metode opisane u ode1jku 

Е = { XO~ Х ~b, ио(х) ~ у(х) 
oblasti Е, metoda эе moze 

takode primeniti s tim sto funkcije uk(x) i vk(x) шепјаји ше

sta u formu1ama 1.3.2, 1.3.4. i 1.3.5. Znaci, bitno је da 

~;'(x,y) ima isti znak u oblasti Е. 

Pri1ikom diskretizacije u vezi ва ovim jav1jaju ае dva 

zadatka: 

10 odredivanje izvoda ~;'(x,y) i 
20 ispitivanje znaka izvoda ~;'(x,y) u oblasti Е. 

ОЬа zadatka mogu ве resavati ana1itickim putem. Ako је funkcija 

f(x,y) slozenija, taj posao moze da bude mukotrpan. Osim toga, 
uko1iko ве Cap1iginova metoda rea1izuje па racunaru, pogodnije 

је, зkо је moguce, da se i ispitivanje konveksnosti izvrsi па 

racunaru. 
Zadatak 10 је laksi za resavanje па pojedinim progra

mskim jezicima ( па primer, LISP ), па drugim је tezi, a1i u 
principu mogu ве пас! (napraviti) a1goritmi za di~erenciranje 

odredenih k1asa funkcija. 
Zadatak 20 је drugacije prirode. U sustini zadatka 20 

је kontinua1nost. Naime, znak drugog izvoda treba10 Ь! ispitati 
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u kontinum mnogo tacaka, а па diskretnorn racunaru teorijski је 

moguce sашо u konacno mnogo tacaka. Zbog toga ovaj zadatak nije 

pogodвn ~a resavвnje па danasnjim diskretnirn racunarima. 

Da bismo izbeg1i resavanje zadatka 10, koristicemo а1е
decu definiciju konveksnosti. 

Definicija 3.4.1. Funkcija ~(X) definisвna па odsecku 

[r:J..., (3 Ј је konveksna па ovorn odsecku зkо za svako в, ЬЕ [Q/.. , ЈЗ] 
vazi: 

(3.4-.1) '€( в + Ь ) ~ 'е(8) + 'е(Ь) 
2 " 2 • 

Ako ае u (3.4-.1) promeni smisao nejednakosti, za funkciju ~(X) 
kaze ве da је konkavna. 

( Cesto ае funkcije koje ispunjavaju иа10уе definicije 
3.4-.1. nazivaju Jensen-konveksne funkcije. ) 

Koristeci зе definicijom 3.4.1. problem ispitivanja ko
nveksnosti funkcije svodimo sашо па zadatak 20. Zadatak 20 resi

сето sarno"aproksimatiVno". Naime, usled nernogucnosti da ispitamo 

konveksnost funkcije рошоси racunara, ispitivacemo ~-konveksnost. 

Prethodno definisimo ројат ~-konveksnosti. 

Definicija 3.4.2. Neka је funkcija ~(x) definisвna n~ 

interva1u [~, tз] i neka је ci.. = ХО < Х1 < ••• <хn = (3 • Funkcija 

е(х) је ~-konveksna па interva1u [ос , (3] зkо vazi: 

"е (Xi _1 ) + 'е (xi +1 ) 
(3.4-.2) 'е (xi ) :$ 2 ' i = 1, ••• ,n-1. 

Ukoliko зе promeni smisao nejednakosti u (3.4.2), za funkciju ~(x) 

ае kaze da је се -konkavna. 

Iz definicija 3.4.1. i 3.4.2. zak1jucujemo da је konve
ksna funkcija uvek ~-konveksna, а da obrnuto nе mora da vazi. 

Ukoliko је funkcija ~(x) dovo1jno glatka ( за takvim ug1avnom u 

praksi operisemo )' i <t ша1а ve1icina, onda tt:'-konveksnost moze 

sluziti kao nekakav pokazate1j konveksnosti. Dakle, nadalje сешо 
konveksnost funkcije zашеnјivаti ~-konveksnoscu i umesto ispiti

vвnja konveksnosti, ispitivacemo ~-konveksnost. Ovim зшо izvrsili 

diskretizaciju problema konveksnosti, ali за diskretizacijom ја

vlja ве i nepouzdanost u ocenjivanju konveksnosti. 
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Na osnovu de:finicije 3.4.2.definisacemo 't"-konveksnost 
funkcije f(x,y) u odnosu па у и oblasti Е. 

Definicija 3.4.3. Funkcija f(x,y) је 't" -konveksna u 
odnosu па у и oblasti Е ako је za svako fiksirano 

, п ) funkcija f(X,y) tt" -konveksna па interva1u 
Xi ( i = 1, ••• 

[ ио (xi ), v о (xi )Ј • 

Na озnоУи definicije 3.4.3. mozemo naciniti a1goritam 

za ispitivanje ~-konveksnosti fUnkcije f(x,y) u odnosu па у u 
oblasti Ео Pretpostavimo da znamo funkciju :f(x,y), nizove 

и " = u (Х"), у" 1: vo (Х1.") i konstante а,n i <С. 01. О 1. 01. 

ALGORITAМ 3.4. 

Korak 1 Za i = 1,2, ••• ,n, izvrsiti korake od 2 do 5. 
Korak 2 Neka је: 

m ::1 

t = 
v. 01. - u . 01. 

m • 

Korak 3 Za ј = 1, ••• ,m-l, izvrsiti korake 4 i 5. 

Korak б 

Korak 7 

Korak 4 Neka је у = uoi + jt. 

Korak 5 АЈсо је f(xi,y-t)+f(Хi,у+t) 

2 
tada izdati poruku: 11 :f(x ,у) nije t' -konveksna 
u odnosu па у и Е;' а inace nastaviti. 

Izdati poruku: 11 f(x,y) је 'L-konveksna u odnusu па у u Е:: 

Zavrsiti postupak. 

Algoritam 3.4. 1ako ве moze modifikovati tako da ве pored 

~-konveksnosti ispituje i ~-konkavnost. 

Na osnovu recenog, smatracemo da za resavanje Cauchy-evog 

zadatka (1.2.1) mozemo koristiti Cap1iginovu metodu ako је funkci

ја f(x,y) t"-konveksna i1i tt"-konkavna. Ako :funkcija f(x,y) nije 
ni 'L -konveksna, ni 't -konkavna, origina1nu Cap1iginovu metodu ne 

mozemo primeniti; па raspo1aganju пат ostaje neka od modifikacija 

и kojoj ае nе zahteva da f;'(X,y) ima stalan znak и oblasti Е. 

ModifikacijeCap1iginove metode u kojima ае nе zahteva da f';(x,y) 

ima stalni znak и Е, izlozene ви и [б] i [1]. 
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3.5. Nalazenje slede6ih aprokBimacija 

Неэауаји6! СаисЬу-еуе zadatke iz (1.3.4) za obicne 1ine
arne diferencija1ne jednacine, nalazimo sledece Cap1iginove apro
ksimacije kada znamo prethodne. 

Pretpostavimo da је pored funkcije ~(x,y) data i funkci
ја a~~x;y) i da ве vrednosti ovih funkcija mogu izracunati па 
osnovu njihovih ana1itickih izraza. Radi jednostavnijeg zapisa 
uvodimo slede6e oznake: 

б~(Х' uk(x» 
ау 

~(x,vk(x) - ~(x,uk(x» 

vk(x) - uk(x) 

gde ви, kao i ranije, ~(X) i vk(X) oznake za gornju i donju 

k-tu aproksimaciju u Cap1iginovoj metodi. Neka је: 

_ЈХ ЈХ 
(3.5.3) 1 (а(х),Ь(х» • ехр( a(t)dt )( уо + ~(t,b(t) + 

ХО Хо 
t 

a(t)uk(t»exp( Ј a(z)dz)dt) 
ХО 

Na osnovu ~ormu1a (3.5.1), (3.5.2) i (3.5.3), ako znamo aproksi

macije uk(x) i vk(x), naredne aproksimacije uk+1 (x) i vk+1 (x), 

izracunavaju ве па slede6i nacin: 

Uk +1 (X) - I( Pk(X) , Uk(x» 

Vk+1 (X) = I( Qk(X) , Vk(X» 

Formu1e (3.5.4) i (3.5.5) vaze za ana1iticki oblik Са

p1iginove metode. Proces diskretizacije pri1ikom izracunavanja 

slede6ih aproksimacija, zapocinje diskretizacijom izraza (3.5.4) 

i (3.5.5). 
s obzirom па oblik izraza (3.5.3) problem diskretizaci-

је и ovoj ~azi svodi ве па numericku integraciju. Medutim, ovde 

ви mogu6i raz1iciti pristupi. Razmotrimo neke od njih. 

Pretpostavimo da аи poznate vrednosti k-te donje i gornje 

aproksimacije па skupu Gh • Na osnovu ovih vredno~ti mozemo formi

rati interpolacione polinome PUk(x) i PVk(x) па odsecku [хо,хЈ 

Рошо6и formiranih interpolacionih po1inoma koji ви definisani па 
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intervalu G, imamo mogucnost da ва odredenom tacnoscu izracunamo 

vrednosti k-tih aproksimacija u bilo kojoj tacki па odsecku G. 

Ova mogucnost dozvoljava пат da koristimo veliki broj formula za 
numericku integraciju. Neka ogranicenja u pogledu obimnosti izra

cunavanja za sada nе razmatramo. Dakle, ако zanemarimo obim izra
cunavanja i gresku izracunavanja, postav1ja ве pitanje ko1ika је 

greska diskretizacije prilikom racunanja и~+l(X) i v~+l(X)' odno

ВnО, kolika је greska diskretizacije па jednom .koraku u procesu 
integracije. Sledeca teorema daje odgovor па ovo pitanje. 

Teorema 3.5.1. Ako ви ispunjeni sledeci uslovi kad Ь..:;. о: 

1° vrednosti funkcija а(х), Ь(х) i uk(x) U (3.5.3) izracuna

vaju эа tacnoscu ne тanјош od о( b~ ); 

2° Prilikom numericke integracije kod svih integrala koji ва 
jav1jaju u (3.5.3) greska metode nije veca od ОС b~); 

onda ве I(a(x), Ъ(х)) iz (3.5.3) па skupu Gh izracunava ва 
greskom O(hr ) gde је r - min(r1 ,r2 ). 

Dokaz Za 

JXia(t)dt 
хо 

h x i Е G imamo: 

= s~ + R1 + R2 

gde је R
1 

greska koja ве javlja usled ogranicene tacnosti podi

ntegra1nih funkcija, а R2 greska metode numericke integracije. 

S obzirom па pretpostavke 10 i 20, R1 = O(b~), R2 = O(b~). Ako 

је r ~-min(rl,r2)' onda vazi: 

Ј
ХО 

(3.5.6) ~a(x)dx - s~ + о( hr ) 
хо 

Imajuci u vidu (3.5.6) imamo: 

ехр( = 

Uvedimo sledecu oznaku: 

ра је: 

(3.5.9) 

g(x) • ( f(x,b(x)) + a(x)uk(x))exp( ~ a(t)dt) 
х 

х о х 

I(a(x),b(x)) = ехр( Ј a(t)dt)( уо + Ј g(t)dt) 
хо хо 

Na osnovu (3.5.6) i (3.5.8) imamo: 

g(x o) = ( f(XJo,b(xj )), a(xj)uk(Xj )) ( s~ + ОС h
r

). 
Ј о Ој Imajuci u vidu pretpostavku 1 dob~ ато: 
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g(Xj ) = g~ + O(hr ). 

Zak1jucujemo da ве vrednosti funkcije g(x) па Gh izracunavaju 

ва tacnoscu о( hr ). Na овпоУи ovoga i pretpoBtavki 10 i 20 nа-
1azimo: 

(3.5.10) 

Х. 

Ј 1. g(x)dx 
хо 

о( hr ) + о( hr ) 

о( hr ). 

h h r 
+ 82 84 + о( h ) 

sto је i trebalo dokazati. 

U ovom в1исаји nismo obraca1i paznju па obim izracunavanja. 

8а uvo6enjem interpo1acionih po1inoma рrосез diskretizacije је pri

licno izko~plikovan. озim toga, nikakve racionalizacije u izracu

navanju integra1a nisu naprav1jene. Za izracunavanje vrednosti је

dne iteracije u i-toj tacki mreze Gh treba10 bi izracunati (i+1). 

puta integral. U programu preko kojeg Ь! зе realizovala diskreti
zacija Capliginove metode, treba10 Ь! (i+1). puta obratiti ве ро

tprogramu za izracunavanje integrala. Zavisno od metode za numeri

cku integraciju, broj obracanja potprogramu za izracunavanje vre
dnosti interpo1acionog polinoma bio bi znatno veci. 

Da 1! је moguce izvrsiti diskretizaciju Capliginove те

tode bez koriscenja interpo1acije? 
Рrеtрозtаvlја ве da ви poznate pocetne aproksima.cije ио (Х) 

i v (Х) и konacan broj tacaka па intervalu G i treba ротоси пите
ric~e integracije izracunati uk(x) i vk(x) па Gh • 

U okviru ove varijante razlikujemo dva з1uсаја: 

(1) uo(x) i vo(x) poznate ви вато и tackama mreze Gh , tj. 
и n+1 tacalca. 

(2) и (Х) i v (Х) poznate ви и m unapred izabranih tacaka 
о о 

па interva1u G gde је ш> п+1. 

U slucaju (1) mogu ве upotrebiti jedino kvadraturne formu1e за 

ekvidistantnim cvornim tackama zbog ekvidistantne prirode mreze G~ 
Od Nеwtоп-Соtез-оvih formula jedino su upotrebljive pravougaona 

i trapezna formula. Zaista, ako bismo hteli da upotrebimo neku fo

rmulu koja daje vecu tacnost, pri izracunavanju, па primer, u~(xl) 
potrebna је Ьаг jedna vrеdпозt iz unutrasnjosti intervala [Хо' x 1], 

sto prema pretpostavci u ovom slucaju nije dato~ 
Posto trapezna formula daje ve6u tacnost u poredenju за 
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pravougaonom, razmotrimo kako bi зе racuna1e sledece aproksima

cije рошо6и trapezne formu1e i ko1ika је greska diskretizacije. 

KOnkretno, neka зи poznate vrednosti U~(Xi)' i ~ o, ••• ,n, 
kak ." . ь ( ) . 1 ? О зе lzracunavaJu uk +1 x i ' 1 = , ••• ,n. 

Na osnovu (3.5.4) i (3.5.3) na1azimo: 

(3.5.12) ~+l(xi) = ехр( - JXipk(X)dX) ( Уо + JXigk(X)dX ) 
ХО . ХО gde је 

Х 

gk(x) = ( f(X,uk(x)) + Pk(x)uk(x))exp( Ј Pk(t)dt). 
ХО 

Primenom uopstene trapezne formu1e dobijamo: 

i-1 . 

(3.5.13) u~+l(xi) = ехр( - ~ t= (p~(Xj) + P~(Xj+1))) ( УО + 
Ј-о 

i-1 

~ ~o ( g~(Xj) + g~(Xj+1)))' i = 1, ••• ,n. 

Jednakost (3.5.13) mozemo zapisati i па B1edeci nacin: 

h h Ь 
(3.5.14) uk +1 (xi ) = В2( Уо + 8з ) 
gde је 

8Ь = 2 

Ana1ogno ве 

ь 
ехр( &1 ) , - i 

81edecim teoremama utvrduje ве ko1ika је greska diskre

tizacije ako ве koriBti formu1a (3.5.13). 

Teorema 3.5.2. 
шоси formu1e (3.5.13) nе 

od о( ь2 ) kad b~O. 

ь Vrednosti uk +1 (xi ) koje ве dobijaju ро-

mogu biti izracunate ва vecom tacnoscu 

Dokaz Greska metode kod uopstene trapezne formu1e је 

ve1icine о( ь2 ). Znaci, re1acija (3.5.12) moze biti zapisana па 
slede6i nacin: 

i-1 - ехр( - ~ ~o ( Pk(x j ) + Pk(x j +1 )) + О( ь2 ) 

i-1 

~ I ( gk(x j ) + gk(x j +1 )) + о( ь2 ) ) 
J~O 

) ( УО + 
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Ako ве vrednosti funkcija Pk(x) i Qk(x) izracunavaju ва tacno

s6u ne тanјот od о(ь) ( 1ako ве dokazuje da је to oBtvar1jivo), 

dobijamo: 

. Uk+1(~i) - ехр( 8~ + о(ь2)) ( Уо + 8~ + о(ь2 ) ) 

D ( B~ + о(ь2 ) ) ( Уо + 8~ + о(ь2 ) ) 

h h 2 
• 8 2 ( Уо + 8з) + о( h ) 

• u~+l(xi) + о( ь2 ), 
sto је i treba10 dokazati. 

Na isti nacin ве dokazuje da vrednosti vk +1 (Xi ) ne mogu 

biti izracunate роmо6и trapezne formu1e ва tacnos6u vecom od о(ь2). 
Na osnovu teoreme 3.5.2. i ocene (1.3.6) 1ako зе ocenjuje 

raz1ika izmedu u~+1(xi) i v~+l(xi). 

Teorema 3.5.3. Ako зе uk +1 (xi ) i vk +1 (xi ) izracinavaju 

ротоси trapezne formu1e iz (3.5.4) i (3.5.5), onda vazi: 

I v~+1 (Xi ) - u:+1 (Xi ) I 
kad b~O, ( i = 1, ••• ,п ). 

о( ь2 ) + -О 
22k 

Dokaz Na osnovu nejednakosti trougla dobija. ве: 

IV~+1(Xi) - u~+1(Xi)1 ~ luk +1 (xi ) - U~+1(Xi)1 + Ivk +1 (xi ) - v~+l(Xi~ 

+ Iuk+1 (xi ) - vk +1 (xi )l. 
Na osnovu teoreme 3.5.2. i koriscenjem ocene (1.3.6) dobijamo: 

h h 1< 2 2 С I vk +1 (xi ) - uk+1 "О(Ь) + о(ь ) + 22k 

= о(ь2 ) +~" 
2 

sto је i trebako dokazati. 

NAPOМENA: Umesto formu1e (3.5.12) za izracunavanje 

U
k

+
1

(Xi ) moze зе koristiti i sledeca formu1a: 

(3.5.15) ~+l(xi) ~ ехр( - r~k(X)dx )uk +1 (xi _1 ) 
х. 1 
~-

ехр( - r~k(X)dX ) r~(X)dX 
о x i _1 

ако је prethodno izracunata vrednost u k +1 (xi _1 ). 

+ 
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Razmotrimo зlисај (2) kada зе vrednosti pocetnih apro

ksimacija mogu izracunati i van cvorova mreze Gh • ( Ovo је зlи
сај kada ви aproksimacije ио(х) i vo(x) zadate и ana1itickom 
obliku ротоси neke vrste potprograma. ) I u ovom зlисаји pogodne 

зи kvadraturne formu1e за ekvidistantnim cvornim tackama, a1i 
ci1j пат је da obezbeduju ve6u tacnost. 

Najces6e primenjivane kvadraturne formu1e u prakticnim 
izracunavanjima ви: Simpbon-оvа formu1a i Romberg-ovo pravilo. 

( Videti: [ 3], [8] , [15 Ј.) Razmotrimo kako ве ove kvadraturne 
formule mogu primeniti u izracunavanju aproksimacija Uk(X) i 

Pretpostavimo najpre da imamo potprogram za numericku 

integraciju рошоси Simpson-ove formule preko kojeg mozemo zadati 
duzinu intervala integracije i brij ~ornih tacaka. Pri tom broj 

cvornih tacaka za Simpson-ovu formulu mora da bude перагan. 

Ko1iko vrednosti funkcije uk(X) је potrebno па intervalu 

[Хо' Х1] da bi зе izracunala vrednost U~+l(xl) рошоси Simpson-ove 
formule? Prema formuli (3.5.12) najpre зе mora izracunati inte
gral funkcije Pk(x) и granicama od хо do Х1 • Za to ви potrebne 

vrednosti funkcije Pk(x) u nајтапје tri tacke: Хо' x1/ 2 = хо+ Ь/2 
i X1 • Kako зе Pk(x) izracunava preko tik(x), to znaci potrebne ви 
i vrednosti funkcije uk(x) и ovim tackama. Pored ovoga, potrebno 

је izracunati i integral funkcije gk(x) od хо do Х1 • 1 ovde аи 

potrebnevrednosti funkcije gk(x) и tackama: Хо' X 1 / 2 ' X 1 • No 

g(X1 / 2 ) = ( [(х1/2 , uk (x1 / 2 )) + Pk(xl/2)Uk(Xl/2)e 

]Х1/2 ехр( Pk(x)dx), 
Хо 

sto znaci da prethodno treba izracunati integra1 funkcije Pk(X) 

и granicama od Хо do Х1/2 • Za to аи potrebne vrednosti funkcije 

Pk(X) и tackama Хо' x1 / 4 = ХО + Ь/4, x1 / 2 • Znaci da bi зе pri
menila Simpson-ova formula za izracunavanje ~+l(Xl),potrebne 

зи vrednosti funkcije uk(X) u tackama: Хо' X1 / 4 ' x1 / 2 , X1 • Gre
ska metode зе tada izrazava preko Ь/2 tako da зе prakticno izra-

cunava U~~~(Xl). 
Na osnovu recenog 

vrednosti и~/2(Xl)' treba 

macije ио(х) и ~ackama Хо 

moze ве zakljuciti da za izracunavanje 
obezbediti vrednosti pocetne aproksi

i х. = х + Ь/(22ј ), ј = o, ••• ,k. 
Ј о 
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Slicni zak1jucci u pog1edu broja tacaka vazi1i bi za intervale 

[xi ' x i +1J , i = O, ••• ,n-1. Greska koja зе cini pri izracunava
nји aproksimacija Uk(Xi ) је ve1icine О((Ь/2)4), kad b~O. 

Isti zak1jucak vazi i za izracunavanje aproksimacije 

Razmotrimo primenu Romberg-ovog postupka za izracunava

nје uk(x) i vk(x). 

Роmоси Romberg-ovog postupka obezbeduju se pocetne apro

ksimacije integra1a trapeznom formu1om, а zatim зе Richardson-o
vim postupkom ekstrapo1acije na1aze poboljsane vrednosti integra-

1а. Tacnost zavisi od broja elemenata koji ucestvuju u ekstrapo
laciji. U najedostavnijem slucaju obezbedena је tacnost od о(ь4). 

Slicno kao i kod Simpson-ove metode, postav1ja ве pita

nje ko1iko vrednosti funkcije uk(X) treba obezbediti па interva
lu [Хо' Х1] da bi ве рошоси Romberg-ovog postupka izracunala 
vrednost uk (x1 ). 

U ovom аlисаји najpre treba izvrsiti integraciju ва ko

rakom Ь, tj. prema formu1i (3.5.13) i dobiti vrednost u~;i -(Х1 ). 
Potom treba primeniti trapeznu formu1u za korak Ь/2 i izracunati 

u~~i(xl). Prilikom racunanja vrednosti и~~{(Xl) potrebne ви vre

dnosti funkcije ~(x) u tackama Хо' X1/ 2 ' Х1 • Konacna vrednost 
dobija ве iz formule: 

4u~;i(Xl) - u~;i(xl) 
3 

i pri tom је uk+1(x1 ) - и~+l + о( ь4 ). 

Prema tome, da bi ве izracunalo U~(Xl) рошоси Romberg

-ovogipostupka, potrebne зи vrednosti pocetne aproksimacije ио(х) 

и tackama ХО i Хј - ХО + Ь/(2ј ), ј = o, ••• ,k. 
Potpuno isti postupak primenjuje ве prilikom izracunava

nja vk(x1 ). Takode isti zakljucci u pogledu broja tacaka vaze i 

za interval [xi ' Xi +1 ] • 
Ukoliko зе zeli veca tacnost ротоси Romberg-ovog postu-

pka, potrebno је obezbediti vrednosti pocetnih aproksimacija u 

Уесет broju tacaka. 
Do sada pomenute formule za numericku integraciju mogu 

ве kombinovati medusobno, а i kada se pojedinacno'primenjuju то

gu biti primenjivane па drugi nacin. Pored pomenutih mogu ве ko

ristiti i druge formule za numericku integraciju samostalno ili 
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u kombinaciji ва pomenutim. 

3.6. Zak1jucak 

Cap1iginova metoda је prakticno neprimen1jiva u ana1i-
tickoj formi zbog glomaznih formu1a u kojima ве јаУ1јаји integra-

1! koji ве ne mogu odretiti tacno ротоси kvadratura. Prema tome, 
u danasnjim oko1nostima, prakticna primena Cap1iginove metode ШО

guca је jedino u nekom diskretizovanom obliku. Pri1ikom diskreti

zacije ројаУ1јији ве ogranicavajuci faktori prisutni i u analiti
ckoj formi. Iz razmatranja u ode1jku 3.3. zakljucuje зе da ne ро

stoji neka univerza1na metoda za izbor pocetnih aproksimacija pri-

1ikom diskretizacije i da је u opstem в1исаји tesko garantovati 
da nadene pocetne diskretizovane aproksimacije ukviruju tacno re

senje па mrezi Gh • Takode, pouzdanost u ispitivanju konveksnosti 

nije zagarantovana. 

K1jucno mesto u procesu diskretizacije је izracunavanje 

s1edecih С па osnovu prethodnih ) aproksimacija u Cap1iginovoj 

metodi. Iz ode1jka 3.5. zak1jucujemo da postoje razliciti pristu
р! u izracunavanju diskretizovanih aproksimacija. svi ovde 
pred10zeni pristupi zasnivaju ве па numerickoj integraciji i to: 

10 ва koriscenjem interpo1acionog po1inoma i 
20 bez koriscenja interpolacionog polinoma. 

Koriscenjem iterp01acionih polinoma pruza ве ve1ika mogu
cnost u izboru metoda za numericku integraciju, а1! ве -znatno 
uvecava obim izracunavanja. Metode za numericku integraciju i 

interpolaciju mogu ве izabrati tako da ukupna greska metode di
Bkretizacije bude mala, по zbog obimnog izracunavanja tesko је 

kontr01isati gresku izracunavanja. 
U в1исаји kada ве ne koriste interpo1acioni polinomi za 

izrazavanje aproksimacija, ogranicen је izbor metoda za numeri

cku integraciju. 
Kada ви pocetne aproksimacije poznate вато u cvornim 

tackama mreze Gh , izbor formu1a za numericku integraciju је to1i

ko suzen da ве u izracunavanju aproksimacija ne moze dobiti уеса 
tacnost od ОС ь2 ). Ako pocetne aproksimacije mozemo izracunati 

u vecem broju unapred izabranih tacaka, ve6i је izbor formula za 
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numericku integraciju, mada i dalje ogranicen. U ovom slucaju 

uvecava se i obim racunanja. 

Prema tome, mada зе mogu naci specijalni slucajevi u 

kojima bi diskretizovana Capliginova metoda imala prednosti nad 

drugim metodama, u vecini slucajeva obim izracunavanja kod Cap1i

ginove metode znatno је ve6i nego kod drugih metoda, а algoritam 

za njenu realizaciju је slozeniji. 

Iz svega izlozenog sledi da зе Capliginova metoda ве mо

ze preporuciti kao efikasna metoda za nalazenje pribliznih rese

nја diferencijalnih jednacina. 



4. DVOSTRANE ITERATIVNE ~mTODE ZA RESAVANJE 

CAUCНY-EVOG ZADATКA OBICNIH DIFERENCIJALNIH 

JEDNACINA 

4.1. Osnovni pojmovi i postavka zadatka 

. Neka је dat problem (1.2.1) i neka је odreden skup ta

caka G
h = {xil xi = ХО + ih, i. о, ••• ,n} za korak Ь>О. Da1je, 

neka neprek1dna funkcija ~(x,y) iz (1.2.1) zadovo1java Lipschitz

-ov us1ov. 

Definicija 4.1.1. 

blema (1.2.1) reda р-1 ( 

Dvostrano aproksimaciono resenje pro

р ~1 ) u tacki Х! је interva1 У i = 
D G 

[Yi ' Yi] za cije granice vazi: 

(4.1.1) 

gde је 

(4.1.2) 

yf • y~ Е { у}'р-'Ј. YP'-<i} 

Y(Xi ) = y[P-:Ј -

Y(Xi ) • у i[P+J + 

С1 'е1 ( ~ )ЬР + оС ьр+1 ) 

c2~2(l1i)hP + о( ьР+1 ) 

pri сети konstante С1 ' с2 Е R+ kad b~O i nh 1: xn - Хо; tacke 

~ '\. Е [хо , хЈ. funkcije 'е1 (х) i 'е 2(Х) эи neprekidne па inte

rva1u [Хо ' хnЈ , а vrednosti 'е1 (~) i ~2(11з.) эи istog znaka. 

р-l па 

zavisi 

уТ? i 
1 

(4.1.3) 

Nas zadatak је da odredimo aproksimaciono resenje reda 

interva1u [Хо' хnl za zadatak (1.2.1). 

u definiciji 4.1.1. od znaka yrednosti ~1(~) i ~(~) 
da 1i је уР-Ј ~ y:F-lj i1i у ЕР-Ј < у .јР+]. Vrednosti 

y~ biraju ве tako da је: 
1 

~ с min {уё-Ј . yF+]) 
y~ D шах {УiГР-] • уl+Ч 

Da bismo и zapisu interva1a Yi istakli da ви njegove 

granice odredene kao u (4.1.3), ponekad сешо koristiti oznaku 



53 

11')] 
Yt!'". Pored оуе, koristicemo oznake ~p-], odnosno ~ Р+] za 

slede6e vrednosti proizvoljne :funkcije ~ (х,у): ~ (xi ' У ј?-:Ј ), 
~(xi ' Yi~~ ). Ukoliko nije bitno koja granica interva1a yiW] 
је и pitanju, koristi6emo oznaku ујРЈ, а ~jp] је tada oznaka 
za vrednost :funkcije UJ' (х, , У LPJ ). 

Ј 1. 1. 
Pretpostavimo da эи poznati intervali YjrLPl za koje 

vazi: Y(JSy) Е У[Р] , Jr= o, ••• ,k-1. Takode, pretpostavimo da эи 
t ' 't l' У [q] k' v о ( ) , у tq] pozna 1. 1.n erva 1. i+k za ОЈе vaz1. У X i +k Е i+k ' i = о, ••• , 

n-k i q <р. 

Glavni problem u okviru opsteg zadatka је kako od росе

tnih, grubih aproksimacionih interva1a yI~~ dobiti savrsenije 
aproksimacione intervale za koje bi vazi1o: 

Y(Xi+k)E yi~~. Оуај problem је resen и sledecem ode1jku роmоси 
a1goritma za usavrsavanje pocetnih aproksimacionih interva1a. 

4.2. A1goritam za usavrsavanje pocetnih 

aproksimacionih interva1a 

u ci1ju resenja postav1jenog zadatka biramo 1inearnu 

visekoracnu metodu: 
k k 

(4.2.1) ,LcLJoYi+j = h '[f.'j1'i+j 
Ј=О Ј=О 

kod koje ви сХј i (Зј konstante, cX.k;i О, I ()/о I + l/.Jol ;i О, 

k ~ 1 i fЗk " о. 
Metodu opisanu :formu1om (4.2.1) biramo tako da ima 10-

ka1nu gresku'diskretizacije ve1icine о( hP +1 ) i da је strogo 

stabilna. 
Formu1u (4.2.1) mozemo zapisati па sledeci nacin: 

k-1 k-1 r ~j Yi+j + h( 6k f i +k + I ь jfi + j ) 
Ј=О Ј=О 

(4.2.2) .. 
gde эи uvedene oznake: 

~j = dj/~k ' ј = o, ••• ,k-1, Б ј - ~jj.~k' ј = o, ••• ,k. 

Granice interva1a y~qJk usavrsava6emo рошо6и formu1e 1.+ , 
(4.2.2) koriste6i ве iterativnim postupkom. U slede6em algoritmu 
donja i gornja granica i-tog interva1a dvostranog aproksimacionog 

resenja reda р-1, oznacene эи ва Y~ ,i yr. Ukoliko је red 
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dvostranog aproksimacionog resenja raz1icit od p-l, donja i gornja 

granica i-tog interva1a bice oznacene drugacije. Na primer, gra

nice interva1a у) р) , /f = о, ••• ,k-1 su Уј i у;' i bice kori

всепе kao startne vrednosti za metodu (4.2.2). Donju i gornju gra-
. . t 1 y(qJ у., d D,o . yG,o . t 

n~cи ~n erva а i+k oznac1cemo, re от, ва Yi+k 1 i+k 1 о 

su pocetne vrednosti koje usavrzavamo do reda p-l. 

Kora.k 1 Za 

Korak 2 Za 

Korak 2 
Korak 4 

Korak 2 

ALGORITAМ 4.2. 

k 1 ..... t t' .D. G. t 1 У [р] F :: о, ••• , - иc~ а 1 gran~ce ~1 уу 1n erva а f • 
i а o, ••• ,n-k, izvrsiti korake od 3 do 13. 

Ucitati granice Y~~~' i Y~~~ interva1a Yl~~. 
Neka је v- о. 

Izvrsiti korake б -i 7' 
k-1 

Korak б aeka је .. I. тin( r jY~+j 'lfjY~+j ) + 
Ј=О 

h(min( bI!(xi +k ' Y~~~ ), bkf(Xi +k ' yr~~ » + 
k-1 

~omin(bj~(X~+j' yr+j ), Бј~(Х~+ј , y~+j »). 
Korak 7 neka је v = V + 1, 

dok ne bude ispunjen ив1оУ D,V 
sve Yi+k 

Korak 8 Neka је D ~,Y+1 
Yi+k = i+k • 

Korak 2 neka је .,) = о. 

Korak 10 Izvrsiti korlike 11 i 12: 

k-1 

Korak 11 neka је - :[шах( r j~+j 
Ј=О 

~~~ ), bk.f(Xi +k 

- D ,\Ј +1 
Yi+k • 

G,'Y 
, Y~+k 

G 
, Yi+j »), 

Korak 12 neka ј е v - v + 1, 

sve dok ne bude ispunjen us10v yG,')1 
111 y<!,'V+1 

i+k 1+k • 
Korak l~ Neka је 

G y G,V+1 
Yi+k - • i+k 

y D yG 
Korak 14 Za ј 111 1, ••• ,П stampati granice i interva1a Уј. 

ј ј 

Korak 12 Zavrsiti postupak. 
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u opisanom a1goritmu vrsi ве usavrsavanje granica 

interva1a Yi +k sve dok nе dode do poklapanja dve uzastopne 

aproksimacije. A1goritam ве moze 1ako izmeniti tako da broj 

iteracija bude unapred fiksiran. U a1goritmu ви k1jucni kora

ci б i 11 preko kojih ве odvija proces usavrsavanja, а koji ве 
zasnivaju па formu1i (4.2.2). 

4.3. Problemi dvostranih aproksimacionih 

metoda tipa prdiktor-korektor 

A1goritam 4.2. predstav1ja korektor-komponentu za 

prediktor-korektor metodu gde prediktor-komponenta nije odre-
dena. 

Da bi metoda za na1azenje dvostranog aproksimacionog 

resenja zadatka (1.2.1) bi1a komp1etna, treba resiti вlе-

deca pitanja: 

1. U вlисаји kad је broj koraka k>l, kako naci startne 

aprokBimacione interva1e УЈ р] , у = о, ••• ,k-1 ? 

2. Како odrediti pocetne aproksimacione interva1e yl;~ 
(i=o, ••• ,n-k), tj. koju metodu koristiti kao 

prdiktor ? 

3. Koji us10v treba da bude ispunjen da bi vazi10 

y(xi+k)E yl~~, (i=o, ••• ,n-k), tj. da bi a1goritam 
4.2. davao ze1jene rezu1tate ? 

Pored ovih pitanja pojav1juju ве i pitanja koja ви tipi

cna za 1inearne visekoracne metode kao sto ви: kada се konvergi

rati proces opisan koracima 5 i 10 u a1goritmu 4.2, kako izabra

ti kor~ h da ве dobiju optima1ni rezu1tati dr. Qva pitanja ви 

deta1jno razmatrana u knjigama [21] i [14] ра ih ovde nесето ra

zmatrati. Napomenimo da се proces opisan koracima 5 i 10 u a1go

ritmu 4.2. konvergirati ako је ispunjen us1ov: h < l/(Lf-k). 

Da bi ве izbeg10 ispitivanje ovog ив1оуа, cesto је u korektor-ko

mponenti broj iteracija unapred zadat. 

Меаи navedenim pitanjima pitanje 1 jav1ja ве uvek kod 

visekoracnih metoda kada је k > 1. Pitanje 2 је karakteristicno 

za svaku prediktor-korektor metodu. Medutim, kod dvostranih арго

ksimacionih metoda pitanja 1 i 2 vise do1aze do izrazaja zato 

sto treba odredivati interva1e, а nе pojedinacne tacke. Pitanje 3 

ројаУ1јије ве вато kod dvostranih aproksimacionih metoda. 
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Razmotrimo neke odgovore па pitanja 1,2 i 3. 
1. Za odredivanje Btartnih interva1a Уу , у= o, ••. ,k-1 

и в1исаји kada је k> 1 mogu ве koristi dvoBtrane jednokoracne ше

tode. Mada dvoBtrane jednokoracne metode nisu rasprostranjene kao 

jednokoracne, mogu ае sresti u primeni. Dvostrane metode tipa 

Runge-Kutta opisane ви u [22] i [2зЈ. Metode interva1ne ana1ize 

opisane u [27] i [33] mogu biti takode koriscene za odredivanje 

startnih interva1a. Imajuci u vidu rezultate 3 •. glave, u izvesnim 

slucajevima moze ве koristiti i Cap1iginova metoda. U [18] ви opi

вanе neke hibridne dvostrane metode koje зе takode,mogu iskori

stiti za odredivanje startnih interva1a. 

2. Dvostrane hibridne metode iz [18Ј ви odgovor i па 

drugo pitanje. Naime, kao prediktor moze da ае koristi sledeca 

hibridna metoda= 

(4-.3.1) 
[2-Ј 

Yi+k = 

[2-Ј 
Yi+k-l 

[2-] 
Yi+k-l 

hf' [2-=Ј 
+ i+k-1 

+ hi' .[2) 
~+k 

У (2+] h:f [2-tj 
i+k-1 + i+k-1 

Loka1na greska diskretizacije za metodu (4-.3.1) је: 

(4-.3.2) ~ I~~] - :t,~ h2y"(xi +k _1 ) + о( h3 ) 

u metodi opisanoj :formu1ama (4.3.1) za odredivanje росе

tnih interva1a svuda gde је donji indekB i+k-1, а gornji indeks 
( u ug1aBtoj zagradi ) 2, ako је pogodnije za izracunavanje gornji 

indeks ве moze zameniti ва р. То znaci da се ве za odredivanje 
sledeceg pocetnoginterva1a koristiti prethodno usavrseni interval. 

U вlисаји da ве zele precizniji pocetni interva1i, moze 

ве koristiti hibridna C~ neka druga) metoda koja daje vecu tacnost. 
Obicno и takvim slucajevima prediktor metoda postaje komp1ikovanija. 

Na primer, u [18] је opisana metoda koja ima loka1nu gresku diskre

tizaoije oblika: 

'-р (4±] = _+ ~ ь4у(4)( ) + ос ь5 ). ~ i+k ~~O x i +k _1 

Pored metode opisane :formu1ama (4.3.1) u [18] ви navedene i druge 

hibridne metode raz1icite tacnosti koje ае mogu koristiti kao pre

diktor-komponente и dvostranoj prediktor-korektor metodi. 
Као prediktor-komponente пе moraju biti koriscene isk1ju

civo hibridne metode, vec та koje dvostrane metode koje nisu isuvise 
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komp1ikovane. Na primer, mogu ве koristitineke metode iz ode-

1jka 3.2. 

3. U vezi ва pitanjem 3 navodimo teoremu koja kazuje 

kada ве tacno resenje na1azi izmedu graniea interva1a 

dobijenih iterativnim putem ротоси algoritma 4.3. 

Teorema 4.3.1. Ako ви ispunjeni us1ovi: 
(а) У(Х)Е уЈР], V 1: o, ••• ,k-l, 

(Ь) y(xi+k)E Уl?1, i 1: o, ••• ,n-k i q<p, 

(е) pareijalni izvod OflOY је neprekidan i stalnog 

znaka u okolini resenja у(х), 

(d) 1inearna visekoracna metoda (4.2.2) ima lokalnu 

gresku diskretizaeije velicine 0(hP+1 ) kad h-+ О, 
onada vazi: 

za i = o, ••• ,n-k i у 1: 1,2, ••• 

Dokaz Dokazimo da (4.3.3) vazi za i = О, tj. da vazi: 

~,)) < y(xk ) + O(hP+1 ) < yr~', v 811,2 , ••• 

Nejednakosti (4.3.4) dokazacemo matematickom indukcijom ро у. 

Dokazimo da (4.3.4) vazi za ~ = 1. 
Na osnovu pretpostavke pod (а) vazi: 

(1+.3.5) min(tj~' rjY! ) < ГјУ(Хј ) < тax(&jY~ , ГjY~ ) 

za ј 1: o, ••• ,k-l. Na osnovu pretpostavki pod (Ь) i (е) vazi: 

(4.3.6) min(Бkf(Xkt y~,o), Бkf(Хk'У~'О) < ~f(~t Y(xk )) < 

Pretpostavke pod (а) 

(4.3.7) min(bjf(Xj , 

za ј = o,l, ••• ,k-l. 

max(~f(XktY~'O) ,Бkf(Хk'У~'О) ). 

i (Ь) obezbeduju da v~zi: 

~) , Б .f(Xj ,Y~)) < bjf(Xj ,У(Хј )) < 
Ј Ј Б G 

mах(Бјf(Хј'У~)' jf(Xj'Yj)) 

Мnozeci nejednakosti 

с! ва (4.3.5) dobijamo: 

(4.3.7) i (4.3.6) ва h i sabiraju-

k-l 

(4.3.8) ~,1 < I t--ју(Хј ) 
Ј=О 
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Na osnovu pretpostavke pod (d), imaju6i u vidu defini
ciju loka1ne greske diskretizacije и ode1jku 1.2. dobijamo: 

(4.3.9) ~,1 < y(xk ) + O(hP+1 ) < y~,l 

sto zna~i da (4.3~4) va~i za ~ с 1. 

Pretpostavimo da za V > 1 va~i: 

Y~"~ < y(~) + о(ьр+1 ) < y~,,,, 
Na osnovu ove (indukcione) pretpostavke va~i: 

(4.3.10) min(Ek~(xk,y~,Y),~f(xk,y~j) < ~f(xk' Y(Xk )+0(hP+1 )) 

< тах( 6kf(XJ.t, y~, У) , c5kf(~, y~,'J) ) • 

Imajuci и vidu pretpostavkи pod (е) dobijamo: 

(4.3.11) min(~f(xk'~'~)' Бkf(Хk'У~'~ ~ <~(f(Xk'Y(Xk))+0(hP+1)) 

< max(~f(~, yIt,v) ,bkf(Xk , y~,oy )). 

~mo~eci nejednakosti (4.3.11) i (4.3.7) за h i заЬirајuсi ва 

(4.3.5) imamo: 
k-1 k 

~,Y+1 < I tjy(Xj ) + ћ( [bjf(Xj,y(xj )) + о(ьР+1 )) < y~,V+1. 
k ј=о Ј=О 

Ovim ато dokaza1i da za i = О i ~. 1,2, ••• va~e nejednakosti 

Indukeijom ро i za О <i ~n-k па B1ican nacin зе doka
zuje da za svako i = O,l, ••• ,n-k va~e пејеdnakозti (4.3.3). 

Ва tim Ь! bio komp1etiran dokaz teoreme 4.3.1. 

U teoremi 4.3.1 pretpostavka pod (Ь) и vezi је ва globa-
1nom greskom diskretizaeije. Naime, pretpostavka pod (Ь) kazuje 
da је globa1na greska diskretizaeije kontro1isana ve6 pomocu pre

diktora. О ponasanju globalne greske diskretizacije u okviru pre
diktora, teorema 4.3.1 nista ne kazuje. 

Teorema 4.3.1 takode ne kazuje nista о sirini interva-

1а [yf+k ' yr+k]. Da ве sirina ovog interva1a ne bi nagl0 uve-
6ava1a, potrebne аи neke pretpostavke о stabi1nosti korektor-ko-

mponente. U ode1jku 4.2. ш! вшо pretpostavi1i da је koriscena 

metoda opisana рото6u ~ormu1e (4.2.2) strogo stabilna. U najve6em 
broju alи~ajeya stroga stabi1nost obezbeduje da ае pomo6u a1gori

tma 4.2. dobiju dobri rezu1tati. 
Odredivanje startnih interva1a i ispitivanje kada се уа

ziti pretpostavka pod (а) zahteva ana1izu jednokora~nih dvostranih 

metoda , sto сешо ovde izostaviti. 
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NAPOМENA: Iz izlozenog se vidi da se opisana dvostrana 

prediktor-korektor metoda moze bez ve6ih tesko6a primeniti i па 

sistem di~erencijalnih jednacina, tj. па vektorski slucaj. 

(4.4.1) 

4.4. Primeri 

1. primer 

Neka је dat Cauchy-ev zadatak 

у' = у + ехр(х) 

у(о) - о 

Trazi se resenje zadatka (4.4.1) па interva1u [0,11 za korak 
h = 0.1 sa greskom reda о( h3 ) u interva1nom obliku. 

Tacno (teorijsko) resenje zadatka (4.4.1) је у(х) • хехр(х). 

Za resavanje postav1jenog zadatka primenicemo dvoBtra

nu prediktor-korektor metodu i u tackama {Х! - ih i = 1, ••• ,10} 
resenje predstaviti и obliku interva1a Yi • 

Као prediktor korisri6emo metodu opisanu ~ormu1ama 
(4.3.1), а kao korektor Adams-Mou1ton-ovu metodu: 

(4.4.2) 

kod koje је lokalna greska diskretizacije oblika: 

_ ~ h 4у ( 4 ) (r::) , ~ [ ] 
с:::'Т ~ 'ЈЕ X i ' x i +2 

Posto је vrednost у(хо ) poznata, od startnih interva1a 

treba odrediti sашо interva1 У1 za tacku Х1 - 0.1. Pretpostavimo 

da је to uradeno nekom od pomenutih metoda и ode1jku 4.3. 

Rezu1tati primene dvostrane prediktor-korektor metode 

prikazani аи и tablici 4.4.1. Prva i druga vrsta sadrze, redom, 

donju i gornju granicu interva1a nakon primene dvostrane hibridne 

metode (4.3.1). Treca i cetvrta vrsta sadrze donju i gornju gra

nicu interva1a nakon primene korektora (4.4.2)premaa1goritmu 4.2. 

Povrstama ви prikazani rezu1tati nakon prve i nakon druge itera

cije. U petoj vrsti navedeni ви numericki rezu1tati,koji ве dobi

јаји iz tacnog (teorijskog) resenja, па б decimala. 
Napomenimo da је koris6ena prediktor-korektor metoda 

oblika Р ( EO)r ва fiksiranim brojem iteracija r - 2. 



Т А В L I С А 4.4.1 

.~ 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

yD2 0.10000 0.23195 0.39065 0.58017 0.80528 1.07132 1.38442 1.75152 2.18051 2.6803? 

yG2 0.12052 0.25595 0.41848 0.61245 0.84245 1.11413 1.43364 1.80804 2.24533 2.75461 

1. 0.24366 0.40419 0.59580 0.82329 1.09205 1.40823 1.77878 2.21180 2.7161? 

yD4 

2. 0.11040 0.24414 0.40475 0.59645 0.82404 1.09291 1.40922 1.77996 2.21310 2. 7176Е 

1. 0.24487 0.40568 0.59761 0.82542 1.09455 1.41116 1.78226 2.21581 2.7208; 

yG4 
2. 0.11060 0.24441 0.40515 0.59699 0.82471 1.09373 1.41022 1.78118 2.21458 2. 719LЏj 

уТ 0.110517 0.244280 0.404957 0.596730 0.824360 1.093276 1.409627 1.780433 2.213643 2.71828] 
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2. primer 

Zadatak је da ве odredi numericko resenje Cauchy-evog 
ргоЫеша: 

у' = Х 
- + у 

1 

\Ј х(х+2Ј 

у(l) = 1.7320508 

па unterva1u [1,2] ва korakom h = 0.1 koriscenjem dvostrane pre
diktor-korektor metode ва tacnoscu о( ь4 ). 

Diskretan skup tacaka u kojem trazimo resenje је {X
i 

D 

1+ih, i=1, ••• ,10 Ј. Као prediktor i u ovom slucaju koristicemo 
metodu (4.3.1), а kao korektor Adams-Mou1ton-ovu metodu: 

(4.4.4) 

cija loka1na greska diskretizacije је oblika: 

Dak1e, u ovom slucaju је р = 4, а q = 2. 

Tacno resenje zadatka (4.4.3) је 

у(х) = \ј Х(Х+2). 

Numericki rezu1tati prikazani ви u tablici 4.4.2. Као i 

u prethodnom primeru, ргуа dva reda sadrze donju i gornju granicu 

interva1a nakon primene prediktor-komponente. Treci i cetvrti red 

sadrze donju i gornju granicu interva1a nakon primene korektora 

(4.4.4), а peti red sadrzi numericki izrazeno tacno resenje па 

7 decima1a. Rezu1tati и trecoj i cetvrtoj vrsti dobijeni ви nakon 

prve iteracije. 
Pretpostavljeno је da su Btartni interva1i poznati и ta

ckama 1.1 i 1.2. 

4.5. Zak1jucak 

Iz navedenih primera vidi ве da ви rezu1tati dobijeni 

numerickim izracunavanjem и sk1adu ва teorijskim rezu1tatima. U 

оЬа primera kao korektor koriscena је jedna od Adamb-Моu1tоn-оvih 

Iormula. Adams-Moulton-ove metode ви pogodne kao korektor -kompo-



Т А В L I С А 4.4.2 

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 

y-D2 1.84574 1.95885 2.07061 2.18120 2.29081 2.39958 2.50761 2.61500 2.72183 2.82815 

yG2 1.84752 1.96035 2.07187 2.18228 2.29175 2.40041 2.50835 2.61567 2.72243 2.82870 

yD5 1.84660 1.95958 2.07121 2.18172 2.29126 2.39997 2.50795 2.61530 2.72209 2.82838 

y G5 1.84663 1.95960 2.07123 2.18175 2.29130 2.40002 2.50801 2.61537 2.72217 2.82846 

уТ 1.8466185 1.9595918 2.0712315 2.1817424 2.2912880 2.4000000 2.5079872 2.6153390 2.7221315 2.8284271 
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nente jer imaju dobre karakteristike kada је и pitanju stabilnost. 

Nedostatci opisane dvostrane prediktor-korektor metode ви: 

neophodnost odredivanja startnih intervala za k>l i zahtev da fu

nkcija f(x,y) bude diferencijabilna i stalnog znaka и okolini re

эеnја у(х). 

Iz navedenih rezultata zakljucuje эе da saтo od korektor

-komponente zavisi tacnost krajnjih rezultata, narav.no, ukoliko 

tacno resenje и odredenoj tacki pripada intervalu dobijenom рошо

си prediktora. То prakticno znaci da izborom preciznije prediktor

komponente ne uticemo па tacnost krajnjeg rezultata, vec jedino 

mozemo smanjiti obim racunanja. 



5. PRECIZIRANJE WKALNE GRESКE DISКRETIZAClJE 

KOD LINEARNIH VISEKORACNIH МEТODA 

5.1 О asimptotskoj oceni lokalne greske 

diskretizacije 

Loka1na greska diskretizacije kod 1inearnih visekoracnih 
metoda deta1jno эе razmatra u knjigama [14] i [21]. 

u [14Ј је dokazano da sve 1inearne visekoracne metode 10-

ka1na greska diskretizacije moze da эе izrazi u obliku: 

(5.1.1) ~(y(x);b) + 

kada h ~ О, nh • Ъ -

reda р+1. (С 1 Е Н, 
р+ 

хо i funkcija у(х) ima neprekidne izvode do 
р> о ). staVise, loka1na greska diBkretiza-

cije, pod prethodnim us1ovima, kod ve1ikog Ъroja visekoracnih ше-

toda (Adams-ove, Mi1ne-ove i metode zasnovane па diferenciranju ) 
moze da ве izrazi јоз preciznije па sledeci nacin: 

(5.1.2) 

PretpoBtav1jajuci da ви vrednoBti rезепја tacne и tackama 

х .. , ј = 0, ••• ,k-1 ( ova pretpostavka је uobicajena pri1ikom prou-
:L+J 

cavanja loka1ne greske diBkretizacije, videti [21] ), nas zadatak 

је da preciznije odredimo loka1nu gresku diskretizacije oblika 

(5.1.2). Naime, i pored toga sto је poznat oblik lokalne greske 
diskretizacije, vrednost y(p+1)(~) и opstem вluсаји, nije ро
znata. Dok ne procenimo ve1icinu y~P+1)OS) , ne mozemo precizni

је odrediti loka1nu gresku diskretizacije. Preciziranje loka1ne 
greske diskretizacije vrsimo upravo ocenjujuci ve1icinu y(p+l)(~). 
Kako је konstanta СР+1 obicno poznata, эа ocenom izvoda (р+1). 
reda, ocenjuje ве ва izvesnom tacnoscu i loka1na greska diskreti

zacije iz (5.1.2). 
Postav1jeni zadatak i do sada је resavan i to па raz1icite 
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nacine. Najcesce koriscena,verovatno,је Мi1ne-ova metoda. ( Qva 

metoda је detaljno analizirana u [211.) 

Pretpostavimo da zelimo da preciziramo gresku metode 
reda р. Ideja је da зе koristi metoda reda p-l i da se па osno

vu dobijenih rezultata u istoj tacki priblizno odredi y(P+l)(s). 

Predlozeni postupak pogodan је za primenu kod prediktor-korektor 

para gde је red prediktora za jedan шanј! od reda korektora. Do

bijena ocena lokalne greske diskretizacije moz~ da ве koristi za 

popravljanje numerickih rezultata nadenih ротоси odgovarajuce 

metode. Medutim, zadovoljavaju6i rezultati шоgu da ве dobiju за

шо па nekoliko koraka cak i kod strogo stabi1nih metoda. Вolji 
rezultati u popravljanju numerickih vrednosti mogu se ocekivati 

kada ве popravka vrsi па osnovu globalne greske diskretizacije. 

Ocena globalne greske diskretizacije па osnovu njenog asimpto

tskog ponasanja је znatno slozeniji ровао. U [14] је data asi

mptotska ocena globa1ne greske diskretizacije za 1inearne vise

koracne metode. U ovoj asimptotskoj oceni javlja зе sabirak 
ЬРе(х) koji odgovara loka1noj gresci diskretizacije. Kada ви 

startne vrednosti izracunate за vecom tacnoscu od one koju оЬе

zbeduje loka1na greska diskretizacije, onda је sabirak ЬРе(х) 
dominantan i ocena globa1ne greske diskretizacije moze da ве 

izvrsi па OBnOVU ovog sabirka. Funkcija е(х) zavisi, izm~du 
osta1og, od y(p+l)(x) ра rezu1tati dobijeni рri1ikош precizira

nja lokalne greske diskretizacije mogu da эе iskoriBte i и oceni 

g10balne greske diskretizacije. 

5.2. Qpis i obrazlozenje postupka za preciziranje 
lokalne greske diskretizacije 

Pretpostavimo da iшamо dve 1inearne visekoracne metode 

reda р-1 i р ва lokalnom greskom diskretizacije oыkaa (5.1.2~. 

Neka је ротоси prve metode u tacki x i +k dobijena vrednost yf~k' 
а ротоси druge yf:~. Dakle vazi: 

(5.2.1) y(xi +k ) - yi~, + d 1hPy(P)(s) 

(5.2.2) ( ) ( 2) + d2hP+ly(P+l)(~, 
у x i +k = Yi+k 'V 



66 

Pretpostavimo da је obezbedena neprekidna di~erencijabi
lnost izvoda ~unkcije у(х) do potrebnog reda па intervalu [х х Ј 

о' п • 
Algoritam za ocenu greske iz (5.2.2) moze ве opiBati па sledeci 
naci. 

ALGORITAf>1 5.2 

Korak 1 Neka је 21 = ( yi~f - yi~f ) / (d1bP ). 

Korak 2 Za i - 2, ••• ,n-k, izvrsiti korake 3,4 i 5. 

Korak 2 Neka је (i = ( yi~~ - yi~~ ) / (d1hP). 

Korak 4 Neka је ~ i-1 = d 2 ( е i - f i-1 )ьР • 
Korak 5 Stampati ~ i-1. 

Korak б Zavrsiti postupak. 

Ротоси opisanog algoritma ocenjuje ае greska u tackama 

x i +k ' i - l, ••• ,n-k-l, sto znaci da эе ротоси ovog algoritma ne 
moze oceniti loka1na greska diskretizacije u pos1ednjoj tacki xn • 

Teorema 5.2.1. Za loka1nu gresku diskretizacije metode 

(5.2.2) ocenjenu ротоси algoritma 5.2 u tackama X i +k ' i=1, ••• ,n-k-1, 

vazi: 

iSL i+k 

Dokaz Prema pretpostavci о neprekidnoj diferencijabi1no-

sti izvoda imamo: 
(5.2.3) у(Р)(;) 

(5.2.4) y(p+1)~) 

Zamenjujuci izvode 

lazimo: 

= у(Р)(х.) + Ьу(Р+1)(х.) + о(ь2), 
]. ]. 

= у(р+1)(х.) + о(ь). 
]. 

iz (5.2.3) i (5.2.4) u (5.2.1) i (5.2.2), ns-

(5.2.5) y(x
i

+
k

) = yf~f + d1hPy(P)(xi ) + d1bP+1y(P+l)(xi ) + о(ьр+2 ) 

(5.2.6) Y(x
i

+k ) = yi~f + d2hP+1y (P+l)(xi ) + о(ьр+2 ). 

Oduzimanjem (5.2.6) od (5.2.5) dobija se: 

(5.2.7) yi~~ - yi~f + d1hPy(P)(xi ) + (dl-d2)ьР+lу(Р+l)(хi) 
+ ос hP +2 ) • о. 

Iz (5.2.7) imamo: 
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(5.2.8) 

Uvode6i slede6e oznake: 

nalazimo: 

(5.2.9) y(p)(x
i

) D ~i + Cy(p)(x
i

) + O(h2 ) 

Na osnovu formu1a za numericko diferenciranje ( videti [.5.1) imamo: 
у(Р)(х ) (р)() 

(5.2.10) y(P+1)(X
i

) = i+1 - У x i + O(h) 
h 

(5.2.11) y(P+l)(X
i

+
1

) - y(P+1)(x
i

) + О(Ь). 

ZamenJ'uJ'uci у(Р)(х.) i у(Р)(х. 1) ;z (5.2.9) (521)' ( 2 1 ) 1. 1.+. и. • о 1. 5.. 1 , 
na1azimo: 

(5.2.12) 
щ(Р+1)(х. ) а щ(Р~l)(х) + о(ь2 ) 

1.+1 i· 

щ(р+1) (х.) = 1.. +су(Р+l) (Х. )_( R. +су(р+1) (Х ) )+О(ћ2) 
1. 1.+1 1.+1 i i 

Sredivanjem (5.2.12) dobijamo sistem: 

(5.2.13) 

Iz sistema (5.2.13) na1azimo: 

(5.2.14) у(Р+1)(х.) • у(Р+1)(х. ) 111 ( R. 1 - О. ) /h. + О(ћ). 
1. 1.+1 1.+ {1. 

Prema tome za gresku d2hР+1у(Р+1)(ц), imaju6i u vidu 

(5.2.4h dobijamo:( za i = 1, ••• ,n-k-1): 

d2hP+~(P+1)0l) - d
2

bP+1 ( y(P+1)(X
i

) + O(h)) 

111 d 2hP ( li+1- ~i ) + 0(hP+2 ), 
sto је i treba10 dokazati. 

Вolji rezultati mogu эе ocekivati зkо ве pretpostavi da 

funkcija У(Х) ima izvode viseg reda od p+l i koriste preciznije 

formule za numericko diferenciranje. U ovom slucaju algoritam 5.2 

postaje znatno slozeniji. 
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5.3. Primeri 

1. primer 

Neka је zadata prdiktor-korektor metoda: 

(5.3.1) Yi+1 = Yi + hf(xi'Yi) 

(5.3.2) Yi+1 = Yi + ~( f(xi +1 'Yi+1) + f(xi'Yi)) 

u kojoj је za (5.3.1) ( Eu1er-ova metoda ) loka1na greska diskre-

tizacije h2Y"(~)/2, sE [xi ,xi +1 "J , а za (5.3.2) ( trapezna fo-
3 (3)( ) : rmu1a) - h У 11 /12 , У"ЈЕ [Х. ,Х. 1] 

'l . ~ ~+ • Prema tome, ispunjeni ви 

uslovi za primenu algoritma 5.2. 

yi~i = Yi + hf(xi'Yi) i d 1 = 1/2 • 

izracunava ае iterativnim postupkom iz formu1e: 

У(2),» _ 
i+1 

pri сети ае uzima da је 

Razmotrimo konkretan Cauchy-ev zadatak: 

у' - (4х + у _ з)2 
у(l) = -1 • 

Тасnо (teorijsko) resenje zadatka (5.3.3) је: 

у(х) = -4х + 3 +2tg(2x· - 2). 

Trazi se numericko resenje problema (5.3.3) па interva1u [1,1.5Ј 
аа korakom Ь= 0.1. 

Primenom prediktor-korektor metode opisane pomocu formu-

1а (5.3.1) i (5.3.2) dobijaju ае rezu1tati prikazani u tablici 

5.3.1. U cetvrtoj vrsti prikazana је ~pna greska nacinjena па 

numerickom resenju ( raz1ika izmedu tacnog i nadenog numerickog 

resenja). U petoj vrsti је prikazana осеnа 1oka1ne greske diskre

tizacije ротоси a1goritma 5.2. Na osnovu осеnе greske diskreti

zacije vrsena је korekcija dobijenih numerickih rezultata. Kori

govane vrednosti prikazane ви и poslednjoj vrsti. Treca vrsta ва

drzi tacno resenje, а prva i druga vrsta resenja dobijena, redom, 

ротоси metoda (5.3.1) i (5.3.2). 
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TABLICA 

I~ 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 

y~l) -1.0000 -0.9750 -0.8742 -0.6226 -0.0556 
:t 

y~2) 
:t -0.9917 -0.9469 -0.8146 -0.4977 0.2522 

уТ -0.994580 -0.954414 -0.831726 -0.540772 0.114815 

RT -0.0029 -0.0075 -0.0171 -0.0430 -
RO -0.0033 -0.0053 -0.0109 -0.0305 -
уР -0.9949 -0.9522 -0.8255 -0.5282 -

Iz tablice 5.3.1 zapaza эе da па svakom sledecem koraku 
raste raz1ika izmedu nadene i stvarne greske, sto эе i ocekiva10 

s obzirom da је rec о nadenoj loka1noj gresci diskretizacije. Ako 

bismo is1i јов dalje od pocetne vrednosti, raz1ika izmedu stvarne 

i procenjene loka1ne greske diskretizacije posta1a bi јов ve6a. 

2. primer 

Neka је data prediktor-korektor metoda: 

(5.3.4) Yi+3 = Yi+2 + ~( 23Yi+2 - 1БУi+l + 5Yi) 

(5.3.5) Yi+3 = Yi+2 + ~( 9Уi+з + 19Yi+2 - 5Yi+1 + Yi ) • 

Loka1na greska diskretizacije prdiktor-komponente је: 

~h4y(4)(tC.) , t; Е [Хi ,хi+з], а korektor komponente (3.5.5): 

-* ь5у(5) (YV, 'Yt 6 [xi ,хi+з Ј • 
Frema tome, prediktor 

primenu a1goritma 5.2 

1 u ovom эlисаји yi~~ 
эа pocetnom iteracijom 

i korektor komponente ispunjavaju us10ve za 

эа konstantama d 1 - 3/8 i d2 = -19/720. 

эе izracunava iterativnim putem iz (5.3.5), 

у(2),о 
i+3 

= • 

, 
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Pretpostav1ja ве da ви poznate startne vrednosti u dvema prvim 

tackama ва tасnоsбu vебоm od 0(h5 ). 

Neka је dat konkretan Caucy-ev zadatak: 

. у' = у - 2sinx 

у(О) = 1. 

Treba odrediti numericko resenje па interva1u [0,0.7Ј 
роmобu metode ( 5.3.4 )-(5.3.5) ва korakom h = 0.1 i da ве oceni 

loka1na greska diskretizacije. 

Tacno resenje zadatka (5.3.6) је: 

у(х) = sinx + совх • 

Numericki rezu1tati prikazani ви и tablici 5.3.2. Prethodno izra

cunate startne vrednosti и tackama 0.1 i 0.2 iznose: 

у(О.l) = 1.09483758 i у(0.2) = 1.17873591. 

т А В L I С А 5.3.2 

~ 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 

у(l) 1.25081428 1.31043423 1.35696072 1.38992891 1.40900937 

у(2) 1.25085692 1.31047978 1.35700875 1.38997893 1.40906088 

уТ 1.25085667 1.31047934 1.35700810 1.38997809 1.40905988 

RT 2 -7 -4.4хl0-7 -7 4 -7 - .2х10 -6.1хl0 -8. хl0 -
RO 2 -7 -7 4 -7 -7 - .Ох10 -1.7Хl0 -1. хl0 -1.5х10 -

u tablici 5.3.2 za racunanje vrednosti Yi+3 kоrisбеnе 
ви vrednosti y~2), y~21) i y~2) dobijene роmобu korektora 

~ 1.+ 1. 
(5.3.5) iterativnim putem do konvergencije ( dok nije dosl0 do 

poklapanja dve susedne iteracije па 8 decima1a ~Medutim, u izra

cunavanju vrednosti Yi+3 mogu da ве koriste prethodno poprav1je
ne vrednosti па osnovu ocene loka1ne greske diskretizacije. U 

ovom зlисаји algoritam za izracunavanje vrednosti yf~~ postaje 

znatno slozeniji. 
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