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PREDGOVOR

Da bi se olak3ala nastava u matematici, pokrenuto je sa
strane Ministarstva prosvjete, a evo i omoguéeno, izlazenje
»Matematicke Citanke« Izdavanje ove Citanke treba
smatrati kao izraz opravdanog nastojanja i pokuSaja, da se
naSoj srednjoSkolskoj omladini dade u ruke jedan pomoéni udz-
benik matematike. To je novost u naSoj srednjoskolskoj mate-
maticko] literaturi; jer je Cinjenica, da naSa ne samo srednjo-
Skolska matematicka literatura, nego i naSa matematicka lite-
‘ratura uopée oskudijeva u knjigama ove vrste. |

Utenik u svim Skolskim predmetima, osim matematike, nije
upuéen samo na nastavnikova predavanja, nego moZe posegnuti
i za drugim djelima i ¢lancima( narolito onima u popularnom
obliku), dok kao jedini izvori za matematiku preostaju ufeniku
udZbenici i nastavnikova predavanja, kojima je opseg propisan
uglavnom nastavnim programom. Stoga je i razumljivo;, da
eventualni interes za matematiku nije mogao biti onako zado-
voljers, kao $§to je to bilo mogude, recimo, kod drugih prirod-
nih nzuka (astronomije, kemije, fizike i t. d.), koje su i kod nas
ve¢ dosta popularizirane. Postoje mnogi ¢lanci i knjige nasih
popularizatora, koje su i prije olakSavale i doprinosile, & i
danas to ¢ine, Sirenju tih nauvka u redove naSe omladine. U po-
pulariziranju matematike je medutim kod nas vrlo malo ufi
njeno. Osim onog neznatnog broja ¢lanaka, koje se razbacauo
moglo na¢i u nekim Casopisima, za naSe srednjoSkolce izdano
je samo jo$ nekoliko zbirki formula i zadataka. Zato ova »M a-
tematid¢ka &itanka« treba da pridonese barem donekle
popunjavanju praznine u naSoj domacoj literaturi u ovom poad-
rucju, a i popularlzlramu ovog ne bas tako jako omiljenog
predmeta.



Knjiga je namijenjena u prvom redu srednjoskolskoj omla-
dini, ali ¢e dobro do¢i i nastavnicima u njihovu radu, jer ¢e bas
za samostalni rad omladine u kruZocima i seminarima moéi na-
stavnik da dade potreban materijal, koji mnogi od njih do sada
nije imao pri ruci. Ako je nastavnik htio Sto pruziti ufenicima
ba§ u pogledu gradiva, obradenog u »Citanci«, morao se slu-
ziti knjigama na stranim jezicima, koje su bile nepristupacne
i mnogim nastavnicima, a pogotovu dacima.

- Ovdje treba uoliti jednu vaZnu Cinjenicu. Matematika ne
pruza vecini ufenika nikakav uZitak, ve¢ upravo naprezanje i
muku. Ali ba¥ ovakav teZi umni rad, kao $to je u matematici,
dovodi do odgajanja za rad i privikavanja na rad. LoSe miSlje-
nje o matematici dolazi zbog neshvacdanja i nerazumijevanja
matematike, a i odatle, §to bi mnogi htio da na lak i brz nacin
dode do matematickih spoznaja. Onom isto¢nom vladaru, koji
je od velikog Euklida traZio laki »kraljevski« put za spoznava-
nje matematickih istina, odgovorio Je Euklid, da ne postoji u
matematici kraljevski put, nego samo jedan put, jednak i prav.
za sve.

Interes za matematiku i njeno shvacanje sigurno ce se
ostvariti, ako se bude znalo Sto je matematika, u Cemu je njen
sadrzaj i u ¢emu je njen znacaj. Korist od matematike je u
tome, Sto se uCenjem matematike i rjeSavanjem postavlijenih
zadataka razvija um, razvija se logicko misljenje. Time je ma-
tematika jedan od najvaznijih predmeta, koji djeluje i odgojno,
u smislu odgajanja voljnih funkcija Covjeka. ‘
~ Rekosmo, da rjeSavanje matemati¢kih zadataka razvija
umne sposobnosti, a matematitka pravila i poucci svojom ve-
zom i proizlaZenjem jednih iz drugih ule nas pravilnom logi-
tkom migljenju. No to simo jo$ nije dovoljno, da nam objasni
sadrzaj matemati¢kih nauka, a jo§ manje se iz toga moZe osje-
titi sav onaj znacaj, koji ima matematika u odgajanju, u Zivotu
i kultun Covjelanstva. |

Matematika je usko vezana sa svakidaS$njim Zivotom i po-
trebna je za uspjesno vodenje svakog posla. Kada u naSe doba
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Zeljeza, pare, elektriciteta i atomske energije bacimo pogled
ma kuda, vidjet éemo, da je matematika svagdje imala znatnog
udjela. Kad na pr. sjedimo kod radioaparata i kad samo jednim
okretom dugmeta moZemo Cuti daleku glazbu, sluSati predava-
nja i najnovije vijesti iz najudaljenijih krajeva svijeta, i na taj
nadin uZivati blagodati te kulturne tekovine ovjefanstva, tada
obi¢no i ne pomiSljamo na onu ulogu, koju je odigrala mate-
matika kao pomoc¢no sredstvo fizici i tehnici, da bi se stvorio
radio.

Znamo, da je matematika s pocetka bila nauka o ratunanju
1 mjerenju i da je kao i sve druge nauke postala iz potreba sva-
kidaSnjeg Zivota. Pojam broja i geometrijskog lika uzet je iz
vanjskog svijeta, a nije ga stvorilo Cisto miSljenje. Apstrakci-
jom iz &isto empirijskih podataka, odvajajuéi sadrZinu kao bez-
nacajnu, dobivamo Ciste oblike i odnose, koji dolaze u mate-
matici kao teoretskoj nauci.

Dakle ne smijemo pomisljati na to, da se u matematici
razum bavi samo svojim vlastitim tvorevinama. »Kao i sve dru-
ge nauke, i matematika je nastala iz Covjekovih potreba;.. iz-
vodenja matematickih veliCina jednih iz drugih nije dokaz za
njihovo aprioristi¢no porijeklo, ve¢ samo za njihovu racionalnu
vezuk. (Engels). |

Spomenuli smo, da je matematika nastala iz rafunanja i
mjerenja. Kasnije je Zivot postao sloZeniji, a kulturne potrebe
sve vece. Time su se stavljali sve veci zadaci i zahtjevi na mate-
matiku. Ti su zadaci bili uzrokom, da se matematicko znanje
sve viSe razvijalo. Izvjesne se pojave podvrgavaju mjerenju i
racunu, a to drugim rijeCima znaci, da se one izucCavaju mate-
mati¢kim putem. Matematika pomaZe i sredivanju drugih nauvka
(astronomije, fizike, kemije, i t, d.). Cesto rezultati matematic-
kog proulavanja pojava dovode do izraZzavanja odredenih i
utvrdenih zavisnosti medu veli¢inama. Na ta] se nadin stvaraju
za te pojave zakoni u matemati¢kom obliku. Tako i danas jo$
najrazli¢itija pitanja Zivota — prirode, Covjeka i drultva —
mogu da dadu materijal za matematicke nauke. To je bio raz-
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log, da je radi rjeSavanja razlic¢itih pitanja i problema, koje je
postavljao Zivot, matematika bila prisiljena da neprestano usa-
vriava svoje metode; obrnuto, tako usavrSene metode matema-
tike i rezultati njezina razvoja omogucivali su opet bolje i brZze
rjiesavanje nametnutih problema. |
 »Matematicdka ¢itanka« treba da pruZi donekle
sliku o matematici, njezinu razvoju, zadacima i znacaju. Sadrzaj
pojedinih ¢lanaka ove Citanke treba da naSim srednjoSkolcima
prikaZze matematiku u svijetlu razli¢itom od onog, na koji su
navikli uCenjem propisanog 3kolskog gradiva. Citanka treba da
bude pomagac¢ u radu, a istodobno da daje i pobude za rad.
Ona sadrzi laksih i teZzih stvari, tako da ¢e biti zadovoljeni
raziiCiti interesi, ,

Jasno je, da se ova ditanka ne moZe smatrati potpunim i
kompletnim djelom, koje bi odjednom davalo sve obilje mate-
rijala, koji moZe uéi u knjigu ove vrste. Ovo je prvi pokusaj,
pa <e svaka objektivna kritika dobro do¢i. Bude li matematicka
¢itanka naiSla na odziv i budu li se svojim prilozima javili i
novi saradnici, onda bi se eventualno pristupilo i izdavanju
novog suplementa, gdje bi se usvojili stvarni prijedlozi kritike,
a i zelje samih u€enika u svrhu pobolj$anja same &itanke, kako
u pogledu sadrzaja, tako i u pogledu obrade materijala — sve
u feznji, da »Matematicka &itanka« bude $to bolja,
da bude na potrebnoj visini. .

U Zagrebu, uocCi 1. maja 1946.
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O MATEMATICI UOPCE

KALINJIN O MATEMATICI

U govoru, koji je odrZao 17. aprila 1941. god. na skupu
~ufenika osmog, devetog i desetog razreda srednjih ¥kola Le-
njinskog rajona grada Moskve, rekao je Kalinjin: sZivieti ve-~
likim, idejnim Zivotom — to znadi Zivjeti za dru$tvene inte-
rese najnaprednije i najprogresivnije klase svoga doba.. .«
— »Ako biste me pitali kako treba prakti¢no stupiti u taj
Zivot, ja bih odgovorio: zasada se od Vas ne zahtijeva veoma
mnogo, ukoliko ste jo§ u $kolskoj klupi. Za poletak, za, da
tako kaZemo, postavljanje temelja, da biste postali stvaraoci
velikog Zivota, treba da ovladate trima predmetima vaSeg
Skolskog programa.« U ta tri predmeta racuna Kalinjin:
1. izulavanje materinskog jezika, 2. matematiku i 3. fiz-
kulturu. :
Evo Sto kaZe za matematiku:

— »Drugi predmet koji takoder smatram kao apsolutno
neophodan za vas jest matematika.

Zasto ja tako istitem matematiku? Zasto je ja smatram
tako vaznom naukom baS u savremenim uslovima i ba$ za vas,
za sovjetsku Skolsku omladinu?

Prvo, matematika disciplinira um, ugi nas logi¢nom mislje-
nju. Ne kaZe se uzalud da je matematika — gimnastika uma.
Ja ne sumnjam da se u va$oj glavi roje misli, ali te misli treba
usporediti, disciplinirati, dati im, ako se tako moZe redi, tok
korisnog rada. A matematika ¢e vam pomodéi da izidete na kraj
s tim zadatkom. Ali, ovi motivi viSe odgovaraju ufenjacima
negoli vama, i ja ne mislim da bi vas oni veoma jako potakli
na izufavanje matematike.



Drugo, i to ¢e vam, moZda, biti blize — obim prakti¢ne
primjenjene matematike je ogroman. Proucavali vi bilo koju
nauku, posli vi na bilo koju viSu Skolu, radili vi u bilo kojoj
oblasti, ako Zelite da tamo ostavite nekakav trag, svuda je zato
neophodno znanje matematike. A tko od vas sada ne sanja da
postane mornar, avijati¢ar, artiljerac, kvalificirani radnik u
raznim granama naSe industrije, gradevinar, metalac, bravar,
strugar i1 t. d., iskusan agronom, trgovacki radnik i t. d. Ali
sva ta zanimanja zahtijevaju dobro znanje matematike. I zato,
ako Zelite da ulestvujete u velikom Zzivotu, punite svoju glavu
matematikom, dok za to jo$ ima ‘'moguénosti. Ona ¢e vam uka-
zati ogromnu pomo¢ u Clitavom vaSem radu.

Evo vam primjer: Jedan od najpoznatijih moskovskih oénih
lijeCnika kazao mi je da je ofni lijecnik koji slabo zna fiziku
— rdav lije¢nik. Ja ga nisam pitao o kome dijelu. fizike govori,
ali, olevidno, on je mislio na optiku. A optika se gotovo cijela
sastoji iz matematickih formula. Da li to¢no govorim? Priblizno
toCno. Vidite, matematika ¢e biti potrebna i onome tko pode
na medicinu.

(Iz knjige: M. I. Kalinjin, O komunisti¢kom odgojy; str. 113.—114.)

RAZVITAK GEOMETRIJE

Ljudi koji stoje po strani nauke obitno vjeruju da, ako
nigdje, to u matematici nema mjesta prepirkama i sumnjama.
- Sami su matematiCari, medutim, drugog misljenja. Krajem 1938.
skupili su se u Ziirichu ugledni matematicari da zajednicki pre-
tresu osnovna pitanja, a rezultat je bio isti kao i kod gradnje
kule Babilonske. RaziSli su se na sve strane svijeta, govoreéi
svaki drugim jezikom. Predsjednik kongresa Gonseth ovako
opisuje dojam koji je na njega ostavio ovaj ne ba$ skladni
zbor: »Svaki od nas, rekao bih, igrajuéi svoj komad, smatrao
je da igra to¢no, A ipak, orkestar je bio diskordan: nije bilo ni
jedinstva ni sloge. Covjek bi pomislio da je banuo u ¢as prije
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poletka koncerta, prije nego je dirigent uspostavio tiSinu po-
slije koje ¢e se zacuti prvi zvuci. Svaki instrument opetuje, a
da se ne obazire na susjeda, ovo ili ono mjesto svoje parti-
ture«. |

Ovakav nesklad i podvojenost znafajka su svih opéih kon-
gresa koje su priredili u posljednje vrijeme gradanski ucenjaci.
Razumije se, matematicari nijesu bili u sumnji da je dva i dva
cetiri. Proturjefja su izazvala opca pitanja odakle potjedu
osnovni pojmovi, §to je bit misaonog zakljuéivanja. Nasumce
uzimamo iz diskusije rije¢i dvaju matematicara o tako prostim
geometrijskim pojmovima, kao $to je kocka:

Frechet: » ... radi se o tome da se mjesto kocaka u pri-
rodi stavi pojednostavnjena slika«.

Enriques: »Ideja kocke postojala je veé prije u duhu sva-

koga od nas. Jednom rijedi: matematski objekti nijesu materi-
jalni predmeti, nego idealni koji su se razvili u ljudskom duhu
prema unutarnjim zakonima strukture tog duha. Pravo znace-
nje matematike je u tome da studira bi¢a koja ne pripadaju
vanjskom svijetu, bi¢a o kojima saznajemo u smislu Plato-
AOVUK. :
Kongres matematiara u 1938. produZio je filozofsku de-
batu koja se ve¢ vodi oko 2.500 godina. U pitanju odakle naucnij
pojmovi i zakljudivanje, utesnici su se podijelili u dva suprotna
tabora: idealisSte i materijaliste. Ovi potonji bili su, svakako,
stidljiviji, kako to vec prili¢i gradanskim wulenjacima. Prema
misljenju slavnog Lebesguea matematika je grana fizike, a ma-
tematski pojmovi uzeti su iz svakidaSnjeg Zivota. Krajnji idea-
lizam zastupao je spomenuti Enriques, vrativsi se na staru Pla-
tonovu filozofiju. Kako je Platon do$ao do toga da matemat-
ske pojmove, brojeve i likove smatra posebnim biéima?

U njegovo doba razvio se naulni sistem geometrije. Geo-
metrijski likovi i odnosi bili su utvrdeni jasnim i nedvojbenim
definicijama. Odatle dali su se izvesti strogi zakljucci. Platon
je ukazao na razliku izmedu nauénog zakljuCivanja i svakida-
Snjeg iskustva. Stvarne kude nijesu nikada savrSene kocke, Te-
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melji kuca nijesu nikada savrSeno paralelni ili okomiti. Oblici
i odnosi svakidasnjih stvari vrlo su zamrSeni, i o njima se dadu
izre¢i samo priblizne, grube izjave. No u matematici imamo
stroge istine. Kako smo do njih do$li? Culi smo mi8ljenje Fre-,
cheta da su matematski pojmovi pojednostavnjene slike stvari.
‘Platon je traZio drugo rjeSenje problema postavljenog para-
doksom da naucnim pojmovima nema savrSenog uzora medu
stvarima. On je stajao pod utjecajem religije i svoju teoriju
spoznaje utemeljio je na mitu o duSama i duhovima. U svojem
slavnom dijalogu »Menonu« veli da je naSa duSa, prije nego
smo _se rodili, boravila u natprirodnom carstvu idealnih bica.
U ta savrSena bica — ideje — pripadaju i matematski brojevi
i geometrijski likovi, kao i uzviSene vrline: lijepo, pravedno i
dobro. Tada, poslije, u naSem Zivotu, dusa uporeduje stvari i
postupke s onim savrSenim idealnim bi¢ima pa mi tako uvida-
mo: ona je kuca kocka, onaj covjek dobar. Platon veli: »NaSe
~ je znanje sjeéanje«. Platonova spoznajna teorija temelji se na
predzivotu duSe. |

Religijsko porijeklo idealisticke filozofije nesumnjivo je.
Cini se da je Platon udinio kasnije korak dalje i rijeSio s=
naivne price. Ali suStina se time nije izmijenila. Ideje su ostale
realnost koja je iznad stvarnog svijeta. Platonu su uzor spo-
znaje bile ideje koje ¢ovjek od poletka ima u svojem umu. Na
taj nadlin, opstojno$éu ideja, dala se isto tako spoznati kuda,
kao i bog. Idealisti¢ka filozofija postala je organski nastavak
stare religije koja nije viSe zadovoljavala bistri duh anti¢kih ®
filozofa i matematicara.

Platonu, kao 1 njegovim sljedbenicima, bile su odi zatvo-
rene za historijski razvitak. Njemu nije palo na pamet da su
Egipéani dvije tisuce godina prije njega gradili piramide kad
jo$ nijesu imali jasnih geometrijskih pojmova, da je u arhitek-
turi éovjek stvorio sva ona tijela koja je kasnije geometrija
nau¢no studirala. On nije vidio dugi razvitak koji je doveo do
pravilnih geometrijskih oblika i odnosa. Platon je mislio da
¢ovjek sve gradi prema idealnim uzorima koje ve¢ ima u glavi.
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~On se pita, na $to gleda drvorezbar kad izraduje tunak za tka-
nje: »A razbije li mu se ¢unak u izradivanju, da li ¢e opet drugi
izraditi imajuéi pred olima razbiti lik ili onaj prema kojem je
izradio i ¢unak $to ga je razbio?« Prepustimo da historija od-
govori Platonu Sto je prije bilo: predmeti ili idejni uzori.
Prve kuce pracovjeka, kao i danasnjih primitivnih plemena,
bile su gomile netesanog kamena ili Satori od 8iba. Kako vidi-

Keopsova piramida, 2850. pr. n. e. Piramida je visoka 145 m.

mo u arheoloSkim nalazima, praljudi su sasvim nepravilno
omedili prostor za stanovanje. Takvi su i stari nadeni grobovi.
Zid kuce cini nekoliko uspravnih kamena, a Citav taj prostor
pokriven je plosnatim kamenom. Kod najprimitivnijih plemena
Citava je kuca jedna kosa strana od §iba pod kojom se urode-
nici zgure. Upotrebljavajuéi tisuclje¢ima takve stanove, nasi su
ih preci poceli usavrSavati. Iskustvo je pokazalo da se dobije
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viSe prostora i da se viSe uStedi materijala kad se stan gradi
kao kocka, piramida ili stoZac. Naj¢vr8¢i potporni stupovi do-
bivaju se iz najmanje materijala kad im se dade oblik valjka.
Stari narodi nijesu znali matematskog poucka da medu svima
Cetverokutima kvadrat, a medu svim crtama kruZnica omeduje.
najvecu povrSinu. Ali oni su htjeli uStedjeti materijal i tako su.
iskustvom sami na to nado3l da svojim gradevinama daju pra-
vilne geometrijske oblike.

Nije bila samo odlu¢na Stednja gradiva. Svaka gradevina
mora biti stabilna da se ne srusi. Nepregledan niz rusSevina osta-
vili su stari narodi dok nijesu uvidjeli kako treba ostvariti rav-
notezu. Iz ruku gradevinara proizlazile su kao stabilne takve:
kuce koje su imale pravilnu geometrijsku strukturu, Kuca se
nece sruSiti na lijevo ili desno, naprijed ili natrag, ako sa sve
Cetiri strane izgleda jednako. Tekvu simetriju imaju anticke
kuce kojima je temelj kvadrat ili J-avokutnik, a krov istokra-
Can trokut. Najstabilnije su gradevine koje su simetri¢ne u svim
horizontalnim smjerovima. Nije stoga ¢udo da su kule — te-
melj kruZnica, zid valjak, krov stoZzac — doista ostvarile tu
simetriju. Baci li se samo letimifan pogled na safuvane stare
kuée, hramove, stupove, grobnice, piramide i ceste, vidi se od-
mah da su to pravilni geometrijski oblici, Jo§ davno prije, nego
je Covjek imao geometrijsku nauku, stvarao je on svojom ru-
kom pravilne geometrijske likove i odnose.

Stednja gradiva i ostvarivanje stabilnosti nijesu se samo
otitovali u arhitekturi. Oni su odlu¢no utjecali i na proizvod-
nju pokudstva, lonaca i oruzja. Vrcevi su postali okrugli, jer
kugla zatvara najveéi prostor. Geometrijski likovi i tijela iskri-
stalizirali su se iz cjelokupne ljudske djelatnosti.

Simetri¢na geometrijska tijela nijesu bila samo korisna.
Ona su pobudila i estetsko zadovoljstvo. Pravilnost kvadrata, pa-
ralelograma, trokuta, kocaka, piramida, stozaca, kruZnica i ku-
gala mogao je ljudski um dokuditi. MnoStvo saCuvanih pred-
meta, ukraSenih geometrijskim likovima i crtama, preostali su
dokaz veselja §to ga je pobudila prostorna simetrija. Velik je
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korak od nezgrapnih prvih zaklonista do egipatske ornamen-
tike. Ali te dvije ljudske tvorevine ne razdvaja Platonova gra-
nica izmedu svakidaSnjih stvari i savrsenih 1de3a Iz najdublje
nuzde proistekla je i ljepota.

Samo ime geometrije, koje gréki znadi mjerenje zemlje,
pokazuje da je nastala iz praktickih potreba. Mjerenje posjeda
bilo je vazno u drustvu gdje se ljubomorno poceo Cuvati pri-
vatni posjed.. U starom Egiptu Nil se svake godine pobunio
protiv posjednickih meda. Egipcani su se stoga nasli pred za-
datkom da poslije poplave iznova odrede zemljiSte vlasnika.
Oni su prvi stvorili geometrijsku metodu mjerenja povrsina.
ZemljiSte su razdijelili na manje trokute. Za povrSinu trokuta
nasli su priblizne formule. Citavu su povrsinu tada dobili zbra-
janjem pojedinih trokuta. Kako je teSko bilo spoznati opde za-
kone, vidi se odatle Sto Egipéani pored sve dugogodiSnje prakse
nijesu to¢no znali ople formule za povrsSinu trokuta: Pronasli
su je tek njihovi sljedbenici Grei.

Mjerenje povrSina i arhitektura bili su izvori geometrijske
nauke. Euklidov sistem nastao je oko 300. pr. naSeg vremena.
U njegovim je djelima sistematizirano sve znanje starog svueta
o prostornim odnosima.

Epohalno znacenje gréke geomefrije nije osnovano samo
mnosStvom novih injenica, ve¢ prije svega pronalaskom naucne
metode zakljudivanja. Grei su spoznali da naSe miSljenje sadrii
zakonitost vanjskih odnosa i gibanja. Razvitkom nauke taj je
odraz postao tako vjeran da misaonim zakljudivanjem moZemo
iznalaziti veze koje odgovaraju odnosima u prirodi. Napeti ko-
nopac ili rub ravnala u naSoj je glavi zastupan pojmom pravca
kao jedine najkrace spojnice izmedu dvije totke. Odnosi iz-
medu zidova kude daju se strogo izraziti definicijama koje vele
kad su pravci paralelni, a kad okomiti. Tad se ne mora svaka
prostorna dinjenica pronadi tako da se napinju Zice i ukrita-
vaju. Apstraktni pravci sa svojim utvrdenim svojstvima o ituju
pri uzajamnim odnosima istu zakonitost koja postoji u stvar-
nom svijetu. Naudno zaklju¢ivanje odrazuje u bitnom onaj isti
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postupak kad geometar Sestarom i ravnalom crta i utvrduje
odnose izmedu geometrijskih likova.

Strogost i nuZznost naucnog” zakljulivanja proizlaze iz za-
kona prirode. Lenjin veli: »Svijet je zakonito kretanje materije,
a naSe misljenje kao najvidi proizvod materije samo je sposob-
no da odrazi ovu zakonitost. :

Kakav da damo odgovor na Platonovo pitanje da li maj-
stor gradi ¢unak za tkanje prema starom cunku ili prema svojoj
_ideji u glavi? Pitanje je krivo postavljeno. U pocetku nije bilo
niti ¢unka niti ideje. Iz skrommnih tkalac¢kih oruda nastali su
dugom upotrebom savrSeniji ¢unci. Naravno, sad ima drvorez-
bar u svojoj glavi konstrukciju prema kojoj moZe da nacini
novi Cunak, a da i ne gleda stari. Citava zabuna idealisticke
problematike potjece odatle, $to oni stvari i pojmove ne gle-
daju u historijskom razvitku, nego u njthovom konacénom
obliku.

PristaSe idealisti¢ke filozofije uvijek su, ukazuju¢i na ma-
tematiku i geometriju, htjeli dokazati kako je nauka djelo ljud-
skog uma koji izvodi zakone iz sebe samog, ne sluzedi se isku-
stvom $to ga daje vanjski svijet. Tim aprioristima Engels od-
licno odgovara:

»Ali u distoj matematick razum se nipoSto ne bavi samo
svojim vlastitim tvorevinama i imaginacijama. Pojmovi broja
1 geometrijskog lika uzeti su iz stvarnog svijeta, a ne s neke
druge strane. Deset prsta na kojima su se ljudi naucili brojiti,
dakle, vrsiti prvu aritmeti¢ku operaciju, sve su drugo samo ne
slobodna tvorevina razuma. Za brojenje nijesu potrebni samo
predmeti koji se dadu brojiti, nego je potrebna vec¢ i sposob-
nost da se pri promatranju tih predmeta apstrahiraju sve nji-
hove druge osobine osim njihova broja — a ta je sposobnost
plod dugog historijskog, empirickog razvitka. Kako pojam
broja, tako je 1 pojam geometrijskog lika uzet iskljulivo iz
vanjskog svijeta, a nije ga u glavi rodilo ¢isto misijenje. Mo-
rale su postojati stvari koje su imale oblike i Cije je oblike
¢ovjek uporedivao, prije nego 3$to je doSao do pojma geome-
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trijskog lika. Predmet &iste matematike jesu prostorni oblici i
koli¢inski odnosi stvarnog svijeta, dakle, veoma realna mate-
rija... Ali ovdje, kao i u svim oblastima mi$ljenja, zakoni iz-
vuceni iz stvarnog svijeta bivaju mu suprotstavljeni kao nedto
samostalno, kao zakoni koji dolaze izvana, prema kojima svijet
mora da se ravna. Tako je to iSlo u drudtvu i u drZavi pa se
tako, a ne druk€ije, i Cista matematika primjenjuje na svijet,
premda je uzeta ba§ iz tog svijeta i premda predstavija samo
jedan dio oblika iz kojih je svijet sastavljen — pa se upravo
samo zbog toga i moZe uopée na njega primjenjivatic.

(Iz »0d anti¢ke filozofije do moderne naukec)

Supek dr. Ivan

MATEMATICKI SIMBOLI

Covjek kao dru$tveno bice ima teZnju, da svoje osjedaje i
misli saopéi i -drugim ¢lanovima svoje zajednice. U toj teinji
za sporazumijevanjem i saopdivanjem razvio se uz mimiku i
gestikulaciju govor, a zatim postepeno i ostala sredstva, koja
su sluzila istoj svrsi. Medu tim sredstvima osobitu ulogu igra
pismo. Pomo¢u pisma poSlo je Covjeku za rukom, da svoju mi-
sao prenosi i prostorno i vremenski, da svoju misao tako reéi
konzervira za buduénost. U pismu moZemo gledati jedno od
najljepsih podrucja simbolike primjenjene u Covjedjem Zivotu.
Iznosec¢i u jednoj ljepSoj formi nijansirana duSevna stanja Co-
viek je postepeno napredovao do simbolizma u poeziji. Poput
pjesnika ostvaruju svoju zamisao i drugi umjetnici, samo su im
druga izraZajna sredstva. Zar crvena boja ne znali Zarku ljubav?
Zar i hladni kamen obraden od umjetnika ne govori simbolicno
o ideji, koju treba da predstavlja? Zar nije namepsx primjer
simbolitkog izrazavanja dat u muzici?

Vrlo lijep primjer primjene simbolike imamo u astrologm
i alkemiji. Samo tu su simboli posluziti, da se nadeni fakti lju-
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bomorno saluvaju kao tajna tih nauka, ne bi li dobiveni rezul-
tati posluZili samo izvjesnoj kasti ljudi, a ne na opéu korist.
Nije li stari astrolog, koji je proricao sudbinu Ijudi iz polozaja
zvijezda, nastojao da svome aktu da neki arobni tajanstveni
oblik? Nije li u tome cilju obiljezavao Sunce, Mjesec, planete i
ostale zvijezde posebnim simbolima, koje nisu smjeli svi razu-
mjeti? A nije li takvo skrivanje jo$ viSe bilo poZeljno u alke-
miji, t. j. scrnoj nauci« o kamenu mudracu i Zivotnom eliksiru?
Zar nije alkemicar nastojao da svoje pokuSaje, pa i uspjehe,
sakrije od radoznalih oliju svijeta? I tako sve tamo od prvih
alkemicara, pa do moderne kemije, imamo upotrebu simbola.
I danas je za onoga tko nije upucen u kemiju nesto tajanstveno,
kada vidi kemijsku formulu u ¢&ijim simbolima imamo jedan
kratak, a precizan nadin izrazavanja. Dok su ove formule i
danas onima, koji ih ne znaju, nerazumljivi hijeroglifi, dotle
one onima, koji ih razumiju, kazuju mnogo.

Danas imamo ne samo kemijsku, nego i drugu nauénu sim-
boliku, pomocu koje se ne Zeli neSto sakriti kao tajna, nego
ba§ obrnuto pomocu nje treba posti¢i lakSe shvacanje doticnih
nauka. U koliko oni i danas nekome izgledaju kao tajni sim-
boli, dolazi samo zbog nepoznavanja. Da li ¢emo pak znati taj
simboli¢ki jezik, zavisi od nas samih. Svakome su otvorena
vrata nauke i njene primjene, pa stoga i njene simbolike. Treba
dakle samo htjeti nauditi, pa onda i razumjeti te simbole. Tako
je i s matematickim simbolima. |

Matematiku karakteriSu mnoga svojstva. Jedno od njih je
upravo i njena savrSena simbolika. Matematika je jedina od
svih nauka, koja ima do krajnjih granica razvijenu simboliky,
s kojom je u stanju da obuhvati sva pitanja i probleme svojih
opSirnih podrudja. Samo pri tome ne smijemo mijeSati njenu
suStinu s njenim simbolima, jer simboli sami za sebe nisu mate-
matika, nego matematiku sadinjavaju oni pojmovi i one ope-
racije, koje ti simboli predoduju. U tom pogledu postoji sli¢nost
izmedu matematike i muzike. Ni note nisu muzika, iako su
danas jedno neophodno sredstvo, da se muzicka zamisao sacuva
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i drugima preda. Upoznavsi note i svladavsi muzitku tehniku
u stanju smo, da izvedemo neko muzicko djelo muzi¢kih stva-
ralaca, Muzidar je u svojoj fantaziji stvarao kompoziciju, a note
su mu poshuZile, da tu muziku tako reéi nacrta i da nam je na
vizuelan nadin preda. Note po svom poloZaju na linijama daju
visinu tona, a po nadinu pisanja duZinu trajanja. Ali ima i dru-
gih simbola, kojima se reguliraju ostali odnosi, druge finese u

oblasti muzike. Ono $to djeluje na na$ slu$ni organ harmoniéno,
uzviSeno, to je muzika. Tako imamo i suStinu matematike, njenu
savrSenu harmoniju, kako u odnosima brojeva, tako i u odno-
sima oblika, dok su simboli i formule samo onaj aparat, kojim
se obraduje matemati¢ki materijal; oni su sredstvo, ali ip<’. ne
samo sredstvo.

Matematic¢ki simboli znade kristalizaciju odnosa medu bro-
jevima i medu figurama, znade Cesto cijele duge procese. Oni
sluZe saZeto kao neka kondenzacija matematickih pojmova s ko-
jima ¢emo dalje raditi, ali samo onda sigurno, ako smo shva-
tili svu njihovu sadrZinu, ako smo se posve toéno saZivjeli sa
sadrzajem tih pojmova. Misaoni matematiéki procesi izrazavaju
svu savrienost logi¢kog misljenja, i nalaze u simbolima svoje
stenografsko ostvarenje. U tom slufaju simboli postaju samo-
stalni, t. j. oni nisu samo isprazni simboli, nego su u sebi zdru-
%ili i samu sustinu i sam proces, samu op-eraciju To je upravo
odlika matemati¢kih simbola u poredenju sa s mbolima drugih
nauka. I kao S8to dirigent izvodi neku kompoziciju na osnovu
partiture ispisane muzifkim simbolima, i na taj nacin izbjegava
svaku neizvjesnost, tako i matemati¢ari izbjegavaju svaku ne-
izvjesnost upravo pomoéu jednoznatno pridruZenih termina i
" simbola. No moramo podvuéi da je to sludaj samo s potpuno
razvijenim matemati¢kim pojmovima i pridruZenim simbolima.
Poznata je stvar, da su se kroz vijekove matematicki pojmovi
razvijali i usavrSavali, a isto je slufaj bio i sa simbolima. Sim-
boli s pofetka nemaju svoj vlastiti smisao, ve¢ im smisao tokom
vremena daju ljudi, oni im tako reéi udahnjuju Zivot.

M. Sevdié: Matematidka &itanka 2
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 NaSu ¢éemo misao objasniti jednim malim izletom u histo-
- riju cifara. Bila je o$tra borba prije nego &to su u matematiku
bile uvedene indijsko-arapske cifre i slova kao opéi brojevi.
 Moralo se stalno brusiti mnoge neravnine, koje su se pojavlji-
vale, dok matemati¢ari kona¢no nisu u rukama imali oStro
orude, kojim su mogli poduzeti pobjedni¢ki napad na probleme,
koji su im se postavljali. Polagano su ova pomoc¢na sredstva
postajala Covjeku ono, §to su mu danas. Novo osnivani mate-
matic¢ki ¢asopisi mnogo su doprinosili jedinstvenoj i op¢oj upo-
trebi zgodnih simbola. Zato kada danas napiSemo na pr. cifrud,
onda taj simbol kod skoro svih kulturnih naroda izaziva isti
pojam mnozZine, iako je sama rije¢ za taj broj kod raznih na-
roda posve razli¢ita. Dakle matemati¢ki simboli imaju jednu
karakteristiku, oni su internacionalni, oni kod syih nacija imaju
isti sadrzaj. Izmedu cifara i rijedi i slova postoji jo§ jedna raz-
lika. Cifre su naime same po sebi Cisti pojmovni znaci, dok su
slova prije svega ne simboli za pojmove, nego simboli za po-
jedine vokale i konzonante, iz kojih su istom kasnije u rijecima
stvoreni simboli za pojmove. Isto je tako nezavisno i o zemlji
u kojoj je postavljen i izveden na pr. racun 5214 . 6 = 31284,

Danas nama razumljive cifre i naueno rafunanje s njima
nije uvijek bilo tako jednostavno i tako pristupaéno. To ¢e nam
mnogo jasnije potvrditi primjer, ako navedemo ma i u najkra-
¢im crtama, kako su Egipéani pisali brojeve. Kod Egipéana
imamo kao 8to je poznato hieroglifsko pismo, koje je postalo
u pradavna vremena. Prvobitno se za oznaku vidljivih pred-
meta upotrebljavaju same slike tih predmeta. Za apstraktne poj-
move, glagole-i t. d. upotrebljavane su slike konkretnih pred-
meta, koje su u bilo kakvoj vezi s apstrakinim pojmom, Ka-
snije su se apstraktne rije¢i obiljeZavale slikama konkretnih
predmeta, koje doduSe nemaju nista zajednickog s apstraktnim
pojmovima, -osim $to u rije¢ima za'iste dolaze isti konzonanti..
Na pr. slika mjeseca (re) znalila je i konzonant r. U hijeroglif-
skom pismu imali su Egipcani ove cifre:
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Za jedan bio je'hieroglif vertikalna crta, za 10 znak u
obliku potkovice. U znaku za 100 moZe se vidjeti ili svinut pal-
min list ili svinuto uZe za mjerenje, za 1000 lotosov cvijet, za
10 000 mali svinut prst. Za 100 000 sluZila 'je slika Zabe, ¢ime se
izrazavala onolika mnoZina, koliko je bilo Zaba u mulju poslije
poplava rijeke Nila. Milijun je sl1ka Jednog koamu.kow bOLan—'
stva, koje nosi nebo." ‘ —ie

Ve¢ iz ovog jednostavnog primjera jasno vidimo, da &
mnogo teze i nepreglednije moralo biti pisanje brojeve nego
li pomocu nalih cifara. Istom kada su uvedeni pravi simboli t. j:
posebni znaci — cifre — postigla se sva savrSenost i to ne
samo u pisanju, nego Sto je najvaznije, dobio se time u ruke
i sam postupak rafunskih operacija. Njih su u Evropu donijeli
~Arapi u 12. stoljeéu. Od tada se rezultati radunskih operacijd
nisu vise dobijali na nespretnim abakusima,! nego se to posti-
zalo, da tako kazemo, Carobnjackim zriacima,j kojima su se sadid
i mnogo brZe i sa nepogreSivom sigurnoSéu izvodili racuni i
S najvecim brojevima. Deset brojnih simbola su stvarno cijeli
materijal s kojim se radi. Ako njima dodamo jo3 nekoliko sim-
bola, koji nam oznaluju cetiri osnovne racunske operacije,
»plus«, »putag, »minus« i »podijeljeno« i k tome joS znak -jed-
nakosti, pa ako smo naudili postupak s njima, vladamo onda’
cijelim podrufjem racuna. -

Poslije cifara uzet ¢emo kao primjer algebru, jer se nijedna
nauka-ne moZe pohvaliti tako moénim pomoénim sredstvom,
kao S§to ga ima matematika u algebri, gdje upravo dolazi do
upotrebe savrSene simbolike. Pregledamo li u najkrad¢im pote-
zima historiju algebarskog nadina izrazavanja, tada moramo u

t Ratunske table na kojima se rafunale pomodu kamendiéa.
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sudtini razlikovati tri stupnja razvoja: to su retorifka, sinkopi-
rana i simboli¢na algebra. U prvoj periodi viada rije¢. Ve¢ kod
najstarijeg kulturnog naroda, Egipfana, dade se utvrditi upo-
treba matematickih hijeroglifa, samo oni imaju znacenje rijedi,
pa se moZe govoriti o jednoj »retorickoj algebri«. Jo§ dalje
sve do 3000 godina prije n. e. sezu starobabilonski nalazi, plo-
fice od ilovace, na kojima se mogu nasluc¢ivati znakovi za Ce-
tiri racunske operacije.

Prijelaz slijede¢oj periodi bio je tako reéi na dlanu. Cesto
upotrebljavani izrazi se skracuju u tekstu, ali se skradenice ipak
ne oslobadaju reCenitnog sklopa. Najznatniji zastupnik ovog
razvojnog stupnja je grcéki aritmeticar Diofant iz Aleksandrije
koncem 3. stoljeca. Kod njega se naziru prvi pocetci sinkopirane
simbolike. NaZalost poslije nema vodeéih matematiara, koji bi
posli njegovim stazama. Istom u 15. stolje¢u krocilo se napri-
jed. Polagano su se uvodile pokrate, koje su sve viSe dolazile
do upotrebe. To je konaéno treéi razvojni stupanj, kada se po-
javljuju simboli. U tom stoljeéu je dakle zapolela danasnja for-
ma algebarske simbolike. Velika je zasluga matematicara Viete,
da je i u jednadZbe mjesto brojnih koeficijenata uveo slova,
koja su onda omoguéivala bitno saZimanje opcéih izvodenja.
Bitne napretke algebarskog nalina pisanja zahvaljujemo Har-
riotu i Oughtredu. Istom kod Descartesa, Leibniza, Newtona 1
Eulera izgleda da je postignut vrhunac. Stvorena je algebra,
koja dopuS$ta, da se i bez jedne rijeli provede tok matematickih
misli, koji je razumljiv svakom stru¢njaku. Stvorena je ko-
natno matematicka internacionalna stenografija, stvorena je
simboli¢na algebra.

Geometrijske figure su kao pojmovno pismo jo$ starije
nego li cifre u op¢e. Ponajprije ﬁod‘ijeéam na kulturno-historij-
sku ulogu, koju su igrale, a koju joS i danas igraju, neke posve
jednostavne geometrijske figure u Zivotu naroda. Pored plani-
metrijskih slika imamo i upotrebu tijela u cilju simbolickog
oznaCivanja. Tako je stara mistika brojeva bila u vezi s nau-
kom o pravilnim tijelima. Kod starih grlkih filozofa tetraedar
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je bio simbol vatre, oktaedar simbol uzduha, ikozaedar vode,
a kocka zemlje. Posve je sigurno, da Pitagorini ulenici nisu
brojeve shvacali samo kao simbole tijela, nego je obratno spo-
znaja brojnih odnosa u prostoru i muzici nametala brojeve kao
simbole opée prirodne zakonitosti. lako su dakle geometrijske
figure kao simboli mnogo vide dolazili u upotrebi kod $irukih
masa, ipak je nasuprot algebri mnogo manje izgraden nacin
izrazavanja, kojim se sluZimo u geometriji. Ideal simbolitke
geometrije jedva se mogao posti¢i. Algebra se pri svojim po-
stupcima uvijek svodi na nekoliko osnovnih operacija, Cija je
primjena gotovo uvijek jasna iz samih postupaka. Kod kompli-
ciranih operacija dovoljno je navesti upravo upotrebijenu for-
mulu. Drugadije je u geometriji. Skupljanje mnogih zakljulaka
u jednu misao ili zornu predstavu, formuliranje teorema, stalno
pozivanje na ve¢ dokazane teoreme, koji ne dolaze u jasnom
obliku jedne formule, ¢ine gotovo nemogulim, da se izade na
kraj bez objasnjenja rijelima. Pridodani crteZi mogu doduSe
da pridonesu skracivanju dokaza, ali i oni potrebuju ponajviSe
jedno opisivanje, jer komplikovanije figure vrlo slabo mogu
da pokazu tok poduzete konstrukcije. U poredenju s ovim jo¥
jasnije dolazi do izraZaja upravo vanredna prednost algebar-
skih formula. |

Jo§ malo o sadrzaju samih matemati¢kih simbola. Uzmimo
primjer: 5+4=9. Sta to znadi, to svi znamo. Treba uzeti 5 jedi-
nica i dalje brojiti jo§ 4 jedinice. U stvari s pofetka se tako i
radilo. Ali se tokom vremena naudi da se postupak brojenja
moZe skratiti, ako se jednom za svagda naudi, da je pet viSe e-
tiri uvijek devet. U znaku + imamo Kkratak znak, koji nas upu-
¢uje ne samo, koju ratunsku radnju da izvr$imo, nego nas pod-
sjeda i onoga $to smo naudili, kako treba da se radi. I kada smo
izvrSili tu naznalenu radnju, kako je propisano, dolazi znak jed-
nakosti, koji nam kaZe, koji je rezultat nale operacije. Tek kada
smo u praksi stekli potpunu rutinu, istom tada za nas znak
ima pravo znacenje. '
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Cesto je jedan te isti simbol upotrebljavan za razne poj-
move. Na pr. danas nam tocka naznaluje mnoZenje. Prije deci-
malnog zareza bila je decimalna totka. Totkom oznalujemo i

peuodmne brojeve: 4,2. Kod Newtona je totka povrh varijable
7nac11a prvu derivaciju. Kod Bhaskare (1114—1185) u jednom
njegovom djelu, gdje potpuno jasno uvodi negativne brojeve,
dolazi totka povrh broja, da naznadi da imamo posla s nega-
tivnim brojevima na pr. 2 =—2 .

Posve je razumljivo i shvatljivo, da oznalivanje nije pro-
drlo ‘odjedncm, nego postepeno veé prema vaZnosti autora i
prema znacaju njegova djela. _ |

Cesto su za jednu te istu stvar prvobitno predloZeni simboli
vrio razliditi, ali u Zivotu, u praksi previadavaju oni, koji se po-
kazu zgodniji i prikladniji. Tako su Newton (1642—1727) i
Leibniz (1646—1716) pri otkri¢u diferencijalnog rafuna, stvo-
rili i simbole za taj ra‘un, ali znamo da je u praksi prevladao
Leibnizov n- &in pisanjs. |

Kazali smo da sim'~! u sebi kriju i cijele procese. Stoga
mozemo kazati da su n:atematitki : ‘mboli kao neke opomene,
kao neke zapovijesti, koje nas, kada na njih naidemo, pozivaju
da postupimo na jedan ¢ :iredeni naéin. U simbolu je upravo sa-
drZzana kratka komanda, k«ju s podetka pojedinac ne moze brzo
da slijedi, nego tek onda, n2da se svladaju sve poteSkode, t. j.
kada se potpuno upozna znalenje simbola, kada se postigla
vjeStina u izvodenju pridruZene operacije. Istom tada moZemo
osjetiti svu prednost takvih simbola. Razumjevsi »komandu«
moZemo i da je dalje slijedimo. I svi drugi simboli su upravo

takve komande, samo neke Jednostavmge neke fak i vrlo kom-
phkovane '

Konaéno da skup1mo sve glavne karakteristike simbola.
Matematxcm s1mbol1 moraju da se odlikuju slijede¢im: 1. krat-
kodom i jednostavnodcéu, 2. preglednodéu i
prakti¢nos§éu, 8. konstantno$§éu i preciz-
noléu, 4. jednoznaénoscu, b, da se mogu pro-
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Siriti od pojedinaénog na opéen—ito i obr-
nuto.

Na koncu joS par rijeCi. lako nam danas s1mb011 izgledaju
kao nesto petrificirano, okamenjeno, ipak se matematika i
danas razvija. Laici ¢esto na osnovu povrSnog poznavanja sus-
tine simbola misle,da je matematika danas jedna mrtva nauka.
Ovo je medutim potpuno kriva slika o situaciji- koja stvarno
postoji. Ima samo nekoliko drugih naufnih podrudja, koja se
‘nalaze u fazi tako intenzivnog razvoja kao $to je to slucaj kod
matematike. Taj razvoj je vanredno mnogostruk. Matematika
proSiruje svoje podrucje u svim mogucéim smjerovima: ona raste
u visinu, razliva se u Sirinu, ponire u dubinu. Ona raste u visinu,
jer pored njenih starih teorija, Ciji je razvoj trajao stolje¢ima
i stoljeéima, stalno iskrsavaju novi problemi, stalno se postiZu
precizniji i potpuniji rezultati. Razliva se u Sirinu, jer njene me-
tode proZimaju i druga naufna podrucja. U njen opseg istra-
Zivanja dolaze sve opSirniji regioni pojava i stalno se sve nove
i nove teorije uvode u veliki krug matemati¢kih disciplina. I
konatno ona ponire u dubinu, jer se njeni temelji sve viSe
ubvr§éuju, njezine metode, koje se primjenjuju pri njenoj iz-
gradnji, sve su savr3enije, a njeni principi dobijaju u SVOJOJ
tramosh

Milenko Sevdié

MATEMATICKE NEMOGUGNOSTI

Historija razvitka matematike u toku posljednjih nekoliko
decenija pokazuje jednu odliku, koja ¢e se uzalud traZiti u
njenim ranijim stadijima i koja modernoj matematickoj analizi
daje narotitu oznaku. Dok se ranije drZalo za ocito, da svaki
problem koji ima svoga smisla mora imati i svoje rjeSenje, tako
da se na nemogucnosti u tome smislu nije ni pomiSljalo, danas
se 0 tome imaju sasvim drugi pogledi i drugo iskustvo. Danas
se na stvar gleda sasvim drugalije i-zastaje se ondje, gdje ra-
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niji matemati¢ar nije ni pomiSljao da zastane. Pokazalo se
naime da ima matemati¢kih problema sa ocitim smislom i kod
kojih je teSko do¢i na misao da problem ne moZe imati svoga
rjeSenja, i za koje je zaista neshvatljivo iz kojih bi razloga
mogla potjecati apsolutna nemogucnost njihovog rjesenja. Prvi
primjer takve vrste dao je problem rjesavanja opéih algebarskih
jednadzbi. Poslije jednadZbi prvog i drugog stepena, Cije je rje-
Senje bilo poznato vel starim matematiCarima, zatim poslije
Tartaglia-ova i Cardan-ova rjeSenja jednadZbi trefeg stepena i
Ferrari-eva rjeSenja jednadzbe Cetvrtog stepena, bilo je na redu
i sasvim prirodno i logi¢no misliti na algebarsko rjeSenje opcih
jednadzbi petog i viSeg stepena. Poslije bezbrojnih poku3aja u
dugom nizu decenija da se problem rijesi, poslije uzalud upo-
trebljene mase analitickih dosjetki svake vrste, Ruffini i
Abel suu pocletku proSlog stolje¢a osjetili, da je rjeSenje pro-
blema apsolutno nemogude, pa su uspjeli dubokom i detaljnom
analizom problema, da tu nemogucnost potpuno i dokazu na
veliko iznenadenje onih, koji su se silili da nadu rjeSenje, a na
tu nemoguénost nisu ni pomisljali. To je jedna od onih nemo-
gucnosti, koje su u samoj prirodi stvari. Nije dovoljno ono §to
se danas zna o algebarskim jednadZbama, nego takve operacije
apsolutno ne postoje. Svaki pokuSaj te vrste unaprijed je, i to
za vjecita vremena, osuden na neuspjeh. ‘

Problem kvadrature kruga (Vidi str. 155.) vjekovni je pro-
blem, koji je intenzivno zanimao generacije matematiCara u
toku desetina vijekova. Po tome, Sto je ocito i bezuvjetno da
mora postojati kvadrat plostine jednake sa ploStinom datoga
kruga, drZalo se za ocito i van svake sumnje, da se takav kva-
drat moZe i odrediti geometrijskom konstrukcijom pomodu in-
strumenata za crtanje pravih linija i kruZnih lukova. Bezbroj
neuspjelih poku$aja u toku tolikog broja vijekova, da se pro-
blem kvadrature kruga u tome smislu rijesi, nije slomio istrazi-
vaCe, zvane i nezvane, da o njemu misle. Problem je medutim
uSao u sasvim drugu fazu odonda od kada se pocelo tragati za
tim, da se dokaZe njegova apsolutna nemoguénost. To je ko-
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nacno izvrSio Lindemann dokazavs§i da je broj = ¢&isto
transcendentan broj. Sli¢noj vrsti problema pr1pada i problem
podjele kuta na neparan broj dijelova.

Redukcija beskrajnog broja transcendenata, na koje se
postupno nailazilo u razvitku matematitke analize, daje nebro-
jene sludajeve takvih apsolutnih matematitkih nemoguénosti.
Za prve transcendentne funkcije dokazano je odmah, da su
nesvodljive na kombinacije algebarskih funkcija u kona&nom
broju, da su to samostalne matematicke jedinke, kojih je reduk-
cija na jo§ prostije rafunske elemente apsolutna matematitka
nemogucnost.

Integralni je rafun bio neiscrpan izvor novih transende-
nata. Za mnoge od ovih je najposlije uspjelo da se izvrSi re-
dukcija. No za mnoge se od takvih transcendenata jo$ odmah
od pocletka pokazalo, da im je takva redukcija nemogucéa i da
se nikakvom transformacijom ne mogu svesti na kombinacije
elementarnih funkcija.

Prostrano polje u matematitkoj analizi, na kome se pri
svakom koraku nailazi na apsolutne matematicke nemoguénosti,
¢ine problemi integracije diferencijalnih jednadZbi. Takvih do-
kazanih nemoguénosti ima danas veliki broj i u svim drugim
oblastima teorijske matematike. Pravi razlog takvih nemoguc-
nosti je u velikome broju slu€ajeva skriven vrlo duboko i nje-
govo nalaZenje Cesto pripada najteZim problemima matematicke
analize. A o tome kakvih teskoéa mogu zadati i najelementarniji
problemi o matemati¢kim nemoguénostima, moZe se ocijeniti po
najkurioznijem slucaju takve vrste, po klasicnom i univerzalno
poznatom Ferm at-ovom problemu u teoriji brojeva, a koji
jos i danas prkosi naporima najveéih matematicara (V. str. 167.).

Moderni kriticizam, jedna od glavnih oznaka matematickih
radova posljednjih decenija, posljedica je iskustva, koje se
steklo o potrebi da se prije nego Sto se kakav problem uzme u
rjeSavanje dobro i do dna sagleda, ima li on zaista rjeSenje, pa
ma koliko se egzistencija rjeSenja {inila olevidna. Tako je u
ostalom i potrebno raditi, da bi se znalo 3to se radi. Koliko bi
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bila nesigurna opca teorija algebarskih jednadzbi, da Gauss
-nije dokazao da svaka algebarska jednadZba ima rjeSenje?

Pa i sami negativni rezultati, koji ¢e se utvrditicpri dubljem
ispitivanju nekoga problema, mogu iskazati vazna analiti¢ka
fakta, tako isto dragocjena kao Sto su i ona, sto su sadrZzana u
pozitivnim rezultatima. -

Medutim u takve nemoguénosti nikako ne treba ubrajati i
one koji se za takve drZe samo s toga, Sto do danas nikome nije
poslo za rukom da protivno dokaZe. Na takve se nedokazane ili
nepotpuno.dokazane nemogucénosti nailazi na svakome koraku i
u svim podrudjima matemati¢ke analize. O tome koliko one
mogu biti Stetne, kad se stvori neosnovano ili nedovoljno osno-
vano uvjerenje, da su to zaista apsolutne matematicke nemo-
guénosti, daje najljepSi primjer historija problema triju tijela,
koji ‘je.uspjesno rijeSen u najnovije vrijeme (vidi str. 315.).
Uvjerenje. o nemogucnosti problema odbijalo je matematiéare,
da intenzivno tragaju za njegovim rjeSenjem i bilo je jedan od
razloga, Sto je problem "ostao nerijeéen sve do najnovij;eg
vremena. aBE

Problemi pred kojima danas ostaju nemocna sredstva ma-
tematiCke analize, ne moraju uvijek takvi ostati; teskole nesa-
vladive za danadnje matematicare, mogu biti igratka za su-
traSnje. Ali od toga Cine veliki izuzetak oni problemi za koje
se moglo dokazati potpuno i rigorozno, da su nerjesivi za vje-
¢ita vremena nezavisno o prirodi upotrebljenih analiti¢kih
sredstava i o buduéim naprecima matemati¢kih nauka. Tolno
dokazivanje takvih dpsolutnih matemati¢kih nemogucénosti jedna
je od odlika moderne matematic¢ke analize i posijedica je onoga
potpuno opravdanog naufnog skepticizma, koji se u posljednje
vrijeme u njoj tako jako razvio.

(Iz »Apsolutne i restriktivne matematiCke nemogucnosti«
Rad Jug. Akad. Zn., Zagreb, knj. 204, 131—140).

Dr. Mihajlo Petrovic¢
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KAKO SE I U MATEMATICI GRIJESI

Stara je poslovica: tko radi, taj i grije$i. Zanimljivo je
utvrditi Cinjenicu, da pogreSke nalazimo ne samo kod slabijih
intelektualnih radnika, nego ¢ak i kod najvecih naucenjaka, pa
i kod neospornih specuahsta u odredenim podrudjima znanosti.
Donekle se jo§ moZe razumjeti, ako pogrijesi kakav veliki um,
koji je u svojim zaklju€cima pre$ao u podrudje, koje ne spada
u djelokrug njegovog strucnog rada, ali se mnogo teZe moie
shvatiti, da grijeSe i oni, koji su prvaci u svojim strukama

Tako su se naSle pojedine pogreske u matematickom sadr-
Zaju i kod matemati€ara prvog ranga. Zatudit ¢emo se moZzZda
kad medu njima nademo i imena kao $to su Newton, Fer-
mat, Laplace, Descartes, Cauchy, Euler i mnogi,
mnogi drugi. e
| lako je tokom vremena utvrdeno, da je takvih ucinjenih
pogresaka vrlo mnogo, (bila je fak i anketa o tome na osnovu
koje je objavljen opsezan materijal u jednom matematickom
¢asopisu), ovdje ¢e biti dovoljno, da navedemo samo nekoliko
slucajeva. |

Tako je Fermat, veliki. teoreti¢ar brojeva, slutio da su
potencije 2° uvelane za 1 uvijek prosti brojevi, ali je Euler
nalao da je na pr. 252 4+ 1 djeljivo sa 641. Isto je tako Euler
tvrdio, da su brojevi 232 * 572 + 11 232 - 1172 + 1 prosti, a u
stvari onj su sloZeni. Prvi je djeljiv sa 179, a drugi sa 271,

Poznato je nadalje, da na pr. Eulerova Algebra vrvi pogres-
kama, pa su neki za nju kazali, da je ona zbirka pogreSaka, i

Proudavajuéi gibanje planeta, Laplace je ulinio jednu
grubu pogresku, koju je pronaSao i objavio Poinsot. Abel
je grijeSio ba§ u teoriji Abelovih funkcua kako su to primijetili
Sylow i Sophus Lie.

Hermite je ulinio pogresku pri ispitivanju realnosti
korjena jedne jednadZzbe, a pored toga i viSe pogreSaka u broj-
~ nim radunima. To je utvrdio i ispravio E. Picard. Salmon
je opet ispravio izvjesne netofnosti, $to ih je pocinio Syl-
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vester (algebriar i teoretiCar brojeva) u svojoj radnji o
realnosti korjena jednadzbe petog stupnja.

Kod Chaslesa, velikog geometriara, koji je poznat i
kao odli¢an histori¢ar geometrije, nalazi se, da tako kaZemo,
jedna historijska pogreska. On je tvrdio za Dioclesa, da je
Zivio jedno stoljeée poslije Papusa, neznajuéi da Papus
citira Dioclesovu cisoidu.

Posve je razumljivo, da i ucenici Cine pogreSke. Kod uce-
nika ima pogreSaka, koje spadaju u grupu tzv. tipiziranih po-
grelSaka. Skoro se sto posto moZe tvrditi, da ce slabiji, a pone-
kad i vrlo dobri ulenici, na pr. ovako izvaditi korijen:

V a®+ b2 = a+ b,
a znamo, da je ispravno $amo
Va& F2ab Fb2=a+b |
ili da ¢e kod razlomaka izvrsiti nedopuSteno skradivanje na pr.
a-t+ b =_{)_
at+c ¢

Cesto je sluaj i kod jednadzbi. Na pr. iz 5 - x = 2, vrlo se

cesto dogada, da dak napife x = -g— ili x = 25, a isto tako iz

i a o .
sin o = e da se napise ¢ = a sin a.

Ima i grupa sugeriranih pogreSaka. Mi naime, su-
gestivnim pitanjima navodimo nekoga, da pogrijeSi. Na primjer:
Pitamo koliko prstiju imamo na jednoj ruci. Pri tome pokaZzemo
otvorenu Saku. Odgovor je: 5. Zatim pokaZemo zajedno obje
ruke i pitamo koliko je prstiju na dvije ruke. Odgovor je: 10.
I sada ako spustimo obje $ake onda su vizuelni razlozi, da ¢emo
na pitanje koliko je prstiju na 10 ruku dobiti odgovor: 100, jer
se mnozi 10 - 10 mjesto 10 - 5.

Ili jedno drugo pitanje u obliku problema. U hotel su
svratila tri putnika da prenoée. U jutro je svaki platio 100 di-
nara za prenociSte s primjedbom, da je to preskupo. Hotelier
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stoga vrati po sobaru od primljenih 300 Din 50 Din. Sobar
. medutim zadrZi za sebe 20 dinara, a svakom putniku vrati po
10 dinara. I sada zaklju¢ujemo ovako: Svaki putnik platio je
90 dinara, Sto ukupno iznosi 90 Din - 3 = 270 Din. Kod sobara
je 20 dinara. To je onda skupa 290 dinara. Gdje je onda onih 10
dinara, kojih nedostaje do 300 dinara. Sta je tu pogre$no? Mi
smo sugestivho zbrojili onih 20 dinara sa 270 i ako te dvije
sume ne spadaju skupa. Kako su putnici platili 270 Din to se
onih 250 Din nalaze kod hoteliera, a 20 kod sobara.

Mnogi ¢ée se medutim zaCuditi, da moZe biti i ovakvih slu-
¢ajeva: nedto je radeno pogreSno, a rezultat je ipak tocan ili je
nesto tolno, a izgleda pogresno, ili je opet pogredno; a izgleda
tocno.

Evo primjera.

I. Pogresan postupak, a rezultat ipak tocan.

Ima sluCajeva, kada bi gledajuéi samo rezultat bilo sve u
redu, ali do samog rezultata se do$lo sasvim krivim postupkom.

Najjednostavniji primjer imamo kod logaritama, kada uce-
nik napise ovako:

log (x —7) = log 3|:log
x—7 =3
x = 10

Dakle rezultat je tofan. Medufim je ucCenik cijelu jedna-
dzbu podijelio sa log. Ovo je u sustini posve krivo, jer Iog ovdje
nije algebarski produkt i faktor u jednadZbi, nego samo sim-
bol jedne operacije, jedna funkcija. Prema tome samo na osnovu
definicije logaritma i njegovih svojstava treba kazati: kako
su logaritmi (istih baza) jednaki, moraju biti jednaki i numerusi,
pa tek onda napisati x — 7 = 3.

26

Nesto slicno imamo i kod razlomka 65"

Kad ulenik skrati 6 u brojniku i nazivniku, pa napise -g—, onda

je takav postupak pogreSan, ali je rezuiiat posve ispravan, jer
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ako razlomak 6_65_3 skratimo ispravno sa 13, dobijemo zaista re-

zultat %

Isto to imamo i kod slijedecih razlomaka:
266 2 2666

665 — 5 6665
ili 16 1166 1666
64~ 4 664 0664

H. To¢no, a izgleda pogresno.
Kad napiSemo na pr.

1[12

t 12" 143

143

= $
\’2": \7 4““4\/()3

izgleda na prvi pogled da je neSto pogresno, ali se lako uvje-
rimo, da je posve tolno. Sve ove navedene sluCajeve imamo
sadrZzane u

n |

\/ Lo a" =
Ovaj izraz mozemo dalje pisati
nfa(an___”_jr_a:"/;‘an—i—l___a_'_a” .an_—}z:
\/ a®—1 ar—1F e \/a”——l

= \/an = '”\an:“l
HI. Pogres$no, a ¢ini se tocno

1. Poznat je primjer geometrijskog dokaza da je 64 = 65.
Radi se ovako. Imamo kvadrat strane 8 cm i podijelimo ga kako
je naznaceno u sl. 1. Iz ovih dijelova sastavimo pravokutnik na
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nadin predoc":en u sl. 2. Ova dva lika imaju ‘istu plostinu, jer su
sastavijeni od istih dijelova. Plo$tina kvadrata je 8 '+ 8 = 64,
a plostina pravokutnika je 5+ 18 = 65.

D €

4 G

/
3 4 y ~ 2
2 “‘\

4 | B F —=

Sl Sl 2.

Dakle bi bhilo 64 = 65!

Gdje je pogreSka?

[Uvjerite se da dijagonala FH (sl. 2) stvarno nije pravac
(istraZite trigonometrijski koliki su kutevi), nego izmedu dije-
lova pravokutnika duZ dijagonale HF imamo uski razmak u
obliku jednog romboida, Cija je plostina upravo 1 cm?? QOdatle
upravo i dolazi do nastale razlike izmedu 64 i 65].

2. Imamo ispravnu jednadzbu:

aQ__a?:a?__a2

Ako na lijevoj strani izluéimo a, a na desnoj strani rastavimo
razliku kvadrata u njene faktore, imamo: |

a(@a—a) =(@ta-(@a—a
Skratimo [i sada lijevo i desno sa (a — a) ostaje

a = a -+ a
ili
a = 2 a

dakle svaki broj jednak je dvostrukom istom broju.
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Gdje je pogreska?
[Odgovor: U dijeljenju sa (a — a), jer je to jednako nuli,
a sa nulom se ne smije dijeliti}.
3. Nesto sliéno imamo kod korjena. Ne vodeéi raéuna o
dvoznaénosti korijena, moZe se toboZe pokazati da je 2 - 2 = 5,
Imamo: | |
16 — 36 = 25 — 45,

1
Sto je tofno. Ako na lijevoj i desnoj strani dodamo isti broj 84,
jednadzba se nece promijeniti. Tako imamo
81

16 36, P =25 — 45+
Ovo moZemo posve ispravno pisati ovako:
| 9\ 2 9\?2
(4+—2)=(5-2)

Izvadimo li drugi korjen na lievoj i desnoj strani dobit ¢emo

9 9
=
ili
4 =5

&
Sto je svakako pogre$no. Kako da se izbjegne pogresSka i da ne
dode do paradoksa?
[Odgovor: Izbje¢i ¢emo na taj nacin, ako kod korjena
uzmemo tazlitite predznake na lijevoj i desnoj strani.

Dakle
iv 4——) ¢v_5——

jer tada je zaista

ili

—— e T s



33

Zatim

9 9
£ 0y

aaat
2=

4. Kod zadata koje rjesavamo i dokazujemo pomocu
geometrijskih konstrukcija mozZemo naiéi isto tako na jednu
vrstu pogreSaka. Da smo zadadu sveli na jednadZbe, onda bi se
takve pogreske veé izbjegle samim ispravnim raunskim i alge-
barskim operacijama. Kao §to znamo tu se moZe dogoditi, da je
rezultat tolan sa glediSta algebre, no praktitno on ne moZe
biti mogu¢. Ako radimo konstrukcijom, pogotovo, ako se radi
bez ravnala i Sestara, t. j. pravimo samo shematifan crtez, pa
ako ne obratimo dovoljno paZnje na nepotpunu zavisnost medu
datim veli¢inama, moZe doéi do nemogucih zadaca, pa ¢ak i do
sasvim pogreSnih rezultata. Evo jednog primjera:

U raznostrani¢nom trokutu ABC (AB>BC) povucemo si-
metralu stranice AB i simetralu kuta kod C. Kako je trokut
po pretpostavci raznostranian, to se ove dvije simetrale sijeku
u nekoj to¢ki M. (Kad bi trokut bio istokracan, simetrale bi se
poklapale). Iz totke M spustimo normale MD i ME na stranice
CA i CD i spojimo M sa tofkama A i B. Sada lako pokaZzemo
da su trokuti MDA i MEB sukladni, pa je trokut CMD sukladan
trokutu CME.

[1. Kut ADM = kutu MEB = 90°. 2. MD = ME (totka M

leZi na simetrali kuta). 3. MA = MB (totka M leZi na simetrali
strane AB].

Prema tome je

ili

AD = BE.
Dalje slijedi CD = CE. |
Oduzmemo li od ove jednadZbe prethodnu dobijemo:

M. Sevdié: Matemati¢ka d&itanka . ) 3
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CD — AD = CE — BE
dakle ‘
CA = CB
t. j. svaki trokut bio bi istokradan, a to se protivi naloj pret-

postavcei, po kojoj je CA > CB.

Gdje je pogreska?

[Iz CD = CE i AD = BE izveli smo, da je CA = CB, a to
smo mogli, jer su se totke D i E (sl. 3.) obje nalazile na produ-
Zenju strana CA i CB, pa smo stoga odbivii AD od CD
dobili CA, a odbivsi BE od CE dobili CB.

/C\ *

M

o | S

Na sl. 3., koja je crtana shematino, pogresno leZi tocka D.
Na tofnom crteZu (sl. 4) vidjet ¢emo, da totka D le¥ izmedu
to¢aka A i C, a to¢ka E izvan totaka B i C. Prema tome je CD =
CE, AD = BE, a duZina 2BE pokazuje, koliko je stranica CA
duZza od stranice CB.

Prema tome pogreska je doSla odatle, §to tocka D, ako je
CA > CB, mora da lezi izmedu tocaka C i A, a ne izvan duZine
AC. Ovo se u shemati¢nom crtezu nije moglo na prvi pogled
odmah uoliti, pa ni primijeniti pri dokazivanju].

Milenko Sevdic¢



II.
O BROJEVIMA

KAKO SU NASTALI BROJEVI

Kad bismo htjeli saznati kako je nastao pojam broja, mo-
rali bismo se u mislima prenijeti mnogo, mnogo tisuclijeéa
unazad. No to nam je doba zastrto velom tajnosti, jer tada
¢ovjek joS nije znao pisati, Najstariji pisani matemati€ki
spomenik »papiros Rind«, koji su nam ostavili Egipfani, star
je otprilike 37 stoljecéa, ali tada su Egipéani veé bili na visokom
stupnju kulture i ne samo da su dobro znah brojiti, ve¢ su imali
i veliko znanje o brojevima.

Iz raznih iskopina moZe se mnogo zakljuliti o Zivotu i
kulturi 1judi u ona davna vremena, dok su jo§ bili daleko od
toga da bi znali pisati. Ipak o njihovom znanju o brojevima u
to doba ne moZemo iz iskopina niSta zakljuciti. -

Imade medutim nacina, kako mozemao prodrueu 1u tagnu
postanka broja. |

Dijete dosta rano naudi brojiti, pa i 1zvod1t1 neke najjed~
nostavnije operacije s brojevima. |

Ako dijete na izvjesnom stupnju razvoja zapitate, koliko
je 3 prsta i 2 prsta, moZemo biti skoro sasvim.sigurni da ce
odgovoriti: 5 prstiju. Ako ga, pak, zapitate, koliko je 3 i 2,
ono ¢e se vrlo lako prevariti i reéi: 4 ili 6 ili koji drugi broj.
To znadi, da dijete znade to¢no $to je to 3 prsta, ali ne zna Sto
je to 3. Pojam broja 3, kao neSto apstraktno, ono nema, ali
znade $to su to 3 prsta, 3 konja, 3 kuée i t. d. I treba da prode
dosta. vremena, dok ono stekne pojam broja 3. 3 prsta, 3 konja
i tako dalje zovemo imenovanim brojevima a 3
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neimenovanim brojem U stvari su imenovani brojevi
neSto konkretno, stvarno, dok su neimenovani brojevi apstrak-
cije, pojmovi dobiveni iz konkretnih primjera — iz imenovanih
brojeva. To znadu dobro svi ulitelji. Zato oni ule djecu racu-
nati sa Stapi¢ima, na ruskom racunalu i t. d.

I kao Sto, dakle, dijete .dolazi od konkretnog, od stvarnih
predmeta do apstraktnog, t. j. do pojmova, tako je bilo i s Co-
vijeCanstvom u njegovu razvoju.

Mnogi istrazivadi zivota i obifaja naroda ispitivali su nadin
brojenja kod primitivnih naroda Afrike, Azije, Australije i Ame-
rike pa su do8li do vanredno zanimljivih rezultata.

Abiponi (Paragvaj) ne znaju brojiti. Ali ako Zele znati
da li u njihovu ¢oporu pasa manjka koja pas, oni im bace jednu
metu. Psi se skupe, i ona zalas znadu, jesu li psi svi ili kop
nedostaje, kao da su ih brzo prebrojili.

Za stanovnike otoka Murray u tjesnacu Torrés moze se
reéi, da veé znadu brojiti. Zele li oni prebrojiti neke predmete,
onda kod prvog predmeta dotaknu mali prst lijeve ruke kazi-
prstom desne ruke i kaZu: netat (=1). Kod drugog predmeta
dotaknu slijeded prst lijeve ruke i kazu neis (= 2), kod treceg
dotaknu srednji prst i kaZu neis netat, kod Cetvrtog dotaknu
kaZiprst i kaZzu neis neis, i t. d. Kad svrSe s prstima, prelaze na
pojedine dijelove ruke po stalnom redu, a onda se po desnoj
ruci vracaju u obrnutom smjeru do malog prsta. Prema tome
do kojeg dijela lijeve ili desne ruke dodu brojedi, znadu koliko
imadu predmeta. Na taj nadin mogu brojiti do 31.

Jo§ je zanimljiviji ovaj primjer: Izvjestan broj sela ple-
mena Drajaka na Borneu pobunio se protiv svojih gospodara
bijelaca, ali je pobuna bila uguSena. Za kaznu moralo je svako
selo platiti odredeni danak. Jedan urodenik dobio je zadatak
da obide sva ta sela i da ih obavijesti koliko imadu platiti. Evo
kako je on to udinio.

Donio je nekoliko hrpa suhog li%a i razdijelio ih 4 manje
hrpe. Da bi mu bilo 1akSe, dobio je od bijelaca jednake komadice
papira, da ih upotrijebi mjesto li§¢a. Uzeo je jedan papirié¢ i do-
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takao se jednog prsta, zatim je uzeo drugi papiri¢ i dotakao
se drugog prsta, i tako redom, dok nije nalinio hrpu od 10 pa-
pirica. Potom je stavio nogu na stol i nastavio brojiti na isti
nacin pomocu noznih prstiju do slijede¢ih 10. Iza toga se opet
vratio na ruku i t. d., dok na stolu nije leZalo rasporedeno 45
papiri¢a. Prilikom brojenja dotituéi se pojedinog listica spome-
nuo je ime jednog od pokorenih sela, ime njegovog poglavice,
broj njegovih ratnika i svotu koju imade platiti. Zatim je zamolio
da mu se ponovi naredenje, pri ¢em je jo§ jednom prebrojio
papirice uz pomo¢ prstiju kao i prije. Zavriivéi taj posao pri-
mijetio je: »Eto nasih slova. Vi, bijelci litate drugadije nego mi.«
Nakon toga je izmijeSao papirice. Kasno na vecer ponovno ih
je prebrojio i rekao: »Ako mi tako uspije i sutra, bit ¢e dobro.«
Na to je opet skupio papirice na jednu hrpu i otiSao spavati.
Ujutro je ponovio svoj posao i nije se ni malo prevario. Kroz
mjesec dana obilazio je sela i potpuno izvrSio svoj zadatak.

Napredniji je nacin brojenja, kod kojeg se prste ne dotice,
nego se jednostavno izdizu iz zatvorene Sake, dok se prstima
druge ruke dotiCu predmeti koje se broji, tako da jedna ruka
dodiruje predmete, a druga ih »broji«. Takav nadin brojenja
otkriven je kod Bakaira u SrediSnjoj Braziliji. Ima 1i Ba-
kairi prebrojiti zrna u hrpi kukuruza, on ¢e to uliniti na slije-
deé¢i nadin. Najprije ¢e razdijeliti kukuruz u hrpe od dva zrna.
Zatim ée dignuti mali prst lijeve ruke i reéi tokale (1) dotitudi
desnom rukom prvo zrno, a onda ¢e dignuti slijededi prst i reci
ahage (2) doti¢uéi drugo zrno. Za tim ¢e uz pomoé slijedecih
dvaju prstiju prebrojiti slijedecu grupu ponavljajuci kKod trecéeg
zrna tokale, a kod Cetvrtog ahage. Kod trece grupe dolazi u
akciju desna ruka. Poslije broja 6 Bakairi ne ponavija vise ri-
je¢i tokale i ahage, nego kod svakog slijedeCeg prsta kaZe
mera, t. j. ovaj. Poslije 10 upotrebljava prste noge, a posliie 20
povladi vlasi u raznim smjerovima.

Kod nekih naroda, koji su na nesto viSem stupnju razvoia,
dolaze veé¢ pravi brojevi, ali naziv njihov potsjeca na njihov
postanak. | |
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Bugilaji u Novoj Gvineji imaju slijede¢e nazive za
brojeve:

1 — tarangesa (mali prst lijeve ruke)

2 — meta kina (slijedeéi prst)

3 — gvigimeta kina (srednji prst)

4 — topea (kaZziprst)

5 — manda (palac)

6 — gaben (zapesSce)

7 — trankgimbe (lakat)

8 — podei (rame)

9 — ngama (lijeva grud)

10 — dala (desna grud)

Zunji u Novom Meksiku broje na slijedeéi nadin:

1 — topinte (onaj kojim se pocinje)

2 — kvili (uzdignuti s prethodnim)

3 — ha'i (prst koji dijeli jednako)

4 — avite (svi prsti uzdignuti osim jednoga) i t. d.

To ssjeéanje« na postanak, iako veé vrlo mutno, po-
stoji u ovom zanimljivom nacdinu brojenja, kojim se sluZe sta-
novnici otoka Nikobara:

1 — hean

2 — a

3 — lue

4 — fuan

5 — tanein

6 — tafuel

7 — isat

8 — onfoan

9 -— hean-hata
10 — som

11 — som- hean (10 + 1)

12 — som a (10 + 2)

20 — hean umdjone (1 &ovjek)

21 — hean umdjone hean (20 -+ 1)
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30 — hean umd jone ruktei (1 Covjek i pol)
40 — a umdjone (2 &ovjeka)

50 — a umdjome ruktei (2 &ovjeka i pol)
100 — tanein- umdjome (5 ljudi)

Naziv za broj 20 potjece odatle Sto se- taj narod nekada
sluZio u brojenju prstima ruku i nogu, kojih zajedno imade 20
u jednog Cfovjeka |

Iz ovih nekoliko primjera moZe se donekle objasniti kojim
putem je &ovjelanstvo moralo proé¢i, dok je doSlo do pojma
broja. |

Niknuv$i iz svakodnevnih Zivotnih potreba taj se pojam
razvio do toga stupnja, da je postao osnov jedne od najrazvi-
jenijih i najdinamicnijih nauvka — matematike, koja je mnogo
doprinijela i doprinosi procvatu gotovo svih ostalih nauka,
olakSava njihovu primjenu u svakida$njem Zivotu, te je modan
faktor u ekonomskom razvitku drultva, a prema tome i u nje-
govom opcem poretku.

Ignacije Smolec

PROSTI ILI PRIM BROJEVI

Mnogo je vremena proteklo, dok se Covjek toliko uzdi-
gao, da promatra niz brojeva 1, 2, 3, i t. d.,, kao cjelinu. Ljudi
su u tom nizu dosad nasli mnogo pravilnosti, pa se litava ma-
tematika s mnogobrojnim svojim primjenama moZe u krajnjoj
mjeri svesti na svojstva toga niza brojeva. Zato je izudavanje
i spoznavanje njegovo u neku ruku mjerilo za kulturu, civili-
zaciju i uspon Zovjeka. Kad se kao djeca nadmudrivasmo pi-
tanjem, koji je najveéi broj, a na odgovor uzvradali: dodaj
svojem broju-1, pa ¢e¥ dobiti joS veéi broj, ni ne slutismo pri
tom, da upravo prstom opipavamo svojstvo brojeva koje je od
osnovne vaZnosti moZda sveukupne plodnosti matematike, naime
-svojstva, da je i n + I broj, ako je n broj. |
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Od davnih vremena razlikujemo parne brojeve 2, 4, 61i t. d,,
od neparnih brojeva 1, 3, 5, i t. d. po tom, §to su parni
djeljivi sa 2 — moZemo ih dakle raspoloviti — dok neparni
nijesu djeljivi sa 2. Mnogo je dublja spoznaja tzv. prostih ili
prim brojeva, kao $to su 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, i t. d.; to su
brojevi , koji su djeljivi samo s 1 i sa samim sobom, zato ih i ne
moZemo rastvoriti u jednake dijelove osim jedinice, za razliku
od sloZenih brojeva 4, 6, 8, 9, 10 i t. d., koji se mogu razloZiti
napr. 8 = 2 -4,

Prim brojevi su osnovna grada, atomi brojeva, od kojih su
raunskim mnoZenjem sazdani i svi ostali prirodni brojevi. Ali i
zbrajanjem prim brojeva dobivaju se mnogi brojevi, pa se na
pr. ljudi ve¢ 200 godina muce, kako bi dokazali Gold-
bachovu hipotezu, da je svaki parni broj suma od 2 prosta
broja, a svaki neparni broj suma od 3 prosta broja, na pr.
6 =1+514=3+11,9 =1+ 3 + 51it. d; tek je 1937.
godine Vinogradovu poSlo za rukom pokazati, da to
pravilo opcenito vaZi za neparne brojeve, eventualnih izuzetaka
nema neizmjerno mnogo, pa je dakle pocev od nekog broja
prema gore svaki neparni broj suma triju prostih brojeva. Va-
Zan je i Schnirelmaniu-ov rezultat, da je svaki prirodni
broj suma od najviSe 64 prim broja.

Inade su veé Grci znali, da ima beskrajno mnogo prim bro-
jeva (Euklid, Eratostenovo sito), dakle da nema
najveteg prim broja. Ali sve do pred relativno kratko vri-
jeme nismo nista znali, koji prosti broj dolazi neposredno iza
nekog prim broja. Jedno je sigurno: osim za prim broj 2 doda-
vanjem jedinice ne éemo dodi ponovo do prim brojeva (nego
¢emo dobiti izvjesne parne brojeve). A uvecavanjem prim broja
za 2? Ne ¢emo sigurno svaki put dobiti opet prim broj, ali jos
ne znamo, da li se na taj nalin moZe ipak dobiti beskonaéno
mnogo prim brojeva (to su t. zv. susjedni prim brojevi, kao Sto
su susjedni na pr. brojevi 3, 5, ili 5, 7, ili 29, 31). No iduéi od
ma kojega broja n do dvostrukog broja 2n, sigurno ¢emo, kao
“§to danas prema Cebi$evu znamo, nai¢i na bar jedan prost
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broj; tako na pr. idu¢i od 19 do 38 naié¢i ¢emo na prim brojeve-
23, 29, 31 1 37.
Danas najvedi poznati prim broj glasi:
170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727
a moZze se pisati i ovako: 2127 — 1,
Po obliku su interesantni prim brojevi
1111111111111111111 odnosno
11111111111111111111111

(19 odn. 23 nanizanih 1), a dobiju se duelea sa 9 broj 10t* — 1
odnosno broj 102 — 1.

Isto tako, ako ispred 91 naniZzemo 8 puta odn. 14 odn. 19
puta broj 90, izaci ¢e svaki put prost broj, a dobiju se diobom
s 11 brojeva 10*® + 1 odn. 103 + 1 odn. 104 + 1. Tako na pr.
imamo ovaj prim broj :

909090909090909096909090909091.

I tako, ma da ima neizmjerno mnogo prostih brojeva,
danas ipak ne znamo da predstavimo, odnosno napiSemo ‘pro-
izvoljno velik prim broj. A pitanje, da li je neki broj prost ili
sloZen, daleko prelazi naSe danadnje mogucénosti. Treba salekati,
pa da Covjek izmisli kakove sprave, koje ée nam na ovom po-
drudju proSiriti vidike sli¢no, kao $to su to u drugom pravcu
ucinili mikroskop, ili drugi aparati. -

Ne zna se, koliko ima t. zv. Fermatovih prim brojeva,

t. j. prostih brojeva oblika 2 +1;,zan=0,1,2 3,45, 6
i t. d. dobivamo brojeve 3, 5, 17, 257 65537, 4294967297, pa na-
dalje 18446744073709551617 i t. d., ali dok su prvih pet brojeva
prim, zadnja dva su sloZena, jer je predzadnji djeljiv sa 641, a
zadnji sa 274177, Uopce se ne zna, postoji li jo§ koji Fermatov
prim broj osim tih pet navedenih. Napominjemo, da iz dva
razloga gornji najveéi poznati prim broj 227 — 1 nije Ferma-
tov, prvo jer se eksponent 127 ne moZe napisati u obliku 2" i
drugo, jer se kod Fermatovih brojeva potencul dodaje 1, a kod
naseg gornjeg broja oduzima 1.

Fermatovi prosti brojevi odredili su sudbinu Gaussa.
G auss je kao mladi¢ dokazao, da se pravilni poligon s prostim
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brojem stranica moZe pomocu lineala i Sestara (to su najvise
upotrebljavane sprave u geometriji) samo onda nacrtati, ako je
taj prim broj ba§ Fermatov (zato se na pr. pravilni 7-kut ne
moZe, a pravilni 17-kut moZe nacrtati linealom i Sestarom, jer
prim broj 7 nije Fermatov, dok prim broj 17 jest Fermatov).
Taj vanredni uspjeh Gausov odludio je, da on u nedoumici ne
ode na studij filologije nego na studij matematike.

(Iz »Prirode« — God. XXXII, str. 129—130.)

DA LI JE ISPRAVNO:
3+2=1113"2 = 12?

Kad proditate ovaj naslov, pomislit Cete da se radi o ka-

kvoj 8ali, ili igracki, ili podvali; no znajte, radi se o ozbiljnom
pitanju i odgovorit ¢emo odmah u podetku, da su ti racuni
potpuno ispravni, a u kojem smislu, vidjet éete doskora.
' Za razumijevanje stvari moramo se najprije pozabaviti na-
¢inom pisanja brojeva, osobito veéih. Taj je nadin jedan od
mozda najvelih izuma ljudskog duha, a tako jednostavan po
svojoj prirodi.

Uzmimo da imamo opisati mnozinu zrna pSenice u jednoj
vredi. Kako se ta mnozina opisuje? Evo kako: Zrna se skupljaju
najprije u hrpe po deset komada. Pri tom ¢e nastati mnostvo
kupova po deset zrna, a preostat ¢e jo§ ili O, ili 1, ili 2, ili...
it. d., 9 zrna. Deset ih ne moze ostati, jer bi se iz njih mogao
napraviti jo§ jedan novi kup po deset zrna.

A zaSto se uzelo kupove bas po deset zrna? Zato Sto svaki
¢ovjek ima pred nosom na raspolaganju tu mnoZzinu pomodénih
predmeta — svoje prste na obim rukama — i s pomodéu njih
moze svaku mnozinu bilo kojih predmeta opisati. Sto zapravo
znadi brojiti? Kako ¢e na pr. nepismen Covjek izbrojiti svoje,
recimo, stado? Jednostavno ovako: Za svaku ovcu koja ulazi
u tor, stavit ¢e kod sebe na pr. kamecCak; mnozina takvih ka-
meCaka opisuje mnozinu njegovih ovaca. Drugog dana, kad
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‘budu ovce izlazile, za svaku ée ovcu iz ovog kupa odstraniti po
kamecak, i koliko kamecaka jo$ preostane, znafi, ili da ih je
jo8 toliko zaestalo, ili, recimo, da ih je netko ukrao. Ovi su
dakle kamenci¢i pravo knjigovodstvo njegove imovine, i on s
.pomocu njibovom »vodi« iz dana u dan svoje sposlovanje« bas
kao i banka ili trgovac o uslom i izaslom novcu ili robi.

Te skupine kamenci¢a, koje opisuju stanje mnoZine, ta
oruda ili sredstva zovu se brojevi, i dobivaju kao i svako orude:
motika, lopata, sjekira, i svoje ime: dva, pet, tri, jedan, i t. d. ili
krace pisano znakovima 2, 5, 3, 1.

Brojevi su dakle mehanicka oruda (iz kamena zrna i sli€no),
keoja moramo imati pri ruci, da moZemo, na gore spomenuti
nacin, opisivati bilo koje mnozine bilo kojih objekata o kojima
vodimo raluna, te povelavanje i njihovo umanjivanje.

Pa tako radi jo§ i danas nepismen Covjek, koji na pr. za
posudene ili nepla¢ene predmete Sara kredom po svojim vratima
poteze, tako da svakom predmetu odgovara njegov potez. To
-su oni slavni rovasi, kojima su na8i djedovi vodili knjigovod-
stvo svojih dugova i trazbina.

Sad nam je‘jasno, kako su bas nasi prsti na obim rukama
posluzili kao dragocjeno pomagalo pri opisivanju mnoZzina. Toj
pomoénoj skupini dali su Grei ime deka i zato ovakav naéin
opisivanja s pomocéu njihovom nosi ime dekadski nacin ili sistem.

Na srecu, svi ljudi imaju istu mnozinu prstiju na obim ru-
kama, i zato danas skoro svi narodi opisuju mnozine na isti
nadin. Svi imaju barem taj jezik opisivanja isti, i to je jedini
medunarodni jezik, dok su svi obifni jezici tako medusobno
razlicni.

Vratimo se natrag onom opisivanju zrna pSenice. Kad su
se stvorili kupovi po deset zrna, uzima se opet deset tih kupova,
i s njima naprave novi kupovi (po 100); preostat ¢e onih po
deset: ili O, ili 1, ili 2,... ili 9.

Opet se skupljaju 10 velikih kupova i naprave novi, po 1000
zrna; preostat ¢e onih.po 100 recimo ili 0, ili 1, ili 2,... ili 9.
I taj se postupak nastavi dok ne izadu veliki kupovi iz kojih se
radi pomanjkanja, ve¢ ne mogu napraviti novi sa 10 njih.
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I tako ¢e mnozina zrna, ovako s pomocu temeljne mnozine
deset = deka opisana, izgledati na pr. 5427 zrna, Sto zna(i
5 kupova po 1000 i 4 kupa po 100 i 2 kupa po 10 i 7 zrna.

Ratunanje s takovim brojevima, zbrajanje, odbijanje, mno-
zenje, dijeljenje 1 t. d., stvar je puCke skole, a osniva se na
dvjema najniZim operacijama i to samo: zbrajanje i mnozenje
od 0 do 9; pocetak je 1 + 1, a konac 9 + 9. Sli€no i mnozenje
1-1do9-9. Svi ostali raCuni s brojevima su samo opetovarnja
ovih temeljnih. '

Ne zaboravite, da pri tom treba samo deset oruda ili zna-
kova 0, 1,...19, a da za mnozinu deset, onu najvazniju kod
brojenja nema posebnog. znaka! Pa to je i razumljivo, jer kad
se tu mnoZinu zeli opisati kaZe se: 1 kup po deset i nista (0)
viSe ne preostaje, Sto pisano glasi: 10.

A sad jedno pitanje: da ljudi imaju na obim rukama recimo
samo 4 prsta, ili 7, i t. d...., kako bi onda opisivali bilo koje
mnozine? Isto tako, kao danas kad ih imaju onoliko koliko ih
imaju, Na pr. volovi bi odabrali temeljnu mnozZinu 4, jer imaju
4 noge, matematika muhe imala bi temeljnu mnozinu za bro-
jenje 6, jer ima 6 nogu i t. d.

‘KuSajmo opisati mnozinu s pomocu temeljne mnozine nogu
kod'vola (sistem 4). Stvarat ée se kupovi po 4 zrna, a preostat
¢e ili 0,ili 1, ili 2, ili 3. Cetiri zrna ne ¢e smjeti preostati, jer bi
se iz njih napravio novi kup! Sam taj kup opisat ée se ovako:
1 kup i niSta (0) viSe, t. j. 10 u tome sistemu. U tom sistemu
¢e biti dakle samo cetiri znaka: 0, 1, 2, 3 1 s njima ¢e se modi
obavljati svi rafuni, bas kao $to i mi radimo danas s nasih deset
znakova. : :

Iz novih'kupova po 4 stvorit ¢e se opet novi po 4 niza kupa
i tako do kraja, dok se iscrpi sva mnoZina zrna.

Recimo da smo svu mnozinu zrna tako opisali na ovaj
nacin: -

3 najveca kupa  po 64 zrna
2 manja kupa po 16 zrna
0 jo§ manja kupa po 4 zrna
i 3 preostala zrna po 1.
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Broj kojim ¢e se ta mnoZina pisati u sistemu 4, glasit ce:
3203 zrna. Ne zaboravite da se mnoZina Cetiri piSe 10, a mnozina
sesnaest znakom 100, mnozina 64 znakom 1000 i t. d.

[ zaista: 16°zrna znaci 1 veliki kup, 0 manjih i nita (0) vise.
U kratko — a to vrijedi i za svaki sistem po volji:temeljna
mnozinagse piSe 10,njezin kvadratsa 100, kubus
sa 1000 i t. d. |

Kako ¢e se u ovom slufaju izgovarati znak 10 ili 100 i t. d.
sasvim je sporedno, glavno je da znamo znacenje tih znakova:
mnoZina Cetiri odnosno Sesnaest, pa bas zato i njih mozemo
zvati i izgovarati rije¢ju »deset« odnosno »sto«, ali u drugom
znafenju nego u danaSnjem naSem deka-sistemu.

I tako se moze jedna te ista mnoZzina pisati na razne na-
¢ine, bilo s kojom temeljnom mnozinom, §to dokazuje da su svi
sistemi ravnopravni, a da nas sistem, s naSim prstima, nije ni-
kakvi jedini i ni¢im privilegiran, nego dogovorom od a-
bran, jer imamo sviistu mnozinu prstiju na raspolaganju.

Interesantno je primijetiti, kad napiSemo na pr. 2134 zrna
t.j.2-1000 +1-100 +3-10 + 41
zapravo ne znamo koja je to prava mnozina, dok ne dodamo
po kom sistemu je opisana; dakako mi danas i bez dodatka po
nepisanom dogovory, uzimamo sistem nasih prstiju, i onda to
znati 2134 zrna; no ovaj broj, 2134, sasvim isto pisan u sistemu
prstiju samo jedne ruke znaCit Ce: :

4 zrna po 1 = 4
310 znai = 15
1-100 w = 25
2-1000 ,» = 250

ukupno 294

dakle s tim brojem 2134 je zapravo bila opisana ona mnoZina,
koju mi danas oznafujemo sa 294,

- Sad ¢e vam biti jasno ono Sto pise u naslovu 3 + 2 = 11
i3-2 = 12, U brojenju se uzela temeljna mnozina Cetiri, tako
da je zbroj u nasem deka sistemu 5.
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No ta ¢ée se mnozina opisati kao 1 kup temelml po 4, i JOS
1 zrno Sto se pise 11.

Isto tako i 3 - 2; dobivena mnoZina (koju mi piSemo 6)
opisat ¢e se kao 1 skupina po 4 i jo§ 2 zrna, tako ¢e cijela mno-
zina biti opisana znakovima 12.

Da su svi raCuni s mnoZinama, opisanima u bilo kojem si-
stemu, na pr. 4, ispravni, pokazat cemo na slijedeem primjeru:

U naSem deka sistemu: 356 + 27 = 62,

No u sistemu 4 mnoZina 35 e se pisati:

2 kupa po 16 + 0 kupa po 4 + 3 t. j. 203.

A 27 ¢e biti 1 kup po 16, 2 kupa po 4 + 3 po 1 zrno.

Dakle: 123.

Kad se zbroji 203
o= 405

332

t. . 203 + 123 = 332.

Tumac zbrajanja: 3 + 3 = 6 u naSem deka sistemu, no ta
se mnoZina opisuje u sistemu 4 ovako: 1 Kkup p014 i 2 zrna
£ j. A2 '

Dakle 3 + 3 = 12; 2 se piSe a 1 se zbraja dal;e.

Dakle je zaista suma onih brojeva = 332.

Da je to ispravno, vidi se po tom Sto rezultat

332 znali: 2 po 1 zrno = 2
3 po 4 zrna = 12
3 po 16 zrna = 48

Ukupno 62

t. j. isto kao u naSem sistemu deka

o0 | T2 EEEre

Drugi primjer: 23 . 32 u sistemu 4. ' "

Polni s desnim 2; 2 .3 =:12, 1 dalje 2 .2.= W0 i1 je 11
Prvo mnozenje glasi | | ..

2> 3.2

112 -
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MnoZenje sa 3 daje 3.3 = 21, dakle 2 dalje 3.2 = 12
i ona 2 dalje je 20, jer 12 + 2 = 20.
Oba mnozenja daju:
23.32

112
201

L2017 37 8 i'to je rezultat.
Ispitivanje ispravnosti:

23 u sistemu 4 glasi u sistemu deka = 11

32 ) )3 4 b3 b b ) == 14
Pomnozeno daje
2122 3 » 4 ,’_ » 3 13 : 154

Sto dokazuje ispravnost naSeg racuna da je zaista u sistemu 4
umnozak ‘ ‘
23 .32 jednak 2122.

Eto to bi bila u sistemu 4, takva volovska matematika,
savrseno ispravna, Sto dokazuje 1.) da nas sistem 10 nema
nikakvog privilegija, 2.) da se moZe temelj sistema uzeti po
volji, jer su svi brojevi medu sobom ravnopravni, 3.) da nam
je nas sistem, sistem na$ih deset prstiju u krv uSao samo dugim
vjezbanjem, navikom, suzama, a nekad i batinama, i da na
njega kao toboZe jedinog mogucega i »svetoga« nemamo ni-
kakvo pravo prisizati, jer su svi sistemi ravinopravni i ispravii
i svi raCuni s njima ispravmi.

Neito sli¢noga imamo i u dana¥njem Zivotu. Svi narodi
mjere na metre osim Engleza koji mjere na stope; no nitko
nece re¢i da su rafuni sa stopama neispravni, a jedini ispravni
oni sa metrima. |

Da ne bi mozda sudili ovako:

bududida je 3.2 = 12a3i2 = 11 (u sistemu 4!) ne smijeS
re¢i da se je matematika nekako »protegnula« jer kad bi na pr.
uzeli za bazu sistema recimo sve prste na rukama i nogama,
onda bi u tom sistemu bilo:
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6 + 7 + 8= 11
a 6.8 = 28R

i tad bi se matematika toboZe »stegnula«

Na stvari je ovo:
ako se uzme baza manja od naSe, onda je opisivanje iste mno-
zine dulje a kad se uzme veca od nase, onda je krace.

Jo§ jedno pitanje: kako se mnozina opisana u naSem de-
kadskom sistemu opiSe u nekom drugom sistemu brzo i si-
urno: | '

Na pr. 2357 u deka opiSi u sistemu 3.

Pripravi tablicu u sistemu 3.

t: 1§ 3, 9y 27, 81, ke iyl

Podijeli zadani broj 2357 sa 3, izlazi 785 i ostatak 2.
Znaci moZe se napraviti 785 kupova po 3 zrna i ostatak 2.

Dalje: 785 : 3 = 261 i ostatak 2, t. j. dobilo se 261 kup
po 9 zrna i jos ostatak 2 kupa po 3 zrna.

Dalje : 261 : 3 = 87 i ostatak 0
Dalje : 87 :3 =29, 0
29 :3 = 9, 2
I T Y
33T s - 0

Cifre u novom sistemu su onaj zadnji 1, a ostale su redom
oni ostaci: 0,0,2,0,0,2,2 t. j. u dekadskom sistemu mnoZina:
2357 u sistemu tri glasi: 10020022,

Kako se broj iz sistema na pr. 6, napiSe u deka sistemu?

Ovaj skok je laksi, jer se napiSe samo tablica tog sistema,
1, 6, 36, 216, 1296 i t. d.... i onda postupa ovako:

‘Na pr. 2104 iz sistema 6 napiSi u sistemu deka:

4po 1= 4
0, 6= 0
L, 36,36
2, 216 =.512

zbroj = 552 a to je traZeni opis u sistemu deka.
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Da ima u svakom, kao i u nasem deka sistemu decimalnih
brojeva, neka pokaze ovaj primjer:

U sistemu, na pr. 7, opisana duljina jednog Stapa: 312, 5346
metara, znai 2 metra, 1 duljina od 7 metara, 3 duljine po 49
metara; zatim 5 duljina svaka po I metra, 3 duljine po L.

) 49
metra, 4 duljine po ;15 metra i 6 duljma po 54 metra‘ dakako
da se u tom sistemu ! piSe 1., a % kao % 51 Kao L.

it d....pa radi ovakvog pisama zasluzuju i tako opisane du-
ljine ime decimalni brojevi. S njima se radi isto kao i s nasim
deka decimalnim brojevima.

Za zabavu i pouku:

- 1. Brojenje Sistema "3 glagiz 1,2, 118, 11, .12 20) 20, 22, 18

it d

2. NapiSi u sistemu b tablicu 1 + 111 1

3. U sistemu 5 izvedi slijedece racune i pokaZi da su rezul-
tati oni brojevi u zagradama:

341 + 212 + 43 = (1201)
10302 — 443 = (4304)
931 - 334 = (144304)

211 : 12 = (13)
Vaar="%" 8 = (4

]3/”1‘?3' = [ 2o="12%

Na koncu, ne zaboravite, da se u bilo kojem sistemu te-
meljne mnozine tog sistema pisu sa 10, 100, 1000 i da je u svim
sistemima:

10 =10 = 198
10 - 100 1000, 100 - 100 = 10000 i t. d.

isto kao i u nasem deka sistemu. I tu se vidi ravnopravnost svih
brojcanih sistema, to je neke vrsti invarianta svih sistema t. |
ratun koji za sve sisteme ostaje nepromijenjen ili invariantan.

Cilj je ovoga prikaza bio, da pokaze kako su svi sistem:
potpuno iste naravi, ali ipak ne bi bilo zgodno traziti da se nas

I

M. Sevdié: Matemati¢ka &itanka 4
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sistem deset prstiju zamijeni s bilo kojim drugim sistemom. On
¢e ostati u praksi, ali nikada neka svetinja »jedina i pravac.
‘Doduse, sistem s bazom 12 bio bi jo¥ zgodniji, jer je broj
12 zgodnije povezan s raznim podjelama u praktiénom Zivotu
(1 godina == 12 mj.; 1 dan = 2 - 12 dana i t. d.), ali danas je veé
toliko raznih tablica na pr. u astronomiji napisano u decimal-
nom sistemu, da bi trebalo uCiniti golem posao da se svi ti
podaci prevedu iz decimalnog u duodecimalni brojni sistem.
Babilonski sistem s bazom 60 joS je teoretski opravdaniji
— 60 ima toliko faktora! —, ali bi onda trebalo previSe cifara:
Sezdeset mjesto nasih deset! Zato je vrlo vjerojatno da ¢e ipak
nas decimalni sistem ostati trajna tekovina ljudske civilizacije.

Prof. Dragutin Suljak

PRSTI I DIJADNI SISTEM

Dijadni brojni sistem ima za bazu broj 2, to znali da se
svaki broj moZe predoliti kao polinom potencija baze 2. Za
pisanje brojeva u dijadnom sistemu dovoljne su samo dvije
cifre 0 i 1. Ako nam sada savijeni prst znadi da nema doti¢ne
potencije, a ispruZeni prst da imamo odgovarajuc¢u potenciju,
poSto smo prije toga svakom prstu pridruzili jednu potenciju
baze 2, onda ¢emo pomocu savijenih i ispruzenih prstiju modi
predoliti svaki broj. Ako nam palac znali 1 = 29, kaZi-
prst 2 = 21, srednji 4 = 2?2, prstenjak 8 = 23, mali 16 = 24,
onda ¢emo odmah vidjeti da pomocu ispruzenih prstiju, a zbra-
janjem odgovarajuéih brojeva moZemo predociti svaki broj
do 31. Da smo uzeli i dalje potencije broja 2 i njih pridruZzili
drugim prstima, mogli bismo predociti i dalje brojeve.

Prema - tome imamo: |
20

palac znadi 1 =

kaZiprst e Tt — Lt

palac i kaziprst y 9 =2+ 1=20 + 20
srednji w 4 = 22
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srednji i palac w o =44+ 1= 2% 4 20
srednji i kaziprst y © = 4 4+ 2 = 28 4 91 :
srednji, kaZiprst i palac p T = AR 2HEbale=21 JS0a
prstenjak g 8=

prstenjak 1 palac w 9= & el =e28ve DN
prstenjak i kaZiprst w10 =8 =2 = 25 2
prstenjak, palac i kaZiprst ,, 11 = 8+2+ 1 = 2% 4 21 4 20
prstenjak i srednji 30l = B d = 225 02

i t. d. Poku$aj produziti sam dalje do 31.

TABLICA MNOZENJA POMOCU PRSTA

Da bi se izvrSilo medusobno mnoZenje brojeva od 1 do 9
dovoljno je znati medusobne produkte brojeva od 1 do b.
Kada znamo ove produkte, onda ¢emo sve druge do 9.9 svesti
na produkte od 1 do 5 i dobiti ih pomocu prstiju na obje ruke.
Na pr. treba nadi produkt 7 * 9, koji moZemo pisati i ovako
5+ 2) &+ 4). |

Na lijevoj ruci ispruzimo 2 prsta, jer je sedam jednako pet
viSe dva, a na desnoj ruci ispruzimo 4 prsta, jer je devet je-
dnako pet viSe Cetiri. Prema tome na lijevoj ruci je savijeno
5 — 2 = 3 prsta, a na desnoj 5 — 4 = 1.

Trazeni produkt 7 + 9 dobit ¢emo sada ovako: Uzdignuti
se prsti zbroje (u nalem slufaju 2 + 4 = 6) i oni naznaluju
desetice, dakle imamo 60; tome se doda produkt savijenih
prstiju, t. i. 3 + 1 = 3, koji znali jedinice. Prema tome je
7-9 =260+ 3 = 63. =

Ovaj postupak, koji su poznavali i upotrebljavali neki
narodi, protumadio je jedan matematitar XVII. stoljeda iz
Sirije (Beda-Eddin) u knjizi Khelasat al hissab na slijedeci
nadin:

7:9=(4+2) 6+ 4

102+ 4) +(5—2 6—A4)
10-6+ 31

I
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PokuSajte i sami ovo izvesti i za produkte: 6.6, 6.7, 6.8,
6.9, 7.7; 7.8; 8.9, 9.5

U opdéim brojevima izgledalo bi objasnjenje ovako:
a‘b=[(a—8)+Hm—9] 10+ [b—(a—5)] " [6b—(b—5)].

= - : ——— e’ e——— e
uzdignuti prsti savijeni prsti

NEKOLIKO ZANIMLJIVOSTI 1Z ODNOSA BROJEVA
I NUMERICKOG RACUNANJA

Ivica je polazio prvi razred gimnazije. Prije podne iSao je
u Skolu, a poslije podne Cuvao je krave na paSi. Dok su Zivo-
tinje bezbrizno pasle, njihov je pastir ufio zadacu iz knjige
koju bi sa sobom ponio.

Jednog jesenjeg dana kiSa je pljustala, kao da su se otvo-
- rilt svi nebeski ventili. Ivica je pod kiSobranom c(itao iz svoje
knjige, ali su se kapljice kiSe probijale kroz razapeto platno
i prstale po knjizi. A bilo je i prilino hladno. Sto da se radi?
Na$ junak zaklopi knjigu i stavi je u njedra pod ruku. Tako je
on Cesto radio u sliCnim prilikama. No ipak je bilo Steta gu-
biti vrijeme.

Toga dana prije podne vjezbao je profesor matematike u
prvom razredu sa svojim dacima mnoZenje brojeva napamet.
Prisjeti se Ivica toga, i eto ti posla! Sam si je zadavao razne
brojeve i u glavi ih mnoZio, da bi stekao Sto vecu-spretnost i
brzinu u tom poslu. U takvom ga radu kifa zbilja nije mogla
smetati. ,

Smisljaju¢i tako razliCite brojeve poceo je redom mnoziti
svaki broj sa sobom. On jo§ nije znao $to su to kvadrati bro-
jeva, ali su mu se brojevi koje je dobio: 0, 1, 4, 9, 16, 25,1 t. d.
narolito svidjeli ba$ zato, Sto se do njih moZe doci na taj na-
roc¢iti nadin. Da bi ih Sto bolje zapamtio, poceo je racunati za
koliko je svaki takav broj veéi od predadnjeg. I, eto ti opet
novog iznenadenja! Razlike medu tim brojevima jednake su
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redom neparnim brojevima: 1 — 0 =1,4—1= 3,9 — 4 =5,
16 —9 =17,it. d.

Od toga dana Ivica se mnogo zanimao za bl‘OJEVe i mnogo
se njima bavio. Koliko li bija%e njegovo veselje, kad je u tre-
¢em razredu ucio da su kod jednoliko ubrzanog gibanja tijela
putovi prevaljeni nakon odredenog broja jedinica vremena raz-
mjerni kvadratima toga broja, dok se putovi u pojedinim 3ed1-
nicama odnose kao neparni brojevi.

Sjetivsi se svog otkri¢a u prvom razredu izgledalo mu je
to nekako cudesno. Tek u sedmom razredu to mu je »cudo«
bilo posve jasno i razumljivo, kad je saznao da svi-neparni bro-
jevi ¢ine aritmeti¢ki niz, kojem je prvi ¢lan jednak 1, a razlika 2.
Opéi Clan mu je po poznatoj formuli: ap,= a1 + (n — 1) d =

=1+ (n—1)2=1+ 21— 2=2n—1, a suma; s, =1 2
nl +(2H-1)] nl+2n—1) _ n-2n_ 20 _ ,
2 2 Rl

Dakle je zbro; od prva 2 neparna broja: 1 + 3 = 2% zbroj od
prva 3 neparna broja: 1 + 3 + 5 = 3% i t. d. (Vidi str. 230).
Nekada$nji skromni i vrijedni seoski djeak danas je pro-
fesor matematike. On imade jednu biljeZnicu u koju je zapisivao
i jo§ danas zapisuje zanimljive osobine brojeva, koje je ili sam
otkrio ili ih negdje procitao.
Evo nekih od njih:

. 18=12
13 + 28 = (1 +2)
13 + 28 433 = (14 2+ 3)?
13 + 98 - 324 48 = (1 + 2+ 3 + 4)?

it. d.
2. 1-9+2=11 1-851=9
12 - 9+ 3= 111 12 -+ 842 =98
123 - 9+ 4 = 1111 123 + 8+ 3 = 987

1234 - 9+ 5 = 11111 1234 - 8+ 4 = 9876
it d it d.
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9-9+7=288 11-11 = 121
98 - 9 + 6 = 888 111 - 111 = - 12821
987 + 9 + 5 = 8388 1111 - 1111 = 1234321
9876 - 9+ 4 = 88888 11111 - 11111 = 123454321
it d. it od
ili
9-6 = 54
99 - 66 = 6534
999 - 666 = 665334
9999 - 6666 = 66653334
it d

No imade u njegovoj biljeZnici i primjera kako se neka
raCunska radnja moZe obaviti na razne nadine.

Imamo li na pr. pomnoZiti 12 - 34, onda to moZemo uciniti
i ovako:

- PomnoZimo jedinice medusobno: 2 -+ 4 = 8 i potpi-
1 2 Semo ih pod jedinice. Zatim pomnoZimo desetice
X prvog faktora s jedinicama drugog (1 - 4 = 4) i jedi-
3 4 nice prvog s deseticama drugog (3 + 2 = 6) i zbro-
jimo to: 4 + 6 = 10. 0 potpiSemo pod desetice, a
4 0 8 1 pribrojimo k umnoSku desetica obiju faktora:
1-3=23;3+ 1= 4. Tako dobijemo stotice. Dakle

je 12 - 34 = 408.

Drugi primjer:

2 6 67 = 42; 2 su jedinice, a 4 desetice. 2 - 7 = 14,

X 36 = 18; 14 + 18 = 32. To su desetice. Svega

3 7 imamo 32 + 4 = 36 desetica, t. j. 6 desetica i 3
——— stotice. 2 -3 = 6. To su stotice. Zajedno 6 + 3 = 9
9 6 2 stotica. Dakle je 26 - 37 = 962.

Ove .produkte mogli smo izraCunati i na slijedeéi nalin.
NapiSemo oba faktora jedan do drugog
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12 34 Dijelimo 12 s 2 (ne uzimajuéi u obzir ostatak)

6 68 uzastopce, dok ne dodemo do 1., a 34 mnoZimo s 2

3 136 onoliko puta, koliko smo puta dijelili 12 s 2. Zbrojimo

1 272 1i u desnom stupcu one brojeve koji stoje u istom
—— retku s neparnim brojevima u lijevom stupcu, dobit
408 ¢emo trazeni produkt.

Uzmimo jo§ jedan primjer:

327 236
163 472
81 944
40 1888
20 3776
10 7h52
5 15104

2 30208

1 60416

77172 Dakle: 372 - 236 = 77172.

Pravo je veselje izraditi zadatak na viSe nacina, pa uvijek
dobiti isti rezultat! Osim toga se time provjerava, jesmo li dobro
radili i da li je rezultat to€an. To je mnogo bolje nego dva puta
izraditi zadatak na isti nadin, jer se pogreska, koju smo uéinili
prvi puta, moze lako potkrasti i drugi puta.

U biljeznici naSeg znanca imade i primjera kako se neka
ratunska radnja moZe izvrSiti i kradim i jednostavnijim putem
nego se to obi¢no radi.

Uzmimo na pr. kvadriranje i kubiranje cijelih brojeva.

1. a) Svaki cijeli broj veéi od 10 dade se pisati u obliku
10 a + b. (Na pr. 28,8 = 10 - 28 + 8). Kvadrirajmo to!

(10a+b)2=102a2 + 2102 b + b2 = 100 a2 +
+ 2 ab - 10 + b2

- Poredamo 1i. {lanove dobivenog trinoma drugacue imat
¢emo: . -



(10 a + b= 100a + b* + 2 ab - 10.
Napr.: 982 = 92-100+ 8+ 2-9-8 - 10 = 8100 +: 64 +
41140 = 81 64 + 144 0 = 9604,

Ili krace:
98° 312
924—@1’@%8 39&@@—*12
2.9.8 114 40 2.3.1 _+16l0
9% 0 4 9 6 1.
208

292 _ |841]6 4| 8
2.29.8  1[46 4]0
- 88804
b) Imademo li kvadrirati broj, koji na mjestu jedinica ima
znamenku 5 (na pr. 65), moZemo do¢i joS brze do rezultata.
Mi svaki takav broj moZemo pisati u obliku 10 a + 5.

(10a+5)2=102a+2-10a-5 +52 = 100 a> + 100 a +
+ 925 = 100 a (@ + 1) -+ 5.

Na pr.: 652 = 100 -6 (6 + 1) + 25 = 1006 -7 + 25 —
— 4200 + 25 = 4225,

Ili kracée: 6 - (6 -+ 1) = 6«7 = 42, PripiSemo 25, pa do-
bijemo 4225.

Drugi primjer
3852 = ?

38 - 39 = 1482
38562 = 148225

2. Trebamo li kubirati neki broj, postupit ¢emo ovako:
Ozna&imo li nas broj s x, imamo: x = 10 .a + b.

—_—

x3 = (10 a + b)% Kubirajmo to po poznatom pravilu!
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x3=10a*+3-1028-b + 3:10a- b® + b3 To mozemo
i ovako pisati:

x3 = (1000 a3 + b%) + 3 - 10 ab (10 a + b)

To je x, pa imamo:
x3 = (1000 & + b%) +3-a-b-x-10

1. | 1.

I. se lako izracduna: kubu od a naprosto se pripiSe kub
jedinica. /I se sastoji od trostrukog produkta od a i b pomno-
7zenog sa zadanim brojem i sa 10.

Primjeri:
1. 783 T 615
7°=343 6° —|216/[00 1] 13
3= e =
£=aly 3.6.1.61—--]10 98]0
34351 2 ki 2
3.7.8.78 —-[13104]0 63°=226 98 1
783 — 47455 2
3
3. 3658

36° « [46656|[12 5] - 5°
3.36.5.365 < [1971 000
365°=48627 12 5

Ignacije Smolec



RAZGOVOR DVAJU BROJEVA

Sastao se jednom broj 12345679 s brojem 142857, i medu
njima se raspreo slijedeéi razgovor:

12345679: Ba$ mi je drago da sam upoznao broj koji na-
staje dijeljenjem 1000000 : 7.

142857: A meni je osobita Cast biti u druStvu s brojem koji
ima toliko smisla za poredak. Steta $to ti jo§ manjka 8.

12345679: Mene to niSta ne smeta. Ni ti se mnogo ne brine§
za ostatak dijeljenja 1000000 : 7. Nego znasS Sto! Hajde da ti
nesto’ pricam. Zamisli, imade jo§ tako mnogo ljudi koji ne
znaju, Sto se u meni sve krije! Eto na pr. Pomnozi me sa 36
(= 4 -+ 9), dobit ¢e§ 444 444 444 (znamenka 4 ponavlja se 9
puta). PomnoZi me sa 54 (= 6 - 9), dobit ces 666 666 666 (zna-
menka 6 ponavlja se 9 puta) i t. d.

142857: To nije nista! Ja imam mnogo boljih svojstava.
Meni ne moze nitko niSta! PomnoZi me sa 2, 3, 4, 5, ili 6, pa ce§
uvijek dobiti broj koji se sastoji od svih mojih znamenaka u
istom poretku samo S$to podinje svaki puta s drugom zna-
menkom: '

142857 - 2 = 285714
142857 - 3 = 428571
142857 - 4 = 571428
142857 - 5 = 714285
142857 - 6 = 857142 (Prve znamenke su poredane

po velicinil)

12345679: A pomnoZi mene sa 5! Dobit ¢e§ 61728395, dakle
sve moje znamenke, samo se namjesto 4 javlja 8.

142857: E pa dobro! Onda ¢u i ja tebi otkriti jednu svoju
tajnu. Ako ti ima$ mojih svojstava, imam i ja tvojih.

Ako mene pomnoZi§ sa 7, iznenadit ¢e§ se, jer ¢eS dobiti
999 999.

12345679; Gle Cuda! Ala mi je 1 to nedto! Nisi li ti kadgod
pokuSao izralunati produkt 12345679 - 78? Naravno da nisi!
A zna¥ 1i $to bi dobio, da si to udinio? 962 962 962!
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142857: Zaista, mora ti se priznati da si momak od oka.
No poslusaj ti sad ovo:

Ti, bez sumnje, misliS da nije lako pomnoZiti dva Sestero-
znamenkasta broja. I nije ba$ lako! Ali ako sam jedan od tih
upravo ja, onda... eh, onda vidi pa sudi!

Uzmi na pr. 142857 - 367894.

Podijeli drugi faktor sa 7. Rezultatu dijeljenja 52556 pri-
piSi moj produkt sa 2, jer je kod dijeljenja sa 7 ostalo 2. (Da je
ostatak dijeljenja bio 3, uzeo bi moj produkt sa 3, i t. d.). Od
tako dobivenog broja 52556285714 oduzmi kvocijent 52556

Sr——,_—

= 142857 .2

pa ¢e¥ dobiti da je 142857 - 367894 = 52556233158 =~
= 025566285714 — 52556.

12345679: Vidim da me nadmalujeS. Pa... oprosti, ako
sam te svojom hvalisavoSéu Stogod uvrijedio. Nego Sto mislis,
kako bi bilo, da nas ljudi malo bolje upoznaju.

142857: To je dobra ideja! ZaSto da je-ne ostvarimo.
Hajdemo do urednika pa da ga zamolimo da na$ razgovor
uvrsti u Matematicku Citanku.

I podoSe zagrljeni do urednika. .
| Ignacije Smolec

JOS NEKE ZANIMLJIVOSTI BROJEVA

1. Broj 45 moZe se rastaviti u sumu brojeva: 8, 12, 5,
20, t. . 8 + 12 + 5 + 20 = 45, tako'da je

8 +2 =10
12 — 2 =10
5 2 =10
20 2 =10

| 2. Broj 100 se da rastaviti u sumu Cetiri broja: 12, 20, 4
164, t. j. 12 + 20 + 4 4+ 64 = 100, tako da je
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16

12 + 4 =

20— 4 = 16
4 -4 =16
64 : 4 = 16

3. Broj 100 se moZe napisati s 5 jednakih cifara

100 = 111 — 11
100 333 + 2
100 =55+*5—5+5
100 = b5 +5 +5 +5)°5

ili sa 4 ili sa 6 devetica
100 = 992
100 = 99 + &3

I

I

4. Broj 100 se moZe napisati na nekoliko nalina s devet
osnovnih cifara. Na pr.

1000 =1+2+3+4+5+6+7+8-9

100 = 74 + 25 + & + =5
100 = 915742
100 = 941578
100 = 961357

5. U slijede¢a dva broja imamo isto
225 = 1 4 23 + 45 +' 67 + 89
134498697 = 1 -+ 23 4+ 45 4 67 A 8?
6. Koji se brojevi mogu napisati sa 3 trojke? Koji je od
njih najveci?
Odgovor: 34+3+3 =29
3 +3 - 3=27
333
(3% = 3% = 19683
36% = 3% = 7625597484987,
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7. U produktima

41 - 2 = 82 14 - 2 = 28
32 «+ 21 = 672 23 - 12 = 276
312 - 221 = 68952 213 - 122 = 25986

vidimo jedno svojstvo: Ako obrnemo red cifara u

faktorima, onda dobijemo I u novom pro-

duktu obrnuti red cifara staroga produkta.
U istu grupu spadaju i ovi slucajevi:

8. 122 = 144 217 = 441

132 = 169 312 = 961
9. 1022 = 10404 2012 = 40401
1032 = 10609 3012 = 90601
1122 = 12544 2112 = 44521
1132 = 12769 3112 = 96721
1227 = 14884 2212 = 48841

U slijedecim primjerima razabiremo pravilnosti ve¢ na prvi
pogled

10. a) 42 = 16
342 = 1156
3342 = 111556
33342 = 11115556
333342 = 1111155556 i t. d.
b) 72 = 49
672 = 4489
667° = 444889
66672 = 44448889 i t. d.
c) 52 = 25
252 = 625
625° = 390625

906252 = 8212890625
8906252 = 793212890625
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62 = 36
762 = 57776
3762 = 141376
193762 = 87909376

11. I u slijede¢im primjerima vidimo odmah o ¢emu se
radi:

a) (8 + 1) =81
(5 + 1+ 2)8 = 512
(4 +9+ 1+ 3)8 = 4913
(5 + 8+ 3 + 2)8 = 5832
(1+7+5+7+6)3 = 17576
(1+9 464 8+ 3)3 = 19683 .

b) (2+ 4+ 0+ 1)t = 2401
(2+8+44+2+ 5+ 6)1 = 234256
(349 40+ 6+ 2 + 5)t = 390625
6+ 1444645+ 6)* = 614656
(1+7+2-+140+3-+6+8)5 = 17210368
(B+44+0+4+1+2+2+ 2+ 4)8 = 34012224
(6+1+2+2+2+0+0+3+2y—6mmmm

M. S.

DA LI SAM MOGAO BRZE RACUNATI?

L

Da li sam to mogao brze izraCunati — pitanje je, koje
mozda rijetko koji Covjek sebi postavlja, nakon S$to je nesto
zbrojio, odbio, pomnozio ili podijelio. Obi¢no nitko ne smatra
to pitanje tako vaznim, da bi ga sebi postavio, ili jednostavno
ne smatra, da ima toliko vremena, da i tim problemom sebi tare
glavu.
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Za ljude, koji jednom u osam ili €etrnaest dana dodu u
priliku, da neSto ratunaju, i nije toliko vazno, da ono S$to ra-
cunaju, ufine pomocu svih moguéih pravila za brzo racunanje.
Ali ima ljudi, koji vrlo Cesto treba da rafunaju, a kod toga vrlo
polagano i jo§ pogresno radunaju.

NaSe doba trazi od nas brzinu u svemu — pa tako i u racu-
nanju. No nije dovoljno, da ra€unanje bude i dovoljno brzo;
ono treba biti uz to i toéno, kao i ekonomicno.

Govorimo li o brzom racunanju, tada ne mislimo samo na
brzo ratunanje u smislu brzog izvodenja rafunskih operacija,
nego i u smislu upotrebljavanja nekih pomo¢nih operacija u
svrhu brzeg dolazenja do cilja. Cilj je ovog ¢lanka, da nas
upozna s najobiénijim pomocnim sredstvima raunanja, do kojih
dolazimo i samim razmiSljanjem.

Tocnost radunanja bit ¢e, kako e se vidjeti na primjerima,
upravo uvjetovana brzinom racunanja. Cesto kazemo: »pola-
gano, ali sigurno«... No ovdje ¢emo upravo na jednom
primjeru pokazati na interesantnu, moZda i fudnu Einjenicu:
brzo,zato tolnije. b o

Ekonomiénost raunanja znaci ovo: ako imamo dva nacina
za izraCunavanje jednog raCunskog zadatka tada ¢emo odabrati
uvijek onaj, koji sa Sto manje pisanja brojeva dolazi do rezul-
tata. Sto manje brojeva piSemo, manja je i moguénost (uz ostale
iste uvjete) da ¢emo pogrijesiti.

Za ilustraciju ovih tvrdenja uzet cemo primjer: treba po-
mnoziti 4932 sa 25. | -

Ako obifno racunamo, postupamo ovako:

4932 - 25

9864

24660

123300

Ovdje smo mnozili sa 2, onda sa 5, parcijalne smo produkte
zbrojili. No sjetimo 1i se, da je 26 = 5 « 5, tada taj isti rafun

moZemo izvesti u dvije etape: najprije éemo mnoziti sa 5, a
rezultat tog mnoZenja ponovno sa 5. Dakle:
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4932 - 95 (= 5 - 5)
24660
123300

Ovdje smo izveli dva mnoZenja, a zbrajanja nije bilo. Ma-
nje posla, a i manja mogucnost, da éemo se zabuniti u racu-
nanju. | U= b it

Uzmemo li, da je 256 = 100 : 4, tada ¢emo doti do rezultata
i na taj na€in, da zadani broj pomnozimo sa 100 i taj produkt

podijelimo sa 4:
4932 - 25 (= 100 : 4)
123300 |

Ovaj je postupak jos brzi od predaSnjeg, jer smo muozenje
sa 100 izveli samim dodavanjem dviju nula; iza tog je slijedilo
jednostavno dijeijenje brojem 4.

Trec¢i je dakle postupak najbrzi. On ¢e biti od svih postu-
paka vjerojatno i najtocniji, jer se raunalo s vrlo jednostavnim
brojevima. No on ¢e biti i najekonomicniji, jer je uz najmanju
upotrebu rafunskog aparata doveo do rezultata. Vidimo, dakle,
da smo postigli to¢nost uz veliko poboliSanje u brzini, a uz to
smo proveli i ekonomiju raunanja.

11,

Nastojat ¢emo sada prijeéi sve 4 osnovne vrste raCunanja,
i pogledati, da li se kod tih vrsta rafunanja moze izraCunati ne-
Sto brze, toCnije i ekonomiénije, nego S§to obifno radimo.
Uzmimo na pr. zbrajanje. Zbrojit ¢emo na obicni nacin ove
brojeve:
2143,75
5780,50
3006,—
18172,25
425,50

29528,—
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Uzevsi u obzir, da se zbroj ne mijenja, ako izmijenimo mje-
sta pojedinih pribrojnika (zakon komutacije!), moZzemo i ovdje
izmijeniti unutar vertikalnih kolona pojedine pribrojnike, kako
bi olakSali posao zbrajanja. To ¢emo provesti nadopunjujuci po
mogudénosti svaki od pribrojnika drugim tako, da oni zajedno
¢ine zbroj 10. Posao time postaje brzi, jer se broju 10 najlakse
pribrajaju drugi brojevi. Zbrajat emo dakle ovako: 5, 10, 1;
8, 20, 2; 4, 10, 15, 18, 1; 10, 22, 2; 10, 15, 1; 9, 19, 1; 2.

Imamo li zbrojiti dugaCku kolonu na pr. od 30 brojeva,
onda zbrajamo jednom odozdo prema gore, drugi puta, za kon-
“trolu, odozgo prema dolje. Jo¥ je sigurnije, da tu dugadku ko-
lonu razdijelimo na pr. u 3 grupe po 10 brojeva, zbrojimo svaku
grupu posebno, a onda rezultate grupnih zbrajanja opet zbro-
jimo. Time ni$ta nismo izgubili na brzini: lak$e je zbrojiti po
10 brojeva i joS jednom zbrojiti ta tri rezultata, nego samo
jednom jednu grupu od 30 brojeva. Rezultat je tocniji i sigurniji.

Treba li da na pr. zbrojimo 4975 i 998, tada to zbrajamo
- najbrZe i najtofnije tako, da se sjetimo, da je 998 = 1000 ——

— 2; treba dakle broju 4975 pribrojiti broj 1000, i od rezultata

“odbiti broj 2: 49756 + 998 = 49756 + 1000 — 2 = 5973. Na-
ravno, da taj cijeli postupak moZemo sasma lako provesti i na
pamet. Analogno radimo pri pribrajanju brojeva, koji su blizu
bilo kojem broju, koji ima na kraju nulu. Broj 29 najlakSe ¢u
pribrojiti, ako pribrojim broj 30, a od rezultata odbijem broj 1.
Na pr. 87 + 29 = 117 — 1 = 116.

II.

Ako od nekog broja treba odbiti viSe brojeva, tada to naj-
bolje ¢inimo u isti mah, naime da u isti mah pribrajamo sve
brojeve i odbijamo ih od zadanog broja. Kod toga upotreblja-
- vamo onaj postupak dopunjanja do broja 10, koji smo veé vi-
djeli kod zbrajanja. Na pr.:

M. Sevdié: Matematitka é&itanka ' h
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24592,50
— 638,25
— 2413,—
— 782,25
— 13397,—

7362,—

(5,10i0je 10,1:1,3,5i 0 je 5;7, 10, 20 i 2 je 22, 2; 10,
20, 23 1 6 je 20, 2; 2,12, 221 8 je 25, % 2,5, 717 je 14, 13
1,210 je 2)

Slicno kao i kod zbrajanja s brojevima, koji su blizu ne-
kome broju s 0 na kraju, postupat ¢emo i kod odbijanja. Na pr.
5698 — 199 = 5698 — 200 + 1 = 5499. Ako je suptrahend
veci od okruglog broja, tada ne dobivamo mnogo na vre-
menu: 4972 — 3105 = 4972 — 3100 — 5 = 1867.

V.

Kod mnoZenja najfeSée grijeS§imo, mnoze¢i opSirno na
obifni nafin, mjesto da kakovim skraéenim postupkom dodemo
brzo do rezultata. To je razlog, zbog kojega éemo ovdje b1t1
malo opSirniji.

Kako treba mno#Ziti sa 25, pokazali smo veé na jednom pri-
mjeru. Sa 50 ¢emo lako pomnoziti, uvazivsi, da je 50 = 100 : 2.
Dakle: mnozit ¢emo sa 100 i dijeliti s 2. Tu ne dobivamo mnogo
~na vremenu, jer tamo moramo mnoziti s 5, a ovdje dijeliti s 2.
Ipak ¢ée postupak dijeljenja s 2 biti neéto brzi od mnozenja s 5.
Na pr.

1923 - 50
96150
MnoZeéi sa 75 moramo uvaziti, da je to 100 — 25, a 25

je opet */4 od broja 100. Treba dakle pomnoZiti sa 100 i od pro-
dukta odbiti njegovu jednu Cetvrtinu.
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498 - 75

49800
— 12450

37350

(Mjesto, ovog pripisivanja dviju nula moze se na samom
multiplikandu dodati dvije totke, koje imaju onda funkciju
dviju nula na kraju). '

Ako treba neki broj pomnoZiti s 15, treba uzeti u obzir da
je 15 = 10 + 5, dakle 10 + 1/2 od broja 10; mnozZit éemo tako,
da broj pomnozZimo s 10 (dodavanjem jedne nule ili stavljanjem
tocke), od toga uzmemo jednu polovinu, i ta dva broja zbro-
jimo.

8945 - 15 . | ,
89450 - 8945 - 15
44725 - Bolje: 44725
134175 134175

Nekad se u srednjoj $koli trazilo, da daci osim t. zv; smalog
jedamputjedan«, nama poznate »tablice mnozenja«, znadu i »ve-
liki jedamputjedanc, t. j. tablicu mnoZenja brojeva, gdje pojedini
faktori idu do 20 (na pr. 14 - 17 = 238). lako se sada to u skoli
moZda ne traZi, ipak Cesto puta trebamo taj »veliki jedamput-
jedan. Da vidimo, kako bismo mogli izraunati taj »veliki
jedamputjedan«, a da i ne upotrebimo papir |

Uzmimo opet primjer 14 - 17! Treba upamtiti ovaj kratki
postupak (koji se teoretski vrlo lako dokazuje): Zbrojit éemo
jedan faktor i znamenku na mjestu jedinica u drugom faktoruy,
pa sumu pomnoZiti s 10, i tome pribrojiti produkt jedinica u
faktorima. Konkretnije ¢e biti, ako to napifemo:
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14 Taj racunski postupak moZemo i u mislima pro-
T vesti i brzo izre¢i produkt. Na pr. 13 + 19 u mi-
21 slima ¢éemo prelaziti ovako: 22, 220 i 27 je 247.

210
+ 28

238

Svi se sjeCamo, koliko smo okapanja imali jo$ u puckoj skoli
kod mnoZenja brojewvima 12, 13, . ., 19. Po obicaju kod mmno-
Zenja povukli smo odmah ispod multiplikanda crtu. UCcitelj bi

odmah poviknuo: »S 1 ve¢ je pomnoZenol«..., i — drugi red!
Danas to znamo. Na pr. brojem 13 mnoZit ¢emo ovako:
8972 + 13
26916
116636

No joS$ bolje i brZze je ovako: bududi da je sa 1 veé pomno-
Zeno, a produkt sa 3 pomaknut je za jedno mjesto na desno, to
¢emo mnoziti samo sa 3, a svakom produktu sa 3 pribrojiti prvi
desni broj multiplikanda. Kad svr§imo mnoZenje sa 3, onda jo$
posljednji lijevi broj multiplikanda pomnozimo sa 1. Dakle:

8972 - 13
116636

| B3:-2=6,3-7=21i2ij23,2;3:-9=2712je29i
7=236,3,38=24i3j2719je363;1-8=28i3jell)
“Qlitno sa 12, 14, 16, 17, 18 i 19. Sa 15 smo veé prije poka-
zali lakSi postupak.
No najlakSe je mnoZiti s 11. Buduéi da sa 1 ne treba mno-
Ziti, to treba samo zbrajati grupe od po 2 znamenke, uzevdi kao
da pred multiplikandom i iza njega stoji po jedna nula (tolka).
Na pr.: .

6945. - 11
76395
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0idjebd 5i4je9,419je13,1;1i9jel10i6 je 16, 1;
1i6je7i0je?7)

Kad izrafunavamo postotak iz zadane glavnice, kamata i
broja dana, tada radimo po obrascu:

__ 36000 - K
="0-qa |
U sludaju, da se broj 36000 ne da kratiti zgodno ni s kojim
faktorom nazivnika, tada treba mnoziti s 36. No kako?
Uotivsi, da je 36 = 40 — 4, treba zadani broj pomnoziti
samo sa 40 i od toga odbiti produkt sa 4, koji je i onako veé
gotov, jer smo mnozili sa 40, a 4 je 5y od 40. Uzmimo:

593 - 36 (= 40 — 4)

23720
— 2372

21348

Sli¢no ¢emo mnoZiti sa 27 (= 30 — 3), 45 (= 50 — 5), 54,
63, 72. Sa 81 ¢emo lakSe mnoZiti tako, da mnoZimo sa 8, a sa 1
je ve¢ pomnoZeno, pa treba produkt sa 8 pomaknuti samo za
jedno mjesto na lijevo. .

Mnozimo li nekim dvoznamenkastim brojem, u kojem se
znamenke multiplikatora nalaze u nekom jednostavnom medu-
sobnom odnosu, moZemo sebi i ovdje olakSati posao. Na pr.
5904 - 48. 8 je dva puta veée od 4; pomnoZit éemo, dakle, sa 4,
a produkt sa 8 dobit cemo tako, da produkt sa 4 mnoZimo joS
sa 2 — mnoZenje sa 2 je brZe nego sa 8:

5904 - 48

23616 '
47232 (mnoZenjem 23616 sa 2)

342792
Sli¢tno bismo radili na pr. s troznamenkastim brojem 648.

Tu je 48 = 6 + 8; mnoZit ¢emo sa 6, dobiveni produkt sa 8,
pomaknuti ga za dva mjesta na desno i zbrojiti: |
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529 - 648 Normalno bismo mnozili ovako:

3174 ~ 529 *+ 648
25392 3174
2116 s
342792 4232} — 5399 o
3427292

Koji puta, da olak§amo sebi posao, rastavimo multiplikator
na dva ili vise faktora. Tada mnoZimo tim faktorima tako, da
najprije pomnozimo prvim, dobiveni produkt drugim, i t. d., do
zadnjega faktora. Na pr. sa 56 ¢emo mnoZiti tako, da pomno-
Zimo najprije sa 8, a dobiveni produkt sa 7 (ili obratno); time
dobivamo na vremenu u toliko. da ne moramo zbrajati, a na
tolnosti u toliko, $to izvodimo jednu operaciju manje., Na pr.:

8098 * 56 (=8 - 7)
64784
453488

Sli¢no ¢emo mnoZiti sa 28 (4 - 7), 66 (6 - 11), i t. d.

Ako je broj, kojim mnoZimo, blizu nekog okruglog broja,
ali manji od njega, tada mnoZimo okruglim brojem, a razlikuy,
koju smo uzeli previSe, odbijamo: MnoZit ¢emo na pr. sa 97
tako, da pomnoZimo sa 100, a od dobivenog produkta odbijemo
trostruki multiplikand.

L
7945.. - 97 (= 100 — 3)

— 23835 (= 3 - 7945)
770665

Tako bismo mnozili i sa 98 (= 100 — 2), i sli€no. Naj-
zgodnije je taj postupak primijeniti kod dvoznamenkastih bro-

jeva, koji zavrSavaju na deveticu, troznamenkastih, koji zavr-
Savaju na dvije devetice, i t. d. Na pr:
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653 + 59 (= 60 — 1)

39180
— 653

38527

V.

Prelazeé¢i na dijeljenje, dakle najteze od svih dosada spo-
menutih operacija, treba spomenuti, da bas dijeljenje ima manje
ovakovih pomoénih postupaka (ili bar manje prakti¢ni) negoli
mnozZenje.

Uzmimo najprije dijeljenje sa 25, 50, 75,

Kako je 25 = 100 : 4, to ¢emo dijeliti sa 25 tako, da
dijelimo sa 100, a dobiveni rezultat pomnoZimo sa 4. Na pr.:

8097 : 25 (= 100 : 4)
- 323,88

Budué¢i da je nadalje 50 = 100 : 2, to ¢emo, dijeleéi sa 50,
dijeliti sa 100, a mnoziti sa 2:

1654 : 50 (= 100 : 2)
33,08

Buduéi da je 75 tri Cetvrtine od 100, t. j. 3_29 to ¢emo,

mjesto da dijelimo sa 75, mnozZiti sa 4, a onda dijeliti sa 300.
16974 : 75 (= 300 : 4)
678,96
226,32

Druga olaksica kod dijeljenja je dijeljenje rastavljanjem
na faktore, slicno kao kod mnoZenja. Na pr.:

6484 : 16 (= 4+ 4)
1621
~ 405,95
Tako éemo dijeliti na pr.sa 22 (= 2 - 11), 56 (8 - 7), i t. d.
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Cesto puta nam je teSko pogoditi, koliko puta »ide« divi-
zor u dividend. Prakti¢no je pravilo: ako je druga znamenka
divizora bliza broju 9, tada pogadamo tako, da pitamo, koliko
puta »ide« prva znamenka divizora, uvecana za 1, u prvu ili
prve dvije znamenke dividenda. Na pr.:

172921 : 49 = 3§29
259
142
441
0

(Govorimo: kao 5 u 17, kao 5 u 25,1 t. d.)

VL

Ne sluzimo se samo pomodénim sredstvima obi¢nog racu-
nanja da dodemo brze do rezultata. I upotrebom drugih po-
mo¢énih sredstava (na pr. logaritamskih tablica, Crelleovih i
Petersovih tablica mnoZenja brojeva do 1000, Multi=Divi-si-
stema W. Wilkensona, logaritamskog racunala, strojeva za ra-
¢unanje) olakSavamo znatno posao racunanja. — No izlaganje
upotrebe ovih pomoénih sredstava odvelo bi nas ‘predaleko i
daleko bi premasilo cilj naseg izlaganja.

| Jisarek Vladimir

KONTROLIRANJE SVIH RACUNA

Cesto puta interesi prakse zahtjevaju da rezultati bilo kojih
ratuna budu uvjerljivo ispravni, da se s njima mogu stvarati
opet daljnji ispravni zakljufci. No kako svaki Covjek, i naj-
vjestiji ratundzija, moze da tokom rada ulini pogreske, one (e
se odraziti i u rezultatu. Za to je u kriti€nim sluajevima bez-
uvjetno potrebna kontrola svih rezultata. Jedino raCunski stro-
jevi rade bez pogreSaka, no kod covjeka su pogreSke mogude.
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Kontrola bi se mogla provesti i ponavljanjem svih opera-
cija, no to 1.) zamara i tro$i dragocjeno vrijeme, a 2.) onaj
koji negdje uCini pogresku istu lako i previdi.

Dati treéem licu da provede rafune nije uvijek lako, jer
ono nije uvijek prisutno.

Na moru je provedena praksa da sa istim izmjerenim po-
dacima viSe ljudi izraCunavaju poziciju broda i kad svima
izlazi isti rezultat, neovisno radeéi jedan od drugoga, onda je.
taj rezultat s velikom vjerojatno$éu ispravan, a i treba da takav
bude, jer o njemu ovise ljudi, brod i teret.

No ovakove procedure nisu svagdje moguce, zato se mora
prite¢i drugim mjerama sigurnosti rezultata.

Ni onaj Skolski nacin kontrole nije nikako pouzdan, na pr.
kontrola diobe dvaju velih brojeva: kvocijent se po-
mnozi s divizorom, pribroji ostatak i mora
se dobiti divident. | |

Nevolja te kontrole lezi u tom, Sto se bas tim mnoZenjem -
mogu pociniti pogreske i krivo zakljuCiti da je rezultat pogre-
San, a zapravo moZe biti ispravan. Obilazni putevi su dakle
opasniji od direktnih i za ljubav ispravnosti mora ih se izbje-
gavati.

Princip kontrole zahtjeva 1.) kontrola mora biti ¢im je-
dnostavnija. 2.) ne smije teci istim, nego drugim sasvim novim
putem, pa ako se oba rezultata, i direktni i kontrolni slaZzu,
onda rezultat ima veliku vjerojatnost ispravnosti.

Pokazat ¢emo dva ‘takva sredstva kontrole svih raluna,
najprije s njihove teoretske strane, a onda u praksi za sve
ratunske operacije.

Uzmimo bilo koji broj, na pr. 5846.

On se moze pisati:

51000 + 8 - 100 + 4 - 10 + 6 - 1

No 10 se moze pisati kao 9 + L.
100, w oom 99+ 1
10000, © ., s | 5 930

it.d.
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Dakle se nas broj moze pisati

9. (999 + 1) + 8. (99 + 1) +4. (9 + 1) + 6.1 ili
kad se pomnoZzi

§:999 -+ 899 b 49 = BHA" 4= Bl 41 + 6.1)

Ovaj dio u zagradi nije niSta drugo nego zbroj znamenaka
zadanog broja. |

Sav prvi-dio je sigurno djeljiv sa 9 jer svaki €lan sadrzi
ili 9, ili 99, ili 999 i t. d., Sto se uvijek dade dijeliti sa 9.

Zzakljucak: Svaki zadani broj kad se dijeli sa 9 ima ostatak
jednak zbroju njegovih znamenaka.

No kako i takav zbroj znamenaka predstavlja opet sam za
sebe jedan broj, opet se zbroje njegove znamenke i tako redom
do kraja, dok izade ostatak ili 0 ili 1 ili 2, .... ili 8 S§to pred-
stavlja ostatak diobe tog broja sa 9.

Ovakvo zbrajanje znamenaka zvat Cemo stezanje zadanog
broja, a rezultat tog zbrajanja stegnuti broj (zapravo osta-
tak diobe sa 9).

Pazi! Kod ovog stezanja ne zbrajaj 9 niti one cifre koje
daju zajedno 9.

Na pr. Koji ostatak daje diobom sa 9 broj 413682?

Zbroj znamenaka je 6, t. j. 4 + 2, jer 31 6 kaoi1i8
otpadaju, jer daju 9, Stegnuti broj glasi : 6.

Kad smo s time na Cistu moZemo redi: svi racuni s bro-
jevima mogu se zapravo obaviti .s brojevima, koji se mogu
rastaviti u dvije partije, 1.) jedna je djeljiva sa 9, a 2.) ostatak
diobe sa 9. Zato Ce svi rezultati biti slozeni iz dvije partije:
1.) jedna koja ¢e biti djeljiva sa 9, a druga Ce biti ili suma ili
diferencija ili produkt, ili kvocuent njihovih ostataka ili ste-
gnutih brojeva.

Kontrola ¢e se dakle sastojati u tome, da se odredi ostatak
svakog zadanog broja s kojim se radi, t. j. stegnuti broj, a
onda se provede zadana operacija s tim ostacima i rezultat
takve operacije mora dat: ostatak rezultata t. j. stegnuti broj
rezultata.

Refeno vrijedi i za decimalne brojeve,
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Primjer: 1.) Neka se ispita zbrajanje:

1432,58 (5)
927104,263 7)
98536,843 (3)

Kad se zbroje znamenke prvoga broja izlazi 23, a ponovno
kad se sve zbroje izlazi 5. To je onaj brol desno u zagradi.
Drugi daje 7. Treéi daje 3.

Kontrola: (5) + (7) = (12), a kad se ovaj 12 stegne izlazi
(3). Izlazi zaista stegnuti bI‘Oj rezultata onaj u zagradi.

Upute za ostale raCune:

2. Odbijanje:

842,3628 (6)
57,41873 (8)

78494407  (7)

Kontrola: (7) + (8) = (15) = stegnuto (6) t. j. gornji
stegnuti broj!

3. Mnozenje:
| 243,21 . 0,0231

= 5,6181561 :
Kontrola: prvi broj stegnut daje (3), drugi daJe (6),

trec¢i (9). Dakle: (3) . (6) = 18, a koji stegnut daje (9) t. j. kao
i rezultat.

4)Dioba:

52,41 : 832,12 = 0,062
i ostatak 81856. |
- Kontrola: prvi broj stegnut daje (3)
drugi ”» b4 y (7) .
et aalad s » o (8)
ostatak stegnut ,, (1)

(7) - (8) = 56 a 56 + 1 = 57 ovo stegnfito daje 12, a dalje
stegnuto daje (3), §to je upravo stegnuti prvi broj.
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5.) Kvadriranje i kubiranje je zapravo mnoZenje i ne
treba daljeg razjasnjenja. |
Primjer: 0,13 = 0,0169

Kontrola: prvi stegnut = (4)
rezultat ,, = (7)
dakle : 4> = 16, a ovo stegnuto = (7) t. j. kao u rezultatu.
1,5° = 3,375

1,5 stegnut = (6), rezultat stegnut = (9)
Dakle: 6 = 216 = stegnuto (9) kao i rezultat.

6. /14,215 = 3,77
ostatak 21

Kontrola: broj pod korjenom stegnut = (4)

rezultat I (8)
ostatak (3)

Postupak: 8 = 64, a 64 + 3 = 67, §to stegnuto daje 13,
a ovo jos$ stegnuto daje (4), upravo kao i prvi stegnuti broj.

Upozorenje: Ni ova kontrola nije apsolutno sigurna, jer
se moze dogoditi, da stegnuti brojevi daju ispravne rezultate,
a ipak rezultat operacija moze biti neispravan.

Evo primjera:

138 (3)
247  (4)
376 (7)

Stegnuti brojevi daju ispravno (3) + (4) = (7), no ipak
rezultat 376 nije ispravan, jer mora biti 385; u racunu su se
naime potkrale dvije pogreske: mjesto 5 izaslo je 6 t. j. za 1
viSe, a mjesto 8 izaSlo je 7 — za 1 manje, Sto kod stezanja
ovih brojeva vodi do istoga t. j. (7).

Zakljucak: Ova metoda kontroliranja je samo vrlo vjero-
jatna, jer je nevjerojatno da ¢ée se u raunima uliniti upravo
dvije ili viSe pogresaka, koje ¢e se medusobno ponistavati i time
maskirati neispravnost i same kontrole.
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Druga metoda kontrole poliva na slitnom postupku pri-
kazanom u teoretskom dijelu, samo Sto se osniva na ostatku
diobe svakog broja sa 11.

Na pr. 282467 dade se pisati

28.10060 + 24.100 + 67
ili 28. (909.11 + 1) + 24 (9.11 + 1) + 67
ili 28.909.11 + 24.9.11 + (28 + 24 + 67)

Prva je skupina olito djeljiva sa 11, a druga’ skupina, ona
u zagradi, predoCuje ostatak te diobe; da se nju odredi, dakako
uvijek ispod 11, postupat ¢e se praktitno ovako:

28 daje ostatak diobe sa 11 broj 6
24 b b b5 3 33 1 32 2

67 1 » L] » » » 1

Dakle prvi ostatak diobe broja sa 11 ¢e biti 6 + 2 + 1=9
Sto ¢emo opet zvati stegnuti broj zadanog broja.

Ako bi stegnuti bio veéi od 11, na pr. 26, ovaj ¢e se ko-
natno stegnuti sa 4 t. j. ostatak diobe 26 sa 11.

Kontrola se provodi ovim stegnutim brojevima isto kao
Sto je gore prikazano i primjerima razjadnjeno. Kod decimalnih
brojeva se dvije po dvije cifre broje od dec. zareza desno i
lijevo.

Primjeri: isti kao gore, samo sada:
1.) Stegnuti brojevi su: (5), (1), (6)
odakle (5) + (1) = (6) Sto potvrduje ispravnost rezultata.
2.) Stegnuti su brojevi: (4), (6), (9)
Kontrola: (9) + (6) = 15 a ovaj stegnut daje (4)
- t. j. prvi broj. '
3. Stegnuti brojevi su: (0), (0), (0), 8to potvrduje ispravnost.
4.) Stegnuti su: (b), (8), (4), a ostatak stegnut glasi (6).
Kontrola: 8 .# = 32a32 + 6 = 38ili 6) t. j.
ispravno kao prvi stegnuti broj. I t. d.
| Konatno jo§ gornji primjer, gdje je jedna kontrola bila
ispravna, a ipak rezultat ratuna neispravan.
Druga kontrola ¢e otkriti pogresku!
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U naSem gornjem primjeru bit ¢e stegnhuti brojevi redom:

138 (6)
247 (5)
376 )

a (6) + (B) nije = (2), dakle 376 nije 1spravan makar bi po
prv03 kontroli mogao biti.

Ispravan rezultat 385 daje sa 11 ostatak (0), pa je zaista
6) + (6 = (0).
Za zabavu i pouku, :

Zadaj sam sebi ili drugom bilo koji rafun i rezultat nje-

.gov, pa trazi da se smjesta ispita ispravnost njegova re-
zultata. Dragutin Suljak
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IZ GEOMETRUJE
1

GEOMETRIJSKIH KONSTRUKCIJA

POVRSINA TROKUTA KAO FUNKCIJA TRIJU STRANA

Prvo izvodenje formule, koja daje povrSinu trokuta kao
funkciju triju strana nalazimo kod Herona Aleksandrijskog
(prvo stoljece). Ovaj Grk izvodi ove formule u dva svojag
djela: Metrici i Diopteru.

Jedno novo izvodenje, a koje je i bilo prvo za koje se
znalo u Evropi, nalazi se u knjizi trojice Arapa: Mohameda,
Ahmeda i Alhasana (9. stoljeée). Reproducirao ga je Leo-
nardo iz Pize u svojoj knjizi: Prakti¢na geometrija (1220), a
zatim Jordanus Nemorarius (13. stoljeée) a i drugi geometri
renesanse. Karakteristi¢no je, da se kod Herona i kod spome-
nute braée Arapa, kao i kod svih autora naprijed spomenutih
primjenjuje formula na trokut &ije su stranice 13, 14 i 15,
jer su to mnajmanji brojevi, koji daju racionalnu povrsinu:
ovdje 84.

Poslije se nalaze i druga nova izvodenja, Tako kod
Newtona u njegovoj Opcoj aritmetici (1707), zatim kod
Eulera u njegovim Novim komentarima (Tom. I, 1747—48),
Posebno éemo navesti i izvodenje naSeg BoSkovica, koje je
dobio trigonometrijskim razmatranjem. (Vidi str. 86).

1. Heronovo izvodenje.

Produzimo AC za duZinu CI = BE (sl. 1). Izlazi Al = s i
Al - OF = s - r = P. Uzdignimo sada u O normalu na AOiuC
na AC. One se sijeku u L. Kut AOL i kut ACL jesu pravi, i Cetiri
totke A, O, C, L leZze na jednom te istom krugu, pa imamo
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X AOC + < ALC = 2.900,
ali OA, OB, OC su raspolovnice kuteva DOF, DOE, EOF ¢ija je
suma 4.90°% pa je

<L AOC + <¢ BOE = 2.90°
i stoga
<t ALC = <¢ BOE.

I tako su dva pravokutna trokuta ALC i BEO sli¢na i mi imamo

AC _BE CI
CL™ OE_ OF

ili

AC CL CK

CI~ OF KF
Dodamo 1i 1 lijevo i desno slijedi

AC+ CI _CK+KF
el AP

ili
A _CF
Cl  KF~
Prema tome, kako je trokut AOK pravokutan imamo

_AP _AF.CF_AF - CF
Al-ClI AF - KF  OF?

Sl 1

‘odakle slijedi
_ | A2 - OF2 = Al -+ AF - CI + CF
bududi da je .
A2 - OF2 = P2, Al = s, AF = s — a,
Cl=BE =5—b,CF =s—¢
imamo

P2 =gs(s—a) (s—b>b) (s—c)
ili |

P= Vs(—al(s—b)fs—c)
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2. Izvodenje trojice brace Arapa.
~ ProduZimo li BA za AG = CF i BC za CI = AF onda imamo
BG = BI = s (sl. 2.). Uzdignimo u G normalu, koja ¢e sje¢i u
O’ simetralu OB_kuta ABC. O'l je normala na BC i jednaka’
O'G, jer su dva trokuta BGQ’ i BIO’ sukladna. Nanesemo li
AH = AG na AC’ i povutemo 1i O’A, O'H, O'C, tada ¢emo imati
o'C: = QO'I2 + IC?
O'A2 = O'G2 + AG?
ili
0'Cc2 — Q'A% = IC? — AG?
Kako je

Al =146 —\se
CH=b —AH=b6 —AG=s-a=1C

izlazi

0'C2 — O'A® = CH® — AH2.

Budu¢i da ova relacija u trokutu AO’C postoji samo onda, ako
je H noziste normale spuStene iz O’ na AC, onda su kutevi kod
H pravi, a odatle izlazi, da je O’A raspolovnica kuta GO’H.
S druge strane u Cetverokutu GAHO’ sa dva prava kuta,
-~ imamo - E
X GAH + < GO'H = 2.90°,
a posto je |

Il

< GAH + < BAH = 2.90°

to slijedi |
< GO'H = < BAH
a uzimajuéi polovine
< GO’A = < DAO.

Prema tome su dva pravokutna trokuta AGO’ i ADO slitna
i mi imamo

M. Sevdié: Matematika é&itanka

L]
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0D _AD
AG~ 0G

ili
OD - O'G = AD - AG.
Kako je
oD oD  0D?
OG~ OD-0G~ AD - AG’
i podto je OD || O'G imamo

0D _BD
0G~ BG
ili
OD* _ BD
AD-AG ™ BG

Odavde slijedi
OD2 - BG = AD - BD + AG

OD? - BG2 = BG + AD - BD * AG.

Kako je OD -BG = P, BG = s, AD = s-a, BD = s-b, AG = s-¢
to imamo konacno

P = Vs (s-a) (s-b) (s-c)

3. Klasi¢no izvodenje.

Ovo se izvodenje osniva na prethodnom, samo je izlaganje.
jednostavnije. Upotrebljen je krug upisan trokutu izvana (sl. 3).

Neka bude r’ polumjer-i O’ srediSte vanjskog kruga, koji
odgovara kutu B. Neka su G, H i [ diraliSta ovoga kruga sa stra-
nicama trokuta.

Imamo

P=s-r (1)
a uz to jos |
P = O'AB + O'CB — O'AC =

=(c+a-—-—b)r2::(s—b)-r’ ()
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Pomnozimo i (1) i (2) imalo’
= x@ by . 4. N G)

I sada kao i u izvodenju trojice brade trans{ormiramo produkt

r-rili OD + O'G promatranjem sli¢nih trokuta AGO’ i ADO,
koji imaju okomite stranice, Tako dobijemo, da je

OD-0G=r-r= AD -+ AG = (s-a) (s-c) 4)
Stavimo li ovu vrijednost (4) u (3) imamo
Pz = s (s-a) (s-b) (s-c).

4. Izvodenje Newtonovo.

Na stranici AC neka S bude sredina (sl. 4.). Na lijevo i
desno od A nanesemo Al = AK = c¢ na AC, a lijevo i desno

S Ll 2L e NG R 1]
Sl 4,

od C opet CL = CM = a. Povucimo B! i BK, i spustimo oko-
micu BN na AC. Imamo
AB? — CB? = AN? — CN? =
= (AN + CN) (AN — CN) = AC - 2SN |
ili
AB®?— CB® c¢*—a?

SN AT 5 5 9b

Odbjjemo 1i SN od SK = ¢ —-—g— ostane
_ 2bce—bP—c*H-a? a®—(b—c)*.
WA 5% R eI

_(a+b6—0)(@=b+9 _,(=0(—=b
= 2b - b
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Odbijemo 1i konaéno NK od IK = 2c dobijemo

ol 20c —b*—c*4-a® (bt a—a
IN = 2c — - ==t ——

bt+c+a)lb+c—a) 2s(s—a)
2b - b ’

Buduéi da je AB = Al = AK, to se trokut IBK dade upisati
u polukrug, pa je prema tome kod B pravi kut. Stoga je

BN =V/IN -'NK':%]/S(S—(I) (s—b)(s—¢)

ili

P = b"ZBN'_—-: ]/s (s — a) (S—b) (S—C)-

5. Izvodenje Eulerovo.
Iz A spustit éemo na CO okomicu Al koja sijete FO u K.
Imamo <¢ AOI = <€ OAC + <¢ OCA = 4 < BAC + 3 <&
<. BCA, (jer je < AOI vanjski kut trokuta AOC). (Sl. 5.).
Buduéi da je u trokutu ABC

< BAC + <& BCA + < CBA = 180°

to je
 $<XBAC+ 3L BCA+ < CBA =90

t.j. < AOI + } <x CBA = 90°

ili % AOI = 90° — } <x CBA = 90° — <X OBD

Bududi da je u pravokutnom trokutu ODB i

<t OBD + < DOB = 90° ili <¢ OBD = 90° — <t DOB
to je

% AOI = 90° — (90° — <x DOB) = < DOB

ot

Prema tome su pravokutni trokuti AIO i BDO sli¢ni, pa izlazi

______ = ' (1)
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Isto tako su sli¢nj trokuti CIA, KFA, OIK, pa je

Al AC
=0k @ K,
Isporedimo i (1) i (2) dobijemo |
BD _AC
r  OK
ili
BD-OK = AC-r (3) _
No kako je OK= FK —r to (3) v4 b F C
piSemo ovako: SL o6

BD-FK=BD'r+ AC'r = (BD + AC)-r (4)
Kako je
2s = AB + AC + BC = AD + DB + BE + EC + AF + FC

i kako je \
- AO = AF, CF = CE i BE = BD

to je
: 2s = 2 AF + 2 CF + 2 DB

ili s = AF + CF + DB = AC + BD | (5)
| Stavimo li (5) u (4) imamo

BD:-FK =s"r (6)

S d'rfuge strane sli¢ni trokuti CFO i KAF daju |

PR_T i FK.r=AF.-(F 1)
a pomnoZivsi (7) sa BD dobijemo ,

BD - FK-r = AF + BD + CF (8)

.- Isporedimo 1i (6).1 (8) vidimo da je |
's+12 = AF - BD - CF = (s—a) (s—b) (s—¢)
a pomnoZiv§i ovo sa s izlazi
$ 12 = P2 = 5 (s—a) (s—b) (s—c)
Milenko Sevdié_ |
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BOSKOVICEVO IZVODENJE HERONOVE FORMULE

BoSkovié se spofetka narofito bavio astronomijom.
Stoga nije nikakvo €udo, da on 1 svojoj prvoj matematitkoj
radnji raspravlja o sfernoj trigonometriji. Sferna trigono-
metrija je i nastala poradi astronomije, pa je u pocetku i
bila samo odsjetak njezin.

Bo3kovié se konstruktivnim razrjelavanjem sfernih tro-
kuta bavi u dvije radnje: Trigonometriae sphaericae con-
structio (Rim — 1737) i Construction plane de la Trigono-
metrie sphérique (Opera, t. 11I, Bassan — 1785), God. 1745
iza$la je u Rimu Bogkoviéeva radnja Trigonometria sphaerica,
a Boskovicevo djelo Elementorum universae matheseos, t. I,
donosi trigonometriju. Definicije goniomefrijskih funkcija su
onakve, kako ih je postavio Raeticus oko polovine 16.
stoljeca. Ne pazi na razliku u predznaku. Relacije koje po-
stoje izmedu dijelova trokuta, ne izraZava formulama, nego
ih iskazuje rije¢ima. No to su sve nedostaci njegova vremena.
U vezi s naslovom treba nam spomenuti raspravicu »Demon-
strations simples de quelques beaux théorémes appartenants
aux ftriangles«, uvritenu u V., svesku djela izdanih u Bassanu
god. 1785. Tu Boskovi¢ iz tri stranice trokuta odreduje kuto-
ve, pa polumjer upisanog kruga i povrSinu trokuta, On drizi,
da je njegov nadin izvodenja jednostavniji od onih, koji se
obitno nalaze u knjigama, pa ga stoga preporuduje piscima
elementarnih djela,

Prvi poudak, Sto ga BoSkovié izvodi za ravni trokut (on to

¢ini i za sferni), piSe u obliku proporcije
Rg:sinz%::AB-AD:M-N
R je sinus totus t. j. sin 90° = 1; AB i AD dvije stranice u tro-
kutu, a M i N je (s—b) i (s—c). Taj pouCak moZemo u ozna-
kama, koje su uobicajene danas u trigonometriji napisati ovako:
., A (s—0b)(s—¢)
Cp T
Sin® = "

U trokutu ABC povulemo simetrale kuteva i odredimo sre-
diSte S upisanog kruga. Iz srediSta S spustimo okomice na stranice
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- trokuta. Povuéemo jo§ AG i BH okomito na simetralu kuta C.
(sl. 1).
‘Oko srediSta S imamo tri
para jednakih kuteva, a na
opsegu trokuta ftri para jedna- F
kih duZina. ‘
Ako se iz svakog para du-
Zina uzme po jedna duZina, do-
bije se polovina zbroja strana. H
Stoga je svaka od tih duZina,
koja leZi uz odredeni kut tro-

kuta, jednaka polovini zbreja G
strana, umanjena za stranicu, A |
koja je tome kutu nasuprot. SI. 1.
Tako je
AD = s—a, BD = s—b, CE = s—c, (1)

a svaki od kuteva, $to su nasuprot jednoj takvoj duZini, suple-
mentaran je sa sumom onih dvaju kuteva, koji su nasuprot dru-
gim dvjema duZinama, t. j.

<X BSD = 180" — < ASC = < ASG @)

< ASD = 180° — < CSB = < SBG (3)
Uzmemo li sinuse ova dva kuta, dobit ¢emo
BD _AG.  AD_BH
BS T AS’ AS — BS
il :
BD AS _, AD BS _,
BS wiG 4S8 BH‘—
a odavde, pomnoZivsi lijeve i desne strane ovih jedn.
BD g A 1
AQ ' BH

ili ' AG voBH = @b RD
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Prema (1) moZemo to pisati |
| AG + BH = (s—a) (s—b)
Dalje je (iz sl. 1.)

o -C_ G SN
v
Dakle opet mnoZeli lijeve i desne strane

.» C __AG BH__(s=a)is —&)
S kC CBE 4

No kako je
a = (s—c) + (s—b), b = (s—c) + (s—a)

dobit ¢emo |
ab = s (s—c) + (s—a) (s—b)

pa stoga (4) moZemo pisati ovako:

Gz (s—a) (s—b)
MM = B0t —a =0 ()
ali je isto tako _
| sint € 28 - SE* (6)
2 SC?* CE*+ SE®

Uzmemo 1i sada reciprone vrijednosti desnih strana jedn.
(5) 1 (6) i to izjednacimo, dobit cemo

GE® B B Sk
SE?  (s—a){(s—0b)
No CE = s—c, SE =r

pa imamo

(s—c)P : r2 = s (s—c) : (s—a) (s—b)

ili :
(s—c) : r2 = s : (s—a) (s—b).
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Odavde imamo
r2s = (s—a) (s—>b) (s—c)
ili mnoZedi sa s i vadedi korijen
rs = V's (s—a) (s—b) (s—c)

Odakle dobijemo polumjer r'upisanog kruga.
Posto iz slike vidimo, da je povrSina trokuta

b |
~%+%+%:%M+Hﬂ:%~%=bs (8)
to iz (7) i (8) izlazi da je
| = |/ s (s—a) (s—b) (s—c)

Dakle smo dobili Heronovu formulu za povrSinu trokuta.

(Iz »MatematiCki rad BoSkovi¢ev«. Rad. J. A. knj. 181, str.
119—126).

Dr. Viadimir Varicak

MASCHERONIJEVE KONSTRUKCIJE U. VEZI S PRAVILNIM
MNOGOKUTIMA

- Kod izvodenja geometrijskih konstrukcija sluZimo se
obifno ravnalom i S$estilom, To je nastavak stare gréke
tradicije, '

Tokom razvitka matematike u nekoliko navrata su mate.
maticari raznih naroda ispitivali moguénost izvodenja geome-
trijskih konstrukcija ili samo pomoéu ravnala s jednim upo-

- rabljivim bridom, ili samo pomoéu 3estila. S konstruktivnog
gledista je ovaj potonji slufaj vrlo inferesantan, jer je Sestilo
savrienija sprava od ravnala. Moguénost izvodenja geome-
trijskih konstrukcija same pomodéu ravnala s jednim bridom,
ispitivao je medu prvima S$vicarski matematitar Lambert.
Istim problemom mnogo su se bavili i francuski matematiari
Brianchon, Carnot i Poncelet, Narolito se mnogo
bavio tim problemom 3$vicarski matematiar Steiner.
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Geometriju Sestila, t. j. izvodenje geometrijskih kon-
strukcija samo pomocéu S3Sestila, razvio je i ispitivao medu
prvima talijanski matemati¢ar Mascheror i, koji je svoja
istra¥ivanja izdao u knjizi: »Geometria def compasso« g.
1797. Njegov je najvaZniji predmet istraZivanja dijeljenje
kruznice na jednake dijelove. On iznosi osim toga cijeli niz
elegantnih rjeSenja zadaéa iz raznih podrutja geometrije.

Poznato je, da je matemati¢ar F. Gaus g. 1796. doka-
zao, da se svaki pravilan mnogokut sa 2m, (20 + 1) stranica,
gdje su m i n cijeli brojevi, a 2n + 1 prost broj, mogu
konstruirati pomoéu ravnala i Sestila. Stranica takovog mno-
gokuta moZe se odrediti kao funkcija polumjera opisane
kruZnice, sluzeéi se kod toga odredivanja samo s Cetiri osnov-
ne operacije i operacijom vadenja drugog korijena. Prema
tome mogu se, prema navedenoj formuli, konstruirati pomoéu
ravnala i Sestila slijede¢i pravilni mnogokuti: trokut (m =0,
n = 1), kvadrat (m == 1, n = 0), peterokut (m = 0, n = 2),
Sesterokut (m = 1, n = 1), osmerckut (m = 3, n = 0),
deseterokut (m = 1, n = 2), dvanaesterokut (m = 2, n = 1),
i t. d, a ne mogu sedmerokut, deveterokut, jedanaesterokut,
trinaesterokut i t .d., niti im se njihova stranica moZe na
gore spomenuti nadin prikazati kao funkcija polumjera opi-
sane kruZnice.

Matemati¢ar Mascheroni je pokazao, kako se mogu
odrediti pravilni mnogokuti sluZeéi se samo Sestilom. Mi
¢emo u ovome prikazu iznijeti Mascheronijeve konstrukcije, .
kojima se odreduju vrhovi za neke pravilne mnogokute, ako
im je zadan polumjer opisane kruZnice, ili ako im je zadana
stranica. '

Radi boljeg razumijevanja Mascheronijevih konstrukcija
donosimo tabelarni pregled, u kojem je prikazana stranica
svakog od spomenutih pravilnih mnogokuta kao funkcija
polumjera opisane KruZnice, a polumjer opis. kruZnice kao
funkcija stranice. Zatim su prikazane dijagonale, poredane
po velidini, kao funkcije polumjera opisane kruZnice, «

(S time u vezi usporedi Mihleti¢-Skarica: Nauk o prostoru

1927, strana 69, 70 i 73. Provjeri izraze unesene u tabelu!).
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I. Istostrani trokut.

a) Zadano: r = AS. |
Istostrani trokut odredit ¢emo tako, da kruZnicu k, koja je
opisana oko tatke S s polumjerom r, podijelimo Sestilom na Sest

jednakih dijelova. Svako drugo od tako dobivenih djelidta pred-.
stavlja po jedan vrh traZenog trokuta. (Poznata konstmkcija).“

b) Zadano: a = AS .
Istostrani trokut odredit ¢emo tako, da treé¢i vrh odredimo

kao pres;ek lukova, koji su povudeni oko tataka A i S s polu-,
£ mjerom 2. (Poznata konstruk-

cija).

1I. Kvadrat.

a) Zadano: r = AS.

Nacrtat cemo oko tatke S
kruZnicu k s polumjerom r=AS.
Prenesimo polumjer r polevsi
od tatke A tri puta po perife-
riji kruZnice k. Dobit ¢emo tako
lukove AB, BC i CD. Zatim oko
tataka A i B opiS§imo lukove

s polumjerom AC, koji se sijeku’
u tacki E. Tada duZina SE odreduje stranicu traZenog kvadrata.
(Slika 1). |

Dokaz:

AC je stranica istostranog trokuta, koji je upisan u kruinicu;
k, dakle je AC = r /3. (Vidi tabelu) Iz pravokutnog trokuta
SDE Sil]6dl SE?= DE?— DS?= (r]/3)3— 2 li SE = rl/z '
ato . je “stranica kvadrata. (Vidi tabelu) |
b) Zadano: a = AS.
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Opisimo oko tatke S kruZnicu k, koja prolazi tackom A.
Odredimo onda tatku E kako je to bilo receno u II, a). Oko tacke
S opisimo luk kroz tacku E, koji ¢e u tatki G sjeéi luk opisan

oko tatke A s polumjerom AS. Na koncu iz tacke A s polumje-

~rom SE povufemo luk, koji sije¢e kruZnicu k u tacki F. Tada .
tatke A, S, F, G odreduju trazeni kvadrat. (Slika 2.) ‘

Dokaz:

Znademo, da je prema H, a) SE = a}/2, dakle je isto tako
AF ='SG = a}/2, a to znaé¢i da.su AF i SG dijagonale tra¥enog
kvadrata.

I, Pravilan peterokut

a) Zadano r = AS.

Oko tatke S opisat ¢emo kruZnicu k, koja prolazi tactkom A.
Od tacke A prenijet ¢emo polumjer r na obje strane i tako od-
rediti tacke B i B’. Tatku E odredit ¢emo onako, kako je to udi-

njeno u II, 2). Tada ¢emo opisati luk s polumjerom SE oko tacke
B i tatke B/, ta dva luka neka se sijeku u talki G, Onda ¢emo iz
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tatke A opisati luk s polumjerom SE i odrediti na kruZnici k
tatku F. Tada je SG stranica pravilnog deseterokuta, a FG stra-
nica pravilnog peterokuta, koji se mogu upisati u kruznicu k.
(Slika 3.) :

Dokaz:

Neka je H polovidte duZine AS, tada je BH =%V§. Prema
I, a) je SE = BG = r}/2. |

Iz pravokutnog trokuta HGB slijedi: HG® = BG? — BH? il
HG==-V'5. |

Prema tome je SG = HG — HS ili SG =%(V_5 — 15 4
to je stranica pravilnog deseterokuta, koji se moZe upisati u
kruZnicu k. |

Iz pravokutnog trokuta SGF slijedi: FG? = F§® - SG? ili

FG = 2L . |/10—2)/5, ato je stranica pravilnog peterokuta,

koji se moZe upisati u kruznicu k.
b)'Zadano: a = AS.

Oko tatke S opiSimo kruZnicu k s polumjerom AS. Odredit
¢emo zatim tacku G kako smo to pokazali u 1ll, a). Iz tadaka A

i S opidimo lukove I i I s polumjerom AG, koji neka se sijeku u
tatki N, a kod toga luk I sijefe kruZnicu k u tatki M. Povutemo
li luk m oko tatke A s polumjerom AS, sjeéi ée luk I u tacki L.
Tatke A, S. M, N, L odreduju trazeni pravilni peterokut. (Sl. 4.)
Dokaz:
Prema llI, a) je SG =% -TV5—1). Zato je AG = AS -+
4+ SG = %(V§+ 1), a to je dijagonala pravilnog poterokuta sa
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stranicom a. Buduéi da je AM = AN = SL = SN = AG, kon-
strukcija je ispravna.

IV. Pravilan Sesterokut.

a) Zadano: r = AS.

Oko tatke S opiSemo kruZnicu s polumjerom r. Podevsi od
talke A prenijet ¢emo polumjer r Sest puta po kruznici. Tako

dobivene tactke su vrhovi traZenog pravilnog Sesterokuta. (Po-
znata konstrukcija) :

b) Zadano: a = AS.

Oko tatke A i S opiSemo luk s polumjerom AS, tada se ta
dva luka sijeku u tacki O, u srediStu kruZnice, koja se moZe opi-
sati oko traZenog prav. Sesterokuta. Daljnji postupak kao pod
a). (Poznata konstrukcija) '

V. Pravilan osmerokut.
a) Zadano: r = AS.

Opisimo oko tatke S kruZnicu k s polumjerom AS. Odre-
dimo onda tacku E kako je to pokazano u ll, g). Tada iz tatke E
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opiSimo luk polumiera r, koji neka sijede kruZnicu k u talki H. |

DuZina AH je stranica traZenog prav. osmerokuta. (Slika 5.)

Dokaz:

Buduéi da je SE = r}/2, SH = EH = r, to je trokut SEH
istokrafan i pravokutan. To znaci da je kut ESH = 459, dakle i
kut ASH = 45° a otuda slijedi da je s tatkama A i H odreden
luk, koji pripada stranici traZenog pravilnog osmerokuta.

b) Zadano: a = AS.

Oko tadaka A i S opiSimo kruZnice k i k” s polumjerom a,
koje se sijeku u tatkama B i B’. Odredit ¢emo zatim tacke E i E’
s Obzirom na kruZnice k i k¥’ kako je to pokazano u Il, a). Tatka

E, odnosno E’ leZi na luku /, odnosno I, koji je opisan oko tatke
D, odnosno D’ s polumjerom al/3. Oko tataka E i £’ opiSimo
kruZnice m i m’ s polumjerom a. Presjek kruZnice m s kruZni-
com k, a kruZnice m’ s kruZnicom k’ odreduju dva od traZenih
vrhova, tatke K i K’. Nadalje ¢emo oko tataka E i E” opisati s
polumjerom al/3 lukove n i n’, koji prolaze tatkom A, odnosno
tatkom S. Presjek luka n” s lukom 1, te presjek luka n s lukom V
odreduju tacke L i L', koje sadinjavaju jo3 jedan par traZenih
vrhova. Napokon oko tataka E i E’ opisat ¢emo s polumjerom
al/2 lukove p i p’, koji prolaze tatkom A, odnosno tatkom S.
Presjek luka p’ s kruZnicom m, te presjek luka p s kruZnicom m’
odreduju tacke H i H', koje sacinjavaju posljednji par traZenih

vrhova, a time je ujedno taj pravilni osmerokut potpuno odre-
den. (Slika 6.)

Dokaz:

Buduéi da je E'H = al/2, tatka H leZi na pravcu SE. Zato
Je SH = SE + EH = a ("[72' + 1), a to znati da je SH dijago-
nala traZenog mnogokuta. S istog razloga je AH’ paralelna dija-
gonala. Prema tome su tatke H i H’ vrhovi traZzenog mnogokuta.
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Buduc¢i da je SE = al]/2, a EK = KS = a, to je trokut EKS
istokratan i pravokutan, a to znadi da je kut ESK = 459 Otuda
slijedi, da je tatka K vrh traZzenog mnogokuta, a s istih razloga
i tatka K'.

Jo$ nam treba ispitati, dali su tatke L i L’ vrhovi traZenog
mnogokuta. Oznafimo s X vrh traZzenog mnogokuta, koji sa
tatkom K odreduje stranicu KX. Neka produZenje te stranice

Sl. 6.

KX sijete produZenje stranice AS u tacki X’, a spojnica tafaka
E i E' neka sijeCe stranicu KX u tacki X”. Iz pravokutnog tro-

Ty . &
kuta DXX' slijedi: DX?= DX?+4 X'X?== (a_al/zz ) +

______ .
(a—l—azéz--) ili DX =a)/3. Iz pravokutnog trokuta E'X"X

M. Sevdié: Matematiéka é&itanka 7
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L i
slijedi: EX? = XX+ XE"? = (a—a@) +(a+aK—,i—)2

ili EX=al/3- Otuda slijedi da je DX = EX=a}/3. No iz
konstrukcije tatke L slijedi, da je DL—=EL—=al/3, a to je
samo tako moguce, da je X =L, tj. tatka L je jedan od vrhova
trazenog mnogokuta. Analogno bismo dokazali da je tatka L’
isto tako jedan od traZenih
vrhova, a time je iznesena
konstrukcija potpuno doka-
zana,

VI. Pravilan deseterokut.

a) Zadano: r = AS.
Konstrukcija stranice pra-

vilnog deseterokuta iznesena
je u I, a), (slika 3.)

b) Zadano: a = AS.

OpiS§imo oko tatke S
KruZnicu k s polumjerom a.
Odredimo kao u IlI, a) tafku

Sk 7. G. Zatim iz tataka A i S opi-
= Simo lukove s polumjerom
AG, pa neka se ti lukovi sijeku u totki O, onda ta tofka pred-
stavlja srediSte opisane KruZnice oko traZenog pravilnog dese-
terokuta. Prema tome je daljnje odredivanje njegovih vrhova
omoguceno prenoSenjem duZine a, po periferiji tog kruga.
(Slika 7)

Dokaz:

Buduéi da je A—G—==%- (/5 +1) prema 1lI, b), to je

o
2
deseterokutu.

40 == - (/5 +1), a to je polumjer opisane kruZnice pravil.
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VII. Pravilan dvanaesterokut.
a) Zadano: r = AS. |
OpiSimo oko totke S kruZnicu k s polumjerom r. Odredimo

zatim tatku E kao u II, a). OpiSimo onda luk s polumjerom SE
oko tocke ‘A, koji ¢e sjeci kru-
Znicu k u tacki F. Oko tatke F
opiS§imo luk s polumjerom r,
koji €e sje€i kruZnicu k u tacki
K. Tada tatke A i K odreduju
stranicu traZenog mnogokuta.
(Slika 8)

Dokaz:

Buduéi da je AF = a /2
to je kut ASF = 90° Kut
FSK = 609, dakle je kut ASK =
= ASF — FSK = 300, a to je i
ba§ srediSnji kut, koji pripada
stranici pravilnog dvanaesterokuta,

Lav Rajéic

PROBLEM PARKETIRANJA

U $piljama, koje je prije mnogo desetaka tisuca godina na-
stavao pracovjek, moZe se Cesto nai¢i na crteZze urezane u ka-
mene stijene. Ti primitivni crteZi pretstavljaju obi¢no ili doga-
daje iz svakidaSnjeg Zivota pracfovjeka, ili neke zivotinje kao
mamute, divlja goveda, medvjeda i slicno. Ve¢ u ta pradavna
vremena opaZa se potreba ovjeka, da prostorije u kojima bo-
ravi budu ne samo udobne nego i lijepe. Dakako da se sa po-
stepenim druStvenim napretkom a time i razvojem Covjelje
kulture i ta potreba za lijepim sve viSe zapaZa. Od primitivnih
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crteza urezanih u kamen iz davnih predhistorijskih vremena po-
stepeno nastaju skladni crteZi i lijepe slike, kojima je Covjek
ukraSavao svoje nastambe i hramove svojih bogova. I sada ti
crtezi predocuju kadgod predmete ili dogadaje iz prirode. Ali
kadgod se oni na neki nacin ritmi¢ki pojednostavnjuju, figure se
periodi¢ki ponavljaju, poprimaju geometrijske oblike sa mnogo
simetrija i pokazuju takvu pravilnost, kakvu u prirodi rijetko
kada susre¢emo. Tako je pomalo od slobodnih crte?a nastao
ornament. No stvaralac takvih ornamenata morao je sa estet-
skim ukusom da sjedini i stanovito makar i jednostavno geo-
metrijsko znanje.

Kod starih kulturnih naroda isti¢u se osobito egipatske
gradevine bogatom ornamentikom. Od Egipéana su taj smisao
za ornamente naslijedili Arapi, ali oni su ga joS i dalje usa-
vi8ili, o femu nam svjedole arabeske na divnim arapskim gra-
devinama iz srednjeg vijeka. Sa propaS¢u arapske drZave a
zatim i kulture pada i vaZnost ornamenata kod ukraSivanja
gradevina, pa i danasnji rijetki ornamenti u vecini slucajeva su
kopije onih iz starog i srednjeg vijeka.

TeZnja da se zidovi i podovi gradevina pravilno ukrase
geometrijskim figurama stvorila je i problem parketiranja, t. j.
problem, kako se moZe ravnina razdijeliti na poligone, koji bi
ie potpuno i jednostruko prekrivali, ali uz neke odredene
uvjete, koji traZe stanovite pravilnosti s obzirom na oblik, vrstu
i poredaj poligona.

‘Dakako da moZemo zamisliti vrlo razli¢ite geometrijske
uvjete, kojima bi takvo »parketiranje« moralo zadovoljavati, pa
¢e stoga tu biti zapravo mnogo razliitih problema, a time ofito
i razli¢itih rjedenja. |

Mi éemo pokazati, kako se takav problem moZe postaviti
i kako se na jednostavan nacin mogu naéi moguca rjeSenja,
koja zadovoljavaju postavljenim uvjetima. |

U tu svrhu moramo najprije dati neke definicije; onu totku
ravnine, u kojoj se kod neke razdiobe na poligone sastaju
vrhovi susjednih poligona, zvat ¢emo »CvoriStem«. Ako su svi
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kKutovi, koji se u jednom ¢&voristu sastaju, -medusobno - jednaki
zvat ¢emo to Cvoriste »pravilnim«. Osim toga ¢emo reci da su
dva ¢voriSta sukladna, ako je slijed kutova, koji se u njemu sa-
staju isti, t. j. ako su dva po dva kuta u oba &vori$ta medusobno
jednaka i ako su oni oko &vorista poredani istim ili obrnutim
redom. - , | \
Postavljamo sada zadatak: naéi sve mogucée razdiobe rav-
nine u pravilne poligone, koji mogu imati razli¢iti broj stra-
nica, no sve stranice neka su medusobno jednake, a sva &vo-
riSta neka su medusobno sukladna. Na lijevoj polovici priloZene
slike predolene su dvije poligonske razdiobe ravnine, koje za-
dovoljavaju ovim uvjetima.

L5 VS VA WASWAE!

Da dodemo do svih moguéih. r'.je§enja postavljenog zadatka
nami¢e nam se kao prvi uvjet — koji svakako mora kod mo-
guce razdiobe ravnine biti ispunjen —- taj, da zbroj svih ku-
tova, koji se sastaju u jednom CvoriStu, iznosi 360°.
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Znamo da zbroj kutova u trokutu iznosi 180°. No svaki
n-terokut moZemo razdijeliti na n—2 trokuta i to tako, da iz
jednog njegovog vrha povufemo sve dijagonale. Odatle odmah
slijedi ve¢ poznata &injenica, da zbroj kutova u svakom n-tero-
kutu iznosi (n-—2) - 180° pa ¢e prema tome jedan kut pra-
vilnog n-terokuta iznositi (n—2) - 180°,

n

Uzmimo sada najprije slufaj naSeg zadatka, gdje su svi po-
ligoni jednakog broja stranica, pa neka se dakle u svakom ¢&vo-
riStu sastane po k n-terokuta, tada mozemo gore postavljeni
uvjet izraziti jednadZbom

n—2)-180°
= =

! 3600

Skratimo li ovu jednadzbu sa 7809 a zatim jo§ sa 2 k, to

c¢emo nakon male preinake dobiti jednadzbu

1 1 1

Tt T2
Dakle smo kao nuZni uvjet, koji mora biti ispunjen za moguc-
nost rjeSenja postavljenog zadatka, dobili jednu diofantsku*
jednadzbu, t. j. jednadZbu, kojoj se traze rjeSenja samo u cije-
lim brojevima.

Iz prirode samog zadatka slijedi da mora biti k = 3in = 3,
jer se u jednom &voridtu ne moZe sastati manje od tri poligona,
niti moZe poligon imati manje od tri strane.

Stavimo li pokuSavajuéi u gornju jednadzbu za n redom
vrijednosti 3, 4, 5, 6, 7,..., to éemo za k dobiti redom 6, 4, 33,

3, 2¢... Prema tome nal3a diofantska jednadzba ima uz gore
spomenute uvjete samo ova tri rjeSenja: |
nl3lal6
k | 6|43

* Diofant, gr&ki matematifar, Zivio u Aleksandriji u 3. st. n. e.
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Ova nam rjeSenja kazuju veé poznatu <injenicu, da se rav-
nina dade razdijeliti na istostrane trokute, na kvadrate i na pra-
vilne 3esterokute i to tako, da ih se u jednom &voridtu sastane
po Sest, po Cetiri odnosno po tri, ali da su to ujedno jedine mo-
guénosti razdiobe ravnine na istovrsne pravilne poligone. (Vidi
stranu 147.).

Ovi slufajevi razdiobe ravnine bili su poznati veé u $koli
Pitagorinoj.

Promotrimo sada slufaj naSeg zadatka gdje dolazi vise
vrsta poligona. Bududi da zbroj od po jednog kuta pravilnog tro-
kuta, Cetverokuta, peterokuta i 3esterokuta veé iznosi 378° —
dakle premaSuje 360° — to je olito da u jednoj takvoj razdiobi
ravnine ne moZe biti viSe od tri razli¢ite vrste poligona.

Uzmimo najprije slutaj gdje u razdiobi ravnine dolaze dvije
razlitite vrste poligona, pa neka se dakle u.svakom cvoriStu sa-
stane po k1 m-terokuta i ke ne-terokuta. Tada moZemo zakljuditi
sli¢tno ‘kao i prije, da mora vrijediti jednadzba:

(, — 2) - 180° (1 — 2) - 180°
s + ks s

Ky - = 360°.

Skratimo li ovu jednadZbu sa 360° to dobivamo nakon ma-
log pojednostavljenja

afh - Dbl D

Ova nam diofantska jednadZzba daje nuZni uvjet za moguc-
nost rjeSenja postavljenog zadatka u tom sludaju. Dakako da
i sada moZemo — slino kao i prije — zakljuliti, da mora biti

ki + ke =3; m = 3; na = 3.

U slu¢aju da u razdiobi dolaze tni vrste poligona od kojih se

u svakom <&voriStu sastaje po ki1 m-terokuta, po k2 ne-terokuta

i po ks ns-terokuta, dobili bismo na isti nafin kao uvjetnu jed-
nadzbu:

1 1 1 1 s
bz ) ez -)+ez-a) ="
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no pri tom mora i opet biti
kh+k+tk=3m=3nmn=3nm=3

I sada moZemo kao i prije do rjeSenja ovih diofantskih jed-
nadzbi dod¢i pokuSavanjem. Samo moramo pri tom dobro paziti
i postupati tako da ne previdimo ni jedno moguce rjeSenje, koje
zadovoljava naSim uvjetima. Uzmimo kada dolaze u razdiobi
ravnine dvije vrste poligona. Tada moZemo ve¢ unaprijed zaklju-
Citi da mora biti k1 + k2 < 6, jer bi Sest pravilnih poligona
moglo stati oko jednog ¢&voriSta samo u slucaju kad bi svi bili
trokuti. Prema tome za brojeve ki i k2 postoji samo ovih devet
mogucnosti:

kl1]2]1]2]3|1]2]3]|4
kl2)1]3]2]|1]4]3]2]1

Za svaku od ovih moguénosti moramo napose potraZziti sva
moguéa rjeSenja naSe jednadzbe. Uzmimo na pr. slucaj k1 =1,
k: = 2. Uvrstimo li te vrijednosti u jednadZbu, pa ju joS malo
uredimo, to dobivamo

ny Iy

Stavljamo li sada za n2 redom vrijednosti 3, 4, 5,..., to ¢emo
dobiti ovaj niz rjeSenja

m|3|4|5|6|7|8]|9]10/11]12]. ..

14| A |18110|22
-6)00'10’6 3 41? ?'T‘SI A
Dakako vidimo i opet, da samo neka od tih rjeSenja zadovolja-
vaju na$im uvjetima,

Na posve slitni nalin moZemo ispitati i preostalih osam
moguénosti, a onda analogno i u slu¢ajevima gdje dolaze po tri
vrste poligona. Sva rjeSenja, koja ujedno zadovoljavaju svima
postavljenim uvjetima dana su u ovoj tablici:

n,
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Vidimo dakle, da nam
naSe diofantske jednadibe,
daju u svemu 17 rjeSenja.
Ne moZemo unaprijed ofe-
. _ kivati, da ce svako od tih
| ' rieSenja dati jednu mogu-

' ' ¢u razdiobu ravnine u pra-
vilne poligone, jer su po-
stavljeni nuZni uvjeti tra-
zili samo, da zbroj svih
kutova oko jednog ¢vori-
Sta iznosi 360°. 1 doista,
uzmemo li slijed poligona,
nafinjen prema kojemgod
rjeSenju iz gornje tablice,
to ¢éemo opaziti da te poli-
gone moZemo u ravnini
poredati oko jedne tocCke
— ¢&voriSta — tako, da svi
kutovi oko te tocke .ispu-
njaju puni kut. No poku-
Samo li sada, poSavii od
: tog poletnog Cvorista, na-
staviti poplolivanje ravnine izgradujuéi postepeno susjedna
CvoriSta, tako da budu sva medusobno sukladna, to ¢éemo u
viSe slufajeva opaziti nakon par koraka da daljnje poplo-
Civanje ravnine nije mogucCe. Tako na pr. vel Sesto rje-
Senje iz gornje tablice t. j. dva peterokuta i jedan desetorokut
ili — kako éemo krade pisati slijed (5, 5, 10) ne daje moguce po-
plocenje, jer se niti sva ¢voriSta oko jednog peterokuta ne daju
na taj nadin izgraditi. Ipak ima u svemu 17 sljedova poligona,
nalinjenih prema rjeSenjima iz naSe tablice, koji daju moguce
ravnine, a to su ovi: (3, 3, 3, 3, 3, 3); (4, 4, 4, 4); (6, 6, 6);
(3, 12, 12); 4, 8, 8); (3, 6, 3, 6); (3, 3, 3, 3, 6); (3, 3, 4, 3, 4);
(3, 3,3,4,4); 4,6, 12) i (3, 4, 6, 4). Crtezi razdioba ravnine za

s
e |
(]
&
=
-]
S

42
24
18
15
12
20
12

Ccloo|l a3

bk | pend | ek | ek | ek | ek | ek

wlw|wa|(s|lw|lwlw| w|lw|w|lw ales|lw|o|&|wyp 2.
bt | DO | vt | b | ot | gk | o | e ] Q| e | B DY | e | Q)] | D
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sljedove (3, 3, 3, 3, 6) i (3, 4, 6, 4) nalaze se na lijevoj polovini
priloZene slike. Preostalih devet neka pokuSa c¢italac sam na-
crtati.

Veé smo prije istakli, da se problem parketiranja moZe na
viSe nadina postaviti stavljajuéi razlidite uvjete pravilnosti. Pro-
motrit ¢emo ovdje jo$ jedan takav slu¢aj. U prvom smo sluéaju
stavili kao uvjet pravilnost svih poligona i sukladnost svih tvo-
riSte. Uzmimo sada obratno, i potrazZimo one razdiobe ravnine,
kod kojih su sva Cvoris§ta pravilna, ali ne moraju biti medu-
sobno sukladna, dok za poligone necemo traziti pravilnosti, ali
trazimo da budu svi medusobno sukladni i da im se kruZnica
dade upisati, t. j. da svi budu tangentni poligoni. Crtezi raz-
dioba ravnine, koje bi zadovoljavale ovim uvjetima nalaze se
na desnoj polovici priloZene slike. I za ovako postavljeni za-
datak mogli bismo slitno kao i u proSlom sludaju postaviti
nuzne uvjete u obliku diofantskih jednadZbi. No taj posao moze-
mo sada pojednostavniti i konstruirati sva rjeSenja tako postav-
ljenog zadatka iz slika prvog problema, Ucrtajmo u te slike
okomice, koje su iz srediSta poligonu upisanih kruznica spustene
na sve njegove stranice. U¢inimo li to za svaki poligon, to ce
sve tako konstruirane duZine &initi novu razdiobu ravnine, koja
¢e zadovoljavati uvjetima drugoga problema. Izvedemo li s tom
razdiobom ravnine i opet istu konstrukciju, to éemo ponovno
dobiti sliku razdiobe iz prvog problema od koje smo posli.

Po dva takova crteZa iz prvog i drugog problema nalaze se
na priloZenoj slici jedan pored drugoga.

Pokazali smo, kako se mogu lako uz primjenu posve jedno-
stavnih matematskih sredstava rijesSiti dva najjednostavnija slu-
€aja problema parketiranja, no to je tek maleni poletak jednog
dugog niza pitanja, koja bismo ovdje mogli postaviti. Dakako,
kad bismo u sudtinu samog problema u njegovoj opéenitosti
malo dublje zadli, tada to viSe ne bi bilo tako lako i ne bi se
~ «dalo rjeSiti onim sredstvima, kojima za sada raspolazemo.

Dr Stanko Bilinski



IV.
1Z ANALITICKE GEOMETRUE

GETALDICEVA KONSTRUKCIJA PARABOLE

U Getaldi¢evom djelu »Nonnullae propositiones de para-
bola« (Rim 1603.) glasi zadatak »Parabolam ad con-
structionem speculi ad propositum interval-
lum comburentis in plano describere« (Probl
II; propos. 7), dakle: nacrtati u ravnini parabolu za kon-
strukciju zrcala, koje upaljuje u zadanom intervalu., Ovdje
¢emo iznijeti tu konstrukciju. Ako bismo u relaciji

AQ . AF = KF?,
koju je dobio Getaldié, stavili

AQ = 2p; AF = x; KF = vy,

presla bi ona u
y* = 2px,

a to je poznata jednadZba parabole. Upravo je Cudo, da Ge-
taldi¢ nije opazio tu opcéenitu relaciju za sve parabole pisanu
u analititkom obliku, kada je i onako njegovo glavno nasto-
janje bilo, da geometrijske postupke proSiri na sve parabole.

Ovdje treba narolito podvuéi, da je slijedeca Getaldi-
¢eva konstrukcija parabole izvedena bez direktrise, a sam
dokaz je bez sumnje originalan.

Zadani interval neka bude AB, koji ée se produZiti preko
A, a prema potrebi i preko B. Nad A uzet ée se koliko god to-
¢aka C, D, E (sl. 1); §to ih je viSe i §to su blize jedna drugoj, to
¢e toénija biti parabola. Isto ¢e se toliko totaka F, G, H uzeti
ispod A, tako da je AF = AC, AG = AD, AH = AE; kroz
F, G, H povuéi ¢e se na AB normale KL, MN, OP, a iz centra B
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s polumjerima BC, BD, BE opisati kruznice, koje ¢e te normale
sje¢i u totkama K, L, M, N, O, P; kroz te ¢e se to¢ke povudi li-
nija, koja se proteZe jednolino, a ne &ni nigdje grbavosti ni
kutova; ta savijena linijja OMKALNP jeste parabola, koja (e,
ako opisuje povriinu konkavnog zrcala, sve sunfane zrake, koje

o
ge®l
==\

P
X,

/

SL L

dolaze na zrcalo tako, da su ekvidistantne od osi, odraziti kroz B
Prenese 1i se dakle AQ, t. j. &etverostruka duZina od AB, pa se
povule KB, bit ¢e poradi
BC = BK ujedno BC? = BK?
pa kako je
KB? = KF2 + FB? (1)
a ujedno (Eucl. Elem. II, 8):
4-AF - AB + BF?2 = (AB + AF)? = B(C?,
imat ¢emo iz (1) '
4- AF - AB = KF?,
Kako je pak
' AQ = 4-AB
bit ce
AQ-AF = 4+ AB: AF
a zato
AQ - AF = KF2,
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Tockom K Ce dakle prolaziti parabola, kojoj je vrh A, os AB,
a AQ latus rectum. Istim ¢emo postupkom pokazati, da
ta parabola prolazi i ostalim to¢kama O, M, L, N, P.

Ako dakle pomenuta parabola opisuje povrSinu konkavnog
zrcala oko Cvrste osi AB, odrazit ¢e se sve sunfane zrake, koje
upadaju u zrcalo, a svaka je ekvidistantna s osi, kroz totku B,
kako se to dokazalo u predaSnjem teoremu, jer je

4-AB = AQ

za parabolu, koja opisuje zrcalo.
U ravnini je dakle opisana parabola za konstrukciju zrcala,
koje upaljuje u zadanom intervalu AB, Sto se imalo pokazati.

(Iz »Spis Marina Getaldiéa Dubrovéanina o paraboli i pa-
raboli¢nim zrcalima«. Rad J. A. Z.; 223, 1920.).

Dr Juraj Majcen

DESCARTES-ovo IZVODENJE JEDNADZBE HIPERBOLE

Pravim osnivatem analititke geometrije smatra se danas
Rene Descartes (ili latinsko ime Renatus Cartesius) koji je
roden 31. marta 1596, u La Hayeu u Tourainu u jednoj bre-
tanjskoj porodici. On ne samo da je poznat kao matematicar
nego i kao filozof (»otac francuske filozofije«).
U jezuitskoj 3koli, gdje je bio odgajan, pokazivao je veliku
samostalnost i oStroumlje. Nakon mnogih putovanja i ule-
stvovanja u. ratovima nastanio se u Holandiji, gdje se po-
svetio samo svome studiju filozofije, matematike i dr. nauka.
Najposlije odlazi u Stokholm, ali doskora umire 11. II. 1650.
Tijelo mu je poslije prenijeto u Francusku. Sam Descartes
je svoje rezultate u podrulju ¢&iste filozofije pretpostavljao
rezultatima dobivenim u matematici. Za nas je od vaZnosti
njegova »Géométrie«, koja je izaSla 1637. god. i u kojoj je
on dao prve i osnovne pojmove analititke geometrije u rav-
nini. U njoj je on pored toga nabacio i misao analititke
geometrije u prostoru, Ipak on ne daje sistematski analiticku
geometriju onako, kako se to radi u danadnjim udZbenicima.
On ne polazi od pravca da bi preko kruga dospio sve do
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presjeka sto3ca, nego se vife bavi samim bi¢em nove metode
dajuéi njenu primjenu i na komplikovanim primjerims. Ovdje
¢emo vidjeti, kako on izvodi analititki jednadzbu jedncg
geometrijskog mjesta, da bi na koncu kazao, da je to hiper-
bola.

Mogao bih ovdje dati vife drugih sredstava da se nacrta i
istraZzi beskonalni niz krivulja, koje postaju uvijek za jedan
stepen sloZenije; ali da bi se mogle u izvjesne vrste razdijeliti
sve one, koje uopée u prirodi dolaze, najbolje je, ako se istakne
da nuZno mora postojati odnos izmedu toaka onih krivulja,
koje valja oznaliti kao geometrijske, t. j. onih, koje su pri-
stupalne tolnoj i odtroj mjeri, i svih tofaka jednog pravca.
Ovaj se odnos dade potpuno predotiti jednom i samo jednom
jednadzbom. Prvoj i najjednostavnijoj vrsti treba - pribrojiti
krivulju, ako ova jednadZba sadrZi samo pravokutnik iz
dviju neodredenih velifina ili kvadrat jedne iste! (k ovoj vrsti
pripadaju samo krug, parabola, hiperbola i elipse). Drugoj vrsti
pripada krivulja, ako se jednadZba u obim neodredenim velidi-
nama (jer su potrebne dvije neodredene velifine, da se predofi
odnos jedne totke prema jednoj drugoj), ili u jednoj od njih
uspinje do trele ili fetvrte dimenzije, trecoj, ako jednadZba sa-
drZi petu ili Sestu dimenziju, i t. d. sve do u beskona&nost.

Treba na pr. odrediti vrstu linije EC (sl. 1.) koju opisuje
presjek ravnala GL sa pravocrtnim dijelom ravnine CNKL? &ija
se stranica KN zami$lja produZena preko C do beskonalnosti,
ako se ovaj dio ravnine tako u ravnini giba, da njegov rub KL
uvijek ostaje na pravcu BA, koji je produZen na obje strane i
time prouzrokuje, da ravnalo GL, koje je spojeno sa dijelom
ravnine tako, da uvijek prolazi tofkom L, opisuje kruino
gibanje oko tofke G.® U tu svrhu izabirem jedan pravac na pr.
AB, da bih mogao dovesti u odnos njegove tocke sa tockama kri-

1 Pod »pravokutnikom dviju veli¢éina« razumije se ovdje njihov
produkt. Misli se dakle na kvadratne jednadZbe. "

2 Pod »pravocrtnim dijelom ravnine CNKL« misli se ovdje ravni lik,
§to ga &ini trokut NKL zajedno sa produZenjem hipotenuze NK, -

8 T. j. pravac GL rotira oko &vrste totke G tako, da uvijek prolazi
vthom L pominog trokuta NKL. .
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vulje EC. Dalje izabirem totku A na AB, od koje kao poletne
totke treba raunati, Kazem, da ovo oboje izabirem, jer je slo-
bodno, da ih se posve po volji uzme. I ako se zgodnim izborom
moZe posti¢i, da jednadZba bude kraa i jednostavnija, to se
ipak lako moZe pokazati, da se za liniju dobije uvijek ista vrsta,
pa ma kakav bio izbor. Neka sada C bude po volji izabrana totka

K
L

G A

SI. 1.

krivulje, na koju zamiSljamo da je namjeSten instrument. 1z C
¢emo povudi liniju CB paralelno prema GA i nazvat ¢emo dvije
neodredene i nepoznate veli¢ine CB i BA, jednu y a drugu x. Da
bih nasao relaciju izmedu ove dvije, promatram i poznate veliine
koje odreduju postanak krivulje, naime GA, koju ¢u naznaliti
sa a, KL sa b i NL paralelno prema GA sa ¢. Tada se NL odnosi
prema LK kao CB prema BK t. j.

c:b=y:BK
odakle je
b
i BL=%y—-b

AL=x+%w—&
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Dalje se CB odnosi prema LB kao AG prema LA, t. j.

y:(%y—b)::a:(x—l——g—y—b)

odakle se mnoZenjem drugog €lana s treéim i prvoga s Cetvrtim

dobije

ili

L y—ab=xy+ Ly —by

cxX
yi=cg——2y+tay—ac

a to je traZena jednadzba, iz koje se vidi, da je linija EC prve
vrste. U stvari to nije nidta drugo nego hiperbola.

O JEDNADZBI PRAVCA 1 HIPERBOLE KOD FERMATA

Jo§ je jedno ime uz koje se veZe otkride analitiCke
geometrije. To je Francuz Pierre de Fermat (1601.—1665.),
veliki teoretiCar brojeva, koji je sasvim samostalno i neza-
visno od Descartesa do$ao do osnovnih misli analiticke geo-
metrije. Sto viSe kod njega je ideja jasnije izraZena, nego li
kod Descartesa. Prioritet medutim pripada Descartesu, {ija
ie »Géométriec iza$la prije, nego li je Fermat publicirao
svoje radove, u kojima je, kako veli, ve¢ davno prije istra-
zZivao tu novu metodu analititke geometrije. Slijedeéi odje-
ljak poti¢e iz rada, koji je pisan na latinskom 1686., a
Stampan 1679. pod naslovom »Ad locos planos et solidos Isa-
goge«. Tu se radi o ravnim i prostornim geometrijsklm mje-
stima. Pod prvim geometrijskim mjestima, o kojima se tu
radi, treba razumjeti pravac i krug, a pod drugim presjeke
sto3ca,

Cim u jednoj zavr3noj jednadzbi dolaze dvije nepoznate
velitine, imamo jedno mjesto,! i krajnja tocka jedne veliCine

1 Pod smjesto« misli se sgeometrijsko mjesto tofaka« t, j. krivulju,
kod koje sve tofke zadovoljavaju jednom te istom odredenom tivjetu,
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opisuje pravac ili krivulju.? Ima samo jedna jedina i jednostavna
prava linija, naprotiv beskonaéno mnogo vrsta krivulja: krug,
parabola, hiperbola, elipsa i t. d.

Ako krajnja toCka nepoznate velifine,? koja opisuje mjesto,
teCe po pravcu ili krugu, tada nastaje ravno mjesto, a ako ona
protie parabolu, hiperbolu ili elipsu, radi se 0 jednom prostor-
nom mjestu; ako ostale krivulje, to se
mjesto zove linearno.’ 1/

JednadZba se moZe zgodno predo- \
¢iti, ako se obje nepoznate veliline \
pod jednim danim kutem (koga obitno \
uzimamo pravim) postave jedna na \
drugu i od jedne se da poloZaj i jedna \
krajnja tofka.* Ako sada ni jedna cd Y
nepoznatih veli¢ina ne prelazi drugu '
potenciju, bit ¢e mjesto ravno ili pro- N Z M
storno®, kao Sto ¢e iz slijede¢eg jasno SI. 1,
izaci.
| NZM neka bude pravac dan po poloZaju (sl. 1), a N Cvrsta
totka na njemu. NZ neka bude nepoznata veli¢ina x, a duZina

2 Ovo se u tekstu malo dalje potanje obja¥njava.

3 Ovom su relenicom definirani pojmovi ravnog, prostornog i linear-
nog mjesta, koje je Fermat preuzeo od starih Grka. Danas ova podjela
krivulja nema nikakvog smisla.

8 1+ Time Fermat uvodi opéenite kosokutne para-

_)’ lelne kordinate i to pomoéu »koordinatnog poteza

’ P OQP«, kako bismo danas rekli (sl. 3.) O koordi-
natnim osima nema ovdje jo§ ni spomena. Od jedne
nepoznate velitine t. j. apscise x = O Q »dan je
polozaj i jedna krajnja tolka« t. j. dana je os
apscisa i na njoj &vrsta totka O, ishodidte koordi-
nata. U drugoj Kkrajnjoj tofki Q »postavljenac je
druga nepoznata veli¢ina t. j. ordinata y + QP
pod danim kutom = — .

5 T. j. linearne i kvadratne jednadibe predoluju samo pravce i Cu-
njosjetice. Dokaz ovog poutka ¢ini predmet cijele ove Fermatove rasprave

M. Sevdié: Matematidka éitanka 8
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ZI, koja je na nju poloZena pod danim kutem NZI, neka bude
druga nepoznata veli¢ina y. Ako je sada

ax = by

tada tofka I opisuje pravac dan po poloZaju.t
Naime postoji
: b:a=x:y.

Stoga je stalan odnos izmedu x i y, a kako je osim toga dan
kut kod Z, poznat je oblik trokuta NIZ, a stoga i kut INZ. Ali
tocka N je dana i pravac NZ poznat po polozaju. Dakle je zadan
poloZzaj od NI i lako je nadiniti sintezu.?

Na ovu jednadZbu moZemo svaku onu svesti, kod koje su
¢lanovi djelomice dani, a djelomice sadrZe nepoznanice x i y
i to bilo da su ove posljednje veli¢ine pomnoZene sa poznatim
ili dolaze jednostavno. “

Neka bude

¢ — ax = by.
Stavimo li
¢ = ad
to ce biti
b:a=(d—x):y
Uzmimo MN = d, to je totka M dana, dakle je MZ = d — x.
Stoga je poznat odnos MZ prema ZI, a buduéi da je kut kod Z

zadan, znamo formu trokuta IZM, i konatno, da je pravac M/
dan po poloZaju. Dakle totka I tefe po pravcu danom po polo-

8 Radi lak8eg razumijevanja posluZili smo se ovdje dana¥njim nadi-
nom pisanja jednadibi i koordinata x, y. Fermat naime opisuje jo§ je-
dnad?be rije¢ima i ne sluZi se znakom jednakosti. Apscisu oznaluje slo-
vom A, a-ordinatu slovom E.

7. T, j. obrnuto, ako je dan pravac, postaviti mu jednadZbu,

8 Time se misli na opcenitu linearnu jednadZbu sa konstantnim
¢lanom.
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Zaju.? Isto se dobije bez poteskocéa za svaku jednadZbu, u kojoj
dolaze ¢lanovi sa veliCinama x ilj y.10
Drugu vrstu takvih jednadzbi ima-

mo, ako je R
Xy = a

U ovom sludaju opisuje totka J

hiperbolu.

Povucimo NR || ZI (sl. 2). Na
NZ uzmimo ma koju tocku, na pr.
M, i iz nje povucimo MO | ZI. Ta-
da pravokutnik NMO uylinimo jed-
nak a Sada c¢e tofkom O izmedu
pravaca NR i NM kao asimptota
biti opisana hiperbola. Ona {¢e biti
dana po poloZaju i prolaziti totkom
I, jer je upravo pravokutnik xy ili NZI*? jednak pravokutniku
NMO.

Dr. 8. Bilinskl

* Mogli bismo dakle reé¢i da Fermat odreduje poloZaj pravca sod-

sjetkom na osi apscisa« NM = d i skoeficijentom smjerac tgoc=—£—.

b
10 Misli se: u prvoj potenciji.
11 T, j. pravokutnik osnovice NM i visine MO.
12 Vidi 11. ‘



V.
IZ DIFERENCIJALNOG I INTEGRALNOG RACUNA

ARHIMEDOVA KVADRATURA PARABOLE

Nzajbujniji procvat matematike u Grékoj pada u 3. stolj.
prije n, e. Najznatniji pretstavnik tog slavnog perioda je naj-
ve¢i matematifar antike Arhimed, Dvije tisuée godina prijs
otkriéa integralnog racuna poSlo je Arhimedu za rukom da
nade kvadraturu parabole sluZeéi se t. zv. »ekshaustionom
metodoms«. Pod tom metodom treba razumjeti ono, $to danas

E

N

A H D v

oznadujemo rijetju integracija i to ne u smislu inverzne
operacije diferenciranja, nego kao granitne vrijednosti jedne
sume. Arhimed je problem ponajprije rijeSio pomocéu nekih
svojih poulfaka iz mehanike, a zatim disto geometrijskim
postupkom. O tome rijeSenju piSe Arhimed matematiaru
Dositeju jedno pismo koje nam je potpuno safuvano. Arhimed
se na poletku pisma poziva na nekoliko poufaka iz Apolo-
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nijevih »presjeka stosca«, kojima ée se kao poznatima poslu-
_zm kod svoga dokaza. To su poulci:

1. Ako se kroz totku B na paraboli povufe pravac BD
(sl. 1) paralelan sa osi i ako je tetiva ADC paralelna tan-
genti u tolki B, onda je AD = DC. Obrnuto, ako je
AD = DC, onda je fetiva ADC paralelna tangenti u B.

2. Ako je CE tangenta parabole u totki C, a E presje-
cidte tangente i pravca BD paralelnog sa osi, onda je
EB = BD.

3. Ako su AD i FG pravci paralelni tangent1 u B,
onda je
BD : BG = AD® : FG:

Poslije ovih poytaka Arhimed daje jednu definiciju, a
dokaz provodi pomocCu jednog niza poulaka. Iz tih poulaka,
koji su u slijedeéem navedeni vidjet ¢emo, ne samo svu
pronalazalku genijalnost Arhimedovu, nego i nedostiZivu
jasnoéu izlaganja ne ba$§ tako jednostavnih misli.

DEFINICIJA. U segmentima ograniéenim tetivom i Kkri-
vuljom nazivamo tetivu bazom, dok visinom zovemo najvecu
okomicu spuStenu sa krivulje na bazu, a to¢ku iz koje spustamo
visinu na bazu zovemo vrh,

POUCAK 18. Ako srediStem baze povudemo
pravac paralelan dijametru (osi), to ¢e nje-
govo presjeciSte s parabolom biti vrh seg-
menta.

Neka bude (sl. 1) ABC segment parabole, Iz sredi§ta AC po-
vufemo paralelu prema dijametru. Kako je BD paralelno dija-
metru i AD = CD, to je jasno, da su paralelni AC i tangenta pa-
rabole u B. Odavde se dobije, da je izmedu svih okomica spuste-
nih sa luka parabole na bazu najveca, ona, koja je spuStena iz
B. Stoga je B vrh segmenta.

POUCAK 19. U paraboliénom segmentu pa-
ralela prema dijametru povudena kroz sre-
di¥te baze je za treéinu veéa od paralele po-
vulene prema dijametru srediStem polubaze.
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Neka bude (sl. 1) ABC segment parabole i neka bude pravac
HF povulen kroz srediSte H duZine AD paralelan prema dijame-
tru. Dalje neka je povufeno FG paralelno sa AC. Tada prema
3.) izlazi, da je

BD : BG = AD? : FG® (1)
Dakle je jasno da vrijedi
BD = %/3 HF.
Mi éemo ovo zaista i izvesti., Relaciju (I) moZemo pisati ovako:
BG FG \2
BD — (AD

ili

BD—HF _ (AD—AH\?
BD " AD )

ili
HF AH\2
1 - 25 = (- 2p)

[zaberemo li AH = 1, bit ¢e AD = 2 . AH = 2 ., Tada je

ili

Odavde je zaista

4
BngHF.

POUCAK 20. UpiSemo li segmentu parabole
trokut sa istom bazom i visinom kao kod
segmenta, onda e ploStina trokuta biti vecda
od polovine plo8§tine paraboli¢nog segmenta.

Neka bude (sl. 1) ABC segment parabole i neka je njemu
upisan trokut ABC, koji ima istu bazu i visinu kao i segment.
Buduéi da trokut sa segmentom ima istu bazu i visinu, to je
nuZzno vrh B trokuta vrh parabolitnog segmenta. Stoga je AC
paralelno tangenti u B. Povucimo kroz B paralelu sa AC i kroz
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A i C paralele Al i CK prema dijametru. One leZe izvan
segmenta. Kako je sada trokut ABC polovina paralelograma
AIKC, to je jasno da je on veéi od polovine segmenta.

DODATAK. Iz ovog dokaza slijedi, da se segmentu para-
bole mozZe upisati jedan poligon tako, da preostali segmenti
budu manji od ma koje dane ploStine. Naime, ako mi sukce-
sivno odbijamo plostinu, koja je prema 20. poucku veéa od
polovine segmenta, onda je jasno, da ¢emo moci preostale plo-
Stine pri ovom smanjivanju dovesti ispod jedne proizvoljne
veli¢ine (Eucl., 10. knj; Prop. 1.).

POUCAK 21. Ako u jedan segment parabole
upiSemo trokut iste baze i visine, a u pre-
ostale segmente opet trokute iste baze i vi-
sine, to e trokut upisan cijelom segmentu
biti jednak osmini svakog trokuta koji je
upisan preostalim segmentima.

Neka bude (sl. 2.) ABC segment parabole, baza AC raspolo-
vljena u D i BD paralelno povufeno s dijametrom. Stoga je B

vrh segmenta. Dakle tro- B

kut ABC ima sa segmen- K
tom istu bazu i visinu. Ra- G e
spolovit ¢emo sada i duZi- 3

nu AD u toCki E i pravac
EG povudi paralelno dija-
metru. Ovaj pravac sijece
pravac AB u F, Tada ¢e G A =3 D ¢
biti vrh segmenta AGB, a St 2.

prema tome ¢ée trokut AGB

imati istu bazu i visinu sa segmentom AGB. Treba dokazati da

je trokut ABC osam puta veéi od trokuta AGB.

Prema poutku 19. je BD = *%/3s EG i BD = 2EF, stoga je
EF = 2 FG, a trokut AEF dvaputa veéi od trokuta AFG i trokut
FBE dva puta veéi od trokuta GFB. Dakle je trokut ABC osam
puta veéi od trokuta AGB. Isto se dokazuje za trokut BKC.




120

- POUCAK 22, Ako je dat jedan segment pa-
rabole i niz ploitina od kojih je svaka &e-
tiri puta vec¢a odslijedeée i ako je dalje na j-
vecta ploS§tina jednaka trokutu, koji sa seg-
mentom ima istu bazu i visinu, tada je suma
svih ploStina manja od ploStine segmenta.

Neka bude AGBKC (sl. 2.) segment parabole, i neka su dane
plostine a, b, ¢, d, od kojih je svaka Cetiri puta veéa od slijedeée,
i da je najveéa (a) jednaka trokutu, koji sa segmentom ima jed-
naku bazu i visinu. Tvrdim, da je segment veéi od sume plostina
8 +b+ €44

Neka bude B vrh segmenta, a G i K neka budu vrhovi se-
gmenata, koji su preostali. Buduéi da je sada trokut ABC osam
puta vedi od svakog od ova dva trokuta AGB i BKC, to slijedi,
da je on Cetiri puta vedéi od sume ova dva posljednja. Kako je
dalje plo$tina trokuta ABC oznafena sa a, to je suma trokuta
AGB i BKC jednaka b. Na isti se nalin da pokazati, da je suma
trokuta, koji su upisani u Cetiri preostala sagmenta, jednaka c i
suma trokuta, koji su upisani u tako preostale segmente d.
Suma plostina a, b, ¢, d, je dakle jednaka poligonu, koji je upi-
san u segment, i stoga je manja od segmenta.

POUCAK 23. U jednom geometrijskom redu
sa kvocijentom %+ suma svihd¢lanova uvecédana
za treédinu posljednjeg ¢lana jednaka je Ce-
tiri trecine prvoga ¢lana.

Neka budu a, b, ¢, d, e, flanovi geometrijskog reda sa kvo-
cijentom %, isto neka bude a najveci €lan t. j. @a = 4b, b =4¢,
¢ = 4d, d = 4e. Dalje neka bude

i

P='3' b
1

§==73¢€

r=%d
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o
3
Bududi daje p=— bib = > a t

.‘p_3 —4 Ole

1 4 4 a 1
p+b——3—b—|—b=—§~b= =34

Isto tako je

1
Pie sy # ,
r—|—d*—%
s-}-e—-—%—

Suma veli¢ina b, ¢, d, e, p, q, r, s je stoga jednaka treéini
sume veli¢ina a, b, ¢, d. Osim toga je suma veliina p, g, r jed-
naka trecini sume velic¢ina b, ¢, d. Odatle slijedi, da je suma veli-
¢ina b, ¢, d, e, s jednaka trecini od a. Dakle je jasno, da je suma
veliina, a, b, ¢, d, e zajedno sa s, koje je tre¢ina od e, jednaka
¢etiri trecine od a.

POUCAK 24. Plo§tina parabolitnog segmen-
ta jednaka je ¢&etiri trecine plosStine tro-
kuta, koji s njim ima jednaku bazu i visinu.

Neka bude (sl. 2.) AGBKE segment parabole, ABC trokut,
koji s njim ima istu bazu i visinu, i neka je k jednako Cetiri tre-
¢ine plodtine ovoga trokuta. Moramo pokazati, da je k jednako
plostini segmenta parabole AGBKC.

Ako ne bi naime postojala jednakost, to bi plostina morala
biti veda ili manja od k. Uzmemo ponajprije da je ploStina veca
od k. Na nalin ve¢ spomenut u poutku 21. upisani su frokuti
AGB i BKC, a zatim u preostale segmente drugi trokuti sa istom
bazom 1 visinom kao i njihovi segmenti, a zatim u preostale seg-
mente opet trokuti, koji imaju iste baze i visine kao i njihovi
segmenti. Preostali segmenti bit ¢e kona¢no manji od onoga za
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koliko je segment veéi od k po poutku 20. To bi upisani poligon,
imao vecu plostinu od k, a to je nemogude, jer mi dobijemo ipak
plodtinu Cije veli¢ine &ine geometrijski red s kvocijentom 3%,
naime ponajprije trokut ACB, koji je Cetiri puta veéi od oba
trokuta AGC i BKC zajedno, zatim ova dva upravo spomenuta
trokuta, koji su zajedno Cetiri puta veéi od sume trokuta upisa-
nih u slijede¢e segmente i t. d. Tako je jasno, da je suma svih
trokuta manja od %/s najveéega ali i k je */s najvecega trokuta.
Stoga segment nije veéi od k.

Neka bude prema tome, ako je to moguce, plostina segmenta
AGBKC manja od k. Oznalit ¢emo ploStinu trokuta ACB sa a,
te Cetvrtinu od a sa b i tako dalje, dok ne dodemo do jedne veli-
¢ine, koja je manja od onoga, za koliko je k vede od segmenta
1 neka ta veli¢ina bude i.

Tada vrijedi

atbt...titgi=—aa

Ali i k je jednako % a. Stoga se dobije

a4bt.. i ai=tk

Buduéi da sada k premaSa sumu povr$ina a, b..i za manje
nego i, a segment za viSe nego i, to bi oCito plostine a, b, . . i,
zajedno bile veée od segmenta, §to je nemoguce, jer je u pcudku
22. dokazano, da je suma ploStina a, b, . . . manja od segmenta.
Dakle segment AGBKC nije manji od k.

A malo prije bilo je dokazano, da segment nije ni veci od
k. Prema tome je on jednak k. Ali k je jednako trokuta ABC.

Dakle je plostina segmenta parabole jednaka £etiri tredine plo-
Stine trokuta ABC.
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POJAM INTEGRALA KOD NEWTONA

Neka bude (sl. 1.) apscisa, ma koje krivulje ADS, AB = x,
ordinata BD =y i povrSina ADB = 2. Osim toga neka bude
BE = 0, BK = v, a pravokutnik BEHK (ov)

jednak povrSini BB8D. Sada je AB = x4 o K § —
i A% = z 4 ov. Uzevsi ovo odredit ¢u y iz //H
odnosa izmedu x i po volji uzetog z na sli- /D

. . . B2 ..

jedeli nalin: Neka bude na pr. z = —g-—x ili & f
z“’———ix“. Ako se sada x - o (AB) stavi Sk 1.

9
mjesto x i 2 4+ o v (A3B) mijesto 2, dobije

se —g— puta x® 4+ 3x% -+ 3x0? 4+ o0® = (prema vrsti krivulje) =

= 2* + 2zov 4 o2 Posto se oduzme isto (—g— x¥ i z”) a pre-

ostalo podijeli sa o0, ostane — puta 3x® 4 3xo0 + 0* = 2zv }

-I-ov®. Ako mi sada pustimo, da se BB neogranifeno smanjuje i
isCezne, dakle pustimo da o bude o nula, i bude li v i y jedna-

4
ko, a isCeznu <lanovi pomnoZeni sa o, tako da preostane———

puta 3x% = 2zv ili % x? (= zy) = %x%y ili xv‘:( _) = J.
Odatle obrnuto slijedi. ako je y XxT. daje z=—2—x’f.

3
m+a .
nax n_ ili ako stavimo

Ili uopce, ako je z = =
m m-—+n
. P [y :
= cim-+4 n= p,teakoje cxn = 2z ili 2" = ¢*xP, i ako sada °
stavimo x - o0 mijesto x i z 4+ ov (ili $to je isto z + oy) mje-
sto z, izlazi ¢ puta xP + pox?P — 7 itd = 2° + noyz* —1, ako
se zanemare ostali ¢lanovi,, koji potom is€ezavaju. Ako uklonimo
sada jednake veli¢ine ¢?x?P i 2", a ostale podijelimo sa o ostaje
nyz" nyctxp b
CpxP —1 = nyz = R L ~—, a ako se podijeli sa c"xP

= P
‘ CXn
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p—n
Pt o —Qp— ili pcx 7 = ny;

cyn
o ;g = . :
ili ako se opet stavxm mjesto ¢, a m -4 n mjesto p tj.
m mjesto p — n i an mjesto pc, imamo

m
y = axn.

m
Stoga obrnuto slijedi : ako je ax» = y, to je
n m+n .
myn

A - —

Sto je trebalo dokazati.

Iz »De analysi per aequationes numero terminorum
Infinitas« (1711.).

PROBLEM LOMA SVJETLOSTI PO FERMAT-U

Tko se i malo interesira za diferencijalni radun, ne smije
a da nezna za slavno ime fracuskog matematifara Fermat-a,
koji se sluZio derivacijama mnogo ranije nego $to je prona-
den diferencijalni rafun. To moZda izgleda nevjerojatno, ali je
razumljivo, jer svaka teorija nastaje sa Zeljom da protumadti
neku primjenu i s njom zajedno ¢&ini jednu cjelinu. Tako se
termodinamika razvila primjenom parnog i eksplozivnog
stroja, a aerodinamika razvila se naglo primjenom i brzim
razvojem avijacije. Na isti natin razvio se diferencijalni
ratun na problemima maksimuma i min.muma, koji problemi
ostaju i danas jedna od njegovih najljepiih primjena. Cinje-
nica jest, da je Fermat prvi rijedio slijedeéu zadadu: odredi
one vrijednosti funkcije za koje se njena
prva derivacija ponigtava! On na posebaa nadin
ratuna te derivacije, a sluXi se njima samo tamo gdje se
one poniStavaju i to zato, jer problemi, koje on tretira s time
u vezi, takove su prirode, da drugih zahtjeva ne postavljaju.

Pierre Fermat rodio se 160l. godine u Beaumont
de Lomagne, a Zivio je 64 godine. Svoja mnogostruka i
dalekoseZna istraZivanja na podrudju matematike za cijeloga
svoga Zivota nije objelodanio. Godine 1670. iza njegove
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smrti izdao mu je sin njegova djela na latinskome jeziku pod
naslovom: Varia opera mathematica. Zatim je izdana njegova
interesantna korespondencija sa Descartes-om, Wal-
liscom i Pascalo-om, najpoznatijim misliocima i mate-
mati¢arima onoga vremena. Fermat se narolito mnogo bavio
teorijom cijelih brojeva, a pored Pascal-a smatra se jednim
od osnivata rafuna vjerojatnosti, a njegove metode ralu-
nanja maksimuma i milimuma Cine ga jednim od preteta
diferencijalnog rafuna. Fermat-ova djela preveo je na fran-
cuski jezik matematitar P. Tannery (izdanje Gauthier-
Villars, Paris), a ta su djela i danas veoma pristupatna i
interesantna za svakoga, koji voli matematiku.

Problem loma svijetlosti rijeSen po Fermat-u, tumaéi ispra-
vno Descartes-ov zakon loma svijetlosti: %{= K, kojega je

Descartes pogreSnim hipotezama dokazivao. Descartes je krivo
pretpostavljao, da se svijetlo Siri brze u guS¢em nego u rjedem
sretstvu. Diskusija oko tog problema bila je veoma oStra, a
interesantno je kod toga to, da su i Descartes i Fermat u svojim
izvodenjima do8li do istoga zakona, koji nekoji pogre$no pri-
pisuju Snellius-u, Sam Fermat piSe o tome u svojoj metodi
maksimuma i minimuma ovako: »Da li je mogude sti¢ibez
paralogizamado jedne te iste istine duZ dva
apsolutno oprecna puta? To pitanje ostav-
ljamo matematicdarima, koji ¢e biti dosta
spremni da ga rigorozno rijeS$e; mi ne ulazi-
mo u uzaludne diskusije, i po¥to smo u sigur-
nome posjedu prave istine, dostaje nam, da
je prihvatimo i pretpostavimo dugom i uza-
ludnom natezanju nepotrebnihiiluzornihpo-
lemik ax

Predimo sada na samo rjeSavanje problema, ali naglasa-
vamo odmah, iako je gibanje po pravcu najkrace, ne mora biti
ujedno i najbrze. Promatrajmo zraku svijetla, koja dolazi u

smjeru AO do povrsine vode i koja onda kod totke O ulazi u
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vodu, lomeéi se (kako se to moZe eksperimentom i dokazati)
produzuje pravocrtno dalje prema to&ci B.

Pretpostavimo na &as ono $to je nemogude, to jest uzmimo,
da zraka svijetla stigne od totke A do totke B bez loma, pravo-
crtno. Sto bi se tada
dogodilo? Svakako, u
tome slucaju imala bi
zraka svijetla da prode
S manji komad puta kroz
zrak,‘a veci komad puta
kroz vodu. Ali u vodi
Siri se svijetlo polaga-
nije nego u zraku, pre-

S _di ma tome zraka svijetla

slijede¢i najkraéi put,

utroSila bi viSe vremena. Lomeéi se, zraka svijetla stigne naj-
brze na cilj. |

Oznadimo s @ i s b udaljenost toaka A i B od razine vode.

—
X

Neka je ¢ = A’ B’ udaljenost ortogonalnih projekcija toCaka
A i B na razinu vode, a x = A’ O udaljenost ortogonalne projek-

cije tocke A do mjesta loma, do tatke O. Kut doraza oznacen je
slovom d, kut loma slovom /. Brzinu svijetlosti u zraku oznadcit
¢emo sa slovom u, u vodi sa slovom v.
Prema slici 1. vidimo da je
A0 = Va* + x2, OB = }/b* + (c — x)%.
Buduéi da se svijetlo rasprostire jednolikom brzinom po pravcuy,
utroSeno vrijeme, koje je potrebno da zraka svijetla stigne od

A0 A2 ) 2
totke A do totke O, odredeno je sa Af: Va b

vrijeme da zraka svijetla stigne od tofke O do tocke B, odredeno

OB Vb + (c—x)?
v v _ _
trebno, da zraka svijetla stigne od totke A preko O do totke B,

odredeno sa

, @ potrebno

je s . Zato je ukupno vrijeme, koje je po-
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T ]/a2u+ x* +]/b2—|— S:-—x)2 1

Na taj nalin Fermat je odredio funkciju, koja nam kazuje,
kako ovisi vrijeme od puta, po kojem stiZze zraka svijetla od
toCke A do tolke B. Buduéi da priroda, kako je govorio Fermat,
slijedi uvijek zakone minimuma, svijetlo odabire put od tocke A
do totke B tako, da ga moZe prevaliti u najkraée vrijeme. Ze-
limo li odrediti matemati¢ke uvjete, koji ¢e tome zahtjevu udo-
voljiti, treba odrediti onu vrijednost veliine x, za koju ¢e funk-
cija (1) imati minimum. To se postizava na taj nalin, da se prva
derivacija funkcije (1) izjednadi s nulom i iz tako dobivene jed-
nadzbe odredi traZena vrijednost x.

U tu svrhu napisat éemo funkciju (1) pomocu simbola poten-
clie T= - (a4 xv¥ 4, [0+ (c— x4, a onda odrediti

prvu derivaciju po pravilima za potenciju, vodeéi racuna da je to
ujedno sloZena funkcija.
Tako dobivamo

'__‘1 | P n—1 . 1 1 e
T=— 5@+ x) " 2xp— o - [P c—2N]F.
[— 2. (c—x)] (2)
Skrativsi i uredivdi dobivamo
T — X Zx) c— X A ol
u-Ve+ 2 v -VoeP+(c—x* u.40
=3 3)

v. OB

Izjednaciv§i dobivenu derivaciju s nulom, dobivamo da je

X =c—--x (4}

u-40 v-OB

Prema slici vidimo da je x = AO - sind, c—x = OB * sin|.
Zamijenimo li tako odredene vrijednosti u relaciju (4), dobivamo



128

40 -sind _ OB -sinl .. sind _ u
u- A—O v+ OB sinl 14

4 to je ranije spomenuti Descartes-ov zakon loma.
Na taj nalin pokazao je Fermat, da ¢e svijetlo doéi iz tocke
A do totke B u najkradem vremenu samo onda, ako bude zado-
voljen uslov (5), a eksperimenat pokazuje, da zraka svijetla taj
zakon zbilja zadovoljava. Prema tome kod loma na granici dvaju
sredstava opazamo da se svjetlost Siri tako da je vrijeme potre-
bno za prevaljeni put svjetlosti od jedne do druge odredene
tolke Sto krace. Time je postavljeni problem potpuno rijeSen.

Lav Rajci¢

- K (5)

PROBLEM KONZERVE

Stari zadatak u proSirenom obliku

Cesto se i rado postavlja i rjeSava ovaj zadatak: Treba na-
¢initi valjkastu posudu sa dnom i poklopcem tako, da njezino
oplo$je, uz unaprijed propisani obujam, bude Sto je moguce
manje. U kom su tada odnosu njezin promjer i visina? —
MoZemo postaviti zadatak i tako, da bude naglaSeno njegovo
praktitno znafenje: Kako treba napraviti valjkastu limenku
{(dozu) za konzerve uz unaprijed propisani obujam, da potrosak
lima bude $to manji?

Oznatimo li zadani obujam sa V, promjer valjkove baze
sa d, visinu sa v, tada je poznato rjeSenje zadatka:

3{
d=_—1;= ﬂ_ 1)
. R

To je lijep rezultat, koji upravo veseli Covjeka, ali se, iz-
gleda, oni, koji proizvode limenke za konzerve, na nj ne oba-
ziru, jer limenke, koje se najteS¢e nalaze na trZziStu t. j. one od
1 kg, izgledaju drugadije: visina im je veéa od promjera. Kri-
ti¢ki raspolozeni ufenici pitaju: zasto? Oni hode da saznaju od
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ulitelja, zaSto se ne primjenjuje izralunati rezultat i kako upra-
vo dolazi do stvarno uzetih protega. Uzrok je u tome, §to se
kod uobicajenog rjeSavanja toga zadatka Zeli postié¢i jedino
najmanja moguéa povrSina posude t.j. najmanja moguéa po-
tro$nja lima. Veéu potrodnju lima uvjetuju ove okolnosti:

' 1. Okrugla dna posuda ne mogu se bez otpadaka izrezati
iz pravokutnih limenih plofa, koje u tu svrhu dobiva pro-
izvodac; -

2. ne mogu se plast i dno posude jednostavno sastaviti,
nego mora biti na njihovu sastavu predviden izvjesni rub za
lemljenje i spajanje.

PobliZze objaSnjenje dat ¢e racun.

Uzmimo najprije dva sasma jednostavna slufaja, koji joS
ne odgovaraju stvarnosti.

Primjer a) — Neka bude povrSina plasta bez ikakova viska
t. j. dnv = 2rmv. Okrugla se dna izrezuju prema slici 1. tako, da

se za svako dno utros$i povrSina lima (2r)2, Tada treba za svaku
limenku ukupna povrSina lima:

V
—_— . 2 . =
P=2rv+2.-(2r);v p
p=-2" 18
dpP 2V .
E_—_r2_+16r_0
V
3:—‘ 3:_
r 3 s d V

M. Sevdié: Matematitka &itanka 0
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LI |74 __4_‘_1___41/_4
d d& T d®  zV T =
- d
4
vid=4:=x 2)

Primjer b): Isto kao pod a), samo ¢ée se okrugla dna izre-
zati prema slici 2. tako, da se za svako dno utro3i povrSina Seste-

rokuta 2]/ 3 rt.
Tada je ukupna potros$nja lima za svaku limenku:

P=2mv+2.2)3r= % + 4)/3 re

Prva derivacija, izjednacena sa O, daje

: 4 2V
Pe—— ==
4)/3 V3
v _ V. 4V 4v)3
d &, dz  2W=
— il
4
v:ia=2)3:= 3)

Iz obadvaju se primjera razabira, da promjer biva to manji,
Sto je viSe otpadaka za okrugla dna, dok se visina istodobno
nuzno povecava u odgovarajuc¢oj mjeri.

U primjeru a) je

v 4  (2r)®  kvadrat

d=% " kg
U primjeru b) je

v 23 2]/3r®  Zesterokut
d T r'em— krug

Uvedemo 1i openo za dno broj a tako, da je

Ploha za izrezivanje
Upotrebljiva (korisna) okrugla ploha
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tada je: P=2rzy + 2r'z . o
V 4V
i dalje: rte= ora - d3=.__n..a_
Vid=mn:l 4)

U tim se jednostavnim primjerima pretpostavlja, da je @
konstanta. Uistini je pak i a funkcija od r, kako slijedi iz pri-
mjera c).

Primjer ¢): Kod prakti¢ne proizvodnje limenki zalemljuje
se plast uopce prema slici 3. sa preklopnicom u S§irini a.

:; %:
I
o O@O
b
M e——an :-;ct}— -*'zf
Sl. 4. Sl a.

Dno D i pladt M spoje se uZljebljenjem. Za to se mora
plastu dodati gore i dolje neka S$irina b (slika 4.), dok dno do-
biva rub za uZljebljenje Sirok 2b tako, da mu je ukupni promjer
d + 4b (sl. 5.). Nadalje se mora kod izrezivanja dna ostaviti
razmak 2f (sl. 5.). Buduéi da se dna izrezuju tako, tro8i se za

svako dno Sesterokut 2] 3 P, gdje je premasl. 5. I = r + 2b -+
+ f. Prema tome je ukupna potro$nja lima za svaku limenku:

P=Q2x+a)(v420)42-2)/32

ili poradi:
i l=r+@b+f),

__|__ .—+ abrnr 481320+ -r+ 432 + const.



‘i;_’;’z_ﬁ’_ﬂi"v 4 4b% —|—8]/3(2b+f +8)/3r=o0

Odavle izlazi odredbena Jednadzba za r:

LT R a¥i -
4]/3 4z)/3 i
Za konzervu od 1 kg imaju konstante otprilike ove vrijed-
nosti:

5)

) o

= 1000 cm?, a = 04 cm, b = 0.2 cm, 2f = 05 cm.
Tada je odredbena jednadZba za r: |

r* + 0,831 r®— 1443 r — 184 — 0
-
Od 4 korijena te jednadZzbe ima smisla i znafenja samo onaj,

koji se pribliZava vrijednosti koja izlazi iz jednadzbe (1):

500 — 5,42
r o= \/
ro| rt4-08317° — 14431 — 184 | (1)
5 | 625 L1039 —721,5 — 184 |—11

Za primjenu Newtonove metode aproksimacije treba.da\ti:
!(r)=4r+ 249 r2 — 1443

Za vrijednost r = 5 izlazi: ¥ (5) = 500 + 62,3 — 144,3 = 418
Tada je popravak

o JE) 11
k=220l e

S tim popravkom ve¢ dosta totna vrijednost traZzenoga ko-
rijena je dakle:
r = 5,026. Zad 10,05 cm, v = 12,6 cm.

Ove izratunate vrijednosti slaZzu se prili€no to¢no s faktitnim
izmjerama limenki za konzerve od 1 kg.
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Jo§ bi nas zanimalo znati, kolika je uStednja na limu, ako
primjenimo izmjere, koje rezultiraju iz primjera c) prema onima,

izraCunatim prema (1). Za obadva sluaja izlazi potro3ak:lima
iz jednadzbe:

= (dr+a) (v 4 20) + 4V/3 (r + 20 + /)2
. Treba staviti: prema jedn. (1):

di = 10,84 cm; vi = 10,84 cmj 11 = 542 cm
prema pr. c):
d: = 10,05 cm; v2 = 12,6 cm; r = 5,026 cm
iza ot;adva slucaja: T
a=04cm; 2b =04cm, f = 025 cm

Kao razlika obadviju povrdina izlazi utednja od 3,8 cm® po
limenki. Taj se iznos na prvi ‘pogled prifinja neznatnim i nebit-
nim. Radunamo lij da u nekoj veéoj drZavi svaka osoba potrosi
svaki mjesec samo jednu konzervu, izlazi godiSnja potro$nja od
okruglo 1 milijarde konzervi i prema tome uStednja lima od
3,8 - 10°

104
i specifi¢nu teZinu od 7,8, uStednja Zeljeza od blizu 900 tona.

" To je rezultat, koji zasluZuje painju u narodnoj privredi
i proizvodnji, a ulenici mogu iz toga lako uvidjeti, da je wvri-
jedno i korisno i prividne sitnice podvréi matematitkoj obradi.
‘(Po Kohrs-u) Orli¢ Viadimir

= 380.000 ¢m? ili: uz obinu debljinu lima od 0,3 mm
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JEDAN PRIMIJER IZ POMORSKE ' TAKTIKE

Zadatak glasi: Brod L, koji ima najveéu brzinu v km na
sat, opazio je pod kutem o nadesno od pravca jug-sjever u da-
ljini d km neprijateljski brod B poznate brzine u, koja je veca
od v. Konfiguracija obale prisiljava neprijateljski brod, da stalno
zadrZava uzeti smjer pod Kkutem g prema pravcu sjever-jug.
Koji kurs € mora uzeti L, da bi dospio u najveéu blizinu y brzemu
neprijateljskom brodu B. JoS se pita kolika je ta najmanja da-
ljina i za koje ¢e ona vrijeme biti postignuta?

RijeSenje: U slici imamo: L1 L2 = vt
By B: = ut.

Mjesto kursa ¢ zgodnije je da uvedemo kut » odnosno x (kut
izmedu smjerova voznje). Vidimo da je

| y = 1800 — (x + d) )
Uspostavit éemo sada vezu izmedu y i x, a odatle ¢emo
odrediti vrijednost x, za koju ée y biti najmanje
Iz slike imamo

vt—l—v_sina
d  sinx

(2)

ut _ siny
d sinx

(3)



Iz (2) nademo
__dsind
~ sinx

— vt (4)

Ako iz (3) nademo
d sin v
usin x

—

i uvrstimo u (4) dobijemo:

" e
sind — — sin ¥
u

=d:9m8_v.di{n7=__ | d (5)
sin x u sinx sin x
Uslijed (1) imamo
sin ¥y = sin [180° — (x + 3)] = sin (x + §)

pa stoga moZemo (5) pisati ovako

v
sin 8 — —sin (x + 3)

sin x

U ovoj relaciji imamo traZzenu vezu izmedu y i X. Da nademo
ekstremnu vrijednost funkcije y, naéi ¢emo prvu derivaciju

o - -[——Z— cos (x -+ 9) sin x — cos x [sin & —

¥ = miz |

— 2 sin (x + a)]}

i kad sredimo

, dsind (v { :
Y = Sin* x (u —cowc) (@)

Izjednadimo li ovu prvu derivaciju s nulom nadi ¢emo kao
ekstremnu vrijednost

v
€OS X = — - (8)

Da vidimo da li je to maksimum ili minimum, naéi éemo
drugu derivaciju t. j.
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» __ dsind
 sinx
odakle dobijemo, da je za (8) ¥ > 0, a to znali, da za

| : g -
cos x = - - imamo najmanju vrijednost y.

, : : v
Drugacije refeno, mora se uzeti cos x = - 2 Pa da se po-

stigne najmanji razmak brodova.
Jednadzbu (5) mozemo zbog (8) joS ovako transformirati:

sirzB—cosxsinT_d
sin x
a zbog (1) dalje
e Sin & — cos x (cos x sin & + sin x cos 9) i g
sin x
= (sindsinx —cosxcosd)-d=—dcos(x+23) =d cosy

Prema tome za odredivanje traZenih velifina imamo ove 4
jednadzibe:

y
oS X = —
u
T =180° — (x + 3)
y=dcosy
fo 4 siny
" u sinx

Uzmite sada sami podatke za d, 8, v i u pa izralunajte x, v,
yidt -

PROBLEM JEDRA

Kod danadnjih jedrilica iskoriStena je energija »modrog
ugljena« iskoriS¢ena je energija, koja lezi u lahoru, vjetru. Ne
Cuje se lupa motora, ne placa se skupim parama pogonski ma-
terijal (ugalj, nafta), a Covjek ipak juri velikim brzinama po
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pulini morskoj. Danas se i po viSe sati uzdrZi u uzduhu na bez-
motornom avionu jedreé¢i po plavom oceanu. Odavna je &ovjek
poku3ao iskoristiti tu silu lakokrilog zefira. Vijekovima leZi ne-
iskoriS¢ena u uzduhu, koji nas okruzuje. Pri iskori$éavanju te
skrivene energije pomoc¢u jedra, namece nam se jedan matema-
ti¢ki problem.

Provest ¢emo teoretsku analizu vjetra i izraCunati onu nje-
govu komponentu, koja uopée kod jedrenja pomoéu obiénog
platnenog jedra dolazi u obzir za pogon
jedrilice,

Pri promatranju ulinka vjetra na jednu
pomi¢nu plohu, u naSem sluaju na obiéno
jedro, treba uoditi Cinjenicu, da ¢e se rela-
tivno promijeniti i jakost i smjer vjetra zbog SL 1.
pokretanja plohe. U tom slu€aju ne -dolazi u
obzir pravi vjetar (po jakosti i smjeru) nego onaj vjefar, koji
rezyltira iz pravoga vjetra i gibanja jedra. Taj vjetar ¢éemo
nazvati: prividan vjetar (sl. 1).

U slici je sa PO oznalena brzina pravoga vjetra, sa PO
brzina prividnog vjetra, a PP, = b oznaduje brzinu jedra.
Problem je sada u ovome: kako ¢emo jedrom najbolje isko-

ristiti onuw silu, koja lezi u vjetru t. j. kako moramo namjestiti
jedro, pa da bude maksimalan ulinak vjetra.

Neka je brzina prividnog vjetra (sl. 2.) predolena dufinom
P,O = v. Od cijele te brzine vjetra tladi na jedro samo ona kom-
ponenta, koja je okomita na jedro, a to je NO = u, dok druga
komponenta P,N = s pada paralelno s povriinom jedra i ne
dolazi u -obzir.

Od spomenute komponente NO = u pokrece brod u smjeru
pramca i opet samo jedan njezin dio i to komponenta SO = y,
koja pada u smjer osi broda AB, dok druga komponenta NS = ¢,
koja djeluje okomito na os broda, prouzrokuje s jedne strane
naginjanje broda, a s druge strane bo¢no pomicanje broda.
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Zbog te komponente NS == ¢ bit ¢e dakle brod prisiljen da plovi
novim smjerom A’B’, koji sa osi broda AB zatvara neki kut od-
stupanja 9, koji kod dobro konstruiranih jedrenjaka ne prema-
Suje 10%. — To bo&no pomicanje broda valja kod jedrenja uzeti
u obzir i pramac broda zakrenuti od smjera cilja za kut odstu-
panja d na suprotnu stranu,

St 2.

No jasno je, da ¢e za neki odredeni smjer voZnje i neki
odredeni smjer vjetra biti jedan jedini poloZaj jedra najpovolj-
niji, i da ée taj polozaj omoguéiti najbolje iskoris¢avanje ener-
gije vjetra. Taj ¢e poloZaj izabrati manje ili viSe toCno svaki
pomorac iz iskustva ili po osjecaju, ali taj se poloZzaj moZe ma-
temati¢ki tofnije odrediti.

Uzimamo dakle da je dan kut a, §to ga zatvara smjer odakle
puse vjetar sa smjerom osi broda AB, pa Zelimo odrediti kut x
— §to ga zatvara jedro, sa osi broda — tako, da komponenta
SO = y bude maksimalna. U tu svrhu valja najprije naci kako
komponenta y ovisi o kutu x. Iz sl. 2. imamo:

v sin (o — Xx)
u sin x

u
y

dakle je
y = v sin (a — Xx) sin X 01
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Da y bude maksimalno, to mora prva derivacija biti jednaka
nuli. Buduéi da je

’

y' = v [— cos (o« — x) sin X + sin (¢ — X) cos x]
ili
y' = v sin (a — 2 x)
to mora biti
vsin(fa—2x)=o0
odakle je :
a—2X =0
ili kona¢no
xX== ——2'—' a

Nije tesko pokazati da ova vrijednost za x daje funkciji y
doista maksimalnu vrijednost a ne mozda minimalnu ili to¢ku
infleksije, pa neka to Citalac sam pokaZe.

Naili smo dakle, da treba jedro namjestiti tako da raspola-
vlja kut, §to ga Cini smjer vjetra sa smjerom osi broda, ako
Zelimo energiju vjetra najbolje iskoristiti.

Do istog smo rezultata mogli doéi i elementarnim nadinom
bez upotrebe derivacije. Produkt sinusa u jednadZbi (1) moZemo
na poznati nadin pretvoriti u razliku kosinusa i pisati ovako:

y=vsin(a—x)sinxzv-%—[cos(2x—a)——c03a].

Ovdje ovisi 0 x samo prvi ¢lan u uglatoj zagradi. Zato ¢e v po-
primiti maksimalnu vrijednost onda, kada taj prvi ¢lan bude
maksimalan. Kako kosinus moZe imati kao najvecu vrijednost 1,
to mora biti
cos(2x—a)=1
a prema tome je
2xXx—a=10
odakle je i opet

il
L
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No cijeli ovaj izvod nije posve tofan i vrijedi samo u prvoj
pribliznosti, a proveli smo ga zato na taj nafin, da bismo problem
Sto vide pojednostavnili, a pokazali ipak ono 3to je u samoj stvari
bitno. U stvarnosti je problem mnogo zamr3eniji. Tako smo na
pr. traZe¢i maksimum funkcije y, dane relacijom (1), uzeli radi
jednostavnosti kao da su brzina prividnog vjetra v i prikloni kut
a konstante i o varijabli x neovisne veli¢ine. No u stvari Ze se
promjenom kuta x mijenjati sama brzina broda, a time ujedno
i smjer i veli¢ina prividnog vjetra. Kad bismo sve to uzeli u obzir
i na§ gornji izvod korigirali, do8li bismo do to¢njeg rezultata,
ali taj se ne bi mnogo razlikovao od rezultata dobivenog na gor-
nji pojednostavijeni nacin.

Sevdi¢-Bilinski
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IZ RACUNA VJEROJATNOSTI

BERTRANDOV PARADOKSON

Imamo li u nekoj Zari 4 bijele i 2 crvene kuglice iz homo-
genog materijala iste teZine i veli€ine i izvufemo li na sreéu iz
Zare jednu kuglicu, jasno je, da ¢emo morati raunati viSe s
mogucéno§éu, da ¢e ta kugiica biti bijela, nego da ¢e biti crvena
— s jednostavnog razloga, Sto ima viSe bijelih kuglica u Zari
nego crvenih.

Buduéi da ima u zari dva puta viSe bijelih kuglica od crve-
nih, mozemo smatrati, da ¢emo iz zare izvuéi i dva puta vise
bijelih kuglica nego crvenih, ako ponavljamo uvijek isti pokus
izvlafenja kuglica iz Zare uz vracanje izvu€enih kuglica opet na-
trag u zaru. Od svih izvuCenih kuglica bit ¢e dakle po prilici
% bijelih, a ¥ crvenih kuglica.

Stupanj vjerojatnosti, da ¢e se od svih moguéih (m) dogo-
daja zbiti samo neki izvjesni — povoljni (p) dogodaji, izraza-
vamo matematicki kvocijentom

P

p=--,

m

koji mazivamo matematickom vjerojatnoscu,

Dakle: Matematicka je vjerojatnost za zbivanje nekog do-
godaja kvocijent izmedu svih povoljnih slu¢ajeva za taj dogodaj
i svih mogucih slufajeva za taj dogodaj.

Tu éemo matematicku vjerojatnost u daljnjem razmatranju
nazivati jednostavno »vjerojatnoséux.

Vjerojatnost, da ¢emo u nasem primjeru izvuci bijelu ku-
glicu bila bi dakle:
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s ENR
A e &

a vjerojatnost, da éemo izvuéi crvenu kuglicu bila bi
BRI
LI B T

No da li to zna¢i, da na svaka tri slu€aja izvlafenja kuglice
iz Zare nuzno moramo ofekivati, da ¢emo dva puta izvuéi bijelu,
a jedamput crvenu? — Ne. Moguée je, da izvucemo 5 i 10 (ili i
vie puta) uzastopce (stavljajuéi uvijek izvufenu kuglicu opet
natrag u Zaru) samo kuglice jedne te iste boje, na pr. crvene,
a da u svim pokusima koje ufinimo, ni jednom ne izvufemo
bijelu kuglicu.

Ipak, napravimo li vrlo velik broj pokusa, vidjet ¢emo, da
¢e po prilici u % sluCajeva biti izvulene bijele kuglice, a u %
sluCajeva crvene; ujedno ¢emo vidjeti slijedece: §to je veéi broj
izvlafenja, to ¢e se toénije broj izvu€enih bijelih kuglica odno-
siti prema broju crvenih kuglica kao 2 : 1. U tom smislu govori
i »Zakon velikih brojeva« velikog matematiara Jakova Ber-
noullija (16564.—1705.).

Uzmimo jo§ jedan primjer: Bacamo uvis dvije kocke, Cije
su plohe oznadene brojevima 1 do 6. Kolika je vjerojatnost, da
¢emo bacitj s te dvije kocke najviSe sumu 4?

Broj moguéih slufajeva bit ¢e 6-6 = 36 (buduéi da mo-
Zemo svaku plohu jedne kocke kombinirati sa svakom plohom
druge): Broj povoljnih stuajeva vidjet ¢emo iz ove pregledne
tabele kombinacija:

I. II. kocka
Sumu 2 daje kombinacija . . . . . . . 1,1
Sumu 3 daju kombinacije . . . . . . . 1.2

2,1
Sumu 4 daju kombinacije . . . . . . . 1,3

2,2

3,1
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Buduéi da je 4 najviSa dopustiva suma prema uvjetima za-
datka, bit ¢e broj povoljnih slu¢ajeva 1 + 2 + 3 = 6, a vjero-
jatnost e biti |
p__6 1
m 36 6.

Uzmimo ovaj zadatak: Kolika je vjerojatnost da ¢emo pre-
lomiti neki Stap tako, da jedan dio bude bar dva puta veéi od
drugog? (ovdje pretpostavijamo da je otpor Stapa prema
lomljenju u svakoj njegovoj tofki isti i da su vanjski uvijeti
lomljenja za bilo koju totku Stapa isti).

Ovaj nam zadatak izgleda u prvi mah nerjeSiv. Postoji na-
- ime bezbroj mnogo tofaka na cijelom Stapu, u kojima bi se
Stap mogao prelomiti tako, da tofka preloma ispunjava uvjet
zadatka. Prema tome bi matematitka vjerojatnost bila izrazena
razlomkom, u kome bi i brojnik i nazivnik bio neizmjerno veliki
broj: vrijednost tog razlomka ne bismo mogli odrediti.

U ovom primjeru nailazimo dakle na ne3to novo. Kod do-
sadasSnjih dvaju zadataka ulazio je u rafun samo konacan broj
svih moguéih slu€ajeva (dakle ujedno i konafan broj povoljnih
sluajeva); ovdje nailazimo na beskona¢an broj svih moguéih
sluCajeva i beskonafan broj svih povoljnih slufajeva. Velimo,
da ovdje imamo posla s kontinuiranom vjerojatnoSéu, za ra-
zliku od dosadaSnjih primjera diskontinuirane vjerojatnosti.

Time, za sluéaj kontinuirane vjerojatnosti, treba nanovo
definirati pojam vjerojatnosti s razloga §to je, kako je veé
spomenuto, broj moguéih i povoljnih slu€ajeva beskonaéno velik.

Ako definiramo vjerojatnost da se totka preloma nalazi
ba§ na odredenom segmentu S§tapa izrekom, da je ta vjerojat-
nost proporcionalna s duzinom tog segmenta, imamo zapravo

veé na$ zadatak rijeSen. Na Stapu AB postoje dva segmenta,
Cije bi to€ke mogle zadovoljiti uvjetu naSeg zadatka (vidi crtez):

g——




144

To su segmenti AC i DB. Buduéi da ti segmenti Cine %
ukupne duZine Stapa, to je vjerojatnost, da cemo Stap prelomiti
tako, da jedan dio bude bar dva puta duzi od drugog, jednaka

V= —:,9’—- -

Zadaci iz podruéja kontinuirane vjerojatnosti nzjceSée do-
laze u geometriji i mnogo su kompliciraniji za rjeSavanje
(upravo zbog ulaZenja pojma beskonaénog u problematiku sa-
mog zadatka) od zadataka diskontinuirane vjerojatnosti.

Ne treba onda smatrati cundovatim €injenicu da je bilo mo-
menata, kada su i veliki matemati€ari koji put posumnjali u
jednoznafnost rjeSenja matematiCkih problema, bar u vezi sa
zadacima iz podrufja kontinuirane vjerojatnosti.

Tako J. Bertrand u svom znamenitom djelu o rafunu vje-
rojatnosti (Calcul des Probabilités, 1889.) kritikuje teoriju kon-
tinuirane vjerojatnosti; na temelju svojih neto€nih dedukcija
zakljucuje, da su ti problemi obiéne matematike igrarije bez
ikakove realne podloge. U svom djelu navodi on primjer iz tog
podru€ja, koji je po njemu, a zbog svoja tri rjeSenja dobio i
ime »Bertrandov paradoksonc.

Problem glasi:

»U krugu polumjera r povufemo po volji tetivu.
Kolika je vjerojatnost, da ée njena duljina biti veé¢a od du-
ljine stranice a u taj krug upisanog istostrani¢nog trokuta?e.

1. Prvo rjeSenje

Ako zadamo smjer tetive, tada ée srediSta svih tetiva lezati
na promjeru, okomitom na smjer tetive, Kako srediste stranice
a istostraniCnog trokuta, upisanog u krug, lezi u tocki, koja
raspolavlja polumjer kruznice, to ¢e sve one tetive, €ija sredista
leze blize od te tofke sredistu kruga, biti veée od stranice a.
Time se promjer raspada na 3 dijela: dva leZe simetriéno obzi-

rom na srediSte kruga i svaki ima duZinu X srednji dio kojim
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] r » » v d
prolaze tetive vece od stranice a ima dufinu r = - ako sa d

2
oznafimo duzinu promjera; dakle ¢e vjerojatnost biti:
ENT 5P 4% 1 AL G-
i  d = 5 = 0.50

2. Drugo rjeSenje

Ako zadamo jednu krajnju tocku tetive na kruinici, tada
tangenta u toj toCki, s dvije stranice upisanog istostrani¢nog -

s

Ny

iy

Si 2. Sl. 3.

trokuta ¢ini 3 kuta od po 60°; da bude tetiva veéa od sfranice a,
mora prolaziti srednjim od ta tri kuta; vjerojatnost ¢e dakle biti

60 1

=80 ~ 3

= 0,33.

3. Tree rjeSenje

Ako zadamo srediste tetive, tada je tim srediStem veliina
tetive potpuno odredena. Padne li tada to srediste unutar kruga,
¢iji je polumjer jednak polovici polumjera r, bit e tetiva veda
od stranice a upisanog istostrani¢nog trokuta (jer stranice upi-

sanog trokuta tangiraju kruZnicu s polumjerom = —g) Kako
' 2
je povrSina manje kruZnice jednaka (%) T, a zadane r’x, vjero-

M. Sevdié: Matematiéka &itanka 10
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jatnost e biti izrazena omjerom izmedu mjernog broja to€aka
u malom i velikom krugu. Bit ¢e dakle:

" 2‘.2 . .
v—(-z—)n.rﬂ—4_0,25

Bertrand dolazi do zakljufka: Nijedno od rjeSenja nije ne-
ispravno, ali nijedno nije ni ispravno: pitanje je krivo posta-
vljeno ...

Do tog zakljucka dolazi on upravo na osnovu €injenice, da
taj po izgledu jednostavan problem dovodi do tri rjeSenja. No
upravo u Bertrandovoj tvrdnji, da je »pitanje krivo postavljeno«
lezi u biti razrjeSenje prividne paradoksalnosti njegova pro-
blema: radi se samo o tome, na koji ¢emo nacin »po volji« po-
vuéi tetivu u krugu. Kao i kod svih problema geometrijske vje-
rojatnosti radi se i ovdje o tome, da se »uzimanje po volji«
ovog ili onog elementa: moZe na razlifite nafine protumaciti.

Ipak nema razloga, da budemo skepti€ni i posumnjamo u
vrijednost matematike i njenih rezultata, Ako je mozda duho-
vita izreka jednog filozofa, da je matematika znanost »u kojoj
svi govore o svafem, a na koncu se ipak ne zna o ¢emu se go-
‘vori«, onda ona u isti mah i nije tofna — niti obzirom na cijelu
matematiku, a niti obzirom na njene pojedinafne probleme.

Obzirem na izlozeni problem potrebno je utvrditi ovo:
Svakako postoji neizmjerno velik broj tetiva, koje su manje od
stranice istostraniCnog trokuta, upisanog u kruznicu. Isto je
tako neizmjerno velik broj tetiva, koje su opet vece. Prema
tome bi bio rezultat u smislu definicije vjerojatnosti:

O o0

—

oc ~— OO_ o0 :

Ovaj izraz imat ¢e razliite specijalne vrijednosti. Te ¢e
vrijednosti zavisiti samo o tome, u kojem ¢emo smislu shvatiti
uveéanje broja tetiva u odnosu prema njihOvom neograniferiom
broju.

Vladimir Jirasek



VIL
MATEMATIKA U PRIRODI

PCELINO SACE KAO MATEMATICKI PROBLEM

Kod plele moZemo osim slatkoga meda naéi jo§ i mnoga
toga 5to nas svojom ljepotom zanosi, §to nas moZe pobuditi
na razmi$ljanje. Upravo do divnih rezultata do%ao je M.
Maeterlinck proutavajuéi dugi niz godina plelu u
raznim njenim fazama i djelovanjima, Svoja opaZanja iznio
je u maystorskom djelu »Zivot pcéelac.

Veé odavna je radoznalost ljudska kod péela n;gi;
mnogo tog interesantnoga. Pjesnici su plelu opjevali, a drugi
je drzali radi slatkog nektara. Ali uz te stvari sladokusaca,
to Eudesno lakokrilo biée priviadilo je svojim nadinom Zivota
i mislioce i ljubitelje prirode. Veliki skup p&ela u kosnici,
kao jedno potpuno socijalno uredeno drultvo, upravlja se
po izvjesnim zakonima. Svaka jedinka zna. za svoj
posao, koji je u koSnici tako diferenciran. Ni jedna ne mi-
ruje. Pa ni one 3to izgledaju tako mirne; $to vise u grozdo-
vima, i one su pri poslu, i te kako vaZnom i napornom, jer
one stvaraju vosak, koji ¢ée opet druge upotrebiti za izgrad-
nju. Poput naSih oblakodera »vo8tani dvorie redaju se
sa stotinama hiljada pretinaca i komorica. — S koliko toéno-
sti, a koliko smjelosti izgraduju te grdosije! Kako je samo
tudesno to djelo marnih radilica, kako li se odlikuje geo-
metrijskom pravilno$éu! Radi te odlike stari su nazivali p&ele
geometrima,

Remek djelo nale p&ele, koje je zanimalo tolike istra-
Jivale, to je 3Jesterostrana stanica na kojoj je u svakom
pogledu dostignuto savrienstvo. Zgodno veli Maeterlinck:

»Svi geniji zajedno ne bi mogli ni§ta u njoj da popra-
ve. Ni jedno' Zivo bice, nj sam cCovjek nije _.vorio toga n
svojoj sferi, 8to su u svojoj stvorile ptele. Pa kad bi kakav
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um izvan zemaljske kugle pitao $to !i je na Zemlji najsavr-
Senije stvorila Zivotna logika, tada bi mu trebalo pokazati
medeno sade«.

Oblik stanice i safa. Plele za svoje -potrebe grade Cetiri
vrste stanica. Mi ¢emo ovdje promatrati samo pravilne, t. j. tru-
tovske i radilicke stanice, jer su njihove dimenzije tako stalne,
a nadin izgradnje tako proracunat i precizan da nas ba$ stoga
zanimaju sa stanovi$ta matematike.

Stanica je dio Sesterostranog prizmati¢nog prostora, gore
omedenog sa tri romba, (Vidi sliku) koji su takvog oblika da se
zadani volumen obuhvati najmanjom povrSinom. I njen oblik
pravilnog Sesterokuta ima geome-
trijsko znalenje. Veé¢ su Pitago-
rejci znali: ako hofemo da rav-
ninu potpuno pokrijemo kongru-
7 entnim pravilnim likovima, to je

B mogule samo ili istostraniénim
F D trokutima, ili kvadratima ili pra-
vilnim Sesterokutima. (Vidi sl. 1).
Ali jo¥ je jedna odlika Zestero-
kuta, jer od ova tri lika istoga
opsega zatvara Sesterokut najve-

A 8 ¢u povrsinu.
SI. 1. Da je povrSina S$esterokuta
ve€a od povrSine istostranog tro-
kuta i kvadrata istog opsega pokazat ¢emo slijede¢im elementar-
nim razmatranjem. Uzmimo ova tri lika (sl. 1) koji imaju, isti
opseg. Njihove stranice oznalit ¢emo sa a, b, c; tada je opseg:

Os = 3a, 04 = 4b, 0s = 6¢c; -
Kako opsezi moraju biti jednaki, to je
4b = 3a, 6¢c = 3a.

i
3 |

b= ac=5a
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Potrazimo povrSine tih likova. Imamo:

i e
P3=aT-V3,P b =a=2 |5,

2 2 BT
2]/3___31/3 a® a 108

Po=7 4 4 | 16

Kako je ]/— <V 110:, to vidimo da je povrSina Seste-

rokuta najveda.

Stanica je kako rekosmo u stvari prizma. Otvor stanice je
pravilan 3esterokut. Kako je dno stanice zavrieno s tri romba,
| koji ¢&ine trostranu pirami-
du, imaju pobocne plohe
oblik trapeza (vidi sl. 2).

Od osobite su vaZnosti
veli¢ine kuteva u rombima
i trapezima, jer ¢e o njima
ba$ ovisiti, kao §to éemo vi-
djeti, da li ¢e se uStediti
voska pri izgradnji.

Spomenut ¢emo jo$ ka-
ko slazu i redaju u prosto-

,E,L __________ D-! ru, t. j. kako tvore sade, jer

ple \ i to ima svojih zanimljivosti.
\ % Sat je sagraden iz dva sloja
-~ /C stanica, tako da se jedan

A B sloj svojim osnovama nasla-
St 2. nja na drugi i to po naro-

¢itom rasopredu. Piramidal-
no dno jedne stanice prednjeg sloja, koje se sastoji iz tri rom-
ba, sluZi kao dio dna triju stanica drugoga sloja; svaki pojedini
od ova tri romba pripada u drugu stanicu suprotnog sloja, Ci-
ne¢i tre¢inu dna. Pored toga $to plele uStede voska razmjesta-
juéi stanice u sac¢u tako da ne preostaje praznina, ovaj spome-
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nuti raspored u slojevima ima jo$ i prednost u pogledu &vrstoée
gradnje. Naime, o vrh gdje se sastaju rombi jedne stanice upire
se brid u kome se sijeku dvije pobotne plohe druge stanice.
Tako sale dobiva u svojoj &vrstodi i jaéini.

Nas zanima pitanje kakvi moraju biti kutevi pod kojima
se priklanjaju ravnine u stanici i kakvi moraju biti kutevi u
rombima, pa da se postigne najvecéa uSteda voska. To je problem
viSe matematike, koga je rijeSilo nekoliko matematiara, a medu
prvima i na§ Dubrovfanin Ruder BoSkovié (Vidi: 255.).

- Nesto iz povijesti problema. Oblik stanice potanko tumaci
Reaumur u svome djelu o insektima. On je ¢ak predlagao,
kada se uvodio decimalni sistem mjera, da se osnovnom jedi-
nicom za mjerenje uzme cna, koja bi bila u vezi sa pcelinom
stanicom.

Proucdavanjem stanice pozabavili su se medu prvima M a-
raldi i Cassini i na8li s velikom precizno§¢u dimenzije
romba. — Oni su, kako tvrdi Reaumur, mjerenjem konsta-
tirali, da veéi kut u rombu iznosi 109" 28, a manji 70° 32’. Godine
1712 iznio je to Maraldi u Pariskoj akademiji. Pri tome oni
nisu mislili na neki minimum, nego je na to dosao istom Rea -
umur, iuotio da bi se tu moglo raditi o uStedi voska. On je tu
svoju zamisao izloZio znamenitom matemati¢aru Koenigu u
obliku problema: »slzmedu svih Sesterocstranih sta-
nica s piramidnom osnovom, koja se sastoji
od tri jednakaromba, neka se odredi ona,koja
semoze izgraditi s najmanje voskac Koenig je,
rijeSiv8i taj problem, naSao da kutevi iznose 1099 26" i 700 34’
Ti se kutevi dakle razlikuju samo za 2’ od onih 8to ih je dao Ma-
raldi. Problemom su se nadalje pozabavili Leo Lalaune i
Mac Laurin.

Medu matematiarima, koji su do8li do rjeSenja,” mi mo-
ramo naroclito istaé¢i naSeg BoSkovica.

Bogkovi¢u je bilo poznato da je ovaj problem rjeio Mac
Laurin, samo on to rjeSenje nije nikako imao pri ruci. Zato i on
sam daje analiticko rje$enje, kao svoje drugo rjeSenje, dok je
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prvo bilo geometrijsko, a BoSkovi¢ ovdje narolito istie pred-
nost geometrije. ‘

Gleischer, koji je jako cijenio rad BoSkoviéev i o nje-
mu samom Se vrlo pohvalno izrazavao, a koji se takoder poza-
bavio historijom istraZivanja oblika stanice, isti¢e jo¥ jednu stvar,
koju je BoSkovi¢ opazio. BoSkovié¢ je prvi primijetio vaznu ¢&i-
njenicu, da se sve ravnine, od kojih je stanica izgradena, sastaju
pod kutom od 1209 O tome nema spomena ni kod Maraldia ni
- kod Reaumura. Taj kut narodito naglaSava Darwin, jer
o njemu zavisi ¢vrstoca, koja je veca nego li da je taj kut pravi.

Pogledajmo sada &injenicu, koju nam pokazuje matematika,
naime, da u stanici imamo minimum povrSine ili najvecu u$tedu
voska.

RijeSenje problema. Iz slike razabiremo slijedele:

Spojnica MH, a koja je ujedno diagonala romba NMRH,
dijelit ¢e romb u dva sukladna trokuta MHN i MHR. Isto tako
ona dijeli romb GHQM u dva trokuta GMH i MNQ. Ovo isto
razmatranje bi vrijedilo i za ostala dva romba stanice. DrZzimo
li duZinu MH stalnom, a kroz nju poloZeni romb MHRM okre-
¢emo oko nje, toCka R se pomicfe na pravcu QR, a stoga isto i
to¢ka N na pravcu AG, jer mora biti QR = GN. Drugim rijecima:
dajemo li rombu razliCite poloZaje uz stalno MH, to vidimo iz
slike (2), da trostrane piramide MHNG i MHRQ imaju za baze
jednake trokute MHG i MHQ, i vrhove R i N jednako udaljene
od baza; zato one imaju jednake volumene. Zakljufujemo: vo-

lumen stanice, koja se u R zavr8ava s tri romba, bit ¢e jednak
volumenu stanice, koja bi se zavrSavala Sesterokutom GHJKLM,

pa ma kakav bio poloZzaj onih romba,

Treba dakle, kako je volumen uvijek stalan, tako odrediti
poloZaj romba da bude minimum povrsine. PoloZaj romba zavisi
od veli¢ine njegova kuta, pa ¢e se na taj nain minimum povrsine
izraziti, ako se nadu pripadni kutevi. Za izratunavanje bit ¢e
zgodnije, da u izraz za povrdinu stanice uvedemo duzinu GH,
koju ¢emo oznatiti sa x, a koja se mijenja, ako se mijenja polo-
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Yaj romba. Stoga ¢emo traZiti kakvo mora biti x, da bi poloZaj
romba davao traZzeni minimum. :
PotraZimo povr$inu stanice. Oznalimo AB = GH = a,

AG = b, i GN = x. Povr§ina trapeza ABNH=;— [6 + (b—x)]-a=

=ba—%x-. Povr§inu sviju trapeza dobit ¢emo, ako prednju .

uzmemo $esterostruku t. j. p = 6ab — 3ax. Da nademo povrSinu
romba MNHR, treba poznavati njegove dijagonale RN i MH, jer
RN - MN

2 .
polove se i stoje medusobno okomito. Nadalje se RN i MH sijeku
u tocki S koja lezi i na GQ = a, i to na sredini, pa je stoga

je povr§ina = == RN + SH; RN i MH kao dijagonale

Gszi‘z'—. Kako su MH i GQ dijagonale romba MGHQ, to je i

SH—= Mzg okomito na GQ; SH je dakle, visina u istostrani¢nom

trokutu GHQ sa stranicama a, pa je stoga SH = % V3= A—éﬁ, ili

MH = ]/3a% Treba jo§ naéi SN. Iz pravokutnog trokuta NGS

imamo SN = |/ x®-} (%) Tako je povr$ina romba MNHR =

= 2 4
— MN - SN = }/3a® - Vx2—|——g~=1/302x2 - 3: . Kako ima-

3at
4

mo tri jednaka romba, njihova je povrSina 3 V3a2x2—|-

Zato je povrSina cijele stranice:

3at

P = 6ab — 3ax 4+ 3 V3a2x2—]- i

Ovo je funkcija kojoj treba odrediti minimum. Moramo naci

prvu dervaciju ove funkcije i izjednaditi je s nulom.. Imamo
dakle:
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. 2
P = —3a-+ 3 6ax3;——=0,aodavdeje
2 V3a2x2—|— Z
4
=1, ili 9a%x® = 3a%x® + 3 i—. Tako nalazimo daje
VBa
il
~ 4.6a° 8 )

Da je to u istinu minimum, pokazali bismo na taj nacin, Sto bi-
smo nasli drugu derivaciju P” i u nju stavili ovu vrijednost za X,
pa bi izaSla jedna poz1t1vr1a vrijednost, koja karakterizira mini-
mum,

Stavimo 1i tu vrijednost za x u SN = l/xa_}__, imamo

a® , a®  3a® 3a® ..
o . B
SN? = 8 + e Kako je SH? = 3 , dobivamo relaciju
SN? = —2 SH?, a kako je 2SN = NR i 2SH = MH, prelazi ona

u NR*= % MH?, a to znali: kvadrat kraée diagonale u rombu

jednak je polovini kvadrata duZe diagonale. To je, dakle, uvjet
kome moraju zadovoljavati diagonale romba.

Relaciju SN® = % SH? moZemo pisati i ovako: %ﬁ\—l= V2.
Vidimo da je to upravo tangens polovine vecega kuta u rombu.
Dakle je tg <t SNH =}/2, odakle je log tg <C SNH = -%— log 2 =

_0_325)3’— 10,150515 — 10, ili odatle sam kut

< SNH = b4° 44’ 8",
Prema tome je veéi kut u rombu 109° 28" 16”, a manji kao
suplement 70° 31" 44”. A to su upravo one vrijednosti $to su na-

dene kod pceline stanice, a razlikuju se od Koenigovog rjefenja

samo za 2’ 16”.
*



Vidjeli smo, eto, kako nam racun pokazuje ono, Sto pcele
ve¢ davno i davno izvode. Svakako da nedemo pripisivati pela-
ma izvodenje zamrSenih raduna na osnovu kojih bi onda gra-
dile te Cudne rezultate.

Jedna vrsta slitna pdeli, t. j. osa, isto tako gradi sace sa
Sesterostranim stanicama, ali se ona nije dovinula do potpunog
rjeSenja kao pfela. Ne vidi se kod nje proveden princip eko-
nomije, jer ona nema u svome sacu dvostrukog sloja stanica.
Nije, dakle, iskoriS¢eno jedno dno kao zajedni¢ko, odakle bi
dolazila i izvjesna ¢&vrstoéa, kao $to smo vidjeli kod péelinog
saca. Ne iskori$cuje, eto, osa racionalno ni vrijeme, ni gradu, ni
prostor. '

Kroz hiljade godina izvode p&ele to svoje saée idealne pra-
vilnosti, kome se niSta ne da ni dodati ni oduzeti, i gdje se plela
pokazuje savrSenim geometrom i potpunim arhitektom. Zaista
pleli — toj Zivo] geometriji — treba da pode Covjek, da se naudi
kako radi svesilna priroda. U prirodi nalazi ¢ovjek svu silu pro-
blema, pa je tako i matemati¢ar mnogo puta naSao u njoj pot-
streka za svoja Cisto teoretska razmatranja. Mnoge zahtjeve
stavljale su matematici dvije prirodne nauke: fizika i astrono-
mija, a pogotovo u danalnje vrijeme stavlja takve zahtjeve pri-
mjena prirodnih nauka, zastupljena u svim granama modernih
tehni¢kih nauka.

Milenko Sevdié
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NEKI GLASOVITI PROBLEMI I POUCCI

KVADRATURA KRUGA

Stari su Grci bili veliki matematicari, naro€ito su se istakli
u geometriji. Euklidovi osnovi geometrije toliko su savrieni, da
su se satuvali gotovo nepromijenjeni do danaS$njih dana. Visok
- stepen matematskog poimanja starih Grka zavreduje jo§ viSe
paznje, ako se uvaZi, kako su matematska pomagala bila tada
jo§ posve nedostatna.

Grei su nam dali velike umove, kao $to su primjerice Pita-
gora, Euklid, Eratosten, Arhimed, Apolonije, Ptolomej i t. d.
Medu najraznovrsnijim problemima, kojima su se ti matema-
ticari antike bavili, postala su glasovita tri problema, koja su
proizaSla iz potrebe prakti€nog Zivota.

To su problemi: trisekcija kuta, podvostrufenje kocke i
kvadratura kruga. |

Problem trisekcije kuta sastoji se u tome, da se elemen-
tarnim geometrijskim putem t. j. pomocéu ravnala i Sestara
razdijeli zadani kut na tri dijela. Taj problem potjete od Hipije,
grékog filozofa, koji je Zivio u Cetvrtom vijeku prije naSe ere.
Medutim zna se, da se tim problemom bavio i Arhimed.

Problem podvostruenja kocke nastaop je prema predaji joS
u prastaro vrijeme. Prifa se, da je kralj Minos odredio, da se
sagradi grob za njegova sina Glauka. Grob je bio sagraden u
obliku kocke, ali mu se udinio premalen, pa-je zatraZio, da se
nalini grob u dvostrukoj veliini. Kralj je mislio, da bi se to
moglo rijeSiti tako, da se bridovi kocke uzmu dva puta tako
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veliki, ali je to naravno bilo pogrjesno, jer bi tada volumen
postao osmerostruk, a ne dvostruk,

Po drugoj verziji Delijci su se obratili na prorotiSte u Del-
fima, da im pomogne u nevolji, koja ih je zadesila, Prorod&iste
je odgovorilo, da se mrZznja boga moZe samo tako smiriti, ako
se podvostrudi njegov oltar na Delu, koji je bio u obliku kocke.

I tako je nastao problem: kako konstruirati takvu kocku?

Treéi i upravo najglasovitiji od antiknih problema, bio je
problem kvadrature kruga. Radi se o zadatku, da se nacrta
kvadrat, koji ¢ée po svojoj plodtini biti jednak zadanom krugu.
[ taj problem je prastar. U Papyrus Rhind, koji je bio napisan
oko 1700—1600 godina prije naSe ere, ve¢ se kuSa rjeSavati taj
zadatak.

Ta su tri problema klasitna u geometriji, a bavili su se
njima matematifari svih vijekova, a da ih nisu uspjeli rijesiti.

Tek u najnovije vrijeme uspjelo je dokazati nerjeSivost tih
problema. Da shvatimo u ¢emu je jezgra tih problema, moramo
se malo pozabaviti rjeSavanjem geometrijskih zadataka uopde.

Geometrijski zadaci rjeSavaju se u nacelu tako, da se svedu
na osnovne zadatke,

Takvi osnovni zadaci su:

1. Nacrtati pravac kroz 2 tocke,

2. Odrediti sjecidte dvaju pravaca.

3. Nacrtati kruZnicu zadanog srediSta, koja prolazi zada-
nom toCkom. _

4. Odrediti zajednitke tolke pravca s kruZnicom.

5. Odrediti zajedni¢ke tofke dviju kruZnica.

Onaj geometrijski zadatak smatramo elementarnim, kojega
se rjeSenje moZe svesti na jedan od naprijed navedenih osnovnih
zadataka, odnosno na dotinu konstrukeiju. Kako se pak prednji
zadaci mogu rijeSiti pomocéu ravnala i Sestara, to odatle slijedi,
da je elementarna ona geometrijska konstrukcija, koja se mozZe
izvesti pomocu ravnala i Sestara.

Kad se govori o moguénosti rjeSavanja gore navedenih ili
slicnih problema, onda se misli upravo na taj elementarni nadin
rjeSavanja.
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Pokazalo se, da je moguca elementarna konstrukcija svih
onih geometrijskih problema, koji se mogu svesti na racionalne
operacije, ili na konalni broj kvadratnih korijena. Pod racional-
niom operacijom shvacamo 4 osnovne ralunske operacije t. j.
zbrajanje, odbijanje, mnoZenje i dijeljenje, dok su sve ostale
operacije iracionalne. Prema tome smo u moguénosti primjerice
zbrajati geometrijske duZine, jer je to operacija zbrajanja. U
stanju smo geometrijskim putem razdijeliti duZinu na izvjestan
broj dijelova, i to je racionalna operacija. Isto je tako nauéno
utvrdeno, da smo u moguénosti rijeSiti pomoc¢u Sestara i ravnala
i sve one iracionalne zadatke, koji se dadu predoditi kao kori-
jeni kvadratne jednadZbe.

Na pr.
x = Va

Ta se konstrukcija moZe izvesti na slijedeéi nalin: (Vidi

sliku 1.) Na pravac se nanese najprije duZina AN = a, zatim
NB = 1. Zatim se iznad &itave duZi-

ne AB poloZi kruZnica, koja prola- !

zi krajnim tockama 'te duZine, a sre-

diSte joj je na toj duZini. U tocki N XTE

se povule okomica i gdje ta oko- a y
mica sijele kruZnicu, dobivamo to&- A : ‘ N B

ku M. DuZina MN je fraZeno x. Na
analogni nadin moZe se konstruirati
rjeSenje svake kvadratne jednadZbe i prema tome su svi geome-
trijski problemi, koji se dadu svesti na jednadZbu prvog ili
drugog stepena, rjeSivi pomoéu ravnala i Sestara.

Problem trisekcije kuta i podvostruenja kocke svodi se
zapravo na rjeSavanje kubne jednadZbe; pa je tek noviji razvoj
matematike pokazao, da se ti zadaci ne mogu rijeSiti elemen-
tarnim putem. Jedno od najvedih otkrica u matematici upravo
je to, da je uspjelo pokazati, da se samo oni geometrijski zadaci
‘mogu rijeSiti pomoéu ravnala i Sestara, koji se mogu svesti na
jednadibu prvoga ili drugog stepena. To mogu uostalom biti i

Sl 1.
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jednadZbe viSega stepena, ako se mogu sukcesivnho svesti na
kvadratne ili linearne jednadZbe.

Na taj nadin rijeSeno je nakon viSe od 2000-godinjeg
istraZivanja pitanje konstrukcija ravnalom i Sestarom. To je
rijeSeno pomodéu algebre i. analititke geometrije.

Cim se jedan geometrijski problem svodi na jednadZzbu tre-
cega i viSega stepena, on se viSe ne da rijediti elementarnim
putem.

Kako se problem trisekcije kuta i podvostrufenja kocke
svodi na jednadzbu treleg stepena, to prema tome ti problemi
nisu rjeSivi elementarnim geometrijskim operacijama. To ne
znadi da ti problemi ne bi bili rjedivi; oni se mogu rjesiti pomo-
¢u onih geometrijskih konstrukcija, koje se mogu svesti na
jednadZbe treeg stepena. Na taj nadin dodu3e samo rjeSavanje
gubi na jednostavnosti, ali zadatak nije nerjeSiv. Svakako se ne
moZe ni trisekcija kuta ni podvostruéenje kocke rjediti pomocu
ravnala i Sestara.

Problem podvostrucenja kocke svodi se naime na jednadzbu
3__
xX*=2 tj x=)2*
ili problem trisekcije kuta na jednadzbu

3tg —g- — tg® —§~

fg ¢ =
. 3 X
1 Stg 3

odnosno

tg"’%-—- 3 tgnp-z.‘gﬂ-g——Stg%——l—tgcp:o

Ako piSemo za tg % = x a za tg ¢ = a, dobivamo

x8 —3ax® —3x +a= 0

* Ako naime imamo kocku s bridom 1, njen volumen je V = L
Pita se, koliki mora biti brid kocke koja ima dvostruki volumen, Taj
brid nadi éemo. iz jednadihe x! 5 2
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a ta se jednadZba ne moZe dalje reducirati t. j. nije mogude taj
izraz rastaviti u produkt izraza drugog i prvog stepena.

U takvom slutaju problem se moZe rijeSiti samo tako, da
se konstruira pomoéna krivulja na pr. parabola, konhoida, ci-
soida i t. d. | ||

Nauka je dakle doSla do ovoga rezultata:

Neka je
CG+Cx+Cx*+ ...4Chx"=0

jednadZba n-tog stepena. MoZe se pretpostaviti, da su koefici-
jenti te jednadZbe sami cijeli brojevi. Takva jednadZba zove se
algebarska jednadZba i svako x, koje zadovoljava takvu jedna-
dzbu, zove se algebarski broj.

Lako se moZe pokazati, da se svaka jednadiba, kojoj su
koeficijenti racionalni brojevi t. j. pravi ili mje3oviti raziomci,
moZe uvijek pretvoriti u jednadzbu, kojoj su svi koeficijenti
cijeli brojevi.

RjeSenja algebarskih jednadZbi mogu se konstruirati geo-
metrijskim metodama onoga stepena, koji odgovara toj jedna-
dZbi. Ako je dakle jedna velitina rjeSenje algebarske jedna-
dZbe stepena vecega od 2, i ako se ta jednadZba ne moZe vise
reducirati, onda se ta veli¢ina ne moZe konstruirati pomocu
ravnala i $estara, ve¢ samo pomocu viSih geometrijskih ope-
racija.

MozZe se medutim dogoditi, da neka veli¢ina nije korijen
algebarske jednadZbe, onda takav broj nije viSe algebarski, veé
se zove transcendentan. :

Brojeve moZemo predotiti na brojnoj crti. Cijeli ili razlo-
mljeni brojevi zovu se racionalni, svi drugi brojevi su iracio-
nalni. Unutar svih tih racionalnih i iracionalnih brojeva ima i
takvih, koji su korijeni jedne algebarske jednadibe. To su aige-
barski-brojevi, dok oni brojevi, koji se ne mogu predotiti kao
korijeni algebarske jednadZbe zovu se transcendentni. Samo se
.po sebi razumije, da u grupu algebarskih brojeva ulaze i svi
racionalni brojevi, jer se svaki racionalni broj moZe uvijek pre-

LN I
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doditi kao korijen jedne algebarske jednadibe. Transcendentne
brojeve otkrio je 1844. francuski matematifar Liouville. Prije
toga se za egzistenciju takvih brojeva nije uopée znalo.

Novija matematska istraZivanja iz podrufja teorije skupova
pokazala su, da na brojnoj crti ima daleko viSe tih transcen-
dentnih brojeva nego algebarskih. Dok algebarski brojevi Cine
t. zv. odbrojiv skup, transcendentni brojevi Cine neodbrojiv
skup. Ako se za jedan broj moZe pokazati, da je transcenden-
tan, onda to znadi, da on nije korijen algebarske jednadZbe i
prema tome je nemoguée Kkonstruirati taj broj uz pomo¢ bilo
koje algebarske krivulje.

S tim je pitanjem u vezi problem kvadrature kruga. Pro-
blem se sastoji u tome, da se nade ona geometrijska konstruk-
cija, pomoéu koje ée se moéi danoj kruZnici konstruirati kva-
drat iste ploStine.

Neka je zadan krug.

Taj krug ima plo3tinu

P = rx
Ako nariSemo trokut, koji ima osnovku, koja je jednaka

opsegu kruga, a visina tog trokuta je jednaka polumjeru kruga,
onda taj trokut ima plo3tinu

1

P=—r- -2rs=rx

Nije nikakva poteSkoca pretvoriti taj trokut u kvadrat iste
plostine.

Vidimo dakle, da se problem kvadrature kruga svodi na to,
da nademo geometrijskim putem opseg kruga. Opseg kruga
dobivamo, ako pomnoZimo promjer kruga s brojem n.

GeometriCari su se kroz tisuéljeéa muéili, da nadu geome-
trijsku konstrukciju, kojom bi dobili opseg kruga; drugim rije-
¢ima trudili su se, da geometrijskim putem t. j. konstrukcuom
nadu broj .

Problem kvadrature kruga je prastari problem i svodi se
dakle na konstrukciju broja n. 1543
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Veé u najstarije vrijeme nadena su aproksimativna rjeSenja
tog problema.

U Papyrus Rhind, koji smo veé spomenuli, a koji je pro-
naden u Egiptu, spominje se, da je stranica kvadrata, koji je po

- 8
plodtini jednak Krugu, jednal{aﬁ promjera. To znaéi da je

1 8 c
o ot o Al I —
r’n 4d1t (g d)
1 o _ 64,
256
‘E=T 3,]6.

Arhimed je ve¢ naSao, da je

10 1

Sto znaci da je
3,140 845 07.. ... < n <3142 857 14.....

Ptolomej je u 2 stolje¢u prije naSe ere naSao za = vrijed-
nost 3,141 66 .....

Predaleko bi nas odvelo kad bismo htjeli ovdje navesti sve
pokuSaje, da se taj problem rije§i i sve velike umove, koji su se
s time bavili. Spomenut ¢emo, da se i veliki talijanski u€enjak i
umjetnik Leonardo da Vinci (1452—1519) takoder bavio kva-
draturom kruga. On je taj problem rijeSio mehanicki, uzevsi
valjak, koji ima visinu jednaku polovici polumjera njegove
osnovke. Plast tog valjka ima ploStinu

P= . r-2re =rx
2 B
t. j. plodtina plasta valjka jednaka je plostini kruga na osnoveci.
rema tome, ako rastvorimo ‘plast toga valjka, dobit éemo pra-

M, Sevidié: Matematika ¥itanka 11
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vokutnik, koji je po ploStini jednak krugu. To je dakako meha-
nicka metoda, s kojom naravno problem kvadrature kruga
onako, kako je postavljen, nije rijeSen.

Ludolf van Ceulen naSao je 1596. broj n na 35 decimala.

Metoda, kojom se sluZzio Ludolf van Ceulen da nade broj =,
sastoji se u postupku, koji su ve¢ poznavali stari Grcei, narodito
Arhimed, naime da sSe potraZi opseg upisanog i opisanog pravil-
nog mnogokuta i tako dobiju granice, unutar kojih leZi opseg
kruga.

Promatraju¢i mnogokute sa sve vedim brojem stranica do-
bivamo sve tocniji x. Dok je Arhimed dobio svoju vrijednost za
n time, da je promatrao pravilni 96-terokut, Ludvig van Ceulen
sluzio se u’‘istu svrhu 2%3-terokutom. Po njemu izratunati broj
glasi

3, 141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 88.....

Kasnije su se za izraCunavanje m nasle i druge metode na-
roito pomocu beskonaénih redova.

Najznamenitija je u tom pogledu formula, koju je postavio
1706 Machin: :

T 1 1
T=4arctg-5—-—-—arc z‘g—-23—g

ke ; | 1 '
IzraCunavajuéi pomocu redova arctg?)— i arctg@ nas: o je

Machin x na 100 decimala. Pomocu iste formule nafao je engle-
ski matematicar Shanks 1874. broj = na 707 mjesta. Na Pari8koj
svietskoj izlozbi 1937. bio je poseban matematski paviljon.
Unutar kupole tog paviljona bio je napisan broj =, na sav do
tada poznat broj decimala.

Zanimljiva je jedna metoda, kako se moZe empiricki usta-
noviti vrijednost broja x. Zamislimo $ahovsku plotu i jednu iglu
koja je tako duga kao stranica jednog kvadrata na Sahovskoj
ploti. Ako bacimo iglu na plocu, ona ¢e katkada pasti unutar
kvadrata tako, da ne ¢e sjeci stranice tog kvadrata. Izratunalo
se, da je vjerojatnost p da se to dogodi
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p=a—3 =014 = 14%

t. j. u 100 pokusa otprilike 74 puta bi igla morala pasti unutar
kvadrata. Pokusi, koji su izvr3eni, potvrdili su ispravnost toga,
Sto viSe kod 10000 pokusa na$lo se, da je vjerojatnost, da ée
igla pasti unutar kvadrata

p = 0,142
a kako je '
0,142 = x — 3
to odavde slijedi
n=3,142....

. j. pomocu tih pokusa izraunat je = na 3 decimale toc¢no.

Na gore spomenutoj pariSkoj izloZbi bio je izloZen taj apa-
rat 1 posjetioci su mogli tamo vrSiti te pokuse iglom,

Kako iz svega dosadanjeg razabiremo, sve §to je do sada u
rieSavanju tog problema uspjelo, je to, da su nadene aproksi-
mativne metode za izraunavanje, odnosno konstrukciju broja =.
Imade genijalnih konstrukcija, kao primjerice, iz srednjo-
Skolskih udZbenika poznata, konstrukcija poljskog matemati-
¢ara Adama Kochanskoga iz godine 1685., koja nam daje = na
4 decimale to¢no, ali sve su to samo aproksimacije, dok ono za
¢im se teZilo, da se naime elementarnim putem izvede tofna
konstrukcija, to nije uspjelo.

Kroz tisuéljeéa vule se taj problem te je postao najglaso-
vitiji problem u matematici. Najveci umovi su se trudili da rijeSe
taj problem, stvarno je on rijeSen tek godine 7882., kad je
Lindemann dokazao, da je broj = transcendentan broj.

Predaleko bi nas odvelo, da ovdje prikaZemo, kako je do-
kazana transcendentnost tog broja. '

Spomenut ¢emo samo slijedede:

ViSa analiza pozna jedan broj, koji se upotrebljava kao baza pri-
rodnih logaritama. Taj se broj zove e. Do tog broja se dolazi, kad se
nacini grani®ni prelaz izraza

fw=(14-)
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Kad se n pribliZava neizmjernosti, izraz
1 \n
f(n) = ( i 4 T)
pribliZava se vrijednosti
e = 2,718 28] 828 46 .........

Taj se broj moZe izrafunatj i iz reda

1 1
3!+4!

g=1 -+ I't 2‘|+

ZaSto je taj broj vaZan za vidu analizu?
Razlog je ovaj:

Ako je
: Y= clogx
cnda je
dy __“lge
gx = o x

Ako uzmemo a = e t. j. y = In X, dobivamo

a1

dx x

pa tako u viSoj analizi dobivamo stvarno najjednostavniju formulu za
derivaciju -logaritma, uzevsi za bazu logaritma e t. j. pri primjeni t. zv.
prirodnih logaritama.

Funkcija, u kojoj dolazi e kao osnovka, a x kao eksponent, dakle
funkcija ex zove se eksponencijalna funkcija. Ta funkcija vrlo je vaZna
kod izvjesnih prirodnih pojafa. Tako se primjerice neprekidno ukama-
¢ivanje glavnice predofuje pomo¢u funkcije

N
f(p)=¢®

Neprekidno ukamacivanje znali, da se kamati priklapaju glavnici
bez prekida. Takvo ukamaéivanje stvarno se zbiva u Prirodi uvijek onda,
kad se izvjesna tvar sama od sebe stalno poveéava, i to, to vife, to se
vide stvara te tvari, Po takvom zakonu ravna se primjerice rast drveéa
i t. d To je eto razlog, da se logaritmi, koji imaju kao bazu broj e,
zovu - prirodni logaritmi.

Za broj e pokazao je Hermite 1873., da-je to transcendentan broj.
Iz &njenice pak, da je e transcendentan broj slijedi, da je i = franscen-
dentan broj. .
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Cudesna veza tih dvaju brojeva sadrZana je u poznatoj formuli
eix =cosx+isinx
gdje je
i=| —1
Ako u toj formuli uzmemo 3
X=rm *
dobit éemo relaciju
ein=cost + isinm
ili
pim = — 1]
odnosno
1+ ein=o

Ovo je zapravo eksponencijalna jednadZba oblika

Nastaje pitanje, da li mo¥e korijen te jednadZbe biti algebarski broj.

To se pitanje svodi na posve opéenito pitanje, da li je moguéa
jednadZba

o Q. a,
el ta, e Faet4. ... +are =0

ako su u toj jednad?bi oy, a,, o3, . .. @r algebarski brojevi, koji su svi
medusobno razli€iti, dok su ay, M, a.. . . . r povoljni algebarski bro-
jevi. Lindemann je dokazao, da je ta jednad?ba samo onda moguéa, ako
bi svi koeficijenti a,, a.. o, . ur bili jednaki nuli, a to drugim rije-
¢ima znati, da takva jednadiba stvarno nije moguéa.

Odavle pak slijedi, da i jednadiba oblika

a, e 4 e =0
gdje je
a=1a-=ly=Iir a,=0
t. i. jednadiba
1} ein=o0
nije moguda, ako pretpostavimo, da je ir odnosno = algebarski broj. Ako

pak = nije algebarski broj, on moZe da bude samo transcendentan. Time
je eto dokazano, da je x transcendentan broj.

Tako je 1882. t. j. one godine, kada je Lindemann dokazao, da je
broj n transcendentan, ujedno definitivno rijeSen problem, kojim su se
naulenjaci, ali i lajici mu&ili kroz tisucljeéa.
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Zanimljivo je i vaZno kod toga to, da smo pokazali, da se rijeSenje |
tog geometrijskog problema svelo na pitanje, da 1i je broj = algebarskl
ili transcendentan broj. Time je prvotno pitanje rijefeno jod mnogo Sire,
nego 3to je bilo svojedobno postavljeno. Danas moZemo re¢i, da je
kvadratura kruga nemoguéa ne samo pomocu ravnala i Sestara, ve¢ i onda
kad uzmemo u pomoé¢ i algebarske krivulje i plohe. Ako uzmemo nasu-
prot u pomo¢ transcendentne krivulje, onda se pomo€u takvih krivulja
moZe geometrijski rijeSiti kvadratura kruga t. j. na taj nalin moZe s2
konstruirati broj . '

To je stvarno uspjelo 7889. Rusu Abdank-Abakanovic¢u, koji je kon-
struirao posebni aparat zvan Integraf, pomocu kojega je moguée geome-
trijski konstruirati broj n, i to tako, da se mehanitkim putem konstruira
transcendentna krivulja

y=§W1 —xﬂdr=k;a arcsinx—[——;l/] — x?

Siecidte te krivulje s osi y daje nam toclke
o, -12:--, . —‘;ﬁ, g =

Pitanje kvadrature kruga je dakle rijeSeno. Medutim stvar-
no je rjeSenje tog pitanja bilo moguce tek pomocu pomagala
moderne matematike. Laici to ne shvaéaju, i jo§ danas ima mno-
go matematicki neSkolovanih ljudi, koji se trude, da rijeSe taj
problem, ne znajuci ili ne hoteéi znati, da je taj problem onako,
kako ga oni hoée da rijeSe, nerijeliv. Laik naime zna, da se
Cetverokut vrlo jednostavno pretvara u trokut i obratno, zna
osim toga da je to mogude i za pretvaranje svakog mnogokuta
u trokut. NiSta dakle nije prirodnije nego pretpostaviti, da mora
postojati jednostavna elementarna konsfrukcija i za rjeSavanje
kvadrature kruga, analogno kao $to su se traZila elementarna
rieSenja i za ostale klasitne prcbleme, ne samo u matematici,

veé i u drugim naukama.

Podsjetamo samo, kako se jo¥ danas mnogi ljudi, i visoko
obrazovani, trude da rijeSe perpetuum mobile i ako je nauka to
pitanje ve¢ davno definitivno rije$ila time, da perpetuum mobile
nije mogud.

A tako je slitno i sa svim drugim Kklasi¢nim problemima.
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Ipak svi ti klasini problemi u matematici kao i uopée u
znanosti, za koje je trebalo toliko tisuclje¢a, da se pokaze da
nisu rjedivi, nisu bili uzalud postavljeni, jer $to dulje su se ljudi
tim problemima bavili, to viSe su oni oplodili nauku. Bez pretje-
rivanja se moZe reéi, da su upravo ta tri klasitna problema
geometrije, koja smo spominjali u ovom ¢lanku, sa svoje strane
mnogo doprinjeli razvitku geometrije i matematike uopce, Usta-
novilo se dodu3e, da su ta tri problema nerje8iva, ali zato se na
drugoj strani matematika obogatila novim tekovinama, koje su
u cijelosti opravdale -hiljadugodidnje napore uloZene u rjeSenje
tih problema.

JoS na jednu okolnost htjeli bismo upozoriti."Cesto nam se
priinja, da su izvjesne matematske teorije posve apstraktne i
bez ikakove veze s realnoS¢u. Kad su naulenjaci poceli da se
bave transcendentnim brojevima, izgledalo je to sve kao zani-
miva igra bez ikakvog cilja. I bilo je tako, a eto jednog dana
spustili smo se iz tog apstraktnog podruja u posve realno i
opipljivo podrugje, egzistencija transcendentnih brojeva dovela
nas je do vrlo realnog zakljufka, da kvadratura kruga nije mo-
guca. Dokaz za to uspio je tek onda, kad se pokazalo, da po-
stoje transcendentni brojevi i da je = takav broj.

I kada na taj nain u matematici nakon toliko napora dola-
zimo do rjeSenja, pa makar ono bilo i negativno, onda shva-
¢amo i svu ljepotu i &ar te nauke.

Dr. Vladimir Vranié

FERMATOV PROBLEM I NJEGOVI RJESAVATELJI

I. Pitagorini brojevi.

Iskustvena Cinjenica, da je svaki trokut, kojemu su stranice
redom 3, 4, 5 jedinica duZine dugacke, po svom obliku pravo-
kutan, bila je poznata veé u davna vremena.

Nad svakom stranicom toga trokuta neka je nacrtan i pri-
padni kvadrat, a svaki taj kvadrat neka je razdijeljen na jedi-
nice plostine, na jedini¢ne kvadrate.
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Kvadrat nad katetom a ima 9 jedinica plo$tine, kvadrat nad
katetom b ima ih 716, a kvadrat nad hipotenuzom ¢ ima ih 25.

Za ovaj pravokutni trokut izlazi:

9 + 16 = 25
ili .
32 4 42 = 52,
Na isti se nacin za pravokutni trokut sa stranicama 5, 12, 13,
dobiva

25 + 144
52 41 122

169
132,

|

Kod oba ova pravokutna trokuta ispunjen je poufak: Broj
jedinica ploStine u kvadratu nad hipotenuzom jednak je zbroju
jedinica plostine u ona dva kvadrata nad katetama.

ili krade:
PloStina kvadrata nad hipotenuzom jednaka je zbroju plo-
Stina onih kvadrata nad katetama.

Taj Pitagorin poucdak, matemati¢ki napisan u obliku:
a + bt = ¢}

vrijedi za svaki ravnocrtni pravokutni trokut u ravnini s kate-
tama a, b i s hipotenuzom c.

U navedena dva posebna slu¢aja sva tri mjerna broja za du-
ljine stranica kod pripadnoga pravokutnoga trokuta bili su p ri-
rodni brojevi. Prirodni brojevi su brojevi dobiveni broje-
njem, t. j. brojevi 1, 2, 3, 4, 5,... i t. d. Kod prvog su trokuta
bili prirodni brojevi 3, 4, 5; kod drugoga bili su 5, 12, 13. No, ovo
su samo iznimni sluCajevi.

Ako su na primjer duljine dviju stranica u pravokutnom
trokutu izraZene prirodnim brojevima, ne stoji da ¢e i treca biti
takov broj.

Neka je zadan pravokutan trokut, u kojemu je a = 4,
b = 7. Prema Pitagorinom je poucku
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¢t =42 + 72
il

2 = 16 + 49 = 65,
£
c=V65=2806....

Taj /65 nije prirodni broj, to je broj, koji se nalazi izmedu
8 i 9; taj |/ 65 nije ni obitan razlomak, on je'broj koji se moZe
prikazati nepovratno beskona¢nim decimalnim razlomkom.

Nastaje pitanje: Mogu li se po kakvom matemati¢kom za-
konu odrediti po tri prirodna broja

X, ¥ 2
tako, da zadovoljavaju jednadibu
XE. YA S B

Kod toga geometrijsko-aritmetitki zadatak: Neka se nade
pravokutni trokut, kojemu su duljine stranica izraZene samim

- prirodnim brojevima, prelazi u &sto aritmeticki zadatak:

Kvadrat nekoga prirodnoga broj z ima biti suma dvaju bro-
jeva, od kojih je svaki kvadrat prirodnoga broja.

Takva tri prirodna broja x, y, z, koji navedenu jednadZbu
zadovoljavaju, zovu se Pitagorini brojevi.

Proklo spominje, da je Pitagora dao za te brojeve ovaj
zakon:

z=2a+2a+1 y=2&+2a x=2a+]l,

na primjer:

Hh Le=1; X =3, y =4, z=135
2. a=2; X =25, y =12, z=13
3. a=3; x=7, y = 24, z=25

Platon je dao ovako

X = 2 aq, y = o — 1, z =a +1
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na primjer:
D &&= 2; X = .4, y= 3 o
2 a= 3 X = 6, y= 3§, z =10,
3. = 4; x = 8§, =0 z =17,
4, o = 5; £ = ]0, y = 24, zZ = 26,
3. & = §; x = 12, y = 35, z = 37.

Indijci su oko 5. stoljeda prije naSe ere poznavali rje-
Senja (I) 1), 2) i (II) 3), 5).

Matemati¢ar L. Kronecker u svojim predavanjima od 1901,
god. dokazao je, da su formulama

Nt = — ') z=€((p T PN
gdje za prirodne brojeve p, q, t vrijedi
=, p=>4q>90

dani svi sluajevi bez izuzetka i bez ponavljanja za rjeSenje
jednadzbe
X2 + y2 — 22

u prirodnim brojevima, te da su tim formulama dani svi Pit a-
gorini brojevi.

II. Fermatov poucak.

Dio aritmetike, u kojemu se istraZuju svojstva cijelih bro-
ieva, zove se teorija brojeva. Ovakovi problemi iz teorije bro-
jeva, u kojima se jedna jednadzba sa dvije ili viSe nepoznanica
ima rijediti u prirodnim brojevima, pripadaju u neodredenu ili
Diofantovu analizu.

Diofant izAleksandrije (otprilike od 250. do 300. naSe
ere) medu grckim matemati€arima, kojih djela su nam se sacu-
vala, prvi je algebru sistematski obradio. On u svojem glavnom
djelu ’Apdprqund, koje sadrZi klicu za veéinu problema moderne
teorije brojeva, ne opisuje algebarski postupak rijeCima nego
uvodi opcenite znakove. To je moZda ba$ i bio uzrok, da se za
ta njegova istrazivanja nije dugo znalo, i da se je mnogo toga
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od ovoga djela izgubilo. Istom u 15. vijeku spominje se jedan
Diofantov rukopis; prvi spomena vrijedni prijevod u Europi bio
Jje njemacki u 16, vijeku, a tek godine 1621. izdao je Francuz
Bachet de Méziriac vrlo lijepo gréko-latinsko izdanje
Diofantovih djela.

| U to je vrijeme, u 17. vijeku, Zivio Pierre Fermat (1601.—
1665.) moZda najveéi francuski matematik, po zvanju jurista.
Velika su Fermatova otkriéa u raznim podru¢jima matematike.
On daje nove poglede u analitickoj geometriji, preteta je infi-
nitezimalnoga ratuna, a osobito je mnogo dao u teoriji brojeva.
Njegovi arimetitki poulci, od kojih je mnoge priopéio bez do-
kaza, i njegovi zadaci, koje je zadavao svojim savremenicima,
dali su takav poticaj za istraZivanje teorije brojeva, da se Fer-
mat s pravom smatra osnivaem danaSnje viSe aritmetike.

Diofant, u Bachet-ovu izdanju, uvelike je utjecao na
Fermata. Na svojem primjerku toga djela ostavio je Fermat
mnoge biljeSke i to kratko, na rubu stranice. U svakoj je od tih
biljezaka sadrZan kakov novo otkriveni vaZni poucak. Neki su
dani bez dokaza, te su se kasniji matematici mnogo trudili, dok
su ih dokazali. Sada su dokazani svi, — osim jednoga.

Kraj Diofantova zadatka: Neka se zadani kvadrat rastavi
na dva kvadrata (misli se u cijelim brojevima, pa je to na da-
nasnji nacin refeno: neka se jednadzba z2 = x% 4+ y? rijeSi u
cijelim brojevima) stavio je Fermat ovu biljeSku:
sKubus pak na dva kubusa ili kvadratni kvadrat na dva kva-
dratna kvadrata i dalje opCenito nikakva potencija, koja je veca
od 2 ne da se rastaviti na dvije s njom istoimene potencije.
Dokaz sam za to Cudesan zaista otkrio. Uskola ruba ne moiZe ga
prihvatiti.« |

Fermatov poudlak izrazen formulom glasi:

Nemoguce je naci tri prirodna broja x, y, z, koji zadovo-
ljavaju jednadZbu

' xn _I_ yn = 2N
za
> 2.



172

To je taj zadnji Fermatov teorem ili veliki Fermatov pro-
blem. Izrekao ga je Fermat oko 1637.

Fermat navodi potpuno tofno korak po korak, kako je do-
kaz izveo za n = 4. Izveo ga je dokazujuéi na drugom mjestu,
isto na rubu Diofantova djela, svoju primjedbu: sPlo§tina pravo-
kutnoga trokuta u brojevima ne moZe biti kvadrat kod Cega je
naSao nemoguénost jednadzbe

m — nt = rz

Ako ne postoji broj r, koji bi zadovoljio gornju jednadZbu,
onda ne postoji ni takav r, koji je
r = ¢,
i za koji bi bilo
oy — o = (¢
ili
mt — nt = @t

Ovaj dokaz spominje Fermat, kada govori o svojoj me-
lodi za rjeSavanje problema iz teorije brojeva, te veli, da je tom
smetodom silaZenja« ali neSto izmijenjenom, dokazao i nemo-
guénost jednadZbe

78 = x8 ys,
no ne opisuje tocno, kako je to ulinio., Kako je rjeSavao kod
vidihy eksponenata, to ne spominje nigdje.

Neka je n sloZeni broj razlitan od broja 4. Na primjer
neka je n = 6. JednadZba

3L ey . 20
moZe se napisati u obliku
(x4 (y)* = (2
pa je dosta pokazati, da Fermat-ova jednadzba u ovom slutaju
ne postoji za n = 3, a u opéem slutaju, da ne postoji za ne-

parni prim broj, koji je faktor onoga sloZenoga broja n. Osim
toga za svaki n > 1 brojevi x, y moraju biti medusobno razli€ni.



173

Veliki Fermat-ov problem postavlja se onda ovako:
Nemoguce je naéi tri prirodna broja

x<y<z
tako da je ispunjeno
xp _l_ yD = 7P
gdje je
p neparni prim broj.

Matematici, koji su taj Fermatov poufak kuSali dokazati,
posli su naravno, od najniZih eksponenata. Prvi je osim za n = 4
dao dokaz i za p = 3 matematitar Euler (g. 1753.).

Legendre je (g. 1823.) pojednostavio Eulerov dokaz i
sam dokazao za p = 5, a uz to je dao skup opcenitih formula,

kojima je ogranitio brojeve x, y, z. Abel je doSao na te iste
formule,

Dirichlet je dao dokaz za n = 14 (1832.) a Lam¢
za n = 7 (1839.), 8to je kasnije pojednostavio Lesbegues.

I Gauss je nastojao da rijeSi Fermatov problem. On je
kod toga stao na stanoviSte, da taj teorem Kkao izoliran
poutak nije od velikog interesa, te se je nadao, ako mu uspije
rijeSiti neke opcenite probleme iz teorije brojeva, da ¢e se taj
teorem javiti kao neki nevazni korolar.

U svim navedenim dokazima nastoji se pronaéi metodu,
kojom je Fermat taj problem rijeSio.

Na posve novi nadin stao je to pitanje istraZivati Kummer
(1847.). Dokazao je, da je Fermat-ova jednadzba nerjeSiva u ci-
jelim brojevima za stanovitu vrst prim brojeva. Kod toga jo$
sam Kummer nije znao, ima li tih regularnih prim bro-
jeva konatno ili beskonatno mnogo. Kronecker je zatim
pokazao, da ih ima neizmjerno mnogo. Pitanje je sada, ima li
osim ovih prim brojeva jo§ konacan broj ili neizmjerna mnoZina
ostalih prim brojeva.

Kummerova istraZivanja nastavili su kasnije razni matema-
ticari, medu kojima su u najnovije vrijeme najviSe rezultata
dobili Mirimanov, Wieferich, Frobenius, Mail-
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[et. Dickson je dao dokaz za sve neparne prim brojeve
p < 7000 izuzevsi moZda za broj 6857. Landau je vrlo lijepo
obradio rjeSavanje toga problema u svojoj knjizi o teoriji bro-
jeva, koju je napisao za svoje kéeri, tada$nje studentice.

Od na8ih matemati¢ara ovim istraZivanjima iz viSe teorije
brojeva dali su priloge Bohnidek i Plemel]j.

Opisivati same metode rjeSavanja, pa dati uvid u rjeSavanje
problema, u poteSkoée kod toga i u njihovo svladavanje, u po-
stignuce rezultata i u uskrsle probleme, to se ne moZe iscrpivo
u ovako popularnom prikazu, jer je za razumijevanje svega
ovoga potrebno matemati¢ko predznanje.. Mora se spomenuti,
da su se kod tih istraZivanja dogadale i pogrjeske i da je
mnogi istraZziva¢ popravljao istrazivanje drugoga. F. Linde-
m ann, koji je rijeSio problem kvadrature kruga, dva puta se
zaletio i dva puta dao pogrje$ne dokaze.

Laplace (1778.) je smatrao sramotnim za matematiku,
da se ne moZe dokazati neSto, $to je Fermat znao pred viSe od
stotinu godina, te drZi, da je Fermat upotrijebio metodu, koju
drugi matematifari ne znaju. Kronecker je u svojoj tezi
(1845.) nabacio misao, da taj teorem nije ni sam Fermat do-
kazao. U najnovije vrijeme javlja se nova struja, matema-
ticki intuicionisti, od kojih neki drZe, da i ovaj Fer-
mat-ov problem pripada medu one matematicke probleme, za
koje se uopée ne moZe dokazati, vrijede li ili ne.

Fermat je taj poulak izrekao i ustvrdio, da mu je naSao i
dokaz. Da je bio sam uvjeren, da je dokaz nasao, o tome nema
sumnje.

Za sve ostale poulke, za koje je Fermat naveo, da ima do-
kaz, uspjelo je dokaz nadéi, pa je velika vjerojatnost, da ¢e se
i za ovaj zadnji teorem otkriti.

Neki drZe, da se Fermatova metoda silaZzenja podudara sa
veriZznim razlomcima, jer su se mnogi Fermatovi poucci pomodu
veriznih razlomaka rijeSili. Svaki Fermatov poucak za koji on
veli da ga je rijeSio svojom metodom silaZenja, dade se bilo
kako dovesti u vezu sa jednadZbom
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za koju Fermat takoder veli da ju je rijeSio svojom metodom.
Vjerojatno je, da ¢e upravo ta jednadzba dovesti do onoga, $to
je Fermat pred viSe od trista godina znao.

Za matematiCare je svakako taj teorem od interesa i u slu-
¢aju da je problem nerjeSiv. Da i prestanu traZiti dokaze za
moguénost ili nemoguénost Fermat-ove tvrdnje, svracat Ce se
ipak na nj, da dokaZu zaSto pripada medu nerjeSive matema-
ticke probleme,

III. Wolfskehlova zaklada

Godine 1907. umro je matematiCar Wolfskehl, koji je
i sam rjeSavao Fermatov problem i dao dokaz za neke kom-
pleksne brojeve. On je ostavio znanstvenom druStvu u Gottin-
genu zakladu od 100.000 maraka, da se njome nagradi onaj,
koji u vremenu od 1907. do 2007. rijeSi Fermatov problem. Ne
bi to bilo niSta neobino, u proSlom su vijeku i francuska i bel-
gijska akademija bile raspisale svaka svoj natjelaj za rjesenje
tog problema. '

Wolfskehlova ostav$tina bila je malo prevelika i imala je
uéinak, na koji on zacijelo nije bio ni pomislio. Mjesto da poti-
canjem poZuri matematiCare na rjeSenje, ta je obefana nagrada
izazvala smutnju medu ljudima nematematiCarima. U istrazi-
vanje matematike, medu znanostima i umjetnostima moZda
jedine, koja je ostala pristupna samo svojim istraZivalima,
doprla je buka svjetine Zeljne onih tisuéa.

Bezbrojni po svom naslovu pravi dokazi Fermatova teorema
napali su na gottingenSko znanstveno drudtvo. Da se umanji na-
vala, objavilo je to druStvo, da e primati samo tiskane stvari,
a to je onda izazvalo novu vrst literature, koja mjesto u mate-
matiku pripada u psihijatriju.

Mala jednadZba, nikakve komplicirane formule, Fermat ju
je rijeSio jo§ prije tri stotine godina, pa kako da se ne bi takova
malenkost u danadnje vrijeme nadinila! Kao pobjedni rjeSitelji
nastupali su ljudi iz svih zvanja, bilo je filologa, oficira, kemi-
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Cara, pastora, poStanskih dinovnika, gimnazijalaca, direktora
banaka, konobara, lije¢nika, knjigovoda, apotekara. U na3oj
sveutiliSnoj knjiZnici postoji veé Cetvrto izdanje takvoga rje-
Senja, kojemu je autor bio jedan nekadas$nji rumunjski ge-
neral; pogrjeSka je u tom dokazu takva, da bi je svaki peto-
Skolac mogao opaziti. Ima tamo i jo§ nekoliko sli¢nih dokaza. O
takovim velikim otkri¢éima znale su donositi vijesti i strane i
naSe novine.

Koliko su smijeSni ti dokazi, toliko je bolan bio viSe puta
Zivot, koji se iza toga sakrivao. Mnogi, kojima su veé sve nade
propale, hvatali su se za slamku, Zrtvovali su sve, $to su imalj,
samo da im se publicira njihovo rjeSenje. TroSili su na to svoju
energiju, koju bi i kako lijepo i korisno bili mogli upotrijebiti
u Zivotu.

ViSe manje i na samim naslovima tih broSiranih i krasno
uvezanih knjiga vidjeli su se tragovi megalomanije. Ima Zrtava
toga Wolfskehlovog natjefaja i u bolnicama za duSevne bolesti.

Navala je ova sada prestala. Wolfskehlova zaklada bila je
za vrijeme proSloga rata uloZena u ratni zajam, te je potpuno
propala,

Tako su se pokazale i sve zle strane ovakovoga nagradnoga
natjecaja.

Da je tolika svota bila uloZena u kakov matematicki zavod
ili u kakvu matematicku knjiZnicu, ili da je bila dana kao pomo¢
studentima matematike, moZda bi ta zaklada bila §togod i dopri-
nijela rjeSenju Fermatova problema.

Matematici Fermatov problem Zele rijeSiti i rjeSavaju ga
kao i druge matematitke probleme. Oni znadu, da je potrebno
najprije upoznati i sve ono, $to je sam Fermat u teoriji bro-
jeva stvorio, i zatim sve ono Sto su 7 svi drugi iza njega u tom
podrudju nacinili.

MoZe nastati pitanje, ima li uop€e smisla baviti se tim pro-
blemima iz teorije brojeva. Matemati¢ar to pitanje ne e posta-
viti, MoZe ga postaviti fiziCar ili prirodoslovac. No ako zna
matematiku, odmah ¢ée se sjetiti, kako se nazor o neorekidnosti
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u prirodnim pojavama upotpunjavao matematitkim rezultatima
o neprekidnim funkcijama neprekidnih varijabla. IstraZivanja u
fizici molekula, iskustveni podaci o isprekidanosti u svijetu
atoma i uwpiologiji, te na pripadnim znanstvenim opaZanjima
osnovane teorije 0 najmanjim nedjeljivim Eesticama materije,
matematicki se opisuju relacijama izmedu cijelih brojeva. Ato-
mistika je matematiCki svakako upucena i na rezultate iz teorije
brojeva.

dr Mira Hercigonja

NEKOLIKO DOKAZA PITAGORINA POUCKA

Danas je gotovo jednodus$no misljenje, da Pitagora ovaj
poufak nije pronaSao (vidi: str. 167.). Jedni tvrde, da je Pita-
gora bio samo prvi, koji je dao opéi donrz za poulak, dok
drugi i to negiraju. Jedni opet pripisuju Pitagori dokaz, koji
se nalazi u Euklidovim elementima, dok Proklos (5. sto-
Ijeée) tvrdi, da dokaz, koji dolazi u elementima, potjefe od
samog Euklida.

Danas je poznato oko M raznih dokaza Pitagorina
poudka, Izmedu njih naveo bih nekoliko karakteristiénih. Dva
potjetu od Bhaskare (12. stolj.), jedan potjele iz god 1766., a
ostalih sedam iz 19, stoljeca.

1. Po Bhaskari.

(Vija Ganita — 12 stolj.)

Indijski autor je sastavio 4 jednaka trokuta (A ABC =
= A CDZ = A DEY = A EBX) prema sl. 1. Hipotenuze tih
trokuta Cine kvadrat BCDE strane a, dok duZe katete tih trokuta
daju unutraS$nji hvadrat AXYZ, Cija je strana ¢ — b. Bhaskara
sada u svrhu dokaza kaze samo: »Gledajl«

On implicitno upotrebljava formulu:
(c—b)“—l—4%=b2+c?,

M. Sevdié: Matematitka &itanka 12
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a slika pokazuje da je

€—br 4+ 25—

pa je prema tome

: 2 A D B

2. Po Bhaskari.
(Vija Ganita — 12, stolj.) Nalazi se i u udZbenicima,
Spustimo okomicu CI na AB. (Sl. 2.) Nastali trokuti /AC i

IBC jesu sli¢ni medusobno a i s trokutom ABC. Iz njihove sli¢-
nosti izlazi:

Al  AC .. i

AC — AB ili AC?® = Al - AB (1)
Bl BC ...

BC = AB ili BC2 = Bl AB (2)

Uzmemo li zajedno (1) i (2) imamo
AC® + CB®> = Al - BA'+ Bl - BA = (Al + Bl)* BA =
= BA - -BA = BA?
dakle
b + ¢z = a2,

3. Po Simpson-u.
(Eléments de geométrie — Paris 1766).

Promatrat ¢emo kvadrat konstruiran nad b + ¢ (sl. 3a). On
premaSa sumu b? i ¢® za dva pravokutnika od kojih svaki ima
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Jpovrsinu be. Od ova dva pravokutnika, podijeljena dijagonalom,
dobijamo {etiri jednaka trokuta, &ija je povrSina
be
2
Ova 4 trokuta, rasporedena kao na slici, ¢ine sa svojim stra-
nama kvadrat strane b + ¢, a sa svojim- hipotenuzama drugi

E € y z B8 M
=
~l o©
p—L F
-
6 | 7
v £ X

kvadrat strane a (sl. 3b). Prema tome prvi kvadrat XYZU pre-

masa drugi ABCD opet za 4 promatrana trokuta (pov:éine %E) |
Iz ove dvije slike izlazi onda, da je
b2 + ¢2 = a2

4. Po Hoiffmannu.

(Der Pythagoréische Lehrsatz — Mayence, 1821.)

Uzdignimo tri normale: BF = ABu Bna BA,Cl = ACuC
na CA, BE = BC u B na BC (sl. 4.) — TAF je pravac. Dokazat
¢emo, da je Cetverokut IFBC ekvivalentan Cetverokutu ABEC.
Svaki od njih, povladenjem dijagonale CF i dijagonale AE, rasta-
vimo u dva trokuta. Trokuti CBF i ABE jesu sukladni, jer imaju
jednak kut kod B izmedu jednakih strana. Dalje moZemo pisati

A JCF = A ACE, jer ova dva trokuta imaju jednake baze
IC = CA i jednake visine BF + CA i G'F’ + F’E. Stoga je

IFBC = ABEC

Ako od svakog od ova dva Cetverokuta odbijemo trokut
ABC, dobit ¢emo ekvivalentne ostatke, t. j.
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5. Po Hoffmann-u.

{Der Pyth. Lehrsatz — Mayence, 1821.)

Opisimo oko C (sl. 5.) s polumjerom CA polukruZnicu koja
sijee CBu Y i Z. Iz poznatog svojstva tangente AB na polukru-
Znicu slijedi

AB2 = BY - BZ
ili
AB? = (BC + AC) (BC — AC)
dakle
AB?2 = B(C? — AC?
ili

I

BC? AB2 + AC?
dakle
a = p? + 2,

6. Po Terquem-u.

(Nouveau manuel de géométrie — Paris, 1838.)

Nad DE (sl. 6.) konstruiramo pravokutni trokut ZDE sukla-
dan trokutu ABC, samo u obrnutom poloZaju. Povufemo zatim
AZ, HG, Al i AF. Ove dvije duZine Al i AF leZe na jednom pravcu
jer suma kuteva kod A, a sa iste strane IAF, iznosi 180° S druge
strane je A AGH >~ A ABC.
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BRI
Sesterokuti CIHGFB i CABEZD jesu ekvivalentni, jer su na-

¢injeni iz sukladnih Cetverokuta IHGF i ACDZ, ICBF i ZEBA. To

jasno razabiremo iz sl. 6. Tako je na G

pr. Cetverokut /HGF sukladan cetve- H

rokutu ACDZ, jer je IH = AC, HG =

= CD, GF = DZ, ¢ IHC = < ACD, / _..=

< HGF = < CDZ. / '
Ako sada od svakog Sesterokuta s R 8

odbijemo dva puta trokut ABC dobit \

¢emo b% + ¢? odnosno a2, — Dakle je )

az = p® 4+ i D ‘;‘ =
7. Po O. Werneru.

(Arhiv. d. Math. u Phys., 1855.) SI.

Nad CA nacrtamo kvadrat (sl. 7.).
Povucimo 1Z paraleino sa BC i uzdignimo normale CX i AY na
BC. Posdto je IC || HB to su ekvivalentni i kvadrat ICAH i fetve-
rokut /ZCB, jer su nad istom bazom IC. Dakle je

- 1 ,'
Y
Z
6.

b? = BC *« CX (1)
No kako je IC = AC, to su sukladni i trokuti ICX i CYA, pa

izlazi CX = CY
dakle je

b2 = BC - CY (2)
Isto tako imamo

¢z = BC - BY (3)
Zbrojimo li (2) i (3) dobijemo
b2 + ¢2 = BC-CY + BC-BY = BC(CY + BY) = BC: BC = &,

8. Po Garfield-u.

(Pretsjednik U. S. A. 1881. — The mathematical Magazine,
1882.)
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Podignimo (sl. 8) CD = CB okomito na CB i spustimo iz D
okomicu DZ na produZenje strane AC. Dva trokuta ABC i ZDC

<

2

imaju jednaku povrsinu b2 , dok trokut BCD ima povr$inu « 5

Kao §to Vidimo ova tri trokuta &ine trapez ABDZ, koji ima povr-
b —|— C

sinu ( =

Dakle je

ili
%5 = @,
9. Po P. Fabre-u.
(Journal de Math. elem. — 1888.)
Kroz A povucimo AQ jednako i paralelno sa CD. (sl. 9.).
U paralelogramu ABEQ visina BZ je jednaka bazi QE, jer
su sukladna dva pravokutna trokuta QED i ZBE. Dakle je

¢? = paralelogramu ABEQ
a isto tako

b% = paralelogramu ACDQ

il :
b2 + ¢ = peterokut CBEQD '+ trokut ABC
= peterokut CBEQD -+ trokut QED

jer su sukladni trokuti ABC i QED.



183

Konadéno imamo :

b* + ¢ = paralelogramu CBDE = a2,

10. Po Renan-u.

(Revue scientifiqgue — 1889.)

Povucimo IB i CF (sl. 10.) i spustimo iz C i B normale na
IB i CF. Ove normale se sijeku u jednoj to¢ki okomice AJ na CB.

S | B
S | ' Sl 10,

Zaista ako je R na pr. totka u kojoj normala iz C sijede AJ,
vidi se da su sukladni trokuti ICB i CAR, jer imaju jednake kuteve
i jer je IC = AC.

Prema tome je AR = BC.

Na isti natin, ako je R’ totka u kojoj normala iz B sijee AJ,
onda su sukladni i trokuti FBC i BAR’, a odatle i AR” = BC.

Dakle se dvije tocke R i R’ poklapaju.

Uzmemo li ovo u obzir, imat ¢emo

A CAR = A ICB = —;-bz
A BAR = A FBC = %c%
Dakle | "

A CAR+ A BAR = - (b + <) (1)
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S druge strane je
A CAR+ A BAR = 14'25(/(34-]3):87(: . BC=-a* (2)

=2
2
[zjednadujuéi (1) i (2) imamo konaino

o O A g8,
Milenko Sevdié

KAKO DA ZAPAMTIM VRIJEDNOST BROJA x?

U svrhu lakSeg pamcenja vrijednosti nekih brojeva, osobito
ako se radi o ve¢em broju cifara, upotrebljavaju se razni stihovi.
U takvim stihovima broj slova u pojedinim rijec¢ima znadi cifru.
Ovdje navodimo jedan nas i jedan francuski stih za prvih 30 de-
cimala broja =:

1. Na$ stih

(Iz kalendara »BoSkovié« — god. 1918.)
Nek i sada i vazda slavljeno

5 1 &1 % 9
Na zemlji jeste ime onoga
2 6 & 3 b
Arhimeda, helenskog mudracal
8 9 7
Domisljat bje on kao Prometej;
9 -3 2 3 8
Svet plamen on podade nama tad,
4 6 2 6 4 3
Kad kruZnicu ba¥ on odredio
3 8 3 2 7
Ratunajul, o « « o+« s
9
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2. Francuski stih
Que j’ aime a faire apprendre un nombre utile aux sages!
91 41 6 9 2 6 5 3 5
Immortel Archimede, artiste ingénieur.
8 9 7 9

Qui de ton jugement peut priser la valeur?
3 2 3 8 4 6 2 6

Pour moi, ton probléme eut de pareils avantages.
4 3 3 8 3 2 7 9

APOLONIJEV PROBLEM

Apolonije iz Perge Zivio je oko godine 200 prije n. r. Stu-
dirao je u Aleksandriji s uCenicima Euklidovim; drZi se, da je
oko 25 godina mladi od Arhimeda, Bavio se geometrijom i to
prouCavanjem c¢unjosjeka.

Sam Apolonijev problem sastoji se u tome, da se kon-
struira kruZnica, koja tangira tri zadane kruZnice. Taj problem
je posljednji od 10, gdje se traZi ista konstrukcija, ako su
zadane a) 3 tocke, b) 2 tofke i pravac, c¢) to¢ka, pravac i kru-
Znica i t. d. Dva od tih problema rijeSio je ve¢ .Euklid; a ostale
vjerojatno Apolonije. Sdmo njegovo djelo o tom problemu nije
se safuvalo, te ne znamo tocno, kako ga je rijeSio.- Jedino
po tome, §to Papo spominje to djelo, znamo da je postojalo.
Tim problemom bavili su se mnogi matemati€ari; tako n. pr. u
16. stoljecu Vieta, a u 17. stolje¢u veliki matematiCar Newton.
Danas poznajemo viSe metoda za rjeSavanje toga problema.
Ovdje Cemo iznijeti samo jednu, koja je osnovana na elemen-
tarnim poudcima geometrije. :

Ako pretpostavimo, da zadane kruZnice leZe jedna izvan
druge, ima 8 mogucih rjeSenja i to, ako zadane kruZnice ozna-
¢imo rednim brojevima 1. II. IIl. mogu biti:
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1. I II IIl unutar traZene kruZnice

2.1 1 - ) 2 IIl izvan traZene kruZnice
3. 111 - - " 11 ol 4 ”

4. 11 1II 9 . . [ E o 1
5.1 = ") 5 II III,, z &

6. 11 I ' 3 EHL . ,, "

7. 111 " o - | I ) 4 i
8. I II III izvan traZene kruZnice.

Da dodemo do trazene konstrukcije ujednostavnit é¢emo
prethodno na§ zadatak u toliko, da traZimo onu kruZnicu, koja
prolazi zadanom tofkom, a tangira 2 kruZnice. Ako ovaj zadatak
rijeS§imo, mozemo naime jednostavnom konstrukcijom (sl. la i
b) rijesiti problem u cijelosti. Stegnemo li najmanju od zadanih

KruZnica na tofku i smanjimo odnosno povefamo za njezin
polumjer r polumjere ostalih zadanih kruZnica, dobijemo taj

jednostavniji problem. RjeSenje njegovo je KkruZnica, kojoj se

polumjer razlikuje od polumjera traZene KruZnice za r.
Izvest ¢emo nekoliko pomo¢nih stavaka:

1. Potencija to¢ke T s obzirom na kruZznicu (sl. 2.)

o = 8 (obodni kutovi nad istim lukom)
0 g (okomi¢ni kutovi)

dakle a = 8
dalje y = y_

I



znali da je A ATC ~ A CTB
aT + €T = CF : BT
ili AT - BT = CT?
To znadi da je za sve sekante iz toCke T produkt odsje¢aka od
totke T do sjeciSta s kruZznicom konstantan i jednak kvadratu

duZine tangente od T do diraliS§ta. Taj se produkt zove poten-
cija toCke T s obzirom na kruZnicu.

Obrnuto iz CT® = AT - BT izlazi, da je C diyaliSte kruZnice i
pravca koji prolazi tofkama T i C.

2. Konstrukcija kruZnice Ki koja dira kruZnicu K, a polazi to¢ka-
ma Ai B (sl. 3.).

PoloZzimo kroz tctke A i B bilo kakovu kruZnicu Ke, koja
sijefe kruznicu K u 2 totke R i S. Zajednitka sekanta kroz R
i S sijeCe pravac kroz zadane
totke A i B u tocki T. Kon-
struirajmo tangentu t iz tocke
T na KruZznicu K. Ona mora
biti ujedno i tangenta traZene
‘kruZnice Ki i to zato; §to je | i S,

AT - BT = RT - ST = DI? Sl 4
dakle D mora biti diraliste tan-
gente ¢ i na kruZnici, koja prolazi to¢kama A i B, pa je stoga
traZena kruZnica Ki.

5. Spojnica diraliSta kruZnice Ks, koja dira dvije kruZnice K1
i K2 prolazi kroz srediSte sli¢nosti kruZnicd Ki.i Kz (sl. 4).
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<L SsNM = < SsMN (kutovi na bazi istokratnog trokuta

<L SsMN = < RMS: (vrdni kutovi)

<L RMS1 = <C MRS: (kutovi na bazi istokra¢nog trokuta)
dakle: < SsNM = < MRS1; buduéi da im je krak NR zajedmckl

mora biti

RS1 || SsN odnosno i RS1 | NSz, a iz toga pak slijedi da
su trokuti A OSiR i A OSeN sliéni (homoteti¢ni poloZaj), pa
su im homologne stranice razmjerne t. j.

OS1 : OS2 = RS1 : NS2 = r1 : 2 dakle je O zaista sre-
diSte sliCnosti,

4. Zadane su kruZpice Ki i K2 i toCka P, TraZimo sjeciSte Pi
pravca kroz to¢ke O i P s kruZnicom, koja prolazi kroz P, a
dira K1 i K2 (sl. 5.).

Pri tom je O srediSte sliCnosti, kroz kole prema 3. pro-
lazi spojnica diralistd MN.

Vidimo, da je:

<X ONA1 = < ORA —

<L ORA i <. ARM su suplementni jer su sukuti

< ARM i <¢ MBA su suplementni, jer su A, B, M, R,
koncikli¢ke t. j. tocke iste kruZnice, tako da su ABMR vrhovi
tetivnog Cetverokuta, za koje je poznato, da suma suprotivnih
kutova iznosi 180°, Izlazi <¢ ONA1 = < MBA a to opet znadi,
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da je BAiMN tetivni Cetverokut, t. j. B, Ai, M, N su konciklicke
totke; dakle mora biti:
" OB + OA1 = OM + ON
Buduéi da su M, N, P, P:1 koncikli¢ke totke, vrijedi dalje:
OM + ON = OP: * OP
dakle i OB * OA: = OP: - OP, a to znati da su i B, Ai, P, P
konciklitke tocke.

Tolka P1 se dakle dobije kao sjeciSte kruZnice kroz BA1PP:
sa spojnicom OP.

KruZnica kroz P i P1, koja dira Ki (ili K2) konstruira se
onda prema 2). Ona ¢e automatski dirati i drugu kruZnicu, jer
su, kako iz prethodnog vidimo Pi, P, M, N koncikli¢ke tocke.

Konstrukcija se dakle izvodi ovako: (sl. 6.):

SL 6 ks

Zadane su kruZnice K2 i K3 i totka Si1 (usporedi sa sl.
la i b). Zelimo nadi kruZnicu kroz Si, koja dira K’z i K.

Sa dva paralelna polumjera kruZnici K’z i K’s odredimo
srediSte sliCnosti O. Kroz Si1 B Ai poloZimo kruZnicu, koja sije-
¢e svaku od zadanih kruZnica u 2 toCke i za koju prema 4.)
znamo da prolazi jo§ jednom totkom Pi (na pravcu OSi) tra-
Zene kruZnice,

Da ovu nademo posluZimo se dakle metodom pod 2. i polo-
Zzimo zajedniCku sekantu (kordalu) kruZnice (SiBA:i) i kruZnice
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K's. 1z sjeciSta T ove kordale s pravcem kroz OS: povulemo
tangentu na K’s i dobijemo diralidte D3, u kojem traZena kru-
Znica kroz Si1P: dira kruZnicu Ks'.

Analogno dobijemo kordalom kruZnice (StBA:i) i kruZnice
K’> to¢ku R i diraliSte De tangente povulene iz R na kruZnicu
K’s. — D2 i Ds su dakle diraliSta trazene kruZnice kroz Si, a
sjeciSte spojnica SeDe i SsDs njezino srediSte S. Prema slici 1a
i b treba joS samo njezin polumjer povecati odnosno smanjiti za

r, da se dobije rjeSenje Apolonijeva problema.
Mira Erega, prof.

MALFATTIJEV PROBLEM

Problem, da se u zadanom trokutu upiSu tri kruZnice, koje
se medusobno doti€u, a svaka se doti€e dviju stranica trokuta,
postavio je talijanski matemati¢ar Malfatti (1731.—1807.).

Prije nego Sto izloZimo nadin rjeSavanja samog problema

: : a, b c . :
izvest éemo formulu p? = 1—81—1-, koja nam je zato potrebna.

UpiSemo 1li trokutu ABC kruZnicu, tada ¢e a1, b1, c1 biti
duZine tangenata povucenih iz vrhova A, B, C na tu KkruZnicu
(sl. 1). Njezino srediSte oznaimo sa S, a polumjer sa o.
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Iz slike 1. vidimo da je &« + b = ¢, bt + a = a,
at + ¢ = b. Iz toga slijedi
'.G1=S—-a,b1=3-—b,C1=S—C(S=a+g+C) (1)

Nadalje iz planimetrije znamo, da je povrSina trokuta, ako
su mu poznate sve tri stranice a, b, ¢, dana Heronovom for-
mulom ft. j.

P=Vs(is—a)(s—b)(s— ¢ (2
i da je jos
P=s"9 (3)
gdje je ¢ polumjer upisane KkruZnice,
Iz (2) i (3) slijedi

s'p=Vs(s—a)(s—b)(s— o (4)
Kvadriramo li obje strane imamo:
$%* = s (5—a) (s—b) (s—C) (5)
Sto zbog (1) moZemo pisati
§22 = s - a1 * b1 ' c1 (6)
Odavde je
p? — sS4 ;2b1 - &
ili
p? =— a 21_0_1_ (7)

Sada ¢emo preéi na Malfatijev problem. Neka je ABC za-
dani trokut sa stranicama a, b, c, opsegom 2s i kutovima a, 8, v.
Sredista traZenih kruZnica su P, Q, R, a njihovi polumjeri p, q,
r. DuZine tangenata povudenih na njih su u, v, w (Sl. 2.).

SrediSte trokutu upisane kruZnice neka je S a polumjer o.
DuZine tangenata povulenih iz vrhova na tu kruZnicu su a1, b,
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c1. Buduéi da P i S leZe na simetrali kuta o, to dobijemo po
poucku za pramen zraka p : ¢ = u : a1 ili

/¥ 1
Istim bi nacinom nadli

Rs ' -
b\ /NG =% ®
QR Oznadimo sada dirali-
P _ = o Sta Malfatijevih kruZni-
ol P/\f < A ca sa stranicom c¢ sa
A “U d V v B U i V i izratunajmo
Sl 2. U V = d. Iz pravo-

kutnog trokuta PQF
slijedi: PQ2 = PF2 + FQ2ili (p + q)2 = & + (p — )2
a iz toga dobijemo d = 2}/ pq. Uvrstivii p i q iz 8) slijedi

i ?
dn 2] ik ilid=2Vm o

Pomocu izraza 7) dobijemo dalje

2V V"l bha oV VC—I.
sa, b, S

Prema tome je

—

¢c=u-+v4+2Vuy
isto tako dobijemo
a -_—_v+w+szl/%k

b=u+w+2VﬁV%

-

(9)

E

Uzmemo li polovicu opsega za jedinicu, dakle s = 1 to su veli-
¢ine a, b, ¢, u, v, w pravi razlomci. MoZemo ih dakle izraziti
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kao kvadrate sinusa od Sest pomoc¢nih kutova A, p, v, ¢ V¥, %
a=sinth b =sin>2pn c=sin2v,u= sin? 9 v = sin®,

w = sin® ¥
Iz relacije 1) imamo @1 = s + a = 1 — a. Prema tome |e
cos?h = 1 — simA = 1 — a = a1, cos®n = b1, cos®v = c1 a

jednadzbe 9) prelaze u
sin? ¢ -+ sin® y + sin ¢ sin y cos A = sin® A \
sin® ¢ + sim® y -+ 2sin ¢ Sin y COS p = SinZ p | (10)

sin® ¢y -+ sin® ¢ -+ 2sin Y Sin ®cos v = Sin? v
Sto je znalenje ovih jednadZzbi? Nacrtajmo trokut (sl. 3) s nu-

0

tarnjim kutovima % i % a *» neka bude vanjski kut na tre¢em
vrhu, dakle ¢ + 3 = A.

Ako je promjer opisane kkruznice toga trokuta 2r = 1, to dobi-

lemo (sl. 3.) da je stranica K O = sin v, O L = sin %,
KL = sin (180 — ) = sin A,
Primjenimo sada kosinusov poucak na taj trokut
KP = KO® + LO? — 2 KO - LOcos (180 — ) ili
sin? A = sin® y + sin? ¢ + 2sin y sin 9 cos A
a to je prva Jednadzba u (10). Prema tome jednadzbe (10) daJu
nam relacije;: ¢ + y= ALy + ¢ =uw, Vv + ¢ = v

13

M. Sevdié: Matematika &itanka
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A+ptv

Ako uzmemo da je o = 5 onda iz toga slijedi

¢ =0—WYPY=0—AMAYy=0—vV

Pomoé¢u naSih razlaganja moZemo dakle problem jedno-
stavno konstruirati na slijede¢i nacin:

Nacrtat éemo tri kuta A, p, v Ciji su kvadrati sinusa jednaki
stranicama zadanog ftrokuta (uz predpostavku da je s = 1).
Kod toga ¢emo postupati ovako:

NariSemo polukrug s promjerom M N = s = 1 i nanesemo
duZinu ME = a. (sl. 4). Okomica u E sijefe kruZnicu u T.

Sl 4
: , - o g e
Onda je kut MNT = A Imamo naime Sin*A= TN Po
. : : ME - EN
. o e EN _
poulcima za razmjernost pravokutnog trékuta Sin®k = N EN
= ME = a, sin? p = b, sin® v =c. Konstruiramo dalje
G == )\_I_g'_}_v,q;:o—l, =06 —f, =0—V
Sada moZemo na isti nafin konstruirati sin2 ¢ = u,

sini® @ = v, sin®> ¥ = w (sl. 5.).
Znamo li naime kut tada je
sfne¢=(_EL " ME-EN
MT MN - ME
dakle EN = u.

Dobili smo dakle tangente, koje su iz vrhova A, B, C povulene
na Malfatijeve kruZnice.

= EN,
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Ovaj problem rjeSilo je nekoliko matematiara, medu osta-
limi Jakob Steiner (1826.). RjeSenje koje je ovdje izlo-
7eno objelodanio je Schellbach u 45. svesku Crellovog
Zurnala. '

(Upotrebljena literatura: H. Ddérrie: Triumph der Mathe-
natik; S. Skreblin: Trigonometrija).
Varicak Milena

PROBLEM PARALELA

Geometrija je nastala iz prakti¢nih potreba. Izvorom geo-
metrije bila su mjerenja posjeda i arhitektura i ona je u pofetku
bila iskustvena nauka. Ljudi su u svakidaSnjem Zivotu nailazili
na izvjesne Cinjenice i otkrivali svojstva geometrijskih likova.
No u pocetku je to bilo samo pojedinatno znanje bez ikakve
povezanosti i neke unutraSnje veze. Na tom stupnju razvoja ne
moZemo geometriju smatrati pravom naukom. Naukom ona po-
staje istom kod Grka. Euklidu (oko 300 pr. n. e.) polazi za
rukom da takvo pojedinano znanje dovede u jedinstven sustav
i da u svojih 13 Knjiga »Elemenata« geometriju postavi na &vrste
temelje strogog logitkog zakljulivanja. Puna 22 stoljela sluZila
je njegova geometrija za ugled kao sistematski izgradeno djelo.
Ali i u tim »Elementimac bilo je nedostataka. Euklid je izgradu-
juéi svoje djelo poSao od 23 definicije, 5 postulata
(zahtjeva) i 5 aksioma (olitih istina). Nas ovdje zanimaju
samo postulati. Dok su prva Cetiri postulata! vrlo jednostavna,
tako reéi oligledna, dotle je peti postulat mnogo sloZeniji. Taj

glasoviti peti postulat glasii Ako pravac sijefe dva
pravca i s njima na istoj strani &ini kutove,

1 Prva Cetiri postulata glase: 1. da se od svake tofke k svakoj totki
moZe povuéi pravac; 2. da se svaki pravac moZe neprekidno produzavati;
3. da se oko svakog sredista sa svakim polumjerom moZe opisati kruZni- .
ca; 4. da su svi pravi kutevi jednaki medu sobom.
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kojt su zajedno manji od dva pravca, pa ako
ova dva pravca produZimo, onda oni treba da
se sijeku na onoj strani, na kojoj leZe oni
kutovi« To je u vezi s problemom paralela; naime, ako bi
ta dva kuta iznosila upravo dva prava t. j. 180° onda bi, kako
kaze Euklid, ti pravci bili paralelni. Na osnovu tog postulata
se onda dokazuje poulak, da se jednom tolkom izvan pravca
moze povuéi samo jedna paralela ili da je zbroj kutova u trokutu
1800 t. d.

Taj peti postulat usporeden s prva Cetiri izgleda kao kakav
poudak, koji bi istom trebalo dokazati, da je ispravan. Veé su
prvi komentatori Euklidova djela smatrali, da taj postulat iska-
zan u ovakvom obliku ¢&ini »ljagu« u sjajnom djelu Euklidovu, a
D'Alembert kaZe, da je taj postulat, pored definicije pravca,
kamen spoticanja i stijena sablazni. Tim problemom poceli su se
baviti jo§ u starom vijeku., Od preporoda nauka i u Evropi je
taj problem isto tako na dnevnom redu. Pofetkom 17. stoljeca
rjeSenju su se najviSe priblizili Saccheri iLambert, ali
su i oni bili Zrtve predrasuda svoga vremena. Autoritet Euklidov
bio je tada jo§ preveliki. I veliki matemati¢ki umovi, kao L a -
place i Lagrange, bave se problemom paralela. Radi se
i u Engleskoj, Italiji i Njemackoj. Ali je sav posao uzaludan. Svi
ti poku$aji ostaju bezuspjeSni. Baviti se problemom paralela bilo
je isto, §to i baviti se kvadraturom kruga. Konaéno je ipak nakon
2200 godina rijeSen taj problem, a rijeSili su ga u isto doba ne-
znajuéi jedan za drugoga Rus Nikola Ivanovi¢ Loba-
Cevski i Madar Jano$§ Bolyai Lobafevskome pripada
prvenstvo, jer je svoje djelo Stampao prije Bolyai-a, a treba spo-
menuti jo§ i to, da se kod Bolyia i poslije jednom javila sumnja,
dok je Lobacevski od pfvog tasa bio ubijeden u ispravnost svo-
jih misli i u objektivho znalenje neeuklidske geometrije.

Nikola Ivanovié¢ Lobatevski, koji je stvorio nove predodzbe

o prostoru i koji je proSirio nauéni vidokrug ovjecanstva, imao
je smjelosti da prekine s tradicijom Euklidove geometrije, koja
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je stolje¢ima bila neprikosnovena. Njegov rad? znaci najvecéu
revoluciju ne samo u oblasti geometrije i matematike, nego i u
oblasti Covjelje misli i filozofije uopée. Od tada zapotlinje nova
epoha, koju karakterizira duboko prodiranje u osnove ove nauke.

Arago je rekao, da je matematika u svim vremenima bila
nepomirljiv neprijatelj svakoga romana u nauci. Ipak je takav
roman napisan, a napisao ga je N. I. Lobadevski. Neeuklid-
ska geometrija, koju je stvorio Lobaclevski, slicna je romanu,
fantasticnom romanu, koga se radnja odigrava u granitnoj kuli
matematickih istina. U XVII. i XVIIIL stoljeéu bila je geometrija
neosvojiva tvrdava idealista u borbi protiv onih, koji su i za
osnove geometrije nalazili izvor u iskustvu. Razvitkom geome-
. trije u XIX. stoljecu, koji je nastao na osnovi radova Lobalev-
skoga, ovaj se odnos posve izmijenio. Geometrija Lobaley-
skoga ne samo da je ravnopravna Euklidovoj po logitnoj izgrad-
nji, nego se ona i u primjeni podudara s iskustvom. MoZda da ce
~u svakidadnjoj primjeni imati Euklidova geometrija i dalje pred-
nost, jer je mnogo jednostavnija, ali je njeno prvobitno prei-
mucéstvo jednom zauvijek oboreno. A eto Covjek Slaven bio je
“taj, koji joj je zadao udarac.

U historiji nauke teSko je nadi tako korjenit preokret, koji
bi se mogao isporediti s otkriéem neeuklidske geometrije. Zato
matematiéar Tannery sravnjuje Lobafevskoga s Kolumbom,
a Sylvester ga opet naziva »Kopernikom geometrije«. Kopernik
se u svome heliocentri¢kom sistemu zaustavio samo na tome, da
predodi raspored i gibanja nebeskih tjelesa u prostoru, a Loba-

* Rukopis predavanja »Kratko izlaganje principa geometrije« nije
safuvan, Citan je 24. veljafe 1826. na sjednici fiz.-mat. odjela kazanjskog
sveudilista. O njemu znamo samo po izvatku Stampanom. 1829./30, u
sKazanjskom vjesniku« pod naslovom »0 elemeniima geometrije«. God.
1835. izlazi »Imaginarna geometrija«, 1836. »Primjena imaginarne geome-
trije na nekoje integrale«. Od 1835. do 1837. izlaze »>Novi elementi geome-
trije s potpunom teorijom paralelnih linijac. God. 1840. Stampao je u
Berlinu djelo »Geometrijska istraZivanja«, koje je imalo velikog utjecaja
na razvoj geometrije. God. 1855. §tampao je posljednju radnju »Pan-
geometrijac. )
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gevski u svome sistemu traZi nove predodzbe o samom prostoru.
MoZemo kazati, da je Koperniku bilo lakSe zaustaviti Sunce i
pokrenuti Zemlju, negoli Lobalevskome, kada je u svojoj geo-
metriji kazao, da treba »umanjiti zboj kutova u
trokutux

Da bismo dobili barem blijedu sliku o tome, kako je Loba-
Cevski rijeSio problem paralela, promotrimo sliku 1. — Imamo

pravac p i jednu totku P izvan toga pravca. Okomicu spustenu
iz P na pravac oznalit cemo sa a. Kroz totku P povulemo
pravac ai. Ako sada taj pravac zakreemo tako, da kut
izmedu njega i okomice a raste, onda taj pravac u poloZaju az
sijeCe pravac p u tocki Az, u poloZaju as u tocki As i t. d. ToCke
A1, Az As,. .. se sve viSe udaljuju od tocke A po pravcu p. I ako
sada, popularno refeno, zamislimo pravac p: u momentu, kad
otskoti od pravca p, onda je to pravac, koji viSe ne sijee pravac
p. To je polozaj pi1. Isto tako moZemo promatrati i na lijevoj
strani i do¢i do pravca pz. Ta dva pravca ¢ine kut, unutar koga
povuleni pravci ne sijeku dani pravac p. Prema tome Lobacevski
dijeli pravce kroz to¢ku P u dvije grupe: u grupu pravaca, koji
sijeku pravac p i grupu pravaca, koji ga ne sijeku. Pri prijelazu
od pravaca prve grupe na pravce druge grupe, moramo naici na
jedan grani¢ni pravac izmedu tih dviju grupa pravaca i upravo
taj pravac zove Lovacevski paralelom. Prema tome jed-
nom tolkom idizvan pravca moZemo povuci
dvije paralele prema tome pravcu Pofavsi od
te prétpostavke izgradio je Lobalevski svoju geometriju. To je
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upravo bitna razlika prema Euklidovoj.geometriji, u kojoj se
jednom totkom izvan pravca moZe povuéi samo jedna paralela.
Nadalje, Lobadevski zove kut, $to ga ¢&ini njegova paralela sa
okomicom, kutem paralelnosti i obiljezava ga sa n(a) oznalava-
juéi time, da taj kut zavisi od duZine okomice spuStene iz tolke
P na pravac p. Dok je kut paralelnosti kod Euklida stalan i iznosi
909, dotle je.taj kut kod Lobacevskoga promjenljiv i postaje
~manji, kad duZina okomice postaje veéa. Posljedica toga bi bila,
da je suma kutova u trokutu manja od 180° a moZemo spomenuti,
da u ovoj geometriji postoje i trokuti, kod kojih je suma kutova
jednaka nuli, Pored drugih imamo i ove dvije posljedice: p o-
stoji apsolutna jedinica i nema sliénih liko-
v a. Lobalevski pokazuje, da apsolutna jedinica duZine u njego-
voj geometriji mora biti bar Sest milijuna puta veéa od udalje-
nosti Sunca i Zemlje. Odatle onda izlazi, da su sve duZine, s ko-
jima radimo u praksi, premalene prema toj apsolutnoj jedinici
i u tome se slucaju formule Lobacevskoga svode na Euklidove.
Tako je Euklidova geometrija samo jedan grani¢ni slutaj geo-
metriji. Naprotiv, likove, koji ne i8€ezavaju prema apsolutnoj
likova vodi nas na to, da se svi likovi moraju crtati u pravoj veli-
¢ini i da ih ne moZemo predoditi manjim sli¢nim likovima, kako
je to moguce u geometriji Euklidovoj. Lobadevski je pokazao,
da na crtezima tako malih dimenzija, s kakvima mi radimo, ne
moZe biti zamijec¢ena razlika prema crteZima u Euklidovoj geo-
metriji. Naprotiv, likove, koji ne isCezavaju prema apsolutnoj
jedinici i na kojima se pokazuju sve osobine prostora Loba-
Cevskoga, ne moZemo zorno predoditi, jer sve duZine takvih
likova leZe izvan doma$aja naSeg iskustva. Zato se moraju da-
vati samo shemati¢ni crteZi, gdje je Cesto sve deformirano. Stoga
se jo§ vise moramo diviti snazi uma Lobalevskoga, kada je on,
iako nije imao zorne slike za svoja istrazivanja, ipak mogao
izgraditi geometrijski sistem isto tako dosljedan i neprotivurje-
¢an kao i Euklidov. Za sav je matemati¢ki rad Lobafevskoga ka-
rakteristi¢na strogost logi¢kog izvodenja. Ali rasprostranjenosti
geometrije Lobatevskoga dugo je smetalo i to 3to smo mi od



200 !
naSih prvih iskustava navikavani na geometriju Euklidovu, pa
stoga poudcci i crteZi u geometriji Lobacevskoga izgledaju cud-
novati. Upravo crteZi smetaju naSoj fantaziji, da ih sebi lako
predodimo. Istina, poslije su matematicari dali konkretna tuma-
¢enja, koja su osvijetlila mnogo muéno poimanje geometrije
Lobacevskoga. Stoga nije ¢udo, $to ti radovi nisu bili odmah, a
ni dugo poslije, priznati od sluzZbene nauke. Sta viSe, matemati-
car onog vremena M. V. Ostrogradski dao je u Akademiji
nauka o8tru kritiku i negativan sud o radovima Lobacdevskoga.
A u »Sinu domovine« reakcionarni Zurnalist Buracek, koji
je nemilice napadao i Puskina, napisao je izmedu ostalog i ove
retke: »da bi pravi cilj, zaSto je g. Lobaclevski nadinio i izdao
svoju geometriju, bila prosta Sala ili, jo§ bolje, satira na ucene
matematicare-. . .« .
[zvan granica jedini je Gauss ocijenio rad »Stroum -
nog ruskog matematicfara« MoZe se reéi, da je Gauss
zapravo spasio Lobacevskoga od zaborava. Oko god. 1860., kada
se iz Gaussovih pisama saznalo, da je on ne samo cijenio Loba-
¢evskoga, nego da je i sam radio na neeuklidskoj geometriji,
onda su se i strufnjaci poceli interesirati za tu stvar.

U razmjeri prema ogromnoj mnoZini knjiga i rasprava po-
svecenih novoj geometriji upravo je bijedno oskudna bfografska
literatura o tvorcu te nove geometrije.

Nikola Ivanovi¢ Lobacevski rodio se 20. studenog 1793. u
guberniji NjiZno-novogorodskoj. Bio je, dakle, savremenik histo-
rijskih zbivanja pogetkom XIX. stolje¢a. U gimnaziju je stupio
5. XI. 1802. I o Zivotu Lobalevskoga u gimnaziji znamo vrlo malo.
Za vrijeme Skolovanja u gimnaziji bilo je dackih »buntovag, ali
se ne zna, da li je Lobadevski imao uce$¢a u njima, a isto tako se
ne zna, da li je uestvovao u literarnim stremijenjima. TeSko je
zamisliti, da je sve to proslo mimo Lobacevskoga, ali je nesu-
mnjivo, da su ideolo8ki interesi kazanjske omladine obuhvacali
i nauku, a tu je Lobacevski bio prvi. Otvaranjem kazanjskog
sveutiliSta god. 1804., koje nije bilo samostalna ustanova, nego
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dodatak gimnaziji, bilo je Lobafevskome omoguéeno dalje 3ko-
lovanje.

Prvi profesor matematike bio je Kartadevski, koji
je vjerojatno pobudio kod Lobacevskoga smisao za strogu maie~
mati¢ku istinu i toliko Siroki interes za osnove matematike, da
ga je on doveo do otkri¢a neeuklidske geometrije. Nakon skro- -
mnih poletaka dolazi do poboljSanja u predavanjima matema-
tike. U to vrijeme mnogi evropski u€enjaci dolaze u Rusiju. Ka-
tedru matematike preuzeo je Martin Bartels (1769. do
1836.), koji je bio vrstan ulitelj i Cija su predavanja obuhvacala
vrlo Siroki krug matematickih disciplina. Najbolji njegov uéenik
bio je Lobalevski. Za njega kaZe Bartels: sLobacevski je
pokazao toliko uspjeha, da bi mogao biti
odlicannasvakom sveudiliStu«. — Astronomija je
bila isto tako na znatnoj visini i imala je ogromno znadenje za
izgradnju nau¢nog naziranja Lobalevskoga. Veliki utjecaj na
socijalno-filozofske i eticke poglede Lobalevskoga imao je
Brouner (1758.—1850.), koji je predavao fiziku. U spome-
nutim disciplinama Lobacevski je razvijao svoje sposobnosti.
InaCe je bio Zivahan, druStven i oStrouman mladié, a ta svojstva
dolazila su u sukob sa kasarnsko-policijskim propisima sveuli-
liSta. KaZe se, da je 33 puta bio zapisan u knjigu zbog raznih
prestupa. Prijetilo mu je i isklju€enje sa sveudilidta, a spasilo ga
je jedino zauzimanje profesora zbog njegove nadarenosti za
matematiku i fiziku.

God. 1811. Lobacevski je postao magister. Tada je doSao u
blizi dodir sa Bartelsom. Pod rukovodstvom Bartelsovim usavr-
Savao se Lobacdevski u viSoj matematici i stekao neobinu vje-
Stinu u rukovanju matematic¢kim racunskim aparatom. Prilikom
otvorenja potpunog sveucilista 1813. bio je unaprijeden od ma-
gistra za adjunkta uz duZnost da predaje aritmetiku i algebru.
Doskora je postao vanredni profesor. Osim geometrije predavao
je teoriju brojeva, diferencijalni i integraini ratun. Uz istu ma-
tematiku morao je predavati astronomiju i teoretsku fiziku i
voditi opservatorij. God. 1822, postaje redovni profesor. To je



202

za njega znatilo samo primiti nove duZnosti. Pote$koda je imao
1 stoga, Sto je u profesorskom zboru bilo vrlo mnogo nesugla-
sica. BurZoaska revolucija, zatim oslobodilacka borba protiv Na-
poleona izazvala je znatan druStveni uspon. No ondaS$nja reak-
cija Evrope ujedinila se za borbu protiv revolucionarnog pokreta
1 slobodne misli. Podela je borba protiv nauke, Magnicki, jedan
od rukovodedih €inovnika ministarstva, predlagao je, da se pot-
puno obustavi predavanje filozofije, jer ne samo, da se ona ne
slaze s ufenjem vjere, nego je i Stetna. I tome Magnickome bilo
je god. 1819. povjereno, da provede CiS¢enje kazanjskog sve-
ucilista. Cijeli zbor bio je optuZen zbog nepouzdanosti. Stanje
je bilo ofajno. Magnickom nije ba$ bio po ¢udi ni Lobacevski,
za koga jednom piSe, »da ne prode ni godina, a da profesor Lo-
pacevski ne pocini kakvu svoju drzovitost, svojevoljnost i prekr-
Saj datih instrukcija«. Razumljivo je, da je bilo profesora, a medu
njima i Lobalevski, koji su ¢uvajuci glavu pred Magnickim, sa-
¢uvali i nezavisnost u nauci. PovrSnom promatratu bi izgledalo,
da se rezultati druStvenog uspona, poznavanje napredne nauke
i idejna stremljenja nisu realizirala kod Lobalevskoga. Ali to
ne stoji. Svi ti utjecaji pokazali su se u njegovom nauinom
djelu. U dusi Lobacdevskoga bio je kutak, u koji nije prodirao
utjecaj reakcije. On nikada nije prodao svoje naulne savjesti.

God. 1827. bude Lobadevski izabran i za rektora. Rad nje-
gov u svojstvu rektora svodio se u glavnom na uspostavljanje
novih ustanova na sveudiliStu. Pored toga bio je predsjednik
sstrojiteljnog komitetac od 1833. do 1844., a god. 1825. bio je
izabran i za sveuctiliSnog bibliotekara vrSe¢i tu duZnost punih 10
godina. O njegovim administrativnim sposobnostima govori cijeli
niz dokumenata. I ako je bio zauzet administrativnim poslovima,
ipak nije prestao s predavanjima. Osim kurseva matematike
odrzavao je LobaCevski i javne lekcije iz fizike, koje su privukle
u sluSaonicu mnogobrojnu publiku. Godine 1845. bio je po Sesti
put izabran za rektora, ali u to doba dotazi po onda$njim pravi-
lima do njegovog penzioniranja. I tako se on sa 53 godine mo-
rao rastati sa sveulilistem. To je za njega bio veliki udarac, jer
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su mu tada bila zatvorena vrata toga sveuclilita, kome je on
sluZio tako iskreno i predano. Nova duZnost (1846. pomoénik
popefitelja) liSila ga je potpuno katedre, t. j. litne veze sa stu-
dentskom omladinom, za koju je Lobalevski imao uvijek naj-
ljepSe rije¢i i osjecaje. Ali uskoro su stigli i novi udarci. Iste
godine (1846.) umire mu od tuberkuloze najstariji sin, koji je
bio ljubimac ofev, 1za dva udarca doSao je treéi jo¥ stradniji.
Podeo ga je izdavati vid, da bi konafno sljepoc¢a obiakom tame
posve zastrla njegov svijetli i duboki pogled.

Karakteristicna crta Lobacevskoga u njegovoj mladosti bio
je dobrodu$ni humor. UZivao je u kartama, odlazio je u Kklub i
njegov se Zivot nije ni¢im razlikovao od Zivota ostalih ¢inovnika
u Kazanju. »Svi koji su ga poznavali kao fovjeka, 1jubili su ga
i cijenili iskreno. No za ljude, koji su se malo poznavali s njim,
bio je on uleni original, koji je i u samoj matematici Zivio u
nekim sferama. O njegovoj »imaginarnoj geometrijic govorilo
se s potsmjehom, sa Zaljenjem prema ulenome Cudaku.«

Naucne zasluge Lobacevskoga nisu znali cijeniti, a i sve nje-
gove ogromne zasluge za sveuciliSte padale su pomalo u zabo-
rav. Tako je konafno tiho i neprimjetno umro u Kazanju 24.
veljale 1856. tvorac nove geometrije Lobaclevski, &iji ée Zivot
zauvijek ostati primjerom i uzorom same biti nauke, t. j. smjele
borbe protiv predrasuda. Stoga Lobalevski pripada ne samo
proS$losti i sada$njosti, nego i buduénosti. Ime Lobacevskog ostat
¢e zapisano neizbrisivim slovima ne samo u nauci ruskog naroda,
nego i u nauci uopce, jer je njegovo djelo opleg svjetskog
znacaja.

(Vidi »Prirodac — 1946, br. 5.)

Milenko Sevdi¢



IX.
IZ ASTRONOMIJE

KEPLEROVI ZAKONI

Klaudije Ptolome j, koji je Zivio u drugom stoljeéu
u Aleksandriji, bio je odlutan pristaa geocentritkog sistema.
U svom znamenitom djelu »Megale Syntaxix« sakupio je sve-
ukupno astronomsko znanje staroga vijeka i na temelju radova
Pitagore, Apolonija, Hiparha i dr. izradio je svoj
geocentricki sustav, kojim je mogao objasniti opaZana kretanja
planeta. Taj se Ptolomejev sustav odrZao u nauci sve
do 16 stoljeta.

Prvi, koji se usudio da digne svoj glas protiv stoljec¢ima
posveéenog Ptolomejevog gledidta, bio je Nikola Koper-
nik (1473.—1543.). On je to ulinio u svojem remek djelu »De
revolutionibus orbium caelestium«. Njegova je o8troumnost
nasla jednostavno rjeSenje. Ako se zemlja okrefe oko Sunca,
nestaju poteSkoée Ptolomejevog sustava. Cudnovata periodska
retrogradna gibanja planeta nisu niSta drugo nego refleksi
zemaljskog gibanja. Jednostavnim pomakom koordinatnog su-
stava rijeSio je dakle problem, koji je kroz viSe tisu¢a godina
ljudima bio zagonetka.

Ali Kopernik se nije zadovoljio da samo postavi novu hipo-
tezu. On ju je izgradivao punih trideset i pet godina, a tek go-
dinu dana prije smrti odluéio se da Stampa djelo, koje je bilo
plod toga intenzivnog rada.

Fundamentalni principi njegove nauke leZe u slijededim
tvrdnjama,
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1. Dnevnavrtnjanebeske sfere samo je pri-
vidna, .a u istinu rotira zemlja oko osi, koja
ide kroz njeno sredilte,

2. Zemlja je planet i kruzi oko Sunca koje
miruje. | ,

Koperniku bez sumnje pripada slava, da je prvi objavio
pravu bit kozmitkog gibanja i njegova je zasluga, da je r¥injen
prvi korak protiv Aristotelove nauke. Ali svakako je i Kopernik
jo§ pod utjecajem starih filozofa. Citajuéi njegovu knjigu dobi-
vamo utisak, da je on kao i Ptolomej htio nadi samo postupak
za tolnije odredivanje mjesta planeta, Cini se, da je on gibanje
planeta poput Aristotela sveo na prirodno gibanje po kruZni-
cama.

Kopernikova je nauka naisla na jaki otpor. Bila je pobi-
jana raznim argumentima. Medu ostalim prigovorili su mu, da
bi zvijezda morala mijenjati prividno svoj poloZaj, ako se
zemlja zaista okreée oko sunca. Kopernik je ispravno odgovo-
rio na to, da su zvijezde odviSe daleke, da bi se one male pro-
mjene mogle i vidjeti. I zaista je to tadadnjim pomagalima bilo
nemogude utvrditi. Prvu paralaksu zvijezda naSao je tek 300
godina kasnije astronom Bessel. |

I danski astronom Tycho de Brahe je iza uzaludnog
traZzenja tog pomaka zvijezda zabacio heliocentri€nu teoriju.
Tycho je bio dvorski astrolog kod danskog kralja Fridrika, a
poslije kod cara Rudolfa u Pragu. Njegova duZnost je bila medu
ostalim i to, da tofno promatra gibanje planeta. Na temelju
tih dugogodidnjih opaZanja postavio je novu teoriju, po kcioj
se sunce i mjesec okreéu oko zemlje, ali ostali planeti oko
sunca. ,

Tychova hipoteza nije vaZna u razvoju astronomije, ali
dugogodi$nji niz njegovih opaZanja bio je znatan prilog za
upoznavanje planetskog sistema i ta su vpaZanja postala u ruka-
ma njegovog genijalnog ulenika i nasljednika Keplera '
orude, kojim je izvoj$tio konaénu pobjedu u ovoj dugoj borbi.

Johan Kepler (1571.—1630) bio je rodom iz Wiirtten-
berga. Ve¢ kao studenta upoznao ga je njegov ulitelj
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Maestlin s Kopernikovom naukom. No dok se Maestlin

.oprezno skrivao pred javnosti, da je prista8a heliocentritnog

sustava, to se mladi Kepler odmah otvoreno i smjelo izjasnio za

tu ideju. I on je uvidao nedostatke nove nauke, ali nije ju zato

odbacio, nego uvidjevsi ispravnost njene temeljne ideje stavio

je sebi zadatak, da dokaZe

b zakonima i formulama njenu

valjanost. Kad je Kepler po-

A M stao asistentom kod Tycha,

zapala mu je zadada, da ispi-

0 ta gibanje planeta Marsa. A

i kasnije kao njegov nasljed-

nik bavio se dalje tim pro-

blemom. PronaSao je duhoviti

B nalin da ispita valjanost

Aristotelova aksioma o jed-

nolikom gibanju planeta po
kruZnicama.

Prvo je izrafunao vrijeme izmedu dvije opozicije planeta
(sinodi¢no vrijeme) i nasao, da je to 1,881 godine. Poslije 1,881
godine nalazi se dakle
Mars opet u istoj tocki, ali
zemlja ne, jer je u tom
vremenu prevalila 18/10
svoga puta. Kad se napri-
mjer zemlja nalazi u tolki
A, vidi se Mars u smjeru
Aa (slika 1.). Poslije 1,881
godine zemlja je u B,
a Mars se onda vidi u
smjeru Bb. SjeciSte pravaca Aa i Bb daje nam poloZaj Marsa.
Na ovaj je nalin Kepler dobio niz tofaka za putanju planeta
Marsa. Naao je da ove tofke ne leZe na KruZnici i da je brzina
planeta u blizini sunca veda. Stari ‘Aristotelov aksiom je bio
pobijen — ali je trebalo na¢i novi! Poku3ao je s raznim krivu-
ljama, dok napokon ne primijeti, da elipsa daje najbolje rezul-

Sl 1.




207

tate. Kad je ponovio rafune za poziciju Marsa sa predpostav-

.kom, da je zemljina putanja elipsa (sl. 2.), doSao je konatno
do Zeljenog rezultata. Primijenivsi svoju teoriju i na sve ostale
planete postavio je svoja prva dva zakona.

Kepler je naSao, da je sunce u jednom fokosu elipse. Kako
planet putuje iz P u P1 P2 Ps i t. d., to radiji vektori postaju
veCi, ali brzina planeta manja. [ u tom gibanju je Keplerova
genijalnost nasla neku zakonitost. Promatrao je gibanje pla-
neta u istim' vremenskim razmacima i na%ao, da njihovi radiji
vektori onda opisuju iste plohe. Dakle plostina Fz Pz Ps =
= F2 Ps Ps = F2 P P11 t. d.

Keplerova prva dva zakona glase:

1. Svise planeti gibaju po elipsama, asunce
jeu jednom ZariStu te elipse.

2. Radiji vektori planeta prijedu u jedna-
kim vremenima jednake povrSine.

Kepler je te zakone objelodanio u svojoj znamenitoj knjizi:
sAstronomia nova seu physica coelestis tradita commentariis de
motibus stellae martis« koja je Stampana 1609. godine u Pragu.
U posveti te knjige caru Rudolfu opisao je Kepler na duhoviti
nadin teSkoée svojih radova. Taj humoristi¢ni opis njegove
borbe s neprijateljem Marsom daje nam i jasnu sliku Keplerova
karaktera. Njegov je cijeli Zivot bio niz nesreca. Trebalo je
jakog karaktera ne samo genijalnog duha, da u tim teSkim pri-
likama dovrs§i svoje veliko djelo. Zivio je u vrijeme vjerskih
progona i gradanskog rata. Kako mu njegova pla¢a nije bila
redovito pladana, bio je prinuden da se bavi izdavanjem kalen-
dara i astrolofkih horoskopa, da prehrani sebe i svoju obitelj.
Kakav gorak kruh za Covjeka, koji je godinama osudivao to
praznovjerje; Ali Kepler nije smalaksao. Borio se protiv ljudske
zlobe i podlosti, i uspjelo mu je da dovrsi svoje djelo.

Trec¢i Keplerov zakon izaSao je tek deset godina kasnije u
njegovoj knjizi; sHarmonices mundi«, koja je Stampana u Linzu.
Veé u svojem prvom -astronomskom djelu »Prodromus« bavio
se on udaljenostima planeta, Otkriv§i prva dva zakona opet se
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vraca na taj problem, ali sada traZi vezu izmedu udaljenosti i
drugih svojstava planetskih putanja. Sjetiv§i se slu¢ajno da
isporedi kvadrate ophodnih vremena s kubima srednjih udalje-
nosti od sunca dolazi do poznatog razmjera, koji oznalujemo
kao tre¢i Keplerov zakon: -

3. Kvadrati ophodnih vremena planeta od-
nose se kao kubi njihovih srednjih udalje-
nosti od sunca. Srednja udaljenost zna&j aritmeti¢ku sre-
dinu izmedu najmanje i najveCe udaljenosti, a oznafujemo je
sa a. |

Dakle moZemo to napisati u obliku: Ti® : Te® = ai® : a2?
Budué¢i da poznajemo vrijeme ophodnje pojedinih planeta oko
sunca, imamo u tom zakonu vazno sredstvo, da nademo omjer
njihovih udaljenosti. A poznajemp li samo jednu udaljenost,
moZemo izradunati sve ostale. Kepler je uzeo udaljenost od
Sunca do Zemlje kao jedinicu i dobija vrijednosti, koje nam
pokazuje slijedeéa tabela.

Planeti Sr. udaljenost Oph. vrijeme Kubi sr. udalj. Kvadrati oph. vr.
Merkur 0,387 0,241 0,058 0,058
Venera 0,723 0,615 0,378 0,378
Zeml ja 1,000 1,000 1,000 1,000
Mars 1,524 1,881 3,640 3,638
Jupiter 9,205 11,86 140,8 140,66
Saturn 9,639 29,46 868,0 867,9

Pomocu treceg Keplerovog zakona moZemo odrediti srednju
brzinu planeta. Uzmemo li da je put planeta kruZnica s polu-
mjerom a, onda su srednje brzine dvaju planeta

»

2% 0y v, T,

—

¥, = A v
- 21g ERS TN i
7, T, Vv, a, T,

Iz tre¢eg Keplerovog zakona slijedi

-
S ]Ii O dakle D~ 1/ o 3
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a,

' r
Prema tome je vi = Vzv
a,

. Uzmemo li da je drugi planet

zemlja, dakle a2 = 1, v2 = 30 km/sec onda je v1 = Vva:

7 1
Brzina planeta je dakle to manja, §to je veéa udaljenost od
Sunca. Planet Pluto kojemu je a = 40 ima srednju brzinu
v = 4%} km/sec.

Keplerova djela spadaju sigurno medu remek djela pri-
rodnih znanosti. Njegova »Astronomia nova« prva je moderna
knjiga o nebeskoj mehanici, Kepler je ve¢ znao, da Sunce nije
samo geometrijsko veé fizikalno srediSte gibanja planeta. To
~ jest da je ono sjediSte sila, koje su uzrok tom gibanju. Mjesto
formalnog geometrijskog sustava donio je dinamicki sustav.
Time je konalno oborio Aristotelovu nauku o prirodnom gi-
banju planeta po kruZnicama. Kepler je prvi uvidio usku pove-
zanost fizike i astronomije, { moZzemo ga zato zvati utemeljite-
ljem nebeske mehanike.

Kepler je svoje zakone naSao posve empiriCkim putem. Ge-
nijalnom pronicljivo3éu nazreo je zakonitost, koja se nalazila
skrivena u golemom mno8tvu podataka. Ali uzrok te zakonitosti
nije naSao — premda nije bio daleko od toga.

Trebao se roditi jo§ jedan veliki um, da bi se dovrsilo ve-
liko ,Keplerovo djelo, i taj se rodio — to je bio Isaac
Newton.

Newton je pronaSao da sila teZza ne djeluje samo na zemlji.
Planeti kruZe oko Sunca zbog privlacne sile Sunca, ali i planet
. privla¢i Sunce. Do Newtonovog zakona moZemo doé¢i jedno-
stavnim rafunom iz tre¢eg Keplerovog zakona pomocu formule
za centrifugalnu silu. A to gibanje ¥epler jo$ nije poznavao.
Zakon gravitacije nam kaZe, da je privlana sila izmedu dva
tijela upravno razmjerna produktu njihovih masa, a obrnuto

razmjerna kvadratu njihovih udaljenosti.
: M-m

M. Sevdié: Matematitka &itanka 14
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K je konstanta i iznosi 6,656 + 10— dina, to je sila izmedu dvije
mase od 1 grama u udaljenosti od 1 cm.

Medutim ni Newtonovim zakonom nije gibanje nebeskih
ijelesa. potpuno rjeSno. Da oko Sunca kruZi samo jedan planet,
Keplerovi i Newtonovi zakoni dali bi nam moguénost za totno
odredivanje poloZaja toga planeta. No znamo da oko sunca
kruZi devet planeta sa svojim satelitima, planetoidi, kometi i t. d.
A sva ta tjelesa djeluju i jedno na drugo. Uzmemo li medutim
u obzir da je Sunfeva masa ogromna prema masi svih ostalih
planeta zajedno, to mozZemo reéi da su putanja svih planeta u
glavnom Keplerove elipse. Smetnje koje nastaju zbog medu-
sobnog djelovanja planeta, tako zvane perturbacije mogu se
pomocu — doduSe dosta kompliciranih — raduna tono odrediti.

[z kozmitkog gibanja nestalo je dakle svake tajanstvenosti!

Ljudskom je duhu uspjelo, da ¢arobno gibanje planeta
izrazi jednostavno i skladno — matematskim formulama!

(Literatura: E. Strémgren: Lehrbuch der Astronomie; New-
comb-Engelmann: Populare Astronomie; S. Bok¥an: Materija i
Energija; M. Casp ar: Kopernikus und, Kepler; K. Stumpf f: Das Uhr-
werk des Himmels; Rosenberger: Geschichte der Physik; Dr. J.
Goldberg: Kosmografija. Dr. V, Midkovi¢: Kosmografija; J. Ja-
strow: Povijest ljudskih zabluda;, O. Saile: Kepler).

Vari¢ak Milena



X.
RAZNI CLANCI

BOSKOVICEVO MISLJENJE O NEKIM OSNOVNIM PITANJIMA
O DEFINICIJI PRAVCA

TeSkocama, koje su u pojmu pravca, bavi se BosSkovi¢ u
dodacima prvom svesku Stayevu, a narolito u prvom dijelu
rasprave »De luminec.

Optici i astronomi obitno tvrde, da se svjetlost u homo-
genom mediju prostire i na velike daljine u pravim crtama. Za
kra¢e razmake drZi se da je to dokazano svakidaS$njim isku-
stvom, jer se misli, da predmete vidimo u onom smjeru, u kome
doista postoje. No tko stvar pomnjivije promotri, kaze Bosko-
vi¢, uvjerit ¢ée se da nema ni jednoga pozitivnoga dokaza ni
pokusa, kojim bi se uvjerili o pravocrtnom rasprostiranju
svjetlosti, pa bilo i u homogenu mediju. Redovno se tu pocdinja
ovaj circulus vitiosus: o pravocrtnosti ostalih objekata sudimo
iz pravocrtnosti zraka svjetlosti, a pravocrtnost zraka izvodimo
iz pravocrtnosti ostalih objekata.

U dokaz rasprostiranja svjetlosti u pravim crtama navodi
se ovaj pokus: Kroz malu rupicu pudta se svjetlost sunfana u
pomralenu sobu. Svjetli trak u sobi privida se da se je prostro
smjerom pravcd, koji ide od rupice k suncu; svjetlost se dakle
prostire u pravim crtama.

No kako smijemo zakljulivati, da se onaj pravocrtni trak
svjetlosti u sobi prostro u smjeru prave crte, koja ide od
rupice do sunca? Zar stoga, $to se sunce vidi, kad se iz sobe

gleda kroz rupicu? Ta ono bi se vidjelo i onda, kad bi zraka
od sunca do rupice do¥la po ma kako svinutoj crti.
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U ostalom odatle, Sto nam se u sobi trak svjetlosti od ne-
koliko stopa duZine prifinja ravnim, ne smijemo izvoditi, da se
svijetlost i u neizmjernim daljinama, na pr. od zvijezda nekret-
nica do Zemlje, prostire pravocrtno. Mali lukovi golemih kri-
vulja imadu tako neznatnu zakrivljenost, da je opaziti ne
mozemo.

Ali ako i dopustimo, da je prema ulinjenom pokusu put
svjetlosti u tamnoj sobi ravnocrtan, zar smo sigurni, da je
ravnocrtan i s obzirom na beskrajni nepomiéni prostor? Dalje
moramo uzeti u obzir i to, da li zemlja miruje, pa s njom i
tamna soba, ili se giba? A ako se giba, kojom se brzinom giba
i kojim smjerom ? Koji je snoSaj brzine motrioleve prama
brzini svjetlosti? _

Dobro je poznato, da kretanje, koje je pravocrtno s obzi-
rom na neki prostor u kretanju, moZe biti ma kako zakrivljeno
s obzirom na beskonalni nepomiéni prostor. Ako na pr. s vrha
jarbola u ladi, koju- vjetar jednoliko goni, spustimo kamen, on
¢e doduSe pasti k podini jarbola opisavs$i pravac s obzirom na
ladu, koja se krefe, no s obzirom na zemlju, koja miruje,
opisao je parabolu; s obzirom pak na nepomicni prostor, u
kojem se zemlja krece svojim dnevnim 1 godiSnjim kretanjem,
opisat ¢e krivulju mnogo zamr3eniju.

Poradi toga mnogostrukoga kretanja nede put svjetlosti u
mrafnoj sobi biti pravocrtan, premda se taj neznatni luk malo
razlikuje od prave crte poradi velike brzine svjetlosti. Sve se
to jo$ bolje razbira, kad ogledamo pojam prave crte.

Platon definira pravac za takvu crtu, kod koje krajevi
zasjenjuju (pokrivaju) sve tolke medu njima. Prema tome i
sudimo o pravocrtnosti. Jedan kraj na pr. lineala prinesemo
oku i gledamo, da li najedanput sav i8Cezne, t. j. da li se svojim
blizZim krajem prekrije. Kod toga se upravo i suponira, da se
svjetlost Siri u ravnoj crti, jer sjena samo - je nestaSica svjet-
losti; stoga se i Siri u istom smjeru, kojim bi se Sirila i svjet-
lost, koju ona prekida. Poradi toga ta definicija ne tumaci
prirodu ravnocrtnosti, pa ako se radi o smjeru same svjetlosti,
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ne moZe se ta definicija primijeniti, a da se ne pocini ona;
circulus vitiosus.

Ako lineal na pol zaronimo koso u vodu, pri¢init e se,
da je slomljen, premda je posve ravan, te prva tolka nece
zasjeniti Citave crte. Tako isto kad zrake u nekom mediju ne
bi iSle istim pravcem, najravniji bi se lineal prikazivao kao
slomljen ili keo zakrivljen. Ako bi pak neka crta imala istu
zakrivljenost, koju u tom mediju imadu zrake svjetlosti, onda
bi njena krajnja totka mogla zasjeniti cijelu tu crtu.

Arhimed je pravac definirao za crtu najkracu od svih,
Sto se mogu povudi izmedu dvije totke. Tom se definicijom
istite jedno svojstvo pravca, ali se ne obrazlaZe sama njegova
priroda. Pojam pravocrtnosti drugaciji je od pojma kratkode;
— no to ne spada na naSe pitanje. U ostalom, ima puno izvora
pogrjeSaka, kad bismo napetim koncem iSli ispitivati pravo-
crtnost lineala.

Euklid kaZe, da je pravac ona crta, koja jednako leZi
prema svojim totkama. Sta ovdje znac¢i jednako, doista je
tamnije nego li sama pravocrtnost, koja se tim hoée da protu-
maci. Ako li znadi, da se crta ni s koje strane ne izbo€uje, onde
to ve¢ samo po sebi sadrzava pojam pravca. Ali kako bilo s tom
nejasnoom u toj definiciji, nemamo nikakove pomo¢i od nje,
kad hoéemo da sudimo o pravocrtnosti ma koje crte.

. Ako pravac neodredeno produZimo, podudarat ¢e se sam
sobom, ili jo§ bolje, s mjestom, $to ga je prije zauzimao. To
nam daje valjan pojam prave crte, kojim se jedino i sluZimo
u cijeloj geometriji i po kom sve ostalo dokazujemo. Pravac
moZe kod toga zauzeti ma koji poloZaj, samo treba da dvije
njegove tofke panu u predadSnje dvije mjesne tocke. Samo
pravcu pripada to svojstvo. Iz toga se dalje izvodi, da se ma
koji odsjetak jednoga pravca mora sav podudarati s kojimgod
odsje¢kom drugoga pravca, ako se samo po dvije njihove
krajnje totke podudare. :

Po tom podudaranju zakljutujemo na jednakost i kongru-
enciju uzevdi na pomo¢ jo§ i nalelo, da oduzimajuéi ili doda-
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vajuéi jednakim jednako dobijemo jednako. Kod toga moZemo
ponajviSe iza¢i s konatnom geometrijom, bar u onim proble-
mima, koji sami po sebi ne sadrzavaju ne$to beskonatno. No
kad treba usporedivati zakrivljene crte ili povrSine, onda mo-
ramo okoliSati primjenjujuéi ili staru metodu ekshaustije ili
modernu infinitezimalnu.

Taj pojam prave crte primjenjujemo, kad ispitujemo
lineal, povukavsi njime pravac i okrenuvsi ga, da vidimo hoce
li se podudarati. A i ovdje sudimo prema tome, 35to alima
vidimo; da se pak kod toga ne moZe proc¢i bez one pogrjeske
u zakljulivanju, ve¢ je spomenuto. Isto bi se dogodilo kad
bismo upotrijebili lineal, da njime odredimo smjer svjetloga
traga, koji se u tamnoj sobi kroz pralinu §iri, od rupice do
suprotnoga zida.

Bez te bi se pogreske proSlo, kad bismo, veli BoS-
kovi¢, uzeli dva lineala, za koje opipavajudi ih saznajemo da se
posve podudaraju, kad ih poloZimo jedan na drugi. Ako ih okre-
nemo pa se onda opet opipom uvjerimo, da se podudaraju,
onda smo se doista uvjerili o pravocrtnosti lineala bez pomoci
ofiju t. j. bez pretpostavke o pravocrtnom Sirenju svjetlosti.
Samo bismo kod toga morali biti sigurni, da se lineal kod
okretanja nije zavinuo.

(1z »Matematicki rad Boskovidev«

Rad J. A. knj. 181, str. 101—106.)

Dr. Viadimir Vari¢ak

KAKO SU POSTALI LOGARITMI

Znamo, da zbrajanju i mnoZenju odgovaraju inverzne ope-
racije odbijanje i dijelenje. Ovo ide i dalje, jer i potenciranju
odgovara inverzna operacija radiciranje. Ali vidjet ¢emo jo$
neSto. Naime u

= ¢

mogu biti sadrZani ovi slutajewi:
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1. poznato je a i b traZi se c
2' 1) » b i c M b} d
3' » L3 ] a 1 C 3 » b

U prvom slufaju imamo
a® = x

i tu operaciju zovemo potenciranje; u drugom slufaju imamo

[ L - - e - b T .
radiciranje. Iz x® = ¢ slijedi x = yc. Sad se pitamo, a
Sto je s tredim slufajem

a*=¢

To bi u neku ruku zna&ilo da se radi o nekoj vrsti potenciranja,
samo sad nije nepoznata baza, nego je nepoznat eksponent. Ali
kako éemo izraCunati ovaj eksponent? Da se nade taj ekspo-
nent bit ¢e potrebno uvesti jednu novu operaciju, koju éemo
zvati logaritmiranje. Prema tome logaritmi-
rati znad¢i nadi eksponent, kojim treba po-
tencirati bazu da se dobije zadanj broj (nu-
merus). _

Kao 3to vidimo operaciji potenciranja odgovaraju dvije in-
verzne operacije: radiciranje i logaritmiranje. Uzrok je u tome,
8to kod zbrajanja i mnoZenja vrijedi zakon komutacije, pa pre-
ma tome oba broja, koja ulaze u operaciju imaju ravnopravan
poloZaj, t. j. svejedno je koji je sumand prvi ili drugi, ili koji
je faktor multiplikand ili multiplikator. Rezultat je neovisan o
njihovu poredaju. Kod potenciranja zakon komutacije ne vri-
jedi, pa je prema tome uloga baze i eksponenta bitno razlidita.

Medutim se ovako sistematskim postupkom nije doSlo do
logaritama.

Otkrice logaritama pada u 16. i 17. stoljece i Cini proSirenje
algebre u jedno novo podrudje prikladno za praksu. Njihovo je
otkri¢e u vezi sa potrebama onoga doba. Potreba se osjedala u
astronomiji, osobito u geodeziji i nautici, jer se u njima znatno
isticala ratunska strana. Astronomska opaZanja bila su usavr-
Sena, geodezija je pristupila veédim pothvatima, nautika se silno
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razvila. Sve to traZilo je usavrSavanje metoda dotiénih pred-
meta. Kao rezultati raznih opazanja i prakti¢nih mjerenja dobi-
jani su viSecifreni brojevi, s kojima je trebalo izvoditi mnoge
duge racune. Bila je to posljedica tofnosti, s kojom su radile
spomenute nauke, Prije svega bile su zamorne raunske radnje
mnoZenja i dijelenja, a uz to se radilo i 0o znatnom gubljenju
vremena. To je navodilo na misao, ne bi li se taj posao olak$ao
i ne bi li se na neki nalin doskodlilo poteSko¢ama kod rafunanja
Ne bi li se na pr. mnoZenje dalo svesti na zbrajanje. I zaista
Johanes Werner (1468.—1528.) dolazi do jedne metode,
koja je nazvana »prostaferesis¢, a koja je bila osnovana
na primjeni trigonometrijskih funkcija, koje su u to doba veé
bile poznate. Tako se na pr. mnoZenje svodilo na zbrajanje i
odbijanje pomocu slijedeéih formula

sin a - sin f = % [cos (a-—p) — cos (a+ )]
cos a - cos B = 3% [cos (a—p) + cos (a+p)]

No ipak prostaferesis nije davao one prakti¢nosti, koja je bila
potrebna. Pogotovo jer se nije mogao primijeniti na ostale viSe
operacije. Taj postupak pada brzo u zaborav, jer ga je potisnula
jedna druga daleko prakti¢nija metoda, koja je tada bila pro-
nadena. Bili su to upravo logaritmi.

Pravim osnivatem logaritama smatra se danas Napier,
ali i prije njegova rada postojali su nekoji poku$aji ili barem
postupci, koji se mogu smatrati predradnjama do konaénog
pronalaska logaritama. Autori tih postupaka bili su na pravom
putu, ali nisu vidjeli dalekoseZnosti svojih prvih zamisli, nego
su na njima ostali, pa stoga ostali daleko i od konacnog rije-
Senja toga pitanja. Na nekoliko mjesta nailazimo na tragove
postupka, u kome je sadrZana sama sustina logaritama ili barem
izvjesna njihova svojstva, pa i ako je taj pojam nejasno izra-
Zen, ipsk su to prvi koraci, da se dode do logaritama.

Najstariji trag moZemo slijediti sve tamo do velikog grékog
matemati¢ara Arhimeda (287.—212), koji je u svome
»Pje§¢anom ralunu« dao takav postupak, koji se sastoji u pri-
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druZivanju ¢lanova niza prirodnih brojeva (aritmetiCki niz) i
¢ianova jednog geometrijskog niza. Ako_ispod pojedinih bro-
jeva iz prirodnog niza potpiSemo ¢lanove geometrijskog niza
s kvocijentom 2, imat ¢emo onda ovakvu shemu:

01234 5 6 7 8 .....

| [
1248163264128 256.....

Odatle vidimo, da je na pr. broju 2 prvoga niza pridruZen broj 4
drugoga niza, a broju 5 broj 32. Ako treba izvesti na pr. mno-
Zenje 4 - 32 = 128, to se taj produkt nalazi ispod broja 7, koji
se dobije zbrajanjem 2 i 5 iz prvoga reda. Na taj nalin, da iz-
mnoZimo dva ¢lana donjega niza, dovoljno je zbrojiti dva pri-
padna ¢€lana gornjega niza, pa ¢e pod zbrojem tih dvaju ¢lanova
leZati traZeni produkt. Ali Arhimed se zadovoljio samo tim
rezultatom i ne nasluéujudi, da je tu i nesvjesno primijenio pra-
vilo za logaritam produkta. '

Nakon jednog duZeg vremenskog intervala naiéi éemo istom
1484. godine kod Nicolausa Chuqueta, lije¢nika i apo-
tekara iz Liona, u njegovom djelu «Le triparty en la science des
nombres« na ovako pridruZivanje dvaju nizova. Kod njega je
taj postupak samo neSto op¢iji, kao $to razabiremo iz slijedeéih
napisanih redova: :

R = TR U e n
g g a* o g .o, .. a,

Tu je dakle mnoZenje potencija svedeno na zbrajanje eks-
ponenata. Ali ni Chuqnet nije slutio, da se tu krije klica
logaritama. Do uopéavanja se nije odmah doslo u glavnom zbog
joS nepoznatog algebarskog naclina pisanja.

Zakone ovoga pridruZivanja izgleda da je najbolje shvatio
istom Michael Stiefel (1487.—1567.), koji je bio svecenik
i propovijedajuéi Luterovu nauku lutao od mjesta do mjesta. U
slobodnim Casovima bavio se matematikom zanimajuéi se naro-
&ito tajnovito$éu brojeva u Apokalipsi. Na osnovu svojih fanta-
stiCnih istraZivanja tih brojeva prorekao je propast svijeta za
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1533. S tim prorolanstvom se obrukao, ali je zato uspio u pro-
sirenju Arhimedove i Chuquetove ideje, jer je upotrebio i ne-
gativne eksponente, a za osnovu potencije uzeo je poseban
broj 2. Njegovi redovi izgledali su ovako:

R g 0, 1,2 3,
1 i 1

- A . = TN T S 2 93
2 892 4!2 231!2a2:21-'--

U danaSnjem obliku mi bi dakle mogli to pisati pomoéu loga-
ritama s bazom 2 ovako:

e = 5, lp4L2 ...
2= 8 : 2 4 2
Da je Stiefel ve¢ duboko prodro u sudtinu logaritama mo-
Zzemo zakljufiti i po tome $to kod njega nalazimo veé pravila,
koja bi odgovarala danasnjim pravilima za logaritmiranje kvo-
cijenta, potencije i korjena. Uza sve to on ipak nije dao pot-
puno dovrSene cjeline i ako nasluéuje, da se tu krije jedno
»cudesno svojstvo brojeva, o kojima bi se mogla napisati cijela
knjiga.« Spoznaju Stiefelovu preuzeli su kasnije algebricari, da
bi na tome putu dospjeli dalje.

Dalji napredak u usavrSavanju logaritama bio, je u vezi
s otkricem decimalnih brojeva (oko 1600.). Brojeve u Stiefe-
lovoj tabeli, trebalo je na neki nadin zbiti, da bi mogli prakti¢no
posluZiti u rafunanju t. j. u geometrijskom nizu trebalo je
izmedu brojeva umetnuti njih jo§ viSe, a to se moglo postidi,
ako bi se za kvocijent reda uzeo zgodno odabran broj. To su po-
stigli nekako istodobno Napier i Biirgi, ali prioritet pri-
pada Napieru, koji je svoje tabele izdao 1614, dok je Biirgi
svoje istom 1620. Kepler kaZe za Biirgia, da je on »dijete
svoga duha ostavio na cjedilu mjesto da ga je odgojio za jav-
nost«, i da to nije stoga ucinio, 8to je bio scunctator« (oklije-
valo) i jedan ssecretorum suorum custos« (Cuvar svojih vlastitih
tajni).
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Jost Biirgi (1552.—1632.) bio je po rodenju Svicarac.
a Zivio je u Kaselu, odakle je kasnije kao dvorski urar oti3ao u
Prag. Bio je spretan mehanifar za izvodenje astronomskih spra-
va, bio je talentiran matematiCar, ali uz to tvrdoglav i ¢udljiv.
Za njega se zna, da je ideje za svoje tablice crpio iz jednog
spisa Simona Jakoba. U svojim »Progres-Tabuln« (ta-
blice redova) ¢lanove aritmetitkog reda zove »crvenim broje-
vimag, jer su bili Stampani u tabelama crveno. Ostali se brojevi
zovu scrni brojevi.« Danas. bi mi crvene brojeve zvali logarit-
mima, a crne numerusima. Kvocijent geometrijskog reda bio je

>V 1
1,0001 = 1+ Tk
zbijeniji.

Prvi koji je svijetu dao logaritamske tablice, koje su se
mogle upotrebiti, bio je John Napier of Merchi-
ston. Rodio se 1550. god. Po ondasnjem obifaju ve¢ sa 13 go-
dina polazi na sveuliliSte, gdje je ostao samo kratko vrijeme.
Od god. 1571. uzima ude$¢a u javnome Zivotu sudjelujuéi u
borbi protestanata protiv katolika. I on se poput Stiefela bavio
Apokalipsom (1593.), ali je istqo doZivio neuspjeh svojim proro-
Canstvom o propasti svijeta. Konstruirao je i neke ratne masSine,
a bavio se mi8lju i o podmornici. Slavu su mu donijeli logaritmi.
Njegovo ime nose i poznate relacije u trigonometriji (Nep e-
rove analogije).

Na logaritmima poteo je raditi 1594., ali je moralo proteéi
20 godina, dok je usavr3io svoje djelo. To djelo (izdano 1614.)
nosilo je naslov sMirifici Logarithmorum Canonis Descriptio.«
Drugo djelo o logaritmima je »Constructios (1619). Ovo djelo
je izdao poslije njegove smrti njegov sin. Napier je umro
1617. u Edinburgu.

Napier operira isto tako sa dva niza samo je dobio do-
voljno zbijene nizove. Prvi niz &inio je niz prirodnih brojeva,
dakle aritmetitki red s diferencijom 1. Drugi niz, &iji je prvi
¢lan bio 107, bio je opadajuéi geometrijski red s kvocijentom

pa su prema Stiefelovim njegovi brojevi bili
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1 . N. : o =
( 1 _W) Clanove aritmeti¢kog reda nazvao je logaritmima

(naziv od grtke rije¢i Advev dpidpos, Sto bi imalo da znad
broj odnosa). Jo$§ moZemo spomenuti da je njegova baza
(1 — T10_7)10 priblizno jednaka recipro¢noj vrijednosti broja e.

Napierovi logaritmi odmah su uhvatili korjena. Narodito su
ih prihvatili svi oni, koji su imali posla sa numeri¢kim ratunima.
U Engleskoj se za njih osobito zainteresirao matematitar i
astronom, oksfordski profesor Henry Briggs (15656.—1630.)
koji je ujedno uvidio i neprakti¢nost Napierovih loga.itama, pa
je predloZio Napieru, da tabele preudesi na taj nacin, $to bi za
osnovu uzeo -i.. Napier je prihvatio opravdanost prigovora, ali
le za osnovu predlagao 10, a ne ;.. Time se zaista imala postii
zeljena prakti¢nost. Radilo se samo o izradi tabela. Toga se posla
prihvatio Briggs, i 1617, god. dao je nove tabele na 8 pa i
na 14 decimala. Potaknut tim tabelama izradio je kKnjiZar i odu-
Sevljeni diletant matematitar Holandez Adriaen Vlacgqg
(1628.) logaritamske tabele na deset decimala za brojeve od 1
do 100 000. Te su tablice konatno u praksi potisle i Briggsove
i Napierove. Od daljih velikih tablica, koje su postale &uvene,
iesu Vegine tablice. Vega je bio rodom Slovenac.

Kod Napiera i Briggsa prevladavala je praktiéna strana s
ciljem primjene i olak3anja u numeri¢kim raunima. Produblji-
vanjem samog pojma oni se nisu toliko bavili, pa i izratuna-
vanje samih logaritama vrSili su posve nezgodnim postupkom.
Istom Kkasnija otkri¢a u viSoj matematici daju jednostavna sred-
stva, kojima se to postizalo. Osobito je u 18. stolje¢u pored
drugih zasluzan Euler (1707.—83.), koji je logaritmima dao
teoretsku podlogu. Od tada oni dobijaju svoje pravo tumadenje.

Pronalazak logaritama bio je od velike vaZnosti kako za
samu matematiku, tako i za sve nauke u kojima se matematika
primjenjuje. Od pomoénog sredstva za olakSavanje numerickih
racuna logaritmi su postali znatni i u teoriji.
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O logaritmima je raspravijao i na§ Ruder Bo8kovid
(1767.). U jednoj raspravi tumadi on kako treba postupati u ra-
¢unu s logaritmima veli¢ina manjih od jedinice, 3to je tada jo$
bila dosta nova stvar. U drugoj radnji dotakao se on i pitanja o
logaritmima negativnih veli¢ina. Postojala je naime raspra iz-
medu Leibniza i J. Bernoulli-a. Leibniz je ufio da
su ti logaritmj imaginarni te da logaritamska Kkrivulja ima samo
iednu graniy, dck je Beroulli tvrdio da su realni i da po-
stoje dvije grane. BoSkovié u svojoj radnji navodi i druge,
koji su sudjelovali u toj diskusiji (D’Alembert, Euler) i
pokazuje, gdje bi imao da bude &vor i izvor svih protivurjeja
u tom pitanju.

Milenko Sevdi¢

IZRACUNAVANIJE LOGARITAMA

1. Logaritmi brojeva od 1 do 10.

a) Potrazit ¢emo log 2. Stavimo li da je fog 2 = x, tada
je po definiciji 10* = 2 '
Buduéi je: 108 = 10 dakle log 10 = 1
i kako je 10° 1 dakle fog 1 = 0,
to x leZi izmedu 0 i 1. g .

Da bismo nalli log 2 moramo potraZiti jednu potenciju
od 2, koja je Sto blize potenciji od 10.

Tako imamo

210 = 1024 - 1000 = 103

I

ili
210
odakle je

108

I

10 3
2 - V10%= 1010 = 10°3

Tako smo 2 izrazili kao potenciju baze 10, pa kako loga-
ritmirati upravo znadi traZiti eksponent, ko-
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jim treba potencirati bazu 10, da se dobije 2,
to je onda

log 2 = 0,3
b) Kada znamo log 2, onda po pravilima za logaritmiranje
moZemo naci i logaritme svih potencija baze 2.
Na pr. 4 = 2% = (10%3)2 = 10203 = 10% dakle je log4 - 0.6
8 = 28 = (10°3)3 = 10303 = 10°® dakle je /og 8 —0,9
U opce je
27 = (10%3)7 = 10793 dakle je log2"=n0,3
c) Pomoéu log 2 moZemo nadéi vrlo lako i log 5.
Buduéi da je

10 10!
D=5 =103

= 101-03 = 10%7 imamo log 5 - 0,7.

Pomocu ove vrijednosti lako nademo i logaritme poten-
cija baze 5. Na pr.

Jog 25 = log 52 = 2 Jog 5 = 2 - 0,7 = 1,4

d) Kad znamo Jog 2 i log b znamo onda izratunati i loga-
ritme svih brojeva u kojima dolaze samo faktori 2 i &.

Na-pr.

80 = 8.10 = 10%¢ . 10! = 10'9
pa je tako
log 80 = 1)9.

e) Izralunavanje drugih logaritama moZemo opet zgodno
svesti na log 2.

Na pr.

92 = 81 .- 80 = 109

odatle imamo

1,9
0= /109 = 10 2 = 100.%

tako je
log 9 = 0,95
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Kako je
0,95
3= 13=102 = 10047
to je
log 3 = 0,475.
Mislim da sada nije potrebno posebno isticati, da se mogu
izraCunati logaritmi svih potencija baze 3.
f) Kako je
6 = 2.3 = 1003 . 100415 = 1(0.775
to je
Jog 6 — 0,775
Prema tome smo u stanju, da izratunamo i logaritme svih
brojeva, koji se daju rastaviti u proste faktore 2,3 j 5.
g) Ostaje nam dakle da nademo jo$ vrijednost log 7. Nju
¢emo dobiti ovako:

kako je
_63 64 10'% 1,8—-0,05 — 10085
d = g =g = 100’95_-10» 9= 10
to je
log 7 _ 0,85.

Ove pribliiﬁe vrijednosti logf;ritama brojeva od 1 do 10
moZemo skupiti u jednu slogaritmi¢ku tablicu«, Koja glasi:
-

Numerus Logaritam Vrijednost tocna
na 5 decimala

1 0 0
2 0,300 0,30103
3 0,475 0.47712
4 0,600 0,60206
5 0,700 0,69897
6 0,775 0,77815
7 0.850 0,84510
8 0,900 0,90309
9 0,950 0,05424

10 1,000 1,00000

Da bismo na pr. lako zapamtili, da je log 2 = 0,30103
uzmimo da je uho 3 (jer je sli¢no), oko 0, a nos 1, pa onda po
redu imamo: uho, 0ko, nos, oko, uho!
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2. IzraCunavanje nekih logaritama vadenjem Kkorjena.

Da se Sto bolje upoznamo s logaritmima, pokazat ¢emo
jedan drugi postupak za pribliZzno izrafunavanje logaritama.
Ovdje se radi pomo¢u vadenja korjena.

Bududi da je

10‘5": 110 = 3,162, to je log 3,16 . . . = _:Ii
10%=14/1—(5=V3,—16...=1,778...tojelog],778...=—;—
10':3":_—18/m=l/ﬁ...=1,333... to je log 1.333...:—;3—

1076 — VT)——V133 .'.=1,1548...t0je10£1:15--'=T1€

MnoZenjem ovih vrijednosti mogu se izraCunati i sve poten-

1
cije od 10'%. Na pr.

3 ] 1
1016=108 . 106 =1,33..-1,15... =1,539926
5 1 1
106=104 - 10% = 1,77..-1,15...=2,053525 i t. d.
Tako se dobije slijedeca tablica:
a a

1 1,1548 75 = 0,0625

2 1,3335 2= 0,125

3 1,5399 2, =0,1825

4 1 7783 4 =0,25

5 20535 Ji = 0,3125

6 23714 & =0,375

7 27384 _ e == 0,4375

8 3,1623 TSG' b 0,5 .

9 3,6517 2 = 0,5625
10 4,2170 14 =0,625
11 4,8697 11 =0,6875
12 5,6234 12 = 0,75
13 6,4938 13 =0,8125
14 7 4984 14 = (875
15 8,6506 18 =0,9275
16 10 18 = 1,000
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3. Tocnije odredivanje mantise.

U tocki 1. i 2. iznijeli smo postupak za izratunavanje loga- -
ritama nekih brojeva. Dobivene vrijednosti bile su samo vrlo .
malo toéne. One su bile, kako kaZemo, toéne na jednu ili naj-
viSe dvije decimale. U praksi Je medutim potrebna pona\;cesce
veta tolnost. Zato moramo poseéi za postupcima, koji ée dati
vrijednosti logaritama tolne na viSe decimala. Ovdje ¢emo
pokazati jedan nacin odredlvanja mantise, koji uza sve to.S8to
daje logaritme tofne na viSe decimala, ipak za praksu nije
podesan, jer je prakti¢no prili¢no komphkovan Za stvarno izra-
“unavanje logaritama s potrebmm brojem decimala postoji me-

'da viSe matematike, o kojoj iemo govoriti samo u najkraéim
czima u slijedeéoj tocki, :
~ Evo kako. se moZe na elementaran nadin izracunati
Briggs-ov logaritam za num’erus 2;
Ako stavimo da Je log 2 = x onda je po definiciji

10% =2 (1)
Buduéi da je
100 < 2 < 10t
to je zbog (1) _
0 < x <1

dakle je x (logaritam) pravi razlomak. Stavit ¢emo prema tome
da je njegova vrijednost

1 .
X TR | (2)
Stavimo li to u (1) imamo
10%‘ — R
ili kad‘potenciramo cijelu jednadzbu sa y . !
h. 2y =10 g (3)
Qdavde odmah razabiremo, buduéi da je |
| %<1b<%

M. Sevdié: Matematitka Sitanka ; 15
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da je
3<y<4

| Prema tome moZemo staviti da je
y=3—1—%(gdje e z> 1)

Supstituiramo li ovu vrijednost u (3) imamo:

2 "z2=10
ili
1
28.22=10 _
dakle
T
22 =g T

ili

() <2<(3)

vidimo da je - ;
3<z<4

dakle opet moZemo staviti, da je
z=3+ -% (gdje je % pfa'vi‘ razlomak)
Supstituiramo li ovaj izraz u (3), dobijamo:

2 (%)3*';1: |

ili

i

(4

(5)

- (6)

(7)
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ili | - _

S5 128 )"
47 \125 |
Odavde opet zakljutujemo uzimajuci za n vrijednost od 1 do
10, da '‘n mora biti u granicama

9<n<10

Tako bxsmo sada mogh postupiti dalje.
Uzmemo li da je n = 9, onda iz (6) izlazi

z._3+1 ? )

-

Ovo opet supstituiramo u (4), pa je

ek Aeiin s S 63
Bl e i

a konalno stavljeno y u (2) imamo

- =] 28
x——7 93— 030107

Dakle je ‘ ;
= log 2 = 0330107

dok u tablicama nalazimo, da je log 2 = 0,30103. Prema tome
ovdje nadena vrijednost 0,30107 to€na je na 4 decimale.

Posve slitnim postupkom mogli bismo izralunati i loga-
ritme svih ostalih prostih brojeva, ali to nije potrebno. Ovdje
SMO $amo htjeli naznaditi i pokazati, da se i elementarno mogu
izratunati logaritmi. Mi danas ne treba da obavljamo ni ovaj
 posao, jer su logaritmi brojeva prirodnog niza jednom ijzralu-
nati i unijeti u logaritmitke tablice' i mi danas ni$ta drugo ne
treba da radimo, nego da nauimo spretno rukovati s tabli-
cama. , - »

Mogu jo§ spomenuti da za Siroku praksu tehniara i drugih
postoji i jedan ¢&isto praktifan instrument, pomoéu koga se
vr§i radunanje. Taj insirume_tnt bazira na logaritmitkoj podjeli,
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pa se stoga i zove logaritmar ili logaritmi¢ko racunalo. Ono se
upotrebljava tamo, -gdje bad nije potrebna vrlo velika to&nost,
jer se na njemu mogu ¢itati vrijednosti do dvije decimale to¢no.
Bez njega danas ne moZemo zamisliti jednog tehniCara, inZi-
njera i drugog praktiara, koji imaju posla sa racunom. Oni
su se sa logaritmarom toliko saZivjeli, da se na rafun toga
pravi Sala, da je jedan ¢ak na piatnje koliko je 3 * 4 pogledao
na logaritmar i olitao vrijednost 11,99.

_4. Metoda vise matematike.

Ovdje éemo samo u najkraéim crtama opisati metodu vie matema-
tike, kojom se mogu izralunati logaritmi sa vrlo velikom toéno$éu t. j.
na onaj broj decimala, koji Zelimo. Natuknut éemo samo da se tu radi
o razvijanju logaritamske funkcije u konvergentne beskonalne redove.
Prednost ove metode nije samo u tome, $to se daleko brZe izratunavaju
traZene vrijednosti, nego se mozZe odrediti i granica pogreSke.

Prema tome je ovo jedna opéa metoda, koja ima sva svojstva do-
broga postupka, koji se da s uspjehom primjeniti u praksi.

Od svih vrijednosti, koje se mogu izabrati za bazu logaritama upo-
trebljavaju se samo dvije, to su brojevi 10 i e = 2,7182818... Kao 3to
je poznato, logaritmi sa bazom 10 zovu se obi¢no Briggsovi logaritmi,
a logaritmi s bazom e zovu prirodni logaritmi. Obitni se logaritmi
upotrebljavaju - kod numeri¢kih racuna, a prirodni se upotrebljavaju u
cijeloj viSoj matematici, jer mnoge formule poprimaju mnogo jedno-
stavniji oblik.

Izmedu dva razli¢ita logaritamska sistema postoje izvjesne relacije.
Tako izmedu obinih i prirodnih logaritama postoji relacija

Iogx=qloge'lnx

(gdje je lJog e — modul dekadskih logaritama — oznalen sa M =
0,43429448), ‘
Do predhodne relacije dola-zimo ovako:

1z |

y = log = slijedi. 10 = @

=Inx , 6 =
“odatie o
]Oy = g2

Logaritmiramo 1i ovu jednadZbu, dobijemo

y log 10 = z log e



229

‘Buduéi da je |

log 100 = 1ilne =z=Inx
to imamo

.V=Iogx=log_e'lnx

Prema tome vidimo da éemo vrijednosti obi¢nih logaritama dobiti, ako
vrijednosti prirodnih logaritama pomnoZimo sa modulom M = log e =
= 0,4342.... Ovo je bilo potrebno istadi, jer ¢emo u daljem raditi sa -
- prirodnim logaritmima s kojima upravo radi vi$a matematika.

Postupak je slijededi: Treba funkciji ¥y = In x razviti u beskonatan
red. Mi éemo ovdje koristiti samo rezultate. Tako se primjenom t. zv.
Mac-Laurin-ovog reda dobije, da je

b4 &

2 3 h
(42 =F—F+o—F+...+ 4R

gdje je R ostatak, koji postaje po volji malen, ako uzmemo dovoljne
veliku vrijednost od n. O\i{aj se razvoj moZe primjeniti i za x = |, pa se
dobije :
11 1 1 :
ln2=1—2+3 _4+.... ,
Ali ovaj red nije jo§ zgodan za numeriCko izrafunavanje logaritama, jer
on, kako kaZemo, sporo konvergira t. j. da se dobije dovoljna to&nost,
“treba uzeti vrlo veliki broj ¢élanova. Stoga se upotrebljavaju drugi r.azvoji
sa boljom konvergencijom. Takav je razvoj:

o 1 1
1n(:c+1)=1nm+2[2x+1+ SO E T BT +] 8)

Stavimo li x = 1 imamo

= 1 1
1n2=z(3 T +)

Nadalje nademo:

1

i = 0333333
= 0012346 |
3713—5 — 0,000823
| e 0,000065
—— — 0,000005
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Zbrojimo 1li ovih pet ¢&lanova dobijemo 0346572 (tono na 5 dec1rna1a),

pa je prema tome :
In 2 = 2°0,346672 — 0,693144 (tofno na 5 decimala); ali kako tra-

Zimo log 2 onda je : :

log 2 = M * In 2 = 0434294 * 0,693144
= 0,30103

I tako dalje.
Veéa bi se tofnost postigla ako bismo u razvoju uzeli veéi broj ¢lanova

izratunatih na veéi broj decimala.
Stavimo li u jednadZbu (8) x = 2, dobijemo

} 1 1 '
1n3=m2+2(5 e e e )

= 1,098612
iti ‘ | '
log 3 =M " In3 = 0,434294 - 1,098612

= 0,477121

Ovaj se postupak moZe produziti dalje na ostale proste brojeve, a po-
modu ovih se mogu onda izratunati i vrijednosti ostalih sloZenih brojeva.

Milenko Sevdi¢

' SUMIRANJE NEKIH REDOVA
5 Sumira}ije n' prvih brojeva.

Promatrajmo sliku (sl. 1) AEFB, koja je kako vidimo nati-
njena iz pravokutnika sastavljenih po redu iz 1, 2, 3, ... n
kvadrata. |

Prema tome ta nam slika predocuje sumu

S=14+2H ..+ n

Ako ovoj figuri AEFB dodamo posve jednaku figuru DEFC
dobit ¢emo pravokutnik ABCD, koji sadrzi n * (n + 1) kvadrat.
Taj pravokutnik ABCD nije dakle ni§ta drugo nego dvostruka
povrsina S. Stoga je ] |

25 =n- (n'+ 1)
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ili

_na(n41) ¢
g 2l Ui 03

.2 |
: : T +
&
A = B
SEAT. ‘

II. Sumiranje n prvih neparnih brojeva.

Ovaj geometrijski postupak sumiranja n prvih neparnih
brojeva potice od Pltagorejaca, kao Sto tvrdi Arlstotel u
svojoj fizici,

Promatrat ¢emo kvadrat AEFG i kvadrat AE'F’G’. Vidimo
da prvi ima stranicu od n jedinica, a drugi od (n -+ 1) jedinica. -
Razlika izmedu ova dva kvadrata je naznaCena iscrtkanim dije-
lom slike. Ova se figura kod Grka nazivala gnomon, a sastoji
se kao Sto vidimo iz jednog kvadrata povrdine 1 i dva pravo-
kutnika EE'HF i GG'IF, koji zajedno imaju povr§inu 2n. Prema
tome ¢emo od kvadrata n? dobiti kvadrat (n + 1)2, ako prvom
kvadratu dodamo jedan gnomon, koji pretstavlja neparan broj
Z2n ' 1. (8l. 2)).
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I .tako éemo sada kvadratu AEiFi1G: (sl. 3), koji ima vri-
jednost 1 dodati gnomon, &ija je vrijednost prema gornjoj

£ F

£ 7
I

£ FZ’

\

S

k sl:”ln?"l )|

CI c1- Cs C
Sl 2. i H RS '

formuli 2 - 1 + 1 = 3. Dobit éemo dakle kvadrat AE2F2Ge
¢ija je vrijednost |
14+ 3=+ 1)2 =2 =4
Ovome kvadratu AEsFeGs dodat ¢emo gnomon, C¢ija je vri-

jednost 2 -+ 2 + 1 = 5. Time dobijemo kvadrat AEsFsGs, koji
ima vrijednost ‘ ‘

1 +3 + 56 = (2 +1)p = 3¢
Dakle je suma prvih n grnomona ili $to je isto suma n
prvih neparnih brojeva pretstavljena kvadratom, koji ima stra-
nicu n, i prema tome povrsinu n®. Tako je suma n prvih nepar-
nih brojeva jednaka kvadratu njihovog broja.

I, Na¢isumureda1-2 +2+-3+ 34+ ... +n(n+ 1)
Ako sa S oznafimo traZenu sumu, imamo

S=1-9+2-3+344+...+n@+1) (@

ili |

Sy b2 218 N8aAs n.(n+1..)‘§
g FaiZ, 0 PO e e
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Ovu relaciju moZemo opet préma | (1). pisati ovako:
S

=14+ +243) +...
++2+3+...4+n) 3)

D | C

1 2 3 : n £

1 2 3 : i

120 3

11 2
E1

12| 2.3 3.4 " .2

A \ B

Sl 4.

Nadinimo pravokutnik ABCD (sl 4). Strana AB ima, kako $to
vidimo iz slike,

1+2+3+...+n_—_'”‘”2+”

jedinica, dok strana AD ima n -+ 2 jedinice, Prema tome je
povrSina pravokutnika ABCD  jednaka

n(n+1)(n+2) >
A @

No kako izlomljena crta EF dijeli ovaj pravokutnik ABCD u
dva dijela t. j. u lik AEFB i lik DEFC, od kojih prvi svojon
povrSinom pretstavlja upravo _

= ] =29~ 3 s P aNE A D
a drugi (pogledaj vodoravne retke) daje (3) t. j.

el T RS o LT S

RIRTOEE S S R
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Prema tome (2) i (3) zajedno daju (4). [ mi imamo_

S nin+1 (n-+2)
o= 2 AT 2

odakle se odmah dobije

g_n+)(@+2)
5 v

1V. Suma kvadrata pfvih n brojeva.

U pravokutniku ABCD (sl. 5) neka strana AD iznosj k, a
strana AB k + 1 Jedlmcu Tada je njegova povrsina k (k i 1).

D FC

k

A 7
A4 k1 E B
Sk

 Nadalje kvadrat AEFD ima povrsinu k2, dok je k povrsma pra-
vokutnika EFCB. Stoga je

k2-—k(k+1)-—k

Uzmemo 1i je ovdje za k po redu 1, 2, .. n imat ¢emo
| P=10+1)—1=1--2-—1
2=22+1)—2=2+3—2
=3B +1) —3=3-4-—3

n?=n(n+ 1) T (n -+ 1) -—‘n

Zbrojimo li lijeve i desno strane i. oznalimo li sa S traZenu
sumu dobijemo

S=1+24, +H2=[1242-3434+. H
+nn+ D] —A+ 248+ ..+ n)
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zbog ) u lll. i (1) u L mo¥emo to pisati ovako

18 g A+ N(n+42)" nn+1)
S—l"—l—2“‘_+...—{—n3-_ 3 =03

ili . |
S nn-+1)12n+ 1)
— 6 : L

V.Naéi S = 15 + 28 + ...+ 1

Ovu éemo sumu izvesti na nadin, kako je to ulinio Alk-

harkhi arapski algebritar pofetkom 11. stoljeéa.
On promatra kvadrat ABCD .

sa stranom 1 + 2 + 3 -+ D : 2 ¢
+ .. 4+ k. U njemu je kon-
struirao druge kvadrate, koji b b
imaju vrh u A, & strane im pa- D : C -F
daju na. stranu AB i AD (sl. 6). :
Strane ovih kvadrata jesu po :
redu vaelw

T W o e i f e

Ma koji gnomon BCDD'C'B’ 2;
ima povriinu: 712 3 A
2 pravokut. DD'CE — kvad. j | B B
CFCE = 2 - k- AD — k2 SI. 6.
No kako je prema I (1) |
k(k—+1)

AD=1+42+43+...+k=

to je povr$ina gnombna

2

2.k k‘k; D p—rg+ny—r=1r

Dakle, promatrani gnomon S§irine kX, ima povrSinu k3. Prema
tome gnomoni u naloj slici imaju po redu povr¥ine

19, 29 000 a1
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a suma svih tih gnomona pretstavljena je kvadratom dCija je
strana 1 + 2 +' 3 + ... + n. Prema tome dobijemo relaciju

I3 28— 3% ok SR Bl (RS S et e b

M. Sevdié

KAKO JE TALES IZMJERIO VISINU KEOPSOVE PIRAMIDE

S Talesom, zapotinje grfka nauka. Roden je oko 624
prije n. €. od oca Fenitanina i majke Grkinje, Kako se bavio
frgovinom ulja i soli, sastdjali su se u njegovoj kuéi trgovcei,
ali i ljudi, koji su se interesirali naukom. Od njih je saznavao
mnoge vijesti, narodito o astronomiji i matematici. Ov:.
Talesov interes za astronomijom i znanjem imao je prakti¢nu
pozadinu. Kao pomorac i trgovac morao je dobro vladati
ovim predmetima. Jo§ kao mladi¢ pokazivao je bistrinu uma-
i veliko znanje, To ga nije zadovoljzivalo, jer je &uo, da po-
stoji neko dublje, starije i jasnije znanje, &iji izvori potjelu
tamo iz Egipta. Kako su u.Delti Nila bile grcke naseobine
to je i on poSao u taj kraj. Ova svoja trgovatka putovanja
iskoristio je, da dode u vezu i sa ulenim ljudima onoga doba.
U Egi;ﬁtu su' ga poudavali egipatski svelenici; poucavali su
ga, kako se mjere j izrafunavaju jednostavne stvari, ali ga
nikako nisu upudivali u tajne svoje Kkaste. Svedenici su Dbili
uzurpirali znanje kao privilegij svoje klase, dok Siroke mase

" nisu o tome smjele nista znati. Medutim Talesov um poéinje

da radi, potinje da samostalno razmislja i da tako stvara
zakljutke. Narotito se profuo u Sirokim masama svoga rod-

nog grada Mileta, kada je prorekao jednu pomréinu Sunca

585. godine prije n. e. To mu je pribavilo nadimak sMudrac
iz Mileta«, te je on upravo jedan od poznatih sedam mudraca
sa istoka. Od njega su nam ostali i neki geometrijski poucci,
a poznato je, da je izratunao i udaljenost lade od obale u
aleksandrijskoj luci. U slijedeéem izvatku iz Colerusove
knjige »Od Pitagore do Hilbertas rekonstruiran je momenat
izmjere visine Keopsove piramide.

%
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, — Tako on stoji u pustinjskom pijesku podno velike pira-
mide. Jedan od sveéenika’ ga smjeseci se zapita, koliko je visoka
piramida kralja Chufu (Keops). Tales malo razmi$lja pa odgo-
vara, da on ne ¢e visinu cijeniti. od oka, nego ¢e je izmjeriti i
to bez ikakvog narotitog pribora, bez svakog pomoénog sred-
stva. Legao je u pijesak i odmjerio vlastitu duZinu tijela.

»Sto li to namjerava?« — pitaju se svecenici. — »Stat
¢u jednostavno, — objadnjava on, — na jedan kraj ove izmje-
rene duzine svoga tijela i cekat ¢u, dok moja sjena ne bude
tono onoliko dugacka, kolika je i duZina moga tijela. U istom
~ trenutku mora i duZina sjene piramide vaSega faraona Chufu
iznositi to¢no onoliko koraka, koliko je i piramida visokax.

Dok je svelenik- zabezeknut nevjerojatnom jednostavnoSéu
rjeSenja jo§ razmiSljao, da tu nije moZda pogrelan zakljudak,
da se tu moZda ne krije kakva smicalica, Tales veé¢ dalje govori:

— »A ako hocdete, da vam ovu visinu izmjerim u ma koje
‘doba dana, tada ¢u zabosti ovaj Stap u pijesak. Gle! — njegova
sjena iznosi upravo polovinu $tapa. Prema tome mora sada i
sjena piramide da iznosi polovinu njene visine. Vi ste inace
sposobni, da mjerenja izvodite vrlo tofno. Treba samo duZinu
Stapa isporediti sa duZinom sjene, pa onda — da dobijete visinu
piramide — pomnozlte dl.ll]ll’lu sjene p1ram1de S d0b1ven1m
brojemx.

Na ovaj je nalin Tales iz Mileta iznenadio i zadivio Egip-
“¢ane. Egipatski svecenici se nisu toliko Cudili rezultatima Tale-
sovih otkriéa, koliko onoj ¢udnoj snazi promatranja, koja je
bila njima strana, a kojom je Grk poopcio i rijeSio postavljenu
zadacdu.

PRAVCI I GEODETSKE LINIJE

Motrimo povrSinu promjenljive zakrivljenosti, na pr. povr-
Sinu kojega kraja u Francuskoj, s njegovim breZuljcima, brdi-
ma i dolinama. Prolazeéi tim krajem uzduZ i poprijeko modi
¢emo i¢i pravcem dotle, dok smo na ravnome. Pravac se na
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neprekinutoj ravnici odlikuje time, §to je on najkraéi put medu
dvjema totkama. U njega je i ta osobina, da je medu dvjema
totkama jedini svoje vrste i jedini svoje duZine, a drugih je
linija, krivih, duZih od te ravne, moguée povuéi veoma mnogo,
da spajaju obje tocke i da su jednako dugacke.

Ali ‘eto stigosmo do breZuljaka. Da dodemo s jednoga
mjesta na drugo, koje je preko brda, ne moZemo viSe iéi
pravcem. Kakogod podli, put ée nam biti zakrivijen. Ali-od svih
moguéih razlititih putova, koji po breZuljku vode od jedne
tolke do druge, ima jedan i to uopfe samo jedan kradi od svih
- drugih, kao $to se moZemo osvjedotiti konopom. Taj najkraci

put, jedini svoje vrste, zove se geodetska linija povrsme, po
- kojoj idemo. ‘

Tako isto ne moZe ni jedna lada ploviti u ravnoj crti od
Lisabona do Newyorka. Svakoj mora da je put zakrivljen, po-
- radi toga, $to je Zemlja okrugla., Ali medu mogudéima zakri-
vljenim stazama ima jedna tu prednost, da je kraéa od svih
drugih, a to je ona, koja ide smjerom glavnog zemaljskoga
kruga. Lisabon i Newyork leZe gotovo na istoj paraleli, pa ipak
brodovi dobro paze, da iz Lisabona ne podu prema Newyorku
ravno na Zapad drZeéi se paralele, ve¢ zaplove malo na Sjevero-
Zapad tako, da u Newyork stiu sa Sjevero-Istoka drZe¢i se
otprilike glavnog zemaljskog kruga. Na naSem je globu kao
i nd svim kuglama geodetska linija, najkraéi put od jedne totke
do druge, luk onoga glavnoga kruga, koji tim to¢kama prolazi.

I tako se na svakoj krivoj povr$ini moZe povuéi od jedne
totke do druge jedna linija s tom prednosti, da je najkrada, to
jest moZe se povuéi geodetska linija, koja je na kr1v03 povr-
&ini ono, $to je u ravnini pravac.

Gdje je Svemir zakrw]ljen ondle jie geodetska linija kriva.
Gdje je malone euklidski, ondge je ravna, -

Geodetske linije, linije najmanje daljine, otkrit ¢e nam
jasno vezu izmedu ustrajnosti i teZe, koja se u euklidskom svi-
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jetu Kklasi®ne nauke nije pokazala. Radi toga je i nastao newto-
novski distinguo izmedu principa ustrajnosti i sile teZe.

A Nama relativistima nije sad viSe potreban taj distinguo.
Daleko od svakog polja gravitacije giblju se tvarne mase kao
i svjetlost u pravcu, a kraj masa s gravitacijom giblju se u
krivuljama. U Svemiru ne moZe slobodna tvarna tocka poéi
drugim putem do geodetskom linijom-poradi simetrije.

Ako dakle uzmemo na um, da sile teZe, koju je dozvao
Newton, nema — a takvo je djelovanje u daljinu i veoma hipo-
tetitno — ako uzmemo na um, da su u praznu prostoru sva
tjelesa slobodno prepustena sama sebi, ne moZemo odoljeti, da
ne izretemo ono, $to veoma jednostavno ujedinjuje te nekoé
rastavljene sestre, ustrajnost i teZu. Svako tijelo slo-
bodno prepulteno samo sebi opisuje u Sve-
miru geodetsku liniju.

Daleko od zvjezdanih masa ta je geodetska lmua ravna, jer
je Svemir ondje gotovo euklidski. Ona je blizu zvijezda kriva,
jer Svemir ondje viSe nije euklidski.
| Divota, kako ovo shvadanje pod jedinim pravilom. ujedi-
njuje princip ustrajnosti i zakon teZe! Pred snaZnom sintezom
mehanike i gravitacije i§¢ezava kobni razdor, koji tim naukama
nije dao, da se priblize. . |
U toj smionoj i prostoj teoriji gravitacija nije viSe nika-
kova sila. Planeti opisuju krivulje radi toga, §to je Svemir blizu
Sunca zakrivlijen kao svagdje, gdje je nagomilano tvari. Naj-
kraéi put od jedne tofke do druge jest linija, koja se nama
bijednim patuljcima samo zato ¢&ini ravnom, 3to je mjerimo -
premalenim mjerilom i na neznatne daljine. Kad bismo. je mogli
pratiti milijune kilometara daleko i dovoljno dugo, nasli bismo,
da je svinuta.

Ukratko, ako dopustite, da iznesem sliku, analoguu, op1-
suju planeti krivulje zbog toga, §to prolaze putovima u zakri-
vljenom Svemiru najprohodnijima, kao $to na trkaliStu kotu-
radi, kad dodu do zaoketa, ne treba da upravljaju kotatem, veé
samo tjeraju naprijed, budu¢i da im savinuta kosina sama od
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sebe skre¢e put uokrug. Na trkaliStu je kao i u sunfanom
sustavu zakrivljenost, §to blize nutarnjem rubu trkaliSta, sve
izrazitija. ‘

- Sad treba samo da Svemiru, prostor-vremenu, u razli€itim
njegovim toCkama pridijelimo takvu zakrivljenost, da geodet-
ske linije budu ba¥ putovi planeta i putovi, kojima tjelesa
padaju, uzimajuéi, da zakrivijenost u svakoj totki Svemira po-
tieCe od tvarnih masa, koje su ondje ili u blizini,

Kod toga treba drZati na umu, da »Intervalg, to jest
dio geodetske linije medu dvjema veoma blizim totkama, mora
biti invarijanta za svakog opaZala, Desit ée se dakle, da ce
. jedna te ista geodetska linija biti pijancu, koji tetura, zakriv-
vljena, a moZda i vijugava, a opaZalu na miru ravna, DuZina
te linije uvijek je ista, bila linija ravna ili zakrivljena.

Uzevsi u obzir sve to i matematicku vjeStinu, koja Cudesa
stvara u poslu, o kome je bilo dosta govora, dobio je Einstein
zakon gravitacije u savrieno invarijantnom oblikux.

(Ii sEinstein i svemir«)
Charles Nordmann

PUPINOV KALEM

»Tokom prve polovine ljeta 1894., moja supruga i ja stano-
vali smo u jednom malom hotelu na jezeru Veneuse, u Svicar-
skoj. Priprenf@o- sam svoja predavanja iz matematicke teorije
o zvuku. Problem na Kkoji sam prvi put naiSao u sjajnoj L a-
grangeovo]j raspravi.... bio je hipotetiCan, odnosio se
ne na stvarnu fizicku pojavu ve¢ na pojavu, koja se moZe u
masti stvoriti. k= |

Rastegne se izmedu dvije utvrdene tocke konac bez teZine.
Na jednako razdaljenim tolkama na tom koncu privezu se
jednaki utezi. U pitanju je ovo: Kako d¢e tako optereceni
konac treperiti kada ga neSto zadrma. Lagrange je naSao jedno
lijepo rjeSenje toga historijskog problema, i to rjeSenje biljeZi
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jedno razdoblje u histeriji matematike primjenjene na fiziku.
Ovo rjeSenje mu je pomgolo da ispita treperenje Zica na violini.
To je bio jedan od Cuvenih matematiCkih problema 18. stoljeda.
A ja se usudih da pristupim jednom smjelom pokuSaju: da
rijeSim jedan vise op¢i, a manje hipoteti¢ni oblik ovoga pro-
blema. Moja pretpostavka je bila: da i konac ima svoju teZinu,
pa da i on, kao i mali tegovi na njemu, treperi u jednom medi-
jumu, koji daje otpor usljed trenja, RjeSenje sam nasluéivao i
drzao da bi ono bilo od vrlo velikog nau¢nog znafaja. Na
kraju, nadoh i jedno sasvim opée matematitko rjeSenje za ovaj
problem i u ovako opcenom obliku. A ljepota tog rjeSenja
sastojala se u tome, Sto se ono moglo izraziti na vrlo prost
nacin, _

... Dok sam tako pjeSalio osamljen, stalno bih razmiijao
o ovom svom rjeSenju tog Lagrangeovog problema u ovako
uvopenom obliku. Jednoga dana dok smo se penjali uz klanac
Furka, na pamet mi dodoSe ove misli: po$to kretanje elektri-
citeta kroz neku Zicu nailazi na sile otpora sli¢tne onima, koje
se opiru Kretanju materijalnih toaka u zategnutoj Zici, ovo
moje ovako uopdeno rjeSenje gore spomenutog problema moglo
bi se primijeniti i na kretanje elektriciteta. Tog istog &asa, bio
sam svjestan da sam do$ao do jednog vrlo znafajnog prona-
laska.

... Kada se oporavih od teSke bolesti 1896., ponovno se
vratih ovom svom napu$tenom problemu«.

Isporedujuéi pojave prenoSenja zvuka sa prenoSenjem
elektriciteta kroz provodnik dofao sam do zakljutka — »da
indukcija Zice treba da je $to mogude veéa, a njen kapacitet
§to je moguée manji. To se vidjelo potpuno jasno i iz radova
Tomsona i Kirhofova dvadeset godina prije nego S§to
st VaSii Hevisajd poleli da razraduju matematicku teori-
ju o telefonskom prenosu.

... Ako, dakle, indukcija poveéava u telefonskoj prenosnoj
7ici njenu sposobnost za pt_nos elektri¢ne struje, Covieku se

M. Sevdié: Matematidksa ditanka ; 16

N
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sama od sebe namece pomisao: da pojaca indukciju te Zice. To
¢e uliniti na taj nadin, $to ¢e na telefonskoj Zici staviti vedi
broj kalema od Zice, pa onda ispitivati nadin toga svog metka
na srefu. Vasi je to poku$ao, ali mu nije posSlo za rukom.
To isto pokulao je, ali takoder bez uspjeha, i Pikernel,
glavni elektrotehniCar u telefonskom odjelenju Amerikanske
Telefon, i Telegraf. Kompanije. Kao Sto je to Hevisajd
rekao, svakome je veé trebalo da bude jasno, da se od takvih
pokuSaja ne moZe niSta oCekivati. Nu ja ipak poktSah i nadoh
da u tom pokusu ima vrlo mnogo izgleda, da se indukcija bas
na taj nacin uvede. Uspio sam, ali zbog toga Sto nisam radio
na srecu: vodio sam ratuna o matematickom r;esenju uopéenog
Lagrangeovog problema.

... Da se napravi indukcioni kalem potrebno je bilo toliko
isto matematicke analize, koliko je potrebno i dinamicke teorije
0 ovom izumu; a i nacin da se sve to okuSa bio je takoder nova
stvar za elektrotehnicarex,

Taj kalem je sada poznat Sirom svijeta pod imenom »Pu-
pinov kalem«, a vidimo da je Pupin do rjeSenja problema
doSao samo pomocu matematike.

(Iz knjige »Sa palnjaka do naucenjaka«)
Mihajlo Pupin

OPTICKE OBMANE

Da bismo pokazali §to su to »opticke obmane«
uzmimo kao primjer Zeljezni¢ke tracnice. One su objektivno
potpuno paralelne, no subjektivno izgleda da se one sijeku. I
¢ovjek zakljuCuje: to je nemogudée, to je obmana, jer mi znamo
da se traénice ne sijeku. Prema tome to $to nam izgleda da se
sijeku, samo je sobmana« naSega oka. Smatralo se, da od dva
protivurje¢na suda, jedan mora biti pogreSan, a drugi tocan.
Ali to je posve netono. Tzv. »optitke obmane« nisu
nikakve obmane, ve¢ su to potpuno realni, prirodni i subjek-
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tivno istiniti fenomeni. Zbog dega se onda nazivaju »ob m a-
nama«? Uzrok lezi u isporedivanju tih subjektivnih fenomena
sa objektivnim svijetom stvari. Medutim su ta dva svijeta razli-
Cita, a isporedivati se mogu samo sliéne stvari, Dakle za jedan
te isti predmet moZemo imati -dva apsolutno istinita suda, svaki
sa svog stanoviSta. Tako nam jedan te isti polukrug izgleda i
konkavan i konveksan veé prema tome s koje ga strane gle-
damo. I nama izgleda da se Zeljeznitke traCnice sijeku. To je
" sasvim normalan fenomen nasSega dutila vida, jer Stogod se te
tracnice viSe udaljuju od naSih o¢iju, to je sve manji vidni kut.
Daleko ubjedljiviji bi bio slijedeéi primjer. Jedan uteg od
10 kg ostaje objektvno uvijek isti, jer nam to pokazuje vaga.
Ako polnemo dizati taj teret, on ¢e nam izgledati sve teZi,
Stogod ga viSe puta budemo dizali, I ovaj je fenomen potpuno
istinit, 4 ne obmana. On se objaSnjava zamorom naSih miSica
‘t. j. on je sasvim prirodan samo subjektivan fenomen. Oba su
fenomena to¢na i istinita svaki sa drugog stanovista.

Zato bismo mogli kazati, da subjektivni fenomeni naSih
¢utila nisu obmane. Sto se ti¢e ¢utila vida, treba znati, da mi
njime ni¥ta ne vidimo onako, kako je to objektivno. Tako mi
sve vidimo perspektivno. Iste veli¢ine izgledaju nam manje ako
su dalje.

Sto se tite »opti¢kih obmana« one su do nedavna
bile samo konstatovane, ali ne i protumalene, Nauka pocinje
konstatacijom nekog fenomena, ali je njen krajnji cilj njegovo
tumacenje. Stoga je nauka samo onda nauka ako moZe da nam
objasni zaSto je ne$to takvo kakvo je. To isto vaZzi i za t. zv.
optitke obmane. I sada ¢emo prijeéi na tumacenje ovih potpuno
realnih subjektivnih fenomena. Njihov je broj veoma veliki i
mi femo se ograni¢iti samo na najvaZnije i najinteresantnije.

Ako jednu duZinu (sl. 1) objektivno raspolovimo, pa desni
dio podijelimo nizom crtica, onda ¢e nam podijeljeni dio izgle-
dati veéi od nepodijeljenoga, Tumacenje ovog pojava je u Cisto
subjektivnim uzrocima i leZi u tome $to je naSe gledanje sukce-
sivno. O¢&i sukcesivno gledaju neiscrtkani dio od A do B klizedi
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po njemu bez prepreke i prijedu ga za izvjesno vrijeme, dok na
dijelu BC od&i nalaze na niz prepreka i one se na neki nalin
zadrZzavaju. Zbog tih prepreka na dijelu BC je pokret diskon-
tinuiran, dok je on na dijelu AB kontinuiran. Kako su konti-
nuirani pokreti kra¢i nego diskontinuirani, to je vrijeme za
vidnu percepciju veée na dijelu BC. |
Sli¢no je i u primjeru, ako promatramo jedan podijeljeni
kut (na pr. na 4 dijela) i jedan isto veliki kut ali ne podijeljen.
Podijeljeni kut nam izgleda veci, jer oCi pri promatranju istoga

C
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SL. 1, StL, 2.

imaju niz senzacija, dok nepodijeljeni kut o&i prelaze bez zadr-
Zavanja od jednog do drugog kraka.

Jasan dokaz da je naSe gledanje sukcesivno i da mi prostor
gledamo vremenski imamo u sl. 2. Lijevi kvadrat nam izgleda
manji od desnog. To dolazi odatle §to lijevi kvadrat gledamo
duZ strane a, a desni duZ dijagonale d. Kako je dijagonala veca

od strane, to je vrijeme gledanja dijago-
CZ nale vee od vremena gledanja strane.

b a

- \ 7\
e

SI. 3. | Sl 4.

T

Jo§ bolje se to vidi u sl. 3, gdje nam se prilinja da je du21-
na d veta od duagonalp i ako je ona jednaka dijagonali.
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U sl. 4 imamo Cuvenu Miiller-Lyerovu obmanu. Lijeva
duZina AB izgleda nam vea od desne duZine BC. Tumalenje
ovog fenomena nalazi se takoder u sukcesivnom gledanju, odn.
u konvergentnom i divergentnom pokretu o&iju. Desna nam

~ E D Kty .,
/\M A S
A B C A B '

B,

Sk 5. Sl 6.

duZina izgleda kraéa, jer mi konvergiramo od tofaka B i C
prema gore i prema dolje i utisak koji nam ostaje to je duZina
a izmedu konvergentnih ‘strjelica. Tu se pokret oliju na neki
nacin suZava, dok se on proSiruje kada gledamo lijevu duZinu.
Promatrajuéi duZinu AB naSe o&i idu od A i B divergirajuéi i

o BENE - &
Rk -
At =
a) | &)

C).
SL. 7.

utisak, koji nam ostaje izmedu divergentnih strijelica, je duZina
b koja je veéa od a. OcCito je da ¢e nam desni trapez ne samo
izgledati manji nego je on i stvarno manji od lijevoga trapeza
pa nam se stoga i priinja sve manje u manjem trapezu.
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Sliéno imamo i u fenomenu prikazanom u sl. 5. I ovdje
dijagonala BD izgleda manja od dijagonale BF zbog toga $to
prva pripada manjem troKutu BCD, a druga veéem trokutu
BFA., Ovdje mi ne gledamo same dijagonale, jer onda ne bi
bilo »obmane«, nego gledamo trokute od kojih je lijevi
vedi nego desni, pa imamo utisak da veéem i pripada veée.

To imdamo i u sl. 6, gdje su dva trapeza i za naSe odi (su-
bjektivno) a i objektivno razli¢iti. Lijevi je manji od desnog,
pa nam stoga u manjem i izgleda sve manje.

~ Isto to imamo i u sl. 7a), 7b) i 7c).

ZavrSit ¢emo sada sa najinteresantnijim i najvaZznijim feno-
menima. To su konkavkonveksni fenomeni. Na sl. 8 (a, b, ¢)

4

vidimo, da nam jedna te ista slika izgleda cCas konveksna &as
konkavna, Ovi su fenomeni najjaci dokaz da je gledanje sukce-
sivno. Svi ovi fenomeni se tumade pokretima ocliju. Tako ako
se ofi kredu od jednoga kuta konvergentno imat éemo utisak
udubljenog, a ako se kredu divergentno imat ¢emo utisak ispup-
Cenog. I danas kada znamo za uzrok tih fenomena mi ih moZe-
mo proizvoditi po svojoj volji. To u stvari i jeste cilj nauke,
naime modéi predvidjeti jedan fenomen. Ovo je pak mogucde
samo onda, ako se zna njegov uzrok. Ovi fenomeni nisu niSta
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drugo nego imitiranje prirodnog gledanja stvarno konkavnih
i konveksnih tijela.

Uzmimo dvije perspektivne slike telegrafskih stupova. U
* prirodi (sl. 9 a) ti stupovi izgledaju sve manji u koliko se viSe
udaljuju od na$ih oliju, jer je tada vidni kut sve manji. Sto
vazi za vertikale vaZzi { za horizontale, I one postaju sve uZe §to
god se viSe udaljuju od odiju, dakle Stogod je manji kut gle-
danja. Ova slika imitira prirodni fenomen pa zato i sli¢i njemu.

’4!
)\/V/J/Y A I o
HHH S N | ; % 075].
|i/\ f\_\ ‘J - |
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[ usl 9 b) imamo imitiranje prirodnog fenomena. Iz ovih
‘dviju slika vidimo da konkavnost dobijamo ako pogled konver-
gira prema nedogledu N, a kon- ' et
veksnost ako od srednje linije AA’ =
idemo desno i lijevo t. j. ako nam
pogled divergira. Ovaj princip se =
koristi kod tumacenja opti¢ke ob-
mane konkavkonveksnih fenomena | —
predotenih u sl. 8 (a, b, ¢) i u \ i |
narolito poznatom primjeru pre- —f
docenom u sl. 10, gdje €as vidimo | 15
sedam ¢as Sest kocki, ve¢ prema | =
- tome 'kako spajamo plohe u prvu L 10,
kocku ili drugim rijedima, da li
pogledom konvergiramo ili divergiramo nekom vrhu,

Po Dr. M. Borisavljevicu
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DVA STARA MATEMATICARA DUBROVCANINA

MARIN GETALDIC

Dok na¥a stara kultura ima na nekim poljima ljudskog
djelovanja dosta znatnih pretstavnika, dotle ih je u nauci
malo, a u matematici bilo je tek dva glasovita matematicka
talenta. Njihov su znadaj i veli¢inu priznali i drugi narodi i
to prije nego mi sami. U novijoj naSoj matematici veé je
stvar krenula na bolje. Polet je daleko snaZniji, uspjeh je
daleko- veli, a rezultati takvi i toliki da se mogu staviti uz
bok onima prvoga reda.

Marin Getaldi¢ — znameniti matematifar — jedan je od
onih rijetkih muZeva, koji su u doba naSe renesanse gajili
matematiku s pravom ljubavi, pa je zasluZio da satuvamo
uspomenu na njega. Stekao je svjetsko priznanje i danas
zauzima dostojno mjesto i u poznatim stranim historijama
matematike,

Marin Getaldi¢ rodio se 1566. god. Otac Matija nastojao
je, da mu sin dobije Sto bolji odgoj. Marin se upoznavao
s grékim i latinskim klasicima i u tome pokazao veliki uspjeh.
Stalan studij i solidno poznavanje klasi¢nih djela dali su kasnije
njegovom stilu klasi¢nu ljepotu i jasnodu. Jo§ od mladosti za-
volio je narocito matematiku, dok filozofiju nije ba$ mario. U
matematiku su ga uveli dubrovacki ulitelji matematike, kojih je
bilo znatnih tu u to doba. Zapaziv§i njegov matematicki talenat
dali su mu moguénosti da se razvija i radi. NenadmaSna djela
Euklidova i dr. pokazivala su svu snagu svoje veli¢ine pred nje-
govim ofima. Kako je imao vrlo mnogo matematickog smisla,
bilo je odlu¢eno da pode u Rim na dalji studij. Darovit i Zeljan
znanja, iako veoma mlad, naSao je tu pogodne uvjete za rad.
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Tu je sluSao znamenitoga matematiara Kristofa Klavija
(1637.—1612,), s kojim se poslije i sprijateljio. Ovaj ga je uveo
u pravue matematicku nauku onoga vremena. Tu se vec jasno
opaZalo, da ¢e se Getaldié¢ razviti u neumornog nau¢nog radnika.

U cilju da bi obogatio i proSirio svoje matemati¢ko znanje,
u Zelji da li¢no upozna znamenite matemati¢are onoga doba,
polazi na dugi put po Evropi. Punih 6 godina krstari on Evro-
pom s prijateljem Gucetic¢em, koga je opet vodila Zelja
da upozna narode i njihove obifaje. Ne zna se to¢no, kada je
zapoleo ta putovanja, ali se zna da je bio u Njemackoj, Engle-
skoj i da se dugo zadrZao u Francuskoj i Italiji. Jedino je sigur-
no, da je 1600. god. bio u Parizu, jer te godine izdaje jedno
matemati¢ko djelo Viete, Vieta (1540.—1603.), jedan od prvih
francuskih naucenjaka, poeo je izuCavati geometriju Apolonija
i aritmeticka istrazivanja starih Grka. Plod ovih radova bilo je
stvaranje nove matem. discipline — algebre. Iznasas¢em alge-
bre postac je centralna li¢nost matematitkog svijeta. Stoga
nije ¢udo da je i Getaldi¢ kao izraziti matematiCar postao odu-
Sevljeni sljedbenik Vietin. Od ufenika postaje saradnik i prija-
telj. Kako je cijenio Vietu moZemo vidjeti i po ovim rije-
¢ima: »Vieta, ¢ovjek doista vrlo zasluZan za matematiku, kome
ne samo nas, nego i prosli vijek moZda ne ¢e naci nikoga ravna
po zasluzi oko ove znanosti, a kamoli boljeg«. U tako pogodnoj
sredini, jo¥ viSe zainteresiran za matematiku, prevazilazi Ge-
taldi¢ u upotrebi algebre domala i svoga ucitelja, 1 kod svih
drugih, s kojima se sastajao, svojim mat. znanjem pobudivao
je divljenje. U Levenu (u Brabantu), gdje je bilo najglaso-
vitije evropsko sveuliliSte htjeli su ga izabrati za profesora
matematike, ali se on nije htio primiti te duznosti. U odbijanju
ponudenog mu mjesta profesora matematike u Levenu mozemo
gledati ne samo izraz njegove skromnosti nego i izraz njegova
principa, da je »volio viSe uCiti nego poucavati«. Za vrijeme
svoga putovanja sabrao je i upoznao tadaS$nje matem. znanje
i s tako prosirenim horizontom dobio je pobuda za samo-
stalna istrazivanja. Tek tada je mogao razviti svu svoju gran-
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dioznu matematicku sposobnost i pristupiti izdavanju svojih
originalnih djela. I tako on u vremenu 1603. do 1607. pristupa
izdavanju svojih pet matemati¢kih djela, koja su mu uopde
izi8la za Zivota, jer njegovo najveée djelo, koje mu je pribavilo
slavu jednog od najveéih matematicara, izaslo je istom poslije
njegove smrti. Kada se povratio u [taliju, stekao je Siroki krug
prijatelja. Bio je u intimnom prijateljstvu sa Sarpijem
(1652.—1623.), znamenitim histori¢arem i publicistom. Na jednom
mjestu u biografiji Sarpijevoj spominje se Getaldi¢ i njegovo
savrSeno znanje u matematici. (¢Da mu ili nema para ili ih je
malo koji bi mu bili jednaki«). Izmedu ostalog narolito je
vazna ova karakteristika o njemu: »kao andeo po ¢udi
i Zivotu svome, a demon u matematici«. Bio je

€ovjek vanredno meke i pitome dule, kao i vanredne Sirine uma
i krotkog srca.

God. 1607. prestaje s izdavanjem djela. Tada se sigurno
povratio u Dubrovnik, gdje se posvetio daljem nau¢nom istra-
Zivanju, a i sluzbi Republike. Ipak u unutraSnjem Zivotu Du-
brovnika nije ostavio dubljeg traga i ako se govori o jednoj
diplomatskoj misiji u Carigrad (1609. god.). Njegov matema-
ticki rad je svakako vazniji' od njegove politicke akcije. U Du-
brovniku je Getaldi¢ Zivio dosta povuleno radeéi ozbiljno. U
ljupkoj tiSini dubrovacke okoline razvio je svoju rijetko Zivu
1 inteligentnu radljivost posvecujuéi svo slobodno vrijeme ma-
temati¢kim istraZivanjima. Radio je na najvedem svom djelu.
U posljednjim godinama pored rada na tom djelu bavio se i
fizikalnim istrazivanjima u jednoj 3pilji. Proucavao je konstru-
kciju sfernih i paraboli¢nih zrcala i kako je izvodio razne eks-
perimente s tim zrcalima o njihovom toplotnom ucinku, to mu
je kod laika i neukog puka taj rad pribavio ime &arobnjaka.
Evo kako Cerva veli o njemu: »U zvijezdama je ¢itao budué-
nost, vladao je nad elementima i zapaljivao bi nekim odredenim
kretanjem svojih paklenih maSina sve vrste brodova, stoga se
ni jedna ribarska barka ne uéuduje ni blizu onom nesretnom
Zalu.« Umro je u 58. godini Zivota 1626.
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Getaldi¢ je u matematickom poslu bio spreman i spretan;
vidi se kod njega ne samo rijetka pronicljivost nego i solidna
ucenost. Zbog svojih sposobnosti, o kojima se izraZzavaju s naj-
veom pohvalom, bio je medu svojim savremenicima poznat
kao jedan od najboljih. Evo samo jedan primjer kako na$
BosSkovié¢ u svom djelu (»De solis...« London 1760.) slavi
Getaldi¢a sinter geometras celebrem illo ipso tempore quo no-
bilissima facultas a paucis admodum excelebatur.« Pored svog
jakog talenta i solidne Skole imao je jo$ jedno blago od neo-
cjenjive vrijednosti. Radio je veoma savjesno i ne vidi se nigdje
tragova povrSnosti. Svestrano obrazovan, dobar na peru kao
matematicki pisac, ne samo da je originalan, nego je jedan od
prvih nasih ljudi, koji su svoj duh disciplinirali za matematicka
rezonovanja. Da bi nam jasniji iziSao njegov karakter moZemo
navesti njegovu polemiku, koju je vodio sa Kirijakom
(1570.—1642.) i Kristmanom (1554.—1630.). Pa i tu u
odbijanju napada opaZa se sva njegova Cednost, ufenost, ali i
odlu¢nost. U polemici je taktiCan. U polemici sa Kirijakom,
koji je prigovorio rjeSenju nekih problema, kojima su se bavili
Vieta i Getaldi¢, evo kako odbija prigovore; »Ali bududi da nije
rijeSio ono §to obecava, mogao sam smatrati shodnim razloZiti
prvo da se ono dokazivanje, i ako je u njemu propusteno, Sto
Kirijak spominje, zato nije moglo nazvati netacnim, a po tom
da Kirijak vopce niSta nije nadopunio, premda je uzeo na sebe
duZnost da nadopuni.« Dalje navodi kako ima $tosta propusteno
i kod Euklida, Apolonija i dr. pa »poSto se niko nije usudio
kazati da ovi dokazi nisu toéni, nevidim, $to bi bio uzrok, zasto
je Kirijak ovaj moj dokaz nazvao netoénim.« Tu odbija i to
vrlo odrjeSito i prigovor Jakova Kristmana, koji veli da je Ge-
taldiceva konstrukcija klimava. »U svom istraZivanju zaista je
mogao uzeti ratundZija abaka, sasvim nevje$t u geometrijskim
dokazivanjima, brojeve nezgodne za konstrukciju problema, jer
nije znao, da je problem odreden i da.se zato ne moZe iz ma-
kakvih podataka konstruirati; stoga se ne cudim, ako mu se
udinilo, da je on zaveden svojim ralunom slabim zbog abaka,
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primijetio moju slabu konstrukciju.« U ovoj raspri brani od
Kirijaka i determinaciju, koju je dao Vieta. Tu se isticu sva nje-
gova prijateljska osjecanja prema Vieti. — »Ali, jer sam i sam
teSko podnosio, $to se Kirijak usudio slavu takvog ovjeka ne
bez neke nepromi$ljene primjedbe, da najblaze kazem, umanjiti;
ne mogu da ne pokazem kako je sud Kirijakov daleko od istine
u svojim prikorima. Ovo zaista od mene zahtjeva neka narodita
ljubav prema Vieti, k tome poStovanje i vrlo tijesna veza pri-
jateljstva, koja je bila izmedu mene i njega u Parizu, a koja je
pojatanagtizajamnim uslugama. K tomu dolazi, §to bih, kad je
Kirjak u jednoj i istoj knjizi Vietu i mene korio zbog netatnog
dokazivanja, bio neusluzan, kad bih napustivSi stvar prijate-
ljevu, samo svoju branio.«

Prelazed¢i na nauéni rad Getaldi¢ev moZemo istaknuti da je
Getaldi¢ u prvom redu geometriéar. Kada je Vieta uveo uopce
brojeve i izveo (itav preokret u matematici, Getaldi¢ je odmah
shvatio vaZnost ovoga djela za dalji razvoj matematike. Evo
kako O. Kulera veli: »On izraZava prostorne veli¢ine opéim
brojevima, ratuna s njima po novoj metodi Viete, u¢i kako se
ovakvim nalinom dobiveni izrazi imaju konstruirati. A da je
prvi koji je opcenitost ove metode shvatio i u svojim djelima
konsekventno i metodi¢ki upotrebio, u tome je najveéa njegova
zasluga za matematiCku nauku. Ovo spajanje opée aritmetike
s geometrijom moralo je bezuvjetno dovesti s jedne strane
do otkri¢a analiticke geometrije, a s druge do otkri¢a infinite-
zimalnog raduna.«

Prva njegova $tampana radnja je s podrucja fizike. »Pro-
motus Archimedes« (Rim — 1603.). U njoj raspravlja ponaj-
prije o poznatoj Hieronovoj zadaéi o kruni. Tu je odredio spe-
cificnu teZinu 12 tijela. Po ovim eksperimentalno odredenim
spec. teZinama, koje su veoma dobre za ono doba, u$ao je i u
historiju fizike. -

1603. g. izlazi i drugo Getaldi¢evo djelo »Nonnullae propo-
sitiones de parabolax (Rim). — J. Majcen je (Rad Jug.
Akad. knj. 223) pokazao da taj spis nije djelo optickog sadr-
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Zaja, nego samo u jednom svom dijelu aplikacija Ciste geome-
trije na jedno svojstvo parabolinog zrcala, Iz predgovora se
razabire ovo: Plutarh, Vitelio,i Oroncije tvrde, da
se za zrcala kojima se mogu upaliti materije, upotrebljavaju
parabole, koje se dobiju presjekom uspravnog pravokutnog
stoSca, a Getaldi¢ dokazuje, da se to.moZe posti¢i sa svim pa-
- rabolama, koje postaju i iz oStrokutnog, tupokutanog i kosog
stoSca. Kod izvodenja konstrukcije parabole (Probl. II. prop. 7,
vidi str. 107) u svom postupku bio je.Getaldi¢ posve blizu odre-
denja jednadzbe parabole.

Istom 1607. g. izlaze tri dalja njegova djela. Da bi nam
bila razumljiva prva dva od ovih dijela t. j. »Apollonius redi-
vivus« i »Supplementum Apollonii Galli«, moramo znati ovo:
Od Apolonija - Pergejskog (250.—200.) sacuvala su se neka
djela, dok su se druga izgubila, ali su kod kasnijih pisaca sa-
¢uvani ponekad samo naslovi. O njihovom se sadrZaju moglo
zakljuciti po nekim primjedbama kod drugih pisaca. Zato su se
najbolji matematitari 16. i 17. stoljeca odlucili da restauriraju
izgubljene spise. Medu onima koji su se s uspjehom prihvatili
toga posla stoji u prvom redu na$§ Getaldic. Oba njegova djela
potaknuta su Vietinim djelom »Apollonius Gallus< (1600.).
Vieta je u tom uspio, ali nije uspostavio svih problema, pa je
tako Getaldi¢ u »Supplementum-u« — nadopunio Vietu. Djelo
»Apollonius relivivus« posvema je samostalna radnja i znatan
je napredak u geometriji onoga doba. Ono je vel za Zivota
Getaldi¢u pribavilo najveéu slavu. Koliko su cijenjena ova djela
moZe se vidjeti po tome, $to su u$la u najznamenitije priru¢ne
matematitke knjige. koje su sluZile za podlogu predavanjima.

God. 1607. izlazi i treée djelo »Variorum problematum
collectio«. Tu je on po obifaju ondaSnjeg vremena, da su pr-
vaci matematiari jedan drugome zadavali teZe probleme na
rjeSavanje, skupio 41 problem rijeSen geometrijskim postup-
kom. U njima se pokazuju originalna njegova rjeSenja.

Poslije 1607 izgleda da se Getaldi¢ bavio optikom i astro-
nomijom i spominju se neke radnje o tome, ali se nazalost do
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danas nisu naSle. — Pored ovoga radio je on ipak i na polju
matematike, jer istom Cetiri godine poslije smrti izdaju nje-
govo djelo njegove tri kéeri i brat mu Jakov. To je Kkruna
njegovog matematickog stvaranja: »De resolutione mathema-
ticax (Rim — 1630.). O ovom djelu Kulera veli: »Prouéavajuti
ovo djelo pric¢inja ti se Cesto, da gleda¥ veliki duh matematicki,
koji je suveren gospodar u svojoj nauci gdje baca svoje pogle-
de u buduénost nauke. ViSe stanoviSte Getaldiéevo je u ovome:
spoj algebre i geometrije u jednu nauku i po-
smatranje geom. problema pod utjecajem al-
gebarske metode. U njemu je prvi put sasma opcenito
i konsekventno provedena metoda algebarskog rjeSavanja pro-
blema niZe geometrije. Radi velike vrijednosti ovoga djela
Sirili su se o njemu u matemati¢koj literaturi u kasnije doba
pretjerani nazori. Bilo ih je, koji su isticali, da je Getaldic
otkrio analiticCku geometriju i time pretekao Dekarta. Kod .
jednoga problema u V. knjizi imamo i amalizu i konstrukciju
rjeSenja, koja je dovela Getaldia posve blizu Dekartovom
shvacdanju krivulja, Taj problem mogao je vrlo lako dovesti
Getaldica do jednadzbe hiperbolex.

Zato i ako ga ne ¢emo smatrati zacetnikom analititke geo-
metrije, svakako ga moramo drZati jednim od najzasluznijih
prethodnika, Da zavr§imo rijetima Majcenovim: »Vrijednost se
Getaldifeva sastoji upravo u pripravljanju naucnih temelja za
ona otkri¢a, koja su se porodila gotovo neposredno iza nje-
gove smrti; to nam otkrivaju Siroki pogledi u njegovim djehma
i putevi u njegovim nastojanjimax.

Milenko Sevdié
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RUDER BOSKOVIC

{

U prili¢no pustoj vasioni na¥e nauke Bo$kovi¢ je jedna
od najkrupnijih zvijezda. I ako bi nas ovdje najvife zanimao
BoSkovicev matematicki rad, ipak treba kazati i ‘o Bogkoviéu
kao Covjeku. Ta on je pjesnik, diplomata, putnik, jezuita w
dobrom i loSem smislu, dobar Dubrovéanin. U diplomatskim
sporovima Dubrovnika stavlja se sav u sluzbu domovine, Na
D’Alembertove rijeti »Vous etes donc un Italien?«, odgovorio
je Boskovi¢ »Non, Monsieur, je suis un Ragusain«, —

On daje jedan sistem filozofije, organizira znameniti
as{ronomsku opservatoriju u Breri, ne samo da mjeri dva
stupnja u ltaliji, ve¢ daje incijativu i za internacionalno pre-
mjeravanje Zemlje. U teoriji instrumenata, u koju unosi me-
todu obradivanja - pomo¢u diferencijalne trigonometrije,
neke od tih formula nose i danas Bodkoviéevo ime. On je
prethodnik Besselu; u fizikalnoj geodeziji precizira sve gla-
vne probleme o geoidu; U optici se sav angaZuje u radu oko
ispitivanja ahromatskih leéa i on prvi konstruira cirkularni
mikrometar. U teoriji- odredivanja staza kometa i planeta
daje niz rasprava i neprekidno pomaze svoje ulenike milan-
ske astronome. Nuzgred se bavi arheologijom i raznim pro-
blemima geofizike.

Izmedu mnogih karakteristika o BoSkoviéu, da navedem
samo jednu, U petoj svesci L alande-ova djela »Voyage en
Italiex (1790.) nalaze se ove rijefi: »Le plus grand mathema-
ticien que jai connu a Rome est M. Boscovich.«

I. Biografija

Ruder se rodio 18. svibnja 1711. godine kao osmo dijete
izmedu devetero djece Nikole Bo3kovi¢a i Pave rodene Betera.
Hercegovac starinom po ocu, a po majci Talijan. Djed njegov
nosio je opanke. OgnjiSte Ruderovo bio je skroman dom du-
brovackih pucana.. i

Prvi odgoj dobio je u roditeljskoj kuéi i Skolama Dubrov-
nika. Mladi BoSkovi¢ ulio je latinske Skole, u kojima je udario
temelj svojoj obrazovanosti.

Svrs§ivsi nauke u dubrovalkom kolegiju, stupi mladi¢ jedva
15 godina star.u druZbu sv. Ignacija. Na taj korak je ponukan
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Ceznuéem za naukom, kojemu je u toj druzbi za one prilike
mogao najlak3e i najpotpunije zadovoljiti. God. 1725. poslan
je u Rim, gdje stupa u jezuitski red. Tu dobija solidnu spremu.
Ubrzo izbija BoSkoviéev talent, oStroumlje, brzo i lako pam-
¢enje. Osobito su dva ulitelja utjecala na umni razvitak mla-
doga Durbovcana, naime Nocetti i Borgondio. Oba su
se bavila matematikom i fizikom. Bijahu prijatelji nauke, ele-
gancije i dikcije. Obojica su ljubili darovitog Rudera, poticali
ga na rad, sokolili ga i proricali budu¢u njegovu slavu. Mate-
matika, fizika i filozofija postadoSe mu mila zabava. I on kao
nesvrSeni bogoslov postaje profesor matematike u svom kole-
zu, Tu je i prvi njegov knjiZevni pokuSaj, BijaSe to rasprava
»De solis ac lunae defectibus« (1735.). Od godine 1736. redaju
se neprekidno njegove naufne rasprave. Ne prode od tada ni
jedna godina, a da nije barem po jednu raspravu objavio. Te
radnje ti€u se matematike, fizike, astronomije, meterologije,
i uopce prirodnih nauka.. Bile su mu povjeravane i druge teo-
retsko-prakti¢ne zadace. U komisijama za ispitivanje &vrstoce
monumentalnih gradevina daje on svoje strutno miSljenje, a
isto tako saraduje mnogo na velikim hidrotehni¢kim radovima
~u Italiji.

Polozivsi 1740. doktorat teologije, BoSkovi¢ stupa u javni
Zivot ne kao sveclenik nego kao Covjek nauke, U sporu izmedu
Luke i Toskane ide kao posrednik (1756.) u Bel. Ovo poslan-
stvo daje Ruderu priliku, da se upozna u Becu sa ufenim krugo-
vima. Nemalo vremena oduzimalo je BoZkovicu i dopisivanje
8§ domadim 1 stranim udenjacima i drugovima. '

Radnjama do 1759. bio je Bo3kovi¢ stekao odli¢an glas ne
samo u ltaliji nego i daleko preko granica njenih u Francuskoj
Engleskoj, Njemackoj i svagdje, gdje su se gajile i obradivale
‘matemati¢ko, fizikalne i filozofske struke. BoSkovi¢ je podu-
zimao krada ili dulja putovanja po Italiji. Putujuéi po Italiji
njegovo se ime proculo.

God. 1747. posjetio je svoj rodni zavicaj i proboravio u
njemu od lipnja do studenog.
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Tek god. 1759. napu$ta Rim. Sada pofinju njegova duZa
putovanja po svijetu i njegov nau¢ni rad izvan Rima i izvan
Italije. Sta je moglo potaknuti BoSkoviéa na ta putovanja?
Nema sumnje, Zelio je u naufne svrhe proSiriti krug svojih -
poznanstva izvan Rima u ufenom svijetu i raSiriti svoj znan-
stveni vidik, ali i iznijeti tu svoje nazore o ufenim pitanjima, o
kojima se tada raspravljalo. Boskovi¢ je mnogo boravio-u tudi-
ni. ProSao je osim Italije, Francusku, Austriju, bio je u Holan-
diji, Belgiji, Njemackoj, u Londonu, Carigradu, proputovao je
Balkan i Polisku.

Poletkom 1760. Boskovi¢ je u Parizu, kao isusovac naSao
zrak pun oluje. Protiv isusovaca u Francuskoj skodili su Janse-
nisti i enciklopedisti, koje su predvodili Voltaire i D’Alem-
bert. BoSkoviéa su doduSe priznali kao ufenjaka i s te strane
mogao je dakle biti miran. Ali on nije kanio da se nastani u
Parizu, te se stoga 1760. sin Balkana, sada Covjek velikog ime-
na, uputi preko Brisla u Englesku. U engleskim ulenim krugo-
vima bio je gostoljubivo i prijazno dofekan i primljen tim viSe,
Sto je bio poznat kao gorljivi pristalica i tovalac Isaca New-
tona i poznavalac netom preminulog (1742.) astronoma E.
Halley-a. Osokoljen lijepim dofekom u Londonu — postao
je &lan njihovog najviSeg ufenog druStva — odluéi se Bosko-
vi¢, da izda svoje djelo »De solis...« Ovo djelo je u ufenom
svijetu dobro primljeno koliko zbog bogate sadrZine, toliko i
zbog elegantne forme. '

Uteno druStvo je BoSkovi€u namijenilo i Casnu nautnu
zadadu. Radilo se o promatranju prolaza Merkura i Venere
ispred Sunca. Htjeli su ga poslati u Kaliforniju, ali kako se
ustezao, poslae ga u Carigrad. BoSkovi¢ nije postigao svrhu

radi koje je poslan na istok. On je zakasnio na odredeno
motriliSte. |

| U Carigradu‘ dobi Bo$kovié groznicu. Po$to je ozdravio,
prolazi (1762.) kroz Bugarsku, Moldavsku i Poljsku. Htio je
vidjeti i istolne i sjeverne krajeve Evrope, htio je krenuti i u

M. Sevdié: Matematitka ditanka 17
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Rusiju. PoSto mu se bolest nogu ponovila, morao je na granici
Poljske odustati od te namjere. Oporavivsi se donekle, otifao
je u VarSavu, gdje je bio lijepo primljen. Uputi se zatim u
Krakov te odavde preko Austrije n Italiju. 1763. (kolovoz) je
u Milecima. ‘

To svoje putovanje zabiljeZio je u »Putopis od Carigrada
u Poljsku«. DoSavs§i u Bugarsku, razgovara sa seljacima, Inte-
resira se za njihov Zivot, opisuje njihove kuéice bez prozora,
s vratima kroz koja je mogao jedva proéi, zapisuje koliko se
jaja moZe dobiti za jednu pard, koliko svecenik naplacuje za
kritenje, sahranu i vjenlanje, opisuje dalje igre seljaka, spo-
minje raju, janifare i dr. U opisu putovanja po istoku istite
se kao oftar promatral i njegovi su podaci dragocjeni za upo-
znavanje politike, socijalne i psihitke strukture tadanjeg
Balkana,

God. 1763. vraca se u Rim, a 1764. dobija nastavnitko
mjesto na univerzitetu u Paviji. Ali u Paviji ne ostaje dugo.
Dobio je zada¢u da u Breri osnuje astronomski opservatorij.
Tu je u Milanu dobio i stolicu za optiku i astronomiju. U svome
radu Boskovi¢ je naiSao na prepreke, koje nije predvidao.
Dosao je u sukobe, koji su napokon bili uzrokom njegovom
odlasku iz Milana. U Milanu doZivio je Bo8kovi¢ jednu od naj-
veéih neprijatnosti u svom Zivotu. PoS$to je uredio zvjezdar-
nicu — ulozZio je u nju i znanja i truda i novaca — do3ao je
u konflikt s jezuitima. Oni su svim silama radili, da na njegovo
mjesto stave svog Covjeka. Denuncijacije i intrige ovih jezuita
vrlo su karakteristitne. Bo¥kovi¢ je postao Zrtvom tih intriga.
Konalno je bio rijeSen polozaja, koga je tako reéi sam stvorio,
kojim je on upravljao 3 godine glavom, a 9 godina duhom.
Poslije, kada je s nadle’nog mjesta pokuSano stvar popraviti,
Boskovi¢ se ipak nije dao nagovoriti, da se vrati u Milano.

U razdoblju 1746.—73. bio je toliko zabavljen predava-
njem, te osnivanjem i uredivanjem zvjezdarnice, da je manje
mogao misliti na knjiZevni rad.
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Tada bez mjesta bio je nakanio poé¢i u Dubrovnik, ali u
to doba dolazi u Evropi do progonstva isusovaca, koje je zapo-
¢elo 1757. u Portugaliji. Kada je ukinut red isusovaclki, Bo$ko-
vi¢ se nalazio u Mlecima. I on odludi otputovati u Pariz, gdje
je imao dosta Stovatelja i prijatelja. God. 1773. on je u Parizu.
U drZavnim krugovima nisu u njemu gledali jezuitu, nego
samo ulenjaka. Jedva $to je doSao u Pariz ponudi mu vojvoda
Toskanski stolicu na sveudilistu u Pizi, ali se i1 vlada francuska
otimala o'BoSkovi¢a. Ponudeno mu je mjesto ravnatelja optike
za pomorstvo. Time je bio Bo3kovi€u obezbjeden poloZaj.
Materijalno osiguran mogao je nastaviti svoje naulno zani-
manje. Ali u u€enim krugovima nije bip BoSkovié niti jednakom
susretljivo$éu primljen, niti su mu djela jednako bila priznata.
Kako vel rekosmo, medu BoSkovi¢evim protivnicima nalazili
su se D’Alembert i Voltaire. I tu u Parizu ne osta poSteden.
Ako novi napadi nisu bili upereni protiv njegova poloZaja u
drZavi, oni su jale vrijedali njegov osjecaj, jer su bili upereni
protiv njega kao udenjaka. Odnosilo se to na pitanje njegovog
mikrometra i njegove metode astronomskog izratunavanja kod
repatica. Ali Sto savremenici ne priznado3e, priznade mu kasnije
nauka.

Veliki dio godine Zivio bi BoSkovi¢ radi zdravlja izvan
Pariza. Zaredale bolesti (groznica i Zeludac) i broj godina pot-
sjetiSe Bo¥koviéa da mu se pribliZava konac Zivota. God. 1782.
namjerava i¢i u Milano. Nije mislio ostati u Italiji, ved se opet
vratiti u Pariz, ¢im dovr$i $tampanje svojih djela. Alj Francuske
nije viSe vidio. Zimu provede u Pescii sredujuéi svoje rukopise.
Namjeravao je svoje nove matematiCke radnje izdati u Cetiri
sveska. God. 1783. je u Bassanu. Ovdje je proveo dvije godine
do konca maja 1785. U Bassanu je doStampao svoje najvele
djelo u pet debelih svezaka. Djelo se sastoji iz samih nau¢nih
rasprava. God. 1786. poduzima putovanja po Italiji. Pesjetuje
Milano, Rim, Firencu i opet Milano, gdje proboravi zimu. Kako
mu je isticao rok dopusta, trebao se vratiti u Pariz. Medutim
'stao je pobolijevati i zatra%i produZenje dopusta i dobije novi
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dopust na dvije godine. S dobijenom penzijom i dvogodiSnjim
dopustom Bon3kovi¢ se nastanio u vili Bosia u Milanu. Ali ovoga
dopusta nije prezivio. Bolest je kretala na gore. LeZi na samrti
u tudem mjestu sav oronuo. Osamljen je, napuSten od svakoga
osim sekretara Taman jina. Poznata je BoSkovi¢eva stra$na
smrt. Razofaran u svemu, izgubiv$i vjeru u svoj rad, pada u
ludilo., Taj um je utrnuo u strasnoj nedoumici nisu li sva nje-
gova naprezanja bila bez svrhe. Um mu je pomracen i u ludilu
ponavlja kako ¢e umrijeti siromaSan i neslavan. Pred samu smrt
vraca mu se um, ali smrt je tu.

Preminuo je 13. veljale u 11 sati prije podne 1787. god
Toga dana ugasnula je na obzorju ulenog svijeta jedna zvi-
jezda prve veliline, jedan od najslavnijih pobornika na popristu
nauke 18. stoljeca, jedan od najumnijih sinova naSega Dubrov-
nika.

Boskovi¢ je bio vrlo lijepo razvijen, ali njeZnog zdravlja,
crne kose i vrlo Zivog oka. Bio je vrlo duhovit, okretan, zeba-
van, vrlo bistar, divnog oStroumlja, odlicnog paméenja, Zivahne
¢udi i maste, a ponesto lukav. Navukao je groznice, koje su ga
ponekad toliko stezale, da je bio gotovo na samrti. Dobio je
tuberkulozu, patio je od nogu, a naroCito od tumora. Umro je
sa osusSenim nogama.

Zivot Boskoviéev ispunjen tolikim i tako raznovrsnim
radom, nije bio ni miran i sreden. Boskovi¢ je bio nesretna
naprasita priroda. Njime je vladala Zelja za velikom slavom i
priznanjima. BoSkovié¢ je u granicama svoga svecenitkog zvanja
bio tovjek drudtven i svjetskih manira. Boskovi¢ nije samo bio
ulenjak za sobu, nego i svestrano naobraZen fovjek, koji se za
sve zanimao. Putovanja su ra8irila njegove poglede. Uz naravnu
fantaziju i Zivahnu ¢ud govor Boskovi¢a bijaSe pun vatre. Uz
krepko tijelo pun Zivota, spreman na svaki pothvat; bag Zivahna
¢ud ga je lako navela na razlilite predmete. Zato se necemno
¢uditi, 8to je i njegov nauéni rad bio tako raznovrstan. Astro-
nomiju, matematiku, fiziku, geodeziju, meteorologiju i filozo-
fiju, kojima se bavio velikom ljubavlju, unapredio je Boskovi¢
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dotle nepoznatim stvarima, koje su mu donijele glas velikog
ufenjaka. lako su mnogi njegovi radovi zastarjeli zbog naglog
razvoja nauka, ipak to ne umanjuje njegovu slavy, a osobito
onda kad se uzmu u obzir njegovi radovi iz filozofije i geode-
zije koji i danas poslije dva stoljeéa imaju jo¥ uvijek veliku
vrijednost.

1. BoSkovi¢ kao ulenjak.

1. Veliki astronom. ldeje Kopernika i Keplera, koje su sta-
vile Zemlju u pokret, prodrle su dosta brzo i pored spaljivanja
ucenjaka, koji su posli putem Kopernika. Na§ Boskovi¢ sa usa-
denom slobodom i humanizmom, koji mu je dao Balkan mnogo
napadan i omalovaZavan, iako ¢lan jezuitskog reda, bio je
jedan od prvih duhovnika pristalica novih ideja. Raspravlja o
sunanim pjegama (1736.), o prolazu Merkura ispred Sunca
(1737.), o geometrijskoj konstrukciji sferne trigonometrije
(1737.), o sjevernoj zori (1738.), o novoj upotrebj teleskopa
(1739.), o obliku Zemije (1739.), o gibanju tjelesa u prostoru
bez zapreke (1740.) i t. d.

U svom radu o skometama«, da ne bi bio stavijen na
indeks, kaZe »Zemlja je u srediftu svijeta«, a zatim odmah
dodaje: »No da bismo bolje razumjeli samu stvar, uzet éemo da
je Sunce u srediStu svijeta i da oko njega kruZi Zemlja«. Oval
Boskovi¢ev zakljutak bio je najbolji dokaz, da se pokrenuta
Zemlja, i pored svih postupaka inkvizicije, da spasi ¢ovjedan-
stvo od slobode misli i istina, nije mogla vide zaustaviti. O
kometama, za razliku od dotadadnjih astronoma, Bogkovié je
imao nazor, koji se najvide priblizava danadnjem shvacanju.

Boskovi¢ bijaSe ne samo ufen pisac i uditelj, nego u isto
vrijeme i pomnjiv motrilac. 1749, god. nastao je veliki vilor
u Rimu. BoSkovié je ovaj pojav u atmosferi znanstveno razja-
snio raspravom »Sopra il turbine«, OpaZao je veé spomenuti
prolaz Merkura (1753.). Prolaz planeta Merkura i Venere zani-
mao je veoma astronome, a osobito otkada je slavni astronom
Halley istaknuo, da ti prolazi daju najtolnije i najlak$e
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sredstvo za izmjeru paralakse Sunca t. j. njegove daljine od
Zemlje izmjerene polumjerom zemaljske kugle.

2. Odli¢an optiCar i inZenjer. Da je BoS$kovi¢ bio odlian
optifar najbolji je dokaz, $to ga je Francuska postavila za
direktora pomorstva za optiku. Radovi iz optike donijeli su mu
vrlo mnogo nepravde. Tako je zbog mikrometra doSao u sukob
sa RoSanom, takoder konstruktorom sli¢nog mikrometra,
¢iji je mikrometar priznala Francuska akademija odbacivsi
BoSkovi¢ev megametar kao plagijat. Medutim stvar po pitanju
megametra stoji obrunto i kao sigurno se moZe smatrati Bosko-
vi¢ kao njegov konstruktor.

Bo3kovi¢ je bio odli¢an hidraulitar i kap takav dobijao je
razne zadatke, kod kojih je valjalo uzeti za podlogu hidraulitne
teoreme i primijenjenu matematiku. Sve ove zadace rjeSavao je
Boskovi¢ pismeno. Radio je na isuSivaniu talijanskih modévara,
a naroflito pontijskih.

3. Geodetski radovi. Danas jasno vidimo da je BoSkovié
bio jedan genijalan geodeta, Cije se pojedine ideje tek sada
provode u djelo. BoSkovi¢ je bio preteta Besselu, kako u
pitanju formula pasaZznog instrumenta, tako -isto i po pitanju
njihala. BoSkovi¢ je prvi iznio misao da su skretanja okomila
od normale izazvane morima i kontinentima i da zbog toga
moraju imati sistematski karakter. Ne manje di¢no i po znanost
korisno, rijeSio je BoSkovi¢ jo§ jednu zadadu, koja mu je tako-
der povjerena u Rimu. Poznato je da se od preporoda znanosti
svijet zanimao pitanjem o obliku naSe zemlje. Izmjera luka na
meridijanu bijaSe jedan od nadina u nauci, koji su vec stari
upotrebili da se oblik Zemlje to€nije ustanovi, Portugalski kralj
Ivan V. odlutio je poslati ekspediciju u Braziliju i tu zadacu
bija%e namijenio BoSkoviéu, Naseg mladog matematicara je
ovo pitanje zanimalo, ali u Rimu nisu htjeli da BoSkovi¢ pode
drugamo. Papa je Zelio da se izmjeri stupanj meridijana u
Vatikanskoj drZavi. God. 1750. zapole taj posao. Mjerilo se
izmedu Rima i Riminija. Ovaj je rad u stranom ufenom svijetu
pobudio takvu pozornost, da je iziSao i u francuskom prevodu
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(1873.). Boskovi¢ ne samo da je izumio posebne sprave (1757.),
nego je bio prvi, koji je iz viSe meridijanskih stupanja izveo
najpovoljnije vrijednosti za spljoStenost zemlje.

Uz ove naulne ekspedicije Bo$kovié se nije ni fasak pre-
stao baviti naukom. lzmedu 1743.—1755. izaSle su na svijetlo
rasprave, koje je BoSkovi¢ Citao u kolegiju »De motus corpo-
ris« (Rim 1743.) »Nova methodus adhibendi phasium aberratio-
nes« (1744.), »De viribus vivis« (1745.), i t. d. I strana uena
druStva izvan Italije stala su primati ufene radnje naSega
Boskovida. '

4. Dobar nastavnik i filozof prirode. 1 kao nastavnik po-
brinuo se BoSkovi¢ za svoje sluSatelje, da ih podigne na visinu
savremene nauke. U tu svrhu izradio je i u Rimu objavio 1752,
u tri sveska »Elementa matheseos«. Prva sadrZi geometriju i
trigonometriju, druga algebru, treca presjeke sto3ca.

Uz ovo sistematsko matematicko djelo radio je BoSkovi¢
neumorno na drugom vaZnom djelu, kojim je u jasnom pre-
gledu obuhvatio Newtonov sistem. To je djelo »Philosophiae
naturalis theoria redacta ad unicam legem virium in natura exi-
stentium« koje je objelodanjeno 1758. g. u Becu.

Newtonov otvoren problem gravitacije i diskontinuiranosti
materije tek je uspje$no rijeSio BoSkovi¢ u svojoj naprijed
navedenoj »Teoriji prirodne filozofije«. Po Boskovi¢u se dje-
liéi materije ne dodiruju medusobno, i oni su neproteZne i
nedjeljive tocke iz kojih se rada sila. Ova misao naSega Bosko-
viéa, po kojoj je svaki atom srediSte sile, svakako spada u
najvele istine, koje je mogao iskazati jedan um. Dok po New-
tonu sila opada sa udaljeno3éu, dotle je po BoSkovi¢u pad sile
iskljuCen. Isto tako za razliku od Newtona BoSkovifeva gravi-
taciona sila u najmanjoj udaljenosti od svog srediSta je odbojna
i postaje u beskonatno maloj udaljenosti beskonalno velika.

5. Prete¢a Einsteina. Isto tako Bo3kovi¢ ne priznaje apso-
lutni prostor, te prema tome, ne moZe egzistirati ni apsolutno
gibanje, ve¢ samo relativno. Boskovi¢ protivurjeti Newtonu i
njegovom zakonu inercije. Kako se ovaj zakon oslanja na
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apsolutni prostor i apsolutno vrijeme, to ga BoSkovi¢ pobija
govoreli, da moZemo jedino rezonovati o relativnom gibanju
tijela prema drugom. _

BoSkovi¢ kaZe: ako bi se cijela vasiona jednog dana pro-
Sirila ili suzila, a i mi zajedno s njom, onda mi te promjene ne
bismo mogli primjetiti. Jasno je, dakle, da je Bo3kovié¢ potpuno
bio na €&isto sa relativno3¢u.

6. Savr3en matemati¢ar. Ma da je BoSkovi¢ bio profesor
matematike u Rimu i Paviji, i u matematici ostavio jedan odli-
&an udZbenik i mnoge radove, ipak se Bo$kovi¢ bavio samo
onoliko matematikom, koliko mu je bilo potrebno radi njego-
vih radova u astronomiji i geodeziji. -

Bio je veliki geometar i neSto slabiji analiticar kome je
nedostajalo, kako sam kaZe, znanje tek rodenog infinitezimal-
nog ratuna. Pa ipak Bo3kovi¢ je matematiku mnogo zaduZio.
Prije svega on je prvi rijeSio problem tijela maksimalne atrak-
© cije, zatim je bio prvi, koji je dao metodu za iznalaZenje svih
rasporeda brojeva u jednom pitanju kombinatorike. Boskovié
je medu prvima uspjeSno obradio matematitko pitanje izgrad-
nje stanice pcelinog sada.

MoZda je potrebno spomenuti, da je njegova geometrijska
metoda, kojom matematilki tretira sva moguéa pitanja, za naSe
vrijeme jedna nepodnosiva muka. Stvari koje bi se formulama
dale zbiti u tri Cetiri retka on razvufe na &itavu stranicu.

Na koncu bih naveo, kako o Botkoviéu kao matematitaru
govori prof, V. Vari¢ak, koji se narolito bavio proufavanjem
Boskovi¢evog matemati¢kog rada: »I ako je on na pr. u filo-
zofiji um, koji se uzdiZe visoko nad prividne pojave, $to ih
osjetilima zapaZamo, u matematici nije on prijatelj spekulacija.
Ne izmi$lja sam apstraktnih problema i ne gradi matematickih
kula na tankoj grani od oblaka, veé se ponajviSe trudi oko
pitanja, koja su mu se sama i posve prirodno nametnula kod
njegovih astronomskih i geodetskih poslova ili kod razmi$ljanja
¢ fizikalnim problemima. Tako su poradi astronomskih speci-
jalnih zadada nastala njegova istraZivanja o sfernoj trigono-
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metriji; a u tome je zacijelo razlog, $to se mnogo bavio i oko
teorije konusnih presjeka. Geodezija ga je dovela do prvog
pokuSaja o rafunu izravnavanja, $to je igda ulinjen. Podto je
veé prije mnogo razmiSljao o utjecaju gorskih masa na nji-
halo, rado se na prijedlog Montignijev zabavio oko pro-
blema tijela maksimalne atrakcije, i prvi ga rijeSio. Svojstva
sinusoide ispituje sintetitki stoga, §to mu je ona trebala kod
odredivanja pojavljivanja i iS¢ezavanja Saturnova prstena; na
teSkode u pojmu pravca upozoruje raspravljaju¢i o pravo-
crtnom Sirenju svjetlosti i t. d.

Dade se potanko dokumentirati, da se Bo3kovi¢ gotovo
nikada ne bavi oko matematike zaradi matematike same; ona
je njemu samo snazno pomo¢no orude za ispitivanje u drugim
podruéjima, pa je stoga nastojao oko njena usavrSavanja.

S tim ne stoji ni malo u protivurjetju ni to, §to u mate-
mati¢kim radovima viSe puta nabacuje pitanje o postojanju ili
nepostojanju neizmjerno velikoga; to su samo odbljesci nje-
govih filozofskih nazorac.

M. Sevdié
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ZENA U MATEMATICI

SONJA KOVALEVSKA

Prije nego pofnem govoriti o poznatoj ruskoj matemati-
Carki Sonji Kovalevsko]j, Zelim se u kratko osvrnuti na
teSkoée, koje je Zena imala od najstarijeg vremena do najno-
vijeg doba, da dode do nauke.

Proufavajuéi dodir Zene s naukom kroz vijekove vidimo,
da se Zene nisu uvijek mogle kao danas baviti onim &im su
htjele. Morale su postojati neke narodite okolnosti, da bi one
mogle posti¢i viSu naobrazbu i da se kao takove istaknu u
svojoj okolini.

U najstarijoj historiji istie se Grkinja Hy patia, kéerka
matemati¢ara Theona, koja predaje matematiku u Aleksan-
driji. (Kamenovana 415. g.). !

U Rimu nam nije ponzata ni jedna matematifarka, Sto nije
ni ¢udo uzevsi u obzir nemoguénosti obrazovanja Zena kod
njih. Poznato je, da su Rimljani govorili o umjetnosti i nauci
samo svojim ljubimicama, dok se za naobrazbu ostalih Zena (pa
ni onih iz vi§ih druStvenin slojeva) nisu brinuli, Uteni Grci-
robovi poducavali su samo muSku djecu.

U srednjem vijeku nauku u rukama drZi sveéenstvo. Obra-
zovati se mogu samo vladari i plemiéi, dok Zene uopée nemaju
prilike da se upoznaju s naukom. Od Zena se obrazuju samo
vladarice i plemkinje, koje polaze samostane, koji su tada bili
nosioci kulture.

U novom vijeku mijenja se odnos <&ovjefanstva prema
nauci, Crkva viSe nema monopol na nauku, Nauka prelazi u
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gradanske ruke, a Zena nije viSe toliko zapostavljena kao prije.
Naulenjaci viSe ne poriu Zenama sposobnost da se bave
naukom. Mnoge od njih su poznate kao saradnice svojih mu-
Zeva i svoje braée. Tako na pr. Marie Margarethe
Kirch saraduje sa svojim muZem, a Carolina Herschel
sa svojim bratom astronomom. Prva radi na kalendarima i
otkriva 1702. jedan komet, a druga otkriva 8 kometa.

Sto dalje idemo kroz historiju vidimo da Zena prodire i na
univerzitete kao predaval. To je bilo mnogo, kada se sjetimo,
da su u zapadnoj Evropi postojali univerziteti na kojima Zena
joS uvijek nije bila ravnopravna sa muSkarcima. Postojala su
razna ogranifenja za upis Zene na sveuliliSte, a i razna ote-
Zanja kod polaganja ispita. Uprkos tome Maria Gaetana
Agnesi predaje infinitezimalni rafun, a Laura Bassi
osim matematike i fiziku na sveulili§tu u Bologni. Poznatija
matematiarka svog vremena bila je Sophie Germain,
koja Zivi dosta povuleno u Parizu od 1770.—1831. god. Ona
je dobila i nagradu za svoj rad na polju fizike. S njom se
dopisivao Gauss, a saradivali su Legendre i Poisson.

Dok je takovo stanje u juZznoj i zapadnoj Evropi, dotle na
Istoku u carskoj Rusiji, Zena Zivi u skuCenim prilikama. Njoj
nije mogude, da studira na domaéim univerzitetima, jer do
dolaska socijalizma na vlast Zena Rusije ima pristup samo na
visoku pedagoS$ku Skolu. Zbog toga Zenska omladina odilazi u
inozemstvo na studije, da se tamo usavr$i. I tome stavlja za-
preke zastarjeli duh, koji se protivi samostalnosti Zena. Carski
apsolutizam teSko daje pufnize studentima, pogotovo neudatim
studenticama, a sve u strahu da oni ne bi donijeli novi slobo-
darski duh u Rusiju. Omladina, da zaobide sve zapreke, sklapa
prividne brakove i odilazi u inostranstvo. Tako je doSla u Nje-
macku na studije i Sonja kéi artiljerijskog generala Kor-
vin-Krukovskog. Ona sklapa fiktivan brak s mladim uge-
njakom-geologom Valdemarom Kovalevskim i odlazi
s njime u Njemalku u Heidelberg. Na studijama se Sonja veé
od prvog dana istiCe svojom bistrinom. Nakon dva semestra

/
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studija u Heidelbergu ona odlazi u Berlin, gdje postaje pri-
vatna uclenica profesora Weierstrassa. Ona vanredno
mnogo radi i 1879. god. postaje u Gottingenu doktor filozofije
posto je obradila znaéajnu temu »O teoriji parcijalnih diferenci-
jalnih jednadibi«. Zavr$ivsi tako studije ona se vra¢a u Rusiju.
Jedno vrijeme prestaje da se bavi matematikom. U njoj se stalno
vodi borba izmedu naufenjaka i Zene, U Petrogradu se krece u
literarnom druStvu i piSe roman »Privatni docent«. Njen muZ se
polinje baviti spekulacijama i ona ga u po&etku nastoji odvra-
titi od toga na taj nacin, $to polinje i sama prouavati geolo-
giju u Zelji, da ga predobije natrag za nauku. On medutim
nastavlja sa spekulacijama i na njima propada. Sonjine mate-
rijalne prilike su poslije Valdemarove smrti, koji je poé€inio
samoubojstvo, prilitno telke i njoj kao spasenje dolazi poziv
profesora Mittag-Lefflera, da postane docent na sveudi-
liStu u Stockholmu. Ona 1883. prihvaca taj poziv, nakon §to je
bila u Njemalkoj kod Weierstrassa, da se usavrdi. U Stock-
holmu predaje teoriju Abelovih funkcija. Tu dobija i naslov
profesorice. Ona se sada mnogo bavi matematikom i 1889. god.
dobiva kao jedina Zena medu drugim natjecateljima nagradu
pari$ke akademije »Prix Bordin« na osnovu radnje »O problemu
rotacije ¢vrstog tijela oko jedne &vrste toCke«. Osim matema-
tikom, bavila se Sonja, kako spomenusmo, i literarnim radom.
U zajednici sa sestrom profesora Mittag-Lefflera piSe roman
»Vae victis« i biografiju svoju i svoje sestre Anjute u »Sestre
Rajevski«. Ali njen nemirni duh se ne zaustavlja na tome, veé
ona mnogo putuje. Svake godine za vrijeme ferija Sonja na-
pusSta Stockholm i putuje po Evropi. Kada se 1891. god. vracala
iz Spanije, u Kopenhagenu je vladala epidemija malih boginja,
i ona da ih izbjegne, putuje preko danskih ostrva, ali se putem
prehladi. Uza sve to ona i dalje drZi svoja predavanja ne obra-
¢ajuéi dovoljno brige-svojoj bolesti. Kona¢no ju je bolest i shr-
vala, te ona umire iste godine u 41, godini Zivota.

Nabacivdi tako u najkraéim potezima Zivotopis Sonjin vidi-
mo u jednom licu é&itavu historiju probijanja Zene naprijed.
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Danas jo3 uvijek ima ljudi koji pori¢u sposobnost Zenama, da
mogu dati resio od sebe, a ima isto tako i drZava. Tako je na
pr. oko 1940. jedna napredna azijska drZava ukinula ba§ mate-
matiku na Zenskim srednjim $kolama.

: Ali novo vrijeme donosi svoje. Danas na%a Zena moZe da
se izobrazi na kojem god polju hode, a tu slobodu donosj novo
stanje nastalo poslije naSe borbe. Dok u svijetu postoji jo$
uvijek neko ¢udno drZanje prema Zenama, dotle toga na pr. u
novoj socijalistitkoj drZzavi SSSR nema. Zena je ravnopravna.
Omoguceno joj je da se bavi i naukom, da sudjeluje aktivno
u politici, pa da sjedi ne samo za sveuliliSnom katedrom nego
i na ministarskoj stolici.

Bakari¢ Zora



XIIL
ZANIMLJIVOSTI, ZABAVA, SALA I DR.

SAHOVSKE FIGURE 1 ZLATNI REZ

Poznato je da simetrija djeluje ugodno za oko, jer daje
utisak harmonije i cjelovitosti. Ovaj estetski ulinak simetrije
je neposredan i jasan te potvrden svakodnevnim iskustvom.
Medutim simetrija nije jedini geometrijski odnos, koji stvara
takav utisak. Ona je moZda samo najjednostavniji i najshvatlji-
viji odnos. Zato je u tom smislu i najneposrednija. Dioba
to¢kom, koja dijeli duZinu na dva jednaka dijela, djeluje ugod-
no; pomaknuta iz sredine stvara utisak nelega nepotpunog, ne-
Cega Sto smeta, $to naruSava harmoniju. Isto tako mnogo ugod-
nije djeluje pravilan, simetritan geometrijski lik, nego bilo
kakav nepravilan, nesimetrican.

Ali i u nesimetriji ima odnosa, koji predstavljeni geome-
trijski, ili na koji drugi nadin, mogu izvanredno harmonicno i
ugodno djelovati, premda nisu tako jednostavni kao simetrija.
Poznato je u teoriji umjetnosti, da od pravokutnika najljepSe
djeluju oni, kojima se manja stranica odnosi prema vecoj, kao
veéa prema polovini opsega, t. j. prema zbroju tih dviju stra-
nica. Kad nacrtamo kriz s dvije duZine — vertikalnom i hori-
zontalnom — najljep3i ¢e biti onaj, kod kojega horizontalna
dijeli vertikalnu na dva dijela tako, da se manji odnosi
prema velem kao veéi prema cijeloj vertikalnoj duZini. Utisak
vertikalnoj kao ova prema zbroju obiju duZina. Takoder, kad
stavimo sliku u okvir, za harmonifan utisak nije svejedno, koli-
ko ée okvir biti $irok u odnosu na sliku. I u ovom sluéaju e
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naSe oko najviSe zadovoljiti odnos: §irina okvira prema S$irini
slike kao Sirina slike prema Sirini slike zajedno s okvirom.
Daroviti slikari i kipari, jo§ u starim vremenima, kad nisu
svijesno znali za ovaj odnos, slijedili su svoj umjetnicki instinkt,
da pri predstavljanju ljudskih glava postave visinu o&iju tako,
da su oli dijelile Citavo lice u spomenutom odnosu. Takvih pri-
mjera mogli bismo navesti bezbroj.

Taj geometrijski odnos kojim je duZina razdijeljena na
dva nejednaka dijela tako, da se manji dio odnosi prema vecem
kao veli prema cijeloj duZini zove se »zlalnj rez«.

Matematitki bismo mogli ovako izraziti: Ako je a:b =
b : ciako je osim toga jo§ a + b = ¢, onda su ove tri velitine
a, b i ¢ vezane zlatnim rezom. '

Da pravilni peterokut, a time i peferokraka zvijezda dje-
luju harmonicki i cjelovito, moZemo osim subjektivnog utiska
navesti i objektivnu injenicu, da je njihova geometrijska kon-
strukcija osnovana ba$ na zlatnom rezu.

Od primjera za zlatni rez, kKoji nisu poznati i kod kojih bi
se taj odnos jedva mogao ocekivati, jeste $ah sa svojom kva-
dratnom ploCom i figurama, O tome ¢emo sada reéi nekoliko
rijedi.

U 8ahu se figurama nazivaju dama, top, lovac i skakal.
Zakoni njihova gibanja na 3Sahovskoj plo¢i opéenito su po-
znati. Top se giba na praznoj plo¢i slobodno po horizontalnim
i vertikalnim linijama, lovac po dijagonalnim, a dama u svim
smjerovima, ujedinjujuéi u sebi gibanja i lovca i topa. Najza-
mrSeniji je zakon po kojem se giba
skaka¢ (konj). Dok spomenute tri fi-
gure djeluju linearno, skakad djeluje
punktualno, skatuéi s polja na polje
tako, da pri skoku promijeni boju
polja, ali uvijek na drugo susjedno
polje.

Zakone gibanja 3ahovskih figura
najbolje ée nam rastumaditi slijedeéi
dijagram: ;
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Izvu€ena linija prikazuje gibanje topa, crtkana gibanje
lovca, dok tolkice oznafuju polja na koje moZe skodliti skakac.
Za damu smo veé rekli, da se giba po volji, kao lovac ili
kao top.

Snaga pojedinih figura direktno zavisi o gibljivosti doti¢ne
figure po 3ahovskoj plo¢i. Dama je na pr. zato najjafa figura,
jer moZe sa svakog polja uliniti viSe razli€itih poteza, nego i
jedna druga figura. Da dobijemo numericki izraz za snagu poje-
dine figure na praznoj plo¢i moZemo postupati ovako:

Postavimo jednu od tih figura na bilo koje polje Sahovske
plode i izbrojimo koliko poteza moZe uliniti s tog polja. Kad
smo to ulinili, numeriramo to polje brojem, koji smo dobili
spomenutim brojenjem. Ako to ucinimo sa svakim poljem i sa
svakom figurom, dobit ¢emo slijedede dijagrame.
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Slova D, T, L i S znale redom damu, topa, lovca i skakaca.
Na pr. na skakafevu dijagramu (onome, oznafenom slovom
S) polja oznafena brojkom 8 znafe, da sa tih polja moZe
skaka¢ nadliniti svega 8 razlifitih poteza. Vidi se takoder, da
s polja na rubovima plofe moZe naliniti svega 3 ili 4 poteza,
a iz polja u uglovima samo 2 poteza. Isti smisao imaju brejke
za druge figure., Ako zbrojimo sve brojeve na dijagramu D,
dobit ¢emo D = 1456 i taj broj nam je mjerilo za snagu dame.
Za topa, koji sa svih polja moZe naliniti 14 poteza, imamo
T = 64 + 14 = 896. Za lovca dobivamo na isti nain L = 560,
a za skakata S = 336. Svaki od ovih brojeva D = 1456,
T = 896, L = 560, S = 336 je mjerilo za snagu odnosne figure.

Sad ¢emo ove brojeve vezati na razlitite naline. Da nam
izlazi D = T + L nije nimalo neobino, jer dama veZe u sebi
gibanja obiju ovih figura, ali je tim neobi¢nije da je T'=L+S,
jer je skakal figura, koja ima bitno razli¢it nadin gibanja od
topa i lovca. To bismo moZda mogli nazvati slu¢ajem. Ali kako
bismo onda nazvali slijedeée relacije;: D : T = T : L ilj
T :L =1L .S, koje dobivaju osobito znacenje, kad uzmemo
uobzirdajeD=T+ LiT =L + S. Vidino naime, da
su D, T, LiT, L, S veli¢ine, koje su vezane zlatnim rezom.
Doista 1456 : 896 = 1,6..., 89 : 560 = 1,6, 560 : 336 = 1,6...
Sva tri odnosa podudaraju se tono na jednu decimalu, §to je
potpuno dovoljno, da mozemo zakljuliti, da je izbor Sahovskih
figura izvrSen na genijalni nadin. Harmoniénu cjelinu, koju ove
figure Cine, nasludivao je i osjec¢ao svaki 3ahist, a sad vidimo,
da je i matematika potvrduje.

Branko Paviovié

t

M. Sevdié: Matematidka &itanka 18
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BACHETOV PROBLEM UTEGA

U ovom problemu imamo postavljeno jedno praktiéno
pitanje, koje se nalazi ve¢ u Bachetovoj knjizi »Problémes
plaisans et delectables« (1612.), a koje glasi: Ko ji su utezi
potrebni, da bi se s njima mogla izvagati sva-
ka teZinado 40 grama uz uvjet da bude Sto ma-
nje tihutega?

Uz pretpostavku da se moZe za utege upotrebiti samo
jedna zdjelica naSlo se, da brojevi koji predoCuju teZine poje-
dinih utega mora da budu potencije broja 2, jer se tada svaki
broj moZe predstaviti kao suma tih potencija. (Vidi: Prsti i
dijadni sistem). |

Ako se dopusti, da se na obje zdjelice mogu stavljati utezi,
na¢i ¢e se, da je u potencijama broja 3 ostvareno rjeSenje.
Potrebna su samo detiri utega, koji imaju 1 = 3% 3 = 3},
9 = 32127 = 3% grama, jer se tada pomocu zbrajanja i odbi-
janja zaista moZe izraziti svaki broj od 1 do 40. Mogucénost tih
kombinacija vidimo u slijedeéoj tabeli:

P = =39
2=3—1=3 -3

3 =3 = 3!

4 =3 +1=3 + 3°
5=9—3—1=3—3 —3°
6 =9 —3 =3 — 3!
7=9—3+1=23—3 + 3
8§=9—1= 3 — 39

g9 =08

190 = 8§ 4 1 = ¥srat
11=9+3—1=23+ 3t — 3
123 = 98 = S e
13=94+3+1=23+ 3t + 3
14 =27 —9—3—1=3 —32—3 —3°
15 =27 —9 —3 = 3 — 3 — 3
16 = 27 — 9 — 3

+1=23 —3 —3 + 3
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17 =27 —9 —1 =3 — 3 — 3

18 = 27 — 9 = 3 — 32

19 = 27 — 9 + 1 33——~32+3°

20 =27 —9+3 —1= 3% — 32 + 31 — 30
21=27’—9—l—3=33-——32+.31

22 =27 —9+3 +1 =3 — 32 + 3t 4+ 30
23 = 27 —3 — 1 = 3% — 31 — 30

24 = 27 — 3 =3 — 3

25 =27 — 3 + 1 = 3% — 3t '+ 30

26 = 271 — 1= 33 — 3

27 = 27 = 33

28 = 27 +1 = 3 + 3°

29 =27 +3—1= 3% + 31 — 3

30 = 27 +3 = 3% 4+ 3

31 =27+ 3 + 1 = 3% 4 31'4: 30

32 =27 +9 —3 —1=23% 4+ 32 — 3 — 3
33 =27 +9 —3 = 3% + 32 — 3t

M4 =27 4+9 —3 + 1= 3 4 32 — 3t '+ 3°
30 =27 +9 —1=3 + 32 — 30

36 =27 + 9 = 3% + 32

37 =27+ 9+ 1= 3 + 3 '+ 30

38 =27+9+3 —1= 3"+ 32 + 31 — 30
39 =27 +9 +3 = 3 '+ 32 + 3t

40 = 27 +9 + 3 +1 = 3%+ 3 + 3t + 30

Dalo bi se pokazati, da se uopée zbrajanjem i odbijanjem po-
tencija broja 3 t.j. 1, 3, 9, 27, 81, ..... 3"  mogu prikazati svi
brojevi od 1 do % (3** — 1). U na3em sludaju kada je n ='3
dobijamo % (3%t1 — 1) = 3 (81 — 1) = 40. —

‘Dalje poopcenje izveo je Macmahon u svojoj radnji
»Certain special partitions of numbers« (u Quarterly Journal
of Mathematics, 1886.). On_je postavio zadaéu malo opéenitije,
pitajuc¢i se na koje se sve nafine mogu izvagati teZine od 1 do
n grama, ako se dopusti da utezi budu jednaki ili razliditi po
tezini. Tako se iz njegovih formula za n = 40 dobije ovih osam
mogucnosti:
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1. 40 utega po 1 gram,

2. 1 uteg od 1 grama i 13 utega od 3 grama,
3. 4 utega od 1 grama i 4 utega od 9 grama,
4. 1 uteg od 1 grama, 1 od 31 4 od 9 grama,
5. 13 utega od 1 grama i 1 od 27 grama,

6. 1 uteg od 1 grama, 4 od 3 grama i 1 od 27,
7. 4 utega od 1 grama, 1 od 9 grama i 1 od 27,
8 1uteg od1,10d3,1o0d9il od?27 grama.

Kao §to vidimo osma moguénost je upravo rjelenje Bachetovog
problema. U tom slufaju je postignuto, da je najmanji broj
utega i da su svi utezi razliciti.

POGADANJE BROJEVA

Onome tko nezna o femu se radi, izgledaju ova pogadanja
brojeva tajnovita, pa onoga tko pogada moZe da smatra velikim
vjeStakom, a u stvari se tu radi o vrlo jednostavnim svojstvima

brojc;va ill o jednostavnim postupcima. Navodim ovdje nekoliko
primjera.

1. Pogoditi izbrisanu cifru u rezultatu

KaZze$ nekome da zamisli jedan broj; tome zamiSljenom
broju neka pripiSe nulu, od toga neka oduzme zamiSijeni broj
i1 onda doda 54 (ili bilo koji viekratnik od 9). Zatim, posto u
rezultatu izbriSe jednu cifru, neka ti kaZe preostale cifre.

Neka je zamiSljeni broj 265; onda dalje po redu dobijamo:
2650, 2385, 2439. U ovom se rezultatu sad izbrife jedna cifra
na pr. 4. lzgovorene preostale cifre 2, 3, 9 treba zbrojiti, dakle
2 + 3 + 9 = 14, i sada koliko od ove sume treba do prvog
viSekratnika od 9 (u nasem slucaju do 18), t. j. 4, to je upravo
izbrisana cifra. Da je na pr. izbrisana cifra 2, onda bi zbrojili

preostale 4 + 3 + 9 = 16, prema tome do 18 treba 2, a to je
izbrisana cifra.
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II. Unaprijed pogoditi rezultat

. Zamisli jedan broj, dodaj mu 11, rezultat pomnoZi s 2,
od produkta oduzmi 20. Sto izade pomnoZi sa 5 i oduzmi ko-
natno 10 puta zamiSljeni broj. Uvijek &e$ na koncu dobiti 10.
Tvoja Ce se. vjeStina sastojati u tome, $to zna¥ da na koncu
treba da izade 10. - ;

Na pr. 12, 23, 46 26, 130, 10.

ZaSto je tako razabiremo iz slijedeéeg: Ako smo sa X ozna-
Cili zamiSijni bro‘, (nda imamo: [(x + 11)-2—20]*5— 10x =
= 2x +22 —2)-5—10x=(2x+2)'5— 10x = 10x +
+. 10 — 10x = 10. ‘

2. KazZi nekome da zamisli tri razlidite cifre, zatim da nadini
od njih 6 razli¢itih dvocifrenih brojeva i da ih zbroji, rezultat
da podijeli sumom triju cifara, tada ¢e rezultat biti uvijek 22, a
ti, ako to zna§, lako ce§ ga pogoditi.

Neka su na pr. zami$ljene ' cifre 3, 4, 8. Nadinimo brojeve:
34, 38, 43, 48, 83, 84. Njihova je suma 330. Nju podijelimo sa
sumom cifara t. j. 3 + 4 + 8 = 15, pa imamo 330 : 15 = 22,

Tu ¢emo opet, ako su x, y, z cifre, opéenito imati:
10x +y + 10x+ 2z + 10y + x + 10y + z + 10z + x .+
+ 10z +y =22x + 22y '+ 22z = 22 (x + y + z), a ako to
podijelimo sumom cifara x + y + z, zaista uvijek dobijemo 22.

3. KaZe§ nekome da napiSe jedan Cetverocifreni broj i on
napiSe na pr. 4372, ti ispod toga napisi isto tako Cetverocifreni
broj (ako samo prva cifra u naprijed napisanom broju nije 9),
i to tako, da uvijek ispod gornje cifre nadopuni$ do 9, to znali
ti bi ispod 4372 napisao 5627. Zatim opet drug napise jedan
broj, a ti ispod njega piSe§ novi broj, &ije cifre dopunjuju cifre
prethodnog broja do 9. I konaéno drug napiSe joS jedan broj.
Ti sada moZe¥ odmah kazati koliki ¢e biti rezultat. Taj se do-
bije iz ovog posljednjeg napisanog broja ovako: ako je bio
na pr. broj 6423, onda se od posljednje cifre (u nafem slucaju 3)
odbije 2, i to se 2 stavi ispred cijelog broja. Znadi dobit ¢e se
rezultat 26421.
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Uzmimo primjer: drug napiSe : 27568

ti piSe$ 1 7241
drug piSe : 5083
ti piSes : 4916

konatno drug napile : 8427

onda ¢e se rezultat dobiti, ako od 7 odbije§ 2 i to 2 napises
ispred toga broja, dakle 28425. Ako sada zbrojite gornjih pet
brojeva uvjerit fete se da je to zaista rezultat.

III. Pogadanje zami$ljenog broja ¢

1. KaZe§ nekome: Zamisli broj, uzmi ga jo§ jednom, dodaj
tome 4, podieli sa 2, pribroj 7 i sve pomnoZi sa 8, oduzmi 12,
$to izade podijeli sa 4 i od toga oduzmi 11.

Kada ti kaZe, koliki je rezultat dobio, treba od tog rezultata
da odbije§ 4, a $to dobije§ da podijeli§ s 2, pa si dobio za-
miSljeni broj.

Na pr. 5, 10, 14, 7, 14, 112, 100, 25, 14. Kada znamo, da je
rezultat 14, onda treba od njega oduzeti 4, dobijemo 10, a ovo .
kad podijelimo s 2 dobijemo zami$ljeni broj 5.

Opcéenito, ako je zamiSljeni broj x, imamo:

[(2";"4 +7).8— 12]:4—11=[(x—|—2+7)-8—12]:
4 —11=B8x+72—-—-12):4 —11=2x+ 15— 11 =2x + 4.
Kao §to vidimo, da dobijemo samo x, treba oduzeti 4 i podijeliti

sa 2,

2. KaZze$: zamisli broj, pomnoZi ga sa 2, dodaj 1, pomnoZi
sa b i dodaj 3. Kada ti kaZe rezultat, odbi zadnju cifru i preo-
stao ti je zami$ljeni broj.

Na pr. 23, 46, 47, 235, 238; vidimo, ako u rezultatu odbi-
jemo posljednju cifru 8, da dobijemo zamidljeni broj 23.

To éemo razabrati iz ovoga: 2x '+ 1) 5 + 3 = 10x + 8

3. Ovo je posve slifan postupak. KaZe§ : zamisli broj, dodaj
2, pomnoZi sa 3, odbi 4, pomnoZi sa 3, dodaj prvobitni broj.
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Ako od konadnog rezultata ispusti§ zadnju cifru, dobit ¢e§
zamiSljeni broj. :

Neka je na pr. zamiSljeni broj 23, onda imamo po redu 25,
75, 71, 213, 236. Ako u ovom rezultatu ispustimo zadnju cifru
6, ostat ¢e zamiSljeni broj 23.

Uopée: [(x + 2)*3 —4] 3 + x = 10x + 6. Odavde
jasno vidimo za$to ¢emo dobiti zamisljeni broj, ako ispustimo
zadnju cifru,

4. Zamisljeni broj povecaj sa 3, sumu pomnoZi sa 6, pro-
dukt umanji za 3; a od toga oduzmi zamiSljeni broj, konaéno
dobiveni broj podijeli sa 5.

Od dobivenog rezultata oduzmi 3 pa si dobio zamiSljeni
broj. ,

Na pr. 21, 24, 144, 141, 120, 24. Oduzmemo li od dobijenog
rezultata 24 broj 3 dobit ¢emo zami$ljeni broj. ZaSto je to
vidimo iz ovoga: [(x + 3) -6 —3 —Xx] :5 = x + 3.

IV. Pogadanje dvaju brojeva

1. KaZe$§ nekome: »Uzmi povolji jedno domine, pa ¢u ti po-
goditi brojeve, koji stoje na njemu.« — Neka je on na pr. uzeo
sa 3 i 4. Sada mu kaZe$: pomnoZi prvi broj sa 5, dodaj 3, podvo-
strudi to i dodaj drugi broj. U naSem sluéaju: 15, 18, 36, 40.
Kada sazna§, da je rezultat 40, oduzet ¢e¥ 6 i u preostalom
broju 34 ima$ u prvoj cifri prvi broj 3 a u drugoj drugi broj 4.

To tumadimo ovako: Ako su x { y brojevi, onda imamo:

GBx +3)2+y=10x + 6 + y;

oduzmemo li 6 ostane 10x -+ y, u kome broju imamo na mjestu
jedinica jedan, od brojeva na dominu, a na mjestu desetica
drugi.

2. Da pogodi$ koliko netko ima novaca, a uz to, a da to i
ne pita§, ujedno da sazna$ i koliko mu je godina, radi¥ ovako:
Koliko ima dinara neka pomnoZi sa 4, tome doda 4 i to sve
pomnoZi sa 25, zatim doda 1846 (to je broj za 100 manji od go-
dine koja je) od toga neka oduzme godinu svoga rodenja, onda
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kada kaze, rezultat, zadnje dvije cifre kaZzu koliko mu je go-
dina, a prednje cifre, koliko ima dinara. Recimo da neko ima
58 dinara, a da je roden 1904, onda dobija: 232, 236, 5900, 7746,
5842. U ovom rezultatu posljednje dvije cifre t. j. 42 kazu -
koliko ima godina, a 58 koliko ima dinara.
Protumadi sam zaSto je to takol

RASKINUT I.LANAC
Lanac, koji je bio sastavljen nd okruglih alkica, raskinuo

se, tako da je u 10 komada raskinutog lanca bilo alkica, kako
pokazuje slika. Dakle svega skupa 56 alki.

G0000000C0 GO OCOO0 O

101 S 6 2

Q0000000 OO0 Q000
8 S

Ove komade je trebalo sastaviti. Kovaf, kome su odnijeti ovi
dijelovi, kazao je, da bi on mogao dati u zamjenu lanac iste
vrste sa 56 alkica uz naplatu od 7,25 dinara. Ali kako se zahtje-
valo, da se lanac sastavi iz gornjih dijelova, trazio je da mu se
za svako otvaranje jedne alke plati 0,25 dinara, a za svako
zatvaranje 0,50 dinara.

Da vidimo sada koje mogucnosti postoje.

Prvo, da se u svakom komadu otvori po jedna alka i onda
zatvori. Trebalo bi dakle, jer je 10 komada, platiti 10 + 0,76 =
= 7,50 dinara. Prema tome skuplje, nego da se uzme ponudeni
lanac od kovaéa, jer bi se tada platilo 7,25 Din.

Druga je moguénost da se otvore alkice prvog komada,
koji sadrZi 10 alki i da se s njima spoje dva i dva lanti¢a. Ostali



281

bi na istom. Ako uzmemo komad od 9 alki, pa ih rastavimo;
onda ¢e oni uprave dostajati, da se spoje ostali komadi. U tom
bi sluaju imali platiti 9 - 0,75 = 6,75. Kao §to vidimo veé po-
voljniji sludaj.

Ali ako rezonujemo, da dva komada od 4 i 5 zlkica imaju
istu duZinu kao i od 9, onda bi izgledalo da je rijeSenje bolje,
jer u tom slu€aju imamo spajati jo§ jedan komad manje, ali se
lako uvjerimo, da je potrebno spajati osam komada, a iramo
otvorenih 9 alkica.

Ako pak uzmemo komade od 5 i 3, pa ih otvorimo, onda
¢emo upravo moéi spojiti preostale dijelove. Dakle 8.0,75 =
= 6,00 Din. Kao §to vidimo jo§ ekonomicnije.

No ako bismo otvorili alkice triju komada, onda bi trebalo
spajati samo 7 preostalih komada. Treba dakle otvoriti tri ko-
mada, koji zajedno imaju 7 alkica, a to su komadi u kojima je
2, 2,13 alke. U tom bi sluéaju trebalo platiti samo 7.0,75 =
= 5,25 Din.

Kao Sto vidimo i kod ovako jednostavnog primjera trebalo
je prije razmisliti, koji je slutaj najekonomi¢niji, pa tek onda
pristupiti poslu.

NEKOLIKO ZANIMLJIVIH PRIMJERA

1. Neki €ovjek pozove svoja tri sina i reCe im: »Imate
ovdje 150 jaja, koja Cete prodati.« I dade prvom 15 komada,
drugome 50, a treéem 85. — »Treba da prodajete po istoj
cijeni, ali- Zelim da svaki za svoja jaja donese kufi isti sumu
novaca.«

Iako ovo zvuli nemogude, ipak su sinovi ispunili Zelju, te
prodavali po istoj cijeni i donijeli kuéj svaki istu sumu.

Kada su u jutro do8li na trg, poleli su prodavati po 3ver-
cerskoj cijeni jedno jaje po 30 dinara i to prvi nekako proda
3 jajeta i dobije 90 dinara, a ostane mu 12 komada ili 1 tuce,
drugi proda 2 jajeta i dobije 60 dinara, a ostane mu 48 jaja ili
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4 tuceta, dok treca proda samo jedno jaje i dobije 30 dinara, a
ostane mu 84 komada. U to dode milicija i prisili ih da prodaju
preostala jaja 1 tuce za 10 dinara. Prema tome prvi, koji je jo$
imao 1 tuce dobio je 10 dinara, a to s onih 90 dinara &ini 100
«dinara. Drugi, koji je imao 4 tuceta, dobio je 40 dinara, Sto sa
onih predja3njih 60 Cini opet 100 dinara. Isto je bilo i s treéim.
Prodavsi svojih 7 tuceta dobio je 70 dinara, a s onih 30 otprije
imao je 100 dinara. I tako su zaista prodajuéi u isto vrijeme po
istoj cijeni donijeli ipak kudi svaki istu sumu novaca.

2. Jedan Arap umiruéi ostavi 17 deva trojici svojih sinova.
‘Oni su trebali podijeliti te deve tako, da najstariji dobije polo-
vinu, srednji treinu, a najmladi devetinu.

Kada su poku$ali dijeliti nisu znali, kako bi to ufinili, jer bi
prvi dobio 8 deva i 1 polovinu deve i t. d. Zaista teSka zadaca.
1 $to ¢e? Odo8e kadiji, da im on presudi. Kadija se malo zamisli
i refe, da mu se dovede jedna njegova deva; tako je sada bilo
18 deva. Prema tome najstariji je dobio polovinu, t. j. 9 deva,
srednji tre€inu, t. j. 6;-a najmladi devetinu, t. j. 2. To je upravo
<inilo 17 deva, jer je 9 + 6 + 2 = 17. Prema tome kadiji
-ostade njegova deva, a sinovi odo3e zadovoljni.

3. Djevojka je ponijela na trg 60 jabuka, da ih proda i to
3 komada po 2 dinara. Trebala je dakle dobiti 40 dinara. Njena
susjeda je zamoli da proda i njenih 60 jabuka, ali poSto su bile
bolje vrste, traZila je, da ih prodaje 2 komada za 2 dinara.
Znadi trebala je dobiti 60 dinara. Kada je djevojka doSla na trg
raCunala je ovako. Ako mojih 3 komada stoji 2 dinara, a su-
'sjedinih 2 komada 2 dinara, onda mogu prodavati 5 komada po
4 dinara. I ona je tako i prodavala. Kada se vratila ku¢i rau-
nala je, da njoj pripada 40 dinara, jer je imala 60 jabuka, 3 ko-
mada za 2 dinara. Medutim kada je susjedi htjela dati 60 di-
nara, jer joj je toliko pripadalo, utvrdila je da ima samo 56
«dinara. Naime ona je prodavajuéi 5 komada po 4 dinara, jer je
:svega imala 120 komada, stvarno mogla dobiti 96 dinara, posto
se 5 nalazi u 120 24 puta, a 24 puta 4 je 96. Kako je doslo do
toga da joj je nedostajalo 4 dinara?
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(Odgovor: Ona nije mogla spariti isti broj puta bolje i
lodije jabuke u 5 komada. Nadinimo li od lo§ijih jabuka grupe
od po 3 jabuke dobit éemo 20 grupa, a ako nadinimo od baljih
grupe po 2 jabuke, dobit ¢emo 30 grupa. Prema tome s prvih
20 grupa moc¢i ¢emo spojiti samo 20 grupa druge vrste, a preo-
staje joS 10 grupa od po 2 jabuke, Sto zna¢i, da je ona od ovih
boljih jabuka prodavala 5 jabuka po 4 dinara, a trebala ih je
prodavati 4 komada za 4 dinara. Odatle je doSlo do one
razlike). -

4. Na kakve se sve sluCajnosti moZe do¢i neka pokaZe i
ovaj primjer. AmeriCke drZzave Kolumbija i Venezuela imaju
svaka svoj dolar. Ti dolari su imali istu vrijednost. Ali jednog
dana odredi vlada Kolumbije, da ¢e venezuelski dolar vrijeditj u
Kolumbiji samo 90 centi. Slijedeéeg dana donese istu odluku i
vlada Venezuele za kolumbijski dolar.

Evo kako se sada tim odlukama koristio jedan Covjek, koji
je uolio njihove pogre¥ke. On je u Kolumbiji kupio robe za
10 centi i dao 1 kol. dolar. Dobio je natrag 90 centi u 1 vene-
zuelskom dolaru. S ovim venezuelskim dolarom prede u Vene-
zuelu i kupi opet robe za 10 centi, da 1 venezuelski dolar i do-
bije natrag 90 centi u 1 kolumbijskom dolaru. Dakle kada se
vratio kuéi imao je opet 1 dolar, kao i na poletkuy, ali i robe za
20 centi. Tako je mogao produZiti dalje.

RAZLICITI ZADACI

1. Na drvetu visokom 60 stopa nalazi se miS. Na zemlji je
macka. Mi$ se svakoga dana spusti 4 stope, a no¢u se popne za
» stope. Drvo raste svakoga dana i stope, a u noci se skrati za
% stope. Matka se popne svakoga dana 1 stopu, a u noci se
spusti + stope. Kada ¢e matka uhvatiti miSa i koliko ée visoko
postati drvo?

(Odgovor: u 63 dana, a drvo je visoko 68 stopa).
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2. FlaSa s Cepom koSta 11 dinara. Sama flaSa ko$ta 10 di-
nara viSe nego &ep. Koliko kosta &ep, a koliko fla%a?

(Odgovor: Flada kodta 10,50 Din, a &ep 0,50 Din).

3. Kruh te%i.1 kg i pola kruha. Koliko teZi kruh?
(Odgovor: 2 kg).

4. Marija je stara 24 godine. Ona ima dva put toliko go-
dina, koliko je imala Ana, kada je Marija imala toliko godina,
koliko Ana ima sada. Koliko je stara Ana?

(Odgovor: Ana je stara 18 godina; prije 6 godina Ma-
rija je imala 18 godina, a Ana 12).

5.Poznat vam je zadatak o prevoZenju koze, kupusa i vuka.
Sliéne- zadatke imate i sa teZinom. Na pr. otac i mati imaju
svako po 80 kg, a dvoje djece svako po 40 kg. Oni su dosli do
rijeke i treba da se prevezu, ali camac moZie da nosi samo
80 kg. Kako ¢e se oni prevesti?

(Odgovor: Najprije se prevezu oba djeteta, pa ce se
jedno dijete vratiti, zatim se preveze sam otac, a vrati se dijete,
zatim opet oba djeteta, pa se jedno vrati po majku, prelazi
majka i na koncu predu djeca).

6. NeSto sli¢no imamo i sa presipavanjem.

a) Imamo na pr. posudu od 8 litara i treba da podijelimo
na pola, a imamo samo posude od 571 3 I

Slijedeée sheme pokazuju kako se to radi.
I. RjeSenje: I(8) II(5) III(3)

W e = O N O W O
B i OO NN OO
OWNNOWDS O
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Il RjeSenje: 1(8) II(5) III(3)

b e =1 =3 N OOl D
o= O OO O
QWO =00 O WO

b) 24 litre treba podijeliti na 3 dijela pomoéu posuda od
13,111i51 | |

RjeSenje: 1(24) I1(13) Il (11) IV (5)

2% 0 0 0
13 0 11 0
8 0 11 5
0 8 11 5
11 8 0 5
16 8 0 0
6 0 8 0
3 i3 8 0
3 8 8 5
8 8 8 0

7. Sa $ibicama:

@) Postavi tri Sibice. Treba dodati jo¥ dvije, pa da rezultat
bude osam.

(Odgovor: VII. |

b) 1z VII premjedtanjem jedne Sibice dobiti jedan.

(Odgovor: V).

¢) Od Sest &ibica naliniti 4 istostraniéna trokuta.

(Odgovor: Postaviti §ibice da budu bridovi tetraedra),

8. Uzmi sto i jedan i rastavi ih s pedeset, tome dodaj 0 i
dobio si jednu muzu.

(Odgovor: CI, CLI, CLIO = Klio).



XIV.
DODATAK

O -PERIODSKIM DECIMALNIM RAZLOMCIMA

Periodski decimalni razlomci pripadaju »Teoriji brojevas.
To je najljepSa, ali i najteZa grana matematike, a proucava
osobine beskonacnog niza prirodnih brojeva: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...
Davno smo taj niz razlu€ili u dva niza: u niz brojeva, koji su
djeljivi sa 2, a zovu se parni ili taki brojevi: 2, 4, 6, 8, 10, ...,
i u niz neparnih ili lihih brojeva: 1, 3, 5, 7, 9, ... Znatnija je
razdioba prirodnih brojeva u proste i sloZene; prosti su dje-
ljivi samo sa 1 i sami sobom; osim 2 svi su neparni, a ima ih
beskonatno mnogo. Prvi su prosti brojevi redom: 1, 2, 3, 5, 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29, ... SloZeni broj moZemo prikazati kao
produkt prostih brojeva; to su njegovi prosti faktori; na pr.
63 = 3% - 7; 31 7 su prosti faktori broja 63. Svaka je viia
dekadska jedinica sloZena, ali samo od prostih faktora 2 i 5,
i oba ta faktora dolaze u jednakom broju. Ako je n prirodni
broj, viSa dekadska jedinica ima oblik 107 = 27 .5" Prema
tome viSa dekadska jedinica nije djeljiva ni jednim prostim
brojem razlititim od 2 i 5.

Da shvatimo postanak i osobine periodskih decimalnih raz-
lomaka, dokazat ¢emo poulak: Ako je N neparni broj razliit
od 5, onda ima povolji mnogo brojeva oblika (10™ — 1), koji
su viSekratnici broja N. Ako je (10" — 1) najmanji od tih viSe-
kratnika, onda éemo reéi, da eksponent n pripada broju N. Tako
brojevima 3 i 9 pripada eksponent 1, brojevima 11, 33, 99
eksponent 2, brojevima 27, 37, 111, 333, 999 eksponent 3 i t. d.
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Neka je p prosti broj razlitit od 2 i 5! Ako potencije:
10, 102, 103, ...., 107! razdijelimo brojem p, izaéi ¢e nam svaki
put kao ostatak dijeljenja jedan od brojeva: 1, 2, 3, ..., |
(p—1), jer je ostatak dijeljenja manji od divizora. Ako izadu
ostaci razli¢iti medu sobom, jedna od potencija, recimo 107,
daje ostatak 1, i stoga je razlika (10" — 1) djeljiva sa p. Daju
li dvije potencije, na pr. 10m i 10%, jednak ostutak, pa j& m > &,
onda je razlika 10m — 10x = (10m—k — 1) . 10* djeljiva sa p.
Kako potencija 10* nije djeljiva sa p, to mora broj (10" ¥ —1)
biti viekratnik od p. Svaki dakle prosti broj p ima viSekratnik
oblika (10" — 1), a ima ih i povolji mnogo, jer su brojevi
(10> — 1), (103 — 1) i t. d. visekratnici od (107 — 1), dakle
i od p.

Dokazat ¢éemo, da je i (107~1— 1) viSekratnik od p. Razdi-
jelimo sa p produkte: 10 -1, 10-2,10 -3, ..... , 10 (p — DI
Nijedan od tih produkata nije djeljiv sa p, i svi ¢e ostaci dije-
ljenja biti razli€iti od 0. Ali ¢e svi ti ostaci biti razli¢iti i medu
sobom, jer dva produkta 10r i 10s ne mogu dati jednake
ostatke; kad bi dali, bila bi razlika 10r — 10s = 10 (r — s}
djeljiva sa p, a to ne mozZe biti, jer 10 nije djeljiv sa p, a nije
ni razlika (r — s), jer je < p. Svaki ¢ée dakle od brojeva:
-8B - -G, , (p — 1) izadi kao ostatak dijeljenja jedamput.
Oznadimo li produkt 1 X 2 X 3 " SRR X (p — 1) sa A,
onda je produkt (10 - 1) X (10 + 2) X (10 - 3) X ..... X
X [10(p — 1)] = 1071 . A. Ako broj A i produkt 10r-1.A
razdijelimo sa p, mora nam izadéi isti ostatak, a evo, zaSto. Neka
su @ i b prirodni brojevi i neka nijesu djeljivi sa p! Ako a,
razdijeljeno sa p, daje kvocijent qi, i ostatak ri, a b kvocijent
gz i ostatak r:, moZemo pisati: a = qup + ri, b = qp + ra,
_gdje su riirz veéi od 0 i < p. Produkt je ab = (quqezp +
4+ i+ r2)p + nire, t. j. razdijeljen sa p daje isti ostatak kao
i produkt ostataka rirz. Jednako to vrijedi i za produkt
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abc = (ab)c i uople za produkt od kolikogod prirodnih bro-
jeva, koji nijesu djeljivi sa p. Prema tome je razlika 107"t - A —
— A = A(10°! — 1) djeljiva sa p; kako A nije djeljivo sa p,
mora biti (107~ — 1) viSekratnik od p.

Ako eksponent n pripada prostom broju p, dokazat ¢emo
jo§, da je (p—1) viSekratnik od n. Razdijelimo (p—1) sa n !
Iza¢i ée nam (p—1) = gn + r, gdje je r < n. Prema tome je
(10p-1 — 1) = 100+7r — 1 = 107 . 100 — 1 + 100 — 10" =
= (10" — 1) - 107 4 (10r — 1), t. §.. (10/—1 — 1) — 107 (109" —
— 1) = 100y — 1. Kako su minuend i suptrahend na lijevoj
strani djeljivi sa p, to je (100 — 1) viSekratnik broja p. Ali je
r < n, §to se ne protivi pretpostavci samo u sludaju, kad je
r =0, t. j. kad je (p — 1) = qn. |

Valja li nam dakle naéi najmanji viSekratnik prostog broja
p oblika (10" — 1), ispitat ¢emo redom samo one eksponente
n, koji su mjere broja (p — ). Napr.p=79; (p — 1) =
= 78 = 2+ 3 13. Mjere su broja 78 : 1, 2, 3, 6, 13, 26, 39, 78.
Nalazimo: potencije: 10t, 102, 103, 106, 1013, .... daju redom
ostatke: 10, 21, 52, 18, 1, ... ., kad ih razdijelimo sa 79. Broju
79 pripada dakle eksponent n = 13, $to znaci, da je najmanji
viSekratnik broja 79 oblika (10 — 1) broj (10* — 1), Ima
tablica, gdje je uz svaki prosti broj zabiljeZen i njemu pripadni
broj n. Evo takove male tablice:

pianlp|{n|lp|nflp|[n|lp|n|lp|u]p]|n

13| 6| 23| 22| 37| 3| 47| 46 61| 60| 73| 8

3
7 17| 16| 20| 28| 41| 5|53 13| 67| 33| 79| 13
10| 201918311543 21| 50| 58] 71| 35| 83/ 41

Kako smo dokazali za broj 10, tako bi dokazali i za svaki
prirodni broj a, koji nije djeljiv prostim brojem p, da ima naj-
manji broj oblika (a® — 1) djeljiv sa p, i da je n mjera broja
(p — 1). Taj se poulak teorije brojeva zove smali Fermat-ov
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stavakg, jer ima drugi pouCak teorije brojeva, koji se zove
»veliki Fermatov stavak.« Pierre Fermat (1601.—1665.), veliki
francuski matematiCar, nije bio matemati¢ar po zanatu, nego
pravnik, a bavio se matematikom za razonodu.

Kad odredimo sami ili nademo u tablici, da eksponent n
pripada prostom broju p, kako ¢emo nadi, koji eksponent pri-
pada broju p*? Broju 3 pripada eksponent 1, a broju 9 = 32
opet 1, jer je (10 — 1) = 9. Ali ako (10 — 1) nije viSekratnik
od p?, onda broju p? pripada prema predasnjemu neki ekspo-
nent kn, gdje je k prirodni broj > 1. Da nademo broj k, pisat
éemo: -

(107) — 1 = (107 — 1) [107&—D L 107k-2 L ., 410"+ 1]
(107)f — 1 = (107 — 1) [{102—D — 1) 4 (107,—2 — 1) ... +
+ (100 — 1) + 4].

Kako je prvi faktor produkta na desnoj strani djeljiv sa p, a
nije sa p? mora drugi faktor biti djeljiv sa p. Da to bude, mora
broj k biti djeljiv sa p, jer su svi ostali pribrojnici u zagradi
djeljivi sa p. Osim toga mora prema naSem zadatku broj k biti
najmanji broj djeljiv sa p, t. j. Kk = p. Na pr. Broju 72 = 49
pripada eksponent 6 * 7 = 42, broju 132 = 169 eksponent
6 - 13 = 78, i t. d

Na posve bi jednak nadin naSli, da broju p™ pripada uopce
eksponent n pm—*, Broju 3% = 27 pripada éksponent 3 -+ 1 = 3,
jer je (10 — 1) = 9; broju 11* = 1331 pripada eksponent
n=2--112 = 242, i t. d.

Da nademo eksponent, koji pripada broju N, sloZenom od
prostih faktora razli¢itih od 2 i 5, prikazat ¢emo broj N kao
produkt potencija prostih brojeva; traZeni je eksponent prema
predadnjemu najmanji zajedniCki viSekratnik eksponenata, koji
pripadaju pojedinim potencijama prostih brojeva sadrZanim u
N. Na pr. broju 33 = 3 - 11 pripada eksponent 2, broju
707 = 7 - 101 pripada eksponent v(6,4) = 12, i t. d.

Decimalni razlomak ima oblik 107 gdje su A i n prirodni

M. Sevdié: Matematiéka d&itanka 19
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brojevi. Decimalni se razlomci najce$¢e piSu s pomocu deci-
malnog zareza pa se onda zovu i decimalni brojevi; na pr.
27

108 = 0,27. Razlomci, koji nijesu decimalni, zovu se obiéni,
29 45 . : : i
na pr.i5-55 33 S obitnim se razlomcima u praksi vrlo rijetko

ratuna, pa nam otud potreba, da ih pretvaramo u decimalne.
Sto znali zadani razlomak pretvoriti u drugi? Znaéj naéi
razlomak, koji je jednak zadanome. To se moZe naéiniti tako,
da zadani razlomak ili pro8irimo ili skratimo, t. j. da mu brojnik
i nazivnik jednakim brojem pomnoZimo ili razdijelimo. Na pr.
4 8 12 T |
I8 T B3 T Ima prema tome besko-
na¢no mnogo razlomaka, koji su jednaki zadanome, Prije nego
odgovorimo na pitanje, ima li medu njima bar jedan decimalni,
dokazat ¢emo, da je samo jedan od njih reduciran. Tako zove-
mo razlomak, koji se ne da skratiti, a to biva onda, kad su
brojnik i nazivnik razlomka relativho prosti brojevi, t. j. kad

2 15 7
nemaju zajednike mjere vee od 1; na pr. = 5g- Nadu ¢emo

tvrdnju dokazati, ako dokaZemo, da medu jednakim razlomcima
dva ne mogu biti reducirani.

" ] e " a c

Neka su a, b, ¢ i d prirodni brojevi, neka je y ‘S

i neka je i prvi i drugi razlomak recuciran! PomnoZimo obadva

nazivnikom d! Izlazi %d = ¢. Kako je ¢ prirodni broj, razlomak

6_7612' je prividan, t. j. brojnik ad je visekratnik nazivnika b. Bu-

duéi da su a i b relativno prosti brojevi, mora d biti viSekratnik
od b, t. j. d = mb, gdje je m prirodni broj. Stoga je
ad _ amb ¢ ma

B B =am==c¢, 1 prema tome ]e—d =Ip

. Ako je m > 1,

' & : . .
onda razlomak-g nije reduciran, a ako je m = 1, onda je
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”n

¢ =a,d=b,t j razlomak % je istovetan s razlomkom %.

Svaki je dakle nereduciran razlomak jednak posve odredenom
reduciranoin razlomku, ili drugim rijelima: svi medu sobom
jednaki razlomci nastali su proSirivanjem istog reduciranog
razlomka,

Obiéni razlomak moZemo prema tome pretvoriti u deci-
malni, da njemu jednaki reducirani razlomak pro$irimo u deci-

malni. Kako je nazivnik decimalnog razlomka oblika 10" =
= 27 . 5", opazit éemo odmah, da se reducirani razlomak moZe
pretvoriti u decimalni samo onda, ako mu nazivnik nema drugih
prostih faktora osim 2 i 5. Tako je ‘

3 3 3.5 375 17 17
R AR S

i

20, "2°-5

17 -5 85 5 5
=52 TET 0 = 0,85, dok se na pr. razlomak = 2.3

ne moZe pretvoriti u decimalan.

-

i

Za razlomke, koji se ne daju pretvoriti u decimalne, valja
nam po¢i drugim putem. MoZemo uzeti, da su pravi, jer je svaki
nepravi razlomak jednak zbroju prirodnog broja i pravog raz-
lomka. Zasad ¢emo jo$ pretpostaviti, da su prosti faktori naziv-
nika zadanog pravog razlomka razli¢iti od 2 i 5. Prema pre-
daSnjemu moZemo svaki takav razlomak proSiriti u razlomak,

komu je nazivnik oblika (10" — 1); radi lak3eg racuna uzet

¢emo jo$, da je n eksponent, koji pripada nazivniku zadanoga
o g2 6 -

razlomka, a sam postupak objasnit ¢emo na primjeru i1

Znamenke broja (10”7 — 1) su same devetice, a ima ih n.

Prema priloZenoj tablici broju 11 pripada eksponent n = 2,

iy e
pa je 102 — 1 =99 = 9+ 11, i prema tome je DET e
r 11 1.9 99

MoZemo pisati:
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54 0,54 - 99 + 0,54 0, 54 i)
o= s =054+ —— = 0,54+
40,0054 - 99 4 0,0054 -
99
e 0,0054 0,000054
[ = 05454 4~ = 0,545454 + —m—— = . ...

Mogli bi tako nastaviti u beskonanost, ali nam je zakljutak

6
veé jasan. Razlomdk .2 jﬁ‘dlldk je zbroju decimalnog i obi¢nog

razlomka; obicni pada po vrijednosti i granica mu je 0, a deci-

6
malni ima sve viSe decimala i raste prema gramc1 . U deci-

malnom se razlomku grupa decimala 54 neprestano ponavlja,
pa se zbog toga zove periodski, a broj 54 mu je period. Ako
granicu toga razlomka oznafimo simboli¢ki sa 0,(54) (Citaj:

6
0 cijelih, 54 se ponavlja), moZemo pisati B 0,(54). Na posve

bi jednak nadin nadli, da je ‘;——0,(428571), ;(7) 0,(513},

25
33
decimalnog zareza, pa se takvi razlomci zovu dlisto periodski.

= 0,(60). U svim tim primjerima period polinje odmah iza

Ako nazivnik pravog razlomka —]1\3,— nema prostih faktora

o

2 1 5, onda iz jednakosti
B - - P P 1

N _10n—1_ 107 ¥ 102 + 1077 10n — 1

= 0.(P)

¢itamo:
1. period P ima toliko znamenaka, koliko jedinica ima
eksponent n, koji pripada nazivniku N;

2. buduéi da razlomak jor ima n decimala, period podinje

odmah iza decimalnog zareza;
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3. Cisto periodski decimalni razlomak jednak je obifnom
razlomku, komu je brojnik period P, a nazivnik broj, komu su
sve znamenke devetice, a ima ih toliko, koliko- period ima zna-
menaka.

Prema tocki 3. ne moZe period biti jednak 9, ali moZemo

pisati 0, (9) = %= 1.

SadrZava li nazivnik N pravog reduciranog razlomka N

uz druge proste faktore, razliite od 2 i 5, i proste faktore 2 ili
o ili 2 i 5, uvijek ¢emo moéi pisati

B A 4 i P  (A-104-P—A
N 10m 10m  10"—1  10m(100—1) °’
gdje je 10m > A > 0.
Na pr. 93 ‘93 :93-52___62+1 . 837
148 2*.37 10%-37 10% ' 107 999
1 0837 1
= 0,62837 4~ 10° ° 000 — 0,62837837 o2
0,000837
999 wiar

.. 93
ili ‘772 = 0,62(837). U tom je dogadaju decimalnj razlomak

mjeSovito periodski, jer period ne pofinje odmah iza decimal-
nog zareza. Broj 837 je period P, a broj 62 zove se antiperiod.
Iz gornje opc¢e formule itamo:

1. antiperiod A ima m znamenaka, a period n; mjesna vri-
jednost posljednje znamenke antiperioda je 10—, a perioda
10— (¢n+n) .

2. ako nazivnik N sadrZava produkt 2* - 5%, onda je ekspo-
nent m jednak veéemu od eksponenta a i 8;

3. mjeSovito periodski decimalni razlomak jednak je obig&-
nom razlomku, komu se brojnik dobije tako, da se od broja,
Sto ga Line antiperiod i period, odbije antiperiod, a nazivnik mu
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je broj s toliko devetica, koliko period ima znamenaka, i s toli-
ko nula na desnom kraju, koliko znamenaka ima antiperiod. i
U naSem je primjeru

1 837 (62 10% 4 837) — 62
0 999 99900 =
62837 — 62

00900

Prema pravilima o pretvaranju periodskih razlomaka u
decimalne moZemo svaki éisto periodski razlomak smatrati &isto
periodskim s dvostrukim, trostrukim i t. d. periodom, a moZemo
ga smatrati i mjeSovito periodskim, komu antiperiod ima po-
volji mnogo znamenaka. Na pr.

0,135) = 0,(135135) = 0,(135135135) = ....;
0,(135) = 0,1(351) = 0,13(513) = 0,185(135) = ....

Dosli smo do vrlo vaZnog zakljuCka: Svaki se racionalni
broj moZe prikazati kao decimalni, a taj je ili svrSeni ili je
periodski; svaki periodski decimalni razlomak jednak je posve
odredenom obi¢nom razlomku.

62

* *

Periodi nekih razlomaka pokazuju zanimljive osobine. Da
ih protumadimo, valja nam se prije upoznati s t. zv. pravilima o
djeljivosti. Ima bar jedno pravilo o djeljivosti broja B ma
kojim brojem N. Ako broju N pripada eksponent n, onda po-
tencije 107, 102, 10%, . .., razdijeljene brojem N, daju ostatak
1. Razdijelimo 1i dakle broj B, polevsi zdesna u grupe po n
znamenaka, pa te grupe kao brojeve oznalimo sa a, b, ¢, d,
..... , mozemo pisati

B=a-+b-1004+c-10m+d.1004 ...,

pa vidimo: ako broj B razdijelimo sa N, iza¢i ¢e nam ostatak,
koji bismo dobili, kad bismo sumu a + b + ¢ '+ d + ....
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razdijelili sa N. Tako nalazimo, da je broj 5384731 djeljiv sa
11, jer je suma 31 + 47 + 38 4+ 05 = 121 djeljiva sa 11,
Ako broju N pripada parni eksponent 2n, onda je razlika
10°7 — 1 = (10" — 1) (107 4 1) djeljiva sa N. Ako (10" — 1)
nije djeljiv nijednim faktorom broja N, onda je (10" + 1) dje-
ljivo brojem N. U tome dogadaju mi kazemo, da potencija 107,
razdijeljena sa N, daje ostatak (— 1). Taj isti ostatak daju i

potencije 10%, 10°, 107, ..., dok potencije 10°7, 107, 10%,
... daju ostatak 1. Razdijelimo 1i broj B u grupe po n zname-
naka: a, b, ¢, d, ...., poCevsi zdesna, moZemo pisati

B=a+b-10"4¢-10" 4+ d- 10" 4 ...

pa zakljufujemo, da B razdijeljeno sa N daje isti ostatak kao
ezl (B Yo e — @S Lo N PE I =T
2n = 6; (10® — 1) nije djeljivo ni sa 7 ni sa 11; B = 3351656;
656 + 3 = 659; 669 — 351 = 308 = 4 - 77; B je djeljiv sa 77.

Period razlomka ; je P = (108 — 1) : 7 = 142857; broju

P pripada eksponent 6. Kako je P+ 10 = 1428570 djeljivo sa P,
mora po pravilu o djeljivosti brojem P biti i suma 428570 -+
+ 1 = 428571 djeljiva sa P; doista je 428571 = 142857 X 3.
MnoZeéi tako P brojevima 102, 10%, 10* i 105 nalazimo, da je
285714 = 2P, 857142 = 6P, 571428 = 4P, a 714285 = b5P.
MnoZimo li dakle broj P redom brojevima 3, 2, 6, 4, 5, dobi-
vamo ne samo brojeve, koji imaju iste znamenke kao broj P,
nego te znamenke idud i istim redoslijedom kao u broju P. Bro-
jevi P, 2P, 3P, 4P, 5P, 6P nijesu nidta drugo nego redom pe-
riodi razlomaka

RN S DRl e
VAR SR L TS T B SR s

Kako je 7P = 999999 = 999 - 1001 = 999 - 143 - 7, to
je svih 6 spomenutih perioda djeljivo sa 999 = 10% — 1. Raz-
dijelimo li dakle svaki od tih perioda potezom u sredini u dva
broja s po 3 znamenke, mora zbroj tih dvaju brojeva biti
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djeljiv sa 999; kako znamenke perioda ne mogu biti sve deve-
tice, mora nam izaci upravo broj 999. Doista je 142 + 857 =
= 999, 428 + 571 = 999 i t. d. 1z toga rezultata zakljuCujemo,
da se znamenke prvog pribrojnika moraju sa znamenkama
drugog pribrojnika popunjati redom na 9; doista je 1 + 8 = 9,
4 +5=29 2+ 7 = 9. Ako bi dakle period razlomka sa naziv-
nikom 7 odredivali dijele¢i brojnik nazivnikom, kako se obicno
radi, onda nam je dovoljno odrediti prve tri znamenke perioda,
jer su nam prema predaSnjemu ostale tri poznate.

Lako c¢emo sad odgonetnuti, zaSto je u periodu 142857
zbroj dvoznamenkastih brojeva (57 + 28 + 14) djeljiv sa 99
(a to vrijedi i za oslalih 5), i zadto je zbroj znamenaka tih
perioda djeljiv sa 9.

Sliéne osobine pokazuju i periodi drugih razlomaka; ako

period 0588235294117647 razlomka Tl7 mnozZimo redom broje-

vima 2 do 16, dobit ¢emo joS 15 brojeva sa znamenkama toga
perioda u istom redoslijedu. Kad pravi razlomak s nazivnikom
17 pretvaramo u decimalni, dosta nam je nadi prvih 8 zname-
naka perioda, jer se drugih 8 popunjuje s prvima redom na 9.

1
U periodu raziomka 51 = 0,(523809) prve se tri znamenke

ne popunjuju s druge fri na 9, jer taj period nije djeljiv sa
54
999, dok to vrijedi za period razlomka 7)7 = 0,(701298).

Periodi razlomaka s nazivnikom 31 imaju 15 znamenaka;

kad odredimo prvih 10, ostalih 5 nademo odbijanjem. Uvje-
2

rimo sel i? = 0,(806451612903225); 80645 + 16129 = 96774;

99999 — 96774 = 03225; to je zato, §to je period tih razlo-
maka djeljiv brojem 99999.

Lijepa je teorija brojeva, i tko ima osjeaja za tu vrst
ljepote, eto mu na pretek dulevnog odmora i razonode!

Stjepan Skarica
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NESTO MALO O TROKUTU

Najjednostavnija sastavljena geometrijska tvorevina je bez
sumnje trokut. Samo je duZina jednostavnija od njega, jer je
sastavljena i odredena s dvije tolke, dok je trokut zadan i
odreden s tri toCke, a sastavljen iz tri duZzine. Usprkos svojoj
velikoj jednostavnosti zadaje on dovoljno posla uleniciina sred-
njih Skola, bilo sam, bilo u vezi s ostalim tvorevinama i njiho-
vim medusobnim odnosima u geometriji. Medutim sve ono Sto
se uli u srednjoj Skoli, samo je mali dio onoga §to se znade o
trokutu. Dok se neke njegove osebine mogu vidjeti i otkriti
vrlo lako, dotle postoje i takove, do kojih se dolazi nesto teZze.
Ovakove katkada upravo zafuduju Covjeka, obzirom na jedno-
stavnost trokutova oblika i njegovih varijanata, ali zato pobu-
duju sve veéu radoznalost i interes za apstraktne prirodne
istine, koje u sebj krije posve obifan trokut. Veliko je pitanje,
jesu li do danas sve te istine otkrivene. Mislim, da s prilicnom
sigurnoSéu smijemo ustvrditi da nisu, i ako za trokut znade
CovjeCanstvo vel tisuéljeéa, a isto tako dugo ga primjenjuje
i u svagdanjem praktitnom Zivotu.

Neke najzanimljivije osebine obitnog trokuta iznijet cemo
Vam u ovo nekoliko redaka. Vi ¢ete odluditi jesu li zanimljive,
a mene ¢e veoma veseliti, ako se nade takovih Citalaca, koje Ce
ovih nekoliko redaka pobuditi na Zivlji interes za geometrijsku
nauku, koja uz ostale dijelove matematike traZi najzivlju dje-
latnost ljudskoga uma.

Za neke donesene osebine izvest ¢emo i dokaz, ako je jed-
nostavan. Ako takav dokaz ili izvod nije jednostavan, zadovoljit
¢emo se samim opisom.

Medu najjednostavnije osebine trokuta spada ova: Opi-
Semo li trokutu ABC kruZnicu (sl. 1), pa iz bilo
koje tolke M te kruZnice spustimo okomice
na stranice toga trokuta, onda noziSta tih
okomica leZe uvijek na nekom pravcu. Taj se
pravac zove Simsonov (1687.—1768.) ili Wallaceov (oko 1800.)
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pravac. Ne zna se naime sigurno, koji je od njih dvojice naSao
taj pravac. Spomenuta noZista na stranicama BC, AC, AB ozna-
¢imo s Ai, By, Ci. Radi MB: L AC, MA1 L CB i MCy L AB
ie < B1r MA1 = < ACB i <¢ Ci MA:1 = < ABC. Nadalje iz
istih razloga leze totke C, Bi, Ai,, M na jednoj, a tolke
B, C1, M, A1 na drugoj kruZnici, na temelju kojih onda izlazi
da je <t At Bt M = < At CM i <¢ A1 C1+ M = < A1 BM.
Buduéi da je <¢ ACM + <. ABM = 180° lako se vidi, da je
radi <¢ MA1 Br = 180° — (<L A1 MB: + < AiBiM = < ACM)
i< MA:1 C1 = 180" — (<X At MC1 + < A1 Gt M = < ABM)

zbroj kutova <¢ MA:1 C1 + < MA: Bx = 180° (spruZeni kut).
Jer je < Bi A1 Ci spruZeni kut, slijedi da se tofka A: nalazi na
spojnici tofaka Bi Ci. Vidimo dakle, da je gornja tvrdnja
ispravna.

Uzmimo opet po volji neki trokut ABC. Neka je S srediste
opisane kruZnice tome trokutu. Poloviste P stranice AB spoji-
mo s vrthom C i na njemu uzmimo teZiSte T toga trokuta. Tu
mora biti, kao S$to znademo, CT = 2 TP. (Sl. 2.). Spojimo sada
pravcem € toCke S, T i prenesimo dva puta duZinu ST, od tocke
T na suprotnu stranu, do tofke V. Radi sli¢nosti trokuta TSP
i TVC bit ¢e CV || SP, dakle se totka V nalazi na okomici spu-
Stenoj iz totke C na stranicu AB. Uzmemo li mjesto tofke P
polovi§te M ili N stranice BC, odnosno CA, dobit ¢emo tolku
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V kao sjeciSte svih triju visina trokuta ABC. Vidimo dakle, da
se srediSte opisane kruzZnice (5), teziSte (T) i
sjeciSte visina (V) nekog trokuta nalaze na
nekom pravcu (e). Taj je pravac otkrio glasoviti matema-
ticar L. Euler (1707.—1783.), pa je po njemu dobio i svoje ime.

Poznati engleski matematifar i pravnik J. Sylvester (1814.
do 1897.) postavio je slijede¢u zadau: Neka se odredi
rezultanta triju jednakih sila SA, SB, SC, ako
cne izlaze iz srediSta S opisane kruZnice tro-
kutu ABC. (Sl 2). ProduZimo li okomicu SP stranice AB do
toCke S1 tako, da je SP = PSi, onda je SSi1 rezultanta sila SA,
SB. Buduéi da je SS1 3 CV, tada je'i CS F VSi, dakle je SV
traZena rezultanta zadanih triju sila. Vidimo dakle, da smo
nasim gornjim dokazom za Eulerov pravac rijeSili istodobno
i Sylvesterovu zadacu, koja je dodule vrlo jednostavna, ali ima
bez sumnje zanimljivo rjeSenje.

U vezi sa svakim trokutom postoji vrlo zanimljiva kruZnica,
za koju je znao veé spomenuti matematiar Euler, ali ju je
. ponovno otkrio K. Feuerbach (1800.—1834.), pa je po ovome
dobila ime Feuerbachova kruZnica. Oznafimo noZi§ta visina tro-
kuta ABC (sl. 2)) na stranicama BC, CA, AB s Ai, Bi, Ci, te
opiSemo trokutu A: By Ci kruZnicu. Ovo je to spomenuta kru-
Znica, a ona sijece stranice trokuta ABC osim u
spomenutim noZiStima jo$ i u njihovim polo-
viS§tima P, M, N. Osim toga raspolavlja ta kru-
Znica udaljenosti sjeciSta visina V do vrhova
A B, C,toga trokuta., Radi navedenoga zovu je i kruZni-
com trokutovih devet tofaka, premda ona prolazi jo§ i mnogim
drugim zanimljivim to¢kama toga trokuta. SrediSte te KruZnice
je na Eulerovu pravcu i to u polovidtu F duZine SV, a polumjer
joj je jednak polovici polumjera opisane kuZnice.

U trapezu C'PMN stranice su PM i NC! jednake, jer je
PM = 1/; AC, a isto tako je i NC = 1/2 AC radi pravoga kuta
ACIC. (Opisana kruZnica promjeru AC prolazi i totkom CY),
Isto su tako u trapezima A'MPN i BIMPN jednake stranice
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AN, MP i B'P NM. Oko svakog istokratnog trapeza moZemo
opisati kruZnicu, a u slu¢aju nalih trije trapeza je to ista kru-
Znica, dakle se Sest navedenih tofaka u istinu nalazi na jednoj
kruznici. Promatrajmo sada na naSoj slici samo trokut AVB.
NoziSta visina ovoga trokuta opet su tolke Ai, Bi Ci. Ovim
totkama povucena Feuerbachova kruZnica sjeci ¢e, kao Sto smo
malo prije vidjeli, stranice toga trokuta u njihovim poloviStima,
Jer je to ista Feurebachova kruZnica, dobili smo time daljnje nje-
ne dvije totke na spojnim duZinama vrhova A, B sa sjeciStem V
visina trokuta ABC. Uzmemo li sada mjesto trokuta AVB tro-
kut BVC, ili CVA, dobit ¢emo na isti nafin i preostalu devetu
tofku te kruZnice u polovistu duzine VC, jer sva ova tri trokuta
imaju istu Feuerbachovu kruZnicu s trokutom ABC. Dokazali
smo dakle, da u istinu spomenutih devet tofaka leZi na Feuer-
bachovoj kruZnici.

Bududéi da je srediSte Feuerbachove kruZnice sjeciSte sime-
trala malo prije spomenutih istokracnih trapeza, dakle i nji-
hovih kracih baza na stranicama trokuta, tada je oflito, da se
to srediSte mora nalaziti u poloviStu duzine SV na Eulerovom
pravcu. Trokut MNP je sliCan trokutu ABC, ali je od njega za
polovinu manji. Polumjer trokuta MNP opisane Feuerbachove
kruznice mora prema tome biti jednak polovici polumjera opi-
sane kruZnice trokuta ABC, a time smo dokazali sve naSe
tvrdnje o toj kruZnici. '

Govoreé¢i o Feuerbachovoj kruZnici spomenuli smo vise
puta trokut AiBiCi, koji je odreden noZiStima visina zadanog
trokuta ABC. U vezi s ovim trokutom sjetit emo se znamenite
zadace, postavljene od /. F. Fagnana (oko 1740.), u kojoj se
traZzi trokut najmanjeg opsega, upisan nekom Siljastokutnom
trokutu. Zadada je rijeSena na viSe raznih nalina, a rezultat je
ovaj: Trokut najmanjeg opsega upisan u neki
Siljastokutan trokut je onaj, koji je odre-
den noZiStima njegovih visina na njegovim
stranicama. Dakle naSem trokutu ABC upisan trokut
A1B1C1 je njemu upisani trokut najmanjeg opsega.
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Kada ve¢ govorimo o zadadama u vezi s trokutom, spo-
menut ¢éemo i poznatu zadaéu, koju je francuski matematiCar
Fermat (1601.—1665.) postavio talijanskom fizi¢aru Torricelliu
(1608.—1647.), ucfeniku znamenitog Galileja. Zadaca glasi:
Neka se odreditofka, koja ¢e imati najmaniji
zbroj udaljenosti od vrhova nekog zadanog
trokuta. Torricelli je rijeSio tu zadaéu na viSe nacina, a
najjednostavnije rjeSenje postignuto je pomodu stavka za isto-
strani trokut, koji je dao njegov i Galilejev ulenik Viviani
(1622.—17033.), takoder poznati talijanski matematiar i fizi-
Car. Taj stavak glasi ovako: Zbroj udaljenosti neke
tolke u istostranom trokutu od njegovih
stranica neovisan je o mjestu te toclke i
jednak visini toga trokuta. Neka su x, y, z uda-
ljenosti neke toCke od stranica istostranog tro-
kuta duZine a (sl. 3.). PloStina toga trokuta
neka je P. Spojimo li zadanu tofku s vrhovima
trokuta, razdijelili smo time taj trokut u tri
trokuta, kojih ¢e ploStine zbrojene dati ploSti-
nu P. Dakle je /2 ax + /2 ay + 12 az = P,
ili x 4+ y 4+ z = 2P/a. Ako je v visina toga SLY.
istostranog trokuta, onda je P = Y2 av, ili v =
2P/a. Vidimo dakle, da je x + y + z = v, t. j. Vivianijev sta-
vak odgovara istini. Udaljenost toke od stranice (i produZene)
rafuna se pozitivno ili negativno prema tome, da li se nalaze ta
toCka i trokut s iste strane te stranice ili ne,

!
Q /v~
z).”

RjeSenja same Fermatove zadale su neSto zamrSenija, pa
ih ne ¢emo ovdje donijeti, a rezultat im glasi: OpiSemo i
kruznice istostranim trokutima, postavlje-
nim iznad svake stranice nekog trokuta ABC
sizvanje strane, tada se te tri kruZnicesijeku
utolkiT, kojoj jezbroj udaljenosti od vrho-
va trokuta ABC najmaniji.

Uzmimo opet po volji neki trokut ABC te mu opiSimo i
upi§imo kruZnice, ija srediSta oznacimo s O i Ui (sl. 4.). Po-
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znato je, da srediSte O dobivamo kao sjeciste simetrala stra-
nica, a srediSte Ui kao sjeciSte simetrala kutova toga trokuta.
Nacrtamo li sada osim ovih simetrala kutova joS i simetrale
njihovih suplementnih kutova, a sve stranice zamislimo produ-
Zene na obje strane, tada
u sjeciStima tih novih si-
metrala dobivamo sredista
Uz, Us, Us triju novih upi-
sanih kruZnica nasem pro-
Sirenom trokutu s izvanje
strane, U svakom ovom
novom sredistu opet se si-
jeku po tri simetrale. Bu-
du¢i da su obje simetrale
u svakom vrhu trokuta
jedna na drugoj okomite,
vidi se odmah, da je tro-
kut ABC trokut nozista vi-
'sina trokutu Us Us Uy, koji
je odreden srediStima vani upisanih kruZnica trokutu ABC. Tro-
kutu ABC opisana kruZnica sredi§ta O je prema tome Feuer-
bachova kruZnica trokuta Uz Us Uas. Isto tako i iz istih razloga
je ovo Feuerbachova kruZnica ¢ za trokute Ui Uz Us, Ui Us
Us i Ur Us Uz, Znademo iz svojstava Feuerbachove kruZnice, da
ona naSa kruZnica mora prema tome raspolavljati sve duZine,
koje moZemo dobiti spajanjem bilo kojih dviju izmedu tolaka
Ui, Uz, Us, Us. Na temelju ovoga, kao i na temelju okomitosti
obiju simetrala u svakom vrhu trokuta ABC, slijedi ova daljnja
osebina svakog trokuta: Povudlemo li svakim parom
vrhova nekog trokuta obje kruZnice, kojima
su srediSta na opisanoj kruZnici tome troku-
tu,ondasepotritakove kruZnice sijeku usva-
kcm srediStu od Cetiriju upisanih kruZnica
tome trokutu.

Znademo, da je spojnica Ui O Eulerov pravac trokuta
Uz Us Us. SrediSte S1 opisane kruZnice trokutu Uz Us Us bit ce
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prema tome smjeSteno na tom pravcu tako, da bude S1 O=0Ux
(osebina sredi§ta O Feuerbachove kruZnice). Polumjer ove kru-
Znice jednak je promjeru opisane kruZnice trokutu ABC. Po-
svema isto vrijedi za opisane kruZnice trokutima Ui Uz Us,
Ui Us Us, Uy Us Uz i njihova srediSta Se S3, Ss, jer je opisana
kruznica frokutu ABC Feuerbachova kruZnica za svaki ovaj
trokut. Jer su polumjeri tih kruZnica jednaki (dvostruki polu-
mjer Feuerbachove kruZnice), to e srediSta Sz, Ss S« tih kru-
Znica leZati simetrino prema srediStu Si: s obzirom na stranice
trokuta Uz Us Us. Posijednje tri kruZnice bit ¢e dakle zrcalne
(simetri¢ne) slike opisane kruZnice trokutu Uz Us Us s obzirom
na njegove stranice, a prolazit ée tofkom Ui kao zajednickim
vrhom onih triju spomenutih trokuta. Vidimo dakle, da za svaki
trokut vrijedi i ova osebina;: Zrcalimo li opisanu
kruZnicu nekog trokuta na njegovim strani-
cama, tada trina taj nac¢in dobivene kruZnice
prolaze sjeciStem visina toga trokuta.

Sredista ovih triju kruZnica dobit éemo naravski tako, da
srediSte Si1 prebacimo simetri¢no na drugu stranu svake stranice.

U do sada spomenutim osebinama trokuta skrivena je za-
pravo 1 ova;: Prebacimo li sjeciS§te visina nekog
trokuta simetri¢no na drugu stranu svake
stranice, tada se te tri dobivene tolke nalaze
na opisanoj kruzZnici toga trokuta.

Kada veé toliko spominjemo upisane kruZnice nekom tro-
kutu i njegovu Feuerbachovu KkruZnicu, tada ¢emo usput spo-
menuti i to, da Feuerbachova kruZnica nekog
trokuta dira sve Cetiri njegove upisane kru-
Znice. Dokaz za to ne ¢emo izvoditi, jer nije dovoljno jedno-
stavan.

Govoreé¢i o trokutu uéinili bismo krivo, kada se ne bi
osvrnuli i na polarne trokute funjosje¢nica (krivulja 2. reda),
i to barem toliko, koliko su u vezi s Eulerovim pravcem i Feuer-
bachovom kruZnicom. Mi ¢emo se ovdje medutim zabaviti samo
s polarnim trokutima kruZnice. Sto je pol i polara to znademot!
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Povutemo li iz neke tofke (pola) tangente na kruZnicu, onda
se spojnica diraliSta tih tangenata zove polara te tofke kao
pola. Imamo li uz neku kruZnicu zadan i neki trokut tako, da
Jje svaki vrh toga trokuta pol nasuprotne stranice kao polare,
onda je taj trokut polarni obzirom na tu kruZnicu. Kod polar-
nog trokuta kruZnice prolaze produZenja svih triju visina sre-
diftem te kruZnice, radi njene simretri¢nosti.

Uzmimo takovu KkruZnicu ¢, kojoj je srediSte O i jedan
njen polarni trokut ABC, kojemu je opisana Kruinica ¢1 sa
srediStem O1 (sl. 5.). Poznata je €injenica,
koju ovdje ne dokazujemo, da se u kru-
Jnicu c¢1 moZe upisati osim trokuta ABC
jo8 neizmjerno mnogo drugih polarnih tro-
kuta kruZnice c. Svi ti polarni trokuti ima-
ju zajedni¢ko srediSte O:1 opisane kruZznice
i zajednitko sjeciste O njihovih visina, da-
kle svi ti trokuti imaju i zajednic¢ki Eule-
rov pravac. Znademo iz razmairanja o
Eulerovom pravecu i Feuerbachovoj Kkru-
Znici, da se teZiSte trokuta nalazi u prvoj
trecini duZine Oi1 O do totke Oi, a srediste F Feuerba-
bachove kruZnice u polovici te duZine. Polumjer Feuer-
bachove KkruZnice jednak je polovici polumjera kruZnice ci,
-dakle za sve spomenute upisane trokute u KkruZnici ci, postoji
isto teZiSte, te isto srediSte i polumjer Feuerbachove kruZnice
Dobili smo prema tome i ovu zanimivu dinjenicu: OpiSemo
li kruZnicu ¢ jednom polarnom trokutu neke
kruZnice ¢, tada se u kruzZnici ¢t nalazi neiz-
mjerno mnogo upisanih polarnih trokuta kru-
Znice ¢, a svi ti polarni trokuti imaju zajed-
ni¢ki Eulerov pravac, teZziS§te i Feuerbachovu kruZnicu.

NaSa razmatranja o trokutu mogli bismo nastaviti sve do
obujma debele knjige, ali nam naZalost stoji na raspolaganju
samo ogranieni prostor. Buduéi da su odnosi izmedu opisane
1 upisanih KkruZnica takoder vrlo zanimivi, spomenut d¢emo
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nedto i o tome. Oko god. 1790. naSao je francuski matematicar
Lhuilier, da je zbroj polumjera vanjskih triju
upisanih kruZnica nekom trokutu jednak
zbroju polumjera unutarnje upisane kruZni-
ce i letverostrukog polumjera opisane kru-
Znice. Zanimiv je i stavak poznatog francuskog politicara i
matemati¢ara iz vremena francuske revolucije L. Carnota, koji
glasi: Zbroj polumjera opisane i upisane (nu-
tarnje) kruZnice nekog trokuta jednak je
zbroju udaljenosti srediSta opisane kruZni-
ce od stranica toga trokuta.

Sve ove do sada nabrojene vaZnije osebine trokuta otkri-
vene su veé prije mnogo godina, kao $to se vidi iz navedenih
godina uz spomenute matemati¢are. Medutim krivo bi bilo mi-
Sljenje, da su istraZivanja na trokutu, i u vezi s njim, zavr3ena.
‘Kao noviji dokaz za to moZe nam posluZiti radnja od A. F.
Maslova, O teoremu Carnot, koja je izaSla u Nau¢nim zapiscima
fiziko-matematskog fakulteta u Moskvi, sv. 1, god. 1940., u
kojoj se na bazi Carnotovog stavka istraZuju daljnje osebine
trokuta u vezi s udaljenostima bilo koje totke od njegovih
stranica.

Kada bismo prolistali popise nau¢nih radova u proslih de-
setak godina, najbolje bismo se uvjerili o tome, koliko se ljudi
bavi problemima trokuta i u novije vrijeme. Ali listajuéi te po-
pise opazili bismo ve¢ radi analogije i to, koliko se ljudi bavi i
problemima tetraedra, kao najjednostavnije prostorne geome-
trijske tvorevine. Koliko zanimivih osebina i skrivenih istina
moZe biti na takovoj prostornoj geometrijskoj tvorevini mo-
Zete si lako predoditi i sami, kada veé toliko toga ima na naj-
lednostavnijoj ravninskoj geometrijskoj tvorevini — na posve
obi¢nom trokutu. No to viSe ne spada pod ovaj naslov i na
ovo mjesto.

Dr. Vilko Nice

M. Sevdié: Matemati®ka &itanka ' 20
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PRINCIP TOTALNE INDUKCIJE U MATEMATICI

Princip totalne indukcije nadaje nam put kako da uofimo
skup svih prirodnih brojeva.
1. Sam niz prirodnih brojeva

1, ,8 ....m 0+ 1,.....

¢ini osnov ditave matematike; veé¢ iz nadina kako smo ga napi-
sali naime najprije broj 1, pa slijedeéi broj 2, pa slijedei broj
3, uopée da poslije ma kojeg broja n dolazi bas$ slijedeci cijeli
broj n + 1, proizlazi glavno svojstvo niza prirodnih brojeva,
svojstvo poznato pod imenom principa totalne indukcije, a ko-
jega zorno mozemo ovako izredi:

Ako tokom nekog promatranja

a) precrtamo broj 1

b) precrtav§j broj n, precrtamo i broj n + 1 onda cemo
precrtati svaki prirodni broj.

Stvarno precrtavdi 1 — a to smo udinili prema svojstvu
a) — precrtamo prema svojstvu b) i broj 2, a onda prema
istom svojstvu i broj 3, pa broj 4 i t. d. Svaki Ce prirodnj broj
biti precrtan. Kad bi naime bio bar jedan neprecrtan broj, po-
stojao bi i najmanji neprecrtan broj, nazovimo ga k. Kako je
k > 1, postoji broj k — 1 koji je precrtan, jer bi inafe k — 1
bio neprecrtan broj manji od najmanjeg neprecrtanog broja
k; no time §to je k — 1 precrtan, bio bi prema svojstvu b)
precrtan i broj k.

Dakle je zbilja svaki prirodni broj precrtan.

2. Princip totalne indukcije moZemo i ovako izredi:

a’) precrtamo Ii broj 1, :

b’) precrtavsi sve brojeve < n, precrtamo li i sam prirodni
broj n, onda éemo precrtati svaki prirodni broj.

Otito je da se ta dva oblika principa totalne indukcije
svode neposredno jedan na drugi. No ipak svojstvo b’) se bitno
razlikuje od svojstva b) u tome $to nam svojstvo b’) kazuje
kako iz razmatranja skupa svih prirodnih brojeva < n zaklju-
¢ujemo na vladanje 3ireg skupa brojeva < n +' 1.
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"* 3. Za svaki €lan x nekog skupa brojeva ili uopée kakvog
skupa za Cije je ¢lanove odreden neki poredaj, potpuno jé
ddreden skup svih &lanova skupa smjestenih lijevo ili ispred x;
svaki takav dio skupa kao i sam skup zvat ¢emo pocetnim inter-
valom skupa. Tako na pr. skup brojeva 1, 2, 4 nije pocetni
intérval niza svih prirodnih brojeva, ali jest pocletni interval
skupa 1, 2, 4, 5. Skup svih negativnih brojeva jedan je pocetni
interval skupa svih obiénih brojeva ba$ zato Sto je sastavljen
od svih brojeva < 0. Skup svih konaénih decimalnih razlomaka
< n ne Cini poletni interval skupa svih konalnih decimalnih
razlomaka, jer sam broj =n nije konafan decimalan razlomak.

Kad smo tako razbistrili pojmove moZemo izreéi: Princip
indukcije za taCke na pravcu ili za skup svih obi¢nih brojeva:

Ako A) precrtamo jedan pocetni interval skupa

‘ B) precrtavs§i pocletni interval skupa, precrtamo Siri
pocetni interval skupa,
onda ¢emo precrtati Citavi skup.

Dokaz je posve jednak dokazu obi¢nog principa totalne
indukcije, a teZina dokaza le%i na tome da kad bi postojao
jedan neprecrtani broj, da bi postojao i najmanji neprecrtani
broj, a time i najveéi precrtani pocetni interval, §to prema
svojstvu B) nije moguée, osim kad je taj interval sam zadani
skup.

Ako s pravca uklonimo makar i jednu talku gornji princip
indukcije ne mora da vaZi za preostali, krnji skup, jer uklonimo
li na pr. s pravca tatku 0, moZe se dogoditi, da se skup prect-
tanih tafaka sastoji ba§ iz skupa svih tafaka pravca lijevo od
0, a taj skup nije poletni interval toga krnjega pravca — ne
dostaje nam talka 0 — pa tako nemamo uporista da prevalimo
prazninu 0 i prijedemo na tatke desno od 0.

Tako dakle vidimo da ma kakvim iscrpljivanjem skupa
pomoéu proizvoljnih njegovih pocetmh intervala ne ¢emo vazda
iscrpsti Citavi i svaki skup.

4. Opci princip indukcije. Ako i ne éemo proizvoljnim pre-
laZenjem s jednog podletnog intervala na S$iri poletni interval
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vazda iscrpsti zadani skup, ima ipak jedan nadin kako femo
uoditi svaku tatku ma kojeg uredenog skupa: prelazeéi od po-
fetnog komada skupa na 8iri podetni komad skupa. Pod po-
getnim komadom (razlikuj komad od intervala!) skupa razu-
mijevamo sam skup kao i svaki njegov dio koji ima svojstvo
da sadrZi i sve brojeve skupa lijevo od x, ¢im sadrZi tatku x
skupa.

Tad imamo ovaj opéi princip indukcije:

Ako @) precrtamo kakav pocetni komad skupa,

pB) precrtavsi jedan pocetni komad skupa, precrtava-
mo i Siri komad skupa
onda ¢emo precrtati Citav skup.

Specijalno taj princip moZemo primijeniti na pr. na skup
svih konadnih decimalnih razlomaka, na koji vazda ne moZemo
primijeniti princip indukcije iz €l. 3, a jo§ manje princip totalne
indukcije.

5. Primjene principa totalne indukcije kao i principa induk-
cije iz ¢l. 3. vanredno su brojne i raznovrsne. Mi ¢emo se ovdje
posluZiti principom totalne indukcije, da izvedemo sumu geome-
trijske progresije i beskonalnog geometrijskog reda.

I, Stavimo li

Sh=14+¢qg4+¢*+...4+ ¢!
treba dokazati da je

(1)

za ma koji prirodni broj n > 1.

Najprije je jasno da je formula (1) istinita za n = 2; doka-
¥Yemo li, da je ona istinita i za n = k + 1, &im je istinita za
n = k, bit e njena valjanost, prema principu totalne indukcije,
dokazana uopce.

No .

gc— 1 + gk — (F—1 4+ (g—1)¢* =

= e
Sk+1 =S¢+ ¢ = g — 1 g—1
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qk-l-l =]
kg ey
a to znali da je zbilja (1) istinito i za n = k +' 1.
I. Ako je q > 1, onda ¢ raste preko svake granice, jer
¢emo odmah dokazati da je
¢>1+n(g—1) (2)

za svaki ¢ > 1 i svaki prirodni broj n > 1.

Najprije

&= 1 (g = HI*= 1 2 <= Iy T {g=1r"=
>1+2@—1)

§to znali da je formula (2) istinita za n = 2. DokaZimo, da }e
(2) istinito za n = k + 1, ako je samo (2) istinito za n = k.
Kako je dakle prema hipotezi

g > 1+ n((q@—1),
izlazi, mnoZeéi tu nejednakost s ¢, ova ispravna nejednakost

gt >l +n@—NDIq=101+ n(g— 1)
fl+@—D]=1+m@+1)@—1+ (g—1)*
>1+ @+ 1) (@—1)
dakle
gtt > 1 4+ (n+ 1) (g —1)

Sto prema principu totalne indukcije znadi, da je formula ¢(2)
istinita za svaki prirodni broj n > 1 i svaki broj ¢ > 1.
II, Ako je 0 < g < 1, onda je g® proizvoljno maleno za

AL ] e
velik eksponent n. U istinu, bit ée 3> 1, dakle (q) proizvoljno

veliko, a po tome reciprotna vrijednost g= proizvoljno malena.

Isto tako, ako je g neki broj < 0 a > — 1 moZe se ¢"
udiniti proizvoljno maleno — treba samo uzeti n vrlo veliko
— pa tako dobijamo rezultat, da se za svaki broj q za koji je
lg} < 1 broj g¢» proizvoljno tatno priblizuje broju 0 $to se pise
g = 0, kad n = .
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IV. Ako je dakle |g| < 1, moZe se za vrlo visoke n broj ¢*
zanemariti: pogreS§ka je tim manja, Sto je n vece, pa Ce se zato
0—1

— 1

i izraz s, prema formuli (1) proizvoljno pribliZiti broju

I i 7" No, kad n poraste preko svake granice, onda
geometrijska progresija 1 + ¢ + g% + ... + gn prelazi u
t. zv. beskonacni geometrijski red

] & @A g S

t. j. broju

gr— 1
— 1

. . 1 o .y
a suma progresije u izraz 7’ tako da se mozZe pisati

1 —
3 & . ]
] =t=Q ==l i it =R
Puro Kurepa.

PROBLEM TRIJU TIJELA

Kada je god. 1687. Isaac Newton (Njutn), profesor na Tri-
nity Collegeu u Cambridgeu, izdao djelo Philosophiae naturalis
principia mathematica (Matematicka nacela prirodne filozofije)
kao rezultat dugogodi$njih svojih razmiSljanja i racunanja, bilo
je jasno svima, koji su mogli to djelo prosuditi, da se njime
zapolinje novo doba u izu€avanju prirode. Mjesto dotadanjih
viSe ili manje samovoljnih spekulacija o prirodnim pojavima
postavljen je u tom djelu kao ishodi$na tofka osnovni zahtjev,
da se prirodni pojavi svedu na matematitke zakone, A kako je
Newton jo$ prije izradio i nove, dalekoseZine matematitke me-
tode.za izufavanje pojava, koje se zbivaju u neprekidnoj pro-
u drugom obliku i nezavisno od njega uinio i G. W. Leibniz),
mogao je on primjenom tih metoda pokazati, kako su. one
snazno orude u izufavanju prirode, osobito u rukama onako
pronicava, stroga i ustrajna uma, kakov je bio njegov. Zada-
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tak, koji Newton sebi postavlja u toj novoj »prirodnoj filo-
zofiji« jest, da polazeéi od pojava gibanja istraZuje sile,
koje ih izvode, i zatim, da polaze¢i od tih sila protumati i
mnoStvo drugih pojava. Stoga on u prve dvije knjige
svoga djela, poSto je utvrdio znamenite svoje zakone gibanja,
tako opSirno ispituje svojstva gibanja materijalnih tocaka i
tijela, slobodnih i vezanih, bez otpora i s otporom, ukljuujuci
u svoja razmatranja i ravnoteZu i gibanje tekuéina te Sirenje
gibanja u tekué¢inama. Napokon u treé¢oj knjizi posvecenoj »sve-
mirskom sustavu« izrice Newton poznati svoj zakon gra-
vitacije, prema kome se dvije materijalne &estice privlale
silom, koja je upravno razmjerna s njihovim masama, a obr-
nuto s kvadratom njihove daljine; taj zakon primjenjuje on
tada na privlafenje tijela u Sunlevu sustavu i izvodi na temelju
teorema prvih dviju knjiga svojstva gibanja planeta, mjeseca,
kometa te tumaci i plimu i osjeku mora.

Zakoni, po kojima se gibaju planeti oko Sunca, bili su veé
poznati prije. Nakon godina mufna rafunanja i mnogih poku-
Saja naSao je J. Kepler iz opaZanja planeta Marsa prva svoja
dva zakona; prema prvom gibaju se planeti oko Sunca u elip-
sama, kojih jedno ZariSte pada u srediSte Sunca, a prema dru-
gom zakonu to je gibanje takovo, da ploStine, §to ih opisuje
pri tome radij-vektor planeta, rastu razmjerno s vremenom, u
kome su opisane. Kasnije je Kepler naSao i treéi zakon, da se
naime kvadrati ophodnih vremena dvaju planeta, dakle vre-
mena, §to ih oni trebaju da obadu jednom svoju elipsu, odnose
kao treée potencije velikih osi njihovih elipsa. Jedna od naj-
ljepSih primjena novih matemati¢kih metoda dokaz je Newto-
nov da se polazeéi od zakona privlalenja, kako ga je on for-
mulirao, mogu {isto matematic¢kim putem izvesti Keplerovi za-
koni uz uvjet, da se gibanje svakoga pianeta oko srediSnjeg ti-
jela promatra za se bez obzira na druga tijela. Iz Newtonove je
teorije izlazilo jo¥ i mnogo viSe, da se naime po istim zakonima
gibaju i mjeseci oko svojih sredi$njih tijela te da su moguéa i
gibanja u parabolama i hiperbolama,
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Ovako se dakle gibaju nebeska tijela oko Sunca, kada se
uz Sunce promatra jo§ samo jedno tijelo, kada se dakle radi o
problemu dvaju tijela. No pridode li i treée tijelo,
prilike se gibanja sasvim mijenjaju. Ne giba se viSe planet oko
Sunca po jednostavnim Keplerovim zakonima, jer u svaki ¢as
na nj djeluje privliaéna sila trecega tijela i smeta harmoniju
zakona nadenu u problemu dvaju tijela; planet se ne giba viSe
za sva vremena u istoj elipsi, radij vektor ne opisuje ploStine
razmjerne s vremenom, a ne vrijedi ni tre¢i Keplerov zakon.
Svako od triju tijela privladi ostala dva po Newtonovu zakonu,
pa radi neprekidnog medusobnog privlialenja tih tijela nastaju
zamrSene prilike u njihovim gibanjima. Nov problem, koji tako
nastaje, problem triju tijela, sastoji se dakle u tome,
da se odredi gibanje triju tofaka zadanih masa, koje se privlace
po zakonu Newtonovu, ako se u neki zadani ¢as zadaju njihovi
polozaji i poletne brzine. Newton je ve¢ uolio u svome djelu
taj problem u geometrijskom obliku i pofeo ispitivati djelo-
vanje trecCega tijela na gibanje prvih dvaju; napose je lijepe
rezultate postigao u tumalenju gibanja Mjeseca oko Zemlje
naSav3i uzroke nekih ve¢ davno poznatih nepravilnosti u Mje-
sefevu gibanju u djelovanju priviatne sile Sunca na sustav
sastavljen od Zemlje i Mjeseca. Neka opcenita svojstva gibanja
u problemu triju tijela dobro su poznata; tako nije te$ko poka-
zati, da se teZiSte sustava triju tijela giba u svemiru jednoliko
po pravcu, da je zbroj kinetiCke i potencijalne energije sustava
konstantan i napokon da i u tom slu€aju vrijedi zakon za plo-
dtine, 8to ih opisuju radiji vektori, samo zamr¥eniji od onoga
u problemu dvaju tijela. No dalje je proulavanje problema
triju tijela pokazalo veliku njegovu te$kocu; nepregledna, za-
mr3ena raznoli¢nost staza gibanja, $to se mogu u njemu javiti,
teSkoce, da se i najsavrienijim sredstvima viSe analize taj
problem sasvim rijeSi i opiSu gibanja triju tijela, Cinile su, da
je taj problem ostao na dnevnom redu mehanike neba sve do
danas. Uolimo li osim toga prilike u Sundevu sustavu, problem
je jo§ tezi, jer se ne radi o problemu triju tijela nego vile
tijela.
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Da vidimo, kojim su nafinom astronomi ipak svladali
teSkoCe u onoj mjeri, kolika je njima trebala, valja jo§ neSto
re¢i o odredivanju eliptiCkoga gibanja u problemu dvaju tijela.
Elipsa, u kojoj se planet giba oko Sunca, odreduje se u astro-
nomiji sa 3est veliina, koje se zovu elementi elipticke
staze. Od tih elemenata odreduju dva poloZaj one ravnine
u prostoru, u kojoj leZi elipsa; dalja dva daju oblik i velilinu
elipse; peti elemenat utvrduje smje$taj elipse u njenoj ravnini,
a Sesti oznafuje obifno &as, kada je tijelo bilo najbliZze Suncu
(Cas perihela), a moZe biti i drugo koje odredeno vrijeme.
Osnovna ravnina, prema kojoj se odreduje poloZaj svake druge
ravnine u prostoru, ravnina je ekliptike u neki €as, t. j. ravnina
staze Zemlje oko Sunca u taj ¢€as; u njoj leZi i ekvinokcijalni
pravac, Sto spaja srediSte Sunca s proljetnom tofkom 7t (vidi
sl. 1.). Cvorovi staze nebeskog tijela totke su, u kojima ona

¢}D¢5k°9 tijela

o
&
uy/’

Perihel

-

-7 St . 8
e shts o oncolgian®

SL 1.

sijeCe ravninu ekliptike, napose je uzlazni ¢vor onaj, u
kome se tijelo nalazi prelazeéi iz dijela prostora ispod ekliptike
u prostor iznad nje. PoloZaj ravnine staze u prosto-
ru odreduju: 1. duljina uzlaznog &vora @, t. j. kut,
$to ga tvori spojnica obiju ¢vorova s ekvinokcijalnim pravcem
(sl. 1.), 2. kut priklona i ravnine staze spram ravnine
ekliptike. Oblik i velifinu elipse odreduje 3. polovi-
na velike osi ai 4. ekscentriciteta ¢ t. j. omjer
daljine ZariSta (Sunce) od srediSta elipse i velike poluosi.
Smje$taj staze u ravnini gibanja odreduje 5. duljina
perihela o, koja je zbroj od dva kuta: od duljine uzlaz-
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noga Cvora £, brojene u ravnini ekliptike, i kuta = (vidi sl. 1.),
Sto ga Cini velika os s pravcem, $to spaja oba Cvora, brojena
u ravnini staze gibanja. Dolazi jo§ napokon kao Sesti elemenat
¢as prolaza perihelom.

Ima ipak jedna okolnost, koja u Sunfevu sustavu unosi
olak8icu u izufavanje gibanja planeta oko Sunca, a to je, da
" su njihove mase malene isporedene s masom Sunca, jer je
masa i Jupitera, koji je najveéi od sviju planeta, manja od
1/1000 mase Sunca; osim toga su daljine medu €lanovima Sun-
deva sustava velike a one ulaze u izraz za privlatnu silu u
nazivniku, i to kao kvadrati; privlatne sile, Sto djeluju medu
planetima, bit ¢ée dakle opéeno uzevSi malene, ako se isporede
s privlalnom silom Sunca na svaki od njih, pa ée i uCinci nji-
hovi na gibanje planeta, ako se ne promatraju u prevelikim
vremenskim razmacima, biti maleni, Napokon ¢e se radi velikih
daljina svaki planet u svom gibanju oko Sunca mo¢i smatrati
materijalnom tolkom, &ime se opet uvodi vaZno ujednosta-
vljanje problema. Na tim se okolnostima osniva klasitna me-
toda francuskog matematika L. Lagrangea za izralunavanje
planetskih staza, koja je omogudila Laplaceu, osnivaéu meha-
nike neba kao posebne grane mehanike, da izradj teoriju giba-
nja velikih planeta, s pomoéu koje se mogu njihova gibanja
slijediti i u buduénosti i njihovi se poloZaji na nebeskoj kugli
izraCunati za znatan broj godina unaprijed s tonoS¢u, koja je
dovoljna za potrebe praktine astronomije. Iz mehanike je
poznato, da je gibanje materijalne totke odredeno, zada li se
¢as, u kome se polinje promatranje gibanja i koji se zove
poletni as, njen poloZaj u prostoru i brzina, dakle
poletno stanje gibanja. U drugu se ruku zna i to, da
odluka o tome, da li ée staza te totke u njenu gibanju oko
privlainog srediSta biti elipsa ili moZda parabola ili hiperbola,
zavisi samo o iznosu brzine u pofetni &as, a ne i o smjeru.
Uzmimo dakle, da se je neki planet u zadani €as poceo gibati
iz zadane tocke u prostoru sa zadanom brzinom; ako je brzina
takova, da vodi do gibanja u elipsi, i ako nema drugih nebeskih
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tijela, koja bi to gibanje smetala, gibat ée se taj planet oko
Sunca za sva vremena po istoj elipsi u skladu s Keplerovima
zakonima te ¢e svih Sest elemenata njegova gibanja imati za
sva vremena iste vrijednosti. Ali uzmimo, da se oko Sunca giba
i drugi jedan planet, t. j. da se radi o problemu triju tijela, i
promotrimo njegovo djelovanje u jedan ¢as, koji dolazi vrlo
blizu poslije poletnoga; privlatna ¢e sila njegova promijeniti
stanje gibanja prvoga planeta u taj as; planet ne ¢ée imati ni
onaj poloZaj nj onu brzinu, koje bi imao, da se gibao u prvot-
noj elipsi bez utjecaja trefeg tijela. Tako nastali nov poloZaj
zajedno s novom brzinom odreduju novu jednu elipsu, po kojoj
bi se tijelo dalje gibalo, kada ne bi bilo viSe smetnja treega
tijela. No djelovanje trecega tijela postoji u svaki Cas; elipsa,
odredena poloZajem i brzinom u svaki ¢as, mijenja se dakle
neprestano s vremenom, a gibanje zadanog planeta pod utje-
cajem privladne sile trecega tijela moZe se shvatiti da je takovo,
da se planet u svaki Cas nalazi na jednoj elipsi, ali Sest eleme-
nata te elipse da nisu konstantni nego da se mijenjaju s vre-
menom, da su funkcije vremena. Problem gibanja planeta svodi
se dakle u toj metodi na to, da se odredi tih Sest funkcija u
njihovoj zavisnosti o vremenu, Uspije li to i uvrste li se dobi-
veni izrazi za elemente elipse u formule eliptickoga gibanja, bit
¢e sve formule i sada gradene isto kao u problemu dvaju tijela,
samo ¢e u njima mjesto konstanata £, i, a, ... stajati njihovi
izrazi kao funkcije vremena. Jer se dakle promatraju elipse
s promjenljivim elementima, zove se taj postupak metoda
varijacije konstanata, gdje se pod konstantama misli
onih 3est elemenata. Ona elipsa, za koju se u toj metodi uzima
da se na njoj nalazi planet u neki as, zove se elipsa
oskulacije u taj ¢as, a njenih 3Sest elemenata ele-
menti oskulacijeutaj €¢as. U njoj bi se dakle planet
gibao dalje po Keplerovim zakonima, kada bi prestalo djelo-
vanje trecega tijela. To su oni elementi, koji se obi¢no zadaju
u neki toéno odredeni ¢as, na pr. u srednju ponoé g. 1850, ili
1900., kao karakteristi¢ni za neki planet i pofevsi od kojih se
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tada dalje prati njihovo gibanje metodama viSe analize, Gibanje
planeta u stazi, kakova je uistinu, zove se poremedeno ili per-
turbirano gibanje za razliku od gibanja, 3to bi ga imalo, da
nema treeg tijela. MatematiCki izrazi, kojima su predoleni ti
promjenljivi elementi gibanja u svaki €as, gradeni su tako da
imaju oblik zbroja, u kome. je prvi pribrojnik numeri¢ka vri-
jednost onoga oskulacionog elementa, o kome se radi, na pr.
velike poluosi a, u pocetni ¢as i koja se dobiva iz opaZanja;
drugi je pribrojnik skup ¢lanova, koji imaju svi kao faktor
prvu potenciju mase onoga tijela, koje smeta gibanje zadanog
planeta i koji &ine perturbacije prvoga reda tog
-elementa (na pr. velike poluosi); treé¢i je pribrojnik skup ¢la-
nova, koji imaju kao faktor kvadrate masa i koji daju per-
turbacije drugoga reda i t. d. Slitno su gradeni i
izrazi, Sto izlaze za elemente, promatra li se gibanje n tijela
mjesto triju. Vrijednost nekog elementa u €as t odreduje se
dakle pribliZno ili aproksimativno, i to s tim veéom pribli-
znoSéu, Sto vedi broj ¢lanova uzimamo u obzir u njegovu izra-
zu. Sami izrazi za perturbacije, na pr. prvoga reda, sastoje se
iz Clanova bitno razli¢ita karaktera; jedni su dani u obliku
periodi¢kih funkcija sinus ili kosinus pa njima odgovaraju
periodicke perturbacije elementa, kojih se ulinci
vra¢aju nakon kraceg ili duljeg vremena (perioda) na iste vri-
jednosti; drugi su predoCeni potencijama vremena t, mijenjaju
se dakle uvijek u istom smislu pa stoga mogu znatno promi-
jeniti prilike u Sunlevu sustavu; to su sekularni €lano-
vi; napokon ima i mje3ovitih ¢lanova, u kojima je
funkcija sinus ili kosinus pomnoZena s potencijama vremena.
Na taj su nadin izradene metode, koje su imale svrhu ne da
potpuno i pregledno i za sva vremena odrede gibanja nebeskih
tijela, nego da za buduénost, koja nije predaleka, izratunaju
poloZaje planeta s onolikom toéno$¢u, koliku je trebala astro-
nomska praksa.

Kada se uzmu u obzir teoretske telkocée i zamrSeni ratuni,
do kojih vodi problem triju tijela, jo¥ se viSe moramo diviti
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velikom matematiku Lagrangeu, koji je i u tom problemu otkrio
putove, Sto vode do Cistina, naav§i da ima osobitih poletnih
uvjeta, koji vode do posebnih, sasvim jednostavnih i preglednih
vrsta gibanja. IstraZujuéi, kako se u toku vremena mijenjaju
stranice trokuta, $to ga tvore tri tijela, nadao je, da ima tako-

vih poletnih uvjeta, da tri tijela stavljena u gibanje u skladu
s njima tvore uvijek isto-

strani¢an trokut, pa se oba
planeta gibaju oko sredi$njeg
tijela u jednakim elipsama,
kojih velike osi tvore kut od
60° (vidi sL. 2). Drugo je oso-
bito gibanje ono, pri kome
tri tijela ostaju uvijek na
istom pravcu, a dva tijela
opisuju oko trefeg elipse
slitne i slicno poloZene (ho-
moteti¢ne), kojima je u Za-
riStu trece tijelo. Napose se
mogu oba tijela gibati oko
sredidnjeg i u kruZnicama
jednolikim gibanjem. La-
grange je veé nasluéivao, da bi ta osobina gibanja mogla biti
od vaznosti za dalji napredak u problemu triju tijela, 5to se
mnogo kasnije i potvrdilo; a ima i jedna skupina malih planeta,
t. zv. Jupiterova grupa, koji se pribliZno gibaju u Lagrangeovim
stazama. Jer se u tim gibanjima sva tri tijela nalaze nakon
nekoga vremena u istom medusobnom poloZaju i tada nanovo
zapotinju isto gibanje, Lagrangeova su rjeSenja prvi primjer
periodifkih rjeSenja u problemu triju tijela. Sve do
devedesetih godina 19. vijeka bili su to i jedini primjeri perio-
di¢kih staza. Tada je jedan od najve¢h matematika 19. vijeka
H. Poincaré, udarajuéi novim putovima u mehanici neba, uveo
nove metode i u istraZivanja o problemu triju tijela. On je
dokazao u slu€aju, da je trece tijelo tako maleno, da se moze
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uzeti da njegova privlatna sila ne utjefe na gibanje ostalih
dvaju tijela, da ima beskonatno mnogo poletnih poloZaja i
pocetnih brzina, koji vode do gibanja, u kojima su stranice
trokuta, $to ga tvore tri tijela, perioditke funkcije vremena,
tako da se po izmaku jednoga perioda tri tijela nalaze opet u
istom medusobnom poloZaju, dok se je cio sustav zakrenuo za
neki kut, TraZenje tih periodiCkih rjeSenja u jednostavnijem
obliku problema ftriju tijela, $to ga promatra Poincaré, nije
samo vazno radi toga, jer moZemo u tim slufajevima pregle-
dati gibanje sustava za sva vremena, nego i zato, 8to ta jedno-
stavna rjeSenja sluZe i kao ishodi§te za proufavanje i vrstanje
onih gibanja, koja se ne udaljuju mnogo od njih, a mogu biti
ili periodi¢ka ili takova, da se asimptoti¢ki priblizuju periodi¢-
kim gibanjima; stoga je Poincaré i oznadio periodi¢ka gibanja
kao jedinu raspuklinu, kojom se moZe prodrijeti u tvrdavu
dotada neosvojivu. No kolikagod bila korist teorije periodickih
rjeSenja, najpotpuniji rezultati u tom pogledu nisu ipak postig-
nuti analitickim predolivanjem koordinata tijela ili njihovih
oskulacionih elemenata kao funkcija vremena ili drugih veli-
Cina, nego numeritkim putem; za odredene vrijednosti vremena
t odreduju se najprije sile, koje djeluju na tijela, a iz njih se
tada korak po korak izraCunavaju poloZaji tijela t. zv. nume-
rickom integracijom. Veliki taj posao obavila je zvjezdarnica
u Kopenhagenu pod vodstvom E. Strémgrena pofevdi od g.
1913. IstraZene su i pregledno svrstane u glavnom jednostavne
periodi¢ke staze te staze, koje im se asimptoti€ki primitu; po
srodnosti njihova vladanja svrstane su one u familije, a za te
je familije utvrden postanak njihov i dalji razvoj, pri demu se
moglo pokazati, da se staze jedne familije ili napokon vracaju
na pocletne staze, tako da se familija vra¢a u sebe sdmu, ili da
imaju prirodni poletak i zavrSetak u odredenima tofkama ko-
natnosti ili u beskonalnosti. Kada se uofi sve ono mnostvo
razli¢itih staza, pa okolnosti, koje odlu¢uju o njihovu vrstanju
u skupine, vidi se, kako su danaSnje analititke metode jo$
daleko od toga da bi mogle predoditi gibanja triju tijela.
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Ipak je i analitickim putem izvrSen velik napredak; finski
astronom K. Sundman iznenadio je matematike i astronome
svojim istraZivanjima (od 1910. dalje) o opfem problemu triju
tijela pokazavsi, da se koordinate tih tijela mogu predoditi
konvergentnim beskonaénim redovima, koji predofuju gibanja
tijeld za sva vremena, ako u toku gibanja ne dode do sukoba
svih triju tijela, a taj je slutaj oznalen jednostavnim poletnim
uvjetom. Kolikagod bila matematitka vaZnost rezultata Sund-
manovih, koji uistinu s d{isto analitiCkog gledita rjeSava
problem triju tijela, ipak smo daleko od toga da bismo mogli
re€i, da je problem time rijeSen u tom smislu, da imamo pregled
tipova staza, osnov za neku njihovu klasifikaciju ili da bi iz
njih mogli iza¢i teoremi o postanku i zavrSetku familije staza,
bez obzira na neprikladnost Sundmanovih redova za numerifko
ratunanje staza. Veliko je jo§ polje rada otvoreno u problemu
triju tijela, a napredovanje ne ¢e biti lako ni jednostavno, kako
su pokazali medu drugima i noviji radovi ameri¢kog matema-
tika G. D. Birkhoffa, koji je najdalje nastavio rad u tom pro-
blemu u duhu Poincaréovu. Stari problem triju tijela priviadi
raznolikoS¢u svojih izgleda, koji se tek danas polinju jasno
ukazivati, matematike i astronome naSega vremena kao $to je
zaokupljao i pretefe njihove pred dvjesta godina.

Dr. Z. Markovié
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