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р R Е D G О V о R 

U matematici, kao i u svim oblastima koje koriste matemati-

ku, ројат preslikavanja (funkcije) је od osnovne va~nosti. Рге-

slikavanje govori о medjusobnoj zavisnosti dve i1i visepojava, 

velifina, svojstava i 81. Tako, preslikavanja se prirodno jnv-

1jaju kao sredstvo i objekt istra~ivanja u matematici i topo1o

giji роэеЬпо. Jedna od problematika vezanih za pres1ikavanja је 

uzajamna k1asifikacija "prostora i pres1ikavanja. MQgu эе nag1a~ 

siti sledeca tri tipa zadataka u vezi ove problematike: 

"1) Data је k1asa pres1ikavanja L. Која svојstvз topo-

1 о s k i 1, р r о st о г () s е с u v а ј u р r с s 1 i k [1 V а п ј i ПI (Ј i z k 1 а s с L? 

2) Dat~ је k1asa А topo1oskih prostora i k1asa L рге

slikavanja. Која svojstva imaju prostori koji se 

dobijaju kao slike prostora iz k1ase А posredstvom 

pres1ikavanja iz k1ase L? 

3) Dati karakterizaciju iпvегzпе slike prostora iz 

klase А preslikavanjima iz k1ase L? 

Prvi radovi takve vrste dosta su stari. Znafaj te ~гoЫeтa

tike narofito је istakao P.S. A1eksandrov (vidi [4Ј) па simpozi-
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jumu iz topo1ogije u Pragu '1961. godine. Iz 8 toga ova problemati-

kacesto ве jav1ja1a kao predmet istrazivanja, u cemu vidno тев-

to ima Arhange1skij*). Tako P.S. A1eksandrov је dokazao da је 

svaki metricki kompakt neprekidna slika kantorovog savrsenog sku-

ра. Нап ј. Г~1 azurkievic su pokaza1i da је neprekidna slika segmen-
- - . 

ta lokalno povezan metrizi!lJilan' kompakt. t>esto su prostori karak-

terisani kao slike nekih vrlo pozn at.ih prostora preslikavanjem ko-

ј е ј с i z (I~] l {' "1 ~Ш (' р г (' s ] i k пv: \11 ј ;\ . 

Pres1ikavanja s а kojima ве- ova ispitivanja vrse 'пајсеБсе - su 

iz k1asa neprekidnih pres1ikavanja, f·aktor preslikavanja, otvore-

nih pres1ikavanja, zatvorenih pres1ikavanja i savrsenih pres1ika-

vanja. Ponekad ве upotrebljavaju јаса ј1ј вlаЬјја pres1ikavanj а 

od navedenih. U pos1ednje vreme narocito ве primenjuju neka овlа-

bljivanja neprekidnosti kao sto su gotovo neprekidna pres1ikava-

пја, вlаЬо neprekidna preslikavanja i polunep1'ekidna pres1ikavanja. 

Rad је pode1jen u ОSIЩ odelJka, koji su numerisani arapskim 

brojevima.Odeljci 3., L~., 5., 6.,7. i 8. imaju svoj uvodni deo i 

deou kome se izlaze problematika obuhvacena odgovarajucim naslo-

vom. Izuzetno odeljak 6. ima tri dela i uvodni deo. Razlog је. taj 

sto ве u sestotn ode1jku obradjuju tri ројта tesno povezana medju 

sobom. Tako Бе svaki iskaz u sestom ode1jku 'oznacava trima cifra-

та od kojih је prva Ьгој odeljka, druga deo, odeljka, а treca Ьгој 

iskaza џ tom de1u odeljka. U ostalim odeljcima iskazi ве numerisu 

dvema ci-framaod kojih је prva Ьгој ode1jka а druga Ьгој iskaza u 

ode1jku. T'ako, па primer, 5.3. znaci treci iskaz u petom ode1jku. 

*) Arh.angelskij A.~!., Otobrazenija i prostranstva, UMN.21(1966), No 4, 
132-184. 



Na pocetku svakog ode1jka, radi ba1jeg uvida u materiju ade-

1jka, dat је nlOtiv, preg1ed past.ajecih rezu1tata u vezi tag ade1j

ka ikratak sadrzaj. 

Kada se pazivana neki iskaz iz samagteksta, navadi se sama 

Ьгај tag iskaz а. Brajevi u ug1astim zagradama aznacavaju redni 

·Ьгај iz p~apisane 1iterature, kaja је inace abecedna.· 

Termina10gija i simbo1i su ug1avnam uobicajeni, kaa recima u 

[5Ј, '[7Ј, [10Ј, [llЈ, [14Ј, [27Ј, [2U]. 

Кгај dakaza svakog tvrdjenja nag1asen је aznakom 11. 

D а Ь а r d е а r е z U 1 t at а 3., 4., 5., 6 ., 7. i 8 а d е 1 ј k а s u а r i 9 i .... 

л а1п i . 

Za prastare Х i У пе pretpastav1jaju se nikakva separaciana 

i 1 i d r u 9 а s V а ј s t v а • М е d ј u t i т, z а р r е s 1 i k а van ј е . f : Х + У р r е t р а s-

tav1jase da је nepI'ekidna, mada је to пајсеБ(е i nag1asena. 

Na kraju rada dati su spisak upatrebljavane literature, sim

Ьо 1 i i а z п а k е i р а р i s р а ј т а V а • 

Veci dеп avag rada iz1agan је па Seminaru tapa1ogije, kaji 

Бе drzi pod l'ukovodstvom prof~ dr Dusana Adnadjevica i dac.dr tH1e 

Mrsevi6. 

Zadovo1?.j-6tvo 111-<' је da -6е. zahva1?.-i.m PJ(.06e.-60Ј(.и 'ОиБanи Adnadje.v-i.

с.и, pod C-i.j-i.m J(.ukovod-6tvol11 је. ova te.za !r.adje.l1a, а I<.oj'<' т.<. је. -6voj.<.m 

-6U ge.-6t-i. јато.. -i. -6ave. ,t-i.ma PJ(.uz-i.о dJL o..go с.е.nи ро то с.. 

Bogo.f.jub [. PJ(.e.d-i.с. 
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.1.,' LI \'0 D 

Filipov V.V. је inicirao istrazivanje svo'jstva trojki и,х,'у), 

gde su Х i У topolo§ki prostari, а f neprekidno preslikavanje ad 

х u У. Pokazalo se da Бе trojka u mnogo CemLJ ропа§а kao prastor. 

S d r u ge s t r ап е п е k i р r i те r i ро k az u ј u d а ап а1 о 9 i ј а i z те d ј u р r о s t а-

га i trojki nije uve k moguca. Jedan od motiva za ГС1zmаtгапјсLгој-

ki је sledeci: 

А k о ј е V o·t v о r е п р о k r i v а с р r а s t о r а У, f Х + У пе р r е k i d п о 

preslikavanje, tada је f-1(V) takodje аtvагеп pokrivac prastora 

Х. Pokrivaci prostora Х ablika [-l(V) su jedna specija1na padfami

lija familije svil"l pokrivaca. Otud, ako se u dеfiпiсiјi nekag рај

та zahteva da svi pokrivaci prostora Х imaju svojstvo Р, олdа i 

pokrivaci oblika f'-l(\!) moraju imati svojstvo Р, dok obrnuto nije 

tacno. S druge strane mnoga topo1a§ka svojstva defini§u se па sle-

deci nacin: :"1J.Q~e. se dvek1ase М i N pakri.vaca prostora. Kaze se 

da prostor Х ima neko svajstvo ako se u svaki njegov pakrivoc ko

ji је iz k1ase М moze upisati pokrivac iz klase N. т ~t<va svojstv 8 

su recimo kompaktnost, parakompaktno'st, prebrojiva kоmраktлоst, 

dimenzija. 
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Problematika obradjena u ovom radu mogla Ь! se podeliti u 

dve grupe i kratko izloziti па $ledeci nacin: 

1 

(а) D ati vezu izmedj u topo10gije па prostoru Х i svojstava 

tr о ј ke ( f , Х , У) • 

(Ь) D ati vezu izmedju topologije па prostoru У i svojstava 

troj ke (f , Х , У) • 

Се) D ati vez u izmedju topologija па prostorima Х i У koris-

t е с i о' d r е d ј е п а s v о ј s t v а t r о ј k е (f, Х, У) • 

. (d) Kada ве pok1apaju navedena svojstva prostora Х i trojke 

(f, х, У), odnosno', kada ве poklapaju navedena svojstva 

prostora У i trojke (f, Х, У)? 

11 

Zatrojku (f, Х, У) definisu ве svojstva (а), (Ь), (е), ••• 

Kakva је veza izmedju svojstava (а), (Ь), (е), •.. ? 

Opisimo u najkracim ertama svaki od odeljaka ovog rada. 

PRVl ODELJAK је uvodni deo. Ovde su dati motivi za obradu 

ove teme, problematika koja је obradjena, gde је mesto on6g sto је 

лоvо u radu. U ovom delu takodje је dat kratak opis svih radnih 

odelj!aka rada. 

VRUGl OVELJAK' sadrzi osnovne definicije i svojstva prostora. 

Radi ве 'о definieijama i svojstvima koji se kasnije ana1ogno гвz-

,matraju па trojkama, i1i pak imaju posredan znacaj za materiju ko-

ја ве ovde razmatra. Cinjenice ovde navedene mogu senaci, па pri-

тег, u [11 Ј i [14 Ј • 

TRECIOVELJAK odnosi ве па separaeiona svojstva prostQra i 

trojki (f,X,Y). Uvedeni su pojmovi nekih separacionih svojstava 
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koji nis'u bi1i razmatrani u [40Ј. Daju Бе brojni primeri koji ор,-

ravdavaju uvodjenje novih pojmova i1i pak pokazuju da neki iskaz 

ima Бато jedan. slner. 

tETVRTI OVELJAK govori о pojmovima kompaktnosti, Liпdе1бf-' 

ovost i parakompaktnost za prostore Х i У i odgovarajuce trojke 

(f, Х, У). Data је veza izmedju р~г~kоrпраktпо'sti i ko1ekc'ijske пог-

ma1nosti trojkc (Теогета 4.15.), parakompaktnosti i Liпdе1бf-оvоs-' 

nost prostora У i trojke (f, Х, У)' ekviva1entni, i drugi slicni 

stavovi. 

РЕТI OVELJAK razmatra ројат apso1utne zatvorenosti. Na topo-, 

1o§kim prostdrima taj ројат su u~e1i Aleksandrov i Urison (vidi 

[6Ј), i dosta је obradjivan kao recimo u[ll], [12], [25Ј, [39Ј, 

[4зЈ. Ovde је uveden ројат odgovaraju~i apsolutnoj zutvo:rcnouti ZD 

trojke. Uvodjenje ројта apsolutne zatvorenostitrojke (f, Х, У) da-

је jedan ројат izmedju apsolutne zatvorenosti prosto~a Х i apsolut

пе zatvorenosti prostora У (U smislu Siavova 5.2. i 5.3.). Navedi-

то i neke ,od rezultata: Stav 5.8. (koji daje je'dnu ekvivalenciju 

z а а Р s о 1 u t п u za t v о г е п о s t d i s ј u п k t п е s U m et l' о ј k i ), S t а v 5. 9 • ( k о ј i 

daje ekviv~lentan uslu~ apsol~tne'iatvorenosti proizvodatrojki), 

Lema: 5.11. (koja omogllcava da Бе kod proizvoda' trojki radi Ба baz-

nim pokrivacima). 

5ESTI OVELJAK rfiz,matratri ројта, а to su slaba kompak·tnost, 

U-prostorii pseudokompaktnost. Defini§u Бе odgovarajuci pojmavi 

za trojke. Pokazano је da Бе ројат БlаЬе kompaktnosti trojke па

lazi izmedju ројтаБ1аЬе kompaktnosti prostora Х i БlаЬе kompakt-

nosti prostora У (stav 6.2.2. i stav 6.2.5.). 1z паvоdопоg, dobi-

јепо је tvrdjenje da је пергеkidпа slika slabo kompaktnog prostora 
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slabo kompaktan prostor. Sli~no је pokaz~no za U-trojke i pseudo-

kompaktne trojke, а uz to data је veza izmedju navedenih triju 

svojstava tl'ojki. 

SEDMI ODELJAK posve6en је gusto6i prostora i gUBto6i trojki. 

Navedimo neke l'ezu1tate: Ројат separabi1nosti trojke (f, Х, У) је 

izmedjU ројта sepal'abi1nosti prostora Х i separabi1nosti prostora 

У (stav 7.2. i S·tav 7.3.), stav 7.:7., Pos1edicu 7.9. (to' је jedno 

uop§tenje poznatog rezultata da је neprekidna slika scparabilnog 

prostora separabilan prostor, pri ~emu u ovom slu~~ju pres11kava-

пје је viseznacno) i Stav 7.10. (separabi1nost је pod izvеsлim us-
> 

lovima inverzna invarijanta otvorenih preslikavanja). 

OSMI ODELJAK odnosi ве па dimenzije trojki. Ded rezu1tata ovog 

odeljka odnosi ве па vezu dimenzija i separacionih svojstava troj-

k1 (Stav 8.8., Stav 8.10., Stav 8.12., Stav 8.14.). Neki rezu1tati 

daju vezu izmedJlJ raz1i~itih dimenzija trojki (Stav 8.10., Stav 

8.14.). Stav 8.14. је jedno ројасапје Tecireme 9.iz [40Ј. U ode1j~ 

ku је 1'8Zmatrana i nepovezanost, odnosno potpuna nepovezanost troj-

ki (Stav 8.16.). 

-, ., / 



2, О OSNO\1H~~ П[FI~! ICIJN1A 1 S\'OJSTVHAI\ 

u ovom odeljku daje эе pregled pojmova i cinjenica о topo-

.1oskim prostorima, а u vezi onih pojmova koji se definisu па 

trojkama (f, Х, У). Neki od pojmova i cinjenica, ~oj! se u ovom 

odeljku navode, direktno su vezani za odgovaraju6e pojmove па 

trojkama, dok se drugi navode zbog svog znacaja i posredne pri

тепе. 

8 

2.1. Se.paJtac..<.ona J.>vojJ.>:tva. Jedna od prvih svojstava эа ko

jima эе sre6emo pri radu эа topoloskim prostorima su separaciona 

svojstva. Ve6ina prostora ima svojstvo da је sv~ka tacka zatvo

геп skup, ра su fi prostor~ Т 1 prostori. U definiciji kompaktno

sti i parak6mpaktnbsti prostora neki autori tra~e da је prostor 

Т 2 i zadovoljava odgovaraju6i uslov u vezi svakog otvorenog ро

krivaca. Takav prostor tada zadovo1java mnogo j~ca separacivna 

svojstva. Jedan t~kav .rezu1tat је: 

Теогеmа. (vidi [14]) Svaki kompaktan prostor је ko1ekcijski 

потта1ап prostor. 

Naredna dva rezu1tata povezuju separaciona svojstvB sa рој-

movima koji se izra~avaju u sas~im drukcijim terminima. Tako, 
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imamo da Бц separaciona svojstva tesno vezana ia preslikavanja 

оdпоsпо za kаmраktпоst. 

Uгisопоvа 1ета (vidi [14]) Za svaki раг А, В disјuпktпih za

tvorenih podskupova по~mа1поg prostora Х postoji пергеkidпа fuпk-
• 

cija f х -+ [0,1Ј takva da vazi: f(x) = О za svako х Е А i 

fex) = 1 za svako х Е В. 

Теогета 
. х 

(Кееs1iпg Ј.*» Prostor·2 јепогm~lап ako i вато 

ako је prostor Х kompakt. 

2.2. Kompctk..tn.o/.)t,L.in.de.lo{)-оvо.6t, ралаhотnраhtn'О.6t. Medju 

pojm6vima koji ве izrazavaju ц tегтiпimа otvorenih pokrivafa, 

ovi pojmovi ве пајfе§6е koriste. Котр~ktпi prostori вц Liпdе1~f-

ovi, а ovi parakompaktni. Medjutim, ako је parakompaktan prostor 

istovremeno prebrojivo kотраktап, tada је оп i kompaktah prostor. 

Zanim1jivo је da је topo1o§ki proizvod kompaktnih prostora, kom-

paktan prostor, dok odgovaraju6i rezultat za Liпdеlбf-оvе i ра-

rakompaktne prostore пе vazi. Met~ifki prostor пагаvпо пе тога 

biti kompaktan, a1i jeste рагаkоmраktап.Таkо, klasa parakompakt-

nih prostora је dosta ve1ika i ima narofito рУimепu u metrizaci~ 

опim problemima. Navedena tri ројта sli~по ~e ропа§ајu i u оdпо-

ви па ргеslikаvапја. Dok је пергеkidпа slika svakog kоmраktпоg 

prostora kоmраktап prostor, рагаkоmраktпоst ве пе ргепоsi перге-

kidпim рг~slikаvапјimа. Medjutim, vazi: 

Теогета. (Michael, vidi [14Ј). Рагаkоmраktпоst је iпvагiјап-

ta zаtvогепih ргеs1ikаvапја. 

2.3. Ap.6olutn.a zatvo~en.o.6t. Nергеkidпа slika kоmраktпоg 

prostora u Т 2 prostar је zаtvогеп podskup. Ovo svojstvo kompakt-

.ј(- ) • 

Кееsllпg Ј., ОП the сquivа1епсе of погmаlitу and соmрасtпеss in hyrer-
врасев, Pacific Ј. of Math., 33(1970), 657-667. 
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nih prostora је pos1u~i10 za definiciju apso1utne zatvorenosti, 

kaojednog uop~tenja kompaktnosti. Za Hausdorff-ov prostor Х ka~ 

iemo d~ је apso1utno zatvoren ako је Х zatvoren podprostor sva-

kog Hausdorff-ovog prostora u kome је sadrian. Slede6i rezultat 

pokazuje da se svojstvo apso1utne zatvorenosti moze izraziti u 

.terminima pokrivaca. 

Теогета. (vidi [14Ј) Hausdorff-ov prostor Х је apso1utno 

zatvoren ako i samo ako za svaki otvoren pokrivac prosto~a Х 

postoji konacan deo cija zatVaranja su pokrivac prostora Х. 

- 2.4. s,ea.ba. 1<. оmр a.l<.tJ10-6t , U -рJtО-6tоJt..i. ..i. р-6 e.u.d о 1<.0 mpa.l<.tJ10-6t. 

51aba kompaktnost se тo~e okarakterisati па slede6i nacin: Za 

svaki prebrojiv otvoren pokrivac prostora Х postoji konacan dea 

cija unija zatvaranj.a pokriva Х. Iz te deffnicije neposredno sle~ 

di da је svaki apso1utno zatvoren' prostor slabo kompaktan prostor. 

Iz Defi~icije 6.1.5~ jednostavno sledi da j~ svaki sl~bo kompak-

tan prostor U-prostor, а Ј ovaj pseudokompaktan prostor~ Medjutim, 

ako је prostor kompletno regularan tada se navedena tri ројта 

poklapaju. ТгеЬа voditi racuna da neki autori u definiciji pseu

dokompaktnosti traie da је prostor kompletno regularan(vidi [14]). 

2.5. Gu.-6toea. pJtO-6tоJtа.. Ovaj ројат se definise kao najmanji 

kardina1ni Ьгој podskupova datog p~ostora cije zatvaranje daje 

citav prostor. РозеЬап znacaj imaju prostori cija gust06a је 

prebrojiva. Tiprostori se nazivaju separabilnim prostorima. Gus-

t06a је invarijanta neprekidnih pres1ikavanja. U vezi gusto6e 

proizvoda topo10skihprostora zn~cajan је slede6i rezu1tat: 

Теогета. ( v i di 114 1) А k о је d(X ) ~ m ~ .>у 
s о 

za svako 

d( п х ) ~ т. 
s S s 

s~S l 151 
m = 2 , tada vazi 
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Као spe~ijalan slu~aj navedene teoreme imamo da Је scpara-

bi1nost c-multip1ikativno svojstvo. 

2.6. Vimenzija.p~o~~o~a. Naj~e§6e se abradjuju tri dimenzi~ 

опе funkcije ind Х, Ind Х i dim Х, mada је razvijena teorija о 

јо§ nekim dimenziohim funkcijama. Kod dimenzionih. funkcija ind Х 

i 1 п d Х Р о 1 а z i § t е ј е 11 р r е 9 r а d а 11 k ој а r а z d va ј а р r а q t о г· п а d v а 

о t v о r е п а .р о d s k u Р а, d о k ј е k о d d i m е п z i о п е f II П k с i ј е (ј i nl Х Р о 1 а z i s

te otvoren pakrivat.prastara Х. 5 abzirom па рiimепu kad trojki 

(f, х, У) zanas su od znataja izmedju astal·ih slede6i rezu1tati: 

- 5 t а v. (v i d i [5 Ј) А k а ј е Х С Х z а t v о r е п u Х, 
о 

Iпd Ха = Iпd х. 

tada vazi 

Stav. (vidi [5Ј) Za Т 1 prastar Х vazi ind Х = Iпd х. 

Formu1a Uгisопа-Мепgега. Ako su Mi N podskupovi nasledno 

п о r m а 1 п о 9 р r os t о r а Х t а d а v а z i i п d (Г'1 U N) = i п d М + i п d М + 1 • 

т ео r е m аС v i d i [5 Ј) А k о је п е р r е k i d п о Р r е s 1 i k а v а п ј е f : Х -;. У 

погmаlпоg prostora Х па parakompakt Уzаtvагепо tada vazi 

dim Х ~ dim f + Ind У. 

т е а г·е m а. (v i d i [5]) Z а п а r m а 1 а п р r о s t о г· Х v а z i 1 п d (3 Х = 

Iпd х. 

Теогета. (vidi [14Ј) Za Tychonoff-1jev prostor Х vazi 

dim (3х = dim Х. 
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3 I ~fРДRР.сIОРР S\IQJSTVA TR.OJKI ~!EPREI<I])NOSTl 

О v а ј о d е 1 ј а k о d п о s i s е п а s е р а r ас i о п а s v о ј s t v а р т.о s t о r а i 

separaciona svojstva trojki neprekidnosti (f, Х, У). U r adu 

1401 uveden је ројат norma1nosti trojki. Ovde su date definici-

је То' Т 1 , Т 2 i Т з trojke, zatim semi Ti i = 0,1,2,3 trojke, ve-

ze medju njima, kao i veze ва odgovaraju6im svojstvimn proutora 

х i У. U radu Бе takodje daju primerikoji opravdavaju uvodjenje 

novih svojstava, odnosno pokazuju da izvesna tvrdjenja va!e Бато 

u jednom smeru. Tako se daje primer trojke koja jeste semi Т 2 
trojka а nije Т 2 trojka. Takodje Бе daju primeri trojki koje је

su Т. trojke а nisu Т. 1 t~ojke. Medjutim, pod .izvesnim us10vima 
1 l+ 

Б е rn i Т. t r о ј k е i Т. t r о ј k е Б е р о k 1 а р ај u. Р о s t о s vo ј s t v о d а ј е 
1 1 

х Т. prostor u opstem sl~~aju пе povla~i za воЬот da је i trojka 
1 

( f, Х, У). Т. t r о ј k а r d а t је р r i т е r р r о s t о r а Х k о ј i ј е s t е . Т .. р r 0-
1 1 

stor а da (f, Х, У) nije Т. trojka. U ovom odeljku se·zatim da-
1 

је veza prostora dekompozicije {f-1(y) : уЕУ} iseparacionih 

svojstava trojki (f, Х, У). Najzad od separacionih svojstava 

uvedena је i .kolekcijska normalnost trojke (f, Х, У) i primerom 

pokazano da normalna trojka пе тога biti .kolekcijski normalna 

trojka. 



DEFINIC'IJE 1 NEKI REZULTATI О SEPARACIONIM SVOJSTVIMA 

PROSTORA 1 TROJKI NEPREKIDNOSTI 
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U ~vom ode1jku Ы6е refi о mogu6nosti definisanja nekih se~ 

paracionih svojstava i njihovim osobinama, i nekim svojstvima ~ 

v е z i аер аг. ас i о п i h s v о ј s t а v а. 

Ovde 6е ае pod prostorom podr~zumevati- topo1o§ki prbstor а 

pod pres1ikavanjem f _: Х --т у, nepl'ekidno pг.eslikav.anjc. Dеfiпi

cije su ртета Enge1klng-u [14] odnosno Berge-u [Ј о] . Zainverzi:" 

ju pres1ikavanjq f upotrebljavane su slede6e oznake: Za уЕ. У i 

в- С У i m а m о f - 1 ( у) = { х Е Х : f ( х) = у}, f -1 (В) = {х Е Х : _ f е х ) Е. В}.' 

Sa веА) је oznafena fami1ija otvorenih oko1ina podskupa А 

datog prostora. 

VEFINICIJA 3.7. TJLojka (6, Х, УЈ.6е. n.aziva То :tл.ојkа ako 

- 1 
za .6vako Y 1,Y zE У" У 7 F У 2 , Ьм. za je.dan. od pod.6kupova 6 (У7)' 

6-1(У2Ј PQ.6:toji o:tvoJte.n.a oko.tin.a koja n.е. .6e.fe. dJtugi pod.6k.up: ро

.6:toji и 7 Е В 16- 7 (у 7 ) I i и7()6-7(!Ј2Ј = ~, i.ti pO.6:toji UzEBI6-7(У2ЈI 
-1 

.( и2n6 (У1 Ј = ~. 

DEFINICIJA 3.2. TJtojk.a (6, Х, УЈ је. .6e.mi То ;tJLojka аfш za .6valzo У7' 

у 2 Е У i pJtoiz vo.tjn.e. :tafk.e. х 7Е 6 - 7 (У 7 ), х 2Е 6 -7 (У 2 Ј, Ьм z а' je.dn.u od :taf aka 

Х 7 ' Х 2 pO.6:toji o:tvoJte.na oko.tin.a koja n.e..6adJtzi dJtugu :tafk.u. 

Na slifan nafin mozemo definisati Т. troj ke i semi Т. troj kez а 
1 1 

i = 1,2,3,4. opona§aju6i odgovarajuce definicije separacionih 

svojstavatopo1o§kih prostora. 

Ofig1edno је da vazi: 

STAV 3.3. Ako је. :tJtojka (6, х, УЈ Т. :tJLojka :tada је..( 4e.mi 
.( 

Т· :tл.ојf<.а, i = 0,7,2,3,4 • 
.( 

Obrnuto u op§tem slufaju пе vazi, §topokazuju narednipri-

meri. 
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Primer 3.4. Neka је Х = R = У, Х topo10giiirano tako da su 

skupovikoji пе sad~~e nu1u otvoreni ako su otvoreni u uobi~aje-

пот smislu, а ako sadr~e nulu otvoreni su ako, sadr~e skup oblika 

(-а, а) - {l/n : пЕ N}, gde је а neki pozitivan Ьгој. Pres1ikava-

п ј е f: Х оо-?- У d е f i п i s а п о s а 

х х f l/п, пЕ N 
f(x) = { 

1 х = l/n, za neko nEN 

је neprekidno ako У ima antidiskret~u topo10giju. Skupovi ј-1(0) 

i f-
1

(1) Бе пе mogu separirati·otvorenim okolinama, а Х је Т 2 
prostor, ра imamo trojku koja jeste semi Т 2 trojka i Tl trojka а 

nije Т 2 trojka. 

Primer 3.5. Neka је Х = {-l/n : nEN} U {о} U {l/п : пЕ N} 

Ба uobicajenom topo10gijom па pravoj, а У = {а,Ь} Ба antidiskret-

пот topo10gijom. Preslikavanje f ': Х -+- У definisano Ба 

а х Е. {-l/п : пЕ. N} 
f(x) = { 

Ь х Е {о} II {l/п :' nE.N} 

је neprekidno, (f, Х, У) је sami Т 2 trojka koja jeste То trojka 

а nije T1 .trojka. 

Primer 3.6. Ako Бе uzmeX ,~ У prostor koji jeste Ti prostor 

а nije т: 1 prostor, l = 0,1,2,3, а za f identi~no preslikavanje 
l+ 

dobija Бе primer semi Т. trojke koja nije semi Т. 1 trojka. 
l l+ 

Primer 3.7. Ako Бе za prostor Х i У uzme Niemytzki-eva га-

van J i u prostoru У zatvoreni podskupovi Q = {(х,О) х raciona-

'lап Ьгој} l Р = {(х,О) : х nije racionalan Ьгој}, а za 

f : X-r У i d е п t i с п о р r е s 1 i k а v а п ј е, d о Ы ј а т о t r о ј k u (f , Х, У) 

koja jeste Т з trojka а nije Т 4 trojka. 

Ako је Х Т. prostor, i = 0,1,2, trojka (f, Х, У) пе тога 
l 



biti Т. trojka. Оа Ы se to videlo dovoljno је uzeti У = {1, 2} 
1 

sa grubom topo1ogijom, а Х = R аа uobi~ajenom topo1ogijom i 

ргеs1ikаvапје f definisati па s1ede6i na~in: 

1 хЕ Q (raciona1ni brojevi) 
fex) = { 

2 х Е R -, Q 

Kako se podskup6vi f- 1 (1) = Q i пе mogu 
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separirnti ni LJ· kom pOlJlcclLI, Lrojkn (Г, Х, У) LI OVOII1 (:ILI('пјLI 11i.-

је ~ak ni То trojka. ТгеЬа zapaziti da ova trojk~ jes.te semi Ti 

trojka, i = 0,1;2. 

Primer 3.8. Ovo je·primer Т з prostora Х, а da trojka (f,X,Y) 

nije Т з tГОјkа. 

Neka је Х = R sa uobi~ajenom topo1ogijom, а У'= {1, 2, 3}. 

Topo1ogija па У neka је zadata fami1ijom ТУ = {~, {1,3}, {1,2,3}}. 

Definisimo pres1ikavanje f ·sa 

1 х Е Q {о} 

f(x) { 2 х = о 

3 xGR-Q 

Kako је u У jedini neprazan otvoren skup {1,3}, а njegbva in

verzna s1ika је R - {о}, tj. f- 1 ({1,з}) је otvoren, imamo da је· 

f neprekidno pres1ik~vanje. 

u У jedini neprazan zatvoren skup је А = {2} i uo~imo ta~ku 

recimo·1 koja nije u' А. Podskupovi f- 1 (2) = о i f- 1 (1) = Q - {о} 

пе mogu Бе separirati otvorenim skupovima. 1z navedenog s1edi da 

trojka (f, R, У) nije Т З trojka. 

Jednostavno Бе тo~e pokazati da ako је Х Т. prostor У пе 
1 

тога biti Т. prostor. А poznato је (vidi [14Ј) daje od Берага-
1 

cionih svojstava jedino regu1arnost inverzna invarijanta i to za 
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perfektna preslikavanja. Medjutim, separacionasvojstva se sa 

prostora Y.prenose. па trojke (f, Х, У). 

STAV 3.9. A~o је У Т. p~o~~o~, ~ada za ~va~l p~o~~o~ Х ~ 
.{. 

l1ep~e~.i..dno p~e~.e.i..~aval1je ~ : Х --r У vaz.i.. da је ~~oj~a {~, Х, Уј 

Т . .tлој~а . 
.{. 

STAV3.70 •. Me~a je~ : Х -r. У n.ep~e·i<..i..dl1a p~e~.e.i..f?avan.je ~ 

б- 7 \уЈ с х kompa~~an. \n.е obavezn.o .i.. TfJ pod~kup od Х za ~vaka, 

у У. Tada vai.i..: T~oj~a \~, Х, УЈ је ~em.i.. Tz t~oj~a'a~o .(. ~amo 

a~ о ј е Т Z ~~ о ј ~ ~ . 

Dokaz. Kako је svaka Т 2 trojka semi Т 2 trojka, treba dokaza~~ 

ti da pod navedenim uslovima vazi i obrnuto. 

Neka j~ А = f-1(Yl) i в = f- 1 (y 2 ), gde su Yl i Y
z 

bilo ko

је dve tacke iz У. Posto је (f, -Х,' У) semi Т 2 trojka za $vako 

ЬЕ В i аЕА postoje disjunktni o1voreni skupovi Va i и а , ta-

kvi da је Ь ~ V i а Е. U • Ako se postupak sprovede za svako а А 
а а 

јтасето f'amilije podskupova {V : а Е: А} i {и : а Е А}, gde је 
а а 

prvo podfamilija okolina tac'ke Ь, а drugo poktivac kompaktnog 

skupa А. Neka је U1 ' и 2 , ••• , и п [<опасап podpok~ivac pokrivaca 

{и а : а ~ А}, а V1 , V2 , ••• , Vn odgovarajuce okoline tacke Ь iz 

farni1ije {V 
а 

аЕ.А}. 5kup U = U {U. : i = 1,2, ••• ,п} је otvo
l 

тепа okolina od А а Vb = П {V
i 

: i = 1,2, ••• ,п} otvorena ok01i

па tack~ Ь, i vazi . U п Vb - ~. Ako se ovaj post~pak ponovi za 

svako b~ В dobicemo fami1iju okolina {U} skupa А i pokrivac 

{V
b 

: b~ В} skupa В. Zbog kompaktnosti skupa В postoji [<опасап 

р о d Р о k r i v а с V Ы' V Ь 2 ' ••• , iJ Ь k Р ok r i v а с а { V Ь : Ь Е. В} • '0 t v от е п i 

i = 1,2, ••• ,k} sadrzi skup В, а otvoreni pod-

skup П {и Ь! : i = 1,2, ••• ,k} sadrzi skup А. Ovde Бе podskupovi 

U
bi 

uzeti iz familije U pokrivaca skupa А, tako da је-



П ~ -1 ) Ubi Vbi = ~. Tako skupovi А = f (У1 i 

disjunkt~e dtvorene oko1ine, ра је (f, Х, У) Т 2 trojka. 11 

STAV 3.77. Za ne.pfC.e.k'<'dno .<. па pfC.e..I.>,l.<.lzavanje. п : Х --+ У 

prostora Х 'na pfC.O.l.>.tOfC. У, (6, х, УЈ је. Т 7 .tfC.ojk.a ako .<. .l.>amo ako 

ј е. .l.>lz и р П - 7 (у Ј z a.t v о fC. е.n z а/.) v ak о lj ~ У • 

Dokaz. Neka је (f, Х, У) Т 1 trojka,yEY i 
1 . 

хф.F- су). 
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Tada postoji у'Е.У takvo da је XEf- 1 (у'). I<ako је (f, Х, У) ТЈ' 

trojka, postoji otvoren skup U С х takav da vazi f-1(y') С U i 

U П f-
1

(y) =~. U је ot~orena oko1ina od Х koj~ пе se~e pod-' 

skup' f- 1 (y), ра је f- 1 (y) zatvoren. Na sli~an na~in s1edi i оЬг-

nuto. '11 

I<ako је za neprekidno pres1ikavanje f : Х -r У i Т 1 рто-

f - 1 (y) stor У, podskup z а tv о r е п z а s v а k.o у Е У , bi10 bi od inte-

resa videti da 1i se u neki~ prostorima Х i У, isрuпјепозt aksi

оте Т 1 za У moze okarakterisati zatvoreno~6u f-1(y) za' svako 

у Е У. Ako је f zatv'oreno p-res1ikavanje od Х па У tada zatvore

nost f~1(y) za svako у iz У povla~i da је У Т 1 prostor. 

f -1(y) Ako је f otvoreno i1i ~ak faktor pres1ikavanje а za-

t v о r е п S k u р z а s v а ko у G:. У, t а k о d ј е, i z f (х _ f -1 С у )) = У - {у} , 

vazi da је У T1 prostor. 

. -1 
Оа u op~t~m slu~aju zatvorenost podskupova f су) za svako 

у iz У пе povla~i Т 1 aksiomu za prostor У, зlеdi iz slede6eg pri: 

тега. 

р r i т е r 3. 12. N'e k а ј е Х = У i i т а Ь а r d v е t а с k е, а f : Х -.-r, У 

је bilo kakvo pres1ikavanje. Neka Х ima diskretnu topo10giju а 

У indiskretnu topo1ogiju. Zbog diskretnosti topo10gije па Х, f 

је neprekidno pres1ikavanje i za svako у lZ У podskup f-l(y) Је 

zatvoren u Х. ~1edjutim, nljedno у iz 'У nije zatvorerl podskup u У. 



STAV 3.13. A~o је (6, Х, УЈ Т 2 t~oj~a tada za ~va~o у ~Z У 

vaz.t 6- 1 (уЈ = n{О: OEB(6- 1 (уЈЈ}. 

Ookaz. Ako је (f, Х, У) Т 2 trojka, tada za svako 

iz У postoje otvoreni podskupovi 01 i 02 i vazi 01 Ј 

reni podskupovi, 

01 П 02= ~. A1i 

ра је f- 1 (Y1) С 

tada su Х - 01 i 

i 

х - 02 zatvo

-1 
f. (У 2 )С 

02 С 02 С Х - 01' Kako је ovo ispunjeno za svako У 1 ' У 2 iz У ta

da vazi f-1(y) =·nЂ za svaki otvoren podskup U koji sadrzi 

podskup f-1(y) ~ 11 

1z narednog primera vidi Бе da obrnuto пе vazi. 

111 

Primer 3.14~ Neka је L Niemytzki-eva ravan, а У faktor pro-

stor L/R Niemytzki-evog prostora. Re1acija ekviva1encije је uve-

.dena tako da su u L-L
1 

k1ase ekviva1encije sastav1jene вато od 

ро jedne tacke, а L
1 

је pode1jeno u dve klase R(r) i R(i), jedna 

ima za prvu koordinatu raciona1ne, а druga iracionalne brojeve. 

Za f uzimamo p~irodnu pro jekciju f(x) = R(x), gde је R(x) kla

ва ekviva1enriije tacke х. Tada (f, Х, У) ima osobinu da је 

f - 1 ( у) = п { О: О В ( f- 1 (у) ) } , а (f, Х, У) п i ј е Т 2 t r о ј k а ј е r s е 

skupovi f- 1 (R(r» i f~l(R(i» пе mogu razdvojiti otvorenim pod-

skupovima. . ------_.,---_ .. 
Prethodno razmatranje sugerise poznati rezu1tat da је pros-

t о r Х r eg u 1 а r ап а k о . i s а т о а k о z а s V а k i z а t v о r е п р о d s k u р А Х 

vazi А = П Сб : о Е.13(А)}. Odnosno. vazi: 

STAV 3.15. Т( '(.J~O-6to~ Х је Jtegu..e.MOJ1 a~o ~ ~amo a~o ~vak'<' za'"": 

t\)o~en pod~ku'(.J и Х jedna~ је '(.J~e~ek.u zatvd.J1.Qnja ~\).th ~VOj.tfl ok.o..e..t-

па. 

D о k az. N е k а ј е Х· Т 1 Р r о s t о r i i т а s V о ј s t v о d а z а s V а k i z а -

tvoren podskup А vazi А = П (П, UEB(A)}, gde је В(А) fami1ija 
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svih otvo1'enih oko1ina podskupa А. Neka је da1je х Е. V i V otvo-

1'en podskup p1'osto1'a х. Tada је В = Х - V zatvo1'en podskup, ра 

va~i da j~ g jednak p1'eseku zatvaranja svih svojih oko1i~a. Ako 

bi za svaki otvoren skup W,koji sad1'~i В, va~i1o X~ W, va~i10 bi 

i х ~ В, sto је sup1'otno p1'etpostavci. Tako postoji otvo1'ena oko

lina ~J skupa x-v takva dax,.1'vJ. Otud imamo x~x-ы еХ-Ы cv, 
о ~ о о о 

sto је ekviva1entno regu1a1'nosti p1'osto1'a х. II 
,5 t i т u v е z i Ь i 1 о Ь i о d i п t е l' е s а d а t i о d 9 о v о r п LI : 

Pitanje 3.16. Оа 1i postoji us10v slican us10vu u prethod-

пот ~tavu, koji daje no1'ma1n~st p1'osto1'a? 

Za (f, Х, y),sepa1'aciono svojstvo norma1nost uvodi se ha 

sledeci nacin: 

VEFINICIJA 3.17. ([40Ј Ј. Za Vc.ojku (fi, х, У Ј kCL~emoda је 

noJtma.tna ako za ..6vaka dva diJ.:ijunk:tna za:tvoJtena pod..6kupa А, ВС У 

pOJ.:i:toje di..6junk:tni o:tvoJte.ni pod..6kupovi И, џС х :takvi da vazi 

fi- 1 (А) с И -<. fi - 1 (В) с V • 

5ada se moze iskazsti a~a1ogon poznat~ teo1'eme da је kom-

paktan Hausdo1'ff-ov p1'osto1' no1'ma1an. Dokaz је jednostavan. 

STAV 3.18. Ako је lfi, Х, УЈ kompak:tna :tJtojka i У HauJ.:idoJtfifi-

ov pJLOJ.:i:tOJt, :tada је Iь, ,Х, УЈ noJtma.tna :tJtojka. 

T1'eba naglasiti da је u [40Ј dat p1'imer 1'egu1a1'ne kompakt-

пе t1'ojke koja nije no1'ma1na trojka. U navedenom 1'adu takodje ве 

daje veza izm~dju no1'ma1nosti t1'ojke (f, Х, у) i nekih drugih 

svojstava p1'ostora Х i У i pres1ikavanja f. Mi сета avde dati 

definiciju kalekcijske na1'ma1nasti i neke 1'ezultate U vezi taga. 

VEFINICIJA 3.79. Za 16, Х, ,УЈ ka~emo da је ko.tekeij..6ki nол

ma.tna :tJtojka ako za ..6vaku diJ.:ikJte:tnu 6ami.tiju {B:t : :tE Т} za:tvo;.. 

Jtenih pod..6kupova и У pOJ.:i:toji diJ.:ikJte:tna fiami.tija{U:t: :tE.T} J.:iku-



STAV 3'.20. A~o је X~ole~eij~~i no~malan p~o~~o~ ~ada је 

(6, х, у Ј k.olek.eij~k.i no~malna ~~oIk.a. 
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Dokaz sledi iz ~injenice da је inverznas1ika diskretne fa-

mi1ije prekoneprekidnog pres1ikavanja takodje diskretna fa-

mi1ija. 

STAV 3.27. AfGo је У k.o.l?ek.eij/.>k.i no~malan p~o/.>~o~,(6, Х, УЈ 

је k.olek.eij/.>k.i no~malna ~~ojk.a. 

Dokaz. Neka је F={F : sE. S} diskretna familija skupova zas 

tvorenih u У, ра P.ostoji diskretna familija {V : sES} skupova 
s 

otvorenih u У takva da va~i F C'V , ра је f- 1 CF ) С f- 1 (v) za 
s s s s 

svako s ES. Тга~епа diskretna fami1ija otvorenill skupova је 

sEs}.11 

Dа Ы se Ьо1је videli Stavovi 3.20. i 3.21. treba napomenu-

tida kolekcijska norma1nost nije inv~rijanta neprekidnih presli

kavanja (~ak ni ~tvorenih), nije inverzna invarijantaperfekt-

nih preslikavanja, а1! jeste invarijanta zatvorenih pres1ikava-

пја. 

Na~edni Primer 3.22. pokazuje da suprotno od stava 3.20. 

nije ta~no. 

Primer 3.22. Neka је Х Sorgenfrey-ova linija, koja је рага-

kompaktan prostor ра time i kolekcijski normalan. Medjutim, pro-

izvod Х х Х nije normalan prostor ра time nije nikolekcijski 

norma1an prostor. Ako uo~imo projekciju п Х х Х ~ Х imamo 

trojku .(n,.X х Х, Х) koje jeste kolekcijski normalna trojka а 

da prostor Х х Х nije kolekcijski погта1ап prostor. 

Оа obrnuto od Stava 3.21. nije ta~no, sledi iz tuga da ako 

se uzme za Х realna prava sa diskretnom topologijom а za У real-
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па prava sa antidiskretnom topologijom imamo: Prostor У пЈје ko-

lekcijski погmа1ап prostor. Ako је f : Х -+ У identicno pres1ika

vanje, (f, Х, У) jeste ko1ekcijski погта1ап prostor. 

s о Ь z i г о m d а s'v а k о р г е s 1 i k а v а п ј е f : Х -+ У i п d u k u ј е ј е d п u 

dekompoziciju {f-1Cy) : y~Y} prostora Х, postoji veza topologi-

је па tom skupu sa t.opologijama па Х i У i sapreslikavanjem f. 

Samim tim po~toji vezaprostora па {f-1(y) уЕ У} sa troj kom 

(f, х, У). U sledecem delu ovog.odeljka bice ГDZlпаtl'Щ1С tl'ojke 

(f, Х, У) u tom smis1u. 

Kolicnik (faktor) preslikavanja se defini§e· kao takvo пе-

prekidno preslikavanje f : Х ~ У prostora Х па prostor У da su 

u У otvoreni svi podskupovi А cija је in~erzna slika f- 1 CA) ot-

voren podskup od Х, tj. У је snabdeveno najbogatijom-topo1ogi-

јот za koju је f neprekidno preslikavanje. 

Dekompozicija {A t : tE Т}, prostora Х naziva se gornje po1u

neprekidna dekompozicija ako za svaki zatvoreni skup Z С х va~i 

da је U {A
t

, AtnZ -ј' V1} zatvoren podskup (vidi [141). 

Jednostavno se тo~e. dokazati da је {A t : t Е. Т} gогпје polu

пергеkid~а dekompoziqija ako i samo ako za svaki оtvогеп skup 

U с Х, skup U {A t :AtC U} је оtvогеп podskup. 

STAV 3.23. Ako је. 6 : х --+ У kol-i.cn-i.k pJt.e.-6l-i.kаvаnје. рJt.о.:т 

~:tоJt.а-Х па pJt.O-6:tОЈL У -i. .odgovaJt.ajuc.a de.kompozic.-i.ja.{6- 1 (у.Ј: уЕ.У} 

pJt.o-6:tоJt..а Х је. goJtnje. polune.pJte.k-i.dnа de.kompoz-i.c.-i.ja, :tada је. 

(6, Х, УЈ T-i.:tJt.ојkа ako -i. -6аmо ako је. У T-i. PJt.O-6:tоJt.~ gde. 

-<. = 0,1,2,3,4. 

Akoje (f, Х, У) Т. trojka dokazacemo da је У Т. prostor. 
. l l 

Suргоtап smer је оСi91еdап. Dokaz сето uraditi za i = П. A.ko је 

i = 1,2,3,4 dokazide апаiоgпо. 

Neka је у' -ј у" У. Posto је (f, Х, У) То trojka postoji 
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otvorena oko1ina О podskupaf-1 (y') takva da је f-l(yll) П 0= 0. 

-1 
К а k о ј е d е k о m р о z i с i ј а {f ( у) : у 6. У} gorn је р о 1 u п е р r е k i d п а d е-

kompozicija, podskup U {f- 1 (y) : f-1(y) С О} је otvoren pod

skup u Х, sadr~i f~l(y'), а пе sadr~i f- 1 (y"). Po§to је f ko1i~

п i k Р r е s 1 i k а v а п ј е. а U {f -1 ( у) : f -1 ( у) 'с;. О} = f -1 ( В ), s 1 е d i d а 

је В tra~ena oko1ina ta~ke у'. 11 

р r е s 1 i k а v а п ј е f : Х - У п а z i v а s е р е l'Г е k t п о а k u је Х 11 а u z -

d о r f о v Р r о s t о г, f п е р r с k i d п о 1 Z а t v о r е п о IJ r с s 1 i k l\ V а t 1 ј L' , а 1'':'" 1 ( У ) 

kompak~ni podskupovi od Х za svako у iz У (vidi[14]). Perfektna 

pres1ikavanja im~ju mnoge dobre овоЫпе ~ije pos1edice тo~eтo vi-

deti i iz narednog izlaganja. 

5 obzirom da j~ regularnost inverzna invarijanta perfektnih 

pres1ikavanja тo~e ве pokaza~i slede6e tvrdjenje: 

STAV 3. '24. Alzo је ~: Х ~ У zatvOJLeno 1. па pJLe..6f.1.lzavanje 

tada је У Т з pJLO.6tOJL ako ~ .6аmо ako' је. (~, Х, УЈ Т З tkojlza. 

Dokaz. Оа је (f,X, У) Т з trojka ako је У Т З prostor sledi 

i z d е f i п i с i ј е Т 3 t r ojk е ( f, Х, У). 

Suprotan deo teoreme sledi iz slede6eg razmatranja. Neka 

је у iz У, В = В С У i У nije iz В. Kako је (f, Х, У) Т З trojka 

postoje otvoreni podskupovi0 1 i 02 u Х takvi da је 0l~ f-1(y), 

О 2 ~ ( f -l( В) i 01 (1 02 = 0. S о Ь z i r о m . п а z а t v о r е п о s t Р r е s 1 i k а va п ј а 

f, s k u Р о v i У - f (~ - о 1) i У - f (Х - О 2) s u о t v а r е п е о k о 1 i п е а d у i 

В respektivno, ра tr~ba аата јо§ pokazati da su ovi skupovi dis-

junktni, а to sled~ i.z ni~e uo~ene jednakosti. 

(Y-f(Х-0 1 »n(У-f(Х-0 2 » = Y-f(Х-0 1 )Uf(Х-0 2 ) = 

= Y-f (X-0 1 n0 2 ) = Y-f(Х) = 0.11 
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u ovom odeljku govori Бе о pojmovima kompaktnost, Lindel~f-

,ovost i parakompaktnost za prostore Х i У i trojke neprekidnosti 

(f, Х, У). N а v е d е п i р о ј m о v i u v е d е п i s u z а t l' О ј k е (f, Х, У) t I r а -

du [40}.,Postoje primeri trojki gde prostori Х i У nisu kompakt-

ni, dok је (f, Х, У) kompaktna trojka. Medju rezultatima navede-

nog rada mogu Бе istaci sledeci: 

STAV. T~ojka (6, Х, УЈ је kompak~na (Lindel66-0vаЈ ako ~ 

.6аmо al<.o је I<.Dmpal<.~na {Lindel66-0vаЈ ~Jtojl<.a (-i., 6(Х), УЈ, gdeje 

~ pJte.6l-i.l<.аvаnје u~apanja. 

TEOREMA. P~o-i.zvod kompal<.~nih Цојf<.i је I<.ompal<.~na ~Jtojl<.a. 

Jedna od motiva~ija za razmatranje navedenih pojmova па 

t r ој k а m а ј е t а d а а k о ј е V = {v : а ~ А} о t v о re п р о k r i v а с р r о s-, а 

11' 
t о r а У, t а da ј е i f - (V) = { f - (V ) : а Е А} о t v о r е п р о k r i v а с 

а 

prostora Х. Pokrivaci prostora Х oblikaf-1(V) mogu ima'tisvoj-

stva koja nemaju svi pokrivaci prostora Х. Tako Ба· proucavanje 

svojstava kompaktnosti, Lindel~f-ovo&ti, parakompaktnosti ukla

ра u problemati~u sledeceg tipa: Imamo dve,klase А i В pokrivaca 
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prostora. Za prostor Х kazemo da ima neko svojstvo т ako se u 

svaki pokrivaE prostora Х iz klase А moze upisati pokrivaE iz 

klase В. 

U ovom ode1jku је navedena problematika dalje razradjivana 

i dobij~ni neki novi ~ezultati. 

Tako је re~imo pokazano da Бе kod kompaktne trojke пе тота 

raditi sa svim ~tvorenim pokrivafima, v~6samo эа pokrivafima 

baznim podskupovima. 

, Jedan analogon P?znate teoreme da је neprekid~a s1ika kom

paktnogprostora opet kompaktan prostor је rezultat da Бе пе-

prekidnim pres1ikavanjem kompaktne trojke opet dobija kompakt-

па trojka. Medju znaEajnijim rezultatima ovog odeljka su: 

T~orema 4.17. koja daje vezu izmedj~ parakompaktnosti l 

Lindeldf-ovbsti trojki. 

Теотета 4.18. koja daje jedan'us1ov pod kojim su parakom-

paktnost prostora У i trojke (f, Х, У) ekvivalentni. 

NEKI REZULTATI О KOMPAKTNIM, LINDEL~F-OVIM 

1 PARAKOMPAKTNIM TROJKAMA NEPREKIDNOSTI 

VEFINICIJA 4.1. TJLojlza (~, Х, У) .6е. zove. (v-i.d-i. (401) 1) Izom

palztna, 2) L-i.nde.la~-ova, 3) paJLakompaktna, alzo za .6valz-i. otvoJLe.n 

pokJL-i.vа~, V рJLЙ.6tЙJLа У, u otvOJLen pokJL-i.vа~ ~~1{VI pJLo.6toJLa Х је 

mogute. upi.6at-i. otvOJLen podpokJL-i.vа~ U tak6 daje U 11 Izona~an, 

Z) pJLebJLoj-i.v, 31 lokalno konaEan. 

Ako је f х -4 У hOineomorfizam, tada o~igledno sve topo-
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lo§ke osobine koje ima Х imaju i У i (f) Х, У). u op§tem slu~aju 

nije tako, §to se vidi iz sledeceg рrirпеrа. Neka је Х = У = [0,1Ј, 

х је sa diskretnom topo1ogijom, У sa uobi~ajenom topo1ogijom а 

f је identi~no preslikavanje. Zbog diskretnosti topo1ogijc па Х, 

f Је neprekidno pres1ikavanje i Х nije kompaktan prostor. Medju-

tim, У је kompaktan prostor ра је i (f, Х, У) kompaktna trojka. 

Dokaz. Neka је (f, Х, У) kompaktna trojka, а {B t : t~T} 

zatvoreni podskupovi u У sa osobihom kona~nog presecanja. Ako Ы 

{B t : tET} = 0 ра i 

u {а: B
t 

: tET} = У. Zbog kompaktnosti trojke Cf, Х, У) postoja-

1а Ь! kona~na podkolekcija sa osobinom U {f-1C[ В.): i=1,2, ••• ,n} = 
~ 

= Х, odnosno n{В. : i = 1,2, ••• ,п} = 0. 5to је suprotno pretpo
~ 

stavci. Sli~no Ы i~ao suprotan smer dokqza. II 
Treba napomenuti dau Definiciji 4.1. umesto §to se tra~i 

da svaki pokriva~ f- 1 CV) ima pokriva~ datih osobina, тo~e se 

tra~iti da se pokriva~ f-
1

CV) тo~e reducirati па kona~~n pod

pokriva~. Ovo naravno va~i samo za kompaktnost i Lin~e16f-ovost 

trojki сг, Х, У). 

v Е F 1 N 1 С 1 Ј А 4. 3. Р о d ро d .tJt О ј k о т (fi' I Х ,., У') .tJt о ј k е. (fi, Х, У Ј 

-
pod1l.azume.vamo .tJtOjf2U (fi', Х', У'), gde. је. Х'СХ, У'СУ, fi'(x) = 

fl(X), хЕХ' -i. fl': Х' - У'. 

Sada se тo~e iskazati jedno o~igledno svojstvo trojki. 

STAV 4.4. Ako jQ У' za.t~oJte.n pod~kup pJto~.toJta У а Х' pJto~ 

. -i.zvoljan pod~kup pJt.o~.toJta Х, .tada, ako је. (fi, Х, У) k.ompak.tna 
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tJc.ojk.a. ta.k.va. је -L podtJc.ojk.a (б', Х', У'). Ak.o .је., me.dju.t-Lm, АС Х, 

6 А = 61 А -L {6, х, У Ј k.ompa.k.tna. tJc.ojk.a., :ta.k.va. је. -L (6 А , А, у Ј 

tJC. о ј k. а. • 

-
STAV 4.5. Ne.k,a. је. У Ha.u.-6dоЈс.66-оv pJc.O-6:tоЈс., АСХ, ВСУ, 

6 : х -~Y ne.pJc.e:fG-Ldnо pJc.e.-6.t-Lk.а.vа.nје., А = 6-1(8) -L UA = 6 IA. Ak.o 

ј е. \ 6 А ' А , В Ј . 1<. о т р а. k. tsi а. :tJC. о ј k. а. , :t a.d а. -6 е. . z а. -6 v а. k. о Ijf::. У - В Р о d.6 k. u. ~ 

po~-L 6- 1 \ВЈ -L 6- 1 \'иЈ mogu Jc.azdvoj-L:t-L otvoJc.e.n-Lm -6k.u.pov-Lma.. Otu.d 

В -L U -6е. ta.k.odje. mogu. Jc.azdvoj-Lt-L otvoJc.e.n-Lm pod-6k.u.povima. 

Dokaz. Za svako у G. У - В i b~ В postoje disjunktne оtvо'rеле 

-1 
о k о l'i п е V Ь i t,} Ь t а k v е d а ј е Ь Е V Ь а у Е W ь. О t u d а s u f V Ь i 

f-1W b otvoreni disjunktni podskupovi od х. Medjutim, ako Бе у 

fiksira а Ь uzme sve vrednosti iz В, ima6emo familiju otvorenih 

р о d s k u р о v а {f -1 V Ь : Ь Е В} k о ј а р о k r i va А. 1< а k о 

paktna trojka, postoji konacna fam.ilija f-1v
1

, 

j~ (fA, А, В) kom-

-1 -1 
f V2 ,···,f Vn 

koja pokriva А. Ako su W. odgovaraju6e okoline od V., otvoreni 
l l 

'podskupovi U {f-1(v.): i = 1,2, ••. ,n} i n{f-1(W.) : i = 
l l 

1,2, .•. ,n}· sudisjunktni i vaze inkluzije АС U{f-1(V.) i = 
l 

1,2, ... ,n} i f-1(y) С {f-1О'Ј i ): i = 1,2, ••. ,n}. Otud, tako-

dje vaze inkluzije ВС U{V. : i = 1,2, •.• ,n} i y~n{W.: i = 
l l 

1,2, ••• ,n}. 11 
-1 

Р OS L Е V 1 С А 4. 6. N e.lz а ј е. А = 6 t В ) с Х, В с У , 6: х + у п е. -

pJc.e.k.-Ldnо pJc.e.-6l-Lk.аvа.nје., -L У је. Ha.a-6~оЈс.66-оv pJc.O-6tоЈс.. Ta.da., a.k.o 
. -

је. {6 А , А, В Ј k.ompa.k.tna. :tJc.ojk.a. АС х' -L ВС У -6и zatvoJc.e.n-L pod-6k.u-

pov-<.. 

VEFINICIJA 4.7. Za. tJc.ojk.u. (g, Р, Q), gd~ -6и Р -L Q topolo~-

k.-L pJc.O-6tоЈс.-L, а. 9 pJc.e.-6.t-Lk.а.vа. Р -L Q ne.pJc.e.k.-Ldnо, k.a.ze.mo da. је. 

n·e.pJc.e.k.-Ldnа -6.t-Lk.a tЈс.ојk.е.\б, Х, УЈ, ak.o PO-6:toje. ne.pJc.e.k.-L'Clnа ~-LЈс.-

je.k.:t-Lvna. pJc.e.-6l-Lk.а.vаnја. ЧЈ : Х + Р -L \јЈ: У + Q :tal<.va. da. vaz-L \јЈ о б = 

9 о ЧЈ. 
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STAV 4.8. АЬ.о је (6, Х, УЈ b.ompok:tп.a :tJr.ojka, а (g, Р, QJ nе

pJte/<.-i.dnа .6.t-i.I<.а :tJr.ojl'(.e (6, Х, УЈ, :tada је -i. {g, Р, QJ kompal<.:tna 

:tJtojka. 

Dokaz. Ako је (V
t 

: tE Т) 'otvoren pokrivac prostora О, tada 

ј е {f' - 1 о \); -1 (V.
t

) : t Е Т} ot v о r е п р о k r i v ас р r о s t о r а Х k о ј i z Ь о 9 

kompaktnosti trojke (f, Х, У) ima konacan podpokrivac {f-lo 

-1 
Ф (V.): i= 1,2, .•. ,п}. Tadazbog ф о f=9ОЧ1 vazi da је 

l 

{g-l(V.) i= 1,2, •.• ,п} otvoren pokrivac prostora Р, ра је 
l 

(g, Р, Q) kompaktna trojka. 11 

. Оа suprotno od iskaza stava 4.8. he vazi vidi se. lZ slede-

6eg prirnera. Neka је Х = У = R sa uobicajenom topo1ogijom а 

f : Х .~ У п е k а ј е i d е п t i с п о р r е s 1 i k а v ап ј е. N е k а ј е Р = R i О = 

[-1,1Ј takodje sa uobicajenom topologijom а 9 : Р -+ [-1,lЈ 

d е f iл i s а п о s а 

-1 х < -1 

g(x) = { х -1 ~ х ~ 1 

1 х > 1 

Ako је tp х + р i d е п t i с п о р r es 1 i k а v ап ј е а Ф : у + о d е f i п i s ап о 

k а о i g. 1 т а 6 е т о 1Џ. of = 9 со tp i (g, Р, Q) ј е s t е k о.т р а k t п а t r о ј -

k а . а d а (f,. Х, У) п i ј е k о m р а k t п' а t r о ј k а • 

IZ dokaza stava 4.8. moze se uociti da su tacni odgovara-

ju6i iskazi ako se kpmpaktnost zameni svojstvom Liпdеlбf-а, od-

nosnv svojstvom prebrojiv~ kompaktnosti: 

STAV 4.9. Ako је (6, Х, УЈ L-i.nde.to6-ova :tлојkа, а (9, Р, Ql. 

nерлеk-i.dnа.6.t-i.kа :tлојf(е (6, Х, УЈ, :tada је. -i. {g, Р, QJ L-i.ndе.tО6-

ova :tJr.ojka. 

Mada је definicija prebrojive kompaktnosti trojke slicna 
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definicijama kompaktne i Lindel~f-ove trojke, navedimo је radi 

kompletnosti i iskazivanja narednog stava. 

"DEFINICIJA 4.70. Za :tAojku. (-6, Х, УЈ kaze.mo da је. pJte.bJtoj-i-

vo kOJnlpal<.:tn.a ako za.6vak-i o:tvoJte.n. pJte.bJtoj-iv pokJt-<'vа~ V pJto.6:toJta 

Yza o:tvoJte.n y.JJte.bJtoj-iv РОRл-ivас-6- 7 (VЈ pJto.6:toJta Х ;JO-..6:toj-i l2опаСаn. 

р о d р о kJt-i v ас • 

STAV 4.77. Ako је. (-6, х, У Ј pJLe.6Jtojivo kompaf:.'.:tnc! .tJ[ojl~ ((, а· 

( 9, . Р, Q Ј . п. е. рЈс. е. k id п. а .6.t ik а :tJt о ј k е. (6, Х, у Ј, t a.d а ј е. i (9, Р, Q Ј 

pJte.bJtojivo kompak:ti1a :tAojka. 

STAV 4.12. TJtojka (-6, Х, УЈ је. kompak:tn.a ako -i .6ато ako za 

.6val<.-i O:tVOJLe.n. bctzn.i pok.ll.-ivac {B t : :tET} pJLO.6toJta У, o:tvoJte.n.i 

. р о '<.Јс. i V CLC '{ -6 - 1 ( В :t Ј ' :t Е Т} -i т а k о п. ас 0.11 р О d р о k Jt -i v CtC • 

Dokaz bazira па cinjenici da se u sv·aki otvoren porrivac U 

moze upisati bazni otvoreni porkivac В i da inverzno preslika-

vanje odrzava inkluzivnost skupova. 

Ako se uoci kompozicija ~va ~reslikavanja, mogu se pokazati 

s 1 е d е с а s v о ј s t.v а: N е k а s u f: Х + У i g: У + Z п е р l' е k i d п а 

preslikavanja~ Tada vazi: 

STAV 4.73. TJtojka {9 6, х, ZJ је. kornpak:tn.a ako је. ЬаЈС. je.d

п. а о d :tJt о ј k i (1\, Х, У Ј, (9 , У, Z Ј k о т р ak tn. а :tJt о ј k а • 

STAV 4.74. Ako је. (9 О, х, Z) kompaktn.a :tAojka -<. о ~-iJt-

je.k:tivn.o pJte..6.til<.av'an.je., :tctda је. i (9, У, Z Ј kompaktn.a :tAojka. 

Slicno se mo~e reci za kompoziciju vi~e preslika~anj~) .. od-

nosno za Linde13f~ove iparakompaktne trojke. 

Kako iz parakompaktnostiprostora Х slede oe~a separaciona 

. ~vojstva рrоstоrз Х, logicno је istrazivati vezu izmedju para-

ko~paktnosti trojke (f, Х, У) i separacionih svojstava prostora 
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Х, У i trojke (F, Х, У). Na kraju ode1jka bice razmatrana i veza 

izmedju parakompaktnosti prbstora Х, У i trojke (f, Х, У). s tim 

u vezi imamo sledeci rezu1tat: 

ТЕОRЕЛfА 4.75. Ako је (6, х, У Ј pCUtakompak.tn.a .tJtojka Ј.. У. 

Jtegu-f.a.ltan. pJtO-6.tоJt, .tada је 16, Х, УЈ ko-f.еkс.Ј..ј-6k-i. n.oJtma-f.n.а tJtojka. 

Dokaz. Neka је F = {F : sE S} diskretna fami1ija skupova s 

z а t v о r е п i h u р го s t о r u У. F а mi 1 i ј а f - 1 С F) = {f - 1 ( F Б) : s Е S } ј е 

diskretna familija skupova zatvorenih u prostoru Х. Za svako уЕ V 

odaberimo otvorenu oko1inu V koja sefe najvi§e jedan. e1ementod . 
у 

F, p~ f-1CV ) s~fe najvi§e jedan e1ement diskretne fami1ije 
. у 

f- 1 CF) i {f- 1 CV ) : уЕ. У} је otvoren pokrivaf· prostora Х. Kako 
у 

је У regularan prostor, а F diskretna fami1ija skupova zatvore-

nih u У тo~e~o uzeti da napred nadjene okoline V su takve da V 
у у 

.s е f е п а ј v i § е ј е d а п е 1 е m е п t f а m i 1 i ј е F, z а s v а k о у <==.. У. S 1 е d i d а 

i f~lCVy) ,sece najvi§e jedan e1ement fami1ije f~lCF).·S druge' 
-~--

strane, zbog neprekidnosti pres1ikavanja f imamo f~l(V )С f- 1 (V) 
у у 

-1 - -1 ) -1 ) Cf (V), ра i s.kupovi f CV i f (V 
у . у . у 

seku najvi§e ро jedan 

e1ement fami1ije f-1(F)~ Kak~ je.Cf, Х, У) parakompaktna trojka 

о t v о r е п i р о kr i v а с {f -1 С V у ) : у Е. У} i m а о t v о ~ е п о 10 k а 1 п о k о п а с п о 

rafiniranje recimo {U t : t Е Т}. Po§to је svako Ut sadr~ano u пе

kom f- 1 СV у )' svako Ut sece najvi§e j~dan e1ement fami1ije f- 1 (F). 

Uocimo otvoreni pokrivaf {bl t : t Е Т} 'definisan sa Wt = 

U
t 

- U {U
i 

:' i Т - '{t}}. Po§to је {U
t 

: t ЕТ} 10ka1no konacna 

fami1ija vazi U {U. : i 
1 

Т' с Т} =' U СИ,. : i Т 'с. Т}, р а i m а m о 
1 

Wt = Ut - U { U . : i Е Т - (t} } • Tako nadjena fami1ija {W
t 

: tE:T} 
1 

је otvoreno 10ka1no konacno rafiniranje fami1ije {f- 1 CV ) 
у 

y~ У} 

i za svaki podskup f-1CF ) imamo njegovu otvorenu oko1inu Hs = s 

U {W t .: \rJ t W
t 
П F I е/}. Zbog us10va Wt = U

t 
.:. U (и. s 1 



, 30 

iE. Т - {t}}, Hs su пе s ато disjunktne okoline elementa familije 

-1 . 
f (F)" vec је ,! fami1ija {Н : SES} diskretna fami1ija. 11 

s ' 

POSLEVICA 4.16. Ak.o је и рал ak.ompak.:tnoj ;tJLojk.i (6, Х,' У Ј 

PJt а ~:tОЈ( У /1. е. gu . .f. аЈиm, :tad а ј е. (6, Х, У Ј nOJtm a.f.n а :tJto ј k. а. 

TEOREI\IA4.77. Ako је. (6, Х, УЈ рал.аkоmраk:tnа:tliојkа, У Jte.

gu.f.aJtan PJtO-6:tоJt, а Х .oepa.fLab.i.f.an PJtO-6:tоJt, :tada је (6, Х, УЈ L.in

d e.f. ,5 6 -Otl С{ :tJt О ј r. (( • 

Dokaz. Neka је {V t : tE. Т} otvoreni pokrivac prostora У. Za 

svako у Е. У odaberimo otvorenu okolinu W takvu da је W с. W с. V
t , , ' у у у 

za neko t Е. Т. Zbog neprekidnosti preslikavanja -le ' f vazi f W) С 
У 

f-1 (\rЈ ) С f- 1 е\rЈ ) с f- 1 СV t ). Otvoreni pokrivac 
у у 

{f-1 СWу )' : уЕ.У} 

prostora Х је rafiniranje pokrivaca {f-1(V
t

) : t Е. Т}. Zbog р'аг а-

kompaktnosti trojke (f, Х, У) ~ostoji otvoreno lokalno konacno 

r а f i п i r ап ј е U = {U : ,s Е. S } , р.о!< r i v а с а { f - 1 е w ) : у ~ У} • 
, s у 

Neka је А prebrojiv svugde gust podskup od Х. Tada је U ot-

v о r е п р о k т i v ас i о d А, р а р о S t ој i U l' U 2 ' ... р r е Ь r о ј i v d е о od U 

-1 
koji pokriva А. Za svako Ui postoji f (V tei » saos,obinom UiC 

х = U {U.nA:i=1,2, ..• } = 
l 

U { U i () Д : i = 1, 2 , .•. } с U {и i : i = 1, 2,3 , .' .. } с U {f-.1 е V t ( i) ) : i = 
-1 

1,2, ... }. Familija {f (Vt(i» i = 1,2,3, ••. } је trazeni рге-

brojiv podpokrivac od {f-lСV t ) t Е.Т}. 11 

Od Svojstava koja se defini§u u terminima otvorehih pokri-

vaca, parakompaktnost је medju slozenijim i, za razliku recimo 

od kompaktnosti, nije invarijanta neprekidnih preslikavanja. Ра-

rakompaktnost takodje nij~ invarijanta otvorenih prcslikovunjo, 

a1i jeste invarijanta zatvorenih pres1ikavanja i inverzna inva-

rijanta savr§enih eperfektnih) preslikavanja. S obzirom па gore 

гесепо, od interesa је па6! vezu izmedju parakompaktnosti trojke 
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i parakompaktnosti prostora Х i У. U vezi toga imamo tvrdjenje: 

т Е о R Е М А 4. 7 8. Z а УЈ e.Jt6 е. k. tn о -<. п а yJJt е..6 .f. -i. k. а v аn ј е. -6 х --r у 

v a.Z -<-: У ј е. УЈ аЈС. ak.o mр ah t аn pJt о .6tOJL а/," о -i. .мато atzo ј е. (-б, Х, у Ј р а

JL ak. о mр аЈ<. tn а tJL о ј k. а. 

Dokaz. ОаЫ pokaza1i kako iz parakbmpaktnosti prostora У 

sledi parakompaktnost trojke (f, Х, У) uo~imo otvoren pokriva~ 

{ V t : t ~ Т} Р а га k о т р а k t п о 9 р r о s t о r а У, 1 о k а 1 п о k о п а ~ а п р о k r i v а ~ 

{ V t ' .; t' Е Т '} u р i s а п u d а t i р о k r iv а ~ {V t :t Е Т} i z а s v а k о у 

iz У oko1inu V koja se~e вато kona~no e1emenata ~okriva~a 
у 

{Vf.'·; t'~T'}. 

Sada imamo dci је pokriva~ {f- 1 (Vf.') : t'.E Т'} prostora Х 

10ka1no kona~an i upisan u pokriva~ {f- 1 (V
t

) : tE Т}, gde otvo

гепа oko1ina f-1(V ) svake ta~ke х iz f- 1 (y) se~e kona~n·o е1ете-
. у 

nata.pokriva~a {f-
1 (Vf.') t'ET'}. 

Оа Ы pokaza1ida iz parakompaktnosti trojke (f, Х, .у) вlе-

di parakomp.aktnost prostora У, dokazimo da sledi parakompak.tnost 

prostora Х, ~a perfektna pres1ikavanja. Podjimo od otvorenog ро-

{} f -1(y) kriva~a U : sES prostora Х. Kako su podskupovi 
s kom-

paktni za svako у iz У, јег је f per~ektno pres1ikavanje, za sva-

ko У iz У Lro~imo kona~an skup S(y) iz S, tako da {U : SE.S(y)} s 

ј е о t v о r е п р о k.r i v а. с ko т р а k t п о 9 s k u р а f -1 ( У ), t ј. f - 1 ( У ) С 

U { U : s Е 5 ( У )}. Z Ь о 9 р а га k о т р а k t п о s t i t r о ј k е (f, Х, У), z а о t-
s 

v о r е п i* ) р о k r i v а ~ {f - 1 '( V ) : у Е У} р r о s t о r а Х р о s t о ј i 1 о k а 1 п о k о
У 

па~ап pokrivac {W
t 

tE Т} upisan u pokrivac {f-1(V y ) : уЕ..У}. 

*)PodskUPOVi Vy uzeti su takvi da vazi f-1(Vy ) U {U. :U. 
1 1 

-1 
f Су) i 0 Ј. 

Egzistencij~ podskupova Vy ва gornjim Bvojstvom obezbedjena је zatvoreno-

scu preB1ikavanja 'f (vidi 1.4.13. u [14Ј), ~ POdBkupova U
i 

ва gornjim . 

Bvojstvom ima вато konacno. 
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Za svako х iz Х postoji otvorena okolina О koj а sece зато konac-
х 

по elemenata pokrivaca{W t : tE. Т}, tj. za svako х iz Х posto-

JJ.konacan podskLIP Т(х)' indeks skupa Т, tako da је ОХ П IrJ t f. .0 sa

то za t iz Т(х). 

S druge strane svako х iz f-l(y) le~i u konacno elemenata ро-
. 1 

krivaca {U : SE;:. S(y)} podskupa f- (у). 
s 

otvorel)i pokrivac {W
t 
П Us : t Е Т (х), s Е S(y) 1 х Е. Х} рго-

stora Х је lokalno konacan i upisan u pokrivac {U ::3 Е.. S}, Јег s . 

okolina ОХ П П {U s 

р о k r i.v а с а {\·Ј t () U s 

вЕ S(y)} tacke х весе вато konacno elemenata 

tE Т(х), sES(y), xE.·X}~ 11 
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5. APSOLUTNA ZATVORENOSTTROJKI NEPREKIDNOSTI. 

U ovom odeljku razmatra ве apso1utna zatvarenost trojki. 

Inspiracija za ovakvo razmatranje potice od [6], [12] i [25Ј. 

Naime, u ovim radovima ве razmatra ројат apso1utno zatvorenih 

prostora kao jedan oblik uopAtenja ројта kompaktnosti. Sam ројат 

је uveden u [6Ј, а dosta је ·obradjivan u [25],' [39Ј, [4зЈ, [11] о 

i [12 Ј. к а k о је р о ј а m а р s о 1 u t п е z а t v о r е п о s t i v е z ал z а р о k r i v а с е 

prostora logicna је Ы10 uvesti ројат apso1utne zatvorene troj

ke kao'Ato је u [40Ј ЫО uveden ројаm kompaktne trojke. U ovom 

de1u rada daje ве veza izmedju apso1utne zatvorenosti trojke i 

nekih slicnih svojstava kao Atoje kom~aktnost trojke i1i вlаЬа 

kompaktnost trojke. 5 druge strane pokazuje ве da suta svojst

va pod izvesnim uslovima ekvivalentna. Као Ato је poznato перге

kidпа slika арsоlutпю zаtvогепоg prostora је apsolutno zatvoren 

prostor. Uvodjenje ројта apso1utne zatvorenosti trojke (f, Х, У) 

daje jedan ројат kюјi је izmedju apso1utne zatvorenosti prosto

га Х i apsolutne zatvorenosti prostora У. Takodje ве daju prime

ri koji govore da su navedene imp1ikacije stroge, odnosno daju 

ве primeri trojki koje jedan u~lov zadovoljavaju а drugi пе. 
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Kod pojmova tipa kompaktnosti, kao ~to је apso1utna zatvore-

nost, od interesaje posmatrati i ропа~апј~ ргета diskretnim to-

po10skim sumama i ргета proizvodu, ра је ta problematika ovde 

takodje razmatrana. 

NEKI REZULTATI О APSO.LUTNU ZATVORENIM TRUJKAMA 

.Definicija apso1utno zatvotene*) trojke daje Бе ana10gno de-

finiciji 4.1. (vidi[40]) za kompaktne trojke. Neka su Х i У to-

р о 1 о s k i Р г о st о г i а f : Х - У п е р г е k i d п о Р r е s 1 i k av а п ј е о d Х u У. 

Tada тo~eтo dati slede6u definiciju: 

VEFINICIJA 5.7. TJr..ojk.a (6, Х, У) је. ap~olu:tn.o za:tvoJr..e.n.o ak.o 

za ~vak.'<' o:tvoJr..e.n. pok.Jr...<.vac V = {V:t : :tET} pJr..o~:toJr..a У po~:toj..i.. k.o

- 7 
п. ас Ctl1 d е. а V 7' V 2' ••• , V п. :t ak. av d а ј 12. U {6 { v .<.} : .<. = 7 , 2, ••• , n.} = 

U.{6- 7(v.<.} : -<. = 7,2, ••• ,n.} == Х. 

STAV 5.2. Ak.o је. Х ap~olu:tn.o za:tvoJr..e.n. pJr..o~:toJr.. :tada је. 

(6, х, У) ap~olu:tn.o za.:tvoJr..e.n.a :tJr..ojk.a. 

Dokaz. Neka је V = {V
t 

: tE. Т} proizvo1jan otvoren pokrivac 

prostora У , tada је f-1(V) = {f- 1 (V
t

) : tE. Т} otvoren pokrivac' 

prostora Х • Kako је Х . apsolutno zatvoren prostor, pokrivac f-1(V) 

јта konacan deo koji zadovo1java' uslov definicije apsolutne za-

tvorenosti trojke (Г, Х, У). i I 

STAV 5.3. Ak.o је. (-6, х, У) ap~olu:tn.o za:tvOJr..e.n.a :tJr..ojk.a, 6 

~.i.Jr..је.k.:t.<.vn.о p/l.e.~l.t1<.avan.je. -<. У Наu~dоJr..-66 -ov pJr..o~toJr.., :tada је. У 

*)u [14Ј арsоlutпа zatvorenost Бе па~ivа Н-zаtvогепоst (H-closedness). 
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Dokaz. Neka је V = {V t :.tET} otvoren pokrivac prostora У, 

tada postoji konacan deo V1 ' Vz "'" Vn · V takav da је 

l = 1,2,3, ••• ,п} 

по pres1ikavanje 

= х. Medjutim, ka'ko је r neprekid

v а z i r -1( V . ) с r -1 (v . ), р а s 1 е d i Х = U {г1 (V . ) 
. l l . l 

= U { -r--""=-l-(-V-. -)--i-=-1-, -2-, -3-, -.. -. -. -, -п } С u {r -1 (V.) : 
l . l 

i = 1,2,3, ••. ,п} 

i = 1,2,3, ... ,п}, а odat1e U {f- 1 (v . ) i = 1, 2 , 3 , .••• , п} = Х • 
l 

1 konacno imamo U {~. : i = 1,2, ••• ,п} = У. II 
l 

POSLEDICA 5.4. AllO је. Ha.u,,~do)t66 -ov PAO,.~.tOJL У hc.p:L('.ll-ttlНt1 ,~.c.-t

Ila ap..6o.lut.no zat.voJtQ.l1og pJtoJ,:,t.oJta Х, t.ada је.. У ap..6o.lut.no zat.voJte..n 

PJt O..6.t.oJt • 

stavovi5.2. i 9.3., iPos1edica 5.4. daju s1ede6u ~emu im-

p1ikacija 

Х aps.zat. 

stav 

Posledica 5.4. 

> 

(f, Х, Y=fX) aps.zat. 

trojka 

У aps.zDt. 

Stav 5.3. 

S1ede6a dva primera 5.5.i 5.6. pokazuju d~ implikacije su-

protne od onih u prethodnoj ~emi nisu tacne. 

Primer 5.5. Neka је У apso1utno zatvoren i nekompaktan рго

stor i I У I ~ Ато ' Ako se za Х uzme skup У sa diskretnom topo1o

gijom, а za f : Х -+ У identicno preslikavanje,ima6emo da је f пе-

prekidno pres1ikavanje, (r, Х, У) nije apso1utno zatvorena troj-

ka а У= feX) jeste apsolutno zatvoren pro~tor. 

Primer 5.6. Neka је Х prava sa uobicajenom topologijom, У 
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prava эа grubom topo1ogijom, а f : Х -+ У identicno pres1ikavanje. 

Jedini pokrivac prostora У је сео prostorY, ра је (f, Х, У) ар-

solutno zзtvогепа trojka, а Х po§to .је regularan i nekompaktan 

prostor nije apso1utno zatvoren prostor (vidi [6Ј). 

VEFINICIJA 5.7. Di~junk~na ~opolo§ka ~uтa 6aтilije ~~ojki 

{(6 а , Ха' УаЈ аЕ:А} је ~lc.ojka !6, Х, УЈ, gde је Х = Ф {Xa:af:A} 

у = (]) {У : а Е А} i 6 I Х = б z а ~ v alzo а Е А, а (f) о z н acav а ([;i..,~-
а. а а 

jUJ1k~J1u ~uтu odgovMajueif1. рло~~ола..{. 6 а : Ха -+ У а· 

STAV 5.8. Vцјunk~nа ~opolo§ka ~uтa 6amilije ~ojki 

{{ 6 а', Ха' У а Ј : аЕ А} је ap.6olU~J1o za~voJtena ~ojka ako i ~aтO 

ako ~vaka ~Jtojka !6 а , Ха' у аЈ, аЕ.А, ap.6olu~no za~voJtena ~J[ojka 

i А konacan ~kup. 

Dok8z. Nek8 је skup А konacan skup, .8 svak8 trojk8 Cf ,Х ,У ) 
" а а. а 

apso1utno zatvorena, i V proizvoljan otvoren pokrivac bd 

-1 . 
У = G> {У : 8Е А} .F а m i 1 i ј а f С V ) је о t v о r е п р о k r i v а с р r о s t 0-

а 

r 8 Х = (±) {Х : 8 Е А}. р о § t о . ј е . А k оп а са п s k u Р i s v а k а t r о ј k 8 
а 

с f , Х , . а а 

-1 ) 
f (V 1 ' 

У ), а Е А , ар s о 1 u t п о " z а t v о r е п а, t о Р о s t о ј i k о п а с а п d ео 
а 

-1) -1) -1 -1 f ( V Z ,..., f С V п f а m i 1 i ј е ·f С V ) = {f ( V ), v Е џ} , 

{ -1 ) " } takav da је U f (V. : l = 1,Z,3, ••• ,n = Х 
l 

Neka је sada (f, Х, У) epso1utno zatvorena trojka gde је 

Х = (Е) {Х : аЕ А} , У = @ {У : а Е. А} , f : Х -+ У , а 6. А , i 
а а а а а 

f х -+ У nepre"kidno pres1ikavanje tako da је f I х = f • Neka је 
а а 

u otvoren pokriva~ podprostora Уа 
о 

za neko а Е: А i V ={У : 
о а 

аЕА - {а}} u u 
о. 

V је otvoren pokrivac sume {У 
а 

: а·6 А} • 

Familije f- 1 (U) i f-
1 CV) su disjunktne i cine оtvогел'роkгivас 

prostora Х i Х - Х .Kako је trojka (f, Х, 'У) apso1utno zatvore-
ао ао 

па trojka, iz gornjih familija эе тo~e izdvojiti konacan deo 

-1 -1 . -1 . -1 -l( ) 
f (U

1
),·f (U

Z
), ••• , f .CU

n
) l f СУ 1 ) = X

1
, f Yz =X z, ... , 
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-1 
f (Y k ) = Xk cije adherencije pokrivaju Ха i Х - Х respektiv-

о ао 

по. Тоzпасi da је svaki prostor Ха apsolutno zatvoren prostor, 

а А konacan skup. II 
Ako se proizvod familije trojki {(f , Х , У ) : аЕ A}(vidi . . а а а 

[40Ј) uvede uslovom da је to trojka (f, Х, У) gde је preslikava-

пје f : Х + У definisano sa f = {f : аЕА}, Х = П {Х 
а а 

аЕА}, а 

У = П {У : аЕ А}, moze se pokazati sledece tvrdjcnje: 
а 

Dokaz stava 5.9. sledi iz sledecih rezu1tata: Lema 5.10'i 

Lema 5.11., Lema 5.12. i komentara iza tih lema. 

LEMA 5.1 О. Н au.-6dоJt.6 6 -ov pJt.O-6:tоJt. Х је. ap-6оR.u.:tnо z a:tvoJt.e.n ak.o 

..{. -6аmо ak.o za ~vоЈ<.i. o:tvoJt.e.n bazni. pok.Jt.i.vac В = {B:t : :tET} pJt.o-

-6 t о Jt. а Х р 0-6 t о ј i. k. о 11. ас аn d е. о В 1 I В 2 I ••• , в п В -6 а о -6 о Ь i. п о т 

U Св . 
..{. 

..{. = 1,2,3, ••• ,n} = Х • 

Dokaz. Neophodnost uslova је jasna. Pokazimo da је us10v i 

dovoljan. Neka је u = {U : аЕА}' otvoren pokrivac prostora Х. 
а 

z а s v а k о х Е. Х Р о s t о ј i . а ( х ) Е. А t а k v о d а ј е х Е.. U а ( х )' i п е k а је 

t(x)E т takvo da је XEBt(x) с Ua(x)' Familija {Bt(x) : ХЕ.Х}С В 

ima konacan deo В 1 , 8 z, .•• ,B n takav da је U CB i : i = 1,2,3, ••• ,п}=Х. 

A1i tada zbog Bt(x) ~ Ua(x)' vazi za odgovarajuce elemente ро

~rivaca U da postoji konacan deo U1 ' U2 , •.. , Un pokrivaca U sa 

osobinom U {U
i 

: i = 1,2,3, ••• ,п} = х. 11 

L Е МА 5. 1 1 ~ N е. k. а -6 u. Х а ' У а' а € А, :t о Р о R. о s k. i. р Jt. 0-6:t о Jt. i. , а 
-

Х а + Уа ne.pJt.e.k.i.dna PJt.e.-6R.i.k.аvаnја. TJt.ojk.a (П 6 , п х I П У Ј је. 
а. а а а а а 

је. ap-6оR.u.:tnо za:tvoJt.e.na ak.o i. -6аmо ako za -6vak.i. bazni. pok.Jt.Lvac 



38 

в = {п B~ : aG.Д, .iE I}, y.)J(,o~.to1La IIУ ~ koj.<. је. o.tvo1Le.n, po~.toj'<' 17.0-
а 

п. ас аn d е. (; П В 1 
а' а 

.{. = 7,2, ••• ,n} = 

z 11 
П В , ••• , п в 
а а а а 

: 

п{х aGA}. 
а 

DokBZ. KBko је neophodnost US10VB jBsnB, poka~imo da је us-

1 о vd о v о 1 ј в п. N е k в је V = { v t : t Е.. Т} о t v о ren i р о k r i v в с р r о s t о r в 

II{У : вЕ.А}. ZB sVBko уЕ.II{У : вЕ:А} postojit(y) takvo da је 
в в 

YE.Vt(y)C 

kav dB је 

п {Уа: вЕ,А}, i postoji bazili e1ement П{8~ : aE-А} 

уЕ. Л {ву: аЕ А} CV
t

( )' Familija {п(в)' : аЕ А) - а у а 

уЕ: П У }' је otvoren bazni pokrivac prostora п{у : аЕ А}, в 
_ а а '. а 

ta-

{f- 1 (п{в У : аЕА}): УЕ:.п У } је otvoren bazni pokrivBc prostora 
а а- а 

П {Х : аЕА}. Kako је f-1(пвУ, аЕА) = П {f-1(B Y), aE-А}, па~ 
а а а а 

djeni pokriv~t је bazni za р r о s t о r П { Х : а Е. А}, i Р о Р r е t р os t а v -
а _ _ 

ci postoji konacan deo tog pokrivaca П -1 1) -1( 2) f (В ,п f В, ••. , 
а а а а а а 

П f-1(Sn) tBkBVdB је U {Пf- 1 (в i ) 
в в в в в в 

i = 1,2, ••• ,n} = 

П {Ха: вЕА}. -Medjutim, svaki п{в~ аЕ:.А} је u nekom e1ementu 

Vi pokrivBca V, ра postoji konacan deo V1 , V2""'V~ sa osobinom 

{ -1 i, . } { -l( i) 
П Х :аЕ.А} = U {f СП в·): l = 1,2,3, ••• ,п =U П f В 

а а а в а а 

l = 1,2,3, ••• ,п} С U{f-1(V i ) : i = 1,2, ••• ,п}. 11 
а 

LEMA 5.72. T1Lojka { П 6 I П Х, II У Ј је. ap~olu.tn.o zatvo-
aGA а асА а a~A а 

1Le.na alzo.<. ~amo ako za .6vak.<. o.tvo1Le.n. ~uЬЬС(.zn.-i. pok1L-i.vас pJt.o.6.to1La 
-

п {У а : a~A} PO.6.toj'<' kOl1acan. de.o .takav da је. za.tva1Lan.je. ~n.vе.1L-
- -

zn.-i.h .6t-i.ka clan.ova .tog de.la pok1L.<.vac pJt.o.6toJt.a II {Ха: аЕА}. 

Neophodnost uslova iskazanih u Stavu 5.9. s1edi iz slede-

ceg izlaganja: Neka је СП f , II Х , II У ), 9 d е ј е в Е. А, а р s 01 u t п о 
а а а 

z~tvorenatrojka i V 
ао 

= {V
t : E~ Т} otvoreni pokrivac prosto-
-ао 

п·v t 

a~A а 
takvo da Ј'е V

t = У 
а а 

za ra У • ZB svako t Е. Т nekB је 
ао 

svako alё. А - {а }. FamilijB 
о 

{II Vt : 
аЕА а 

tET} је otvoreni pokrivac 

рrоstоrаП У Kako је ( П f, П Х, П У ) aps01utn·o zatvo-
. аеА а' аЕА а аЕА а аЕА а 
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rena trojka, postoji konafandeo ·П V1 , П V2 , ••. , П Vn 
nave-

аЕА а аЕА а аЕА а 

{ -1 i. d е п о 9 р о k r iv а f а t а k а vd а v а z i П Х = U f (П V ): l = 1, 2 , ••• ,п} = 
аЕА ·а аЕА а 

u { п f-1(V i ) l = 1,2, ••• ·,n} = U { п f-1(V i ) : i = 1,2, ••. ,п}. 
аЕА а. а . аЕА а а 

Odat1e sledi da је {f-1(v
i

) i = 1,2, ••. ,п} pokrivac: prostora 
ао. ао 

5 obzirom па definiciju 4.1., gde ве za kompaktnost trojke 

(f, Х, У) z~hteva da za svaki otvoren pokriva~ V prostora У ро

stoji kona~an deo pokriva~a f-
1

(V) koji pokriva prostor Х, imamo: 

STAV 5.13 • . Svaka kampak~na ~~ajka је ap~olu~na za~va~ena 

~~a ј 1<. а . 

STAV 5.14. Neka је 16, Х, УЈ ap~alu~na za~va~ena ~~ajka, а 

У ~egulMan pJta~~a~, ~ada је {6, Х, УЈ kampak~na ~~ojka. 

Dokaz. Neka је V proizvo1jan otvoren pokriva~ prostora У, 

а W otvoren pokrivaf prostora У k6ji је upisan u pokriva~ V tako 

da za svako УЕ.У postoje WEW i VGV tako 9а је уЕ.~ЈСИСVо Zbog 

regu1arnbsti prostora У iakav pokriva~ W postoji. Fami1ija 

-1 
{f (W): ~ЈЕ;ОО} је pokrivaf prostor·a Х, а posto је (f, 

1utno zatvo rena trojka po~tvji konafan deo f- 1 (W
1

), 

Х, У) арво

-1 ) f (W
2

, о. о , 

f -1 (W ) t ak а v d а ј eU {f -1 ( W .) : i = 1, 2 , 3 , о о о ,п} = х о К а k о z а 
п l 

s V а k i ~J. р о s t о ј i V. Е V s а о s о Ы п о m W. с V. i m а m о U {f -1 ( V . ) 
. l ~ l l l 

i = 1,2,3, •.• ,п-} = Х, 11 

Jedno овlаЫјепјс a~$olutne zatvorenosti је вlаЬа kompakt

nost, gde ве trazida sva~i prebrojiv otvoren pokrivaf ima kona-

~ап deo ~ije zat~aranje pokriva dati prostor. Тај ројат za troj-

ke deta1jno је obradjen u sledecem ode1jku s obzirom па njegove 

veze ва poj~ovima и- trojki i pseudokompaktnim trojkamao S druge 
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strane, s obzirom па vezu Ба apsolutnom zatvorenoscu, ovde se 

kratko doti~emo tog ројта radi kompletnosti ovog odeljka. Dајето· 

1 definiciju ekviva1entnu Definiciji 6.2.1. 

VEFINICIJA 5.15. TJtojk.a (ь, Х, УЈ је -6f.abo k.ompak.tna а/со za 

-6vak..<. pJi.ebJr.oj.<.v otvoJten pok.JL.<.vac V pJr.O-6tОЈLа У pO-6tој'<' k.onacaJ1 deo 

V1 ' V2 , ••• , V
I1

E V ta.k.av da је u {~-7{V.<.J :.<. =1,2,3, ••• ,n} = Х. 

~1 о z е s е р о k п z а t i d 3 V а z i ·s 1 е d е с а s е т а i 111 Р 1 i k а с i ј п, а п а 1 о 9 п 3 

semi za apso1utnu zatvorenost: 

х БlаЬо kompaktan ;> У БlаЬо kompaktan 

,~ 
(f, Х, У) slabo kompaktna trojka 

-
STAV 5.16. Svak.a ap-6of.u.tno zatvoJtena tJr.ojl2.a ц, Х, УЈ је 

-6f.abo k.ompafztna tJtojk.a. 

Prethodni 5tav 2.16. је јаsап. Dа obrnuto nije tacno sledi 

iz sledeceg primera: Neka је Т Tihonov1jeva ravan. Опа jeste Бlа-

Ьо prebrojivo kompaktan prostor а nije apsolutno zatvoren РТОБ-

tor. Ako Бе za preslikavanje uzme idепti~по pres1ikavanje Tiho

nov1jeve ravni па БеЬе, imamo da је (f,T, Т) БlаЬо prebrojivo 

kompaktna trojka koja nije apsolutno zatvorena trojka. 51i5no, 

primer pros:tora koji. jeste apso1utno zatvoren prostor а nije kom-

paktan prostor daje apso1utno zatvorenu trojku koja nije kompakt-

па trojka. 

Ako Бе uvede ројат otvorene filterske baze prostora, tada 

se apsolutno zatvorena trojka moze okarakterisati sledecim: 

STA(/ 5.77. A/zo је б : Х"* У nepJr.ek.'<'dno .<. ~VLјеlг..t'<'VVLорЈLе-6f.'<'-

{zavanje, tad.a -6и. za tJr.ojk.u. \Ь, Х, УЈ ek.v.<.vaf.entna tvJtdjenja: 



1. TJt.ojf<.o.. (6, Х, УЈ је. o..p-6o.tutno za,tvoJt.e.no.. tJt.ojko... 

2. Za -6vaf<.u otvoJt.e.nu 6-L.ttе.Jt.-6ku bazu V -L У, 6am-L.t-Ljo.. 6-.1 (џ) 

-Lm а t а с /2. и п 0..9 о т -L.t o..v о..n ј а и Х. 

3. Za -6vaku. otvoJt.e.nu 6-L.ttе.Jt.-6ku bazu V Li У, otvoJt.e.n u.ttJt.a6-L.t

tOJi. и Х koj-L је. ge.ne.Jt.-L-6аn pJt.e./2.o 6- 1(VJ konve.Jt.g-i.Jt.о.. и Х. 

Dokaz. U [б], [liJ i [39Ј ,dokazano је da su sledeca svojstva, 

koja эе adnQse по otvorene pokriva~e i otvorene flJterskc bDze, 

medjusobno ekvivalentna; 

(а) Sva otvorena filterskabaza prostora Р ima ta~ku nagomi

lavanja'. 

(Ь) Svaki otvoren pokrivaf prostora Р ima kona~an deo ~ija 

unija је gust deo prostora Р. 

(е) Svaki otvoren ultrafiltar па prostoru Р је konvergentan. 

s obzirom па definieiju apsolutne zatvorenosti trojke 

Cf, х, У), svojstvo (Ь) эе moze uzeti za osnovu, ра је stav 

5.17. posledieaekvivalencije svojstava (а), (Ь) ,i Се). 
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6. SLABO KOMPAKTNE TROJKE, U-TROJKE 1 

PSEUDOKOMPAKTNE TROJKE NEPREKIDNOSTI 

u ovom odeljku Ы6е re~i о sl~bo kompaktnim prostorima, 

U-prostorima i pseudokompaktnim prdstorima, i primenama rlavede

nih svojstava па trojke (f, Х,У). Ne§to sli~no је u [40Ј uradje

по эа kompaktno§6u, а u ovom radu prou~avanjeje pro§ireno па пв

vedena tri ројта. Ova tri ројта su redom uop§tenja ројта apso~ 

lutne zatvrireno~ti рв otud imamo ovaj odeljak iza odeljka о apso-

lutno zatvorenim trojkama. Za razliku od ostalih odeljaka ovde 

se definicije i iskazi numeri§u trima brojevima, gde је prvibroj 

oznaka odeljka, drugi Ьгој је oznaka dela odcljkD. Prvi deo је 

uvodni, drugi deo se odnosi па slabo kompaktne trojke, tre6i deo 

se ·odnosi па U-trojke, а ~etvrti deo па pseudokompaktne ~rojk~. 

Tre6i Ьгој је broj.~skaza u tom delu odelj.ka. 

Drugi deo odeljka bavi se ројтот slabe kompaktnosti i пје

gove primene па trojke neprekidnosti. Daju se veze izmedju sla

Ье kompaktnosti prostora Х i У i trojke (f, Х, У), kao i neke 

ekvivalencije uslova slabe kompaktnosti trojke (f, Х, У). 

U tre6em de1u ovog ode1jka obradjuje эе ројат U-prostora i 



U-trojki. Оаје se veza sas1abo kompaktnim trojkama kao.i veza 

sa svojstvima prostora Х i У. 

Najzad u ~etvrtom de1u ovog ode1jka radi Бе sa sVojstvbm 

pseudokompaktnosti prostora Х i У i trojki (f, Х, У). 

Na po~etku odeljka (u uvodnom - prvom de1u) daj~ Бе· neke 

definicije i svojstva pomenutih pojmova: slaba kompaktnost, и-рго

stori i .pseudokompaktnost. Raz10g za ovo је jednostavnije iz1a

ganje pri primeni ovih pojmova па trojke. 

6.1. NEKE DEFINICIJE 1 SVOJSTVA SLABO KOMPAKTNIH 

PROSTORA 1 U-PROSTORA 

Као sto је poznato (viCli [32}, [в] i [31Ј) ројаm slabe kom

paktnostise moze uopstiti ројтот U-prostora, а ovaj ројтот pseu

dokompaktnosti. Veze izmedju navedenih pojmova mogu Бе sematski 

prikazati па slede6i na~in: 

х slabo kompaktan ==:::;> Х је U-prostor ==:::;> Х је pseLldokompaktan 

U daljem izlaganju Ы6е пат potrebne slede6e dve definicije: 

VEFINICIJA 6.1.7. luidi [31Ј Ј Neka је U ~amilija pйd~kupoua 

topoloskog pJc.o-6tоЈс.а Х. Ta~ka ~o~x је tacka na.gomilauanja~amili

. је U ako ~uaka okolina ta~ke х о imanepJc.azan pJc.e-6еk -6а be-6konacno 

mnogo clanoua ~amilije и. 

VEFINICIJA 6.1.2. luidi [37Ј Ј Familija А pod~kupoua topolos

kog pJc.o-6tаЈс.а Х·је lokalno konacna ako -6vaka tacka pJc.0-6tОЈс.4 Х ima 

okolinu koja ~e~e najvise. kona~no clanoua iz А, ili еkuiuаlеntћ~ 
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~ome, aho 6amilija А пета nijednu tабhu nagomilavanja. 

u [вЈ је pok~zana sledeca teorema о ~kvivalenciji, koja је 

vrlo korisna u radu s obzirom па raznovrsnost uslovri preko kojih 

ае moze raditi. 

TEOREMA 6.7.3. Neka је Х topologki p~o~~o~. Tada ~u ekviva

len~ni ~ledeei u~lovi: 

(((.) х је ~.e.abo f~OlJ!pafl~aJ'l.. 

IЬ) Svaka p~eb~ojiva lok~lno kоnабnа 6amilija di~junktnih 

i otvo~enih ~kupova и Х је kona~na. 
- . 

. (-с.) Ako је U p~eb~ojiv o~voJt.en роk~ivаб p~o~~o~a Х, ~ada 

po~toji ko.nacan deo 6amilije U бiја adhe~enc.ija pok~iva 

p~o~to~ Х. 

U-prostori, koji su uop~tenje slabo ko~paktnih prostora, 

uvode se preko ројта U-sistema. 

VEFINICIJA 6.1.4. I vidi [32Ј) Niz U = {U : nЕ N} nepJtaznih 
п 

otvo~enih pod~kupova od Х је U-~i~~em и p~o~~o~u Х ako је 

u ј П u {U п : п Е N - {ј}} = ~ za ~ vako ј Е N • 

VEFINICIJA 6.1.5. Ividi [32Ј) Topolo~ki p~o~:to~ Х је U-рJtо-

Ako se uvedu odgovarajuci pojmovi па trojkama (f, Х, У) 

imacemo uop~tenja tih pojmova i nekih od poznatih rezultata koji 

su vezani za n~veden~ pojmove. 
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6.2. SLABO KOMPAKTNE TROJKE 

VEFINICIJA 6.2.1. T~ojka {~, х, УЈ је ~la6o kompaktna ako 

za ~vaku lokalno kona~nu 6amiliju V otvo~enih nep~aznih. ~od~ku~ 

pova p~o~to~a У, 6amilija 6-1 (VJ је kona~na и p~o~to~u х. 

Neka od svojstava slabo kompaktnih trojki su: 

s т А џ 6. 2 • 2. А '~ о ј е р Ј( О .!:Ј :t о Ј( Х ~ .ед ь о l~ [) т р а I~ .t ст .t а с{ ((. је .(.t.I( (1 ј -

ka 16, Х, УЈ ~labo kompaktna t~ojka. 

Dokaz sledi iz сјпјепјсе da ako је V lokalno konacna famili-

ја nepraz~ih otvorenih podskupova prostora У, tada је i inverzna 

familija f-1(V) lokal~o konacna familija nepraznih otvorenih p6d

skupova prostora Х, ра kako је prostor Х slabo kompaktan f-1(V) 

је konacna familija. II 

s т А V 6. 2 • 3. А k о . ј е {6, х , У Ј а p~ о l и tn о z at v о ~ е п а u о ј k а t а -

d а ј е 1 6, Х, У Ј ~ l а6 о k о т р akt па t~ о ј k а • 

Dokaz prethodnog stava sledi,izdefinicije apsolutne zatvo

renosti trojke (f, Х, У) islabe kompaktnosti ttojke (f, Х, У), 

neposredno. Оа obrnuto пјје tacnb, tj. da postoji slabo kompakt~ 

па trojka koja пјје apsolutno zatvorena trojka vidi se iz slede-

6eg: iNeka је prostor Х = [о, LU
1
), gde је LU

1 
prvi neprebrojiv red

п! Ьтој, ~ topologija' па Х uobicajena, uredjajna topologija svih 

rednih brojeva О ~ а" < LU
1

" Prostor rednih brojeva [о, bl
1

) пјје 

normalan, ра' otuda пјје ni apsolutno zatvoren prostor. 'Ovo sto-

ga sto apsolutno zatvoren prostor koji је normalan prostor jeste 

kompaktan prostor, а poznato је da [о, bl
1

) nije kompaktan pros

tor. 5 druge strane prostor [о, bl 1 ) rednih brojeva jeste slabo 

kompaktan prostor, јег је prebrojivo kompaktan prostor. Оа је 



[о, W1 ) prebrojivo kompaktan prostor sledi iz ~injenice da ako 

se uzme pr~brojiv pokriva~ U :: {[о, а)} { (а. ,В.) : i :: 1,2, •••• } рго
l . l 

stora [о, ш 1 ), jedan с1ап pokriva~a тога biti oblika (а. , W
1
). 

lo 

Podskup [о, а. +11 је kompaktan, ра 
lO 

postoji kona~an deo {[o,a
i

)} 
о 

U {(а.,В.) : i:: 1,2, ... ,n} koji pokriva rO, а. +lЈ. 
2 2 - 20 

Tada је 

i [о, ~l) pokr.iven sa konacno elemenata pokrivaca и. Trpjka 

(f, Х, У) gde је Х :: У :: [о, Ш 1 ) а f identicno preslikavanje је 

slabo kompaktna trojku koja nije apsolutno zalvurcna trujka. 

Vezu izmedju slabe kompaktnosti prostora Х, slabe 'kompakt-

nosti prostora. У i slabe kompaktnosti trojke (f, Х, У) prikazuje 

sledeca Бета: 

х зlаЬо 'kompaktan ========~> у slabo kompaktan 

.~ 
/ ф 

(f, Х, У) slabo kompaktna trojka 

Implikacija CD је pokazaniStav 6.2.2., а implikacije (1) 

i Q) daju naredna dva tVl'djenja. 

STAV 6~2.&. Ako је 6 ~iлјеk~ivnо рле~likаvаnје i 16, х, УЈ 

~labo kompak~na ~лојkа, ~ada је i У ~labo kompak~an рло~~ол. 

Dokaz. Neka је V :: {V
1

' V2 ".'} prebrojiv otvoren pokrivac 

p~ostora У, tada, zbog slabe kompaktnosti 

stoji konacan deo V1 ' v2 , ••• , V
N 

takav da 

trojke (f, Х, У), ро

vazi U {f- 1 (V.) 
l 

l = 1,2, ..• ,п} :: Х. Medjutim, kako је f sirjektivno pres1ikava-

пје takodje vazi 

paktan prostor. 11 

U {V. : i :: 1,2, ••• ,n} = У, ра је У slabo kom-
2 

1 т р 1 i k а с i ј а Ф је р о z п а t ot v r d ј е п ј е : 



[о, 001) prebrojivo kompaktan prostor sledi iz ~.injenice da ako 

se uzme pr~brojiv pokriva~ U = {[о, а)} {(а.,В.) :i=1,2, •.•• } рго
Ј.. Ј. 

stora [о, 001)' jedan ~lan pokriva~a тога biti oblika (а. , 001). 
Ј. о 

Podskup [о, а. +11 је kompaktan, ра 
Ј. о 

postoji kona~an deo {[o,a
i

)} 
о 

U {(а. ,В.) : i = 1,2, .•. ,п} kOjl pokriva [о, а. +lЈ. 
Ј. Ј. Ј. о 

Tada је 

i [о, ~1) pok~iven sa kona~no elemenata pokriva~a и. Trojka 

(f, Х, У) gde је Х = У = [о, 001) а f identi~no preslikavanje је 

slabo kompaktna t~OjkD koja nije aps01utno zalvurcna lrujka. 

Vezu' izmedju slabe kompaktnosti prostora Х, slabe 'kompakt-

nosti prostora У i slabe kompaktnosti trojke (f, Х, У) prikazuje 

sledeca sema: 

х slabo 'kompaktan ========~> У slabo kompaktan 

.. ~ 

/ ф 
(f, Х, У) s1abo kompaktna trojka 

Imp1ika.cija со је pokazani5tav 6.2.2., а implikacije Ф 

i Q) daju naredna dva tVl'djenja. 

STAV 6~2.~. Ako је 6 ~iлјеk~ivnо рле~likаvаnје i 16, х, УЈ 

~labo kompak~na ~лојkа, ~ada је i У ~labo kompak~an рло~~ол. 

Dokaz. Neka је V = {V
1

' V2 ' ••• } prebrojiv otvoren pokrivac 

p~ostora У, tada, zbog slabe kompaktnosti 

'. s t о ј i k ол а ~ а п d е о V l' V 2 ' • • ., V п t а k а v d а 

trojke (f, Х, У), ро

vazi U {f-1(V.) 
Ј. 

i = 1,2, ••• ,п} = X.Medjutim, kako је f sirjektivno preslikava-

пје takodje vazi 

paktan prostor. 11 

U {V. : i = 1,2, ••• ,п} = У, ра је У slabo kom
Ј. 

Imp1ikacija Q) је poznato tvrdjenje: 
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STAV 6. Z .6". Лlе.рJtе.k.-Ldn.а. -61-Lk.a. .61a.bo k.ompa.k.tn.og pJtO.6toJta. је. 

6.3. U-TROJKE 

Da Ы uveli U-tr.ojke uve§6em.oprv.o U-sistem tr.ojke. 

VEFINICIJA 6.3.7. N-Lz V =' {V о : ~ЕЛf} n.e.V1.tc.a.zn..tf~ otvoJte.n.ih . ..{. J~ 

pod-6kupova. pJtO-6tоJtа. У -6е. n.a.z.tva. U--6.t.6t·e.m tJtojk.e. {-б,Х, УЈ a.ko 

v az .t 6 - 7 { V о Ј П u { 6 - 7 { V о Ј : .t Е. N - {ј}} = ~ z а. -6 v a.ll о ј ~ N • 
ј ..{. 

Sada Бе m.oze dati definicija U-tr.ojk~ u terminima U-sistema 

tr.ojke~ 

'DEFINICIJA 6.3.2. {6, х, У Ј је. u-tJtојk.а. a.{zo za.-6Va.k..t U--6.t-6-
1 . 

te.m t.tc.ojke. 16, Х, УЈ .tn.ve.Jtzn.a. .61.tka. 6- tog .6.t.6te.ma. ima. ta.~ku 

n.a.gom-i.la.va.n.ja.. 

Veze izmedju U-pr.ost.ora Х, U-pr.ost.ora У l U-tr.ojke (f,X, У) 

daju sle~e6a tvrdjenja: 

STAV 6.3.3. Ak.o је. Х U-рJtО.6tоJt ta.da. је. -i. tJtojka. {6, Х, УЈ 

U-t.tc.ojka.. 

D а k а z. А k а ј е п i z V = {V l' V 2 ' • • . } U - s i s t е m t r а ј k е (f, Х, У ), 

tada je,zb.og definicije U-sistema tr.ojke (f, Х, У), sistem f-1(V) 

U-sistem u pr.ost.oru Х. P.o~t.o је Х U-pr.ost.or sistem f-1(V) ima 

t а ~ k u п а 9 .о т i 1 а v а п ј а х ~ Х, а· t а z п а с i d а је (f, Х , У) U -t r а ј k а • 11 
а 

-

LEHA 6.3.4. Ne.R.a. је. 6 х + У n.e.pic.e.k..tdno p.tc.Q..,jl.tlla.va.n.je., а. 

V {V 7 , v2 '."} 
0-1 U--6.t.6te.m и pJtO-6tОJtu У. Ta.da. је. 6 {V Ј U-.6.t.6te.m 

и рЈс. 0.6 to.tc. и Х. 
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Dok~z. Neka је V = {V 1 ' V
Z
,.,,} 'U-sistem u prostoru У. Ка

ko је f neprekidno preslikavanje za svaki skup ВС У vazi 
, . 

f- 1 (В)Сf- 1 (В).Рогеd tog~ vazi f- 1 (U{B. : iEI}) = U {f-1(в.):iЕI}. 
. l l 

Posto је V = {\/. : јЕ N} l1 ... sistem u prostoru У, јтато 
Ј. 

V. п 
Ј 

vanje 

u {V. : iEN - {ј}} = [21. 
. l 

Kada primenimo inve~zno pres1ika-

-1 
f па gornju jednakost dobijamo f-1 (v.) п 

. Ј 

f- 1 (U {V. : iEN - {ј}}) = .0 
. 1 

i zbog neprekidnosti pres1ikavanja f 

vazi -f-J(\I.) П LI {f·-!(V.) 
Ј l 

i~N 

f-1(V) U-sistem prostora Х. II 

Koriste6i gornju Lemu 6.3.4. sledi stav 6.3.5. 

-
STAV 6.3.5. Neka је 6 ~iлјеktivnо p~e~likavanje рло~tола Х 

nct рЛОЈ.:>tол У. Tada, а.(2.0 је [6, Х, УЈ U-Иојk.а i У је U-рло/~tол. 

Dokaz.Neka је V = {V. 
l 

iEN} U-sistem prostora У. Ргета 

Lemi 6.3.4. f-1CV) је U-sistem prostora Х, ра i'U-sistеm trojke 

(f, Х,У). Posto је (f, Х, У) U-trojka sistem f- 1
(V) јта ta~ku 

nago~ilavanja гесјто х ЕХ. Medjutim, zbog neprekidnosti presli-. . о . 

kavanja f, tacka fex )Е. У је ta~ka nagomilavanja U-sistema V u 
о 

prostoru У. Tako У је U-prostor. II 

Navedenim tvrdjenjima treba dodati i slede6e: 

s druge strane treba uo~iti da је Stav 6.3.6.posledica па-

vedenih stavova 6.3.3. i 6.3.5., а sve njih lepo ilustruje вета: 

Х U-prostor :> У U-prostor 

,/ 
(f, Х, У) U - troj ka 



50 

Naredno tvrdjenje pokazuj~ da је ројат U-trojk~ uop~tenje 

рајта slabe kampaktnasti trojke (f, х, Y)~ 

STAV 6.3.7. Sval<.a .6iabo l<.ompal<.tnatJc.ojl<.a (П, Х, УЈје..{. и

:tл о ј 12. а. 

Dokaz. t\Jeka је niz V = {V. : iEt\J} otvorenih nepraznih роа-
1 . . 

skupova prostora У U-sistem trajke (f, х, У). Tada је f-1(V) = 

i Е N} п i z п с р r а z п i 11 т о d ј LI S О Ь п о (1 i ~) ј LI П k t 11 i 11, О l. v lJ Г С ГI i 11 

padskupova prost·ara Х. Aka (f, х, У) пе Ы bila U-trajka niz 

iEN} пе ь.l imao tacku nagomilavanja, а 10 

znacl da Ы niz otvarenih, medjusobno disјuпktпih, nepraznih pod

skupova f-1(V) Ыа lakalno konacan. Pb~to је (f, х, У) slaba kam

paktna trojk~, ргета 6.2.4.(Ь) lokalna "kana~an niz f-1(V) biri 

Ы k о п а с а п, а t а ј е s u р r о t п а р r е t р а s t а v с i d а ј е V = { Vi : i 6: N } 

prebrajiva familija u prostaru У. II 

6.4. PSEUDOKOMPAKTNE TROJKE 

Jedno od svojstava kompaktnog prostora је da је neprekidna 

realna funkcija па tom prastoru agranicena. Obrnuta nije tacna, 

naime postoje nekampaktni prostori takvi da је svaka realna пе-

prekidna funkcija па njima ogranic~na. Navedeno svojstva Hewitt 

је u [22] uzeo za "definiciju pseudokompaktnih pros~ora, koji su 

jedna uop~tenje kampaktnog prostora. Pseudokampaktni pXQstori 

su takadje uop~tenje U-prostora ра otud i slabo kompaktnih рго-

stora. 

NaNe~6emo neka od poznatih svojstava pseudokompaktnih рго-
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stora, kako bisebolje videla svojstva pseudokompaktnih trojki 

iz slede6eg dela ovog odeljka. 

- -
STAV 6.4.1 .. Ividi [74Ј) Svaki p~eb~ajivo kompak~an p~o~~a~ 

је p~eudakampak~an p~a~~a~. 

STAV 6.4.2. Ividi [74Ј) Svaki na~malan p~eudakampak~an p~a-
-

~~o~ је p~eb~ojivo kompak~an p~o~~a~. 

STAII 6.4 ~3 .. (tl .{c!.i. [14Ј Ј Nч.)/(_с/~.{t1н((.:-,С.U~(1 tJ~e(/(io/~l)mp(!I:.(Il()!1 

p~o~~o~a.je p~eudoka~pak~an p~o~~o~ •. 

Pogledajmo kako ве ovi pojmovi mogu uopstiti primenjujuci 

ih па trojke (f, Х, У). 

VEFINICIJA 6.4.4. 16, Х, У1 је p~eudokompak~na ~~ajka ako 

za ~vaku ~ealnu nep~e/<.idnu 6unkeiju 9 : У ~ R, kompozieija 

9 о 6 : х ~ R. је. og~anicena. 

Naredna tri tvrdjenja daju пат veze izmedju pseudokompakt-

nosti prostora Х, pseudokompaktnosti prostora У i pseudokompakt-

nosti trojke (f, Х, У). 

STAV 6.4.5. Aka је У p~eudakompak~an p~o~~a~ ~ada је ~ 

16, Х, УЈ pieudokompak~ha ~~ajka. 

Dokaz. Neka је 9 : У ~ R proizvoljna realna neprekidna funk-

cija dеfiпisапа ,па prostoru У. Tada је, zbog pseudokompaktnosti 

prostora У, fuпkсiја 9 ogranicena. Otuda је i kompozicija 

9 f: Х ~ R d е f i п i s а п а s а 9 ( f ( х ) ) R о 9 r а п i с е п а, t ј. (f, Х, У). 

је pseudokompaktna trojka. II 

Naredno tvrdjenje daje naml vezu izmedju pseudokompaktnosti 

prostora Х i pseudokompaktnosti trojke (f, Х, У). 

STAV 6.4.6. Aka је Х p~eudokompak~an p~a~~a~ ~ada је ~ 

16, Х, УЈ p~eudbkompak~na ~~ajka. 
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Dokaz. Neka је 9 : У -r R proizvoljna realna neprekidna funk-

cija. I<ompozicija 9 о f : Х + R је takodje realna neprekidna funk-

cija, ра kako је Х pseudokompaktan prostor 9 о f је ograni~ena 

funkcija. 11 

Prethodnim dvama tVrdjenjima treba dodati poz~atu ~injenicu 

о prenosenju svojstva pseudokompaktnosti neprekidnim preslikava-

пјеm. 

STAV 6.4.7. Ividi [14Ј Ј Nерле~idnа ~li~a p~eudo~ornpa~tnog 

р~о~tола је p~eudokompaktan рло~tол. 

Prethodna tvrdjenja 6.4.5., 6.4.6. i 6.4.7. mozemo ilustro-

vati sledecom Беmот implikacija. 

G) 
х pseudokompaktan > У pseudokompaktan 

~/Ф 
( f, Х, У) pseudokompaktna troj ka 

Primedba 6.4.8. Neka је Х = У = R i topologija па R uobi~a-

јепа. Ako za preslikavanje f х -r у uzmemo sin : Х -r У imamo da 

је sin (Х) = [~l, ·+1Ј kompaktan skup u У. Otuda, za svaku nepre

k i d п u r е а 1 п u f u п k с i ј u 9 : У -r R v а z i d а ј eg ( s i п ( Х )) k о m р а k t а п 

podskup prave R. Znati da је g(sin(X)) ograni~en podskup prave R. 

ОоЫјепа trojka (f, Х, У) је pseudokompaktna а da prostori Х i 

У nisu pseudokompaktni, ра suprotne imp~ikacije od Ф i G ni-

su tacne. Оа suprotno od (Ј) nije ta~no moze ве пас! recimo u 

[14]. Tako, pseud.okompaktnost trojke (f, Х, У) obuhvata pseudo

kompaktnost i prostora Х i prostora У. 

Sledece tvrdj~nje pokazuje da је ројат pseudokompaktne 
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trojke jedno uopstenje U-trojke. 

SТЛV 6.4.9 .. Ako је (6, х, У) u-tJtојkа., ta.da. је (6, х, УЈ 

p~eudokompa.ktna. tJtojka.. 

Dokaz •. Neka је 9 : У -+ R proizvoljna геа1па neprekidna funk-

cija. Tada је. i kompozicija 9 о f : Х-+' R neprekidna геа1па' funk

cija. Ako bi 9 о f bi1a neogranicena funkcija za svako п Е. NCR ро-

stoja1a Ы tacka х Е Х takva da је g(f(x ) ~ П. S obzirom ~a пе-
п п 

ogranicenost funkciJe 9 о f mozemo uzeti da vazi g(f(x » > 
п 

g(f(x
n

_
1
». Za svako nEN moze se na6i oko1ina V tacke g{f(x » 

п п 

takva da vazi тј П тј 1 = ~ za svako· пЕ. N. Nadjeni niz {V : nE.N} 
п п+ . . п 

је U-sistem u prostoru R p~ је ргета Lemi 6.3.4. {(g-l еVп »:ПЕ.N} 
{ -1 -1 ) U - s i s t е m р г о s t о r а У, а f ( 9 ( V п ) : п E.N } U - s i s t е m t г о ј k е 

(f, Х, У). Kako је (f, Х, У) U-trojka, sistem 

ima tacku nagomi1avanja ХоЕ.. Х. Ali tada је g( fex » = а Е R tac-
о о 

k а п а 9 о m i 1 а v а п ј а . U - s i s t е т а {V П : п Е N }, s t о ј е s up l' О t п о р r е t р о -

stavci о familiji {V 
п 

: п E.N}. Znaci, funkcija 9 о f тога Ы ti 

ogranicena, рв је (f, Х, У) pseu~okompaktna trojka. II 

Povezana, tvrdjenja 6.3.7. i 6.4.9. daju slede6u semu im-

p1ikacija: 

slabo 
( ) pseudokompaktna 

(f, Х, У) kompaktna ===::> (f, Х, У) U-trojka ==> f, Х, У t 'k 
trojkaroJ а 
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7. GUSTINA PROSTORA 1 TROJKI NEPREKIDNOSTI 

Gustina prostora је vazan i. dosta obradjivan ројат u topo

logiji. Narocito cesto se obradjuje prebrojiva gustina, tj. se

parabilnost prostora. Tezina i gustoca prostora se prenose пе

prekidnim preslikavanjima. Zato, ovde је razmatrana gustoca рто

stora u odnosu па jednoznacna preslikavanja i viseznacna presli

kavanj~. Pokazano је da se neki rezultati о jednoznacnim presli-

kavanjima mogu uopstiti.ina viseznacna preslikavanja. S obzirom 

па рrепоsепје svoj~tva gustoce preko neprekidnih preslikavanja 

uveden је i ројат gustote trojke (f, Х, У), gde su Х i У topo

loski prostori, а f neprekidno preslikavanje od Х па У. Pokaza

по је da gustoca trojke lezi izmedju gustoce prostora Х i pros

tora У, i dati su- primeri о strogoj inkluzivnosti navedenih svoj

stava. 

DEFINICIJE 1 NEKI REZULTATI О GUSTINl PROSTORA 1 TROJKI 

Ovde се biti razmotrena moguc~ost uvodjenja ројта gustine 

trojke (f, Х, У), kao јОБ jednog topoloskog svojst~a primenjenog 
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па (f, Х, У), а u smislu daljih analogija izmedju topolb§kih рго

stora i trojki (f, Х, У). Ova analogija је u [40Ј uotena, za neka 

druga svojstva, ра ве i ovde pretpostavlja da su Х i У topolo§ki 

prostori а f: Х + У neprekidno preslikavanje od Х u У. 

Ројат сето razmatratina primeru prebrojive gustoce, odnos-

по separabilnosti. 

VEFINICIJA 7. 1 ~ TJt.ojfzu t 6, Х, У) zovemo .6 е.рм ab.-i..Е.n.((, :tJt.OjkCL 

ako pO.6:toj.-i. pJt.ebJt.oj.-i.v pod.6kup ВС У :takav Ја је 6-1 tБЈС Х '~vugJe 

gU.6:t pod.6kup od Х. 

,Sledeci rezu1tat је poznat. 

STAV 7.'2. Ak.o је Х .6ерсиаЬ.-i.lаn. PJt.O.6;toJt., а 6 : х + У n.epJt.ek..-i.d-
, , 

11.0 pJt.e.6l.-i.~аvаn.је pJt.o.6:toJt.a Х n.a ;topolo§k..-i. pJt.O.6:toJt. У, ;tada је .-i. 

У = 6 t Х Ј .6epaJt.ab.-i.lаn. pJt.O.6:toJt.. 

Medjutim, u veii Definicije 7.1. mogu ве pokazati sledeca' 

dva tvrdjenja. 

SТАЏ 7.3. Alz.o је t 6, Х, У) .6epaJt.ab-ilnа. t.Jt.ojk.a, а' '6 : х + У 
,- -

.6.-i.Jt.јеk.:t.-i.vn.о pJt.e.6l.-i.l<.аvCLn.је, ;tada је pJt.O-6;tоJt. У = 6(ХЈ .6epaJt.ab.-i.lаn. 

pJt. O.6;tO)[ • 

D о k а z. N е k а ј е В С У р r е Ь г о ј i v Р od s k u р 'о d У t а k а v d а ј е 

f-1(B) svugde gust podskup od Х. Neka је у proizvoljna tatka iz 

У i V proiivoljna okolina od у. Kako је f-1(B) svugde gust u Х 
1 -1 п-Ј а f- (v) otvoren podskup od Х imamo f (V) f '(В) ~ ~. Odavdc 

medjutim sledi f-1(Vn В) t. ·VJ ==:> VN в t. VJ. Iz tega sledi da је 

В svugde gust podskup od У. II 

STAV 7.4. Ak.o је Х .6epaJt.ab-ilаn. pJt.O.6;toJt. ;tada је ;tJt.ojk.a 

{6"Х, УЈ .6epaJt.abiln.a ;tJt.ojk.a. 

Dokaz. Ako је Х separabilan, prostor postoji А Х takav da 
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Је card А = Ју i АС А = х. Za skup 8 = ГСА) vazi card 8 =Ју 
о о 

Skup А 1 = f-1(f(А» ~ f-l(8)~А је svugdegust јег sadrzi А ра 

је (f, Х, У) sерагаЬilпа trojka. II 

Ako је f х -+- у preslikavanje topolo~kog prostora Х па topo-

lo~ki prostor У iz stavova 7.2., 7.3·. i 7.4. imamo slede6u §emu 

.implikacija: 

а 

х sсрагаЬilап prostor ========-==?=; УSСРClгаЬilап pl'(Jslol' 

ь 

(f, Х, У) sерагаЬilпа trojka 

Primerima 6ето pokazati da оЬгпutе implikacije пisu tаtпе. 

Primer 7.5. Neka је Х = R sa diskгеtпоm topologijom (gusti-

па Х је с), Y=R s а u о Ы t а ј е п от t о р о 1 о 9 i ј о m, а f : Х -+- У i d е п t i-

t~o ргеslikаvапје. Prostot У = feX) је sерагаЫlап, dok Х i 

(f, Х, У) пisu sерагаЫlпi prostori. 

Primer 7.5'. Neka је Х = R sa diskгеtпоm topologijom, а У 

skup celih brojeva Z sa uоЫ~ајепоm podtapologijom. Preslikava-

пје f dеfiпisimо па slede6i паСiп. 

2п+l za· 2п < х < 2п+2 
f(x) = { nE.Z 

х za х = 2п 

u ovom slu~aju postoji prebrojiv podskup 8 = {2n+l, пЕ. Z}C у 

takav da је f- 1 (8) = U (2п, 2п+2)svugdе gust podskup od Х. Ме
пf:.Z 

djutim Х пiје sерагаЫlап prostor. 

Tako Primer 7.5. pokazuje da suprotFle implikacije od ® i 

@ пisu tacne, а Primer 7.5'. da suргоtпа implikacija od ® 
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nije tacna. 

Jednostavno se da pokazati da se navedene veze izmedju se

parabilnosti prostor~ Х, Yi separabilnosti trojke (f, Х, У) то

gu pro~iriti i па slu~aj Ыlю koje gusto6e. 

u slede6em delu ovog odeljka Ы6е reci о vezi gusto6e рго

stora i vi~eznacnih preslikavanja. Simbolika i osnovna svojstva 

vi~eznacnih pres1ikav~nja mogu se na6i u [10], а neka svojstva 

vi~eznatnihpres1ikavanja obradjivali su mnogi matematitari mе

dju kojima vidno mesto zauzima Ponomarev. Ovde је od interesa 

rad .[35Ј. Naredna razmatranja daju.uopstenja poznatih rezultata 

о prenosenju gustoce neprekidnim preslikavanjem. 

STAV 7.6. Nek.a је F : Х -+ У donje po.tune.y.M.e.k...idno vi~e.znacno 

~ па p~e.~lik.avdnje.. Tada, ak.oje. АСХ p~eb~ojiv ~vugde. gu~t pod

~k.up p~o~:tOJia. Х '~ I<.ир U {F (~): . а Е: А} -ј е ~ vugde gu~:t pod~k.up od У. 

Оа Ы iskazali sledece tvrdjenje treba navesti ројат skoro 

jednoznacnogviseznacnog preslikavanja, koje је uvedeno u nave

denom radu [35Ј. Za preslikavanje F : Х -+ У kaze se da је skoro 

jednoznacno ako za svaki otvoren podskup vc У vazi da је 

F + ( V) = {х Е Х : F ( х ) с: V} п е р r а z а п р о d's k Li Р о d Х. 

STAV 7.7. Nek.a је F : Х -+ У go~e polunep~ek.),dno ~I<.o~o jedno

znacno p~e~lik.avanje. Tada, ak.o је АСХ p~eb~oj).v ~vugde gu~:t 

pod~'<.up od Х, ~b.иp U{F{a): аЕА} је ~vugde gu~:t pod~k.up od У • 

. Stavovi 7.6. i 7.7. su jednostavni ра nisu dokazani. S dru

ge strane iznjih imamo sledece posledice; 

POSLEDICA 7. g. l vid,i. [ззЈ Ј А{-г.о је F Х -)- У dole po.e.иnep~e~ 

k.idno i па p~e~lik.avanje, Х ~epa~abilanp~o~to~ i F{x) ~epMabi

-еаn podp~o~toJr. za ~vak.o х ~X, tada је i У ~epaJr.abilan p~o~:toJr.. 
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Ako је F gore poluneprekidno preslikavanje, uslov da F(x) 

bude separabilan је nepotreban. 

РОSLЕйIСА 7.9. Aho je.F : Х + У gOfLe. pofune.pfLe.h..Ldno !.:JhOfLO 

je.dnozna~no vi~e.zna~no pfLe.!.:Jf..Lha~anje. ..L Х !.:Je.pafLabifan pfLO!.:J~OfL, 

~ada је. i у !.:Je.pafLabifan РЛО!.:Ј~ОЛ. 

Dokaz. Po§to је Х separabilan prostor, p~stoji prebrojiv 

sVLJgde gust !,odskLJp {а Ј , 8
2

, ••• } = АС Х. Za sv:зkо 8. о сlз L1 С r i 111 О 
], 

element. biE F(a i ). Pokaza6emo da је pod navedenim uslovima skup 

В = {Ь 1 , b z , ... } svugde gust. u У. Neka је V otvoren podskup u У. 

Kako' је F skoro jednozna~no i gore poluneprekidno preslikavanje, 

imamo da је F+(V) = {xtC. Х : F(x) С V} otvoren i neprazan podskup 

u Х • А kako је А svugde gust u Х , postoji i takvo da је 
о 

а. Е. F+(V), ра је i Ь. ~ V . Tako, prebrojiv skup В је svugde gust 
10 10 

u У • 11 

Ako је F jednozna~no preslikavanje Pos1edice 7.8. i 7.9. 

daju poznatu ~injenicu da је neprekidna slika separabi1nog рго-

stora separabilan prostor. 

Preslikavanje sli~no опот koje је navedeno u Posledici 7.8. 

u v е d е п о је u [41 Ј, z а h t е v о m d а z а ј е d п о z п а ~ п о р r е s 1 i ka v а п ј е 

f : Х + У podprostor f-l(y) bude druge prebrojivosti. Kada se 

raqi sa visezna~nim pres1ikavanjem. F : Х + У, а istrazuje gusto-

6а, navedeni uslov p~irodno pre1aziu us10v da је F(x) podpros

tor druge prebrojivosti, i1i u podprostor koji је separabilan. 

Ne§to s1i~no је u~injeno u [33]. 

ТгеЬа primetiti da se gusto6a prenosi i sa prostora.Y па 

prostor Х pod odredjenim uslovima. Naime, moze se pokazati: 

STAV 1.10. Ne.ka је. -6 : Х+У о~џоле.nо (nе. obave.zno..L nе.рле.-

hidno) !.:JifLje.h~ivno pfLe.!.:Jfiha~a!1.je. i б -1 (у) !.:Je.pa.fLabifan POdPfLO!.:J~OfL 



59 

za. Ј.>vа.fг.о у У. Ta.da., a.k.o је. У J.>e.pCVl.a.b-Llа.n. pJi.oJ.>:tOJi. .(. Х је. Ј.>е.рма.-

b-Lf.a.n PJi.OJ.>:tOJL. 

Dokaz. Neka је В prebrojiv svugde gust podskup od У. Za 

svako ЬЕ В odaberimo prebrojiv svugde gust deo А ь od t-1(b). 

Podskup А = {U А ь : b~ В} је prebrojiv, а pokaza6emo da је i 

svugde gust u Х о. Neka је U proizvoljan otvoren skup u Х о Pod

skup f(U) је otvoren u У, ра postoji Ь ~ О takvo da је Ь ~ G П 
о . о 

f(U)o Otud va~'i U П f-1Cb ) ~ ~. Ali kako је f-1(b ) separa-
. о ' .. о . 

bilan podprostor postoji а Е А П U, ра је А svugde gust u х. II 
о . 

- . 

. POSLEDICA 7 о 11. Nе.lг.а. је. fi : х -+ у o:tVOJi.e.n.o J.>-LJi.је.k.:t-Lvn.о pJi.e.-

/.)l-Lk.a.~a.n.je. -L 6- 7 {уЈ ~е.ра.Ji.а.Ь-Llа.n. podpJi.oJ.>:toJi. od Х za. J.>va.k.o у У. 

Ta.da. је. У J.>e.pCVl.a.b-Llа.n pJi.oJ.>:tOJi. a.k.o -L Ј.>а.mо a.k.o је. Х J.>e.pa.Ji.a.b-Lf.а.n. 
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8, DIMENZIJE TROJKI NEPREKIDNOSTl 

K~o ~to је poznato dimenziona funkcija је pres1ikavanje ko~ 

ј е t о р о 1 о s k о m р r о s t о r u 'х d о d е 1 ј u ј е ј е d s п е 1е m е п t s k u Р а N LJ {-1, О} , 

i1i је pak dimenzija 'prostora beskonacna. Postoji vise definici-

ја dimenzija topo1oskog prostora, а sve su uopstenja dimenzije 

euk1idskih prostora. Та problematika тo~e se na6i recimo u [5Ј 

i [14Ј. U navedenim knjigama razmatrane su: ,та1а induktivna di-

m е п z i ј а i п d Х (r~ е п 9 е r - U r i s о h п - о v а d i m е п z i ј а ), v е 1! k а i п d u kt i v п а 

dirnenzija Ind Х (Brouwer - tectl-ova dimenzija) i pokrivajuca di

menzija dim Х (tech - Lebesgue-ova dimenzija). U radovima [11, 

[ 2 Ј, [ 3 Ј i [ 3 4] r а z m а t r а ju s е i п е k е d r u 9 е d i m е п z i о п е f u п k с i ј е 

kao dim (Pasynkov), Dim (Dea'k) i dm (Adnadjevi6), veze izme-
с ' 

dju njih kao i veze эа pokrivaju6om dimenzijom dim (Lebesgue). 

U [5], k а о i u [.15 Ј, [ 1 6], [1 7 Ј, [ 18 Ј i [ 1 9 Ј, :r а z m а t r а п i s u 

odnosi medju dimenzionimfunkcijama dim х, ind Х i Ind х. Daju 

s е u s 1 о v i р о d k о ј i m а v а ~ е п е Је d п а k о s t i d i m Х =i п d Х i i п d Х = 

Ind х, primeri kompaktnih Т 2 prostora Х gde u gornjim nejednako

stima vaze stroge nejednakosti'. U radovima [15Ј, [161 i [171 da-

1је se razmatraju ,us1ovi k1asicne teoreme Gurevica о pove6anju 

i smanjenju dimenzije pri zatvorenim preslikavanjima. Izmedju 
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ostalog tu је uvedeno jedno ројасапје zatvorenih preslikavanja 

(silпо zamknutye оtоЬга~епiја) i pokazano da takv~ ргеslikаvапја 

пе smanjuju dimепziјu. 

u radu [40} uvode se pojmovi dimenzija dim, ind i Ind troj

ki (f, Х, У). Pokrivajuca dimenzija trojke dim (f, Х, Y)daje se 

па sledeci nacin: dim (f, Х, У) ~ п ako za svaki konacan otvo-

геп pokrivac n.prostora У postoji otvor~n pokrivac w reda п+1 

prostol'<::! Х LJ Р l G а п U u L v u l' С П 

а k о ј е d i'm (f,' . Х, У) = п i п i ј е i s р u п ј е п о d i m (f, Х, У) < п. 

Na slican nacin daju se induktivne dimenzije trojki ind (f, Х, У) i 

Ind (f, Х, У). 

Za raz1iku Qd dimenzije topo1oskih prostora monotonost di-

menzije trojki uodnosu па prostor У vazi gotovo bez ogranicenja. 

Naime, u navedenom radu dokazano је da vazi: 

TEOREMA. Za /:, vak.u tJc.ojk.u ( -6 I Х, У Ј -t Ь ('Х Ј <;:; Z с- у va~-i. 

(а) d-i.m ( i\ , Х, У Ј ~ d-i.m ( i\ , Х, Z Ј 

(ь) -i.nd { fi , Х, У Ј ~ -i.nd ( ь , Х, Z Ј 

{ с. Ј 1 n.cl {6 , Х, У Ј !:i In.d ( i\ , х, Z Ј 

u istom radu data је veza izmedju dimenzije trojke i dimen-

zija prostora Х i У iskazana sledecim r е z u 1 t а t о т. : 

TEO'REMA. Za -6vak.u tJc.ojk.u { б , Х, УЈ vaz-i. 

(с<. ) d-i.m {б , х, у Ј !f m..(.n {d-i.m Х, d-i.m У} 

{6 Ј -i.n.d ц, Х, У Ј ~ m-tn. {i.nd Х, -i.n.d У} 

{ с. Ј Ind { ь , х, у Ј !: m-tn. {In.d Х, In.d У} 

Ako su ВХ i ВУ maksimalne kompaktifikacije prostora Х i У, 

Bf jedinstveno produ~enje funkciJe f : Х + У u funkciju 

Bf ВХ + ВУ, u [40Ј је pokazano da vazi: 

TEOREMA. Za nOJc.malne pJc.o-6tоЈс.е Х -i. У -<--6рun.јеnо је: 



( а Ј d Ј.m (6, Х, У Ј = dJ. т (В 6, в Х, в У Ј 

(Ь) 1 nd ц, Х, у Ј = 1 nd (В б, ВХ, В У Ј 
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U ОVОПl odeljku rada daje Бе pregled i poboljsanje nekih ге

zultata iz [40Ј i neki novi rezultati kao sto su: veza dimenzije 

dim i separacionih svojstava (stav 8.8.), jedna veza pregrade 

prostora Х ipregrade trojke (f, Х, У) (stav 8.9.), veza izmedju 

razli~itih dimenzija trojki i dr. 

DEFINICIJE ) NEKI REZULTATI О DIMENZIJAMA TROJKI 

u radu l40J uveden је ројат dimenzija dim, Ind·i iпd za 

trojku (f, Х, Уј, gde su Х i У topoloski prostori а f neprekid-

по preslikavanje prostora Х u prostor У. Ovde се biti navedeni 

neki rezultati iz [40Ј i dati neki novi rezult~ti i zapaianja 

о dimenz~jama trojki (f, Х, У). 

VEFINICIJA 8.1. Ке.еЈ. ее.mо da је. pod-6kup Ас Х pf1.e.gf1.ada и :tJc.oj-

СА. (б, х, У Ј cl.l<.o је. А zatvof1.e.n pod-6R.up pJLO-6tОf1.а Х -<. Х - А : 
. 

01 U 02' gde. -6u 01 Ј. 02 ne.pf1.aznJ. dJ.-6јunR.tnЈ. Ј. otvof1.e.nJ. pod-6kupo-
- . 

v-<. pf1.o-6tof1.a Х. Pf1.e.gf1.ada А tf1.ojke (6, Х, УЈ f1.azdvaja zatvof1.e.ne. 

р о d-6 k и р о ~ е Р, Q с У a~ о v а. i Ј. 6 - 1 ( Р Ј с. о 1 -<. -6 - 1 {Q Ј с о 2 • 

VEFINICIJA 8.2. {vJ.dJ. [40Ј Ј Ind {б, х, У Ј = -1' a.ko је. 

х = ,. Pf1.e.tp0-6tаvЈ.mо da је Ind {б, Х, УЈ ~ k de.6J.nJ.-6аnо za 

-6vako k< п. Tada kaie.mo Ind {б, Х, УЈ ~ п ako za -6vaka dva 

dJ.-6јunlztnа za.tvof1.e.na pod..bllUpa Р, 'QC У ·PO-6tојЈ. jJf1.e.gJLCtda А С Х 

tf1.ojke. (6) Х, УЈ koja f1.azdvaja p~d-6kupove. Р Ј. Q~ ~a.kva da. va.iJ. 

Ind (6IА, А, УЈ f. n-1. Kaie.mo da. је. Ind {б, Х, УЈ: п a.ko va.iJ. 
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Ind 16, х, УЈ ~ п ~ nе v~~i ·Ind 16, Х, УЈ ~ k n~ Z~ jedno 

k < Ј1. 

Dimenzija ind (f, Х, У) defini~e Бе sliбпо dimenziji 

Ind (f, Х, У) s .time ~to Бе um~sto para zatvorenih podskupova u 

у uzima zatvoren podskup i. tабkа koja mu пе pripada •. 

Оа Ы Бе iskazala slede6a definicija potreban је ројат reda 

fami1ije podskupova datog skupa Х. Fащi1iја А podskupova skupa Х 

ima red п ako postoji п elemenata A1 , А 2 , .•. , А п fa~ilije А lak

vih da va~i n{А. : i = 1,2, ••• ,~} ~ ~, а Ы10 koja podfami1ija 
l 

od.bar п+1 e1emenata iz А ima prazan presek. То оzпа.баvаmо Ба 

ord А = п. Ako је Ы1о koji presek od kопабпо e1emenata fami1i-

је А neprazan ka~emo da је red familije Ьеskопабап i pi~emo 

ord А = оо. 

DEFINICIJA В.3. (vidi [40Ј Ј K~~eтo d~ је dimenzij~ 

dim 16, х, УЈ 6 Ј1 ~ko Z~ ~v~ki kOl1a~al1 o~vo~en pok~iv~~ п p~o

~~o~a У po~~oji otvo~en, ~ed~ 11+1, pok~iv~~ w p~o~~o~~ Х upi~~n 

и pok~iv~~ 6- 1 IQJ. K~~emo d~ је dim (6, Х, УЈ = п, ~ko је 

dim (6, Х, УЈ ~ 11, ~ nije ta~l1o dim 16, Х, УЈ < n. 

Slede6a teorema daje heke veze izmedju dimenzija prostora 

i dimenzija trojki. 

TEOREMA В.4. Ividi [40Ј Ј Neka j~ ~lede~i dija9~am komu~a~i-. 

van. 
f 

х »- у 

z 

Tad~ va~i:. 

(дЈ dim 16", Х, УЈ ~ dim Z 
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{Ь.1 ll1d ( б , х, У Ј !:: Il1d Z 

{ с, Ј -tnd ( {) , х, УЈ ~ -tnd Z za.. Т 1 pJLo.o:tOJL У • 

ТгеЬа zapaziti cinjenicu da vazi: 

STAV 8 .5 . { а. Ј d-tm х ~ 11 ==> d-tm { {\ , х, УЈ ~ п 

(Ь Ј 1 n.d Х ~ 11 ==> 1 nd { 6 , х, У Ј ~ п 

{ с, Ј -tnd Х ~ п ==> -tnd ( 6 , х, У Ј ~ п. 

о v о s е m о z е d о k а z а t i п с р о s r с d п о, ;) п\ () l с (3 (' (Ј о L) i L. i ј k ,1 () 1) О -

sledica prethodne Теогете 8.4. јег, ako Бе stavi Z = Х, i za 9 

uzme identicno preslikavanje, imamo dim (f, Х, У) ~ dim Х, 

Ind Cf, Х, У) ~ Ind Х i ind Cf, Х, У) ~ ind Х. 

Takodje imamo da Teoг~тa 6. iz [40] sledi iz Теогете 8.4. 

Jednom tl'eba uzeti Z = Х i za 9 identicno preslikavanje, а dru-

gi put Z = У i za h identicno preslikavanje. Za dimenziju 

dim te dve pretpostavke daju veze: ( а ) dim С f , Х, У) ~ dim Х i 

dim ( f , Х , У) ~ dim У , а to daje d im C.f , Х , У) ~ miп Cdim Х , dim У). 

Na sliсап'пасiп imamo: 

( ь ) Ind С f , Х , У) ~ Ind Х i Ind ( f , Х , У) -= Iпd У => 

Ind ( f , Х, У) ~ min (Ind Х, Ind У) i 

( с ) ind ( f , Х , У) ~ iпd Х i ind ( f , Х , У) ~ ind У => 

ind ( f , Х, У) ~ mЈ.П (ind Х, ind У) • 

Sledeci primer Cvidi [40Ј ) pokazuje da napred uосепе nejed-

паkоsti пе moraju ргес! u jednakosti. Neka је Z kantorov savrsen 

skup, X1 metrizabilan kompaktan prostor i dim X1 = k, 

Х = X1 х Z, У mеtгizаЬilап kompaktan prostor dimепziје dim У=п. 

Posto se kапtоrоv prostor Z тоје neprekidno preslikati па prostor 

У, о Ь е 1 е z i m о t о р r е s 1 i k а v а п ј е s а h. U ос i rn о р r е s 1 i k а v а п ј е f = h о "!т z • . 

Јтасето dim Cf, Х, У) = О, dim Х = k i dim У = п. 
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Interesantno је da su dimenzione funkcije trojki monotone u 

od~osuna Х ро svim podskupovima. Naime va~i: 

TEOREMA &.6. 1v.id.i [40Ј) Ne.ka је. Х О PJto.iz vo.f.j аn podpJto.l.:>:toJt 

pJto.l.:>:toJta Х. Tada \.laz.i: 

( аЈ d .im ( t 'Х о ' Х о ' У ) ~ d.iт ( fi , Х, У Ј 

.( Ь Ј 1 nd (fi 'х ' х 
о ' У ) {, Ind ( fi , Х, У .Ј 

о 

( с. Ј .il1d (filxo"X o ' У Ј ~ .ind. ( fi 1 Х, У Ј • 

Ve d е п i s о v ј е U [ 44 Ј р о k 8 Z а о d а z а п о r т а 1 а п р r о s t о r Х v а z i 

1 п d . Х = 1 п d (јХ. р о d Р r е t р о s t а v k о т d а ј е Х п о r т в1 а п W а 11 т ап ј е 

u [45Ј pokazao da va~i dim Х = dim ВХ. U [26Ј Katetov је роЬо1ј-

Бао rezu1tat \4allman-a i pokazao da је 'dim Х = dim ВХ ako је Х . 

Tihonovljev prostor i dimenzija dim definisana preko funkciona1-

по otvor~nih pokriva~a. 

Analogije rezultata Vedenisova i Wallman-a dokazao је Kotov 

u [40Ј za trojke. 

TEOREMA 8 • 7 • ( v .id.i [4 О Ј ) z а noJtтa.f.ne. рЈс. о .I.:>:to Jte. Х .{. У .i.l.:>pu.-

nј е. по је.: 

( а:Ј 1 nd ( fi , Х, У Ј Ind ( В fi , ВХ, ВУ) 

(ь) d.im {6, Х . , У Ј = d .im ( В fi , ВХ, ВУ Ј 

gde.. .l.:>u. ВХ .i BYma..k..I.:>-<-mа...f.nе.. k.ompal<.:t.ifi.ik.ac..ije.. pJtoJ.J:toJta.. Х .{. У, a..Bfi 

je.d.in.l.:>:tve.no pJtodu.ze.nje. ne.pJte.k..idne.. fiunkc..ije.. fi : х ~ У. 

Ako pretpostavimo dasu prostori Х i У u trojci (f, Х, У) 

potpuno regu1arni Т 1 prostori (prostorl Tihonova), i ako se u de

finiciji dim (f, Х, У) trazi da pokriva~ prostoraY bude funk-

cionalno otvoren, rezultati u vezi ovako definisane dimenzije 

dim trojki (f, х, У) Ь! зе izmenili. Takb, ovo је jedna nova 

mogucnost istrazivanja dimenzija trojki. 
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Sada 6ето dati neke veze izmedju dimenzija i separacionih 

svojstava trojki. 

STAV 8.8. ЛЬ.О·је Ind (6, Х, УЈ Ь.оnа.Саn '6Jr.oj tada је 

( 6, Х, У Ј п О!( т a.f 11 а t.Jc. о ј 1:: а, 

Dokaz. Neka su Р i Q disjunktni i zatvoreni podskupovi·pro-

stora y,~ Kako је Ind (f, Х, У) konacan Ьтој, to postaji pregra-

da С (zat\loren s k lJp U Х ) t ak v а da је Х - С = 0.1 1.1 02' gde SLI 

01 i 02 otvoreni skupovi u Х i vazi f- 1 (P)C0
1 

i f~l(Q)C 02' То 

zn ас i da је ( f , Х , У ) погта1па t.rojka. 11 

SТЛV 8.9. Ako је АСХ pJr.egJtada tJr.ojk.e .(6, Х, УЈ medju zatvo-

Jr.en-tn: .6fHLpO\)-tl71а Р, Qc У ..{. У ОСУ zatvoJtHL pOdpJLO.6tOJr. Оа У koj-i.. 

.6еСе .6b.LtpOVe Р -t Q, tada је А П 6-1{у Ј pJtegJtada ИојЬ.е 
о 

{fi 16 -7 {У о Ј ,6 -1 (У о Ј, У Ј medju zatvoJten-tm pod/sb.upo v-tma t-llРnУоЈ = 

,6-1lУо.Ј П 6- 1 (РЈ ..{. 6-1(QnУ о Ј = t-1lУоЈ п 6-l lQЈ , 

D о ka z s 1 е d i i z s 1 е d е 6 е 9 r а z m а t r а п ј а: N е k а је Х - А = О 1 И О 2 

-1 -1 с' "( ) п -l( ) i f (Р) С 01' f (О) 02' Odavde sledl Х - А ,f, уа = 
f-l(y ) _ А П f-l(y ).= (OlU 02)n f-1(y ) = (01 П f-1(y ) U 

о о о о 

(02 П f-1(y », tj. f-1(y ) - Anf- 1 (y ) = (Оln f-1(y ) U 
о о· о а 

(02 П f-1(y », pri сеrпu vazi f- 1 сР П у ) с О] П r- 1 (y) i 
о о , о 

f-1(Q nУ о) с 02 П f-l(y о) а da su skupovi О} П f-1(y о) i 

02 n f- l (y
o

) otvoreni u podprostoru f-
1

(y a )· 11 

т Е О R Е М А g • 7 О. А Ь. о ј е d -<- т (6, Х, У Ј = о t ad а ј е (6, Х, У Ј 

noJtma.fna tJr.ojka -i.. vaz-t Indl6, Х, УЈ = о 

Dokaz. Neka su Р i ,О disjUnktni zatvoreni podskupavi pros-

tora У , Т ad а skupavi °1 = У '- Q l О 2 = У - 1) О Ь l' az LI ј U о L v u 1" С 1\ 

pakrivac !Ј = {01' 02} prostara У , pri cemu је ispunjeno рС 01 

i Q с 02' Kako је . d im ( f , "Х , У) = о ta u Х postaji d isj un kt ап 
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оtvогеп pokrivat w = {01' 02'; •• ' ОБ} upisan u otvoren ~okrivat 

-1 
f (r2)~ Oznacimo sa Ој uniju svill podskupova 0iE: w koji 1eze 

-1 ) u f (01' а Ба O~ uniju svih osta1ih e1emenata pokrivaca ш. Та-

i 02 disjunktni otvoreni skupovi i r2' = {Oi, O~} 

pokrivac prostora х. Ako је '0. 
l 

-1 
iz w i sete f (р), to 0i пе 

1ezati u O~ = f-
1

(02)' ра lezi u Ој -l е ) = f . 01 • Slicno, ako 

О.Е wsece f- 1 (Q), пе moze 1ez~ti 
Ј' . 

- Ј ) u f (01' ра l~zi u 

је 

moze 

neko 

О 2 = f - Ј (О 2 ). Рг е т'а t о m е О ј i О 2 s u d i s ј u п k t п с о t v о г с п с о k о 1 i п е 

skupova f-1ep) i f- 1
(Q). Kako је pri tome јОБ Х = 0i u 02' to 

Је prazan skup pregrada izmedju f-1(p) i (-l(о), sto znaci da 

је ispunjeno Ind (f, х, У) = о i (f, х, У) је погта1па troj-~ 

k.a • !! 

DEFINICIJA 8.11. TJr.ojk.a (п, Х,'УЈ -6е. n.az-tva komp1.e.:tn.o Jr.e.-

gu.1.aJr.n.om аЈЮ~ZД-6vаkо Ij Е:.. У -i. 4a:tVOJr.e.n. pod-6ku.p F koj-i. n.е. ~аdJr.z-i. 

:tacku. У PO-6:toj-i. ·n.e.pJr.e.k-i.dn.а nu.n.kc.-i.ja 9 : Х -+ [0,1Ј :takva da је. 
-1 

9 (6 (F)) = 1. 

Sada se moz.e iskazati lema koja 6е пат trebati kasnije, а 

i Бата је od interesa. 

L Е М А 8. 1 2. А k о ј е. -i. п. d (6, Х, У) = о , :t a.d а ј е. (6, х,·.у) k О т -

р 1. е. :t 11 О Jr. е. 9 u..t.aJr. п. а :tJr. о ј [<. а • 

Dokaz.NekasuyE.Y, F=FCY i уф.F. Kako је 

ind (F, х, У)= о po~tuji zatvoren skup АС Х Lokov Ја је 

Х - А = О 1 [Ј О 2' рг i с е m u ј е О 1 П О 2 = gJ i f - Ј. ( у) с О 1 

f-J.(F)С 02. T.akodje zbog ind (f, Х, У) = о imamo ind(f!A' А, У)= 

-1, а to znati А = gJ. Odavde s1edi da su 01 i 02 otvoreno-zat-

vorenipodskupovi. Ako sada definisemo pres1ikavanje g: Х -+ [О,lЈ 

Ба g(Ol) = о i g(02) = 1, pres1ikavanje g6e biti пергеkidпо 

i vazi6e g(f-J.(y» = о i 
-1 . 

g(f (F» = 1. ! I 



Slede6i Stav 81edi iz definicije Т 1 pr08tora i definicije 

iпd (f, Х, У). 

611 . 

STAV 8.73. Alzo је. У T 7 -рJr.0-6:tоJr. :tada vaz-<. -<'l1d (6, Х, УЈ = 

1 nd (6, Х, .у Ј • 

TEOREA1A 8.14. Alzo је. У 110Jr.malal1 Т 7 -рJr.О-6:tоJr. :tada za -6vaf2u. 

:tJr.ojlzu. (6,·Х, УЈ -6Voj/stva d-<.m (6, Х, УЈ = о -<. Iи.d (6, Х, УЈ = о 

i..n d ( 6, Х, У Ј = о -t ( 6, Х, У Ј ј е. 11 о Jr. т af.11 а :tJr. о ј 1<. а • 

Dokaz. Ргета Teoremi 8.10. videli Бто da iz dim(f, Х, У) =0 

81edi Ind (f, Х, У) = О, а ргета Stavu 8.13. је ind(f, Х, У) -= 

Ind (f, х, .У), odakle sledi .. ind (f, Х, У) = О, posto је Х f. 0. 

Ргета Teoremi 8.10. takodje 81edi da је (f, Х, У) normalna trojka. 

D о k а z i m о s а d а d а i z 1 п d (f, Х, У) = О 8 1 е d i d im ( f, Х, У) = О 

pod pretpostavkom da је Х normalan Т 1 prostor. U tom cilju· uo~i

то proizvoljan otvoren pokriva~ П - {Ol' 02"'" 08} prosto

га У. Kako је svaki kona~an pokriva~ ta~kasto kопа~ап i У пог-

malan prostor, postoji (vidi [29]) zat~oren pokriva~ 

а = {А 1 , А 2 , ••• , А в } kombinatorno upisan u pokriva~ n. То zna-

~! da је А.СО., i = 1,2, ••. ,в. Kako је ро pretpostavci 
1 1 

Ind (f, Х, У) = О to za 

skup Ui u Х takav da је 

svaki· А. Е а postoj i otvoreno-zatvoren 
1 

-1) -1( ) -1( ) f (А. С U. с f О .• Dak1e, u f П 
1 1 1· 

ц р i s а п ј е р о k г i v а ~ у = { U l' U 2 ' • • ., U 8} k ој i s е s а s t о ј i о d о tv о -

reno-zatvorenih skupova. Stavimo 01 = U1 ' 

О. = U.-U {U.: j<i}, i = 3,4,5, •.• ,8. Time ЈоЫјато u 
1 1 Ј' 

f- 1 cn) upisan di8junktan otvoreno~zdtvoreni pokriva~ 

w = {ol' 02"'" Ов}' а to zna~i da је dim (f, Х, У) = о. II 

Prethodna Теогета 8.14. је jedno роја~апје Теогете 9. Koto-

va iz [40]. 
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Za topoloski prostor Х poznati su pojmovi povezanosti, перо-

vezanosti i potp~ne nepovezanosti prostora Х. Ako se za trojke 

(f, Х, У) uvedu analogni pojmovi dobijaju se zanimljivi rezulta-

ti koji povezuju dimenzije trojki sa tim pojmovima, odnosno пе-

kim dtugim pojmovima iz topologije. 

VEFINICIJA 8.75. Za t~ojku Id, Х, УЈ katemo da је nepoveza-

па ako po~toje pod~kupovi Р i Q iz У takvi da и р~о~tйЛU Х po~to-

j~ ~azbijanje Х: Х , U Xz gde ~U Х , ~ Xz otvo~eno-zatvo~eni pod-

~kupovi i vati. d- 7IPJC х , ' 6- 7 tQЈ с Х 2 • 
. Ako ~ и go~e. по. vedeni u~.e.o vi i~ рunј en.t z а ~ vako Ij, z Е. У , 

za t~ojku Id, Х, УЈ katemo da је potpuno nepovezana. 

Ako је prostor Х nepovezantrojka (f, Х, У) пе тога biti 

nepovezana. Medjutim, ako је trojka (f,X, У) nepovezana i рго-

stbr Х је nepovezan.S druge strane, ako је prostor У nepovezan 

i t r ој k а (f, Х, У) ј е п е р о v е z а п а. Z п а с i d а v а z i s с (па i II1Р 1 i k ас i ј о : 

1 

х nepovezan < У nepovezan 

(f, Х, У) nepovezana trojka 

Оа obrriuto od implikacija datih prethodnom ~eтoт nije tacno 

sledi iz.slede6ih primera: 

Ako se za Х ·uzme nepovezan prostor, za У povezan prostor а 

za f : Х -+ У konstantno preslikavanje, imacemo primer da su 

У i (f, Х, У) povezani, а da је Х nepovezan prostor, tj. da sup-

rotno od implikacija 1 i 2 nije tacno. S drugc strane, ako 

za Х uzmemo ~epovezan ргоьtог sastavljen od disjunktnih otvoreno-
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-zatvorenih skupova Х 1 i Х 2 , а za У uzmemo povezan prostor od Ьаг 

dve tacke у i· z, i preslikClvanje f dеfiпiБеmо sa f(X 1 ) = у i 

f(X 2 ) = z , imacemo da је f neprekidno pres1ikavanje, trojka 

( f , Х , У) је nepovezana а У pove;;::an prostor. Znaci da suprotno 

od imp1ikacije 3 u prethodnoj Бетi пе тога biti tacno. 

STAV 8 • 7 6 • Afz. О је У Т 7 -рЈс. O.6.toJr. .{. J.nd ( fi , х, УЈ = о ( .tJ. т 

P!t е. . a.lz о јс: Ind ( 6 , х, У) = о J.1J. dJ.m ( 6 , х, у Ј = о Ј /~ ,С с: с{ .i. а Ll 

је .tJr. о ј l2.Ct ( 6 , х, у Ј po.t)Juno перо vez сща. 

Dokaz. Neka su у i z proizvoljni elementi prostora У. Iz 

ind (f, Х, У) = О sledi da postoji pregrada А trojke (f, Х, У) 

izmedju skupova f -l(y) l' f-1(z) takva da је Х - А = 01 U 02 

-1 
f (у)С 01' 

-Ј 
f "(z) С 02' 01 П 02 =~, 01 i 02 su otvoreni 

podskupovi i ind (f!A' А, У) = -~. Odavde sledi А = ~, ра su 

01 i 02 otvoreno-zatvoreni podskupovi. ! I 

Iz gdrnjeg razmatranja sledi da nepovezana trojka пе тога 

biti potpuno пероvеzапа. 

U vezi dimenzija trojki mogu se postaviti mnoga pitanja. 

Navedimo ~eka od njih. 

Pitanje 8.17. Pod kojim us10vima va~i ind (f, Х, У) = 

Ind (f, Х, У)? 

Pitanje 8 .18 . Pod kojim us10vima vazi ind ( (3 f , (3Х, (3У) - . 

Ind ( (3 f , (3Х, (3У)? 

Pitanje В • 19 • Dа ii se moze р. о Ь о 1 ј Б а t i Теогета 10. а) iz 

[4 О Ј Ckoja daje jednakost dim CSf,SX, ВУ) = dim ( f , Х , У) za 

za погта1пе prostore Х i У) s obzirom па rezultat Katetova 

dim ВХ = dim Х za Tychonoff-ljeve prostore? 
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РоsеЬпо bi od iпtегеsа bilo dеfiпisаti dimепziопu fuпkсiјu 

dim (f, Х, У) ako је pokriva~ П prostora У iz Dеfiпiсiје 8.3. 

fuпkсiопа1по otvoren pokriva~. 
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х -+ у 

, 

1. SIMBOLI 1 SKRACENICE 

х је element skupa Х 

А је podskup skupa 8 

unija 

presek 

Kartezijev proizvod 

komplement skupa А 

skup Х Ба topologijom L 

zatvaranje skupa А 

interior skupa А 

disjunktna topoloska suma prostora Х , а 
а 

kompaktifikacija prostora Х 

Stone-Cech-ova kompaktifikacija prostora Х 

~artitivni skup skupa Х 

76 

А . 

Vietoris-ova (kona~na) tђроlоgiја па familiji 

zatvorenih podskupova 

prazan skup 

kraj dokaza 

jednozna~~o preslikavanje 
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F : Х -+ У vi~ezna~no preslikavanje 

f 
-1 

inverzno pres1ikavanje pres1ikavanja f 

F+(A) mala koslika skupa А 

fl A 
restrikcija pres1ikavanja па podskup А 

п f 
aG:.A а 

proizvod preslikavanja f:X -+У, аЕА 
а а а 

d(X) gustoca prostora Х 

I А i = card А kardinalni broj skupa А 

ord А red familije А podskupova nekog prostora 
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1 
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Tychonoff-ljev prostor = komp1etno regularan prostor 

-Tychonoff-1jeva trojka = komp1etno regu1arna trojka 

Т 2 prostor 8 , 9, 26, 68 

Т 2 trojka 12-22 

Т. trojka 12-22 
1 

U prostor 10, 42, 43, 48, 49 

u trojka 42, 48-50, 53 

Urisohn-ova lema 9 

u sistem 44, 48 

funkcionalno otvoren pokriva~ 65 

Hausdorff-ov prostor = Т 2 prostor 

Ha~sdorff-ova trojka = Т 2 trojka 

оо 


