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PREDGOVOR

U métematici, kao i u svim oblastima koje koriste matemati-

ku, pojam preslikévanja (funkcije) je od osnovne vaZnosti. Pre;

slikavanje govori o medjusobnoj zavisnosti dve ili vige pojava,

velic¢ina, svojstava i sl. Tako, preslikavanja Se'prirodno» jav-
ljaju kao sredstvo i objekt istra¥ivanja u matematici i tdpolq—
gijl posebno. Jedna od problematika vezanih za ppeslikavanja je
uzajamna klasifikacija prostora 1 preslikavanja. Mogu se nagla-

siti sledeca tri tipa zadataka u vezi ove problematike:

1) Data je klasa preslikavanja L. Koja svojstva topo-
lodkih prostora se Cuvaju. preslikavanjima iz klasc L?
2) Data je klasa A topolo&kih prostora i klasa L pre;
" slikavanja. Koja svojstva imaju prostori koji se
dobijaju kao slike prostora iz klase A posredstvom
~preslikavanja iz klase L?
3) Dati karakterizaciju inverzne slike prostora iz

klase A preslikavénjima iz klése.L?

Prvi rédovi takve vrste dosté su stari. Znacaj te problema—

tike naro¢ito je istakao P.S. Aleksandrov (vidi [41) na simpozi?



Jjumu iz topologijé u Pragu 1961. goﬂine. Iza toga ova problemati-
ka ¢desto se javljala kao predmét istrazivanja, u éemu vidno mes-
to.ima Arhangelskij*).'Tako P.S.‘Aleksandrov je dokazao da je
svaki metridki komp ak t nep%ekidna slika kantorovog savrenog sku;
pa. Han i Mazurkievi& éuvpokaiali da je neprekidna slika segmen}
~ta lokalno povezan‘metrizabilan'kompakt. Lesto su prostori karak-
vtefisani kao slike nekih Vrlo poznatih proétora preslikavanjem ko-

je Jjo 1z date Kklase preslikavan ja.

Preslikavaﬁja s a kojima se. ova ispitivanja vre ‘hajéescée  su
iz k;asé neprekidnih préslikavanja,’ﬁaktor éreslikaﬁanja, btvoreQ
nih pneslikavanja, zatvorenih preslikavanja i savr8enih preslika-
vanja. Ponekad se upotrebljavaju jaca ili>slabija preslikavanja
od navedenih. U poslednje Vremé naroc¢ito se priﬁeniﬁju neka osla-
bljivanja neprekidnosti kab Sto su gotovo neprekidﬁa preslikaan

nja, slabo neprekidna preslikavanja i poluneprekidna preslikavanja.

Rad je podel jen y osam 0del§La, ko ji su numerisani arapskim
brojevima. Odeljci 3., 4., 5., 6., 7. i 8. imaju svoj uvodni deo i
deo ‘u kome sevizlaie problematika obuhvadena odgovarajucim haslo-
vom. Izuzetno'odeljak 6. ima tri dela i uvodni deo. Razlog je taj
§to sé'u Sestom odelij obradjﬁjﬁ tri pojma tesno poﬁezana med ju
sobom. Tako se svaki iskaz u Sestom odel jku ‘oznatava trima cifra;
ma od kojih je prva broj odeljka, druga deo odeljké, a treda broj
iskaza u tom delu odeljka. U ostélim odeljcima iskazi‘se numerisu
dvema ciframa od kojih je prva brdj odel jka a druga broj iskaza u

" odel jku. Tako, na primer, 5.3, znadi tredi iskaz u petom odel jku.

*)Arhangelskij A.\., Otobraenija i prostranstva, UMN.21(1966), No 4,
132-184. ' o -



Na pocetku svakog odeljka, radi bol jeg uvida u materi ju ode-
ljka, dat je motiv, pregled postoje¢ih rezultata u vezi tog odel j-
ka i kratak sadrZaj. |

Kada se poZiVa,na neki iskaz iz samog teksta, navodi se samo

broj tog iskaza. Brojevi u uglastim zagradama cznadavaju redni

-brej iz R;opisane literature, koja je inace abecedna.
Terminologija i simboli su uglavnom uobicajeni, kao recimo u
51, [71, [ao], D], fae], [27], (28],
Kraj dokaza svakog tvrdjenja naglaSen je oznakom |J.

" Dobar deo rezultata 3., 4., 5., 6., 7. i 8 odeljka su origiQ
nalni.
Za prostore X i Y ne pretpostavljaju se nikakva separaciona
ili diuga sonstVa. Medjutim, za preslikavanje f : X >Y pretpos-
tavlja se da je neprekidno, mada je to nhajéesce 1 naglaSeno.
N a kraju rada dati su spisak upotrebl javane literature, sim-
boli i oznake i popis pojmova.
~Veci deo ovog rada izlagan je na Seminaruztopologije, koji
se drzi pod eroQodstVom prof. dr Dufana Adnadjevida i doc.dr Mile

Mrdgevid.

Zadovol jstvo mi je da se zahvalim profesoru Dusanu Adnadje vi-
du, pod €4Lfim rukovodstvom je ova Zeza radfena, a kofi mi je svofim

sugesti fama L savetima pruzio dragocenu pomoc.

Bogolijub Z. Predid



1. UVvonD

~Filipov V.V. je inicirao istraZivanje svojstva trojki (f,X;Y);
gde su X'i Y topolo8ki prostori, a f neprekidno preslikavanje od
X u Y. Pokazélo se da se trojka u‘mnogo ¢emu pona$a kao prostor.

S druge strane neki primeri pokazuju da analogija izmedju prosto-
ra i trojki nije uvek moguéa. Jedan od motiVé‘za razmatranjc troj;
ki je sledeci: |

Ako je V otvoren pokrivaé prostora Y, f : X-+Y nepfekidho
preslikavanje, tada je fﬁl(V) takodje otvoren pokrivaé prostéra
X. Pokrivati prostora X oblika F~1(V) su jedna specijalna podfami-
lija familije svih pokrivata. Otud, ako se u deFiniciji nekog poj-~
maAzahtéva da svi pokrivagi prostopa X imaju svojstvo P, onda i
pdkrivaéi oblika f;l(V) moraju imati svojétvo.P, dok obrnuto nije
taénb. S druge strane mnoga topoloska sVojstvavdeFiniéu se na sle-
deé¢i nalin: ;unae;se dve klase M i N pokriva&a prostora. _kéie se
;da prostor X ima neko svojstvo ako ée u svaki njegov pokrivat ko -
ji je iz klase M moZe upisati pokrivad iz klase N.7'éxva svojétva
su recimo kompaktnbs%, parékompaktndst, prebrojiva kompaktnost,

dimenzi ja.



Problematika obradjena u ovom radu mogla bi se'podeliti u

dve grupe i kratko izloZiti na sledecé¢i nacin:
1

(a) Dati vezu izmedju tobologije na prostor& X i svojstava
trojke (f, X, Y).
(b) Dati vezﬁ izmedju topolog&je na prqstﬁru Y i évojstava
trojke (F, X, Y).
(¢) Dati vezu izmedju topologija na prostorima X i Y koris-
~teéi ddredjena svojstva trojke (f, X, Y).
~ (d) Kada se poklapaju navedena SVojstva prostora X i tfojke

(f, X, Y), odnosno, kada se poklapaju navedena svojstva

prostora Y i trojke (f, X, Y)?
II
Za_trojkﬁ (f, X, Y) definidu se sVojstVé (a), (b), (c),yeun
Kakva je veza izmedju svojstava (a), (b), (c)ye..?

Opidimo u najkraéim crtama svaki od odeljaka ovog rada.

PRYT ODELJAK je uvodni deo., Ovde su dati motivi za obradu
ove teme, problematika koja je obradjena, gde je mesto onog étoAje
novo u radﬁ. U ovom delu takodje je dat kratak opis svih radnih

“ odeljaka rada.

DRUGI ODELJAK sadrZi osnovne deFinicijé‘i svojsfva prostora.
Radi se o definicijama i svojstvima koji se kasnije analogno r az-
”matrajﬁ na trojkaha,,ili pak imaju posredan znataj za materiju ko;
ja se ovde razmatra. Cinjenice ovde navedene mo gu senhaéi, na pri;
mer, u [10], [ll] i [14].

TRECI ODELJAK odnosi se na separaciona svojstva prostora i

trojki (f,X,Y). Uvedeni su pojmovi nekih.separacionih’svojstava



koji nisu bili razmatrani u [40]. Daju se brojni primeri koji op;
ravdavaju uvodjenje novih pojmova ili pak pokazuju da neki iskaz

ima samo Jjedan smer.

CETVRTI ODELJAK govori o pojmovima.kompaktnoéti, Linde 16f~"
ovost.i parakompaktnost za prostqre X iY i ngovarajuée 'tfojke
(f, X, Y). Data je veza izmedju pérékompaktndSti i kolekdijske nor-
malnosti trojke (Teorema 4.15.), parakompaktnosti i Lindelbf;qvosj:
ti za trojke (leorema 4.17.), kav i uslov bud kujim uu'ﬁarukumpukt~
nost prostora Y i trojke-(f,.X, Y) ekvivalentni, i drugi sliéni
staqui. | |

PETI ODELJAK fazmatra pojam apsolutne zatvorenosti. Na topo;~
loskim pfostdrimé taj pojam su uveli Aleksandrov i Urison (vidi
[6]), i dosta je obradjivan kao recimo u-[11], [12], [25], [39],
.[43]. Ovde je uvéden pojam odgovarajuc¢i apsolutnoj zatvorenosti za
. trojke. Uvodjenje pojma épsolutne zatvorenosti trojke (f, X, Y) da-
Je jedan pojam izmédju apsolutne zatvorenosti prostoré X i apsolut;
ne zatvorerosti proétora.Y (U smislu Stavova 5.2. i 5.3.). Navedi-
mo i neke_od.rezﬁltété: Stav 5.8. (koji déje jednu ekvivalenciju
za apsolutnu zétﬁorenost disjdnktne s ume trojki), Stav 5.9. (koji
- daje ekvivélentén usluQ épsolﬁtne'zatvorenbsti proizVodé'trojki),
Lema;5.11. (kojé”omogﬁéaQé da se kod proizvoda trojki rédi sa baz-
nim pokriVééima).'. |

SESTI ODELJAK rdzmatra tri pojma, a to su slaba kompaktnost,
U;pfostbri~i pSeudokoﬁpaktnost. Defini%u se odgovarajuéi pojmovi
za £r0jke. Pokazano je da se pojam slabe kompaktnosti trojke né;
lazi izmede pojma slabe kompaktnosti prostora X 1 slabeAkompakt;
nosti prostora Y (Stav 6.2.,2. i Stav 6.2.5.). Iz navedenog, dobi-

Jjeno jé‘tVrdjenje_da je neprekidna slika slabo kompaktnog prostora



slabo kompéktan prostor. Sliéno je pokazéno za U«frqjke’i'pseudo;
kompaktne trojke, a Qz to data je veza izmedjd navedenih triju

svojstéva trogki.

SEDMI ODELJAK posveden je gustoci prostora i gustodi trojki.
Navedimo neke rezultate: Pojém separébilnoéti trojke (f, X, Y) je
izﬁedju pojma sepérabiinosti prosto}a X i separabilnosti proétora
'Y (Stav 7.2. i Stav 7.3,), Stav 7.7., Posledicu 7.9. (to je jedno
uopétenje pdinatbg rezultata da je'neprekidﬁa slika separabilnog
prostora separabilan prostor, pri &emu u ovom slucaju preslikava;

nje je vigeznadno) i Stav.7.10. (separabilnost je ﬁod izvesnim us-

lovima inverzna invarijanta otvorenih preslikavanja).

OSMI ODELJAK odnosi se na dimenzije trojki. Deo rezultata ovog
odel jka odﬁosi se na vezu dimenzija i separacionih svo jstava troj;
ki (Stav 8.8., Stav 8.10., Stav 8.12., Stav 8.14.). Neki rezultati
daju veru izmedju razligitih dimenzija trojki (Stav 8.10., Stav
8.14.). Stav 8.14. je jedno pojaéénje Teoreme 9. iz [40]. U odelj;
ku je-rézmétréna i nepoVeéanost, odnosno potpuna.nepovezénost troj;

ki (Stav 8.16.).




2, 0 OSNOVMINM DEFINICIJMA T SVOJSTVIFA

U10vom odeljku’déje se pregled pojmova i ¢injenica o topo-
1o8kim prostorima, a u vezi onih pojmova koji se defini8u na
trojkamé (fF, X, Y). Neki od pojmova i €injenica, koji se u ovom
odeljku navode, direktno su vezani. za odgovarajuée pojmove na
trojkama, dok se drugi navode zbog évog znataja i posredne pri;

mene .

2.1. Sepaﬁaciond AonAtQa. Jedna od prvih svojstava sa_ko;
Jima aasreéemo pri radu sa topolodkim prostorima su separaciona
~svojstva. Vecina prostora ima svojstvo da je svaka taéka zatvo-
ren skup, pa su ti prostori Tl prostori. U definiciji kompaktnd—
sti i parakompaktnosti prostora neki autori tréie da je prostor
Té i zadovol java odgovarajuéi uslov u veii svakog otvorenog po-
krivaca. Takav prostbr téda'zadovoljava mnogo jafa separaciona
svojstva. jedan takav.rezultaf'je:

Teorema. (vidi [14]) Svaki kompaktan prostor je kolekecijski
normalan prostor. |

Naredna dva rezultata povezuju separaciona svojstva sa poj;

movima koji se izraZavaju u sasvim druk&ijim terminima. Tako,



imamo dé su separacioné svojstvé tesno vezana za preslikayanja
odnosno za kompaktnost. |

Urisonova lema (vidi [14]) Za svaki par A, B disjunktnih ia;
tvorenih podskupové nofmélnog prosthé.X postoji neprekidna funk—
cija f : X » [0,1] takva da va¥i: f(x) = O za svako x & A i

f(x) = 1 za svako x & B.

Teorema (Keesling J.*)) Prostor~2>< je'hormalanAako i samo

‘ako je prostor X kompakt.

2.2. Kompakinozt,LLndeﬂéﬁ—aQOAt, parakompaktnost. Medju
pojmovima koji sé'iz:éiavaju u términima»otvopenih pokrivaca,
ovi~§ojmoVi se najtesde korisfe. Kompaktni prostori su Lindelﬁf;
ovi, a ovi parakomhaktni. Medjutim, ako je parakompaktén prostof
_istovrémeno prebrojivo kompaktan, tada je on i kompaktan prostor.
Zanimljivo je da je topolo$ki proizvod kompaktnih prostora, kom;
paktan prostor, dok odgovarajué¢i rezultat za Lindelﬁf;ove i pa-
‘rakompaktne prostore ne Qaii. Metrilki prostér néraVno ne mora
biti kompaktan, ali jeste parakompaktan.:Tako, klasa parakompakt;
nih prostora je dosta velika i ima narodito primenu u metrizaci;
onim problemima. Navedena'tri pojma sli¢no se ponasSaju i u odno;
suU na preslikavanja. Dok je nebrekidha slika svakog kompaktnog
prdstora kompaktan prostor, parakompaktnost se ne prenosi‘nepre;‘
kidnim preslikévanjima. Medjutim, vazi:

Teorema. (Michaél, vidi [14]). Parakompaktnost je invarijan;

~ta zatvorenih preslikavanja.

2.3. Apéoﬁutna'zatuo&enOAt. Neprekidna slika kompaktnog

prosfora u T2 prostor je zétﬁoren podstp. Ovo svojstvo kompakt;.'

*)Keesling J., On the equivélence of normality and compactness in hyper-
spaces, Pacific J. of Math., 33(1970), 657-667.
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nih prostora je posluZilo za.definiciju épsolutne zatvorenosti;
kao "jednog uépéténja kompaktnosti. Zé Héﬁsdorff—ov pfostof X kaQ
semo da je apsolutno zétVoren ako je X éatvoren podprostor sva-
kog Héusdorff;dvog prosforé_ﬁ kome je éadrién. Sledeé¢i rezultat
pokazuje da se svojstﬁo apsolutne zétvorenosti moZe izraziti u

.terminima pokrivacda.

Teorema. (vidi [14]) Hausdorff-ov prostor X je apsolutno
zatvoren akp i samo ako za svaki otvoren pokrivad¢ prostera X

postaoji konac¢an deo ¢éija zatvaranja su pokrivad prostora X.

2.4, Slaba Izompci!ztnozst, U-prostord £ pseudokhompaktnost.
Siaba-kompaktnostAse moZe okarakteriséti na slededé¢i nad&in: ‘Za
svaki prebrojiv otvoren pokrivaé.prostora X postoji konacan deo
éija'unija zatvarénja pokriva X. Iz te definicije neposredno sle-
di da je svaki apsolutno zatvofen‘prostor slabo kompaktan pfostof.
Iz Definicije 6.1.5. jednostavno sledi da je svaki slabo kompak-
tan prostor u;prostor, a‘ovaj pseudokompaktan prostor. Medjutim,
ako je prostor kompletno reqularan tada se navedena tri pojma
poklapaju; Treba vaoditi raduna da neki éutori u définiciji pseu;

dokompéktnosti trare da je prostor kompletno regularan (vidi DA]).

2.5. Gustota pnOAiond. Ovaj pojam se definiSe kao najmanji
kardinalni broj podskupova détog prostoraréije zatvaranje dajé
¢itav prostor. Poseban znaééj imaju prostori Cijé gustoda je:
prebrojiva. Ti'prostgri se nazivaju separabilnim prostorima. Gus-
toca je iﬁvarijanta neprekidnih preslikavanja. U vezi gustoce

proizvoda topoloékih~prostora znadajan Jje sledec¢i rezultat:

Teorema. (vidi |14|) Ako je d(XS) P }Yo za  svako

s&«s. i |s| = 2", tada vazi d( I_ X)) ¢ m,

s §
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Kao specijalan slucaj navedene teoreme imamo da je separa-

bilnost c;multiplikétivno svojstvo.

2.6. Dimenzifa prostora. NajeeSce se obradjuju tri dimenzi-
~one funkcije ind X, Ind X i dim X, mada je fézvijena teofija 0
'joé nekim dimenzionim fﬁnkcijamé{FKod dimenzionihkfunkéija ind X
i Ina X polaziste je ”ptegradé" koja razdvaja prostor na éva
étvorena.podskupa, dok je'kod dimenzione fuhkcije dim X polaziﬁ;
te ﬁtvoren pokrivacd. prostora X. S 0bzirom na primenu kod trojki

(f, X, Y) za nas su od zna&aja izmedju ostalih slede¢i rezultati:
“Stav. (vidi [5]) Ako je X_< X zatvoren u X, tada vazi
Ind X_ = Ind X. |
Stav. (viai [5]5 Za Tl'prostor‘X vazi ind X = Ind X.
Formula Urisoné;Mengera} Ak0 éu MAi N podskupovi nasledno
normalnog prostora X ﬁéda va¥i ind (M UN) ? ind M + ind Mﬁ-lf |
Teorema (vidi [5]) Ako je neprekidno preslikavanje f : X =Y
normélnog prostora X né parakompakt Y zatvoreno tada wvaZi
dim X = dim f + Ind Y.
| Teorémaf (vidi [5]) Za normalan prostor X vazi Ind BX ;
Ind X.
’Teorema. (vidi [141) ia Tychonéff—ijevvprostor X vazi

dim BX = dim X.
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5. SEPARACIONA SVOJSTVA TROJKI NEPREKIDNOSTI

Ovaj odeljak odnosi se na separaciona svojstva prostora i
separaciona svojstva trojki neprekidnostiv(f, X, Y). U radu
40| uveden je pojam normalnosti trojki. Uvde su déte definici-
je TO,-Tl, T2 i T3 trojke, zatim semi Ti-i = 0,1,2,3 trojke, ve-
ze medju njima, kao i veze sa odgova%ajuéim.svojstvima prostora
X 1 Y. U radu se takodje daju primeri koji opravdavaju uvodjenje
novih svojstava, odnosﬁo pokazuju da izvesna tvrdjenja vaZe samo
u jednom smeru. Tako se daje primer trojke koja jeste seni T2
trojka a nije T2 trojka;'Takodje se daju primeri trojki koje je-
su Ti trojke a nisu Ti+l trojke. Medjutim; pod izvesnim uslovima
semi Ti trojke i Ti trojke se poklapaju. Poéto-svojstvo da je 
X Ti prostor u opsStem sludaju ne povlacéi za sobom da.je.i trojka
(f, X, Yj.Ti trojka, dat je primer prostoré'X koji jeste‘Ti»pro—‘
stor a da (f, X, Y) nije Ti trojka. U ovomvodeljku se-zatim da-
vje veza prostora dekompozicije {f—l(y) : yeEyY) i Separaciqnih
"svojstava trojki (F, X, Y). Najzad od separacionih svojstava
uvedena je i kolekcijska normalnost trojke (f, X, ¥) i‘primerom

pokazano da normalna trojka ne mora biti kolekcijski normalna

trojka.
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DEFINICIJE I NEKi REZULTATI 0O SEPARACIONIM SVOJSTVIMA
PROSTORA I TROJKI NEPREKIDNOSTI '

U ovom odeljku bicde re&i o moguénosti definisanja nekih se-
paracionih svéjstava i njihovim osqbinama, i nekim svojstvima u
vézi éeparacionih svojstava.

Ovde de se pOd prostorom podrazumevati. topolo8ki prostor a
pod preslikayanjem'%_: X —> Y-neprekidno preslikawvanje. Defini-
cije su prema Engelking—u [14] odnosno-Berge;u [lO]. Za inverzi-
ju preslikavanja f upotrebljavane su sledece oznake: Za ye Y i
_B'CY. i‘mamo r“l(y) = {xe& X f{x) = y}, f;l(B) = {x€X : f(x)& B}.

Sa BkA) je oznadena fémilija otvorenih okolina podskupé A

datog brostora.

DEFINICIJA 3.1. Trojka (§, X, Y] se nazdiva T, 6 Zrojka ako
za svako Yi» Y,€Y, Y, # Yoo bar za fedan od’podéhupova 6_7(y7),
6~7(y2) postofjd otvorena okolina kojfja ne sede drugl podskup: po-
stoji u €8 167y ) i u,ng Ty, = 0, ki postojiu,cBlg iy,
. -1 B : ’

Luzﬂﬁ ly;) = 4.

.DEFINICIJA 3.2. Twofka U6, X, Y) fe semd To Dofka ako za,Avaho'gl,
y,€Y < pnoizvol’.jne tatke xleﬂ—l(y]), xzeénl(gz), bar za fednu od Lataka
X;s X, postofd qtuaaena.okotinaAhoja,ne'Aadaii drugu tadhku.

Nasﬂiémnnaéhwnmiém:defﬂﬁsati Ti trojke 1 semi Ti trojke za
i = 1,2,3,4. oponadajué¢i odgovarajuée definicije sepafacionih
svojstava ‘topolo8kih prostora.

Oc¢igledno je_da vazi:

STAV 3.3. Ako je trojka (§, X, V) T, trojka tada je 4 semi.
T, trojka, 4 = 0,1,2,3,4. |

Obrnuto u opsStem sluc¢aju ne vaZzi, éto-bokazuju naredni'priQ

meri.
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Primer 3.4. Neka je X = R = Y, X topologizirano tako da su
skupovi koji ne sadrZe nu}u.otvoreni ako su ptvoreni u uobiéaje-'
nom smislu, a ako sadr¥e nulu otvoreni su ako sadre skup oblika
(?a, a) - {1/n : neN}, gde je a neki bozitivaﬁ broj. Preslikava-

nje f + X —_ Y definisano sa

| x : x £1/n, n€N

Fix) = { : '

' 1 : x = 1/n, za neko n€N

je neprekidno ako Y ima antidiskretnu topologiju. Skupovi f_l(O)
i F—l(l) se ne mogu separirati otvorenim okolinama, a X je T,
prosfor, pa imamo trojku koja jeste semi T2 trojka i Tl trojka a

nije T2 trojka.

"Primer 3.5. Neka je X = {-1/n : n&N} U {0} U {1/n : ne N}
sa uobidajenom tdpologijom na pravoj, a Y = {a,b} sa antidiskret-

nom topologijom. Preslikavanje f : X — Y definisano sa

' a: x € {-1/n : neN}
fFix) = {
b : xe {0} U {1/n :"neN}

je neprekidno, (f, X, Y) je semi T2 trojké koja Jeste To trojka
a nije Tl.trojké.

Primer 3.6. Ako se uzme X = Y prostor koji jeste Ti prostor
a nije Ti+1 prostor, 1 = 0,1,2,3, a za f identicéno preslikavanje
dobija se primer semi Ti trojke koja nije'semi Ti+l trojka.

Primer 3.7. Ako se za prostor X i Y uzme Niemytzki-eva ra-
van, 1 u prdstdru Y zatvoreni podskupovi Q@ = {(x,0) : x raciona-
lan broj} i P = {(x,ﬁ) : X nije racionalan broj}, v a za
f: X — Y identi&no preslikavanje, dobijamo trojku (f, X, Y)
koja jeste T; trojka a nije T, trojka.

Ako je X T. prostor, i = 0,1,2, trojka (f, X, Y) ne mora
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biti Ti trojka. Da bi se to videlo dovoljno je uzeti Y = {1, 2}
sa grubom topologijom, a X = R sa uobilajenom topologijom i

preslikavanje  f definisati na sleded¢i nadin:

' : 1l : x& @ (racionalni brojevi)
f(x) = {
-2+ XE R -Q

Kako se podskupﬁvi'f-l(l) = Q i f—l(Z) = R-Q ne mogu
separirati ni u kom pogledu, trojka (f, X, Y) u ovom sludaju ni-
je ¢ak ni TO trojka. Treba zapaziti da ova trojka jeste semi Ti
trojka, i = 0,1.2.

Primer 3.8. Ovo je primer T3 prostora X, a da trojka (f,X,Y)
nije T3 trojka. |

Neka je X = R sa uobidajenom topologijoh, a Y;: {l; 2, 3}.
Topologija na Y neka je zadata famiiijom Ty = {g, {1,3}, {1,2,3}}.

DefiniSimo preslikavanje f -sa

1: xeq - {0}

3 : xER-Q

Kako je ui Y jedihi neprazanrotvoren skup {1,3}, a njegova in-
verzna slika je R - {0}, tj. F—l({l,3}) je otvoren, imamo da je
f néprekidno preslikavanje. |

_U Y jedini neprazan zatvoren skup je A = {2} i uoc¢imo tacku
recimo 'l koja nije u A. Podskupovi £ 3(2) = 0 i £ 1(1) = q- {0}
ne mogu se separirati otvorenim skupovima. Iz havedenog sledi da

trojka (f, R, Y) nije T, trojka.

3
Jednostavno se moZe pokazati da ako je X Ti prostor Y ne
mora biti Ti prostor. A poznato je (vidi [14]) da je od‘separa;

cionih svojstava jedino regularnost inverzna invarijanta i to za
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perfektna preslikavanja. Medjutim, separaciona svojstva se sé

prostoré Y.prenose.né trojke (f, X, Y).

STAV 3.9. Ako je VY Ti prostor, tada za svakd prostor X 4
neprekidno preslikavanje § : X ~— Y vaii da je trofka (f, X, V/

'Ti trhofka.

STAV- 3.10. Neka je § : X — V neprekidno pnebﬂikduanje £
6-I(y)<2 X kompaktan (ne obavezno £ T,] podskup od X za svako.
y V. Tada va?i: Trojha 1§, X, V) fe semd T, thofka ako £ samo

ako fe Tz.inojha.

.Dokéz.‘Kako je svaka T2 trojka semi T2 trojka, treba doka;éél
ti da pod névedenim uslovima vaiiAi obfnuto.

‘Neka je A = f—l(yl) i B = F_l(yz); gde su y; i y, bilo ko-
je dve tacke iz Y. Posto je (f, X,'Y) semi T2 trojka za svako’

, taF

beB 1 a€A postoje disjunktni otvoreni skupoVi Va i Ua

kvi da je be;Va i aeaUa. Ako se postupak sprovede za svako a A
imademo familije podskupova {Va : a€A} i {Ua : a€ A}, gde je
prvovpodfamilijalbkolina tacke b, a drugo‘pokrivaé kompaktnog
skupa A. Neka je Uy, Uz,..;, U konatan podpokrivaé pokrivaga

v

{Ua : a€A}, a V V. odgovérajuée okoline tadke b iz

10 Yporeen,
familije {V_ : a€A}. Skup U = U {U, : i = 1,2,...,n} je otvo-
rena okolina dd Aa Vv = f\{Vi : 1= 1,2;...;n} otvorena okoii-
na tatke b,bi vazi U 0 Vb = . Ako se ovaj postupak ponovi za

" svako b& B dobidemo %amiliju.okolina {U} skupa A i'pokrivaév

» {Vb’: be B} skupa B. Zbog kompaktnosti skupa B postoji konacan

podpokrivad Vpps Voo ka pokrivata {Vb : be B}, Otvoreni
podskup U'{\/bi : i 1;2,...,k} sadrzi skup B,'é otvoreni pod-
.ékup N{UL, + 1= 1,2,...,k} sadrzi skup A. QOvde se podskupovi

U uzeti iz familije U pokrivaca skupa A, tako da je-

bi
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Ubi,n Vs = #. Tako skupévi A= f (yl) i B= f (yz) imaju
disjunktne otvorene okoline, pa jev(f, X, Y) T2 trojka. |T
STAV 3.11. Za neprekidno £ na preslikavanje § : X — Y

prostora X'naipKOétOA v, {§, X, Y] je T, thofka ako 4 samo ako

je skup 6—7(g) zatvoren za svako yeV.

1
Tada postoji y’€ Y takvo da je xe "~

trojka, yevY i x(éF'_l(y-).
1 '

Dokaz. Neka je (f, X, V) T‘
y’). Kako je (f, X, Y) T
trojka, postoji otvoren skup U C X takav da vari F"l(y’) c Uv i
u n F_l(y)‘: g. U je otvorena okolina od x. koja ne seée pod-"
skUp‘f-l(y), pé je f_l(y) zatvoren. Na slidan nééin sledi i obr-
nuto. || |

Kéko‘je za neprekidno preslikavénjeAf tX ;—+ Y i Tl pro;
stor.Y, podskup f—l(y) zatvoren ia svako y&€Y, bilo bi od inte-
resa vidéti da 1li se u nekiﬁ‘prostorima X i Y, ispunjendsfvaksi;
ome Tl za Y moZe okarakterisati zatvoreno$cu f_l(y) ia.svako
yé;Y.-Ako je f zatvoreno preslikavanje od X na Y tada zatvore;
nost f*l(y) za svako vy iz_Y povladi aa je Y Tl prostor.

Ako je f'otVQreno ili %ak faktor preslikavanje a f_l(y) za-
" tvoren skup za svako yeY, takodje, iz f(X »f_l(y)) =Y ;{y},
vazi da je Y Tl prostor.

" Da u opstem slutaju zatvorenost podskupova F—l(y) za svako

y iz. Y ne povlacdi Tl aksiomu za prostor Y, sledi iz sledecdeg pri;'

mera.

Primer.3.12. Neka je X.: Y 1 ima’bar.dve tacke, a f : X Y
je bilo kakvo preslikavanje. Neka X ima diskretnu tbpologiju a
Y indiskretnu topologiju. Zbog diskretnosti topologije na X, f
je heprekidno preslikavanje i za svako y iz Y podskup F_l(y) je

zatvoren u X. Medjutim, nijedno y iz Y nije zatvoren podskup u Y.
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STAV 3.73; Ako e (§, X, V) T2 trhojka tada za svako y iz Y
vazi §Tly) = N{T : 0eBl{ 1y))y.

Dokaz. Ako je (f, X, Y) T, trojka? tada za Svako‘yl £ Yo
iz Y postoje otvoreni podskupovi 0, i 0, i vaZi ‘CIZD fgl(yl),‘
0,2 f*(y,) i 0, N0, = @. Ali tada su X-0, i X-0, zatvo-
_reni podskupovi, pa je F_l(yl) ClOl'CLﬁi C X-0, i f_;(yz)CL
0, C ﬁé C X - 0,. Kako je ovo ispunjeno za svako y,, y, iz Y ta-
da vazi f—l(y) :irlﬁ za svaki otvoren podskup 0O koji sadrzi
podskup.F—l(y);ll|

.. Iz narednog primera vidi se da obrnuto ne vaZi.

Primer 3.14, Neka je L Niemytzki;eva favan, a Y faktor pro;'
stor L/R Niemytzki-evog prostora; Relacija ekvivalencije je uve-
.dena takoc da su u L—Ll klase ekvivalencije sastavljene samo od
po jedne tatke, a L, je podeljenc u dve klase R(r) i R(i), jedna
ima za prvu koordinatu racionalne, a druga ifacionalne brojeve.
Za f uzimamo prirodnu pro jekciju f(x) = R(x), gde je R(x) kla-
sa ekvivalen&ije tééke x. Tada (f, X, Y) ima oéobinu.da je |
fhy) = N{Tio BGETLGNY, a (F, X, Y) nije T, trojka jer se
skupovi f~l(R(r)) i Ffl(R(i)) ne mogu razdvojiti otvorenim pod;

skupovima.

.Préthoaﬁo ;;zmétrénje sugerise poznéti rezultat da je pros-
tor X.regﬁlarénléko-i samo ako za svéki zétvofen podskﬁp A X
va¥i A = [1{0 : 0& B(A)}. Udnosno_véii:
) - STAV 3.75. Ty prostor X jeA&egaﬂaﬁdn ako i 4amo ako svakd z a-
tvoren podskup u X fednqk fe pneéehq zaiba&dnja.Abih 4v0fih okoli-
na. '~ |

Dqkaz; Neka je X‘Tl prostor i ima svojstvo da za'svaki .za;

tvoren podskup A»véii A={0{U, UEB(A)}, gde je B(A) ’familija
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svih otvorenih okolina podskupa A. Neka je dalje xeV iV otvo;

ren podskup prostora X. Tada je B = X -V zatvoren podskup, pa

vazi da je B jednak preseku zatvaranja svih svojih okolina. Ako

bi za svaki otvoren skup W, koji sadrii-B, vazilo xé'w, vaZzilo bi

i xeB, &to je suprotno pretpostavci. Tako postoji otvorena okDQ

lina W_ skupa X -V takva da x¢ W_. Otud imamo x&X -W_C X -W_CV,
o) » o o 0

§to je ekvivalentno regularnosti prostora X. ||

S tim u vezi bilo bi od interesa dati odgovor ndf

PitaﬁjelB.lé. Da 11 postojifﬁslqv sligan uslovu u prethdd;
nom stavu, kdji'daje normalnpst‘prostora? .

Za (f, X, Y)vsepérééiono svojstvo normalnost uvodi se ‘na
sledeé¢i nadin: v , ' -

DEFINICIJA 3.17. ([40]). Za trofku (§, X, V) kazemo da je
noxmalna ako za svaka dva diAjunkind zatvorena podékupa A, BCY
poaioja disfunktni otvorend podskupovd U, VC X takvi da vazi
¢ weu & ¢ @ew, |

Sada se méie iskazati analogon poznate teoreme da je kom;

paktan HaustrfF;ov prostor normélan. Dokaz je jednostavan.

STAV 3.1§. Ahokje (4, X, y) hkompaktna trojka L VY Hausdorf§ -
ov pno&toﬁ, tada fe (4, X, V) normalna troika. A
Treba néglasiti da je u [40] dat primer regﬁlarne>koﬁpakt;
ne trojke koja nije normalna trojka. U navedenom radu takodje se
daje veza izmedju n&rmalnosti trojke (f, X, Y) i nekih drugih
svojstava prostora X iy i.preslikavénjé f. Mi éemo ovde dati
definiciju kolekcijske no:mélnosti.i neke rezultate u vezi toga.
DEFINICIJA 3.79. Za (§, X, Y¥) katemo da je hofekcijski nox-

malna trhofka ako za svaku diskretnu 6dmiﬂiju {Bt : teT} zatvo-

nenih podshupove u Y postofi diskretna familija {U, : t&T} sku-
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pova otvorenih u X takva da fe 6-7(81) Uy za svako teT.

STAV 3.20. Aho_je X kRolekeijshd noamalan prostonr tada ie
(4, k, y) kokehcijéki normalna trofka.

Dokéz sledi iz &injenice da je inQe;zna‘slika diskretne fa-
milije>preko:neprekidnog preslikavanja takodje diskretna fa-
milija. |

STAV 3.21. Ako je Y kolekcijski noamalan proston, 1§, X, V)

je kolekeijski normakna trojka.

Dokaz. Neka je F:{FS : s& S} diskretna familija skupova za~-
tvorenih u Y, pé postojiAdiskretné familija {Vs : séﬁS} skupova

1

otvorenih u Y takva da va¥i F.cV,, pa je f~l(FS) C f- (VS) za

svako SE€S. Tra¥ena diskretna familija otvorenih skupova je

:{f—l

(VS) : s€5St. || |
Da bi se bolje videli Stavovi 3.20. i 3.21. trebé napomenuF
ti da kolekcijska normalnost nije invarijanta neprekidnih presli-
kavanja (&ak ni otvorenih), nije inverzna invarijanta perfekt-
nih preslikaﬁanja, élivjeste invarijanta zatvorenih préslikava-
nja. |
Naredni Primer 3.22. pokazuje da suprotno od Stava 3.20.
nije taéno.

_Primer 3.22. Neka je X Sorgenfrey;ova linija, koja je para;
kompaktén pfostoripq time i kolekcijski normalan. Medjutim, pro-
izvod X x X nije normalan prostor pa time nije ni kolekcijski
normalan prostor.:Ako uodimo projekeciju m : X X X-;;> X imamd
trojku (m, - X x X, X)vkoje jeste kolekcijéki_normalna trojka a
da prostor X x X nije kolekcijski normalan prostor.

Da obrnuto od Stava 3.21. nije tafno, sledi ii ioga_dq ako

se uzme za X realna préva sa diskretnom topologijom a za Y real-
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na préva sa antidiskretnom topologijom imamo: Prostor Y nije k0¥
lekcijski normalén prostor. Akoc je f : XY identiéno preslika;'
vanje, (f, X, Y) jeste kolekcijski normalan prostor.

S obzirom dg sVéko ﬁreslikavanje F: XY indukuje jednu
dekompoziciju {f_l(y).: y& Y} prostora X, postoji veza topologi;
je na tom skupuisa'topologijama na X ; Y i sa preslikavanjem f.
Samim tih postoji veza.prqstora na {F~l(y) : ye Y} sa trojkom
(f, X, Y). U sledec¢em delu ovog odeljka bice raématrane trujké
(f, X, Y) u tom smislu.

Kolig&nik (faktor) preslikavanja'se definise kao takvo ne;
prekidno preslikavanje f: X ;;; Y prostora X né prostor Y dé su
‘U Y otvoreni svi podskupovi A €ija je in&erzna slika f_l(A) ot~
voren podskup od X, tj. Y je snabdeveno najbogatijom-topologi;
jom za koju je f neprekidno preslikavanje.

Dekompozicija {At’: teT}, prostora X naziva se gornje polu;
neprekidné dekompozicija éko za svaki zatVoreni skup Z C X vaZi

da je U {A,, A NZ # @} zatvoren podskup (vidi [14]).

t’
Jednostavno se mo¥e dokazati da je {At : t€T} gornje polu-
'neprekidha dekompozicija ako i samo ako za svaki otvoren skup

U< X, skup U {At : A _C U} je otvoren podskup.

t
STAV 3.23.- Ako je § : X — YV holitnik preslikavanje pro-
stona X na prostorn Y L :odgovcwaju.éa dehbmpoz,{cija '{6'7(y_) cyeVyl
pnogtoaa X fe gdwuh poﬂunepnehidnd dekompozicifa, Ztada fe
f, X, V) T, trofka ako & samo ako je Y T, prostor, gde
L= 0,1,2,3,4.
Ako . je (f, Xy Y) T, trojka dokazaéemo da je Y T, prostor.
Suprotan smer je oéigledén. Dokaz éemo uraditi za i =.0. Aka -je
i = 1,2,3,4 dokaz ide analogno. | |

- Neka je y’ # y" Y. Posto je (f, X, Y) T  trojka postoji
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otvorena okolina O podskupa f-l(y’) takva da je f_l(Y") No=g.
Kako je dekompozicija {F—l(y) : YEVY} gorn je polUneprekidna de-~

—l(y) : f—l(y) C 0} je otvoren pod-

kompozicija, podskup U {f
skup u X, sadrzi £ 1(y’), a ne sadrzi f 1(y"). Posto je f kolié-
nik preSlikavanje:é U {f_l(y) : f-l(y)'C.O}': f-l(B), sledi da
je B tra¥ena okolina tadke y?. || . '

Preélikavanje f o X ;%> Y naziva se perfektno ako je X Hauz;
dorfov prostor, f neprekidno 1 zatvoreno preslikuvanjg,a F;uy)
kompaktni podskupovi od_X za svako y iz Y (vidi[lé]).'Perfektna
pres;ikavanja imaju.mnoge dobre osobine €ije posledice moZemo vi-
deti i iz narednog izlaganja.

'S obiirom da jeé regularnost inverzna invarijanta perfektnih

preslikavanja moZe se pokazati sledecde tvrdjenje:

STAV 3.24. Ako fe § : X — Y zatvoreno i na preslikavanfe

Ltada je Y T3 prostor ako L samo dho“je'(ﬁ, X, v T3 trofka.

Dokaz. Da je (f‘,’X’ Y) T3

trojka akoAje Y T3 prostof‘sledi
iz definicije T4 trojke (F, X, y>_" _
Suprotan deo teoreme sledi iz sledeéég razmatranja. Neka
jey iz Y, B = BC Y iy nije iz B. Kako je (f, X, Y) Ty trojka
postoje otvor.eni‘pocvlskupovilol i 0, u X takvi da je 0;D f-l(y),
UZD’F";(B) i 01/102 = . S ob;irom,na ;atvorenost preslikavanja
f, skupovi Y ;f(X ?Dl) i Y~ f(X ;OZQ_SU otvorene okoline od y i

B respektivno, pa treba samo jos pokazati da su ovi skupovi dis-

junktni, a to sledi iz niZe uo&ene jednakosti.
(Y= F(X=0)) N (Y= F(X=0,)) = Y- F(X=0)UF(X=0,) =

S Yo F (X-0,10,) = Y-f(X) =g. |



b4, KOMPAKTME, LINDELOF-OVE I PARAKOMPAKTNE

TROJKE NEPREKIDNOSTI | ,

U ovom odeljku govori se o pojmdvima kompaktnost, Lindelﬁf;
,ovosﬁ i parékompaktnost za prostore X i Y i trojke neprekidnosti
(Fy, X, Y): Navedeni pojmovi uvedeni su za trojke (f, X, Y) u ra-

du [40]ﬂ'Ppstoje primeri trojki gde prostori X i Y nisu kompakt-
ni, dok je (f, X, Y) kompaktﬁa trojka. Medju rezultatima navede-

nog rada mogu se istadi sledeci:

CSTAV. Trofka (4§, X, V) je kompakina (Lindeléf-ova) ako 4
samo ako fe kompakina (Lindeddg-ova) trojka (4, §1X), V), gde je

£ preslihavanje utapanja.
TEOREMA . Prodizvod kompaktnih trojki fe kompakitna trojfka.

Jedna od motivacija za razmatranje navedenih pojmova na
trojkama je ta da ako je V = {\/a : a€ A} otvoren pokrivat pros-

“l(va) : a€ A} otvoren pokrivad

tora Y, tada je i fﬁl(V) = {f
prostora X. Pokrivééi prostora X oblika f—l(V) mogu iméti,Svoj—
stva koja nemaju svi pokrivac¢i prostora X. Tako so proufavanje

" svojstava kompaktnosti, Lindelﬁf;ovosti, parakompaktnosti ukla-

pa u problematiku sledeéeg tipa: Imamo dve klase A i B pokrivada
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prostora. Za prostor X kaZemo da ima neko svojstvo m ako se u
svaki pokrivad proétora X iz klase A moZe Qpisati pokrivad¢ iz
klase B.

‘U ovaom odeljku je navedené problehatika dalje razradjivana
i dobijeni neki novi rezultati.

Tako je recimo pokazané da se kod kompaktne.trojke ne mora
raditi\saAsvim otvorénim pokrivacima, vec samo savpokrivaéima
baznim podskupovima. |

Jedan analogon poznate téoreme da je neprekidna slika kom-
baktnbg~prdstora»ope£ kompaktan prostor je rezultat da se ne;
prekidnim preslikavanjem kompaktne trojke opet dobija kompakt-

na trojka. Medju znééajnijim rezultétima ovog odeljka su:
Teorema 4.17. koja daje vezu izmedju parakompaktnosti i
Lindeldf-ovosti trojki.
Teorema 4.18. koja daje jedan uslov pod kojim su parakom-

paktnost prostora Y i trojke (f, X, Y) ekvivalentni.

NEKI REZULTATI O KOMPAKTNIM, LINDELGF-QVIM
I PARAKOMPAKTNIM TROJKAMA NEPREKIDNOSTI

DEFINICIJA 4.1. Trojka ¢, X, V) s zove lvidi [40]) 1) kom-
paktna, é) Lindeﬂéé—oba, 3) pa&dkompahtna, ako za svaki otvoxen
pokrivas. V prostora Y, u.otvaken poknibaé A’Y(V)vpnOAtoaa X fe:
moguée upiAdti vtvoren podpoknivaé U take da je U 1) konatan,

2) paebnajib, 3).£okd£no konatan.

Ako je f : X — Y homeomor fizam, tada o&igledno sve topo-
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lo8ke osobine koje ima X iméju iY i (f, X, Y). U opstem sludaju
nije_tako, $to se vidi iz slededéeg primera. Neka je X =Y :[0,1],
X je sa diskretnpm topologijom, Y sa ucbicajenom topologijom a

f je identic¢no preslikavanje. Zbog diskretnosti topologijec na X,
f je neprekidnb breslikévanje i X nije kompaktan prostor. Medju;

tim, Y je kompaktan prostor pa je i (f, X, Y) kompaktna trojka.

STAV 4.2. Trojka (6, X, VY] fe hompaktna ako 4 samo ako za
svaku familiju zatvorenih skupova {B, : £€T} prostora ¥ sa 0s0-
binom konatnog pﬁeAecanja gamilifa {6—7(Bt): £CT} ima neprazan

presek.

Dokaz. Neka je (f, X, Y) kompaktna trojka, a {Bt : te T}
zatvoreni podskupovi u Y sa osobinom kona&nog presecanja. Ako bi

bilo /W{F_l(Bt): t&T} = @, va¥ilo bi {Bt : t&T} = ﬂl pa i

t

la bi kona&¢na podkolekcija sa oscbinom U {F—l(m Bi): i=1,2,...,n} =

u {c¢ B teT} =Y. Zbog kompaktnosti trojke (fy, X, Y) postoja;
= X, odnosno ﬂ{Bi : i=1,2,...,n}t = B. Sto je suprofno pretde
staveci. Sliéno bi'iéao'suprptan smer,doka;a. || |

| Treba napomenuti da u Definiciji 4.1. umesto Sto se traZi
da svaki pokrivaéﬂf—l(V)_ima pokrivad& datih osobina; moZe se
‘traziti da se pokrivat F-l(V) moZe reducirati na konaéén pod;l
pokriva¢. Ovo naravno vazi samo za kompaktnost i Lindeléf;ovost

trojki (F, X, Y).

DEFINICIJA 4.3. Pod podtrojkom (47, X*, ¥*) trojke (§, X, V)

podrazumevamo trofku (47, X, ¥*), gde je X’C X, V'CV, §’(x) =

flx), x€X? 4L 47 : X? — Y’.
- Sada se hoie iskazati jedno ofigledno svojstvo trojki.

STAV 4.4. Aho'ja Y’ zatvoren podskup prostora ¥V a X’ pro-

“dzvolfan podskup prostora X, tada, ako je (§, X, V) hompaktnd



26

trhofka takva je i podtrojka (47, X', Y’). Ako .je, medfutim, AC X,
b4 = 614 < 1§, X, V) kompaktna trofka, takva je £ (§,, A, Y]
trofka. | |

STAVv4.5. Neka fe Y Hduédckﬁé—ob phoatok,AACZX, BCY,
§ : X — ¥ neprekidno prestikavanje, A = §TBI & §, = §|A. Ako
fe (6A,A, B)~hompahtha trofka, tada 4e-za svako yeVy - B podékué
pobi 5'7(8) L 6_7(y) mogu ndzdvojiti otvorenim Ahupouima; Otud
B 4 y se Zakodje mogu razdvojiti otvorendim podshupovima. |

Dokaz. Za svak0 yEY-B i bEB postoje disjunktne otvoTene

. . : -1 i
b 1 wb takve da je bé—:Vb a yewb. Otuda su f Vb i

wb'otvoreni disjunktni podskupovi od X. Medjutim, ako se vy

okoline V
-1
f‘

fiksira a b uzme sve vrednosti iz B, imacdemo familiju otvorenih

podskupova {f 1y bEB} koja pokriva A. Kako je (f,, A, B) kom-

b ,
paktna trojka, postoji konaéna familija'f-lvl, f_lvz,...,F—an
koja pokriva A. Ako su Wi-odgovarajuée okoline od Vi’ otvoreni

-1

podskupovi U {f7N(V.) :i = 1,2,...,n} i fW{f“l(wi) : i=

1,2,...,n} su d;sjunktni i vaZe inkluzije AC U {f~l(Vi) : 1=
1,2,...,n} i F”l(y) - {F~l(wi) :i=1,2,...,n}. Otud, tako-
dje vaZe inkluzije BC \J{Vi {i = l,2,...,n} i yé;/]{wi :i.:
1,2,...,n3. |1

 POSLEDICA 4.6. Neka je A = § '|BJCX, BCY, § : X+Y ne-
prekidno prestikavanje, 4 Y je Hausdorff-ov prostor. Tada, ako
fe (6A,>A, B) hampaéind thdjhd AC X 4 BCY su zatvorend podshku -~
pobi. |
DEFINICIJA 4.7. Za trojka lg, P, Q), gde su P i Q topolos-
ki prostoni, a g presbikava P L Q neprekidno, katemo da  je
neprekidna sLika trofke (4, X, Y1, ako pogtoje neprekidna s4x-
jehtibna pneéﬂihduanja g : X>P L Y: Y+ Q takva da vaﬁi VY e =

gotp;
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STAV 4.8. Ako je (4, X, V) kompcektna trojka, a lg, P, Q) ne-
prekidna sbika trnofke (§, X, V), tada fe & lg, P, Q) kompaktna
Iﬁojka;

Dokaz. Ako je (Vt : tEZT)'otvdren pokriva¢ prostora Q, tada
1 |

t) t € T} otvoren pokriva¢ prostora X koji zbdg
1

kompaktnosti trojke (f, X, Y) ima kona&an podpokrivad {f "o

je (o v (Vv
W—l(Vi) : i =‘l,2,...,n}. Tada zbog Vo f = gog vazi da je
{g_l(Vi) s 1= 1,2,..;,n} otvoren pokriva& prostora P, pa:je
(g, P,iQ) kompaktna trojka. ||

. Da suprotno od iskaza Stava 4.8. ﬁe va¥i vidi se iz slede-
¢eg primera. Neka je X =Y = R sa uobiéajenoh topologiquha_
for X — Y neka je identitno preslikavanje. Neka je P = R il =
[—l,l] takodje sa uobiCajenom fopologijom ag: P — [-l,l]

definisano sa

Q(X) 2.{ X : =1 £ x £ 1

Ako je » :+ X +P identi¢no preslikavanje a ¢ : Y >Q definisano
kao i g. Imacdemo Yo f = geyp i (g, P,.Q) jeste kompaktna troj-
ka a da (f, X, Y) nije kompaktna trojka. .

17 dokaza Stava 4.8. moZe se uociti da su tadni odgovara-
judi iskééi ako se kompaktnost zameni svojstvom Lindeléf—a, od-

nosno svojstvom prebrojive kompaktnosti:

STAV 4.9. Ako je (4, X, V) Lindeléf-ova trojka, a g, P, Ql.
neprekidna stika trofke (§, X, V), tada fe 4 (g, P, Q) Lindeldf -

ova thojhka.

Mada je definicija prébrojive kompaktnosti trojke slicna
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definicijama kompaktne i Lindeldf-ove trojke, navedimo je radi

. kompletnosti i iékazivanjé nérednog stava.

DEFINTCIJA 4.10. Za trojku (§, X, Y] katemo da je prebrofi-
vo kompakina ako za svaki otvoren paebaojiv pokrivat V prostora
Y za otvoren prebrogiv paknivaévéﬂl(V) prostora X postofi konat an

podpokrivad.

STAV 4.11. Ako je (§, X, VY] prebrojivo kompaktna thojla, a.
(g, P, Q)-nepnakidna ALik a Trojke (4, X, V), toada je £ g, P, Q)

prebrofivo kompakina trofka.

STAV 4,12, Tnojkdv(ﬁ, X, V) je khompaktna ako 4 samo ako za
svaki otvoren bazni pokrivag {By : tET} prostora ¥, oivorend

‘pokaivat {6'7(BII : tETY ima konatan podpohnivaé.

Dokaz bazira na &injenici da se u svaki otvoren porrivaé U
moZe upilsati bazni otvoreni porkiva¢ B i da inverzno preslika-
vanje odrZava inkluzivnost skupova.

Ako se uoc¢i kompozicija dva preslikavanja, mogu se pokazati

 sledeca svojstva: Neka su f : X=+Y i g : Y=*Z neprekidna

preslikavanja. Tada vaii:v

STAV 4.13. Trofha (g ¢, X, Z) jg kompak tna ako fe bar fed-
na od trojki U, X, V), lg, ¥, 7] kompaktna trojka.

STAV 4.14. Ah&,ja g 4, X, Z) kRompakitna tnofha i. § AL~
fektivno p@eAkikavan}e, tada fe £ (g, Y, Z) kompaktna trofka.

Sli¢no se moZe rec¢i za kompoziciju vise preslikaﬁanj?,, od-
‘nosno za Lindeld f-ove i-parékompaktne trojke.

“Kako iz pérakompaktnostiprostoré X slede neka separaciona
-SVOjstvéiprostora X, logi¢no je istraZivati vezu izmedju para-

kompaktnosti trojke (F,-X, Y) i separacionih svojétavavprostora
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X, Y i trojke (F, X, Y). Na kréju odeljka bicde razmatrana i veza
izmedju parakompaktnosti pfdstora X, Y i trojke (f, X, Y). Stim

U vezi imamo sledecé¢i rezultat:

TEOREMA 4.15. Ako je [(§, X, V) parakompaktna trojka i V.

/L-quﬂcvlan prosior, tada je (§, X, ¥) kolekeijski noxmalna trojka.

Dokaz. Neka jé F = {fs : s€S} diskretna Familija skupova
zatvorenih u‘prostoru Y. Familija F-;(F) = {F_l(FS) : sES}  je
diskretna familija skupova zatvorenih u prostoru X. Za svako ye Y
Odaberimo otvofenu okolinu Vy koja sete najviSe jedan. element .od.
F} pa f_l(vy) sete najvide jedan element diskretne familije
'f—l(F) i {F_l(vy) : ye& Y} je otvoren pokrivaé-prostora X. Kako
je Y reqgularan prostor, a F diskretna familija skupova zatvore-
nih u Y moZemo uzeti da napred nadjene okoline Vy su takve da V
seég najvide jedan elément familije F, za svako'ye;Y. Sledi da
i F;l(vy)\séée najvide jedan element familije ffl(F).'S druge
strane, ibog neprekidnosti preslikavanja f imamo f;l(vy)C F-l(Vy)
le—l(vy), pa i skyﬁovi F-l(Vy) i f—l(Vy)' seku najvise po jedan

l(F); Kako je.(f, X, Y) parakompaktna trojka

element familije f
otvoreni pokrivad {f—l(Vy) : y&€Y} ima otvoreno lokalno konaéno
rafiniranje recimo {Ut‘:'t€1ﬂ. Posto je svako Ut sadrZzano u ne;

kom f—l(V ), svako Ut sefe najvise jedén element familije f_l(F).

Uoéimo ofvoreni pokrivac {wt : t€T} ‘definisan sa wt =

u, - u {Ui : i T - "{t}}. Postao je {Ut : tE€T} lokalno konat¢na

t
familija vazi U {Ui : i 1°CT) = U {Ui i T'C T}, pa imamo

W, = U - U{U, : ieT - {t}}. Tako nadjena familija {W, : t&T)

t t
je otvoreno lokalno konafno rafiniranje familije {f—l(Vy): ye Y}
i za svaki podskup F-l(FS) imamo njegovu otvorenu okolinu HS =
U {wt,: Wy @ W N Fo # B}. Zbog uslova Wy = U = Q {Ui
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i€T - {t}}, H, su ne samo disjunktne okoline elementa familije

FTLFY, . ve¢ je i familija {H, : s€S} diskretna familija. ||

POSLEDICA 4.16. Ako je u parakompaktnof trofki (§, X, V)

prostor ¥ regularan, tada fe (§, X, Y] normakna trojka.

TEOREMA 4.17. Ako fe (§, X, V) parakompakina trofka, Y xre-
guﬂa&an_pnoaton, a X Aepa&dbiﬂan prostor, tada je (§, X, ¥Y) Lin-

deldéf-ova thojka.

‘Dokazi Neka je {Vt : t&€ T} otvoreni pokrivad prostora.Y. Za
svaké y €Y odaberimo otvoreng okolinu wy tékvu da je WyClWyc.Vt
za neko t&€T. Zb'og neprekidnosti preslikavanja f vaZi f‘-l(wy‘)c
f_l(wy) C:f_l(wy)CZ F—l(Vt). Otvoreni pokrivaéd {f_lCWyf : yev}
1

(Vt)’:

kompaktnosti trojke (f, X, Y) postoji otvoreno lokalno kona&no

prostora X je rafiniranje pokrivaca {f~ t eT}. Zbog para-
rafiniranje U = {US': sé&S}~pokrivaéa;{F_l(wy) : yeVYl}.

Neka je A prebrojiv svugde gust podskup od X. Tada je U ot-
voren pokrivad i od A, pa postoji Uys» Uys... prebrojiv deo od U

koji pokriva A. Za svako Ui postoji F—l(vt(i)) -sa osobinom UiC;

= -1 e s < _ ) T o _
UiC:F (Vt(i))' Odatle imamo ACA X = U {uin A:i=1,2,...} =

| . = : =1 .
UTUNA + i = 1,2, 3 U LU 1 i = 1,2,3,... 06 U {70V (4y)ed =

1,2,...}. Familija {f—l(V i=1,2,3,...} je traZeni pre-

(i)’
broj/iv podpokrivat od,{_f"l(vt) : teTr. ||

od 3vojstava.koja se definisu u terminima otvorenih pokri-
vata, parakompaktnost je medju sloZenijim i, za razliku recimo
od kompaktnoSti,‘nije invarijanta neprekidnih preslikavanja. Pa-
rakompaktnost takodje nije invafijanta otvorenih preslikavanja,
ali jeste invarijanta zatvorenih preslikavanja 1 inver;na inva-
rijanta savrsenih (perfektnih) preslikavanja. S obzirom na gore

refeno, od interesa je nadi vezu izmedju parakompaktnosti trojke
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i parakompaktﬁosti prostora X'i Y. U vezi toga imamo tvrdjenje:

TEOREMA 4.18. Za perfektno 4 na preslikavanje 4 : X — Y
vazi: VY fe parakompaktan pndéion ako 4 samo ako je (§, X, V) pa-
kakomp aktna trofka.

Dokaz. Da bi pokazali kako iz parakompaktnosti prostora Y

sledi parakompaktnost trojke (f, X, Y) Uotimo otvoren pokrivad

{Vt : t& T} parakompaktnog prostora Y, lokalno konatan pokrivat
{VE,.: t’& T’} upisan u dati pokrivaéd {Vt : t&€T} 1 za svako y

-1z Y okolinu Vy koja sefe samo konad&no elemenata pokrivaca

{VE,.: t’e 7%}, .
Sada imamo da je pokrivad {f_l(Vé,) : t’& 71’} prostora X
lokalno kona&an i upisan u pokrivad {f—l(vt) t& T}, gde otvo-

rena okolina f-l(Vy) svake tatke x iz f_l(y) sede konaéno eleme-
nata.pokrivaéa {fﬁl(VE,) s t’= 7).

Da bi pokazali da iz parakompaktnosti trojke (f, X, Y) sle-
di parakompaktnost prostora Y, dokaZimo da sledi parakompaktnost
prostora X, za perfektna preslikavanja. Podjimo od otvorenog po-
krivata {US : s&S} prostora X. Kako su podskupovi F—l(y) kom-
paktni za svako y iz Y, jer je f perfektno preslikavanje, za sva-
_koby iz Y uo&imo kona&an skup S(y) iz S, tako da {US.: séiS(y)}
je dtvoren pokrivag¢ kompaktnog skupa F-l(y), tj. f—l(y)C:
u {US : sEiS(y)}. Zbog parakompakthosti trojke (f, X’,Y)’ za ol-
voreni)pokrivat {f'ltvy) : yeY} prostora X pdstoji lokalno ko-

natan pokrivad {wt : t& T} upisan u pokrivat {F_l(Vy) tyeVYl.

* ‘ - ‘
)Podskupovi Vy uzeti su takvi da vazi f l(\/y) : U‘{U $UL '~l(y) P

Egzistencija. podskupova Vy sa gornjim SVOJStvom obezbedjena Je zatvoreno-

8¢u presllkavanja f (vidi 144.13. u [14]), a podskupova U; sa gornjim

svojstvom ima samo konadno.
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Za svako x iz X postoji otvorena okolina Ux kojé sete samo konat-
no elemenata pokrivééa-{wt : te T}, tj. za svako x iz X posto;

ji konatan podskup T(x) indeks skupé T, tako da je OX(T wt P s a-

mo za t iz T(x).

S druge strane svéko X iz f-lﬂy) leZi u konadno elemenata po;
krivada {US : s S(y)} podskﬁpa'f“l(y).

Otvoreni boknivéé {wtfﬁlUS : tEE T(x), s& S(y), xé& X} pro-
stora X je lokalno konatan 1 upisan u pokrivac {US I s & S}t, Jef
okolina OX f}f){US : séi S(y)} tadke x seCe samo konatno elemenata

pokriyaéa {wt(ﬁ US : tEE T(x), séE.S(y), x e X, ||
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5, APSOLUTNA ZATVORENOST TROJKI NEPREKIDNOSTI.

U ovom odeljku razmatra se apsdlutna zatvorenost trojki.
Inspiracija za ovakvo razmatranje potide od [6], [le 1 [251.
Naime, u ovim radovima se razmatra pojam apsolutno zatvorenih
_prostofa kao jedan oblik uop8tenja pojma kompaktnosti. Sam pojam
je uveden u [6], a dosta je obradjivan u [25], [39], [43], (117,
i {12]. Kako je pojam apsolutne zatvorenosti vezan za pokrivade
prostora logi¢no je bilo uvesti pojam apsolutne zatvorene troj;

ke kao-'8to je u [40] bio uveden bojam kompaktne trojke. U ovom

- delu rada daje se veza izmedju apsolutne zatvorenosti trojke i

nekih sliénih svojstava kao Sto je kqmpaktnqst trojke ili slaba
komppktnost trojke. S druge strane pokazuje se da su ta évojst—
va pod izvesnim uslovima ekvivalentna. Kao &to je poznato nepre-
kidna slika apsolufno zatvorenog prostora je apsolutno zatvoren
prostor. Uvodjenje pbjma apsolutne iatvorenosti trojke (f, X, Y)
daje Jjedan pojam koji je izmedju apsolutne zatvorenosti pposto—
ra X i apsolutne zétvorenosti prostora Y. Takodje se.daju priheQ
ri koji govore.da.su navedene implikacije stroge, 6dnosno ~daju

se primeri trojki koje jedan uslov zadovoljavaju a drugi ne.
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Kod qumova tipa kompaktnosti, kao Sto je apsolutna zatvore-
nost, od interesa. je posmatrati i ponaanje prema diskretnim to-
poloSkim sumama i prema proizvodu, pa je ta problematika ovde

takodje razmatrana.

NEKI REZULTATI O APSOLUTNUO ZATVORENIM TROJKAMA

.Definicija apsolutno zatvorene*) trojke dajé se analogno de-
finiciji 4.1. (vidi'[QOJ) za kompaktne trojke. Neka su X i Y to-
poloski prostori a f : X — Y neprekidno presllkavange od X u Y.

Tada moZemo dati sledecdu definiciju:

DEFINICIJA 5.71. Trojka (§, X, Y) je apsolutno zatvoreno ako

za svakd otvoren pokadivad V = {V, : T&T} prostore ¥ postoji ho-
£ p

ﬂaécth deo Vi, V,peony V, takav da je U {§” (V) s d= 1,2, ...,0) =
TR

Wl s &= 1,2, 000m) = Xo
STAV 5.2. Ako je X apsolutno zatvoren prostor tada je

(6, X, V) apsolutno zatvorena trofka.

Dokaz. Neka je V = {\Jt : t€T} proizvoljan otvoren pokrivaé
prostora Y, tada je f (V) = {f_l(V_) : télT} otvoren pokrivat’
_prostora X. Kako je X apsolutne zatvoren prostor, pokrivatc f{%V)
ima kona&an deo koji zadovolJava uslov deflnlClJe apsolutne za—

tvorenosti trojke (f, X, Y). ||

STAV 5.3. Ako 4e (§, X, V) dpéoZutno zatvorena trojka, 4
sinfektivno preslikavanfe L VY Hausdorfg-ov prostor, Zada je Y

dpéoﬂutno,zaivoaen prostorn.,

*U [14] épsolutna zatvorenost se naziva H;zatvorenost‘(H—closedness);
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Dokaz. Neka je V = {V, : t&T} otvoren pokrivaé¢ prostora Y,

t

tada.postoji konacdan deo Vl’ VZ""’ Vn' V takav da je

U FNu) s i= 1,2,3,...,n) = X . Medjutim, kako je f neprekid-

“no preslikavanje vazi (V.)€ fTH(V,), pa sledi x=U{f (v

i=1,2,3,...,n) = U {r“l(vi) ci=1,2,3,...,n1CU {f~l(vi)

;l(v.) : i =1,2,3,...,n} = X.

i=1,2,3,...,n}, a odatle U {f ;

I kona¢no imamo U {Vi : 1= 1,2,...,n} = Y. ||

POSLEDICA 5.4, Ako fe Hausdoxff-ov prostor Y neprehidna L4~
ka apsoluitno zatvorenog prostora X, tada fe VY apAoﬂutno zatvoren

pnoaion.

Stavovi 5.2. i 5.3., i Posledica 5.4. daju sledecu Semu im-

plikacija
Posledica 5.4.
X aps.zat. : > Y aps.zat,
Stav 5.2. Stav 5.3.

(fy X7 Y = fX) HPS.Zat.
trojka

Sledeéa dva primera 5.5.-1 5.6. pokazuju da implikacije su-

- protne od onih u prethodnoj Semi nisu tacne.

‘Primer 5.5. Neka je Y apsolutno zatvoren i nekompaktaﬁ pro-
stor i |Y| ¢ Ajb. Ako se za X uime skup Y sa diskretnom topolo;
gijom, a za‘f : X=>Y identi¢no preslikavéhje,imaéemo‘da je f ne-
prekidno preslikavanje, (F, X, Y) hije épsoiutno zatvorena troj-

‘ka a Y = f(X) jeste apsolutno zatvoren prostor.

Primerv5.6..Neka je X prava sé uobicajenom topologijom, Y
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‘prava sa grubom topologijom, a f : XY identiéno preslikavanje.
Jedini pokriva& prostora Y je ceo prostor Y, pa je (f, X, Y) ap;
solutno zatvorena trojka, a X poSto je regularan i nekompaktan

prostor nije apsolutno zatvoren prostor (vidi [6]).

DEFINICIJA 5.7. Disjunktna topolosha suma familife tnofhi
(hy X ¥, + a€A) je trojha (4§, X, Y1, gde je X = @ {X,:a€h)
y o= @ {y, : aQA};éﬁ]Xd==5a za svako a€A, a @ oznatava dis-

junktnu sumu odgovarajulih prostora £ Aa : Xa+-Va.

STAV 5.8. Disfunktna t0po£0ékd suma fpamilije trofhdi

a X Vd) : A€ A} fe apsolutno zatvorena trofka ako L Asamo

{14

ako svaka trofka (6a, X , Va)’ achA, apsoluitno zatvorena thojka

a

4L A konatan skup.

Dokaz. Neka je skup A konatan skup, a svaka trojka(fa,xa?Yaf
apsolutno zatvoréna, iV proizyoljan otvoren pokrivad¢ od
Y= ® {Y, : a€A}. Familija F—l(V) jé otﬁoren pokrivad¢ prosto-
ra X = @ {Xa : a€A}. Posto je A kOﬁaéén skupii svaka trojka

(fa, X Ya), a€ A, apsolutno ' zatvorena, to postoji konalan deo

a’
o, o, v ramitige £TR(0) = {FTR(U), vewd,

takav da je U {f“l(Vi) : i =1,2,3,...,n} = X .

Neka’je sada (f, X, Y) apsolutno zatvorena trojka gde je

X = @ {x, : a€Al, Y = @ {v, : agA}, f_:X_ >Y_ , agéh, i

f : X>Y peprekidno preslikavanje tako da je F]Xa = fa. Neka je

u otvoren.pokrivaé podprostora Ya za neko aOE:A iV :{Ya

0
aEA - {ao}} U UV je otvoren pokrivad sume @ {Ya : a€A},
Familije F-l(u) i f—l(U) su disjunktne i &ine otvoren pokrivat

prostoré Xa i X ;Xa _Kako je trojka (f, X, Y) apsolutno zatvore-

o) 0
na trojka, iz gornjih familija se moZe izdvojiti konacan deo
-1 -1 : -1 -1 -1,, '

f (Ul), f (Uz),...,_f (u) i f (Yl) = Xl, f (YZ) :'XZ"..’
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,F—l(Y ) = X ¢ije adherencije pokrivaju X iX ;X respektiv-
k 4 v ag a, .
no. To znac¢i da je svaki prostor Xé apsolutno zatvoren prostor,

a A konadan skup. [f

Ako se proizvod familije trojki {(fa, Xa, Ya) : ae A}(vidi

[40]) uvede uslovom da je to trojka (f, X, Y) gde je preslikava;
nje f : X>Y definisano sa f = [f, : aghA}, X = 1 {X_ : a€hl}, a

Y :H{Yq : ac A}, moZe se pokazati sledede tvrdjenje:

STAV 5.9. Topoloéhkd prodzvod famildije {1{4 Xpp Vo) = acA}

a’ a’

,V)/.Su

je apsolutno zaltvoren ako 4 samo ako sve trojke (6a, X a

a
apsolutno zatvorene trhojke.
Dokaz Stavé 5.9. sledi iz sledec¢ih rezultata: Lema 5.10.,

Lema 5.11., Lema 5.12. i komentara iza tih lema.

LEMA 5.10. Hausdorfg-ov prostor X jz‘apAOZutnoizdtuonen ako
L samo ako za svaki otvoren bazni pokaibaé B = {Bt : €T} pro-

B B B 4sa os0bdinom

stona X postojd konatan deo B gr-+es By

7’
U{B, : 4= 1,2,3,...,n} = X.
Dokaz. Neophodnost uslova je jasna. PokaZimo da je uslov 1.
dovoljan. Neka je U = {Ua : ac€ A} otvoren pokrivaé¢ prostora X.
Za svako xe& X postoji a(x)E A takvo da je x é'ua(x)’ i neka je
t(_x)GT‘ takvo da je XeBt(x)CUa(x)' Familija {Bt(_x) :xe X B
ima konacan dep Bl’ BQ,...;Bn takav da je U {Ei :i=1,2,3,...,n}=X.
Ali tada zbog Bt(x)q: Ua(x),'va21 zg odgovarajuce elemente po-

krivaca U da postoji konaan deo Ul’ UZ""’ Un pokrivada U sa

_oscbinom U {Ui : iz 1,2,3,...,n} = X. |]

LEMA 5.11. Neka su X, VY , a€A, topoloski prostord, a

a’
, : X, Y, neprekddna prestikavanfa. Trofka (g.6w g’xa,igya)je

je apsoluino zatvorena ako £ samo ako za svakd bazni pokrdivad
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B = {1 Bz s ach, L€1}, P&oatond'ﬂyd hoji je otvoren, postofi ko-
a
o o I} 2 n : o, -1, Ly ‘
I B . ey
natan deo T B, g Ba’ . g Ba takav da fe U {6 12,Ba)
L= 1,2,...,n} = H{Xa : acAl.

bokaz. Kako je neophodnost uslova jasna, pokaZimo da je us;
loV.dOVOljan. Neka je V = {\/t : tET) otvoreni pokrivaé_prostora
T {Y, : a€A}. Za svako yel{Y_ : a€A} postoji t(y) takvo da je
YEV (yyC T{Y, : a€A}, i postoji bazni element M{BY : ac A} ta-
kav da je y& 1{B : a€A}C Vi ( ). Familija (e’ : ach)
'ye?g Ya}'je otvoren bazni pokrivaé _pr‘ostora_H{Ya : ac A}, a
' {f—l(H{Bg : aGEA}):.yegnga} je otvoren bazni.pokrivaé prostora
T {X, : acA}. Kako je f~1(I BY, a€p) = T {F;l(BZ), ac A}, na-
djeni pokrivat je bazni za prostor H{Xa : a&E A}, i po pretpostav-
' ci postoji konaéan deo tog pok?ivaéa g f;l(Bé), il f;l(Bg),...,

a

1. T _
g fa (Ba) takav da je U {g‘fa (Ba) : 1= 1,2,..7,n} =
I {Xa : aehA}. Medjutim, svaki H{B; : a€A} je u nekom elementu

Vi pokrivaca U, pa postoji konacdan deo Vl’ V2,...,Vﬁ sa osobinom
T {X :achA} = U {fFimel) : i=1,2,3,...,nt=0{1 1t

a a @ a -a a
i=1,2,3,...,nycu{rlevl) + i =1,2,...,0). ||

LEMA 5.72. Trojka (T I X T Y | je apsolutno zatvo-

agh @’ ged @’ geA
rena ako L samo ako za svakdi otvoren subbaznd pokrdivad prosiora

2!

I {Va : a€ A} postofd honatan deo takav da je zatbdnanje invenr -

znih sLika ELanova tog dela pohaiﬁaé prostora L {X : a€A},

Neophodnost uslova iskazanih u Stavu 5.9. sledi iz slede;
éeg izlaganja: Neka je (Hfa, HXa, HYa), gde je ée:A, apsoclutno

zatvorena trojka i Va = {V; : t& T} otvoreni pokrivad prosto-
' o "“o
; . oyt : t_/
Fd.Yad. Za svako t&T neka.Je_agA Va takvo da‘Je \/a = \a za

svako ac A -{a }. Familija { T VY : t&T} je otvoreni pokrivad
o aeph @

prostora ‘I Y _. Kako je ( I f_, I X , T Y_ ) apsolutno zatvo-
| acA @ acA @ aep @ gep @ ‘
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rena trojka, postoji konalan deo I Vl, Sk cee, T U" nave-

’
a€A 3" agep 87 a€h

denog pokrivata takav da vazi T X = U'{F-l( i) Vi):i=1,2,“.,n}:'
: aep @ ‘ac€hA @8 '

e e I =11 L.
UL LR i = 1z, = UL FT VD) i s 12,n)

Odatle sledi da je {F;l(V; ):i=1,2,...,n} pokriva& prostora
a . )

X, oo |
S obzirom na definiciju 4.1., gde se za kompaktnbst trojke
" (f, X, Y) zahteva da za svaki otvoren pokrivaé¢ V prostora Y po;

stoji kona&an deo pokrivaca F—l(V) koji pokriva prostor X, imamo:

STAV 5.13. Svaka kompaktna trofka fe dpAoZutno zatvorena

trhojha.

" STAV 5.714. Neka je (§, X, V) apsolutno zatvorena trhofka, a

Y negularan prostor, tada fe (§, X, ¥Y) kompakina Ztrofha.

Dokaz. Neka jeAV proizvoljén otvoren pokrivaé¢ prostora VY,
a ! otvoren pokrivéé prosfora Y koji je upisan u pokrivac¢ V tako
da za svako ye Y postoje WeW i VeV tako da je‘yeWC_WCV. Zbog
regulérnOSti prostora Y takav pokriva& W postoji. Familija
{F_lUH: WGEW}‘je pokrivad prostoré X, a poSto je (F; Xy Y) apso;

lutno zatvo rena trojka postoji konacan deo f_l(wl), F—l

(wz),.,.,
Fl(u ) takav da je U {f7T(W,) : i = 1,2,3,...,n} = X. Kako za
svaki W, postbji Vie.V sa osobinom WiCIVi imamo U {F'l(vi)
i=1,2,3,...,n} = %X, || |

Jedno oslabljenje apsolutne zatvorenosti je slaba kompakt;

‘nost, gde se traZi da svaki prebrojivnotvdren pokrivaé.ima kona-
¢an deo Cije zatvaranje pokriva dati prostor. Taj pojam za troj;
ke detéljﬁo je obrédjen u slededem odeljku s obzirom na njegoﬁe

veze sa pojmovima U; trojki i pseudokompaktnim trojkama. S druge
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strane, s obzirom na vezu sa apsoclutnom zatvoreno$du, ovde se
kratko dotiemo tog pojma rédi kompletnosti ovog odeljka. Dajemo’

1 definiciju ekvivalentnu Definiciji 6.2.1. .

DEFINICIJA 5.15. Trojka (§, X, V) fje slabo kompakina ako za
svaki p&ebnojiv,otooaan pohnéoaﬁ V prostorna ¥ postosd konatan deo
Vis Vyruun, V@V tahav da jo U {671V, 1 ¢+ £ = 1,2,3,.0,0) = X.

MoZe se pokazati da vaZi sledecda Sema implikacija, analogna

Semi za apsolutnu zatvorenost:

X slabo kompaktan . > Y slabo kompaktan

~

(f, X, Y) slabo kompaktna trojka

STAV 5.16. Svaka apsolutno zatvorena trofka L, X, Y] je

2L abo kompaktna trhofka.

Prethodni Stav 2.16. je jasan. Da obrnuto nije tac¢no sledi
1z sledecdeg primeré: Neka je T Tihonovljeva ravan. Ona jeste sla—
bo prebrojivo kompéktan hroétor a nije apsolutno zétvoren pros;'
tor. Ako se za preslikévénje uzme identicno preslikavanje Tiho-
novljeve ravni.na sebe, imamo da je (f, T, T) slabo prebrojivo
kompaktna trojka”kbja nije apsolutno zatvorena trojka. Slicno,
primef prosto:a koji- jeste apsolutno zatvoren prostor a nije kom;
paktan. prostor daje apsolutno zatvorenu trojku koja nije kompakt;
'ﬁa trojka.

Ako se uvede pojém otvorene filterske béze‘prostora, tadé

se apsolutno zatvorena trojka moZe okarakterisati sledecim:

STAV 5.17. Ako je § + X~V neprekdidno £ sin jektivno preslsi-

haudnje, tada su za trofku (¢, X,AV) chvivalentna tbﬁdjenja:
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1. Thofka (4§, X, V) 4e ap402u1n0 zatvorena trojka.

2. Za svdku otvorenu {iltersku bazu V 4 Y, familija (V)
ima tathu nagomilavanfa u X.

3. Za svaku oltvorenu 5izie44ku bdéu VulY, otvoren ulitrafLl -~

tar u X hofi je generdlsan preko é"I(V) konvergina u X.

Dokaz. U [6], [ll] 1 [39],dokazano Je da su sledeca svojstva,
koja se odnose na otvorene pokrivade i otvorene filterske baze,
med jusobno ekvivalentna:

(a) Sva otvorena filterska baza prostora P ima tatku nagomi;

lavanjéu'

(b) Svaki otvoren pokrivad prostora P ima konatan deo &ija

unija je gust deo prostora P.

(c) Svaki otvoren ultrafiltar na prostoru P je konvergentan.

S obzirom na definiciju apsolutne zatvorenosti trojke
(f, X, Y), svojétvo (b) se moZe uzeti za osnovu, pé je Stav

5.17. posledica ekvivalencije svojstava (a), (b)-i (e¢).
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6, SLABO KOMPAKTNE TROJKE. U-TROJKE 1
PSEUDOKOMPAKTNE TROJKE NEPREKIDNOSTI

U ovom odeljku biéevreéi o slabo kompaktnim prostorima,
U-prostorima i pseudokompaktnim prdstorima, i primenama navede-
nih svojstava na trojke (f, X,-Y). NeSto sliéno jé u [40] urédje_
no sa kompaktnoddu, a u ovom radg prouc¢avanje je proSireno nana;
vedena tri pojma. Ova tri pojma su redom uopStenja pojma apso-
lutne zatvorenosti pa dtud imamo. ovaj odeljak iza odel jka oapsd-
lutno zatvorenim trojkama. Zé rézliku od ostalih odeljaka ovde
se definicije i iskazi numerisu trima brojevima, gde je pfvibroj
oznaka odeljka, drugi broj je oznaka dela odcljka. Prvi deo 'je'
uvodni, drugi deo se odnosi na slabo kompaktne trojke, tredi deo
se -odnosi né U;trojke,’a ¢etvrti deo na pseudokompaktne trojke.
Tre¢i broj je broj iskaza u tom delu odeljka.

Drugi deo odeljka bavi se pojmdm slabe kompaktnosti i'nje;
'gove primene na trojke neprékidnosti. Daju se vezé izmedju sla;
be kompaktnosti prostora X i Y i trojke (f, X, Y), kéo i neke
ekvivalencije uslova slabe kompaktnosti trojke (f, X, Y). |

U treéem delu ovog odeljka obradjuje se pojam U~prostora i
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U;trojki. Daje se veza sé'slabo kompaktnim trojkama kao i veza
‘sa svojstviﬁa prostoré X iY. |

Najzad u Cetvrtom delu ovog odeljka radi se sa svojstvom
pseudokompaktnosti prostora X i Y i trbjki (f, X, Y).

Na pocetku odeljka (u uvodnom - prvom delu) daju se " neke
definicije i svojstva pomenutih pojmoVa: slabé kdmpaktnost,U—prd—
stori i .pseudokompaktnost. Razlog:za oQo je Jjednostavnije izla;

ganje pri primeni ovih pojmova na trojke.

6.1. NEKE DEFINICIJE I SVDJSTVA SLABO KOMPAKTNIH
PROSTORA I U-PROSTORA

Kao §to je poznato (vidi [32], [8] i [31]) pojam slabe kom-
paktnosti -se moZe uop8titi pojmom U;prostora, a ovaj pojmom pseu}
dokompaktnosti. Veze izmedju navedenih pojmova mogu se Sematski

prikazati na slededi nacdin:

X slabo kompaktan == X je U;prostor == X je pseudokompaktan

U daljem izlaganju bic¢e nam potrebne sledece dve definicije:

DEFINICIJA 6.1.7. (vidi [31]) Neka fe U familifa podskupova
topolodhog prostora X. Tatka xoé;X_je tatka nagomilavanja gamili- -
je U ako svaka okolina tathe X, ima neprazan presek sa beskonatno
mnogo &lanova 6ami£ije u.

DEFINICIJA 6.1.2. (vidi [31]) Famifija A podskupova topolo-

kog prostora X je Lokalno konatna ako svaka tatka prostora X ima

okolinu hoja sete najvise konatdno &Lanova Lz A, LLL ekvivalenino
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tome, ako famififa A nema nifednu Zathu nagomilavanja.

U [8] Je pokazana sledec¢a teorema o ekvivalenciji, koja je
vrlo korisna u radu s obzirom na raznovrsnost uslova preko kojih

se mozZe raditi.

| TEOREMA 6.71.3. Neka je X Zopolo8ki prostor. Tada Au ekviva-
Lenitni stededi usbovi: |
(a) X fje slabo kompaktan.
{(b) Svaka pﬁebnojiva Lokalno konatna famildfa disfjunktnih
i otvorenih shupova u X fe konatna.
le) Ako e U pnebhojib-oiboﬂén pokrivad prostora X, tada
postofi konatan deo familije U Sija adherencija pokiiva

proston X.

UQprostori, koji su uopstenje slabo kompaktnih prostora,

uvode se preko pojma U-sistema.

DEFINICIJA 6.1.4. (vidi [32]) Niz U = {U, : neN} nepraznih

otvonrenih podéhupooa od X je U-sdstem u prostoru X ako fe

U MU U« neN-{j}} = 0 za svako jeN.
DEFINICIJA 6.1.5.-(0&&( [32]) Topolosk4 piOAIOA X fe U-pro-~
sLon ako svaki U-sdstem u prostoru X dma tadku nagomilavanja.
Ako se uvedu odgovarajuc¢i pojmovi ha trojkama (f, X, Y)
imademo uop&tenja tih pojmova i nekih od poznatih rezultata koji

su vezani za navedene pojmove.



6.2. SLABO KOMPAKTNE TROJKE

DEFINICIJA 6.2.1. Trnojka (4, X, ¥Y) je skabo kompakina ako
za svaku Lokalno konatnu gamiliju V otvorenih nepadznihfpodéhué

pova prostora Y, familifa 6_7{V} je konatna u prostoru X.
Neka od svojstava slabo kompaktnih trojki su:

STAV 6.2.2. Ako je prostor X slabo kompaktan tada je i-tﬂaj—

ka (4, X, V) Aﬁabo kompaktna trojka.

Dokaz éledi iz ¢injenice da ako je D lokalno konadna famili;
ja héprézhih otvorénih podskupova prostora Y, tada je i inverzna
familija f-l(D) lokalro konagna familijévnepréznih otvorenih pbd;]
skupova prostora X, pa kako je prbstor X slabo kompaktan fdl(bj
je konaéna.Famiiija. || -

STAY 6;2;3;’Ah0'je (6, X, ¥Y) apsolutno zatvorena trofha ta-

da fe (§, X, V) sLabo kompaktna Zrojka.

Dokaz prethodnog stava sledi,iz definicije apsolutne zaton
‘renosti trojke (f, X, Y) i slabe kompaktnosti trojke (f, X, Y),
neposredno. Da obrnﬁto nije tacno, tj. da postoji slabo kompakt-
na trojka koja nije apsolutnoAzatvorena trojka vidi se iz slede-
¢eg: ‘Neka je prostor X = [O, wl), gae je w; Prvi neprebrojiv red-
ni broj, a topoiogija'na X'uobiééjena, Qredjajna topologija svih
rednih brojeva O'E a < w;. Prostor rednih brojeva (o, wl) hije
ﬁormalan, pa otuda nije ni absolutno zatvoren prostor. Ovo s‘to;
ga sto apsolutno zatvoren prostor kbji je normalan prostdr Jjeste
kompaktan prostor, é poznéto Jje dé [0, wl) nije kompaktan pros;
tor. S druge strane prpstor‘[U, wl)’rednih brojevé jeste slabo

kompaktan prostor, jer‘je prebrojivo kompaktan prostor. Da je
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[O, wl) prebrojivo kompaktan prostor sledi iz ¢injenice da ako

se uzme prebrojiv pokrivéé u = {[O, o)l {(ai’&ﬂ :i:l,Zﬁ...}pro;

stora [0, wy), jedan &lan pokrivééé mora biti oblika (o wl}.
Lo

Podskup [0, a, +1] je kompaktan, pa postoji konatan deo {[O,Qi)}
0 : ©

U {(a;,B;) + i =1,2,...,n} koji pokriva [0, o, +1]. Tada je
. : v 0 -

i LO; wl) pokriven sa konac¢no elemenata pokrivaca U. Trojka

(f, X, Y) gde je X = Y = [0, wl) a f identi¢no preslikavanje je

slabo kompaktna trojka koja mije apsolutno zatvorena Lrojka.

- Vezu izmedju slabe kompaktnosti prostora X, slabe k0mpakt;
nosti prostora Y i slébe kompéktnosti trojke (f, X, Y) prikasze

slededa Sema:

X slabo kompaktan :::::::::i; Y slabo kompaktan

N S e

(f, X, Y) slabo kompaktna trojka

Implikacija (O je pokazani Stav 6.2.2., a implikacije (@

i (3 daju naredna dva tvndjenja. .

. STAV 6 2 4. AkRo fe § sinfehtivno preslikavanje L (§, X, V)
‘Aﬁabo hompahtna tnOJha, tada je i Y skabo kompaktan prostor.

Dokaz. Neka je V = {Vl’ Y } prebrojiv otvoren pokrivac

. 2".'
" prostora Y, tada, zbog slabe kompaktnosti trojke (f,_X, Y), po-

. stoji konatan deo Vl’ V2,..., \ln takav da vazi U {F_l(Vi) :

i = 1,2,...,n} = X. Medjutim, kako je f 51rJekt1vno presllkava—'

nje tékodje vazi U {Vi s 1= l,2,...,n} =Y, pa je Y slabo kom-

:paktan prostor. ||

Implikacija (3) je poznato tvrdjenje:



46-4F

[O, wl) prebrojivo kompaktan prostor sledi iz ¢injenice da ako

se uzme prebrojiv pokrivéé u = {[o, a)} {<ai’&0 :i:l,2“...}pro;
stora [0, wl), jedan ¢lan pokrivaéé mora biti oblika (di , wl).
. 0
Podskup [0, o +1| je kompaktan, pa postoji konatan deo {[O,Qi)}
0 : o

U {(a;,8,) :‘i = 1,2,...,n} koji pokriva [0, aio+1].. Tada je
i [o, wl) pokriven sa kona&no elemenata pokrivada U. Trojka
(f, X, Y) gde je X = Y = [0, wl) a f identi¢no preslikavanje je

slabo kompaktna trojka koja nije apsolutno zatvorena trojka.

-Vezu izmedju slabe kompaktnosti prostora X, slabe-kompakt;
nosti prostora Y i slébe kompéktnosti trojke (f, X, Y) prikazuje

slededa Sema:

X slabo kompaktan :::::::::§> Y slabo kompaktan

N S e

(f, X, Y) slabo kompaktna trojka

Implikacija C) je pokazani Stav 6.2.2., a implikacije C)

i (:) daju naredna dva tvrdjenja. .

_ STAV 6.2.%. Ako je § sdnfektivno preslikavanje £ (§, X, V)
stabo kompakitna trojka, tada je LY sLabo kompaktan prostor.

Dokaz. Neka je V = {Vl’ } prebrojiv otvoren pokrivaé

| Vz,..)
l,prostora Y, tada, zbog slabe kompaktnosti trojke (f,.X, Y), po;
" stoji konaZan deo Vis Vpyuuns Vo takav da vazi U {f"l(vi) :

i = 1}2,...;n},: X. Medjutim, kako je f sirjektivno preslikava;

nje tékodje vaZi U'{\li : i = 1,2,...,n} = Y, pa je Y slébo kom;

;paktan prdstor, |

Implikacija (:) je poznato tvrdjenje:
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STAV 6.2.5. Nepnekidnd sLika slabo khompaktnog prostora fe

slabo kompaktan prostor.

6.3. U-TROJKE

Da bi uveli U-trojke uvescemo prvo U-sistem trojke.

DEFINICIJA 6.3.1. Niz V = {V, : LEN} nepraznih otvorenih

podékupoba prostora Y se naziva U-sistem trojke (6, X, Y] ako

vazi 7TV MU 67TV s GeN - (1)) - 0 za svako SeN.

Sada se moie_déti definicija U~trojke u terminima U;sistemg
trgjke;

DEFINICIJA 6.3.2. (4, X, V) fe U-trofha ako za évahé U-544-
tem trojke 1§, X, V] inverzna sbika {1 tog sistema ima tacku
nagomiﬂaﬁanja. |

Veze izmedju U;prostora-X, U;prostora Y i U-trojke (fo’ Y)
daju sledeca tvfdjenja: |

STAV.6.3.3. Ako'je X U-prostor Tada fe L trofka (6, X, V)
u—taojhd. |
...} U-sistem trojke(f,x, Y),

2’
tada je,zbog definicije U-sistema trojke (f, X, Y), sistem f (V)

Dokaz. Ako je niz V = {Vl, Y

_U;sistem u prostoru X. Po&to je X U;prostor sistem f-l(V) ima

tatku nagomilavanja x & X, a to znati da je (f, X, Y) U-trojka.]]

C LEMA 6.3.4. Neka fe § : X=VY neprekdidno paeakéhabanje, a

o= {v,, v

7, Z,'-oo
u prostoru X.

}ooU-sistem u prostoru Y. Tada jfe 6~1(V) U-sistem
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Dokaz. Neka je V = {Vl’ Vz,...}'u;sistem u prostoru Y. Ka-~
ko je f neprekidno preslikavénje za svéki skup BCY véiil '
FhB)CFr 1(B).Pored toga vazi QTG JUFER=E S DR (rlB,):1eT),

Po8to je V = {\/j : 1€ N} U-sistem w prostoru Y, imamo

Vj N u {Vi : ieN - {j}} = p@. Kada primenimo inverzno preslika;

vanje f"; na gornju jednakost dobijamo f—l(vj)/j

,F_l(U {\/i :ieN - {j}}) = ﬂ i zbog neprekidnosfi preslikavanja f

vazi r“J(vj) My {r‘l(vi) : ieEN - {j}) = . Yo znadi da je
f-l(V) U-sistem prostora. X. ||

. . Koristec¢i gornju Lemu 6.3.4. sledi Stav 6.3.5.

STAV 6.3.5. Neha fe § Ainjahtibno preslikavanfe prostora X

na prostor Y. Tada, ako fe (5, X, ¥Y) U-trofka 4 Y fe U-prostoxr.

Dokaz..Ngka je V = {Vi : iG;N} U;sistemtprostora Y. Prema
Lemi 6.3.4. F_l(V) je U-sistem prostora X, pa i:U;sistem trojke
(f, X, Y). Posto je (f, X, Y) U;trojka sistem f*l(V) ima taéku
nagomilavanja regimo XOGLX. Medjutim, zbbg neprekidnosti preéli;
kavanja f, tacdka F(xO)E.Y‘je taéka nagomilavanja U-sistema V wu

prostoru Y. Tako Y je U;prostor. I]
Navedenim tvrdjenjima treba dodati i sledece:
STAV 6.3.6. Neprekhidna sLika U-prostora fe u—paOAtoi.

S druge strane treba uo&iti da je Stav 6.3.6. posledica na-

vedenih stavova 6.3.3. i 6.3.5., a sve njih lepo ilustruje Sema:

X U-prostor v = - Y U-prostor

(f, X, Y) U- trojka
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Naredno tvrdjenje pokézuje da Jje pojam U;trojké uopstenje

‘pojma slabe kompaktnosti trojke (f, X, Y).

STAV 6.3.7. Svaka sLabo kompaktna trofka (§, X, V) je & U-

trhofka.

Dokaz. Neka je niz V = {Vi': i€ N} otvorenih nepraznih pod;
skupova prostora Y u;sistem trojke (f, X, Y). Tada Jje F_l(V) =
{f—;(vi) : 1&N} niz nepraznih medjusobno disjunktnih, otvbrcnih
ppdskupqva»prostoré X. Ako (f, X, Y) ne bi bila U~trojka niz
f—l(V) :J{f—l(vi) : i€N} ne bi imao ta&ku nagomilavanja, a to

zna&i da bi niz otvorenih, medjusobno disjunktnih, nepréznih pod;

skupova F-l(V) bio lokalno Kona&an. Po&to je (f, X, Y) slabo kom-
. L

paktna trojka, prema 6.2.4.(b) lokalno konatan niz f~ (V) bio
bi konatan, a to je suprotno pretpostavci da je V = {Vi : i€ N}

prebrojiva familija u prostoru VY. ll

6.4. PSEUDOCKOMPAKTNE TROJKE

Jedno od svojstavé kompaktnoé brostora je da je neprekidna
realna funkcija na tom prostoru ogranidena. Obrnuto nije taéno,
naime postoje nekompaktni prostori takvi da je svaka realna ne-
prekidna funkcija na.njima ograniena. Navedeno svojstvo Hewitt
je u [22] uzeo za definiciju pseudokompaktnih prosfora, koji su
jedno uopétenje kompakfnog'prostoré. Pseudokompaktni prostori
. su takodje‘uopétenje.u;prostoré pa_otudvi slabo kompaktnih pro;
stdra.

Navedcemo neka od poznatih svojstava pseudokompaktnih pro-
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stora, kako bi se bolje videla svojstva pseudokompaktnih trojki

iz slededeg dela ovaog odeljké.

STAV 6.4.1.. (vid< [14]) Svak4 pkqbnojibo kompaktan prostor

je pseudokompaktan prostor.

 STAV 6.4.2. lvidi [14]) Svaki noamalan pAeudokompdktdn pro-

ston fe piebnojLQo hompdktdn proston.
STAV 6.4.3. lvidd [14]) Neprekdidna sCika pseudokompaktnog
prostora fe pé@adahaﬁpaktan proston ..
- Pogledajmo kako se ovi pojmovi mogu UOpéEiti primenjujuéi
ih na trojke (f, X, Y).
- DEFINICIJA 6.4.4. (4§, X, Y) je pseudokompaktna trojka ako
za svaku realnu neprekidnu funkedifu g : ¥ >R, khompozicifa
gof : X+*R ja ogranitena.
Naredné tri tvrdjenja daju nam veze izmedju pseudokompakt;

nosti prostora X, pseudokompaktnosti prostora Y i pseudokompakt;

nosti trojke (f, X, Y).

STAV 6.4.5. Ako je Yy péeudohOmpdhtdn proston tada je L

(6, X, V) pseudokompakina Zrofka.

Dokaz. Neka je g :VY->R proizvoljna realna neprekidna funk;
cija'definisana‘na prostoru Y. Tadé je,lzbog pseudokompaktnosti
prostoré Y, Funkcija-g ograniéené. Utudé je 1 kompozicija
g f : X~>R definiséna sa g(f(x))‘ R ogranitena, tji. (f, X, Y)

~Jje pseudékompaktna trojké. | |

Naredno tvrdjenje déje nami vezu izmedju pseudokompaktnosti

prostora X i pseudokompaktnosti trojke (f, X, Y).

STAV 6.4.6. Ako je X paeudokdmpahtan paoatonvtada je £

(4, X, V) pseudokompaktna trojka.
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Dokaz, Neka je g : Y =R proizvoljna realna neprekidna funk;
cija. Kompozicija gef : X>R je tékodje realna neprekidna funk- .
cija, pa kako je X pseudokqmpéktan prostor ge f je ogranidena
funkcija. |]

Prethodnim dvama tvrdjenjima treba dodati poznatu &injenicu
0 prenoSenju svojstva pseudokompéktnosti neprekidnim preslikava-
njem.

STAV 6.4.7. lvidi [14]) Neprekidna sika pseudokompaktnog
prostora je pseudokompaktan prostor. |

Prethodna tvrdjenja 6.4.5., 6.4.6. i 6.4.7. moZemo ilustro-

vati slededom Semom implikacija.

X psegdokompaktéﬁ ::::::::> Y pseudokompaktan

X, Y) pseudokompaktna trojka

Primedba 6.4.8. Neka je X = Y = R i topologija na R uobita-
jena. Ako za preslikévanje f ¢+ XY uzmemo sin : X>Y imamo da
je sin (X)'% [;l,'+l] kompéktan skup u Y. Otuda, za svaku nepre;
kidnu realnu funkciju g : Y =R vaZzi da je g(sin(X)) kompaktan
podskup prave R. Znagi da je g(sin(X)) ogranicen podskup pfave R.
Dobijena trojka (F; X, Y) je pseudokompaktna a da pfostori X i
Y nisu pseudokompaktni, pa suprotne implikacije od @ i @ ni-
su tadne. Da suprotno od (3 nije tadno moZfe se nadéi recimo u
[14]. Tako, pseudokompaktnosf trojke (f, X, Y) obuhvata pseudo;
kompéktnost i prostora X i,prostoré Y.

Sledec¢e turdjenje pokazuje dé'je pojém_pseudokompaktne
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trojke jedno uopStenje U;trojke,

STAV 6.4.9. Ako je (§, X, V) U-trojka, Zada je (4, X, V)

pAeudohompdhtna thofka.

Dokaz. Neka je g ;Y >R proizvoljna realna neprekidna Funk-
éija. Tada je i kompozicija g of : X*R neprekidna realna funk-
cija. Ako bi go f bila neograni&ena funkcija za sQako n&e NCR po;
stojala bi tadka an;X takva da je g(F(xn) > n. S obzirom na»ne;
ogranidenost funkcije geo f moZemo uzéti'da vazi g(f(kn)) >
g(f(xn~l)). Za svako ne N moZe se naé¢i okolina Vv tagke g(f(xn))

takva da vazi vnrﬁ v

nel © g za svako-QE.N. Nadjeni n;z {Wj:nehﬂ

- je U~sistem u proétorq R pa je prema Lemi 6.3.4. {(gﬂl(vn)):néLN}
U;sistem prostora Y, a {f_l(g_l(vn)) : nEN} U}sigtem trojke
(f, X, Y). Kakao je (f, X, Y) U;trojka, sistem {f{%g_lﬂﬂg) :neN}
~ima tatku nagomilavanja x & X. Ali tada je g(F(xo)) = aoé;R tad-
ka nagomilavanja,u;sistema {Vn : nEN}, sto Je suproLno pretpo-
staveci o Familiji {\/n : nENl. Znaéi,'funkcija gcﬁf mora biti
ogranifena, pa je"(f, X, Y) pseudokompaktna trojka. ||

Povezana, tvrdjenja 6.3.7. 1 6.4.9. daju sledecu Semu im;
‘plikacija: |
slabo

(f, X, Y) kompaktna ==> (f, X, Y) U;trojka => (f, X, Y)
trojka ) :

pseudokompaktna
trogka '



7. GUSTINA PROSTORA T TROJKI NEPREKIDNOSTI

Gustina prostora je vaién i. dosta obradjivan pojam u topo;
logiji. Narodito Cesto se obradjuje prebrojiVa guétina; tj. se-
parabilnost prostora. Teiina.i'gustoéa pfostora se prencse ne-
prekidnim preslikavanjima. Zato, ovde je razmatrané gustoca pro-
stdra u odnosu na jednoznaéna preslikavanja i-Viéeznaéna preslf
kavanja..Pokazano je da se neki rezultati o jednoznat¢nim presli
kavanjima mﬁgu uopstiti .ina viSeznacna préslikavanja. S 6bzirom
na prenosenje svojétva gﬁstoée preko neprekidnih preslikavanja
uveden je i pojam gustodée trojke (f, X, Y), gde su X i Y topd;
‘loSki prostori, a f neprekidno preslikavanje od X na Y. Pokaza-
no je da gustoda trojke leZi izmedju gustoée-prostora X i'pros;
tora Y, i dati su primeri o strogoj inkluzivnosti navedenih svoj-

stava.

" DEFINICIJE I NEKI REZULTATI O GUSTINL PROSTORA I TROJKI

Ovde ¢e biti razmotrena moguénost uvodjenja pojma gustine

trojke (f, X, Y), kao jo$ jednog topolokog svojstva primenjenog



na (f, X, Y), a u smislu daljih anélogija»izmedjﬁ topoibékih pro;
stora i trojki (f, X, V). Ové énalogija Jje u [40] uoccena. za neka
druga éVojstva, pa se i»ovdé pretpostavlja da su X i Y topoloski
prostori a f : )(i-> Y neprekidno preslikavanje od X u Y.

,Pojam ¢emo razmatrati_na»primeru'prebrojive gustode, Odnos;
no separabilnosti.

DEFINICIJA 7.1. Taojku U4, X, V] zovemo separabilna uojkc[

ako postofi pﬁebao]iu podaskup BCY Zakav da je 5~7(B)CIX “svagde
gust podskup od X. . - v

. Sleded¢i rezultat je poznat.

STAV 7.2 Ako je X Aepanabiﬂdn proston, a § : X~V neprekdid-
no pneAEZhdvanje-pao&toha X na topoloskd prostorn Y, Zada je 4

Y = §(X) separabilan pkOAtbh.

Medjutim, u vezi Definicije 7.1. mogu se pokézati sledeca-

dva tvrdjenja.

CSTAV 7.3. Ako e (4, X, V) separabilnae trofka, a' § : XV
éiﬂj@ktibno paeéﬂihabxnje, tada fe prostorn Y = ((X) separabilan

proston .

Dokaz. Neka je BCY prebrojiv podskup od Y takav da je
'F—l(B) svugde gust podskup od X. Neka je y proizvoljna tatka iz
Y i V proizvoljna okolina od y. Kako je f-l(B) svugde gust u X

a f_l(

V) otvoren podékup od X imamo F_l(V)f7 f_l(B) Z #. O0davde
medjutim sledi f—l(VF]B) Z P = VOB £ 8. Iz tega sledi da je
B svugde gust podskup od Y. [

STAV 7.4. Ako jé X separabilan prosion tada fe trojka

(6,-X, Y] separabilna trojka.

Dokéz. Ako je X separabilan‘prostoripostoji A X takav da
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je card A :}16 i ACA ::X. Za skup B = f(A) vaZi cardB :}fb
Skup A, = f—l(f(A)) =) F—l(B):DA_ je svugdé~gdst jer sadrZi A pa
je (f, X, V) separabilna‘trojké._ll

Ako je f : X =Y preslikavanje topolo$kog prosteora X na topo;A
loéki prostor Y iz Stavova 7.2., 7.3. i 7.4. imamo slededu éemq
,implikacija:

a

X separabilan prostor —————————>> Y scparabilan prostor

(f, X, Y) separabilna trojka

Primerima c¢emo pokazati da obrnute implikacije nisu tatne.

Primer 7.5. Neka je X = R sa diskretnom topologijom (gusti—
na X jec), Y = R sa uobic¢ajenom topologijom, a f : X~>Y identi-
¢no preslikavanje. Prostor Y = f(X) je separabilan, dok X i

(f, X, Y) nisu separabilni prostori.

Primer 7.5’. Neka je'X = R sa diskretnom topologijom, a Y
skup celih brojeva Z sa uobidajenom podtopologijom. Preslikava-

nje f definigimo na slededé¢i nacin..

: - 2n+1 za: 2n <x <2n+2
f{x) = { : . ne& Zz
X - 'za X = 2n
U ovom sludaju postoji prebrojiv podskup B = {2n+1, nez}cCy

takav da je f_l(B) = UZ(Zn, 2n+2) svugde gust podskup od X. Me-
ne .
'djutim X nije separabilan prostor.
‘Tako Primer 7.5. pokazuje da suprotme implikacije od @ i

© nisu tagne, a Primer 7.5’. da suprotna implikacija od & .



nije tacna.
Jednostavno se da pokézéti da se navedene veze izmedju se;
parabilnosti prostora X, Y i separabilnosti trojke (f, X, Y) mo;

gu prosiriti i na slud¢aj bilo koje gusfoée.

U slededem delu ovog odeljka bide tedi o vezi gustode pro;
stora i vi8eznadénih preslikavanja. Simbolika i bsnovna svojstva
viSeznadénih preslikavanja mogu se nadi u'[lOI, a neké svojstva
viSeznactnih preslikavanja oﬁradjivali su mnogi matematiéari me -
QJU kaojima Vidﬁo méstd zauzima Ponomarev. Ovde je od interesa
rad {35], Naredna razmatranja daju uopstenja poznatih rezultéta

o prenoSenju gustode neprekidnim preslikavanjem.

STAV 7.6. Neka fje F : X~+VY donje poluneprekdidno viseznatno
L na pneéﬁihavanje. Tada, ako je AC X prebrojiv svugde gust pod-

shup prostora. X, skup U{Flal: a€A} je Aoagde.guét podskup od V.

Da bi iskazali sledece tvrdjenje treba navesti pojam skoro
jednoznatnog vi$Seznactnog preslikavanja, koje je uvedeno u nave-
denom radu [35]. Za pfeslikavanje F : X>Y kaZe se da je skoro’
jednoznaého éko zé.syaki otvoren podskup VCY wvaZzi da je

FY(V) = {x&X : F(x)Z:V} neprazan podskup od X.

STAV 7.7. Neka je F : X=+Y gore poluneprekidno skoro jedno-
znadéno paeézihavdnje. Tada, ako je AC X paebnojib Aoagde gust
podshup od X, skup  U{Fla): a€A} je Aougde gust podskup -od V.

Stavovi 7.6. i 7.7. su jednostavni pa nisu dokazani. S dru-
ge strane iz njih imamo sledece posledice:

POSLEDICA 7.5. (vidi [(33]) Ako fe F : X-*V'doﬂe'poﬂunepnes

kidno i na preslikavanje, X separabifan prostor 4 Flx) separabd-

Lan podprostor za svako x €X, tada je 4 Y separabilan prostonr.
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Ako je F gore poluneprekidno preslikavanje, uslov da F(x)

bude separabilén Jje nepotrebén.

POSLEDICA 7.9. Ako fe F : X =Y gore poluneprekidno shoro
jednoznatno vigeznaino pﬁeéﬂihdbanje L X Aepaadbiﬂan prostorn,

tada fe LV Aepaﬂabiﬁah prositon .

Dokaz.'Poéto je X separébilan prostor, postoji prebrojiv
svugde gust podskup {al, az,}..] = AC?X. Za svako a; odaberimo
element{biGQF(ai). Pokazacdemo da je pod navedenim uslovima skup
Ly by

Kako™ je F skoro jednoznaéno i gore poluneprekidno preslikavanje;

B = {b .} svugde gust u Y. Neké je V otvoren podskup u Y.
imamo da je FY(V) = {x& X : F(x)c V} otvoren i neprazan podskup
u X. A kako je A svugde gust u X, postoji i0 takvo da je

ai<E.F+(V), pa je i bie; V. Tako, prebrojiv skup B je svugde gust

o 0
u Y. ,I

Ako je F jednoinééno preslikavanje Posledice 7.8. 1 7.9.
daju poznatu &injenicu da je neprekidna slika separabilnog pro;
stora éeparabilan prostor.

Preslikavanje sli¢éno onom koje je navedeno u Posledici 7.8.
uvedeno je u [41}, zahtevom da za jednozhaéno preslikavanje
f : X=+Y podprostor F~1(y) bude druge prebrojivosti.  Kada se
radi sa - vigeznacCnim preslikavanjem‘F : X=>Y, a istraZuje gusto;
éé, navedeni uslov prirodno prelazi u uslov da je F(x) podpfos;
tor druge.preerjivogti, ili u podprostor koji je separabilan.
Nedto sliéno je uc¢injeno u [33].

Treba primetiti da se gustoéé prenosil i sa prostbra.Y na

prostor X pod odredjenim uslovima. Naime, moZe se pokazati:

STAV 7.10. Neha je‘ﬁ : X>VY otvoreno (ne obavezno L nepre-

hidno) sinfekitivno prestikavanje < §7'(y) sepanabilan podprostox



za Abako y Y. Tadd, ako fe Y Aepandbizan p&04ton 4 X fe separa-

bilan prostor.

Dokaz. Neka je B prebrojiv svugde gust podskup od Y. Za
svako b& B odaberimo prebrojiv svugde gust deo A, od F—l(b).

Podskup A = {U A b&e B} je prebrojiv,‘a pokazademo da je i

b
svugde gust u X. Neka je U proizﬁoljén ctvoren skup u X. Pod;
skup f(U) je otvoren u Y, pa postoji boé.B takvo da je boe_BfW
F(U). Otud vazi UM F (b ) # @. Ali kako je f 1(b_) separa-

bilan podprostor postoji aoe.AfW U, pa je A svugde'gust u X. ||

POSLEDICA 7.11. Neka je § : X~V otvoreno sirjektivno pre-
aﬁikdbanje L 6"7{yJ $epaadb££an podprostor od X za svako y Y.
Tada je VY Aepa&dbiﬁdn prostor ako L samo ak o ie X separabilan

proston.,
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&, DINEMZIJE TROJKT NEPREKIDNOSTI

Kao Sto je poznéto dimenziona funkcija je preslikavanje ko—
je topoloskom prostoru X dodeljuje jedén element skupa N U ﬂd,DL
ili je pak dimenzija prostora beskona&na. Postoji vise definici;
ja dimenzija topoloékqg prostoré, é sve su uopétehja dimenzije
euklidskih prostora. Ta problemétika moYe se naci recimo u [5]
i [14]. U navedenim knjigama razmatrane su:_malé induktivna vdi;
4menzija ind X (Menger-—Urisohn;ova dimenzija), velika indukﬁivna
dimenzija Ind X (Brouwver - tech-ova diménzija) i bokrivajﬁéa di-
menzija dim X (Cech ;Lebesgue;ova dimenzija). U radovima [1],
[2], [3] i [34} razmatraju se i neke druge dimenzione funkcije
kao dimC (Pasynkdv),.Dim (Dea’k) i dm (Adnadjevid), veze izmé;
dju njih kao i veze sa pokrivajué¢om dimenzijom dim (Lebesgue).
| U [5],kao i u.Ll5], [16], [17], [18] i [19], razmatrani su
odnosi medju dimenzionim funkcijama dim X, ind X i Ind X. Daju
- se uslovi pod kojima vaZe nejednakosti dim X = ind X i ind X =
Ind X, primeri kompéktnih T2 prostora X gde u gornjim nejednéko;
stima.va’e stroge nejednakosti. U radovima [15], [16] i [17] da-
1je se razmatraju uslovi klésiéne»teoreme Gurevida o poveéanjq

i smanjenju dimenzije pri zatvorenim preslikavanjima. Izmedju
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ostalog tu je uvedeno jedno pojacfanje zatvorenih‘preslikavanja
(silno zamknutye otobraZenija) i pdkazéno da tékvé preslikévanja
ne smanjuju_dimenziju.

u rédu [40] uvode se pojmoQi dimeﬁzijé dim, ind i Ind troj;
ki (f, X, Y). éokrivajuéé dimenzijé trojke dim (f, X, Y) daje se
na sledeci naéin: dim (f, X; Y) £ n ako za svéki kqnééan otvo;
ren pokrivaé Q.prostora Y postoji otvo;én pokriva¢ w reda n+1
prostoré X upisan u otvﬁren pukrivac F‘](Q).’Kuke se dim{1,X,Y) =n
ako je dim (f, X, Y) = n i nije ispunjeno dim (f, X, Y) < n.

Na slican nacin dajd se induktivne dimenzije trojkijndkf,x, Y) i
Ind (f, X, Y).

" Za razliku od dimenzije topoloskih prostora monotonost di;.
menzije trojki u .odnosu na prostor Y véii gotovo bez ogréniéeﬁja.

.Naime, u navedenom radu dokazano je da vazi:

10

TEOREMA. Za svaku trofhu 1§, X, Y] £ {{X) S 7 SV vazi

N

(a] dim (4, X, V) ¢ dim (§, X, Z)

N

(b) 4ind (§, X, Y]
(e} Ind (§, X, V)

ind {§, X, Z)

0

Ind (4, X, Z).

U istom radu data je veza izmedju dimenzije trojke i dimen-

zija prostora X i Y iskazana sledeéim rezultatom:

TEOREMA. Za svaku trofhu §, X, V) vazi

N

{a) dim (§, X, V] min {dim X, dim Y}

min {4ind X, 4nd Y}

1Y

(6) 4nd {4, X, V]

IN

(c) Ind (4, X, V) min {Ind X, Ind Y}

Ako su BX i BY maksimalne kompaktifikacije prostora X i Y,
Bf jedinstveno produZenje funkcije f : X=+Y u funkciju

Bf : BX » BY, u [40] je pokazano da vaZi:

TEOREMA. Za noxmalne prostore X L Y Lspunfenc fe:
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(a) dim (4, X, V)

dim (B§, BX, BY]

(b) Ind {§, X, V) Ind (B§, BX, BY)

U ovom adeljku rada déje se pregled i poboljSanje nekih re;
zultata iz [40} i neki novi rezultati kao $to su: veza dimeniije
dim i separacionih svojstavé (Stav 8.8.), jedna veza pregrade
prostora X i pregrade trojke (f; X, Y) (Stav 8.9.), veza izmedju

razlic¢itih dimenzija trojki i dr.

DEFINICIJE I NEKI REZULTATIVO DIMENZIJAMA TROJKI

U radu L&O] uveden je pojam dimenzija dim, Ind-.i ind za
trdjku (f, X, Y), gde su X i Y topolo¥ki prostori a f neprekid;
- no preslikavanje prostora X u prostor Y. Ovde ¢e biti navedeni
neki rezultati iz [40] i dati neki novi rezultati i zapaZanja

o dimenzijama trojki (f, X, Y).

DEFINICIJA §.1. Reld demo da fe podskup ACX pregrada u trhojf-'
cd (g, X, V) ako je A zatvoren podskup prostora X L X -A =
0 L 0, nepraznd disjunkind £ otvorend podskupo -

u o gde su 0

1 2’ 1 2
v prostora X. P&eg&dda A trojke (4, X, V) ndzdﬁajd zatvorene

podskupove P, QCY ako vaii 5f7(P)c;07 i 5"(QJc:oZ.

DEFiNICIJA,g.z. (vidi [40]) Ind (§, X, V) = -1 ako jfe

X =9, Pnatpoazabimo da je- Ind (§, X, V) f'h defindsanc za
svako b < n. Tdda kazemo Ind (4, X, ¥Y) % n ako za svaka dva
disjunkitna zatvorena podékupd'P,'QC:V ‘postofi pregrada A C X
trhofke (§, X, V) koja nazdvaja podskupove P 4 Q, takva dd vazd

Ind (§1A, A, V) ¢ n-1. Kazemo da je Ind (f, X, V) = n ako vaid
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Ind (§, X, V] ¢ n 4L ne vazi Ind (6, X, V) ¢ b ndi za fedno
R < n. | |
| Dimenzija ind (f, X, Y) definife se sli¢no dimenziji
Ind (f, X; Y) s .time étb se umesto paré zétvdrenih podskupova u
.Y uzimalzatvoren podskup i taéka koja mu ne pripada.

Da bi se iskézéla slededa definicija potréban je pojam reda
familije podskupové détog skupa.X. Fémilija A podskupové skupa X
ima red n ako postoji n elemenata Al, AZ""’ An familije A tak;
vih da.vaZi lﬁ{Ai : i=1,2,...,n} £ @, a bilo koja podfamilija
od.bar n+l1 elemenata iz A ima prazan presek. To oznaéavémo sa
ofd A = n. Ako je bilo koji presek od konac¢no elemenata famili-
-je A neprézan kazemo da je red familije beskonaéén i pi8emo

ord A = o,

DEFINICIJA §.3. {vdidi [40]) Kazemo da je dimenzifa
dim {4, X, ¥Y) # n ako za svaki honatan ofvoren pokrivat Q@ pro-
stora Y postofi otbaaen, reda n+l, pohnibaé w prostora X updsan

I

w pokrdivad § Q). KaZemo da fe dim (§, X, V) = n, ako fe

dim §, X, Y] # n, a nije Zatno dim (4, X, Y] < n.

Slededa teorema daje neke veze izmede dimenzija proétora
i dimenzija trojki..

TEOREMA §.4. (vidé [40]) Neka fe stedeéi dijagram komutati-.

van.
f‘

g\z/v

X

Tada vazi:

la) dim (§, X, V) ¢ dim Z
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i

(b} Ind (4§, X, V] Ind Z

p&obtoi y.

ih

e} 4And fﬁ,-X, ) ind 7 za T7
Treba zépaziti ¢injenicu da vazi:

STAV §.5. la) dim X

N

n o=>ddim (¢, X, Y} ¢ n

n = Ind (§{, X, V) £ n

N

b)) Ind X

N

(c]) 4nd X

1N
=

o= ind (£, X, V)

Ovo se moZe dokazati neposredno, a moZe sc dobiti 1 koo po=-
sledica prethodne Teoreme 8.4. jer, ako se stavi Z = X, i za g
uzme identiéno preslikavanje, imamoc dim (f, X, Y) £« dim X,

Ind (f, X, Y) ¢ Ind X i ind (F, X, Y) ¢ ind X.

Takodje imamo da Teorema 6. iz [40] sledi iz Teoreme B8.4.
Jednom treba uzeti 7 = X i za g identiénb preslikavanje, a dru-
gi put Z = Y i za h identi¢no preslikavanje. Za dimenziju
dim te dve pretpostavke daju veze: (a) dim (f, X, Y) £ dim X i
dim (f, X, Y) € dim Y; a to daje dim(f, X, Y) ¢ min (dim X, dim Y).

Na sli®an nac¢in imamo:

N
N

(b) Ind (f, X, Y) Ind X i Ind (f, X, Y) Ind Y =—

Ind (f, X, Y)

N

min (Ind X, Ind Y) i

IN

(¢) ind (f, X, Y) £ ind X i ind (f, X, ¥) £ ind Y =

ind (f, X, Y) ¢ min (ind X, ind Y).

Sledec¢i primer (vidi [401) pokézuje da napred uocene nejed-
nakosti ne moraju predi u jednakosti. Neké Je Z kantorov savr8en
skup, Xl metrizabilan kompéktén prostor.i dim Xl‘: k,

X:Xl

x Z, Y metrizabilan kompaktén prostor dimenzije dim Y =n.
PoSto se kantorov prostor Z moZe neprekidno preslikati na prostdr

Y, obeleZimo to preslikavanje sé h. Uagimo preslikavénje F:hc»ﬂz.‘

‘Imademo dim (f, X, Y) = 0, dim X = k i dim Y = n.
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Interesantno je da su dimenzione funkcije trojki monotone u

odnosu na X po svim podskupovima. Naime vaZi-
TEOREMA §.6. (vidi [40]) Neka je X, prodizvoljan podproston

prostorna X. Tada vaZi:

y)

I~

{a) dim (élxo, X

(b) IVld (6|X » XO’
o

(e] 4And (6IX ,‘Xo, V) < 4ind. (4§, X, V).
o

o’ d4im (6, X, Y) '

I\

y) Ind (§, X, V)

Vedenisov je u'[aa] pokazao da za normalan prostor X vazi
Ind X = Ind RX. Pod pretpostavkom da je X normalan Wallman je
u'[asj pokazso da vazi dim X = dim»BX; U [26] Katdtov je pobolj-
Sao rezultét Wallman-a i pokazao da je dim X = dim BX ako je X -
. Tihonovljev prosfor'i dimenzija dim‘definisana preke funkcional-

no otvorenih pokrivada.

Analogije rezultata Vedenisova i Wallman-a dokazao je Kotov

. u [40] za trojke.

TEOREMA 3.7. {vidi [40]) Za normakne prostore X L Y ALspu-
nfenoc fe:

(a) Ind (§, X, V)

(b) dim 1§, X, VI

Ind (B4, BX, BY)
dim (84, BX, BY]

[}

gde su BX 4 BY maksimalne kompakiifikacije prostora X <Y, a B

jedinstveno produzenfe neprekidne funkedife § : X~>V.

Akp bretpostavimo da su prostori X‘i‘Y u trojei (f, X, Y)
potpuno.regularni_Ti prostori (prostori Tihonova), i ako se u de-
finiciji dim (f, X, Y) traZi da pokriva& prostora Y bude funk-
Ciohalno otvoren, rezultati u vezi ovako definisane dimenzije
dim trojki (F,.X, Y) bi se izmenili. Tako, ovo je jedna nova

moguénost istraZivanja dimenzija trojki.
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Sada c¢emo dati neke veze izmedju dimenzija i separacionih

svojsfava trojki.

STAV §.8. Ako je Ind (§, X, V) konatan broj ztada je

(4§, X, Y) normaelna trofka.

Dokaz. Neka su P 1 Q@ disjunktni i zatvoreni podskupovigprd—
stora Y. Kako je Ind (f, X, Y) konatan broj, to postoji pregra¥
da C (zatvoren ékup u X) takva da je X -C = 0] U O?, gde su

i i) o,. To

0, i 0, otvoreni skupovi u X i vaZi F_l(P)C:Ul 2

znati da je (f, X, .Y) normalna trojka. ||

STAV §.9. Ako je AC X pregrada trojke 14, X, Y) medju zatvo-
rendm skupovima P, QCVY L y,C Y zatvoren podprostor od Y hkojd
sege shupove P L Q, tada je A f)5“7(v0) pre grada .tnojhe
bgls™ "y 0, 671y ), V) medju zatvorenim podskupovima § ey, =
T n ey o ¢ lany, - 7Ty n 67 ).

Dokaz sledi iz sledeéég razmatranja: Neka je X - A = 01(J 0,

i fippyco f‘l(u)c'oz. Odavde sledi (X-—A)n,f-lr(Yo) -

1°
Ny ) A Ny ) = (U o N Ry ) = (0, Ny )
(0, N £ v ), g TR —aneToy) = 0 Ny ) U
(02 N f~l(YO)), pri c¢emu vazi f—l(Pf]YO)C: Ol,j F—l(YO) i
f—l(QfWYO)C: 0, N f—l(YO) a da su skupovi Ulfw f—l(YO) i
Osz F—l(YO) otvoreni u podprostoru fﬂl(YO). |

TEOREMA §.10. Abo je dim 1§, X, ¥} = 0 tada e U4, X, V]

normalna thojka £ vazi Ind 1§, X, V) = 0

Dokaz. Neka su P i Q disjunktni zatvoreni podskupovi pros-
tora Y. Tada skupovi 0, = Y -Q i 02»: Y - P obrazuju olvoren
pokrivaé Q = {Ol, 02} prostora Y, pri &emu je ispunjeno P CZDl

i Q< 0,. Kako je ~dim (f, . X, Y) = 0 to u X postoji disjunktan
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otvoren pokrivad w = {01, Opyenes OS} upisan u otvoren pokrivag

f~l(Q); Oznadimo sé Oi'

u f—l(Ol), a sa,Dé uniju svih ostalih elemenata pokrivaca w. Ta-

da su 0] i 05 disjunktni otvoreni skupovi i Q’ :‘{Oi, Ué} je

pokrivad¢ prostora X. Ako je‘di iz w i secde F—l(P), to 0, ne moZe
-1

lezati u 0} = £ 7(0,), pa leZi u 0] = f

2 1 l)'

OJEE w ‘sede f—l(Q), ne moZe le¥ati u f~J(Ol), pa lezi wu

uniju svih podskupova 0, E w koji leze

(0 Sli&¢no, ako neko

~ Oé ; f—](Dz). Prema tome>Oi i’Dé su disjunkfnc olvorenc okoline
skupova f-;(P) i f—l(Q). Kako je pri tome jo8 X = 03 u 05, to
je prazan skup éregrada izmed ju f—l(P) i F—l(Q), §to znaci da
je ispunjeno .Ind (f, X? Yy = 0 i (F, X, Y) je normalna froj-g

ka. 'T

DEFINICIJA §.11. Trojka (6,'X,‘V) Ae.haziua kompletno ne -
gularnom ako-za svako y € Y L zatvoren pbdéhﬁp F Roji ne sadrzd
tathu VY postofi neprekidna funkeija g + X ~ [0,1] iahua da fe
gl Ty s 0 & g (4TTUEN) = . |

Sada se moZe iskazati lema koja ée nam trebati kasnije, a

i sama Jje od interesa.

LEMA §.12. Ako je 4nd (§, X, V) = 0, tada je (§, X, ¥) kom-

pletno regularna Lrofka.

Dokaz. Neka suye Y, F = FC Y i yd¢ F. Kako je
cind (F, X, Y) = 0 postoji zatvoren skup A C X ‘Lakav da jeo

' s . -1,
X~-A =20, UO0,, pri gemu je 0, n 0, = gi £ (y)c 0y,

1
f71(F) C 0,. Takodje zbog ind (f, X, Y) = 0 imamo ind(f,, A, Y) =
-1, a to znaci A = ﬁ. Odévde sledi dé su Ul i 02 otvoreno-zat-
Vofeni_podskupovi. Ako sada defini8emo preslikavanje g:X = ﬁLl]

sa g(0,) = 0 i g(0,) = 1, preslikavanje g e biti neprekidno

i vazide g(F—l(y)) =0 i g(F'l(F)) = 1. ||
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Slededi Stav_sledi iz definicije_Tl prostora i definicije

ind (f, X, Y).

STAV §.13. Ako je YV T,-prostor tada vaii 4nd (§, X, V) =

7
Ind (4, X, V).

TEOREMA §.14. Ako fe V noamalan T, -prostor tada za svaku
trojku 1§, X, ¥) svojstva dim (§, X, ¥Y) = 0 & Ind (4, X, V] = 0
su ekvivalentna. Pod navedenim pretpostavkama takodje je

ind 1§, X, V) =0 4 (§, X, V) Je ndnmaﬂna_taojka.

"
fon

Dokaz. Prema Teoremi 8.10. videli smo dé_iz dim(f, X, Y)
sled& Ind (f, X, Y) = 0, a prema Stavu 8.13. je ind(f, X, Y) <
Ind (f, X, Y), odakle sledi . ind (f, X, Y) = 0, poSto je X £ @.
Prema Teoremi 8.10. tékodje>sledi da je (f, X, Y) normalna trojké.

DokaZ?imo sada da iz Ind (f, X, Y) = 0 sledi dim(f,X,Y) =0
pod pretpostavkom da je X normalan Tl prostor. U tom pilju uoci-
mo proizvoljan otvoren pokrivacd { :.{Dl, 02,..., US} prosto-
ra Y. Kako je svaki konacdan pokrivad tacdkasto konacan i Y.nor—

malan prostor, postoji (vidi [29]) zatvoren pokrivad

o = {Al, A2’°"’ AS} kombinatorno upisan u pokrivad Q. To zna-
¢i da jJe Ai(: Di’ i = 1,2,.{.,8. Kako je po pretpostavci
Ind.(F, X, Y) = 0  to za svaki A, &€ o postoji otvoreno-zatvoren
skup U; u X takav da je f Y(A.)c U, C fF1(0,). Dakle, u 1)
upisan je pokrivad y = {Ul, UZ""’ US} koji se sastoji od otvo-
réno-zétvorenihvskupova. Stavimo o) = Uy, 0, = U2‘—Ul,...,

o, = U;~U {Uj : j<i}, i = 3,4,5,...,8. Time dobijamo u
f_l(Q) upisan disjunktan otvoreno-zatvoreni pokrivad

W = {ol, Dpsenes OS}, a to znadi da je dim (f, X, Y) = O. |

Prethodna Teorema 8.14. je jedno pojacanje Teoreme 9. Koto-

va 1z [40}.
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Za topoloski prostor X poznati su pojmovi povezanosti, nepo-
vezanosti i potpune neperzanosti prostora X. Ako se za trdjke
(f, X, Y) uvedu analogni pojmovi dobijéju se zanimljivi rezulta;
ti koji povézuju dimenzijé trojki sa tim pojmoyvima, odnosnoc ne-

kim drugim pojmovima iz topologije.

DEFINICIJA §.15. Za trojhu 4, X; Y} kazemo da fe nepoveza-
na ako postofe podshupovd P L Q Lz VY Zakvdi da w prostoru X posto-
j4 rnazbifanje X = X, U X, gde su X L Xy otvoreno-zatvorend pod-

1
skupovi £ vazi . §7T(PIC X, ¢ T10) C X

1? 2°
- Ako su gone navedend uslovi Lspunjeni za svako y, z €Y,

za Ttrojhu (4§, X, Y) kazemo da fe potpuno nepovezana.

Ako je prostor X népovezan trojka (f,lx,,Y) ne mora biti
nepovezana. Medjutim, ako je trojka (f,X, Y) nepdvezana.ivpro—
stor k Jje nepbvezan..S druge strane, ako je prostor Y nepovezan
i trojka (f, X, Y) je nepovezana. Zna&i da vaZi Sema implikacija:

-1

X nepovezan < Y nepovezan

(f, X, Y) nepovezana trojka

Da obrnuto od implikacijé datih prethodnom Semom nije taéno

sledi iz sledec¢ih primera:

Ako se za X uzme nepovezén prostor, za Y povezan prostor.a
za f : X-*Y konstantno preslikavanje, imac¢emo primer da su
V i (f, X, Y) povezéni; a dé je X nepovezén prostor, tj. da'sup—.
rotno od implikacija 1 i 2 nije tadno. S druge strane, ako

za X uzmemoc nepovezan prostor sastavljen od disjunktnih otvoreno-
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-zatvorenih skupova Xl i XZ’ a za Y uzmemo povezan prostor od bar
dve taéké y iz, i preslikévénje.f definidemo sa f(Xl) =y i
f(XZ) = z., imac¢emo da je f neprekidno preslikavanje, trojka
(f, X, Y) je nepovezéna a ¥ bovezan prostor. Znadi da suprotno
od -implikacije 3 wu prethodnoj Semi ne mora biti taéno.

- STAV §.76. Ako fe v T,—pﬂo&to& L 4And (6, X, V) =0 (tim'
pre rako fe Ind (4, X, V) = 0 £L4 ddm 1§, X, V) = 0)sedi da

je trojha (4, X, V) potpuno nepovezana.

Dokaz. Neka su y i .z proizvoljni elementi prostora Y. Iz

ind (f, X, Y) = O sledi da postoji pregréda A trojke (f, X, Y)

i;medju skupovab f_l(y) i f-l(z) takva da je X A = 0, u o, ,
-1 -1, _ . ’ .
f (y) 0,, f (z) C 0,, le7 0, = @, 0; i 0, su otvoreni
podskupovi i ind (FIA’ A, Y) = -1. Odavde sledi A = {, pa su

Ul i‘02 otvoreno;zatvoreni bodskupovi. II

Iz gornjeg razmatranja sledi da nepovezana trojka ne mora
biti potpuno nepovezana.
U vezi dimenzija trojki mogu se postaviti mnoga pitanja.

Navedimo neka od njih.

Pitanje 8.17. Pod kojim uslovima vazi ind (f, X, Y) =

Ind (f, X, Y)?

Pitanje‘8.18. Pod kojim uslovima vazi ind (Bf, BX, BY) = .
Ind (BF, BX, BY)? o

Pitanje 8.19. Da 1i se moZe poboljsati Teorema 10.a) iz
[40] (koja daje jednakost dim (Bf, BX, BY) = dim (f, X, Y) za
za normalne prostore X i Y) s obzirom na rezultat Katétova

dim B8X = dim X =za Tychonoff-ljeve prostore?
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Posebno bi od interesa bilo definisati dimenzionu funkciju
dim (f, X, Y) ako je pokriva& Q prostora Y iz Definicije 8.3.

funkcionalno otvoren pokrivac.
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1. SIMBOLI I SKRACENICE

x je élément skupa. X

A Je podskup skupa B
unija

presek

Kartezijév proizvod
komplement skupa A

skup X sa topologijom T
zatvaranje skupa A
interior skupa A

disjunktné‘topoloéka suma prostora Xa’ a A

kompaktifikacija prostora X

'Stone-Cech-ova kompaktifikacija prostora X

partitivni skup skupa X

Vietoris-ova (konééna) topologija na familiji

zatvorenih podskupova
prazén skup
kréj dokaza

jednoznaéno preslikavanje



Fo: X-*Y - viseznadno preslikavanje

Pl inverzno preslikévénje preslikévénja f
Fr(a) malé koslika skupa A

FIA : ' restrikcija preslikavanja na podskup A
agA fa ‘ proiond'preslikavénJa Fa :Xa-+Yé, ae A
d(X) ' . gustoéa prostora X

[A{ = card A kardinalni broj skupa A

ord A : red familije A podskupova nekog prostora
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POPIS POJMOVA

.apsolutna‘zatVorenost prostora 9, 10, 34
apsolutna zatvorenost trojke 33;41, 45
viseznatna preslikavanja 54

gore poluneprekidno preslikavanje 57,-58
gustina prostora 10, 54;59

gﬁstina trojke 54;59 |
dekompozicija prostora 21

dimenzi ja prostora\il, 60;71

dimenzija trojke 11, 60-71

disjﬁnktna suma prostora 36
disjunktna suma trojki 36

donje poluneprekidna dekompozicija 21
dole pqluneprekidno preslikaQanje 57
drﬁga prebrojivest 58

zatvoreno preslikavanje 9, 22

Kantorov skup 64

kolekcijska normalnost prostora 8, 19, 21
kolekcijska normalnost trojké 19, 29

kolignik preslikavanja 21
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kompaktnost prostora 8, 9, 23;32
kompaktnost trojke 19, 23-32, 39
kompletna regularnost prostora lD, 11
kompletna regularnost trojke 10, 11, 67
Lindelﬁf—ovo svojstvo prostora 9, 23-32
LindelSf-ova trojka 23-32

maksimalna kompaktifikacija 61, 65
metricki prostor 9

nepovezanost trojke 69

~neprekidna slika trojke 26, 52
'Niemytzki;eva ravan 18

normalan prostor 9, 11, 51, 61, 65, 68
normalna trojka 19, 30,v66,v68

otvoreni pokrivacd 8

otvoreno preslikavahje 58, 59
parakompaktnost trojke 8, 9, 11, 23-32
perfektno preslikavanje 22, 31
podtrojka trojke 25

pokrivat prostora 6

potpuna nepoVezanost trojke 70

. povezanost trojke 69

prebrojiva kompaktnost prostora 9, 26, 51
prebroina kompaktnost tfojke 27
pregrada 11, 62; 66

proizvod trojki 23, 37
pseudokompaktnost prostora 10, 42, 43, 50-53
pseudokompaktnost trojke 42, 50-53

red pokrivaga 63

regﬁlarnost prostara 12;22,'39
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regﬁlarnost trojki 12;22

semi T, trojke 13

separabilnost prostora 10, 11, 55—59:
separabilnost trojki 55,-59

skoro jednozna&no preslikavanje 57

slaba kompaktnost prostora 10, 42, 43, 47
slaba kompaktnost trojki 40, 42, 45-48, 50, 53

Sorgenfréy~ova prava 20

]

Tychonoff;ljev prostor kompletno regularan prostor
‘Tychonoff-1jeva trojka = kompletno regularﬁa trojka
.TZ prostor 8, 9, 26, 68

Tzrtrojka 12-22

T, trojka 12-22

u prdstor lﬁ, 42, 43, 48, 49

U trojka 42, 48-50, 53

Urisohn;oQa lema 9

U sistem 44, 48

fﬁnkcionalno_otvoren pokrivaé 65

Hausdorff;ov prostbr = T2 prostor

Hausdor ff-ova trojka

t

T2 tro jka




