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Predgovor

U ovom radu¢emo se upoznati sa sloZenijim¢imom zadavanja funkcija, upozieamo
neke nove elementarne funkcije. &lie svim elementarnim funkcijama najjednostavniji su
polinomi, ¢ija se vrednost moze iznanati pomdéu kon&no mnogo elementarnih operacija
sabiranja i mnozenja. Zbog toga su polinomi t@oovazni, jer ponasanje mnogih drugih

funkcija istrazujemo dovodeih u vezu sa polinomima.

Rad je organizaciono podeljen na pet delova.

Prvi deo sadrzi definiciju polinoma saneodr@enih, definiciju monoma polinoma, kao i
objasnjenje Sta je stepen polinoma, odnosno Sttejgen homogenosti polinoma. Tdkoje
ukazano i na vezu iznda termina polinoma i polinomske funkcije.

U drugom delu su objasnjeni pojam sim@tiin funkcija (polinoma) i podela simeainih
funkcija.

Treci deo definiSe i dokazuje vezu izthefunkcijase i @ pomdu Njutnove formule.

Cetvrti deo sadrzi definiciju i dokaz osnovne teoeemsimetinim polinomima, kao i
primedbe o vrstama zavisnosti, stepenu, izéhasti polinoma.

Peti deo definiSe i dokazuje osnovnu teoremu atgebr

Ovom prilikom zahvaljujem se svom mentoru prof. @ojku KalajdZzéu na podrsci,

poverenju, savetima i lepimdiena.

Beograd, novembra 2012. Milica Maksimovi¢



Uvod

Polinom je tolikocesto koriSten pojam u matematici dacsk i osnovci vrlo brzo
upoznaju sa njegovim najosnovnijim definicijamarienjima koje zadovoljava.

Polinomi su matematki alat kojim se predstavljaju mnogobrojni problemi
matematici i nauci uopste, od vrlo jednostavnihngtha sa jednom nepoznatom do veoma
komplikovanih problema, kao Sto su nunika aproksimacija raziitih funkcija, konstrukcija
prstena polinoma i mnogih drugih koriStenih pojmavalgebri i algebarskoj geometriji.

Najprirodniji put da dokazemo da realni polindtt¥? € Rlx] y polju C ima bar jednu

nulu, to jest da realna algebarska jetima /=0 ima bar jedan koren, je direktna
konstrukcija te nule, odnosno tog korena. Za linearkvadratni polinom ta konstrukcija je
jednostavna i dobro poznata. Taj put odabrao jel&@war za sléaj kubne jedné&ne, a na taj nan
(Ferrari-evom metodom) je reSena i bikvadratna g&da. PokuSaji da se na &in ndin
"pomaiu radikala" reSe i algoritamske jedimee viSeg stepena, zapeli sut\kdd jednaina petog
stepena. To nije nimalo slajno, jer je N.H.Abel 1826.godine dokazao da sdapan&in ne
moze reSiti opSta algoritamska jedima stepena 5- Taj nedekivani rezultat Abel-a dobé
malo kasnije i E.Galois u okviru nove teorije keg@danas zove njegovim imenom.

Kada bi se svaka (realna) algebarska jei@amogla reSiti "pomiu radikala”, onda bi
se lako moglo zaklgiti da njena reSenja leze u polju C kompleksnihjdwa, Sto bi smo mi
danas rekli, u nekom prosSirenju polja C, a ne ka&oto verovalo sve do Gauss-a, negde u
teoreme od samog petka, pa sve do njenog danasnjeg shvatanja, ksmgaerirodnog i samo

po sebi jasnog.



Polinom, pojam i osobine

DefiniSimo polinom pdt neodréenihxs-xz. —.x» nad poljem K.

Definicija (polinom sa n neodréenih):
Neka suks.kz. . k» nenegativni celi brojevi i

ky ka2 kn

k=(ky kg kgl =k, + kg + =+ ky jx¥=xFr.xkz .l xf
Polinom pc™ neodréenih *4.%z.-.%n nad poljem K je izraz oblika

px) = plag. xgs ceaxy)) = Z a,x¥
Iki=n ,

gde suar € K njegovi koeficijenti.

Skup takvih polinoma, u oznadflxy.x;.—.x,]1 sa uvedenim odgovargm operacijama

sabiranja i mnozenja polinom&ni komutativni prsten sa jedinicom.

Definicija (monom):

Proizvod
k_ Kk Kk ey
¥ =xptxg? S Xy,
se naziva primitivni monom stepena
kl=ky + kz+ -+ kp-
Polinom
N k. )
ax * 1':‘- x,” (aek)

se naziva monom.



Stepen polinoma

Ako jePx) polinom iz prstendxs. 3. . X1 definisan sa

plx) =plx, xg o x) = Z a;,x¥
k= i pla) # 0,

tada se kao stepen polinor#&?} uzima maksimum stepena monoma koji se pojavljuju u

polinomu (njihovi koeficijentiar # 0). Stepen polinom&(*) je nula akko je

plx)=ax]..xp=a (a+0)

Polinom p{xy.x;. —.x,) po ™ neodrdenih moZe se razmatrati kao polinom po jednoj
neodrgenoj, recimoxs:, sa koeficijentima UXlxy.%;. —.x,]. Stepends takvog polinoma se

naziva stepen o8- Xz. —. x5 ) po x4.

Jasno je da jé: najvei ceo broj koji se pojavljuje kao eksponentxdu monomimaa ex¥ sa
a, # 0. Slicno se definise stepen polinoma po bilo kojoj nedeinej xx (kK = 1.2.—.n). Ovi
stepenidr su razlkiti od stepena polinom@{xy. ¥z . X} koji se ponekad naziva totalni

stepen.

Primer 1 Polinom

ple.y.z) = x*y%z + 2x%y

ima totalni stepen 6, dck¥-= imaju stepene redom 4,2,1.

Definicija (homogeni polinom):

Za polinomp{x;.x;. ... x,,) kaZemo da je homogen polinom akko su njegovi nemdaomi

istog stepena. Stepen homogenog polinoma se nstepan homogenosti polinoma.



Ako jep{xy. xz. .. x2) homogeni polinom stepena homogendstada je

pltx tag, o tx, ) = t9p0x , xg, w0 x,)

Primer 2. Polinom
plx, v, z) = 2xy* — S5xyz + ¢
je homogen stepena 3.

Primer 3. Ako je
plx.y.2)=(x —yP-&x-zF-(y -2
tada je

pltx.ty.tz) = t*plx. y.2) |

pa je polinom homogen, stepena homogenosti 6.

Polinomska funkcija

Takade trebamo ukazati i na to da se polinom moze #étetikao funkcija. Naime, na osnovu

mn

pixl=a, +a,x + -+ a,x" = Z ax¥ (xekK.a, eK.k=01,.n

k=ao
(algebarski polinom po x nad polijem K) mozemo defiti preslikavanjd: K = K. pomatu
tsplth=a, +a,t +-—-+a,t"

i uogiti homomorfizam



plx) — p(t)

Preslikavanje nazivamo polinomskom funkcijom.

Teorema (izomorfizam homomorfizma):

Homomorfizamp{x) — p(t) je izomorfizam akko je polje K beskaim.

Dakle, za beskoraa polja jednostavno temo praviti razliku izméu polinoma i polinomske
funkcije, a za neoddenu x koristtemo i termin promenljiva. Takva besk@na polja su npr. R

i C. Medutim, u kon&nim poljima iz jednakosti polinomskih funkcija néeduje jednakost
polinoma. Kako ne bi do$lo do zabune, umesto teampolinomska funkcijat = 2t}
koristicemo jednostavno termin polina#a Skup svih polinomskih funkcija (polinoma) ne viSeg

stepena o@it oznaavamo s&n . Proizvoljni polinom izP» ima oblik:

n

plx) = z agx®, ay €K

k=a

Slicno se moze definisati i polinomska funkcija sa yigamenljivih.



Pojam i primeri simetri énih funkcija

Posmatrajmo funkciju sa proizvoljno mnogo promettji X1.xz...x», gde je n[JN-broj

razlicitin promenljivih.

Definicija (simetri¢ni polinom):

Funkcija /(s %z, «. %) od n promenljivih ¥1. Xz....Xn se nazivasimetriéni polinom po

Xy.X3.. Xy @Ko je invarijantna za svaku permutacipvrSenu nadts- ¥z. —. ¥n, tj. ako je
f (X].’XZ""XFI) = f (Xp]_’xpz ’“Xpn)
za svaku permutaciju p skuf2..n},

Primer 4. Primer jednog takvog polinoma(x,) = x,,

Da bi uopstili ovu definiciju, posmatt@amo "punu grupu permutacija sa n elemenata". Isako
svaka permutacija moze dobiti poénotranspozicija, sledi da je funkcija simeétra ako pri
transpoziciji njenih varijablir1. xz. —.x» funkcija ostaje ista. Naime, bijekcija nepraznogpsk

A na A zove se permutacija skupa A,

- 1 2 ...n
'(f(l) i@ . . f(n)J

Skup svih permutacija nepraznog skupa A je grupadmosu na kompoziciju funkcija kao
binarna operacija na tom skupu, u oznaci S(A). Zamptaciju r 0 S(A), kazemo da je
transpozicija ako postoje elememtiq O A, p # g, takvi da je

r(p)=q,r(g) = p,r(x) =x,0x0A X% p,Xx# q= r je transpozicija elemenatai q

i cesto se ozrtava sa pq) .Ocigledno jeror =€
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Definicija (simetri¢na grupa):
Grupu S(A) zovemo simetma grupa ili grupa permutacija skupa A
S(A)=A={ kON:k<n}

simetrna grupa stepena n, u oznagi S
Svaka permutacij@ ]S, ,n>1 je produkt, proizvod transpozicija tj. svaka petatija se moze

dobiti iz transpozicija. Grupa,$ma n! elemenata.

Neka je K polje i neka j!-g{-"-'v-"‘-':' wsXp) € K[*1: %20 s Xn ],

Za bilo koju permutaciju

1 2 . . n
5:( jE Sﬂ
P. P, - . By

vrednost funkcije f na (xpl,xpz,...xpn) je polinom f(x,,x, ,..X, )u prstenu polinoma sa n

neodréenih nad poljem K tj. u KX, X,,..X,]=F.

Primer 5.f(x,y,z)=X+y*-xz na Z[x,y.z], f(z,x,y) =Z+x*-zy
gix,y)=x"xy+y” na R [x,y], gy x)=y*-xy+x’

Uopste, f (x .X, ) se polinomski razlikuje od & %z: . x)-

pl,sz,.

Definicija (simetriche funkcije):

Neka je K polje i neka je zadat polindfis- ¥z: — ¥») na K[x,, X,,..X.].
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Ako je f(x, X, ,.-X, )=f(*1- ¥z —.Xx)za sve permutacije
1 2 . . n
0= € S,
S I
onda f=f(*1. ¥z. .. Xn) ZOvemo simet&inim polinomom na Kk;, X,,.. X, ].

Kazemo i da jé(*1. Xz. . %n ) sSimetrtan nad neoddnim*a. Xz, . Xy,

Primer 6. Polinomi

X+ Xy, x* + _'I;’zl 13 +y
su simetréni polinomi na K[x,y], kao i

X*P4yvi4zd, XV +IV+Ix

na K[x,y,z].

Primer 7.Polinomi

P, =P (abc)=a°+b*+c®-3abc

P, =P,(abc)=a*+b*+c*-ab-bc-ca
su simetrtni polinomi ili simetrine funkcije neodrdenih a,b,c.
Sabiranje, oduzimanije i proizvod simeéiih polinoma je simetéan polinom. Ako su

f(X0r X20 e X ) | (¥ 10 Xz0 e X))
dva simetrtna polinoma i ako je
f(Xa:Xze e Xn) + g(¥1s Xze e ¥ ) = Q(Xg0 X30 a X))

njihov zbir, onda za bilo koju permutaciju
(1 2 ..n j
€ S
Pp P2 - . Py

h(X,, o X, X, )= F (X X 0 X ) HO(X, 4 X 0 X, )=

imamo

f:(_rl. Xogy s .1'_.1)+ g(xi,_r:. . ):

|:;(x1._1:=. S ),
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pa je ih(*1-Xz. —. Xn ) simetrtan polinom.
Analogno se pokaze da suhf-g, h=f1g simetrni polinomi.

Primenom prethodnog, ako je K polje, simegtripolinom u K[x,X,,..X,] obrazuje potprsten

nad K[Xx;,X,,..X,].

Osnovne simetrine funkcije

Uzimajwi sumu svih razéiitih ¢lanova (monoma) dobijenih iz tiiogclana oblika

kiyke ykn
X X7 e X

gde su kky,...kn (m= 7 ) prirodni brojevi i zamenom indeksa 1,2nsa svim permutacijama od
m brojeva uzetih od 1,2n.., dobija se simettha funkcija promenljivints- Xz —.x» | koju

ozna&avamo sa
Za EMBED Equation.3 B8 =
[K1,K2,...kn 1.
U opStem sldaju, ako jet proizvod stepena odri-*z.—.%n , ¢iji SU eksponenti pozitivni celi
t

brojevi, tada oznd&ava sumu ovogélana t i svih razlgitih ¢lanova dobijenih izt

Z.ﬂﬂ“ﬂﬂmf
permutacijom promenljivih. Takvi simetni polinomi nazivaju s :

Primer 8. Z a’b’c=[2,2,1]=&b’c+ Kfc’a+ ¢a’b

Zpaf!nmrm
Dva standardna staja odn promenljivin s ¥z. . ¥»n su:

Centralne simetriéne funkcije (polinomi)S¢

Centralne simetne funkcije su oblika:



S S(X1- Xz Xn)= XF + x5 4 xf =

Od vaznosti su slede simetréne funkcije:

Sy =Xy F X3+ -+ Xy,

sp=5p0g. Xa, o Xp)=xF 4+ x84+ —+xF vkeZ

Posebno se stavlja dase= 7 .

Osnovne (elementarne) simatne funkcije oy

Elementarne simetmme funkcije su oblika:

oy = in_r, cxp=[11. 1] A<k<n)
k puta

Zak = 0 imamo s, = n,0, = 1. Takaie zak > n uzimamo da je gy, = 0.

Uvodenjem nove neoddenet i posmatranjem polinoma

fley=10—x Mt —x )t —x,) ma Klryog, o x, 1l

uosavamo da SWi-*z. - xn € Klxy. 22, x5 ] koreni polinoma () i da je

fO) =t —x )t —x) .t —x) =] Je -2

¥ =[k]
K z ' (k= 0),

13
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simetr£an polinom veltine *1- Xz, .- xn,

Ako ovaj polinom napiSemo kao polinom s obziron¥na

n 1

]_[{z‘ —X;) = Gpt™ 4 Gyt 4 0 t"F 4 e b Oyt 4 O £O

=1

koeficijenti Ga- Ox- — zavise od X, %z, . Xp .

Definicija (elementarne simettine funkcije):

Funkcije@s. 2. - dn definisane poméu:

g =1
n

gy =—{(x; +x;+—+xg)=— Zx:

=1

'Cr: - ."i.'l.f: + .\'1}-: + -+ .\-1Ir; + .'l-:.\'z + -+ .\'ﬂ_l.rr; = Z .‘(-:1.\-::

iy

(f1- iz prolaze svim podnizovima niza {1,2, .. n})

(farizomip prolaze svim podnizovima niza {1,2, ... n})

zovu se osnovne ili elementarne sintgte funkcije promenljivitis, Xz, - Xn

Svi izrazi ox su simetdne funkcije x-ova, pa kako se te funkcije pojawjlao koeficijenti

jedn&ina sa zadanim reSenjima. *z. --- X , sledi da funkcije= imaju osnovnu ulogu.
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Za sledée osnovne simetfine funkcije vazi
OplXgu XXl =1

Tp(Xy. X, ... ) =0 zak=n+1ln+2... tik=n

Primer 9.Veli¢cinama x,y,z pripadaju ove osnovne simigte funkcije
g =—(x+y+2z)
g, =XV +xz+yz

Oz = —XVZ

Primer 10.Neka su zadati polinomi kao u primeru 7>Unotaciji ti polinomi se mogu izraziti

kao:

P, =Fa,b,c)=a®*+b* +¢* - 3abc= Za’ - SZabr =[3] - 3{1,11] = 55 — 37

F.=Plab.cl=a*+b*+c*-ab —bc-ca=Za’ -Zab =[2]1-[11]=5; - 03



Veza izmalu funkcija s i oy

Ve¢ smo definisali centralne i osnovne funkcije sa

S= SK(.E,,.E:, . ): .t'{" + .1'%‘ + -+ x;"' =

o = Zx1x= e X I

Osnovne simeténe funkcije sa dve promenljive su

oy = —(xy +x3)

O = X4%4
Dokazimo indukcijom da se svako
s;k=x,1"k + x,2'k . (Vk >0, "k je ceo broj) "

moze izraziti poméu 7. 9z,
Zak = 1,vazi S =X +X3 =Xq + Xy =0y
Pretpostavimo da jedno za proizvoljndk

5p = .rf + x¥
Dokazimo da je formula taa i zak+1

Spey = 20T+ 25

Sues = x4 k1 =

=K ex, +xkox, =

Yk =t

16
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k. . K.y o _
=xy (g +xg —x) 4 xz (x4 xy —xy) =

00y ) = xf - xg +xF ey 4 x) —xfwy

e, +xg)-(xF+xE) = (xF x4 x5 -x,) =

_{-x¥ +Ié{].{xl _I_x:]__xl ._x'z .{I:{f—l _I_xif—lJ:

= 5 - 51 - gy - Sp_a =

ks
She1 =Sy - 5y — Oz Sp_ 2 =—5p -0y = 0z-5y_ 4,

Kako je svaki¢lan u poslednjem binomu polinom s obzirom #a@: sledi da je binom

celobrojni polinom u odnosu r@&- oz,

Primer 11.Na¢i sumu kuba korena kvadratne jedim@ x* —5x + 2 =10

Ly s L x)=x +x3 AN
Ako su koreni X:.Xz moramo da n¥emo“a*ti-tz’ =41 T4z pez samog oddivanja
korenaxi. ¥z. KoriStenjem
gp = L.

o, = —5,

Sy =—0; =5
i formulesx+1 = S5k 51 — 02514, Sledida je
53 = 525y — 5407 =
= (5,51 — 5o0z)5y — 5,0z =
= 53 — 505,03 — 5,03 =

=-05 = 2-(-0y)ozl(~0y)a; =
= —gf 4+ 20,0; + 0,0 =

=—gi 4 35,0;=
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=+125+3-(-5)-2=

=125-30=195

Teorema (Njutnova formula)

Neka suci. 0z. - 0 osnovni simetiini polinomi izKlxy. xz. - xn 1 stepend.

Ako zak = n stavimo da jerx = 0. tada za svakkiz skupaN i

n
>+t
s =xf +xf 4+ -+ xf =5
vazi
Sk — OySp_y + OzSp_z + —+ (1) Yop_y5, + (-1)*kop =0 |
Dokaz:
Ty = z Xy Xg-Xp

Osnovne simeténe funkcije @1.02.-+.0n 0d XXz 2xn ) koristili

smo u cilju dobijanja Vietovih formula za korengyetbarskih jednana stepena n. Tada smo

imali polinom po promenljivof u obliku:

n

FE) =t —x,)t —x) et —x,) = l_l{r —x)

=1

Gt" — 0yt opt" T — O+ (1) oy L+ (1) 0, 0
=1 t 1 =

2" —oyt" ot e (1) 0 =

n
Z{‘_ 1‘}! g:tﬂ—:
==un

PO3to SU¥s. *z. -, X su korenif () € K[ x,.x;. . x,1  f(x.,)=0  pasledidaje

O=x'—o,x" 4o x"* -0+ (-1)"q,_,x}+ (-1)'0,, vi =123, ..
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5i i Jgdejej=0123 i -
PomnoZimo obe strane izrazdin 89€ J€J 453 dobijamo sledée:

J

L

M+ ] n+j—1
i 1 - 0,X, J

N+ ]—2
i 1 i

0=x + o,x O+ (- 1}“"5,1_1.1';1.“ +(-1Y'g,x; wi=12,..n

L

Sumiraji ove izraze po! = 1.2. 1. dobijamo:

1 n R
1

n
_ n+j nsj-1 Mej-2 _ gy-1 Jj+1
0= ) x le.‘l: +CF:Z-1= O+ (1) Jn_lz.t. +
i i=1

&
=1 1= =1

n
+(—1)"ay Z';"

=1

Po uslovu teoreme, zadali smo

n
5
se=x¥+x¥+-4xk =5
paje

n

Zx:“‘l = Snsj

1=1

_ _ o __a3fi—1 F_ 2
0= 5n+j’ ':'"15n+j—1 + J:5n+j—: O+ (-1) C'-n—15j+1 +(-1) t:Fr;z'-ﬂr"

Ovaj izraz zadovoljava sve jednakosti osim za pfwik 17 tj.

n

j=0 0=s5,—0g5, ,+0;5, ;— O0+(-1V"'g, s +(-1)"g, 5,

(5,0 (x,L..xn) = x1"0 +~xn'0=1+--+1=n)
j=1 0==5y.y —0,Sp +0;5,_, — O+ (-1)"0g,s,

Da bi dokazali formulu i za prvifr — 1) izraza, koristemo diferenciranje funkcijg{t?,
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Uocimo
fie) =10t —x Mt — x )t —x,)
fl=

=(t— Mt —xg) et —x ) (8 — xy, M2 — {:]—(t—x:)+ 4t — g )t — r;]--(t—xz_ﬂ:

f@® N f@ . o
P—x, r— . _
@
Lt —x;
- =1
mn
fey= rf_{ti- P
Zai=1.2,.n, =2 = .Posmatrajmé — x::
t
I‘f_(_:_ =t -y (bt — 2 W — g e [t —x) _
! —
. [ ; . i n-i
q::l!rﬂ-:l. + q:ﬂzrﬂ-I +et q;"rz + Q::]r" + qr}f. - Z q;{:i!‘k
) k=a ,

pa ako prethodni izraz zamenimo u sumu

n n
. fit - i) P N N A (i
[1} f{f}: r_:‘_.zzyq_n_lfn l_.r_qn_zrn- =+.__.1_q2 t=+q1 r"'qn ):
=1 =)
n /m .M n
= (Z NP B ( Z P P B ( Tgi”) - £t 411 {::EZ CI):
=1 \i=1 vi=1 i=1 .

Difrerencirajmo () = {t = x, Mt = x3) . (f — x5 =

Gt" — 0yt opt" T — O+ (1) oy 2+ (1) 0, 0
3 t 1,
dobice se

fO=ngth *-n-1o,t" 2+ =20 t"*=-0+(-1)"2, , 1 +(-1)"G, -0

@ fO=nt""=-Mn-1)0t"7"+ (0 —20xt"" = O+ (-1)"""0n,.

Izjedn&avajli strane (1) i (2) dolée se izrazi kojéemo oznaiti sa (*):
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n
n=) a7,
=1
n -
~(n—1oy = Y ),

n
—1)"%gy_5 = Z QEH

=1

m
()" oy = Z Q'.{:i
=1

Sa druge strane,

foy=0—x, )t —x ) (t —x,)=
(t —x:}( (& —xy ) (t — 2 g Mt — 254 0 — xp) )

i il I i) e
Ugl,_  thi4q th2s+q ti+q, 't+q, )

i) ()

ifh _ ith i it _ i) . i) i i
=g, it 4q, gt -t qt gt g, t—q, T x;—q, "X — o —q, tix;—q, tx; —

o X

flti=t=—x Nt =—x)..(t=x,)=

Gt" — 0yt opt" T — O+ (1) oy L+ (1) 0, 0
=T t 1

Uporeaiuju¢i dve strane jednakosti u prethodnoj formuli, gimio:

B )
Oo = fp_y

' T
-01 = lp_ 2~ An_y %
i1} i}
G-Z = qH_: - er_zri

o] o]
TO03 T ln 4" Az

_ ] (L
(—1)" top_y = s — 44 '-"-’i
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—1"ay, = —q'x;

1

Sto se moZe napisati i na slédesin

i _
Tna =1

[ ]
Gp_z = 01 ¥4, ;%

i i
Apn_z = ¥0z 4+ 4y ;%

i i
Gp_a = Oz ¥4y 3%

q':l'. = {_l}n_lgn_l + qf:..t’;

0= (-1)"0, +qx,

o

Odnosno
ay
Gy =1 1)
[ _
Gpna = —0y +X; (2)
‘i‘:::—lz = 4oz + (—oy + 2 )x; = 03 — oyx; + 27 (3)
"i':::fia = =03 + (02 = oyx; + x3x; = —03 + o3x; — 0327 427 (4)
q;i' ==(-1)"1g,_,+ ({—1]”'_255_, + (1), _ax; + (1) e _x b b 1y xR 102 )x:
O G e e T WECTL S

Ako uporedimo izraze (*) i (1),(2),...,(n-1), ¢evamo da je

n n
H=Zq:ﬂl Zl=1
i=1

=i=1

-(n—1)g, = E [q:_': = ; (=g, +x;] ) = =g, + 1y =0, +x; — O =0, +x, =
P
=1 i=1

n
= —ngy + Zx[-

i=1

A

S

+{n— 2}:;: = Zq:::_‘l = Z{a, — Ty X; +.ri=) = Ngg — Oy x; .riz
i1

i=1 i=1 =1
_—

WOz — O35y + 52,
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n n
—(n—3)og = Zq:_" = Z[ —og 4 ox; —oyx] +x7 ) = —nog + 035, — 0y5; + 53
=1 1

=

n
Doy = ) gf)

= Z{(_l]:_lgn—l + (-1 gy _ax + (1) g, x4+ (—1itgyaTR 4 l_—llna,x:’:_")

=1 1
tj.
n=1

—(n— 1)y, =—no, + 5,

+(n—2)0; = No; — 0.5, + 52

—(n—3)gy = —NTy + 5, — T3 52 + 55

(1" gy, = —11" g, _,+ 1 —11" 30y a5, -+ —1ilgysy 2+ —1 15,4
Sn—a

1

Sto je ekvivalentno sa
o, + 5, +n0, -6, =0
no, — 0,5, +5;, —no, + 20, =0

~NGy + 035, — 0352 + Sz + NGz — 30, = 0

(=1 gy + 1 =1 Fop g5, + o+ (—1) 0y + (— 1% Sp_y — (C1) o, =0

En-a
Odnosno
Sy=0y, =0
3 — GySy + 20, =0
S — T35z 4025, — 303 =10
Spa ¥ i —1li'oysy o+ +i—1i" 30y g5+ —=1" gy o5, + (-1} g _y(n—-1)=0

Sto je i trebalo dokazati.



Iz Njutnovih formula dobijamo trougaoni sistem lameih jednéina

5y =1gy
Ty 54 — 55 = 20,
T251 — 0y 55 + =54 = 304
Ok_151 — Oy 25z  + 0y aS;— O+ (-1)F 15, = koy

Odakle nalazimo sleda eksplicitnu formulu (po Kramerovom pravilu)

Sk

1 0 0
a1 1 0
ay 04 1

= (-1)**8 EMBED Equation.3 838

Og-2 Ok-3 Ok—4
Tp—1 Op-2 Op-3

Iz prethodnog sledi:

5 =

Sz

Njutnove formule izraZzavajusx

0y
11| gy | Iy — =3
(_1} , 20 - _(2‘-7: _'571}—‘-71 _252

1 0 g

=1%oy 1 20z =303+ 0f —oy0; — 20,0, = gf — 30,0, + 305

o; 0, 30,

10’1
262
30’3

(k=101
I(G'k

Mozemo, eliminiSai 51. 52, —5k_1 , Sk napisati prek@s. 7z, - on, na sledé nacin:

5y =
5, =

5 =

Sy = 0355 — U35z + 025, — 40, = 5,(63 — 30,0, + 305) — o0.(03 — 26,) + 6.0, —

Ty
Ty5y — 205 = 00y — 20, = 0F — 20,

Oy53 — 035y — 303 = 0f — 20,05 — 030, + 303 = 0f — 30,05 +

=} - 4020, + 40,0, + 2063 - 40,

3oy

47,

24

rekurzivno u zavisnosti OG-Sz —Sk_y1 I Oy, 0z, Op
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Takade vazi i obrnuta formula, tj. da izrazirde prekosx

ok= [(-1)! '{k —1)/k! |m(1&0&0& - & 5,1@5,18280& & 5,2@s5,2&s5 1&3& & 53@: &

Odakle sledi:

Ty = 5y
1

ETE

1 .
Oy = E{SE — 35,5, + 253)
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Osnovna teorema o simettinim polinomima

Teorema:

Svaki simetrtan polinom?{ry.x2, ... X, ) moZe se izraziti natao jedan n&n kao polinom od
elementarnih simetmih funkcija@s: 7z, - n . ij.

plr,.x,, ....x,) = Plg,.0,, ..q,)

Dokaz teoreme (Waringova metoda)
Posmatrajmo simetmi polinom p koji leksikografski treba da uredimdocili smo dva razitita
¢lana A i B polinoma

Leg™

[y Oy m
A=@x, X T,

B
Buyha .y b

B:b.l’
gde su
a.fieZ.a.fB;i =0

Posto smo odabrali takwtanove A i B, za koje j&: # B: (i=1,2,...n), tada postoji odten broj
k, k =n zakojije ay # By. dok jea: = Bizavi<k
Clan A stavéemo ispredilana B akko jezx = Bx . Na taj nain svakom polinomu p pripada

odreien pa@etni¢lan koji ozn&avamo sais? .

Pretpostavimo da je AR P , tada je niz eksponenata = @z = - opadajdi (®: = @i+1) (U
obrnutom sldaju niz bi bio rastéi, to jesta: = @iyq).

Kako je polinom p simettan, poredilana A postojao bi £lan A', koji se dobija izlana A
permutacijom njegovih promenljivi¥:. X:+«1 . Tada biclan A' bio ispred A u gornjem utenju, a
to je suprotno sa pretpostavkom da je A&qdoiclan.

Dakle,
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N P .
(2) A=Rop = ax, *x;* = xy
je pasetni¢lan u simetinom polinomu, gde jg: > @i+ oo —@ie1 >0 1=12,..,n -1
Posmatrajmo simetfan polinom s obzirom n&s. Xz, ... Xn
- Ty—y Epey Ty e 3%
(2) ag, "0 l it " On

i neka mu je peéetniclan jednak A ili —A.

Patetni ¢lan proizvoda dva polinoma jednak je proizvoddginih polinoma tih polinoma
(apl..)-bql..)=abp(.)g..))

pa iz polinoma

aa.:'*’:_“: . G__“:'”: :_.*:1-:"5“: . O‘:’: ,
pocetni ¢lanovi u faktorima su
3) a,(—xq %1%, G, x )% % (=1, x, ) (-1 x, )
Proizvod ovog izraza je 1) - 4, gde je
(4) a=(a, —a)+(a; —a)+ - +na,
(Npr. eksponent o&: u tom proizvodu je
(ay —az)+(az —az)+(az —a)+ - +lan, —an)tan = ay)
Drugim r&ima, polinom
() PN -ag g g T

koji nastaje kao razlika dva simetma polinoma, polinom& i polinoma
ay=a Ay=a Aygmg =y Xy

(-1)%-ag,* "2 -0, 2 "3 g Nt - O,

je i sam simettian, a njegov petniclan

Ru(p _ (_1]0‘ . aﬂf‘x‘ﬂz . G.:ﬂz_“: __,Jr?_':l—i_fh: . Jr?".

je mladi od Rap-

Oy~ aﬂ':—{!:. g~y Oy

Ako posmatramo sada getni ¢lan polinomap — (-1 -ag, * * - a; S M
analogno se dolazi do novog sim&iong polinoma sa jos mian ¢lanom.
Procesce se zavrsiti onda kada seddodo najmldeg ¢lana tj. do konstante. To ztiada je

zadani polinom prikazan poréiw osnovnih funkcijefs- 7z. - » , Sto je i trebalo dokazati.
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Posledica teoreme:

Svaki simetrgni polinom p nule nekog algebarskog normiranog polinognanoze se izraziti i
kao polinom P koeficijenata toga polinomaAko p ima celobrojne koeficijente, onda i P ima

celobrojne koeficijente.

Teorema i posledica su istinite i onda ako su kgefiti polinomap elementi bilo kojeg

komutativnog prstena sa jedinim elementom.

Rekurzivni postupak u dokazivanju prethodne teorbinse sastojao iz nekoliko koraka:
Prvi korak:  nai i napisati vodéi ¢lan Re? preko (1)
Drugi korak: nai (2)i (4)

Treci korak:  n&i polinom (5).

Primer 12.Polinomp{x.y} = x* + y* + 3x%y + 3x¥* prikaZimo poméu 7.0z,

ple, vI=x+ v + 3% + 30y = 3%y + 7 + 3097 47
gy =—(x+vy), oz=xy
|1|

AZ Rgp =3x%v = ax;*xg?

n = 2(er su x,, x.4. x,v)

Xy =X
Xz =%
a=3

a, = 2
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a=la, —a)+{a; —a)+ - +na, (4
a=(2-1)+2-1=3
(=1)%={=1:"==-1
Monom (2) glasi
(1% A=(-1)%-a0,* g " =(-1)-3-0{ - 0* =(-1)-3 -0, -0} = —30,0;
pa (5) daje polinom

p—(—1)%- aﬂ_’ﬂi_ﬂz .

~0, " =p — (-30,0,) = plx.y) + 30,0, =
=T 4y + 327y + 30y T+ 3(-(x +y)-x01)=
=c? 4y + 3x%y + 3xy? - 3x%y - 3xy? =
= 4 y?
x?* +y* = p(x.y)+ 30,0,8 EMBED Equation.3 Z88p(x,v) = x2 + y2 — 30,0, =
=x* + 2xy + y* - 2xy — 30,0, =
=x +y)* - 2xy - 30,0; =

= -51 :'z - 2-'5: - 30‘10'2 =

=53 — 35,0, — 20,

Primedbe o vrstama zavisnosti

Za funkcije@1- 0z, —0» Koje zavise 0¢fi- ¥z ----Xn zZnamo da su racionalne, pa su i linearno
nezavisne. Dokazamo da su funkcij@i- @z, —on nezavisne u tom smislu da ne postoji nikakva
neprekidna funkcija sa derivacijama prvog reda @ja i bilo /{0y, 0z w0p) =0 ¥y, o2y

Za ovaj dokaz, dovoljno je pokazati da funkcionaleterminanta-ova pox-ovima nije= 0.

Ta funkcionalna determinanta je jednaka

do; . i
der[m =(—1" z o, —x )= 0

leken
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Primedba o stepenu dobijenog polinoma, o izoldaasti polinoma kada je
Krajnji simetri¢ni polinom homogen.

Teorema (Cayley):
Stepen polinoma B§.oz. 9n) $to pripada simetmom polinomu? ;. %;, ... x5 jednak je

najvisem eksponentu u kojem se promenlivapojavljuje u tom polinomu? .
Dokaz
Uocimo jednu od promenljivit¥s .
Posmatrajmo osnovne siméte funkcijes. oz, . ox_1 preostalih promenljivih
(6; = 0:i 2, e, x) )
Ove funkcije su linearno vezane sa osnovnim sigrein funkcijamads. @z, - n promenljivih

Xz, ..Xn  jerje

gy = —Xy + 0y

O3 = —X,0, + Oz

Tp_1 = —X30n_g+0n_4
Tpn = — X1 Tnas

pa iz osnovne teoreme
plx,, x,, v Xy) = POy, 0y, w Oy)
sledi

P(x,1. %2, . xn)=P(-x,1 + 61" ~x1 01" + 02", . ~x 1 g (n — )7,

To zna&i da najviSi stepen od: mora biti isti na obe strane jednakosti. Ali, ngj\stepen o4 1
na desnoj strani je i najvisi stepen:adu polinomu
P(—X4,—X404, .., —X10p_1}

a taj stepen je jednak stepenu polinoma P.

Primedba o tezini monoma
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Dodelimo promenljivim*s. Xz, .. X» proj 1 kao tezinu, tada se elementarnim sirdritm
funkcijama @1. 7z, —on Kkao tezine dodeljuju njihovi indeksi 1,2n.4j. kako jegx homogen

polinom stepena k, dodéimo funkcijiex kao tezinu promenljiver , njen stepen.

.. @y O3 . dy sy
Prema tome, tezinu monorfé. “z ° 7 "Yn definiSemo kao sum@: — 2az — = + nay,,
Tada se tezina polinoma definiSe kao négveezina njegovikilanova.Ako svakilan polinoma

ima istu tezinu, tada kazemo da je polinom izaiaaui

Teorema (Brioschi):

Ako je polinomp{xy. Xz, ... x») homogen simettan polinom stepend, tada je polinom

P(o,, 04, w0y)

za koji je

1) plx,. x4, ....x,) = Plo,.0;, —0,)
izobartan polinom stepena (tezinel)

Dokaz:

PolinompP{xy. %z, .. %) je homogen simetran polinom stepend

Homogenost stepena polinopazrazavamo identitetom, u odnosui&ao
. 1 1 _ ad r ) .
2) pldx,, Ax,, o Ax,) = A% plxy.xy, - x))

Akou Py xg ., xy) = Ploy. 0y, - 0y) sax; zamenimo!: tada dobijamo

(3) Py, A s, Ax, ) = A% plxg, x5, e x, ) = Phoy, A% 6y, . A" o)
jer je svaka elementarna siméta funkcijagx homogen polinom stepeka

« .. ay Oy ay . oy . .
Posto je %% 9z "%, bilo koji ¢lan polinoma? @y. 2. ;)  onda odgovarafi ¢lan u
tom polinomu glasi:

@n . T30 Ty — g . AF1T202+ 0 FNa, | L0192 o

a .{:/10'1 1% . ij-gguz z2-0-{ 1A%, )]



— o (e8] — (e 2%
_AG1+3qz+—ndy aag, 152 -0-a," = Pflu-i,lzaz. e h e, )= A9 p(xy. x4, Xy )

Pa sledi da jet1 + 2a; + - + na, = d.

32
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Osnovna teorema algebre

Da bi dokazali osnovnu teoremu kiase algebre, korisiemo prethodno navedenu teoremu o
simetrénim polinomima i sled& leme:

Lema 1.Polinomp je delitelj realnog polinoma P u prste@{x], ako i samo ako je to i njegov
konjugat®.

Ako je kompleksan brag nula realnog polinoma P, onda je to i njegov kgaj#, i te nula su
iste viSestrukosti.

Lema 2 Ako za realan polinorp i neki par realnih brojeva i g vazirlalp( B} <0 3 time i

pWw) =0 za bar jedndt € R izmeaiu « i B. Posebno, realan polinom neparnog stepena ima bar
jednu nulu wR.

Lema 3.Svaki kompleksan polinon? = ax® +bx +c stepena 2 ima bar jednu nulu u polju
C. Pri tom, ako je-5.c € R taj polinom ima 0 i u poljR, ako i samo ako j&* —4ac =0

Teorema:

Polje kompleksih brojeva C je algebarski zatvoréngest svaki pravi polinorp nad C ima bar
jednu nulu u C.

Dokaz

Kao Sto je vé reeno, sam dokaz se bazira na osnovnoj teoremi otrstmen polinomima i
prethodno navedenim lemama prema kojima svaki mea¢dinom neparnog stepena ima i bar
jednu nulu u R, svaki kvadratni polinom nad polj€nma nule u C, i kompleksan broj z je nula
realnog polinomg ako i samo ako je to i njegov konjugat

Kako je polinomP? realan, ako je neka njegova nula u C,deito iZ, pa je tada Pz} =0 jji
p(z} = 0. Otuda je dovoljno dokazati da svaki realan polin@stepena® =1 ima nulu i u C.
Sam dokaz izvodimo indukcijom po napeen celom brojuk = 8@} =0 73 koji jen = d°p

. | . _ Kk . .
deljivo sa2” to jest™ = 2"m za neki neparan ceo broj
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Ako je k=10  polinomp je neparnog stepena, pa ima bar jednu nulu utRyei u C. Neka je
sadak = 018(pi =k jpretpostavimo da je polinommonitan.Tada postoji bar jedno natpolje
F polja C nad kojim on ima i linearnu faktorizaciju

p=G+a,)ik+a)-k+a,)
to jest u kome ima sve nule. Pri tome, ako jebilo koji realan broj i S skup svih parova §)

za koje je»s € (1,2, ..n}ir = 5, t0 polje sadrzi {trs = @r + s + Aayas | paje tako i

q = l_[(x +a,.) = l—l:[ x4+ a, +a. +ia,a)

res res

nin + 1)
jedan polinom iz F. Stepen tog polinoma je upraxm klemenata skupa S, to jest 2~

Kako jen = 2¥m.k =1 j mneparno,tu jg°q = 27 'mn + 1), a time je if{@) = k — 1.

Stavide, zajedno gai taj polinomq je realan. Zaista, ako je= elementarni sime@ni polinom
stepend iz Rlxy. - x,]1 na osnovu Vietovih formula, prvo iz

p=0+aXx+a)—-x+a,)

sledi da je

Ap_g = Oy, wayn)

q= sz.\:k .
upravok-ti koeficijent samog polinomp. Takaie, ako je V4
q= l_lfx + @) = l—lii ¥ t+la, +a, + iapag)

ras res

sledi da je icx oblika
Cp = P;‘-{al. ...ffnth
gde jePr neki polinom iz K=Rx4., -- ¥x] ¢iji koeficijenti ne zavise odt» —ova | Uz to, kako

lx +la, +a; + Aayag)

res

ne zavisi od redosleda tifx —ova | prema

cr = Pplay, - n)

mora biti | Prlay, wan) = Prl@ny, wamn), VT ES, | slicno, ako se tuxr—©ovi  zamene
xy —ovima | uz napomenu da su tagai q polinomi iz KIxl. Otuda su polinomifx i
simetreni, a samim tim |

Pk=ﬁ}{{51....gﬂ}. UEk-ﬁ.d“q.
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za neke polinomé&x iz K. Zajedno sa

Ay = Oy, mn) 1 cp = Pplaq,..an)

to upravo znd da je cx = Prfan_y, —aa), pa kako su koeficijenti polinomBk i @ —ovi y
polju R, bte to i koeficijenticx samog polinoma,.

Prema tome, kako je polinomrealan i€} < %. prema induktivnoj pretpostavci, on ima bar
jednu nulu i u C. Pri tome gtr= — Vi njegove jedine nule u natpolju F polja C, pa zajbdan
od parovar(,s) mora biti itrs € C.

Time postoji i bar jedno preslikavanjfeR = 5. sa osobinom da

vieRifid =(rs vaii o, +a: + la,a- eC.

Uz to, kako je skus konaan, to preslikavanje nije i injektivho, pa posttjar dva raztiita
realna broja.,e¢ na kojimaf ima istu vrednost, na primer,$), a time i kompleksni brojewi i v
za koje je

ptits + Adptts = U, Oy + 0z + @Qapa: = 1.

Odreiujuéi @r+as=b | aras =c odatle sledi da je P-c€C | pa su @ri @s nule |
kompleksnog polinoma* — bx + ¢ stepena 2. Kako taj polinom ima nule i u samonjupol
C8 EMBED Equation.3 BB8F  ty mora biti i @ .@s € C. Odatle sledi i samo ti#enje, jer su

-1 @: nule i ugenog polinoma.
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Zaklju ¢ak

Svaki simetténi polinom?(xy. xz, .. x5} promenljivih *1. %z, ... *n _moZe se napisati na jedan

i samo jedan ngn kao polinom Floy.0z, —0,) elementarnih simetmih funkcija tih

promenljivih.

Stepen dobijenog polinoma je jednak stepenu dasbggma u odnosu na jednu promenljivu

Neka jep{xs. X3, ... ¥») simetritan polinom. Totalni stepen polinorfé2s:: %z, = @x ) za koji je
plx, . x,, ....x,) = Plo,. 0, 0, )

jednak je stepenu polinoma{xy. Xz, ... X ).

Ako je polinomp{xsy.%s, ....xn) homogen i stepena , tada je polinomP{e;.0z, - oy)

izobarttan i tezined.

Primer 12. (koji pokazuje kako se za zadaHo odreiuje polinom P, pom&u prethodne dve
teoreme):

Jednostavan simetrii polinom
p=1211]= ) xixx,

izrazi pom@u elementarnih simetmih funkcijags- oz —

Cayley
PolinomP je stepena 2= polinom je kvadratan

Brioschi

PolinomP je homogen= polinom P je izobatian tezine 4(2+1+1=4).

Pace odgovarajéi polinom Ploy. 0z, —o,.) imati oblik

plxy. Xg, s Xp) = P(0,,04, w0y )=A 0,02 +B07 +C0, A,B,C su konstante

Z.rfx:xg =

Ady0z +Boi +Ca,



Odredimo A,B,C.
Zan=3
g, =0 pazar1=ﬂ,x,=.1'3=1 = 0, = —2, gz =1,0,=0

pa iz

z.rfx:x= =
A0y 0z +B0Z +Ca,
0 = 0 +8 + 0 = B=0.

Zaxy = —1,x; = x3 =1 dobijamo&; = —1, oz=—-1l0;=1=4-(-1)-1
a P=xlvgxg+xix g +xivx,= A-(-1)-1
1 — A
A=1
Zan=4 xy = x; = x3 = x, = 1 dobijamos: = —4 gz =6,03 =40, =1

x3y_x
1 2-+3
Z .

=xiagxg Fxiagx, Fxdxgng Fxda o, +xdngxg

12=16+C= C= -4.

Z.t‘f.r,xa = P(g,,0;z, - 0n)

Dakle , za svako =0, 03 — 40, ,

ZIE.T:’."{,

Primer 13Neka jen > 4. plxy. g, .. x,) =

Tadajepf.rl._r,, waXy) = Plo,. 0, ..0,) = 0,0, — 30,0, + S0,
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Primerl4Polinom  Plry.xp. x50 = Gy + 2,000, + 2,000, + 1, )izrazi poma@u  elementarnih

simetrénih funkcijads. oz, -

Ovo je simetini homogeni polinom tkeg stepena.
Njegov stepen po promenljivay je d =2 |
Njegov stepen po promenljivai je dz = 2

Njegov stepen po promenljivai je dz = 2
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PolinomP{7,. 3. 93) je izobarkan polinom teZine 3 i totalnog stepena 2.
plxy. x5, %;) = Ploy. 0;.0,) = Agyo; + Bo, pri ¢emu su A,B-konstante.
Zax, = 0.x; = x3 =1 dobijamo7: = 2. oz =10,=0 p=2

2=A-2-1+B -08 EMBED Equation.3 888 A=]

Zax, = x; = X3 = 1 pa sléan n&in se dobijess = 3. g;=3,0: =1 pP=8 pasledida
je
B=-1.

plx,. x5, x,) = Plo,.0,.0,) = 0,0, — 0y
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