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Uvod

Ovaj rad predstavlja moj zavr$ni rad na master studijama na Matematickom fakultetu Univerziteta u
Beogradu. Radedi u skoli napravila sam nekoliko, za dake zanimljivih, ¢asova kada smo slagali razli¢ite oblike
i ucili razlomke, Pitagorinu teoremu, povrsine pravilnih mnogouglova i mnoge druge apstraktne pojmove koris-
teéi konkretne, opipljive oblike. Tako sam se zainteresovala za teselacije euklidske ravni i izabrala ovu temu.
Iznenadilo me je koliko teselacije nisu zastupljene u literaturi i koliko se u danasnje vreme geometrija sve vise
zanemaruje u nastavi i prednost daje drugim oblastima matematike kao i to da nastavnici ne posveéuju paznju
prakti¢noj nastavi. Proucavajuéi razli¢ite vrste teselacija obradovalo me je u koliko drustvenih igara i igara na
kompjuteru moze da se nade neki princip teselacije. Pored primene u nastavi i igrama, teselacije su prisutne i u
umetnosti, gradevinarstvu, u kompjuterskoj grafici, optici i mnogim drugim naukama, kao na primer kristalo-
grafiji.

Rad je podeljen u ¢etiri poglavlja. Prvo poglavlje se odnosi na istoriju teselacije i poreklo re¢i. U drugom
poglavlju su navedeni osnovni pojmovi, definicije i teoreme. Podeljeno je na sedam celina. Trece poglavlje se
odnosi na razli¢ite vrste uniformnih teselacija. U ovom poglavlju ima Cetiri celine. To su 1-uniformne teselacije
koje su ivica na ivicu, k-uniformne teselacije koje su ivica na ivicu, zatim teselacije koje nisu ivica na ivicu i
uniformne teselacije poligonima u obliku zvezde. Poslednje poglavlje opisuju neke primene teselacija, u nastavi
u Skolama i umetnosti.

Ovom prilikom bih se zahvalila mom mentoru, profesoru Zoranu Luci¢u, $to je uvek imao vremena da
pogleda materijal koji sam pripremila i da me posavetuje. Takode bih se zahvalila nastavnici Zvezdici Markovié¢
koja mi je dala ideju kako da napravim interesantne ¢asove matematike i Sto me je podrzavala u svakom trenutku
planiranja i realizacije tih ¢asova i kasnije pisanja ovog rada.

Svesna sam da, i pored svog ulozenog truda, u radu postoji par propusta. Svakom ko ima bilo kakvu
sugestiju, ili mi ukaze na greske, bi¢u veoma zahvalna.



Glava 1

Poreklo reci teselacija i istorijski pregled

Govoredi jezikom koji nije strogo matematicki, teselacija je prekrivanje (poplo¢avanje) razli¢itih povrsi
oblicima koji se ponavljaju bez medusobnog preklapanja i Supljina izmedu njih. Kasnije ¢emo uvesti preciznu
definiciju.

Geometrijski oblici koji se slazu zajedno i stvaraju raznovrsne Sare i tako prekrivaju neke povrsi mogu
se nac¢i u svim zemljama sveta. Skoro da ne postoji narod koji nije koristio metode teselacije iz estetskih ili
spiritualnih razloga. U razli¢itim epohama koriSéeni su razli¢iti principi teselacije, razlic¢iti oblici i boje.

Re¢ teselacija potice od jonske verzije gréke reci tesseres $to bi se prevelo kao ¢etiri. Ako pogledamo i
u nekim rec¢nicima, videemo da tessellate znaci poplocati kvadratima kao kad se pravi mozaik. Stvarno, prva
poplocavanja razli¢itih povrsi jesu bila sa kvadratnim ploc¢icama.

Slika 1.1: Primer jednog antickog poplocavanja.

Tako su, na primer, stari Kinezi prekrivali krovove svojih palata i hramova ¢etvorougaonim plo¢icama
razlicitih boja. Zuta se smatrala kraljevskom bojom, simbolizovala je sunce i plo¢ice te boje su bile rezervisane
za krovove kraljevskih palata a plave su simbolizovale nebo i koristile se za prekrivanje krovova hramova.

Oko 3.5 hiljada godina pre n.e, u preislamskom periodu, ljudi na podruciju danasnjeg Irana su poceli da
redanja plocica §irila na zapad, preko Egipta, Gréke, Rima do Spanije i danasnje Britanije.

Dok su stari Grei i Rimljani dekorisali plocice koje su koristili za teselacije slikajuéi ljudske likove u ele-
mentima mozaika, Arapi su pravili vrlo sloZzene geometrijske oblike i figure koristeéi jednostavne plocice i malo
razlicitih boja. Posmatrajuéi spoljasnje zidove vizantijskih crkvi vidimo da si pravili mnoge Sare i ornamente od
opeke koje jako podse¢aju na ukrase koji su pravljeni u Persiji.

Danas se princip teselacije koristi u mnogim industrijama (na primer tekstilnoj), u umetnosti, gradevinar-
stvu, izradi optickih instrumenata, u kristalografiji kod atoma koji ¢ine kristale, u kompjuterskoj grafici itd.
Prekrivanja ravni sa kojima se rado zabavljaju generacije dece iz celog sveta su slagalice i kineska igra tangram
kao i neke igre na kompjuteru. Jedna od takvih igara na kompjuteru je tetris u kojoj se slazu plocice nastale
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Slika 1.2: Nekoliko slozenih arapskih ornamenata sastavljenih od jednostavnih geometrijskih oblika.

spajanjem Cetiri kvadrata. Svih sedam nacina spajanja kvadrata u ploCice mogu sami za sebe da Cine teselaciju
ravni.

Slika 1.3: Sedam kombinacija Cetiri kvadrata koje ¢ine figure u kompjuterskoj igri tetris i dva primera teselacija ravni pomocu tih figura.

Pored pravljenja novih plocica pomocéu kvadrata, mozemo kombinovati i druge oblike i praviti interesantne
plocice. Tako mozemo spajati jednakostranicne trouglove!, pravilne sestouglove. Postoje skupovi ploéica za koje
se jo$ ne zna da li sami mogu ¢initi poplo¢avanje ravni.
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Slika 1.4: Plocice sastavljene od sedam pravilnih trouglova nazivamo heptiamonds. Na slici su prikazane svih 24 moguénosti sklapanja
heptiamonds-a. Samo kombinacija koja je prikazana peta u drugom redu ne moze sama da ¢ini teselaciju ravni.

Mozda jedni od najimpresivnijih primera poplocavanja su kameni zidovi koje su koristili Inke praveéi terase
obradive zemlje na strmim padinama na kojima su ziveli. Oni su bili pravi umetnici kad je re¢ o klesanju kamena
i gradenju pomocu tih blokova. Bez ikakvih vezivnih materijala koji se danas koriste u gradevinarstvu, oni su
podizali kamene strukture koje nas impresioniraju i danas.

Ocigledno je da pravedi te zidove Inke nisu koristili princip simetrije pa zato ovo nije primer teselacije ali
jeste jedan od lepih i funkcionalnih nac¢ina prekrivanja ravni. Ono §to je zanimljivo je da nijedna dva kamena
nisu ista i da su oni tako dobro uklopljeni da izmedu nikoja dva kamena ne postoji ni najmanja supljina. Cak
su tako blizu postavljeni da ne moze da se provuce ni oStrica zileta. Ove konstrukcije su tako jake da se pri

!Spajanjem npr. pet pravilnih trouglova dobijamo figure koje zovemo pentiamonds, odnosno spajanjem sedam pravilnih trouglova
tzv. heptiamonds.
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Slika 1.6: Levo: terase obradive zemlje koje su pravile Inke; Desno: deo zida koga su konstruisali Inke koristeé¢i kamenje razli¢itih veli¢ina i
oblika.

zemljotresima male i srednje jaCine gradevine uopste ne pomeraju a pri jac¢im zemljotresima se blokovi pomeraju
i onda, po prestanku pomeranja tla, legnu na isto mesto i uklope se kako su i ranije stajali.

Tako njegovi spisi nisu sac¢uvani (postoje samo zabelezena njegova dopisivanja sa aleksandrijskim matemati-
carima), Arhimed (287 - 212 p.n.e) se smatra prvim matematicarem koji je razmatrao slaganje poligona bez
Supljina i preklapanja i tako postavio osnove za razvijanje ideja i principa teselacije. Po njemu se trinaest
polupravilnih poliedara, koja se mogu posmatrati kao teselacija sfere, zovu Arhimedovim telima. Arhimedova
tela se sastoje od podudarnih rogljeva koji su sastavljeni od dve ili viSe vrste pravilnih poligona. Pravilni poliedri
(Platonova tela), koji se takode mogu posmatrati kao teselacije sfere, se sastoje od podudarnih rogljeva u kojima
se dodiruju poligoni samo jedne vrste.

Jedan od prvih sa¢uvanih matematickih radova iz oblasti teselacije je rad nemackog astronoma i matemati-
cara Johannesa Keplera. Kepler je 1619. izvrSio potpunu enumeraciju uniformnih teselacija euklidske ravni koja
se smatra i danas savremenom. Neverovatno je da je Keplerov rad bio zaboravljen skoro tri veka i da je na nje-
gov znacaj tek 1905. godine ukazao Sommerville, dokazavsi Keplerovo tvrdenje da postoji ta¢no 11 uniformnih
teselacija u euklidskoj ravni.

Nekim matematicarima, npr. Davidu Hilbertu (1862 - 1943.), se problem teselacije ravni u pocetku uopste
nije ¢inio interesantnim, ¢ak mu je mozda izgledao trivijalnim. U svom delu iz 1900. godine, o nereSenim
problemima uopS$te nije razmatrao problem teselacije u dvodimenzionim prostorima, nego se fokusirao na
poplocavanja u prostorima od tri i viSse dimenzija. Kasnije je jedan od Hilbertovih ucenika, K. Reinhardt
dublje istrazivao problem teselacija u ravni i zainteresovao i Hilberta za problem trazenja algoritma sa kona¢nim
brojem koraka ili pokusaja koji odreduje da li odredena grupa plocica moze biti model koji se moze koristiti za
poplocavanje cele ravni. Tad je Hilbert uvideo da je problem daleko od trivijalnog. Postoji osnovana sumnja
da je algoritam moguce napiSati ali on do danas jo$ nije napravljen. Isti problem je pre oko dve decenije zain-
teresovao i Hao Wanga koji je dosao do nekih zakljucaka koji uslovi treba da budu zadovoljeni da bi neka plocica
bila model za poploc¢avanje ravni. Medutim, njegova pretpostavka da plocice ne mogu biti neperiodi¢ne je u



kontadikciji sa otkricem iz 1966. kad je Robert Berger pronasao prvi set aperiodi¢nih plocica®. Taj set sadrzi
20,426 Wangovih plo¢ica. Mozda nam se taj broj ¢ini velikim, ¢ak je i sam Berger naznacio da je verovatno broj
plocica u setu prevelik i da postoji neki podset koji je takode aperiodican. Tako je upravo Berger prvi uspeo
da smanji set na 104 ploc¢ice. Kasnije je Donald Knuth, profesor na Stanford univerzitetu, napisao algoritam
baziran na tzv. Sireéim kvadratima i nasao set od 92 aperiodi¢ne ploc¢ice. Branko Grunbaum i G. C. Shepard u
svojoj knjizi Tilings and patterns smatraju da je najmanji broj plo¢ica sa kojima moze da se napravi aperiodi¢no
poplocavanje 16.

Slika 1.7: Dva aperiodi¢na poplocavanja koja je konstruisao Penrose; Levo: aperiodi¢no poplo¢avanje sa 6 vrsta plo¢ica; Desno: aperiodi¢no
poplocavanje sa dve vrste plocica koje se po svom tvorcu zove Penrose tiling. Naveséemo neke karakteristike Penrose-ovog prekrivanja ravni: ne
postoji nijedna grupa simetrija poplocavanja, poplocavanje je slicno samom sebi, tj. povecavajuéi povrs koju prekrivamo nacin redanja plocica
ostaje isti samo se Siri i Penrose-ovo poplo¢avanje ima primenu u izu¢avanju prelamanja X zraka.

Osamdesetih godina proslog veka se doslo do novih otkri¢a. Naime, posmatrajuéi arapske gradevine iz XII
veka moze se zakljuciti da postoje aperiodi¢na poplocavanja sa samo dve vrste plocica. Tako su mnogi nauénici
shvatili da jako malo znamo o staroj arapskoj matematici. Medu tim nauénicima je bio i britanski fizicar Roger
Penrose koji je poceo da se zanima za aperiodi¢an prekrivanja ravni. Polazeé¢i od Keplerovih crteza u kojima je
koristio petouglove i poligone u obliku petokrakih zvezda, Penrose je prvo konstruisao aperiodi¢no poploc¢avanje
koristeci Sest vrsta plocica da bi kasnije (1984. godine) smanjio broj plocica koje ucestvuju u teselaciji na 2.

2 Aperiodiéne ploéice prekrivaju ravan tako da se nijednom, nigde ne ponovi ista sara. Kod aperiodi¢nog poplo¢avanja se ponavljaju
iste plocice ali nikad na isti nac¢in. Primer aperiodi¢nog poplocavanja je prekrivanje ravni u obliku spirala.



Glava 2

Osnovni pojmovi

2.1 Poplocavanja ravni i teselacije

Pod poploc¢avanjem ravni éemo podrazumevati prekrivanje ravni oblicima koji se po nekom pravilu ponavlja-
ju tako da izmedu njih nema Supljina i da se ti oblici ne preklapaju. Sada mozemo uvesti i preciznu definiciju
teselacije i jo§ nekih osnovnih pojmova.

Teselacija je prebrojiva familija zatvorenih, povezanih topoloskih diskova 7 = {7} : i € I} koja prekriva
celu ravan i to tako da svaka tacka ravni pripada tacno jednom setu 7; i da je mera preseka bilo kojih 7; nula.

Topoloske diskove koji prave teselaciju ¢emo nazivati plo¢icama. Dve plocice ¢emo zvati susednim ako
imaju zajednicku ivicu. Krajeve ivica ¢emo zvati zajednickim temenima teselacije ili kra¢e temenima.

U ovom radu ¢emo se uglavnom baviti teselacijama euklidske ravni gde je svaka ivica teselacije ujedno i
cela ivica poligona te teselacije. Te teselacije ¢emo nazivati teselacije ivica na vicu.

Naveli smo da je teselacija prebrojiva familija skupova §to zna¢i da iako plo¢ica moze biti beskonacno
mnogo, mozemo ih prebrojati, $to ne bismo bili u stanju bez uslova da je mera preseka bilo kojih 7; nula (duzi
i tacke imaju meru nula).

Svakoj teselaciji 7 euklidske ravni pridruzi¢emo grupu S(7) njenih simetrija koja predstavlja sve izometrij-
ske transformacije ravni 7 koje tu teselaciju ostavljaju invarijatnom. Te transformacije mogu biti translacija,
rotacija, refleksija i klizajuca refleksija.

Slika 2.1: Primeri uklapanja ploc¢ica u teselacije koris¢enjem translacije, rotacije i refleksije.

Mozemo zakljuciti i da je skup indeksa I kod poplocavanja u euklidskoj i hiperboli¢ckoj ravni beskonacan
dok je kod teselacije sfere taj broj konac¢an. U ovom radu é¢emo razmatrati samo teselacije euklidske ravni pa ¢e
set plocica biti beskonacan.

Teselacije euklidske ravni kod kojih su sve plo¢ice podudarne nekom modelu (prototipu) T’ nazivamo mono-
edarskim teselacijama.

Ocigledno je da su kod monoedarske teselacije sve plocice istog oblika i iste veli¢ine. Kazemo da 7 dozvo-



Slika 2.2: Neki primeri monoedarskih teselacija. Prva dva primera su dva pravilna poplocavanja, treéi primer predstavlja poplocavanje
dualno jednom diedarskom poploc¢avanju, ¢etvrti primer je jedno spiralno monoedarsko poplocavanje i peti primer ilustruje teselaciju plo¢icama
nepravilnih oblika.

ljava model T'.

Teselacije euklidske ravni kod kojih su sve ploc¢ice podudarne sa dva modela ploc¢ica T} i To nazivamo
diedarskim teselacijama.

Ako je 7 teselacija euklidske ravni pravilnim, konveksnim poligonima i ako je S(7) grupa simetrija te
teselacije koja je tranzitivna, tj. ako za bilo koja dva temena te teselacije postoji transformacija iz S(7) koja
preslikava jedno teme u drugo, teselaciju 7 zvatemo uniformnom teselacijom. Ako su sve plocice (poligoni)
uniformne teselacije medusobno jednake, tj. poligoni podudarni, tu teselaciju ¢emo zvati pravilnom teselacijom.

Kod pravilnih teselacija su poligoni oko jednog temena uvek poredani na isti nacin, prvo piSemo broj
stranica poligona sa najmanjim brojem stranica, neka je to a, pa broj stranica poligona sa brojem stranica b,
itd. Tako dobijamo cikli¢ni niz koji odreduje to teme a.b.c...z.y.z i tu teselaciju, u oznaci (a.b.c.d...z.y.z). Tako
¢emo pravilnu teselaciju kod koje se poligon p pojavljuje k puta pisati (p.p.p...p.p), odnosno, krace (p¥).

U specijalnim sluc¢ajevima ¢emo joS dozvoliti da plo¢ice ne budu zatvorene, tj. cele uokvirene svojom
granicom. Plo¢ice mogu biti otvorene sa jedne strane (topoloski ekvivalentne tzv. polutraci) ili otvorene na
dva suprotna kraja (topoloski ekvivalentne tzv. beskonacénoj traci). Tada ne postoji disk ma koliko velikog
poluprecnika koji obuhvata celu plocicu.

Slika 2.3: Dva primera beskonacnih plocica i teselacija koje se mogu napraviti pomoc¢u njih. Prvi primer prikazuje tzv. polutraku, koja ne
mora imati prave ivice a drugi primer ilustruje primer tzv. beskonacne trake, plocCice koja je otvorena na dva svoja kraja.

2.2 Normalna poploc¢avanja

Za poplocavanje ravni kazemo da je normalno ako su ispunjena sledeca tri uslova:



1) svaka plocica je topoloski disk,
tj. granica svake plocice je neka zatvorena linija.
2) presek svake dve plocice je povezan skup,
tj. nijedna plocica se ne sastoji od nekoliko odvojenih, nepovezanih delova.
Drugim re¢ima, presek dve plocice je
ili prazan skup, ili teme teselacije, ili neka linija.
3) plocice su uniformno ogranicene,
tj. postoje u i U tako da svaka ploc¢ica sadrzi disk polupre¢nika u
i u isto vreme je sadrzana u disku poluprec¢nika U.
Brojeve u i U zovemo parametrima poploc¢avanja.

(D

Slika 2.4: Da bi neka ploc¢ica mogla da ¢ini normalno poplocavanje ravni treba da je sadrzana u nekom disku polupreénika U i da u isto vreme
sadrzi disk poluprec¢nika wu.

Slika 2.5: Jedan primer poplocavanja koje ima singularnu tacku.

Za neko poplocavanje ravni kazemo da je lokalno konacno ako nema singularnih tacki. Za neko poplocavanje
¢emo redi da ima singlularnu tacku S ako svaki disk sa centrom u S, ma koliko on bio malog pre¢nika, sece
(obuhvata) beskona¢no mnogo plocica.

Lema 1 Svako normalno poplocavange je lokalno konacno.

Dokaz: Podimo od nekog prekrivanja euklidske ravni normalnim ploc¢icama sa parametrima w i U i proizvoljne
tacke S u toj ravni. Uzmimo sada neki disk D(S,r) koji pripada toj ravni i ima centar u tacki S. Svaka plocica



tog poplocavanja koju seCe uoceni disk sigurno cela mora biti sadrzana u disku sa centrom u S i polupre¢nika
2U + r. Mozemo naci najveéi mogudéi broj ploc¢ica koje imaju zajednickih tacaka se datim diskom znajuéi da je
povrsina svake plocice bar (u?)m i povrsina diska unutar kog se treba naéi plocica ((2U + r)?)n:

((2U + 7))

ulm

N(r)=

Dobijamo da je taj broj konacan pa dato poploCavanje nema singularnih tacaka. ¢

Sa topoloskog stanovista krug, kvadrat, trougao ili bilo koji drugi zatvoreni poligon su homeomorfne figure
jer postoji neprekidna bijekcija koja jedan oblik moze da preslika u bilo koji od pomenutih.

Tako na primer teselacija riblja kost (mnogima poznata kao tehnika redanja parketa) je topoloski ekviva-
lentna sa teselacijom pravilnim Sestouglovima. Ako prvo pomeramo vertikalne cik-cak linije kod parketa tako

S].lka 26 Tri tOpOlOékl ekvivalentna poploéavan'a. Prva slika predstavl'a tehniku redanja parketa, tzv. riblja kOSt, druga slika prikazu'e
prelaznu fazu i na kraju je prikazana pravilna teselacija éestouglovima.

da dobijemo prekrivanje ravni Sestouglovima koje smo prikazali na drugoj slici onda je jasno da sa joS malo
namestanja mozemo dobiti pravilnu, uniformnu teselaciju Sestouglovima. Sva pomeranja i namestanja koja smo
koristili mozemo predstaviti kao neki homeomorfizam i kako je kompozicija homeomorfizama takode homeomor-
fizam, zaklju¢ujemo da su poplocavanja koja smo razmatrali topoloski ekvivalentna.

U prethodnom primeru smo razmatrali monoedarsko, normalno poplo¢avanje euklidske ravni koje je topolo-
ski ekvivalentno sa jos jednim normalnim prekrivanjem ravni. Postoje i primeri kada je jedno monoedarsko
poplocavanje ekvivalentno normalnom prekrivanju ravni a ono samo ne mora biti normalno. To ¢emo ilustrovati
jednim primerom. Podimo od regularnog poplocavanje (4?) i vertikalnim sabijanjem ivica teselacije tako §to ih
pomeramo levo i desno dobijamo poplocavanje kao na slici. Dobijeno prekrivanje ravni nije normalno jer iako

Slika 2.7: Primer teselacije koja je topoloski ekvivalentna teselaciji (44) i koja nije normalna.

zadovoljava prva dva uslova iz definicije normalnog poplo¢avanja, ono ne zadovoljava trec¢i uslov, tj. za ma koliko
veliko U postoji beskonac¢an broj plocica koje se ne mogu prekriti diskom radijusa U i za ma koliko malo u
postoji beskonacan broj plocica koji ne moze da sadrzi nijedan disk polupre¢nika wu.

Ocigledno da ako neko poplocavanje ima singularitet u beskona¢nosti onda moze da postoji neko topoloski
ekvivalentno prekrivanje koje nema singularitet. Ako pak, razmatramo neko poploc¢avanje koje nema singularnih



tacaka onda svako njemu topoloski ekvivalentno prekrivanje ravni neée imati singularnih tacaka.
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Slika 2.8: Jos jedan primer dva topoloski ekvivalentna poplocavanja euklidske ravni.

2.3 Dualne teselacije

Za dva poplocavanja kazemo da su medusobno dualna ako postoji bijekcija koja preslikava tezista, ivice i
temena plocica jednog poplocavanja u redom, temena, ivice i tezista ploc¢ica drugog poplocavanja. Tako, ako se
u jednom poploc¢avanju u temenu sastaje p poligona, u njemu dualnom poplo¢avanju ¢e ploc¢ica biti poligon sa
p stranica.

Svako uniformno poploé¢avanje ima svoje dualno poplocavanje. Pravilna prekrivanja ravni (3%) i (63) su
medusobno dualna.

Slika 2.9: Dva pravilna prekrivanja ravni (3%) i (63), koja su medusobno dualna.

Jedina uniformna teselacija koja je dualna sama sa sobom je teselacija (4%). Za ovu teselaciju kazemo da
je samodualna.

Slika 2.10: Teselacija (4*) je dualna sama sebi.
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Slika 2.12: Teselacije (32.4.3.4) i (3.4.6.4) i njihove dualne teselacije.

Dualna teselacija teselaciji (3,3,4,3,4) jeste tzv. Kairo teselacija. Ova teselacija je dobila ime po
tome $to je najc¢eséi nacin teselacije na ulicama Kaira bas ovo poplocavanje. Kako svaka teselacija moze da se
posmatra kao teselacija koja je analagona nekoj sfernoj teselaciji, tj. projekcija velikih lukova sfere na euklidsku
ravan, to Kairo teselacija predstavlja projekciju dodekaedra. Svaka uniformna teselacija ima svoje du-

Slika 2.13: Teselacije (3.6.3.6) i (3.122) i njihove dualne teselacije.

alno poplocavanje. Jedanaest poplo¢avanja koja su dualna 1-uniformnim teselacijama se zajedno zovu Lavesove
teselacije. One su dobile ime po kristolografu Fritz Laves-u.
Takode, bilo koje normalno poplo¢avanje ima svoje dualno poplocavanje.

Teorema 1 Ako su dve teselacije 71 i 7o obe dualne nekoj teselaciji 7o onda su 1 i 79 topoloski ekvivalentne.
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Slika 2.14: Teselacije (4.82) i (4.6.12) i njihove dualne teselacije.

Dokaz ovog tvrdenja ne¢emo izvoditi jer se direktno izvodi kao posledica definicije dualnog poploc¢avanja. ¢

2.4 Zakrpe

Konacan broj plocica iz poplo¢avanja 7 euklidske ravni nazivamo zakrpama ako vazi da unija tih plocica
¢ini topoloski disk, tj. da su plo¢ice u tom skupu povezane ili prostopovezane u smislu da se zakrpa ne moze
pocepati (postati nepovezana) brisanjem jedne tacke.

Zakrpe pravimo tako $to izdvojimo neki skup koga ¢emo oznacavati sa D, to moze da bude bilo tacka, bilo
neki deo ravni, duz, izlomljena linija, neki luk itd. Nakon toga uo¢avamo sve plocice koje su zahvacene skupom
D. Tako dobijena zakrpa koja je generisana tim skupom D, u oznaci Z(D,7) (kra¢e samo Z(D)) moze da bude
prosto povezana ali i ne mora. Moguce je da neka plocica nije zahvaéena setom ali pripada zakrpi jer je povezuje.
To ¢emo ilustrovati na primeru. Za skup D éemo uzeti proizovljan kvadrat. U narednom koraku ¢emo svetlo
obojiti plocice koje su zahvaéene setom D. Dobijeni, osenceni deo ravni je sigurno povezan, ali moze da se desi
da dobijemo neke "rupe” koje nisu osencene. Njih éemo obojiti tamnije i one ¢e povezati plocice da zakrpa
bude prosto povezana. Deo ravni koje osencen zajedno ¢ini zakrpu generisanu kvadratnom linijom D.

Ako uocimo neku tacku M; koja pripada zajednickoj ivici dve plocice, ona generiSe zakrpu koja se sastoji

Slika 2.15: Konstrukcija zakrpe generisane kvadratnom linijom i konstrukcija zakrpi generisanih proizvoljnim tackama M; i Ma.

od te dve plocice ili mozemo posmatrati neku tacku My koja je zajednicko teme viSe plocica i generiSe zakrpu
od nekoliko plocica koje se sastaju u tom temenu.
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Slika 2.18: Zakrpe generisane skupom D koji je jedna plocica teselacije.

Prilagodi¢emo sad prethodnu definiciju tako da pod pojmom zakrpe mozemo da analiziramo i neke druge
nezatvorene skupove plocica. Naime, uvodimo slede¢u definiciju:
Neka je ¥ set ploc¢ica prototipova, onda za skup Z = 11,715,753, ... T, kazemo da je plocica zakrpa sa prototipom
1 ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

1. svaka ploc¢ica T; iz skupa Z je podudarna nekoj plocici prototipu iz 9,
2. svake dve plocice iz skupa Z ili su susedne ili nemaju zajednickih tacaka,
3. unija svih plocica T; iz Z je topoloski disk.

Pored konstruisanja zakrpi pomocéu konveksnih pravilnih poligona moguce je praviti zakrpe pomoc¢u nepravilnih
poligona ili poligona u obliku zvezda. Mnoge zanimljive teselacije nastaju sklapanjem zakrpi koje se sastoje od
kombinacija pravilnih i nepravilnih poligona i poligona u obliku zvezda. Najpoznatije takve teselacije su nastale
uklapanjem zakrpi koje su dobijene od Keplerovog crteza Aa.

Zakrpe su nasle siroku primenu u kompjuterskoj grafici i crtanju trodimenzionih figura pomodéu razlicitih
komjuterskih softvera.
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Slika 2.19: Zahvaljujuéi prosirenoj definiciji i sledeci set plo¢ica mozemo smatrati zakrpama, $to nismo mogli ranije, jer je jasno da se ovaj
skup plocica ne moze prosiriti do nekog monoedarskog poploc¢avanja ravni.

Slika 2.20: 1 pored prosirene definicije postoje zakrpe koje se ne mogu prosiriti u poplo¢avanje ravni koriste¢i samo jednu vrstu temena.

2.5 Teselacije nepravilnim poligonima

Prou¢imo sada prekrivanja ravni razli¢itim mnogouglovima (trouglovima, ¢etvorouglovima, petouglovima,
Sestouglovima, itd.) koji nisu regularni. Ovde éemo dozvoliti i da teselacije ne budu ivica na ivicu. Krenimo
od mnogougla sa najmanjem brojem stranica, to je trougao. Kako je zbir unutrasnjih uglova trougla 7 to oko
jednog temena mozemo na viSe nacina poredati Sest podudarnih trouglova.

Jasno je da u svakom slucaju oko jednog temena mora biti po dva ugla svake vrste uglova trougla. Tro-

Slika 2.21: Neki od nagina redanja Sest podudarnih trouglova oko jednog temena teselacije.

uglovi leze u ravni oko temena ali da li se takva temena mogu prosiriti u teselaciju cele ravni? Sobzirom da
mozemo uociti da u veéini primera trouglovi nisu poravnani mozemo zakljucuti da nijedno od takvih temena se
ne mogu pro§iriti u teselaciju ravni. Ako bismo, pak, oko jednog temena redali trouglove tako §to ih rotiramo za
opruzen ugao oko centra stranice tada bismo dobili teme koje mozemo da ponavljanjem proSirimo u teselaciju
euklidske ravni.

Mozemo i da kombinujemo prethodni metod sa refleksijom. Naime, ako na prethodni nacin poredamo oko
temena tri trougla tako da njihovi unutrasnji uglovi ¢ine opruzen ugao i onda ako preslikamo tako poredane
trouglove tsko §to kraci tog opruzenog ugla ¢ine osu simetrije, dobijamo novu vrstu temena koje moze da se
prosiri u teselaciju ravni.

Do sliénih zakljucéaka dolazimo i ako se koncentriSemo na cetvorouglove. Ako bismo uzeli proizvoljni
Cetvorougao i pokusali da napravimo teselacije suocili bismo se ¢injenicom da bismo rotacijom oko jedne tacke
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mogli da postavimo cetiri takva ¢etvorougla u ravan oko te tacke ali da veéina takvih temena ne bi mogla da se
prosiri u teselaciju ravni.
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Slika 2.22: Rotacijom oko centra stranice trougla dobijamo teme koje se ponavljanjem moze prosiriti u teselaciju ravni.

Slika 2.23: Kombinovanjem tri uzastopne rotacije trougla oko sredista svake stranice i refleksije dobijamo jos jedan primer temena koje se
ponavljanjem moze da prosiriti u teselaciju ravni.

Slika 2.24: Primer temena u kojima se sastaju nepravilni ¢etvorouglovi koja ne mozemo prosiriti u teselaciju ravni.

Ocigledno je da kako je zbir uglova u bilo kom cetvorouglu 27 to u svakom ovom primeru su oko potenci-
jalnog temena teselacije sva Cetiri unutrasnja ugla ¢etvorougla koji zelimo da vrsi teselaciju.

Kao i kod trouglova, rotacijom ¢etvorougla oko sredista svake njegove ivice mogli bismo da dobijemo temena
koja se koristeé¢i neku grupu simetrija mogu prosiriti u teselacije ravni.

Dalje, ako bismo zeleli da napravimo monoedarske teselacije petouglovima postavlja se pitanje kakve os-
obine treba da imaju ti petouglovi da bi vrsili teselaciju ravni jer kako ¢emo kasnije zakljuciti, pravilni petouglovi
sami ne mogu da ¢ine teselaciju euklidske ravni. Postoji tatno Cetrnaest vrsta teselacija nepravilnim peto-
uglovima, ovde ¢emo razmatrati par primera.

Znamo da je zbir unutrasnjih uglova svakog petougla je 37 tako da je odmah jasno da za razliku od prethod-
nih razmatranja gde se svaki unutrasnji ugao u slaganju oko temena pojavio bar jednom ovde to ne mozemo
postic¢i. Dakle, rotacijom petougla oko jednog temena ne dobijamo ni potencijalno teme teselacije posto se uvek
javlja ili Supljina ili preklapanje poligona.

Zaklju¢ujemo da ne postoji kombinacija unutrasnjih uglova nepravilnog petougla koja bi oko jednog temena
mogla da €¢ini pun ugao.

Ako bismo malo suzili skup nepravilnih petouglova kojima Zelimo da vr§imo teselaciju tako Sto bismo
razmatrali petouglove kod kojih su dva susedna ugla suplementna, primenjujuéi princip translacije, rotacije ili
refleksije mogli bismo da vrsimo teselacije euklidske ravni.
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Slika 2.25: Primer temena u kome se dodiruje Cetiri nepravilna, podudarna ¢etvorougla. Teme nastaje uzastopnim rotacijama cetvorouglova
oko sredista stranica i to teme se moze prosiriti u teselaciju ravni.

e ata

Slika 2.26: Koristeéi podudarne, proizvoljne, nepravilne petouglove ne mozemo konstruisati teme koje bismo mogli da prosirimo u teselaciju
ravni.

Slika 2.27: Primer temena u kome se dodiruju nepravilni petouglovi, koje mozemo prosiriti u teselaciju ravni jer petouglovi ispunjavaju uslov
da su neka dva susedna unutrasnja ugla tih petouglova suplementna.

— —

e = =

Slika 2.28: Jos jedan primer temena u kojima se dodiruju nepravilni petouglovi, koja su prosirena u teselacije euklidske ravni jer petouglovi
ispunjavaju uslov B + C = 2.
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Slika 2.29: Jos jedan primer temena u kome se dodiruju nepravilni petouglovi, koje mozemo prosiriti u teselaciju ravni jer petouglovi

ispunjavaju uslov A=C=Z ia=bic=d.

Slika 2.30: Jos jedan primer temena u kome se dodiruju nepravilni petouglovi, koje mozemo prosiriti u teselaciju ravni jer petouglovi

ispunjavaju uslov da je A=C =D = %71’ i da su dve susedne stranice tih petouglova medusobno jednake, tj. a = bkaoida jed=c+e.

Slika 2.31: Jos jedan primer temena u kome se dodiruju nepravilni petouglovi, koje mozemo prosiriti u teselaciju ravni jer petouglovi
ispunjavaju uslovdaje A= 3, B+ E=7,20-E=m2D+E=2rid=e=a+c.

Takode teselacija petouglovima je moguca ako su plo¢ice u obliku petouglova koji imaju dva para jednakih
stranica i dva nesusedna prava ugla.

Sada kada smo ispitali moguénosti teselacije mnogouglovima sa 3, 4, i 5 stranica mozemo ovu pri¢u zavrsiti
analiziraj¢i teselacije Sestouglovima.

Kako je zbir uglova u Sestouglu 47 to je jasno da se oko potencijalnog temena teselacije neée pojaviti svi
unutrasnji uglovi Sestougla.
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Slika 2.32: Jos jedan od nacina kako mozemo da napravimo petougao koji ponavljanjem moze da prekrije ravan je lomljenjem jedne stranice
proizvoljnog trougla tako da se nastane petougao koji moze da se slaze ivica na ivicu i to tako §to se polomljene ivice trougla slazu jedna na

drugu.

SOCON IR

Slika 2.33: Po jedan primer teselacije nepravilnim Sestouglovima koja je ivica na ivicu i koja nije ivica na ivicu.

2.6 Teselacije u kruznom obliku i u obliku spirala

Neki od najzanimljivijih nac¢ina redanja plocica u euklidskoj ravni je u kruznom obliku ili u obliku ”jed-
norukih”, ”dvorukih” ili ”viSerukih” spirala. Jasno je da ne moze svaki oblik plocica da se reda tako da ¢ini
spiralu. Najjednostavniji oblik koji moze da ¢ini monoedarsko, spiralno poplocavanje je jednakokraki trougao
sa ostrim uglom, ¢ija je mera delilac punog ugla, izmedu krakova.

Slika 2.34: Jedan od nacina pravljenja spiralnog poplocavanja je redanje oStrouglih jednakokrakih trouglova u ravni, bez preklapanja i
supljina, u krug tako sto ¢e teme izmedu krakova biti zajednicko svim trouglovima. Proces se nastavlja pravljenjem koncentri¢nih krugova od
istih trouglova oko tog kruga. Dalje, se ravan jednom pravom koja sadrzi centar tih krugova i jedan krak trougla podeli na dva dela i translira
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Slika 2.35: Dve spiralne teselacije jednokrakim trouglovima sa dva kraka, nastale su iz kruznog poplocavanja, translacijom dela ravni za neki
vektor.
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Slika 2.37: Plotica koju je napravio Voderberg moze da ¢ini jos§ razli¢itih monoedarskih spiralnih i nespiralnih poplo¢avanja ravni.

Mnoga spiralna poplo¢avanja mogu se nac¢initi lomljenjem jednakokrakog trougla kod koga je ugao pri vrhu
7/12. Tako je na primer nastalo i prvo spiralno poplo¢avanje koje je napravio Hans Voderberg 1936. godine.

Relativno je jednostavno napraviti spiralna poplo¢avanja ravni koje se prostiru u paran broj pravaca.
Izazovnije je napraviti monoedarska spiralna poplo¢avanja spiralama koje se prostiru u neparnom broju pravaca.
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Slika 2.38: Jedno od interesantnih svojstava koje ima Voderbergova plocica je da dve takve plo¢ice mogu da uokvire vise istih plocica.

Slika 2.39: Postoji mnogo nacina na koje neki jednakokraki trougao moze da se transformise u plocicu koja ¢ini monoedarska spiralna i
nespiralna poplo¢avanja, neki su prikazani na slici. Princip pravljenja novih plo¢ica od polaznog trougla je predstavio Goldeberg.

Slika 2.40: Jedno zanimljivo dvosmerno, spiralno poplocavanje ravni.
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Slika 2.41: Model plocice koja pored toga §to moze Ciniti monoedarsko nespiralno poplocavanje ravni pravi i vise spiralnih koja imaju neparan
broj krakova i paran broj krakova.
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Slika 2.42: Primer spirale sa Sest krakova.

2.7 Kvadrirani kvadrati i kvadrirani pravougaonici

Interesantno bi bilo da odemo korak dalje u izu¢avanju temena koja mogu da ¢ine teselaciju ravni i raz-
motramo prekrivanja ravni koja nisu ivica na ivicu i koja se sastoje iz pravilnih poligona istog oblika od kojih
svaki ima razli¢itu duzinu ivice. Proucavaéemo teselacije kvadratima ¢ije su ivice razlic¢itih duzina. U tu svrhu
¢emo uvesti jednu definiciju.

Za neki pravougaonik ili kvadrat kazemo da je kvadrirani pravougaonik (na k kvadrata) ili kvadrirani kvadrat
(na k kvadrata)' ako taj pravougaonik ili kvadrat mozemo da rasparcamo na k kvadrata, gde svaki od njih ima
razli¢itu duzinu stranice od svih ostalih kvadrata koji uéestvuju u pravljenu tog pravougaonika? ili kvadrata?.

Najmanji kvadrirani kvadrat zovemo prosto savrsen kvadrirani kvadrat, skra¢eniceno SPSS (od engleske
slozenice Simple Perfect Squared Square). Prost je jer u sebi sadrzi najmanji moguéi broj kvadrata ivica ra-
zlic¢itih duzina i savrsen je jer su sve ivice medusobno razli¢itih duzina.

Naredna vrsta kvadriranog kvadrata je prosto nesavrieni kvadrirani kvadrat, u oznaci SISS (engleska
skracenica slozenice Simple Imperfect Squared Square). Kao i u prethodnom slu¢aju, ovaj kvadrirani kvadrat

!Mnogi matematicari su se bavili kvadriranim kvadratima i kvadriranim pravugaonicima. Prvi kvadrirani kvadrat je napravio R.
P. Sprague (1939. godine).

'

me

2Najmanji kvadrirani pravougaonik je napravio Willcocks (1951. godine).

10 9
14

18 15

3Kvadrirani kvadrat sa najmanjim brojem kvadrata je konstuisao (1962. godine) A. J. W. Duijvestin i dokazao da ne postoji
kvadrirani kvadrat sa manjim brojem kvadrata razli¢itih stranica (kvadrirani kvadrat sa dvadesetjednom duzinom stranice kvadrata).
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ima najmanji moguci broj kvadrata u sebi, zato ga zovemo prostim, ali kako se duzine nekih stranica ponavljaju,
ne mozemo reéi da je savrSen, pa u tom smislu kazemo da je nesavrsen. Jedan od primera nesavrSenog kvadrata
se dobija kada najmanjem kvadriranom kvadratu zamenimo plocicu duzine ivice 50 jedinica mere sa plo¢icom
duzine ivice 112 jedinica mere (Sto je duzina ivice najmanjeg kvadriranog kvadrata) i dodamo dve ploc¢ice duzine
ivice 62 jedinice mere.

27 19 24

42

62 | 18

35 17
P 16
15 ﬂ

37

50
29 33

112

62

Slika 2.43: Primer prostog nesavrsenog kvadriranog kvadrata koji se dobija tako Sto se kod najmanjeg kvadriranog kvadrata, kvadrat ivice
50 jedinica mere (oznacen isprekidanim linijama) zameni sa kvadratom ivice 112 jedinica mere i iznad i sa strane dodaju dva kvadrata ivice 62
jedinice mere.

Nesavrsene kvadrate mozemo praviti i tako §to redamo plocice po nekom principu simetrije, tako da su
kvadrati ili osno simetriéni ili centralno simetri¢ni. Postoji jos jedna vrsta kvadriranih kvadrata koji ne samo da

27 19 24
8 42
115
17 | 18
35 2.7
1 16
15 | 9
37
25
50 b 4
59 33
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Slika 2.44: Dva nesavriena kvadrata kojima su ploc¢ice poredane simetri¢no u odnosu na horizontalnu osu i simetri¢no u odnosu na dijagonalu
kadrata.

su sastavljeni od kvadrata ¢ije su sve ivice medusobno razli¢itih duzina, pa je takav kvadrirani kvadrat savrsen,
nego je i sloZen, §to znaci da u okviru njega mozemo naci neki kvadrirani pravougaonik ili kvadrat. Ovu vrstu
kvadriranih kvadrata oznacavamo sa CPSS, prva dva slova poti¢u od re¢i Compound i Perfect iz engleskog jezika,
druga dva oznacavaju da je re¢ o kvadriranom kvadratu.
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Slika 2.45: Primer slozenog savrsenog kvadriranog kvadrata.

Napomenuli smo da polazeéi od bilo kog kvadriranog kvadrata mozemo napraviti translacijom tog kvadrata
uniformnu teselaciju ravni. Sada ¢emo razmatrati mogucénost teselacije ravni kvadratima od kojih svaki ima
drugu duzinu stranice od svih ostalih. Algoritam za pravljenje takvih teselacija bi bio sledeéi: Za polaznu tacku
uzimamo bilo koji kvadrirani kvadrat. Na primer, krenuéemo od SPSS. Duzina njegove stranice je 112 nekih
mernih jedinica. Najmanji kvadrat unutar ovog kvadriranog kvadrata ima duzinu dve te jedinice. Ako bismo
njega uvecali na veli¢inu polaznog kvadrata, tj. stranicu tog najmanjeg kvadrata kao i svih ostalih kvadrata
unutar polaznog kvadrata uvecali % = 56 puta i taj novi najmanji kvadrat isparcali kao polazni onda bismo
dobili novi savrSen kvadrirani kvadrat, tj. sve stranice unutrasnjih kvadrata u razli¢ite duzine. Postupak mozemo
da ponavljamo tako Sto svaku novu sliku uveé¢avamo 56 puta i parcamo najmanji kvadrat dok ne prekrijemo
celu ravan.

Zapazimo da duzine stranica mozemo poredati u niz brojeva koji eksponencijalno raste. To je jos bolje
vidljivo ako dopustimo da samo prve dve plocice imaju istu duzinu, neka to bude neka jedini¢na duzina,
oznaci¢emo je sa 1, a svaka naredna ploc¢ica da je kvadrat ¢ija je duzina ivice zbir duzina prethodne dve duzine
ivica. Prepoznajemo da tako dobijamo Fibonaéijev niz brojeva koji stvarno moze da bude niz duzina stranica
kvadrata koji ¢ine teselaciju.

Do sada smo formirali teselacije ravni kvadratima nejednakih ivica tako $to smo po nekom pravilu odredivali
duzine ivica kvadrata. Nije nam poznato da li sa svakim skupom kvadrata, odnosno za svaki niz ivica kvadrata
mozemo napraviti poplo¢avanje ravni. Tako bi bilo zanimljivo proveriti da li plo¢icama ¢ije duzine stranica

formiraju niz prirodnih brojeva mozemo prekriti celu ravan. Sigurno je da mozemo napraviti velike zakrpe
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Slika 2.46: Teselacija pomocu plocica Cije duzine stranica ¢ine Fibonacijev niz brojeva.
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a

Sa:3b

Slika 2.47: Ako dozvolimo da prva plocica u teselaciji bude bilo koji kvadrirani pravougaonik mozemo prekriti ravan tako da su sve ostale
plocice oblika kvadrata i da imaju ivice razli¢itih duzina. Na ovaj nacin Fibonacijevi brojevi dobijaju geometrijsku interpretaciju i lakse ih je
predstaviti i opisati. Ako su stranice tog polaznog kvadriranog pravogaonika a i b, onda dobijamo sledeéi beskonaéni niz duzina stranica ploc¢ica:
a, a+ b, 2a + b, 3a + 2b, 5a + 3b, 8a + 5b, 13a + 8b, 21a + 13b,. ..

plo¢icama ¢ije stranice imaju duzine 1, 2, 3... ali nije poznato da li mozemo prekriti tako celu ravan®.

Na zalost i pored ovoliko raznovrsnih prekrivanja ravni poligonima ¢ije su ivice razli¢itih duzina, samo
nekoliko je naglo §iru primenu.

‘William Tutte je 1948. godine dokazao da ako razmatramo jednakostrani¢ni trougao podeljen na jednakostranicne trouglove
medu trouglovima koji vrse deobu mora postojati bar dva koji imaju istu duzinu stranice. Ovakvim trouglovima moze da se prekrije
cela ravan i time se reSavaju neki problemi iz algebarske geometrije ali time se ovde ne¢emo baviti.
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Glava 3

Uniformne teselacije euklidske ravni

3.1 1-uniformne teselacije euklidske ravni

Sada ¢emo analizirati koji mnogouglovi mogu da se poredaju bez preklapanja i Supljina oko nekog zajed-
nickog temena i koja od tih temena mogu da ¢ine iniformne teselacije euklidske ravni.

Teorema 2 Postoji tacno tri uniformna, pravilna poplocavanja ravni i to sa Sest pravilnih trouglova, cetiri
pravilna ¢etvorougla © tri pravilna Sestougla.

Dokaz: Pretpostavimo da se k pravilnih mnogouglova sastaje u jednom temenu teselacije 7. Da bi ti
mnogouglovi lezali u ravni bez preklapanja i bez Supljina zbir unutrasnjih uglova tih k£ mnogouglova mora biti
27. Poznato nam je da se vrednost unutrasnjeg ugla svakog tog pravilnog mnogougla racuna po formuli:

n—2

p= .
n

Tada dobijamo jednacinu:
n—2

n

2r =

T,

Mnozenjem jednacine sa n i deljenjem sa 7w svodimo je na oblik k(n — 2) = 2n. Dalje, ako jednac¢inu podelimo

sa (n — 2) i malo sredimo dobijamo:
4

n—2

k=2+

Znamo da k i n predstavljaju broj pravilnih mnogouglova koji se sastaje u jednom temenu i broj stranica tih
pravilnih mnogouglova te oni moraju biti prirodni brojevi. Tako dolazimo do zakljucka da (n — 2) mora biti
delitelj broja 4. Trazimo prirodne brojeve n koji zadovoljavaju dati uslov. Takode, broj stranica pravilnog mno-
gougla ne moze biti manji od 3 pa su resenja date Diofantske jednacine: Dalje mozemo proucavati poplocavanja
u ravni gde se u jednom temenu sastaje vise razli¢itih pravilnih mnogouglova. Postavlja se pitanje koliko pravil-
nih mnogouglova moze da se sastaje u jednom temenu teselacije euklidske ravni. Moze nam se uciniti da je

7”L1:3ik'1:6,

n2:4ik2:4,
7”L3:6ik'3:3.<>
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Slika 3.1: Jedine tri pravilne teselacije.

Slika 3.2: Slika koja je uzeta iz jedne decije bojanke, iako na prvi pogled deluje da su svi mnogouglovi pravilni vidimo da to nije slucaj i da
su samo cetvorouglovi pravilni.

moguée da se sastane mnogo razli¢itih pravilnih mnogouglova u jednom temenu, ali to nije sluc¢aj. Pokazimo da
se u jednom temenu teselacije u euklidskoj ravni moze dodirivati najvise 3 razli¢ita pravilna poligona. Naime,
ako pretpostavimo suprotno, tj. da se u svakom temenu prekrivanja euklidske ravni bez Supljina i preklapanja
moze sastajati vise od tri razli¢ita mnogougla dolazimo do kontradikcije. Ako pokusamo cetiri razli¢ita pravilna
mnogo-ugla i to sa najmanjim unutradnjim uglovima (jednakostrani¢ni trougao sa unutrasnjim uglom /3,
kvadrat sa unutrasnjim uglom 7/2, pravilni petougao ¢iji je unutrasnji ugao 37/5 i pravilni Sestougao sa un-
utrasnjim uglom 27/3) da postavimo u jedno teme teselacije euklidske ravni videéemo da to ne mozemo da
uradimo bez preklapanja poligona. Stvarno, zbir uglova tih poligona iznosi 217/10 $to je veée od 2. Ispitivali
smo pravilne mnogouglove sa najmanjim brojem stranica i samim tim i najmanjim unutrasnjim uglovima, ako
bismo zamenili neki od razmatranih mnogouglova mnogouglom sa veé¢im brojem stranica samo bismo dobili ve¢u
sumu uglova, tj. viSe preklapanja tako da zaklju¢ujemo da je najveéi broj pravilnih mnogouglova koji se moze
sastajati u jednom temenu teselacije euklidske ravni tri.

Teorema 3 Postoji tacno jedanaest 1-uniformnih teselacija euklidske ravni. To su tri Platonove teselacije:
(3%), (4%), (63) i osam Aristotelovih teselacija (3*.6), (33.4%), (32.4.3.4), (3.4.6.4), (3.6.3.6), (3.12%), (4.6.12) i
(4.8%)

Dokaz: Teoremu ¢emo dokazati iz dva koraka.

Prvo ¢emo analizirati koji sve pravilni mnogouglovi mogu da se dodiruju u jednom temenu bez medusobnih
preklapanja i bez Supljina izmedu njih.

Pretpostavimo da se u jednom temenu teselacije euklidske ravni dodiruje p; pravilnih poligona ¢iji je broj

¢emo postaviti uslov da je zbir unutrasnjih uglova mnogouglova oko tog temena 27:

n1—2 n2—2 n3—2
T+ P2 ™+ p3
n n2 ng

2mr =pm .

Skrati¢emo jednacinu sa 7 i postaviti jo§ neke dodatne uslove. Naime, znamo da broj stranica pravilnog mno-

gougla ne moze biti manji od 3 pa vazi da su ni,no,ng > 3. Takode, broj pravilnih mnogouglova koji se sastaju
u jednom temenu je najvise 6 (pravilni mnogougao sa najmanjim unutrasnjim uglom je trougao, sa uglom od
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Slika 3.3: Postoji ta¢no jedanaest l-uniformnih teselacija ravni. Teselacija 3*.6 ima dva emorfna oblika, otuda i dva indeksa pored tih
teselacija.

/3 1 zakljuéili smo da najvise 6 pravilnih trouglova moze da se dodiruje u jednom temenu. Takode, unutrasnji
ugao bilo kog pravilnog mnogougla je manji od 7 tako da se u jednom temenu teselacije euklidske ravni moze
dodirivati najmanje 3 pravilna mnogougla. Tako da imamo jos jedan uslov: 3 < p; + p2 + p3 < 6.

Pokusajmo sad da resimo prethodnu jednacinu. Veé smo razmatrali slucaj da se oko temena teselacije
euklidske ravni sastaje samo jedna vrsta mnogougla (Platonove teselacije euklidske ravni), tad su ps i p3 bili
jednaki nuli. Sada ¢emo pretpostaviti da je ps = 0, tj. da se u jednom temenu teselacije euklidske ravni dodiruje
dve vrste pravilnih mnogouglova. Tada pocetna jednacina postaje:

ny — 2 no — 2

2=p + p2 ,
ny N9

2 2
D1 <1—> + p2 (1—> = 2.
ni n2

Imajuéi na umu prethodno postavljene uslove (3 < p; + p2 < 6) dolazimo do zakljuc¢ka da p; i p; mogu imati
slede¢e vrednosti:

t].

Dpr=1lips=2ilip1=2ips=1,
2)pr=1lipp=3ilip1 =3ip2=1,
J)pr=1lipy=4ilipi=4ips =1,
)

4)pr=21ipy =2,
5)pr=2ipy=3ilip1 =31ipy =2,
Razmatrajmo prvi sluc¢aj kad se u jednom temenu sastaju jedan pravilan mnogougao jedne vrste i 2 pravilna

mnogougla neke druge vrste. Tad polazna jednacina dobija oblik:

-2 — 2
M2 o272 _o
ni no

Posle malo sredivanja jednacina mozemo predstaviti na slede¢i nacin:

1 2 1



Odnosno, ako izrazimo n; preko ng dobijamo:

8

n1:2+n2_4.

Odatle, imaju¢i na umu da su n; i ne broj stranica mnogouglova koji moraju biti celi brojevi, sledi da 8 mora
biti deljivo sa (n2 — 4) te dobijamo skup moguih resenja za ng, no € {—4,0,2,3,5,6,8,12}. Znamo da broj
stranica mnogougla ne moze biti negativan, niti manji od tri pa su prihvatljiva resenja jednacine:

1. no =121iny =3,

2. no =81iny =4,

3. n2:61n1:6,

4. n2:5in1:10.

Slucaj kada je no = 3 ne mozemo da prihvatimo jer tada je n; = —6 $to ne predstavlja broj stranica
nijednog mnogougla. Slucaj pod rednim brojem 3. smo ve¢ analizirali. To je prekrivanje euklidske ravni
pravilnim Sestouglovima. Zaklju¢ujemo da smo potencijalno dobili tri nova tipa temena teselacije euklidske ravni
pravilnim mnogouglovima. To su reSenja jednacine pod rednim brojevima 1, 2. i 4, tj. kada se u jednom temenu
sastaju dva pravilna dvanaestougla i jedan jednakostrani¢ni trougao, odnosno dva pravilna osmougla i jedan
kvadrat i na kraju dva pravilna petougla i jedan desetougao. Prou¢imo sad sluc¢aj 2) kad se u jednom temenu

Y i

SR

Slika 3.4: Teme u kome se dodiruju dva pravilna dvanaestougla i jedan trougao, u oznaci 3.12.12.

Slika 3.6: Teme u kome se dodiruju dva pravilna petougla i jedan desetougao, u oznaci 5.5.10.

dodiruju jedan pravilan mnogougao jedna vrste i tri pravilna mnogougla druge vrste. Zelimo da pronademo koje
su to moguce vrste mnogouglova. Ponovo ¢emo krenuti od uslova da je zbir unutrasnjih uglova mnogougla oko
tog temena 27, tj. imamo slede¢u Diofantsku jednacinu:

ny — 2 no — 2 .

+3
ni ng

2.
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Odnosno, ako izrazimo odatle n; preko no dobijamo:

3

n1:1+n2_3.

Kao i u slu¢aju 1) reSenja za nj i ny moraju biti prirodni brojevi veéi od tri pa zakljucujemo da (ny — 3)|3.
Odnosno, ny € 4,6. Ako je ng = 6 onda je n; = 2 §to ne mozemo da prihvatimo jer broj stranica mnogougla ne
moze biti 2. Ako je ng =4 onda je i n; =4 i taj smo slucaj ve¢ razmatrali (prekrivanje ravni kvadratima).
Ako razmatramo sad slucaj 3) kad se u jednom temenu dodiruju jedan pravilan mnogougao jedna vrste
i Cetiri pravilna mnogougla neke druge vrste iz uslova da je zbir unutrasnjih uglova pravilnih mnogouglova koji
se dodiruju u jednom temenu 27 dobijamo jednacinu:
ny — 2 ng — 2 .

+4 =2
ni no

Ako dobijenu jednaécinu sredimo i zrazimo nj preko ne dobijamo:

2n9
ng=-——.
" 30y -8
Znamo da vazi n; > 3 pa dalje imamo:
277,2
3 ——,
— 3ng — 8

Odnosno: uslov Tne < 24, tj. ng < 2—74 ~ 3 odakle zaklju¢ujemo da je jedino resSenje ove jednacine u skupu
prirodnih brojeva

ny =061ny = 3.

—% )
/ 24

Slika 3.7: Teme u kome se dodiruju cetiri pravilna trougla i jedan pravilan Sestougao, u oznaci 3.3.3.3.6.

Analizirajmo sad slucaj 4) kada se u jednom temenu sastaju dva pravilna mnogougla stranice n; i dva pravilna
mnogougla stranice no. Polazeéi od uslova da je zbir unutrasnjih uglova tih mnogougla oko zajednickog temena

27 dobijamo slede¢u jednacinu:
-2 -2
M T2 272 o
ni no

1

posle mnozenja sa 5 i malo sredivanja dobijamo jednacinu:

Ako odatle izrazimo no preko n; dobijamo:

ng = .
n1—2

Resenja trazimo u skupu prirodnih brojeva pa dobijamo da n; — 2 treba da deli 4. Odatle dobijamo dva moguca
reSenja polazne jednacine, to su:
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Slika 3.8: Teme u kome se dodiruju dva pravilna trougla i dva pravilna Sestougla, u oznaci 3.3.6.6 i 3.6.3.6.

ANO >
Sagl g
Slika 3.9: Teme u kome se dodiruju tri pravilna trougla i dva kvadrata, u oznaci 3.3.3.4.4 i 3.3.4.3.4.

1. np =41ine =4,
2. n1:6in2:3.

Prvi slucaj smo veé razmotrili (prekrivanje ravni kvadratima), tako da éemo razmatrati slucaj 2. kada se u
jednom temenu dodiruju dva pravilna trougla i dva pravilna Sestougla. U ovom slu¢aju imamo dve moguénosti
raspodele ovih mnogouglova: 3.3.6.6 i 3.6.3.6. Prou¢imo sad jos sluc¢aj kad je broj mnogouglova jedne vrste
dva a druge tri. Tada dobijamo jednacinu:

ny — 2 no — 2 .

2 +3
ni no

2,

Opet ¢emo izraziti broj stranica jednog mnogougla preko broja stranica drugog mnogougla:

4 8

n1:§+3(n2—2)'

Odatle, zato $to n; mora biti ceo broj zaklju¢ujemo da (ng — 2) mora deliti 8. U skupu celih brojeva ns moze
imati slede¢e vrednosti: ng € {—6,—2,0,1,3,4,6,10}. Naravno, neka resenja netemo razmatrati posto broj
stranica mnogougla ne moze biti negativan, niti manji od tri. Jedino reSenje ove Diofantske jednacine dobijamo
za no = 3 i tada je n; = 4, u ostalim slucajevima dobijamo da m; nije ceo broj §to je nemoguée. Dakle, i ovde
mozemo poredati poligone na dva nacina.

Sada ¢emo joS razmotriti sluc¢aj prekrivanja ravni sa tri vrste pravilnih mnogouglova koji se dodiruju u
jednom temenu. Postavimo uslov da je zbir unutrasnjih uglova oko jednog temena 27:

ny — 2 no — 2 ng — 2

™+ P2 T+ p3
n1 n2 n3

2m =p1 m,
da je broj stranica svakog mnogougla ceo broj veéi ili jednak tri i da je broj mnogouglova koji se sastaju u
jednom temenu manji od Sest ali veéi od dva, tada za p; imamo sledeée kombinacije:

1)p1:17p2:1ip3:17
2)])1:1,]92:21]93:1111
pr=2p2=1lipsg=1
ﬂiplzl,pgzlip;g:Q
3)p1:1,p2:31p3:1ﬂi
pr=3,p2=1ips=1
ilip1:17p2:1ip3:3
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U slucaju 1) kad se u jednom temenu dodiruje po jedan mnogougao svake vrste dobijamo jednacinu:

1 1 1 1

niy no ns 2

Trazimo reSenja ove jednacine u skupu prirodnih brojeva. Pretpostaviéemo da vazi n; < ne < ns, analogno
bismo razmatrali i druge sluc¢ajeve. Dalje, znamo da su nj,ne, ng > 3. Krenimo redom, pretpostavimo da je
n1 = 3. Tada dobijamo da je

1 1 1
ny g 6
odnosno
. 6712
ng = Ny — 6.
Kako n3 mora biti pozitivno odatle mozemo izvudéi uslov da n62"_26 > 0, tj. kako je ng sigurno veée od nule to

imamo uslov da je no 6 Prvi ceo broj veéi od 6 je 7 pa ¢emo razmatrati koje vrednosti moze imati n3 kada je
ny = 31 ng Z 7:

1. n1 =3, no=71ng =42,

2. n1:3,n2:8in3:24,

3. n1=3,n9=91n3 =18,

4. n; =3, ng =101 n3 =15,

Dalje, kad je ny = 3 i ng = 11, reSavanjem polazne jednacine za n3 ne bismo dobili ceo broj koji bi predstavljao
broj stranica mnogougla. Takode, ako bismo analizirali slucaj n; = 3 i no = 12 tada bi bilo n3 = 12, Sto
ne zadovoljava uslov da su svi mnogouglovi koji se sastaju u ovom temenu sa razli¢itim brojem stranica. Tu
¢emo stati jer ako bismo povecavali dalje no, ng bi se smanjivao i ne bi bila zadovoljena pocetna pretpostavka
ny < ng <ns.

Sledeée $to ¢emo razmatrati je kad je ny > 3. Tada za n; = 4 iz polazne jednacine dobijamo:

1,11
ne nsy 4’

odatle mozemo izraziti ng preko ns i dobijamo opadajuéu funkciju:

4TL2

ng = .
ng —4

Analogno razmatranju za ni = 3 znajuéi da ng mora biti pozitivno, dobijamo uslov da je ny > 4. Kako je
ng > n1 to postoje dva reSenja ove jednacine ako pretpostavimo da jeny =4 1. ny =4, no =51 ng = 20,
2. n1:4, n2:6in3:12,

Drugih resenja nema jer za n; = 4 i no = 7, ng nije iz skupa prirodnih brojeva. Ako bismo stavili

N ~—

Slika 3.10: Teme u kome se dodiruju jedan pravilan dvadesetougao, jedan pravilni petougao i jedan kvadrat, u oznaci 4.5.20.

da sun; = 4 ing = 8 onda dobijamo i da je n3 = 8 Sto se ne slaze sa pocetnom pretpostavkom da su svi
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Slika 3.12: Teme u kome se dodiruju pravilan trougao, pravilan sedmougao i pravilan cetrdesetdvougao, u oznaci 3.7.42.

mnogouglovi koji se sastaju u ovom temenu razli¢iti. Dalja reSenja netemo razmatrati posto smo rekli da je
jednacina nz = n42"_24 opadajuéa i ne bismo mogli da dobijemo nijedno resenje koje veé nismo dobili. Sest resenja
koja smo dobili su sledeca:

1. n1:3, n2:7in3:42,
np =3, no = 8 1ng = 24,
n1:3,n2:9in3:18,

n, =3, ng = 10 i ng = 15,
n1:4, n2:5in3:20,
ni :4, n2:6in3:12,

i to su jedina resenja jer kada bismo za m; uzimali veée vrednosti i predstavljali n3 kao funkciju od ng ta
funkcija bi bila ponovo opadajué¢a sa horizontalnom aimptotom n3 = 3 i za bilo koje ngy > ny ng ili ne bi bio
prirodan broj ili bi bilo manje od n; i ng Sto ne bismo mogli da prihvatimo kao resenje.

Kada se u jednom temenu dodiruje dva mnogougla jedne vrste (broj stranica ni) i po jedan neke druge dve
vrste (ng 1 ng) onda iz uslova da je zbir unutrasnjih uglova oko tog temena 27 dobijamo dve moguée kombinacije
pravilnih poligona:

1. n1:3, n2:12in3:4,

2. niy :4, n2:3in3:6.

Da li jos mozemo da podelimo ravan pomoc¢u 3 pravilna mnogougla ¢iji je broj stranica ni i po jednog
pravilnog mnogougla sa brojem stranica ng i n3? Pretpostavimo da je moguce i da su u pitanju pravilni trougao,
Cetvorougao i petougao. Da bi ova kombinacija mnogouglova mogla da ¢ini teme teselacije euklidske ravni zbir
unutrasnjih uglova tih mnogouglova oko zajednickog temena treba da bude 27. Medutim, zbir je %W. To znagci
da postoji preklapanje poligona $to je u kontradikciji sa definicijom teselacije i ovo reSenje ne mozemo prihvatiti.
Nijedno drugo reSenje ne¢emo moéi da prihvatimo jer smo u prethodnom slucaju izabrali pravilan trougao,
Cetvorougao i petougao koji imaju najmanji unutrasnji ugao i kad bismo neki od njih zamenili sa nekim drugim
poligonom dobili bismo samo veéa preklapanja poligona.

AN ol o
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Slika 3.13: Teme u kome se dodiruju pravilan trougao, pravilan osmougao i pravilan dvadesetcetvorougao, u oznaci 3.8.24.

Slika 3.14: Teme u kome se dodiruju pravilan trougao, pravilan devetougao i pravilan osamnaestougao, u oznaci 3.9.18.

Tabelarni prikaz svih temena

Redni broj Redni broj Tip

vrste temena | tipa temena temena
1 1 3.3.3.3.3.3
2 2 4.4.4.4
3 3 6.6.6
4 4 4.8.8
5 ) 3.12.12
6 6 5.5.10
7 7 3.3.3.3.6
8 8 3.3.6.6
8 9 3.6.3.6
9 10 3.3.3.4.4
9 11 3.3.4.3.4
10 12 3.3.4.12
10 13 3.4.3.12
11 14 3.4.6.4
11 15 3.4.4.6
12 16 4.6.12
13 17 3.7.42
14 18 3.8.24
15 19 3.9.18
16 20 3.10.15
17 21 4.5.20

Ocigledno je da ima 17 kombinacija pravilnih poligona koji mogu da se dodiruju u jednom temenu. Te kom-
binacije ¢emo zvati vrstama temena. U tabeli smo naveli da neke vrste temena imaju po dve kombinacije. Te
kombinacije ¢emo nazivati tipovima temena.

U drugom koraku dokaza teoreme 2. ¢emo istraziti koju od dvadesetjedne vrste temena mozemo prosiriti na
uniformne teselaciju euklidske ravni. Dokaza¢emo postojanje pravilnih, uniformnih teselacija (3%) i (4*) direktno,
razmatrajuéi dve familije (za svaku teselaciju po jednu familiju) paralelnih pravih koje ¢ine ivice beskonac¢nih
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Slika 3.15: Teme u kome se dodiruju pravilan trougao, pravilan desetougao i pravilan petnaestougao, u oznaci 3.10.15.

Slika 3.16: Teme u kome se dodiruju dva pravilna trougla, kvadrat i pravilan dvanaestougao, u oznaci 3.4.3.12 i 3.3.4.12.

plocica. Pravilnu teselaciju pomoc¢u pravilnih Sestouglova mozemo izostavljanjem odredenih temena te teselacije
svesti na teselaciju pravilnim trouglovima koja kako smo u prethodnom razmatranju zakljucili da sigurno postoji.
Isto tako mozemo pokazati da se temena 4.8.8, 3.12.12, mogu progiriti u uniformne teselacije euklidske ravni.

Medutim, teme 5.5.10 se ne moze prosiriti u uniformnu teselaciju euklidske ravni bez supljina ili prekla-
panjal. Stvarno, ako skiciramo jedno teme 5.5.10 i ozna¢imo ga sa T} i onda pokusamo da nastavimo teselaciju
tako §to kod temena As "dodamo” jo$ jedan petougao, kod temena As jedan desetougao i kod temena Ay jos
jedan petougao dobijamo da kod temena As imamo Supljinu, odnosno nema dovoljno mesta da stane jo§ jedan
petougao?. Dalje ako analiziramo teme 3.3.3.3.6 shvati¢emo da mozemo ponavljajuéi istu kombinaciju mnogou-
glova da prekrijemo celu ravan. Kao i kod temena 3.12.12 mozZemo svesti na teselaciju pravilnim trouglovima
tako §to ¢emo "izbaciti” neka temena teselacije.

Kepler je ilustracijom u knjizi Harmonija sveta (Harmonices Mundi) pokazao da teme 5.5.10 ne moze da se prosiri u teselaciju
ravni.

2
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Slika 3.17: Teme u kome se dodiruju pravilan trougao, dva kvadrata i jedan pravilan Sestougao, u oznaci 3.4.4.6 i 3.4.6.4.
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Slika 3.18: Pregled svih vrsta temena, neka mogu da ¢ine teselacije ravni, neka ne mogu.

Slika 3.19: Pravljenje teselacija pomoéu beskonaénih traka koje su nastale brisanjem odgovarajuéih temena teselacije 3¢ tako da ostanu
familije paralelnih pravih koje su granice tih beskonac¢nih traka.

Slika 3.20: Pravljenje teselacija pomoéu beskonaénih traka koje su nastale brisanjem odgovarajué¢ih temena teselacije 4 tako da ostanu
familije paralelnih pravih koje su granice tih beskonac¢nih traka.

N AN

/ / \

/ AN
AN

Slika 3.21: Svodenje teselacije 6% na 3% izostavljanjem nekih temena teselacije. Naravno, moguée je dokazati postojanje teselacije 63 kao
dualnog poploGavanja teselacije 36.

Slika 3.22: Izostavljanjem nekih temena teselacije 4.82 moze se napraviti teselacija 4% i tako pokazati da teselacija 4.82 postoji.
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Slika 3.25: Izostavljanjem nekih temena teselacije 3%.6 moze se napraviti teselacija 3% i tako pokazati da teselacija 3%.6 postoji.

Ako razmotrimo teme 3.3.6.6 ne mozemo koristeéi samo tu vrstu temena prekrijemo celu ravan. Odnosno,
teselacija nije uniformna. Teme 3.6.3.6 mozemo prosiriti u uniformnu teselaciju euklidske ravni i to potvrdujemo
time §to izostavljanjem nekih temena te teselacije dobijamo teselaciju (3%) za koju smo veé¢ dokazali da se moze
prosiriti u teselaciju ravni. Teme 3.3.3.4.4 takode moze biti teme uniformne teselacije ravni. To se moze pokazati
deljenjem ravni na otvorene topoloske diskove (beskonacne trake). Kao i u slucaju kad smo analizirali teme 4.8.8,
tako i teme 3.3.4.3.4 jeste teme uniformne teselacije euklidske ravni jer izbacivanjem nekih temena te teselacije
mozemo konstruisati teselaciju (4%), za koju smo pokazali da je teselacija euklidske ravni. Ispitaéemo sad teme
u kome se sastaju dva pravilna trougla, jedan kvadrat i jedan pravilni dvanaestougao. Mozemo uociti da postoje
dve vrste ovog temena, 3.3.4.12 1 3.4.3.12. Sobzirom da uniformna teselacija "trazi” da su sva temena iste vrste,
obe ove vrste temena se ne mogu pro§iriti u uniformnu teselaciju euklidske ravni. Ako uo¢imo u ravni teme u
kome se sastaje jedan pravilan trougao, dva kvadrata i jedan pravilan Sestougao opet je ocigledno da postoje
dve vrste ovog temena, 3.4.6.4 i 3.4.4.6. Postavlja se pitanje da li se ova temena mogu prosiriti na uniformnu
teselaciju euklidske ravni. Zakljuéujemo da se oba temena mogu prosiriti u teselaciju euklidske ravni samo
nisu obe uniformnene. Teselacija (3.4.6.4) jeste uniformna jer mozemo koristiti samo tu jednu vrstu temena
za prekrivanje euklidske ravni §to ne mozemo da uradimo samo koristeéi teme 3.4.4.6. Na kraju, teme 4.6.12
je poslednje koje mozemo proSiriti u uniformnu teselaciju euklidske ravni. Ostaje nam jo§ da dokazemo da
tipove temena u kojima se dodiruju tri mnogougla razli¢itih vrsta (a to su sledeéih pet vrsta temena: 3.7.42,
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Slika 3.27: Izostavljanjem nekih temena teselacije 3.6.3.6 moze se napraviti teselacija 3% i tako pokazati da teselacija 3.6.3.6 postoji.

7

Slika 3.28: Pravljenje teselacija pomoéu beskonaé¢nih traka koje su nastale brisanjem odgovarajuéih temena teselacije 3%.42 tako da ostanu
familije paralelnih pravih koje su granice tih beskonac¢nih traka.

Slika 3.30: Izostavljanjem nekih temena teselacije 3.4.6.4 moze se napraviti teselacija 3% i tako pokazati da teselacija 3.4.6.4 postoji.
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Slika 3.32: Skica dokaza ¢injenice da ako se u jednom temenu teselacije sastaju tri razli¢ite vrste pravilnih mnogouglova, od kojih je jedan sa
neparnim brojem stranica (u ovom slu¢aju trougao), to teme se ne moze prosiriti u teselaciju ravni. p i ¢ predstavljaju broj stranica druga dva
mnogougla koji se u posmatranom temenu dodiruju sa trouglom.

3.8.24, 3.9.18, 3.10.15 i 4.5.20) ne mozemo prosiriti u uniformnu teselaciju ravni. Oc¢igledno, svaki od navedenih
tipova temena sadrzi bar jedan mnogougao sa neparnim brojem stranica. Prvo ¢emo odatle izdvojiti one tipove
temena koja sadrze pravilni trougao i za njih koristiti zajednicku oznaku 3.p.q, gde p i ¢ predstavljaju broj
stranica odgovarajué¢ih mnogouglova.Oznaéimo temena trougla sa Ty, T i T3. Zelimo da proverimo da li polazef
od temena 3.p.g mozemo da dobijemo uniformnu teselaciju euklidske ravni. To znac¢i da bi sva tri temena
trougla morala da budu isti tip temena, odnosno, da u svakom temenu treba da se dodiruju sva tri mnogougla.
Pretpostavimo da je stranica 1175 zajednicka stranica trougla i mnogougla sa brojem stranica p i da je stranica
11715 zajednicka stranica trougla i mnogougla sa brojem stranica g. Pretpostavimo da je T> teme uniformne
teselacije (3.p.q). Stranica 717 je stranica pravilnog mnogougla sa brojem stranica p i onda je i ugao kod temena
T5 podudaran sa uglom kod temena T7. Dalje, kako smo pretpostavili da je T, teme uniformne teselacije, tako
je tredi poligon koji sadzi teme T» mnogougao sa brojem stranica q. To su jedina tri mnogougla koja se sastaju
u tom temenu pa je 1573 stranica mnogougla sa brojem stranica ¢ i unutrasnji ugao tog mnogougla u temenu
T3 jednak je onom kod temena T5. Sa druge strane, stranica 7173 je zajednicka stranica trougla i mnogougla sa
brojem stranica ¢ pa je unutrasnji ugao tog mnogougla kod temena T35 podudaran unutrasnjem uglu kod temena
T5. Tako smo dobili da su mnogouglovi koji se sastaju u temenu 73 jednakostrani¢ni trougao i dva pravilna
mnogougla stranice ¢ Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da se u temenu teselacije sastaju tri razlicita
mnogougla. Zaklju¢ujemo da temena 3.7.42, 3.8.24, 3.9.18, 3.10.15 ne mogu biti temena nijedne uniformne
teselacije euklidske ravni. Analogno zaklju¢ujemo da ni teme 4.5.20 ne moze biti teme uniformne teselacije
euklidske ravni. Kao i u slucaju kod trougla dobili bismo kontradikciju redajuéi poligone oko petougla. Time
smo dokazali teoremu 2.¢

U dokazu teoreme smo strogo vodili racuna da su teselacije uniformne, tj. da su temena teselacije iste
vrste. Mozemo analizirati koje teselacije mozemo napraviti ako popustimo uslov da su sva temena iste vrste i
dopustimo da su temena teselacije istog tipa. Prvo ¢emo razmatrati tip pod rednim brojem 8, kada se u jednom
temenu dodiruju dva pravilna trougla i dva pravilna Sestougla. Jasno je da je moguce na jednakim rastojanjima
postaviti paralelne linije i tako podeliti ravan na beskona¢ne trake koje se mogu nezavisno pomerati. Tako
dobijamo dve neekvivalentne pozicije poligona. Kako traka ima beskonatno mnogo tako imamo i beskonacno
mnogo teselacija.
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Slika 3.33: Na prvoj slici je prikazana uniformna teselacija 3.6.3.6 sa podebljanim granicama traka koje se nezavisno mogu pomerati i tako
Ciniti teselacije prikazane na ostalim slikama.

=

Slika 3.34: Mogucée je napraviti beskona¢no mnogo teselacija koristeéi samo tip temena pod rednim brojem 9 (3.3.3.4.4 i 3.3.4.3.4).

Slika 3.35: Mogucée je praviti beskona¢no mnogo teselacija u kojima figuriraju samo dve vrste temena, 3.3.4.6 i 3.4.3.6.

Analogno, ramotri¢emo prekrivanja ravni kvadratima i pravilnim trouglovima, odnosno tip temena pod
rednim brojem 9:
Ponovo mozemo primetiti da cik - cak linijama, koje su postavljene na jednakim rastojanjima, mozemo podeliti
ravan na beskonac¢ne trake koje se mogu nezavisno pomerati. Mozemo pomerati bilo koju traku ili je menjati
njenom slikom u ogledalu i opet dobijamo beskona¢no mnogo poplocavanja ravni.

Razmatrajmo sad slucaj kada se u jednom temenu sastaju dva jedakostrani¢na trougla, jedan kvadrat i
jedan pravilan Sestougao, tj. tip temena 3.3.4.6 koji smo naveli pod rednim brojem 10.

Mozemo da prou¢imo i diskove koji nastaju tako Sto skup od jednog Sestougla i kvadrata i trouglova oko
njega tretiramo kao jednu ploc¢icu. Ako rotiramo bilo koji disk za 7/6 dobijamo nove teselacije ravni. Kako u
ravni mozemo uociti beskona¢no mnogo ovakvih diskova, to zaklju¢ujemo da imamo beskona¢no mnogo razli¢itih
teselacija pomocu temena tipa 3.3.4.6.

3.2 k - uniformne teselacije euklidske ravni

Sada ¢emo uvesti jedno uopstenje 1-uniformnih teselacija euklidske ravni:
Teselaciju euklidske ravni kod koje su sve ivice teselacije ivice pravilnih poligona zovemo k-uniformnim ako
temena te teselacije, ¢ine tacno k razlic¢itih klasa te ravni. Jasno je da teselacije euklidske ravni koje smo do sad
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Slika 3.36: Dvadeset 2-uniformnih teselacija.

analizirali su 1-uniformne teselacije. Oznaka koju ¢emo koristiti za k-uniformne teselacije je (T1;T5; ...; Tx), gde
su 7T; tipovi temena koji mogu ¢initi teselacije euklidske ravni.

Teorema 4 Postoji tacno dvadeset razli¢itih tipova 2-uniformmnih teselacija euklidske ravni pravilnim mmno-
gouglovima 1 to su:
(3%,3%.6)1, (3%;3%.6)a, (35;33.42)1, (35,33.42)9, (3%;32.4.3.4), (35,3%2.4.12), (3%;32.6%), (3*.6;32.6%),
(33.4%,32.4.3.4)1, (33.42;3%2.4.3.4)9, (3%.4%,3.4.6.4), (33.42;4%),, (3%.4%;4%),, (32.4.3.4;3.4.6.4), (3%.6%;3.6.3.6),
(3.4.3.12;3.12?), (3.4%.6;3.4.6.4), (3.4.6.4;4.6.12), (3.42.6;3.6.3.6)1 i (3.4%.6;3.6.3.6)>.

Dokaz ove teoreme izvodi se analogno dokazu teoreme 2 iz dva koraka, ali njima se ne¢emo baviti. Kom-
pletan dokaz teoreme je objavio Krotenheerdt (1969. godine).o

Zadrzimo se malo na analiziranju temena 2-uniformnih teselacija. Mozemo da prvo da uo¢imo da se teme
koje je oblika 4.8.8 ne pojavljuje ni u jednoj 2-uniformnoj teselaciji, niti moze da se pojavi u nekoj k-uniformnoj
teselaciji za k > 2. Takode, neki tipovi temena ne mogu da ¢ine sami uniformne teselacije ali u kombinaciji
sa drugim vrstama temena mogu da ¢ine k-uniformne teselacije. Jos jedna iteresantna ¢injenica je da u svakoj
k-uniformnoj teselaciji koja sadrzi bar dva razlic¢ita temena (k > 2) bar jedno od temena mora da bude nekog
tipa kod koga u teselaciji ucestvuje trougao. Drugim re¢ima, vazi teoremas:

Teorema 5 Sve ivica na wicu k - uniformne teselacije (k > 2) euklidske ravni pravilnim poligonima
sadrze jednakostranicne trouglove.
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Dokaz: Teoremu ¢emo dokazati tako Sto ¢emo ispitati tipove temena koja ne sadrze pravilan trougao
i proveriti da li ona uopste mogu da formiraju teselaciju ravni ili da li kad formiraju uniformne teselacije da li je
obavezno dodati i neki tip temena gde figurira pravilan trougao ili je ta teselacija jednouniformna. Potsetimo se
prvo tipova temena koja ne sadrze pravilan trougao i koja se ne mogu prosiriti u teselaciju euklidske ravni. To
su temena 4.5.20 i 52.10. Ostaje nam jo§ da proverimo da li pomoéu temena 4%, 62, 4.82 i 4.6.12, bez koriséena
temena u kojima se sastaju trouglovi moZzemo napraviti k-uniformne teselacije, gde je k > 1. Ako tako podemo
od tipa temena 4* da bismo dobili k-uniformnu teselaciju gde je k > 2 susedno teme treba da bude nekog drugog
tipa od polaznog i da sadrzi dva kvadrata koji imaju zajednicku stranicu. Tada to susedno teme jedino moze
biti tipa 33.4% ili 3.4%2.6. U oba slucaja u teselaciji ucestvuju jednakostraniéni trouglovi. Dalje, ako po¢nemo
da pravimo teselaciju od temena u kome se sastaje tri estougla (tip temena 6%), susedno teme treba da bude
nekog drugog tipa i da sadrzi dva Sestougla koji imaju zajednicku ivicu. Pomoc¢u tabele moguéih tipova temena
zaklju¢ujemo da taj drugi tip temena moze biti samo 3.3.6.6 i opet u teselaciji mora da ucestvuje i poligon u
obliku trougla. Ako podemo od temena tipa 4.6.12 i Zelimo da napravimo k-uniformnu teselaciju, gde je k > 1,
slede¢e teme mora sadrzati trougao jer nijedan drugi tip temena, sem 3.42.6, 3.4.6.4 i 3.4.3.12 ne sadrzi tacno
dva ista poligona kao i polazno teme. Ranije smo napomenuli da za k > 2 ne moze se konstruisati k-uniformna
teselacija ivica na ivicu koja sadrzi teme tipa 4.82. jer sledeée teme teselacije mora sadrzati tacno dva poligona
prethodnog temena a teme drugog tipa sa tom osobinom nema. Time smo dokazali teoremu 5. ©

Ako bismo razmatrali 3 - uniformne teselacije ravni, uocili bismo da se moze konstruisati 61 vrsta 3-
uniformnih prekrivanja ravni, koje ne¢emo navoditi. Njih je prvi klasifikovao Chavey (1984.) u svom doktorskom
radu. Medutim, za svako k > 3 ne znamo broj mogucih teselacija euklidske ravni, niti mozemo pretpostaviti
kom broju priblizno tezi, tako da za k = 4, k = 5, itd. ovaj problem ostaje otvoren.

Krotenheerdt nije resio ovaj problem ali je u nekoliko radova razmatrao slican problem kojim ¢emo se i mi
ovde malo pozabaviti. Naime, on je proucavao k-uniformne teselacije kod kojih su sve vrste temena razlicite,
tj. da postoji k razli¢itih tranzitivnih klasa temena teselacije. Jasno je da se za k =11 k = 2 skup Krotenheerd-
tovih teselacija se poklapa sa skupom svih 1-uniformnih i 2-uniformnih teselacija. Oznacicemo broj razli¢itih
Krotenheerdtovih teselacija sa K(k), gde k predstavlja red uniformne teselacije. Za svako k > 2 mozemo da
odredimo K (k). Tako smo iz skupa 3-uniformnih teselacija izdvojili 39 Krotenheerdtovih uniformnih teselacija.
Moze se dokazati da npr. postoji bar dve Krotenheerdtove 3-uniformne teselacije koje imaju dva temena tipa
30 i tipa 33.42.

Slika 3.37: Tri 3-uniformne teselacije koje imaju vrste temena 35 i 33.42 i jos jednu vrstu temena.

Za 3 < k < 8 dobijamo da je broj Krotenheerdtovih teselacija sledeé¢i: K(4) = 33, K(5) = 15, K(6) = 10,
K(7) = 7. Ako je k > 8 onda ne mozemo napraviti Krotenheerdtove uniformne teselacije, tj. za svako k > 8
K(k)=0.

Sada kada smo definisali k-uniformne teselacije, definisa¢emo jo§ demi-reqularne teselacije kao k-uniformna
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Slika 3.39: Dve 3-uniformne teselacije koje imaju dva temena, tipa 4* i tipa 33.42 i jos neko teme.

prekrivanja ravni za k > 2. Kod ovih teselacija imamo dve ili vise tranzitivnih klasa®.

Sada ¢emo razmatrati uniformne teselacije ivica na ivicu i zakrpe koje mogu da se naprave kod razli¢itih
tipova temena, s’tim $to nam ovde necée biti interesantna monoedarska 1-uniformna prekrivanja ravni. Zato u
tabeli sa vrstama temena preska¢emo razmatranje prve tri vrste temena i analizira¢emo koje najveée konveksne
zakrpe mogu da se naprave koriste¢i samo vrste temena pod rednim brojevima 8, 9, 10, 11 i 12 i koje od njih
mogu da se prosire u teselaciju ravni.

U tabeli vrsta temena se pod rednim brojem 8 nalaze dva tipa temena, to su 32.6% i 3.6.3.6. Svaka kon-
veksna zakrpa koja se sastoji od temena vrste 8 moze da se prosiri u teselaciju ravni. Uvek postoji zakrpa koja
je moze potpuno okruziti i samim tim mozemo tako da prekrijemo celu ravan. Isto tako i koristeéi samo vrstu
temena pod rednim brojem 9 (temena tipa 33.42 i 32.4.3.4) mozemo svaku konveksnu zakrpu, koja je sastavljena
od temena te vrste, prosiriti u jo§ vecu zakrpu (ne nuzno konveksnu), koja je obuhvata i ponavljajuéi proces
prekriti celu ravan.

3Tako po definiciji demi - regularnih teselacija mozemo doéi do zakljucka da ih ima beskonaéno mnogo, mnogi autori, prvi medu
njima Matila Ghyka (1962) tvrdi da postoji samo 14 takvih teselacija. Ranije smo zapazili da samo za n = 2 demi - regularnih
teselacija ima 20 tako da se ne zna zasSto se na nekoliko mesta u literaturi ponavlja broj 14. Zanimljivo je da se u razli¢itoj literaturi
pominje razli¢itih 14 demi - regularnih teselacija.
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Slika 3.40: Po jedna k-uniformna teselacija za k =4,k =5k =61k =17.

Slika 3.41: Jedna konveksna zakrpa gde se u svakom temenu sastaje dva pravilna trougla i dva pravilna Sestougla.

Slika 3.42: Zakrpa koja se sastoji od temena u kojima se sastaju tri jednakostrani¢na trougla i dva kvadrata, koja moze da se prosiri u
teselaciju cele ravni.
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Slika 3.43: Najveéa konveksna zakrpa u l-uniformnoj teselaciji euklidske ravni (32.4.3.4).

Slika 3.44: Najveéa konveksna zakrpa ravni sastavljena od temena tipa 3.42.6 i 3.4.6.4.

Medutim, zakrpu koja se sastoji samo od temena tipa 32.4.12 i 3.4.3.12 ne mozemo prosiriti u teselaciju
ravni jer ne postoji polazna konveksna zakrpa. Isto tako ne postoji konveksna zakrpa koja se sastoji samo od
vrste temena pod rednim brojem 12 (vrsta temena 4.6.12) pa netemo razmatrati te teselacije. Na kraju, ako
analiziramo zakrpe koje se sastoje samo od vrste temena koje smo u tabeli naveli pod rednim brojem 11 (tipovi
temena 3.42.6 i 3.4.6.4) vide¢emo da je najveéa konveksna zakrpa koja se moze napraviti sastavljena od velikog
broja plocica (43 plocice) i da ju je moguée prosiriti u teselaciju ravni.

Naravno, postoje i nekonveksne zakrpe koje se mogu prosiriti u teselaciju ravni koristeé¢i samo jednu vrstu
temena, ali i one koje ne mogu.

Nije nam poznato da li svaka konveksna zakrpa koja moze da se prosiri u teselaciju ravni moze da se prosiri
i u veéu konveksnu zakrpu.

Za zakrpu kazemo da je glatka ako je svako teme zakrpe teme u kome se dodiruju bar dva poligona koji ¢ine tu
zakrpu. Pokaza¢emo kako jednu glatku zakrpu koja se sastoji samo od temena tipa 33.4% i 32.4.3.4 moze da se
prosiri u veéu konveksnu zakrpu.

Osené¢imo polaznu zakrpu i ozna¢imo je sa A. Ako Zelimo da je proSirimo, to mozemo uéiniti tako sto prvo
sa spoljasnje strane zakrpe svuda gde je granica zakrpe ivica kvadrata dodamo pravilan trougao a tamo gde je
granica ivica trougla docrtamo kvadrat. Da bismo dobili konveksnu zakrpu spojimo novodobijena temena (nacr-
tano isprekidanom linijom) i novodobijena zakrpa okruzuje staru. Kao $to smo ranije napomenuli, ponavljajuéi
taj proces polaznu zakrpu mozemo prosiriti u teselaciju ravni.

W%

Slika 3.45: Najmanja nekonveksna zakrpa koja je sastavljena od temena vrste 3.42.6 i koja se ne moze prosiriti u teselaciju ravni.

44



Slika 3.46: Jedan primer glatke zakrpe koja se sastoji samo od temena tipa 33.42 i 32.4.3.4 i koja moze da se prosiri u veéu konveksnu zakrpu.

Slika 3.47: Jedna konveksna zakrpa koja nije glatka zato Sto postoji teme zakrpe koje je teme samo jednog trougla i nijednog drugog poligona.
Ona ne moze da se prosiri u veéu konveksnu zakrpu tako Sto se tamo gde je ivica zakrpe stranica trougla doda kvadrat a tamo gde je ivica
zakrpe stranica kvadrata docrta trougao.

3.3 Uniformne teselacije euklidske ravni koje nisu ivica na ivicu

Progiri¢emo sada pri¢u o prekrivanjima ravni poplo¢avanjima koja nisu ivica na ivicu?.

Ako bismo pokusali da nabrojimo sve teselacije koje nisu ivica na ivicu, shvatili bismo da je to nemogude,
cak ako bismo pokusali da navedemo sve monoedarske teselacije zaklucili bismo da ih ima neprebrojivo mnogo.
Jasno je da ako bismo proizvoljno redali plo¢ice parketa dobijamo beskona¢no mnogo teselacija koje nisu
ivica na ivicu. Zato, treba da uvedemo neka pravila i ograni¢enja. Pod uniformnom teselacijom ravni koja nije
ivica na ivicu smatraémo svaku teselaciju u kojoj postoji simetrija poplo¢avanja koja se prenosi tranzitivno sa
jednog temena na drugo teme teselacije. Uveséemo i pojmove ekvitranzitivna teselacija i jednostrana teselacija.
Teorema 6 U zavisnosti od realnog paramtra o, teselacije euklidske ravni pravilnim mmnogouglovima koje

nisu wica na wicu podeljene su u 8 familija.

4U Beogradu ima par zanimiljivih teselacija koje nisu ivica na ivicu.

. L
L%

Posmatrajuéi Keplerove crteze, vidimo da su i njega zanimale teselacije koje nisu ivica na ivicu, ali ¢ini se da posle njega
dugo godina niko nije uzimao u obzir tu vrstu teselacija.

< ()
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Slika 3.48: Neke jednostavne teselacije koje nisu ivica na ivicu.

N

Slika 3.49: Teselacije koje nisu ivica na ivicu koje nastaju nezavisnim pomeranjem traka sa¢injenih od trouglova ili kvadrata.

Za teselaciju euklidske ravni kazemo da je ekvitranzitivna ako za svaku plocicu te teselacije postoji neka
izometrijska transformacija poploc¢avanja, koja tu plocicu slika u bilo koju podudarnu ploéicu.

Za teselaciju euklidske ravni kazemo da je jednostrana ako je svaka ivica teselacije ivica najvise jednog
poligona te teselacije, tj. svaka ivica jednostrane teselacije je neki deo jedne ivice nekog poligona.

Razmatrajmo sada prekrivanja ravni pravilnim mnogouglovima (trouglovima, ¢etvorouglovima, petouglovi-
ma, Sestouglovima, itd.) koji ne leze ivica na ivicu. Za pocetak neka to budu monoedarska poploc¢avanja pravil-
nim trouglovima, ¢etvorouglovima i Sestouglovima. Da li mozemo tako da prekrijemo celu ravan da se poligoni
ne slazu ivica na ivicu? Krenimo redom, analizira¢emo pravilan poligon sa najmanjim brojem stranica. Znamo
da je to jednakostrani¢ni trougao i ve¢ smo zakljucili da postoji monoedarska uniformna teselacija gde je pomocu
ovog trougla. Kako smo veé¢ uveli i pojam topoloskih traka to ovu teselaciju mozemo da podelimo na nezavisne
trake. Svaku traku nezavisno od ostalih mozemo da transliramo po pravcu paralelnom osi trake i za svaku
vrednost vektora translacije dobijamo teselaciju euklidske ravni.

U primerima gde teselacije vrse pravilni trouglovi ili kvadrati, mozemo da dobijemo beskona¢no mnogo
teselacija koje nisu ivica na ivicu, ali mogu u zavisnosti od nekog realnog parametra («) da se svrstaju u nekoliko
familija. Parametar o kod monoedarskih teselacija predstavlja deo susednih stranica poligona koji se preklapa
pri teselaciji, u slucaju diedarskih teselacija euklidske ravni, parametar « predstavlja odnos stranica ta dva
poligona koji ¢ine teselaciju i u slu¢aju da ima tri ili viSe veli¢ina poligona, parametar « predstavlja odnos
stranica poligona koji ima najkra¢u stranicu i poligona koji ima najduzu stranicu.

Dakle, nisu sve teselacije sastavljene od poligona ekvivalentnih samo jednom obliku (monoedarske teselacije).
To je razumnjivo sobzirom na veliki broj teselacija koje nisu ivica na ivicu ali su nam zanimljive iz nekog drugog
razloga. Da se ne bismo rasplinuli u pric¢i, ogranicavacemo se na teselacije koje ako nisu monoedarske, onda
su ekvitranzitivne, ili jednostrane, ili interesantne po nekom drugom svojstvu. Zadrzimo se malo na poslednjoj
familiji i to slucaju kada je o = % Tada se ova teselacija sastoji od trouglova dve veli¢ine umesto tri. Takode,
ovoj familiji pripadaju i poplo¢avanja sa vise od tri veli¢ine trouglova.

Kao $to smo napravili uopstenje uniformnih teselacija koje su ivica na ivicu i uveli pojam k - uniformnih
teselacija, tako mozemo razmatrati i k-uniformne teselacije koje nisu ivica na ivicu.
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Slika 3.50: Mozemo da napravimo i trake od Sestouglova, koje su (topoloski gledano) ekvivalentne sa trakama nacinjenim od kvadrata, ali
iako je tako, njih ne mozemo nezavisno da pomeramo tako da u bilo kom polozaju i dalje ¢ine teselaciju ravni (prekrivanje ravni bez Supljina i

preklapanja).
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Slika 3.51: Osam familija teselacija koje nisu ivica na ivicu.

Slika 3.52: Teselacija trouglovima, koje nisu ivica na ivicu, koju ¢ine jednakostranic¢ni trouglovi sa dve razlicite duzine ivica, sa tri razlicite
duzine ivica i sa pet razli¢itih duzina ivica.
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Slika 3.53: Primer éetiri 2-uniformne teselacije koje nisu ivica na ivicu.

Moguénosti da napravimo k-uniformne teselacije euklidske ravni koje nisu ivica na ivicu ima jako mnogo.
Ako postoji grupa simetrija koje slika jedno teme teselacije u drugo te teselacije su uniformne. Izdvojiéemo i
teselacije euklidske ravni koje nisu ivica na ivicu, sastoje se samo od kvadrata razli¢itih duzina stranica i anali-
zira¢emo neke osobine takvih teselacija. Za m datih razli¢itih ivica kvadrata postoje algoritmi za konstrukcije
poplocavanja tim kvadratima. Naravno, to je moguée ako izmedu tih m ivica da vaze neke relacije. Tako, ako
je m = 3 ravan mozemo prekriti sa kvadratima tri duzina ivica ako i samo ako je duzina jedne ivice jednaka
zbiru duzina druge dve ivice i tada postoji tacno pet razlicitih jednostranih i ekvitranzitivnih prekrivanja ravni
takvim kvadratima.

Slika 3.54: Poplocavanje ravni sa tri vrste kvadrata Cije ivice zadovoljavaju uslov da je duzina jedne ivice jednaka zbiru duzina druge dve
ivice.

Ako je m = 4, tj. imamo 4 kvadrata ivica razli¢itih duzina, za te stranice moze da vazi nekoliko relacija. Ako
zelimo da teselacije budu jednostrane i ekvitranzitivne, moguée je konstruisati nekoliko teselacija. Fiksiracemo
tri stranice da budu duzina a, b i a + b. Cetvrta stranica tada moze imati pet razlicitih vrednosti i to su: 2a,
2b, 2(a+b), 2a+bia+ 2b.

Slika 3.55: Primer teselacije euklidske ravni sa Cetiri vrste kvadrata, ako tri stranice kvadrata koji ¢ine teselaciju u svih pet teselacija imaju
fiksne duzine, a, b i a + b, éetvrta stranica moze imati sledeée duzine: 2a, 2b, 2(a +b), 2a + b i a + 2b.
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Slika 3.56: Jednostrane, ekvitranzitivne teselacije za m =51 m = 6.

3.4 Ploéice u obliku zvezda

Sada ¢emo razmatrati poplocavanja plocicama koje imaju oblik nekonveksnih poligona, tj. razmatra¢emo
plocice koje su pravilni mnogouglovi u obliku zvezde. Ova vrsta teselacija se joS zove stelacija. Pod pravilnim
poligonom u obliku zvezde podrazumeva¢emo nekonveksne poligone dobijene tako sto je svaka stranica konvek-
snog poligona produzena do preseka sa produzetcima drugih stranica. Tako na primer ako krenemo da pravimo
poligon u obliku zvezde od petougla tako Sto svaku njegovu stranicu produzimo na obe strane ”preko” svakog
temena, dobijamo pravilni poligon u obliku zvezde poznat kao petokraka.

A X

Slika 3.57: Primer pravljenja poligona u obliku zvezde. Ako zelimo samo da oznac¢imo temena koja su vrhovi krakova, za ovaj poligon
koristimo oznaku {5/2}, ako Zelimo da oznacimo svih deset temena (i temena krakova i temena polaznog poligona) onda koristimo oznaku [5/2|.

Koristiéemo dve oznake za ovakve poligone. U prvoj, koju je koristio i Kepler, se oznac¢avaju samo temena

dobijenog poligona, ne i temena polaznog. Tako poligon na prvoj slici ima 5 temena i 5 stranica, u oznaci {5/2}.
Ako zelimo da ozna¢imo sva temena, oznaka za takvo oznacavanje temena je |5/2|. Ovaj poligon ima 10 jednakih
stranica i deset jednakih uglova.
Uopsteno, ako imamo jedan pravilan mnogougao sa n stranica i proizvoljni prirodni broj m koji je veéi od 1 i manji
od n onda u zavisnosti da li ozna¢avamo sva temena poligona u obliku zvezde ili samo vrhove ”krakova”imamo
dve notacije n/m i |n/m|. Takav poligon u obliku zvezde dobijamo na sledeéi nac¢in: Obelezimo temena pravilnog
poligona sa Ay, As,..., A, isvaku stranicu tog poligona produzimo u pravu. Tako tacke preseka prave odredene
stranicom A;A; i prave odredene stranicom A +m)Aj +m), zai = 1,2,..,n — 11 j = 2,3,...,n odreduju
temena novog poligona u obliku zvezde.

Lema 2 U zavisnosti od realnog parametra o postoji tacno cetiri familije uniformnih teselacija koje sadrze
pravilne poligone i poligone u obliku zvezde tako da je svako teme teselacije ujedno i teme nekog poligona. Te
familije su: (3.30x-3.30sx), (44on-Aans), (3.60u-6ams) @ (3on-3aux-6).

Dakle, jasno je da u svakoj od ovih uniformnih teselacija figurira bar jedan konveksan pravilan mnogougao.
Zvezdice uz parametar a oznacCavaju dve razliCite vrste temena poligona u obliku zvezde. Poslednje tri familije
imaju dva emorfna oblika u kojima se pojavljuju.

Skiciraéemo dokaz leme: Primecujemo da se u svakom temenu teselacije sastaju dva poligona u obliku
zvezde, jedan poligon temenom pri vrhu kraka a drugi temenom na ivici poligona i da u svakoj teselaciji ucestvuje
samo jedna vrsta poligona u obliku zvezde. U zbiru dva susedna ugla poligona u obliku zvezde daju sumu 2”7_1; m
tako za n = 3, n =4 i n = 6 dobijamo navedene familije teselacija.

U lemi smo naveli da je svako teme teselacije ujedno i teme nekog poligona. Ako bismo pretpostavili da nije
svako teme poligona i teme teselacije dobili bismo mnogo razli¢itih 1 - uniformnih teselacija. Takode u teselaciji
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Slika 3.59: Jedna zakrpa u kojoj figuriraju pravilni petouglovi, desetouglovi i poligoni 15/2].

bi u tom slucaju moglo da ucestvuje vise vrsta poligona u obliku zvezde. Joseph Myers je 2009. godine naveo da
postoji 38 2-uniformnih teselacija i 5 beskonac¢nih familija 2-uniformnih stelacija u zavisnosti od uglova poligona
koji ¢ine teselaciju, medutim on ne navodi dokaz svojih tvrdnji.

Kao to je i Kepler® uvideo, shvatamo da ne mozemo napraviti teselacije koristeéi samo pravilne petouglove
i jo§ vise, zakljucujemo da ako u teselaciji koristimo pravilni petougao jedini pravilni poligon koji moze da se
kombinuje sa njim je neki poligon u obliku zvezde.

Ako pogledamo Keplerov crtez u kome koristi nekonveksne petouglove u obliku zvezde i konveksne petou-
glove i desetouglove mozemo da konstruiSemo zakrpe u obliku romba, koje su sastavljene od delova Keplerovih
crteza, i koje mozemo da proSirimo u teselaciju ravni. Ove zakrpe mozemo da slazemo bilo teme na teme, bilo
da nisu ivica na ivicu nego da se dodiruju tako da su ivice u odnosu zlatnog preseka.

5 Kepler je takode u svom radu razmatrao teselacije poligonima u obliku zvezde.
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Slika 3.61:

Slika 3.62: Arabeska u kojoj figuriraju poligoni u obliku zvezde, [8/2], |4/2|, |12/5|. Jasno je da su pored pravilnih poligona u obliku zvezde
korigéeni i razni nepravilni osmouglovi i Sestouglovi da popune arabesku. Ovo prekrivanje ravni iako je dekorativno, nije pravilno.
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Slika 3.63: Zakrpa u obliku romba, koja je sastavljena od delova Keplerovih crteza. Takve zakrpe mogu da se slazu na razlicite nacine ¢ineéi
tako teselacije euklidske ravni.

Slika 3.64: Jos jedan primer zakrpe u obliku romba koja je nastala na osnovu Keplerovog crteza i jedan od nacina slaganja tih zakrpi.
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Slika 3.65: Pored stelacija koje su zanimale Keplera i nisu ivica na ivicu, postoji joS mnogo takvih stelacija, na slici je prikazano samo par
primera.
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Glava 4

Neke interesantne primene teselacija

4.1 Disekcije plocica

Praveéi arapske Sare nekad je potrebno lomiti ploc¢ice. Sada ¢emo se malo pozabaviti teselacijama koje
mogu nastati lomljenjem pravilnih konveksnih i nekonveksnih poligona.

Slika 4.1: Primer disekcije plocice u obliku pravilnog dvanaestougla i predlog kako izracunati njenu povrsinu ako je dat R, polupreénik
opisanog kruga tog dvanaestougla.

/NN

Slika 4.2: Dva naéina disekcija plocica teselacije (44) pri dokazu Pitagorine teoreme.

Pod lomljenjem pravilnih poligona podrazumevac¢emo da svaki poligon P moze da se podeli na konacan
broj delova (taj broj ¢emo oznacavati sa r) koji mogu sa se presloze i ¢ine plo¢icu monoedarskog prekrivanja
ravni. Tako nastale plocice éemo zvati r-disekcijama polaznog poligona.

Tehnika disekcije nam je korisna u nastavi matematike kada na prakticnom primeru mozemo da pokazemo
neka svojstva poligona kao $to su racunanje povrsine ili dokaz Pitagorine teoreme.
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Slika 4.3: Jos neka zanimljiva monoedarska poplocavanja i disekcije plo¢ica koje ¢ine te teselacije.
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Slika 4.4: Jos neka zanimljiva monoedarska poplocavanja i disekcije plocica koje ¢ine te stelacije.

4.2 M. C. Escher i H. S. M. Coxeter

Jedan od najistaknutijih umetnika koji je u svojim radovima koristio princip teselacije je sigurno M. C. Es-
cher. Ovaj holandski umetnik je poznat po svojoj neobi¢noj skici Relativity gde se igrao sa perspektivom i
prikazao nemoguce stepenice ali nista manje nisu privlacni njegovi crtezi u kojima je koristio ideje teselacije euk-
lidske i hiperboli¢ke ravni. Zanimljivo je da je na nekim svojim crtezima radio zajedno sa jednim matematicarem.
Naime, modele za njegove crteze koji koriste principe hiperbolicke geometrije i Poenkareovog disk modela pravio
je jedan od najveéih strucnjaka iz oblasti geometrije tog vremena, H. S. M. Coxeter. Ta saradnja je opisana u
njegovom radu Andeli i davoli. Escher vesto pravi monoedarske teselacije, odnosno pravi kompozicije koristeci
samo jedan oblik ali i kombinuje oblike i lako prelazi iz jednog oblika u drugi. Tako upotrebljavajuéi jednu vrstu
plocica u obliku gustera Escher nam daje odlican primer monoedarske teselacije pomocéu translacije. Takode, u
Escherovim radovima mozemo primetiti i primere translacije i rotacije.

Slika 4.5: Neki Escherovi radovi u kojima je povezao euklidsku i hiperbolicku geometriju i umetnost.
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