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Uvod

Istorija zakona reciprociteta je zapravo istorija algebarske teorije brojeva. Cuveni matematicar
Heke je ovu ¢injenicu formulisao na slede¢i nacin:

Moderna teorija brojeva datira od otkri¢a zakona reciprociteta. Ovaj zakon jos uvek
pripada teoriji racionalnih brojeva jer moze biti potpuno formulisan kao jednostavna
relacija izmedu racionalnih brojeva; medutim, njegov koncept izlazi van domena
racionalnih brojeva. [...] Razvoj algebarske teorije brojeva koji je aktuelan, ukazuje
na to da koncept zakona reciprociteta postaje razumljiv ako se prede na generalnu
algebarsku teoriju brojeva i da se dokaz svrsishodan prirodi problema moze najbolje
sprovesti sa visokim metodama algebarske teorije brojeva.

Sta predstavlja zapravo zakon reciprociteta? Ojlerov naéin proucavanja ovog zakona je bio
sledeci: kvadratni karakter od a mod p zavisi jedino od klase ostataka p mod 4a. Za Lezandra,
koji je i uveo termin reciprocitet, zakon reciprociteta je bio iskazan na slede¢i nacin: neparni
prost broj p je kvadratni ostatak modulo neki drugi neparan prost broj ¢ ako i samo ako je ¢
kvadratni ostatak modulo p, izuzev kada je p = ¢ = 3 mod 4. Preciznije, Lezandr je za neparne
proste brojeve ¢ definisao simbol g sa vrednostima {—1, +1} zahtevajuéi da vazi <§> = p%

mod ¢ i najavio

Kvadratni zakon reciprociteta: Neka su p, ¢ € N razliciti neparni prosti brojevi. Tada je

()= )
()= s (-

gde se prva i druga jednakost zovu prvi i drugi dopunski zakon, respektivno.

Stavise, imamo da je

Gaus je napomenuo da u formulaciji fundamentalne teoreme o bikvadratnim ostacima je po-

treban skup Z[i] poznat kao Gausov prsten celih. Simbol bikvadratnog ostatka [%] , gde su

7, A € Z[i] prosti koji ne dele 2, je jedinstven element u skupu {£1, +i} tako da vazi kongru-
. N(A)—1

encija [ﬂ =71  mod \. Zakon reciprociteta koji je otkrio Gaus glasi

Bikvadratni zakon reciprociteta: Neka su 7, \ € Z[i| razli¢iti primarni prosti, tj. pretpo-
stavimo da je 7 = A = 1 mod(2 + 2¢). Tada vazi:

- ]



Sli¢no, poslednja formula vazi i za kubne ostatke i primarne proste u Z[w], gde je w primitivni
tre¢i koren jedinice. Naime, za prosti m € Z[w| kazemo da je primaran ako je 7 = 2(mod 3).

Kubni zakon reciprociteta: Neka su mp i my primarni, N(m), N(ms) # 31 N(m) # N(m).

Tada vazi:
(7r2 ) (7r1 )
)4 )

Prvi kompletni dokazi kubnog i bikvadratnog zakona reciprociteta su objavljeni 1844. godine
od strane Ajzenstajna , koji je takode dao odgovarajuée dopunske zakone. Jakobi je medutim,
prvi dao dokaze jos 1837. godine. Jakobi je radio na realizaciji kubnog i bikvadratnog zakona
reciprociteta koristeci ciklotomicnost, ali se ispostavilo da nedostatak jedinstvene faktorizacije
je bio glavni kamen spoticanja. Posle Kumerovog uvoda u njegove idealne brojeve (sa namerom
da nade uopsteni zakon reciprociteta) postalo je moguée raditi sa aritmetikom u ciklotomi¢nim
poljima Q((,). Ajzenstajn je brzo priznao superiornost Kumerovog pristupa i uspeo u nalazenju
specijalnog slucaja opsteg zakona reciprociteta nazvanog:

Ajzenstajnov zakon reciprociteta: Neka je [ neparan prost i pretpostavimo da je a € Z[(]
primaran, tj. kongruentan sa racionalnim celim modulo (1 — ¢;)?. Tada

N(p)—1

Ovde [-ti stepen simbola ostatka (%) je jedinstveni [-ti koren jedinice tako da je(%) =a 1
! l
mod p .

Ovo je bio kratak istorijski pregled o kvadratnom, kubnom, bikvadratnom i Ajzenstajnovom
zakonu reciprociteta. U ovom radu bavimo se kvadratnim zakonom reciprociteta ¢ije izucavanje
se oslanja na osnovne teoreme i rezultate iz elementarne teorije brojeva vezano za skup Z.
Treba ista¢i da kvadratni zakon reciprociteta se moze formulisati i u nekim drugim prstenima,
a ne samo u prstenu Z. Dirihle je dokazao ovaj zakon za prsten Z[i]. Hilbert je uspeo da
dokaze da kvadratni zakon reciprociteta vazi u bilo kom brojnom polju. Takode, moze se
pokazati da kvadratni zakon reciprociteta vazi i u prstenu k[z], gde je k kona¢no polje. Ovaj
rezultat je formulisan (mada ne i dokazan) od strane Dedekinda 1857. godine. Kvadratni
zakon reciprociteta je kao sto je to ve¢ navedeno vezan za kvadratne ostatke, tj. za resavanje
jednacine 2 = a(mod p). U ovom radu pored izu¢avanja kvadratnog zakona reciprociteta idemo
dalje, zelimo pokazati kako funkcionise zakon reciprociteta za kubne i bikvadratne ostatke, tj.
ispitujemo kada su resive jednacine z* = a(mod p) i #* = a(mod p). Za kubni i bikvadratni
zakon reciprociteta kao $to je i navedeno u istorijskom pregledu, potrebni su nam prsteni Z[w]
i Z[i] i samim tim za uvodenje kubnog i bikvadratnog zakona reciprociteta neophodno je prvo
utvrditi osnovna svojstva pomenutih prstena i karakterizaciju njihovih prostih i inverzibilnih
elemenata.



Napomene

Uvodno izlaganje je prikazano uz koriséenje [2] i [3].



1 KVADRATNI ZAKON RECIPROCITETA

1 Kvadratni zakon reciprociteta

U ovoj sekciji bavicemo se kvadratnim ostacima, izlozi¢emo tri razli¢ita dokaza kvadratnog
zakona reciprociteta a zatim ¢emo izloziti primenu kvadratnog zakona reciprociteta na faktori-
zaciju u kvadratnim rasirenjima polja i primenu u vidu Solovej-Strasenovog testa primalnosti.

U domenu izuc¢avanja kvadratnih kongruencija namece se sledeée pitanje: ako je a ceo broj, za
koje proste brojeve p kongruencija 2 = a(mod p) ima resenja? Odgovor nam daje kvadratni
zakon reciprociteta. Ovaj zakon je formulisan od strane Ojlera i Lezandra ali Gaus je bio prvi
koji je izneo kompletan dokaz. Gaus je bio veoma ponosan na svoj rezultat i nazvao je teoremu
koja govori o kvadratnom zakonu reciprociteta zlatnom teoremom.

1.1 Kwvadratni ostaci

Da bismo razmatrali i dokazivali kvadratni zakon reciprociteta, neophodno je da prvo iznesemo
neke osnovne pojmove i rezultate u vezi kvadratnih ostataka. Izlaganje pocinjemo definicijom
kvadratnog ostatka.

Definicija 1.1. Ako je (a,m) =1, a se zove kvadratni ostatak mod m ako kongruencija x> =

a(modm) ima redenja. U suprotnom za a kaZemo da je kvadratni neostatak mod m.

Za bilo koji fiksiran ceo broj m moguce je odrediti kvadratne ostatke modulo m, tako Sto
ispiSemo pozitivne cele brojeve koji su manji i uzajamno prosti sa m, kvadriramo ih i redukujemo
modulo m.

Na primer, 2 je kvadratni ostatak mod 7, ali 3 nije. U stvari, 12,22, 32,42, 5% i 62 su kongruentni
mod 7 sa 1,4,2,2,4 i 1 respektivno. Zato 1,2 i 4 su kvadratni ostaci a 3, 51 6 nisu.

Navedimo sada neke teoreme o kvadratnim ostacima.

Teorema 1.1. Neka p oznacava prost broj. Tada x* = —1(mod p) ima resenja ako i samo ako
p=21ilip=1(mod4).

Dokaz. Ako je p = 2 tada imamo reSenje xz = 1.

Za bilo koji neparan prost broj p, mozemo zapisati Vilsonovu teoremu na sledeéi nacin:

(12 B ) (B2 =)= 2= 1)) = ~1anod ).

2 2

Proizvod na levoj strani poslednje kongruencije je podeljen na dva dela u kome svaki deo ima
isti broj faktora. Ovaj proizvod mozemo zapisati i na slede¢i nacin:

—
.
=
S
I

—1(mod p).
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Kako je j(p — j) = —j*(mod p), na osnovu prethodnog je

p=1 p=1
2 2
ip=N =11 =" [[]j] (modp).
j=1 j=1
Ako je p = 1(mod 4), tada je prvi faktor na desnoj strani poslednje kongruencije jednak 1, i
sledi da je z = (p%l)! resenje jednacine z2 = —1(mod p).
Pretpostavimo, obrnuto, da postoji x, tako da je > = —1(mod p). Primetimo da za takvo x,

vazi p 1 x. Pretpostavimo da je p > 2 i stepenujmo obe strane poslednje kongruencije stepenom
=1, Dobijamo

(-7 = (@)% = 2?(mod p).

Na osnovu Male Fermaove teoreme, desna strana poslednje kongruencije je = 1(mod p). Leva
strana je £1, i kako je —1 # 1(mod p), zakljucujemo da je

(-1) =z =1.
Zato je -+ paran, odnosno p = 1(mod 4). O

Teorema 1.2. Ako je p prost broj i (a,p)=1, tada kongruencija " = a(modp) ima (n,p-1)
resenja ili nema reSenja u zavisnosti od toga da li vaZi ili ne vazi sledeca kongruencija

p—1
a®r=D = 1(mod p).

Dokaz. Neka je g primitivni koren modulo p i izaberimo i tako da je g° = a(mod p). Ako postoji
x takvo da je 2" = a(mod p) tada je (z,p) = 1 odakle je z = ¢g“(mod p) za neko u. Zato data
kongruencija je zapravo ¢"* = g'(mod p), $to je ekvivalentno sa nu = i(mod p — 1). Stavimo
k= (n,p— 1) Poslednja kongruencija ima resenja ako k | 7 i nema resenja ako k ti. Ako k| i,
tada je i21 = O(mod p — 1), pa je e gi% (gP"1)* = 1(mod p). Sa druge strane, ako
k11 tada it 2 0(mod p — 1), i sledi o't =gt £ 1(mod p). O

Teorema 1.3. (Ojlerov kriterijum) Ako je p neparan prost broy i (a p)=1, tada z* = a(mod p)
ima dva resenja ili nema reSenja u zavisnosti od toga da li je a” B =1lili= —1(mod p).

Dokaz. Neka je b = a"7 . Na osnovu Male Fermaove teoreme vaii b? = aP~1 = 1(mod p). Sada
je b = £1(mod p). Ako je b = —1(mod p) tada kongruencija z* = a(mod p) nema resenja na
osnovu Teoreme 1.2. Ako je b = 1(mod p) tada kongruencija ima tacno dva resenja, na osnovu
Teoreme 1.2. Za a = —1 dobijamo drugi deo dokaza Teoreme 1.1. O]

Definisimo sada Lezandrov simbol koji je izuzento vazan za razmatranje kvadratnih ostataka.
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Definicija 1.2. Neka je p neparan prost broj i (a,p) = 1. LeZandrov simbol broja a u odnosu

na p, U 02Znact (9> je definisan na sledeci nacin:
p

a\ | +1, ako je a kvadratni ostatak mod p
p) | —1, dko a nije kvadratni ostatak mod p.

Navedimo sada neke osobine Lezandrovog simbola.

Teorema 1.4. Neka su dati celi brojevi a i b i prost broj p, pri cemu pta iptb. Tada za
Lezandrov simbol vaze sledece osobine:

1. (%) = a%(modp),

= (3)=0) ()

3. Ako a = b(mod p), tada (%) = (%)
(5) =1 () =6)

5. (}-1,) ~1, (—71) = (1)

Dokaz. Dokaz pod 1. sledi na osnovu Ojlerovog kriterijuma.
1

(ab)'z = (%) (mod p) i (ab)'z =a"T bz = < ) (z%) (mod p).

Zato (f) = (5> (g) (mod p) odakle sledi (f) - (5> (g) .

Dokaz pod 3. : primenimo ponovo Ojlerov kriterijum.
(%) = apT_l(mod D).

(}%) = b%(mod p) = a%(mod p) odakle sledi da je <%) = (%) (mod p), odnosno <%) = <9> .

Dokaz pod 2. : primenimo Ojlerov kriterijum.

hSHIS]

2

Dokaz pod 4. : (“—) =27 =gl = 1(mod p) = <02) -1

p

()= () ()= ()
p) \r r) \p)"
Dokaz pod 5. : Koristeéi 1. za a = —1 i a = 1 sledi dokaz O

Posledica 1.1. Broj kvadratnih ostataka je jednak broju kvadratnih neostataka.
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1 p—1

Dokaz. Jednacina a"z = 1(mod p) ima p%l resenja. Zato postoji 5= kvadratnih ostataka i

p—1-— ’%1 = p%l kvadratnih neostataka. m

Posledica 1.2. Proizvod dva kvadratna ostatka je kvadratni ostatak, proizvod dva kvadratna
neostatka je kvadratni ostatak, i proizvod kvadratnog ostatka i kvadratnog neostatka je kvadratni
neostatak.

Dokaz. a je kvadratni ostatak modulo p ako je (%) = 1, i a je kvadratni neostatak ako je
(%) = —1. Dakle, za proizvod dva kvadratna ostatka a; i a, imamo (%) = (%) <%> =1,

pa je ajas zaista kvadratni ostatak. Ako su sada a; i as kvadratni neostaci, onda imamo

(%) = (%) (%) = (=1)(—1) = 1, pa je zaista ajas kvadratni ostatak. I ako je recimo

a1 kvadrani ostatak i ay kvadratni neostatak, tada je ajas kvadratni neostatak jer <“1}%> =

() (5) =1 = -

Teorema 1.5. (Gausova lema) Neka je p broj ostataka u skupu ak,1 < k < ’%1, cija je

vrednost veéa od p%l. Tada je

Dokaz. Neka je la = £my(mod p), gde je 1 < my < ’%1. Kako k+1 # O(mod p), za 1 < k <
[ < ’%1, to je my #£ my, zasve 1 <k <1< p%l. Dakle, {1,2, ..., p%l} = {my, ma, ...,m%}, pa
mnozenjem kongruencija la = +m;(mod p) dobijamo

(2%1) = (1%1)1 - (—1)*(mod p).

Tvrdenje sada sledi na osnovu Ojlerovog kriterijuma. O

Teorema 1.6. 2 je kvadratni ostatak prostih brojeva oblika 8k+1 1 8k+7. 2 je kvadratni neo-
statak prostih brojeva oblika 8k+3 1 8k+5. Ova dva tvrdenja su ekvivalentna sa formulom:

Dokaz. Neka je p neparan prost broj i primetimo da je broj p definisan u Gausovoj lemi jednak
broju elemenata skupa 2-1,2-2,...,2- p%l, koji prelaze pT_l.

Neka je m definisan sa dva uslova 2m < p%l i2(m+1) > p%l. Tada je pu = p%l —m.

Akojep:8k+1,tadajep%l:éﬂfim:?k;. Zato p = 4k — 2k = 2k je paran i <%>:1.
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Ako je p =8k + 17, tadaje’%l:4k+3,m:2k:+1i,uz4k;+3—(2k;+1):2k+2jeparan.
Zato je <2> =1

p

Ako je p = 8k + 3, tadajep%l:4k+1,m:2kiu:4kj—|—1—2k’:2k+1jeneparan. Zato

je (2) =-1.

Ako jep =8k +5, tada je Bt =4k +2m =2k + 1, ip=4k+2— (2k+1) =2k + 1 je

neparan. Zato je <%> = —1. O]
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1.2 Kvadratni zakon reciprociteta

Sada ¢emo dati dokaz kvadratnog zakona reciprociteta, koriste¢i Gausovu lemu. Kvadratni
zakon reciprociteta se jos zove i Gausov kvadratni zakon reciprociteta.

Teorema 1.7. (Kvadratni zakon reciprociteta) Ako su p i q razliciti prosti brojevi, tada je

() -0

Dokaz. Na osnovu Gausove leme vazi (%) = (—1)” gde je v broj celih brojeva x takvih da je

1<z<Pligr=py+r, gdeJe——<r<O iy je ceo broj.

Takode, vazi da je 1 <y < L=, jer je y nenegativan i
py::l:q—r<p;1q+z—) <Z—)(q—|—1)
2 2 2

odakle sledi y < q;—l odnosno y < qT.

y < 1 tako da je

Sli¢no, (g) = (=1)*, gde je u broj celih brojeva y, takvih da je 5

I <y <
py = qr + s gde je =% < s <01z je ceo broj. Sada ponovo imamo 1 <z < ”T.

Zato je <%> (g) = (=1)"tm.

Zakljuéujemo da je v+ p broj uredenih parova celih brojeva (z,y) takvih daje 1 < x < ;%17 1<
y<GHi-t<qr—py<}$

Posmatrajmo sledec¢e skupove uredenih parova celih brojeva:
S={(z,y) 1<z <El1<y< L}

S1 =A{(z,y) € Slgz —py < =5

So=A{(z,y) € S| —§ <qrv —py < 3}

Sy =A(z,y) € 513 < gz — py}.

Preslikavanje 6 : S — S, definisano sa 0(x,y) = (2/,), gde su x
bijekcija, 62 je identitet, 6(S;) = S7,0(S;) = S1,0(Sy) = So.

Imamo da je |S| = [S1| + [So| + 57| = |So|(mod 2) odakle sledi

r __ p+l 1 g+l :
= LY =5 —Yy)e

—1 —1

Zato je

10
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(-

Sa ovim rezultatom, mozemo odgovoriti na pitanje: Za fiksirano a, za koje proste brojeve p

]

jednac¢ina x?> = a(mod p) ima resenja? Ovo pitanje se sada svodi na pitanje: Kada je <%>

jednako 1. Neka je a = ¢{'---¢°». Kako je Lezandrov simbol multiplikativan (Teorema 1.4)

sledi
(9) _ (q_> (q_>
p p p
Sada se naSe pitanje svodi na izrac¢unavanje Lezandrovog simbola (%) za svako prosto q. Ta-
1

kode, sada znamo na osnovu Teoreme 1.4 i Teoreme 1.6 kako da izracunamo (%) i (%) Zato

se sav problem svodi na izracunavanje (%). Sledeca teorema nam pomaze da odgovorimo na

postavljeno pitanje.

Teorema 1.8. Neka su p i q neparni prosti brojevi.

1. Ako je ¢ = 1(mod4), tada je q kvadratni ostatak mod p ako i samo ako p = r(mod q), gde
je r kvadratni ostatak mod q.

2. Ako je ¢ = 3(mod 4), tada je q kvadratni ostatak mod p ako i samo ako p = +b*(mod 4q),
gde je b neparan ceo broj uzajamno prost sa q.

Dokaz. Kako je ¢ = 1(mod 4), ‘12;1 je paran, pa imamo da na osnovu Teoreme 1.7 vazi

0=

Odavde sada sledi da vazi da je ili <§> =1= (%) ili <§> =—1= <ﬂ>.

p

Dokaz pod 1. :

q
gde je r kvadratni ostatak mod gq.

(=:) Ako je <%) =1, tada je (2) = 1 odakle na osnovu Teoreme 1.4 pod 3. vazi p = r(mod q),

(«<:) Pretpostavimo da je p = r(mod ¢q), i <§) = 1. Tada je (5) = <£> i zato je <§> = 1.
Kako je (%) = (’5’) na osnovu Teoreme 1.7 takode imamo da je (1% = 1, odakle sledi da je ¢
kvadratni ostatak mod p.

11
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Dokaz pod 2. : Pretpostavimo da je ¢ = 3(mod 4). Tada je prema Teoremi 1.7

(0)-c()

(=) Pretpostavimo da je <§> = 1. Razlikujemo dva slucaja:

p—

Stuéaj 1. (—1)% = —1 i (g) -1

Shuéaj 2. (—1)% =11 (2) — 1.

q
Sluc¢aj 1. Primetimo da iz (—1)% = —1 sledi p = 3(mod 4). Iz ¢ = 3(mod 4) sledi da na
osnovu Teoreme 1.4 pod 5 vazi:

Tada takode vazi:

) -G 6)-(0)

Dakle, (f—;) = (_71’2) i p= —b*(mod ¢q). Mozemo pretpostaviti da je b neparan. Ako nije, onda
ga mozemo zameniti sa b’ = b+ ¢, koji je neparan. Kako je b neparan sledi b = 2n + 1. Zato je
b = 4n?+4n+1,i —b* = 3(mod 4). Kako ve¢ vazi p = 3(mod 4), imamo da je p = —b*(mod q).

Sada iz p = —b*(mod ¢), mozemo zakljuciti da je p = —b?(mod 4q).

Slucaj 2. (—1)% = 1 sledi da je p = 1(mod 4). Takode, <§> = (%) . Pretpostavimo da je b
neparan broj iz istih razloga kao $to je navedeno u slucaju 1. Dakle, p = b*(mod ¢). Kako je b
neparan, sledi b = 2n + 1 §to znaci da je b = 1(mod 4). Iz p = 1(mod 4) sledi p = b?*(mod 4).
A kako takode znamo da je p = b?(mod ¢), mozemo zakljuciti p = b*(mod 4q).

(«<:) Pretpostavimo da je p = +b*(mod 4q), gde je b uzajamno prost sa q. Razlikujemo dva
slucaja:

Sluéag 1. p = b*(mod 4q)

Sluéaj 2. p = —b*(mod 4q)

1

Slucaj 1. Tmamo da je p = b* = 1(mod 4), i p = b*(mod q). Iz p = 1(mod 4) sledi (—1)7 = 1.
Kako je p = b*(mod q) sledi da je
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Dakle,

pa je g kvadratni ostatak mod p.

Sluéaj 2. Sada imamo p = —b* = 3(mod 4), i p = —b*(mod q). Iz Einjenice da je p = 3(mod 4)

sledi da je (—1)% = —1. Iz p = —b*(mod ¢), mozemo zakljuciti da je

0-@)-@E)-@)

Kako je ¢ = 3(mod 4) sledi da je (%) = —1. Dakle, (§> = —1. Zato je

Sada sledi da je ¢ kvadratni ostatak mod p.

Primer 1. Izracunati Lezandrov simbol (%).

Ol

\Iloo
N
I
I
Bl
~—
—~
\Il»—t
ol
~—

(@ _ (_1)(17—1)/2(79—1)/2 - 1= (g) _ (%)
= (17) jer je 79 = 11(mod 17) i (17)

Hl)—‘ =]~ \IlH \Ilw

[eo 2o Elo 25 518 35 2

Y N N N e N
—_
—_
~—

Primer 2. Za koje vrednosti prostog broja p jednacine z? = 5(mod p) i z*

reSenja’?

= 7(mod p) imaju

Izra¢unajmo (%) Kako je 5 = 1(mod 4), primenimo Teoremu 1.8 pod 1. Dakle, <§> =1akoi

samo ako p = r(mod 5), gde je r kvadratni ostatak mod 5. Proverimo sada za koje je vrednosti
r kvadratni ostatak mod 5: 1' = 1,22 = 4,32 = 4,42 = 1. Dakle, 1 i 4 su kvadratni ostataci

mod 5 dok 2 1 3 nisu. Zato imamo:

13
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5 1 ako jep=1,4(mod5),
<_> =< —1 akojep=2,3(mod5),
0 akojep=>5.

[zracunajmo sada % . Kako je 7 = 3(mod 4), primenimo Teoremu 1.8 pod 2. To znaci da
treba odrediti sve ostatke mod 28 od svih kvadrata neparnih celih brojeva uzajamno prostih sa
7.

1%,13% 152, 27% = 1(mod 28)
32,112,172, 25% = 9(mod 28)
52,92, 172,232 = 25(mod 28)

7 1 ako jep = =+1,49, £25(mod 28),
(—) =< —1 akojep=4£5+11,4+13(mod 28),
0 akojep=T.
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1.3 Jakobijev simbol

Definicija 1.3. Neka je b neparan i pozitivan ceo broj i a bilo koji ceo broj. Neka je b =
P1D2 * *  Pm, gde su p;-ovi prosti (pri cemu nije neophodno da su i razlic¢iti). Simbol (%) definisan

6)-G) GG

Jakobijev simbol ima slicne osobine kao Lezandrov simbol. Jedna razlika izmedu ova dva

simbola se ogleda u slede¢em: (%) moze biti jednak 1 ali da pri tom a nije kvadratni ostatak

mod b. Na primer, (%) = (%) (£) = (=1)(—1) =1, ali 2 nije kvadratni ostatak mod 15.

se zove Jakobijev simbol.

Medutim, ako je (%) = —1, tada je a kvadratni neostatak mod b.

Teorema 1.9. Neka su b, by, by neparani, pozitivni, celi brojevi i a,ay,as bilo koji celi brojevi.
Tada za Jakobijev simbol vaZe sledece osobine:

Dokaz. Dokaz pod 1. i 2. sledi direktno iz odgovarajué¢ih osobina Lezandrovog simbola dok
dokaz pod 3. sledi direktno iz definicije Jakobijevog simbola. O

Lema 1.1. Neka su r @ s neparni celi brojevi. Tada vazi:

1. =t == 4 ==l (mod 2).

2.2

2. r 38’1 = ’"28’1 + S28’1(mod 2).

Dokaz. Dokaz pod 1.: Kako je (r —1)(s — 1) = 0(mod 4) imamo da je rs — 1 = (r — 1) 4+ (s —
1)(mod 4) odakle deljenjem poslednje kongruencije sa 2 sledi dokaz.

Dokaz pod 2.: 72 — 11 s> — 1 su oba deljivi sa 4. Zato je (r* — 1)(s* — 1) = 0(mod 16) i
r?s*—1= (r*—1)+(s*—1)(mod 16) odakle deljenjem poslednje kongruencije sa 8 sledi dokaz.

]

Teorema 1.10. Neka su a @ b pozitivni neparni celi brojevi. Tada vaZe sledece osobine Jakobi-
jevog simbola:
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Dokaz. Dokaz pod 1. () = (‘—1> : (;—21>

(5T

Na osnovu Leme 1.1 imamo da je Y 2ot = 2zePn=l = b=l (1mod 2) odakle sledi dokaz.

i=1
i- v5— pm—1 5 it

Dokaz pod 2.: (2) = (pl) : (pl) (1%) s (DI ) o (S
Na osnovu Leme 1.1 imamo da je > p?; = p%p%"épz"_l =0 —*(mod 2) odakle sledi dokaz.

=1

Dokaz pod 3.:

( ) ( ) HH (ql) (7) = (=1)% Zs(@-0/2@-1)/2)

Na osnovu Leme 1.1 imamo:

£y (22) (fe2) = 5o el = () (C20) (mod 2) odakle sledi dokaz. O
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1.4 Ajzenstajnov dokaz

U ovoj podsekciji doka¢emo kvadratni zakon reciprociteta na jedan drugaciji nacin, koji se
pripisuje Ajzenstajnu.

Kompleksan broj ¢ se zove n-ti koren jedinice ako je (" = 1 za neki ceo broj n > 0. Ako
je m najmanji ceo broj sa takvom osobinom, onda za ( kazemo da je primitivni n-ti koren
. Ini 2mig 2mi (1) » ..
jedinice. Brojevi 1, e ;e 7 ...;e™n su n-ti koreni jedinice. Medu njima primitivni su
2mg

koreni jedinice e * za koje je (k,n) = 1.

Ako je ¢ n-ti koren jedinice i m = I(mod n), tada je (™ = ¢!. Ako je ¢ primitivni n-ti koren
jedinice i ("™ = ¢!, tada je m = [(mod n).

Posmatrajmo funkciju f(z) = €™ — ¢72™% = 2isin2rz. Ova funkcija zadovoljava relacije
fz+1)=f(2)i f(—2z) = —f(z). Takode, ako je r realan broj i 2r ¢ Z, tada je f(r) # 0.
Lema 1.2. Ako je n > 0 neparan, onda

n—1
27

o =yt =[[(¢Pe = ¢Fy), gdeje (=e

k=0

Dokaz. 1,¢, (2, ...,¢" ! su koreni polinoma 2" —1. Kako njih ima n i kako su svi razli¢iti, imamo

n—1
2" — 1= J] (2 —¢*). Neka je z = ~ 1 pomnozimo obe strane poslednje jednakosti sa y". Tada
k=0
n—1
dobijamo 2" — y" = [] (z — (*y).
k=0

Broj n je neparan. Kada k prolazi kroz kompletan sistem ostataka mod n, isto to vazi i za
—2k. Sada imamo:

n—1

=y = [ - )
k=0
n—1
_ C7(1+2+---n71) H(Ckm . C*ky)
k=0
n—1
= [[ ¢z =),
k=0
jer je 1+2+3+---+(n—1):n"7_1 deljivo sa n.
O
2miz

Teorema 1.11. Ako je n pozitivan ceo broj i f(z) = €*™* — e72™% tada je

17



1.4 Ajzenstajnov dokaz 1 KVADRATNI ZAKON RECIPROCITETA

Dokaz. U Lemi 1.2, stavimo z = 2™ i y = e~2™*. Tada dobijamo:
n—1 k
fnz) =117 (z+5) .
k=0

Uoéimodavaiif(z—i—%) :f(z—i—k—l) :f(z—"T’k). Kakokideod”T“don—l,n—k
ide od "T’l do 1. Zato imamo:

fnz) & K\ k
ol klf(”ﬁ)knlf(”E)
nTil n—1
) B
k=1 k:"Tl

p=1 p=1

2 la a\ 1 l

I (%) - ()11 ().

1=1 p P75 p

Dokaz. la = £my(mod p), gde 1 < m; < p%l. Zato se % i i% razlikuju za neki ceo broj.
Odavde sledi da je f (%) _ (i%) . (%) .

Dokaz teoreme sada sledi uzimanjem proizvoda na levoj i desnoj strani poslednje jednakosti
kada [ ide od 1 do p%l i primenom Gausove leme. n

Dokazimo sada na jos jedan nacin (koji se pripisuje Ajzenstajnu) kvadratni zakon reciprociteta.

Neka su p i g prosti neparni brojevi. Tada, prema Teoremi 1.12 imamo
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Iz Teoreme 1.11 imamo

Iz poslednje dve jednacine dobijamo da je

()T () (- )

m=1 [=1

Na isti nacin nalazimo da je

qg—1 p—1

(5) =TI (2+2) 7 (%-1)

Kako je f(%—]g) - (g _ %) sledi da je

odnosno
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1.5 Kvadratne Gausove sume

U ovom delu izlozi¢emo jos jedan dokaz kvadratnog zakona reciprociteta u kome ¢emo koristiti
kvadratne Gausove sume. Zato, na pocetku ¢e biti predstavljeni definicija i nekoliko rezulutata
vezano za kvadratne Gausove sume.

27

Neka ¢ sada oznacava p-ti primitivni koren jedinice, tj. ( = e » .

p—1
Lema 1.3. > (* je jednaka p ako je a = 0(modp). U suprotnom je jednaka nuli.
t=0

T . pil
Dokaz. Ako je a = 0(mod p),onda je (* = e = T — 1, i tada je > ¢ = p. Ako je
=0

p—1

a # 0(mod p), tada ¢* # 11 > ¢%* = =L = .

a1
t=0 ¢

]

p—1
Posledica 1.3. p~! 3 ('Y = §(z,y), gde je 6(x,y) = 1 ako je x = y(modp) i §(x,y) =0
=0

ako je x # y(modp).
Dokaz. Dokaz sledi direktno iz Leme 1.3. O

p—1
Lema 1.4. tg() (%) =0, gde je (%) Lezandrov simbol.

Dokaz. Na osnovu definicje Lezandrovog simbola vazi (g) = 0. Medu preostalih p — 1 ¢lanova,

polovina njih su +1 a druga polovina njih su -1 na osnovu Posledice 1.1. O]
p—1

Definicija 1.4. g, = >_ <£> ¢ se zove kvadratna Gausova suma.
t=0

Teorema 1.13. g, = <%> g1-

p—1

Dokaz. Ako je a = 0(mod p), onda je (* =1 za svako t,1 g, = > (}%) = 0 na osnovu Leme
=0

1.4. odakle sledi dokaz teoreme za slu¢aj a = 0(mod p).

Pretpostavimo sada da je a Z 0(mod p). Tada je
1

a — [at at_p_l T\ o
()e-2 ()= ()e -

=0
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1.5 Kvadratne Gausove sume 1 KVADRATNI ZAKON RECIPROCITETA

U poslednjoj jednakosti koristili smo ¢injenicu da at prolazi kroz kompletan sistem ostataka

mod p kada i t takode i zato (%) i (* zavisi samo od klase ostataka z mod p.

2
Kako je (%) = 1 kada a # O(mod p), dokaz teoreme sledi mnozeéi obe strane jednacine

(5) se=s s (5). 0

Oznacimo sada g; sa g. Iz Teoreme 1.13. sledi g = g* ako je a # 0(mod p).

p—1

Teorema 1.14. ¢*> = (—=1)"=7 p.

Dokaz. Ideaja dokaza teoreme jeste da sumu ) g,g_, razvijemo na dva nacina.
a

Ako je a # 0(mod p), tada je gog_o = <9> (%“) g® = <_71> ¢? odakle sledi

p

> s = (=) - v

p

S druge strane imamo

TG

Sumirajuci obe strane poslednje jednakosti po a i koriste¢i Posledicu 1.3. dobijamo

;gag—a = ; > (g) (%) 6(z,y)p = (p — p.

Iz dva prikazana razvoja sume Y g,g9_, dobijamo (‘71) (p — 1)g®> = (p — 1)p odakle sledi

g = (%) p.

]

Pre nego sto predemo na dokaz kvadratnog zakona reciprociteta, navedimo jednu teoremu koja
je vezana za algebarske cele a koju ¢emo koristiti u dokazu.

Teorema 1.15. Neka je A prsten algebarskih celih. Ako wyi,ws € A i p € Z prost, tada je

(w1 + we)? = wl + wh(modp).
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p
Dokaz. (wy + we)? = 3 ( Z ) whwh ™", Na osnovu éinjenice da je A prsten i p | ( p ) za
k=0

1 <k <p—1sledi dokaz teoreme.
O

Dokaii{no sada kvadratni zakon reciprociteta koriste¢i kvadratne Gausove sume. Neka je p* =
(—1)"z p. Neka je ¢ # p takode neparan prost broj.

Koriste¢i Teoremu 1.15. dobijamo

(2)) () s

odakle sledi ¢? = ¢, = (%) g(mod q) i

()= (2) s

Mnozeé¢i obe strane poslednje jednakosti sa ¢ i koristeéi da je g = p*, dobijamo:
a\ . _ (P .
(—) P = <—) p*(mod g),
p q
odakle sledi
i konacno

Sada dokaz sledi iz
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1.6 Faktorizacija ideala

U ovoj podsekciji prikazujemo primenu kvadratnog zakona reciprociteta na faktorizaciju ideala
u kvadratnim rasirenjima polja. Poziva¢emo se na rezultate iz kvadratnih rasirenja polja Q
koja navodimo u Dodatku A.

Neka je A Dedekindov domen, K njegovo polje razlomaka i neka je L|K separabilno rasirenje
stepena n i neka je B integralno zatvorenje od A u L. B je takode Dedekindov domen.

Ako je I bilo koji ideal od A, oznac¢imo sa B.I ideal od B generisan sa I. Ovaj ideal sadrzi sve

m
sume Y biz; gde jem > 1,b; € Byx; € [ zasvei=1,...,m.
i=1

Neka je sada A prsten celih algebarskog brojnog polja K. Ako je P nenula prost ideal od A,
tada se B.P moze predstaviti na jedinstven nacin kao proizvod prostih ideala od P:

B.P = f[ Q5.
=1

Navedimo sada nekoliko definicija vezanih za faktorizaciju ideala.

Definicija 1.5. Broj g se zove dekompozicioni broj od P u raSirenju L|K. Vazi da je g > 1
zato $to je B.P # B.

Definicija 1.6. Za svako 1 = 1,..., g, e; se zove indeks grananja od Q; v L|K. Ako je e; =1,
kazemo da je Q; negranajuc¢i uw L|K (ili nad P). Ako je ey = --- = e, = 1 kaZemo da je P
negranajucéi v LK.

Primetimo da je Q; N A D B.PN A = P odakle je Q; N A = P i B/Q; je kona¢no polje koje
sadrzi A/P.

Definicija 1.7. Stepen f; od B/Q; nad A/P se zove inercijalni stepen od QQ; nad L|K. Ako je
fi =1 kaZemo da je Q; inertan v L|K (ili nad P). Ako je fy =--- = f, =1 tada za P kaZemo
da je inertan u L|K.

Ako odredimo za svaki prost ideal P od A dekompozicioni broj, indekse grananja, i inercijalne
stepene u L| K, tada, kako se svaki nenula ideal I od A moze na jedinstven nacin prikazati kao
proizvod prostih ideala od A, dekompozicija od B.I ¢e biti poznata.

Glavna ¢injenica ovde je da postoji samo kona¢no mnogo ramifikovanih (razgranatih) ideala P
u L|K. Specijalno, samo konacno prostih ideala @) od B ¢e biti ramifikovano (razgranato) u
LK.

g9
Teorema 1.16. Ako je B.P=]]Q i fi=[B/Q;: A/P| zai=1,...,g, tada
i=1
g

Z eifi =mn.

=1
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Specijalno, ako je L| K Galuaovo rasirenje, tada formula navedena u prethodnoj teoremi postaje
n=ecfg, glejee=e=-=¢, i f=fi=-=f,

Dekompozicioni broj g od P u L|K je najvise jednak stepenu n = [L : K]. Ako je g = n kazemo
da je P kompletno dekomponovan u L|K.

Predimo sada konkretnije na primenu kvadratnog zakona reciprociteta. Neka je sada K =
@(\/c_i), gde je d slobodno kvadratan ceo broj i neka je p prost broj. Odredimo dekompoziciju
Ap na proste ideale od A.

Imamo da je n = 2 odakle na osnovu prethodne teoreme jedine moguénosti su sledece:

1. g=2,e1 = ey =1, f1 = fo = 1. U ovom slucaju je Ap = P\ P, gde je P, # P, N(P,) =
N(P) = p. Kazemo da je p (totalno) dekomponovan u Q(v/d). (Ili jos i kazemo da se p
cepa u K.)

2. g=1,e=1,f=2 Ap = P je prost ideal, N(Ap) = p?, i kaZzemo da je p inertan u

Q(Vd).
3. g=1,e=2f=1. Ap= P? N(P) =pikazemo da se p ramifikuje ili grana u @(\/8)
Navedimo sada neke rezultate vezano za ideale. Ako je Ap = PP, tada je A/Ap = A/ Py X
A/ Py, paje A/ Ap kartezijski proizvod dva polja. Posebno, A/Ap; nema nilpotentnih elemenata,

osim 0. Ako je Ap = P, tada je A/Ap polje. Konacno, ako je Ap = P? tada A/Ap je prsten
koji ima nenula ideal P/P?, koji je nilpotentan.

Glavno pitanje koje se namece u ovoj podsekciji je sledec¢e: Za dati prost broj p, za koje
vrednosti d, imamo navedene slucajeve 1., respektivno 2., 3.7 Sledeca teorema govori o tome.

Teorema 1.17. Neka je p prost i p # 2. Tada:

1. p se grana u Q(\/d) ako i samo ako p deli d;

2. p je inertan ako i samo ako <§> =—1;

3. p se cepa ako i samo ako (%) =1.

Dokaz. Ako je d = 2 ili d = 3(mod 4), tada je prsten celih A od Q(v/d) dat sa A = Z + Z+/d;
ako je d = 1(mod 4) tada je A =7Z + Z%a.

U oba slucaja, A/Ap = (Z + Z~/d)/Ap. Naime, ako je d = 1(mod 4) i b je neparan, tada

()

€ Ap,

a+ (b+p) <1+2\/a>
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gde je b+ p paran.

Sada je Z + Z+v/d = Z[X]/(X? — d), na osnovu preslikavanja indukovanog sa 6 : Z[X] —
7+ 7/, 0(h) = h(v/d), koje ima jezgro (X2 — d) (glavni ideal generisan sa X2 — d u Z[X]).

Sada imamo:

(Z+2ZVd)[Ap = Z[X]/(X* - d,pZ[X])
= (2[X]/pZIX])/(X* = d, pZ[X]) /pZ[X])
= F,[X]/(X* - d)

gde (X2 — d,pZ[X]) oznacava ideal od Z[X] generisan sa X2 — d, pZ[X], d klasu ostataka od d
modulo p. Ovde smo koristili poznate teoreme o izomorfizmima.

Prikazimo sada detaljnije kako smo dobili da je (Z + Zv/d)/Ap = F,[X]/(X? — d).

Neka je h € F,[X] i neka je h € Z[X] tako da koeficijenti od h su dobijeni uzimanjem klasa
ostataka modulo p koeficijenata od h; izbor takvih polinoma nije jedinstven. Neka je 6(f) =
h(Vd) € 7+ Z+/d C A. Oznacimo sa 7 : A — A/Ap kanonski homomorfizam. Definisimo
Y F[X] — A/Ap sa(h) = w(0(h)). Ako k € pZ[X], tada 8(k) € Ap, pa ako su ', h takvi da
je h' = htada h—h =k € pZ[X]i7(0(h)) = n(A(R')). Dakle, 1 je dobro definisano. Direktnom
proverom sledi da je v izomorfizam prstena. Kako je A/Ap = (Z + Z+/d)/Ap, preslikavanje
Y je sirjektivno. X2 — d pripada jezgru od 1. Obrnuto, ako je h u jezgru, tada h(v/d) € Ap.
Kako je Z[Vd] N Ap = pZ[v/d] sledi h(v/d) = a +bVd, a,b € Zp. Zato se h— (a+bX) anulira sa
Vid, pa X2 —d deli h— (a4 bX). Dakle, posmatrajuéi klase ostataka modulo p od koeficijenata
dobijamo da X? — d deli h, odakle sledi da jezgro od v je ideal generisan sa X? — d. Sada )
indukuje trazeni izomorfizam:

O F[X] /(X2 —d) = (Z + ZNVd)|Ap = AJAp.

Ako je X% — d ireducibilan u F,[X], tada je A/Ap izomorfno nekom domenu, pa je Ap prost
ideal, odnosno p je inertan u Q(v/d).

Ako je X? —d = hyhs gde su hq, hy razliciti ireducibilni polinomi i koji su stepena 1, tada iz
(hiha) = (h1) N (h2), (h1) + (he) = F,[X], imamo da je

AJAp = Fp[X]/(hihy) = Fp[X]/ () X Fy/(hg) = Fp X Fy.

(F,[X]/(hs) je algebarsko ragirenje stepena 1 nad F,.) Dakle, p se cepa u Q(V/d).

Ako je X? — d kvadrat ireducibilnog polinoma, X? —d = h?, tada je A/Ap = F,[X]/(h?) i ideal
(h)/(h?) je nenula i nilpotentan. Zato se p grana u Q(v/d).
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U poslednjem sluc¢aju, uzimajuéi za h = X +a imamo X? —d = X2 +2aX +a® i kako je p # 2,
sledi da je @ = 0, pa p deli a; zato —d = a*(mod p) implicira p | d. Obrnuto, ako p | d tada
X? —d = X2, pase p grana.

Ako p ne deli d, tada se p cepa tacno kada je X? —d = (X + a)(X +b) gde je a # b, pa je
a+b=0,ab= —d. Dakle, imamo da je @*> = d odnosno <]i‘f> 1. Zato p je inertan kada p ne

deli d i <5> =—1. O

Teorema 1.18. Prost broj 2 se grana u Q(v/d) ako i samo ako je d = 2(mod 4) ili d = 3(mod 4);
2 je inertno u Q(v/d) ako i samo ako je d = 5(mod8); 2 se cepa u Q(v/d) ako i samo ako je
d = 1(mod38).

Dokaz. Ako je d = 2 ili d = 3(mod 4), tada prsten algebarskih celih je A = Z 4 Z+v/d i
A/2A 2 Fy[X]/(X? —d) ( saistim dokazom kao u prethodnoj teoremi). Kako jed = 01ili d = 1
sledi da je X2 —d je kvadrat u Fo[X] (X? —1 = (X —1)?). Zato A/2A ima nenula nilpotentne
elemente, pa se 2 grana u Q(v/d).

Ako je d = 1(mod 4) tada je

A:Z+Z<1+2\/E> gZ[X]/(X X_E),

4

zato §to je X? — X — <L minimalni polinom od %a. Dakle, A/2A =2 Fy[X]/(X%— X —a) gde
jea= %.

Ako je a = 1(mod 2) tada d = 5(mod 8). U ovom slucaju, kako je X? — X —1=X*+ X +1¢€
Fy[X] ireducibilan nad Fy, A/2A je polje, pa je 2 inertno u Q(v/d).

Konacno, ako je a = 0(mod 2) tada je d = 1(mod 8), X? — X —a = X?+ X = X(X +1), pa je
A/2A proizvod dva polja i 2 se cepa u Q(v/d). ]

Sada ¢emo izneti nekoliko primera u kojima se primenjuju navedeni rezultati.

Primer 1. Neka je K = Q(+/17). Imamo da je d = 17 i d = 1(mod 4) odakle sledi da je prsten
celih A=7Z+4+7% <1+‘ﬁ> Faktorisimo brojeve p < 20 koji su prosti u Z na proizvod prostih

elemenata iz A. Ako sam p nije prost, faktori ¢e biti prosti u A zato Sto im je norma prost ceo
broj p. Neka je @ = Y17 8 = /7. Tada je 1+ /17 =0-1+2- L1 +V17) = 1 + V1T €
A= VITe A tj. Be Ai K =Q[f] = Qla].

p =2: Kako je 17 = 1(mod 8) sledi da se 2 cepa u K.
()= (2a-2)2a+1)
2=a’—-a-2=(a—2)(a+1).
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I
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p=13: Kako je (¢) = () = (+4) = 1 sledi dase 13 cepa u K.

(13) = (13,82 — 17

13=(8-2)(8+2

p=17: Kako je (¢

(17) = (8%) = (B)*.

17 = B

p=19: Kako je () = (1) = 1 sledi da se 19 cepa u K.

(19) = (19, 82 — 17) = (19, 8 — 36) = (19, 8 — 6)(19, 3 + 6)
)

19=(6-p8)(6+7

Primer 2. Neka je K = Q(+/7). Imamo da je d = 7 i d = 3(mod 4) odakle sledi da je prsten
celih A = Z+7Z+/7. Faktorisimo brojeve p < 20 koji su prosti u Z na proizvod prostih clemenata
iz A. Ako sam p nije prost, faktori ¢e biti prosti u A zato Sto im je norma prost ceo broj p.

p = 2: Kako je d = 3(mod 4) sledi da se 2 cepa u K.
(2)=(2,0>=7)=(2,0* = 9) = (2,a — 3)(2,a + 3)

p=3: (%)z(%):1:>3secepaul(.

p="5 () = (1) = ~1=5 je inertan u K.

p =T: Kako je (%) = (%) = ( sledi da se 7 grana u K.
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= —1 =17 je inertan u K.

)
)
p = 19: Kako je (;—f) = (%) = 1 sledi da se 19 cepa u K.

(19) = (19,02 — d) = (19,0% — 7) = (19,402 — 9) = (19, 2a — 3)(2a + 3)
19 = (20 — 3)(2a + 3)
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1.7 Solovej-Strasenov test primalnosti

U ovom delu rada prikaza¢emo primenu kvadratnog zakona reciprociteta na Solovej-Strasenov

test primalnosti brojeva. Pozivamo se na Jakobijev simbol i njegove osobine. Prvo ¢emo

prikazati algoritam za racunanje Jakobijevog simbola (%) a onda ¢emo prikazati i algoritam

za Solovej-Strasenov test primalnosti.

Primetimo da za cele brojeve m i n, (%) zavisi jedino od m modulo n i zato problem algoritma

za odredivanje Jakobijevog simbola svodimo na racunanje m modulo n. Kada je m < n,

koristeci reciprocitet dolazimo do (%) i ponovo problem redukujemo na isti nacin. Bazic¢ni

slucajevi su 1. kada je jedan od m ili n 1; 2. Kada je (m,n) > 1; 3. m = 2km/ ili n = 2km/’.

Slededi algoritam predstavlja algoritam za rac¢unanje Jakobijevog simbola (%)

Algorithm 1 JAKOBIJEV SIMBOL (Z2)

1. if (m,n) > 1 then

2: return 0

3: else if m = 1 then

4:  return 1

5: else if m = 2 then

6: return (—1)"z

7. else if m = 2¥m’ then

8: return (%)k (%/)

9: else if n = 2'“7};/ then

10: return (%) (%)

11: end if

12: //bazitni slucajevi su zavrseni
13: if m > n then

14: return (%Od")

15: else

16: return (—1)"2 "z (Z)
17: end if

Predimo sada na test primalnosti. Uopstena filozofija testova primalnosti je sledeca:

e Nacdi osobinu koju zadavoljovaju tacno prosti brojevi.
e Nadi efikasan nacin za proveru zadovoljenja ove osobine na proizvoljnim brojevima.

e Pokazati da za bilo koji slozen broj, moze se ,,lako” do¢i do toga da data osobina prostog
broja nije zadovoljena.

Kod Solovej-Strasenovog testa primalnosti koristimo grupu E (n) koja definisana na sledeci
nacin:
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1

E(n) = {a € (Z)(n))" : (%) = 4”7 (mod n)}.

Na primer, E(65) = {1,8, 14, 18,47, 51,57, 64}.

Pre nego §to predemo na lemu na kojoj je baziran Solovej-Strasenov test primalnosti, uvedimo
pojam Karmajklovog broja i neke rezultate o ovom broju koji nam je potreban u daljem radu.

Definicija 1.8. Ako je n sloZen broj tako da je a™ ' = 1(modn) za svako a € (Z/(n))*, tada
za n kazZemo da je Karmajklov broj.

Teorema 1.19. Ako je n Karmagklov broj, tada je n neparan, kvadratno slobodan i deljiv sa
najmange 3 razlicita prosta broja.

Solovej-Strasenov test primalnosti je baziran na sldeéoj lemi.

Lema 1.5. Neka je n neparan ceo brojin > 3. Tada je n prost ako i samo ako E(n) = (Z/(n))*.

Dokaz. Ako je n neparan prost broj, tada je (%) = a%(mod n) na osnovu Teoreme 1.4 pod 1.

Neka je sada E(n) = (Z/(n))*. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je n slozen broj. Tada je

n—1 a\?
a"t = (—) = 1(mod n)
n
za svako a € (Z/(n))*. Zato je n Karmajklov broj i na osnovu Teoreme 1.19., n mora biti
kvadratno slobodan. Zato n mozemo predstaviti kao n = pr gde je p prost, r > 11i (p,r) = 1.
Neka je g kvadratni neostatak modulo p i neka je a = g(mod p) i @ = 1(mod r). Na osnovu
Teoreme 1.9. imamo:

B-()-()0- () ()-cren--

Kako je na osnovu pretpostavke (£) "2 (mod n) za svako a € (Z/(n))*, sledi da je a"z

=a =
—1(mod r). Ali ovo je u kontradikeiji sa a = 1(mod r). O

Konstruisimo sada Solovej-Strasenov test primalnosti za neparne brojeve koji su veéi ili jednaki
od 3.
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Algorithm 2 SOLOVAY-STRASSEN(n)
Izaberi sluc¢ajan broj a iz skupa {1,2,...,n — 1}
if (a,n) # 1 then
return SLOZEN
end if
if (¢) # 0"z (mod n) then
return SLOZEN
else
return PROST
end if

Napomene

Definicije i rezultati o kvadratnim ostacima se mogu naéi u [2] i [5]. Prvi dokaz kvadratnog
zakona reciprociteta koji je ovde prikazan izveden je uz koriséenje [6]. Razmatranja u vezi
Jakobijevog simbola, Ajzenstajnovog dokaza i dokaza uz pomo¢ Gausovih kvadradnih suma
su prikazana uz koriséenje [2]. Za primenu Gausovog zakona reciprociteta na faktorizaciju
u kvadratnim raSirenjima polja, koris¢ena je [6]. Za razmatranja Solovaj-Strasenovog testa
primalnosti koriséena su izlaganja iz [1] i [8].
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2 Kubni zakon reciprociteta

U prethodnoj sekciji smo videli da kvadratni zakon reciprociteta daje odgovor na pitanje: za
koje proste brojeve p kongruencija 22 = a(mod p) je reSiva. Ovde je a fiksiran ceo broj. Ako
se isto pitanje posmatra za kongruencije 2" = a(mod p), gde je n fiksiran pozitivan ceo broj,
dolazimo do zakona reciprociteta viseg stepena od 2. Kada je n = 3 odnosno n = 4 govorimo
o kubnom odnosno o bikvadratnom zakonu reciprociteta.

Gaus u uvodu u njegova dva poznata rada ,, Theorie der biquadratischen Reste I, II” tvrdi da
teorija kvadratnih ostataka je dovedena do perfekcije tako da se vise nista ne moze pozeleti. Sa
druge strane, ,, Teorija kubnih i bikvadratnih ostataka je teza.”

Zanimljivo je da je Gaus otkrio i formulisao bikvadratni zakon reciprociteta, ali da ga nije
kompletno dokazao. Prvi kompletni dokazi kubnog i bikvadratnog zakona reciprociteta se
pripisuju Ajzenstajnu.

Za izucavanje kubnog zakona reciprociteta neophodno je da navedemo osnovna svojstva prstena
Z|w] gde je w = 71+T‘E

2.1 Prsten Z[w]

U ovoj podsekeiji dokaza¢emo da je prsten Zlw| euklidski domen a samim tim i domen sa
jedinstvenom faktorizacijom. Zatim ¢emo izucavati inverzibilne i proste elemente ovog prstena.

Definicija 2.1. Integralni domen R se naziva euklidskim domenom ako postoji funkcija (norma)
N : R\{0} — Ny tako da ako a,b € R,b+# 0, postoje c,d € R sa osobinom a = cb+ d pri cemu
ili vazi da je d =0 ili je N(d) < N(b). .

Teorema 2.1. Z[w| = {a + bw|a,b € Z} je eukldiski domen.

Dokaz. Pre svega primetimo da je w? = %‘73 kao i da vazi 1 + w + w? = 0. Dokazimo
prvo da je Z[w] integralni domen. Z[w] je zatvoren u odnosu na sabiranje i mnozenje. Naime,
atbw+ctdo=a+c+ (b+dwi(a+bw)(c+dw)=ac+ (ad+ bc)w + bdw® = ac + (ad +
be)w + bd(—1 — w) = ac — bd + (ad + bc — bd)w. Zato je Zlw] prsten. Kako je Z[w]| podskup
skupa kompleksnih brojeva sledi da je Z|w] integralni domen.

Dokazimo sada da Z[w| zadovoljava drugi deo definicije euklidskog domena. Primetimo da je
Z[w) zatvoren u odnosu na kompleksnu konjugaciju. Naime, kako je v/—3 = v/3i = —/—3 sledi
da je W = w?. Zato, ako @ = a4+ bw € Zw], tada @ = a + 0w = a + bw? = a + b(—1 —w) =
a—0b—bw e Zw].

Za element @ = a + bw € Z[w] definis$imo normu na sledeéi nac¢in N(a) = aa = a® — ab + b*.

Neka je «, 8 € Z[|w] i pretpostavimo da je § # 0. Tada je % = % =r+swegdesuris
racionalni brojevi. Ovde smo koristili ¢injenicu da je 33 = N() pozitivan ceo broji af € Z|w)
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jer o, B € Z[w]. Neka su m i n celi brojevi takvi da je [r —m| < 1i|s—n

o | A

da je v = m +nw. Sada je N(§ —7) = (r—=m)?—(r—m)(s—n)+(s—n) i
Neka je p = a —~f. Tada jeili p=01ili je N(p) = N(B(§ —7)) = N(B)N(§ —7) <N(B). O
Teorema 2.2. a € Zlw] je inverzibilni element ako i samo ako je N(a) = 1. Inverzibilni

elementi u Zw] su 1, —1,w, —w, w?, —w?.

Dokaz. Ako je N(«) =1 onda je aa@ = 1 odakle sledi da je « inverzibilan jer @ € Z[w].

Ako je v inverzibilni element, onda postoji 5 € Z[w] tako da je af = 1 odakle sledi N(a)N(5) =
1. Kako su N(«) i N(f) pozitivni celi brojevi sledi da je N(«) = 1.

Pretpostavimo sada da je a = a + bw inverzibilan element. Tada 1 = a® — ab + b* odakle
mnoZenjem sa 4 i sredivanjem dobijamo 4 = (2a — b)? + 3b?. Razlikujemo dva slucaja:

1) 2a —b==+1,b=+1
2) 20 —b=42b=0.

Resavanje ovih parova jednacina nam daje rezultate za o : 1, —1, w, —w, —1—w i 14+w. Uzimajudi
u obzir da je w? +w + 1 = 0 dva poslednja elementa su w? i —w?. O

Predimo sada na izuc¢avanje prostih elemenata u Zlw|. Primetimo da prosti elementi u skupu
Z ne moraju biti prosti i u Z|w|. Na primer, 7 = (3 + w)(2 — w). Zato ¢emo u nastavku proste
elemente skupa Z nazivati racionalnim prostim.

Teorema 2.3. Ako je m prost u Z|w)|, tada postoji racionalan prost broj p tako da vazi N(w) = p
ili N(m) = p?. U prvom sluéaju m nije asociran sa racionalnim prostim p; u drugom slucaju
je asociran sa p.

Dokaz. Imamo da je N(7) = n > 1 odnosno 77 = n. Kao §to znamo n se moze prikazati kao
proizvod racionalnih prostih. Zato m | p za neki racionalan prost broj p. Ako je p = 7,7 €
Z|w], tada je N(m)N(y) = N(p) = p*. Zato je ili N(7) = p?i N(y) = 1 ili N(x) = p. U prvom
slucaju v je inverzibilan i zato je m asociran sa p. U drugom slucaju ako je m = ugq, gde je
u inverzibilan i ¢ racionalan prost, tada je p = N(7) = N(u)N(q) = ¢, $to je kontradikcija
odakle sledi da 7 nije asociran racionalnom prostom broju. O]

Teorema 2.4. Ako je m € Z|w| tako da vazi N(mw) = p, gde je p racionalan prost, tada je
prost u Z[w].

Dokaz. Ako 7 ne bi bio prost u Z[w], tada bi m# = py, gde su N(p), N(v) > 1. Tada je p =
N(m) = N(p)N(v), $to nije tacno jer je p racionalan prost. Zato je 7 prost u Z[w]. O

Teorema 2.5. Neka je p racionalan prost. Ako je p = 2(mod 3), tada je p prost u Z|w]. Ako
je p = 1(mod 3), tada je p = 77, gde je  prost u Z|w]. Takode, 3 = —w?*(1 —w)?, i1 —w je
prost u Z[w].
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Dokaz. Neka je p = 2(mod 3). Ako p ne bi bio prost, tada imamo p = 7y, gde je N(mw) >
1, N(y) > 1. Zato je p>* = N(m)N(vy) i N(7) = p. Neka je 7 = a + bw. Tada je p = a® — ab + b?
odnosno 4p = (2a — b)* + 3b* odakle sledi da je p = (2a — b)?*(mod 3), §to je kontradikcija jer 2
nije kvadrat mod 3.

Pretpostavimo sada da je p = 1(mod 3). Na osnovu kvadratnog zakona reciprociteta imamo da

DB -0-()

Dakle, postoji a € Z tako da je a*> = —3(mod p) odnosno pb = a® + 3 za neko b € Z. Zato p
deli (a ++v—3)(a —+v/-3) = (a+ 1+ 2w)(a — 1 — 2w). Ako bi p bio prost u Z[w], tada bi p
2

delio jedan od navedenih faktora ali ovo je nemoguce jer p # 2 i : ¢ 7. Zato je p = 7y gde

su 7 i v elementi koji nisu inverzibilni. Prelazec¢i na norme u poslednjoj jednakosti dobijamo
p* = N(m)N(y) ip= N(r) = 7T.

Poslednja stavka teoreme sledi iz sledeéeg: iz 2° —1 = (v — 1)(z —w)(z —w?) sledi 2 +x +1 =
(r—w)(x—w?). Uzimajué¢idajer = 1sledi 3 = (1-w)(1-w?) = (1+w)(1-w)? = —w?(1—w)?.
Prelaze¢i na norme dobijamo 9 = N(1 —w)?i 3 = N(1 —w) Zato je 1 — w prost. O

Kao i u prstenu Z, kongruencije su veoma vazne u prstenu Zlw]. Ako su o, 8,7 € Z[w] iy #0
element koji nije inverzibilan, kazemo da je a = (mod v) ako 7 deli & — 5. Kao i u prstenu
Z klase kongruencija modulo v formiraju prsten Z[w|/vZ|w], koji se zove prsten ostataka po
modulu 7.

Teorema 2.6. Neka je m € Z|w] prost. Tada je Z|w|/7wZ[w] konacno polje sa N () elemenata.

Dokaz. Pokazimo prvo da je Z|w|/nZ|w] polje. Neka je a € Z|w] tako da je a # 0(mod 7). Kako
je Z|w] glavnoidealski (kao euklidski), sledi da postoje 3,7 € Z[w], takvi da je fa + ym = 1.
Zato je fa = 1(mod 7), Sto nam pokazuje da je klasa ostataka od « inverzibilni element u
Zw] /77 [w].

Da bi smo pokazali da Z[w]/7Z[w] ima N () elemenata, posmatrajmo pojedinacne slucajeve iz
Teoreme 2.5.

Pretpostavimo da je m = ¢ racionalan prost kongruentan sa 2 modulo 3. Tvrdimo da je
{a +bw|0 < a < ¢,0 < b < q} kompletan skup reprezentativnih koseta. Ovo ¢e pokazati da
Z|w]/qZ|w] ima ¢*> = N(q) elemenata. Neka je p = m + nw € Z[w|. Tada je m = gs +a i
n=qt+b, gde s,t,a,b € Z10<a,b< q. Vazi da je up = a+bw(mod ¢). Naime, pretpostavimo

da je a4+ bw = d' + Vw(mod q), gde je 0 < a,b,a’,V < q. Tada je “‘T"“l + (b_Tb/)w € Z|w], odakle

sledi a_qal, b_Tb, € Z. Ovo je moguce jedino ako jea=a'1b=1"V".

Pretpostavimo sada da je p = 1(mod 3) racionalan prost i 77 = N(w) = p. Tvrdimo da je
{0,1,...,p — 1} kompletan skup reprezentativnih koseta. Ovo ¢ée pokazati da Z|w]/7Z|w] ima
p = N(7) elemenata. Neka je 7 = a + bw. Kako je p = a® — ab + b sledi da p ¥ b. Neka je
= m + nw. Postoji ceo broj ¢ tako da ¢b = n(mod p). Tada je p — er = m — ca(mod p) i
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p =m — ca(mod 7). Svaki element iz Z[w] je kongruentan racionalnom celom modulo 7. Ako
l€Z,tadal=sp+r,gdes,reZi0<r<p. Zato je ! =r(modp) il =r(mod ). Pokazali
smo da svaki element iz Z[w] je kongruentan elementu iz skupa {0, 1,2,...,p — 1} modulo 7.
Ako je r =7r'(mod ) gdesur, 7’ € Zi0<r,r <p,tadajer —r' =myi(r—1")2=pN(y),
odakle sledi p | r — 1. Zato je r = 1’. O
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2.2 Kubni karakter ostatka

Kubni karakter ostatka u teoriji kubnih ostataka ima istu ulogu kao Lezandrov simbol u teoriji
kvadratnih ostataka. Sada ¢emo dati nekoliko teorema koje vode definiciji kubnog karaktera
ostatka.

Teorema 2.7. Neka su 7, € Z[w] i 7 prost. Ako w1 «, tada je o™~ = 1(mod 7).

Ako je norma od 7 razli¢ita od 3, tada su klase ostataka od 1,w i w? razlicite u Z|w]/7Z[w].
Naime, uzmimo da je w = 1(mod 7). Tada 7 | (1 — w), i kako je 1 — w prost, 71 1 — w su
asocirani. Zato je N(m) = N(1 —w) = 3, §to je kontradikcija.

Kako je {1,w,w?} ciklitna grupa reda 3 sledi da 3 deli red grupe inverziblinih elemenata
(Z|w]/7Z[w])*, tj. 3| N(m) — 1. Ovo se moze pokazati koriste¢i Teoremu 2.6. Ako je m = g,
racionalan prost, tada je N(7) = ¢*> = 1(mod 3). Ako je 7 takav da je N(w) = p, tada je
p = 1(mod 3).

Teorema 2.8. Pretpostavimo da je w prost takav da N(m) # 3 i w1 . Tada postoji jedinstveni
N(m)—1

ceo brojm = 0,1 ili 2 tako da je o= 3 = w™(mod ).

Dokaz. Tmamo da 7 | oV(™~! — 1. Sada je:

AN 1= (0" F T ) —w)(aF o —w?)

Kako je 7 prost sledi da on mora deliti jedan od tri faktora na desnoj strani poslednje jednako-
sti. Na osnovu prethodnog razmatranja m moze deliti najvise jedan faktor odakle sledi dokaz
teoreme. [

Sada mozemo dati definiciju kubnog karaktera ostatka.

Definicija 2.2. Ako je N(w) # 3, kubni karakter ostatka od o« modulo 7 je dat sa:

o (%)3:0 ako T | a.

N(m)—1

o = (%)3 (mod ), gde je (%)3 jednako 1,w ili w?.

U slede¢im teoremama ispitacemo neke osobine kubnog karaktera ostatka.

Teorema 2.9. Za kubni karakter ostatka vazi sledeée:

1. (%)3 =1 ako i samo ako je x* = a(mod ) resiva, tj. ako i samo ako je o kubni ostatak.

2. a3 E(%)g(mOdﬂ').
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5 (%)= (), (3)y-

4. Ako je a = f(mod ), tada je (%)3 = (g)g

Dokaz. Dokaz pod 1. : Ako z* = a(mod 7r) ima resenja, tada je na osnovu Teoreme 2.6
T = 1(mod 7) odakle sledi da je (2) = 1.
Obrnuto, neka je g primitivni koren iz Z|w]/7Z[w]. Tada za oo = ¢" nalazimo da je g% =
1(mod ) pa je

r(N(m) — 1)

3 = O(mod N(m) —1).

3 = a(mod 7) ima reSenje.

Dakle, 3 | r, 1 a je kub mod 7. Otuda jednacina x
Dokaz pod 2. sledi direktno iz definicije.

Dokaz pod 3.:

afy Nm-1 _ N@ol Nm-l (o B
() 05 0 2 2) i

Dokaz pod 4. : Ako je a = f(mod 7), tada je

U daljem izlaganju o kubnim karakterima ostatka uvodimo slede¢u oznaku y, (o) = ( )3 .

Teorema 2.10. Za kubni karakter ostatka vaze sledeée osobine:

1. Xx(a) = XW(O‘)Q = Xﬂ(a2)'

SN~—
I

2. xx(a) = xz(a).

Dokaz. Dokaz pod 1.: x.(a) je po definiciji 1,w ili w?, i svaki od njih od ovih brojeva kada se
kvadrira je jednak svom konjugatu.

Dokaz pod 2.: Kako je

dobijamo da je

Kako je N(7) = N(7) sledi da je xz(@) = x»(a)(mod 7) i zato je x.(a) = xz(@). O
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Posledica 2.1. Ako je n racionalan ceo uzajammno prost sa pozitivnim racionalnim prostim g,
tada je xq(@) = x4(a?) i xq(n) = 1.

Dokaz. Kako je ¢ = q imamo yx,(a@) = xz(@) = x4(a) = xq4(a?) odakle sledi dokaz za prvu
relaciju.

Kako je n = n imamo x,(n) = x,(n) = x,(n)?. Kako je x,(n) # 0 sledi da je x,(n) = 1. O

U Posledici 2.1 imamo da je n kubni ostatak mod ¢. Zato, ako su ¢; # ¢ dva racionalna
prosta kongruentna sa 2 mod 3, tada imamo (trivijalno) x4 (g2) = X4 (¢1). Ovo je specijalni
slucaj kubnog zakona reciprociteta. Da bismo formulisali opsti zakon, potrebno je da definiSemo
pojam primarnog broja.

Definicija 2.3. Neka je 7 prost u Zlw]. Za w kaZemo da je primarni ako je m = 2(mod 3).

Ako je m = ¢ racionalan, onda nema nista novo po pitanju prethodne definicije. Ako je 7 = a+
bw kompleksan prost, tada je prethodna definicija ekvivalentna sa a = 2(mod 3) i b = 0(mod 3).

Teorema 2.11. Neka je N(m) = p = 1(mod3). Tada medu svim asociranim elementima sa
postoji tacno jedan koji je primarni.

2

Dokaz. Neka je m = a + bw. Asocirani elementi sa 7 su 7, wnm, w?m, —7, —wm 1 —w?7. Zapisimo

asocirane elemente sada preko a i b :

d) —a —bw
(e) b+ (b—a)w
(f) (a—b)+ aw

Kako je p = a® — ab + V?, sledi da jedan od a i b nije deljiv sa 3. Uzimajuéi u obzir (a) i
(b) mozemo pretpostaviti da 3 1 a. Posmatrajuéi (a) i (d) mozemo dalje pretpostaviti da je
a = 2(mod 3). Sa ovim pretpostavkama iz p = a® — ab + b? sledi 1 = 4 — 2b + b*(mod 3) ili
b(b—2) = 0(mod 3). Ako 3 | b, tada je a+bw primaran. Ako je b = 2(mod 3), tada je b+ (b—a)w
primaran.

Da bismo dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da je a + bw primaran. Posmatrajuci klasu
kongruencije prvog ¢lana od (b) do (e) vidimo da ni jedan od ovih elemenata nije primaran. Ni
elemenat u (f) nije primaran jer koeficijent uz w, a nije deljiv sa 3. [
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Na primer, 3 + w je prost jer je N(3+w) = 7,1 —w?(3 +w) = 2 + 3w je primaran i asociran sa
3+ w.

Sada mozemo iskazati kubni zakon reciprociteta.

Kubni zakon reciprociteta: Neka su m i mo primarni, N(m), N(ms) # 3,1 N(m) # N(ma).
Tada je

X (T2) = Xy (77—1)'

Pre nego sto predemo na dokaz kubnog zakona reciprociteta istaknimo dve vazne napomene.

1. Postoje tri slucaja za razmatranje kubnih ostataka. Naime, kada su oba 7 i 7y racionalni,
zatim kada je m; racionalan i o kompleksan i kada su oba 7y i 9 kompleksni. Prvi slucaj,
kao Sto smo videli, je trivijalan.

2. Kubni karakter inverzibilnih elemenata se moze posmatrati na sledeé¢i nacin. Kako je
—1 = (—1)? imamo da je x,(—1) = 1 za sve proste 7. Za N(w) # 3, iz Teoreme 2.8 sledi

N(m)—1

daje xx(w) =w™ 3 . Zato je xx(w) = 1,w ili w? u zavisnosti od toga da li je N(mw) = 1,4
ili 7 mod 9.
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2.3 Gausove i Jakobijeve sume

Za dokaz kubnog zakona reciprociteta potrebne su nam Gausove i Jakobijeve sume. Zato ¢emo

sada izneti neke rezultate vezane za pomenute sume.

Neka [, oznacava kona¢no polje sa p elemenata. Multiplikativni karakter na [, je homomorfi-
P

Xo definisan sa xo(a) = 1 za svako a € F; je jos jedan primer multiplikativnog karaktera.

Stavimo da je x(0) =0 za x # xo 1 x0(0) = 1.

zam y : F; — C*. Lezandrov simbol <a> je primer jednog takvog karaktera. Trivijalni karakter

Teorema 2.12. Neka je x multiplikativni karakter i a € F. Tada je

1 x(1) =1.

2. x(a) je (p — 1)-ti koren jedinice.

3. x(a™") = x(a)™" = x(a).

Dokaz. Dokaz pod 1.: x(1) = x(1-1) = x(1)x(1). Kako je x(1) # 0 sledi da je x(1) = 1.
Dokaz pod 2.: Kako je a?~! =1 sledi da je 1 = x(1) = x(a?~!) = x(a)?~ .

Dokaz pod 3.: Kako je 1 = x(1) = x(a7'a) = x(a™")x(a) sledi da je x(a™') = x(a)~'. Sada
x(a)™! = x(a) sledi iz ¢injenice da je x(a) kompleksan broj apsolutne vrednosti 1 na osnovu
dela 2. ove teoreme. O

Teorema 2.13. Neka je x multiplikationi karakter. Ako je x # xo, tada je Y x(t) =0, gde se

t
suma vrst po svim elementima t € F),. Ako je x = xo, tada je vrednost sume jednaka p, gde je
p racionalan prost.

Dokaz. Drugi deo teoreme je ocigledan jer je x(t) = 1,¢t € F,. Dokazimo prvi deo. Neka je
a € Fy tako da je x(a) # 1. Neka T' = ;X(t). Tada je

x(@)T =) x(a)x(t)=) x(at)=T.

Poslednja jednakost vazi jer at prolazi skupom [F, kada ¢ takode prolazi skupom F,. Kako je
x(@)T =T 1 x(a) # 1sledi da je T'=0. O

U podsekciji 1.5 definisali smo kvadratne Gausove sume. Slede¢a definicija uopstava definiciju
kvadratnih Gausovih suma.

Definicija 2.4. Za a € F,, definisiemo Gausovu sumu na slede¢i nacin:
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= x(t)¢™,

teF,

27i

gde je ( = e r primitivni p-ti koren jedinice.

Teorema 2.14. Ako je a # 0 i X # Xo, tada je go(x) = x(a™1)g1(x). Ako je a # 0 i x = xo
tada je go(xo0) = 0. Ako je a = 0 i x # xo, tada je go(x) = 0. Ako je a = 0 i x = xo tada je
go(Xo0) = p-

Dokaz. Pretpostavimo da je a # 01 x # xo. Tada je

X(@)ga(x) = x(a) D x ()¢ =Y x(at)¢™ = g1(x).

Ovim smo dokazali prvi deo teoreme.

Ako je a # 0, tada je

ZX Cat ant -0

t

Primetimo da je go(x) = > x(£)¢% = > x(t). Ako je x = xo rezultat je p; ako je x # Xo,
t t

rezultat je nula na osnovu Teoreme 2.13. [

U daljem tekstu g;(x) oznacava¢emo sa g(x).

Teorema 2.15. Ako je x # xo, tada je |g(x)| = /-

Dokaz. Dokaz ove teoreme je slican dokazu Teoreme 1.14.

Ideja dokaza jeste da sumu ) g.(x)ga(x) prikazemo na dva nacina.

)1 ga(x) =
0 sledi da je

Ako je a # 0, tada je na osnovu Teoreme 2.14. g,(x) = x(a=Dg(x) = x(a)g(x)
X(a™)g(x). Zato je ga(x)9a(X) = x(a™)x(a)g(x)g(x) = l9(x)[*. Kako je go(x) =

Zajga(x)ga(x = (p—1]g)*.

Sa druge strane imamo da je

= > > xl@xy)e.

Sumirajuci obe strane po a u poslednjoj jednakosti i koristec¢i Posledicu 1.3. dobijamo
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> 900900 = D) x(@)x(®)é(z, y)p = (p = Vp.

Zato je (p— 1)|g(x)|* = (p — 1)p odakle sledi dokaz teoreme. O
Definicija 2.5. Neka su x1, X2, -, X» karakteri na F),. Jakobijevu sumu definisemo na sledeci
nacin:
J(le"'7X7") = Z X1<t1)”‘x7‘(t7")7
t1+"'+t7‘:1

gde se suma vrsi po svim resenjima jednacine t; +--- +t, =1 v [,

Sledec¢a teorema nam daje vezu izmedu Gausovih i Jakobijevih suma.

Teorema 2.16. Ako su x1, ..., X» netrivijalni karakteri i ako je njihov proizvod x1 - - - x, takode
netrivijalan, tada je g(x1) -+ g(xr) = J(X1, -, Xr)9(X1 "+ Xor)-

Dokaz. Definisimo preslikavanje ¢ : F, — C sa ¢(t) = ¢*. Tada je ¥(t1 + t2) = ¥ (t1)Y(t2) i
mozemo zapisati da je g(x) = > x(t)1(t). Sada je
t

9(x1) - g(xr) = (Z Xl(tl)w(t1)> (Z M(h)iﬁ(h)) = 0(s) ( > Xl(tl)"'Xr(tr)> :

t1+-+tr=s

Ako je s # 0, za t; = su;, unutrasnja suma je jednaka (x1---X»)(8)J (X1, s Xr)-

Ako je s = 0, tada unutrasnja suma je jednaka > xi1(t1) - x»(t.) = 0 jer t1, ..., t,_1 mogu
t14-tr=0
biti proizvoljno izabrani pa je t, = —t; —-- - —t,_1, i svaka od suma korespodentna sa tq, ..., t,_

je nula jer su xi, ..., X, netrivijalni. O

Teorema 2.17. Ako su X1 ..., X, netrivijalni, i ako je x1--- X, trivijalan, tada je

g(x1) - 9(xr) = xo (=1)pJ (X155 Xr—1)-

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.16. imamo da je

g(x1) - 9(xr—1) = (X150 Xr—1)g(X1 - Xr—1)-

Mnozedi sa g(x,) obe strane poslednje jednakosti dolazimo do izra¢unavanja
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g(xXr)g(x1 - Xr=1)-

Medutim, (x1 - Xr—1)Xr = Xo znaci da je

gx1 - xr—1)9(Xr) = 9(Xr)9(xr) = X (=1)p

na osnovu dokaza Teoreme 2.15. OJ
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2.4 Kubni zakon reciprociteta
Lema 2.1. g(x)® = pr

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.17. vazi g(x)* = pJ(x,x). Dokazimo da je J(x,x) = 7 odakle
¢e slediti da je g(x)® = pr. Neka je J(x,x) = 7. Kako je 77 = p = 7'’ imamo da 7 | #’ ili
7 | 7. Kako su svi posmatrani prosti primarni, imamo da je 7 = 7’ ili 7 = 7/. Eliminisa¢emo
poslednju moguénost.

Na osnovu definicije vazi:

Joox) =Y x@x(1—2z)=> &% (1-2)"F (mod 7),

gde se suma vrsi nad skupom Z/pZ. Polinom pr_l(l — x)pT_l je stepena %(p -1)<p—-1
Pokazimo sada da vazi sledeca formula:

p—1tk=1"+2"+...+ (p—1)" = 0(mod p). (1)

Neka je z primitivan koren mod p. Tada je 18425+ ..+ (p—1)¥ = 1+2F +- - .+ 2P=2D*(mod p).
Kako ¥ % 1(mod p) i 2®~V* = 1(mod p) sledi da je 1¥4+2F+- - -+ (p—1)% = 222221 = ((mod p)

zk—1
¢ime je dokazana formula (1). Sada na osnovu formule (1) sledi ) z' (1—2)" = 0(mod p).

Ovim je pokazano da vazi J(x, x) = 0(mod 7), tj. 7 | 7’ odakle sledi da je m = 7’. O

Lema 2.2. Neka je m = q¢ = 2(mod 3) i my = m prost u Z[w| norme p. Tada je x(q) = xq(7).

Dokaz. Neka je xr = X, 1 posmatrajmo Jakobijevu sumu J(y, ..., x) sa ¢ ¢lanova. Kako 3|¢+1,
imamo na osnovu Teoreme 2.17 da je g(x)?™! = pJ(x, ..., X). Na osnovu Leme 2.1 je g(x)® = pm,
pa vazi:

Podsetimo se da je

TG X) = Y x(ta) - x(ty),

gde se suma vrsi po svim ¢4, ..., ¢, € Z/pZ tako daje t;+---+t, = 1. Clan ukomejet; = --- = tq
zadovoljava qt; = 11 x(q)x(t1) = 1. Stepenujudi obe strane poslednje jednakosti ¢-tim stepenom
i uzimajuéi u obzir da je ¢ = 2(mod 3) dobijamo da je

x(q)?x(t)? =1
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i otuda dobijamo da je x(¢1)? = x(q). Zato, ,,dijagonalni”element koji korespondira sa t; =
.-+ = t, ima vrednost x(¢). Ako nisu svi ¢; medusobno jednaki, tada dobijamo ¢ razli¢itih
g-torki iz cikliéne permutacije (¢4, ...,%,). Zato je J(x, ..., x) = x(¢)(mod q).

Dakle, (pm)% = px(q)(mod ¢) odakle sledi

q—2 g+1

p3 s = x(q)(modq).

Imajuéi u vidu ¢ — 1 = 1(mod 3) stepenujmo poslednju jednakost do (¢ — 1)-tog stepena:

(@=2)(g=1) %1
3

5 =x(q)"" = x(q)(mod q).

Na osnovu Male Fermaove teoreme vazi p?~! = 1(mod q). Zato je

-1

Xx(q) =7 % = Xq(m)(mod q)

odakle sledi x-(q) = x4(7). O

Teorema 2.18. Neka su mp i w9 primarni prosti u Z[w| sa normama py, ps respektivno. Tada
je
Xy (7T2) = Xms (71—1)'

Dokaz. Neka je v1 = 71, 72 = Te. Tada je p; = m71, pa = maye, 1 p1, pe = 1(mod 3). Sada je

IOX)” = T (Xyas - X )9 (XE?)

na osnovu Teoreme 2.16. (Postoji py karaktera u Jakobijevoj sumi.) Kako je py = 1(mod 3)
sledi x%? = x,,. Zato je

po—1

[90)"] 75 = T s Xon)-

Kao u dokazu prethode teoreme, izostavljajuéi ,,dijagonalni” ¢lan u Jakobijevoj sumi i posma-
trajuéi clanove kongruentne sa 0 mod p,, dobijamo

T (s -+ Xon) = X (P2 1) = X (P3) (mod o).
Na osnovu Leme 2.1 je g(x,,)* = p1y1 odakle sledi

pa—1

(pim) 3 EXm(Pg)(mOdPZ)-

Dakle, Xr,(p171) = X (P3)- Sli€no, xa (pam) = xx(pi). Sada je na osnovu Teoreme 2.10.
X7 (p%) = Xm (pQ)' Zato je
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Xro (P171) = X (P2),
X1 (P272) = Xm2 (]91)-

Sada imamo

X (T2) X (171) = Xy (T2D2)

1l

= =

33
A):’g/—\/\

2

=

odakle sledi x, (m2) = Xy (71)-
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2.5 Kubni karakter broja 2

Sada ¢emo se baviti slede¢im pitanjem: Za koje sve proste m € Z[w], 2 je kubni ostatak. Na
pocetku, primetimo da 23 = 2(mod 7) je resiva ako i samo ako 3 = 2(mod 7’) je reSiva za svaki
asocirani element od 7. Zato mozemo pretpostaviti da je 7 primaran. Ako je m = ¢ racionalan
prost, tada je x4(2) = 1, pa je 2 kubni ostatak za sve ovakve proste 7.

Pretpostavimo sada da je m = a + bw primaran, kompleksan i prost. Na osnovu kubnog zakona
reciprociteta je x»(2) = x2(m). Norma od 2 je 22 = 4. Zato je

m=m 3 = xa(m)(mod 2).

Sada sledi da je x.(2) = 1 ako i samo ako m = 1(mod 2). Upravo smo dokazali slede¢u teoremu.

Teorema 2.19. x* = 2(mod ) je resiva ako i samo ako je T = 1(mod2), tj. ako i samo ako

a=1(mod2) i b= 0(mod?2).

Poslednju teoremu je moguce iskazati na jos jedan nacin. Neka je @ = a + bw primaran,
kompleksan i prost i p = N(7) = a® — ab+ b*. Tada je 4p = (2a — b)? + 3b?. Ako stavimo da je
A=2a—biB=2%, tada je 4p = A* + 27B%

Teorema 2.20. Ako je p = 1(mod3), tada je x® = 2(mod p) resiva ako i samo ako postoje celi

brojevi C' i D takvi da je p = C? + 27D?.

Dokaz. Ako je 3 = 2(mod p) resiva, onda je resiva i 2* = 2(mod 7) i zato je 7 = 1(mod 2) na
osnovu Teoreme 2.19. Sada imamo:

b
dp = A2 +27B?%, gde je AzZa—b,Bzg.
Kako je b, paran, sledi dasutoi Ai B. Neka je D = % iC = é. Tada je p = C? + 27D2

Pretpostavimo obrnuto, neka je p = C? + 27D? Tada je 4p = (2C)* + 27(2D)?. Na osnovu
jedinstvenosti broja B, sledi da je B = +2D; tj. B je paran, pa je i b paran. Kako Z[w]/7Z|w]
ima p = N(7) elemenata, postoji ceo broj h, takav da je h* = 2(mod 7). Takode, sada vazi i
da je h® = 2(mod p). Ako 7 | h3 — 2, tada 7 |h® — 2177 =p| (h*—2)%. Sadap|h®—2. O

Na primer, uzmimo da je p = 7. Tada z* = 2(mod 7) nije resiva jer ne postoje celi brojevi C' i
D takvi da je 7 = C? + 27D>.

Sa druge strane, ako uzmemo da je p = 31 = 2% 4 27 - 1%, tada je jednacina z* = 2(mod 31)
reSiva. Zaista, 4° = 2(mod 31).
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Napomene
Razmatranja o prstenu Z[w]|, i kubni karakter ostatka i kubni karakter broja 2 su prikazani uz

koriséenje [2]. Dokaz kubnog zakona reciprociteta, zajedno sa Gausovim i Jakobijevim sumama
je prikazan uz koriséenje [2] 1 [4].
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3 Bikvadratni zakon reciprociteta

U svom drugom memoaru o bikvadratnim ostacima, 1832. godine, Gaus je naveo bez dokaza
bikvadratni zakon reciprociteta. Dokaz, koji je on tvrdio, pripadao je misterijama viSe aritme-
tike. Detalji su publikovani u treéem meomaru, Sto se nazalost nije nikad pojavilo. Kasnije
je Ajzenstajn publikovao nekoliko dokaza 1844. godine, koriste¢i Jakobijeve i Gausove sume.
Glavna ideja je ista kao i kod kubnih ostataka s tim da su neki detalji sada obimniji.

U ovoj sekciji, prvo ¢emo se baviti prstenom Z[i], bikvadratnim (kvartnim) karakterom ostatka,
formulacijom i dokazom bikvadratnog zakona reciprociteta.

3.1 Prsten Z][i]

U toku narednog izlaganja neka D oznacava prsten Z[i| = {a + bila,b € Z} koji se jos zove
prsten Gausovih celih. Ako o € D tada (o) = aD je glavni ideal generisan sa «. Takode, u
narednom izlaganju kada kazemo prost, mislicemo na pozitivan prost broj iz Z.

Teorema 3.1. Prsten D je euklidski domen.

Dokaz. Skup D je oéigledno zatvoren u odnosu na sabiranje i oduzimanje. Sta vise, ako a +
bi,c+di € D, tada (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i € D.
Zato je D zatvoren i u odnosu na mnozenje, pa je D jedan prsten. Kako je D sadrzan u skupu
kompleksnih brojeva, sledi da je D integralni domen.

Za a + bi € Q[i] definisSemo normu N(a + bi) = a> +b*. Neka je « = a+biiy =c+di
i pretpostavimo v # 0,% = r + si, gde r,s € Q. Izaberimo cele brojeve m,n € Z takve

da je [r —m| < 3 i|s—n| < 1. Neka je sada 6 = m + ni. Tada § € D1 N(§—-0) =
(r—=m)?4+(s—n)*> < 1+1 =132 Nekajep=a—70 Tada p € D i vazi ili p = 0 ili
N(p) = N(v(2 =6)) = N(y)N(2 = 0) < 5N(7) < N(7). O

Kako je D euklidski domen, imamo da ako je 7 ireducibilan i 7 | af tada ili 7 | a ili 7 | 5.
Ako N(a) = aa norma od «, tada vazi N(a) = 1 ako i samo ako « je inverzibilan. Odavde
dobijamo da su inverzibilni elementi u D, +1, 4.

Lema 3.1. Ako je 7 ireducibilan, tada postoji prost p € Z tako da 7|p.

Dokaz. N(m)=nT =n=p;---ps, p; je prost, p; € Z. Zato 7 | p; za neko 1. O

Lema 3.2. Ako o € D, i N(«) je prost, tada je o ireducibilan.

Dokaz. Ako a = p, tada N(a) = N(u)N(A). Kako je N(«) prost, sledi da je N(u) = 1 ili
N(X) = 1. Zato je jedan od A i u inverzibilan, odakle sledi da je « ireducibilan. ]

Lema 3.3. 1+ je ireducibilan i 2 = —i(1 +14)? je prosta faktorizacija od 2 u D.
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Dokaz. Kako je N(1+ 1) = 2 sledi na osnovu Leme 3.2 da je 1+ ireducibilan. Drugi deo leme
se dokazuje direktnom proverom. ]

Lema 3.4. Ako je g = 3(mod4) prost u Z, tada je q ireducibilan posmatran kao element od D.
Dokaz. Ako ¢ ne bi bio ireducibilan u D, tada ¢ = a8 gde je N(a) > 11 N(5) > 1. Prelazeéi
na norme dobijamo ¢> = N(a)N(3). Sledi da je ¢ = N(a). Ako je a = a + bi,a,b € Z, tada je

q = a® + b?. Ovo je kontradikcija jer zbir dva kvadrata u Z je kongruentan sa 0 ili 1 modulo 4,
a q je kongruentno sa 3 modulo 4. [

Lema 3.5. Ako je p prost, p = 1(mod 4), tada postoji ireducibilni w tako da p = 7.

Dokaz. Pokazimo da postoji n € Z tako da p | n? + 1.

Na osnovu Vilsonove teoreme imamo da p | (p — 1)! + 1. Imamo da je

2

(p—l)!:Ha(p—a) El_[(—aQ):(—l)p%1 Ha = n*(mod p)

jer je B+ paran. Dakle, p | n? + 1. Na osnovu Leme 3.1. 7 | p. Kako p | n?+1= (n—1i)(n+1i)
i kako je 7 prost u Zl[i] sledi da 7 | n — i ili 7 | n 4 ¢. Ako bi 7w bio asociran sa p, onda bi vazilo
N(mw) = N(p) = p*. Tada bi jos i vazilo da p | n —i ili p | n + i §to je kontradikcija. Dakle,
N(7) = p, odnosno p = 77 i w, 7 su prosti jer je Z[i| glavnoidealski. ]

Sa iznetim lemama i teoremama je kompletiran opis ireducibilnih elemenata u D.

Definicija 3.1. Za element o« € D koji nije inverzibilan kaZemo da je primaran ako o =
1(mod (1 +1)?).

Lema 3.6. Element o = a + bt € D koji nije inverzibilan je primaran ako i samo ako je ili
a = 1(mod4),b=0(mod4) ili a = 3(mod4),b = 2(mod4).
Dokaz. Kako je (1+ )3 = 2i(1 + 1) sledi da je a + bi primaran ako i samo ako

(a—1)+bi a—l—b—1+b—a—|—1.€D
= 1 .
2+ 2 4 4

Ovo je ekvivalento sa kongruencijama a 4+ b = 1(mod 4),a — b = 1(mod 4). H

Napomenimo da bilo koji neinverzibilni o« = 1(mod 4) je primaran. Sta vige, ako je a primaran,
tada (14 4) { . Ako je g realan prost, ¢ = 3(mod 4), tada je —¢ primarni ireducibilni.

Lema 3.7. Neka je o € D neinverzibilni, (1 + i) 1 a. Tada postoji jedinstveni inverzibilni
element u tako da je uae primarni.

o1
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Dokaz. Postoji inverzibilni € tako da je e = a + bi gde je a neparan i b paran. Mnozeci ako je
potrebno sa -1, Lema 3.6 nam pokazuje da je « asociran sa nekim primarnim elementom. Ako
su uy 1 ug inverzibilni elementi takvi da su uja i ugar primarni tada kako (1 +4) t « sledi da je
up = up(1 +14)%. Odavde je uy = us. O

Lema 3.8. Primarni element se moze prikazati kao proizvod primarnih ireducibilnih elemenata.
Dokaz. Neka je o € D primaran. Tada postoje racionalni prosti ¢; = 3(mod 4), primarni iredu-

cibilni 7;, N(m;) = 1(mod 4) i inverzibilni u tako da je a = umy - - - m(—q1) - - - (—¢s). Redukcijom
modulo (1 + 7)® dobijamo da je 1 = u(1 +4)3. Odavde sledi da je u = 1. O
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3.2 Bikvadratni karakter ostatka

U ovoj podsekciji posmatramo ireducibilni 7 € D.

Teorema 3.2. Prsten ostataka D/mD je konacno polje sa N(w) elemenata.

Dokaz. Dokaz se izvodi na isti nacin kao i u Teoremi 2.6, zamenom odgovarajuc¢ih ireducibilnih
iz Z[w] sa odgovaraju¢im ireducibilnim u D = Z[i]. O
Iz ove teoreme dobijamo jednostavnu posledicu.

Posledica 3.1. Ako 7« tada o¥™=1 = 1(mod 7).

Teorema 3.3. Ako w1 a, (7) # (1 + 1) tada postoji jedinstven ceo broj 3,0 < j < 3 tako da

P i (mod 7).

Dokaz. Klase ostataka od 1, —1,4, —i su razli¢ite. One su koreni od z* = 1(mod 7). Medutim,
klasa ostataka od a” 7 je takode reSenje za x* = 1(mod 7) na osnovu prethodne posledice. []

Definicija 3.2. Ako je m ireducibilan, N(w) # 2, tada bikvadratni karakter ostatka od o, za
1 «, je definisan sa x.(a) = i gde je j odreden na osnovu Teoreme 3.3. Ako m | a, tada je

Xr(a) =0.

Teorema 3.4. Za bikvadratni simbol ostatka vazi sledece:

1. Ako 1« tada xx(a) =1 & z* = a(mod ) ima resenje u D.
2. Xx(aB) = Xx(a) - Xx(B)-

Xr (@) = Xz (Q).

Co

a—1

4. Ako je ™ primaran ireducibilni tada je x.(—1) = (=1)"2 , gde je m = a + bi.
5. Ako je a = f(mod ) tada je x-(a) = xx(5).
o

- Xn(@) = xa(@) ako (m) = ().

Dokaz. 1. Dokaz sledi iz ¢injenice da x™ = « ima reSenja ako i samo ako o't = 1, gde
a€ F* d=(n,q—1), F je konacno polje.

2., 3., 5. 16. slede direktno iz definicije.

4. sledi iz Leme 3.6. O

Teorema 3.5. Neka je q prost, ¢ = 3(mod4). Tada je x,(a) =1 za a € Z,q1 a.
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Dokaz. Tmamo da je N(q) = ¢*. Zato je

na osnovu Male Fermaove teoreme. O

Bikvadratni karakter ostatka se generalizuje na slede¢i nacin.

Definicija 3.3. Neka je a € D neinverzibilni element tako da (1 +1i) 1 «, i B € D. Zapisimo
a kao a =[], \; gde je \; ireducibilan. Ako je (o, B) = 1 definisemo xo(B) na sledeéi nacin:

() = L.

Ovo je dobro definisano na osnovu Teoreme 3.4 pod 6. Na osnovu 5. Teoreme 3.4 sledi da ako
je = y(mod a) tada xa(8) = Xxa(7).

Teorema 3.6. Neka je o € Z, v # 0, 1 a € Z neparan neinverzibilni. Ako je (a,«) = 1, tada
7€
Xa(a) = 1.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je a > 0. Pretstavimo a na sledeéi nacin: a = [[p; [[ ¢ gde
su p;,q; prosti, p; = 1(mod4) i ¢; = 3(mod 4). Na osnovu Teoreme 3.5 ostalo jos samo da
proverimo da je x,, () = 1. Ako je p; = 77 gde je 7 ireducibilan, tada x,,(a) = x(@)x=(@) =
Xx(a)xr(a) = 1 na osnovu Teoreme 3.4 pod 3. O

n—1

Teorema 3.7. Ako je n # 1 ceo brojn = 1(mod4),tada je x,(i) = (—=1)"7 .

Dokaz. Primetimo da n moze biti negativan. Ako je n pozitivan prost p = 1(mod 4) tada je
p = w7. Sada imamo

Xp(1) = X (@)xz(1) = (i 7 ) = (1) .

—q—1

24 q+1
Ako je n = —q,q = 3(mod 4) i prost, tada je x_,(i) = T = (iq_l)% = (—1)"1 . Ako
je n = 1(mod 4) proizvoljan tada je n = py -+ p(—q1) -+ (—¢s),pi = 1(mod 4),¢; = 3(mod 4)

t
odakle dokaz sledi iz ¢injenice da je 27t = 3 2 (mod 4). O
i=1
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3.3 Bikvadratni zakon reciprociteta

Uopsteni bikvadratni zakon reciprociteta se moze izraziti na slede¢i nac¢in. Neka su A i 7
uzajamno prosti primarni elementi od D. Tada

N(\)-1 N(m)-1

Teorema 3.8. x,(\) = xp(m)(—=1)"a 4

N(A)-1 N(m)-1

1 1 1

Ako su A i 7 primarni, gde je A = c+di i m = a + bi, moze se pokazati da su

%1 . % iste parnosti, odakle sledi

a—1 c—1

Xr(A) = xa(m)(=1) 2 2.

Drugim rec¢ima, ako su ili 7 ili A kongruentni sa 1 modulo 4 tada 7 i A imaju isti bikvadratni
karakter. Takode, ako su 7 1 A kongruentni sa 3 + 2i tada vazi x.(A) = —xa(m).

Posmatrajmo primarni ireducibilni elemenat 7 sa normom N(7) = p = 1(mod 4) i neka je x,
odgovarajuci bikvadratni karakter. Tada se x, moze posmatrati kao multiplikativni karakter
na kona¢nom polju D/7D = F. Podsetimo se da je F' konacno polje sa p elemenata koje sadrzi

klase ostataka od 0,1,...,p — 1. Neka je ( = s i neka je 9(xx) = > Xx(j)¢/ Gausova suma
jer

koja odgovara .. Ako je 1) = x2, tada je ¢ netrivijalni karakter reda 2 na polju F' i zato je ¢
Lezandrov simbol.

Pre nego sto predemo na dokaz specijalnih slucajeva bikvadratnog zakona reciprociteta i gene-
ralnog oblika ovog zakona, navedimo nekoliko rezultata vezano za Gausove i Jakobijeve sume,
koji ¢e nam biti potrebni.

Teorema 3.9. J(Xr, Xr) = Xa(—1)J(Xr, V).

Dokaz. J(Xr, Xx) = g;’&zﬁ odakle sledi J(xr, xr)? = 250 =y (=1)J (X, X )J (X, 20). O

Teorema 3.10. g(x,)* = pJ(Xx, Xx)*.

Dokaz. Dokaz sledi iz prethodne Teoreme 3.9 i Teoreme 2.17. [
Teorema 3.11. —x,(—1)J(Xx, Xx) je primaran.

p—1

Dokaz. J(Xr, Xn) = 2 22: X (O)Xa(1 — 1) + Xn (’%1)2 . Svaki inverzibilni element u D je kongru-
=2

entan sa 1 modulo 1+ i. Takode, p = 1(mod 2 + 2i). Sada imamo y,(2+)? = (y(271))? =

Xa(2)72 = xa(2)? = xa(—i(1 4+ 1)?)? = xx(—1)? = x2(—1). Zato je

J(Xr, Xx) = 2(1%3) + Xx(—1)(mod 2 + 2i)

= —2+ xx(—1)(mod 2 + 2i).
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Otuda imamo

—X=(=1)J(x,x) = 2xx(—1) — 1(mod 2 + 27)
1(mod 2 + 2i),

jer je x(—1) = £1. ]

Teorema 3.12. —x(—1)J(Xr, Xx) =7

Dokaz. Na osnovu Leme 3.7 dovoljno je dokazati da se leva i desna strana razlikuju za neki
inverzibilni element. J(xx, Xx) = Z tT (1 — )T (mod 7). Na osnovu dokaza Leme 2.1 sledi
da je J(Xx, Xx) = 0(mod 7). Kako je N(J(Xr, Xx)) = p sledi da je J(xx, Xx) ireducibilan. [

Kombinujué¢i Teoremu 3.12. i Teoremu 3.10. dobijamo faktorizaciju od g(x)* u D.

Teorema 3.13. g(x,)* = 7.

Predimo sada na neke specijalne slucajeve bikvadratnog zakona reciprociteta.
Teorema 3.14. Neka je ¢ > 0 realan i ireducibilan u D. Tada vazi
X (=) = Xq(T).

Dokaz. Kako je ¢ = 3(mod 4) imamo da je

EZ (5)7¢Y = " x3(j)¢¥ (mod ) = xx(q)g(Xx) (mod g).

Zato je

g+1

(9x=)) ™ = g(xn) =

= X«()9(xx) - 9(Xx)(mod q).

Na osnovu Teoreme 2.15. dobijamo da je 7 = w%(mod ¢). Sada na osnovu Teoreme 3.13 imamo

(g+3)(g+1)
1

= Xﬂ(_l)Xw(Q)Wﬁl (mOd q)v

odakle je
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2_
Kako je = Xq(m)(mod ¢), imamo da je

Xq(T) = Xx(—¢)(mod g),

odakle na osnovu ¢injenice da sa obe strane poslednje jednakosti su inverzibilni elementi, sledi
da je

Xq(T) = Xx(—0).
0

Primetimo da je —q primarni ireducibilni i da je N(‘ffl = an*l paran. Zato je prethodna

teorema zaista jedan specijalan slucaj bikvadratnog zakona reciprociteta.

Teorema 3.15. Neka je g prost i ¢ = 1(mod4). Tada je xx(q) = x4(7).

Dokaz. Kako je ¢ = 1(mod 4) imamo da je

9(xx)! = Z Xﬂ(j)chj = Z Xﬂ(j>cqj = Xx(q)g(xx)(mod q).

Zato je

T = %2 (0)9(xx)* (mod q).

9(Xx)
Na osnovu Teoreme 3.13 poslednja jednakost postaje

3\ 2t3

)4 = Xalg)’

7(mod q).
Obe strane posledednje kongruencije pripadaju D i (¢,7) = (¢,7) = 1. Zato dobijamo da je

g—1 g—1

(%)% (%) F = Xx(q)(mod q).

Ako je ¢ = A gde je X ireducibilan u D sledi da je

X ()X () = X () (mod A).

Sada mozemo zakljuciti da je

XA(7°)xa () = Xx(q)-

Poslednju jednakost mozemo zapisati i na slede¢i nacin
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ili

odakle na osnovu definicije imamo

Xq(T) = Xx(q)-
Sada uzimanjem konjugacije na poslednju jednakost sledi dokaz teoreme. O]

Teorema 3.16. Neka je a relan © a = 1(mod4) i neka je A primaran i (A, a) = 1. Tada je
Xa(A) = xa(a)-

Teorema 3.17. Neka sum=a+bi i A = c+ di primarni i uzajamno prosti brojevi v D. Ako
je (a,b) =11 (¢,d) =1 tada

Dokaz. 1z pretpostavke sledi da je (a,7) = (b, 7) = (¢, A) = (d,\) = 1. Relacija cm = ac +
bd(mod \) implicira (ac+ bd, \) = (ac + bd, ) = 1. Sta vise

xale)xa(m) = xalac + bd).

Sliéno

X (@)Xx(A) = xx(ac + bd).

Uzimanjem konjugacije u poslednjoj jednakosti i mnozeéi je sa prethodnom dobijamo sledece:

XA(e) Xz (a)Xa(m) XA (A) = xar(ac + bd).

Na osnovu Teoreme 3.4 pod 3. vazi:

XA (m)xx(A) = x3(€)xx (@) xaz(ac + bd). (1)

Pretpostavimo da su ¢, a, i ac+ bd neinverzibilni elementi. Tri ¢lana na desnoj strani jednakosti
n—1

(1) se jednostavno racubaju. Za neparan ceo broj n stavimo xo(n) = (—1) 2 . Tada je xo(n)n =

1(mod 4) i xo(ac+ bd) = xo(a)xo(c) jer je bd = 0(mod 4).
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(xo(z)z) za svaki clan na desnoj strani jednakosti (1), moze se

Kako je xa(7) = Xa(X0(Z))Xa
o(x Xa(xo(x)) 1 koriste¢i Teoremu 3.16. i Teoremu 3.4 pod 3. dobijamo

dobiti da je xa(xo(x)) =

X)X (X) = Xe(A)Xa(T) Xactba(ATT).

Koristec¢i Teoremu 3.6. dobijamo

(5‘> - Xc(c - dl) = Xc(_dl) = Xc(i)a
Xa(m) = Xala +bi) = Xa(bi) = Xa(i),
(7

Xac+bd\T ) Xac+bd((ad - bC)Z> = Xac—i—bd(i)'

Zato imamo relaciju:

X)\(,/T)Xﬂ'()\) = X(achbd)ac(i)
_ (_1) (ac+b¢i)ac71
= (-D)T 7.
]

Uopsteni bikvadratni zakon reciprociteta sledi iz Teoreme 3.17. Neka je 7 = m(a + bi), A =
n(c+di), (m,A\) =1 gde je m =n = 1(mod 4), (a,b) = 1, (¢,d) = 1. Na osnovu Teoreme 3.16.
je Xx(n) = xn(m) 1 xa(m) = xm(A). Takode je xm(n) = xn(m) = 1 na osnovu Teoreme 3.6.
Kako su a + bt i ¢ + di primarni imamo

(m) = xalm)xala + bi)
= Xm(A)Xn(a + bi)Xerai(a + bi)
Xon (N Xasi () Xaroi (e + di)(=1) T

( )azl.czl
N(7r) 1 N(/\) 1

(=1) ,

= (A

)
= X=(N)

gde smo u posledjnoj jednakosti koristili ¢injenicu m =n = 1(mod 4).
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3.4 Bikvadratni karakter broja 2

Neka je dat broj p = 1(mod 4). Tada se on moze napisati kao zbir kvadrata nekih prirodnih
brojeva p = a? + b?, pri éemu uzimamo da je a neparan.

Teorema 3.18. Kongruencija x* = 2(mod p) ima resenja za p = 1(mod 4) ako i samo ako je
p oblika A% + 64B?% za neke cele brojeve A i B.

Dokaz. 1deja dokaza jeste da (“be

af(mod p). Tada je p = a® + b* = a?(1 + f?) = 0(mod p) odakle sledi da je f> = —1(mod p).

Prvo, primetimo da je (a + b)? 4+ (a — b)? = 2p odakle je 1 = (f—fb) = () (&) =

(a+b)2—1 (a+b)2—1

atb)?— p—1 2
(—1)% (a%b) . Zato je (%’”) = (—1)la+d=1)5 (a%b) = (—1)T> =f 1 (modp).

> izrazimo na dva nac¢ina. Neka je f takvo da vazi b =

Drugo, kako je (a+b)* = 2ab(mod p) sledi da je (“be) = (a+b)"7 = (2ab)*T = (2f)" (mod p)
jer je (2) = (-1 (2) = 1.

Izjednacavajuci dva dobijena prikaza (‘%’) dobijamo da je 2" = f e (mod p). 2 je bikvadratni

ostatak ako i samo ako je poslednja kongruencija je jednaka 1, ali kako je f reda 4, ovo je moguce
ako i1 samo 8 deli b odakle sledi dokaz teoreme. O
Napomene

Definicije i rezultati o bikvadratnom zakonu reciprociteta su prikazani uz koriséenje [2].
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A Kvadratna rasSirenja polja

Definicija A.1. Svako rasirenje nad poljem Q stepena 2 se zove kvadratno rasirenje. (KaZemo
jos i da se takvo polje naziva kvadratno polje.)

Ako je K kvadratno polje, svaki element x € K\Q je stepena 2 nad Q i zato je x primitivni
element od K (tj. K = Q[z]i(1,7) je baza za K nad Q). Neka je F(X) = X2+bX +c (b,c € Q)
minimalni polinom elementa x € K. ReSavajuéi jednacinu z? + bx + ¢ = 0 dobijamo 2z =

—bE£ Vb —4c. Zato je K = Q(v/b? — 4c¢). (Ovde se misli da je v/b? — 4c¢ jedan od dva elementa
iz K ¢iji je kvadrat b* —4c.) Sada je b®—4c racionaln broj % = %, v € Z. Ustvari, K = Q(vd)
gde je d kvadratno slobodan ceo broj. Zato vazi slede¢a teorema.

Teorema A.l. Svako kvadratno polje je oblika @(\/c_l) gde je d kvadratno slobodan ceo broj.

Razmotrimo sada kako izgleda prsten celih kvadratnog rasirenja Q(\/E) za dato d. Element
V/d je koren ireducibilnog polinoma X2 — d. Ovaj element ima svoj konjugat u K i to je —v/d.
Postoji automorfizam ¢ polja K koji v/d slika u —v/d. Svaki element iz K je oblika a + bv/d,
a,b € Q. Sada imamo

ola+bVd) =a—bVd. (2)

Posmatrajmo prsten celih A kvadratnog polja K. Njega cCine elementi z € K koji su integralni
nad Z. Ako z € A, tada je o(z) koren iste jednacine integralne zavisnosti kao i z, odakle sledi
o(z) € A. Sada imamo da je z + o(z) € Aizo(z) € A. Ako je z = a + bv/d gde je a,b € Q,
tada na osnovu (1) imamo

r+o0(r)=20€Q i z-0(x)=d®—db* Q. (3)

Kako je Z glavnoidealski i integralno zatvoren, dobijamo

204 € Z; a®>—db* €7 (4)

Uslovi (3) su potrebni u slucaju da je x = a + bV/d integralan nad Z. Oni su takode i dovoljni,
jer je = koren od X? — 2aX + a® — db? = 0. Na osnovu (3), (2a)? — d(2b)? € Z. Kako 2a € Z,
imamo da je d(2b)? € Z. S druge strane, d je kvadratno slobodan, pa ako 2b ne bi bio ceo
broj, njegov imenilac bi sadrzao prost faktor p. Ovaj prosti faktor bi se pojavljivao kao p* u
imeniocu od (2b)?. MnozZenjem sa d, (2b)? nece pripadati Z. Mozemo zakljuciti da 2b € Z.

Ukratko, mozemo uzeti da je a = §,b = %, gde je u,v € Z. Uslovi (3) sada postaju:

u? — dv® € 47. (5)
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Ako je v paran, (4) nam pokazuje da je u paran takode. U ovom slucaju a,b € Z. Ako je
v neparan, tada v? = 1(mod 4). u? je 0 ili 1 modulo 4 (jedini kvadrati mod 4). Kako je d
kvadratno slobodan, on nije umnozak od 4. Sada je u? = 1(mod 4) i d = 1(mod 4). Upravo
smo pokazali da vazi sledeca teorema:

Teorema A.2. Neka je K = Q(v/d) kvadratno polje gde je d € Z kvadratno slobodan.

(a) Ako je d = 2 ili d = 3(mod 4), tada prsten celih A polja K sadrzi sve elemente oblika
a+ bVd gde je a,b € Z.

(b) Ako je d = 1(mod 4), tada prsten celih A polja K sadrZi sve elemente oblika §(u + vV/d)
gde u,v € Z i u i v su iste parnosti.

Prsten A u slucaju (a) mozemo zapisati kao A = Z + Z+/d a u slucaju (b) kao A = Z + Z%ﬁ,

u—vto(14Vd) _ u—w C1EVd 5 u—w
R IVE — w4y 1452 € Z.

jer je 5

U slucaju (a), (1,v/d) je baza za A kao Z-modula. U slucaju (b), (1, 11+ Vd)) je baza za A
nad Z. Zaista, na osnovu (b) 11 3(1+ v/d) pripadaju A. Da bismo pokazali da se (u +vv/d)

moze prikazati kao Z-linearna kombinacija od 1 i 2(1 + v/d), moze se oduzimanjem (1 + v/d)
problem svesti na slucaj kada su w i v parni. U ovom slucaju

%(u—i—v\/a) = (g—g> -1+v-%(1+\/c_i).
Definisimo sada realna kvadratna i imaginarna kvadratna polja.
Ako je d > 0, Q(v/d) se zove realno kvadrano polje.
Ako je d < 0, Q(v/d) se zove imaginarno kvadratno polje.
Navedimo sada neke primere.

Primer 1. Odrediti prsten celih u kvadratnom rasirenju K = Q(+/17) i odrediti bar jednu
njegovu integralnu bazu.

Kako je 17 = 1(mod 4) imamo slucaj (b) Teoreme A.2. Prsten celih je A = Z + Z%m.
Integralna baza je (1,3 (1+ /17).

Primer 2. Odrediti prsten celih u kvadratnom rasirenju K = Q(7) i odrediti bar jednu njegovu
integralnu bazu.

Kako je —1 = 3(mod 4) imamo slucaj (a) Teoreme A.2. Prsten celih je A = Z+7Z+/d. Integralna
baza je (1,17).

Napomene

Izvor za ovaj dodatak je [7].
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