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Uvod

U ovom radu bi¢e razmatrano reSenje problema nalaZenja optimalnog programa
reosiguranja sa stanoviSta osiguravaca. Bilo da su u pitanju proporcionalni ili
neproporcionalni ugovori reosiguranja, cilj je isti, da se pronade optimalna raspodela
rizika kako bi se smanjila verovatnoc¢a razaranja osiguravaju¢e kompanije.

U poglavlju 1. bice uvedeni osnovni pojmovi vezani za proces reosiguranja i tipovi
ugovora o reosiguranju, kao i razlozi za uvodenje ovakvih ugovora i prednosti njihove
primene. Kroz poglavlje 2. bi¢e definisan Kramer-Lundbergov model kao osnovni model za
opisivanje procesa rizika u poslovima neZivotnih osiguranja. Poglavlje 3. sadrzi definicije
pojma razaranja i njegove verovatnoce i definiciju uslova Cistog profita.

Nakon wuvodenja pojmova neophodih za razumevanje postavke problema
optimizacije reosiguranja u poglavlju 4. razmatraju se osnovni tipovi ugovora o
reosiguranju pomocu kojih osiguravaju¢a kompanija moze da optimizuje svoj proces rizika.
U istom poglavlju definisani su i procesi rizika nakon primene proporcionalnih ugovora o
reosiguranju i neproporcionalnih ugovora o reosiguranju sa i bez limita pokri¢a. Hamilton-
Jakobi-Belmanova jednaCina kojom se definiSe problem pronalaZenja optimalnog
reosiguranja bi¢e uvedena u poglavlju 5. zajedno sa definicijom pojma infinitezimalnog
generatora i njegovim primerima.

Poglavlje 6. sadrzi formulaciju problema pronalaZenja optimalnog reosiguranja kroz
ugovore o reosiguranju viska Stete bez limita pokrica, dokaze egzistencije i jedinstvenosti
reSenja ovakvog problema i primer reSenja dobijenog pomocu simulacije u programu R za
sluc¢aj kada veliCine Steta imaju eksponencijalnu raspodelu. Analogno je u poglavlju 7.
postavljen problem pronalaZenja optimalnog reosiguranja putem proporcionalnih ugovora
o reosiguranju, zatim su za tako postavljen problem dokazani egzistencija i jedinstvenost
reSenja i dat je primer reSenja putem simulacije u programu R za slucaj kada veli¢ine Steta
imaju eksponencijalnu raspodelu.

U poglavlju 8. postavljen je problem pronalaZenja optimalnog reosiguranja kroz
ugovore o reosiguranju visSka Stete sa limitom pokri¢a, odredena je optimalna strategija za
slucaj kada osiguravaju¢a kompanija nema pocetni kapital i utvrden znacaj moguc¢nosti
kontrole limita u odnosu na neke osobine raspodele veli¢ina Steta. Kao ilustracija ove
teorije u istom poglavlju dokazano je da ugovori o reosiguranju viska Stete sa limitom
pokri¢a za sluCaj kada veliine Steta imaju eksponencijalnu raspodelu ne mogu biti
optimalni.

Na kraju rada, u Re¢niku pojmova, date su definicije osnovnih pojmova koji se srecu
u svakodnevnom radu na poslovima reosiguranja.



1. Pojam reosiguranja

Reosiguranje je prenos rizika sa direktnog osiguravaca (cedenta) na drugog nosioca
rizika (reosiguravaca). Za objasnjenje ovog pojma koristi se i izraz osiguranje osiguranjal. U
osnovi gledano, ako je neki individualni rizik previSe velik za osiguravaju¢u kompaniju, ili
su potencijalne Stete za ceo portfelj velike, osiguravac se odlucuje za kupovinu reosigurava-
juceg pokric¢a. Pojam rizik u osiguranju upotrebljava se da oznaci predmet osiguranja, ali i
neizvesnost. Da ne bi doSlo do zabune u ovom poglavlju se pojam rizik odnosi na predmet

osiguranja, dok ¢e u narednim poglavljima imati svoje osnovno znacenje.
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Priroda i svrha reosiguranja je pre svega da smanji finansijske obaveze osigurava-
ju¢ih drustava koje proisticu iz potencijalnih pojava odredenih potraZivanja po ostvarenim
Stetama na osiguranim rizicima. Ono dodatno utice i na poboljSanje inovacije, konkurencije
i efikasnosti na trZistu jer se na ovaj nacin rizik dalje deli kroz ve¢i sistem osiguranja nego
Sto je jedna osiguravajuca kompanija te i veliki rizici mogu biti osigurani. Takode, iz razloga
Sto se rizik rasporeduje na veci broj subjekata, ponekad na veoma Sirokom geografskom
prostoru, heterogeni rizici, koje osigurava¢ ne bi mogao izravnati, putem reosiguranja
postaju homogeni. Dakle, reosiguranje uti¢e na smanjenje rizika i njegovu homogenizaciju,
ali i povecava limit (veli¢inu) moguceg preuzetog rizika u portfelju cedenta.

Moguénosti zaStite rizika putem reosiguranja su izuzetno velike i svakodnevno se
pojavljuju novi oblici reosiguravajuceg pokri¢a. Ovo je razlog postojanja velikog broja
razliCitih vrsta ugovora o reosiguranju. U literaturi i praksi najCeSce se srecu podele
ugovora o reosiguranju sa stanoviSta masovnosti ugovora (pojedinacni ili fakultativni
ugovori i okvirni, obligatorni ili automatski ugovori) i sa stanovisSta preuzetih obaveza
reosiguravaca (proporcionalni i neproporcionalni). Na Slici 1 prikazan je grafik najcesce
podele ugovora o reosiguranju i svaki prikazani tip ugovora ukratko je objasnjen u Re¢niku
pojmova na strani 43. ViSe informacija o mehanizmu funkcionisanja ugovora o reosiguranju
moZe se pronai u knjizi [7], glava 10. Metode reosiguranja i glava 11. Ugovor o
reosiguranju.

Da bi pruZio reosiguravajuce pokrice, reosiguravac od cedenta dobija odredeni iznos
premije reosiguranja, a za uzvrat se obavezuje da isplati dogovoreni iznos nastalih Steta.
Sustinski, reosiguravac i cedent dele premiju, rizik i Stete na proporcionalnoj osnovi, u
sluc¢aju proporcionalnih ugovora o reosiguranju, ili reosiguravac¢ placa samo viSak Stete
iznad prethodno definisanog nivoa, u slu¢aju neproporcionalnih ugovora o reosiguranju.
Kao $to se osiguranje zasniva na zastiti osiguranika, te za postojanje osiguranja mora
postojati rizik, tako je osnov za postojanje reosiguranja zakljuen ugovor o osiguranju.

2. Kramer-Lundbergov model

Kramer-Lundbergov (Cramér-Lundberg) model? je standardni model koji se koristi
za opisivanje procesa rizika poslovanja osiguravaju¢e kompanije koja se bavi prodajom
neZivotnih osiguranja. Proces rizika predstavlja vrednost kompanije kroz vreme, pri ¢emu
se kapital drusStva uvecava uplatama premije od ugovaraca osiguranja, a smanjuje se
isplatama nastalih Steta koje su pokrivene osiguranjem. Kramer-Lundbergov model baziran
je na slede¢im pretpostavkama:

2 Za viSe informacija o ovom modelu videti u [2] i [8]



e VeliCine odSteta su nezavisne slucajne velicine sa istom funkcijom raspodele

e Zahtevi za odStete pristizu u skladu sa Puasonovim (Poisson) procesom
{N(t):t = 0} koji predstavlja broj odstetnih zahteva podnetih do trenutka t > 0

e Veli¢ine odsteta su nezavisne u odnosu na N(t)

e Premija dospeva linearno u toku vremena

Da bismo formalno definisali Kramer-Lundbergov model prethodno ¢emo definisati
nekoliko vaznih pojmova.

Definicija 2.1 Veli¢ine odsteta predstavljaju niz {X,,;: n € N} pozitivnih nezavisnih sluc¢ajnih
veli¢ina sa zajednickom raspodelom Q(x) = P{X; < x}, pri cemuje Q(0) = 0,

Definicija 2.2 Neka je {Y,:n € N} niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom eksponenci-
jalnom raspodelom i vazi EY; = % € (0, +0). Slucajna veli¢ina Y,, predstavlja vreme cekanja

izmedu (n — 1)-og i n-tog odStetnog zahteva. DefiniSimo niz trenutaka u kojima dospevaju
zahtevi za odStetom {T;,:n € Ny} kao

Tn = Zzzl Yk,n € No.

Tako definisan proces {T,;: n € Ny} predstavlja proces obnavljanja3. Broj odstetnih zahteva
pristiglih do odredenog trenutka t je homogeni Puasonov proces {N(t):t > 0}, pri Cemu je

N(t) ==sup{n € N:T,, < t}.
Sledeca definicija je formalna definicija Kramer-Lundbergovog modela.

Definicija 2.3 Neka je (£ F,P) prostor verovatnota na kom su definisani procesi
{Xp:n € N}, {Y:n € N}, {T,:n € No}i{N(t):t = 0} kao u Definiciji 2.1 i Definiciji 2.2. Dalje,
neka je veli¢ina odsStete X,, nezavisna u odnosu na vremena ¢ekanja izmedu dva uzastopna
odstetna zahteva Y,,. Model sa ovim pretpostavkama naziva se Kramer-Lundbergov model.

Procesom rizika modeliraju se promena finansijskih rezervi, odnosno kapitala,
osiguravajuceg drustva.

Definicija 2.4 U Kramer-Lundbergovom modelu definiSemo proces rizika {R(t):t = 0} na
slede¢i nacin
R(t)=s+ct—S(t),t=0.
Pri tom vazi
e 5> 0je pocetni kapital osiguravajuce kompanije

3ViSe o procesima obnavljanja u [10] poglavlje 6 ili u [8] poglavlje 2.2



e ¢ > 0 je konstantna stopa premije odredena u skladu sa aktuarskim obracunima
i aktima osiguravajuce kompanije prema jednoj od mnogih metoda (neke od ovih
metoda opisane su u [1] poglavlje 1.2; u ovom radu bi¢e primenjen neto obracun
premije koji podrazumeva da je ocekivana premija u periodu jednaka
ocekivanim ukupnim Stetama u istom periodu, tj. u ovom slucaju ct = ES(t))

e procest* {S(t):t =0} predstavlja sumu svih isplata odStetnih zahteva do

odredenog trenutka t, odnosno S(t) = Zl,gitl) Xy, t = 0.

3. Razaranje, verovatnoc¢a razaranja i uslov Cistog profita

U prethodnom poglavlju uveli smo osnovne pojmove i definisali Kramer-
Lundbergov model. Pretpostavke ovog modela koristicemo i za odredivanje verovatnoce
razaranja u ovom specijalnom slucaju.

Neka je suma isplata odstetnih zahteva do trenutka t jednaka S(t) = z’,fﬁ? X, t =0,

a proces {S(t):t = 0} je proces obnavljanja. Ovo znaci da je niz veli¢ina odsteta (X,,) niz
pozitivnih nezavisnih jednako raspodeljenih slucajnih veli¢ina sa zajednickom raspodelom
Q i da je nezavisan u odnosu na niz vremena pristizanja zahteva za odStetom (T;,) dat sa
Ty, =0,T,=Y; ++-+Y,,n=>1, gde su vremena Cekanja izmedu dva uzastopna odStetna
zahteva Y,, pozitivne nezavisne jednako raspodeljene slucajne veli¢ine. Takode je i brojac
Steta-proces {N(t):t > 0} proces nezavisan od niza veli¢ina odsteta (X,,).

Osim prethodnog pretpostavljamo i da je premija prikupljena do trenutka t jednaka
p(t) = ct, a c je konstantna premijska stopa.

Proces rizika definisan je sa R(t) = s + p(t) — S(t), t = 0, $to predstavlja kapital
osiguravaca u datom trenutku ¢, a proces {R(t):t = 0} opisuje tok novca tokom vremena u
portfelju osiguravaca. Ako je R(t) > 0 zna¢i da kompanija poseduje kapital, dok u
suprotnom znaci da je kompanija izgubila sav kapital.

Definicija 3.1 Dogadaj da vrednost R(t) u nekom trenutku bude manja od nule naziva se
razaranje.

Razaranje = {R(t) < 0 za neko t > 0}.
Vreme t kada proces rizika prvi put dostigne vrednost manju od nula naziva se vreme
razaranja.

T = inf{t > 0: R(t) < 0}.

Verovatnoca razaranja data je sa Y(s) = P{Razaranje|R(0) = s} = P{t < |R(0) = s},
s> 0.

4Vise o ovom procesu u [8] poglavlje 3.3



Verovatnoca opstanka je onda §(s) = 1 — Y (s).
U ovoj definiciji koristili smo Cinjenicu da je
Razaranje = U;so{R(t) < 0} = {inf;5o R(t) < 0} = {1 < o0}.

Na osnovu konstrukcije procesa rizika {R(t):t = 0}, do razaranja moZe do¢i samo u
tackama t =T, za neko n =1, jer vrednost procesa {R(t):t = 0} linearno raste na
intervalima [T, Tj,41)- Niz (R(T;,)) nazivamo skelet proces procesa rizika {R(t):t = 0}.
KoriS¢enjem skelet procesa verovatnocu razaranja moZemo da iskaZemo i u terminima
vremena Cekanja izmedu dva uzastopna odStetna zahteva Y, veli¢ina odSteta X,, i
premijske stope c.

Razaranje = {}QgR(t) < 0} = {}g{R(Tn) < O}

- {}12{[5 +p(T,) — S(TY] < 0}

n
= {inf[s + T, — ZXi] < 0}.
nz1

i=1
Ovde smo Koristili da je N(T;,,) = sup{i € N:T; < T,;} = n.
OznatimosaZ, =X, —cY,, S, =Z;++Z,, n=>1,5,=0.

Koris¢enjem prethodnog dobijamo novi izraz za verovatnocu razaranja y(s) pri
pocetnom kapitalu s:

Y(s) =P {Tilrg(—Sn) < —s} =P {ilill)(Sn) > s}.

Kako su i (¥;;) i (X,) nizovi nezavisnih sluajnih veli¢ina, koji su i medusobno
nezavisni, verovatnoca razaranja ¥ (s) nije niSta drugo do verovatnoca repa supremum
funkcije slucajnog lutanja (S,). Na osnovu konstrukcije jasno je da ovu verovatnocu nije
jednostavno odrediti jer se svodi na veoma kompleksno izuc¢avanje slucajnih procesa.

Vrednost verovatnoce razaranja (s) je vazan pokazatelj promene kapitala jedne
osiguravajuce kompanije kroz vreme. Za odredivanje parametara koji utiCu na proces rizika
najvaznije je izbec¢i razaranje sa verovatnoom 1, ali i verovatnoca da ¢e slucajno lutanje
(8,,) pre¢i tacku s treba da bude toliko mala da se dogadaj razaranja moze iskljuciti iz
razmatranja pitanja da li je pocetni kapital s dovoljno veliki.

Pretpostavicemo da su matematicka ocekivanja EY,, i EX, konacna. Ova
pretpostavka o konac¢noj ocekivanoj duZzini intervala vremena izmedu dva uzastopna



odStetna zahteva i konacnom ocekivanju veli¢ine odStetnih zahteva je svakako iskustvena i
srece se u praksi. Odatle takode znamo i da je i matematicko ocekivanje EZ,, = EX,, — cEY,
dobro definisano i konacno. S toga slucajno lutanje (S,) zadovoljava jaki zakon velikih

. .. Sp S TR S.5. : . .
brojeva, tj. vazi: ?" — EZ, kada n — oo, Sto implicira da S,, — +o ako je EZ; pozitivno ili

S.S.
Sp — —o ako je EZ; negativno. Dakle, u smislu zahteva za malom verovatnocom razaranja
slucaj EZ; > 0 je neprihvatljiv. Takode, moZe se pokazati da je i u slucaju EZ; =0
verovatnoca razaranja® jednaka 1.

Zakljucujemo sledece:

Ako su vrednosti EY,, i EX,, konacne i vaZi uslov EZ,, = EX,, — cEY,, = 0 onda je, za
svako fiksirano s > 0 verovatnoca razaranja jednaka 1.

Iz ovog zakljucka proizilazi da svaka osiguravaju¢a kompanija treba da odredi stopu
premije ¢ tako da vazi da je EZ, <0. To je jedini nacin da izbegne razaranje sa
verovatnocom 1.

Definicija 3.2 KaZemo da proces obnavljanja zadovoljava uslov ¢istog profita ako vaZzi
EZ1 = EXl - CEY1 < 0

Interpretacija uslova Cistog profita ujedno je i vrlo intuitivna jer predstavlja uslov da
u datom vremenskom intervalu ocekivana veli¢ina odStete EX; treba da bude manja od
premije zaradene u tom period, predstavljene kao ocekivana premija cEY;.

Ako pretpostavimo Kramer-Ludbergov model i neto obracun premije dobijamo da je
ct = ES(t) = EN(t)EX, = AtEX;. Medutim, u slucaju neto obracuna premije, kada je
¢ = AEX,, dobijamo da je EZ; = 0 i da je verovatnoca razaranja jednaka 1. Dakle, da bismo
izbegli razaranje sa verovatnoc¢om 1, neophodno je da primenimo drugi princip obrac¢una
premije za koji je zadovoljen uslov ¢istog profita c > AEX;. Da bismo dobili zadovoljavajucu
stopu premije dovoljno je na premiju obracunatu neto metodom primeniti koeficijent
p > 1, Sto ¢emo nadalje i Ciniti.

4. Mogucnost kontrole rizika primenom reosiguranja

Razmotrimo slucaj osiguravajuc¢e kompanije kod koje je proces rizika modeliran
Kramer-Lundbergovim modelom sa parametrima c i 4 i funkcijom raspodele Q. Postoji viSe
mogucnosti i nacina na koje takva kompanija moZe da kontroliSe proces rizika: putem
reosiguranja, investicija, kontrolom premije, redukcijom portfelja otklanjanjem velikih

5Videti u [8] poglavlje 4.1



rizika u smislu verovatnoce ostvarivanja Stetnog dogadaja ili u smislu potencijalnih velikih
odsSteta, kao i kombinacijom nekih od ovih mogu¢nosti. Specijalno, ovde ¢emo razmatrati
slucaj upravljanja procesom rizika putem razlicitih vidova reosiguranja.

4.1 Proporcionalno reosiguranje

Kao Sto i samo ime kaZe, obaveze ugovornih strana se, u slucaju proporcionalni
ugovori o reosiguranju, odreduju u proporciji u odnosu na rizike koje je osiguravac preuzeo
od osiguranika. Faktor proporcije, kojim je definisan ovakav ugovor, odreduje udeo cedenta
u riziku. Ovaj faktor uzima vrednosti iz segmenta [0,1] i obeleZava¢emo ga sa a.

Na primer, ako je predmet osiguranja stan koji vredi 50.000 dolara, a za isti rizik je
zakljucen proporcionalni ugovor o reosiguranju sa faktorom proporcije a = 0.4, to znaci da
je cedent izloZen riziku od ukupno 20.000 dolara, dok je maksimalna obaveza
reosiguravaca 30.000 dolara.

U proporcionalnim ugovorima o reosiguranju svaka pojedinacna Steta X je
raspodeljena izmedu cedenta i reosiguravaca na osnovu utvrdenog faktora proporcije a:
cedent pla¢a aX, a reosigurava¢ (1 —a)X. Da bi omogucio ovakvo pokri¢e cedent
reosiguravacu plac¢a premiju reosiguranja po stopi h(a). Pretpostavicemo da je dozvoljena
promena faktora proporcije a(t) neprekidno u toku trajanja ugovora. U tom slucaju
promenu faktora proporcije kroz vreme nazivacemo strategijom, pri ¢emu a(t) oznacava
faktor proporcije u trenutku t. Primenom strategije a(t) originalni proces rizika cedenta
postaje

N(t)

t
R(t) = s+ ct — j h(a(v))dv — z a(THX;,t = 0.
0

i=1

Uobicajeno pravilo odredivanja premije reosiguranja je princip oCekivane vrednosti:
h(a) = (1 — a)pAEX, gde je p > 1. Ako je ¢ = pAEX (reosiguranje je jeftinije od osiguranja)
i cedent Zeli da minimizuje svoj rizik, onda za sve rizike treba da odabere faktor
proporcije a(t)=0, odnosno da sve rizike preda u reosiguranje. Medutim, ovo ne bi trebalo
da bude sluc¢aj u praksi, tako da ¢emo nadalje smatrati da je ¢ < pAEX. U opStem slucaju
reosiguranje je skuplje od osiguranja ako je ¢ < h(0), tj. ako je stopa premija osiguranja
manja od stope premije reosiguranja.
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4.2 Neproporcionalni ugovori reosiguranja viska Stete bez limita
pokrica

Za razliku od proporcionalnih ugovora kod kojih je faktor proporcije utvrden na
osnovu veli¢ine rizika, kod neproporcionalnih ugovora o reosiguranju osnovu za
utvrdivanje obaveza ugovornih strana predstavlja veli¢ina Stete. Prilikom zakljucivanja
ovakvih ugovora utvrduje se nivo zadrZavanja Stete od strane cedenta koji se naziva
prioritet i ovde ¢emo ga obeleZavati sa b.

Neka osiguravaju¢a kompanija ima ugovor o reosiguranju viska Steta sa prioritetom
b =10.000 dolara. Neka su se u portfelju koji je reosiguran ovim ugovorom dogodile
sledece Stete: X; = 12.000, X, = 7.000 i X3 = 20.000 dolara. Tada cedent u ovim Stetama
ucestvuje, redom, sa po 10.000, 7.000 i 10.000 dolara, dok je reosiguravac u obavezi da po
ovim Stetama isplati, redom iznose, 2.000, 0 i 10.000 dolara.

U neproporcionalnim ugovorima o reosiguranju zaStite viSka Stete svaka
pojedinacna Steta X raspodeljena je izmedu cedenta i reosiguravaca na osnovu prioriteta
0 < b < oo naslededi nacin:

cedent placa min{X, b}, a reosiguravac plac¢a (X — b)* = max{X — b, 0}.

Da bi obezbedio ovakvo pokric¢e cedent reosiguravacu pla¢a premiju reosiguranja po
stopi h(b). Kao i u slucaju faktora proporcije i ovde dozvoljavamo da prioritet bude
promenljiv u toku vremena, odnosno da je tokom vremena iskazana zavisnost b(t).
Primenom strategije b(t) originalni proces rizika cedenta postaje

N(t)

t
R(t) =s+ct— J h(b(v))dv — Z min{b(T;), X;},t = 0.
0 i=1

Jedno od moguc¢ih metoda odredivanja premije reosiguranja je, kao i u slucaju
proporcionalnih ugovora, pravilo ofekivane vrednosti h(b) = pAE(X — b)*,zap > 1. Ovde
¢emo takode pretpostaviti da je ¢ < h(0) = pAEX.

4.3 Neproporcionalni ugovori reosiguranja viska Stete sa limitom
pokrica

U praksi je pokri¢e ugovorima o reosiguranju zaStite viska Stete ograniceno
konstantnim limitom pokri¢a 0 < € < oo. To znaci da reosiguravac nece placati celokupne
udele Steta preko prioriteta, ve¢ samo iznose Stete preko prioriteta do nivoa C. Ovo utice na
raspodelu Stete X na sledeéi nadin: reosigurava¢ placa min{(X — b)*,C}, dok ostatak
g(X,b,C) =min{X,b} + (X —b — C)* plata cedent. Za ovakvo pokri¢e cedent placa
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premiju po stopi h(b, C). Ako dozvolimo da se i prioritet i limit pokri¢a menjaju u toku
vremena prema dinamici (b(t), C(t)) onda originalni proces rizika cedenta postaje:

N(t)

t
R(t) =s+ct— f h(b(v), C(v))dv — Z g(Xy, b(T), C(Ty)),t = 0.
0 i=1
U slucaju limitiranih ugovora reosiguranje je skuplje od osiguranja ako je
¢ < h(0, ). Premiju reosiguranja ¢emo odrediti prema formuli
h(b,C) = pAE[min{(X — b)*, C}].

Da bi minimizirao svoj rizik cedent ¢e odabrati C(t) = oo ako to moZe da priusti.
5. Hamilton-Jakobi-Belmanova jednacina

U ovom poglavlju bi¢e definisani osnovni pojmovi potrebni za uvodenje Hamilton-
Jakobi-Belmanove (Hamilton-Jacobi-Bellman) jednacine, kao i sama jednacina, koju ¢emo
koristiti za pronalaZenje optimalnog reosiguranja.

Definicija 5.1 Infinitezimalni generator L za proces Markova R(t) i (skoro svuda) glatku
funkciju f(s) je L.f(s) = limhw%E[f(R(t +h)) = f(s)|R(t) = 5], gde je funkcija f(s)

restrikcija operatora L na domen D na kom limes postoji.

IzraCunajmo infinitezimalne generatore za procese rizika definisane u prethodnom
poglavlju.

Posmatrajmo najpre proces rizika u Kramer-Lundbergovom modelu. U intervalu
vremena duZine h - 0 imamo dva moguca dogadaja:

1. nije bilo Steta, Sto se deSava sa verovatnoc¢om 1 — Ah + o(h) i tada je
R(t+h)=s+c(t+h)—5(t),
2. bilaje jedna Steta velicine X, Sto se deSava sa verovatno¢om Ah + o(h) i tada je
R(t+h)=s+c(t+h)—S(t)—X.

Sada imamo
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E[f(R(t+R) - f()|R(®) = 5]
_ | =2+ o) (F(s+ct+n) =SW®) - () + R(E) = S]
+(Ah+o(W)(f(s +c(t+h) —SEt) = X) — f(5))
=E[(1-2h+0(R)f(s+ch) + (Ah+ o(R))f(s — X + ch) — F(s)|R(t) = 5]
= E[Ah(f(s —X+ch)—f(s+ ch)) + f(s+ch)—f(s) + o(h)].

Dalje dobijamo da je

Lf(s) = %i{t(}%E[/’lh(f(s —X+ch) = f(s+ch)) + f(s + ch) — f(s) + o(h)]
= AE[f(s = X) — f($)] + ¢cf'(s)

Analogno ovome, koriste¢i premije reosiguranja i uceS¢a osiguravaca u Stetama
definisane u prethodnom poglavlju dobijamo sledece infinitezimalne generatore:

e Za proces rizika kod proporcionalnog reosiguranja sa konstantnim faktorom
proporcije a
Lef(s) = AE[f (s — aX) = f()] + (¢ — h(a))f(s).
e Za proces rizika kod reosiguranja viska Stete bez limita pokri¢a sa konstantnim
prioritetom b

Lef (s) = AE[f (s — min{X, b}) = ()] + (¢ = h(B))f' (s).

e Za proces rizika kod reosiguranja viska Stete sa limitom pokri¢a C i konstantnim
prioritetom b

L:f(s) = AE[f(s — g(X,b,C)) = £ ()] + (c = h(b, O))f'(s).

Da bi pravilno definisao problem optimizacije cedent najpre treba da definise
interval vremena u kom Zeli da pronade optimalno reSenje, kao i odgovarajucu, ciljnu
funkciju za koju Zeli da pronade optimalno reSenje traze¢i njen minimum ili maksimum u
zavisnosti od cilja koji treba da se postigne. Ciljnu funkciju nazivamo jos i funkcija troska,
ukoliko je optimalno reSenje ono za koje se ostvaruje njen minimum, a ukoliko je optimalno
reSenje ono koje maksimizuje ciljnu funkciju onda se ona naziva joS i funkcija koristi.
Medutim, nalaZenje optimalnog reSenja ciljne funkcije najcesce nije jednostavno jer je broj
mogucnosti za izbor optimalnog reSenja veliki. Stoga ¢emo za nalaZenje optimalnog reSenja
primeniti drugu metodu.

Definicija 5.2 Neka je A fiksirana akcija iz prostora mogucih akcija, pri cemu pod akcijom
smatramo Konstantnu strategiju a(t) = A, i neka je proces rizika R*(t) homogeni proces
Markova sa infinitezimalnim generatorom L%. Za problem pronalaZzenja optimalnog
reosiguranja sa funkcijom vrednosti V (s) oblika
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V(s) = rgg;iE[U(Ra(T),a(T),T)]

gde je T vreme razaranja, a U funkcija koristi (dobiti), Hamilton-Jakobi-Belmanova
jednacina data je sa

mj\xLAV(s) =0,s = 0.

Maksimizator A = A(s) iz prethodne jednacine definiSe optimalnu strategiju - ako je proces
rizika u stanju s, onda je optimalna akcija A(s).

Problemom pronalaZenja optimalne strategije kod proporcionalnih i nepropor-
cionalnih ugovora o reosiguranju, izmedu ostalih, bavili su se nemacki matemati¢ari Smidli
(Schmidli), Hip (Hipp), Plum (Plum) i Fogt (Vogt). Na osnovu njihovih radova [3], [4], [5],
[12], [13], [14] i [15] u slede¢im poglavljima bi¢e formulisani i reSeni neki problemi
pronalaZenja optimalnog reosiguranja sa stanovista cedenta u smislu smanjenja njegovog
rizika.

6. Problem pronalaZenja optimalnog reosiguranja viSka Stete bez
limita pokric¢a

Pretpostavimo da osiguravaju¢a kompanija ima moguénost da odabere i kupi
reosiguravajuce pokrice viska Stete bez limita pokri¢a sa promenljivim prioritetom tokom
vremena trajanja ugovora. Proces rizika cedenta modeliran je Kramer-Lundbergovim
modelom, a premija reosiguranja izraCunata principom ocekivane vrednosti

h(b(v)) = pAE(X — b,)*.

Pod ovim pretpostavkama Zelimo da pronademo optimalnu strategiju koja
minimizira verovatnocu razaranja. Drugim re¢ima, ako je §,(s) verovatnoca opstanka pri
strategiji b, a 6(s) = sup,{d,(s)}, potrebno je u svakom trenutku t pronaci optimalan
prioritet b, takav da vazi 6(s) = 6,+(s). Strategija b definisana je vrednostima prioriteta
b; = b(t) u trenutku t.

Proces rizika cedenta pod posmatranim uslovima je

, N

E(X — b,)*dv — Z min{b(T,), X;},t = 0.

=1

Rb(t)=s+ct—pﬂf
0

Za ovako definisani proces rizika R”(t) i funkciju verovatnoée opstanka &(s)
dobijamo infinitezimalni generator
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L:6(s) = AE[6(s — min{X,b}) — 6(s)] + (c — pAE(X — b)*)&'(s)
odakle, maksimiziranjem po svim mogu¢im b dobijamo Hamilton-Jakobi-Belmanovu
jednacinu

0 = sup{AE[6(s — min{X, b}) — §(s)] + (¢ — pAE(X — b)1)6'(s)}. (D
b>0
Da bi cedent zadrZao neki deo premije mora da vazi ¢ = pAE(X — b)*. Oznacimo sa
b onu vrednost za koju vazi jednakost ¢ = pAE(X — b)™, tako da ¢emo zahtevati da je b > b.

Kako nam je cilj da povetamo verovatnocu opstanka, odnosno da nademo
neopadajuce reSenje jednacine (1), treba da vazi §'(s) = 0. U tom slucaju jednacinu (1)
moZemo zapisati u obliku

(2)

6(s) — E[6(s — min{X, b})]
c— plE(X — b)* }

6'(s) = lgr>1£ {/1

6.1 Postojanje optimalne strategije kod ugovora o reosiguranju viska
Stete

Teorema 6.1 (Teorema o egzistenciji reSenja) Pretpostavimo da je raspodela veliCina odsteta
Q apsolutno neprekidna. Tada postoji neopadajuce resenje V (s) Hamilton-Jakobi-Belmanove
jednacine (1) koje je neprekidno na intervalu [0, ), neprekidno diferencijabilno na intervalu
(0,00),V(s)=0zas<0iV(s) = 1kads — oo.

Dokaz. DefiniSimo niz V,,(s) preko V;(s) = 6,(s), tj. verovatnoce opstanka bez reosiguranja
(StoznacCidaje b = wilib = M ako je P(X = M) = 0) i rekurzivne veze

Va(s) — E[V,(s — min{X, b})]
c—pAE(X —b)*

Voil(s) = li)gg {/1 },n =0,1,2.. 3

Indukcijom ¢emo pokazati da je niz })(s),n = 0,1, 2 ... opadaju¢i. Zan = 0, odnosno
kada nema reosiguranja, infinitezimalni generator je
LVo(s) = AE[Vo(s — X) = Vo ()] + cVy'(s)
dok je Hamilton-Jakobi-Belmanova jednacina
0=AE[Vo(s — X) — Vo($)] + cVy'(s)

odnosno

MERPLACRY G
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a iz formule (3) zan = 0 imamo

V() = jn

1 Vo (s) — E[Vy(s — min{X, b})]
{ c—plE(X —b)* }

Kako je

. { Vo(s) — E[Vo(s — min{X, b})]} Vo(s) — E[Vo(s — min{X, «0})]
inf{A <A
b>0 c—pAE(X — b)* ¢ — pAE(X — 00)*

=Vo(s)

sledi daje V{(s) < Vy(s) zasves > 0.
Dalje, nekajen = 1ivazi V,,(s) < V,_,(s) zasve s > 0ineka je s fiksirano.
Iz formule (3) za bilo koje b sledi da vazi nejednakost

Var1(s)(c — pAE(X — b)*) < A, (s) — AE[Vy(s — min{X, b})]

= AE j V, (u) du

s—min{X,b}

< AE f Vo_1(u)du

s—min{X,b}
= AWp_1(s) — AE[V,_1(s — min{X, b})].

Kako je b bilo proizvoljno, prelaskom na infimum dobijamo traZenu nejednakost
Vpi1(s) <V, (s) za svako s > 0. Dakle, V,/(s) je opadajuci niz neprekidnih funkcija za koji
vazi V,, (s) > 0. Iz prethodnog sledi da niz 1}, (s) konvergira ka nekoj funkciji g(s). MoZzemo
napisati da je

V(is)=1- f gw)du,

N

gde je V(s) neprekidna funkcija takva da vazi

V(s) — E[V(s — min{X, b})]
c—plE(X —b)* }

g(s) = }Eg {/1
Ono $to ostaje da pokaZemo jeste neprekidnost funkcije g(s) iz ¢ega sledi da je i

V'(s) neprekidna, jer je V'(s) = g(s) i da V(s) zadovoljava jednakost (1) kada se umesto §
uvrsti V.
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Prvo ¢emo pokazati da je g(s) >0 za svako s > 0. Funkcija g(s) je grani¢na
vrednost niza funkcija V,(s). Ako se infimum u (3) ne postiZe na segment [b,s] onda se
postiZe u tacki b = oo, jer za sve druge vrednosti prioriteta b ili je premija koja ostaje u
samopridrZaju osiguravaca negativna ili su ocekivane Stete vete od premije u istom
periodu.

Za 0 < s < b infimum u (3) se postiZe u tacki b = oo, pa je

0.

9(s) = V'(s) = AV(CS) - AVOC(S) >

Neka je sy = inf{s: g(s) = 0} < co. Tada je s, = b i postoji sy < s < sy + b za koje je
g(s) = 0ili, drugim recima,
0=ggwc)—EW@—qmmbeB=V@)—EW@-qqugDL

odakle dobijamo V(s) = V(s — Q) (P(X > b) >0jerjec = pAE(X — b)*). Tada je

0= fg(u)duz jog(u)du
s~b s=b

$to je u suprotnosti sa definicijom s, jer je s — b < s, a funkcija g(u) je strogo pozitivna na
intervalu [s — b, s¢].

Pokazimo sada da se u definiciji funkcija V,(s), s < K, infimum moZe suziti na
segment [b;, 0], gde je b; > b. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji niz
0<s,<Kib, > btakodaje

Vn (Sn) - E[Vn (Sn - min{X' bn})]

' >
Vara(sp) 2 2 ¢ — pAE(X — by)*

, 1
- H = Vn+1(sn) - H
Kakoje 0 <V, (s) < Vy(s)ic — pAE(X — b,)* - 0 dobijamo da
Vn(sn) - E[Vn(sn - min{X, bn})] - 0'
te stoga za svaku tacku nagomilavanja s, niza s, vaZzi

V(o) — E[Va(s0 — min{X, b})] = 0 = g(s0),

Sto je u kontradikciji sa prethodno dokazanom c¢injenicom da je funkcija g(u) strogo
pozitivna. Ovim smo dokazali da funkcija V(s) zadovoljava jednakost (1) kada se umesto §
uvrsti V, dok iz njene definicije direktno sledi konvergencija ka 1 kad s — oo.

Kako je
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V(x) — E[V(x —min{X, b})] V(y) — E[V(y — min{X, b})]

_ < -
90~ gl < sup R——— "5 A T A E(X =)

neprekidnost funkcije g(u) sledi iz neprekidnosti funkcije V(s), tj. dokazali smo da je
funkcija V(s) neprekidna na intervalu [0,0) i neprekidno diferencijabilna na intervalu
(0,00). m

6.2 Jedinstvenost optimalne strategije kod ugovora o reosiguranju viska
Stete

Definicija 6.1 Neka je {R(t):t = 0} slu¢ajan proces i t = inf{t > 0: R(t) < 0} < 4+ vreme
razaranja. Tada se proces {R(min{t, t}): t = 0} naziva zaustavni proces.

Teorema 6.2 Strategija b; dobijena kao resenje jednacine (1), kada se umesto 6 uvrsti V,
maksimizuje verovatnocu opstanka kod primene ugovora o reosiguranju viska Stete: Za svako
s = 01 proizvoljnu strategiju b, sa verovatno¢om opstanka 6(s) imamo

V(s) = 6(s),
pri cemu jednakost vaZi za b, = by.

Dokaz. Neka je V(s) glatka funkcija koja je reSenje jednacine (2) kada se umesto § uvrsti V
konstruisano u dokazu prethodne teoreme za koje vazi 0 < V(s) <1 i limg_, V(s) = 1.
OznaCimo sa R(t) i R*(t) procese rizika osiguravaju¢e kompanije pri strategijama
reosiguranja b; i b; i poCetnim kapitalom s. Neka su 7 i t* odgovarajuca vremena razaranja,
Z; = R(min{t,t}) i Z; = R*(min{t,t*}) zaustavni procesi i W, i W; zaustavni procesi
dobijeni transformacijom pomocu V (s), tj.

W, = V(Z,) = V(R(min{t,1}))
Wi =V (Z;) = V(R*(min{t, T*})).

U [11] dokazano je da vazi

EW,=V(s)+ E[f V'(Z) (c — pAE(X — bg)*)ds + ﬂf E[V(Z;, — min{X, bs}) — V(Z,)]ds]
0 0
EW; =V(s)+ E[f V'(Z:) (c— pAE(X — b))t )ds + 1

0

E[V(Z; — min{X, b;}) — V(Z;)]ds].

O\H

[z Hamilton-Jakobi-Belmanove jednacine (1) kada se umesto § uvrsti I/ vidimo da za
svet > 0vazi EW; = V(s), jer za b*, kao optimalno resenje, vazi
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V'(ZH)(c— pAE(X — b)) + AE[V(Z; — min{X, b;}) —V(Z:)] =0,s = 0.
Kako se u b* postiZe supremum prethodnog izraza sledi da je
V'(Z)(c — pAE(X —by)*) + AE[V(Z; — min{X, bs}) — V(Z,)] < 0,5 = 0, bs > 0.
[z prethodnog sledi da je
EW; =V(s) = EW,. (4)

Pretpostavimo najpre da strategija b, zadovoljava b = B > 0 za sve t > 0, gde B
zadovoljava uslov P{X > B} > 0. Pokaza¢emo da u ovom slucaju proces R(t) nije ogranicen
na {t = oo}. Odnosno, dokaza¢emo da je

P{R(t) <M zasvet=0i1=0}=0 (5

. M : . . C ey " i
zasve M > 0. Neka jen > % proizvoljno. Verovatnoca da se dogodi viSe od n Steta vecih

od B na intervalu duzine 1 je pozitivna, odnosno sa verovatno¢om 1 ¢e se realizovati
dogadaj da se u intervalu [¢t,t + 1] dogodilo viSe od n takvih Steta. Tada, ako je R(t) < M
imamo

Rt+1)<R{t)+c—nB<M+c—nB<0,
odnosno dobijamo da je T < co. Dakle, ako je R(t) < M sledi da je T < o, $to dokazuje
tvrdenje (5).

Za proizvoljno & konstrui$imo strategiju bf sa procesom rizika R*(t) i vremenom
razaranja t* takvimdaje P{t = 0 i1t < @} < eiR*(t) > cona{t = witt = }. Neka je
M > s dovoljno veliko tako da je 1 —6,(M) < ¢, neka je T = inf{t: R(t) = M} koje je
ograniceno skoro svuda na {t = o} i definiS§imo

+={btakojetST
t o ako jet >T.

Tada je P{t =0 i1t < 0} < P{t =00 }P{1t < o0} <1—-§;(M) <e. Dalje, T < o
implicira R*(t) — oo jer je € proizvoljno malo,a 1 — §,(M) < «.

Ako ponovo iskoristimo nejednakost (4) za R*(t) umesto R(t) dobijamo
E[V(R*(min{t,7*}))] = V(s) = E[V(R* (min{t, t*}))].

Kako su t*i T+ vremena zaustavljanja vazi R*(t*) < 0i R*(t*) < 0, odakle sledi da
jeV(R*(z*)) =0iV(R*(z%)) = 0.Kada t - oo vazi

P{t* = 0o} > E[V(R*(min{t,t*}))] = V(s) = E[V(R* (min{t,t*}))] =

>P{tr=witt =} =P{t=0}-P{t=0itt <o} >P{rt=0w}—c¢.
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Kako je € bilo proizvoljno, a svaka strategija b, za V (s) koje je resenje jednacine (2)
u smislu Teoreme 6.1 zadovoljava nejednakost by = B > 0 za sve t > 0, sledi jedinstvenost
reSenjaivazi P{t* = oo} = V(s).

Za odredivanje nejednakosti E[V(R*(min{t,7%}))] = P{t = wit* =} smo
koristili ¢injenice da R (t) » cona{r = 0 itt = oo}idajelimg,, V(s) = 1. m

6.3 Optimalna strategija kod ugovora o reosiguranju viska Stete za
slucaj eksponencijalno raspodeljenih visina Steta

Pretpostavimo da vaZe sve osobine za Kramer-Lundbergov model u modeliranju
rizika jedne osiguravajuce kompanije i da cedent moZe da kupi reosiguravajuce pokrice
viska Steta bez limita pokri¢a na nacin kako je ranije opisano. Pretpostavic¢emo da je
raspodela veli¢ina Steta eksponencijalna sa funkcijom gustine f(x) =me™*, x>0 i
funkcijom raspodele F(x) =1 —e ™™, x > 0.

Osim navedenog pretpostavi¢emo i da je stopa premije ¢ odredena kao
c=0+nAEX,n>0idajep=1+6,0 > 0. Zahtevacemo i da je zadovoljen uslov da je
neto premija u samopridrzaju cedenta pozitivna, odnosno da vazi uslov ¢ > pAE(X — b)™,

t.(1+mMIAEX = (1 + n))l% > (1+ 9)/1%8‘"”’, $to daje uslov (1 + 1) > (1 + 8)e ™2,

Ovde smo koristili, uz smenu z = x — b,
[o.e]

( 1
EX—-b)" = J(x — b)yme ™*dx = e‘mbf zme ™ dz =Ee‘mb.
b

0
U dokazu Teoreme 6.1 videli smo da se infimum u jednacini (2) postiZe na segmentu

[b, s] ili u tacki b = oo, pa ¢e nam to biti dodatno ogranic¢enje za pronalaZenje optimalnog
prioriteta. Dakle, traZimo ono b koje zadovoljava jednacinu

V(s) — E[V(s — min{X, b})]
c—pAE(X — b)* }

V'(s) = inf {A

{s>b>b}U{b=00}

ZapiSimo ovu jednacinu u malo drugaCijem obliku kako bi bila jednostavnija za
resavanje.

Po definiciji je
b
E[V(s — min{X, b})] = J Vis—x)f(x)dx+ V(s — b)(l - F(b)).

0

Oznacdimo sa
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N N

w(s) = f V(s —x)f(x)dx = fV(s — x)me ™ dx,

0 0

Tada je
w/(s) =V(s —s)me™ + fos V'(s —x)me ™ dx =mV(s) —m fos V(s — x)me ™¥dx, tj.
w'(s) = mV(s) — mw(s).

Takode je

b s
j V(s —x)f(x)dx = w(s) — j V(s —x)f(x)dx.
0 b

Dalje, uvodenjem smene z = x — b, dobijamo

N

f V(s —x)f(x)dx =

b
s—b

= J V(s — b — z)me mE+b) gy

0
s—b

— e—mb J V(S — b — Z)me_mzdx = e—mb W(S — b)
0

Dakle, dobijamo da je
E[V(s — min{X,b})] = w(s) — e ™Pw(s —b) + V(s — b)e™™P,
Uz prethodne pretpostavke i oznake, problem se svodi na pronalaZenje reSenja

jednacine

V'(s) =

inf V(s) —w(s)+ (w(s —b) = V(s — b))e ™
{S>b>ér}lU{b=oo} {m (1 + 77) — (1 + g)e—mb }

Cak je i u ovako pojednostavljenom primeru te$ko naéi eksplicitno re$enje jednacine
(1), pa ¢emo reSenje potraziti uz pomoc¢ simulacije, ali uz dodatne pretpostavke.
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Resavanjem diferencijalne jednacine 0 = A(E[(Y(s -X)] - 6(5)) +¢6'(s),s =0
dobijamo da je verovatnoca opstanka u slu¢aju kada nema reosiguravajuéeg pokrica,
odnosno kada je b; = oo za svako t, jednaka®

§5(s)=1- ie_(m_%)s.
mc

Kako je c=(1 + n)l% dobijamo da je §(0) = 12—7’, a kao pocetni uslov postavi¢emo da
jeV(0) = 6(0).

1+n

. — _ + s . _— _l
Takode, iz ¢ = pAE(X — b)™ dobijamo dajeb = mln(1+9).

U programu R definisana je funkcija XL koja za zadate vrednosti argumenata eta=7,
teta= 0, lambda=4 i m=m daje grafik promene optimalne strategije b* u zavisnosti od
kapitala s u slucaju ugovora o reosiguranju viska Stete. U nastavku je dat kod i rezultat za
vrednosti n=0.5, 6=0.7, m=11i A=1.

Algoritam koji prati ovaj kod sastoji se u slede¢em: za sve vrednosti kapitala s od 0
1 : : . . y :
do 5 sa korakom 7300 odredujemo optimalan prioritet b*(s) tako Sto za sve vrednosti

b € (b,s) U{o} odredujemo onu u Kkojoj se postize minimum funkcije

V(s)-w(s)+w(s—b)-V(s—b))e ™D
(1+1n)-(1+8)e—mb
za odredivanje vrednosti V(s), w(s) i w'(s) koristimo formule

V(s)=V(s—L)+V’(s— 1) !

. Tu minimalnu vrednost dodeljujemo promenljivoj V'(s), a

1000 1000/ 1000’
) =w (5~ 1505) ' (5 ~ To05) o
W)= WS T000/ 7Y \®* T 1000/ 1000

w'(s) = mV(s) — mw(s).

#Ugovor reosiguranja viska stete
XL<-function(eta=0.5,teta=0.7,]Jambda=1,m=1)

{

#odredjujemo najnizu mogucu vrednost prioriteta
b_<-(-log((1+eta)/(1+teta))/m)

V<-c()

V[1]<-eta/(1+eta)

6Detalji reSavanja ovog problema nalaze se u [10] u primeru na strani 163

22



w<-c()

opt_b<-c()

r<-c()

#s predtavlja vrednost kapitala uvecenu 1000 puta
#wp i Vp suredom izvodi funkcijaw iV

for (s in 1:5000)

{
if(s==1)
{
w|[s]<-0
wp<-m*(V[s]-wl[s])
}
if(s>=2)
{
w]s]<-w][s-1]+wp/1000
wp<-m*(V[s]-wl[s])
}
Vp<-100000
d<-b_+1
g<-s-1
#b je promenljiv prioritet na osnovu koga odredjujemo minimun funkcije Vp
for(b in d:g)
{
if((1+eta)-(1+teta)*exp(-b/1000)<0)
{
Vp<-m*(V[s]-w[s])/(1+eta)
bopt<-10
}
else
{
pom<-m*(V[s]-w[s]+(w[s-b]-V[s-b])*exp(-b/1000))
pom<-pom/((1+eta)-(1+teta)*exp(-b/1000))
if(pom<=Vp)
{
Vp<-pom
bopt<-b/1000
}
}
if((m*(V[s]-w[s])/(1+eta))<=Vp)
{
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Vp<-m*(V[s]-w][s])/(1+eta)
bopt<-10
}
}
V[s+1]<-V[s]+Vp/1000
r[s]<-(s-1)/1000
opt_b[s]<-bopt
}
#crtamo grafik zavisnosti optimalnog prioriteta od kapitala
plot(r,opt_b,type="1'xlab="s",ylab="b*',ylim=c(0,1.5))

|
o |
e}
|
(]
o |
(]
I I I I | I
0 1 2 3 4 5
S
Slika 2

Na Slici 2 prikazan je grafik zavisnosti optimalne strategije od kapitala koji se dobija
pozivanjem funkcije XL(). Vidimo da opimalna strategija b*(s) u slucaju eksponencijalno
raspodeljenih veli¢ina Steta za male vrednosti kapitala s zadovoljava b*(s) = o, zatim
b*(s) = s Sto znaci da pod ovim uslovima sledeca $teta nece izazvati razaranje i na kraju
b*(s) < s pri cemu b*(s) dalje konvergira.
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7. Problem pronalaZenja optimalnog proporcionalnog reosiguranja

Pretpostavimo da osiguravaju¢a kompanija ima moguénost da odabere i kupi
proporcionalno reosiguravajuce pokrice sa promenljivim faktorom proporcije tokom
vremena trajanja ugovora. Proces rizika cedenta modeliran je Kramer-Lundbergovim
modelom, a premija reosiguranja izracunata principom ocekivane vrednosti

h(a(@)) = (1 — a(v))pAEX.

Pod ovim pretpostavkama Zelimo da pronademo optimalnu strategiju koja
minimizira verovatnocu razaranja. Drugim recima, ako je §,(s) verovatnoca opstanka pri
strategiji a, a 6(s) = sup,{6,(s)}, potrebno je u svakom trenutku t pronaci optimalan
faktor proporcije a;, takav da vazi §(s) = §,+(s). Strategija a definisana je vrednostima
faktora proporcije a; = a(t) u trenutku ¢.

Proces rizika cedenta pod posmatranim uslovima je

N(t)

‘
R(t) = s+ ct — f h(a(v))dv — Z a(THX;,t = 0.
0

i=1

Za ovako definisani proces rizika R%(t) i funkciju verovatnoce opstanka &(s)
dobijamo infinitezimalni generator

L:5(s) = AE[6(s —aX) — 6(s)] + (c — (1 — a)pAEX)S'(s),
odakle, maksimiziranjem po svim moguéim a dobijamo Hamilton-Jakobi-Belmanovu
jednacinu

0= sup {AE[6(s —aX) —6(s)] + (c — (1 — a)pAEX)6'(s)}. (6)

0=<a<1

Uslov da bi cedent zadrZao neki deo premije u slucaju proporcionalnog reosiguranja
dat je nejednakoSc¢u ¢ = (1 — a)pAEX. Oznacimo sa a onu vrednost za koju vaZi jednakost
¢ = (1 —a)pAEX, tako da ¢emo zahtevati da je a > a.

Analogno kao za neproporcionalne ugovore jednacinu (6) moZemo zapisati u obliku

/16(5) —E[6(s —aX)]
{ c—(1—a)piEX }

6'(s) = inf

a<as1i

()
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7.1 Postojanje optimalne strategije kod proporcionalnih ugovora o
reosiguranju

Teorema 7.1 (Teorema o egzistenciji resSenja) Pretpostavimo da je raspodela veliCina odsteta
Q apsolutno neprekidna. Tada postoji neopadajuce resenje V (s) Hamilton-Jakobi-Belmanove
jednacine (6) koje je neprekidno na intervalu [0, o), neprekidno diferencijabilno na intervalu
(0,0),V(s)=0zas <0iV(s) = 1kads — oo,

Dokaz. DefiniSimo niz V,,(s) preko V,(s) = §,(s), tj. verovatnoce opstanka bez reosiguranja
(a = 1) irekurzivne veze

Vnia () = 051221

Vn(s) - E[Vn(s - aX)] _
{,1 (L= )P IEX },n—O,l,Z... (8)

Indukcijom ¢emo pokazati da je niz })(s),n = 0,1, 2 ... opadajuci. Zan = 0, odnosno
kada nema reosiguranja, vazi

Vs = 4 Vo(s) — E[CVO(S -1

aiz formule (8) zan = 0 imamo

Vi(s) = inf

O=as<1

AVO(S) — E[Vo(s — aX)]
c—(1—a)piEX |

Kako je

. { Vo(s) — E[Vo(s — aX)]} Vo(s) — E[Vo(s — X)]
inf {4 <
0s<as1 c— (1 —-a)plEX c—(1-1)pAEX

=Vo(s)
sledi daje V{(s) < Vy(s) zasves = 0.
Dalje, neka jen = 1ivaziV,(s) < V,_,(s) zasve s = 0 ineka je s fiksirano.
Iz formule (8) za bilo koje a sledi da vaZi nejednakost

Vn1(s)(c = (1 = @)pAEX) < AV, (s) — AE[V, (s — aX)]

Js V, (u) du]

s—aX

= AE

szE[ f V,’l_l(u)du]

s—aX
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= Wn_1(s) = AE[Vy_1 (s — aX)].

Kako je a bilo proizvoljno, prelaskom na infimum dobijamo traZenu nejednakost
Vy11(s) <V, (s) za svako s = 0. Dakle, 1} (s) je opadajuci niz neprekidnih funkcija za koji
vazi V,,(s) > 0. Iz prethodnog sledi da niz V,, (s) konvergira ka nekoj funkciji g(s). MoZemo
napisati da je

wg=1—fgmmw

N

gde je V(s) neprekidna funkcija takva da vazi

AV(S) — E[V(s — aX)]
{ c—(1—a)piEX }

9(s) = Inf,

Ono Sto ostaje da pokazemo jeste neprekidnost funkcije g(s) iz Cega sledi da je i

V'(s) neprekidna, jer je V'(s) = g(s) i da V(s) zadovoljava jednakost (6). Prvo ¢emo

pokazati da je g(s) > 0 za svako s = 0. Funkcija g(s) je grani¢na vrednost niza funkcija

V,,(s). Infimum u (8) se postiZze na segmentu [a, 1], jer za sve druge vrednosti faktora

proporcije a premija koja ostaje u samopridrZaju osiguravaca je negativna. Tako da se u
definiciji funkcija V, (s) infimum moZe ograniciti na segment [a, 1].

Neka je € takvo da je E(QX) =¢. Tada je E(aX) > € > 0za a < a < 1. Iz definicije €
sledidajeV(s) —E[V(s —aX)] >0za0<s<ga<a<l

Neka je sy = inf{s: g(s) = 0} < co. Tada je s, = € i postoji 5, < s < sy + ¢ za koje je
g(s) = 0ili, drugim rec¢ima,
0= inf {V(s) —E[V(s —aX)]} = V(s) — E[V(s — aX)],
a<asl -

odakle dobijamo V(s) = V(s — ¢). Tada je

s So
0= fg(u)duz fg(u)du,
S§—¢& S—&

$to je u suprotnosti sa definicijom s, jer je s — € < s, a funkcija g(u) je strogo pozitivna na
intervalu [s — g, 5¢].

Ostalo je jos da pokazemo da se u definiciji funkcija V,(s), s < K, infimum moze
suziti na segment [a,,1], gde je a; > a. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da
postojiniz0 < s, < Kia, — atakodaje
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Vn(sn) - E[Vn(sn - anX)] 1

1
/ > ——> R
Vn+1(sn) — /1 c — (1 _ an)p/lEX n —_ Vn+1(sn) n

Kakoje 0 < V) (s) < Vy(s)ic — (1 — a,)pAEX — 0 dobijamo da
Vn(sn) - E[Vn(sn - anX)] - 0;

te stoga za svaku tacku nagomilavanja s, niza s,, vazi

Vi (s0) — E[Vu(so — aX)] = 0 = g(so),

Sto je u kontradikciji sa prethodno dokazanom cinjenicom da je funkcija g(u) strogo
pozitivna. Ovim smo dokazali da funkcija V(s) zadovoljava jednakost (6), dok iz njene
definicije direktno sledi konvergencija ka 1 kad s — oo.

Kako je

Vx) —ElVix—aX)] V() -E[V(y —aX)]

— < -
lg(x) =g < gi‘igl A= (1— a)pAEX A=z (1 — a)pAEX

neprekidnost funkcije g(u) sledi iz neprekidnosti funkcije V(s), tj. dokazali smo da je
funkcija V (s) neprekidna na intervalu [0, o) i neprekidno diferencijabilna na intervalu
(0,0). m

7.2 Jedinstvenost optimalne strategije kod proporcionalnih ugovora o
reosiguranju

Analogno dokazu Teoreme 6.2 moZe se pokazati sledece tvrdenje.

Teorema 7.2 Strategija a; dobijena kao resenje jednacine (6), kada se umesto § uvrsti V,
maksimizuje verovatnocu opstanka kod primene proporcionalnih ugovora o reosiguranju: Za
svako s = 0 i proizvoljnu strategiju a; sa verovatno¢om opstanka &(s) imamo

V(s) = 6(s),
pri cemu jednakost vaZi za a; = a;.

Dokaz. Neka je V(s) glatka funkcija koja je reSenje jednacine (7) kada se umesto § uvrsti V
konstruisano u dokazu prethodne teoreme za koje vazi 0 < V(s) <1 i limg,, V(s) = 1.
Oznacimo sa R(t) i R*(t) procese rizika osiguravaju¢e kompanije pri strategijama
reosiguranja a; i a; i pocetnim kapitalom s. Neka su 7 i t* odgovarajuca vremena razaranja,
Z; = R(min{t, t}) i Z{ = R*(min{t,t*}) zaustavni procesi i W; i W/ zaustavni procesi
dobijeni transformacijom pomocu V (s), tj.
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W, = V(Z,) = V(R(min{t,1}))
Wy =V (Z;) = V(R*(min{t, T*})).

Dalje, primenom istog reSenja kao u dokazu Teoreme 6.2 dobijamo

t t
EW,=V(s)+ E[J. V'(Zs) (c — (1 — ag)pAEX)ds + /1.’- E[V(Zs— asX) —V(Z)]ds]
0 0

t t
EW: =V(s)+ E[.f V'(Z;) (c — (1 — a5)pAEX)ds + }tf ElV(Z; — a;X) —V(Z;)]ds].
0 0

[z Hamilton-Jakobi-Belmanove jednacine (6) kada se umesto § uvrsti VV vidimo da za
svet > 0vazi EW; = V(s), ianalogno kao u dokazu Teoreme 6.2 sledi da je

EW; =V(s) = EW,. 9)

Pretpostavimo najpre da strategija a; zadovoljava E(a;X) = B > 0 zasve t > 0, gde
B zadovoljava uslov P{a,X > B} > 0. Pokaza¢emo da u ovom slucaju proces R(t) nije
ogranicen na {t = o}. Odnosno, dokaza¢emo da je

P{R(t) <Mzasvet=>0it=00}=0 (10)

. M : . . C ey " L
zasve M > 0. Neka jen > % proizvoljno. Verovatnoca da se dogodi viSe od n Steta vecih

od B na intervalu duzine 1 je pozitivna, odnosno sa verovatnocom 1 Ce se realizovati
dogadaj da se u intervalu [¢t, t + 1] dogodilo viSe od n takvih Steta. Tada, ako je R(t) < M
imamo

Rt+1)<R{t)+c—nB<M+c—nB<0,
odnosno dobijamo da je T < co. Dakle, ako je R(t) < M sledi da je T < oo, $to dokazuje
tvrdenje (10).

Za proizvoljno & Konstrui$imo strategiju af sa procesom rizika R*(t) i vremenom
razaranja t* takvimdaje P{t = 0 i1t < 0} < eiR*(t) > cona{t = witt = }. Neka je
M > s dovoljno veliko tako da je 1—§y(M) < ¢, neka je T = inf{t: R(t) = M} koje je
ograniceno skoro svuda na {t = o} i definiS§imo

+_{atakojetST
U T 1akojet >T.

Tada je P{t =ittt <0} <1-§,(M) < ¢. Dalje, T < oo implicira R*(t) - oo jer
je € proizvoljno malo,a 1 — §,(M) < &.

Ako ponovo iskoristimo princip (9) za R*(t) umesto R(t) dobijamo
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E[V(R*(min{t,z*}))] = V(s) = E[V(R* (min{t,T*}))].

Kako su i T+ vremena zaustavljanja vazi R*(t*) < 0i R*(t*) < 0, odakle sledi da
jeV(R*(z*)) =0iV(R*(z%)) = 0.Kada t - oo vazi

P{t* =0} 2V(s) 2Pt =witt =0} =P{r =0} —P{r =0 it" <00} >P{r =00} —c.

Kako je € bilo proizvoljno, a svaka strategija b, za V (s) koje je resenje jednacine (7)
u smislu Teoreme 7.1 zadovoljava nejednakost E(a;X) =B >0 za sve t >0, sledi
jedinstvenost reSenja i vazi P{t* = o} =V(s). m

7.3 Optimalna strategija kod proporcionalnih ugovora o reosiguranju
za slucaj eksponencijalno raspodeljenih visina Steta

Analogno kao u slucaju ugovora o reosiguranju viska Stete odredi¢emo algoritam za
odredivanje optimalnog faktora proporcije u sluc¢aju proporcionalnog ugovora o
reosiguranju.

Pretpostavimo da vaZe sve osobine za Kramer-Lundbergov model u modeliranju
rizika jedne osiguravaju¢e kompanije i da cedent moZe da kupi proporcionalno
reosiguravajuce pokrice na nacin kako je ranije opisano. Pretpostavicemo da je raspodela
veli¢ina Steta eksponencijalna sa funkcijom gustine f(x) =me™™*,x >0 i funkcijom
raspodele F(x) =1 —e ™, x > 0.

Osim navedenog pretpostavi¢emo i da je stopa premije ¢ odredena kao
c=0+nAEX,n>0idajep=1+6,0 > 0. Zahtevacemo i da je zadovoljen uslov da je
neto premija u samopridrzaju cedenta pozitivna, odnosno da vazi uslov ¢ > (1 — a)pAEX,
. (1 +MAEX = (1 +n)A—-> (1 — a)(1 + 8) A, 3to daje uslov (1 +1) > (1 — a)(1 + 6).

U dokazu Teoreme 7.1 videli smo da se infimum u jednacini (7) postiZe na segmentu
[a, 1], te je to dodatno ogranicenje za pronalaZenje optimalnog faktora proporcije. Dakle,
traZzimo ono a koje zadovoljava jednacinu

3 V(s) —E[V(s —aX)]
{ c—(1—-a)piEX }

V'(s) = inf

a<asi

ZapiSimo ovu jednacinu u malo drugacijem obliku.
Po definiciji vaZi
s/a

E[V(s —aX)] = f V(s —ax)f(x)dx.

0
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Oznacimo sa

s/a
w(s,a) = f V(s —ax)f(x)dx.

0

Tada je

s 1 ;
w'(s,a) = me "aV (s — S)E + f V'(s —ax)me ™ dx
0

S
a

= EV(s) — mf V(s —ax)me ™ dx = m(V(s) —w(s, a)).
a a ) a

Uz prethodne pretpostavke i oznake, problem se svodi na pronalaZenje reSenja jednacine

{ V(s) —w(s,a) }

Ve = A TEn—aroa-o

a<asl

U poglavlju 6.3 smo utvrdili da je verovatno¢a opsanka u slucaju kada nema
reosiguravajuceg pokrica, odnosno kada je a; = 1 za svako t, jednaka

5(s)=1— A o (m-Ds
mc

Kako je c=(1 + 77)/1% dobijamo da je 6§(0) = 11—7}’ a kao pocetni uslov postavi¢emo da

jeV(0) = 6(0). Takode, iz ¢ = (1 — a)pAEX dobijamo da je a = (L—Z.

U programu R definisana je funkcija Prop koja za zadate vrednosti argumenata
eta=1), teta= 8, lambda=41 i m=m daje grafik promene optimalne strategije a* u zavisnosti
od kapitala s u slucaju proporcionalnog ugovora o reosiguranju. U nastavku je dat kod i
rezultat za vrednosti n=0.5, 6=0.7, m=11i A=1.

Algoritam koji prati ovaj kod sastoji se u slede¢em: za sve vrednosti kapitala s od 0
do 5 sa korakom ﬁ odredujemo optimalan faktor proporcije a*(s) tako Sto za sve

vrednosti a € (a,1] odredujemo onu u kojoj se postiZze minimum funkcije
V(s)-w(s,a)

1+m-1+8)(1-a)

odredivanje vrdnosti V(s), w(s) i w'(s) koristimo formule

Tu minimalnu vrednost dodeljujemo promenljivoj V'(s), a za
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1 1\ 1
Vis)=V (s - 1000) +V (s - 1000) 1000’

1 1 1
w(s a) =w (s - 1000’“) tw (s - 1000'“) 1000

w'(s,a) = %(V(s) —w(s, a)).

#Proporcionalni ugovor
Prop<-function(eta=0.5,teta=0.7,]lambda=1,m=1)
{
a_<-(teta-eta)/(1+teta)*1000
V<-c()
V[1]<-eta/(1+eta)
w<-matrix(nrow=5000,ncol=1000)
for(ain 1:1000)
{
wp<-m*V[1]/(a/1000)
w][1l,a]<-wp/1000

}
opt_a<-c()
r<-c()
for (s in 1:5000)
{
Vp<-100000
d<-a_
g<-1000
for(ain d:g)
{
if(s>1)
{

wp<-m*(V[s-1]-w[s-1,a])/(a/1000)
w(s,a]<-w[s-1,a]+wp/1000
}
else{}
#ukoliko je premija u samopridrzaju negativna, optimalna strategija je a=1
if(((1+eta)-(1+teta)*(1-a/1000))<0)
{
Vp<-(V[2]-V[1])/(1/1000)
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aopt<-1

else
{
pom<-m*(V[s]-w[s,a])
pom<-pom/((1+eta)-(1+teta)*(1-a/1000))
if(pom<=Vp)
{
Vp<-pom
aopt<-a/1000
}

}
V[s+1]<-V[s]+Vp/1000
r[s]<-(s-1)/1000
opt_a[s]<-aopt
}
#crtamo grafik zavisnosti optimalne strategije od kapitala
plot(r,opt_a,type='"l',xlab="s",ylab="a*',ylim=c(0,1))
}
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Slika 3
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Na Slici 3 prikazan je grafik zavisnosti optimalne strategije od kapitala koji se dobija
pozivanjem funkcije Prop(). Vidimo da opimalna strategija a*(s) u sluc¢aju eksponencijalno
raspodeljenih veli¢ina Steta za male vrednosti kapitala s zadovoljava a*(s) =1, Sto
podrazumeva slucaj bez reosiguranja, zatim naglo opada i dalje nastavlja da konvergira.

8. Problem pronalazenja optimalnog reosiguranja viSka Stete sa
limitom pokrica

U poglavlju 4.3 uveli smo pojam neproporcionalnog ugovora viska Stete sa limitom
pokrica i tom prilikom ovaj limit oznacili sa C. U praksi je ugovor viska Stete sa limitom
pokrica ¢eSc¢e definisan (apsolutnim) limitom L koji predstavlja maksimalan limit Stete koja
je pokrivena ovakvim ugovorom, odnosno L := b + C, gde je b prioritet, a C limit pokrica.

Pretpostavimo da osiguravaju¢a kompanija ima moguénost da odabere i kupi
reosiguravajuce pokrice viska Stete sa promenljivim i prioritetom i limitom tokom vremena
trajanja ugovora. Proces rizika cedenta modeliran je Kramer-Lundbergovim modelom, a
premija reosiguranja izracunata principom ocekivane vrednosti

h(b(v),L(v)) = pAE[min{(X — b(v))*,C(v)}] = pAE[min{(X — b(v))*,L(v) — b(¥)}].

Pod ovim pretpostavkama Zelimo da pronademo optimalnu strategiju koja
minimizira verovatnocu razaranja, tj. ako je 8, ,(s) verovatno¢a opstanka pri strategiji
(b,L), a 8(s) = supy, {6p (s)}, potrebno je pronaci optimalnu strategiju (bz, L;), takvu da
vazi §(s) = 6y 1+ ().

Proces rizika cedenta pod posmatranim uslovima je

. N(t)
RPE(t) = s+ ct — p/lf E[min{(X — b(v))*,C(v)}]dv — Z [min{X,b} + (X — b — C)*]
0

=s+ct— pletE[min{(X — b)), L(v) — b(v)}]dv
0
N(t)

- 2 [min{X, b} + (X — L)*],t = 0.

i=1

Za ovako definisani proces rizika R”L(t) i funkciju verovatnoée opstanka &(s)
dobijamo infinitezimalni generator

L:f(s) = 2AE[6(s — [min{X, b} + (X — b — C)*]) — 6(s)]
+ (¢ — pAE[min{(X — b)*,C}])6'(s)
= AE[6(s — [min{X, b} + (X — L)*]) — 6(s)]
+ (¢ — pAE[min{(X — b)*,L — b}])6'(s),
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odakle, maksimiziranjem po svim mogu¢im b i L, dobijamo Hamilton-Jakobi-Belmanovu
jednacinu

0 = sup {AE[6(s — min{X,b} — (X — L)*) — 6(s)]

L=b>0

+ (¢ — pAE[min{(X — b)*,L — b}])6'(s)} (11)

Kako nam je cilj da povetamo verovatnoc¢u opstanka, odnosno da nademo
neopadajuce resenje jednacine (11), treba da vazi 6'(s) = 0. U tom slucaju jednacinu (11)
moZemo zapisati u obliku

6'(s) = inf

L=b>0

{16(5) — E[6(s — min{X,b} — (X — L)+)]}. (12)

¢ — pAE[min{(X — b)*,L — b}]

Da bi cedent zadrzao neki deo premije mora da vaZi ¢ = pAE[min{(X — b)*,L — b}],
ili ekvivalentno ¢ > pA(E[min{X, L}] — E[min{X, b}]). Primetimo da tada gornja granica
L za limit L zavisi od b, kao i da donja granica b za prioritet b zavisi od L.

8.1 Odredivanje limita u tacki s = 0

Kada osiguravaju¢e drustvo nema pocetni kapital, odnosno kada je s =0, ono
svakako treba da odabere kao optimalni prioritet b* = 0. Tada, sa L = b = 0 moZemo
predstaviti slucaj bez reosiguranja. Na osnovu (11) optimalni limit L* > 0zas=0ib =0
moZe da se izracuna iz jednakosti

0 = sup {AE[6(0 — min{X,0} — (X — L)*) — 6(0)]
L>L20
+ (¢ — pAE[min{(X — 0)*,L — 0}])4'(0)},
iz koje, ako sa f(x),x = 0 oznacimo gustinu raspodele veliCina Steta, dobijamo

0 = sup {A6(0)P{X < L} —A5(0) + ¢5'(0) — pAE[min{X, L}]5'(0)}, tj.

L>L=0
0= sup {26(0) [, f(x)dx — 28(0) + c6"(0) — pA8' (0)(f, xf ()dx + [ Lf (x)dx)}. (13)
L>L=0

Ako postoji optimalna strategija L* > 0 onda se diferenciranjem argumenta funkcije
sup u jednakosti (13) po L iizjednacavanjem sa 0 u tacki L = L* dobija

0 = A8(0)f (L") — pA5'(0) f FG)dx,
)

odakle dobijamo da je
6(0)f(L”
5(0) = 1O (L)
pA[,. f(x)dx

35



Kada izraz za 6'(0) uvstimo u (13) za L = L* posle skracivanja sa A§(0) dobijamo

jednacinu
cf (L) FUN [ xf (x)dx

pA [ f(x)dx [ fodx

Pretpostavimo da je raspodela velic¢ina Steta eksponencijalna sa gustinom respodele
f(x) =me™™*,x >0 i funkcijom raspodele F(x) =1—e ™, x > 0. Osim navedenog
pretpostavicemo i da je stopa premije ¢ odredena kao ¢ = (1 +n)AEX,n >0 i da je
p=1+86,0 >0, pritom, da bi reosiguranje bilo skuplje od osiguranja treba da vazi 6 > .
Pod navedenim pretpostavkama jednacina (14) postaje

f(L)

C (o]
0=0ff(x)dx—1+m ﬁ_iIXf(X)dX)_Lf(L)

me ™ [ (1+mMA 1 . . .
[rrg(l +n6)?)l - (L'me ™ — 1 + ™™t )l — L'me™™

.
0= f FO)dx -1+ — L. (14)
0

=1-e™ -1+

e—mL*

_L14n e ™ 4 'me ™ — 1 +e ™ — ['me ™ML = Eal/

T 1+6 1+6
Dakle, dobijamo da treba da vazi n = 6, sto je u kontradikciji sa zahtevom 6 > 7, te

ne postoji L* > 0 koje zadovoljava jednacinu (14). Stoga se optimalna strategija za slucaj
s = 0 i eksponencijalnu raspodelu visina Steta svodi na izbor (b*, L") = (0,0), tj. slucaj bez
reosiguranja.

8.2 Znacaj kontrole limita

U ovom poglavlju se ispituje u kojoj meri moguénost kontrole (odredivanja
promene) limita L donosi koristi osiguravajuc¢oj kompaniji.

Oznacimo brojilac u jednacini (12) sa Z,

Z:= A6(s) —E[6(s —min{X,b} — (X —L)Y)])
S—b+L

b L
=1 6(5)—j5(5—x)f(x)dx—fd(s—b)f(x)dx— J 6(s—b+L—x)f(x)dx
0 b L

i, analogno, neka je N imenilac u jednacini (12),

N = ¢ — pAE[min{X, L}] + pAE[min{X, b}]

36



L [es) b %)
=c— plfxf(x)dx — p/if Lf(x)dx +p/1f xf (x)dx + pxl] bf (x)dx.
0 L 0 b
Diferenciranjem Z i N po L dobijamo

Z, =2l =6(s—b)f(L)—6(s—b+L—s+b—L)f(s—b+L)+6(s—b)f(L)

S—b+L

— f 6'(s—b+L—-x)f(x)dx
L

= —/1(] S'(s—x)f(x—b+L)dx+350)f(s—b+1L))
b

s—b
= —A(6(s — b)f(L) + f 6(s —b—x)f"(x + L)dx)
0

N, = =pALF(L) + pALF(L) = p2 [ fG)dx = —p2 [ .

Kako je 6(s) > 0id'(s) > 0zasves > 0izizrazaza Z; sledidaje Z;, < 0, dok iz
osobina funkcije gustine sledi dajei N; < 0.

Teorema 8.1 Hamilton-Jakobi-Belmanova jednacina za problem optimizacije ugovora viska
Stete sa kontrolom limita data je jednacinom (12). Ako vaZi

fL)

o T odx (1)

onda za prioritet b < oo strategija L = oo ne moZe biti optimalna.

Dokaz. Ako se (12) izrazi preko Z i N onda je
§'(s) = inf d
() = 1ih30 {N}
Diferenciranjem izraza sa desne strane jedacine sa L dobijamo
0 (Z) _ZN—-ZN,
oL\N/ —  NZ
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Prema pretpostavcije N > 0, N2 > 0,Z > 0,kao i Z, < 0i N, < 0. Ako za raspodelu
visina Steta Q sa svojstvom (15) vazi ponaSanje grani¢ne vrednosti
. ZLN - ZNL
TN e
onda je §(s) monotono rastuce za L — oo i L = oo bi bilo optimalno re$enje. Da bismo
dokazali da ovo ne vaZi dovoljno je dokazati da je
Zy

lim == = 0,
LI—{?ONL

jer je tada w = 0.
Vazi daje

Z, S(s=bfL)+ [ 8(s—b—x)f(x+L)dx

N, (1+6) [ f(x)dx

Zbog 6(s) € [0,1] za sve s > 0 vaZi
§(s—b)f(L) = f(L).

U slu¢aju monotono opadajuce gustine f(x) izraz fos_b 8(s—=b—x)f"(x+ L)dx je

negativan, te odatle sledi da je Z, = 6(s — b)f (L) + f;_b §(s—b—x)f"(x+ L)dx < f(L).

U slucaju da gustina nije monotono opadajuca nekaje f'(x) > 0zax € [0,s — b + L]
(za ostale intervale vazi raniji odgovarajudi rezultat). Tada vazi procena

s—b s—b
j 6(s—b—x)f"(x+L)dx < j f'(x+L)dx=f(s—b+L)—f(L).
0 0

Dakle, sveukupno

s—b
Z, =6(s—Db)f(L) +J S(s—b—x)f'(x+L)dx<f(L)+f(s—b+L)—f(L)
0
<f(s—b+1L),

akadaL - wondaif(s — b + L) — f(L). Iz prethodna dva slu¢aja dobijamo da vazi

s—b
lim { 8(s — b)F (L) + f 5(s — b — x)f"(x + L)dx | < F(L),
0
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pa dobijamo da je

Ly fi
lim — < lim w——— =
PON, T 0 7 F(x)dx

ukoliko je ispunjen uslov (15) iz formulacije teoreme. Dakle, L = o0 moZze da se iskljuci kao
optimalno reSenje. m

Na osnovu prethodnog zaklju¢ujemo da je postojanje mogucnosti kontrole limita
izuzetno vazno za raspodele velicina Steta koje imaju osobinu (15).

8.3 Kontrola limita kod eksponencijalno raspodeljenih veli¢ina Steta

Teorema 8.2 Hamilton-Jakobi-Belmanova jednacina kod problema pronalaZenja
optimalnog resenja data je jednacinom (11). U slucaju eksponencijalno raspodeljenih velicina
Steta resenje jednacine (11) se poklapa sa resenjem Hamilton-Jakobi-Belmanove jednacine za
problem odredivanja optimalnog reosiguranja viska Stete bez limita pokri¢a. Dakle,
optimalna strategija se sastoji u tome da za sve s = 0 vaZi L(s) = oo,

Dokaz. Dokaz je dat u tri koraka. Kao prvo, odreduje se da je optimalna strategijaza s = 0
slucaj bez reosiguranja. Kao drugo, pokazuje se da se prva vrednost kapitala s, za koju je
optimalno koristiti reosiguranje poklapa sa onom u slucaju ugovora bez limita pokric¢a. Na
kraju se dokazuje da se kod izbora jedne strategije b € [0, s] ne moZe naci konacan limit L
koji maksimizuje desnu stranu Hamilton-Jakobi-Belmanove jednacine (11).

1. Kontrolalimitaus =0

Ako postoji optimalna strategija L*(0) >0 onda ona, prema poglavlju 8.1,
zadovoljava jednacinu (14). U poglavlju 8.2 pokazano je da, u slucaju eksponencijalno
raspodeljenih visina Steta, takav izbor L*(0) ne postoji, tj. da je u s = 0 strategije L* = b*
optimalna.

2. Odredivanje tacke s, i kontrola limitau s,

Kod eksponencijalno raspodeljenih visina Steta kada je ¢ = (1+n)AEX,n >0,
verovatnoca opstanka data je izrazom

A R

So(s) =1——e \"
mc

te je stoga
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mn m

SN
Posmatrajmo jednacinu
P = inf AV(S) — E[V(s — min{X,b} — (X — L)1)]
() = mé%zgzo{ ¢ — pA(E[min{X, L}] — E[min{X, b}]) }

i uslov V(0) = 6,(0).
Neka je s, tacka u kojoj je strategija b* < L* < oo optimalna. Tada vaZi
80(s0) > V'(so).
Na osnovu povezanosti

mn mn

55(s) =V'(s) = me_lms

za 0 < s < s, i Cinjenica da je u slu¢aju eksponencijalno raspodeljenih veli¢ina Steta

Z= e_%s(l - e_%b + e%be‘m)
1+n
i
1+n)A 1+6
N = ( T’) [1 _ (e—mb _ e—mL)]
m 1+n
sledi ekvivalencija
80(so) > Vb,*,L*(SO)
mb* m *
e 1+0 (e7mb" —e ™) < e N — gren? g-mt’
1+n

mn .«

@9<(1+n)emb —1.

Poslednji izraz ne zavisi od s, i L*, tako da je optimalna strategija b* u s, data sa

N _1n(£) (1+7)

mn

Za vrednosti kapitala s € [0, b*) strategija b* ne moZe biti optimalna, tako da je prva
vrednost kapitala za koju je ova strategija optimalna upravo b*. Dakle, dobijamo da je
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so = b*, Sto se podudara sa tackom s, dobijenom za ugovore bez limita pokri¢a. ObjaSnjenje
da u tacki s, pri strategiji b* vazi L*(s,) = oo sledice direktno iz tre¢eg dela ovog dokaza.

3. Kontrolalimitazab <s

Za kapital s > s, i proizvoljnu dopustivu strategiju b < s optimalan limit L* se dobija
kao reSenje jednacine

0 = sup {AE[6(s — min{X,b} — (X — L)*) — 6(s)]

Lzb>0

+ (¢ — pAE[min{X, L}] + pAE[min{X, b}])5'(s)} = sup (—Z + §'(s)N).

L=b>0

Neka je sa f(x),x = 0 opet oznacena gustina raspodele visina Steta. Diferenciranjem
po L, nakon skracivanja sa 4, dobijamo uslov za supremum

0= 6(s—b)f(L)+f6(s—x)f’(x—b+L)dx—(1+9)6’(s)f f(x)dx.
b L

Kod eksponencijalne raspodele sa parametrom m to je ekvivalentno sa

mé(s —b) — f;6(s — x) m2e MED) gy

5'(s) =
(s) 1+0

Desna strana izraza je nezavisna od L. Dakle, ne moZe se nadi niti jedan L € (b, ©) za
koji se dostiZze supremum, $to znaci da se supremum postiZe u nekoj od grani¢nih tacaka
L =b ili L = co. Prema pretpostavci posmatraju se takvi s > s, za koje, prema koraku 2
ovog dokaza, optimalna strategija podrazumeva reosiguranje, te se, stoga, reSenje L = b ne
prihvata. Dakle, optimalna strategija za sve s > s, data je sa L* = oo. Kako je b < s bilo
proizvoljno, specijalno, prethodno vazi i za optimalni prioritet b* kod kapitala s i to b* se za
sve s > 0 podudara sa reSenjem Hamilton-Jakobi-Belmanove jednacine u slu¢aju ugovora
bez limita. Specijalno vaZi da je i u slucaju b* = s optimalno reSenje L* = oo, Sto dokazuje
deo tacke 2 koji je ostao otvoren. m
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Zakljucak

Tehnike i metode prikazane u ovom radu predstavljaju teorijski pogled na problem
pronalaZenja optimalnog reosiguranja za razli¢ite tipove ugovora o reosiguranju.
Implementacija ovde opisanih metoda u praksi dodatno zahteva odredivanje parametara 7,
6, m i A. Medutim, ¢ak i uz ovaj dodatni rad trZiSte osiguranja i reosiguranja imaju svoja
zakonska ogranicenja, te nije sigurno da bi primena optimalnog programa bila moguca.
Takode, ugovori o reosiguranju nikada nisu bazirani na neprekidnoj promeni strategije, ve¢
je za odredeni period trajanja ugovora strategija konstantna, a premija fiksna i odredena ne
samo prema ovde opisanim metodama, ve¢ i prema razli¢itim pokazateljima na lokalnom
trziStu osiguranja i reosiguranja.

Metodi odredivanja potrebnog reosiguravajuceg pokri¢a za jednu osiguravajucu
kompaniju danas su bazirani na proceni njene izloZenosti riziku. Ali kako osiguravajuca
kompanija treba da pronade optimalan program reosiguranja, po kom ¢e smanjiti
verovatnocu razaranja koliko je to moguce, isto tako i reosigurava¢ mora da vodi racuna o
svojoj izloZenosti riziku i svom raspolozivom kapitalu, te nije uvek lako pronaci
reosiguravajuce pokrice.

Kao primer zaSto metode opisane u ovom radu mogu biti korisne, moZemo
upotrebiti poredenje sa odredivanjem cene osiguranja, koja je zaposlenima u oblasti
osiguranja mnogo bliZa. Naime, aktuarske metode za odredivanje premije osiguranja vrlo
su jasne i dobro definisane, medutim, tako odredena premija mora naknadno biti
korigovana u skladu sa lokalnim trZistem iz razloga konkurentnosti, ali je ona dobar
pokazatelj kojoj ceni trZiste treba da teZi.
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Recnik pojmova

CEDENT - je osiguravajuce drustvo koje putem reosiguranja jedan deo rizika iz
zakljucenih ugovora o osiguranju cedira (prenosi) na reosiguravajuce drustvo.

EKSCEDENTNO REOSIGURANJE - proporcionalni ugovori o reosiguranju kod kojih
se proporcija podele rizika, koja predstavlja osnovu za podelu premija i uces¢a u Stetama,
odreduje u razli¢itim procentima u zavisnosti od veli¢ine pojedinh rizika u portfelju.
Osiguravac¢ ima mogucnost da odredi koji deo pojedinih rizika iz portfelja rizika ¢e preneti
u reosiguranje, a koji zadrzati u portfelju.

FAKULTATIVNO ROSIGURAN]JE - je najstarija vrsta reosiguranja. Osnovna svrha
fakultativnih ugovora o reosiguranju jeste obezbedenje reosiguravaju¢eg pokrica za
pojedinacne rizike. Osiguravac i reosiguravac¢ u svakom pojedinac¢nom slucaju pregovaraju
o uslovima reosiguravajuceg pokrica za svaki pojedinacni rizik ili polisu osiguranja za koju
reosiguravac Zeli da obezbedi reosiguravajuce pokrice. Koristi se za pojedinac¢ne rizike koji
su po pravilu velike vrednosti i kompleksnosti.

FRANSIZA - uée$ce osiguranika u $teti.

KAPACITET - obim osiguranja ili reosiguranja koji osiguravac ili reosiguravac, ili
c¢itavo trziSte osiguranja ili reosiguranja moze pripisati.

KVOTNO REOSIGURANJE - proporcionalni ugovori o reosiguranju kod kojih se
proporcija utvrduje kao fiksni procenat uces¢a osiguravaca i reosiguravaca u svim rizicima
odredenog portfelja osiguranja, a posledi¢no, u tom istom, fiksnom odnosu osiguravac i
reosigurava¢ ucestvuju u podeli premije i nadoknadi Steta koje nastanu po osnovu
odredenog portfelja osiguranja koji je predmet ugovora o reosiguranju.

MODEL - uproscena slika stvarnosti.

MODELIRANJE - predstavlja proces kreiranja statistickog modela buduceg
ponaSanja, odnosno predvidanja verovatnoca, trendova i meduzakonitosti. Nastaju kao
produkt kombinovanja aktuarske nauke, inZenjeringa, statistike i mnogih drugih.

NEPROPORCIONALNO REOSIGURAN]JE - grupacija ugovora o reosiguranju kod koje
osnovu za utvrdivanje medusobnih prava i obaveza predstavlja veliCina Stete. Nazivaju se
jo$ i ugovori o reosiguranju viska Steta. Prilikom zakljucivanja neproporcionalnih ugovora
0 reosiguranju osiguravac i reosiguravac utvrduju nivo zadrZavanja Stete koji se naziva
prioritet, kao i limit odgovornosti reosiguravaca. Koriste se u cilju obeste¢enja osiguravaca
za Stete Ciji iznosi prevazilaze nivo zadrZane veliCine Stete, a do odredenog limita,
specificiranog ugovorom o reosiguranju. Neproporcionalni ugovori o reosiguranju dele se
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na: ugovore o reosiguranju viska Stete po riziku, ugovore o reosiguranju viska Stete po
dogadaju i ugovore o reosiguranju viska gubitka.

NEZIVOTNO OSIGURANJE - svaka vrsta osiguranja koja ne spada u Zivotna
osiguranja. Uobicajeno u neZivotna osiguranja spadaju imovinska osiguranja i osiguranja
od odgovornosti.

OKVIRNO, OBLIGATORNO ILI AUTOMATSKO REOSIGURANJE - ovim ugovorima o
reosiguranju obezbeduje se reosiguravaju¢e pokrice za sve rizike odredene vrste
osiguranja, odnosno portfelja osiguranja, a u skladu sa uslovima ugovora o reosiguranju.
Osiguravajuce drustvo je u obavezi da cedira na reosiguravaca sve rizike, bez prethodne
selekcije, a reosiguravac je u obavezi da sve ponudene rizike odredene vrste osiguranja
prihvati u reosiguravajuce pokrice, bez prethodnog analiziranja pojedinih rizika.

OSIGURANA OPASNOST (RIZIK) - rizik pokriven osiguranjem, Cije nastupanje u vidu
osiguranog slucaja stvara osiguravacevu obavezu za isplatu odstete.

OSIGURANIK - fizicko ili pravno lice koje zakljucuje ugovor o osiguranju u svoje ime
ili za svoj racun, obezbedujudi se od neZeljenog dejstva pokrivenih rizika.

OSIGURANJE - predstavlja jednu od tehnika transfera rizika. Bazira se na
udruZivanju pojedinaca ili privrednih subjekata koji su izloZeni istoj vrsti opasnosti, a koji
udruZuju svoja finansijska sredstva u zajednice rizika u cilju obestec¢enja onih ¢lanova koji
pretrpe Stetu. Osiguravaju¢a drustva kao institucionalizovane zajednice rizika na bazi
udruZivanja velikog broja osiguranika izloZenih istoj vrsti rizika mogu sa razumnom
verovatno¢om da predvide ostvarenje Stetnih dogadaja, pri ¢emu vaZzi pravilo da sto je veéi
broja osiguranika u zajednici rizika to je i vefa verovatnoca da e stvarna Steta biti
pribliznija oCekivanoj. Osiguranjem se sustinski zamenjuje siguran trosak relativno malog
iznosa u visini premije osiguranja za neizvestan ali mogu¢ znatno veci troSak koji moZze
nastati ostvarenjem Stetnog dogadaja. Sa pravnog aspekta predstavlja ugovorni odnos
kojim se jedna ugovorna strana, osiguravac, obavezuje da obeSteti drugu ugovornu stranu,
osiguranika, u slucaju ostvarenja osiguranjem obuhvacene Stete dok se osiguranik
obavezuje da osiguravacu plati premiju osiguranja.

OSIGURAVAC - osiguravaju¢e drustvo. Drustvo koje se profesionalno bavi
poslovima osiguranja.

POLISA OSIGURANJA - osnovna pisana isprava koja prati posao osiguranja,
odreduju¢i duZnosti i obaveze ucesnika. U nekim slucajevima polisa predstavlja oblik
ugovora o osiguranju. Kada to nije, ona je, u prvom redu, dokazno sredstvo o sklopljenom
osiguranju posto sadrzi sve najvaZnije elemente zaklju¢enog ugovora. Kod nekih vrsta
osiguranja polisi se daje i jace dejstvo, pa moZe predstavljati ispravu o dugu, ukoliko je
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ugovoreno da e osiguravac platiti naknadu Stete samo uz njenu predaju. Dalje, ona moZe
biti legitimacijska hartija kojom se pokazuje pravo na potraZivanje iz osiguranja. Polisa se
pojavljuje i kao hartija od vrednosti, a nekada sluZi i za ostvarivanje prava iz nekog drugog
posla, zatim kao dokaz izvrSene ugovorne obaveze (recimo, kod kupoprodaje koja
obuhvata i obavezu osiguranja) i tako dalje.

PORTFELJ RIZIKA (OSIGURANJA) - je pojam koji oznacava sve vrste osiguranja
kojima se jedno osiguravajuce drustvo bavi, odnosno, sve vrste rizika koje je primilo u
osiguravajuce pokrice. SuStinski je re¢ o ukupnom poslu osiguravajuéeg drustva u smislu
grupa poslova preuzetih od osiguranika i uobicajeno se deli na portfelj Zivotnih i portfelj
nezivotnih osiguranja. Osiguravaju¢a drustva prihvataju rizike koje druga strana
(osiguranici) ne Zeli da nosi samostalno i gde osiguravaci imaju prednost u upravljanju.
Prednost u upravljanju rizicima koju imaju osiguravaci proizilazi upravo iz mnostva rizika
koji ¢ine portfelj rizika.

PRIORITET - samopridrzaj kod neproporcionalnih ugovora o reosiguranju.

PROPORCIONALNO REOSIGURANJE - ugovori putem kojih se prava i obaveze
ugovornih strana odreduju u odredenoj proporciji u odnosu na rizike koje je osiguravac
prihvatio od osiguranika. Ovim ugovorima reosiguravac prihvata u reosiguravajuce pokrice
odredeni procenat rizika od osiguravaca i u tom istom procentu ucestvuje u raspodeli
premije i troskova naknade nastalih Steta. Proporcija uceS¢a osiguravaca i reosiguravaca
moZe biti jednaka za sve rizike ili moZe varirati u zavisnosti od vrste i veliine rizika, prema
¢emu se razlikuju kvotno i ekscedentno reosiguranje kao podvrste proporcionalnih
ugovora o reosiguranju.

REOSIGURANIJE - u najkracem predstavlja osiguranje osiguranja. Predstavlja proces
putem koga osiguravajuca drustva kupuju osiguravajuce pokri¢e od drugih osiguravaju-¢ih
drustava ili profesionalnih reosiguravaca. MoZe se definisati kao ugovor izmedu
osiguravaca (cedenta, primarnog osiguravaca) i reosiguravaca putem koga reosiguravac
prihvata obavezu obeStecenja cedenta u potpunom ili delimicnom iznosu Stete koja moZe
nastati po osnovu ugovora o osiguranju koje je osiguravac zakljucio a za uzvrat cedent je u
obavezi placanja premije reosiguranja i obelodanjivanja informacija neophodnih
reosiguravacu. Sustinski, reosiguravac i cedent dele premiju, rizik i Stete na proporcional-
noj osnovi, u sluc¢aju proporcionalnih ugovora o reosiguranju, ili raosiguravac pla¢a samo
visSak Stete iznad prethodno definisanog nivoa, u sluc¢aju neproporcionalnih ugovora o
reosiguranju. Osnov za postojanje reosiguranja je zakljuen ugovor o osiguranju. KoriS¢enje
prefiksa ,re“ implicira da se nesto ponovo dogada, u ovom slucaju javlja se osiguranje
rizika ve¢ prihvacenog u osiguravajuce pokrice.

REOSIGURANJE VISKA GUBITKA - vrsta neproporcionalnih ugovora o reosiguranju
koji odreduju zastitu od ukupnog visSka Stete koji osigurava¢ moZe ostvariti po portfelju
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tokom godine. Ovim ugovorom reosiguravajuce drustvo preuzima obavezu da osiguravaca
obesteti za ukupne Stete koje mogu nastati iznad odredenog procenta u odredenoj vrsti
osiguranja koja je pokrivena ugovorom o reosiguranju.

REOSIGURANJE VISKA STETE PO DOGADPAJU - vrsta neproporcionalnih ugovora o
reosiguranju koje osiguravajuca drustva koriste u cilju limitiranja Stete koja moZe nastati
ostvarenjem odredenog, ugovorom definisanog dogadaja. Reosiguravajuce drustvo
obezbeduje pokrice osiguravacu za Stete nezavisno od broja rizika kod kojih su Stete
nastale.

REOSIGURANJE VISKA STETE PO RIZIKU - neproporcionalni ugovori o reosiguranju
koji su namenjeni pokri¢u Steta koje po riziku prelaze veli¢inu utvrdenog prioriteta
osiguravaca, a do utvrdenog limita obaveze reosiguravaca.

REOSIGURANJE VISKA STETE ZA KATASTROFALNE DOGAPAJE - ovim ugovorima
se osiguravajuce drustvo Stiti od moguc¢nosti da dode do ostvarenja veceg broja Steta usled
jednog katastrofalnog dogadaja. Ovim reosiguranjem nisu pokrivene Stete po riziku,
odnosno pojedinacno velike Stete, Sto uzrokuje ¢estu pojavu posebne klauzule poznate kao
garancija dva rizika.

REOSIGURAVAC - drustvo koje se bavi poslovima reosiguranja.

RETROCEDENT - reosiguravac¢ koji trensferiSe rizik na druge reosiguravace
postupkom retrocesije.

RETROCESIJA - postupak putem koga reosiguravaci zakljuCuju reosiguranje,
odnosno transfer dela rizika prihva¢enih od osiguravaca transferiSu na druga
reosiguravajuca drustva.

RETROCESIONAR - reosiguravaci koji rizik prihvataju u postupku retrocesije.

RIZIK - 1) Rizik predstavlja kombinaciju verovatnoc¢e dogadaja i njegovih posledica.
2) Rizik predstavlja neizvesnost u pogledu ostvarenja Steta. 3) Rizik u osiguranju moZe da
predstavlja i predmet osiguranja.

SAMOPRIDRZA] - obim osiguranja koji primarni osigurava¢ zadrZava u svom
portfelju prilikom zakljuivanja ugovora o reosigurnju. Re¢ je o najveem iznosu
pojedinacnih rizika ili ¢itavog portfelja rizika koji osigurava¢ moZe da pokrije sopstvenim
sredstvima, a da ne zapadne u probleme sa obezbedenjem solventnosti. Visina
samopridrzaja odreduje se u svakom pojedinacnom ugovoru o reosiguranju. Veli¢ina
premije reosiguranja varira u zavisnosti od, izmedu ostalog, i visine samopridrzaja pri
¢emu vazi relacija - veli samopridrZaj niZa premija reosiguranja. Odredivanje visine
samopridrZaja jedno je od klju¢nih pitanja prilikom transfera rizika u reosiguranje s
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obzirom da od veli¢ine utvrdenog samopridrzaja zavisi solventnost, ali i profitabilnost
osiguravajuceg drustva.

SAMOPRIDRZAJ PO RIZIKU - veli¢ina samopridrzaja po jednom riziku.

SUMA OSIGURANJA - maksimalni novcani iznos koje se ispla¢uje osiguraniku
ukoliko nastupi osigurani dogadaj i predstavlja gornju veli€inu osiguravaceve obaveze. Ona,
ipak, moZe u nekim slucajevima biti prekoracena zbog troskova nastalih povodom
otklanjanja i smanjivanja Stete preduzetih po osiguravacevom nalogu. Unosi se u polisu
osiguranja ili se ugovorom o osiguranju, odnosno zakonom, predvida nacin njenog
utvrdivanja kada dogadaj nastupi.
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