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UvopbD

Neholonomnost je takva osobina mehanidékih sistema
da '"pomeranje izmed ju susednih beaskonadno bliskih moguéih
polo%aja moZe biti nemogude (H.Hertz[45]). Mehanidki sis-
temi sa tom osobinom nazivaju se neholonomni sistemi. Kre-
tanje bez proklizavanja jednog krutég tela po povrs$ini dru-.
gog je primer oblika realizacije neholonomnog mehanickog si-

stema.

Matematicki opis neholonomnih veza su diferenci jal-
ne neintegrabilne jednakosti, koje nazivamo neholonomne veze.
ﬁeintegrabilnost diferencijalnin veza uslovljava da se kre-~
tanje ne moze opisati diferencijalnim jednadinama oblika La-
granzevih jednadina druge vrste, kojih bi bilo koliko i ste-
pena slobode kretanja. U tomes sz sastoji i osnovna razlika iz-
med ju holonomnih i neholonomnih sistema, koja uslovljava niz
specifidnosti, u odnosu na holonomne sistéme, u postavei i

reSavanju dinamickih problema.

U novije vreme metodi neholonomne mehanike sve vi-
Se se primeénjuju u raznim oblastima tehnike: kod drumskih i
Sinskih vozila, kontinualnih prenosnika snage, frikecionih
mehanizama, itd. Najnovija otkriéa koja se odnose na analo-
2ije izmed ju fizic¢kih sistema, koji no svojoj susStini nisu
mehanidki sistemi, i neholcnomnih mehanidkih sistema, jod u
veéoj meri istidu znadaj metoda neholonomne mehanike. Sve to
predstavlja podsticaj za dublja teorijska istraéi?anja neno-
lonomnih mehanidc¢kih sistema. Problem od centralnog znadaja,
za svaki fizicki sistem pa i mehanicki, Jje stabilnost kre-

tanja.

Istorijski gledano, razmatranju stabilnosti kretanja
neholonomnih sistema prethodili su znaéajni rezultati o sta-
pilnosti pojedinih vidova kretanja, i to, pre svega, ravno-

teznog stanja i stacionarnog kretanja, skleronomnih holonom-



nih sistema. Zbog toga su se pocCetna razmatranja stabilnosti
kretanja neholonomnih sistema uglavnom odnosila na sklerono-
mne sisteme i iznalaZenje analogija sa odgovarajuéim rezul-

tatima za holonomne sisteme. Istorijski pregled tih radova i

U pocetku, zakljucivanje o stabilnosti vr3ilo se na

njihovih rezultata sadrzan je u [28

osnovu osobina reSenja linearizovanih Jjednaéina kretanja.

Med jutim, 1 pored obimne literature i brojnih radova, rezul-
tati su bili relativno skromni. Razlog Jje u tome 3to metod
Linearne aproksimaci je podrazumeva linearizaciju neholonomnih
veza, posle Cega, kod skleronomnih sistema, veze postaju in-
tegrabilne, a samim tim © jednadinama kretanja gube se cla-

novi koji su iskljudéivo svojstveni neholonomnim sistemima.

VaZno mesto u teoriji stabilnosti kretanja neholono-
mnih sistema zauzima ju radovi[#@],[}ii] V.V.Rumjanceva u ko~
Jima se prvi put primenjuje direktan Ljapunovljév metod za
razmatran je stabilnosti ravnoteZe konzervativnih i disipati-
vnih neholonomnih sistema. Kasnije, direktan Ljapunovljev me-
tod kori3éen je i u radovima na3ih autora{ﬁ?)},iiﬁl],éﬁg },
fzﬁ'],[gg 3. Osnovna prednost ovog metoda je u tome»éto se
ne zahteva aproksimacija jednadina kretanja. U sludaju ne-
holonomnih sistema to znaé¢i da s u potpunosti odrzava svoj-
stvo neholonomnosti. Na taj nac¢in dobij2ni su potpuniji re-
zultati. Najkompletniji rezultati dobijeni su u razmatranji-
ma koja se odnose na stabilnost ravnotezZe i stacionarnog kre-
tanja skleronomnih, i to pre svega, konzervativnin 1 disipa-
tivnih sistema. Ipak, ostala su cotvorena mnoga pitanja, a
kao na jinteresantni je, obrnuti oroblem Lagranz-Dirihleovo}j
teoremi (za neholonomne sisteme). Primenom metoda asimptot—
skog reSenja taj problem doneklzs je rasvetljen u[éé] . Iden-
tidan rezultat dobijen je i u[63] .

Problem stabilnosti u sluéaju reonomnih, i to ne sa-
mo neholonomnih sistema, malo Je obrad jivana tema. Razlog je
u tome 3to zavisnost diferencijalnih jednac¢ina kretanja od

vremena Cini problem stabilnosti daleko kompleksnijim.

Na sastancima seminara za t=oriju upravljanja kreta-




njem na Prirodno-matematidkom fakuitetu, kojim rukovodi pro-
fesor Aleksandar Baksa i seminara za analitidku mehaniku i
dinmamiku objekata na Ma3inskom fakultetu, kojim rukovodi prof.
Vukman Covié - koji rade u okviru Matematilkog instituta, Be-
ograd - u novije vreme pojavilo se niz interesantnih ide ja

u vezi problema reonomnih sistsma. V.Vujidié, A.BakSa i V.Co-
vié su svojim radovimaifﬁ,j,fb? j,;ﬁilj,fﬁg } iz ove oblasti
izvrsili presudan uticaj davse:%xeaeLmnzé istrazivanja, ko ja
b1l se posebno odnosila na problszme stabilnosti reonomnih ne-

holonomnih sistema.

Prva glava rada odnosi se na »nojam neholonomnog meha-
nickog sistema, pri Cemu se pretoostavlija da je on u opitem
'slucdaju reononoman. Ukratko su izvedene diferencijalne jed-
nac¢ine kretanja pri delovanju neintegrabilnih veza, koje su
oblika linearnih funkcija u odnosu na brzine. Prvi integrali
kretanja imaju veliki znacaj u kvalitativnoj analizi diferen-
<ijalnin jednacdina. U tom smislu definisani su potrebni i do-
voljni uslovi egzistencije linearnih i kvadratnih integrala
specijalnogz oblika, a koji su od znadaja za nasSa kasnija raz-
matrnaja. Osim toga, izvedeni su uslovi egzistencije ravnoé
tezZnog stanja i stacionarnog Xretanja. Pokazano je da reao-
nomnost neholonomnih mehanidékih sistema ima kao posledicu ¢i-
tav niz specifiénosti, u poredjenju sa skleronomnim sistemi-
ma, u pogledu uslova pod koJjima moze da egzistiraju pomenuti

vidovi kretanja.

Drugi deo rada predstavlja i njegov glavni deo. U nje-~
mu je definisan niz stavova koii se odnose na razlicite tipo-
ve stabilnosti, nestabilnosti i asimpntotske stabilnosti rav-
noteze i stacionarnog kretnaja neholonomnog mehanidkog siste-
ma. U sredistu tih razmatranja nalazi se reonomni neholonom-
ni sistem. Ovi stavovi, u sustini oripadaju direktnom Ljapu-
novl jevom metodu.'Ljapunovljeve funkecije konstruisane su u

obliku zbira kvadratne forme brzina i funkcije polozaja i vre-

mena, slid¢no kao i u 5B, 22 J )| 2% | . Na taj nacin se na os-
novu svojstva dosta jedonostavnih funkecija zakl jucuje o sta-

bilnosti.

Pored klasidnih stavova dirextnog Ljapunovl jevog meto-
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ga, koristi se ideja da sedefinitnost izvoda u II i III Ljapu-
novl jevoj teoremi zameni komobinacijom svojstava resSenja sa us-
lovom da je izvodL japunovl jeve Funkeije - u principu relativno
jednostavninh - stalnog znaka. Ta ideja, za autonomne diferen-
cijalne jednacine i diferencijalne jednacine, koje periodicéno
zavise od vremena, realizovana j2 uii“‘j. Med jutim, pod uslo-
vima stavova iz[ “4] ona Jje neprimenljiva za diferencijalne
jednaéine koje na proizvoljan nadin zavise od vremena. Iz tog
razloga pomenuta ideja se dogradjuie i to na razlic¢ite nacdi-
ne[ﬁbj]£:50 }. U [50] uvodi se pojam granidénog sistema jedna-
¢ina, iz kojih se izvode svojstva re3enja tih graniénin jed-
naéina , koja sa_.stadne3éu znaka izvbdg Ljapunovl jéve:funkecije

zamenjuju definitnost.

Po nasem misljenju, u ovom delu rada definisan je niz
novih uslova stabilnosti, nestabilnosti i asimptotske stabil-
nosti ravnotezZe i stacionarnog kretanja neholonomnog sistema.
Osim toga, definisan Jje tip asimptotske stabilnosti ravnotez-
ne mnogostrukosti i u sludaju kada to nije tip mnogostrukos-
ti izolovane po delu promenljivih[50],[543 .

Svi pomenuti rezultati saopéteni su na sastancima se-
minara za teoriju upravljanja kretanjem na Prirodno-matemati-
dkom fakultetu i seminara za analitidku mehaniku i dinamiku
objekata na MaSinskom fakultetu. Clanovi tih seminara svojim
sugestijama i primedbama doprineli su raz jasnjavanju niza pro-
blema, i ja sam im na tome zahvalan.

Posebnu zahvalnost dugujem profesoru Vukmanu Coviéu,

koji Jje rukovodio mojim radom.



GLAVA T

KRETANJE NEHOLONOMNOG M=HANICKOG SISTEMA

1. Diferencijalne jednacdine kretanja neholonomnog

menanic¢kog sistema

1. Razmotriéemo neholonomni mehanicki sistem. Za opis
kretanja tog sistema mogu se koristiti diferenci jalne Jjednadi-
ne kretanja razlicitog oblika. Uglavnom éemo koristiti Lagran-
zeve diferernci jalne Jjednaline sa mnoziteljima veza koje opisu-
Jju kretanje u konfiguracionoj mnogostrukosti Mn i diferenci ja-
lne jednacine Voronéevog oblika. Izbor ovih diferencijalnih
jednadéina kretanja uslovljen je njihovom pogodno$déu u razmat-
ranjima o kojima ¢ée kasnije biti redi.

Radi razumevanja suStine neholonomnih mehanickih sis-
tema i strukture predlozenih diferencijalnih jednadina kreta-
nja, najcelishodnije je prvo razmotriti, Lagranzevom metodom,
holonomne mehanidke sisteme.

Stanje nholonomnog mehanidkog sistema u datom trenutku
vremena jednoznacéno Jje odredjeno LagranZevim koordinatama ql i
generalisanim brzinama al = dql/dt (i=1,...,n), tj. Lagranzevim
oromenl jivim. Po definiciji, Lagranzeve promend jive su nezavi-
sne, tj. njihov proizvol jan izbor ne protivuredéi holonomnim ve-

zama (ukoliko takve veze postoje).

U Lagranzevom pristupu holonomni mehanic¢ki sistem pot-

ouno je okarakterisan poznavanjem kineticke energije i genera-

1)

lisanih sila. Za sistem sa n-stepeni slobode to je n+1 funk-

< 2) '

cija Lagranzevih promenl jivih q, a i vremena t:

1. kineticka energija je funkeija

1) Nas interesuje II problem dinamike
2) Radi safetosti - u pisanju ¢éemo cesto podrazumevati

sledede q = (q1...q“), q = (é1...én).



—

2. generalisane sile su oblika

Fi = Fi (g, q, t) (i=1,...,n) (2)
Kineticka energija u najop3tijem slucaju je kvadratni neho-
mogeni polinom u odnosu na generalisane brzine q, tj.

1T S . -i
? dij(Q7t)q q + ai(Q)t)q + aO(Q’t) (3\

4

T =

Radi sazetosti u pisanju, Zdesto demo koristiti slededi nadin

oznacavanja pojedinih ¢lanova izraza za kinetidku energi ju:

. ] NN B - 3
T2,— ?‘aij(Q7L)q g T} = ai(Q’t) q-

-3
it

o = a (a,t) (4)

Za mehanidki sistem kazZemo daje skleronoman ako su holonomne ve-
ze stacionarneiﬂ%j . Ako to nije ispunjeno za mshanidl sistem
kazemo da je reonoman. U slucaju skleronomnog mehanickog siste-~

ma postoje takve Lagranzeve koordinate q da je

_ »isj
aij(q)q q

o
rof =

Kinetic¢ka energija reonomnog sistema u opStem slucaju je obli-
ka (3). Medjutim, kinetidka energija mozZe imati linearnii kvad-
ratni élan i u sluéaju ako je sistem skleronoman ali su dopus-
tene nestacionarne koordinatne transformacije, tj. u slucdaju ka-

da je
a = q(g,t), ‘ (5)

gde su g nove Lagranzeve koordinats. Kod skleronomnih sistema
kcordinatne transformacije oblika (5) dopuStene su na:primar u
siucaju kada razmatramo kretanje sistema u odnosu na pokretan
sistem referencije (relativno kretanje){ﬂ}}. U tom smislu ista-
knimo 4= ori formiranju diferencijalnin jednac¢ina poremedéenog
kratanja u principu kinetidéka energija T ima oblik (3). Naime,
tada je veza izmed ju Lagranzevih koordinata i poremeéa ja obli-
ka (5).
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Jedne od najvaznijih svojstava LagranzZevog pristupa
je regularnost matrice koeficijenta ajk(q,t), kvadratne for-
me TZ[JZJ,

£

. 1)

I n
det iaijg # 0 (6)
Jrk=1

Radi kasnijih razmatranja znacajno je ovde istadi i
to da je kvadratna forma T2 strogo nenegativna funkecija u
'rl“" ]
odnosu na ng;j’ ti.

Tz(d,é,t)E:O, T, = 0 = q =20 (7)

‘Ako T, eksplicitno zavisi od vremena t, relacije (7) ne pod-

razumevaju da Jje T2 pozitivno - definitna funkcija u odnosu
na q. Tadnije, relacije (7) su potrebni, ali ne i dovol jni
uslovi definitnosti kvadratnog ¢&lana T2 u odnosu na q. U sk-
ladu sa definicijom definitnosti, potrebni i dovoljni uslovi

odred jeni su na sledeéi nadin:

T2(q,é,t);aa(é)
a>o, a = 0¢uq = 0 (8)

Specijalno, ako T2 ne zavisi eksplicitno od vremena t - na
primer, ako su holonomne veze stacionarne, a izbor koordina-
ta takav da nije dopuStena transformacija oblika (5) - uslov

(8) je ispunjen.

Generalisane sile, pod C¢ijim se dejstvom kreée sis-
tem, u opsStem slucaju mogu se prikazati u obliku zbira poten-
cijalnih sild ¢ija je funkcija sile

U = U(q,t) : (9)

1 nepotenci jalnih

1) Detaljnije o tome videti u [42 ]




tj. rezultujuéa generalisana sila je: (1)
[
., = +8—U.—
1 1 aql
Smatraéemo da Jje Fi (q,q,t) neprekidna funkecija promenljivih
q,9 i t.

Ako su holonomne veze idealne, réakcijevvezérne uces-~
tvuju u formiranju generalisanih sila F. veé samo aktivne
(zadate) sile. U tom smislu generalasann sile F su poznate
funkeije oblika (2). Sp cijalno, ako je Qi = 0 holonomni me -
hani¢ki sistem je okarakterisan (u konfiguracionoj mnogostru-
" kosti) ako je poznata samo jedna funkecija oblika

L(q,q,t) = T-U,

tzv. LagranzZeva funkcija.

Neka su poznate funkcije oblika

at = gt (t) © (i=1,...,n) , (12)
‘pri ¢emu te funkecije imaju neprekidne izvode najman je drugog‘
Peda, tada je odredjeno kretanje u odnosu na konfiguracionu
mnogostrukost M . Kada funkcijama (12) pridruzimo i Jedna01n°
holonomnih veza (ako te veze postoje) jednoznatno je odred1e-
no kretanje sistema. U slucaju kada je sistem slobodan kreta-
nje u Mn se poklapa sa kretanjem'sistema- U svim kasni jim oro-
blemima predmet razmatranja biée kretanje u Mn‘

v

U polju zadatih sila F, (q,q,t) i pri zadatoj kinetid-
kOJ energiji T(q,q,t) od sv1h-ve7ama dopustenih - kretanja,
"stvarno" je ono kretanje koje je saglasno diferenci jalnim

jednadinama oblika Lagranzevih jednacdina II vrsteUZJ,

ST ST au
23t o9t

d .
d _ . Q, (4= 1,...,n) (13)
dt 8ql ) 1

[
Dakle, dinamidki problem holonomnog mehanickog sistema pot-

puno su odred jeni diferencijalnim jednacdinama drugog reda,



kojih ima koliko i stepeni slobode sistema.

Diferencijalne jednacine (13) moZemo napisati i u ob-

liku
& T oT oU
d 2 2 0
= - -~ = - G, +P.+Q. (14)
dat . N ’
5l aqt oqt i1
gde Jje
- 98 ~ 3
UO = T0+Uy Pi = "Q"T:"" ? Gl = glj(q’t)q
g)ai Sda.
- J -
g, . T —= - —% , 8. . T = g.. (15)
i3 gq9 Qqt ij Jji

Prema tome, umesto razmatranja na nac¢in kao u (13), kretanje
holonomnog mehanidkog sistema moZemo inte roretlratl kao kreta-

nje sa kinetickom energi jom T2 u polju siia

oU

o
F. & — + G, + P, + Q.
) i i i
1 9qt ,

Sile Gi su giroskopske, a sile Pi su u opStem sluédaju, iako

zavise samo od g i t, nepotencijalne i nazivaju se nepoten-
. s .. Lo

cijalne pozicione sile “.

Na osnovu svojstva (6) sledi da jednacine kretanja

(14) moZemo re3iti u odnosu na generalisana ubrzanja q, tj.

éQU

aw 1 . .
= - a5 i ggk G, (6)
kr Qq
gde su:
ri- L id1 f’Jk_+@air gark)
ker c 9¢" 29a¥  gqY

tzv. Kristofelovi simboli II vrste, a a’J su elementi matrice

koja Jje inverzna matrici aij’?tj‘

1) O silama bide detaljnije redi,kasnije.
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r s . 1 i =
SIS I , 1 » k
Jk k 0, i # k

Oblik jedna&ina (16) Jje ekvivalentan sistemu jednacina (13)

»

i pogodan Jje za razmatranja sa stancovista teorije diferen-

cijalnih jednacdina. Naime, pogodan je (kao 8to su i jednadldi-
ne u formi Njutna) za primenu stavova o egzistenciji i Jedi-
nosti reSenja. Ako su uslovi nekih od tih stavova ispunjeni,
onda za proizvoljne pcedetne vrednosti LagranZevih koordinata
9
trenutku toazo, jednoznaéno Jje odred jeno kretanje

i generalisanih brzina éo (pocCetho stanje) u proizvol jnom

a = qlqg,q,,t,,t), (17)

a samim tim, i brzine

- - - 4 ’] H
a = a(a,,d,,t,,8) (T

To znadi da se u Lagranzevom pristupu odrzava princip déeter-

1)

minisanosti kretanja .

2. Neholonomni mehaniéki sistem, pored funkecija (1)
i (2),karakterisu i neintegrabilne diferencijalne veze iz-
med ju promenljivih stanja, tzv. neholonomne veze. U ovom ra-

du pretpostavljademo da su te veze linearne funkcije genera-

lisanih brzina, u najop$tijem sludaju oblika

B (q,£)3%+B" (q,8) = 0 (=ms+1,...,n), (18)
gde je m€N, 1<m<n. Specijalni sluédajevi ovih veza su sledeéi:
1. neholonomne veze sSu homogene

Bg(q,t)él = 0 ; (187)

e

1) Ovu determinisanost nazivamo strogom, -za razliku od slabe
determinisanosti kod koje je trenutak t_ fiksiran.[45 ]
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2. neholonomne veze su stacionarne

Bvi(q)diJrB?(q) = 0 (18%)

e

Smatraéemo da je sistem jednadina veza (18) linearno nezavis-

an, tj.

rang {Bi(q,t)} = n-m (195

za svako t 20. Ne gubeéi u opS3tosti pretpostavimo da je bas

. 9 n
det {ﬁb} ’ # 0 . (20)
\9,9 =m+1

Tada veze (18) moZzemo resSiti u odnosu na generalisane brzine

Q,
& = 8 (q,6)5%+8 (q,b) (21)

Oblik veza (21) je ekvivalentan vezama (18). Uslovno demo

gt ¢ )

nim brzinama.

=1,...,m) nazivati nezavisnim, a ¢’ zavisnim generalisa-

Kretan je neholonomnog mehanickog sistema odred jeno je

sistemom diferencijalnih jednadina oblika[40 ].

d 9T IT

— - — = F. + R. (i=1,...,n) (22)
dt . — ? ? b
23% 9qt

1 1

gde su Ri tzv. reakcije neholonomnih veza i one po@leéu odre-
d jivanju tako da redenje jednacina (22) bude u saglasnosti sa
jednadinama veza (21) ili (18). Prema tome, dinamicdki problem
sastoji se u tome da se odredi kretanje

i .
a” = q(t)
i reakecije veza Ri'), Sto znadi da treba odrediti 2n nepozna-

tih, a samo 2n-m Jjednacina (Zé), (21). Problem je resiv, ali

datka.
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ne jednoznac¢no. Radi dinamicke odred jenosti pretpostavidemo

da su veze idealne, tJj.

1)

gde jelgql beskonaéno malo pomeranjs. Za opisani neholonomni
sistemé;ql Jje odred jeno jednakostima oblika

Bz(q,t)gqi = O (24)

-

odnosno, s obzirom na (21), u obliku

2)
S = by (a,t)8q" (25)

Jednacinama (22), vezama (18) (ili (21)) 1 kriterijumima
(23) i (24) ekvivalentan je sistem diferencijalnih jednadi-
na oblika{ﬂﬂ

d aT DT . U v
- -——i-' -+ Q1+ l)‘Bl

dt. ‘.‘-"q 3
93 59° 3gq

B gt4+8 = o, | (26)

gde su Ay tzv. mnoZzitelji veza. Jednaline (26) su opSteg ka-
raktera. Uvodeéi specijalna svojstva za holonomne i neholo-
nomne veze iz (26) mogu se dobiti jednadine kretanja odgo-

varajuéih mehanidékih sistema.

Kasnija dinamicka razmatranja sastoje se u kvalita-
tivnoj analizi jednacdina kretanja. U tom smislu pogodnije je
da se koriste oblici diferencijalnih jednacina kretanja u
kojima su eliminisani mnozZitelji veza.

Jednostavnim transformacijama iz sistema (26) mogu
se eliminisati mnoZitelji veza i dobiti m+(n-m)=n jednadina

oblika

1) Veze (21) mozZemo shvatiti i kao unapred zadat delimiéni (ne-
potpuni) program po kome treba da se odvija kretanje, a reak-
cije veza kao upravljanja kojima se ostvaruje taj program.

2) Indeksi ¢ée uzimati sledede vradnosti:
i,5,k,1=7,...,n; OZ’/‘%’XJ’S =1, c..,mLn; )’:S’,S,‘V=m+1y...,'n,



‘5*(d ST ST QU

At 55t ggt =33 g o
b) V= :’Lc‘ﬁ%b" _ (27)

Primetimo da je dec Jjednadina ovog sistema, kao i prethodnog,
dine jednacine veza. Pored ovih jednalina, bez multiplika-
tora veza su i tzv. Vorondeve jednacdine. One se dobijaju iz
sistema Jjednacina kretanja (27) eliminacijom u podsistemu
(27a) zavisnih generalisanih br’zinaiay , a uz pomoé jednali-
na veza (27b). Za reonomne neholonomne mehanicke sistemes, u

opStem sludaju veza (27b), Voronleve jednadine su oblikal 44 ]

d ST __aT _:&T b” - ( )(U"ﬁ 15 Y’d) +

95 9% 3 TR
@HE +9EL_91+§A’ (28)
o4 249
gde su:
T (a,0%,6) = 1(q,8%, " =0 ae 1) (29)
3 Y R PR
+e 39% g9t 9¢° % &0"} o
) Qv  ob ~ )
.k Y & Qb b B
LI T 59% T 9q% 9q% ¢
~ = .J 'l) 1\) d & - . * G
QQL-QJ(q’q yQ = O& t)+QG(Q7q ,qv=b:(.q°£+bv’t)bo{l
é"\/
(9T aT
(550 = Gy 4,0 (30)
a4 854 Q—biq +b

Koef1013ent1¥. (q t) imaju osobinu antisimetrije u odnosu na
i

donje indekse

) v | - |
Sap - Uoa (31)

r———



Ny

$to se moZe neposredno videti iz (30). Saglasno prethodno j
osobini sledi da clan

a'r | .
. ( )X” (32)
/s _

ima giroskopski karakter, tj.

(33)
°9

Vorondeve :jednadine za reonomne neholonomne sisteme razlikuju
se po formi od odgovarajuéih jednadina skleronomnih sistema

za ¢lan

<@T 8,
dq

~

Za slucaj neintegrébilnih veza ovaj ¢lan je jednak nuli ako
su te veze homogene i stacionarne. Med jutim, taj uslov je
samo dovoljan. Naime za specijalan izbor koeficijentata 6& i
B mozemo, u sluéaju veza, (21) uéiniti da pomenuti élan bvude
jednak nuli.

Sistem diferencijalnih jednadina (28) i jednacine ve-
za (21) c¢ine potpun sistem za reSavanje dinamike opisanog ne-~
holonomnog sistema. One su opsSteg karaktera, u smislu da opi=-
suju kretanje proizvoljnog neholonomnog sistema. Uvodeéi spe-
cijalna svojstva (homogenost veza, stacionarnost, reonomnost,

..) iz jednacina (28), (21) dobijaju se Jjednadine za svaku

odgovarajuéi klasu mehanidkih sistema.

o4 o ¥ . oA . . .
Izraz T - uobica jeno je T nazvati transformisana kine-
ticka energija - Jje, slicno kinetidkoj energiji T, u opsStem
slucaju kvadratni nehomogeni polinom u odnosu na generalisa-

ne brzine é& ,

—

o~ —~ ~ -~ - . Lald -o(, ~
T = T,+T,+T = 5 aot/@(q,t)q"{q@ﬁua&(q,t_)q +ao(q,t> (34)

U desnoj strnai ove jednakosﬁi znak ~ nema prethodni smisao,
veé samo ukazuje na razliku odgovarajuéih koeficijenata u (3%4)
i (3). Veza izmed ju koeficijenta formi T i T je slededa:
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r~

v
ad;/é = ad/é+2a0@ ‘o/‘,)+aLjg boL b/‘,)

. 'é'o( = a&+aybj,~+a%£b\\ +a\)Gb:Lb@
_— y 1 9.0
a, = ao+2avbf§av6b b7, (35)

a Sto se Jjednostavno dokazuje na osnovu (28). Ako Jje polazni

holonomni sistem skleronoman, tada je ai=0, a,=0 pa Je

& 3 =

Y. 5 .
od " 7 N a§@b b (36)

Usvojidemo slededu definiciju skleronomnosti neholo-

nomnog sistema: neholonomni sistem Jje skleronoman ako je

. ~ ~ . ¥ N
T =T7,(q,8); T=T,(q,8); ¥,=0 (37

Wa osnovu (37) sledi da, je

~ \ y &

ai = a?&p 'av@bdb =0

~ v .G )

a = a b v =0 8
o ™ 3 (38)

a odatle, uzimajuéi u opbzir svojstvo (7),je

v .G y . 6 Y
: = => .-
avgb b > 0; aveb b’ =0<«=>b =0

Prema tome, (37) se svodi na sledeé¢i sistem jednakosti

. \] Yy .3
T =1, b=0, b =b(q) (39)
Drugim recima, saglasno definiciji (37), neholonomni sistem

je skleronoman ako je polazni holonomni sistem skleronoman,

a neholonomne veze stacionarne i homogene.

Kvadratni deo T2 transformisane kineticke energi je,
S obzirom na (7), je strogo nenegativna funkeija u odnosu na
generalisane brzine éﬁ
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T, =0, 'TZ = 04 4% = 0 (40)

Naimg, vazZe, Sto nije tedko proveriti, sledeéde relacije

T 2 (47)
T = = a = J pt e )
2 T2 %pT 1 = (5070009 ¢4

i
'v ’d, /‘1 hed '1 C
&= b 33 ...4") = 0= (@'...q™ = 0 (42)

-

Time Jje tvrdjenje (40) dokazano. Ako T2 eksplicitno zavisi

od vremena t, tada (40) ne podrazumeva pozitivanu definitnost

u odnosu na éd . Po definieiji, potreban i dovoljan uslov da
bi T2 bilo pozitivno-definitna funkeija, u prethodnom smis-

lu, glasi

- L

':I')zaa(qd) ; az0, a =037 =0 (43)

W

Speci jalno, ako T2 ne zavisi eksplicitno od vremena t, onda
su relacije (40) ekvivalentne sa (43), tj. TZ (q,éd) je ta-
da pozitivno-definitna funkeija promenljivih q.

Ako sistem jednacina (30) ne zavisi eksplicitno od
koordinata q”, onda je on potpun u tom smislu Sto se mozZe ra-
Siti bez uledéa veza (21). ReSavanjem diferencijalnih jedna-
¢ina (28) mogu se odrediti koordinate qd-kao funkeci je vreme-

na t,
g% - g, (44)

a potom ostale koordinate q¥ kao funkei je vremena, a iz jed-

nacina veza (21). One su, po unoSenju funkcija (44),oblika

& = 0 (g (6,0, )5t (), q0,t) (45)

Jednadine (45) dine potpun sistem diferencijalnih jednacina
prvog reda po qV(t))kao nepoznatim funkcijama. Sistem jed-

nac¢ina (28) ne zavisi eksplicitno od koordinata qV , ha pri-
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mer, u slucdaju kada kineticka enefgija T, generalisane sile
Q, i koeficijenti b) ne zavise od tih koordinata. Jednadi-
ne tada dobijaju oblik|[ 44 ]

L]

d Al a) “ - z ‘*9 ~
Lo Td =20 80 ) .G, Ty (¢ 3q+3”> (46)
a9 39 aq ] 29"

v \) v
a koefici jenti X%@i Kisu,u pored jenju sa slucajem kada veze
zavise od ¢, ne3to jednostavniji izrazi [1&7

< ] Iy ‘
XJ;’ gbcL _db/élr' y‘\’ abi _@ b‘? (47)
9 59? goo 4 FE T gad

Mehanicki sistem kome odgovaraju diferencijalne jednadine

(28), nezavisne od q°, je sistem tzv. Capljiginovog tipa [11].

Pod pretpostavkom da su veze (21) (ili oblika (18))
integrabilne onda Jje

éi;‘ o i f=o0 (48)
Voronéeve diferencijalne jednadéine u ovom sludaju predstavlja-
ju jednacine kretanja u prekobrojnim koordinatama holonomnog
sistema sa m~-stepeni slobde. Tada se, u principu, integraci-
jom veza, n-m LagranzZevih koordinata moZe eliminisati. Uzi-

ma juéi u obzir tu dinjenicu, sistem Vorondevih jednadina tran-
sformiSe se u potpun sistem od m Lagranzevih jednac¢ina II vr-
ste. Odgovarajuéa kinetidka energija, generalisana nepotenci-~
jélna sila i funkecija sile U dobijaju se iz (28) eliminacijom

zavisnih LagranZevih korodinata - pomoéu n-m prvih integrala

9(q1...qn,t) = ¢’ = const, (49)
gde jJe
SF i Y -1 3
é;—f ql+§§- = 0= B; q1+B =0 (50)
q

Dakle, holonomni sistem petpuno Jje opisan sa onoliko-
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jednaéina drugog reda koliko’imabstepeni slobode kretanja.
Med jutim, u slucaju neholonomnih sistema od m-stepeni slo-
bodé, potpun sistem sastoji se iz dve grupe jednacina: di-
feréhcijalnih jednadina drugog reda, kojih ima koliko i ste-
peni slobode sistema i jedhaéina»prvog reda, kojih ima koli-
ko 1 diferencijalnih neintegrabilnih veza. I to predstavl ja
minimalni broj jednacina za potpun opis dinamike neholonom-

nog sistema.

Na osnovu (40) sledi da je za svako t=»0

. ~m -
' det{; (q,t{} # 0 {(51)
é@ O(’/i"y:’i

Prema tome, Voronleve Jjednaline mogu se napisati u obliku
v s Ny
reSenom po ubrzanjima g [44}’
" . Sy AL . .
q°( = R/i,(q,t)q’gq& +Rg(q,t)qx+ﬁ°{ (52)
d
po B

q, generalisanih brzina q

poznate funkcije Lagranzevih koordinata

gde su R% , R
H¥ N

i vremena t. JednaCine (52) i jed-
naé¢ine veza (21) &ine potpun sistem pogodan za razmatranja

sa stanovista stavova teorije diferencijalnih jednac¢ina o
egzistenciji i jedinosti reSenja. Ako su uslovi tih stavova
ispunjeni, onda za proizvoljno izabrane koordinate q, i br-
zine éo u trenutku to jednoznaéno je odred jeno kretanje

o

o) &

9 = alag,q t),

O,

tj. Vorondev metod odrzava princip determinisanosti kretanja.
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2. Disipativne, giroskopske i pozicione sile

U Lagranzevom pristupu dinamika holonomnog mehanidkog.
sistema odred jena Jje ako su efektivno zadati kinetiéka energi-
ja 1 generalisane sile kao funkcije Lagranzevih koordinata q,
generalisanih brzina q i vremena t. U sluCaju neholonomnog me-
hanidékog sistema, pored pomenutih funkecija, treba znati i di-
ferencijalne neintegrabilne jednakosti. Med jutim, kvalitativna
razmatranja dinamidkih problema obidno su opdteg karaktera. Ta-
da se ne zahteva konkretan izraz za kineticdku energiju, genera-
lisane sile i jednadine veza, veé njihovo razlikovanje prema
nekim opstim svojstvima.

U ovom delu rada izvr3ide s& jedna, za kasnija razma-
tranja vazna klasifikacija generalisanih sila a prema nekim
opStim osdbinama. Veé u poletku »rethodnog poglavlja generali-

sane sile su razvrstane u dve osnovie grupe:

- potencijalne sile

- nepotencijalne sile

Time se necéemo detalnije baviti, smatrajuéi da su to opste
poznati pojmovi . ‘

VazZna klasa nepotencijalnih sila su - disipativne si-
ie. Pod pojmom disipativnih siia podrazumevaju se generalisa-
ne sile koje su neprekidne funkeije promenljivih q, g i t 1

¢ija je snaga nepozitivna,

Q¥ (q,4,t)a¢ o, ' (53)

pri demu je iskljudena moguénost da je jednakost identidki za-
dovoljena. U slucaju kada je

RYY

= 0 (54)

kaZemo da su disipativne sile- sile potpune disipacije. Ako
nije ispunjen uslov (54), onda disipativne sile nazivamo si-
lama nepotpune disipacije. U specijalnom sludaju, kada su
disipativne sile oblika linearnin funkcija generalisanih br-

[
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zina, tj.

W J

nazivamo ih silama viskoznog trenja. Za sile viskoznog trenja
karakteristidno je da se mogu izraziti na sledeéi nadin.
w _ O 1 ij
T O AIPICRLE (567

gde JeD tzv. Relejeva funkeija.

Med jutim, kao parcijalni izvod oblika (56), mogu se
prikazaﬁi 1 klase disipativnin siia koje nisu sile viskoznog
trenja, veé su nelinearne funkcije u odnosu na'generalisane
brzine{46‘3,

Giroskopske sile su one sile ¢ija je snaga identidki
Jjednaka nuli,

Q;(q,d,t)a7= 0 | (57)

Prethodna razmatranja o disipativnin i giroskopskim silama zas-~
novana su na analizama i definicijama iz;[Z&] .

Uobicajeno je da se disipativne sile definisu relaci-
jama (56). Med jutim, uopS3Stenje (53) nije formalno, veé ima i
svoje fizicko opravdanje. Naime,'u skladu s tom definici jon,
ako Jje sistem u mirovanju sile Q? ne deluju, tj.

QY (q,0,t)=0 (58)

Dokaz za ovo tvrd jenje sadrzan je u [23]. Isti zakljudak vazi

i za giroskopske sile.

U dinamidkim razmatrnajima veoma &esto se sreée i ob-
l1ik sila koje su funkecije polozaja mehanidkog sistema i vreme-
na t, ali nisu potencijalne,

. £ (59)

Qi = Ql(Q) ) . -~
Te sile, nazivademo .pozicione nepotencijalne'sile[ﬂS],-pa éemo

ih tako i po nazivu razlikovati od potencijalnih.
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3. Prvi integrali kretanja

Uloga prvih integrala kretanja je od velikog zna-
caja - kako u procesu integracije, tako i u kvalitativno]
analizi diferencijalnih jednacina kretanja odgovarajuéih
mehaniékih sistema. Za kasnija razmatranja bicée najznadaj-
niji prvi integrali kretanja koji su oblika kvadratne funk-
cije generalisanih brzina - kvadratni integrali, 1 prvi in-

"tegrali kretanja koji su linearne funkcije generalisanih br-

zina - linearni integrali.

Razmotrimo egzistenciju pomenutih prvih integrala
' kod neholonomnih mehanidkih sistema. U nadelu, analiza eg-
zistencije prvih integrala je veoma sloZena, posebno ako se
ima u vidu da se razmatraju i reonomni neholonomni sistemi
kod kojih je taj problem, zbog zavisnosti diferencijalnih
jednacina kretanja od vremena, daleko kompleksniji nego kod

skleronomnih sistema (537 ,{24]  [26]

1.‘Prvo, razmotrimo egzistenciju kvadratnog integ-
rala. Ogranic¢idemo se na analizu uslova pod kKojima se odrza-
va funkcija koja predstavija zbir kvadratne forme T2, tran-

sformisane kinetidke energije T i funkcije koja zavisi od

polozaja i vremena t, i1 to oblika
U = -T - U, (60)

gde je U(g,t) funkcija sile, a To slobodan ¢lan u izrazu za
transformisanu kinetidku energiju. Pretpostavimo da pored
potencijalnih sila deluju i nepotencijalne pozicione sile,
tj. sile oblika

Q; = Q;(q,t) (61)

Pod tim uslovima problem egzistencije kvadratnog integrala
je relativno jednostavniji nego u opstem sludaju. Vazi sle-
deéi :

St av 3.17. Da bi neholonomni mehanidki sistem, ¢ija
je dinamika opisana diferencijalnim jednad¢inama kretanja (28), !
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(21), u polju potencijalnih i pozicionih nepotencijalnih si-
la imao kvadratni integral kretanja oblika

T, - TO - U = h = const (62)

potrebno je 1 dovoljno da su ispunjeni sledeéi uslovi:

.y oa oa
o & G L 2R )
W LT 2 QL &G\)

1. (aw +a

ga, ;35
1 /e, Hd v
F (aw*ava /;i)x:L 7 r— + —5— 0 =0

y Oa &ad 3
2. (a\)&bg-;-a )8+ atd )
29

85 cf;j a 7
3. - =2 .. (=2 L0 Hy ?{J =0
Dt a9 a9 ot

Ovaj stav predstavlja uopsStenje uslova egzistencije kvadrat-
nog integrala oblika (62) iz rada[&@}. Tamo je T=T2(q,é) i
Qi=O.

Do ka z. Pre svega, vazi da je

( gt @Ti _QTO()('JO( - _%-E—(% éo()__o)T .dg[_@'rq{do{:
a4 94a o4 é;— é;g_
O 24 Qq
CE 89’
="%'E(%§d*'f) %%‘__ ST (b‘)"{ \)):
oq 3 d.
d _ 7 OT 8T .4 9T v (63)
= 5glTe-Ty) + 5+ —g ba+ b
at 27 | ot o o7



- 23 -

Na osnovu prethodnog dobijamo izvod funkelje Té—EO-U u smis-
lu diferencijalnih jednacdina (28), (21),

d o - aT (L\) of ST U DT Yy dU vy =~ -
3T ( > -U) = (=— ) -3t "gt -~ b - b +Qu(q (64)

s59° a9 aq

. . . . . v o, ~
S obzirom na strukturu izraza T i X& jednakost (64) moze se
izraziti u sledeéem obliku:

d a a
e 6,y  1°%3 OF 4@
55 (T,-T —U? = [cawawba()x@ (5% + b’ .‘q q” +
y 82 S’dcz D . Glat
+ ftagppsa, )0 Q} -
NIE 35t aqg o
S ooy 18 = ) )
~ éT (aO+U) - é—;—\}— (aO+U)} b (65)

Prema tome, izvod izraza T,-T -U, u smislu dlfaren01galn1h je=
dnadina kretanja (28), (21) je kvadratna funkéija u odnoqu na

generalisane brzine. Da bi takva funkeija bila identicki jed-

naka nuli, odnosno da bi egzistirao kvadratni integral kreta-

nja oblika

T2~?'—U = h = counst, > (66)

ootrebni su 1 dovoljni uslovi 1., Z. i 3. stava 3.1. Time je
stav dokazan. Kwadratni integral oblika (66) éesto nazivamo
“generalisani" integral energi je.

Neka su veze (21) integrabilne, tj. oblika

FV(q,t) = ¢¥ , | (67)

odnosno, na osnovu stava o egzistenciji implicitne funkei je,
oblika

¢ = (g%, t) . ; (68)

pri demu je
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A o) 3 Sr?
(b, ) . = —— (b)) =2 | (687)
@’ ="t t)  got T eV (gt,e) O
tada Je
v
£ o

Uslovi egzistencije generalisanog integrala energije sada do-

bijaju dobro poznati oblik{ﬂjkiélg

o1 2u* o~ .d

"S5t T3t +Qa =0,
gde je
He L *
To=1n v = ()
y o~V ol . .

Ako je polje sila potencijalno, Qizo, prethodni uslov ima
sledec¢i oblik

éﬁlﬁiﬁil';-o ,
Ot ’

a sto je poznati uslov egzistencije takozvanog Jakobijevog

integrala energije za holonomne sisteme.

Neka su sada veze neintegrabilne,oblika

. 3 - of
g = bi(q)q 4 (69)

tada je takod je

Prividno izgleda, da je u sluéaju, da su veze (21) integrabil-
ne i u sludaju da su neintegrabilne, ali oblika (69), izvod
(65) iste forme. Med jutim, sudtinska je razlika u tome Sto se
pomoc¢u (68) i (68’) eliminisu, ne samo zavisne brzine 69 , vet

y

1 zavisne koordinate g¢g'. \

Uslovi 1., 2. i 3. su potrebni i dovoljni za egzisten-
ciju kvadratnog integrala (66), u slucaju da su nepotencijalne
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sile pozicione, za proizvoljan neholonomni sistem sa line-
arnim vezama. Specijalno, ako je neholonomni sistem sklerono-

man (ispunjeni uslovi (37)), ti uslovi se svode na jednostav-
nije? jednakosti.

e
Qy(a,t)q =020y =0

§1g~ = 0«>U = U(q) (70)

Drugim redima, ako je neholonomni sistem skleronoman i pol je
sila konzervativno - postoji kvadratni integral oblika (66).
Sada on poprima oblik

T -U=nh = const : (71)

Uobidajeno je da se tada za mehanidki sistem kaZe da je-kon-

zervativan, a za integral kretanja (71) da Jje-integral energi je.

Napomena 3.1. Uslov stava 3.1,koji_se,odnosi

na oblik nepotencijalne sile, mozZze se zameniti opstijom pret-

postavkom - da je nepotencijalna sila zbir nepotencijalne po-

zicione komponente i komponente koja je linearna funkeija br-
zina, tj. ,
1)

F,om Qg a,t) + §y (a8 (72)

Tada uslovi 1, 2. i 3. ostaju isti po formi, s tom razlikom
Sto generalisana nepotencijalna sila Qi(q,t) uéestvuje, ne

samo u uslovu 2., nego 1 u uslovu 1.

Ako je holonomni sistem sa n-stepeni slobode sklero-
noman i polje sila konzervativno - konzervativni sistem, pos-
toji integral energije

T - U = h = const ‘ (73)

Kretanje takvog skleronounog nolonomnog sistema ogra-

nic¢imo i nenolonomnim vezama,'Koje su 1ineaﬁhe‘homogene funk-

P

1) sile Yij'éj‘mogu biti, na primer disipativne ili giroskopske.

M BT
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cije brzina i stacionarne, tj.

N, 1 N i
B;(a)a™ = 0 (¥=m+1,...,n; i=1,...,n; 1<m<n) (74)
&
odnosno, ako su reSene u odnosu na zavisne generalisane brzi-

ne §° , oblika

= b,(q)q" ' (75)

Za ovakav mehanicki sistem, na osnovu teoreme o promeni ener-
gije, dobija se:

-

a I
Fe(T-U) =AyB, ¢~ , (76)
a odatle, po3to je na kretanju Bi " = 0, integral kretanja

T - U = h = const (77)

tj. integral energije. Drugim redéima, ako skleronomnom holonom- .
nom konzervativnom sistemu pridodamc¢ neholonomne veze oblika
(75) tada one ne utidu na odrzanje energije. Posto je za pos-~

matrani slucdaj
=T, =T, (a, a% @ = B (@T)

ocigledno je da je (77) ekvivalentno sa (71). Razlika je jedi-
no u tome 3to smo u levoj strani jednakosti (77), pomodu jed-

nadina neholonomnih veza, eliminisali brzine §”.

Ako je holonomni sistem sa n-stepeni slobde sada reo-
nnoman, postavija se pitanje: da 1i se, analogno kao i za skle-
ronomne holonomne konzervativne sisteme, moZe zakljucéiti, pri
odred jenim uslovima, da pridodate neholonomne veze u opsStem
slucaju oblika (21), ne utilu na odrzZanje'"generalisanog"inte-

grala energije, tJj.

T,-T_-U = h = const : (78)
O . )

koji postoji za polazni holonomni sistem. Odgovor na postavl je-~
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no pitanje za proizvoljan izbor veza (21) je negativan. Me-
djutim, za specijalan sludaj, kada pored integrala (78), ho-

lonomni sistem ima i linearni integral oblika

L4
1)
b’ g’ = cons
a3 97 = h, = const (79)
moze se izvesti, u poredjenju sa skleronomnim sistemima, une-
koliko modifikovan zakljuéak:{E@].

S t a v 3.2. Ako reonomni holonomni sistem ima kvad-
ratni integral oblika (78) i linearni integral (79), tada ho-
lonomni sistem, opisan jednacéinama {(13), ima integral kretanja
oblika '

TZ'TO'U'aivb q =-const (807)
Osim toga, pridodate neholonomne veze, koje su u najopstijem
slucaju oblika (21), ne remete taj integral kretanja, tj.
(80’), pri uslovima (78) i (79), jeste integral neholonomnog
sistema. Specijalno, ako su nenholonomne veze homogene, tada
se ovaj stav moZe ovako iskazati: pridodate neholonomne veze
holonomnom sistemu ne remete generalisani integral energije,
ako je on postojao za holonomni sistem.

Dok a z: Pre svega, pokazimo da holonomni sistem ima

integral kretanja oblika

v =T2mTO-U-avib?€}l = const , (80)

1

Na osnovu egzistencije prvih integrala (78) , (79) dokaz Jje
oc¢igledan. DokazZimo sada da pridodate veze oblika (21) ne re-
mete taj integral kretanja. Izvod §1 funkei je V1, s obzirom
na teoremu o promeni energije, a u smislu diferencijalnih je-

dnadina holonomnog sistema (13), dat je slededéim izrazom:
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odnosno, u smislu diferencijalnih jednacina kretanja neholo-

nomnog sistema, uzetih u obliku sa mnoZitel jima veza, izrazom:

dav
1 .97 &U el . i 4, 9..1
It T 5t 5t t W9 rABa - gelag b ian -
- 1 .. U
N v o eker i3 o) 3 v 13
a‘)ib { [Kp q q +a (@t—--———‘:l,j + GJ+P] +Q.j;} a\‘l )\ B (81)

Uzima juéi u obzir (80), tada izraz {81) ima slededi oblik

o
—

|

! =§\B\"J b atdy B (82)
R SR j

Daljim transformacijama desne strane relacije (82) dobi jamo

o,

v
1= A B

[a%
T

+X B (q ~OW)

1
>1
Ud

odnosno, s obzirom na ekvivalentnost (21) i (18),

dv
dt

@
’ p "‘k e‘ .9"
Time jJe stav dokazan, jer je na osnovu (21) diq +b -q =0.Dakle
(80’) je integral kretanja i neholonomnog sistema.
Integrali kretanja neholonomnog mehanickog sistema ob-
lika (807’) i oblika (66) su eékvivalentni. Razlika je Jjedino u

tome 5to su u levoj strani jednakosti (80),pomodu jednalina



g

veza (21), eliminisane generalisane brzine éy. Analiza uslova
egzistencije integrala kretanja (78) i (79) holonomnog siste-
ma, predstavlja u odred jenom smislu reéi kreiterijum za usta-
novljévanje egzistencije generalisanog integrala energije (66)
za neholonomni sitem.Naime, (78) i (79) predstavljaju dovolj-

ne (a ne i potrebne) uslove egzistencije tog integrala}

2. Egzistenciju linearnog integrala razmotridemo za
slucaj kada Jje taj integral specijalnog oblika

—— = ¢, = const (T<m?’2y’¢ m) (83)

I u ovom sluCaju pretpostavimo da su nepotencijalne sile po-
zicione, tjJ.

Q; = Q;(a,t), (84)
Sada vaZi sledeédi
St av 3.3. Da bi neholonomni sistem, u polju poten-

cijalnih i pozicionih sila imao linearni integral oblika (83),
potrebno je i dovoljno da su ispunjeni slededéi uslovi:

¥
1. A, = x(—L b, )+(a, b )X
oa Dasy
+ % ( &% . b} )+&a9 v@-é)g
59 99" Vi
c)gaL S’EJ M ¢ 3 G- A
2 —= + -2 b s(a b +a)¥ +(a ,+a__by)¥. =0
o » v’ Sy A7y
59" a2q’ Y 6 Yoo v e
S(U+E ) &(U+3) N ,
3. ° . ° b{ +Q (q,t)+Y’(a: G}+a-)=0
o o~ Y y ?' VY6 v
Q)q\)l (:‘q

Uslovi ovog stava su u odredjenom smislu reci uopStenje rezul-

tata dobijenih u PadU[uﬂ .
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Do k a z: Iz diferencijalnih jednacdina (28), uzima-
juéi u obzir (3) i (34), sledi da je:

d 8T _ & (J_g d.h o " 5 d e od

= T ‘ qq+aq+a ) + ( q q +a q+

t o8 aq” 2744 o qu)) 01/3 o

~ > SN

+ao)—b + (a\u S0 d)q +(a oP +av) (Y?/bq +X D+

'*éL:F-*éﬁ%- ;+ Q»,(q,t), (85)
a4 -

0y
T 0

a odatle uslovi 1., 2. i 3. stava 3.3. Ako-je neholonomni sis-
‘tem skleronoman (relacije (37)), onda uslovi 1., 2. i 3. ima-
Ju jednostavniji oblik:

3. 28,80 ¢ .8 (q,8) = 0 (86)
AT LT v

U slucéaju konezr#ativnog neholonomnog sistema uslovi (86) svo-

de se na uslove|1[59_h[53ilk031 su, saglasno defin'icijama da-

tim u tim radovima, uslovi "ciklidnosti koordinate q‘"1)

Neka su veze (21) integrabilne, tj. oblika (49), onda
je

§= 0, ¥ =0 : (87)

Na osnovu stava o egizstenciji implicitne funkcije, sledi da
postoji funkecija oblika

@ = £ (%, ) | - (88)

’ . . 4 . . . v . . oy
Ako pomodéu te funkecije i (21) eliminisemo zavisne brzine q

1) Pojam ciklidnosti koordinate za neholonomni sistem biée de-
‘finisan u kasnijim poglavljima.
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i zavisne koordinate d“, uslovi stava 3.3 dobijaju sledeéi

oblik

-

.
kih
]

n
o

2. ——‘—?‘—-(S;w")ﬁ; =0, (89)

gde su

3 got/:,(q&,q*’ =t (q4,t),t)

43

37 = &,(q%, =rV(a%t),t)

a =5 (q% y |

a5 =8,(a%,q" =V (g%, ¢),t)

~ o : : y

Q5 = Qe =" @), 8)+Q (0%, =" (o, £), 1) B2 (90)

9q

Specijalﬁo, ako su sile potencijalne, tj. Qi=0, uslovi (89)
su uslovi ciklidnosti [ 23 Ju odnosu na koordinatu (koordina-
te) q'. ‘

U skladu sa izloZenim, specific¢nost neholonomnih sis-
tema u odnosu na holonomne sastoji se u tome Sto se veza iz~
med ju egzistenci je linearnog integraia i ciklidnosti, kakva
postoji kod holonomnih sistema, nevmoée uspostaviti na istove-
tan nadin kod neholonomnih sistema. O ovom problemu bide de-

taljnije izloZeno u kasnijim poglavl jima.

Napomena 3.2. Uslov stava 3.3, koji se odnosi

na oblik nepotencijalnih sila, moZe se zameniti opsStijom pret-
postavkom da je nepotencijalna sila jednaka.zbiru pozicione
komponente i komponente koja je, u opsStem slucdaju, kvadratna
funkecija generalisanih brziné. Tada su uslovi 1., 2. i 3. po
formi sliéni, s tom razlikom Sto genéralisane sile udestvuju



ne samo u uslovu 3., nego i u uslovima 2. i 1. Spe013alan
slucdaj nepctcnc13aln1h sila prethodnog oblika su sile visko-
znog trenJa i giroskopske sile. One su linearne funkeije u

odnosu na generallsane brzine.,
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4. RavnoteZno stanje i stacionarno kretanje

neholonomnog mehanickog sistema

&

4.1. RavnotezZno stanje

1)

Neka je polozaj meholonomnog mehanidkog sistema od-~

red jen Lagranzevim koordinatama g. KretanJje oblika,

q(t) = q, = const ' (91)

P

za svako tzsto,tdzo,nazivamo ravnoteZza. PoloZaj Ay koji od-
govara ravnotezi, naziva se ravnoteZni poloZaj (ravnoteZna
konfiguracija). Za razliku od skleronomnih sistema, saglasno
prethodnoj definiciji ranvoteze, treba naglasiti da, u opstem
slucaju, moZemo govoriti o ravnoteZi, ali u odnosu na konkre-
tno izabrane LagranZeve koordinate q. Drugim recéima, (91) de-~
finisSe polozaj relativne ravnoteZe, u odnosu na konfiguracio-

ni prostor.

Za najopstiji slucaj opisanog neholonomnog méhaniékog
sistema, razmotrimo uslove;pod kojima egzistira kretanje obli-
ka (91). Drugim recCima, odredimo ravnotezZni poloZaj mehanickog
sistema, ¢ije je kretanje potpuno opisano sistemom diferenci-
jalnih jednadina (21), (28). Pretpostavimo da je sistem jed-~
nac¢ina kretanja takav da Ko3ijev zadatak ima Jedinstveno reSe-
nje. Tada, da bi neki polozaj q, bio ravnotezni, tj. da bi kre-
tanje oblika (91) bilo re3enje jednacina (21), (28), potrebno
je 1 dovoljno da,za svako t>0,q = 9 bude reSenje sistema
algebarskih jednacina

Gla,t) =0 (92)
b’ (q,t) = O, (93)
gde je
G (0t - Q(TO;U) 3<TO+U) 848, (a,it=0, ) -
<q q _
-Zid + Jav (94)

1) Misli se na polozaj reprezentativne tadke u konfiguracionom
prostoru.
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. il
odnosno, s obzirom na strukturu izraza T, oblika

B N

e a(To+U) égad

G (Q3t) = +Q (Q’d=ogt)-
* BFSY-s o at ¢
(T _+0U) a
o . k4 A
4; &q». + QV(q’q Oyt)"gt —} bd +
+ S (2a b0+ L a bOb\") +
aqd &3 GV
S o 1 o by
4 g W \
+ a—qV(ZaGb + ? a‘,Gb b )b,/\ ayat +
y 8 y ... 6
+ avg;( - é—t—- (a%Lb >+a\)(§-bdb ) (95)

Ako su veze (21) nehomogene, sistem (92) i (93) ima
n - algebarskih jednaéina.-Dakie, broj jednadina jednak je
broju nepoznatih LagranZevih koordinata q1...qn. Ravnotezi
odgovara reSenje oblika (91).

Neka su veze homogene, tj.

P (q,t) = 0

Tada je
, . y b))
To.= TO {L‘éﬁ?‘ ’ (96)

U tom slucdaju potrebni i dovoljni uslovi ravnoteze neholnomnog
mehanidkog sistema svodi se na sistem oe m jednadina (m<n, gde
je m broj stepeni slobode kretan ja neholonomnog s1stema) ob-
lika

‘ 8(T0+U) (T _+U)
Gyla,t) = +
q

o - v
+{Qd.+ ’vad]d-O“
y 4 N
di ab‘i
— + a -
It at Y

[
o

(97)
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Uo¢imo holonomni, u opStem slucaju reonomni sistem.

Kretanje takvog sistema potpuno Jje odred jeno sistemom jedna-~

dina (1) (ili (13)). Da bi takav mehanidki sistem imao kre-

tanje oblika q(t) = 0,

tj. da bi postojalo ravnotezno stan je,

potrebno je i dovoljno da sistem algebarskih jednacdina

s

99

Neka
Tada Jje na

ima resSenje g const. je

holonomnog sistema.

o~ &) L6
b&(qo,t) {EE;-(Zagb +

b0+

2

S
+ —— (23
( e2

dq’

|

+ avxzj ‘
q—QO

Posto u opStem sluéaju ne mora

Gd(qo,t) 2 0

tada zakljucujemo: ako je neki

+ Qi(q,é = 0,t)-

&a;
ST =0 (98)
9, ravnotezni polozZaj opisanog

osnovu (95),

a ﬁ*ba

e ) +

rof —

v
by
vy ot

1

) awgﬁybo)ﬁl—a +

(99)

da vazi identitet

polozaj holonomnog sistema rav-

notezni, u op3tem slucdaju, on nije ravnoteZni i pri dodatim

neholonomnim vezama oblika (21).Drugim recéima, pridodate ne-

holonomne veze,

koje su nehomogene linearne funkecije brzina,

u op3tem slucdaju, remete ravnotezZu holonomnog sistema. Za

poseban izbor koeficijenata Qi

i b , ako je tacka q, bila

ravnoteZni poloZaj holonomnog sistema ona moZe ostati rav-

notezZni polozaj iako su pridodate neholonomne veze oblika (21).

Neka su neholonomne veze homogene- linearne funkei je

brzina oblika

PR

.y
q

-—
=

Y » ol
bol(th)qO{’

(100)



tada Jje

Y] -
ab -

i e
~J , ! i .
G (a_,t) = g_M;;_ S B

Pen,

! 0 (101)
v N
ot lasq, [PY 0 Tla=qg

Dakle, ako je neki poloZa]J holonomnog sistema ravnotezni, on
¢e biti ravnoteZni i pri dodatim neholonomnim vezama - ako su
te veze linearne homogene funkcei je brzina1). Mg@jutim, obr-

nuto ne vazi: neholcnomni sistem moZe imati ravnoteZni polo-
Zaj i u onim tadkama u kojima ga bez delovanja tih veza nema,

tj. 1 u tackama u kojima je

&' . . . &a.
T (T,+U) + Qi(q,q = 0,t) - = ? 0

o
Lo "

od =4

U slucéaju da je neholonomni mehanicéki sistem skleronoman (is-

punjeni uslovi (37)), uslovi ravnoteze znatno se pojédnostav-
i

: RN
ljuju i imaju slededi oblik [ 48 |,[ 9% |

-l

20 +“)U b +Q (q,987=0) = 0 (102)

o uq

& 4q

Istaknimo, da iz definicije skleronomnosti sledi da su neho-
lonomne veze homogene linearne funkcije brzina i da kao takve

ne remete ravnoteZu holonomnog sistema.

Sistem jednadina (92), (93) u op3tem sludaju zavisi i
od parametra t. Jasno je da ranvotezi odgovaraju samo ona re-

$enja koja su oblika
q(t) = const ' (103)

Drugim redima, ravnoteZzi odgovara nepokretna tadka konfigu-
racionog prostora. Ako. su veze (21) nehomogene,(bm+1...o J#0,
broj jednadina ravnoteZe je n. Znac¢i da ih ima koliko i nepo-
znatih q1.,.qn iwu tom smlslu problem je analogan kao 1 kod

holonomnog sistema sa n - ctepenl slooode kretanja.

1) Taj zakljulak je trebalo i oclekivati, jer reden jé: ob- .
L}ka d=0 holonomnog sistema trivijalno zadovoljava veze
-b (q,t)g
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Neka su nehclonomne veze homogene. Uslovi ravnoteze

tad; se sastoje od m jédnaéina oblika (97), tj.

’ G&(ql...qn,t) = 0 (1ol)

Uzmimo‘da‘je a, ravnotezni polozZaj, tj. za svako t =0
Gylg.,t) =0, ‘ (105)

S0

pri Cemu je u tadki 4y

]

ol =

Gyl

qua
1

O
i
=

m (lo0b6)

N

Paﬁg{
{

H
SN

Pretpostavimo da su, u okolini tacke 9, za.Vt;O,’§§% nepreki-
dne funkcije promenljivih q i t. Tada postoji takva okolina
tacke Q,, promenljivih q da za svako tz0 relacije (1ol), u toj
okolini, odredjuju glatkuzmnogostrukpst Op koja zavisi od t,
dimenzije ne manje od n -~ m. U opStem slucdaju sistem jednadi~
ha (1ol),a samim tim i mnogostrukost Or’ zavise od parameta-
ra t. Pod tim uslovima Or nije ravnotezna mnogostrukost. Ta-
da za specijalan izbor veza (21), generalisanih sila i kine-
ticke energi je 4, moZe biti izolovana ravnoteZna konfigura-
cija.

Akc se sistem jednadina (1ol) moZe izraziti u obliku

kKoji ne zavisi eksplicitno od vremena t, tj.
Gyla) = 0, _ (106')

tada svaka tacka mnogostrukosti Or predstavl ja ravnotezni po-
loZaj mehanidkog sistema. U tom sludaju kaZemo da je 0, ravno-
tezZna mnogostrukost. Ravnotezna mnogostrukost ped navedenim
uslovima moze da postoji ako je na primer mehanicki sistem

skleronoman, a generalisane sile ne zavise od vremena t.

Slucajeve kada nisu ispunjeni uslovi glatkosti funkeci-
ja Gylq,t) i relacija (1o6) necemo detaljno razmatrati. Ista-

knimo ssme to da u tom zlulaju (106) moZe da ima izolovano

~ . v 1
rezenae[bﬂj‘
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4.2. Stacionarno kretanje

Uoiimo holonomni sistem za koji u opStem sludaju
)

pretpostavl jamo da je reonoman. KazZemo da je koordinata qv»

ciklicéna ako je

5 T+U
2D oo, Q. = 0 (107)

Y ¢ & - . . Voo . . 3
Ako nije ispunjen drugi uslov kazZze se da je koordinata q”
kvaziciklidna. Tako definisan pojam ciklidne koordinate
ima kao posledicu linearni integral oblika

P, =‘2IT = const, (108)
siq?

tzv. cikli¢éni integral . Osim toga, uslovi (107) u princi-
pu dopuStaju stacionarno kretanje mehanidkog sistema opisanog
diferencijalnim jednadinama (13)[25}. Ako je polje sila po-
tencijalno, Qi = 0, uslovi (107), tJj. ciklidnost koordinate
qv', Jesu potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju linear-

nog integrala (1o08).

Pretpostavimo da kretanje holonomnog sistema sa n -
~ stepeni slobode ogranic¢ava i n - m neintegrabilnih veza
oblika (21). Kretanje takvog mehanidkog sistema potpuno je
opisano diferencijalnim jednadéinama (21), (28). S obzirom
na osobine neholonomnih mehanidkih sistema, ne moZe se, u
opStem sludaju, definisati ciklidnost koordinate na nadin
kao kod holonomnih sistema, koja bi neposredno obezbed jivala

dovol jne uslove za egzistenciju integrala oblika

P, = —— = const {(1<V'em) (109)

i potreban broj uslova iz kojih bi se odredile pocletne
vrednosti pozicionih koordinata i cikliénih impulsa (ili ci-
k1iénih brzina) u datom trenutku t,» 0, za koje Jje odgovara-

juée Kosijevo reSenje stacionarno kretanje. Med jutim, neke



analogije ipak postoje.

Definicija \ﬂ,1; Kordinata qV (1«V2m«m) je
ciklidéna ako je[bq ]

9T .~ . Bu _ A’ _ .
Y= 0. 5= =0 ==0;
94q aq q"

\) ~
O . B% o
aq»l. @q\" .

Mi éemo u kasnijim razmatranjima pretpostavljati da postoji
m - m’ciklidnih koordinata. Ne:gubeéi u op3tosti, pretposta-
viédemo da su to bad koordinate.

Ostale koordinate
1 4
q1...qm ; q“(v=mi1,.7.,n)

nazivaéemo pozicione koordinate.

Definicija 4.2. Kretan je neholonomnog, u
opStem sludaju reonomnog, mehanidkog sistema je stacionarno

ako pri tom kretanju generaliséni impulsi P ko ji odgovara-

\)l,’
ju cikliénoj koordinati, i pozicione koordinate zadrZavaju
stalne vrednosti, tj.

d'_

q® = const; B, = const; q” = const.

Definicija 4.1.obezbedjuje da diferencijalne jednacdine kre-
tanja ne zavise od ¢iklidnih koordinata. Med jutim u opStem
slucéaju definicija 4.1 ne obezbed juje, za razliku od od ho-
lonomnog sistema, egzistenciju linearnog integrala oblika
(109). Za analizu kasnijih prpblema bide od posebnog znaca ja
da svakoj ciklicénoj korodinati qV'odgovara linearni integral
oblika (109). Dakle,‘pretpéstavimo da egzistira m - m’slede-
~&ih linearnih integrala:



M

%5\=‘J $,= C = ¢onst (¥Y=m+1,...,m) (110)
&a -

odnosno, s ¢bzirom na strukturu transformisane kineticke ener-

~

gije T, u obliku

cd .
a»g'-d)q g FCy = const (d=1,...,m ;¥ =m’+1,...,m) (111)

Istaknimo, poSto su q’ u smislu definicije 4.1 ciklidne koor-

dinate, da prvi integrali (110) ne .zavise od ‘tin koordinata.

Akd Je polje generalisanih sila takvo da su nepotenci-
Jalne sile jednake zbiru pozicione nepotencijalne komponente.
i komponente koja je kvadratna funkcija u odnosu na generalisa-
ne brzine ig, potreban 1 dovoljan uslov za egzistenciju siste-
ma od m - mjlinearnih integrala oblika (110) obezbedjﬁje stav
3.3 i napomena 3.2 , pri éemu jeV= m4+1,...,m. Ove integrale

e . - « - i bd |
kretanja mozemo napisati i u obliku resen?p po q”

é”ngz(qé,d’,t)éd+ég(d*,d°,cv,t); ¢, =¢onst (112)

U specijalnom slucdaju kada su koordinate generalisa-

nih sila Q,, koje odgovaraju ciklicénoj koordinati dw, jedna-
ke nuli, tj. '

Qp = 0 (11°3)
i neka je

Bl = 0 (1137)

\)l

tada cikliénoj koordinati qv odgovara linearni integral ob-
lika (109). Dokaz ovog tvrd jenja neposredno sledi iz uslova

stava 3.3,pri demu treba uzeti da je

¥ ¥

- ;
3\)‘ - O ’ é')}f/"é‘r‘ 0 2

gde je V' - indeks ciklidne koordinate. Uslovi (113 ) i (11:37)
su dovoljni (a ne i potrebni) za egzistenciju pomenutih line-

arnih integrala.



Kretanje neholonomnog mehanickog sistema,koji dopusS-
ta linearne integrale oblika“(112),potpuno Jje opisano slede-

¢im sistemom jednadina:

{; ;

- e~ ~ ~— .
2 ' v ST ., 8 B oV, =
gt “J‘Td- - aTD{' = bo('—-.']%- +(%)(Ajﬂiqé+{l‘)+Qd+
S0 MRS I &g 9a e
PESLURES1 N
P qUL gqi) [+
2 LY } e d A ’
Q" =0 (a*,d’ Lg%’ (¢f, g%, 1)
-y yh.d' oy
a=g,,5" +g’
=0 | (114)

Sistem se sastoji od m' Jjednadina drugog reda i.n+m-2m’ jed-
r nac¢ina prvog reda. U jednadinama drugog reda eliminisSimo br-

zine évlpomoéu (112). Postupak je analogan kao i pri dobija-
nju Vorondevih Jjednacina (28) iz jednadina (27), a shvataju-
éi (112) kao diferencijalne veze.

Pretpostavimo, jednostavnosti radi, da su ispunjeni
uslovi (113) i (1137 ). Diferencijalne jednacine (113), posle

pomenutih transformacija, imaju sledeéi oblik:

* W* N

»* -~ .
() §p -2 =0 2, o b &P+
33% 9ot 5q° A7
A i O N P e A
: ~ ) (‘?_{‘,,1...(1 'H‘f;:)'*' — — b'+QqL'
[ 84 dfe Q9% 9q" ¢
.y Ll
(b), a = b‘o,qda-b\i
ol
(e) éw =0
-y v e Y '
fd) g’ = 8, 4 +8) ; (115)

gde je




- 4D -

aq

T = Tt e, 5%, 8" =8:.',é%i+g\')‘,t)
. o =g>gj: S8y +agll b;) o8 S Y
W 5q? gt o B g LT e ~h,.
Ut = U—ngw
Q:, - K(dd]*@(;i gz:) . @(gj‘ (‘;)") > : (116)

Osim toga, uzeto je u obzir da je
v
dpp= 0

Sa * je oznadleno da su, posredstvom jednadina (112) iz odgo-
varajuéih izraza u zagradi, iskljudene brzine qT . Izraz T”
je u opsStem sludaju kvadratni nehomogeni polinom u odnosu na

promenl jive dd , ti-

d .3 : .d
/é(q 49" ,t)4 q"+ay (g, @ o )a"+

I\)]—\

® . D ‘
+ ao(q ,q ’Cf’t) , (117)

r

Veza koeficijenata formi T 1 T Jje analogna sa (35), s tom
razlikom Sto umesto Qi i b u (35) st031 %# i g a umesto aij’

a.

i1 84 stoji aé&, ad, ao.

Napomena U4.1. Podsistem (115a,b,c) je autono-

man u odnosu na q*@t), @ (t), cw(t) kao nepoznatim funkecija-

ma.

Kretanje neholonomnog sistema, koji ima cikliéne koor-
dinate i dopusSta prve integrale oblika (110), pogodno je, za
analizu egzistencije stacionarnog kretanja, opisati jednadi-
nama (115). Prema definicijiiu.z, kretanje Jje stacionarno ako
je

e (t) = ¢ F 2o
o y

: v N '
s= e a(8) =q) (118)
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Na osnovu (112) sledi da Jje na stacionarnom Kretanju

.-.9! v\ d. .\)l :“:
= c. t) (119
i q g (qo, qO ’ v’ v )

Ako (119) ne zavisi od vremena t, na primer ako integrali
kretanja (110} ne zavise eksplicitno od t, u toku stacionar-

nog kretanja Jje i
oy . :
q (t) = q, = const, (120)

Kazemo da je tada kretanje (118) stacionarno u uZem smislu
b

(merostatiéko}liﬁ% |
Rezimirajmo: U skladu sa definicijom QHZ kretanje je,

stacionarno ako Jje

S - ‘ S NS
@ =4y, 9 =45, 9 =0, q=20, q'= g(q‘é,q’c’),c\),,t)

Da bi ovo kreténje bilo resSenje sistema diferencijalnih jed-
nac¢ina (115) potrebno je i dovoljno da za svako t >0, vazi

\Y

S‘ir(qd‘vsq ,‘t,Cv,) =0
B (q%,q" ,t) = 0, (121)
gde Jje
k3 * * *
(T +U0 ) ST +U ) | ) !
Sp = Odz + > Z-*de(qd,q\’,q = 0,t) -
59 aq’
. S’aj,(’ WV
—@—t +&J|av

Izraz S,(qd,qv,t,cv) dobijen Jje tako Sto smo prethodno u jed-

. }
nac¢inama kretanja (115) smenili Qd = 0, év- 0.

Sistem algebarskih jednadina (121) u opsStem slucaju
zavisi od vremena t. Staciocnarpnom kretanju, s obzirom na (118),

odgovara samo ono reSenje koje je oblika




qd(t) = coinst, qv(t) = const. (122)
Neka je qJ‘ Q¥ i e® reéenjeﬁéistema (121) tj
. o’ ‘o y' -
Jd Vv 0 =
S.(d5,85, ¢y 5 t) =0
oy )
b (q"é, q:’,, t) =0
i neka je
. [s8s, oV '
rang = , —r<n~(m-m) (1227)
J9¢" ¢ : |
) 4. 884'
Osim toga, pretpostavimo da su u okplini tacdke Qg g ——53,
9
asol' @Sdl i
—_— —-—— za svako t20 nepreki@ne’funkcije.Tada postdji oko-

3 v ,8Cvr

lina tacke qé, q), ° v

o,'cv,promEnljivih qd', q , cv.takva da je
u toj okolini .sistem algebarskih jednadina (121) odred juje
glatku mnogostrukostizr, dimenzije'ne manje od m - m: koja u
opstem sluéaju zavisi od t-. Ako se sistem jednadina (121)
moze, ekvivalentnim transformacijama, dovesti na oblik koji
ne zavisi od vremena t tada qukoj tadki mnogostrukosti od-
govara stacionarno kretanje. U 'tom sludaju kaZemo da jezgp
mnogostrukost stacionarnih kretanja. Eksplicitno izrazena
mnogostrukostiir u tom sluéaju;ima sledeéi oblik

a = q¥(ey) - S (123)
Ako S, zavisi od t tada u eksplicitnom oblikuZZp.moéemo iz-
raziti na sledeé¢i nacin ' ‘

q4.= qdl(cvn,t) : (124)

U tom sludaju svaka tacka mnogostrukosti =_ ne mora odgovara-
' _ .
ti stacionarnom kretanju. U principu ay qz moze biti i izolo-

vano reSenje sistema jednadina (121).

.. Slucaj kada nije ispuﬁjen uslov (122’) nedemo razma-
trati.Isteknino da tades sistem jednadina (121) mo¥e da ima iz-
olovano refenje i u sludéaju kada u jodnadinema eksplicitno
ne figurise vreme t.
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Napomena U.2, Radi kasnijih razmatranja, a

u smislu napomene 4.7 znacajno je istadida (121) moZemo in-
terpretirati kao uslove ravngteie sistema jednadina (115,a,
b,cf. U slucaju kada se (121) svodi na sistem jednadina koji
ne zavisi od t i ispunjeni uslovi (122') resenje jednadina

(121) mozemo interpretirati kao ravnoteZnu mnogostrukost.
Ako su neholonomne veze honogene, tj.

¥ 3 v L

(.:l = bcf~' (Cld,q ,t)é

tada se uslovi (121) svode na m’ uslova oblika

'Sd,iqd',q‘) ,>cv,,t> = 0 (125)

Ako se sistem algebarskih jednalina (125) moZe sves-
ti na ekvivalentan sistem eksplicitno nezavisan od t i ako
je

EE

rangs—-—r g m’

(Qq

tada je mnogostrukostﬁzr 6blika
Q” = g {a ,cp) A (126)

Dakle,u pitanju je mnogostrukost dimenzije ne manje od n-m.

Ako sistem diferencijalnih jednadéina kretanja ne za-
visi od q” kazimo da je Capljiginovog tipa. To je sluéaj, na
primer, ako je

. ob) .
9T .o, 2 =9, £ =0 (127)
99’ 99° oq’

Mnogostrukostiﬁr stacionarnih kretanja tada se moZe izraziti

u sledec¢em obliku

3 71
q? = q ey ; (128)

Podto jé sistem jednaéina (115a) autonoman, odigledno Jje da
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sezfr moze interpretirati kao mnogostrukost ravnoteZnih po-
lozaja pdédsistema (115a). Treba napomenuti da taj podsistem

u principu zavisi i od konstanti CHg
[ 4

Svako stacionarno kretanje je resenje Ko3ijevog za-
datka sistema jednacina (115). U tom smislu (121) predstav-
ljaju potrebne uslove za podéetne vrednosti poloZaja i brzi-
na kojima odgovara KoSijevo reSenje koje predstavlja stacio-
narno kretanje.‘Potrebhi dovoljni uslovi definisani su rela-
cijama (121), (118) i (119).



GLAVA II

STABILNOST KRETANJA

Razmatra se stabilnost ravnoteze i stacionarnog kre-
tanja neholonomnog mehanidkog sistema. Svi razmatrani tipovi.
stabilnosti su u skladu sa definicijama stabilnosti u Ljapu-
novl jevom smislu. Pojmove i definicigje prihvatamo iz[2$]£V7}
Za definisanje uslova stabilnosti koristide se iskljudive di-
rektan Ljapunovljev metod. )

1. Stabilnost ravnoteZe

Uoc¢imo neholonomni, u opStem sludaju reonomni, meha-
nic¢ki sistem. Za osnovne promenl jive stanja usvajamo Lagran-
zeve promenljive gl i él. Neka su neholonomne veze linearne
funkecije brzina é%, u najopstijem sludaju oblika (21), ili -
- posbo su ekvivalentni - oblika (18). Mehanicdki sistem se
kreée u polju nepotencijalnih sila

Qi = Qi (Q’ q !t)

i potencijalnih, c¢ija Je funkeija sile
U = U(q,t)

Dinamika opisanog neholonomnocg mehanic¢kog sistema potpuno je
odred jena sistemom diferencijalnih jednadina - na primer (21),
(28).

Pretpostavimo da sistem algebarskih jednadina (121)
dopusta redenje oblika (91). Drugim redima, postoji ravnotezni

polozaj q,- Bez umanjenja opitosti, mozemo uzeti da je to tac-
ka

2
[
!

gq=q =20 : (129)
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U opstem sludaju, ako to ne zahtevamo drukdije, pretposta-
viéemo da q = O nije izolovano reSehje sistema jednadina
(121). Kao neporemeéeno kretanje uzmimo ravnoteZno stanje

ko je ‘odgovara ravnoteZnom poloZaju (129),
qQ = O, q =0 (130)

Diferencijalne jednadine poremeéehog kretanja, s obzirom na
izabrane promenl jive stanja ilpretpostavku (130), ekvivalen-
tne su sistemu jednadina (21), (28) ili, na primer, sistemu
(26). Poletne poremedaje (poéetne u;love) oznalavademo na
sledeé¢i nadin

qp = alt ), q = é(to{), (131)

odgovaera juée poremedéeno kretaﬁje sa:
q(t) = q(a_,q,,t ,t), o (132)
i brzinu-u toku vremena sa«

O,t) (133)

Pretpostavljamo da su ispunjeni uslovi koji garantuf
Ju egzistenciju i jedinost reéenja, kao i njegovu neprekidnu
zavisnost od podetnih poremeéaja (131). Za analizu ispunjeno-
sti tih uslova najpogodniji jeioblik jednadina kretanja (52),
koji sa jednadinama veza (21) ¢éini potpun sistem za opis kre-
tanja neholonomnog sistema i koji je ekvivalentan sistemu je-
dnacina (28), (21). Pogodnost je u tome Sto se ispitivanje
tih uslova svodi na ispitivanje glatkosti desnih strana sis-
tema (52), (21). U tom smislu pretpostavljadéemo da su te de-
.sne strane dovol jno glatke, da garantuju egzistenciju, Jjedi-
nost i neprekidnu zavisnost reSenja Qd poéetnih uslova.

Direktan Ljapunovl jev metod zasniva se na pojmu tzv.
Ljapunovl jeve funkcije. Za ngSe potrebe LJjapunovl jevu funkci-

Ju uzeéemo u obliku
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V = E2+iﬁ, (134)
gde .je

fl= T _-U+F(t)

F(t) = T_(0,t)+U(0,t) (135)

PR

Funkeci je %2, TO i U odredjene su sa (34) i (9). U okolini

tadke (130) smatrademoc da su ¥2’ %5 i U glatke funkcije od

promenl jivih g, a“i t, reda glatkosti koliko je to potrebno.

Tzvod ¥ funkecije V, u smislu diferencijalnih Jjedna-
¢ina poremedéenog kretanja koje su oblika (28), (21), a uzi-
majuc¢i u obzir (64), odredjen je jednakoSéu

. ST yv.4  oF 95U 9T 50 9
V = (o 2 _ _s:;l. V_ U
‘= )%. 5 ~ 3t 3 by ool
Sq M| 4
+ Qa7 F | (136)

Napomenimo da su funkecija V i njen izvod V u tadki (130) Jje-
dnaki nuli, tj.

V(C,0,t) = 0 ; 7(0,0,t) = © (137)"

Stav 1.1, Pretpostavimo da su ispunjeni slede-
éi uslovi:

1) u okolini tadke (129) funkcija Il je pozitiwvno-de-
finitna u odnosu na qi...qd, odnosno '

M(q,t)2alg’...q%)

a=0, a = O%@(q1...qd) = 0,

pri demu je d<n ;



4 o~

Tg(q,éd,t)2=b(éd)

/
b0, b= 0¢=gq” = 0

e
<T

el 2T 30 @ ,8U ,p o ¢ h

3) ( (,

5a°

a) Tada je ravnotezZno stanjs (130), opisanog neholo-

- ol

nomnog sistema, stabilno u odnosu na promenl jive stanja q ,

q1...qd,iién-8pecijalno, ako je d = n onda je ravnoteZno sta-

nje stabilno u odnosu na q i dd.

Pretpostavimo stroZe i to siedele uslove:

4) u oblasti G ={(q,t): la'l<H, ..., 1q%|<H = const, t 20}
neka Jje

]b;(q1.,,qd, Qd+1~--qn, t)LﬁM ; M = const

cs d+1 n .
ravnomerno u odnosu na promenljive g ...q 1 t;

5) postoji takva skalarna funkcija c da je

| b’ (q,t)gclq'...q)

’

¢ =0, c:O(.:-_-}(q}...qd):O
pri ¢éemu je d<n.

b) Tada je ravnoteZno stanje (130) stabilno u odnosu

1 da Lo, .Y
na q ... , g i g .

pun jen ako su veze (21) homoéene.

Istaknimo da je uslov 5) trivijalno is-



~

6) Ako funkeija V = T, +Tlu okolini tadke (130) ima

beskonaéno malu gornju granicu,

. .d
R T2 +I1€f(q,q )
- ool
=0, £ =0&s==»q =0, gqg=0
tada Je
c) stabilnost ravnoteZnog stanja q = 0, Q = 0 u slu-

daju a) i b) ravnomerna po to.

Napomena 1.1. Ako Je ravnotezno stanje stabi-

lno po delu promenljivih stanja onda u odnosu na ostale pro-
menl jive poremedeno kretanje ne mora biti &ak ni ograniceno.
U tom smislu je u ¢) naglasSeno da je ravnomernost po to, Sto
inace ne naglaSavamo kada Jje stabiino .po svim promenljivim’ﬁta-

1)

nja ‘.

Posleddica 1.17. Pretpostavimo da egzistira

kvadratni integral oblika (63) i da Il u tadki q = 0 ima izo-
lovan minimum, ravnotezZno stanje Jje stabilno u odnosu na q i
4 [»7]. Ako su neholonomne veze homogene tada je ravnoteZno
stanje stabilno u odnosu na sve LagranzZeve promenljive stanja
q i q. Specijalno, ako Jje sistem skleronoman i sile konzer-
vativne, prethodni uslov svode se na uslove Lagranz~Dirihleo-
ve teoreme §5ﬁ5]. ‘

¥

D ok az. Kao pemoénu funkeiju,za dokaz koristidemo
funkei ju oblika

V = TQ + 1 (138)

Na osnovu uslova 1) i 2) stava 1.1. sledi da je funkeija V

R 4 .
pozitivno-definitna u odnosu na promenljive q1...qd iq , tj.

. ol

Vze(q'...q%,a%)

d:)

ez0, e = O¢$(q1...q =0, ¢ =0 (139)

1) Isticemo da je ravnomerno u odncsu na t_ jer bi se mcglo
govoriti i o ravnomernosti u odrnosu na "nestabilne" pro-
menl jive stanja. ‘



pri ¢éemu Jje O<d<n. Osim toga, s obzirom na relaciju 3),izvod
V, funkcije V, je nepozitivan, tj.

&

V<0 (140)

Dakle, funkcija V:.je pozitivno-definitna u odnosu na q1...qd

» 'd ) L C PR 3 - 3 e 2 )

i q (dg«n), a njen izvod V Jje nepozitivan, pa na osnovu stava
o stabilnosti po delu promenljivin[¢37],[49] zakljudujemo
da Je ravnotezno stanje g = 0, § = O stabilno u odnosu na

a'...d®1 §%(d4n), tj. siedi stabilnost pod a).

Pretpostavimo sada da vaZe uslovi 4), 5) i dokazZimo
da tada sledi zakijuéak b). Pre svega, posSto Vazi dea-stava
pod ‘a), tada sledi za svako >0 postojig<8tako da u svakom
trenutku t, za sve podetne poremeda je dg> éi iz & - okoline
tatke (130) odgovarajuéa poremeéana kretanja

1

- 1 s & X d_ .
T =9 (qovqc)’toyt)s""q =qd (qo,q‘é’,to,t)
LA .
a4 = §7(q,,4%, by, t).
ostaju u € - okolini tadke (130), tj.

,I Wi ] d .
la (£)l<&, ..., 1% (e« €

oo » s
(T (e) <& ‘ (141)

Tada, s obzirom na oblik jednalina veza, iz uslova 4), 5)

ovoeg stava i relacije (141) dobijamo

1871 = |0 < o)) @t 1+ 10 M€ + A€ (MeR)E,

gde je A = max c(q1,..qd) na skupu quKE,...,\qd]Q& Time  je
deo stava, pod b) dokazan.

Dokaz da je ravnoteZno stanje (130) ravnomernc stabil-
no zasniva se na opStem stavuy direktnog metoda o ravnomerno]j
stabilnosti za deo promenljivih (237154 1. Dokaz je, slilan.

kao i za stabilnost po svim promenljivim stanja{:zéj. v
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Pretpostavimo da jednadine ravnoteze (97) dopustaju
izolovan ravnotezni polozaj. Ne gubeéi u opStosti, uzmimo da

je odrédjen sa

*

q =0 ' : (142)

Ravnotezni polozZaj moZe biti izolovan i za sisteme sa homo-
genim vezama (g = 0). To znad¢i da Jednacdine ravnoteZe {97)

imaju izolovano reSenje oblika (142). Ako je ravnotezni po-
lozaj izolovan mogu se definisati dovoljni uslovi asimptot-

1)

ske stabilnosti .

St av :1.2. Pretpostavimo da su ispunjeni sledeéi

uslovi:

1) u okolini tadke (129) funkecija Jje pozitivno-defi-

nitna i dozvoljava beskonadéno malu gornju granicu,

a(qg)=iisb(q)

2) funkecija T2 je pozitivno-definitna i dozvoljava

beskona¢no malu gornju granicu u odnosu na q ,

o .d .
d(qd)sTgs;c(q )

¢,d=0, c¢,d =0, g =20

3) funkecija definisana izrazom

V. ST g T : o~ do:
Chonet - 8L - g &L L 9 Gt
59 94

o

~Jje pozitivno-definitna u odnosu na q igq

a) RavnoteZno stanje (130) je uniformno asimptotski

stabilno u odnosu na g, q .

¥
H

1) Zahtev da ie ravnotezni polozaj izolovan je potreban da
bl se mogao primeniti Ljapuncvljev stav o a51mptotsk03
stabllnostJ (direktnog metoda).
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Osim toga, neka je
~4) u oblasti G = {(q;“t); \q}ﬁH = const, t;=0§
o, (a,t)l &M

ravnomerno u odnosu na t,

5°(b’ (q,t)l < e(q)

e‘&O, e=0<x}q=o

b) Ravnote¥no stanje (130) je asimptotski stabilno
u odnosu na q, q. ' '

Uslovi ovog stava javljaju se kao stroza ogranidenja
u odnosu na uslove stava 1.1.

Dok az. Koristedi za Ljapunovljevu funkciju izraz
Vo= (i‘2+ﬁ ,
dokaz da je ravnoteZno stanje q = 0, § = 0 uniformno asimp-
totski stabilno-sledi;na osnovu Ljapunovl jevog stava o asim-
ptotskoj stabilnosti [ #27. Dakle, uslovi 1), 2) i 3) obez-
bed juju sledede

llm q\qo,q t ,£) = 0

o PO

0 (143)

o
. » of s L v
l%qu (qO’qO’tO’U)
Asimptotska stabilnost u odnosu na év Jje oéigledna ako se
uzme u obzir (143) i uslovi 4 i 5 . Time je stav dokazan.

Razmotrimo uticaj disipativnih sila na stabilnost
ravnoteze pod uslovima stava 1.1 i stava 1.2. Dakle, neka
su nepotenoijalnim silama Q iz stava 1.1 i stava 1.2 pri-
dodate i nepotencijalne 51le koje imaju SVOJstvo (53). Digi=-

pativne sile obhelezZimo s& Q racgiros Vops&e sa Q
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Na osnovu (53) i (58) i jednadina veza (21), za koje

¢emo u opsStem slulaju pretpostaviti da su nehomogene, vaZi:

’ oo b ey .

QYa"=10%(a,4", & =b) g% 0’ ,£)+0%(a,8%,8" =0 gta0’ ,top] 4%

i} d Y vy it

= QW(q,G ,9 =b;q +b,t) g | (145)

4 4 i .
i ol [ {q‘Q:b:Lq
ar'tj‘ = Qr( -d.- “‘9 — J—
' q 1(a,4%,8 = vy t)(q Ly .o (146)
q =Qiq ,

Iz jednakosti (145) i {1&6) zakl judujemo da u opstem sludaju

(A Qg (147)

nisu nepozitivne funkcije, ali da se pri specijalnom izboru

sila i veza taj uslov moZe postiédi.

Med jutim, ako su neholonomne veze homogene, bez obzi-
ra na oblik veza, snaga giroskopskih i disipativnih sila, uv-

ek Jje nepozitivna funkeija, 1 to
- ) .
QZ g 0 Qiqd = 0 (148)

Vaze slededi:

Stav 1.3. Disipativne i giroskopske sile u sluca-
ju homogenih neholonomnih veza ne remete stabilnost pod uslo-

vima stava 1.1 1 stava 1.2.

S tawv 1.4. U slucaju kada su veze (21) nehomogene
problem uticaja disipativnih i giroskopskih sila na stabilnost
ravnotezZnog stanja pod uslovima stavcva 1.1. 1 1.2. je otvoren.

Ljapunovl jevu funkei ju izaberimo kao i u stavu 1.1 1

stavu 1.2,

(149)

Sada Jje dokaz Jjednostavan, Jer Je o¢igledno da pridodate di-
sipativne i giroskopske sile mogu da promene uslov 3) stava

1.1 1 stava 1.2 pod uslovima stava 1.4, a;s obzirom na



(148) one-ne utidu na uslov 3) pomenutih stavova.

U dokazu stava 1.2 zahtevano je da ravnotezZno stanje,
kao geporemeéeno kretanje, bude izolovano. Tamo je to oprav-
dano time Sto je osnov dokaza bio Ljapunovljev stav o asimp~-
totskoj stabilnosti. Sada éemo dokazati da je izolovancst
ravnoteznog stanja zaista potreban uslov za njegovu asimpto-
tsku stabilnost. U tom smislu vaZzi

St av 1.5. Ako je ravnoteZno stanje (130) neizo-

i s S S

lovano tada ono nije asimptotski stabilno.

D ok a z. Pretpostavimo suprotno od zakl judka sta-

va da Jje

lim g(t) = 0O , lim Qd(t) =0 (150)

To istovremeno znacCi da su za sve podetne poremedaje iz neke
okoline taclke {130) odgovarajula poremeéena kretanja oblika

ff{(t)v#o . (151)

Prethocdni zakl juCak sledi iz LJjapunovl jevog stava o asimptot-
skoj stabilnosti (direktnog metoda). S drugebstrane, posto je,
po pretpostavei stava, ravnotefno stanje neizolovano, onda u
proizvoljno maloj okolini tacke (13¢c) postoji poletni pore-

mecaj takav da Jje odgovarajule poremeleno kretanje oblika

qg (t) =0 , g(t) = q, = const # O (152)

Dakle, ipostoji kontradikecija izmedju (151) i (152). Time je

stav dokazan.

PolazeCi od prethodnog stava, razjasniéemo uslove pod
kcjima moZe da se primeni Ljapunovljev stav o asimptotsko]

stabilnosti.

Stav 1.6. Ako Jje ravnotezZno stanje (130) neizolo-
. y \ .. .k . .
vano, tada izvod W(q,qd,t} neke funkcije W(q, q ,t), koja Je
definitna i dozvoljava beskonaéno malu gornju granicu, ne mo-

ze da bude definitna funkeija promenljivih q i q.



- 57 -
N

Do k a z. Pretpostavimo da je W(q,éd,t) definitna
funkcija. Tada, na osnovu Ljapunovl jevog stava o asimptots-
koj s}abilnoksti i nestabilnosti direktnog metoda i uslcva
ovin stavova,za sva poremedena kretanja koja odgovaraju poc-

tnim poremecajima iz neke okoline tadke (130) vazi da je

ey £ 0 (153)

Dal je-dokaz tacde kao i u stavu 1.5.

Posledidica 1.17. Ako pretpostavimo da je rav-

notezno stanje, &iju stabilnost razmatramo, neizolovano tada
se Ljapunovljev stav o asimptotskoj stabilnosti ne mozZe pri-
meniti. Naime, na osnovu stava 1.5 sledi da u slucaju neizo-
lovanog ravnoteznog stanja ne mozZeme ni govoriti o tipu asim-
ptotske stabilnosti iz stava 1.2. Prema tome, kada Kazemo da
se ne moze primeniti Ljapunovljev stav o asimptotskoj stabil-

nosti misli se na tip asimptotske stabilnosti iz stava 1.2.

Napomena 1.17. U nasim razmatranjima kada =ze

govori o neizolovanosti ravnoteznog stanja misli se na egzi-
stenciju ravnotezine mnogostrukosti kojoJj pripada posmatrano
ravnotezino stanje. Ubuduée, ako se ne naglasi drukiije, sma-

tralemo da je neizolovanost ravnoteze tog tipa.

Postoje 1 drugi tipovi asimptotske stabilnosti, od
onog koji podrazumeva stav 1.2. Predmet naSeg razmatranja
bic¢e asimptotska stabilnost po delu promenljivih i asimptot-
ska stabilnost mnogostrukosti.

Uoéimo neholonocmni sistem ¢&ije je kretanje, ako ne
naglasimo drukd¢ije, ogranicCeno homogenim vezama oblika

. ¥ .o v

g = b(a,t)d | (154)
Pretpostavimo da pored potencijalnih i nepotencijalnih sila
iz stava 1.1. deluju i disipativne sile Qi, tj. sile &ija Je
snaga nepozitivna

Q¥ (g,q,t)4"<0 ‘ (155)



PoSto su veze homogene, tada na osnovu (148) vazi da je iz-
=Wed s
raz Qyq nepozitivan,

4

QY (q, a%,t)4%0 (156)

Pretpostavimo da postoji ravnotezZna mnogostrukostc&,kojoj

pripada i tacka

qQ=20 (157)

Neporemedenim kretanjem smatrademo ravnoteZno stan je
qQ =20, g9 =0 - {158)

Jednaline kretanja neholonomnog mehanicdkog sistema

oL

reSene u odnosu na generalisana ubrzanja g% date su siste-

mom jednadina (52), (21). Oznadimo desne strane jednadina
- G

i ~ . r A4
(52) sa G%*(q, qg ,t). Sistem jednacé¢ina (52), (21) moZemo sa-

da izraziti u obliku sistema jednacdina prvog reda,

- ol
d o .ol
gt = 6 (9,a%,t)
o
dg™ _ -d
gt - ¢
v 3 ) .
gq = b;(q,t)qd (159) -

Napomenimo, s obzirom na prethodne pretpostavke, da sistem Jje-

dnadina (159) dopusSta mnogostrukost re3enja oblika

) . o I §
RP = ?(q,q ) q&Ar, q = O} | (160)

Lema 1.1. Neka su GJ(q,éJ,t) i b&jq, t) u nekoj

okolini £2 tadke (158) i za svako t20 neprekidne i ogranide-

. . . . o
né sa svojim prvim parcijalnim izvodima po g, q , t, tada

postoji bar jedan takav niz

a = { — » P ] B - - .
ny, o 1T ; nHLN 'y nf¢v~kada r-e=, T =const.

da u okolini £
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d < -
6 (q,q%, t+(n, ~1)T)= G (q,q" ,t)

. by(a,te(n -1)T)=b) (q,t) (161)

za svako té[b,T] . Funkei je Gi, b}o nazvaéemo granidénim funk-
cijama u odnosu na GJ , bl. Skup svin funkeija Gi, b&o ozna-
dimo sa I

Lema 1.2. Neka sistem jednacdina (159) ima oso--
bine iz leme 1.1. Tada, za svako Ko$ijevo reSenje

- » o - ol o L ol
a = alay,d5,t,,t), 47 = §7(q,,q0,t,,t)
koje je ogranideno u okolini za svako tz-to, postoJji niz
anp = (nr-1)T;to ; nréN ; nﬁswkada r-e, takav da za svako
tefo,T]

- d
a(q,,q,,t,,t+(n -1)T)=q,(t)

ol

. o
o’ to’t+(nr-1)T)"q*(t)

.ol .
q (q,,q

i pri tome je q_(t), éi(t), te[O,T] resenje sistema jednadina

o

dq _ &, =&
i GO(Q,Q ,t)
o
dg”_ -d
atr - ¢
dq’ _ b (q,t)§% (G*’Q yeTl (162)
d = O(O Q7 q y O’ CLO

Dokaz leme 1.1 i leme 1.2 sadri se u[%0]. Tamo je
dokaz izveden za sistem obidénih diferencijalnih jednadina op-
éteg tipa i sa slabijim uslovima u odnosu na desne strane. Me-

d jutim, to oslabljepje nije od sustinskog znacaja.

N'apomeéena 1.3. Ako je sistem jednacina kretanja

stacionaran tada se granicne funci je GO f Q}o poklapaju sa G“l
i bl . Osim toga, vremenski interval T moze biti proizvoljan
[s0].



Za reonomni. neholonomni mehanicéki sistem koji se

kreée u polju sila oblika

Fi = Q:.L+Q":.‘L’+QUi . (163)

da

vazi sledeéi

S tav 1.7. Pretpostavimo da je neholonomni meha-
niéki sistem i polje sila u kome se taj sistem krede takvih
osobina da su, pored uslova leme 1.1 i leme 1.2, ispunjeni

slededéi uslovi:

1) postoje funkcei je a (q), b (q), pri cemu je

a b >0, a

o' Po b = 0<«<= quP

o’ o

tako da Jje u okolini tacke q = O
b,(a)<N (q,t)<a_ (q)

(Drugim redima, funkcijall je nenegativna i ogranidena funkei-
Jjom ao) |
2) kvadratna forma TZ(q, Qd,t) je pozitivno-definit-

na i dozvoljava beskonac¢no malu gornju granicu u odncsu na
. o .
qa, tj.

d

“)<T,ca(q”)

b(q
= O o

a,b=0, a,b = 0&=q = 0

3) disipacija je potpuna, tj.

- -.CL OJ

QY3%¢- e (d%)

cz20, ¢ = O@ﬁqi =0

Pihany . o~ ""' ~ ol .
ny ELowgt- 2L -3 » @+ 245,89 F o

24 : ¢  aq°
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W . -
5) poremedéeno kretanje q(qo,qo,to,t) Jje ograniceno
za proizvoljne pocetne poremelaje iz neke okoline tadke (158),
uzetin u proizvoljnom trenutku vremena to 1).

El B

6) u okolini tadke q = 0 koeficijenti pi(q,t)_su og -
raniceni, tj.

" 2)
by (q,t)<M za ¥ tz0

7) ravnoteZna mnogostrukost Or je nedegenerativaa,

2.
S G, (a,b)xd(q)
d30 , d = O< qEOr
Tada Jje mnogostrukost ravnotéénog stanja Rr asimptot-
ski stabilna, tj.

J

lim §°(t) = 0, 1im ¢’ (8) = 0 , q(t)=>0, kada t »es

Do k a z. Na osnovu uslova 1), 2) zakljudujemo da
je funkei ja
V = T2 +ﬁ
pozitivno-definitna u oGnosu na éd. Zaista,
T ool
V = Tp+/]2b(q ;+bo(q) , (164)
a odatle

Ve b(3h) | (165)

Izvod V funkecije V u smislu diferencijalnih jednacina kretanja

je oblika

. . . . ] Lo

1) Ovo je tip tzv. ravnomerne ogranicenosti u odnosu na Jos

q, i tOWJep gornja granica ne zavisi od izbora pocetnih
uslova.

2) Ovaj uslov je ispunjen zahtevom da vazi lema 1.1. Med jutim,
istidemo ga Jjer je od znaCaja za zakl judak stava.



R
‘;)(" el

_ T ygved wT QU oT ) x ed W -
Vo= ()97 - o - S 288 45 494047 +F (166)
o q o i t < s 3 — o «t

. o 4 :

2 Izvod V je negativno-definitna funkecija promenl jiv-

Ve - c(§9), 167)

~~

Osim toga, uslovi 1) i 2) obezbedjuju da V ima beskonadnu ma-

lu gornju granicu u odnesuna q i q*, t3.

Vo= Tefica@)ea, (o) " (168)
a odatle, s cbzirom na to da postoji funkeija c(q,dd);za(éi)+
+ ao(q) i cz0, ¢ = O&rg = O, éi‘z 0, .

Veo(q,at) (169)

Prema tome, na osnovu stava 1.1. i uslova 6) sledi da je ra-
vnotezno stanje q = O, ¢ = O stabilno, i to ravnomerno u od-~-

) 2
nosu na q i ¢ .

Pokazadéemo da uslovi stava obezbedjuju jos strozi

tip stabilnosti: asimptotsku stabilnost mnogostrukosti &_.

r
Da bi smo to dokazali uolime, na osnovu dokazane stabilnosti
. v . : R . . -
po q\ , @ 1 uslova 5) da postoji takva okolina tacke g = O,
-’.. ~ . . . . odu ’
g = 0 pocetnih poremecaja 59 9 da su sva poremecena kreta-
nja
- - ol '
q = q(qquoytoyt)a
-d g, .ol . ’ - -
q qQ Gy ch;’ LO’t) {(170)
. Vv 1) . < . . v 1 . s . »
ogranicena za proizvoljan izbor pocetnih poremecéaja iz te

ckoline, a u proizvoljnom trenutku vremena tdao. Ogranide-
nost resSenja (17¢) i uslovi stava dcveode do zakl jucka leme

1.2. Osim toga, za funkciju V vazi da jJe

c‘ -.G'\I‘ 2
b(q&)+bo(q)£V£a(q y+a_(q) » (171)

1) Pa samim tim i beskonadno produZivo
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a odatle da Jje V nenegativna funkecija i to

V=0, V = 0¢»q° = 0, qF?; (172)

2

Posto je V nepozitivno tada je V(q(t), ﬁd(t),t) nerastuda
funkcija a sSto uslovljava da je '

el %

lim V(q{(t), a (£),t) =V (173)

. *_ A . . .
Ako je V' = 0, na osncvu (172), sledi da je za izabrano pore-

medeno kretanje

lim c'f{(t) = 0

o 3 3 ¥ g hd » - - »
Pretpostavimo da Jje V # 0. Posto je funkecija V, u smisiu
poremeéenog kretanja, nerastuéa i ima donju granicu V vaZi

da je

.o

V(g(t), a (t),t) (174)

\Y
<

Uzimajuéi u obzir (171) sledi da se kretanje vrsi u oblasti

.d . 7
K = {(q,q ): a(q)+ao(qi)aav*§ (175)

S obzirom na 7° u oblasti a (q)>0 je

m
S (6%d(q) 5 d20, d = OeqE0 (176)

gde je, saglasno lemi 1.1,

A=

Gula,t + (n =1)T)2C (q,t); OctsT
nr.E N; opoa =3 nr—ar o . ( 17 7 )

Prema tome, na osnovu (176) sledi da je u oblasti:a(g)>0 re-

Senje sistema jednac¢ina (162) je oblika

a(t) # 0 (178)



of

za niz q(q_,q,,t_,t+(n ~1)T) = a(t+(n ~1)T); éd(Qo’éo’to’t .

+(nr—1)T)_= dq(t+(np—1)T) moze. se izvriiti slededa procena:
&

/
V(a(n,T), §°(n, 1), 0, T)-V(ah,-1)T), & (n_-1)T),(n, -1)T)=

mpeT Al

T
Sias £ f-c(q Jat = - fo((n ~1)T+t)dt <0 (179)
("nf,";T {:(L,i_’- i'}’}“’ 0

Ako pustimo da nﬁ+mdobijamo

x [
0=V -Vs=- e{q, (t))dt < C, (180)
o
a odatle
oy ,
¢ (&, (t)) =0 O¢tgT (181)
ol A . .. . .
Posto je c¢(gq ) pozitivno-definitna funkeija po qd sledi
o ol N = . g ~
q,(t) = 0, OctxT (182)

Postoji kontradikeija izmedju (178) i (182). Dakle, v = 0, a
odatle, s obzirom na (172) i uslov 6) ovog stava sledi da je:

lim §°(t) = 0  1im §' (t) = G ; a(t)-0, (183)

7 oo Lo

Time je stav dokazan.

N a pomena 1.4, Stav 1.7 definiSe dovoljne uslo-

ve asimptotske stabilnosti mnogostrukosti Rr za slucéaj da su
neholonomne veze homogene. Med jutim ovaj stav vazi i za slu-
daj da je kretanje mehanidkog sistema ogranideno nehomogenim

vezama, pod uslovom da Jje

}B*(q,t)‘ée(q); ez0, e = 0@>q£0r ,

i da su disipativne sile i koefici jenti Q} takvih osobina da

je snaga dilsipativnih sila strogo nenozitivna u odnosu na
J , :



generalisane brzine q .

Posledicat.2. U stavu 1.7 su impkicitno sa-

drzani neki,u literaturi poznati, oblici asimptotske stabil-

nosti. Navedimo slucaj asimptotske stabilnosti po delu pPro-

s s i 1l en 0 ; . 1 g
menl jivih [ S LY . Ako Je Or =9 qg = ... = qd = 0, d<n)

¢
g:
v

tada Jje, na osnovu stava 1.1, ravnoteZno stanje stabilno u od-

d

nosu na QJ, Qvi q1...q (d<«n). U skladu sa tim sledi da uslov

5) mozZemo oslabiti do na ogranidenost po qd+1(t),...,qn(t)
‘ of
0
nom trenutku t =0 iz neke ckcline ravaotezZnog stanja. Tada

za proizvol jne pocetne poremedlaje > 4% uzetih u proizvol j-

je ravnotezno stanje uniformno asimptotski stabilno u odnosu

d. Dokaz uniformnosti (nije Sa-

na promenljive Qd,évi q1,...,q
drZan u stavu 1.7.) moZe se sprovesti, sa neznatnim korekci-
jama, kao i ul ¢4]. Tamo se on odnosi na slulaj asimptotske

stabilnosti sa osobinama kao 1 u Ljapunovl jevom stavu o asim-

ptotskoj stabilnosti (direktan metod ).

Ako je mehanidéki sistem Capljiginovog tipa, ravnote-
zna mnogostrukost je oblika

(. Qo dy
OP=«29 : a&(%)-—O% (0(:‘-3,...,!1’1)

Diferenci jalne jednadine kretanja Capljiginovog tipa (46) ne
zavise eksplicitno od kcoordinata q°. Tada se moze izvesti za-
k1l jucéak stava 1.7 i bez uslova 5). '

Napomemna 1.5. Neka je mehanicki sistem skle-
1 d

3 o034 ) = 0
(d#n), ocligledno da vazi stav 1.7. U tom smislu ovaj dokaz

-

. o c e c oy e 27Y)
je uopstenje ideje Krasovskog Lv1det3.3oj

" ronoman, a ravnoteZna mnogostrukost oblika (q



2. Stabilnost~£§}_gostojanju prvih

integrala kretanja

U ovom delu rada koristiée se prvi integrali kreta-
nja u reSavanju problema stabilnosti. Znalaj prvih integra-
la je viSestruka. U mnogim sludajevima, i kada ne resavaju
pitanje stabilnosti do kraja, mogu dati veoma korisne infor-
macije o osobinama kretanja koje veoma desto pojednostavlju-
ju razmatranje problema stabilnosti. Osim toga, znacajni su
za dobijanje Ljapunovljeve funkcije 111 za eliminaciju dela
promenl jivih iz diferencijalnih jednadina kretanja ¢ime se
smanjuje broj diferencijalrih jednac¢ina koje ulaze u razma-

tranje.

Stav 1.1.1 stav 1.7 definisdu dovol jne uslove razlicdi-
tih tipova asimptotske stabilnosti ravnoteznog stanja. Med ju-
tim, nisu bez znadaja ni cni stavoviu kojima se razmatra obr-
nuti problem: da ravnotezno stanje nema asimptotsku stabil-
nost nekog oblika. Takvi stavovi mogu se zasnovati na oso=-
binama prvih integrala kretanja. U skladu sa tim vaZi slede-
éi

St av 2.1. Pretpostavimo da za sistem Jjednalina
kretanja neholonomnog mehanidékog sistema, u op3tem slucaju
reonomnog,postcji netrivijalan prvi integral kretanja, t]J.
da postoji takva skalarna funkcija F(q,éd,t) da je u smislu

reSenja jednadlina kretanja za svako t;to

!

F(q,4",t) = h = const

i neka Je

1) |F (g, 47,8 «a(q,q)
a=0, a = Q=g = 0, é& = 0
2) ¥(q,5%,t) je neprekidna funkcija promenl jivih



Tada ravnoteZno stanje q = 0, q = O nije asimptots-

-

ki stabilno u odnosu na q i q .

. Dok a z. PosSto sefunkcija F (q,dJ, t) odrzava na
ma kom kretanju tada i za kretanje q(t) = O, éd(t) = 0 vazi

da Jje
" F(0,0,t) = const _ (184)

Ne gubeéi u opStosti moZe se uzeti da je
F(0,0,t) = 0 ‘ : (185)

Pre svega dokazimo da vaZzZi

Lema. U proizvoljno malcj ckelini ravnotezZnog sta-

nja postoji pocetni poremeéaj P dd koji ne pripada ravno-

o)
teznoj mncgostrukosti i trenutak to tako da je za odgovaraju-
ée poremeéeno kretan je q(qo, &g,to,t), dd(qo,Qi,to,t)

F(q(t), a(t),t) = h, h = const # 0, txt_ (186)

Dok az. Pretpostavimo obrnuto - da postoji oko-

lina tacke q = 0, ddé 0, tako da za ma koji podetni poreme-
éaj > Qi , u ma kem trenutku t,>0, za odgovarajuéa pore-

meéena kretanja vazi
-d _ ,
F(q(t), g (t),t) = 0O (187)

To znaci, istovremeno, i da Jje

. d
Fla,,a,, t,)

o 0 ~ (188)

v - J
za proizvol jno > 9 i to, a odatle

Flq, a%,t) = o C(189)

Drugim relima, za neku okolipu tadke q =.0, dd= O postoji

trivijalni integral kretanja; a to je u kontradikeiji sa us-

lovima stava. Time je lema dokazana.



=

Pred jimo na dokaz stava. Pretpcstavimo, suprctno za-

kljucku stava, da je ravnoteZno stanje q = O, dd= O asimptot-
) Lo . edd .
ski stabilno u odnosu na g 1 q , tj.

im

Y

ol
q(t) = 0, Xim g (t) = O (150)

Na osnovu (185), (190) i uslova 1), 2) sledi da je

lim Fig(t), ¢ (t), &) = © (191)
ER
Izmed ju (191) i (186) postoji kontradikeija. Time Jje stav do-
kazan.

Mozemo definisati dovoljne uslove, analogne stavu 2.1,
i za obrnuti problem asimptotskoj stabilnosti po delu promen-
1jivih.

Stav 2.2. U stavu 2.1 uslov 1) zamenimo na slede-

e

¢i nadin

1

Flg,q" ,tlealq ...q%,4" ...a%)

pri Cemu Jje d<n, csnm.

; . . o - . N
Tada ravnotezno stanje g = 0, g& = 0 nije asimptot-
. : 1 b -1 - C
ski stabilno u odnosu na q ...Q , Q .-..Q -

Do k a z. Tok dokaza ovog stava je slican kao i u

stavu 2.1. Razlika je u tome 3toc se ovde umesto (190) uvodi

pretpostavka da je
lim q (t) = O, 1im 4%t) = ©

(B=1,...,b; C = 1,...,¢)

koja dovodi do kontradikeije sa uslcovima stava.



2.17. Stabilnost stacionarnog kretanja

U odeljku 4, glava I, pokazano je da neholonomni si-
stemi mogu pod odredjenim uslovima da vrSe stacionarno kre-
tanje - u skladu sa definicijom 4.1. i 4.2. tog odel jka. Uo-
&imo neholonomni sistem koji ima m - m’ ciklidnih koordinata,
tj. neka Jje

- R
v L 2T 5 T &by 50
- bva'-:O; —_— = O, 9)_9.. = O’ ‘?l_b.._ = O, u{- = O’ @_.Q_E.{ = 0 (192)
59" 59" X &q” aq"

Osim toga, neka sistem difernecijalnih jednadina kretanja .

(28) dopudta m - m’linearnih integrala oblika
@T - - i vol Y “Q(l g
:E;-_ ¢, = constera , q +§p= %ﬁ*q) = g{q +g)’ £193)

Za sistem algebarskih jednaclina
\

,¢ ,8) = 0

8,.(a",q s
1)

b’ (q%,q" ,t) = 0
pretpostavimo da ima resSenje obliksa

df(t) = constA, ¢ (t) = const
Tada, kako je to veé pokazano, egzistira

q&

const, @ const ,

.d' . . 'f ‘i" 4t s
q = G , qy = 0, g = gv(QJ: q\,’ cvut)

V

Ovo kretanje se, u skladu sa definicijom 4.2. (glava II) na-

ziva stacionarno kKretanle.

1) Veze blti i homogene (6%0)



Bez umanjenja opStosti uzmimo da je to stacionarno

kretanje oblika

B qJ =0, q = 0, éo’ = 0, é“/ = 0
e -y ! / ;s
C"l}‘ = (J‘L}"’ q) =g’ \0,0,Cv(?,t) . (tgu)

Ako ne naglasimo drukéije, smatrademo da postoji mnogostru-
kost stacionarnih kretangaggp oblika (123) - i1li za b = 0 ob-~
lika (126), kojoj pripada i kretanjes (194).

I
H
'\

Uzmimo stacionarno kretanje (194) za neporemedenc i
razmotrimo njegovu stabilnost. Poremedeno kretanje obelezi-
mo na sledeéi nacin:

S A

Y . i o o
= 7 = -
Y Bv' ey (195)

Diferencijalne jednadine poremelenog kretanja dobijaju sie-
deéi oblik

2% n' AP * ’ ¥
d art’ 9T _ 3 9T v LT ey o8 Y %
I L = O i‘v B 47 1‘\ : >i(‘qu *hypd+ Q4
Q)q, 80“3[ ¢ C)Q AR % - (‘2\) 1 y,a =8
Sl U v
. f -+ beil
qu &q\)
.Y Lok Y
4 T b9 b
N,= 0, (196)

Ove jednadine dobili s iz jednadina (115) tako 3to smo u

—~

fi

: ¥

o
L . . . <4 O S
svim clanovima gde  je stajalo c, stavili cy +ﬁy.. Primetimo
ju (194) odgcvara ravnotezno stanje je-

da stacionarnom kretanj
dnacina (196), c¢blika

t .
> "

.(l._ °O{- P Y ) 1
q = 0, Q = qf"”oy g 207”?y)=o_ (197)

U skladu sa napcmenom & .2 (glava I) mnogostrukostﬁl’r stacio=-



narnih kretanja moze se interpretirati kao mnogostrukost ra-

vnoteznih stanja sistema jednacina (1%5).

Uoc¢imo funkeiju oblika

#

L = -Th - U« F(t)

F(t)

uT:(o,t)-U*(o,t)

Primetimo da je V (0O,t; = Q0. Izvod YV funkeije V u smisiu di-

e

v
ferencijalnih Jjednadina (196) odred jen je jednakoScéu

x
gy o -
V__(QLJX%JLQH _au o ot
S T 5% T Na

&4

Upored jujuéi diferencijalne Jjednaline (196) sa jednadinama
(21), (28) vidimo da su u pitanju jednadline istog tipa. Sto-

ga Jje dokaz za Jjednakost (198) je istovetan kao i za (136).

St av 2.3. Pretpostavimo da su ispunjehi sladeéi

uslovi:

1) postoji okolina tacdke dﬁz G, d°= o,@wz 0O u kojoj

o [
je funkeija [! pozitivno-definitna u odunosu na g%, q¥,

-t N L ! VNN
M, @', m, )z ale®, )

S AR Y \
a0 , a = O&=g® = 0 , q’ = 0O

S 2) T2 je pozitivno-definitna funkcija u odnosu na ge-

neralisane brzine,

» ¥ W ‘J‘ L ’0!-
T, (a%,9" ,3%,£);,0(4%)

b20, b = Owg? =

O

o i . )

3) postcii okoliina talke o= 0, g’ = O,'?w= O promen-—

1jivih q¥', ¢¥,% , pri demu je u toj okolini
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Y] ¥* . L
T vl oT* QU .+ .d
(..___._)% — t - ._E._ + )J,’q +F 40

a) Tada je ravnoteZno stanje (197) jednacina (196)
1 - . .
stabilno u odnosu na g, qd, qv,nw , & kao posledica toga
odgovara juée stacionarno kretanje (194) je stabilno u odnosu

' » ! -
na o, &, q .

Neka su ispunjeni i ovi uslovi:
)
4) u okolini tacke d¥= 0, ¢ = 0, koeficijenti bi su

ogranidene funkei je,

N &
‘bd.(qd; a¥,t)lem M = const

;e20, e = 0<=> qol' = 0,4"=0

1
5) |b°|¢e(a? D)

b) Tada je ravnoteZno stanje (197) stabilno u odnosu

! 7 '
na qd , qd, qv, dv i ﬁv., a kao posledica toga stacionarno

: . ’ Lo Y sy
kretanje (194) je stabilno u odnosu na %, @, q9, q -

3 »
6) ako V = T; +T1 u okolini tadke (197) dozvoljava

beskona¢no malu gornju granicu,

Véc(q(’(, qv ? c—lcl”vv‘)

c20 , c = 04>qd,q 7=

]
c) Tada je (197) ravnomerno stabilno u odnosu na q&,

" L
qv ? q ? qv ? T/v! *

Do k a z. Prema pretpostavkama 1), 2) i 3), stava,

postoji funkei ja

. 1 i
koja Jje pozitivno-definitna u odnosu na dJ, dJi q’, ¢iji je
izvod V u smislu jednadina poremeéenog kretanja (196) nepozi-
tivan. Veé je naglaSeno da su diferencijalne jednadine pore-

meéenog kretanja (196), gde je stacionarno kretanje neporeme-



A

¢eno, i jednacine poremecenog Kretanja (21), (28), gde je ra-
vnoteZno stanje neporemedéeno, po formi iste. Osim toga, uslo-
vi ovog stava su analogni uslovima stava 1.1. U tom smislu
dokaz stava 2.3 je slidan dokazu stava 1.1. Razlika je u to-
me Sto umesto funkecije V = %2+ﬁ kao Ljapunovl jevu funkciju
sada koristimo V = TZ+ZWﬁ

U specijalnom sluéaju, ako je sistem (196) Capljigi-
novog tipa, tj. jednadine (196) ne zavise od koordinate q” ,
uslov 2) i 5) mozemo zameniti uslovima

¥ ' o4
Mat,g,,t) > alq®)

vec(ad, §%,m ) ' (198)

Tada svi zakljudéei prethodnog stava vaze ali u odnosu na qd,

dd,?w. Usput napomenimo da sistem jednakosti

. v

:——;}—- = O’ d-——-—.-‘ - O’ — O’ — = 0 . (1‘99)
oq 3q” &qY

predstavl ja dovol jne uslove da jednadine (196) budu Caplji=~

ginovog tipa.

Pretpostavimo da je (194) izolovano stacionarno kre-
tanje, tj. da diferencijalne jesdnacine poremedéenog kretanja .
(196) imaju izolovano ravnotezno stanje. Sada mozemo formu-

lisati slededi

St av 2.4. Neka su ispunjeni uslovi 1), 2), 4) i
5), stava 2.3, a tslove 3) i 6) zamenimo na sledeéi nacin:

*

CaT lov.d oT! * o = - ! ol
3 ) I(%‘%—}qu -Qg —g——g—— Q74" +F <—e(q%,97,47)

| o9 )

e>0, e = O<::=>q°{", qv, (‘fv = 0O



- Dl

Tada je ravnotezno stanje (197) ravnomerno asimptot-
ski stabilno u odnosu na qJ,q ,q*,av. Odatle sledi da je od-
govaraJuce stacionarno kretanJe (194) asimptotski stabilno

u odnosu na iste promenljive stanja.

D ok az. Razmotrimo Ljapunovljevu funkciju oblika

: R
V = T2+ﬂ

Odgovarajuéi izvod, u smislu jednadina (196), ima slededi ob-
lik
*

. [T Iy L 9T au* od.:
v =[(é'—q‘;)“‘]gd: 'q "é—-— —éT -+ chq +F (200)

Prema pretpostavkama 1), 2), 4) i 5), stava 2.3 i s obzirom
na uslove 3) i 6) stava 2.4 sledi da je funkecija V pozitivno-
definitna i1 da dozvoljava beskoénac¢no malu gornju granicu u
odnosu né quqv i qd' a njen Jje izvod negativno-definitan u
odnosu na iste promenljive. Time su ispunjeni svi uslovi sta-

va o asimptotskoj stabilnosti po delu promenljivih[ZE]lhBJ.

Ako je sistem (196) Capljiginovog tipa, tada se us-
lovi 2), 3) i 5) ovog stava zamenjuju sledeéim ogranidenjima

VY
u odnosu na Il i T,

IEC WOSICS

V<:—c(q oL JB (201)

Tada svi zakl juéci stava 2.4 vaZe ali u odnosu na pro-
menl jive qdzddldv.

Egzistenci ja mnogostrukosti stacionarnog kretanja,
Sto je ekvivalentno egzistenciji mnogostrukosti ravnoteznog
stanja jednadina poremedenog kretanja (196), ne dozvoljava
tip asimptotske stabilnosti iz stava 2.4. U tom smislu moze

se formulisati sledeéi

S.t a v 2.5. Pretpostav1mo da Jje s1stem diferenci-
jalnih jednadina poremedenog kretanga (196) takv1h osobina
da su, pored uslova leme 1 i leme 2, ispunjeni sledeéi uslovi:
yZa b’=0




1) mnogostrukost stacionarnih kretanje Jje oblika

.. ¥, e s . .
. 2) funkecija (| j= pozitivno-definitna i dozvoljava
v~ -y » . !
beskonacno malu gornju granicu u odnosu na qd
I ¥* 1 N ¢

<y . 7 5 \/ . 0(\
bo(q }""1i(qu7q\’9'}iv.,t)éao(q ]

. i
= 0 A, b, = oéqu = 0

a_,b
O o

3) funkeija T2 Jje pozitivno«definitna 1 dozvoljava
beskonadéno malu gornju granicu po dd ;

N ; P < * : x

i) u okolini tacke (197) T, + Il ima beskonadéno malu

gornju granicu u odnosu na g

5) svako resSenje diferencijalnih jednadina poremede-
nog kretanja (196) je ogranidenoc u odnosu na q’ - za proizvo-
ljne poletne poremeéaje iz neke okoline tacke (197) uzetih
u proizvol jnom trenutku to

6) u okolini tadke (197), promenljivih q%,q”, je

iby (a%,a” ,t)l<n Vt20

[T

7) ravinotezna mnogostrukost sistema (196) je nedege-

nerativna 1 to -

< 2 ! X '
265 (a7,a%,y ,t)=dlg?)

d :)/ O ) d ] O (‘5_1.,,") qc{ Eg O

Tada je ravnoteZno stanje sistema Jjednacdina (190) as-~

=V

imptotski stabilno u odnosu na promenljive q“:di,q . Samim

tim i odgovarajude stacionarno kretanje (194) je asimptotski
i

_

stabilno u odnosu na iste promenljive.

{

Dok a z. Sistem jednalina (196) po formi je isti
kao i sistem (21), (28). Czim toga uslovi stava 2.5 su slié-
1

ni uslovima stava 1.7. U tom smislu dokaz ovog stava se raz-

likuje u odnosu na dokaz stava 1.7 samo u izboru Ljapunovlje-
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ve funkcije. Ljapunovl jevu fuhkciju u ovom stavu biramo u
obliku |

’ V = TZ+H*

Na kraju treba istad¢i da su svi navedeni stavovi for-
mulisani tako da su u vaZnosti i kada variramo7h.,'tj. pode-
tne poremecdaje remetimo tako da variramo i vrednost impulsa
Bv" Napomenimo da su impuls BW’ S cbzirdm na definiciju po-
jma stacionarnog kretanja, odrzava na svim a ne samo na sta-
cionarnom kretanju. Med jutim, Sto je océigledno, formulisani
stavovi o stabilnosti stacionarnog kretanja ostaju u vazZnosti
i ako pretpostavimo da je’h,: 0, odnosno ako poégtne poremeéa-
je biramo tako da impulse ﬁw ne remetimo (pw = @3), Tako pos-
matrana stabilnost je tip tzv. uslovne stabilnosti (pocdetni
poremeca ji zadovoljavaju odred jene uslove). U sluéaju kada ne
remetimo impuls p_, ,7w, nisu nezavisno promenljive u funkeci-
Jjama koje se pojavljuju u stavu 2.5. Naime, u svim funkci jama
stavlja se da Jje ﬂv5= 0



- z{;. ?

3. Nestabilnost ravnoteze

U cdeljku 2.1 1. formulisani su stavovi o asimptot-
skoj stabilunosti ravnoteze i stacionarnog kretanja sa prime-
nom ideje'da se oslabe uslovi koje propisuju Ljapunovlievi
stavovi o asimptotskoj stabilnosti za Ljapunovljevu funkeci-
Ju. Pri tom se osobine Ljapunovljeve funkcije kombinuju sa
osobinama koje imaju reSenja diferencijalnih jednadina pore-
mecenog kretanja{iﬁs}i;ﬁ)f. U ovom delu rada primenicemoc ide-

Ju na problem nestabilnosti ravnoteznog stanja.

Neka je mehanidki sistem u opStem slucaju reonoman,

a neholonomne veze su homogene, oblika

a¥ = v, (q,t)5" (202)

Pored nepotencijalnih sila

O
1
o
o~
fe]
Rel}
ct
~
}\\;
O
w
o

deluju i potencijalne, ¢ija je funkcija sile
U = U{g,t) (Zol)

Pretpostavl jamo, u opStem sludaju, da moze da postoji, za
sistem jednadina (21), (28), ravnotezna mnogostrukost C. ko-
joj pripada i tacdka

qQ =0 {(205)
RavnotezZno stanje

(206)

Ke
i
(&)

g =0 )

uzmimo za neporemedenc ¥retanje i razmotrimo njegovu nesta-
bilnost. Posle toga, razmctriéemo uticaj disipativnih sila

na uslove kojima definisSemo nestabilnost.




S t a v 3.1. Neholonomni mehanidki sistem i pol je
sila u kome se taj sistem kreée takvin je osobina da su is-

punjeni uslovi leme 1 i leme 2. Osim toga, pretpostavimo da
- .

o

1) postoji okolina tadke (205) u kojoj funkei ja fi(q,t)

dopusta beskonadno maly gernju granicu,
Mg,t)=alq) ; az20, a = 0<»q = 0

i v bilo kojocj, po volji maloj okolini ima negativne vrednos-

ti,

2) u okolini tadke (208)

BT . 8T 8y moad =
(a(’;‘ﬁ)Lg&q —§—~~<;§—'E~+Qutq +F <0

3) disipacija je potpuna
J J y

' = - b 5 20, b= 0esdts o

4y funkeija Tz(q,éd,t) je pozitivno~definitno i doz-

voljava beskonadno malu gornju granicu

.. o - ed ' -
q(qJ)féTzszc(q ) ;3 ¢,d=0, e,d = O<=>q4= 0

5) ravnotezna mnogostrukost je nedegenerativna

2 .
s latizela) ; e20, e = 04> qeX

6) ravaoteiZna mnogostrukost ne le®i u oblasti

M<o

Tada je ravnoteZno stanje (206) nestabilno.



Na p omena 3.1. Specijalno, ako je mehanidki

Sistem bez disipativnih sila,takvih osobina da dopusta kvad-
ratni integral oblika |

2

T2~TO—U = const ,

uslov 2) je identildki zadovoljen, tj.

2!

Dok a z. Pretpostavke stava dozvoljavaju egzisten-
ciju funkei je

s

v = “'fg+a“1

koja u okolini G tacke (206) dozvoljava beskonadno malu gor-

nju granicu

bvea, a0l =T, +fila(q)ve (4t

)’ (207)
pri ¢emu funkeija V u proizveljno maloj okolini ima negativne
vrednosti. Izvod V funkcije V je negativno-definitna funkecija

promenl jivih g%,

"t

Specijalno, ako vazi integral kretanja %2—TO—U = h = const

tada je
G < b(q™) (209)

U proizvoljno maloj okolini tacke (206) izaberimo po-

. A I T »
cetni poremecaj qo,qg, tako da je u nekom trenutku tO;-O

. e 1
V(ag,dg,t,) = V <0 (210)

TR e R T
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Ako bi smo znali da poremedéeno kretanje

o e '
o’ O’t)’ q = qd(qquoitoat) (211)

nije ogranicdeno okolinom G1CG stav bi bio dokazan. Pretpos-
tavimo suprotno - da je za’Vt;;to ogranideno okolinom G,. Ta-

da je

o

. vk .
V(t) = V(alay,ds,t0,t), lag,dl,ty,t),t) (212)

ogranicena, a zbog osobina V, je i nerastuda funkecija. Stoga
Je

lim V(t)

i
<l
i
o

) ‘ .(213)

‘e

~

pri demu

1V lelv(t) < | V]

Znaci, kretanje se vrsi u oblasti

k ={(a,a): ata)we (@)= vy, (a,8%)a,] (214)

Dokaz dalje tede istovetno kao i u stavu 1.7.

Ako na sistem ne deluju disipativne sile, prethodni -

stav vaZi ako umesto 2) stoji da je

o

ST Ved T DU = -d = .d
(5;;-)XJQ -3t " §5'+Q¢q +Fg-g(q™)

giao y g = O¢9d = 0 » (215)

Izvod ﬁ, funkecije V zadovoljava relaciji



H
H
i
i
i
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. /
V<€ -g(3d”) (216)

Cakle, pridodate disipativne sile ne utidu na nestabilnost
»

pod uslovima prethodnog stava.

Napomena 3.2. U sliucaju skleronomnog neholo-

nomnog sistema koji se krede u polju konzervativnih® sila i
dispitativnih sila potpune disipacije, uslovi i), 2), 3), 4)
i 6) su trivijalno zadovcl jeni.

Primer 1. Obrud zanemarljive mase moZe da se ko-
trlja bez klizanja po horizontalno]j pedlozi ostajuéi u stal-
noj vertikalnoj ravni. Poluprecnik obruda se menja u funkci-
ji od vremena po poznatom zakonu R = R(t). Za obrué, na kra-
Jevima predénika AB, fiksirane su dve materijalne tadke, is-
tih masa m. Na konstantnom odstojanju cd tadke A spojena je
sa obrucom materijalna tadka, mase M, tako da lezZi stalno u
ravni obruda. Ako za LagranZeve koordinate usvojimo ugac obr-
tanja obruda i horizontalno pomeranje centra obruéa C, odre-
diti ravnotezni polozaj opisanog mehanidkog sistema i ispi-
tati stabilnost odgovarajuceg ravnotezZnog stanja.

, —-—
e A A i X

Prema zadatku,LagranzZeve koordinate su ¥ i X, - Uslov
da obru¢ ne proklizava cdred jen je jednacinom

koja oc¢igledno,predstavl ja linearnu neintegrabilnu diferenci-



jalnu jednakost. Kinetilka energija sistema odred jena je sle-

deédim izrazom

»

Odgovarajuéu transformisanu kinetidku energiju T dobijamo

eliminaci jom zavisnih brzina Xo-

F oo ={1 ulo(g? 272 -2
T=(D; g, {5 2GR ~Re) (1-cos¥)+ r®]¢ +2mRAPF 4

Lo, re 2
¥ (=MRrsin¥) +MR"{1-cos“)+2mR
Kvadratni ¢lan izraza T je

T, = %-M{E(Rg-Rr)(1-008@)+€P@2+2mR2q;

Funkeija sile je sledeceg oblika
U = “Mg(R-r){i-cosy¥)

i ocigledno je,za sludaj kada je
R(t)z1r ¥Yt=0

da je u okolini tacdke W= 0, x = x negativno-definitwua u

s co'’
odnosu na ¥ .

Uslovi ravnoteze odredjeni su jednadinom

sin¥ = O
Dakle, mehanicki sistem Jje reonoman,ali jednadine ravnoteze
ne zavise od vremena t. U dvodimenzionom prostoru promenl ji-
vih M 1 X, ova jednacina cdredjuje jednodimenzionalne ravno-

tezne mnogostrukosti

,lo- %]= o ’ 2n . "7/)‘-:?7'



Mnogostrukosti 1° i 2° su izolovane, pri éemu 1° odred juje

-~

slucaj kada Jje masa M u donjem, a 2 u gornjem poloZaju.

Razmotrimo stabilnost ravnctezZnog stanja

?

Y= x_ =0 , o= ¢, x, =0
Ljapunovl jevu funkeciju izaberimo u obliku

V=T ' M= -F - 2
T+ , M ;"Q U+2R"m

Izvod V funkecije V u smislu diferencijalnih jednadina kre-

tanja odred jen Jje izrazom

V = é-{M{ﬁ—(ﬁ»r)cos?—(2ﬁ-r)(1~cosY3—2mR}§?+

2)sin?} +M(Rg~2RR) (1-cos?)

+ M{(r‘ﬁ—ﬁ

Pretpostavimo da Jje

s -t
R(t) = Ro+e , RO>-P

Pod ovom pretpostavkom funkcija V je pczitivno-definitna u

odnosu na Y. Za dalja razmatranja od znacaja Jje sledeca

L ema. Neka je data funkecija V(x,t) oblika

ot s

V = Vg(x,t)+v(x,t) ; X = (XT""’Xn); v(0,t) = 0,

pri céemu je -

1

(a) Vy(x,t)zalx) ;  alx) = xj+...+x]

2+¢f

n

(b) ivi(x,t)i £b{x) :; b(x) (\/x§+...+xi>



~uslovi definitnosti kvadratnog dela funcije Ve

Tada je V(x,t) pozitivno-definitna funkcija promenl jivih

x1,.f.,xn, tj.

V(ix,t) = e(x) , c(x) = A~¢X?+...+x§; A = const.
‘Dokaz ove Leme slican je dokazu Leme 2 na strani 30

u [47:LPrethodna Lema omoguéuje da se izvede slededi zakl ju-
cak: ako su ispunjeni uslovi uop3tenog kriterijuma Silvestra
[ 18 ]1i uslovi (b) ove Leme,tada je V pozitivno-definitna fun-
keija. .

] Ispitajmo znak izvoda v LJapunovl jeve funcije V. Pre
svega u okolini talke Y= 0, 'Y= O ragvijmo V u red, i sve to

prikaZimo na sledeéi nadin:

. | 2 .
etV = ~IMr-2m(R +e-t) ' —M(g-2e—t) ?, +M(p-e—t)VYﬁ
o -z
+V(\f,\;’,t) ,

pri demu je v(?}?,t) reda malosti vedeg od 2 i, Sto se moze
lako proveriti, dozvol java beskonaéno malu gornju granicu (us-
lov b)). Primenjujuéi uosteni kriteri jum Silvestra dovol jnd
t su odred jeni

sledeéim relaci jama

(e) %02'%“ , (d) 2[r'-2 % RO—\g-Mr'2>O , t>T= const
i o |

Specijalno, akc je m = O tada je relacija (c¢) zadovoljena za
proizvoljan odnos izmedju r i Ro. Relacija (d) tada poprima
sledeéi oblik '

2g > Mr

U smislu prethodno dokazane leme sledi da je e 0450, a samim
tim V<O0. Dakle, funkcija V je pozitivno definitna u odnosu
na ¥,¥Ya njen izvod V nepozitivan. Time su ispunjeni svi us-

lovi stava 1.1 (glava II), tj; ravnotezno stanje X, = 0, =0

- .

X, = 0, ¥= 0 je stabilno u odnosu na‘fi‘?,a s obzirom na ob-

.

1lik veze i o7 P
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Pridoda jmo potencijalnim silama disipativne ¢ija je

funkcija disipacije oblika

>

— mre - BN ,
P = Bt Px )F =DPS , D= const

-

Tada je ravnotezZno stanje ‘Y= 0, Y= 0, X, = 0, X, = 0 asimp-

. . c
totski stabilno u odnosu nafi'f. R Prethodni zakl jucak sle-
di ra osnovu stave 1.7 (glava II). 5 obzirom na oblik jedna-

¢ina veza

X = £V ; = R 4eF
o R{t)HY ; R Ro+c
zakl judujemo da je ravnoteZno stanje asimptotski stabilno i.
u odnesu na x_ . Pitanje stabilnosti u odnosu na promenl jivu
X, ostaje otvoreno.

Primer 2. Tesko homogeno telo oblika polukugle

poluprecnika R, nalazi se na savrdeno hrapavoj horizontalnoj
nepckretnoj ravni sa oblim delom okretnim na dole. Na ravnom
delu prve polukugle postavl jena je druga polukugla, pclupred-
nika RZ’ tako da tacka dodira pada u ceptar prve. Naé¢i uslo-
ve pod kojim je ravnotezZa sistema nestabilna ako se polukug-
la kotrlja bez klizanja po horizontalnoj ravni a druga po ra-
vnom delu prave (Zadatak je preuzet iz |49 ] {54 ] ).

Za ravan po kcjoJj se prva poiukugla kotrlja bez kli-
zanja fiksira jmo Dekartov pravougli kcordinatni sisten Oxxz
tako da je z = 0 ravan kotrljanjia.

Za geometri jski centar O1 donje polukugle, kao koor-
dinatni poéetak vezimo Dekartov pravougli koordinatni sistem
O1x1y1z1, pri cemu je 0121 upravo na ravan deo donje pcluku-
gle. Osa O1x,i je stalno u ravni paralelnoj ravni Oxz. Analo-
gno sistemu O,lx1y1z1 uvedimo koordinatni sistem C2x2y222,gde

je O2 geometrijski centar gornje polukugle (vid sl. 2).
Kao nezavisne lagranZeve koordinate (x,y) tacka K do-
dira donje polukugle sa ravpi z = 0, ugac cbrtanja donje po-

lukugle oko ose 0121,9/ =¥£(0x, O1x1),f}={(0y, 01y1), Kocrdi-

— —

1) Na osngvu stava o stabilnosti po delu promenljivih moZe. se
zakl juciti samo o asimptotskoj stabilnosti u odnosu na ‘f.
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nate (x1,y1) tadke K1 dodira gornje polukuge sa donjom, ugao
\f, obrtanja gornje polukugle oko .ose 0222,‘7‘/1 = L(0x,0,x,) 1
91 =;¥(Oy; 02y2). ZnacCi ukupno deset nezavisnih LagranZevih

koordinata odred juju geometrijsku konfiguraciju sistema.

X
Uslovi da se donja polukugla kotrlja bez klizanja po

raval z = 0 mogu se izraziti jednacdinama

R, - R,sin DY

s
i

y -R1cosvé-R1cosgsinW4’ (1)

a da se gornja kotrlja bez klizanja po donjoj.
k1 = yf%-R2c039@-R2sinesin(W1—W)é1+R20089?1+
+R2[sin@gos@1cos(Y{—Y)—cosesineir%1
yq = xf?+Réé-Récos(WT—W)é1—R2§ose1sin(w1-ngy (1)
Funkcija sile je u obliku

U = Mll1gcds@cosW+M2g[;1sinw-y1sinecosW-choseco§f+

+l2cos91cosw1]
Bez posebndg proveraVanja jasno Jje da je

X=y= X.]-:. y1=W=W1=£0= 61';\{':?1:‘0

ravnotezna konfiguracija.
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Ispitajmo nestabilnost odgovarajudeg ravnotezZnog sta-

Caa |
b B

nja. Za ovaj zadatak taj problem je re3avan u Eﬁ&},i
ali demo ga ovde rediti na jedan, smatramo orginélan nacin.
Pre évega (vidi s1.2) mozZe se, za specijalan izbor poletnih
velicina stanja vr3iti takvo kretanje pri Kome polukugle os-
taju u stalncj vertikalnoj ravni. Neka je to bad ravan y = 0.
Takvom kretanju u prostorﬁ stanja odgovara integraina mnogo -

Y

strukost1/ oblika

L]
(@]

- b L -

(b) ¥ =0,¥, =0,6,=0, v, =20

it
(@]
|
-O
«
i

- ?} e .
(e) x = R1%’ , X, -Ré{+ﬁé¥1 (2)
Relacije (c¢) dobtijamo pc unoSenju relacija (a) i (b) u jedna-
¢ine veza (1). Ocigledno je da se jednadine (c) mogu integra-
liti

A - L

Shvatimo sada (e¢) i (d) kao veze (one se spontano realizuju
ali za poseban izbor promenljivih stanja). Funkcija sile sa-
da ima oblik

*.

U'= (U), =M llgcosW+M2g[~R2(Whﬂﬁ)sinY—chosT+lzco§¥J,

1
sa (U)O je ozradlena vrednost funkecije na mnogostrukosti (a),
(d). Odgovarajuéi kvadratni c¢lan funkcije U pri razvoju u oko-
lini ravnoteZnog polozZaja je obklika

5 2

* N4 L
= (Ml g+MgRy) 5 - Mygly, = + MygR WY

Uy

Ispitajmo uslove pod kojima je U2 pozitivno definitna
kvadratna forma, tj. kada je ravnotezZno stanje nestabilno. U

tom smislu primenimo kriterijum Silvestra

1) Ta mnogostrukost sastoji se od integralnih krivih. Cesto
se za integralne mnogostrukosti upotrebl java naziv parti-
kularno resenje.
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4 M2gR2 —M2g12

Uzimajuéi u obzir da je 1, = 3/8 Ry, 1, = 3/8 R, dobijamo

. * . - : .
da Je U2 negativno-definitna forma ako je ispunjena sledeéa
ne jednakost Ehaj

9M1gR1 <L llOMzgR2
Prethodna néjednakost predstavl ja samo dovol jne uslove nes-
tabilnosti.

Razmotrimo sada uticaj disipativnih sila i to speci—
jalno sila viskoznog trenja. Pretpostavidéemo da je Relejeva
funkecija pozitivno definitna u odnosu na generalisane brzine;

C‘)(q,éi);a(éi); a0, a=0&4 =0 (3)

gde su ql, hl 1) Lagranzeve promenljive. Prema stavu 3.1 (gl-

ava II) dovclino je ispitati da 1i ravnoteZna mnogostrukost
Or lezi u oblasti U>0 (Ostali uslovi tog stava su trivijal-
no zadovol jeni). Ravnoteinu mnogostrukost Op mozemo napisati

u obliku referncm u odnosu ne Yq: Xq5 91, WH,

171
y, = tgB
1 M2
Myl
X, = T (cosPtg¥+tgBlsinbtg!)
2
R
sin@ = _3 sine
1 12
iy - R2003931nY ()
7 (. 1100361

na ——r

1) Radi saZetosti u pisanju umesto konkretnog oznadavanja iz

ovog zadatka za LagranZeve promenljive smo uveli uopStene
oznake.



Da bi smo odgovorili na pitanje da 1i mnogostrukost Or lezi
u oblasti U 0, ili ne, treba sracCunati U na toj mnogostruko-
sti, tj. )

£ 4

(:U)Ot-\ = f(87W) = U(ey\P)y"] = .‘/1(9), X1 = X—l(gsk!”),

8, = 0,8, W, =Y, (BY),

a zatim ispitati znak. U tom smislu dovoljno je (a ne i pot~

rebnro) odrediti U, na Of pa ispitati definitnost. Da bismo

2 .
to postigli, pre svega izvrSimo aproksimaciju jednadina (4)
do na linearni ¢&lan,
M.1
171
Vo= = g ©

Rﬁ
]
91 12
R

Y :.Té‘y
‘ 2

pa ih smenimo u U2. Tada dobijamo

4 g
NN
S’

+

e}

[ASIAV)

!—-’-,:U
g

= (M1g13+M2gR2-M2g

n

Dovoljan uslov da ravnotezZna mnogostrukost 0, ne lezi u obla-

stl U>0 su relacije

. R _ - JUR Y
(ng) <0, (U, = 0= 8= =z ¢
I T

a Sto je ispunjeno ako je




BB S o
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M1glC+M gR,1,-M <0

1+Mo8 gR

2725

Posto je 1, = 3/8 Ry, 1, = 3/8 R, konalno dobi jamo
9M1Ri:i4OM R

Prema tome, pridodate disopativne sile potpune disi-
pacije ne remete nestabilnost pod uslovima definisanim u po-
Cetku zadatka. Ovaj zakljudak u skladu sa posledicom 1.2 sta-
va 1.7 mozZe se proSiriti i na sludéaj kada je’Relejeva funk-
cija zavisna c¢d vremena,

P =dig,q,t),

a pri cemu su ispunjeni i uslovi Leme 1.1 i Leme 1.2 (glava
II). Ostala ucpstenja moguaé su i za proizvoljne digipativ-

ne sile a2 u skiadu sa uslovom 3) stava 3.1.

Primerr 3. Csnosimetridéno telo, ograniceno sa do-

nje strane sfernom povrdinom poluprecnika R, moZe da se kotr-
lja bez klizanjia po unutrasSnjosti sfere polupredénika R1» Sfe~
ra rotira oko vertikalne nepokretne c¢se, konstantnom ugaonom

brzinom . Isoitati stabilnost relativne ravnoteze sferrnog
tela (8lidan m2aanicki sistenm nalazi se uU9] . Tamo jesl = Q).

1

U skladu sa oznakama na slici za Lagranzeve koordina-
DBy 1

te usvojimo uglove Q,W,z,@, . Odstojanje centra masa C od
geometrjjskog centra O je 1. Kinetidka energija opisanog sisS-

tema je sledeéeg oblika

1)%,¥,%,8,Y, =u relativne koordinata. Naime Oxyz, se obrce,
za jedno s2 =iarom, uZaonom 2rzinom .



T = Tgiq,é)+T1(q,é)+To(q}

Za nas je od znacaja slobodan ¢lan Tys
2

T =
e}

VE!

(R1—R)%stinZBTtml(R1~R)£€singsin91cos(W—?H)+

+ CQ?coszé,

N —

gde Jje m-masa tela, C - moment inercije u odnosu na osu si-
metrije OC, A - centralni polarni moment inercije i g - ubr-
zan je Zeml jine teze. ‘

Funkei ja sile je oblika

-

U = -mg{R1-(R}»R}cose1-1cos9j

PosSto Jje polje sila konzervativno, a kineticka ener-
gija T ne zavisi od vremena, u sluéaju kada ne deluju veze
koje sprecavaju proklizavanje (u slucaju ako je sfera glatka)
vazi Jakobljev integral

Z-TO—U = h = const

Pridodajmo vezu koja predstavlja uslov da nema proklizavanja.
Te veze iusaju u ovom slucaju sledeéi oblik

(R1—R)%asined+Récos@131n(VL93)+R4%in€% +

+ ngeostin91-sin@cosQHcos(W~W1) =0

(R1—R)éﬁ+Rcos(W«W1)é+R¢sinGSin(W—W1)

1
O

Dakle,veze su homogene i stacionarne. U skladu sa stavem 3.2
(glava 1) pridodate veze ne remete Jakoblijev integral, tj. i
dalje vazi '

T.~T «U = h = oonst
2 "o

Eliminacijom zavisnih brzina on dobija slededi oblik



-T -U = h = const
pri éemu je, s obzirom da su veze homogene,
F.4

T =T
(o] [e]

‘Bez posebne analize moZe se ustanoviti da je 0=Y=
= Y= 9& =Vq = 0 ravnoteZni poloZaj. Za odgovarajuée ravnote-
zZno stanje razmotrimo stabilnost. U skladu sa stavom 1.1 (gl-
ava II) i posledicom 1.1 istog stava u ovom slucaju dovol jno
je ispitati-pod kojim uslovima

= ~T -U

~

ima minimum. U:tom smislu razvijmo [l u Maklorenov red u oko-

lini ravnotezZnog poloZaja. Tada dobijamo

M= <P (204006, +c07)4d0% 4 () (W, ¥, )4 (%),

a,b,c = const =0, d = const O, ¢ = const=0

gde su (%) i (»%) oznaCene sve forme reda malosti veéeg od
dva, a po B i 91, sa e(VﬂQﬁ) oznadene su forme reda malosti
viSeg od dva po 8 ,91. O8igledno je, da za dovoljno maloQ[l,
u ravnotezZnom polozaju moZe biti pozitivno definitno. Time

su ispunjeni svi uslovi stava 1.1.

Istaknimo da u skladu sa stavom 2.1 i 2.2 (glava II) .
da ravnotezno stanje, zbog egzistencije integrala kretanja,

ne moze biti asimptotski stabilno.

Ako pridodamo disipativne sile potpune disipacije u
skladu sa posledicom 1.2 stava 1.7 (glava II) je asimptotski
stabilno, ako se pretpostavi da su reSenja diferencijalnih

jednalina kretanja ogranidena po‘f,LVi‘V1.




L I TR ATURA

1. G.Aljandié, tvod u reslnu i funkcinunalnu anslizu, Seograd,

. ¥ -1 3 » o e o g ey 2 ey oy v. B s ey 3] O
o, L PLAndielid, Tenzorawl 1ocCull, Beograd, 1967.

T N N S S T 3 it s Recorsd
%4, MoAndjelid 1 L.OLoJunovic, Racionaina mehanika, Zeoslad,
-
1c6eh,

L, B.UM.Apuonbn, MaTemaruuecxue MeTOIbi KARCCHUECKON MEXAHUKM,
Hocxra, 1979.

=, B,M.Apnonen, OGvxHoBeHHue nuddeperunanvHbe YPaBHEHNA,
ilockBa, 1984,

& f.BilimovisA, Racionulns mehsnike I0, Beograd, 1951.

-

7. li.Bertolino, bifereuncijeine jednadine, Beograd.
g, H,I.Yeraen, YcroluuBoCTL ABHMKEHuY, Mockma, 1962.

. B . leuunosuu, Jlexuuu no MATEMaTUUECKON TEODHUH YyCTOMUM-
BocTr, Mockma, 1957.

lo. B.B.loGpoupsBoB, OCHOBbLI MeX8HVKM HEIOJIOHOMHHX CHCTEM,
MockBa, 1970.

11, B.B.loGponpascs, OcHOBL aHanuTUYeCKo# MexaHuxku, MocxBa,
1976,

12e @ P.Tanrmaxep, Jiexuur 1o aHaNUTHUECKON MEXSHUKE,
(prevod ns srpskohevatski, Beograd, 1965. )

13
I

."'.CZ\
.Lv,

17, H.Hertz, Die Prinzipen der Mechanik, Gesammelte Wer
1



14,

18,

9.

20«

27

22

24,

25,

H,H,Kpacoscuuit, Hexaropue salauu T20puM YCTOMUMBOCTH BN

xeHna, Hocwura, 195%.
LedoKynpsenes, Kypc maremaTuueckoro axanmsa, Hocksa, 1981,
AMJiypre, AnanuTnyecxkss MexaHuxa, idocksa, 1961.

VI iflankun, Teopus yerollumsocrTu nBwmenus, Mocksa, 1956,

£

HoPolleprun, Bsenenus 3 Teopum yCTONUMBOCTH NBUNEHUH,
dockBa, 1970,

H U,Helmapk u H A, @8ydaer, luHamura HETOJOHOMHMX CUCTEM,
Mocxsa, 1967,

il C,.llourpyrun, OCuKuHOBeHwe RuddeperHuranbHme ypaBHEHUH,
liocksa, 1970.

d.illapc, AmanurTruecras IuHamuka, Mccrsa, 1971.

Peorijs obidénih diferencijelnih jednacina,

JRouche, V. JJianbets, M. Laloy, Btability theory by ILiapuno=-
v*s direct method, wyeinger - Verlag, 1977.

Biljak, Stabilnost sistema upravijenje, Beograd, 1974,

B.ilyrn, eomerprueckme MeTOLLI MATEMATUUECKON Husunu,
Mocusa, 1984,

VohVujizisd, Kovarjentna dinamiks, Beograd, 1981,
VeheVujadin, Teorija oscilacija, veograde

B, U,3y608, Teopus mcﬁeﬁaﬂmﬁ, Mocxsa, 1979.

LAWY e aa RS e SRWp ST OGN B asemen



\J'_' )

W
N

>t
YA

C.Aunpeer, 06 SCUMIITOTUYESC KON YCTORUMBOCTU ¥ HEYCTOUYU~-
BOCTHW HYJNEeBOTO PeueHU HEaBTOHOMNHOW .CUCTEM , JCTCOHYUBOCT
nBuxeny . - HosocuGwpcx: Hayka, 1G85, '

A.C.Aunpeer, 06 acmurorTnueckoil YCTOAYMBOCTY M HEYCTONUUBOCTHU
HeaBTOHOMHLI cucTem.~ ILMM, 1979, ¥,43, B I. S,

LeArstein, 'niform ssymptotic stability via the @initing
equations ~ 4. Diff, hgnat., 1979, v. 17, N 2.

L, Bakds, O stabilnosti stacionarnog kretanja reonomnog

‘vl 13
b
4}
ot
0
g
]
e
=
-}
i
c"(
c
(A

ugoslovenskl kongres teorijske 1 prime-—

njene mehanike, Zadar, 1986.

A,.BakZa, Stabilnost kretanja neholonomnih sistema. Nokto=-
e

raka disertacije

CD

AgbBakse, U opbimelino] stabllizaci)i neholonomnog «istema,
Frlt o Beogred, 1973

R.Bulatovi ', Prilog khoenservetivno’® diramici, okt »ski rad,
Beograd.

V.Covié, O prvim iato=ralima difevencijeslnih jednadina kre-

b

i
tanjs nehel nomnih sistema, Porbtorod, 1978,

wié, O stabilnostl kretenjs nceholonomnih sivtoum,
LIV Juroslovenski konsres racionslne i primenjence mchanike,

e [ A EEAwiel
Ferboroi, 1978,

Eh

V.,Covié, Difarencijelne jednadine i sztabilnost krntanja

reholonomnih sistema s2 primenams na dinamiku.objishiata,

dokborsks disertacije, MF, Beograd, 1976.

A.B Kapane'r,»l}*, 10163 JC”OM‘!HBOCTH PE&BHOBECH S HerOJIOHOT HblX CH-
CTGM, nhﬁ& 0J9’ B I, 6 19’75:

A.B.Kapameran, B.H. Fyanonckuit, VS ycTOMUMBOCTH CTiloHa—

PHLIX NEMeHUH HEKOHCEPBATHUBHbIX MEXSHUUEC KIX cucreM (HMM),
T.BO, BbHI.l}o '



ub.,

45.

46,

N,

5.

S
N
L ]

MaKafid, Aebilnont ravnobeZe roonomnih neholoncmiih sie
stema, oorisbsrski d, Beograo, 10Co0.

“.Karié, otability of Equilibriws of Nonholonomic Rheo-
nomous Systems, " T,V Mehaniksa", 1982.

L4

M,Katié, O kretanju reonomnog sistema, doktorsks diserta-
cija, PMi, Beograd, !1981.

B.B.Koanos, O6 ycTORUMBOCTM DPaTHOBECHH HETOJNOHOMHLIX CM=—
crTeM, NOKIanu aKamemum Hayk CCCP, 1986. Tom 288 Ho 2.

B.,B.,Kosnos, HInnanuxa cucreM C HEUHTETPUPYEMLMU CBSABAMU,
Bectu, MockBa, yH ~ Ta. cep. 1 MareMaTHMKa, MEeXaHKKA,
1982 Ho 4.

I'.K JJoxapuuxuit, 06 ycTONUMBOCTU ITUCCUMABTHBHHX cucTeM, IIMM,
T. 21, 1957.

B.B,Pymugunen, O pasnuuawx $opMax TeopeMsl 0 KMHETHUKON IHe=~
prum, Deorijska i primenjena mehanika, Beograd, 1925,

B.B.PyManuen, 06 ycToEUNMBOCTU HBUKEHUS HETONOHOMHLIX CHCTEM,
nu, T, 31, B H. 2. 1967.

[N

B.B.PymMarnes, 00 YCTOAUNBOCTH JIBI:eHHA IO OTHOWEHHN
K UacCTH MepeMeHHHX, BecTHEK MY H. 4. 1957.

B.B,Pymgnner, O pasnuuntix $opMax TeopeMbl O KHUHETHY KON SHep-
run, Teorijska i primenjena mehanika, Beograd, 1985,

B.B.Pyusnnesn, ACHMITOTHYECKON yCTOMUMBOCTM ¥ HEyCTOHUMBOCTH
HABUXEHUI MO OTHOMEHMID K UacTH nepemeHHnx, IIMM.tom 35, 1971,

B.B.Pyugauues, A.B.KapaneTﬂH,~beOﬁHHBOCTb IBUXEHUH HETOJIOHO-

MHbIX cucTeM, JITOr¥ Hayku u TexHuku, OGmas, MeXaHMK3, TOM 3,
llockBa, 1976.

A,C,Cymbaros, Hurerpannl, JMHeRHHE OTHOCHTENLHO CKODPOCTEM. D60~

6weHH TeopeMu Jrobu, Uroru Haykm u Texxnxn, Q6mas MexaHuKa
ToM 4, Mocksa, 1979, .



i

\, J—‘)
S

|y

A

il
o0

o
&
.

S

BoA.Bytimgun, Ofmse crencTBAe NPAMCro MeTona JamyHoma o6
yeTohumBocT, Fubl, ‘net, math. . 9 (2%) 1969,

B,A,Bystuuuy, OGuee crencTBue 00 yCTOMUMBOCTYH OBUEEHUS M
COLTOSHUA PABHOBECUS MEXAHUUECKHUX cHcTeM, Publ. lnnh,
meth., te L3 (25) 1971,

BoA,Byunmuny, KpnTepu# o8 yCTOMUMBOCLTM COCTOSHMY PaBHOBECHUSA
cUCTeML OUHAMWTUECKUX Touekr, Publ. Inst, math. t. & (22

1968, pp 69 - W2,

BeAoeByvnuuy, O0 MHBAPHATHOCTH NPHHLKIOB B MEXAaHMKE,
Teorijskae i primenjens mehanika, Pooprad, 1985,

VoA Vuiidis, The snsliyitic criterion for stability of moti-

I

T
on of rheonomic systems, Glag CCCI de L%Academie nerbe des
fes Sci. mathe. et mat. 41. 1977,

V.Vuajicis, 7 revoot=inom stanju ruonomnih sistema, Yehnika,
198, '

VoA, VujiZids, On the stability of stationary motiocrns of sy-

bi
stems with @gnerelizaq potential, xtrait du GLAZ COCXLVI
de 1Acedanic BERBE doo Sciences ot des Arts, Classe des
Seiences maﬁhe’matiqnus et naturclles, No Ho.

W.Jw”kmv1f$ Stabilrost ravnotefe reonomnih neholoromnih si-

stema, Tehnika, Beogrnd, 1887.

FoVleskovidé, MNegtabilrost neholonownih sistema, wapistarski
rad, PHT, Beograd, 10684,

FaVeskevié, U nestabiinostil ravanoleinog standa konzervati-
eholonomnih sintoma, XVI, Jugoslovenski konpres teo-
rijake i primenjene pchanike, Bedidi, 1984,

MJVaumkovid, Jedan sbav ¢ nestabiinosti ravaoteZnog stanja
neholonomnihn sistems, nelinearni problemi dinamike,
Arandjelovearn, 19835,

"



