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Neholonomnost је takva овоЫпа mehani6kih sistema 

оа "роmеrапје izтedju susednih i.)эskопаСпо bliskih mogucih 

polozaja moze biti rlemoguce ll (Н.Нзгtz[4?;,]). Mehanicki sis

temi sa tom osobinom nazivajll зе neholonomni sistemi. Кге

tanje bez p~oklizavanja jednog krutog tэlа ро povriini dru

gog је primer oblika realizacije neholonomnog mehani6kog si

stema. 

Matematicki opis neholonomnih veza зи diferencijal

пе neintegrabilne jednakosti, koje nazivamo neholonomne veze. 

~eintegrab~lnost diferencijalnih veza uslovljava da зе kre

tanje пе moze opisati diferencijalnim јеdпасiпзmа oblika La

granzevih jedn~cina druge vrste, kojih Ы bilo koliko i ste

репа slobod е kretan ја. U tome Бг sastoji i озпоупа razlika iz

теоји holonomnih i neholonomnih sisteтa, koja uslovljava niz 

specificnosti, и odnosu па holonomne sisteme, и postavci i 

resavanju dinamickih probleтa. 

U novije vreme metodi neholonomne mehanike sve vi

зе эе priтSnjuju и razniт oblastima tehnike: коа drumskih i 

sinskih vozila, kontinualnih prenosnika snage, frikcionih 

тehanizama, itd. Najnovija otkrica која зе оопозе па analo

gije izmedju fizi6kih sistema, koji оо svojoj sustini nisu 

m~hanicki sisteтi, i neholonomnih mehanickih sistema, јоз и 
vecoj тег! isticu znacaj metoda neholonomne тehanike. Sve to 

predstavlja podsticaj za оиЫја teorijska istrazivanja пеЬо

lonomnih mehanickih sisteтa. РгоЫет оа centralnog znacaja, 

za эуак! fizicki sistem ра i mehani6ki, је stabilnost kre

tanja. 

Istorijski gledano, razmatranju stabilnosti kretanja 

neholonomnih sistema prethodl~i зи zna6ajni rezultati о sta

Oilnosti pojedinih vidova kretanja, i to, рге svega, ravno

teznog stanja i stacionarnog kretanja, skleronoтnih holonoт-



nih sistema. Zbog toga зи зе po6etna razmatranja stabilnosti 

kretanja neholonomnih sistema uglavnom odnosila па sklerono

mnesisteme i izna1a~enje ana10gija за odgovaraju6im rezul-
8 

tatima za ho1onomne sisteme. Istorijski preg1ed tih radova i 

njihovih rezultata sadr~an је и [јВ] ,[јз' ]'L5Z Ј. 

u po6etkU, zaklju6ivanje о stabj.lnosti vr~ilo зе па 

osnovu овоЫпа ге§еПја linearizovanih jedna6ina kretanja. 

Medjutim, i рогеј оЫmпе literature i brojnih radova, rezu1-

tati зи bili relativno skromni. Razlog је и tome ~to metod 

linearne aproksimacije podrazumeva l~nearizaciju neho1onomnih 

veza, pos1e 5ega, kod skleronomnih sistema, veze postaju in

tegrabi1ne, а samim tim u jedna6inama kretanja gube зе 61a

novi koji зи isk1ju6ivo svojstveni neholonomnim sistemima. 

Уа~по mesto и teoriji stabilnosti kretanja neholono

mnih sistema zauzima ји гај оу! [ 48 ј , [ 51 Ј v. V . Нит јапсеуа и ko

jima зе ргу! put primenjuje direktan Ljapunov1jev metod za 

razmatranje stabi1nosti ravnoteze konzervativnih i disipati

vnih neho1onomnih sistema. Kasnije, direktan Ljapunov1jev те

tod koris6en је i и radovima nasih Юltога [30], [:::;2- ] ,L~8 ] t 

[37 ],[ 3G Ј. Osnovna prednost ovog metoda је и tome sto зе 
пе zahteva aproksimacija jedna6ina kretanja. U slu6aju пе-

holonomnih sistema to zna6i da зе и potpunosti odr~ava вуој

stvo neholonomnosti. Na taj na6in dobijeni эи potpuniji ге

zu1tati. Najkornp1etniji rezu1tati dobijeni зи и razmatranji

та koja эе odnose па stabi1nost ravnote~e i stacionarnog kre

tanja skleronomnih, i to рге svega, konzervativnih i disipa

tivnih sistema. Ipak, osta1a эи otvorena mnoga pitanja, а 

kao najinteresantnije, obrnuti ргоЫет Lagran~-Dirihleovoj 

teorem1 (za neholonomne sisteme). Primenom metoda asimptot

skog геэепја taj prob1em donek1e је rasvet1jen и[44] . Iden

ti6an rezu1 tat dobijen је i и [63], . 
PгoЫe~ stabilnosti u slu6aju reonomnih, i to пе за

то neholonomnih sistema, ma10 је obradjivana tema. Raz10g је 

и tome ~to zavisnost diferencijalnih jedna6ina kretanja оа 

угеmепа 61ni ргоЫет stabi1nosti daleko komp1eksnijim. 

Na sastancima seminara za taoriju uprav1janja kreta-
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пјет па Prirodno-matematickom fakultetu, kojim rukovodi рго

fesor Aleksandar Sak~a i seminara za analiticku mehaniku i 

dinamiku objekata па Ma§inskom fakultetu, kojim rukovodi ргоТ. 

Vukman Covi6 - koji габе u okviru Matematickog instituta, Ве

ograd - и novije vreme pojavilo зе niz interesantnih ideja 

u vezi ргоЫеmа reonomnih sistema. V.Vujici6, A.Bak§a i У.Со

vic su svoJlm radovima.)/' -1 Г''''''';!.: 60 ",Г5СЈ 1 iz ove oblast.i --'_·Ј,,··_, -'1.- _ L ~.J 

izvrsili presudan uticaj da se:Jpreclelj_m za istrazivanja,koja 

bi зе posebno odnosila па ргоЫеше stabilnosti reonomnih пе

holonomnih sistema. 

Ргуа glava гаја odnosi зе па ројаm neholonomnog теЬа

nickog sistema, pri сети se pretpostavlja оа је оп и op~tem 

slucaju геопоnотап. Ukratko зи izvedene diferencijalne јеј

rl2cine kretanja рг! d elovanju neintegr·a bilnih veza, koje зи 

oblika linearnih funkcija u оdпози па brzine. Prvi integrali 

kretanja imaju veliki znacaj и kvalltativnoj analizi diferen

ci.ia:tn.i,l1 jednaCina. U tom smislu def1nisani зи potrebni i јо

voljni uslovi 'egzistencije linearnih i kvadratnih integrala 

specijalnog oblika, а kojl зи od znacaja za na~a kasnija 1"а2-

matrnaja. Osim toga, izvedeni su uslovi egzistencije гаупо

teznog stanja i stacionarnog kretanja. Pokazano је ја геао

nomnost neholonomnih mehanickih sistema ima kao posledicu 61-

tav niz specificnosti, и рогејјепји за skleronomniт sistemi

та, u pogledu uslova pod kojima moze ја egzistiraju pomenuti 

vid ovi kretanja. 

Drugi јео гаја ргеdзtаvlја i njegov glavni deo. U пје

ти је definisan niz stavova koji зе оопозе па razlicite tipo

ve stаЫlпозti, nestabilnost1. i asimptotske stabilnosti rav

noteze i stacionarnog kretnaja n9holonomnog mehani6kog siste

та. U згеа i~tu tih razma tranja na1azi se reonomni" neholonom

пi sistem. Ovi stavovi, и su~tini pripadaju direktnom Ljapu

novljevom metodu. Ljapunovtjeve funkcije konstruisane зи и 

obliku zbira kvadratne Гогте brzi.na i funkcije polozaja i vre

тепа, slicno kao i и :>в Ј ,;-:,~'. Ј ,Ј ::13 I . Ыа taj na6in se па оз-
о \00-' 

novu svojstva dosta jedonostavnih funkcija zakljucuje о sta-

bilnosti. 

Pored klasi6nih staVQva direKtnog Ljapunovljevog meto-
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оа, koristi зе ideja dasedefj.nitnost j.zvoda и II i I1I I.јари

novljevoj teoremi zameni kombinacijom svojstava re~enja за из

J.ovom ј'а j~' izvooI..japunovljeve :t'unkcije - и principu relativno 

jedn~ta vnj.h - stalnog zп.э.kа. Та id е ја, za autonomne d iferen

cijalne једпа61пе i d1ferencijalne јеdпабiпе, koje реriОdiбпо 

zavise od vremena, realizovana је и [ ~l( Ј. Мед jutim, род uslo·

"ima stavova 1z [ 41-1 Ј опа је перг j.menl ј! va za d iferenci jalne 

јеdпабiпе koje па proizvoljan nacin zavise од vremena. 1z tog 

razloga pomenuta ideja зе dogradjuje i to па razli~ite пабi

пе [ 9.~ Ј ,[ 30 Ј. U [јО] uvodi зе ројаm grапiбпоg sistema једпа
бiпа, 1z kojih зе izvode svojstva ге~епја t1h gran1cnih jed

пабiпа , kОјаsа ... st:а1>Юl<ьSСи·Zпаkа .izvod? Ljapuno.ylJ~ve:fu~kici.je 

zamenjuju definitnost. 

Ро пазет mi~ljenju, u ovom delu rada definisan је niz 

nov1h uslova stabi~nosti, nestabilnost1 i asimptotske stabil

nosti ravnoteze i stacionarnog kretanja neholonomnog sistema. 

Osim toga, definisan је tip asimptotske stabilnost1 ravnotei

пе mnogostrukosti i и slucaju kada to nije tip mnogostrukos

ti izolovane ро delu promenljivih [30 ] ,[ 51 Ј . 
Svi poтenuti rezultati saopsteni su па sastancima зе

minara za teoriju upravljanja kretanjem па Prirodno-matemati

бkоm fakultetu i seminara za апаlit1бkи mehaniku i dinamiku 

objekata па Masinskom fakultetu. Clanovi tih seminara svojim 

sugestijama i primedbama doprineli su razja~njavanju niza pro

Ыета, i ја sam im па tome zahvalan. 

Posebnu zahvalnost dugujem profesoru Vukmanu Covicu, 

koji је rukovodio тој1т radom. 
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G L А V А 1 

KRETANJE NEHOLONOMNOG M~HANICKOG S1STEMA 

1. Diferencijalne jedna~ine kretanja neho1onomnog 

mеhапi~kоg sistema 

1. Rаzmоtгiбеmо neholonomni mehani5ki sistem. Za орiз 

kretanja tog sistema mogu зе koristiti diferencijalne jednaci

пе kretanja raz1i~itog oblika. Ugla~nom беmо koristiti Lagran

zeve diferencijalne jednacine sa mnoziteljima veza ~oje opisu

ји kretanje и kопfigџгасiоп~ј mnogostrukosti МП i diferencija

lne jedna~ine Voron~evog oblika. Izbor ovih diferencija1nih 

jednacina kretanja us10vljen је njihovom роgоdпо~бu и razmat

ranjima о kojima бе kasnije biti raci. 

Radi razumevanja su§tine neholonombih mehanickih sis

tema i strukture predlozenih diferencija1nih jedna~ina kreta

пја, пајсе1ishоdпiје је prvo razmotriti, Lagranzevom metodom, 

holonomne mehanicke sisteme. 

Stanje holonomnog mаhапi~kоg sistema и datom trenutku 

vremena jednozna5no је odredjeno Lagranzevim koordinatama qj. i 

generalisanim brzinama qi = dqj·/dt (i=l, ... ,п),. tj. Lagranzevim 

promen1jivim. Ро definiciji, Lagranzeve promefuilijive su nezavi

sne, tj. njihov proizvo1jan izbor пе protivure5i ho1onomnim ve

zama (uko1iko takve veze postoje). 

U Lagranzevom pristupu ho1onomni mehani5ki sistem pot

рuпо је okarakterisan poznavanjem kineti5ke energije i genera-

1isanih si1a. 1 ) Za sistem за n-stepeni slobode to је п+1 funk

cija Lagranzevih ргоmепlјivih q, ~ 2) i vremena t·: 

1. kineti5ka епегgiја је funkcija 

т = T(q,q,t) 

1) Nas interesuje 1I ргоЫет dinamike 

2) Hadi saietosti - u pisanju беmо cesto podrazumevati 

slеdебе q = (q1 ... q П), q = (q1 ... qn). 
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2. ge~era11sane з11е зи obl1ka 

F. = F. (q, q, t) 
1 1 (1=1, ... ,п) (2 ) 

Kinet~cka energ1ja u najopst1jem зlисаји је kvadratni neho

mogen1 po1inom и odnosu па generalisane brzine q, tj. 

т _ 1 
2 ( 3 ) 

Radi saietosti и pisanju, cesto 6еmо kor1st1t1 slede61 nacin 

oznacavanja pojedinih clanova izraza za kineticku energiju: 

Т2 = 1 ( ... i·j 
Т 1 ai(q,t) 

.. ~ 'Z а .. q, t)q а' = q-
1Ј' . 

т = ao(q,t) (4 ) о 

Za mehanicki sistem kaiemo daje skleronoman ako эи ho1onomne ve

ze stаСiопагпе;1~ 1 . Ako to nije ispunjeno za mehanic~ sistem 
L_ -' 

kazemo da је геопотап. U зlисаји sk1егопотпоg mehanickog siste-

та postoje takve Lagranieve koordinate q da је 

1 • i· ј 
т = Т2 = "2 а .. (q)q q 

1,) 

Kineticka energija reonomnog sistema и opstem slucaju је obli

ka (3). Medjutim, kineticka energija moie 1mat1 11nearnii kvad

ratni clan i и slucaju ako је sistem sk1eronoman а11 su dopu§

tene nestacionarne koordinatne transformacije, tj. и slucaju ka

оа је 

q = q(q,t), (5 ) 

gde зи ~ nove Lagranieve koordin2te. Kod skleronomnih s1stema 

koordinatne transformacije oblika (5) dopustene su na:primar и 

slucaju kada razmatramo kretanje sistema и odnosu па pokretan 

sistem referencije (rеlаtivпо kretanje)~Gl. U tom sm1s1u ista

kntmo ~~ ог! Согт1гапји diferencijalni~ jednacina poreme6enog 

Kretanja и principu k1пеtiсkа energija Т ima obl1k (3). Naime, 

tada је veza izmedju Lagraniev1h koordinata 1 рогете6аја obli

ka (5). 



, 
Jedn 0 od najvaznijih svojstava Lagranzevog prist.upa 

је regularnost rnatrice koeficijenta aJ'k(q,t), kvadratne гог-

[ "1 
те т 2 1.2 Ј' 

1 ) 

(6 ) 

Radi kasnijih razmatranja znacajno је ovde istaci i 

to da је kvadratna Гогта Т2 strogo nenegativna funkcija и 

odnosu па q г /.;'ј t; 
L;~·j' ~ .. 

. 
1'2 = О <=> q = о 

Ako Т2 eksp1icitno zavisi od vremena t, relacije (7) пе pod

razumevaju da је Т2 pozitivno - definitna funkcija и odnosu 

па 6. Tacnije, relacije (7) зи potrebni, a1i пе i dovo1jni 

us10vi definitnosti kvadratnog с1апа Т2 и odnosu па q. U sk-

1adu за definicijom definitnosti, potrebni i dovo1jni U810vi 

odredjeni 8и па sledeci nacin: 

а ~O, а = о <"-t;>q = О (8) 

Specija1no, ako Т2 ne zavi8i eksp1icitno od vremena t - па 

primer, ako зи ho1onornne veze stacionarne, а izbor koordina

ta takav da nije dopustena tran8formacija oblika (5) - us10v 

(8) је i8punjen. 

Genera1isane 8i1e, pod cijim se dej8tvom kre6e 8i8-

tem, u opstem 81исаји mogu зе prikazati и ob1iku zbira poten

cijalnih 8i1a cija је funkcija 8i1e 

U = U(q,t) (9) 

i nepotencija1nih 

1) Deta1jnije о tome videt:i. 1.2[!2 '] 
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tj. rezul tujuca generalisana _sila је: 

F. = Q1.. 
1. 

( 1 О) 

( 11 ) 

Smatracemo da је Fi (q,q,t) neprekidna funkcija promenljivih 

q,q i t. 

Ako su holonomne veze idealpe, reakcije veza: пе исез

tvuju и formiranju generalisanih sila Fi , vec samo aktivne 

(zadate) si~e. U tom З~iSlи generalLsane sile Fi зи poznate 

funkcije oblika (2). S,pccijalno, ako је Qi • О holonomni те

hanicki sistem је okarakterisan (и konfiguracionoj mnogostru

kosti) ако је poznata'samo jedna fbnkcija oblika 

L(q,q,t) = T-U, 

tzv. Lagranzeva funkcija. 

Neka su poznate funkcije oblika 

(i=1, ••• ,n) ( 12 ) 

pri сети te funkclje imaju neprekidne izvode пајтапје drugog 

reda, tada је odredjeno kretanje и odnosu па konfigura~ionu 

mnogosf~Ukost м . Kada funkcijama (12) pridruzimo i jednacine 
,п ' ~ 

holonomnih vez~ ,(ako te'veze postoje) jednozna~no је odredj~~ 

по kretanje sistema. U slucaju kada је sistem slobodan kreta

пје и Нп se poklapa sa kretanjem sistema. U svim kasnijim рго

blemima predmet razmatranja bice kretanje и,Нп . 

U polju zadatih sila Fi'(q,~,t) i pri zadatoj kinetic

koj energi ji Т( q, q, t) od svih-vezama d opuste,nih - kretanja, 

"stvarno" је опо kretanje koje је saglasno diferencijalnim 

jednacinama oblika Lagranzevih jednacina II vrste~2], 

@U 
= --о + Q. 

C)q 1. • 1. 
r 

(i - 1, ••• ,п) ( 13 ) 

Dakle, dinamicki ргоЫет holonomnog mehanic~og sistema pot

рипо su odredjeni diferencijalnim jednacinama drugog reda, 
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kojih ima ko1iko i stepeni slobode sistema. 

Diferencija1ne jednacine (13) mozemo napisati i и оЬ-

1iku 
# 

d QT О>Т dU
O 2 2 

G.+P.+Q. ( 14 ) dt = + 
f' • i C)qi ;> qi 111 , 
~q 

gde је 

U т +и' Р. = 
.Qa i 

С. 
' . ј 

= - @-Г ::: g .. (q,t)q 
о о ' 1 1 1Ј 

g .. ::: - g .. 
Ј.Ј Јl 

( 15 ) 

Ргета tome, umesto razmatranja па nacin kao и (13), kretanje 

ho1onomnog mehanickog sistema mozemo interpretirati kao kreta

пје за kinetickom energijom Т2 и ро1ји э11а 

S11e С. эи giroskopske, а si1e Р. зи и opstem эlисаји, iako 
1 1 

zavise эато od q i t, nepotencija1ne 1 nazivaju эе nepoten-
.. 1 .. '1 1) 

C~Ja ne poz1c1one Зl е ~ 

Na osnovu svojstva (6) sledi da jednacine kretanja 

(14) mozemo resiti u odnosu па genera1isana ubrzanja q, tj. 

·.1 _ г ! k r iJ' СЈио ~~J'k .. k 
q = q q +а (--. + С. +Р. +Q. - ;;) t q ), 

kr QqJ Ј Ј· Ј 
(16) 

gd е эи: 

tzv. Kr1st6fe1ovi simbo11 I1 vrste, а a ij эи e1ementi matrice 

koja Ј'е 1nverzna matrici а .. , ':tJ·. 
1Ј ; 

1) о si1ama ыбе deta1jnije reci,kasnije. 
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lJ (' 1 .. . {1' i = k 
а a jk = 0k = О, i ~k 

Oblik jedna~ina (16) је ekvivalentan sisteтu jednacina (13) 

i pogodan је za razтatranja sa stanovi§ta teorije diferen

cijalnih jednacina. Naime, pogodan је (kao §to su i jednaci

пе и forтi Njutna) za priтenu stavova о egzistenciji i jedi

nosti ге§еПја. Ako su uslovi nekih od tih stavova ispunjeni, 

onda za proizvoljne pocetne vrednosti Lagranzevih koordinata 

qo i generalisanih brzina ~o (pocetfio stanje) и proizvoljnom 

trenutku t ~ О, jednoznacno је odred јепо kretanje . о 

( 17 ) 

а saтiт tiт, i brzine 

( 17' ) 

То znaci da se и Lagranzevoт pristupu odrzava princip deter

minisanosti kretanja 1 ). 

2. Neholonomni mehanicki sistem, pored funkcija (1) 

i (2),karakteri§u i neintegrabilne diferencijalne veze iz

medju promenljivih stanja, tzv. neholonomne veze. U ovom га

du pretpostavljacemo da su te veze linearne funkcije genera

lisanih brzina, u najop§tijem slucaju oblika 

'i ( )- i ~ ( , О Bi q,t q +В q,t) = (i=m+1, ... ,n), ( 18 ) 

gde је m€N, 1~т<n. Specijalni slucajevi ovih veza su sledeci: 

1. neholonomne veze su homogene 

~ ( )' i В. q,t q = О 
1 

( 18' ) 

1) Ovu determinisanost nazivamo strogom, ·za razliku od slabe 
d eterminisanos ti kod ko је је trenu tak t о fiksiran. [ 45 Ј 



2. neho1onomne veze su stacionarne 

(18") 

Smatracemo da је sistem jednacina veza (18) 1inearno nezavis

an, t ј . 

rang { Bi (q , t )} = п-т ( 19 ) 

za svako t ~ О. Ne gubeci и opstosti pretpostavimo оа је Ьаэ 

det вУ -{ ЈП 
G ~ ,е =т+ 1 

~ о . (20) 

Tada veze (18) mozemo resiti и odnosu па genera1isane brzine 
q)l , 

(21 ) 

Oblik veza (21) је ekviva1entan veZqma (18). Us1ovno сето 

qd( =1, .•. ,т) nazivati nezavisnim, ~ q~ zavisnim genera1isa

nim brzinama. 

Kretanje neho1onomnog mehanickog sistema odredjeno је 

sistemom diferencija1nih jednacina obl1ka[tO]. 

(i=1, •.• ,n), (22 ) 

gde su R. tzv. reakcije neho1onomn1h veza 1 one pod1ezu оаге-
1. . . 

djivanju tako da геэепје jednacina (22) bude и saglasnost1. за 

jednacinama veza (21) i11 (18). Ргеша tome, dinamick1 ргоblеm 

sastoji se и tome da se odred1 kretanje 

i reakc1je veza н.') sto znaci аа treba odred1ti 2п nepozna-
1. , 

tih, а зато 2п-т jednac1na (22), (21). Ргоblеm је resi у, а11 

1) D1namick1 ргоblет је kombinovan iz 1 1 11 d1nam1ckog z 
datka. 
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пе jednoznacno. Radi dinamicke odredjenosti pretpostavicemo 

da su veze idea1ne, tj. 

Б i Н! q = О, 
1 ) 

gde је gqi beskonacno та10 pomeranje. Za opisani neho10nomni 

sistem S qi је odred јепо jednakostima oblika 

(24 ) 

odnosno, s obzirom па (21), и obl~ku 

(25) 

Jednacinama (22), vezama (18) (i1i (21» i kriterijumima 

(23) i (24) ekviva1entan је sistem diferencija1nih jednaci-
I~ ..., 

па oblikal).0J 

(26 ) 

gde su A~tzv. mnozitelji veza. Jednacine (26) su opsteg ka

raktera. Uvodeci specija1na svojstva za holonomne i neholo

потпе veze iz (26) mogu se dobiti jednacine kretanja odgo

varajucih mehanickih sistema. 

Kasnija dinamicka razmatranja sastoje se u kva1ita

tivnoj ana1izi jednacina kretanja. U tom smislu pogodnije је 

da se koriste oblici diferencija1nih jednacina kretanja и 

kojima su e1iminisani mnozitelji veza. 

Jednostavnim transformacijama iz sistema (26) mogu 

se eliminisati mnozitelji veza i dobiti m+(п-т)=п jednacina 

oblika 

1) Veze (21) mozemo shvatiti 1 kao uriapred zadat delimicni (пе
potpuni) program ро kome treba da se odvija kretanje, а reak
cije иеzа kao uprav1janja kojima se ostvaruje taj program. 

2) Indeksi се uzimati sledece vrednosti: 
i , ј, k, 1 = 1 , ... ,п ; OL ,/3 , t ,О -1 , ..• ,Ш.( 11; »,)', е ,~=m+ 1, ... , п . 
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(27) 

Primetimo da је deo jednacina ovog sistema, kao i prethodnog, 

cine jednacine veza. Pored ovih jedna~ina, bez multiplika

tora veza su i tzv. Voronceve jednacine. Опе ее dobijaju 1z 

sistema jednacina kretanja (27) eliminacijom и podsistemu 

(27а) zavisnih generalisanih brzina.4~ , а uz рото6 jednaci

па veza (27Ь). Za геопотпе neholonomne meh~nicke sisteme, и 

op~tem slucaju veza.(27b), Уогопсеуе jednacine ви oblika(41 ] 

@Т QT - --=--
dqot @q)) 

(28 ) 

gde ви: 

,.... 
(q,qd,t) 

.Ј., .\1 ~.J. '1 ) 
Т = T(q,q ,q =b."tq +Ь ,t (29 ) 

{У ~ Q ь-: Q'~ Qb~ Qb~ °/~ d.. ьо. _ ~ bQ. i\ =-- - -- + -.-
,-Ј[д dqlЭ Qqd эqЭ I~ .. оО- Ј.. 

d. 

(За) 

KoefiCijentiY?~(q,t) imaju овоЫпи antisimetrije и odnosu па 
с;Ј'!6 

i 

d оп је ind ekse 

(З1 ) 
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sto зе moze neposredno videti iz (ЗО). Saglasno prethodnoj 

osobini sledi da clan 

(З2 ) 

ima giroskopski karakter, tj. 

(ЗЗ) 

Voronceve jednacine za reonomne neholonomne sisteme riazlikuju 

se ро formi od odgovarajucih jednacina skleronomnih sistema 

za clan 

Za slucaj neintegrabilnih veza ovaj clan је jednak nuli ako 

su te veze homogene i stacionarne. Medjutim, taj uslov је 

samo dovoljan. Naime za specijalan izbor koeficijentata b~ ј_ 
b~ mozemo, u sluca-.iu veza, (21) ucinit,i da pomenuti clan Ьије 
jednak. nuli. 

Sistem diferencijalnih jednacina (28) i jednacine ve

za (21) cine potpun sistem za гезауапје dinamike opisanog пэ

holonomnog sistema. Опе зи opsteg karaktera, и smislu da opi

зији kretanje proizvoljnog neholonomnog sistema. Uvodeci зре

cijalna svojstva (homogenost veza, stacionarnost, reonomnost, 

... ) iz jednacina (28), (21) dobijaju se jednacine za svaku 

odgovarajuci klasu mehanickih sistema. 

Izraz ~ - uobicajenoje~nazvati transformisana kine

ticka energija - је, slicno kinetickoj energiji f, и opstem 

slucaju kvadratni nehomogeni polinom и odnosu па generalisa
.Ј., 

пе brzine q 

...... т 'T'~ '""т r--T - 1'"' ( t)or/..jJ N ( t)qoJ..-Ја (q t\ (З4) = 2+ 1+ o~ "2 аЈ.јЈ q, q q +a.,f. q,. + о ' ) 

, 
U desnoj strnai ove jednakosti znak "'"" пета prethodni smisao, 

veo samoukazuje па razlik~ odgovarajuoih koeficijenata и 

i (З). Veza izmedju koeficijenta formi Т i Т је sledeca: 

(З4) 

:1 
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r" ~)) f5 
а dv~ = аЈ/э +2а")1 Ь/} +а)) bol, Ь IJ> 

,... 
а 
о 

~ ~ ~ Q 
= а vt +а}\ ЬЈ. +a~J. Ь +а~э. bcl Ь 

(35 ) 

а ~to зе jednostavno dokazuje па озпоуи (28). Ako је polazni 

holonomni sistem skleronoman, tada је а 1 =0, ао=о ра је 

(36) 

Usvoji6emo slеdебu definiciju skleronomnost1 neholo

nomnog sistema: neholonomn1 sistem је skleronoman ako је 

(37 ) 

i Ыа osnovu (37) sledi da,je 
-i 

,.... 
а 
о 

а od а t 1 е, u z i, та ј Ш2 1 u о ь z i r s \1 О ј S t \' О ( 7 ) , ј е 

'v () 
а Ь Ь ;r0; 
~(} 

'1 е- 'ј 
ауэ Ь Ь =0 <,:_=> Ь =0 

Ргеmа tome, (37) зе svodi па slede6i sistem jednakosti 

-v 
ь = О, ~ i 

ЬЈ.. =bcl (q) 

(38 ) 

(39 ) 

Drugim recima, saglasno definiciji (37), neholonomni sistem 

је skleronoman ako је polazni holonomni sistem skleronoman, 

а neholonomne veze stacionarne i homogene. 

Kvadratni deo T~ transform1sane kineticke energije, 
с::. 

s obzirom па (7), је. strogo nftnegativna funkcija u odnosu па 
. Ј. [ 

generalisal1e brzine q i 
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(40) 

Naim~, vaze, sto nije tesko proveriti, sledece relacije 

(41 ) 

i 

.у )) .. Ј.. ,.1 -п) (.1 -т) 
q = ь d.. q -) \ q ••• q = 0< t> q ••• q = о (42) 

Time je.tvrdjenje (40) dokazano. Ako Т2 eksplicitno zavisi 

od vremena t, tada (40) пе podrazumeva pozitivnu definitnost 

и odnosu па 4~. Ро definiciji, potreban i dovoljan uslov da 

Ь! ~2 bilo pozitivno-definitna funkcija, и prethodnom smis

lu, glasi 

(1+ З ) 

Specijalno, ako Т2 ne zavisi eksplicitno od угетепа t, onda 

su relacije (40) ekvivalentne sa (4З), tj. Т2 (q,q~) је ta-
1 

da pozitivno-definitna funkcija promenljivih ~~. 

Ako sistem jednacina (ЗО) пе zavisi eksplicitno od 

koordinata q'~, onda је оп potpun и tom smislu sto эе moze ге

siti bez исеБса veza (21). Н~Бауапјет diferencijalnih jedna

cina (28) mogu se odrediti koordinate q~ kao funkcije vreme

па t, 

(44) 

а potom ostale koordinate q~ kao funkcije vremena, а iz jed

nacina veza (21). Опе su, ро иПОБепји funkcija (44),oblika 

(45 ) 

Jednacine (45) cine potpun siэtеm diferencijalnih jednacina 

prvog reda ро ~ (t~kao ne~oznatim funkcijama. Sistem jed

nacina (28) пе zavisi eksplicitno od koordinata qi> , па pri-
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тег, и s1ucaju kada k1net1cka energ1ja Т, genera11sane s11e 

Qi 1 koef1c1jenti ьј ne zav1se od tih koordinata. Jednac1-

ne tada dobijaju obl1k [ Н Ј 

= <ЭU - Q)U 
+ --

@qci. ~qV 
b~ 

I 
.~ 

,-..... 

Q (01 т ) ( (Ј' ~ ЈЈ (1' 'У) ()I СО ) + I + -,-\ ~ I ' .. q + й Ј • , "t 
с<. Q q v Q-,./d (ј_ 

а koefici jenti tЈ,.~rэ i ~1 зи, и pored јепји sa s1 иса јет kad а veze 

zav1se od q)), nesto јеdrюstаvп1ј1 izrazi [ 11 Ј 

(47 ) 

Mehanicki sistem kome odgovaraju diferencija1ne jednacine 

(28), пеzаvisпе od (l~, је sistem tzv. Cap1jiginovog tipa [Н Ј. 

Pod pretpostavkom da su veze (21) (11! oblika (18» 

integrabi1ne onda је 

i (48 ) 

Voronceve diferencija1ne jednacine u ovom slucaju predstavlja

ји jednacine kretanja u prekobrojnim koordinatama ho1onomnog 

sistema sa m-stepeni s1obde. Tada se, и principu, integraci

јот veza, п-т Lagranzevih koordinata moze e1iminisati. Uzi

тајис! u obzir tu cinjenicu, sistem Voroncevih jednacina tran

sformise se u potpun sistem od т Lagranzevih jednacina 1I vr

ste. Odgovarajuca kineticka energija, genera1isana nepotenci

јз1па si1a 1 funkc1ja s11e U dobijaju' se iz (28) e11minacijom 

zav1snih Lagranzevih korodinata - ротоси п-т pr~ih integrala 

F~ (q 1 п , t ) сУ const, ••• q = = (49 ) 

gde је 

dF~ . 1 dF~ 
0< ). Б~ ~ i ј 

CJq1 
q +~ = q ... В - О 

~~ 
(50 ) 

Dak1e, holonomni sistem PGtpuno јд opisan за onoliko' 
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jednacina drugog reda koliko ima stepeni slobode kretanja. 

Medjutim, u slucaju neholonomnih sistema od m-stepeni вlо

bode, potpun s1stem sastoji ве 1z dve grupe jednacina: d1-
• 

ferenc1jalnih jednac1na drugog reda, kojih ima koliko 1 ste-

peni slobode sistema 1 jed~ac1na prvog reda, kojih ima ko1i

ko i diferencija1nih neintegrabilnih veza. 1 to predstav1ja 

minima1ni Ьгој jednacina za potpun opis dinam1ke neholonom

nog s1stema. 

Na озпоуи (40) sledi da је za svako t ~ О 

. d е t Га J~ (q, t )~l m _ '#- О 
l

С 

ЈЈ,;Ј,-1 
10 

(51 ) 

Ргета tome, Voronceve jednacine mogu зе napisati u obliku 

v "q'd. [11Ј resenom ро ubrzanjima 

··Ј . d. ( . ).iЭ-.r ГЈ.( ).g-. d--
q = H~~ q,t q q ~H! q,t q +Н (52 ) 

d... Ј d gde su Rjj'y' Rg- , R poznate funkcije Lagranzevih kоогd1паtа 

q, generalisan1h brzina qJ. i угетепа t. Jednacine (52) 1 jed

nacine veza (21) cine potpun sistem pogodan za razmatranja 

за stanovista stavova teorije diferencijalnih jednacina о 

egzistenciji i jedinosti геЗепја. Ako ви 'us10vi tih stavova 

ispunjeni, onda za proizvo1jno izabrane koordinate qo i Ьг

zine q~ u trenutku t o jednoznacno је odredjeno kretanje 

tj. Voroncev metod odr~ava princip determ1nisanosti kretanja. 
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2. Disipativne, giroskopske i pozicione si1e 

U Lagranzevom pristup.u diпаrпikа ho1onomnog mehanickog 

sist~ma odredjena је ako su efektivno zadati kin~ticka energi

ја i genera1isane si1e kao !unkcije Lagranzevih koordinata q, 

genera1isanih brzina q i угетепа t. U slucaju neho1onomnog mе

hanickog sistema, pored pomenutih funkcija, treba znati i di

ferencija1ne neintegrati1ne jednakosti. Medjutim, kva1itativna 

razmatranja dinamickih ргоblета оЫспо эи op§teg karaktera. Та

da se пе zahteva konkretan izraz za kineticku energiju, genera

lisane si1e i jednacine veza, уее njihovo razlikovanje ргета 

nekim opstirn svojstviтa. 

u оуот delu rada izvrsice зе jedna, za kasnija razma

tranja vazna k1asifikacija generalisanih s11a а ргеmа nek1m 

op§t1m os6binama. Vee u pocetku prethodnog poglav1ja genera11-

sane si1e su razvrstane u dve озпоуnе grupe: 

potenc1ja1ne s11e 

- nepotenc1ja1ne з11е 

Т1те se пееето detalnije bavit1, smatrajuci da зи to op§te 

poznat1 ројmоУ1 

Vazna k1asa nepotencija1nih з11а зи - d1sipativne s1-

1е. Pod ројmот d1s1pat1vnih s11a podrazumevaju se genera1isa

пе si1e koje su neprekidne funkcije promen1j1vih q, q i t i 

cija је snala nepozitivna, 

w·· i Q1 (q,q,t)q ~ о, (53) 

рг! сети је isk1jucena moguenost оа је jednakost ident1cki za

Ооуо1јепа. U slucaju kada је 

а ~ О, а = О (-> q = о (54 ) 

kazemo da su disipat1vne s11e- si1e potpune d1sipac1je. Ako 

п1је 1spunjen us10v (54), onд~ disipativne s11e nazivamo si

lama nepotpune disipacije. U specija1nom slu~aju, kadasu 

disipativne si1e oblika 1inearnih funkcija genera1isanih Ьг-

• 



, 

zina, t ј . 

w ј 
Q. = Ь .. (q , t )q 

1 lJ 
(55 ) 

nazivamo ih si1ama viskoznog trenja. Za si1e viskoznog trenja 

karakteristi~no је da se mogu izraziti па s1еdебi na~in. 

QV: = 
1 

gde је Ф tzv. Re1e jeva funkci ја. 

(56 ) 

Medjutim, kao parcija1ni iz,iod oblika (56), mogu se 

prikazati 1 k1ase disipativn~h si1a koje nisu 8i1e viskoznog 

trenja, vеб su ne1inearne funkcije и odnosu па genera1isane 

brzine [ 16 Ј . 
Giroskopske si1e su опе з11е ~ija је snaga identi~ki 

jednaka nu1i, 

(57 ) 

Prethodna razmatranja о disipativnih i giroskopskim si1ama zas

novana su па апа1izаша i definicijama iz [2.2>] . 

Uobi~ajeno је da se d1s1pativne si1e defini§u re1aci

јата (56). Medjutim, uop~tenje (53) nije forma1no, vеб ima i 

svoje fizi6ko opravdanje. Naime, и skladu s tom definicijom, 

~ ako је sistem и mirovanju si1e Q~ пе deluju, tj. 
~; Ј. 

Q~(q,O,t)=O (58 ) 

Dokaz za оуо tvrdjenje sadr~an је u [2~J. Isti zaklju6ak va~i 

i za giroskopske з11е. 

u d1nam16k1m razmatrnajima veoma cesto se sгебе 1 оЬ-

11k з11а koje зи funkc1je po1o~aja me~ani6kog s1stema i vreme

па t, а11 n1su potenc1ja1ne, 

Q. 1z Q.: (q, t ) ( 59 ) 
1 Ј. 

Те si1e, паzivабето .pozicione nepotencija1ne si1e[~8J, ра бето 
ih tako i ро nazivu razlikovati od potencija1nih. 
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3. Prvi integra1i kretanja 

U10ga prvih integra1a kretanja је od velikog zna-

3аја - kako и procesu inte~racije, tako i и kvalitativnoj 

ana1izi diferencijalnih jedna3ina kretanja odgovarajucih 

mehani3kih sistema. Za kasnija razmatranja bice najzna5aj

niji prvi integrali kretanja koji su oblika kvadratne funk

cije generalisanih brzina - kvadratni integra1i, i prvi in-

"tegra1i kretanja koji su linearne ~unkcije generalisanih Ьг

zina - linearni integra1i. 

Razmotrimo egzistenciju pomenutih prvih integrala 

kod neholonomnih mehanickih sistema. U nacelu, ana1iza eg

zistencije prvih integ~ala је veoma slo~ena, posebno ako se 

ima и vidu da зе razmatraju i reonomni neho1onomni sistemi 

kod kojih је taj ргоЫет, zbog zavisnosti diferencijalnih 

jednacina kretanja od vremena, daleko kоmр1еkзпiјi nego kod 

sk1eronomnih sistema [5~J )(21Ј ) [?-6] 

1. Prvo, razmotri~o egzistenciju kvadratnog integ

rala. Ogranici6emo зе па analizu uslova pod kojima se odria

va funkcija koja predstavlja zbir kvadratne forme Т2 , tran

sformisane kineticke energije Т i funkcije koja zavisi od 

po1o~aja i vremena t, i to oblika 

I"v N 

U = -Т - и, 
о о 

(60 ) 

gde је U(q,t) funkcija зi1е, а ~o slobodan с1ап и izrazu za 

transforrnisanu kineticku energiju.Pretpostavimo dapored 

potencija1nih si1a de1uju i nepotencija1ne pozicione si1e, 

tj. si1e oblika 

Q. = Q. (q,t) 
l l 

(б 1 ) 

Pod tim uslovima ргоblет egzistencije kvadratnog integrala 

је re1ativno jednostavniji nego и op§tem slucaju. Vaii зlе

deci 

s t а v 3.1. Da Ы neholonomni mehanicki sistem, cija 

је dinamika opisana diferencijalnim jednacinama kretanja (28), 
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(21), u ро1ји potencija1nih i pozicionih nepotencija1nih si-

1а imao kvadratni integral kretanja oblika 

Т2 - То - U = h = const (62) 

potrebno је i dovo1jno da зи ispunjeni sledeci us1ovi: 

'" Qa/J..rL " 
+ '&1 bV )::0 

@q'Y 

.~ rv 

b+Qc/..(q,t) = О 

t" .. ~ 

З • 
(јао с)а о + QU )Ь» БЈи .- О - ~;)t- (- - Qt -

a>q")J C)q» 

Ovaj stav predstavlja uop~tenje uslova egzistencije kvadrat

nog integra1a oblika (62) iz rada[~G]. Тато је T=T2 (q,Q) i 

Q.==O. 
l 

D о k а z. Рге svega, vazi da је 

d (QT оЈ) 9Т ·,Ј 5>'т .d-_ .. = -- -- q - --q - --q - ._' 
d t Qq..l QqJ. .g q..t 

d (~ГT • d. ) Q т ., Ј. - - --ч - -- q d t r-,.d. :::.-, • d.. 
с.уЧ vq 

~ 

QT .» 
+(-- q 

Сјч~ 

9Т 'v -- q ) = 
@ч'!> 

d ....,..... с)Т 6)1 ьУ·Ј,. а:>Т bV = --(Т -Т ) +::\t + -- ·/Ч +--
. d t 2 о C:I Q q ~ rл. с)ч '1 

(63) 
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'~ 

Na osnovu prethodnog dobijamo izvod funkcije т2 -то -и и smis-

lu diferencijalnih jednacina (28), (21), 

• 
~t (т2-то -и) 

s obzirom па strukturu izraza ~ i r~ jednakost (64) тo~e зе 
о.., 

izraziti и sledecem obliku: 

d 
-(т ~T -и) = dt 2 о 

+ 

(65 ) 

Ргета tome, izvod izraza т2 -то -и, и smislu diferencijalnih је

dnacina kretanja (28), (21) је kvadratna funkbija ~ odnosu па 

generalisane brzine. Da Ы takva funkcija bila identicki jed

naka nuli, odnosno da Ы egzistirao kvadratni integral kreta

пја oblika 

'," (66) 

potrebni эи i dovoljni uslovi 1.,2. i 3. stava 3.1. Time је 

stav dokazan. K~adratni integral oblika (66) cesto nazivamo 

i\p"~eneralisani" integral епегgiјз. 

Neka зи veze (21) integrabilne, tj. oblika 

(67 ) 

odnosno, па osnovu stava о egzistenciji implicitne funkcije, 

oblika 

(б8) 

рг! сети је 
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• 
tada је 

Uslovi еgziзtепсiје generalisanog integra1a energije sada do

bijaju 'dobro poznati oblik [10Ј, [ И--_l 

QU* 
- -- + <;)t = о , 

gde- је 

* U = СИ) 
q~ =т'} (qol., t) 

Ako је polje si1a potencija1no, Qi=O, prethodni uslov ima 

sledeci oblik 

а ~to је poznati uslov egzistencije takozvanog Jakobijevog 

integra1a energije za ћо1опоmпе sisteme. 

Neka зи sada veze neintegrabilne,oblika 

(б9 ) 

tad а је takod је 

Prividno izgleda, da је u slu~aju, da su veze (21) integrabil

пе i u slu~aju da зи neintegrabi1ne, а1! oblika (б9), izvod 

(б5) iste forme. Medjutim, su~tinska је razlika u tome ~to зе 

ротоси (68) i (б8') elimini~u, пе samo zavisne brzine ~~ , уе6 
i zavisne koordinate qY. 

Uslovi 1., 2. i З. su potrebni i dovoljni za egzisten

ciju kvadratnog integra1a (66), u slu~aju da зи nepotencija1ne 
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si1e pozicione, za proizvo1jan neho10nomni sistem за 1ine

arnim vezama. Specija1no, ako jeneho1onomni sistem sk1erono

тап (ispunjeni uslovi (37», 'li uslovi зе svode па jednostav

nije*jednakosti. 

. . Ј 
Q 'Ј ( q , t ) q = о <:;::::> О, I = О 

<::1. <:Ј.. 

~~ = О~-:>И = U(q) (70) 

Drugim гe6~тa, ako је neholonomni sistem sk1eronoman i ро1је 

si1a konzervativno - postoji kvadratni integral oblika (66). 

Sada оп poprima oblik 

-, 
т - U = h = const (71 ) 

Uobicajeno је da зе tada za mehanicki sistem kaze da je-kon

zerva ti van, а za integral kretanja (71) d а је -integra1 energi је. 

N а р о m е п а 3.1. Us10v stava 3.1,koji зе o~nosi 

па oblik nepotencijalne si+e, moze зе zameniti opstijom pret

postavkom - da је nepotencijalna si1a zbir nepotencijalhe ро

zicione komponente i komponente koja је linearna funkcija Ьг

zina, tj. 
1 ) 

(72 ) 

Tada uslovi 1, 2. i З. ostaju isti ро formi, s tom razlikom 

sчо generalisana nepotencija1na si1a Qi(Q,t) ucestvuje, ne 

зато u us10vu 2., nego i и uslovu 1. 

Ako је holonomni sistem за n-stepeni slobode sk1ero-

потап i ро1је si1a konzervativno 

toji integra1 energije 

т - U = h = const 

konzervativni sistem, роз-

(73 ) 

Kretanje takvog sklе;,"рпошпоg holonomnog sistema ogra

ni6imo i nenolonomnim vezama,' koje ви linea~he'fiomogene funk-

1) Siie ri j 4ј mogu biti, па primer disipativne i11 giroskopske. 



- 26 -

cije brzina i stacionarne, tj. 

В')) I ). i 
i\q q = о (') =т + 1 , • : • ,п ; i=1, ••. ,n; 1~т::;;n ) (74) 

odnosno, ako зи гезепе и odnosu па zavisne generalisane brzi-

пе ёЈ'> , оћlikа 

.'~'J .Ј 
q = b,(q)q 

'сл-
('75 ) 

Za ovakav mehanicki sistem, па osnovu teoreme о proтeni епег

gije, dobija зе: 

d ( ) "\ B~ • i - T-U =/\)1 1." q dt 

d tl ~ У .! 
а о а _е, posto је па kretanju В! q . = 

т - U = h = const 

(76 ) 

О, integral kretanja 

(77 ) 

tj. integral energije. Drugim recima, ako skleronoтnom holonorn

пот konzervativnom sistemu 'pridodamo neholonomne veze oblika 

(75) tada опе пе uticu па odr~anje energije. Posto је za роа

matrani slucaj 

ocigledno је da је (77) ekvivalentno за (71). Razlika је jedi

по u tome sto зmо u levoj strani jednakosti (77), роmо6u jed

nacina neho1onomnih veza, eliminisa~i brzine 4~. 

Ako је ho1onomni sistem аа n-stepeni slobde sada гео

потап, postavlja зе pitanje: da 1i зе, analogno k~o i za sk1e

гопоmпе holonomne konzervativne sisteme, тoze zakljuciti, рг! 

odredjenim us1ovima, da pridodate neho1onoтne veze u opstem 

slllcaju oblika (21), пе uticu па odrzanje"generalisanog"inte

grala energije, tj. 

(78 ) 

koji postoji za polazni ho1onoтni sistem. Odgovor па postavlje-

. I 
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по pitanje za proizvoljan izbor veza (21) је negativan. Ме

djutim, za specijalan slucaj, kada pored integrala (78), ho

lonomni sistem ima i linearni integral oblika 
11 

1 ) 
'v • i 

a~i Ь q = h 1 = const (79) 

moze эе izvesti, и poredjenju эа skleronomnim sistemima, ипе

koliko mod ifikovan zakl jucak ['6; Ј. 

s t а v 3.2. Ako reonomni holonomni sistem ima kvad

ratni integral oblika (78) i linear~i integral (79), tada ho

lonomni sistem, opisan jednacinama (13), ima integral kretanja 

oblika 

(80' ) 

Osiт toga, pridodate neholonomne veze, koje эи и najopstijem 

slucaju oblika (21), пе remete taj integral kretanja, tj. 

(80'), рг! uslovima (78) i (79), jeste integral neholonomnog 

sistema. Specija~no, ako эи neholonomne veze homogene, tada 

эе ovaj stav moie ovako iskazati: pridodate neholonomne veze 

holonomnom sistemu пе remete generalisani integral energije, 

ako је оп postojao za holonomni sistem. 

D о k а z: Рге svega, pokazimo оа ho~onomni sisteт ima 

integral kretanja oblika 

. 'Ј .. i 
V =Т2 -Т -U-a .Ь q • const 1 о ))1 

(80) 

Na osnovu egzistencije prvih integrala (78) , (79) dokaz је 

ocigledan. Dokaiiтo эаоа оа pridodate veze oblika (21) пе ге-. 
mete taj integral kretanja. Izvod V1 funkcije V1 , s obzirom 

па teoremu о proтeni energije, а u smislu diferencijalnih је

dnacina holonomnog sistema (13), dat је sledecim lzrazom: 

1) Za slucaj homogenin veza integral (79) је trivijalan. 
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+ 

odnosno, u smislu diferencijalnih jedna~ina kretanja neholo

nomnog sistema, uzetih u obliku sa mno~iteljima veza, izrazom: 

иu 
- - + ,;>t 

\) .- i -k-r ij(@UO ~ 'V ij G 
- а .Ь J-f q q +а --о + G.+P.+Q.) -а ... ,.Ь.:.а .лnВ. (81) 

»Ј. С kr 1ЈчЈ Ј.Ј·Ј уЈ. 1,'1. Ј 

Uzimajuci u obzir (80), tada izraz (81) ima sledeci oblik 

dV 1 _ ~.j )} ij е 
-d t - A,\B.q -а,. Ь а /!Г,В. 

v Ј УЈ. \7 Ј 
(82 ) 

Daljim transformacijama desne strane relacije (82) dobijamo 

~Л (},-ј )) ij) 
f\ В . \ q -а . Ь а . = 
o;r Ј ))Ј. 

odnosno, s obzirom па ekvivalentnost (21) i (18), 

dV 1 А I f1 П 
). IJ·<::J.. '7 '1.1'") dt"" = G. (ЬЈ. q +Ь -q 

Time Је stav ~okazan, јег 
. А:>.Ј: ъе. .& 

је па osrlOVU. (21) ь:' q + -q =0. Dakle 

(8 О') је in tegral kгеt.ап ја i netIolonomnog sistema. 

Integrali kretanja neholonomnog mehani~kog sistema оЬ-. 
lika (80') i oblika (66) SU ~kvivalentni. Razlika је jedino u 

tome sto· SU u levoj strani jednakosti (,80") ,ротоси jedna~ina 



veza (21), e1iminisane genera1isane brzine ~~. Ana1iza us10va 

egzistencije integra1a kretanja (·78) i (79) ho1onomnog siste

та, predstavlja u odredjenom s~islu re~i kreiterijum za usta-
• nov1javanje egzistencije genera1isanog integra1a energije (66) 

za neho1onomni sitem.Naime,(78) i (79) predstav1jaju dovo1j

пе (а пе i potrebne) us10ve egzistencije tog integra1a. 

2. Egzistenciju 1inearnog integra1a razmotri6emo za 

slu6aj kada је taj integra1 specijalnog oblika 

= const (83 ) 

1 и ovom slu6aju pretpostavimo da зи nepotencija1ne s11e ро

zicione, tj. 

(84 ) 

Sada vaii sled~6i 

S t а v З.3. Da bi neholonomni sistem, и ро1ји poten

cija1nih i pozicionih si1a imao linearni integra1 oblika (8З), 

potrebno је i dovo1jno da su ispunjeni slede6i us1ovi: 

1 • 

~..., 

? 
'- . СЈаЈ. @acl.. '~ 

+ -- ь )1) 
эq"Ј' Qq'V 

Us10vi ovog stava su u odredj~nom smislu reci uopstenje rezu1-

ta ta dobi jenih и rad u (3 ()]. 
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D о k а z: 1z diferencijalnih jednacina (28), uzima

јис! и obzir (з) i (34), sledi da је: 

• 
d QT 
d t -.,-,,

C)q 11 

+ C)U b~ + r-JQ ( t) 
,р '\\1 q, , 

Q)q)). 11 

(85 ) 

а odatle uslovi 1., 2. i з. stava з.з. Ako·je neholonomni sis

tem skleronoman (relacije (З7», onda uslovi 1., 2. i з. ima

ји jednostavniji oblik: 

1 • 

..... 
Qact 

2. -- + 
Q q1' 

з. Q U + @ U ь\) +О (q, t) = о 
Qq"j' '@q~ ~' ~' 

(86 ) 

U slucaju konezrvativnog neholonomnog sistema uslovi (86) э~о

de se па uslove и [52. ]i[5з1 koji su, saglasno defin1icijama. da

tim и tim radovima, uslovi IIciklicnosti ·koordinate q))',,~) 

Neka ви veze (21) integrabilne, tj~oblika (49), onda 

је 

(87 ) 

Na osnovu stava о egizstenciji implicitne funkcije, sledi da 

postoji funkcija oblika 

(88 ) 

• .1 
Ako ротоси te funkcije i (21У elimini~emo zavisne brzine q 

1) Ројаm ciklicnosti koordinate za neholonomni sistem Ысе de
finisan и kasnijim poglavljima. 



- 31 -

i zavisne koordinate ~ , us10vi stava 3.3 dobijaju sledeci 

oblik 

• 
,.,* 

ыа 
1 • f;/./Э = 

dq~' 

2. 
с/а; 

= О 
Q)q'1)l 

/ 

2. (89) 

gde зи 

=,..., (Ј... ~ ~ (Ј. ) ) a~~ q ,q =Г q ,t ,t 

= а ( qd... q~ =г ~ (q Ј.. t) t) d...' , ., 

Specija1no, ako зи si1e potencija1ne, tj. Qi=O, us10vi (89) 

зи us10vi cik1icnosti [2. ~ Ј и odnosu па koordinatu (koordina
te) q i' . 

u sk1adu за iz1ozenim,specificnost neho1onomnih sis

tema и odnosu па ho1onomne sastoji зе и tome sto зе veza iz

m~dju egzistencije 1inearnog integraia i cik1icnosti, kakva 

postoji kod ho1onomnih sistema, ne moze uspostaviti па istove

tan nacin kod neho1onomnih sistema. О оуот 'ргоЫети bice de

ta1jnije iz1ozeno и kasnijim pog1av1jima. 

N а р о m е п а 3.2. Us10v stava 3.3, koji зе odnosi 

па oblik nepotencija1nih si1a, moze зе zameniti opstijom pret

postavkom,da је nepotencija1na si1a jednaka.zbiru.pozicione 

komponente i komponente koja је, и opstem зlисаји, kvadratna . 
funkcija genera1isanih brzin~. Tada зи из1оу! 1., 2. i З. ро 

formi slicni, s tom raz1ik6m sto genera1isane si1e ucestvuju 
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ne зато и uslovu З., nego i и us10vima 2. 1 1. Spec1jalan 

slu6aj nepctenc1ja1nih з11а prethodnog oblika зи si1e visko

znog trenja i giroskopske si1e'. One зи 1inearne fUnkcije и 
~ 

odnosu па genera11sane brzine. 
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4. Ravnotezno stanje istacionarno kretanje 

neholonomnog meha~~~kog sistema 

4.1. Ravnotezno stanje 

Neka је pOIOZaj 1heh01onomnog mehanickog sistema od

redjen Lagranzevim koordinatama q. Kretanje oblika, 

q(t) = q = const 
о 

(91 ) 

, 
za svako t~t, ,t ).O,nazivamo ravnotez'a. Po10zaj q , koji od-

о ~' о 

govara ravnotezi, naziva se ravnotezni po10zaj (ravnotezna 

konfiguracija). Za raz1iku od sk1eronomnih sistema, sag1asno 

prethodnoj definiciji ranvoteze, treba nag1asiti da, u opstem 

slu~aju, mozemo govoriti о ravnotezi, a1i u odnosu па konkre

tno izabrane Lagranzeve koordinate q. Drugim recima, (91) de

finise polozaj relativne ravnoteze, u odnosu па konfiguracio

ni prostor .. 

Za najopstiji slucaj opisanog neholonomnog mehanickog 

sistema, razmotrimo us10ve pod kojima egzistira kretanje obli

ka (91). Drugim recima, odredimo ravnotezni po1ozaj mehanickog 

sistema, ClJe је kretanje potpuno opisano sistemom diferenci

jalnih jednacina (21), (28). Pretpostavimo da је sistem jed

nacina kretanja takav da Kosijev zadatak ima jedinstveno геБе

пје. Tada, са Ы neki po1ozaj qo Ыо ravnotezni, tj. da bikre

tan је оЫ ika (91) bi10 геэеп је jednacina (21), (28), potre Ьпо 

је i dovo1jno da, za svako t ~ О, q = qo bude геБепје sistema 

algebarskih jednacina 

Gd.( q, t) = о (92 ) 

ь)/ (q,t) = о, (93 ) 

gde је 

~(г +U) 
'о 

(94 ) 

1) Misli se па polozaj reprezentativne tacke u konfiguracionom 
prostoru. 
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odnosno, s obzirom па strukturu izraza Т, bblika 

• Q(To+U) . @.аЈ.. 
G,(q,t) = Q (q о t) 

Q.. + . I ,q=, -,...., t Q qd, о.. СУ + 

• @a~ Ј v 
Q)) (q,q-O,t) - Qt Ј b<:L + 

(95) 

Ako эи veze (21) nehomogene, sistem (92) i (93) ima 

п - algebarskih jednacina. 4 Dakie, Ьгој jednacina jednak је 

Ьгоји nepoznatih Lagranzevih koordinata q1 •.• q n. Ravnotezi 
odgovara resenje oblika (91). 

Neka эи veze homogene, tj. 

Ь)) 
(q, t) = о 

Tada је 

...., 
т .. т 
о о (96 ) 

U tom slucaju potrebni i dovoljni uslovi ravnoteze neholnomnog 

mehanickog sistema svodi эе па sistem ое m jednacina (m<n, gde 

је m Ьгој stepeni slobode kretanja neholonomnog sistema), оЬ
lika 

Qb~ 
+ - а = О 

@t ~ (97) 
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Uocimo holonomni, u opstem slucaju геопотп! sistem. 

Kretanje takvog sistema potpuno је odredjeno sistemom jedna

cina (14) (i11 (13». Da Ь! t~kav mehanicki sistem imao kre-, 
tanje oblika q(t) = о, tj. оа Ь! postoja10 ravnotezno stanje, 

potrebno је i dovoljno da sistem algebarskih jednacina 

э (Т +U) 
о +Q.(q,q 

l . (98) 

ima resenje q = const. Neka је qo ravnotezni po1ozaj opisanog 

holonomnog sistema. Tada је па озпо~и (95), 

,-Ј ( t\ r@(2·ьЭ-14'ь(),) 
(:] d- qo, I = l Bqc(;. ао- +"2 a't'(} Ь + 

+ а i()J-1 
)/ Ј Ј . q=q 

о 

Posto u opstem зlисаји пе тога da vazi identitet 

<5.;,( ( q о ' t) == о 

(99 ) 

tada zakljucujemo: ako је neki polozaj ho1onomnog sistema rav

notezni, u op$tem slucaju, оп nije ravnotezni i рг! dodatim 

neholonomnim vezama oblika (21).Drugim recima, pridodate пе

holonomne veze, koje зи nehomogene linearne funkcije brzina, 

и opstem slucaju, remete ravnotezuholonomnog siatema. Za 

розеЬап izbor koeficijenata b~ i ~ , ako је tacka qo bila 

ravnotezni polozaj holonomnog siste~a опа moze ostati rav

notezni polozaj iako зи pridodate neholonomne veze oblika (21). 

Neka su neholonomne veze hornogen& linearne funkcije 

brzina oblika 

.у v ).d.. 
q = bJ(q,t q , 

. , 

(1 ОО) 
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tada је 

f 
') 

a:1 
," .~ .-, , Qb I I иЬЈ. 

G'd.(Qo,t) 
, 01. I " 

= -\ +1-- a~ 1 О ( 1 01 ) 
\d t -., 

\C)t q=q . Jq=q 
1. -' О 1-. О 

Dakle, ako је neki polo~aj hOlonomnog sistema ravnoteini, оп 

6е biti ravnote~ni i pri dodatim neholonomnim vezama - ako su 

te veze linearne homogene funkcije brzina 1 ). Medjutiт, оЬг-
. / 

nllto пе vaii: neholonomni sistem moze imati ravnote~ni polo-

zaj 1 u onim tackama u kojima ga bez delovanja t1h veza пета, 

tj. 1 u tackaтa и kojima је 

О, t) ~ о 

U slucaju da је neholonomni тehan1cki s1stem skleronoman (1з

рипјеп! uslovi (37», uslovi ravnote~e znatno se pojednostav

lјијu 1 1тајu sledec1 obl1k [48 Ј,[з'~ Ј 

( 102 ) 

Istakn1mo, da 1z definicije skleronoтnost1 sled1 da su neho

lonomne veze homogene linearne funkc1je brz1na 1 da kao takve 

пе remete ravnotezu holonomnog sistema. 

S1stem jednac1na (92), (93) и opstem slucaju zavis1 i 

od parametra t. Jasno је da ranvotez1 odgovaraju samo опа ге

э~пја koja ви oblika 

q(t) = const ( 103 ) 

Drugim reciтa, ravnoteii odgovara nepokretna tacka konfi~u-

( 21 ') (Ьm+ 1.' ,п)' ~O racionog prostora. Ako ви veze nehomogene, .•.• 0 r , 

Ьгој jedn~cina ravnoteze је п. Znaci da 1h iтa ko11ko i перо

znatih ql ... qn, 1 и tom smislu ргоЫет је analogan kao i kod . 
holonoтnog sistema за п - stepeni slobode kretanja. 

1) Тај zakJ. jHcak је tre balo i oceki уа ti, јег r.eseЋ је'. о.Ь·- , ; 
lika 4=0 holonoтnog sisteтa trivijalno zadovoljava veze 
q'i =b~ (q,t)q-l 
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Neka зи neho10nomne veze homogene. Us10vi ravnoteze 

tada se sastoje od m jedna~ina oblika (97), tj. 

Uzrnimo da је ЧО ravnotezni po10zaj, tj. za svako t? О 

о , 

рг! ~еши је u ta~ki q 
о 

d =т 
r , -) i =п 

гапf; ~ t.9G;iJ ' 
1::) 1 
~"zyч Ј=1 

i=1 

( 104 ) 

( 105) 

(106 ) 

Pretposta vimo da эи, u oko1ini tacke q za \ј t~O, @бo;l nepreki-
о ,э q l 

dne funkcije promen1jivih q i t. Tqda postoji takva oko1ina 

tacke qo' promen1jivih q da za svako t~O re1acije (104), u toj 

oko1ini, odredjuju glatku,mnogostrukost ОГ koja zavisi od t, 

dimenzije пе mапје od п - т. U opstem slucaju sistem jednaci

па (104),а заm~m tim i mnogostrukost Ог' zavise od parameta

га t. Pod tim uslovima Ог nije ravnotezna mnogostrukost. Та

da za specijalan izbor veza (21), genera1isanih si1a i kine-" 

ti~ke energije q moze biti izolovana ravnotezna konfigura-
о 

cija. 

Ako ае sistem jedna~ina (104) moze izraziti u obliku 

~oj! ne zavisi eksplicitno od vremena t, tj. 

Gd,(q) = О, (106') 

tada svaka tacka mnogostrukosti ОГ predstav1ja ravnotezni ро

lozaj mehanickog sistema. U tom slu~aju kazemo da је ОГ ravno

tezna mnogostrukost. Ravnotezna mnogostrukost pod navedenim 

us10vima'moze da postoji ako је па primer mehanicki sistem 

skleronoman, а generalisane ~ile пе zavise od vremena t. 

Slucajeve k~da nisu ispunjeni uslovi glatkosti funkci

ја G,J..,C q, t) i relacija (') 06) n.есето d.etaljno rаZП18trаti. Ista-

kninlO S8шсt:о бг и t:Oii"I :зlllсајu (106) moze da irna izolo'Val1o 

ГС s еп ~j е [':.н] .. 
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4.2. Stacionarno kretanje 

Uocimo ho10nomn~ sistem za koji и opstem эlисаји 

pretpostav1jamo da је reonoman. Ka~eтo da је koordinata q~1 
cik1icna ako је 

." ~' "'\ а .V • 

Q~,I: О ( 107 ) 

~ko nije i$punjen drugi иэ10у ka~e'se da је koordinata qV' 

kvazicik1icna. Tako definisan ројат cik1icne koordinate 

ima kao posledicu linearni integra~ oblika 

;9Т 

P-v" = .Qq~' = const., (108 ) 

tzv. cik1icni integra1 • Osim toga, иэ10у! (107) и princi

ри dopustaju'stacionarno kretanje щеhапiсkоg sistema opisanog 

diferencija1nim je~nacinama (1З)[2~Ј. Ako је ро1је si1a ро
tencija1no, Q~ = о, us10vl (107), tj. cik1icnost koord1nate 

Ј. 

q~1 , јеэи potrebni 1 dovo1jni uslovi za egzistenciju 11пеаг-
nog integrala (108). 

Pretpostavimo da kretanje holonomnog sistema эа п _1 

- stepen1 slobode ogranicava 1 п - m ne1ntegrabi1n1h veza 

oblika (21). Kretanje takvog mehanickog s1stema potpuno је 

opisano d1ferencijalnim jednacinama (21), (28). s obz1rom 

па оэоЫпе neho10nomnih mehanickih sistema, пе moze se, U 

bpstem slucaju, definisati cik1icnost koordinate па nacin 

kao kod ћо10потп1Ь sistema, koja Ы nep~sredno obezbed jiva1a 

dovo1 јпе uslove :с.а egzistenciju integra1a oblika 

.-1 

Р))' = = const (109 ) 

1 potreban Ьгој иэ10уа 1z kojih Ы эе odredi1e p05etne 

vrednosti pozicionih koordi9ata i aik1icnih impu1sa (111 с1-

k1icnih brzina) и datom trenutku to~O, za koje .је odgovara

ји6е Коэ1јеуо resenje stacionarno kretanje. Medjutim, neke 
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analogije ipak postoje. 

D е f i п i с ;i. ј а '4\.1. Kordinata q))1 (1~i\Lm'<m) је 

cikl:itcna ako је ['64 Ј 

= О 

= О 
@q\>' 

= .0 

М! 6ето и kasnijim razmatranji~a pretpostavljati.da ~ostoji 

т - m'ciklicnih koordinata. Ne:gubeci и opstosti, pretposta

vi6emo da su to Ьаз koordinate. 

т' + 1 т q q 

Ostale koordinate 

1 т' q ••• q ~ (' ) q » =т + 1 , • • • , п 

naziva6emo pozicione koordinate. 

D е f i п i с i ј а 4.2'. Kretanje neholonomnog, и 

opstem slucaju reonomnog, mehanickog sistemaje stacionarn~ 

ako pri tom kretanju generalisani impulsi P~", koji odgovara

ји ciklicnoj koordinati, i pozicione koordinate zadrzavaju 

stalne vrednosti, tj. 

qd.' = const; Pv' = const; q i ' = const. 

Definicija 4.1.obezbedjuje da diferencijalne jednacine kre

tanja пе zavise od ciklicnih koordinata. Medjutim и opstem 

slucaju definicija 4.1 пе obezbedjuje, za razliku od od ho

lonomnog sistema, egzistenciju linearnog integrala oblika 

(109). Za analizu kasnijih ргоЫета bice od,posebnog znacaja 
• 

da svakoj ciklicnoj korodinatl q~1 odgovara linearni integral 

oblika (109). Dakle, pretpostavimo da egzistira т - m'slede-

6ih linearnih integrala: 
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= Const ( 'Ј' = т' + 1 , ••• ,т) ( 1 1 о) 

odnosno, s obzirom па strukturu transformisane kineticke ener-
м 

gije Т, и obliku 

( I '- 1 т' . ,\ I -т' 1 m ) ,",,-- , .•• , " - + , ••. , ( 111 ) 

Istaknimo, po§to ви q1' и smislu definicije 4.1 ciklicne koor

dinate, da prv1 integrali (110) па .zavise od 'tih koordinata. 

Ako је polje generalisanih э11а takvo da su nepotenci

jalne sile jedrlake 2'.b-irol.l pozicione flepotencijalne komponente_ 

1 komponente којаје kvadratna funkc1ja и odnosu па genera11sa

пе brzine qJ, potreban i dovoljan us10v za egz1stenciju siste-
I 

та od т - т 11nearnih integra1a oblika (110) obezbedjuje stav 

3.3 i паротепа 3.2 , pri сети je~'~ т+1, ... ,т. Ove integrale 

kretanja mozemo napisati i и obliku re§en~!f1 ро q~f 

( 112 ) 

U specijalnom slucaju kada эи koordinate generalisa

nih si1a Q\j" koje odgovaraju c1klicnoj koordinat1 q'j', jedna

ke nuli, tj. 

~ 

Q\,/, = О (11'3 ) 

i neka је 

v 
Ь\Ј' = О (113') 

t,ada ciklicnoj koordinati qV' odgovara linearn1 integral оЬ
lika (109). Dokaz ovog tvrdjenja neposredno sledi 1z uslova 

stava 3.3,pri сети treba uzet1 da је 

'Ј l' _ ,(\v' - о , , 

gde је ~1 - indeks ciklicne koordinate. Uslov1 (11'3:) 1 (11:3') 

su dovoljni (а ne 1 potrebni) za egzistenc1ju pomenutih 11ne

arnih integrala. 
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Kretanje neholonomnog mehanickog sistema,koji dopus

ta linearne integrale oblika (112),potpuno је opisano slede

cim sistemom jednacina: 
• 

d .о'Т 
dt СЈ ё/.' - C)-qd-' 

'" ---- , = Ь" с)Т (@T,(\,'V.{fJ&}I) ~Q' 
+ --,) Ој' .q +6 Ј' + .,+ d. 1 -'1) 0)1 QI.(? (:;t <;1.. 

6)q Q)q !<Ј 

·<:)Т 

Sistem ве sastoji od m 1 jednacina drugog reda i .п+пi-2т' jed

nacina prvog reda. U jednacinaтa drugog reda eliminisimo Ьг

zine ч~' роmоси (112). Pos~upak је analogan kao i pri dobija

пји Vgroncevih jednacina (28)iz jednacina (27), а shvataju-

6i (112) kao difereneijalne veze. 

Pretpostavimo, jednostavnosti radi, da su ispunjeni 

uslovi (113) i (113'). Diferenei јаlпе jednacine (113), posle 

pomenutih transformacija, imaju sledeci oblik: 

gde је 

(а) 

.'i) 
(Ь) / q 

Се) 

(d) 
у' • ,ј1 \}' 

= g.J.' q +g, ( 115 ) 
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'k ". Ј.'. ~ l' 111 ~' .Ј..' ')' 
Т = Т ( q ,q ,q IJ, , q =gcL 1 ,q +g', t ) 

'ЈЕО 

U-cg )ј' U = i' 

~ QJ.1*+ .e(~~ 
i' о) (g1: 9)11 ) * 

gc(, ) 
ь~ QcL ' = + 

@qi 
( 116 ) 

Osim toga, uzeto је и obzir da је 

v 
~~,= О 

Sa * је ozna6eno da su, posredstvom jedna6ina (112) iz odgo

varajucih izraza и zagradi, iSklju6ene brzine q»\ • Izraz Т ~ 

је и opstem slu6aju kvadratni nehomogeni polinom и odnosu па 
.Ј 

promenljive q ,tj. 

т* 

N 

Veza koeficijenata formi Т i 

razlikom sto umesto ьј i bi и 
..... .... '" 

ai" ао stoji аЈ.('Ј' аЈ.' ао· 

( 117 ) 

т* је analogna sa (35), s tom 
'i' )) I 

(35) stoji gd-.' i g , а umesto a ij , 

N а р о т е п а 4.1. Podsistem (115а,Ь,с) је autono

man и odnosu па q.l'("t), q~ (t), c\l,(t) kao nepoznatim funkcija-

та. 

Kretanje n~holonomnog sistema, koji ima cikli6ne koor

dinate i dopusta ргуе integrale oblika (116),pogodrio је, za 

analizu egzistencije stacionarnog kretanja, opisati jedna6i

nama (115). Ргета definiciji 4.2, kretanje је stacionarno ako 
• 

је 
! 

C~I , ( 118 ) 
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Na osnovu (112) sledi da је па stacionarnom kretanju 

( 119 ) 

Ako (119) пе zavisi od vremena t, па primer ako integrali 

kretanja (110) ne zavise eksplicitno od t, u toku stacionar

nog kretanja је i 

. ))' 
q (t) = q = const, 

о 
( 120 ) 

Ka~eтo da је tada kretanje (118) stacionarno u и~eт smislu 

(merosta ticko ) [ 2 ~ ]. 

Rezimirajтo: U skladu sa definicijoт ~.2 kretanje је, 

staciot1arno ako је 

. ( 
q .J..' = ~. 

q~~ 
'v _)) .Ј.' 0'1 .~' d.:"" 

q ... qo, q = о, q ;: о, q = g (qo, qo ' Сjl' , t ) 

Da Ь! ovo kretanje bilo resenje sistema diferencijalnih jed

nacina (115) potrebno је i dovoljno да za svako t?O, va~i 

gde је 

Ј' 'V 
ЗЈ t (q .! q , t , с\>,) = о 

b~ (qJ', q)l ,t) = о , 

+ 

* ЈЕ @(то+и ) 

QqY 

( 121 ) 

~ "* <:/.' v о Ј..' 
~,+Q'.jl(q ,q ,q -= O,t) -

Izraz SoC.'(qc/.',qV ,t,c)l') dobijen је tako sto ато prethodno u jed

nacinama kretanja (115) smenili qJ.1 =: О, q'Y. о. 

Sistem algebarskih jednacina (121) u opstem slucaju 

zavisi od vremena t. Stacionarpom kretanju, s obzirom па (118~ 

odgovara аато опо геэепје koje је oblika 
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Ј.' 
q (t) = const, q~ (t) = cohst. ( 122) 

Ј.' ~. о 
Neka.je qo ' qo i c)l' геэепје sistema (121) tj. 

i neka је 

г, 'a"ng- {Q;)- Sq-'d..
t

' ~b\)} ( \ 
, ___ О ~n- т-т) 

O)qL . 
( 122' ) 

.1.' @Sd.' 
Osim toga, pretpostavimo da зи' U,oko.lini tacke q q~--

о' о ~I' @q 
@So{' QScJ..' 
-- -- za svako t)/O :nepreki,dne: t'Jlnkcije ·Tada postQji oko-

Q qV '@С))' 

1 · t V k <:/..' V о '1 .. . h d..' 'Ј k . l.na ас е qo, qo, С)}' рготеп Јl. уl. <1 q, C)I' ta va d а Је 

и toj okolini ,sistem algebarskih je4nacina (121) odredjuje 

glаtk.и mnogostrukost Zr' dimenzije 'nе тапје 09 т -т~ koja и 
opstem slucaju zavisi od t~. Ako зе sistem jednacina (121) 

тo~e, ekvivalentnim transformacijama, dovesti па oblik koji 

пе zavisi od угетепа t tada sv~koj tacki mnogostrukosti od

govara stacionarno kretanje. U'tom slucaju ka~emo da је2:г 
mnogostrukost stacionarnih kre~anja. Eksplicitno izra~ena 

mnogostrUkost~r и tom slucaju ima sledeci oblik 

(123 ) 

I 

Ako Sct.', zavisi od t tada и eksplici tnom obliku .г:гтo~eтo iz-

raziti па sledeci nacin 

Ј.' .Ј.' 
q = q (C~" t ) 

U tom slucaju svakatacka mnogostrukosti 2: 
, r 

ti stacionarnom kretanju. U principu q~, q~ 
о о 

уапо reserije sistema jednacina (121) . 

• 

( 124) 

пе тога odgovara~ 

moze biti i izolo-

, Slucaj kada nije ispunjen uslov (122') песето razma-
~, 

trati.Istaknimo da tada si~tem jedna6ina (4ff) moie da ima iz-

6lovano resenje i u sllJсгјu kada 11 jC;("lnacinama eksplicitno 

nе .figllrise iТгeтe t. 
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N а р о m е п а 4.2. Radi ka~nijih razmatranja, а 

и smislu паротепе 4.1 zna5ajno је ista6ida (121) moiemo in-
~,~ 

terpretirati као uslove ravnoteie sistema jedna5ina (115,а, 
• 

ь,с). u slu5ajU kada se (121) svodi па sistem jedna5ina koji 

пе zavisi od t i ispunjeni uslovi (122') resenje jedna5ina 

(121) moiemo interpretirati kao ravnoteinu mnogostrukost. 

Ako эи neholonomne veze homogene, tj. 

tada ве uslovi (121).sv~de па т' uslova oblika 

( 125) 

Ako se sistem algebarskih jedna~ina(125) mo~e sves

ti па ekvi v-а.l~пtап sistem eksplici tno ne-zavis-an od t i ako 

је 

tada је mnogostrukost2: r oblika 

" Ј.' v qO'- :; (~( q ,Су ') (126 ) 

Dakle)ti pitanju је mnogostrukost dimenzije ne manje od n-m~· 

Ako sistem diferencijalnih jedna5ina kretanja пе za

visi od q~ ka~im6 da је Capljiginovog tipa. То је slиБај, па 

primer, ako је 

... О, = О, 
Qq'1 

= о (127 ) 

MnogostrUkost2: stacionarnih kretQ!1,ja tada se moze izraziti 
r 

и sledecem obliku 

(128) 

Posto је sistem jednacina (115а) autonoman, ocigledno је da 
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эе~ moze interpretirati kao mnogostrukost ravnoteznih ро
г 

lozaja pbdsistema (115а). Trebanapomenuti da taj podsistem 
~~ 

и pr .. incipu zavisi i od konstanti Су •• 

Svako stacionarno kretanje је геБепје Kosijevog za

datka sistema jedna~ina (115). u tom smislu (121) predstav

ljaju potrebne uslove za po~etne vrednosti polozaja i brzi

па kojima odgovara Kosijevo геБепје koje predstavlja stacio

пагпо kretanje. Potrebni dovoljni uslovi definisani эи rela

cijama (121), (118) i (119) • 

. 
! 
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G L А V·A 1I 

STABILNOST KRETANJA 

Razmatra se stabilnost ravnoteie i stacionarnog kre

tanja neholonomnog mehanickog sistema. Svi razmatrani tipovi 

stabilnosti эи u skladu эа definicijama stabilnosti u Ljapu

novl jevom sm1s1u. Ројтоуе i definiciJG prihvatamo iz [2.3 Ј[17]. 
Za dеfiПisаПЈе uslova stabilnostl koristice ве iskljucivo di

rektan Ljapunovljev metod. 

1. Stabilnost ravnoteze 

Uocimo neholonomni, u opitem slucaju reonomni, meha

nicki sistem. Za osnovne proтenljive stanja usvajaтo Lagran

zeve promen1jive qi i ~1. Neka эи neholonomne veze 11пеагпе 
funkcije brzina ~1, и najopitijem slucaju oblika (21)~ 11i -

- po~Ьo su ekvivalentni - obl1ka (18). Mehanicki sistem эе 

krece и ро1јu nepotencijalnih э11а 

Q . = Q; ( q, q ,t) 
1 -

1 potencijalnih, cija је funkcija в11е 

U = U(q,t) 

Dinamika opisanog neholonomnog mehanickog sistema potpuno је 

odredjena sistemom diferencijaln1h jednacina - па primer (21), 

(28) • 

Pretpostavimo da sistem algebarskih jednac1na (121) 

dopuita гe~enje oblika (91). Drugim гecima, postoji ravnotezni 

polozaj q 'о Bez uтапјепја op~tosti, mozemo uzeti da је to tac
о 

ka 

q = q :: О 
О 

(129 ) 
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u opstem slucaju, ako to пе zahtevamo drukcije, pretposta

vicemo da q = о nije izolovano геаепје sistema jednacina 
..... ,~ 

(121). Као перогетесепо kreta~je иzщimо ravnoteino stanje 
• koje odgovara ravnoteinom pOlozaju (129), 

q ... О, 
. 
q - о (130 ) 

Diferencijalne jednacine poremecenog kretanja, s obzirom па 

izabrane promenljive stanja i pretpostavku (130), ekvivalen

tne зи sistemu jednacina (21), (28) ill, па primer, sistemu 

(26). Pocetne рогетесаје (pocetne u~love) oznacavacemo па 

sledeci nacin 

( 131 ) 

odgovaerajuce рогетесепо kretanje sa: 

(132 ) 

i brZ.inll· и toku vremena sa+ 

(133 ) 

Pretpostavljamo da su ispunjeni uslovi koji garantu

ји egzistenciju i jedinost геаепја, kao i njegovu neprekid~U 
, 

zavisnost od pocetnih рогеmесаја (131). Za analizu ispunjeno-

sti tih ualova najpogodniji је oblik jednacina kretanja (52), 

koji,sa jednacinama veza (21) cini potpun sistem za opis kre

tanja neholonomnog sistema i koji је ekvivalentan sistemu је

dnacina (28), (21). Pogodnost је и tome sto зе i~pitivanje 

tih uslova svodi па ispitivanje glatkostidesnih strana sis

tema (52), (21). u tom smislu pretpostavljacemo da ви te de

впе strane dovoljno glatke, da garantuju egz±stenciju, jedi

nost i neprekidnu zavisnost геаепја od pocetnih uslova. 

Direktan Ljapunovljev metod zasniva эе па ројти tzv. 

Ljapunovljeve funkcije. Za n~ae potrebe Ljapunovljevu funkci

ји uzecemo и obliku 
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( 1 34 ) 

gde .је 

П::: ':Т -U+F(t.) 
о 

F(t) = ~o(O,t)+U(O,t) ( 1 35 ) 

0"'.',' 

Funkcije Т2 , То i U odredjene эи эа (34) i (9). u okolini 

tacke (130) smаtгасешо оа зи Т2 , Т i U glatke funkcije od 
d.. (! 

proтenljivih q, ~ i t, reda glatko~ti koliko је to potrebno • 
. 

Izvod V funkcije V, и smislu diferencijalnih јеапа-

cina poremecenog kretanja koje su qblika (28), (21), а uzi

majuci и obzir (64), odredjen је jednakos6u 

.-----., . '-'Т QT ь" _ C>U V ::: ~d )"1~.J ~U ыТ 
b
i 

+ \-- q-
<;)t -~ - --

Эq d- r qi 'Ј. o>q~ .,") 

( 136 ) 

. 
Napomenimo da su fUnkcija V i njen'izvod V и tacki (130) је-

dnaki nuli, tj. 

V(O~O,t) = О V(O,O,t) = О (137)' 

s t а v 1.1. Ргеtрозtаviто da эи ispunjeni slede-

6! uslovi: 

..... 
1) u okolini tacke (129) funkc~ja П је poziti~no-de-

~ 1 d finitna u odno~u па q ... q , odnosno 

- 1 d П (q,t)~ a(q ..•• q ) 

. ае,>-О , 1 d 
а _. O<~,,> ( q ••• q ) - О, 

pri сети је d ~ п 
, 
r 
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---2) kvadratni 61an Т2 је pozitivno-definitna funkcija 

d .Ј 
и о nosu па generalisane brzine q , 

. -
11 

"-'т ( .Ј ) ,соЈ) " q,q ,t ~O q 
с. 

I 
Ь;:О:О, Ь= 0(=> qO = о , 

а) Tada је ravnoteino stanje (lЗо), opisanog neholo

nomnog sistema, stabilno и odnosu па promenljive stanja ~~ , 

q 1 ••• qd , d ~ п .Speci jalno, ako је d := rt onda је ravnoteino sta
.d.. nje stabilno и odnosu па q i q • 

Pretpostavimo stroie i to slede6e uslove: 

neka је 

I '/ 1 d d+1 п 
ЬС! ( q ..• q ,q ••• q м = const 

гаупотегпо и 
d+1 п odnosu па promenljive q ••• ч i t; 

5) postoji takva skalarna funkcija с da је 

\ bV (q,t)j~c(q 1 ••• qd) 

с ;;::. О, с = О .(=) (ч 1 • • • q d) = о , 

pri сети је d ~ п. 

q) Tada је ravnotezno stanje (130) stabilno u odnosu 
1 d.J .• ~ -г t l' d' 1 5) t ... lno 'э па q ... q , q 1 q . ~B aKnlmo а Је иэ оу rlvlJa_ 1 1-

• punjen ako su veze (21) homogene. 
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rv 

б) Ako funkcija V = Т2 + П u okolini tacke (130) ima 

beskonacno ~alugornju grani~u, 
.. ~~ ј 

Т2 + П~f (q, q") 11 

f "" O<~~;> q = о , .01 
q = о 

tada је 

с) stabi1nost ravnoteznog stanja q = O~ 4 = о u аlи

сајu а) i Ь) ravnomerna ро t
o

' 

N ар о m е п а 1.1. Ako је ravnoteino stanje stabi-

1по ро de1u promen1jivih stanja onda u odnosu па osta1e рго

men1jive рогеmебепо kretanje пе тога biti cak ni ograniceno. 

U tom smis1u је u Ь) nag1aseno da је ravnomernost ро t , sto 
о 

inace tle ,паgIаsаv(i"mб kada j~ stаОilr.ю .ро svim ргош<.;пlјivim зtа-
пја 1 ) • 

р о s 1 е d i с а 1.1. Pretpostavimo da egzistira 

kvadratni integra1 oblika (63) i da П u tacki q = о ima izo

lоуап minimuт, ravnotezno ~tanje је stabi1no u odnosu па q i 
·,јГ ;l q t)'ПЈ' Ako su пеhо10пошпе veze homogel1e tada је ravnotezno 

stanje stabilno u odnosu па sve Lagranzeve promen1jive stanja 

q i 4. Specijalno, ako је sistem skleronoman i si1e konzer

vativne, prethodni us10v svode эе па uэlоvе Lagranz-Dirih1eo

уе teoreтe [ џ~]. 

D о k а z. Као ротоспи funkciju,za dokaz koristicemo 

fUl1kciju oblika 

( 138) 

Na osnovu uslova 1) i 2) stava 1.1. sledi da је funkcija V 
1 d.· Ј.. 

pozitivno-definitna u odnosu па proтenljive q •.. q ~ q tj. 

V ( 1 d .с!) 
~e q ••• q ,q 

e~O, ( 1 d,) 
е = 0<=> q ••• q ; = О, 

I 

q"'" = о ( 139) 

1) Isticemo da је гаупотегпо u odnosu па t јег Ы se moglo 
govoriti i о ravnomernosti u odr::osu па ЯпеstаЬi1пе" рго
menljive stanja. 
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pri ~emu је O<d~n. Osim toga, s obzirom па relaciju 3),izvod . 
V, funkcije У, је nepbzitivan, tj. 

V~O (140) 

1 d Dakle, funkcija V·,je pozitivno-defir1itna и odnosu па q ••• q 

i qd(d~n), а пјеп izvod V је nepozitivan, ра па osnovu stava 

о stabilnosti ро delu ргоmеПlјivih[zз],[49] zaklju~ujemo 
da је ravnote~no stanje q = о, 4 = о stabilno u odnosu па 

1 d .• t!.'.-J/ ) t· - d" t b"l t d ) q ••• q Ј. q \.u:.:n., .Ј. Sle Ј. s а :1. поэ· ро а • 

Pretpostavimo sada da vaie uslovi 4), 5) i doka~imo 

da tada sledi zakljucak Ь). Рге svega, post6 vazi dea·'stava 

poda), t,ada sled1 za svakoC>O post~oj1.&~Etako da и svakom 

trenutku t o za зуе pocet.ne рогеmесаје qo, q~ 1z S - okoline 

tacke (130) odgovarajuca рогете6апа kretanja 

1 1 .. Ј.., d 'd .. rL ) 
q :: q (qo, qo ' t о' t ) , ... ,q = q (qo ' qo ' t о' t 

ostaju u Е - okolini tacke (130), t ј. 

( 141 ) 

Tada, s obzirom па oblik jednacina veza, iz uslova 4), 5) 

ovog stava i relacije (141) dobijamo 

\ q' i I \ (Д G Ј.., )i I I 'i I I . Ј. I \" I Е А' с -_ ) =;tJ,J..}v+b \~ ЬЈ.. q + ь ~M' + с;, (М+А 'Е, 

gde је А = mах c(q 1 ... qd) па skupu Iq 11~e, ... , \qdl~E- Time је 
deo stava, роа Ь) dokazan. 

Dokaz da је ravnote~no stanje (130) гаупоmегпо stabil

по zasniva ае па орstеш stavu. direktr10g rnetoda о гаvпошегпој 

stabilnosti za deo promenl~ivlih [2.0J[~)1 Ј. Dokaz је, slican. 

kao i zastabilnost ро svim promenljivim stanj~[2~J. 
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Pretpostavimo da jednacine ravnoteze (97) dopustaju 

izolovan ravnotezni polozaj. Ne gube6i и opitosti, uzmimo da 

је od red јеп за 
• 

q = о (142 ) 

Ravnotezni polozaj moze biti izolovan i za sisteme sa Ьото-
'\) 

genim vezama (Ь = О). ТО znaci da j~dnacine ravnoteze (97) 

imaju izolovano геэепје oblika (142). Ako је ravnotezni ро

lozaj izolovan mogu ве definisati dovoljni uslovi asimptot

ske stabilnosti 1 ). 

s t а v : 1 .2. Pretpostavimo da su ispunjeni slede6i 

uslovi: 

1) и okolini tacke (129) funkcija је pozitivno-defi

nitna i dozvoljava beskonacno malu gornju granicu, 

а(q)~П~Ь(q) 

а,Ь60, а,Ь = О, q = о 

2) funkcija Т2 је pozitivno-definitna i dozvoljava 
.Ј,. 

beskonacno malu gornju granicu u odnosu па q 

( .Ј ' ( .Ј \ d q. )~T2 ~ с q ) 

с ,d ~O , с ,d "" О, 
.<1.. q ,. о 

3) 'funkcija definisana izrazom 

је pozitivno-definitna и odnosu па q i qJ. 

а) Ravnotezno stanje (130) је uniformno asimptotski 
·Ј stab11no u odnosu па q, q • 

• , , 

1) Zahtev da је ravnotezni polozaj izolovan је potreban da 
Ы se тogao priтeniti Ljapuncvljev stav о asiтptotskoj 
stabilnosti (direktnog тetoda). 
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Osim toga, neka је 

4) u oblast1 G = {(q,- t); \q!.t::H = const, 
• 

ravnomerno u odnosu па t, 

о .~ 

5 !Ь (q"t)\6,e(q) 

е ~ О, е = 0<=..> q = О 

Ь) Ravnotezno stanje (130) је as1mptotski stabi1no 

u odnosu па q, q. 

Us10vi ovog stava javljaju ве kao strQza ograni6enja 

u odnosu па из1оуе stava 1.1. 

D о k а z. Kor1steci za Ljapunov1 jevu funkci ји izraz 

dokaz da је ravnotezno stanje q = О, 4 = О uniformno asimp

totski stabi1no-s1edi,na osnovu Ljapunov1jevog stava о asim

ptotskoj stabi1nosti [~3J. Dak1e, us10vi 1), 2) i 3) obez

bed ји ји sled есе 

• ,-/.. • iI. 
1im q (q ,q ,t ,t) = О 

,t .. ,>,~ о о о 
( 143 ) 

• O~ 

Asimptotska stabi1nost и odnosu па q је ocig1edna ako зе 

uzme u obiir (143) 1 uslovi 4 i 5 • T1~e је stav dokazan. 

Razmotrimo uticaj disipativnih si1a па stabi1nost 

ravnoteze pod us10vima stava 1.1 i stava 1.2. Dak1e, neka 

зи nepotencija1nim si1ama Q. 1z stava 1.1 i stava 1.2 pri-
, 1 

dodate i nepotencija1ne з11е koje imaju svojstvo (53~, Disi-
~ г 

рсзti vпе 8i1e obele zimo ~~Э Qi -: а о, giro;-:-;J~opske sa Qj.. 
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Na озпоуи (53) i (58) i jedna~ina veza (21), za koje 

бето и op~tem alи~aju pretpostav1ti da аи nehomogene, ya~1: 

, 

( 145 ) 

оГ .Ј = Qr ( .d, .~ ь"" .Ј,. b~ ,t)[q1} .,(q 1 q,q ,q = ~q + (146 ) 
.~ v·J,.· 

.. q =b.,t q 

1z jed nakos t;i (145 ) i ( 146 ) zakljucu "јето 
,Ј da и opstem slu~aju 

i (147 ) 

nisu nepozitivne funkcije, а11 ~a зе pri арес1ја1Ьот 1zbbru 

si1a 1 ~eza taj из1оу moie posti6i. 

Medjutim, ako зи neho1onomne veze homogene, bez obzi

га па oblik veza, snaga giroskopsk1h i dis1pat1vn1h з11а, иу

ek је nepozit1vna funkc1ja, 1 to 

Qr.J о 
cLq - ( 148) 

Va~e slеdеб1: 

S t а v 1.3. D1sipat1vne 1 g1roskopske а11е u alu~a

ји homogen1h neho1onomnih veza пе remete stab11nost pod иа1о

У1mа stava 1.1 1 stava 1.2. 

S t а v 1.4. U зlи~ајu kada зи veze (21) nehomogene 

problem uticaja disipativnih i giroskopskih si1a па stabi1nost 

ravnoteinog stanja pod us10vima stavQva 1.1. 1 1.2. је otvoren. 

Ljapunov1jevu funkciju izaberimo kao i u stavu 1.1 i 

stavu 1.2, 

,.,.-1 rv 

V = Т?+ П 
"-

( 149 ) 

Sada је dokaz jednostavan, јег је o~igledno da pr1dodate d1-. 
sipat1~ne 1 giroskopske si1e mogu da рготепе uslov 3) stava 

1.1 1 stava 1.2 pod uslov1ma stava 1.4, а,В obz1roт па 

...... 
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(148) опе,пе uticu па uslov 3) pomenutih stavova. 

U dokazu stava 1.2 zahtevano је da ravnoteino stanje, 

kao qерогеmебsпо kretanje, bude izolovano. Тато је to oprav

dano time ~to је osnov dokaza Ыо Ljapunovljev stav о asimp

totskoj stabilnosti. Заја сето dokazati da' је izolovanost 

ravnoteinog stanja zaista potreban uslov za njegovu asimpto

tsku stabilnost. U toт smislu vazi 

s t а v 1.5. Ako је ravnotezno stanje (130) neizo-

lovano tada опо nije asimptotski stabilno. 

D о k а z. Pretpostavimo suprotno od zakljucka sta-

va da је 

lirн q(t) ;: о lim qJ(t) = О ( 150) 

То istovremeno znaci da ви za sve pocetne рогетесаје iz neke 

okoline tacke (130) odgovarajuca рогетесепа kretanja oblika 

( 151 ) 

Prethodni zakljucak sledi iz Ljapunovljevog stava о asimptot

skoj stabilnosti (direktnog metoda). S druge strane, po~to је, 

ро pretpostavci stava, ravnotezno stanje neizolovano, onda u 

proizvoljno maloj okolini tacke (130) postoji pocetni роге

mесај takav da је odgovarajuce poremeceno kretanje oblika 

q(t) = q = const :} О 
о 

( 152) 

Dakle, 'postoji kontradikcija izmedju (151) i (152). Time је 

stav dokazan. 

Polazeci ој prethodnog stava, razjasnicemo uslove pod 

kcjima moie da ве primeni Ljapunovljev stav о asimptotskoj 

stabilnosti. 

S t а v 1.6. Aka је ravnoteino stanje (130) neizolo

vano, tada: izvод t~(q,qd ,t) neke funkcije W(q, qJ. ,t), koja је 
definitna i dozvoljava beskonacno malugornju granicu,ne то-

• Ј· 
ie da bude definitna funkcija promenljivih q i Ч. 
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D о k а z. Pretpostavimo оа је W(q,qd,t) definitna 

funkcija. Таог, па оапоуи Ljapunov1jevog stava о asimptots

koj stabi1noksti i nestabi1nosti direktnog metoda i us10va 
~ 

ovin stavova,za ауа рогете6епа kretanja koja odgovaraju р06-

tnim poremecajima iz neke oko1ine ta6ke (130) va~i da је 

Da1je-dokaz tace kao i u stavu 1.5. 

Р о s 1 е d i с а 1.1. Ako pretpostavimo da је rav

note~no stanje, 6iju stabi1nost razmatramo, neizo1ovano tada 

ае Ljapunovljev stav о asimptotskoj stabilnosti пе moze pri

meniti. Naime, па osnovu stava 1.5 sledi da u slu6aju ~eizo

lovanog ravnote~nog stanja пе rnozemo ni govoriti о tipu asim

ptotske stabilnosti iz stava 1.2. Ргеrnа tome, kada ka~emo da 

ае пе тo~e primeniti Ljapunov1jev stav о asimptotskoj stabil

nosti rnisli ае па tip asimptotske stabilnosti iz stava 1.2. 

~p о rn е п а 1.1. U nasim razmatranjirna kada se 

govori о neizolovanosti ravnoteznog stanja mis1i ае па egzi

stenciju ravnotezne mnogostrukosti kojoj pripada posmatrano 

ravnotezno stапје.UЬuduСе, ako зе пе nag1asi druk6ije, ата

tracemo da је neizo10vanost ravnoteze tog tipa. 

Postoje i drugi tipovi asimptotske stabi1nosti, od 

onog koji podrazurneva stav 1.2. Pred~et na~eg razrnatranja 

Ы6е asimptotska stabi1nost ро de1u promen1jivih i asimptot

ska stabilnost mnogostrukosti. 

U06imo neholonomni sistem cije је kretanje, ako пе 

nag1asimo dгukбiје, ograni6eno hornogenim vezama oblika 

(154) 

Pretpostavirno аа pored potencijalnih,i nepotencijalnih si1a 

iz stava 1.1. deluju i disipativne si1e Q~, tj. si1e 6ija је 
1 

snaga nepozitivna 

(155) 



.~. 58 

Posto зи veze homogene, tada па озпоуи (148) vazi da је iz
~w.Ј.. 

raz Qd q nepozitivan, 

~'w " Ј. • Ј 
QJ.(q, q ,t)q ~;O ('156 ) 

Ргеtроstаviто оа postoji ravnotezna mnogostrukost ОГ kojoj 

pripada i tac!{a 

q = о ( 157) 

Neporeme6enim kretanjem smatra6emo ravnotezno stanje 

q = о ~ 

q = о (158) 

Jednacine kretanja neholonomnog mehanickog sistema 

гезепе и одпови па generalisana ubrzanja qJ date зи siste

тот jednacina (52), (21). Oznacimo der:me strane jednacina 

(52) за GJ.(q, ql:.! ,t). Sistem jednacina (52), (21) mozemo за
da izraziti u obliku sistema jednacina prvog reda, 

dqcl_ GJ(q q'J. t' 
dt - • \, ,1 

(159) 

Napomenimo, s obzirom па prethodne pretpostavke, da sistem је

dnacina (159) dopusta mnogostrukost гезепја oblika 

( 160 ) 

L е т а 1.1. Neka su GJ(q,qJ,t,) i b~:..<q, t) и nekoj 

okolini.Q. tacke (158) i za svako t~O l1eprekidne i ogranice

пе за svojim prvim parcijalnim izvodima ро q, q~, t, tada 

postoji Ьаг jedan takav niz 

11 (~N '., п ~(Y-kada r+CQ, Т =const. 
r r 

da и okolini ~O., 



d.. ( • Ј ( » (. ~I .) G q ,q ,t + nr -1 Т =: G о q, q ,t 

( 161 ) 

za svako t€ Го, тЈ . Funkcije G~, b~o nazvacemo granicnim funk

cijama и odnosu па G.,l , b~. Skup ,SV5.11 (unkcija G~, b~o ozna

cimo sa Г 

L е т а 1.2. Neka sistem јеdrtабinа (159) ima oso-

bine iz leme 1.1. Tada, za svako Kosijevo resenje 

koje је ograniceno и okolini za svako t~to' postoji niz 

а = (п -l)T~t . 
nr. г о ' 

t€[O,T] 

n r ... 
oo kadC;1 Г-+ccI, takav da za svako 

i pri tome је q~(t), q~(t), t€(O,T] resenje sistema jednacina 

( GOv b~ ) Е r 
о' d..o 

(162) 

Dokaz leme 1.1 i leme 1.2 sadrzi зе и [?ЈО Ј. Тато је 
dokaz izveden za sistem obicnih diferencijalnih jednacina ор

steg tipa i sa slabijim uslovima и odnosu па desne strane. Ме

djutim, to oslabljepje nije od sustiцskоg znacaja. 

N'a р о т,~ п а 1.3. Ako је sistem jednacina kretanja 

stacionaran tada зе granicne funcije G i b~ poklapaju за G CL 
о q..o . 

i b~ Osim toga, vremenski interval Т moze biti proizvoljan 

l3 0 ']. 
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Za reohomni,:neholonomni mehani~ki sistem koji se 

krece и polju sila oblika 

w QU F. = Q. +Q . + --о 
1 1 1 C)ql 

(163) 

vazi sledeci 

s t а v 1.7. Pretpostavimo da је neholonomni meha

ni~ki sistem i polje sila и kome se taj sistem krece takvih 

osobina da su, pored uslova leme 1.1 i leme 1.2, ispunjeni 

sledeci uslovi: 

1) postoje funkeije ao(q), bo(q), рг! сети је 

а , ь ~O , 
о о 

= О <=> qt2: r 

tako da је и okolini tacke q = О 

r---

(Drugim recima, funkeija П је nenegativna i ogranicena funkei-

јот ао) 

~ Ј 
2) kvadratna forma T2 (q, q ,t) је pozitivno-definit-

па i dozvoljava beskonacno malu gornju granieu и odnosu па 
.Ј t. q, Ј· 

( оЈ) '" (оЈ.) 
Ь q ~ T2~ а q 

а, Ь ~ О, а,Ь 
.СЈ.. = O<=>q = О 

3) disipaeija је potpuna, tj . 

e~O, 
• с!-

е = O<i?=>q = О 

4) (i;T~)~i. Ј.. _ ;)Т d U -b~ (с/т f)U) ~Q .Ј. г- '?. О 
.~ J.q r\t - "', t ,\ + -- + J q + r- -..: 

C)q <::1 01 .;JqV @q'l> 



,- 61 '-

/ 
5) рогеmе6епо kretanje q (q ,с(, t ,t) је ograniceno 

о о о 

za proizvoljne pocetne рогеmесаје 1z пеке okoline tacke (158~ 
1 ) uzetih и proizvoljnom trenutkuvremena t 

о 

6) и okolini tacke q = о koef:Lcijenti b~ (q,t) зи og

гапiсепi, t, ј. 

! b~(q,t)\~M za 
2) 

v- t~O 

7) ravnoteina mпоgоэtгиkоst ОГ је nedegeneratlvna, 

.г: G ~ ( q , t, )~ d (q ) 

d ~ О, d = О <=> qE О r 

Tada је mпоgоstгиkоэt ravnoteznog эtаRја Rr asimptot

ski stabilna, tj. 

lim 
{ 

({(t) = о, -'V lim q (t) = о , q(t)-O 
. r kada Т,· ... оо 

D о k а z. Na osnovu uslova 1), 2) zakljucujemo da 

је f'unkcija 

·Ј pozitivno-definitna и odnosu па q . Zaista, 

а odat1e 

. 
·Ј V~b(q') 

( 164 ) 

( 165 ) 

Izvod V funkcije V и эmislи diferencijalnih jednacina kretanja 

је oblika 

1) Ovo је tip tzv. гаупошегпе ogranicenosti и odnosu па ~~, 
q i t . Ј'ег ':;'ОГПЈ'а crranica пе zavisi od izbora pocetnih 
о о' о ~ 

uslova. 

2) Оуај иэlоv је ispunjen zahtevom da vaii leтa 1.1. Medjutim, 
isticeтo ga јег је- 0(1 znacaja za zakljucak stava. 
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( ;јТ --
Г" О;: 
(ј " 

+~)~ +Qd.qd+Q~qt.-:+F (166) 
@q 

• Izvod V је negativno-definitna funkcija promenljiv-
I 

ih qD., 

(167 ) 

Osim toga, uslovi 1) i 2) obezbedjuju da V ima beskona6nu ma~ 

lu gornju gral'1icu Ll odno.sJl па q i qd-, tj. 

"-~ Ј 
V :: т ~ +П!f: а (q" ,) +8 (о) 

с:. о . ( 168 ) 

а odatle, s obzirom 

+ а о ( q) i C~ О , с ... 

па to da postoji funkcija c(q,qJ)~ a(qd.)+ 

O'::=~ q :: О, (/-- :: О, 

( . Ј 
V~c q,q ) (169) 

Ргеmа tome, па озпоуи stava 1.1. i tislova б) sledi ја је га

vnoteino stanje q = О, q :: О stabilno, i to гаvпоmегпо u od
.'Ј .,,~< 

пози па q 1 q • 

Pokazacemo da uslovi stava obezbedjuju jo~ stro~i 

tip stabilnosti: asimptotsku stabilnost mпоgоstгukоsti Rr " 

ро 

Da bi это to dokazali uo6imo, па osnovu dokazane stabilnosti 

q~ , qd i u~lova 5) ја postoji takva okolina ta~ke q :: О, 
О pocetnih рогеmесаја q , q~da зи ауа рогеmесепа kreta-

о о 

• сЈ .. 
q = 
пја 

• v 1 ) ogranlcena 

okoline, а и 

nost resenja 

( 17 о) 

za proizvoljan izbor pocetnih рогетесаја iz te 

proizvoljnom trenutku угетепа t >0. Ograni6e
о 

(170) i uslovi stava јоуоје do zaklju~ka leme 

1.2. Osim toga, za funkciju V va~i ја је 

( 171 ) 

1) Ра samim tim i beskoaa6no produ~ivo 



а odatle da је V nenegativna funkcija i to 

V ~O , ( 172'.) 

Po~to је V nepozitivno tada је V(q(t), ~d(t),t) nerastu6a 

funkcija а ~to uslovljava da је 

~I * 
1 i m V ( СЈ ( t ), q ,",. ( t ) , t) =. V (173) 

Ako је у*= О, па osnovu (172), sledi da је za izabrano роге-
mесепо kretal1je 

+ 
Pretpostaviтo da је V ~ О. Po~to је funkcija V, u smislu 

рогеmебепоg kretanja, пегаstuба i ima donju granicu V vati 

da је 

( ') .Ј (' ) V * V q(t, q tJ,t ~ (174) 

Uzimајuбi и obzir (171) sledi da эе kretanje vr~i и oblasti 

f ( • Ј.. ) () ( • Ј ) ~ '1 
К = ), q, q : а \ q +а q ~ V ЈI-

\ О 
( '175) 

s obzirom па 70 и oblasti а (q);;;. О је 

т 
",,"' «(.'С\)2. ( ) 
./ -':Ј.! ~.d q __ (1.. O,-~>qЕО , 

r 
(1'76) 

=1 

gde је, saglasno lemi 1.1, 

(177) 

Ргета tome, па osnovu (176) sledt da је u oblasti:a(q»O ге

~enje sistema jednacina (162)' је obliKa 

( '178) 



Za niz q(q ,~J,t .t+(n -1)Т) = q(t+(n -1)Т): q.J(q .q"J,t ,t + 
о о О' r Г' о' о о 

+(п -1 )Т) = ё(' (t,+(n -1 )Т) raoze se iZVTsiti sledeca ргосепа: 
г г 

т r'Т' iiL,T т 

jVdt ~.f-C(q )dt = -Ј с( (1\ .... -1 )T+t )dt!E; о ('179) 
о .. 

Ako pustimo da l1 г-+CQdоЬiјаrnо 

к * 
о = v - v = -

т 
С / . .1 (. » ..Ј С \ q* t d t ~ О, (180 ) 
о 

а odatle 

( 181 ) 

Po~to је c(~~)pozitivno-definitna funkcija ро ~d sledi 

q·J.(t\ = о 
.. ј t ( 182 ) 

* Postoji kontradikcija izmedju (178) i (182). Dakle, V = О, а 

odatle, s obzirora па (172) i uslov 6) ovog stava sledi da је: 

l.im СЈЈ (t) ,.. о 
t-::::;ooo 

Time је stav dokazan. 

lim qY(t) = с 
./: ->""" 

q(t)-~ О 
г 

(183) 

N а р о m е п а 1.4. Stav 1.7 defini~e dovoljne uslo

уе asimptotske stabilnosti mnogostrukosti R za slucaj da su 
г . 

neholonomne veze homogene. Medjutim оуај stav vazi i za slu-

сај da је kretanje mehanickog sistema ograniceno nehomogenim 

vezama, pod uslovom da је 

b~(q,t)i~e(q); e~O] 

i da su disipativne sile i koeficijentj_ ь; takvih osobina da 

је snaga dilsipativnih si1a strogo neoozitivna u odnosu па 



genera1isane br'zine q". 

р о s 1е d i с а 1.2. U stavu 1.7 su implicitno ва

ог~ап! neki,u literaturi poznati, oblici asimptotske stabi1-

nosti. Navedimo slu~aj азimрtоtskе stabi1nosti ро delu рго-

теп1 ji vih [; ;';( \?Л -1. Ako је О ::: i' ч: q 1 ::: ••. ::: qd "" О d Ј'\ 
.. '..Ј r \. ' < П 

tada је, па osnovu stava 1.1, ravnote~no stanje stabilno и od-
о Ј -)1. 1 d , ) U kl d t . 1 d' d 1 nosu па q , q 1 q ••• q \j~n. s a~и sa lffi s е 1 а us ov 

S) moiemo oslabiti ОО па ograni6enost рс qd+1(t>, ... ,qn Ct ) 

za proizvoljne po~etne рогете6аје Чо' ~~ uzetih u proizvolj

пот trenutku t ~O iz neke ckc1ine ravDoteinog stanja. Таоа 
. <> 

је ravnotezno stanje uniformno asimptotski stabilno u odnosu 

1 00 .d..\i. 1 d D k 'f t O 
(. о. 

па рготеп Jlve q ,q 1 q , .•• ,q. о az UПl ormnos 1 П1Је ва-

drian и stavu 1.7.) moie ве sprovesti, за neznatnim karekc{

јата, kao i 1.1 Г ~A]. Тата se 011 odnosi па slucaj азirnрtоtskе 

stabi1nosti за osobinama kao i и Ljapunov1jevom stavu а asim

ptotskoj stabilnosti (direktan metod). 

Ako је mehanicki sistem Capljiginovog tipa, ravnote-
v 

zna mnogostrukost је oblika 

Diferencijalne jednacine kretanja Capljiginovog tipa (46) пе 

zavise eksplicitno ој koordinata ч~. Tada se moze izvest,i za

klju6ak stava 1.7 i bez uзlаvа 5). 

N а р о т е п а 1.5. Neka је mehani6ki sistem skle

гопоmап, а ravnote~na mnogostrukost oblika (q1, ... ,qd) = О 
(d~n), ocigledno da vaii stav 1.7. U tom smislu ovaj dokaz 

r "0' је uopsten је id еје Krasoyskog L vicl ei: i ,) Ј 



2. Stabi1nost рг! postojanju prvih 

integra1a kretanja 

u ovom delu гада koristice ве prvi integra1i kreta

пја и re§avanju ргоЫета stabi1nosti. Zna~aj prvih integra-

1а је vi§estruka. U mnogim slu~ajevima, i kada ne re§avaju 

pitanje stabilnosti do kraja, mogu dati veoma korisne infor

macije о овоЫпаmа kretanja koje veoma 6esto pojednostavlju

ји razmatranje ргоblета stab11nost~. Оз1т toga, zna6ajn1 зи 

za dobijanje Ljapunovljeve funkcije 111 za e11m1naciju dela 

promen1j1vih 1z diferenc1ja1nih jedna6ina kretanja ~ime se 

smanjuje Ьгој d1ferencija1nih jedna6ina koje ulaze и razma~ 

tranje. 

Stav 1.1.1 stav 1.7 def1nisu ооуо1јпе uslove razli6i

t1h t1pova asimptotske stabi1nosti ravnoteinog stanja. Medju

t1m, nisu bez zna6a ја пi опi stavovi ij kojirna зе razmatra оЬг

nuti ргоblет: da ravnoteino stanje пета asimptotsku stabil

nost neko~ oblika. Takvi stavovi mogu зе zasnovati па ово

Ыпата prvih integra1a kretanja. U skladu за tim va~i slede-

6i 

s t а v 2.1. Pretpostav1mo да za sistem jedna6ina 

kretanja neholonomnog mehani~kog sistema, u opstem slu6aju 

reonomnog,postoji netrivijalan prvi integral kretanja, tj. 

да postoji takva ska1arna funkcija F(q,4~,t) da је u smislu 

resenja jedna6ina kretanja za svako t~t, 
о 

I 

F(q,~~,t) = h = const 

i neka је 

2) ,.., ( • Ј t) . 
!.' q,q, Је 

q , q.J.. . t 
1 . 

.<1-
q = о 

перrеkidпа fuпkсiја promenljivih 
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Tada ravnotezno stanje q = О, q = о nije asimptots-

kl
o t Ь о 1 d о • rJ. s а 1 по и о nosu па q 1 ~ • 

v ( .Ј ) V , D о k а z. Posto эе funkcija F q, q ,t odrzava па 

та kom kretanju tada i za kretanje q(t) = о, qJ(t) = О vazi 

da је 

F(O,O,t) = const ( 184) 

Ne gиbeci и opstosti moze se иzeti da је 

F(O,O,t) = о (185 ) 

Рге svega dokazimo da vazi 

L е т а. U proizvoljno maloj okolini ravnoteznog sta

пја postoji pocetni рогетесај qo' q~ koji пе pripada гаупо
teznoj mncgostrиkosti i trenиtak t tako da је za odgovarajи

о 
, , k t о ( .Jv )' Ј..( • Ј. ) се рогетесепо ге аПЈе q q ,q ,t ,t , q q ,q ,t ,t 

о о о о о о 

F(q(t), qcl(t),t) = h, h - const * О, t~t 
о 

(186 ) 

D о k а z. Pretpostavimo obrnиto - da postoji oko

lina tacke q = О, q~= О, tako da za та koji pocetni рогете
са ј q , ёЈoL , и та kom trenиtkи t o ~ О, za odgovara ји са роге-

о о 

тесепа kretanja vazi 

F(q(t), qc:L(t),t) = О 

То znaci, istovremeno, i da је 

F(qo,q~, t o ) :: О 

.Ј 
za proizvoljno qo' qo i t o ' а odatle 

F(q, qJ,t) :: о 

( 187 ) 

( 188) 

(189 ) 

Drugim recima, za neku okolipи tacke q =~O, ёЈЈ= О postoji 

trivijalni integral kretanja, а to је и kontradikciji sa иs

lovima stava. Time је lema dokazana. 



Predjimo па dokaz stava. Pretpcsta~imo, suprctno za

k1jucku stava, da је ravnotezno stanje q = О, qd. = О asimptot

ski stabi1no u odnosu па q i qd, tj. 
оо 

1 · (t) - _. ·(./'(t) lm q = О, Llm q = о ( '190) 

Na osnovu (185), (190) i uslova 1), 2) sledi da је 

1 im F < q (t ), q с;;. ( t ), t) = о ( 191 ) 
-l-,. " . .; 

Izmedju (191) 1 (186) postoji kontradikcija. Tirne је stav do

kazan. 

Mo~eтo definisati dovoljne uslove, ana10gne stavu 2.1, 

i za obrnuti ргоЫеm asimptotskoj stabilnosti ро delu promen

ljivih. 

s t а v 2.2. U stavu 2.1 uslov 1) zamenimo па slede-

6! ласiп 

.,/ .1 d·1 ·с 
F ( q ,q ,t)~ а \. q ..• q ,q ..• q ) 

pri сети је d~n, С6т. 

v -d . t Таја ravnotezno stanje q = О, q = о nije aSlmpto -
1 Ь .1 -с ski stabilno u odnosu па q •.. q ,ч ... ч. 

D о k а z. Tok dokaza ovog stava је slican kao i u 

stavu 2.1. Razlika је u tome ~to зе оује umesto (190) uvodi 

pretpostavka da је 

(Б:: 1, ... ,Ь; с -= 1, ••• ,с) 

koja dovodi do kontradikcije sa uslovima stava. 



2.1. StaE~lnost stac1onarnog kretanja 

u odeljku 4, glava 1, pokazano је da neholonomni з1-

stemi mogu pod odredjenim uslovima da yг~e stacionarno kre

tanje - u skladu ва definicijom 4.1. i 4.2. tog odeljka. Uo-

6imo neholonomni sistem koji ima m - m/cikli~nih'koordinata, 

tj. neka је 

\ '1"- .... ь') 
~ 

b~J::O, 
С:.;Ј _ 

О, 
@U 

о, 
~ ь"'l 

О 
(::) Q}.' 

О, QQoL ( 192 ) -- = = = = = О .. ~' 
dq~' ,.... аУ' 

, 
'-' ""ј ~ dq~1 @q \:)}. <.yq 

Osim toga, neka sistem difernecijalnih jedna6ina kretanja 

(28) dopu~ta m - m'linearnih integrala oblika 

, • Ј / I Ј = С :::; . .~ • » ~ . t1-. 'Ј con.st(.-=> а, I q +а = с<:.=> q "" g q +g 
'УЈ V<J<.)I' .~\ Ј' 

( 193 ) 

Za sistem algebarskih jedna6ina 

Ј,' v " ~J.' ( q ,q ,c)l' , t) = О 

b~ (qJ', q)) ,t) == О 
1 ) 

pretpostavimo da ima гезепје oblika 

qi'(t) = const, q'~ (t) = const 

Tada, kako је to vec pokazano, egzistira 

r:l' .~ 
q = const, q = const 

.cI.' " q = О, q':::; О, 

Оуо kretanje ве, u skladu за definicijom 4.2. (glava 11) па

ziva stacionarno kretanje. 

1) \l.eze bl ti i t10tnOg"e /'Је (~=O) 



Bez umanjenja op~tosti uzmimo da је to stacionarno 

kretanje oblika 

" q/1' = О qV :: О, 
. Ј' 

о, 
') , q = q = о 

о ' -у' ",\1 

( О , Q , с'Ј? , t ) c.~! :: г-· q ::: е; , 
'~)..' i , ( 194 ) 

Ako пе nag1asimo druk6ije, smatra6emo da postoji mnogostru

kost stacionarnih kret.cHlja 2:г оblikэ (123) - i11 za t"V ::: О оЬ-
11ka (126), kojoj pripada i kretanje (194). 

Uzmimo stacionarno kretanje (194) za перогете6еnо i 

razmotr1mo njegovu stabilnost. Poreme6eno kretanje obele~i

то па slede6i na~in: 

:Ј.' Ј' " V q' ::: С(', ч' = q 
• d.,' 
q , q" 'IJ' г." _ iJ' О 

,"'/ - () -с 
Ч' \1' »' ("195) 

Diferencija1ne jedna6ine poreme6enog kretanja dobijaju з1е

de6i obl1k 

,~ dT 
L)f~ --
,',', ". 'у 

СЈч 

( 196 ) 

Qve jedna6ine dobi1i зшо 1z jedna6ina (115) tako §to вшо u 

зу1т ~1апоv1Пlа gde је эtајаlо C II ' stav:ili C~I +'Yl yt ' Ргiшеt,irгю 
da stacionarnom kretanju (194) odgcvara ravnote~no stanje је

dna61na (196), oblika 

q J.1 = о , 
,! 

-()!" q :::: () ... "ј 

а ==О,1(Ј=О 
• LV' 

( 197) 

U sklad и sa napomenom Ц. 2 (g1a va 1) [f![logostrukost L r stac1o;;.. 
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narnih kretanja mo~e ае interpretirati kao mnogostrukost га

vnoteznih stanja sistema jednacina (196). 

Uocimo funkciju oblika 

V .\' ....... rt'-I~, = Т.:... г 
G 

F(t) = -Т~(О,t)-U·(О,t) 
о 

Primetimo da Је V (Oit) = о. Izvod V funkcije V и smislu di

ferencijalnih jednacina (196) odredjen је jednako~6u 

Uporedjuju6i diferencijalne jednacine (196) за jedna6inama 

(21), (28) vidimo da зи u pit,anju jed118Cine istog tipa. Sto

ga је dokaz za jednakost (198) је istovetan kao i za (136). 

s t а v 2.3. Ргеtрозtаvimо са аи ispunjehi sledeci 

uslovi: 
0.:,1 

1) postoji okoliГla tacke q :::. О, q~ = 0,'1'1'= О н kojoj 

је funkcija [( pozitivno-de1:~initna u odl1osu па q<:i.', qV, 

а ).0, а... 0<"=> g СЈ' = о , 

2) Т2 је pozitivno-definitna funkcija и odnosu па ge

пегаliзапе brzine, 

b~O, Ь О ·сЈ' ~ :: ~>q':::' U 

3) postoji okolina tacke q~~ О, q~= о, '7 :: о рготеп
У' .,Ј.' , 

ljivih q ,qV, уј , pri Ceml! је и t,oj okolini 
p;t 
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а) Tada је ravnotezno stanje (197) jednacina (196) 

stabilno и odnosu па q<J', 

odgovarajuce stacionarno 

• d.' ~ q , q ,"7'Ј1 , а kao. posled ica toga 

kretanje (194) је stabilno и odnosu 
<:1.' "d.,' "') 

па q , q , q • 

Neka зи ispunjeni i ovi uslovi: 

~ i 4) и okolini tacke q = О, q1 = О, koeficijenti b~ зи 

ogranicene "funkcije, 

\ 
~ Ј.' » I ЬЈ. (q , q ,t) ~ м м !I! const 

е = о <=> q cl.' = О, q)l = о 

Ь) Tada 

па qd..' , с/"', q'Y, 

је ravnotezno stanje (197) stabilno и odnosu 

q ~ i IfJ.v• , а kao posledica toga stacionarno 

kretanje (194) 
l' ·Ј' )1 .)1 

је stabilno u odnosu па q~, q , q , q . 

* м-6) ako V = Т2 + П и okolini tacke (197) dozvoljava 

beskonacno malu gornju granicu, 

,Ј.' оу .Ј.' 
V ~ С ( q , q , q ,'Уј)}') 

с ~O, с = 01..=> qd',qV ;~q ',?у= о 

с) Tada је (197) ravnomerno stabilno и odnosu па qJ,.', 
)) .,Ј.' ."V ... ) 

q , q , q , '1'11' • 

D о k а z. Ргеmа pretpostavkama 1), 2) i" 3), st,ava, 

postoji funkcija 

koja је pozitivno-definitna и odnosu па СЈЈ..', qJ.'i q)l, ciji је . 
izvod V и smislu jednacina p~remecenog kretanja (196) nepozi-

tivan. Vec је naglaseno da зи diferencijalne jednacine роге

mecenog kretanja (196), gde је stacionarno kretanje nерогеmе-
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се по , i jed naoine poremecenog kretarl ја (21), (28), gd е је ra

vnoteino stanje перогете6епо, ро formi iste. Osim toga, us1o

у! ovog stava su ana10gni us10vima stava 1.1. U tom smislu 
f1 

dokaz stava 2.3 је s1ican dokazu stava 1.1. Raz1ika је и to-
.-' ~-' 

те ~to umesto funkcije V = Т2 +П kao Ljapunov1jevu funkciju 
-It- .. ,( 

sada korist1mo V = T2 +11. 

U specija1nom slucaju, ako је s1stem (196) Cap1j1g1-

novog t1pa, tj. jednacine (196) пе zavise од koordinate q~ 

us10v 2) 1 5) moiemo zameniti uslovima 

(198) 

Tada svi zakljucci prethodnog stava vaze а11 и odnosu па qt::f.', 

qJ', '?у,. Usput l1apomenimo да sistem jednakosti 

= О, = О, = Ь, = О ('199 ) 

predstav1ja dov01jne uslove da jednacine (196) budu Caplj1-

g1novog tipao 

Pretpostavimo da је (194) izolovano stacionarno кге

tanje, tj. da diferencijalne jednacine poremecenog kretanja 

(196) imaju izo1ovano ravnotezno stanje. Sada mozerno formu-

1isati s1edeci 

S t а v 2.4. Neka su ispunjeni us10vi 1), 2), 4) 1 

5), stava 2.3, а Us10ve З) i 6) zamenirno па s1edeci пас1п: 

r--~-" '* 
3 ) I--(ат ~ v-". qO .)'_ ?Т'" dU* i+-.J. - (d..' 'у • с/..') 

6 г - -- +Q I q +F ~ -е q ,q ,q 
1_ @qll Ј. d t Qt <'-

6 ) 
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Tada је ravnotezno stanje (197) ravnomerno asimptot

ski stabilno и odnosu па qJ.',qY ,qJ.',q У. Odatle sledi da је od-
'" 

govarajuce stacionarno kretanje (194) asimptotski stabilno , 
- и odnosu па iste promenljive stanja. 

D о k а z. Razmotrimo Ljapunovljevu funkciju oblika 

Odgovarajuci izvod, и smislu jednacina (196), ima sledeci оЬ

lik 

QU* 
- - + Q)t 

(200) 

Ргеmа pretpostavkama 1), 2),4) i 5), stava 2.3 i s obzirom 

па uslove 3) i 6) stava 2.4 sledi da је funkcija V pozitivno

definitna i da dozvoljava beskbnacno malu gornju granicu и 

odnosu па qcl', q ~ i qJ.', а пјеп је izvod negati vno-d efini tan и 
odnosu па iste promenljive. Time su ispunjeni svi uslovi sta

va о aSimptotskoj stabilnosti ро delu promenljivih[Z3 ]11(9J. 

Ako је sistem (196) Capljiginovog tipa, tada se us

lovi 2), 3) i 5) ovog stava zamenjuju sledecim ogranicenjima 

и odnosu па п* i Т2 
jI- с/..' Ј.' П (q ,1) ,t)~ а ( q ) 

1 ))' 

. , .Ј.' 
V ~ -с (qol ,q ) (201 ) 

Tada svi zakljucci stava 2.4 vaze ali и odnosu па рго

menljive qd~qJ:4~. 

Egzistencija mnogostrukosti stacionarnog kretanja, 

sto је ekvivalentno egzistenciji mnogostrukosti ravnoteznog 

stanja jednacina poremecenog kretanja (196), пе dozvoljava 

tip asimptotske stabilnosti iz stava 2.4. U tom smislu moze 

se formulisati sledeci 

s t а v 2.5. Pretpostavimo da је sistem diferenci

jalnih jednacina poremecenog kretanja (196)~takVih osobina 

da эи, pored uslova leme 1 i leme 2, ispunjeni sledeci uslovi: 

1) Z d. ЬУ : о 
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1) mnogostrukost stacionarnih kretanje је oblika 

# 2) fUl1kcija ПО;.: је РО7,ј_tivпо-dеfiпitпа i dozvoljava 

Ьеэкопа6по malu gornju granicu u odnosu па qd' 

а ,Ь ?-'о О о; а, Ь ... 0<=) q Ј::: О 
о о о о 

3) funkcija Т2 је pozitivno~definitna i dozvoljava 

beskona~no malu gornju granicu ро ~d , 

4) u oko1ini t,acke (197) Т: -+ п'* ima Ьеэкопа~по malu -

gornju granicu u odnosu па q 

5) svako ге§епје diferencijalnih jedna5ina рогете6е

nog kretanja (196) је ograniceno u ојпозu па q~ za proizvo

ljne opo5etne рогеmе6аје 1z neke okoline tacke (197) uzetih 

u proizvoljnom trenutku t 
о 

6) u oko1ini tacke (197), pr'omen1jivih qJ.',q'Y, је 

Vt~O 

7) ravnoteina mпоgоstгukоst sistema (196) је nedege

nerativna i t.o 

...- СЈ2 ( Ј' у t)' ( Ј.') L d ' q ,q '1v,' ;,;: Q \ q 

d -. О d О' о Ј..' О -?, = <'-'-oo""q'" 

Таја је ravnotezno stanje sistema jedna5ina (196) аз

imptotski stabilno u ој поэи па promenl ji уе q~', qcl', q}J. Samim 

tim i odgovaraju6e stacionarno kretanje (194) је asimptotski 

stabilno u odnosu па iste promen1jive. 

Do k а z. Sistem jedna6ina (196) ро formi је isti 

као i sistem (21) ~ (28). Osi.rn. toga usl~)vi stava 2.5 ви sli6-

ni uslovima stava 1.7. U tom smislu dokaz ovog stava эе raz

likuje u odnosu па dokaz stava 1.7 зато u izboru Ljapunovlje-
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ve funkcije. Ljapunovljevu funkciju и ovom stavu biramo и 

obliku 

Na kraju treba istaci da su svi navedeni stavovi for

mulisani tako da su и vaznosti i kada variramo '?V' , . tj. росе
tne рогетесаје remetimo tako da variramo i vrednost imp~lsa 

~y, • Napomenimo da su impuls ~ , s obzirom па definiciju ро-, . ~' 

јта stacionarnog kretanja, odrzava па svim а nе samo па sta-

cionarnom kretanju. Medjutim, ito j~ ocigledno, formulisani 

stavovi о stabilnosti stacionarnog kretanja ostaju и vaznosti 

i ako pretpostavimo da је ~I= О, odnosno ako pocetne poгeтe~a

је Ыгато tako da impulse р I nе remetimo (Р. = c~). Tako pos-
)1 ~ ~ 

matrana stabilnost је tip tzv. uslovne stabilnosti (pocetni 

poremecaji zadovoljavaju odredjene uslove). U slucaju kada nе 

remetimo impuls р I ,~ , nisu nezavisno promenljive и funkci-
~ 'У' 

јата koje se pojavljuju и stavu 2.5. Naime, и svim funkcijama 

stavlja se da је ~VI = О 
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3. Nestabilnost ravnoteie 

u odeljku 2.i 1. forтulisani ви stavovi о asiтptot

skoj stabilnosti ravnote~e i stacionarnog kretanja sa prime

пот ideje da зе озlаЬе uslovi koje propisuju Ljapunov1jevi 

stavovi о asimptotskoj stabilnosti za Ljapunovljevu fUnKci

ји. Pri toт зе osobine Ljapunov1jeve funkcije koтbinuju за 

овоЫпата koje imaju ce~enja diferencija1nih jedna~ina роге

тe6enog kretanja [ 11J Ј L :/") Ј. u оуот d е 11). rad а primel1i6emo id е

ји па pгoЫ~т nestabilnosti raVl1ote~nog stanja. 

Neka је шеhапiсki sistem u opstem slucaju геопоmап, 

а l1eholonomno veze зи homogene, oblika 

-y"~ .Ј 
q = Ь<;{ (ч, t ) q " 

Pored nepotencijalnih si1a 

deluju i potenuijalne, ~ija је funkcija s11e 

U = U(::},t) 

(202) 

(203) 

(204) 

Pretpostavljamo, u opstem slucaju, da ~o~e da postoji, za 

sistem jednacina (21), (28), ravnoteina mnogostrukost ОГ ko

јој pripada i tacka 

q = о (205 ) 

Ravnoteino stanj~ 

q = о q .,. о (206 ) 

, 
uzmimo zaneporemeceno kretanje i razmotrimo njegovu пезtа-

bilnost. Posle toga, razmotri6emo uticaj disipativnih з11а 

па us10ve kojima defini~emo пеstаЫlпозt. 
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s t а v 3.1. Neho1onomni mehanicki sistem i polje 

з11а u kome зе taj sistem kre6e takvih је osobina da ви iз

punjeni uslovi leme 1 i leme 2. Osim toga, pretpostavimo da 
" 

1) postoj1 okolina tacke (205) u kojoj funkcija [\(q,t) 

dopu§ta beskonacno malu gcrnju granicu, 

а ~ о , а ::: О .(-;> q = о 

i u Ы10 kOjoj, ро vo1ji maloj okolini ima negativne угејпоз
ti, 

2) u okolini tacke (208) 

QU 
- --- + dt 

3) dislpacija је potpuna, 

. , ь ~ О, 
.t:i.. 

Ь ::: 0<=> q = О 

4) р k .. '""т ( .Ј t' t d f··t . d Ј.ип Сl.ја ,,,q,q, ) је pozi ivr10- е lnl,nO 1 02:-
~ 

voljava beskonacno mа1и gornju granicu 

.,ј .. ~ -. Ј 
q(q ) ::;T2~c(q ) с ,d~O, суј 

.Ј-
= 0< > q = о 

5) ravnote~na mnogostrukost је nedegenerativna 

e~O, е 

б) ravnote~na Шfiоgоstгukоst па 1eii u oblasti 

П<о 

Tada је ravnotezno stanje (206) nestabilno. 
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Na p~~_~~~ 3.1. Specijalno, ako је mehanicki 

sistem bez disipativnih sila,takvih osobina da dopu~ta kvad

rat~i integral oblika 

"-' ; 

т2 -то -и = const , 

uslov 2) је identicki zadovoljen, tj. 

_.-'---'- ,r·.J 

( С)Т ,.~:Y. CI. .;,) Т" о) U -Q' d. F" 
-- ) d "Ч -" t - ;:Ј,," t + I q + :: О • \Ј 0::"":--1 о-QQ' '~ .' 

D о k а z. Pretpostavke stava dozvoljavaju egzisten-
ciju funkcije 

која и okolini G tacke (206) dozvoljava beskonacno malu gor

пји granicu 

(207 ) 

pri сети funkcija V u proizvoljno maloj okolini ima negativne 

vrednosti. Izvod V funkcije V је negativno-definitna funkcija 

promenljivih qd - , 

V'_L: ".Ј) -c(q (208) 

Sp/ecijalno, ako vazi integral kretanja ir2-To-U = h = сопзt 
tad а је 

(209) 

U proizvoljno maloj okolini tacke (206) izaberimo ро
.Ј. 

~etni рогете6ај Qo,Qo' tako Ја је u пекот trenutku to~ О 

(210) 
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Ako bi эmо znali da рогеmе6еnо kretanje 

(211 ) 

nije ograniceno okolinom G1CG stav bi bio dokazan. Pretpos

tavimo suprotno - da је za 'r/ t ~ t ograniceno okolinbm G
1

• Та-. о 

da је 

(212) 

. 
ogranicena, а zbog osobina У, је i nerastuca funkcija. Stoga 

је 

1 im V (t) = V *" = о , .(213) 

pri сети ~e 

Znaci, kretanje эе vrsi и oblasti 

(214) 

Dokaz dalje tece istovetno kao i и stavu 1.7. 

Ako па sistem nе deluju disipativne sile, prethodni· 

stav vazi ako umesto 2) stoji da је 

g ~ о , . ·Ј 
g = 04=>q = О (215) 

Izvod У, funkcije V zadovoljava relaciji 
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(216) 

takle, pr1dodate d1s1pat1vne si1e пе иЬ1си па nestabilnost 
!I 

pod uslov1ma prethodnog stava. 

N a-E_,.9 . .2.l_~ а 3.2. U slucaju sk1eronomnog пећо10-

пошпоg s1stema кој! зе krece и ро1 ји. 1;conzervati уп1Ь" з11а 1 

d1spitat1vn1h з11а potpune disipacije, из1оУ1 1), 2), 3), 4) 

1 6) зи trivijalno zadovoljeni. 

р r i m е r 1. ОЬгuс zanemarijive тазе moie da за ko

trlja bez klizanja ро horizonta1noj podloz1 ostaju?i u stal

пој vert1kalnoj ravni. Poluprecnik оЬгиса зе тепја u funkci-. 

ј! od угетепа рс poznatom zakonu R = R(t). Za оЬгис, па kra

jevima pracnika АБ, f1ksirane зи dve materijalne tacke, 1з

tih таза ш. Ма konstantnom odstojanju od tacke А зројепа је 

за оЬгисот materijalna tacka, тазе М, tako da leii stalno и 

гауп! оЬгиСа. Ako za Lagran~eve koordinate usvojimo ugao оЬг

Ьапја оЬгиса i horizonta1no ротегапје centra оЬгиса С, odre

diti ravnote~ni polo~aj opisanog mehani6kog sistema i ispi

tati stabilnost odgovarajuceg ravnoteznog stanja. 

/ 
./ 

,/ 

С ј /' 

1/ 
'-'Ж-'-"--' 

/!""-... 
D "- I.p i ",:f 

( ~ '" 
I 

Ргета zadatku~Lagranzeve koordinate su ~ i 

da оЬгuс пе proklizava odredjen је jednacinom 

. 
хс = R(t)'f 

х • 
с 

Uslov 

koja ocigledno,predstavlja linearnu neintegrabilnu diferenci-
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ja1nu jednakost. Kineticka energija sistema odredjena је sle

decim izrazom 

# 

Odgovarajucu transformisanu kineticku energiju Т dobijamo 

e1iminacijom zavisnih brzina Хс' 

т :; (Т)· 
х 
с 

Kvadratni c1an izraza Т је 

Funkcija si1e је sledeceg oblika 

U = _frjg (R-r ) ( 1-00з'1') 

i ocig1edno je,za эlисај kada је 

R (t ) ;0'- r' 

+ 

da је u oko1ini tacke ~ = О, Х = Х negativno-definitna и 
с со ' 

od пози па '-р • 

Us10vi ravnoteie odredjeni зи jednacinom 

sin'f = о 

Dak1e, mehanicki sistem је reonoman,a1i jednacine ravnoteie 

пе zavise od vremena t. U dvodimenzionom prostoru promenlji

vih у i хс ova jednacina cdredjuje jednodimenziona1ne гаупо

tezne mnogostrukosti 

~P= о '-р = 11 
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Mnogostrukosti 10 i 20 su izolovane, pri сети 10 odred јије 

slucaj kada је masa М u donjem, а 2
О 

и gornjem pOloiaju. 

Razmotrimo stabilnost ravnoteinog stanja 

'-Р= х = О 
(; 

\{>= О 

Ljapunovljevu funkciju izaberimo и obliku 

. 

V-.J ,_ 2 
П = -Т -и+2Н т 

Q 

х = о 
с 

Izvod V funkcije V u smislu diferencijalnih jednacina kre-

tanja odredjen је izrazom 

V = R {М [R-(R-г)соs'f-(2R-г)(1-соs\fј-2mR}!+ 

r .. . 2 } + t1 1 (гR-R )sil1'f 

Pretpostavimo da је 

R(t) R -t = +е 
о 

R > r 
о 

Pod ovom oretpostavkom funkcija V је pczitivno-definitna u 

odnosu па '-р. Za dalja razmatranja od znacaja је sledeca 

L е m а. Neka је data funkcija V(x,t) oblika 

v :: V2 (x,t)+v(x,t) х = (х 1 ' ••• , хп ) ; V(O,t) :: 

рг! сети је 

(а) V2(x,t)~a(x) а(х) :: 2 2 
Х 1 + ... +хп 

2+с!. 
(Ь) )v(x,t)1 1f. Ь(х) ~ ; Ь(х) = ( Yx~+ ... +x~) 

О, 
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Tada је V(X,t) pozitivno-definitna funkeija promenljivih 

Х 1 ' ••. 'Х' tj. . п 

V(X,t) ~ е(х) е(х) = A.J~~+ .•• +x~; А = eonst. 

.Dokaz оуе Leme slican је dokazu Leme 2 па ~trani 30 

и [17].Prethodna Lema omogucuje da ~e izvede sledeci zaklju

cak: ako зи ispunjeni uslovi uopstenog kriterijuma Silvestra 

[18 Ј i uslovi (Ь) оуе Leme, tada је V pozitivno-definitna fun

kei ја. 
. 

1spitajmo znak izvoda V LJapunovljeve funeije v. Рге 

svega и okolini tacke I.{J = О, 'f. О razvijmo V и red, i зуе to 

prikazimo па sledeci nacin: 

. ~2 
t - [ -t 11.-2 ( -t) т ( -t..јtD е V = - Мг-2т(Но+е )Јl -М g-2e т +М г-е ) 11+ 

. 
+у С" ,\.f , t) , 

pri сети је v(~,~,t) reda malosti veceg od 2 i, sto зе moze 

lako proveriti, dozvoljava beskonacno malu gornju granieu (uз

lov Ь». Primenjujuci uosteni kriterijum Silvestra dovoljni 

uslovi definitnosti kvadratnog dela funeije v~t зи odredjeni 

sledecim relaeijama 

(с) 
т г 

fvl < 21г ' 
о 

(d) t >'! = const 

Speeijalno, ako је т = О tada је re~aeija (с) zadovoljena za 

proizvoljan odnos izmedju r i Но. R~laeija (d) tada poprima 

sled eci oblik 

2g > Мг 

t· U smislu prethod по dokazane leme sledi da је е V ~ О, а samim 

tim "~o.· Dakle, funkeija V је pozitivno definitna и odnosu . . 
па "р, "f а njen izvod V nepozi ti van _ Time зи ispunjeni svi из-

lovi stava 1.1 (glava 11), tj. ravnotezno stanje хс = O,~ = о . . 
ХС = О, ~ = о је stabilno и odnosu па Y>i 'р, а s obZ':iro01 па оЬ-

lik veze i 0,:1 
. 
-,Г 

.t:-c -



Pridodajmo potencija1nim si1aтa disipativne 6ija је 

funkcija disipacije oblika 

Ф = ~(t '.Ј) ').2 D..:o 2 
lj ,Ј ,Хс 'f ~ 1 D = const 

Tada је гаvпоtеzпо stanje I.р = О, lf:; о, хс = О, хС = о asimp

totski stabilno u ојпози па 'f i Ср. 1) Prethcdni zak1 jllcak sle

di па osnovu stav2 '.7 (glava II). S obzirom па oblik jedna

cina veza 

. 
хс = R(t)\.f R = R +e-t 

о 

zak1jucujemo da је ravnote~no stanje asimptotski stabilno i. 

u odcosu па ~ . Pitanje stabi1nosti и odnosu па promenljivu 
с 

х ostaje otvoreno. 
с 

Р r i т е r 2. Te~ko homogeno te10 oblika po1ukug1e 

po1uprecnika Н, nalazi ве па savrieno hrap~voj hогizопtа1пој 

nepckretnoj ravni sa oblim de10m okretnim па do1e. Na ravnom 

delu ргуе po1ukugle postavljena је druga po1ukugla, ро1иргес

nika Н2 , tako da tacka dodira pada и centar prve. Naci us1o

ve pod kojim је ravnoteza sistema ~estabi1na ako зе polukug-

1а kotr1ja bez klizanja ро horizonta1noj ravni а druga ро га

vnom de1u ргауе ('l,adatak' је ,oreu.zet' i.z r i9 Ј ,Г:;Ч ] Ј. 

Za гауап ро kojoj se prva po~ukug1a kotr1ja bez k1i

zanja fiksirajmo Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxyz 
.'/ 

tako da је z = О ravan kotr1janja. 

Za geometrijski centar 01 donje po1ukug1e, kao koor

dinatni pocetak vezimo Dekartov pravoug1i koordi~atni sistem 

O,x,y,z" pri сети је O,Z, upravo па ravan deo donje po1uku

g1e. Оза О,Х, је stalno и ravni para1elnoj ravni Oxz. Апа1о

gno sistemu 01x,y,z, uvedimo koordinatni sistem 02x2Y2z2,gde 

је 02 geometrijski centar gornje polukug1e (vid зl. 2). 

Као nezavisne L.аgгэпZеvе koordinate (х,у) tacka К do

dira donje polukug1e за ravni z = О, ugaoVobrtanja donje ро-

1ukug1e oko озе 01Z1' УЈ =НОх, 0,х 1 ), [1=i(Oy, 0'У1)' kocrdi-

1) Na osnovu stava о st~bi1nosti ро delu promen1jivih mo~~.se 
zak1 јuс! ti зато о aSlmptotskoj stаЬ.i1поsti и od пози па 'f . 
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nate (Х 1 'У1) tacke К 1 dodira gornje polukuge sa donjom, ugao 

'-Р 1 obrtanja gornje polukugle ,,?koose 02 z 2' "fI 1 = 1:. (ОХ'02Х2) i 

е 1 = 6~ (Оу' 02 У2)· Znaci ukupno deset nezavisnih Lagranzevih 

koordinata odredjuju geometrijsku konfiguraciju sistema. 

Uslovi da se donja polukugla kotrlja bez klizanja ро 

ravni z = О mogu se izraziti jednacinama 

. . 
х = R1'P - R1sin9Y> 

( 1 ) 

а da se gornja kotrlja bez klizanja ро donjoj, 

+R 2 LSin8cos81 cos ('1' 1'-'t') -cos8sin91] ~ 1 

У1 = Х1\f+R2iэ-R2СОS(\)-'1-\·nВ1-R2соsе1siП(~1-\f)~1 (1') 

Funkcija sile је и obliku 

U = M11 1gcos8cos't'+M2g (Х 1 sir!'t'-y 1 siПЭСОS'f- R2cosecos\f + 

+12cos81cos'fJ1J 

Bez posebnog proveravanja jasno је da је 

ravnotezna konfiguracija. 
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Ispitajmo nestabilnost odgovarajuceg ravnoteznog sta

nja. Za ovaj zadatak taj ргоы1тm је resavan u [it8J, Г ,'1Э.!, 
а11 сето ga ovde resiti па jedan, smatramo orgina1an na5in. 

ј 

Рге svega (vidi зl.2) moze зе, za specija1an izbor po6etnih 

ve1i6ina stanja vrsiti takvo kretanje pri kome po1ukug1e os

taju u sta1noj vertika1noj ravni. Neka је to Ьаэ ravan у = о. 
Takvom kretanju u prostoru stanja odgovara integra1na mnogo-

1 \ 
strukost ) oblika 

(а) 
V;' _ 

о, I -
. 

(Ь) \f = О, 

. 
(с) х = Н 1 ~ 

8= о , у = 

. 
(2) - . 

' -, о у = 

Х 1 = 

о 'Р = о, е 1 = О, Уl = О , 1 

. 
о , 'f 1 = О, 61 = о, У, = О 

. 
- R2'i) +Н2 '-Р1 (2 ) 

Re1aeije (е) dobijamo рс uпоэепји re1acija (а) i (Ь) u jedna

~ine veza (1). 05igledno је da зе jedna6ine (с) mogu integra

liti 

(d) х = R1'f, 

Shvatimo sada (с) i (d) kao veze (опе з~ spontano rea1izuju 

а11 za poseban 1zbor prornen1jivih stanja). Funkeija s11e sa

d а irna oblik 

З~ (U) је ozna6ena vrednost funkeije па rnnogostrukosti (а), 
о 

(d). Оdgоvагајш5i kvadratl1i с1ап funkcije U pri razvoju u oko-

1iпi ravnoteznog polozaja је oblika 
2 

и; = - (M 11,g+M2gR2 ) :r; -M2g1 2 ~1 .... M2 gR2 ЧЈ 1 'f' 

Ispitajmo uelove pod kojirna је U2 pozitivno definitna 

kvadratl1~ Гогта, tj. kada је ravnotez~o stanje nestabi1no. U 

torn srnis1u primenimo kriterijurn Silvestra 

1) Та rnnogostrukost sastoji se od integralnih krivih. Cesto 
se za integralne mnogostrukosti upotrebljava naziv parti
ku1arno геiЗ8пје. 
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<. О 

Uzimajuci и obzir da је 11 = 3/8 Н 1 , 12 - 3/8 Н2 dobijamo 

da је U; negativno-definitna forma a"ko је ispunjeqa sledeca 
nejednakost i Lj8J 

Prethodna nejednakost predstav1ja samo dovo1jne us10ve nes

tabi1nosti. 
. 

Razmotrimo sada uticaj disipativnih si1a i to speci-

jalno si1a viskoznog trenja. Pretpostavicemo da је Relejeva 

funkcija pozitivno definitna и odnosu па genera1isane brzine, 

ф( .1 ('i '- q ,q. ) ~ а q ); а ~ о , О ~ i - О а. = (:--:>q - (З) 

d i·i 1) L v 1" Р t 31 ( 1 g е su q , q agranzeve promen J~ve. гета s avu . g-

ava 11) dovo1jno је isрitэti da 1i ravnotezna mnogostrukost 

О 1ezi и oblasti U > О (Osta1i us10vi tog stava su trivija1-r . 
по zadovo1jeni). Ravnotezriu mnogostrukost О mozemo napisati r 
и obliku r'е~еr.оПl ti оаnОЗои rlё. у l' Х 1 ' е 1 ' "р 1 ' 

У1 = 

Х 1 = 

sinЭ1 

~in '+'1 

М 1 1 1 tg9 
М2 

М 1 1 1 (cos9tg\f +tgЭSin8tgtГ') 
М2 

= 
Н2 
12 

sin8 

R2cos8sin'Y 
= 1 1cosB1 

. .. 

(4 ) 

1) Radi sazetosti и pisanju umesto konkretnog oznacavanja iz 
ovog zadatka za Lagranzeve promenljive это uveli uopstene 
oznake. 



I 

I 

Da bi эmо odgovor11i па pitanje da 11 mnogostrukost О lezi 
г 

u o111ast1 U> О, 11i ne, treba sracurlat.i U па toj mnogostruko-

sti, tj. 
" 

(: u ) ОГ - f ( е, 'f ) =: u ( е , tp , у 1 = У 1 иЈ), х 1 ::: х 1 (е, "-1:) , 

() 1 = а 1 (Э), ЧЈ 1 = ~ 1 (9-, lJl ) ) , 

а zatim ispitati znak. U toт smis1u dovoljno је (а пе i pot

геЬпо) odrediti U2 па О ра ispitati d~finitnost.·Da bismo 
г , 

to postig1i~ рге svega izvr~imo aprQksimaciju jednacina (4) 

do па linearni clan, 

Х 1 ~ 

е = 
1 

М 1 1 1 
-- 8 М2 

M11 1 
If --р-

·2 

R? 
-=-~ 
12 

ра ih smenimo u U2 . Tada dobijamo 

::: 

+ 

Dovol јап uslov d а га vnote znamnogos trukost ОГ пе 1е z1 н о Ыа

sti U > о su relac1je 

1!'1 ; I = О (=> с7 r.::: '1- :: О 

а ~to је ispunjeno ako је 
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Po~tQ је 1, - 3/8 R1 , 12 = 3/8 R2 kona~no dobijamo 

Ргета tome, pridodate disopat1vne s11e potpune d1si

рас1је пе remete nestabilnost pod uslovima defin1sanim u ро

~etku zadatka. Ovaj zaklju~ak u skladu аа pos1edicom 1.2sta

va 1.7 moie зе pro~iriti i па slu~ij kada је Re1ejeva funk

cija zav1sna od угетепа, 

а рг1 ~eти аи 1арипјеп1 1 uslov1 Leme 1.1 1 Leme 1.2 (glava 

11). Osta1a uop§tenja mogua6 аи 1 za proizvo1jne disipativ

па а11е а и skladu sa uslovom 3) stava 3.1. 

р r i m е r 3. Osnosimetri~no te10, оgгаПi5спо за do

пје strane sfernom povr.~1nom po1upre~~lika Н, moze da эе kotr-

1ја bez k11zanja рс unutra~njosti sfere polupre~n1ka Н," Sfe

га rotira oko vertika1ne nepokretne озе, konstantnom ugaonom 

bl'''zinom а. Is01 ta t 1 sta b:i_1nost relati упе ravnoteze sfel"i:1og 
te1a (Slican Шеilапiскi sist.efil na1azi зе и[19Ј . Ташо je.<"l :' Q~. 

+2: 
f]jfi1 

e.~o.\ 
~~::,:::.-?------'-!I 

~1 \ f; tz 
~/ Ј'2 ~._:") \ \~e 

.___! /~::-

~: €/YV;,,--
:--- -~. 
\ ?~ ~~\ 7 
I ,_..!S" 

''------..L 
!b.~T 

U skladu за oznakama па s11c1 za Lagranzeve koordina

te изуој1~о 1J.glove 9'Ч\'-{"Ч'\'Р1 1 ! Odstојапје centra rnааа С od 

geometrjjskog centra О је 1. K1neti6ka energ1ja op1sanog а1а

tema је slede6eg ob11ka 

1)~,~,~,~,~ ~~ relat1vne ~оо~d~паtз. Naime Oxyz, зе оЬг6е, 
zaJedno sэ ~l?~oт, и~аопоm jrzinoill 
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Za nas је od znacaja slobodan с1ап т 
о' I 

1 ,-,/)2 2е + 2 t;:,.l. eos , 

gde је т-таза te1a, С - moment 1nereije u odnosu па оэи з1-

metrije ОС, А - centra1ni po1arni moment 1пеге1је 1 g - иЬг

zanje Zem1j1ne teze. 

Funkcija 811е је obl1ka 

u = -шg [Н 1- (Н 1 -Н )еоз 6 1 -1еоSе] 

Posto је ро1је s11a konzervat1vno, а k1net1cka eneг~ 

gija Т пе zav1s1 od угетепа, u slucaju kada ne de1uju veze 

koje sprecavaju prok11zavanje Си з1uсајu ako је зfега glatka) 

vazi Jakobljev integral 

Pr1dodajmo vezu koja predstav1ja uз1оv da пета prok11zavanja. 

Те veze i~aju u оуот slu~aju slede6i oblik 

+ R ср cos9sin9 1-siпееоз9-1 eos ('-ЈЈ-У'1) = о 

Dakle,veze зи homogene i зtаеiопагпе. U skladu за stavom 3.2 
(glava 1) pridodate veze пе remete Jakobl±jev 1ntegra1, tj. i 

da1je vaz1 

E11minaeijom zavisnih brz1na оп dobija slede6i obl1k 
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pri еети је, s obzirom da su veze homogene, 
~ 

т = т 
о о 

Bez posebne analize moze se ustanoviti da је () = Lf" = 
~ "Р= &1 =~ = о ravnotezni polozaj. Za odgovarajuce ravl:lote

zno stanje razmotrimo stabilnost. U skladu sa stavom 1.1 (gl

ауа II) i posledicom 1.1 istog stavj3. и оуот slucaju dovoljno 

је ispitati·pod kojim uslovima 

r--

П = -Т -u 
о 

,.... 
ima minimum. U·~tom smislu razvijmo П и Maklorenov red tl oko-

lini ravnoteznog polozaja. Tada dobijamo 

а,Ь,с - const=O, d = const О, с = const::.o 

gde su (*) i (~*) oznacene sve forme reda malosti veceg od 

dva, а ро9 i(-}1' sa e(o/,!.f1 ) oznacene su forme.peda malosti 

viseg od dva ро е , е l' Ocigledno је, da za dovoljno mаlоQ.'П2 
и ravnoteznom polozaju moze biti pozitivno definitno. Time 

su ispunjeni svi uslovi stava 1.1. 

Istaknimo da и skladu эа stavom 2.1 i 2.2 (glava II) , 

da ravnotezno stanje, zbog egzistencije integrala kretanja, 

ne moze biti asimptotski stabilno. 

Ako pridodamo disipativne sile potpune diзiрасiје и 

skladu sa posledicom 1.2 stava 1.7 (glava II) је asimptotski 

stabilno, ako se pretpostavi da su геэеnја diferencijalnih 

jednacina kretanja ogranicena ро 'f , t..p i 'f 1 • 
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