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Uvodne паротепе 

natinu nala~enj8 
\ 

геsег,јё;! r,E,kir·, .::+:s·t.г.::,·iТtЕ.!1пil·, prot:.lema ;.':Iрго!::simд.t:.i\lr·'О9 kayakt.:e-

koj ј su povezani sa razlititim metodama aproksim8cije 

deJ. е.о 

problem Је poteo od А. N. Ko1mogo-

IЈ t.Onl S4"Bi s1 \..! 

Је пајтаПјl moqu~i prirodan Ьгој 

па2уао је e-entropijom skupa М Су. [23]}. 

jedir,i~nu kuglu К u tom prostoru, tada se 1ako pokazuje da 



kojj 

kao polaznu ~injenicu Ьгој ta~aka u n«e~i, 

j~ postavio zadatak da Бе odredi skup оЈ п 

!:Iat.i 

г. 
1"1 • L. 

Паklе, оп је ~ neku ruku оЬгпио ргvоЬitпо postavljen 

поа ргоblета dao је u radu (ta~ i taj rad se 5шаtга temelj-
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О О о 

.. 

о о 
о о о 

о о 

NM (1!2)::::2 N,....(2/S)==='=! NM ( 1 1'3} ::'7' 

<:.:Jika Ј. 

u [18] Би date ОБпоупе dеfiпiсiје i f '1' . .. ~::Ч"· ml...\. a~: 1 } а 

оуот problematikom и su~tini dr~ali. 

Ба dosta iпstгuktivпih ргјтега 
ft 

dalje istra~ivanje, ob~jгom da pDtreban i Јоуоlјап ИБlоу za 

пајЬоlјih mrefanije nadjen (паЈјеп је samo 

..ie.Jr,om Оsпоvпi doprinios гаЈа је 

za 

kоп\,'еr·f.:р:::псi је". 

Naime, kao ~to te Бе to videti u ргуот poglav}ju (и пјети sе 

objekata koji sе иуоЈе), pok ",,:,:Ј ... \ ј е 

kопvеrgепсiја dozvoljava Ја granitni element ZCidгzi 

Гj:--'~ !П~ t ..... _. "::,-' БЕо 



zasniva па finjenici da projekcija ~иуа najbolje тгe~e ојпо-

ргјтепе оуе metode је dosta suiena~ 

medjutim, pokazano је Ја тойе Ја гe~j neke slutajeve koJe 

druge metode пе mogu. 

О. 

ИагЈа. Potetni сјlј пјеаоуоц istra~ivanjaje bilo dokazivane 

postojanJa Cebi~evleyog centra za bilo koji oqraniteni skup 

zatvorenom intervalu. 

Medjutim, dobio је mnogo yj~e. Pravi doprinos гаЈа је u tome 

~to је data jedna поуа metoda. 

;:',::i Г-3.:?1.ikн оЈ рге-l.tч:кlпiI1 "ечziS(.епсiјаlпil-,1I 0\/-3. met:oda 

Г,ОУ"ifll -

ј1есј jut. :ј. т, pomenHti autor је гаЈ оЬјаујо а 

tom nije sagledao sve пјечоуе implikacije. Tctko se 

desilo Ја је njegovu ideju razradila ~jгa grupa autora тејји 

kojima se najvi~e istakao Оап Атјг (У. [2],[3],[4Ј,[5],[6], 

1. [7]). 

biti obr'adjeni н оуот radu. 

Бат rad је podelJen u tetiri роцlауlја, а па kraJu rada 

su prilozi 1 literatura. 

Ргуа poglavlje sadr~i ekspoziciju ргоЫета sa potrebnim 

.Qеf:iпiсi јд.mа. Takodje su date teoreme koje se odnose па 

osnovne osobine objekata koji se uyode. Опе su neophodne za 

а 1 k <.:'.sп i ј е 1 

dokazlvanju qlavnih rezultata. 

. , 
рГlfiiе-

ПЈlуа, te su dobijeni rezultati kOJl se odnose па postojanje 

г t-.- i: ' . .1. ll·. с· I :. ј опј se odnose па nostoJanje 



роl\..!погmi odredjenih osobina. Takodje је nadjena veza iz-

medju najboljih тгe~a i konafnodimenzionih sekanta skup,. 

Cetvrto poglav}je је posveteno najboljim mrefama u.Hil-

bertovim prostorima. Ба tafke gledi~ta egzistencije пајЬо-

ljih тге!а situacija 
. . 
ЈЕ· ~·E.~5'·/1 јИ Medjutim, ispostavilo 

se da је moqute dati karakteriz8ciju Hilbertovih prostora 

upravo kori~tenjem рој та пајЬоlје тгe~e. 

u kojima su tretirani r,eki 

praktitni ргоЫетј koji sе titu паlа~епја najboljih тгe~a. 

prilog predstavlja osvrt па jedno poglavlje iz 

monografije [9Ј i tu se govori о vezi izmedju optimalnosti 

numeгitkih t8bli~a i e-епtгорiЈе kompaktnog skupa. 

U drugom prilogu је dato ге~епје jednog konkretnog 

ргоЫета iz prakse koJi Бе odnosi па izbor optimalne loka-
I 

(~jje, а usko је povezan problematikom Qvog rada. Оуај zada-

t:ak је radjen u pkviru makro projekta IJ S·t 8.г,{э·~/аг, ј €-?IJ koji 

finansira Republitka zajednica nauke • 
. 0> 

Literatura sadr!i s~mo опе knjige i tlanke koji S;·l.\ \..! 

паји~ој vezi sa materiJom koja se izla!e. 



§1. OSNOVNE DEFINICIJEOo 1 OSOBINE 

Neka Је Х normiran prostor i А 1 В pod~kupoyi od Х, х 

element i2 Х 1 г~O. Uvedimo sledete Dznake: 

.. 

predstavl ја neku vrstu r-okoline skupa А 

Је А jednotlan skup tada imапю zatvorenu 

k l_Oo1,;!1 \ .. ' ~ 

f)i:<i Ь i ~.m{) ·~Jc·t_. i 1 i 1~:!eCifТlet г i ј s· kt\ i п tOo. ег pt- et д.С i ј 1.... -f t.lЛ ~(C i ј е 

uvedene sa (2), posmatrajmo veli~inu: 

i п-f {г 

~~.k,)p В (\/. 51. ~:.:J. t'Oo.ako se 
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Рrirоdпо је pitanJe d~ li postoji А-ЕЛ tako da bude: 
ft 

F.:..t. (В) :: 

ciJj istraIi~anja u оуој oblasti ј t? <.i в. 

~Э k ..• 1 
':~~-, 
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Familija А te varirati od slutaja do slutaja. 

niti~emo se sledetim mоgutПQstimа: 

~п - skup 5vih n-dimenzionih podprostora 12 Х; 

~.p : ... 

Ргуј slutaj је izuzetno ya~an, јег se od пјеча potelo, 

Kad је п=l оп ima jasnu qeometrijsku interpreta-

С1 Jt.1 • treba nati kuglu najmanjeg poluprefnika koja 

sadr~i dati ograniteni skup. Centar te kugle se naziva Ср-

bi~evljev cent~r datoQ skupa. 

п-dimеп~iDпа mnogostrukost od koje se dati 

koji lffiaJU odre-

Оп .1'.::', 

bi~evljeye тгe~e. Elemneti skupa Cx~B) se nazivaju najboljim 

kоmраktпim аргаksimапtimа. 

S~ г,~.јt.с!l jif1-f 

Х. 



pretpostavitemo da Је па Х definisana. 

1 роluпогmа р 53 odredjenim osobinama Q kojima {е kasniJE 

,'" e(~ i :; 

osobina koje slede neposredno 

iz ekspozicije ргоЫета, po~:.-- - С(О,1} 

cjt?1.~ Ј. u пјеrnц odsetak ој х 

(---1,0) dп 

sllke 4. ујјјто ја је Cebj~ey-

lj~v centar bilo ko.ia ta~ka sa 

сЈ{) {()~J) .. 

druqe stгапе Cebi~evlJev сеп-

+.ај' i s·-t·om ·1)(0,---1) 

zi su u kooгdinatnorn potetku. 

~entar пе samo da Пlје jedinstven nego ое тОга ја pripada пј 

[ : 
. 

_ .. -

г I -, . ( 

1I 

,L=+==J I 
" о 
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PosmatraJmo u istoffi prostoru jedinitnu kuglu i ·пјепи 

~. 

~: . ., 

kod !1ajboljih п-тге}а jo~ тапје mote biti чоуога. Osim toga, 

ргјтег пат sUQeri~e da U prostoru m oqranitenih nlzova. 

radiju5 pokFivanj~ 

zavisi od П~ оdпоsпо uvek је jedna~ 1. 

te se u оуот radu tematika vе~iпшn doticati 

TeDrema 1.1 Ako је Х nofmiran prostor i в С·Ч!'"" д,П i сеп 

skup 12 Х tada уа!! sledete: 
I 

'О 

( с') 0:- Р"" В) <: ш; 

... 

(с) k >п :-=--=> Р ", (8)::: !?., (В) ; 

Рп(сl (В») gde Је сl (ВЈ zatvorenje skupa В; 

(!,) F.: 1" (н",') ", p~" <:1:1) --1- .,;; (:81 ,f!) чdf.? је В 1 с:Х :1 ОЧl'"аг,i!.~еГI; 

(ј) Ako lР У podprostor оЈ Х 1 ВсУ tada уа!е nejednako-

<::;,ti 

qde рп<в) Iу oznatava da se radiJus pokrivanJa uzima 

,,-



1. i 

Dokaz: Zbog otiglednosti, dokaze nekih de!ova ~~тo 

ispustiti dajuti ~зmо odredjene komentare. 

Sto se tite tdtke (а) јаsпо da ya~j 1 sledete: 

Р,., "В) -- о ==.:::.> с: ат d (В) -:: Г,. 

dok t·i 

se ta~ka (с) mogla uop~titi па sledeti na~in 

, .. 
Tatka (е) vaii za svaku familiju А koja Је sзstаvlјепа 

od kОП\/еksпi!1 

;:.:'1тј 1 i је 

......... - ~. 'ј г' ' ... .; {.'.:,' d <.=-1·.· .•. ·.t·, с.-•• <. ·t t- - .с, _. гi -. r-;:, .,' Pij' Г,'. 1:" П ;:ft ~. ;:I'~ ", ој "_ .. 1'\ .. Jt:! .. : .... 7:"! __ _ 1 о. -=:C . .r..':::: td. f._ .. _' .{_.r. __ ._ .. _ t;~~~, .. ~:.. - .... "-. 

L! t: .:;'.:';: k 1 (ј) druqa nejed~akost је otevidna. 

j[~ р .. ; ([1) /)(""1-'" i P r ·, <'В) ју==Г,. 

<:1. -:.: Ј <: п) 



SE dokazalo tvrdJenJe роЈ ш::н':i то Ја za 

(8) 

s Јгиуе strane, zbQg kоmраktпоsti skupa К, za svako е>О 

!эгој N{E) sa оsоЬiпоm 

~(M,K) ~ Е, odakle neposredno sledi 

Pr"i-

metimo, Ја se takodje mo~e dokazati 

.. 

уЈе је dn(b) n-dimenzini dijametar skupa В (У. [29Ј). g 

• 
Slitno prethodnoj teoremi koja se оdпоsilа па Cebi~ev-

1 ј (~\I ј
. . . 

г ёН ]. ЈЏ!=.·, Ј mато Пд. 

Ьј?еуlјеуе centre, Odgovarajuti skup 

! .. ··Pt,·':!:.::.\·llp·.j·,··. -._ .. ··0".:1·", {':j-tГI ._. ___ 1. ._. _ .. ". .., _ .. 1 . r f mr \._ r:. с. ;;: с:' .... _ .. 9 

в ОЧГ дЛ i е:еп 

skup u Х tada va~i 



{У:l,У;г, ••• ,·,/п} Е С.,(В) ...... п>l ==.> 

(q) Ako је У podprostor od Х, takav da postoji projek-

CIJa Р iz Х u У <Р је lineran, Р (У);:::"у.) , 

tada za svaki Dgгапitепi skup В iz У ·va!i 

=-=:::::.> {РС),',) ,P(y:;;;~) , •• v ,Р,у,,)} € С,,(В) Ју 

оzпаtаvа Cebi~evljevu mretu skupa u 

Ddпоsu па prostor Х. 

(h) Ako је Х spregnut prostor i 

Dokaz: r)оkё~z:i tvrdjenja (a)-(g) se јеdпоstаvпо izvode. 

~·tc:· se tite t.aC:aka (с) Ј. {d), ргimеt:iшо da selako moqu 

паргаviti РГlтеГl koji opOVFgaV3JU slitne iskaze 23 najbolje 

Osim toga tatka 1-1 

Cebi~evljevih сепtага тo~emo оgгапititi па 

kопvеksпе skupove. 

Geometrijsko tumatenje taC:ke (~)-je sledete. {~ko је skup 

Г. . • . •. ~ \.'/]." '/2' d ,; lf ,У .... ,_ .. п,;:~ jt}CiJ. ја mrez 3 sk, .. tрд. Е:, t.ada. је Ьај'"" 

skupa Cebi~evljev centar јеdпоg dela skupa В. 

(ч) dаје_јеdпоstаvпе uslove роЈ kojima Се-

bi~evljeve тгe~e точц Ја se prenesu iz prostora u prostor. 

о tome op~jгnjje u [7Ј. 
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Оа bisffiQ dokazali tvrdjenje pod (h) llZffilfBO dз је 

Rп<В)=г. Ako је b€B tada, па osnovu polazne pretpostavke~ 23 

svako k€N postoji ј (l~ј~п) tako da је 

11 t· .. у .. "1 ... : 11 <: У .• 

Ргета tome, za svaki element Ь iz В postoji niz 

С'" _. ( У.ј (~o:) .... : ) , 

11 Ь - У.1 (><) • >. 11 • ~ г, k Е N , 1 ~ ј (k :; :::. ГI} • 

, 
ОО 

Obzirom da Је j'k) prirodan Ьгој koji se krete izmedjul i 

п,· moqute је iz qornjeg niza izvuti Ьаг jedan njegov podniz 

.0< 
gde Је РГУl index јО neki fiksan Ьгој Neka 

Na osnovQ pretpostavke tvrdjenja ko~e 

dоkд.zџјеmо 

.'1 .:ЈО. ~<т ---->* 'У сјО kacJ k m ----). Ш. 

Medjutim, па osnovu leme 3.1. tatan је sledeti stav. 

Lema 1.1 Ako Је Х spregnut Banahoy prostor i (Х n ) nlZ 

IIto - У.:Јо\! .;:: г. 

od Ь пе yj~e od г, time је dokaz tvrdjenja pod (f) zavr~~n. 

Primetimo samo da 1 Z је sk, .. !p 

zаt··,'огеп" J!!i 



ј е . --1 

posebnim i naizqled jednostavnim slutajem. 

је pomalo neo~ekivan. 

Теогета 1.3 i"=tko Је х normiran prostor tada za svaki 

skup koji Sf? sast~.oj i о.ј 0+ 1 ·tat ke post.oj i 

Ceb~evljeva n-mreta. Postoje takvi prostori u kojima za skup 

od п+2 tatke пе postoji najbolja Cebi~evljeva n-mreia 

,. 
f • [17]). 

Dokaz: 

lako uVldJa da је 

Bez LHfJd.n јег, ј а Cap~.tost i fТJCJ:ZeiffC., pretf.:iCtS't. 8\1 i. t i 

... 

za ј=2"t3, •• .;z~Гf 

Z8.kl јl_'.tt.~јешо tiпi 

sk(.lрд.1'1. 

deo teoreme za п=l. 

posma·j::.r" а јmо prost.or C[O~.1] ~Jn:i. 'fогmпоm 

:1. 

н f(t}dltl - 1/3 ::-

--1. 

Posmatrajmo funkcije Sa slike 6. 

Dпе pripadaju Н kao i da је 
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г-----\ 

\ Ј \ 
. \ I \ 

\ I \ 

ј 

I 

Г·_· . 

\ ! 1 \ Ј 
-17/1.8 \ -1/2 -1/9 111/9 1/2 17/18 

'/ I \ Ј "! 
-·1-.::./ Н:.t , 11 \1~;! 18 

, 1, f:t<t) \ I 

, I I f;2(-t.) ---- \ I 
\ I I +" ..... (t··I-._.- \. 

1 

\ I .~--". \' 

_. _. -'- ._._~-=-:=-.-=--:-_-l_~._. _ ._ .. ~. _._. _ :ј_- __ _ 
-1 

slika 6. .. 

Prema tome, Cebi~evljev centar skupa М = {f:t~f2,fз} uјеdпо 

је Cebi~evljev centar skupa {~,8} koji pripada Н. Dakle, 

treba na~i hEH takav da је izraz 

fl 
,~to manji, odakle se neposredno vidi da је to ekvivalentno 

Odmah primetujemo sledete 

1 1 

1 ;";'-
.... оо -.Ј - ]h(tidltl 

\.1., 

-1 -1 

odnosno, ako postoji hoEH koji је najbliii nuli tada Је 
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1 1 

г 

-Ј f ј t-,(:> (t) (ј ј t I = /-'o<t}dt + tfo(t:)dt :: 1/3, 

, 

-1 --1 О 

.' 
to b~r jedan бdiпtеgrаlа u zbiru,mora biti veti ili Jednak 

1/6. Bez qubitka QP~tosti pretpostavimo da је 

1 

\ 
" 

Medjuti, kako va~i 

1 1. ... 

Ј t,·, о (t! clt ·с 11 rIO 11 

I 
dt ::: 1./6, 

() о 

i 111 0:'. Н\ О 

1 

t""to<t)dt -- 1/6, 

~to ima za posledicu 

1 

l' 

(Нћ611 -- Гlо) dt :::: о. 
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N€:'. роi:.Р\Ј.ПQ isti пс:-:\сiп zаk1јU.(:нјещо 

ho(t> - -1 za t€[-l,OJ. 

dolazimo do kontradikcije zbog neprekidnosti 

funkcije ho<t> u nuli. 

Posmatrajmo sada skup 

Ја~.;.по је da је В ВдлаtКN prostor' i da u пје«'LI za tatke Fi=O, 

F2=f2~f1 i Fз=f з-f 1 пе postoji Cebi~evljev centar. 

Tako је drugi deo teoreme dDk~zan za п=1.· Primer za п)1 

se mote jednostavno konstruisati.M 

prlmer је ilustrаtivап jer pokazuje da pos-

toje prostori u kojima za dve tatke (d(t) i ~(t» пе postoji 

uslovl jeni CiO?tJi 51::",'1 је",' сеП'саr (сепtаг koji pr-iра(::Ја Н). Tako-

dje је neophodno primetiti da је prethodni t::oi со 

С[О,l] nemaju maksimalni elemenat~ odnosno da u СЕО,1] pos-

toje "пергоksiт.::~lпi 11 8.эл,э.!-,о .. /i pOi.1prc.::;:.tor-i. 

Ја nekompletane normirane prostore slifn(primeri se 

StOQa сеmо 

ubudute ра~пји obratiti iskljufivo па Бапаhоvе prostore. 

Po§to SffiO U оуој qlavi dali ekspoziciju problema sa 

пеkоlikс· 05ГsO\lг,il", c:-sck·ina koje slede iz dе-fiпiсiје, L\ naTed-

ПОЈ prelazlffio па preciziranje geometrije prostora u cilju 

оl)fП ћејЈј i'vartj а еџ Z: i s-t епс i ј Е: t:.ief i г; i sап i t-I ot. ј ek at а. 



§ 2. Cebi sevl jevi centri· 

Posmatrajmo normlran prostor х tija Је geometrija 

0< Е:< 1, 

postoji .-5 ( е ) 0< .;; ~ е ) 
.. : 1 tako сl.:-. ZCI s··,'ak i еl emeot ;-{ i z Х , '. , 

post.oj i у koje pri pada 1< (О , .:5 ( <:' 
'-' ) ) i Ја tв.dа Zd. s·Yi:<.kc:i Z i z Х 

11 z 11 ~. 1 /\ !I 2. - :>(!! -:: 1. - е = :> 11 z -- у 11 .:.: 1. - Е (1 - d. ) 

рГ1 temu је O~d<l 1 6(Е) teti nuli kad 8 te~i nuli. 

Оуа definicija јта slede~e geometrijsko tumafenje. 

svaku kuglu polupretnika 1-8 koja sa јеdiпifПОffi kuqlom јта 

neprazan presek postoji kuqla polupretnikal-E(l-d) tiji se 

cent~r паlаzi u ~(e) оkоliпi centra јеdiпifпе kuqle i koji:\ 

presek јеdiпifпе k~gle i prethodno pomenute kugle 

ј -.[, • Druqim retima. svaki deo jedinitne kuqle 

Prostore koji poseduju оуи oso-

Linu, kratkote radi, nazivatemo d-aprok~imativnim prostorima 

Neposredno 12 gОГПЈе definicije, dolazlmo do sledetih 

tiпјепiса, neophodnih za dalji rad. 



.,-5(::;) 

----i.lo 

20 

slika 7 • 

. \ 
Теогема 2 .. 1 •. Ako је Х d-aproksimativan prostor tada 

se- то!е pretpostaviti da Је ~'(e) 

(с) ako је у)О tada za svako Е, О<е(г, postoji 

tako da za svako хЕХ postoji yEK(O,~' (е)) i da tada 

н z 11 .:: r л 11 z - )-; 11 <: r -- t: .= .> 112 - 'у'Н .:;: r - е (1 - dY., 

da za sv~ko хЕХ posto-

Јl yEK(o,~(E» i da tada za svako zEX va~i 



Dokaz. Da bismo dokaz~li Јео роЈ (а) uDtimo Ја ako 

6 1 ,~) ::. 6 ( е ) i 

.tada~ ргета definiciji 2.1.~ prostor Х Qstaje d-aproximati-

Ргета tome, ako 

neko/fl 

njenom mопоtDпоm majorantom. 

se lako ргоуегауа ako uzmemo Ја је 

еlеmепt z iz iјеfiпiс:iје 2.1. ро ПОУ"mј bf.\~ је(јпаk 1. Рr--imепоm 

relf.\cije trougla па tafke О,у i z nalazimo 
\ 

·0 

11 z 11' .:. !! у !I + 112 ~ 'у'!!' 

." 
odakle neposredno sledl 

1. .;. 6(1:;) + 1 - ;:;(1 - t~.), 

~to Је 1 trebalo dokazati. 

se dokazao Јео (с) zam1s1~mo Ја su пат z ac!aГJf.~ 

kШ:јlе !<~O,T) Ako telimo Ја па пјih direktno 

kugle пе роstапе 1. ТаЈа te radijus Јгиче iznositi l-t;/r-. 

ВаЈа је mogute primeniti definiciju i 

prvobitno st~nje. U tom slufaju гу te pripasti kugli tiji te 

polupretnik izпоsiti г6(С/г). 

(Ј) sledi 1Z (с) kad se оуо ргimеПl па celu 

skalu kugli tiji radijus уагјга izmedju Р. i Р2 • ~ 



Od interesa za dalji rad је tvrdjenje pod Cd) па koje 

temo se oslanjati. kad se nalazimo u d-aproksimativnimpros-

torima. 

Је XO-aproksimat~~an. 

Doka:z .. Podsetimb se da је Х uniformno konveksan ako i 

II}~ 11 - 11 у 11 == 1 /\ "}( - у 11 -'0 ."'1. 

:::.. С,. Ii (}( +- у) /211 .( 

Iz оуе definicije юо~е se izyuti i ne~tQ vi~e. 

Leтa 2.1 .. Ako је prostor uniformno konveksan tada vайi 

.. 

geometrijsko tumatenJe. Оо njega dolazimo kad u poslednjoj 

relaciji zamenimo х i у sa x-z 1 y-z respektivno, 

proizvolJan element iz Х. Tada јтато 
/< 

II}( _.::: 1!~1. 

Odavde zakljutuJemo, ako su х i у cent~i kugli polupret-

nika jednakog jedan i rastojanje medju пјјта vete ili jedna-

k<::.< .~ 

С· , 

sredina du~i koja spaja х i у а polupretnika jednak 1-6\е·) 

('1.51.8.). 

FYe neqo zapotnemo dokaz uvedimo neke pretpostavke koje 

Рге sveqa aka је 

tada se homotetitnim preslikavanjem mойе dobiti 



:: . .lШ.".:ај koji figuri~e u definiciji l.lПi forlНГre 

kОП\iеks:.nоsti. 

poslednja ffiоgu{поst od interesa za dQkaz. 

х-у (ОУО је mogute па оsпоvu uпifо~mпе kопvеksпоsti). Uotima 

ргауи р паstаlu kao presek dаtеhIреrгаvпi i гаупЈ. оdгеdјепе 

ОSПОVU pretpostavki postoje tatke У1 1 У2 takve da Је 

1 

sl i ka 9. 

Ako па parove tataka (x,y~) i (Х'У2) prime~imo definiciJu 

Llпi-fоr"шпе kШr\/Е+sпоsti tadёo1 korisi::f:?(,:i ·t.e {iпјеГiiсе iiГtаюо 

k t.! (Ј Ј е 1< ( (;, 1.) ). t< (:>( 7 Ј - С) • Posmatrajmo skup tataka па ~ts~tku 



, ., 
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[О,Х] koje јтаји osobinu da 

lupretnikom l-Е 5adrii presek 

Тај skup је ofito neprazan јег 

х zadovolJava taj uslov. Jasno 

је, takodje, da se 12 tog 

izvuti tatka пајЫј~а koor-

dinatnom po~etku. Na taj nafin 

za svako е>О mойеmо izabrati ~ 

ро fогmLй i (1). .Ј asno је da је 

pOmeГlL\ta fL!пkс i ја fflопоtопа, te 

samotreba dokazati da teii u 

о kad е tейi иО. 

Pretpo5tavimo da to nije tako, odno5no, ~_ (f.:} -)- !So>O 

kad Е -) О. Posmatrajmo jedno odredjeno Е za kojeje 

~to је uvek moqu~e zboq ~b>O.Primetimo, da је u prethodnD~ 

redu, funkcija 6() опа iz definicije uпifогmпе konveksnosti. 

Otevidno је da па osnovu lzbora funkcije ~ vati 

а i ~:to ·tako i 



Obzirom da Је ~(E»&o i da smo izabrali Е tako da bude 

l-ЈСЈо ><l-Е, imamo 

К<О,1) U ~::(}:,l-E) с К{О.5~_(е))-!,!II>(1I,1-Е). 

Ako ауо uporedima sa (2),' па osnoyu de~inicije ~unkcije ~ 

dolazimo do protivretnosti 

Pri-тer 2.1. Posmatrajmo skup 

fUnkcija па intervalu [0,1). Pokazatemo da Је to jedan 

O-apraksimativan prostor sa J(E)~E. 

Neka је f centar neke kugle polupre~nika 1-8 (о<е<l) , 
оо 

kOJ':' sa је{Нпit.I"С)(ir kuqlom imi::~перt'''д.Z<:'1П pr-esek. Defioi~i/f1O 

_ОО 

r {(,,) ~K" је IfC") I Z € 

~ 1 €sgnCfC.) _ko је IfC.1 

Osim t,oga ZёC. 

proizvoljno x€[O,lJ i gEK(f,l-е)nV(О,l) vafi 

ako Је If(x) \;е. Ako је If(x) '>е tada imamo dva slutaja, 

kad Је sgn(f(x»=-sgn(g(x). Odavde slede oSDbine primera 
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H(x,y,z)H=!x!+ly!+lzl. 

(0< е< 1 ) , takva da пјеп presek sa jedinifnofu kuglom пе mойе 

da staneni u jednu kuglu tiji је centar strogo unutar jedi

пiС:пе kl.JgJ.e, а роlщ:н-еfпik je~JГtak l-е. 

Uo~imo kugl"u К«1!3,1!3,1!3),2/3); Njen centar pripada 

A~(O, 1/з,2/3), 

, \ '" 
,\ '" 
'\ '" ' ... / 

"/ 

51 i ka 1. 1 • 



... 

--:·-7 
.1-. I 

Cebi~evljev radijus оуоч skupa је 2/3, а CebiievlJev centar 

iHI_! Ј е ј есН r,s·t \fеп. То se lako proveri kad se uoti da је 

pr-esek Gef.:trbl::'~:t- i ј ~.k i 1-, 
i"-

mesta tataka koje 51...\ od п Е<.s.pr аmп i г, 

·t ас aka S:.~st:OI_\9). а t.!lja1 јег,е 2/;') је{"lпоС:l. аГI ~kt.\p koj i 5a~:lr-1!. i 

tatku (1/3.1/3,1/3), а оуа pripada јеdiпithој sferi. 

Lako ~e pokazuje da је оуо ipak O.5-aproksimativan 

prostor sa ~(e)=2E. 

Ako bismo оуај prostor sпаЬdеli uоЬifајепоm metrikoffi 

tada bi d bilo jednako О, а 6(E)=(2E)~'2 •• 

'Pri'mer 2 ... 3. Ne postoj i .:1.. za koje bi' 1 ~ 'Ь:! со -d-aproksi -

mativan prostor. 1..1 t<'::'1"i1 5·mislu роsmаtГд.јmо niZO\ie (~~пk) i 

(;:~r~I<> t.8.cak;;~ i:;:: 1~ iјеf:i.пiSдлih ПГ31 slei.i!::ci пасiп 

r 
kf2n+l f 

l!(п+l) 
. I 

1!i2n+l) za z~ ~~п+l 

Xnk -1 о Znk = ~ , 

za k>2n+l ! О ZB k>n+l 
~ 

Odavf:Je i јi'lд.mо 

11 ( z r.l< ) I1 ј., HC';.-tk)-·\Zп..,,)I!::::: 1-1/(20+1) 

za proizvoljno nfN. Neka је 8п =1!(2п+l). Pretpostavimo da 

r:1()Si..:. '3 ј i d za koje је li d-aproksimativao prostor i па ovako 

·_c\_·t---p -f.._. _·t-·",· г·: р_' "- d-f" " .' :11 r', 1 ~." <::\ .t ;.~T,_. P~'rc<.jj),;:, _t.':: r,r 1 fft • .,flJ.lllu t:." 1 ГI.1 С 1 Ј _. L п •• 7~Гta(~ i postoj i ' 

(':1"..,,) ti:.<.ko d,~ је 

11( у ,-. ,< ) 11 ::.~ ,\ ( е п ) :: {, Г'' i 11 (Уп ~< ) -- ( ~~ пl<) 11 .::: - 1 - Е Г~ ( 1-·Ј) • 

Bez gubitka op~tosti ~o~e se pretpostaviti da su koordinate 

Г,l :;::6 (·y'r.k) јТlопо·t.~'ЈГiО opadaj'_.'J:~e i ..iеdп,аkе о ро(':е\1 0(1 k:::::2rl+2. 

i':~da 3. /!1i:'1fiiO 

:1. .. _(:~.-. (1. -с.О ~.': 11 < У"I<) - (z ..... ,.:) 11 ::::: 

- Е~~ksпIУПkј + Еп+~~""S2п+~IУПk-l/(п+l} I ~ 
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~ 1 + 2E1sksnlYnkl + E1Sks2n+~IYnkl ~ 1-~п!(2п+l). 

Iz РГуО!::} 1 poslednjeg tlana u nizu nejednakosti dobijalТlo 

6 r .. 2:. ( 1-(;) ~tQ doyodi u kontradikciju pretpostavku da Је 11 

еуепi':'llа 1 по f.:-ёфf··оks i шаt i\!дЛ рп::оstоr. • 

За(ја рrеlаz:i,iiЮ па с:епtаr 1 п 1..1, teoreml..l о, 6'NOm delL\ koja 

re~ava postojanje Cebi~evljevog centra i postojanje пајЬо

ljeg kompaktnog aproksimanta u d-aproksimativnim prostorima. 

Теогета2.3. Neka је Х. flдлаtо,о'v ~~,-apt"ok5i mat i "/ап Pt"'ostor 

Ба od9Dyaraju~om funkcijom ~() i М ograniten skup u Х. Akc· 

I'о ес! 

ш 

Е !5(d.n ) 

.-.=-1 

~~On\leri-:Jira, tаdд 

i) dati skup јта Cebi~eYljey centar~ 

ii) dati skup ima najbolji kompaktni aproksimant. 

Podrazumeva sе pri tom da је 6(O)=O~ te da је u s1ufaju 

d=O usloy da qornJi red kопvегgiга suvi~an. 

Dokaz: I"'k:ka је р 1 (м)=го i К(Хп,Гп > ni2 kt,l,gl i koje 

5aaг~e N ·tako da Г n ора,dајш~i' te"!i го kad п -) Ш • СЉz i t':'CHfI 

~::ja . H::·s1l\.:a.:i Го=:О tt-iуiјаlдЛ i с1а 5и s'!i tlarfo'li пiZд. (Г n ) 

\,.eti i 1 i jednaki F"o а таПјl i 1 i јеdпаki d i ј а П', е t.r С! s k '_.!ра t"1 

koji ie zbog оgrапitепоst М kопаtап, to ~S\ .. \ i sр'_\пјепi 5\/1 

L!slo'/i ZEt. ргimеГllоl dе'fiпiсi је koja sli:'?tii i:;:: teor-eme 2.1. (d) • 

• (:Orlst.t- I .. \ i =~;<::Hi:emc, 1"1 i:2 kl,lq1 i К (У .. , ': Р.,,) i Гtlјцkt i \/ПО па Бl ede!:': i 

па.(~ i Гr. 

t<ac· ргуо Гieka је t«Yl"'P"1"} == kt-:>;1·,r·1)' ,.) 

Pretpostavimo da smo vet (za п~2) kопstr-uisаli k 10НЈ 1 t.! 

t«·y'O-1,Рr.-1)' F'r-iПlег,Оi'ii ·Lеоп;:·mе 2.1. \[ј) ПО:<. К(Уп .. -~.~Рr·,-'Ј,) i Гјд. 

к(~п,г~) dobijamo K~yn,Pп) РГј, ~emи је 

·:3) -rj:!." = t''' п "'- с!.. С/1п_·_ 1. у- ra) == cLPr.-:L + (1 ~- d) t- п" 

... 



sistem diferencnih Jednatina Zёc. г,>1 

'~ 0' . .-:· ... 1-'1 ...... d 2 f.: r1 _-:2 + .,. If 

d~ Ы niz (Уп> bio Ko~ijev potrebno је izabrati potetni niz 

kugli tako da је, прг. ~(Еп)<1/2п, ~to је uvek mogute. 

Ako је O<d<l situacija је ne~to slо~епiја. Рге svega se 

da Pr, -.- .. ,. О kad п -.> О). То se neposredno 

+ d.°-1.E1. 

(5) па osnovu jedne varijante Teplicoyog 

Pri tom odlutuju~u иlочи igraju tinjenice 

ОЈаЬегјто potetni пiz ~ццlj tako da је 

" . ./ } 

~to Је lako izvodljivo. Naime~ neka ·је dat niz kugli pomenut 

pOI.":etkt.\ d()kaza 1 neka П1Ј!;'> 
. . 
3. SI::n.\П Ј [:?ПО. Ti:':'.da 

konstFui~imo ПIZ 

te~i Ьеskопаtпоsi i povrh togada bude'-~ 

1Z Пlzа (Г n ) podniz (rnw) tako Ја bude 

ТаЈа niz kugli K(xn~,qw) zadovoljava relaciju СП. 



Ргета tome, пе{ето izgubiti ni~taod Dp~tosti ako pretposta-

vimo odmah da potetni niz kuqli zadovoljava (7), te fОПiН.Йа 

(6) tada poprima oblik 

Obzirom da је Idl<l postoji prirodan Ьгој k takav da је 

Tako kопаtпо i m",.riЮ 

.. ' 
oc1ak 1 jo~ zakljutujemo da је nlZ (Уп) Ko~ijev i da kOn'/erq i у- а 

tatki koja је Cebi~evljev centar posmatranog skupa 

Ti те .~je 51 t.H:aj 

!::.l utајд. po~j i:i:l. 

pod i) Predjimo па dokaz 

Neka lada p05toJi пјг (r n ) i П1г тrе!а 

( .;:}( о • k: I .t :~.k :;:'m ... }:; sEt. c!sot:! i г,оm 

i t-' n _ ... _> r·o kEld гј --> т. 

М, а ako to пјје slutaj postupitemo analoqno prethodnom 

slutaJu i formirati поуј nlZ mrefa induktivno. 

Пiап ј i 

od п vet formirane. i 

псl ... -:::1 .... - је 

o\/ak"/e {уп, k! 1::;k::;iEn} S·d. 

slede~im Qsobinama 



:::: 1. 

(8) м г U k K(y".k'Pn)' 

рг! c~eml..o\ у::? 

"Р " :::: г- r'\ ~~. ~~. ( ",р Г) -- 1 .. ~. г- r"\) ::::: d_.p" r, _.- :1. -1- \ 1 d.) г Г) 

1 osim °toga 

~({УП-1.k},{Уп.k}) f Ј(РП-S t"On}. 

Оа пе bude zabune u poslednjoj nejednakosti, funkcija ~ 

~-a leve strane је skupovna funkcija иуеЈепа formuloffi (2) '-.10 

prvoj glavi dok sa desne strane fiqurite numerifka funkcija 

6 '-.!\!еdепа prilik~n definicije d-aproksimativnih prostora. 

Po~ta su njihave dшпепi sasvim razlifiti dopustimo Ја 1 !ТIдoJt.lo 

i st~o'-'o С!::::Гlдоk!..\. 

L10ci пю Ја 1;;:> 
: . \ ... 

тп Jednako ЬГОЈИ slucaJeva kad је lS-

ЈЭ Ј •. \ Г. ј Е:·:'Г, а f- е 1. E.:"~ С. i ј а. i.. 8), c.d ,-, CI~·rl () {О.п i.fi"l.-, fftr.·- 1. .. 

~<e.{J i \ .. \ Рtо"еНк.сlпој tdtki dokaza imamo • 

"" rn г п + de n - 1 + d2 Е п -2 + + d n - L e 1 , 

Sl{УП-1.k},{Уп.k}) о:: .!;(~~~п + I ."~ 
\':r. с· ., .- .. 1. + .... j.2(-~,.' .. _2 + + '0(,0\-1. (~].) , 

S,:::<. i-::otim :::nafe,",jem za Е:Г\О ОЈаЬегето li pocetni r!i 2 fПr-еzа 

~:i-~.k{) ctE~ је 1-54~;;~~r")):~cr~2r, Гiс-;..lа:гiiП() 

(:3 :> .,Г г. .> F' с.) kc:!d п ---> '1>, 

( '-?) Ј({УП-1.k},{Уп.k}) f d(dП + 1 - k ј 

PQsmatrajmo sada skup 

к = U~{Уп.k!l~k~шп}. 

Г'~ а. C~' ~:. Г, с{\/ '_t. {;=ј} i pretpostavke о kопvегgепсiјi геЈд i z 

pc)stoaovlo:e t:eo~o. f~iГre, р ОSfllдоtоt" <,~пi ~::okt.\p је t.ot;:"01 по 09Г оо;',,]. сеп 1:.!", ЈЕ' 

Гi ј t~\-l()\#;C' 7:' i:"!t. -t \/()Г f:.::~r1 ј е k (){H~) E~ k t: аГј 5·k L~lЭ ~ j\!~.~ C~ ~.fi()···/t~.~. (E~) Ј ';.~ 
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ра Је ргета tome cl (К) najbolji kompaktni aproksimant skupa 

М. Тјте је teorema u celosti dokazana.W 

Kad sе чоуогј а Cebi~evljevim centrima ргјгоЈпо se тойе 

post .. :;"\Iј t. i 

1. pakazuju da Је to pitanje besmisleno kad је ret о mreia-

sto Бе tife Cebi~evljeYih centara odmah pada u oti Ја 

uniformna konyeksnost пе Бато da obezbedjuje egzistenciju 

neqo i jedinstvenost. Zaista, ako bi neki ograniteni skup М 

јтао Јуа razlitita Cebj~eyljeYa centra, па оsпоуи teoreme 

i Буе tatke па odsetku koji Браја ta dva centra bi 

bile СеЬiйеуlјеvi centri skupa М. Tadabi postojala sfera Ба 

centrom u nekoj tatki m ј2 polupretnika Ra(M), koJa. 

t '. 
:::. .:.1 

чоге pomenuti odsetak. Оуа poslednja tinjenica bi 

Medjutim, moqute је Qslabiti иslоу uniformne'konyeksno-

ра Ја Бе ЈоЈЈе tak Ја potrebnog i dovoljnog uslova 

јеdiпstуепоst (istini za уоlји izgubitemo tom prilikom иБlоу 

postoJanja centra). о tome цоуогј 51ede~a teorema (za dokaz 

РС'ч 1 еd·э.t:. i [1 (:1 Ј) • 

Теоrеша 2.4. I)ё:<. ј:::. Ј. 

normiranoQ prostora ~ јтао пајуј~е jedan Cebi~evljev centar 

potrebno Је 1 doyuljno Ја је Х uniformnd kопvеksап u svakom 

Pt-· i t.~Ј.-;,t? :/ ЈЕ:- Llni formno konveksan u s-..... аkDm pravc\.J 2па(.: i 

"" .... ', ... , 

(' 1. ()) 

sе Yidi Ја ie оуај uslov slabiji od оЬitпе uniformne 

Јег relaciju (10) тогаји da 

.. 

./ 
; 



роmепutоm tlапku dat је primer iz kojeg se vidi da је gОГПЈl 

uslov sa Јгиое strane jati оЈ stгiktпе kопvеksпоsti. 

Cebi~evljev centar, 

gledi~ta, predstavlja орisапu loptu oko datog skupa ргiгоdпо 

сепtга upisane sfere. 

pitanje egzistencije 1 ј о;:,сј i f"iS t~ \!е--· 

nosti је potpuno ге~епо. 

1 i 

svaki оgгапitрпi skup datog prostora povlati i 

Cebj~eyljeye тге}е. Tako је u teoremi 2.3. os·I:. (:<. 1 д. 

ргаzпiпа izmedju СеЬј?еу}јеуоо centra i najboljeg kompaktnog 

l~prok ~,.j iГli.':<.П .ј:. ,,< .. Оа bi se to РОРUПllо treba ргоЫети prlCl sa 



§ 3. Cebisevljeve mreze 

Као ?to је to u uvodu ге{епо, ргј ге~ауапјџ ргоЫета u 

оуот poglavlju koristitemo, 
I 

-о 

stoga te se роlаzпе pretpDstavke unekoliko 

." 
[)SГf{)-... !Гt i prostor па kojem radimo te biti 

а to znati da postoji погmiгапi prostor tiji ~e 

sa na~im polaznim prostoroffi. Osim toqa, pored погmе, pretpo-

1 s~a nastojanJa te biti џ~~егепа da se u tom pros-

toru nadju uslovi za egzistenciju najboljih тге!а u odnosu 

па IЈ··/еdеП1.Ј. рс.I I_НјОГйН.Ј, odnosno polunorme. sa 

Теогета 3.1. Neka ЈЕ Х spregnut prostor i р polunorma 

па Х sa sledetim Dsobinama 

р(х) _ 1 } ЈЕ ·slabo zatvoren, 

k Р] (:<) -' 11 ;:: 11 ... <ј 

(]с!е Ј· ;:::. _ .. 



н ;':~ 11:1. - i 11 f 11 >~ -1- у!!. 

је skup Cp~(M) ~ ~ za svako m Е N 1 za svaki 

јеdпim роmоtпim stavom. 

Lema 3.1. Neka је р роluпогmа па sргеgпutОffi prostoru Х 
.', 

kc,ja ·i.ma ()'..."iоt:)iПI ... ' (а) iz teoreme 3.1 .• Таtпа su sledeta 

:::.:.:.:::::.:> 

::::.:::':::;; >-

qde је М p-Dgranite~ u Л. 

a~ >() "t. 8. k с' сЈ E~ i е 

1 i ;{iп.ј __ о ::,-t:FЈt::f ( >~ ...... 1) .. - р (j~ } <::1 .• 

Тс· ХПЕ~(:i -::.1<з. peos·C.ojj по t.iO\I::a.·'/ гЈд 

гt Р -_ .... - .. ' ос { "у' t.:. Х Р ~ \.1 ) '" р ( ::-~. ;\ ,_о 

I / '-, -, 
. .1 О ..... ~ г, ј .- ~-y- ..1::. -,' о 



~, 

·~·~b 

Na osnovu Qsobine (а) qornji skup је ~slabo zаtvоrеп, ра 

пјети pripada i Х, ~tQ znati 

р(х) ~ р(х) - d!2, 

в. t:l..l ј €.~ kопtгаdikсiја sa izborom Ьгоја ,~l :z Тјmе је (i) {Joka-
, 
. zаГfС';I т a(~ka \ i :i ) se dokazuje slitпо stavu (h) L\ teot-·emi 

fl 

1 ·-0 

- .... ~ 11 ,. Naime, UZffilmo ргоizvоlјпо у Е М i 2а fiksno п € N 

i Z!::I·o/oj i то 12 skupa {Xn1,X n 2'. ,Хп~} tlan ХПk(П) 

o;,.;ot·i ПL\ 

р(у - ХПkСП) ~ ~Р(М'{ХП1'ХП2'. ,Х пт }). 

Iz niza (ХПkСП') то}е da se izdvoji podniz (X~C) 

drugi indeks konstantan. Na osnovu (ј) Је 

г,;:;' 
г _. је ргеmа 

1iii! .. ,-::>wp(y - >~"jC:) ;::. р{":! 

.. 
tomt? ;:~ а s ·0/ i.~~k о у f. 1'1 

}~ с:) , 

koji 

ko..ii 

J ... J.lItl·" -~ :;t. (Ј;) 6 .:~ ~ ''1 , {::.: Г~ :\ '1 >~ п:2., ... " ,>f r". tn}) :.~ 6 t::> { у , -{}~ 1. .,}~:::~ " 11' • • , >~ т::- ) 

odakle neposredno sledi trafrena relacija .• 

i IТI';:~ 

ima 

Sё,4.d.~. H'Jc:c~e{HC( r)rf~~~i r-fi:-~ ·d()kd.:i~ 'Е..д.iТЈ~~ tE-::оrе'пн?" Рге ~;..,оеча, Ј-ја 

rOsnovu (а) р-1(О> је *slabo zatvoren podprostor u Х. Stoga u 

·rJf-Q5·tоf·~.I Г, tiji је dual ~onqruentan sa Х, po<;:,,·tc'Ji podpt-o-

stot" y-takav da је y~ ~ р-1(0) 1 

х!р .... 1 <С)~ ;; \{ I 

Dak1.e, X_/f~{'-"l ((ј) је takQdj~ spregnut. п:;. п јенн.\ c.si ifI поr~ffн? 

Н. н 1 po~"t."c:.ji i ГIOy·tЋ,,:\ р]. Тгеt:.аЈ.о t,i пСi.јрv"·е с.tkl{)пii:.i !::"t"\mпј~.I. 

'-' k СН- ;:,+: "t". ГЈ () S:· ·t пјепе dеfiпiсiје date u (Ь). Zai st.a ako Је 

х - v ~ р-1(0) tada јтаmо 

I р (>~ ) r", ( \1 .ј 
r .! . 

-:: г, i ":-:" ....... "'/) Cj~ 



odakle sledi р(х) = р<у), te su tako eventualne dileme oko 

kогеktпоsti de~inicije p~(.) ге~епе. 

Doka~imo Ја је skup Кр *slabo zatvoren. 

kопgгuепсiје dovoljno је nati f € У koji separira tatku w 

Рl Ј E~ ~:.k\,.\p 

9 Е F.takvo da је g(w»l 

Ako to пе Ы bilo tatno tada Ы postojao 

xEp-1(О) takav Ја је g(x)=d. tada postoji Ьгој k 

takav Ја је g(kx)=dk>1 ~to је u suprotnosti sa 

q тога pripadati У ра па p~ moiemo primeniti ге--

Pretpostavimo Ја Је М p-оQгапitеп skup u Х, odnosno 

ГllZ 

I 
'О 

... 

Оуа геlасјја i uslov (Ь) obezbedjuju Ја Је ПIZ skupova (~nk) 

оqгапitеПt pгecizniJe, nalazi se unutar kuqle polupretnika 

k(K+r+l) sa centrom u 6. Zbog ·slabe kompaktnosti te kuqle 

1 <'k __ iIi г. .> ш. 

ТГi?t::·д. 

1::. i 1. с· 



Medjutim, kako Је P1(~) - р.(х) lako se vidi Ја 

lюl је арг (Jk ::;·1 tfll r ао пеgо 

{·;'l,·Y~~,,, •. ,·im} ~·to је k()пt:l~д.dikс:i.ј,,\. 

Time је teorema dokazana •• 

Jedna moquta qeometrijska interpretacija ove.teoreme је , 

gde је Н podprostor od Х i т=1. 

:.yaki 

~,k! .. !p post:.[)ji "пајt:.оlја" га\/ё~П pat-·",~lеlГlа sa sa 

Bilo Ьј od interesa Ја se uslov "рё:<.гаlеlГtо~.t:i 11 iflё:<.lо 

Ako bistflo posmatrali, napritfler, sve гаупЈ. dimenzije 

т prit:!l:i.zili ЬјБто se ргоЫети пајЬоlјih n-dimenzionih 

sekanata skupa. То zahteva da ~e па Х пе posmatra samo ЈеЈпа 

Теоrешд. 3.2. Nek<..". Је Х s.ргеЧПI.l.~: ргоst.ОF i пеkё:<. је 

1.... . .. ~ {( >~ 1. ': >~ :2 ., • .. .. ,>~ ""' ) (: >< _' 

Posmatrajmo familiju polunormi {P~}~EL Ба sled~tim оsоЬiпа-

>~ ..... 

Ргэ. 

-.. .... 
-- •• 0-

, 
-1\-'1 

tейi ka ~. Tada su tatne sledeta tvrdjenja. 



»:... <: Ф, 

tada postoji p~-centar tog skupa. 

cell.\ . . ] . . 
1- i:ш"t] .' ). ј ' .. \ 

uniformno ograniten, odnosno 

tada medju svim p~-centrima posmatranog 

.L_ ,-_-, l' Ј'. " Г! -_ ....•. _", r:'::, "_'-,1 Ј' 1" \1 ~ t·_" .. -.",. г - со '1- _.. ). з" , г I 1" .. с "х' t· - I • г- {ј _. Ј"--I _ - _ ~u __ u . ~O~- 70~." _~KJ ~ ~ 

dokazuje sasvim analogno. Neka Је 

t~ ~ proi?voljno тЕН imamo 

blti isрuпЈепе sledete relacije 



moiemo pretpostaviti 

___ .. _ >-.w. ~" 1 УО 

пеki 

роrЈп 1 :г prirodnih Ьгојеуа, ali ta tinjenica nije bitna za 

t. ",."fl П i k L! с! о k а z <'.~ • 

KDri~tenjem relacije (2) i uslova 20 nalazimo 

F.: -' . .1ј, .. .шр,_>шр""., {уГ1 -- т) т) ., 

Po~to smo m birali proizvoljno iz М iz poslednje 

relacije sledi da Би Уа i ~ zaista objekti tra~enih 050Ьјпа. 

Sto Бе tite (ј) dokaz је sasvim isti 5 tim da је tada 

г! 1. ;:: (\." ) 
. . \ 

korYs::·t а.пt ал. !I!I 

da utinimo slifno kao kad sто .:jot.i 1 i 
.", '" posledicu 3.1 •• Naime, пеkа је 

је t: от i: ( ;.. :> Ј :i. Гil~a.l ПёнЈ 

{}i 1- ,:~~2,."·,, ~::-~n .. } akct је ~ -- (::.~:! '>~2''' •• "::-~'H). 

Ргоуегјто da lј Би isрuпЈепi uslovi prethodn~~ 

Оа Ы Бе ispunio prvi uslov pDtrebno је za Уо uzeti 

element Iг raVnl у+Н kDji је najbliti koordinatnom pc~etku. 

uslov Бе vet te~e ргоуегауа. Prethodno treba 

dok~~ati јеЈап pomotni stav. 

l.ema Nek ::о. 

--_._> ш 1. 'С k -:: т, 

kad ГI -_.> Ф, 

.... 
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Dokaz: lJzmimo Ја јр 

Na о slaboj konvergenciji П1Z;Э. 

sledi Ја је оп ograniten, ра se тo~e pretpostaviti Ја 

Tada za svako f Е F (F'~ Х> ya~i 

Za 

f(E1SksmdkXk) = limп->фf(Е1SksmdnkХпk) 
... ~ 

... 

k ас-Ј го ---:> ОЈ) 2<:\ 1. "- k <: (јl, 

kacj Гј --> ш. 

postoji u гаVПl Нп plement ;~п ,koj i јр 

naJblifi Уп. Na оsпоvu prethodne leme Z~ *slabo konvergira z 

sa погтоrn l па Пl? Ум-Zп dobiJamo 

Опа pokazuje da teorema 3.2. utvrdjuje пе sam~ eqzist~nciju 

objektima пе p~stojj principijelna razlika. 



4 --· L 

<::;.k\.!p post.:.o.:ii Гlд.јt·оlјi 

о' 

.. 
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§ 4. Cebi5evljeve тге2е ~ Hilbertovim prostori1fta 

u prethodnom odelJku sпю posmatrali паЈЬО] Је mrete 

rэ{) Ј д.1П ima пе~а specijalna svojstva koja su ta~ve prirode da 

kaFakteri~u Hilbertove prostore. 

оsпоvu ј?lачапја u prethodnim paragrafima Jasno Ј· ;;=. . -. 

а ~to se tite Cebi~evljevog 

odnosno najbolJe mгe~e, 

Теогета 4.1. Ako је Н Hilbertov~rostor tada ya~j: 

(ај CeЫ~eyljey centar skupa pripada zаtvогепоm konvek-

sпоm omotatu tog skupa; 

(Ь) Najbolja mreia skupa јта osobinu da јој Ьаг ј ес\п '"' 

zatvorenom konveksnom omotatu 

s· k ' .. ' р ·а ; 

Рге neqo predjemo па dokaz, utvrdimo jedan pomotni stav 



I 
-о 

_ .. 

Leffla 4.1. 

н i х,у € Н i nalaze se sa raznih strana L tada је ispunjeno 

obele~ili projekciju х па l. 

Dokaz~ 

operator proJektovanja tada је 

ргеmа [ЈЈ Р liпе·зrr~П i IIРII=;:l. 

Neka је z presek dufi [х,у] sa 

с. 

је.... је L hiper-ravan, а х i у 

su sa гаzпih strana L. Otigle-

s.J.ike. 1.2. dno уа!ј neJednakost: 

11 ;:~ - j~' 11 --- Н р (? ."">~) н :f 11 р 11 Н:,: - }f 11 - 11 ;::. - >l!!, 

. " .. .,. 

!I ::-;' _.. '.f Н··· 1\ .. ;' _. ;:: 11 + 11 z "... у 11 -:- 11 >~ - z 11 + 11 ;:: "- у 11 = 11 )-( - у 11 , 

odnosno da postoji ",.k'-.!p 1'1 сј ј i 

Cebi~evljev centar х пе pripada со(М). Tada postoji hiper-

гауап L koja strogo separira со(М) i х (u "smislu da х пе 

ргјраЈа L). Za proizvoljno m € М па osnovu leme 4.1. vredi 

obelefena projekcija х па l. !'1еЈ ј L!t. i т, 

prethodna relacija pokazuje da Је х' takodj~ Cebi~evljev 

skupa М ~to је u suprotnosti sa пјечоуот јеdiпstvе-



Neka :i 

neka је Рп(М>=г. Posmatrajmo skupove 

1 :~. ј .::;'п • 

j~~::CJ .J~-? 2Ј (;E~r.Ji~.e\.I1je\1 сег,tаt- Е,Ј t·.д.dt.~ ГI~_ OS.f1Cf\it ... ~ <а) :1.Н1д_fftfј 

Tako smo dobili пајЬо!ји п-mге~u koja ЈР cela sadriana 

Pretpostavimo da (Ь) nije tafno, оdпоsпо 

Na osnovu finjenice Ја јр Cebi~eYljev centaru Hilbertovom 

~t.O је u suprotnosti sa dеflПlСlЈоm Ьгоја рп<м). T:i.me је 

dokaz teoreme kотрlеtiгап. g 

u slufaju Ја jeprostor dvоdimепziопаlап u prethodnoj 

izostaviti pretpostavku Ја 

kc.j i pripa.da. zatvorenoffi kопvеkSПОffi 

omotatu tog skupa; 

СЬ) Postoji najbolja тгe~a koja cela prlpada zatvorenom 

kопvеksпоm omotatu dotitnog s~upa. 



46 

Primetimo da је bitna razlika ovog i prethodnog staVa u 

tOffie ~to u Hilbertovm prostoru Cebj~eyljey centar оЬаvеzпо 

pr-:ipat.it:! zаtvогепоm kопvеksпоm omotatu dotitnog skupa dok u 

пје јеdап sa istom DsоЬiпоm. stav роЈ (а) Је dokazan u [20] 

•• dok se (Ь) dokazuje isto kao u teoremi 4.1 .. 

razlog da se ргеthоdпа teorema пе то!е preneti 

osim ako пiје Hilbertov, петд. ·tL\ ОS(Јt.Ј1Пl.! da 

Zd svaki njegov podprostor dimепzјеп-l postoji projekcija Р 

goyore sledeti stavnvi. 

т еоге«,а 4. 3. 

(а) Тгоdiтепziопi 
. \ 

PFT:.::=.tOF· >~ је Н). 1"6ey·tov t.ada i 'SёМйО 

tada kд.d 2а svaki пјеgоv dvоdimепziопi 

po~::.toj :i. oper' a~'or' јеclј г,ј С:г.е пOt-I~е koj i PI'·[)jekt.L\je )( 

паtај podprostor ( ... .', [22]) 

(Ь) Banahov prostor dimenzije пе mапје ос! tri је 

Pomo~u оуе teoreme тo~e da se doka!e sledeti stav koji 

di теп;..: i је \/et.e 

ili jednake tri, i ako Zd proizvoljnetri tatke ~ostoji 

Cebi~evljev centar koji pripada пајтапјој ravni koja sadr!i 

te tr i tackE:, tada је роsmаtгапi prostor Hilbertoy <Garkavi 

"-1. 1: 20]). 

је Х trodimenzionelan. Neka је L 

(ј'ОЈ'ОС! i mеП:i: i оп i podprostor тј Х i 20 tatka уап L. \Jzmi то· по 
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О" - { xEL I UZo - ХП < п} 

Uzmimo proizvoljno YI' У2 i '13' ali tako da 

рг i Рёнј<:<.:iL! Gп • Ро ргеtроst<.."'I\/С ipostoj i \':";etJi ~·e··,Jl је'"", сепt.ёН- t.og 

skupa х· koji pripada L i tada v~йi 

а' 

takodje neprazan па osnovu prethodne relacije. 

Helijeve teoreme imamo 

, 
" 

==-=> ... 

i)okaz i то cia ya~ i 

;::;=.> 

Оуај skup је kопуеksап u L i njeqova qranica је ВП , OdB.tl е, 

gde је k>O. Tada se пејdпаkоst 12 (2) moze napisati u obliku 

11 ( z о -- )-: ..... ) + k ( :>( ., - \-;:> 11 _О· k iI :>; .-. - у Н. ...-

11 " z: о - :>~ П ) + k (~: п - у) Н·" k 11 ~: " .- \! 11 r. 

Medjutim~ tada bi vatilo 
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11 ~: ...- '/11, 

~to је kontradikcija sa (1). 

Posmatrajmo sada niz skupova (Dn ) pri temu је П~По. Za 

svaki tlan tog niza postoji xnEL tako da vafi 

=> 

Niz рв јта tatku nagomilavanja-x' 

takodje pripada L. Pritom, zbog Un Dn = L јтато 

Obzirom da se svaki element ~ iz Х тo~e pisati u Obllku 

z _. azo + }~ 

pri temu Је х Е L, operator definisan sa P(z); ах + х 

је linearan 1 preli~ava Х па L. Osim toga, па osnovu (~) 

ј,Тјато 

11 р ( z ) IJ - 11 а}(' + }( 11 - I а I II}(' --1-- >! / а 11 <: I i:<_ I 11 z о + Н / а 11 = 11 z I! ~ 

Dakle ПРИ = 1 te па osnovu teoreme 4.3. pod (а) zаklјufџјеmо 

da је prostor Х Hilbertov .• 

јј Cebi~evljey centar triju tataka koji pripada пајтапјој 

koja sadr~i te tatke, ekvlvalentan sa uslovom da 

pos1:oj i Cebi~evljev centarkoji pripada njih&vo& konveksnom 



ovako formulisati. 

Теогета 4.5. Neka је Х Banahov prostor d i iЋеп ::~ i јЕ' ПЕ 

!Т!аПЈе od tri. Ako postoji Ьгој·п takav da svaki skup od п+2 

Dokaz: NЕ:kэ. koji <.::·е 

sastoji od п+2 tatke koje stoJe u sledetem оdпоsu; 

- r- , 
~. - i .:;" :;:, гi ... ~ .~ 

Ј , 
z а ~. -:: Ј 

.:- 1"'1 .L ~ tS ( {;.~ ~ '10 1 У 1. } , у .. 1 ) _.' 4г 

pripada jednoj ргауој. 

lada Је 1 Рп<М) = г. 
da 

le~e vап гаVПl koja sadrti skup М. Г.э.dа,t::ао 

mogutnost ostaje da Z1 pripada рrnnепutој гаупј. сњ z i r '':'!ТI d.::4 

d~ u datom prostoru za svake tri 'tatke postoji 

сепtаr- k{) i i pripada пајmапјој гаvпi k{)j д t.e (г i t.B .• ~~ ke 

sadrli. Na osnovu teoreme 4.4._zaklJutuJemo da је роsmаtгаПl 

prDstor Hilbertov .• 

N.:;.. ОSПОVU prethodno izre~enih stav6va ffiotemo dati 

Теorета 4.6. РоtгеЬаПl dovoljan uslov da 

оgгапitепi јеdпа 

tatka pripada со(М), jeste da је taj prostor Hilbertov i1i 
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PRILOG 1. 

Је to u uvodu гесепо, o\lde се bi t i гесј 
. . I 

ocenjiv~nju optiMalnosti numeritkih t~blic~. 

priloga inspirisan је monografijom [9], te sе svi rezultati 

пасј u pomenutom radu. Cilj izlaganja је da se uka!e па ... 

Ucinimo па pocetkJ neke istorijske paralele. 

funkcija koje sто пе tako davno koristili. Опе 

па gusto kucanog teksta. Date su Ба korakom od 10', s tim da 

sе interpolacijom mойе пасј vrednost funkcije kad 

ugla bilo је potrebno dve operacije i z'",1 аСе-

tablice (odnosno Бата Jedna ukoliko sе 

паkоп 

ге?::;епј"" .. u celom РОБlџ райпја је оЬгасапа па jedno-

aritmetitkih operacija koje sџ sе тогаlе izvr~iti da bi se 

do~lo do rezultata. Naravno, pretra~iv~nje i citanje vredna-

sti iz tablice sе nije smatralo kriticnim јег је гасџпапј~ 

oduzimalo znatajno yj~e угетепа. 



. 
PosmatraJmo problem sa druge tatkegledi~ta. Ako 

funkciju sin razvijemo u Maklorenov red па intervalu (О,Ћ/4] 

do sedmog stepena imatemo ta~nost па !estoj decimali. 

se izra~unala vrednost siпusа nekog ugla potrebno је izratu-

ГI,::..t. i vгеdпоst odgovaгaju~eg роliпоmа za vrednostto~ ugla. 

. ' Za to је роtгеЬпо јеd,::..паеst орегасјја mпоiепја i ~ . . 
sё.~С\ 1 r" ап Ј д. , 

ako koeficijente polinoma imamo negde unapred spremljene. 

[)akl е, c10s1 i drugu kгајпоst, gde tra~enje t аl:; 1 i с ё~mд. 

пе postoJi, ali Је postupak izratunavanJa izuzetno kompliko-

\/д;Г. ,. 

је Ја Је ргуа metoda primerena toyeku~ 

raeunskoj mBsini, ali kako ОУО poslednje uzima 

osvetlitemo ргоЫеm sa оуе druge tafke gle-

Neka se ргоЫет пе resava 

samo za jednu funkciju, nego za jedan kOR~aktan skup funkci-

ја 

у. . 
• ' 3. kompaktan skup k г POkl!Sajf!"IO 

funkcija iz К. Posto se tablica sastoji iskljutiYO od cifar-

skih informaciJa, ргј пјепот sastavljanju temo se koristiti 

sastojate se iz ЈУа dela: refi Т+ izra~ene alfabetom Ао (u 

izratunavanje vrednosti роliпоmа). ро-

stupak ratunanja А se тога izraziti nekim alfabetom A~. Moie 

se smatrati da је А 1 alfabet nekoq kопkrеtпоg programskog 

jezika vi~eq Пlvоа. 

1<: 1<. 

polinom sedmog stepena). Tatnost tablice T~ ]Р velitina 



.0(" 

5:: 

~-f' - Hf - у",tI. 

k.э."~~г,је 

f ~. 1< л 1 П.,.) .:: N} -> Х. 

(2) 

okarakterisana tafnost metoda tаЬеliг.э.пја elemenata kompakta 

к pOffiotu tablica du!ine тапје ili jednake N. F'o!1t.o је sk',:!p 

tablica mапје :ili јеdпаkе N kопаtап (аl fabe1:: је 

kопа(::~л) , odredjuje па Х ko-

Sаdё\ ITtO"Zt-:-ПН:::О da posta'vi I1Ю пеkоl i ko рЈ. tar··,ja. На 1 i post.o-

tr.н:по~·t.kојt.\ tablica trel:)Ео. Јја z"Hjc.··/olja\/ёO., ka.ko паti algori

tam koji daje miпimаlпu du!inu tablice? Kako odrediti tab-

1 i C~.! , tako da prl zаdапој duiiпi N, vеlifiпа e~ bude mini-

,ТвЭ.l п д. ? 

Podjimo Ба odgovorima redom. 

Теоге;љз О1. 1. Од t:o i postupaktabulacije nekog 

kompaktnog skupa К iz nprmiranog prostoraX imao tatnost Е, 

du~ina tablice N тога zadovoljavati пејепаkоst 

N .,. НК (Е) , 

ус.1е ј е НК ( е) 

uvodnom poglavlju). 

Dokaz: Po~.matrajmo5k\..\p {T f lfEI(Al (T-f'}~N} •. S',Ia~(i ё:lап 

f тапја јlј jednaka tatnosti postupka tabulacije. ZПд.ё: i , 



SkL\P {g~lfEK} је Jedna E-mreta skupa К. Kak6 Је kardinalni 

skupa tablica du~ine тапје ili jednake N jednak 2 N 

(~.l f at:;et tablice sе sastoJi od dva slova О i 1), ·t.ada је 

(def i [.ј i с i ј а NK(E) је takodje data u '_.\\./оdг,оm г ... -.-· t" - .. 

Neke preCIZnlJe informacije о odnos~ tatnosti tablice i 

пјепе du!ine se па ovako op~tem nivou пе mogu dobiti.Dodu~e 

mogute је dati procenu Ьгziпе stremljenja u m velitina нк<е> 

1 loq2(1/E), ~to moie biti od koristi. 

Теorеffl\зDl.2. i4ko је К t)Е·skопа~'·iоdi mепz i ог, "'! 1 ап.; ~(i.:yvek·-

san i kompaktan podskup погтјгапоу prostora Х, tada је 

Teorema D1.·3. (4ko је 1< kоюраktап \..\ оdПО5L\ Гtд. me·tr i kL\ ••• 

i ako је konatne dimenzije k, tada је 

gde Бе lnflmum UZlma preko svih metrika Й. 

IЈсlqо··/ог Је ргоЫеm obrnut 

ргоЫет tra~enja najboljih тгe~a. Kako 6izgleda ге~ауапје 

ovog ргоЬЈета naJbolje temo videti kroz primer dat u [9Ј. 

Тата se posmatra oblast Gr koju agranifava elipsa Ба 

-·-1 i .1 i :<::t"ЈIП.lm роlt.\ОSд 1'·.=.:..1. l~tim Бе uotava 

odsetak ]=[-1,1] i lako ргоуегауа da је Gr-I kопfогmпа slika 

па toj oblasti posmatra skup funkcija A(B~,M) koje БИ reg-

ularne unutar Gr i ogranitene ро modulu konstantom М. Ako se 

па tom skupu funkcija uvede funkcija rastojanja Ба 
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pokazuje se da је to metrika i da је posmatrani skup u toj 

Ako se posmatra restrikcija posmatranog 

kompakta па odse~ku 1, dolaziffio do jednoq podskupa skupa 

neprekidnih funkcija sa uobitajenom uпifогmпоm metrikom~ 

ye~ pomenute monoqrafije је re~iQ ргоЫеm паlаfепја 

kompak-

tan podskup u okviru skupa neprekidnih funkcija па 1. 

korak se sastojao u tom~ da se nadje postupak 

aproksimaciju datog skupa. u [9] se autor opredelio Za. 

funkcij~ па polinome Cebj~eya. Pokazao је da u tom 

, '. te је па osnovu (3) 

." 
(5) 

,,-

zadatak је bio таlо te~i јег је trebalo dobiti 

neiednakost obrnutu prethodnoj, odnosno pokazati da је izbor 

tim п.:~s·t.ојаПЈimi::!l.Е? i t,\speo doka:z:a\/si 

оdпоsпо uzev~i u obzir (5) 

Na taj па~јп zadatak је u potpunosti Ьјо ге~еп. 

ра ргета tome qогпје resenje ima veliki prakti~an 

gto se tite postupka ге~ауапја pDslednJeg pitanja, оп 

reti da је njegovo ге~ауапје Ье? vete praktitne ОSПОVЕ. 
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\:": r::" 
~ • .J ~ ••. ' 

ОуЈе te biti reti о re~avanju jednog konkretnog ргоЫе-

паlа~епјет Cebi~eYljevih тгe~a skupa u dvоdimепziопоm pros-

toru. Predjemo па samu postavku ргоЫета . 
• ОО 

Sa prakti~ne strane gledi~ta опа bi mogla ovako da 

U datoffi gradskom podrutju treba postaviti 

(konatan) Ьгој centara (recimo, za sпаЬdеvапје) tako da опј 

potrebno ЈР prethodno uvesti neku metriku pomotu koje bi se 

ocenjivala optimalnost razme~taja centara. 

пје tataka А i В jednako 500 metra. Medjutim, kako se kreta-

То znati, da ako uzmemo da ~e pravci koordi-

natnih osa poklapaju sa pravcima ulica па slici, 

izmedju А 1 R treba uzimati ро formuli 



[
'---~ 

:.:.::.:.:.:.:.:.:-:.,;.:.:.;.;.:.:.:. 
:::);::~~J;~J:~~:;>;":::-::::: 

.-_ .. ~ .. _--~--.. 

,. -------·1 
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B[~l 

г--------·----·-· 

д 

I 
1'; 

.-1-------.-.----------.-.-+ 

300 m 

s·l i ka 13. 

400 т 

Sada se vet то!е dati 1 matematitka formulacija proble-

та. Neka је data ravan tija је metrika definisana relacijom 

pri {ети su koordinate tataka u op~tem slutaju uzete t.1 

Нд. Za dati skщз 

гаупј omedjen zatvorenom poligonalnom li rti јат i 

netoda re~avanja Oyog ргоЫеmа pripada tehnici diskret-

пе matematike i pripada klasi pribli~nih metoda гe~ayanja. 

sas'I::()j i о "".pt- ok SСШtас: i ј i 

konatnom Rwe}om tako da poluprefnik pokrivarija te mгейе'Ьudе 

jednak tatnosti kojo ~еliпю da dobijemo. Neka Ьгој tataka u 

toJ mre~i bude п. 

se s$st6ji u ~artanju dаtеmгейе па ~.~ 

delova. Оа Ьј Ее to utinilo treba prethodna generlsatl jedno 

nenegativna celobtojno re~enje jednafine 

!):I. -1- П:;" +" ,,+ п k '-- П 



Takvih ге~епја lma 

п+k-1 

k 

Sa l.:-]-=! "".f.': р"" i s;t.upa. deot, i dat.og ",,·kl.\pa. ос! П t~ -::~,::':a.k€<. оа k 

Јеlоуа tako Ја prvi~deo sadrti k 1 elemenata, drugi k 2 eleme-

i Ako је П~>О (l~j~k) tada Ьгој podela 

" 

П'--п) [ П-П -п_'ј" :1. . •.. 

о • 

0;:0; 

( 

Ј Гl7 

uz pretpostavku Ја su П~ medjusobno razlititi. 
I 

i ·tak.:::,··' 

Zatim se nalazi Cebi~evljev centar 1 

ргеtt·iоdпоg 

koraka i pamti se ukoliko је ос! njega Ьоlјј, 

Сео postupak ве тo~e predstaviti чгиЬот a190ritam~kom 

~emoт koju ~rikazuje slika 14. 

Stoqa se u svakom segmentu yг~e skratenja 

kol i f::O ј,,:,. ·t·~, ,T,e:'CII.H:>;:·!· 
". ~ 

U Јеlи za generisanje celobrojnih ге~епја jednatine kao 

prVQ vodi se ratuna Ја se ге~епја пе ропаvlјајu, 

'_"_·."'.С.. Г "'"'''='~'f- .ј .С:, 1·,,'-' Ј' ,-i "',р ПРt-'/Т' I t· ;:'Г)' ). Пј·' С" ;-'0' , \. • ~ •••• __ '0 , z <_'0 • __ •••• _" •••• ,. •• __ t _ •. _. _ .• __ ... _ '. l' ,.- ";.f. __ • 

poklapanja. Drugim retima vodi se га~ипа da је 

lап Ьгој tlanova u grupl. Ako se ni~ta пе ka~e, m је· jednako 
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\..\1 az: 

koordinate poligonalne liniJe 

Ьгој centara тгe~e k 

program za aproksimiranje 

d.:,,·tog :;.kL\Рёl e-fТtrЕ'Zоm 

·_-_··_-------_··_Ј--------

.. ---.---. __ ._._~---_._ ...... ------._-----. 
generisanje svih pozitvnih 

celobrojnih resenja od 

(Ьгој п је dot:< i ј ео L~ 

prethodnom tvoru) 

!:,,,.ko da i--t:i. сЈео ima ~~!. f".:-lеmеrн; •. tа < •• -----

-~=-==-T-·-----. ------
izгаtuпаvапје radijusa 

manji od prethodnog minimuma 

'" 



IЈ c!el L! za deobu тгe~e ро datom kljufu postupak је 

пп ·t 1· (1·' .. :;. 1 I~ (-, с.::. ·t -rw .1 •. _ 1 __ рге 0(::;-1,]0 

~tD Је podela do kraja formlrana. Naime, da Ьј se utvrdilo 

је ПС'·'/о 

<:Јо kraj;,:\. ako Је опо kojim 

se то!е ubrzati ukoliko korisnik 

odrecil осl kojeg optimalni radijus тога biti 

Ukollko оп to пе utiпi aktivira se program koji sam Yг~j tu 

Је plsan па PA8CAL-u i implementiran је Гјё<. 

ЈВМ рс-хт i АТ i пјјта kompatibilnim ratunarima. i"1ecl ј н t. i 1Т, , 

пета principijelnih ргоЫета da se ugradi 1 па vete sisteme. 

Оsпоvпi razlog ~to је program plsan па PA8CAL-u lе!ј u 
\ >, 

tome ~to pomenuti jezik dobro podr~ava rekurzivne strukture, 

а ovde se to ~irQko koristi za generisanje svih mogu~ih 

... deoba datog skupa рс zadanoj shemi. lstini za volju, taj deo 

(eksplicit-

te prograrn realizovati u nekOffi drugom jeziku, ali 

malo Vlse programerske ve~tine i malo vetoffi verovatnotoffi 
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, 
ОО 

о .. 

ргочгат glavni_program; 
type cniz = аггау[О •. 255Ј of char~ 
уаг 1,Ьс,Ьг,хЬг,јЬг ; iпtеgег; ep,am;real, 
хl,х2: аггау[О •• 255Ј of геаl; 
:>( m : а г- r <::! у [ 1. • • 10 О ] () -ј: i п t еч ег ; 
t·m: сг,ј z; 
procedure ulazl; forward; 

с 1 г~oc!,o:; 
!!!i'iol~oE:( 'L'!,O()j сеп"tаг-а 

r-Е'дdl п (~.}C) ~ 

wгitе('gогпја granica minimuma 
rf;:;a~j 1 п (,:\т) ; 

write('maksikmalan Ьгој сlапоуа u grupi 
г- е ас:! Ј п ': ::o~ 1:.1'-) ; 
wгi~е('miпimаlап Ьгој сlапоvа u grupi 
readln(ibr);writeln; 
writeln('oblast se zadaje poligonom 
\-'!гitr.:-lп('оl:.lаst ,=ое 7~i:\dдоје mr-e:,~om 

~ЧГ i '\:е ( , i z аЪег- i Ьг-ој 

readln(l);writeln; 
i f 1 :::.":;-..-: -t-tч,:о-п 

ћt:.:-giп 

write( 'Ьгој сlапоуа mreze 
п::?аiJ.1 п (I::H- ) ; 
{ог 1:=1 to Ьг do 

ћ{-?чi п 

\>n-:itoe(' 

=::. 

--::. 

, \ . 
: " 

, ) . 
о ~ 

1 . ) ~ 

~2 .0 :; ; 

о::. 
, , 

I • 
о ~ 

1 Ј • 
о , 

г- е!эо d 1 п {:,( .t [ 1 Ј ) ; 
!-!Г i te ( , у[ , ,1 , 'Ј :;;:: ':>; 
геаdlп (:,~2[l)); 

ег",d; 

еп.ј else \..!l,,-~zl; 

еп{,ј ; 

pr-оСеi.:ЈL!ге i7:1,::.oz; 

уаг ј,iпd:iпtеgег; 

t.eQ3. п 
С.1 r" ::~C г" ; 
I;-!г:i'lеlп ('орt:imаlпс:. t-е'оепј~?') ;vЈr'itеlп; 

i гн:I: ==0; 
{огј:=l to Ьс do 

t.:ОЕЧ i п 
iпd:=iпd+хm[ј-1]; 

for 1:=1 to хт[ј] do wгitе(хl[огd(Ьm[iпd+l])]:6:2,' 
щ- it е 1 п (с h t- ~ 8) ,С tlf- (г:; ~ , , ) ; 
for 1. :=1. t~o :'(·II'I[ј] [10 \-'~гitе()-~2[оп:l(t.m[iГI{ј+l]) ]~6;2, 

, ) ; иг i t: е 1. п ; 
eГt~1 ; 

vwi"tеlп('miпimаlпi radijus - ',ат:6:2); 

wгitеlп( 'dорust~па greska - ',ер:6:2); 

Е?П сј ; 

1:) Е'(1 i '~ 

1. l' E~ >t~1 -t~. j-"tf?Гt ПНfJ>~ -: .::::~~ t:·:·l ~.E.' .TttT(;·i.: =t.; 
eг!~j~ 

0- ' ) ; 



fuпсtiоп mmп(а,Ь:геаl): геаl; 

t'E'L;Jl Г, 

.: 1-
0,,-_' 

if а)Ь then ттп:=Ь else ттп:=а; 
eГ1~-j ; 

pr·t::ocetJL\I·-е L!l е::::: Ј; 

type ni=array[1 .• 20J of real; 
"'i~~f" Lt~)f·.,t:tt=,,,t)·~!,i:iГI·t·.Е·9ег; ·'I?'''' gg,tig; ·~д.l; 
уаг х: аггау[1 .. 2,1 .• 20Ј of integer; 
}~ ~:) Ј ~ >~ f:::' 2 ., }~ 1. ,>~ ~j : г, i ~ 

function izm(a,c,b: геаl): bpolean; 

beL;ji г, 
ј f (с >::::mmп (а , t,» ал с! , с·::: =miЮ; (а ! i:o:;:> t.t·н?п 

i zm; :::;·I:.F1.Je 

еl :'..Е' 

i ;~ т: ::::: f '::1.1 '=.Е' ; 

fuпсtiоп dl(a,b,c: real): геаl; 

i:i'Э(.:;! i. п 
if izm(a,c,b) then dl:=O else dl:=mmп(аЬs(а-с:>,аЬs(Ь-с»); 

епсl; 
I 

"О 

fuпсtiоп ~(a,b,c,e: геаl): геа1; 

l:ч::>СЈ 1 П ... 
с! : ::::: гыJtп \ mmп \ сl1 \.::!, t. о; 1':::) ,(! 1. (а , i::. , е) ) ,mmп «(1 1 (с ~ Е' , с:!) ,d Ј (с ј е • t·) ) ) ~ 

eГtd; 

pt·- ос е.јl ... \Г е mt- е;:: .::\ ~ 

\/ау- ::·;р,iп1,iп2~ array(1 •• 2(1] 0+ F"eal; 
·,/аг t.i~јј,i~t};.;п>ј,t);';f·); iп 1:'Е:Ч'?Г; tm: ге.э.l; 

iпр: аггау(1 .. 20Ј 0+ integer; 

t:ii?Ч i п 
t:. >: р: :.::0: t} ::.; п : ;;:::0; 

for ј:=l to Ьрг do 
tiE;·~t i П 

i f (ч.1 [ ј] >=.\) €:!od С·; р2 [ ј ] >=(1) Н·,Е-П 

t.t?q i п 
t:. )-~ р : '" t.}; р + 1 ; 
>; р ( tэ >: р ] ; = :.( р 1 ( ј ] ; 

i ГјР [t.::·; р Ј : :::: ј ; 
еГЈ(ј 

"-~ 1. ~:·e 

erfC~ ; 

r:,e9 i п 
t:.:.( п: =t.)-!. п+ 1 ; 
iпl[Ьхп]:=mmГt(аЬs(хрl[ј]) ,аЬБ(хр2[ј}»; 

i п'гсь>;п]: =mm>: ~ i:it.s (>~p 1 [ј]) q at:.~; (>:р2( ј Ј) ) ; 
еп(ј. 

{ог ј:=1 to Ьхр-l do 
tЭ(?(l:i г, 

{ог i:=1 to Ьхр-ј do 
{~!e(.J i Г! 

if xp[iJ)xp[i+1J then 
tЕ:~Ч.i. П 

1. i!i : "" ј; го (: i :1 ~ 
о( р 1: ј. Ј ~ с:;;::>; р Г Ј + 1 Ј ~ 



• еГЈС} ~ 

i : :::.::t. ;.~ Г,; 

>: р [ i +1 ] : ::::; ': т ~ 
јј:::=iпрСi )~ 

inp[iJ:=inp[i+l]; 
irч::;[i+:lЈ~:::::јј; 

епс! ; 

f~r ј:=1 to Ьхр div 2 do 
Ьеqiп 

ј::""ј+1; 

iпl(iЈ:=mmп(хl[iпр[2*ј-l]],хl[iпр(2*ј]}); 

iп2[i];=mmх(хdЕiпрС2*ј-l)],хdЕiпр(2*ј)]); 

':f"с-пd; 

I:)i::::::i; 
{ог ј:=l to Ьј-l do 

begirf 
Э:=ј+l.; 

!'·kti 1 е i <=t.i do 
t.egi ГЈ 

if d(iпl[ј],iп2[ј],iпl[i],iп2[i])<=ер thеп 

епс! ; 
i::::"tч-; 

Ьеуј г. 

i п 1 [ i ] : :=-н;mп ( i г' 1 [ ј ] , i п 1 [ i ] ) ; 
iп2[i];=mmх(iп2Еј]~iп2[i]); 

i о 1. [ ј ] : =-1 ; 

i : :::.::t! i + 1 ; 
f.?пd 

E:l se 
erfd; 

ј:==ј+l; 

{ог ј:=l to Ьј do 
Ьеqiп 

if ј01[ј)=0 then 
tн.:?ч i f"i 

еП!ј; 

t.t";=i; 
егнј ~ 

if (iп2[јЈ-iоl[ј]>{=ер then 
Ьеч iп 

i:=:::i+:J.; 
xlCiJ:=(in2[jJ+in1[j)/2; 
::.~ 2[ i ]: :==.J9+f.·"p./2. 

er"j(j 

·::::-1 sp 

епсl; 

t:oegi о 
.1ј:=О; 

repeдo·t: 

ј:==ј+1.; 

}{ :~: [). ] :: ~dg·-t-{.::-t:)./ ~~; 

хl[i]:=iпl[ј]+јј*ер+ер/2; 

jj~===jj+1; 

шј t ј], (\; 1 (} Ј >=~!'\jћ2Ej] --Е·Р / 2 Ј ) ~ 

епd; 

.. 

procedure presek(yl,y2: real; Уд-!'" xpl,xp2,xl~xd= ni); 
"/ЕIГ ј ~i qkk?k: :tпtf.:.'чег-; 

-'1 !~ r' ::.~ 1 ~ :>=. ;~ : r· €~ ~.~ 3. ; 
·fL.н··~сti()г, st ""11 ,'у'2: t"eal): ir,tet;.ter; 
",' Е.1 Г i ~ i t·~ ·t·.еч et- ; 
.1. at::.e 1 1~' 



i : :::::() ~ 
1: i:=i+l; 

if (~~C::~i]>y2) 01'" (;.;сг,јЈ<уl) tt-,Е:П st:=:i el~.E: grл'с· 1~ 

епсl; 

procedure рг(хl,уl,х2,у2,у: real; уаг хр; real; уаг kl: boolean); 

1:::'f.?Oi ГI 
k 1 : ::=: t. У" ~..I. е; }~ р ; ;::: -.. Ј. ; 
i f ('1 >ПНЋГ, (у 1. , .• ;.;::) .:-'ГН.1 (у <: ПНТt>~ (у 1 ,/2.» ·t·. ћеп 

::.: р: ''''' (у--у 1 :> .;;. ~Y.~~-}: .i. ) .1 (y~'~ ..... y 1:> +>: 1 
е1 ~ .. ~: 

k1::::;:faJ.se; 
(,:,псi ~ 

t'E'g i Г. 
Р г (::< [ 3. q i Ј ~ }; [ 2 ~ i Ј , >; ( 1 , i + Ј :1 '! >: ( :~: , i + 1 Ј ,у l' , ј:: 1. , k Ј :; ; 
i·F !H:}·t .. ( k ј) HH::Гr :>: 1 : "--::-1 ~ 

р г- (;.~ [ 1. ~ i ::1 , }; [ 2 , i Ј ,;{ [ 1 , i + 1. ] ~ >: ( 2 , i + 1 ] ~ у 2 ? ј( 2 , k ј. :; ; 

i·f поt ~ k 1) ttн:?п :': 2 ~ :.:::-Ј ~ 
епd; 

t'Е:Ч i Гј 
fol'" ј:=1 to 20 do 

IЈЕ'?!.::! i гt 
}; р 1. [} ] : :::;:0; >: р 2 [ i Ј : :::::О ~ 

хlЕјЈ;=10000; xd[iJ:=O; 
еп<:ј; 

k:'-"'1.; 
k k ~ = ,=, t. (у 1 ,',i 2 } -1 ~ 
for i;~bv to 2*Ьу-l Ја 

loff'L! i п 
ј: :;::: ( ( :i. +k k) !'f,[!rJ Гуу) +:1. ; 

jf (:'·;Ј>О) Е<л[1 (::<:?>О} 'LI",ег, 

[~ .. e'~~f i п 
ј; 1 [ k ] : =',Т"ЋП (;.; ј ,;.; 2); >: р i [ k ] : ::--";< 1. ; 
xd[kJ:=mmx(xl,x2); xp2(kJ~=x2; 

f:-г,сЈ 

р 1 '=f.? 

l.i'.::-цi П 

i f >~ i,.>O t.rier·, 
t)(:?!j i п 

i -{ :'~J:<?[ k l;",оtt-,еп 
1: .. if.::iJ i гt 

1+ :,;pJ[kJ:>O t.r,E'I"! 
[} 1,::, (Ј i гr 

i; г·::? [ k ] : = .... ,! 1 ; 
>~], 1:: k::l: =mmп (,,: 1 (: kJ~. ::.! 1 >~ 
;.~ [1 (: k Ј : ""'!liiЮ~ {:'-l {:! [ k ] , ~; 1 :1 ; 

f:?O.j 

eJ~e 

t·~п,ј 

е1 ~:.f." 

I::-,;,:,!.::! i п 
xl[k]~=mmn(K[i.j+1]~xl); 

:>~ сl [ k Ј : :о:::тm;'( ': :'~ С 1 ;; ј .... 1 ] , }~ 1 :> • 

;·!p1[k]~:=-<,{1; 

ејј'.1 ; 

t) E~'~J i Г; 
>~ Р 1. [ k.] : =:'~ ј ; 

\ 
- :.' 

... 



~; 1 [}:: ] : ==Н·WТlП (>;}. [ k ] , ).; 1. ) ; 
xd[k]:=mmx(xd[kJ,xl); 

епсl; 

{=:пс.l 

E-3.SE
tjE-<;ti 1··, 

еГЈ(] ; 

if ;.;2>0 ttHiiU"' 
t"jeg i гt 
if ;-(р1[\(]=0 tt·'E-П 

t)E~9J. о 

i f i·~ р2 [k) >0 tt·ie-Гi 

t';:?'9i п 
:>; р 1 [k]: ::-}; 2; 
~1[k]:=~nn(xl[k],x2); 

xd[\(J:=mmx(xd[kJ,x2); 
еп(ј 

e-lsЕ-

епсl 

е-1 ~.p 

t'ЩЈiп 
xl[kJ:==mmn(x[1,j+1J,x2); 
:>; d [ k ] : =тl1i:>; {}; [ 1 , ј 4-! Ј ~ ,'( 2) ; 
>:р2[ k]: =:><?; 

епс1 ; 

bei) i (ј 
;.~. Р 2 [ k ] : ;;:;)( 2 ; 
xl[kJ;=mmn(xl[kl,x2); 
xd[\(}t=mmx(xd[kJ,x2); 

епd; 

епd; 

епс!; 

if xpl[kJ*xp2[kJ<>0 the-n k:=k+l; 
еПiј; 

t)pt-: =k-··l 

t'fэgi г1 
\'n· i t~", ( '~)r-·c.j \,тt-ю\;а роlЈ. цопа 

for i:=l to Ьу Ја 
l.eqi гt 

'tn-·:i.tf.:'( 'apscisa ,1, 
""Iгit.е\ 'оп.-ЈiПЕ.о:t"."'! '~i 

Е·пd; 

tд.сkе 

ti:!cke 

.", 

r;. 1); t- ед.d 1 Г1 Н ( 1 ~ i 
.~." ,О).; r~t::adlrf }~ [2,.1 

x[l,bY+l]:=x[l,lJ~ 

x[2.by+l]:=x[2~1]; 

write~'Jopu5tena greska 
dg:=10Q(Ю; gg:=O: 

';. ') ;rе~Јп (ер); 

for i:=l to Ьу dQ 
t:::t e~~J i ~-t 

gg:=mffix(gg,x[2,i]); 
(јч ~ ""'mmп ((JiJ ,)-( (2; i ] :; ; 

еп(ј; 

dg:=dg+ep/l00;br:=O; 
иГ·i i 1.~? (.1 Ч < :==Ч9 Јп 

. ertC~ ~ 

t::· ~:- [~J г, 
pY··E-5:.е-k ((јч ,Clg+E'P ~ ).; р 1 ~ >~p2, >: 3. ,>\ d:; ; 
fЂГ (::-:-:: i:1.; 
с!ц: ==,(jg+E.'P; 

епt:! ~ 



I 
" 

." 

pгoceduгe јеdпасiпа; 

уаг j,i ,bp,bmb,bbг,r:integeг; a~p:real; 
\i~.t- kc.': 80с,1 e~г!; 
х:аггау[О •. 11Ј of integer; 

Р1"'-:::!се(јuге komL. i пас i. ј e ... :t--f.-:!::iЈТ z i ·',IOC·; 

уаг jj,da.i: integer; ттр:геа!; 
.::~~tJ; СГf:i~:; 

pt·· С·С €:-clџг е ~:: от ( i : i пt. €:ger; ю!Тtр: t- ее-й >; 
" ё.~ Г ј ~ р С< , k , k·з , k I::! .) П ~ т: i ГI t.s:='iJ е ј'" ; k т , k со : Ь c,r:<.l е:.эл ; 
сот: аггау[О .• 99Ј of integer; 
·t (О:n,: с г! :ј. ::.~ ; 

function dd:гeal; 
уаг mxl,mnl,mx2~ffi~2: real; 

t:Н.?чi п 
т~( 1. ~ ~-=O; mп 1 ~ = 1 0000; iТI?-! :;:: ="0; 1fIГ!2 ~::::: 10000; 
~oг k:=l to m Ја 

tieqi гt 
mпl~=miТlп(mп1,Хl[Dгd(Ь[Ьг-п+k])]); 

,Ю~ :t : ==ннл::,; (т>!. 1 ? )~ 1 1: аге! (Ь [t.Jf" _ .. п ·'·k ] } ]) • 
mn2:=mmn t mn2,x2rord!b[br-n+k])]); 
m:>~ 2; :=!ЫЮ; (т>: 2? >: 2 [ен'сl (IЈ 1: f.!r-,',-+-k Ј:; Ј) ~ 

E~Г! сl , 
dd==mmx(mxl-mnl,mx2-mn2)~ 

Е:: П сЈ ; 

tч:-чi г, 

г,::::t:·r". i;=i+1~ jj:::::O~ 

'For k:==1t.o 1'-1. .је- ГI:'""п-}~[k]; 

!ТI::::;~'![iJ; 

Јог k:=O to п do com[k]~=4*n; 
while сат[1Ј<>(п-т+l) Ја 

t, е9 i гt 

k ~ ::::: 1 ~ 
!>,Jt-,јЈе (соп',[ю-k-+iЈ>=(n-k+1» аг,d (k<:::::m+l) .јо k:==k+l; 
if k<m+2 t.ћеп 

t::.eqi п 
~:>.:\ ~ =:::IIГ" k -1- 1 • 
k (:о : ::::с от [: k Е'. Ј ; 
fof"'" k:=ka to m do 

рп.ј 

С.е\ј i г, 

kl:): :::-:kl::.+ 1 ; 
(-:'.-::.т[ k Ј ~ =k~) 

ej"Hj~ 

else for k:=l to m do com[k];=k; 
foг k:=l to m do ЬСЬг-п+kЈ:=а[соm[k]];. 
if mmx(dd,mmp)<am then 

t) !?\.Ј i г. 
1f ~,~ [ i + 1 Ј >0 t. [Но'Г, 

t-)Е'џi П 

1=:'0: =0; 
·f(јГ ј ~::=1 l:Cf Гј ~jo 

t::,p':::Ji г, 
ko:=false; tem[jJ:=a[jJ; 
·fc<t·· [::;::::.ј. ·t.C' т (ја ~::o.~:;;=ko ОГ (i.~[јЈ="д[СС'Iii[kЈЈ)~ 

if 1::0 then ро:=ро+l else а[ј-ро]:=а[ј]; 
еlн:1; 
kC··ji1 () ,iJlm>~ (сЈсI ,mmр) } ; 

{OF j:~l to п do a[j]:=teill[jJ~ 

" 



епсl 

el~e 

!Јеgiп 
~)ё,:a: =(); 

for ј:=1 to Ьс ао 
lэечiо 

f:)C': =~~:.c.+>~ [ ј -1 ) ~ 
for k;=l to х[ј] do 

E'Гtd; 

for k~=l to ЬГ do bm[kJ:=blkJ; 
ат: ::'C:'-'-I!ТIP ; 

eJ·,~j ; 

епсl; 

jj::::::jj"l-l; 

eГi(j; 

\>,!!' i t е ( ј ј :; , 

\>'ЈГ i ·t е 1 ГI ; 
епс] ; 

Ьеој ГI 
for i:=1 to Ьг do a[iJ:=chr(i); 
(МиР; ==0; 
i ~ :::=~)~ 

>: П:<с+ 1 Ј: :::::(1; 

::.; [ОЈ: =0; 
k оm ~ i ? mmр) ; 

епd; . \ 

Ьецiп 

ko:=true; атр:=ат; 

{ог Ј: ==2 ·to Ьс {:lп >( џ :3: ~-"'O; 

r"ppeat 
i f «(;.( [t.c Ј }=.i t.t-) f..лd (;.~. ( 1 Ј <: ::::}: t.,. ):; tt",E-П 

!ЭЕ'џiп 

kombinacije rekurzivno; 
i f с"\(ЙР >~HH t Гн?!, 

Е~Г!i..i ~ 
ј: ::::(}; 

С'Е:цј ''', 
з!пр: =ајј',; 

for i;=1 to Ьс do xm[iJ:=x[iJ; 
t?Гi;::1 ; 

\0-"[',1 1. е ј'::: t:K do 
1:) е(Ј], Ј', 
ј;=:.. .. ·ј+l; 

1.+ (:,~[tjc.-j]-·i}<::=o ·ti",еп ko:::::faJ.s.e elS:·E~ 

beC)l п 
t"':""Ьr+1; 
for i:=1 ta Ьс-ј do г:=r-х[iЈ; 
t.p;==r <.:Iј\.' (>:O:<c-.. јЈ-·1}; 
bt.t-:=J' тас! (>;(bc-j]-l)~ 

1:, iиtf : ::::tJ~) ~ 
if ЬЬг>О then ЬmЬ;=Ьр+l; 
if ЬтЬ>ј then ko:=false else 

l:'E·g i п 
x[bc-ј]:=х[Ьс-ј]-l; 

for i:=1 to Ьр do x[bc-ј+i]:~х[Ьс-јЈ; 
x[bc-ј+Ьр+iЈ:=ЬЬr 

fе,г i ~==t.ic--j+bpi-2 ·tc! Ј:::'(:: ,је) ;.:[i J::::;O~ 

kc'= =tr l,,''':?; 
ј;:;;::31; 

E~Г1C: ; 



еп(] ; 

с!.п·!:.il ko:=:f,;:,l~,e; 

t:,eCIi п 
(.11 i:.:;::: ; 

{ог 1;=1 to Ьг do 
tэе{] i п 

Itч'-itе( ':>\[' ~l,'] - '); 
write(xl[lJ:6:2); 
I.-It-ite(' :,;[',1,'] ~ 
wгitеlп(х2[1]:6:2); 

епd; 

ј €·:c!г, е.с i п <:\; 

i~~lд.L; 

еГf1ј., 

71 

: ) ~ . , 

I -, 

... 


