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UVOD 

u tehnoloskom procesu proizvodnje i prerade,oslobadja 

se citav niz hemijskih elemenata i njihovih jedinjenja koja 

su stetna za zivi svet, ра је radi toga, ako пе postoje druge 

mere zastite zivotne sredine, potrebno vrsiti kontro1u izvora 

aerozagadjenja. 

u оуот radu se posmatra kontrola izvora pasivnog aero-

zagadjenja, tj. takvog aerozagadjenja koje tokom disperzije u 

vazduhu пе pre1azi u druge, mozda јоэ toksicnije e1emente, sve 

dok nepadne па povrsinu zem1je ((11). 

Neka је oblastJl ,и kojoj se posmatra disperzija aero-

~ i zagadjenja, cilindar donje osnove го , Ьоспе povrsi ГВ i gor-

i 
пје osnove ги , tako da је oblast .!l. konveksna. 

Pretpostav1jamo da su izvori aerozagadjenja male mere 

u poredjenju sa merom oblasti 1L • Takodje, pretpostavljamo 



(II) оо 

da se izvori aerozagadjenja nalaze unutar oblastiJl. 

Aerozagadjen,je se iz izvora, unutar oblasti.!l. , raz-

nosi strujom vetra i turbulentnim pulsacijama vazduha. 

Posmatracemo deterministicki model disperzije aeroza-

gadjenja u vazduhu. Posto su brzina vetra i maseni udeo aero-

zagadjenja u vazduhu statisticke prirode, onda сето, da bi 

dobili deterministicki model, izvrsiti usrednjavanje statis-

tickih velicina ро vremenu ([i1 , [2)). 

Granicni uslovi su takvog tipa, da iznosenje aerozaga-

djenja strujom vetra postoji saтo па donjoj osnovi cilindra. 

Pretpostavlja se da пе postoji ипоэепје aerozagadjenja stru-

јот vetra u oblast 11 tj. pretpostavlja se da је udeo aero-

zagadjenja jednak nuli па granici cilindra. 

Ekoloska zona, koju stitimo od aerozagadjenja, nalazi 

se ispod osnove cilindra Д • 

Kontrolna povrs G, па donjoj osnovi cilindra~ 

је tOlika, da ako pogledaтo iz та koje tacke ekoloske zone, 

koju stitimo od aerozagadjenja, tada "пе vidimo" ni jedan iz-

vor aerozagadjenja. 
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Zadatak ovog rada је da se pokaze da је moguce uprav-

f 1jati intenzitetom izvora aerozagadjenja, tako da maseni udeo 

aerozagadjenja па kontro1noj povrsi u та kom trenutku vremena 

bude jednak dopustenoj vrednosti i da se, uko1iko postav1jeni 
~ i zadatak nije moguce resiti analiticki, pokaze da ga је moguce 

~ 
~ resiti numericki. 

Sadrzaj prve glave је slede6i: u Р1. је postav1jena 

jednacina stanja u usrednjenom obliku kao u [11 i [21 ; u Р2. 

је definisano slabo resenje ((3]) i data prva apriorna осеnа 

([3] , [5]); u Р3. је definisano resenje s.s. (lз]) i data 

druga apriorna осеnа ([5Ј) kojom је pokazano da resenje za-

datka pripada uzem skupu od н",О (Q), tj. da pripada skupu 

H~M (Q). 

Sadrzaj druge glave је sledeci: u Pl. su date osnovne 

ozn~~e i definicije vezane za postavku zadatka optimalnog 

иргаУ1јanја; u Р2. је pokazano da је skup optima1nih uprav-

1јanја neprazan ([7]); u Р3. је pokazano da је postav1jeni 

zadatak optima1nog uprav1janja nekorektan ([7]); u Р4. је iz-

угаеnа regularizacija postavljenog zadatka optimalnog uprav-
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1јanја metodom Tihonova ([7]); и Р5. је odredjena konjugo-

vana jednacina ([7]), definisano slabo resenje (l41) i od-

redjena prva apriorna ocena ([3] , [5]); и Рб. su date neke 

osobine regu1arizovanog kriterijurna optirnizacije ( funkcio-

na1a Tihonova ) kao npr. stroga konveksnost; u Р7. је odre-

djen minirnizirajuci niz zadatka optima1nog uprav1janja rnе-

todom projekcije gradijenta ([7] , [10] , (111) i pokazano 

је da minirnizirajuci niz konvergira ka optima1noj vrednosti 

u smis1u prostora L2 (I)'WI ([7Ј). 

Sadrzaj trece glave је slede6i: и Р1. је data aprok-

simacija jednacine stanja i konjugovane jednacine, rnetodorn 

konacnih e1ernenata ([2] , [12Ј), kao i aproksimacija, tako 

dobijenih obicnih diferencija1nih jednacina, eksp1icitnorn 

shemom ((121); u Р2. је pokazano da priblizno resenje kon-

vergira ka tacnorn u srnis1u prostora H~o(Q). 

Sadrzaj cetvrte glave је sledeci: u Р1. је postav1jen 

priblizan zadatak optirna1nog uprav1janja; u Р2. је data re-

gU1arizacija aproksirnacije zadatka optima1nog uprav1janja, 

tj. odredjen је rninirnizirajuci niz роrnоси niza pribliznih 



(v) 

zadataka optima1nog uprav1janja, tako da taj niz konvergira 

;1 ka skupu optima1nih vrednosti neprekidnog zadatka optima1nog 

~j 
Ј upravljanja и smis1u prostora L~(1)~. 
-i~ 
-";; 
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Pri pozivanju u drugoj glavi, па npr. formu1u (3.1) 

iz prve glave, koristi se oznaka (3.1/1). 

Osnovne oznake i definicije, koje se koriste u odre-

djenoj glavi, date su па pocetku te glave. 



(1) 

GLAVA 1 

u ovoj glavi је postavljena jednacina kretanja аего-

I zagadjenja u atmosferi i odredjen prostor funkcija u kojem 

~ 
~ I је dobijena jednacina re§iva. 

i 
~ Pl. ЈЕDNАБINА КНЕТАПЈА AEROZAGADJEl,YJA U ATi'"10.3FERI 
:( 

Osnovne oznake i definici~e 

Jt - cilindar po1uprecnika R, donje osnoveГo ( povr§ proizvo-

ljnog oblika klase с2., takva da је cilindar..fl. konveksan ), 

gornje osnove Г~ i omotaca ГВ . , 

Ск - izvor aerozagadjenja тes ct< 4:. тes п.. k=l,т , 

Xi- pravougla Dekartova koordinata, i=1,3 

Х=(Х1 'Х2 'Ха) - tacka oblasti Д 

т - vreme, konacno i fiksirano , 

I=[O,T] - interval vreтena za koji se тoze dobiti prognoza о 

usrednjenoj vrednosti vektora brzine vetra ро vreтenu ; 
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(2) 

11х -jedinicni vektor spoljne norrnale па povrs гi , I=O,B,H 

~(X,t)=(V1 ,у2, ,vз ) - vektor brzine vetra ; 

~ ? 
у", =у. п'! ,I=O, В, Н 

I 

Q=fix(O,T) 

Е= Г)СI , 

2:; = r;+-)C I)· r;+ = {х.Е гј I ~:J). О Ј Ј t}=O,B 

LH ::; ги х I 

~1(X,t)- masena koncentracija aerozagadjenja (М/LЗ ) 

~~- rnasena koncentracija vazduha (М/LЗ ), )~=const; 

Ј (Х, t ) = f" + Ј 2. masena koncentracija srnese , pretposta-

vlja se da је ~ =const ; 

'f (x,t)= f .. / ј maseni udeo aerozagadjenja ( - ) ; 

DtL (х) - koeficijent turbulentne difuzije, i=1,3 , 

Ј\ 

D(x)=diag [D"" ,Dl'1.,D~~1- diagonalna rnatrica ; 



х'к = л, (С/<) - karakteristicna funkcija skupa Ек , k=l,m , 

uK(t) - brzina ргоmепе ko1icine aerozagadjenja па izvoru, 

~(x) - koeficijent prenosa mаэе (мп1т~) ; 

- konorma1ni izvod 

S.5. - skoro svuda ; 

L
2

(Q) - prostor mer1jivih funkcija ciji је kvadrat modu1a 

integrabi1an па Q, sa normoт ([зЈ) 

H2.~11(Q) (s ~ 1) - ргозtог funkcija f koje pripadaju prosto-

2. аоС." +- ... 0(,"", i?I t 
ги L (Q) sa sviт svojim generalisanim izvodiтa 

dx~" ... d:X::'" ~t ~ 

za sve се1е i nenegati vnе Ьгој eve 0(", ••• , O<It\ ,f?> takve, da 

'о је ot1 + ••• + 0(/)'\+213 ~ 2s. Norтa prostora H2~,~ је odredjena 

( [3Ј) ; 

о" (.Q ) - prostor neprekidnih funkcij а па s2.. koj е iтaju пе-

prekidan izvod па SL • Norma u 04(11 ) је odredjena sa 



(4-) 

( LЗ] ) . 

Н 1 (1l ) - prostor ~unkcija koje pripadaju sa svim svojim 

prvim generalisanim izvodima skupu L 2 (SL ) i jednake su 

о 

nuli па granici oblasti 11. • Norma u Н., СД) ,је data sa 

LOO(Q) - prostor merljivih i bitno ogranicenih ~unkcija sa 

normom //Ј IJLO<J(Q.) = 1Т'Уај Л'У1t:tх I f 1 
(х, t:) 

([3]) ; 

L2(I)~_ prostor тerljivih vektor-~unkcija Й(t)={u 1 (t), ••• 

([7Ј)· 

Jednacina kretanja aerozagadjenja u atmos~eri 

Posmatrajmo u intervalu [t,t+AtJ = IACI proizvoljnu 

nepokretnu oblast c..u Се л...) koja obuhvata izvore aerozaga-

djenja. Promena kolicine aerozagadjenja )) ;~ axdt: ,и 
~6 

oblasti 4.1>( I6,::: QA ' ostvaruje se prenosom aerozagadjenj sru-

јот vazduha kroz granicu ~w oblasti W i predajom aerozaga-



(5) 

djenja oblasti w iz izvora. Na оsпоУи zakona о odrzanju 

ko1icine materije, dobijamo integra1nu jednacinu prenosa 

aerozagadjenja ( jednacinu bi1ansa ) 

(1.1) ) ~~ J'dxdt = - S )'f (ii}. ~ )dxcl.:t + S х tlt dxdt-

QA Z6 Q~ 

Na озпоуи teoreme Gausa-Ostrogradskog, (1.1) postaje 

(1.2) ) [)' ~~.,.. yd;v(;v.y) - X,itJdxdt = о 
(ХА 

Posto је ci1indar Q~ proizvo1jan, onda iz (1.2) sledi 

(1.3) 

За dovo1jno tacn~sti moze sе uzeti da za donje delo-

уе atmosfere vazi jednacina neprekidnosti ([lЈ) 

(1.4) div(~)= О, Q. 

Jednacina (1.3) opisuje sustinu kretanja aerozagadjenja 

u vazduhu. Medjutim, kretanje aerozagadjenja u vazduhu је ро 

sуојОј prirodi slozenije nego sto је to obuhvaceno jednacinom 

(1.3), posto u пјој nisu ukljucene lokalne f1uktuacije vazdu-

ha. Kretanje aerozagadjenja us1ed mo1eku1arne difuzije sе ze-

nemaruje. Loka1ne f1uktuacije vazduha зи statisticke prirode. 



(6) 

f " Da bi dobi1i deterministicki mode1 kretanja aerozagadjenja 
~ 

u vazduhu, izvrsicemo usrednjavanje brzine vetra i masenog 

ude1a aerozagadjenja ро vremenu, tj. uzimamo da је 

gde su 

~ 

y',~' - srednje vrednosti, а 

;u ,У" _ pu1sacije vektora brzine vetra i masenog ude1a aero-

zagadjenja. 

(1.6) 

Srednje vrednosti su definisane sa 

{

'f'I(i:):' <. 'f(-(:» = ..i.. 
Т1 

~/(~) ""< ~(tJ> = ..1. 
т., 

't.+r., 5 ; d't' ) 
t: 

Iz (1.5) i (1.6) sledi 

< ~"(t) =0 / < ~'(t) > = ~/l~) 

< "f"(t» =0 Ј ~ 'f"{~» = 'f'1(t) 

< 'f'(f:) У" (t:» = 'f"{t) < -:"I{~) > = о 

Ako (1.5) uvrstimo u (1.3), izvrsimo integraciju u 

interva1u [t,t+T1 Ј i uzmemo u obzir (1.7), dobijamo 



(7) 
--, 

(1.8) 'д'f' /... -1 ~ ~ I 
- 4- div ( t''f'I) f- aiv < V" '(" > = ~ ;:(. мо , Q 
dt .Ј 

Pu1sacioni с1ап < V" ~'/ > Бе prikazuj е па sledeci 

nacin ([lЈ , [2, str. 228Ј) 

(1.9) 

Na osnovu (1.9), (1.8) postaje 

(1.10) ~I.f ~ л -+ -1 -,. ~ - +- d ј v (У If) - di v (1) V 'р) = -" -х.. JtЛ.. , ot S 

gde su, radi kraceg zapisa, izostav1jene crtice; nadalje се 

~ ,V i ~ prestav1jati srednje vrednosti masenog ude1a 

aerozagadjenja, vektora brzine vetra i brzine promene koli-

cine aerozagadjenja iz izvora. 

Neka su u pocetnom trenutku vremena, u oblasti л.. , 

registruje pocetni maseni udeo aerozagadjenja ~o(x), tj. 

(1.11) '{'(х,о) = 'fo (Је) \ .Q. 

Mozemo pretpostaviti da је pravac vektora brzine ve-

tra па visini Н, upravan па osu ci1indra, tj. da је 



(1.12) 

(1.13) 

VII'J =0) 4н 
н 

(8) 

Granicne us10ve uzimamo u obliku 

'd'f = - Q(.1.f \ 'Еь 
ё)V .. 

'f :. О) 2:.'0 

0У' = о \ 2:,.+8 
dVe 

'(=0) LB 

Iz (1.13) sledi da postoji iznosenje aerozagadjenja saтo па 

donjoj osnovi ci1indra Д , kada је v > О, i da је udeo аего-

zagadjenja jednak nu1i, kada је v ~ О, tj. kada vetar duva iz 

spo1jne sredine u oblast ~ • 

Prema tome, kretanje aerozagadjenja, tj. рготепи usre-

dnjene koncentracije u vazduhu, opisujemo sledecim sistemom 

(1.14-) 

?J'f + "Jiv (~!f') - dlv (3) ~If» = ~ x.~ ) G.. 
?Ji: :Ј 

div ( 't) = о I Gl.. 

f((o) = 'ео) л. 

?>У' = _ o(.\f) L~ 
ё)}) .. 

'('=0 I z.~ 
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(9) 
,', 

~ =0 L..ti 
ЭУt/ } 

P2.PRVA APRIORNA OCENA 

Mozemo uzeti da koeficij en.ti zadatka (1.14) pripadaju 

sledecim prostorima 

(2.1) 

(2.2) 
~ 

1( Е:. И = И" х '" х и IWI 

Uvedimo pozi ti vne konstante D , D , Dx , D" , v ,~ i 

ос.. , tako da vazi 

(2.4) 



(10) 

(2.6) 

Resenje zadatka (1.14) posmatramo u slabom (genera1isa-

пот) smis1u. 

Neka је 

Def'inici.ja 1. Rесiсешо da је za svako й f'unkcija 'f slabo 

(genera1isano) resenje granicnog zadatka (1.14) ako : 

2) za svako i:'E- 1 vazi 

- ) 'f ~~ clх си + 5 '('{'ё:') 'f'(-t:) dx - 5 '('о 'F(o) dx + 
Q~ ~ ~ 

+ 5 't'V V'Г'clхdf +- jVof-;Ь V'f'dxdi + JO<'f'f'"dxdi:-

~-r ~'!:.' Lb 

- (cr Э'f' dx.::lr. - j'f' ;~ dx oIt :::. .i Ј х. it ч' d)( dt ) 
) Э~ в ~ ~~ 

1:0 ~;;-

za svako 't'бн А ,-1 (Q), ~(T)=O ([зЈ), ( [4] ) • 

Prva apriorna ocena 

Neka је 



(11) 

Ako u (2.7) stavimo 't'=!.f i t='t:' i uzmemo u obzir 

(1.13), dobijamo 

(2.8) ~ 5 '-f'l.(-f)cI)< - f S yo'2. dx +- S Y'~ 9-'t d xq'i + 
...fZ.. .J"L G2-t 

S~'r"Х>~'t'dЈ(d-t +- Jd.'-(J2.d x.clt =:; J~/it'fdxcit 
G-t 5:bf: 6!-t. 

Na оsпоvй nejednacine Bunjakovskog-Svarca, ocene (2.5) 

i Kosijeve с- nejedn~~osti, imamo 

(2.9) 

(2.10) ~ 5 IX ,a-е/ dхcit. ~ 
Qt 

gde је 

С::. -:::: Л11. /ЖСО< М1е:!. с.к, E~) 8.1. > о . 
"~K~.-m 

Na osnovu (2.9) i (2.10), (2.8) postaje 

(2.11) 



(12) 
,'. 

gde је 

Q('f'.J'f') = 5 ~yx, ~'f>dxr:lt f- Ј ~V'Z.dх.cI-t 
~-t ~:-t 

Lema 1. Bi1inearna forma 

(2.12) 

za I..f='f' је ekviva1entna normi prostora H~o(Q).' 

Zaista, па osnovu (2.3) i (2.6) 

(2.13) Q.('f',"t') = s ~'f:D ~'f' dxclt- t jc{\f'1.dXclt- ~ 
Gl't ~-t. 

- -:t 12... - Z. 
~ Ј) JII V'f' 11 L2.(~t:) + о(. 11'f' Ј/ L2.(z.t ) 

Na osnovu осеnе 

(2.13) postaje 

(2.14-) 

gde је 



(2.15) 

tj. 

(2.1б) 

i gde је 

~ 

~ 
~ 

(13) 

S druge strane, па osnovu nejednacine 

ё1 : 11 /11'IctX {(1+С)/::!) ) C/~ Ј . 

~ Time је 1ета 1. dOkazana. 
!1! 
l'~ 

'" " ~ 
i Na osnovu (2.16), (2.11) postaje 
~. 

~. 

I 
'" ~ 
~ 

I 
t 
i 
~ 

I 
F 

(2.17) .1. Ir V1l'i:)JI%. + (с}- - у%..) ЈЈ 1~'fIII2.... ~ 
2.." L2.(Jl.) -ј 2.E~ L"'(Gl.t) ~ 

Uvodjenjem oznake 1!..=~1/.f2. gde је 

( [15, str.173J ) 



(14) 
,', 

/Ј л..А" [.А z""'c2. _ у2..Ј с:' } -С:2. = ,,,,ЈЈ? '1 Ј 1 ~1 Ј 

(2.17) postaje 

(2.18) 

IWI 

-Ј- е];1 /1,цI<.I/~2.(It::) -l- .е l/'t'II~ЧGt:) 

Primenom 1еrnе Gronu1oa ([5Ј) па (2.18), dobijarno 

(2.19) 

Integra1jenjern (2.19) u interva1u 1, dobijarno 

(2.20) 

gde је 

Ргеrnа torne vazi sledeca 



(15) 

Leтa 2. P08toji 8ато jedno 81аЬо (genera1i8ano) resenje 

zadatka (1.14) u H",O(Q) i pri tome vazi ocena (2.20). 

I Р3. DRUGA APRIORNA OCENA 

f r 
f Pored 81аЬОб (genera1i8anog) resenja zadatka (1.14) 

тozeтo posтatrati i njegovo resenje 8.8 •• 

Definicija 2. Funkcija ~ је resenje 8.8. zadatka (1.14) ako 

I 

I 
pripada pro8toru H2

•1 (Q), zadovo1java za 8.8. (x,t) € Q jed-

nacinu (1.10) i zadovo1java u810ve (1.11)-(1.13) ([3Ј) . 
• ! 

Druga apriorna осепа 

Ako uvedeтo oznake 

L ..... ..,~-+ 
('f) -= div (:D VIf') - v V'f' Ј 

onda jednacina (1.10) роз1е dizanja па kvadrat i integra1jenja 

u oblasti Q..'t' ( О < rc' < Т ) postaje 



(16) 
оо. 

) [~r -L ('f')] 2.clX dt ~ 5 l'11.l-Ч) clх clt 

G~ ~~ 

Uzima,juci u obzir da је Хк X.t =. О za -k~i , k,L = 1,m , 

(3.1) postaje 

(3.2) 

Primenjujuci nejednakost Bunjakovskog-Svarca i Kosije-

vu с.- nejednakost па drugi integra1 sa 1eve strane u (3.2), 

dobijamo 

) V'f 'VD:D A'f dx.Qf т ~ 5 i>D 6.'( dxc:li 

Q~ ~r 

- ј ~~ v v ~~d><t:I-f: 
~'t:' 

Na osnovu jednakosti 
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treci с1an sa 1eve strane u (3.2) postaje 

(3.4) 

Primenjujuci nejednakost Bunjakovskog-Svarca, Kosijevu 

с- nejednakost i us10v (2.5) па cetvrti с1an sa 1eve strane 

u (3.2), dobijamo 

(3.6) 

2 S ~~ -:, V'f' dx dt-
Q'i:' 

(2V)2 5 Ј V'r"/2dxc/-t 

CX~ 

Uzimajuci u obzir (3.3), (3.4) i (3.5), (3.2) postaje 

) (~l /dxc/t + 1 ) ~'f '7$ vn ;r- dxdi -t 

~~ бl't! 

5 -.1 " '" ;( 5 " 1'\ )2-+ '1'( v.v:D А'(' ох CI-{; + Z 1)1) (~'e dxo!-t -
Q~ ~~ 

- ј V't' v ~ 9-'f dxclt + lV~(е-) D vУ'('ё:) dx 

QL' 

_ ) V\" .. D V'fo d)( + 2 Ј q: у' ~~ dxcl-c + 
~ Z6~ 
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Primenjujuci nejednakost Bunjakovskog-Svarca i Kosijevu 

е- nejednakost па (3.6),onda, uzimajuci u obzir jednakost 

25 о<,(х)'(' ~~ dx d-t = Ј o{('I'-)"(L(-'t;')4.х - Ј с(,(х) "t'",'Z..dx. Ј 
~:;' Gf+ с;+ 

осеnи 

([ 3Ј ) 

i (2.1)-(2.6), dobijamo 

Integra1jenjem nejednakosti (3.7) ро ~ u interva1u 1 

i uzimajuci u obzir осеnи (2.20), dobijamo 



(19) 

Ako 1evoj i desnoj strani u (3.8) dodamo погmи 

Ј/УII:чо() «оо) ,izvrsimo осепи te погmе ва desne strane 

роmоси (2.20) i uvedemo oznaku .l-==.e1 /-l.z, gde је 

2. (:IH- ~)Т" ) 

(
-2.. ,- -2) l + с :D x + 2:.,::D)C + Э v Ј 1 

onda (3.8) postaje 
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Leva strana u (3.9) је ekviva1entna normi prostora 

н 2,1 (Q) ([6, str. 312]), ра imamo 

(3.10) 

Prerna torne vazi sledeca 

Lema 2. Zadatak (1.14-) iтa jedno :r:esenje s.s. u И2'''(Q). Pri 

torne vazi ocena (3.10). 
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GLAVA II 

u оуој glavi је zadatak kontro1e aerozagadjenja posta-

vljen kao zadatak optima1nog uprav1janja. Pokazano је da opti-

mа1nо upravljanje postoji (Р2.) u obliku granicne vrednosti 

minimizirajuceg niza (Р7.). 

Pl. РОБТАVКА Z.A.DATKA OPTIM.ALNOG UPRAVLJJllJJA 

Osnovne oznake i definicije 

G - kontrolna povrs aerozagadjenja k1ase С2 , GcГo 

E~ - povrs preseka oblaka aerozagadjenja sa osnovom cilindraSL ; 

g~ = G () E~ 

~ - dopusteni maseni udeo aerozagadjenja па kontrolnoj ро-

vrsi G, ~ = const 

...,. 
u (t) - dopusteno uprav1janje (brzina promene kolicine aero-

zagadjenja па izvoru ) - vektor-funkcija iz L2(I)~ ; 

UM(t) - optima1no uprav1janje - vektor-funkcija iz L~(I)~ ; 
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U = U1x ••• IIU"" - dopusteni skup uprav1janja , 

UJ<, - dopusteni skup uprav1,janja, def'inisan эа (2.2/I), k=l,m ; 

J(U) - kriterijum optimizacije 

Ј*= J(U-"'" ) - optima1na vrednost kriterijuma optimizacije 

- skup optimalnih uprav1janja 

"',~ .. ~ 
-----------------

\ 
1/ 

\" 
---

31.1 - EZ- eko1oska zona ( na1azi эе ispod 

оэпоуе ci1indra"n") ; G- kontrolna povrs 

( ni jedan izvor ~K' k=l,m эе rr пе vidi rr 

iz eko1oske zone ) ; izvori ЕЈ<" k=l,m , 

эи koncentrisani oko оэе ci1indra. 



(23) 

Zadatak optima1nog uprav1janja 

Zahtevamo da brzine promena kolicine aerozagadjenja па 

iZ 110rima budu takve da maseni udeo aerozagadjenja па ci1in-

dru L~ bude jednak dopustenoj ( sani tarnoj ) vrednosti q; . 

Raz1iku izmedju trenutnog masenog udela ~ i dopu-

stenog I.f па :2:;, odredjivacemo u smis1u prostora L2.., tj. 

kriterijum optimizacije zadajemo u obliku 

(1.1) 

gde је 

~ (11) = ~ s x~ Ј '((11) - 'f /2. dxdt 

~~ 

Xk = x.(~~) - kara.1<teristicna funkcija povrsi g;t, k=l,m. 

Frema tome, zadata.~ optima1nog uprav1janja se sa-

stoji u tome da se odredi takvo uprav1janje Й* da 

(1.2) inf tJ (:й.) = ~ (~Je) 
и 

gde је ~(u) odredjeno granicnim zadatkom (l.l~/I). 

Р2. EGZISTENCIJA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA 
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Da је skup optima1nih uргаУ1јаnја U* neprazan tvrdi 

sledeca 

Lema 1.Neka је U slabo kompaktan skup iz Banahovog prostora 

В, funkcijona1 Ј(u) definisan, konacan i slabo po1unepreki-

dan odozdo па U. On:da је Ј*= inf Ј(и»-оо , Uffo - neprazan, 
U 

slabo kompaktan i svaki minimizirajuci niz {иКЈ slabo kon-

vergira ka U~ ([7]). 

(А) БlаЬа kompaktnost skupa U 

Slabu kompaktnost skupa U daje sledeca 

Lema 2. Svaki.ogranicen, zatvoren i konveksan skup U iz 

ref1eksivnog Banahovog prostora В је slabo kompaktan 

([7Ј,[в]). 

(а) Zatvorenost skupa U 

Skup U је zatvoren ako su takvi UK' k=l,m. 

Neka niz {U~~tEUK konvergira ka и к ро normi iz L1(I). 

Onda postoji podniz {u~}tpkOji konvergira ka и к s.s. па 1 

([в]) i vazi O~U~~~KS.S. па 1, 2/0=1,00 • Ako pustimo da 
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.ег:' -7 оо dobijaтo О ~ и к ' (31( s. s. па 1. Prema tome икЕ UK , 

tj. UK је zatvoren skup ро normi prostora L2 (I). 

(Ь) Konveksnost skupa U 

Skup U је konveksan ako su takvi UK , k=l,m. 

Neka u к , vK Е: U к i ~E [о, 1Ј . Treba pokazati da on-

da i f3~1< + (4-~) 'tТ1< Е ик • Sabiranjem ovih dveju nejedna-

kosti о ~ ~ 1.-<. к ~ (!> f.>1< 1 О ~ (,1-(3) V"I< ~ (,1-(3) (31< ) 

sledi konve.ksnost skupa U к • 

Ргеmа tome, svi uslovi leme 2. su zadovoljeni, ра 

је skup U slabo kompaktan. 

(В) Slaba pOluneprekidnost odozdo kriterijuma 

optimizacije Ј(и) 

Slabu poluneprekidnost odozdo kriterijuma optimiza-

cije Ј(и) daje sledeca 

Lema 3. Neka је U konveksan skup iz Banahovog prostora В. 

Konveksna funkcija Ј(и) је slabo poluneprekidna odozdo па 

U tada i saтo tada ako је poluneprekidna odozdo па U ([7]). 
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(е) Konveksnost kriterijuma optimizaeije Ј(Й) 

Posto је 

(2.1) 

onda је 

(2.2) 

Uzimajuci u obzir jednakost 

(2.3) 

(2.2) postaje 

(2.4) 

Konveksnost kriterijuma optimizacije J(fi) dobijamo 
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odbacivanjem poslednjeg clana sa desne strane u (2.4). 

Napomena. Kriterijum optimizacije Ј(и) nije strogo konveksan! 

(d) POluneprekidnost odozdo kriterijuma optimizacije J(n) па U 

Pokazimo da је kriterijum optimizacije J(u) neprekidan 

па U, ра се tim рге biti poluneprekidan odozdo па u. 

Neka niz {ll t J.(.konvergira ka ~ ро normi prostora L~(I)h'17 • 

Ocenimo I J(u~ ) - Ј("11) Ј odozgo. 

konacne, onda (2.5) postaje 

(2.6) 
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000 

па osnovu (2.20/1), (2.6) postaje 

Kada .€-;,oo, onda desna strana u (2.7) tezi nu1i ра је krite-

rijum optimizacije J(u) neprekidan. 

Posto su svi us10vi 1еше 1. zadovo1jeni, onda је skup 

optima1nih uprav1janja U* neprazan. 

Р3. КОНЕКТIЧОВТ POSTAVLJENOG ZADATKA OPT1MALNOG UPRAVLJANJA 

Definicija 1. Zadatak 

(3.1) :Ј (м.) ---'> inf) -«Е И 

је korektno postav1jen u metrici S i1i kra6e, S - kore-

ktno postav1jen, ako 

1) Ј*" > - оо , U~ -=1= Ф 

2) svaki minimizirajuci niz { ик Ј zadatka (3.1) S - konver-
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gira ka skupu U* ([7]). 

Us10vi 1) de~inicije 1. su zadovo1jeni па osnovu 

1еmе 1. Us10v 2) nije zadovo1jen. Zaista, neka је Й"*"€ U i 

l1eka је {1!~} l. minimizirajuci niz zadatka Ј(Й) -'1 in~, й Ео U, 

tj. J(it l ) -7 Ј(Й*) kada ,t..".oo • Na osnovu teoreme 8. u 

[7, str. 55Ј ,da bi vazilo 

sto је neophodno da bi bio ispunjen us10v 2), potrebno је 

izmedju osta10g da kriterijum optimizacije J(u) bude strogo 

konveksan, а оп to nije ( v. (2.с) ). 

Prema tome zadatak Ј(Й) ~ inf , й Е U , 

nije korektan. 

Р4. RЕGULА.ЧIZАСIЈ А ZADATKA r"lINIГJIIZACIJE МETODOM TIHONOVA 

Uvedimo ~unkciona1 
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(4.1) 

Definici.4 а 2. Funkcija Дем), definisana па skupu Uд с;; и, 

naziva se stabi1izator zadatka (1.2) u metrici g i1i krace 

s - stabi1izator, ako 

l)J2(IIA)~Oza svako u Е U.n.; 

2) skup ДС = { -ЧЕ Ил... I Л-С/lA.) ~ С Ј - ~ - kompaktan za svako 

с ~ о ; 

3) skup U~ = Uд. f\ U ~ - neprazan ([ 7Ј). 

1\Т' • U U ~·je.L{a Ј е .п.. =- 1. 

Па bi funkciona1 (4.1) bio L2 (I)rn1 - stabi1izator 

zadatka J(u) ~ inf, t Е U , treba proveriti samo us10v 2). 

Па bi skup дс bio L'2.(I)М'I_ kompa..1ctan treba pokazati 

da је ravnomerno ogranicen ро normi i ravnomerno neprekidan 

u srednjem ([9Ј). 

Ravnomerna ogranicenost e1emenata iz дс. ро normi 



Za ravnomernu neprekidnost u srednjem treba pokaza-

ti da za svako t.> о postoji д> о tako da 

(4.2) 

zasvako t, t+L1te-I, IA-tl<S 

Razvijanjem (4.2), i uzimajuci u obzir da је oscila-

cija funkcije v lZ L 2 (I) definisana ва 

dobijamo 

(4.3) 

(4-.2). 

Q)2.( У, d") = ~иp ~~ / "t(i;t-Ai;) - V(i;) Ј2. d1: ) 
!дtl<д 

......, 

4-и-р Ј:Ј,цк (trдt.) - ..ц/<:. (1:) /2. di = 
1~i:1 <: Ј 

= 2:. ЛVјО (.uZ (А1.к I Ј) 
IC=,! 

'Чк.еUk 

Desna strana u (4-.3) tezi nuli kada Ј ~ о , ра sledi 

Prema tome, funkciona1 (4-.1) је stabi1izator zadatka 
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Ј("й) ---'). ini', й Е U , ро metrici prostora L2 (I)IWI • 

Sada, umesto zadatka J(U) ---'> ini' , й Е U , posmatramo 

novi zadatak 

(4.4) 

gde је 

~ 
UEU, 

- regularizovan kriterijum optimizacije ( i'unkcional Tihonova ), 

{«~} t - niz koj i tezi nuli kada .i!.. -" оо za svako k=l,m . 

Р5. KONJUGOVANA JEDNACINA. PRVA APRIORNA OCENA 

Konjugovana jednacina 

Konjugovana jednacina se moze dobiti iz uslova staci-

onarnosti lagranzijana L( \f ,д ; '-r ) ([7]). 
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Lagranzijan se definise sa 

(5.1) 

~ е ЈТ z Ј ['d'f d' -,) ..... ~ +- ~ с(к. ,цк dt + 2. 't' -~ - IV (VIf» + d/v (:D V't') + 
К:1 О Q 

gde је 

'r - kon,jugovana promen1jiva. 

(5.2) 

Prva varijacija 1agranzijana је 

SLi.('"fЈ;ц,i~) = 2~1 Sx.t. ('f(,~)-~)glfd)(dt.+ 
~~ 

+ diV (.$ V.t'f') + ; ~ d -u Ј dxc/i: 

Promen1jiva stanja u varijaciji zadovo1java sisteт 

(1.14/I), gde uтesto I..f treba staviti d'-f , а umesto t((x,o)= 

= teo , S!f(X,o) = о . 

Ako uтesto cetvrtog i petog с1anа u (5.2) staviтo 
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i priтenimo teoremu Gausa Ostrogradskog i uzmemo u obzir 

granicne us10ve (1.13/1) u varijaciji, onda dobijamo 

(5.3) 

gde је 

dL.t.('f,-i1/ -r) = !2. Ј [;'t +d/v(~I.f') +- .d;v($~~)] d'f'c:lx4t 
4! 

- 2. 5 't'(r) 8~CT) dx +- Q. 5 [ - ~i;c:> - С о( + 'l.Г'YI+) 'f' + 
.п.. 2% 

- ј ( ;~ -t- '+' v--.t ) Jlf' d~~ d-t + 2. 5 ~:: ч-'clх. dt +-

~~ ~~ 

-1- 25 ~ J~dxcli: + 2. 'ir 0(;:' 5: Цк:.. д""Ц~ di:: + 
'1:.н 

V"1 = V~_ V~ = "",,~x. {v,.", о} - ,-и.,QХ {- V"'" о} 

1z us10va stacionarnosti 1agranzijana L.f( 'f I ~ ј 'т'), 

па osnovu (5.3), sledi 
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. ;;'1" d' -;;> • '" -,Ј ) - эt. - !V ( vч-) - dlv (1) \1 'f' = О ) . Q 

(5.5) I..f'(x,,} = 'f'(r) = О) ..Q. 

(5.6) 

{ 
~;:,o = - ( '" ~ v.:t ) 'f 

't=o) L..o 

(5.7) . 

(5.3) 

{ 

'd"r = о Ј Z но 
"z> )..)Н 

Il.ГI}1H = О ) Z н 

(5.9) d rv ( ~) = О) Q. 

Sistem (5.4) - (5.9) prestav1ja spregnut sistem si-

stema (1.14/1). 

Definicija 3. Za svako ~ Е: U funkcija ~ је slabo ( generalisa-

по ) resenje granicnog zadatka (5.4) - (5.9) ako: 



r 
I 
I 

! 
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2) za svako 'L:E:I va~i 

(5.10) 5 ~~ 'f' dx q'i + 1 r9(1:;')"r ('t') clx -) е div (с, If') q'xcli:- + 
Q1:" .п U(~ 

+ јV6>.:Ђ9't' dХ ч'-t + Je[(o(+v-it)~ 
~7;" L;!;" 

/I'J? - ;;1 X.:t.. ('(:- ~) ] dxc/f: + ј ~+eY" dxd-t: = о ) 
z~'r::" 

Prva apriorna ocena 

мо u (5.10) stavimo 19="-r i uzmemo u obzir (5.6) -

(5.8), dobijarno 

(5.11) 1 ј'+'2.(<::,)с/х - 5"fcliVC\Jc.r)d.x.cf-t -f- J~·r3;~'f-'clx.c:l-t +-
....t'l.. Q.~ ~~ . 

+- Ј (0<:+ v,;t) --r?.dx.df + Ј v4f ~"Z..d><-c:l-t -

~~T ~~-C: 

Grupisanjem c1anova u (5.11) i uvodjenjem bi1inearne 

.forrne 
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dobijarno 
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а('-#-, е) = Ј ~e$ v'+' dxolt +- } (0{+ V~) (9'1-' dx. о/с +-
Q~ ~~~ 

+- 5 v:Jtе~dхd-t ) 
zt~ 

1.) ~"1...('t)dX +- а.('+'ЈЧ") ~ Ј 1~ .. :t&'f'J dxclt +-
...п.... Q"t" 

+ ~1 S xt I ( '-('- ~ ) '-f' I dxcl-t.. 

2:~t 

Koriscenjeт nejedn~~osti Bunjakovskog - Svarca, Kosi-

jevu Е - nejednakost i (2.5/I), dobijaтo da је 

(5.15) 

Za a(~,e) bi1inearna forтa (5.12) је ekviva1entna 

norтi prostora н""О (Q~) (v. 1ети 1. u gl. 1 ) ра, uziтajuci 
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u obzir (5.14) i (5.15), (5.13) postaje 

(5.16) 

Uvodjenjem oznake , gde је 

с. }, 

(5.16) postaje 

Primenom 1ете Gronu1oa ([5Ј) па (5.17), dobijamo 

(5.18) 

Integraljenjem (5.18) ро ~ u 1 dObijamo prvu apriornu 
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осепи 

(5·19) 

gde је 

с == .е. е. f!. r 

Рб. NEKE 030BINE FUNKCIONALA TIHONOVA 

( А) Stro 7 a konveksnost Q 

Neka је (.3Е:(о,-1] 

(6.1) 

• Na osnovu (2.1) i (2.3) imamo 
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i uvodje-

пјеrn oZl1a..1ce mincX.~ ~(Ј(.(..(=I=С), k=l,m, (6.1) postaje 

-7 ....,) _ -1 ~ 

(6.2) Te(f-,Mf-{1-(S.)V ~(~/е.(и)r(1-(3)Тс(V)-

I~ejednakost (6.2) odredjuje strogu konveksnost krite-

rijurna optimizacije Т~(Й). 

NaDomena. Fosto је regu1arizovan kriterijum optimizacije stro-

go kO!lve}:sal1 опdа је zadatak ~inimizacije (4.4) korektan (у.Р3). 

(В) Gradi.jent 

Definicija 4.Neka је В Вапаћоу prostor i neka је fUnkcija 

Ј(и) definisana u nekoj 0- oko1ini 

tacke и. Recicemo da је funkcija Ј(и) dife-

renciabilna u tacki u мо postoji element ЈI (и) Е B~( В ~-
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konjugovan prostor prostora В ), takav da prirastaj funkcije 

Ј(и) mozemo prikazati u obliku 

kada '( h // в -? О • 

Element J/(u)EB~pretstavlja prvi izvod ili gradijent fun-

kcije Ј(и) u tacki и. 

Odredimo prirastaj kriterijuma optimizacije TL(~). 

Posle sredjivanja (6.3) postaje 

(6.1+) 
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gde је 

Ako spregnutu jednacinu (5.4) pomnozimo sa AV i iz-

vrsimo transpoziciju, koristeci granicne uslove (1.13/1) i 

(5.5) - (5.9), doticemo da је 

Na osnovu (б.6), (б.4) postaje 

(б.7) 

gde је 

E.~T = ЕЈ<... Х I Ј ~-= ',,,,,, . 

Za (б.5) va~i осепа 
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Na osnovu (2.20/Т), (6.8) postaje 

(6.9) 

?rema tome, kriterijum optimizacije је diferenciabi1&~ 

i njegov gradijent је oblika 

(6.10) 

(о) Pripadnost kriterijuma optimizacije TL(~) k1asi O~~(U) 

Neka је U~B i neka funkcija Ј(и) pripada C"(U). 

Definici,ja 5. Funkcija Ј(и) pripada k1asi C"""'(U) ako Ј(и)Е;. 

E.O"'(U) i Ј/Си) zadovo1java ив1оу Lipsica ва konstantom 

L, tj. ako 

(6.11) 



(44) 

za svako и ,V€U ([7Ј). 

Posto Tt (U)EC 1 (U) па osnovu (6.10), onda treba samo 

proveriti us10v (6.11). 

Na osnovu (6.10), (6.11) postaje 

(6.12) 

gde је 

P~o podintegra1nu funkciju sa desne strane u (6.12) 

dignemo па kvadrat i primenimo Козiјеvu е- nejednakost i 

uvedeтo oznaku 

dobijamo 

(6.13 ) 
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Na osnovu (5.19) i (2.20/1), (6.13) postaje 

(6.14-) 

gde је 

(6.15) 

Р7. ODR ~DJIV ANJE fJIINПl1Z1RАЈUСЕG r.j1ZA FUNKC10N ЉА TIHONOV А 

l'1ETODOiVI p.aOJEKC1JE GRAD1JENTA 

Projekciju tacke ~ Е L2.(I)1WJ па skup U obe1ezavamo sa 

РИ (й) i definisemo sa 

(7.1) Pu (1ђ = {w"" ... , w~} 

gde је 

О, М{(. <О 

) К-= -1,М1 

Ро metodi projekcije gradijenta, minimiziraju6i niz 
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{~~JL kriterijum optimizacije T~(u) , odredjujemo ро pravi-

~de је 

~+1 Р. ( ~ v f!.. ~, - ) М-Ј(. = V М/(. - ОК I~ (4(.) = 

и.J€<o 
к 

.е. 
о ~ (л/к ~ (31< 

(Џ~>(3K ) /( = 4,/УУ1 

Ц;: = /lA.t - [2 '6! ( g 5 '-r (x,-L i 4l ) d)< - а<. ~ АА.к) 
tK 

Koei'icijenti 'lft<.{ se odredjuju ро pravi1u 

;de su ~o)E1 - pozitivne konstante i predstav1jju parametre 

letode mini'mizacije. Koei'icijent L.e је odredjen sa (6.15). 

. .. {-+и е 1. .onvergenclja nlza Ј 

Konvergenciju niza {йеЈеkа Q*, ро normi prostora L~(I)~ , 
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da,je 

Lema 4-. Neka је funkcija Ј(и) definisana па konveksnom i 

zatvorenom skupu U Hilbertovog prostora Н, Ј(и)е c~1(и), 

Јк- = inf Ј (и) > - оо 
U 

. Neka је {ик\к - niz dobijen metodom 

projekcije gradijenta pri proizvoljnoj po5etnoj vrednosti 

иоЕи. Tada niz {.Ј(ик.))к monotono opada i lim 11 ик.- ик+1 11=о. 
K~OO 

b~O је, pored toga, funkcija Ј(и) konveksna па Н, а skup 

Ј(и) ~ Ј(ио ):) - ogranicen, onda niz {иK~J< 

minimizira funkciju Ј(и) па U i slabo u Н konvergira ka 

skupu И,* pri tome vazi осепа 

(7.5) , 01 = const 

Лkо је funkcija Ј(и) јоз i strogo konveksna па U, onda niz 

{иКЈ konvergira ka jednoj tacki minimuma и~po normi prosto-

ra Н, pri сети је 

(7.6) 

( [7Ј , [11J ) . 

Zahtevi leme 4-. su zadovoljeni dopusteni skup 
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upravljanja је zatvoren i konveksan па osnovu (2.а) i (2.Ь) 

kriterijum optimizacije Tt,Ci!) Е C'kf(U) па osnovu (б.С). 

Uvedimo ројат л... - normalnog resenja zadatka 

J(U) ~ inf ~E:и , koji се пат biti potreban и lemi б. 

De.finici.j а б. Tacku и*,Е. и:= u..n... П и,* nazi vamo normalnirn ге-

аепјеrn zadatka Ј( и) ~ inf, и Е и, ро funkciji J'l. (и) ili kra-

се, ~ - normalnim resenjem ako 

(7.7) 

([7Ј). 

inf Д ( и) = Д ( и ~) , 
Ид 

Uslovi koji garantuju egzistenciju Д - normalnog 

resen,ja zadatka Ј(Й) ~ inf , ~ Е. и, dati эи и sledecoj lemi 

Lerna 5. Neka је Д (и) S - stabilizator zadatka Ј( и)-7 inf , 

UEU, i neka эи funkcije Ј(и) i -П-(u) Ј- poluneprekidne 

odozdo па skupu U..n..... Tada postoji Ьагеm jedno д- norrnalno 

resenje zadatka Ј(и) ~ inf , u Е. U (L7J). 

Zahtevi leme 5. эи zadovoljeni 
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itabilizator па osnovu definicije 2. u Р4-. Kriterijum opti-

lizacije Ј(й) је poluneprekidan odozdo па U~( =U ) па osno-

ru (2. d) . 

Da bi niz iЙ€}L konvergirao ka optima1noj vrednosti 

~~ kada Т.е.(й.е.) ~ Т* , treba usag1asiti nizoye {~:-1.e i {E,f Ј е.. } 

~de је c:S:= C1 /t , .{= 1,00 ,k=l,m odredjeno sa (7.4). Us1o-

те pri kojima su nizoYi {";).е. i (E.~ Ј €. usag1aseni daje sledeca 

јета б. Neka је 

L) и - skup sa datom metrikom ) ; funkcija Ј(и) definisana 

L f- poluneprekidna odozdo па U, J~ = iBf Ј(и»-оо, а skup 

Ј* = { u Е U Ј Ј(и) = J~} neprazan; 

~) funkci,ja Д(и) definisana па skupu U.л...~ П i pretstav1ja 

~- stabi1izator zadatka minimizacije Ј(и) па U 

5) nizovi {О(I() i {СК) 

зuр Ек о(к" .( оо 
(~1 

su pozi ti vni i 1im о<.к = 1im E..I<: 
к -> оо 1<. -> о() 

, 

Tada niz {иK~1( , odredjen nekim od postupaka minimi-

~acije, minimizira funkciju Ј(и) па U, ~ - regularan је i 

Ј - konvergira ka skupu U1. = U.n..() U . Ako је pored toga 
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1 im El(o(~1 = О, ЛС и) f- po1uneprekidno odozdo па и~, onda 
:(-700 

vaze re1acije 

1irn .1l(и,.Ј = Л*= inf А(и) , 
1<.-700 И~ 

gde ,је 

U~HE' - skup д- norma1nih resen,ja zadatka Ј(и) -7 inf , и€: U • 

Zahtevi 1еrnе б. эи zadovo1jeni : kriterijum optiтiza-

cije J(~) је L2(I)~- poluneprekidan odozdo па osnovu (2.d) ; 

U *" = ф па osnovu 1ете 1. и Р2. 

zator па osnovu definicij е 2. Р4. Nizovi {E~}.(, k=l, rn , su 

odredjeni sa (7.5) ; nizovi {~~3~ , k=l,m , э~ odredjeni iz 

, k=l,m , npr. 

, k=l,m • 

Minimizirajuci nizovi {и~j~, k=l,m , dati эа (7.2) , 

1е mogu эе odrediti eksp1icitno jer пе mozemo odrediti konju-

~ovanu promen1jivu ~ koja и пјета figurise. Zato сето poka-

~ati da se zadatak J('t1) ~ inf, li Е:. U, moze aproksimirati. 
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GLAVA 111 

u оуој glavi su aproksimirane, metodoт konacnih е1е-

nata, jed.nacina stanja i kon,jugovana jednacina, а takodje 

, data i konvergencija priblizne vrednosti funkcije stanja 

taCnOj, и sтis1u pro~tora нА,о( Q). 

Ар:rЮКБПfJАС1Ј А JEDNA-~1NE 3TANJ А 1 r·=ONJUGOVA.NE ЈЕDNАб1NЕ 

;novne oznake i definicije 

konacni eleтeHt ( tetraedar ), )} =1, N т 

) - unutrasnjost tetl .... aedra, у =1 ,1·Ј, 

- агој tetraedara diskretizovane oblasti sl. , 

- paraтetar diskretizacije oblasti Д 

- ukupan broj cvorova diskretizovane oblasti 12 

- parametar diskretizacije interva1a vreтena 1=[О,Т] 

\(..rL) - prostor deo ро deo 1inearnih funkcija па Ту , -у =l,N.,-
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UK~- diskretizovan prostor upravljanja, k=l,m 

Ф~СХ) - bazna funkcija prostora G~(SL ) 

Ф~СХ) - bazna funkcija prostora UK~ 

f~(t) - diskretizovana funkcija stanja pri t - fiksirano 

Чп '?:: - diskretizovana funkcij а stanj а ро х l t 

~K~- diskretizovana funkcija upravljanja , k=l,m 

СА) Diskretizaci~a oblastiJ2 

Oblast JL diskretizujemo familijoт tetraedara T v , 

)}=l,NT , tako da 

'retraedar v=l,blT , konstruisemo t~~o da је polu-

precnik upisane kugle u tetraedar Ту, v=l,N r , pozitivan, tj. 

min di ат К V = Е > О. 
1~v~ NT . 

Za parametar diskretizaci,je uzimamo тах diam Ту = h> о. 
1 ~)}~ Нт 

Parametar diskretizacije h stoji u sledecem odnosu за ukupnim 

brojem суогоуа N h ~ О kada N-} оо • 



(53) 

:В) Diskretizacija intervala vremena 1 

Intervalvremena 1 diskretizujemo ravnomernom podelom 

luzine't" , tj. 1:' = 1:"i.. = t-i. - ti.-" , i=l,K 

'К = т . 

'r<)' l' • • t r:r"'O(Q) . \Ј АРГОКЗЈ.mаСЈ.,l а pros ога.... _ 

'-.ј... ч-1,О( Q\ k . . .ј... Ц/f,ОС Q) 1 d .:ros i."or,_ ') арго Slmlramo pros ",огот ':'J.~'l:" I па s е е-

~i nacin 

;ае је 

G~(.fL ) - prostor аео ро аео linearnih funkcija па tetraedru 

:п) J\:oroksimaci,ia prostora upravljanja U 

Prostor upravljanja U aproksimiramo prostorom 
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(1.2) U't';:::; и1~ х .•• х U /)7)1::' 

gde је 

bazne funkcije ф;.., i=l,K su definisane sa 

(1.4-) 

(~) ADroksimaci~a jednacine stanja 

Pribli~no re~enje эlаЬе forтu1acije (2.7/1) traiiтo 

и obliku 

'" У'" (t) = z::. ~v (t) фу 
v=1 

gde је 

Q~(t) - neodredjena funkcija 

Aproksimacija эlаЬе formu1acije (2.7/I) ima oblik 
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{
:t; ('fI')(t)}~)+q('fi1{i:),ф/'t):::; (Х4) Ф/'!) 

( 'fl) (о)) ф /'t ) = (~) <:f;<-...) 1 Ф r Е ~ 

gde је 

Sistem (1.6) mozemo zapisati u sledecem obliku 

{1!1
~ ~ ~ 
Q{t)+-I!<&'(-I:j = 'ј Н) 

...., ~ 

(х(о) = 1!1-4P 

gde је 

~ -{ ЈТ G.ItJ - Q..,({) , .") G(",(-f.) 

. [Ј (З ё>Фv З с>ф~ 'ё)ФА ) Ј ] ЈК = ф;ц ~ VK (Т) ?х:.к + ~ -;:;>ХК :Окк ""х ... dx + о( Фvr:f>,ц dx нх N 
SL 1(=1 1(.-1 #' -- го / 

"i [Т) = l ~,..ц ~ (t ) 1 х. к Ф" d')( ) • .. ) jg".-ц ~ (-i:-) 5 'х 1< Ф N CI;< Ј т ) 
JL 

~ t T 
-р =- l ('f",) 4>-1) Ј ...) ('fD) Ф N) Ј . 
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! . 

(F) Aproksimacija kOnjugovane jednacine 

Priblizno resenje slabe formu1acije (5.10/11) trazimo 

u obliku 

(1.8) 

gde је 

пv(t) - neodredjena funkcija 

Aproksimacija slabe formu1acije (5.10/11) ima oblik 

(1.9) 

{ 
1t. (Yh(t)J'I;, ..... ) t ~('f1,t:t))~) = g., Ј X~ ('fi,(f)-'f) ~~ dx 

(ј+ 

('t/-J(T)J ~L1.) = О 

+ 5 Ф~ (0(+ V,;tlt.») 'th (t) d x + Ј v.: ({-) ~ ~I? (-t) d.x. 
Го+ ГвТ 

Sistem (1.9) mozemo zapisati u vektorskom obliku 

~ ~ 7t 

(1.10) {IHq(tJ+ l3П{f) = ht-t) 

-Ј -1 
П(т) = о 



(57) 

gde ,је 

+ 5 Ф"... (cx'f-V~Сt)) Ф~ d)<. +- Ј V~~.ц ~y clx Ј f'( х N Ј 
Го+ Гвr 

п а) = { П1 (-f) ) ., . ) п н ({.) Ј ТЈ 

(G) Aoroksimaci,ja sisterna (1.7) i (1.10) ро 'lremenu 

Sistеш (1.7) i (1.10) шоzеmо арrоksiшirаti ро 'lrешеГ-.u, 

npr. eksp1icitnorn shemom ([12Ј, [13]) 

(1.11) 

{
/М i-[~{t'ј)-GНti-1)]+ iKQ Ui-4):= ~Lij-1)) 1=111< 

-,} ~ 

Q(CJ) = 11'1-4 Р 

(1.12) 
,,- ~ ~ ..,.., 

~ 
'М 'l:;' [ пио - ПNј-1)] + I8П(tј-1) = h (t/--r) Ј 

~ ~ 

П СТ) = о 
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Napomena.Sistem (1.7) i (1.10) smo mog1i aproksimirati, tako-

dje, neprekidnom shemom i1i metodom Krank-Niko1sona ([12Ј). 

U tom slucaju brzina konvergencije ostaje ista. 

Р2. KONVERGENC1J А 

Ako od sistema (1.14/1) oduzmemo isti takav sa promen-

l,j i vom Y'~'?::. i upravlj anј ет Й-z:: , i uvedimo oznaku <911'i:= '('- Yh 7:: 

dobicemo 

(2.1) 

{ 

"dlЭђ-r. = _ rX. <9h-г:) x.t 
џУО 

е",'7:" = О) s:.~ 

{ 

деh7: = о 
ЭV8 

e",'t' -= о } 

{ 

G>e,,~ == о ) LH 
(ЈУН 

'l/""'H = О ) z: 1/ 

сЈ,,, ( v) = О) Q. 

, 
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Ponav1janjeт postupka iz Р2. gl. 1 па sisteт (2.1) 

dobijaтo 

Norтu 1I'fo-Уоt,lIu_(Д) sa desne desne straJle u (2.2), mozeтo 

oceniti koris~eci sledecu 1ети 

Lema 1. [·ЈеКа е (х) Е. h'P"'-1С.а.. ), onda posto.ji 1inearna kombina-

(2.3) 

gde kons·tanta С' пе zavj_si od h i е , О ~ s ~ р ([12Ј) . 

Ка osnovu (2.3) vazi осепа 

(2.4) 

Oceniтo norтu J!MK-'ИI<'t"Ј1L'L(rЈ sa desne strane u (2.2). 

Na osnovu (1.3) iтaтo 
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(2.7) 

(60) 

t i f; i 

/Ј-Чl<.-МЈ('Z'" П:Z(I) = ~ ~ Ј ~ Ј !-ЧјС.l+)- ~јС.(~)Јd~/2.d-{;-
ti-1 ti-, 

Primenjujuci Helderovu nejednakost па (2.5), dobijamo 

.. АКо stavimo t=s-r i uvеdешо oscilaciju i'unkcije и к u 

-l,. 

wt (-«/<.) z) = /,)«t"' Ј /4АI:. (~-r) - ЛА,,{/,) f 2с:14 } 

Jrl15,z t {.-" 

onda (2.6) postaje 

( ? '7) 
~. I 

Na osnovu (2.4) i (2.7), (2.2) postaje 

(2.8) 

Desna strana u (2.8) tezi nuli kada paraтetri diskre-

tizacije h i ~ teze nuli. 
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Prema tome va~i slede6a 

Lema 2.A}~0 је 'f- resenje zad.atka (1.14/1), а 'f~7::- resenje 

zadatka (1.7), onda vazi осепа (2.8). 

-bi uprav1jan.je u bi10 gladje, tj. а1<:о bi pripa-

аа10 рго.зtогн H~(1)')')", О<Е",-112, оn.аа bi umesto осепе (2.8) 

ima1i 

.(2.9) 

Uvek postoje konstante C~ i С2 >0, tako da va~i 

?rema tome (2.9) postaje 

(~.10) 
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" 

GLAVA ТУ 

u ОУОј glaYi је pokazano da se moze ротоси niza pribli-

~nih zadataka Jh~([uj~) -? inf, l~J~~u~, formirati minimizi­

rajuci niz zada-t;ka J(~) ---01>inf, ~E::ТJ. 

Pl. АРRОКБIИАСIЈ А ZADATKA МПП[vПZАСI.ЈЕ 

Osnoyne oznill~e i definicije 

L1.(I)'~_ угоэtог vektor-funkcija - deo ро deo konstantne 

funk:cije , 

СУ. gl.III). 

J~~(l~~) - priblizna vrednost funkcio~ala Ј(й). 

СУ. gl.III). 

Aproksimacija zadatka minimizacije 

Uyedimo u LZ(I)~ skalarni proizyod 
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(1.1) 

., normu 

( i ?) -. '- .., z.. 
/1 LuJ?: /(,z-/I)11Ђ = 

1- L 'ъ" 

Zadatak 

( 1 :Z \ 
~ • ../J 

.... r-) '.1:> 
ОЈ '" U ---? lnJ.. , - ТТ U Е. <.0 , 

aproksimiramo zadatkom 

(1.4-) Ј IJ~ ( L1iJ 'Z:') -> inf , 

gde је 

(1.5) 

U-t- odredjeno Ба (1.2/111), а 
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?2. REGUL&ЧIZАСIЈА APROK3IMACIJE 

Dovo1jne us10ve regu1arizacije, tj. us10ve da minimi-

zirajuci niz zadatka (1.4) konvergira ka U~ ( skupu optima-

lnih vrednosti dobijenog resavlli~jem zadatka (1.3) ), daje 

sledeca 

Lema 1. Neka su ispunjeni sledeci uslovi: 

1) Ј 1(. >-=, U*, т:Р ; .funkcija л... (и) је definisana i nenegati-

1тпа па Х ; 

2) niz {l~N} је odredjen iz uslova 

(2.i) 

~de ,је 

.funkcija Tihonova zadatka 
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{i-fN}, t о< N} - pozi ti vni nizovi koj i konvergira.ju ka nu1i (ako 

se donja grana TN~dosti~e и nekoj ta~ki iz и н , onda se U 

(2.1) пе isk1jucuje mogucnost AN=O ) ; 

3) postoji niz skupova UEN s;;. Х i pres1ikavanj а 

takO, da 

(2.2) 

( :::-; -) <.-.:) 

?;de su 

• • 1 •• 
ПlZОVl КО.]2 teze ka nu1i 

р 
-N 

~) postoje pres1ikavanja QN х --7>. Х к tako da za svako 

U)l- €. U~va~e re1acije 

(2.4) I N ( ~ N ( -Фt ~ )) - 'у ( /1/1 ~) ~ (3 N Ј N = 4} о<' 1 



(66) 

gde 5и 

i/~H r i ['Ун ~ - nizo-vi koji teze ka nu1i 

5) vazi осепа 

(2.5) 

gde је 

inf' ,Ј (11) 
(/Е", 

1Vfo/ ~ - niz ko,j i tezi ka nu1i. 

Tada 

(2.6) 

Neka 5и pored и51оуа 1)-5) zadovoljeni јоз i uslovi : 

6) funkcije Ј(и) i Jl(u) 5и ~- sekvencijalno poluneprekidne 

odozdo па Х ( ~- topologija pro5tora Х ) ; f'unkcija ~(и) 

је 1: - 5tabilizator, tj. 5kup дс.= {и Е Х I д(и) ~ с Ј је 

tt: - 5ekvencijalno kompaktan za 5vakO С ~ О ; 5vaka tacka 

v Е Х 't:- granica nekog niza {ин}, u н Е U~N, N=l,Q::7 , pripa-



da skupu П ; 

7) vazi relacija 

1 i m (I~ 1Ј + ~(N + rlf N + V N) / о( N = (ј • 
I'I-:»С() 

rrada niz PN ( [уЈ ",) 1:: - ko~vergira ka skupu 

inf Л. ( и) = sl *" ~ i 
И~ 

lim Д ( :?н ( [уЈ t-l») = J2..~ 
NP ::ю 

( Г7Ј '\ \. L Ј • 

Pokazimo da зи ispunjeni uslovi 1еmе 1. 

Definisimo prvo pres1ikavanja Q~ i ?~ i postavimo pribli-

zni zadatak zadatka (4.4/II). 

Pres1ikavanje Q~ 

Pres1ikavanje Q~ LZ (I),oo1.-? L2.(I),;' definise se па 

s1edeci nacin: 

(2.-3) 



!.е је 

~ .10) 

~ .11) 

"- . 
Мк.<::: =?- Л{~ Ф .. ) 

'1.-=1 

i': 

/f-t,i:. = ~ .. Ј 'Ц/С (+) dt­
L1.·-1 

(68) 

С;::>. 
, __ {1: ~Е: [-t.·z- 1 , ti) = I,: 

t О, t:-t I ... 

Ногта e1ementa Q-z:;(U) EL2.(I);' је okarakterisana sa 

~es1ikavanrie Pгt::. 

Pres1ikavanja P~ 

.edeci nacin: 

1.12 ) 

Norma e1ementa PT([5~]'L')~ L2(I)~je odredjena sa 
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.13) 

,roksimacija funkciona1a Tihonova 

Funkciona1 Tihonova (L1-. 5/11) aproksimiramo funkciona-

m 

~.1Lj.) 

Ыinirnizirajuci niz zadatka 

) 1 г, '\ .. ./) 

lred,jujemo kao u P7.g1.11 metodom projekcije gradijenta. 

l osnovu 1ете 4. u P7.g1.11, imamo 

) .16) 

Proverimo us10ve 1)-7) 1еrnе 1. 

3*)-00 i U~ -=1= 'f па osnovu 1ете 1. u Р2. gl. 11 ; stabi1izator 

~(u) је nenegativan i definisan u L~(I)~na osnovu P4.g1.I1 ; 
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2) Stavimo Ur-t = U~ • Niz{lv]NJ se odred,ju,je zadatkom (2.15), 

а iz (2.16) imamo 

(2.17) 

.3) Stavimo UC'" = U-r; i odredimo ~11'\:" • 

(2.18) 

h"1 + ~ _ 't.. - г; I/;Је 1< ( Y'tr ~ (. L v Ј-.:.) - t' ) /IL'l.( -+) = 
"'--/ LG) 

Dizanjem па kvadrat podintegralnih funkcija u (2.18) i uzima-

juci u obzir da је 

dobi,jamo 

(2.19) 

6 ..s ) ~t ( ~ (C~.J~ ) - ~--r (LilJ~) Ј c:lx G/t: ~ 
z-+­

с) 

~ ~ с/ 5 {t I f (CvJ-r) - 'f't,'C (cJJ-с) J7..o()(oIt- с:. 
.z+-

с:; 
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1 

i 

Га osnovu (2.10/I11), (2.19) postaje 

(2 2("\ '1 
\. • V / 

Prema tome 

(2.21) 

4) Odredimo ~~-;:' iz (2.4). 

Dizanjeт па kvadrat podintegra1ne fun~cije u (2.22) l uzima-

~uci u obzir da је 

dolJijamo 

(2.23) 
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Na osnovu (2.10/111), (2.23) postaje 

(2.24-) 

Na osnovu (2.4) i (2.24) 

(2.25) 

5) Odredimo Ј.}'!:' iz (2.5). 

(2.26) 

Dizanjeт па kvadrat podintegra1nih funkcija u (2.26) 

i uzirnajuci u obzir da је 

dObijamo 

(2.27) 
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~a osnovu (2.16/1), (2.27) postaje 

(2.28) 

Na osnovu (2.10/111), (2.28) розtаје 

(2.29) 

Па о.зпоvu (2.5) i (2.29) 

6) Kriterijum optimizacije Ј(и) је sekvencijalno po1unepre-

kidan odozdo па L~(1)~ па osnovu (2.d/11) ; па isti nacin ае 

dokazuje sekvencijalna poluneprekidnost odozdo stabilizatora 

ncijalno kompaktan za svako С ~O па osnovu definicije 2. Р4. 

gl.1I. 



7) Nizovi {c(~}e, k=l,m ,ko,ji figurisu u f'unkc~ona1u Tihonova 

(4.5/II) odredjujemo па osnovu (2.7) u 1emi 1. 

Na osnovu (2.25), (2.21), (2.17), (2.30), (2.7) postaje 

(2.31) 

бае је 

k ... = т::-.~'" Ј r. ";"v'-' .L"V С,Ј f t --" ............. 1. 'Ј l' 't..' З' -r ~ 

onda (2.31) postaje 

(2.32) 

onda је zadovo1jena re1acija (2.7). 

~rema tome, svi us10vi 1ете 1. зи zadovo1jeni, ра se 
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1 

рото6и zadatka (1.4) тo~e odrediti minirniziraju6i niz koji 

6е konvergirati ka П~ - skupu optirnalnih vrednosti zadatka 

(1.3). 
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Z.AKLJUCAК 

u ovom radu је pokazano da је moguce upravlja-t;i brzi-

пот ргоmепе kolicine aerozagadjenja па izvoru, tako da mase-

ni иаео па povrsi G ne predje dozvoljenu (sanitarnu) vreclno-

s t ( ( .Р2 • / I I ) ). 

Optimalno uргаvlјапјэ (brzina promene kolicine aeroza-

gadjenja па izvoru) је odredjeno као granicna vrednost mini-

mizirajuceg niza dobijenog metodoт projekcije gradijenta 

СР7. /I1) . 

Ро~зtо postavljeni zadatak miniтizacije nije bilo mogu-

се resi ti u konacnom obliku, pokaza..1'lo је cla ga је moguce re-

si ti ротоси niza pribliznih zadataka minimizacije, ta..i(o da 

dobijeni niz konvergira ka optimalnoj vrednosti dobijenoj 

resavanjem regularizovanog neprekidnog zadatka minimizacije 

(gl.IV). 

Posтatrani zadatak optimalnog upravljanja moze se pro-

siriti па sledeci nacin: 
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u slucaju аа se radi о disperzi,ji "teskih" cestica u 

atmosferi, onda lJi 1.1 jedna\~ini (1.10/1), umesto c1ana div ("iJ'f?) 

сгеЬа10 de. stoji gde је v~ - brzi-

аа cestice us1ed de,jstva si1e zem1jine teze (llJ). 

Us1ucaju da j-ta komponenta aerozagadjenja u ~tmosfe-

ri hemijski reaguje, tj. riije pasivna i pre1azi u p~ 4-' • 
vOKSl-

" . 1 1 t' ћ' <.д I..P (:7) u> ('1) --7> . __ ~ 'f' ~'P1) Cnl Ј. .:отропеп l ро Б~ епа ~ <Р = l (~) --7 L (~) (~) ) 

j=l,n , u intervalu vremena I=lo,T], onda bi umesto sistema 

(1.14/1) imali sistem 



gde је 

v ~e.) 
((Ј) = (;:;:' 

) 

L+f , 

VtY,> = О} LH 
# 
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L= О) 'јЈј 

а:.) 
t";;, - ~:oefici.J·ent raspada aerozagadjenja u 'lazduhu, 

'-~/ 

-1 - • ---:-
....{. = O,p~ , Ј=l,п 

([lЈ) . 

Kriterijum optimizacije mozemo zadati u obliku 

gde је 
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~opu~teni maseni udeo j-te komponente L-tog raspada 
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