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PREDGOVOR

I.1 OPSTI DEO

U klasiZnoj teoriji elastinosti su tretirani uglavnom linearni

problemi jer je njen matematicki aparat bio analitiZko reZavanje
diferencijalnih Jednacina koje opisuju problem. Medutim, u
praksi je ograniden broj primera gde Jje ponaSanje materijala ili
geometrije konstrukcije linearno. Nelinearno ponaSanje tankikh
ljuski Je predmet izufavanja kako istraZiva&a koji se bave
teorijskom mehanikom, tako 1 inZenjera, jer nelinearna analiza
omogucuje odredivanje Kriti€nih opteredenja pri izvijanju 1ljuski
i sagledavanje ponaSanja strukture 1 posle grani®nog stanja
stabilnosti (odredivanje tadaka ekstremuma i bifurkacije u

dijagramu pomeranje-opteredenje).

Metod konad&nih elemenata, Kkao generalni numeriZki metod u
strukturalnoj analizi; 1 razvoj digitalnih ra%unara su omogudili
da se razvije numerika procedura koja bi mogla da prati neli-
nearno ponasSanje strukture, ukljuZujuéi i wvelika pomeranja,

velike rotacije i nelinearne karakteristike materijala.

ProuCavanje fenomena nelinearnosti je skop&ano sa mnogim matema-
ti¢kim te3Skodama 1 podrazumeva proufavanje niza specijalnih
slucdajeva u cilju identifikacije zakonitosti, na osnovu kojih se
formuliSe neka viSe 1ili manje generalna procedura. Da bi se
numerilka procedura sprovela Lkorektno, potrebno Jje najpre
formulisati konatni element 1ljuske, a zatim razviti numeri&ki
algoritam za refavanje sistema jednaZina ravnoteZe strukture, uz

ograniZenja koja namede nelinearno ponaSanje u okolini kriti&nih

tacaka.

Nelinearni problemi se obiZno klasificiraju kao geometrijski

f————- -




nelinearni, materijalno nelinearni i kombinovani - geometrijski
1 materijalno nelinearni. Predmet ove teze je samo geometrijska

nelinearnost ljuski.

I.2 UVODNE NAPOMENE PROBLEMA NELINEARNOSTI LJUSKI

I.2.1 Izbor konaZnog elementa

U toku proteklih godina teorija ljuski se uglavnom bazirala na

sleded¢im modelima konaZnih elemenata:

- na ravnom elementu za koji Jje osnova Kirhofova (Kirchhoff)
teorija ploda

-~ na trodimenzionom izoparametarskom elementu l juske

. - na orijentisanom dvodimenzionom izoparametarskom elementu

S obzirom da se u teoriji orijentisanog kontinuuma pod terminom

direktor podrazumeva vektor orljentacije, to e i u ovom radu

biti, ragi kratkode, koriZden termin direktor.

Za svakl od ovih modela postoji visSe tipova konadénih elemenata,
razvijenih od strane brojnih autora. Ti elementi &ine Jednu veoma
Siroku lepezu razliZitih tipova 1l juski (tanke, debele, lamela-
ste), razli¥ite geometrije (od analitiZ®ki definisane geometrije

za ploZe 1 rotacione povr¥i do proizveljnih povrii u prostoru).

S obzirom na zakljuZke o orijentisanom dvodimenzionom modelu
tanke ljuske sa fetvorougaonim izoparametarskim elementom, iznete
u magistarskom radu [5], i u ovoj tezi je koriZcen isti element,
s tim ¥to su deformacije dopunjene nelinearnom komponentom tako
da imamo i nelinearne matrice krutosti. Uz to Je formirana i

geometrijska matrica krutosti.

Poznato je da klasiZna ljuska ne moZe da prenese spreg u tangen-—

cijalnoj 1avni, pa se iz tog razloga rotacija oko normale na




povrE ljuske eliminiZe bilo konceptom elementa sa pet stepeni
slobode, bilo ogranifavanjem Jjedne globalne rotacije u &voru,
najbolje one koja Jje najbliZa rotaciji oko normale. U radu sa
geometrijski nelinearnim problemima je uoleno da eliminisana
rotacija uzrokuje da se preostale dve globalne rotacije ne dobiju
.ta®no, 3to ima za posledicu nekorektne priraitaje direktora. U
dodatku II je dat originalni postupak taZnog izralunavanja sve

tri globalne rotacije.

I1.2.2 Izbor numerilke integracije

Pogodan izbor numeriZke integracije Jje takode jedan od problema
tanke ljuske. Integraljenje matrica krutosti koje su proizvod
transverzalnog smicanja Jje vrlo delikatan problem i zato je u

ovom radu Jjedno poglavlje posvecdeno analizi 1 izboru numeridcke

integracije.

p
I1.2.3 Nelinearni odziv strukture

Analizirajuéi ponaZanje tankih 1ljguski moZe da se primeti da u
nekim sludajevima malih pomeranja, nelinearna komponenta deforma-
cije moZe znatno da uveda deformacionu energiju i1li aiternativno,
da znatna promena geometrije ne izazove velike dodatne napone.
Linearna analiza ne prou&ava ove specififnosti, pa se namece
problem iznalaZ¥enja nelinearne karakteristike pomeranje-optere-
cdenje. Ova karakteristika u osnovi moZe da odslika dva tipa
ponasanja strukture:
- "o&vridavanje", gde porast spoljasnjeg opteredenja dovodi do
sve manjih deformacija;
- "omekZavanje", gde postoji neka graniZna vrednost sile i svaka
mala promena sile u okolini te granilne vrednosti, izaziva

velike deformacije.
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Sl.1. Moguéi tipovi nelinearnog ponaZanja
a) o&vridavanje b) omekZavanje

Problemi prvog tipa mogu da se reSavaju klasi&nim metodama za
reSavanje sistema nelinearnih Jedna&ina, Njutnov (Newton) ili
modificirani Njutnov metod, i uglavnom ne dovode do numeri&kih
tesSkoca, dok problemi drugog tipa moraju da se reSavaju uz
dodatne restriktivne jednaZine.

y

I.2.4 Numeri&ka procedura

U radu su prouZeni neki tipovi metoda sa Propisanim korakom
opterecdenja i sa propisanim modulom pomeranja. Za reSavanje ova
dva tipa ponaSanja strukture su u osnovi kori3deni Njutnov,
i Riksov {(Ricks) metod, respektivno, i uZinjen Je napor da se oni
dograde i1 modifikuju sa ciljem da se ubrza konvergencija reSenja
i da se postigne maksimalno uopstavanje na&ina reSavanja geo-
metrijski nelinearnih problema. I za Jedan 1 za drugi metod su
dati algoritmi koji su rezultat iskustva pPrimene nelinearne
analize na niz pojedinaZ®nih primera. Za svakl primer je komenta-

risano kakvih specifiZnosti i teZkoda Je bilo u radu.

Posebno su interesantne strukture kod kojih nastaje tzv. "snap

through" ili gde ima taZaka bifurkacije u dijagramu pomeranje




opterecenje, tako da su uz te primere dati dopunski komentari.

Svi opisani postupci re3Savanja se temelje na linearizovanom
iterativno-inkrementalnom postupku. Po&etno reSenje vektora
pbmeranja Je linearno, a unutrasnje sile su ra&unate uzimajudéi u
_obzir i nelinearnu komponentu u izrazima za deformacije, tako da
se u svakom inkrementu kroz odredeni broj iteracija zadovolji

kriterijum konvergencije za neuravnoteZene sile.

Numericki rezultati su uporedivani sa rezultatima drugih autora

iz dostupne literature.
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1. GEOMETRIJA LJUSKE

U ovom poglavlju e ukratko biti izneta teorija dvodimenzionog
kontinuuma 1 osnovne relacije vezane za definisanje njegove
geometrije, konstitutivnih relacija i mera deformacije. Sve
;relacije su date za tanku, homogenu i izotropnu ljusku konstantne
debljine. S obzirom da se ogranifavamo na probleme geometrijske

nelinearnosti, razmatrademo samo linearno elastifan materijal.

Z v
TS/ ﬁ.——/5=f

d -
A rz\_\\(_ "X 5 =0
7’ " _ _ —.\ 5 :—I

X

Sl1. 2. Orijentisani dvodimenzioni model 1juske

PoloZaj proizveoljne talke tela oblika ljuske A, dat je Dekartovim

(Descartes) koordinatama vektora poloZaja yi:
. . | *
Y1=x1+§Zhd1 LR T Y T T T R T R R T N T T T S S S $ 4 B B 4 o onomeoE e s « e %+ o8 n (1.1)

gde su:

xi -koordinate vektora poloZaja taZke u srednjoj povrdi 1ljuske
( =0)

h - debljina ljuske

di~- direktor (|d]|=1)

Bazni vektori su dati relacijama,

y:=x:+%2hd:i.‘.liil'..llilitlt.i..'.iilt!i--!ﬂill-illii(liza)




yiathdl  ieeeeieieiinnn. AP e, ...{(1.2b)

2

gde donji indeksi predstavljaju diferenciranje po koordinatama

éﬂ, a=1,2 i %3, odnosno ? =?, §2=q i ?1*:2

Komponente metriikog tenzora su:

i

gﬂﬂ=61jyny; N EE R T T e T T N T (1-3&)
i

gn3=6_ijyayg ..... & B % % B B W o8 w W@ & 4 % & 5 B & 8 B B B W % ¥ OB 8 B B l‘til-'(1|3b)
i J

gaa:&inSYS 8 & % 8 % ® 8 w8 @ P T S T S S S N T L O T T T T T T S T T T I | (1!3C)

Zamenom (2) u (3) dobijame bazne vektore u obliku polinoma po

2

. h
gﬂ,,ﬂ:aﬂ.ﬂ-zhbﬂﬂ"'zircnﬂ ----- S 8 4 & & = & B B B o8 ® b A 8 ® o8 B a4 o= OB oM ¥ c...(l.4a)

h2
gﬂ.3=121'aﬂ3+'4_2b{13 P & 6 B & ¢ & BB T R T T Y T T I I DL I I N I t----nc(ln‘l’b)

gde su koeficijenti aij, bij i1 cij (i,j=1,2,3; a,B=1,2) dati

relacijama:

aup=613xixg e e e st e st e es e e st ae e s c et i e e e e {l1.5a)
bap=-=61;(d x}+dlx}) (1.5b)
afl=- 2 1J nxa an R EEEEEEE I S T T T TR T R R . .
i)

cnﬁ“_'&].jdnda N EEEEEEEEEE 4 8 % 4 5 8 8 4 & B & & 4 B B 4+ B 4 B R BB W SN (1¢5C)
aﬂ3=sijx:dj 8 8 8 % ¥ & B M 4 =T & K0 48 R LI I I O T A L 1111--.....:-(115‘:1)
bas=815d d’  L.iiii.a... e e ee..(1.5e)
a33=51,jdidj N E RN T R I T I I BRI I TR Y T RN ¢tro-(1¢5f)

Determinanta metriZkog tenzora Jje:

gaB £a3

gaﬂ. g33 A R L R N B R I T T R R 1-..-.;.-...--...(1.6)

|g13| =

Ako se radi o ljusci konstantne debljine moZe da se zanemari &lan
ga3, tako da relacija (6) glasi:

g=|8i3|*|8an |- |833] treseseteasesensesascsssesescavecesss{l.T)
5to je potpuno taZno 2za referentnu (po¥etnu) konfiguraciju, ako

se usvoji direktor u pravcu normale.




S obzirom da ¢e sve kasnije biti radeno metodom totalni LagranZ
(total Lagrange), to ¢e se sve veliCine vezivatli za pocetnu
konfiguraciju, pa Jje zato potrebno 1 determinantu g naci u

poZfetnoj konfiguraciji. Po3to je u poletnoj konfiguraciji:

A33=11 h=H, g=G nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn R T N T T R T T T T S (1-8)
. to je:
2
G=I‘:—‘dEthB T E . P T T S T R (119)

Imajudi u vidu da je O(H%cap }<<O(aas}, moZe da se pile
GﬂB=Aﬂﬂ—ZHBﬂ.a & % % % & % A E ¥ N E % OB % P B 4 % B 3 & & % 8 B 8 B B & B ® % OB O B ¥ 8 " 2 @ (1-10)

pa je determinanta G

Hz

G=E—(A—ZHB+Z?HZBB) ........................... C e e e (1.11)
gde su:

A=A11A22-A12A12 «cov e v Gt e s e e et s ettt (l.11a)

B=B11A22+A11B22-2A12B12 ¢ttt ittt et ettt {1.11b)

BE=B11B22=B12B12 ..ttt ettty C e e i e e (1.11c)

Posito je Bp<<A, sa dovoljnom taZfnosSéu moZe da se smatra da Je
determinanta metriZkog tenzora linearna po Z, pa je:

H

o H o _ZHB
4’@=-2--m—_zlim~ 5 JA- (1 ZZA) C et s e e s ae et (1.12)

2. KONSTITUTIVNI KOEFICIJENTI

2.1 Odredivanje konstitutivnih koeficijenata

Deformacija Yab, izraZena preko DZipsove (Gibbs) funkcije
specifiZne slobodne energije i tenzora napona S2P ima slededu

formu:

290 _

an=-fE§le Ce o e sceeaereaetnaeecesescesssscsssssesssesal2.1)

gde je f gustina ([2]).
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Za homogen izotropan elastiXan materijal funkcija glasi:
+Y YV b ccd
PtP ( ——'GECde'*- ZEGahGCd)Sa SC N R I L T T T I T I T I 011(2'2)

Zamenjujuéi (2.2) u (2.1), za tenzor deformacije Yab se dobija:

-

>
Kab—ZE ‘Bgab [(1+V)GacGhdJVGachd]S“bS“d O |

2.3)

Ako se i on, kao i metriZki tenzor, razdvoji na komponente u

srednjoj povrZi (aB) i komponente u transverzalnim ravnima (a3)
i (33), onda relacija (2.3) moZe da se napife u obliku:
| f \
(Knﬂ\ Gapys | GaB3s | Gan33 | S ¥5
|
ﬁ!ﬂa »= Gn3r3 Gﬂ.333 - <2S¥3 > PR NI T I A t--(2|4)
kxaal simetri&no G3333 | s33
\ /
gde su pojedini konstitutivni koeficijenti eksplicitno dati
relacijama (2.5):
1
Gdﬂ\'ﬁ—- [(1+v)GurGBG \JGGRGr&] iiiii A BN R N N T T I I ..---(2.5&)
1 -

GGBSG-— 2E [(1+\))G43GBB*quBG384 ------- I L illltiil(2i5b)

7 1 -

Gnﬂaaz—é'—E—' [(l'l'v)GuiiGli:i—anﬂGSa’ --.-.c----o-sa.'t--tt-(2t50)

Gn3\'3— [(1+v)Ger33 .l)Gﬂ.:]Gra] T B I I (I I N I A L ilti'lltl(2i5d)

1
Gn333— 2E Gn3G33 E % & & B & B % % % N B B 8 R B 4 & 4 5 a2 % & & % 8 & & 8 B W @ titi(lee}
1 .2
G333‘3=E.G33 * B % &% % % % & & & & & @ » & & 2 = 2 ¥ = * % & & & 2 % % ® & B B2 5 4 & * '!tll(2|5f)

Zamenjujuéi (2.5) u (2.4) i razvijajuéi tenzore deformacija 1

napona po a,B,¥,8, dobija se matrica konstitutivnih koeficijenata

data relacijom 2.6.

Konstitutivni koeficijeti Gijxi su prema izrazima (1.4)

Z8a

metri®ki tenzor Gmwn, funkcije konvektivne koordinate po debljini

ljuske,?, prve i druge metri¥ke forme povr¥i kao i Zlanova kojima

'je obuhvaéena promena debljine 1ljuske. Svi ovi &lanovi nisu od

istog uticaja na ponaSanje ljuske, tj. njihov doprinos u matrici

elastiBnosti zavisi od reda veliZine €lana. Selekcija u tom
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1 1+ 1 1+ 1+
G11G11 §G11G12 '—Elhﬁz- §G11G13 —EEE13G12 —EyGlsGls
2G11G12 2611623 2G11G33
1+ 1+ 1+ i+
—§2G11G22+ %GIZGZZ MZEE11G23+ ~§lh13Gzz+ —Elhlana—
1-Y 1- 1~
—G12G12 -*~2G12G13 vﬁlsza ~-—G12G33
2 4 4 2
1+ 1 1+
| G22G22'“§2G12G23 Eﬁzsza —E—Gzana
[G]= - ngzGla -EbzzGaa
1+ + 1
vG11G33+'1 lJG12G33+ -G13G33
2 4 2
! ]
1- 1-
—EEG13G13 4vb13G23
|
1+ 1
-Elhaaﬁaa+ EGzaGaa
1_
——lhzana
2
[ |
|
p s ime tr i€ no G33G3s

« & * % » & B % B ¥ B & % N & B 2 B & ¥ ®F F N ¥ OB % & 5 ¥ O3 8 & B % L 8 8 8 B O B & & » * & ¥ % @ 5 2 2 ¥ ¥ B (2!6)
smislu e Kkasnije biti uZinjena, a ovde de biti navedeni konsti-

tutivni koeficijenti dobijeni =zamenom baznih vektora (1.4} u

(2.5):

Gnﬂ78=Anﬂr5+ZHBaHf&+zszCaﬂfﬁ I R O T T I S I T TR T T TS T SR R ti(2i7l\1)
1

AGBI'BZE' [(1+v)AnrABG-vﬁaBAY6] I T T T R T A I R N N N iiilliii(Zt?il&)
1 .

BnB(8=E'[(1+V)(BarAns+AarBﬂ5)-v(BaaArs+AaﬂBrﬁ)] ..... ceof2.7.1b)

' 1

CuﬂU8=E'[(1+v)BarBBB-vBaﬂBYS] ....... “h e e e C et s e o (2.7.1c)

Gﬂﬂ.'i&=Auﬂ36+zHBnﬂaa+zszCaﬂaﬁ I I I I T T O R R S S O (2-7.2)

Aﬂnaﬁr—'ﬁ' [(1+v)An3Aﬂﬁ"quﬂAaﬁ] IlIiiitlt#l-l-tliilltillitt(Z‘?iza)

H
Bnaaa=-2§"[(1+v)(Bn3Aua—%AasBaa)-V(BanAas-%AaaBas)] cesa(2.7.2b)
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Cua35=—§%-[(1+v)Ba3an-VBanBas)] ....................... (2.7.2c)

Gaﬂ33=Aaﬂ33+zHBn333+Z2HzCul‘533 ........................... (2.7.3)
HZ

Aap33= 8E-[(1+V)Au3An3—vAunA33] ........................ (2.7.3a)
H® _1+V

Bap33= BE-[—2—-(Bn3Aﬂa+AaaBﬂa)+anaA33] et .+.(2.7.3Db)
HZ (1+Y)

- - 8 8 % % s o un P T T T S T R S NN EEEEER 21713
Cap3s I5E Ba3Bp3 ( o
Ga3v3=Aa3v3+3HBa3v3+3*H*Caavra C e et e e Gt e e s e cereee(2.7.4)

H.‘l
Aa3yY3= 4E‘[(1+v)AnYA33“VAa3A¥3] ........................ (2.7.4a)
H* .Y
B¢3r3=- 4E'['é'(Bﬂl!AYﬂ‘l'AaaBra)+(1+v)BarA33] -------- -tt-n|(2¢7t4b)
H!
Cﬂ3r3=_16E 'Bn3B]’3 iiiii S 0 B % 4 8 % 8 N 4B S 4R E W s e * 9 & 8 B B uoEE o o¢(2t7-40)
Ga333=Aa333+%ZHBa333 .+t et ntsnvonsan Gt s e nsee e c e e wee e (2.7.5)
H3
Aﬂ333= 16E'Aﬂ.3 ----- "B I R N N T T I T T A Y R RN R R * & 8 & 8 " 8 8 B @ .....(2.7.5&)
i 2.7.5b)
Bﬂ333- 32E'Bﬂ3 P R T T T R I T T S T T S S S B I 1!!.11!!( . .

j H 2.7.6)

q3333—A3333—T6—E' nnnnnnnnnnn T EEREEEE P I T I . - . ( * .

2.2 Numerike vrednosti kostitutivnih koeficijenata

Da bi se ilustrovao uticaj pojedinih komponenata konstitutivnih
koeficijenata, posmatrademo primer ljuske na slici 3. Prikazani
element nije ravan niti pravilan, a takav izbor je u€injen da ne
bi bilo komponenata koje su jednake nuli zbog geometrije elemen-
ta, %to bi stvorilo pogreZnu sliku o redu veli&ine samih konsti-

tutivnih koefici jenata.

Za primer na slici 3 su date numericZke vrednosti.koeficijenata
Aijkl, Bijxl, Cijx1 raZunatih prema relacijama (2.7), Vrednosti
se odnose na integracionu taZku (1,1), a za ostale taXke su istog

reda veliZine, pa ih nije potrebno navoditi.
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/q E=2-106 V=0.3

4 koordinate &vorova:

X
(12} X R
(2,2 1(-2,-4,-2)
2(13,3,4)
x
2 (11) 3(8,14,-1)

(2] 4(0,10,3)

o H=1 ’ L=Lnin=ﬁ=10

S1.3. Linearni element Il juske

Determinanta prve i druge metrifke forme su:
|Aqa|=0.2123D+04
IBuB|=O.1243D+O3

dok su njihove komponente date u tabeli 2.1.

tabela 2.1
a B Aap Bag
— i
1 ; 1 0.59611D+02 0.0
1 2 0.25837D+02 *0.24064D+01
2 1 0.25837D+02 -0.24064D+01
- [ 2 ' 2 | 0.46814D+02 0.27756D-16
i
tabela 2.2
cvor Dx DY Dz h
1 | -0.2315 t -0.2977 0.9262
2 -0.4420 0.1969 ' 0.8752
i 3
3 0.1907 0.4767 0.8581
| 4 0.5529 -0.3492 0.7566

A3333=0.31250D-07
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tabela 2.3
a Aad3l Ba3as3
1 0. 0.1084D-24
2 0. | 0.1832D-~25
} tabela 2.4
a B | Aap33 Bap33 Cap33
} |
1 1 -0.1118D-05 Q. 0.9780D-42
1 l 2 l -0.4844D-06 | -0.4512D-07 0.7335D-~42
2 1 ~0.4844D-06 ~0.4512D-07 | 0.7335D-42
[.2 2 ' -0.8778D-06 0.5204D-24 0.5501D-42
|
tabela 2.5
o1 B Aa3g3 Ba3p3 Ca3n3
I 1 1 0.9687D-05 0. -0.4514D-42
1 2 0.4199D-05 0.3910D-06 -0.3385D~42
1 2 ; 0.4199D-05 0.3910D-06 -0.3385D-42
. J
2 | 2 0.7607D-05 | -0.4510D-23 | -0.2539D-42
tabela 2.6
a B t X Aa y3 Bap y3 Cap y3
H 1 1 0. r 0.2585D~22 0. |
1 1 2 0. 0.8750D-23 | .0.1357D—23
1 a | 1 0. | 0.2184D-22 -0.3131D-24
| 2 0. | 0.8404D-23 | 0.7827D-24
| |
1 0. 0.1121D-22 0.1044D-23
2 0. ! 0.2387D-22 : -0.2348D-24
1 0. - 0.4834D-23 0.1018D-23 |
i |
2 0. 3.1523D-22 -0.9028D-41 |
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tabela 2.7
G B ¥ 4 Aapvrs Bagrs CaBy¥s
| |
1 1 t 1 1 0-17770_02 0- 0-
1 11 1 2 0.7701D-03 0.7172D-04 0.
1 1 2 1 0.7701D-03 0.7172D-04 0.
— |
1 1 2 2 0.1533D-04 0.8083D~-04 0.3764D-05
].t
1 2 } 1 1 0.7701D~03 0.7172D-04 0.
| L
1 2 |1 2 | 0.1714D~-02 -0.1865D~-04 -0.8686D-06
1 l 2 2 1 0.3338D-03 0.6217D-04 0.2895D-~05
1 | 2 2 l 2 0.6048D-03 0.5633D-04 -0.3340D-22
L ] . 1 r |
| 2 1 1 1 0.7701D-03 0.7172D-04 0.
2 | 1 | 1 2 0.3338D-03 0.6217D-04 0.2895D-05
l 2 | 1 2 | 1 0.1714D-02 | -0.1865D-04 | -0.8686D-06
L 2 171 2 2 0.6048D-03 0.5633D-04 -0.3340D-22
2 2 1 {1 0.1533D-04 0.8083D-04 0.3764D-05
i
2 2 1. | 2 0.6048D-03 0.5633D-04 -0.3340D-22
2 2 2 | 1 0.6048D~03 0.5633D-04 -0.3340D-22
| I | '
2 2 2 2 0.1096D-02 | -0.1299D-20 0.3852D-39
I |

Iz priloZenih tabela 2.3%2.7 se vidi da je &lanove Gag3s 1 Ga333
moguce potpuno zanemariti za 1ljusku konstantne debljine. Takode
je ofigledno da Gaep33 i Ga3r3 mogu da budu linearno zavisni od Z.
Ostalo Jje Jjo& da se prokomentariSe &Elan Capy 5. On je reda
veliZine koji je znaZajan u poredenju sa koeficijentima Gan33 1
Ga3y¥3, medutim, H2Cap y 6<<Aanys, Sto znali da Capys moZe da se
izostavi u koeficijentu Gasy s, a da pritom Gas rs smatramo

dovol jno ta&nim za tanke 1ljuske.
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"To zna&i da za tanku ljusku konstantne debljine relacije (2.7)

mogu da se uproste tako da glase:

Gap Y6 =Aagys+7HBaBve ... 00000 C e s e e e s s e e e e ae e cvesrsesl2.8.1)
GaB38=0 v v e es v eats s ot onano e C e s e e e st ..(2.8.2)
Gap33=Aap33+7HBap33z ...... Cev e Lt e et e ettt e (2.8.3)
Ga3¥3=Aa3¢3+THBa383 vt eerannestecrsonnasssassscsnennss (2.8.4)
Ga333=0 ¢t evs v e ceco oo seanen b st e s e e s e s et (2.8.5)
G3333=0 .00t e s e s e e v e o a e et et N et e e et (2.8.5)

§to je u saglasnosti i1 sa procenama iz [4].

3. TENZOR DEFORMACIJE
3.1 Op3ti oblik tenzora deformacije

Iz mehanike komtinuuma Jje poznato da izraz za tenzor deformacije,

kojim je obuhvaden i nelinearni €lan po pomeranjima v°¢, ima

oblik:
y .
c d d c d
rﬂb - E&lj(yavb'l'}’bva'l'v;:vh ------ & B B & & & & & % % 8 F & F 8 4 4 ¥ B " W tt(3|1)
¥to mo%e da se napiSe, koristeéi tzv. "srednju konfiguraciju" ;2

1 na slededi nacin:

1 - d —d
Xﬂb - 'é‘ﬁcd(y:‘fb'fyb\?:) iiiiiii O R T T T T T R P I (3-2)
--c L 1 -
ya=yn+"2_va T T T T T ST T S R R T B N R R RN R T T S T T T T BT T BT T TN R RN R Y T Y ) ti.i(3l3)
Ova "srednja" konfiguracija nema znalfaja kao fiziZko stanje, ved

samo kao matemati®Xka forma, jer coperidudi sa njom svodimo tenzor
deformacije na simetri¥an oblik, &to u nelinearnc,j analizi

olakSava numerifke operacije.

Ako se tenzor ¥ab rag&lani, analogno tenzoru konstitutivnih
koeficijenata, na komponente u ravni, ( X¥) 1 u transverzalnim

ravnima (X3) i (33), prema relaciji (3.2) dobija se:
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K-x? - Eﬁi‘}(yivJ+val) N T T N R T I R I I tilli'i!ll¢!(304t1)
Yxs = 2615 (3 vi+y v}) (3.4.2)
,13 — 2 1) y Va }' VK T T L N O T I I T O PO T T T T R . .
X - la.,(_ivj.i_—jvi) (3 4 3)
33—21,] y33y33 ........................... PO +

3.2 Tenzor deformacije i1 matrice veze

Da bi se iz relacija (3.4) dobile matrice veze deformacija—-pome-
ranje, koje je zbog koriSdenja MKE neophodno izvesti, potrebno je
najpre u relacije (3.4) zameniti izraze za koordinate vektora
poloZaja 1 vektora pomeranja ra3Zlanjene na komponente tafke u

srednjo) povr3i 1ljuske i na direktorsku komponentu. Direktorska
komponenta pomeranja, osim priraStaja direktora 9! sadrZi jo§ 1i
promenu debljine ljuske u toku deformacije, d=h-H. Stoga mogu da

se pi8u sledece relacije:

hi=hd? ...t nenesnes tsavasesns s Cet e e e e s e.oe.(3.5.1)
k4
.1 .
v1=u1+-§z(:l£di+H81) ....... C e e e e e C e e a e e veesraef(3.5.2)
S — H —
Y;:Xi""é'z‘lx ................... A4 e e . I T R T TR T S R ) . (3&543)
y;=§d1 L R T T R S S S S S S S S S S R R P Illt't‘i‘liil!l(3I5i4)
1 * .
V§=ui+iifmﬁdi+34i+ﬂai) ......... Ch e e e e e vesessees(3.5.5)
1, - |
V;=§(3'Edi+}lbi) R R R e I L R R B B R R I I R A B R R R (3.5-6)

Zamenom (3.5) u (3.4) dobijaju se komponente deformacijge u

funkeiji koordinate 7 sa slededim koeficijgentima:

Yiw=m1w+i"nx?+zz"pxw P T T T R N T T T T T TS R T R S I R i(3i6)
1 — —__

My = Eﬁij(giu$+x$ui) T e st st e e e eare s C e e e e e se e (3.6.1)

New= 161 3H(Aiul+ddul +X103+34 DL ) 461 3 [Xi (F,dd +7dd, ) +

Xy~ gOLINNO Uy T AU TEX Gy T X O 4”[}{&3&@ T

+xd (Ryd? +RdE)] oo veeeed(3.6.2)
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1 — s T 1 —, - = - — e
Pyy §61 jH? (dia$+d3pai )+-§51jﬂ[d; (¢ I +;{d;},)+d¢(9ﬁxdi +3di )]

------ i‘litl||0‘|1(316I3)

¥l3=mi3+€n13 T T R T T T T TR R T T R I A e s ox b s e 1t s ¢ % a8 8 v b » ¢(3t7)
1. xidJ+diuld 15--33&#1 3.7.1
mia —Z&le(hl + UJ,‘)‘!":I" 1) I{.x O T T TN S R I .+ v e ( . . )
nx3 =%—61sz (didd+diol )+-;—-613Ha-i (2RAE+Tydl ) cvininiannn, .. (3.7.2)
X33=m33 (ne ZaviSi DdE) " & B & ® & ¥ ¥ ® & 4 % B = F & + ¥ 4 & & #+ * 2 & '!‘!il||(3i8)

1 2 4o - 1 — -,

m33=§615H (dIBJ+dJBi)+Eﬁind1dHR Gt e s e s e et .(3.8.1)

Izraze za deformacije (3.6):(3.8) treba prevesti u domen konadcnih
elemenata, za%ta je uobiZ%ajeno da se koordinate, direktori 1
pomeranja u polju elementa izraZavaju preko &vornih velicdina i

odgovarajuéih interpolacionih funkcija P!, pa moZe da se piSe:

x_.l:PIx; P BT I N A » s % 5 8w ¥ R T T T T TR S # 2 & % v o® "o ;---(31.9-1&)

ui=PIu: ----- I T T T T S R R * 4 & " ¥ s 2 . * « ¢ % 8 8 % 8 2 B e I S T SR R N B ¢(3 9 lb)

91=Pla: N T T T R 45 s 4 8 8 8 " e e 'l!ifltilill!l'illlllliilill(319l1C)
E

g‘t:PIg& R T T TN T T TR R TR T R N SR R Y B "8 F B % B B & % B E S & WO OEE B E S RN (Bigild)

'gde je za Dekartov pravougli koordinatni sistem:

X1z2(X,¥,2Z) coveonrensones L et et e et e C e e e e . +(3.9.2a)
ul=(u,v,w) «cocesen Chs e s e e c et e e e e C e et e Ch e e e e e .{(3.9.2b)
Di=(Dx,0Y,0%Z) ..o ntraonnn Ces et a e a s cesessarsest3.9.2c)
Zamenjujudéi relacije (3.9) i njihove parcijalne 1izvode po

konvektivnim koordinatama (%,q) u izraze za deformacije, dobijaju
se koeficijenti mij, nij, pij (i1,3=1,2,3) izraZeni preko matrice

veze i vektora pomeranja u &voru:

m1 1 u
m xy={m12+mz21 =[Bl]l‘{V} ..... i e e Cese et e a s ceeseeaa(3.10)
m2 2 w1
fu )
‘ v
ni 1 H .
nyy={niz+nz1 =E-[[D1]I [B1]£.[Hz]1]-<ax? U O I -
n22 - Ay
k.azil
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%P | %% “ef ]
[B1]! = ;?P,]ln»;,]P% %pg‘{;ﬂp% * ZePE4zaPL | e (3.11)
xq Py yn P 1 2P
R 9Py 9 P4
[Dr]T = | dxpj+dxPL E%’P,i+_;f]P1 EgP}l+E$]Pé ........... (3.13)
dx P} | dy P{ d P¥
(x§dx+y§_d? +z§,dz )P?_I +(x§d%‘+y?d§+z§d? ) Pl
[Hz]1=—;--' (xgd~+3g d7 +25de )Ph+ (xgdX +yed *1”? IR, (3.14)
+(x d"+y,ldY+z,]d"- JP1+(x,] ?+y,]d??+z nr:ig)PI
b 4
(x d"+y.]dY+zr]dz)P1 +(x,] ,] y"ldﬁ+z"l ) P
Pl1
i P_w= P12+p21
P22
Hz rax
Py~ [D1]T{ 07} +2 [HiJ1q  ooveiiii (3.15)
0z :
—x—x Iv A qz 3 PI & ax 4 Ay 4 —z_
(dgd¥+dzdvidgd= JFg +(didg+dgdz+didz )P
. Z Az | _x_x dy d dz d PI +
LT G G D Lt MC TG T EL A I (3.16)
+2- (dédﬁm;d}l'-hdédf])w
(d ; +d{id?+d=d=)Pl +(d ﬁE;,"y':rEf,IE,z])PI
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[ 1) \
m13+m3_1=[§-[[)2]' E[:Bz]l [Ha]‘]- A (3.17)
2 2 <ax?
Oy
kbzl
I
{ — — —
dx P! dy PI | dz el I
&
[D2]! = 5 LA R S (3.18)
qx pl dy pl 4z pl
I d P,' d-”'P,1 | d P"l |
; plI ; PI I ; pl .
&
[Bz]l = 7 AN (3.19)
« Pl <. pI PR
(x.dX +y_.dY +z.d? )Pl
1 ¥ g g
(Hs ] =5 — ] e (3.20)
X I
(xnd +Y|]dY+Z;]dz }P J
H2 (o
nx3 +ni3x =[-4—-[D3_'[I [H4]1]-ﬁla!f ..................... (3.21)
az
la‘t I
- I
dx Pf +dx Pl dy PI +dY P! dz P +dz P!
[l}z-.]I = J 3 5 51 5 S 1o, (3.22)
dx Pl +dx P! dr P +dY Pi dz Pl +dz PI
qu +d P,1 dﬂP +d Pq I : :
2- (dxdx +dy dy +dz dz )P! +(dxdx +dv dY +d=d* ) P}
[H‘l]l'—-%' f dé § 3 --.:-1(3-23)

2- (@ dg +d Ay 433y P14 (B T4 B 4303 )R] |
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ax

Z
mis=a—- [Da]H{@7 L +Hs B eiiiiiiiiiiiiaa., e, e (3.24)
4
@z
I
[D4]I=[._d-xpl E‘yPI HZPI ] ||||||| * % & ¥ g ¥ w» -!'lill.‘il'i'i(3‘25)
Hs =0 (dx2+dv2+dz2)-PI . ..... e e Cee e cve..(3.26)

4

3.3 Deformacija u polju konadnog elementa

Izrazi za deformacije ¥ ab, dati prethodno, se odnose na neku
taZku kontinuuma. Medutim, da bi se dobili izrazi koji vaBe u
polju konanog elementa treba | Galerkinovim postupkom nacdi
koeficijente polinoma po %, kojim je predstavljen tenzor defor-
macije Yab™, takve da zadovoljavaju uslov:
J(S“d)r-(Kab—(ab*)-dVEO ............. ces e e c et e .(3.27)
A

Za rai* moZe da se pretpostavi bilo koji polinom odgovarajudeg
‘stepena, n.pr. LeZandrov (Legendre). Primenjujudéi (3.27) na
pojJedine komponente deformacije, dobijaju'se sledecde jednadine
koje treba reliti po nepoznatim koeficijentima aij, Bij, Bij:

f1 )
1 —

2 1 .

SIﬂIJ e Mdﬂ)ygir.[(mx*-alw}+Z(nx*_ﬁx?)+zsz¢_§”(SZ ~1)84¢] -
2

\ }

H .HB
S(1=357)d8dT=0 i Ceresieeea..{3.28)
! %(1—z=) H HB
I I (ve Me) 15 *[(mxa—uxs)+Z(nx3—533)5(I—EEZ)deZ=U
S¥ -1 TZ(I—ZI)
St e ettt aa st ss s ssnssrerrssssrseseel(3.29)
1

_1J Eg(l“iz)(m33-aaa)(l-zg§)v3d3d1=o e riereeiaeneesee..(3.30)




22

Iz jedna&ina (3.29) i (3.30) se dobija:
aXx3 =m X3
BX3=NXI ¢ v eoescsasssasose C e h e e et e e e ceseee{(3.31)
a3 3 =m33

dok se iz (3.28) dobijaju dve jedna¥ine sa tri nepoznata koefici-

jenta, tg.:

HB 1 HB
G_xq!-g;'ﬁxq = m‘x\r'i"gpxq) +-gzn‘)"q’ " s s 8 s 8 s s ¢ % = 5 & 8 ® 8 B8 P W A EERE R » (3&32- 1)
HB HB HB "~ 3HB
-u‘x\rﬂ"l'ﬁjlll—mextr:_ﬁmx\f+n‘xv-mp‘x\¥i iiiii I N RN (3-32.2)
. . . . HB .
Ako drugu jednaZinu sistema (3.32) pomnoZimo sa BA i saberemo
sa prvom, pa u toj novoj jedna&ini zanemarimo sve Clanove koji se
B HB
mnoZe sa (HZ)z (kod tanke 1ljuske je (—E)2<<1), dobijamo slededa
resSenja:
HB H
ax-\p=m$\r+3—A'ﬂx?+§PxY....-....'.... ------------- O T T T I t--|(3-3302)
Bx‘r= w'ff'f'!! iiiii *» ® & B2 ® ¥ B 4 % & & & 2 ¥ % & ¥ & = = 2 & & & & 4 & ¥ & =B %« % % 4 & & & & (3'331‘1)
H5HB
feit?:sz‘v-—'ﬁnxqf N 4 8 8 B B & B 4 B 8 F B A S & B AN B PR .-(3-33&3)

Analizirajuéi pojedinaZno doprinos €lanova My N yy i pw?deforma—
ciji Ay s dolazi se do zakljuZka da moZe da se zadrZi samo na
prvom &lanu. ObjaZnjenje se sastoji u tome Bto Je mxwreda
velifine L?® (L je minimalna dimenzija ljuske u srednjoj povr#i),
P xy je reda veliZine H?* (H je debljina 1ljuske), dok je N yy reda

HL, a (HB/A)_reda H/L, tako da je odnos drugog i trecdeg <lana u

a yy Prema prvom reda velidine (H/L)?, pa se zato drugi i tredi

Elan mogu zanemariti. Sa istim objaZnjenjem moZe da se zanemari

i 8yy» Pa su komponente deformacije:

va=ﬂxv+2ﬁxv=mxv+znlv 4Il«lltl.illliil-ilitiiiliiltti!t'fi(3134)
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4., TENZOR NAPONA. VEZA NAPON-DEFORMACIJA.

4.1 Naponi tanke 1 juske

Iz teorije 1ljuski Jje poznato da su rezultante pojedinadnih
komponenti napona date relacijama:

- membranske sile i momenti:

NeB = IS““dZ ............. ce ettt e et v.(4.1.1)
~1
1
Mas8 = ISﬂﬂzdz_ ........................................ (4.1.2)
-1

- smicuce sile 1 momenti:

1
Vn= '[Snadz |llll..i'.'lll-lI.‘.Il-ll.'lIi!ti"iiliililiil(4i2'1)
-1
1
Me = szzdz ....... e i e eeaaa(4.2.2)
-1

-~ si1le i momenti od napona S33:

1
V3= ‘[Saadz ll.‘llil.l‘ll'iil‘.'.ltlI.I!'iiilllil.'li(4'3.1)
-1
1
M3 = IS33ZdE C e s e s s s e s e s st e s sttt e e vereaes(4.3.2)
-1

Pretpostavljajuéi za membranske napone linearnu raspodelu po
debljini ljuske, a za ostale kubnu uz uslov da na licima 1ljuske

nema napona (Z2=*1, 813=0), dobijamo sledece reprezentacije za

napone:
Suﬂ=anB+£ZM“n & & & B 2 ¥ & 4 = s & & B & " & & & % & & & ¢ &H & » = & & & & i!'.iiil...i(4'4)
2 2

Sa3=%(1-zz)vﬂ+-1—§-z(1-zz)uﬂ I I -3
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SI3=T(1-F2)V3  (M3=0)  .eeennrnnnn e, .o (4.6.1)

Normalni napon S33 ima smisla predstaviti i kao konstantu po
debljini ljuske, jer je 1 deformacija ¥33 nezavisna od g, pa Je u

tom sludaju:

833=-V3 llllll * & ® % ¥ ® B W * % % 4 % % 4 * & 2 B & * ¥ ¥ = * & & & p w & B & @ “‘.‘.'ll(4i6l‘2)

4.2 Postupak radunanja implicitne veze napon-deformacija

Da bi se do3lo do relacija napon-deformacija u polju konaZnog
elementa, na Hukov (Hooke) zakon u inverznom obliku

Kab=Gabcd‘SCd -------- T R EE R t-.--ut.tt-1|¢(4-7)

se primenjuje Galerkinov postupak

J.((Scd)xxab"(scd)TGabcdscd)dV‘—'O "I B N DT T T T T T TR T T T T T iitl(4|8)
\'%
Ako se umesto S¢€4d i ¥abn zamene odgovarajude polinomne reprezenta-

cije (za S33 je kori3cdena reprezentacija (4.6.1)) i zapreminski
integral razdvoji na deo po povriSi 1 po debljini 1ljuske, dobija

se sistem, jednadina oblika:

1 fa.w‘ (Nuﬂ\
: B xy R HB
(NeB MaB ya Ma V3)-([P]"{ax3}—[Q]-§V“ ))E(I*ZEE)dZdS=O e (4.9)
- Bx3 Ma
\ A3 3 LV3 ]

gde su matrice {P] i [Q] :

[P] 5(1-2f) g-z(I—EF) ..(4.10)

3 2
Z(I-Z )
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3 3
—GxvyaB ZZwanﬂ Z(l‘i;)cxwu3

%EZ(l‘ZZ)GJWﬂ3

3
'-8-( 1-3% )G xva3

9.2 {9 2
ry G xwan ZZ(I_E )G xwa 3

45
Z—Zz(l“ZZ)GxYn3

2 7(1-72 )Gxya

9
Z(l—zz )2G13a3

5—2{(1-22)203.;3“3

%(l-zz)zﬁxaaa

s 1 me tridc¢éno

225
4

32{1-2*)*Gx3a3

%EZ(I—Z?)‘staa

] —

9
16

(1-32)2Ga3sss

Integral matrice [P] jole debijini ljuske je:

1
HB
[11] = [rP10-gpiar
)
HB
Y| Tea
|
HB | i
_..Z_A. 1 . ||
- r { _HB
[J1] 2 =
LY |
1

L

dok za integral matrice [Q] dobijamo, zamenjujudéi izraze (2.8),

s8lededéu matricu:

.
2] = [[@) (1-7R)ag = [52]"-[32]"

-1
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Matrice [Jz]’ i [Jz]" su date relacijama (4.13.1) i (4.13.2}),
respektivno:
1 H 1
E H
l E'AI"I"I“ 10 X33
I q $ 1
2 12H
-L--A,xaaa —-——-B.xaaa
I 5 T
L l
60
7'&1343
: ¢ % 3H4
S 1 me r i n o S0F
|
[JZ],'O ----- I T T T L . . . s % s 8 8 8 0 * 4 2 s 8 8 e (4113-1)
| H%R HB H?*B
- B ——-A ‘B
124 XYeR A rXYed Son BXY3a
9H%* B 3HB
B LA
; 204  YteP 20A XY
| B prses | B assas |
| 35A ° 78 “%°° ~
l 10H*B
. 1 ‘B
21A X3al
3
I s ime tridc¢no

tako da se implicitna veza izmedu

ljusku konstantne debljine
jedna&inom:
CI._“,\
B xy
[J1]- ax3 ) -[J2]"
Bx3

Baa

napona 1

vear.(4.13.2)

deformacija za tanku

moZe predstaviti slededom matricnom

Na R
Ma B
Va >
Ml.‘l.

& 4 % & & &+ & & & ¥ 4 4 = &

.. (4.14)
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4.3 Eksplicitna veza napon-deformacija za sluZaj ravnog elementa

konstantne debljine

U sluXaju ravnog elementa konstantne debljine je:

B=0 llll 4 % % ® & ¥ ¥ * & K B ® % 4 0 & B & F 8 % B 4 ¥ & % ¥+ & ¥ % ¥ ¥ ¥ B+ ¥ ."(4'15’.1)
Bijk1=0 . cieiteeaas e e s e s e e u s c e e sssesess(d.15,.2)

[Jl]'= l 2 | | | seess et e aaa et .(4.16)

| |
1 7 1
E Axvap > Axyis
I | l
3
E'A.x'vnﬂ {
|
12
g—-Axans
) 60
T'Aﬁaii
) . 3
s imetri&no ! E'Aaaas
1
[JZ]l ------- . 0 I T I T S I L L R A R T T T T I I I IR R N I I (4 17)

Zamenjujuéi konstitutivne koeficijente iz (2.7) i refavajudi
(4.14) sa matricama [J1]’II i [Jz]*, dobija se da su komponente

napona u funkciji deformacije sledecde:
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5
NX e 2 T(1-)-—2)% ) A% AR +D(14=2D) A* B AXY ) Jaas +
l—v——i 2 12 24
12
20G (1+V)-V -A*Y a3 e b e e e Gt e s et s e e e e s ce.(4.18)
3-H? l-v——é-'
12
V3=§gf-v(l+v; -A“ﬂaau+80E(1_v} 5 33 o e o n e oot sasseeen . {4.19)
=Y} )2 4 -y —\ }&
1-Y-135V 3HY (1-V-75V%)
MY 228 T (1-Y) AGXABY #YATYAGE ] Bag  eeeeneeninnnn, .. (4.20)
3(1-Y)
VI:;EE'AA“au (Ga=03a+0ad )] +eeeeaeos Gt h e s e e e et e e e e ceee(4.21)
Mx=i;§3'ﬁluﬂa {Ba=R3a+Ba3) e b s e 2 st s e s s ey t s s e s e a0 e cerss(4.22)
Ako se gzanemari uticaj komponente (33), 3to je uobifajeno u

teoriji tankih ljuski, za V3I=0 se dobija:

NXY=2Eo [(1-D)AReAYE4Y-A8ARY)] -Gas ... e .. .(4.23)

Ukeliko se za kompoﬁentu napona S33 uzme raspodela (4.6.2),

dobi ja se sledece:

4G | Y 8G Y(1+V)
- ¥ . . -y a ] Yy, aa ] ]
Nf = 197 [(1-V-V? JAxe AYE3Y) (l+2) A BA”’)] Gap 1_v_v2Axwa33
LI T T T TR I T A itiit(4l24)
4EV 16E 2
v: - Ha(l-v_vz)'A“ﬂaﬂﬂ""_'i;l_‘l"(z*'l_\;_vz)'0.33 ------- l't'titlb(4125)r

)} "

gde je indeksom "c" .oznaZena konstantna raspodela napona S33 po
debljini 1juske.

U literaturi mogu da se nadu izrazi za napone tanke 1ljuske koji
su identiZ¥ni navedenim izrazima, reference [2] i [3], kada nema
komponente napona S33. Po&%to naponi transverzalnog smicanja S¢3
ne zavise od normalnog napona S33, to za relacije (4.21) i (4.22)
nema znaZaja njegovo postojanje niti raspodela, Isto vaZi i za
"moment Me2B®, dok izrazi za membranske sile No8 1 transverzalnu
silu VI, ({(4.18), (4.19) i (4.24), (4.25), pri kvadratnoj,
tj. konstantnoj raspodeli napona S33, respektivno, nisu nadeni u

raspoleoZivo) literaturi.
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5, MATRICA KRUTOSTI KONAUNOG ELEMENTA

5.1 PoloZajna matrica krutosti

S obzirom na relacije (3.10), (3.12), (3.17), (3.21) i (3.24),
moZemo da formiramo matrice krutosti koje odgovaraju komponentama
deformacije aag, Bag, @z, Bp, @33, formirajuéi najpre, respekti-

vho matrice veze:

:B1]=[[B1]] ............................................. (56.1.1)
Bi] iz (3.11)

[B2]=5[[01] [B:1]-[a] [#2]] --... . (5.1.2)
[Dr1] i [Hz] iz (3.13) i (3.14)

[Ba]=2[[D2] [B2]-[A] 2[H3]] vvvrrveneeneenieinains (5.1.3)

[B2] i [Ha] iz (3.19) i (3.20)

[B;]=[%—[Da]-ﬁ&] pu]] ................................. (56.1.4)
[Da] i [He] iz (3.22) i (3.23)

7 g2
[Bs]:[4—[D4][A] [HS]] ................................. (5.1-5}
[Ds] i [Hs] iz (3.25) i (3.26)
u kojima je [ﬁﬂ matrica transformacije izmedu rotacija i direkto-

rskih pomeranja i za mala pomeranja glasi:

dz | -dY |
[A] = t—dz. s L [ (5.1.6)
I le-d"

Sada matrica krutosti glasi:
-[Ell [Els]] B1
[E2 ] B2
[K]=[[B:]T (B2]T ([B3]T [B4]T [Bs]"'] [E3] B»
[E4 ] B4
l simetriZno [Es]| |Bs
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ili, krade napisano:

6
= o Gt i es s e e ey i r e e e e (5.3
[K]= = [Ki] (5.3)
gde su parcijalne matrice krutosti:
Ki]=[Bi]" - [Es]-[B1], i=1%5 ........vnnn, C e e e s Ceenee (5.4.1)
:Ks]=:B5]T-:E15]-[B1] ......... e e e et et e vee.(5.4.2)

a matrice elasti¢nosti:

~ za kvadratnu raspodelu normalnog napona S33:

5
[E1]= ZGH5 -[(1—\)—%)}2)AlﬂA‘Fﬂ+))(1+§—&-\))A“ﬂA-"‘*’)] ceireeei(5.5.1)
LT
- za konstantnu raspodelu normalnog napona S33:
2GH v

[E1]=1_v_vz-[(1-—\)-\}2)AMA‘FH+\>(1+§)AHAN)] ...... cereres.(5.5.2)
-~ bez uticaja napona S33

[E1] =200 [(1-V)A%eAYE4DASRAXY )]  L....... e ereei(5.5.3)

Matrice [Ei], i=2,3,4 imaju jedinstvene vrednosti:

2GH
- r - A”Xﬂ'A\rﬂ"' A{IﬂA-X"’ T % & B B & B ¥ B & @ 5116)
(B2] =377 [f1-W) ) )] (
E _lﬂé.Axn (5 7)
_‘[ 3]— 3H & % 9 & 8 8 " B W e E e N N T T O B B T I TR .o .
14G
me——m s AR e e e e s e s e e e e e 8 9 8 t e A e s P T R R T T SR Y T S P S T N S . 5'8
[E¢]=T3m A (5.8)

. Matrice [Es] i [Eis], analogno [E1], zavise od raspodele normal-
nog napona S33 i glase:
- za kvadratnu raspodelu S$33;:
S80E{(1-
[E5]= { Iv;
3( 1=y
6H3 (1 v—lzv‘)

[E15]= 10EY CATB .., Cee e a e e Ceesenenreas{B.9.2)

5
6H(1*V—I§ﬂ?)

- za konstantnu raspodelu S33:

. 8E(2-2V-V?)
[Es]—H3(1-v-])=) P et e et Gttt e

e (5.10.1)

2E V
[Ers =gy

Anp ll"liI'.'.'Il‘lIi'l'lli'li."liit..tlil(SCIOiz,
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5.2 Geometrijska matrica krutosti

Geometrijska krutost se javlja kao posledica postojanja napona u
strukturi i neizbeZna je u nelinearnoj analizi. Svakoj komponenti
napona odgovara odredena geometrijska krutost. Izrazi za kompo-
nente geometrijske matrice krutosti, kao i njena konfiguracija za
konaZni element, su dati u referenci [3], pa ¢e ovde samo biti

navedeni 1izrazi za sve podmatrice koje &ine ovu matricu.

[S1]=[P, PaN""] i, e N - TS
[S2]= P, PiM ] it e e e (5.12)
[Sa]=[P' P,V'] ...evninnn. e e Ceevees(5.13)
[Se]=[P PoM ] +vviriinninnennnnnnn. e ceeres(5.14)
[Ss]1=[P P,V'] «evernnn.. e et e .{5.15)

Svaka od ovih matrica je po strukturi dijagonalna matrica za
Evor. Matrice [Si], 1=1+5, treba integraliti kao i odgovarajude
pnr:;l«:)zaat.;jn.-sfr matrice krutosti, tj. sve matrice koje odgovaraju
"jednom istom naponu se raunaju u istim integracionim tadkama, a

zatim se krutosti sabiraju.

5.3 NumeriZki rezultati dobijeni u linearnoj analizi

5.3.1 Rezultati dobijeni analizom normalnog napona S33

Da bi se video uticaj normalnog napona S33 na ponaZanje ljuske,
analizirano je pet primera karakteristi®ne geometrije i osla-
njanja za koje mogu da se nadu rezultati u literaturi. Rezultati
dobijeni u ovom radu su tabelarno sredeni i u tabeli 5.1 je dat
ugib tacke naznafene kruZidem na slikama 4+8. Pritom, brojne

oznake 1+4 obuhvataju sledede slulajeve:




J2

1 : postoje komponente napona Ne¢B, MaBR 6 Va, tj). matrice [Kili
i=1+3

2 : postoje komponente napona Ne8, Me8, Ve i Me tj. matrice [Ki],
i=1+4

3 : postoje komponente napona Ne8, Ma#,6 Ve,  Mae j 333 tj, matrice

(Ki], i=1%6, S33 je konstantno po debljini 1 juske

4 : postoje komponente napona NeB8, Me8 6 Vva,6 Me j S33 tj, matrice
[Ki], i=1+6, S33 je sa kvadratnom raspodelom po debljini
1juske

U varijantama 3 i 4 &vor ima sedam stepeni slobode.

Druga, slovna oznaka varijante, oznafava vrstu integracije
komponenti transverzalnog smicanja (a3} 1 normalne komponente
(33), i to:

a : matrice [Ki], i=3+6 se 1integrale u centru elementa ( jedna

tatka numeriZke integracije, 1x1)

b : matrice [Ki], i=3,4 i 6 se integrale u centru elementa, a

matrica :Ks] u Xetiri Gausove tafke (2x2).

4

U svim sluZajevima [Ki] i [Kz] se integrale (2x2), a [Ka] i [Kq]
{1x1), jer Jje u ranijem radu vedé analiziran uticaj broja integra-
cionih taXaka i formula za numeri&ku integraciju, ne uzimajuéi u
“obzir komponentu deformacije a3, tj. napon S33. Posto je
zakljuZak iz ranijih radova bio da je najpouzdanija selektivna
integracija 2x2+1x1 (2x2 za membranske 1 savojne matrice Kkru-
tosti, a 1xl za matrice krutosti transverzalnog smicanja), to
su ovde pravljene kombinacije samo za dodatu deformaciju a33 1

razli¥ite oblike napona S33 po debljini 1juske.

Slucdajevi 1 i 2. su radeni sa Sest stepeni slobode po &voru, a
sluXajevi 3 i 4 sa sedam. Za promenu po debljini ljuske J2 se
dobijaju male vrednosti i uvodenje ovog stepena slobode neznatno
menja ostale rezultate, tako da wu nelinearnoj- analizi, zbog
jednostavnosti raZunanja ne mora da bude uzet u obzir. S druge

strane, uvodenie komponente deformaciije aia, ti. pretpostavka
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postojanja napona S33 sa nekom raspodelom po debljini ljuske Je

vrlo delikatno pitanje, jer se time ljuska €ini znatno krudom.

tabela 5.1

{ 1 2 3 4
PRIMER

a a a b a b
| i

1 10.063135/0.063135]0.06313510.063135]10.063135(0.063135

2 0.098470]0.090511(0.013311]0.015881(0.013601(0.015454
|

3 7.2021 5.2132 5,0441 4.9125 5.1800 4.4111
I 4 l 0.13262 0.11757| 0.05656| 0.009486| 0.05668| 0.00740
1
5 3.4692 3.777178 3.2936 0.5017 3.2936 0.5295
1 i

Pored rezultata navedenih u tabeli, dobijeno je jo$ niz rezultata
za razlidite integracione formule (Simpsonova, Lobato, puna

integracija 2x2+2x2). S obzirom da navedene formule ne daju
upotrebljive rezultate =za sve testirane primere i da cil) rada i
Jnije dubl ja analiza ovog problema, ti rezultati su ovde 1zostav-

1jeni. -

Ono Eto je bio cilj materije iznete do sada jJeste da se pokaZe da
ponaSanje tanke ljuske moZe dovoljno pouzdano da se prati sa |
elementom sa Zest stepeni slobode po €voru u kome nema normalnih
napona S33 i da je takav element valjano koristiti u nelinearncoj
analizi. Prema tome, svi numeriéki rezultati navedeni dalje u
nelinearno) analizi su dobijeni uz pretpostavku da postoje
kompanente deformacije aapn, Ban 1 aa3 1 odgovarajucd¢e komponente
napona NeB 6 Maf j Ve 5 pripadajude matrice krutosti su integra-
ljene selektivnom integracijom 2x2+1x1. Izuzetak u izboru
numeriZke integracije je napravljen kod primera br. 8. u kome se
radi o debeloj ljusci i u kome su komentarisani razlidi pokusSaji

integraljenja smicd¢uéih matrica krutosti.
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Z! 22 23 24 25
]‘ T
J6 17 18 19 20
1
13 1% 15
1 12 5
& 7 8 g lﬂ
FOl_—. 12 3 i L 3
Sl. 4. Ravna, slobodno oslonjena

verzalnom silom na sredini

72\
13
11 23
AL
L
T Ui
9 P,
yr P
10
L

Sl. 5. Slobodni,

Sl. 6.
silom na sredini

pritisnuti cilindar

Sferna ljuska zglobno oslonjena,

a=50
H=1
E=2-106

F=100

ploa, opteredena trans-

R=4.953
L=5.175
H=0.094
E=10.5-106%
=0.3125
F=100

a=78.49
R=265.851
H=9.945
E=6895
=0.3
F=5-10%

opteredena vertikalnom
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oy
3 '2'
. : R=40
26 0
’7 g 9 .
2" 5 H=0.5bH
2/ 23 < 20
16/ 19 . E=2- 106
17 18 15
n 14 0 =0.3

ﬁ
——
8“'\

Sl1. 7. Pritisnuta polulopta

21!

H

S1. 8. Cilindriédni krov, kontinualno optereden

ZapaZeno Je da Jje ustvari problem kako inegraliti matrice
krutosti koje odgovaraju deformaciji a33,a ne kakvu interpolaciju

izabrati za napon S33 po debljini 1 juske.

U daljem tekstu su dati numeridki rezultati pomeranja svih
Evorova u mreZi za primere 1, 3 1 5, dobijeni sa varijantama
nunericke integracije la i1 3a, jer rezultati za ove dve varijante
ne odstupaju mnogo, pa moZ%e da se smatra da je 2za ove primere
numeriZka integracija napona S33 odgovarajuéa i da kroz njih moZe

da se prati uticaj promene debljine ljuske,QE.
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DRUGI DEO: NUMERICKE PROCEDURE ZA RESAVANJE NELINEARNOG ODZIVA
STRUKTURE U M. K. E. I PRIMERI

1. METODE RESAVANJA NELINEARNOG ODZIVA STRUKTURE
1.1 O nelinearnim odzivima strukture uopste
1.2 Metod zadatog niveoa opteredenja
1.3 Metod zadatog modula pomeranja
2. NUMERICKI PRIMERI
2.1 Greda na dva nepokretna oslonca
2.2 Dvostrana konzola
2.3 UkljeStena, kontinualno opteredéena ploé&a
2.4 Plitka cilindri&na 1juska, kontinualno opteredena
2.5 Konzola opteredena momentom savijanja
2.6 CilindriZna 1 juska opteredena koncentrisanom silom
2.7 UkljesSteni cilindrid&ni luk
2.8 Kalota, bOpteredena vertikalnom silom na sredini
2.9 Pritisnuta ploca
2.10 Pritisnuti cilindar
2.11 Izvijanje konzole
2.12 Torzija konzole

3. ZAKLJUCCI
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1. METODE RESAVANJA NELINEARNOG ODZIVA STRUKTURE

1.1 O nelinearnim odzivima strukture uop3te

.U ovom delu ¢e biti izneti problemi vezani za numeriZke metode za
reavanje nelinearnog ponaanja tankih ljuskl 1 algoritmi kojima
se ti problemi potpuno ili delimi¢nc prevazilaze. Algoritmil su
programirani u FORTRAN-u i primenjeni na 1iznalaZenje karakteri-
stike pomeranje-opterecdenje kod vedeg broja numerilkih primera.

U radu Jje razmatran samo statidki odziv strukture sa nepromen-

Liivim konstitutivnim koeficijentima.

Posebna paZnja je posvedena nalinu odredjivanga kritiénih tadaka
u prostoru po$eranje-optereéenje i postkritiédnom ponasanju
strukture. Ovaj problem su tretirali do sada mnogi istraZiva&i
prevazilazedi ga uglavnom metodama "konstantne duZine luka" i

metodom "konstantnog priraftaja rada spoljasnjih sila’.

Pre nego 8to budu 1izloZene metode refavanja nelinearnog odziva
strukture, bide ukazano na nekoliko karakteristiénih tipova

ronasanja tankih ljuski.

a) Strukture sa "snap-through" karakteristikom

R

ol

B

Sl. 9. Snap-through karakteristika
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Ovakav odziv predstavlja i najvecdi numericki problem Jjer lo3im
izborom poletnog opteredenja 1ili propisanog pomeranja moZe da
dode do gubljenja stabilnosti numericke procedure u ckolini

taaka ekstremuma A 1 B.

b) Strukture sa "snap-back"” karakteristikom

Ri

=1

S1. 10. Snap-back karakteristika

Ovakvo ponaéanje strukture je u osnovi veoma slifno snap-through
problemu. Problem kod ovakvih ponaSanja Jje u tome Sto ne moie,
pri kontroli pomeranja, da se uzme jedna tadka strukture 1 prati
njeno pomeranjé, jer tada dolazi do teZkodéa pri postavljanju
kriterijuma za prevazilaZenje kritiZnih tacZaka. Treba raditi sa
modulom pomeranja da bi se izbegao znak inkrementa pomeranja
pojedina&ne taZke. Ukoliko se radi sa modulom pomeranja, problemi

snap-through 1 snap-back se podvode pod isti metod refavanja

odziva strukture.

c) Strukture sa karakteristikom kolapsa

R

=1

Sl. 11. Kolaps strukture
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Ovakavu karakteristiku nelinearnih problema imaju aksigalno

pritisnute strukture.

d) TaZke bifurkacije u karakteristici strukture

J=d

—
— el —

tacka bifurkacije

=1

Sl. 12. Postojanje taZke bifurkacije

Nastaju najce3ée kao posledica asimetrije geometrije 1ili optere-
¢enja. Dovoljna su veoma mala odstupanja u geometriji ili veoma
malo dodatno asimetriZno spoljadnje opteredenje (tzv. poremecda)},

pa da dode do postojanja tadke bifurkacije.

e) Strukture sa karakteristikom o&vrEdavanja
)

R

<y

S1. 13. Karakteristika o&vr3dcdavanja

Ovakve strukture na izazivaju nikakve numeriZke te3kode pri
iznalaZenju njihove karakteristike ponaZanja, Jjer se re3Savaju
~uobiZajenom Njutnovom procedurom , bilo modificiranom ili metodom

punih iteracija.
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date dve procedure za re3avanje sistema nelinearnih

radu

U sSu

jednaZina strukture formiranih metodom konaZnih elemenata u

prostoru pomeranje-opterecenje. Prva je metoda zadatog prira-

Staja spoljaZnjeg opteredenja, koja ustvari predstavlja Njutnovu

proceduru primenjenu na sistem nelinearnih jednafina kona&nih

elemenata. Druga je metoda zadatih priraitaja pomeranja, koja

omogudava reSavanje problema izvijanja. U oba slulaja Jje prime-

njen metod totalni LagranZ.

1.2 Metod zadatog nivoa spolja3njeg opteredenja
R AR
¢ a)
2 1
N v T
) < N
R}"Rz ~ - A !
2
S ‘E // 2 b)
Soz i
. Uar o
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B Uoz |
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Sl. 14. Sematski prikaz metode konstantnog opteredenja u koraku
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Na sl. 14. je dat Zematski prikaz iteriranja za konstantni korak

opteredenja. U ovom sluZaju numerifka procedura obuhvata sledecde:

1) Sracdunavanje matrice krutosti

PoloZajna matrica krutosti se raZuna prema izrazima (5.3) 1 (5.4)
za prvu iteraciju u svakom novom koraku (modificirani metod), za
prvih m iteracija (delimi®dno modificirani metod) 1ili u svakoj
iteraciji (metod punih iteracija). U po&etnoj konfiguraciji je
ova matrica oznaZena sa [Koi]. U svim daljim oznafavanjima prvi
indeks oznadava iteraciju (nulom je oznaZena prva iteracija), a

drugi korak opteredenja.

2) ResSavanje jednadine strukture
U poZetnoj konfiguraciji je:

[Knl]-ua1=R1 R o - I O
gde je Ri zadatl nivo opteredenja u prvom koraku. ReZenje sistema
Je vektor pomeranja uo1;1 koji predstavlja linearno resSenje 1

ujedno prvu aproksimaciju u nelinearnom procesu.

y
3) Provera veli&ine linearnog re3enja

HDa bismo bili sigurni da se radi o malim pomeranjima i rotaci-
jama, Sto Je 1 pretpostavljeno pri izvodenju matrice veze
deformacija-pomeranje, uveden je kriterijum nivelisanja podetnog
spoljasnjeg opteredenja 1 to tako da maksimalno pomeranje ne bude
vede od polovine debljine ljuske, a isto tako da ne bude manje od
tredine debljine 1juske, da se ne bi nepotrebno i%lo sa vrlo
sitnim korakom. Ovakav kriterijum nalazimo i kod drugih autora

{R.D. Wood, E.N. Dvorkin itd.) i on ne predstavlja neki egzaktni
kriterijum koga bi se moralo pridrZavati u svakoj situaciji, ali
Je jedna preporuka koja u vedini slulajeva moZe dobro da posluZi
kao orijentacija pri izboru poZetnog spoljasinjeg opteredenja.

Znaéi,

WX

H
S-uﬂ 5"2_, icinnu--tiitttll-tniiiltittoiiillii'(s'z)
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gde je H debljina ljuske, a us najveéi ugib u strukturi.

4) RaZunanje unutradnjih sila

Na sl. 14. unutradnje sile su oznalene sa Sol.

4a)'ﬁa§unanje napona po jedinici duZine

Da bi se izratunali ovi naponi, koji moraju da se izralunaju i
kadg se raZ%una geometrijska matrica krutosti, najpre se racunaju

komponente membranske, savojne 1 smi%uce deformacije, date

respektivne relacijama:

€= = [B1]-u (odgovara deformaciji aas) ....... (6.3.1)
€p = :Eﬁ]-{:} (odgovara deformaciji Bas) +...¢... (6.3.2)
€s = [Eﬁ]-{:] (odgovara deformaciji Ga) ..coe..s (6.3.3)

gde su matrice [Ei]r (i=1,2,3) raZunate prema (5.1) u tzv. sre-

: C.. 1 . , .
dnjoj konfiguracijgi (x=x01+§u01), a vektori u i ¢ su ustvari uoi

i go1 za prvu iteraciju u prvom Kcraku.

TraZeni naponi N¢B, MeR, Ve, oznadeni sa

NT=[NLl 2N12 N22] ,......... e (6.4.1)
MT=:M11 ZMIZ Mzz: & % &% & & B B B & 4% 4 = & 4 ¥ @ & ¥ # 8 ¥ * ¥ ¥ 0 (6-4;2)
vr=fvis  vZ3] ..., e C e st (6.4.3)

su dati relacijeama (4.23), (4.20) i (4.21), respektivno, t).
predstavl jaju proizvod matrice elastinosti i1 deformacije.

4b) Ra&unanje vektora unutrasnjih sila

RaZunanje unutrasnjih sila se 2za (H=const) svodi na povrSinske
integrale:

Su =s'[ [B1]T -NdS

Sy = j[ﬁé]T-MdS
S

Ss =SI[BS]T‘VdS
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Ovde su [Bi]T matrice veze date izrazima (5.1}, ali sada u

tekudoj konfiguraciji (x=xo01+uo1).

Ukupne unutradnje sile u elementu se dobijaju sabirajudéi Sa,
Sb i- Ss po pomeranjima za svaki &vor, a zatim slaZudéi ove sile
po elementima, kako je to uobifajeno u M.K.E. Na taj nafin se
dobija vektor unutraZnjih sila 2za svako slobodno pomeranje u
Evoru. Ovaj vektor je ureden na 1isti nacdin kako su uredene 1i
spoljasnje sile, tako da mogu direktno da se sracdunaju neuravno-

teZene sile.

5) Racunanje reakcija

RaZunanje reakcija ustvari predstavlja racunanje unutrasnjih
sila, ali za ogranifene stepene slobode u €voru. Kada se nadu
komponente sile u &voru {(Sx,Sy,Sz,Mx,My,Mz) za slobodna pomeranja
 se formira vektor unutras8njih sila, a za ogranilensa vektor

reakcigja.

6) RaZunanje neu;avnoteﬁenih sila
NeuravnoteZene sile predstavljaju razliku spoljasSnjih 1 unutra-
$njih sila za svako slobodno pomeranje, tJ.

&Sol=m_801 nr--agnnai----.t----t-.-------.;.--.;-.(6-5)

7) Ra&unanje modula neuravnoteZenih sila

U vektoru neuravnoteZenih sila ASe1 se najpre izvrii razdva-
jJanje na sile 1 momente, a zatim se 1zracduna moduo Jjednog i
drugog dela vektora posebno i uporedi sa modulima spoljadnjeg
optereéenja od sila 1li momenata. Odnos odgovarajuéih modula
treba da bude manji od zadate male veli€ine €. Uobi&ajeno je da
se € krede u granicama 0.01+0.05 1 predstavlja toleranciju za

neuravnoteZene sile.

U radu je kao kriterijum konvergencije uzimano da bude manji od €

onaj moduo neuravnoteZenih sila, za koji je moduo spoljadnjih
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nule. To zna&i, da ako Je struktura opterecdena samo silama ili
samo momentima, onda je merodavan moduo neuravnoteZenih sila,

tj. momenata, respektivno.

Ako je u prvo) 1iteraciji kriterijum tafnosti zadovoljen, tj.
I SOlI<E w & 4 & 4 = 5 ¢ 2 8 ¥ 4 ¥ F F 8 F & W & 9 4 F =& & = % B * B & ¥ & % 4 % * 3 t‘(slﬁ)
startuje se sa novim korakom, a ako nije, sa novom iteracijom u

istom koraku.

8) Nova iteracija. Rafunanje prirastaja pomeranja.

Ukoliko kriterijum konvergencije nije =zadovoljen, neuravnoteZene
sile postaju spoljasnje opteredenje u drugoj iteraciji. ReZava se
Jednadina strukture:

[Ky ] -Au, =4S, ili (K, ] Auy, =48,

iz koje sledi prirastaj pomeranja od dejstva neuravnoteZenih

sila.

Ako se radi potpunom Njutnovom metodom onda se u poloZaju
X01+uoi, tgkuéa konfiguracija, rauna nova matrica krutosti
[Kll], a ako se radi modificiranom metodom Njutna, matrica
krutosti [K01] se zadrZava u svim iteracijama tekudeg (ovde
prvog) koraka. Neki primeri pokazuju bolju konvergenciju potpu-
*nim, a neki modificiranim metodom, pa Jje zato u programu osta-
vljena moguénost izbora potpunosti metode od 1 (modificirani
metod) do ukupnog broja iteracija u koraku opteredenja (potpuni

Njutnov metod - full Newton).

Ukupne pomeranje na kraju druge iteracije je:

u,,; =u,, tAu,,

Sa ovim vektorom pomeranja se ponavl ja postupak od taZke 4 s tim

1

~ 8to je sada srednja konfiguracija X = x01+§u11, a krajnja

X = Xo1t+tu11.
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Ako postupak konvergira, on se ponavlja dok se ta&nost ne
zadovolji. Pritom se srednja konfiguracija uvek ra&una u odnosu

na poletnu, S$to odgovara principu totalnog LagranZa.

9) Pradéenje konvergencije

Ako se pocletno optered¢enje odabere tako da je ugib mali; nema
znatne razlike u brzini konvergencije sa varijantama od modifi-
cirane do potpune metode. Medutim, ako je pomeranje uoi znatno,
neophodno je bar u drugoj iteraciji sraZunati novu poloZajnu
matricu krutosti da bi se obezbedila konvergencija reZenja. Ovo

Je evidentno na sl. 14, kriva b).

U radu je moduo neuravnoteZenih sila u svakoj iteraciji uvek
uporedivan sa onim iz prethodne iteracije, da bi se sagledao
njegov tok. Ukoliko je on opadajudi, to zna¥i da postoji konver
gencija, a ako nije, onda treba pcnbviti korak 1ili sa manjim
spoljagnjim opteredenjem 1li sa nekom varijantom delimi&no

modificiranog ili metoda punih iteracija.
7

10) Novi korak opteredenja

Kada se prelazi u naredni korak opteredenja, najpre se u po&etnoj
tatki koraka (Ai na sl. 14) sraduna nova poloZajna matrica
-krutosti i njoj se doda geometrijska matrica krutosti (relacije
5.11%5.13) i sa tom ukupnom matricom krutosti se ponavlja ved

opisani postupak iz prvog koraka.

Za korak J i iteraciju j u njemu, ceo postupak bi mogao da se

prikaZe slededédim algoritmom:
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I uaﬂ=0
l J=1 g=0
-1
! ujJ=[K+KG]jJ‘R <
> lukul = uAJ_1+uJJ
{ - 1
ijHE(ukun+xﬂl)
I |
I ‘sz[B] b,
xJJ- (ukun xﬂl)

Sl. 15. Algoritam metode sa konstantnim opteredenjem u koraku
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1.2 Metod zadatog modula pomeranja

1.2.1) Uvodne napomene

Njutnova procedura opisana u 1.1 nije efikasna za probleme
izvijanja koje prati promena znaka determinante matrice krutosti,
tj. postojanje taCaka ekstremuma u dijagramu pomeranje-opterede-
nje. Slika 16. jasno 1lustruje nemogudénost procedure sa fiksnim
opterecenjem u koraku u reZavanju problema 1zvijanja, tJj. u

pradenju ponasSangja strukture u zoni postkriticnog opterecdenja.

Py b)
R 7
¢
R1
u u

Sl. 16. Neefikasnost Njutnove metode u stacionarnoj tadki

Ovaj problem je mogude prevazicé¢i promenom koraka opteredenja u
ﬁokolini talke ekstremuma uz istovremeno pradenje znaka determi-
nante matrice krutosti. Umesto konstantnog koraka opteredenja 1
nalaZenja pomeranja koje zadovoljava uslov ravnoteZe, re3ava se
inverzan problem: zadaje se pomeranje 1ili moduo pomeranja nekog
¢vora ili svih &¢vorova u strukturi i traZi se spoljaZnje optere-
cenje sa kojim Jje ravnoteZa zadovoljena. Ovakav prilaz se srede u
radovima nekih autora i teskodéa njegove primene je u tome Sto
zahteva da se propiSe odredeno, a ne bilo koje pomeranje, tj. mo-
duo pomeranja, 1 $to Je nepodesan za praktidnu upotrebu ukoliko
se ne iznade postupak 2za automatsko prevazilaZenje kriti&nog

opterecdenja.




)
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Poznato Jje da se u radovima mnogih autora sredéu metode koje
baziraju na primeni tzv. "konstantne duZine luka"(constant
arc-length) ili "kostantnog prirataja rada spoljasnjih sila”
(constant increment of external work) 1 najfesSc¢e se kombinuju

tako da se daleko od kriti&ne ta&ke primenjuje prva, a u blizini
kritiZne tacke druga metoda. U ovom radu Jje iznet postupak koji
je po konceptu sli&an metodu konstantne duZine luka, ali je
modificiran tako da je primenljiv tokom celog numerickog procesa.
Proradun se odvija u viSe koraka sa promenljivim opteredenjem 1i
propisanim modulom pomeranja za svaki korak. Taj moduo pomeranja
je diktiran tokom numericke procedure, tako da se zadovoljge

kriterijumi taZnosti i stabilnosti same procedure.

1.2.2) Restriktivna jednadina

Ono 8to predstavlja bitnu razliku izmedu metode sa konstantnim
opterecdenjem u koraku i metode sa propisanim pomeranjem, tj. mo-
dulom pomeranja u koraku, Jjeste postojanje Jedne restriktivne
Jednadine u drugom metodu, koja nije simultana jednacinama
strukture, a kojum se izracdunava faktor korekcije opterecdenja 1
pomeranja, iterativno, sve dotle dok se ne zadovolJjili propisana
tafnost za relativno pomeranje 1 za neuravnoteZene sile. Postupak
Je dosta efikasan s obzirom na ¢&€injenicu da se jednadina stru-
hkture [K]*u=R ne remeti; a da Jje restriktivna Jjednadina, koja
se uvodi, algebarska jednaina drugog stepena. Ona se formira u

svakoj iteraciji, tako da se u potpunosti uklapa u inkrementalno-

-iterativnl na&in proracuna.

Za ovaj metod, uz napomenu da se necde ponavljati ono 3to se
podudara sa metodom opisanom u 1.1), faze proratuna bl bile
sledece:

1) Izbor pofetnog opteredenja i nalaZenje linearnog reSenja
Treba formirati matricu krutosti u poldetnoj konfiguraciji, uzeti

proizvoljno opteredenje R i podesiti ga (Ro) tako da se dobije
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maksimalni ugib reda velicine debljine ljuske, tj. tangencijalno

pomeranje ug .

Ovde Je veoma vaZno pravilno izabrati pofetno opteredenje jer od
modula linearnog reSenja zavisli velidina propisanog modula
pomeranja, t). tok cele numericke procedure. U programskom paketu
postoji Jedan faktor kojim se mnoZi spoljasSnje opteredenje na
poCetku koraka, tako da se uvek obezbede mala pomeranja i

odgovarajude Al,

2) NalaZenje inkrementa pomeranja usled neuravnoteZenih sila
Na 1sti nadin kako Jje opisano u postupku za Njutnove proce-
dure, naé¢i unutrasnje sile So, neuravnoteZene sile ASo i pome-

ranja od neuravnoteZenih sila Auo.

3) RaZunanje faktora korekcije opteredenja u koraku

—

RA

Ro
R

]
5
i N
S |

- - -

Sl1. 17. Korekcija spolja3njeg opteredenja prema pomeranju

Do momenta nalaZenja vektora ut+Aue, tj. prve korekcije pomeranja
u koraku, nema dodatne restriktivne jednafine. Ukoliko modul
neuravnotezenih sila, | ASo|, (ovde se wustvari radi svuda o
modulu sila ili momenata, i to ubudﬁée nede biti posebno nagla-
§avano), ne zadovoljava kriterijum

|ASo | < €o-|Ro|

pristupa se izraZunavanju faktora korekcije opterecdenja na
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sledeéi naZin: za vektor pomeranja uo sracdunaju se moduli
translatornih i rotacionih pomeranja cele strukture |uor| i
juor |, tJ.

Alr=|uor |

Alr=|uog |

Prema ocfekivanom nacinu deformisanja strukture, #to se proceni
prema geometriji strukture- 1 vrsti spoljasnjeg opteredenja,
usvaja se da restriktivna jedna&ina bude formirana od transla-
tornih pomeranja ili od rotacionih (zgodno je uzeti pomeranja ako
Je spoljasSnje opteredenje sila, a rotacije ako je moment) ili da
se formiraju dve jedna&fine ako postoje 1 sila i moment kao
spoljaSnje opteredenje,iz kojih ¢e da proizadu dva faktora
korekcige - Jjedan za silu, drugi za moment.U primerima koji su
radeni u ovom radu nije bilo slufajeva da postoji kombinovano
opterecdenje pa su svi radeni sa jednom restriktivnom jednadinom,
tj. koristi se Alr ili Alr, tako da je kori%éena oznaka Al.
Usvojeni 1ili sradunati moduo pomeranja Al predstavlja veli&inu
koju treba dobiti u uslovima ravnoteZe i prema tom zahtevu se
koriguju v;ktor pomeranjga 1 vektor spoljasSnjeg opteredenja
(faktor korekcije x). To zna&i da veé dobijenom pomeranju ui
treba dodati deo tangencijalnog pemeranja, tj. vektor kolinearan
sa uo, tako da taj ukupni vektor pomeranja ima traZeni moduo Al,
tj.:

(W0 +Auo+X-uo )T~ (UOFAUG +X U0 )=ALZ it ittt v eenennsrsensnnssess(T.1)
Iz (7.1) sledi kvadratna jedna&ina po x koja glasi:

X% -uoT-uo+2x- (uo+Auo )Truo+(uo+Auo )T - (uo+Auo })- A1%=0 ....... (7.2)

Ako koeficijente uz x*, x i slobodan &lan oznaimo sa a, b 1 c,
respektivno, jedna&ina (2) postaje:

i T T P O % B
PoSto jedna&ina (3) ima dva refenja, x1 1 x2, to znad&i da se
dobijaju dva vektora pomeranja koji zadovoljavaju uslov {(1). Pri-

hvatljivo reSenje je ono koje ispunjava uslov:
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WoT (U0 +AUO+X-UD ) > O sttt ittt eronennnnsansneseses e e s e s (7.4)
Obja3njenje za ovakav izbor korekcije je sledede:

Ako se posmatra pomeranje jednog &vora, uslov (4) znaZ&i da ugao
izmedju vektora uo i1 vektora uo*=uo+ Auo+x-uoc mora da bude manji

od n/2, tj., kao 8to se slike 18. vidi, da pozitivna

Sl. 18. Izbor faktora korekcije x

vrednost za korekciju x teorijski nije ogranifena po apsolutnoj
vrednosti, ali negativna Jjeste 1 to jednaZinom:

ug *‘Auo

x-|uo| < juo |+ o | tj. -
uo * Aueg”’

x<1+ 2 * & B & ¥ §F B 9% % 4 8 8K & % & * ¥ & % ¥ 5 4 B " 4 B W B ..'.llll'liil'll"(7.5)
| uo |

Uslov (4) Jje ~veoma bitno ogranidenje, Jjer ukoliko on nije

ispunjen, korigovani vektor uwe* dovodi do divergencije reSenja 1
"gubljenja stabilnosti numerifke procedure. Tvrdnja da korekcija x
moZe da bude bilo koji pozitivan broj je sa aspekta korektnog
toka pravca vektora pomeranja ue® i ne zna&i da ée neka velika
pozitivna vrednost da zadovolji i sve ostale uslove tadnosti i

konvergencije koje treba ispuniti.

Ako su oba resSenja istog znaka 1 oba zadovoljavaju uslov (4),
uzimamo ono koje je bliZe tangencijalnom pomeranju, tj. ono

reSenje za koje je proizvod uel - uo* vedi.

Ukoliko reZenja jedna&ine (3) nisu realna, to zna&i da je &lan

koji je posledica neuravnoteZenih sila suviZe veliki i da korak
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treba zapodeti sa znatno manjim opterecenjem. Ova) problem je
prevazidjen sukcesivnim polovl jenjem spolja3njeg opteredenja do
dobijanja realnih reenja. Ako se 1 posle odredenog broja
polovljenja optereéenja ne dobiju realna reSenja, 1ili je konver-
gencija spora, treba 1iéi na metod punih iteracija, kojim se

pouzdanije koriguju neuravnoteZene sile.

1.2.3) Korekcija opteredéenja

Kada je odredjeno korigovano pomeranje, treba 1izvrZiti i kore-
kciju spoljasdnjeg opteredenja. Podto je:

uo * =uo +Auo +x - uo 6ttt s e s e e e s st e s e s e Ea e s et ar s e s e ettt (7.6)
to Jje ekvivalentna relacija, pod pretpostavkom da se matrica
krutosti ne menja {(ona se eventualno menja u poloZaju uo*, alz
za raZunanje novog inkrementa Awul):

Ro* = Ro+AS0+X " R0 v et e intacmsosnscansss R O D
S obzirom daje cilj da se neuravnoteZene sile svedu na nulu, to
znafi da R¢* biramo tako da pretpostavljamo da je ASo=0, pa
sledi da spoljaZ%nje opteredéenje treba korigovati prema relaciji:
Ro* = (1+x)-Ro 2za prvu iteraciju ..veceeecescnsnncsseaas(T7.8.1)
Ri* = R1+x-R; za 1~1 1teraciju .+..cocvesvcassernssserscnass(T1.8.2)
‘U novoj, drugoj iteraciji, spolja%nje opteredenje je Ro* i za
njega se ponavlja potpuno isti postupak kako je +to recdeno u 1.1

za sluZfaj da se ide na slededu iteraciju.

'1.2.4) Provera konvergencije

Svaki put kada se izraduna korigovano pomeranje ui-1* (i-ta
iteracija) raduna se njegov moduo i traZi da relativna greska u
odnosu na korigovano pomeranje iz prethodne iteracije bude

dovoljno mala, tj.

ITio:To I < E Z& Prvu itera‘:iju * % % % B B 4 4% B & 4 & B A & N & 8 B 88 & 8 WS '(6'9"1)
. U - L - -
-l - 1 ui zl— < E Za Ostale (i)Z) tivlil‘lIlliiiiiiliit!li(s'g'z)

|lui-1* |

Na sl. 19. je data 3ema algoritma sa zadatim modulom pomeranja
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Sl. 19. Sema algoritma sa zadatim modulom pomeranja

Druga provera konvergencije 1 tanosti sledi posle izraunavanja

neuravnoteZenih sila i moZe da se pi%e u obliku:

IRo—So| < € za pPrvu iteraciju ... ieee et eessnssossasocass (7.10.1)

|R1_S’.I <EzaOStale iii‘!liitiilil‘llilliiiiii!l.i'iitl(7t10i2)

Kada su uslovi (9) i (10) zadovoljeni u prvem koraku i dobijena
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ravnoteZa za neko pomeranje un*=zun {(korekcija x dovoljno mala),
startuje se sa novim korakom u kome 1imamo Jo8§ 1 geometrijsku
matricu krutosti. Postupak numeri€kih izrafunavanja Jje identicdan
postupku opisanom za prvi korak. Usvalja se da Je opteredenje

Rn* sa kojim Je zavr8en prvi korak, poletno opterecdenje za
drugi. Zahtevani moduo pomeranja Al moZ¥e da se odredi ponovo na
isti na&in kao u prvom koraku, a mo¥e i da se zadrZi onaj moduo
srafunat u prvom. U programu je predviden izbor A1l zavisno od
prirode reSenja kvadratne jednaZine, o Cemu de biti Lkomentara u

numeric¢kim primerima.

Razlika izmedu metoda sa propisanim modulom pomeranja i metoda
sa proplisanom veli&inom opterecenja jeste u tome $to se kod prvog
algoritma svﬁkom iteracijom vracdamo na podetak koraka, tj. pome-
ranje dobijeno u jednom koraku je rezultat pomeranja iz zadnje
iteracije, dok se kod drugog algoritma iteracije sukcesivno

nadovezuju jedna na drugu.

1.2.5) FaktoriZzacija matrice krutosti

VaZan korak pri re$avanju "snaping” i problema izvijanja je
dekompozicija matrice krutosti. Na poldetku svakog koraka,
ukljudujuéi i prvi, vr¥i se faktorizacija tangentne (zbir

poloZajne i geometrijske) matrice krutosti,
[K]=[L] - [Pl s [T cveiii ittt i ittt ronnnaanananeal(T7a1)

u kojoj je [L] donja trougaona matrica sa jediniZnom dijagonalom,
a [D] dijagonalna matrica preko koje se odreduje znak matrice
krutosti. Neparan broj negativnih &lanova u matrici [P] zna&i da
Je matrica krutosti promenila znak, tj. da Jje u dijagramu
pomeranje-opteredenje predena kritiZna taZka. Ukoliko Jje optere-
¢enje pritom promenilo 2znak, onda proces moZe da se nastavi
uobiZajenim tokom. Ukoliko nije, treba smanjiti Al (i srazmerno

tome pocetno opteredenje u koraku zbog brZe konvergencije) i
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ponoviti 1isti korak. Programom Jje predvideno sukcesivno polo~-

vljenje sve dok se ne ispuni uslov:
sgn[K01]-sgnRu1=sgn[KoJ]-sganJ T Y

gde je indeksom 0 oznalena prva iteracija, a indeksima 1 i J prvi

i (J-1). korak, respektivno.

1.2.6) Neka zapaZanja vezana za parametre x i Al 1 njihov znada)
za stabilnost numeriZke procedure
U radovima nekih autora se u blizini kriti¢ne tacke primenjuje
metod konstantnog prira3taja rada spoljaZnjih sila (Dvorkin), dok
drugi u toj zoni preporuluju malo Al, a tokom celog procesa x%1
(Criesfield). U ovom radu je pokazano da Al u okolini kriti&ne
tatke ne mora da bude malo u odnosu na pofetno Al 1 da ne postoji
egzaktno ograniZenje u pogledu apsolutne vrednosti korekcije x
(uslov (4) Jje u tom smislu jedino ogranilenje). Uslov (12) je
veoma vaZan, Jjer ukoliko on nije ispunjen moZe da dodje, kao Sto
e biti pokazano na numerilkim primerima, do vracdanja procesa
unazad po istoj krivoj.
Jo§ Je interesantno zapaziti da u momentu postizanja konvergen-
cije, za reZenja kvadratne jednadine (3) x1 i x2 vaZi:

X1 x2=0

jx1 | +]x2 |=%2
ukoliko se zada da je Al u koraku moduo tangencijalnog pomeranja
u prvoj iteraciji koraka. Ovo se jednostavno pokazuje koriSdenjem
Vijetovih formula, tj.

oI Teuwos x*4+42x-uw0iT-uiag+uiszT -uijg-412=0 <=> ax®+bx+c=0

X1 - X2 < uis®ruig -ALS 0 jer je pri postignutoj konvergenciji
. = == ot nc
a ucs?® *uog3 J Je P P g J g J
luis |* 1, odakle sledi da je jedno od reSenja, n.pr. xi1=0.
_ b , . uiITeuiy 1%
PosSto jJe X1 +x2=-- to e xi1+x2=-2 - ==2——g=-2
a ue3Tfsuoy 1

Ukoliko se ne odluZimo za Al=const. tokom cele procedure, veé ga

ratunamo u svakom koraku kao moduo tangencijalnog pomeranja u




prvoj 1iteraciji, ova relacija izmedu resSenja moZe korisno da
posluZi kao kriterijum konﬁergencije, jer je znatno brZe izradu-
nati zbir reSenja x1+x2, nego iéi kompletnom procedurom, tj: naj-
pre korigovati vektor pomeranja, zatim proveriti znak skalarncg
proizvoda tog vektora i vektora 1z prethodne 1iteracije, pa
izabrati reSenje i korigovati opteredenje 1 najzad nadl neuravno-
teiéne sile i njihov moduo. U situaciji kada se Zeli brzo

reSenje, ovakva provera Jje zadovoljavajuda.

Da bi se u startu svakog koraka izbegli imaginarni koreni
kvadratne jednaline (3), mogucde Jje Al na poletku koraka izabrati
tako da ono bude funkcija pomeranja od neuravnoteZenih sila kojoj
treba odrediti minimum. To Je moguce 1zvestil Jednostavnim
matematickim operacijama polazedi od uslova da diskriminanta
kvadratne jednadine (3) bude pozitivna:

B2 =4 8°C 2 0 vattrenatatan et . (7.13)
Zamenjﬁjuéi koeficijente a, b 1 c¢c,za prvu iteraciju u koraku J
{13) postaje:

[(uos+Auos )T -uos]?-(uosT-uoys )  [(uos+Auos )T (uos+ Auos)- AL*] 2 0O

l.llﬁiilll.l.l.'l'l|ll'Ill|.'li-‘ll.!l“ll'l'il‘l.l.llil!ll"!li&(7i14}

Ako su vektori, Auos 1 uwoy duZine N, tj. ako je N broj slobodnih

pomerangja, razvijajucdl levu stranu nejednaine (l4} dolazi se do
relacije
N N | | _N
Al#2( = > [(un.r)i'(uu.l+ﬁuu.r}j—(uu.l)j-(uo.r-i-AunJ)i)z_j/E(ou)i2
i=1 j=i+1 r=1
# & & 4 & & & 4 B & % & # » & &+ & & % & & & & & & ® ¥ B & 4 °F 2 B & % % * ¥ F 2 4 8 ¥ B ¥ B O 4 2 % & & A % & a & @ (7115}
Uslov (15) omogucdava da se prilikom korekcije spoljaSnjeg

opterecdenja odabere takav moduo pomeranja koji omogudava realna
reSenja kvadratne Jjednafine (3). Prakti®fno, ako se spolja3nje
opteredenje uzme proizvoljno, ne vodeéi raZuna da se dobiju mali

ugibi, pa se usled velikih neuravnoteZenih sila dobiju velika

pomeranja Auos za Al® ée da se dobije veliki breoj koji prakticno
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nema smisla, Jjer to zna€i da je prekorafen moduc pomeranja koji
odgovara kriticnom optefeéenju. Zato Al treba ograniciti takvim
optereéenjem sa kojim se dobijaju realni brojevi za korekciju x i
koje 1izaziva mala pomeranja, ukoliko se radi sa konstantnom
matricom krutosti u koraku, a mogude je icéi i1 sa neito vedinm

pomeranjima ako se radi metodom punih iteracija u koraku.

1.2.7) Izbor stepena modificiranosti metode

§to se tide izbora broja korekcija matrice krutosti u jednom
koraku, koji 1ide od 1 za modificirani metod do nekog proizvol jno
izabranog maksimalnog broja iteracija, zapaZeno je da je konver-
gencija brZa ako se geometrijska matrica Krutosti srafuna samo na
pofetku koraka i1 u koraku menja samo poloZajna matrica krutosti
za metod punih iteracija. Posto se geometrijska matrica krutosti
rafuna preko napona, tj. unutrasnjih sila koje nisu u ravnoteiZi
sa specljaSnjima, pa neuravnoteZene sile mogu da budu énatne, to
se tokom koraka dobijaju nerealne geometrijske krutosti koje
usporavaju konvergenciju 1ili Zak Cine proces numericki nestabil-
nim. Kod nastanki vedih pomeranja, gde su veda i pomeranja od
neuravnoteZenih sila, treba korigovati poloZajnu matricu krutoeosti
bar u jednoj iteraciji, Jer se time dobija u brzini konvergen-
cije. Razliditi numeric¢ki primerli se razlicito ponaSaju u toku
numerike procedure sa istim kriterijumima, o &emu ¢e biti redi
kroz primere, a postojanje te Sarclikestl ponaSanja Jje uslovilo
vecdi broj kontrolnih postupaka u programu nego 3to je to za svaki
od primera poJjedinalno potrebno, da bi se algoritam maksimalno

uopStio 1 bio primenljiv u 8to je mogude vedem broju siudajeva.

- Ovaj metod bi mogao da se prikaZe slededim algoritmom:




60

JJ

-1
Ou;  =[K+Ke ], -AS,,

I b=(u”+AujJ )T "W

cz(ujJ+ﬁujJ)T'(ujJ+AujJ)

I

| ax®*+bx+c=0 '

odabiranje reSenja x

uJJ*-uJJ+Au g¥X-u,
RjJ *RjJ+x-R0J
l J<=J+1 l

S1. 0. %l% ritam metode za
I onsta %nl mﬁduo
pomeranja u koraku
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2. NUMERICKI PRIMERI

1. Greda na dva nepokretna oslonca

Ovo je Jjednostavan primer koji moZe da se nade u literaturi sa
reSenjima ugiba i reakcija oslonaca, tako da Je zgodan za

testiranje. Dimenzije i mreZa su dati na sl. 21.

L L=10
B=0.125
R} g3 5 7 9 11 13 5 17 82 _ Hz0.125
: P ! !
1y /-I 2 | 3 4 5‘*)[6 7 | 8!l9 LIO o(on)c;c Fe3.107
= 4 — 0 2 416 18 20 23 °°
oslopac opterecenje V=0

x 1

sl1.21. Greda na dva nepokretna oslonca

Primer je raden selektivnom integracijom 2x2+1x1. U svim &vorovi-

ma Jje ogranifeno pomeranje ux 1 rotacije gy 1 gz.

a) ReSavanje metodoMzadatog nivoa opterecdenja

Zadata je vertikalna sila R u &vorovima 11 i 12 (2x6.1) koja je
ravnomerno raspodeljena u 10 koraka opteredenja. Matrica krutosti
je radunata za prve dve iteracije svakog koraka'(ovo se odnosi na
poloZajnu matricu krutosti, dok je geometrijska radunata samo u
prvoj). Dozvoljenl moduo neuravnoteZenih sila Jje 5% od spolja-
Enjeg opterecdenja. Za ova) primer Je interesantno napomenuti da
nije mogao da se uradi modificiranom metodom, tj. kada se matrica
krutosti raduna samo u prvoj 1iteraciji. Pri takvom pokusZaju,
moduo neuravnoteZenih sila , koji Jje u prvoj iteraciji prvog
koraka iznosioc 17.44, je u toku 30 iteracija spao na 9.20, Eto je

veoma velika vrednost u poredenju sa modulom spoljaZnjih sila za
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prvi korak (0.863). Kada je matrica krutosti korigovana u drugoj
iteraciji, brzina konvergencije je blila zadovoljavajucéa i1 broj

iteracija za svaki korak je dat na sl. 22,

R} Fy
a)
121
2

It

10t

9}

gi 180
7! {70

&5t 160

5l 150

Lt 140

Ir 130

2t 120
,.? ' {10

_,...-—-"""f

=1

0 001 002 003 00Z 005 006 007 008 009 040 0ff 012 013

S51l. 22. Rezultati metoda konstantnog nivoa opteredenja
a) Vertikalno pomeranje opteredenih &vorovafl 112
b) Bo&na reakcija zgloba u &voru 1

tabela 1.1
korak a) | b)
1 3 4
2 3 4
3 4 4
4 3 2
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Primer je uraden i metodom punih iteracija i u tabeli 1.1 je dat
broj iteracija pri pumom i delimi&nom iteriranju (kolona "a" su

pune iteracije, a kolona "b" delimiéne).

b) Metod zadatog modula pomeranja

Isti primer je raden i metodom zadatog modula pomeranja. Poletna
sila R je odgovarala sili u jednom koraku (2x0.61) pri raunanju

metodom pod a). Zadati moduo pomeranja je moduo linearnog re3enja

500

4001

300

200}

1001

i

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 u

sl. 23. Vertikalno pomeranje &vora 11 u zavisnosti od optere-

cenja - rezultat metode konstantnog modula pomeranja
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pri opterecdenju podetnom silom, tLj. za R=2x0.61, uz1=0.04124,
A1=0.12876. Ovom metodom je radeno radunajuci matricu krutosti
samo na poletku svakog koraka, a konvergencija Jje postignuta jer
Je opteredenje kroz iteracije Kkorigovano, tako da su neuravno-
teZene sile tom korekcijom smanjivane. Na sl. 23 je dat dijagram
pomeranje-opterecdenje u kome Jje naznafen i broj iteracija u
svakom koraku.

Uporedujudi slike 22 i 23 lako Je zapaziti da se metodom zadatog
modﬁla pomeranja u koraku doSlo do znatno vedih pomeranja i
opteredenja, mada se startovalo sa istim poletnim podacima. Raz-
log Je 3to ovakva i ovako opteredena struktura ima karakteristiku
olvr8favanja, a radeno je tako 3to se opteredenje pri kome je
postignut traZeni moduo pomeranja u prvom koraku uzme kao
pofetno opterecdenje za drugi korak, zatim se u drugom koraku sa
njim nade tangentno pomeranje i njegov moduo uzme kao Zeljeni
moduo u drugom koraku 1 tako redom, tako da je moduo traZenog
pomeranja Al progresivno rastao, 8to je dovelo do davanja mnogo
duZe karakteristike pomeranje-opteredéenje, uz pribliZno isti

4
utrosak kompjuterskog vremena.,

Jo¥ jJedan numeriZkil rezultat Jje interesantno konstatovati. Kada
Je ovom metodom radeno sa po@etnim opteredenjem R(2x1.22),
Htj. dva puta vecdim, i naden moduo tog linearnog pomeranja koji
Je usvojen kao traZeni moduo u prvom koraku, dobili su se na
kraju prvog koraka rezultati:

- ugib sredine grede: 0.08355

- opterecenje: 5.484

- potreban broj iteracija za taZ&nost od 5% : 30

Medutim, kada je drugi korak startovan kako je prethodno opisano,

usled relativno velikog opteredenja, a samim tim i velikog
traZenog modula pomeranja za drugi korak, doZlo je do divergen-
cije - korekcija x je rasla, tako da su se za nju u jedanaestoj

iteraciji drugog koraka dobila imaginarna reZenja.
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Ova konstatacija ide u prilog tvrdnji da treba voditi raZuna da
pofetna pomeranja u koraku ne predju polovinu debljine 1juske.
Ovo je u programu regulisano tako Sto se u prvoj iteraciji svakog
koraka maksimalni ugib poredi sa debljinom ljuske i spoljasSnje
optereéenje se koriguje tako da maksimalni ugib u mreZi strukture
bude manji od H/2.

Na poZietku svakog novog koraka odreduje se znak determinante
ukupne matrice krutosti. Ona Jje u ovom primeru uvek pozitivno

definitna.

Na slici 24 je data prostorna konfiguracija poletnog i pomerenog

stanja, a numeritke vrednosti odgovaraju poslednjoj taZki u
dijagramu na sl. 23, tj. dobijeni su metodom konstantnog modula
pomeranja u keraku. Pri crtanju deformisane konfiguracije

pomeranja su uvecdana pet puta.
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2. Dvostrana konzola

Ovaj primer se razlikuje od prethodnog samo po granicnim uslo-
vima. Najpre Jje raden metodom sa konstantnim opteredenjem u
koraku. Sila R Jje iznosila 2x1.22, a dozvoljena neuravnoteZenost
5%. U tabeli 2.1 Jje dat broj iteracija za prvih pet koraka
opterecdenja 1 to:

a) poloZajna matrica krutosti se preralunava u svakoj iteraciji
{metod punih iteracigja)

b) poloZajna matrica krutosti se preracunava u prve dve iteracije
(delimi&no modificirani metod)

c) poloZajna matrica krutosti se prerafunava samo u prvoj, Kkao 1
geometrijska (modificirani metod)

I ovaj primer spada u grupu fenomena "o&vricavanja" strukture i
tokom rada nije bilo nikakvih numeri€kih te8koda niti metodom sa
konstantnim korakom opteredenja niti metodom sa konstantnim

modulom pO?eranja u koraku. Za metod kostantnog modula pomerangja

tabela 2.1
korak a) \ b) c)
1 ! 2 2 4
I .
‘ 2 2 3 4
|
l 3 2 I 3 4
r ' |
I 4 2 3 4
5 2 I 3 3
i | 3

u koraku, Al je birano kao i kod oslonjene grede: u prvom koraku
~je to moduc linearnog refenja, a u narednim koracima moduo

y

tangentnog pomeranja na poletku koraka, s’ tim Sto je pocetno
opteredenje za svaki korak bilo ono iz prethodnog koraka, za koje

je zadovoljena ravnoteZa sa propisanom toleranci jom.
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Determinanta ukupne matrice krutosti Je uvek pozitivno definitna.
Na sl. 25 je dat dijagram pomeranje-opterecenje za oba metoda,

pri &emu Jje radeno sa modificiranim iteracijama, a na sl. 26

zavisnost aksijalne reakcije 1 momenta ukl jeStenja od velidine

spoljasnjeg opteredenja.

R} 109 b)
601.
* metod
konstantnog
401 opterecdenja
o metod
konstantnog
modula
pomeranja
. o0V
(8] fege
.\
201
0 | ‘ 0.10 0.20 u

-1 -

S1. 25. Ugib sredine dvostrane konzole zavisno od opteredenja
- ¥ metod konstantnog opteredenja

- o metod konstantnog modula pomeranja
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Fyl
y Fy 10
2001 /\ X 201
Fy g IR E 8
8
m‘7
1001 101
50 I3
0 10 20 30 40 50 60 R
Sl., 26. Zavisnost reakcija Fy i Mx od spoljaZnjeg opteredenja
(taZke 1+10 odgovaraju istim tafkama na sl. kriva b)

tabela 2.2
korak [ a; b) C) d)
]
1 2 4 3 3
2 2 4 4 4
. 1
3 2 4 4 4 |
I 4 2 4 4 4 |
!
5 2 3 4 4
b 2 3 4 4
7 2 3 4 1 4
| |
8 2 3 4 4 I
9 2 3 4 4
10 2 3 4 l 4
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U tabeli 2.2 je dat broj iteracija u koraku i to za:
a) konstantni korak opteredenja 1 pune 1iteracije

b} konstantni korak opteredenja i modificirane iteracije

¢) konstantni moduo pomeranja u koraku i pune iteracije

d) konstantni moduoc pomeranja u koraku i modificirane iteracije

Na sl. 27 je data prostorna nedeformisana i deformisana konfigu-
racija koja odgovara tadkama 5 1 10 na sl. 25 pri <&emu su

pomeranja uvecana 10 puta.
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3. UkljeStena, kontinualno optereéena ploca

I ovo Jje klasifan primer o&vr8davanja strukture. S obzirom na

simetriju strukture, radena Je Zetvrtina plode,

_‘__JZMMM
2! 22 23 24 25

E a=1000
/
16 17 18 19 ZGE H=2
=5.104
ES Z E=2-10
:{ 12 13 1 15 v¥=0.3
q=10-3
6! 7 8 9 10
Z
1 ) ] ] ¥
H 2 3 4 5
- a/2 _
S1. 28. MreZa i dimenzije plode
Primer )e ra@gn, kao 1 prethodna dva, sa obe metode 1 obe
varijante iteracija (pune i modificirane). PoSto se radi o

ovridavanju strukture, €ija karakteristika pomeranje-opterecdenje
nije suvisSe strma, to je_ﬁazlika izmedu broja iteracija u koraku
za jednu metodu sa punim 1 modificiranim iteracijama neznatna, pa
je na sl. 29. dat ugib centra ploZe za modificirane metode sﬁ
konstantnim opteredenjem i konstantnim modulom pomeranja u koraku
u zavisnosti od specifi&nog opteredenja q. Rezultati su dobijeni

za toleranciju za neuravnoteZene sile od 5%.

Kao i do sada, determinanta ukupne matrice krutosti Je uvek
pozitivna.
Na sl. 30 je data prostorna konfiguracija pofetne i pomerene

strukture na kraju desetog koraka (taZka A u dijagramu na

sl. 29), pri ¥emu su pomeranja uvedana deset puta. U ovom primeru

je Al u radu sa metodom konstantnog modula pomerangja bilo
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konstantno u svim koracima, 8 propisano je kao moduo linearnog

reSenja (prvi korak, prva iteracija).

(4)

601

501
(4)

4@.

{4)

(4)

(4)

10 A 1o resenje
A (5]

Lr
ﬁ'
n
L .

Sl1. 29. Ugib centra ukl jeStene ploZ%e u =zavisnosti od speci-
ficnog qptereéenja
- o metod konstantnog koraka opteredenja

~ ¥ metod konstantnog modula pomeranja
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kontinualno opteredene plo&e

30. Pofetna (levo) i deformisana {(desno) konfiguracija
ukl jesStene,

S1,



4, Plitka, cilindri&na ljuska, kontinualno opterecena

R=2540
[ Y] N 254
13 14 15 16
/ 6=0.1
7 a/ 9/ ,O . H=0.3175
/ / - E=310275
! 2 3
— 4 _,5 ¥=0.3
*w Ny
ol —— &

Sl1. 31. Plitka, cilindri&na ljuska, kontinualno opteredena

¥
Na sl. 31 Jje prikazana <Cetvrtina plitke, cilindri&ne 1ljuske pod

ra#nomerno raspodel jenim vertikalnim opteredenjem. I o©ovaj primer
ima karakteristiku o&vrscdavanja. Najpre je raden sa konstantnim
. korakom opteredenja i1 rac¢unanjem matrice krutosti samo na podetku
koraka. Za gq=0.05 (specififno opteredenje po Jedinici povriine u

jednom koraku), dobijeni su rezultatidati u tabeli 4.1.

tabela 4.1
korak |br. iter ugib wi opter.l
1 3 0.06112 q
2 5 0.14559 2q |

3 14 | 0.32222 | 3q
|
4 - ~ 1q |




76

U éetvrtém koraku je doslo do divergencije i u osmoj iteracijli su
pomeranja pre3la u zonu "overflow'". U drugom pokuSsaju je samo
smanjen korak opteredenja pet puta {(gq=0.01). Za prvih 15 koraka
se do8lo do wugiba 0.32294, a u sledecem,3esnaestom,se broj
iteracija povedao na 9, pri Zemu je na kraju koraka dobijen ugib
0.41540. U sedamnaestom koraku dolazi do divergencije, moduo
neuravnoteZenih sila raste (mada 2znatno sporije Jjer Jje sitniji
korak opteredenja) i proces se prekida dostizanjem predvidjenih
30 iteracija. MoZe da se zaklju¥i da bi dalje smanjivanje koraka
u cilju postizanja konvergencije dovelo do veoma malog koraka u
blizini prevojne taZfke (sl. 32) i da to nije nadin da se ta taZka
prevazidje. Zato je sa istim opteredenjem po koraku (0.01) broj
iteracija u kojima se prerafunava matrica krutosti povedan na 2,
tako da Jje prevojna tafka u dijagramu pomeranje-opteredenje
prevazidena korekcijom matrice krutosti (sl. 32.a).

Kada Je 1istl primer radjen metodom sa konstantnim modulom
pomeranja u koraku, konvergencija Jje postignuta sa modulom koji
odgovara lingfrnom tangencijalnom pomeranju pri specific¢nom
opteredenju g=0.05 i sraunavanjem matrice krutosti samo na
pogetku koraka. Ti rezultati su prikazani na sl. 32.b, gde je na
svakom luku, koji odgovara jednom koraku, naznaden 1 broj
iteracija koji je bio potreban da moduo neuravnoteZenih sila bude
manji nego 5% od modula spoljasnjih sila.

Na sl. 33. su date reakcije duZ ukljeStene ravne ivice cilindra,

a na sl. 34 prostorna konfiguracija po&etne i pomerene konfigura-

cije, koja odgovara tafki A na sl. 32.b.
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Sl. 32. Ugib centra ljuske u zavisnosti od opteredenja po
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a) konstantni korak opteredenja
b) konstantni moduo nwomeranja u koraku
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5. Konzola optereéena momentom savijanja

4! J 5 7 9 1 13 5 17 19 ] ‘Ql __yL=10
7z § 8 10 12 14 16 18 =20 22 *’ b=0.1
L H=0.,01
X E=1.2- 106
o =0

Sl. 35. Geometrija i mreZa konzole

Ovde se radi o veoma tankoj 1ljusci koja Jje 1zloZena velikim
pomeranjima. Kada Jje radeno metodom sa konstantnim korakom
opteredenja, sa momentom Mk=0.628-10-3 po koraku, dobijeno je
linearno reSenje za ¢&vorove na kraju konzole (21 i 22):

- ugib: 3.1416 ’

- f;tacija oko x-ose: 0.62832

Ako bi se i1 ovde po8tovao kriterijum o velifini uglba u odnosu na
.debljinu 1ljuske, trebalo bi da se radi sa veoma malim momentom,
Sto bi imalo za posledicu veliki broj koraka opteredenja i veliko
ratunarsko vreme.

Prvi pokuSaj Jje bio da se samo na podfetku svakog koraka racunaju
i poloZajna 1 geometrijska matrica krutosti. Pritom se dobilo da
reSenja ne konvergiraju, jer se na kraju prve iteracije dobijaju
veoma velike neuravnoteZene sile &iji je red veliZine 10% puta
veéi od reda veli¥ine spoljadnjih sila. Ove neuravnoteZene sile
izazivaju velika pomeranja, tako da se kroz nekoliko iteracija
dode. do tzv. "overflow" problema na ra&unaru, pri Eemu nije

moguce nastaviti numerifku proceduru. Kada se preSlo na pune

iteracije, pri &emu je kao i dosad korigovana samo poloZajna
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matrica krutosti, postignuta je konvergencija i dostignuta
tagnost od 5% 2za neuravnoteZene sile u sedmoj iteraciji. S
obzirom da se ovde radi o velikim pomeranjima i velikim rota-
cijama bilo Je interesantno videti utica] geometrijske matrice
krutosti kroz iteracije. Na osnovu dobijenih rezultata moZe da se
izvede =zakljuZak da Je konvergencija brZa ako se geometrijska
matrica krutosti ne formira u svakoj iteraciji, ve¢ samo na
poZetku koraka u ravnoteZnoj tadki, jer neuravnoteZeni unutrasnjgi
naponi zahtevaju dodatan broj iteracija. Metod konstantnog koraka
spoljainjeg opteredenja funkcioniSe do kritiZ€ne tadke, tj. dok je
zadovol jen uslov w>v, gde su sa w i v oznacena pomeranja u pravcu
osa z 1 y respektivno. U zoni wxsv konvergencija je veoma spora 1
traZena ta®nost nije dostignuta ni u predvidenih 30 iteracija, a
dalje povedéanje broja iteracija i nema smisla jer moduo neuravno-
te¥enih sila osciluje oko neke vrednosti. U okolini kritiéne
tafke nije efikasno smanjiti korak opteredenja i raditi i dalje

sa konstantnim opteredenjem u koraku, Sto je tlustrivano dijagra-
M
10M; det [K]<0

9M;
8M;
7M;
6 M}

5M;

il A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 wy

S1. 36. Pomeranja konzole u zavisnosti od momenta savijanja
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mom na sl. 36. Pomeranja prikazana na sl. 36 su dobijena sa
korakom opteredenja M1=0.314-10-3 (korak je smanjen dva puta). U
prvih devet koraka ukupa matrica krutosti Jje na poZetku svakog
koraka pozitivno definitna, dok Jje na poletku desetog (najvisa
tatka u dijagramu na sl. 36), determinanta matrice krutosti

negativna.

Na sl. 36. su prikazana pomeranja w i1 v za tacke na kraju konzole
zavisno od spoljaSnjeg momenta M, pri Cemu je za svaki korak dat

i broj iteractija sa kojim je postignuto |6M|/M<5%.

Prese&na tadéka krivih pomeranja w i1 v Jje oznacena kao kriticna
tadka i dalje od nje ovaj problem prelazi u grupu "snap back”
prblema i reSava se metodom sa konstantnim modulom pomeranja u
koraku. S obzirom na d&dinjenicu da su specififnosti vazane za
"snap through" i "snap back" probleme iscrpno opisane u narednom
primeru, to se ovde nede ic¢i dalje od pomenute kriticZne talke, uz
napomenu da razvijenit metodoloéki postupak 1 algoritam daju

rezultate i daljim povecavanjem opterecenja.

Na sl. 37. je prikazana nedeformisana i deformisana konfiguracija

u trenutku kada determinanta matrice krutosti menja znak.
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6. CilindriZna ljuska, opteredena koncentrisanom silom

/4 sliobodno
16 R=254.
L=25.2
n
" E=310500
/6
7 H=1.27 (0.
F b (0.635)
1 . - V=0.3
2 .
3
£ Q
Q-
oslonjeno

Sl1. 38. Geometrija 1 mreZa 1 juske

Ovo je primer ponaZanja ljuske sa "snap through" karakteristikom.
Po%to i u radovima drugih autora mogu da se nadu primerl nelinea-
rnog ponaSanja sa istom karakteristikom -Riks, Ram(Ramm) i drugi-
to su za prevé;ilaﬁenje stacionarne tac¢ke u dijagramu pomeranje-
optéreéenje koriscdena 1 njihova iskustva, pa su u tom smislu
u€injens slededéa ogranicenja:
. -usvojeno je da korekcija opteredenja bude |x|<1.2 na polZetku
koraka, Sto Je regulisano smanjivanjem spolja3njeg opteredenja
prema relaciji

Rk=(1.2-R)/x
gde je R poletno opterecdenje u tekudem koraku, jednako optere-
¢enju za koje je postignuta ravnoteZa u prethodnom koraku, Xx
dobijeno reSenje za korelciju u prvoj) iteraciji, a Rk hovo,
korigovano opteredenje. TraZeni moduo pomerangja Al je za korak 1i
ratunat prema relaciji

Ali =(Alp ‘Ri-1)/Ro
gde su : -Ri-1, opteredenjye sa kojim Jje postignuta ravnoteZa =za

prethodni, (i-1). korak
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-Ro, poZfetno opteredenje za prvi korak

-Alp, moduo pomeranja za linearno re3enje sa opterece-~

njem Ro
ReSavanje interaktivnim izborom modula pomeranja i1 opteredéenja

Po¥to se iz reSenja ovog primera od strane pomenutih autora vidi
da je kritiZ%no opteredenje =550 (ovo je Zetvrtina opteredenja,
jer je radena Zetvrtina strukture zbog simetrije), to je Al za
prvi korak uzeto kao moduo linearnog refenja u pocetnoj konfigu-
raciji pri ovom opteredenju, Jjer je ugib opterecene talke <H/2,
tj. w=0.54927<H/2=0.635. Medutim, moduo ovog linearnog re8enja je
dosta veliki, tako da kritiZ%na taZka nije mogla da se prede sa
predvidenim brojem iteracija, koji je bio 10, i sa Ali raZunatom
prema navedenoj relaciji. Rezultat za prva dva koraka, koja su se

zavrZila normalno bez ikakvih dodatnih intervencija je bio:

T tabela 6.1.1

H
korakjiter. ugib Ri Rkuam Al
. 4 4
1 5 |o.s5706]-550.0|-394.4]1.38322=41,
l 1
2 _6 I0‘93328 _39404l_53801 Otg-ﬂlp
L | 1

Poito se po rezultatu Rkum vidi da je opterec¢enje blisko kriti&-
nom i da bi se , ako se treéi korak po&ne sa opteredenjem 143.65
koliko je ono iznosilo na kraju drugog koraka, dobila korekcija
x>>1, to Jje ovo opteredenje smanjeno pet puta, pa je rezultat
trecdeg koraka:

tabela 6.1.2

korakliter. ugib I Ri Rkua Al

3 4 1.0506 l-28.73.-547.4 0.1-A4lp
!

7a Eetvrti korak je uzeto da moduo pomeranja bude pet puta manji
nego za tredi, a pol&etno opteredenje Je uzeto kao 1/5 konacnog

opteredenja na kraju treceg koraka, tj. (547.40-538.05)/5=1.868.
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U prvoj iteraciji se dobilo da korekcija treba da bude -10.816,
pa je ona smanjena smanjivanjem opterecenja u odnosu dobijene i

propisane korekcije, tj. 10.816/1.2. Time se dobilo R4=-0.2073 i
sa ovim opteredenjem, kao poletnim za &etvrti korak, ovaj korak

Je uspesno zavr$en sa sledeéim parametrima:

tabela 6.1.3

[#orak iter. ugib Ri Rxum 1

l 3 4 1.0506 {-28.73|-547.4| 0.1- 1p

i

Uporedivanjem tredeg i Zetvrtog koraka moZe da se uo&i da se
ukupno opteredenje smanjilo, Zto zna&i da je stacionarna ta&ka
prevazidena. Tome u prilog ide i tvrdnja da je determinanta
matrice krutosti promenila znak.
Sledeéi, peti korak je staftovan sa R5=1.096 (opterecdenje sa
promenjenim znakom, za koje' Je postignuta ravnoteZa u &etvrtom
koraku), a Al je povedano na 0.05 Alp. Medutim, u slededem
poku¥aju je smanjeno na Als=0.005 Alp zbog velike korekcije x,
koja nije mogra da bude smanjena smanjivanjem opteredéenja.

Preostali koraci su zavr3eni sa negativnom determinantom matrice

sistema 1 sledeéim parametrima

tabela 6.1.4

korakliter. ugib Ri Rkum Al

5 2 1.1227 .1.096 ;-544.61F0.005ﬂlp
- |

! 6 | 2 1.5449 |1.689 |-540.99| 0.01Alp

| 7 3 1.1982 I3.623 !—533.48: 0.02Al1p
8 l 3 1.2619 |7.504 —516.43. 0.05Alp
9 | 4 1.3420 |17.06 —482.861 0.1Alp

10 [ 6 1.4872 |33.57 .-380.36 0.5Al1p

Dozvoljena neuravnoteZenost je iznosila 5%. Navedeni rezultati su




87

predstavljeni krivom na sl. 39.

Na ovom primeru se vidi da numericku proceduru treba optimirati
sa gledi3ta izbora koraka opteredenja 1 propisanog modula

pomeranja i automatizovati u opsStem sluaju gde Jje ponaSanje

strukture nepoznato.
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Sl. 39. Ugib opteredene talke zavisno od sile (Cetvrtina ukupne
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Sl. 40. Ugib opterec¢ene ta&ke pri Al=const.
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Automatizacija postupka

U cilju automatizacije postupka, analiziran Je izbor opterecenja
i modula pomeranja 1 njihova medusobna zavisnost.
U slu€aju kada postoji konvergencija u koraku, u momentu kada je
ravnoteZa zadovol jena, vaZede reSenje kvadratne jednadine teZi
nuli. To znai da slobodan &lan ¢ teZi nuli, tj.

(uj +au;i )T - (uj +Au; )-Al? -0
Ako je ravnoteZa zadovol jena pomeranja od neuravnoteZenih sila
su zanemarljiva u odnosu na pomeranje u koraku, tj. |auj|<<|uj|,
pa u tom slucaju moZ¥e da se pide:

ujT-u;-Al? —0
To znai da se najbrZa konvergencija postiZ¥e ako se za Al izabere
moduo tangencijalnog pomeranja u koraku, a opteredéenje za korak
uzme tako da je moduo pomeranja od neuravnoteZ®enih sila manji od
modula tangencijalnog pomeranja. Malo 81 ili malo opteredenje u
koraku Ri ne obezbeduju brzu konvergenciju ukoliko nisu usklade-
ni. Ovo Jje praktiéno provereno polovljenjem parametra Al pri
nekom opteredenju za koje se dobija mali ugib, zatim polovljenjem
i 41 1 AR i na kraju samo polovljenjem opteredenja i numeriZki
potvrdeno podacima dobijenim za korekciju x i broj iteracija u
prvom koraku zapodetom sa R=-300 (ugib opteredenog d&vora je
iznosio 0.29960). Na osnovu tangencijalnog pomeranja je izradu-
nat moduo pomeranja u poletnoj konfiguraciji, Alp=0.40904. Ugib
usled neuravnoteZenih sila u opteredenoj ta&ki Je 1iznosio
-0.03851, 3to znaZ&i da Al potpuno odgovara zadatom opteredenju.
Menjanjem traZenog modula dobijene su vrednosti za korekcije x i
za broj iteracija pri taZnosti od 5%, date tabelom 6.2.
Rx je LkonaZno opteredenje u koraku sa kojim je zadovoljena
taCnost, a x1 vrednost korekcije u prvoj iteraciji. Po3to je bilo
predvideno 20 iteracija, za modul Alp/16 nema rezultata za
opteredenje na kraju koraka jer nije =zadovoljena propisana

tafnost ni u dvadesetoj iteraciji. U okolini stacionarne taZke,
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koja je 1 teZiste ove analize, utvrdeno je sledede: par (Al,Ri)
ne mora da bude izabran tako da korekcija x ne bude mnogo veca od
1, pa je stoga prethodna granica 1.2 pomerena na 10. Pritom su se
dobila reZfenja u okolini stacionarne taXke sa znatno vedim

modulom pomeranjalkl i sa relativno malim brojem iteracija.

tabela 6.2
I Al iter. ugib Ri
| - 1
| Alp | 6 .256911329.2
[ n
| AL l 5 |-.157491251.1 l
]
Alp/2 | 10 [-1.2931|186.0 l
| Alp /4 | 13 [-1.2072]132.0
1 - :

‘ Alp /8 i 18 1-1.1465}1113.0

l Alp /16| >20 —1.1036I -

Korekcija je neSto veCa samo u okolini stacionarne tadke 1 to

treba dozvoliti da se u toj zoni ne bi i%lo sa velikim brojem
!
sitnih koraka, dok je u zoni gde je krivina krive pomeranje-opte-

reéenje mala, korekcija stvarno manja od jedinice.
tabela 6.3.1

| korak|iter. ugib Ri Rxum Al sgn[K] X1
s i I | . |
1 5 -.290731-300.0(-251.15} 0.40904 + -.15766
5 T r
: P S -.560751-251.1|-416.43 " + -.40444
| | 4 -
3 5 |-.80541)-165.3)-510.99] = + |-.53149
| 1 |
i 4 5 |-1.01981—94.561-546.52 Iy + -,88937
}
5 7 —1.1999‘*35.53 -533.13 " - {-4.6097
T— ¥
6 5 ~-1.3446; 13.38 -431.52i T - 1.7685
7 | 6 |-1.4592[ 51.61|-404.34] - l .39978
| #
8 5 -1.5569] 77.18|-316.09 W - | .11645}
J
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Prve.korekcije karakteristike strukture date na si. 39 bile su u
tom smislu da se parametar Al drZi konstantnim tokom celog
numeriXkog procesa, a da se poletno opteredenje u koraku smanjuje
ukoliko su reSenja za Lkorekciju opteredenja x velika (xwax=10).
Pritom je taZnost bila 5%, a radeno je modificiranom metodom.

Ti rezultati su dati u tabeli 6.3.1.

GrafiZdki prikaz ovih rezultata je dat na sl. 40.
Kontrola spoljasSnjeg opteredenja preko neuravnoteZenih sila

U program Jje ugraden Kkriterijum da pomeranja od neuravnoteZenih
sila u prvoj iteraciji svakog koraka budu manja od tangencijalnog
pomeranja u svakom koraku. Ako to nije slucdaj, opterecenje se
polovi dok se ne zadovolji ovaj kriterijum. Dobijeno opteredenje
se uzima kao poZetno za ta]j tekuc¢i korak i modﬁo pomeranja pri
tom opteredenju daje Al za korak. Ukoliko se Al uzme vede od ove
vrednosti, postoji moguénost da stacionarna talka ne moZe da bude
predena korektno Jjer opteredenje ne promeni 2znak, a matrica

kritosti promeni.

) 4
Indikator proizvoda R-det[K]

Za probleme tipa "snap through"” treba formirati Jjedan novi
parametar koji bi pokazivao znak proizvoda sile u koraku 1
" determinante matrice krutosti. Taj =znak, koji bi se utvrdio u
pofetnoj konfiguraciji, treba odrZati do kraja, pa se stoga on u
svakom novom koraku proverava na pofetku koraka. Ukoliko se u
nekom koraku dobije suprotan znak, to znali da je ravnoteZa u
prethodnom koraku samo formalno zadovoljena, ali sa prevelikim
traZenim modulom pomeranja i da taj korak treba ponoviti sa

manjim modulom A4l1.

U korigcenoj numeriZkoj proceduri Je na pofetku svakog koraka
vrSena dekompozicija ukupne matrice krutosti da bi se nasao njen
znak. Ako je u koraku i:

sign[Kn]-signRo=sign[K1]-signR1 R - PT: Y
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onda se korak (i-1) ponavlja sa dvostruko manjim Al. De3ava se da
se pritom dobiju =znatne vrednosti faktora korekcije x, ali
procedura konvergira, tako da to nije znaZajno i ne bi trebalo
ici na smanjenje bilo modula pomeranja, bilo opteredenja. Optere-
denje treba smanjiti u sluZaju konjugovano kompleksnih ili
velikih pozitivnih re3enja za faktor korekcije x, dok Jje u

sludaju velikih negativnih refenja mogude smanjiti oba parametra.

Program je tako organizovan da ako Jje prekinut usled bilo koje
neregularnosti u toku procesa, moZe da bude nastavljen od tog
mesta uz odgovarajude ispravke 1 dopune. To je iskorifdeno za
nastavak krive prikazane na sl. 40., tj. korake 9315 1iz tabele
6.3.2. U tom nastavku se posle nekoliko koraka dobilo da ukupno
opteredenje i dalje opada (Ri>0}), a matrica krutosti Jje ponovo
postala pozitivno definitna, tj. relacija (6.a) nije zadovo-
ljena. Poito je nastavljeno dalje bez obzira na €injenicu Sto je
uslov (6.a) neispunjen, posledica je bila da minimum krive, koji
o&digledno postoji, nije mogao da bude prevaziden, vec¢ se daljim
radom vracalo unazad i to po istim tadkama, Sto se vidi iz tabele
6.3:.2 i sa sl. 40.

tabela 6.3.2

. |korak|iter. ugib 1 . Ri Rrkum Al sgn[K] X1
9 5 |-1.6567| 88.25|-232.50| 0.40904 - |-.07928
10 |7 |_i.7785] 83.50|-170.83] 1 - 1-.34378
: 11 7 |-1.9356 61.671—149.85 " i, |-1.1508
12 8 |[-1.7785|,20.98{-170.83 ! - |-8.1054
13 6 |-1.6567|-20.98|-232.50 ’ } - | 1.3076
. | |
14 6 |-1.5568}-61.67]|-316.09 ’ - | .29725
| 15 | 5 l-1.4592 -33.59‘4404.34 ; - .03301
| T | i |
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sl. 41. Vracdanje toka prorafuna zbog velikog modula pomeranja

Po3to na podetku dvanaestog, tj. na kraju jedanaestog koraka nije
zadovol jen uslov (6.a), to je jedanaesti korak ponovljen sa Al/2

i stacionarna tacka {minimum) je predena.

Da bi se proverila potpuna automatizovanost procesa, isti primer
je raden jo8 sa dva pofetna opteredenja: umesto -300 stavljeno je
najprs, —-900, a .zatim ~-100. Prvo opterdenje je preveliko jer
prelazi kriti¢no, a drugo Jje dosta ispod kriti¢nog. Medutim,
po3to je kritiZno opterecdenje nepoznato, ovde Je 1skorisScen

kriterijum za male ugibe (H/6<wmax<H/2), na osnovu koga je
pofetno opterecdenje Kkorigovano 1 to: u prvom slucaju faktorom
0.6565, a u drugom sa 3, tako da su prema linearnim reSenjima,
koja su tom prilikom dobijena, sraZfunati moduli pomeranja 1.6102,

tj. 0.41037, respektivno. Na osnovu rezultata za drugi sluZaj (sa

manjim opteredenjem), nacrtan je dijagram na sl. 42, dok su na
sl. 43 date prostorne konfiguracije nepomerene strukture -
sl.43.a), zatim deformisane u stanju prve stacionarne tacke

(maksimum), sl.43.b, druge stacionarne tafke (minimum)-sl.43.c, 1

ugib za stanje na kraju krive, sl.43.d.
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S1. 42. Ugib sredi3ne tacdke ljuske u zavisnosti od opterecenja

(deblji cilindar)
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Tanji cilindar

R
2407

220

2001

180

0.21896

1601

140}

1201

100

X

6O

0.10948

0. 21946

100}

S1. 44. Ugib sredi8ne ta&ke ljuske u zavisnosti od opterecenja
(tanji cilindar)

Na sl. 44 Jje dat ugib centralne tafke zavisno od opteredenja za

tanji cilindar (H=0.635). Na slikama 42.i 44.su wupisani 1 broj

iteracija i moduo pomeranja za svaki korak. Za tanji cilindar je
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.taj moduo smanjivan u okolini stacionarnih tataka, jer nije bila
zadoveol jena relacija (6.a). U ovom primeru je odmah po prelasku
minimuma {(druga stacionarna tafka) do$lo do imaginarnih reSenja
za korekciju x, 8to je prevazideno polovljenjem opteredenja uza-
stopno 4 puta dok se nisu dobila realna reSenja (-11.465), posle
Eega je konvergencija bila zadovoljena 1 za ovu relativno veliku
korekciju, kao i moduo pomeranja (0.21948). U slu&aju imaginarnih
reSenja, programom Jje predvideno uzastopno deljenje opteredenja
pet puta, posle Cega se polovi propisani moduo pomeranja dok se
ne dobiju realna re3enja. Ovaj broj polovljenja Jje iskustveno
dat (2% puta smanjenje) i mogude ga je interaktivno promeniti.

Sa slike 44. se vidi da pomeranje opterecdene tactke menja smer, pa
Je to objasnjenje z8to se izima moduo pomeranja, a ne odredeno

pomeranje u strukturi.
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7. Ukljesteni cilindrigni luk

I ovo je primer "snap through"” fenomena.

R
|
{ E=72395
|
V=0
M
R 4 H=4.7625
™~
}_ 863.6 -
{R/4 2
-
| [ .2 ~ Fx
™~ {

o7

S1. 45. Cilindricni luk, optereden vertikalnom silom

Ovaj primer je raden metodom sa konstantnim modulom pomeranja u

koraku. Sam moduo Al je bio nepromenljiv tokom celog proraduna,
7

a 1izradunat Jje kao moduo linearnog reSenja pri sili R=80.

Brojna vrednost modula je Al=9.515,

Na sl. 46.a) je dat ugib sredine luka zavisno od sile R. Svaki
n;vi korak je oznaden kruZidem i duZ luka koji odgovara koraku je
naznafen broj itracija. Za korake gde nije naznaen nikakav broj
se podrazumeva da Jje u njima bio potreban isti broj iteracija kao

u prethodnom koraku.

Ovaj primer Jje raden po3Stoc Je <ceo tok proraZuna nelinearne
karakteristike automatizovan, tako da nije bilo nikakvih te&kodéa
uz opisane kontrole i égraniéenja.

Na slikama 46.b) i 46.c) su date reakcije uklje3tenja u &voru 18
sa sl. 45., i to: aksijalna sila Fx 1 moment savijanja My =zavisno

od spoljasnjeg opteredéenja R.




99

Na na sl. 47. je prikazana prostorna konfiguracija nedeformisane

strukture i deformisane koja odgovara stanju strukture pri

minimalnoj sili (sl. 46.)

R}

200}

1601

1201

§0%

w01 |,

Sl. 46. Ugib sredine luka, zavisno od spoljadnjeg opterecenja
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Sl. 47. Reakcije ukljeStenja zavisno od spoljasSnjeg opteredenja
a) horizontalna reakcija Fx u &voru 18
b) moment ukljeZtenja My u &voru 18
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8. Kalota opterecdena vertikalnom silom na sredini

e .

a=78.49

os(ohjeno
H=9.,945

E=6.895
¥=0. 3

S1. 48, Sferna ljuska opterecdena vertikalnom silom u sredini

S obzirom na simetriju problema, radena je Zetvrtina kalote.

Za ovaj primer se selektivom integracijom dobija da je resSenje
"mek¥e" nego Eto su u svojim radovima dobili drugi autori
(Bathe,Horringmoe,Dhat,Leicester i drugi). Razlog Jje debljina ove
ljuske. U ovom radu, re3enje je dobijeno numeridkom integracijom
pogodnom 2za tanke ljuske, a po%to se ovde radi o debeloj ljusci,
to je izraZ¥unata krutost na transverzalno smicanje manja nego &to

Je u teoriji debelih 1juski, pa se zato i dobija "mekSe reSenje'.

R

307

20

10|

il B R N —

0 12 3 é 5 6 7 § 9 u

Sl. 49. Uporedivanje linearnog reZenja sa radovima drugih autora
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Na sl. 49. je dato linearno reSenje Kkoje su dobili pomenuti
autori i reZenje dobijeno u ovom radu sa mreZom 4x4 (koja
odgovara diskretizaciji kod ovih autora) 1 selektivnom integra-

cijom 2x2+1x1, koja jJe koriScena i u svim ostalim primerima.

Da bi se reSenje pribliZilo postojeéim rezultatima iz literature,
vrSena je korekcija matrice krutosti transverzalnog smicanja.

Najpre je konstitutivni koeficijent u ovoj matrici mnoZen sa 107
(n=1+4), iz Sega se zakljuBuje da za veliku krutost pri transver-

zalnom smicanju, re3enje teZi reSenju debele 1ljuske.

tabela 8.1
umnozZak ugib
1 7,1922
|

101 5,8779
102 5,7415
103 5,7278

| 7
104 5,7264

Druga moguénost pribli¥avanja reSenju debele 1ljuske je putem
numeri&ke integracije. Pri punoj 1integraciji (2x2+2x2), kod
izoparametarskog elementa sa linearnom interpolacijom , reSenje
je neSto krudée nego kod citiranih autora, tako da Je 1deja bila
da se uvede Jjedan korekcioni parametar za matricu krutosti
transverzalnog smicanja koji bi linearno =zavisio od debljine
ljuske i1 kojim bi se vr#ila linearna interpolacija smiluce
krutosti izmedu repernih numeri&kih integracija-pune i selek-

tivne,tj.

[Ks ] =3[Ksp]+(1"&)[K53]

gde su:
[Ks] - ukupna matrica krutosti transverzalnog smicanja

[Ksil- matrica krutosti transv. smicanja za punu integraciju (2x2)
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[Fas] - matrica krutosti transverzalnog smicanja za selektivnu
integracijgu (1x1)

a - korekcioni parametar

U litefaturi moZe da se nade podatak da se tankom 1ljuskom smatra
ona za koju vaZi L/H225,gde Jje L najmanja dimenzija ljuske u
srednjoj povr8i a H njena debljina. Ako se ovo prihvati, moZe da
se smatra da za tanke 1 juske parametar a treba da i1ma vrednost O
(selektivna integracija), a za debele 1 (puna integracija). Ovo
bi meoglo da se iskaZe linearnom zavisnoidéu:

0,L/H225
a= 25/24(1-L/25H), za 1=2L/H=25

1 za L/H=1

predstavl]ljenom na sl. 50,

al
]1.
'
g1 VY
trodim. telo ‘[__ debela ljuska ._l_tanku ljuska

Sl. 50. Koeficijent korekcije krutosti transverzalnog smicanja
u zavisnosti od debljine 1juske

Posto je u navedenom primeru L/H=8 (zaokruZeno na ceo broj), to
Je parametar a=17/24.
U tabeli 8.2 su dati uporedni rezultati ugiba centralne ta&ke pri

razliditim vrednostima parametra a.
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tabela 8.2
a u
1 5,208
|
17724 5,532
0 77,1922
R
641
561
481
401
s
32}
24t
/ . ..
/. i a=1 {(puna integracija)
161 ]
/, 2 a=17/24
//
/ 3 Horringmoe
3 4 a=0 (selektivna int. )
5 mnoZenje smidudih
krutosti sa 10°%

B . - &

2 2 3 8 0 12 14 6 18 20 22 24 26

<1

Sl. 51. Nelinearna karakteristika ugiba sredine 1ljuske zavisno

od opterecenja za razlidite vrednosti koeficijenta
krutosti transverzalnog smicanja
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Na sl. 51. su date nelinearne karakteristike 1ljuske (zavisnost
ugib centralne talke-opteredenje) za razliCite varijante matrice
krutosti transverzalnog smicanja, koja se preracunava na pocetku
svakog koraka (modificirani metod). Pri tom Jje poletno optere-
cdenje iznosilo 50, a propisana tac&nost 0.01. Moduo pomeranja je
bio konstantan tokom celog procesa, cosim &8to Je u zoni stacio-
narne tacke smanjivan tamo gde promena znaka matrice krutosti i

prirastagja spoljasnjeg opteredenja nije bila usaglaSena.

Jo¥ je interesantno napomenuti da kada je korekcija matrice
krutosti transverzalnog smicanja vriena promenom smidudeg
konstitutivnog koeficijenta, pri velikim vrednostima ovog
koeficijenta (10%) nije bilo konvergencije u nelinearnom pro-
cesu. Ustvari, sa zadatim poletnim opteredenjem R=50 se dobilo
da njegova korekcija x nije realan broj, a smanjivanjem optere-
¢enja u prvom koraku na 5, neuravnoteZene sile nisu ispunile
kriterijum taZnosti ni u predvidenih 20 iteracija.

Za vrednost s=103 i poZetno opteredenje 5, stanje se popravilo,
tj- konvergencijﬁ je bila u redu, ali je bilo potrebno mnogo
koraka da bi se dobila traZena nelinearna karakteristika.

Smanjenjem s na 102 nije bilo ovih problema.

12

101

2 2 6 5 0 12 1< ® _® 20 22 2 2 28

Sl. 52.a) Konvergencija nelinearnog reSenja sa gustinom mreZe

pri selektivnoj integraciji
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Na sl. 52.a) i 52.b) je prikazana zavisnost nelinearne karakteri-
stike strukture od mreZe, pri Zemu su rezultati dobijeni selekti-

vnom, tj punom integracijom, respektivno.

Rl

. - . - - . - - - - - -

o 2 4 6 8 10 12 14 16 8 20

Sl. 52.b) Konvergencija nelinearnog reZenja sa gustinom mreZe
pri punoj integracilji

r
Na osnovu rezultata ovog primera se zakljuluje da predloZeni
koﬁaéni element za nelinearnu analizu treba koristiti s posebnom
pafnjom kada su u pitanju debele 1ljuske. Medutim, to Jje zapaZeno
veé i ranije od strane Hjuza (T.J.R.Hughes) 1 KanoknikulZaja
(W. Kanok-Nukulchai) za linearni slulaj. Ovi autori smatraju, kao
Sto je i ovde predloZeno, da u vakvim slufajevima treba koristiti
za finije mreZe punu integraciju, a za grublje mreZe neko srednje

reSenje.
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b) deformisana konfiguracija pri maksimalnoj sili

S1. 54. Sferna ljuska: mreZa 8x8 i puna integracija
a) nedeformisana konfiguractija
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9, Pritisnuta ploca

yi
/2 \F F F F F/2
a=100
| l___J -
1 31 [32 {33 |34 |35 |36 [{=2
E=7200
25 26 27 128 29 30 s(obog’no 0
oslonjeno V=0 . 3
9 20 |21 22 23 | .
U ]
3 74 5 6 17 18
B g o m |12
_' ’ - - i. i
z ! 2 3 4 5 & X

S1. 55. MreZa 1 opteredenje pritisnute ploce

Ovo Jje primer ravne plode, ravnomerno opteredene membranskim
silama koje izazivaju pritisak. Po3to je kod elementa ravne ploce
irnod koordinate 2z vektora poloZaja (x,y,z) po konvektivnim
koo;dinatama elementa (?,*]) jednak nuli 1 postogli komponenta
direktora samo u pravcu te ose (d*x=d¥=0,dz=1), to ovakav 1 ovako
optereden element nema pomeranja u pravcu ose 2z (normalno na
plodu).

Kada Jje primer raden samo sa membranskim opterecenjem nije
dolazilo do izvijanja ploZe koje se o8ekivalo jer Je postojalo
samo pomeranje u pravcu ose Y.

Rezultat ovakvog rada Jje bio linearna zavisnost izmedu y-pomera-
nja 1 opterecdenja.

Da bi do%lo do izvijanja ploZe, bilo Jje potrebno zadati malu
inicijalnu silu normalno na plo&du, tako da ona daje inicijalno
pomeranje u pravcu ose z. Ova inicijalna sila je izabrana tako da
deluje u centru plode (&vor 1) i izaziva ugib =10-3H, &to spada u
male ugibe. Ova poremedajna ili inicijalna sila deluje samo u

prvom koraku i kada se nade ravnoteZno stanje strukture, tj. ugib
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koji njoj odgovara, ona se uklanja, a na deformisanu strukturu

sada deluju prikazane horizontalne sile.

R Y
o U,
200
1001
. - - e -~/
7 100 200 300 u-10
S1 56. Pomeranja pritisnuteg &vora 31 (sl. 55) =zavisno od

spoljasdnjeg opteredenja

Na sl. 56 su prikazana y i =z pomeranja &vora 31 zavisno od
spol jasngje sile u ovom &voru,

Za kriti&énu silu se dobila vrednost Fx=4470, 5to predstavlja 10F,
tj. ukupnu silu u svim opterecd¢enim &vorovima 31%+35, pomnoZenu sa

dva zbog simetrije strukture. PoSto je pritisnuta povrSina:
’ A=2aH=2-100- 2=400
to znacdl da Je kriticdni napon:

Fx 4470
= = 11.175
A 400

Ako se uzme da je poletno opterecenje za korak (i) ono za koje je

Jdk =

postignuta konvergencija u koraku (i-1) i1 ako se moduo 1] u
svakom koraku ra&una za tangencijalno pomeranje, dobija se da su
u blizini kritiZne tadke pofetno opteredenje u koraku i proplsani
moduo pomeranja veoma mali i teZe nuli. Zato Jje, da bi numericka
procedura bila primenljiva na sve slufajeve, dodat i uslov za

Almin, tj. Rmin. Ako je u prvom koraku ispunjen wuslov 2za mala
pomeranja, onda Jje u narednim koracima usvojeno da maksimalne
vrednosti pomeranja, tj. opteredenja, ne budu manje od 10-2 od
poZfetne vrednosti. Time se spredava preterano gomilanje taZaka
oko kriti&€na tacke.

Za silu F>Fx=4470 determinanta matrice krutosti strukture postaje
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4001
300
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100

0.2 Y-pom. v, 3!

Sl. 59. Zavisnost ugiba {(a) 1 aksijalnog pomeranja (b} sredine
pritisnute ivice od specifiZ®nog opteredenja
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10. Pritisnutu cilindar

£ F slobodna ivica

<5
/2 L=25.4
. J6
30
4
23
24/ slobodno E=310500
‘ v/ oslonjena ivica
18 V=0

12

Z

i
X

$l. 58. Geometrijske mere i mreZa pritisnutog cilindra

I ovo Jje primer izvijanja ljuske podaksijalnim opterecenjem na
slobodnoj ivici. Inicijalna sila, zadata u &voru 11 u pravcu ose
-z, je iznosila 100, tako da Je inicijalni ugib u ovom Cvoru
~H/10. Na sl. 59. a) i b) Jje data zavisnost ugiba 1 aksijalnog
pomeranja u tadki B od opterecdenja po Jjedinici pritisnute
povriine, q. Po¥to je pritisnuta povr3ina 2LH, a ukupna sila 10F,
to je specifiéno opteredenje q:

10F
q = 2TH 0.155F

Na sl. 60. a) i b) Jje na ordinatnoj osi odnos tekucde i kriticne
sile u &voru, A . PostkritiZno ponaéanjé ljuske je karakteristié&no
jer dolazi do velikih pomeranja pri malim promenama sile.

I ovaj i prethodni ©primer su primeri postojanja take bifurka-
cije, tj. tatke gde je postignuta maksimalna sila i gde kriva
istﬁvremeno menja konkavnost.

Na sl. 61. je data prostorna slika podetne i deformisane konfigu-

racije za stanje koje odgovara krajnjoj taZki na slikama 60.
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24
a.
0.8
0.6|
0.4
0.2
o 0.2 0.4 0.6 0.8 10 z- pom. cv. 31
b.
| _ - » e
0 0.7 0.2 y-pom. ¢cv. 31

$l. 60. Zavisnost ugiba (a) i aksijalnog pomeranja (b) sredine
pritisnute ivice od koeficijenta izvijanja
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11. Izvijanje konzole

Q L=10
] 4 7 F10 :3 16 19 22 25 za 31 F/2 _
/7 7 /' Be1

7 7 7 -
2 /5 / /n /14 /r? /20 /23 /26 /29 3 H=0 . 1
12 15 18 21 24 27 30 33 F/2
L E=1.2'103

Sl. 62. Pritisnuta konzola

Za ovakav slufaj izvigjanja Jje poznat analitidkil izraz za izradu-
navanje kriticne sile:

n?EI

Fx =
T 312

5to za geometriju prikazanu na slici iznosi:

Fk=2.45
I ovde je bilo neophodno uzeti vertikalnu 1inicijalnu silu na
kraju konzole, a ona Jje 1zabrana tako da izaziva maksimalni ugib
prfbliﬁno jednak debljini ljuske. Moduo ovog ugiba je uzet kao
propisanl moduo pomeranja po koraku.
Prema [35L maksimalno vertikalno, tj. z-pomeranje se postiZe pri
sili 2FJy3, pa su na sl. 63. date deformisane konfiguracije
konzole pri tri razliZite sile: 2F, 2.5F i 2F4{3.
Na sl. 64. je dat dijagram zavisnosti z-pomeranja kraja konzole
od aksijalne sile, a na sl. 65 prostorna konfiguracija poletne i

deformisane strukture pri kriti€noy sili.
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ﬁl
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dSFu=12Fk

Fu=v3-Fk

Deformisana konfiguracija
nosti sile na kraju konzole

konzole

w

°Fu = Fk

za razlidite vred-

__*--—"_""__

kriticna sila

i! 1.2 1.3 14 15
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107 F
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Sl. 66. Nelinearna karakteristika konzole - ugao uvigjanja
vertikalno pomeranje optereéenih tafaka
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12. Uvijanje konzole

L=12
Z
B=1.1
% H=0.32
:4?/:0/:3 s 19 22 25 28 YN ¥ g.106
. / 7 7 7/ o B
5
2 [ 7[/11 /1 J17 20 [23 /%6 /23 [32 Y=0.22
6 Sf1z 15 18 21 24 27 30 33¥p

L

Sl1. 65. Gecometrija 1 mreZa konzole opterecene spregom

Rezultate ovog primera nije bilo mogude porediti sa rezultatima
koji se dobijaju klasi&nim inZenjerskim proralunima u otpornosti
materijala zato 3Bto Je pretpostavljeno da sile 1 u deformisano)
konfiguraciji ostaju vertikalne. Po3toc se kraj konzole {(linija na
kojoj leZe &vorovi 31,32 i 33) deformiSe, tj. vr¥i rotaciju oko
ose y, to se smanjuje komponenta spoljaZnje sile normalne na
jvicu 31,32,33, koja i &ini spreg. Zato, pri odredenoy veli&ini
ugla uvijanja konzole, spreg postaje veoma mali uprkos tome &to
sila ima veliki porast. Ovo dovodi do veoma malih torzionih
pomeranja, pa nelinearna karakteristika na dijagramu na sl. 66.
ima vertikalnu asimptotu.

Na sl. 67. je dat prostorni 1izgled poletne i one deformisane
konfiguracije koja odgovara stanju strukture prikazanom zadnjom
tatkom u dijagramu na sl. 66. Za ovu geometriju i njoJj odgovara-

juce naponsko stanje, determinanta matrice krutosti menja znak.
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ZAKLJUCCI

Cilj ovog rada je bio da se na &etvorougaoni bilinearni konacni
element ljuske primeni neki od numerifkih postupaka za re3avanje
geometrijski nelinearnih problema, a naro€ito da se taj postupak
formuliSe kao metoda koja ¢ée da bude primenljiva u slucajevima

fenomena postkriticne analize.
U tom cilju uradeno jJe sledede:

1. Razmotrena Jje mogudnost da se postojeci kona&ni element
ljuske, izveden u |3| 1 f7] i aﬂaliziran u (41|, dopuni normalnim
naponom S33 Lkoji se inafe u klasinoj teoriji tankih 1juski
zanemaruje. Osnovni razlog za ovo razmatranje bio je ispitivanje
eventuailnih pogodnosti ovog, u vecdoj meri trodimenzionalnog

prilaza analizi 1 juske.

7 : . .
2. Izvedene su matrice veze za dopunski, sedmi stepen slobode po

Cvoru, koji predstavlja sabiganje 1juske, tj. promenu njene

debl jine.

3. Date su matrice elastiénosti za sluéa)j da postoji normalni
napoen u pravcu normale na 1ljusku, S33, uz pretpostavku da je
konstantan po debljini ljuske ili da Jje raspodeljen kao napon
transverzalnog smicanja, tj. da zavisi od kvadrata koordinate

normale, .

4. Analizirana Jje matrica konstitutivnih koeficijenata sa aspekta
reda velifine nJjenih &lanova 1 u tom smislu udinjena njihova

selekcija prihvatljiva za prakti&nu upotrebu.

5. IzvrSena je provera mogudénosti primene razliZfitih formula za

numeriku integraciju matrica krutosti. Posebno je obradena
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arnih problema su data dva metoda koji se primenjuju u MKE.

a) Njutnov (constant load) metod, tj. metod konstantnog optere-

éenja u koraku

b) Riksov (constant arc length), tj. metod konstantnog modula

pomeranja u koraku

Za drugi metod su data izvesna poboljSanja u odnosu na ono Sto se
predlaZe u literaturi (Krisfild) koja je bila na raspolaganju,
tako da je samostalno uraden algoritam i napravljen program kojim
se automatski prevazilaze kritidne tadke pri izvijanju ljuski i u
"snaping" problemima. U tom smislu je izvr3¥ena analiza parametara
koji uti®u na stabilnost numeriZke procedure i njihovo optimi-
ranje, tako da se kriterijumima koji su ugradeni u program,

reSava veliki broj primera.
Iz ove analize mogu da se izvedu sleded¢i zakljulci:

1. Veoma je vaZan izbor veli&ine opteredenja u poletnoj konfigu-
raciji, pa je zato on ufinjen tako da maksimalno pomeranje u
mreZi strukture bude manje od H/2, gde je H debljina ljuske., Ova-
ko dobijenim vektorom pomeranja se obezbeduje skoro optimalan

moduo sa kojim je mogude postaviti nelinearnu karakteristiku.

2. Korigovanje opteredenja Jje veoma Jjednostavno jer se 1zvodi
reSavanjem kvadratne algebarske jednadine. Za 1izbor reXenja su
dati kriterijumi manje strogi od onih koji se navode u literaturi

(Krisfild), a dovoljno pouzdani.

3. Pokazano je kako 1izbedi neke numeriZke probleme u okolini
stacionarnih taZaka kontrolom matrice krutosti i opteredenja,

pogbdnim izborom parametara stabilnosti numeri&ke procedure.

4, Dat je ubrzani postupak =za reSavanje problema sa postojanjem
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paZnja na integraljenje onih matrica koje povezuju deformacige

dap 1 @33 1 same a3li.

Iz svega %to je uradeno moZe da se zakljuli sledece:

- Izoparametarski konaZni element tanke 1 juske sa bilinearnom
interpolacijom po konvektivnim koordinatama ( ? , ) u polju
elementa, je primenljiv onakav kako je dat u [3], [F] i [41] i u

refavanju geometrijski nelinearnih problema.

- Relativna promena debljine 1juske je veoma mala =za testirane
tanke ljuske i moZe da se zanemari. Uvodenje ovog stepena slobode
neznatno menja numeridke vrednosti ostalih pomeranja u strukturi,

a zahteva dodatni prostor i dodatne matematicke operacije.

- Uvodenje napona S33 je riziZno za sluZajeve dubokih 1ljuski Jer
na%in integracije predloZen u radu (u centru elementa) Jje

prihvatljiv samo za plitke ljuske, dok duboke &ini znatno kruéim.

- Za plitke, tanke ljuske, gde je integraljenje matrica krutosti
vezanih za deformaciju a33 korektno, nema bitnih razlika raspo-
dela napoha $S33 po debljini ljuske. NumeriZki rezultati dobijeni
za S33 sa Z=c0nst i sa promenom koordinate P po kvadratnoj

paraboli, ne razlikuju se bitno.

- Problematicna je integraciona formula, tj. tip numerilke

integracije za matrice veze deformacije a33.

-

- Prihvatljivo Jje da svi1 konstitutivni koeficijenti zavise
linearno od ose E: , a neke od konstitutivnih koeficijenata je
moguée za tanke ljuske konstantne debljine, za koje vaZi Kirhofov

zakon, zanemariti.

UvaZavajuéi ove zakljuZke, radena je nelinearna analiza. U okviru

nelinearne analize primenjene na reSavanje geometrijski neline-




DODATAK 1
IZVOD DIREKTORA PO KONVEKTIVNIM KOORDINATAMA ELEMENTA

Dok za izvod globalnih koordinata tafaka u unutrasSnjosti elementa
(u numeridkoj proceduri te unutra3nje taZke su integracione
taXke), po konvektivnim koordinatama a (a=1,2) vaZi relacija

S T b o U PP & B
analogna relacija za direktore ne vaZi, jer je pri izvodenju
deformacije usvojeno, saglasno Kirhofovej teoriji, da Jje direktor
uvek jedini&na normala, zanemarujuéi pritom uticaj transverzalnog
smicanja na deformaciju direktora, Zto Jje kod tankih 1juski
opravdano. Tako, pri promeni konfiguracije strukture tokom
nelinearnog procesa, treba =za svaku novu konfiguraciju da se
formira direktor po definiciji, a zatim da se, kao funkcija
konvektivnih koordinata, diferencira po istima.

Po definiciji Jje direktor Jjedini&ni vektor normale u tadki
srednje povr3i 1ljuske, pa ako su aa bazni vektori u toj talki,

direktor d je:

81x8 a3
[a1xaz | a3

d

U (2), vektori a1 i a2 su bazni vektori osa 1 i 2, respektivno, a
a3 vektor normale u srednjoj povrsi.
.aﬂ = (Xn,Yn,Zn), xi=(X,y,Z) PR I TR T T T T TR T B 4 8 & % $ 2 B 4 8 & 8 3 W @ toti(3)

83=(y122-21¥2,21X2-X122 ,X1yY2-X2Y1 )=(83x,83y ,832) +eveareeress(4d)

]

L]

L]

-
A

n
"

a=|aa|=faax3+a3yz+a3z2 ..... e e e e e b e et

gde su odigledno

[

»
A———
=g
"
et
o

AI3x=Y122—-21Y2 LR T T T SR R S R R S # 4 & % = & & B B 3 & %8 BT B E S B T N T R SR

33y=ZIX2_x122 A N I I I T N B I I T TR Y T R R I TR T R R TS R T T R T T R N (6-2)

o))
&

aaz=x1yz—x2y1 a 8 ¥ % # &% 9% % 8 ¥ 4 ¥ 8 F 9 & B & % B & & 4 % B B 5 % F % 0w % K R B 4 ¥ B 2k + 2 2
Direktor je po definiciji (2):

- a3x al a3
d:(a,ay, az)=(dx,d?'d2) IililIllllllli-l!-iii.lltliil--i(T)

pa je njegov izvod po konvektivnim koordinatama
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stacjionarne tafke, kojim se mengja moduo pomeranja od koraka do
koraka. Taj postupak ne zahteva provere 2za konvergenciju pome-
ranja 1 neuravnoteZenih sila, vec se svodi na proveru re3enja

koja se dobijaju kao faktor korekcije spolja¥dnjesg opteredenja,
to Jje znatno stedljivije sa aspekta potrebnih numerickih

operacija, a time i kompjuterskog vremena.

5. U dodatku IlI Jje dat postupak rafunanja tadnih globalnih
rotacija, %to je od znalaja u geometri jskoy nelinearnosti gde se
raduna prirastaj rotacije, tj. deformacije direktora, relacijama
koje vaZe za mala pomeranja. Nelinearna procedura jJe metodolo8ki
uradena po prncipu "totalni LagranZ", medutim, u delu kojl se
odnosi na rotacije, tj. deformacije direktora, Je napravljen
izvestan kompromis izmedu principa total Lagrange i updated
Lagrange na taj nafZin ¥to se- pomeranjima vezujemo za poclelnu
konfiguraciju, a rotacijama za zadnju ravnote¥nu konfiguraciju,
to je u saglasnosti sa Kirhofovom hipotezom O stalnoj normal-
nosti direktora na srednju povrd ljuske 1 u po&etnoj 1 u deformi-

sanoj konfiguracijti.

6. Numeridki rezultati su u saglasnosti sa rezultatima koje su na
istim problemima dobili drugi autori, navedeni u spisku lite-

rature.




(1-€) (1-1)) /4
pt = J (1*g)(l-n)/4 e e Ceeeeenr el (15)
RISt V2 '
k(1--@)(1+rl)/4
-(1-1)/4 (—(1—?)/4
1 _ (1-1)/4 I ~(1+<)/4 16
P = (1+n)/4 P2 =< (1+?)/4 ..................... { )
-{1+p)/4 (1—?)/4
[ 1/4 |
I 1 1 -1/4
P, 170 Plo2®P 15 ¢ 14
-1/4

Ako se ovi izvodi zamene u (13}, dobija se:

ajx, 1! (¥y121,2~21¥1,2

&3 x ,a = }=< ---a-tni-41.11-..1-'----(18'1)
a3x, 2| Z2y1,2-y221,2
aiy, 1) (Z21X1,2-X12Z1,2

a3y,a - r= I T T T T T I B R I tlll!(18l2)
ady, 2 X2 Z1,2-2Z2X1,2
ajz , 11 X1¥1,2-¥y1XxX1,2

a3z, a hz PRI R T RN ST R R T T T T T T S I T R (1813)
aﬁz,ZJ Yy2X1,2-X2%1,2

Koristeéi (14) i (17), meSoviti izvodi x1,2 y Yi,2 i 21,2

dobijaju veoma jednostavan oblik:

I

x1.z=xIPl‘lz iiiiiiiii % & 4 & » & L L] ® % ¥ 4 & % N % " & B % ¥ & ¥ ¥ = T ¥ L] (19 1)
I

yl,z—YIPl’z " L . * 4 & » 2 4 @ 4 % 4 = & % = 8 = @ * - ¢ 4 ¥ 8 8 4 2 4 ¥ ¥ B .ii'(lg 2)
I

Zl,z-zlpliz iiiiiiiiiiiiiiii 4 % % B & ® % 4 » ¥ = = - % F 8 & % B+ & 2 + % @ ] * w0 (19.3)

gde su X1,Yr 1 Z: globalne koordinate &€vorova.

"Po¥to su parcijalni izvodi globalnih koordinata (x,y,z), po
konvektivnim koordinatama ( ?,ﬂ), Xa ,Va ,2a, odredjeni relacijom
(1), to moZe da se napiSe matrica Exf] koja sadrZi prve izvode

baznih vektora:




da = (dioa Dy a dzoa)  eeneen et e et ent e neae (B)
gde su:

dx ,a={(a3x/a),a ; dy,a=(a3y/a),a ; dz,a=(@3z/a),a «ecriiveessa.(9)
Po3to su relacije (9) analogne, dovoljno je naéi eksplicitni
izraz samo za dx,a:

Alx,aad~83xa,a A3 x, a a, a
dx,ﬂ= 2 = “dx I R R T T I T T R (10)
a a a

Izvod a,a se raduna polazedéi od relacije (5):

= ( 2 +2 +2 }
a,a = =mspem—m——— | alx ,addx Aly ,a83y Alz ,adldz
’ 2Ja3x2+a3y*+aiz '
tJ
1
a,a = —(a3x,a83x+a3y,a83y+a3z,a83z )=dxa3x,at+dyaszy,atdzasz,a (11)
a

Ako se (11) zameni u (10) dobija se:

ajix,a dx
a a

(dxaax,u‘!‘d}raay,a'l'dzaiiz,n) n-tlllitit!i'i!ti(lztl)

dx , a

i analogno

d
d}’,ﬂ =33;’a ;(dx&Jx.u"‘dy&&y,n‘l‘dzaJZ,a) ti-.rcott.nnnnvrt(thZ)

alz,a dz

-dz,a (dx&3x,a+dy&3y,n+dz&32,a) .................(12.3)

a a

Pre nego %to relacije (12) budu napisane u matri¢nom obliku,
treba naéi eksplicitno 1 izraze aix,a, 83y,a,; a&3z,a .

Prema (6) Jje:

aix ,a=yY1,a22+¥122,a-21,a¥2-21Y¥2,a c et e s e eseresererercacecssil3)

a prema (1), parcijalni izvod koordinate po osi 1(%), je

y, =Y, P,

pa Jje:

I

1.‘1 l"'“"""l‘l"lﬂllIlIl-l‘l'lll'l-'lil-l'li--.llll-lll'(14)

.Yl.a=YIP

Interpolacione funkcije P! i njihovi prvi i drugi izvodi, P & 1

Ple,p u razvijenom obliku su:




DODATAK II

IZRACUNAVANJE OGRANICENE ROTACIJE I KOREKCIJA RESENJA SLOBODNIH

ROTACIJA

II.1 Teorijsko razmatranje

Posto je ljuska definisana kao dvodimenzioni orijentisani
kontinuum u kome &estica ne moZe da ima sve tri rotacije kao tri
nezavisna stepena slobode, to rotaciju oko normale na povr$ treba

eliminisati.

{0}

tar ¥

{#]

Sl. 1. Komponente rotacije ljuske
Ako je vektor rotacije u globalnom sistemu (x,y,2z) u nekoj tadki,

ﬂ=(¢x‘¢y’,¢z) IR S T R SR R T R T T T T R T T R R R R TR R N t!iiilil.itt'lil(lil)

@n 1 @t njegove komponente u pravcu normale 1 u tangentnoj ravni

ﬁ ¢ﬂ+¢t LI I R T I B L R I I @ % & & 8 8 B & & B % & 8 8 B ¥ S Ao otttiittttnttnlnn(lnz)

a d direktor u istoj tacki

d = (de,dy,dz) i iieeerernrtvsosoncsonsos et e e veeaa(2)
njihov skalarni proizvod je:

de@=d Bn+d Bt  .ererenrrntanirennaanonns AP PPPNY & I B
tj.

dx¢x+dy¢y+dz¢=5|dl'(|ﬂnIcos(d,ﬂn)+[ﬂtIcos(d,ﬂt) F..........(3.2)




[X1]=

i mat

[x1]

Matri

njih

[2]

tako

[PI]

[AD]
[p1]

T
-(l-q) —(1-?) X1 Y1 41
X1 y1 Z1 (1-N) -(1+§-) X111 (Y11 Z11
1
J =7 - ..(20)
X2 y2 Z2 (1+N) (1+§) Xrrr tYItzr |Z111
—(1+q) (1-?) Xiv Yiv Ziv

rica [X1] koja sadrZi druge izvode:

X1 -Xr1-X111~X1v

1 .
=':i." ‘Y'I"-Y-II_-Y‘I1:1"""&,-11'0‘r ------- € % & 4 8 % 8 4 % ®R B OB & & 8 B B AN t-(21)

Zi1-Zr1-Z111~21v

cama [XI] i [Xl] su potpuno definisane relacije (18), pa od

moZfe da se formira matrica [A]:

a3 x , 1 ajvy, 1 ajz, 1
J_ T o s & 4 s s 0 & ® 2 8 8 4 % 8 % BN Itlttfiil(zz)

azx, 2 aly, 2 &3z , 2

da relacije (12) u matriZénom obliku glase:

d3x, 1 day,1 daz,1

-  iinimnianiti e TP S SR S SRS SN SR ST S T S S T S R T R I .(23)
dax,2 diy, 2 d3z, 2

- [A:['dr * % % % N & & A K B % & % & 8 w ¥ 4 & & % F ®T OB o8 4 # % & ¥ & 4+ 8 8 o s b &Rk "'(24)

1
;-([A]—[ADI-dT) ...... Ce e e C et e ..(25)




matrici Krutosti sistema. Re3avajuéi tako redukovan sistem,
dobijamo za rotacije reZenja koja nisu talna, veé¢ linearno

zavisna. Kao takva, ova reZenja mogu da se koriste za dobijanje
tadnih rotacija ako se uzme u obzir €injenica da su deformacije u
konvektivnom sistemu elementa numeriZ&ki jednake bilo da se

rafunaju za tri linearno zavisne JjednaZine 1 teorijski tacne
rotacije ¢x, @y 1 @z, bilo da se dobijaju iz tri iste Jjednadine’
radeéi sa tzv. redukovanim rotacijama 9%, 9y, ©z. Ova Zinjenica
je iskoriscdena za racdunanje tacnih rotacijé preko redukovanih na
taj na®in %to su izjednafene deformacije savijanja radunate
preko vektora ¢ i @*. PraktiZno se iskljuluje ona komponenta
deformacije koja po redosledu odgovara rotaciji koja je najbliZa
normali u &voru. Ako Jje ro£acija gz najbliZa normali, iskljuduje
se treca Jjednacina za évér J 1 preostalim dvema jednadinama se
dodaje relacija linearne zavisnosti (4). Na taj naiin je za svaki

Evor dobijen sistem simultanih linearno nezavisnih jednad&ina.

S obzirom da je deformacija savijanja

- Fu'!J

€ = [[pI] [XI]-[A]"]s+{ | e e Cenaean (5)

Lg

gde su matrice [DI] i [XI] izvedene u dodatku I, a matrica [A]
data relacijom (5.1.6), to Jjednakost deformacija savijanja moZe

da se napife kao

E=e= S & & % ¥ & & F & & % F & & F & W ¥ & * ¥ W &« & & 4 % ¥ 2 5 & B B * & ¥ & % &% & & & &5 &2 B 8N Iilllll(ﬁ)

[[or] [xI]-[A]"]s » = [[or] [XI]-[B]7]a +§ } ------ e (T)

@ @

"

odakle sledi da pomeranja nemaju uticaja, tj.
[[xI]-[Al"]a - = [[XI]-[A]7]a-@"7 onnivvnnnennnnnnn, cereeao(8)
Relacija (8) je kori3éena u numeriZkom postupku.

Neka je sa bij oznaZen proizvod [XII-[A]J (i=1,2,3; j=1,2,3).

Tada razvijeni oblik sistema (8) za &vor J glasi:




Na levoj strani identiteta (3) je skalarni proizvod rac&unat preko
koordinata vektora d 1 ¢, a na desnoj strani po definiciji
skalarnog proizvoda. Po¥to je intenzitet normalne rotacije Jjednak
nuli, a vektor tangencijalne komponente i direktor zatvaraju prav
ugao, to Jje desna strana relacije (3) nula, odakle proizilazi da
su komponente vektora rotacije medjusobno linearno zavisne. Ta

linearna zavisnost je izraZena relacijom (4):

dﬂﬁﬁ"'dygy‘l’dZﬂZ:O 'l-iifni-.ltiiiillillill!l‘ll'll-I.l-lii'.l“lt(4)
Formirajuéi globalnu matricu krutosti, dobija se sistem u kome
ima linearno zavisnih jedna&ina, tj. vrste koje odgovaraju

rotacijama svakog &vora su medusobno linearno zavisne. Zato za
svaki &vor, u globalnom sistemu, treba da postoje dve vrste kogge

odgovaraju rotacijama, a ne tri.

&vor 1 2 N
1 Zx 1
X
By 1
3z 1
2 Bx 2
- ﬁzz
N e e 5
N XN
N EEEEEEREE ﬁ“
¢§N
Sl. 2. Rotacije u matrici krutosti sistema
U velikim matricama, kakve se Jjavljaju u MKE, nije praktiZno

radunati rotacije ukljudujuéi u sistem i JjednaZinu (4) za svaki
- &vor, Jer se time naruSava simetrija matrice krutosti sistema, a
iz istih razloga nije mogude ni supstitucijom eliminisati jednu
od rotacija. Zato se za svaki %vor sprefava po jedna komponenta

rotacije brisanjem odgovarajude vrste i kolone u globalnoj




ROTACIJE CVOROUVA

X Y e
ROTACL.JA ROTACTIJA ROTACT A

0,000000+00 0.000000+00 O.000000+00
G.00000D+00 ~0.168670-02 0.00000D0+00
0.00000D+00 -0.165380-02 Q0.000000+00
0.168670-02 0.000000+00 0,00000D+00
0.10033D-02 -0.100330-02 O.00000D+0C
L 00000D+00 ~0,13340D-02 0,00000D+00
0.16538D0-02 ¢.0006000D+00 0.000000+00
0,133400-02 0.000000+00 0.00000D+00
0.00000D+00 ©0.00000D+00 Q0.00000D+00O
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S1. 4. MreZa i oznake &etvrtine plole sa sl. 3

PoSto je u matrici krutosti elementa vrsta koja odgovara rotaciji
gz nula-vrsta, ona se eliminiSe 1 ne utide na rezultat. To znadi
da preradunavanje ta&nih rotacija u ovom sluZaju nije potrebno,
jer reSavanjem globalnog sistema dobijamo:

B = B et e e e et s e s Vet e e s et e s s st ..(10.1)
Treba zapaziti da su za ovaj slufaj dve komponente direktor-vek-

tora nule, tJ.:

d = (0,0,1) i etiennttannsssnsonnaeos ch e e e C et e s e e (10.2)

NumeriZke vrednosti matrice bij u integracionoj tacki (1,1)
elementa 1, sl. 4., i vektora reSenja g* za isti element (&vorovi

1,2,5,4) su:




bi119x +bit2gy +bi13 3z bii1¢%+b12d% +bi11gz

b21¢§+b22ﬁ§r+b23¢5 Il.Qlt!lt'lilllill!ilil(g)

II

b21gx+tb22ay +b23 @z

b31@x +bazgy+biswz = bai1pi+bizay+baaaz

Kako je u ranijem tekstu obja3njeno, jedna od jednacina sistema

(9) se zamenjuje uslovom (4).
U daljem tekstu je dato raZunanja taZnih rotacija sa objadnje-

njima i numerikim rezultatima dobijenim na sistemu IBM 4341.

1.2 NumeriZki primeri
I1.2.1 Plo&a u jednoj od koordinatnih ravni

U ovom sluXaju svi direktori imaju pravac koordinatne ose,

normalne na datu ravan, tako da je situacija Jjasna: ako Jje z-osa

V4
a=100
— H=1
Y v=0.3
E=2-106

F=100

sve ivice su
ukl jeStene

Sl. 3. Horizontalna ploZa opteredena koncentrisanom silom

ta normala, rotaciju oz treba sprecéiti h svim &vorovima. Preo-
stale dve rotacije @x i oy dobijene kao re3enja iz globalne
‘matrice krutosti su taZne, tJ. ¢x=¢§- i py=e¥. Za konkretni
primer, ploZu pod dejstvom koncentrisane sile, dobijeni su

slededé¢i rezultati za podatke na sl. 3.
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Vrednost deformacije u integracionoj taZki je zbir uticaja svih
| Evorova, ali posto svaka rotacija mora pojedina&no da bude tadlna,
to od sistema (8) ne sme da se pravi neodredjen sistem, vec se
ta®ne rotacije ra&unaju iz sistema (9) za svaki &vor.

PoSto je &vor 1 uslovima simetrije ograni&en u pogledu rotacija,

to ée (10.1) biti koriZcéeno za &vorove {(2) i (5}).

Za Cvor 2:

1) 4.93ay

4.93-(-0.0010576)

2) -4.93@x-~1.32¢gy 1.32-0.0010576

3) 1.320x =0
Iz 3) sledi da je @x=0, a iz 1) da je gy=g¥=-0.0010576. Iz
dodatne jednadine sledi gz2=0, mada ovu rotaciju i nije neophodno

radunati, jer Jje ogranifena kao tadna rotacija oko normale.

Za &Evor 5:

1) 1.32ay

= 1.32-(-0.0005297)
2) -1.32¢x+1.32gy = -1.32-0.0010576+1.32-(-0.0005297)
'3) -1.320«x = -1.32-0.0005297

hOvde je lako zapaziti da je zbir prve i treée jednaline identidan
drugoj, a iz prve i trede sledi, @x=¢gy=0.0005297.
Na isti na%in se pokazuje za sve &vorove da su izralunate

rotacije ustvari taé&ne.

I1.2.2 PloZ%a je normalna na jednu od koordinatnih ravni

Plo®a na sl. 5. je istih dimenzija i sa istim karakteristikama
kao i ona na sl. 3., samo joj Jje peloZaj drugaiji.

Ako je ploZa u datom poléiaju, direktori taZaka ploZe imaju
projekcije na ose x i z, dok je dy=0. Za ovakav sluZaj, ako se

iskl ju®i rotacija ¢x ili &z, zavisno od toga je bli¥a normali na




[b]

10

4,93 4,93
-4,93 -4,93 cvor
-4,93 1.32
-1-32 _1a32
1.32 1.32 Evor
1-32 -4-93
4
-1.32 4,93 cvor
Svor 1
-0.0010576 cvor 2
0.0005297
-0.0005297 cdvor 5
I
{ 0.0010576
! Zvor 4
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| 2.46 2.46
4,93 4.53 Evor 13
-4.27 -4.27
-2.46 0.66
-4,93 1.32 Evor 14
4,27 -1.14
-0.66 -0.66
-1.32 ~-1.32 Zvor 19
1.14 1.14
0.66 -2.46
1.32 -4.93 Evor 18
-1.14 4,27
{
cvor 13
!
|
| &vor 14
-0.00122160
' |
0.00052976 ¢vor 19
{-0.00061179 |
0.00105780 dvor 18
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S1. 5. MreZa i oznake kose ploce

ploZu, dobija se za gy tatna vrednost (6¥=¢gy ) A za preostale dve
rotacije vrednosti koje treba korigovati. U ovom slu&aju u
matrici krutosti elementa nema nultih vrsta, pa poSto je ploca
ravna, nece ih biti ni u matrici krutosti sistema. To upravo
enadi da iskljuXivanje neke od JjednaZina povlaZi dobijanje
reSenja koje treba korigovati.

"Ako se pozovemo na relaciju (4) dobija se da je:

dxﬁx'f'dzﬁz:() (d}?=0) nnnnnn P T T T T I T T T T A I I N B n-.-uo----(ll)
. gx _ dz
tJ. 5. - Td

Ako na &rafirani element primenimo relaciju (8), opet u integra-

cionoj tadki (1,1), imamo sledede numericke vrednosti:

Za &vor 19 je:

1) -0.66-gx +1.14 ¢z = -1.14-(-0.00061179)
2) -0.66-@x-1.32-gy+1.14-62 = -1.32-0.00052976+1.14-(-0.00061179)
- 3) ~1.32- gy = -1.32-0.00052976

PoSto je iz trede jedna¥ine gy=g¥, to proizilazi da su prva 1

druga JjednaZina ekvivalentne.
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~NEKQRIGOVANE ROTACIJE-

CVOR X~ROTACIJA Y-ROTACIJA Z-ROTaACIL. A
1 0. 900000+00  0O.00000D+00  0.000000+00
> Q. 000000+00 0.00000D+CO O, 000000+00
3 0. 00000D+00 O.000000+00 . 00G00D+00
4 Q.00000D0+00 0.000000+00 0.000200+00
b 0. 000000+00 0.000000+0H  0.00000D+0C
4 0.000000+00 0.000000+00 ©.000000+00
7 0.000000+00 -0.529760~03 0.611790-03
3 0.00000D+00 -0.,105780-02 —-0.2332650-16
? 0.000000+00 -0.52976D-03 -0.611790~03

10 0.00000D+00 0,000000+0C 0.000000+00

11 0.0000004+00 0.00000D0+00 0.000000+00

12 0,000000+00 0.44839D~16 0.1221460-02

13 0.000000+00 —-0.830140~17 0.692870-16

14 0.000000+00 -0 ,558360-16 -0.122160-02

13 0.00000D+00 0.000000+00 0.000000+00

16 0.000000+00 0.000000+00 0.000000+00

17 0.00000D0+00 0.5297460-03 0.611790-03

18 Q.00000D+00 0.105780-02 0.9453730-16

1? 0.000000+00 0.52974D-03 -0.611790-03

20 0, 000000400 0.000000+00 0.000000+0C

21 0.00000D0+0C¢ 0.000000+00 ©.000000+00

22 Q.000000+00 0.000000+00 (©.000000+00

2 Q.000000+00 ©.000000+00 0.000000D+00

24 0.00000D+00 ©.000000+00 0.000000+00

23 0.00000D+00 (O.000000+00 0.000000+00

I11.2.3 Plo&a proizvoljnog poloZaja u prostoru
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Sl. 6. MreZa i oznake proizvoljne ploce

et

U ovom sluZaju su sve tri komponente direktora razliZite od nule,
tako da se ne dobija ta%no reSenje ni za jednu od rotacija, vec
sve tri treba korigovati. Postupak izraZunavanja je analogan kao
u primeru 2. NumeriZke vrednosti za element 11 u integracionoj

tadki (1,1) su:
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Ako uklju&imo 1 (11) sledi da je:

Bx 0.500
Bz ~ 0.866"

ti. 82=-1.732 9x

Zto zamenjeno u prvu Jjednadinu daje:

o x 0.000265

By -0.000459

Da su ove rotacije taZne, mo¥emo da se uverimo i na sledeci
na¥in: u primeru horizontalne plole, intenzitet rotacije u <&voru
5, koji odgovara &voru 19 u ovom primeru je:

g(5) = 0.00062976-4y2=0.00074905

Za &vor 19, intenzitet rotacije Jje:

dc19) = 10-3-/0.264882+0.52976%+0.45890% = 0.00074905

Naredni rezultati predstavljaju rotacije svih &vorova u mreZi

kada se radi sa nekorigovanim i korigovanim rotacijama.

KOSa IPLca ( NCRMALNA MNA JEONU KOCGGRDBIHNATNL RalanN:
KORIGOUYANE ROTACIJE CVOROVA

CVOR X-ROTACIJA Y-ROTACILJA Z-ROTACIJA
1 0.200000+00 0.00000Q0D+00 0.000000+00
2 0.000000+00 0.0000Q00+00 0,000000+00
3 0.000000+00 0.000000+00 0.000000+00
4 0.000000+00 O.00000D+00 (0.000000+00
= 0.000000+00 0.000000+00 §.000000+00
0 0.000000+00 (.000000+00 0.000000+00
7 -0 .2464880-03 -0.329740-03 0.438%200-03
8 0.10114D0-16 —-0.105780-02 ~0.1732460-16
K4 0.246488D0-03 ~-0.52974D0-03 -0.458900-03

10 0.0000Q00+00 0.000000+00 0,000000+00
11 0.000000+00 0.000000+00Q 0.000000+00
12 -0.528900-03 0.4483%90-16 0.916310-03
13 -0.,300430-146 -0.830180-17 0.35320480-14
L4 0.5289200-03 ~-0.357900-14 -0.%16310-03
135 0.000000+00 0.000000+00¢ 0.000000+00
L& 0.000000+00 0.000000+00 0.000000+00
17 ~Q.,264880-03 0.5292780-03 0.458700-03
L8 -0.40%9460~16 0.105780-02 0.709380~16
19 0.264880~-03 0.5297460-03 -0.455900~03
20 0,00000D+00 0.0000CD+00 0.000000+00
21 0.000000+00 0.000000+0G0 0. 000000+00
22 0. 00000D4+0G0 0., 000000+00 0. 00000D0+00
23 Q. 00000D+00  0.000Q000+00 0.000000+5H0
24 0.000000+00 0.000000+00 O.00000Q0+00
2 Q.00000D+00 0.00000D+00 0.000000+00




Primenjujudi

rotacije.

(9)

U narednom tekstu su date rotacije svih &vorova u mreZi

17

i (4) sa vrednostima [b] i g* dobijaju se tadne

za slufaj da se rotacije koriguju i da se ne koriguju.

KOSA PLOCH
KORIGOVANE ROTACILJE CUVOROVA
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Rotacije racunate

kojoj integracionoj taZki imaju iste vrednosti.
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3.02 | -0.467) -3.49
3.02 6.50 3.49 Evor 13
-2.46 ﬁ -2.46 |
-3.02 4.29 {(-0.934
-3.02 -2.68 0.934 cvor 14
2.46 -0.66
-0.809f 0.125 0.934
-0.8091 -1.74 |-0.934 Evor 19
0.66 0.66
0.809 -3.95 3.49
0.809 -2.08 -3.49 Evor 18
-0.66 2.46
cvor 13
0.00086352
0.00086352 Evor 14
-
0.00005795
0.00080700 Svor 19
i
~-0.00074785
|
0.00074785 Evor 18
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PoZto Jje kroz primere vecd naglaZena prednost modificiranog
metoda u odnosu na metod punih iteracija, to d¢e ovde biti
komentarisano samo stanje matrice [b] koje ima smisla uzimati u
geometrijskoj nelinearnosti pri modificiranom 1li punom ite-

riranju.

Na sl. 7. Jje sa "k-1" obeleZena taZka u kojo) je postignuta
ravnoteZfa strukture, tj. to Jje stanje od koga se polinje sa
sledecdim prirastajem opteredéenja. Ako se radi modificiranim

metodom, onda je matrica [b] konstantna u koraku i tada vaZe

relacije (12)+(14). Medutim, ako se radi sa punim iteracijama,
onda u svakoj iteraciji imamo novu matricu [b] koja, ako je
posledica velikih neuravnoteZenih sila, nije korektna. To bi

znatilo da se rotacije raunaju sa nekorektnom matricom koefici-
jenata [b], &to <¢e da povuZe i netafna reSenja za priraftaje
rotacija koje se koriguju. Zato 1 kod metoda punih iteracija
treba u celom koraku "k" koristiti matricu [b]kx-1 sraZunatu za

konfiguraciju na poZetku koraka.

Treba napomenuti jo¥ i1 sledede: po3to je pretpostavka da se radi
sa malim priraStajima rotacija, to se na poCetku svakog novog
koraka opteredenja (i+l), taZke Ai, direktori racunaju za tu
korigovanu geometriju strukture, na isti nacdin kako se racunaju i
na poletku numerifke procedure (tafka O0O). Po3to se kroz korak
rafunaju prirastaji pomeranja od neuravnoteZenih sila, tu spadaju
i prirastaji rotacija koji su mali, ali usled spredavanja
rotacije najbliZe normali nisu numericki tacni. Zato se unutar
koraka prerafunavaju taZni priradtaji rotdbija vezujudi se pritom
za vrednosti direktora sa poletka koraka, a ne za poletnu
konfiguraciju sa kumulativnim rotacijama, jer bi se, vezujudél se
z8 nhju dobile znatne numericke greske.

S obzirom da kumulativne rotacije ne moraju da budu male, a

korigcena formula‘3=[ﬂl'ﬂ va¥i za male rotacije, to se prit
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II1.3.1 Primena u geometrijski nelinearnim problemima

Kada se radi linearna stati®ka analiza, matrica [b] ima jedin-
stvenu vrednost za svaki &vor. Kod nelinearne analize, s obzirom
da se radi metodom totalni LagranZ, tj. sa kumulativnim pomera-
njima i ukupnim naponima u tekudoj konfiguracijgi, to matricu [b]
uzimamo za stanje na poBetku koraka i za modificirani metod 1 za
metod punih iteracija, ali umesto vektora kumulativnih pomeranja
moZemo da koristimo prira3taje koje inaCe i rafunamo u svakoy

iteraciji. To se dokazuje slededom relacijom:

b:'ﬁkUII:[b]'ﬁRum ----------------- S % & & % 8 B 8 8 T BT E SN Y Y p--.(12¢1)

bl-(gx-1+Ag)=[b] - (BE-14+Ag*) ... viu... e cevee..(12.2)

gde su gk-1 i @t-1 vektor ta¥nih i nekorigovanih rotacija,
respektivno, iz prethodnih koraka, a Ag¢ iAg* prira8taji istih
u tekudem koraku. PoSto je gk-1 srafunat preko vektora gk-1
i matrice [b], to vaZi jednakost:

[b]-ox-1=[b}-g8k-1 ... i i it e (13)
pa iz (12.2) sledi da je:

" [b]-As=[b]-As"

tj. izjednaavaju se priradtaji deformacija, odakle se raunaju

ta&ni priradtaji rotacija ¢ 1 dalje sabiraju sa ¢gk-1.

]

S1. 7. RaZunanje taZnih rotacija pri iteriranju
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raunanju srednje 1 tekude konfiguracije direktora postupa na
slededi naZin: na podetku svakog koraka se koriguju koordinate 1
za tu korigovanu geometiriju se ponovo izradunaju direktori. PoSto
se tokom koraka uvek rafunaju priraStaji pomeranja i prirastaji
rotacija, to najpre treba korigovati rotacije, a zatim iz njih
izrafunati priraStaje direktora 1 dodati ih poslednjoj konfigura-
ciji direktora. Umesto ovakvog na&ina rafunanja direktora u
tekucoj konfiguraciji, moguce je radunati ih svaki put kao
jedini&ne normale 2za tekuce koofdinate, Sto zahteva vedéi broy

raiunskih operacija.

Opisanom procedurom se tokom celog procesa eliminiSe deformacija
smicanja, 8to Jje u redu s obzirom da posmatramo tanke 1juske za

koje je opravdana hipoteza Kirhof-Lava (Kirchoff-Love)
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