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\ 1.Uvod 

I 
/ 

Poznato је da granlcne'povrsi 1 medjupovrsi 

tela poseduju osob1ne koje эе sasvim razllkuju od svoj­

stava unutra8njost1 tela. Dosadasnja razmatranja [еnоте­
с: 

па povrsi kar~~terisu razliciti prilazi kako ва fizickog, 

tako 1 эа matemat1cko~ stanovlsta. 

Osnovn1 prilaz tom proыmuu зе zasniva па то­

lею~larnој teorljl. U tim razmatranj1ma зе proble~l povr-

81 роkusаvЋјu da оЬјавnе за stanovlsta овоЫnа pohasanja 

moleku1au povrsi. 

Prvi znacajnijl prilog proucavanju tog pro­

ыта ва stanovista mehanike kontlnuuma predstavlja rad 

Scriven-a [lЈ 
ј 

• U tom radu је f1uldna deformabilna ро-

vrs razmatrana kao dvodimenzionalni kontinuum. Pretposta­

У1јајис! da пета transfera таэе izmedju povrsi i okolnog 

!:lэ.tеriјаlа, Scriven izvodi jednacine balansa таэе i ko­

licine kretanja posmatrane povrsi. 

Pri1az Scrlven-a ви kasnlje sledili 1 drugi 

autori koji эи usvojim radovima razmatrall medjupovrs 

kao mater1jalnu povrs izmedju razlicitlh faza, kao gra­

nicnu povrs te1a 111 kao povrs dlskontinulteta. 
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ТаЈсо su Fisher i La~itman u вуот radu [2Ј for-

r:J.ulisali terrп.odina.miku nedeformabilne povrs1. 

Proucavajuci dinamicke proыme,' Gurt1n i 

IEu.rdoch St1. u эуот radu [3] razmatra11 proыmee elest1cnih 

povrsi. 
\ , 

I'roblem neviskozne fluidne nepropustljive те-

dju.povrsi razrnatran ј е u radu Mor;cke1-a [4] . 1>olazna 

оэnоуа za termodinamicka razmatranja u Moecke1-ovom radu 

је Ыо l,i·~i.l1er-oy entropijski princ~p [5] • 

Termodinamicka teorija nepropust1jive, ne-pro-
;';";"'.! , 

ste, toplotno-provodljive fluidne medjupovrsi, primenom 

blu.ller-ovog entropijskog principa,·data је u radu [6Ј·. 

Treba zapaziti da је zajednicka osnova Bvih 

ovih radoya teorija povrsi diskontinuiteta i1i sifigular-

Znacajno је napomenuti da ве росеу od 1975. 

bodine pojavljuje dosta radova u kojima autori pri raz­

::'.J.tranju problema medjupovrs1 polaze od cinjenice da, u 

cpstem эlисаји, odgovarajuce fizicke velicine oko1nog 

шз.tеriјаlа trpe diskontinuitet. Та cinjenica је uzeta 

kao polazna оэnоуа za koriscenje uopstenih funkcija, kao 

sto ви. Dirac-ova i Hevyside-ova funkcija pri izvodjenju 

odgovarajucih jednacina balansa. 

Tako ви Bedeaux, AIb.ano i Mazur [7Ј f'ormuli­

sali nerav.noteznu termodinamiku nematerijalne medjupovrs1 

iz~edju dva fluida koji se ne mogu mesati. 

Ideju razvijenu u tom radu, Коуас [8Ј је pri­

menio па visekomponentalni sistem koji sadrzi mater1-
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jalnu medjupovrs. 

l(oristeci ideju Вейеаих, AIbano, blazur - а, 

Yod~k [9Ј је formulisao teoriju neravnotezne termodina~­

~e nepropustljive medjupovrsi. Ти opstu formulaciju, Vo-

o.{k ј е ze.. t1n primen10 па рrоышr!l 12 - komponentalne vls-

ko-elest1~ne mesavine flu1da. 

Оуај prilaz,medjutim, dobrim delom izlaz1 lz 

do~ena mehanike kont1nuuma. То је ијеаnо 1 Ыо razlog 

odredjivanju prilaza koji 6е biti koriscen u 

0 .... 03 raC:u. opredelimo za оnај prilaz proыmuu тейјироп-

81 koji је zasnovan па razmatranjima MUller-а. То эе pre 

svega odnosi па razmatra...YJ.ja izheta u radu [lcil • U tom 

racll1. Ы-ё.llеr је ukazao па vaznost proucavanja proыma 

pol'~"..?ropus.!clji vosti medjupovrs~ ва stanovista termodina-
i 

rr.i:i:e kontinuuma. bledjut1m, taj rad nije irnao za cilj da 

зе iskljucivo Ъау! problemom polupropustljivosti, уес аа 

izlozi јеаnи novu teor1ju mesavina 1 da tu nоуи teoriju 

uporedi эа klasicnom. Zbog toga se u radu kor1sti model 

iсlез.lnоg zida. 

Prosirujucl ideju idealnog zida koriscenu u 
\\ 

, Mi'lller је u ra.du [l~ izlozl0 neke озnоуе 
/ 

/ 

-ce::':-2odinamicke teorije idealne p'olupropustljive me:nbrane. 

i~ai!:le, idealni zid , ko ј i razdvaja mesavinu od susednog 

. 1" ~e ~, razmatran је u tom radu kao model poroznog tela. 
ј 

J:Tedostatak teorije izlozene u oy~;:::Дya rada 

oc1eda зе u cinjcnici йа model idealnog zida nе odgovara, 

realnom probl~mu polupropustljlve тет-

orane jer 



- 4 -

i) U balansnim relacijama za 1dealan zid эе 

zanamaruju эу! c1anovi osim clanova skoka 

1 onih c1anova koji u зеЪi sadrze povrsin-

ski nароn; 

11) U~1ma зе da је idealan zid ravan; 

ii1) . Tangenc'ijalne komponente brzina svih заэ­

tojaka iscezavaju па zidu. 

lIa osnovama Mtlller-ove teorlje, G.!:aue1 [+2Ј 
1,...::;-

је r~znatrao medjupovrs kao mesavinu dva flu1da koja se 

nalazi izmedju jedne dvokomponenta1ne mesavine i jedno-
I 

komponentalnog materija1a. Pri tome је Grauel pretposta-

Yio da оЬе ~esavine, оnа koja cini medjupovrs i ona koja 

ве nalazi эа јеаnе strane medjupovrsi sadrze isti fluid, 

u radu oznacen ва II. Posto је u tom radu medjupovrs 

:pro:pv.stljiva вато za f1uid II, name6e зе pitanje: da 1! 

је neo?hodno аа medjupovrs sadrzi onaj sastojak za koji 

је inace propustljiva ? Jer, 'iz Grauel-ove teor1je је 

ociglec:no аа drug1 flu1d', koj1 зе nalazi u medjupovrsi 

( u tom radu је oznacen за О ) nije propustljiv n! za 

је&аn оа f1uida 1zvan medjupovrsi. Drugim recima, оуа 

-teori ја ј е primenj i уа вато za posebne modele. 

Zatim, u odeljku koji эе odnosi па jednacine 

~alansa ~edjupovrsi, Grauel па primer, za jednacinu Ъа-

lansa таэе 1'1эе 

(1.1) 
~o;;-2WoI/H~ +(~ %А)'А 

+1~(I/;/- wj)e j
) О. 
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Pri to=e эи,эа ~ oznaceni sastojci mesavine u medjupo­

vrsi, а sa ос sastojci mesavine izvan medjupovrsi. Oci­

g1edno је da оЬе mesavine imaju isti broj sastojaka. Ро­

stavlja эе 1'! tanj е, sta, Ы bi10 da је t"=foC ':;':"? Па primer, 

:le.:-:a је medj't.:tpovrs jednokomponentalni materijal, 2:1. теэа-

vina izvan шеdјuроvrsi trokomponentalna. Tada ъi relaci-

ја (1.1) g1asi1a 

(1.2) 

~o- 2WI<нd +(йWА)'А 

+[joe(vj - w.1)ejJ-о . 

Sumira:ljem 1'0 ос u (1.2) dobija эе 

(1.3) 
(21 q$' - 2'f(1<н?J + {ОЈРАЈ,А} 

+ [ .J;-јс(vJ - W j )ei]-o . 

Odmah эе иосауа prisustvo broja (3) - u prvom de1u tog 

izraza, sto је ne1ogicno. Do istog zakljucka 8е dolazi 

i analizom osta1ih jednacina balansa. 

Prema tome i dalje ostaje kao otvoren problem 

korektnog formu1isanja opste teorije materija1ne polu-

propustljive medjupovrsi. 

Оуај rad predstavlja pokusaj da эе otklone 

odredjeni nedostaci u pri1azima dosadasnjih teorija i da 
i 

зе ё:а sistematski tretman materijalnih po1upropus'tljivih 

L1edjt1.povrsi baziran па modernim idejama koje sada preo-
, 

vladjuju 'U mehanici kontinuuma i
• 

i 
: 
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Оп predstavlja nastavak istrazivanja zapoce­

[GJ • Pri formiranju modela vodjeno је racuna 

аа Ьиае zadovoljen odredjen broj fizick1h zahteva kako 

bi oio ob~L~vacen sto уе.с! broj proыmaa vezanih za pona-

ваnје realne membrane. 

Ыа potrebu istrazi vanja realnih membrana u..1ca­

zuj~ ~ogi problemi koji ве јаУ1јаји u mehanici, tehnici, 

biolo8iji itd.Treba odmah reci da cilj ovog rada nije 

yez~n za mehanizam prolaska kroz medjupovrs. То је zada-

-cal: :pre svee;a fiziko-hemicara. Cilj naseg rada ј е da оЪ­

јэ)sn.i odredjene fenomene termomehanicke prirode u s1uca-

ји :pol-~1:propustlji ve mem"orane, koja ве zbog toga predstav-
, 

:::a-terijalna dvodimenzi'onalna medjupovrS. 
i . 

I 

Vodeci racuna о tom~, usvojen је mode1 koji 
I 

је se~atski prikazan па slici Г. 

S1ika 1. 

'\~ . 1 . ~ "1 ' flu.l' d Ј эа ј t 1 Xt .:.;а,lше ПСUЈ') .. РОvr., 1,.,; n.l эуо s v та, u оро ет 

:;ll.ll:jU, ro.zlicitim od svojsta.va okolnih fluida. Da ne ъi 
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~io prejudicira~ znacaj pojedinih velicina koje opisuju 

ponas~~je medjupovrsi, uzeto је аа Ви kao povrslnske 

l:onstituti\~e promenjive prisutne ne эато gustlna i tem­

r:,e::'2.~i)_:ra, -чес i njihovi' grad1jenti 1 lzvodl ро vremenu. 

:~~ osno~ro. terminologije uvedene оа зtrапе Noll-a, takv1 

~aterijali зе nazivaju ne-prosti, toplotno-provodljivi 

fluidi. T:rodimenzionalnu teoriju takvih fluida аао је 

I-Shih Liu [1зЈ • Usvojeni mater1jal medjupovrsi, n~ os­

novu. тааг. [14Ј ' moze Ы t1 nazvan 1 diferencijalni mate-

rijal prvoB теаа. 

Sг. problemom poluprbpustlj1vost1 nepos~edno , 
r 

је vezan i sastav okolnog materijala. U opstem slucaju, 

(~:.'O prolaska. kroz membranu ne dolazi . зато zato sto ве iz­

Y&~ medjupovrsi nalazi i fluidi koji cini medjupovrs, kao 
I 

sto је to slucaj kod Grauel-a.i Zato је uzeto аа зе за 
I 

jedne strane medjupovrsi nalazi mesavina od~2) fluida 
! 

ос. koji11 ni jeclan nе mora аа ima ista svojstva kao 

• Sa dru.ge strane medjupovrsi nalazi зе fluid * 
c.ija su svojstva, u opstem зlисаји, raz11clta оа svojsta­

Уа fluida ј . Zbog slozenosti problema, uzeto је аа ви 

svi fluidi neviskozni. 

u cilju рrеglеdпозti, сео rad је podeljen па 

~,ledeci nacin. 

u odeljku 2 dati su'osnovni elementi, defin1-

cije i osobine o~ih ројтоуа koji се Ъit1 kor1sceni u ka-

snijim razmatranjima. U ode1jku 3 ви 1zvedene opste jed-

nг.~iпе 

se nalazi u svakoj od oblastiusvojenog modela. 
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~azmatranja termodinamickog procesa 1 konstitutivnih jed-

nг.Сinа posmatrane medjupovrsi; data ви u odeljku 4. Zati!l 
I 
I 

зп -te kor.stituti vne jednacine :razmatrane эа stanov1sta 
I 

i 
principa materijalne indifere~tnosti. Та razmatranja su 

! 
5. u odeljku б jsu iskoriscena ogranicenja 

I 

konstitutivnih jednacina koja iSU dobijena kao posledica 
i 

prinene entropijskog principa.; Univerz~lnost funkcije 

ј е роkаzг...'tlа u odeljh."ll 7. RaVnQtezna termodlnamicka razma­

tranja эи data u odeljku 8. Konacno, u odeljku 9 эи raz­

h~trani specijalni slucajevi, а u odeljku 10 ви d1skuto-

vani rezultati dobiveni u ovom radu. 

\\ 
\ 

/ 
I 
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2. Osnovni ројтоу! i def1n1c1je 

2.1 •. Elementi geometr;je 1 k1nematike uo'~s1 

Za razmatranje mater1ja~e po1upropust1j1ve 

medjupovTsi nuzno је poznavanje osnovn1h e1emenata njene 

geonetrije i kinematike. U оуот odeljku Ь1се naveden1 за-

то oni element1 geometrije i k1nematike povrs1, kao i re­

lacije koje iz njih slede, а koje ви neophodne za dalje 

izlag&~je. Deta1jn1ja razmatranja data зи u radov1ma 

[15 - 20] • 
PO~B S(t) , koja se razmatra, na1az1 ве u tro­

di~enzionalnom $uk1idskom prostoru. U svakoj ta~ki povrs1 
.1 

~oguce је izabrati 1okaln1 s1stem koord1nata и" , koje 

эе nazivaju Gauss-ove 111 poVrsinske koord1nate. Кretanje 

povrsi se posmatra u odnosu па f1ksn1 Dekartov sistem ko­

oJ."dinata X i • Тааа је tacka povrsi data за Qj 

, , 
I 

; 

Бс1е j~ t vreme. Z'a preslikavanje (2.1) ве pretpostavlja 

da је glatko i predstavlja najopst1j1 obl1k parametr1za­

cije uocene povrsi. 
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Kretanje tacaka:u ропэ! је neprekidna tran­

s.fo:rmacija u dvoclimenzionalnom! prostoru 

I 

.1/.0{ ~d( {j~ ; i) , 

О
Д 

gde эи эа oznacene konvekt1vne koordinate. Za tu 

transformaciju se pretpostav1ja da је 1nvert1bilna tako 

tia је (j~= «~(lL~t) . 
Тааа iz (2.1) i (2.2) sledi 

- I 
/ 

U svakoj tacki povrsi ~t) зе pre-t:1;>ostavlja --
аа posto ј i vektor tangente X!.t pri сети зе ва п п , 
ozne)5ava kovarijantno diferenciranje. Takodje, u t~vakoj 

I 

tacki povrsi postoji i jedinicni vektor norna1e j)i , ko-

ј! је upravan па tangencijalnuravan u toj tacki 1 za ko-

ј! vazi 

pri сети эи sa 
м 'ijJC 

{, ,odnosno, l oznacen1 t sistemi 

~ povrsi i prostoru. Tada је sigurno 

(2.5) 

za sve vreme t . 



dat sa 

(2.6) 

gde је sa 

(2.7) 
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I 
! 

. , 
i 

Dlferencljal elementa duzlne а! u povr~l је 

oznacena prva fundamentalna forma 111 metr1ck1 tenzor 

povTsi. Za njega vazi 

Cesto се Ъiti koris6ena' Gauss-ova jedn~clna 
, 
i 
I 

(2.9) .x:«(J-~j3 yi, 

gd.e је ~ druga fundamentalna form.a povrs1. Tenzor 

moze biti izrazen u obliku 

(2.10) 

Takodje се bit±/ potrebna 1 Weingartner-ova jednaclna 

(2.11) 

gde је 

(2 .. 12) 
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, 

Koristeci tenzor д! mogu ве аоъ! ti а1ге vaZne 
~ 

s~alarne invarijante: 

Sred~ja krivina povrsi 

(2.13) 

i Gauss-ova krivina 

(2.14) 
/ 

/ 

бё.е је 

(2.15) 

.Р& 
?rema Cayley-Hami1ton-ovoj teoremi za 2х2 matricu Ofi 

sled.i 

(2.16) 

Element povrsine moze biti dat u oыku 

(2.17) 

о<ћlОSnО 

(2.18) 

~d.e је 

(2.19) Ј - det(uc; -6.) . 

Ксј::о ј е r:etricki tenzor ~ moguce izrazi ti u oЪ1iku 
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(2.20) 

sledi da ве moze pisati 

(2.21) .f1J =- JJg . 

Koristeci (2.21) u (2.18) vidi ве da је e1ement povrsine 

~ocиce izraziti u oыku 

Brzina cestice povrsi u prostoru се biti 

(2.23) 

p~i сети је за /uА naznaceno da vrednost1 parametra 

su konstantne. 

u najopstijem в1исаји је 

(2.24) 

gde је 

(2.25) 

i naziva ве brz1na pomeranja povrs1, dok је 

(2.26) 
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i ocigledno эе nalazi u tangenc1ja1noj ravn1. U tangenci­

jalnoj ravni se na1az.i 1 V 4IG pri cemu је 

Iz (2.23) i (2.24) sledi da је 

I 
i 

(2.28) А;, + ~ - .i:iIX~jJ . , 
i 
Ј 
I 

S o~zirom па sve to, slucaj najopstije parametrizacije 

moze Diti prikazan па sledeci nacin 

Slika 2. 
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Ako је parametrizacija u (2.1) takva da је 

(2.29) 

onda је rec о normalnoj parametrlzacljl. Takvom parame­

trizacijom se ~~ogi izrazi uproscavaju ра се ona kao iz­

bor parametara biti koriscena u ОУот radu. Tako па primer 

izz:-az za brzinu 

:p2.ra:o.etrizacije 

(2.30) 

cestice povrsi 5(1:) u slucaju norh1alne 

postaje 

; 

. i и'" ) 1.. Ii' Dt;x "1.. 
Х - }/ + .ot • 

)Ј " 

Osim toga, koristeci (2.29) pokazuje зе da vazl 

(2.31) 

\\., 
... 

oclnosno, 
/ 

I 

(2.32) 

Iz definicije osnovnog metrickog tenzora PO~~! sled1 

(2.33) 

Ako se u (2.33) iskor1st1 (2.31) dobija ве 

(2.34) !Jr--27j~ · 
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I 
i 

. ! 
, 

oda.kle sled.i 

(2.35) 

Koristeci (2.34) pokazuje зе da vaz1 

(2.36) 
d( i) g =-2Ii"ZL//.. dt о -у /'1 

Za kasnija iz1aganja Ысе potreЪno пас! . 

(2.37) 
01-dJ ЈЈ dU,L}. 

d/; == Jи~ di 

I 

г,.., .... 8) \ с... )' 

ЈЈ ~ 
dUoC =:J~~ , 

,.,6 i 

CG ' 

dU,A== ,r. 
dt ,.6. 

sledi da Бе (2.34) svodi па 

(2.39) 
dJ CG -==JI/' dt ,«., • 

l~~o Бе zatim is~oriste re1acije (2.18), (2.36) 1 (2.39) 

sledi аа Бе moze pisat1 

(2.40) d(da)_ (i/ot -2lLl< )da dt .~ -,) н . 

Iz re1acije (2.5), uz koris6enje (2.31) doЪija зе 

(2.41) 
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. с(. 

za fiksne vrednosti и • 

DifereIlciranjem ро утетеnи tenzora id/> ,uz korlscenje 

izraza (2.5), (2.9), (2.11) 1 (2.16) dobija ве 

pri cer::u зи vrednosti l1/~f. flksne. 

~Teba n~pomenuti da re1acije (2.34) 1 (2.42) daju tako 

zvani diferencijalni opis posmatrane povrs1 1 predstav1ja­

ји uslove kompatibi1nosti. 

/ r-, jI-) 
\. с.. ....... . ,.-/ 

Коnасnо, za kasn1ju ana11zu entropijske ne-

koristicemo re1aciju 
\\. 

/ 
/ 

l{ој а neposredno sledi 1z (2.13), kao i re1aciju 

(2.44) 

,. v 

КОЈа эе moze dobiti iz (2.16). ! 

2.2. Definicija i озоЫnе operatora[ Ј 

Za dalja izlaganja neophodno је definisati i 

operator д: jV. u ovom ode1jku се osim definicije biti 

navedene sa~o опе овоЫпе koje su neophodne za kasnija 

razmatranja. Deta1jnije о оvои operatoru, koji зеи 11-
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..!сэ~аtu~i nazi "\"'а operator skokaj 11! operator diskontinui-

.-te-!:;a, :o.oz.e se nас! u radovima ј [21Ј ' [z2J • 
Pos!!latrajmo u.ocenu J;>ovrs .5(i-) kao zajedn1cku 

.,t;.+ 
::;ranic'\.:t оЫаэ-'с! џ i ,77'- 1..1 :prostoru • Neka је 

vektor spoljne norma1e povrs1 yi usmeren ka unutrasnjo-

+ ..,.,,+ 1 "'Ј":-sti oblasti V' • Zatim, neka је u oblastima и v 

definisana funkcija У'(х) koja ~ neprekidna i dife:r:enci-

jaoilna u okolini s(t) • Neka funkcija 

"'+ teze granicnim vrednostima I 

t 1 nj еn! izvo-
.,. c?'f' 
С:.Ј.. -;~ 

dx· 

a~+ . 
1 8.x1f! kada s е 

роу~з1 S{t) tezi ро + 
putanjama 1z oblasti lJ' • Па 1sti nа-

<51г.., nе1:а funkcija 

v.:.'ednostima 

у i nј еn! izvodi :; te ze granicnirn 
~r 

i 8хЈС kada se povrsi S(f) tez1 ро ри- . 

7/ • Tada vazi sledeca 

~н:f:~Т':.~ __ с}-јЕ- Pod operatorom [ .Ј ве podrazumeva raz11ka 

yrednosti funkc1je' f па povrsi s{t) , tj. 

1inearan 

Dokaz: Neka su r i 'f dve funkc1je 1z sk:upa funkc1ja 

res.1r..ih prom.enj i vih i neka su С i d dva bro ја iz skupa 

~ealnih brojeva. Tada је је па овnоУи def1n1cije (2.45) 

(2.46) 
'\ 

~[c'f+d'fl= c['f]+d['f} 
I 

cime је dokaz zavrsen. 
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U specije.lnom slucaju kada је funkcija '1' neprekidna, 

па оэnо~~ definicije (2.45) sledi da је 

(2.47) ['f}-IJ, 

jer је I 
.1 

?rethodno navedene osobine operatora [ Ј Ъi6e cesto ko­

riscene u ~esnijim razmatranjima. 

2.3. Osnovni ројтоу! teor1je mesav1na 

Mo~e ве за dovo1jnom tacnos6u re6i da је сео 

spoljni svet sastavljen od mesavina, odnosno, heteroge-

nih materijala. Sama rec heterogen potice od grckih rec1 

heteros=razlicit i genos=vrsta. Za heterogene materijale, 
! 

odnosno, теБаУ1nе kaze эе da ви sastavljene od sastojaka 

11! komponenata koje su ро вуојој prirodi homogene (grcki 

homoios=jednak) • 

Postoje mesavine koje imaju svostvo da ве posle 

izvesnog vremena razdvajaju па ВУОје sastojke. Takve те-

savine зе nazivaju emulzije. 

Zavisno od krupno6e sastojaka u mesavini, тo~e 

::9 GO"',Tori ti о stepenu disperzi teta теЭаУ1nе. U krupne 111 

fizi6ke disperzije spadaju оnе теэаУ1nе с1ј1 ве sastojc1 

тоеu prepoznati golim okom. Nasuprot njih, postoje i оnе 
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::-ј'сЗS?~~\"'il1.~ 1\:od kojih -Со nije mogu6e i one ве nazivaju то-

:e}:ulske disperzije. Тааа эе radi о pravlm rastvorima. 

Na osnov~ tih neko1iko clnjenlca vidl эе da 

эе u slucaju mesavina nai1azl па mnogo уесе probleme nе-

~O U slucaju homogenih materija1a. То је 1 dove10 do toga 

a~ se u teorijama mesavina uvedu izvезпа upro8cenja ва 

ciljem da эе iskoriste analogije за mehanikom kont1nuuna 

jednokomponentalnih mater1jala. 

Оsг-оуе matematicke 'teorije mesavina koja se i 

ааn ааn~э koristi postavi1i эи А. Fick ( 1855 ) 1 Ј. Ste-
i 

fa,,"'l ( 2.871 ). Oni эи pretpostavi1i аа ве svaka tacka те-
i 

savine ~ moze smatratl аа је' jednovremeno okupirana. ва 
'1 ' 

ро jednim оа svakog sastojka. iNa taj nacln mesavina је 
, I 

yzoeclsta:vljena kao superpozicij;a оа П jednokomponental­
i 

nih kontinuu~a, оа kojih svak~ ima ЗУОје individualno 
, -'- . 
_-сrе\ЈаnЈ е. 

Znacajan doprinos teoriji mesavina, posebno 

кааа је u pitanju izvodjenje jednacina ba1ansa, dao је 

T::tJ.esdell [22Ј, [2зЈ, koji је predlozio da se jednacine 

Ьа1аnэа i entropijska nejednacina postu1iraju za svaki 

sastojak mesavine. U osnovama prilaza koji је аао 

Truesdell nalaze эе sledeci njegovi principi 

I) Sve osoЪine mesav1na moraju biti matemat1-

cke posledice osobina sastojaka; 

II) Kretanje sastojaka зе moze opisatl аЈсо зе 

izvrsi zamisljeno lzdvajanje sastojaka оа 

mesavine pri сеши se uticaj ostalih sasto-
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jaka па 1zdvojeni зазtојak zamenjuje па 

odgovarajuci nacin; 

III) Kretanje mesavine moze biti odredjeno 1з-
, 

tim ~edn~cinama kao i jednokomponentalno 

telo. 

Na ovim principima razvija1e зu зе kазniје 

~~oge termodinamicke teorije mesavina [24 29Ј • s obz1-

ron па slozenost teorije mesavina uopste, moze ве gqvor1-

-:::i о -ттесој i11 таnјој заglаsnоsti. 'tih teorija за klаЗ1-

спот termohemijom, kinetickom teorijom gазnih mesavina 

itd. Analiza prethodno navedenih radova за tog зtаnоvistа, 

r:lOze зе пас! u radovima [2зЈ ,: [30Ј • 
! 

Dalji doprinos u razvoju teorije mesa~na је 
I 

аао ЪП.lllеr ( [10Ј ' [31Ј ). Tako је u radu [33] pokazano 

аа зе uvodjenjem grad1jenta gustine sastojka mesavine kao 

kons"t;ituti vne promenjive, pored озtа1оg, moze posti61 еа.-

glasnost te teorije за kinetickom teorijom gasnih mesavi­

па. Osim toga sto ukazuje па prav11an izbor konstitutiv­

nih promenjivih , MUller u 1stom radu otklanja sumnju Јсо-

ја је do tada. J;>ostojala о tome da 11 se ttprinc1p" ekvipre­
.\ 

zensa moze primeniti u·teor1ji теэау1na pokazujuci da је 
/ 

I 

.:.. ' !ЈО moguce. 

Vec је receno da је u radu .[10Ј MU11er dao 

nоу! pri1az teorij1 neprostih mesavina
l
!lu1da Јсој1 је Ъа­

ziran па njegovom entropijskom princ1pu. Sus'~na Mnller­

О~Об entropijskog principa је u tome da зе u njemu ne 

1'01azi od uobicajnih pretpostavk! klasicne termodinam1ke 

blehanike kontinuuma u kojima је 
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i) U neravnotezni proces1ma egz1stira арво­

lu.tna temperatu.ra Т ; 
ii) Priliv entropije jednak је pril1vu unutras-

nje energije podeljenim ва apsolutnom tem­
\" , 
p'era turom, t ј • 

i11) Entropijski fluks је jednak toplotnom fluk­

ви. podeljen1m эа apsolutnom tешреrаturоn, 
":-~ 

tj. 

Za raz11ku od takvog pristupa MUller n~~ pret­

postavlja n1kakvu роэеЪnи. relaciju izmedju entropijskog 

i toplotn'og fluksa, nego entropijski fluks razmatra kao 

konstitutiv.nu velicinu, ravnopravnu ва ostalim konst1tu-

tiv~im velicinama. 

Оп postulira entropijsku nejednacinu u oыku 

( 2.48) У ~ + Ф.,;, t .. 8' ~ tJ • 

za razliku od Claus1us-Duhem-ove nejednacine koja u lokal-

nот obliku glasi 

(2.49) 

pri cemu је ј gustina, 'Z entropija, а Ь pro1zvodnja 

entropije. 
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Dalje, umesto apsolutne temperature kao neza­

visne promenjiye Mttller uvod1 ројат emp1rijske temperatu­

re 8 . Koristeci ројат 1dealnog zida, :Mtiller [5Ј pokazu-

(2.50) 

i da to vazi za эуе neprekidne izotropne sredlne. S obzi­

rom па to da А ne zavisi od materijalnih svojstava tela 

o~a је ~~iverzalne prirode 1 эа fizickog stanovista эе 

tUblQ.ci kao funkcija hladnoce. Na osnovu tog rezultata 

ИUllеr pokazuje da зе роlје poremecaja toplote ne prost1-

re beskonacnom brzinom, sto је fizick1 opravdano, za 

razliku od dosadasnjih linearizovanih teorija topl.otnog 

proyodjenja. 
! 

U ravnoteznim razmatranj1ma MUller pokazuje 
i 

аа se velicina ~ svodi па rec1procnu vrednost apsolutne 

tеrп.реrаturе, tj. 

(2.51) ! 1 !1 /IJ. О)--t (., 1 Т 
i 
I 

, 

cime se pokazuje da је apsolutna temperatura izvedena 

yelic5_na u bltiller-ovoj teoriji. 

Tako izvedeni rezultati ви u punoj saglasnost1 

эа rezultatima statisticke termodinam1ke сlте је pokazana 

opstost 11:Uller-ovog entropljskog princlpa u slucajevima u 

, • • ео V i iti KOJlma џе moze pr men • 
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3. Jednacine ba1ansa 

3.1. Opste jednacine ba1ansa 

Opste jednacine ba1ansa эи izvodjene u mnо­

Gim radovima. U:' ·narednom lz1aganju korlstlcemo prilaze 

r:i:ruesdel1, Toupin-a [22Ј i Moeckel-a [4Ј . 
Posmatra эе trodimenziona1no telo ~(t) , za­

premine 7Ј(6) , koje sadrzi mater1ja1nu povrs $(t) cije ве 

tacke krecu brzinom 
. i 
Х (vidl sliku 3). 

I 

Slika 3. 

, 
'," 
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Povrs ~) deli zaprem1nu 7J(i) па dva dela V-ri) i 1J-(i:) 
, 

i. nј ';hova је zajednicka granica, tako, da. је 

tt(-6) = ~(t)U;5(t) и lJ'(-6) . 
I 

GTanicu tela J~ 
, -1; 

tada cine /Jl/[i) 1 8lJ'7.i) 1 graniёnа 11-

nija 85{iJ • То znaci аа· је 

Neka је sa 'f/ oznacena pro1zvo1jna ad1t1vna 

velicina definisana za telo ~(t) • Fiz1cku pr1rodu veli-
\, 

cine 'ј/ za sada nесето preciz1rati. Neka је povrs S(i) , 
I 

sve vreme singularna povrs za ve11c1nu У • Oznaclmo аа 

~(Xi;i) i >:';(X~i) zaprem1nsku,odnosno, povrsinsku 

gustinu veliclne ~ • Тааа је 

(3.1) 'f = Ј у;,. dv- + Ј 'f; do. . 
?J'+uv-- 5 

Brzina promene vellclne 'f moze зе izraz1t1 u obllku 

(3.2) 

+1 {?~+4?)dv-+Ј(Ps+~)dа 
7Ј' + и 17"- .s 

Pri tome је 

da;;"= )}-Уа - spo1ja or1jentlsanl e1ement 

povrsine; 
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- element linije koji lezi u ро­

vrsi S i kojl је orijentlsan 

upravno па 8S ; 

- povrs1nska 1 lin1jska gustlna 

fluksa,respekt1vno; 

- zapreminska 1 povrs1nska gusti­

na proizvodnje, respektivno; 

- zapreminska i povrsinska gusti­

па priliva, respekt1vno; 

Sada је pG~rebno nас! materljalne 1zvode сlа­

nova па levoj stran1 1zraza(3.2). Za prv1 od njih vazi 

U cilju sredjivanja ilog izraza moze зе koristlti relacija 

koja u op§tem slUcaj~~ glasi 

" I , 
~Ј V/ Ј?Ј' ==Ј dh-d7Ј' +1 r ЈјјЈај di 117' Jt! ,1!Ј' Ј , 

17' 11' I a17 
I 

I 
pri сети ј е 5ј 

brzlrta kretanj~ tacaka 3l/z • Primenju-

јис1 taj izraz za sv~lku ZБ.рrещinu posebno, pokazuje зе 

da za zapreminu 77'+ vazi 

(3.5) 
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I 
Као sto је па slici 3 prikazano, jed1n1~n1 vektor norma-

le уЈ па povrSi.5 ј ~ orij entlsan ka zapremini ~ • 
I 

Na isti n~bl5in se pokazuje da za zapreminu и-
i 

va.zi 

(3.6) 

Тааа iz (3.5) i (3.6) sled1 

(3.7) 

Osim toga, potrebno је 1zra~unat1 1 1zvod ро­

vrsinskog integrala :r:!a levoj strani relacije (3.2). Lako 

se pokazuje аа је 

(3.8) 
i--- : 

L-j' 'l. da = {(' Ш§.da -1- ~ dCfa) ~ 
di..s Ј ј dt $ t Ј· .) s , , 

Vodeci racuna о tome da vazi 

(3.9) 

\\ I 
i uzimajuci t1. obzir \ 2.40), sledi da ве (3.8) moze pisa-

ti u obliku / 
.1 
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(3.10 ) ft f(,.da ј[ ff T(~ 1I"'),ot -21!,/у~Јdа . 
S s 

z&tim (3.7) i (3.10) u (3.2) dobija зе 

+ Ј ?sdd{ = f (p~ +~)du+j(fs +дs)dа. 
as 7J"+uv-- s 

Оуај izraz se moze napisati u sazetom oыku ako Iзе па 

:p0"'vTsinski integra1 

Ј (~ 5ј 
+ ф~ )'мЈ 

i linijski integra1 

?ri~ene teoreme divergencije. Tako је 

Ј (~зЈ+Ф;)dај 
а rт+иal7'-

(3.Ј.2) -Ј(~јј+фј),јdlJ'+f[У;.5i+Ф~Ју:Јdа; 
?j-+U~- s 

Ј фsD! de~ .:: Ј ф:'« da . 
d5 s 

Tada (3.11) konacno mozemo pisati u oыku 
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+ Ј [ ~? + ('fsl/d + Ф: ),.t - 21<н?! у; 
$ \ 

(3.13) 

Iz ovog izraza ве mogu odredit1 lokaln1 zakon1 Ъalansa 

za tacke okolnog materijala i tacke povrsi. U slucaju 

kada је rec о tackama okolnog materljala, povrslnski cla-
i 

novi u (3.13) ви. jednaki nuli ;tako da dobijamo 
I 

I 
I 
I 

(3.14) ![ -ff +С'јј+Ф;)'t]d1Ј"-ј(?~ +~)dlJ'. 
I 
I 

i 
Та jednacina mora da vazl za ~ro1zvoljan 1zbor 1Ј' , 

odakle sledi 

(3.15)· 

sto predstavlja lokalnu jednacinu balansa za 8уе tacke 

okolnog naterijala. 

U slucaju kada ви u p1tanju tacke povrslS,gra­

nicnim postupkom kada lY'", odnosno lJ'- tezi ka nu11, 
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tE.ko аа СЈО+ , odnosno, d7J'- konvergira ka povrs1 • .5 , 

dоЬiјашо 

(3.16) 

+[ r;(5j -.i!)yj +фЈ »:J]da= ј(я +,js)da. 
. . s 

~Z (3.16) uobicajnim postupkom эе dobija 

(3.17) 

~to рrеdstэ.v1ја lokalnu jednacinu balansa za 8уе tacke 

РО"",ТЈ:'Б! .5(!::) о 

3.2. Jednacine balansa za mesavinu u ~-

Prethodno izvedene opste jednacine bal~lnsa 

рriшеniсеmо za materijal koji эе nalazi u svakoj оа oы--

sti posmatranog modela. 

Тэ.kо зто uzeli da ве u 'lJ'- nalazi me~,!av1na 

06. (~(>2) neviskoznih, nepolarn1h flulda. Па oSI1I)VU 

l::lasicnoG modela mesavine зlеа! da је za pisanje јес.nа­

С:i .. :n.э. Ьаlаnsэ. А .- tog sastojJca moguce koristi t:1. орзtu 

jeanacinu balansa (3.15). Proizvolja aditlvna veli-

, definisana u prethodnim razmatranjima, 
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bice зааа identifikovana за тазот, ko11c1nom kretanja 1 

ene:r-gijot:l satojka А • Pri tome је radl preglednostl 

?oGod~o da эе иуеае 

Tabela 1 

'f 
I , I fb; I ~~ I1 ! fl,. 

I!p I I [,,;;._,з.sа 
tJ О ~ О 

, с !' С'..:.. О ~ U-~ I ; џ •. .:..џ..., ~ ... 't..'-" I ЈА 
i 

I:oJ_icinc. kr·1 . _ t i1C 
lll i ~/:' ОЈ 

sas t о jj\:c~ ~5A А А 

i 

3::.ergija ! :1 _i~/C .5;." ~ SA(~ +11j;') I s~\os-:'o jka IJlл (e/r + :f ~) 1А-

gde је l: ilC 
gustina, А ОАј пар оп , ~J 

« Ј 11 

vektor toplotnog 
, 

specificna un~~trasnja energlja, t; gust1na 

proizvodnje таэе,. т~ gustinapro1zvodnje koliClne· пе-
I 

gustina proizvodnje' energ1je, /1 speciflcna 
I 

spoljasnja zapreminska sila 1 ~ speclflcan prl1lv unи-

trasnje energije sastojka А .1 Velucine Z; ,112~ i ~ 
! 

mor;u ъi ti posledice hemijsk1h r ieakc1ja, pri cemu т}." 1 ~ 

:::ОБЈ.. sadrzati delove koji эи posledica sila interakcije 

i r~z~ene energije izmedju sastojaka. Ve11cina /1 moze 

biti sila teze, а ~ priliv unutrasnje energije kao ро-

sledica zracenja. 

Тааа эе, korlsteci podatke 1z tabele 1 u opstoj 

јед.!lг.~ini balansa (3.15) aoЪijajи jednaclne balansa mase, 

l:olicine ~-\:retanja i energije sastojka 
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:·i2.Ба, kolicina kretanja i energi ја mesav1ne keo oellne 

coraju biti осиуаnе i kao posledica toga slede tri uslova 

-(3.19) 

I 
Sledeci Truesdell, Toupin-a [22Ј uvode зе definicije gus-

I • ." 
:;'ъ ! t'!J tine р ,brzine Ј ,nароnа , specificne unutra-

v ! 

snje e:::lerc;:ije е ,vektora toplotnog fluksa [ј , speci-. 
fic~e spoljasnje zapreminske sile I

ј 

1 specificnog pri-

l:_"'",'"a unutrг.Snје energije mesavin.e r 

~ 
(3.20) s=Lf; 

А=1 А 

(3.21) 

(3.22) 



(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

I 
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f<. r=L ~ r. . ;4 ~ 

А=1 .f 

gde ј е u~ == 51-5ј i nazi уа ее brzina dif"uzionog kreta­

~j~ sastojka А • Osim toga, u tim izrazima f"igurisu 

s1ede6i clanovi 

kinеtiёkа energija, 

t.t .. . L t?"Y и;} - snaga napona, 
А-1 А А 

L о и/ U':i - f"luks kоliёinе difut1onog 
А-1 ЈА Л ј4 

I kre;tanja. 

Ako эе u (3.18) izvrs1 sum1ranje ро ву1т sastojcima. i 

iskoristi (3.19) i (3.20-26), dQb1jaju зе jednacine Ъа-

:ansa mase, kolicine kretanja i energije posmatrane ше-

savine u iston oыku kao i odgovarajuce jednacine Ьа-
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l&~sa za slucaj jednokomponentalnog materijala 

(3.27) 

аЈ{е+ Ј ј1!) + Гп/е+ 1 Jifl)!i j+пJ_;t1Cj јЈе Ј.-' 
::Jf L,Yl . 2 Ј ./....Ј. Х' -.,.;. .. 

== Jl( r+fJjj) . 
, 

Preostaje јов da зе izvede jednacina balansa 

e~tropije mesavine. U tom cilju treba aditivnu velicinu 

~ identifikovati за entropijom u materijalnoj ~apre­

П'.ini Z/- • Radi preglednosti moze зе :formirati 

Tabela 2 

'f' ~ Ф; Љ. 4 
11 

Б!:..сtrорiја. S? <јЈЈ G' .951'2 I 
I 

1) 

Gc.e је f entropija, f :fluks entropije, fi proizvod­

:1:]0. entro:pije, а S1l gust1na priliva entropije mesavine. 

Koristeci podatke iz tabele 2 u opstoj јеdnа­

cini Ьа1аnза (3.15) dobija зе jednacina balansa entropije 

mesavine 

(3.28) 
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Poredjenjem jednacina balansa (3.27) ва opstom 

. ~ ". ., 1 JeQnac1.rlom. оа ansa (3.15) pokazuje ее da је moguce 1zvrs1-

ti iclentifikovanje odredjenih velicina sto 6е biti :prika-

zг.no 1). sledecoj 

Tabela '3 
.-

v/ , 
~ Ф; ?.",. 4Z'" I 

----- i 
i I 
i ~- I ).,.:.з-sа 

! 

Ј о о о ј :д'~Sг.уi!lе I . 
I i I , 

" ! , ... - ~ ......... lc. ~tj1C j,f
j \. ..;:'\..O.l..].C2.na I 

ојЈ О ; 

:;:nesavi::1e , 

! ..Ј 
i 

i 

g(r"1-(~j) 3:'1зrс i јг. 
I 

ј(е+; 52) 
• I • 

! I tJ + i J1Cj7C О I:J.es&yiJ:le I 1, . ! 
1· = --

I 
Dosadasnja razmatranja mesav1ne vrsena su :pod 

I 

pretpostavkom da зе radi о (l~2) kom:ponentalnoj mesavini. 
; 

S obzirom па jedan od osnovnih :problema kojim se bavimo 

u ОУот radu - :problem 1'o1upro1'ust1jivosti materijalne те­

dј"йро-v'Тsi, 1'otrebno је precizirati sta ве 1'od :ројтот 1'0-

J_upropt1.stlji vosti podrazumeva. 

nefinic~j~: Svojstvo medjupovrsi da dozvoljava Blobodan 

:pro1az samo jednoj vrsti materije, naziva зе 

polupro1'ustljivost ( sem1permeabilnost ). 

ZboG svojst~. polupro1'u~tljivost1, medjupovrs pr1rodno 

ro..zdvc..ja mesavinu па dva dela: jedan koj1 prolazi i dru-

g:' ~::oji nе prolazi. Тааа, за teorijskog stanovista, ве 1'0-

st~vlja pitanje da 1! је moguce iako jeste, kako razma-
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-с:::,а-:::5_ m.esa-vinu kao dvokomponentalni materijal kod koga 

је је6.nа konponenta аео mesavine sa satojcima д-1, ... , п 

ј(ојз ~edj~povrs propusta, а druga komponenta оnај deo 

~esa-vine sa sastojcima . [=1l+1, ... ~(l koje medjupovrs nе 

Odgovor па to pitan:je moze зе dob1ti iz samih 
I 

o&lansnih jednacina. Razmortimo u tom cilju, recimo, Ьа-
I 
; 

l~ns kolicine kretanja. Prema definiciji mesavine, za 

.;5 -ti sastojak vazi . 

(3.29) 

isti nacin, za -ti sastojak vazl 

gСЯ:5:) +Gg 5~ ~Ј-ilCj) . &:: mlt + ~ ..pJf' 
dt С с с с,Ј с c'fc· 

/ 
.1 

Sledeci Truesdell, Toupin-a (22Ј mozemo uvesti definicije 

~oje се vaziti za svaki od delova posmatrane meSavine. 
; 

ве za аво mesavine koji moze da prodje.kroz medju-
\--.;. 

РОУТВ moze pisati 

(3.31) 

(3.32) 



( - 3"'''' ). )) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

?ri tome је 

(3.41) 

- 37 -

17. 

т- mlC == mЈО . L- 13 1 ., 
13=1 

::31:0 је pokazati da iz (3.32) 1 (3.41) sled1 

(3.42) 

. "'. 
\..,. ...... 1 
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_~~alogne definicije mozemo uvestl i za drugi deo mesavine 

koji nе prolazi 1croz medjupovrs 

(-:::'.4..':1) \ ,.. , ..... 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 
; 

(3.48) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 
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i 
i . 

Pri tome је odgovarajuca difuz~ona brzina data iz~azom 
I 
; 

I 
I 

(3.53) иј" е зј-~ј 
2. С С 21 

I 

I 
Jh~alogno razmatranjema sprovedenim za prvi аео mesavine, 

I 

i 
noze~o' sada pokazati аа i za drug1 deo posmatrane теэа-

Yine vazi 

Тааа, koristeci izraze (3.19-26), (3.31-40) 1 (3.43-52) 

yokazijemo da vazi 

~ 

(3.55) J=Lg 
А-1 А 

; 

i 
2 . 

S5i-=Lд~t ; 
А=1 

(3.56) 

(3.57) 

l! 

(3.58) је == L f е ; 
А-1А А 

(3.59) 

\\ 

/ 
/ 

(3.60) • 

, ' , , 

i ; 
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2 

(3.6l) Jr==L~I . 
• 

А-1 

2 

(3.62) \\ О =L",1:' ; 
А=1 

/ 
I 

~ 

(3.63) 0= LAmlCJ 
А-1 

2 

(3.64) O-=LA{ 
~.; 

А-1 

Osim toga, sumiranjem u (3.29) ро 8v1m sastojcima g pr-

., 1 ...... vog ае а mesav~ne uz koriscenje izraza (3.31-32) 1 (3.42), 

dobija эе 

(3.65) 

sto predstavlja jednacinu ba1ansa ko1ic1ne kretanja onog 

dela mesavine koji ima mogucnost pro1aza kroz medjupovrs. 

Иа isti nacin, po1azeci od (з.зо) i koristeci 

(3.43-44) i (3.54) dobijamo 

(3.66) 

sto predstavlja jednacinu balansa kolicine kretanja onog 

dela nesavine koji ne moze da prodje kroz medjupovrs. 
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1z relacija (3.65) 1 (3.66) иo~aya ае 1sto-

vetnost oblika zakona Ьаlэлsа kolicine kretanja odgova­

rajucih delova posmatrane mesavine. O~1g1edno је da ае 

sv~iranjem tih izraza kao rezu1tat dobija (3.27)2' odno­

S~O, ј eclnacil'lB. balansa ko1icine kretanja mesavine kao се­

line. Isti zaklju.cak moZemo. 1zvest1 i razmatranjeln zako-

::-:.9. Ь:::~lг..nsа тазе 5_ energij е. 
, 

Ti~e је pokazano, da ве аа stanovlsta ~o1upro­
I 

?ustljivosti шойе izvrsiti razdvajanje posmatrane mesavi-
I 

~~ cd f(~2)sastojaka па dva deia, па jedan koji prolazi 
i 

}70Z ~edjupovrs i drugi koji nf prolazl. U toj ana1izi 

је ocigled~o koriscena defin1clja polupropustlj1vosti. 
, 
; 

I~~ce ~tenaticka formulacija uslova polupropustljivosti 

znacaja u jednacinama balansa materijalne 

~edjupovrsi, sto се biti kasnije razmatrano. 

Па osnovu toga, Qez gubljenja u opstosti, u 

daljem izlaganju Ъ1се posmatrana, ва stanovlsta p()lupro­

p'\.~s~cljivos·t;i materijalne medjupovrsi, binarna, dvokompo­

::.ent~lna mesavina ciji sastojak 1 , za razliku od sas­

tojka 2 ,medjupovrs propusta. 

3.3. Jednacine balansa za f1u1d * u ~+ 

Уес зто rekli da эе sa jedne strane povrsi S , 

1). 17+, nalazi neki neviskozn1 ~ nepolarni fluid i da su 

~и svojstva, u opstem slucaju, 'razlic1ta od svojstava 
I 
I 

f1пidа -1 , 2 i Ј • Da Ь! эт6 to naglas11i, uveli вшо 

ozr.c..k"'J. ~ ,cime эе ostavlja ~ogu6nost da se u spec1jal­

ni~ зluсајеvimа 1zvrsi identifikovanje tog fluida sa od-

::'ecljeniE1 1conkretnim fluidom. 

. ! 



- 42 -

Proizvoljna aditivna ve11c1na, definisana 

~ odeljku 3.1., ъice sada identifikovana sa masom, ko11-

с 2.1:01:'. ~::retanja i energij от flt:tida 7'f • Rad1 efikasn1jeg 

balansnih ј ednacina za flu1d ~ moze ве formi-

rati 

Tabela 4 

! • 
1· I Ф; 11 'f ~ Pl!' ~. 
Р ~ 

il i 
l' I i' 

О " ; 

f,N О О !' .. ,~~ I liJ.1lasa I 

ii i 
: I ~~j 

: ...... _ • v • . i1C ;; .;: .. OJ..J_Clna .ј 
О il 1-У'''''':- ~..: ..9~5~ I -' ;. "-'~.J- ~ 'Je~"'''Jг. ;н 

!.' i ~ '. 
i 

Er.erGlJa I ј"(е,, + Ј 5;) [ј - t-ilCЈј о 
i .ј 

~(~+t5H) Н -х- х-

I I 

gustina, О: nароn, л.~ vektor top-

I 1. 
11 

I 

I 
I , 
I 
I 
Ј 

J~o~c:n.og fluks.a i e~ specificna unutrasnja energija f1ui-
\., 

1, 

Kori::iteci 

c::ni balansa: (3.15) 

:':01::.. с i::e kret~"1ja i 

.(3.67) 

podatke 

dobijaju 

e:lergije 

iz tabele 4 u opstoj jedna.-

se jednacine balansa mase, 

za fluid ~ 

~., 
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\\ 
Preostaje јоэ da' эе izvede jednaclna balaпsa 

za flt\ld ~ • U tom ci::'ju зе moze formiratl 

Tabela 5 

: __ .... .:.... • ~ ~ Ј 
::-'--'!..:. .... l ОРЈ.Јс.. ! Ј* ?Х: "Т" 
~==========~==========~==========~===========.~========~ 

gd.e је ?} entropija, Ф; fluks entropije, &; pro!.zvod­
(~ 

nја entropije, а ~; specifican 'pri11v entrop1je u fluid 

• 

Koristeci podatke iz tabele 5 u opstoj jedna­

cini oal&~sa (3.15) dobija se jednacina Ьа1anэа entropi-

ј е za i'll.,1.id "* 

(3.68) 

3.4. Jednacine,balansa za materija1nu 

medjupovrs 

Za f1uid ј , koji cini medjupovrs, pretpostav-

lja se, u cilju opstosti, da ima materijal~a svojstva 

potp'l.nO raz15_cita od onih koje poseduju fJ..uidi 1 i 2 , 

od:nosno, flt1.id .х • Zbog t.oga је medjupovrs singularna 

РО\ТВ, u opstem slucaju u odnosu па termodinam1cka вуој­

st;ya okolnog шаtеriјаlа. За matematickog stanovista to 

zn2.ci аг. odGovarajuce fizicke velicine okolnog ma'terija­

la i~aju diskontinuitet u tackama medjupovrs1. Uticaj tih 
1 

c.is}:::ontinl.li teta эе ogleda u jednacinama balansa materijal- , , 
, 

i . ' 

i : 
l' 
I 
• 1 

" 

1,' 
1 ' 
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/ 
I 

Za pis&~je jednacina balansa za materijalnu 

koristi se opsta jednacina ba1ansa (3.17). 

) .. cli"t:. "\rп.a уе licina У bice sada idеntifikоvаТ!':'I sa mas O:D. , 
':---, 

~::oliCi:1.0I1 lcretanja i enereijom medjupovrsi. U tO!!l cilju, 

r:Э .. d.i У0 се preglednosti, pogodno је da ве koristi 

Tabela 6 

, 

I 
:' 

фј !; 'f у: p.s ~s 
l' 
1. I 
1. ! I ~ 

1: I О О li~,7,,=, (:;'а ! t) О l' _\ ... "t,;.. ... -....: I ~ , 

ј 
! !'. 

i IColicina -SICc(. 
, 

гr-I
JC I б"х~ О Ј" ... • .-

1; .t:re -са!!. ј а s 
" /: 
!. -.. • • 

о(е + ; :i;:J) 
\ Jf. о<. _ 51C~.c ~({+/~~) ј: .i..:JTj.ergJ. Ја О '1 1, 

Јi .s 
" 

, 

11 
i 

I1 
I 

ј 

lC4t. 
pri сети је;Ј povrsinska gustina mase, 5 је povrsinsk1 

је povrsinski vektor toplotnog f1uksa, t је 

1"1 ... --. ~ ој s k:=> .;;:- о v Ј.. џ ... n __ specificna unutrasnja energija, ;
IC 

је spe­
.$ 

c~ficna povrsinska sila, а [ 

trasnje energije medjupovrsi. 

је specifican priliv unи-

Koristeci podatke iz tabela ; 1 6 u opstoj 

jei~acini oalansa (3.17) d?bijaju se jednac1ne 
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i 
I 
I 
i 
! 

8o(c+.f:i;!l) +Гg-(c +.L:i::!~)~-5+.x/C +~Df.7 - 21111. 'l5Cё+Lx~) 
. 8t Lr...J 2 : _/,0(. ~ н 2 

i 
I 

+[S(f= + Ј ј2)(5ј-хј) ~ , ЈСј ЈЈС -1-~1)~-o(г~j~/C), 
• I 

i 

l-:oje :p:reds-cavljaju jed1~lacine ьэ.lansа таее, kolicine пе-

tanja i energije za ma·t:erijanu medjupovrs, respektivno. 

Preostaje ј6э da эе lzvede jednacina balansa 

entropije za materijal]~Lu medjupovrs. Na 1st1 nac1n kao 1 

ао sada , а iz istih razloga, ~ormiramo 

Tabela 7 

Ф: 
I 

~ >f ?s ~$ I 

! 
" 

j;3::1.tr01Jija I I 
I 

t!Jae гСС 2- эе I ·1 - (:f'<.) 
~ I I~ 

gde је ае povrsinsaka j~!ntropija, r ~luks pov:rsinske en­

-tropije, Z proizvodnjl~. povrs1nske entrop1je, а /.)'i9I! зре­

cifican prili v povrsin:~ke entropi је. 

Iz tabela 2 i 7 i opst~ jednac1ne balansa 

(3 .. 17) с10Ыја зе jedna(~:ina balansa entropije za materi-

ј э.1:11..1. medj1..1povrs 

8(оае) + /j~:Ao~ J/d.+ r Dt) - 2и!/ t)ae 
;;Ј! <.: I ~ Dt ')Ј Н 

+ [g7(!(S3_ x :Jj+ rp:JJ'!-Z -f'o/.)~ 

s obzirom па slozenost proыmaa polupropustlji­
\\ 

уе materijalnemedjupovrsi u slucaju kada је rec о termi­
/ 

I I 

ckim i.mehanickim efektima; u daljim razmatranjima сета 

pretpostaviti йа se uticaji svih spoljasnjih sila i pri-

. : 
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liva zш~е~аruјu. То znaci da balansne jednacine materijal-

~Э зеdјU90vтsi (3.69) i (3.70) sada glase 

(3.7l) 8a(c;!:r) +[tJ(C-/-l X!2)r-3~хЈС+iЈ,tJt -2lf1/н{с+Јr) 

[g(e+; SllXjj-хј)- tј1СјК!+i:~)}:i=о i 

8(~ae) + /3"aerr"+ го<.) -.2ZLl<иб''ае 8t ,< ,~ ")Ј 
. , 

+[S7(!(jJ_.;tJ)+tjJ'lyj-L. 

Ъ':nо zenj ет balansa kolicine kretanja (:~. 7l) 2 sa X~ ,а 

ZQtiи oduzimanjem tako dobivene relacije od balansa ener­

Gije (3.7l)~, dobija эе 
.... 

sto predstavlja jednacinu'balansa unutra~nje energije ша­
~.' 

terijalne medjupovrsi. 

Razmatranja u ovom radu зе odnose па 11epolar-
I 

ne fluide tako da cestice medjupovr~i nemaju unutrasnje 
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! 
spregove. То znaci da zakon balansa momenta ko1ic~ne kre­

I 

~anja materijalne medjupovrsi glasi 

(3.73) ~ijlC ј .JIC~ О 
<". , Х, '" • 

R~zlaganjem povrsinskog napona па sledec1 nacin 

(3.74) 
/ 

/ 

i koriscenjem identicnosti 

(3.75) 

~ (3.73), pokazuje se da је 

1 

"'. ..ј.. • 
l:,~a (ЈаЈ nacin (3.74) se'svodi па 

(3.77) јЈСot_ 5~ r 
- Х.13 '/- . 

Koristeci (2.9), (2.11), (2.30) i (3.77) dobija ве 

UziQajuci u obzir (3.78) balans unutrasnje energije (3.72) 

Doze da эе pise u obliku 

... 

, . 
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8С:;сЈ +(oel/of-+Ii~,ot-2!f1(м2fC-~(~јЈ- !fg~) 

'~lJ[e +Ј (ј~-ХIC)~(јј-:iј)-tЈСtЗ~ХЈС)+,е1;!-о. 

Konacno, jednacine balansa mater1jalne medju­

povrsi moguce је, koristeci definiciju materijalnog izvo-

C,2.~ })isati u sazetijem oыku 

(3.80) 

11-- + S'V~d - 2?jl<h 1f+j[g(3j-Хјј]уј.-.о; 

t):i:JC _ 5/C~ + [g(jJC_ х1С )(!Јј-Хј)- tICJjyj-() .; 

~i + -л~ of- - sct(3 (t!;"f3. - y.ftt~) 

4[у[е-с +; (5~.хх:.)Ј(јј-хј)-tlCј(5ЈС-.хIC)+~~уј-о; 

fluid 

i 
I 

3.5. Jednacinelbalansa za 

materijalnu'polupropustljivu medjupovrs 

Уес 

-1 , а za 

I 

I 
је receno da je:medjupovrs propustljiva za 

I 
fluid 2 deluje *ао neprobojan zid. Matema-

ticka formulacija tog svojstva'medjupovrsi, saglasno de-

fi~iciji pojma polupropustljivosti glasi 

/7, C'"I\ 
\./.U-L/ 

ј : 

, , 

, , 
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(3.82) 

Analizo!!l jednacina ba1ansa Пlаtеriјаlnе medju:povrsi (3.71), 

(3.72) i relacija (3.81-) i (3.82) pokazuje ве da Зе uticaj 

оl\:о1.:.""1Об rn.a. teri ја1а ogleda samo: u c1anovima B]coka. Radi 

l~~seg da1jeg koriscenja te c1~noye skoka mozemo da ozna­

cimo па sledeci nacin 

.::ls = [.9(jj-~j)Jyj • 

(3.83) ~. =ЬЈЈС(јј- хј)- f?CjJ у:Ј • 

Је = [s[e + 1 (j/C-хЈС)~(Јј-хј)-tЈСј(ЈЈе-:i:~)+~Ју~ 
\\ 

Ocigledno је аа> u svim ovim izrazima, s obz1rom па (3.20-

24) (kacla se primene па slucaj dvokomponenta1ne шеваУinе), 

figurisu difuzioni clanovi оЬа sastojka mesavine. ~eajи-

tim, kako 

dj"t-"!'PO"\TS i 

је u nasem slucaju rec о polupropustljivoj те­

za koju vazi (3.82), pokazacemo da је relacije 
~, 

(3.83) moguce izraziti srono preko pravih unutrasn~ih 

( "intrinsic" ) delova odgovarajuc1h veliclna okolnog 

I:la"terijala, uticaja komponente koju medjupovrs propusta 

i u.ticaja f'luida "* • 
Pod ројтот pravih unutrasnj1h delova odgovara­

jucih fizickih velicina mesavine podrazumeva ве algebarsk1 

zbir эуаке komponente tih vel1c1na mesavine, bez uticaja 

difuzionih clanova. Saglasno tome, mogu se lzrazi (3.22-

24) za tenzor napona, specificnu unutrasnju energiju 1 

yektor toplo·tnog fluksa izraziti, u nasem slucaju, u obliku 
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ОО оо 2 о 

i ~J =- 19 - L nu-z.
О 

иј 
I А=1 Ј .А ~ • 

\
f -;; 8.1. '\ 

./ . .) 

~c~p 
Q --

-t.
0 

эи {] , 17 i f;o pravu unutrasnji delovi tenzora 

na?o~a, specificne unutrasnje energije i vektora toplot-

nаб fluksa, definisani izrazima 

(3.85) 

respekti -....т:no. 

U literaturi 

ci izraz za 

i (3.86) 

'0 11 оо 
-[~ -L -ЕЈ • 
'.z .А-1 . 

~ , 

e.:r =r L ~~" 
/1""'-1 Ј I 

. • 2. ! О 
:; - L О' J:.z А=1..(,1' 

I 

I 

I 
I 

эе cesto umesto i~raza 
I 
! 

vektor toplotnog fluksa 

(3.84) koristi slede­

[22] 

koji se naziva "redukovan1 ob11k" vektora toplotnog fluk­

sa. Takav oblik izraza za vektor toplotnog fluksa је mot1-

"'.;isг..n rezul tatima kineticke teorije difuzije iosim 

Truesdell-a, Toupin-a, navode ga i mnogi drugi autori koji 

Se Ъауе ireverzibilnom termodinamikom, па primer Prigogine, 
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Eul1er. Iz izraza (3.86) је 

unutrasnji deo jer sadrzi i 

(3.87) 

i 
I 

I 
I 

oc~glednoda i; nije pravi 
I 

difuzione с 1anоуе, tj. 

Ana1izom pojedinih izraza u (3.83) lako ве ро­

kazuje аа је 

Znajuci аа se sa jedne strane medjupovrs1, u 7/-, naJ..azi 

binarna mesavina, za:pazamo аа ,se iz izraza (3.88) nе vidi 

~~e .. ko Dedjupovrs oseca tu mesav1nu. Da Ы зшо to razjasni­

J_i, potrebno је posebno anaJ..iziirati svak1 c1an па desnoj 
I 

strani izraza (3.88). Na osno~ usvojenog modela ocigJ..ed-
, , 

по је da se :prvi clan u (3.88) moze pisati u oыku 
I 
! 
i 

(3.89) 

Koristeci izraze (3.20-21), primenjene za slucaj Ъinarne 

mesavine, u drugom cJ..anu izraza (3.88) аоЪ1јато аа је 

(3.90) 

Tada, uzimajuci u obzir (3.82), (3.89) i (3.90), sledi 

a~ se izraz (3.88) moze p1sati u obliku 
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Iz ovog izraza ве jasno vidi, в obzirom па svojstvo ро­

lupropustljivosti, аа velicinu ~ odredjuje зато оnaј 

deo nesavine koji prolazi kroz medjupovrs, а ne ukupna 

:::esaYi:r:a. Time вто pokaza1.i аа ве za razliku od (3.88) 

зоzе dobiti jedan jasan i jednostavan izraz koji сето 

koristiti u da~jim razmatranjima. 
'. 

Do s~icnog zak1.jucka mozemo doci i analizom 
/ 

.1 , 

velicine • Najpre сето 1skoristiti definiciju оре-

ratora skoka t~~o аа ве jednostavno аоЫја 

(3.92) 
~ = јј+ 5ЈС+ (зј+ -.:i:l)-.5Г3J<~ (З.~-;:.:ј) 

- t lCj + -r t хј -Јуј . 

Dalje сето uzeti u obzir izraze (3.20-23) i nakon duze 

racunice 

(:3.93 ) 

Ako zatim iskoristlmo (3.82) i (3.85)1 з1еа! da ве kona­

спо !.'loze pisati 

Analiza сlanа skoka u balansu unutrasnje ener­

gije, ~e ,medjut1m, nije tako jednostavna kako ва f1-

zic%og, tako i sa matematickog stanovista, zbog prisustva 

vесзg broja clanova koji imaju razlic1ta fiz1cka tumace­

nja. Za njegovu analizu pogodno ga је najpre napisat1 u 
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oЪliku 

~ = {Ј+[;е+ -1- ; (5"~.х,r:fJ(јј---:i?)- trJ+(Y'" -x~)+~+ 
I ,. 

(3.95) 
-j[e~+ ; (јlC_ -ХЈС)1(јј--хј)+ ~ЈСј1ј/С-- X~,+ ~J~ 

koji sledi iz (3.83) 3 i definicije Bk~ka. I~ уе6 spomi-
.,..~ 

njanih razloga, u оуој relaciji koristimo izraze (3.20-

24), zatim (3.82), tako da эе nakon duze racunice pokazuje 

da је 

(3.96) -I-s~e~(j~ -:1;ј) - -с7( 1: _x1C)+~; 
2 . ~ 

-.2. о е /'j"j-хЈ) + L iJCj/jJC-:r"-L ~7)Jj. 
А=.,">А А'-': А А-? А <.. .. А ,) А-1 'АЈ 

u daljemsredlvanju ovog lzraza. analizira6emo najpre 1>0-

slednji clan. U tom cilju, koristeci (3.84), 1 (3.86) 

lako se moze zakljuciti da је 

(3.97) 

Оуај izraz сето dalje trans!orm1satl uzimaju6i u obzlr 

relaciju 

(3.98) 

Tada (3.97) 

(3.99) 
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:7е={Ј ~ (з; --!JC)~(J~ -хј)- ;~(J1~-x'1(5:-xj) 

(3.100) .,tj~e~(J; -.х
ј

)- -{~(j: -.:i)-I-g~ 
2 .. ~. . 

-L ое <jJ-хј)+L t~Јr1~-.х~\-о.71vј. 
A=1JAA<"'~ А-' А l· .Ј л,.:rЈ 

Ko~aCno. ako u tom izrazu iskoristimo (3.85)1_2 imamo da 

је 

(3.101) 

+[.z; - (!(5 j-()+jt!:r(5 j
-.i:

j21jl. 
Na taj na~in 8то pokaza1i da је izraz za .Је , 

dat u 810 zenom о bliku (3.8;5) 3' I mogu6e lzrazl tl preko 

"intrinsic" de10va odgovaraju6ih ve1icina, kao i preko 

re1ativne brz1ne mesavine kao be11ne, sto znatno pojedno-

stavljuje dalja razmatranja. 

Sada ·зто u mogu6nost1 da nap1semo jednac1ne 

balansa za materija1nu po1upropustv1uvu medjupovrs. Zame­

njujuci (3.91), (3.94) i (3.101) u (3.71)1_2 i (3.79) ао-

bijamo jelli~acine 

1: + (1Jtr)'4 - 2!fIl,..,c 

+ [ј*(.5; -хј) - Ј;(5; -хј J])Jj-1J , 

(3.102) 
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I 
fJ(6'e) + /О"'с Liot 

-1- /i,~) ~ 211Ј<. дё - 5~/t,(~ - 'lLg ) 
8t ' (. ~ « v н , ex:'~ - '" ~ 

[ ; ~(J: -x~)tf:'-:ij)- ; g.,(J,Jt"-Х 1С)У5;-:d) 

Т[ ~;. +(ge:r--I:1ХјL:с1Ј~-о, 

koje predstav1jaju jednacine ba1ansa таве, ko11clne kre­

tanja i energije materijalne po1upropustlj1ve medjupovrs1, 

respektiv.no. One cine osnovni sistem jednacina za termo­

Dehanic}::a razmatranja posmatrane IIledju:povrsl • 

. \ 

/ 

• t 
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/ 
/ -1 

4. Termodinamick1 ~roces 

za mater1ja~nu polupropustlj1vu ~djupovrs 

Osnovn1 c1~j termodlnamike mater1jalne polu-
1 

propustljive medjupovrs1 је odredj1vanje njen1h polja 

gust1ne o-(U~-t) 

kretanja 

temperature 

XJC(U~ -1:) 

в' (ио(.; -1:) • 

Pri tome se pretpostavlja egzistenc1ja emp1r1jske tempe­

rature naterijane polupropustlj1ve medjupo~s1. U opstem 

slucaju 8 moze da ima vrednostrazlic1tu od granicn1h 

'Tednosti emepir1jskih temperatura okolnog materijala. Za 

resavanje tog proыmaa kor1sti se pet jednacina balansa 

naterijalne polupropustlj1ve medjupovrsi (3.102).Da ъi te 

je~~acine predstavljale trazene jednacine polja razmatra­

nоь problema, potrebno ih је dopuniti konstitutivnim jed­

nасinаmа~дtеriјаlnе polupropustljive medjupovrsi i okol-

поg Ea-terijala. 

Za materijal medjupovrsi је receno da је ne­

prosti toplotno-provodljivi fluid. То znaci da је skup 

konstitutivnih promenjivih medjupovrsi dat за 

(4.1) ;!) 
! 

О IC t) ~.,t . IJ ~~ 
Је 

V.,~ .; ; ., ; ; Х,«. .)) . , ., , . ~ 

I 

i 
I 

. 
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Tada, koristeci "princip" ekviprezensa, konstltutltvne 
r 

. d "', 
;:;е nаСЈ..nе materijalne polupropustljlve medji-.:i-ovrsi glase 

( 4 • 2 ) С.. { ( __ . .._ ... _ .. M __ ...... _ .... ~ .. _~.,-_-" ... _-...... _ ........ _ •••• -" •••.... ,,--..... ,,---......... -----... ) 

t.'" = Jfc(. (-_ ....... __ ..... ,,_ ..... Ј_ .. _- .................................. -................ ---....... -....... "' ... -... , .. -.. ---.... " .... ) • 

Okolni materljal clne mesavlna ne-prost~ ~lu­

ia.a u 77'- i ne-prostl :fluid ;но u l7'"+. s obzirom па osno-

y~! cilj ovog rada, ispitivanje ter.momehanlckih svojstava· 

medjupovrsi, polazlmo od toga da је ponasanje okolnog та­

terijala u potpunost1 poznato. Па оеnоУи toga smatramo da 

эи odgovarajuce konstitutivne jednacine oko1nog materija-

1а poznate ( [10] ' [13 Ј ). Tada sa skupom svlh t1h kon­

stitutiv.nih jednacina, posmatrani s1stem balansn1h jedna­

cina postaje zatvoren tako da оп predstavlja jednacine 

polja iz kojih эе mogu naci trazena роlја gustine, kre­

tanja i temperature. Svako resenje tog skupa dlferenci-

ј alnih ј ednacina predstavl'ja termodinam!ckl proces u ша­

terija1noj polupropustljivoj medjupovrsi. 
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, 
5. Princip materijalne oЪjektivnosti 

5.1. Princip rnaterija1ne oЪjektlvnosti u'prostoru 

Konstitutivne jednacine mater1jala, u naвет 

slucaju okolnog mater1jala i medjupovrs1, тохаји zadovo­

ljavati princip materijalne objektivnosti. 

Sa f1zickog stanovista, princip materija2ne 

objekt:ivnosti izrazava cinjenicu da :fiz1cke osobine i 

ponasanje materijala ne zavlse od posmatraca. Uopste gle­

dano, эуе velicine koje karakterisu·neku pojavu u pr1rodi, 

nisu nezavisne od posmatraca. Za one ve1icine koji~ эи ne­

zavisne od posmatraca, kazemo ,da ви objektivne 1111. indi-

fe:rentne. 
, 

I 
i 
I 

S obzirom па to da ~vakom posmatracu оћgоvarа 

sistem Dekartovih koordinata и' е; ,uzajamni :polbzaj dva 

posmatraca odredjen је transfo~acljom 

(5.1) 

gde su 

x't(-E) = а?ј{ј)хј + ;Cti) " 

1 = -Е-а 
" 

x'Z~ X i - odgovarajuci Dekartovi sisteml 

koordinata; 

a~ft)- ortogonalni tenzor koji odredjuje 
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I 
I 
I 

rotaoljuj а 
I 

vektor kфјl odredjuje ~ranslaclju 
! t -i 

koordinatnog s1stema Х u Х ; 

t ; t - vremena u odnosu па ta dva sistema 

koordinata; 

а - pozi ti vna kons1;an1;a. 

Za tг.kav tenzor a"1(i) vazi 

-1.. .. 
а V(t) -- aJ'L(i:) , 

det(a~t))=7"1 , 
za sve vreme t • 

Pri takvoj transformaclji sistema koordinata 

odgovarajuci ska1ari, vektori i,tenzori эе transfo±misu 

па odredjeni nacin. 

])efinici~a: Za skalar 5 , vektbr ~ i tenzor , za 

(5.2) 

koje pri promeni sistema koord1nata (5,1) 

vazi 

$-= S " 

i7'i= /2";ј V i ; 

r'ij = а1Јс a~ т ЈС! ; 
-

kaze эе da ви objektivan ska1ar, objekt1van 

vektor 1 objekt1van tenzor, respekt1vno. 

U daJ.j/em izlaganju za nQ.s је od posebne vazno­

sti уоnaэаnје konstitutivnih promenjivih datih эа (4.1) i 

«/-1 !i' 01, 1 ' .... -1- '..1.. .Ј..' • h.t:' k i· S 1- Р d ih k ј , k ",[оп,;::, v~ \.11). "~ VnJ. .1. иn с ја , (.. , rug о а а-

~~erisu materijalna svojstva medjupovrsi pri transfor-

~ciji sistema koordinata (5.1). 
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. Iz (2.1) i (5.1) moze ве zakJ..ju<Sltl da su x~ 

-tangentni vektori па medjupovrl - objektivni jer је 

(5.3) 

I 
I 

Za vektor nоrшa1е па medjupovrsl зе moze pokazati da је 

objektivan jer vazi 

Odatle sledi аа је 

, (5.5) 

tj. izvod jedini<Snog vektora normale ро Gauss-ovim para-
. 

metrima је takodje objektivan. 

Na osnovu tih razmatranja sledl d~ је 

(5.6) 

.; 

Ро analogiji sa teorijom zapreminskih materijala 

uzimamo аа se i odgovarajuce ska1ar.ne povrsinske velic~e 

transformisu ро s1edecim zakonima 

-
о=е ; 8-9 
. 

li=-8 (5.7) 0''' i' . , 

[ -=[ . . ,јё=де. ~ 

Па isti nacin uzimamo аа za povrs1nskl napon vazl 
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T~aa, s obzirorn па (5.3) 1 (5.8) sledl da је 

аа је 

(5.10) 

Konacno, iz (5.3) 1 (5.7) ~ako ее pokazuje 

5.2. Ogranicenja konstitutlvn1h jednaclna 

kao pos1ed1ca principa materijalne objektl;Vnostl 

u prostoru 
i 

i 
Princip materljalne bbjektlvnost1 u prostoru 

postu.1ira da. эи konsti tutivne :rhnkclje ~, ё , f(.ct 1. 
! 
i 

Qтv.ge objektivne pri transformacljl slstema koordlhata 
I 

(5.1). Ako эа А! oznacimo bilo ~ojи od konstitutlvnih 
I 

fururcija koje karakterisu mater1ja1na svojstva medjupovr-
I 

051, а sa Ь skup svih odgovaraju61h konsti tut1 vnih pro­

Denjivih datih эа (4.1), tada sledi da је 

·(5.11) 1< (6.)=-Ј«Ь) 
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. , 
I 

Uzimajuci u оЪzir rezultate prethodnog odeljka, moze ве 
• ОЈ- • p:..savJ.. ; 

i 

( :5 .12) 

I 
I 
i 

Ј< ( tr'; tf"; (Ј,I'.; (Ј .; tJ Ј 8,/.>; Q.ij .х/о(. ; a-iJуЈ; l1 ijv!at) 
! 

= k( <f' ; tt ; ~~ ; (Ј ; {ј ; (Ј-/> ;Ј:,'о< ; ~.~ у:о<) • 

~J. ~ mora biti identi<5ki zadovoljeno za svako ~ • 0<51-

gledno је da kI ne moze biti prolzvoljna r~nkclja 6d 

i аа (5.12) nатесе ogran1cenja па ~unkcionaln1 oыkk za-

visг..оsti od .D. • Na osnovu princlpa. materljalne objektiv-
..L. • ... .. 

nOSLJJ.. moze эе pokazati da I! nе moze zavisl ti eksplicl tno 

Од. .x,~ , )J~ i )),1.0(.' nego od velicina 1zveden1h preko tih 

-velicina 

xt«. x,~ = 8«/> ; 
X~o( )J~~ = - Gotj!> • 

На taj nacin· ве konstltutlvna уеl1с1nа 11 , ne­

proste, toplotno-provodl"j1ve polupropustlj1ve medjupovrsl 
, 

~o~e predstaviti u obliku 

(5.1.4) 

Оуа relacija predstavlja redukovanl oыkk ~unkc1je reago­

vЋnја i kao takva ldentlcki zadovoljava prlnc1p materljal-

~e objektivnosti u prostoru. 

Ј 
.1 
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~!inci~ materijalne objektivnost1 

u 'Dovrsi 

Vec је receno da se pr1 ~ormu118anju konst1-

tuti vnih jednacina mora vodi ti racina о tome~:da 8'\1 one 

nеzг.visnе оа transf'ormacije koordinata (5.1). Takodje, 

konsti tuti vne ј ednac ine moraju bit i nezavisne od ~~rans:f'or­

засiје povrsinskih parametara pri kojima duz1na 1inijsk~ 

elemenata povrsi ostaje .ocuvana. 

Neka је jedna odtakv1h tran8formac1ja deflnl-

(5.15) 

Za tu trans~ormaclju se pretpostav1ja da је invertlbilna, 

taJ:o da је 

(5.16) 1 

, 
'Тесе pogodnosti uvedlmo oznaku O;tako da је 

(5.17) 

Pri transformaciji povrsinskih parametara (5.~5) 

transf'ormisu se i odgovarajuci ska~ar!, vektori i tenzo:ri. 

Dеfiniсi~.э:: Za skalar .5 , vekiior LC ! tenzor 

koje pri tranSf'ormaclji (5.15) vaz! 

3~$j; 
- ~ (5.18) 
~ = Od; ~; 

- _ ~ \Ј 

Т:Х/> - Оо(. ОА ~)J , 

I 
I 

Z;~ , za 
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! 
kaze эе аа эи obje~tivni povrsinski skalar, 

vektor i tenzor, r~spekt1vno. 

Za gradijente gustine i temperature ~ i B~ 

1:l0ze ве })okazati аа ве transformisu ро zakonu 

(5.29) 
(f,'~ = 01 3,'ј3 ~ 

8, d;C o~ ~/-' ' 

sto znaci da ви, па osnovu zakona transformac1je (5.18)2' 

ti gradijenti objektivni povrsinsk1 vektori. 

Polazeci od zakona transformacije kvadrata 

- .Ј... el.er::enl1a lU.ka па povrsi 

(5.20) .2 -' d'd ј!> - d:-s- 1-$ (d~) === g21lj3 аи lL =-gs-J' и аи , 

:pokazu.je ве аа је 

(5.21) 

odakle эе vidi аа је ~~ objektivan povrsinski tenzor. 

Dalje ве moze pokazati da BU srednja krivina А'н 

i Gal1ss-ova krivina J<G objektivni povrsinski skalari, tj. 

(5.22) 

/ 
I 

Ana1ogno razmatranjima u odeljku 5.1. uz1ma зе 

de. эџ. , i" , {} , в , с , оЪј ekti vn! povr­

sinGJ~i skalari, )O~ obje!{tivan povrsinski vektor, а .)1-> 

оЪјеktivan povrsinski tenzor. 
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5.4. 9granicen~a konstitut1vnih јеdnaё1nа 

kao ~osledica principa materijalne objektivnost1 

u povrsi 

Na osnovu principa mater1jalne objektivnosti 

u povrsi konsti tuti vne fun...'lrcije J~ , с ,~.. i druge su 

г.еzаvisnе od transfromacije povrsinskih parametara (5.15). 

Ј)г. Ы to bilo ispunjeno konstitutivne funkcije trеЪа аа 

budu izotropne fQ~kcije u odnosu па grupu transformacija 

'" O~ • Za proizvoljnu skalarnu, vektorsku, odnosno ten-

zors1Qt konsti tttti vnu funkciju taj zahtev эе moze j.zraz1 t1 

па s1edeci nacin 

(5.24) 

Ako se uzme to u obzir i pretpostav1 da su kon­

·s~itutivne funkcije po1inomijalne :fUnkc1je skupa iz (5.14), 

-t:v..d.a se, koristeci teoremu о reprezentac1j1 (}2Ј ' розеЬnо 
{Jct.. tX 

Z~ ·n i У dоЪ1ја 
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\\ 

/ 
I 

( - 2"" ~. ';); 

Jf~- (~oJ~ +~ ~d.~)fJ,~+(роg~+я-Ь~ )tt;~ , 

y~,.,. (~g~+ r: l/~~)fJ,~+(y;;g"\ + Y;'~)~fL . 

?r~ tome su koeficijenti 

140 ; 1l.'1 ; ?о ; ?" ; ро ; ~; ~ ј у; 
::u.г...}:сi ј е эkи.ра velicina 

о· ;, о- .; В· , е ;Ј<н ;~ 

-_. 

(5.26) f gf!xX д,f 6; Dt ; ~- (3olfl -8 '1' ~"" ') 
Ii _gf!>Jl - e~ ~A ; 

r = g/J.Jt 6: е -gf3.7/. 
I 1- .g ј!Јд 8 ;!ј . -п =-: 8:/к,.л.; l' ,А ~ 

,~ ,.л, 

od kojih zavise i osta1e konst1tut1vne ve11c1ne. 
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6. Entro~ijski princip 

za materijalnu polupropustljivu medjupovr§ 

6.1. Formu1acija entropijskog prlnc1pa 
, 
I 
I 

?ored ogranicenja koja па oblik funckionalne . 
zavisnosti konstituti~~ih jedna~ina nашесе princip materi-

jalne objektiv.nosti, da1ja znatna ogranicenja ва termome­

h~nickog stanovista namece entrop1jsk1 princ1p. S obzirom 

Г.:?:.. to d.a је za izvodjenje konsti tutivn1h jednac1na okolnog 

:::::-."~crijalo. koriscen MUller-оv entropijsk1 princip, оуај 

?rinci? post~1iramo i za s1ucaj materija1ne polupropust-

lj i -.,-е medjt.:.povrsi u obliku 

(6.1) 

u svalcoj materijaJ.noj polupropustJ.jivoj medju­

povrsipostoji ska1rna, adit1vna velicina, 

koja se naziva povrsinska entropija 1 koja 1та 

ne!legativnu proizvodnju Z ,tako da је 

8(оае) + /S-ae 1/« + F d ) - .211J.1. гЈае 
8с <. ' ,~ ")1 н 

+ј[ј?(.јј :fj)+ ~V1vj-L),O, 
, 

pri сети ви эе 
.t" 

i r
i 

konst1tut1vne veJ.~cine, 

koje kao 1 ostale konst1tut1vne ve1icine zav1se 

od skupa promenj1vih;<5.26). 
i 
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Entropijska nejednacina је zadovoljena za вуа­

ki termodinamicki proces u materijalnoj ро1и­

~ro~ust1jivoj medjupovrsi. 

На osnovu tako definisanog entropijskog prin­

ci~a s1edi аа nejednacina (6.1) mora аа vazi za sva ter-

modinamick~ polja 
\\ 

; xlC(и~;(;) ; 8(u-<;t) , 
, 

koj~ Su res~.nja jednacina polja materijaJ.ne polup:ropust-

1jive medjupovrsi. То znaci, s obzirom па (5.26), аа еn­

tropijski princip nатесе ~zvesna ogranicenja па kcnstitu-

"ti-vne jednacine kalco Ь! taj za.htev Ъio zadov'i:T..i..jen.Medju-

~i~, zadovoljenje tog zahteva nije tako jednostaVIlo. 

I-Sћ.ih Liu-о'V metod [33Ј ' koji 'сето koristiti, s~lstoj1 

se u sledecem 

" Formira se nejednacina аоаауаnјеш en~;ro:pij­

skoj nejednacini 11nearn1h kombinaci:fa jed­

nacina ро1ја. Neodredjen1 mnozioc1 u linear­

nim kombinacijama jednacina ро1ја ве naziva­

ји Lagranzevi mnozioci. Ogranicenja па kon-

stitutivne jednacine onda s1ede iz cinjenice 

da је tako formirana nejednacina linearna ро 

odredjenim izvodima poljakoja Ви proizvoljna ~ 

u nasem э1исаји, nejednacina formirana prirne­

nO~ te metode, S obzirom па (6.1) 1 (3.102) g1asi 
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+[ L;-$.!fА1С(.51-х~- t;ljyJ 

( б .2) _/!с{ dr;:-) .... (.rcv« ... Jf"") ... - I!YIII'f3Z - .5~(tC,..., -!~) 

I 
" 

Prema Liu-ovoj lemi, i;ih pet L~granZev1h mnozi tel:la ви 

l'.:onsti tuti vne fUIl-l{:сiј,е i kao i;~e zavise od svih konsti-
! 

~utivnih promenjivihod kojih iavise i ostale kon~i;itutiv­
i 

~e velicine. I 

6.2. Posledice primene entropijskog principa 

Entropijska nejednacina эе moze lzraziti u 

ekvivelentno~ obliku uzimanjem u obzir konstitutivnih 

pretpostavki za nароn, specif'iCSnu unutrasnju energiju, 

vektor toplotnog f'luksa, specifiCSnu entropiju i vektor 
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entropijskog fluksa. Zamenjujuc1 ih u (6.2) moze f1~e рожа-

..\... 1 zalr~, pos е duze racunice, аа је tako doЪi vena ne;led.naci-

па linearna ро sledecim velicinama 
: 

~o 812в 
1. 

; 
d.:ti~ O1O;~ . d'6!~ 

dt1Z 8C~ "--, t:Jtl , 
clt 

, 
dt 

(6.з) I 
V J3 

' . 
O;~! ; IJ,~ ; ~ .g~,~ -11, ,Dt , i&tf 

, , у 

i 

S оЪzirоm па njihovu proizvoljnost i linearnost, koefici-

jenti v.z "te·· velicine u tako doЪi venoj ne jednacini Ino:raju 

oiti jednlli~i nulie Na taj nacin эе dobijaju sledece rela-

cije 

(вае _ ё :Је) + dP
tX 

_ е §f(- О . 
2) 88 .I1:J8 d8 А ао :1 :,..<: , 

~yo(. _,.,1е d;г« _ о ; 
di!(/-> d'O:I' ("~J3) 

I 

:J'I'ot. _ Ае tJЛ« ,.. О . 
a~г> C/tJ',13 (A~) , 

( ;r;- /јЕ ;:.') 3;ј3 --- е::;А_ Аё ;;)&.1' + ~iJ(!-~еУ; 

( 6.'1' ) 

./ 
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Ocigledno је аа konsti tutivne :funkc1je ~, ё ,r, ае 
е(. 

i 'f ne mogu па proizvoljan nacin da zavise od skupa kon-

stitutivnih promenjivih (5.26) s obz1rom аа moraju zadovo­

ljavati relaciju (6.4). Drukcije receno, te relacije name­

си ogranicenja па Iunkcionalnu zavisnost navedenog skupa 

konstitutivnih velicina. 

s obzirom па (6.4) ce11kupna nejednac1na эе re-

dukuje nanejednacinu 

[ ~(~a; -/1С ~~) -I-ae-/lee-/l7t?-+o(ff(f-/1~~)rj 
I 

(
:JY'ct G ;},flll)! /..а'Р'" е a~:-) 

+ ;)6 - А ао ./r~ + l ао -А t91J ./~i( 
(6.5) i I 

--fАс [2;-$.(ј} _:tJC!( .5j-хЈ [J~ 
- I\C[ f; +Cfr:x·-!tЈ)(јј-.хј)]уј 

I 
- /\1f[g(ji_.i!)jyj +{JJ7[(jj-хј)+рЈЈуј)(Ј, 
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I 
I 

I 
I 

koja se naziva ostatak nejedna~1na 1 koja takodje mora 
i . 

biti zadovoljena za svaki termqdinam1cki proces~u mate-
i 

rijalnoj polu;propustlj i уој medj
1
upovrs1. 

"Probl.em Odredj1Vanja konkretnog funkc~lonal.nog 
I . 

obJ.ika konsti tuti vnih velicina !ве svodi па analiz~b. svake 
I 

I 
i 

od relacija (6.4) i nejednacine (6.5). Striktno sprovede-

па analiza nаВ dovodi do redukovanog oыkaa konstitutiv-
. J\~ А 3"'" 

nih jednacina i Lagra.nzevih mnozi telj·a 1 /1 • 

Tako se iz (5.25) i (6.4)5,6 ' nakon duze ra­

cunic~ dobija da је 

(6.6) 

kao i 

(6.7) 

Dalje је lako pokazat1, s obzirom па (6.4)9 1 (6.6), da је 

(6.8) 

Tada s е па osnovu (6.7) 1 (6. в
ј

) то ze pisa:ti 

(6.9) Ае АС/: .' .) . ~ /, "z);O';O;fI 

analiz1ramo ogran1cenje (6.4)в • Kori-

steci pri tome 1(6.4)2 i (6.9) dobijamo 

, ' 



(6.10) 

odakle, s 

(6.11) 

- 7'3 -

\\ 
dC == ове_о \ , 

/ a~ 8~j .1 

obzirom па (6.7) sled1 

dC _ ;Је _ Вс .... dC _ dC -о . 
:м ад а! fJlI,., a~ • . 

\~:' 

8ае _ 8а! _ 8ае _ 8dt _ ВG _() 
8А ()А: ае 8Ј1н аЛIб • 

Dalje isp1tujem.o ogra.n1cenja (6.4)4' 1~z kojih 

se s obzirom па (5.25)1' (5.26) 1 (6.11) dobija 

(6.12) 

(6.14) 

Na 1st1 nac1n эе, ana11ziraju61 ogranicenja 

(6.4)з, dobija (6.12) kao i 

(6.15) 

(6.16) 

Tada, s obzirom па (6.12) vektor top1otnog f"luk8l~ :ров1;аје 

(6.17) 
.. 

! 

: i 
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l~a osnoV'11 pretpostavke r-Sh1h Liu-a [lзЈ о 1scezavanju 

vektora toplotnog fluksa pri i~cezavanju gradijenta tem­

perature, iz (6.17) sledi da јЈ 
i 

I 
(6.18) '?ОЈ 10 

IO.(-=~ 

па 

~ I 
u koriscenju preosta11h 

! 
razmatranje ogranicenja (6.4)7. 

doDija ве 

(6.19) 

ogranicenja prelazimo 

Koristeci (6.6) 1 (6.17) 

odak1e, uzimajuci antisimetrican deo, s1edi 

(6.20) 

Koristeci u ovom izrazu (6.18) dobija ве da је 

(6.21) 

~ 

sto s obzirom da А nе zavlsi od 0,. vazi uvek. То znaci 

da (6.9) postaje 

(6.22) 

Takodje, па osnovu (6.21), iz (6.20) zakljucujemo da је 

(6.23) 

\\ 

Ј 
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Ј·е 8{ ~O 
а8 I • 

Tada vektor toplotnog fluksa mozemo р1за-

ti u obliku 

(6.24) 

Као posledica ovog rezultata sledi da ве ogra-
I , 

nicenja (6.4), i (6.4)4 svode n~ obllk 

(6.25) 

(6.26) 

odakle эе, k~ri~;te6i (6.4)1 1 (5.26) 1zvodi zak1jucak da 

је skalarna inva,rljanta 1/0 nezavisna od i' ,б:.t i got~ 
1; ј . 

(6.27) ; 

Takodje је, koriste6i, (6.4)1' (6.4)2 1 (6.24) 

) (б. 28) аае ае 
а$' - fJ8' - О . 

. 
Iz.(6.4)2' (6.22)1 (6.25) sledi da је 

(6.29) 
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Analizom (6.10) , ( 6.27) , . (6.28) i (6.29) za-

klju~ujemo аа su ае , с i ~ nezavisni od ? , ~ , r 

~ , -е , I<M i J<s , tj. 

ае - ае (tJ ; 1/ ; 8; R.) 

(6.30) е ... ё ( ) 

71'., - h;,( ). 

Koristeci (6.21), (6.23) 1 (6.24) u (6.19) do-

Dija B~ 

(6.31) 

i 
i 

Lako је pokazat1 da iz tog 1zraza sled1 da је 
i 
! 

(6.32) 

gde је 

.t) 'fj ~ 

~ = -7(/\ -<Је -r/\ ~), (6.33) 

(6034) 
&: 8!:- ОЈеп ;1ё -д __ 1 2!fi. 
(;111 fJ8 "(). /f . во (Ј. 

Dalje, koristeci (6.26) u (6.31)doЪ1jamo 

Vodeci racuna о (6 •. 30)1 (.6 0 32)p,okazujetno da 1z prethodпe 

relacije sledi 

, 
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1-
i 

(6.36) 

IZ. (6.'26) је' о'ц~glеdпо da је ~ funkc1ja заmо od t) , IJ , 

8 i.R, , tj., Ј 

(6.37) 

I 

Jedino ogran1cenje 1z (6.4) koje An sada n1smo '--' 

koristili је ogranicenje (604)10. Uz1majuc1 u obz1r (6.4)7 

i (6.26), iz (6.4)10 зе dob1ja 

(6.38) 

Moze зе pokazati da је ta relac1ja 1dent1ck1 zadovoljena 

ako зе iskoristi (6.4)4 i identicnost 

(6.39) 

Relac1je (6.4)2 i (6.36), tj. 

(6.40 ) 

O~ .- ;18 a~ 
80 ао 

; 

/}ае ..... /\е ~ё + /\1:. в; 
Bf(, f}2 20 ' 

predstav1jaju jedan sistem parc1jaln1h d1ferenc1jaln1h 

jednacina ро ~ • Egzistencija resenja ovog s1stema jedna-
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cina zahteva ispunjavanje sledeceg uslova lntеgrаы1озtl1 

\, /)~ 
\ f!!!g 

fJfn/1e 89 
Ј =-----------/ [}О 

u dosadasnjoj analizi ogran~cenja konstitutiv­

nih jednacina, koja su роэlеаlса prlmene ent:f=:,:.;pijskog 

principa, nije bila koriscena ostatak nejednacina (6.5). 

Оnа se, роmоси (6.6) i (6.24), s ,<Тоdi па oblik 

(6.42) 
-Ј/lТ{~(ј:-.:i'(јl-.i:ј)]уј ј 

- /([ ~; -+ {Jlt!z- tJ: )(5j-хЈ]ЈЈЈЈ 

i која се 'bi ti predmet nase dalje anal1ze. 

Za izohoricne procese, tj. kada је ;f', /Ј , nl­

jedna оа velicina u toj nejednacinl ne zavisi оа ~'" lzu­

zev clana u kome cr,~ eksplicitno ~lgurlse. Zbog toga то­

ra da bude 

(6.4-3 ) 
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, 

Тааа se (6.22) вуоа1 па i 
i 
! 

( 6.44) /{ == Ј\С($ ; 9 Р ~ 
; 

I 

I 
sto predstavlja jedan od vazn1jih rezltata ovog rada. 

Sumirajuc1 dosadasnj~ rezultate ovog rada koj1 

se izrazavaju relacijama (6.6)~ (6.24), (6.30), (6.32), 
I 

(6.37) i (6.44) sledi аа эе konstitut1vne jedna~1ne mogu 

pisati u obl1ku 

(6.45) 

ае. - ае(с; fI ; {} ; i); 

I{с<. = li.o (lJ ; !Ј ; О ; .f)~в,~ ; 

~A=- /lG(e; 9 )l~(1J; {ј; & ;~)gDf;8Il,~ ; 

ScCf3 - - ь; (К' ; %'; 1'; Il ; fi ;.f ; I<H ; -А ; h ; 1; r) fl' 

+~(cr; Il ; {} ;~)9,t1tB,jJ, 

t 
I 

I 
i kao takve predstavljaju njih,ov najopstij1. .redukovan1. 

) oblik. 

nacine 

I 

i 
I 
I 

! 
Nasa dalja analiza /ostatka entrop1jske nejed­

! 
(6042) vezana је pre svega za ~lanove аа skokom. 

s obzirom па to da эе preko t1h clanova ogleda ut1caj 

okolnog materijala, za dalju ana11zu је potrebno lskor1-

stiti njihove konstltutivne jednacine. 

Rekli это аа эе u 1Ј'- nalaz1 mesav1na ne-pros-

tih, 
\' neviskoznih f'lulda. Tada је, па osnovu lvlU.ller-оvе teo-

/ 
.1 

: i 

, I 

I i 

i ; 
i : 
: ј 

; i 

: f 

; : 

, 
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rije date u radu [10Ј ' vektor toplotnog ~luk8a dat ва 

(6.46) 

gde је ?1 spec1ficna vrednost momenta kollcine kretanja 

sastojka А de~inisana эа 

(6.47) 

ј\е~·л~u () relaciji 6.46 su odgovarajucl Lagranzevi 

~~ozitelji. S obzlrom па oыkk osta1ih lzraza u skokovlna 

u nejednacini (6.42), ocigledno је аа prvi clan u (6.46) 

~ije ~otrebno аа1је transformlsatl. Medjutlm, kada је u 

~itanju drugi clan, tada эе za njegovo transformlsanje 
\" 

v '. d i moze poc~ о zraza 
/ 

I 

(3.23) , 

koristeci pri tome (3.58-59). Pokazujetse da па taj nacin 

mozemo dobiti 

/ (6.48) 

од.nоэnо, 

(6.49) 

Zanenom (6.49) u (6.46) doЪija se lzraz za entropijski 
ј 

flп1сs u pravcu norma1e namedjupovrs u obliku 

i 
. ! 



- 8~ -

(6.50) 

koji omogucava ~aksu da~ju analizu сlanоуа skoka u nejed­

n~-<5ini (6.42'). \\ 
\ 

Koristeci tu istu Mtt~1er-ovu teoriju, u~lmamo 
I 

/ I 

da је komponentalni tenzor napona dat 1zrazom 

(6.51) 

gde је ~ termod1namicki prit1sak. Zamnjujuc1 tada (3.85)1' 

(6.43), (6.50) i (6 51) u ostatak nejednacinu (6.42) аоЪ1-

ја se 

-/\е[ff~~(ј:-:f!C)р(Sl-.хјgvј 

(6.52) . .{-.ft: 
-лс[ ~:;. -I-(e.7:+, ! "A).P(jj-хјЈ]ЈЈ

ј 

- A1r [.Ј (јЈ - х
ј 

)јЈЈј +[ ј7{(јј-.хј jJvi 

+ [/le~ + {- (<5;.1- tyf.9(jj-:i:j)}yi~o . 

;f i /1.'3" эи f"unkc1je эато ve1icina def"in1san1h па medju­

povrsi, tako аа је 

, (6.53) 
'fr [/\ Ј-О. 

\ ; 
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Тааа, uzimajuci u obzir (6.53), ostatak nejednacinu (6.52) 

mozemo pisa-ti u oыkuu . 

[ (j(~: - /1е ~~.) + <Је _/1ес -/\ZЗt-

+ о(8СЈе - /\~ dC )0+ dll~ Il.. (Ј ~tX /Ј. 
d8· 89 89 (Ј ,«. 

(6.54) -Аё[; J;-SJА(јј-.х3)(51-:tј21уЈ 

+ [( /\Е - /() .f!rJ.,Jj 
11"" ЈА 

-/l~[[*.? +е1 + ~ - ~ -.{-(tf;.~-f)~Jg(.1ј-.FiJ)lј~. 

Za dalju analizu оуе nejednac1ne potrebno је 

j\(f". najpre identifikovati velicinu /' U tom c11ju koristimo 

ideju bltl.ller-a izlozenu u radu (11Ј :primenjenu za slucaj 

iCi.ealne krive: 

Posmatra ве propustlj1vakr1va koja ве nalazi 

u medjupovrsi tako da је deli па dva dela. U jednom оа tih 
I 

delova nalazi ве fluid 3 • Pretpostavlja se аа је kriva 

propust1jiva za f1uid Ј • Ako!je povrs u m1ru, tada се 
I 

па krivoj vaziti sledec1 uSlovi 
I 

!l I · 
( б • 55 ) [~ - ~ (8,nЈ + ё _ ае Ј. ..L /tr5. v:Dt)(Lif'- 1//3 )~~ 71-0 

Q 7 2 ~'.)-' ор ./и~.Ј/- , 

gde је v;' brzina ):rive. Sve velic1ne 'koje' Ви prisutne u 

Јот izarazu definisane Ви па medjupovrsi. Iz (6.55) sledi 

da је taj izraz u skoku neprek1dan па propustlj1voj krivoj. 

Oznacicemo ga sa 
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(6.56) 

i identifikovati sa hemijskim potencljalom. Poredjenjem 

tako dobijenog izraza sa izrazimaza hemijski potencijal 

:p::,ethodnih teorija [Ј.оЈ , [lJJ, ~2J, zapaza ве prosirenje 

":оје se ogleda u clanu - ~.,f, kojl, korlste6i (6.34), 

mozemo pisati u obliku 

(6.57) 

Zbog toga se velicina (2tf' definisana.U (6.56)' moze na­

zvati prosireni hemijski potencija1 теајиРОУТВl. Oclg1ed­

по је iz (6./37) da se izostavljanjem velicine В lz Bku­

ра konstitutivnih promenjivih tako doЪijeni rez~tat1 

эуоае па rezultate prethodnih teor1ja. Za dalja razmatra­

nја, pogodno је u izrazu (6.56) razdvojitl utlcaj rala­

tivnih brzina\na hemijskl potencijal оа uticaja ostalog 

dela koji moze~o oznacltl sa 

(6.58) 

~l 
i nazvati pros1reni unutrasnjl hem1jskl potencljal. Ко-

risteci (6.33) 1 (6.34) u (6.38) pros1ren1 unutrasnji 

hcmijski potencijal medjupovrsl' pOBtaje 

(6.59) 
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1Та taj nacin smo u mogucnosti daneposredno def1n1semo 

yelicinu j\tf" , sto је i bio с:1.1ј ovih pos1ednjih razI!l8.-

tr&~ja. Iz (6.59) lako se nalazi da је 
i 

-
(6.60) 

I 
i 

t(' 'е _ А""", /-"1(' _ ~ Вl1ј 11. "!I!J! ~~ 
АС t" о Ј1е 881 t<- ,n.Ј г, 

I 
I 

sto ocigledno predstav1ja unutrasnji hem1jski potenc1jal 

bez prosirenja, zbog cega је i oznacen па uobicajan na-

v cin sa с- • 

Radi ve6e preglednost·i pr1 ana11z1 nejednac1-

nе (6.54), u da1jim razmatranjima uvodimo sledece oznake 

Ј- Ј {-~(5:-.xJC)~(51-x~)}j , 
"\ 

(6.61.) 

1< = ј(Д; -хј )vd , 
')l 

L -*J~ +~ +(E-t -2;(J;.~-f)~· 
Koristeci (6.61) u (6.54) aoЪija se da је 

(6.62) 

/ 
I " :Ј· 
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Ocigledno је da se sadanamece potreba odredj1vanja vel1-

cina I.::t , /!.:!" i L:f • Koriste6i (3.20) i (3.21) pokazuje 

se da iz (6.61)1,з sledi 

(6.63 ) 
7--7, +Ј; • 

Ј.! - - 1<., i+ Ј<!2 
")) ")1 i -V 

sto se uzimajuc1 u obz1r (3.82~ svodi па 
I 

(6.64) 

Dalje., 1ako se p~kazuje аа је 

~\ . 
Ј+= Т _~o (~JC_X1C)!2(~j_.xj,yj 

/ --и 2 J~ .::J~ ~:н./' 
/ I (6.65) 

Preosta10 је јоэ аа ве de~1n1su vel1~1pe L~ • Za jedno­

kощроnеntаЈ..ni mater1jaJ.. u {7'" ve11cina L d~'1n1sana u 

(6.61) se эуоа! па 

(6.68) L+ ~ е" k1f-_ ~ 
- S~ + ;Н~t .If. • 

г. za mesavinu ~luida u lJ"-. pokazuje ве da је 

(6.69) 

Z.}'t' 
- А А '1Ј' Д- L/:r &,.,)А . L - ..f + е.х - fl + /1е + А ~ ОАI- .f ~( . 

u radu [3iJ MUJ.1er је pokazao аа ви za јеdnоkошроnеntа:I.ni 

materijal, odnosno mesavinu ~luida hemijBki potencijali 
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def'inisani sa 

(6.8) 

respektivno. Na taj nacin,izraze (6.66) 1 (6.67) mozemo 

pisati u obliku 

L + = (L + - (t3" , 

L - - fi - - ;ЦS' • 
Коnасnо, koristeci (6.64), (6.65) i (6.69), nejednacina 

(6.62) postaje 

L =[s{:~a: _Ае ~~) + at! -Аес - AJ~ 

+8'((};)е - /1~ dC)d -.Ј. O'Ae-А,' O-tJllJ а8 88 df).",Dt 

(6.70) -/tУ; (3: - xJC)!Z +~+-~~!fи 

- /1';[ ~ (J~1C _:1:"'/ + ~-- (t~!j1 

+ (/lе+ _;11)&+_ (1{ __ ;1.e)C->о 

~ nju сето dalje analizirat1 и: эlисаји ravnoteze. 

I 

I ' 

i i 
! i 



\\ 
/ 

/ 
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Аё 7. Un1verza1nost funkc1je ,1 

Razmatraju6i problem zapreminskog materlja1a 

koji је razdvojen idealnim z1dom, MU11er pokazuje univer­

zalnost funkc1je ле . Na analogan nac1n зе moze pokaza­
е 

t1 da је !unkcija А ,materijaJ.ne pol.upropustlj1ve те-

djupovrs1, talcodje, un1verzalnog karaktera. 

Nalca зе u medjupovrsi nalazi mat~rija1.na k:ri­

уа takva da је deli па dva de1.a. U svakom od tih de1.ova 

neka эе na1.aze raz1.ic1ti f1.u1d1. Za krivu kazemo da је 

1dea1.na зkо је takva da 

(701.) 

(7.2) 

а) nе poseduje singu1.arltet gust1ne; 

ъ) duz nje ne postoje n1kakvl f1.uksevi; 

с) temperatura sa оЬе njene strane је вуе vre­

те ista, tj~ 

[D(i)J-О ; 

d) komponente top1.otnog 1 entropljskog f1uksa 

u pravcu normale па ldea1.nu kr1vu ви nepre-
i 

kidni па 1deaJ..no,j п1 уо ј, t ј • 

i 

1. 
~ 

I 

I ; 



(6.6) 

i 
, 

(6.44) 
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I 
Vec Smo pokazali da!je 

I 
I 

с ! 

~==/1,( 
'" 

tako da sled1 

(7.3) 

Тааа iz (7.1), (7.2) i (7.3) sledi da је 

. 
i to znac1 da је jedna un.1verzalna funkc1ja f} 1 9 

, 

u smislu da је 1э~а za эуе ne-pros~e, nev1skozne, ~oplot­

no-provodljive flu1de. 

Neposredna veza izm~dju dve univerzalne funkc1-
е G i 

је 1\ i 1\ se moze uspos-tаv:Uti u slucaju ravnoteze. 

/ 
I 

~. 
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8. Ravnoteza 
I 

\\ 
Pod ravnotezom ве podrazumeva staclonaran 1 

/ 
I 

uniforman proces za medjupovr~ 1 oko1n1 та-

~erija~ ~akav da su emp1r1jske temperature 

medjUPO~Sl 1 okolnog ma~.е;t"lја.З.а jednake. 

Radi jednostavnos~i ozna(Simo эа 9,(~ ,.z-~2~ ...• 8 

•• ОО + 
о' ; f} ; e,tJf. ; 1/ и. ; 1<1 ;.R, ; f -

)1 ")1 )1 у 

koje f1gurisu u nejednacini (6.70). Saglasno defin1c1ji 

ravnoteze su sve vel1clne X~- (Ј ,"ta.ko da је 1 proizvod­

nja entropije ~ jednaka nuli, ~j. 

(8.2) LIe ... 0. 

Тааа iz (6.70) 1 (8.2) sl~dl da L lша lokalni m1nimum 

u okolini ravnoteznog stanja. Sa matematlckog stanovlsta 

to znaci аа ~ mora 1spunjava~i slede6e uslove 

(8.3) 

i 

(8.4) је nenegativno 
def1nitno. 
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u analizi usJ.ova (8.3), uzimajuc:1. u obz:1.r (8.Ј.), 

polazimo od 

(8.5) dL./ -о 
8~-I-/F ' 

. у 

odakle sledi 

(8.6) 

Dalje, iz us10va 

(8.7) . 

dobijamo 

Tada iz (8.6) i (8.8) sJ.edi 

Vec је ranije pokazano, [10Ј ,: [1~ , оо эе za okol.n1 
I е 

materijal univerzalna funkc1j~ Л u ravnotezi svodi па 
I 

reciprocnu vrednost .apsolutne !temperature, tj. 
. I 

I 
I 

( ) ВЈ '1 
8. ],0 /1 Je:S 1:(8) , 

, 
i 

gde је T(t9) apsolutna temperatura koja је monotono ras-

tuca funkcija empirijske temperature I!J 
Ка osnovu toga s1edi da је 

(8.11) 

• 
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i 
ci~e је pokazano da је u ravnotezl un1verzalna~unkc1ja 

.А G I /\ takodje reciprocna vredno~t apso2utne temperature, 
i 

zbog cega se naziva funkclja hladnoce materljalne polu-
I 

propustljive medjupovrs~. I 

Dalje, iz uslova I 

JLL":·O (8.1.2) 
dl<,и еј 

-)Ј , 

sledl 

(8.13) ~+/e - ~fjlc== о 

а iz uslova \ 

dL~ О 
f)Jl1 t= -

)Ј 

(8.14) 

doЪijamo 

(8.15) 

Тааа' iz (8.13) 1 (8.15) э1еа1 аа је 

I 

; 

(8.16) ~+t - ~-t - {-L~1c . 
cime је pokazano da је u ravnotezi hem1jski potencija2 

i 

!neprekidan lzmedju oko1nog mat~rljala 1 medjupovrs1, sto 

је sag1asno sa rezultatima klaslcne termostatike. 
I 

Da1je, moze эе pokazati da је uslov ;JL/ 
a~.Je 

1denticki zadovo1jen. 

Preostaju јов dva uslova koja ао sada nlsmo 

koristill 

, ! 

, : , 



(8.l7) 

(8.18) 
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~i-i-o · 
~fi -о .. 

iz koj~ dobijamo, respektivno 

(8.19) 

(8.20) 

tJ( 8ве - лС ~)! + /эe-.;f С - /(11")/ -о 
ао аО(/е t· 4г ' 

i 

Вае_1 /\е I Ве-' 
88 ft- == /Е ао le 

, 
I 

• I 

U analizi tih relacija polaz1mo od konst1tutivne jednaci-

ne za specificnu entopiju medjupovrsi (6.45)2. U ravnote­

zi эе vidi da је ае funkc1ja вато veJ.1cina·~ i 8 , tj. 

(8.21) 

Odatle sledi аа је 
\ 

(8.22) 

Ј ' 
. Ј ,ј = ~aeled-P' I Ме Је 
ааејс a~ о + ав ај 

Koriste6i (6.33), (6.34), (8.18) 1 (8.QO) u (8.22) dob1-

јашо da је 

(8.23) 

. е 

уоаес! racuna о tome da је u ravnote~1 velic1na 11 jed-

nа.Јса reciprocnoj vrednosti apBoJ.utne temperature, 'pret-
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hodna ralacija se svodi па GiЬЬЗ-оvu jednacinu ~ermos~a­

-tike 

(8.24) dael ... 1 [dCIF de +(dCk - ~\'d1J7 
1е 7(8). d8 80 . 1j~.J Ј . 

Ova jednacina'preds~avlja kriterijum tacnost1 do вааа 
~ '\ 

izvedenih rezultata. 
I 

.1 

( 
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9. S~ecijaln1 slucajevi 

Do эааа n1je Ъilo reci о konkretn1m problemima 

koji su inicirall stvaranje razmatranog modela. Vec это 

rekli аа је ve11ki broj tfkvih problema i аа эе on1 jav­

ljaju u mehanici,tehnoioglji, hemiji, medicini, biologiji, 

tehnici itd. Navedimo neke od njih: 

1) РrоЫеm koj1 se javlja u petrohemiji i koji 

se resava pomocu ~lu1dn~ medjupovrsi, sas­

toji эе u tome da se iz na~te, po~o6u tolu­

ena izdvoje aromati. Pri tome эе korist1 

vodena membrana koja је propustlj1va za 

aromata Prikaz tog modela dat је па 611с1 4. 

i 
S'lika 4. 

т - toluen, 

N - na.:fta, 

V - voda. 



- 95 -

Ocigledno је da ве ovaj proЪ1em pojavljuje kao 

specijalan slucaj nasih dosadasnjih razmatranja i о nјешu 

се kasnije biti vise reci. 

2) Postoji citav niz problema vezanih za pre­

ciscavanje vode. Tako је vrl0 cesto, па pri­

шех kod otpadn1h, voda, prlsutan ve~ikl рхо-
I 
i • 

cenat уеота stetnog fenola. Za lzdvaJanje 
! 

fenola iz takve vode, korlstl ве membrana 
I 

! 

od metilnaftalena, koja је propustlj1va za 
I 
I 

fenol. Па slici р је dat prikaz tog modela. 
I 

i 

.~. 1-----

V,F 

Slika 5. 

v- voda, 

F - f"enol, 

!1Н- metiJ.na:f­
talen 

#11- natriju.m­
hidroksid. 

3) Postoji Уlэе prilaza,.u razmatranju proble­

та solinacije - dobijanja pitke vode 1z mor­

ske vode. Razlike izmedju tih prilaza ве 

javljaju, pored osta1og 1 zbog razl1citog 

tretiranja morske vode - kao dvo, 111 tro­

komponenta1ne mesavine. Рх! tome ва za doЪija­

nje pitke vode najcesce koriste vestacke 

polupropustljiveimembrane. 
I 
I 

4) pxoытm dobijanja vode koja ае koristi u 

medicini ( koja је skoro steri1na ) iz pit-
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ke 1Ј.1 nepreciscenevode, razresava ве tako-

аје ротоси vestackih polupropustljivih шет­

brana. 

5) Polupropustljive membrane ве kor1Bte 1 u pro­

Ыети snizavanja procenta alkohola u p1vu. 

6) U prehrambenoj industriji, polupropustJ.jive 

membrane nailaze па эуе уеси primenu. Pr1mera 

rad1, konst~ovano је da ве pr1 proizvodnj1 sira 

gu.bi oko 20% belancevina. Da Ь1 ве to sprecilo, 

koriste se polupropustljive membrane, koje 

ukJ.anjaju visak vode izmleka, с1те se proce­

nat izguыenih belancevina svod1 па 2-3% • 

• • • • • • • • 

Navodeci ove pr1mere, zele11 это аа iJ.uвtruje­

то znacaj'~roыmaa materijalnih polupropustljivih medju­

povrsi u raznim oblastima ljudskog z1vota. S1gurno је da 

postoje i drugi primeri kojima se to тo~e 11ustrovatl. 

U narednim razmatranjima zadrzaeemo ве malo vise па тоае-

lu navedenom u prvom pimeru. 
\\ 

I) Ve6 эшо rekli da эе taj problem pojavljuje 
I , 

kao specijalan slucaj nas1h prethodnih razmatranja. Оп 

эрааа u klasu problema koji эе mogu predstaviti na sle-

аее! nacin 
С::., 

1,2 

S11ka 6. 
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J?osto је medjupovrspro:pustJ.jiva za sastojak 

-1 ,а. nepropustljiva za satojak р , s1edi 

/ I 

(3.81) (ј: - ;ё:i)}i f IJ • 

(3.82) (5; 

~~da, koristeci (3.91), (3.94) i (3.101), sledi da se 

skokovi u balansu mase, kolicine kretanja i energije svo-

ае па oblik 

~=oO ; 

(9.2) -'. == _I! t,cj 71))1 . 
о. ~5 :Z..JJ' --

. i 

(9.3) ~ -[ 2; +(feI - tJ )(5.i_x j)j"i. 

Na taj nacin, jednacine balansa materijalne polupro:pust­

ljive medjupovrsi, u ovom slucaju :postaju jednostavnije 

.1(~Г) -}- (i1"x >Ctr' _.5ЈСо( ).оЈ - 2Y~8"X'" 
- [ i 1.1 ,Ј:ј О. 

о O~C) + (tJev-ot+Jf«')~« _ !2~J<HtrG 

-s~(~s~ - y~) 

+ [ ~; +(gez - t! )(3""- хј) ] у3 - /Ј . 
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Koristeci E1l11er-ov entropijski princip i metodu I-ShL;' ) 

Li~-a, dolazi se do entropijske nejednacine u obliku 

8(tjae) +'оае ~ + F"') - 2lfl<. 1Јае 8! ~( ~d Н 

-[~j + (јеЈ - -[~ )(5 ј-хз)}у i 

+[.5'7, (ј ј- x i ) + q;dJy ј ~O 
Iz te nejednacine,'na vec opisani nacin, s:tede re:tacije 

(6.4)1_6 i (6.4)8,9 ' kao i re~aclje 

().(:Јае _ АС ClC)'tf' + ~~BOJe _Ае ОЕ:.\& 
80' ао l во ао..! 

(9.7) + ( в)Оо(._ ~ c9;{"")~ + (OJ'{Jd. е B~«') 
815 80' / ,d 8В - А ;;fJ с9,-, 

_AC:[~; -1- (.feI - -cJ)(j~.xj)])Jj 

-АGР?((ј~:iј) +fJJ )Ј;.) о. 

, I 
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I 
knaliza tal~og skupa relacija ~ovodl nas do redtL~ovanlh 

obli~a konstitutivnih relaCija~ Razllka izmedju tako do­
I 

bijen~ jednacina i konstitutiVnih jednacina koje se do-
I 

Ъiјајu u opstim razmatran j ima'log1.eda ве u izrazu za ten-

z or nароnа "ј 

Ј 

I 
(9.8) Sd;6 =-= - o;g~ + ~9,~9,jJ • 

gde је 

(9.9) 

i 

(6.34) 

Treba zapazi_-tl da је izraz za tenzor napona u ovom sJ.u­

саји definisan па potpuno 1st1 nac1n kзо i u slucaju та­

'terijalne nepropustljive medju~ovrsi, [б] . 
Daljom anallzom ostatak nejednacine pokazujemo da ве ona 

svodi па obllk 

Кrakteris1 tcno је za:1ovaj' Slucaj, na osnovu. def'lnlclj е 
\'.\ 

modela i (3.81) 1 (3.82), da зе dobija da је 
/ 

.1 

, i 
! ! 
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Tada, koristeci (6.6l)2 i (9.l~),nejednacinu (9.l0) pise­
I 

то u oblilru. 
, 

(9.12) 

koji je"pogodan za ravnotezna razmatranja. Тако зе iz из­

J.ova 

(9.Ј.3) Ј 

dobiaju sledece reJ.acije, respektivno 

(9.15) 

/ S oozirom па to da је entropija medjupovrs1 ае ,и rav­

notezi funkcija зато <f' i (} , tj. . 

(8.2l) аеl =- СЈе/ (0.-0 - О -О') 
Је le ) ~) , 

koristeci (9.9), (9.24) i (9.25) u (8.21) dobijamo dobro 

poznatu Gibbs-ovu jednacinu termostat1ke 
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/ 

(9.16) dэеl =.1-[ tJEkdo +(-fJе/е _~ 'dlt' 7 . 
lе Т(8) 88 ВО' о':; ~ 

11) Sam ро sebi ее name6e s1ede61 spec1ja1an 

slucaj ciji је mode1 pr1kazan па е11с1 7. 

Slika 7. 

u ~oт slucaju је 

(9.17) 

(9.18) 

Pokazuje se u оуот еlисаји da ее clanov1 skoka, ра еат1т 

tim i jednac1ne ba1ansa mater1jalne polupropuвt1j1ve те­

djupovrsi dobijaju iz opstih razmatranja kada ее ~luid ~ 

identifikuje kao fluid 1 • Takodje ее pokazuje,da зе kзо 

posledica т>rimеnе en~rop1jskogi:pr1nc1pa 1 u ovom slucaju 
i 

dоЪiјајu iste relacije kao 1 u!opstem еlисаји, ~ako da ее 
I 

I 
daljom ana1izom dobijaju вУ1 r~zultat1 koj1 slede 1 u 

slucaju opstih razmatranja. 
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10. Zak1jucak 

Analiziraju6i do sada 1zvedene rezultate,'sma-

tramo za.potrebno аа ukazemo nesto vise па neke s11cnost1 

::.. razlike u razm.atranj ima 1 rezul tatima ovog rada u odno-

81..1. па radove nek:ih autora koji su ве bavi11 ovim proы--

тот. 

Prvo: S obz1rom da эе problem materija3.ne те- -
I 

djupovrsi, uopst:e, razmatra int:ezivno эа stanovista тећа-

nike kontinuuma оа nedavno, norbalno је аа postoje razli­
i 

<5it1 :prilazi. Os:novne razlike иј -С1т priJ.az1ma эе ogledaju 
I 

u иэуајаnји. mate!!matickog modelal materijalne medjupovrs1. 
I 

i izboru osnovnj.h konstitutivnih promenjiv1h. Оnе su ае-

limicno proizasJ.e iz sJ.ozenosti probJ.ema, adeJ.imicno iz 

prirode problema koj1 је siroko teorijski razmatran. То 

se ko~~etno moze videti iz radova MUlJ.er-, Moeckel-a i 

Grauel-a sa јеаnе strane 1 ~eaeaиx, Albano 1 Mazur-a, 

Kovac-a 1 Vodak-a эа druge strane. 

Drugo: Razlika 1zmedju оуа dva prilaza najja­

snije se ogleda u koris6enju entropijskog pr1ncipa, -Сас­

nije Clausius-D,ihem-ove entropijske nejednakosti (Bedeaux, 

Alba.no, Kazur, Коуас, Vodak) i entropijskog princ1pa koji 

i ' 
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ј е 'postulirao Mttl1er (MU11er, ~~oeckel, G:raue1). 
I 
I 

Trece: U вуlт dosadasnjim p:rl1az1ma :razmat:ra 

se prvenstveno ~luidna medjupoyrs sto predstavlja еато 
; 

jednu. klasu materijaln1h medju~ovrs1. Т1те 1st1cemo da је 
i 

problem materijaln1h medjupovr~1 1 da1je otvoren 1 da ее 
I 

mogu u skoro vreme ocek1vat1 nQv1 pr11ozi, koji 6е dati 
! 

odgovore па niz pitanja, koja, !1zmedju osta1og, pokre6u 
i 

i dosadasnji pr11az1. 

Vec ето па pocetku istak11 da оуај radpred­

stavlja.pri1og prilazu MU11er-а i da је mot1v1san 1 da 

predstavlja pros1renje rada [6Ј • Na1me, u radu [6Ј је 

materijalna maedjupovrs nepropust1jiva i okoln1 materi­

jal је jednokomponentalan. Svojstvo polupropustljivost1 

dovodi do odredjenih razlika u odnosu па nepropustljivu 

medjupovrs, sto se ogleda 

а) u clanovlma skoka jednac1na balansa medju­

povrsi (ocigledan primer toga је neposto­

јanје clana skoka u balansu таве nepropust­

ljive mater1jalne medjupovrsi); 
I 

ъ) u konstitut1vnoji jednac1ni za tenzo:r naроna 

gde postoje dodatni c1anov1, koji ви tako­

dje posledica svbjstva polupropustlj1vost1 

materijalne medjupovrs1; 

с) u ostatku entropijske nejednaclne gde ее 1z 

1st1h r.azloga, takodje, јаУlјаји dodatni 

clanovi.-

U odnosu па rad MUlle:r-а [10Ј ' koji razmatra 
\\ 

idealan zld, ovde posmatrani model је opstiji. Та opstost 
/ 

.1 

i ; 

, i 
! 

i i 
) : 

! ' 
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se ogleda u geometrijskom (jer materljalna medjupovr~ 

moze imati proizvoljan oblik) 1 ~izickom smislu ( s оЪ­

zirom da это predpostavili zavisnost od ~ i В ). Ovaj 

rad navodimo bez obzira. па to to 8to ј.е nje'gov osnovni 

osnovni predmet istrazivanja Ъila te~odinamicka teorija 

!!lesavina sa stanovista MU11er-оvоg principa, jer је u 

nјети ukazano па znacaj problema polupropustljivostl ma­

terijalne medjupovrsi. 

Тај rad је inicirao rad Grauel-a [12Ј ~lj1 ве 

rezultati u najvecoj meri mogu porediti ва nasim rezul­

tatima. Formalno g1edajuc1, mode1 Grauel-a је opstljl jer 

razmatra mesavinsku (dvokomponentalnu) poluprosustljivu 

medjupovrs koja эе nalazi u dvokomponentalnoj zaprem~­

skoj me~avini. Medjutim, osnovni problem, о kome је уес 
i 
I 

bilo reci, је vezan za ispravnost takvog pristupa за 
I 

stanovista usvojenih prlnc1pa ~eorlje mesavlna. Zbog to-

ga, Grauel-ov mode1 nema opstl! karakter 1 predstavlja 

I 
i эато jedan moguc1 slucaj. 

Za razl1ku od Grauel-ovog slucaja, model kojl 

вто usvojili u potpunoj је saglasnosti еа osnovnim prin­

cipima teorije шеiЗаУlna.l kao "takav је opsti. Та opstost 

s е pokazuj е u svodj enju (L - komponen"talne шева vlne na 

dvokomponentalnu kada nas interesuje proыmm polupropuвt­

ljive materijalne medjupovrsl. Prema.tome, dvokomponental­

па zapreminska mesavlna ве ро prirodl stvari јаУlја u 

slucaju polupropustljive materljalne medjupovrsl. Time 

se, ovim postupkom, ne iskljucuje razmatranje problema 

uticaja jedne proizvoljne komponente visekomponentalne 
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mesavine okolnog materijala, ~aa postojl potreba za tlm. 
i 

Nezavisno оа toga, -;Сато gde је moguce p'oredltl 
i 

rezulate~ Graue1-ovog 1 ovog rada, lsticemo raz1iku, kao 

8to је to u slucaju konstitutlvn~ promenjlvlh. U nasem . 
зЈ..иСај,и је taj sku:p proslren sa promenjlvom к' 1 /Ј , 

" 

8to аоуоа! i do razlike u konacnim rezultatlma. Tako је 
l d'~ ~ 

izraz za hemijski potencijal prosiren za clan S'~t: вв(в,Ј. 

zbog cega ga i nazivamo prosireni hemijski potencijal. 

Ne ulazeci detaljnije u druge razlike izmedju 

оуае izvedenih rezultata 1 rezu1~a~a izveden~ u radovi­

ша IflUJ.J..er-а [10Ј ' [11Ј ' Moecke1-a [5Ј ' GraueJ..-а [12Ј ' 

zeJ..imo da ukazemo na niz otvorenih problema termomehan1-

ke ma.terijaJ..nih medjupovrs1. Оп! su vezani za 

klase materijala medjupovrsl, 
i 
, 

primenu rezultata u konkretnlm proы~ma,' 

resavanje konkre~nih proЪ1ema. 
i 

Vec эшо rekli da su ве dosadasnja razmatranja 

odnosila uglavnom па flu1dne medjupovrs1 i da time nisu 

zaokruzena sva teorijska istrazivanja. Tako, os1m rada 

Gurt:tn-a i 111urdoch-a [3] ' u kome је posebno razmatrana 

granicna povrs tela, problem1ma medjupovrsi, koje зе ne 

:роnаэаји kao fluidi, nije poklonjena dovoljna paznja. U 

vezi toga,tre~a re6i аа paznju zasluzuju najpre takve 

ne:propustlj1ve/medjupovrsi. 

Sa'matemat1ckog stanov1sta, primena dosadae­

njih rezu1tata па resavanje odredjen~ problema је uslov­

,J..jena matematick1m teskocama s obzlrom da ве рrоЪ1еm ВУО­
С, 

di па resavanje s1stema parc1jaln1h diferencijalnih jed-
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nacina • Sem u vrl0 spec1jaln1m slucajev1ma, ne mogu ве 

ocekivat1 resenja takv1h slstema jednaclna u zatvorenom 

obliku. Zbog toga је za ocek1vat1 da 8е ovakv1 proыm11 
I 

mogu resavat1 prvenstveno numer1ck1m metodama. 

ов1т toga, rezu1tatl dosadasnj1h razmatranja 

materijalnih nepropustljiv1h i)polupropustljivih medju-
: 
I 

povrsi,sa stanovista mehan1ke kont1nuuma, nisu dovo1jno 

korisceni u resavanju konkretn1h problema, izmedju osta­

log 1 zato sto ne postoj1 zaokruzenost t1h teorijsk~ 

istrazivanja. U tom cilju је i !zvrsen odredjeni pokusaj 

u ОУот radu u delu koji se odnosi na spec1jalne slucaje-

уе. 

) 

r , 
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