Fib A01%.

1
|

UNIVERZITET U BEOGRADU

Zoran Golubovié

é
{
TERMOMEHANIXKA MATERIJALNTH
!
POLUPROPUSTLJIIVIH MEDJUPOVREI

( Doktorska disertacija )

Y

()
!

Beograd, 1984,

0




Predgovor

Ovaj rad je saop3Sten na redovnim sastancima
Grupe za reologiju Jugoslovenskog drultva za mehaniku.
Tcnm prilikom su vodjene veoma korisne diskusije, zbog
tega se, na ovaj nalin, zahvaliujem svim &lanovima Grupe.

Posebnu zahvalnost dugujen Profesoru Dr. Jovi
Jaridév za nesebidnu pomod i podsticaj u toku izrade rada.

Takodje se zahvaljﬁjem Dr. Milanu Mitrovidéu,

rofesoru Tehnolodkog fakulteta, Dr. Dulanu Vulelidu,

o B (4]

profesoru Prirodno-matematiskog fakulteta i Nr. Zeljku

Vudinidu iz Instituta za kukuruz, Zemun polje, na korisnim

, Tazgovorima 1 sugestijama.




Akl

R AR TSI

7
—-—

2.

SADRYZAJ

.C'--V’Od.-ooooooao...00.00.0...:01000.....0.0.......OQ.

OSIlOV'ni pijOVi i d.e'finiCije...o....-....-........

2.1, Elementi geometrije i kinematike povrsi......

2.2, Definicije i osobine operatora LT eo.......

N

.3, Osnovni pojmovi teorije meSavind.ccecescscsceee

Cq

ednaéine balansa-....O.‘........»......‘...........

|-t

. Opste jednadine DELONSB e eeesosssssesoscsascas

(82

*

. Jednadine balansa za mefavinu U 27 L..eeeees

wl
.
N

Jednadine balansa za fluid ¥ U 7 ceeveeeos

192
-]

Jednadine balansa za materijalnu medjupovrs..

*
Ut W

W\
.

. Jednadine balansa za materijalnu
polupropustljivu medJupoVvrSeecscccsceccocencns

Termodinamidki proces za mdterijalnu

polupropusrljivu medjupovr%...;...................

rincip materijalne objektivnosti........,........

HJ

5.1. Princip materijalne objektivnosti u prostoru.
5.2. Ogranidenja konstitutivnih jednadina

kao posledica principa materijalne

Objektimosti u pI‘OS’tOI'u..........o...---ooo-
5.3. Princip materijalne objektivnosti u povrsi...
5.4. Ogranidenja konstitutivnih jednadina

v,
kao posledica principa materijalne

/ .
00jektivnostl U POVrSlediececrscescccascscsns
Entropijski princip za materijalnu polupropustljiivu

medjupo‘?é..t.l.......0......................I....

f

[

1
9
9

17

19

24

24

30

41

43

48
56

58
58

61
63

65

67




i

|
|
i

ON
»
-1
..
ks

Pormulacija entropijskog principacecceccces.. 67

[0
.
N
.
d

osledice primene entropijskog prinipa....... 69

4
. Univerzalnos't fllnkCijeA ecoesesnsesecescsecvsssase 87

.
[0)]

7
B RAVNOBE s s e eerssonsossesosssoccessscssssoassssane 89
9 pecijalni sludajevii.iccessccascoccsscsccsascncee 94
0

0Zalcljuéakl.....Q..I...‘O................'......... 102

i Litera—tura.\,o\.........’......................“...... 107

/ )

! /

¥




\\‘x loUVOd

/

4 '

Poznato je da granidéne povrsi i medjupovféi
tela poseduju osobine koje se sasvim razlikuju od svoj-
stava unutrasdnjosti tela. Dosada3nja razmatranja fenome-
na povrsi karakterifu razliliti prilaszi kakélsa fizidkog,
tako 1 sa matematickog stanovista,

Osnovni prilaz tom problemu sSe zasniva na mo-
lexularnoj teoriji. U tim razmatranjima se problemi povr-

i pokusavaju da objasne sa stanoviita osobina ponafanja

ux

olelmla v povrsi,

]

Prvi znadajnijl prilog proudavanju tog pro-
blema sa stanovista mehanike kontinuuma predstavlja rad
Scriven-a [1] . U tom radu je fluidna defgrmabilna po~-
vr$ razmatrana kao dvodimenzionalni kontinuum, Pretposta-—
vljajucéi da nema transfera mase izmedju povrii i okolnog

naterijala, Scriven izvodi jednatine balansa mase i ko~

[l

i¢ine kretanja posmeatrane povrsi.

Prilaz Scriven-a su kasnije sledili i drugi
autori koji su u svojim radovima razmatrali medjupovré
kao materijalnu povrs izmedju razliditih faza, kao gra-

nilnu povrsg tela ili kao povrs diskontinuiteta.
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Tako su Pisher i Iaeitman u svom radu [2] for-

melisali termodinamiku nedeformabilne povrii.

Proudavajuéli dinamidke probleme, Guritin i
Iurdoch su u svom radu [3] razmatrali probleme elestlénih
povrsi. _

Problem neviskozne fluidne nepropustljive me-
djupovrsi razmatran je u radu Moeckel-a [4] . Polazna
osnova za termodinamilka razmatranja u Moeckel-ovom redu
je bio Lililler-ov entropijski princip [5] .

~ Termodinami8ka teorija mepropustljive, ne-pro=-

\,..
ste, toplotno-provodljive fluldne medjupovrii, pr“menom

lilller-ovog entropijskog principa, data je u radu [6]’.

Treba zapaziti da jJe zéjedniéka osnova svih
ovih radova teorija povr3i diskontinuiteta ili sihgular-—
n povrsi,

Znacdajno je napomenuti da se podev od 1975.

!

godine pojavljuje dosta radova u kojima autori pri raz-

]

atranju problema medjupovril polaze od éinjenice da, u

U}(

cp3ten sludaju, odgovarajuée fizilke velidine okolnog
materijala trpe diskontinuitet. Ta &injenica Jje uzeta
kao polazna osnova za koriscenje wnopstenih funkcija, kao
§%0 su Dirac-—ova 1 Hevyslde-ova funkcija pri izvodjgnju
odgovarajuéinh jednaldina balansa,

| Tako su Bedeaux, Albano i Mazur [7] formuli-
sali neravnoteZnu termodinamiku nematerijalne medjupovrsi
izmedju déva fluida kojl se ne mogu meZati.

Jdeju ragzvijenu u tom radu, Kovac [8] je pri=-

menio na viiekomponentalni sistem koji sadrZi materi-

N T T
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falnu medjupovrs.
Koristedi ideju Bedeaux, Albano, Mazur - a,
Vodélk [9 je formulisao teofiju neravnoteZne termodinami-
ropustljive medjupovrsi. Tu op3tu formulaciju, Vo-
¢ék Jje zetin primenio na problem 72 - komponentalne vis-—
zo—elestilne meSavine fluida.
Ovaj prilaz,medjutim, dobrim delom izlazi 1z
comena mehanike kontinuuma. To je ujedno i bio razlog
de. se pri odredjivanju prilaza koji ée biti koriééeﬁ u
ovom radu opredelimo za onaj prilaz problemu medjupovr—
§i kojl je zasnovan na razmatrénjima ltlller-a. To se pre
svéga odnosi na razmatranja izﬁeta u radu [l@] . U tom
adu Killer je ukazao na vainost proudavanja problema

polupropustljivosti medgupovvél sa stanovita termodina-

03

izloZl jednu novu teoriju meSaving 1 da tu novu teoriju

uporedi sa klasidénom. Zbog toga se u radu koristi mocdel

Prodirujuéi ideju idealnog zida koriZdenu u

by
radu [id] ., Milller je u radu [ii] izloZio neke osnove
/

H

“

termodinamidke teorije idealne polupropustljive membrane.

raime, idealni zid s koji razdvaja meSavinu od susednog

<l
M
1
)
H

azratren je u tom radu kao model poroznog tela,
Nedostatak teorije izloZene u ovidva rada
ogleda se w éinjenici da model idealnog zida ne odgovara,

v opitem sluiaju, realnom problemu polupropustljive mem=-

brane jer



i) U balansnim relaéijama za l1dealan zid se
gzanamaruju svi 3lanovi osim &lanova skoka
i onih €lanova kojl u sebi sadrZe povrSin-
ski napon;
ii) Uzima se da je idealan zid ravan;
iii)_Tangencijalne komponente brzina s#ih sag=-

tojaka iZCezavaju na zidu.

Na osnovamé }itller-ove teorije, Grauel [1{]
je reaznatrao medjupovrs kao meSavinu dva flulda koja se
nelazi izmedju jedne dvokomponentalne meSavine i jedno-
Xomponentalnog matvterijala., Pri tome je Grauvel pretposta-
vio da obe melavine, ona koja &ini medjupovrs i ona koja

S

10

nalazi sa Jedne strane medjupovril sadrze isti fluid,
u radu oznaden sa II. Po¥to je u tom radu medjupovrs
propustliiva samo za fluid II;;nameée se pitanje: da 11
Je neophodno da medjupovrs sadrzi onaj sastojak ze, koji
je inade propustljiva ? Jer, iz Grauel—-ove teorije je
oligledéno da drugi fluid, koji se nalazi u medjupovrsi
( w tom radu je oznalen sa 0 ) nije propustljiv ni za
jedan od fluida izvan medjupovrii. Drugim redima, ova
teorija Jje primenjiva samo za posebne modele,

Zatim, u odeljku koji se odnosi na jednaline
valanse medjupovrsi, Grauel na primer, za jednadinu ba-

lansa mase pige
-2 ‘X/o +(6:‘" ),A

+[£c( V:Z'- W )e’ J-0

(1.1)
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Pri %ome su .sa « oznaleni sastojcli meSavine u ﬁedjupo—
vr3i, a sa o« sastojcl meSavine izvan medjupovr3i. O¥i-
gledno je da obe meSavine imaju isti broj sastojaka. Po-
stavlja se pitanje, &ta bl bilo da je (b#afgl? Ya primer,
nekxa je nedjupovrs jednokomponentalni materijal, & meSa-

vina izvean medjupovr$i trokomponentalna. Tada bi relaci-

ja (1.1) glasila

A
95 2WKE (F W),
o[ ge(vi-w?)e’ J-0 .
Sumiranjem po o u (1l.2) dobija se

(1.3) I a -2WKs +@EW"), ]

[ Z_ g (VEi-w)e’]-0.

Cédmah se wodava prisustvo broja Gi) u prvom delu tog

zraza, Sto je nelogisno. Do istog zakljudka se dolazi

}..l-

i analizom ostalih jednalina balansa.

Prema tome i dalje osfaje kao otvoren problenm
korekinog formulisanja op3te teorije materijalne polu-
prepustljive medjupovrsi.

Ovaj rad predstavlja pokuSaj da se otklone

o]

dredjeni nedostaci u prilazimé dosadasSnjih teorija i da

[62]

|
e Ca sistematski tretman materijalnih polupropustljivih
nedjupovysSi baziran na modernim idejama koje sada preo-

vliadjuju w mehanici kontinuuma}
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Cn predstavlja nastavak istraZivanja zapole-
Tinh w radu [6] . Pri formiranju modela vodjeno je raduna
da bude zadovoljen odredjen dbroj fizidkih zahteva kako
bi bio obuhvaden 3to vedi broj problema vezanih za pona-
Sanje realne membrane.

e, potredbu istraZivanja realnih membrana uka-
zujv. mnogl problemi koji se Jjavljaju u mehanici, tehnici,
biologlji itd. Treba odmah reéi da cillj ovog rada nije
vezan z2 mehanizam prolaska kroz med jupovrs. To je zada-
taz pre svega fiziko-hemilara. Cilj nasSeg rada je da ob-
jesni odredjene fenomene termomehanidke prirode u sluca-
v polupropustljive membrane, koaa se zbog toga predstav—
1ljie k2o materijalna dvodimenzipnalna_medjupovré.

Vodedéi raduna o tomé, usvojen je model koji

i
je fematski prikazan na slici ﬁ.

Slika 1.

Naime medjupovrs &¢ini fluid J sa svojstvima, u op3tenm

slulju, razliditim od svojstava okolnih fluida. Da ne bi



0io prejudiciran znala]j pojedinih wvelilina koje opisuju
ponadanje medjupovrsi, uzeto Jje da su kao povrsinske
zonstitutivne promenjive prisutne ne samo gustina i tem-
peratura, ved 1 njihovi gradijenti i izvodi po vremenu.
Ta osnovu terminologije uvedene od strane Noll-a, takvi
materijall se nazivaju ne-prostl, toplotno-provodljivi
fiuidi. Trodimenzionalnu teoriju takvih fluida dao Je
—Shin Liu [lj] . Usvojeni materijal medjupovrii, na os-
novu rada [;{] s moZe biti nazvan i diférencijalni mate-
rijal prvog reda,
Sa. problemom poluprgpustljivosti neposredno

vezan I sastav okolnog matefijala. U opstem sludaju,

C..ds

do prolaska kroz membranu ne dolazi-samo zato 3to se iz~

.

van medjupovrsi nalazi 1 fluidfkoji ¢ini medjupovrs, kao
a
Sto je to sludaj kod Grauel-a.éZato je uzeto da se sa

jedne strane medjupovr3i nalazi meZavina od(@@fo fluida
!

cd kojih ni Jjedan ne mora da ima ista svojstva kao

flvid J . Sa druge strane medjupovrii nalazi se fluid

*ija su svojstva, u opstem sludaju, razlidita od svojsta-

A

va fluida . Zbog sloZenosti problema, uzeto je da su

'-Jo

svi fiuvidi neviskoz

U cilju preglednosti, ceo rad je podeljen na

..)

v

nacin.

(D

QJ
()\
+

U odeljku 2 dati su- osnovni elementi, defini-

ije i osobine onih pojmova koji ée biti koriséeni u ka-

0]

ni

(B
C_J.

im ragmatranjima. U odeljku 3 su izvedene op3te Jed-
naline valansa, kao i jednaline balansa materijala koji

se nalazil u svako]j od oblasti;usvojenog modele. Opét”ﬁhﬁ




razmatranja termodinamidkog procesa i konstitutivaih jed-—
nelina posmatrane medjupovréié data su u odeljku 4. Zatinm
s te Rornstitutivne jednaéineérazmatrane sa stanovigta

v

|
principa materijalne indiferentnostl. Ta razmatranja su
el 5.

er
ku U odeljku 6§su iskoridéena ogranidenja

"
O
8]
6]
3
}.J'
ct
<
IS5
5-
|
ja

I
jednadina koja su dobijena kao posledica

|
primene entropijskog principa* Univerzalnost funkcije

kazena u odeljku 7. Ravnoteina termodinamidkas razma-—

O
o)
O

= su data u odeljku 8. Konaéno, u odeljku 9 su raz-
netrani specijalni sludajevi, a u odeljku 10 su diskuto-

ltati dobiveni u ovom radu.

<
5
-
]
o
8
o

N
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2. Osnowni pojmovi i definiciie

2.1. Elementi geometrije i1 kinematike potvrsi

Za razmatranje mateéijalne polupropustijive
medjupovrii nuZno Je poznavanje osnovnih elemenata njene
geonetrije 1 kinematike. U ovom odeljku bide navedenl sa-
mo oni elementi geometrije i kinematike povrsi, kao i1 re-
lacije koje iz njih slede, a koje su neophodne za dalje
izlaganje. Detaljnija razmatranja data su u radovima

[15 - 20] .

| ?ovré.ﬂ%), koja se razmatra, nalazi se u tro-

4

‘imenzionalnom.;uklidskom prosto?u. U svako]j tadkl povrii
moguce je izabﬁaﬁi 1okalni sistem koordinata Z% , koje

se nazivaju Gauss-—ove ili povrdinske koordinate. Kretanje
povr3i se posmatra u odnosu na fiksni Dekartov sistem ko-

ordinata X . Tada je tadka povrii data sa ™
(2.2) e T4 L) =1,2,5 5 Lz,

gde je ¢ vreme. Za preslikavanje (2.1) se pretpostavlja
e glatko i predstavlja najopstiji oblik parametriza-—

cije uofene povrsi.



~ 10 -
i

_ - ‘
Kretanje tadaka:u povrii Je neprekidna tran-

sformacija u dvodimenzionalnom prostoru

(2.2) wEwWPit),  a-1,2,

gde su sa U“ oznafene konvektlvne koordinate. Za tu
transformaciju se pretpostavlija da je invertibilna tako
ca 32 U= US(U%E) .
Tada iz (2.1) i./(2.2) sledi

3

(2.3) - = x“'(UA,-z‘) .

U svakoj tadki povrii %) lse pretpostavlja
da postoji vekbtor tangente .Z‘f,c pri ¢emu se sa " , "
oznaldava kovarijantno diferenciranje. Takodje, u bvakoj
$28%i povrsi postoji i jedinidni vektor nornale »° , ko-
ji Jje upravan na tangencijalnu ravan u toj tacki 1L za ko-

ji wvaizi

. B
(2.4) >>Z=zf-é C’m‘x,‘,‘x,‘fg,

|

x4

A8
é s odnosno, é

pri Cemu su sa oznateni & sistemi

v povrii i prostoru. Tada je sigurno
(2.5) ALY

; z
’ x,zoc))=7,

29 SVe wreme f .
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Diferencijal elementa duZine ¢ u povrsi je

(2.6) Y- dx® dot = Gup AU U,

gde Jje sa

Z

(2.7) | dﬂd/rxf,c Z.s

cznatena prva fundamentalna forma ili metrilki tenzor

povrSi. Za njega vazi

‘ Bl oAF o
Cesto ée biti koriéﬁena'Gauss-ova jednadina

L
(2.9) 2= B,

cde Je i;e druga fundamentalna forma povrii. Tenzor

moZe biti izraZen u obliku

(2.10) - by =-Ziu V.

\\‘

makodje e bit? potrebna i Weingertner-ova jednadina

(2.11) Vi =82 iy |
o
gde jJe
- ¥ 23
(2.12) ﬁoc 3' éﬁc.
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|
|
i

L
!
i
i

Koristedi tenzor 5%5 mogu. se dobiti dve vaZne
|
|

skalarne invarijante:

Srednja krivina povrsi

(2.13) /J,;szf—-éf

i Gazuss-ova krivina

A%
Y

(2.14) o Kemdet ()<L

e

frema CayleyAHamilton—ovoj teoremi za 2x2 matricu Zi;
sledi ‘

. n o p& . o«

(2.16) b, by 2K\ By + Ksé5 =0 .

Element povr3ine moZe biti dat u obliku

(2.17) a’a=,/57a’zz”a’zz2,

odnosno

(2.18) da=J/g dvduy?,

gée Jje

(2.19) J= det(u% 4

¥eako je metrilki tenzor G moguée izraziti u obliku

NA
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(2,20) GAA=5,,¢Z",‘A Z[:SA

sledi da se moZe pisati

(2.21) Yo =J@7 ]

Xoristedi (2.21) u (2.18) vidi se da je element povrdine

mogule izraziti u obliku
z
(2.22) da =G dU'dV’.

Brzina &estice povr3i u prostoru de biti

st I

pri Cemun je sa /2«3 naznadeno da vrednostl parametra
|

(2.23) 7 dt/d

su konstantne.

U najopstijem sludaju Je ;

6’.2:"‘._ z o<z
(2.24) B A A XL,
' gde jJe
' . 6’1:"; z

i naziva se brzina pomeranja pdvréi, dok je

(2.26) Ad=g—f—zxfac ; A“—éz‘Y’Aﬁ
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i o8igledno se nalazi u tangencijalnoj rawvni. U tangenci-~

. . o .
ialnoj ravni se nalazi 1 V7 pri Semu je

[

(2.27) Vi Z— [ ,

Iz (2.23) i (2.24) sledi da 39!
|
(2.28) | /4/3, + %’ v”:'ig-r‘,/;

S obzirom na sve to, sludaj naﬁopétije parametrizacije

meoZe biti prikazan na slededéi nadin

x2%=x(C%¢t)

i N
YA ozt
ot
U r‘-’—-:-4 ———————— .Z“
) ! |
]
4 | )
/ Aj“‘-—— | '
T ——=amd A%
/ v
/ i

Slika 2.

Ny,
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Ako je parametrizacija u (2.1) takva da jJe

‘ Jx? z
2.29 '_"=Zl)) 9
¢ ) at >
onda Jje rel o normalnoj parametrizaciji. Takvom parame=
trizacijom se mnogl izrazi uproidavaju pa ée ona kao iz~
bor parametara biti kori&déena u ovom radu. Tako n& primer
izraz za brzinu Cestice povr3i S#) u sludaju normalne
Taranetrizacije positaje :

- 7 ‘0‘ z
(2.30) LYV AV Lo

Osim toga, koristeéi (2.29) pokazuje se da vazi

,S’x‘ th) 2 3 -
Topf - (25 ) — —_ :
(2.51) 7 \Gt Yp? Y%,
odnosno, ./ ‘
3 | dZp gy v wubZxi, st Y
(2092) C[é ) ’/3 ) /5 & ,a% -

. Iz definicije osnovnog metridkog tenzora po%?%i sledi

(2.53 ‘%’ﬁr %ﬁh‘?x:;—f,—f;

Akxo se u (2.33) iskoristi (2.31) dobija se

(2.54) -2y, .



- 92 _ 9 s g
(2.35) 3%55;-5% 792K,

Koristedi (2.34) pokazujé se da vaii

4(9%)_
(2.36) -;%—--z/dzjz)z/\fﬂ.

%2 kasnija izlaganja bide potrebno naéi

d7 37 du

(2.37
’ g
Xaxo je |
|
97 _
Ju 7%=
(2.38) |
AUl o
a/[.A—_-’/;j ’

sledi da se (2.34) svodi na

dJ <
2.39 ——=JV,
(2.39) ‘ “ 7 il -
Ako se zatim iskoriste relacije (2.18), (2.36) i (2.39)
sledi da se mo¥e pisatl
o
(2.40) ) (v - 29K, ) o

—~
1

Iz relacije (2.5), uz koriséenje (2.31) dodbija se

(2.41) 9
.

- v’ﬂg"ijf"c *



5 .
za fiksne vrednosti « .

Diferenciranjem po vremenu tenzora Z%o , uz koriZéenje

izraza (2.5), (2.9), (2.11) i (2.16) dobija se

(2.42) o;i =gl¢,ﬁ +%l#6£;(/5-2y@,5;73.

. R
ri denu su vrednositi % fiksne.

(s}

Treba napomenuti da relacije (2.34) 1 (2.42) daju tako
zvanl diferencijalni opis posmatrane povrsSi i predstavlja-
Ju uslove kompatibilnosti.

Konadno, za kasniju analizu entropijske ne-

jeénadine kor;Ftiéemo relaciju

- ' K. ] 5
(2.43) / = — '
%, 74

koja neposredno sledi iz (2.13), kao i relaciju

I

B
(2.44} ég%i}=‘2khé%&t'5 3:

xo0ja se moe dobiti iz (2.16).

2.2. Definicija 1 osobine Qperatoral-.l

Za dalja izlaganja neophodno je definisati 1
cperator ér ;?. U ovom odeljku ¢ée osim definicije biti
navedene samo one osobine koje su neophodne za kasnija

raznatranja. Detaljnije o ovom operatoru, koji se u li-



Zranici
&

vektor spoljne normale povrsi

sti obla

2, noZze se nacdi uw radovima
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|

naziva operator skoka ili operator diskontinui-

§[21] , 7] .

Posmatrajmo volenu @ovré S#) kao zajednilku

el -
oblasti ¥~ 1 .77 u prostoru £; . Neka je

))Z
.,- -
je u oblastima 70 1 U

usmeren ka unutragnjo-

sti 7" . Zatim, neka

definisana funkcija (&) koja ¥ neprekidna i diferenci-

Javilna

g7

b ol

25

e

-

povrii S(Z) te¥i po

. Neka funkcija / 1 njeni izvo-

37"

8x
putanjama iz oblasti 27 . Na isti na-

u okolini S&)

- + :
nicénim vrednostima Y’ i kada ce

+ota
Vo d

3

bl ra

¢

3in, neka funkecija / 1 njeni izvodi ég; teZe granicénim

- -
vrednostima ¥ i é%; kada se povr3i %) te3i po pu-
tenjama iz oblasti ¥ . Tada vazi slededa

Pod operatorom L J se podrazumeva razlika

vrednosti funkeije / na povrii S(¢) , ti.

[7J=7-7" .

asoxr [ ] je linearan

(2.46)

Cime jJe

Neka su [/ i Y ave funkecije 1z skupa funkecija

promenjivih i neka su € i d dva broja iz skupa

brojeva. Tada je je na osnovu definicije (2.45)
‘ . N
ey dr]=cf 7]+

dokaz zavrien.

0



|
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2) Skok nevnrekidne funkcije

U specijelnom sludaju kada je funkeija ¥ neprekidna,

na osnovu definicije (2.45) sledi da jJe

(2.47) | - [r]-7.

Py

Prethodno navedene osobine operatoralp_]‘biée testo ko~

N

i

riflene u xasnlijim razmatranjima.
vt

2.3. Osnovni vojmovi teorije meSavina

lioke se sa dovoljnom talno¥éu reéi da je ceo
spolini svet sastavljen od meSavina, odnosno, heteroge~
nih materijala. Sama rel heterogen potile od grékih reéi
heteros=razlic¢it 1 genos:vfsta. Za heterogene materijale,
odnosno, medSavine kaze se da su sastavljené od sastojaka
i1i komponenata koje su po svojoj prirodi homogene (griki
homoios=jednak).

Postoje medavine koje imaju svostvo da se posle
izvesnog vremena razdvajaju na svoje sastojke. Takve me-
gavine sSe nazivaju emulzije.

Zavisno od krupnodée sastojaka u meSavini, moZe
ge govoriti o stepenu disperziteta meSavine. U krupne 111
fizilke disperzije spadaju one meSavine &iji se sastojci

mogy. prepoznati golim okom. Nasuprot njih, postoje i one
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mefavine kod kojih to nije moguée i one se nazivaju mo-
lelkulske disperzije. Tada se radi o pravim rastvorima.

Na osnovu tih nekoliko &injenica wvidi se da
se u siudaju meSavina nailazi na mnogo veée probleme ne-
o u slulaju homogenih materijala. To Je i dovelo do toga
da se u +teorijama meSavina uvedu izvesna uproscéenja sa
ciljen da se iskoriste analogije sa mehanikom kontinuuma
jednokomponentalnih materijala.

Osrove matematilke teorije meSavina koja se i

jo)]
2
8
3
[V
0}
v

toristi postavili su A, Fick ( 1855 ) 1 J. Ste-
fan ( 1871 ). Oni su pretpostavili da se svaka talka me-
Savine X moZe smatrati da jé Jjednovremeno okupirana sa

po jednim od svakog sastojka. Na ta] naédin meSavina je
' |

xretanje. ‘f

Znadajan doprinos teoriji meZavina, posebno

’

-

¥ada je u pitanju izvodjenje jednadina balansa, dao je

esdeil [22], [23], koji je predlozio da se jednaZine

-

palansa i entropijska nejednadina postuliraju za svaki

9

.

sastojak meSavine. U osnovama prilaza koji je dao

Trvesdell nalaze se slededéi njegovi principi

I) Sve osobine me3avina moraju biti matemati-~
8ke posledice osobina sastojaka;
II) Kretanje sastojeka se moZe opisati ako se
izvrsi zamigl jeno izdvajanje sastojaka od

meSavine pri Cemu se uticaj ostalih sasto-



jeka na izdvojeﬁi sastojak zamenjuje na
odgovarajuél naling

'III) Kretanje meSavine mo%e biti odredjeno is-
tim jednadinama kao 1 jednokomponentalno

telo.

Na ovim principima razvijale su se kasnije
mnoge termodinamidke teorije meSavina l}4 -29] .« S obzi-
rom na sloZenost teorije mesSavina uopSte, moée se govori-
ti o vedoj ili manjoj saglasnosti tih teorija sa klasi-
¢nom termohemijom, kinetidkom ‘teorijom gasnih meSavina
itd. Analiza pretnodno navedenih radova sa tog stanovista,
rno%e se nadéi u radovima [23] ’ [30] .

Dalji doprinos u r%zvoju teorije meSavina Je
dao wuller ( [10] , [31] ). Tako je u radu [31] pokazano
da se uvodjenjem gradijenta gustine sastojka meSavine kao
konstitutivne promenjive, pored ostalog, moZe postiéi sa-
glasnost te teorije sa kinetidkom teorijom gasnih mesavi-
na. Osim toga 3to ukazuje na pravilan izbor konstitutive
nih promenjivih , Miller u istom radu otklanja sumnju ko=

ja je do tada postojala o tome da 1i se"princip" ekvipre-

N}

ensa moZe primeniti u teoriji medavina pokazujuéi da je
to mogude. ‘

?éé je releno da je u radu [10] Miiller dao
novi prilaz teoriji neprostih meSavina fluide koji Jje ba-
ziran na njegovom entropijskom principu. Sultina Milller-
ovog entropijskog principa Je u tome da se u njemu ne

polazi od uwobilajnih pretpostavki klasi¥ne termodimmike

mehanike kontinuuma u kojima je
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|

i) U neravnote¥ni procesima egzistira apso-
lutna temperatura s H

ii) Priliv entropije jednak je prilivu unutrag-
Pje energije podeljenim sa apsolutnom tem—-

peraturom, t3j.
/

/
.-
»

4oL
7
iii) Entropijski fluks je jednak toplotnom fluk-
su podeljenim sa apsoluthom temperaturon,
t3.
¢____/_53’ )
A

!

Za razliku od takvog pristupa M{lller né pret-
postavlja nikakvu posebnu relaciju izmedju entropijskog
i Toplotnog fluksa, nego entropijski fluks razmatra kao
konstitutivnu velidinu, ravnopravnu sa ostalim konstitu-

tivnim velicdinama.

On postulira ertropijsku nejednadinu u obliku
(2.48) . 97 +¢1.’i==5')0 ,

za razliku od Clausius~Duhem=-ove nejednadine koja u lokal-

nom obliku glasi
. Z;’)
r -t [ ——— >0
(2049> ._?7 7 v 7 ?

pri Cemu je \g gustina, 7 entropija, a 4 proizvodnja

entropije.
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Dalje, umesto apsolutne temperature kao neza-
visne promenjive Miller uvodi pojam empirijske temperatu-—
re # . Koristeéi pojam idealnog zida, Muller [5] pokazu~

je da je

(2.50) P=Ng: s N=A(4:8)

i da to vaZi za sve neprekidne izotropne sredine., S obzi-
rom na to da A ne zavisi od materijalnih svojstava.tela
ona je univerzalne prirode i sa fizilkog stanovista se
Sumali keo funkeija hladnodée. Na osnovu tog rezultata
Miller pokazuje da se polje porémeéaja toplote ne prosti-
re beskonalnom brzinom , 3to je fizidki opravdano, za

razliku od dosadasnjih linearizovanih teorija toploitnog

‘lj

rovodienja. :
I

U ravnoteZnim razmétranjima MUller pokazuje

da se velidina /l svodi na recipro¥nu vrednost apsoluine

!

i
(2.51) | A 0)=L

gime se pokazuje da je apsolutna temperatura izvedena
' velilina u Miller—ovoj teoriji.

Tako izvedeni rezultati su u punoj saglasnosti
sa rezultatima statistidke termodinamike &ime je pokazana
opStost lillller-ovog entropijskog principa u sludajevima u

kojima se moZe primeniti.



3. Jednadine balansa

5.1l. Op3te jednadine balansa

Opste jednaline balansa su izvodjene u mno=-
gih radovima. U narednom izlaganju koristidemo prilaze
Truesdell, Toupin-a [22]i Moeckel-a [4] -

. Posmatra se trodimenzionalno telo JB¢#), za-
premine Z¥(4), koje sadrZi materijalnu povrd S(¢) &ije se

tadke kreéu brzinom Z° (vidi sliku 3).

Slika 3.
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ovrd f£) deli zapreminu (%) na dva dela vU) 1 V)

i njihova je zajednilka granice, tako da Je

(<) = Zﬁ”‘(é)UéS(é)(/ U)o
Granicu tela JJ tada Sine JPE) 1 IV W) 1 granilna li-
nije ) . To znadi da je
JV@Y= YU ISE) U IT (L) .

Neka je sa ¥ oznadena proizvoljna aditivna

veliCina definisana za telo ﬁ(f) . Fizidku prirodu veli-

tine ¥ za sada nedemo precizirati. Neke je povrs S(Z)
/

sve vreme Singularna povrs za velilinu Y . Oznadimo sa

¥ (x*s¢4) i Y. (x%¢) zapreminsku, odnosno, povrsinsku
> s(&X5
gustinu veliline ¥ . Tada je

(3.1) Y = / dv+/)”da_

Brzina promene velidine Y mo%e se izraziti u obliku

H( ) vav- / da )=~ | $de’ /m

(3.2) LA IVVOU

+ | (g +ay)t +f (7 +4,)de

v,-l-u 29—

Pri tome je

LZ/&‘, })a’a - spolja orijentisani element

povriine;
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a/&’ﬂ;cdf = element linije koji leZi u po-
vr8i S 1 koji je orijentisan
. | upravno na 9 3 |

¢§ 5 #g - povr3inska 1 linijska gustina
fluksa, respektivno;

f%.; fg - zapreminska i pov&éinska gusti-~
na proizvodnje, respektivno;

Sy 3 Ds - zapreminska 1 povrSinska gusti-

na priliva, respektivno;

Sada jJe pc%rebno nadé¢i materijalne izvode &la-

nova na levoj strani izraza (3.2). Za prvi od njih wvaii

(3.3) —g;—f Vz;ai'zy=c—‘zi-g /,7;0.’2} +£‘—f7;a’v,
-

a7y 29*

U ciljuw sredjivanja ﬂog izraza moze se koristiti relacija

Xoja u opstem sluéajﬁ glasi

@?ﬁ

(5.4) —c_z’dé—/ dZ}” (% > dv + ?;’,5ja'aj,
7

2 av

pri ¢emu je .53 vrzirle kretanja talaka 7/ . Primenju-
juéi +taj izraz za sviku zapreminu posebno, pokazuje se

. -+
da za zapreminu 27 va¥i

(3.5) B%/—vfz’,dv /i‘%’dv+ 57&;’_/7;)2{,;:&’@7.
* S

vt
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Zao suo je na slici 3 prikazano, jedinilni vektor norma-
le Y’ na poveSi S gé oriaentisan ka zapremini 7.

Na isti ndéin se pokazuje da za zapreminu 27~
|

. d r a% 5 (w0 sip 7
(3.6) ;Z?fgdvj gfﬂ”dzn/);j’dau/y;g,%{
(V2 v 9 )

(3.7) dff L do = [ 3ydv+f7‘z}5d’a /[Y’]Z‘a'a

Bty 5*[/2}" DYV

Osim toga, potrebno Je izradunati i izvod po-
vrsinskog integrala rla, levo]j strani relacije (3.2). Lako

se pokazuje da je |

i

S

23 )t ta [ (G e 4L

!

Vodedi raduna o tome da vaii

(3.9) 62'7.‘;-3:?7" ol
7 A

- . » ’ e '\‘\ 0]
1 uzimajuéi u obzir (2.40), sledi da se (3.8) moZe pisa-

ti uw obliku / i
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(5.10) L f)"a’a /[—(?-é--f-(fl/'d)d - 2K, 2y, Jda .

Zammividi  zetim (3.7) 1 (3.10) u (3.2) dobija se

G dv + f (¥ 37+ 82 )dd’

L VI

(5.11) f[ (Y’V”)A—Z/( hA [Yzz]]da

/ 453 df, = f (7, +4,)dv+ f(/g +45)da .

Al ) /gn

.

Ovaj izraz se mo¥e napisati u saZetom obliku ako 5Se na

vovrSinski integral

[C 5+ 47 )da?

TV

i 1linijskzi integral
o
]f9z-d%?'
IS

rrimene teoreme divergencije. Tako Je

(%58 )da

YV~

(Ga2) - [ (B3 epl) v +/[>”53+¢; via

B S
/Sﬁ:a’ﬁc - ./¢:ae' da
IS S

Tada (3.11) konadno moZemo pisati u obliku
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S [ZE (58], [

YT

f[ <9~‘S+(YV‘ +¢ )ad ZAJMZ[

(3.13)

4—éfyl<’ 371)97'* ¢%,9_4K]db

’f (P +4, )2V */(f?s *4s )da

YU

Iz ovog izraza se mogu odrediti lokalni zakoni belansa

za tadke okolnog materijala i talke povrsi. U sludaju
kada je rel o talkama okolnog materijala, povr3inski &la-
novi u (3.13) su jednaki nuli %ako da dobijamo

ae) [ L (457D Jtr= [(Rrar)dr.
v f ’ v

Ta jednadina mora da vaZi za proizvoljan izbor 7 ,

i
i
t

odakle sledi

(3.15) %*(%§j+¢g),j=fpv %

$%o predstavlja lokalnu jednalinu balansa za sve talke
okolnog materijala.
U sludaju kada su u pitanju talke povr3iS,gra-

niénim postupkom kada 7 , odnosno ¥~ +te%i ka nuli,



teke da dP* , odnosno, JU” konvergira ka povrii S ,

dobijamo

N\

JLE~res) s

Y
Y

(5.16) ,
[V (57— 2797 z;fﬁi]]a’a =f(,g +8)a .
. , S

.16) vobhidajinim postupkom se dobija

-
i
ot L

W

2¥ DR
'Zg?i +(Hr+ ¢sd),a<"£AjM§?">fls

[ G2+ 85 77 = s+ %5

$Tto predstavlja lokalnu jednalinu balansa za sve tadke

povrEi S(¢) .

3.2. Jednadine balansa za medavinu v 7~

Prethodno izvedene opite Jjednadine dbaléinsa

rimenidlemo za materijal kojli se nalazi u svakoj od obla-

e,

0
ci

t1 posmatranog modela.

’ Tako smo uzeli da se u 2~ nalazi meflavina
od (4(22> neviskoznih, .'nepolarnih fluida. Na osrnovu
¥lacidnog modela meSavine sledi da je za pisanje jedna=-
Cina balansa A - tog sastojka moguée koristiti opitu

ednatinu balansa (3.15) . Proizvolja aditivma veli-

(W N

ina F , definisana u prethodnim razmatranjima,
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pice S

)

da identifikovana sa masom, kolidinom kretanja i

energijom satojka A . Pri tome je radi preglednosti

nogoéno da se uvede

Tabela 1
f‘. . ;w
; J
! 7 yv," ¢v % D>
;f"aqﬂ
IEPRCASEN
szs:og&a .)aA g a g .
‘Tolidina kr. .5 Y 7 7
jsastojka 543, 4 4 5&;;
i
iZnergija - Z IR 3239 T 27
g’ésastgjka &(efr"'"ztgﬁ) Za -i/& 5/\ 4 g,q(r/\ "')Z'Z. 5),?

gde je ¢ gustina, f;x napon, 2&' vektor toplotnog

fivksa, &, specifidna unutraéhja energija, 7, gustina
proizvodnje mase,_¢nj gustina broizvodnje kolic¢ine kre-
! . .

tanja, @x gustina proizvodnjé‘energije, ff specifidna
spoljasSnja zapreminska sila i é specifidan priliv unu-
tradnje energije sastojka A .§Ve1uéine . ﬁ?ﬁ i é
mogu biti posledice hemijskih reakcija, pri Zemu 7@{ 1¥
mogyu sadriati delove koji su ﬁosledica 8ila interakcije
i razmene energije izmedju sasfojaka. Velidina ff moze
biti sila teZe, a /, priliv unutrasnje energije kao po-
sledica zradenja.

Tada se, koristedl podatke iz tabele 1 u opsto]

)
-
1t

o

~
s
-

'J.

ni balansa (3.15) dobijaju jednadine balansa nmase,

1~

¢

D
(o7
)

xolidine kretanja i energije sastojka
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+G%fij=a*

é)’ég"’/;i‘) (ngA - j=7)z: *‘fAfAn*

A

(3.18)
a.(e.

A ’“25 )[9@41, 5/‘2)5.7_,_2.7 fﬁ]§: ,7-

69 (e+#i3]) .

llaga, kolilina kretanja i energija me3avine keo celine

noraju biti oluvane i kao posledica toga slede tri uslova

“
-(3.19) im -0 3 2-_1@-0.

ﬂ’f A=1

.ededéi Truesdell, Toupin-a [é?] uvode se deflniciae gus-
tine ¢ , brzine ‘f ’ napona fy ’ specifiéne unutra=-
-~/

gnje energije € , vektora toplotnog fluksa.‘gj , Speci-

I
}~
O¢
13
@
o)

(VN

poljasSnje zapreminske sile f’ i specifidnog pri-

liva unuirasnje energije mesSavine 7

, &
(5.20) ja%y/‘ ;
g R
(7.21) J L9 ;

(3.22) £7 Ej_/‘_f(fj'.ﬁa wiu ) s



A
(3.23) pe ) e ol u?y,
\ <7 y (A 2 A

e _
(5.24) Z’E%_:_’[zj -7 g, e+ L) [

i_ ¥ 8
— Z _A -
(5.25) £ ,42., 2
&«
- £
(3.26) ro= _7_ Ay
’ Lo A

gde je Zli——?jf—jj i naziva se brzina difuzionog kreta-

2 sastojka A . Osim toga, u tim izrazima figurisu

!

« |
.21 D 5’%.2 - kineti8ke energija,

ol e .
Z 7 2#? - snaga napona,
g7 & A

& .
Z;_ ) (@‘ +Z,Zz§)zg/-}7 - fluks energije,
A= ‘

’ \‘ » 'I
Zi P U] - fluks koli¥ine difutionog
/3/27 kretanja.

A¥o se u (3.18) izvrSi sumiranje po svim sastojcima i

iskoristi (3.19) i (3.20-26), dobijaju se jednadine ba-
-
ansa mace, koliline kretanja i energije posmatrane me-

J

9]

4534

avine u istom obliku kao i odgovarajuée jednaline ba -



lansa za siuda] Jjednokomponentalnog materijala

_PZQ— ” (?5j)aﬁ= g 5

¥

5.27) —»————3“?5) +CQ§ 5-7 f’g)]zﬁfw;

Q965+‘;3 )'*Z}Yé+'1f§,15 fﬁ?‘fﬁ{f ;7-
=zp()u7f%§‘) ]

Preostajé jos da se izvede jednadina balansa

entreoplje meSavine. U tom cilju treba aditivnu velilinu

¥  identifikovati sa entropijom u materijalnoj zapre-

mini 77 . Radi preglednosti moZe se formirati
Tabela 2
éj"'"‘y- vl iy 0 j . Z
__-_e croplija \)072 ¢ ' o f\s
zCe e 7 entropija, ﬁy flvks entropije, 2 proizvod-

| njia entropije, a nfy gustina priliva entropije mesSavine.
Xoristeéi podatke 1z tabele 2 u op3to] jedna-
3ini balansa (3.15) dobija se jednadina balansa entropije

medavine

(3.28) ip—g%?—)+(f75j+¢7),j —‘957"[.
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Poredjenjem jednalina balansa (3.27) sa opitom

jednadinom balansa (3.15) pokazuje se da je mogudée lzvrsi-

D

(

$i identifilrovenje odredjenih velidina 3to de biti prika-

zano v slededoj

Tabela 3

r 7
’ 7 : %; ?2, Ps Ay
Eﬁﬁasa '

megavine ' f d d g .
: z
L Holilina k.| -5 - 7
mgéavin; §53 ‘}'7-‘7 g ﬁp{
f
. Zmexgija 7 22 1 F27
! meiavine ‘59(5*2'5 ) 2'7'%'14]”5” 0 .?(""’7[5)
t . _ : ]

1
i
i

|

Dosadasnja razmatranja meSavine vriena su pod
|

obzirom na jedan od osnovnih problema kojim se bavimo

192

1 ovom radu - problem polupropustljivosti materijalne me-—
djupovrdi, pobtrebno je precizirati sta se pod pojmom po-

upropustljivosti podrazumeva.

Definiciiz: Svojstvo medjupovrsi da dozvoljava slobodan

prolaz samo Jjedno] vrsti materije, naziva se

polupropuvstljivost ( semipermesbilnost ).

Zbog svojstve polupropuvstljivosti, medjupovrs prirodno
rosdvaja mefSavinu na dva dela: jedan koji prolazi i dru-
gl kxoji ne prolazi, Tada,sa teorijskog stanovista, se po-

stovlja pitanje da li je mogule 1 ako jeste, kako razma-

i
l
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konmponenta deo meSavine sa satojcima b=7,...,7

o

)

2

o)

Q2 W
Cte

“:.:
v
3
6}

oropudta, a druga komponenta onaj deo

mesavine sa sastojcima . [3-n+4 2 koje medjupovrs ne

Odgovor na to pitanje moZe se dobiti iz samih
I

> > v . - i » (3
balansnih jednadina. Ragmortimo u tom cilju, recimo, ba-
!

lens koliline kretanja. Prema definiciji meSavine, za

[ -ti sastojak vaii ‘
)
!

g/ =x . . s 2~
(3.29) -—‘——3{—‘3’) *@5;55 ~ z‘f)’f- my +4.%,

Y2 isti nadin, za -ti sastojak vaii
(5.30) 9(%_%) (4355142 ) =ml + 08
/ ) _
Slededi Truesdell, Toupin-a [?2] moZemo uvesti definicije
zoje de vaZfiti za svaki od delova posmatrane me3avine.

Talke se za deo meSavine koji moZe da prodje kroz medju-
L]

povrS moZe pisati
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72 . . » .
N < %
(3.33) 623/ (47~ g 2l )= 7

y bH=1

/

| B
oo N e fimse.

o 7 ; .. y . | .
.35) L[ 4,-47 24 "9y (6 77 a3 [ 4

Naemni?

. 7 . )
(3.36) L onti=o;

7 -
(3.37) | %&G =1§17‘ s
‘ 7T
(3.38) 2 _Z;—-s,,f' 5
B =1
(3.39) | P »
33 o ) *
Z My =7 3
B=7
( 2 |
3040 ==

Pri tome jJe

i Fo 2T %)

(9-4-1) ’ 1Zlﬁ—- 55 —45 .

a0 je pokazati da iz (3.32) 1 (3.41) sledi

72
(3.42) é?&,ag -0 |



- 38 -

inalogne definicije moZemo uvesti i1 za drugi deo meSavine

k¥0ii ne prolazi kroz medjupovrs

[l.
(5.43) J__g=¢ :
=72+7
& . .
(3.44) L 555 = 035",
C=n+7 272
« i ‘ ]
5445 J_ L P x7
( ) ngf CAST I 2Z[g)zzf ;

C=n+1

&
7
(3.46) Lﬁ-(’% "'Z.eacz)i;fzf H
C=n+1

&« P |
- 7 7,7 7 ] ]
(3.47)  J [Zc - fzjzﬂc "fé(‘?*?z""cg)ﬂcyj;’-’j’ $

(3.48) £ KA A s

| =72+1
& I
L ' 2 > =
(30 .9) ‘?c,c . 2 2,\ L
. C=n+1
&« | i
(5050) Z . T 52?; ;
C=712+1 ‘
(Z = Y o F o
(3.51) 2 . 7, :—;2772 5
C=71+1



Pri tome je odgovarajuda difuz?ona brzina data izrazom
|

|
(5.55) 4= 3]-,3
: |

l
|

Analogno razmatranjema sprovedenim ze prvi deo meSavine,
moZemo sada pokazati da i za ﬁrugi deo posmatrane meSa-

vine vazi

& |
(5.54) /=0

C=n+7

Tada, koristedi izraze (3.19-26), (3.31-40) 1 (3.43-52)

pokazijemo da vaZi
2
= ==
(5455) R4 2 5
_ A-4'*§

(5.56) 5)5%%,‘33{;
|

., 1 E
(3.57) t9~) +Y,
.=
24
(5.58) 5€ =Z—A_7AfA£ ;

. 2
(3.59) g’-—-—-Z_Ast

A=

P A

A=17



| 2
(3.61) or= 2 o
- A=7
2
: 7~
(3.62) " 0‘=‘2i;A/ ;
A=1
// i
2
(3.63) 0=_,/_m";
A=7
2 !
(3.64) o=/ £ . =
A=7

Osim toga, sumiranjem u (3.29) po svim sastojcima S pr-
vog dela meSavine uz korifdenje izraza (3.31-32) i (3.42)

dobija se
] 2,5 e 2] LY ok o f"
(9-65> Q—ﬁ%é_'— -+ (1‘?75 151 "'1Z‘ ,j ,772 1‘P7f ’

Sto predstavlija Jjednalinu balansa koliéine kretanja onog
dela meSavine koji ima moguénost prolaza kroz medjupovrs,
Na isti nadin, polazedi od (3.30) i koristedi

(3.43=44) i (3.54) dobijamo
- 57,,\925”2 o I ; : ©
(3.66) —1-‘—% +(25725 253 _211-"'7)’.7=2m’°+292f ,

§to predstavlja jednalinu balansa kolidine kretanja onog

dela nmeSavine koji ne moZe da prodje kroz medjupovrs.
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Iz relacija (3.65) 1 (3.66) uodava se isto=-
vetrnost oblika zakona balansa koli¢ine kretanja odgova-
rajuéin delova posmatrane mefavine, 0&lgledno je da se
sunirenjem tih izraza keo rezultat dobija (3.27),, odno-
sno, jednadina balansa kolidine kretanja meSavine kao ce=-
Je.'Isti zakljulak moZ%emo izvesti i razmatranjem zako-
na talansz mase i energije. f

Time Je pokazano, dﬁ se sa stanovista Qolupro—
e dzvr3iti razdvaganje posmatrane meSavi-

{
ne od<46>2 sastojaka na dva dela, na jedan koji prolazi
Iroz medjupovrd i drugi koji n? prolazi., U toj analizi
je oligledno koriidena definicija polupropustljivosti.
Incde matematidla formulacija ﬁslova polupropustl jivosti
y znadaja u jednadinama balansa materijalne
nedjupovrii, &to de biti kasnije razmatrano.

Na osnovu toga, bez gubljenja u opStosti, u
daljem izlaganju bide posmatrana, sa stanoviita polupro-
rastljiveosti materijalne medjupovrsi, binarna, dvokompo=
nentalne meSavina &iji sastojak 7 , za razliku od sas-

tojka Z , medjupovri propusdta.

3.35. Jednedine balansa za fluid ¥ u 77

Ved smo rekli da se sa jedne strane povrii 5 ,

v 77, nalazi neki neviskozni, nepolarni fluid i da su
ma svojstvea, u opStem sluéaju,;razliéita od svojstava
I

fivida 7 , Z i J . Da bi smo to naglasili, uveli smo

czralku ¥ , &ime se ostavlja moguénost da se u specijal-

<

evima izvrsi identlflkovange tog fluida sa od-
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Proizvoljna aditivna wvelidirna, definisana

vide sada identifikovana sa masom, koli-

w oodeljku 3.1.,
Zinom kretanja i energijom fluvida »>¢ ., Radi efikasnijeg
Tizanjie balansnih jednadina za fluid > moZe se forni-
rati

Tabels 4
f’s T ]
g: V/ yz’}' ¢v /Uv /‘Jv'l I
| |
:‘asa : e g g g
tarse | 4.3l _ 47" 0 2.4
—— — —
tEnergije . ] : :
T 03D | HEE | 0t f D
& e 4
Tri tome je ¢ gustina, fif napon, ,gi vektor top-
Lotnog fluksa i £, specifidna unutradnja energija flui-
R at

Koridtedi podatke iz tabele 4 u opstoj jedna-
gini balansza (3.15) dobijaju se jednaldine balansa mase,

,-,\'7 K é*-nn L"'_Y_‘f-\

“0lidine etanja 1 energije za fluid »

i

éﬁé +Cgﬂi§)d=n7,

o~
Wl

.67)

L (E’:“;Z 232, [0 F 52)50 +23- £755 -

~0.(% +£130).
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Preostaje jo da se izvede jedna¥ina balansa
entropije za fluid »% . U tom cilju se moZe formirati

Tabela 5

e

oy Ly 9
| 7
L g8

Ps
'i:ntropijai R Qﬁ é;

i
]

gde je 7 entropija, Qﬁ fluks entropije, éi prolzvod=-

nja entropije, a z@f sPecifiéanlpriliv entropije u fluid

Koristedi podatke iz tebele 5 u op3to] jedna=-
dini balansa (5.15) dobija se jednadina balansa entropi-

je za fluid ¢

(5.68) YBL) + (g5l -h); ook b .

3.4. Jednadine balansa za materiijalnu

médjupovré

za fluid J ,'koji ¢ini medjupovrs, pretpostav-
lja se, u cilju op$tosti, da ima materijalna svojstva
potpuno razlidita od onih koje poseduju fluidi 7 i Z ,
oénosno, fiuid * , Zbog toga je medjupovri singularna
rovrs, u opstem sludaju u odnosu na termodinemidlka SVoj~
stva okolnog materijala. Sa matematidkog stanoviita to
znali de odgovarajude fizilke veliline okolnog materija-
la imeju diskontinuitet u +tadkama medjupovrii. Uticaj +ih

i
isxontinuiteta se ogleda u jednalinama balansa materijal-

ne medjupovrsii. ; :



\\\. - 4’4‘ -
/

/ 3

Za'pisanje-jednaéina balansa za materijalnu

s
! )
<}
b
i3
B
<
D
-
s
(@14
ga
o
~
o’
s
[N
(4]
[4)]
o
o
m .
e
o
[0}
o]
ot
.
H
B -
N
(o)
3
=
£
1]
o
s
i
[0)]
Q
B

Tabela 6
; ¥ § % # Bl 4
'€°a & g 0 J
LEm | e | ™ 0| off
:;rerghja 6’((_"+Z/—i‘g)‘ fac_jxa.zx_g 0 a,,@. :f&p)

Kot
pri Zemu je & povriinska gustina mase, J je povrdinski

P-4
napon, z je povrsinski vektor toplotnog fluksa, é je

x
povrsinska specifidna unutrasnja energija, ;f je spe-
S

cifiéna povr8inska sila, a ;‘ je specifian priliv unu-
je energije medjupovrsi.
Koristeéi podatke iz tabela 3 i 6 u op3toj]

ednalini balansa (3.17) dobijaju se jednadine

3
L~
:
;
;

ot (V) 2K, [p(57-27) =0

‘i_.(j:f D1 @7V 5) UK 85

N
~

,,.L
Wl
L
%

X

l‘K.‘ z'-'_ .70 K] '7'- /c.
L5557 5%)- 7 o4,
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xol

. / . ’ '
3(E #2% 7 b x, ' .
LEZED [5(c fatw 5728 A4, - 20k, 5 (5 27)

1 L2\ p2F . £7 enc 7 J z.ox
5@+ 55 )(F )87 5" e 2 P-a o =),
koje predstavljaju jednaline balansa mase, kolidine kre-
tenja i energije za materijenu medjupovrs, respektivno.
Preostaje jhE da se izvede jednadina balansa

entropije za materijalru medjupovrs. Na isti nadin kao i

do sada , a2 iz istih razloga, formiramo

Tabela 7
LY % _% f ~ %
%ET.‘-.—.J-M <98 ”
gé.q*x vIToDija For . /Cd ‘2: g7

gde je o¢ povrSinsaka &ntropija;/;d fluks povr3inske en-

tropije .Zi proizvodnji povrsinske entroplje, a 43 spe-

cifilan priliv povrsindke entropije.
Iz tabela 2 1 7 i opéte’jednaéine balansa

(3.17) dobija se jednadiina balansa entropije za materi-

S&Eae) .. < i o
v *(koe V" “p [ ) o~ 2UYK,Boe

[97(E%- 2T )2 @7 =T 1557

s obzirom na sloZenost problema polupropustlji-
ve materijalne medgupovrsi u sluéaju kada Je red o termi-
Skxinm i mehanvéklm efektima, u daljim razmatranjima déemo

pretpostavxul da se uticaji svih spoljasdnjih sila i pri-
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|
!
-
]
l
0

iva zanemaruvju. To znall da balansne jednadine materijal-

I~

o
~

B

edjupovrsi (3.69) i (3.70) sada glase

EE S (EV™) - 2URE [ 93 2 g3 P7=0;

+

é’%_) w (B 7)), - 2UREE"
[ 937(3%-%7) - ¢ J»’=0
<3'7U W*z +[23"'(<f+ S & )V"—Ju 'c"'{_]d_zzzyﬂ(f* 47"2)

[5Ce+45° X520~ 75 +2 =0

6%96) e (/""+ F), «~ ZuK, B¢
+[f?(5j— ;éjj +¢i]))j-'2__ .

lnoZenjem balansa koliline kretanja (3.71), sa .x” , 2
zatim oduzimanjem tako dobivene relacije od balansa ener-

gije (3.71)=, dobija se
-~ .

s _é%@ + (FEVT4R), - 20K TE -5 L,
5.7 ’ '

fefe+H (G NS )-SR < g7 0,

$to predstavlja jednadinu balansa unutiaénje;energije ma-
L

terijalne medjupovrsi.

Ragmatranja u ovom radu se odnose na nepolar-

ne fluvide tako da gestice medjupovr3i nemaju uvnutrasnje



t

f

|
- 47 =
|

i
S
i

spregove. To zZnadi da zakon balanse momenta kolidine kre-

|
tanja materijalne medjupovrsi glasi

zix s xol
(3.73) 9 x?, 5 =0

Razlaganjem povrSinskog napona na sledeéi nalin

AN

5 y.rd o K

(3.74) 5= 5TV s 5F B
,// )

i koriddenjem identidnosti

é‘zjlcxy,.d /0 - 6096))1 \‘__“

(3.75) o
EV2I Y =4" fb”ac ,

v (3.73), pokazuje se da je
(3.76) 5%0 B 5 .504/5_-5/3“’
Na taj nadin (3.74) se svodi na | ;
5% 5P

(3.77)

Koristedéi (2.9), (2.11), (2.30) 1 (3.77) dobija se

(3.78) | 5mféfd=5¢(‘5-/ﬂ ~#,).

Uzimajudi u obzir (3.78) balans unutrasnje energije (3.72)

noze da se piSe u obliku

»
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i

| é’——C——;;‘f) GV e R, - ZUKBE-ST (U g~ 48.4)
(3.79) : : L
o[ole+ (52" ] &)=t G 298 o

i

Kora &no, Jjednadine balansa materijalne medju-
povrii moguée je, koristedi definiciju materijalnog izvo-

Gz, pisati u saZetijem obliku
&+ 8V E - 2UK, B 9(3%-27) [»7=0

san - 5%, <[5 2N ER)- £ =0

~~
W
L]
03]
O

N

5E + AT ST (Ve ™ YH0) o
CCES SCEtIN Carol bl Cla el Ll

5% + F 0 #[9(7-22)(57-27)]? -2

3.5. Jednadine balansa za

materijalnu;polupropuétljivu medjuvpovrs

Veé je redeno da jefmedjupovré propustljiva za

|
fluid 7 , a za fluid Z deluje kao neprobojan zid. Matema-

d.
[N
¢

ka formulacija tog svojstva:medjupovréi, saglasno de-

finiciji pojma polupropustljivosti glasi

(3.81) (37-27))7+0
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(3.82) (37-27)yI=p .

By
Anali

N

om jednadina balansa materijalne medjupovrii (3.71),

{3.72) i relacija (3.81) i (3.82) pokazuje se da se uticaj
okolnog materijala ogleda samo u &¢lanovima skoka. Radi

lakSeg daljeg kori3denja te élénove skoka moZemo da ozna-~

dimo na sledeéi nadin j
G=[o(57-29) 7,
% ,.8%) % =[j§5ﬂt{5’j_ .i‘j)- ZL"Z?])’J- ’
Je = [y[e wF (3727 Y572t (E=2) e’ ] .

Cdigliedno je a2 u svim ovim izrazima, s obzirom na (3. 20-
24) (kada se pﬂlmene na sludaj dvokomponentalne me3avine),
figurisu difuzioni &lanovi oba sastojka meSavine. ledju~-
tim, kako Je u nagem sludaju reé o polupropustljivo] me-
djuvpovrsi za koju vaizi (3.82), pokazaéémo d%xje relacije
(3.83) moguée izraziti samo preko pravih unutﬁaénjih
"intrinsic? ) delova odgovarajudéih velidina okolnog
naterijala, uticaja komponente'koju med jupovrs propu3ta
i uvticaja fluida » .

Pod pojmom pravih unutrasnjih delova odgovara-
juéih fizidkih velilina meSavine podrazumeva se algebarski
zbir svake komponente tih velilina mééavine, bez uticaja
¢ifuzionih &lanova. Saglasno tome, mogu se izrazi (3.22-

24) za Genzor napona, specifidnu unutrasnju energiju i

vektor toplotnog fluksa izraziti, u nafem slulaju, u obliku
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A=7

- 7 ngz;'zzj .

. 2
LT S
e=€I+2ﬂZ___;‘yz{:o

. . 2
o o
2=l 2 [- U+ (e 74)%] ],

- 7 . 7
£de su %;7 3 é} i é} pravu unutrainji delovi tenzora

N
Ul
L]

w
N
-y

27

4]

tJ

ona, specifilne unutrasdnje energije i vektora toplote

-h

1oz fiuksa, definisani izrazima

1]

b

.. 2
7 =0 47,
Z a=7 A
o o z'f
=75
7 7
:Z_Z' ﬁzﬂ ’
respektivno.

U literaturi se desto umesto 1éraza (3.84) koristi slecde-
éi izraz g2 vektor toplotnog fluksa [?Z]

= J 7 7 2 2.,,7
] .8 o —__/____

(3.86) Tl LY,
koji se naziva "redukovani oblik" vektora toplotnog fluk-
sa. Takav oblik izraza za vektor toplotnog fluksa je moti-
visen rezultatima kinetilke teorije difuzije i osim
Truesdell-a, Toupin-a, navode ga i mnogi drugi autori koji

se bave ireverzibilnom termodinamikom, na primer Prigogine,
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Rller. Iz izraza (3.86) Jje oéigledno-da.’%; nije pravi

unutradnjl deo jer sadrzzi i difuzione &lanove, tj.

.z
o J_ 7 . I _ 49,2
(3.87) Z==Z, *%—1 (ﬁeAﬂA "f:]z{:)-

Analizom pojedinih izraza u (3.83) lako se po-

kazuje da je

(3.88) %=[£+(57'+_ij) -5 1-..7'27)).7' .

Zrajudéi da se sa jedne sirane medjupovrsi, uw 77, nalazi
binarna mefavina, zapaéémo dagse iz izraza (3.88) ne vidi
zalzo medjupovrd oseda tu meéa{inu. Da bi smo to rezjasni-
1i, potrebno je posebno analiairati svaki ¢lan na desnoj
strani izraza (3.88). Na psnc%u usvojenog modela o¥igled-

no je da se prvi dlan u (3.88X moZe pisati u obliku

g

Koristedi izraze (3.20-21), primenjene za slu&aj binarne

neSavine, u drugom &lanu izraza (3.88) dobijamo da je

Ay

\

I o~/ =5 J Z -7 ‘

/ -—r =/ -7
(3.90) y( Z7) %731(5; z7).
Tadz, uzimajuéi u obzir (3.82), (3.89) i (3.90), sledi
da se izraz (3.88) moZe pisati u obliku -

Ay

ey

(2]
[ ]
W
]
s

G5(31-27) =g (57- ).



Iz ovog izraga se jasno vidi, s obzirom na svojstvo po-
lupropustljivosti, da velidinu odredjﬁje samo onaj
ceo mefavine koJji prolazi kroz medjﬁpovré, & ne ukupna
a. Time smo pokazali da se za razliku od (3.88)
noZe dobiti jedan jasan i jednostavan izraz koji demo
ti u da&jim razmatranjima.

Do s;iénog zakl jutka moZemo doéi 1 analizom
velidine JQ . Najpre demo iskoristiti definiciju ope=

ratora skoka tako da se Jednostavno dobija

‘,75 =[?+5.x+ (§j*;.z‘5) N (55_:3)
- fﬁj* 7 z‘xj "_]95

(3.92)

Dalje demo uzeti u obzir izraze (3.20-=23) i nakon duZe

radunice pokazujemo da je

oy .3 Lo 2 s’ . .+
Ts=[ 955 (5:—x’)—2.5;5,4(53-x’)

(3.93)
© x J
—f#j +2 éj_]))
A=T7
Axo zatim iskoristimo (3.82) 1 (3.85)1 sledi da se kona-

¢
o]
Qo
H

e pisati
(5.94) T =/ 9.35(5 -Z)- 9,57(37-2) [ =y b

Analiza &lana skoka u balansu unutrainje ener-
gije, ;% , medjutim, nije tako Jjednostawvna kako sa fi-

2oz, tako i sa matematilkog stanovidta, zbog prisustva

veéeg broja &lanova koji imaju razlidita fizidka tumale-

3 -

1ja. Za njegovu analizu pogodno ga je najpre napisati u
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obliku \

. '\\ ot 1 TR PP TR, .
~7e={5’Z;8++2—(5 ap )"](5’-@-‘#7*(5 2"
(3.95) CF 4 ek eZrosin o P
9 7 (35 =2) JF-2)+ (5270 27

ko03i sledi iz (3.83) 5 1 definicije skoka. Iz veé spomi-

njanih razloga, w ovo] relaciji koristimo izraze (3.20-

24), zatim (3.82), tako da se nakon duZe radunice pokazuje

da je
T={F8.GE- V(3L ) - F 4, (Br-27)(F-#7)
(3.96) +_§*ex(§'j;—.ij)— f,?(g;f-r“‘}ﬁ
2 2 2 ...
_ -G .d XKi/ErR e\ _ 7
PRI ALY Cr W 4
U daljem sredivanju ovog lzraza analiziraéemo najpre po-

slednji &lan. U tom cilju, koristedéi (3.84)3 i (3.86)

lako se moZe gzakljuditi da je

2 : p 2 g % 2 .

— = 2 T 2
(53.97) A%;Zi »‘ZJ +£ 2(/\ Y, égAeA&A -
Ovaj izraz demo dalje transformisati uzimajuéi u odbzir
relaciju '

- 2 <7 o c7 g :

(3.98) 2;=3"—x-(3*-x%).

=

ada (3.97) postaje

A=7

| 2z . . 2 o L
(5.99) 2 2i=2% 2 (-g.e) 5-2~(31-20)]

!
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-/ 7 : e LY cp PR
{7 9. (35 -2V (52 -2)-F4(5 -2 5-27)
(3.100) 0.6,(35-2) - tT (55 -2°)+4?
2 . . 4 . .
- Y e . .
$ (T E) g A P
Koradno. 2%o u tom izrazu iskoristimo (3.85)1_2 imamo da
je

%~ F8.GE- V5 -2)- Lo VGEE)
[ 22~ 425720 )+ger (5 2)] }

Na taj nalin smo pokazali da je izraz za Jo ,

(3.101)

dat u sloZenom obliku (3.83)3,imoguée izraziti preko
"intrinsic" delova odgovarajuéih velidina, kao i preko
relativne brzine mesSavine kao ¥eline, Sto znatno pojedno-
stavljuje dalja razmatranja. I

Sada -smo u moguénosti da napiZemo jednz&ine
balansa za materijalnu polupropustvliuvu medjupovrs. Zame-
njujuéi (3.91), (3.94) 1 (3.101) u (3.71)y_5 1 (3.79) do-

bijeamo jednaline
25 -
SE (v 2UKE

[0 (522 - g (57-2) ]P0 .

- ..
K250 1 (52 V= 5 ) = 2YK BT

(3.102) L R3XGI-E)-437(E-2)-[¢ 2] -0
| |
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—é’%@ +FEVE LR, = 2URBE - ST o 24,)
L5335~ GE-2)- 40,32 57-2)
[ 23 (e~ £2)FL 2P0,
koje predstavljaju jednadine balansa mase, koli%ine kre-
tanja 1 energije materijalne polupropustljive medjupovrsi,

respektivno. One &ine osnovnl sistem jedna&ina za termo-

mehanidlka ragmatranja posmatrane medJupovrsi.

aE
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' 4, Termodinamiéki_prbces

za_materijalnu polupropustliivu e d dupoves

Osnovni cil] termodinamike materijalne poluf
~propustljive medjupovrsi Je odrédjivanje njenih polja

gustine & (u*%z)

Xretania L ZECUS )

temperature 8 (2*;:¢) .
Pri tome se pretpostavlja egzistencija_empirijske tempe-
rature naterijane polupropustljive medjupov;éi. U opsStem
sludaju ¢ mo%e da ima vrednost razliditu od granidnih
vrednosti emepirijskih temperatura okolnog materijala. Za
reéavanje tog problema koristi se pet jednalina balansa
materijalne polupropustljive medjupovrsi (3.102).Da di te
jednadine predstavljale traZene jednaline polja razmatra-—
nog oroblema, potrebno ih je dopuniti konstitutivnim jed-
nacinama. materijalne ﬁolupropustljive med jupovrsi i okol-
nog materijala.

Za materijal medjupovrsi Je redeno da je ne-

prosti toplotno-provedljivi fluid. To znafl da je skup
zonstitutivnih promenjivih medjupovrsi dat sa

(4.1) 8 338 ;5836 ;58 szl ;975 9%

i
|
i
|
i
t
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Tzda, koristedi “princip® ekviprezensq; konstitutitvne

jednadine materijalne polupropustljive medjupovrii glase
Ry . .
$Pu ST(8 8585656 56,0520 39" V5
< :
A% = AT (— — . =)

Okolni materijal éiﬁe meSavina ne-prostih flu-

ida uw ¥~ i ne-prosti fluid » u Z*”. S obzirom na osno-
vni cilj ovog rada, ispitivanje termomehanidkih svojstava:
medjupovrsi, polazimo od toga da je ponaSanje okolnog ma-
Tterijala u potpunosti poznato. Na osnovu toga smatramo da
su odgovarajudée konstitutivne jednadine okolnog materija-
lz poznate ( [1Q] . [??] ). Tada sa skupom svih tih kon-
stitutivnin jednadina, posmatrani sistem balansnih Jedna-
Cina postaje zatvoren tako da on predstavlja Jednadine
polja iz kojih se mogu nadéil traZena polja gustiﬁe, kre-
tanja 1 temperature. Svako reSenje tog skupa diferenci-
jalnih jednatina predstavlja termodinamidki proces u ma-

terijalnoj polupropustljivo] medjupovrsi.
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5. Princip materijalne objektivnosti
|

5.1. Princip materiijalne 6bjektivnosti u’ prostoru

Xonstitutivne jednééine materijala, u nasSem
sludaju okolnog materijala i medjupovrsi, moraju zadovo-
1ljavati princip materijalne objektivnosti.

Sa fizildkog stanoviita, princip materijalne
objektivnostl izraZava Cinjenicu da fiziéke osobine 1
ponaSanje materijala ne zavise od posmatralda. Uopste gle-
dano, sve veliline koje karakterisu neku pojavu u prirodi,
nisu negzavisne 6d posmatrada. Za one velidine kojk su ne-
zavisne od posmatrada, ﬁaéemo ga su objektivne i1l indi-
ferentne. ;

S obzirom na to da %vakom posmatradu olfgovara

sistem Dekartovih koordinata'@ é; » Uzajamni polbZaj dva

posmatrada odredjen je transfoimacijom

T =a98) 2t £

(5.21) Z _
t=¢t-a,

gde su .’Z""; 2%~ odgovarajuéi Dekartovi sistemi
koordinatas

QHZQ— ortogonalni tenzor koji odredjuje
.\\ |
/ S s
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rotacijﬁ4 a
/c‘i({) - vektor k(gbji odredjuje tta.nslaciju
xoordinatnog sistema Z° u T ;
£ 37 - vremena u odnosu na ta dva sistema
koordinatas
a4 - pozitivna konstanta.

Za %akav tenzor Q1j(f) va¥i
~1.. .
A~ -,
det (Qt)==21,
ca sve vreme ¢ .

Pri takvo] transformacijl sistema koordinata

odgovarajuéi skalari, vektori i tenzori se transformisu
| o

na odredjeni nadin. |
I

Definicija: Za skalar 5 , vektor V> 1 tenzor 7 7 , za

koje pri promeni si?tema koordinata (5a.1)

!
!

vazi :
S=5 ;
(5.2) V=07V
TY-a" g T,
kaZe se da su objektivan skalar, objekti%an
fek%or i objektivan tenzor, respektivno.
U daljem izlaganju za nas Je od posebne vaZno-—

ti ponafanje konstitutivnih promenjivih datih sa (4.1) 1
xonstitutivnih funkeija jdp, < , fd i drugih koja ka-
rakteriu materijalna svojstva medjupovrsi ppi’transfor-

raciji sistema koordinata (5.1).



i
|
i
|
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Iz (2.1) 1 (5.1) mo¥e se zmakljuditi da su i,

- tangentni vektori na medjupovri - objektivni jer Je

. o —i N g
(5.3) A x:oC~Q7x:d.
/

/ )

Za. vektor normale na medjupovrsi se moZe pokazati da Je

objektivan jer vaZi
(5.4) Y- ¥y
Odatle sledi da jJe o

'(5.5) =09y, .

tj. izvod Jediniénog vektora normale po Gauss-—ovim para-

metrima Jje takodje objekﬁivan.

Na osnovu tih razmatranja sledi da jJe

(5.6) I~ G By~ L
/J =AJ 3 klﬁ_‘/{js.

M M

Po analogiji sa teorijom zapreminskih materijala
uzimamo da se i odgovarajuée skalarne povr3inske velicine

transformidu po sledeéim zakonima

—

F=5& 3 8 =68
(5.7) F - & : G =8
E =€ 5 B=03P .

Ya isti nalin uzimamo da za povriinskl napon vaii

!
|
i
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. Py 4 rl Ll
(5.8) ST=a8" 5.
Teda, s obzirom na (5.3) 1 (5.8) sledi da je

(5.9) SP=57

Kona¥no, iz (5.3) 1 (5.7) lako se pokazuje

da je

(5.10) -

1?“—%

AY

R
~
N

5.2. Ogranidenia konstitutivnih jednadina

ka0 posledica principa materijalne objektivnosti

u prostoru

Princip materijalne objektivnosti u prostoru

k3

yq6 <
ostulira da su konstitutivne funkcije C' ,7€ i

r‘:

iruge objektivne pri transformapiji sistema koordihata
(5.1). ako sa A oznadimo bilo %oju od konstitutivnih
funkcija koje karakteriéu‘materijalna svojstva medjupovr-
gi, a ga A skup svih 6dgovara5uéih konstitutivnih pro-
menjivih detih sa (4.1), tada sledi da je

(5.11) | R(E)=Kcs) .
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Uzimajuéi u ovzir rezultate prethodnog odeljka, moZe se

K(#;: 5 a:,,,_,—e,-e B s Q%22 ; Q9 49v3)

5549,;59551fxslp;9:Q

\»‘-"}-— e

= K(z;5;

ti. K mora bpiti identidki zadovoljeno za svako A ., 0O&i-
glecno je da A ne mo¥e biti proizvoljna funkcija od

i da (5.12) namede ogranilenja na funkcionalni oblik za-
visnosti od A . Na osnovu principa materijalne objektiv-—
nosti moie se pokazati da K ne moze zavisiti eksplicitno

od Jfﬁ; ’ AN} ix, nego od velidina izvedenih preko tih

| Lk Tla= Q4 ;
(5.1 “ p =G
- z
Yopp = "l
la taj nacin se konétitutivna velidina A/ s NE=
proste, toplotno-provodljive pdlupropustljive med jupovrsi

mo%e predstaviti u oblikm

i
1]

(5.14) | /{-—-:/‘/(3“; 3’“;'3";&55;6;5,,‘;5,%;5%).

Ova relacija predstavlja redukovani oblik funkcije reago-

venja i kao takva ldentilki zadovoljava princip materijal-—

(¥

8

e objiektivnosti u prostoru.
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/
5.3. Princip materijalne objektiwvnosti

u vovrsi

Vel je releno da se pri formulisanju konsti-
tutivnih jednadina mora voditi radina o tome da su one
nezavisne od transformacije koordinata (5.1). Takodje,
konstitutivne Jjednaline moraju bitl nezavisne od Lransfor-—
macije povr3inskih parametara pri kojima duZina linijskih
elemenata povrii ostaje oduvana.

Neka je jedna od takvih transformacija defini-

Sana sa

— 57 3
(5.15) U =U (%), «p=t2.

(5.16) 724 %= zz"‘(z?ff’) i a’ez‘(g—zz_f-: #£0 .

= . e - o
Rzdi vece pogodnosti uvedimo oznaku (Za tako da jJje

< U~
(5.17) ' 0/5 = 257

Pri transformaciji povriinskih parametara (5.15)

transformisu se 1 odgovarajudéi skalari, vektori i tenzori.

Definicijz: Za skalar S5 , vektor 4 1 tenzor /Zgs , za

koje pri transforméciji (5.15) vazi
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kaZe se da su objegtivni'povréinski skalar,

vektor i tenzor, respektivno.

za gradijente gustine i temperature 4, 1 4G

moZe se pokazati da se transformisu po zakonu
8, .= 08 brp,

(5.12)

Sto znadi da su, na osnovu zakona transformacije (5.18),,
ti gradijenti objektivni povrsinski vektori.
Polazedli od zakona transformacije kvadrata

elementa luka na povrSi

2 - 578 (578
(5. =g ,,dUdU” ~ Ad2UZA°
LD 20) (de) day-’: a/ 153‘(;
vokazuje se da Je

(5.21) | Jz'_a*;'“‘agafg""/"

ocdakle se vidi da jJje 5475 objektivan povr3inski tenzor.
Dalje se moZe pokazati da su srednja krivina A,

1 Gauss-—ova krivina /ﬁ; objektivni povrSinskil skalari, +j.

, w T | .
(5.22) - R=K, s K=K
/ ;
Analogno razmatranjime u odeljku 5.1. vzima se
dasuw & , 8,8 , 8 ,¢&, oz objektivni povr-
$inski skalari, P objektivan povriinski vektor, a J 5

objektivan povr3inski tenzor. —
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5.4, Ogranilenia konstitutivnih jednadina

kao posledica principa materijalne objektivnosti

w_povrsi

Na osnovu principa materijalne objektivnosti
u povr3i konstitutivne funkeije 5% , €& AT 1 druge su
neza?isne od transfromacije povriinskih parametara (5.15).
Dea bi to bilo ispunjeno konstitutiwvne funkcije treba da
budn izotropne funkcije u odnoéu na grupu transformacija
6C§ . 2 pioizvoljnu skalarnu; vektorsku, odnosno ten-
zérsku konstitutivau funkeiju taj zahtev se mdée jzraziti

na slededi nadin

L(”sf53f;sgsé;ﬂdsg¢sﬁ,,¢z,)

=L<ﬁﬁ;3‘5QfZ;6;'é?5 8 ; OZ?égp 5Ca;5%%%75;4%f65?7éh
035//‘75(3’"; ¥ 58,360 56 ;6,4 ;54«/)_;57,5)
(5.24) |
=M (z«° 85008535656 ;5 028, ;0;0;’0«,/3;0;0;579;

OYOP N (536380 5056 58,45 G 5 )

- vV (5w, 0L8p,0,6,000, ; 0508, 505 %)

Ako se uzme to u obzir i pretpostavi da su kon-

stitutivne funkcije polinomijalne funkcije skupa iz (5.14),

d

cda se, korlute01 teoremu o reprezentaci]i [52] s Posebno

o .
ze A i Y dobi;a I
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pas (74005(”‘(“,,_7{1 gﬂ‘c“)g,ﬂjﬁoﬂogﬁ,‘ﬂ{’i“)aﬂ .

N
N
L

N

Ul

~./

o< o
P (B GCR EC) b ur (gt 452,
Pri tome su koeficijenti -
T s K s P05 23 55 %5 Y5 Y
furkeije skupa velidina
&y, 85 0; 0 ;K K

(5.26)  p= /Sdg;/sajx ; "?"5/50“9,/95,,: 5 {"5%”‘9,/59,4;

r=g/"ﬁ5’;/_:,t9,ﬁ 3 %=5ﬁﬂ3’,’/63:.n 5 L= gﬁﬂd/éa:z-

od kojih zavise i ostale konstitutivne veliline.
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6. Entropijski‘princip

zz,_materijalnu polupropustliivu medjupovzs

6.1. Formulacijia entfopijskog principa

:

Pored ogranidenja koﬁa na oblik funckionalne
zavisnosti komnstitutivnih jednaéina namedée princip materi-
jalne objektiwvnosti, dalja znatﬁa ogranidenja sa termome-
haridkog stanoviita namede entrbpijski princiﬁ. S obzirom
2 to éa Jje za izvodjenje konstitutivnih Jjednadina okolnog
serijala korisden Miller-ov entropijski prihcip, ovaj

princip postvliramo i za sluiaj materijalne polupropust-

1iive medjupeovrsi u obliku

U svako] materijalnoj polupropustljivoj medju-
povrSi postoji skalrna, aditlvnae veliéina,
koja se naziva povrsinska entropija i koja ima

nenegativnu proizvodnju Z , tako da Jje
F&at) <
or *(Fee VT F7) ~2UK, Foe
“[7(3L27)+ 7 Jp7-T 30,

”
pri Cemu su s i /7i konstitutivne velidine,

(6.1)

koje kao 1 ostale konétitutivne velidiné zavise

0od skupa promenjivihf(5.26).
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Intropijska nejednalina je zadovoljena za sva—
ki termodinamicki proces u materijalnoj polu-

propustljivo] medjupovrsi.

Na osnovu tako definisanog entropijskog prin-
civa sledi da nejednalina (6.1) mora da vaZli za sva ter-

molinamilka polja

Fust) 5 E(UE) s UL
xoje su reSenja Jjednalina polja Qaterijalne polﬁpropust—
ljive medjupovr3i. To znali, s obzirom na (5.26), da en-
Tropijski princip'nameée Azvesna ogranidenja na lkonstitu-
tivne Jjednadine Xkxako bi taj zahtev bio zadovgljensMedju-
+in, zadovoljenje tog zahteva nije tako jednostavﬂo;
I-Shih Liu-ov metod [33] , koji demo koristiti, sdstoji

se u slededen

" Pormira se nejednadina dodavanjem eniropij-
skoj nejednalini linearnih kombinaciﬁa jed-
nadina polja. Neodredjeni mnoZioci u linear-
nim kombinacijama Jjednadina polja se naziva-
ju LegranZevi mnoZioci. Ograniéenja na xon-
stitutivne Jjednaline onda slede iz &injenice
da Jje tako formirana nejednaéiné linearna po

odredjenim izvodima polja koja su proizvoljna

U nasSem slulaju, nejednadina formirana prime-

nom te metode, s obzirom na (6.1) i (3.102) glasi

3
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| é‘%’@ + (ot Vs Y,.— ZUK, e
. ol 27 - ]
= ~(BV™) ~ZUK & + [o(3 -7—,;-7)],)3]

» M

— A [ L) L (ram v 57, - 20k, Fis
o 203505 12]]
(6.2) —Afzf%_i’_f),. (FEV4h" )~ 2YK 5E - 5"/3(@/,—)2{4’7_,,)
7 PRTCA I C )
o[ 2z + e £2)(5-2)] 7 )

[ 97(37-27)+#7 P20 .

Prepma Liu-ovoj lemi, +tih pet Légranﬁevih mnoZitelia su

konstitutivne funk01ge i kao takve zavise od svih konsti-

“utivnih promenjivih od kojih z avise i ostale konstitutiv-
|
ne velicline. |

|

6.2. Posledice primene éntropijskog principa

Entropijska nejednadina se moZe izraziti u

D

kvivelentnon obliku uzimanjem u obzir konstitutiwvnih

rretpostavki za napon, specifidnu unutrasnju energilju,

d

ektor toplotnog fluksa, specifilnu entropiju i vektor
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ensropijskog fluksa. Zamenjujuéi ih u (6.2) moZe de poka-

s
Zaul,

na 113

(6.3)

osle duZe ralunice, da je tako dobivena nelednaéi—

nearna po sledeéim veliélnama

Ty . I .o’lz*ff Wk M
gfﬂ b4 &fﬂ 2 géi 2 92‘ 9 at
5:‘,(/5-,-&,475; V;ac ,'éiea'é;?g’a* ;)Z)Z .

|
i

S obzirom na njihovu proizvoljnost i linearnost, koefici-

jenti

ikl

ciie

o

vz te-veliline u tako dobiveno] nejednadini méraju

jednalri nuli. Na taj nadin se dobijaju sledeée rela-

Foe _ 96 _p
5 Aaa'“ 7

Joe _ AEI _ 5.

aw V@l
g D0 _ 4EFE 9 65’%“'
9% ,95*,,‘) 3% 95 ’

TN, I eI,
F (ge,,c " 28 Rz A2 =Y
_‘;_72_0_. — Ac_ig__)f_d == (] 5 ‘
35, " 28p cop :
* ‘
. :
g gﬁ ' y?fd —_

£ .3 ol
(6.4) . +/ éZ"/12ﬁ£ﬂ==”;

Ny,
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Y7

ot _ f_to_f_ -0 .
9, " I,
Jf’ #’3{
6%?# ~A Dby cu 30 ’
7 By (%)
— 25 - — 28U (26 ~-NE
(&«ﬁ ga@fﬁ o2 AED
N0

O%igledno je da konstitutivme funkeije ﬂ £ ,,fd , X
i x ne mogu na proizvoljan nadin da zavise od skupa koﬁ-
stitutivnih promenjivih (5.26) s obzirom da moraju zadovo-
ljavati relaciju (6.4). Druk&ije redeno, te relacije name-
¢u ogranidenja na funkcionalnu zavisnost navedenog skupa
konstitutivnih velidina.

S obzirom na (6.4) celikupna nejednadina se re-

duxuje na nejednadinu

[zr i‘—@—A‘fa‘f + 30 —NE - A_]a” a*(gg f;;’;f

(2’2; /15 % - (9)”‘ E A )9,“
(6.5)

-4A [ T a(35-2")(57-#0) Y
- N[ 2 +(pe -1t )(5-29)]

- A L8572+ [57(5-27)- ¢ 50,
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!
|
koja se naziva ostatak nejednaﬁina i1 koja takodje mora
bltl zadovoljena za svaki term&dinamiéki proces.u mate-
rijalnoj polupropustljivo] mediupovréi.

Problem odredjivania konkretnog funkclonalnog
oblika konstitutivnih veliéina%se svodi na analizh svake
od relacija (6.4) 1 nejednaéiné (6.5). Striktno sprovede-
na analiza nas dovodi do‘redukovanog oblika konstitutiv-
nih jednadina i LagranZevih mnoéitelj..a /\6 i A

‘Tako se iz (5.25) i (6.4)5'6 , nakon duze ra-

éunice, dobija da jJe

(6.6) 2= NA,
kao 1
€ £ E &
6.7y I _ NN M S,

Gp g Ik A 9 or

Dalje je lako pokazati, s obzirom na (6.4)9 i (6.6), da je

6 \
(6.8) jz jz =0 .

t
I
i
!

Tada se na osnovu (6.7) i (6.&) moZe pisati
£ £ . .
(6.9) /l"'/l(ﬂ”,-?f’;ﬁ;é’),

Zatim analiziramo ogranienje (6.4)8 « Kori-

steéi pri tome 6.4), i (6.9) dobijamo
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(6.10) \ JE _ o
* / Qg cgéyg

odakle, S obzirom na (6.7) sledi

éE" I _ I K _ I -0,
B I It 6%’ 6%’ :
(6.11) .
Joe _ Jx _ Joe _ IX _ JE -0
FL IR T2 3# ékg )

Dalje isPitujemo'ogréniéenja (6.4)4, iz kojih
se s obzirom na (5.25)y, (5.26) 1 (6.11) dobija

(6.12) | Pf’ﬁ-” »
o Foe cI N° _‘
(6.13) | 23 92 ~N"25 )" % £A=0,

| e EIE L N _
(6.14) | ‘27—,:"/] 2;‘"'*2);-/00 J .

Na isti nalin se, analizirajuéi ogranilenja
(6.4)3, dobija (6.12) kao i

(6.15) 2”(? -5 ) a‘ﬂ’

(6.16) a*(‘%" Aca‘f) gy A=0.

Tada, s obzirom na (6.12) vektor toplotnog fluksh postaje

(6.17) | A =7#,6,+128
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Na osnovu pretpostavke I-Shih Liu-a [ii] o iééezavanju
vextora toplotnog fluksa pri iééezavanju gradijenta tem-
perature, iz (6.17) sledi da ge

I

(6.18) | /0/9 ,M,l,p _
| ™

U koriséenju preostalih ogranidenja prelazimo
na razmatranje ogranidenja (6. 4)7. Koristedéi (6.6) i (6.17)

dobija se
£
67/! 9/5 ﬂ)(go 8t 155,00

(6.19
) +3~(ae—A5¢’)a’ﬂ + A 5/5 - A% 6"5,,,/6

odakle, uzimajuéi antisimetridan deo, sledi

Koristedéi u ovom izrazu (6.18) dobija se da je -

e f
a5 Y
S e i
$to s obzirom da A ne zavisi od 8. vaizi uvek, To znali

da (6.9) postaje :
|
|
(6.22) A=A (xi6:8).

Takodje, na osnovu (6.21), iz (6.20) zakljudujemo da jJe

(6.23) £=0,
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ako jJje é?i#ﬂ . Tada vektor toplotnog fluksa moZemo pisa-

e

o
Ti u obliku

(6.24) = Ae=5 b .

)

Kao poéledica ovog rézultata sledi da se ogra-

nifenja (6.4)5 i (6.4), svode na oblik

————

e _ é‘é’é',_
5. N g7

(6.25)

' (6.26 | D8 _ € 95 N, S gt
( ) og. Vo) 5%

odakle se, kori%;eéi (6.4):L i (5.26) izvodi zakljudak da

je skalarna invarijanta #, nezavisna od & , &1 ﬁtﬁ

<3,
(6.27) Yoeo s Z-0 %;0

Takodje je, koristeéi'(6.4)l, (6.4), 1 (6.24)
'(6.28) Joe | I _,

3z 5

Tz (6.4),, (6.22) 1 (6.25) sledi da Je

(6.29) %}’i=g§:’(—a . |
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Analizom (6.10), (6.27),.(6.28) i (6.29) za-
kljudujemo da su & , £ i J{O nezavisni od f s X 4 r 4

£ , € K, 1 K, t3.
S=20(8;:6;6;2)

(6.30) E=&(C D)
#, = %,( ).

Koristedédi (6.21), (6.23) i (6.24) u (6.19) do-

bija se

E
(6.31) Agj/'f —/lfa*;f/;‘ +a*(af-/|€5)a’;+.gg-#ﬁﬁ -

i
i
|
|
1
1

: !
Lako je pokazati da iz tog izraza sledi da je

(5.32) =64 +406p .
gde Jje
: -3
(6.33) - é;-—-"j%(/\—aem?),
| Yy I N 1 Q/f:
(6034‘) / @g— 8,9 { 7 aﬁ

Dalje,.koristééi (6.26) u (6.31)dobijamo

| Joe . £ -
(6.35) /\5/_,, - N58s + 2 (oe- Ac)zf" Cs gﬁ»*/lg,g b

Vodedi raduna o (6.30)i (6.32) pokazujemo da iz prethodne
relacije sledi

1
1
1

;
|
i
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|  Jse £ 2 _ L6
(6.36) TZ A Jp 25

Tz (6.26) je od%igledno da je @ funkcija samo od & , & ,
g 12 5t

)

(6.37) . b =6,(8:6:6:2).

4

Jedino ogranidenje iz (6.4) koje ¢§ sada nismo
. koristili je ogranidenje (6.4)10. Uzimajuéi u obzir (6.4)7
i (6.26), iz (6.4)10 se doblja

Joe € IE _ #o 6M
g2 _ 4 84"

MoZe se pokagzati da Je ta relacija identilki zadovoljena

(6.38)

.

ako se iskoristi (6.4)4 i identidnost

= _ /oA
(6.39) - d”» 3 G
ég%ﬁ
Relacije (6.4), i (6.36), tj.
Je £ IE
| 26 N @ ¢
(6.40) , :
dee _ € I e

predstavljaju jedan sistem parcijalnih diferencijalnih

Jednadina po 2 . Egzistencija reSenja ovog sistema Jedna-
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Cina zahteva ispunjavanje slededeg uslova integrabilnosti

‘\\\ . -g—ﬁ.'_z
(6,41) /5"””./’ =— o ]
7 4 ‘ I ‘
23"52 * 2

U dosadagnjo] analizi ogranidenja konstitutiv-
nih jednalina, koja su posledica primene entivpijskog
principa, nije bila kori¥dena ostatak nejednalina (6.5).

Ona se, pomodéu (6.6) i (6.24), svodi na oblik

[5(8 - N L rae- N - N J6 +5(%F -N2)6

£ <
L0 % + L A00.0

(6.42)

A T o (35-2") -2
~ [ 22+ (pe,— £2)(57-27) ]
'—Agﬁ(jj——i\iﬂ 7 +Z:97(jj—.z‘j)+¢{]>?j) 0.

koja de bhiti predmet nale dalje anallze,
Za ilzohori&ne procese, tj. kada Je &=L s Nni-
jedna od velidina uw toj nejednadini ne zavisi od . izu-

zev &lana u kome &, eksplicitno figurise. Zbog toga mo-
ra da bude

.

(6.43) 25
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Tada se (6.22) svodl ha' i

I
!
' E £ }
(6.44) / =/\(g;,9j ,
3to predstavlja jedan od va¥nijih rezltata ovog rada.
Sumirajudéi dosadaénjé rezultate ovog rada koji
se izraZavaju relacijama (6.6)L (6.24), (6.30), (6.32),
(6.37) i (6.44) sledi da se konstitutivne jednadine mogu

pisati u obliku
E=E(8;58;:58);
ae—af(a*,-é’;é;z);
7fd;=fa,(3~; g ;'é ;1zhgﬂ¢2@ﬁ 5
(6.45) " £ ‘
Y= A (5’;9‘)£?(3’;ﬁ;g;2)3¢9,/5 3
‘54ﬁ=~—5§(3~53”;fn;H;zﬁ;ﬁf;kg47€;7€;f§{)§ﬁ”
+6(85 66 52)6°" 07,

i kao takve predstavljaju njihbv najopstiji redukovani
Na¥a dalja analiza lostatka entropijske nejed-

!
nadine (6.42) vezana je pre svega za Slanove sa skokomn.

, oblik.

S obzirom na to da se preko tih &lanova ogleda uticaj
ckolnog materijala, za dalju analizu je potrebno iskori-
stiti njihove konstitutivne jednadine. |

Rekli smo da se u 7¥7 nalazi meSavina ne-pros-

tih, neviskozﬁih flﬁida. Tada je, na osnovu liflller-ove teo-

/

/ H
’ }
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rije date u radu [1@] ’ #ektor toplotnog fluksa dat sa
j e 4 I 1%
(6.46) ¢’ = 1" 22 +%'_3FA/\"

gde je ;j’ specifilna vrednost momenta kolléine kretanja

sastojka A definisana sa

(6.47) pjs_}{z(g‘j_ 53)2___}%_&: .

X5 é
,Ae i A u relacijl (6.46) su odgovarajuéi LagranZevi

mnoZitelji. S obzirom na oblik ostalih izraza u skokovimae
u nejednadini (6.42), oBigledno je da prvi &lan u (6.46)
nije potrebno dalje transformisati. Medjutim, kada je u
pitanju drugi §}an, tada se za njegovo transformisanje

moZfe poéi od izraza
/

7

(3.23) - F=Z 235,

koristedéi pri tome (3.58-59). Pokazuje 6 se da na ta) nadin
moZemo dobiti s

; i 37— SA .y _ 2d  =J yj
1 (6.48) P4 5’("“”; 3)(51'-5 ),

oénosno,

(6.49) A (&,;%)(ﬁj_jy),;j'

Zamenom (6.49) u (6.46) dobija se izraz za entropijski

|
fluks w praveu normale na medjupovri u obliku
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(6:50) 7= g T (G P52

koji omogudava lakdu dalju analizu lanova skoka u nejed-
nadini (6. 42). “
Koristeéi tu istu.Mﬁller—ovu teoriju, uzimamo

- da Je komponentalni tenzor napona dat izrazom

(6.51) £ - 8V

a2

gde je J, termodinemilki pritisak. Zamnjujuéi tada (3. 85)1s
(6.43), (6.50) i (6 51) u ostatak nejednadinu (6.42) dobi-

ja se
,[gué’_af;._ C% v 98— NE - /\J
g .é'ae Af_gg_)é +g§_€£¢,5’d6’,.¢
~A[ 37 5. %) (54~ 2)]v?
(6.52) N[ 23 +@z*<%ﬂz)f(5j4¢j)] 4

_ 3”[\9(5"-7'-—.z"jgla)jﬂﬁ[f?(jj-rj)_]yf
+[/\ +Z: (6;" )/\93(5 —x’ V30 .

.3
/f. i A su funkcije samo vell&ina definisanih na medju-

povrsi, tako da je

(6.53) A J-0 /[/\’*]-0 :
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Tada, uzimajuéi uw obzir (6.53), ostatak nejednadinu (6.52)

mo¥emo pisati v oblilu -
[5(2 -1 ) s se A - AT
vy (22 695)(9 g"{oﬁ,dﬁ’d
(6.52) -Af —Z/—ZA'_,?A (37-#2)(52 -27)]»?
+ [N =A%) 25 ]
- ‘S[[-‘g*-z —;‘7 % =7 (84~ *“’)‘2]9(5 )]»%30,

Za dalju analizu ove nejednaline potrebno Je
najpre identifikovati velidinu /\ « U tom cilju koristimo
ideju Muller—a izloZenu u radu [?i] primenjenu za sludaj
idealne krive: .

Posmatra se propustijivaAkriva kojJa se nalazi
u medjupovrsi tako da je deli #a dva dela. U jednom od tih
delova nalazi se fluid J . Prefpostavlja se da je kriva
propustljiva za fluid J . Akoije povrs u miru, tada &e

na krivoj vaZiti sledeéi uslov

(6.55) [@;_gﬁ(g’",) £~ 3‘9

*._

Tt X V58]0,

zde je Kf brzina krive. Sve veliline kojé su prisutne u
76m izarazu definisane su na medjupovrsi. Iz (6.55) sledi

da Jje taj izraz u skoku neprekidan na propustljivoj krivoj.

Oznalicemo ge sa
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2
: N 45“55693) 7 /3

6.56 o 2%n - V7 1/

(6.56) 4 > € 7 (V= )( > )%
i identifikovati sa hemijskim potencijalom. Poredjenjem
tako dobijenog izraza sa izgrazima za hemijski potencijal
prethodnih teorija [lO] ) [13:], [12], zapaZa se proéirenje
xoje se ogleda u élanu.—-éégif, koji, koristeédi (6.34),

mozemo pisati uw obliku

(6.57) 6.6 % 2.y

5 avfl&é
Zbvog toga se velilina (ﬁr deffnisana u (6.,56) mo¥e na-
zvati profireni hemijski potencijal medjupovrsi. Ocigled-

no je iz (6. é?) da se izostavljanjem velidine #4 iz sku-
va konstitutivnih promenjivih tako dobijeni rezultati

svode na rezultate prethodnih teorija. Za dalja razmatra-
nja, pogodno je u izrazu (6.56) razdvojiti uticaj rala-
tivnih brzina ‘na hemijski potencijal od uticaja ostalog

dela koji moZemo oznaliti sa

10 (615) F='4
& s €U

i

- (6.58)

i nazveti prodireni unutrasnji hemijski potencijal. Ko-
ristedi (6.33) 1 (6.34) u (6.38) prosSireni unutrasnjii

hemijski potencijal medjupovrﬁi’postaje

2
(6.59) ~7= -——45— a{% Y LR




|

¥a %2] nadin smo u moguénosti da neposredno definiSemo

. -3 : ? . ‘s
veliZinu A, 3to je i bio cil) ovih poslednjih razma-

tranja. Iz (6.59) lako se nelezi da je

(6.60)

- N £
/A / x;hé;.éZLéznf;ségr’

£to ofigledno predstavlja unutrasnji hemijski potencijal

bez proSirenja, zbog Cega je i oznalen na uobidajan na-—

v . 7,
din sa (la' .

Radi vede preglednosti pri analizi nejednadi-

ne (6.54), v daljim razmatranjima uvodimo sledede oznake

(6.61)

T~F L o2 G-
N -
g= %Y,

K=337=27 )7,

z
z_-f%§41-+-¢a-4Léf”—j%%j-4;3§£,-j§%)eﬁ‘.

XKoristedi (6.61) u (6.54) dobija se da jJe

(6.62)

[(5F 4 36;)*-9?|./ﬁf A J

5 doe
*°( 2o ~A

AN, ot
/)% 25 7Y G
c_ 4 - I -
AL+ AT - ALK+ KR

+ (A= /g™ = (A= g >0

A}
\\
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C%igledno je da se sada nameée potreba odredjivanja vell-
=z +

gina / , K7 i /¥ . Koristeéi (3.20) 1 (3.21) pokazuje

se da iz (6.61)1,3 sledi

' I™=7,+1 .
(6.63) ;

$to se uzimajudéi u odbzir (3.825 svodi na
- __ 7 ';c L ICN2 )/ 2T =7
I - 4‘?.?4(54—1:)(51-3) »

= - v B AN
y—,/if' 57(54 :C)))_

»

(6.64)

Dalje, lako‘se pokazuje da Je
\\\-f 7 2 ;
= -7 Y I s 7 _ad\
L= L =7 (B -2 (31- 2D,

(6.65) S, Py
KT R e (B EDY

»

Preostalo je Jjo3 da se definisSu velldine 4Lr « Za Jjedno-
xomponentalni materijal w 27 velidina [ dézinisana u

(6.61) se svodi na
. L x 7
6.68 A S R A
2 za meSavinu fluida u 77" pokazuje se da je

- %‘Z‘ 7
(6.6 LT= TPt vl T 2T (5 D)

U radu [35] lHiller je pokazao da su za jednokomponentalni

materijal, odnosno meSavinu fluida hemijski potencijali

U AP S RS A



definisani ss

R

e X2 L P _ X =
K¢ * N
(6.8)

R A O DI

respektivno. Na taj naldin, izraze (6.66) i (6.67) moZemo

pisati u obliku
+*_ ¥
= (z [z

.L-‘(a_-(,(‘r' i
Xonadno, koristedi (6.64), (6.65) i (6,69), nejednadina
(6.62) postaje

Z = Zgg¥f§he /4€5E>) s — N - ,A_Jkr

+3"( 66}5 ﬁﬁ ﬁd

(6.69)

(6.70) _Aéz—_él(g;f_x;c)f_f(a-f-_(/‘c# 15*
~A[F -2V (TR,
e, E +_ e__ E -
(N =A)L- (NN )80

£ nju éemo dalje analizirati u sludaju rawvnotee.
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£
7. Univerzalnost funkciije /|

- Razmatrajudéi problem éapreminskog materijala
_koji je razdvojen idealnim zlidom, MiUller pokazuje univer-
zalnost funkcije /F . Na analogan nadin se moZe pokaza-
ti da je funkecija 4A£ ’ maégiijalne polupropustljive me-
djupovrsi, takodje, univerzalnog karaktera,

Naka se u medjupovr3i nalazi materijalna kri-
va takva da Jje deli na dva dela, U svakom od tih delova
neka se nalaze razliditi fluidi. Za krivu kaZemo da je
idealna ako Jje takva da

a) ne poseduje singularitet gustine;
b) duZ nje ne postoje nikakvi fluksevi;
c) temperatura sa obe njene strane je sve vre-

me ista, tJj.
(7.1) [%)]-0

d) komponente toplotnog 1 entropijskog fluksa
u pravcu no:male‘na idealnu krivu su nepre-

kidni ne idealnoj krivoj, t3.

(7.2) [;{f]-ﬂ s [75]-0 .

i
i
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Veé smo pokazali da| je
|

.0 - A1,
i
(6.44) A= Ao :4),

tako da sledi
(7.3) Y- No.6)%,

Tada iz (7.1), (7.2) 1 (7.3) sledi da je'
< . E
(7.4) /! (5\;6’)=/l*(5’49)

. | & | 3
i to znali da jJe N Jedna univerzalna funkcija g 1 8

u smislu da je ista za sve ne-:proste, neviskozne, toploi-

no-provodljive fluide. |

]
Neposredna veza :Lzmefdju dve univerzalne funkci-

t

e < j
se ' 1 A se moze uspostaviti u sludaju ravnoteze.

0
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8. RavnoteZa

._\\
Definicija: Pod ravnoteZom se podrazumeva stacionaran 1
/

uni/forma.n proces za medjupovr3 1 okolni ma-—

'teri:jal takav da su emplrijske temperature

medjupovrii 1 okolnog materijala jJjednake,

\

Radi jedr\lostavnosti oznadimo sa =Y, , ¥=72,..,&
velidine
(8.1) 88 ; b, ,éjx 5/)\,11 ;§+;,§_
koje figurisu u nejednadini (6.70). Saglasno definiciji
ravno’ce:‘ée su sve veliline X,—"ﬁ s tako da je 1 proizvod-

nja entropije 2 jednaka nuli, +jJ.

(8.2) ‘Z_/C__ =0 .

Tade iz (6.70) i (8.2) sledi da J. ima lokalni minimum

!

u okolini rawvnoteZnog stanja. Sa matematilkog stanovista

to znadi da 2. mora ispunjavati sledeée uslove

(8.3) .c%%_/z 0

i i
7z

(8.4) VAV Je nenegatiwvno
: IX ‘9)9' (4 definitno.
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U analizi uslova (8;3), uzimajuéi u obzir (8.1),

Bio.

polazimo od

(8.6) (- /\(S)[= =J.

Dalje, iz uslova

. IL | _
(8.7) (92 J ,
dobijamo
(8.8) (N = A)=0 .

Tada iz (8.6) i (8.8) sledi

(s.9) N/ = /\e"/ -A°/ .
(~
Veé je ranije pokaszano, [10] [13] s Ga se za okolni
materijal univerzalna funkcija A° u ravnoteri svodi na
reciprodnu vrednostjapsolutne;temperature, tJ.
i

(8.10) /) é 7(@)

gde Jje 7YCD apsolutna temperatura koja je monotono ras-

tuéa funkcija empirijske temperature é? .

KNa osnovu toga sledi da Je

(8.11) /\5/ /](g)_?.(__m ,
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¢ime Jje pokazano da Jje u ravno%eéi univerzalna funkcija

£ |
A takodje reciprolna vrednoqt apsolutne temperature,

zbog dega se naziva funkcija hladnoée materijalne polu-—
propustljive medjupovrsi. |

Dalje, iz uslova

(8.12) 2= [0

» >l
sledi i
(8.13) e = ETf=0 s
a iz uslova ' K

* Iz

(8.14) =0

2
dodbijamo

(5.15) AN
Tada iz (8.13) i (8.15) sledi da jJe

-+ - 7

(8.16) Lo («/é_ ‘Z“t/é- ’
¢ime je pokazano da Jje u ravnofeéi hemijski}pétencijal
' neprekidan izmedju okolnog mat;rijala i medjupovrsi, 3sto
je saglasno sa rezultatima klaﬁiéne termostatike.

Dalje, moZe se pokazatl da Jje uslov -é%%L
identidki zadovoljen.

Preostaju Jo3 dva uslova koja do sada nismo
koristill

. ‘\\ |

/
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9L /_
(8.17) a7 |, a ,

37/ _
(8.18) 5 A J ,

iz kxojih dobijamo, respektivmno

(8.19) 5 (4 —Af—ga% +(@e-fEe-AT) =0,

Qafz

. 92, £ 3E
(8.20) 90 "Aéi'a_&"—f

U analizi tih relacija polazimo od konstitutivme jednadi-
ne za specififnu entopiju medjupovrsi (6.45),. U rawmote-

Zi se vidi da je &2 funkcija samo velilina 3" 1 g , tji.

(8.21) XL =2 (¢:850;0).

Odatle sledi dﬁ je

y ,
(.22) . deef = Loy » T dg

Keristeédi (6.33), (6.34), (8.18) i (8.20) u (8.22) dobi-

| E

Jamo da Je
n om _ A& I G IE
(8.23) [/984_ -—/IZEZZ%#~—5§1)JK+395(Z’€]'

: <
Vodeci ratuna o tome da je u ravnoteZi velidina A jed-

naka recilproino] vrednosti apsblutne temperature, pret-
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hodna ralacija se svodi-na.Gibﬁs—ovu jednaéinﬁ termosta~

tike

IE,
(8.24) daef "7@79), Zg/“' 4’6’ +(85{E - f;é:)a/{].

Ova Jjednadina predstavlja kriterijum tadnosti do sada

izvedenih rezultata.
/

4

{1
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f

9. Specijalni slulajevi

Do sada nije bilo reli o konkretnim prob;emima
Xo3ji su inicirali stvaranje razmatranog models. Ved smo
rekli da Je veliki broj t@kvih problema i da se onl jav-
ljaju u mehanici,tehnoiogiji, hemi ji, medicini, bilologiji,

tehnici itd. Navedimo neke od njih:

1) Problem koji se javlja u petrohemiji i koii
se refava pomodéu fluidnih médjupovréi, sas-
toji se v tome da se iz nafte, pomodéu tolu-
ena izdvoje aromati. Pri tome se koristi
vodena membransa koja je propustljiva za

aromate.Prikaz tog modela dat je na slici 4.

/ = toluen,

/Y - nafta,
V - voda,

S1ika 4,
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O&igledno je da se 6vaj problem pojavljuje kzo
sPeclgalan sludéaj nadih dosadasnjih razmatranaa io njemu

¢ée kasnije biti viée redi.

2) Postoji &itav niz problema vezanih za pre-
éiééavanje vode., Tako je vrlo &esto, na pri-
mer kod otpadnihivoda, prisutan veliki pro-
cenat veoma étet#og fenola. Za izdvajanje
fenola iz takve %ode, koristi se membrana
od metilnaftalené, koja je propustljiva za
fenol, Na slici 5 Je dat prikaz tog modela.

! |

— | |
V - voda,

JMN- netilnaf-
talen

MY - natrijum-
hidroXxsid.

/%
Slika 5.

3) Postoji vise prilaza u razmatranju proble-
me. solinacije - dobijanja pitke vode iz mor-
ske wvode. Razlike_izmedju{tih prilaza se
javljaju, pored ostalog 1 zbog razliditog
tretiranja morske vode - kao dvo, ili tro-
komponentalne meSavine. Pri tome sa za dodbija-
nje pitke vode n@jéeéée koriste veltadke

polupropustljive§membrane.
| A
4) Problem dobijanja vode koja se koristi u
medicini ( koja je skoro sterilna ) iz pit-

;
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ke 1l1i nepredifdene vode, razrelava se tako-
dje pomoédu veétaékiﬂ polupropustljivih mem-
brana.

5) Polupropustljive membrane se koriste 1 u pro-
blemu sniZavanja procenta alkohola u pivu.

6) U prehrambenoj industriji, polupropustljive
membrane nailaze na sve vedéu primenu. Primera
radi, kons?gyovano je da se pri proizvodnjl sira
gubi oko 20% belandevina., Da bi se to spredilo,
koriste se polupropustijive membrane, koje
uklanjaju viZak vode iz mleka, 3ime se proce-
nat izgubljenih belandevina svodi na 2-3%,
Navodedli ove primeré, zelell smo da ilustruje-

mo znada]j problema materijalnih polupropustljivih medju-—
povrii uw raznim oblastima ljudskog Zivota. Sigurno je da
postoje i drugi primeri kojima se to moZe ilustrovati.

U narednim razmatranjima zadrZademo se malo visSe na mode-

lu navedenom W prvom pimeru.
"\
I) Ved smo rekli da se taj problem pojavlijuje
kao sPecijalan sluaj nasih prethodnlh razmatranja. On
spada 1 klasu problema koji se mogu predstaviti na sle-

dedi nadin ’

Slika 6.
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Posto je medjupovri propustljiva za sastojak
4/ , 2 nepropustljiva za satojak Z , sledi

/
/

(3.51) . (57 - 277 s0,

(3.82) (5’2" ~ 27) Yieg

N
mzdea, koristedi (3.91), (3.94) i (3.101), sledi da se
skokovi u balansu mase, kolidine kretanja 1 energije svo-

de na oblik

(9.2) T == [ 7]

(2.3) T[4 w@en- 2 )F-2)]

Na taj nadin, Jjednaline balansa materijalne polupropust-

1jive medjupovrsii, u ovom sludaju postaju jednostawnije

L
57

&3 - o e
-[t7]»=0,

BV, ~2UKE=0 ;

(9.4) .
BEC) 4 (v r k™) — 22K BE

~ST (Ve - %8,)

o 23 +(oer- 42 )(5°- 27) 9=
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Horistedl MUller—ov entropijski princip i metodu I-Shin

Liv-2, Golazi se do entropijske nejednadine u odliku

(& 5¢)
4

(B V> 1 F7) _—2UK, 5
N[ L wesv) —2uK,5
2%~ (EZ") ) rly _ 2 - xFy.F
T i 5t 1]
N[ ECL o+ e en™) - 22K,56 -5 ~%8,,)

[+ (e~ £ ) (327 ]
+He7(3-27)+ $7 P30 .

Tz +te nejednaline, na vedl opisani naéin, slede relacije

(6.4)1_6 i (6.4)8 .9 kao i relacije

4
(L - 4 ), %;‘/’wf 8+ NS5 - Nais5 =0,
(9.6)
-5 --A‘-f’-’éf—)g ~AC5TB £ 23U NP=0 .
L e e

Koristedi te ralacije, nejednadina (9.5) se svodi na

cstatak nejednadinu koja glasi

3"——-—/(3'?5)5*,«3* 6‘9‘55
(9.7) >” Asz,w‘ P~ ER®
a" =Y A

~ N8+ Ger-22)(3L %) ]
N [2(5=27)+87] ¥ 0
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!
Analiza takvog skupa relacija dovodi nas do redukovanih
oblika konstitutivnih relacija. Razlika izmedju tako do=-
bijenih jednadina 1 konstitutignih jednadina koje se do-
bijajuv u opsStim razmatranjima, ogleda se u izrazu za ten-

ZOT napona

(9.8) jd/6=~éo'g995: +@€dﬁg/3 .
gde Jje |
#
A
. = .4
(9.9) G=="2
i

G- By Ay

(6.34) 3 T T &5

Treba zapazitl da Je izraz za tenzor napona u ovom slu-
caju definisan na potpuno isti nadéin keo i u sludaju ma-
terijalne nepropustljive medju?ovréi, [Q] .

Dzl jom analizom ostatek nejed#aéine pokazujemo da se ona

!

svodi na oblik |
1
s g"( — A5 - er( Af—gg)é

(9.10) 2Ly ’°f9,x [(/l A2l J»’

AL e % —%@—%)%”eruvjm

Krakterlslténo Je za.ovaj sludaj, na osnovu definicije

modela i (3. 81) i (3.82), da se dobija da je
/

4 |
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(0.00)  [9(F-29)] 57 =[5 ] 97 g (57207

Tada, koristedi (6.61}2 i (9.1@),nejednaéinu (9.10) piZe-
|
mo u obliku }

~15%Y,93“ '46225 z;]%” 37? 5

(9.12)
B (A= ) g o A1)

koji je pogodan za ravnoteina razmatranja. Tako se iz us-

lova - ‘
AN
JZ 32
(9013) : ‘A// ga;,é 0 Y ﬁﬁ 0

dobiaju sledede relacije, respektivno

(9.14) - | 8 'sé%i)
(9.15) (% -A“”f)/ -0 |

obzirom na to da Je entr0p13a med Jupovrsli &# , u rav-

wm

notezi funkcija samo 3 i & , tj.
(8.21) s -2 (8356:0;0),

koristedi (9.9), (9.14) i (9.15) u (8.21) dobijamo dobro

poznatu Gibbs-ovu jednadinu termostatike
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| | I o /e _ G
(9.16) de) = 7‘(49)[ aa!‘g' 5/5)‘{3:]

II) Sam po sebi se namede slededéli specijalan

sludaj ¥iji je model prikazan na sliei 7.

Slika 7.
T tom sludaju Jje
(9.17) | _(5;3"._ x.’i)))j_a,
(9.18) (37279740 .

Pokazuje se u ovom sluiaju da se &lanovli skoka, pa samim
tim i jednadine balansa materijalne polupropustljive me-
djupovrsi dobijaju iz opdtih razmatranja kada se fluid
identifikuje kao fluid 7 . Takodje se pokazuje,da se kao
vosledica primene entropijskog xprincipa iu ovom sludaju
dobijaju iste relaci;]e kao 1 uiopétem sluéaju, tako da se

daliom analizom dobijaau svi rézultati koji slede iu

sludaju op3tih razmatranja.
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10. Zaklijulak

Analizirajuéi do sada izvedene rezultate, sma-
%Lramo za . potrebno da ukaZemo nesto viZe na neke sliénosti

L razlike u razgmatranjima i rezultatima ovog rada u odno-
su na radove nekih autora koji su se bavili ovim proble-

momn. ;

Prvo: S obzirom da se problem materijalne me- -
!

djupovrs$i, uwopsSte, razmatra intezivno sa stanoviita meha-

3

ike

e

P

1

zontinuuma od nedawvno, nor@alno Jje da postoje razli-

1
iti prilazi. Osnovne razlike u tim prilazima se ogledaju

|

u usvajanju matematickog modelﬁ materi jalne medjupovrsi

¢

i izboru osnowvnih konstitutivnih promenjivih. One su de-
1imiéno proizasle iz sloZenosti problema, adelimilno iz
prirode problema kojli je Slroko teorijski razmatran. To
se konkretno moZe videti iz radova NHller-~, Moeckel—aza i
Gravel—a sa Jedne strane i Bedeaux, Albano 1 Mazur-a,
Xovac—-a 1 Vod&k—-a sa druge strane.

Drugo: Razlika jizmedju ova dva prilaza najja-
" snije se bgleda u korisdenju entropijskog principa, tad-
nije Clausius-Duhem-ove entropijske ﬂejednakosti (Bedeaux,

Albano, MNazur, Kovac, Voddk) i entropijskog principa koji
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je -pdstulirao Miiller '(Muller, L:{oeckel, Grauel).

Trede: U svim dosadéénjim prilazima reazmatra
se prvenstveno fluidna medjupoyré 8to predstavlja samo
jednu klasu materijalnih medjuﬁovréi. Time isticdemo da Je
problem materijalnih medjupovr$i 1 dalje otvoren 1 da se
mogu u skoro vreme olekivati n?vi prilozi, koji ée dati
odgovore na niz pitanja, koja,fizmedju ostalog, pokredu
i dosadasdnji prilazi. |

Veé smo na podetku istakli da ova} rad pred-
stavlja prilog prilazu Miller=a i da Je motivisan i da
predstavlja proSirenje rada [6] . Naime, u radu [6] Jje
matverijalna maedjupovrd nepropustljiva i okolni materi-
jal Jje jednokomponentalan. Svojstvo polupropustljivosti

dovodi do odredjenih razlika u odnosu na nepropustljivu

medjupovrs, Sto se ogleda

a) u &lanovima skoka jednadina balansa medju-
povrii (odigledan primer toga je neposto-
Janje &lana skoka u balansu mase nepropust-—
ljive materijalné med jupovrsi);

b) u konstitutivnoj?jednaéini za tenzor napona
gde postoje doda%ni ¢lanovi, koji su +tako-
dje posledica svéjstva polupropustl jivosti
materijalne medjﬁpovréi;

c) u ostatku entropijske nejednaiine gde se iz
istih razloga, takodje, Javljaju dodatni
¢lanovi,

U odnosu na rad Miller-a [1@] s koJi razmatra

idealan =zid, ovde posmatrani model Je op3tiji. Ta opétost
/

e }
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se ogleda u geometrijskom (jer materijalna medjupovrs
moZe imati proizvoljan oblik) i fizidkom smislu ( s ob-
zirom da smo predpostavili zavisnost od & i 4 ). ovaj
rad navodimo bez obzira na to to 3to je njegov osnovni
osnovni predmet istraivanja bila termodinamidka teorija
mesSavina sa stanbviéta Mliller—-ovog principa, jer Je u
njemy ukazano na znadaj problema polupropustljivostli me-
terijaline medjupovrsi.

Taj rad je inicirao rad Grauvel-a [li] Eiji se
rezultati u najvedoj meri mogu porediti sa nasim rezul-
tatira. Formalno gledajuéi, model Grauel-a je opdtiji jer
razmatra meSavinsku (dvokomponentalnu) poluprodustljivu
medjupovrs koja se nalazi u dvbkomponentalnoj zapremine
skoj meEavini. Med jutim, osnovﬁi problem, o kome Je ved
bilo redi, je vezan za isPravnést takvog pristupa sa
stanovista usvojenih principa &eorije me8avina. Zbog to-—-
ga, CGrauel-ov model nema opéti|karakter i predstavlja

samo Jedan mogudéi sludaj.

i
Za razliku od Grauvel-ovog slufaja, model koji
smo usvojili u potpunoj Jje saglasnosti sa osnovnim prin-
cipima teorije meSavina.i kao takav Je op3ti. Ta op3tost
se pokazuje u sSvodjenju (¢ — ¥xomponentalne me3avine na
dvokomponentalnu kada nas interesuje prdblem polupropust-
1ji#e nmaterijalne medjupovr3i. Prema tome, dvokomponental-
na zapreminska meSavina se po prirodi stvari javlija u
sludaju polupropustljive materijalne medjupovr§i. Time

se, ovim postupkom, ne iskljuduje razmatranje problema

uticaja jedne proizvoljne komponente viZekomponentalne

|
|
|
I
|
}
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meSavine okolnog materijala, k@da postoji potfeba za tim,

Nezavisno od toga, %amo gde je mogude porediti.
rezulatet Giauel-ovog i ovog r;da, istidemo razliku, kao
Sto je to u sludaju konstitutivmih promenjivih. U nasem
sludaju Je taj skup proSiren sa promenjivom F 1 9 ’
$to dovodi i do raziike u konaénim rezultatima. Tako Je
izraz za hemijski potencijal prosSiren za &lan ;%?ég?pn)
zbog Gega ga i nazivamo proSireni hemijski potencijal.

Ne ulazeéi detaljnije u druge razlike izmedju
ovde izvedenih rezultata i rezultata izvedenih u radovi-
me Miller-a [1@] ,{ii] s Moeckel-—a [5] s Grauvel—-a [i?]
Zelimo da ukaZemo na niz otvorenih problema termomehani-

ke materijalnih medjupovrsi. Oni su vezani za

—~ klase materijala @edjupovréi,

- primenu rezultaté u konkretnim problemima,

- re3avanje konkrefnih problema.

Veé smo rekli da s& se dosadasnja razmatranja
odnosila uglavnom na fluidne ﬁedjupovréi i da time nisu
zaokruzena sva teorijska istraZivanja., Tako, osim rada
Gurtin-a i Murdoch-a [3] , U kome Jje posebno reazmatrana
granidna povrs tela, problemima medjupovrsi, koje se ne
ponasaju kap fluidi, nije poklonjena dovoljna paZnja. U
vezi toga,treﬁé reé¢i da paZnju zasluZuju najpre takve
nepropustljive /medjupovrsi. ’

Sa matemati¥kog stanovi¥ta, primena dosada¥-
njih rezultata na resSavanje odredjenih problema Jje uslov—

1jena matematilkim teSkodama s obzirom da se problem svo-—

[ e
di na reSavanje sistema parcijalnih diferencijalnih Jed-



- 106 -

nadina . Sem u vrlb specijalnim slulajevima, ne mogu se
oéekivati regenja takvih sistema jednalina u zatvorenom
obliku. Zbog toga Je za odekivati da se ovakvi problemi
mogu refavati prvenstveno numeéiékim metodama,

Osim toga, rezultati dosadasnjih razmatranja
naterijalnih nepropustljivih i%polupropustljivih med ju-
povrsi, sa stanovista mehanike ﬂontinuuma, nisu dovoljno
koriséeni u reSavanju konkretnih problema, izmedju osta-
log i zato Bto ne postojl zaokrudenost tih teorijskih
istraZivanja. U tom cilju je i lzvr3en odredjeni pokusa]
u ovorm radu u delu koji se odnosi na specijalne slulaje—

'V'e L) \\ \

/ .
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