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Uv oD

U stalnom istraZivanju materijala koi bi bili laki
a velike otpornosti i modula elastic¢nosti zadnjih godina su
uc¢injeni veliki napori koji vode ka tehnoloSkom razvoju vlak-
‘nima ojadanih materijala. Takvi kompoziti se sastoje iz jakih
vlakana koja su spojena zajedno éa slabijom i lakSom matri-
com od drugog materijala. Takvi materijali imaju izuzetno dobre
mehanilke osobine duZ vlakana dok su u popreénom pravcu relativ-
no slabi. Medjutim, posto je orijentacija vlakana pod kontrolom
konstruktora, mi moZemo da iskoristimo prednosti osobina kako
viakana tako 1 matrice pogodnim izborom orjentacije wvlakana.
Da bi kompozitl mogli da se koriste Sto efikasnije neophodno
je razraditi Sto pogodniiji matematiéki model za njihov opis.
Ova teza je zasnovana na teoriji koﬂ£inuuma vliaknima ojacanih
materijala. U takvom modelu vlaknima ojac¢anog materijala ig-—
noSire se diskretnost strukture reSetke i telo se posmatra kao
kontinuum. Ovakav model veoma dobro reprezentuje ¢vrsto telo i
posebno je koristan za one inZenjerske primene kod kojih se ne

zahteva detaljno poznavanje strukture c¢vrstog tela.

Problemi u kojima se razmatra materijal ojac¢an jakim
vlaknima mogu znatno da se uproste uvodjenjem aproksimacije da
su vlakna neekstenzibilna. Ovo matematicki vodi do nekih iznena-
djujucih rezultata koji se ponekad ¢ine nekorektnim, ali dublije
izuc¢avanje pokazuje jasno da Jje to moc¢na reprezentacija realnih
fenomena koji su karakteristika jako anizotropnih materijala i
razlikuju se od onih u izotropnom slucaju. Kinematicke pretpos-—
tavke neekstenzibilnosti u pravcima ojacdanja su korisne matema-
ticke idealizacije ponasanja Jjako anizotropnih materijala, ali
analiza napona u takvim materijalima pokazuje da takva unut-
ra3nja ogranicenja kao posledicu imaju napone reakcije koji
nisu diktirani poljem relativne deformacije veé moraju biti od-
redjeni iz jednadina ravnoteZe, u statidkim problemima, odno-
sno jednacina kretanja, u dinamickim problemima. Idealizovana

teorija je detalijno diskutovana od strane Spencer-a (1972) uz
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primere velikih i malih deformacija kako za elasticno tako i za
plasti&no pona3anje. Naravno nema kompozita koji je egzaktno
neekstenzbilan u pravcima vlakana. Uprkos tome predvidjanja tak-
ve idealizovane teorije su dobra aproksimacija onoga Sto se
stvarno dogadja u praksi kada koristimo jako anizotropne materi-
jale. Cak i u situacijama kada idealizovana teorija nije adek-
vatna ona moZze da ukaZe na alternativne metode prilaza. Istra-
Zivanja u novije vreme, zasnovana na idealizovanim vlaknima oja-
¢anim materijaldima, su pokazala da naponi reakcije ne samo da su
nezavisni od relativne deformacije vedé su vrlo ¢esto singular-
ni. Takvi singularni naponi mogu da se jave na povrSima kako
kontura tako i unutar tela. U praksi takve povrgi se najcedce
nalaze na konturama koje se poklapaju sa slojevima koji sadrze
vlakna. Objasnjenje takvih singularnih povr$i, za realne materi-
jale, je da one ustvari odgovaraju tankim slojevima materijala
kroz koje smicajni naponi imaju veoma naglu promenu pri Zemu

\

su normalni naponi poprednog preseka sloja veoma veliki.

U novije vreme bilo je dosta pokusSaja da se proucli pro-
stiranje talasa u vlaknima ojaCanim materijalima. Chéh i Gurtin
(1974) su dzveli, koristedi standardne metode analize, ekspli-
citne izraze za amplitude pri prostiranju ravnih talasa ubrza-
nja u elasti¢nom telu ojac¢anom neekstenzibilnim vlaknima koje
je pri rasterecdenju u homogenoj konfiguraciji. Oni su zaklju-
¢ili da talas koji putuje u gravcu neekstenzibilnosti mora nuzZno
biti transverzalan i da, ukoliko je napon reakcije pritiskujudi
i dovoljno veljiki, odgovarajuca brzina prostiranja postaje ne-
realna tako da Cak i transverzalni talas ne egzistira. Oni su
nas$li da je uslov prostiranja infinitezimalnih progresivnih ta-
lasa isti kao kod talasa ubrzanja. Na bazi Trusdell i Noll-ove
(1965) diskusije oni su zakljucili da u slucaju transverzalnih
progresivnih talasa nerealne brzine impliciraju eksponencijalni
rast talasa bez granice $to fizic¢ki znac¢i prisustvo lokalnog iz-
vijanja. Scott (1975) je dokazao da talasi ubrzanja ne mogu da
se prostiru u materijalima koji imaju tri ili vise ogranicenja.
On je pokazao da materijal ojac¢an jednom famildjom neekstenzi-
bilnih vlakana ima samo dve kona¢ne talasne brzine ukoliko ori-

jemtacija talasa nije normalna na vlakna. Scott je zakljucéio da,



u slufaju kada pravac talasa nijevnormalan na vlakna, fazna
brzina, koja odgovara vektoru pomeranja paralelnom sa vlaknima,
postaje jednaka nuli. Green (1978) je skrenuo paZnju na singular-
no ponasanje kada se talas prostire sa normalom u;okolini nor-
male na vlakna. Njegova analiza je zasnovana na poredjenju pona-
Sanja resenja za jako anizotropne materijale sa neekstenzbil-

nim materijalima. On je zakljud¢io da gore pomenuta fazna bfzina
nije jednaka nuli veé da je beksona&na. To Jje takodje istaknuto
od strane Parker-a (1981) koji je ovo objasnio analizom grupne

brzine.

Prostiranije talasa u tankom sloju ojadanom jednom fami-
lijom neekstenzibilnih vlakana je proucavano od strane Milosav-
ljeviéa {(1980) pri Cemu je takodje primenjena aproksimativna
procedura sa razvijanjem pomeranja u beskonac¢ne Legendre-ove po-
linome po osi poprefnoj na sloj slic¢no kao 3to je to udinjeno
od strane Mindlin-—-a i Medick-a (1959) u slucaju izotropnih plo-
¢a. Micunovic¢ i Milosavlijevié (1983) su analizirali mogude mo-
dove propagacije u elastic¢nij plo¢i ojac¢anoj jednom familijom
neekstenzibilnih vlakana. Green (1982) je dao teorijski disperz-
ione relacije za ravne savojne talase u jako anizotropnim plo-
¢ama ojac¢anih jednom familijom vlakana koristeci ekstenzbilnu
teoriju.On je pokazao da neekstenzibilna teorija predstavlja gra-
ni¢nu vrednost ekstenzibilne teorije i, takodje, kako objasniti
diskontinuitete fazne brzine koje neekstenzibilna teorija pred-
vidja. Slican prilaz su koristili Green i Milosavljevidé¢ (1985)

u proucavanju ekstenzionih talasa u jako anizotrgpnim plocama
ojad¢anim jednom familijom vlakana. Oni su poredili neekstenzibi-
lnu teoriju sa slucajem jake anizotropije u Citavoj oblasti ta-
lasnih duZina. Jedna aproksimativna procedura za savojne vibra-
cije jako anizotropnih greda je data od strane Sayir-a (1980).
Aproksimativna procedura za proucavanje savoijnih talasa u ploca-
ma i cilindrima ojac¢anim jednom familijom vlakana je predloZena
od strane Green-a 1 Milosavljevicda (1984). Ona je zasnovana na
perturbacionom prilazu pri ¢emu su poredjeni materijalni i geo-

metrijski parametri problema.
Cilj ove teze je proucavanje prostiranja talasa u

hbeskonadnoi lo¢i ojacanoi dvema familijama pravih vlakana, kode
] B ‘

leZe u ravni plole, koriscenjem teorije elasticnosti za male
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relativne deformacije za slufalj neekstenzibilnih i ekstenzibi-
Inih vlakana i da se predloZi aproksimativna procedura za dobija--
nje talasnih brzina, polja pomeranja i napona uz mogucéa obja-

Snjenja singulariteta koja predvidja neekstenzibilna teorija.

U prvoj glavi se ukratko diskutuju linearizovane je-
dnac¢ine kretanja i konstitutivne jedna&ine materijala ojalanog
sa jednom ili viSe familijama vlakana. Prikazane su konstitutiv-
ne jednaline za materijale ojalane sa jednom i dve familije vla<+’
kana. Materijal ojacan sa dve familije pravnih mehantéki ekvi—
valentnih vlakana reprezentuje ustvari ortotropne materijale.
Konstitutivne jednac¢ine za realni i idealizovani materijal oja-
¢an jednom i dvema familijama ekstenzibilnih ili neekstenzibi-
Inih vlakana su izvedene eksplicitno u vecdem delu slededi izvo-
djenje Spencer—a (198l1). Zadnji odeljak je posvecen osnovnim
napomenama vezanim za prostiranje elastid¢nih talasa u &vrstim

telima.

U drugoj glavi diskutuje se prostiranje talasa u plo-
¢i ojacanoj dvema familijama neestenzibilnih vlakana. Pokazano je
da mogu odvojeno da se razmatraju simetrid¢ni i antisimetriéni de-
lovi reSenja. Da bi se kompletirala teorija bilo je neophodno
postulirati egzistenciju sngularnih smifuéih napona na kontura-
ma. Posmatrani su talasi kojli se prostiru paralelno sa stranama
plo¢e sa proizvoljnim pravcem u ravni u kojcj leZe vlakna. Do-
bijaju se potpuno razliditi oblici reSenja u zavisnosti od toga
da li je pravac prostiranja normalan na jednu od familija vlaka-
‘na ili ne. Takvo ponaSanije reSenja je 1 ééekivano jer kinema—f
tski dopustive deformacije diktiraju, kao uslov postojanja ne-—
trivijalnih reSenja za komponente pomerania unutar ravni, da '
talasna normala mora da bude normalna na jednu od familija vla-
kana. Medjutim, za objasnjenje takvog ponaSanja neophodno je
uporediti ova resSenja sa egzaktnim reSenjima jako anizotropﬁbg
materijala. Podto takva reSenja dosad nisu izvedena bilo je

neophodno izvesti ih za slucaj kada su vlakna ekstenzibilna.

U trecdoj glavi se proufava prostiranje talasa u ploci
ojacano] dvema familijama ekstenzibilnih vlakana. Da bi se ana-

lizirala graniéna pona$anja reSenja a naro¢ito disperzione re-



lacije bilo je potrebno dobiti pogodne oblike ovih. To je pos—
tignuto uz veoma velika algebarska transformlsanja. Oblici
reSenja su isti za proizvolijan ugao prostiranja i ponovo su
razdvojeni antisimetriéni od simetriénih modova propagacije.
Disperzione relacije se lekao refavaju matematicki ali oblici u
kojima su napisane su veoma pogodni za diskusiiju ponaSanja u
grani¢nim slulajevima. Za kratke talase i antisimetridni i si-
metri¢ni modovi daju isti izraz za talasnu brzinu koja ustvari
predstavlja Rayleigh-evu talasnu brzinu. U sludaju ddgih tala-
sa antisimetric¢ni mod daje faznu brzinu jednaku nuli dok sime-
tri¢ni deo resSenja vodi do kvadratne jednacline za kvadrat fazne
brzine Sto pokazuje da za fundamentalne modove imamo dva re3enja
pri ¢emu jedno odgovara kvazilongitudinalnim talasima a drugo
kvazitransverzalnim talasima. Svi ovi zakljuc¢ci nisu bili u sag-
lasnosti sa rezultatima dobijenim u neekstenzibilnoj teoriji
Dakle, bilo je. neophodno analizirati slucdaj jake aanOtrOpl]e i
granic¢ni slucaj ‘neekstenzbilnosti. To je uc¢injeno na taj nacin
$to su odredjene elastiéne konstante smatrane velikim tj. uvo-
djenjem malog madterijalnog parametra koji predstavlja odnos iz-
medju odgovarajudih materijalnih konstanata. U granidénom sluda-
ju kada mali materijalni parametar teZi nuli dobija se neekste-
nzibilna teorija. Granid¢ne vrednosti ekstenzibilnih resSenja ka-
da materijalni parametar teZi nuli pokazuju da neekstenzibilna
teorija ne moZe da reprodukuje ponaSanje reSenja ni u éluéaju
vrlo dugih ni u slucaju vrlo kratkih talasa. Prema tome, bilo je

neophodno primeniti perturbacioni prilaz.

U Cetvrtoj glavi se diskutuju razne moguénosti za do-
bijanje prostijih aproksimativnih resSenja za fazne brzine fun-
damentalnih modova.Da bi se dobile aproksimativne disperzione
relacije mora da se propide odgovarajuéa perturbaciona Zema za
pomerania a, kao posledicu, moZemo da dobijemo i aproksimativ-—
ne napone. U ovo]j glavi, prema tome, mi koncentri$emo nadu pdazZ-
nju uglavnom na fazne brzine i polja pomeranja iz kojih je ve-
oma Jjednostavno dobiti aproksimativne napone. U sluCaju jake
anizotropije postoje dva parametra koji mogu da igraju ulogu
perturbacionog parametra. Jedan od njih je materijalni parametar
a drugi geometrijski parametar kojil predstavlija odnos deblijine

plote i talasne du¥ine. Pokazuje se da, u sludaju kratkih i



drugih talasa, geometrijski parametar moZe da se koristi kao
parametar u perturbacionoj Semi. U slufaju srednjih talasa ma-
terijalni parametar mora da se koristi u perturbacionoj Semi.

U toj oblasti talasnih dufina imamo singularni perturbacioni
problem koji vodi ka analiéi granicnog ili konturnog sloja.
Dokazano je da neekstenzibilna re§enja‘iz druge glave moraju da
se smatraju samo kao spoljasSnja reSenja u prvoj aproksimaciji.
Unesto da koristimo klasic¢an prilaz, zasnovan na jednom malom
parametru, za unutrasnje reSenje uveli smo tredi parametar koji
predstavlja odnos izmedju geometrijskog i materijalnog paramet-
ra, kao Sto je to ¢injeno od strane Green-a i Milosavlijevica
(1984), i uspeésno konstruisali unutrasnja resSenja uporediva sa
spoljasnjim reSenjima. To je dovelo do uskladjenih (eng. matched)
kompozitnih reSenja za antisimetric¢ni mod propagacije koja vaze
u ¢itavoj oblasti talasnih duZina. Slaganje sa egzaktnim rede-
njem je izuzetno dobro Sto je i demonstrirano u petoj glavi gde
su prezentirani neki od numeriékih rezultata. Za simetricne mo-
dove propagacije, medjutim, propisano aproksimativno redenje ko- |
je vazi u ¢itavom opsegu talasQ}h duzZina ima singularnost reda |
jedan pri prelomnim (engl. cut;off) frekvencijama spoljasSnjeg
reSenja.Da bi se dobila uniformna aproksimativna regenja kod si-
metriénih modova propagacije potrebno je detaljnd ispitati pona-

Sanje resenja u blizini prelomnih frekvencija. Ovo prowulavanje

jos$ nije kompletirano i predmet je trenutnih istraZivania.

U petoj glavi su prezentirani neki od numerickih rezu-
ltata za ugljeno vlakno-epoksi smola kompozite da bi se ilustro-
vala razmatranja iz prethodnih glava. Kompjuterski programi, ko-
riséeni za dobijanje krivih egzaktnog resSenja, mogu dasnaprime~
ne i na druge geometrije i daju tacnost onoliku. koliku propusta-
mo. KoriSceni su za bilo koji ugao izmedju dve familije vlakana

i proizvoljan ugao prostiranija.

Zadnja glava je posvecena zakljuCnim razmatranjima.



I. VLAKNIMA OJACANI MATERIJALI I OSNOVNE JEDNACINE

1.1. uvopD

od preiétorijskih dana pa sve do danasnjih uvek je bila
velika potraZnja za jakim materijalima koji kombinuju visoku
otpornost sa malom gustinom odnosno teZinom. Sa aspekta prime-
nljivosti idealni matexrijal bi trebalo da bude jak, zZilav i lak.
Neki metali i njihove legure su blizu zadovoljavanja ovih zah-
teva.Oni su jaki i Zilavi ali ne i zadovoljavajuce laki.Otpor-
nost i Zilavost su dve razlidite osobine &vrstih tela. Otpornost
&vrstog tela se meri maksimalnim naponom koji ovo moZe da pod-
‘nese bez sloma. Zilavost Cvrstog tela moZe biti opisana kao nje-
gova otpornost prostiranju prslina. Materijal moZe biti slab ali

zilav 11i jak ali krt.

Razvoj tehnike legirnaja je uvek bio usmeren ka ispunje—
nju ovih suprotnih zahteva, ali ¢ak i kada su oni ispunjeni to
nije dovoljno jer materijali za konstrukcije treba takodje i d&
su sSto laksSi. Plastike su najc¢esSc¢e lake ali slabije jacine,otpo-

rnosti i Zilavosti.

O¢igledan prilaz postizanju "idealnog" materijala bi,
prema tome, bio da se kombinuju dva materijala sa komplementar-—
nim osobinama. Takav kompozitni materijal bi trebalo da ima kom-
binovane prednosti materijala od kojih Jje sastavljen. Ideja o
kompozitnim materijalima ~nije uopdte nova. Vedtadlki materijali,
kao Sto je armirani betoﬂ>>i prirodni materijali, kao Sto je
kost ili bambus, su u sustini tog karaktera i poznati su veoma
dugo. U novije vreme su razvijene plastike ojafane staklenim vlia-
knima. Velika prednost u koriscenju staklenih vlakana je u tome
da se duga i jaka vlakna mogu napraviti vrlo jevtino i lakc. Is-
postavilo se da su matrice od platike veoma dobar izbor za kompo-
zite zbog njihove male teZine i veoma dobirh adhezionih svojsta-

va u odnosu na staklo.

Plastike ojacane staklenim vlaknima su bile veoma mnogo




kompoziti gube otpornost na visokim temperaturama.
Pronalazak kompozita sa ugljenim vlkanima je veliki ko~ |

rak napred u trazZenju jakih materijala. U tim kompozitima se

koriste ugljena vlakna veoma velike otpornosti za ojaanje pla-
stika - najc¢e3ce epoksi smole. Ovakvi materijali su veoma jaki, i
a takodje i veoma laki. Ono ¥to &ini kompozite sa ugljenim vlak-

nima veoma korisnim za primene u konstrukcijama je njihova velika

otpornost na istezanije u pravcu vlakana. Ova prednost je donekle
pomudena njihovom malom Zilavoscu i velikom anizotropijom koja !
stvara dodatne konstruktivne potedSkocde. U ovom trenutku dodatna

mana ovih kompozita je veoma visoka cena uglijenih vlakana. Pos-

toji veliki broj tipova materijala koji mogu da se koriste kao |
matrice u kompezitima ojacdanim ugljenim vlaknima kao $to su me- ‘
tali, staklo, polimeri ili plastike itd. Od svih polimera, kao

Sto su poliester, fenol, poliamid, termoplast i epoksi smola,

eposki smole su najZedce koriZcdene za kompozite ojalane ugljenim
vliaknima. ViSe detalja i informacija o koriscenju i proizvodnji
viaknima .ojac¢anih kompozita moZe da se nadje u mnogim knjigama

a vrlo detaljno tretiranje ove problematike je dato u knjizi

Téwary—ja (1978).

U ovoj tezi mi emo uglavnom da se zadrZavamo na mehanil-
kim osobinama vlaknima ojacanih kompozita. Dé bismo istrazili
ove'osobine neophodno je razviti odgovarajudu matematicku teori-
ju. Tome moZe da se pridje na dva nac¢ina - na mikroskopskom.ili

makroskopskom nivou.

Na mikroskopskom nivou oblik i péloiaj vliakana i matrice
je vrlo vaZan. Mehani&ki odgovor materijala moZe biti analizi-
ran na osnovu teorije u kojoj se izradunava ukupno mehanicko
ponasanje kompozita analizom vlakana i matrice‘koja je poznata
kao "teorija efektivnih modula". "Efektivni moduli" su odredjeni
na osnovu elastiénih modula matrice i vlakana kao i parametara
koji opisuju geometrijski rasporéd U kompozitu. Detalijno tre-
tiranje teorije efektivnih modula za vliaknima ojac¢ane materijale
dato je u knjigama napisanim od strane Hashin-a (1972) 1 Achem-
bach-a (1975). - _

U fizici ¢vrstog stanja karakteristic¢ne osobine Cvrstog
téla su odredjene strukturom relSetke i medjuatomskim silama.

Mnoge statidéke i dinamidke osobine &vrstog tela mogu dobro da se

!



opisu sa Born-von Karman-ovim modelom reSetke. Detalji ove teo-

rije mogu da se nadju u knjizi Kittel-a (1976.).

Na makroskopskom nivou materijal se posmatra kao anizotro-
pni kontinuum. U modelu kontinuuma razli¢itost strukture restke
se ignorife i Cvrsto telo se posmatra kao kontinuum. Imajucéi u
vidu nijegovu relativnu matematicku jednostavnost, u odnosu na
Born—-von XKarmdn-ov model redetke, ovakav model veoma dobro re-—
prezentuje Cvrsto telo, a posebno je pogodan za one inZenjerske
primene kod kojih nije neophodno detaljno poznavanje mikrostruk-
tﬁre. To je dovelo do razvitka dobro poznate teorije anizotro-
pnih elasti¢nih materijala koja je detaljno analizirana od strane
Hearmon—a (1961) ili Leknitskii-og (1963).

Ideja o razvijanju kontinuum modela za opis vlaknima oja-
¢anih materijala je potekla iz teorije velikih elasti¢nih defor-

macija materijala ojacanog neekstenzibilnom armaturom koja je

v opisana u knjizi Green-a i Adkins—-a (1960). Moduli ekstenzije

vlakana mogu biti nekoliko redova velicine veci od odgovarajudih
modula matrice. U takvoj situaciji kaZemo da je materijal jako
anizotropan. Ukoliko su vlakna neekstenzbilna za kompozit se

kaZe da je idealan vlaknima ojacCan materijal.

U sledecem odeljku dacemo saZet prikaz linearizovanih je-
dna¢ina kretanja. Konstitutivne relaciie u linearnoj elasticno-
sti za jednu i dve familije vlakana bic¢e date u odeljcima 1.3 i
1.4. Izvodjenje konstitutivnih jednac¢ina je u osnovi vezano za
izvodjenja Spencer-a (1981 a,bj. Osnovne napomene o prostiranju

elasti¢nih talasa u ¢vrstim telima su date u zadnjem odeljku.

1.7, LINEARIZOVANE JEDNACINE KRETANJA

Jednac¢ine kretanja i ravnoteZe elast]cnog materijala poa—
v*gnutog malim relativnim deformacl}ama su izvedene poletkom de—
vetnaestog veka. Ako su relativne deformacije dovolijno male jed-
nac¢ine su linearne i relacije koje povezuju napon i relatiwvnu
deformaciiju predstavljaju generalizovani llooke-ov zakon. Mi ¢femo

koristiti jdealni kontinuum kao matematic¢ki model &vrstog tela.
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To znaCi da je diskretna priroda materije ignorisana i gustina
moze da -se definife kao odnos mase i zapremine kada se zapremina
smanjuje tako da u grani¢nom slucaju teZi nuli, a materijalna
Cestica se smatra geometrijskom tackom. Linearizovana.téorija
elasti¢nosti je razmatrana u mnogim knjigama. Detaljno razmatranie
je dato u knjizi Sokolnikoff-a (1956). Ovde cfemo dati u kratkim
crtama osnovne pretpostavke za izvodjenje linearizovanih jednadi-

na kretanija.

Pretpostavimo da se materijalna Cestica pomera od tadke
X do tacke X u trenutku t, gde su X 1 x definisani u odnosu na
nepomic¢ni Dekartowv koordinatni sistem kao X = (Xl’XZ’XB) i
X E(xl,xz,XB). Promgna materijalne konfiguracije usled deforma-
cije moZe biti tretirana kao jednoznac¢no preslikavanje reprezen-—

tovano funkcionalnim relacijama

i{ = i{(z{lt) i z( = ’}f(i(lt)- (1.1)

Pretpostaviéemoﬂda su §(§,t) i §(§,t) kontinualne i diferencija-
bilne funkcijé svojih argumenata. Infinitezimalno rastojanje iz-
mediju ave bliske mateijalne tacke je
| 1/2

das = (dXidXi) (1.2)‘
u referentnoj konfiguraciji , i
_ 1/2 )
ds = (dxidxi) (L.3)

u deformisanom stanju, pri ¢emu se podrazumeva konvencija o sabi-
ranju tj. ponovljeni indeksi znafe sumiranje po njima. Konven-
cija o sabiranju bice kori¥dena i ubudude ukoliko se drugadije

ne naglasi. Lokalna distorzija u okolini materijalne tacke je
okarakterisana promenom

X BXk

. k <
2 _. 2 _ , - 3 — (A - s c . . 1.4
ds ds dhidxi dXiuXi (oi] axi Sgg)dhldxj, ( )

gde je-éij Kronecker—ova delta, dobro poznati tenzor drugog re-
da, pa je lokalna distorzija, ili relativna deformacija, potpuno
opisana tenzorom

oXk BXk

ij 9%, axj !

(1.5)
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koji je poznat kao Almansi-jev tenzor relativne deformacije koji
je veoma pogodan za Euler-ovu formulaciju u kojoj- se X uzimaiu

kao nezavisne koordinate koje definisSu prostornu tadku polja.

MoZemo takodje da piSemo

Ix X
k k - ‘ :
3%, 7%, 8;4) ax; dxg, (1.6)

ds?- ds?= ¢

gde je relativna deformacija opisana tenzorom

~

1 00X X

_ 1 k kK _
i5 T 2Gx 3%, T 815 (1.7)
i %y

E
koji je poznat kao Green-ov tenzor relativne deformacije i pogo-
dan je za Lagrange-ovu formulaciju u kojoj su Xi nezavisne ko-
ordinate koje definisu materijanu tacku.

Pomeranje materijalne cCestice iz njenog originalnog po-

lozaja je dato kao
u = x - X,

pa Almansi-jev tenzor moZe da se izrazli na sledeci nalin
1 aui au . Ju, Jdu
13 T 3G Y oE Tx, 9%y (1-8)

Ukoliko su deformacioni gradienti Buj/axj znatno manji od jedini-
ce tada mozZemo da piSemo

u
_ _ k s _ 3
B (61k axj) BXk an ' , (1.9)

E

o5}
b
% .

u prvoj aproksimaciji pa je irelevantno da 1li izvode radunamo
u odnosu na Xi ili Xy . Lagrange—ova i Euler-ova formulacija su
pri takvim okolnostima iste pa do prvog reda -u Bui/axj Alman~
si—jev i Green—ov tenzor relativne deformacije mogu da se izra-

ze kao

+

Lm
I
©

QU

"

ot
[

Q2

u, u

( i
dxj i

Tenzoxr eij je poznat kao Cauchy—-jev tenzor relativne deforma-

Zr . . ..

1] 1]

R e o (1.10)

N

cilje.

Ako je pomeranje tacke u(x,t) njena brzina v(x,t) je

data sa

e



Bui au
Vi T3 TV oax (L.11)
) 3
tako da je
ou.,
v, = == = U 1.12
i 0t T i ! (1.12)

ako zanemarimo velicine viSeg reda od prvog. Ubrzanije se defi-

nise kao

a(x,t) = av/at + (v.V)v , A (1.13)

pa ako je v =3u/9t takodje malo u poredjenju sa nekom karakteri-

stid¢nom brzinom imamo

a =3v/3t =3%u/3t?=z u , (1.14)
do velic¢ina prvog reda.

Prema principu balansa kolicCine kretanja promena kolicine
kretanja u nekom trenutku je jednaka rezultujudoj spoljasdnjoj si-
1i koja deluje na telo u tom trenutku vremena. To je Euler-ova hi-
poteza koja moZe da se izrazi jednacinom

/ t(n,x,t)ds + / f(x,t)pdV = = [pvav (1.15).

S v dt y

gde su t napon na povr3i a f zapreminska sila po jedini¢noj masi.
Lako je pokazati, prema principu "tetraedrona" naprimer, da ova

jedna¢ina vodi do tenzora napona o, sa komponentama Oij’ u obliku
t = 0o,,n

9 k2 'k 7/

Sto predstavlja Cauchy-jevu formulu za napon. Fizidki o

(1.16)

kg Je

komponenta u pravcu x, nidpona na povr$i ¢ija je jediniéna norma-

2
la duz Xy . |
Zamena (1.16) u (1.15) vodi do jednacd¢ine napisane u in-
deksnoj notaciji u obliku ’
S o.. n.,ds + [ f.pdV = [pu.dv. - (1L.17)
g 13 1 v ] v I
Povrsinski integral moZe da se transﬁbrmiée—u zapreminski in-
tegral Gauss-ovom teoremom 3to vodi do jednacine
ac.i ,
[ (= + pf, — piiy3av = oO. : {1.18)
X i i
\Y%
Pos$to zapremina V mozZe da bude proizvoljan deo tela sledi da,

kadgod je integrant neprekidan, moZemo da pisSemo



90 . .,

i .
3w, T PE; = puy (1.19

J
Sto predstavlija prvi Cauchy-jev zakon kretanija.

Princip momenta kolic¢ine kretanja kaZe da je moment svih

sila jednak promeni momenta kolidine kretanja tj.

<

xA f pdVv + S MpadV +J xA t 4S8 = él S xAvpdv, (1.20)
= bt ~ ~ ~ t ~ o~ s
A% S v
gde je M moguci moment po jedini¢noj masi (naprimer u%led magne-
tnih sila), pa korisScéenjem (1.16), (1.19) i teoreme o diverge-
nciji dolazimo do izraza
ag
k2 d . -
é{eijk[ x5 7%, +a§z(xjok2)}+pmi}dv = 0, (1L.21)

gde Jje €4jk tenzor ¢ije su komponente definisane kao

+1 ako ijk predstavljaju parnu permutacijuod 123
= O ako su bilo koja dva indeksa jednaka (1.22)

-1 ako ijk predstavljaju neparnu permutaciju od 123.

Posto je zapremina V proizvoljna dobijamo
Eijkokj = —pMi ' (1.23)

ped uslovom da su ¢ i pM neprekidne funkcije. Ubuducde necdemo
da razmatramo mogudnost postojanija spregova (M#0O) tako da (1.23)
daje

Ojk = ij . (1.24)

”
Dakle, u odsustvu spregova tenzor napona ¢ Jje simetrican kao Sto

je 1 tenzor relativne deformacije.

Godine 1676 Robert Hooke je publikovao rad u kome je po-
kazao da je u elasti¢noj gredi sila proporcionalna ekstenziji. U
jednodimenzionom prostoru u testu istezanja on je utvrdio line-
arnu zavisnost izmedju napona o ivélongécije DO jédinici duZine
e 1 dao je u obliku poznatom kao Hooke-ov zakon

g = E e : (L.25)
gde je E poznato kao Young—-ov modul ili modul elasticnosti.

Ovaj zakon vaZi do talke poznate kao granica proporcionalnosti.

A S T R R R
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Posle te tacke relacija je nelinearna. Prirodna generalizacija
Hooke—-ovog zakona je da se pretpostavi funkcionalna relacija

izmedju Oij i eij u medijumu uz pretpostavku da je temperatura

fiksirana i da je Oij nula kada je eij nula, 3to znaci da je ne-
deformisano telo nenapregnuto. Ako razvijemo Oij u stepeni red
po eij i zadrZimo se samc na linearnim ¢lanovima dobijamo gene-

ralizovani Hooke~ov zakon u obliku

g,. =

ij Cijklekz (l,j,k,2'=11273) : (1.26)

koji je dat od strane Cauchy-ja. Ovaj zakon je osnova u linear-—

noj teoriji elasticnosti. Koeficijenti Cijk2 se nazivaju elasti-
¢nim koeficijentima. Iz izraza (1.26) je jasno da je to tenzor
Cetvrtog reda koji se u opStem sluc¢aju menja od tacke do tacdke
elasti¢nog tela. Ukoliko su oni nezavisni od poloZaja za telo se
kaZe da Jje elastic¢no homogeno. Broj koeficijenata ciij je 81

ali po3to je Gij Zoji ie oCigledno vaZe relaciije
CijkeT C9ike” “ije
hiperelasti¢nih materijala elastiéni koeficijenti zadovoljavaju

ke~ Cak
x Pa se broj koeficijenata smanjuje na 36. Kod

dodatnu relaciju simetrije Ciij: Ckgij
visnih koeficienata na 21. Tada funkcija energije relativne

$to smanjuje broj neza-

deformacije W moZe da se definisSe kao kvadratna funkcija po eij

tako da mozZzemo da pisSemo

= 1
W = 5 Cijkzeij € o (1.27)
pri cemu je
L (1.28)
de, . ij
13

Funkcija energije relativne deformacije W je energija relati-
vne deformacije po jedinici zapremine ili funKcija gustine ener-
gije relativne deformacije. Po pretpostavci to je pozitivno

1
zavisna, definidu telo sa .op$tom anizotropijom tj. telo kod koga

definitna funkcija. ‘Elasti¢ne konstante c‘jk?' od kojih je 21 ne-

su elasti®ne osobine u nekoj tac¢ki razlicite u razlicitim prav-
cima.

Uslovi koji treba da budu zadovoljeni na spoljasdnjoj
konturi elastid¢ncg materijala u elastodinamici su analogni onima

v elastostatici. Najdeide se konturni uslovi definiSu na jedan



-
w

od sledeéih nadina:

~ Konturni uslovi za pomeranje, pri Cemu se na konturi
propisu tri komponente pomeranja uy

- Konturni uslovi za napone, pri ¢emu se na konturi &ija
je jedinicna normala n propifu tri komponente vektora napona ti
koje pomocu Cauchy-jeve formule (1.16) vode do uslova za tri
komponente tenzora napona,

- MeSoviti konturni uslov ima propisana pomeranja na delu
konture 1 napone na preostalom delu konture.

Ako je spoljasSnja kontura slobodna onda je Oijnj = O na
konturi, gde je n normala na spoljasniju povrs.

Ovde necemo da razmatramo egzistenciju i jedinstvenost
reSenja. ViSe detalja moZe da se nadje u mnogim knjigama i udZ-
benicima kao $to su naprimer Gurtin (1981), Adkin i Fox (1980),
Spencer (1980) itd.

1.3, LINEARNA ELASTICNOST - JEDNA FAMILIJA VLAKANA

=

Kompozitni materijal koji se sastoji od osnovnbg materi~
jala - matrice i jakih vlakana koja su sistematski rasporedjena
u matrici naziva se vlaknima ojadani materijal.

Ukoliko je materijal ojacan jednom familijom vlakana ta-
da kompozitni materijal ima jedan privilegovan pravac tako da je
transverzalno izotropan u odnosu na taj pravac. Pravac vlakna
moZemo da definiSemo pomocu jedinicnog vektora a koji moZe da
se menja od tacke do talke.Trajektorije vektora a su tada vlakna
i materijal moZe da se smatra lokalno transverzalno izotropnim
u odnosu na lokalni pravac vlakna. Uobicajeni metod za izvodjenje
konstitutivnih jednacina transverzalno izotropnog linearno ela-
sti&nog tela je da se izabere koorxdinatni sistem takav da se jed-
na od kooruinatnih osa poklapa sa osom transverzalne LZOtrOpl]e
i prouue ogranicenja na Funk013u rplatlvne deformacije k03a
pr0121laze iz zahteva invarijantnosti pri rotacijama oko te ose.
PosSto, uopste, pravac vlakna zavisi odvpoloéaja mi <cemo imati
formulaciju konstitutivnih jednacina nezavisnih od koordinatnog
sistema prema Spencer-u (1981l.).

Za datu deformaciju funkcija energije relativne deforma-
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cije W.zavisi od tenzora relativne deformacije e i1 pravca vlakna
a “tj. )

W = W(E?'g)' (1.29)

Ukoliko anizotropné osobine materijala nastaju samo
zbog prisustva vlakana onda funkcija W mora ostati nepromenjena
kada i deformaciono polje i vlakna podvrgnemo rotaciji koja Ije
opisana svojstvenim ortogonalnim tenzorom 9. Dakle,

W(e,a) = W(Q e O, Qa), (1.30)
' za sve tenzore koji,imajh osobine Q QT = QTQ = I, det Q =1,
gde je I jedini¢ni tenzor. To znadi da;szunkciga W iz;tropna
invarijanta od e 1 a. Obzirom da smer vektora a nije vazZzan, W
mora biti parna funkcija od a, tako.da moze da bude izraZena
kao izotropna invarijanta od e i aea. Diada aea je tenzor drugog
reda ¢ije su Dekartove komponente aiaj. Lista matriénih proizvo-
da ¢iji tragovi ¢ine bazu za svojstvenu ortogonalnu grupu data
je od strane Spencer-a (1971, str. 288) u obliku

2 3 ® a,la ® a)?, (a. e a)?®, ed{a o a),

e, e®, e’, a

T h - - (1.31)
e{a ® a)?, e%(a ® a), e%(a ® a)?l.

Medjutim, po$to je a jedinicéni vektor imamo
aea=(ae®a)’=(ae®a)’=..., (1.32)

kao 1

tr( a ® a)=1, tre{a ® a)=a-e-a, tre?(a ® a)= a-e?a (1.33)

$to svodi skup invarijanata na

tre, tre?, tred®, a-e-a, a-e‘a - (1.34)

Najop$tija kvadratna funkcija po e koja moZe da se for-

mira iz skupa (1.34) Jje
- 2 2 re? : 42 (1. —u.)a-e?
W= 3A(tre) THuptre’ra(acerajtred2(utuglaceta +

-+

Nt

B {

I}

-e.a)?, (1.35)

gde su X’“T'“L’a i 8 elastidne konstante, tako da veza napona i

relativne deformacije moZe da se da u obliku

= oW _ 40 - - + +
9i5 T be rep 8yt 2uge; T2 (uymhg) (a8 a tage,  ay)
o ( a.te a §..)+p(a, e, _a )a.a (1.36)
O k1% e me ® 0 013 TP N ST’ T
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Ovo se slaZe sa dobro poznatim izrazima za napon u tran-
sverzalno izotropnom linearno elaStiénom’materijalu. Elastic-
ne konstante mogu da se izraze i preko drugih modula koji su
mnogo pogodniji za direktno merenje. Materijalna konstanta ML
reprezentuje modul smicanja duZ privilegovanog pravca a dok Hep
reprezentuje modul smicanja normalan za privilegovani pravac a.
Ostale konstante ), o 1 B mogu da se poveZu sa ostalim modullma
kao 3to je modul ekstenzije ili’Young-ov modul i Poisson-ov broj.
Relacije napon-relativna deformécija za izotropno ponasanije do-

bili bismo iz (1.36) ako uzmemo uy_ = i a=B8= O.

U

L T

Materijali koje razmatramo imaju velike module ekstenzije

u pravcu vlakana. Ova osobina se idealizuje pretpostavkom da je
materijal neekstenzibilan u pravcu vlakna tako da je

a-e-a = 0. (1.37)

U tom slucaju kaZemo da je materijal podvrgnut kinematskom ogra-
nid¢enju i (1.37) predstavlja ogranicenje neekstenzbilnosti u

pravcu vlakna. Tada (1.35) predstavljamo u obliku

W=A% (tr§)2+uTtr§42(uL—pT)§§%§+ Ta-e-a (1.38)
gde je T Lagrange-ov mnoZilac tako da se broj nezavisnih elasti-
¢nih konstanata smanjuje na tri. Dakle, relacija napon-relativna
deformacija sada moZe da se predstavi u obliku

oijzxekkéij+2pTeij+2(uL—UT)(aiejnan+amemiaj)+Taiaj, (1.39)

. gde je napon Taiaj, proizvoeljan u pravcu vldkna 1 predstavlja

r.
reakciju na ogranicenije neekstenzbilnosti. Lako je uoc¢iti da ne -
ekstenzbilni materija moZe da se posmatra kao graniéni slucaj

istegljivog materijala kada B-+~ a akameym+0 na takav nacin da
T .

Baya Cum T %8y

1.4, LINEARNA ELASTICNOST - DVE FAMILIJE VLAKANA ..

U ovom odeljku razvicdemo relacije napon-relativna defor-
macija za materijal koji ima linearan elastidni odgowvor a oja-
¢an Je sa dve familije vlakana. Neka su pravci vlakana opisani

jedinic¢nim vektorima a i b. U ovoj tezi mi ¢emo uglavnom da




razmatramo materijale ojacane sa dve familije pravih vlakana
koja su mehanicki ekvivalentna ali konstitutivne relacije demo
razviti za op3ti slucaj ojacanja sa dve familije vlakana pri

¢emu cemo uglavnom da sledimo izvodjenje Spencef—a (l981).

Pretpostavimo da su jedine anizotropne osobine materija-
la posledica prisustva vlakana, tako da imamo dva privilegovana
pravca a i b u svakoj ta¢ki materijala. Sa argumentima slicnim
onima u odeluku 1.3. funkcija energije relativne deformacije je

kvadratna po e i parna po a i b. Dakle,

W(Q-e-Q', Q-a, Q-b) = W(e, a, b), (1.40)

gde je opet Q bilo koji svojstveni ortogonalni tenzor. Ponovo
cbzirom da smerovi vektora a i b nisu znacajni, W mora biti parna
funkcija od a i b i moZe biti izraZena kao izotropna invarijanta
od e, a ®aibehb. Lista matrié¢nih proizvoda <iji tragovi for-
miraju bazu za svojstvenu ortogonalnu grupu je data kod Spencer-a

(1971) odakle sledi da je W funkcija od

tr e, tr e?, tr e®, a-e-a, a-e?a, b-e-b, b-e%b,

~

(a-§)2= cos%p, cos2¢ (a-e-b), cos2¢(§-§%§), C(1.41)

gde je 2¢ ugao izmedju dveju familija vlakana. Iz identicCnosti

izvedene od strane Spencer-a (1981) u obliku
sin22¢{(tre)z—tr§2}+2c052¢{(§-§-§)tr§-§—e%b}—(§'§-§+§-§'§)tr§ +

+(a-e-a)(b-e-b) - (a-e-b)*+ g-e%a + b-g%g = 0, (1.42)

sledi da jedna invarijanta, naprimer cosz¢(§-§%§), moze da se
odbaci sa liste (1.41l). Najop$tija kvadratna funkcija po e koja
moze da se fdrmira'iz skupa (1.41), kada izostavimo c052¢(§~§%§),
koja predstavlja funkciju energije relativne daformacije data

je u obliku

1

W éV%X(tre)2+utre2+a1 a-e-a tre +azb-e-b tre +a3(§-§§§xz

D

4 e

+‘uu(b-g-b)2+u5(a-e'§)(?-§a}) +a6§-§2§ 407 P- gé (1.43)

e

tagcos2¢ (a-e-b) tre +as cos2¢(§-§'§)(§.§-§)+a10cos2¢&z§@y(é-g}?

+a1,1 cosipla-e-b)?
gde su A,U,01,...,011 parne funkcije od cos2$. Xonstitutivna

jednadina sada ima sledeci oblik
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_ oW _ '
yij = aeij = (Aekk+a1aka£ek£+a2bkb2emﬁaacosZ¢akb£ek2)6ij+2ueij
+(a1ekk+2a3aka2ek£+asbkbgemfagc052¢akb£em? aiaj
+(a2ekk+2a”bkbzekz+a5akagemfa1°cosz¢akbzekg)bibj (1.44)
tas (ay e tageyagtay (byey thie )by
+ cos2¢(aaekk+agaka£ek2+a1obkbzek2+2a,1c052¢akb£ek2)aibj.

Dakle, jednacina (l1.44) ima trinaest nezavisnih konstana-
ta 3to u anizotropnoj teoriji i odgovara materijalu koji ima
jednu ravan :simetrije. Ta ravan simetrije je lokalno tangenci-

jalna ravan na povr$ u kojoj dve familije vlakana leZe.

U sluCaju kada su dve familije vlakana medjusobno normal-
ne tada lokalno materijal poseduje materijalnu simetriju u od-
nosu na refleksije u ravnima koje su normalne na vlakna i povr-
$§i u kojima leZe vlakna $to za posledicu ima da je materijal or-
totropén u odnosu na te ravni. U tom slu¢aju ispunjeno je aibi =
= cos 2¢= 0O, tako da je zadnji red u izrazu (1.44) jednak nuli,
pa u konstitutivnoj jednacini ostaje devet nezavisnih materijal-
nih koggtanata §to je u saglasnosti sa dobro poznatim rezulta-—

tima za ortotropne materijale.

Ako su dve familije vlakana mehanicki ekvivalentne tj.
ako su pravci vlakana jedina osobina pomodu koje moZemo da raz-—
likujemo dve familije vlakana, opet imamo ortotropan materijal
s tim $to sada materijal poseduje materijalne simetrije u odnosu
na ravni ¢ije se normale po pravcu poklapaju sa simetralama po-
vuCenim izmedju vlakana i ravan u kojoj lezZe vlakna. Funkcija
energlije relativne deformacije W tada mora biti simetriéna u od-
nosu na medjusobnu zamenu jedinic¢nih vektora a i b tako da je
mnogo zgodnije drugacd¢ije izabrati skup invarijanata (1.41),
od kojih W zavisi,koji ima sledec¢i ekvivalentni oblik

2 .
2 tr

‘-t\)) ’ . ; e e
(1.45)

tre, tre

o~ ~

to

a-e.a+t b..e.b’ (a.e.a) (b

~

¥

a-e%?a + b.e?b, (a-e%a)(b-e?b), cos2d(a-e-b), cos?2¢.

Ovde Je opet kao posledica identic¢nosti (1.42) invarijanta
cos 2¢(a-e-b)odbacena. Najopstiji izraz za koji je funkcija ener-
gije relativne deformacije W kvadratna po e u sluCaju ojacanja

sa dve mehanicki ekvivalentne familije vlakana dat je u obliku

o e
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1
ro= ik(trg)2+utre2+-yuXa.e-a)2+(b~e-b)2}+Yz(a-e~b)2

+Y3(§-§‘§+P.e-b) tre+y~c052¢(a-e-b)tre+yscbs2¢(a-e-a+b4&b)(a-e-a)

+ys (a-e-a) (b-e-b) +yy(a-e?a+ b.e?b) , (1.46)

~

de su A,e,Y1,..., Y7 parne funkcije od cos2¢. Ovo Qodi do kons-—

itutivne jednacine sledeceg oblika

Oij ={Aerr+y3(aras

4 b .
e o brbsers)+Y“ar s€rs cosZ¢}Gi]+2ueij

+ + + + .
{Yaerr 2y1arasers Ysbrbsers Ysarbser30052¢}aia]

(1.47)

+ 2 . I3
{Yﬁrr+ysarasers+ 2y1b _b_e _+ysa b e _ cosZcb}bibj

1
+ = Y
Z{Y“er cos2¢+ys (a a e S+b bsers)c052¢+

+2Y2arbse

rS}‘e‘l(aibj+ajbi)+Y7{ar(eriaj+erjai)

+b (e .b. + e .Db.
r rij rj i

&5

) }.

Dakle, broj konstanata se sada redukovao na devet Sto je
kvivalentno broju konstanata bilo kog materijala koji poseduje
ri ravni elastiéné,simetrije. Prednost izraza (1.47) je da su
ravci vlakana ukljuceni u relaciju napon-relativna deformaciija
ako da je lako analizirati slucaj kada su vlakna veoma jaka i

granic¢nom slucaju neekstenzibilna.

Ako sada uvedemo pretpostavku o neekstenzibilnosti u
ravcima vlakana a i b onda imamo materijal sa dwva kinematska
granicenja. Ako je materijal neekstenzibilan u pravcu a tada

mamo ogranicenije

a-e.a = O, (1.48)
ako je materijal neekstenzibilan u pravcu b tada je ogranice-—
Je oblika
b-e-b = 0. (1.49)

bog ovih ogranic¢enja mogu da se uvedu Lagrange-ovi mnozioci

a
eekstenzibilnosti imaju za posledicu napone reakcije na ogra-

x . N oo o e P
dcenje Ta i lb ¢ije su Dekartove komponente Ta aj aj i Eb bi

i Tb za odgovarajuce pravce vlakana a i b. Dakle ogranicenia

b.

J
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respektivno. Sada se funkcija energije relativne deformaciije
(1.46) svodi na

W = %X(tre)2+u tre2+yz(a-e-?)2+ch052¢(a-§-?) tre

(1.50)
+Y 7 (a-e%a + b-ezb) + T, a-e-a + Ty b-e-b,
dok se konstitutivna jedna01na svodl na oblik
ijﬁ(xerr+Y“drbser c052¢)6 +2ue j+ (Y“ rC u1¢+?Y2a b ers)
‘(aibj+ajb£) +Y7{ar(eriaj+erfﬁ) +br(eribj+erjbi}+
+ Taaiaj + Tbbibj' (1.51)

Prema tome materijal ojacan sa dve familije neekstenzibilnih
vliakana moZe da se tretira kao granic¢ni slucaj materijala ojaca-
nog sa dve familije ekstenzibilnih vlakana kada vy =+~ i yYe pri

aiajeij+0 i bibjeij*o na takav nacin da je 1spunjeno\

2Y1arasers+y6brbsers+Ta—Y3e Ysarbserscosz¢, (1.52)
i -
Yea a e o 2ylbrbsers+ Tb—y3err~y5araser50052¢. {(1.53)

U ovoj tezi mi ¢emo se uglavnom baviti problemima u kojima cemo
koordinatni sistem da vezujemo tako da dve ose uvek budu duz
simetrala povucenih izmedju dveju familija vlakana. U Dekarto-
vom sistemu izabranom na takav nadin da je osa x, normalna na
ravan koja sadr%i vliakna a x, i x3 duZ simetrala izmedju vlakana
(videti sl. l.l)tjediniéni vektori a i ? imaju komponente

a, = (0, sin¢, cos¢),

1

b (1.54)
1

(0,~sin¢, cosé).

I

Slika 1.1. Geometrija vlakana




mponente napona ekstenzibilnog materijala su

1= Ciri1U1,1+ Ci1242,2+ Ci13U3,3,
2= C21U1,1+ Ca22U2,2%F Co2303,3, .

37 C31Q3,1+ C3z2U2,2+ C3z3us, 3, (1L.55)
3= Cuy (uz,3+ usz,2) ,

3= Css(uy,3a+ vz, ) , ‘ s

2= Ceg (W1, 2+ U2,1)

le su

A=At 2y,

{2=A + Sin2¢(2Y3’Yu0052¢) = C21.,
13=A + cos?¢ (2ys+y,cos2¢) = ca3,, (1.56)
2272 +2u +2sin?¢{2v3-vucos2¢+2y7+sin®¢ (2y 1 +ye+Y2-2YsCcOS29) },

23=A +cos?${2sin? ¢ (2y1+Ye—V2)+2Y3+Y,CcOS2¢t+sin?$ (2y3-yYucoOs2d)=C3a,

33=A+21 +2cos?4¢{2y3+yscos2d +2ys+cos?io (2y,+ye+ya+2yscos2d) ),
vu=U +ys+2sin?¢cos?d (2v1~Ye) - ®
s5= U+tyscos?¢, ‘

6 6= U+Y7Sin2¢.

omponente napona neekstenzibilnog materijala su

11 T aiyi1dr,at ara2Qz,2t ayauvis, s,
fe2 = @z1Uy1,1t &z202,2%F 823U3,s+(Ta+Tb)Sln b,
L - -2
733 = A&3z1Uip,1t asz22,2+t @a33U3,3+ (1a+fb)COb ¢, (1.57)
Jaz3 = auq(uz,3+U3:2)+(Ta“Tb)Sin¢ coso, ’
J13 = ass(uy,3+uas, ;) , |
Ji12 = Agg (W1,2F W2,1),

pri Cemu su
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a;1 = A+ 24,

ay2 = A-yycos2¢sin?¢= az,,

ais = Atyscos2¢cos?é= aszi,

az, = A+2u—-2y,cos2¢sin?¢+2y2sin”¢+4yssin?¢;, (1.58)
a3 = Atyycos?2¢ - %yzsin22¢ = ajz,,

ass = A+2p+ 2y,cos2¢cos?¢+2yscos d+dyscos?,

ayy = Utys, )
ass = u+yscos?¢,

age = B +Yssin?g¢.

Ogranic¢enje (1.48) sada je u obliku

sin?®¢u,, o+ sind¢cos¢ (uz, 3+ Us3,2) + cos?éus,s;= O (1.59)
dok je ogranicenje (1.49) u obliku
sin?¢u,, »~ sin¢cosd (uz, s+ usz,») + cos?dus,z;= O . (1.60)

Konsturni uslovi beskonalne plo¢e slobodne od napona
na stranicama ¢ije su normale duZ ose X; su oblika - _
015 = 0O (1 =1,2,3) za x; =+ h, (L.61)

gde je 2h rastojanje medju slobodnim stranicama.

1.5, OSNOVNE NAPOMENE O PROSTIRANJU ELASTICNIH
TALASA U CVRSTIM TELIMA p

-

Zakonl prostiranja elastic¢nih talasa u ¢vrstim telima
slede iz Caushy—jevog prvog zakona kretanja (1.19) za elastic¢no
deformisan medijum. Ako zanemarimo zapreminske sile jednacine
kretanja se svode na

aoi.

j _ ., . N e
ij pu. . (1.62)

KorisScéenjem izraza (1.26) i (1.10) moZemo da izrazi-
mo jednac¢ine kretanja preko komponenata vektora pomeranja u ob-
liku '
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2 o2
. e S N L
ijke ijaxg ijax T oPuy . (1.63)

NI

k

Simetrija tenzora Cijkﬂ u odnosu na drugi par indeksa znadi da
su dva sabirka u zagradi na levoj strani jednadine jednaka tako
da jednadine kretanja postaju

3%u 3

ijke Bx.ax_ PYi - (L.64)

J Tk
$to predstavlja sistem homogenih linearnih jednac¢ina drugog
reda po komponentama vektora pomeranija. Mi femo da se ogranici-
mo samo na ravanske elastic¢ne talase za koje vektor pomeranja
moZe da se izrazi u obliku
uj = Auojexp{iw(srxr—t)}= Auojexp{i(err—mt)}=Auojei?, (1L.65)

gde su

skalarna amplituda,

Oj,jediniéni vektor pomeranija,
kruZna frekvencija talasa,
r prostorni vektor poloZaja

. vektor sporosti (slowness)

a

r vektor talasnog broja

A
u
w

- - X

' s
k
¥ fazna promenljiva
i

=v-1 imaginarna jedinica.

Osnovni parametar talasa je kruZna frekvencija w= 27f
gde je f frekvencija tj. broj potpunih oscilacija wvektora pome-
ranja u sekundi. Osnovni period oscilovanja T je u odnosu na

frekvenciju f dat relacijom T = 1/f.

Talas (1.65) je ravan jer ‘¥ linearno zavisi od koordi-
nata. Uop&teno oblik talasa je odredjen povr&ima jednakih faza.

Ekvifazne povr3i su date jednacinom

Y=k x_ - wt = C = const. . (1.66)
r'x
Vektor talasnog broja moZe da se piSe u obliku
k = kn , In| = 1, x| =X , (1.67)

tako da iz (1.66) dcbijamo
e o _ N o . . gy
n, Xy (ctwt) /k £ _ (1.68)
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§to pokazuje da je povr$ konstantne faze u svakom trenutku

ravan normalna na jedinidéni vektor n, pri cemu £ predstavlija

rastojanje te ravni od koordinatnog po&etka OA (videti sliku
1.2.).Fazna ravan m se krede paraleno samo]j sebi, posto § ra-

ste linearno sa vremenom. Brzina v ove ravni se naziva fazna h

brzina talasa i data je izrazom
v = dg/dt =w/k. (1.69) i

Jedini&ni vektor n se naziva talasna ili fazna nor-
mala dok se vektor k naziva talasni vektor ili wvektor talasnog
broja jer je nijegov intenzitet jednak talasnom broju i dat je

izrazom
k =w/v . ' (1.70)

Rastojanje koje fazna ravan prevali za jedan osnovni

period Jje talasna duzina XA koja je data kao proizvod fazne br-

zine i perioda u obliku . .
o i

A = vl = v/f = 2nv/w = 27/k. (1.71) y

X3

Slika 1.2. Uniformni ravanski talas

Izraz (1.65) daje kompleksno pomeranje, iako stvarno
pomeranje mora biti predstavljeno reainom velic¢inom. Vektor (1.65)
e zadovolijiti sistem linearnih homogenih diferencijalnih jedna-
Cina (1.64) samo ako i njegov realni deo 1 imaginarni deo odvoje-
no zadovoljavaju (1.64). Zamenom izraza (1.65) u (1.64), imajuci

u vidu da Je auj/axp = iknluj, dobijamo
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"~

— 2 =
(cijkknjnx pv 6ik)uy o . (l.72)

Netrivijalna reSenja za pomeranja u, se dobijaju kao karakteri-
sti¢ni (glavni) vektori koji odgovaraju karakteristi&nim (glav-

nim) vrednostima koje su refenja jednadine
. _ 2 -
det(cijkﬁnjng pv 6ik) =0 , (L.73)

koj% predstavlja povr§ brzine beskonalnog ravanskog talasa. Jed-

nacina (1.72) je prvo data od strane Christoffel—-a u obliku

(Fik —pvzﬁik) Uy = 0, (1.74)
i1 od strane Kelvin-a u obliku
i A, —pv? 01y o Qs I u1~
a0z A,—pv? Q203 u = 0, (1.75)
010 QzClg As—pv? . U3

gde su rij kvadratne funkcije kosinusa pravca nj i date su sa
) rik = cijkznj n£~ , - (1.76)
X

Ay=T11, A=T22, Az =T33 ,a203 =Tz3,0102=T13,002=Fy2 | (1.77)

Iz jednacine (1.73) je oligledno da je jednafina za faznu brzi-
nu u susStini dvanaestog stepena, po$Sto svaki izraz drugog reda

talasne normale moZe da se izrazi u sledecem obliku

B VlV R
~ nlnj = ;——"1\7 . . ( l.78)
. k'k

Medjutim, za bilo koji propisani pravac normale na

talas nj jednadina (1.73) predstavlja kubnu jedna&inu po pv?.
(M)

k

tenzora Fij' Treba uvel imati na umu

Problem se dakle svodi na resavanije glavnih vektora u i

glavnih vrednosti V(M)

da iz (1.76) sledi da za razlilite pravce normala na talas imamo

razlic¢ite komponente tenzora rij' Iz jednac¢ine (1.75) formalno
M
dobijamo vektor pomeranja koji odgovara brzini V( )kao
' o, N
“‘o}iM) - k(M) L | (1.79)
- S eean e p[ v . } Z“Ak-”ak -

gde je N =0, Py normalizaciona konstanta. Mnozenjem (l1.79) sa ap
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dobijamo drugi oblik povr3i brzine, prema Kelvin-u, kao

2
> Tk = 1
M . = 1. (1.80)
k=1 o [v ] —Ak+ak_

Iz simetrije jednacdine (1.74) sledi da su vektori u éM)

M= 1,2,3) medjusobno ortogonalni, ali u ops$tem sluc¢aju nije-
dan od njih nije paralelan sa normalom na talas n.. Ako se, u
nekom pravcu nj,'neki od vektora pometranja, recimo uoél), po-
klapa sa talasnom normalom za njega kaZemo da je longitudinalan
(L), a iz medjusobne ortogonalnosti glavnih vektora pomeranja
sledi da su preostala dva transverzalna (T). U anizotropnim ma-
terijalima, ako se izuzmu specijalni pravci, prostiranje talasa
niti je potpuno longitudinalno niti potpuno transverzalno. Uo-
bicajeno je da se kaZe da su pomeranja kvazi-longitudinalna ili
kvazi-transverzalna u zavisnosti od medjusobnog poloZaja vektora
pomeranja 1 talasne normale.

VigSe detalja o prostiranju talasa u elasti&nim telima
moZe da se nadje u mnogim standardnim knjigama kao $to su one
¢iji su autori A.E.H. Love (1927), W.Nowacki (1963), J.D.Achem~
bach (1973), K.F. Graff (1975) itd. Prostiranje talasa u anizotro-
pnim elasti¢nim telima Jje dato u knjigama napisanim od strane
F.I.Fedorov—-a (1968), M.J.P. Musgrave—a (1970) itd. Naufna dosti-
gnucda u teoriji i analizi elastodinamike su data u revijalnim
radovima napisanim od strane J.Miklowitz-a (1966) i Yih-Hsing
Pao—-a (1983).

"

U ovoj tezi mi demo preteZnd da se bavimo prostiranjem
talasa u talasovodima. Talasovod moZe biti oblika konacne ili
beskona¢ne ploc¢e ili cilindri&ne povr8i. U izotropnom materija-
lu Cauchy i Poisson (1928) su podelili prostiranje talasa na dva
glavna tipa koji se obi&no zovu P-talasi (primarni, pritiskujudéi,
dilatacioni, irotacionalni, lonqitudinalni)‘i S - talasi (sekuj
ndarni, smicucéi, rotacionalni, transverzalni). U anizotropnom
medijumu oni su istakli postoijanje tri tipa elasti&nih talasa,
jedan kvazi - longitudinalni 1 dva kvazi - transvezralna. Povr-
$inski talasi u izotropnom poluprostoru su prvo analizirani od
strane Lord Rayleigh-a (1887), a problem refleksije i refrak-
¢ije elasticénih talasa pri ravanskoj graﬁici od strane C.G.

Knott-a (L899). Slobodni talasi u plodi su istraZeni od strame
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Lord Rayleigh-a (1888) i H. Lamb-a (1917) a u kruZnoj gredi od
L. Pochammer-~a (1876) i C. Chree-a (1889).

U talasovodima se P i1 S talasi vifestruko reflektu-
ju 1 prostiruéi talasni mod je rezultat interference reflektova-
nih talasa koji napreduju duZ plocle. Ustvari kad se radi o har-
monijskim talasima sistem incidentnih i reflektovanih talasa ob-
razuje stojedi talas po debijini sloja tako da je prostiranje u
sustini duZ sloja. To je motivacija za naziv talasdvod kad Jje
u pitanju sloj 1li bilo koje veoma dugo telo ¢iji je poprecni pre-
sek konac¢nih dimenzija. Susedne paralene povr3i daju efekat
provodjenja talasa duZz plocde . Ideja o reflektovanju talasa se,
prema tome, obilno podrazumeva tako da se analiza vr$i na taj

nac¢in $to se talasno kretanje a priori predstavlja u obliku
u(x,t) = U(x1) exp{ik(nzxz+ n3ks- vt)}, (1.81)

ako pretpostavimo da je talasna normala n(O,nz2,n3) paralelna
povrSima plofe. Jednadina (1.8l) reprezentuje stojedi talas unu-
tar preseka i putujucdi talas u pravcu talasovoda. Fazna brzina

v koja zavisi od odnosa debljine ploce i talasne duZine nije kon-
stantna. Ona je funkcija talasne duZine, tako da je talas dis-

perzivan, pa se funkcionalna relacija

f(v, kh) = 0 1ili F(w, kh) = 0O (1.82)

naziva disperziona relacija ili frekvencijska jednadina. U re-

laciji (1.82) h predstavlja polovinu debljine ploce.
s
Disperziona relacija za talase u izotropnej ploci og-

raniCeno]j dvema paralelnim ravnima Jje izvedena od. strane Rayle-
igh~ja i Lamb-a ali detaljna analiza ovih relacija 1 koreni tra-
nscedentne Jjednacine (1.82) su dati tek pedesetih godina ovog
veka. U elasti&nom medijumu frekvenciija w je uvek realna, ali
imaginarni i kompleksni talasni brojevi k su razmatrani Sezde-
setih godina ovog veka; sa jasnim fizicd¢kim tumacenijima,i za plo-
¢e 1 za grede. Ove analize su date u mnogim knjigama a mi se ov-

de pozivamo na M. Redwood-a (1960) i J. Miklowitz-a (1978).
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IT PROSTIRANJE ELASTICNIH TALASA U PLOCI OJACANOJ SA DVE
FAMILIJE NEEKSTENZIBILNIH VLAKANA

2,1, uvop

U ovo]j glavi se razmatra prostiranje elasticénih ta-
lasa u ploCi ojac¢anoj sa dve familije neekstenzibilnih vlakana.
Veé smo videli da ogranidenije neekstenzibilnosti ima za posledicu
napone reakcije koji nisu odredjeni poljem relativne deformacije.
Ova ogranicenja, s druge strane, ogranicavaju polje deformacije
na kinematski dopustive deformacije. U odeljku 2.2. date su os-—
novne jednacine. Iz uslova ogranienja lako je videti da kom-
ponente pomeranja u ravni ploc¢e mogu da postoje samo ako se ta-—
las prostire u pravcu normalnom na jednu od familija vlakana.
Prema tome, odvojeno se razmatraju proizvoljni pravac prostiranja,
u odeljku 2.3, 1 pravac prostiranja normalan na jednu od famili-
ja vlakaha, u odeljku 2.4. Pokazuje se, u oba slufaja,da ukoli-
ko Zelimo da zadovoljimo uslov da konture budu slobodne od na-
pona moramo da postuliramo postojanje singularnih vlakana na
gornjoj-; donjoj povrsi ploce u kojima naponi reakcije teZe be-

- skona¢nosti na takav nad¢in da daju konadno opteredenje u vlakni-
ma. Kao posledicu imamo i za simetricne i antisimetridne modove
delta singularnosti kod napona u popreénim presecima i diskonti-
nualne smic¢ucde napone na konturi ploce. Za antisimetric¢ni deo
reSenja fazna brzina Jje konstantna za sve talasne duZine za pro-
izvolijni pravac prostiranja i disperzivnog karaktera za pravac
prostiranja normalan na jednu od familija vlakana. Za simetric-
ni deo reSenja, fundamentalni mocd ima prelomnu (eng. cut—-off)
frekvenciju za sve pravce prostiranja sem kada je pravac prosti-

ranja normalan na jednu od familija wvlakana.

2.2, OSNOVNE JEDNACINE

Ogranic¢icemo nasu pazZnju na reSenje sistema jedna-
¢ina za talase koji se prostiru u ravni ploCe sa konturama, slo-
bodnim od napona, koje su date Jjednacinama xl=-h i xl=h i
vliaknima rasporedjenim u ravni XyXq prema slici 1.1. Pretposta-
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vimo da se talas prostire brzinom v u pravcu koji pravi ugao o

sa x5 osom. Pretpostavimo pomeranja- i napone reakcije u obliku

ul=U(xl)cosw ’ u2=V(xl)sinw, u3=W(xl)sinw, (2.1)
i

Ta = TA(xl) cosy, Tb = TB(xl) cosy, (2.2)
respektivno, gde su

Y = k(sx2 + Cx,y = vt), (2.3)
a s sina, ¢ = cosa i k talasni broj.

Zamena (2.1) i (2.2) u (1.57) daje napone u slede-
cem obliku

o1, ={a,;u’+a,ksV + a;skcW}cosy,
022 ={az1U'+a,ksv + az3kcw+(TA+TB)sin2¢}cosw,

U313 ={a31U{+a32ksV + a33ch+(TA+TB)cosz¢}cosw,

(2.4)
T2 3 Z{aqu(kCV+kSW)+(TA—TB) sin¢cosédltcosy,
Oi13 = ass (W ~-kcU)siny,
012 = ags(V’—ksU)sinw,

pri ¢emu prim oznacava diferenciranje po x

-

Uslovi ogranicdenja (1.59) i (1.60) mogu da se izraze
u obliku

k ( Vs sin?¢+ W ¢ cos’¢) = O (2.5)
i

k(cV + sW) = 0. (2.6)

JednacCine kretanja (1.19) kada se zanemare zapre-
minske sile postaju
2 ;s - ~ -
ap U"+ks (a;tase) V' +kc(ays+ass)W +k [pvi-(s®agetc?ass) U = O,
assV"-ks(a;+tage) U +k?2[pvi-(s2aza+c?ay,,) |V-k2sc(azs+a, )W
-k siné{ (s sin¢+c'cos¢)TA+(s sin¢— c cos¢)TB}= 0, (2.7)
assW"-kc(ajs+ass) U’ ~k?sc(ags+ayy)V+ k?[pvi-(sla,,+c?azs) |W

~kcos¢{ (s sin¢+ c cos¢)T}—(s sing—- c cos¢d)T

A B}= 0.

Ove jednaline treba da budu reSene zajedno sa uslovi-

- ma ogranicenija (2.5) i (2.6) kao i konturnim uslovima (1.61) ko3ji
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mogu da se izraze u obliku

a“U' -+ ksalzv + kca,3W = O,
W’ - kcU = O, (2.8)
V' — ks U = 0, za x;= + h.

2.3, PROIZVOLJAN UGAO PROSTIRANJA

Uslovi ogranidenja (2.5) i (2.6) su predstavljeni sis-
temom od dve homogéne»jednaéine za V 1 W i pri proizvoljnom uglu
prostiranija imamo trivijalna refenja tj. V=W=0. Jednacdine kre-

tanja (2.7) sada postaiju

a; 10" + k*{pv?-(s?agg+c?ass) U = 0O,

~ks(a;2+ase)U '~k sin¢{(s sin ¢ + ¢ cos¢) T, +(s sin¢-c cos¢)T_}= O,
B

A

~kc(a1s+ass)U’' -k cosé¢{ (s sind+c cos¢) T, (s sin¢- c cos¢) TB}= 0.

A (2.9)
Jednacina (2.9)l ima op$te redenje
U = A cosh kp:x;+B sinh kpixi, ' (2.10)
gde su:. . L g
pi= (s?age+ c?ass—pv?)/aii, (2.11)

a A i B proizvoljne konstante. Konturni uslovi (2.8) postaju
U’ = 0, sU = O, cU = 0, za xi1=t+h (2.12)

i vode do jednadina
kpi1 (+A sinh khp:+B cosh khp:) = O,
”
A cosh khp, + B sinh khp; = O, (2.13)

koje daju dva uslova za konstantu A u obliku

kpi1A sinh khp:= O,
A cosh khp)= 0O, (2.14)

i dva uslova za konstantu B u obliku

kpi1B cosh khp; = 0,
B sinh khp; = O. (2.15)

Dakle, moZemo da razmatramo ili simetriéni deo reSenja, kada je

A=0, 11li antisimetricni deo res$enja kada je B=0.



2.3.1. ANTISIMETRICNI DEO RESENJA

Uslovi (2.14) koje imamo za konstantu A ne mogu biti
zadoveljeni istovremeno osim za A=0 Sto daje trivijalno reSenje
tako da nema prostiranja talasa. Da bi se zadovoljili konturni
uslovi, da su smicuc¢i naponi na konturi jednaki nuli, potrebno
je postulirati postojanje singularnih vlakana na gornjoj i donijoj
povrsi ploc¢e (videti Green (1982) i Green i Milosavljevid
(1985)). Pretpostavljamo da u vléknima na gornjoj i donjoj po-
vrSi plole naponi reakcije Ty i Ty te¥e beskona&nosti na takav
na¢in da je opterecdenje u vlaknima konacdno. Ako se vratimo je-

dnac¢inama kretanja {(1.19) i integralimo ih od x1=h(l1l-0) do

2,3
x1=h koristedil antisimetriéni deo resenja (2.10) i konturne uslo-
ve Uz21=0 1 031 =0 za xi1=h dobidemo
h sinﬁcos¢(s2ass—c2ass)—sc(cosz¢aes—sin2¢ass)
LAzlim J TAdx1= Acoskhp)
g+ h{l-0g) 2 sing cos¢(szsin2¢—czcosz¢)
(2.16)
h sin¢cos¢(szaes—c2a55)+sc(cosz¢ase—sin2¢ass)
LB=lim J Tde1= - Acoskhpi .
¢+ h(1l-0) 2 sin¢cosd (s?sin®d~c?cos?e)
MoZze lako da se pokaZe da singularna vlakna pri x;=-h nose opte-
redenja --LA i —LB. Preostali konturni uslov 0::1=0 za xi1=+h
je zadovoljen ako je
kpi1A sinh khp,=0, : (2.17)
5to ima reSenje .
p1= O, # (2.18)

<0je reprezentulje savojne talase. kojl se prostiru konstantnom

drzinom

pv?i= c?ass+s?ageg = d. (2.19)
ddgovarajucda pomeranja su

u;= A cosy, u= 0,- uz = 0O, (2.20)

jok su odgovarajuc¢i naponi dati izrazima
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ogir= O, 2 )
S"Aageg—C  Ass
0z2={8 (h-x1) =6 (h+x,) }sin?¢ A cosy,
s?sin?¢-c?cos?¢
s? ag¢—ctass
013={8 (h-x;)-6 (h+x,)}cos?¢ A cosy,
s?sin?¢-c?cos?¢ '

sc(agecos’p-asssin?¢) .
gz3= —{8 (h-x1) -8 (h+x1) A cosy, (2.21)
s?sin?¢$-c?cos?¢

013= ke ass{H(xi1~-h)-H(x,+h)A}siny

012= ks ase{H(x1—h)-H(x;+h) }A siny

pri €emu su §(x) i H(x) impulsne delta funkcije i Hevisajdove

skok funkcije respektivno.

2.3.2. SIMETRICNI DEO RESENJA

Ako uzmemo da je A jednako nuli konturni uslovi (2.15)
ne mogu da budu zadovoljeni istovremeno sem za B=0, Sto daje “
triVijalnoAre§enje tako da nema prostiranja talaéa.’Dakle, opet;
da bi zadovoljili konturne uslove, da su smid¢udi naponi jed-

naki nuli na konturi, potrebno je postulirati postojanje singu-

larnih vlakana na gornjoj i donjo]j povr3i ploce. Istim postup-

kom koji je doveo do (2.16) dobijamo

+ agescosd+assc sing ' -
QA = A sinh khp;, P
23in cos¢ (s sin¢+c cosd) (2.22) -
+ agsS Ccos¢P—assc sin ¢
Ly = ' A sinh khp;.
2sin¢gcos¢ (s sind—c cos¢)
Ponavljanje ovog postupka od x;=h do x;=-h(l-g) daje da su
- o+ , - + ; . « < \ . VI
LA = LA i LB :‘—*,LB na donjoj povrsi ploce.,Preostaglqgranlcnl‘

aslovi 0;,;=0 za x,;=+h su zadovoljeni ako je zadovoljeno

B.kp,cosh khp; = O, (2.23)
5to daje kao resenje

khp; = 1i(n+

NOTR e

) m = ikha,, : (2.24)
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gde je i imaginarna jedinica a n prirodan broj. Re3enje (2.24)

odgovara ekstenzionim talasima koji putuju brzinom Vi datom sa

1
(n+ §)zn2a11

vio= Sy , : | (2.25)
P pk/_hZ
Odgovarajuca pomeranja su
TX)
u1n=anin(n+ 5) i cosy, uz= 0, u3z=0, (2.26)

dok su odgovarajuc¢i naponi dati izrazima*

(n+ %)W X1
len = a11Bn T cos (n+ E)NTT cosy,
(n+ %)W X1
Uzzn ={az1—“ﬁ~—- cos (n+ §)W -_ +

2 2
aseS —assC

+ (-1)7[6 (h-x1)+68 (h+x,) ] sin?¢ } B_ cosy,
s?sin?¢-c?cos?¢ n

(n+ %)W X
033, ={las1—p—— cos(n+ ) 7™ + .27
n » asss’—assc?

+(-1) [8 (h-x,)+8 (h+x) ] cos? ¢

}Bncosw,
s?sin?¢-c?cos?¢

A+l sc(agscos’d—asssin’d)
023 =(—-1) {6(h~x1)+6(h+xl)}8n - cosy ,
s?*sin®é- c?cos?¢

(n+ %) L on+l 1. X1
013n = cass _ETE—_ (—l) {H(x —h)—H(x1+h)}anin(n+ E)NTT siny,
(n+ %) n+1 1, %t
012 = Sase 9 h (-1) {H(xl—h)—H(x1+h)}anin(n+ i)ﬂ_7151nw‘
1

Prvi prostirudi mod je dat sa n=0. Iz izraza (2.25)
moze da se vidi da fazna brzina varira od asimptotske vrednosti
vd/p kada kh+« i raste, kada kh opada, do beskonadne vrednosti
kada kh-+0. Ako uvedemo u izraz kruznu frekvenciju w pomoéu'feQ

lacije w=kv jednac¢ina(2.25) moze da se napisSe u obliku

vi = ld/p : , (2.28)
I-{(n+ 3)*n*ay1}/ph%uw]
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odakle vidimo da fazna brzina v ima kritic¢nu frekvenciju datu

//ETT ’ (2.29)

L}
h o

s5a

1
w, = (n+ 5)
dok prvi prostirudi mod ima kritic¢nu frekvencijy pri

w, = (r/2h)Y a,1/p . Teorija dakle predvidja da ekstenzioni
talasi sa frekvencijom niZom od mo nec¢e da se prostiru u neeks-

tenzibilnoj ploci. |

2.4, PRAVAC PROSTIRANJA NORMALAN NA JEDNU OD
FAMILIJA VLAKANA '

ReSenja (2.19) do (2.21) i (2.25) do (2.27) vaZe za
bilo koji ugao prostiranja u ravni paralelnim sa konturama slo-

bodnim od napona sem kada je jednakost

s?sin?¢-c?cos?¢ = O, (2.30) !

zadovoljena to jest kada je ptravac prostiranja normalan na jednu
>d familija vlakana. Ako pri tom uglu prostiranija uzmemo uz=ujz= O,

>nda mora biti ili u;=0, pri ¢emu nema prostiranja talasa, ili
2 2 _ 2 : 2 . !
S"Aage—C AQAss=COS ¢a55—Sln ¢a55- O, (2.31) :

5to znac¢i da Jje upcos2¢=0 a to moZe biti ispunjeno samo pri spe- i
zijalnom rasporedu vlakana kada su ona medjusobno normalna tj. |
2¢=m/2. Uslovi ograniéenjé (2.5) i (2.6), s druge strane, kao uslov

>ostojania netrivijalnih reSenja za V i W imaju takodje oblik (2.30). !
Jkoliko je (2.30) zadovoljeno postoje dva mogucda pravca prosti-

ranja 1 to

ay=n/2 —-¢, (2.32)

| S
[

Qa=T/2 +6. ' | - : | (2.33)

'roucicdemo sada pravac prostiranja (2.32) za koji je

i

S sina; = cosod, (2.34)

cC = coSo; = sih¢. (2.35)
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Uslovi ogranicenja (2.5) i (2.6) tada dopuStaju netrivijalna
reSenja za V i W $to znadi da su kinematski dopustive defor-

macije one kod kojih je zadovoljena relacija .

V = - tan a1.W. ' (2.36)

Jednac¢ine kretanja (2.7) tada postaju

ca110"+k(c2bz—szb3) W’—ckz(d~pv2) U = 0,

—assW"fkcbaU’+k2(sza22+c2auq~c2£1—pv2)W—2kc3TA = Q, (2.37)
assW" - kcsz’—kz(szauu+c2a33—szg1—pv2)w—2kcszTA=O,

gde su

£1= azz+auy, | b,=ai13+ass, bi=ai2t+ass , (2.38)

dok konturni uslovi (2.8) postaju

ca, U’ + k(c?a,3;—-s%a12)W = O, (2.39)
U = o, 2
w’ = o, za x1= + h.

Jednad&ine (2.37)2 3 kombinovanjem mogu da se hapiZu u obliku

4
dW" ~kc(c?b,-s5%b3)U’-k?{s"asz.+ctaszs~-2s?c?az3s-pvilw = O, (2.40)
2kc TA: (ass—asg)W'—kc (b2+b3)U'+k2{SZ (ax 2‘823)"C2 (azz—a: 3_) Iw.

Dakle pomeranija mogu biti reSena korisScéenjem (2.40)l i (2.37)l a

napon reakcije T, koriscenjem (2.40)2 pri ¢emu Ty ostaje proizvo-

A
ljna velic¢ina. Ako pretpostavimo pomeranja u obliku

7~ U = A cosh kpx:+ Bsinh kpx) (2.41)

W =D sinh kpx; + E cosh kpx:

onda iz jednadina (2.37)l i (2.40)l dobijamo

{ca;;1 (p?-&1)A+p(c?b,~-s?bj3)D}cosh kpx ;+{ca,; (p*-&) B+
+ p(c®by,-s?bs)E}sinh kpx; = O,
{-cp(c?bs-s?b;3)A+(dp?~s?a¢gls~classa+2s?c?b,)D}sinh kpx,+ (2.42)

{“Cp (Czb?_‘Szb:«;)B'*‘ (dpz""Szas 5£2~c2a5 5$3+252C2b1 ) E}COSh kpX]_: 0] ’

jde su
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a; = (d -pv?)/aii,
a, = (s?az,+c?ays-pv?)/ass, (2.43)
as = (s?a,y+c?asz—pv?)/ass.

Jednacine kretanija (2.42) uslovljavaju odnose izmedju konstanata

\, B,D i E date jednacinama
cai: (p?-a,)A+p(c?b,~s?b;3) D = 0,

cai; (p2-a;)B+p (c?b,-s?bs) E = Oy (2.44)
-cp(c?bz—s?bs3)A+(dp?-s?agsaz-c’assaz+2s?c?b,)D = 0O, .

—cp(czb2~szb3)B+(dp2—sza5ea2~c2a55a3+282c2b1)E

i
o

<oje imaju netrivijalna reSenja pod uslovom da p2 zadovolijava jed-
racinu

~ ~

PaY N 2
2
ip"—{da1+sza55a2+c2a5 5&13"252C2b1— (C bz"Szl)j) /a1 1 }p2+

+ a1(szassaz+cza5saa—Zszczbl) = 0. (2.45)
Pretpostavimo da su pfi pz re3enja jednadine (2.45)

i da je p?< pz. Konstante meraju da zadovolje sledece relacije

(D/R) = (E/B)a=~cau<p;—a1>/(c2bz—szba>pa, a=1,2, (2.46)

<0je su posledica jednacdina (2.44). Dakle opSta reSenja (2.41)

su sada u sledecem obliku

J = Ajcosh kpix1+Bi1sinh kpix1+A ,cosh kpa2xi1+Bzsinh kpaxi,

Ccanly ~ v

N = - {(p?~a1)a,
c?by-s’b, !

sinh kpix: - cosh kpix:

+ %—A + (2.47
oy (pl a;)B; 51 ( )

~ sinh kp:x;

cosh kpax,
> .
) —-ai)a

(Pz YA D2

P2

}.

+ (pz“al)Bz

Konturni uslovi (2.39) namecu Sest uslova na Cetiri konstante A,,
4, B: i B; koji ne mogu u opsStem slucaju da budu zadovoljeni pa
sme prinudjeni da pretpostavimo postojanje singularnih vlakana na
gornijoj i donjoj povrsi ploce. Koristecdi istu proceduru kao onu
koja dovodi do (2.16) moZe da se pokaze da jednacCine kretanja

(1.19)? 3 i konturni uslovi,o,1= O i 03:=0, na gornjoj konturi daju
ol 4
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h
2¢’1lim s T; dx1= ass (W +kelU) )
g*+0 h(l1-0) .
h +
2s’c lim f Tydxi==ass (W=kcl) , : (2.48) |
g+0 h(l-o) ’

a na donjoj konturi daju

2c¢’lim —h(}-O)T_ dxi1=ase (W +kcU)
o-+0 ~h A ‘ (-h) 7 "
2s2¢ lim_h(ﬁ—G)‘T_ dxi1=-ass (W -kcU) e
g0 -h A (=h)
§to moze da bude saglasno samo ako su zadovoljeni uslovi
~ekcU + AW’ = O, za x:i1= + h, : (2.50)

gde je e=c?ass—s‘asgep.
Uslovi (2.50) zajedno sa konturnim uslovima (2.39)l daju
Cetiri  jednadine, koje <detiri konstante A;, A,, B; i B; moraju

da zadovolje, u sledec¢em obliku

kcai: ~ Aisinh khpy  Bicosh khp)

([ ep*+(c®ars-s’ar)ar] [+ —— i T

c?bz-s5%bs
A>sinh khp: B,cosh khp:

+ 24 (o2 a2 a4 + b= 0,
[ep2 (c®ais—s a1z)al]L_ P2 P2 1

(2.51)

kcai ~ e (c?ba-s?bj)
{[dpj—da1+

J[A1cosh khp,+B,sinh khp,] +

C?‘bz‘Szba an ~
. e (c?b,-s%bs) ’

+[dp?-da;+ 2 ] [A2cosh khp,+B,sinh khp,]} = O.

2 11 - . ’

Jednac¢ine (2.51) imaju netrivijalna rééenja ili kada je

B;= B,= 0O 1

+e[e(c2b2_szb3)/a11~da1]pf+da1(c?§13—sza;g) pzf_”

+a, (c?a13~s?aiz) [e(c?by-s?b) /ay—da ]} — v

{depfp

”
2
2

~{dep2p2+e[e(czbz—szhﬂ/all—dal]p2+da1(cza13—52a12)pf+ A
LN 2 ~ tanh khp,
—z= O, (2.52)

+a1(CzalgmszalZ)[E(Czbz”szba)/all“dal]}*“—pz
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ili kada je A= A= 0 1

{de pip§+e[e(c2bz~szb3)/a11-da1]Pf+dax(Czala“szalz)Pz *

~ ~ coth khp;
+ a; (c?a,3-s%a12) [e(c?bz-s?b3) /a1 1-da;]} —r -
(2.53)
{de P?P§+e[e(c2bz—szb3)/a1 l—dal]p§+dal (,::Za‘1 3_Sza12)pi‘+
N , N coth khp.
+ a; (c?a;s-s%a;z) [e(PFbsr s?bi)/a;;-da,]} ™ =0 .

zadovoljeno. Dakle, konturni uslovi razdvajaju reSenja na antisi-
metric¢ni deo, ¢ija je disperziona jednacina (2.52), i simetriéni
deo, ¢ija je disperziona jednadina (2.53). Jednad¢ine (2.52) i (2.53)
daju promenu fazne brzine v sa promenom velic¢ine kh za simetricne
i antisimetric¢ne modove respektivno. Sada c¢emo da ispitamo grani-
¢ne slucajeve disperzionih jednadina za duge talase, kada je kh-»O,
i kratke talase, kada je kh=w.
2.4.1. ANTISIMETRICNI DEO RESENJA

Grahzéna vrednost za duge talase, ‘kada je kh»>0, moZe
da se dobije tako 3to se hiberbolidki tangens zameni svojim ar-

gumentom tako da iz jednacine (2.52) dobijamo

pv? = d - e?/d. (2.54)

U slucaju kratkih talasa, kada kh+x, hiperbolic¢ki tangens moZe da
se zameni sa +1 u zavisnosti od znaka p; 1 p, tako da se jednali-
na (2.52) svodi na slededi oblik

(p2—p1) {de pfp§+da1(c2a13—sza12)(p?+p§)*b2b2~szb3)(ez/alz—da1)|p1pzh

+a) (c?ais-s?a,2) [e(c®ba-s?b3)/a1~da: ] }= 0 . (2.55)

Jednalina (2.45) moZ?e da se iskoristi za odredjivanje izraza pip?

i‘pf+p§ tako da jednacdina (2.55) moZe da se napife u.sledecdem

obliku - = -
N //gza65a2+cza5sag—Zszczbl R R R
a1 (pz—p1) (c®bo-s°bs) < ([ agsay+casgaz—2sic?h, -
d an
(ctai3-s? a;,)? // a a, ot R
- A ] v - — ; AR “(gjl~dal)}=0. (2.56)
S“aggastcagsaz—2s°c b, :
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Ukoliko je ;1= o tj. pvi= d onda je pf= O tako da disperziona
jednac¢ina (2.52) ne moZe da bude zadovoljena za op3ti raspored
vliakana. U slucaju da je p;= p, redenja (2.47), koja predstavljaju
pomranija, viSe ne vaZe jer op3te redenje mora ponovo da se napidte
u obliku koji odgovara resSenjima kada su dva korena karakteristi-
cne jednacdine (2.45) medjusobnovjednaka. Dakle, ako odkacimo mo-
guénbst frivijalnih re$enja i1li specijalnog rasboredé vliakana, ve-

lika zagrada u izrazu (2.56) mora da bude jednaka nuli tako da

dobijamo
(c?a;3-s?a;z)? // d -pv?
[s“a22-+c“a33—252c2a23— Py "‘QVZJ
H s*az,tctazs-2s?claz3~pv?
/a e? .

a1 d

$to nam daje jednadinu iz koje moZe da se izrafuna brzina za slucaj
kratkih talasa. Dobro je poznato da je Rayleigh (1885) postavio i
resio problem istraZivanja ‘ponaSanja talasa, na ravnoj slobodnoj
povr$i homogenog izotropnog elasticnog poluprostora, ¢iji je kara-
kter takav da se poremecdaj uglavnom cdvija blizu slobodne povrei
na debljini uporedivoj sa téiasnom duZzinom. 0Od tada se. ovakvi ta-
lasi zovu Rayleigh-evi talasi. Osnove teorije povr3inskih talasa u
anizotropnim elasti¢nim materijalima su date u radu Chadwick-a

i Smith-a (1977) i on je preporulljiv za detaljniji tretman ovak-
ve problematike.l

Lako je pokazati da fazna brzina odredjena jednadinom
(2.57) odgdvara Rayleigh-evoj talasnoj brzini za anizotropne mate-
rijale koje mi ovde razmatramo. Rayleigh-eva talasna brzina se
pojavljuje ovde jer se, za tako male talasne duZine,ploc¢a konacne
debljine ponaSa kao polubeskonadni prostor. Dakle, vibraciona ene-
rgija se prenosi uglavnom u okolini spoljnih povr$i plode.

Kao 35to vidimo neekstenzibilna teorija predvidja, za
antisimetricéni deo resSenja koji odgovara savojnim talasima, da -
fazna brzina dugih talasa, kada kh tezi ﬁuli,startuje sa vredno-
Sc¢u datom sa (2.54) i raste sa porastom kh do Rayleigh-eve talasne
brzine, koja predstavlija granic¢nu vrednost kratkih talasa, kada kh
teZi beskonacnosti, i koja je niZa od talasne brzine smicanija date
sa vd/p. Kada je ugao izmeédju dve familije vlakana jednak nuli
materijal se ponaSa kao materijal ojalan jednom familijom vlakana i

rezultat (2.57) postaije isti kao rezultati dobijeni od strane
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‘reen-a (1982) i Green-a i Milosavljevida (1985) pri proudavaniju
:alasa u materijalima ojacdanim jednom familijom vlakana.
Pomeranja mogu da se izraze, pOmoéﬁ jedne proizvoljne

onstante, koridcenjem (2.51)2 na sledec¢i nadin

cosh kpix.: cosh kpax)
cosh khp) cosh khp:
cari » 2 sinh kpix, ~ sinh kp2x:
= - ———————— A{(p®*-ai) : -z (p’-a1) Yoy
c?b,-s?%b; ! picosh khp, 2 pzcosh khp,
= —-(s/c) W, (2.58)
de je
i pz—a1+e (Czbz—'szba)/al 1 d
Z = —— (2.59) i
pi—a1+e(c2b2—szb9/a11d

amena (2.58) u (2.48) i (2.49) dovodi do izraza za opteredénja

na gornjoj konturi, i L. , na donjoj konturi, u obliku

Ve

a’ A
. h _ ~h(l-0) _ | R
ka1, ace , - c?b,~s%b; .~ c’b,-s52%b,
— o 252 A{pl—al— 2T —Z(p -ar- T )} (2.60) ;
kai, as.s , - c?b,-s5%by L c’b,~s%bs §
- Cmiainn | a0 A{pl" ai+ A *Z(pz*a1+ i ) }. g
g

z ove analize se vidi-da napon reakcije TB ostaje proizvoljan

er nije ni sadrZan u jednac¢inama kretanja za pravac prostiranija
2ji razmatramo u ovom odeliku. Ovo je tako jer smo analizirali
Lu¢aj kada se talas prostire normalno na familiju vlakana b tako
3 su ova vlakna sve vreme u faznoj ravni $to znadi da nismo u
tanju da prepoznamo, u matematickom smislu, taj deo ogragiéggJ%%

aklé'OpEereéenje L, takodje ostaje proizvoljno, a napone mozZemo

B
1 izrazimo na sledec¢i nadin

kai: , ~
t1¥ “;*“*"Z'“A{[epz+al(Czala"szalz)]
C bz"‘S bs 1

sinh kpix;

picosh khp,

sinh kp.x)

- zlep*+a, (c?a;i-s5%a1,) ] } cosy ,
2

p2cosh khps
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airi(c’azs-s?azz) sinh kpix:
g22= ka21A{[p2— (p?-41) -
' azi(c’br-s’bs) ! pi1cosh khp,
ai1(c?aszi-s?ajzs) sinh kp.x,
~ z{p?- (p2-81) ] Ycosy
2 az1(c’by-s?by) o p2cosh khp,

+ (LA+LB){6(h—x1)—6(h+x1)}cosw,

aii(c’aszs-s?aszz) sinh kpi1x,
: (Pi*ﬁl)] -
E picosh khp:

g33= kaalA{[pz* -
' a3 {c’br-s%bj)

a1, (c?aszs—-s?asz) sinh kpa2x:
2 2
~z[p;- (p2-a1)] }cosy
2 a3;(c’bs—-s?bjy) 2 pscosh khpa
+ (Lpy+Lg) {8 (h=x1) =8 (h+x1) }cosy, o (2.61)

023=v(LA—LB){G(h—xl)—S(h+x1)} cosVy,

kcajiass c’b,~s’bs cosh kpixi
013= - —————— A{p?-a.+ = ) -
Czbz"‘szbs ! 11 cosh khpl

c’b,-s?bs cosh kp2x)
E ) cosh kh}_r’.‘z

.~z (pj—al+ } siny, za |x;|<h

a1 za |x,]|=h,
G13=0, .
ksa,i1ace c’ba-s?bs cosh kpix;
0i2= A{ (pz—él— ) -
Czbz—Szba 1 ail cosh khp1
2 2
5 c“ba-s b cosh kp2x1 |
— ._.A — ‘. N <
Z(pl-a. A ) SoohE <hps } siny, zalxil< h
OEZ:O s ZaIXII :h.

A

2.4.2, SIMETRICNI. DEC RESENJA

Disperziona relacija za simetriéni deo resenja je data
relacijom (2.53). Za duge talase, kada kh»o, hiperbolicki kotanges

moze da se zamenil reciprodnom vrednoSdéu argumenta tj.

coth khp, :l/khpl, coth khp,~ 1l/khp, ., (2.62)

tako da iz disperzione relacije (2.53) dobijamo
fen 2 —e? 2
(ca;3-s"az)

3.1 (Czbz"fszba){S'zasaég'i‘czas533“252C261“; a }: . (2.63)
11

Za reSenje 4, = 0, iz koga sledi pv®’= d, mo¥e da se pokaZe da Jje



degenerativno tako da granic¢na brzina dugih talasa za funda-
mentalni mod simetrié¢nog dela resenja prema (2.63) ima sledecu
vrednost
(Czala"szaxz)z
pvi= s"a,.+c*azs-2s?c?ass- . (2.64)

aii
Kada zamenimo vrednosti iz (L.58) u (2.64) dobijamo

cos?2¢ (p+ iyusin22¢)?

pv?=d+3pucos*2¢+ %stin”2¢+ %szin22¢- A4 1

+2u
gde je (2.65)

d = c?ass+s’ase= U+ %y7 sin®2¢. : (2.66)

U realnim materijalima ocekujemo da je talasna brzina (2.65) vedca
od smicuce brzine d/p. U tom slucaju iz (2.45) je o&igledno da

manji koren p! ima negativnu vrednost dok je pi pozitivno t3j.

d-pv

dpipz = & (Szas 532+Cza55é\13—282C2b1)
2 2 2
ctajs—s“a; 2.67
- d-pv2 ( 13 12) - ( )

a1 all
Sa porastom kh v? opada i mi €femo sada da ispitamo da 1li v? opada
ispod vrednosti d/p to jest da 1li postoji presek izmedju disper-—
zione krive (2.53), za fundamentalni mod, i linije v?=d/p. Pret-
postavimo da postoji talasna brzina

9v2= a-§2 , | (2.68)

gde je 8% infinitezimalna veli&ina. Tada je
&, = §*/ar1, - (2.69)

tako da iz (2.45) dobijamo

52 (c®by— s?by)?

pi= — [ 1+ ]+ 0(6")
“11 alldp% (2.70)
R (C2b2—32b3)2
dp = s*assdztc’assls— 2s’c’by- , 0 (8%) . 4
: ar

Tz disperzione jednacine (2.53) jednostavnim izradunavanjem se

dobija (c?b,-s2bs) 2

tanh khp., d 2+
ﬁamﬁw_ﬁft.u e’ P, 21

kh P, ap; c2b,~s2b,
: 224 T2
[dpi+ e a1s ]

+ 0(g52). (2.71)
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fedna¢ina (2.71) daje kh pri kome disperziona kriva sece liniju
)vz/d. Za kh vece od ove vredndsti, dobijene iz (2.71), ocligledno
je, iz (2.45), da éu i pi i pj pozitivne velié¢ine tako da u slu-
aju kratkih talasa, kada kh-»«, hiperbolicki kotanges moZe da se
rameni sa jedinicom 3to znadi da (2.53) daje istu grani¢nu vred-
1wost talasne brzine kao $to smo imali za antisimetriéni deo rese-
1ja (2.57). Vedé smo videli da je to Rayleigh-eva talasna brzina
:a anizotropni materijal i da se ona pojavljule zato $to se kona-
‘na ploc¢a pri ovim talasnim duZinama ponaga kao polubeskonac¢ni me-
lijum.

Pomeranja mogu da se izraze, pomodu jedne proizvolijne

:onstante, koriscdenjem izraza (2.51); u sledecem obliku

sinh.kplxl sinh kpax:
I = B{ - Z : } .
sinh khp, sinh khp:
ca, » cosh kpix, \ cosh kpa2x)
= = ———B{(p?-a,) ~Z(p°-4a;) - Yoo (2.72)
3?b2~s’b; ! p1sinh khp; 2 pzsinh khp
s
rz_Ewl

. o . . + .. .
de je Z"dato izrazom (2.59). Opterecenie LA na gornjoj konturi
e dato sa (2.60) dok L; na donjoj konturi ima istu vrednost.

pterecenje L_ opet ostaje neodredjeno dok naponi mogu da se iz-

B
‘aze na sledec¢i nacin

kai , cosh kpix:
= B{[ep?+41(c?ais-s’ai2) ] -
c?bo-s’bs ! pi1sinh khp1

cosh kpa2x:

, 2, A 2 .2 :
Z[ep2+ di1(caia-s“aiz) S7sTah khpz}cosw ,
a,,{c?a,,-s%a,,) cogh kp, x,
227 ka, \B{[p? ' (p2=a ) - : .
a,,(c?b,~s2b,) 1 p,sinh khp
a,,(c?a,;-s?%a,,) cosh kp,x,
~2(p2- (p3-a1)] } cosy
2 a,,(c?,-s?by) .+ - P,sinh khp,
+ (LA+LB){5(h—x1)+5(h+x1)} COS ),
a. (c2a_ . -s?8332) _ cosh kpix:1
o= kayyp ([pte S Za (pi-an)] -
asi(c’bz-s*bs) ! pi1sinh khp:
aii(c®ass-s’asz) cosh kp x
- z[p?~ (p3-a,) ) — s
e, pPs—a, } cos y +

aszy{c?b,~-s?bj) P,sinh khp,



023

;+ (LA + LB){G(h—x1)+6(h+ x1) lcosy,

= (LA—LB){G(h—x1)+6 (h+x;) }cosy ,

kc A)]1i1dss B{(p% Czb2“52b3

sinh kpix)

—§1+

p a
C2b2_52b3 11

Czbz—Szbg sinh kszl

sinh khp;

}siny, za [x,]|<h
za |x,]|=h,

. 2 __
Z(pZ §l+ ay sinh thz
= Q0 ’
_ ksajyiase 2~ _ C’b,—-s?b, sinh kpix;
- Bl(pi-a,- a ) Sian khp:

Czbz_Szba

C2b2‘52b3) sinh kp2X1
aiy sinh khp»

. Z(P%—al“

= O, ‘.

}siny, =za (x1[<h

za |x;|=h .

(2.73)
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ITT, PROSTIRANJE ELASTICNIH TALASA U PLOCI OJACANOJ
DVEMA FAMILIJAMA JAKIH VLAKANA

3,1, uvonpD

U drugoj glavi izvedena su reSenja koriscdenjem neeksten-
zibilne teorije pri ¢emu je pokazano da je ponaSanje resSenja za
kinematski dopustive deformacije, koje nastaju kada je pravac
prostiranja normalan na jednu od familija vlakana, drugacdije nego
kada je pravac preostiranja proizvoljan. Da bi smo dobili resenja
za bilo kojil pravac prostiranja, ukljudujuci i taj specijalni
ugao prostiranja, bili smo prinudjeni da postuliramo postojanje
singularnih napona na konturama. Da bi se objasnile ove singular-
nosti potrebno je izvesti redenja koridcenjem ekstenzibilne teo-
rije pa, u slucCaju jake anizotropije, uporediti ova sa rezultati-
ma koje predvidja neekstenzibilna teorija. Reégnja dobijena ko-
riséenjem teorije sa ekstenzibilnim vlaknima ubudude Semo zvati

egzaktnim re3enjima.

' U odeljku 3.2. su izvedena redenja koriicenjem teoriije
sa ekstenzibilnim vlaknima. Dobijeni su izrazi za pomeranja i
napone, koji sadrZe samo jednu proizvoljinu konstantu, kako za
simetri¢ne tako 1 za antisimetriéne modove propagacije, koji su
bili razdvojeni disperzionim relacijama. Disperzione relacije
su napisane u pogodnim oblicima za analizu iz kojih je veoma lako
nacdi granicCne vrednosti fazne brzine za duge i kratke talase.
Disperziopa relacija za antisimetri¢ni mod propagacije pokazuje
da se fazna brzina menja kontinualno od nule, za beskona&no duge
talase, ‘do Rayleigh-eve talasne brzine, za beskona&no kratke
talase. Disperziona relacija za simetric¢ne deformacije pokazuije
da, za beskonadé¢no duge talase, fazna brzina fundamentalnog moda
ima dva reSenja od kojih jedno odgovara kvazilongitudinalnim ta-
lasima a drugo kvazitransverzalnim talasima. Za sluCaj beskona-

¢no kratkih talasa obe talasne brzine teZe Rayleigh-evoj brzini.

U prvoj glavi smo videli da u sluc¢aju jake anizotropi-
je odredjene elasticdne konstante postaju veoma velike i da u
granicnom sluCaju, kada vlakna postanu neekstenzibilna, postaju

beskonacne. Tg nam omoguduje da uvedemo mali materijalni para-
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metar u Jjednaline i da diskutujemo granicéna ponaSanja re$enja.
Analiza dominantnih delova pokazuje da treba odvojeno posmatra-
ti proizvoljan ugao prostiranja (odeljak 3.4) od pravca prosti-
ranja normalnog na jednu od familija vlakana (odeljak 3.5). Po-
kazano je, analizom granidénog ponasSanja reSenja, da se singulari-
teti koji nastaju u reSenjima neekstenzibilne teorije pojavljuju
zato $to ova nije u stanju da reprodukuje ponaganje reSenja za
beskonac¢no duge i beskonacno kratke talage. Delovi reSenja u tim
oblastima talasnih duZina se gube u graninom procesu koji jako
anizotropni materijal prevodi u neekstenzibilni materijal. Ovi
zakljucci sugeriraju perturbacioni prilaz za dobijanje aproksi-
mativnih refenja, koja bi vaZila u celom opsegu talasnih duZina,

koji c¢e biti razmatran u sledecoj glavi.

Zbog mogudénosti poredjenja, u sledecoj glavi, odeljak
3.6. je posveden kratkom razmatranju talasa u beskonadnom pros-—
toru ¢ija Jje normala u ravni paralelnoj ravnima u kojima vlakna
leZe. Pokazano je da u tom sluCaju moZemo da dobijemo re3enja
koja odgovaraju ¢isto transverzalnim (upravnim na obe familije

vliakana), kvazilongitudinalnim i kvazitransverzalnim talasima.

3,2, EKSTENZIBILNA VLAKNA

Kao 3to smo videli u prethodnoj glavi smo razmatrali
prostiranje talasa u materijalima koji su bili neekstenzibilni
u pravcima vlakana. Materijal je bio podgrgnut ogranienju neek-
stenzibilnosti koje predstavlja idealizaciju osobine da su eksten-
zioni moduli kompozita u pravcima vlakana mnogo vecd¢i od smicucih
modula merenih normalno na te pravce, Kompozit sa veoma jakim
ali ekstenzibilnim vlaknima se obicdno zove jako anizotropni kom-

pozit ili materijal ojacan jakim vlaknima.

Za materijal ojacan dvema familijama mehanidki ekviva~
lentnih ekstenzibilnih vlakana, ¢ija su pomeranja oblika (2.1)

iz jednac¢ina (1.55) dobijamo napone u obliku
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011 = (c11U'+ksc;2V+kece13W) cos ¥,

022 = {cz21U"+ksc,.V+kcco3iW)cos Y,

o33 = (c31U0'+ksci3,V+kececsW)cosy, ‘(3.1)
O3 = kcuy (cV+sW)cosy,

013 = Css (~kecV + W' )siny,

012 = Cgs (ksU+V’) siny, .

gde prim oznacava diferenciranje po x; a koeficijenti c. =c.

ij T3i
su datli sa (1.56).

Jednac¢ine kretanja (1.19)u odsustvu zapreminskih sila

sada imaju sledeci oblik

c11U"+k2@v2—(szcss+czcss)]U+ks(clz+c66)V'+kc(c13+c55)W’ = 0,

—kS(Cx2+C55)U’+C(, 5V"+k2 [DVZ“ (52C2 2+C2qu).]v—kZSC(C2 3+Cy 4 ) W=0, (3.2)
4 ’ 2 " 2 2 2 2 _
-kc(c13+css5) U ~k?sc(cas+cyy)V+cssW"+k? [pvi—(s?cyy+C c33) ] W=0.

Konturni uslovi (1.61) za beskonadnu plofu sa stranama,
slobodnim od napona, <¢ije su normale duZ ose x; mogu da se izraze

na slededc¢i nacin
c11U'+ksc; 2,V + kce;3W = 0O,
-kcU + W' = 0O, | (3.3)
-ksU + V' = 0, za x1= + h.

Jednacine kretanja (3.2) predstavljaju sistem diferen-
cijalnih jednalina drugog reda sa konstantnim koeficijentfha.

Potrazicemo resSenja u obliku
U = Aacosh kpx, +Assinhkpx1 ’
v = Basinhkpx1+ Bscoshkpxl ’ (3.4)

= Da sinhkpx;+ Dscoshkpxl,

gde proizvolijne konstante sawindeksima a odgo&araju antisimetri-
¢nom delu resenja, koje reprezentuje talase savijanja, dok one
sa indeksima b odgovaraju simetricnom delu reSenja, koje repre-
zentuje ekstenzione talase. Zamena izaza (3.4) u jednacdinama
kretanja (3.2) daje uslove koje moraju da zadovolje konstante u

obliku
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2 —
1 (p —az)Aa+spbaBa+cpsza = 0,
;pbsAa+C56(pz—az)Ba—sclea = 0, {3.5)

:pbzAa—scblBa+c55(p2—a3) Da= o,

1(p2—a1)As+spb3Bs+cpszs = O,

;pbgAsfcss(pz—az)Bs - scleS = 0, (3.6)
. - 2 _ -

,pbzAS scblBs+c55(p a3)DS 0,

le su

= (szc55+c2c55—pv2)/cl1=(sza56+c2a55—pv2)/al1=(d—pvz)/a11=él;

i

(SZC22+CZqu“pV2)/CGG E(gz*DVz)/Cee

, = (s?cyytc?cia—pv?)/css =(gs3—pv?)/css (3.7)

It

C23%+Cyy, bo= ci13+ Css , bs= Ci12+ Csp6-

-stemi homogenih élgebarskih jednac¢ina (3.5) kao i (3.6) ima-
1 isti uslov za egzistenciju netrivijalnih reSenja oblika

&5

c11 (p2-a)) spbs cpb: -
- spbs ces (P2—as) -scb, = 0, (3.8)
- cpb, -~ scb; css (p?-as)
-0 predstavlja kubnu jedna&inu po p? oblika
b3 b3 , i bi;b2b;
‘4pt (8% ———— + C?——— ~a;-aj,-aj)+p’(a;a+a;asz+2s2c?
C11Cs5s
Ci11Css ) C11Cs5Cs 6
b? b”
__SZ ————— a3—C2 —_ 2 __a2+ __a_..__. —-al ______E}__ = O, (3-9)
C11Cs6 C11Cs5s Css5Ce6 Cs5Ce6

e je _

, ,

=CssCeeazas—s-c’b?=(s?cy+c?cyuw—pv?) (s2cyu+cicys—pvi)-s?c? (caatcyy)?
1

Pretpostav1mo da 'su resenja kubne jednadine (3 9)(3'10)

(a=1,2,3) poredjana tako da je p najmanje reéenje a p3 na]vece.

W

reSenja moZemo da iskoristimo za konstrukc13u opsteg resenia

W

pomeranja U, V i W. Konstante A, B i D i za simetricdni i anti-

imetric¢ni deo resSenja su u medjusobnom odnosu datom sa



50.

M M
—_— E__ __.q P — E_ y«—a =) v 3 *
Ba~ 5 N Aa , Da 7 Aa , (ne sumirati po a) \ (3.11)
a o o o

gde su
M, = Cll(pé_al)bl— Pébzbar
N, = Ces (P2-az2)b2+ s’bibs, (3.12)
LO" = Css(p;"aa)bg;‘l' Czblbz.

Opsta resSenja za pomeranja sada mogu da se pisu u sledefem obliku

3
U = I (Aaa cosh kpux1+Aassinh kpaxl),
a=1
3 Ma 1
V = -8 E T 5 (AaaSth xpax1+AaScosh kpaxl) ' (3.13)
a=1 a T a
3 Ma 1
W = -c E I b (A, sinh kp x:i+A _cosh kp xi).
a=l Tao “a

Dakle op3Sta resSenja (3.13) sadrZe Sest proizvoljnih kon-—

stanti Aaa’ Aas’ (¢=1,2,3) koje moraju da zadovolje Sest kontur-
nih uslova (3.4) koji sada mogﬁ da se izraze u sledecem obliku
3 2 2Ma 2Ma 1
X (C11pa—01zs N~ ~Crac E~) 5 JAaa51nh kPah+AaSCOSh kpah) = O,
a=1 o o o
3 2 2Ma 2Ma 1
hE (cllpa—clzs N~ TCi13ciy— D (_AaaSlnh kpah+AaScosh kpah)=0,
a=1 o (o4 a
3 Ma
-S i (1+ N )(Aaacosh kpah+AasSlnh kpah) ='O,
a=1 a
3 M
-s L (1+ —g)(A .cosh kp h -A _sinh kp h) = O, (3.14)
_ N oa o as o
a=1 o .
3 Ma .
-c (L+ i—«)(Aaa cosh kpah+ Aa551nh kpah ) = O,
a=1 o
3 Ma
—cgil (1+ E;)(A@acosh kpuh —Au851nh kpah) = O.

Ako pretpostavimo da ni s ni ¢ nisu jednaki nuli onda
gornji sistem jednac¢ina ima netrivijalna resSenja pod uslovom da

Je ili

AL = O, (a=1,2,3) (3.15)

* U ovoj tezi za ponovljene grcéke indekse necde se podrazumevati
konvencija o sabiranju.
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uz zadovoljenu jednacinu

tanh khp: ~ tanh khp:2 tanh khps
d11~———E:——- di:2 52 dis — s
1+ M, /N, : 1+ M,/ N, 1+ M3/Ns |= 0 ,(3.16)
1+ M /L1 1+ Mo/ Lo 1+ M3/ Ls
ili
Aaa = 0, (a=1,32,3) ., (3.17)
uz zadovoljenu jednacinu )
coth khp: coth khp: coth khps
dia oy di2 5, dis 53
1+ My /N, 1+ Mz /N, 1+ M3/N; |=0, (3.18)
1 +M, /L, 1+ M2/L» 1+ M3/ L3
pri ¢emu je kori3dfena oznaka X
dla:cllpé—szclea/Na~c2c13Ma/La,(a=l,2,3). (3.18)°

Dakle, konturni uslovi (3.14) razdvajaju opSta reéenja6
(3;13) na simetri&ni deo i antisimetridéni deo. Jednadina (3.16) '
je disperziona jednalina za antisimetriéni mod dok Jje jednacina i
(3.18) disperziona jednadina za simetricni mod.

Iz (3.5)1 koristedi relaciju (3.11) moZemo da piSemo

izraz ekvivalentan izrazu {(3:18)’ u obliku

dlazcl1a1+SZC5sMOL/NOL-!"CZCssMa/LO:, ((lél,Z,B), © (3.19)
~

tako da disperziona relacija za antisimetric¢ni mod moZe da se
napise u obliku

3 M Ma tanh khpu .
2 2
(CJ]Ial'i”S"Cs(;—I:rg + CLCSSE‘-)ZQ = 0, (3.20)

1 o o pa

a disperziona relacija.za simetricéni mod u obliku

3 ‘ oMy M coth khp j
L (criai1ts’cge— +clCss— )2 2 = O, (3.21) ;
= N L o P
a=]1 o o o ;
gde Tu M, M,
1+ 1+
;: Mo N3 M, M, M, M4 Mo,Mjy MoMj,
L= = - + .._.._..‘--_ — —
! l M, My N> L L Na N2Ls L,N,
I SR— —_
!l L2 l+ Lis



M Mg
14— 1+ — -
N1 N My M, M; My M;M; MM,
= - My | = o = o o+ e = — 4 - y
Z2 o1e fi 1+ 3 L, N, N3 Ly L1Nj N;Ls P (3.22)
Nj
L,
M, - M,
+ o + o
SREE 1+ %3 M, M; M, M, MM, MM,
23 = M, M, |- W Ty YT W tTwa. oo
+ e
1 L, . L,

L)

kofaktori prve vrste determinante (3.16) odnosno (3.18).

Iz jednacina (3.14) imamo

Ala coshkhpl Azacosh khp, AgaCOSh khp;

= = _—:Aa, (3.23)

71 7 2 Z 3
kada se razmatra antisimetriéni mod, i

Alssinh khp; Azssinh khp: A3SSinh khp;

= :—:AS , (3.24)

2, B Zs Z3

kada se razmatra simetriéni mod. Raspored pomeranija po debljini

ploge mozZe da se izrazi u obliku

3
U Aail ZOLGOL (x1) .
3 M ¥ .
V = —-sA & EE Z, e b)) (3.25)
a=1l "o Py
3 M "o (1)
W = —-CA & La Z, apxl ,
a=1 o o
gde A predstavlija A, i -
sinh kp x; cosh Kp x,
F = o G = = (3.26)
a(xy) cosh khpa ! a{xy) cosh khpa r

kada razmatramo antisimetridéni mod, dok A predstavlija AS i

cosh kpuxl sinh kpaxl

= G = (3.27)

s

Fo ) sinh khp_ o (xy) ~ Sinh Khp_

kada razmatramo simetriéni mod. Zamena (3.11) u (3.5) ili (3.6)

daje sledede relacije

M M M M
2 2 o _ .2 (¢ 2 Lo 2 i o o
Cl,lpa w2 C‘IZN C Clai;“" =5 Ceg(l"»f:l—‘)‘f(, Css(l"i“ T—M)—D‘J ;
o ) o
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M, My ~ My My My
2
ca1p’-s’cr w——clc g 3m— =~ (Cesp +pv?) (L+ =) +c’cyy (= + =) +pv?, (3.28)
o 'Nu Ly o Na Na La
= f_s?¢ fg—czc fﬁ M. My My .
-31Py 23N, 33La =-(c$spé+pv2)(l+ E*)+SZCHQ(N” + ) +pv?,
o o a

coje zajedno sa (3.25) daju napone u sledecem obliku

3 M Ma Fa(x )
711= kAcosy I (C11p2‘52C12_g"C2C13”“)Z L
a N L o p
o=1 o o o
3 M, 'Ma Fo(x )
=kA cosy I {s?ces (1+ ﬁ*hczcss(l+ E—)*OV‘}ZQ Sl
a=1 a o Py
3 M My Fa(x-)
2 2=KAcCOSsY z (C21p2~szc22—g —CZC23—"'—)Z 1]
- o} N L a P
a=1 o o o
3 M, M ‘ M_ F o (x1)
.=kAcosy I {CZCuq(ﬁ— + i—)—(csgpé+pv2)(l+ ﬁ~)+pvz}za~——~i—,
a=1 o o e pa
3 Ma Ma Fa(x )
‘y3= kacosy I (csip’-s’ciag- -—clcaayp) 2 =T (3.29)
o=1 Q o Py
3 MOL Ma Ma Fon(x: )
=kAcosy I {s®cyu (= + )~ (csspl+pv’) (I+ o) +pviia —=,
o=l o o o Py ‘
3 M Ma Fa(x )
2 3="‘kSCCu qACOSIfJ L (_‘C_X_ + ———-) Z ———-—-———1-"‘,
- N L o] P
=1 o o o
3 ' Ma
13= —kccssAsiny E (1+ f—) ZaGa(xl) ’
a=1 o
3 MOL
lz:"'kSCG sAslnlj) E (l+ N—) ACXG(X (){1) ’
a=1 o]
le su Fa(xl) i Gu(xl) dati izrazom (3.26) za antisimetridéni mod,

izrazom (3.27) za simetricni mod.
Sada c¢emo da izvr$imo neka opsSta razmatranja jednacina
1.20) 4ili (2.21) da bismo nasli Sto pogodnije oblike za analizu.

.kle, ako posmatramo izraz oblika

} £ £, £,
121+ 2,48 32;5= 1+ M, /N, 1+M, /N, 1+M; /N, (3.30)
L4My /Ly 1+Mp/Lp  14M3/Ls |,



de suvfa(a=l,2,3) bilo koje funkcije, ona koriscdenjem
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etermlnanata moZemo da ga razbijemo'na sledeci oblik

£ £y 3 £, £, fs )
M) M2  Ms M

SO S A R TU Pl Pl e

oM M U O O

L, L L L,
oristed¢i (3.12), 3’moiemo da piSemo

el 4
_ 2
N, Cssbzpa+ R,
2

L Cssbapa+ Q,

de su

R —-c55b2a2-+52b1b3,
0 ~cssbsas+ c’bibs.
ada je lako pokazati da vaZe relacije
M. M D,
¢} 8 2 2
— - = (P.-Pa)
Lu ﬁLB LaLB a B
My My Do,
- r
NCL NB N NB o 8
MOLMB _MOLMB _ DaMaMB (p’l_pZ)
’
NCtLB LOLNB NOLNBL LB o B8

ako da sada

Q(ci1b1-b2b+ c1i1cs5s5bybsay,

i

R(cii1bi1~b2bs)+cii1cesbibzra,,
CssbaiR-Ceeb20Q,

I

moZemo da pifemo

Iilfl Lp_f?_ I_:3f3
M}MzMg N;N,Ngj
= . -D 2 2 .2
NlNzNaLleLa{ M M, M, P P, P,
1 1 1
NiL, NoL, NiLy
o O M, T2 TH;
+D 3 p* p* p?
1 2 3
1 1 L

£,
M2

N>
M,

L»

[—
a

osobina
f3
M3
N, (3.31)
My
s
(3.32)
(3.33)
(3.4)
(3.35)
N,f, N,f, N4f
p?_ vp2 pz
1 2 3
1 1 1
(3.36)




U
(%3}

Ako primenimo Viete-ove formule u jednadini (3.9) dobijamo

212
p?+ p + p = a1+ asz+ a3“Szbi/C11C55“C bz/C11C55,
1
2 2.2 2 .2
PAP +P P 24p? P = aa,+a,as+ ajzaz—- s°c bl/Csscss+ZSzC b1b2b3/011C55C66
1
- 242
-s?b?a3z/ci11Css-C’bjaz/ci1Cs5, (3.37)
3

2,2 .2 _ 2 .21 2 '
P PP = a, (azas— s“c°bji/Cssces) -

a
¥

Koriscenjem ovih relacija i konturnih uslova (3.14) zajedho

3,4,5,6
za (3.36) moZe da se pokaZe da su zadovoljene sledede relacije
N;N;Nj s’ces
— Dy= - —— D
MiM;M; ! Ciiai > (3.38)
LiL2Lg3 c’css
—— D= ———— D3j3.
MiM,M; ~°? ci11a;, }
KorisScéenjem ovih relacija u (3.36) dobijamo
do £ dsof, d,s3f;
MMM, D
:) = 2 - ) 2 2 3-39
NyNpN3L,LoLs <@, P, L Py (3.39)
1 1 1
yde su sa dza (=1,2,3) oznacCene relacije oblika
d, = s?cglL +c? N +c,,;a;N L /M . .39) 7
24 66l CssN +Cyia N a/ o (3.39)

[z (3.11) i (3.5) je lako pokazati da, ukoliko je s#o i cio, vale

relacije

-

da/(NaLa)r mpé/{csscgs(pé—az)(pé—aa)—szczbf}, (3.40)
>a korisdenjem reiacije (3.37) dolazimo do relacije
MiM,M;, D Cia C1a

= = R (3.41)
41N2N3L{L2L3 Ciia@, s2c? (Cssb3R~Cg b, 0) s?c?D, o

:ako da konac¢no dobijamo

d,, I d,, £, dy 33
Cii
)=—‘f121+f222+f323= - p2 pZ p2 (3.42)
SZCZDg 1 2 3 . .

A e e s S e A i




56.

Ako stavimo fi= f:= £3= 1 onda iz (3.42) moZemo lako
da dobijemo zbir kofaktora datih u (3.22) u sledecem obliku
cii1css5Css ] 3
Z1+ Zo+ Zs= (p2-p*) (p?*-p?) (p%-p?)
s?c?(cssbisR-cgeb,Q) 2 F . P2 (3.43)

cii(pi-pi) (p5-p1) (P5-P})

U slugaju kada je ili s=0 ili c¢=0 analiza diferencija-
1nih jednacina (3.2) i konturnih uslova (3.3) se znatno uproscava
i ista je kao kada se talas prostire duZ privilegovanog pravca u
plo¢i ojacanoj jednom familijom vlakana. Takva analiza je ¢inje-
na u radovima Green—a (1982), za talase savijanja, i Green-a i
Milosavljevica (1985), za ekstenzione talase. Jednaline 1 reSe-

nja postaju formalno isti kao u pomenutim radovima ako stavimo

— -2 - 2 _ 2 — 2 — 2
Ci11¥pC1, Cse=pPC%, Css=pC3 , C,3=pCL, C33=PCE o (3.44)
kada jJe s = o odnosno ¢ = 1, ili %
2 _ 2 L 2 2 _ 2 e ;
C11=pCi, Css5=pC2, Ce6=pC35, C12=pCk, C22=pCt ” (3.45)

kada je s=1 odnosno c=o. Jedini izuzetak je da se transverzalni
talasi prostiru brzinom vcyy/p dok je ova u pomenutim radovima c,,
ali to nije esencijalno jer se ti talasi prostiru nezavisno od

talasa savijanja ili ekstenzionih talasa.

3.2.1. ANTISIMETRICNI MOD PROPAGACIJE

Disperziona relacija (3.20) za antisimetriéni mod pro-

pagaciije moze da se napi$e na sledecdi nacin -

3
L £ 7 =0 (3.46)
a o
a=1
gde Je Ma M(V tanh khpa
£ = (Cllﬁl““ 52C56—'— + C2C55‘~ J) — _———— . (3.47)
. o o o

Kada se (3.47) uvrsti u (3.42) ocCigledno je da prva vrsta deter-

minante (3.42) ima oblik
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2 2 a O 2 2 ; ;

= = . + + o
r, (s CssLa+c cssNa+c11a1 Ma )fa (s csbLa c CssNa 5
h kh i

oA NaLa)Z Ma tan pa. (3.48) 3

STy N L P i

o a o o !

Kori&denjem (3.5), (3.11) i (3.37) u (3.43) dobijamo
2 2
ruzclICS5C66{+DV2P&_[52C6633+C Cssaz—C11a; (az+az—s’ci/c11C66
2 2 2 2 2 .2 2
~c?ci3/ci1css)-2s°c?’b,-sc (Clzbz"clabs)Z/Cllcsscssjpa
+a, (s’ci.as/ceetc?®cizar/css—2s?c?Crc13b1/Cs5Ce 6
tank khpa
2
—011a2a3+szc2c11b1/cs5c55)} - (3.49)
o

Dakle sekularna jednacina koja odredjuje brzinu propa-

gacije v kao funkciju bezdimenzionog talasnog broja kh moZe da se

izrazi kao : i

X r; Xs

Ci11 2 2 2
— pl pz pa = 0, ' (3.50)
s?c?D,| 1 1 1

tako da je relativno jednostavno re$iti je u granic¢nim slojevima
beskonadno dugih talasa (kh»o) 1 infinitezimalno kratkih talasaw

(kh+ew) .
U sluc¢aju beskona¢no dugih talasa, kada kh+o, funkcije.

hiperbolic¢nog tangensa u (3.49) mogu da se zamene svojim argumen-
tima tako da se jednacdina (3.50) redukuje na sledec¢i oblik |

2
C11Cs55Cs s

(p5-p1) (pi-pl) (p3-p3)pv?= O, (3.51) v
2 2y ~

s“CcDy

Pl

&to uz korisdenije (3.43) moZe da se napiSe kao ~

(Z1+ Zo+ Z3)pv? = 0. (3.52)

Pretpostavicdemo da je pi#p3# p3. Ukoliko to nije ispunjeﬁo re-
Senje (3.25) postaje degenerativno pa je, prema tomé, neophodno
"da se ponovo vratimo resavanju jednacina kretanja (3.2) sa kontu-
rnim uslovima (3.3) za slufaj kada imamo viSestruke korene kara-

kteristi¢ne jednacine (3.9). Dakle, uz gornju pretpostavku, iz

(3.52)sledi da je granicna vrednost fazne brzine dugih talasa

v = 0. (3.53)
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Jednac¢ina (3.52) moZe odmah da se napiSe i iz (3.16) imajudi
u vidu (3.28)1. Pomeranja (3.25) se u prvoj aproksimaciji pona?

Saju na sleded¢i nacin

U ~ AN(Z2:1+2,+23),
Xl

V ~ khsA (Z21+2,+2Z3) w (3.54)
X

W ~ kheA(Z,+2,4Z3) —L% ,

h

a
’

pa je ocigledno da su V i W male velicine u poredjenju sa U ali
u ravni ploCe vektor pomeranija je duZ talasne normale.
Za granic¢nu vrednost kratkih talasa, kada kh—»«, funkci-

je hiperbolickog tangesa mogu da se zamene jedinicom tako da je-
dnac¢ina (3.50), uz eliminaciju ¢&inioca razlic¢itih od nule, vodi do
jednacine
2 (] I+ | ) 2 .

pv? (|p2psf+|pipat+|pips))—[s®cesas+ c’cssaz~cii1a, (az2+as

2 .2 2 .2 2.2 2 .2 (0 2 -
-s®cia/ciri1cs6-c’cis/ci1Css)—2s°c’b1=s°c? (c12b2—C13b3)° /C11Cs5Ce )

~a, (s’ciray/ce+c?clzas/css—2s?c?ci2c13b1/CssCes—Cr1aza; (3.55)
[P [+[P2]*[P3]
[Pip2ps|

+s?c?cy1bi/cssCes)

ili uz koriscenje (3.37)l do jednacine

% (d"cxlal)(|p1|+ipzlﬂpal)2+ %{(52065“02C55)(a2°33) -

2

2 2 2 2 2 2 2
“4s‘cb;-s°Cc (Cc12C55-C13Ce6) “/Cr1Css5Ce+{C by+s“b3) “/cy 1~

‘al[d‘01131+az+a3+52C12(2“C12/Css)+02C13(2“0;3/C66)]} (3.56)

ray (s?cizas/ceetc?ciza,/css—2s?c?crc13b1/CssCq6- -
'P1|+|p2|+lpat

iplpzpa[

2 2 2
~C118283+s°C°Cy 1 DI /Css5Ce6) o,

Cije resSenje treba da da Rayleigh—evu talasnu brzinu anizotropnod
materijala koji se ovde razmatra. Jednac¢ine (3.55) i (3.56) ima-
ju mnogo jednostavniji oblik u slucaju jake anizotronije Sto Ce

biti detaljhije razmatrano u sledecem odeljku.
3.2.2. SIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE
Disperziona relacija za simetriéne modove propagacije

ima oplik (3.50) pri &emu . mo¥e da se dobije iz (3.49) ako

hiperbelic¢ke tangense zamenimo hiperbolilkim kontangensima.
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.

3 beskona&no duge talase, kada kh~0, moZemo da piZemo

coth hkp_ = l/khp (3.57)
1 za kh malo ali konadno moZemo, iz jednacine (3.50), da do-
Ljemo
1+ Z2+Z3

2 2 2.2 2 2 -
T (s“ci2as/csetccizaz/css—2s°cci2c13b1/CssCe e~
,{azaz;~s“c“bi/cssces)

—cii1azas+s’c?eribi/cssces) = O (3.58)
jakle je ocigledno da fazna brzina mora da zadovolijil slededu
sdnac¢inu
2 2 .2 Che2 2 -
ciz2as/Csstcciiaz/css—2s“ccy12C13b1/Cs5Ces
‘Cx1aza3+8202011b%/C55C66= o . (3.59)

» koriscenje (3.7)2 3 ova jednac¢ina moZe da se napisSe u obliku
14

w2-(gz2-s®cis/c11) Hoav?i-(gs-c?cia/ci1) }=s?c? (by~ci2c13/c11) %, (3.60)

»>ji jasno pokazuje da postoje dva redenja za pv?, jedno kada su
>a ¢inioca sa leve strane jednac¢ine (3.60) pozitivna i drugo |
1ida su oba pomenuta ¢inioca negativna. Ako gornjil izraz, za od-

:djenu vrednost ugla ¢, napiSemo u obliku

wi2-h, (s?)}{pv?-h3(s?)} = s?c?*n} , (3.61)
ie su

2 2 _ 2 2
=g,-s?ci,/c11=8%(ca2~-cis/ci11)+c?cuy=cuy+s? (cz2~cuyuv~ci2/c11),

_ 2 2 2 _ 2 2 2
y=g3-c?c?i/cy,=c?®(cy3-c}i/ci1,1)+s? cyy=c3i—cii/ci1-8°(Cis—Cuy—Cii/C11),

=by-ci12¢13£11= C23+ Cyy— C12C13/C11, (3.62)

ida je lako pokaiati da su resSenja

It

pv2 {hy+hs— v (hs~h,) 2+4s2c?h?},

{3.63)

Ol Nl

ov3 {h,+hs+/ (hi~h,) 2+4s2c2h?},

‘i ¢emu jedno odgovara kvazilongitudinalnim talasima a drugo
razitransverzalnim talasima.
Pomeranja (3.25), imajucéi u vidu (3.27), u prvoj ap-

vksimacijili mogu da se predstave lzrazima




X1
U = A{(Z1+Z2+Z3) 5
S C12Cssas—c’c)sb,
V = - —E—E— A(Z1+Zz+23) 25 ’ (3.€4)
Css5Cee (a2a3-s°C"bi/Cs55Ce6)
c C13Cssa2-52C1 2Dy
W o~ - i B(Z1+2,+23)

I 4
2 2122
Cs5s5Cpe (@2a3-8“C*bi/Cs5Cs54)

tako da moZemo da zakljuéimo da je U vrlo malo u poredjenju sa V
‘i W a takodje i da, u ravni ploce, vektor pomeranja gradi sa x3
osom ugao dat jednacinom

Ci12Cssas—c?cyab; .
(3.65)

Qln

Vv
tgy = 5 7 —
C13Cge@,~S C1 20

Zamena (3.63) u (3.65) dovodi do

s C12('h3"‘hz+5)—2C2C13h]
tgy,=- = — , _ (3.66)
Cla(hg—hz_(S)*'z‘SzC]th

gde Jje

[

. 2
§ = {(h3s~h,)?%+4s%c?h?} . (3.66)"

za manju faznu brzinu Voo odnosno

s ci12(h3—h,-8)-2c?c)3h,
gy =- 2 , (3.67)
C1 3 (h3—h2+(§)+252C12hl

za vecu faznu brzinu v,;. MnoZenjem (3.66) sa (3.67) moZemo da
proverimo dobro poznatu ¢injenicu da je tgy;-tgy.=-1 to jest

da su vektori pomeranja koji odogvaraju brzinama v; i v, medju-
sobno normalni. Koji e od njih da odgovara kvazilongitudinalnom
talasu a koji kvazitransverzalnom zavisi kako od lea izmedju
vliakana 2¢ tako i od ugla koji talasna normala ‘gradi sa osom xXj.

Iz (3.66) dobijamo

ci3(hs-h,=8)+2s%c,,hi+c,, (ha—h,+8)~2c?c;3h,

tg (a=y1)=scC - '
c?{ci3(h3=h,=8)+2s?c,.h,}-s5?{c,,(hs3~h,+8)-2c?c,3h,}
(3.68)

a iz (3.67) dobijamo

Ci 3 (h3“h2+6)+282C1 >hy+cy (h3‘h2"6)“2C2C1 3hy
tg(a-yz)= sc =
Cz{Cl 3 (h3—‘h2+6)+252C12hl}“Sz{clz (113"1'12“‘6)"2C2C1 3h1}

(3.69)

i

~l/tg(o-y1),
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gde je o ugao koji talasna normala zaklapa sa x3; osom.

U slucaju granic¢ne vrednosti dugih talasa, kada kh=9w,
funkcije hiperbolic¢kih katangensa mogu da se zamene jedinicom i
disperizona jednacdina (3.50) daje isti izraz, (3.55) ili (3.56),
kao u sluc¢aju antisimetrinog moda Sto daje Rayleigh-eovu talasnu

brzinu za slucaj anizotropnog materijala koji se razmatra.

3.3, JAKA ANIZOTROPIJA 1 NEEKSTENZIBILNOST

U prvoj glavi istaknuto je da materijal ojacan dvema
familijama neekstenzibilnih vlakana, moZe da se posmatra kao
granic¢ni slucaj materijala ojacanog dvema familijama ekstenzibi-
1nih wvlakana kada y;»> i yeg?*> uz a, a. e,..»0 i b. b. e,.»0 na ta-

i 73 Tij i 73 Tij
kav nac¢in da (1.52) i (1.53) budu zadovoljeni. Iz tih izraza
moZzemo da zakljucimo da, u grani¢nom procesu, materijalne konsta-

nte y3 i ys mogu da budu saZete sa naponima reakcije Ta i T Ma-

terijalna konstanta v, je uvek zajedno sa dominantnim izrazom
2y1+Ys koji je u slucaju jako anizotropnog materijala znatno vedci
od jedinice. Dakle, moZemo da zakljudimo da ukoliko usvojimo
Y2=Y3=Ys= O necemo da izgubimo znac¢ajne informacije u granidnom
procesu. Materijal koji ima dve familije jakih, skoro neistegljivih,
vlakana zvacdemo jako anizotropan materijal.

Ako sada uporedimo materijalne konstante (1.56) za ani-

zotropni materijal i (1.58) za neekstenzibilni materijal dobicdemo
Ci1= airi, C12= &1z, Ci13+= al;l

Cro= az22+ 2 sin"¢ (2Y1+Ye),

Cp3= a@Qz3a+ 2 sin2¢cosz¢(2Y1+Y55, ' (3.70)
C33= aszs+ 2 cos'¢(2y1+Ye) ,

Cuy= a@uy+ 2 sin’¢cos®¢ (2y1-Ye)

" Css5= A&ss,y Cpse™= Aeé s

a konstante (3.7), u poredjenju sa (2.38) 1 (2.43), postaju

B i e T T s
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1, = 8+ 2sin’¢[2y1 (s’sin’¢+c?cos?¢) +y, (s?sin¢-c2cos?¢) ] /acs,

. ' (3.71)
13 = 83+2 cos?¢[2y) (s’sin¢+c?cos?¢)-ve (s’sin’d-c?cos?¢) ] /ass,
>, = b1+ 8yi1sin’¢cos?o.

[zraz za a, dat sa {(3.10), sada postaje
1= : Cs5Cggdazds— s?c?b?

~ 2 .
= assagedsdi—s’c?bi- l6b1ylszc251n2¢cosz¢ .

+ 471 (assd,cos’d+tassdisin?¢) (s?sin’¢+c?cos? )
+ 2Ys (assdrcos?d~assdisin?®¢) (s?sin?¢p-c?cos?¢)

+ 4sin’¢gcos?P (4yi-vE) (s?sin?¢-c®cos?¢)? (3.72)
va“—pvz[52a22+auu+c2a33+2(2yl—y5c052¢)(szsin2¢—czcosz¢)+8ylc2cosz¢]
+(52822+C2aqu(Szauu+Czaaa)—52C2(a23+auu)2

+8y1c? cos?¢[(s?aza+c?a,y) cos?d+(s?ayy +cza33)sin2¢—2&Q3+aszzshf¢]
+2[(s?az2+c?ayy) (2y1-vs) cos®¢r{s?as,tciass) (2y,+ys) sin® ) (s?sin?¢-c?cos?¢)

+4 sin®¢cos®¢ (4vi-v2) (s?sin?¢p~c?cos?¢) 2.

a jako aﬁizotropan materijaly;>>1 a y¢ moZe da bude veliko ali ne
wZe da raste brZe 2v, jer iz fizickih razloga Cyq U (3.70) ne
wZe da bude negativno ¢ak ni za neekstenzbilne materijale.Iz
ih razloga moZemo da zakljucimo da v, moZe da reprezentuje jaku
nizotropiju samostalno tako da u granic¢nom procesu, kada jako
nizotropni materijal transformisSemo u neekstenzibilni, necdemo da
.zgubimo znacajne informacije ako usvojimo ye=0.

Da bismo analizirali ponaSanje jako anizotropnog mate-
‘ijala i poredili ga sa rezultatima dobijenim u drugej glavi za
eekstenzibilni materijal uveScemo mali materijalni parametar

<<l da bismo opisali veliku konstantu Y: na slededi nacin

yi1 = d/e? . (3.73)

z (3.70) i (3.71) sada mo¥emo da zakljudimo da su Cr», C23, Ci3,
sy 1 by reda 1/e®* tj. 0(l/e?).

Sada ¢emo da definiSemo simbole reda velid¢ine zbog nji-
ovog posebnog znafaja u preostalim glavama ove disertacije. Re-
enja u problemima mehanike Cvrstog tela mogu da zavise od ko-
rdinata, recimo x,, X, X3, t i takodje od razlic¢itih parametara.

edan 1li viSe parametara mogu pogodnim definisanjefh, da se sma-
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traju zanemarljivo malim u perturbacionim resenjima. PonaSanje
reSenja razmatramo kao zavisnost od takve-perturbacione velicine
pri ¢emu koordinate i druge parametre smatramo fiksnim. Dakle,
teZnja nam je da opiSemo na koji nacin se ponasa funkcija f (g)
kada & teZi nuli. Postoji viSe mogucih opisa sa razliditim ste-
penom preciznosti. Najc¢esde koriscen je onaj u kome se opisuje
kvalitativno brzina kojom granic¢na vrednost teZi u poredjenju sa
nekim skupom uporednih funkcija. To su funkcije koje su toliko
poznate da njihovo granidno ponasanje moZe da se smatra poznatim
intuitivuno. Simbol O ("veliko O") se koristi ako poredijenje fun-
kcije f(e) sa nekom uporednom funkcijom g(e) pokazuje da odnos
f(e)/g(e) ostaje ograniéen ako e+o. MoZemo da piSemo’

f(e)

f(e)=0[g(e)] kad e»o ako je lim ()

€*0

= A<, (3.74)

Simbol o ("malo o") se koristi ako taj odnos teZi nuli to jest

. )
2

f(e)
g(e)

f(e)=o[g(e)] kad e+o ako je lim (3.75)

£+0
Usnadoj diskusiji ¢emo da naglasimo koriscenje O simbola. Fun-
kcija f(x), koja zavisi od parametra ¢« , ima asimptotskih(stepeni)
red

[e0] n
f(x) = I fn(x)e , \ (3.76)
n=o

koji vazi kada e€»o, ako za svako N imamo

N-1 n N
f(x) = £ fn(x)e + O(e) , €~o. (3.77)

n=o0
Pretpostavljamo da ovaj rezultat vaZi uniformno za svako x u nekoj
oblasti. Osnovna osobina asimptotskih redova je da je ostatak ni-
Zzeg reda od zadnjeg upotrebljenog ¢lana. Druge osobine simbola
reda velicd¢ine 1 asimptotskih redova mogu da se nadju u knjigama
VanwDyké¥a (1975) i Erdélyi-a (1956). ' - DA

Ve¢ je pokazano, u izrazu (3.42), da moZemo da piSemo:

c X LA} X3
) 11 -
D=f121+f2%2+ £343= —— pi p3 3 (3.78)
s7c Ds l 1 1 1,

gde je-




04 .
]’.‘OL=(SZC5 5LOL+C2C5 5NOL+C1 1a1NOLLOL/MOL) fa. (3.79)

Ovaj oblik je veoma pogodan za analizu ne samo disperzione re-
lacije ve¢ i pomeranija (3.25) i napona (3.29). Da bimo analizi-
rali pomeranja i napone potrebno je da znamo kako moZemo da iz-
razimo r, za razlicito fa kao funkcije od pé. KoriScdenjem (3.5) 1

(3.11) lako je pokazati da, kada .je fa:l tada Jje

. 2 2
r,=CssCes (s°crz2+c’c) 3—9V2)p§+[~05 sCee (S'bzas+c?bra,) +

2 .2
+C11CssCesay (a+az)+s’c?by (Ceeby+Cssbi))-c) a2 /Pé: (3.80)
kada je f =M /N_ tada Jje
] oMy /N, )
_ 4
ra-Cllcsscsepa+{Cl101205581"C11C5506633+C2C11C55b1—
2y _ 2 : ¢
Cc“b, (cs55by Cssbz)}Pa +cya) (c?cysby-cyc55a3) (3.81)
i, kada je £ =M /L tada je
a ol Ta
- 4 o >
ra—Cl1Csscsspa+{crucl3C6631_Cl1055C66a2+5?cx1C66b1+

+Szb3 (Cs 5b3"C66b2) }Pé'*‘cl 121 (52C1 zbl"'cl 3C65a2) . (3.82)

3

3.4, PROIZVOLJNI PRAVAC PROSTIRANJA

Kod jako anizotropnog materijala zadovolijen je izraz
(3.73) pa su, pod pretpostavkom da je fazﬁa brzina 0(l), izrazi
az ‘1 as 0(l/e?)dok su izrazi a,, bz i b; O(1). Iz (3.72) je lako
zakljuditi da je izraz za a O(l/e"”) za bilo koji pravac prosti-
ranja sem u sludaju kada s?sin’¢-c?cos’¢~o, to jest kada je pravac
prostiranja u okolini normale na jednu od familija vlakana. Taj
poseban slucaj demo razmatrati u slededem odelijku, a pod proizvo-
ljnim pravcem prostiranja cemo podrazumevati bilo koji pravac koji
nije normalan na jednu od familija vlakana. Sa gornjim pretpos-
tavkamé iz (3.9) moZemo da =zakljucCimo da Jje jedno refsnje za p?
reda Jjedan (0(1)), kada zadqj§ dva sabirka postaju dominantna
tako da oni treba da se sloéewhporedjivanjem, dok su preostala
dva reSenja za p? reda 1l/e?, kada prva tri sabirka u (3.9) posta-
ju dominantna tako da oni treba da se sloZe uporedjivanjem.Prema

2

tome res$enja za p° mogu da se pisu u sledecem obliku
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p? = a, {1 + 0o(e?)},

pz/a = %{az+a3 + v&az+a3)2“4a/cssces}+ o(l) = (3.83)

l —_
= §{a2+a3+ \/(agg"az)2+4SZC2b§/C55C55}+ o((1l).

Ovi izrazi jasno pokazuju da su p}, p3 i p% realni i da p} ne

mozZe da se izrazi u obliku (3.83)2 kada se talasna normala pribliZi

normalirna jednu od familija vlakana jer je tada a=0(l/e?) tako
da izaz u velikoj zagradi za p3 postaje O(l).
Dakle, ako iskljuc¢imo gore pomenuti izuzetak, iz (3.80)
dobijamo
r;= —-c;a + 0(1/e?)
rzzcssces{(32012+CZC13‘OV2)P%+[”Szbaaa‘czbzaz+cl181{az+aa)+
+s%2c?b, (by/css+bs/Ces) J~Cr1@21a8/Css5CsePa}t+ O(L), (3.384)
r3=c55c66{(szclz+czcl3—pV2)p%+[—szb3a3—c2b2ag;cllal(a2+a3)+
+s?c?b; (by/css+bs/Css) ] ~Cr1a@12/Cs5Cesp3t+ O(1),
iz (3.81) dobijamo )
ry= cij,aii{-cssbias+c’®b,b;+ 0(1)1},
Ir2=C11Cs5CssP5 (Pi—as+c?by/cee) + O(1/e?), (3.85)
r3=C11Css5CesD3 (Pi-as+c?by/ceg) +0O(1/e?),
i iz (3.82) dobijamo
r1 = criar{-cssbraz+s’bsb,+ 0(1)},
r; =C11Cs5s5CespP3 (Pa-az+s?by/css)+ O(lfe?), (3.86)

rs =C;1Css5CeeP3 (Pi-az+s?b;/css)+ O(1/e?).

3.4.1. ANTISIMETRICNI MOD PROPAGACIJE

Kada posmatfamo antisimetric¢ni mod propagacije disper-
ziona relacija (3.50) mora da bude zadovoljena. Elementi prve
vrste u determinanti (3.50) imaju, prema (3.49), aproksimativne

izraze u slededem obliku’
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1= -cfiai{a + 0(1/e?) }tanh khpi/p1, (3.87)
2==C11Cs5Ce6 {ps (—pv pi+sicesas+c’cssaz—criaiaz—criaas—2sc?y)

.2 )
+c11a21a/Cs55Cs 60 (19 }tanh,khpz/pz ’
e . { 2(_ 2.2 2 +e2 _ _ ey D e 22
3 C11C55Ce61P3 PV pP3I+s Cegga3ztC Cssar—Cy1a;a~-Cc114,a23-28“c“b)

+ci11a1a/Cs5Ce+0O(1/e?) Jtanh khps/ps.

orisScenjem izraza (3.37)dolazimo do disperzione relacije u sle-
ecem aproksimativnom obliku

tanh khp,

114 =
P1

= [dp§-szc56a3—c2c55a2+252c2b1+0(l)]————~——23—tanh kh
2 .

Pi

NN e

P3—Pp

W

tanh khp:

-{dpj-s?cecar—c’cssar+2s?c?b,+0 (1) ]
2
(3.88)
Ovde treba naglasiti da su pravila za proste operacije
a simbolima reda veliCine evidentna 1 iz fizic¢kih razmatranja. Na-
rimer red velicine proizvoda (ili kolicianika) je proizvod (ili
0li¢nik) redova velic¢ina, red velic¢ine sume ili razlike je reda
ominantnog sabirka, itd. | ' i
Aproksimativna disperziona relacija (3.88) za antisime-
ri¢ni mod, koji reprezentuje talase savijanja, daje informaciju
faznoj brzini u Siroko]j oblasti tlasnih duZina.
Iz (3.71) je oc¢igledno da mozZemo da pisSemo
as= Y A,+4,, as= 2= As+ds, bi= 1o Bi+bi, (3.89)
e? e’ : e”
‘de su veli¢ine koje iznad oznake imaju crtu i simbol "“" reda

edan. Takodje moZemo, prema (3.83), da pisemo

1. - .A 1 - . ) )
p; = i; pi + p: , pi= - pi + B3, . (3.90)
-2

L T}

de su opet velicine sa crtom i iznad oznake velicine reda
edan. Prema tome, moZemo da izrazimo eksplicitnu zavisnost ap-

oksimativne disperzione relacije (3.88) od parametra e u obliku

tanh khp; . B N B B - tanh khp s
1181 = ——{[dp?-s?cgsas-c’cssar+2s’c’b+0(e?) —=
1 p3i-pj P3
tanh };1_1_:2,2_ (3'91)
4 ; - = - - . £
- [deé ’“SZC(,G a3"C?' Css A 2""252 C zbl +0O (E? )Jw———_ e } ,
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z koje je lako zakljuditi da, ukoliko je materijal idealno ne-

kstenzibilan, desna strana jednadine (3.91l) teZi nuli tako da ova
ostaje ista kao (2.17), koja je dobijena u neekstenzibilnoj teo-
iji, za koju je fazna brzina pvi= d kao i u (2.19). Za jako anizo-
ropne materijale, medjutim, kod kojih je e mala Veliéina, ali
azlic¢ita od nule, desna strana jednacine (3.91l) mora da se uzme
obzir sSto daje disperzioni karakter prostiranja talasa.

Dakle, za duge talase, za koje je kh<<e, hiperbolicki
angens moze biti zamenjen svbjim argumentom tako da iz (3.91) do-
ijamo

ciria; = d + O(e?) , (3.92)

to vodi do zakljudka da je pv? = O(e?).

ada je kh = O(e) = me iz (3.91) dobijamo

11 a1={[dp3-s?cesas-clcssa,+2s2c?b;+0(e?) ] tanh mps/mps (3.93)
~[dpi-s?cesas-c?cssar,=~2s2c?b1+0 (e2) ] tanh mp2/mp2}/ (p3-p3),
dakle pv? moZemo da izrazimo na slededi nacin

vi={ (dpj-s’ceesas—c’cssaz+2s?c’by) (L-tanh mps;/mps) (3.94)

~(dp%-s?cecas-c?cssaz+2s?c?by) (L-tanh mp2/mp2) }/ (p3-p3)+0(e?).

ada je kh = 0(1l) dobijamo

v tanh Kkhp, _ . - — -
1121 57 = — £ —{d+(s®cegaztc?cssar-2s?c?by) /| p2ps| }+0(e?),
|ps|+[p2] (3.95)

konac¢no za beskonacno kratke talase, kada kh-o«, dobijaﬁo

€2

1181 = . - 2 {d+(SZCs553+C205552—2520251)/15253I}QO(EQ)'
cr1 (pa|+|p2)) ] (3.96)

ako da aproksimativni izraz za Rayleigh—evu talasnu brzinu postaije

2 - L - - -
vi= g - < {d+(s®cseas+c’cssaz—2s°c?by1)/|paps| 50 (e¥).

C11(1531+|52l)2 (3.97)

ako je pokazati da moZemo da dobijemo aproksimativno reSenje Ray-
eigh-eve talasne brzine iz egzaktnog reSenja (3.55) imajuci u

idu redove velic¢ina. Naime iz (3.55) dobijamo
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-(d-c11a1) |p2ps|-(s’cssastcicssaz—2s’c?by)+cy1va) |pana(|pa|+]ps|)+
+0(1) = O, : ’ ‘ (3.98)
tako da je izraz za faznu brzinu sledeceg oblika
1 s?cggastcicssas—2s%c?b;

pv? = 4 - {a+ } +0 ("),
ci(psl+lp2])? |p2pa| (3.99)

§to je isto kao (3.97) imajuci u vidu (3.89) i (3.90).

Pomeranja (3.25) u aproksimativnom obliku za jako ani-
zotropni materijal mogu da se izraze, koriscenijem (3.84)-(3.86),
(3.89) i (3.90), na slededfi’ nacin

g2

— ) -, - -~ -
U=A{G, (x,)+ [s?ciz2+c’cis-pv®-(s®’biastdbrarc@iarci1a1as

Cll(ﬁ%—ég)
~s2c?b b,y /css—s?c?bibs/ces) /Pi-Cr1a1P5 /P O(EZ)]Gz(Xx)

EZ

- [s?c,,+c?c,3-pvi-(s?biasz+c’byar
. Z2_ T2 -
c,1(p3-p3)

- - 2 21~ 2 2 —2 T2 2
~c11a1a3-¢c11a1a83-s°c’bby/css—s“c bbs/cee) /P5-C1121P5/P5 T

+ 0(e?)jGs(x1)}, (3.100)
_ c?bob;-cssbsas Fl(xl), e -
v=sA{e?ay — — 5 + ———[(pi-asz+c?®b;/Cq
Csscasazafszczb% ! P%”P%
Iy (%) o _ Fo(xy)
+0(e?)) ——— —(pi-as+c?b;/cee+0(e?)) —] 1}
P3 P2
_ Szb351—C66b252 Fl (X) AE
W = cha{eg?a, ——— — S [(Ps‘az+52b1/css+
c55c66a2a3-szczb§ P1 p3-p}
Fa (Xl) _ _ - Fz (:{1)
+O(€2))—"*~“—__ “(p%—aerS?'bq/ng,‘*O(Ez)) __"""'_']}I
P P2

gde su Ga(xi) i Fa(xl) dati u (3.26). Ovi izrazi pokazuju da se
pomeranje U pona$a uglavnom kao G; (x;) a da su pomeranja V 1 W
mala u odnosu na U. U grani¢noj vrednosti neekstenzibilnosti,
kada e£-+0, dobijamo relenja ista kao u odlejku 2.2. Za jako anizo-
trooni materijal iz (3.100) je oligledno da je za ponadanje rese-

nja U dominantno ponafanje funkcije G,, dok je za ponaSenje reSenja
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vV i W dominantno ponasanje funkcije F: i I'3. MoZemo zakljuciti
je neekstenzibilno resSenje tacno do reda € za sve talasne
Yine. Pri veoma velikim talasnim duZanama, kada je kh<<e, pome-

1ja mogu da se izraze kao

U=A, V=A khsx,/h, W=Akh cx,/h , (3.101)

> je takodje bilo dobijeno u (3.54) iz egzaktnih jednalina.
Da bismo analizirali aproksimativna reSenja za napone

.29) treba dodati da saglasno sa (3.70)7 moZemo da piSemo da

Cyy= ayyt L Cuu (3.102)
2

2 Su ayy i Cusu veli&ine O(1l). Dakle koristedi (3.84)-(3.86),

89), (3.90) i (3.102) naponi mogu da se izraze na slededi nacin

o F, ~ B _ _ Fi
,=AkcosW{c11a1—- b :—E:~ [(dp%-szcsea3*C2C55a2+2SZC2b1) S
b1 p3-p3 D3
_ B - .- Fa2 ‘
- (dp3-s®cesas-c’cssa+2s’c’by) :—]+O(€2)},
. D2

=ﬁkcosW{a;[CZqu(cs5b353+cs5b252—c2b251~52b351)/(c;§cG55253—szq:5%)~

F 1 1 27 —2_T12 = 3
e ss ] =— - 7 [ccuu(pi-pitdbi/essces)
P2 P3-p2
Fsoy 1 -
— - - - - - -
+cesp3 (-pj+az+c’bi/cee) | — + = ——=—[C?C,, (-pi+pi+
€ 2_—2
P P3—pz2
_ _ o . Fo
+db1/CssC66)+C66p%(_p§+a2+c bl/css)]:~ +O(€)}'
P2

Akcos¥{ai [s?Cus (cssbias+cgebras—c’bybi1~s?bsby)/(CssCesazasz—s?c?b})

F, _
' 11 - —y =, = — =y .=
“Css] — = = —=— [s®cuy (-pi+pi+dbi/cssces) +Csps (~pitas+
P, € =2 T2
P3i—p2
25 Fa 1 1 270 ~2 =3 T -
+ s bl/CSS)] — + = :“*:“[S Cuyy (p3—pat+d b, /CssCeg) + (3.103)
€ 212 ; . Lo SR
P P3Pz
- - - - Fa
+cssps (~pi+as+s’bi/css) ] — + O(e)} ,
P2

=-A kscc,,cosy{a; (Cssbias+Cggbra,—c?b,b,-s2b,b,)/(CssCgeasas-

— Fl 1 1 — - — F3 - -
-52¢c?b?) 5T T I D= [(p§~p§+db1/cssces) — ~ (-pi+pi+
1 € p3-p? P

I, '
+db1/C55C55) ZV'J+O(E)} v

P2
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- . 1 == ar —y = -
13=—Akcsssiny{G,- :;_:;L(p§~a3+c2b1/c56)63—(p%—a3+czb1/csg )Gz |
P3I—pP2 i
+ 0(e?)},
. 1 =g = - —p = - |
12=-AkcCgesiny{G,- = _zﬂp§-a2+szb1/css)G3—(p%—a2+szb1/css)G2J
P3i—pz2

+ 0(e?)}.

PonaSanje napona (3.103) je sada lako analizirati ima-

¥

uc¢i u_vidu ponaSanje funkciije Ga(xl) i Fa(xl)' Kada je khpa=O(l/€),

to je tac¢no za a=2,3 i kh=0(l), tada je

. Xy _ _ X1 _ X1,y
~ 51nhkhpa . khp (1 E~) khp  (1+ E*)
= e . —_—
a coshkhpa !
(3.104)
X1 _ _ X1 B X1
~ coshkhpa + khpa(l 0 khpa(l+ h)
= T e +e ’
coshkhpa
u granicé¢noj vrednosti neekstenzibilnosti;tkada €->0, imamo
za |Xll<h 7 -
o za X1 =h (3.105)
-1 za xy =-h,
O i
- 2 xl<h (3.106)
o T za xy =+h.
e¢ smo videli da kada je kh=0(l), ili vece, tada je c11a1=o(€2)
ako da, je ‘
Py ~ khplxl/h i G =1. . . (3.107)-

ada je oCigledno da aproksimativna resenja (3.103) u granicnoj
rednosti neestenzibilnosti daju neekstenzibilna redenja koja su
sta kao Sto smo dobili ranije u drugoj glavi odeljak 2.3. jedna-
ine (2.21). R

Kada razmatramo jako anizotropni materijal, medjutim,
z (3.103) je lako zakljuciti da neekstenzibilna re$enija (2.21) ne
ogu da reprodukuiju ponaSanje napona za beskonac¢no duge talase,
ada je kh<<eg, 1 beskonalno kratke talase, kada je kh>>l/€,jer se

1 delovi reSenja gube u granicnom procesu koji jako anizotropni
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materijal transformiSe u neekstenzibilni materija. Stavi3e za kh<<e
naponistz,O33 i 0,3 nemaju singularnosﬁi oblika ¢ funkcija bliéu
konture a naponi ¢,, 1 0,3 su mali po celoj debljini ploce i, pre-

ma tome, nema diskontinuiteta koje smo imali u neekstenzibilnoj

teoriji.

3.4.2. SIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE |

Kada posmatramo simetric¢ne modove propagacije ista
procedura i iste pretpostavke kao one koje vode do aproksimativ-
ne disperzione jednacCine (3.91), za antisimetrilne modove propaga-

cije, daju aproksimativnu disperzionu relaciju u sledecdem obliku

Cothkhpl E-: _ _ _ B coth khEa
Cii1a; = ———{[dpi-s?cesas-c?cssar+2s’c’b,+0 (?)] €
P1 2_72 -
P3—p2 D3
(3.108) _
- - _ _ coth QEZ
-[a p%*SZCeeag—czcs5a2+2szc2b1+o(gz)]___:__E_}_
P2

Ako je materijal idealno neekstenzibilan onda desna
strana jednacline (3.108) teZi nuli tako da jednacina postaje ista
kao (2.23) koja daje faznu brzinu u obliku (2.25). MoZe da se poka-
ze da odgovarajucda pomeranja za jako anizotropne materijale imaju
oblike (3.100) a naponi oblike (3.101) gde su Fu(xl) i Ga(xl) dati
sa (3.27). Kao i 1 sludaju antisimetrdidnih modova propagacije lako
je dokazati da za granic¢nu vrednost neekstenzibilnosti, kada e+0,
pomeranja teZe izrazima (2.26) a naponi lzrazima (2.27).

Za jako anizotropne materijale kada 5e £ mala ali kona-
¢na velifina desna strana jednacine (3.108) mora da se uzme u raz-
matranje. Za razne talasné duzine imamo razne uticaje desne strane
jedna&ine (3.108). " -

Za veoma duge talase, kada je kh<<eg, funkcije coth khpa
mogu da se zamene sa l/khpa tako da jednacina (3.108) dovodi do
jedanc¢ine

011=[52c56a3+c2c55a2—2szczb1+0(l)]/p%p% (3.109)

koja je, uz korisScenje (3.37) u nesaglasnosti sa egzaktnim

3!
reSenjem (3.59). Obja3njenje ove nesaglasnosti je vrlo jednostavno.
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Kada kh»0 tada pv?® postaje veliko $to je u nesaglasnosti sa pret-
postavkama koje vode do aproksimativnog izraza (3.108). Dakle ap-
roksimativni izraz (3.108) ne vaZi za slucaj veoma dugih talasa.
Kada je pv? veliko tada cia; postaje velika negativna velicina

pa iz (3.9) sledi da su svi pi, p3 i p% veliki po épsolutnoj vred-
nosti. 3StaviZe sledi da u disperzionoj jednadini oblika (3.50)

svi Clanovi moraju da se uzmu u obzir 3to vodi do iste analize kao

u odeljku 3.2.2. Dakle, egzaktna disperziona relacija Jje data iz-

razom N
ciicssCess . . cothkhp: _ . cothkhp-?
e {rl(p3“P§)“"*~‘-* - rz(pj—pl) — +
szczDa P P2
_ cothkhps ‘
+r;(pi-pi) ——— } = O, (3.110)
P
gde su
}a: ‘OVZP&+[SZC6682+C2C55a3*011a1(az+aa—SZC%2/C11C66*C2C%3/Cl1C55)
—ZSzczbl—szcz(c12b2~c13b3f Cllcsscsdpé (3.111)

2 2 . 2 .2 2 .2 .-
—a) (s“cizasz/csetccizar/Css—2s°c“c1,C,3b1/Cs5Ce

2 2 2
—Ci1i1azaz+s“c“cii1bi/cssces) -

Kada je kh<<eg disperziona relacija (3.110) se, kao 1
ranije, svodi na (3.59) dajuéi reSenja za pv?® u obliku (3.63)
od kojih jedno odgovara kvazilongitudinalnim a drugo kvazitransver-

zalnim talasima. Pomeranja su data sa (3.64) 1 mogu biti izrajena kao
: V3

X ”
U = khAl_h_ ’
Ciz2Cssa@as—c’cyaby . »
V = —sA, , (3.112)

Cs 5c55a2a3—52c2b{'

2
Ci13Cssaz—s°cya2b;
W = —CcA; 7
CssCggazas—s-cib?

gde smo stavili A(Z2,+Z,+Z3)/khzA,. Iz (3.112) moZemo da zakljudi-

3

o da je U=0(kh) a prema (3.59), uz pretpostavku o jakoj anizotro-
3 nisu sada O(l/e") vec Q(l/e?)
Sto pokazuje da su V i W velicine reda Jjedan. Dakle, vektori pome-

piil, imenioci izraza (3.112)7
bl 4
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ranja za ova dva moda su skoro paralelni sa konturama plocle.
. Pomeranija su bila dobijena pod pretpostavkom da je |khp;j<<l.
Sledec¢i mod koji se dobija kada khp; =+ i g reprezentuje po deb-
l1jini smicuc¢i mod i to je prvi mod koji smo u stanju da dobijemo
u granic¢noj vrednosti neekstenzibilnosti. Kada kh raste do O(1l),
nedjutim, ove tri disperzione krive mogu da se prate iz izraza
(3.108) Sto pokazuje da/ fazna brzina sva tri moda naglo opada na
J(1), Sto vodi do zakljucka da je tada ci1:1a:1=0(l), tako da vazZi
aproksimativna disperziona relacija (3.108) Sto ima za posledicu
ia je

cot khqg:

cii1at = 0O(e), (3.113)
di1

yde Jje
qi = - pi, (3.114)

za kvazilongitudinalni i kvazitransverzalni mod, dok je

= cotkhqa i

c11a; — = 0 , (3.115)

qd1 {

;a po debljini smifuéi mod. Prema tome u granici neekstenzibil- -

josti, kada €20, jednadine (3.113) i (3.115) postaju iste i mi

1ismo u stanju da napravimo razliku izmedju ova tri moda. ReSenje
jednacine (3.115) je dato izrazom (2.24) sa faznom brzinom datom

sa (2.25). Iz (3.113) je oligledno da za kh=0(l) dva fundamentalna

noda mogu aproksimativno da se predstave sa (3.115) jer je desna

strana jednacdine (3.113) reda € . Videli smo u (3.100) da se U
>onaSa kao lex) i da suV i W male velidine u poredjenju sa U.

Za jako anizotropne materijale kada je € mala ali kona-
‘na velic¢ina i kh=0(1l) iz egzaktnih jednac¢ina (3.1lo) ili (3.1l08)

1wzemo da dobijemo aproksimativne izraze za faznu brzinu u obliku
2

CcC11T
wi= da +
4k?n? ‘ | -
Ce 1 _ o _ ___coth &%Bi

-2t == {[s%cesas+tc’cssaz—2s%c?bi-dpi] ,

2 2 -
P3~p? ps - (3.116)

_ _ 3 __coth kip‘

~-[s?cesastcicssar-2s?c?b,-dp} | ———r

Pz

:0ja se u granic¢noj vrednosti, kada €0, slaZe sa reSenjem (2.25)

ra n=0 . ResSenje (3.116) ne vazi kada kh»>0 posSto bi to imalo za
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)sledicu da je pv’»® 3to je u suprotnosti sa pretpostavkama koje
. dovele do (3.108). ReSenje takodje ne vaZi kada kh»+e jer bi to
dilo do vrednosti pv?<d 3to bi opet bilo u suprotnosti sa pret-—
rstavkama koje su dovele do aproksimativnog izraza (3.116).

U slucaju kratkih talasé,kada je kh>>1/¢, sve pretpos-—
.vke koje vode do aproksimativne disperzione relacije (3.1l08)
t ispunjene. Za neekstenzibilni materijal smo videli da, za besko-
.&no kratke talase, pv? teZi asimtotski vrednosti d. Kada je u pi-
«nju anizotropni materijal, medjutim, postoji presek disperzione
‘ive sa pv?=d Sto ima za posledicu da sa porastom kh veli&ina p%
ystaje pozitivna. Da bismo pokazali ovo pretpostavicdemo da postoji
zna brzina manja od /d/p. U okolini preselne tadke mo%emo da pi-
Buile)

pv? = d-§ - » (3.116)
le je &6 mala velic¢ina. U tom sluc¢aju je ciia1=§ pa ako (3.9)

ipisemo u obliku

‘{(pz—a2+szb3/c11065)(pz—a3+c2b%/c1¥css)—szcz(bl—bzbuéll)9c55c65+

+a; (a,+az;-p?) }t-a;dajras-s?c?bi/csscee) =0, (3.117)

tko moZemo da pokaZemo da je

5 ajsasz- s?c?b}/cssCs )
R . +O((S )I
oC . . .

V1 (a,-s?by/cy,Cqe) (@a3—C?by/Cy1Ceg) —s°c?(by-bybi/cqy )7

(3.118)

)k su p3 i p3 redenja jednadine

»2-a,+5%b3/c11Cg6) (P2-as+c?bd/ci1Css)=s?c? (by-bybs/cy1)? /Cs5Ce6+0 (8D
(3.119)

Ukoliko, kao i ranije, pretpostavimo da je aj;>a,=0(1l/e?)

Wda moZemo da zakljudimo da su pi i pj pozitivne velicine i da je
.2

p%<a2—5 b%/C11C56, (3.120)

-~ 2 2

pi>az-c?bji/ci11Cs5s -

Za jako anizotropne materijale za koje je ¢ mala ali
>nafna veliéina,uzimajucéi da ¢§-o,1iz (3.108) lako dobijamo prese-
1 tadku izmedju fundamentalnog moda i pv?=d , recimo khi' u ob-

Lku
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1 cii(lpsl+lp2 1)
€

<h, =

+ 0(1), (3.121)

.(Szcé553+czcs552“252025ﬂ/‘5253++d
>dakle je oligledno da postoji samo jedna presecna tadka za khi =
J)(1/e). Prema tome neekstenzibilna teorija ne moZe da predvidi ovaj
>resek, jer kada e->o tada khi+m. Za vrednosti kh>khi fazna brzina
yv?<d pa su sve pé(a=l;2,3) pozitivne velic¢ine i u granicnoj vred-
1wosti kada k@+w fazna brzina teZi istoj velic¢ini kao za simetri-
‘ni mod (3.57) koja je Rayleigh—-eva talasna brzina za anizotropni
raterijal.

Aproksimativni izrazi za pomeranja i napone su dati sa
(3.100) i (3.103) respektivno gde su Fa(XI) i G, (x1) dati sa

(3.27) . Ponasanje pomeranja i napona jako zavisi od ponasanja fun-

icija F_ i G . 2Za kh = 0(1) p3 i p3 su O(lL/e?) tako da moZemo da
»isemo
*1 X1 X1
L cosh khpa—h— _ —khpa(l_ —h—) +e_khpu(l+ -—h-) (3.122) :
a  sinh khp - € ' = . i
S n X1 ~khr - X1y L X1 ;
L sinh khga ho N khpa(l kl—e khpa(l+ h) E
To sinh khpa - T (a=2,3) :
>a U granici neekstenzibilnosti, za €7o, imémo' ;
(0 za |xi|<h , (3.123) 3
Fa - i 1 za x1=ih, 5
za |x1]|<h,
G = 1 za X; =h, (3.124)

o

-1 za Xl—“h.

”

I toj oblasti talasnih du¥ina p} je negativno pa je

cos khql%%
Fr/pr= - :
q:sin khqg: ' {(3.125)
sin khqg) %%
G 1 =
sin khg;

akle, kada khgi»n/2 S$to odgovara po debljini smic¢udem modu, u
ranici neekstenzibilnosti, za kh=0(1), iz (3.100) i (3.103) dobi-
amo 1ista refenja kao 1 u neekstenzibilnoj teoriji, koja su data
a (2.26) i (2.27), kako je i ranije napomenuto. Za dva fundamenta-
na moda, koji odgovaraju slucaju kada je khqg;<<l, izrazi (3.125)

ogu da se napisu u opliku



Fi/p1 = -1/khqi+khx%/2h*-kh/6,

a iz-(3.103)l mozemo da zakljuéimo

+0,011 ostaje konacd¢no osim za A=0,

76.

Gz x,/h (3.126)

da na konturama x;=+h, za

Sto daje tirivijalna resenja,

1i za p3p3i=0(1l/e?), &to je zadovoljeno samo za specijalne prav-

e prostiranja tj.

‘amilija vlakana.

s

w5 PRAVAC PROPAGACIJE NthALAN NA

U prethodnom odeljku smo
zraz za a u (3.72) 0(l/e*) za bilo

e pravac propagacije blizu normale

kada je talasna normala normalna na jednu od

JEDNU OD FAMILIJA VLAKANA

videli da je, za v =0(l),
koji ugao propagacije sem kada

na jednu od familija wvlakana.

laime kada je s’sin®’¢-c?cos?=0(e), ili manije, zadnji sabirak u (3.72)
ostaje O(l/ez),ili manji}éto ima za posledicu da je a=0(1l/e?).

ruga moguénost da izraz za a postane O(l/e?) je kada ugao izmedju
‘lakana teZi vrednostima 2¢~o ili 2¢»m, ali to bi znaCilo da sehma—
.erijal ponasa kao materijal ojaan jednom familijom vlakana Sto

‘i vodilo sli¢nim rezultatima onima koji su dobijeni od strane *
| (1982) (1935) .

adrzimo nasu pazZnju na prvo] moguénosti. Dakle kada se

reen-a i Green—-a i Milosavljevic-a Mi cemo ovde da

pravac
ropagacije pribliZava normali na jednu od familija vlakana kao
osledicu imamo da su dva od redenja za p? u (3.9) reda jedan, kada
oslednja tri sabirka postaju dominantna i medjusobno uporediva,

ok je preostalo reZenje za p® reda 1/e¢?, kada prva dva sabirka

ostaju dominantna i medjugsobno uporediva. Pretpostavimo da jJe
‘elacija .
szsinahc?coszéz 0, (3.127)
.adovolijena. Tada zamena (3.73) u (3.71) vodi do izraza
a,= 8d SZCh’/CSBEZ‘*‘az
as;= 8d s"c?/cgsc?+as, (3.123)
b= 8d s?c?/e? +b,. '
z(3.72) dobijamo
= 8ds’c? (s?cgsl,+Cc Css83-25%C?b,) /e’ +CgsC68,8;5-5%c?bY, (3.129)

ako da se izraz (3.9) svodi na prostiji oblik dat jednacinom
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2
E7Cs55Cs 6

ds?c? ( 6 w2l 2 A 2 a 2 21
- p +dp ' -p°dai1+ts CgedrtCCssasz—2s“°c b~
22C55C65 8dSZC2 . ) . .
“(Czbziszba)2/011+O(€2)]+al[Szcs532+C2C55§3—28202b1+
+ 0(e?)]} = o. (3.130)

wa reSenja za p? su 0(l) i predstavlijaju reSenja jednacine
p*-p?[dai+s?csed,+cicssds—2s2c?b-(c?by-s?bi) 2 /ey |+

+a; (s?cggdo+c?cssd3-2s°c?b;)=0(c?), o~ (3.131)

'iji koreni zadovoljavaju relacije

(pi+p3) = da1+szc56é2+czcs5§3—25202£1—(c2b2—52b3)2/011+0(52),

- pi pi= ax{52055§2+0205533—25202gx+ O(e?)}, (3.132)
ok Jje trece resenje dato sa

3= 8s?c?d?/csscepel+ O(l) = p3/e?+ 0(1). (3.133)

¢igledno je da u granici neekstenzibilnosti, kada €-+0, (3.131)
ostaje isto 3to i (2.45) dajuéi iste vrednosti za pf i p% dok

e trede reSenje pj>=. Sada je lako dobiti aproksimativne izraze

a (3.80Fy-(3.82). Dakle iz (3.80) dobijamo S
2 .2 ’ :
20118d5 C {EZCSSCGG (szc12+czcl3—pv2)p2~e(czb2—szb3)/c11+
a 2 Y 3 2.2 o
» € 8dc,18°cC

+a,d ~dpipi/p +0(e®)}, (3.134)

z (3.81l) dobijamo

8ds?c? 2 Cs55Csp “

o 1t te p*+ep?+a;(c?ciz-s?c,,)+0(e?) }, (3.135)

e? 8ds?¢c? ¢ o
ok iz (3.82) dobiijamo

8ds ’c? 2 C55Cg6.,.u f 2 2 2 2
=c;;——{¢ 2 p*-epf-a, (cfcy3-s°C,,)+0(e?) }. (3.136)

o 2 2 2- QO a

£ M8QS c
zraz (3.49) ima slededi aproksimativni oblik

2 .2 ]

o =C1 8ds € (. 2855866 pvip'—(e?/c,,-da,)p’~-da, (pi+pi-a,)

e? 8dc,,;s%c? o o

- ER (e (byte,a) -5 bave,;) 40 (7)) tanhkhpg (3.137)
| s ‘ P
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predstavlja koeficijente prve vrste u determinanti (3.50) za

itisimetricéni mod propagacije, dok su odgovarajucdi koeficijenti
prvoj vrsti determinante (3.50) za simetric¢ni mod dati izrazom
2 8ds’c? (
D

2 Cs5s5Cge - 2

= C +e pvip'-(e?/cy,1-da;)p’-da; (pi+ps-a;)
* e? 8dc,:s%c? o @ o
ea cothkhpa
—-ET%[CZ(b2+C13)*52(b3+012)]+0(€2)}'—-5~—-. (3.138)
“a

.5.1. ANTISIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE

Antisimetri¢ni modovi propagacije imaju disperzionu re-

1iciju oblika (3.50) pri c¢emu su r, dati u aproksimativnom obliku

itom sa (3.137). Dakle, uz koriscenije (3.133), disperziona rela-

tja ima sledeci aproksimativni oblik
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t0liko je materijal neekstenzibilan, t3j.e~0, onda zadnji sabirak
veliko]j zagradi disperzione relacije (3.139) postaje nula tako
1 ova, imajucdi na umu (3.122),postaje ista kao (2.52) koju smo
>)pili u neekstenzibilnoj teoriji. Kod jako anizotropnih materijala,
:djutim, kod kojih je € mala ali konacna veli&ina moramo da razma-
ramo 1 pomenuti sabirak u (3.139) posebno za veoma duge talase za
>je je kh<<eg jer tada ovaj sabirak poétaje velic¢ina istog reda kao
prva dva.

Prema tome u slucaju veoma dugih talasa, kada je kh<<g,.
lperbolicki £angens mozZe da se zameni svojim argumentom pa iz (3.139)

>bijamo

3. - -y . ] .
S11C55C66P3 (p2-pi)kh {-dpv?/ci1,+0(e?)} = O, (3.140)
s?c?Dyde '

-0 pokazuije da je pvi= 0(e?)
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Kada je kh=0(eg)= me iz (3.139) dobijamo

e?/ci1+da=(dpv?/cy,-e? /¢, ,+da,) tanhmp,/mp3+0(e?), (3.141)
ako da fazna brzina moZe da se izrazl u slededem obliku

pv2=(d-e?/d) (L-tankmps/mp3) +0 (€2)=4s2c2csscee(l-tanhmps/mp;) /d+0 (e2) .
(3.142)

ednac¢ina (3.142) wvaZi od kh»o do kh=0(g) i pokazuje da u toj ob-

asti talasna brzina raste od nule pri kh=0 do vrednosti
ov? = d - e?2/d , - (3.142)"

a kh = 0(1) pri ¢emu m>». Ovaj deo disperzione krive je bio izgu-
ljen u neekstenzibilnoj teoriji i bio je transformisan u diskonti-
ualni skok od pv?= O do vrednosti date sa (3.142)’ koja je ista

A0 ona koju neekstenzibilna teorija predvidja za kh->0 (videti
ednac¢inu (2.54)).

Kada je kh = O(l) iz (3.139) dobijamo jednacinu

\
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e (p3-pf){d?~e?+0(e?)}/|psl, (3.143)

oja u poredjenju sa disperzionom jednac¢inom dobijenom u neekste-
zibilnoj teoriji ima korekciju reda e«.

Za veoma duge talase, kada je kh>>1/e, tanh khp: 1 tanh‘khpz f
ogu da se zamene jedinicom tako da (3.143) daje isto re3enje kao
neekstenzibilnoj teoriji (2.57) ¢ija je tadnost do O(e?). Egzak- i
no resSenje za Rayleigh-evu talasnu brzinu moZe da se nadje iz je- '
nac¢ina (3.55) 1ili (3.56).

Pomeranija (3.25) u aproksimativnom obliku za jako ani-
otropne materijale, uz korisdenje (3.132)-(3.136) i (3.128)

ogu da se dobiju u sledecem obliku
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e su G, 1 F_, funkcije date u (3.26). U grani&noj vrednosti ne-
stenzibilnosti resenija (3.144) daju resSenja (2.58) odakle moZemo
zakljuc¢imo da je neekstenzibilna teorija tac¢na do O(g) za 8Sirok
seg talasnih duZina. Za beskonac¢no duge talase, medjutim, Fi3/p3
stoje O(kh) a ne O(e) tako da u izrazima za V i W (3.144)2'3
lovi koji sadrZe I'3/p3: postaju istog reda kao i ostali tako
treba da se uzmu u obzir pri izraéunavanju‘gomeranja.
Naponi (3.29) u aproksimativnom oblikﬁ, za jako anizo-

opni materijal, mogu da se izraze na sledeCi nacin

Cia

C 2b 2— S Zb

11 = }—\kcosw

{[epi+a (c? Cla”szclz)]“‘l -
P,

!

3

D

2 ((;:zb2 ---szbj ) (pV 2"252C2C5&055/d) (03-p¥

2 _ 2l — o 2} / .
c 11[?2 a,+e(c?b, -s Da)/dclu

P
-7 [ep%+a 1 {c?c;3—s?c 12)] —Zp +¢
2

W

+ O(Ez)} I

s~
zzzikCOSMM2z1{[P%* c,,(c’c,3-s sz)(pz a )] *J._
C,,(c?b,-s%by,)

-z [pi ciy(e? C23 s’cy,) (p2-a )] __2_ + ]: p? Czciﬁcjﬁ‘(,p%-—Pj)/dCZL g; +O () },
C,, {c™by—s?by) £ p?-a,+e(c?,-s2b,) /dc;, p,

— 2 —_—e 2 ;
s =Rkeos ges ([ pi- S11€7€2a75%Ga) (g ay) Eu o
. C;A31 (CZ bz‘_szba) 1

c2[ pi- SlETCarsTery) (pra )] K2

p2 S?CqsCep (PF-PE) /de,, _3,4,0(6)}’
Cj (€,~52b,y)

pi-a,+e({c?b,-s?b,) /dq | p,

+ &
P2 €

- - . 2_n2 ;
12 3=Rkcosy{sc % p3 CssCsslpzpi) /d L2 +0(e)} o (3.145)

ID%“a.1+e(Czb2"szb3)/dC11 Pj



81.

Ci11

(pi-ai) ]G,

T1a3=—-Accsssinp{[1 - SR (pi-a1) G~z [1-
' c’b,-s’bj

c?by-s2b3y

2 2_ 2
2¢ css (paop1)/d — Ga+ O(e?)},
ps-ai+e(c?ba-s?b3) /c11d

712=—-Asceesiny{[1 + Zll (P%“al)]Gl“Z[l+’_Eil”_* (pi-a1) ]Gz
C2b2—52b3 C2b2—52b3
2 2 .2 -
2s°cee (p2—-p1)/d G3+0(e2)},

ps~a;+e(c?b,-s2%bj) /ci1d

jde je Z dato sa (2.60) i, uprkos tome S5to su c33, C22 1 C23 svi
d(1/€?), za pravaé propagaciije normalan na jednu od familija vlia-
<ana, tj. kada je (3.127) zadovoljeno, u saglasnosti sa (3.70)
iobijamo '

c?ca3-s%cya= c?aza-s?as2+0(e?)
, (3.146)
c?cs33~-s?cyr3=c?ajz3-s?ay3+ O0(e?).

Tunkcije Fa(xl) i Gu(xl) su date sa (3.26) kao 1 ranije. U gra-

1ici neekstenzibilnosti ponasanje funkcija Fi3(x:1) 1 Gi3(x:,) Jje
, ) .

ijato sa QB.lOS) i (3.106) respektivho a aproksimativna resenja
(3.145) postaju ista kao (2.61) za neekstenzibilni materijal. Kada

iporedimo (3.145) sa (2.4) moZemo da zakljucimo da 3je TB=O dok se

Ty ponasa prema sledecoj relaciji

TA =

m 1

_ . 2 _ .2
p} Cs5sCes (p27pl)/d L 4 o(e) (3.147)
pi-a,+e(c?b,-s%bj) /ci:d P

W
5to u granici neekstenzibilnosti prelazi’ u singularnost oblika

dirac—~ove § funkcije. Integracijom po gornjoj polovini debljine
>loC¢e dolazimo do izraza

h 2 2 h
fTAdX1 _ CssCes (P2—pi)/d Ga, | (3.148)

o p3-a;+e(c?®b,-s%bs) /cnd o

03i, uz ‘*kori%cdenije (3.lo04), pokazuje da opteredenije LA nastaje‘%
conturnom sloju debljine 0O{(g). Za beskonac¢no duge talase, medjutim,

cada je kh<<g idzraz (3.147) daje
.2 2 2
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sloju ne postoji a to neekstenzibilna teorija ne moZe da predvidi.
ovo jé'u saglasnosti sa ranijim zakljudkom da u grani&nom procesu
gubimo sve informacije o ponasSanju reSenja pri veoma dugim tala-
sima, kada je kh<<eg, kao i pri veoma kratkim talasima-kada je
kh>>1/e. Kada je kh = O(l) i e~»o lako je dokazati da su (3.148)

i (2.59) ekvivalentni izrazi.

Dakle, opet je oligledno da res3enja za neekstenzibilni
materijal mogu uspefno da reprezentuju ponafanje jako 'anizotrop-
nog materijala samo za kh=0(l). Za kratke i duge talase mora da
se koristi teorija grani¢nog sloja da bi se dobilo ponaSanje faz-

ne brzine, pomeranja i napona.

3.5.2. SIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE

Za simetric¢ne modove propagacije ista procedura i iste
pretpostavke kao one koje vode do (3.139), za antisimetric¢ne mo-
dove propagacije, ¢e dati aproksimativnu disperzionu relaciju sle-
deceg oblika

Y cothkt
Lda%“eaLC”(b2+013)/C11+83152(b3+Clz)/C11“e%ﬁ/cn"daﬂﬁ*o(€%]~*——JR£

P2
-{dai-eaic? (ba+ci3) /o ﬁealsz(b3+Clz)/Cll‘ezp%/Cl1“daxp%*0(€2{]99~§{~EL'*
khps
= —e(pi-pi) [dpv®/ci1-e?/c11+da+0 (e?) ] coth —¢ (3.150)
o Ps3

Ukoliko je materijal idealno neekstenzibilan desna st}ana jednacine
(3.150) teZi nuli tako da ova jednalina postaje ista kao 1 jednaci-
na (2.53) dajucdi faznu brzinu kao funkciiju od kh. MoZe se pokazati
da odgovarajucda pomeranja za jako anizotropne méterijale imaju ob-
like (3.144) a naponi oblike (3.145) pri &emu su Fa(xl) i Ga(xl)
dati izrazom (3.27). Kao i u sluc¢aju antisimetric¢nih modova propaga-
cije lako je dokazati da u granic¢nom sluCaju neekstenzibilnosti,
kada €-0, pomeranja teZe ka (2.72) a naponi ka (2.73).

za jako anizotropne materijale, kada je ¢ mala ali kona-
¢na velicina, iz (3.150) moZemo da zakljucimo da desna strana ne pre-
lazi O{(c). Dakle do O(eg) disﬁerziona jedinac¢ina (3.150) je ista kao

(2.53) koja je bila dobijena za neekstenzibilne materijale. To je
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ako pokazati koriZdenjem (3.132). Prema tome do O(e) disperziona
relacija (3.150) vodi do fazne brzine (2.64) za beskonalno duge - -
alase i do Rayleigh—-eve talasne brzine, date sa (2.57), za bes-
ona&no kratke talase. Fazna brzina (2.64), koja moZe da se do-
ije iz aproksimativne disperzione jednac¢ine (3.150) u granic¢noj
rednosti dugih talasa, odgovara manjoj faznoj brzini pvi u (3.63)
oja je dobijena iz egzaktnih jednacina. Za vecu faznu brzinu ovi,
z (3.63), ne moZemo da koristimo (3.150) jer tada brzina postaje
(1/€?) Sto bi bilo u suprotnosti sa pretpostavkama koje su dovele
0o aproksimativne disperzione jednac¢ine (3.150). Dakle da bismo
obili faznu brzinu za drugi fundamentalni mod prinudjeni smo da
azmatramo egzaktnu jednadinu oblika (3.110). Za pv?=0(1/e?) iz
3.7)l zakljudujemo da je a;=0(l/e?®) a iz (3.72) da je a=0(1l/e")
to saglasno jednad¢ini (3.9) daje p;=0(l/62). Prema tome svi Cla-
ovi jednac¢ine (3.110) moraju da se razmatraju 3to vodi do istih
akljﬁéaka,Q faznoj brzini kao Sto smo imali u odeljku 3.4.2. za ;

roizvoljni ugao propagacije.

& £

.6, TALASI U BESKONACNOM KONTINUUMU

U ovom odeljku 6em6 da razmatramo beskonadnu oblast
aterijala ojacanog dvema familijama mehanic¢ki ekvivalentnih vlaka-
a i talase koji se prostiru u pravcu koji je paralelan ravnima
oje sadrZe obe familije vlakana. Dakle ako pretpostavimo pomeranja

obliku

u. = A exp{ik (sx2+cx3-vt) }, (3.151) 4

de su Am proizvoljne konstante, tada jednacine kretanja (1.19) u
dsustvu zapreminskih sila postaju
(@ -pv?®)u;= O,
b
(gz-pv*)uz+scbius= O, . L (3.152) .
scbyus+(g3~pv?) uz= O,

de su konstante d, b,, g, i g3 definisane sa (3.7). Sistem jedna-
ina (3.152) ima netrivijalna reSenja po u ako je determinanta

istema jednaka nuli, to jest ako je
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(d-pv?) [(g2-pv?) (gs-pv?)-s?c?bi]= O. (3.153)

Ova jednac¢ina daje tri reSenja za kvadrat fazne brzine

1 slededem obliku

pvi= d,
1 ' 1
pvi= 5 (ga+gs) —\/Z (g2+g3) ’~g,g3+s?c?bi , (3.154)
2 1 1 2 _ 2 242
pvi= 5 (go+g3)H\[7 (g2+gs) "~g2g3+s cbi.

Prema tome, u beskonac¢noj oblasti dobijamo ¢isto trans-
rerzalni talas koji se prostire faznom brzinom v; pri emu su pome-
‘anja

u; # 0, uz = uz = O, (3.155)

kvazitransverzalne i kvazilongitudinalne talase koji se prostiru

aznim brzinama v,; 1 v; pri emu su pomeranija
u1=0, us/uz=-(gz-pv?’)/scby=-scbi/(gs-pv?). (3.156)

ravac vektora pomeranja (3.156) zavisi 1 od ugla prostiranja i
dbugla izmedju dveju famjlija vlakana. Dakle za dati materijal
vazilongitudinalni talasi se prostiru ili brzinom v, ili brzinom
, Sto zavisi od pravca propagacije.

U slucaju jako anizotropnih materijala, sa istim pretpo-
tavkama kao u odeljku 3.3, lako je zakljuciti iz (3.154)2’3 da su
ba izraza pv3i i pv} reda 1/e¢? za bilo koji pravac propagacije
em kada je ovaj pravac normalan na jednu od familija wvlakana,
ecimo a, jer je tada g,g3;-s?c?bi= 0(l) 3to ima za posledicu da

e pvi= O(l). U tom sludaju je

(us+u,),=—c/s+0(e?), (uz/u,)s;=s/c+0(g?) (3.157)

de se (”*' )a odnosi na faznu brzinu V- Iz 3.157) je ocCigledno
a kada je pravac propagacije normalan na Jjednu od familija vla-

ana, recimo a, tada Jje vektor pomeranja koji odgovara brzini v,

coro (do O(e?)) normalan na pravac druge familije vlakana (9)

>k je vektor pomeranja koji odgovara brzini vi; skoro (do O(e?))

pravcu druge familije vlakana b.



/  APROKSIMATIVNA RESENJA FAZHE BRZIRE. .
1, UV oD

U prethodnim glavama smo videli da neekstenzibilna teo-
ija ne moZe da reprodukuje faznu brzinu veoma dugih talasa kada
2 kh<<l ni veoma  kratkih talasa kada je kh<<l. Da bismo dobili
proksimativna re3enja za ekstenzbilne materijale primenicemo
erturbacione metode. Uop$teno govorec¢i perturbacioni metodi se
oriste kada se u datim jednac¢inama ili podacima problema pojavi
ali (ili veliki) parametar. Tada se pretpostavljena re3enja raz-
ijaju u redove po stepenima parametara (ili reciproénim vrednos-
ima) pa se unose u jednacine i podatke datog problema. Ukoliko
tepeni razvoj resenja konvergira, ili se konvergencija ocekuje,
‘ada kaZemo da imamo perturbacioni metod. Ukoliko je red divergen-
an ali asimptotski, tako da prvih nekoliko &lanova daju dobru
proksimaciju kada razmatramo ekstremne vrednosti parametara, tada
e gornja tehnika naziva asimptotski metod. Terminologija, medjutim,
ije jednoznacna u literaturi tako da ono 3to se naziva perturba-
ionim redom moZe ustvari da bude asimptotski i cbrnuto. UopSte,
eoma je teSko specificirati sve <¢lanove perturbacionih ili asim-
totskih redova za probleme koji se reSavaju diferencijalnim jed-
ac¢inama. Dakle, najc¢esce se odredjuje samo prvih nekoliko ¢la-
wva reda tako da razlika izmedju konvergentnih ili asimptotskih
‘edova Cesto postaje irelevantna. Dobro je poznato da je Cesto
votrebno vise od{jednog tipa razvoja da bi se potpuno opisalo per-
:ubraciono ili asimptotsko re$Senje datog problema. Naprimer, neki
‘azvo] moZe biti neadekvatan u neko]j oblasti ili nedcvoljan da za-
lovolji sve polazne podatke problema. Ove tedkode su znak da dati
razvo]j nije uniformno vazZedi u celoj oblasti za koju smo zainte-—
reosvani. To znac¢i ‘da smo suocCeni sa singularnim perturbacionim
sroblemom. Kada mali parametar mnoZi najvisi izvod u diferencija-
noj jednac¢ini to uvek vodi ka singularnom perturbacionom problemu.
wwvo iz razloga Sto, kada perturbacioni parametar teZi nuli, red di-
‘erencijalne jednacine postaje niZi tako da nismo u staniju da zado-
roljimo sve konturne uslove regularnom perturbacionom tehnikom.
Jajelementarniji od perturbacionih metoda za resSavanie diferen-

ijalne jednacine ¢iji se najvidi izvod mnoZi . perturbacionim
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varametrom se naziva teorija granic¢nog sloja.

Grani¢ni sloj je uzana oblast u kojoj se redenje difere-
icijalne jednad¢ine menja rapidno. Po diferenciji debljina .granid-
10g sloja mora da teZi nuli kada mali parametar e teZi nuli, to
est debljina granic¢nog slcoja je proporcionalna sa € kada e-o.
blast sporih promena zavisno promenljive, recimo y(X), se zove
poljasnja oblast dok se oblast graniénog sloja zove unutra3nja
'blast. Postoje dve standardne .aproksimacije koje mogu da se na-
rave u teoriji granicénog sloja. U spoljagnoj oblasti (dalje od
ranic¢nog sloja) y(x) se polako menja tako da moZemo da zanemarimo
ilo koji izvod funicije y(x) koji je pomnoZen sa e. Unutar grani-
nog sloja izvodi od y(x) su veliki ali je granic¢ni sloj tako uzan ta-
© da moZemo da aproksimiramo promenljive koeficijente diferenci-
alne jednacine konstantama.Dakle jednu diferencijalnu jednadinu
oZemo da predstavimo sekvencom mnogo prostijih aproksimativnih
ednacina u svakoj od vise spoljasSnjih i unutrasnjih oblasti. U
vakoj oblasti reSenje aproksimativne jednacine ¢e sadrzati jednu
1i visSe nepoznatih konstanata integracije. Ove konstante se odre-
juju iz konturnih uslova koriSc¢enijem tehnike asimptotskog uskla- -
jivanja ili navodjenija krivih (eng. matching).

Princip asimptotskog uskladjivanja je veoma prost. Inter-
al na kome je problem konturnih vrednosti definisan se razvija u
ekvencu od dva ili vife preklapajucdih subintervala. Tada se, na
vakom subintervalu, koristi perturbaciona teorija da bi se

obila asimptotska aproksimacija resenja diferencijalne jednacine

oja vazi na tom intervalu. Konac¢no, uskladjivanje se ¢ini kroz
ahtev da asimptotske aproksimgcije imaju isti funkcionalni oblik

a preklopu svakog para intervala. Dakle krajnji rezultat Jje aprok-
imativno reSenje problema konturnih vrednosti koje vazi u &ita-
om intervalu. Asimptotsko uskladjivanje se razlikuje od elementar-
e tehnike za reSavanje problema konturnih vrednosti koja obezbe-
juje kontinualnost‘aproksimativnog resenja u odredjeno]j tadki
engl. patching). U prvom §lufaju se uskladjuju asimptotske aprok-
imacije resenja diferencijalne jednac¢ine dok se u drugom slucaju
skladjuju tadna refenja u odredjenoj tadki. StaviSe u prvom slu-
aju se uporedjuju funkcije na intervalu dok se u drugom slucaju
poredjuju funkcije i njihovi izvodi u tacki. UopSte duZina inter-

ala uskladjivanja teZi beskonacnosti kada =, perturbacioni



varametar, teZi nuli.
- Osnovne jednaline relevantne za ovu glavu su-:date u ode-
Jjku 4.2. dok su kratki i dugi talasi razmatrani u odeljcima 4.3.
4.4. respektivno. U graniénoj vrednosti dugih talasa odvojeno
‘e razmatraju antisimetri¢ni od simetri¢énih modova.

Uskladjena aproksimativna reSenja za antisimetri&ni mod
wropagacije se razmatraju u odeljku 4.5. Dokazano je da neeksten-
‘ibilna reSenja mogu da se posmatraju kao spoljasnja resSenja 'dok
mo za unutradnija refenja uveli novi parametar koji daje odnos
.zmedju geometrijskog 1 materijalnog parametra problema. To nam je
moguc¢ilo da konstruiSemo uskladjeno aproksimativno resSenje koje
‘azi u éitévoj oblasti talasnih duZina.

Aproksimativna reSenja za simetricne modove propagacije
u razmatrana u odeljku 4.6. PredloZena aproksimativna reSenija
maju singularnosti reda jedan pri prelomnim (engl. cut-off) fre-
vencijama spoljaSnjih redenja. Jedan od ciljeva bududeg rada je
a2 se dobiju uniformna aproksimativna reSenja istraZivanjem po-

ia8anja resSenja u blizini prelomnih frekvencija spoljasnjih reSenja.

.7, OSNOVNE JEDNACINE

' Za materijal ojac¢an dvema familijama ekstenzibilnih vla-
:ana jednac¢ine kretanja su date u (3.2) a konturni uslovi u (3.3).

ko uvedemo bezdimenzionu koordinatu x=x)/h onda imamo

ad _1 a a* _1 4a* (4.1)
dx h dx ax? h2 dx 2 -

.ako da Jjednaline kretanja (3.2) postaju
L 1U"—-k?h? (d-pv?) U+tkhsb 3V  +khcb,W' = 0O,
khsb3U’+cee¢V"-k’h? (go-pv?)V~- k?h?scb;W = O, (4.2)

khcb,U'-k?h?scb1V +cssW" ~k?h?(gsmpv?)W = O,

ide sada prim oznacava diferenciranije u odnosu na x. Konturni

islovi (3.3) postaju

cy:;U"+khsc,,V + khcc,3W = O,
-khcU +W' = 0, ' (4.3)

-khsU +V’' = 0O za X =




‘a bismo analizirali ponasanje jako anizotropnog materijala i
woredili ga sa rezultatima dobijenim u prethodnim glavama kori-
ticemo izraz (3.73) za opis jake anizotropije malim parametrom
<<l. Kao posledicu toga moZemo da piSemo

. 1

1 - : 1 .
g:,= = g+ 82 , g3= = g3+§; , b; =
2 2
[ i - € [

b,+B, (4.4)

de su velicine sa oznakama iznad slova O(l). Jednadine kretanija

4.2), sa eksplicitnom zavisno3¢u od malog parametra, mogu biti

apisane u sledecem obliku

11U"-k2h? (d-pv2)U+ khsbiV’+khcb,W’ = O,

khsb3u'+c6Gv"—kzh%i2§2+§2—pv2)v—kzhzsc(l251+ﬁl)w = 0, (4.5)
£° 4 _E
Kthzul"kZhZSC(‘l‘ El+b1)'\/+c55w"-k2h2 (‘]: q3+§3fQV2)W = 0.
2

5 g?

= Pre nego Sto poCnemo sa perturbacionom analizom jednac¢ina
retanja {(4.5) zajedno sa konturnim uslovima (4.3) moramc da se
adrZimo na nekim op3tim razmatranjima. Da bi ovo izlaganje bilo
toyjasnije objasnice se neki matematicki detalji uskladjenog ko-
>ozitnog razvoja kao i terminologija. U teoriji granicnog sloja
>smatramo reSenje y diferencijalne jednacine kao funkciju dve
2zavisno promenlijive, x i perturbacionog parametra ¢ . Dakle,

namo da je y=vy(x,¢). U oblasti granifnoc sloja uvodimo novu pro-
3nlji&u X=x/e umesto x. X se zove unutrasnja promenljiva. Unu-
-asnja promenlijiva X je bolja promenljiva nego x za oOpisivanje y
granicnom slojﬁ zbog toga 5to se, kada €20, y menja rapidno kao
inkcija od x ali polako kao funkcija od X. Spoljasnje resSenje
.ferencijalne jednaCine u stvari predstavlja granicnu vrednost eg-
iktnog resSenja kada perturbacioni parametar €+o,—to jest

>p: 221 y (x), dok unutrasSnje resSenje predstavlja granic¢nu vred-
st egzaktnog reSenja kada promenljivu x zamenimo unutraSnjom pro-
:nljivom X i pustimo da e-o0, to jest yun=%§§”y(gX).“Analiza po-
éu granic¢nog sloja je izuzetno korisna jer omogucduje da se kon-
:ruide aproksimativno resenje diferencijalne jednac¢ine ¢ak i

da je nemoguce do¢i do tafnog resSenja. Ovo zbog toga S$to su unu-
‘asnja i spoljasnja granic¢na vrednost neke neresSive diferencijalne

.dnacine Cesto redive . Jednom kada su funkciije Yun L ¥ odredjene
Ty

1%
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e mogu biti asimptotski uskladjene. Ovo asimptotsko uskladji?
nje se odvija u preklopnoj oblasti koja je definisana srednjom
ani¢nom vrednoscu x+o, X=x/e=+»,e » 0+, kada se granic¢ni sloj ja-

ja pri x-o, to jest lim ysp(x) = lim Yun(x) = ym(x). Ova zajed-
X+0 X0
¢ka granicna vrednost ym(x) omogucduje konstrukciju uniformnog

Senja na sledec¢i nacin

(x) =y ,(x) + ysp(x) -y () (4.6)

u .
unif
Tac¢nost aproksimacije zavisi od reda n do koga su raz-

jena spoljasnja i unutrasnja reSenja. Lako je pokazati da vaZzZi

1

n-+
ly (x) = v ipx)=0(") S 4.7)

2 su € mali parametar a n red do koga su reéenja radunata.
eba zapaziti da i spolja3nji i unutrasnji raz&oj imaju singular-

prirodu . Spoljasnji razvoj je siqgularan jer postoiji skokovita
»mena reda diferencijalne jednacine kada je £=0. Nasuprot tome
atrasnji razvoj Jje regularan perturbacioni razvoj za konac¢no X.
4ijutim! posto se asimptotsko usk%adﬁivanjg vr$i u granicama kagda
©, ﬁnutraénji razvoj je takodje singularan. |

U ovoj tezi femo trazZiti aproksimativna re3enja sistema

ferencijalnih jednac¢ina (4.5) uz konturne uslove (4.3). Da bismo
>ili odgovarajude aproksimativno reSenje moramo da vodimo racduna
tome da se u jednacinama pojavljuje 1 geometrijski parametar kh
ji moZe da se menja od nule do beskonacnosti tako da u ekstremnim
1tajevima moZe da igra ulogu perturbacionog parametra isto kao 1
terijalni parametar ¢ koji je u sludaju jake anizotrpije znatno
1ji od jedinice. Dakle za srednje talase, kada je kh=0(l1), iz
.5) lako zakljuéujemo da zadnje dve jednadine imaju singularni
rakter kada je materijalni parametar e<<1l jer su tada najvisi
>vodi po V i W pomnoZeni sa e?. Prema tome za kh=0(1l) postoji
1niénim§loj, kada je e<<1, u kome reSenja imaju rapidne promene.

SmO posebno'zainteresovani da prouc¢imo fazne brzine fundamenta-
th modova koji odgovaraju savijanju,ekstenziji i smicanju, to
5t da prouc¢imo promenu fazne brzine koja je funkcija jedino od

Ova analiza nece biti jednostavna zbog toga 3to kada geomet-

jski parametar postane mali tada najvisi izvodi u jednacdinama
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t.5) postaju znacajni tako da, kada je kh=0(e) 1ili manje, per-
irbacioni problem postaje regularan. Za veoma kratke talase,

ida je kh>>1, moZemo da uzmemo 1l/kh kao perturbacioni parametar
1 iz jednacina kretanja (4.2) i1i (4.5) i konturnih uslova (4.3)
ikljuCujemo da perturbacioni problem ponovo postaje singularan.
ingularna priroda je u vezi sa geometrijskim parametrom kh i os-

1jJe singularna sa sve materijale Cak i kada je e<<i.

5, KRATKI TALASI

U odeljku 4.2. smo videli da u slucaju kratkih talasa,
ida je kh>>1, imamo singularni perturbacioni problem jer mali
irametar 1l/kh mnozZi najvise izvode. Siﬁgularna prircda ostaje za
7e materijale cak i kada je €<<1 tako da u ovom stepenu razma-
ranja necemo da variramo materijalne konstante, to jest koristi-
x:mo jednacCine kretanja (4.2) i konturne uslove (4...:3) bez ograni-
anja da materijal mora da bude jako anizotropan.‘Dékle iz jedna-—
tna kretanja (4.2) dobijamo da spoljasSnja reSenja nultog reda mo-

S

1ju da zadovolje sledece jednacine
(d-pv*)U_ = 0(1/kh),
(gz—pvz)Vo + scbiW_ = O(1l/kh), (4.3)

schb1V +(gg~pV2)WO = 0(1l/kh).

Prema tome nijedan konturni uslov ne moZe da bude zadovo-
jen spoljaénjim reSenjima tako da ostaje da moraju da budu zado-
>1jni preko unutrasnjih reSenja. Lako je uociti da spoljad3nji raz-
>} reda nula reprodukuje jednac¢ine (3.152) koje smo imali za
rostiranje talasa u beskonac¢nom kontinuumu i Jjedini nacin da dobi-
amo netrivijalna reéehja je da fazna brzina ima jednu od vredno-
ti (3.154) Sto su brzine prostiranja talasa u prostoru bez gra-
ica. Ova resenija, ﬁedjutim, treba da se uskladjuju sa unup;aénjim
2$enjima koja zadovoljavaju konturne uslove pa, prema tomé, sSpo-
jasnja resenja moraju da budu trivijalna UO:VO=WO=O. Istim argu-
antima declazimo do zakljucka da spoljasnja resenja bilo kog reda
> 1/kh moraju da pudu trivijalna.

Za unutrasniji razvoj je neophodno da se promeni razmera
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oordinate x u oblasti koja je blizu konture tako da ako uzmemo

=kh (1l=-x) diferencijalne jednacine (4.2) i konturni uslovi (4.3)

a unutrasnja reSenja postaju

. . . L
c11U, - (d-pv )Uu-sbavu—cbzwu = 0,

. . T _ ) _ _

Sb3Uu Cssvu (g2 pv )Vu SCbIWu 0, (4.9)
" _ o _ 2 —

cszu scblvu+gsswu (gaz—pv )wu o,

—C1.1 [.Ju +s5C ZVU + cC 3Wu = 0, \s

cU_ + w = O, (4.10)

u u
suu +Vu = O, za y = O

:spektivno, gde taclka iznad oznalava izvod u odnosu na y. Jed-
«Cine (4.9) i (4.10) se odnose na gornju konturu x=1. O¢igledno

: da uvodjenjem nove promenljive y kada kh»>» reprodukujemo ori-

-nalne jednacine (4.2) i (4.3) pri ¢emu su svi ¢lanovi zastuplje-

.. Ovde jos imamo i dodatnu restrikciju da unutrasnja resenja

‘'eba da se usklade sa trivijalnim spoljasnjim reSenjima, to jest
Uu’ Vu i Wu te?e nuli dalje od kontrue odnosno kada je v=0(kh).

‘ema tome unutrasnja resSenja reprezentuju Rayleigh-eve povrZin-

~alase. Currie (1974) i Chadwick i Smith (1977) su dokazali da

kularna jednacina Rayleigh-evih povr$inskih talasa u anizotrop-
m materijalu moZe uvek da se svede na jednu ¢isto realnu jedna-
nu. Oni su zakljuc¢ili da u tom smislu nema razlike izmediju izo-

opnih i anizotropnih materijala, to jest da Rayleigh-evi talasi

gu da putuju u bilo kom datom pravcu pod uslovom da jedna realna

kularna jednacina ima realno resSenje koje ogovara povr$inskim
lasima. ViSe detalja o egzistenciji i jedinstvenosti re$Senja za
obodne povr3inske talase mogu da se nadju u gornjim radovima
nece bitl prezentirani ovde. |

Pretpostavimo unutrasSnja resSenja nultog reda jednacina
2tanja (4.9) sa konturnim uslovima (4.10), koja opadaju na nulu

da y=<,u.obliku

U _ =ne ¥ , v =Be PY w =pe Y, (4.11)
uo uo uo

> je p pozitivna konstanta. Zamena (4.11) u (4.9) vodi do kubne

inadine po p? u obliku (3.9) dajuci reSenie pé (a=1,2,3) koja
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u u medjusobnom odnosu datom sa (3.37). Da bi pa‘bile pozitivne
ealne velic¢ine neophodno je da pé budu pozitivne velicine. Iz
3.37), uz pretpostavku da su vlakna jac¢a od materijala matrice,
e lako zakljuliti da je uslov da p; (a=1,2,3)budu pozitivne veli-
ine da velicina a, bude pozitivna velic¢ina Sto ima za posledicu
a je pv?<d. Dakle, Rayleigh-eva talasna brzina, kao i za izotrop-
e materijale, mora da bude manja od talasne brzine &istih tran-
verzalnih talasa beskonadnog prostora. Ako su O<p?<pi<p? redenja
ednac¢ine (3.9) onda ¢emo za konstrukciju opsStih reSenja da kori-

timo p = i/pé | (a=1,2,3) 8to daje pomeranja oblika

3 “P,Y 3 A M -py
w0 = L Aae o , V. =-s5 L “NQ_Q e ’
a=1 uo a=1 apu
3 A M Py
W, ==c I L“ Qe @ (4.12)
a=1 apa !

ri ¢emu su Ma’ N i La dati izrazima (3.12). Ako zamenimo (4.12)

a
konturne uslove (4.10) uslov da dobijemo netrivijalna reSenja

1 konstante Aa je oblika

3
il (c11a1+szcseMa/Na+c2c5sMa/La)Za/pa = 0, (4.13)
to, ako je isupnjeno, dovodi do pomeranja oblika
3 -p.y ' 3 M Z Py
=BT zaeo‘,vo=—sAzN°‘O‘eo‘,
a=1 u a=1 aPa
3 M Z “P.Y .
W =-cA 5 =% & (5.14)
uo L t
a=l "ot

ie su 2, dati sa {(3.22) a A proizvoljna konstanta.

sdnacina (4.13) moZe da se iskoristi za odredjivanje Rayleigh-eve
ilasne brzine i moZe da se napis$e u prostijim oblicima (3.55) ili
3.56) . Za jako anizotropni materijal, kada je e<<1l, dobijamo Ray-
2igh-evu talasnu brzinu u aproksimativnom obliku (3.97), za pro-
zvolijnl pravac propagaciije, i u obliku (2.57) za pravac prosti-
inja normalan na jednu od familija vlakana. MoZe se lako pokaza-
i da jednacina (4.13) takodje reprezentuje jednacdinu za faznu
czinu, kada kh-», na donjoj konturi x=-1 ali detaliji nece biti
rezentirani ovde.

Treba zapaziti da su resec nja su ovde dobijena kao
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utradnja reSenja reda nula kada kh»«, ustvari ista kao egza-
~.na reSenja u toj oblasti talasnih duZina.ako od podetka: pret-
stavimo, u jednac¢inama kretanja (4.2) i konturnim uslovima (4.3),

meranja u obliku (4.11). ;

L, DUGI TALASI

U slucaju veoma dugih talasa geometrijski parametar kh
'staje mali i u granicnom slucaju kada talasna duZina teZi bes-
nac¢nosti tada kh teZi nuli. Dakle moZemo da konstruiSemo pertu-
acionu Semu zasnovanu na kh kao malom parametru zadrzavajuci e
o malu ali konac¢nu velic¢inu. Prema tome ako pretpostavimo da je
. malo u poredjeniju sa e onda moZemo da dobijemo aproksimativna

:Senja preko kh ¢ak i u slucaju veoma jako anizotropnih materijala.

Ako napiSemo formalno reSenje po stepenima 'kh u obliku

=L U (kh)%, v= I V_(kh){ W=L W_(kh)%, a=0,1,2,...,  (4.15) %
a=0 Ct?—() o=0 :
faznu brzinu u obliku

ov? = ¢ pvé(kh)a, a=0,1,2,..., (4.15)"

a=0

.da, iz jednac¢ina kretanja (4.2) i konturnih uslova (4.3), mo~-

xmo da zakljucimo da je to regularan perturbacioni problem.

j
i
i
.
i
[t
v
1

Jednac¢ine kretanja sada postaju

(e} O

Lz Ut (xh2[d-p 2 v2 xkm)P] r U (xkm) %2 4 !
_ o B . o :
Q=0 B=o =0 ;
+ Z (Sb3V&‘+Cb2W&)(kh)u+l = 0,
=0
by £ U km Ot dcs ¢ v (kh) %= 3 {[g2-p T vz(kh)B]V + j
- o N a - B a b
a=0 =0 =0 B=0 :
. 2 . \ B
#scbiw ) (kh) ¢ =0, o e ' = = (d.16) 3
- ’ o+l < " o «© ;
b, I U’ (kh) +css I W' (kh)"= I {scb,V_+ !
=0 a=o < o=0

o - +2
+[gs=p I Avé(kmg]wu}(kh)“ =0,

f=0

L



dok konturni uslovi (4.53)

imaju oblike

cy, & U&(kh)u+ I (sci2V +cciaW) (kh) Tt = o,

a=o a=e (4.17)
—-c I Ua(kh)w“ + T w&(kh)o‘ = 0,

=0 =0
s v xm M s s vikm® =0,  za x=+l.

a=0 o oa=0 o

Kada uporedimo ¢lanove uz iste

kretanja

stepene po kh dobijamo jednadine

Ug:o' VS:O’ wg = 0, (4.18)
za ¢lanove uz stepene (kh)o,
c. U" + sb V! + cb W = 0,
111 3°0 2 0
—sbBUé + csqu = 0O, (4.19)
— ’ 11" —
cszO + cssw1 = Q,
za C¢lanove uz stepene kh, i
o2
u__ E 2 - ) ’ ’ —
c, Vs dUa—2 +DB=O VBUG—B—2 +Sb3Va—1+Cbzwa~l o,
o2 )
_ oy _— 5 2 =0, (4.20)
sbaua_l+cssva (gzvu—2+SCb1Wa—2)+p_ v Va—B—z
B=o B
-2
-cb U’ +c W' - (scb V +g W y+pL viW = O,
2 -1 55 1 =2 3 a-2 R a-B-2
B=0

- L O
za Clanove uz stepene (kh) i a>2,

uslovi
U’ =0, w' =0, v’ =0,
O e}
i
¢ U! +sc V +
1Y ¢, Y-1 CC12WY~l
_CUY—1+WY = O,
— $ ’ fract =
SUY«l TVY o, za X
za Y il

dok su odgovarajudi konturni

(4.21)

+ 1

Op3ta regenja reda nula koja zadovoljavaju konturne
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uslove su

U = A_,V =B_, W =D _, - : (4.22)

gde su A , B i DO proizvoljne konstante. ReSenja koja predstavlja-
o} o} .

ju &lanove uz kh posle primene konturnih uslova su oblika
Uy=A11+A X , V12311+SAOX ’ WL=D11+CAOX ’ | (4.23)

pri emu mora da bude zadovoljena jednalina

a2
4

011A1+SC12BO¥CQ3DO=O . (4.24)
Op3ta reSenja jednacina kretanja uz stepen (kh)?imaju oblike

_ _pvi+sPciatcicy; 1

U, . 2on2+A21x+A22,
11
: 1
Vo= 066{Sb3A1+(gz"OV%)Bg*‘SCb:LDo}i X2+B21X+8221 (4’25)
=L g -pv2 }l 24n +D ‘
Wo = E——S—g cboA1+scbhb1Be+ (g3 pvi)Dyg > X 21X 2271 R

koji moraju da zadovolje konturne uslove (4.21) za y=2 Sto dovodi

do slededcih uslova o

o . . . PR - 4

s

Ciri1BAz21+scy2Bptec;sDy= O,
2 —
pvsAs = O,
B,i1—-sA11= O, (4.26)
scle1+(gz~pv§)B0+scleo = O,

D21-cA;1= O,

cc13A1+scb1Bo?(g3—pv%)Do 0.
Uslov (4.26)2 noze da bude zadovoljen ako je ili vo=0,uz

AO proizvoljno,ili AO=O. U prvom slucaju iz (4.24) i (4.26) mo-—

4,6
Zemo da zakljuc¢imo da je uwopSte A1=Bo=De= O jer je u tom sistemu

homogenih algebarskih jednacina determinanta sistema, u opStem slu-

caju,razlicita od nule. MoZe da se pokazZe da Jje, iz istih razloga,

Ay 1=B;;=D;1= O 8to jasnc pokazuje da kada je vy = 0, imajuc¢i u vidu

¢injenicu da A,; moZe da se saZme u A, to Jest bez gubljenja

op3tosti moZemo da stavimo A,;;=0, tada dobijamo

UO = AO, VO = O, Wo = 0,

U, = O, V) =sAOx , lecAOx ;

(4.27)
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3to je isto 'kao 3to smo dobili iz egzaktnih reSenja (3.54), kada
stavimo da je A(Zl+zz+zg)§Ao, za antisimetrié¢ni mod propagacije
kod koga Jje U parna funkcija od x dok su V i W neparne funkcije
od x. )

Ukoliko je u (4.26)2 AO=O onda, da bi postojala netrivi-
jalna reSenja za A, B_ i D, u (4.24) i (4’26)4,6’ determinanta

o
sistema mora da bude jednaka nuli to jest

C11 SC2 CCi 3 - -

SCr12 g2-pV} scby =0 , (4.28) |
-

CC 3 SCb1 g3-=pPVyp

Sto vodi do jednaline

{Qvé‘(gz‘SZC§z/Cx1)}{pvé—(g3—c2c§3/clx)}—52c2(bl_clzcla/cll)zzo’

(4.29)
koja je ista kao jednac¢ina (3.60) koju smo dobili iz egzaktnogy

re3enja u prvoj aproksimaciji za simetrilne modove. Dakle, imamo
dva reSenja za DVé u obliku (3.63) koja odgovaraju kvazilongitudi-
nalnom i kvazitransverzalnom modu, za koje je U neparna funkcija
od x a V i W su parne funkcije od x. Konstante Bi, 1 D;i1 opet mogu
,] MoZe
da bude proizvoljno, ako stavimo A;;= O da bismo imali U kao nepa-

da se saZmu sa konstantama Bo i Do respektivno i, po3to A

rnu funkciju dobijamo

2
Uo:O' vo:Boi _ S[Clz(ga‘DVS)—C ¢13b11 AL,
(g2-pv3) (gs—pvi)-s?c?b}
B (4.30)
2 : ) )
WozDo = _'C[Cxa(gz—pvQ) Ms‘cxzbl] Ay,

(gz"QVE)(gs—pv%)—szczb%

U1: Al}{, V1= O, Wi= O,

sto pokazuje da su pomeranija ista kao ona koja su dobijeha iz
egzaktnih redenja (3.64}) ako stavimo A(Z;+Z,+Z3)/khzA .
Treba zapaziti da jednadine (4.30) predstavljaju dva razlicita
reéenjé koja odgovaraju dvema razlic¢itim faznim brzinama datim sa
(3.63) .

Dakle, do sada smo dobili tri razlicite fazne brzine,
koje odgovaraju razlic¢itim fundamentalnim modovima, koje su

potpunc iste kao one koje smo dobili iz egzaktnih reSenja u slucaju
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veoma dugih talasa sa istim izrazima za pomeranja do reda kh.
OQve fazne brzine su 0(l) (nezavisne od kh) i ustvari predstav-
ljaju konture disperzionih krivih u slucaju kada kh teZi nuli. Da
bismo dobili promenu faznih brzina pri malom kh moramo da nadjemo,
¢lanove viseg reda kako fazne brzine tako i pomeranja. Razmatra-
cemo odvojeno antisimetric¢ni mod od simetricnih modova zbog razli-

¢itih oblika resSenja.

4.4.1. ANTISIMETRICNI MOD

Videll smo da su, =za pvé = 0, pomeranja oblika (4.27) i
da uz koriscenje (4.26) moczZemo da pisSemo

52012+Czcl 3

Up= -
Ci11

ol

onz, V,=0 , Wz= O. (4.31)

Koristedi jednacdine kretanja (4.20) za a=3 i konturne uslove (4.21)
za vy=3 lako je zakljuliti da moraju biti zadovoljene sledece re-

lacije

pvi =0 , - Us= O _— e (4.32)"

CseV3s =SAO{[92+Czb1“m(82012+czcl3)/C1JX3/3! -

~{g2+c?by=ci2(c?ci2+s%C13) /erx/2}),
(4.32)

CssWa= CAd{@3+SZb1—b2(SZC12+C2013)/011]XS/3!—
-[g3s+s’bi-ci13(s%cr2+c?cra) /ci1]x/2}. ; -

Sli¢no kada reSimo jednacinu kretanja (4“20)1 za o=4 dobijamo
op§te reSenja za U, koje mora da zadovolji konturni uslov (4.21.)l

za y=4 3to dovodi do uslova koji pv? mora da zaodovoliji u obliku

ol b

pvi= {s?(ge+c?br)+c? (ga+s?br)~(s?cia+c’ci3) “/cia ). (4.33)

Dakle fazna brzina antisimetrilnog moda za malo kh moZe da se pi3e
1 obliku
pv2=pv§+pv§kh +ovs (kh) 2+ O[(kh)3]=

{(4.34)

= %{sz(g2+c2b1)+cz(gj+szb1)~(szclz+c2cl3)2/c;LHkh)2+O[(kh)3],

odaklte je lako zakljuCiti da je u slucaju jako anizotronnou



materijala, kod koga su g,, g3 i b, veli¢ine 0O(1l/e®), fazna

brzina O[(}Qy/e)zj.
4.4.2,. SIMETRICNI MODOVI

Kod simetrifnih modova pomeranije U je neparna funkcija
od x dok su V i W parne funkcije od x a fazne brzine nultog
reda imaju resenja koja se dobijaiju iz jednacine (4.29) i data
su sa (3.63). bDakle imamo dva fundamentalna moda koji odgovaraju
dvema talasnim brzinama pri &emu su pomeranja data sa (4.30)

a iz (4.25), korisS¢enjem (4.26), dolazimo do izraza
1

1 2 : ' -
3 SA1X2+822, Wo= § CA1X“+Ds,. . (4.35)

Koristeci jednac¢ine kretanja (4.20) za a=3 i konturne uslove

U= 0O, V.=

(4.21) za y=3 dobijamo

-0
_ pvi+sicistc®cis,
! Ci11

QV%:O,, Usg= - %— ,A1X3+A31X:, Via=0, W;3=0, (4.36)

uz dodatho ogranicenije za konstante u obliku

1
C11A31+8C 2B 2+CC13D227 5 pVENL . . (4.

v}
~l
~—

Iz jednac¢ina kretanja (4.20) za a=4 lako je dobiti

UL,: AL,X,
4

. : X . P , N
CGGVQISAlzT {gz—pv%+czb1—b3(DV%+SZC12+C2013)/C11}+
: , (4.38)
+= {Sb3A31+(gz“QVé) 822+SCb1D22—QV§BO}+Bu ' LT

{Szby+g3“QVé~ bg(pVé+SZC12+Czclg)/Cll} +

{cb2A31+scb1B22+(gg—pvé)D22~pv§Do}+ Dy,

dok primenom konturnih uslova (4.21) za y=4 dolazimo do jednacina

A:, = (),

. . S A 2
SC12A31+(92“OV3)522+SCb1D22: - §Ti {gz‘OVé+C b, -

C12(pvé+52c12+C2013)/c11}+pv%BO, (4.39)



CA
3¢

c13A31+scb1B22+(g3*pvé)D22= - {Szb1+G3"DVé“

? 2 2 2
— Cxa(DVO +s?cy o +cC Cla)/C11}+DV2DO;

ri ¢emu konstante Bo i D, mogu da se izraze kao funkcije od A:
2,3" Jednacine (4.37) 1 (4.39)2’3

u tri nehomogene jednac¢ine po nepoznatim konstantama As;, Ba:

ao Sto je dato u izrazima (4.30)

D,,. Determinanta ovog sistema je simetricna i ima oblik (4.28)
aife, prema tome, jedanka nuli za oba moda. Dobro je poznato iz
inearne algebre da takav sistem nehomogenih jednac¢ina ima resSenja
nda i samo onda ako vektor ¢ije su komponente nehomogeni koefici-
enti 1 bilo koji vektor koji reprezentuje netrivijalna redenja
omogenog sistema zadovoljavaju uslov ortogonalnosti to jest ako
e njihov skalarni proizvoed jednak nuli. Ovaj uslov u ovom naSem

roblemu posle malo izracdunavanja dovodi do jednacine

2 2 2 2, .20 2 2
s {C1z(ga—pvo)—c ci13b}+c {C13(92“DVO)*SZCx2b1}

oja opet predstavlija dva reSenja koja odgovaraju dvema brzinama
vé datim u (3.63) od kojih je jedna za kvazilongitudinalni mod |
druga za kvazitransverzalni mod.Dakle fazne brzine za dva

imetric¢na moda, za malo kh , mogu da se piSu u obliku

vi=pv? +pvikh+pvi (kh) ?+0[ (kh)?]
[ 92~ ov) (g3—pvd) -s?c?bi]?

(4.41)

_ 2 1 2 ' 3
= pvZ {1- 3(kh) 1+0[ (kh) ?],

52[012(gafovg)~02013b1]2+C2[013(gz‘ové)—szc1zb1]2
p

ri &emu treba uzeti odgovarajude pvé iz (3.63). Iz (4.41) Jje
¢igledno da se fazne brzine za oba simetric¢éna moda, kada je kh
ali parametar , ponaSaju do O[ (kh)?] kaogyé. Za jako anizotropne
aterijale sa istim pretpostavkama kao u odeljku 3.2 lako je za-
l1juditi da, uz korisc¢enje izraza (4.4), (3.71) i (3.73), velicCine

a crtom iznad slova iz (4.4) mogu da se izraze na sledeci nacdin’

2=4dsin® ¢ (s*sin?¢+ccos?P), gs;=4d cos’¢(s?sin¢+c’cos?¢),
1= 8dsin®¢cos®¢. (4.42)
rema tome pvé = 0(1/e*) za oba moda sa izuzetkom kada je pravac

rostiranja normalan na jednu od familija vlakana kada niZa fazna

{(g2-pv3) (gs-pvd)-s’c’bi}? (4.40)

P o T -
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brzina postaje velicina O(l). Uporedjivanje dominantnih delova
faznih brzina (3.63) sa dominantnim delovima odgovarajudih faznih
brzina talasa u beskonalnom prostoru (3.154)213 pokazuje da su oni
isti sto dovodi.do zakljucka da se u ravni jako izotropne plode
dugi talasi prostiru brzinama veoma blizu (do O0(e?)) brzina za-
preminskih talasa. Analiza pravaca vektora pomeranja pékazuje da

se dominantni delovi pomeranja ponasaju kao dominantni delovi pome-

ranja dobijeni -0 odeljku 3.6 za talase u beskonanom kontinuumu.

~

04,5, USKLADJENA (MATCHED) APROKSIMATIVNA RESENJA
- ANTISIMETRICNI MOD PROPAGACIJE

U odeljku 4.2. smo videli da za srednje talase, kada je
kh = O0(l), jednac¢ine kretanja (4.5) postaju singularne, ako raz-
matramo jako anizotropne materijale, jer se najviée.%zvodi pome-
ranja V i W mnoZe sa kvadratom malog parametra €. Dékle, za kh=0(1),
kada je €<<1l, postoji graniéni sloj u kome reSenja imaju rapidne
promene. Posledica toga je da moramo da razvijemo perturbacionu
emu zasnovanu na unutradnjem i spoljaZnjem razvoju a zatim da iz-
vrSime uskladjivanje resSenja u preklopnoj oblasti. Posebno smo za-
interesovani da istraZimo disperzionu relaciju fundamentalnog moda
to jest da nadjemo faznu brzinu kao funkciju od kh koja c¢e wvaziti
u ¢itavoj oblasti promena kh. Jednac¢ine kretanja (4.5) mogu da se
iskoriste za konstrukciju spoljasnjih refenija za pomeranja pri <emu
je ofigledno dafnismo u mogﬁénosti da zadoveljimo sve konturne us-

love jer se smanmjuju redovi diferencijalnih jednacina (4.5) Da

2,3°
bismo zadovoljili sve konturne uslove moramo da konstruiSemo i1 unu-
trainja refenja za pomeranja. Dakle moracdemo da uvedemo unutrasnju
promenljivu u oblasti granicé¢nog sloja. U tom slucaju, medjutimnm,
ograni¢eni smo na oblast kh=0(1l) jer ukoliko kh postane upo-

redivo sa ¢ diferencijalne jednacCine (4.5) opet postaju regular-
ne. Da bismo prevazisli ovu tefkodu uveddemo novi parametar m koJi
predstavlja odnos geometrijskog parametra kh i materijalnog parame-

tra €. Dakle akc u oblasti grani¢nog sloja pretpostavimo
kh = me, (4.43)

tada ¢e perturbaciona resSenja jednacdina kretanja (4.5) 1 konturnih
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uslova (4.3) zasnovana na parametru € sadrZzati i m kao parametar
i reprezentovace unutra$nja reSenja problema. U narednoj analizi
c¢emo da dokaZemo opravdanost ovakvog prilaza. Ako pomeranja pred-

stavimo kao
V =khV = meV, W= kh W = meW (4.44)

onda jednacine kretanja (4.5) postaju

c1,u” = m?e?{(d-pv2)U -sb3V’ - cbh,W’}, .

ce50"~m2§26—m2sc51W=sb3U’+m2€2{(§2~pvz)§+scb1W}, (4.45)

cssW'-m?sch, V-m?g3W =cb,U’+m?e?{scb\V+ (§s-pv? )W},

dok iz konturnih uslova (4.3) dobijamo

c; 0’ +m2£2(sc12§+cclgﬁ) = Q, _
—cU +W’' = 0O, (4.46)
-sU+V’' = 0, za x=+1.

Ukoliko unutra$nija reSenja pretpostavimo formalno u obliku redova

po stepenima € na sleded¢i nacin

- * - 9
28, V.= V EZBI W.= Wos LB’pVa:

o) g

™M

. 2
UZBE u . 28 a . psze , (4.47)

&8
I ™ 8

tada u jednacinama (4.45) 1 (4.46) moZemo da poredimoc &lanove
istih stepena od ¢? 3to &e dati, za &lanove uz stepene EZa’
jednacine kretanija

1

o4
w2 — ’ - 7 - 2 ”~
Crrug T LAty pmshavy, TR Woy 97 OF - VagYoa-2p-27
- - N a—1
Mmoo o i 1y — ' 2 (o « -
CGGVéu g, V., i’ scb W, sb3U2u+m {g‘v2a~2+SCb1W2u~2 gid V%Bv2a—28—2}' (4.48)
) ~ a—1
"o o [N S . 117 2( Y ~ - 2
CssW5 Hlbcblvzm i ga W, =cb, Uy +m {SCb‘V2u~2+g3w2a~2 gio VQBVZQ"ZB”Z}'
i konturhe uslove
. . 2 - o \/ P
CllU:’za+ m (bC12v2a~2 +CCy 3{,]20‘,"2) = Q,
—CU2u +Wéa = 0, (4.49)
-su, +VI = 0, za x = + 1,

2 20
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Za antisimetridne modove deformacije U mora da bude parna funk-
cija ed x dok V i W moraju da budu neparne funkcije od x. Dakle;
za a=0 1z (4'48)1 i (4.49)l je lako zakljuciti da je U,=A, gde je
A_ proizvoljna konstanta. Iz jednalina (4.48)2'3 i (4.49)2’3
slede dva skupa resenja za Vo i WO u zavisnosti od pravca propa-
gacije. Naime za proizvoljan pravac propagacije, sem kada je

relacija

. ?

g:93-s?c?b? = 16d%sin?¢cos?¢ (s?sin?¢-c?cos?¢)? = 0O, (4.50)

zadovoljena, dobijamo

vV = SAO { (E'g_ .9—}2'1‘0251 ) sinhgf)zx _ (E%_ §2+CZ}31 ) sinhmx_33x }

o = = c = = c = =

pi-p3 *¢  mpzcoshmp: 66 mp 3 coshmp 3 (4.51)

W = ke { Csg aé%“éz (53_ g_lzm.z,k—)l)sinhnfazx _ Cs sf)g—zjz (I-)'%_ C—Jz-f-czgl) Sinhﬂg)ax }

o =, — - : e e — = - - — ’
©  p}-p: - scb Cee mp2 coshmp, scb, Coe np 3coshnps
gde su p? i p3 reSenja jednaline

c ol v NT2.,T T2 272

55Ces 60 (Cssga+Ceugs)p +gzgsz~sc b = O. (4.52)

Jednadina (4.50) je zadovoljena kada je ¢=0 1ili ¢=1/2 ili

s?sin?¢ -c?cos?¢=0. U prva dva slufaja imamo da se obe familije
vlakana medjusobno poklapaju tako da se materijal ponasa kao ma-
tefijal ojacan jednom familijom vlakana $to je bilo proucavano

od strane Green—-a (1982, 1984) i Green-a i Milosavljevica (1984).
Zadnja mogudnost znac¢i da je pravac propagacije normalan na jednu

od familija vlakana tako da iz (4.52) dobijamo p
p: = O, 5% = 52/066+§3/055/ (4.53)

pa pomeranja Vo i wO mogu da se napisu u oblicima

SAO . 237 g,+c?b, sinh‘m53x
Vo = ——2 t(gs/css—c"by/ces)x + =7 = — (4.54)
- 2 6 6 . -
P3 ' mpycoshmp s
: e ' éz = 27/ | 53(§2+C25;) sinhmp3x
W, = — {- —* (ga/css-c’b1/ces) x+ = - - — ,
p§ scha SCCssbg mp3Ccoshmps

koji takodje mogu da se dobiju i iz (4.51) nalaZenjem granicne
vrednosti kada p:»0. Kada jednom integralimo jednacinu kretanja

(4.48)l za o=1 dobijamo
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[ 2 - 2 — 3 — ]
¢ ,U08 = m?*{(d pvg)on sbaV Cbzwo}, - (4.55)
pri ¢emu je integraciona‘kohstéhta iéjéanaéehéﬁsa'nulom jer U,
mora biti parna funkcija od x. Ukoliko (4.55), uz koriscenje (4.52)

da izrazimo p3p3 i p}+p}, primenimo u (4.49)  dobicemo
2 _ 1 a2 2 = 2 - 4. 2 27 tanhmé3
pvy = ————{dp3-s®cssgs/css~Cc Cs592/Cee*t25°C by ) (1~ ——— )

5%—p% mp ;3 (4.56)

- - - - hmo
“(dp%“szce693/05S“CZC5592/066+252C2b1)(l‘ EEB:EBA)}l
nmp,

ako koristimo (4.51) =za VO i wo, kao i

pvé 52§2+Siaa+2szc251(l _ tan§m§3)= 4520;C55066(1_ Eiﬂgﬂéi ), (4.57)
p3 mp 3 mnp ;3

ako koristimo (4.54) za V_ i W_. Lako je pokazati da (4.57) tako-
dje moZe da se dobije kao grani¢na vrednost izraza (4.56) kada
p2-0. Dakle,imajuéi{u vidu (4.44) 1 (4.47), moZemo da piSemo unu-—
tradnja refenja za pomeranja na slededi nac&in

(=)

u, = AO+O(€2), vu=mé{vo+o(cz)L wu=me{w0+0(ez)} | (4.58)

gde su VO i WO dati izrazima (4.51), za proizvoljan ugao propaga-
cije,i izrazima (4.54), za pravac preopagacije normalan na jednu
od familija wvlakana, koji mogu da se dobiju, kao S$to smo videli,
iz (4.51) grani&nom vredno&déu kada p,~>0. UnutraZnje reenje za fa-

znu brzinu moZe da se dobije u sledecem obliku

? L — p - 2?2 t 1‘—
pVé:pvé+O(Ez):mr; — {(ap3-s?cssga/css—c’cssgz/Ces+25°cih) (1- -222Z§5
pi-p3 mp 3

~'(dE%—SZC‘g6&3/055“"02(3552}2/066"’252(221—3-1)(I";tzva—gﬁ—rmg-z—)}~!~O(€2),,
mp2 (4.59)

za proizvoljan pravac propagaciije Sto za pravac propagacije koji
‘Je upravan na jednu od familija vlakana mo%e da se uprosti do slke-

deceg oblika

2.2 . = .,
pvé _ 4s”c Sss@es (1- tanEmP;) 4O (e2) . ‘ (4.60)
. np 3

Izraz (4.59) za unutrasnje resSenje fazne brzine je potpuno isti
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xao onaj koji je dobijen iz ezgaktnih jednacina i koji Jje dat
izrazom (3.94). Imajudi u vidu da je za kh = 0(l) odnosno m*x fazna
brzina veoma blizu, do O(e?), vrednosti /d/p, $to ima za posledi-
cu da je ci;a;=d-pv?=-0(e?®) 1 shodno tome p?=0(c?) u izrazu (3.83),
lako moZemo da zakljuc¢imo da je gornji izraz adekvatan i za kh=0(1l)
na isti nac¢in kao i u (3.95). Dakle izraz (4.59) vaZi za vrednosti
parametra m od nule do beskonalnosti odnosno za vrednosti kh koje
se krecu od nule do kh = 0O(1).

Ve¢ smo videli da granié¢ni sloj nastaje pri kh=0(1) i
da bismo dobili spoljSanje reSenje iz diferencijalnih jednadina
(4.5) i1 konturnih uslova (4.3) pretpostavicdemo pomeranja i faznu

brzinu u sledecdem obliku
<O . o:) oQ ) O ) 28

Uu=1=1»r U,,e”", V. =% V,,e7, W=1L W,,€ , PVvi=p L wvi,e . (4.61)
= == —_— B

Uporedjivanje ¢lanova istih stepena od €? e dati za &lanove uz

stepene ¢’ , jednadine kretanja kao

B 1212 (A iy 2 - ’ Ty ! =
cl‘Uo k“h<* (d pvo) UO+ khsb3vo + kncbgwo 0,

_ — (4.62)
gZV + .>Cb1 WO = O,
SCbl\]O‘}‘gg, ‘NO = 0,
uz konturne uslove
CIIU’ + kh S5Cy,V -i-khccl;;W’ = Q,
(0] o O (4.63)

~khecU_ + W' = 0O,
o o

—ktho+Vé = O, za x = + 1,

za C¢lanove uz stepene ¢? , jednacine kretanja kao

cllug~k2n2(d-pvé)U2+k2h2pvguo+knsb3v§+khcb2w5 = 0,

242 1 T 1 7 PN _1 21, 2 2~ —nr2 2,2 " . -
kfnﬂ(g2v2+scb1w2)—~khsbauo+c65vo k*h®(§,-pv )V _~k*h®schiW_ , (4.64)

: T, - 2 ~ . 2.2 ;4 2
k?h? (scbh,V,+ g3w2):—khcb2Ué~k hzscblvo+csswo~k n? (G )W,

uz konturne uslove
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c11U% + khsc;2V,+ kheey sWse = O,
~khcU,+ W3 = 0O, (4.65)

-khsU,+V5 = O, za x. = + 1,

i tako dalje. Iz (4. 62)2 3 je ocCigledno da V i W imaju netrivi-
jalna refenja onda i samo onda ako Jje 1soun3eno g293-s?c?bi= 0
odnosno kada je pravae’®propagacije normalan na jednu od familija
vlakana. Prema tome za bilo koji pravac propagacije, sem kada je
ovaj normalan na jednu od familija wvlakana, dobijamo trivijalna
re3enja za pomeranja u ravni‘ploée VO=WO=O. Iz (4.62)l i (4.63)l

dobijamo

2 =
pvy = a, U, = A (4.66)
dok konturni uslovi (4. 63)2 3 ostaju nezadovoljeni. Prema tome ovi
konturni uslovi treba da se usklade sa unutradnijim reqenjlma Is-—-
dobijamo V,=W,= O,a iz (4. 64)l i ;

A g 84 A 4ot 8o

tim argumentima iz (4. 64)2 3
(4.65)l dobijamo pvi= O i U.= Az, imajudi u vidu da, za antisime- i
tri¢ni mod, U treba da bude parna funkcija od x. Lako Jje pokizat;
da za cClanove viSeqg reda imamo V2B 28 0O, pvzs' O i UZB" AZB
Prema tome potpuna spoljasnija reSenja za proizvolijni. ugao propaga-

cije mogu da se napisu u sledecem obliku

U1=KO+62R+... =A, v =0, W_=0, pv;=d , (4.67)

tako da dolazimo do zakljuc¢ka da su spoljasSnja redenja ista kao ona
koja su data izrazima “7(2.19) i (2.20) u neekstenzibilnoj teoriji.
Uskladjivanije unutrasnjlh i spoljasn71h resenja, za €+0,se vrsi
pri kh = O0(1} pa, prema tome, imamo da m—+» na takav nacin da je meg=kh.
Lako je pokazati da za m»~ mora biti Aozﬁ tako da unutrasnja re-
genja (4.58) i (4.5%6) imaju iste vrednosti kao spoljadnja redenja
(4.67) u preklopnoj oblasti. Dakle prema principu uskladjivania
(4.6) sPFedi da su uniformna kompozitna refenja ekvivalentna unut "“”~“é
trasnjim reSenjima. Prema tome, reSenja dobijena sa kh=me vaZe u ;
celoj oblasti talasnih duZina u prvo]j aproksimaciji i nikad ne
prevazilaze gredku 0(e?).

Ukoliko je pravac propagaclije normalan na jednu od fami-

lija vlakana tada je g,gi-s?c?bi=0 tako da. (4.62) imaju netri-

y 3
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7ijalna reSenja za v i W,oou obliku
g2 c
W == — V =- =V , (4.68)
o scb, o s 0o :
>ri Cemu, za antisimetrilni mod propagacije, VO, a samim tim i Wo’
noZe biti proizvoljna neparna funkcija od x. 0O¢igledno je da kon-

curni uslovi {4 .63) ne mogu da sSe primene na (4.68), jer (4.62)2 3
4

2,3 _
1isu diferencijalne veé algebarske jednacline, pa ovi moraju prema
zome da budu zadovoljeni uskladjivanjem sa unutragnjim resenjima.
{orisceniem (4.68) jednaline (4.62)l i (4.63)l mo%emo,respektivno,

ia napiSemo u oblicima

21102 —k*h? (@-pv2)u_+ X2 (c?b,-s?by)w! = O (4.69)
i

s, Uf + BB ez g2 W_ =0 = + 1 4.7
211U o (€cis=s’ci2)W, =0, za x = + 1. (4.70)

{ada je pravac prostiranja normalan na jednu od familija wvlakana

tada je sin?¢=c? i cos’¢=s? pa prema (4.42) moiemo da pi3emo

y; =8s?c*d, qg; =8s“c?d, b,=8s%c?d, pi=8s?c?d?¥/csscee, (4.71)

tako da jednacine (4.64) sada postaju oblika

2,3

2.3 242 ’ S _1.21.2 2 27
S sVo+sW, ) =-k - —iCgeW — 3 P - 1
3s“c’d k*h* (¢V,+sW,) khsb3UO C{LGGWO k“h* (g, pvi-c b‘)wo},
o -~ _ (4.72)
8s3c?d kzhz(cV2+sw2)=—khcb2U’+{c55W5~k‘h‘(@3—pvé—szb1)wob
i mogu biti saglasne samo ako je zadovoljena sledeca diferencijalna

jednac¢ina
o~

-

~knc(c’bz~szb3)ué+dw;—k2h2(c2§3+s7@2—252c2b1—pvé )W _=0. (4.73)

Prema tomne UO i wo mogu da se odrede iz dve diférenéijalne Jjedna-
¢ine drugog reda (4.69) i (4.73) <Cija opSta reSenja, za antisime-
tri¢ni mod propagaciije, imaju dve proizvoline konstante koje treba

" Hda zadovolje konturné uslove (4.70) "koji ustvari“predstavljaju samo
jednu jednac¢inu jer je (4.70) za x=—-1 isto kao i za x=1. Preostali

konturni uslovi (4.63) . koji ne mogu da budu zadovoljeni dire-

> 3
2,3,
ktno, moraju da se usklade sa unutrainijim reSenjima u oblasti

granicnog sloja gde je kh=0(l). U toj oblasti kada e—+o0 parametar
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m*~ na takav na&in da je me=0(l). Iz (4.58)2'3 i (4.54) % lako
dobiti medjugranidénu vrednost koja je ustvari unutrad3nja grani-
&na vrednost spoljasnjih reSenja ili spoljasnija granic¢na vrednost
unutragnjih reSenja. Prema tome, po$to smo kompletirali unutrasnija
redenja (4.58), moZemo da nadjemo spoljasSnje graniéne vrednosti

unutrasnijih redenja na sledefi nacin

U =UuU_=A
m u 0

-
(g3 - €bay o o0 skh oA

v = i v =
Lim Cs s Csg g od

m ~2
£>0 P3
m-rco
me-~+kh

Wm = lim Wu
) —-_— 2
%;g cbipj

me-+kh

- (4.74)
khA g 2 - . T~ N
-9 (d2 e Ei;)x = ckhA S x
Css Ce6 e}

pri Cemu je (4.54) korisceno u (4.58) i gde je, kao i ranije,

e=c2c55—szcs6. Dakle umesto konturnih uslova (4.63)2 37
14

principu uskladjivanja, koristicdemo uslove uskladjivanja u obliku

saglasno

I

-—ktho+WO —kthm + Wm-: —khcAO(d—e)/d,

(4.75)

It

-khsU _+V’ -khsU _+V’ = -khsA (d+e)/d, za x=+1

o o m m o —
gde su UO i Vo=—owo/c opSta resSenja spoljasnjih diferencijalnih
jednacina (4.69) i (4.73). Iz (4.75), eliminisanjem proizvoljne
konstante AO, dobijamo dodatne uslove koje meraju da zadovolije

spoljasnja refenja u obliku

~khcer + dWw’ = O, za X = + 1, {(4.76)

,
o
koji su, za antisimetridni mod, isti za x=1 kaq i za x=-1. Dakle

da bismo dobili spoljasnja re3enija VO i WO mozemo da koristimo
diferencijalne jednadine (4.69) i (4.73) 1 konturne uslove (4.70) 1
(4.76) a to je isto kéo‘jednaéine (2737)1, (2.40)1, (2.39)l i (Z.SOL
respektivno, koje smo imali u drugoj §la¥i u neekstefizibiliioj teo-
riji kada smo pretpostavili egzistenciju singularnih vlakana.

Prema tome, ovo vodi do zakljuc¢ka da pomeranija (2.58), koja su do-
bijena u neekstenzibilnoi teoriji,mogu da se posmatraju samo kao
spoljasnja resenja ekstenzibilne teorije i nisu ucpdte adekvatna

za kh<<l gde unutradnja reSenja postaju veoma znafajna. To je bio
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razlog sto smo bili prinudjeni da pretpostavimo egzistenciju sin-
~jJularnih vlakana u neekstenzibilnoj teoriji. Ukoliko pomeranija
(2.58), koja su dobijena u neekstenzbilnoj teoriji, oznadimo sa
J., V_ i WS onda uskladjena aproksimativna re3enja, koja vaze u

S S
*itavoj oblasti talasnih duZina, mogu da se napi$u na sledeci

1adin
] =U_+U_ - U_ + 0(e?),
u s m
= + - = 2
7 Vu Vg Vm  O0(e”), . (4.77)

= Iy - - -2
Y Wu+ws Wm‘f O(e*),

1 sli¢ni izrazi mogu da se napiSu i za napone koji su funkcija po-
lteranja i fazne brzine. Lako moZe da se pokaZe da unutradnja, spo-
-jasnja i uskladjena red$enja mogu da se dobiju iz tacdnih resSenja
(3.25) traZenjem odgovarajucd¢ih granicnih vrednosti ali detalji ovde
1ec¢e biti prikazivani. ‘

. Uskladjeno aproksimativno reSenje fazne brzine moZe da se

lobije na osnovu sledece relacije

w2 = 2 2 2 4 2

v pv T PVg PV ‘O(e ) | (4.78)
ide Jje, za pravac propagacije normalan na jednu od familija vlakana,
inutrasnja fazna brzina Vi data izrazom (4.60), spoljasnja fazna
>rzina v_ reSenje disperzione jednacine neekstenzbilnog materijala
(2.52) dok je uskladjena fazna brzina Vi unutrasnja granic¢na vred-

1wst spoliasnjeg reSenja koja je, prema (2.54), data izrazom

w2 = 1im  pvi = d-e?/d = 4s’c?®cssces/d, (4.79)
m S
kh-ro

dnosno spoljasnja granic¢na vrednost unutrasdnieg reSenja (4.60)

lata izrazom

— . 2 _ 2 2
v, = lim pv, = 4s’c CscCeg /A (4.80)
£>0
In - X2

me-kh
‘rema tome, saglasno gornjim jednacinama, moZemo da pisSemo
>V2=pv; ~ (d~e?/d)tanh mpi/m-pst+ O(e?). | (4.81)
Na isti nacin,za proizvolijni pravac propagacije, u lzrazu

2
th

2

(4.78) imamo pvg = d, saglasno jednacini (2.19), 1 PV o= d tako da

iobijamo
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ov? =pv{_’~1 + 0(e?) (4.82)

pri Gemu je pvé dato'jednaéinbh (4.59).

Poredjenja (4.81l) i (4.82) sa reSenjima aproksimativne
diéperzione jednac¢ine (3.91), datih izrazima (3.92) i (3.99), koja
je dobijena iz egzaktne disperzione jednaZine jasno pokazuje da
izrazi (4.81) i (4.82) vaZe, do reda €2, u &itavoj oblasti talasnih
duZina to Jjest za kh koje mozZe da se krecde od nule do beskonacno-
stii Ovo opravdava zakljucak da i u mnogo komplikovanijim prob-
lemima moZemo da re$imo jednac¢ine neekstenzibilnog materijala i
jednac¢ine odgovarajudeg ekstenzibilnog materijala u aproksimati-
vnom obliku, sa kh=me , $to ¢e da nam da spoljasnja i unutrasnjia
resenja, respektivno, tako da procedurom uskladjivanja moZemo da
dodjemo do aproksimativnih reSenja koja ¢e vaZiti u &itavoj obla-

sti talasnih duZina.

4,6, APROKSIMATIVNA RESENJA - SIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE

U prethodnom odeljku smo videli da neekstenzibilna resenja,
dobijena u drugoj glavi, mogu da se koriste kao spoljasSnja reSenja
u teoriji grani¢nog sloja. Ista procedura kao u odeljku 4.5 moZe
da se primeni za opravdavanje takvog prilaza i za simetricne i
modove propagacije. Izrazi za faznu brzinu neekstenzibilnog mater-

ijala (2.25) pokazuju da ova postaje beskonac¢na kada kh teZi nuli

§to dovodi do zakljucka da fazna brzina ima prelom (engl. cut-off) z
pris frekvenciji datoj izrazom (2.29) ispod koje talasi nece da se i
progtiru u neekstenzibilnoj plod¢i. Ovo nam sugerira oprez pri raz- i
matranju simetric¢nih modova propagacije. Iz jednacina kretanja ek~
stenzibilnog mate#ijala (4.2)2’3 je oligledno da kada pv? postane
uporedivo sa g, i g; onda izrazi (gz2-pv?) i (g3-pv®) postaju mali
Cak i kada razmatramo jako anizotropne materijale za koje vaZi re-
lacija -(4.4). Ispitivanije dugih talasa, za koje je kh veoma malo, . i
u odeljku 4.4. a posebno u odlejku 4.4.2. je pokazalo da, u toj
oblasti talasnih du?ina, fazna brzina (4.41), imajuci u vidu
{4.29), postaje O(l/e*) i za € malo ali kona¢no ima konadnu
vrednost. U granilnoj vrednosti neekstenzibilnosti, kada e-o, fa-

zna brzina, medjutim, teZi beskonad¢nosti. Ovo nam sugerira da
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ne moZzemo da koristimo uskladjeni asimptotski razvoj za dobijanije
reSenja koja bi vaZila u <¢itavoj oblasti talasnih duZina jer bi
nedjugranicna vrednost fazne brzine Vi bila beskonacna. Dakle moramo
da uporedimo reSenja za duge talase, kada je kh<<l, i srednje ta
lase, kada je kh=Okl), u blizini prelomnih frekvencija i konstrui-
Semo reSenja komponovana od unutrasnjih refenja, koja vaze do pre-
lomne frekvencije, i spoljasnjih resenja, koja vaZe od prelomne
frekvencije. Unutqqénja reSenja koja vaZe pri frekvencijama niZim

>d prelomne frekvencije spolja3njih reSenja ¢emo opet pretposta-
viti uz koriscenje relacije (4.43) to jest uz kh=me. U odeljku 4.4.
smo videli da je, u ovo]j oblasti talasnih duZina, fazna brzina

reda 1/e¢?. Dakle ako uzmemo da je

J = khU = meU, pvi= ov? + p%?% + 0(e?), (4.83)

tada jednacine kretanja (4.5) postaju

>, U+ mzpsz +sb3V’ + cbh,W'=m

2

e? (d-p0?%) U , o

eV — m2(§2—952)v—m25c51w = m2e?{sbsU’+ (@2—002)V+scb;w}, (4.34)

‘m?scb,V +cssW'-m? (g3-w?)W =m?e2{cb,U’ +scb,V+(§s-p9?)Wly

ijck konturni uslovi (4.3) imaju oblike

cllﬂ’ +sc,2V+cc 3sW = O,
-m?e?cU +W' = 0O, (4.85)
~m?¢?sU + V' = O , za x = + 1.

\ko formalno napifemo reSenja po Stepenima € u obliku

26 S - 2P

=5 U, £ = % P W = 5w, e’ (4.36)
¥ | - 2105

=0 Z{S (81 ﬁ:O 2R jo B=0 B

snda u (4.84) i (4.85) mofemo da uporedjujemo &lanove uz iste ste-

- . o e e .
>ene od e’ &to daje, =za &lanove uz €, Jjednacine kretanja

51 U 4m?pviU +sb3yV?! +cbhoW’! = 0O,
O O O : 0]

:65V5~m2(§2~p§2)vowmzscglwo = 0, - (4.87)

L2 e e FIPS w2 o 2 ’ —
m scblvo CJJWO m* {gay—pv )WO O,

L konturne uslove

bt 1Ué+5(?1;>_vo+CC13WO: 0, Wé:O, \7(’)’—:0, zZa X = + 1. (4.88)
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Jednac¢ine Kkretanija (4.87)2 3 daju opsta reSenja oblika
r -

VO=ngoshm52x +B03coshm§3x .

(4.89)
W = CespPa=(go—pv?) = Cespi—(g2—pv?) -
o = - v By 2coshmpaox + — - Boicoshmp x
scb, scb) 3

gde su pi i p? redenja jednacline

[05552‘ (%2“052)][05552” (53‘062)] - SZCZE% = 0. (4.90)

Kada priménimo konturne uslove (4.88)2 3 dobijamo jednacine
) L4

mﬁngzsinhm§2+m53Bo3coshm§3 = 0,

- ~  ceepi-(@a=pv?) - . (4.9L)
mpzBo2sinhmp,+ 66P3 21 -mp 3B 3sinhmpa=0,

ngﬁ%“(%z”p;z)
SCBI SC}—)l

koje imaju netrivijalna res3enja za By, 1 Byi3 ako je zadovoljena
jednadina

Css(ﬁ%“ﬁ%)

vy m?p,ps; sinhmp;sinhmps= O. (4.92)

Iz (4.90) je lako pokazati da je ﬁ%#ﬁ% pa, prema tome, postoje samo
dve moguc¢nosti za dobijanje netrivijalnih refenja jednadé¢ina (4.91)
i to ps;=0 uz Bg3=0 ili p3;=0 uz B,,=0. Dakle postoje dve grane koje

odgovaraju simetri¢nim modovima sa 'v'o i WO u obliku

Vo, =Boz2, Wo2=—(g2-pv%) Bo,/scb: , (4.93)
i
Vo3=Boa, Wo3z=—(ga-pv}) Bgs/scb, , (4.94)
gde su pvi i pv} reSenja jednaline P

(gz= pv?) (gs-pv?)-s’c?bi= O, (4.95)

1l1i eksplicitno

~, L = = =\ == =
pvi,s= 5 {g2+ga+ V(g3-g2) 2+4s2c?b2} . (4.96)

Iz jednacina kretanjé (4.87)1 i konturnih uslova (4.88)1 dobijamo

sinmqlmx

U =Aa  ——

oua o -
mq
*lo
< C1 5 - ‘ '
v = 1-1 sA __cos mq, , (4.97)
oo - —2 0 - o 1o
CIB(QZ_DVG)"b Ci2b)

0 e fcl1(52—05é) L - =
”od . - cAoa COSMIy o r

O

. . w2 2 N
113 (C_}'Z-QVO;) -s°Cy b,
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gde su &ia=p§é /cy1 a a=2,3 odgovara YeSenjima fazne brzine (4.96).
ReSenja (4.96) su ista kao dominantni delovi izraza (4.29), koji
su dobijeni za fazne brzine dugih talasa, ako primenimo (4.4).
Analiza c¢lanova viSeg reda u (4.84) i (4.35) e da proizvede &la-
nove vifeg reda faznih brzina (4.29) ili tacnije (4.41), ali deta-
1ji nece biti dati ovde zbog veoma dugih izraza. Prema tome, ako

u izrazu (4.97) umesto nadvulenih velicina upotrebimo realne veli-

¢ine i fazne brzine date izrazima (4.29) ili (4.41) moZemo da pi-

Semo K
sin kh g,  x
= ] 2 - la 2
U, .= kh[anl» o(e?)] kh[Aoa Khay +0(e?)] ,
(4.98)

v = c11by "sA ___cos khg ‘+ O (e?)

ua 2 2 oo la d

C13(gz—QVa)‘S c12b)
Crl(gz“DVé) 1 )

W = - EAoacoskhqlu+O(e ),

Cla(ngpvé)-szclsz

gde su qia= pvé/cll. Re3enja (4.97) ili (4.98) vaZe do prelomne
frekvencijg spoljagnijih (neekstenzibilnih) resenija kada khqla pos-
taje Jjednako mw/2 odakle sledi da je Via: O i wia: O i u toj tacki
unutrasnja reSenja prelaze u spoljadnja resSenja. Ovaj prelaz se
deSava pri talasnim duZinama pri kojima imamo preseke deperzionih
krivih spoljagnjih i unutrasnjih relenja to jest u presednim tacka-
ma krivih (4.29) ili (4.41) sa (2.28). Da bismo uskladili pome-—

ranja (4.98) sa (2.26) moramo da stavimo Aoq/qla: B_u preselnim

o)

tackama disperzionih krivih koje se javljaju pri talasnim duzZinama
. . . v, .- - . . . ! . P £ .

pri kojima spoljasnja reSenja imaju prelomne frekvencije, récimo

khca' Dakle aproksimativno resSenje fazne brzine, za simetricne

modove propagacije, moZe da se piSe u obliku

( (qo—ov? 7 N _e2.2v2] 2
[(ga=pv2 ) (ga=pv] ) -s”c'bi]

ovéu{l~ %kzhz - — - . - }'kh<khco
52 [_Cl 2 (gﬁ_QVéOL) "C2(31 3b1_‘ 2 pe? IC13 (gz—()'\/éo‘) ‘Sz'Cl 20y | 2 "
PV, = (4.99)
TR kit .
d+ =t kh>kh
.. 4x*h?
agde su pvéa redenja jednacine (4.29). Pomeranja su data izrazima
(4.98) za kh<kh 1 izrazima (2.26) =za kh>kh .
co co

Kada je pravac propagacije normalan na jednoj od fami-

lija vlakana tada je niZa fazna brzina 0(l) odakle sledi da je
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povi=0 pa iz (4.29) uz koriicenje (4.4) i (4.71) dobijamo

pvi= 52§z+02§3"2520261“(CZst“Szclz)2/C11: (4.100)

5to je isti izraz kao 3to je dobijen u neekstenzibilnoj teoriji

za kh+o koji je dat jednacd¢inom (2.64). Dakle disperziona relacija

(2.53) vazi u <¢itavoj oblasti talasnih duZina za mod koji algovara

manjoj faznoj brzini sa pomeranjima datim sa (2.72) i naponima da-
tim sa (2.73). Vektor pomeranja je normalan na drugu familiju vlia-
kana. Veda fazna brzina pv} je i u ovom sluéaju 0(l/e?) i njen ap-

roksimativni izraz je dat sa {(4.99).
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. NUMERICKI REZULTATI

.1, UuvopD

Materijal ojacan dvema familijama vlakana moZe da se za-
isli kao materijal napravlijen od proizvoljnog broja slojeva oja- ?
anih jednom familijom vlakana, zaokrenutih naizmeni&no za uglo-
e +¢ 1 -¢ v odnosu na linije simetrije, koji su perfektno spo-

eni medjusobno. Prema tome ukolikc ugao izmedju dve familiije

.ezi nuli elastic¢ne osobine materijala bi trebalo da budu iste
a0 za materijale ojac¢ane jednom familijom vlakana. Elasticne ko-
i1stante za ugljena vlakna - epoksi smola kompozite, koji su mode-
.irani kao kontinuum ojac¢an jednom familijom vlakana, su merene
yd strane Markham-a (1970) i prema tim podacima konstante date u

'1.36) imaju sledede vrednosti ?

il

5,65.10°Nm M= 2,46.10°%Nm - W= 5,66.10°Nm °

. = -1,28.10°Nm 2 8=220,9.10° Nm . (5.1)

7a materijal ojadan dvema familijama vlakana konstitutivna jedna-
*ina je data izrazom (1.47). Ako se obe familije vlakana poklapa-
ju, to jest ako je ai:bi, onda iz Jjednacdine (1.47) dobijamo

= Z s ) + . s E 2 o
345 {kerl_+(zY3+Yu)lrasers}éij 2uelj+{(2m+m)0rr +

+2(2Y1+Y6+2Y5+Y2)arase S}a.a‘+2Y7a (e .,a.+e .a.).

r i™] r ri j rij i

U odeljku 3.3. smo videli da za jako anizotropne materijale moZe-
mo da usvojimo y2=y3=Ys=Ye=0 bez gubljenja vaZnih informacija u
granic¢nom procesu. Dakle poredjenje (5.2) sa (1,36) uz korisce-

nje (5.1) i gornjih pretpostavi moZe da nas dovede do elasticCnih
konstanti, koje mogu da se koriste za materijale u kojima je epoksi
smola ojacana dvema familijama uglijenih vliakana, sa slededim vre-
dnostima |

A = 5,65.10° Nm , u=2,46.10°Nm °, ys=-1,28.10° Nm

-2 -2 5.3]
v7= 3,20.10° Nm ~, 2y,=110,45.10° Nm . (5.3)
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Ove konstahte su korisdene u (1.56) za izraclunavanie cij za eks-

" tenzibilne materijale pri emu je oc¢igledno da konstanta y,; moZe
da se smatra velikom u odnosu na ostale. Ako bi vlakna postala
jada onda bi i konstanta Y. postala vecda tako da bi za neekste-
nzibilni materijal teZila beskonac¢nosti pri cemu bi ostale kons-
tante ostale nepromenjene. Prema tome ove konstante takodje moZe-
mo da koristimo. za modeliranje idealnog vlaknima ojacanog materi-
jala kod koga su obe familije vlakana neekstenzibilne. Dakle, ako
uvrstimo §5.3) u (1:58) dobiéemo'konstante ai__j za materijal sa ne-
ekstenzibilnim vlaknima. Koriscenjem vrednosti (5.3) u (1.56) 1

(1.58) dolazimo do slededih izraza
Cy11 = a3y = 10,57,
Ci2 = ai2 = 5,65 + 1,28 cos2¢sin?¢,

ci13 = a;s = 5,65-1,28 cos2¢cos?y, X

a2, = 10,57 + 4(0,64 cos2¢+3,2) sin?¢,

Cr2 = aszz,+ 220,9 sin®¢,

a,s = 5,65 - 1,28 cos?2¢, (5.4)
Cz3 = azz + 220,9 sin?¢cos?¢,

ass = 10,57 + 4(-0,64 cos2¢ +3,2)cos?p,

c:3 = azsz +220,9 cos'¢,

asus = 5,66, cuy, = 5,66 + 220,9 sin’¢cos’d,

Cs5s5 = aAgs = 2,46‘+ 3,2 COSZ¢,

Cgs= age = 2,46 + 3,2 sin®¢ ,

pri égmu Su sve kbnstante date u jedinicama GPa = 10° Nm . Na

3 > - . N N ) ;Z‘
slici 5.1 Je prikazana promena velidina aij sa promenom poluugla

izmedju dveju familija vlakana ¢ u granicama od 0° do 90°.

R e e Tt T
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Poredjenja konstanata <., 1 Ci3j3 5a az; 1 ajzjz,respekti-
/no, su data na slici 5.2..8lika 5.3. prikazuje poredjenje konsta-
ite ¢33 sa ajz; pri promeni ugla ¢ dok slika 5.4. prikazuje pore-
ijenje konstante c4., sa a,, pri promeni ugla ¢. MoZemo da zapa-
zimo jaku zavisnost elasticénih kons;anata Co2, Cora,s Cy3 1 Cyy
>d dominante konstante vy; kao i od ugla izmediju dveju familija

Jlakana.

Da bismoc dobili redenja iz Jjednacina kretanija (3.2) 1
conturnih uslova (3.3) za razlidite uglove propagaciije i razlidite
1glove izmedju vliakana bilc je neophodno re3iti ih numericki. Nu-
neridki rezultati su dobijeni na dva razlicita nadina.

Prvi nacd¢in bio je da za dati ugao izmedju dveju famili-
ja vlakana izraclunamo elastic¢ne konstante iz (5.4) pa onda da za
specificirani pravac propagacije i specificiranu faznu brzinu iz-
raCunamo vrnednosti iz izraza (3.7) 1 koeficijente kubne jednaline
30 p2 date sa (3.9). Potom smo koristili NAG podprogram na bNot-
:ingham~skom univerzitetu za nalaZenje nula polinomijalnih jedna-

!ina 5to nalm je omogudilo da nadiemo vrednosti p? (a=1,2,3). Kada
: : o

su vrednosti p& odredjene lako je racunati MW, N% i Lx iz iz-
i N Y, C s
caza (3.12) tako da u disperzionim Jednalinama (3.106) za antisi-

netricéni wmod, i (3.17), za simetricne mouove, ostaje samo kh kao
>romenijiva. Prema tome da bi se nadla wvrednost kh  za fundamen-—

i naimwanice vrednosti kh koje za-—

(9N

calne modove bilo je potrebno na
lovoljavaju disperzione jednadine. Na ta’ nadin smo napravili ta-
relu parova vrednosti kh i v iz kolde sme wmogli da nacrtamo disper-—
zione krive fundamentalnih modova.Sada smo u staniju da za svaku
/rednost kb racdunamo raspored pomerania po deblijini  plofe,koris-
cedi jednaline {3.25), i raspored napona, koristedi jednacine (3.29).
drugi ops3tiji nadin bio je da redimo sistem diferencijalnih jed-
1ac¢ina (3.2) podvragnut konturnim uslovima (3.3) numeridkom inte-
jracijom. a bismo to ufinili opet smo koristili NAG podprogram

1 Nottingham*skom raCtunskom centru koji je imao mogudénost da vrEi
wmericku integraciju sistema od n diferencijalnih jednalina prvog
reda koridcenjem Runge-Kutta-Merson—-ove moetode. FPrema tome, tre-—

»alo je adaptirati sistem diferencijalnin jednadina (3.2) uvodje-—



119.

njem novih funkcija R,S i1 T koje su predstavljale prve izvode
‘funkcija U, V 1 W, po novoj promenljivoj ;zkxllrespektivno. Da-
kle sistem diferencijalnih jednacina (3.2) sada je napisan na

slededi nacin

U’ =R, V' =5, W =T,

R' = -{(pv?~d)U+sb3S+cb,T}/c11,
N S’ ={sbykR - (pv?i- g2) V+sch W} /ces (5.5)

T/ ={cb,k +scb,V - (pv’- g3)W}/css,

pri ¢emu prim oznadava izvod PO x. Problem je u suitini problem
sopstvenih vrednosti u smislu da je potrebno da se odredi ona fa-
zna brzina v, koja odgovara zadatoj vrednosti kh, za koju ¢e na-
poni da isc¢eznu na konturama. Opet smo ova’j problem refili polu-—
inverznom metodom. Dakle za odredijeni ugao izmedju dveju familija
viakana 1 odredjeni pravac propagacije spedificirali smo vrednost
fazne brzine v 1 integralili sistem diferencijalnih jednacina (5.5)
za tri linearno nezavisna pocetna uslova. Pri tome smo na svakom
- ,

koraku integracile testirali napone 031, 013 1 ¢;2 dok nismo na-
§1i vrednost gq = kh za koju su konturni uslovi zadovoljeni. Ovo
testiranje Jje éprovodjeno na slededi nadin. Pri svakom koraku inte-

gracije moZemo da pijemo

3 3 3

. { - .

Fi11= L Au oﬁ?) , OGy3 = L Augf%) ,O125 2 Auof%) (5.6)
a=1 o=1 =1

pri ¢emu a=1,2,3 odgovaraju naponima dobijenim iz tri linearno
nezavisna startna uslova, koijl mogu da se biraju tako da dobijemo
simetric¢ne ili antisimetric¢ne modove dok su Aa neodredjeni koe-

ficijenti. Za konture slobodne od napona, iz (5.6) je ocigledno

da za postojanie netrivijalnih redSenja za )., na konturi x = ¥h
- - . . {5 g
mora da bude zadovoliena slededa jednacina
s , : e S ER
oY (1) ()
i1 Js Ji12 ’
Pt EEAY a -
(z) (2) (2) = O . (5.7)
2y T3 Ty
(%) () (3)
T Ty 012

{a
Y
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rema tome,kada je jednacina (5.7) zadovoljena dobijamo vrednost
h koja odgovara specificiranoj vrednosti fazne brzine v. Na

aj nac¢in smo u mogucnosti da napravime tabelu parova vrednosti
aznih brzina v i vrednosti kh 1 da nacrtamo disperzione krive.

a bilo koji par vrednosti v i kh moZemo da odredimo vrednosti

o do na jednu proizvolijnu konstantu i onda da izracdunamo vred-
osti pomeranja i napona na svakom koraku integracije to jest

romene ovih po debljfrii ploce.

Ukratko smo dalil rezime osnovnih koraka numericke pro-
edure dok su 1istinzil programa sistematizovani i lako prilagod-
jivi 1 za drugaciju geometriju. Poredjenie rezultata dobiijenih
dris&denjem ova dva razlicita programa daje odlic¢no slaganje 1 re-

1ltati se mogu dobiti sa tacnosdu koju mi propiiemo.

Nadjen je veliki broj disperzionih krivih kako za sime-
ci¢ne tako 1 za antisimetricne modove propagacije za razlicite
jlove izmedju familija vlakana i razlicite pravce propagacije.
ikodje su dobijena pomeranja 1 naponi kao funkciije polo?aja po
2ijini plode za wveliki broj razliditih talasnih duZina. Svi re-
1ltati su prikupljeni za analizu a neki od njih de biti pfikaza-
Cu slededim odeljcima 1 biti uporedjivani sa predloZenim aprok-—

mativnim resenjima.

]

4. ANTISIMETRICNI NMODOVI PROPAGACIJE

S
Pt}

La bismo nprikarzalil rezultate egzakinih redenja izabra-
sio tipidan ugao izmediju Jdveiju familija viakana 2¢ da bude od-
dien sa sin“¢ = U,3 to Jest izabrali smo & = 33%912¢39%,
sperzione krive za rvazlidite pravece propagaciije su prikazane
slici 5.5. Ovde treba zapaziti da jJe na ordinati dat odnos
adrata fazne brzine i kvadrata talasne brzine smicania d/p.
igledno za bilo koli pravac propagacije fazna brzima ima vred-
st jednaku nuli kada kh=0 i onda veoma brzo raste sa porastom

dok ne dostigne odrediene vrednosti kada se taj porast znatno
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4 +
+ +

1 2 3 4L 5 6 7 8 8 10 15 kh
S1.5.5. Dlsper21one krive antisimetri&nih modova propagaciije
pri sin ¢—O 3 1i uglov1ma propagacije datlh kao:
(1) 51n 20=0,1; (2) 51n a=0,3; (3) sin?a= 0,5;
(4) sin?a=0,7; (5) sin?a=0, 9.

usporava teZeci asimptotski granicnoj vrednosti kada kh»=. Ved
smo videli da je graniéna vrednost kratkih talasa, kada kh -,
Rayleig—-eva talasna brzina. Rayleigh-eva talasna brzina'je data
jednacinom (3.55) ili (3.56) a u slucaju jakb anizotropnih mate-
rijala jednacinama (3.97) ili (3.99) koje jasno.pok;zuju da je
ona veoma blizu talasne brzine smicanja vf575,k¢ja je ista kao i
brzinarpropagacije Cisto transverzalnih talasa u béskonaénom
prostoru data jednadinom (3.154)1. Dakle do reda €2 nismo u stanju
da razlikujemo ove dve brzine sem u slucaju kada je pravac pro-
pagacije normalan na jednu od familija wvlakana jer su tada domina-
ntne konstante u takvim odnosima da P u (3 83) postaje veli&ina
0(1l) umesto O(l/e?) &to, u granic¢nom sluc¢aju, vodi do zakljudka
da desna strana aproksimativne disperzione jednacdine (3.91) nije
velic¢ina O(eg) veé 0(l). Ovo je razlog zaS3to neekstenzibilna te-
orija predvidja Rayleigh-evu talasnu brzinu samo za taj poseban
pravac datu jednalinom (2.57). Na slici 5.6. je prikazan odnos

kvadrata Rayleigh-eve talasne brzine i brzine talasa smicanja za
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sSin2¢ =03
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§1.5.6. Rayleigh-eva talasna brzina za razlicito
€?: (1) £%=0,0128; (2) c?=0,0063;
(3) €2%=0,0032; (4)&?rw

razli¢ite uglove propagacije « i razlic¢ite materijale koji su ve-
Stacki napravljeni od ugljena vlakna - epoksi smola kompozita

sa pretpostavkom da vlakna postaju sve jaca i jaca. Treba napo-
menuti da se malil materijalni parametar blago rézlikuje pri raz-
lic¢itim pravcima propagacije Cak 1 za 1isti materijal. Ovo je ta-
ko zbog nafina definisanja malog parametra (3.73) jer velicina d
se menja sa. uglom propagacije. Na slici 5.6. Rayleigh-eva talasna
brzina je racunata iz egzaktne jednaéiﬁe (3.55) za ugao izmedju
dveju familija vlakana 2¢ datim sa sin?¢ =0,3 pri Zemu se c?
odnosi na pravac propagacije normalan na Jjednu od familija vlaka-
na. ba bi smo prikazali promenu Rayleigh-eve talasne brzine pri

promeni pravca propagacije o i ponasanje resenja kada materijal
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rlakana postaje jaci na slici 5.6. smo nacrtali krive (1), (2) i
'3) koje odgovaraju materijalima sa pet, deset 1 dvadeset puta
jac¢im vlaknima u odnosu na originalni materijal, &ije sﬁ éiés—br
-i%ne konstante date sa (5.3), tako da €? ima vrednost 0,0128,
),0063 i 00,0032 respektivno. Tacka oznacena sa (4) odgovara
tayleigh~evoj talasnoj brzini koja moZe da se dobije neekstenzi-
>ilnom teorijom i ima vrednost ow?/d = 0,9969 u pravcu propagaci-
je koji je normalan na jednu od familija vlakana. OCigledno ods-
:upanja kvadrata Rayleigh—evih talasnih brzina bd kvadrata talas-
1ih brzina smicanja d/p su reda €° za bilo koji pravac propagacije
sem kada je ovaj u okolini ugla a=nw/2-¢ tako da moZemo da zakliju-
timo da je reSenje pri jakoj anizotropiji do‘feda £? neprepoznat-
Ljivo u odnosu na d/p za bilo koji pravac propagacije sem kada
je ovaj u okolini normale na jednu od familija vlakana kada vred-
10st naglo pada naniZe tako da se u granic¢noj vrednosti neeksten-
zibilnostli ponasa kao diskontinualni skok. Slika 5.7. pokazuije

>romenu odnosa kvadrata'ﬁayleigh—eve talasne brzine i 4d/p, za

\410
<
[

EGZAKTNO
101 ———— APROKSIMATIVNO

\
095b——. ' ' ' ' . . .
10 200 30 4 S0 80 70 80 90 & [°]
51.5.7 Rayleigh-eva talasna. brzina pri 4
$=33%12"39"
ugljena vlakna — epoksi smola kompozit Cije su elasticne konstan-

te date u (5.3) a ugao izmedju vlakana sa sin?¢=0,3, pri promeni
pravca propagacije. Pune linije se odnose na egzaktno reSenie,
jednacina (3.55), dok se isprekidane linije odnose na aproksimati-

vno refenije dato sa (3.99).

LA e e bt e B LT Ty T LI B SAn i T e e e e i e
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U Cetvrtoj glavi, odeljak 4.5, su predloZena uskla-
djena aproksimativna re3enja za fazne brzine i data su izrazom
(4.78). Pokazano je da je za proizvoljni pfavac propagacije apro- -
ksimativno reSenje fazne brzine ekvivalentno unutrasnjem re3enju,
dok je za pravac propagacije koji je norralan na jednu od famili-
ja vlakana aproksimativno reSenje kombinacija unutras$njeg i spo-
ljasnjeyg (neekstenzibilnog) resSenja. Na slici 5.8 je prikazano
poredjenje aproksimativnog reSenja (4.82), koje je ustvari dato
izrazom (4.59), sa egzaktnim reSenjem da bi se ilustrovalo koli-

ko je slaganje dobro. Ova slika se odnosi na sin?¢=0,3 i s®*Zsin®a=0,1

_fv?
d
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$1.5.8 Disperzione krive za sin?¢:o,3 i 52:0,1

1 pokazuje koliko je aproksimativno re3enje dobro u Sirokom opse-
gu talasnih duZina. Ovakva preciznost aproksimativnog resenja

moze da se pokaZe za bilo koji drugi pravac propagacije. Da bismo
prikazali proceduru uskladjivanja kada i spoljaSnje-i unutrasnje
reSenje imaju disperzioni karakter prikazali smo na slici 5.9 slu-
caj kada je pravac propagacije-normalan na jednu od familija vla-
kana to jest sludaj kada je sin®¢=0,3 i s?Zsin‘w=0,7. Opet je
slaganje aproksimativnog resenja sa egzaktnim tako dobro da se

disperzione krive praktic¢no medjusobno poklapaiju.
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S1.5.9. Procedura uskladjivanja disperzionih
krivih za sin?¢=0,3 i s%= 0,7 -

g e RS

et

Kada se dobiju disperzione krive, za zadati ugao izmedju

dveju familija vlakana i zadati ugao propagacije,onda je vrlo la- i

ko dobiti distribuciju pomeranja (3.25), ili u aproksimativnom.
obliku (4.77), i napona (3.29) po debljini ploCe gde figurise

-samo Jjedna proizvoljna konstanta. Na slici 5.10 je prikazana dis-—

R N e s s

tribucija pomeranja po deblﬁini ploc¢e za specificirani poluugao
izmedju dveju familija vlakana $=33%12"39" (sin?¢=0,3) i speci-

ficirani ugao propagacije a=18°2¢'6" (s?’=s3in‘a=0,1). Numeridki

T
Rk

e

rezultati egzaktnih refenja za pomeranja su prikazani na slici

5.10 za tri razlicite talasne duZine. Sva pomeranja su data u ta-

dscach it sl

kvoj razmeri da je zadovoljena relacija U=1 na konturi plode. Tre-
"ba zapaziti da je za male vrednosti kh (krive (1))" pom&Fatije U -
skoro konstantno, dok su pomeranija V i W skoro linearno zavisna

od koordinate -x,; koja ide po debljini ploce. Za male talasne du- i

Zine (krive (3)) vidi se da ponasSanje reSenja pokazuje osobine 5

povrSinskih talasa odnmosno pomerania su konadna blizu konture .
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B ... 2 : :
-za sin“¢=0,3 i 51n2u=O,l.

Distgibucija pomeranja na jednoj polovini
debljine plofe za razliCite talasne duZzine
(L) kh=0,11034,
kh=9,96858,pv2/d=0,8;

pv = /d

pv.z /Ad=0,1;
(3)

poj

(22
kh=4,24404,

() 1
o

3
o,



. onda naglo opadaju na vrlo male vrednosti dalje od konture

ylobodne od napona. Za ovaj pravac propagacije neekstenzibilna

.:eorija predvidja U=A, V=W=0 za sve talasne duZine. Videli smo,

iedjutim, da neekstenzibilna resSenja predstavljaju samo spoljas-

o
]
4
i

tja resenja u kompozitnim redenjima (4.77) takd da moramo da uz-

lemo u obzir i unutradnja reSenja koja su data sa (4.58) i (4.51).

s S i

{ ovom slufaju je €7?=0,08279, 3to je relativno veliko, ali je sla-

‘anje aproksimativnih resenja (4.77) za pomeranja sa egzaktnim

‘eSenjima izuzetno dobro. Poredjenje aproksimativnih redenija &
4.77) sa egzaktnim reSenjima (3.25) za pomeranja V i W, prikaza-
iih slikom 5.10, je dato na slikama 5.11 i 5.12. Slika 5.11 pri-

:azuje distribuciju pomeranja V/A po debljini plocCe dok slika

- VA EGZAKTNO

005} ——= APROKSIMATIVNO
0,041
0,03t
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0,01¢ ;7 i

-0,01¢

S1.5.11 Distribucija pomeranija V/A za sin®¢=0, 3 i
i s? =0,1 pri raznim talasnim duZinama:
(1) kh=0,011034; (2) kh=0,96858;
(3 kh = 4,24404.

.12. prikazuije distribuciju pomeranja W/A po deblijini plole za
in?¢y =0,3 1 s? =0,1 i vrednosti kh koje iznose 0,11034, 0,96858
4,24404. U svim ovim slucajevima proizvoljna konstanté Jje iza-
wrana da, ispunjava uslov U=A=1. Punim linijama su predstavlijenag;
:gzaktna reéénja dok su aproksimativna reSenja, racunata prema
ednac¢inama (4.77), datalisprekidanim linijama. Ovakvo slaganije
zmedju pomeranja dobijenih egzaktno i aproksimativno mogu da

e pokazZu i za druge uglove izmedju dveju familija vlakana i druge

ravce propagacije ali zbog delokruga poglavlja to nece biti pri-

.azano ovde.,



W/A
02+t
EGZAKINO
————— APROKSIMATIVNO
0,154

01t

0,05
004
003
002t

0,01

128.

s
-001

01 02 03 0t 05 05 -07 08

$1.5.12 Ditribucija pomeranja W/A za sin?¢=0,3
i s?=0,1 pri raznim talasnim du¥anamna:

(1) kh=0,011034; (2) Xxh=0,96858;

(3) kh=4,24404.

Distribucija napona po debljini ploce,

cija su egzakt-

na reSenja data jednac¢inama (3.29), je data na slikama 5.13 do

5.18 pri cemu smo opet izabrali tipic¢an ugao izmedju dveju fami-

lija vlakana dat izrazom sin?¢=0,3 i tipifan ugao
dat izrazom s°=0,1. Zbog uporedijenja izabrali smo
du%¥ine kao &to smo izabrali za pomeranja na slici
su oznaleni sa criom’iznéd oznake (Eij) jer su na

5.18 prikazane zavisnosti napona od koordinate x,

propagacije
iste talasne
5.10. Naponi
slikama 5.13 do

$to znaci da

su stvarni naponi (3.29)l 5 3 4 podeljeni sa kA cosy dok su
? 14 4

naponi (3.29)5 6

podeljeni sa kA siny. Naponi na drugoj polovini
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S1.5.13 Naponi 011 za razlidite talasne duZine: &
(1) kh=0,11034; (2) kh=0,96858; (3) kh=4,24404
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S$1.5.14 HNaponi 0y, za razlidite talasne duZine:
(1)kh=0,11034; (2)kh=0,96858; (3)kh=4,24404
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$51.5.15 Haponi 813 za razlidite talasne duZine:
(1) kh=0,11034; (2) kh=0,96858; (3) kh=4,24404
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51.5.16. Naponi 0,, za razlidfite talasne duZine:
1)Ykh=0,11034; (2) kh=0,96854: (3)Ykh=4,24404
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' 8§1.5.17 Naponi 023 za razlidite talasne du¥ine:
(1) kh=0,11034; (2) kh=0,96858; (3) kh=4,24404
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51.5.18 Naponi 033 za razlidite talasne duZine:
(1) kh=0,11034; (2) kh=0,96358; ,(3) kh=4,24404
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plo¢e nisu prikazani jer lako mogu da se izvedu sa slika 5.13 do
5.18 koriScéenjem Cinjenice da su 011, U22, 033 i UJa3 neparne
funkcije od x; dok su o;3 i 0, parne funkcije od x; za anti-

simetri¢ne deformacije.

5.3, SIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE

Pri razmatranju simetric¢nih modova propagacije smo vi-
deli da pri granic¢noj vrednosti dugih talasa, kada kh-»o, mogu ja-
sno da se uoce dve razlicite talasne brzine saglasno jednadini
(3.58) koja moZe pogodnije da se napiSe u obliku (3.61). Re8enja
jedna&ine (3.61) su data sa (3.63) od kojih jedno odgovara kvazi-
longitudinalnim talasima a drugo kvazitransverzalnim talasima.
Ekvivalentni izrazi su dobijeni u Cetvrtoj glavi, odeljak 4.4,
kao reSenja najniZeg reda za fazne brzine gde je od poletka pret-
postavljeno da se radi o veoma dugim talasima. ReSenja (3.63),
za zadati ugao izmedju dveju familija vlakana, su jako zavisna od
pravca propagacije. Crtanjem funkcija h,(s?) i hj3( s?) moZemo vrlo
lako da konstruisemo krive koje reprezentuju fazne brzine za oba
fundamentalna moda za veoma duge talase. Dakle ako nacrtamo h, i hj
moZemo lako da nacrtamo sredniju liniju izmedju njih pa ovoj da do-
damo i oduzmemo istu vrednost, pri specificiranom pravcu propaga-
cije, koja predstavlja polovinu vrednosti § date sa (3.67). Na taj
nac¢in dobijamo linije koje predstavlijaju vecdu i manju brzinu bes-
konaé¢no dugih talasa. Na slici 5.19 je prikazana takva konstrukcija
za materijal ojacan jednom familijom vlakana to jest kada je ugao
izmedju dveju familija vlakana jednak nuli. Ove krive na slici
5.19 su nacrtane kao funkcije ugla a i predstavlijaju konture
faznih brzina kada kh»o odakle se jasno vidi da je maksimalno
odstupanije faznih brzina od srednje linije kada se talas prostire
duZ vlkana a minimalno kada se talas prostire normalno na vlakna.
afugim reCima uticaj jakih vlakana je, naravno, najvec¢i pri pro-
pagaciji duZ vlakana, dok se u slucdaju kada se talas proStire nor-
malno na vlakna materijal ponasa kao izotropni kontinuum. Ovo
je saglasno sa zakljulicma koje su imali Green i Milosavljevid

(1985) pri istraZivanju ekstenzionih talasa u ploc¢ama ojacanim
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jednom familijom jakih vlakana. Za uglove propagacije manje
od nule i vede od 90° veoma je lako izvesti krive sa slike 5.19
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Sl. 5.19. Konstrukcija kontura odnosa kvadrata faznih
brzina i d/p pri ¢=0 i kh-+o kao funkciije
ugla propagacije a

koriééénjem simerija koije slede iz analitic¢kih izraza za ove ve-
li¢ine. Sasvim drugadije oblike kontura faznih brzina beskonacno
dugih talasa dobijamo kada posmatramo materijal kod koga su dve
familije vlakana medjusobno normalne to jest kada je ¢=45°. Kada
je pravac propagacije dat uglom 0=45° tada se talas prostire duz
jedne od familija vlakana dok je druga familija normalna na pravac
talasa tako da dobijamo ¢isto longitudinalne i &isto transverza-
Ilne modove. Slic¢na situacija nastaje i za a = 0° i a=90° jer se
tada talas prostire duZ simetrale izmediju vlakana a osobine. kompo-
zita su iste duZ obe simetrale. Dakle zbog viSeg oblika simetrije

dovoljno je konstruisati krive od a= O do o= 45° a potom za bilo
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koji ugao propagacije moZemo da izvedemo kako vedu tako i manju
faznu brzinu. Da bismo ovo pokazali na slici 5.20 smo dali kons-—
trukciju kontura faznih brzina za oba moda kada je ¢=45O a ugao

propagacije se menja od a=0 do a= 90°. O¢igledno je da je maksimalna

-

10 20 30 404550 60 70 80 90 ¢ [°]

51.5.20 Konstrukcija kontura odnosa kvadrata
faznih brzina i d/e¢ pri ¢=45" i kh-»o kao
funkcija ugla propagacije a

razlika izmedju vece i manje fazne brzine kada je pravac propa-
gacije duZ jedne od familija vlakana dok je minimalna razlika
kada 'je pravac propagacije duZ simetrala izmedju dveju familija
vlakana.

ba bismo predstavili proizvoljni ugao izmedju dveju fa-
milija vlakana opet smo izabrali da, i za simetri¢ne modove, re-
prezentativni poluugao medju vlaknima bude ¢=33012’39" odnosno
'sin?¢=0,3. Na slici 5.21 je prikazana konstrukcija kontrura od-
nosa kvadrata faznih brzina i d/p, za gore pomenuti ugao ¢, u
funkciji ugla propagacije o. Isprekidanim linijama su prikazane

odgovarajude fazne brzine u beskonacénom kontinuumu, prema
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Konstrukcija kontura odnosa kvadrata
faznih brzina i d/p pri sin?¢=0,3 i kh-O
kao funkcije ugla propagacije o. Ispreki-
dane linije se odnose na odgovarajuce
brzine u beskona¢nom kontinuumu prema je-
dnac¢inama (3.154).

jedna¢inama (3.154), da bi se pokazalo koliko su vrednosti ovih

blizu vrednostima faznih brzina beskonac¢ne plofe pri kh»0O. Koja

fazna;brzina odgovara kvazilongitudinalnom modu a koja kvazitra-

nsverzalnom modu zavisi kako od ugla medju vlaknima 2¢ tako i od

ugla propagacije o $to moZe da se odredi na osnovu jednacdine

(3.68) ili (3.69)

. Na slici 5.22 je prikazan ugao vektora pomera-

nja u ravni ploc¢e Y2, koji odgovara modu sa vecom faznom brzinom

Va2, za razlicite uglove propagacije prema jednac¢ini (3.68). Vre-

dnosti za y2 za s+0 i c+»0 su dobijene graniZnom vrednoZdéu izraza

(3.68). Sa slike mo¥e da se uo&i da je u velikom opsegu ugla

propagacije o pravac vektora pomeranja veoma blizu pravca vlakana.

Da bismo videli kada viSa talasna brzina odgovara kvazilongitudi-

nalnim talasima i kada kvazitransverzalnim moZemo da koristimo
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S1.5.22 Ugao vektora pomeranja u ravni ploZe vy, za sin?¢=0,3

jednac¢inu (3.69) pri Cemu opet vrednosti za s»0 1 c>o moraju
da se dobiju granicnom vrednos$cu. Na slici 5.23. je prikazana
razlika o-y2 u zavisnosti od o =za materijal kod koga je
sin’¢= 0,3. Kada je ova razlika mamja od 45° vedom talasnom

brzinom se prostire kvazilongitudinalni talas dok za a—Y2>450
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Slika 5.23 Ugao izmediju vektora propagacije talasa i
vektora pomeranja koji odgovara veco] tala-

snoj brzini za sin?¢=0, 3.
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vecom talasnom brzinom se prostire kvazitransverzalni talas. Na
slici 5.23 smo sa oy oznac¢ili ugao propagacije pri kome imamo,
za vefu talasnu brzinu, prelaz sa kvazilongitudinalnih talasa
na kvazitransverzalne. Lako je zakljuditi da za manju talasnu
brzinu vazi obrnuto. Drugac¢iiji prikaz kontura faznih brzina,pri
kh-»o i sin2¢= 0,3, moZe da se da ako ih nacrtamo u ravni plodle
kao na slici 5.24. Na ovoj slici sa aib su oznaceni pravci
vlakana dok su sa n_ i ny, oznacene normale na odgovarajucda vla-
kna. Konture faznih brzina za negativne vrednosti x3; se lako
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S1.5.24 Konture faznih brzina pri sin?¢= 0,3 za
razlicite pravce propagaciije
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izvode iz &injenice da su ove simetri&ne kako u odnosu na osu

X2 tako i u odnosu na osu x3. Treba zapaziti da manja fazna
brzina v, dostiZe najniZ¥e vrednosti kada je pravac talasa u
okolini normale na jednu od familija vlakana. Ova osobina mo¥e da
se uoCi za bilo'koji ugao izmedju vlakana. Ako bismo uc¢inili vla-
kna jac¢im dobili bismo iste oblike kontura faznih brzina samo &to
bi kvadrati faznih brzina prili&no bili onoliko puta vedi koliko
su puta vlakna jaca. Prema tome kada vlakna postanu neekstenzi-
bilna i kvazilongitudinalni i kvazitransverzalni talasi se pros-
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Sl. 5.25. Disperzione krive za sin?¢=0,3 i razne pravce
propagacije: (1) s?=0,1; (2) s%=0,3; (3) s?=0,5;
(4) s%=0,7; (5) s? =0,9.
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tiru beskonad¢nim brzinama sem kada Jje pravac propagacije norma-
lan na jednu od familija vlakana kada manja fazna brzina, koja
u ovom slucaju odgovara kvazitransverzalnim talasima, ima kona-
¢nu vrednost jer je vezana za kinematski dopustive deformacije
za tako ogranicene (engl. constrained) materijale. Vecéa talas-
na brzina je beskonac¢na za neekstenzibilne materijale za bilo
koji pravac propagacije.

Propagacija vedom faznom brzinom je uvek pracdena jakom
disperzijom. Da bismo ovo pokazali na slici 5.25 smo dali pro-
menu odnosa kvadrata vecde fazne brzine i d/p sa promenom kh za

sin?¢= 0,3 i razne pravce propagacije. Prema slici 5.23 sve ove
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S1.5.2¢ Konstrgkcija aproksimativne disperzione krive,
za sin®¢=0,3 i s*=0,1, kvazilongitudinalnog
moda prema jednadini (4.99)
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disperzione krive se odnose na kvazilongitudine talase a dobije-
ne su iz egzaktnih jednacina.

Konstrukcija aproksimativne disperzione krive kvazilon-
gitudinalnog moda prema jedna&ini (4.99) za sin?¢=0,3 i st =0,1
je data na slici 5.26. Kac 3to smo ranije napomenuli singular-
nost reda jedan aproksimativnog reSenja, datog punom linijom,
se pojavljuje pri prelomnoj frekvenciji koja se pribliZno jav-
lja pri vrednosti koja je oznadena sa khC na slici 5.26. Da bi-
smo dobili uniformno aproksimativno resenje trebalo bi da istra-
zimo ponaSanje resSenja u okolini prelomne frekvencije spoljas-
njeg resenja 3to se trenutno intenzivno razmatra.

Kada je pravac propagacije normalan na jednu od famili-
ja vlakana, naprimer sin?®¢= 0,3 i s®= 0,7,talas koji propagira
vecdom faznom brzinom ima vektor pomeranja u ravni ploce koji je
u okolini pravca druge familije vlakana dok talas koji propagi-
ra manjom faznom brzinom ima vektor pomeranija u ravni ploce koji
je u okolini pravca normale na drugu familiju vlakana. Za gra-
ni¢nu vrednost neekstenzibilnosti, kada je pravac propagacije
normalan na jednu od familija vlakana, talas koji odgovara vedoj
talasnoj brzini, koja u tom slucaju teZi beskonacnosti, ima ve-
ktor pomeranja u ravni ploc¢e duZ druge familije vlakana, a talas
koji odgovara manjoj faznoj brzini, koja je konacna, ima vektor
pomeranja u ravni plo¢e duZ normale na drugu familiju vlakana.
Prema tome, koja fazna brzina odgovara kvazilongitudinalnom ta-
lasu zavisi od ugla izmedju vlakana a ne od toga koja fazna brzi-
na je veda. Dakle, ako je ugao izmedju dveju familija vlakana u
oblasti izmedju 0° i 45° veda fazna brzina odgovara kvazitran-
sverzalnim talasima, a ukoliko je u oblasti izmedju 45° i 90°
veca fazna brzina odgovara kvazilongitudinalnim talasima. Situ-
acija je pribliZno ista, do reda €2, za jako anizotropne materija-
le. Dakle za vedu faznu brzinu nema niceg posebnog u vezi sa
tim uglom propagacije (koji je normalan na jednu od familija vla-
kana) .Konstrukcija aproksimativne disperzione krive, prema jed-
na&ini (4.99), za sin?¢= 0,3 i s?= 0,7 je data na slici 5.27 i
odgovara vec¢oj faznoj brzini koja, za ovako izabran ugao izmedju

dveju familija vlakana, reprezentuje kvazilongitudinalne talase.
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Sl1. 5.27 Konstrukcija aproksimativne disperzione krive,
za sin?¢= 0,3 i s?= 0,7, kvazilongitudinalnog
moda prema jednacini (4.99)

, Konstrukcija aproksimativnih disperzionih krivih za
manje;fazne brzine je ista kao i za vecde fazne brzine osim ka-
da je pravac propagacije normalan na jednu od familija vlakana.
Kao $to je receno u Cetvrtoj glavi tada neekstenzibilno reSenje
mozZe aproksimativno da reprezentuje resenje jako anizotropnog
materijala. Na slici 5.28 je prikazano egzaktno i neekstenzibil-
no re$enje fazne brzine, za sin?¢ = 0,3 i s?= 0,7, kvazitran-
sverzalnog talasa odnosno talasa koji propagira manjom faznom
brzinom. Sa khi su oznacene presecne tacCke kvadrata fazne brzi-

ne 1 velic¢ine d/p. Za neekstenzibilno reS$enje ova vrednost je



142,

Py2
d

16+,

141 EGZ AKTNO

, ———— NEEKSTENZIBILNO

1’ <+ -

~
1 h._.—_—‘—‘—_—_*—_—“—-— N
i
]
l
l
|
|
|
|
,.
|
|
!
1 2 5 kh;10 20 kh; kh

S$1.5.23 Disperzione krive kvazitransverzalnog
talasa za sin?¢=0,3 i s?zsin?0=0,7

data izrazom (2.71) i za ovaj sluc¢aj ima vrednost khi=21,33418.

U slucaju jake anizotropije aproksimativna presecna tacdka je data
izrazom (3.121). Ako u tom izrazu umesto nadvulenih velicdina
koristimo sve ¢lanove dobidemo vrednost khi=9,46188.

Za infinitezimalno kratke talase, kada kh+w, i kvazilo-
ngitudinalni i kvazitransverzalni talas imaju fazne brzine koje
tgie Rayleigh-evim talasnim brzinama,koje su za sin®¢= 0,3 i
rézne<pravce propagacije date na slici 5.7 za materijal koiji
smo ovde razmatrali i na slici 5.6 kada pretpostavimo da wvlakna
postaju jaca.

Numeridki rezultati za distribuciju pomeranja i napona
po debljini plode su prikupljeni za analizu za razne talasne du-

Zzine ali nece biti prikazani ovde zbog delokruga poglavlija.
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VI ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

U ovoj tezi je analizirano prostiranje talasa u besko-
na¢noj plo¢i ojacanoj dvema familijama pravih mehanidki ekviva-
lentnih vlakana koja leZe u ravnima paralelnim sa slobodnim ko-
nturama plode. Da bi se opisale mehanilke osobine &vrstog tela
koriscéen je kontinuum model sa ekstenzibilnim i neekstenzibil-
nim vlaknima. Kao Sto je napomenuto ranije kontinuum model veoma
dobro reprezentuje <¢vrsto telo pri razmatranju njegovog dinami-
¢kog ponaSanja. Propagacija dugih elastiénih talasa, koji imaju
talasne duZine mnogo vede nego $to su medjuatomska rastojanja,
se posebno dobro opisuje kontinuum modelom. Ovo je oligledno fi-
zi¢ki jer ako su talasne duZine mnogo vede od medjuatomékih~ra—
stojanja pri prolazu talasa nije neophodno uocavati detalje ato-
mskog rasporeda. Njegova propagacija, prema tome, zavisi od ne-
kih prose¢nih osobina 8ire oblasti tako da se uticaj atoma odra-
zava kroz model kontinuuma. U slucaju opSte anizotropije konti-
nuuma brzina talasa zavisi od pravca njegove propagacije. Osim
toga tri grane talasa u tom sluc¢aju nemaju niti ¢isto longitudi-
nalni niti Cisto transverzalne karaktere sem kada se talas pros-
tire u pravcima visSe simetrije. Uobidajeno je, medjutim, da se
talasi nazivaju kvazilongitudinalnim i kvazitransverzalnim pre-
ma tome da 1li su vedéim delom longitudinalno ili transverzalno
polarizovani. Problem propagacije talasa u anizotropnim talaso-
vodima nije, do skoro, zaokupljao vedu paZnju ali postaje sve
viSe i viSe vaZan zato 3to su mnoge noviﬁe konstrukcije bazira-
ne né materijalima sa privilegovanim pravcima. Najveda teskoca
nastaje zbog radunanja sa toliko mnogo elasticé¢nih konstanti.
Ispitivanje disperzionih jednaéina pokazuje izvesne sliCnosti sa
izotropnim slulajevima ali dodatne elastifne konstante znatno.
"komplikuju izraze. Postupak izvlacenja bilo kakvih informacija
iz algebarskih rezultata postaje mukotrpan tako da pokuSaj do-
bijanja re3enja za materijale ojacane dvema familijama vlakana
dosad nije ¢in‘en sem za vrlo ogranic¢ene oblasti talasnih duZi-
na.

Cilj ove teze je bio da se istraZe fundamentalni mo-

dovi pri propagaciji talasa u beskonalnoj plodi, debljine 2h,
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ojac¢anoj dvema familijama pravih vlakana koriddenjem linearne
teorije elastidnosti sa neekstenzibilnim i ekstenzibilnim vla-
knima.Da bi se predloZila aproksimativna reSenja bilo jé neop-
hodno iétraiiti izraze za fazne brzine, pomeranja i napone ko-
riS¢enjem kako neekstenzibilne tako i ekstenzibilne teorije i
onda ispitati ponaSanje reSenja ekstenzibilne teorije u granicnom
slutaju kada ekstenzibilnost dveju familija vlakana teZi nuli da

bi se videlo u kojim oblastima su rezultati jednostavnije neek-
stenzibilne teorije adekvatni. Ovo istraZivanje je bilo osnova na
kojoj smo gradili perturbacione Seme za dobijanje aproksimativnih
reSenja za jako anizotropne materijale. Gorniji rezime programa
pokazuje da je bilo neophodno da se istraZivanje vr$i u visSe pa-
ralelnih oblasti . Ove oblasti su u tezi podeljene kao poglav-
lja tako da su osnovne jednacCine date u prvoj glavi, prostira-
nje talasa koriscdenjem neekstenzibilne teorije je istraZeno u
drugoj glavi, a koriscéenjem ekstenzibilne teorije u trecoj gla-
vi koja ukljuluje i istraZivanje jake anizotropije i granicne
vrednosti neekstenzibilnosti. Aproksimativna re$enja su predlo-
Zena u Cetvrtoj glavi a numeric¢ki rezultati za ugljena vlakna -
epoksi smola kompozite su dati u petoj glavi. U svim gore pome-
nutim glavama smo odvojeno razmatrali antisimetricne deformacije
od simetric¢nih deformacija. Antisimetric¢ne deformacije su u vezi
sa savojnim talasima a simetriéne deformacije su u vezi sa eks-—
tenzionim i smic¢udim talasima.

Za antisimetricne deformacije smo, u drugoj glavi za
neekstenzibilne materijale, videli da za proizvoljni ugao propa-
gacije resenja nisu disperziona odnosno da se za sve talasne du-
Zine talasi prostiru istom faznom brzinom V575 koja je data iz-
razom (2.19). Ovo reSenje je bilo dobijeno sa pretpostavkom o
postojanju singuiarnih vlakana na gornjoj i donjo]j konturi plo-
¢e. Dakle pretpostavili smo da u singularnim vlaknima naponi
reakcije teZe beskonalnosti na takav nac¢in da daju konaéna op-
terecenja u vlaknima. Jedina mogucénost, ako iskljucimo kinemat-
ski dopustive deformacije, za reSenja pomeranja i napona su data
izrazima (2.20) i (2.21) respektivno. Naponi (2.21) imaju na ko-
nturama singularnosti oblika 6 funkcija za 02,033 1 0231 diskon-

tinuitete zao,3 i 0,2. Da bismo ove singularnosti i diskontinui-
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tete objasnili bili smo prinudjeni da nadjemo egzaktna reSe-
nja zasnovana na ekstenzibilnoj teorf}i pa u granic¢nom procesu
da ispitamo pri kojim uslovima su rezultati neekstenzibilne teo-
rije primenljivi. Egzaktna disperziona jednac¢ina (3.20) je poka-
zala da je antisimetri¢ni mod u realnom materijalu disperzivan
i da pomeranja (3.25) i naponi (3.29) takodje zavise od talas-
ne duZine a, naravno, i od koordinate po debljini ploce x;.0vi
oblici egzaktnih re3enja nisu bili pogodni za dalju analizu ta-
ko da smo izvyr$ili odredjene algebarske transformacije da bismo
dosli do disperzione jednaline oblika (3.50) koja je bila rela-
tivno jednostavna za analizu fazne brzine narocito za beskonac-
no duge i infinitezimalno kratke talase. Ovo razmatranje je po-
kazalo da se fazna brzina menja od nule (3.52), za beskonacéno
duge talase, do Rayleigh-eve talasne brzine (3.56) za infinite-
zimalno kratke talase. Da bismo uporedili egzaktna reS$enja se
neekstenzibilnim resenjima pretpostavili smo da je materijal ja-
ko anizotropan tako sSto smo pretpostavili da je odredjena mate-
rijalna konstanta mnogo veéa od drugih pri ¢emu smo uveli mali
materijalni parametar € =za opis ove konstante.Aproksimativni
oblik egzaktne disperzione relacije u sludaju jake anizotropije
je dat jednacdinom (3.80) a sa eksplicitnom zavisnoscéu od e jed-
nac¢inom (3.91). Aproksimativna reSenja za pomeranija su data sa
(3.100) a za napone sa (3.103). Ovi izrazi jasno pokazuju da u
granic¢nom procesu, kada ¢+o, moZemo da reprodukujemo sve singu-
larnosti i diskontinuitete u naponima koje smo imali u neeksten-
zibilnoj teoriji pod uslovom da kh ostane reda jedan odnosno sa-
mo kada su talasi srednji. PonaSanje reSenja za druge talase,
kh<<1l, i kratke talase, kh>>1, je sasvim drugadije za jako ani-
zotropni materijal od onog koje predvidija neekstenzibilna teo-
rija. Ovo je lako objasniti jer za jako anizotropni materijal
ma koliko da je velidina € mala velic¢ina kh moZe biti jo$ manja
tako da se delovi reSenja za kh<e i kh>1l/e gube u granic¢nom
procesu koji -jako anizotropni materijal prevodi u neekstenzibilni.
Na8 primer jako anizotropnog materijala bio je uglijena
vlakna-epoksi smola kompozit sa elasti¢nim konstantama datim u

(5.3). Za tipidan ugao izmedju dveju familija dat sa sin®¢=0,3
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na slici 5.5 smo nacrtali pet disperzionih krivih za pet razlidi-
tih pravaca propagacije za sluéajV;ntisimetriénih deformacija.
Ove disperzione krive su dobijene iz egzaktnih jednacina i nji-
hovi oblici su slic¢ni dobro poznatim oblicima za izotropni ma-
terijal s tim 3to fazna brzina anizotropnog materijala, u obla-
sti dugih talasa, raste mnogo brZe sa porastom kh nego fazna br-
zina izotropnog materijala. Da smo izabrali materijal sa jacim
vlaknima ovo bi bilo jo izraZenije tako da moZemo da zaklju-—-
¢imo da neekstenzibilno reSenje fazne brzine treba da se posma-
tra kao reSenje koje ima diskontinualni skok od nule do vd/p u
sluCaju beskonalno dugih talasa kada kh+o. 2Za infinitezimalno
kratke talase, kada kh+», sve krive te¥e Rayleigh-evim talasnim
brzinama koje su date na slici 5.7.

Egzaktna reSenja za raspored pomeranja po debljini plo-
¢e, za antisimetric¢ne deformacije, pri specificiranom poluuglu
izmediju dveju familija vlakana (b=33°12’39" (sin®¢= 0,3) i speci-
ficiranom uglu propagacije a =18°26"6" (sin?a=0,1) za tri razli-
¢ite talasne duZine je dat na slici 5.10. Za ovaj primer, prema
jednac¢ini (3.73), imamo da je €2 = 0,08279 i sa slike 5.10 je o&i-
gledno da su sve promene pomeranja reda € tako da se u granici
neekstenzbilnosti gube 3to je jasno demonstrirano u izrazima
(3.100) koji predstavljaju perturbaciona reSenja egzaktnih jedna-
¢ina za pomeranja kada pretpostavimo da je materijal jako anizo-
tropan. Egzaktna re3enja za pomeranja pokazuju,S$to je demonstri-
rano na slici 5.10, da je za duge talase (krive 1) U skoro kon-
stantno dok V i W imaju skoro linearnu promenu po debljini ploce.
Za kratke talase (krive 3), medjutim, pomeranja su svuda mala
sem u}uskoj oblasti blizu slobodne konture ploce u kojoj imaju
kona¢ne vrednosti. Ovo je u vezi sa efektima povrSinskih talasa
a prelazna resSenja izmedju dugih i kratkih talasa su demonstri-
rana srednjim talasima (krive 2). Isti podaci su koriSc¢eni na
slikama 5.13 do 5.18 da bi se prikazala promena napona po deblji-
hi ploc¢e. Za druge talase (krive 1) naponi 511, 812 i 513 su
svuda mali dok se naponi 0,2, 533 i 523 menjaju skoro linearno
po debljini pokazujucdi osobine klasic¢nih resenja savijanja. Za
kratke talase (krive 3), medjutim, normalni napon 511 je jos
uvek mali a smicajni naponi 013 i o012 su.skoro konstantni po

debljini da bi u blizini konture naglo pali na nulu. Normalni
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naponi Uz2 1 033 i smicajni napon 0,3 imaju svi slidan, po
obliku krivih, raspored po debljini ploCe to jest svuda su mali
sem u uskoj oblasti blizu konture ploCe gde dostiZu velike vre-
dnosti. Ovi oblici krivih su u vezi sa efektima povrSinskih ta-
lasa ali su visoke vrednosti napona na konturi posledica jake
anizotropije a u granici neekstenzibilnosti bi se transformisale
u singularitete oblika & funkcije kako i neekstenzibilna teorija
predvidija. Prelazno ponaSanje reSenja izmedju dugih i kratkih
talasa je dato srednjim talasima (krive 2). Sve ove osobine ja-
sno proizilaze i iz perturbacionog reSenja egzaktnih jednadina
za napone (3.103) za slucdaj jako anizotropnog materijala.
Perturbaciona re$enja, dobijena iz egzaktnih reSenja za
slucaj jake anizotropije, za disperzionu relaciju (3.91), pomera-
nja (3.100) i napone (3.103) veoma dobro reprezentuju egzaktna
reSenja za antisimetridni mod ali da bi se dobila trebalo je nafdi
egzaktna reSenja posle veoma mukotrpnog izradunavanija. Zbog toga
smo Cetvrtu glavu posvetili nalaZenju prostijih aproksimativnih
reSenja za jako anizotropne materijale koja bi korektno reprezen-

tovala egzaktna reSenja u ¢itavoj oblasti talasnih duZina.

Zza kratke talase, kada je kh>>1, imali smo singularni
perturbacioni problem kao Sto je pokazano u odlejku 4.3. Kao re-
zultat razvoja fazne brzine dobili smo Rayleigh—~eve povrsSinske
talase polubeskonalnog prostora i za simetri¢ne i za antisimetric-
ne deformacije Stc moZe da se objasni time da pri tako malim
talasnim duZinama ploc¢a konacne debljine deluje kao polubeskonal-
na oblast. Promene Rayleigh-eve talasne orzine, za nas$ primer kom-
pozitafsa poluuglom izmedju dveju familija vlakana datim sa
sin?¢=0,3, je data na slici 5.7 pri ¢emu smo koristili egzaktnu
jednac¢inu (3.55) i aproksimativnu jednacinu (3.99). Razlog zbog
koga neekstenzibilna teorija predvidja Rayleigh-eve talase samo
kada je pravac propagacije normalan na jednu od familija vlakana
je obja3njen uz sliku 5.6 kada smo originalna vlakna veStacki na-
pravili jac¢im.

Za ' duge talase, kh<<l, iz osnovnih jednacina smo zak-
1judili da se radi o regularnom perturbacionom problemu u kome
smo pomeranja i faznu brzinu razvili u redove po stepenima kh

kao 3to je pokazano u odeljku 4.4. Kada smo ove redove ubacili
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u osnovne jednacdine dobili smo beskona¢ni sistem jednacina koji
mozZze sukcesivno da se reSava pofev3i od ¢lanova najniZeg reda.
Redenja za fazne brzine do 0O(k*h?®) su data jednadinama (4.34),
za antisimetric¢ne deformacije, i (4.41l) za simetriéne deforma-
cije. Ova aproksimativna reSenja nisu bila zadovoljavajuda jer
su vaZila samo u ogranidenoj oblasti talasnih duZina to jest ni-
su davala informacije o resSenjeima za kxh reda 1 a i jaka anizo-

tropija nije bila eksplicitno ukljucena u razmatranje.

Za kh = 0(1l) osnovne jednacline sadrZe samo mali materi-
jalni parametar € a u grani¢noj vrednosti, kada ¢€-0, smo repro-
dukovali jednacine idealizovanog materijala koji je neekstenzibi-
lan u pravcu vlakana. U odeljku 4.5 je dokazano da reSenja za ne-
ekstenzibilni materijal mogu da se posmatraju samo kao prvi &la-
novi spoljasnjih resenija koja je trebalo uskladiti sa unutras-
njim resenjima koja su morala da zadovolje konturne uslove. Do-
kazano je da je najbolji nacd¢in za konstrukciju unutrasnjih rese-
nja bio da se u razmatranje ukljuce dva mala parametra to jest
geometrijski parametar kh uz materijalni parametar € . Ovo je po-
stignuto uvodjenjem novog parametra m=kh/e kao $to je u proucava-
nju transverzalno izotropnih materijala ¢&injeno od strane Green-a
(1984) i Green-a i Milosavljevida (1984). Prvi <clanovi tako dobi-
jenih unutras$njih re3enja su bili uskladjivani sa prvim &lanovima
spoljasnijih res$enja koja su, kako je i ranije rec&eno, bila rep-
rezentovana neekstenzibilnim reSenjima. Na ovaj nacin smo, za an-
tisimetri¢ne deformacije, dobili izuzetno slaganje sa egzaktnim
reSenjima. Ovo slaganje je demonstrirano, za kompozitni materi-
jal kod koga je sin?¢ =0,3 i pravac propagacije s?=sin’a= 0l, za
disperzione krive na slici 5.8 a za raspored pomeranja V i W po
debljini ploce za tri razlidite talasne duZine na slikama 5.11
i 5.12 respektivno. StaviSe dokazano je da ¢ak i za kinematski
dopustive deformacije kod neekstenzibilnog materijala (kada je
pravac propagaciie normalan na jednu od familija vlakana), kada
je i spoljasSnje reSenje disperzivno moZemo da primenimo istu pro-
ceduru uskladjenog kompozitnog razvoja za dobijanje aproksimati-
vnih resSenja koja se isto tako dobro slaZu sa egzaktnim. Ovo je
za disperzionu krivu, za sin®¢= 0,3 i sin’a= 0,7, pokazano na
slici 5.9. Uskladjivanje kvadrata fazne brzine na slici 5.9 je

u¢injeno u skladu sa jednac¢inama (4.78) i (4.81). Téko dobro
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slaganje moZe da se prikaZe za bilo koji ugao izmedju vlakana i

bilo koji pravac propagacije.

PredloZeno aproksimativno reSenje za antisimetriéne
deformacije, koje izazivaju savijanje, iz odeljka 4.5 je po svoj
prilici najznaajniji doprinos ove disertacije i mozZe da poslu-
Zi i za drugaliiu geometriju problema a takodje i za dobijanje
napona.

Za simetric¢ne deformacije smo videli, u drugoj glavi
za neekstenzibilne materijale, da smo za proizvoljni ugao propa-
gacije opet morali da pretpostavimo postojanje singularnih vla-
kana na gornjoj i donjoj konturi plode i kao posledice toga sin-
gularnosti oblika 6 funkcije za napone 022, 033 i 023 1 diskon-
tinuitete za napone 0,3 i 0;, na konturama ploCe. Pomeranja u ra-
vnima paralelnim konturama plofe su imala vrednosti uz= uz= O
za bilo koji pravac propagacije sem u sluc¢aju kinematski dopusti-
vih deformacija to jest kada je pravac propagacije bio normalan
na jednu od familija vlakana kada smo imali i netrijvalna reSe-
nja za uz i uz koja su dala vektor pomeranja normalan na drugu
familiju vlakana. Fazna brzina,pomeranja i naponi za proizvolj-
ni pravac propagacije su dati izrazima (2.25), (2.26) i (2.27)
respektivno. Za kinematski dopustive deformacije disperziona re-
lacija je data sa (2.53) dok su pomeranija i naponi dati sa (2.72)
i (2.73) respektivno. Izraz (2.25) za faznu brzinu je pokazao
da za graniénu vrednost, kada kh+o, fazna brzina teZi beskonac-
nosti Sto znaci da postoji prelomna frekvencija koja je data jed-
nac¢inom (2.29). Egzaktna reSenja, data u tredoj glavi, za eksten-
zibilna vlakna su imala sliCne matematic¢ke oblike onima koje smo
imali pri antisimetri¢nim deformacijama. Disperziona relacija je
data u (3.21), pomeranja u (3.25) a naponi u izrazima (3.29). Da
bismo ih analizirali napravili smo iste transformacije kao i
pre pa je bilo relativno lako nadi fazne brzine beskonac¢no dugih
i infinitezimalno kratkih talasa. Jednacina (3.61l), za faznu
brzinu beskona¢no dugih talasa, je jasno pokazala da imamo dva
reSenja (3.63) za kvadrat fazne brzine od kojih je jedno odgova-
ralo kvazilongitudinalnim talasima a drugo kvazitransverzalnim
talasima. Koje resSenja fazne brzine odgovara kvazilongitudinal-
nim a koje kvazitransverzalnim talasima moZe da se zaklju&i samo
analizom izraza (3.68) ili (3.69) koji daju tangense'uglova iz-

medju talasnog vektora i vektora pomeranja. Jedna&ina (3.61) je
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napisana u veoma pogodnom obliku za konstrukciju kontura faznih
brzina beskona¢no dugih talasa, kada kh»o, kao funkcije ugla
propagacije. Konstrukcija ovih krivih je prikazana na slikama

5.19 1 5.20 za ¢=0 i ¢=45O respektivno. Ovo su specififni sluca-
jevi jer za ¢=0 materijal postaje transverzalno izotropan (oja-

¢an jednom familijom vlakana) a za qb=45O imamo dve dodatne rav-

ni simetrije koje su obe normalne na ravni plode i seku je duZ
vliakana. Za tipic¢an ugao izmedju dveju familija vlakana, dat sa
sin?¢=0,3,na slici 5.21 su konstruisane konture odnosa kvadrata
faznih brzina sa d/p. Dakle poé;o su nacrtane krive ha/d i hs/d
konstruisali smo srednju liniju (h:+h3)/2d i onda je za svaki

ugao propagacije o na njih trebalo dodati i oduzeti vrednosti

§/2d datih sa (3.67). Na toj slici su isprekidanim linijama pre-
dstavljene fazne brzine kvazilongitudinalnih i kvazitransverzal-
nih talasa datih sa (3.154)2’3. Sa slika je lako uoliti da u
slutaju beskona¢no dugih talasa fazne brzine imaju vrednosti

koje su veoma bliske odgovarajuéim brzinama talasa u beskonacd-

nom mediijumu. Ugao vektora pomeranja u ravni ploce yv., za sin?¢=0,3,
sa promenom pravca propagacije je prikazan na slici 5.22 a raz-
lika a-y2 na slici 5.23. Ovi uglovi se odnose na vedu faznu br-
zinu v;. Sa slike 5.23. je lako zakljuciti da Jje propagacija
vecCom brzinom kvazilongitudinalna za uglove propagacije izmedju
nule i oL i kvazitransverzalna za uglove propagacije izmediju oL
i 900. Manjom faznom brzinom, naravno, talas propagira kao kva-
zitransverzalan za ae(o,at) i kao kvazilongitudinalan za

ue(at, 900). Drugac¢iiji ali i realniji pogled na konture faznih
brzina Jje dat na slici 5.24, za sin?¢=0, 3, gde je promena faz-
nih érzina prikazana u ravni plode. Sa slike Jje jasno da manja
fazna brzina dostiZe najniZe vrednosti kada je pravac propaga-
cije u blizini normale na jednu od familije vlakana. Ovo moZe
biti pokazano za bilo koji drugi ugao izmedju vliakana Sto je ja-
~sno i sa slika 5.19 i 5.20. Sli¢no razmatranje korisScéenjem te-
orije meSavina za propagaciju talasa u anizotropnim laminatima
sa dve familije vlakana je dato u radu Murakami-a i Hegemier-a
(1980). Ovo razmatranje je bilo ogranileno na ravansko kretanje
za razlidite materijale i oni su prikazali samo rezultate nume-

ri¢kih izZraCunavanja kontura faznih brzina bez analitickih iz~
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raza. Oni nisu zapazili vezu izmedjﬁ minimuma manje fazne brzi-
ne i normala na vlakna, koja moZe da se zakljuli i iz njihovih
numeridkih rezultata, koja je vaZna za objasSnjenje modova koji
u neekstenzibilnoj teoriji nastaju pri kinematski dopustivim
deformacijama.

Egzaktna disperziona jednac¢ina ekstenzibilnog materi-
jala za simetric¢ne deformacije je data u (3.21) i za na$ pri-
mer materijala, sa sin?¢=0,3, disperzione krive za pet razlidi-
tih pravaca propagacije i vecde fazne brzine, koje za kh+o odgo-
varaju kvazilongitudinalnim talasima, su date na slici 5.25.Sa
ove slike moZe da se zapazi da se za bilo koji pravac propaga-
cije beskona¢no dugi talasi prostiru veoma velikim faznim brzi-
nama koje kada kh postane veliéiha reda jedan naglo padaju na-
niZze do vrednosti koje su blizu vrednostima talasnih brzina smi-
canja Vd/p. Aproksimativne prese&ne tadke sa smiduéim brzinama
su date u (3.21) i zatim, kada kh+®, ove krive asimptotski teZe
Rayleigh—-evim talasnim brzinama datim na slici 5.7. ali ove ni-
su prikazane ovde jer smo mi uglavnom bili zaokupljeni jakom
disperzijom koja se javlja pri srednjim i velikim talasnim duZi-
nama.

Osnovna te3kocda u konstrukciji aproksimativnih resenja
simetri¢nih modova nastaje zbog ¢injenica da za duge talase faz-
ne brzine postaju veoma velike tako da ne moZemo da koristimo
uskladjeni asimptotski razvoj Jjer bi uporedne fazne brzine teZi-
le beskonafnosti. PredloZeno aproksimativno resSenja za fazne
brzine, dato u odeljku 4.6, ima diskontinualnosti reda jedan pri
prelomnim frekvencijama spoljasnjih refenja Sto je demonstrira-
no na slikama 5.26 i 5.27 za sin%¢= 0,3 i s2= 0,1 i s?= 0,7 re-
spektivno. Ove krive odgovaraju vecim faznim brzinama ali kon-
strukcije resSenja za manje fazne brzine su veoma sliéne narodéi-
to za materijale sa veoma jakom anizotropijom. Jedini izuzetak
je kada je pravac propagacije normalan na jednu od familija
vlakana kada egzaktno reSenje za manje fazne brzine moZe da se
aproksimativno izrazi neekstenzibilnim reSenjima kao $to je po-
kazano na slici 5.28 za sin®’¢= 0,3 i s?= 0,7.
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Aproksimativna reSenja (4.99), kao 3to je i ranije na-
pomenuto, mogu da se posmatraju samo kao prva aproksimacija
a da bismo ih popravili neophodno je ispitati ponasSanje i faz-
ne brzine i pomeranja i napona u blizini prelomnih frekvenciija
spoljadnjih reSenja i to €e biti jedan od ciljeva daljih istra-
Zivanija.

Rad prezentiran na XVII Jugoslovenskom kongresu teori-
jske i primenjene mehanike, Milosavljevié (1986), je baziran na
istraZivanjima Rayleigh-evih talasa vrSenih u 6kviru ove teze,

a deo vezan za uskladjena aproksimativna reSenja bice prezen-

tiran na Euromech-u 214.
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