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u v о D 

u sta1nom istrazivanju materija1a koi Ь! bi1i 1aki 

а ve1ike otpornosti i modu1a elasti~nosti zadnjih godina su 

u~injeni ve1iki napori koji vode k~ tehno1o~kom razvoju v1ak-

'·nima oja~anih rnaterijala. Takvi kompoziti se sastoje iz jakih 

vlakana koja su spojena zajedno sa slabijom i 1ak~om matri-

сот od drugog materijala. Takvi materija1i imaju izuzetno dobre 

mehanicke osobine duz vlakana dok su u popre~nom pravcu re1ativ

по slabi. Medjutim, posto је orijen"tacija v1akana pod kontrolorn 

konstruktora, mi mozerno da iskoristirno prednosti osobina kako 

vlakana tako i matrice pogodnim izbororn orjentacije vlakana. 

Оа Ы kompoziti mogli da se koriste ~to efikasnije neophodno 

ј е razradi ti sto pogodnij i та tema ti~{ci model za nj ihov opj.s . . 
Ova teza је zasnovana па teoriji kon'tinuuma vlaknima oja~anih 

rnaterijala. U takvorn rnodelu vlaknima ojacanog rnaterijala ig

nosire se diskretnost strukture rese~ke i telo se posmatra kao 

kontinuurn. Ovakav rnodel veorna dobro reprezentuje cvrsto te10 i 

posebno је koristan za one inzenjerske primene kod kojih se ne 

zahteva deta1jno poznavanje strukture cvrstog te1a. 

Problemi u kojima se razmatra materijal ojacan jakim 

vlaknima rnogu znatno da se uproste uvodjeHjern aproksirnacije da 

5и v1akna neekstenzibilna. Ovo rnaternaticki vodi до nekih iznena-

ft djuju6ih rezultata koji se ponekad cine nekorektnim, ali аиЫје 

izucavanje pokazuje jasno da је to mocna reprezentacija rea1nih 

fenornena koji su karakteristika jako anizotropnih materijala i 

razlikuju se од onih u izotropnom slucaju. Kinematicke pretpos

tavke neekstenzibilnosti u pravcima ојасапја su korisne matema

ticke idea1izacije ponasanja jako anizotropnih materijala, ali 

ana1iza пара па u takvim materijalima pokazuje da takva unut

rasnja ogranicenja kao pos1edicu imaju паропе reakcije koji 

nis1.l diktj.rani ро1јеm re1ativne deformacije ve6 moraju biti od

redjeni iz jednacina ravnoteze, u statickirn рrоblеmirпа, odno

sno jedna~ina kretanja, u dinamickim problemima. Idea1izovana 

teorija је detaljno diskutovana od str~ne Spencer-a (1972) uz 
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primere velikih i malih deformacija kako za e1asti~no tako i za 

p1asticno ponasanje. Naravno пета kompozita koji је egzaktno 

neekstenzbilan и pravcima vlakana. Uprkos tome predvidjanja tak

ve idea1izovane teorije s~ dobra aproksim~cija onoga sto Бе 

stvarno dogadja и praksi kada koristimo jako anizotropne materi

ја1е. tak i и situacijama kada idealizovana teorija nije adek

vatna опа moze da ukaze па a1ternativne metode prilaza. Istra

zivanja и novi~e vreme, zasnovana па idealizovanim v1aknima оја

~anim materija1,ima, su pokazala da пароп! reakcije пе samo da su 

nezavisni od relativne deformacije vec su vrlo ~esto singu1ar

ni. Takvi singularni пароп! mogu da se jave па povrsima kako 

kontura tako i unutar te1a. U praksi takve povrsi se naj~esce 

na1aze па konturama koje se pok1apaju sa s10jevima koji sadrze 

vlakna. Objasnjenje takvih singularnih povrsi,za rea1ne materi

jale, је da one ustvari odgovaraju tankim s10jevima materija1a 

kroz koje smicajni naponi imaju veoma naglu promenu pri ~eти 
I 

su normalni naponi popre~nog preseka sloja veoma vel{ki. 

U"novije vreme bilo је dosta pokusaja da se prou~i pro

stiranje talasa u vlaknima oja~anim materijalima. ChEfu i Gurtin 

(1974) su izveli, koristeci standardne metode ana1ize, ekspli

citne izraze za amp1itude pri prostiranju ravnih ta1asa ubrza

пја и elasti~nom te1u oja~anom neekstenzibi1nim vlaknima koje 

је pri rasterecenju и homogenoj konfiguraciji. Оп! su zak1ju-.-
cili da talas koji putuje u pravcu neekstenzibi1nosti mora nuzno 

biti transverza1an i da, uko1iko је napon reakcije pritiskujuci 

i dovo1jno ve1jki, odgovarajuca brzina prostiranja pos·taje ne

realna tako da cak i transverza1ni ta1as пе egzistira. Оп! su 

nas1i daje us10v prostiranja infinitezima1nih progresivnih ta-

1asa isti kao kod talasa ubrzanja. Na bazi T~usdell i Noll-ove 

(1965) diskusije опi Би zak1jucili da u s1ucaju transverza1nih 

progresivnih talasa nerea1ne brzine impliciraju eksponencijalni 

rast talasa bez granice sto fizickiznaci prisustvo lokalnog iz

vijanja. Scott (1975) је dokazao da talasi ubrzanja пе mogu da 

se prostiru u materijalima koji imaju tri i1i vise ogranicenja. 

Оп је pokazao da mater:ijal ојасап jednom fam±l-ijam neekstenzi

bi1nih vlakana ima saПlO dve kопаспе tа1аsпе brzine ukoliko ori

је1'itэ.сiја ta1asa nije Ilormalna па v1аkпа. Scott је zaklju~io da, 
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u s1ucaju kada pravac ta1asa nije norma1an па v1akna, fazna 

brzina, koja odgovara vektoru pomeranja para1elnorn sa vlaknima, 

postaje jednaka nu1i. Green (1978) је skrenuo paznju па singu1ar

по ponasanje kada se ta1as prostire sa norma10m il.ok01ini nor

ma1e па v1akna. Njegova ana1iza је zasnovana па poredjenju ропа

sanja resenja za jako anizotropne materija1e sa neekstenzbi1-

n.im materija1ima. Оп је zak1jucio da gore pomenuta fazna brzina 

nije jednaka nu1i уес da је beksonacna. То је takcdje istaknuto 

od strane Parker-a (1981) koji је оуо objasnio ana1izom grupne 

brzine. 

Prostiranje ta1asa u tankom s10ju ојасапоm jednom fami-

1ijom neekstenzibi1nih v1akana је proucavano od strane Mi1osav-

1jevica (1980) pri сети је takodje primenjena aproksimativna 

procedura sa razvijanjem pomeranja и beskonacne Legendre-ove ро-

1inome ро osi poprecnoj па s10j slicno kao sto је to ucinjeno 

od strane Mind1in-a i Medick-a (1959) и s1ucaju izotropnih p1o

са. Micunovic i Mi1osav1jevic (1983) su ana1izira1i moguce то

dove propagacije и elasticnij p10ci ојасапој jednom fami1ijom 

neekstenzibi1nih v1akana. Green (1982) је dao teorijski disperz

ione re1acije za ravne savojne ta1ase и jako anizotropnim p1o

сата ojacan.ih jednom fami1ijom v1akana koristeci ekstenzbi1nu 

teoriju.On је pokazao da neekstenzibilna teorija predstav1ja gra

nicnu vrednost ekstenzibi1ne teorije i, takodje, kako objasniti 

diskontinuitete fazne brzine koje neekstenzibi1na teorija pred

vidja. S1ican pri1az su koristi1i Green i Mi1osav1jevic (1985) 

и proucavanju ekstenzionih ta1asa 11 jako anizotro".,pnim рl0сата 

ojacanim јеапот fami1ijom vlakana. Оп! su poredi1~ neekstenzibi-

1nu teoriju sa slucajem jake anizotropije u citavoj oblasti ta

lasnih duzina. Јеапа aproksimativna procedura za savojne vibra

cije jako anizotropnih greda је data оа strane Sayir-a (1980). 

Aproksimativna procedura za proucavanje savojnih talasa u р10са

rna i ci1indrima ojacanim jednom farni1ijom v1akana је predloiena 

od strane Green-a i Mi10savljevica (1984). Опа је zasnovana па 

реrturЬасiол.огn pri.lazu pri сети su роrеdјел.i лнtеriјаlпi. i geo

metrijski parametri problema. 

Ci1j ove teze је proucavanje prostiranja ta1asa u 

beskonacnoj p10ci ојасапој dvema familijama pravih vlakana, koje 

l~~e u ravni ploce, kori~ccnjem teorije elasticnosti za male 

" 
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relativne deforrnacije za slu~aj neekstenzibilnih i ekstenzibi

lnih vlakana i да se predlozi aproksirnativna procedura za dobija

пје talasnih brzina, polja porneranja i паропа uz rnoguca оЬја

snjenja singulariteta koja predvidja neekstenzibilna teorija. 

u prvoj g1avi se ukratko diskutuju 1inearizovane је

dnacine kretanja i konstitutivne jednacine rnaterija1a ojacanog 

sa jednom i1i vise farni1ijama v1akana. Prikazane su konstitutiv

пе jednacine za materija1e ојасапе sa једпоrn i dve farni1ije v1a":"" 

kana. Materija1 ојасап sa dve farnili.je pravnih rnehanicki ekvi

va1entnih v1akana reprezentuje ustvari ortotropne rnaterija1e. 

Konstitutivne jednacine za rea1ni i idealizovani rnaterija1 оја

сап jednorn i dverna farni1ijarna ekstenzibi1nih i1i neekstenzibi-

1nih v1akana su izvedene eksplicitno и vecern де1и sledeci izvo

дјепје Spencer-a (1981). Zadnji odeljak је posvecen osnovnim 

пароrnепата vezanim za prostiranje e1asticnih ta1asa u cvrstim 

te1irna. 

u drugoj g1avi diskutuje se prostiranje ta1asa и p1o

с! ојасапој dvema familijarna neestenzibi1nih v1akana. Pokazano је 

da mogu odvojeno da se razrnatraju sirnetricni i antisirnetricni де

lovi resenja. Da Ы se kornp1etira1a teorija bi10 је neophodno 

postulirati egzistenciju sngularnih smicucih паропа па kontura

та. Posrnatrani su ta1asi koji se prostiru parale1no sa stranama 

ploce sa proizvo1jnim pravcern и ravni u kojoj leze v1akna. Do

Ыјаји se potpuno raz1iciti oblici resenja и zavisnosti od toga 

da 1i је pravac prostiranja norrna1an па jednu od fami1ija v1aka

па i1i пе. Takvo ponasanje resenja је i ocekivano jer kinema- ft 

tski dopustive deformacije diktiraju, kao uslov postojanja пе

trivija1nih resenja za komponente porneranja unutar ravni, да 

ta1asna norma1a rnora да bu'de norrna1na па jedn,l од farni1.ija vla

kana. Medjutim, za objasnjenje takvog ponasanja neophodno је 

"" uporediti ova resenja Ба egzaktnirn resenjirna jako anizotropnog 

materija1a. Posto takva resenja dosad nisu izvedena bi10 је 

neophodno izvesti ih za s1ucaj kada su vlakna ekstenzibi1na. 

u trecoj glavi Бе proucava prostiranje talasa и ploci 

ојасапој dvema fami1ija~a ekstenzibi1nih v1akana. Оа Ы se апа

lizirala granicna ponasanja resenja а narocito disperzione те-
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lacije bilo је potrebno dobiti pogodne oblike ovih. То је pos

tignuto uz veoma velika algebarska transformisanja. Oblici 

resenja Би isti za proizvoljan ugao prostiranja i ponovo su 

razdvojeni antisimetri~ni od simetri~nih modova propagacije. 

Disperzione relacije sa 1ekao resavaju matemati~ki a1i oblici и 

kojima su napisane su veoma pogodni za diskusiju ропаБапја и 

granicnim slucajevima. Za kratke talase i antisimetri~ni i si

metricni modovi daju isti izraz za talasnu brzinu koja ustvari 

predstavlja Rayleigh-evu talasnu brzinu. U slu~aju dugih tala

sa antisimetricni rnod daje faznu brzinu jednaku nuli dok sime

tricni deo re§enja vodi do kvadratne jedna~ine za kvadrat fazne 

brzine §to pokazuje са za fundarnentalne rnodove irnamo dva re§enja 

pri ~emи јеопо odgovara kvazilongitudinalnirn talasirna а drugo 

kvazitransverzalnirn talasirna. Svi ovi zaklju~ci nisu bili u sag

lasnosti Ба rezultatirna dobijenirn u neekstenzibilnoj teoriji. 

Dakle, bilo је ~eophodno analizirati slu~aj jake anizotropije i 

grani~ni s1ucaj neekstenzbilnosti. То је u~injeno па taj na~in 

sto su odredjene elasti~ne konstante smatrane velikirn tj. uvo

djenjem malog materijalnog parametra koji predstavlja odnos iz

medju odgovarajucih materijalnih konstanata. U grani~norn slu~a

ји kada mali materijalni parametar tezi nuli dobija se neekste

nzibilna teorija. Grani~ne vrednosti ekstenzibilnih re§enja ka

da materijalni pararnetar tezi nuli pokazuju оа neekstenzibilna 

teorija пе moze оа reprodukuje ропа§апје resenja п! u slucaju 

vrlo dпgih п! п slucaju vrlo kratkih talasa. Prerna torne, bilo је 

neophodno primeniti perturbacioni prilaz. 

u ~etvrtoj glavi se diskutuju razne mogucnosti za до

Ыјапје prostijih aproksimativnih resenja za fazne brzine fun

damentalnih modova.Da Ы se dobile aproksimafivne cisperzione 

relacije mora da Бе propi§e odgovarajuca perturbaciona §еmа za 

роmеrаПЈа а, kao posledicu, mozemo da dоЫјепю i aproksimativ

пе паропе. U ovoj glavi, prerna torne, mi koncentri§emo паiЗи pa:z

пји uglavnom па fazne brzine i polja porneranja iz kojih Је ve-

оrnа jednostavno dobiti aproksimativne паропе. 

anizotropije postoje dva pararnetra koji rnочи 

п slucaju jake 

оа igraju ulogu 

perturbacionog parametra. Јеоап од njih је materijalni pararnetar 

а drugi geometrijski pararnetar koji predstavlja odnos debljine 

pao~e i talasne duzine. Pokazuje se оа, u slucaju kratkih i 
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drugih talasa, geometrijski parametar тo~e da se koristi kao 

parametar и perturbacionoj semi. U slucaju srednjih ta1asa та

terija1ni parametar mora da se koristi и perturbacionoj semi. 

U toj oblasti talasnih duzina imamo singu1arni perturbacioni 

problem koji vodi ka analizi granicnog i1i kOl1turnog sloja. 

Dokazano је da neekstenzibilna resenja iz druge glave moraju da 

Бе smatraju samo kao spoljasnja resenja u prvoj aproksimaciji. 

Umesto da koristimo klasican pri1az, zasnovan па jednom та1от 

раrашеtru, za unutrasnje resenje uveli smo treci pararnetar koji 

predstavlja odnos izmedju geometrijskoq i materija1nog paramet

ra, kao sto је to cinjeno od strane Green-a i Milosav1jevica 

(1984), i usp~sno konstruisali unutrasnja re~enja uporediva sa 

spo1jasnjim resenjima. То је dovelo до usk1adjenih (eng. matched) 

kompozitnih resenja za antisimetricni тод propagacije koja vaze 

и citavoj oblasti talasnih duzina. S1aganje sa egzaktnim rese

пјет је izuzetno dobro sto је i demonstrirano u petoj glavi gde 

su prezentirani neki od numeriGkih rezu1tata. Za simetricne то

dove propagacije, medjutim, propisano aproksimativno resenje ko

је vazi и citavom opsegu talasnih duzina ima singu1arnost reda ... 
jedan pri pre10mnim (engl. cut-off) frekvencijarna spo1jasnjeg 

resenja.Dabi se dobi1a uniforrnna aproksimativna resenja kod si

metricnih modova propagacije potrebno је deta1jno ispitati pona

sanje resenja u blizini pre10mnih frekvenci.ja, Ovo рrоџсаvапје 

jos nije komp1etirano i predmet је trenutnih istrazivanja. 

U petoj glavi su prezentirani neki од numerickih rezu-

1tata za ug1jeno v1akno-epoksi smo1a kompozite Ја Ь! Бе i1ustro

va1a razmatranja iz pl.-ethodnill glа·ча. КОПlрјutеЈ:-ski prograrni, ko

risceni za dobijal1je kriviћ egzaktnog resGnja, пюgll да Бе Рl.-iпе

пе i па druge geometrije i daju tacnost onoliku.koliku propusta

то. Korisceni ви za Ы10 koji uqao izmedju dve fami1ije vlakana 

i proizvo1jan ugao prostiranja. 

Zadnja g~ava је posvecena zakljucnim razmatranjirna. 
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1. VLAKNIMA OJAcANI МATERIJALI 1 OSNOVNE JEDNAcINE 

1.1. u v о D 

Od preistorijskih dana ра sve do danasnjih uvek је bila 

velika potra~nja za jakirn rnaterijalirna koji kombinuju visoku 

otpornost sa rnalom gust1~om odnosno te~inom. Sa aspekta prirne

nljivosti 1dealn1 rnater1~al Ы trebalo да Ьиде jak, ~ilav i lak. 

Neki rneta1i i njihove 1egure su blizu zadovoljavanja ovih zah

teva.Oni su jaki i ~i1avi а11 ne i zadovo1javajucelaki.Otpor

nost 1 zilavost su dve razlicite osobine cvrstih tela. Otpornost 

cvrstog te1a se rneri rnaksirna1nirn паропоrn koji ovo moze аа роа-

nese bez slorna. 111avost cvrstog tela rnoze biti opisana kao пје

gova otpornost prostiranju prs11na. Mater1ja1 moze bit1 s1ab а1! 

zi1av 111 jak ali krt. 

Razvoj tehnike 1eg1rnaja је uvek bio usrneren ka ispunje

пји ovih suprotnih zahteva, а1! cak i kada su oni ispunjeni to 

nije dovo1jno jer rnaterija1i za konstrukcije treba takodje i a~ 

su sto 1aksi. Plast1ke su najcesce lake a1i s1abije jacine,otpo

rnosti 1 zi1avosti. 

Ocig1edan pri1az postizanju "idea1nog" materijala Ы, 

prerna torne, Ыо аа se kornbinuju dva rnaterijala sa kornplernentar

nim osobinarna. Takav kornpoz1tni rnaterijal Ы treba10 да ima kom

binovane prednosti rnaterija1a оа kojill је sastav1jen. Ideja о 

kompozitnirn rnaterija1ima ftnije uopste nOVd. Vestacki rnaterija1i, 
, 

kao sto је arrnirani beton, ~ prirodni rnaterija1i, kao sto је 

kost i1i ЬаrnЬиБ, Би и sustini tog karaktera i poznati Би veoma 

dugo. U novije vrerne Би razvijene plastike ојаЕапе staklenim vla

knirna. Velika prednost и koriscenju staklenih vlakana је и tome 

да se duga i jaka v1akna rnogu napraviti vrlo jevtino i lako. IБ

postavi10 Бе да Би rnatrice оа platike veorna dobar izbor za kompo

zite zbog njihove male tezine i veoma dobirll acH~ezionih svojsta

va u odnosu па staklo. 

P1astike ојасапе staklenim vlaknima su bile veorna rnnogo 

koriscene и proizvodnji karoserije motornih vozila,' -bazena /!fif!lT:t-.-С·'

plivanje, elemenata kupatila ра cak i avioГla. Najveca mапаШ~ј!ii·;-.. 
;.1}:\ '\~ ~.,> ,.~. ".~,.. .t f 

tike ојасапе staklenim vlaknima је, medjutim, cinjenica da\:0vV Јј/' 
-">~:';-;:)J.1J;j 
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kornpoziti gube otpornost па visokirn temperaturarna. 

Pronalazak kompozita sa ugljenim vlkanima је veliki ko

rak napred и tra~enju jakih materijala. U tim kompozitima se 

koriste ugljena vlakna veoma velike otpo~nosti za oja~anje pla

stika - naj~esce epoksi smole. Ovakvi materijali su veoma jaki, 

а takodje i veoma laki. Опо sto ~ini kompozite sa ugljenim vlak

nirna veoma kоrisпiПl za primene u konstrukcijama је njihova velika 

otpornost па istezanje и pravcu vlakana: Ova prednost је donekle 

pomucena njihovom malom ~ilavos6u i vel{kom anizotropijom koja 

stvara dodatne konstruktivne poteskoce. U ovom trenutku dodatna 

тапа ovih kompozita је veoma visoka cena ugljenih v1akana. Pos

toji ve1iki broj tipova materijala koji mogu da se koriste kao 

matrice и kompozitima oja~anirn ugljenim v1aknima kao sto su mе

ta1i, stak10, po1imeri 111 p1astike itd. оа sv1h po11mera, kao 

sto su poliester, fenol, poliam1d, termop1ast i epoksi smo1a, 

eposki smole ви naj~esce koriscene 2а kompozite oja~ane ugljenirn 

v1aknirna. Vise detalja i inforrnac1ja о koriscenju i proizvodnji 

vlaknimaoja~anih kornpozita тo~e da ве nadje и mnogim knjigama 

а vrlo detaljno tretiranje ove problematike је dato и knjizi 

Tewary-ja (1978). 

U ovoj tezi mi сето uglavnom аа se zadr~avamo па rnehani~

kim osobinama vlaknima, ој a~anih k.ompbzi ta. Da bismo istraz i1i 

Qve osobine neophodno је razviti odgovaraju6u matemati~ku teori

ји. Тоте moze аа se pridje па оуа na~ina - па mikroskopskom i1i 

makroskopskom nivou. 

Na mikroskopskom nivou oblik i pq10zaj vlakana i matrice 

је vrlo vazan. Mehani~ki odgovor materija1a moze biti analizi

ran па osnovu teorlje и kojoj se izra~unava ukupno mehani~ko 
. 

ponasanje kompozita analizom v1akana i matrice koja је poznata 

Јсао "teorija efektivnih modula". "Efektivni moduli" su odredjeni 

па osnovu e1asti~nih modula matrice i vlakana kao i parametara 

koji opisuju geometrijski rа~роr~d-й' komp6zitu. Detaljno tre

tiranje teorije efektivnih modula za vlaknima оја~апе materijale 

clato је и knjigama парisапiш оо strane Hashin-a (1972) i Асllеrп

bach-a (1975). 

U fizici ~vrstog stanja karakteristi~ne osobine ~vrstQg 

t~l~ sU odredjene strukturom resetke i medjuatomskim silama. 

lvl110че sta ticke ј. oinamicke овоЫпе cvrstog tela rпоgu dobr-o оа ве 

i 
I 
! 

I 
I 

I 
! 
I 

I 
I 

I 
! 
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opisu Ба Born-von Karman-ovim mode1om resetke. Deta1ji ove teo

rije mogu da Бе nadju u knjizi Kitte1-a (1976.). 

Na makroskopskom nivou materija1 Бе posmatra kao anizotro

рп! kontinuum. U modelu kontinuuma raz1i~itost strukture restke 

Бе ignorlse i ~vrsto te10 Бе posmatra kao kontinuum. Imajuci u 

vidl.1 njegovu relativnu matematicku jednostavnost, u odnosu па 

Born-von Karman-ov mode1 resetke, ovakav mode1 veoma dobro re

prezentuje ~vrsto te10, а РОБеЬпо је pogodan za опе in~enjerske 

primene kod kojih n~je neophodno deta1jno poznavanje mikrostruk

ture. То је dove10 do razvitk~ dobro poznate teorije anizotro

pnih e1asticnih materija1a која је deta1jno ana1izirana od strane 

Hearmon-a (1961) i1i Leknitskii-og (1963). 

Ideja о razvijanju kontinuum nюdе1а za opis v1aknima оја

canih materija1a је potek1a iz teorije ve1ikih e1asticnih defor

macija rnaterija1a ojacanog neekstenzibi1nom armatarom koja је 

.', opisana u knjizi Green-a i Adkins-a (1960). Modu1i ekstenzije 

v1akana rnogu biti neko1iko redova ~/e1icine veci od odgovarajucih 

modu1a matrice. U takvoj situaciji kazemo da је materija1 jako 
.'" 

anizotropan. Uko1iko Ба v1akna neekstenzbi1na za kompozit Бе 

ka~e da је idea1an v1aknima ојасап materija1. 

U s1edecern ode1jka dacemo sazet prikaz 1inearizovanih је

dnacina kretanja. Konstitutivne re1acije u linearnoj e1asticno

sti za jednu i dve fami1ije v1akana ЫСе date и ode1jcima 1.3 i 

1.4~ Izvodjenje konstitutivnih jednacina је u osnovi vezano za 

izvodjenja Spencer-a (1981 а,Ь). Osnovne паротепе о prostiranju 

e1asticnih ta1asa u cvrstim te1ima Би date u zadnjemode1jku. 

1.2, LINEARIZOVANE JEDNACINE KRETANJA 

Jednacine kretanja i ravnoteze e1asticnog materija1a роа-
,; ј 

vrgnutog ma1im re1ativnim deformacijama Би izvedene pocetkom de-

vetnaestog veka. Ако su re1ativne deformacije dovo1jno та1е jed

nacine Би linearne i relacije које povezuju пароп i relativnu 

defol~maci ји predstavl јаји generali. zovani IIooke-оv zakon. М! сето 

koristiti idea1ni kontinuum kao matematicki model cvrstog tela. 



10. 

То zna6i da је diskretna priroda rnaterije ignorisana i gustina 

mo~e dase defini§e kao odnos rnase ~ zaprernine kada se zaprernina 

srnanjuje tako da u grani6norn slu6aju te~i nu1i, а rnaterija1na 

6estica se srnatra geornetrijskom ta6korn. Linearizovana teorija 

e1asticnosti је razrnatrana и rnnogirn knjigarna. Deta1jno razrnatranje 

је dato и knjizi Soko1nikoff-a (1956). Ovde сеrnа dati и kratkirn 

crtarna osnovne pretpostavke za izvodjenje 1inearizovanih jedna6i

па kretanja. 

P:r..-etp-ostavirno da se rnaterija1na cestica pornera od tacke 

Х ао ta6ke х и trenutku t, gde su Х i х definisani и odnosu па 

nepornicni Dekartov koordinatni sistem kao Х S (х1 ,х 2 ,Х з ) i 

~ =(Х1 'Х 2 'Х З )' Promena materija1ne konfiguracije us1ed deforma

cije rno~e biti tretirana kao jednozna6no pres1ikavanje reprezen

tovano funkciona1nirn re1acijarna 

х = x(X,t) i х = X(x,t). (1 .1) 
\ . <. 

Pretpostavicerno 'da su x(X,t) i X(x,t) kontinua1ne i diferencija

bi1ne funkcije svojih argumenata. Infinitezirna1no rastojanje iz

medju dve blisk~rnateija1ne ta6ke је 

dS = (dX. dX. ) 1/2 (1 . 2) 
1 1 

u referentnoj konfiguraciji , i 

1/2 ds = (ах. dx. ) (1 . З) 
1 1 

и deforrnisanom stanju, pri 6еrnи Бе podrazurneva konvencija о sabi

ranju tj. ponov1jeni indeksi zna6e sumiranje ро njirna. Konv~n

cija о sabiranju Ысе kori§cena i ubuduce uko1iko Бе drugacije 

пе naglasi. Lokalna distorzija и okolini rnaterijalne ta6ke је 

okarakterisana prornenom 

. ЭХk ЭХk 
ds 2 -- dS 2 =dx. dx. -dХ. dX. = (б .. - ,,-- -э-) dx. dx . , 

1 1 1 1 1J oX i Х ј 1 Ј 
(1 • 4 ) 

gde ј е <5. . Kronecker-ova de1 ta, dobro pozna ti tenzor drugog re-
1J 

аа, ра је lokalna distorzija, i1i re1ativna deformacija, potpuno 

opisana tenzorom 

[ .. 
1J 

(1 .5) 
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koji је poznat kao Alrnansi-jev tenzor relativne deformacije koji 

је veorna pogodan za Euler-ovu formu1aciju и kojoj-se х. uzimaju 
1. 

kao nezavisne koordinate koje definisu.prostornu tacku polja. 

Mozemo takodje да piserno 

dX
k 

dX
k 

. 
ds 2

- dS 2 = (--- ~X -о .. ) dX. dX., 
ах! а ј 1Ј 1 Ј 

(1 .6) 

gde је ra~ativna deforrnacija opisana tenzorom 

Е .. 
1.Ј 

1 aXk aXk 
= 2(ах. ах. - Oij)' 

1. Ј 

(1.7) 

koji је poznat kao Green-ov tenzor relativne deforrnacije i pogo-

dan је za Lagrange-ovu formu1aciju и kojoj 

ordinate koje definisu rnaterijanu tacku. 

su Х. nezavisne ko-
1 

Porneranje rnaterija1ne cestice iz njenog originalnog ро

lozaja је dato kao 

U = Х - Х , 

ра A1mansi-jev tenzor: moze da se izr·azi па sledeci nacin 

1 аи ! ~ 
= "2(ах. + аХ. 

Ј 1. 

.. 
(1.8) 

Ukoliko su deforrnacioni gradienti Эи.јЭх. znatno rnапј! od jedini-
Ј_ Ј 

се tada rnozerno da piserno 

а 
(о ik 

aU
k э а 

(1 .9) - --) 
аХ. аХ. aX

k 
ах. 

Ј Ј Ј 
Ј"' 

U prvoj aproksimaciji ра је irelevantno da 1! izvode rасuпалю 

u odnosu па Х. i1i Х .• Lagrange-ova i Euler-ova forrnulacija su 
1. 1. 

pri takvirn okolnostima iste ра do prvog reda.u Эu.јЭх. А1mап-
1 Ј 

si-jev i Green-ov tenzor relativne deformacije rnogu da se izra-

ze Као 

Е .. 
1Ј 

Е: ., = 
1Ј 

1 аи! Эu. 
':) (~ + ~) 
.... аХ. оХ. 

Ј 1. 

== . е. '0 

.~J 
(1.10 ) 

Tenzor е .. је poznat kao Cauchy-jev tenzor re1ativne deforma-
1Ј 

cije. 

d.at.a sa 

Ako је pomeranje tacke u(x,t) njena brzina Y(~lt) је 

I;:'~'· 
~;:\.~;~ i 

\; f<'.. \'\f .;:.":?/ 
."':~~~~~; 
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аи. СЈн. 
1 + 1 v. = 

эt 
v. 

Эх. 1 Ј 
Ј 

(1.11) 

tako аа је 

ан. 
1 

v. = at - и. 
1 1 

(1.12) 

ako zanemarimo ve1icine viseg reda оа prvog. Ubrzanje se defi- . 

nise kao 

.. 
a(x,t) = av/at + (v.V)v , (1.13) 

ра ako је v =dи/at takodje mа10 и poredjenju sa nekom karakteri

sticnom brzinom imamo 

(1.14) 

ао ve1icina prvog reda. 

Prema principu ba1ansa ko1icine kretan~a promena .ko1icine 

kretanja и nekom trenиtku је jednaka rezи1tиjи6oj spo1jasnjoj si-

1i koja deluje па telo u tom trenиtku vremena. То је Euler-ov~ hi

poteza koja moze da se izrazi jednacinom 

d 
Ј ~(~,~,t)dS + Ј !(~,t)pdV = dt Jp~dV 
S V V 

gde sи t пароп па povrsi а ! zapreminska si1a ро jedinicnoj masi. 

Lako је-е pokazati, prema principи 11 tetraedrona" naprimer, аа ova 

jednacina vodi ао tenzora паропа о, sa komponentama о .. , u obliku 
1Ј 

(1.16) 

sto predstav1ja Cauchy-jevu formull.l za пароп. Fizicki ОkЯ, је 

komponenta u pravcи x~ п~ропа па povrsi cija је jedinicna norma-

1а duz x k • 

Zamena (1.16) u (1.15) vodi ао jednacine napisaHe L1 in

deksnoj notaciji u obliku 

Ј О .. п. dS + Ј f. pdV = Јри. dV .. 
S 1Ј 1 V Ј V Ј 

(1.17) 

роvr$iпski integra1 пюzе аа se trапsЕоrшisе L1 zарrе.шiпski in

tegral Gaиss-ovom teoremom sto ~odi ао jednacine 

Эа .. 
J(-~ + 
V ЭХ ј 

pf. - pll.'jdV .;:; О. 
1 1 

-':1.18) 

r6sto zарrешiпа V шоzе аа Ьиае proizvoljan аео tela sled~da, 

k~dgdd је integrant neprekidan, mozemo аа pisemo 
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аО' .. 
а J1 + pf. = ри. 
Х. 1 1 

(1.19 
Ј 

sto predstav1ja prvi Cauchy-jev zakon kretanja. 

Princip momenta ko1icine kretanja kaze da је moment svih 

si1a ј ednak promeni поmenta ko1icine kretanja tj. 

f 
v 

d 
Х 1\ f pdV + ~ MpdV +~ ~/\ t dS = dt ~~::pdV, (1.20) 

, 
gde је М moguci moment ро jedinicnoj masi (naprimer us1ed magne--

tnih si1a), ра kori§cenjem (1.16), (1.19) i teoreme о diverge-

nciji do1azirno ао 

ј{Е. 'k[-x, 
V 1J Ј 

izraza 

dak.t а 
dX.t +dX.t (XjOk.t)]+PMi}dV = О, 

gde је E ijk tenzor cije su komponente definisane kao 

(1.21) 

= {+~ 
ako ijk predstav1jaju parnu permutaciju od 123 

-1 

ako su Ы10 koja dva indeksa jednaka (1.22) 

ako ijk predstav1jaju neparnu permutaciju od 123. 

Po§to је zaprernina V proizvo1jna аоЫјаmо 

(1.23) 

pod us1ovom da su а i рМ neprekidne funkcije. Ubuduce песеmо 

da razmatramo rnogucnost postojanja spregova (MiO) tako аа (1.23) 

ааје 

°jk = °kj (1.24) 

Dak1e, и odsustvu spregova tenzor паропа о је simetrican kao sto 

је i tenzor re1ativne deforrnacije. 

Godine 1676 Robert Hooke је publikovao rad и korne је ро

kazao da је u e1asticnoj gredi sila proporciona1na ekstenziji. U 

jednodimenzionom prostoru u testu istezanja оп је utvrdio 1ine

arnu zavisnost izmedju riapona О i elongacije ро jed{nici duzirie 

е i аао је u obliku poznatom kao Hooke-ov zakon 

О = Е е (1.25) 

gde је Е poznato kao Young-ov modul i1i mоаиl elasticnosti. 

Оуај zakon vazi ао tacke pozna·te kao granica pI·oporcionalnosti. 
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Pos1e te tacke re1acija је nelinearna. Prirodna generalizacija 

Hooke-ovog zakona је аа se pretpostavi funkcionalna re1acija 

izmedju a ij i e ij и rnedijumu uz pretposta~lku аа је ternperatura 

fiksirana i аа је а .. nula kada је е .. пи1а, sto znaci da је пе-
1Ј 1Ј 

deforrnisano telo nenapregnuto. Ako razvijemo а .. и stepeni red 
1Ј 

ро е., i zadrzimo se samo па linearnim c1anovirna аоЫјато gene-
1Ј 

ralizovani Hooke-ov zakon и obliku 

(i,j,k,9,=1,2,3) (1.26) 

koji је dat о'а strane Cauchy-ja. Ovaj zakon је osnova и 1inear

пој teor1J1 e1asticnosti. Koeficijenti c
ijk1 

se nazivaju e1asti

cnirn koeficijentima. 1z izraza (1.26) је jasno аа је to tenzor 

cetvrtog reda koji se и opstern s1ucaju тепја оа tacke ао tacke 

e1asticnog te1a. Uko1iko su oni nezavisni оЈ po1ozaja za te10 se 

kaze аа је e1asticno hornogeno. Broj kоеfiсiјепаtа с. 'k() је 81 
1Ј . у, 

a1i posto је a ij =а ј! i e k1 = e 1k ocig1edno vaze re1acije 

c ijk1 = c jik1 = c ij1k ра se broj koeficijenata smanjuje па 36. коа 

hipere1asticnih materija1a е1аstiспi koeficijenti zadovo1javaju 

dodatnu re1aciju sirnetrije c
ijk1

= c k1ij sto smanjuje broj neza

visnih koeficienata па 21. Тааа funkcija energije re1ativne 

deformacije W moze аа se definise kao kvadratna flll1kcija ро 

tako аа mozerno аа piserno 

е, . 
1Ј 

pri сеrnи је 

ЭW 

Эе .. 
1Ј 

1 
2 cijkleij e k1 , 

а , .. 
1Ј 

(1.27) 

(1.28) 

Funkcija energij~ re1ativne deformacije W је епегgiја re1ati-

vne deformacije ро jedinici zapreminc i1i funRcija gustine ener

gije re1ativne deformacije. Ро pretpostavci to је роzitivгю 

definitna funkcija.E1asticne konstante c'~kn' od kojih је 21 ne-
1 Ј .Х, 

zаvisпа, definisu te10 saop.stom anizotropijom tj. telo kod koga 

5и e1asticne osobine и nekoj tacki razli6ite и razli6itim prav

cima. 

Uslovi koji treba аа Ьиаи zadovoljeni па spoljasnjoj 

konturi e1asticnog materija1a u e1astodinamici su ana10gni опimа 

11 elastostatici. Najces6e se konturni uslovi definisu па јеаап 
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оа sledecih nacina: 

- Konturni us10vi za porneranje, pri сеrnи se па konturi 

propi~ti tri kornponente pomeranja и., 
1 

- KonturnL us10vi za паропе, pri сети se па konturi ~ija 

је jedini~na поrша1а ~ propisu tri komponente vektora паропа t. 
1 

koje роmоси Cauchy-jeve formu1e (1.16) vode ао uslova za tri 

komponente tenzora паропа, 

- Mesoviti konturni us10v ima propisana porneranja па ае1u 

konture i паропе па preosta1om ае1u konture. 

Ako је spo1jasnja kontura slobodna опаа је а .. п. = О па 
1Ј Ј 

konturi, gde је ~ norma1a па spo1jasnju povrs. 

Ovde песеmо аа razmatrarno egzistenciju i jediI1stvenost 

re~enja. Vise deta1ja пю~е аа se пайје u rnnogim knjigama i иa~

benicima kao sto su naprimer Gurtin (1981), Adkin i Рох (1980), 

Spencer (1980) itd. 

1.3. LINEARNA ELASTICNOST - JEDNA FAMILIJA VLAKANA 

Kompozitni materija1 koji se sastoji od osnovnog rnateri

ја1а - rnatrice i jakih vlakana koja su sistematski rasporedjena 

и matrici naziva se v1aknirna oja~an! rnaterija1. 

Uko1iko је rnaterija1 ојасап јеапоm fami1ijom v1akana ta

da kompozitni materijal ima jedan privi1egovan pravac tako аа је 

transverzalno izotropan и odnosu па taj pravac. Pravac v1akna 

тo~eтo da definisemo рошоси jedinicnog vektora а koji тo~e аа 

se rnепја od tacke do tacke.Trajektorije vektora а su tada vlakna 

i materija1 mo~e аа Бе srnatra loka1no transverza1no izotropnim 

u odnosu па lokalni pravac v1akna. Uobicajeni ~etod za izvodjenje 

konstitutivnih jednacina transverzalno izotropnog linearno ela

sti~nog tela је da se izabere koordinatni sistem takav da se jed

па od koord1natnih osa pok1apa sa osorn transverzalne izotropije 
I ~ "о·, ~~:;i.,~,- • " "" - о;; t. 

i prouce ogranicenja па funkciju re1at1vne defor~acije koja 

proizilaze 12 zahteva invarijantnosti pri rotacijarna oko te ose. 

Posto, uop§te, pravac vlakna zavisi ой polo~aja m1 6еmо 1rnati 

formulaciju konstitutivn1h jednacina nezav1snih оа koordinatnog 

sistema prema Spencer-u (1981.), 

Za datu deforrnaciju funkcija energije relativne deforrna-
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cije W.zavisi од tenzora re1ativne deformacije е i pravca v1akna 

а tj. 

W = W(e,a). (1.29) 
~ ~ 

Uko1iko anizotropne osobine materija1a nastaju samo 

zbog prisustva v1akana опда funkcija W mora ostati nepromenjena 

kada i deformaciono ро1је i v1akna podvrgnemo rotaciji koja је 

opisana svojstvenim ortogona1nim tenzorom Q. Dak1e, 
т 

W (е, а) = W (О е Q , Оа), (1.3 О) 

'Г Т za sve tenzore koji imaju osobine Q Q = Q Q = 1, det Q = 1, 

gde је 1 jedinicni 'tenzor. То znaci da је funkcija W izotropna 

invarijanta од е i а. Obzirom да smer vektora а nije va~an, W 

mora biti parna funkcija од а, tako.da тo~e да Ьиде izra~ena 

kao izotropna invarijanta од е i а0а. Diada а0а је tenzor drugog 

reda cije su Dekartovekomponente а.а,. Lista matricnih proizvo-
1 Ј 

да ciji tragovi cine bazu za svojstvenu ortogona1nu grupu data 

је од strane Spencer-a (1971, str. 288,) 
, >0 

и obliku 

е , е 2, е З, а е а I (а 0 а) 2, ( а <» а) З, е .( а ~ а), 
,~ 

Medjutim, posto је а jedinicni vektor imamo 

а 0 а = (а е а) 2 • • .. r 

kao i 

tr( а <» а)=l, tre·(a <» а)=а·е·а, tre 2.(a (8) а)== 

sto svodi skup invarijanata па 

tre, tre 2
, з tre , а·е·а, 

(1.31) 

(1.32) 

2 
а·е·а (1.33) 

(1.34) 

Najopstija kvadratna funkcija ро е koja moze да se for

mira iz skupa (1.34) је 

W = l: л (t r е) 2 + ~ г t r е 2 + ех (а· е . а ) t r е-+-2 (1Ј - Р ) а . е 2. а + 2 -, r ~ _~~ ~, L T~_~, 

1 2 + -С(а·е.а) 2 _ _ _ (1.35) 

gde su л., 1Ј 'l,,1Ј L ,ех i В elasticne konstante, 'Eako да veza паропа i 

re1ativne deformacije тo~e да se да u obliku 

а .. 
1Ј 

+a(ekka.a,+a е папб .. )+В(апептат)аја],. 
1 Ј m т,\, !'v 1 Ј "., !'v - _ 

(1.36) 



17. 

Ovo se sla~e sa dobro poznatim izrazima za napon и tran

sverza1no izotropnom 1inearno e1asticnommaterija1u. E1astic

ne konstante mogu да se izraze i preko drugih mоди1а koji Би 

rnnogo pogodniji za direktno mer~nje. Materija1na konstanta U
L 

reprezentuje rnоди1 smicanja ди~ privi1egovanog pravca а dok ~ 
~ Т 

reprezentuje rnоди1 smicanja normalan za privi1cgovani pravac а. 

Osta1e konstante ~,' ех i (3 mogu да se pove~u sa osta1im rnodu1irna 

kao §to је' modu1 ekstenzije i1i'~oung-ov modul i Poisson-ov broj. 
, 

Re1acije napon-re1ativna deformacija za izotropno pona~anje do-

bi1i bismo iz (1.36) ako uzmemo U
L 

= U
T 

i а=(3= О. 

Materija1i koje razmatramo imaju ve1ike пюdu1е ekstenzije 

u pravcu v1akana. Ova osobina se idea1izuje pretpostavkom да је 

materija1 neekstenzibi1an и pravcu vlakna tako да је 

а·е·а = О. (1.37) 

u torn s1ucaju kazemo да је rnaterija1 podvrgnut kinematskom ogra

nicenju i (1.37) predstav1ja ogranicenje neekstenzbilnosti u 

pravcu v1akna. Тада (1.35) рrеdstаv1јапю u obliku 

(1. 38) 

gde је Т Lagrange-ov mno~i1ac tako да se broj nezavisnih e1asti

cnih konstanata smanjuje па tri. Dak1e, relacija napon-re1ativna 

deforrnacija sada mo~e да se predstavi u obliku 

а .. =Леkk О .. +2u те .. +2 (UL-Urr ) (а.е. а +а е .а.)+Та.а., (1.39) 
1Ј 1Ј 1Ј Ј, ЈП П m ml Ј 1 Ј 

gde је napon Та.а., proizvo1jan u pravcu vlakna i predstav1ja 
1 Ј ft 

reakciju па ogranicenje neekstenrzbi1nosti.Lako је uociti да ne -

ekstenzbilni materija mo~e да ~e posmatra kao granicni slucaj 

istegljivog materijala kada (3+00 

sakamekrn + aekk+T . 

а aka e k +0 па takav nacin да 
m -..П\ 

1,4. LINEARNA ELASTICNOST - DVE FAMILIJE VLAKANA " 

u ovorn odeljku razvicerno relacije napon-relativna defor

macija za rnaterija1 koji ima linearan elasticni odgovor а оја

can је sa dve familije vlakana. Neka su pravci vlakana opisani 

jedinicnirn vekt.orima а i Ь. u оуој tez.i mi сето ug1avnom da 
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razmatramo materija1e ојасапе sa dve fami1ije pravih v1akana 

koja su mehanicki ekviva1entna a1i konstitutivne re1acije сето 

razviti za opsti slucaj ојасапја sa dve fami1ije v1akana pri 

сети сето ug1avnom da sledimo izvodjenje Spencer-a (1981). 

Pretpostavimo da su jedine anizotropne osobine materija-

1а pos1edica prisustva v1akana, tako da imamo dva privilegovana 

pravca ~ i ~ u svakoj tacki rnaterija1a. Sa argum€ntirna slicnirn 

onima u ode1uku 1.3. funkcija energije re1ati'vne deforrnacije је 

kvadratna ро ~ i parna ро ~ i Ь. Dak1e, 

т W(Q·e·Q , Q·a, Q·b) = W(e, а, Ь), (1.40) 
~ ~ - ~ - - ~ - ~ ~ 

gde је opet 9 bilo koji svojstveni ortogona1ni tenzor. Ponovo 

obzirorn da smerovi vektora ~ i ~ nisu znacajni, W mora biti parna 

funkcija od а i Ь i тo~e biti izra~ena kao izotropna invarijanta 

od е, а @ а i Ь @ Ь. Lista rnatricnih proizvoda ciji tragovi for

miraju Ьа2и za svojstvenu ortogona1nu grupu је data kod Spencer-a 

(1971) odak1e sledi da је W funkcija od 

tr е, tr е 2 , tr е 3 , а·е·а, a·e~a, Ь·е·Ь, b.e~b, 

(1.41) 

gde је 2ф ugao izmedju dveju fami1ija v1akana. 1z identicnosti 

izvedene od strane Spencer-a (1981) u obliku 

+(а·е·а) (Ь·е·Ь) (1.42) 

2 ft 
sledi da jedna invarijanta, naprimer соs2ф (~':: '~r)' тo~e да se 

одЬас! sa 1iste (1.41). Najopstija kvadratna funkcija ро :: koja 

тo~e da se formira iz skupa (1.41) I kada izostavimo СОS2ф(~'::~~) 

koja predstav1ja furtkciju energije relativne deformacije data 

је u obliku 

Н ~Л(tr::)2+1.ltr::2+аl ~.~.~ tre +a2~'::'~ tre +аз(~·::·~).2 ,,,;. 

+ а4 (~.::.~) 2+as (~. ~'~) (~.::.~) +аб~i'~~~ +а7 l?'::~~ (1.43) 

+авсоs2ф (а·е·Ь) 

+ а 1 1 С О S 2ф{ а . е . Ь) 2 

gde su л ,1.1 ,а 1 , ••• ,а 1 1 parne funkci ј е оо соs2ф. }(onsti tu ti vna 

jednacina sada ima slede6i oblik 
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+(аlеkk+2азаkа~еk~+а5ЬkЬ~еktа9СОS2фаkЬ~е~ aia j 

+(а2еkk+2а4ЬkЬ~еk~+аsаkа~е~;аlоСОS2фаkЬ~еk~)ЬiЬј 

+аб (aiejk+ajeik)ak+a7(biejk+bjeik)bk 

(1.44) 

Dak1e, jednacina (1.44) irna trinaest nezavisnih konstana

ta 5to u anizotropnoj teoriji i odgovara materija1u koji ima 

jednu ravan :s~rnetrije. Та ravan simetrije је 1oka1no tangenci

ja1na ravan па povr5 u kojoj dve fami1ije v1akana 1eie. 

ТЈ slucaju kada Би dve fami1ije vlakana rIledjusobno norma1-

ne tada lokalno rnaterija1 poseduje materija1nu sirnetriju u od

nosu па ref1eksije и ravnirna koje Би norma1ne па v1akna i povr-

5! u kojima 1eie v1akna 5to za pos1edicu ima да је materija1 or

totrop~n u odnosu па te ravni. ТЈ tom Бlисаји ispunjeno је а.Ь. = 
, l l 

= cos 2ф= О, tako да је zadnji red и izrazu (1.44) jednak nu1i, 

ра u konstitutivnoj jednacini ostaje devet nezavisnih materija1-... 
nih konstanata 5to је и sag1asnosti sa dobro poznatim rezu1ta-

tima za ortotropne materijale. 

Ako Би dve familije vlakana mehanicki ekvivalentne tj. 

ako Би pravci vlakana jedina osobina роrnоси koje moiemo da raz-

1ikujerno dve fami1ije vlakana, opet imamo ortotropan materija1 

s tim sto sada materijal poseduje rnaterijalne simetrije u odnosu 

па ravni cije Бе norma1e ро pravcu pok1apaju Ба simetra1ama ро

vucenim izmedju v1akana i ravan u kojoj 1eie vlakna. Funkcija 

energije re1ativne deformacije W tada mora biti simetricna и od

nosu па medjusobnu zarnenu jedinicnih vektora ~ ~ ~ tako da Је 

mnogo zgodnije drugacije izabrati skup invarijanata (1.41) I 

od kojih W zavisi,koji ima s1edeci ekviva1entni oblik 

а·е·а+ Ь·е·Ь, (а . е . а) (Ь· е ·Ь) I :! 

(1.45) 

Ovde је opet kao pos1edica identicnosti (1.42) invarijanta 

cos 2ф(а·е·Ь)оdЬаСеIlа. Najopstiji izraz za koji је funkcija ener-
~ ~ ~ 

gije re1ativne deformacije W kvadratna ро е u slucaju ojacanja 

ва dve mehanicki ekviva1entne familije vl~kana dat је u obliku 

I 
I 
I 

I 
I i 
1'1 !'I 
1, 

1:1 
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+Уз (а.е·а+Ь.е.Ь) 

I (1~46) 

'ае su Л'~'Уl' ..• ' У7 parne funkcije оа соs2ф. Ovo vodi ао kons

.itutivne jednacine sledeceg oblika 

а i Ј' = { л е +у з (а а е + Ь Ь е ) +у '+ а Ь е с о s 2 Ф } б . . + 2 ]..1 е. . rr r s rs r s rs r s rs 1Ј 1Ј 

+{узе +2Yla а е +УБЬ Ь е +ysa Ь е соs2ф}а.а. 
rr r s rs r s rs r s rs 1 Ј 

(1.47) 
+{y~ +Уба а е + 2y 1 b Ь е +ysa Ь е соs2ф}Ь.Ь. 

rr r s rs r s rs r s rs 1 Ј 

+ -21 {у,+е соs2ф+уs (а а е +Ь Ь е )соs2ф+ 
rr r s rs r s rs 

+2у 2 а Ь е } (а. Ь . +а . Ь. ) +у 7 {а (е . а . +е . а . ) 
r s rs .. ~ 1 Ј Ј 1 r r1 Ј rJ 1 

+Ь (е .Ь. + е .Ь.)}. 
r r1 Ј rJ 1 

Dak1e, broj konstanata se sada redukovao па devet sto је 

kviva1entno broju konstanata Ы10 kog materija1a koji poseduje 

ri ravni e1asticne .simetrije. Prednost izraza (1.47) је аа su 

ravci v1akana uk1juceni u relaciju napon-relativna deformacija 

.аКо аа је lako analizirati slucaj kada su vlakna veoma jaka i 

granicnom slucaju neekstenzibilna. 

Ako sada uvedemo pretpostavku о neekstenzibi1nosti u 

·ravcima v1akana а i Ь опаа imarno rnaterija1 sa а'lа kinernatska 

granicenja. Ako је materija1 neekstenzibilan u pravcu а tada 

шаmо ogranicenje 

а·е·а = О, (1.48) 

ако је materijal neekstenzibilan u pravcu Ь tada је ogranice

.је oblika 

Ь·е·Ь О. (1.49) 

Ьоч ovih ogranicenja шоgu аа se uvedu Lagrange-ovi mnoiioci 

i ТЬ za odgovarajuce pravce v1akana а i Ь. Оак1е ogranicenja 
а . 
. eekstenzibilnosti imaju za posledicu паропе reakcije па ogra-

cije su Dekartove komponente T~ a i а. 
Ј 
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respektivno. Sada se funkcija energije relativne deformacije 

(1.46) svodi па 

w = ~л (tr~) 2+lJ t.re 2+Y2 (~.~.~) 2+У4соs2Ф (~-~-5?) tJ~e 

+У7 (~.~~~ + ~.~~~) + Та ~.~.~ + ТЬ ~.~.~, 
dok se konstitutivna jednacina svodi n~ oblik 

(1.50) 

1 
Gi·=(Ле +У4а Ь е соs2ф}О .. +2lJe .. + -2 (YI,e соs2ф+2У2а Ь е ) 

Ј rr r s rs lJ lJ rr r s rs 

. (а.Ь.+а.Ь.') +У7{а (е .а.+е .а.) +Ь (е .Ь.+е .Ь.}+ 
l Ј Ј l r r l Ј rJ l r r l Ј r Ј l 

+ Т а.а. + ТьЬ.Ь .. 
а l Ј l Ј 

(1.51) 

Prema tome materija1 ојасап sa dve fami1ije neekstenzibi1nih 

v1akana mo~e da se tretira kao granicni s1ucaj materija1a ојаса

nog sa dve fami1ij е ekstenzibi1nih v1akana kada у 1 +00 i у ~OO pri 

а.а.е .. +0 
l Ј lJ 

i Ь.Ь.е .. +0 па takav nacin da је ispunjeno 
l Ј lJ 

2Yla а е +У6Ь Ь е -+-Т -узе -ysa Ь е соs2ф, r s rs r s rs а rr r s rs 

i 

уБа а е +2y 1 b Ь е -+- ть-узе -ysa а е соs2ф. 
r s rs r s rs rr r s rs 

(1.52) 

.. 
(1.53) 

u ovoj tezi т! бета se ug1avnom baviti problemima u kojima бето 

kaordinatni sistem da vezujemo tako da dve ose uvek budu duz 

simetra1a povucenih izmedju dveju fami1ija v1akana. U Dekarto

vom sistemu izabranom па takav nacin da је osa Xl norma1na па 

ravan koja sadrzi v1akna а Х2 i ХЗ duz simetrala izmedju v1akana 
ft 

(videti s1. 1.1)rjedinicni vektori а i Ь imaju komponente 

a i (О, siпф, соsф), 

Ь. 
l 

(О,-siпф, соsф). 

Slika 1.1. Geometrija vlakana 

(1 . 54 ) 
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mponente паропа ek5tenzibi1nog rnaterija1a 5и 

1== C11 U1,1+ С12 и 2,2+ С1З U З,з, 

2= C21 U l,1+ С22и2,2+ С2З U З,з, 

3== СЗIUltl+ СЗ2 U2,2+ СЗЗ U З'ЗI (1.55) 

з= С44 (и2, з+ U з , 2 ) 

з= С 55 (Ul,З+ Uз , 1 ) .. 
2= С66 (Ul,2+ и2 , 1 ) 

te SU 

.1='\ + 2~, 

t 2=11. + Siп2ф(2УЗ-У4СОS2ф) = C21, 

= 13='\ + соs2ф(2УЗ+У4соs2ф) с з 1 , (1.56) 

22=11. +2р +25iп2Ф{2У3-У4СО52Ф+2У7+5iп2Ф(2Уl+У6+У2-2УsСО52Ф)}, 

23='\ +СО52Ф{25iп2Ф(2Уl+У6-У2)+2УЗ+У4СО52Ф}+5iп2Ф(2УЗ-У4СО52Ф)=С32,": 

55= 
2 

~+y 7 СО5 ф, 

Б Б = ~ +у 75 in 2 ф • 

:omponente паропа neek5tenzibi1nog materija1a 51.1 

; 1 1 = allUl,l+ a12 U 2,2+ а13 U З,јl 
fl . 

r 2 2 = a21 U l,1+ a22 U 2t2+ а2ЗUЗ'S+(Та+Ть)5iп2ф, 

у з 3 аЭIU1/1+ а::l2 и 2,2+ а33 U З/З+ (Т +T
1 
)соs 2 ф, 

а) . 

Ј 2 З = а44 (U2/З+U З,2)+(Та-Ть )siпф СО5ф, 

.Ј 1 3 а 55 (и 1 , З +1.1 З , 1 ) 

:.Ј 1 2 = а66 (1.11,2+ 1.12, 1 ) 

pri сети 51.1 

(1.57) 

I 
I 
I 

Н 
. J~' , , 

, 
ј! 

Ј,! 



all = ,\+ 2]Ј, 

а22 = Л+2]Ј-2У~СОS2фsiп2ф+2У2SiП~ф+4У7Siп2ф~ 

а2З Л+у~соs22ф - ~У2Siп22Ф = аЗ2, 

азз Л+2]Ј+ 2У~СОS2фсоs2ф+2У2СОS~ф+4У7соs2ф, 

а ~ ~ - ]Ј +у 7, 

aS5 
2 ]J+Y7COS ф, 

Ograni6enje (1.48) sada је и obliku 

dok је ograni6enje (1.49) и obliku 

23. 

(1.58) 

(1.59) 

(1.60) 

Konsturni us10vi beskona6ne р1осе s1obodne od napon~ 

па stran1cama cije su norma1e duz ose Хl su oblika 

011 = о (i = 1,2,3) za Xl =+ h, 

gde је 2h rastojanje medju s1obodnim stranicama. 

1.5, OSNOVNE NAPOMENE О PROSTIRANJU ELASTICNIH 

TALASA U CVRSTIM TELIMA 

(1.61) 

Zakoni prostiranja e1asticnih talasa и cvrstim te11ma 

s1ede 1z Caushy-jevog prvog zakona kretanja (~.19) za e1ast1cno 

deformisan medijum. Ako zanemarimo zapreminske si1e jednacine 

kretanja se svode па 

(ја .. 
1Ј 

ЭХ. 
Ј 

ри. 
1 

(1.62) 

Koriscenjem izraza (1.26) i (1.10) mozerno da izrazi

то jednacine kretanja preko komponenata vektora pomeranja и оЬ

liku 

!. 

11 

11 
.1 

I 



ри .. 
1 

24 . 

(1.63) 

Simetrija tenzora с. 'k n и odnosu па drugi par indeksa znaci da 
1J ?~ 

su dva sabirka и zagradi па 1evoj strani jednacine jednaka tako 

da jednacine kretanja postaju 

а 2 и 
~ Оо 

С --- =ри. , (1.64) i ј k ~ d х . d X
k 

1 
Ј ~ 

sto predstav1ja sistem homogenih 1incarnih jednacina drugog 

reda ро komponentama vektora pomeranja. М! беmо da se ogranici

то samo па ravanske e1asticne ta1ase za koje vektor porneranja 

moze da se izrazi и obliku 

и. = Аи .exp{iw (s х -t)}= Аи .ехр{! (k х -wt) }=Аи .ei'f, (1.65) 
Ј ОЈ r r ОЈ r r ОЈ 

gde su 

\ 
• 'О 

, .. 

- А ska1arna arnp1ituda, 

- и . jedinicni vektor porneranja, 
ОЈ 

- w kruzna frekvencija ta1asa, 

- х prostorni vektor p010zaja 
r 

- s vektor sporosti (s10wness) 
r 

- k vektor ta1asnog broja 
r 

- ~ fazna promen1jiva 

- i =vCl irnaginarna jedinica. 

Osnovni parametar ta1asa је kruzna frekvencija ы= 2пf 

gde је f frekvencija tj. broj potpunih osci1acija vektora роте

ranja и sekundi. Osnovni period oscilovanja Т је и odnosu па 

frekvenciju f dat re1acijorn Т = 1jf. 

Ta1as .(1.65) је ravan jer ~ 1inearno zavisi od koordi

nata. Uopsteno oblik t.a1asa је odredjen povrsima jednakih faza. 

Ekvifazne povrsi su date jednacinorn 

'е= k х - wt = С = const. (1.66) 
~- r 

Vektor ta1asnog broja rnoze da se pise и obliku 

k = kn , I ~I = 1, I ~I k (1.67) -
tako da iz (1.66) dt.,bij ато 

п.х, :::: (c+wt) /k = Е;, ( i . б8 ) 
1 1 
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§to pokazuje da је povr§ konstantne faze u svakom trenutku 

ravan normalna па jedinicni vektor ~, pri сети ~ predstav1ja 

rastojanje te ravni od koordinatnog pocetka ОА (videti s1iku 

1.2.) .Fazna ravan п Бе kre6e para1eno Батој sebi, po§to ~ ra

ste 1inearno Ба vremenom. Brzina v ove ravni Бе naziva fazna 

brzina ta1asa i data је izrazom 

v = d~/dt =w/k. (1.69) 

Jedinicni vektor п Бе naziva ta1asna i1i fazna nor

та1а dok Бе vektor k naziva ta1asni vektor i1i vektor ta1asnog 

broja jer је njegov intenzitet jednak ta1asnom broju i dat је 

izrazorn 

k =w/v . (1.70) 

Rastojanje koje fazna ravan preva1i za jedan osnovni 

period је ta1asna du~ina Л koja је data kao proizvod fazne br

zine i perioda u obliku 

л = vT = v/f = 2nv/w 

о 

/ 
Ху 

2n/k. 

----,/\ 
---- \ 

\ 
\ п 
~ --

S1ika 1.2. Uniformni ravanski ta1as 

(1.71) 

Izraz (1.65) daje komp1eksno pomeranje, iako stvarno 

pomeranje mora biti predstav1jeno rea1nom ve1icinom. Vektor (1.65) 

се zadovo1jiti sistem 1inearnih homogeniI1 diferencija1nih jedna

cina (1.64) Бато ako i njegov rea1ni deo i ima.gina.r-ni deo odvoje

по zadovo1javaju (1.64). Zamenom izraza (1.65) u (1.64), imajuci 

u vidu da је аU ј /ЭХ 2 = ikn
2

u j , dobijamo 

:ј 
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(1.72) 

Netrivija1na resenja za porneranja U
k 

Бе dobijaju kao karakteri

sticni (g1avni) vektori koji odgovaraju karakteristicnirn (g1av

nim) vrednostima koje su resenja jednacine 

(1.73) 

koj~ predstav1ja povrs brzine beskonacnog ravanskog ta1asa. Јеа
nacina (1.72) је prvo data оа strane Christoffe1-a u obliku 

(r
ik 

-pv 2 o
ik

) u
k 

= О, 

i оа strane Ke1vin-a и obliku 

Al -pv 2 
CI.I Ct 2 

0.10.2 A 2 -pv 2 

CI.lаз аzаз 

0.10. з 

0.20. З 

А з -рv 2 

(1.74) 

Ul 

и2 О, (1.75) 

\ из " 

gde su Г .. kvаdrаtпе funkcije kosinusa pravca 
1Ј 

п. i date su sa 
Ј 

i 
r ik = cijklnj п с (1.76) 

1z jednacine (1.73) је ocig1edno da је jednacina za faznu brzi

пи u sustini dvanaestog stepena, posto svaki izraz drugog reda 

talasne normale mo~e da se izrazi u slede6em obliku 

П.п. 
1 Ј 

(1.78) 

Medjutim, za Ы10 koji propisani pravac norma1e па 

ta1as п. jednacina (1.73) predstav1ja kubnu jednacinu ро pv 2
• 

problemJse dak1e svodi па resavanje g1avnih vektora u
k 

(М) i 

g1avnih vrednosti "'\1 (М) tenzora Г ..• Trer.)a uvek imati па иmи 
1Ј 

аа iz (1.76) sledi da za r~zlicite pravce norrna1a па ta1as imamo 

razlicite komponente tenzora Г ..• 1z jednacine (1.75) forma1no 
. . k' .1 Ј а Ь' . v(M)k 

аОЫЈаmо vektor pomeranJa ОЈ1 о govara rZ1n1 ао 

u (М) 
ok = 

Cl.kN 

р [ v (И) Ј 2 -A
k 
+a.~ , 

(1.79) 

чае је N =akPk normalizaciona konstanta. Ипо~епјеm (1.79) sa 



аоЫјаrnо drugi oblik povr~i brzine, prema Ke1vin-u, kao 

3 

L 
k=1 р 

2 
Cl. k -- 1 .. 

27. 

(1.80 ) 

Iz sirnetrije jedna~ine (1.74) s1edi da Би vektori иo~M) 

(М = 1,2,3) rnedjusobno ortogona1ni, a1i и op~tem Б1и~аји nije

dan od njih nije рага1е1ап Ба norrnalom па ta1as п .. Ako Бе, и 
Ј 

nekorn pravcu п., neki od vektora porne~anja, recirno и k(1), ро-
Ј о 

k1apa Ба ta1asnorn norrna10rn za njega kazerno аа је 1ongitudina1an 

(L), а iz rnеајиБоЬпе ortogona1nosti g1avnih vektora porneranja 

s1edi da Би preosta1a dva transverza1na (Т). U anizotropnirn rnа

terija1irna, ako Бе izuzrnu specija1ni pravci, prostiranje ta1asa 

n1ti је potpuno 1ong1tudina1no n1ti potpuno transverza1no. Uo

Ы~ajeno је da Бе kaze da Би porneranja kvazi-10ngitudina1na 11i 

kvazi-transverza1na и zavisnosti od medjusobnog po1ozaja vektora 

porneranja i ta1asne погrnа1е. 

Vi~e deta1ja о prostiranju ta1asa и e1asti~nirn te1irna 

rnoze da se nadje и mnogim standardnim knjigama kao ~to Би опе 

~iji su autori А.Е.Н. Love (1927), W.Nowacki (1963), J.D.Achem~ 

bach (1973), K.F. Graff (1975) itd. Prostiranje ta1asa и anizotro

pnim e1asti~nirn te1ima је dato и knjigama napisanim od strane 

F.I.Fеdогоv-а (1968) I М.Ј.Р. Musgrave-a (19ао) itd. Nau6na dosti

gnu6a и teoriji i ana1izi e1astodinamike Би data и revija1nim 

radovima napisanim od strane J.Mik1owitz-а (1966) 1 Yih-Hsing 

Рао--а (1983). 

u ovoj tezi mi беmо pretezn6 аа se bavimo prost1ranjem 

ta1asa и ta1asovod1ma. Ta1asovod moze bit1 obl1ka kona~ne 111 

beskona6ne p1o~e 111 c11indri6ne povr~1. U izotropnom materija-

1и Cauchy i Poisson (1928) su pode1i1i prostiranje ta1asa па dva 

g1avna tipa koji se obi6no zovu p-ta1asi (primarn1, pritiskuju6i, 

di1atacioni, irotac1ona1n1, 1ongitudinalni) i S - ta1asi (seku~ 

ndarni, smi6u6i, rotaciona1ni, transverza1ni). U anizotropnorn 

rnedijurnu oni su istakli postojanje tri tipa elasti~nih talasa, 

јеаап kvaz1 - 1ongitud1na1n1 1 dva kvazi - transvezra1na. Povr

§inski ta1asi u izotropnom po1uprostoru 5и prvo analizirani od 

strane Lord Ra~1ei~~~a (1887), ~ ргоЫет ref1eksije i refrak

~ije elasti~nih ta1asa рг! ravanskoj granici оа strane C.G. 

I<rlCjtt'-а (1899). S10l:юdпi ta1asi u p1oc:i" 51...1 istr:·azeni od str~ 



Lord Ray1e1gh-a (1888) 1 Н. Lamb-a 

ТЈ. Pochammer-a (1876) i С. Ch:r-ee-a 

28. 

(1917) а u kru~noj gred1 од 

(1889) . 

u ta1asovodima se р i S talasi vi~estruko ref1ektu-

ји i prostiru6i ta1asni тод је rezu1tat 1nterferenc~ ref1ektova

n1h ta1asa koj1 napreduju du~ p1o~e. Ustvar1 kad se radi о har

mon1jsk1m ta1as1ma s1stem 1nc1dentn1h 1 ref1ektovan1h ta1asa оЬ

razuje stoje61 ta1as ро deblj1n1 s10ja tako da је prost1ranje и 

su~tini ди~ sloja. То је mot1vac1ja za naz1v talas6~od kad је 

u p1tanju s10j 111 Ы10 koje veoma dugo te10 ~1j1 је popreeni pre

sek kona~n1h dimenz1ja. Susedne paralene povr§i daju efekat 

provodjenja ta1asa du~ p10~e . Ideja о ref1ektovanju ta1asa Бе, 

prema tome, oЫ~no podrazumeva tako da Бе ana11za vr§1 па taj 

natin §to se ta1asno kretanje а pr1or1 predstav1ja u obl1ku 

(1.81) 

ako pretpostav1mo da је ta1asna norma1a п(О,П2,Пз) para1e1na 

povr§ima p1ote. Jedna~ina (1.81) reprezentuje stoje61 ta1as ипи

tar preseka 1 putuju61 ta1as u pravcu ta1asovoda. Fazna brz1na 

v koja zavisi од одПОБа debljine p10te i ta1asne du~ine п1је kon

stantna. Опа је funkc1ja ta1asne duzine, tako da је ta1as dis

perzivan, ра Бе funkciona1na re1acija 

f(v, kh) = О 111 Р(ы, kh) = О (1.82) 

naz1va d1sperz1ona re1acija 111 frekveТlc1jska jednat1na. U re-

1aciji (1.82) h predstavlja po1ovinu debljine p1o~e. 
fl 

D1sperziona re1ac1ja za ta1ase u 1zotropn6j p1o~1 оч-

rani~enoj dvema para1e1n1m ravn1ma је 1zvedena od. strane Rayle

igh-ja 1 Lamb-a а11 deta1jna ana1iza ov1h re1a~ija 1 koreni tra

nscedentne jednat1ne (1.82) Би dat1 tek pedesetih god1na ovog 

veka. U elastiEnom med1jumu frekvenc1ja w Је uvek realna, ali 

imag1narni i komp1eksni talasni brojevi k su razmatran1 ~ezde

set1h god1na ovog veka, sa jasnim f1zitkim tumatenjima,i za р1о

te i za grede. Ove analize Би date u mnogim knj1gama а mi Бе ov

de pozivarno па М. Redwood-a (1960) i Ј. Miklowitz-a (1978). 



11 PROSTIRANJE ELASTlcNIH TALASA U PLOcI OJAcANOJ SA DVE 
FAMILIJE NEEKSTENZIBILNIH VLAKANA 

2.1. u v О D 

29. 

u ovoj glavi se razrnatra prostiranje elasticnih ta

lasa u ploci ојасапој Ба dve familije neekstenzibilnih vlakana. 

Vec smo videli da ogranicenje neekstenzibilnosti ima za posledicu 

паропе reakcije koji nisu odredjeni poljem relativne deformacije. 

Qva ogranicenja, s druge strane, ogranicavaju polje deformacije 

па kinematski dopustive deforrnacije. U odeljku 2.fo date Би os

novne jednacine. Iz uslova ogranicenja lako је videti da kom

ponente pomeranja u ravni ploce mogu да postoje samo ako se ta

las prostire и pravcu normalnom па jednu од familija vlakana. 

Prerna tome, odvojeno se razmatraju proizvoljni pravac prostiranja, 

u odeljku 2.3, i pravac prostiranja normalan па jednu od famili

ја vlakaha, u odeljku 2.4. Pokazuje se, u оЬа slucaja,da ukoli-

ko zelimo da zadovoljimo uslov да konture budu slobodne od па

ропа moramo da postuliramo postojanje singularnih vlakana па 
~ , 

gornjoj i допјој povr~i ploce и kojima пароп! reakcije teze Ье-

skonacnost~ па takav nacin da daju konacno opterecenje u vlakni

rnа. Као posledicu irnarno i za simetricne i antisirnetricne modove 

delta singularnosti kod паропа и poprecnirn presecima i diskопti

nualne srnicuce паропе па konturi ploce. Za antisimetricni део 

re~enja fazna brzina је konstantna za sve talasne duzine za pro

izvoljni pravac prostiranja i disperzivnog karaktera za pravac 

prostiranja norrnalan па једпи od familija vlakana. Za 8imetric

п! део resenja, fundarnentalni rnод inla prelornnu (eng. cut-off) 

frekvenciju za sve pravce prostiranja sern kada је pravac prosti

ranJa norrnalan па jednu od farnilija vlakana. 

2.2. OSNOVNE JEDNACINE 

Qg~-al1icicerno nasu paznj1.J. па resenje sisterna jeclna

cina za talase koji se prostiru u ravni р1осе sa konturama, 810-

bodnim od паропа, koje su date jednacinama x 1 =-h i x1=h i 

vlaknima rasporedjenimu-ravni х 2 хз рrеmа slici 1.1.Pretposta-
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vimo da se ta1as prostire brzinom v u pravcu koji pravi ugao а 

sa х з osorn. Pretpostavimo pomeranja i паропе reakcije и obliku 

(2.1) 

i 

(2.2) 

respektivno, gde su 

~ = k(sx2 + СХ з - vt), (2. З) 

а s - sina I с :: cosa i k ta1asni broj. 

Zamena (2.1) i (2.2) и (1.57) daje паропе и slede-

CE:";'.ffi obliku 

01 1 = {а 1 1 и' +а 1 2 ksV + аlзkсW}соs~, 

022 ={a21 U'+a22 ksV + а2зkСW+(ТА+Тв)Siп2Ф}СОS~1 

О з з = {а з 1 U r +а з 2 ksV + аззkСW+(ТА+тв)соs2ф}соs~, '. 
02З ={а"" (kcV+ksW) + (ТА-ТВ) Siпфсоsф}соs~, 

ОlЗ - a5s(bl'-kсU)siп~, 

012 аб б (V' -ksU) sin~, 

pri ~emи prim ozna~ava diferenciranje ро Х1 . 

(2.4) 

Uslovi ograni~enja (1.59) l (1.60) mogu da se izraze 

и obliku 

о ( 2 .5) 

i 

k(cV + SW) = о. (2 • б) 

Jednacine kretanja (1.19) kada se zanemare zapre-

minske sile postaju 

2 
ёlllLJ"+ks(а12+аGG)V'+kС(ёllз+аss)W/+k [рv2_(s2аБG+с2аss)]u = О, 

а б б V 11 - k s (а 1 2 +а б б ) и' + k 2 [р v 2 - (s 2 а 2 2 +с 2 а 11 " ) ] V - k 2 S С (а 2 з +а" " ) ~V 

'-k siпф{ (s siпф+с соsф)ТА+(s siпф- с СОsф)Тв }= о, ( 2 .7) 

а 5 5 Vl" - kc (а 1 з +а 5 5 ) 'о' - k 2 S С (а 2 з +а" " ) V + k 2 [р V 2 - (Б 2 а" " +с 2. а з з ) Ј \<1 

-kсоsф{ (s siпф+ с соsф)Тл- (s siпф-- с соsф)1'в}= о. 

Ove jedna~ine treba да budu"re§ene zajedno sa us1ovi

та dgrahi~enja (2.5) i (2.6) kao i kOl1turnim us10vima (1.61) koji 



mogu da se izraze u obliku 

allU' + kSal2V + kсаlЗW = О, 

W' - kcU = О, 

v' - ks џ = О, za Х1= + h. 

2.3. PROIZVOLJAN UGAO PROSTIRANJA 

31. 

(2.8) 

Us10vi o~ran1cenja (2.5) i (2.6) su predstav1jen1 s1s

temom od dve homogene jednacine za V i W i pri proizvo1jnom ug1u 

prostiranja 1mато triv1ja1na resenja tj. V=W=O. Jednacine kre

tanja (2.7) sada postaju 

-ks(а12+а6б)U'-k siпф{ (s sin Ф + с соsф} TA+(s siпф-с соsф)Тв }= О, 

-kс(аlз+аss)U'-k соsф{ (Б s1пф+с соsф)ТА-(S siпф- с соsф) тв }= О. 
(2.9) 

Jednac1na (2.9)1 ima opste resenje 

U = А cosh kPIXl+B sinh kP1Xl, (2.10) .. 
gde Би, 

(2.11) 

а А i В proizvo1jne konstante. Konturni us10vi (2.8) postaju 

U' = О, sU = О, cU = О, za xl=+h 

i vode do jednacina 

kPl (+А sinfl khpl+B СОБћ khpI) = О, 
ft 

А cosh khpl + В sinh khpl = О, 

koje daju dva uslova za konstantu А и obliku 

kPlA sinh khpl= О, 

А cosh khpl= О, 

i dva us10va za kanstantu В u obliku 

kPlB СОБћ khpl = О, 
В sinh khpl = О. 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

Dakle, mo~emo аа razmatramo i1i simetricni аео resenja, Јсааа је 

А=О, 11i antisimetricni аеа resenja Јсааа је 8=0. 
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2.3.1. ANTISI!v!ETRICNI DEO RESENJA 

Us10vi (2.14) koje irnarno za konstantu А пе rnogu biti 

zadovo1jeni istovrerneno osirn za А=О sto daje trivija1no resenje 

tako аа пеrnа prostiranja ta1asa. Оа Ь! se zadovo1ji1i konturni 

us1ovi, аа su srnicuci пароп! па konturi jednaki nu1i, potrebno 

је postulirati postojanje singu1arnih vlakana па gornjoj i аопјој 

povrsi ploce (videti Green (1982 Ј i Green i Mi1osav1jevi6 , . 

(1985» . Pretpostavljarno аа и v1aknirna па gornjoj i аопјој ро-

vrsi р1осе пароп! reakcije ТА i ТВ teze besko~acnosti па takav 

пасiп аа је optere6enje и v1aknirna konacno. Ako se vratirno је

jnacinarna kretanja (1.19)2,з i integra1irno ih оа xl=h(l-O) ао 

xl=h koristeci antisirnetricni аео resenja (2.10) i konturne us1o

ve 021=0 i ОЗl =0 za xl=h dobicerno 

h s i п.ф с о s Ф (s 2 а б б - С 2 а 5 5 ) - S с (с о s 2 Ф а б б - S i п 2 Ф а 5 5 ) 

L,А=liш f TAdxl= - -Acoskhpl 
0+= h(l-o) 2 siпф соsф(s2Siп2ф-с2соs2ф) 

(2.16) 

h Siпфсоsф(s2абб-с2аss)+sс(соs2фабб-Siп2ФаS5) 
L, =lirn f TBdx1= 
В ф+= [1 (1- о) 

.----Acoskhpl . 

~oze lako da se pokaze аа singu1arna v1akna pri xl=-h nose opte

:-есепја -L
A 

i -L
B

. Preosta1i konturni us10v 011=0 za xl=+h 

је zadovo1jen ako је 

kPIA sinJ1 khpl=O, 

;to irna resenje 

Рl= о, 

(2.17) 

(2.18) 

<оје reprezentuje savojne ta1ase,koji se prostiru kопstапtпоrn 

:)rzinorn 

222 pv = С uss+s-абб - а. (2.19) 

)dgovarajuca porneranja su 

til= А соsф, и2= 0,- tlз = о, (2.20) 

iok su odgovarajuci пароп! dati izrazima 
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2 2 
S абб-С aS5 

G22={б(h-Х l)-6(h+Хl)}Siп 2 ф А соsф, 
s2Siп 2 ф-с 2 соs 2 ф 

2 2 
S аб 6 -С а 55 

01з={6(h-Хl)-б(h+Хl)}соs2ф А соsф, 
s2siп 2 ф-с 2 соs 2 ф 

sс(а6бсоs2ф-аsssiп2ф) 
023= -{6(h-Хl)-6(h+Хl) А соsф, (2.21) 

pri ~eти su б (х) i н(х) impulsne de1ta funkcije i Hevisajdove 

skok funkcije respektivno. 

2.3.2. SIMETRICNI DEO RESENJA 

Ako uzmemo да је А jednako nu1i konturni us10vi (2.15) 

ne mogu да budu zadovoljeni istovremeno sem za В=О, sto daje '. , 
trivijalno resenje tako da пета prostiranja talasa. Dakle, opet, 

ја Ы z~dovo1ji1i konturne us1ove, да su smi~u6i naponi јед

naki nu1i па konturi, potrebno је postu1irati postojanje singu

larnih vlakana па gornjoj i donjoj povrsi р1оСе. Istim postup

kom koji је doveo до (2.16) доЫјато 

+ а6бsсоsф+аssс siпф 
L

A 
- А s1nh khpl I 

2з1п соsф(s s1пф+с соsф) (2.22) 

+ аб б s соsф-аssс sin Ф 
L -- А s1nh khpJ. . 
В 

2sil1фСОSф(S siпф-с соsф) 

Ponav1janje ovog postupka од xl=h до xl=-h(l-o) даје да su 
- -+- + 

L
A 

= L
A 

i L
B 

,Lrз па допјој povrsi ploce. Preosta11 granicni 

.1510\т1 01 1 =0 za х 1 =,::ь 5 U zadovol ј eni ako ј е zadovol ј епо 

~to даје kao resenje 

1 khpl = i(n+ -) п - ikhqll 
2 

" 

(2.23) 

(2.24) 

Ј" 
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gde је i irnaginarna jedinica а п prirodan broj. Resenje (2.24) 

odgovara ekstenzionirn ta1asima koji putuju brzinom v datom sa 
п 

1 2 2 
d (п+ '2) 1т а11 

+ (2.25) 
р 

Odgovarajuca porneranja su 

dok 

" 
\ 

su 

1ТХ'l 

u1n=Bnsin(n+ ~) ~ соsф, и2= О, uз=О, 

odgovarajuci пароп! dati izrazirnao 
1 

(п+ '2)1Т 1 Хl 

h 

cos 

cos{n+ '2)1Т11 соsф, 

1 
(n-l- '2)1Т 

Xl 
+ 

2 2 

(2.26) 

П a66S -assc 
-1- (-1) [0(h-X1)+0 (h+Хl)]siп 2 ф------------------} В соsф, 

s2Siп 2 ф-с 2 соs 2 ф п 

(п+ ~)1Т 1 Хl 
={аЗl h cos(n+ '2) 1т 11 + 

(2.27) 
,О< 2 2 

-р.6б S -assc 
+(-1)П[0(~-хl)+0(h+щ)Јсоs2ф }в соsф, 

s2siп 2 ф-с 2 соs 2 ф п 

n+l{ = (-1) 6 (h-Xl) +0 (h+Xl) }в 
п 

sс(аб6соs2ф-аssSiп2ф) 
-------------'соsф , 

s2 S iп 2 ф- с 2 соs 2 ф 

1 
(п+ 2) 1 1 Хl 

ОlЭ п = cass q h 
1 

(_l)П+ {Н(х -h)-Н(Хl+h)}В sin(n+ -)п- siпф, 
п 2 h 

Prvi prostiruci mod је dat sa п=О. 1z izraza (2.25) 

moze da se vidi аа fazIla brziIla varira од asimptotske vrednosti 

.I([""!p kada kh--HO i raste, kada kh орас1а, ао beskoIlacne vrednosti 

kada kh~a. Ako uvederno u izraz kruznu frekvenciju w роrnоси re-

1acije w=kv jednacina(2.25) rnoze да se napise u obliku 

а/р (2.28) 
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odakle vidimo да fazna brzina v ima kriticnu frekvenciju datu 
п 

sa 

(2.29) 

dok prvi prostiruci тод ima kriticnu frekvencijv pri 

w = (n/2h)/ all/p . Teorija dak1e predvidja да ekstenzioni 
о 

ta1asi sa frekvencijom nizom од w песе да se prostiru и neeks
о 

tenzibilnoj ploci. 

2.4. PRAVAC PROSTIRANJA NORMALAN NA JEDNU OD 

FAMILIJA VLAKANA 

Resenja (2.19) до (2.21) i (2.25) до (2.27) vaze za 

bi10 koji ugao prostiranja и ravni parale1nim sa konturama slo

bodnim од паропа sem kada ј е j.ednakost. 

(2.30) 

zadovoljena to jest kada је pravac prostiranja norma1an па једпи 

Јд familija v1akana. Ako pri tom uglu prostiranja uzmemo и2=из= О, 

Јпда rnora biti i1i Ul=O, pri сети пета prostiranja ta1asa, i1i 

(2. 31) 

§to znaci да је ~соs2ф=0 а to rnoze biti ispunjeno samo pri spe

=ijalnorn rasporedu vlakana kada su опа medjusobno normalna tj. 

~ф=П/2. Uslovi ogranicenja (2.5) i (2.6), s druge strane, kao us10v 

)ostojanja netrivija1nih resenja za V i W imaju takodje oblik (2.30). 

Jkoliko Је (2.30) zadovo1jeno postoje dva шочиса pravca prosti-

~апја i to 

1 . . ~l 

)roucicemo sada pravac prostiranja (2.32) zakoji Је 

s ~ sinal = соsф, 

с _ COSO.l siпф. 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 
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Us10vi ogranicenja (2.5) i (2.6) tada dopustaju netrivija1na 

resenja za V i W sto znaci аа Би kinematski dopustive defor

macije опе kod kojih је zadovo1jena relacija 

V = - tan а 1 • W . 

Jednacine kretanja (2.7) tada postaju 

callU"+k(c 2 b2-s 2 ьз) W'-ck 2 (d-pv 2 ) U = О, 
л 

-а6бw''~kсЬзUl+k2(s2а22+с2а44-с2Ьl-рv2)W-2kС3ТА = О, 
л 

ass'''1'' - kcb2U'-k 2 (s2а44+с2азз-s2ыlрv2)w-2kсs2тА=0,' 

gde su 

ь 1 = а 2 з +а 4 4 , Ь2=аlз+а ss, ь з =а 1 2 +а б б , 

dok konturni uslov1 (2.8) postaju 

Cal1U' + k(с2аlз-s2а12)W = О, 
U = О, 

w' = О, 

I . , 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

Jednacine (2.37)2,з kombinovanjem mogu da se 'Ъарisи и ob1iku 

dW" -kс(с2Ь2-s2Ьз)U'-k2{s4а22+с4азз-2s2с2а2з~рv2}w = О, (2.40) 

2kc TA=(aS5-а6б)W"-kС(Ь2+Ьз)U'+k2{s2 (aZ2-а2з)-с2 (азз-а2~)}W' 

Dakle pomeranja mogu bitir~ena koris6enjem (2.40)1 i (2.37)1 а 

napon reakcije ТА koris6enjem (2.40)2 pri сети ТВ ostaje proizvo-

1jna ve1icina. Ako pretpostavimo pomeranja и obliku 

u = А cosh kpXl+ Bsinh kPXl (2.41) 

w D sinh kpXl + Е cosh kpXl 

onda 1z jednac1na (2.37)1 i (2.40)1 dobija~o 

~ 

{-ср(с2Ь2-s2Ьз)А+(dр2-s2а66~2-с2а55а+2s2с2Ьl)D}Siпh kpXl+ (2.42) 

Јае su 
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(2.43) 

Jedna~ine kretanja (2.42) uslovljavaju odnoseizmedju konstanata 

\, В,О i Е date jednacinama 
л 

cail (p2-аl)А+р(с2Ь2-s2ьз) D = O~ 

(2.44) 
л л л 

-ср(с2Ь2-s2Ьз)А+(dр2-s2а66а2-с2аssаз+2s2с2Ьl)D = О, 
л л л 

-ср(с2Ь2-s2Ьз)В+(dр2-s2а66а2-с2аssаз+2s2с2Ьl)Е = О, 

2 
(оје imaju netrivijalna resenja род uslovom да Р zadovoljava jed-

:lacinu 

л л л л 2 

jp4-{dаl+s2а66а2+с2а5sаз-2s2с2ыl(с2ь2-s2~//ll}р2++ . 
л л л 

+ аl (s2а6ба2+с2аssаз-2s2с2ыl) = О. (2.45) 

Pretpostavimo да su р2 ! р2 resenja jednacine (2.45) 
1 2 

i da је р2< р2. Konstante moraju да zadovo1je sledece relacije 
1 2 

л 

(О/А) = (Е/В) =-call (p2-аl)/(с2Ь2-s2ьз)р , 0,=1,2, 
а а а а 

(2.46) 

<оје su pos1edica jednacina (2.44). Dak1e opsta resenja (2.41) 

su sada u sledecem obliku 

ca11 л sinll kPIXl cosll kPIXl 
fl = -----{ (p2_ a1 )Al 

с2ьz-s2ьз 1 
------+ + (2.47) 

Pl 

л sinh kpZXl 
. {p2_ a1 ) A z------

2 Р2 
------}. 

Р2 

Konturni uslovi (2.39) патеСи sest uslova па cetiri konstante А 1 , 

l\2, Bl i, В2 koji пе mogu и opstem sllJ~aju да Ьuди zadovo1jeni р?

smo prinudjeni да pretpostavimo postojanje singu1arnih vlakana па 

gornjoj i допјој povrsi plo~e. Koristeci istu praceduru kao апи 

koja dovodi до (2.16) moze да se pokaze да jednacine kretanja 

(1.19)2,з i konturni us1ovi,021= О i 031=0, па gornjoj konturi daju 

ј 

l' 
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h + 
2с З 1im f ТА dXl= аб6 (W'+kcU) (h) 1 

а-+о h (l-а) 

h + 
2s 2c 1irn f TAdxl=-аss (W'-kсU) (h) (2.48) 

а+О h(l-a) 

а па сЈопјој konturi сЈаји 

-h(l-a) _ 
2с З 1irn f ТА dХl=а6б (W'+kcU) (-h) , 

0+0 -h 

-h(l-a) 
(2.49) 

2s z c 1irn f 
а+О -h 

-
ТА dXl=-аS5 (W'-kсU) (-h) , 

sto moze da bude sag1asno sarno аЈсо Би zadovo1jeni us10vi 

-еkсU + dW' = О, (2.50) 

gde је - 2 2 
е=с ass-s а66. 

Us10vi (2.50) zajedno sa konturnim us10virna (2.39)1 daju 

~etiri jedna~ine, koje ~etiri konstante A 1 , А 2 , Вl i В2 rnoraju 

сЈа zadovo1je, u sledecern obliku 

kcal1 л Alsinh khpl Blcosh khpl 
{ [ ер2+(с2аlз-s2а12)аl] [+ + ]+ 

c 2 b2-s 2 Ьз 1 Рl Рl 

л A2sinh khp2 B2cosh khp2 
+[ер2+(с2аlз-s2а12)аl] Г+ + ] } = 

2 L_ 
Р2 Р2 

(2.51) 

kca 1 1 л 
{[dp 2 -da l+ 

с2ьz-sZьз 1 

е (c 2 b z -s 2 Ь з ) 
-------------Ј[А1соsh khPl+B 1 sinh khPl] 

а 1 1 

е (с 2 ь 2 -s 2 ьз) 

+ 

-------Ј [A 2cosh khp2 +В2 sinh kllpz]} 
а 1 1 

О. 

Jedna~ine (2.51) irnaju netrivija1na resenja i1i kada је 

Вl= 82= О i 
л л 

{dep2p2+e[e(c2b2-s2Ьз)/аlI-dаI]р2+dаI{с2аlз-s2а12) р2+ 
1 2 - 1" . - 2 

л л tanh khpl 
+а 1 (с 2 а 1 з -- S 2 а 1 2 ) [е (с 2 Ь 2 - S 2 ьз) / а 1 1 - с1а 1 Ј} -----

Рl 

л л 

- {сЈ.ер 2 р 2 +е [е (с 2 Ь 2 - S 2 ьз) / а 1 1 -сЈа 1 Ј р 2 +сЈа 1 (с L а 1 з - S 2 а 1 2) Р ~ + 
1 2 л 2 л tanh Јс!1Р 2 

О, 

+а1 (с2аlз--s2а12) [e(c2b2-s2Ьз)/аll-dаl]}-----= О, 
. Р2 

(2.52) 
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(2.53) 
л л 

-{de p2p2+e[e(c2b2-s2Ьз)/аll-dаl]р2+dаl (c2al з- s2а 12)р2+ 
1 2 2 1 

л coth khp2. 
+ аl (с2аlз-s:Lа12) [е (db:r s2Ьз)/а11-dаl]} = о . 

Р2 

zadovo1jeno. Dak1e, konturni us10vi razdvajaju resenja па antisi

rnetricni deo, cija је disperziona jednacina (2.52) I i sirnetricni 

deo, cija је disperziona jednacina (2.53). Jednacine (2.52) i (2.53) 

daju prornenu fazne brzine v sa prornenom ve1icine kh za simetricne 

i antisirnetricne rnodove respektivno. Sada сеrnо da ispitamo grani

спе slucajeve disperzionih jednacina za duge talase, kada је kh+O, 

i kratke ta1ase, kada је kh+oo • 

2.4.1. ANTISIMETRICNI DEO RESENJA 

.0> 

Granicna vrednost za duge talase,kada је kh-+O, moze 

da se dobije tako sto se hiberbolicki tangens zameni svojirn ar

gurnentom tako da iz jednacine (2.52) dobijarno 

(2.54) 

U slucaju kratkih talasa,kada kh+oo , hiperbolick~_ tangens moze da 

se zameni sa +1 u zavisnosti od znaka Pl i Р2 tako da se jednaci

па (2.52) svodi па sledeci oblik 

л л 

(P2-Pl){de p2p2+da1 (с2аlз-s2а12) (p2+p2) __ (c2b2-s2ьз) (e 2/all-da l) !PIP2!+ 
1 2 1 2 

(2.55) 

Jednacina (2.45) moze da se iskoristi za odredjivanje izraza pfp~ 

i .р 2 +р2 .tako da jednacina (2.55) rnoze da Бе napiseu.sledecern 
1 2 

obllku ~ л л ._--;.--

S 2 a а -t-cza' а -2c2~2b 6 6 2 . 5 5 З • '-' '- 1 .~ л л 

al (Pz-Pl) (с 2 ь z -s 2 ь з ) А -([5'- абба2+с2аssаз-2s2с2ыl-
d al 

/
-----'" _._--._-----_._--_ .. -

d аl e~' 
у ----- --------.. - (_. -с1а 1 ) } =0. (2.56 ) 

А ....... Л а 1 1 
~2a а t-c 2 a ~ ~~2c2}~ -Ј 66-2- sSС,з--- L . .;:;. - '-'1 

а 1 2 ) 2 

--_·_--Ј 
а 1 1 
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pv 2 = d onda. је р2= О tako da disperziona 
1 

jednacina (2.52) пе moze да Ьиде zadovoljena za opsti raspored 

vlakana. U slucaju да је pl= Р2 resenja (2.47), koja predstavljaju 

pomranja, vise пе vaze jer opste resenje mora ponovo da se napiste 

и obliku koji odgovara resenjima kada su dva korena karakteristi

спе jednacine (2.45) medjusobno jednaka. Dak1e, ako odbacimo mо-
. 

gu6nost triv~jalnih resenja i1i specijalnog rasporeda v1akana, ve-

1ika zagrada и izrazu (2.56) mora да Ьиде jednaka nu1i ·tako да 

dobijamo 

(2.57) 

sto пат daje jednacinu 1.Z koje moze да se izracuna brzina za slucaj 

kratkih ta1asa. Dobro је poznato да је RaY1eigh (1885) postavio i 

resio pI.-оblеm istI.-аzivапја 'p,onasanja ta1a.sa, па ravnoj slobodnoj 

povrsi homogenog izotropnog e1asticnog poluprostora, ciji је kara

kter takav да se porerne6aj ug1avnorn odvija blizu slobodne povr~i 
," 

. nadebljini uporeclivo:j sa talasnom dиZ.iПОlП. Od tada se ovakvi ta-

lasi zovu Ray1eigrl-evi talasi. Osnove teorije povrsinskih ta1asa и 

anizotropnim e1asticnirn materijalirna su dtite и radu Chadwick-a 

i Smith-a (1977) i оп је preporuc1jiv za ~eta1jniji tretrnan ovak

ve problernatike. 

Lako је pokazati да fazna brzin~ odredjena jednacinorn 

(2.57) odgovara Ray1eigh-evoj ta1asnoj brzini za anizotropne mate

rija1e koje т! ovde razmatramo. Rayleigh--eva ta1asna brzina se 

pojavljuje ovde jer se, za tako rnale talasne duzine,ploca konacne 

debljine ponasa kao polubeskonacni prostor. Dak1e, vibraciona епе

rgija se prenosi ug1avnom u oko1ini spoljnih po~rsi p1oce. 

Као sto vidimo neekstenzibi1na teorija predvidja, za 

antisimetricni део resenja koji odgovara savojnim ta1asima, да 

fazna brzina dugih ta1asa, kada kh tezi nu1i,startuje sa v~edrio

s6u datorn sa (2.54) i raste sa parastam kh да Ray1eigh-eve ta1asne 

brzine, koja predstav1ja granicnu vrednost kratkih talasa, kada kh 

tezi beskonacnosti, i koja је niza од talasne brzine smicanja date 
г-- . ., 

sa ~д/p. Када Је ичао lzmedJu dve fami1ije vlakana jednak nu1i 

materijal Бе ponasa kao materijal ојасап ј~дпот familijom vlakana i 
.. 'l't reL~U.. а t (2.57) postaje isti kao rezultati clobijeni od strапе 
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;reen-a (1982) i Green-a i Mi1osav1jevica (1985) pri proucavanju 

~a1asa и materija1ima ojacanim јеапот fa.mi1ijom v1akana. 

Pomeranja mogu аа se izraze, ротоси јеапе proizvo1jne 

.onstante, koriscenjem (2.51)2 па sledeci nacin 

cosh kPIXl 

-- А {cosh kll.p 1 - Z 
COSll kP2Xl 
---;---;--;--- } 
cosh kl1P2 

са11 л sinh kP1Xl 
= • __ с-.' - А{ (p2_ a1 ) - Z 

c 2b2- s2Ь з 1 Plcosh khpl 

А sinh kP2Xl 
(p2_ a1 ) } , 

2 P2cosh khp2 

= -(s/c) W, (2.58) 

de је 
А 

Z = 
p2-аl+е(сZьz-s2Ьз)/аlld 

1 (2.59) 

атепа (2.58) u (2.48) i (2.49) dovodi ао izraza za opterec~nja 

А' па gornjoj konturi, i L
A 

' па аопјој kontUI'i, и obliku 

h -h(l-o) .. 
+ -

1im Ј Tdxl=- L =_. 1im Ј Т dXl "', ~~, .: . $ ~ 

А h(l-o) А А А 
0+0 0'+0 -1-1 

ka 1 1 абб '" с Z ь z -s 2 Ьз '" c Z b z -s 2 ь з 
A{p2_ a1 - -Z(p2_a1 - ) } 

2 ь 2 2с 2 1 а 1 1 2 а 1 1 
С :;c-S ЬЗ 

ka 1 1 
Z 2 с 2 ь 2 -s 2 ь з а 5.5 с b 2-s Ь з л 

- А{р2- al+ -Z(рL-а1 + ) } . 
2 2 2s 2 1 а 1 1 2 а 1 1 

С b 2-s Ь з 

r. 

Z ove ana1ize se vidirda пароп reakcije ТВ ostaje proizvoljan 

(2.60) 

er nije ni sadrian U jednacinama kretanja za pravac prostiranja 

~j! razmatramo U 6vom ode1jku. Ovo је tako jer аmо analizirali 

lucaj kada se talas prostire normalno па fami1iju v1akana Ь tako 

~ su ova vlakna sve vreme u faznoj ravni ~to znaci аа nismo u 

tanju аа prepoznamo, u rnatematickom smis1u, taj аео ogra~~c~p)~~ 
- ".,~.~., 

з.klе optere6enje L
B 

takodje ostaje proiz'Toljno, а паропе mozemo 

х izrazimo па sledec:l nacin 

kall '" sinh kPIXl 
1 1 = А { [ ер 2 +а 1 (с 2. а 1 з - S 2 а 1 2 ) ] h kh 

с2ь2-s2ьз 1 PICOS Pl 

л - z г е.ф2 +а 
~ 2 1 

sinh kP2Xl 
(с2аlз-s2а12)] pzcosh khP2} соs1Џ , 

... ~ 
t 



0'2.2= ka2 lA{ [р 2 _ 
1 a2.1 (c 2 b2-s 2 ьз) 

sinh kPIXl 
( 2 А ,] 

Р -а 1 ) -

1 Plcosh khpl 

'2 '" Ј (Р -а 1 ) 
2 . 

sinh kP2Xl 

L 2 
а 1 1 (с а з з - s а з 2 ). S inh kp 1 Х 1 

О'зз= kаЗIА{[р2- (р2.- а1 )] 
1 а з 1 (с 2 Ь 2 - S 2 Ь з ) ~ 1 Р 1 со S h kh Р 1 

all (с2аз з-s 2 аЗ2) 
-Z[p2- -----------------(Р 2 - а l)] 

2 аЗl (c2.b z -s2. ь з) 2. 

kcallaSS 2ь 2 ь с 2 -s З 

0'1 з= - -----.- A{p2- a1 + 
c2b2.-s2Ьз 1 

) 

2 ь 2. 
с 2 -s Ь з cosh kP2 X l 

-Z ( 2 л 
Р -аl+ 

2. 
) 

cosh khp2 
} 

sinh kP2Xl 
}cos1.jJ 

P2cosh khp2 

cosh kPIXl 

cosh khpl 

sin1.jJ, za 1 Xl 1< h 
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(2.61) 

а 1 1 za I х 1 I =}l, 
(Ј 1 З =0 , 

ksаllа6б 
СУ 1 2 = А{(р2_а1 -

c2.b2-s 2 ьз 1 

(Ј 1 2 =0 

2 2 ь с b2-S З cosh 

а 1 1 cosh 

cosh kP2.Xl 
--~~~---} sin1.jJ, 
cosh khp2. 

2.4.2. SIMETRICNI ОЕО RESENJA 

kPIXl 

khpl 

za I Хl 1< h 

zal Хl 1 =h. 

Disperziona re1acija za simetricni аео resenja је data 

re1acijom (2.53). Za duge ta1ase, kada kh~o, hiperboli~ki kotanges 

mo~e da se 2аmеп! recipro~nom vredno~6u argumenta tj. 

coth khpl ~l/khp , coth khp2~ 1/khP2 
1 

tako da iz disperzione re1acije (2.53) аоЫјаmо 
(с2аlз-s2аЈ2)2 

а 1 1 

(2.62) 

}== О. (2.63) 

Za ~e§enje а.Ј = о, 1z koga sled1 pv 2 = d, тo~e da se poka~e da је 
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degenerat1vno tako da gran1~na brz1na dug1h ta1asa za funda

menta1n1 mod s1metricnog dela resenja prerna (2.63) irna sledecu 

vrednost 

2 r., 4 2 2 pv = S а22+С азз-2s с а2З- (2.64) 
а 1 1 

Kada zamen1mo vrednost1~ (1.58) u (2.64) dobijamo 

2 d З 22ф 1 1 4 2ф 1 . 22ф 4 2 2ф ( 1 . 2 2ф ) 2 pv = + vcos + 2YzS п + 2Y7s~n - Л+2~ cos ~+ 4Yr.,s~n , 

gde је 
(2.65) 

(2.66) 

(Ј rea1nim mater1ja11ma o~ekujemo da је ta1asna brz1na (2.65) veca 

od smi~uce brzine d/p. U tom s1u~aju iz (2.45) је oc1g1edno da 

mапј! koren ру irna negati.vnu vrednost dok је p~ pozitivno tj. 

d p 2 p 2 = 
1 2 

(2.67) 

Sa porastom kh v 2 орада 1 m1 сеrnо sada da isp1tamo da 11 v 2 opada 

ispod vrednost1 d/p to jest da 11 postoj1 presek 1zrnedju d1sper

zione krive (2.53), za fundarnenta1n1 тод, 1 1inije v 2 =d/p. Pret

роstаv1шо da postoji ta1asna brzina 

pv 2 = d-6 2 , (2.68) 

gde је 62 1nf1nitez1rnalna ve11cina. Tada је 

аl = 6 2 /all, (2.69) 

t~ko da iz (2.45) dobijarno 

02 
РУ = [1+ 

а 1 1 

(с 2 ь 2 - s2 ьз ) 2 

----Ј 
alldp~ (2.70) 

др 2 -_ 2 л. + 2 '" 2 2 2 ь'" S аб 6 а2 с as S.Ctз--.5 С 1:-
2 

+ о 

Iz d1sperz1one jednac1ne (2.53) jednostavn1rn izracunavanjern se 

dobija 

tanh khP2 

kh Р 2 

(c2b2-s2Ьз) 2 
др 2 + _________ _ 

2 а ј .>-1 --::-:--_ 

c 2 b 2 -s 2 Ь з 
(2.71) 

[ dr) ~ + е --_---.- Ј-' 2 
d 1 1 
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Теапас1па (2.71) ааје kh pr1 kome d1sperz1ona kriva sece 11niju 

)v 2jd. Za kh ve6e оа ove vredn6st1, dobijene 1z (Z.71), ocig1edno 

је, 1z (2.45), da su i р2 1 р2 poz1tivne ve1ic1ne tako da и s1u-
1 ') 

~ajи kratkih talasa, kada kh~oo, hiperbolicki kotanges тo~e da se 

~ameni sa jedinicom sto znac1 da (2.53) daje istu granicnu vred

lost talasne brzine kao §to smo imali za antisirnetricni део re§e

lja (2.57). Ve6 smo v1de11 да је to Ray1e1gh-eva ta1asna brz1na 

~a anizotropni materija1 i да se опа pojav1juje zato §to se kona

~na ploca pri ovirn ta1asnim du~inama ponasa kao po1ubeskonacni те

а ј иrn. 

Pomeranja rnogu да se izraze, рото6и jedne proizvo1jne 

Dnstante, koris6enjern izraza (2.51)2 u s1ede6em obliku 

sinh kplXl 

= В{ ·s1nh khpl - z 
sinh kP2Xl 

sinh khp2 } I 

call cosh kPIXl cosh kP2Xl 
-----B{(p2-a1 ) -Z(p2_ a1 ) } 
.~2Ь2~s2Ьз 1 plsinh khpl 2 p2 sinh khp2 ' 

r = S - ё w , 

(2.72) 

+ 'de је Z~dato izrazorn (2.59). Optere6enje L
A 

па gornjoj konturi 

е dato sa (2.60) dok L~ па допјој konturi ima istu vrednost. 

'ptere6enje L B opet ostaje neodredjeno dok пароп1 mogu да se iz

·aze па s1ede6i nacin 

ka 1 1 COsl1 kp 1 Х 1 

·1~1= - В{[ер2+аl(с2аlз-s2а12)]------
с 2ь 2 -s 2 ьз 1 plsinh khpl 

COSl1 kp 2Х 1 

[ 2 л 2 2 Ј } ./, - Z ер + а 1 (с а 1 з - s . а 1 2 ) . h kh со s 't' 
. 2 Р 2S1n "Р 2 

( 2 L) а 1 1 е а '2 з - S а 2 2 cosh kp j Х Ј 
(р 2-а l)J --.--

Ј PJsinh khPl 

cosh kP 2 x 1 
'-------} cas IJ; 

Р 2siПfl khp 2 

а (с 2 а -s2 азz ) cas11 kPIXl 
{[ 2 11 ЗЗ 2 Ј з з= ka з 1 Б Р - --- (р -.3: 1) 

1 2 2 1 
а з 1 (е ь 2-S Ь з) р lsinl1. kllP 1 

_ z r р 2~ 
L 2 

cosh k.p Х 
2 1 

} cas IJ; + 
P2sinh khP2 



45. 

(2.73) 

kc allaSS в{ (PI-al+ 
c 2 b 2 -s 2 Ь з ) sinh kPIXl 

о 1 З = -
2 2 а 1 1 sinh khpl 

с b2-S Ь з 

-Z(p~-al+ с 2 ь 2 -s 2 Ь з ) sinh kE2 X l } sin ф, I Хl I <h 
а 1 1 sinh khp2 za 

о 1 З О , za I Х 1 I =h I 

ksalla66 2 2ь sinh kEIX1 
01 2 = В{ (PI-al- с b2-S З) 

c 2 b 2 -s 2 ь з а 1 1 sinll khPl 

sinh kp2 X l} . 1/, 
sinh kh Sln~, za 

Р2 

za I Х 1 I =ћ . 

... 



IIJ. PROSTIRANJE ELASTltNJH TALASA U PLOCI OJAtANOJ 
DVEMAFAMILIJAMA JAKIH VLAKANA 
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U drugoj glavi izvedena ви resenja koriscenjern neeksten

zibilne teorije pri сеrnи је pokazano da је ponasanje resenja za 

kinematski dopustive deformacije, koje nastaju kada је pravac 

prostiranja normalan ria jedn~ od familija vlakana, drugacije nego 

kada је pravac prostiranja proizvoljan. Da Ь! srno dobili resenja 

za bilo koji pravac prostiranja, ukljucujuci i taj specijalni 

ugao prostiranja, bili sпю рriпudјепi da роstulirапю postojanje 

singularnih паропа па konturama. Оа Ы se objasnile ove singular

nosti potrebno је izvesti resenja kori~cenjem ekstenzibilne teo

rije ра, u slucaju jake anizotropije, uporediti ova sa rezultati

та koje predvidja neekstenzibilna teorija. Res~nja доЫјепа ko-. ~ ~ 

riscenjem teorije sa ekstenzibilnim vlaknima ubuduce сето zvati 

egzaktnim resenjima. 

. .. 
u odeljku 3.2. su izvedena resenja koriscenjem teorije 

sa ekstenzibilnim vlaknima. ооЫјеп! su izrazi za pomeranja i 

паропе, koji sadrze samo jednu proizvoljnu konstantu, kako za 

simetricne tako i za antisimetricne modove propagacije, koji su 

bili razdvojeni disреrziопim relacijama. Disperzione relacije 

Би napisane u pogodnim oblicima za analizu iz kojih је veoma lako 

naci granicne vrednosti fazne brzine za duge i kratke talase. 

Disperzio~a relacija za antisimetrlcni mod propagacije pokazuje 

да se faz~a brzina тепја kопtiпuаlпо od nule, za beskona~no duge 

talase,do Rayleigh-eve tala~ne brzine, za beskonacno kratke 

talase. Disperziona relacija za simetricne defoTmaci.je pokazuje 

da, za beskonacno duge talase, fazna brzina fundamentalnog moda 

ima dva resenja од kojih jedno odgovara kvazilongitudinalnim ta

lasima а drugo kvazitransverzalnim talasima. Za slucaj beskona

спо kratkih talasa оЬе talasne brzine teze Rayleigh-evoj brzini. 

U prvoj glavi smo videli да u slucaju jake anizotropi

је odredjene elasticne konstante postaju veoma velike i да u 

granicnom slucaju, kada vlakna postanu лееkstепzlЬilпа, postaju 

beskonacne. Tq пат omogucuje да uvedemo mali materijalni para-
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metar u jednacine i da diskutujemo granicna ponasanja resenja. 

Analiza dominantnih delova pokazuje da treba odvojeno posmatra

ti proizvoljan ugao prostiranja (odeljak 3.4) od pravca prosti

ranja normalnog па јеапи оа familija vlakana (odeljak 3.5). Ро

kazano је, analizom granicnog ponasanja resenja, da se singulari

teti koji nastaju u resenjima neekstenzibilne teorije pojavljuju 

zato sto ova nije u stanju аа reprodukuje ponasanje resenja za 

beskonacno duge i beskonacno kra tke tala·s'e. Delov"i resenj а и tim 

oblastima talasnih duzina se gube и granicnom procesu koji jako 

anizotropni materijal prevodi и neekstenzibilni materijal. Ovi 

zakljucci sugeriraju perturbacioni prilaz za dobijanje aproksi

mativnih resenja, koja Ь! vazila и celom opsegu talasnih duzina, 

koji се biti razmatran и sledecoj glavi. 

Zbog mogucnosti poredjenja, и sledecoj glavi, odeljak 

3.6. је posvecen kratkom razmatranju ta1asa и beskonacnom pros

toru cija је normala u ravni para1e1noj ravnima и kojima v1akna 

leze. Pokazano је da и tom slucaju mozemo аа dobijemo resenja 

koja odgovaraju cisto transverzalnim (upravnirn па оЬе fami1ije 

vlak~na), kvazilongitudina1nim i kvazitransverzalnim talasi~a. 

3.2. EKSTENZIBILNA VLAKNA 

Као sto smo videli и prethodnoj glavi smo razmatrali 

prostiranje talasa и materijalima koji su bili neekstenzibi1ni 

"й pravcima vlakal1a. Mater"ijal је bio podvrgnut ogranlcenju neek-
;< -

stenzibilnosti koje predstavlja idea1izaciju оsоЬiпе da su eksten-

zioni mоаu1! kornpozita u pravcima v1akana mnogo veci od srnicucih 

modu1a rnerenih normalno па te pravce. Kompozit.sa veoma jakim 

ali ekstenzibi1nim vlaknima se obicno zove jako anizotropni kom

pozit i1i rnaterijal ојасап jakim vlaknirna. 

Za materijal ојасап dvema farnilijama mehanicki ekviva-

1entnih ekstenzibi1nih v1akana, cija su pomeranja oblika (2.1) 

1z jednacina (1.55) dobijarno паропе u obliku 



48. 

(] 1 1 (СIIU'+kSСlzV+kССlЗ W ) cos \јЈ, 

(]22 = (C21U'+kSC22V+kCC23W)COS \јЈ, 

(] з э = (СЗIU'+kSСЗ2V+kссзэW)соsф, .(3.1) 

(]23 = kс ч " (cV+sW) соsф, 

(Ј 1 З = С 55 (-kсV + W')siпф, 

(Ј 1 2 = Сб б (-ksU+V') siпф, 

gde prim oznacava diferenciranje ро Хl а koeficijenti с .. =с .. 
1.Ј Ј1. 

su dati sa (1.56). 

Jednacine kretanja (1.19)и odsustvu zapreminskih si1a 

sada imaju sledeci oblik 

СIIU"+k2[рv2_(s2Сбб+с2сss)]U+kS(С12+Сбб)V'+kС(СIЗ+СSS)W 1= о, 

- ks (с 1 2 +с б б ) u' +с 6 б V" +k 2 [pv 2 
- (s 2 С 2 2 +С 2 С .... )Ј V- k 2 SC (с 2 З +С" .. ) w=o, (3.2) 

- kc (с 1 З +с 5 5 ) и' - k 2 S С (с 2 3 +С " 't ) V +С 5 5 w" + k 2 [р V 2 - (s 2 С ч ч +С 2 С З З ) Ј w=o . 

Konturni us10vi (1.61) za beskonacnu plocu sa stranama, 

slobodnim od napona, cije su normale duz ose Xl mочи da se izraze 

па sledeci nacin 

C11U'+ksC12V + kССIЗW о, 

-kсU + W' о, (3. 3) 

-ksU + V' О, za Xl= + h. 

Jednacine kretanja (3.2) predstavljaju sistem diferen

cijalni.h jednacina drџgоg rcda sa kопstапtпim koeficijellti)na. 

Potrazicemo resellja u obliku 

U А COSIl kpx 1 +А Sillhkpx 1 
а s 

, 

V = в SillhkpXl+ В coshkpXl 
а s 

( 3 .4 ) 

w D SillhkpXl+ D coshkpXl' 
а s 

gde proizvoljne konstante sa indeksima а odgovaraju antisimetri

cnom delu resenja, koje reprezentuje talase savijanja, dok опе 

sa indeksima Ь odgovaraju simetricnom delu resenja, koje repre

zentuje ekstenzione talase. Zamena izaza (3.4) u jednacinama 

kretanja (3.2) daje uslove koje moraju аа zadovolje konstante u 

ol::>liku 



1 (p2_a1 )A +sрЬзВ +Cpb2D = о, 
а а а 

;РЬЗА +С66(р2_а2 )в -SСЬlD =0, 
- а а а 

:РЬ2А -SСЬlВ +сss(р2_аз ) D = о, 
а а а 

1 (p2-аl)Аs+SРЬЗВs+СРЬ2Ds = о, 

;рЬзАs+С66 (p2_ a2 )B
s 

- scb1D
s 

= о, 

:рЬ 2А -SСЬlВ +css (p2-аз )D = о, 
s s s 

[е Би 
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(3.5) 

( 3 .6) 

= (s 2 С 6 б +с 2 С 5 5 - pv 2) / с 1 1 = (s 2 а 6 6 +с 2 а 5 5 - pv 2) / а 1 1 = (d - pv 2) / а 1 1 =а 1 , 

= (S2C22+C2C44-PV2)/C66 =(g2-рv 2 )/С6б 

= с 2 З +с 441 

\ . 

(3.7) 

. stешi hопюgепil1 'algebarskih jednacina (3.5) kao i (3.6) ima-

1 isti uslov za egzistenciju netrivijalnih resenja oblika 

_f-,j 

с 1 1 
2 (р -а 1 ) sрЬ з СРЬ 2 

- sрЬ з С66 (р2_ а2 ) -scb 1 = о, (3.8) 

- СРЬ 2 - scb 1 сss(р2_ аз ) 

:0 predstavlja kubnu jednacinu ро р2 oblika 

ь 2 

•. 2 З 
;+р" (s "--- + - а 1 - а 2 - а з ) +р 2 (а 1 а 2 +а 1 а з + 2 s 2 С 2 ______ _ 

-52 а = О, (3. 9 ) 

је је 

= с 5 5 С 6 6 а 2 а з - s 2 С 2 Ь 2 = (Б 2 С 2 2 + С 2 С 4 4 - Р v 2) (Б 2 С 4 4 + С 2 С З З - Р v 2 ) - S 2 С 2 (с 2 З +с 4 4 ): 
1 

2 

Х 

Pretpostavirno 

(а=1,2,3) poredjana 

da 'Би resenja kubne jednacine (3.9) (3.10) 

tako da је pi пајmапје resenje а p~ najve6e. 
1 

3. resenja шоzешо da iskoristirno za konstrukciju opsteg resenja 

i pomeranja U, V i W. Konstante А, В i D i za simetricni i anti

imetric.ni deo resenja su и medjusobnom odnosu datom Ба 

,< 



50. 

s Ма 
с 

МА 
, (пе sumirati В = - - А D -- - А ро 0.)* 

а Ра N а а ра L а 
а а 

(3.11) 

gde su 

м - Cll (р2_а1 )b 1 - р 2 Ь 2 Ь з , 
а а а 

N 2 s2ь 1 ь з I = С66 (р -а2)Ь 2 + 
а а 

(3.12) 

L = css (p2- аз )Ь з + C 2b 1 b 2 o 

а а 

Op§ta re§enja za pomeranja sada mogu da se pi§u u s1ede6em ob1iku 

3 
U = L: 

а=1 

v = -s 

(A~a cosh kp xl+A sinh kp Xl), 
'-" а а5 а 

3 
L: 

а=1 
(А 5inh kp xl+A 5cosh kp Xl) 
аа а а а 

w 
3 м 

а 
-с L: -

a=l I'a 

1 
(А sinh kp xl+A cosh kp Xl). 

р аа а as а 
а 

(3.13) 

Dak1e op§ta re§enja (3.13) sadrze §e5t proizvo1jnih kon

stanti А ,A~s, (a=l, 2,3) koj е moraj u da zadovolj е sest kontur-
о.а u. . _ ~ 

nil1 us10va (3.4) koji sada mogu da se izraze u sledecem obliku 

3 
L: 

а=1 

3 м м 

L: 
ci=l 

( 
2 2 а 2 о'. 

С 1 1 Р -с 125 --- -с 1 З С -) 
а N L 

3 
-5 L: 

a=l 
3 

(1+ 

(1+ 

м 
а 

N 
а 

М 

~) 
N 
а 

М 

а а 

) (А cosh kp h+A 
аа а 

(А cosh kp h -А 
аа а 

! (А sinh kp h+A cosh kp h) = О, 
р.. О'.а а as о'. 
а 

1 
С-А sinh kp h+A cosh kp h)=O, 

р о'. о.а а o.s о'. 

sinh kp h) О, = as а 

(3.14) 
sinh kp ћ) О, 

as а 
-5 L 

0'.=1 
З 

-с L 
0..=1 
З 

-с L: 
а,=l 

(1+ 
а 

(Ао.а --) 
L 

COSll kp h+ А sinfl kp 11 О, 
а o.s а 

а 

М 

(1+ ~) (А <::05h kp h -А siпh kp h) = О. 
L о.а а о.Б а, . 
а 

Ako pretpostavimo da ni s п! с nisu jednaki nu1i опаа 

gornji sistem jednacina ima netrivijalna resenja pod us1ovom da 

је i1i 

А 
o.s 

О, (С/,= 1, 2, З) (3.15) 

* u ovoj tezi za ponov1jene grcke indekse песе Бе podrazumevati 
konvencija о sabiranju. 



uz 'zadovo1j епи јеdпасiпи 

tanh khpl 
d 1 1 

Рl 
dlZ 

1+ Ml/Nl 

1+ М 1 /IJ 1 

i1i 

А = О, 
о:а 

(0:=1,,2,3) 

uz zadovo1jenu jednacinu 

coth khpl 
d 1 1 

Pl 
d 1 Z 

1+ Ml/Nl 

1 +Ml/Ll 

pri сети је koriscena oznaka 

tanh khpz 

Pz 

1+ Mz/ Nz 

1+ Mz/ Lz 

, 

coth khpz 

pz d 1 З 

1+ Mz/N z 

1+ Mz/L z 

tanh krlp з 

Рз 
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1 + м 3 /N з - О , (3.16) 

1+ Мз/ Lз 

(3.17) 

coth khрз 

рз 

1+ Мз/Nз =0, (3.18) 

1+ М з / L з 

(3.18) , 

Dak1e, konturni us10vi (3.14) razdvajaju opsta resenja

(3.13) па simetricni deo i antisirnetricni deo. Jednacina (3.16) 

је disperziona jednacina za antisimetricni rnod dok је jednacina 

(3.18) disperziona jednacina za sirnetricni mod. 

1z (з.5)1 koristeci re1aciju (3.11) mozemo da pisemo 

izraz ekviva1entan izrazu (3~18)' u obliku 

(0:=1 , 2, 3) , (3.19) 

tako da disperziona re1aclja za antisimetricni rnod moze da se 

napise и obliku 

3 

а disperziona re1acija,za sirnetricni rnod u obliku 

з м М 
( z О. z о: 

L cllal+s С б6 N +с C55~ )Z 
0:=1 о: о: о: 

gde su 
М 2 Мз 

11+ 
N z 

1+ 
Nз I М2 M z I 

i 

Zl= I = M z М 2 N2 ТЈ 2 

\1+ IJ z 1+ 
Ј..Ј З I 

coth khp 
о: 

Мз 
+ 

Lз 

-- О, 

tvl з МzМз 
+ ---

Nз_ NzLз 

(3.20) 

(3.21) 

Iv.1 2 М з 
- ----

L2Nз 



Ml JV1э 

1+- 1+ 
Nl Nз 

Мз Мз 
Z2 .- М 1 Мз 

1+ 1+ 
N э 

I~ 1 

= + 
Nl Nз 

M 1 М 2 
1+ 

N~ 
1+ 

N 2 М.2 

M 1 М 2 
Z з -- = 

Ll + L 2 

1+ 
L 1 

1+ 
L 2 

kofaktori prve vrste determinante (3.~6) odnosno (3.18). 

1z jednacina (3.14) imamo 

Аl 
а 

coshkhp 
1 = 

А2 cosh khp2 
а 

kada se razmatra antisimetricni тоа, i 

А 1 sin11 khp 1 s --=-----_.- -z 1 

А 2 sinh khp2 s 

Аз cosh khрз 
а 

ZЗ 

А з sinh khрз s 
ZЗ 

~ А , 
а 

А 
s 
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, (3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

kada se razrnatra simetricni mod. Raspored pomeranja ро debljini 

р1осе mo~e da se izrazi u obliku 

gde А 

F 
о. (Х 1) 

3 
U = А L 

ех=l 

V -sА 

3 
L 

l'l.=l 
3 

W - --сА L: 
0.=1 

predstav1ja А 
а 

sinh kp Xl 
О. 

= 
cosh kllP 

о. 

И F 
ех (Х 1 ) ех 

Z 
N ех рех ех 

М F 
ех (Хl ) ех Z , 

L а ра 
а 

i fl 

cosh Кр Xl 

G 
о. 

= 
a(xl) cosh khp 

о. 

kada razmatramo antisimetricni тоа, dok А preastav1ja А i 
s 

F 
o.(Xl) 

cosh kp Х! 
ех 

sinh }Z~p 
о. 

G 
а (Х 1 ) 

sinl-l kp Хl 
ех 

sinrl kl1P 
- О. 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

Јсааа rаzmаtrашо simе-triспi пюd. Zашепа (3.11) 1..1 (3.5) 11i (3.6) 

даје sledece relacije 
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м м 
22 а 2 а М М М 

:ЗIР~-S С2З--N -с с зз--L 2 2 а 2 а а 2 ~ =-(СSSр +pV ) (1+ --)+s С44 (-- + --L )+pv , 
а а а L N 

а а а 

~oje zajedno sa (3.25) daju napone u s1edecem obliku 

3 
Ј 1 1 = kA со s Ф L: 

а=l 

3 М М 
{ 2 а) 2 1 а) 2}г =kA соsф L: s С6б (1+ ~~ css( + ~ -pv Za 

а=l а а 
3 М М 

kA ", ~ ( 2 2 а 2 a)Z 22= cos~ L C21P -s С22-- -с С2З--
а=l а Na L a а 

F 
а (Х! ) 

Ра 

F 
а (Х 1 ) 

ра 

3 М М М F 
{- 2 а а 2 2 а 2 a(xl) 

.==kАсоsф L: с С4" (-N- + -L )-(С6БР",+РV ) (1+ --N )+pv }Z , 
а=l а а ~ а а Ра 

3 М М 

(3.28) 

2 2 а 2 а 
Јг..Асоsф L: (сз lPa -s сз 2~ -с сззr:;-) Z 

а 
(2.29) 

а=l а а 

3 
2з=-kSСС44Асоsф Z 

с(.==l 

3 
13= -kссssАsiпф L: 

а=l 

3 
12=-kSСбб Аsiпф ~ 

а ==1. 

м 
а (---

N 
а 

( 1+ 

(1+ 

м 
а 

+ г) 
а 

, 

ie su F ( ) i G ( ) dati izrazom (3.26) za antisimetri6ni тоа, 
а Xl u. Xl 

izrazom (3.27) zasimetricni mod. 

Sada сето da izvr~imo neka op~ta razmatranja jedna6ina 

1.20) i1i (3.21) da bismo па~l! ~to pogodnije oblike za ana1izu. 

,k1e, ako posmatramo izraz oblika 

:flZ 1 + f 2 Z 2 +f з Z з = 

f 1 

1+ M1/N 1 

1. +t-'i 1 /L 1 

f 2 

1+M z /N 2 

1+M z /L 2 

f з 

l+М з /N з 

1.+М з /L з l' 

(3.30) 
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ае su f a (a=1,2,3) bilo koje funkcije, ona koriscenjem osobina 

eterminanata mo~eтo аа ga razbijemo па sledeci oblik 

fl f 2" f з f 1 f 2 f з 
Ml М2 МЗ 

D = 1 1 1 + N2." N 1 Nз 

М 1 М2 Мз 1 1 1 
Ll L 2 1. З 

oristeci (3.12)2,з mozemo da pisemo 

N == СббЬ 2р 2+ R, 
а . а 

L = с ss Ь зр 2+ Q, 
СУ. а 

ае su 

I 

ada је 1ako pbkazati da vaze re1acije 

м 
а 

L 
а 

М 
а 

N 
ci. 

МаМв 
N L Q 

CI. I.J 

ri сети su 

+ 

D 2. - R (с 1 1 Ь 1 - Ь 2. Ь з ) +с 1 1 С б б Ь 1 Ь 2. а 1 , 

0з = сssЬзR-С66Ь2Q, 

~ko da sada mozemo аа pisemo 

I .. 1 f 1 L 2. f 2. IJ З f з 

f 1 f 2 
Ml М2 

N 1 N 2 

M 1 М 2 

Ll L2 

L 1 L 2 L з 

+о 2м 1 f.t.1 2M з 

1 

NIL 1 

M-
1

- f 1 

+D з 
-, 

р"" 
1 

1 

1 

N 21Ј 2. 

f 2 М 2 

р2 
2 

1 

1 

NзL з 
-----f з 
Мз 

р2. 
з 

1 

1 
) . 

f з 
Мз 

N j (3.31 ) 

Иј 

Lз 

(3.32) 

(3.33) 

( 3 • 4 ) 

(3.35) 

1 1 1 

(3.36) 
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Ako primenimo Viete-ove formu1e и jednacini (З.9) dobijamo 

р2+ р2+ р2= al+ 
1 2 З 

а2+ аз-s2Ь2/СIIСбб-с2Ь2/С11СSSI 
з 2 

р2р2+р2р2+р2р2= 2 2 2 2 " аlа2+аlаз+ а2аз- s с Ь /СSSСбб+2S cLb Ь Ь /СIIСSSСбб 
1 2 1 З 2 З 1 123 

-s2Ь2аЗ/СIIСбб-с2Ь~а2/С! lCSS' 
З 

р2 р 2 р 2= аl (а2аз- S2C2b1/Cs SC6 б) • 
1 2 З 

(З.З7) 

Kori~6enjem ovih re1acija i konturnih us10va (з.14)з,4,5,6 zajedno 

za (З.З6) mo~e da se poka~e da Би zadovo1jene slede6e re1acije 

N 1 N 2 Nз 
2 s Сб 6 

Оl= - D з 
М 1 М2 М З С 1 1 а 1 

(З.З8) 

L 1 L2 L з 
2 

С С 55 

М 1 М2 М З 
О2= 

С 1 1 а 1 
Dз. 

Koris6enjem ovih re1acija и (З.З6) dobij,amo .. 

d 2 1 f 1 d 22 f 2 d 2з f з 
М1МzМ з D з 

Ј = pz рб pz 
NINzNзLILzLз С 1 1 а 1 1 2 З 

1 1 1 

Jde Би sa d z (а=1 / 2,З) oznacene re1acije oblika 
а 

(З.З9) I 

[z (З.11) i (З.5) је 1аЈсо pokazati da, ukoliko је s=j:o i с=ј:о, vaze 

::-el.acij е 

)а koris6enjem re1acije (З.З7) do1azimo do re1aclje 

M· 1 M 2 l-1 з 

~lN2NзIЈIL2Lз 

D з 

:ak6 da konacno dobijamo 

С 1 1 
)=flZl+fZZ2+fзZз= -----

s2 с 2D з 

С 1 1 

d 2. 1 f 1 

р2 
1 

1 

= 

C1 22 f 1 d 2з f з 

р2 р2 
2 З 

-1 1 

(З.40) 

(З.41) 

(З.42) 
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Ako stavimo f 1 = f 2 = f з = 1 опда iz (З.42) mo~emo 1ako 

da dobijerno zbir kofaktora datih u (3.22) u slede6em obliku 
2 

СIIСSSСбб 
ZI+ Z2+ Zз= (р2_р 2) (р2_р 2) (р2_р 2) 

S2 C ? (cs sЬ з R- С 6 БЬzQ) 2 1 З 1 З 2 
(З.4З) 

cI 1 (p~-pи (p~-pт> (p~-p~) 
= 

u slu~aju kada је i1i s=o i1i с=о ana1iza diferencija-

1nih jedna~ina (З.2) i konturnih us10va (З.З) se znatno upro§6ava 

i ista је kao kada se ta1as prostire du~ privi1egovanog pravca u 

р10с! ојасапој jednom farni1ijorn vlakana. Takva ana1iza је cinje

па u radovima Green-a (1982), za ta1ase savijanja, i Green-a i 

Milosav1jevi6a (1985), za ekstenzione tala5e. Jednacine i re§e

пја postaju forrna1no i5ti kao u pomenutirn radovima ako stavimo 

с з з =р с ~ .\ (З.44) 

kada је s = о odnosno с = 1, i1i 

Сll=РСУ, C55=PC~, (З.45) 

kada је 5=1 odnosno с=о. Jedini izuzetak Је da se transverza1ni 

ta1asi prostiru Ьгz1поПl IС44/Р dok је ova u рощепutim radovima с зf 
а1! to п1је esencija1no jer se ti ta1asi prostiru neza'11sno od 

ta1asa s~vijanja 11i ekstenzionih ta1asa. 

З. 2 .1. АNТISП1Е'гt<IСNI моо PROPAGACIJE 

Disperziona re1acija (З.20) za antisimetricni mod рго

pagacije mo~e da se napi§e па slede6i nacin 

gde је 

з 

L 
0.=1 

f 
а 

= 

f Z = о 
а а 

м 
2 а s Сб БN + 

а 

(3.46) 

f1 
2 с<.) 

с CS s '1-'-., 
а 

tanll khPo. 

PCt 
(З.47) 

Када se (З.47) uvrst1 u (З.42) ocig1edno је да prva vrsta deter

minante (3.42) ima oblik 



N L 
о. a.)f 
М о. 

а. 

tanh khp 
0.. 

Koriscenjem (З.5), (З.11) i (З.З7) u (З.43) dobljamo 
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(З.48) 

r =с 1 1 С 5 5 С 6 6 { + р v 2 Р 4 - [s 2 С 6 6 а з +с 2 С 5 5 а 2 - С 1 1 а 1 (а 2 +а з - s 2 С I 2 / с 1 1 С 6 6 
О. 0., 

2 2 / 2 '2 2 2 ( 2/ Ј 2 -с СIЗ CIICSS)-2s с b1-s С C12 b 2- С lЗ Ь З) CIICSSC66 ро. 

( 22 / 22/ 222'- Ь/ +а 1 s с 1 z а з с б б +с С 1 З а 2 с 5 5 -- S С с 1 2 С 1 З 1 С 5 5 С б б 

tank Khp 
-Сllа2аз+s2с2Сllьi/СSSС66)} о. (З.49) 

ро. 

Dak1e seku1arna jednacina koja·odredjuje brzinu propa

gacije v kao funkciju bezdimenzionog ta1asnog broja kh moze da se 

izrazi kao 

О, (3.50) 

tako da је re1ativno jednostavno resiti је u granicnim s10jevima 

beskonacno dugih ta1asa (kh+o) i infinitezima1no kratkih ta1asa 

(kh+oo) . 
u Б1нсаји beskonacno dugil'1 talasa, kada kh-~o, funkcije, 

hiperbo1icnog tangensa u (3.49) mogu аа se zamene svojim argumen

tima tako аа se jednacina (3.50) redukuje па s1edeci ob1ik 
2 

Сl lCS SСб б 
( 2. 2) (2 2) (2. 2 ) 2 О 
РЗ-Рl P2-Pl РЗ-Р2 rv = , (3.51) 

2 :г.. 
S с D з 

sto uz koriscenje (3.4З) moze da Бе napise kao r 

(З.52) 

Pretpostavicemo da је p~fp~f p~. Ukoliko to nije ispunjeno re

Бепје (3.25) postaje degenerativno ра је, prema tome, neophodno 

da se ~briovo vratimo resavanju jednacina kretanja (3.2) sa kontu~ 

rnim uslovima (З.З) za slucaj kada imamo visestruke korene kara

kteristicne jednacine (З.9). Dakle, uz gornju pretpostavktl, iz 

(3.52)sledi da је granicna vrednost fazne brzine dugih talasa 

v О. (3.53) 

1 
} 
r 
" 

!' 
ј" 
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Jednacina (3.52) moze odmah da se napise i iz (3.16) imajuci 

и vidu (з.28)1' Pomeranja (3.25) se и prvoj aproksimaciji ропа

saju па s1edeci nacin 

u '" А(Zl+Z2+ Z З), 
x 1 

v "" khsA (Z 1 +Z2+ Z з) h 
(3.54) 

W '" krlcA (Z 1 +Z 2 +Z з) 
X

1 
h 

ра је ocig1edno da su V i W mа1е ve1icine и poredjenju sa U а1! 

и ravni р1осе vektor pomeranja је duz ta1asne norma1e. 

Za granicnu vrednost kratkih ta1asa, kada kh~=, funkci-

је hiperbo1ickog tangesa mogu da se zamene jedinicom tako da је

dnacina (3'.50) r uz e1iminaciju cinioca raz1icitih od пи1е, vodi do 

jednacine 

-pv2 (IР2Рзl+IРlР21+IРlрзl)-[s2С66аз+ c 2 cSSa2--сllаl (а2+а з 

-S2 сI 2/Cl lC6 6-с 2 СI З/Сll" cs 5) -2S2С2Ьl-S2С2 (C12b2-Cl зьз)2/СIIСSSС66] 

-al (s2 CI zазјСб6+с2СI заz/сs S-2S2С2С12Сl ЗЬ1/СS SC6 6-С ll а 2 а з 
!Рll+/рz/+/рз/ 

+S2 C2C11 bi/csSC66) IРIР2РЗ I = О, 

i1i uz koriscenje (З.З7)1 do jednacine 

1 

-4s2с2ћl-s2с2 (C12CSS-СlЗС66) 2јСl1СssCg;+{с2Ьz+s2ћз) 2./ C11 -

(3.55) 

(3.56) 

cije resenje treba da da Ray1eigh-evu talasnu ћrziпu anizotropnog 

materija1a koji se ovde razmatra. Jednacine (3.55) i (3.56) ima

ји mnogo jednostavniji obl~k u Б1и6аји jake ani~otropije sto се 

biti deta1jnije razmatrano u slede6em odeljku. 

З.2.2. SIMETRI~NI MODOVI PROPAGACIJE 

Disperziona re1acija za simetricne modove propagacije 

ima obiik (3.50) pri сети r mo~e да Бе dоћiје iz (3.49) ako 
С{ 

hipetbo1icke tangense zamenimo hiperbo1ickim kontangensima. 



1 beskonacno duge talase, kada kh-~, mozemo da pisemo 

coth hkp = l/khp 1 
а. а. 

59. 

(3.57) 

1 za kfl malo ali konacno mozemo, iz jednacine (3.50), da ао

ljemo 

(3.58) 

lak1e је ocig1edno da fazna brzina mora da zadovolji sledecu 

~dnacinu 

(3.59) 

~ koriscenje (з.7)2,з ova jednacina moze da Бе napise u obliku 

)V 2 - (g2-s2сI2/сll) }{рv2_(gз-с2сr З/Сll) }=Б2 с 2 (b l - С l2 С l З/Сll) 2, (3.60) 

)ј! jasno pokazuje аа postoje dva resenja za pv 2
, jedno kada su 

)а cinioca sa 1eve strane jednacine (З.60) pozitivna i drugo ... 
lda su оЬа pomenuta cinioca negativna. Ako gornji izraz, za od~ 

~ајепи vrednost ug1a ф, napisemo и obliku 

)V 2 -fl 2 (s2)}{рv
2 -h з (S2)} = s2 c 2hl 

1е su 

, (3.61) 

: =g 2 - S 2 С i 21 с 1 1 =s 2 (с 2 2 -с 1 2/ с 1 1 ) +с 2 С 1+ 1+ =с 1+ .. +52 (с 22 -с 1+ 1+ -с r 2/ с 1 1) , 

I =g з - с 2 С 1 з / с 1 1 =с 2 (с З З - С r з/с 1 1 ) + 52 с ч " =с 3 З - С r з / с 1 1 - 52 (с З З _о С 1+ 1+ - С f з/ с 1 1) I 

[аа је lako pokazati da 5и resenja 

pvf= ~ {ћ 2 +h з - /(h з -ћ 2 )2+4s 2 с 2 hУ}, 

pv~=~ {h2+hз+/(hз-h2)2+4s2с2hf}, 

(З.62) 

(3.63) 

01 сети jedno odgovara kvazilongitudinalnim tala51ma а drugo 

razitran5verza1nim talasima. 

Pomeranja (З.25), imajuci u vidu (3.27) I u prvoj ар

Iksimaciji mogu аа Бе pred5tave izrazima 

.00 

f 
1: 

Ј 
! , , 



6 О • 

Xl 
U - А(Zl+Z2+ZЗ) - h 

2 
С12 с ssаз-с сlзыl S 

V :::: -
kh А(Zl+Z2+ Z З) (3.64) 

CSSC66 (а2аз-s2с2Ьi/СSSСбб) 

. 2 
С 

Cl З С 6 6a2-S C12bl 
W -- -

kh А(Zl+Z2+ Z З) ~ 

CSSC66 (а2аз-s2с2ЬУ/СSSС66) 

tako da mozemo da zakljuc1mo da је U vrlo malo u poredjenju sa V 

-1 W а takodje 1 da, u ravn1 ploce, vektor pomeranja gradi sa хз 

osom ugao dat jednac1nom 

tgy 
v 
и 

s 
С 

(3.65) 

Zarnena (3.63) u (3.65) dovod1 do 

s 
tgYl=-

с 
\ (3.66) 

- :' 2 
С 1 З (11 З - h 2 - О ) + 2 s с 1 2 1, 1 

gde је 

_ .. (3.66) , 

za mапји faznu brzinu V· , odnosno 
1 

C12 (hз-t12-0)-2с2Сl з h 1 s 
tgY2=- -

С 
(3.67) 

С 1 З (h з -h 2 +О)+2s 2 С12 h l 

za vecu faznu brz1nu V2 • Mnozenjem (3.66) sa (3.67) mozemo da 

proverirno dobro poznatu cinjenicu da је tgY1.tgY2=-1 to jest 

r da su vektori porneranja koji odogvaraju brzinarna Vl i V2 rnedju

sobno norrnalni. Koji се od njih da odgovaia kvazilongitudinalnorn 

talasu а koji kvazitransverzalnorn zavisi kako od ugla izmedju 

vlakana 2ф tako i od ugla koji talasna norrnala"gradi sa osom X~. 

1z (3.66) dobijamo 

С 1 З (h з - h 2 - О ) + 2 s 2 С 1 2 h 1 + С 1 2 (1-1 З - 11 2 + О ) - 2 с 2 С 1 З h 1 

с 2 {С1 3 (h з -h 2 -О) +2S2C12111 }-S2 {C12 (h з --h 2 +0) - 2с2С l з[11} 

(3.68) 

а iz (3.67) dobijamo 

tg(et-Yz)= sc = 
с 2 { С 1 З (ћ 3 - h 2 +0 ) + 2 s 2 С 1 2111 } - ~ 2 { С 1 2 (}l 3"-ћ2 - <5 ) - 2 с 2 С 1 3 h 1 } 

(3.69) 
-1 I tg (ех - у 1 ) , 
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gde је а ugao koji ta1asna norma1a zak1apa sa хз osom. 

U s1u~aju grani~ne vr~dnosti dugih ta1asa, kada khL~, 

funkcije hiperbo1i~kih katangensa mogu аа se zamene jedinicom i 

disperizona jedna~ina (З.50) daje isti izraz, (З.55) i1i (З.56), 

kao u s1u~aju antisimetri~nog moda ~to daje Ray1eigh-eovu talasnu 

brzinu za s1u~aj anizotropnog materija1a koji se razmatra. 

3.3. ЈАКА ANIZOTROPIJA 1 NEEKSTENZIBILNOST 

u prvoj g1avi istaknuto је da materija1 оја~ап dvema 

fami1ijama neekstenzibi1nih vlakana, moze da se posmatra kao 

grani~ni slu~aj materija1a oja~anog dvema fami1ijama ekstenzibi-

1nih v1akana kada Yl-+CO i У6-+СО uz а. а. е .. -+0 i ь. Ь. е .. -+0 па ta-
1 Ј 1Ј 1 Ј 1Ј 

kav na~in da (1.52) i (1.5З) budu zadovoljeni. 1z till izraza 

mozemo da zak1jucimo da, u grani~nom procesu, materija1ne konsta

nte Уз i.ys mogu da budu sazete sa naponima reakcije Та i Ть ' Ма

terija1na konstanta У2 је uvek zajedno sa dominantnim izrazom 

2Yl+Y6 koji је u s1u~aju jako anizotropnog materija1a znatno veci 

od jedini:ce. Dakle, mоzепю da zaklju~imo da ukoliko usvojimo 

У2=УЗ=УS= О песето аа izgubimo zna~ajne informacije u grani~nom 

procesu. Materija1 koji irna dve fami1ije jakih, skoro neisteg1jivih, 

vlakana zvacemo jako anizotropan materija1. 

Ako sada uporedimo materija1ne konstante (1.56) za ani

zotropni rnaterijal i (1.58) za neekstenzibi1ni rnaterija1 dobicerno 

С2 2. = а22+ 2 s in 4 Ф (2у 1 +у 6 ) , 

С2З= а2З+ 2 siпLфсоs 2 Ф(2Уl+Уб), (З.70) 

с з з = а з з + 2 соs 4 Ф(2Уl+У6) , 

С4 4 = а44+ 2 siпLфсоs 2 Ф(2Уl-УБ) 

Css= aSS I С6б= абfГ~" 

а konstante (З.7), u poredjenju sa (2.38) i (2.4З), postaju 
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3.2 = az+ 2siп 2 Ф[2Уl (s2Siп2ф+с2соs2Ф)+У6 (s2siп2ф-с2соs2ф)]/абб, 

(3.71) 
3.3 аз+2 соs 2 ф [2У 1 (s2Siп 2 ф+сZсоs 2 ф) -У6 (s2Siп2ф-с2соs2ф) Ј /aS 5, 

)1 = b 1 + 8Уlsiп 2 фсоs 2 ф. 

[zraz za а, dat sa (3.10), sada postaje 

= 

(3.72) 

=p2V"_ pV 2 [s2а22+а .... +с2аз з+2 (2УI-У6соs2ф) (s2Siп 2 ф-с 2 соs 2 ф) +8Уlс 2 соs 2 фЈ 

+8YIC 2 соs2ф[(s2а22+с2а .... ) соs 2 ф+(s2 а .... +с2азз)siп2ф-2(а2з+а .... )s2sшф] 

+ 2 [(S2 az 2+с2а .. 4',) (2YI-Y6) соs2 фt-·(s2а .. 4 +сZазз) (2Уl+Уб)siп2ф].:(s2.siп2ф-с2соs2ф) 

+4 siп 2 фсоs 2 ф (4YT-Y~) (s2Siп 2 ф-с 2 соs2. ф ) 2.. 

;а jako апizоtrорап materijalYl»1 а У6 moze da bude ve1iko а1! ne 

loze da raste brze 2Уl jer iz fizickih raz10ga С 44 u (3.70) ne 

юzе da bude negativno cak ni za neekstenzbi1ne materija1e.Iz 

.ih raz10ga mozemo da zak1jucimo da Yl moze da reprezentuje jaku 

.nizotropiju samosta1no tako da u granicnom procesu, kada jako 

,nizotropni та ter'ij а1 transformisemo u neekstenzibi.1ni, песето da 

. zguЬirпо znacajne iпfоrmасiје ako usvojimo y~=O . 

Оа bismo ana1izira1i ponasanje jak6 anizotropnog mate

ija1a i poredi1i ga sa rezu1tatima dobijenim u drugoj g1avi za 

.eekstenzibi1ni materija1 uvеsсепю ma1i l!1a·terijalni parametar 

«1 да bismo opisa1i ve1iku konst,antu У] па s1edeci nacin 

(3.73) 

z (3.70) i (3.71) sada mozemo da zаk1јисiпю da su С2 2., С2 З, С 3 З, 

.. .. i b 1 

Sada сето да definisemo simbo1e reda velicine zbog nji

ovog posebnog znacaja u preosta1im glavam~ ove disertacije. Не

епја u problemima mehanike cvrstog te1a ffiOgU аа zavise оа ko

rdinata, rесiпю Xl l Х2, Хз, t i takodje o-d razlicitih parametara. 

edan i1i vise parametara mogu pogodnim definisanjefu, да se sma-
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traju zanemar1jivo ma1im и perturbacionirn re§enjirna. Ропа§апје 

re§enja razrnatrarno kao zavisnost od takve perturbacione velicine 

pri сети koordinate i druge parametre smatramo fiksnim. Dak1e, 

teznja паш је da opi§emo па koji nacin se ропа§а funkcija f(€) 

kada € tezi nuli. Postoji vi§e mogucih opisa sa razlicitim ste

репош preciznosti. Najce§ce kori§cen је опај и kome se opisuje 

kva1itativno brzina kojom granicna vrednost tezi и poredjenju sa 

nekim skupom uporednih funkcija. To,su funkcije koje su t01iko 

poznate da njihovo granicno ропа§апје moze da se smatrapoznatim 

intuitivllO. Sirnb01 О ("ve1iko О") se koristi ako poredjenje fun

kcije f(€) sa nekom uporednom funkcijom ч(€) pokazuje аа odnos 

f(€)/g(€) ostaje ogranicen ako €+o. Mozemo аа pi§emo 

f (€) =0 [ч (€) Ј kad k ' l' f(€) €+o a~o Је lrn ,(€) = А<оо 
с+о 9 

(3.74) 

Simb01 о ("та10 о") se koristi ako taj odnos tezi nuli to jest 

\ 
'О 

f ( € ) =0 [ 9 (€ ) Ј kad €+o ako је lim f~~~ 
€+og 

О. (3.75) 

U .. nasoj diskusiji сето аа nag1asimo kori§cenje О simbo1a. Fun

kcija f(x), koja zavisi оа parametra L, ima asimptotski (stepen~) 
red 

СХ) 

f(x) = L 
п=о 

п 

f (х) € 
П 

koji vazi kada €+o, ako za svako N imamo 

N-l 
f (х) = L 

п=о 

(3.76) 

€+o. (3.77) 

Pretpostav1jamo da ovaj rezu1tat vazi uniformno za ~;vako х и nekoj 

oblasti. Osnovna osobina asimptotskill redova je"da је ostatak ni

zeg reda od zadnjeg upotrebljenog clana. Druge osobine simbola 

reda ve1icine i asimptotskih redova mogu аа se паајu и knjigama 

Vап'Dуk~-а (1975) i Erd~1yi-a (195~). , .. ~ 

Vec је pokazano, и izrazu (3.42), аа mozemo da pi§emo: 

с 1 1 

(3.78) 

1 1 1 

чае је 
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(З.79) 

Jvaj oblik је veoma pogodan za analizu пе samo disperzione re-

1acije ve6 i pomeranja (З.25) i паропа (З.29). Оа bimo analizi

ra1i pomeranja i паропе potrebno је da znamo kako mozemo da iz

razimo r za raz1i~ito f kao funkcije od р2. Kori§6enjem (З.5) i 
а а cl. 

(З.11) 1ako је pokazati аа, kada .је f =1 tada је 
а 

_ ( 2 2 2) 2 [ ( 2ь 2 rCl.-сSSс66 s C12+C СIЗ-РV ра+ -CSSCS6 s з а З+С - Ь 2 а 2)+ 

+с 1 1 С 5 5 С 6 6 а 1 (а 2 +а з ) + s 2 С 2 Ь 1 (с 6 6 Ь 2 +с 5 5 Ь з )Ј- с 1 1 а 1 а / р 2 , 
cl. 

kada је f =М /N tada је 
cl. а cl. 

r =с 1 1 С 5 5 С 6 6 Р 1+ + { С 1 1 С 1 2 С 5 5 а 1 - С 1 1 С 5 5 С 6 6 а з +с 2 С 1 1 С 5 5 Ь 1 -
cl. а 

--с 2 Ь 2 (cs SЬЗ-С66U2) }p~ +cllal (C 2 Cl з ы lс I 2с s sа з )) 

i, kada. је f =М /L tada је 
cl. cl. а 

r = с 1 1 С 5 5 С 6 G Р 1+ + { с' l' "1 С 1 З С 6 6 а 1 - С 1 1 С 5 5 С 6 б а 2 + S 2 С I 1 С б 6 Ь 1 + 
cl. а' 

+ s2b ::l (СSSЬЗ-С66Ь2) }p2+cllal (s2C12bl-СlЗСбба2). 
а 

, .. 

3.4. PROIZVOLJNI PRAVAC PROSTIRANJA 

(З.80) 

(З.81) 

(З.82) 

Kod jako anizotropnog materija1a zadovoljen је izraz 

(З.73) ра SU, роа pretpostavkom аа је fazna brzina 0(1), izrazi 

а2 '! аз 0(1/c 2 )dok su izrazi аl, Ь 2 i lJ] 0(1). (Ј.72) је lako 

zaklju~iti da је izraz za а O(l/EI+) za bilo koji pravac prosti

ranja Беm u slu~aju kada s2Siп2ф-с2соs2ф~о, to jest kada је pravac 

prostiranja u okolini normale па jednu оа familija vlakana. Тај 

poseban slu6aj 6ето razmatrati u slede6em odeljku, а ood Droizvo-
Је ~ 

ljnim pravcem prostiranja 6ето podraz~levati bilo koji pravac koji 

nije normalan па jednu od familija vlakana. Sa gornjim pretpos

tavkama iz (З.9) тo~emo da zaklju~imo аа је jedno ге§епје za р2 

reda јеаап (0(1», kada zadnja dva sabirka postaju dominantna 

tako da оп! treba da se s1o~e uporedjivanjem, dok Би preosta1a 
2 2 dva re§enja za р reda 1/Е , kada prva tri sabirka u (З.9) posta-

ји dominantna tako da оп! treba аа Бе s1o~e uvoredjivanjem.Prema 

tome re§enja za р2 mogu da se pi§u u slcde6em obliku 
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~{а2+аз +- V<а2+аз) 2-4а/сSSс66}+ 0(1) = (З.83) 

= ~{а2+аз+- v(аз-а2)2+4s2с2ыI/ssс66~~ 0(1) 

Ovi izrazi jasno pokazuju da su Рl, p~ i p~ realni i da p~ пе 

moze da se izrazi и obliku (з.83)2 kada se talasna normala priblizi 

norrna1~~a jednu od farni1ija v1akana jer је tada а=0(1/Е 2 ) tako 

da izaz'u ve1ikoj zagradi za p~ postaje 0(1). 

Dak1e, ako iskljucirno gore pomenuti izuzetak, iz (3.80) 

dobijamo 

(3.84) 
\ 

r з =с 5 5 С 6 6 { (s 2 С 1 2 +С 2 С 1 З - Р v 2 ) Р ~ + [ - s 2 Ь з а з - с 2 Ь 2 а /-гс 1 1 а 1 (а 2 +а з ) + 

iz(3.81) dobijamo 

(З.85) 

i iz (3.82) dobijamo 

rl = Cllal{-СБ6Ьzа2+s2ЬЗЬl+ O(l)}, 
ft 

(3.86) 

3.4.1. ANTISIMETRICNI MOD PROPAGACIJE 

Kada posmatramo antisimetricni mod propagacije disper

ziona re1acija (3.50) mora da bude zadovoljena. Elementi prve 

vrste и determinanti (3.50) imaju, рrеша (3.49), aproksimativne 

izraze u slede6em obliku' 

--
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(З.87) 

+cllala/cS SC6 б-t{) (1}::2) }tanh. khp2/P2, 

. З = - с 1 1 С 5 5 С б б {р ~ (- р v 2 Р ~ + s 2 С б ба 3 + С 2 С S 5 а 2 - С 1 1 а 1 а 2 -с 1 la 1 а з - 2 s 2 С 2 Ь 1 ) 

+Сllаlа/С5SСбб+0(1/Е2) }tanh khрз/рз . 

. oriscenjem izraza (З.З7)dо1аzimо do disperzione re1acije u s1e-
, 

.еСет aproksimativnom obliku 

tanh khpl 

Pl 
1 С[ 2 2 2 . 2 ? ,tanh khрз d Р з - s с б б а 3 - С С 5 5 а 2 + 2 s с" Ь 1 +0 (1 ) Ј --'--"....:..:..:...:..._~-"--

p~-p~ рз 

(3.88) 

Ovde treba nag1asiti da su pravr1a za proste operacije 

а simbo1ima reda ve1i~ine evidentna i iz fizi~kih razmatranj·~. Na

·rimer red ve1i~ine proizvoda (i11 ko1i~i~ika) је proizvod (i1i 

o1i~nik) redova ve1i~ina, red ve1i6ine sume i1i raz1ike је reda 
.О' 

ominantnog sabirka, itd. 

Aproksimativna disperziona re1acija (З.88) za antisime

ri~ni тод, koji reprezentuje ta1ase savijanja, daje informaciju 

faznoj brzini u sirokoj oblasti tlasnih duiina. 

1z (З.71) је o~ig1edno da mozerno да рisелк) 

1 л 
а2= - а2+а2, 

1 л 
аз= - аз+аз, (З.39) 

Е 2 Е 2 

de su ve1i~ine koje iznad oznake imaju crtu 1 simbo1 ,,/". 11 reda 

edan. Takodje mоzешо, prema (3.83) , da рisепю 

2 1 p~ "'2 2 1 -.., л 2 (3.90) p~ = - + Р2 рэ= р; + рз 

Е 2 Е 2 

де su opet velicine sa crtom i "Л" iZl1aCl oznake velicine reda 

edan. Prema tome, тo~eтo da izrazimo eksp1icitnu zavisnost ар

oksimativnedisperzione re1acije (1.8~Y od parametra Е u obliku 

tanh khpl khрз 
Е {[ - 2 2 - 2 - 2 2 - 2 -, tanl1 " 

= -=--_- d р з - s с б б а з - с с 5 5 а 2 + 2 s С' Ь 1 +0 (Е ) Ј _ t-

2 [." 2 ') РЗ- Ј 2 t3 

klЮ2 (з. 91) tanh ~-
rd-'l. 2 - А - '~} 2 2ь-=- 1-0 ( 2. ',Ј. [ 1 - l. Р2 - S се б а 3-'-- с 5 5 а 2--.с· S С 1 - Е I Ј , 

Р2 
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z koje је 1ako zak1ju~iti аа, ukoliko је materijal idealno пе

kstenzihilan, desna strana jedna~ine (3.91) te~i nuli tako аа ova 

ostaje ista Јсао (2.17), Јсоја је dobijena u neekstenzibi1noj teo

iji, za Јсоји је fazna brzina pv 2= d Јсао i u (2.19). Za јаЈсо anizo

ropne materija1e, medjutim, Јсоа kojih је Е та1а ve1i~ina, a1i 

az1i~ita оа пи1е, desna strana jedna~ine (3.91) mora аа se uzme 

obzir sto ааје disperzioni karakter prostiranja talasa. 

Dakle, za duge talase, za Јсоје је kh«E, hiperDoli~ki 

angens rnoie biti zamenjen svojim argumentom tako аа iz 13.91) do

ijamo 

(3.92) 

to vodi do zakljucka аа је pv 2 = 0(Е 2 ). 

ааа је ЈсЬ = О(Е) = тЕ iz (3.91) dоЫјапю 

-2 ·2 - 2 - 22- 2 Ј --11 а1={[dрз-s С66аз-с CSSa2+2s С b1+0(E ) tanh mрз/mрз (3.93) 

dak1e pv 2 rnoiemo da izrazirno па sledeci na~in 

-2 2 - 2 - 2 2- --
(dрз- s Сббаз-с CSSa2+ 2 s с bl) (l-tanh mрз/mрз) (3.94) 

-(dр~-s2С66аз-с2сssа2+2s2СЧ;1) (l-tanh rnР2/тР2) }/(р~-р~)+О(Еl) 

ada је kh = 0(1) dobijarno 

tanh JellP 1 

Р1 
= Е { 2 - 2 - 2 2 2- )/1- - 11 О( з) _ _ d+(s Сб6аз+с cSSa2- 5 С Ь 1 Р2РЗ Ј+ Е , 

IРзl+IР21 (3.95) 

kona~no za beskona~no kratke ta1ase, kada Jcb~oo, 
1" 

dobija:rџo 

{d+(s2с66аз+с2с5sа2-2s2с2ыl//р2рзl}~о(Е4)) 
( I Р;1 I + 1 р 21) 2 

Е 2 

с 1 1 (3.96) 

аЈсо da aproksimativni izraz za Ray1eigh-evu ta1asnu brzinu postaje 

2 
_____ Е_· __ { d + (52 С 6 б а з +с 2 С 5 5 а 2 - 2 52 С 2 Ь 1 ) / I р 2 Р з I } ~o ( Е 4 ). 

(lрзl+IР21)2 C!l (3.97) 

аЈсо је pokazati da тo~erno da dobijemo aproksirnativno re~enje Нау

eigh-eve talasne brzine i2 egzaktnog re~enja (3.55) irnaju6i u 

idu redove ve1icina. Naime iz (3.55) dоЫјаrrю 

'ј 
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+ 0(1) = О, (3.98) 

tako аа је izraz za faznu brzinu s1edeceg oblika 

d - 1 
{а+ 

I Р2РЗ I (3.99) 

~to је isto kao (3.97) irnajuci u vidu (3.89) i (3.90). 

Porneranja (3.25) и aproksirnativnorn obliku za jako ani

zotropni rnaterija1 rnogu аа se izraze, kori§6enjern (3.84)-(3.86), 

(3.89) i (3.90), па s1ede~d; na~in 

(3.100) 

Е - - -
+ =.--_- [ (р ~ - а з +с 2 Ь 1 / с б б -1-

n 2 _p 2 
1.- З 2 

F з (Х 1 ) [' 2 (х 1 ) 

- (р ~ - а з +с 2 Ь 1 / с 6 б +0 (Е 2 » - Ј } +0 (Е 2 ) ) 

Рз 

сА{Е 2а l 

F з (Xl ) 
+0 (Е 2 ) ) -----

Рз 

pz 

+ 
Pl 

F 2 (Xl) 
- (р ~ - а 2 + S ;> ЬЈl / с 5 5 +0 (с 2 » --_----Ј } , 

Р2 

i F (Xl) dati u (3.26). Ovi izrazi pokazuju аа se 
ci. 

porneranje U ропа§а uglavnom kao G l (Xl) а аа su pomeranja V i W 

mala u odnosu па U. U grani~noj vrednosti neekstenzibilnosti, 

kada E~O, dobijamo re§enja ista kao u od1ejku 2.2. Za jako anizo

tropni materijal 1z (3.100) је o~igledno da Је za ропа§апје re~~

rija U dominantno ропа§апје funkcije G l , d6k је za ропа§епје re§enja 
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V i W dominantno ponasanje funkcije F'2 i Fз. Mozemo zak1juciti 

је neekstenzibi1no resenje tacno do reda € za sve talasne 

~ine. Pri veoma ve1ikim ta1asnim du~anama, kada је kh~<E, роте

~ja mogu da se izraze kao 

-
U=A, V=A khsXl/h, W=Akh cXl/h , (3.101) 

) је takodje Ы10 dobijeno и (3.54) iz egzaktnih jedna~ina. 

Da bismo ana1izira1i aproksimativna resenja za паропе 

.29) treba dodati da sag1asno sa (з.70)7 mozemo da pisemo da 

(3.102) 

! su a~~ i С44 ve1icine 0(1). Dak1e koristeci (3.84)-(3.86) I 

89), (3.90) i (3.102) пароп! mogu da se izraze па sledeci nacin 

Рl 

=АkСОSФ{Сllаl
Рl 

Р2 

Fз 

рз 

-2 2 ".,.... 2 - 2 2- ] 2" -(dp2-S С66аз-с cSSa2+2s с b 1 ) =- +О(с: )}, 
р2 

=АkсоsФ~аl [с 2 ё 4 ,+ (сs5ьэаз+с66'ь2а2-с2ь2ыls2ьзьl)//сssс(,ба2аэ-s2с"~2ьt)-

Рl 

Ј 1 1 [2- -2 -2 -
-с 6 б . - - - с с" '+ (р з -р 2 +db 1/ с 5 5 С б (, ) + 

- Е -2 -2 
Рl РЗ-Р2 

F z 
+db 1 / с 5 5 С 6 6 ) +с б 6 Р ~ (-р ~ +а 2 +с 2 Ь 1/ с б (, ) Ј=- +0 (Е) } , 

Р2 

. . 1:' 1 1 
-с 55] -р . - с 

" 1 

1 
[s 2 ё" 1. (-г ~ +р i +аь 1/ с 5 5 С б 6 ) +с 5 :; Р i (-р ~ +а з + 

-
b 1 /csSCf,6)+ (3.103) 

-2 -2 - -
+с 55 Р з (-р 2 +а з +s 2 Ь 1/ с 5 5) Ј +О(Е)} I 

Р2 

=-А kSСС"4СОSф{аl (сssьзаз+с6ьь2а2-с2ь2ыls2ьзьl)//сssс66а2аэ--

- Р 1 1 1 _ _ _ F з 
_-S2 С 2Ьt) Рl - ~ -2 _2[(p~-p~+dbl/CSSC66)_=- -- (--рз+р~+ 

РЗ-Р2 РЗ 
I ? 

2 

+db 1 / с 5 5 С 6 6 ) - ]+О(С:)} , 
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1 [(р~-аз+с2Ьl/С66)Gз-(р-~-аз+с2Ь'/С66 
- 2 - 2 " 
РЗ-Р2 

+ 0(Е: 2 )}, 

+ 0(Е: 2 )}. 

Pona~anje паропа (3.103) је sada 1ako analizirati ima

uci ll,vidu ponasanje funkcije G (Xl) i г (Xl). Када је khp =0(1/Е:), 
а а а 

to је tacno za а=2,3 i kh=O(l), tadn је 

= 
а 

= 
а 

sinhkhp x 1 kh (1 ~~) а h - - Ра - h 
------,~---- - е 
coshkhPa 

-е 

coshkhp Хl 
ah 

-khp (1- Х 1 ) 
а h 

coshkhp 
а 

:::; е 

-khp (1+ Xl) 
а h 

-khp (1+ Xl) 
а h 

+е 

I . 
U granicnoj vrednosti neekstenzibi1nosti, "kacla Е:-+О, imamo 

za .О' 

za 

za Xl =-h, 

za i Xl 1< 11 

za х 1 =+h. 

(3.104) 

(3.105) 

(3.106) 

ее smo vide1i da kada је kh=O(l), i1i veee, tada је С1 1 a
1
=0(E 2

) 

ako d~ је 

(3.107) . 

ada је ocig1edno да aproksimativna re~enja (3.103) u granicnoj 

rednosti neestenzibi1nosti даји neekstenzibi1na re~enja koja su 

sta kao ~to smo dobi1i ranije и drugoj glavi ode1jak 2.3. jedna

ine (2.21). 

Kada razmatramo jako anizotropni materija1, medjutim, 

z (3.103) је 1ako zak1juciti да neekstenzibi1na re~enja (2.21) ne 

ogu da reprodukuju pona~anje napona za b~skonacno duge ta1ase, 

ада је kh«E, i beskonacno kratke ta1ase, kada је kh»l/E jer se , 
, -

i delovi reffienja чиЬе u granicnorn procesu koji jako aIlizotropni 
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materijal transformi~e и neekstenzibilni materija. §tavi§e za kh«E 

naponi 'о 2 2, О З З i 02 З пеmај и singularnosti oblika б funkcija blizu 

konture а naponi 012 i ~з su mali ро celoj deblji~i plo6e i, pre-

та tome, пета diskontinuiteta koje s~o ima1i u neekstenzibilnoj 

teoriji. 

3.4.2. SIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE, 

Kada posmatramo simetri6ne modove propagacije ista 

procedura i iste pretpostavke kao опе koje vode do aproksimativ

пе disperzione jedna6ine (3.91), za antisimetri6ne modove propaga

cije, daju aproksimativnu disperzionu re1aciju u s1edecem obliku 

cothkhpl 

Pl 

coth khрз 
Е: [-2 2 - 2 - 2 2.- 2 Е 

_ 2. - 2 { d Р з - s с 6 6 а з - с с 5 5 а 2 + 2 s с Ь 1 +0 (Е ) Ј ------
РЗ-Р2 рз 

(3.108) 

coth khp2 
- [d Р ~ - s 2 С 6 6 а з - с 2 С 5 5 а 2 + 2 s 2 С ч; 1 +0 (Е: 2 ) Ј Е } • 

Ako је materija1 idea1no neekstenzibi1an onda desna 

strana jedna6ine (3.103) teii nu1i tako da jedna6ina postaje ista 

kao (2.23) koja daje faznu brzinu u oblik~ (2.25). Mo~e аа se poka

~e аа odgovarajuca pomeranja za jako anizotropne materija1e imaju 

oblike (3.100) а naponi oblike (3.103) 
ft 

gde su F (х 1) 
а 

sa (3.27). Као i 1.1 s1 исај u antisimetrri6nih modova pl.-opagaci ј е lako 

Је dokazati da za granicnu vrednost neekstenzibi1nosti, kada Е+О, 

pomeranja te~e izrazima (2.26) а naponi izrazirna (2.27). 

Za jako anizotropne materija1e kada је Е та1а а1! kona

спа ve1icina desna strana jednacine (3.108) mora аа se uzme u raz-

matranje. Za razne ta1asne du~ine imamo razne uticaje desne 

jednacine (З.108). 

strane 

Za veoma duge ta1ase, kada је kh«E, funkcije coth khp 
а 

mogu da se zamene sa 1/khp tako аа jednacina (З.108) dovodi do 
а 

jedan6ine 

(3.109) 

koja је, uz kori§cenje (з.З7)з, u nesag1ashosti sa egzaktnim 

re§enjem (З.59). ОЬја§пјепје ove nesag1asnosti је vr10 jednostavno. 
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Kada kh~O tada PV 2 postaje ve1iko sto је u nesag1asnosti sa pret-

postavkama koje vode do aproksimativnog izraza (3.108). Dak1e ар

roksimativni izraz (3.108) пе vazi za s1ucaj veoma dugih ta1asa. 

Kada је pv 2 ve1iko tada Cllal postaje ve1ika negativna ve1icina 

ра iz (3.9) s1edi da su svi pf, p~ i p~ ve1iki ро apso1utnoj vred

nosti. Stavise s1edi da u disperzionoj jednacini oblika (3.50) 

svi c1anovi moraju da se uzmu u obzir sto vodi do iste ana1ize kao 

u ode1jku 3.2.2. Dak1e, ~gzaktna disperziona re1ac~ja је data iz

razom 

gde su 

- 2 2 + rз (Р2-Рl) 
соthkhрз 

рз 

+ 

} = О, 

- а 1 (s 2 С f 2 а з / с б б +С 2 С I з а 2 / с 5 5 - 2 s 2 С 2 С 1 2 С 1 З Ь 1 / с 5 5 С б б -

(3.110) 

(3.111) 

Kada Је kh«c disperziona re1acija (3.110) se, kao i 

ranije, svodi па (3.59) daju6i resenja za pv 2 u obliku (3.63) 

od kojih jedno odgovara kvazilongitudina1nim а drugo kvazitransver

za1nim ta1asima. Porneranja su data sa (3.64) i тОЧll biti izrazena kao 

v -sА 1 ------------- (3.112) 

gde sпю sta'li1i А(Zl+Z2+Zз)/kh:::А1. 1z (3.112) mozerno da zak1juci

то йа је U=O(kh) а prema (3.59), uz pretpostavku о jakoj anizotro

piji, imenioci izraza (з.112)2,3 nisu sada 0(1/c 4
) ve60(1/c 2

) 

sto pokazuje da su V i W ve1icine reda jedan. Dak1e, vektori роrnе-
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ranja za ova dva moda su skoro para1e1ni sa kопturаюа р1оСе. 

Pomeranja su bi1a dobijena pod pretpostavkom da је Ikhpli«l. 

Sledeci mod koji se dobija kada khpl + i ~ reprezentuje ро deb

ljini smicuci mod i to је prvi mod koji smo u stanju da dobijemo 

u granicnoj vrednosti neekstenzibi1nosti. Kada kh raste do 0(1), 

nedjutim, ove tri disperzione krive mogu da se prate iz izraza 

(3.108) sto pokazuje dal fazna brzina sva tri riюdа nag10 opada па 

)(1), sto vodi do zak1jucka da је tada cllal=O(l), tako da vazi 

~proksimativna disperziona re1acija (3.108) sto ima za pos1edicu 

ја је 

Cl 1 а 1 

Jde је 

cot khql 

ql 
-О(Е), (3.113) 

чУ = - ру, (3.114) 

~a kvazi1ongitudina1ni i kvazitransverza1ni mod, dok је 
.. ~ 

cotkhq 1 

= о , (3.115) 

.<> 
~a ро debljini smicuci rnod. Prerna tome u granici neekstenzibi1-

10sti, kada Е+О, jednacine (3.113) i (3.115) postaju iste i т! 

1ismo U stanju da napravimo raz1iku izmedju ova tri moda. Resenje 

jednacine (3.115) је dato izrazorn. (2.24) sa faznom brzinom datom 

;а (2.25). 1z (3.113) је ocig1edno da za kh=O(l) dva fundamenta1na 

n.oda mogu aproksimativno da se predstave sa (3.115) je.r је desna 

;trana jednacine (3.113) reda с . Vide1i smo u (3.100) da se U 

юпаsа kao G1 (х) i da s u V i W та1е ve1icine u poredje.nj u sa U. 

Za jako anizotrop.ne materija1e kada је Е та1а а1! kona

~па ve1icina i kh=O(l) iz egzaktnih jednacina (3.110) i1i (3.108) 

:юzеп1О da dobijemo aproksimativne izraze za faznu brzinu u obliku 

Сll1Т 2 

coth khp2 
_[s2СББ~з+с2С55~2-2s2с2Бl-d~~Ј- С 

Р2 

khрз 

Е 

(3.116) 

:оја Se u granicnoj vrednosti, kada Е+О, slaze sa re~enjem (2.25) 

:а п=О . Resenje (Ј.116) пе vazi kada kh+O posto Ы to ima10 za 
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,s1edicu да је pV2~oo ~to Је u suprotnosti sa pretpostavkama koje 

~ dove1e do (3.108) Re~enje takodje пе vaii kada kh~oo jer Ы to 

Idi10 до vrednosti pv 2 <d sto Ы opet Ы10 u suprotnosti sa pret

,stavkama koje su dove1e do aproksimativnog izraza (3.116). 

U s1ucaju kratkih ta1asa,kada је kh»1/E,sve pretpos

cvke koje vode до aproksimativne disperzione r~1acije (3.108) 

L ispunjene. Za neekstenzibi1ni materija1 smo vide1i аа, za besko

.Спо kratke ta1ase, pv 2 teii asimtotski vrednosti d. Kada је и pi

lnju anizotropni materija1, medjutim, postoji presek disperzione 

·ive sa pv 2=d sto ima za pos1edicu да sa porastom kh ve1icina p~ 

Istaje pozitivna. Оа bismo pokaza1i ovo pretpostavi6emo da postoji 

,Zlla brzina тапја од Id/p. U oko1ini presecne tacke пюiеmо да pi-

~тo 

(3.116) 

[е је о та1а ve1icina. U tom s1ucaju је cllal=o ра ako (3.9) 

lpi semo и obl iku 
\ 

" ., 

: { (р 2 - а 2 + S 2 Ь з / с 1 1 С б б) (р 2 - а з +с 2 Ь ~ / с 1 1 С 5 5 ) - S 2 С 2 (Ь 1 - Ь 2 ьз Ј; 1 1 ) )t с 5 5 С б б + 

(3.117) 

lko moiemo da pokaiemo da је 

а2аз- s2 c 2bI/c ss c66 
.- ~ ------------------------------------------------------.----- +0 (о 2) , 

) 2 с 1 1 (а 2 - S 2 Ь з / с 1 ј С б б) (а з -с 2 Ь ~ / с 1 1 С б 6 ) - S 2 С 2 (Ь 1 - Ь 2 Ь з -; С'l 1 

(3.118) 

,k su р ~ i resenja jednacine 

) 2 - а 2 + S 2 Ь 1 / с 1 1 С 6 б) (р 2 - а з + с 2. Ь ~ / с 1 1 С 5 5 ) = S 2 С 2 (Ь 1 - Ь 2 Ь з / с 1 1 ) 2 / с 5 5 С б 6 +0 (о 2) 

(3.119) 

Uko1iko~ kao i ranije, pretpostavimo da је аз>а 2 =0(1/Е 2 ) 

lda moiemo да zak1jucimo да Би p~ i p~ pozitivne ve1icine i да је 

(3.120) 

Za jako anizotropne materija1e za koje Је Е та1а ali 

)паспа ve1icina,uzimaju6i da 0+0, iz (Ј.1о8) 1ako доЫјаmо prese-

1и tacku izmedju fUndamenta1nog тода i pv 2=d 

Lku 

f rесiпю k11., 
l 

". 

и оЬ-
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<.h. = 

1 Е 

с 1 1 ( 1 р' з ( + 1 р 2 I ) 
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+ 0(1) , (3.121) 

)dak1e је o~ig1edno da postoji samo jedna prese~na ta~ka za kh. = 
1 

)(l/Е). Prema tome neekstenzibi1na teorija пе mo~e аа predvidi ovaj 

)resek, jer kada Е+О tada kh
i

+ oo . Za vrednosti kh>kh
i 

fazna brzina 

)v 2 <d ра su зvе р2 (ех=1,2,3) pozitivne ve1icine i u grani~noj vred-
ех 

10sti kada K~+oo fazna brzina te~i istoj ve1icini као za simetri-
, 

;ni mod (3.9Ј) која је Ray1eigh-eva ta1asna brzina za anizotropni 

l1a terij а1. 

Aproksimativni izrazi za pomeranja i паропе su dati sa 

( 3 • 1 ОО ) i (3. 1 О 3 ) 

(3.27). Ponasanje pomeranja i паропа јако zavisi од ponasanja fun

~cija Р ех i Gex • Za kh = 0(1) p~ i p~ su 0(1/Е 2 ) tako da mozemo da 

, -
ех 

= 
ех 

Хl 

cosh kh;J -
- ех h 

sinh кћр 
ех 

sinh khp Хl 
ех h 

sinh khp 
ех 

-khp(l-
ех 

::::: е 

-khp (1-
ех 

'" е 

х 1 ) -khp (1+ х 1 ' 
-) 

h ех h 
+е 

х 1 ) 

h 
-kho (1+ ... ех 

х 1 ) 

h 
-е 

Ја ~ granici neekstenzibi1nosti, za E~O, imamo 

F = 
ех 

G = 
ех 

( о 

l 1 

{-~ 

za I Хl I <h 1 

za xl=+h, 

za IXll<h, 

za Хl ==h, 

za х 1 = -h. 

(ех=2 .. З) .. 

r toj oblasti ta1asnih du~ina p~ је negativno ра Је 
Хl 

cos khq1h 
F1/Pl= ....: 

G 1 = 

qlsin khq} 

. kh Х} 
Sln r ql 11 

sin khql 

(3.122) 

(3.123) 

(3.124) 

(3.125) 

ак1е, kada khql'+n/2 sto odgovara ро del)ljini smicucem. rnodu, u 

ranici neekstenzibi1nosti, za kh=O(l), iz (3.100) i (3.103) dobi

аmо ista resenja као i u neekstenzibi1rlOj teorij i, ko~ja su data 

а (2.26) i (2.27), како је i r:anije парошепutо. Za clva fundamenta

па тада, кој! adgovaraju slt1caju када је kllql«l, i:zrazi (3.125) 

~gu да s~ napisu u ob1iku 
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(З.126) 

)а iz (З.10З)1 rno~erno da zak1ju~irno da па konturarna ~1~+h, za 

+0,011 ostaje kona~no osirn za А=О, sto daje tirivija1na resenja, 

.1i za p~p~=0(1/E2), sto је zadov01jeno sarno za specija1ne prav

:е prostiranja tj. kada је ta1asna norrna1a norrna1na ла jednu od 

'arni1ij а v1akana. 

',ј, PRAVAC PROPAGACIJE NORMALAN NA JEDNU OD FAMILIJA VLAKANA 

u prethodnorn ode1jku srno vide1i da је, za v 2 =0(1), 

.zraz za а u (З.72) 0(~/E4) za bi10 koji ugao propagacije sern kada 

е pravac propagacije blizu norrna1e па jednu od farni1ija v1akana. 

[ај.rnе kada је s2SiпLф-с2соs2ф=0(Е), i1i rnапје, zadnji sabirak u (З.72) 

юstаје О (1/Е 2), i1i rnanji, sto irna za pos1ecl.icll da је a=O/l/E 2) . 

'ruga mogu6nost da izraz za а postane 0(1/Е 2 ) је kada ugao izrne~ju 

'1akana te~i vrednostima 2ф+о i1i 2ф~п, a1i to Ы zna~i10 da se mа

.erija1ponasa kao materija1 оја~ап jednom fami1ijom v1akana sto 

-i vodi10 s1i~nim rezu1tatirna onirna koji su dobijeni od strane • 

:reen-a (1982) i Green-a i Мi10sаv1јеviб-а (1935). Mi беmо ovde da 

adr~imo nasu ра~пји па prvoj rnоguбпоsti. Dak1e kada se pravac 

.ropagacije pribli~ava norrna1i па jednu od fami1ija vlakana kao 

.os1edicu irnarno da su dva od resenjaza р2 и (З.9) reda jedan, kada 

.os1ednja tri sabirka postaju dorninantna i medjusobno uporediva, 

.ok је preosta10 resenje za pL reda 1/Е 2 , kada prva dva sabirka 

юstајu dоmiпапtпа i rnеdјuроЬпо uporediva. Pr'etpost;l'J'imo da је 

'e1acija 

s2Siп2ф--с2соs2ф= О, 

.adov01jena. Tada zamena (З.7З) и (З.71) vodi do"izraza 

а2= 8d s2с4/СББЕ2+а2 

b 1 = 3d c'2. c L/,2 -, ~ 

л 

+Ь 1 • 

z (3.72) dobijamo 

(3.127) 

(3.123) 

(3.12:1) 

.ako da se izraz (З.9) svodi па prostiji oblik dat jedna~inom 
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;ds 2 С 2 

л 

- (с 2 Ь 2 -:-:- s 2 Ь з ) 2 / с 1 1 +0 ( € 2 ) Ј +а 1 [s 2 С 6 б а 2 +с 2 С 5 5 а з - 2 s 2 С 2 Ь 1 + 

(3.130) 

)va resenja za р2 зи 0(1) i predstav1jaju resenja jednacine 

л 

+а 1 (з 2 С б б а 2 +с 2 С 5 5 а з - 2 s 2 С 2 Ь 1 ) =0 (с 2 ) , (3.131) 

:iji koreni zadovo1javaju re1acije 
л 

. (р ~ +р ~) = da 1 +52 С б б а 2 +с 2 С 5 5 а з - 252 С 2 Ь 1 - (с 2 Ь 2 - S 2 Ь з ) 2 I с 1 1 +0 СЕ: 2) , 
"-

p~ p~= аl{52сбба2+с~сs5аз-2s2с2ыl+ 0(€2)}, (3.132) 

ok је trece resenje dato sa 

~= 852с2d2/С55Сббс2+ 0(1) = p~/c2+ 0(1). (3.133) 

cig1edno је da и granici neek5tenzibi1no5ti, kada Е+О, (3.131) 

o5taje i5to sto i (2.45) dajuci i5te vrednosti za р! i p~ dok 

etrece resenje p~+oo. Sada је 1ako dobiti aproksimativne izraze 

а (3.80}-(3.82). Dak1e iz (3.80) dobijamo 

8ds
2

C
2

{ 2 С 5S С бб 2 2 2) 2 2 2 I а =с 1 1 Е ( S С 1 2 +с С 1 З - Р v Р а - е (с Ь 2 - S Ь з) с 1 1 + 
Е 2 Вас 1 152 С 2 

+аlа -aPIP~/p~+0(E2)}, (3.134) 

z (3.81) dobijamo 

8d5 2
C

2 

=с 1 1 { Е 2 
а 2 

Е 

~55С6б 

8аз 2 с 2 

ok iz (3.82) dobijamo 

.. 2' (2 2.) О ( 2)} Р +ер +аl с СIЗ- S C12 + Е 1 
а а 

=Cll 
а 

8ds 2
C

2 
{ Е: 2 С 5 5 С б 6 Р .. - е р 2 - а 1 (с 2 С i З - S 2 С 1 2 ) +0 ( Е: 2 ) } • 

8ds 2 c 2 а ех Е 2 

zraz (3.49) ima sledeci aproksimativni oblik 

=с 1 1 
а 

(3.135) 

(3.136) 

еа 1 _ 

С 1 1 
[с 2 (Ь 2 +с 1 З ) - s 2 {Ь з +с 1 2 ) Ј +0 ( Е 2)} ta nhkh р а ( З . 1 3 7 ) 

Ро. . . . 

,. 
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predstav1ja koeficijente prve vrste u deterrninanti (3.50) za 

ltisirnetri~ni rnod propagacije, dok su odgovaraju6i koeficijenti 

prvoj vrsti deterrninante (3.50) za sirnetricni rnod dati izrazorn 

+f.:2 СSSСБб 

8dcllS 2
C

2 

.5.1. ANTISIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE 

(3.138) 

Antisirnetri6ni rno~ovi propagacije imaju disperzionu re

lciju oblika (3.50) pri сеrnи su r dati u aproksirnativnorn obliku 
ci 

itorn sa (3.137). Dak1e, uz koris6enje (3.133), disperziona re1a-

Lja irna s1ede6i aproksirnativni oblik 

\ Ј - 4 

llСSSСббРЗ{[dа21_еаlс2( )/ 2(ь)/ 22/ Ь 2 +с 1 З С 1 1 +еа 1 s З +с 1 2 С 1 1 - е р 2 С 1 1 -

~с2DзdЕ4 

tanhkhp2 
2 2Ј [2 2 2 - dalPl+O(E: ) - dal-ealc (Ь2+СlЗ)/Сll+еаlS (ЬЗ+СIZ)/Сll 

Р2 

tanhkhpl 
Pl 

-Е (p~-Pl) [dpv2/cll-е2/Сll+dаl+0(Е2)] 
tanh khрз 

Е 

рз 

(3.139) 

} -- О. 

co1iko је rnaterijal neekstenzibi1an, tj.E 7 0, onda zadnji sabirak 

velikoj zagradi disperzione re1acije (3.139}postaje пи1а tako 

1 ova, irnaju6i па иrnи (3.122) ,PQstaje ista kao (2.52) koju srno 

)oi1i u neekstenzibilnoj teoriji. коа jako anizotropnih rnaterijala, 

~djutim, kod kojih је Е rnа1а a1i konacna ve1icina moramo da razma

~aтo i pomenuti sabirak u (3.139) posebno za veoma диче ta1ase za 

)је је kll«E jer tada ovaj sabirak postaje ve1icina istog reda kao 

prva dva. 

Prerna torne u s1ucaju veorna dugih ta1asa, kada је kh«E, 

Lperboli6ki tangens тo~e da se zameni svojim argumentom ра iz (3.139) 

)Ыјапю 

з -4 

С 1 1 С 5 5 С 6 6 Р з (р ~ _ р 1 ) kh {- d р v 2 / с 1 1 +0 (Е 2 )} -- О, (3.140) 
s2с2Dзсlс4 

:0 pokazuje da је 
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Kada је kh=O(E)= тЕ iz (3.139) dobijamo 

е 2 / с 1 1 +dal = (dpv 2 / С 1 1 -е 2 / с 1 1 +da 1 )tal1hmp з /тр з +0 (Е:: 2) , (3.141) 

ako da fazna brzina тo~e da se izrazi u slede6em obliku 

pv 2 = (d-e 2 / d) (l-tankmp з /тр з) +0 (Е 2) =4 s 2 С 2 С 5 5 СЬ 6.( 1-tanhmp з /тр з) / d+O (Е 2) . 

(3.142) 

ednacina (3.142) vazi od kh+o do kh=O(E) i pokazuje da u toj оЬ

asti ta1asna brzina raste od пи1е ру! kh=O do vrednosti 

(3.142) , 

а kh = 0(1) pri сети т+оо • Ovaj deo disperzion~ krive је Ыо izgu-

1јеп и neekstenzibi1noj teoriji i Ыо је transformisan u diskonti

иа1п! skok od pv 2 = О do vrednosti date sa (3.142)' koja је ista 

dO опа koju neekstenzibi1na teorija predvidja za kh+O (videti 

е гlпасiпи (2.54». 

Kada је kh = 0(1) iz (3.139) dobijamo jednacinu 
I 

.', . tanhkhp2 
d с 1 1 а i- - е а 1 с 2 (Ь 2 +с 1 З ) +е а 1 s 2 (Ь з +с 1 2 ) - е 2 р ~ - d с 1 1 а 1 р! +0 ( Е 2 ) } -----

Р2 

{ d 2 2 (Ь 2) 2 2 2 2 tanhkhp 2 
Cllal-еаlС 2+Сlз)+еаlS (Ьз .... с12 -е Pl-dсllаlР2+0(Е )} ~ 

. Р2 ,.,', 

(3.143) 

оја u poredjenju sa disperzionom jednacinom dobijenom u neekste

zioi1noj teoriji ima korekciju уеда Е. 

Za veoma duge ta1ase, kada је kh»l/E, tanh khpl i tanh khp2 

ogu da se zamene jedinicom tako da (3.143) даје isto уе§епје kao 

neekstenzibi1noj teoriji (2.57) cija је tacnost до 0(Е 2 ). Egzak-

по уе§епје za Hay1eigh-evu ta1asnu br'ziТlU пюzе da se nadje iz је

aacina (3.55) i1i (3.56). 

Pomeranja (3.25) u aproksimativnom obli~u za jako ani

otropne materija1e, uz kori§6enje (3.132)-(3.136) i (3.128) 

ogu да se доЫји u slede6em obliku 



SC 1 1 

+E[2c2CSS (c2b2-s2Ьз)јСlld 

. р~-аl+е(с2Ь2-s2ЬЗ)/Сlld 
+0 ( Е 2 ) Ј (р ~ - р t) F з } I 

рз 
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(3.144) 

-А CCll {(pi-аl)Fl _[PI-аl+е(с2Ь2-s2ЬЗ)/Сlld +0(Е 2 )Ј (p~-al) Р2 
с 2 ь 2 -s 2 ьз Pl р~-аl+е(с2Ь2-s2ЬЗ)/Сlld Р2 

. 
'+ [2s 2 Сб б (с 2 ь 2 -s 2 ьз) /clld t: 

р~-аl+е(с2Ь2-s2ЬЗ)/Сlld 

2 Ј 2 2 F з +0 (С ) ( р 2 - Р 1 ) =- }, 
рз 

е su G i F funkcij~ date u (3.26). U grani~noj vrednosti пе-
а. а. 

stenzibilnosti resenja (3.144) daju resenja (2.58) odakle mozemo 

zaklju~imo da је neekstenzibi1na teorija ta6na do O(t:) za §irok 

seg ta1asnih duzina. Za beskonacno duge ta1ase, medjutim, Fз/рз 

stoje O(kh) а пе O(t:) tako da u izrazima za V i W (з.144)2,з 

lovi koji sadr~e Fз/рз postaju istog reda kao i osta1i tako 
. ~ ~ 

. treba da se uzmu u obzir pri izracunavanju pomeranja. 

Naponi (3.29) u aproksimativnom obliku, za jako anizo

'орп! materijal,mogu da se izraze па sledeci ~cin 

- С (С 2с -s 2 с З З = А k С о s Ij.c з 1 {l р I - 1 1 ~.3 2 З 
. С з 1 (с2 Ь 2 - S2 Ь З ) 

F з 
Р З 

--z[p~- Сll(с2сзз-s2С2З) 
СЗl (c 2b 2-s 2Ь з ) 

(р~-аl)Ј ~ + ! p~ s2СSSСББ (р~-рР/d~ ~(E:)}, 
Р2 С р~-аl+е(с2Ь2-s2Ьз)/dс; 1 Рз 

(3.145) 
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Јlз=-АСС55siпФ{[1 -

(p!-аl)]G 1 -Z[1+ Cll (р~-аl)ЈGZ 
с 2 ь 2 -s 2 ь з . 

G з +0 (Е: 2 ) } , 

~de је Z dato sa (2.60) i, uprkos tome ~to su ~з, czz i сzз svi 

)(1/E: Z
) 1 za pravac propagacije norma1an па jednu od farni1ija v1a

сапа, tj. kada је (3.127) zadovo1jeno, и sag1asnosti sa (3.70) 

10bijamo 

(3.146) 

~unkcije F (Xl) i G (Xl) su date sa (3.26) kao i ranije. U gra-
ех с' 

lici neekstenzibi1nosti ропа§апје funkcija Fз (Xl) i Gз (Xl) је 

iato sa (3.105) i (3.106) respektivno а aproksimativna re§enja 

(3.145) postaju ista kao (2.61) za neekstenzibi1ni materija1. Kada 

lporedimo (3.145) sa (2.4) mozemo da zak1jucimo da је Тв=О dok se 

ГА ponasa prema sledecoj re1aciji 

1 -2 
= - РЗ 

Е: 
(3.147) 

~to и granici neekstenzibi1nosti prelaz~ и singu1arnost oblika 

)irac-ove 6 funkcije. Integracijom pogornjoj po1ovini debljine 

)lосе d01azimo do' izraza 

h 
Ј Tl\dx 1 

о 

(3.148) 

coji, uz ~kori§cenje (3.104), pbkazuje da opterecenje L
A 

nastaje Ь 

(onturnom Б1оји debljine О(Е). Za beskona~no duge ta1ase, medjutim, 

cada је kl1«C izraz (3.147) daje 
Т = kh 8S

2
C

2
d (p~- pf) 

1\ 
Р 2 -а . е (C,2l:) ,- 2, \ 'с ] ,2 '1-'-- 2-~~ Ј.Јз)/ 1]( 

(3.149) 

;to tJokazuje datacla singularnost oblika о 'fllnkcije 1.l konturnoE1 
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s10ju пе postoji а to neekstenzibi1na teorija пе moze da predvidi. 

Ovo је u sag1asn6sti sa ranijim zak1ju~kom da u grani~rtom procesu 

gubimo sve informacije о ропа~апји re~enja pri veoma dugim ta1a

sima, kada је k11«E, kao i pri veorna kratkirn ta1asirna·kada је 

kh»1/E. Kada је kh = 0(1) i E~O 1ako је dokazati da su (3.148) 

i (2.59) ekviva1entni izrazi. 

Dak1e, opet је ocig1edno da re~enja za neekstenzibi1ni 

materijal rnogu uspe~no da reprezentuju ропа~апје jako"anizotrop-
, 

nog rnaterija1a sarno za kh=0(1). Za kratke i duge ta1ase mora da 

se koristi teorija grani~nog s10ja da Ы se dobi10 ponasanje faz

пе brzine,pomeranja i паропа. 

3.5.2. SП1ЕТRIСNI t-10DOVI PROPAGACIJE 

Za simetricne modove propagacije ista procedura i iste 

pretpostavke kao опе koje vode do (3.139), za antisimetricne mо

dove propagacije, 6е dati aproksimativnu disperzionu re1aciju s1e

de6eg оЫ ika 

- - Е (р ~ - р 1) [d р v 2 / с 1 1 - е 2 / с 1 1 +da 1 +0 (Е: 2 ) Ј (3.150) 
рз 

ft 
Uko1iko је materijal idea1no neekstenzibi1an desna st:}::ana jednacine 

(3.150) tezi пи1! tako da ova jednacina postaje ista kao i jednaci

па (2.53) dajucifaznu brzinu kao funkciju od kh. Moze se pokazati 

da odgovaraju6a pomeranja za jako anizotropne materija1e imaju оЬ

like (3.144) а naponi oblike (3.145) pri ~emи su F (x l ) i G (Х!) 
а а 

dati izrazom (3.27). Као i u s1ucaju antisimetricnih modova propaga-

cije lako је dokaz~ti da u grani~nom s1ucaju neekstenzibilnosti, 

kada E~O, pomeranja teze ka (2.72) а пароп! ka (2.73). 

Za jako anizotropne materija1e, kada је Е mala ali kona

Спа veli~ina, iz (3.150) mozemo da zak1jucirno da desna strana пе pre-

lazi О(е). Dakle Јо О(Е) disperziona jedina~ina (3.150) Је ista kao 

(2.53) koja је bila ЈоЫјепа za neekstenzibilne materija1e. То је 
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ako pokazati koriscenjem (3.132). Prema tome ао О(Е) disperziona 

e1acija' (3.150) vodi d,o fazne brzine (2.64) za: beskonacno duge· 

a1ase i ао Ray1eigh-eve ta1asne brzine, date sa (2.57), za bes

опаспо kratke ta1ase. Fаzпа brzina (2.64), koja moze da se ао

ije iz aproksimativne disperzione jednacine (3.150) u granicnoj 

rednosti dugih ta1asa, odgovara manjoj faznoj brzini pvy u (3.63) 

оја је douijena iz egzaktnih jednacina. Za vecu faznu brzinu pv~, 

z (3.63), пе пюzепю da koristimo (3.150) jer tada brzina postaje 

(1/E 2 ) sto Ь! bi10 и suprotnosti sa pretpostavkama које su dove1e 

о aproksimativne disperzione jednacine (3.150). Оак1е аа bismo 

obi1i faznu brzint1 za drugi fundamentalni тоа prinudjeni sпю аа 

azmatramo egzaktnu jednacinu oblika (3.110). Za pv 2 =0(1/E 2
) iz 

з.7)1 zak1jucujemo da је al=0(1/E 2 ) а iz (3.72) аа је a=O(l/E~) 

to sag1asno jednacini 

ovi jednacine (3.110) 

(3.9) daje р2=0(1/Е 2 ). Prema tome svi с1а
а 

moraju da se razmatraju sto vodi ао istih 

ak1jucakaq faznoj brzini као sto smo ima1i и оае1јки 3.4.2. za 

roizvo1jni ичао propagacije. 

.~ . 

. 5. TALASI U BESKONAENOM KONTINUUMU 

u ovom ode1jku сето da razmatrarno beskonacnu oblast 

aterija1a ојасапоч dverna farni1ijarna mehanicki ekviva1entriih v1aka

а i ta1ase koji se prostiru u pravcu кој! је parale1an ravnirna 

оје sadrze оЬе fami1ije v1akana. Оак1е ако pretpostavirno porneranja 

obliku 

u = А ехр{ik(sхz+схз-vt)}, 
m m 

(3.151) 

ае su А proizvo1jne konstante, tada jednacine kretanja (1.19) u rn . 
dsustvu zaprerninskih si1a postaju 

',(gz-рv7.)uz+sсЬIuз= О, (3.1:'2) 

ае Би konstante а, Ь 1, g2 i 9з definisane Ба (3.7). Sistern јеапа

ina (3.152) ima netrivijalna resenja ро u ako је determinanta 
rn 

istema jednaka nuli, to jest ако је 
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(3.153) 

Ova jedna~1na daje tr1 re~enja za kvadrat fazne brz1ne 

1 sledecem obliku 

pvt= d, 

pv~= 1 
2 

1 
2 

( + ) 2_ 2 2ь 2 g2 gз g2gз+s С 1 (3.154) 

Prema tome, и beskona~noj oblasti dobijamo ~isto trans

rerza1ni ta1as koji se prostire faznom brzinom Vl pri ~eти su роте

"апја 

и2 из = О, (3.155) 

kvazitransverza1ne 1 kvaz11ongitud1na1ne ta1ase koji se prostiru 

azn1m brz1nama V2 i vз pri ~eти su pomeranja 

Ul=O, из/и2=-(g2~рv2)/SСЬl=-SСЬl/(gз-рv2). (3.156) 
• "О 

ravac vektora pomeranja (3.156) zavis1 1 od ug1a prostiranja i 

d ug1a 1zmedju dveju-fam~11ja v1akana. Dak1e za dat1 mater1ja1 

vaz~longitud1na1n1 ta1as1 se prost1ru 11! brz1nom v 2 i1i brzinom 

з ~to zav1si od pravca propagac1je. 

U slu~aju jako an1zotropnih materija1a, sa istim pretpo

tavkama kao и ode1jku 3.3, 1ako је zak1ju~1t1 1z (з.154)2,з da su 

Ьа 1zraza pv~ i pv~ reda 1/Е 2 za Ы10 koj1 pravac propagac1je 

ет kada је ovaj pravac norma1an па jednu od fam11ija v1akana, 

ес1то а, jer је tada g2gз-s2с2Ь~= 0(1) ~toima za pos1ed1cu da 

е pv~= 0(1). u tom Б1и~аји је 

(и э +и 2) 2 =- С / s +0 СЕ:: 2 ) , 
2 

( U з / u 2) З = s / с +0 (Е ) (3.157) 

ае se *) odnosi па faznu brzinu v . 1z (3.157) је o~ig1edno 
а а 

з kada је pravac propagacije norma1an па једпи od fami1ija v1a-

~па, rec1mo ~, tada је vektor pomeranja koji odgovara brzini v 2 

(oro (do 0(Е 2 » norma1an па pravac druge fami1ije vlakana (Ь) 

~k је vektor pomeranja koj1 odgovara brzini vз skoro (до 0(Е 2 ») 

pravcu druge fami1ije v1akana Ь. 



85. 

I APROKSIMATIVNA REsE·NJA FAZNE БRZINЕ 

,1. u v о D 

U prethodnim glav~ smo videli аа neekstenzibilna teo-

ija пе mo~e аа reprodukuje faznu brzinu veoma dugih ta1asa kada 

~ kh«1 ni veom~.kratkih ta1asa kada је kh«1. Оа bismo dobi1i 

proksimativna rезепја za ekstenzbi1ne materija1e primenicemo 

erturbacione metode. Uopsteno govoreci perturbacioni metodi se 

~riste kada se u datim jedna5inama i1i podacima problema pojavi 

al~ (i1i ve1iki) раrашеtаr. Tada se pretpostav1jena resenja raz

ijaju u redove ро stepenima parametara (i1i recipro5nim vrednos

ima) ра se unose u jedna~ine i podatke datog problema. Uko1iko 

tepeni razvoj resenja konvergira, i1i se konvergencija o5ekuje, 

ada kazemo аа imamo perturbacioni metod. Uko1iko је red divergen

ап a1i asimptotski, tako аа prvih nekoliko c1anova da-J u dobru 

proksimaciju kada razmatramo ekstremne vrednosti parametara, tada 

е gornja tehnika naziva asimptotski metod. Terminologija, medjutim, 
~ 

ije jednozna5na u 1iteraturi tako da опо sto se naziva perturba~ 

ionim redom moze ustvari da bude asimptotski i obrnuto. Uopste, 

еоmа је tesko specificirati sve ~1anove perturbacionih i1i asim

,totskih redova za probleme koji se resavaju diferencija1nim jed

~cinama. Uak1e, пајсеБсе se odredjuje samo prvih neko1iko 51а

tova reda tako da raz1ika izmedju konvergentnih i1i a$imptotskih 

"edova 5esto postaje ire1evantna. Dobro је poznato аа је 5esto 

)otrebno vise od~jednog tipa razvoja da Ы se potpuno opisa10 per

:ubraciono i1i asimptotsko resenje datog problema. Naprimer, neki 

"azvoj moze bitineadekvatan u n~koj oblasti i1i nedovo1jan аа za

lovo1ji sve po1azne podatke problerna. Qve teskoc~ su znak аа dati 

-azvoj nije uniformno vaze6i u се1ој oblasti za koju srno zainte

:eosvani. То znacida smo suo5eni sa singu1arnim perturbacionim 

)roblemom. Kada ~a~l parametar rnnozi najvisi izvod u diferencija

.пој jedna5ini to uvek vodi ka singu1arnom perturbacionom problemu. 

)vo iz raz10ga sto, kada perturbacioni parametar tezi nu1i, red di

:erencija1ne jedna5ine postaje nizi tako аа nismo u stanju аа zado

rd1jimo sve konturne us10ve regu1arnom perturbacionorn tehnikom. 

,]aje1ernentarnij i оа perturbaciol1ih metoda za resavaxlje diferen

~ija1ne jednacine ciji se najvisi izvod rnnozi.perturbacionim 

јј 
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)arametrom se naziva teorija grani~nog s10ja. 

Grani~ni s10j је uzana oblast u Јсојој se re~enje difere

Lcija1ne jednacine mепја rapidno. Ро diferenciji debljina .granic

юg s10ja mora аа te~i nu1i Jca~a ma1i parametar Е te~i nu1i, to 

est debljina granicnog s10ja је proporciona1na sa Е Јсааа Е+О. 

~1ast sporih promena zavisno promen1jive, recimo у(х), se zove 

;p01ja~nja oblast аоЈс se oblast granicnog s10ja zove unutra~nja 

·blast. Postoje dve standardn~.aproksimacije Јсоје mogu da se па

,rave u teoriji granicnog s10ja. U sp01jasnoj oblasti (аа1је od 

'ranicnog s10ja) у(х) se р01аЈсо тепја tako аа тo~emo аа zanemarimo 

i10 koji izvod funicije у(х) koji је ротпо~еп sa Е. Unutar grani

nog s10ja izvodi оа у(х) su ve1iki a1i је granicni s10j tako uzan ta

о da nlО~еnю аа aproksimiramo promen1jive koeficijeI1te diferenci

а1I1е jedna~ine konstantama.Dak1e јеапи diferencija1nu jedna~inu 

.o~eтo да predstavimo sekvencom mnogo prostijih aproksimativnih 

ednacina u svakoj од vise sp01ja~nj1h i unutrasnjih oblasti. U 
\ 

• '0 

vakoj oblasti resenje aproksimativne jednacine се sadrzati једпи 

1! vi~e nepoznatih konstanata integracije. Ove konstante se odre-

јији iz konturnih us10va koriscenjem tehnike asimptotskog usk1a- ~ 

jivanja i1i navodjenja krivih (епч. matching). 

Princip asimptotskog usk1adjivanja је veoma pr.ost. Inter

а1 па Јсоте је problem konturnill vrednosti definisan se razvija u 

ekvencu од dva i11 vise prek1apajucih subinterva1~. Tada se, па 

vakom subinterva1u, koristi perturbaciona teorija da Ы se 

оЫ1а asimptotska aproksimacija re~enja diferencija1ne jednacine 

оја vazi па tom interva1u. Копа6по, usk1adjivanje se cini kroz 
ft 

ahtev da asimptotske aproksima...cije imaj\l isti fuпkсiопа1пi oblik 

а preklopu svakog para inte:(vala. ОаЈсlе krajnji re~:ll1tat је aprok

imativno resenje problema konturnih vrednosti Јсоје vazi u cita

от interva1u. Asimptotsko usk1adjivanje se raz1ikuje od e1ementar

е tehnike za resavanje problema konturnih vrednosti Јсоја obezbe

јије kопtillиа1поst aproksimativnog resenja и odredjenoj tacki 

eng1. ра tclling). U prvomslu'caj u se· .usk1adj иј и аБ iшрtоtskе aprok

imacije re~enja diferencija1ne jednacine dok se и drugom s1\lcaju 

sk1adjuju tacna rеsепја и odredjenoj tacki. ~tavise u prvom slu

аји se uporedjuju funkcije па interval\l доЈс se и drugom s1ucaj\l 

poredjuju funkcije i njihovi izvodi u ta~ki. Uop§te du~ina inter

аlа uskladjivanja tezi beskonacnosti Јсада Е, pert\lrbacioni 
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)ararnetar I tez i пи1 i. 

Osnovne jedna~ine relevantne za ovu g1avu sU'date u оде

.jku 4.2. dok su kratki i dugi ta1asi razmatrani и ode1jcirna 4.З • 

. 4.4. respektivno. U grani~noj vrednosti dugih ta1asa odvojeflo 

;е razmatraju antisirnetricni од simetricnih modova. 

Usk1adjena aproksirnativna re§enja za antisimetricni тод 

)ropagacije se razmatraju и ode1jku 4.5. Dokazano је да neeksten

;ibilna resenja mogu da se posmatraju kao spo1jasnja resenja 'dok 

.то za unutrasnja resenja uve1i novi parametar koji daje odnos 

zrnedju geornetrijskog i rnaterija1nog parametra рrоblеша. То пат је 

,moguci10 да kОl1strиisепю usk1adjeno aproksimativno resenje koje 

'azi и ~itavoj oblasti ta1asnih duzina. 

Aproksimativna re§enja za simetricne modove propagacije 

.и razmatrana и odeljku 4.6. Pred10zena aproksimativna resenja 

.таји singularnosti reda jedan pri pre1omni~ (eng1. cut-off) fre

.vencijama spolja~njih re§enja. Jedan оЈ ciljeva budu6eg rada је 

.а se dobiju uniformna aproksimativna re§enja istrazivanjem ро

La§anja resenja и blizini pre10mnih frekvencija spo1jasnjih resenja. 

·.2. OSNOVNE JEDNAtINE 

Za materijal ojacan dvema fami1ijama ekstenzibi1nih v1a

:ара jednacine kretanja su date u (З.2) а konturni uslovi и (З. З) . 

. ko uvedemo bezdimenzionu koor."dina tu х=х 1/'11 onda iтаnю 

d 1 d а 2 1 а 2 

дх 1 h еЈх ' дх 1 = ~ 2 d~-;- (4 .1) 

,ako да jednacine kretanja (З.2) postaju 

(4 • 2) 

khcb 2 U'-k 2 11 2 sсЬ 1 V +cssw .. -k2h2'чз~":" .. рv2)\'V:= О, 

;de sada prim oznacava diferenciranje и odnosu па х. Konturni 

lslovi (З.З) postaju 

CIIU'+khsC12V + khССIЗW = О, 

-khсU Hv' О, (4 • З) 

.- ]-:;.11 s U +V' о za х 
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Ја bismo ana1izira1i ропаsапје jako anizotropnog mate:cija1a i 

)oredi1i ga Ба rezu1tatirna dobijenirn и pr~thod~irn g1avarna kori

:ticerno izraz (3.73) za opis jake anizotropije rna1irn pararnetrorn 

«1. Као pos1edicu toga rnozemo аа pisemo 

gз+gз 1 ь- "', = - 1+01 (4 .4) 
Е 2 

ае Би ve1~~~ne Ба oznakama ~znad s10va 0(1). Jeana~~ne kretanja 

4.2), sa eksp1icitnorn zavisnoscu оа rnа1о<] parametra, mogu biti 

apisane и Б1еаесет obliku 

llU"-k 211 2 (d-рv 2 )U+ khSЬ з V'+khсЬ 2 ''!' = о, 

khSЬЗU'+С66V"-k2hi! g2+Ч2-рv 2 )V-k 2 h 2 sс(! b1+b1H'l = О, 
2 2 

1 Е л 1 Е 
khcb 2 U'-k 2 h 2 sс(- Бl+ыlv+сssw''-k2h22 (- qз+qэ-рv 2 )w = О. 

Е: 2 Е: 2 - -

(4 .5) 

.', Pre печо sto роспеrnо Ба perturbacionom ana1izorn jednacina 

геtапја (4.5) zajedno Ба konturnim us1ov~ma (4.3) rnoramo аа Бе 

~dr~irno па nekirn opst~m razmatranjima. Оа Ь! ovo izlaganje bi10 
.~.i 

to jasnije objasnice Бе neki maternatick~ detalji uskladjenog ko-

?oz~tnog razvoja kao ~ termino1ogija. U teoriji granicnog sloja 

)srnatrarno resenje у diferencija1ne jednacine kao funkciju dve 

~zavisno promenljive, х i perturbacionog pararnetra Е • Dakle, 

паrnо аа је у=у(х,с). U oblasti granicno~ Б1оја uvodirno novu pro

~n1jivu Х=Х/Е urnesto х. Х Бе zove unutrasnja prorneI11jiva. Unu

:asnja prornenljiva Х је Ьо1ја prornenlj~va печо х za opisivanje у 

granicnom sloju zbog toga sto Бе, kada E:~O, у тепја rapidno kao 

lnkcija od х а1! polako kao funkcija оа Х. Spo1jasnje resenje 

.ferencijalne jednacine и stvari predstavlja granicnu vrednost еч

tktnog resenja kada perturbacioni parametar е+о, to jest 

= liш у (х) , dok unutrasnje resenje predstavlja granicnu vred-
;р Е+О 
)st egzaktnog resenja kada promenljivu х zamenimo unutrasnjom pro-

mljivorn Х i pustimo da E+O,·to jest у =1iш'у (еХ) .lI.na1iza ро-
ип е+О 

)си granicnog sloja је izuzetno korisna jer omogu6uje da Бе kon-

:ruise aproksimativno resenje diferencijalne jednacine cak i 

.da је пеmочисе doci do tacnog resenja. Ovo zbog toga sto su ипи

'аsпја i Бро1јаsпја granicna vrednost neke neresive diferencija1ne 

:dnacine cesto resive . Jednorn kada Би funkcije у i у odredJ'ene 
lШ - Бр 
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е mogu biti asimptotski usk1adjene. Ovo asimptotsko \lsk1adji

~je se odvija u preklopnoj oblasti koja је definisana srednjo~ 

anicnom vrednoscu х-+о, х=х/ Е-+ОО, Е -+ 0+, kз.dа se granicni s loj ја

ја pri х-+о, to jest 1im у (х) = 1imY (х) = у (х). Ova zajed-sp ип m 
х-+о Х-+ОО 

cka granicna vrednost у (х) omogucuje konstrukciju uniformnog 
m 

вепја па sledeci nacin 

и , f (х) = у (х) + у (х) -у (Х). 
Unl ип sp m 

(4 • б) 

Tacnost aproksimacije zavisi од reda п do koga su raz

јепа spo1jasnja i unutrasnja reSenja. Lako је pokazati da vazi 

I I n+1 
у(х) - у 'f(x) = О(Е ) Unl 

(4 .7) 

е su Е ma1i parametar а п red do koga su resenja racunata. 

еЬа zapaziti d q i spo1jasnji i unutrasnji razvoj imaju singu1ar-

prirodu . Spo1jasnji razvoj је siчgu1аrап jer postoji skokovita 

~тena reda diferencija1ne jednacine kada је Е=О. Nasuprot tome 

~trasnji razvoj је regu1aran perturbacioni razvoj za konacno Х. 

jjut:\m, posto se asimptotsko usk1aCfjivanje vrsi u gr'anicama k~pa 

ю, unutrasnji razvoj је takodje singu1aran. 

U оуој tezi сето traziti aproksimativna resenja sistema 

Eerencija1nih jednacina (4.5) uz konturne us10ve (4.3). Dа bismo 

)i1i odgovarajuce aproksimativno resenje moramo da vodimo racuna 

tome da Бе u jednacinama pojav1juje i geometrijski parametar kh 

ј! moze da se mепја od nu1e do beskonacnosti tako da u ekstremnim 

lcajevima moze da igra u10gu perturbacionog parametra isto kao i 

~erija1ni parametar Е koji је и slucaju jake anizotrpije znatno 

~j! od jedinice. Dak1e za srednje ta1ase, kada је kh=O(l) , iz 

.5) 1ako zak1jucujemo da zadnje dve jednacine imaju singu1arni 

::-akter kada је Il1aterija1ni parametar E«l jer su tada najvisi 

)vodi ро V i w pomnozeni sa Е 2 • Prema torne za kh=O(l) postoji 

lnicni sloj, kada је c«l, u kome resenja. irnaj~ ~apidne рrоrnец~. 
. . 
smo posebno zainteresovani da proucin;o fazne brzine fundamenta

Lh modova koji odgovaraju savijanju,ekstenziji i smiсапјй, to 

;t da рrоuсinю prornenu fazne brzine koja је funkcija jedino od 

, Оуа ana1iza песе biti jednostavna zbog toga sto kada geomet

jski parametar postane mali tada najvisi izvodi u jednacinama 
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1.5) postaju znacajni tako da, kada је kh=O(E) i1i manje, per

lrbacioni problem postaje regu1aran. Za veoma kratke ta1ase, 

lda је kh»l, тo~emo da uzmemo l/kh kao perturbacioni parametar 

1 iz jednaci~a kretanja (4.2) i1i (4.5) i konturnih us10va (4.3) 

lk1jucujemo da perturbacioni problem ponovo postaje singu1aran. 

Lngu1arna priroda је u vezi sa geornetrijskim parametrom kh i os

tje singu1arna sa sve materija1e cak i kada је E«l. 

-, 

->. KRATKI TALASI 

u ode1jku 4.2. smo vide1i da u slucaju kratkih talasa, 

tda је kh»l, imamo siпgu1аrпi perturbacioni рrоblеш jer ma1i 

lrametar l/kh mno~i najvi§e izvode. Singu1arna priroda ostaje za 

те rnaterija1e cak i kada је E«l tako da u ovom stepenu razma

:-anja necemo da variramo materija1ne konstante, to jest koristi

!mо jednacine kretanja (4.2) i konturne us10ve (4.~~) be~ ograni

!nja da materija1 mora da bude jako anizotropan. Dak1e iz jedna

Lna kretanja (4.2) аоЫјаmо da spolja§nja re§enja nultog reda mо-

ljU da zadovo1je sledece jednacine 

(d-рv 2 )U = O(l/kh), 
о 

(g2-PV 2 )V + scb1W = O(l/kh), 
о о 

scb1V +(gэ-рv 2 )w = O(l/kh). 
о о 

.0> 

(4 .3) 

Prema tome nijedan konturni us10v ne mo~e аа Ьиае zadovo

jen sp01ja§njim re~enjima tako da ostaje da moraju аа budu zado

)ljni preko unutra~njih re§enja. Lako је uociti da spo1ja§nji raz

)ј reda nu1a reprodukuje jednacine (3.152) koje smo ima1i za 

costiranje talasa u beskonacnom kопtiПUllП1U i ј edini nacin da dobi

!mо netrivija1na re§enja је da fazna brzina ima jednu оа vredno

ti (3.154) sto su brzine prostiranja ta1a~a u prostoru bez gra

Lca. Ova rescnja, medjutim, treba аа se uskladjujll sa \.1nutrasnji.m 

!senjima koja zadovoljavaju konturne us10ve ра, prema tome, spo

јаsпја resenja пюrајu da budu trivijalna U =-V =yV =0. Istim argu-
о о о 

~ntima сLоlаziню ао zak1j ucka аа sp01 ja§nja resenja hi10 kog reda 

) l/kh moraju da budu trivija1na. 

Za uпutrаsпјi razvoj је neophodno да se promeni razmera 
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oordinate х и oblasti koja је blizu konture tako da ako uzmemo 

=kh(l-x) diferencija1ne jednacine (4.2) i konturni us10vi (4.3) 

а unutra§nja re§enja postaju 

(d-рv 2 )U -sЬзV -сЬ 2 W = О, 
и и и 

(4 .9) 

cU + W = О, 
и и 

(4 .10) 

sU +V = О, 
'и и 

za у = О 

~spektivno, gde tacka iznad oznacava izvod и odnosu ~a у. Јед

Lcine (4.9) i (4.10) se odnose па gornju konturu х=l. Ocig1edno 

! da uvodjenjem nove promen1jive у kada kh+oo reprodukujemo ori

.па1пе jednacine (4.2) i (4.3) pri сети su svi c1anovi zastup1je

.. Ovde јо§ imamo i dodatnu restrikciju da unutra§nja resenja 

'еЬа da se usk1ade sa trivija1nim spo1ja§njim resenjima, to jest 

U , V i W teze nuli dalje od kontrue odnosno kada је y=O(kh). 
и и u 

'ета tome unutra~nja re§enja reprezentuju Ray1eigh-eve povrsin-

~a1ase. Currie (1974) i Chadwick i Smith (1977) su dokaza1~ da 

ku1arna jedna~ina Ray1eigh-evih povrsinskih ta1asa и anizotrop

m materija1u moze uvek da se svede па jednu cisto rea1nu једпа

пи. Оп! su zak1juci1i da и tom smis1u пета raz1ike izmedju izo

opnih i anizotropnih materija1a, to jest da Ray1eigh-evi ta1asi 

gu da putuju u Ы10 kom datom pravcu pod uslovom da jedna rea1na 

ku1arna jednacina ima rea1no resenje koje ogovara povrsinskim 

lasima. Vi~e deta1ja о egzistenciji i jedinstvenosti resenja za 

obodne povrsinske ta1ase точи da se падји ugornjim radovima 

пе6е biti prezentirani ovde. 

Pretpostavimo unutrasnja rеsепја nultc:>g' reda јеdпасiпа 

зtапја (4.9) sa konturnim us10vima (4.10), koja opadaju па пи1и 

ја у-+=, u.obliku 

U 
ио 

-О"\l 

= Ле ",1 (4.11) 

~ је р pozitivna konst.anta. Zamena (4.11) и (4.9) vodi до kubne 

inacine ро р2 u obliku (3.9) дајис! resenJ'e р2 
а 

(0.=1,2,3) koja 
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и и rnedjusobnorn odnosu datorn sa (З.37). Оа bi Р bi1e pozitivne 
а 

еа1пе ve1i~ine neophodno је da р2 budu pozitivne veli~ine. Iz 
а --

3.37), uz pretpostavku da su vlakna ja~a od rnaterijala rnatrice, 

е 1ako zak..ljuciti аа је uslov da р2 (a=1,2,3)budu pozitivne veli-
а 

ine da veli~ina а! bude pozitivna veli~ina ~to irna za posledicu 

а је pv 2 <d. Dakle, Ray1eigh-eva ta1asna brzina, kaoi za izotrop

е rnaterijale, rnora da bude rnапја 6d talasne brzine ~istih tran

verza1nih ta1asa beskonacnog prostora. Ako su O<pf<p~<p~ res~nja 

~dnacine (З.9) onda сеrnо za konstrukciju op~tih resenja da ~ori

tirno ра = I/p~ I (а=1, 2, 3) sto daje porneranja oblika 

3 -р У 3 А М -ру 

[ А 
а 

V L а а а 
е =-s - е , uo 0.=1 

а ио 
a=l 

N о. р (ј, 

3 ]д. Н -р У 

W. L 
а а а 

(4.12) =-с 
L 

е 
10 

0.=1 аРа 

~i сеrnи su М , N i L dati izrazirna (3.12). Ako zarnenirno (4.12) 
а а о. 

konturne us10ve (4.10) uslov da dоЫјешо netrivija1na resenja 

~ konstante А је oblika 
а 

з 

=1 

to f ako је 

З 

=А 2~ Z 
.10 

a=l 
а 

isupnjeno, dovodi do pomeranja 

е 

-р У 
а 

V -sА 
ио 

З М 
[ 

N 
0.=.1 

м z 
а а ---

з 
W =-сА [ 

L D 
,0.=1 0.'- а ио 

Z -р у 
а а а 

е 

аРа 

-р у 
а 

е 

oblika 

1е su Z dati sa ~З.22) 
а 

а А proizvo1jna konstanta. 
-

(4.1З) 

({.14) 

~dnacina (4.1З) moze da se iskoristi za odredjivanje Ray1eigh-eve 

11asne brzine i mo~e da se napise и prostijim oblicirna (З.55) 111 

3.56). Za jako anizotropni materija1, kada је E«l, dоЫјалю Ray

~igh-evu talasnu brzinu и aproksirnativnom obliku (3.97), za pro

~vo1jni pravac propagacije, i u obliku (2.57) za pravac prosti

lпја norma1an па јеапи od farni1ija v1akana. Moze se 1ako po~aza

i аа jednacina (4.13) takodje reprezentuje jednacinu za faznu 

rzinu, kada kh+oo , па donjoj konturi x=-l ali deta1ji песе biti 

cezentirani ovde. 

ТгеЬа zapaziti аа su res( ~ja su оуае аоЫјепа kao 
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. utra§nja re§enja reda пи1а kada kh+oo , ustvari ista kao egza-

.па re§enja utoj oblasti ta1asnih duzina, ako od pocetka c pret

.stavimo, u jednacinarna kretanja (4.2) i konturnirn us10virna (4.3), 

·meranja u obliku (4.11). 

4. DUGI TALASI 

u slucaju veoma dugih ta1asa geornetrijski parametar kh 

·staje ma1i i u granicnom slucaju kada ta1asna duzina tezi bes

,nacnosti tada kh tezi nu1i. Dak1e mozemo da konstrui§emo pertu

,acionu §еrnи zasnovanu па kh kao malom parametru zadrzavaju6i Е 

о та1и a1i konacnu ve1icinu. Prema tome ako pretpostavirno da је 

. та10 u poredjenju sa Е onda rnozemo da dobijemo aproksimativna 

:§епја preko kh cak i u slucaju veorna jako anizotropnih materija1a. 

Ako napi§emo forrna1no re§enje ро stepenimakh u obliku , 

= 
L 

а=о 

U (kh)a, V= 
а 

о ОО 

= 

а=о 

оо 

Va(kh)~ W=L 
а Wa(kh) , а=о,1,2, ... , 

а=о 

faznu brzinu u obliku 
оо 

pv 2 = L 
а=о 

? а 
р v - (kll) , а=о, 1 , 2, ... , 

а 

(4.15) 

(4.15)' 

.да, iz jednacina kretanja (4.2) i konturnih us10va (4.3), rnо

~mo da zak1jucimo da је to regu1aran perturbacioni problem. 

со 

1 I: 
а.=о 

U" 
а. 

оо 

Jednacine kretanja sada postaju 

со 

а r 

(kh)-Ld-p I: 
6=0 

оо 

а.=о 

U (kh)a+2 + 
а 

+ L (:sЬ з V'+сЬ 2 W') (kh.) а+1 = о, 
а а 

а=о 

оо 

;Ь З L 
а=о 

оо 

а+1 
и' (kll) +Сб б L 
а 

0.=0 

о } а+2 +SCblW (kh) =0, 
ct 

оо оо 

, 0.+1 
U (kh) +с 5 S L W" 
а а 

а=о 

со 

оо 

\1" (kh)CX_ L {[g2-P r: VS(kh)BJv + 
а а=о В=О а 

оо 

+ [ g з - Р I: о v 2 {kh) fЗЈ W } {У,ћ)а+2 = О 1 

6=0 i3 а 



dok konturn~ us10vi (4.3) imaju obl~ke 

0.=0 

со 

-s L 
0.=0 

Ct=o 

о:> 

U (kh) 0.+1 + L v' 'kh) о. о. 0.\ О, za 
0.=0 
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О, 

(4.17) 

х=+1. 

Kada upored~mo ~1anove uz iste stepene ро kh dobijamo jedna~ine 

kre'tanja 

U"=O V"=O 
О ' О ' 

W" = о, 
О 

za c1anove uz stepene 
о 

(kh) , 

с U" + sb V' + сЬ \~ , = о, 
1 1 1 З О 2 О 

-sb и' + с 6 б V" = о, 
з о 1 

-сЬ U' + с W" = о, 2 О 5 5 1 

za c1anove uz stepene kh, ~ 
, .. 

0.-2 

СIIU~-dUо._2 +Р L v~Uо.-S-2 +SЬЗV~_1+СЬ2W~_1 =0, 
13=0 1-' 

0.-2 
2 =0, 

-sb и' +с v" -(g2V'''_2+sсЬlW'''_2)+РL v V"'-B-2 
з 0.-1 6 6 О. u. u. 13=0 В џ. 

+с W" 
5 5 Ci. 

-(sсЬ 1 V.у_2 
0.- 2 

+ч W 2)+рЕ 
з 0.-

13=0 

(4 .18) 

(4.19) 

(4.20) 

О, 

za c1anove uz 5tерепе (kh) о. ~ 0.2:.2, dok 5\1 odgovarajuci kопturпi 
us10vi 

и' =0, W'=O, V'=O 
о о о' 

i 

с Иу' +5С V y l+CC Иу 1 = О, 
11 12 - 12-

(4.21) 

- s U у --1 + V ~ =0 ~ za х = -1- 1 

za у >1. Opsta :r:еsепја recJa Ilula koja zadovoljavaju kontLlrne 



us10ve su 

.. -u 
о 

А V =IЗ W =0 , 
о' о о' о о 

95. 

(д .22) 

gde su Ао, Во i ОО pro~zvo1jne konstante. Re§enja koja predstavlja

ји ~lanove uz kh pos1e prirnene konturnih uslova su oblika 

Ul=All+AlX , Vl=Bll+sAoX , W1=Dl1+cAoX , 

pri ~emи rnora da bude zadovo1jena jedna~ina 

с 1 lA 1 +SC 1 2В +CQ зD =0 . 
о о 

Op§ta re§enja jedna~ina kretanja uz stepen {kh)2irnaju oblike 

Р v 5 + s 2 С 1 2 +с 2 С 1 З 
Cll 

1 { 2 .}1 2 
V2= -- SЬ зАl+(g2-рv о)Во+sсЬ 1 D о -2 Х +I3 21 X+I3 22 , 

С б б 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

koji moraju da zadovo1je konturne us10ve (4.21) za у=2 §to dovodi 

ао sledecih us10va .. 

pv%Ao = О, 

в 2 1 - sA 1 1 = О, (4.26) 

О, 

D21-САll= О, 

Us10v (4.26) 2 nюzе da Ьийе zadovo1jen ako је i1i v
o

=O,1.1Z 

Ао proizvoljno,ili Ао=О. U prvom slu~aju iz (4 •. 24) i (4.26)4,6 rnо

ZeIТO аа zakljucirno da је uop§te Al=I3 o=Do= О jer је II tom sistemu 

homogenih a1gebarskih jedna~ina determinanta sistem~u op§tem slu

~aju,razli~ita od пи1е. Moze аа se pokaze da је, iz istih razloga, 

AZl=Bll=Dll= О sto jasno pokazllje аа kada је v = О, imajuci u vidu 
о 

~injenicu аа A 11 moze аа se sazrne u Ао to jest bez gubljenja 

opstosti mozemo da stavimo Al1=O, tada dobijarno 

А , 
о 

О, 

= о W , о 

=sl~ox , 

= О, 

Wl=cA х 
о 

(4.27) 
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sto је isto'kao sto srno dob111 1z egzaktn1h resenja (3.54), kada 

stav1rno da је А(Zl+Z2+Zз)~Ао, za ant1s1metr1~n1 rnod propagac1je 

kod koga је U parna funkc1ja оа х dok su V 1 W neparne funkc1je 

od х. 

Uko11ko је и (4.26)2 Ао=О onda, da bi postojala netrivi

jalna resenja za Al, Во i Do и (4.24) i (4.26)4,6' deterrninanta 

sistema mora da bude jednaka nuli to jest 

с 1 1 SC12 СС 1 3 

SC12 scb 1 = о I (4.28) 

СС 1 З scb l 

sto vodi йо jedna~ine 

{ р v ~ - (g 2 - S 2 С 1 2/ с 1 1 ) } { р v ~ - (g з - с 2 С 1 з / с 1 1 ) } - s 2 С 2 (Ь 1 - С 1 2 С 1 3/ с 1 1 ) 2 =0 , 

(4.29) 
koja је ista kao jedna~iHa. (3.60) koju srrю dobili 1z egzaktnog 

resenja и prvoj aproksimaciji za sirnetri~ne rnodove. Dakle, imamo 

dva resenja za pv 2 и obliku (3.63) koja odgovaraju kvazilongitudi-
о 

nalnorn i kvazitransverzalnom modu, za koje је U neparna funkcija 

od х а V i W su parne funkcije od х. Konstante Вl1 i Dl1 opet mogu 

da se sazmu Ба konstantama В i D respektivno i, posto A 11 moze 
(1 о 

da ~ude proizvoljno, ako stavirno All= О da bismo imali U kao пера-

rnu funkciju dobijamo 

U =0 
о ' 

w =о 
о о 

V =В = _ s[сI2(gз-рv~)-с2сlзыl] 

= 

О О ( 2) ( 2) 2 2ь2 g2-PVO .9з-РVо -s с 1 

[ 2 2 Ј с Cl З (g2-PVO) ._:-5_. C12bl 

( 2) ( 2' 2 2ь2 g2-PVO gз-рvо)-s с ~ 

U 1 = AIX, V 1 = о, Wl= о, 

л 1 , 

(4 . 30) 

sto pokazuje da Би pomeranja ista .kao опа koja su dobijena iz 

egzaktI1i11 resenja (3.64) ако stavimo А (Z 1 +Z 2 +Z з) /kll~A 1 • 

Treba zapaziti йа jedna~ine (4.30) predstavljaju dva razli~ita 

resenja koja odgovaraju dvema razli~itim faznim br~inama datim sa 

(3.63) • 

Dakle, до Байа sшо dobili tri razli~ite fazne brzine, 

koje odgovaraju rаzliс1tiш fundarnentalnirn rnodovima, koje su 

potpuno 1ste kao опе koje smo dobi11 1z ~gzaktI1ih reseI1ja u slu~aju 
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veoma dugih ta1asa sa istim izrazima za pomeranja do reda kh. 

Ove fazne brzine su 0(1) (пеzаvisпе od kh) i ustvari predstav

ljaju konture disperzionih krivih u s1u~aju kada kh te~i nu1i. Оа 

bismo dobi1i promenu faznih brzina pri mа1оm kh mогаrrю da nadjerno. 

~1anove viseg reda kako fazne brzine tako i porneranja. Razmatra

сето оdvојепо antisirnetri~ni rnod od sirnetricnih rnodova zbog raz1i

citih oblika resenja. 

4.4~1. ANTISIMETRICNI МОО 

Vide1i smo da su, za pv 2 = о, porneranja oblika (4.27) i 
о 

da uz koriscenje (4.26) mozerno да pisemo 

1 
(Ј2= - 2 

2 2 
S С 1 2 +с С 1 З 

С 1 1 
А х 2 

\12 =0 
О ' -

, И2= О. (4 .31) 

Koristeci jedna~ine kretanja (4.20) za а=3 i konturne us10ve (4.21) 

za у=3 1ako је zak1juciti да rnoraju biti zadovo1jene s1edece re-

1acije 

2 - о pv 1 - I оз= О (4.32) 

- [ 9 2 +с 2 Ь 1 - С 1 2 (с 2 С 1 2 +s 2 С 1 З ) / с 1 lJX/2} I 

(4.32) 

{ Г 2 2 2 3 
С 5 5 И Ј = сА о 19 з + s Ь 1 - Ь 2 (s С 1 2 +с С 1 З ) / с 1 1 Ј х /3!-

[ 
2 2 2 ]. о - 9 з +s Ь 1 - С 1 З (s с 1 2 +с С 1 З ) / с 1 1 х/2}. 

S1icno kada resimo jedna~inu kretanja (4.20)1 za а=4 dobijarno 

opste resenja za (Ј4 koje mora da zadovo1ji konturni us10v (4.21)1 

za у=4 sto dovoc1i до us10va koj i pv~ mora сЈа zaodovo1 ј i u obliku 

2 1·) ? ? ;> 2 2 " } 
р v 2 = З { s"- (g 2 -+ С - Ь 1 ) + С - (g з + s -Ь 1 ) -- (s с 1 2 + С оо С 1 з) L / с 1 1 • (4.33) 

Dakle fazna L)гziпа antisimet::.r.-icl1og пюда ZLl nlёllo kll moze да se pise 

u obliku 

pv 2 =pv~ +Р'\?У kl1 +pv ~ (k11) 2 + О [ (kh) з Ј = 
(4.34) 

~ { s 2 (g 2 + е 2. Ь ] ) -+е Z (g Ј + S 21::> 1 ) - (s? С 1 2 + е 2 с 1 3 ) 2. / с 1 l} (k 11) 2 +0 [ (kћ) з Ј ' 
odakltc jl.: 1aku Z~Jkljlll":iti c.la је tJ ~1l.l(:;ajll ja.ko апizоtГО;ЛЮ9 



materija1a, kod koga Би 'Ј21 gз i b 1 ve1i6ine 0(1/Е2.), fazna 

brzina о[ (kl1!E:) 2Ј. 

4.4.2. SIMETRltNI MODOVI 

98. ' 

Kod simetri~nih modova pomeranje U је neparna funkcija 

od х dok su V i W parne funkcije оа х а fazne brzine nu1tog 

reda imaju re§enja koja se dobijaju iz jedna~ine (4.29) i data 

su Ба (3.б3). Dak1e imamo dva fundamenta1na moda koji odgovaraju 

dvema ta1asnim brzinama pri ~eти su pomeranja data sa (4.30) 

а iz (4. 25), koriscenjem (4. 2б), d01azimo <.10 izraza 

sA 1 Х 2. +Е3 2. 2., \i/ 2 = 1 CAIX2.+U22 • 
2 

Koriste6i jedna~ine kretanja (4.20) za a=~ i konturne us10ve 

(4.21) za у=3 dobijamo 

1 
Р '1 2 =0 U з = -1, зТ 

uz dоdаtћо ograni~enje za konstante u obliku 

1 
2 РV~Лl' • 

1z јеdпа~iпа kretanja (4.20) za а=4 1ako је dobiti 

" 
" -- А х Сб6 Ј 4-S 14! 

2. -+1 {sЬзАЗl+(<}2-РV~) I32.2+SCb1D22.-r)V~Во}+Б4 

х 4 

С 5 5 ~<J 4 = c.l\ 1 if! 

wз=о, 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.3(3) 

dok pr imегюПl kО11.t u:cniilus1o'J'8 (4.21) za у ::-"4 d01a z iпю do ј еdлас i11.а 

(4.39) 
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ri'cemu konstante В i D mogu da Бе izraze kao funkcije od Al 
о о 

ао sto је dato и izrazima {4.30)2,з. Jednacine {4.37} i (4.39)2,з 

u tri nehomogene jednacine ро nepoznatim konstantama АЗl, В22 

О 22 • Determinanta ovog sistema је simetricna i ima oblik (4.28) 

а 'ј'е, prema tome, jedanka пи1! za оЬа moda. Dobro је poznato iz 

inearne algebre да takav sistem пеhоmоgепih јеdпасiпа ima resenja 

пда i samo onda ako vektor cije su komponente nehomogeni koefici

enti i bilo koji vektor koji reprezentuje netrivijalna resenja 

omogenog sistema zadovoljavaju us10v ortogonalnosti to jest ako 

е njihov ska1arni proizvod jednak nuli. Ovaj uslov и ovom паБеm 

roblemu posle та10 izracunavanja dovodi do jedna~ine 

v 2 =-
1 -pv 2 

3 о 

. ___ ....;{~(g&:...::.2_-~) (gз-Рv6) -s 2 с 2ь y~} 2 

S 2 { С 1 2 (ч з - Р v 2) - с 2 С 1 З Ь 1 } 2 +с 2 { С 1 З (g 2 - Р v 2 ) - S 2 С 1 2 Ь 1 } 2 
О О 

оја opet predstav1ja dva resenja koja od~ovaraju dvema Ьгziпаmа 

v 2 dati~ и (3.63) od kojih је jedna za kvazi1ongitudina1ni mod 
о 

druga za kvаzitгапsvегzа1пi mod.Dak1e fazne brzine za dva 

imetricna тода, za та10 kh , mogu да se pisu и obliku 

(4.40). 

V2=PV~ +рvIkh+РV~{kh)2+0[(kh)ЗЈ (4.41) 
1 [g2- pva) (gз-рvа) -s2с2ьуЈ 2 

= pv 2 {1- = (kh) 2. }-юГ (kh) З] I 

о 3 Б2 [C12 (gз-рv~) -С2 Сl зыlJ 2+с 2 [с! з (g2-PV~) -S2С12ь 1Ј 2 L 

ri сети treba uzeti odgovaraju6e pv~ iz (3.63). 1z (4.41) је 

сig1еdпо da se fazne brzine za оЬа' simet:r:icna moda, kada је kh 

.a1i parametar 1 ponasaju do O[(kh)2J kao ~~. za"jako anizotropne 

aterija1e sa istim pretpostavkama kao и ode1jku 3.2 1ako је za-

1juciti da, uz koris6enje izraza (4.4), (3.71) i (3.73), ve1icine 

а crtom'iznad s10vaii (4.4) точи да se izraze па ~1ede6i nacin' 

2=4dsiп2ф(s2Siп2ф+с2соs2ф), 9з=4d соs2ф(s2Siп2ф+с2соs2ф), 

1= 8clsi11 2 фсоs 2 ф. (4.42) 

rema tome pv 2 = 0(1/(2) za оЬа тойа ва izuzetkom kada је pravac 
о 

Irostiranja погта1ап па једпи од familija V1akana kada ni~a fazna 

ј,: 
i 

" 
r, 
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brzina postaje veli6ina 0(1). Uporedjivanje dominantnih de10va 

faznih brzina (3.63) sa dorninantnirn de10virna odgovaraju6ih faznih 

brzina ta1asa и beskona~norn prostoru (з.154)2,з pokazuje аа su oni 

isti §to dovodi.do zaklju6ka da se u ravni јаЈсо izotropne р106е 

dugi ta1asi prostiru brzinarna veorna blizu (ао О(Е 2 ») brzina za-

prerninskih ta1asa. Analiza pravaca vektora porneranja pokazuje аа 

se dorninantni delovi pomeranja ponasaj и Ј-ао dоmiпапtпi de10vi роmе

ranja dobij eni 'll оае1јЈс1.l 3.6 za ta1ase и beskonacnom kontinuwnu. 

4.5. USKLADJENA (MATCHED) APROKSIMATIVNA RE~ENJA 
- ANTISIMETRItNI МОО PROPAGACIJE 

u оае1јЈси 4.2. srno vide1i аа za srednje ta1ase, Јсааа је 

Јсћ = 0(1), jedl1a~ine kretanja (4.5) p'ostaju sil1gularne, аЈсо raz

rnatramo jako al1izotropne materijale, jer se najvise ~zvodi роmе-

ranja V i W mпо~е sa kvadratorn rnalog parametra Е. ОаЈс1е, za kh=O(1) , 

Јсааа је E«l, postoji granicni s10j и kome resenja imaju rapidne 

p:comene. Pos1edica toga је da rnorarno da razvijemo peroturbacionu 

semuzasnovanu па unutrasnjem i sp01jasnjern razvoju а zatim da iz

vrsimo usk1adjivanje resenja u prek10pnoj oblasti. PosebrlO sпю za

interesovani аа istra~irno disperzionu re1aciju fundamentall10g тоаа 

to jest аа паајеmо faznu brzinu Јсао funkciju od Јсћ koja 6е va~iti 

u citavoj oblasti promena kh. Jednacine kretanja (4.5) mogu аа se 

iskoriste za konstrukctju sp01jasnjih refenja za pomeranja pri 6ети 

је 06ig1edno аа nismo u mogu6nosti аа zadovoljimo sve konturne us-
_Ј" 

10ve jer se smапјuјu redovi diferencijalnih jednacina (4.5)2,з. Оа 

bismo zadovolji1i sve konturne us10ve moramo da konstruisemo i ипи

tr.-asnja .resenja za porneranja. DаЈс1е mora6emo аа. uvederno unutrasnju 

promenljivu u oblasti granicnog s10ja. U torn s1ucaju, medjutim, 

ograniceni sпю па oblast k11=O (1) ј er.- ukol iko k11 pos tane иро-

redi vo sa Е di fer:"encij а1пе ј еdпасiпе (4. 5) opet postaj 1.1 regular-

пе. LJa Ыsпю prevazisli ovu te§ko6u uvсs6епю novi раrашсtаr ш koj i 

predstav1ja oclnos geometrijskog раrашеtrа Јсll i rnaterija1nog ра:r:аше

tra Е. Dakle аЈсо u oblasti grani6nog s10ja pretpostavimo 

Јсћ = ШЕ, (4.43) 

tada 6е perturbaciona re§enja jedna6ina kretanja (4.5) i konturnih 
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us10va (4.3) zasnovana па parametru с sadr~at1 1 m kao parametar 

i reprezentovace unutrasnja resenja problema. П narednoj ana11zi 

сето da dokazemo opravdanost ovakvog pr11aza. Ako pomeranja pred

stavimo kao 

- - -
V =khV = mcV, W = kh W := mcW (4.44) 

onda jednacine kretanja (4.5) postaju 

А 

V-" 2- ~ 2 -ь W ь u' 2 2{ (А 2)V"7+ Ь w- L 
С66 -m g2v-m sc 1 =s З +m с g2-PV sc 1 Ј I (4.45) 

л 

СssИ'''-m2SСЬlV-m29-зW =сь2u'+m2 с 2 {sсыl+(gз-рv2} w.)-,' 

dok 1z konturn1h uslova (4.3) dobijamo 

CIIU' +ml.c 2 (SС12V+ССIЗW) =- о, 

-сU +W' == О, (4.46) 

-sU+V' = О, za х=+l. 

Uko11ko unutrasnja resenja рrеtроstаv1пю forma1no u obliku redova 

ро stepenima С па sledec1 nacin 

со со со 

U = L U 213 
u 213 С I 

6=0 
(4.47) 

tada u jednacinama 

ist1h stepena od Е 2 

jednac1ne kretanja 

(4.45) i (4.46) mozemo da pored1mo c1anove 
~ ~ d' ~1' 2а sto ~e atl, za С anove uz stepene с , 

а-1 

Сб 6 V2a, -m
L 

9-2 V щ--т2 Sd-;l W2a =sЬз U~ +1112 {Ч2 V 20.-2 +sСЬ 1 lлЈ2ct._ 2 - ~:a '1е v 2а-2В-2}' (4.48) 

л а-1 
2 - 2 - ~ 

С5 5 ~V2.o. -т Бсы1 V 4::t -ш 9з W2a =сЬ2 И2а +rп
2 {БсЬ 1 V 2а-2 +9'з ~oJ20.--2 -~~ V 2(3 v 2а,-2(3-2} , 

1 konturne us10ve 

-сИ 
2а 

+W' 
2а 

О, (4.49) 

-ср J...V' = О, za х -+ 1. .;.;J~2 
I 2а СЈ. 

" 
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Za antisimetri~ne modove deformacije U mora да Ьиде parna funk

cijaod х dok V 1 W moraju da Ьиди neparne funkc1je од х. Dak1e, 

za а=О 1z (4.48)1 1 (4.49)1 је 1ako zaklju~iti да је Uo=A
o 

gde је 

Ао proizvo1jna konstanta. 1z jedna~ina (4.4Н)2,з i (4.49)2,з 

slede dva skupa resenja za V i W u zavisnosti od pravca propa-
о о 

gac1je. Naime za proizvo1jan pravac propagac1je, sem kada је 

re1ac1ja 

zadovo1jena, аоЫјаmо 

w 
о 

= 

SA.. 
о 

gde su p~ i p~ resenja jednacine 

-4 - - -2 - - 2 2-2 
С S S с б Б Р - (с s s 9 2 +с б Ь 9 З ) Р +g 2 9 З - s с Ь 1 = О. 

(4.~0) 

(4.51) 

(4.52) 

Jednacina (4.50) је zadovoljena kada је ф=о i1i ф=пј2 i11 

s2 siп 2ф -с 2 соs 2 ф=о. U prva dva slucaja imamo da se оЬе fami1ije 

v1akana Inedjusobno pok1apaju tako da Бе rnaterija1 ропаза kao rnа

terija1 ојасап jednom fami11jom v1akana sto је bi10 proucavano 

од strane Green-a (1982, 1984) i Green-a 1 M11osav1jev16a (1984). 

Zadnja mogu6nost znaci да је pravac propagacije norma1an па jednu 

од farn11ija v1akana tako da 1z (4.52) dobijamo 

ра pomeranja V i w mочи да Бе napisu u oblicima 
о о 

V = 
sA 

о sinll тр з х 
- -

(4.53) 

(4.54) 
о - ? 

рз mрзсоshmрз 

\"1 
о 

-- - 2-

{ __ g_2_ (gзјсss-с2ыI/ь6)х++ gз ~+c }':>1) 

SCbl scc SS b 1 

--
sinllmp 3 х 

- --
mр з соsllrпр з 

koji takodje rпоgu da Бе доЫји 1 iz (4.51) паlа~епјеrп granicne 
-

vrednosti kada Р2+0. Када једпот integralimo jednacinu kretanja 

(4.48)1 za a=l доЫјаmо 
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(4.55) 

., ., . ' 

pri сети је integraciona konstanta izjednacena sa nu10m jer И 2 

mora biti parna funkcija od х. Uko1iko (4.55), uz koriscenje (4.52) 

d · . -2-2· -2+ 2 
а lzrazlmo рzрз 1 Р2 рз, primenimo и (4.49) dobicemo 

1 

(4.56) 

тР2 

ako koristimo (4.51) za V i W , kao i 
о о 

ako koristimo (4.54) za V i W • ~ako је pokazati da (4.57) 
о о 

tako-

dje moie da se dobije kao granicna vrednost izraza (4.56) kada 
- . 
Р2+0. Dak1e,imajuci'u vidu (4.44) i (4.47), mоzепю da pisemo unu-

trasnja resenja za pomeranja па sledeci nacin 

... 
(4.58) 

gde su V
o 

i W
o 

dati izrazima (4.51), za рrоizvо1јап ugao propaga

cije,i izrazima (4.54), za pravac propagacije norma1an па jednu 

od fаrпi1iја v1akana,koji пюgu da se dobiju, kao sto smo vide1i, 

iz (4.51) granicnom vrednoscu kada Р2+0. Unutra~nje resenje za fa

znu brzinu moze da se dobije u sledecem obliku 

2 2 2 1 - 2 2 - 2 - 2 2 - tanhmp3. 
р v = р v +0 ( Е ) = ----- {( d Р з - s с G G 9 З / с 5 5 - С С 5 5 9 2 / с б б + 2 s с bt) (1- _ '--Ј 

u о -2 -2 
РЗ-Р2 mрз 

-
(d'- 2 2 .- / 2 - / +2 2 2 ь-- ) (1 ·tаП_hmР 2) }+О(Е 2 ), - -Pi-S Сббgз Css-C cssgz Сбб S с- ] -

(4.59) 

za proizvo1jan pravac propagacije sto za pravac propagacije koji 

је upravan па jednu od fami1ija v1akana moze da ве uprosti do s~e

deceg oblika 

4s 2 с 2 С5SС6б 
с1 

-
(1- tап~mрз) +0(Е 2 ). 

mрз 

(4.60) 

Izraz (4.59) za unutrasnje resenje fazne brzine Је potpuno isti 
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kao опај koji је Clobijen iz ezgaktniJ1 јеdЛС1сiпа i koji је dat 

iZ.raZ0111 (З.94). I111ajuci u vidll да је za kJl. = 0(1) oc.1nosno 111-)-0:> fazna 

brzina vеоша blizll, до О(Е 2 ), vrednosti Iд/р, sto iша za pos1edi-

си да је cllal=d-pv 2=-0(E 2 ) i shodno tome Pi=0(E 2 ) и izrazu (з.83)1' 

1ako mo~emo да zak1j~cimo да је gornji izraz adekvatan i za kh=0(1) 

па isti nacin kao i и (3.95). Dakle izraz (4.59) va~i za vrednosti 

parametra m од пи1е до beskonacnosti odnosno za vTednosti kh koje 

se krecu од пи1е до kh = 0(1). 

Vec S1110 vide1i da granicni s10j nastaje pri kh=O(1) i 

да biS1110 dobili spoljsanje resenje iz diferencijalnih jednacina 

(4.5) i kontllrnill. us10va (4.3) ргеtроstаviсепю pomeranja i faznu 

brzinu и sledecem obliku 

I 

Uporedjivanje c1anova istih ste~~na од Е 2 се dati za c1anove uz 

stepene ~ , jednacine kretanja kao 

Cl U" -k 2 h 2 (d-pv 2
) 

1 О О 

... 
u + khsЬзV' + khcb 2W' 
о О О 

О, 

(4. (2) - -
g2V + scb 1 W = О, 

о о 

- -
scb1V +gз W = О, 

о о 

U2 konturne uslove 

Cl1U' +kh SC12V +krlСС1З~лЈ' 
о о о 

О, 

(4.63) 
-khсU + W' = О, 

о о 

-khсU +V' 
О О 

О, za х + 1, 

za clanove uz stepene Е 2 , jednacine kгеtзпја kao 

CIIU~-k2h2 (d-РV~)U2+k2h2РV~Uо+khSЬзV~+khСЬ2W~ = О, 

k 21 2 (- V ~: ) 1 h Ь' 'V 11 k 2, 2 (Л 2 ) V k'~', 2 1~ ,,1 - -1 Ч2 2+SCJ..JIW" =-.r;: S ЗU +С66 - П Сј2--Р"Т -- ~-I1 SC)l~~ I 
. 4 О О - О О О 

(4.64) 

. - -- 2 ~ 2 2 л 2 
k 2 h 2 (SCi)IV2+ gЗW2)::::-khсЬ2(]'-k 11.2SC})IV +c5svv"-k h (gз--рЈ )~'J , 

о о о о о 

uz konturne uslove 
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О, 

-khсU2+ W~ = О, (4.65) 

za х. = -1- 1, 

i tako da1je. 1z(4.62)2,з је ocig1edno da Va i Wo imaju netrivi

ја1па resenja опда i samo опда ako је ispunjeno g2gз-s2с2Ьt= О 

odnosno kada је pravaa'propagacije norma1an па jednu од fami1ija 

v1akana. Prema tome z~ bi10 koji pravac pr6pagacije, sem kada је 

ovaj normalan па једпи od fami1ija v1akana, dobijamo trivija1na 

resenj~ za pomeranja u ravni р1осе Vo=Wo=O. 1z (4.62)1 i (4.63)1 

dobijamo 

d, u 
о 

-
А 
о 

(4.66) 

dok konturni us1avi (4.63)2,з ostaju nezadovo1jeni. Prema tome ovi 

konturni us10vi treba da se usk1ade sa unutrasnjim resenjim~. 1s

tim argumentima iz (4.64)2,з d~bijamo V 2=W 2 = О,а iz (4.64)1 i 

(4.65)1 dobijamo pv~= О i U2= А2, imaju6i u vidu da,za antisime

tricni rpod, U treba да bude раrпа funkcija од х. Lako је pokёfza~ti 

да za c1anove viseg reda imamo V2S= W2S= О, pv~S= О i U
2S

= А2В . 

Prema tome potpuna spo1jasnja resenja za proizvo1jniugao propaga

cije mogu da se napisu u slede6em obliku 

-
?':сА, V =0 

s ' 
w =0 pv 2 =d s ' s ' 

(4.67) 

tako да do1azimo do zak1jucka da su spo1jasnja resenja ista kao опа 

koja su data izrazima ~(2.19) i (2.20) и neekstenzibi1noj teariji. 

Usk1adjivanje unutrasnjih i spo1jasnjill resenja r za E+o,se vrsi 

pri kh = 0(1) pa,prema tome, imаnю da т-+оо па taka"T nacin da је mE=kh. 

Lako је pokazati da za m-+оо 
-

mora Ы ti А =А 
о 

tako da unutrasnja re-

senja (4.58) i (4.56) imaju iste vrednosti као spo1jasnja resenja 

(4.67) и preklopnoj oblasti. uak1e prema principu usk1adjivanja 

(4.6) slAedi da su uпifоrmпа kompozi tfla resenja еkvivа1епtћаun:uL 

trasnjim resenjima. Prema tome, resenja dobijena sa kh=mE va~e u 

се1ој oblasti ta1asnih du~ina u prvoj aproksimaciji i nikad пе 

prevazilaze gresku 0(Е 2 ). 

Ukoliko је pravac propagaclJe llоrшаlап па једllи од fami

lija vla.kal1a tada је g2gз-s2с2Ьi=о tako О.а. ('1. (2) ') 3 iIblljU netri-
.... , 
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rijalna resenja za V i W и obliku 
о о 

g2 
С 

W = V = - - v (4.68) 
о scb 1. 

о S О 

)ri сети, za апtisiюеtriспi mod propagacije, V , а samim tim i W 1 
О . О 

по~е biti proizvo1jna neparna funkcija od х. Ocig1edno је да kon-

=urni uslovi (4.63)2,з пе mogu да se primene па (4.68), jer (4.62)2,з 

1isu diferencijalne vec algebarske jegI1acine, ра ,?vi mo:r"aju prema 

=оте da budu zadovo1jeni usk1adjivanjem sa unutrasnjim resenjima. 

<oris6enjem (4.68) jednacine (4.62)1 i (4.63)1 mo~emo,respektivno, 

Ја napisemo и oblicima 

~ U JI - k 2 11 2 (й - р v 2 ) U + k h ( с 2 Ь 2 - S 2 Ь 3 ) vJ ' = о 
~ll О О О С О 

L 
kh 
с 

za х = + 1. 

(4.69) 

(4.70) 

~aЙa је pravac prostiranja norma1an па јейпu od fami1ija v1akana 

tada је siп 2 ф=с 2 i соs 2 ф=s2 ра prema (4.42) тo~eтo да pisemo 

(4.71) 

tako да jednacine (4.64)2,з sada postaju obliki 

:) s 2 С З d 2 2 , ~ { с Н "- k 2 11 2 (::+ - г\ V 2 - С 2 1: 1 ) W } k h (CV 2 +SW L ) =-khsЬзU о - с" 66 О ':;Ј 2 t' О .. о' 

/. (4 • 72) 
8s З с 2 d k 2 h 2 (cVz+SW2)=-khсЬzU'+{СssW;-k2hL (§з-рv~-s2ыlwо11 

i mogu biti saglasne samo ako је zadovoljena sledeca diferencijalna 

jednacina 

л 

-'khс(с2Ь2-s2Ьз)U'+d~'l''-k2h2 (с2g~з+s7.g~2-2s2·с2ыlрv22 )Н =-..:0. 
. О О ' О О 

(4.73) 

.. 
P~-eтa tОПlе U 

о 
i ~'l пюgu йа ве odrede iz dve difеrепсiјаlпе jedba-

о 

cine drugog reda (4.69) i (4.73) cija op~ta геsепја, za antisime-

tricni тод propagacije, imaju dve рrоizvо1јпе kопstапtе koje tre~a 

ја zadovo1je konturn~ uslove (4. 70)'ј<:ој! 1.lst'Jarj_"predsta'f1jaj1.1 sаша 

jedHu јеdпаСiп1.1 јег је (4.70) za х=-l ist.o kao i za х==l. Preosta1i 

kOBtUIT\i us10vi (4.63) _> koji вс IПОСр.l сЈа budu zacJovaljeni clire--
. .: .. I Ј, . 

k tIlO, llюга ј и сЈа ве usklaCle ва ипи t~ra~nj iЛt rE::senj ima Ll ol)lasti 

granicnog sloja gde је kh=O(l). U toj oblasti kada 
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т~= па takav nac1n да је т€=O(l). 1z (4.58)2,з 1 (4.54) ~lako 

dobiti medjugran1cnuvredriost koja је ustvar1 unutra§nj~ gran1-

cna vrednost spo1jasnj1h resenja i1i spo1jasnja gran1cna vrednost 

unutrasnj 111 reSenja. Prema tome, posto smo komp1e"tira1i unutrasnja 

resenja (4.58), mozemo da nadjemo spo1jasnje gran1cne vrednosti 

unutrasnj1h resenja па sledeci nacin 

U = u = А 
m u о 

v 
m 

IЛ 
m 

11m V 
u 

€~O 

m-rОО 

m€~kh 

11т W 
€-rО 
т~oo 

ш€~kh 

u 

(~ 
Css 

khA g2 
о 

СЬ 1 РЗ 
(g з 
Css 

е - skh АоёЗ. х , 

-с 2 ckl1l\ 
о с.1 

е 

pri Сети је (4.54) kori§ceno u (4.58) i gde је, 

(4.74) 

х , 

kao i ranije, 
2 2 

е=с Css-S С66. Dak1e umesto konturnih us10va (4.63)2,з' sag1asno 

princ1pu usk1adj1vanja, kor1st1cemo us10ve usk1adjivanja u obl1ku 

-khсU +W' = -khсU + W' = -khсА (d-e)/d, 
о о т m о 

-khsU +V' 
о о 

-kl1SU +V' 
ш In 

-khsАО(d+е)јd, za х=+l 
(4.75) 

gde su U 
о 

1 V =-sW јс opsta resenja spo1jasnjih d1ferenc1ja1n1h 
о о 

jednac1na (4.69) 1 (4.73). 1z (4.75), e11m1n:i.sanjempr01zvo1jne 

konstante А , dobijamo dodatne us10ve koje rooraju да zadovo1je 
о 

spo1jasnja resenja и obliku 

-khсеU + dW' = О, 
о о 

za х = + 1 , (4.76) 

1 " 
KOJl su, za antisimetr1cni mod, 1sti za х=l kao i za х=-l. Dak1e 

da bismo dobi1i вро1јаsпја resenja V i W тo~eтo да kor1stimo 
о о 

diferencijalne jednacine (4.69) i (4.73) i konturne uslove (4.70) i 

(4.76) а to је isto kao. jednac1ne (2.37)1' (2.40)1' (2.39)1 i (2.50), 

respektivno, koje smo irna1:i. u drugoj gIiivi и пееkstеп'z1ћlIllој teo

riji kada smo pretpostavi1i egzistenciju singularn:ih vlakana. 

Prema tome, ovo vodi до zak1jucka да pomeranja (2.58)1 koja su до

bijena и neekstenzibi1noj teoriji,mogu да se posmatraju samo kao 

spoljasnja resenja ekstenzibilne teorije i nisu uopste adekvatna 

za kh«l gde unutrasnja resenja postaju veoma znacajna. То је bio 
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caz10g §to зmо bi1i prinudjeni da pretpostavimo egzistenciju sin

~ularnih vlakana и neekstenzibi1noj teoriji. Uko1iko pomeranja 

(2.58), koja su dobijena и neekstenzbi1noj teoriji, oznacimo sa 

Ј , V i W опаа usk1adjena aproksimativna re§enja, koja va~e u s s s 
Sitavoj oblasti ta1asnih duzina, mочи da se napi§u па s1edeci 

1acin 

Ј = U + U - U + о (Е 2) 
U S m 

1 = V + V - V + о (Е 2 ) 
и s m (4.77) 

·Ј W + И W + О (Е 2 ) 
и С' m .;:> 

1 slicni izrazi mogu аа se napisu i za паропе koji su funkcija ро-

:1cranJa i fazТle brzine. Lako mo~e da se poka~e da unutrasnja, spo

_jasnja i uskladjena resenja mogu da se аоЫји iz tacnih resenja 

(3.25) trazenjem odgovarajucih granicnih vrednosti a1i deta1ji ovde 

lece biti prikazivani . 

. Чsk1аdјепо aproksimativno resenje fazne brzine moze аа se 

lobije па osnovu sledece relacije 

(4.78) 

Јае је, za pravac propagacije norma1an па јеапи od fami1ija v1akana, 

lnutrasnja fazna brzina V u data izrazom (4.60), spo1jasnja fazna 

)rzina v resenje disperzione jednacine neekstenzbilnog materija1a 
s 

(2.52) dok је usk1adjena fazna brzina v unutrasnja granicna vred
m 

lOSt spo1jasnjeg resenja koja је, prema (2.54), data izrazom 

JV
2 = lim pv 2 = а-е 2 ја = 4s 2 с 2 СSSСББјd, (4.79) 
m krp-o s 

)dnosno spo1jasnja granicna vrednost unutrasnjeg resenja (4.60) 

lёlt..a .i Zl.-a zоП1 

v - liш р v 2 

m u 
Е-"О 

In'+ OO 

пн:::+kh 

(4.80) 

)rema tome, sag1asno gornjim jednacinama, mozemo da pisemo 

2 - - 2 
(а-е jd)tanh mрз/m-рз+ О(Е ). (4.81) 

Na isti nacin,za proizvoljni pravac propagacije, u izrazu 

(4 .78) iгоаЛ10 ()'Ј 2 = сЈ, 
I S 

lоЬiјапю 

sаg1аsпо ~jec1nacini (2.19) f i 
? 

рч~ = d tako да 
ш 



pri ~eти је pv 2 dato jedna~inom (4.59). 
u 
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(4.82) 

Poredjenja (4.81) i (4.82) sa resenjima aproksimativne 

disperzione jedna~ine (3.91) I datih izrazima (3.92) i (3.99), koja 

је dobijena iz egzaktne disperzione jednacine jasno pokazuje са 

izrazi (4.81) i (4.82) vaze, do reda с 2 , u citavoj oblasti ta1asnih 

duzina to jest za kh koje moze са se kre6e od nu1e со beskona~no-
, . 

st~. Qvo opravdava zaklju~ak са i и mnogo komplikovanijim prob-

1emirna пюzеmо са resirno jednacine neekstenzipilnog materija1a i 

jedna~ine odgovaraju6eg ekstenzibi1nog rnaterija1a u aproksirnati

vnorn obliku, sa kh=rnE , sto 6е da nam йа spo1jasnja i unutrasnja 

resenja,respektivno,tako da procedurorn usk1adjivanja rnozerno са 

сосјеrnо со aproksimativnih resenja koja 6е vaziti u ~itavoj оЫа

sti talasnih duzina. 

, '. 
4.6. APROKSIMATIVNA RE§ENJA - SIMETRltNI мопОУI PROPAGACIJE 

,ОО 

U prethodnom ode1jku smo vide1i са neekstenzibilna resenja, 

соЫјепа u drugoj glavi, rnочи са se koriste kao spoljasnja resenja 

u teoriji granicnog sloja. Ista procedura kao u ode1jku 4.5 moze 

са se primeni za opravdavanje takvog prilaza i za simetricne 

modove propagacije. Izrazi za faznu brzinu neekstenzibi1nog mater

ija1a (2.25) pokazuju са ova postaje beskonacna kada kh tezi nu1i 

sto dovodi йо zaklju~ka са fazna brzina ima pre10m (епч1. cut-off) 

pr~ frekvenciji datoj izrazom (2.29) ispod koje talasi пе6е са se 

prostiru u neekstenzibilnoj plo~i. Qvo пат sugerira oprez pri raz

mаtrал.јu sirnetricnih modova propagacije. 1z jednacina kretanja ek

stenzibilnog materijala (4.2)2,з је o~ig1edno са kada pv 2 postane 

uporedivo Ба Ч2 i gз опйа izrazi (gz-pv 2
) i (gз-рv 2 ) postaju mali 

cak i kada razmatramo jako anizotropne materijale za koje va~i re

lacija (4.4). Ispitivanje dugih ta1as~, za koie је .kh veoma та!о, 

u odeljku 4.4. а posebno u odlejku 4.4.2. је pokazalo da, u toj 

oblasti talasnih duzina, fazna brzina (4.41), imaju6i u vidu 

(4.29), postaje О(1/с 2 ) i za с malo ali konacno ima konacnu 

vrednost. U granicnoj vrednosti neekstenzibilnosti, kada Е+О, [а

zna brzina, medjutim, te~i beskonacnosti. Qvo паIП sugerira аа 

, ., 
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ае rnozemo аа koristirno usk1adjeni аsiшрtоtski razvoj za dobijanje 

~е§епја koja Ы vaz~la u 6itavoj oblasti ta1asnih duzina jer Ь! 

nedjugrani6na vrednost fazne brzine v bila beskona~na. Dakle morarno m 
ја uporedimo resenja za duge talase, kada је k11«l, i srednje ta 

lase, kada је kh=O(l), u blizini pre10rnnih frekvencija i konstrui

semo resenja kornponovana оа unutrasnjih resenja, koja vaze ао pre

lornne frekvencije, i spo1ja§njih resenja, koja vaze od pre10rnne 

frekvencije. Unutrasnja resenja koja vaze pri frekvencijama nizirn , . 
~d prelornne frekvencije spoljasnjih resenja беrnо opet pretposta-

Jiti uz kоrisбепје relo.cije (4.43) to jest uz kh=mE. U odeljku 4.4. 

зrnо videli аа је, u ovoj oblasti talasnih duzina, fazna brzina 

сеаа 1/E 2
• Dakle ako uzmemo ао. је 

ј = khU = ШЕ6, pv 2 = ! p~2 + ро2 + О(Е 2 ), 
Е 2 

tada jedna~ine kretanjo. (4.5) posto.ju 

/. 

-
u \ 

'0 

-rn 2 sсЬ 1 V +c ss W"-m 2 (gз-РТ 2 )w =m 2 c 2 {cb 2 U' +sсыl+(gз-рv2)~v}<Ј 

J.ok konturni uslovi (4.3) imaju oblike 

CI1U' +SС12V+ССIЗW = О, 

- m 2. Е 2 С U +\'1' = 01 

za х = + 1. 

\ko forma1no napis~mo resenja ро stepenima Е u obliku 

со 

ј - 2:: 
1..1 6=0 

(4.83) 

(4.34) 

(4.85) 

(4.36) 

)паа u (4.84) i (4.85) rrюzеmо аа uроrеdјuјепю сl-аrюvе uz iste st.e-

Јепе оа Е 2 sto ааје, za clanove \.1Z 

L konturne us10ve 

о 
Е jednacine kretanja 

;llU'+SCl~V +CC1'W = о, W'=O V'=O, za х - + 1. 
о '-о ~O о F О 

(4.87) 

(4.88) 
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Jednacine kretanja (4.87)2,з daju opsta resenja oblika 

-
Vo=BQ;[;oshmp2X +возсоshmрзх , 

w 
о 

gde 

-2 - -2 
= СббР2-~g2-РV ) B02cOshmp2x 

scb 1 

su p~ i p~ resenja jednacine 

-" - -2 
+ Сббрз-(q2-РV ) 

scb 1 

. 

(4.89) 

Возсоs11mр х 
з 

(4.90) 

Kada primenimo konturne us10ve (4.88)2,з dobijamp jednacine 

- - - -
mРZВО2siпhmР2+mрзПозсоshmрз = О, 

Сбьр~-(g2.-рV2) - . - C66P~--(;2--I)V2) _ . _ (4.91) 
- _ mpZB02slnhmp2+ _" mРзВозSlпhmрз=О, 

scb 1 scb 1 

koje imaju netrivija1na resenja za ВО 2 i Л оз ako је zadovo1jena 

jednacina 

-2 -" 
С66 (рз-р2:) 

scb 1 

- -
siпhmР2siпhmрз= О. (4.92) 

Iz (4.90) -" -2 
је 1ako pokazati da је р~~рз ра, prema tome, postoje samo 

dve mogu6nosti za dobijanje netrivija1nih resenja jednacina (4.91) 
-

i to pl=O uz Во з=0 i1i рз=о uz Во 2=0. Dak1e postoje dve grane koje 

odgovaraju simetricnim modovima sa V i W u obliku 
о о 

V =8 о 2 , 
О 

i 

B02/scb l 

gde su pv~ i pv~ resenja jednacine 

i1i еksр1iсitпо 

-2 1 {- - - \ Г(- 2 2 2,2} 
РV21З='2 g2+gз+V 1 gз-gz) +4SC;Jl . 

Iz jednacina kretanja (4.87)1 i konturnih uslova 

1..Ј = f\... 
sinrПЧ1 х . Сi. 

оа оа 

с 1 1 Ь 1 . ________ _ v 
оа Сl З (-g2-рv2)-s2с12ыl 

о'. -

sA cos ШЧ1 ' 
Оо. - СI. 

:!:А cosmQ1f'J 
с; Оех u. 

(4.93) 

(4.94) 

(4.95) 

(4.96) 

(4 . 88) 1 do Ы ј а шо 
".' "" . ',.-

(4.97) 

, 
" -, 
~ , 
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чае su qZ =p:;'Z /С11 а 0.=2,3 odgovara rеgеп]'irгa. fazne brzine 
10. а (4.96) • 

Resenja (4.96) su ista kao dominantni de10vi izraza (4 • 29), ko ј i 

su dobijeni za fazne brzine dugih ta1asa, ako primenimo (4.4). 

Ana1iza c1anova viseg reda и (4.84) i (4.35) се да proizvede с1а

nove viseg reda fazn1h brz1na (4.29) 11i tacnije (4.41), a1i deta

lji nece biti dati ovde zbog veoma dugih izraza. Prema tome, ako 

и izrazu (4.97)' umesto nadvuceni11 vеliсiпа llpotrebimo rea1ne ve1i

c1ne i fazne brzine date izraz1ma (4.29) 111 (4.41) mozemo d'a р1-

sепю 

v = 
ua 

с 1 З 

sin 
=kh[A 

оо. 

Z 2 
Сlз(g2~РV )-s C12bl . а 

+0 (Е: 2 ) Ј 

(4.98) 

1 
-А coskhQl +0(Е: 2 ) 
С оо. et 

, 

gde 5и Ч{а= PV~/C11' Resenja (4.97) i1i (4.98) vaze do pre10mne 

frekvenc1je spoljasnj1h (neekstenzibilnih) resenja kada khQla pos

taJ'e "J'ednako п/2 odakle sledi da Ј'е V, = о i W, = О i и tOJ' tacki 
. lCt la 

unutrasnja resenja pre1aze u spo1jasnja resenja. Ovaj pre1az 5е 

desava pr1 ta1asnim du~1nama pr1 koj1ma imamo preseke deperz10n1h 

krivih spoljasnjih i unutrasnjih resenja to jest u presecnim tacka-

та kriv1h (4.29) 11! (4.41) sa (2.28). Dа bismo u5k1adi1i роmе-

ranja (4.98) 5а (2.26) moramo да stavimo А /ч = в и pre5ecnim 
Ои . 1с'{ о 

tackama disperzionih krivih koje 5е jav1jaj~ pri ta1a5nim duzinama 

pri kojima 5po1jasnja resenja imaju рrе10rппе frеkvепсiјс, 

kl1 . Dakle aproksimativno rеsеПЈ'е fazne brzine, za simetricne 
си 

П10dО'Је propagac.i ј е f пюz е da зе pise II obl.iku 

pV' = 
ех 

L'- (Cl2-'()VZ ) (9 з-(у/ ) -52 с 2 ь тЈ ;> 
1. :Ј 'оа . оа 

pv2 {l-- -k 2 r1 2 -----------} ,кl1<УЈ! 
оо. 3 2 [' 2 2 - 2 ;> r "2 2. - 2 cet. 

S_CI2. (gз-рvоа)-с Сl зыlJ +-С. LCl З (g2-P'V
OO

» -ЗСI2Ь 1 ј 

kh>kfl 
са 

(4.99) 

gde 5и pv 2 resenja jednacine (4.29). Pomeranja 5и data izrazima 
OCt 

(4 . 9 8 ) z а k 11 < k 11 i i z r а z i та ( 2 . 2 6 ) z а k 11> k )-1 
са си. 

Када је pravac propagacije norma1an па једпој od fаШl

lija v1akana tada је niza fazna brzina 0(1) odakle sledi da је 
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pv~=o ра iz (4.29) uz koriscenje (4.4) i (4.71) dobijarno 

(4.100) 

sto је isti izraz kao sto је dobijen u neekstenzibi1noj teoriji 

za kh~o koji је dat jednacinorn (2.64). Dak1e disperziona re1acija 

(2.53) vaii u citavoj oblasti ta1asnih duiina za rnod koji~govara 

rnапјој faznoj brzini sa pomeranjima datim sa (2.72) i naponima da

tim sa (2.73). Vektor pomeranja је norrnalan па drugu familiju vla

kana. Veca fazna brzina pv~ је! u ovom slucaju О(1/Е 2 ) i пјеп ар

roksirnativni izraz је dat sa (4.99). 

\ . 
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• NUMERICKI REZULTATI 

.1. u v о D 

Materijal oja~an dvema familijama vlakana mo~e йа se za-

1s11 kao materija1 naprav1jen оа proizvo1jnog broja s10jeva оја

anih jednom familijom vlakana, zaokrenutih naizmeni~no za uglo-

е +ф i -ф u odnosu па 1inije sirnetrije, koji su perfektno spo

eni medjusobno. Prema tome uko11ko ugao izmedju dve fami1ije 

.ezi nuli elasticne osobine rnaterijala Ы treba10 da Ьийи iste 

:ао za ~aterija1e ојасапе jednorn fami1ijom v1akana. E1asticne ko

lstante za ugljena v1akna - epoksi smo1a kompozite, koji su mode

.irani kao kont1nuum ојасап jednom familijom vlakana, su merene 

Id strane Markham-a (1970) i prema tim podacima konstante date u 

:1.36) irnaju slede6e vrednosti 

t -

<) -2 
5,65.10 Nm , 

-1,28.10 9 Nm-; 

9··~-2 .. '3-2 
1.1 Т = 2 I 4 6 • 1 О f:ffiI , 1.1 L = 5, 6 6 . 1 О Nm 

9 -2 
8=220,9.10 Nm . (5. 1) 

... 
~a materija1 ојасап dvema fami1ijama v1akana konstitutivna јейпа-

Sina је data izrazom (1.47). Ako se оЬе fami1ije v1akana pok1apa-

ј и, to jest ako је а.=Ь., опйа iz jednacine (1.47) йоЫјаmо 
1. 1. 

(5 • 2) 

u ode1jku 3.3. Бmо vide1i da za jako anizotropne materija1e moze

то da usvojirno У2=УЗ=У5=УБ=0 bez gubljenja ~a1nih informacija u 

granicnom procesu. Dak1e poredjenje (5.2) Ба (1,36) uz kori§6e-

пје (5.1) i gornjih pretpostavi тo~e da nas dovede йо e1asticnih 

konstanti, koje mogu йа зе koriste za materija1e u kojima је epoksi 

smo1a ојасапа dvema fami1ijama ugljenih vlakana, sa slede6im vre-

dnostima 

. 5 6" г 10'3 Nm Л == I -). - • 

Nm 

-2 

., - .. 
-2 

fl=2,46.10 9 Nm , 

r 

'1,+=-1,28.109 

(5. 3) 

'. . ' _ ' .' .,' (" .. ', .о' " ., . 
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Qve konstante su kori§cene и (1.56) za izra~unavanje с .. za eks-
1) 

tenzibi1ne materija1e pri ~emи је o~ig1edno da konstanta Yl moze 

da se smatra ve1ikom и odnosu па osta1e. Ako Ы v1akna posta1a 

ja~a onda bi i konstanta Уl posta1a veca tako da Ь! za neekste

nzibi1ni materija1 tezi1a beskona6nosti pri ~eти Ы osta1e kons

tante os·t.a1e nepromenjene. Prema tome ove kOIlstante takodje moze

то da koristimo za. mode1iranje idea1nog v1aknima oja~anog materi

ја1а kod koga su obe'fami1ije v1akana neekstenzibi1ne. Dak1e, ako 

uvrstimo (5.3) и (1.58) dobicerno konstante а .. za materiia1 sa пе-
1] -

ekstenzibi1nim v1aknima. Kori§6enjem vrednosti (5.3) и (1.56) i 

(1.58) do1azimo до sledecih izraza 

с 1 1 == а 1 1 10,57, 

с 1 2 a12 == 5,65 + 1,28 СОS2фsiп 2 ф, 

с 1 З = а 1 з == 5,65-1,28 СОS2фсоs 2 ф, 

<3.22 10,57 +4(0/64 соs2ф+3(2) siп 2 ф, .. 
С22 а 22 + 220,9 Siп 4 ф, 

а23 5,65 - 1/28 соs 2 2ф, (5.4) 

С2З а2З + 220,9 Siп 2 фСОБ 2 ф, 

а з з 10,57 + 4(-0,64 соs2ф +3,2) соs 2 ф , 

С 3.З -- а з з +220,9 соs 4 ф, 

а44 5,66, с 4 '+ 5,66 + 220,9 Siп 2 фсоs 2 ф, 

CS5 а:; 5 = 2,46 + 3,2 2 cos ф, 

С" б = аб6 2,46 + 3 ') r L. siп 2 ф I 

pri сети 
-2 

su sve konstante date и jedinicama СРа ~ 109 Nm . Na 
;1 

slici 5.1 је prikazana promena veli~ina а .. sa promenom po1uug1a 
1Ј 

izrnedju dveju fami1ija v1akana Ф и gгс:шј_саШd od 00 до 900. 
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Poredjenja konstanata С22 i сзз за а22 1 азз,rеsреkt1-

тпо, su data па s1ici 5.2 •. S1ika 5.3. prikazuje poredjenje konsta-

1te с з з за азз pr1 promeni ич1а ф dok s1ika 5.4. pr1kazuje pore-, 
јјепје konstante С ч 4 за al.4 pr1 promen1 ич1а ф. Mo~emo да zapa

l1mo jaku zav1snost e1ast1tn1h konstanata С22, С23, сзз 1 С 4 4 

)д dominante konstante Yl 

71akana. 

kao 1 од ич1а izmedju dveju fami11ja 

Ua Ыsпю clobi11 resenja 1z јес1па(~1I1а kretanja (3.2) i 

~onturnih uslova (3.3) za raz1i6ite uglove propagacije i razli6ite 

~g1ove izmedju vlakana bilo је пеорћодпо resiti ih пшпеri~ki. Nu

neritki rezultati зи dobijeni па dva razli6ita na6ina. 

Prvi na6in Ыо је сЈа za dati ugao izmedju dveju famili

ја vlakana izra6unamo e1asti6ne konstante iz (5.4) ра опда да za 

зресifiсirапi pravac propagacije 1 specific1ranu faznu brzinu 1z

~a6иnamo v~ednost1 1z izraza (3.7) i koef1cijente kubne jednatine 
2 

:ю р date sa (З.~). Potom зmо koristi11 NЛG podprogram па Not-

::.inghan',-'skom univerzi.tetu za nalazenje Пl.l1а роliпошiјаlп1h јеапа-

5ina sto nafu је omogu6ilo да падјето vrednosti р2 (а=1,2,3). Када 
ех 

зu vrednost1 P~ odredjene lako је 

~aza (3.12) tako da u disperzionim 

ra6unati 1\1 , 
о, 

јеdнас:LпаШ<:l 

]\Ј i L 1z iz-
а СЈ. 

(3.16), za antisi-

netri611i шоd, i (3.1'!), za simetJ:-.i.i'';пе Г:ЮUСУV(;, o~.;taje samo kћ kao 

)Ј:~ОI\lелl. ј i va. Р:r..-еша tOIТle (ја Ы ве па s 1а \'гс(]поst k 1-1 za fllпdаrнеп-

:::,аlлс moao\r(~ Ы10 је potrel.:JI10 ПСЈ,6i па:iНiiJ.нје Ч1-,:хЈЈ10:::;ti kl1 koje za

lovo1ja'Jajll disрегziопе jec1naC:>:it.ne. Na tcl~ паi:;iп sпю napravi1i t:.a

JelLl p'-:-IГО'Јd Vl.-сL1поозti kll 1 '0,7 iz koje SЈiЮ 1(0(,11! (Ја пасгtаню disper

~iопс kгil.те ГUГ1сlаПЈелt~аlпill шос.10vа. Sac1a sпо II stапјu cla za З'Јакн 

ЈгссЈпоst kl'j I-аС;llлаr:Ј() газрогед ~)ОЛlегапја ро dе)јl:јiпi plo~erkoris--

raspored napona,koriste6i jednacine (3.29). 

)rugi op~tiji па6iп Ыо је да re~imo sistem diferencijalnih јед-

1a6i.na (3.2) podvrgn1.1t konturnim us1ovi~a (3.3) numeri6kom inte-

;racijom. иа lJismo 't,o u6iпili opet snю korist:.i1i илс poClproCjram 

1 Nоttiпghаш-skоm га~ипзкот centru кој! је Јтао mog1.16nost да vr~i 

lшnег:U::k1..Ј. illtegraci:j 1.1 sist;СIПа. 0(1 11 tlifc;T'"mcija1Ilill јеdпасiла РГ-ЈО9 

:"еда kor.i ~j сјеп ј ет L~uл.,:=! е- к 1..1 t. ta ,,- T,1el~ sОП--Оl.rе IC1ctocle. Р rсrпаtоше, tre

)alo је adaI)tirati sistcm diferencijalnih jednacina (3.2) uvodje-
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пјеm novih funkcija R,S i Т koje Би predstav1ja1e prve izvode 

'funkcija U, V i W,po novoj promen1jivoj X~kXl, respektivno. Оа

k1e sistem diferencija1nih jedna~ina (3.2) Бада је napisan па 

s1edeci na~in 

и' R, v' =s , w' = Т, 

(5 • 5) 

pri ~emи prim ozna~ava izvod ро х. Problem је u su~tini problem 

sopstvenih vrednosti u smis1u да је potrebno да se odredi опа Еа

zna brzina v, која odgovara zadatoj vr~dnosti Кћ, za koju 6е па

poni да isceznu па konturama. Opet Бmо ovaj problem re§i1i ро1и

inverznom metodom. Uak1e za odredjeni ugao izmedju dveju fami1ija 

v1akana i оdrеdјепi }Jravac p.ropagacije sped.ificirali sпю vrednost 

fazne brzine v i integra1i1i sistem diferencija1nih jedna~ina (5.5) 

za tri linearno nezavisna po6etna us1ova. Pri tome Бmо па svakont ... 
koraku integracije testira1i паропе 011, (}lЗ i0 1 2 dok nismo па-

.51i vrednos·t Х = Кll za koju S1.1 konturni us10vi zadovo1jeni. Qvo 
9 

testiranje је sprovodjeno па s1ede6i na~in. Pr1 svakom koraku inte-

gracije пюzеmо йа pisemo 

з .3 
-, 

(о, ) (ех ) ..:. 
(ех ) 

01 1= 2~ л о 1- 1 , О 1 З >= ,А, 0',01 З 101 ;> ~= 2 .. Ј, ех О12 
ех=l 

ех 
сх=l (1.=1 

(.5.6) 

pri 6еmи a~1/2,J odgovaraju naponima dоЫјепiПI 1z tri 1inearno 

neZaViSl1Cl startna tl:зl()'vа, koji IП.осJt.1 да Бе lJiraju tako да доЬЈјето 

sirn,:~t:гiсле .ili allt":.i~,iEtetricne rпосl0vе dok Б\Ј .\ 
СI., 

пеоdгеdјеп1 Кое-

(').б) је осiq1есЈпо 

cla "'.а роst~о~јапје пеtгivi:iаlлil1 па kontu:r- i х 

9 
тога да IJude zadovoljena slede6a јеdпа~iпз 

-.t 1 ( ] \ ( 1 ) ~ ( ) \ I 
(1 1 1 ,; Ј 3 о' 1 2 

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) О ( г 7) _.- . :> • 
(Xl 1 {ј 

1 З СЈ 1 2 

( З ) ( Ј ) ( з ) 
о t 1 С ј 

., а 1 2 " 

ј:> 
[, 
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rematorne, када је :јеdпасiпа (5.7) zaClo\/o1.-јепа dobijamo vrednost 

h која odgovara specificiranoj vrednosti [azne Lrzine v. Na 

ај nacin smo u mogu6nosti да napravimo tabe1u parova vrednosti 

aznih brziria v i vrednosti кћ i да nacrtamo disperzione krive. 

а Ы10 кој i раг vrcdnosti v i 1\.11 rnozemo cla оdr'еdiпю vrednosti 

до па јес1пи proiz',roljnu kO!1stantu i onda da izracunamo vred
а 

osti роmегапја i паропа па svakom koraku integracije to jest 

romene ovih ро deL1jihi ploce. 

Ukra t.ko sпю <Jal i rez iЛlе osnovnil1 koraka llwпег ic~ke pro

edure dok su lis'l::.il1~(;i prog.rarna sistешаti7.0vапi i lako !л-ilаgоd

jivi i za drugaciju geometriju. Poredjenje rezultata doЫjenih 

~ri~6enjem ova dva razlicita programa даје odlicno slaganje i re

_lli::.ati se пюС]t.t cJoljitj. sa tacnos6u који Л1i !)1~орiiјепю. 

Ыаdјеп је \'eliki lH'oj dispeJ.:-ziопih kl'ivil1 каЈсо za sime

::-icne tako i za antisimetricne rпоdоvе prop.:;Hjacije za razl:j..ci te 
• '0 

]1ove ј,zшеdјu fаrпiliја vlаkdпа ј. raz1icite pravce propagacije. 

ikodje su доЫјепа pomeranja i пароп! као funkcije polozaja ро 

::йјiпi рl0се za veliki ћтој J~azlicitill t.alasnil1 duzina. SVi. ге

lltati Би prikupljen.i za allalizu а леk:i. од ll:iHl с:е 1Jiti pr'ikaza-

~ 1.1 slеде6irn оdеlјс.i.Шi"l i })iti uрогедјiVC:lпi :jiJ. ргсдlоzспiЛl aprok-

_ша ti 'Jllim геsспј iJlla. 

2. fiNTISII'iETRI(NI fЮDОVI PROPAGACIJE 

sню i.:ipican Llc:;aoizmcclju rJvejL1 fСl1лili"ј.-o:t vJ.Elkana 2ф да JJude oci--

ЈзО12'3lJ". 

slici 5.5. Ovde trcba zapaziti da је па ordinati dat odnos 

adrata fazne brzinc'i kvadrata talasne brzine smicanja d/p. 

iglес1rю za bilo koji 1~:ca\/ac ргорг.9зсiје fazna b.rzima imavred'·' 

st. jc:dnakl.1 пн1i Кайа kl~'+·() i ољlа vеоша 1H'zo r'aste за рогаst.Оrп 

dok пе dо~tiчпе odredjene vrednosti kaua Бе taj porast znatno 
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81.5.5. Disperzio.ne krive antisimetricnih modova propagac1Je 
pri sin 2 ф=о,3 i ug10vimё1 propagacije datih kao: 
(1) sin 2 a=O,1; (2) sin 2 а=О,з; (3) sin 2 a= 0,5; 
(4) sin 2 a=O,7; (5) sin 2 a=O,9. 

usporava tezeci asimptotski granicnoj vrednosti kada kh~=. Vec 

Бто vide1i da је granicna vrednost kratkih ta1asa, kada kh ~, 

Ray1eig-eva ta1asna brzina. Ray1eigh-eva ta1asna brzina је data 

jednacinom {3.55) i1i (3.56) а и Б1исаји jako anizotropnih mate-
'" rija1a jednacinama (3.97) i1i (3.99) koje jasno pokazuju da је 

оnа veoma blizu ta1asne brzine smicanja ~,k~ja је ista kao i 

brzina propagacije cisto transverza1nih ta1asa u beskonacnom 

prostoru data jednacinom (3.154)1. Dak1e do reda Е 2 nismo ustanju 

da razlikujemo ove dve brzine Беm и slucaju kada је pravac pro-

pagacije normalan па jednu od familija vlakana jer Би tada domina

ntne konstante u takvim "odnosima da p~ и (3.83) postaje veliclna 

0(1) umesto 0(1/Е 2 ) sto, и granicnom Б1исаји, vodi do zak1jucka 

da desna strana aproksimativne disperzione jednacine (3.91) nije 

velicina О(Е) vec 0(1). Ovo је raz10g zasto neekstenzibi1na te

orija predvidja Ray1eigh-evu ta1asnu brzinu Бато za taj poseban 

pravac datu jednacinorn (2.57). Na s1ici 5.6. је prikazan odnos 

kvadrata Ray1eigh-eve talasne brzine i brzine ta1asa smicanja za 
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0,98 

sin 2 Ф - 0,3 
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S1.5.G. Ray1eigh-eva ta1asna brzina za raz1icito 
Е: 2 : (1) Е: 2 =0 1 0128 ; ( 2 ) с 2 =0 1 оо G 3 i 
( 3 ) Е 2 =0 I оо 32 ; (4) Е 2 ->-СО 
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raz1icite ug10ve propagacije а i raz1icite materija1e koji su ve

§tacki naprav1jeni оа ugljena v1akna - epoksi smola kompozita 

sa pretpostav~om аа v1akna postaju sve јаса i јаса. Treba паро-
. 

menuti аа se mali materija1ni parametar Ыа90 raz1ikuje pri raz-

1icitiтn pravcima propagacije cak i ~"a isti materijal. Ovo је t.a-

ko zbog nacina definisanja ma10g parametra (3.7}) Jer velicina d 

.' se mеl1ја sa иglоПl propagacije. Na- slici 5.G. RауlеiL.~ll-еVа t_alasna 

brzina је racunata iz egzaktne jedl1acine (3.55) za ичао izmedju 

dveju familija vlakana 2ф datim sa siп 2 ф =0,3 pri сети se Е 2 

odnosina pravac propagacije normalan па јеапи оа fаIпiliја vlaka

на. Оа Ь! sпю prikazali promel1U Rayleigll-eve tаlаsле Ьrziпе pri 

p~omeni pravca propagacije а i ропа~апје re~enja kada materijal 
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r1akana postaje јас! па s1ici 5.6. sпю nacrta1i krive (1), (2) i 

:3} koje odgovaraju materija1ima sa pet, deset i dvadeset puta 

lacim v1aknima u odnosu па origina1ni materija1, cije su e1as

:icne konstante date sa (5.3), tako да Е 2 ima vrednost 0,0128, 

),0063 i 0,0032 respektivno. Tacka oznacena sa (4) odgovara 

<ay1eigh-evoj talasnoj brzini koja moze da se dobije neekstenzi

)ilnom teorijom i ima vrednost~2/d = 0,9969 и pravcu propagaci

је koji је norma1an па jednu од familija vlakana. Ocig1edno ods

:upanja kvadrata Rayleigh-evih ta1asnih brzina od kvadrata talas

lih brzina smicanja d/p su reda Е 2 za bilo koji pravac propagacije 

;еm kada је ovaj и oko1ini ugla а=П/2-ф Lako да mozemo da zak1ju

::imo da је resenje pri jakoj anizotropiji do'reda <::2 neprepoznat

Ljivo u odnosu па д/р za bilo koji pravac propagacije sem kada 

је ovaj и oko1ini norma1e па jednu od fami1ija v1akana kada vred-

10st nag10 pada nanize tako da se и granicnoj vrednosti neeksten

~ibilnosti ponasa kao diskontinua1ni skok. S1ika 5.7. pokazuje 
\ 

Jromenu odnosa kvadrata '~ayleigh-eve talasne brzine i d/p, za 

-" 

.О' 

fv2 

d 
------- EGZAKTNO 

1,0 ---- APROI<SIMATIVNO 

0,99 

---
0,98 

097 
Ј 

0,96' 

095 
I 

--~----+I----+----+----~----~--~------

ю 20 за 1.0 50 БО 70 80 

S1.5.7 Ray1eigh-eva talasna. brzina pri 
ф=зз О 12'39" 

ugljena vlakna - epoksi smola kompozit cije su elasticne konstan

te date u (5.3) а ugao izmedju vlakana sa siп 2 ф=о,3, pri promeni 

pravca propagacije. Рипе linije se одпове па egzaktno resenje, 

jednacina (3.~5), dok se isprekidane linij~ 6ЈПОБе nil aproksimati

vno ~esenje dato sa (3.99). 
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U cetvrtoj glavi, odeljak 4.5, Би predlozena uskla

ајепа aproksimativna re§enja za fazne brzine i data su izrazom 

(4.7Щ. Pokazano је аа је za proizvoljni pravac propagacije apro

ksimativno rе§епје fazne brzine ekvivalentno ипutrа§пјеm re§enju, 

dok је za pravac propagacije koji је nor~~lan па јеапи od famili

ја vlakana aproksimativno re§enje kombinacija untltrasnjeg i БРО

lјаsпјеg (neekstenzibilnog) re§enja. Na slici 5.8 је prikazano 

~юrеdјепје aproksimativnog resenja (4.82), koje је ustvari dato 

izrazom (4.59), Ба egzaktnim resenjem аа ы se ilustrovalo koli-

ko је slaganje dobro. Ova slika se оdпоsi па siп 2 ф=о,З i s2~sin2a=O,1 

1,0 --------------_.~-----_ .. _. __ ... _--------_._ .. 

0,9 

0,8 

0,7 

О,б 

0,5 

О,!. 

0,3 

0,2 

0,1 

Sl.5.8 

\ 
'0 

... 

---- EGZAKTNO 

х APROKSIMATIVNO 

-~-_.-+---~--+---_ ... -_.~ 

2 ] !. 5 б 7 8 ') 10 

Disperzionc krivc za ? 
siп·ф::=О,Ј 

.. 

15 kh 

i pokazuje koliko је aproksimativno resenje аоьуо u ~irokom opse

ч1..1 talasn iJ-1 duZina. Ovakva prcei znost. <J.proksima t~i vпоg resen ј а 

moze аа se pokaze za bilo koji drugi pravae propagacije. Dа ЫБmо 

prikazali proceduru uskladjivanja kada i spoljasnje i unutrasnje 

resenje imaju disperzioni karakter prikazali Бто па slici 5.9 slu

сај kada је pravac propagacije normalan па jcdnu od familija vla

kana to jest slucaj kada је siп 2 ф=о,з i s2~sin2a=O,7. Opet је 

slaganje арrоksimаtivпоg resenja sa egzaktnim tako dobro аа Бе 

disperzione krive prakticno теајиБОЬПО pqklapaju. 
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Sl.5.9. Procedura usk1adjivanja disperzionih 
krivih za siп 2 ф=0,з i S2= 0,7 

Kada se dobiju disperzione krive,za zadati ugao izmedju 

dveju fami1ija v1akana i zadati ugao propagacijc,onda је vr10 1а

ko dobiti distribuciju рошеrапја (3.25), i1i u арrоksimаtivпоПl 

obliku (4.77), i паропа (3.29) ро debljini plote gde figuri§e 

вато јеапа proizvo1jna konstanta. Na slici 5.10 је prikazana dis-
;r. 

tribucija pomeranja ро debliini p10te za specificirani po1uugao 

izmedju dveju fami1ija v1akana Ф=зз О 12'З9" (5iп 2 ф=о,з) i 5peci

fiсi:гапi ичао propagacije 0.=18026'6" (5 2 =зiп 2 (1=:О,1). blwnericki 
. 

rezu1tati cgzaktnih re~enja za pomeranja Sti prikazani па slici 

.. 

5.10 za tri razli6ite ta1asne du~ine. Sva pomoranja ви data и ta

kvoj razrneri аа је zadovo1jena rc1acija U=l па konturi plote. Tre

Ьа za'pazit'i аа је za mа1е vrednosti: k11 (krive (1) )" pOrri~'r'anje- ·,И 

skoro konstantho, dok su pomeranja V i W skoro linearno zаvisпа 

оа koordinate'xl koja ide ро debljini p1ote. Za mа1е ta1asne аи

~ine (krive (3) vidi ве аа ропа~апје re~enja pokazuje оsоЫпе 

роvr'§iпskih talasa оаnoвпо pomeranja В\l kопаtна J)lizLl konture 



126. 

~I _-----~ 
1,00 _--..;;..-----, -'. - • ~ 

-----
, .~ 

/ u 

0,95 / 

~./' 

./ 
0,90 ./ 

0,89 ~ 
0,88 - / 

0,87 ~ 
0,86 . ___ . ___ 

О8Ј 

0,20 

0,10 

0,05· 

0,o" 
0,03 

0,02 

0,01 

О 

--0,01 

( 1 ) 

(2 ) 

( 3 ) 

L----jf---·I·----I-----+_ 

0,1 0,2 0,3 О," 
·-+-1 --+-.----I-.~---+.--t_-

ОЈ5 0,6 О) 0.8 0,9 1Ј О 

w 

Sl.5.10. Distribucija pomeranja па јеапој polovini 
debljine р1о6е za razli~ite talasne du~ine 

. za Siн 2 ф=о,3 i siT1 2a=O,1. (1) kh=O,11034, 
pv2jc1=Or1; (~) 1~=O,96858,fJv2/d=Ot8; 
(3) k11=4,24404, рч"јсЈ о·'" (),'JS,. 
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l onda naglo opadaju па vrlo male vrednosti da1je od konture 

:1obodne od паропа. Za ovaj pravac propagacije neekstenzibi1na 

:eorija predvidja U=A, V=W=O za sve talasne duzine. Vide1i smo, 

ledjutim, da neekstenzibi1na resenja precstav1jaju samo spo1jas

Lja resenja u kompozitnim resenjima (4.77) takb da moramo da uz

lerno и obzir i unutrasnja resenja koja su data sa (4.58) i (4.51). 

r ovom slu~aju је Е 2 =0,08279, sto је re1ativno veliko,a1i је sla

'апје aproksimativnih resenja (4.77) za pomeranja sa egzaktnim 

'esenjima izuzetno dobro. Poredjenje aproksimativnih resenja 

4.777 ва egzaktnim resenjima (3.25) za pomeranja V i W, prikaza

lih s1ikom 5.10, је dato па s1ikama 5.11 i 5.12. S1ika 5.11 pri

:azuje distribuciju pomeranja V/A ро debljini p1o~e dok slika 

, 
, " 

... 

У/А 

0,05 

О,О!. 

0,03 

0,02 

0,01 

---- EGZAKTNO 

----- APROKSIMATIVNO 
2 

з 

_ 0,0 ~ r=:;;';"-=============::=::=,>=~~/Ix;.ih 
~--~I----~---~----~---+----+I----+-----I----~---

0,1 0.5 0,6 0,7 0,8 10 , 

S1.5.11 Distribucija pomera~ja V/A za siп 2 ф=о,з 
i S2 =0,1 pri raznim ta1asnim duzinama: 
( 1 ) k h =0 , о 11 03 4; ( 2 ) k h = О , 9 6 8 5 8 ; 
(3) kh = 4,24404. 

,.12. prikazuje distribuciju pomeranja W/A ро debljini p1o~e za 

:iп 2 ф =0,3 i S2 =0,1 i vrednosti kh koje iznose 0,11034,0,96858 

4,24404. u svim ovim slu~ajevima proizvoljna konstanta је iza

'rana да; ispunj?va џslоv U=A=1. PUl1im l.i,пiјаmа su predstav1jfiOЧ"la.'.l 

~gzaktna resenja dok su aproksimativna resenja, ra~unata prema 

edna~inama (4.77), data isprekidanim 1inijama. Ovakvo s1aganje 

.zmedju pomeranja dobijenih egzaktno i aproksimativno mogu da 

:е pokazu i za druge ug10ve izmedju dveju familija vlakana i druae 

'ravce propagacije ali zbog delQkruga poglavlja to пе6е biti pri

:а zano ovde. 

,,' 
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S1.5.12 Ditribucija pomeranja W/A za siп 2 ф=0,з 
i s2=0,1 pri raznim ta1asnim duianama: 
(1) kh=O,Ol1034; (2) kh=O,96858; 
(3) kh=4,24404. 
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Distribucija паропа ро debljini p1o~e, ~ija su egzakt

па re~enja data јеdла~iпаmа (3.29), је data па s1ikama 5.13 до 

5.18 pri ~emи smo opet izabra1i tipi~an ичао i~medju dveju fami

lija v1akana dat izrazom siп 2 ф=о,з i tipi~an ичао propagacije 

dat izrazorn s2=O,l. Zbog uporedjenja izaLrali smo iste ta1[tsne 

duzine kao ~to вшо izabra1i za роmеrапја па slici 5.10. Naponi 

ви ozna~eni sa crtom iznad oznake (а .. ) jer ви па slikama 5.13 до 
lJ 

5.18 prikazane zavisnosti парола od koordinate Xl §to zna~i да 

su stvarni naponi (з.29)1,2,з,4 podeljeni ва kA соsф dok ви 

naponi (з.29)5,6 podeljeni за kЛ siпф. Naponi пз drugoj polovini 
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51.5.13 Naponi Gll za raz1icite ta1asne duzine: 

(1) kh=O,11034; (2) kl1=0,96858; (3) kh=4,24404 .. 

0,1 

O~--------------------------

х , 1h 

- ----------1-----

-0,5+ . 
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"3 
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-1,0 -~ ___ 

-1,1 ----

-1,2IL-_~__+--___+----+___--__t__--I-.---+__--- t . ___ ___+__-

0,1 0.2 0,3 0/. 0,5 0,6 0,7 О,В 0,9 1,0 

S1.5.14 Naponi а12 za razli~ita ta1asne du~ine: 
(1) kh=O, 11034 -; (2) Јс11=0,96858; (3) krl=4, 24404 
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81.5.15 Naponi 013 za raz1i6ite ta1asne duiine: 
(1) kll=O, 11034; (2) kll=O,96858; (3) kh=4,244б4 

10 

9 

в 

7 

3 

2 
2 

3 

0;1 0,2 О, З ОЈ. 

51.5.16. Naponi 022 za razli6ite ta1asne dui~ne: 
(1) k1-1=-оО 111,034; (2) k1.=0, 9 БВ 5::,; (3) kll=4 , 2440'1 
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S1.5.17 Naponi а2З za raz1icite ta1asne duzine: 
(1) kh=O,11034; (2) kl1=O,96358; (3) kh=4,24404 
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0,1 0,2 0,3 О,, 0,5 0,6 0,7 О,В q9 1,0 

S1.5.18 Naponi Озз za raz1icite ta1asne duzine: 
(1) kh=O,11034; (2) kh=O,96358; 1(3) kh=4,24404 
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р1о6е nisu prikazani jer 1ako точи da se izvedu sa s1ika 5.13 do 

5.18 koris6enjem 6injenice da su аll, а22, Озз i G2З neparne 

funkcije od Хl dok su 01З i 012 parne funkcije od Xl za anti

simetri6ne deformacije. 

5.3. SIMETRICNI MODOVI PROPAGACIJE 

Pri razmatranju simetricnih modova propagacije Бmо vi

de1i da pri granicnoj vrednosti dugih ta1asa, kada kh~o, mogu ја

БПО да Бе иосе dve raz1icite ta1asne brzine sag1asno jednacini 

(3.58) koja тo~e pogodnije da Бе napise u obliku (3.61). Re~enja 

jednacine (3.61) Би data Ба (3.63) od kojih jedno odgovara kvazi-

10ngitudinalnim ta1asima а drugo kvazitransverza1nim ta1asima. 

Ekviva1entni izrazi зи доЫјеп! и cetvrtoj g1avi, ode1jak 4.4, 

kao resenja najnizeg reda za fazne brzine gde је od pocetka pret

postav1jeno da зе radi о veoma dugim ta1asima. Resenja (3.63), 

za zadati ugao iZlпеdји dv~ju fami1ija v1akana, Би jako zavisna od 

pravca propagacije. crtanjem funkcija h 2 (Б2) i h з ( з2) mozemo vr10 

1ako da konstruisemo krive koje reprezentuju fazne brzine za оЬа 

fundamenta1na moda za veoma duge ta1ase. Dak1e ako nacrtamo h 2 i h з 

mo~emo lako da nacrtamo srednju liniju izmedju njih ра ovoj da do

дато i oduzmemo istu vrednost, pri specificiranom pravcu propaga

cije, koja predstavlja polovinu vrednosti 8 date за (3.67). Ыа taj 

nacin dobijamo linije koje predstav1jaju vecu i тапји brzinu ЬеБ

kona6no dugih ta1asa. Na slici 5.19 је prikazana takva konstrukcija 

za materija1 оја6ап jednom familijom v1akana to jest kada је ugao 

izmedju dveju fami1ija v1akana jednak nu1i. Qve krive па s1ici 

S.19 зи nacrtane kao funkcije ugla а i predstavljaju konture 

faznih brzina kada krl~o odak1e зе jasno vidi da је maksima1no 

odstupanje faznih brzina od srednje 1inije kada se ta1as prostire 

duz v1kana а miпimа1по kada Бе ta1as prostire norma1no па v1akna. 

Orugim recima uticaj jakih v1akana је, naravno, najve6i pri pro

pagaciji duz v1akana,dok Бе u s1ucaju kada se talas prostire nor

та1по па v1akna materija1 ропа~а kao izotropni kontinuum. Qvo 

је sag1asno Ба zak1ju~icma koje зи imali Green i Mi1osav1jevi6 

(1955) pri istra~ivanju ekstenzionih talasa u р1осаmа ojacanim 
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јеdлоm fami1ijom jakih v1akana. Za ug10ve propagacije mапје 

od пи1е i ve6e od 900 veoma је 1ako izvesti krive sa s1ike 5.19 

10 20 30 'О 50 60 70 ВО 90 ci [о] 

Бl. 5.19. Konstrukcija kontura odnosa kvadrata faznih 
brzina i d/p pri ф=о i kh+o kao funkcije 
ug1a propagacije а 

koriscenjem simer.ija koje slede iz ana1itickih izraza za ove ve-

1icine. Sasvim drugacije oblike kontura faznih brzina beskonacno 

dugill ta1asa dobijamo kada posmatramo шаtеriјаl kod koga su dve 

familije vlakana medjusobno normalne to jest kada је Ф=450 • Kada 

је pravac propagacije dat uglom а=450 tada se talas prostire duz 

jedne od fami1ija. v1akana dok је druga fашiliја normalna па pravac 

ta1asa tako da dоЬiјапю cisto 10ngitudina1ne i cisto transverza-

1пе шоdоvе. S1i~na situacija nastaje i za а = ОО i а=900 jer se 

tada ta1as prostire duz simetra1e izmedju v1akana а osobine.kompo

zita su iste duz оЬе simetrale. uak1e zbog viseg oblika simetrije 

dovo1jno је konstruisati·krive od а= О do а= 450 а potom za bi10 
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koji ugao propagac~Je mozemo да izvedemo kako vecu tako i тапјu 

faznu brzinu. Da bismo ovo pokazali па slici 5.20 smo dali kons

trukciju kontura faznih brzina za оЬа rnода kada је Ф=4s0 а ugao 
о propagacije se mепја od а=О до а= 90 • O~igledno је да је maksimalna 

Sl.5.~O 

за 

20 

10 

~vi/d 

h/d 

________ :::;----(h2• hз)/2d 

10 20 ЗА 'О '5 50 БО 70 80 90 cf.. [о] 

Konstrukcija kontura odnosa kvadrata 
faznih brzina i д/ р pri Ф=450 i ktl-+O kao 
funkcija ugla propagacije а 

razlika izmedju vece i mапје fazne brzine kada је pravac propa

gacije duz једпе od familija v1akana dok је minimalna razlika 

kadaije pravac propagacije duz simetrala izтedju dveju faтilija 

vlakana. 

Иа bismo predstavi1i proizvo1jni ugao izmedju dveju fa

mi1ija vlakana opet smo izabrali да, i za simetri~ne modove, re

prezentativni poluu9ao mедјu v1аkпiЛla lJudc Ф=зз012' 39" одПОБПО 

siп 2 ф=о,з. Na s1ici 5.21 је prikazana konstrukcija kontrura од

nosa kvadrata faznih brzina i d/p, za gore pomenuti ugao ф, и 

funkciji ug1a propagacije а. Isprekidanirn linijama su prikazane 

odgovarajuce fazne brzine и beskona~nom kontinuumu, prema 
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S1.5.21. Konstrukcija kontura odnosa kvadrata 
faznih brzina i d/p pri siп Z ф=О,3 i kh+O 
kao funkcije ug1a propagacije а. Ispreki
dane 1inije se odnose па odgovaraju6e 
brzine u beskonacnom kontinuumu prema је
dnacinama (3.154). 

jednacinama (3.154), da Ы se pokaza10 k01iko su vrednosti ovih 

blizu vrednostima faznih brzina beskonacne р1осе pri kh+O. Која 

faznaibrzina oagovara kvazi10ngitudina1nom nюdu а koja kvazitra

nsverza1nom modu zavisi kako od ug1a medju v1aknima 2ф tako i od 

ug1a propagacije а sto moze da se odredi па osnovu jednacine 

(3.б8) i1i (3.б9). Na s1ici 5.22 је prikazan ugao vektora pomera-

пја u ravni р10се Yz, koji odgovara modu sa vecom faznom brzinom 

Vz, za raz1icite ug10ve propagacije prema jednacini (З.68). Vre

dnosti za Yz za s+o i с+о su dobijene granicnom vrednos6u izraza 

(3.б8). Sa slike moze da se uoci da је и ve1ikom opsegu ug1a 

propagacije а pravac vektora pomeranja veoma blizu pravca v1akana. 

Da bismo vide1i kadavisa t~lasna brzina odgovara kvazilongitudi

nalnim ta1asima i kada kvazitransverzalnim mozemo da koristimo 
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81.5.22 Ugao vektora pomeranja и ravni р1осе У2 za siп 2 ф=о,з 

jednacinu (3.69) pri сети opet vrednosti za s+o i с+о moraju 

da se dobiju granicnom vredno§6u. Na slici 5.23. је prikazana 

raz1ika а-У2 и zavisnosti od а za materijal kod koga је 

siп2. ф = 0,3. Кааа је ova raz1ika паnjа od 45 0 ve60m ta1asnom 
о 

brzinom se prostire kvazilongitudina1ni talas dok za а-У2>45 

[.5 -----------------

10 

O~------~~~--------------------L-----~---

-10 

81ika 5.23 Ugao izmedju vektora propagaclJe ta1asa i 
vektora pomeranja koji odgovara ve60j tala-
Бпој brzini za siп 2 ф=о,З. 
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vecom ta1asnom brzinom se prostire kvazitransverza1ni ta1as. Na 

s1ici 5 .• 23 smo sa a t oznaci1i ugao propagacije pri kome imamo, 

za vecu ta1asnu brzinu, prelaz sa kvazi1ongitudina1nih ta1asa 

па kvazitransverza1ne. Lako је zak1juciti da za manju ta1asnu 

brzinu vazi obrnuto. Drugaciji prikaz kontura faznih brzina,pri 

kh~o i sin 2 ф= 0,3, moze da se da ako ih nacrtamo u ravni р1осе 

kao па s1ici 5.24. Na ovoj s1ici sa а i Ь su oznaceni pravci 

vlakana dok su sa п i n b oznacene norma1e па odgovarajuca v1a-
-а -

kna. Konture faznih brzina za negativne vrednosti хз se 1ako 

9,185 

S1.5.24 

i 
/ 

26 69 за 

ХЗ 

\~ 

Konture faznih brzina pri sin 2 ф= 0,3 za 
raz1icite pravce propagacije 
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izvode iz cinjenice da su ove simetricne kako u odnosu па osu 

Х2 tako i u odnosu па osu хз. Treba zapaziti da manja fazna 

briina Vl dosti~e najni~e vrednosti kada је pravac ta1asa u 

oko1ini norma1e па jednu od fami1ija v1akana. Ova osobina mo~e da 

se uoci za bi10 koji ugao izmedju v1akana. Ako bismo ucini1i v1a

kna jacim dobi1i bismo iste oblike kontura faznih brzina samo sto 

bi kvadrati faznih brzina pri1icno bi1i ono1iko puta veci ko1iko 

su puta v1akna јаса. Prema tome kada v1akna postanu neekstenzi

bi1na i kvazi1ongitudina1ni i kvazitransverza1ni ta1asi se pros-

'pv2 

d 
30 

25 

20 

10 

5 

2 

-·-·-3 
______ 1. 

3 

81. 5.25. Disperzione krive za sin2ф=0~з i razne pravce 
propagacije: (1) 52=0,1; (2) 5 =0,3; (3) 52=0,5; 
( 4 ) 52 =0, 7 ; ( 5 ) 5 2 =0, 9 • 

5 kh 
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tiru beskona~nirn brzinama sem kada је pravac propagacije norma-

1an па jednu od fami1ija v1akana kada manja fazna brzina, koja 

u ovom s1ucaju odgovara kvazitransverza1nim ta1asima, ima kona

~nu vrednost jer је vezana za kinematski dopustive deformacije 

za tako ogranicene (eng1. constrained) materija1e. Veca ta1as

па brzina је beskonacna za neekstenzibi1ne materija1e za Ы10 

koji pravac propagacije. 

Propagacija vecom faznom brzinom је uvek pracena jakom 

disperzijom. Оа bl.smo ova pokaza1i па slici 5.25 smo da1i pro

тепи odnosa kvadrata vece fazne brzine i d/p sa promenom kh za 

siп 2 ф= 0,3 i razne pravce propagacije. Prema s1ici 5.23 sve ove 

pv2 
-d-
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5 

2 

1 - UNUTRдSNJE 

2 - SPOUASNJE 

---- ДРRОКS/МДт/VNО 

-'-, .- EGZAKTNO 

'~'-' 

2 з L 5 kh 

81.5.26 Konstrukcija aproksimativne disperzione krive, 
za siп 2 ф=0,з i 52=0,1, kvazi1ongitudina1nog 
mada prema jednacini (4.99) . 
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disperzione krive se odnose па kvazi10ngitudine ta1ase а dobije

пе su iz egzaktnih jednacina. 

Konstrukcija aproksimativne disperzione krive kvazi1on

gitudina1nog moda prema jednacini (4.99) za siп 2 ф=0,з i S2 = 0,1 

је data па s1ici 5.26. Као sto smo ranije пароmепи1! singu1ar

nost reda jedan aproksimativnog resenja, datog рипоm 1inijom, 

Бе pojav1juje pri pre10mnoj frekvenciji koja Бе priblizno jav-

1ја pri vrednosti koja је oznacena sa kh па s1ici 5.26. Da bi-
с 

smo dobi1i uniformno aproksimativno resenje trebalo Ь! da istra-

zimo ponasanje resenja и okolini prelomne frekvencije sp01jas

njeg resenja sto se trenutno intenzivno razmatra. 

Kada је pravac propagacije normalan па jednu od famili

ја vlakana, naprimer siп 2 ф= 0,3 i S2= 0,7,talas koji propagira 

vecom faznom brzinom ima vektor pomeranja и ravni ploce koji је 

и okolini pravca druge familije vlakana dok talas koji propagi-

ra rnanjom faznom brzinom ima vektor pomeranja и ravni ploce koji 

је и okolini pravca norma1e па drugu fami1iju v1akana. Za gra

nicnu vrednost neekstenzibilnosti, kada је pravac propagacije 

normalan па jednu od familija vlakana, talas koji odgovara vecoj 

talasnoj brzini, која и tom s1ucaju tezi beskonacnosti, ima ve

ktor pomeranja и ravni р10се duz druge fami1ije v1akana, а ta1as 

koji odgovara тапјој faznoj brzini, koja је konacna, ima vektor 

pomeranja и ravni р10се duz norma1e па drugu fami1iju v1akana. 

Prema tome, koja fazna brzina odgovara kvazi10ngitudina1nom ta-

1asu zavisi od ug1a izmedju v1akana а пе od toga koja fazna brzi

па је veca. Dak1e, ako је ugao izmedju dveju fami1ija v1akana u 
oblasti izmedju оо i 450 veca fazna brzina odgovara kvazitran

sverzalnim ta1asima, а uk01iko је и oblasti izmedju 450 i 900 

veca fazna brzina odgovara kvazi10ngitudina1nim ta1asima. Situ

acija је priblizno ista, do reda €2, za јако anizotropne materija-

1е. Dakle za vecu faznu brzinu пета niceg posebnog и vezi sa 

tim ug10m propagacije (koji је norma1an па jednu od fami1ija v1a

kana) . Konstrukcija aproksimativne disperzione krive, prema jed

nacini (4.99), za siп 2 ф= 0,3 i S2= 0,7 је data па s1ici 5.27 i 

odgovara vecoj faznoj brzini koja, za ovako izabran ugao izmedju 

dveju fami1ija v1akana, reprezentuje kvazi10ngitudina1ne talase. 
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L 5 kh 

Sl. 5.27 Konstrukcija aproksimativne disperzione krive, 
za sin 2 ф= 0,3 i Б2= 0,7, kvazi1ongitudina1nog 
moda prema jednacini (4.99) 

Konstrukcija aproksimativnih disperzionih krivih za 

mаnје fazne brzine је ista kao i za vece fazne brzine osim ka

da је pravac propagacije norma1an па jednu od fami1ija v1akana. 

Као §to је receno и cetvrtoj glavi tada neekstenzibi1no reAenje 

moze aproksimativno da reprezentuje reAenje jako anizotropnog 

materija1a. Na slici 5.28 је prikazano egzaktno i neekstenzibi1-

по resenje fazne brzine, za sin 2 ф = 0,3 i Б2= 0,7, kvazitran

sverzalnog ta1asa odnosno ta1asa koji propagira mаnјоm faznom 

brzinom. Sa khi Би oznacene presecne tacke kvadrata fazne brzi

nе i ve1icine d/p. Za neekstenzibilno reAenje ova vrednost је 
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Sl.5.23 Disperzione krive kvazitransverzalnog 
ta1asa za siп 2 ф=0,З i s2=sin 2 a=0,7 

data izrazom (2.71) i za оуај slutaj ima vrednost kh.=21,ЗЗ418. 
~ 

U slutaju jake anizotropije aproksimativna presetIla tatka је data 

izrazom (3.121). Ako u tom izrazu шnеstо nadvutenih velitina 

koristimo sve 61anove dobi6emo vrednost kh.=9,46188. 
~ 

Za infinitezima1no kratke ta1ase, kada kh+oo , i kvazi1o-

ngitudina1ni i kvazitransverza1ni ta1as imaju fazne brzine koje 

te~e Rayleigh-evim ta1asnim brzinama,koje su za siп 2 ф= 0,3 i 
! 

razne' :pravce propagacije date па slici 5.7 za materijal koji 

smo ovde razmatra1i i па slici 5.6 kada pretpostavimo da v1akna 

postaju jata. 

Numeritki rezu1tati za distribuciju pomeranja i napona 

ро debljini plote su prikupljeni za analizu za razne talasne du

zine а1! nece biti prikazani ovde zbog de10kruga poglavlja. 
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VI ZAKLJUcNA RAZMATRANJA 

U ovoj tezi је ana1izirano prostiranje ta1asa и besko

паспој р10с! ојасапој dvema fami1ijama pravih mehanicki ekviva-

1entnih v1akana koja 1eze u ravnima para1e1nim sa s10bodnim ko

nturama р10Се. Оа Ы se opisa1e rnehanicke osobine cvrstog te1a 

koriscen је kontinuum rnode1 sa ekstenzibi1nirn i neekstenzibil

nirn v1aknirna. Као sto је napornenuto ranije kontinuurn rnоде1 veorna 

dobro reprezentuje cvrsto te10 pri rаzшаtrапјu njegovog dinarni

ckog ропаБапја. Propagacija dugih e1asticnih ta1asa, koji irnaju 

ta1asne duzine rnnogo vece nego sto su rnedjuatomska rastojanja, 

se posebno dobro opisuje kontinuurn rnode10rn. Ovo је ocig1edno fi

zicki jer ako su ta1asne duzine rnnogo vece od rnedjuatornskih 'ra

stojanja pri pr01azu ta1asa nije neophodno uocavati deta1je ato

rnskog rasporeda. Njegova propagacija, prerna torne, zavisi od пе

kih prosecnih osobina sire oblasti tako da se uticaj atorna odra

zava kroz rnode1 kontinuurna. U slucaju opste anizotropije konti

пиита brzina ta1asa zavisi od pravca njegove propagacije. Osirn 

toga tri grane ta1asa и torn s1ucaju петаји niti cisto 10ngitudi

па1п! niti cisto transverza1ne karaktere sern kada se ta1as pros

tire и pravcirna vise sirnetrij'e. Uobicajeno је, rnedjutirn, da se 

ta1asi nazivaju kvazi10ngitudina1nirn i kvazitransverza1nirn pre

rnа tome da 1i su ve6irn de10rn 10ngitudina1no i1i transverza1no 

p01arizovani. Problern propagacije ta1asa и anizotropnirn ta1aso

vodirna nije, do skoro, zaokupljao ve6u paznju а1! postaje sve 

vise i vise vazan zato sto su rnnoge novije konstrukcije bazira-
i 

пе па rnaterijalima sa privi1egovanirn pravcirna. Najve6a tesko6a 

nastaje zbog racunanja sa to1iko rnnogo e1asticnih konstanti. 

Ispitivanje disperzionih jednacina pokazuje izvesne s1icnosti sa 

izotropnirn slucajevirna а1! dodatne e1asticne konstante znatno 

kornp1ikuju izraze. Postupak izv1acenja Ы10 kakvih inforrnacija 

iz a1gebarskih rezu1tata postaje rnukotrpan tako da pokusaj do

Ыјапја resenja za rnaterija1e ојасапе dverna farni1ijarna v1akana 

dosad nije cin:en sern za vrlo ogranicene oblasti ta1asnih duzi

па. 

Ci1j ove teze је Ыо da se istraze fundarnenta1ni rnо

dovi pri propagaciji ta1asa и beskonacnoj p1oci, debljine 2ћ, 
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ојасапој dvema fami1ijama pravih vlakana koriscenjem linearne 

teor ije e1asticnosti sa neekstenzibi1nifll i ekstenzibi1nim vla

knima.Da Ы se pred1ozi1a aproksimativna resenja bi10 је пеор

hodno istraziti izraze za fazne brzine, pomeranja i паропе ko

riscenjem kako neekstenzibi1ne tako i ekstenzibi1ne teorije i 

опоа ispitati ропазапје resenja ekstenzibi1ne teorije и granicnom 

slucaju kada ekstenzibi1nost dveju familija vlakana tezi nuli оа 

bi se videlo и kojim oblastima su rezultati jednostavnije neek

stenzibilne teorije adekvatni. Ovo istrazivanje је bilo osnova па 

kojoj smo gradili perturbacione зеmе za dobijanje aproksimativnih 

resenja za jako anizotropne materijale. Gornji rezime programa 

pokazuje оа је bilo neophodno оа se istrazivanje vrsi и vise ра

ralelnih oblasti . Ove oblasti su и tezi podeljene kao poglav

ljatako оа su osnovne jednacine date и prvoj glavi, prostira

пје talasa kоriзсепјеm neekstenzibilne teorije је istrazeno и 

drugoj glavi, а koriscenjem ekstenzibilne teorije и trecoj gla

vi koja ukljucuje i istrazivanje jake anizotropije i granicne 

vrednosti neekstenzibilnosti. Aproksimativna resenja su pred10-

zena u cetvrtoj glavi а numericki rezultati za ugljena vlakna -

epoksi smo1a kompozite su dati и petoj glavi. U svim gore роmе

nutim glavama smo odvojeno razmatrali antisimetricne deformacije 

оа simetricnih deformacija. Antisimetricne deformacije su и vezi 

sa savojnim talasima а simetricne deformacije su и vezi sa eks

tenzionim i smicucim talasima. 

Za antisimetricne deformacije smo, и drugoj glavi za 

neekstenzibilne materijale, videli оа za proizvoljni ugao propa

gacije resenja nisu disperziona odnosno da Бе za sve talasne du

zine ta1asi prostiru istom faznom brzinom Vdjp koja је data iz

razorn (2.19). Ovo resenje је bilo dobijeno sa pretpostavkorn о 

postojanju singularnih vlakana па gornjoj i donjoj konturi plo

се. Dakle pretpostavili srno оа и singu1arnim vlaknima naponi 

reakcije teze beskonacnosti па takav nacin оа оаји konacna ор

terecenja и v1aknima. Jedina mogucnost, ako isk1jucimo kinemat

ski dopustive deformacije, za resenja pomeranja i паропа su data 

izrazima (2.20) i (2.21) respektivno. Naponi (2.21) i~aju па ko

nturama singularnosti oblika о funkcija za 022,0зз i 02зi diskon

tinuitete za013 i 012. Da bisrno ove singularnosti i diskontinui-
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tete 'objasni1i bi1i smo prinudjeni da паајето egzaktna rese

пја zasnovana па ekstenzibi1noj teor{yi ра и granicnom procesu 

da ispitarno pri kojirn us10virna su rezultati neekstenzibilne teo

rije primen1jivi. Egzaktna disperziona jednacina (3.20) је poka

za1a da је antisimetricni rnod и rea1norn materija1u disperzivan 

i da pomeranja (3.25) i naponi (3.29) takodje zavise od talas

пе duzine а, naravno, i od koordinate ро debljini р10се xl.Ovi 

oblici egzaktnih re§enja nisu bi1i pogodni za аа1ји ana1izu ta

ko da smo izvrsi1i odredjene a1gebarske transforrnacije da bismo 

dos1i do disper·z}.one jednacine oblika (3.50) koja је bi1a re1a

tivno jednostavna za ana1izu fazne brzine narocito za beskonac

по duge i infinitezima1no kratke ta1ase. Ovo razmatranje је ро

kazalo da se fazna brzina тепја od пи1е (3.52), za beskonacno 

duge ta1ase, do Ray1eigh~eve ta1asne brzine (3.56) za irifinite

zima1no kratke ta1ase. Da bismo uporedili egzaktna resenja se 

пееkstепziЬilпiш resenjima pretpostavili smo da је materijal ја

ko anizotropan tako sto smo pretpostavi1i da је odredjena mate

rija1na konstanta mnogo veca od drugih pri сети smo uve1i mali 

materija1ni pa.ra.metar Е za opis ove konstante.Apr6ksimativni 

oblik egzaktne disperzione re1acije и s1ucaju jake anizotropije 

је dat jednacinom (3.80) а sa eksp1icitnom zavisnoscu od Е jed

nacinom (3.91). Aproksimativna resenja za porneranja su data sa 

(3.100) а za паропе sa (3.103). Ovi izrazi jasno pokazuju da и 

granicnom procesu, kada Е+О, mozerno аа reprodukujemo sve singu-

1arnosti i diskontinuitete и naponima koje smo imali и neeksten

zibi1noj teoriji pod us10vom da kh ostane reda jedan odnosno sa

то kada su ta1asi srednji. Ропавапје resenja za druge ta1ase, 

kh«1fr i kratke talase, kh»1, је sasvim drugacije za jako ani

zotropni rnaterijal od onog koje predvidja neekstenzibi1na teo

rija. Ovo је 1ako objasniti jer za jako anizotropni materija1 

та k01iko da је velicina Е та1а ve1icina kh moze biti јов тапја 

tako da se de10vi resenja za kh<c i kh>1/E gube и granicnom 

procesu koji jako anizotropni materija1 prevodi и neekstenzibi1ni. 

Nas primer jako anizotropnog materijala bio је ugljena 

v1akna-epoksi smo1a kompozit sa elasticnim konstantama datim и 

(5.3). Za tipican ugao izmedju dveju fami1ija dat sa siп 2 ф=О,3 
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па s1ici 5.5 smo nacrta1i pet disperzionih krivih za pet raz1ici-
~---. 

tih pravaca p]:"opagacije za s1ucaj antisimetricnih deformacija. 

Ove disperzione krive su dobijene iz egzaktnill jednacina i nji

hovi oblici su slicni dobro poznatim oblicima za izotropni та

terija1 s tim sto fazna brzina anizotropnog шаtеriја1а, и оЫа

sti dugih ta1asa, raste mnogo brze sa porastom kh nego fazna br

zina izotropnog materija1a. Оа smo izabra1i materija1 sa jacim 

v1aknima ovo Ь! bi10 јоэ izrazenije tako da mozemo da zak1ju

cimo da пееkst(::Iи~iЬilпо resenje fazne brzine treba da se posma

tra kao resenje koje ima diskontinua1ni skok od nu1e do Id/p u 

slucaju beskonacno dugih talasa kada kh+o. Za infinitezima1no 

kratke ta1ase, kada kh+oo , sve krive teze Ray1eigh-evim ta1asnim 

brzinama koje зи date па s1ici 5.7. 

Egzaktna resenja za raspored pomeranja ро debljini р10-

се, za antisimetricne deformacije, pri specificiranom p01uug1u 

izmedju dveju fami1ija v1akana Ф =ззО12' 39" (sin 2 ф= О, З) i speci

ficiranom ug1u propagacije а =18026'6" (sin 2 a=O,l) za tri raz1i

cite ta1asne duzine је dat па s1ici 5.10. Za ovaj primer, prema 

jednacini (З.73), imamo да је Е: 2 = 0,08279 i sa slike 5.10 је oci

g1edno da su sve promene pomeranja reda Е: tako da se и granici 

neekstenzbilnosti gube sto је jasno demonstrirano и izrazima 

(3.100) koji predstav1jaju perturbaciona resenja egzaktnih jedna

cina za pomeranja kada pretpostavimo da је materija1 jako anizo

tropan. Egzaktna resenja za pomeranja pokazuju,sto је demonstri

rano па s1ici 5.10, da је za duge ta1ase (krive 1) U skoro kon

stantno dok V i W imaju skoro linearnu promenu ро debljini ploce. 

Za kratke ta1ase (krive 3), medjutim, pomeranja su svuda mа1а 

sem u/uskoj oblasti blizu slobodne konture р10се u kojoj imaju 

konacne vrednosti. Ovo је u vezi sa efektirna povrsinskih ta1asa 

а pre1azna reseBja izrnedju dugih i kratkih ta1asa su demonstri

rana srednjim ta1asirna (krive 2). Isti podaci su korisceni па 

s1ikarna 5.13 do 5.18 da Ы se prikazala promena napona ро deblji

ni р10Се. Za druge ta1ase (krive 1) naponi 011' 012 i 013 su 

svuda та1! dok ве naponi а221 ;33 i 023 rnenjaju skoro linearno 

ро debljini pokazujuci osobine k1asicnih resenja savijanja. Za 

kratke ta1ase (krive З), rnedjutim, norrnalni napon 011 је јов 

uvek ma1i а smicajni naponi 01З i 012 su.skoro konstantni ро 

debljini da bi и blizini konture naglo pa1i па nulu. Normalni 
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naponi ~22 i 039 i smicajni пароп 023 imaju svi sli~an, ро 

obliku krivih, raspored ро debljini р1осе to jest svuda Sll ma1i 

вет и uskoj oblasti blizu konture р1осе gde dostizu ve1ike vre

dnosti. Ovi oblici krivih Sll и vezi ва efektima povrsinskih ta-

1asa a1i Sll visoke vrednosti паропа па konturi pos1edica jake 

anizotropije а 1) granici neekstenzibi1nosti Ы se transformisa1e 

u singu1aritete oblika о funkcije kako i neekstenzibi1na teorija 

predvidja. Prelazno ропазапје resenja izmedju dugih i kratkih 

talasa је dato srednjim talasima (krive 2). Sve ove osobine ја

sno proizi1aze i iz perturbacionog resenja egzaktnih jednacina 

za паропе (3.103) za slu~aj jako anizotropnog materijala. 

Perturbaciona resenja, dobijena iz egzaktnih resenja za 

s1u~aj jake anizo'tropije, za disperzionu re1aciju (3.91), pomera

пја (3.100) i паропе (3.103) veoma dobro reprezentuju egzaktna 

resenja za antisimetri~ni mod а1! da Ы se dobi1a treba10 је пас! 

egzaktna resenja posle veoma mukotrpnog izra~unavanja. Zbog toga 

smo ~etvrtu g1avu posveti1i na1azenju prostijih aproksimativnih 

resenja za jako anizotropne materija1e koja Ы korektno reprezen

tova1a egzaktna resenja и ~itavoj oblasti ta1asnih duzina. 

Za kratke ta1ase, kada је kh»1', ima1i smo singu1arni 

perturbacioni problem kao sto је pokazano и od1ejku 4.3. Као re

zu1tat razvoja fazne brzine dobi1i smo Rayleigh-eve povrsinske 

ta1ase po1ubeskonacnog prostora i za simetri~ne i za antisimetri~

пе dеfоrшасiје sto moze da se objasni time da pri tako ma1im 

ta1asnim duzinama ploca konacne debljine deluje kao po1ubeskona~

па oblast. Promene Ray1eigh-eve ta1asne Drzine, za пав primer kom

pozita,sa po1uug1om izmedju dveju fami1ija v1akana datim sa 
I 

siп 2 ф=0,3, је data па s1ici 5.7 pri сети smo koristili egzaktnu 

jednacinu (3.55) i aproksimativnu jednacinu (3.99). Raz10g zbog 

koga neekstenzibi1na teorija predvidja Ray1eigh-eve ta1ase samo 

kada је pravac propagacije norma1an па једпи од familija vlakana 

је оЬјавпјеп uz s1iku 5.6 kada smo origina1na v1akna vestacki па

pravi1i jacim. 

Za . duge ta1ase, kh < <1, iz osnovnih ј ednacina smo zak

ljuci1i da se radi о regu1arnom perturbacionom problemu и kome 

smo pomeranja i faznu brzinu razvi1i и redove ро stepenima kh 

kao sto је pokazano и odeljku 4.4. Kada smo ove redove ubaci1i 
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u ОБпоупе jednacine dobi1i Бто beskonacni sistem jednacina koji 

moze sukcesivno da Бе resava росеув! оа c1anova najnizeg reda. 

Resenja za fazne brzine do 0(k 3 h 3
) Би data jednacinama (4.34), 

za antisimetricne deformacije, i (4.41) za simetricne deforma

cije. Ova aproksimativna resenja nisu bi1a zadovo1javajuca jer 

Би vazi1a Бато u ogranicenoj oblasti ta1asnih 'duzina to jest ni

Би dava1a informacije о resenjeima za kh reda 1 а i jaka anizo

tropija nije Ы1а eksp1icitno uk1jucena u razmatranje. 

Za kh = 0(1) osnovne jednacine sadrze Бато та1! materi

ја1п! parametar Е а u granicnoj vrednosti, kada Е+О, Бто repro

dukova1i jednacine idea1izovanog materija1a koji је neekstenzibi-

1ап u pravcu vlakana. U ode1jku 4.5 је dokazano da resenja za пе

ekstenzibi1ni materija1 mogu da Бе posmatraju Бато kao prvi с1а

novi sp01jasnjih resenja koja је treba10 usk1aditi Ба unutras

nJlm resenjima koja Би mora1a da zadovo1je konturne us1ove. оо

kazano је da је пајЬо1ј! nacin za konstrukciju unutrasnjih rese

пја Ыо da Бе u razmatranje uk1juce dva та1а parametra to jest 

geometrijski parametar kh uz materija1ni parametar Е. OVO је ро

stignuto uvodjenjem novog parametra m=kh/E kao sto је u proucava

пји transverza1no izotropnih materija1a cinjeno od strane Green-a 

(1984) i Green-a i Mi1osav1jevica (1984). Prvi c1anovi tako dobi

jenih unutrasnjih resenja Би Ы11 usk1adjivani Ба prvim c1anov1ma 

spo1jasnjih resenja koja Би, kako је i ranije receno, Ы1а rep

rezentovana neekstenzibi1nim resenjima. Na ovaj nacin smo,za ап

tisimetricne deformacije, аоЫ1! izuzetno s1aganje Ба egzaktnim 

resenjima. Ovo slaganje је demonstrirano, za kompozitni materi

ја1 kod koga је siп 2 ф =0,3 i pravac propagacije s2=sin 2 a= q1, za 

disper!zione krive па slici 5.8 а za raspored pomeranja V i W ро 

debljini р1осе za tri raz1icite ta1asne duzine па slikama 5.11 

i 5.12 respektivno. Stavise dokazano је аа cak i za kinematski 

dopustive deformacije kod neekstenzibi1nog materija1a (kada је 

pravac propagacije norma1an па jednu оа fami1ija v1akana), kada 

је i Бро1јаБпје resenje disperzivno mozemo da primenimo istu pro

ceduru usk1adjenog kompozitnog razvoja za dobijanje aproksimati

vni.h resenja koja se isto tako dobro slazu Ба egzaktnim. Ovo је 

za disperzionu kriv\l, za siп 2 ф= 0,3 i sin 2a= 0,7, pokazano па 

slici 5.9. Usk1adjivanje kvadrata fazne br~ine па slici 5.9 је 

ucirijerio u sk1adu Ба jednacinama (4.78) i (4.81). Tako dobro 
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s1aganje moze da se prikaze za bi10 koji ugao izmedju v1akana i 

bi10 koji pravac propagacije. 

Pred1ozeno aproksimativno resenje za antisimetricne 

deformacije, koje izazivaju savijanje, iz ode1jka 4.5 је ро svoj 

pri1ici najznacajniji doprinos оуе disertacije i moze da ров1и

zi i za drugaciju geometriju problema а takodje i za dobijanje 

паропа. 

Za simetricne deformacije вmо vide1i, и drugoj g1avi 

za neekstenzibilne materija1e, da вmо za proizvo1jni ugao propa

gacije opet mora1i йа pretpostavimo роstојапје singularnih vla

kana па gornjoj i donjoj konturi ploce i kao posledice toga sin

gu1arnosti oblika о funkcije za паропе 022, 0зз i 02~ i diskon

tinuitete za паропе 013 i 012 па konturama ploce. Pomeranja и ra

vnima paralelnim konturama ploce su ima1a vrednosti и2= из= О 

za bi10 koji pravac propagacije веm и slucaju kinematski dopusti

vih deformacija to jest kada је pravac propagacije bio normalan 

па jednu od familija v1akana kada вто ima1i i netrijvalna rese

пја za и2 i из koja ви dala vektor pomeranja normalan па drugu 

fami1iju vlakana. Fazna brzina,pomeranja i naponi za proizvolj

ni pravac propagacije su dati izrazima (2.25), (2.26) i (2.27) 

respektivno. Za kinematski dopustive deformacije disperziona re-

1acija је data Ба (2.53) dok su pomeranja i naponi dati ва (2.72) 

i (2.73) respektivno. Izraz (2.25) za faznu brzinu је pokazao 

da za granicnu vrednost, kada kh+o, fazna brzina tezi beskonac

nosti sto znaci da postoji prelomna frekvencija koja је data jed

nacinom (2.29). E~Jzaktna resenja, data и tre60j glavi, za eksten

zibilna vlakna S·U ima1a s1icne matematicke oblike onima koje smo 

ima1i pri antisimetricnim deformacijama. Disperziona re1acija је 

data u (3.21), pomeranja и (3.25) а naponi и izrazima (3.29). Da 

bismo ih analizira1i napravili smo iste transformacije kao i 

pre ра је bi10 re1ativno lako na6i fazne brzine beskonacno dugih 

i infinitezima1no kratkih ta1asa. Jednacina (3.61), za faznu 

brzinu beskonacno dugih talasa, је јавпо pokaza1a da imamo dva 

resenja (3.63) za kvadrat fazne brzine od kojih је jedno odgova

ra10 kvazi1ongitudina1nim ta1asima а drugo kvazitransverza1nim 

ta1asima. Које resenja fazne brzine odgovara kvazilongitudinal

nim а koje kvazitransverzalnim ta1asima moz.e da ве zakljuci samo 

analizom izraza (3.68) ili (3.69) koji daju tangense uglova iz

rnedju ta1asnog vektora i vektora pomeranja. Jednacina (3.61) је 
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napisana и veorna pogodnorn obliku za konstrukoiju kontura faznih 

brzina beskonacno dugih ta1asa, kada kh+o, kao funkoije ug1a 

propagaoije. Konstrukoija ovih krivih је prikazana па s1ikarna 

5.19 i 5.20 za ф=О i Ф=450 respektivno. Ovo su speoificni s1uca

jevi jer za ф=О rnaterija1 postaje 'transverza1no izotropan (оја

саn jednorn farni1ijorn v1akana) а za Ф=450 irnашо dve dodatne rav

ni sirnetrije koje su оЬе norrna1ne па ravni р10се i seku је duz 

v1akana. Za tipican ugao izrnedju dveju farni1ija v1akana, dat sa 

sin 2 ф=О,3,nа s1ioi 5.21 su konstruisane konture odnosa kvadrata 

faznih brzina sa d/p. Dak1e poa~o su naortane krive h2/d i hэ/d 

konstruisa1i srno srednju 1iniju (h2+h э )/2d i onda је za svaki 

ugao propagaoije а па njih treba10 dodati i oduzeti vrednosti 

o/2d datih sa (3.67). Na toj s1ioi su isprekidanirn 1inijarna pre

dstav1jene fazne brzine kvazi1ongitudina1nih i kvazitransverza1-

nih ta1asa datih sa (з.154)2,з. Sa s1ika је 1ako uociti da и 

s1ucaju beskonacno dugih ta1asa fazne brzine irnaju vrednosti 

koje su veorna bliske odgovarajucirn brzinarna ta1asa и beskonac-

norn medijurnu. Ugao vektora porneranja и ravni р10се У2, za sin 2 ф=о,3, 

sa рrоrnеnош pravoa propagaoije је prikazan па s1ioi 5.22 а raz-

1ika а-У2 па s1ioi 5.23. Ovi ug10vi Бе odnose па vecu faznu br-

zinu V2. Sa slike 5.23. је 1ako zak1juciti da је propagaoija 

vecorn brzinom kvazi1ongitudina1na za ug10ve propagaoije izrnedju 

nи1е i a
t 

1 kvazitransverza1na za ug10ve propagacije izrnedju a t 
i 900. Маnјот faznorn brzinorn, naravno, ta1as propagira kao kva

zitransverza1an za aE(o,a t ) i kao kvaz110ngitudina1an za 

aE(a t , 900). Drugaciji a1i 1 rea1niji pog1ed па konture faznih 

brzina је dat па s11c1 5.24, za s1n 2 ф=о,3, gde је prornena faz-
i 

nih brzina prikazana и ravni р10Се. Sa s11ke је jasno da rnаnја 

fazna brzina dostize najnize vrednosti kada је pravac propaga

cije и blizini norrna1e па jednu od farni1ije v1akana. Ovo rnoze 

bit1 pokazano za bi10 koji drugi ugao izrnedju v1akana sto је ја

БnО i sa s1ika 5.19 1 5.20. S1icno razrnatranje koriscenjern te

orije rnesavina za propagac1ju ta1asa u anizotropnirn 1arninatirna 

sa dve fami1ije v1akana је dato и radu Murakarni-a i Hegernier-a 

(1980). Ovo razmatranje је Ы10 ograniceno па ravansko kretanje 

za raz1ic1te rnaterija1e i oni su prikaza1i saтo rezultate nurne

rick!h izracunavanja kontura faznih brzina bez analitickih iz-
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raza. Оп! nisu zapazi1i vezu izrnedju rninirnиrna rnапје fazne brzi

пе i norrna1a па v1akna, koja rnoze da se zak1juci i iz njihovih 

nurnerickih rezu1tata, koja је vazna za objasnjenje rnodova koji 

и neekstenzibi1noj teoriji nastaju pri kinernatski dopustivirn 

deforrnacijarna. 

Egzaktna disperziona jednacina ekstenzibi1nog rnateri

ја1а za sirnetricne deforrnacije је data и (3.21) i za nas pri

roer materija1a, sa siп 2 ф=о,з, disperzione krive za pet raz1ici

tih pravaca propagacije i vece fazne brzine, koje za kh+o odgo

varaju kvazi1ongitudina1nim ta1asima, su date па slici 5.25.Sa 

ove slike rooze da se zapazi da se za bi10 koji pravac propaga

cije beskonacno dugi ta1asi prostiru veoma ve1ikirn faznim brzi

паmа koje kada kh postane ve1icina reda jedan nag10 padaju па

nize do vrednosti koje su blizu vrednostima ta1asnih brzina smi

сапја Vd/p. Aproksiroativne presecne tacke sa smicucim brzinama 

su date и (3.21) i zatim, kada kh+oo, ove krive asimptotski teze 

Ray1eigh-eviro ta1asIlim brzinama datirn па slici 5.7. а1! ove ni

su prikazane ovde jer smo m! ug1avnom Ы1! zaokup1jeni jakom 

disperzijoro koja se jav1ja pri srеdпјiПl i ve1ikim ta1asnim duzi

паmа. 

Osnovna teskoca и konstrukciji aproksimativnih resenja 

simetricnih modova nastaje zbog cinjenica da za duge ta1ase faz

пе brzine postaju veoma ve1ike tako da пе mozemo da koristimo 

usk1adjeni asiroptotski razvoj jer Ы uporedne fazne brzine tezi-

1е beskonacnosti. Pred1ozeno aproksimativno resenja za fazne 

brzine, dato и ode1jku 4.6, ima diskontinua1nosti reda jedan pri 

pre10mnim frekvencijama spo1jasnjih resenja sto је demonstrira

nofna slik~na 5.26 i 5.27 za siп 2 ф= 0,3 i S2= 0,1 i S2= 0,7 re

spektivno. Ove krive odgovaraju vecim faznim brzinaroa ali kon

strukcije resenja za mапје fazne brzine su veoma slicne naroci

to za materija1e sa veoma jakom anizotropijom. Jedini izuzetak 

је kada је pravac propagacije normalan па jednu od familija 

v1akana kada egzaktno resenje za mапје fazne brzine moze da se 

aproksimativno izrazi neekstenzibilnim resenjima kao sto је ро

kazano па slici 5.28 za siп 2 ф= 0,3 i S2= 0,7. 
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Aproksimativna resenja (4.99), kao sto је i ranije na

pomenuto, mogu da se posmatraju samo kao prva aproksimacija 

а da bismo ih popravi1i neophodno је ispitati ponasanje i faz

ne brzine i pomeranja i napona u blizini prelomnih frekvencija 

spo1jasnjih resenja i to се biti jedan od ci1jeva da1jih istra

zivanja. 

Rad prezentiran па XVII Jugos1ovenskom kongresu teori

jske i primerljene mehanike, Mi1osav1jevic (1986), је baziran па 

istrazivanjima Ray1eigh-evih ta1asa vrsenih u okviru ove teze, 

а deo vezan za usk1adjena aproksimativna resenja Ысе prezen

tiran па Euromech-u 214. 
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