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Talasi su jedna od najrasprostranjenijih pojava u pri~ 

rodi. Ро nеlа. put је talasna priroda pojave ocigledna kao 

па primer pri kretanju па povrsini vode. Kod... zvuka ili вуе

tlosti talasna priroda ројауе ostala је dugo skrivena i tek 

su је eksperimenti kasnije otkrili. Talas је bilo koji рге

poznatljiv signal koji ве prenosi iz jednog dela sredine и 

drugu sredinu ва prepoznatljivom brzinom prenosenja. Osnovna 

svojstva talasa је da ве оп siri и prostoru. Sirenje talasa 

niје identicno ва kretanjem fluidnih delica и medijumu ро 

kојеш ве talas siri. Kod talasa se fluidni delici рошiси уеота 

malo iz svog polozaja ra~~oteze, ali ipak kazemo da ве talas 

}:rec е. Рогешес ај ( t а1 ав) s е то z е siri ti pravilno i li пер ra

vi1no, ali оп nе тога imati pravilan oblik. Brzina i sшег 

sirenja рогетесаја nе тогаји zavisiti od kretanja pojedinih 

f11J.idnill (ie1ica. Ta.1asi тОб1Ј. bi ti tI'ansvezalni i lungftud.i

nalni. Tr~~sveza1ni talasi su oпi talasi kod kojih fluidni 

deli6i osci1uju nогmа1nо па sшег siren,ja talasa. Talasi kod 

kojih ве втег sirenja ротеге6аја nalazi u pravcu pomera.nja 

f1uidnih delica zovu ве longitudinalni talasi. Postoje i 

dl'"'Uge podele talasa, а prema G.B. WEНITНAH-u _1]. Talasi 

ве dele па hiperbo1icne i disperzione. Нiperbo1icni talasi 

su оni talasi koji se mogu opisati hiperbolicnom, parcijal

nот, diferencijalnom jednacinom sledeceg oыka:: 

Att = СО 2 v 2 А 

i со - konstanta 

Hiperbolicni talasi mogu biti linearni i nelinearni. 

Linearni talasi ви оni talasi kod kbjih је promena pritiska, 

gustine i brzine mala, а от эи opisani prethodnom jednaci

nот. Najistaknutiji primer nelinearnih hiperbolicnih talasa 

эи takozvani udarni talasi kod kojih imamo nagle skokove 

pritiska gustine i brzine. Osim hiperbolicnih talasa posto

ji klasa disperzionih talasa, koji takode mogu biti line

агni i ne1inearni. Disperzioni talasi su Оni talasi kod ko-
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jih faza brzine niје konstantna i zavisi od talasnog broja. 

Ako faza brzine nije ista za sve talasne brojeve onda се se 

ve1icine koje se prenose rasuti odnosno imacemo disperziju. 

Kod 1inearne disperzije disperzioni odnos је: 

.2 k 
LV = g 

g - ubrzanje zemljine teze 

k - talasni broj. 

Kod nelinearne disperzije disperzioni odnos је defini

эan па sledeci nacin: 

Linearni disperzioni talasi su oni talasi kod. ko,j ih 

је resenje sistema dato u obliku: 

А = а соэ СП - си t) 

а - amp1ituda talasa 

(kx - ~ t) - faza ta1asa 

W/k - brzina talasa 

k - talasni broj 

I~,J - kruzna .frekvencij а 

Kod ne1inearnih disperzionih talasa resenj е moze l)i ti 

dato u sledecem oыku:: 
1 2 ~ 2-" 

А = acos(lac-i.J,,,It) + 2"- ka cos2(kx:-,:.Jt) + _?- k a.?cos 3(lC-С-LiЈi:;)+о," 
8 

~;.J 2 = gk ( 1 + а 2k 2 + •••••• ) 

Vr10 је tesko strogo razdvojiti hiperbo1icne i disperzi

one ta1ase ра imamo cesto slucajeve da эе оуе dve k~ase tala

s~ mogu preklapati. Solitarni talasi koji su predmet izucava

nја ovog rada spadaju u ne1inearne disperzione ta1ase. Solitar-, 
ni talas se sastoji od jed.ne "grbe" konstantnog oblika i kon

stantne brzine. Ovај talas је prvi eksperimenta1no posmatrao 

SCOTT RUSSELL (1844.) ·а priblizan izraz za solitarni talas 

pronas1i su BOUSSIllliSQ (1871.) i RAYLEIGH (1876.) • Soli

tarni talasi se proucavaju u stratefikovanom fluidu. Stratefiko

vani fluid је оnај fluid kod kojeg se gustina ~luida menja а 

gustina .fluidnih delica ostaje konstantna. Stratefikovani 

f1uid imamo u morima, okeanima i zemljinoj atmos.feri. Solitar-



ni talasi ве takode mogu pojaviti u zemljinoj atmosferi kao 

i па morima i па okeanima па slobodnoj povrsini. Izucavanje 

internill solitarnih talasa spada u oblast nelinearne teorije 

sa p~imenom kod jednog уеота vaznog problema geofizicke те

hanike fluida. f10ze ве pojaviti problem talasnih kretanja 

pri jednom вшiсајnош strujanju. Jednacine koje opisuju оуа 

kretanj а sadrze уеота ј ake singulari tete u slucaj епша u 

kojima је brzina rasprostiranja talasa jednaka brzini вшi

cajnog strujanja, tako da neposredna okolina ovih slojeva 

zahteva ровеЬan tretman poznat u literaturi pod nazivom 

f'teorija nelinearnog kriticnog sloja tr 
_ Do sada poznati ге

zultati koji daju strujnu sliku u okolini ovog sloja, иро-

redeni ви ва najnovijim istraziyan,jima strujanja u atmosfe

ri planete Jupiter i ukazHju па to da bi poznati strujni 

fenomen Jupitera - Velika сгуеnа pega mogao ustvari da bude 

ј edan soli "Ьагni talas. I{ipoi~e2~\.l о ovakVOill poreklu Velike 

crvene р ege su pre nekoliko godi.lla postavili Т. HAXWORTHY i 

L. REDEКOPP sa JuZno-КаliГо.:гпiј8kоg univerziteta u Lo~ An

d:elosu. He<?:utim, kada је u pitanju atmosfera Jupitera, опаа 

treba im.ati u vidu da 81.1 brzine strujanja relativno velike 

а temperatu.re уеота niske, tCJ.l:;::o da uticaj stisljivosti ne 

moze biti zanemaren. U оуош radu пе6е biti razmatrana stru

јanја ва уеота jakim sillgularitetima уе6 takozvano slabo 

smicajno strujanje kod kojih је referentna brzina znatno 

тanја od brzine rasprostiranja talasa. Razmatranjem mode-

la slabo smicajnog strujanja ima potpuno opravdanje saтo 

gde је rfferentna brzina smicajnog strujanja znatno тanја 

dd brzine rasprostiranja linearnih dugih gravitacionih ta

lasa. Ovakva slaba smicajna strujanja mogu biti prisutna 

u z~,1lljinoj atmosferi, morima i okeanima. U оуош slucajll 

postupak: izvod:enj а ј ednacine KORT:Ef.VEG-dе VRIE.S-a ј.е znatno 

ј ednostavniji. Do sada ovakav model niј е proucavan. U оуот 

гааи ргоисауа6е ве interni (unutra8nji) talasi u stratefiko

уanој tecnosti. Inace, nelinearna teorija talasnih kretanja 

se razvila уеота mnogo u poslednjih nekoliko godina, zahva

ljuju6i tome 8to postoji velika primena ovih izucavanja 

u mehanici, fizici plazme, nelinearnoj optici itd. Ovom nа-
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glom razvoj1.1 ne1inearne teorije talasnih kretanja, doprineo 

је nag1i razvoj matematickih metoda kao sto в1.1 pertibacioni 

post1.1pci, zatim inverzna metoda гаэејanја koje ви momoguci1e 

tacna i priblizna геэеnја jednacina koje opisuju ta1asna 

kretanj а kao sto ви: SCIffiODINGER - оуа ј ednacina) ICLEIN-GOR

DON-ova jednacina, BENJAМIN-ONO-ova jednacina i jednacina 

KORTE1:JEG - de -VНГЕS-а. Gore spomenute jednacine imaju эlе

deci oblik: 

At + СО (1 + .+ А )А +0' А' = О - jed. KORTEVlEG-dе VRIЕЗ-а 
х ххх 

uopstena SCHRODINGER-ova jednacina 

Jed.nacina KORTEWEG-de VRIЕЗ-а opisuje оnе slucajeve tH

lasa koji imaju тanји ali konacnu amplitudu kod kojih se efi

kti disperzij е i nelinearnosti ,nalaze tacno u ravnote:z,i sto 

omogucava. nastaj anј е talasa sta1nog oolil:a kao 8'(:;0 s1.1 soli

tarni i knoidalni ta1asi [1]. Pod us1ovom da је sloj tecno

st5. геlЭ.ti"\rnо tanak ,jedпacinom КОRТЕ\vЋG-dе YRIE3-a Бе шоgu. 

opisati gravitacioni ta1asi па slobodnoj povrsini jedne ћо

mogene ·t;ecnos-t;i i ta1asi prouzrokovani stratifikacij 01Il , koji 

nastaju illl1.1tar ј edne nehomogene teCnos·t;i. BE1fJAI-ПN-ОNО-уоm 

jednacinolI1 ~2j se opisuju ta1asna kretanja u nehomogenoj 

-t1ecnosti ve1ike debljine. ВENNБY С 3.1 је izucavao uticaj pri

sustva smicajnog strujanja kod talasa па slooodnoj povrsini 

pri СеШ1..1 ј е referentna brzina istog r'eda kao i brzina. ГЭ.sрго

stiranja 1inearnih gravitacionih talasa. U radu LБЕ Е. 

BEARDSLEY-a С 4..] posmatrani su unutrasnji ta1asi gde 8и tre

tirani sашо takozvani regularni "modovi 11 8ingu1arni "modovi" 

эе izucavaju u radu I1ASLOWE Е. RБDЕКОРР Г 5 -ј. Singularni "mо-L. _ 

dovi ll ве ројаУ1јији па mestima gde nastaju ne1inearni kriticni 

slojevi. Ne1inearni kriticni slojevi nastaju kada је neka 

referentna brzina smicajnog strujanja istog reda velicina kao 

i brzina rasprostiranja 1inearnih dugih gravitacionih talasa. 
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U slucaju kada su оуе dve brzine jednake nastaju singularni 

"modovi 11 а u svim ostalim slucaj епша imamo геgt.Йarnе "modo

уе". Za slucaj unutrasnjih talasa u relativno tankom sloju 

stratefikovane tecnosti koji је Ьаг за jedne strane ogranicen 

beskonacno dubokim slojem homogene tecnosti izvodi зе ВБNЈА

МIN-ONO-Ova jednacina. Svi dobijeni rezultati imaju veliku 

primenu u geofizickoj mehanici fluida kod ne1inearnih dugih 

gravitacionih talasa. Ovaj rad se sastoji iz sedam de1ova. 

U prvom de1u dat је kratak istorijat izucavan.ja solitarnih 

talasa. Takode је pokazano da је solitarni talas resenje jed

nacine KORTEWEG-de VRIES-a koja opisuje duge talase u plitkoj 

vodi. U drugom delu izucavani зи interni solitarni talasi и 

stratefikovanom fluidu. Nellomogena neviskozna tecnost debljine 

(h) је за оЬе strane ogranicena ravnim plocama. 

U tre6em poglavlju izucavaju эе solitarni talasi kod 

istog modela kao 1.1 ргеthоd.rlOШ poglavlju s tim sto ј 03 imamo 

i obrtanje (kruzno kret~~je) celog sistema (ШОdеlа). Pri 

cbrtanju celog sistema (modela) mogu se pojaviti tri slucaja 

u zavisnosti od vrednosti eksponenta п. Eksponent п зе javlja 

u izrazu za reciprocnu vrednost Rosbijevog broja koji pred

stavlja od.nos konyektivnog i KO:L"iolisavog \..lbrzan.ja 

1 

R'/gh 
о 

R Rosbijev broj 
о 

I..,.Џ ugaona brzina 

Е mali parametar koji reprezentuje odnos amplitude talasa 
I 

i debljine sloja stratefikovane tecnosti. 

g ubrzanje zemljine teze 

h debljina tecnosti 

Eksponent п moze da ima tri vrednosti: 

1. п> 1 - rotacija је уеоша mala i moze ве zanemariti 

а оуај slucaj је detaljno izucen и drugom poglavlju. 

2. п = 1 - и оуот slucaju rotacija зе nе moze zanemari

ti а njеп uticaj ве manifestuje u jednacinama drugog reda. 

Uticaj rotacije је detaljno pokazan u trecem delu (poglavlju). 

3. п = О - оУај slucaj је predmet izucavanja и cetvrtom 

poglavlju (delu). Moze se zakljuciti da је pri п = О rotacija 
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nајуеса, sto ima za posledicu komplikovaniju jednacinu KOR

T~~~de VRIES-a koja opisuje kretanje. U drugom, trecem i 

cetvrtom poglavlju uzucava.ni эи talasi kod koji11 ampli tuda 

opada eksponencijalno эа udaljavanjem od vrha talasa. U ре

tom poglavlju izucavaju эе algebarski solitarni talasi koji 

nastaju u relati vnо tankom sloju stratefilcovane tecnosti 

koji је эа jedne strane ogranicen slojem llomogene tecnosti 

beskonacne debljine, dok se эа druge strane moze nalaziti 

ili ravna ploca ili slobodna povrsina. Ovakvi talasi se уе

ота cesto јаУ1јаји и atmos~eri) morima i okeanima. Kod al

gebarskih soli tarnih ta1asa amp1i tuda opada algebarski эа 

udaljavanjem od уГћа ta1asa. Algebarski talasi su otkriveni 

рге re1a17i VllO kratkog vremena i opisuju эе ВЕN"ЈР..l'ПN-ОNО-оvоm 

2~ jednacinom. 

U sestom pog1avlju эе takode izucavaju algebarski 

sоliт.г.г!'Li. ta..lasi. Hodel koji эе ргоиСауа. u оvои poglavlju 

ј Е:. isti kao i u prethocl.nom a1i za :razlilru od prethod.nog 

modelaovde imamo kruzno kretanje ce10g sistema. U оуот 

slucaju СП = 1) uticaj rotacije је mali, ali эе оп nе то

ze zan.(~mari-ti. Uticaj rotacij е 8е m.aг...if'es17uj е preko dopu..n

skih clanova u BEIfJAI1IN-ОNО-оvim jednaciIlama. 

Seclmo poglavlje takode obuhvata algebarske sоlitЭQ~nе 

talase. Т u оуот 81 'Ltcaju iшa.m.о kruzno kretanj е celog si

stema a1i је sada uticaj rotacije veci СП = о) 8170 ima za 

posledicu pojavu novih dopunskih clanova и kar~<teristicnim 

ј ednaCinam.a. 

Rukovodilac ovog rada bio је pгo~. dr. Vladan Dorde

~ic, dipl. ша8. ing. redovni pro~esor Мasinskog f~~teta 

и Beogractu. Koristim pri1iku da ши se najtop1ije zahvalim , . 
па mnogobrojnim savetima i ve1ikoj pomoci koju mi је ukazao 

u toku rada. 
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Pri :proucavanju solitarnih talasa veoma је vazna jedna

cina KORТEWEG-de VRIES-a koja је izvedena 1.895. godine. 

BTOКES је 1847. godine :pronasao priblizan izraz za ne1inearne 

periodicne talase u вlисаји Ъеskоnасnо duЪоkе tecnosti i1i 

tecnosti umerene dubine, dok su BOUSSINE8Q 1891(~i RAYLEIGH[zJ 

1976. godine pronas1i priыzan izraz za solitaran talas ko

ji ima konstantan oblik i konstantnu brzinu. prvi је ekspe

rimentalno posmatrao solitarni ta1as SСОТТ RUSSELL 1844[8Ј 

godine. Naj1akse se solitarni ta1as dobija kao rssenje jed

nacine KORТEWEG-de VRIES-a. Ta.kode se moze :pokazati da su 
periodicna resenja, resenja jednacine KORTEWEG-de VБIЕБ-а. 

U re1ativno p1itkoj vodi dugacki talasi эе mogu opisati nе-

1inearnom jednacinom sledeceg oblika: 

\. + с (1 + -2.._ -А- ) А +~. А = О· 
..tt; О '""п х' ххх 

с 
о 

(1.1.) 

do prethod.ne jednacine se do1azi resavanjem jednacine пе

tanja i jednacine kontinuiteta pri сети ве koriste :poznati 
granicni us10vi za m.ode1 tecnosti koj а ј е эа ј edne stra..'t1e 

ogranicena ravnoГJ. 3,)locom, а sa druge strane se nalazi slo

bodna povrsina .. 
h - visina nе-оогешес€:nе i~ecnosti 
о ~ 

С ,'й .:.... konstante 
о 

cije је resenje: 

А/= А весћ2 ( о f 3 А 

о 4-h3 
о 

Jednacj.na (1.1.) 

kode da iтa periodicno 

Jakoыevih e1ipticnih 

ј е ј ednacina KORTEWEG-de VБIЕБ-а 

(1.2.) 

prilog I.l. 

(sto ве moze l~o pokazati) moze ta

геэеnје koje ве moze izraziti pomocu 

funkcija. 
1 

А = Ао сn2 t: h 2 )-r ех - Ui;) } 
о pri10g I.2. 

(1.3.) 

Resenj а (1.3.) ј ednacine KORTEWEG-de VRIES-a ZoVtl ве 

knoidalni talasi. 
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Ocigledno је da jednacina KORТEWEG-de VRIЕЗ-а moze da 

ima nереriоdiспа i periodic~ resenja. Neperiodicna resenja 

jednacine su solitarni talasi, а periodicna reJenja su kno

idalni talasi. 



Prilog I.l. 

2 { 3 А 
Dokaz da ј е А=А sech ( 3 

о 4 h 
о 

1 
)-r СХ 

nj е ј ed.nacine А+о + С (1 +......2-.2 h
A

) А +6" А 
v о о х ххх 

= О: 

U Ј' ednacini KORTEWEG-de VRIE3-a )( = ..l:.- с h 2 - ~ о о 
б 

9. 

rese-

Posto talasi imaju konstantan oblik i posto se krecu konstantnom 

brzinom оni mogu biti opisani jednacinom: 

JI--Х = 

А 
:ю::х 

А"!; = 

А ::: t.L. "'С ех) ; х = х - Ut 
'Ј ,) 

= А 
х 

h ~x о 

= h 
о 

- 1љ 
о 

Х 

<... ,) хх:х 

-'," .:, х 

::: 

а х 
Јх 

'\ 
ОХ 

Х - Ut 

'\ 
(~J Х 

д i; 
= 

= 1 

::: h .;; 
о 

- U 

Ј ,Т 
с)х 

= h o " %I C-U) 

J.:.ko vrednosti А+о, А , А, А , ~ za.menimo u ј ed.nacinu KORТE-
v х ххх: 

\·lEG-dе VRIES-a dobija.mo 

- uh -;;:: + с (1+-2.2 
о ЈХ О 

1 2. 111. +Ј <;' U Ј' , ь h o "у ' i"J - (сг - 1) = о 
о 

Nakon prve integracije dobijamo: 
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, 
Ako prethodnu jednacinu :pomnozimo ва ~ pri сешu је 

. ~ 1= ~ ~ imamo: 

_1_ h 2 ----с I -<:: /t 

6 о ј Ј +-{-"з 2 1'- с ~ -1) S Ј' + GJ'= О 

1 

12 

о 

Nakon druge integracije ls1edi: 

h 2-с,2 
о Ј 

"::r 3 
+--

4 

u . r. н S I 11 :F..t2 
(о- ..:. 1) 2 + G Ј + --zг =0/4; Ј f = ~ 

о 

U speci,j alnom slucaju kada S i nj egovi izvodi teze 

nuli u beskonacnosti onda је: G = Н = О tako da prethodna 

jednacina ima oblik: 

u 
с:;-

Ako prethodnu jednacinu korenujemo ~ razdvojimo promen-

1jive pdobijamo: 

·Јп dx =й х 
h h 
о о 

1 С В Су + с y;z + в - вР 
= + --- = ------~y---

( у + 116( ) ( у -Ух) у -~ у +ух:, Су -~) су +-y~ ) 



1 
= 

(е + В)у +rБZсс - В) 
СУ +7kZ) СУ -y~) 

с + В = 0-9 С = - в 

l/~(C - В) = 1 ~ В = 1 т od.nosno А = _~l_ 
211~ 2""l,b( 

r 1 dy 
= 2 ( \ 2 JI~"!" .,-

t/ у - У,-"Х. 

= 2 (r Cdy. +5 Вdy ) = 
Ј y-yt:;Г у + vot.. 

+ -2Ј!:?: dy l' 1 

" y+v:Y 
) = --±- ln ј у. - ]I~)= 

-V;Z- у + У.:;.( 

= .-.L ln 11 ~ - Ј= - -У:>< 2 у. d.- :г 
т rт , 'Ј ' ..... i! ; = - -;/. / д . .rth .~ Ј 
У ,,.:.. ј/.>-.. - S . 11 --х., , ," ." 

11. 

Nakon resavanja i razdvajanja promenljivill dobija эе: 

2 -Vd--:Г - ., .. ;_ Arth . 
I .1 .'-/ 

а odavde је: 
ir' Q'- . .-А..... 

1 
! 2 3 / -

-:; - -1... ~ech ( сх.) 2 Х 
~) - '" '-, о 4h 2 

о 

Posto је А = h ~~ onda је: 
о . ..) 

А = Ао sech2 {C:
h 
Аз ) + СХ - Ui;)} 

"- о 

Неаеnје Ј = .::1... sech
2 

( ? 2 ) 
-.Mtl· d" ki 4n y~ lJagrams: о 

1 
2 х moze se predsta-
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Prilog I.2. 

Jednacina At + СО (1 + + h~ ) ~ + d'" Аххх = О 

moze da ima periodicna resenja koja su izrazena preko Ја

kobijevih elipticnih funkcija.[S] 

Polazi эе od sledece jednakosti: 

1 h 2 ""F,2 = '\ 2 ( d.. - -Ј ) ; 
3 о \оЈ ~I 

12 =р (-г;) 
Ј '-- Ј onda је: 

с? == оћ;2 о-Ј 2 (О( - Ј ) 
Ocigledno је da gornja jednakost predstavlja polinom 

treceg stepena koji ima tri nule i to: 
1) 0-r;:: = О . ..) 
2) 1=\Ј.. h 2 

3) јО= (;/. -<); !ј= ~2 

Ocigledno је da зе tre6a nиla nalazi izm.ed,j1.1 p:rve йуе 

nule i da оnд mora biti negatiVne. posle cega је: 

1 --=-- h 
2 r d:f 

\. cL-х: 

..... i I~ = 1+ С::'''- - .Ј 

3 о 2 

Тасnо resenje prethodne jednacine је: 
1 1 

! 1- =d сn2 (3. rз ) --г Х; D = (3 /32) ~; D2 = ........ 3_f.: ..... :1=~ _ 
) L~h2 4h 4h 2 

о о о 

~j_ 1 nD nDX dnDX , - -2D·:;f,c Х S 
,-' 

Ako sada оуе vred.nosti uvrstimo u ј ed.nacinu 

+0 24D~2 cn2nx sn2nx dn2Dx =0( сn2nX(~-dсn2nx) G-:,(сn2Dх-'~+~) 

13 dn
2

(j..{ =Ј} dn2сх 8tO је i trebalo dokazati. 



1JTICAJ SIillJ30G SМICAJNOG STRUJANJA НА RASPROSTIRANJE 

NELI?1EA.Ri\1IH IJUGIH GRAVITACIONIH T.ALA.8A U STRATIFIKOVANO.J 

TECNOSTI 
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u ovom slucaju izucavacemo interne (unutrasnje) talase 

u stratifikovanoj tecnosti u jednom horizontalnom sloju nе

homogene neviskozne tecnosti debljine h koje је эа оЪе stra

ne ogranicen ravni plocama. 

I 
Ј. 
i 
! 

, ., .... ~'.,_ .. _p._._~~ .. _ ........ --'", .... ____ .,._ .. _.;:~. _ .. _ Ј •• 

" ., .. " 

S; :::: _е (z) - zakon stratifikacije 

u = u (z) - .funkcija smicajnog strujanja 

. .~~! _. 
, .. , 

: ! 
:. f 

_ i 

./ 

/ 

Ови х postaviti сето u гаvni donje р10се u pravcu prostira

nј а ta1asa, а OS11 z vertika1no naviSe. Pri resava.nju ovog 

problema polazi эе od osno-v.nih jednacina (jednacine kreta

nja i jednacine kontinuiteta) koje napisane u v~ktorskom 

oыku izg1edaju: 

DV -+-

У Dt = -J0F - gradp 

D9 
Dt 

(2.1.) 

_.-- .-4-

U jednacini kretanja F = -gk а za stratifikovanu te-

cnost jednacina kontinuiteta эе raspada па dve jednacine i 

t,o: 

р 

пр 

Dt 
о· , ._~ 

div v = О 

ви: 

gustina stratifikovane tecnosti 

brzina kretanja tecnosti 

- pritisak 
--+'"" -F = - gk (zapreminska sila - si1a zemljine teze) 

Vektorskim jednacinama (2.1.) odgovaraju sledece еЈса-

1arne jednacine: 



+ ии + 
х 

wu ) = - р z х 

р + u П + wO
z 

= О 
~) t Ј х J~ 

u + w ::: О 
Х Z 

14. 

(2.2.) 

Nakon nastanka рогете6аја gustina, pritisak i brzina 

imace sledece vrednosti: 

јЈ=? c l 

+ Ј ; 
I ј 

р=р+р ;tl=U+U w: ,.... , .t:'z = 

.Р; р; и; "Vl - vred.nosti gustine, pri-t;iska i brzine u tecno

sti nakon nastanka рогетеСаја. 

р; р; u - vrednosti gu~tine, 9ritiska i orzine u nерогеше-
.ј 

сеnој tecnosti. 

Ј,I; р' ; иl 
; w'- рогетеСа.јnе vrednosti gustine, p~"'i tiska i 

brzine. 

Р 1 t k " . . d "" ~,?,..". , ] 08 е nas aIl_ а рогеmесаЈ а Ј е дг.сЈ...r:'.8 \, _, с:::.,,) ~тace В .. е-

deci obiik: 

(О + 5>' )t-tJ + (u+ и l )и'· + \1 ј Си + и' ) ~ = р i .r х . Z Zj х 
,.Ј 

(2.3.) 

и~ + w~ -- О 

Osnovne jednacine se па pogodan nacin mogu napisati 

u bezdimenzionalnom obliku koriste6i slede6e razmere: 

h - za duzinu 

liih za Ъгzinu (g је ubrzanje zemljine teze) 

- za vreme 



о gh - za pritisak 
.Ј с 

у.,- gustinu 

h - debljina nehomogene neviskozne tecnosti 

w Си' + и ) = - р z Х 

= о 

15. 

(2.4.) 

Prilikol..'1 resavanja pretl10dnih jed.nacina koristi se 

osnovna ј ed.J::) .. acina hidros·t;atike: 
dp _ 
~ = -.'." g az ) 

z~:::. r,эЗг:'Ј·а...'1.ј е ovog problema granicni uslovi эи: 

w (о) = w (1) = О 
Za. i:::.vod,jenje odgovarajuceg oыkaa jed.nacine KORTEWER

de VRIЕ:8-э. 1z sistema ј ednacina(2 .4.) posluzicemo эе postu

pkom иуод.;Ј еnј а daleko:poljnih koordinata: 

1 

. ј-= с 2 (х - ot) 

..2..._ 
L:= С 2 .:; 

(2.5.) 

s obzriom da ви razmere za Х i z iste Ch) i da је: 
, 
.Ј. - . ...,-

с: с:. 
С Х:= О (z); с-« 1, 

ocigledno је Z«'X - to znaci da је posmatrana oblast stru

јanја relativno plitka. 

Ка 'Ј rdi nat а ...,.. 
,) эе krece и pravcu оэе х b~zinom С. 

Pretpostav1ja эе da эе talas sporo теnја и tome koordinat-

nот sistemu. Па Ь! эе te ргашеnе eksplicitno izrazile, 

uvodt, эе эрага vreme ~-. 

с - konstanta odgovorna za brzinu talasa koju cemo odre

diti и postupku koji sledi. 
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t - та1ј. :parametar koji se koristi pri1ikom razvijanja роје

dinih velicina ро stepenima od (с). Ako se poremecajne vred

nosti brzine, gustine i pritiska izraze preko parametra СЕ). 

imamo: -2-
u = Е... ТЈ; u = Е 'тј; w = Е 2 W; .f' = ~ Q; р = t р (2.6. ) 

pri сешu је: 

U = о (1) 

Proucavamo slabo smicajno strujanje ра сето stoga sma

trati da је u = Е, U (z) gde је UCz) = о (1). Zahvaljujuci 

oy~co pretpostavljenom redu velicine smicajnog strujanja ono 

ве nece pojaviti u sistemu za odre~ivanje ~rve aproksimaci

је. 

Ako u jednacini (2.4.) uvedemo dalekopoljne koordina

te (2.5.) i re1acije (2.6.) ОSnОvЋе jednacine се imati slede-

6i oblik: 

;-

С.? +с Q) "l-сU~ +Е Uc + (tJ + U)U:f+E.. \-Ј(Uz + u )), = - р-
z -1 ! 

, (.r + Е Q) { - Е с \У} + О ( Е. 2) ~ = - Q - р z (2 .. 7.) 

+ t Q'C' + Е (U + U) Q, -т;-
,) 

U-;:- + \vz = О 
.ј 

Jed.nacine prvog reda 

Brzina, pritisak i gustina mogu se ротоси parametra 

razviti u red па slede6i nacin: 

Ј 
(2.7.) 

Р = 2--. p(n)E п 
и""u 

Ako sada vrednosti U, w, Р i Q u obliku reda uvrstimo 
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u jednacine 2.7. i uporedujemo c1anove u svakoj od jednacina 

ponaosob uz isti stepen(E)dobijamo sledece jednacine: 

f
-:''' uC о) _ рС о) 

с- ~ ---
оо Ј Ј 

_ Q(o) = рСо) 
z (2.8.) 

_ cQ~o) + 5' ,,/0) = о 
:5 .5 Z 

U~_o) - + \.1(0) = о 
,_Ј Юс8 sada 11. jednacinama (2.8.) prvi jednacinu diferen-

ciramo ро (z) а drugu :ро СЈ ) i izjednacimo strane ва 1eve 

strane znaJ:a ј eclnakosti onda dobij ато: 

(2.9.) 

r-1Hozenj ет ј еdnасiле С 2.9 .. ) эа с imamo: 

(2.10. ) 

Koristeci trecu i cetvrtLl jednacin1J.. jednacina (2.8.) 

i ј ед_Ilасinu (2.10.) dobijamo sledecu ј ednacinu: 

(2.11.) 

Resavaп,j ет ј eclnacine (2.11.) dobij аји ве vrednosti za 

pri:'c;isak, gustinu i brzinu 11.z poznate granicne us10ve \-1(0) = 
= . \-[(1) = о. 

! 

Ako ве u jednacini ~2.11.) izvrsi razdvajanje promen-

1jivih u \,/0) па nacin: W о) = - Ау С 1 ,Е) f(z)j gde је А (Ј, Ь) 
proizvo1jna i za sada neodre~ena funkcija, 1ako ве pokaz11.je 

da se dobija: 

I 
(2.11.) 

Vazno је napomenuti da jednacine drugog reda daju ze-

1јеnи jednacin11. za А (Ј ;п. 

Pomocu jednacine (2.1Y.) ва granicnim 11.s1ovima 1'(0) = 

f (1) = О mogu ве odrediti sopstvene vrednosti 1'unkcije 1'(z) 
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i sopstvene vrednosti za с. Tako па primer ako se uzme eks

ponencija1ni zako.n stratifikacij е, f' (z) i с imaju sledece 

vrednosti: 

f (z) 

а = 
п 

н 
-т z 

= 2ic1 е sin nJl z 

4Н 
(pri1og II.1.) 

pri ceтu је f: = 
-Hz 

е 1 Н;;. О; п = 1,2,3, ••• 

Pritis~~, brzina i gustina эе izracunavaju pomocu вор

stvene угеdn.о sti f\шkсiј е f' (z). 

~-l( о) = - А<:: f' (z) 
,) О 

U(o) = А f~ 

рео) = сА (..' f' . .) о 

(2.12 .. ) 

Q(o) = - сА (?? f'i / .-, о 

~ednacine drugog reda 

Kod dx~ge aproksimacije vrednosti za brzinu, pritisak 

i gustinu (2.7~) u obliku reda uvrstavamo u jednacine (2.7.). 

1 ~ оуош slucaju pokazacemo kako izg1eda prva jednacina na

kon druge aproksimacije а za ostale jednacine (2.7.) postu

pak је isti. 

CS+EQ) {-OUJ+EU["+ Е.. СП + U)Uj+ Е УТ CUz + Uz ) } = - РЈ 
Cf+ Е. CQ(o) + EQ( 1 ))J {-О (U~o) +E.U~l) +f[U+(U"".ff vвј)(u~?)+ u}l~+ 

+t(u(O)+~U(l»)+t(W(O)+~W(l))L1cr +(u(o)+ U(l),)lil}= _р(О)+ср(l) 
r т z z z (Ј_ Ј ]" 

Izjednacavanjem с1anоуа uz (е) ва 1еуе i desne strane 

dobijamo: 
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coU~l) _ с Q(o)U(o)+o'fU(o)+(U+U(o))U(o)+W(o)(U +U(o)) = _p~l) 
Јј" 5" J~" Ј Z Z ,Ј 

Jednacine (2.7.) nakonb druge aproksimacije imaju sle

deci oblik: 

.::- U(l) 
= су Ј 

p~l) =_Q(l) + c}W~o) 

- cQ~l) + ,f'W(l) = - F2 .... ) 

(2.13.) 

u ovim .ј ed.Ilacinama F1 i F 2 im.aju sledece vrednosti: 

Ako prVll od јеdns.Сiшэ. (2013,,) di.ferenciramo ро (z) а 

drugu ј ednacinu ро Cg) iz.j еdrсD.Сi]}ю desne s·t;гэ.nе dobijamo: 

- (l" (1) 
. с . ~,u.1 )) z - F1z :=: - Q ј 

J:1nozenj ет :pretllodnE~ ј ed.nacine sa с im.amo: 

02 (su(l)) - cF = - cQC)) + с2 с vl(02 
Ј Ј z lz ~) ј! S 

Cet~ta jednacina (2.13.) daje пат sledecu vezu: 

u(~.) ~ - w(l) koj а kada se uvrsti u p~ethocinu ј ednacinu, daj е: 
S z 

Рото6и jednacine (2.14.) Grinovom 

то ј ed.nacinu KORTEWEG-de VRIES-a 
~ 1 

r ?f"3dZ (' о f 2 dz А +U А + ~Jo. о :AAr:+ ~.j~ Q 

r; us:; 2 f >5 f 1 2d Ј 2 )1~ 12 
с .Ј О Z .f .f о dz 
. с 

(2.14.) 

formulom dobija-

АЈЈЈ=О (2.15.) 
pri10g II_2. 
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u p:rethodnoj ј ednacini clan ПuвА Ј ве eliminise uvo

d:enj ет koordinate Х = У - Uus ''6 tako da ј ednacina KORТEWEG-de 
VRIE3-a ima oblik: 

А;-· + а1 А А + а2А = О 
х :х;х:х 

(2.15.) 

Jedno od r~senja prethodne jednacine је so1itarni ta-

1а.в 

(2.16.) 

p~'i1og II.3. 

u resenju (2.16.) pojedinic simboli imajll sledece vred-

.rюsti. : 
ј 

з.Ј~~f' ~ 3 dz "- 2 с: у f' <lz -;-; о 
'а = 1 

уј = \.u.е "'1- I 2 
ј S f dz :i о 

'и l.l0pstena srednja brzina smicajnog str'..ljarlja. 
-йв 

1~aliziraju6i resenje (2.16.) moze se zwcljuciti da эе 

sшi.G9.јnс strujanje odrazava вато па brzinu 'talasa. Srr_iсајпо 

stru.ja.n;je nema uticaja na- amplitudu i -duzinu talasa. 

Izborom uopstene srednje vrednosti brzine (Uus ) тogu

se pojaviti razliciti slucajevi. 

Tako n.а primer brzina soli tarnog talasa moze эе "uko
ci:Gi /1 lll,:oliko ве izabere da је uopstena sred.nj avreclnost 

t)J.'zine smicajnog struj anj а Пиэ::: - ';f • 
u ovom slucaju prouca.va ве linearno вшiсајnо struj а

nје pri eksponencijalnom zakonu stratif'ikacije • 
.. (5 - .-Hz Н::> О 
Ј·-_е, 

Н 

f = е ~ z sin nJL z , п = l, 2, 3, ••• 
оп 



u (z) 

Uus = 

21. 

Юсо эе pretpostavi da је raspored brzine 

= а + (ъ - а) z onda је: 

а+Ь ... а-Ъ сn2 
2 2 

Koeficijenti a l i 
-1 

С -L f :Со 2dz 

(2.17.) 

prilog II.4. 

imaju sledece vrednosti: 

="2 ['9 f~ 2dz 
= 

2Н 

1-\....'1\..0 ј е сп) nepa_"l'rlO о:ййа ј е a 1> О 
Ako ј е сп) pax~no onda ј е a 1 <:::. о 

Vazno је nароrпеnu1:;i (ia је str..ljanje koje это prouca

vali stabilno posto Ricardsonov broj zadovoljava uslov 

Ri ~> t [10Ј. P:r.'i ovako izabranom strujanju , Rucardsonov 

br~j је: 

R. 
~ 

Ri је velicina reda О (~-2) ра се prema tome imati ve

ота velike vre(ulosti. Ovo је уеоша vazno napomenuti posto 

Ricardsonov broj igra veliku ulogu pri proucavanju stabil

nqsti jednog s~tcajnog strujanja nehomogene tecnosti. 
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Strujna s1ika kod 801itarnih talasa 

Jed.nacina strujne :fu.nkcije za s01itarne talase ima 

oblik: 

.С-

у:; (о) = Ј Udz + A:f
o 

= konst. 
с 

(2.18. ) 

pri10g II.5. 

_.;4 мо эе usvoji s1edeci zakon promene brzine: ) 'rr---~ '77 _____ . _____ :~ .. o::.,.----.--.- ' ...... о' . у- '~". _ ~" 
- :; ..... -1' ,.. 

! - ;' ':'" 

t .,-

Zamenom U = z u jednacinu (2.18.) dobija эе: 

. 
! zdz + Af 

о 
= konst. 

~.} 

( .. 

2 
+ Af 

о 
= ~. (о) = konst 

н 

(2.19.) 

2. '"2 z 
Posto је А =:х' oSeCh(1 о(х -&;6'); :fo = е 8in n.IlZ 

·t;e ZЭJll.еnоm ovih vrednosti "и jednacinu (2.19.) dobi.,jamo: 

1'0 

н 
~Z 
е ,8in n.J.iZ = с ili 

Pri tome ј е:oI. о = 1; Ijc(x - J~'Т) = Х 

(2.20.) 

Jednacina 2.20. predstav1ja jednacinu 8trujne funkcije 

koja 8е moze pred8taviti dijagramski •. Na 81. 1, 61. 2, 81. 3, 
dat је prikaz strujnes1ike (2.20.) pri u8vojenom zakonu stra

ti.fikacije, у = e-Hz , а za razlicite vrednosti Н i to: 

Na 81. 1 

па 81 .. 2 

- па 81. 3 

н = 0,1 

Н = 0,35 
н = 0,91 



,:.' -~. (.: " / I 

,.-. - -.... ~. - ....... , ..... .., 
- .... f',... ..... ~ .... -#", 

" 

f) х 
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ј 
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ј 
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ј 
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ј 

ј 
ј 

ј 
ј 

ј 
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ј 
ј 

ј 
ј 

ј 
ј 

ј 
ј 

Ј 

ј 
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ј 
ј 
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ј 

ј 
ј 

ј 
ј 

ј 

I 
ј 
ј 

ј 
ј 
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26. 

Strujna slika kod koje је zakon promene brzine 

l ::· 
.; _.-.-

г -
u = 1 - z 

(?~: i; ;:, :~ 
..; , 

-
__ о ~~ ~'.~_ •• 

о •• 1 - . 
. :( 

Po1azi se od jednacine strujne ~unkcije 

~ 

\,i..J(o) r т =... udz + М о = с 
Zamenom u = 1 z u prethodnU' jednacini dobija se: 

z2 
z - ~ + Afo = с (2.21.) 

Zamenom vredno8ti za ~o i А u jednacinu (2.21.) imamo: 

+Z. е S:1.n nJL z = с i1i 

(2.22.) 
~o 

U jednacini 2.22. је =cLo = 1; Х =!Ј о (х - ~ ь ) 

Jednacina (2.22.) је jednacina strujne fuпkcije za 
-Hz . :? = е :1. ona se moze prestavi ti dij agramski: па sl. 4-, 

81. 5 i sl. 6 dat је prikaz strujnih 1inija za raz1icite vred-

nosti Н. 

- па sl. 4- Н = 0,1 

- па 81. 5 Н = 0,35 
-!nа 81. ,-

Н = 0,91 о 



• 
1:'
С\Ј 

--, 

t 

, 
.... 

(' IJ [.11, 1 
-ј 

ј,' - и)-/ '1 
_У. 



• 
со 
(\1 

1/ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 



'~ 1; . .../ 

• 

i 

lt)j 
,-

/ 
I 

11;1-
/. / 

. ., t 
\ ,1 

L'JI. t 
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8trujna slika kod koje ~e zakon promene brzine 

.:с u = - 4z + 4z -t 
-~~~~~~~~.~.,~.~.~.~//~.~/~.~~~-~ Z С = э =-

-~-----; .... t.i ______ -_~O~-------.,___, \V(~ 0= (!. 
.' ,.. ," .. • .~ ~:~. ./ ј ': /. • • , i :" • : 'ј' 

'!Ifi-
Ako u jednacinu stгujne 1'unkcije rp = udz + А:! = с 

zamenimo u = - 4z2 + 4z dobijamo: о 
t 

{'(-4z2 + 4z)dz + A:f 
v о 

= с 

Nakon integracije jednacina 8trujne 1'unkcije је: 

4 z2 _ 4 ~ + A:f = с i1i 
230 

4z3 
+-

8есћ2 Х = __________ ~3~ __ __ 

1'0 

U jednacini 2.23. је: 01... = 1; Х =12 (х -~I-) о ',,10 

(2.23.) 

Jednacina 2.23. predstav1ja jednacinu 8trujne :funkcije 

koja 8е moze pred8taviti dijagram.8ki. На 81. 7, 81. 8 i 81. 

9. dat је prikaz 8trujne funkcije za f = e-Hz i za raz1ici

te vredno8ti Н. 

- На 

- па 

- па 

81. 

81. 

81. 

7 
8 

9 

н = 0,1 

Н = 0,35 
н = 0,91 
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Strujna slika kod knoidalnih talasa 

Resenj е ј ed.nacine KORTEWEG-de VR1ES-a moze se napisati 

u obliku: 

pri10g 11.6. 

Jed.nacina strujne runkcije је: 

~ (о) = J"t. dz + М о = с ' 

ј Ako 8е u8voji zakon promEf1e brzine: u = z '. "1 

'·f!----·,-. LfL.tUш.!!..t.!.Lu.IILа./!..I..'ћ./:IЈЈ':'/i1.Li.L,,,/~ј/ј/и/ц//,'//.i/'Ч_ f = '-

r-"" !-
- сl Џ. -(0/_ G-

о ".. и Т17777П7i 7 7/ 71777(77777/7ТrтTT777TT//~ 'f/-

Uno8eci u = z u jednacinu 8trujne funkcije 

S~u-
dz + Мо = с dobijamo: 

2 
...!.... + М = с 11! 

2 о 

2 Н z 
...!.... +0( cn21J (х -~ е--':- s1n n)Lz = с odnosno 

2 о о 

z2 
c-~ 

cn
2

X = ----~-
:Со 

/pri сешu је: d.. = 1; Х =11 (х - ~ 6") 
о о 

cnx - Jakobijeva e1ipticna :Cunkc1ja 11. 

(2.24. ) 

pri10g 11.7. 

ЈеdnaСinа 2.24. pred8tav1ja jednacinu strujne f'unkcije 

koja ве talco<!e пюzе dijagramski prikazati. Na s1. 10, в1. 11, 
- -Нz 81. 12. dat ј е prikaz strujne .tunkcij е za 5' = е i za raz-

cite vrednosti Н. 

- Na 81. 10 Н = 0,1 

- па в1. 11 Н = 0,35 

- na в1. 12 Н = 0,91 
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38. 

Pri10g II.1. 

Resavanje jednacine 2.11. 

- с2 (9 w~o»z -: 9' ч(о) = О; z = 0,1; ",(0) = О 

ч(о) = - АЈ :fo (z) 

2 - I i -1 
С (J:fo ) - s> Ео = О 

2-" 2-1 I -, 
С f Ео + С f :to - 2:to = О 

z = 0,1 ::f = О 
о 

:t" - нr' + Н ~ = о 
о о ё2 о 

- - нz 5>= е 

1nf = - вz -(di:fе~еnСirаti) 

-, 
9 
-=-=-Н 
5' 

\ Н а 
/\1,2 = 2.±. 2' 

1) о = С1 + С2Ф С2 = - С1 
Н + а Н а 

2)0=с1е2 '2 + с2е2 - 2' 

~ ~ ~ - ~ + 2n7Li 
е = е 

<7":" .-

а = 2nJl I 

2 
i - - 1 

а -уJi! - , 
2 .... 2 ...2 4Н 

- 4n"Jl - н- - 2 
С 



(Н + in.JТ )z (Н _ inJl)z 
ro = ce~ + с е 2 . 

С2 = - с 1 2 , 1 

Н -;:::z . 

(einJtz e-inJТZ ) r
O 

= с е 2 -1 

!!z ~ 
= А е2 (co~ + isin nТLZ - cosntz + isin nfZ}. ro "1 

llz 
ro = 2ic1 е

2 sin nkz (2iC1 ulazi u А Ј ) 

\1(0) = - A.fi"o 

Н z 
\1(0) = - АЈ е-Т sin юJl z 

39. 

Iz jednacine(2.8.) 1ako ве izracunava па primer jed. 
па cetvrtom mestu 

п(о) + \1(0) = о 
Ј z 

п(о) = _ \1(0) - Ar;r' 
.} Z .Ј О 
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Prilog II.2. 

Izvodjenje jed.nacine KORTEWEG-de VШЕ3-а pri kretanju 
stratif"ikovanog f"luida ogranicenog dvema р1оСаша. 

Polazi se od jednacine (2.14.) koja је dobijena nakon 

druge aproksimвcije 

.е20 ч(l) + с2{ј'ч(1) _ Ђ'ч(1)=р - сР - с~ч~~) 
Ј zz ~ Z Ј 2 1z ~ J~ 

Z~ izvod:enje jednacine KORТEWEG-de VRIШ-а koristi se 
Grinova f"ormu1a u intervalu 0,1 odnosno dif"erencijalni оре

rator sa jednom nezavisnom promenljivom pri сешu је: 

Р 2-
(s) = с 9 ; q С2ё' ,. 

(z) = ..т 
-1 

Y(z) ="-ј 

Fu.nkcije p(z)' q(z) i t"(z) su neprekidne u intervalu 
[о, 1]. 

Лkо se iskoristi osobina spregnutih operatora onda 
ве moze napisati Graniva f"ormula. 



зауanjа imaju sledece vrednosti: 

l 

]-С'F1ZdZ = сЈ 'Fl.t~dZ 
~ . 

41. 



42. 

Sabirajuci clanove iuz Аб' Ај , АА5 , А f ЈЈ dobijamo 
jednacinu KORТEWEG-de VRIЕЗ-а. Ј 

·1 '1 ./ Ј 2 А ~ I 3 2 ;~ 2 f- 12 .А.-+2с "f1o:r' dz· ~+зcJf:ro dzAAf+c jf:ro dzAYJrO 
2СЈ! :r dz с о Ј О Ј (.1 (.; 

D О " 
AЗrо ovu jednacinu podelimo ва 2c.ff:r~2dZ dobijamo: 

с. 



Prilog II.3. 

Dokaz da ј е А =.;.( sech2.t: ·i 'f - (~' + u ); = 
2 - о ',1 О ~. • о из . 

. I L f.' ( ,.,;. 1) "'.. dn ..,. =D\ sе(п) х -'.).;" С , resenJe Је ac~ne 
о . о 

A~ + ~AAx +- ~2Axxx = О i racunanje koe~icijenata odnosno 

vrednosti za,y'o i 10· 

Acosh2z =~o 

AxCOSh2z+A2COShZSinh~0 = О 

z =~o (х - ~Т-) 

~ =ђо 

r. 2 2 _1 2 2 Ахх = -2?oL-2А(l-sесh z)+Asech ~= -210 (-2А+3Аsесh z) 



44. 

~ 2 
Аххх = -21з ~--2(-)2Ali tghz+3A sech z+БAt~ sechz(-sechztghz) = 

0_ . о х '0 

= -2/~02 i4Anotghz-БА,l~ sech2ztghz-БАЈ:I seCh2ztghZ! = 
JL О О .~ 

= -2 Ј1 о [4А./30 tghz -12ЩоsеСh2ztghZ] 
'" 

UVrstavanjem ove vrednosti u jednacinama dobijamo: 

2Al) (јУ о tghz - 2~ А ~ о tghz - 8Аа21 ~tghZ (1 - 3sech 2z ) = о 

2 2 
~o - ~A - 4а210 (1 - 3 вес h z) = О 

2 
ао - 4~~0 = О ••••••••• (1) 

-~~o + 12~~ = О •••••• (2) 

Iz prethodne jednacine (2) dobije ае: 

?{ ~ 01" 2 ~.(o 
/Ј о 12~ -?/ј о - 12~ 

Iz jednacine (1) dobija ае: 

~o - 4~~~ = О ;э22fо 
о = 4~ 

~ -8.з.olо ~o с'о =-
о 3 12~ 4~ 



45. 

Prilog II.4. 

Izracunavanje uopstene srednje vrednosti brzine 

f = e-Hz ; Н? О 
Н 

~on 
~ = е sin nJtz, 

'-1 н <: 1 
= Н2+4n2л2 

п = 1, 2, 3, ••• 

I ron 
н =-

Н Н Н 
-т-z. - ~.- ~(п. - - .- ) е s~n njlz+e n7lcosn1Гz=e ~~nn'iz+nlICosn,nz 

2 

, нz сн2 . 2 -- НnJ~...- - 2 2 2 .- ) r оп = е 4 s~n nJI z+ /. S~nnk z COSnk z + п :ft соэ n~z 

J;r~~dz:f~!Fsin2nrz+нnrBin D],Iz сов nrz+n~2COB2nAz)dZ 
с С; А 1 
J~in2n:rzdz~: Jcos2n1izdz = Ј (1-sin2~)dz = ~ 
~ о О 

1 ~ 1 sin nТtz cons n:IZdz = ;"fsin n'1zd(sin щ) = 
о о 

2 - /-1 sin nil z О 

2 п УГ %; = 

u = а + СЪ - а) z - zakon promene Ъrzine 

l~.fZ~~dz-' аН2 + (ъ-а)Ј~(f Bin2nJiz+Ib:iГsimiiГzcoB rШz- + 
о 2Вn ~ 

+ n2л2соs2rif1z) dz 

S.{ 2 1 ЈА 2r~ 2 1 1 1 
zsin rifzdz = 4; zcos n1zdz=J z (1-sin DJz)dz = 2 - 4 = 4 

о ~ ~ 

-4 .1 
Ј z sin nТz соэ Ш;-z dz = ~ f zsin 
с- nJI. с 

nJiz d(sin n1tz) = 

1 1 2 ;1 1 ",f 2 
- - ~ zsin rifz/ - ~j sin nJz dz = 
- nj. t::. I Q t::.D.ji " 

'1 
-4n:;z-



1 . 2 - -
LL = Z; dtA = dz; v = 2s1.n n.l.z dv=sin n., zd( sin n:~z) 

I _.-? 2..2 ! 

Јl - I аН ( { н- .- 1 п," _ uffondz = --';:;;;;;';';;"'2 + ъ -а) - - Нn7L- + 'Ь:- = 
-.; 2Cn 16 4n1Z 4-1 

. 
аП = 2 + (ъ 

2tn 
а) i l~ + n~2 -

+ _b_-_a~ 
4 

.. а + Ь -а 
uus = 

2 

(Н _ Н)/ 2Cn
2
/., 

Gn2 н r 

= 

46. 



Prilog II.5. 

Strujna ~unkcija 

Polazimo od jednacine kontinuiteta 

U z + Wz = О 

u = r z; w = ~x (brzine pre poremecaja) 

- I 
U + U -

-u -Е: U 

'f z; w' = - у; х (brzine nakon 

u' ас. U; W -c.~t 
poremecaja) 

1 . ~ 
~ r;-" 1: ~ 's -с (х - ct); 6 - ~ t 

'f -Е. ~ 
_ г .-~. (~'_ 

д ћ с-у -,: с.А;' _. '_+~/r'-

d х Ј с х ~'i с Х 

-Е.. (П + и) - Е- 'f z 

c~ = -OJE~ 

w .. -Уј 

t1 + u - Vz 

u _ и(О) + и(l) + ••• 

w _ w(o) + с w(l) + ••• 

••• 

Jednacine nakon рхте eproksiMacije 1шајu oblik 

U + п(о) _ ~z(o) 

· .; 



w(o) = _ ~(o) 
Ј 

48. 

od ranije је poznato da је: U(o) 11: А( r ·~~·o' ( .. ј '.'1(0)= -A.~:fo 
.) ,L) .... ' ~ 

i akQ ovo uvrstimo u jednacinu dobijamo: 

2:-

ј;(О) .. Ј Udz + A:fo
Y 

+ F(S) (di:f. ро Ј 8е dobija) 

I 
Ај f о + F .. АЈ 1: о F .. с - konst. 

~ 

t' (о) - Ј Udz + A:fo + о pre ce~и је 
Н 

f o .. e~8in nfz, п - 1, 2, 3, ••• 

Za z .. О; 'f ( о) .. о -9' с - О onda је: 
~ 

't"( о) 1: f Udz + Afo .. konst. 
с 
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Prilog II.б. 

Dokaz da је А =t(o cn2~70 (х -~" Г) resenje jednacine KORТE
WEG-de VRIES-a 

kt: + a1AAx + агАххх - о moze ве dokazati па sledeci nacin: 

Ат r::: 2.Lo'j o~·saz cnz dnz 

z - (х
О 

dz 0.. 
ах _,/ О 

) 

А - - ~)J, (-/1 sn2z dn2 Z+i;; cn2zdn2z - к27·;ј sn2zcn2z) _ 
хх OfO ~O ~o ~O 

_ - 2~o~~ (-sn2zdn2z + cn2 zdn2z - X2s,n2zcn2z) 

Ахх:х - 8o(oiJ~ Snz.cnzdnz (dn
2

z - к.2sп2z + x2cn2
z) 

cn2z + sn2 z _ 1 -=? s-n2z _ 1. - cn2 z 

d.n
2z + x2sn2 z а 1 7'- d.n

2z - 1-:к2sп2z - 1. - к2 + x2cn2 z 

Ахх:х: - -8.~ d3~$ПZСПZdnz(2К2 - 1 - зк2сп2z) 
I .Ako vrednosti za Ат , А t Ах, Аххх uvrstimo u jed.nacinu 

KOHТEWEG-de VRIES-a dobijamo: 

~ - 4~~~(2К2 - 1) - a1.~ocn2z +" 1.2 K2J~~cn2z - О 

1) <Уо - 4~1~ (~ - 1) - О 

2) 12 K~ ~~cn2z - a~Ocn2z - О 

~o -

Iz jednacine 1 dobija ее: 

(~-1)a1.jo 
зк2 



50. 

Iz jednacine (2) dobija зе: 

Da ,је А ~l.ocn~jo(X - ~J;J5 resenje jednacine KORTEtiEG-dе 
VRIES-a шо~е ве dokazati i па drцgi nacin 

z -А СХ
;10 

) 

л А' С ·n..v-) А л' А ' Л" А . 3лIII 
7: - -(ЈОУО; --х 18 ~o;· хх -ро ; ххх -1 о 

Ako sada оуе vrednosti za izvode uvrstimo u jednacinu 
KORTEWEG-de УНIEЗ-а dobijamo: 

~' , 3111 
-10~oA + а1 ОАА + ~ оА - О 

Integracijom ove jednacine dobijamo: 

. 81 2 
- ~ А2 + "6 А3 + ~o: i 2 - C1A + С2 
cn2z + sn2z _ 1 ~ sn2z _ 1 - cn2z 

dn2z + msn2z _ 1 

А -cl..ocn2 (х/ ш) 

Л ~ ~ocnz C-snzdnz) 

dn~z - 1 - msn2z - 1 - шС1 - cn2z) _ 1 - ш - шсn2z 
2 

- ~j~ cn4 z + ~o3cn6z + 110 1tf~ cn2z C1-сn2Z)(1-ш+шсn2z) -

• c:t<ocn
2

z + 02 

1) 02 - О 

2) cn
2

z : 2~~Јо~(1-Ш)- O~~o 
4 t2.1 . 2 Ј, 

3) сп z: - 2""-0 + ~o ~ljo lШ - (1 - ш )} • о 



б al/~ _ l ,2 4) сп Z·. ~ ") , о ""Ь"":о с;.; о ~'10 m = 

Iz cetvrte jednacine зе dobija : 

/ -:х..о 
12 ~/" 2ш ~~ =7/ 81'(0 

81 ..Ј о ~ .,'0 jI 1282Ш 

Iz trece jedn8cine зе dobija: ~~ = 4~~~ (2m - 1) 

a~o 
~o - 3ш (2m - 1) 



52. 
prilog II.? 

н о. • 1 

С 7 СГјХ ... 

• 05 .05 .544457 
.05 .1 ОО 372181 
~O5 .15 .281941 
.05 .2 .22034 
.05 .25 .158818 
.05 .3 .0766711 
.1 .05 .774899 
.1 .1 .540771 
.1 .15 .431225 
.1 ') .359814 ..... 
• 1 .25 О .304111 
.1 .3 .254299 
• 1 .35 .203391 
.1 .4 .141434 
.15 .05 .951053 
.15 .1 .668091 
.15 .15 .539182 
.15 .2 .458675 
.15 .25 .399681 
.15 .3 .351365 
.15 .35 .307813 
.15 .4 .264599 :~, ... 
.15 • "5 .216681 
.15 О .5 .15121 
.. 2 .05 1.09933 
.2 .1 .774763 

') .- .15 .628873 
.2 .2 .539721 

') .... .25 .476455 
') .- .3 .426903 

.2 .35 .384874 

.2 .4 .346442 

.. 2 .45 .308391 

.2 .5 .2671 
.. 2 .55 .216681 

! ') .... .6 .141134 
.25 .05 1.2:;2987 
.25 .1 .868429 
.25 .15 .707279 
.25 .2 .610095 
.25 .25 .542468 
.25 .3 "\ .490954 
.25 .35 .448896 

. . , 

.25 .4 .412348 

.25 '.45 .378496 

.25 .5 .344824 

.25 .55 .308391 i 

.25 .6 .264599 
ј 

.25 .65 .203394 I 

.25 .7 .076673·7 I 

.3 .05 1.34782 

\ ---------------



-. 1 ОС:: ") с.' --:-х 
53. · .... • , ..... _ о" 'ОЈ .... 

~ ~~ · 15 7770"")'") .. ~ , ; ~'--

-z '") .673151 · ..., · --z '")0::- .l.r.1'")77 
• 'ОЈ 

._.Ј ,. \Ј ..., .\0 ..... I " 

.3 "7 .547563 .оЈ 

А .35 .504863 · -' 

.3 .4 .46908-1 
7 .45 .437508 ..... 
"7 .5 .408001 

• ОЈ 
.3 .55 .378196 

"7 .6 .346442 ..... 
.3 .65 .307913 
.3 . .., · , .254299 
.3 7<:. · .... .158818 
.35 .05 1.45621 
.35 • 1 1.03053 
.35 .15 .842479 
.35 .2 .730786 

70::: · ........ .25 .654825 
70::: .3 .598841 · ....... 

.35 .35 .555218 

.35 .4 .519662 

.35 .45 .489457 

.35 .5 .46263 

.35 .55 .437508 

.35 .6 .412348 

.35 .65 .384874 

.35 .7 .351365 

.35 .75 .304114 

.35 .8 .22034 

.4 .05 1.55714 

.4 .1 1.10268 

.4 .15 .902515 

.4 .2 .781197 

.4 .25 .70431" 

.4 .3 .646068 
.. 4 .35 .60137 
.4 .4 .565737 

• ·4 .45 .536397 
.. ,4 .5 .511157 
.4 .55 .489457 
.4 .6 '.469084 
.4 .65 .448896 
.4 .7 .426903 
.4 .75 .399684 
.4 .8 .359814 
.4 .85 .284941 
.45 .05 1'.65188 .. 
.45 .1 1.17039 
.45 .15 .9588 
.45 ' .2 .834195 
.45 .25 .750546 
.45 .3 .690067 
.45 .35 .644225 
.45 r .4 .608332 
.45 .45 .57954,8 
.45 .5 .556012 
.45 .55 .536397 
.45 .6 .519662 
.45 .65 .504863 
.45 .7 .490954 



·15 ""1::: • '176455 54 • .. ~ ' .. ' 
у ·15 .8 .458675 
• '15 ос:: .'-'-- .43122~ 
... ':15 .9 7"7'">,04 

• ...." A-.U·~ 

с:: .05 1.741-18 · -' ,,5 • 1 1.23139 
r.:; .15 1.01196 · '" 
с'; .2 .881361 · -' 1::: .25 .794092 · ..... 
с:: .3 .731-124 · ~ 

~ 5 .35 .684401 
с: • 4 .648133 · '" 

.5 .45 .619702 
с: 

.ОЈ .s .597253 
с:: .55 .579518 .'" 

.5 .6 .565737 

.5 .65 .555217 

.5 .7 .547563 
с:: .75 .54246е 

• 'ОЈ 
с:: .8 .539721 · .... 

.5 .85 .539182 
r::: .9 .540771 ..... 

.5 .95 .544457 

, 
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н .- '7 .~ .. _. '-О 

С Z Сг;Х 

\005 "о:: ......... .511<17 
\- -:·5 • 1 .:!49~.35 

~O5 .15 . ., ~..., ~ ""-7 
• ';'\.#; W~ ~ 

r.O:: ., .206991 
.~'"' · ... 1'00:: ........ . 25 .149196 
ОС:: · ..... .:! .0720287 

.1 .05 .72795 

· 1 
1 .508007 · ... 

· 1 .15 .405098 
.1 .2 .:!38014 
.1 .25 .285689 
.. 1 .3 .238892 
.1' .35 .191071 
.1 .4 .1 :!2865 
.15 .05 .893432 

10:: · .... .1 .627613 
.15 .15 .506515 
.15 .2 .430885 
.15 .25 .375469 
.15 .3 .330077 
.15 .35 .289163 
.15 .4 .248568 
• 15 , .43 . .203353 
.. 15 .5 .144867 ., .05 1.03273 · .-
.2 .1 .727822 ., .15 .590771 .... 
.. 2 .2 .5070~1 ., .. 25 .447588 .-
.2 .3 .401039 
.2 .35 .361556 ., .4 .325452 .-., .... .45 .289706 
.2 .5 .250917 ., .55 .203553 · ... 
" . ..... ! .6 .132865 

.25 .05 1.15535 
.,с" .... ..; •. 1 .81581<1 

.25 .15 .664427 

.25 .2 .573131 

.25 .25 .509602 

.25 .3 ~461209 

.25 .35 .421699 

.25 .4 .387365 

.25 • 4f5 .355564 

.25 .5 .323932 
.. 25 .55 .289706 
.25 .6 .248568 

.,0:: ........... .65 .191071 
.. 25 .7 .0720283 

7: .05 1.26616 у,", 



56. 
· ::: • 1 .8951~8 

''1 11:" .. 73v,oS96 
у .Ј 

• ,Ј 
\' :3 '") ~"7";"7J.'" .- .. V.'-'_ ...J,",".~ 

"1 .. 25 . 56,~84? 
т, .. ' 

.. :! .3 .514388 

.. 3 .35 .474275 
'7 .4 .440664 ''1' ,ј 

'7 .45 .411001 
у -' 

"7 .5 .383282 · .... 
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• 1 1.159t,l 
• \оо.' 

.5 .15 .950647 
~5 
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',-

. ! 
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UТICAJ ROТACIJE SISTEМA. ПА RASPROSTIRANJE 

NELINEARNIH DUGIH GRAVITACIONIН ТALASA U 

STRATIFIKOVANOJ TECNOSTI Cn=l) 



61. 

1 u ОУОШ s1ucaju takol.Ie izucavamo talase u ј ednorn э1оји 
koji је ogranicen гаvniш р1осаша эа оЬе strane а za razlikџ od 

prethodnog s1ucaja imamo obrtanje ce10g sistema. Оэа х је ро
stav1jena u ravni donje р1осе u pravcu prostiranja ta1asa, а 

osa z је postav1jena vertikalno navise. 

Obrtanjem mode1a se vrsi oko у озе. Ovaj mode1 se moze 

poistovetiti sa zemljom i zem1jinom atmosrerom na polutaru. 

Рг! resavanju ovog ргоыша po1azi ве od osnovnih jednacina, 

koje napisane u vekt,i>rskom oыku зu: ~ 
,. ..1. // / . .' " .1// 1-" " ' 

~----I"'~ 

" ' 

E.f + di v (ј>-;') = О 
D1; 

(!;-t;,Jt' 
gradp - fgk 

re1ativna brzina 

р = р" generalisani pritisak 

2 ~, -;Ј - KORIOLISOVO ubrzanj е pri сеПDl ј е: 

v • ur + Wk 

2@'J,V] = 2~!, и~+ Wk ]= - 2rиV+ 2UJWk 

(3.1.) 

Vektorskim jednacinama (3.1.) odgovaraju s1edece ska-

1arne jednacine: 

-р 
х 

O(W
t 

+ uwx· + WWz + 2l.tJu) = - р - og 
~z Ј 

= О 

f t + U fx + w.pz = О 

(3.2.) 
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Nakon nastanka poremecaja gustina, pritisak i brzina 
imace sledece vrednosti: 

р = р + р'; f = F + f:; U = и (z) + u l (1; ,x,z); w = wl 

f'P' u, w - gustina, pritisak i brzina nakon рогешеСаја. 

f' р, u - gustina, pritisak i brzina u neporemecenoj tecnosti. 

р', р' , u/, w' - poremecajne vrednosti gustine, pritiska i brzine 

Posle nastanJca poremecaja osnovne jednacine &(3.2.) ima
ju sledeci oblik 

СЈЈ +~/) {~ + Си + u') ~ + w'(Uz + u~) - 2ш w]= - p~ 

С;+Ј) {y~ + (;; + u')y~ + y'y~ + 2ц)са + Ј») = -fg - Pz 

u' + у' = О 
х z 

Osnovn.e ј ednacine mogu зе napisati u bezd.imenzionalnom 
obliku. ako uzmemo is1;e razmere kojesmo koristili i u pre1;ho

dnom poglavlju. 

Су +f){11.t + (;; + u)u,. + уса' +uz ) ...; ~ уЈ = - Рх 

Сј +у) f-t + (;; + u)Yx + ""z + ;,; u} = -ј - Pz 
(3.4. ) 

= О 

Pгi resavanjuovog zada1;ka granicni uslovi su: 

УСо) = У(1) = О 

Da Ь! вто dobili odgovarajuci oыkk jednacine КORTE
WEG-de VRIШ-а, jednacina (3.4.) tak:od:e сеmo uvesti daleko-



poljne koordinate: 
1 

- с 2 ( ) :5 = '- х - ct 
3 

Ъ= 2" t 

63. 

I u ovom slucaju se brzina, pritisak i gustina mogu izra
zi ti preko parametra (Е.. ). 

2-
u =EU; ii =~ П; \t1 = Е.2 'W;.f=E Q; р =~p 

Ro = ~ - Rosbij ev broj 
uJh 

(3.6. ) 

Nakon uvo<tenja da1ekopo1jnih koordinata jednacine ima
ju sledeci oblik: 

U1 + Wz = о 

= - Q -р z 

u zavisnosti od vrednosti eksponenta ~ mogu ве dobiti 
; tri raz1ici te ј ednacine KORTEWm-dе VRIES-a odnosno tri raz-
11c1ta resenja za sOlitar.ne, odnosno knoidalne ta1ase: 

1. п> 1 - .Rotacija ce10g sistema је ша1а i moze ве zanemari
ti ра su rezultati isti kao i kad nemamo rotaciju. 
2. п = 1 - Jednacine prvog reda su iste kao i u slucaju kada 
nemamo rotaciju. Jednacina drugog reda ве menja odnosno ima 
dopunske c1anove 8to ima za pos1edicu da ве menja jednacina 
KORTEWm-dе VRIES-a. 
3. п = О - U ovom slucaju ве vec jednacine prvog reda menjaju 
ра је i jednacina KORTEWm-dе VRIШ-а takva da ima vise do
punskih clanova. 



64. 

Вlисај п> 1 detaljno ј е ргоисеn u prethodnom pogla

v1ju. U ovom poglavlju proucavacemo slucaj kada је п = 1. 

Izvoden,i е ,ј ednacine KORTEWEG-de VRIES-a 

u slucaju kada је п = 1: 

Prva aproksimacija је ista kao i kada је п 1 tj. ka

da је rotacija ce10g sistema mala, i1i ne postoji. 

Jednacine drugog reda 

Лkо u jednacine (3.7.) unesemo vrednosti za brzinu, 
pritisak i gustinu koje kada эе razviju u red imaju slede-

6! oЪ1ik: 

Q = f"=oQ(n)c n 

КOd druge aproksimacije redovi (3.8.) эе Unose u jed

nacinu (3.7.). Nak:on druge aproksimacije jednacine imaju 

slede6i oЪ1ik: 

. - CfU}l) _cQ(o)u<;) 

- 2~(O) = - Plo) 

- СјчfО) + 2j~U(o) 

_ cQ~l) + ~ zw(l) + Q~) + (П + u(o))Q~) + ",(o)Q~o)=o 

U(l) + ",(1) = о 
Ј z 

Prethodne jednacine ве mogu napisati u saze~ijem oЪ1i-

kuna slede6i nacin: 
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(:3.10. ) 

U~l) + W~l) = О, pri сешu su vrednosti Е1 i Е2 s 1edece: 

Е1 =ј{ u~) + (t1+u(o))U~o) + y(o)(tJz+u~o))} - CQ(O)U~O) 

(3.11.) 
·Е2 = - Q~) - (п+u(О))Q~О) - W(O)Q(~) 

prvu od jednacina (3.10.) diferenciramo ро (z) adru

gu ј ednacinu ро (Ј) i oako izj ednacimo desne strane tih 

jednacina dobijamo: 

Iz cetvrte jednacine, jednacina (3.10.) dobija ве: 

U(1) == _ ч(1) 
Ј z 

Zamenom prethod.ne jed.nacine u (3.12.) imamo: 

Ocigledno је da u jednacini (3.13.) c1an 

2C~U~o)+<5w(o))zJ u веЬ! sadrzi uticaj rotacije. 

Metodom~Grinovom formulom koja је detaljno opisana u 
prethodnom pog1av1ju moze se dobiti jednacina KO~EWEG-de 

VRIES-a. 

(1:' 2 .1( 

А +ТЈ А ~Ј4.fоdZ А + --2 i ~ f~3dZ . с ~p :r;dz 
us:.f J"1.:-~/2d Ј ~ Ј11- . 2 Мј+'21 Afn=O (3.14-.) 

02 о z f:ro dz S ~ :r~2dz .)Ј 
о ~ 



od.nosno 

i 

J-:f' 3dz .., __ ~ ~.p о 
pri сешu ј е: а... - "" ;........------; а2 

Ј. - 2 J1'-:r 1 2 d 5' о z 
о 

./- 2 
с l~:ro dz 

= '2 S'-::;- :r,2dz (ЈУ о 

66. 

(3.15. ) 
pri10g III.1. 

Jednacina (3.15.) ima za resenj е soli tarni talas: 

А ~oвeCћ~o {s - (<Уо + Пus)'Т Ј . .., 
pr~ сешu su 

. "1с1" :;;"101.;; .еХ о = 1; ~ = . 3 ; 19 о = 12а2 
Jednacina (3.15.) moze za resenje tako~e imati knoida-

1ni talas: А =4cn2"o(X -d'''~ЪЈ. ovi dokazi su detaljno izve
deni u prethodnom pog1av1ju. 

Uporedujuci jednacine (3.14.) i (2.15.) zakljucujemo 

da зе u jednacini (3.14.) jav1ja dopunski clan 
.( . 

Ј.? I f'2dz 
{L ~ f 02 Ау koji na.staje usled rotacije modela. 

f f :r~ dz 
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Pri10g III.1. 

Izvod:enj е ј ednacine KORTEWm-dе VRIE3-a 

Grinova .formula 

-1 
r(z) = -р 

c2(~.f) ,,_c2(~' .f)-S/.f=c2 ( g'.f+g.f' )' -с2Сf'.r)-ЈЈ:=с2<f.f Il )' -."f'1: 
. i ,f 

{- cF1z.fodz = f cF1.f~dz 
о о 



1 
б8. 

ј -- 2 ис!' dz - ~,' о 

"\з.s = 1") I~ :r' 2 dz 
.Ј.; О 
с:. 

pri сешu је: 

~ 
f'on = е2 sin n:Лz 

1!z 
= е2 (~in z6"z + nJiёos ri:itZ) 

-( 

J')(~ . 2 c-r нn-.::::- • ~ -.;- 2? 2 -. ) d = '4 s~n п I Z + I,s~n n.hzcosn/lz+n Л-СОS nAZ Z 
с:. 

U specijalnom slucaju kada је 

f' = e-Нz ; Н..> О 
".1 

С 4 f f'odz СП? 
2 S~:r~2dZ=2ir= а2 ; 

о 

А-г+ (~e ~Сn2)А ј +~AA1+ a~JXJ= о 

х = ~ - (П +лсn2) .) us. 



А'е; + a1AA + а2А = О - х хХХ 

Uvod:enjem nove koordinate Х = ј -(Uus +л.сn2 у,; 
eliminisu эе u ј ednacini KORTEWEG-de VШШ-а clanovi 

ј, 2 
Ј ё! dz 

П А"\'"-Л ".Ј о А 
us r јл4; ,2 . 

<.;.ј' f o dz 

69. 

Tako~e se moze.zakljuciti da sada па brzinu talasa ima

ju uticaj i smicajno strujanje i rotacija celog sistema. 
Takode se moze izvesti zakljucak da rotacija i smicajno stru

јanје nemaju uticaj па amplitudu i duzinu talasa. 



UТICAJ ROTACIJE SISTEМA NA RASrROSTIRANJE 

NELINEAIU'ПН DUGШ GRAVITACIONIH ТALAЗA U 

SТRATIFIКOV ANOJ TECNOSTI (n=O) 
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Takode сето prouciti talase u sloju koji је ogr~~cen 

rцvniт plocama sa оЬе strane koji ima јов i obrtanje. Оэа х 
је postav1jena u ravni donje р1осе u pravcu prostiranja ta-

1asa; а osa z је postav1jena vertika1no navise. Pri resa

уanји ovog problema polazimo od osnovnih jednacina 3.7. nа
kon uvodenja dalekopoljnih koordinata. 

(g+~Q)~CUJ +Еur+~(п + U)Uу+ЕW(Пz + Uz ) - 2~tnW 

(g+E.Q)t-ЕсWЈ + о(s2)+2ЯЕ:.nU} = - Q - Pz 

'.- cQI + е Q~ + с (П + U)QJ+W(.fz + t: Qz) = О 

= - Р..,.. 
ј 

(4.1. ) 

Posto u оуош з1uсајu proucavamo solitarni talas kada 

ј е п=О videc ешо da ве vec . prva· aproksimacij а шеnj а i da 

ј ednacina KORTEWEG-de VRIШ-а ima nove dopunske С1anоуе. 

Jednacina prvog reda 

Vec вшо objasni1i da зе brzina, pritisak i gustina шо

gu pomocu рarашеtrа razviti u red: 

u =~ U(n)1;n 
н:с С:;; 

ос:. 

W =~cV(n)!n (4.2.) 

'р =~p(n)~n 
k.-=c 

Q = ~сQ (n~ п 

Ako sada vrednosti u oblikureda (4.2.) i to зашо за 

prvimc1anom unesemo u jednacine 4.1. dobijamo: 



р(О) 
z 

_cQ(o) + S w(o) = о 
Ј z " 

U(o) + w(o) = о 
Ј z 

Iz trece jednacine (4.3.) doЪija se: 

Q(o) с 'в(О) i ... ~-~ . dn ..,. 
-с Ј = -Ј' W а z се"У,Ј.;"е Је ac~ne 

. ( о) = _ т.т( о) U
J 

W z 

71. 

Ako prvu. jednacinu (4.3.) dif'erenciramo ро z а drugu 

ро Ј i izjednacimo lеуе strane jednacina imamo: 

с (fu)?))z + 2~(§W(0))z = - Q}0)_2j~U}0) 

Мnozenjem prethodne jednacine за с i koriscenjem jed
nacine kontinuiteta dobijamo: 

(4.4.) 

Ako se u jednacini (4.4.) izvrsi razdvajanje promenlji
пћ u w(o) nanacin \01(0) = - A:;f'o gde је А proizvoljna i za 

sada neodre~ena f'unkcija lako зе pokazuje da је: (prilog 

П.l.). 

(4.4.) . 

VaZno је napomenuti da tek jednacine drugog reda da

ju zeljenu jednacinu za odre<tivanje А (Ј,"'П 
Pomocu jednaci~e (4.4.) sa granicnim uslovima f'(o) = 

= f'(1) = о П?-оgu зе odrediti sopstvene vred.nosti f'unkcije 

f'(z) i sopstvene vrednosti za с. 
Тако па primer za eksponencija1ni zakon stratifikaci-

је је: 
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U prethodnim poglavljima smo pretpostavili da је: (prilog IV.l.) 

w(o) = - AJ~o odnosno -w<f) = Ajf~ 
Iz cetvrte jednacine <4.3.) dobijamo: 

_ ч(о) 
z 

U(o) А 4" I 
Ј = J.l.o 

. U~o) = M~ 
Pomocu prve jednacine (4.3.) moze эе izracunati priti-

sak: 

cJU~o) + ~л.w(О) = РјО) 

С5П~0) - ~.aAJ~o = p~o) 

р(О) = D A(cf' - 2Лf ) 
.s О О 

Gustinu Q(o) izracunavamo koristeci trecu jednacinu: 

cQ~o) =$'\01(0) 

cQ(o) -, 
= -2 AJfo Ј 

cQ(o) -1 
= - Ар f o 

cQ(o) = _ Ac2(ff~)' 

Q(o) = _ СА rEf')' 
\Ј О . 

2<ff/)' --1-
с О .f О = о 

2 - I , -' 
с ~fo) = Jfo 

Vrednost za с izracunavamo iz sledece jednacine: 

(prilog IV .1) 



1 2 ~ 2.2 Н 
_+~L=n./(" +_ 
с2 с Н 4 

Resavanjem jednacine (4.5.) dobijamo: 

= 4H~'± 2~~_2 + Н сн2 + 4н2л~) 
-2 4 2_2 
н- + n.J;' 

pri сешu је: 

Jed.nacine d.rugog reda~. 

73. 

(4.5.) 

Uvrs"tavanj em vrednos"ti za brzinu, pri "tisak i gus"tinu 
(4.2.) u jednacine (4.1.) imamo: 

p~l) = с1п}1) + 2јлw(1) _ F
1 

+ ~(О)ч(О)_ 

р(l) = _ Q(l) _ 2}nU(1) + CJw(l) _ 2aQ(O)U(O) 
z Ј 

-с Q<j) + јЈ' W(l) = - F
2 

U(l) + ч(l) = о 
I z 

(4.6.) 

Као i u pre"thodnimpoglavljim.a F1 i F2 imaju sledece 

vrednos"ti: 

F
2 

= -Q<[l) - СП + U(o)) ~~) - \l(o)Q~o) 

Ako rprvu jednacinu (4.6.) dii"erenciramo ро z а d.rugu 

ро Ј i izjednacimo desne s"trane dobijamo: 
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(4.7.) 

Grinovom formulom izracunavamo pojedine clanove jedna

cine KORTEWEG-de VRI~-:a.: 

~ 

'~]' -с]' _c2pW(p)+2.Rc(Q(o-)U(о) + Q(O)W(O))j' f dz = О 
ЈЈ 2 l~ Ј ј Ј 5 z О 
о 

F1 =.9 Atr~ +ЈАЈ (ur~ -п' ro )+ ~(r~ 2-roro ")+c2r~ \fr~)'J АА S 
( 

2cJjr~ 2dz 
с 

(prilog и.2.) 

Jednacina KORТE'WEG-de VRIEЗ-а ima oыkk 

Uvod:enjem nove koordina1;e х ==.Ј - tJus ~ eliminise se 

u jednacini КОRТEWEG-dе-VRIШ-а clan t1 Ау posle cega se шо-us 
ze z8.kljuci1;i da smicajno s1;rujanje u1;ice na brzinu 1;alasa. 

Is1;o 1;ako se moze ~akljuci1;i da smicajno s1;rujanje ne u1;ice 

па ашр1! tudu i duzinu 1;alasa. Ak:o u ј ednacini КORTEWEG-de 
VRIE3-a uvedemo: 

-- ... ,.-X=~ -u ь-
Ј US 
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Jednacina KORTEWEG-de VRIE3-a је: 

А·-,- - U А- + t:1 A~-i- a1AA + а2А = О, odnosno 
с us Ј uз .5 х ххх 

(4.8.) 

Jednacina KORTEWEG-de VRIШ-а (4.8.) ima za resenje 

зоlitarni talas 

А =d osech2~ о(х .- ({оп ili knoidalni talas 

А =.:{ cn2
11, (х - ~ sto ј е detaljno pokazano u drugom ро-

о ',?о о 

glavlju. 

U slucaju kada је raspored gustine, brzine dat u 

sledecem oыku:: 

- -Нz 
2=е 

u = а + (b-a)z 

koericijenti a1 i а2 iznose: 

.-f 
j~- '3 .fr dz 

= 2. с о _ 

~ 2 J:f:r l ~dz 
t:> о 

= 

(prilog п. 3. ) 
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Prilog IV.l. 

Resenje proЪ1ema sopstvene vrednosti funkcije 

u зlисаји kada је п = О 

.. 
02(fЧ~ о)) z + (1+2520)2' т,r( о) =0 

-' -' оР" !У'.6" 1+20~ 9 Ј:" -_ О 
.!. +-~ - 2""'-.L О У о c...r о 

Е" - ш' + 1+20.Q н:r = О 
о о с2 о 

1,2 • 2 

Н а =-+-2-2 

granicni us10vi su: 

О = 01 + 02 9 02 = -01 

~o = e>"z 

- -Пz f = е 

-1 -Нz g = -Не 

)5'1 
Т=-Н 

granicni us10vi ви: 

z = О;:! = О 
о 

z = 1;:! = О 
о 

2 ~ 1 2 
а =Н--4H(~ + -) 

о о 

а = 2nJli 



н Н а +l! 
О = е е2 2 + е е2 - 2 

1 2 

Н а Н +~ + 2mi е2 - ~ e~ 2 = 

н а Н а 2nJ~~. 
~-2=2+2+ ...... 

- а = 2nTi 

= + ?DJii ~,2 

- 4n~2 = н2 - 4Н (~ + ~ 
е С 

2 2 
n7( 

Н 

н ~ 
Лl,2 = '2 .:!: inJL 

1!z 
Е = е2 sin nТt z 
оп 

- (~ + 
:fo - c1e 

Е = 
о 

~ 
е2 (el ~oв 

in:k)z 

н 

:f = e~ 
о 

z 
(C1 COS 

Н z 
4!' =';е e~ 
.L o .... 1 -sin rijJ z 

1 

Н2 + l! 
е 2 

п = О, 1, 

77. 

1 i 
1-=0 

н а! 
е2 - 2; 

1 . 
2, 3, ••• 
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н 

w(o) = _ A-f = _ A~e2 z sin riГz 
~·o Ј 
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Prilog П.2. 

) ~ 
AA"f: 3с j~f~3dz + 2 C2>?)~f f~)tlf~-<if~)f~fО У dz - ~ ~ 

2.Qc( Q(JO )u( о) +Q (о )\,,( о) )=дlС Ј Г-сА (iЗ f' )' 7 Af' +Г-сА(:-f' )" • (- )А-.-! -\"1 = 
z l L ."5 u о ј о L \Ј О 3 ОЈ ј 

= ~с2LААЈ(.ff~)ttf~-ААз(ff~)/f~} = 2~1c2AAJ [(J:r~)nfo-<J:r~i f~J 

1 ~ 

S(f:rO)flf~dZ = - 2ј <§f~):r~fOdZ (od ranije poznato) 
с 1 о ~ 

ААЈ : ЗСSff~3dZ - ~~?<f:r~):r~fOdZ 
~ с 



Prilog Гl.3. 

Ј С}" :f~)(f~:fOdZ = ? 
о 

-Hz .f = е 
-1 

у= 

f = 
о 

_ He-hz 

Н z 
е"2. sin п z 

в z 
:f~ == е"'2 (~sin ш z + n .. дсов ~z) 

~ ~ I eBz (О Н '. 2 -г.- ~. __ ..- ) 
~o~o = ~ вз.п n .... z + ПЈi.Sз.п nj,Z сов n--!LZ 

. н 
J:f~ :& е - "'2 z (~ вin ZiF z + nJL сов zij(z) 

( - 1)' -, / - п 
.g:fo =у f o + Ј Ео 

~ z' н2 
Ео п = е [нn1lсов ziJiz + (-r - n~2)sin rЮТ z 

н - ~ z -2 
f ':f~ = е е:. (- F вin Dk z - Нri1Гcoв n1Lz) 

н 
-"'2 z н2 2 f~ = е Нn)1coв n1tz + (4 ~ n~) sin nnz 

~ I Hz (~H . 2 - ~. сг: _ ~ ) f ~ = е вз.п nJ~Z + n.jLвз.n nHZ СО. в щiZ 
о О 

н 
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( - ~ ')1 ~' ~ --e~ ZL:-- ~н2 2 2) ..-:- Н (н2 2 2) . 3 -8 ~o .Lo~o - nJL\~ +п:л- сов DJiZ- ~ 4 +п т' sз.п nj(z + 

-(н2 2 2) 3-+ ПЈI Ij:' + П" сов п/, z 



'1 Н 

Н2 22 11~Z 3-
-;7 ( п -) G У\ d п" 4' + " Ј е eos .. ...."z z 

с 

"2 I Н -
-r- Н 2 2 -1 '2 Z -

- DJL<'2j:' + п Л )Ј е еоз nJ,z dz 
о 

X1e~ Н Н 
с ~ еоа ш7 z dz =--1i2-----2--2-... -2--- [e~ (_l)П - 1] 

4' + п .JL 

21 Н 3.-~ н 
н (Н 2 2)/ ~ . 3 -;- 12Нn ЈГ 1_ ( ) п ~] - '2 '2i' + п 'JL е sз.n n)L zdz= -2 2 2 L"1+ -1 е_ 

Q 1::Г + 36n 1L 

.~ н 

S .2 33 
( -~')~/~ d = [1-(-1)n e~J 4~Cn п Д-f.l.o .1.0.1.0 Z t:L2 

о н + 36n Jl 

81. 



ALGEВA.RSКI UNUТRASNЛ SOLITARNI TALASI 

РШ SLAВОИ SМIСАсЛfОМ STRUJANJU 



32. 

Кlasi~ni solitarni talasi se opisuju poznatim jednaci

naтa KORTE'I'JEG-de VRIES-a i izrazavaju preko hiperbolickih 

.funkcija, 5tO znaci da _ njihova amplituda opada eksponenci

jalno sa udaljavanjem od vrha talasa. Pored ovakvih solitar

nih talasa postoje i talasa permanentnog oblika cija ampli

tuda opada a1gebarski ва udaljavanjem od vrlla talasa i koji 

ее zbog toga nazivajualgebarskim solitarnim talasima. Alge

barski solitarni talasi nastaju u slucaju kada је relativno 

tanak sloj strati.fikovane tecnosti Ьаг sa jedne svoje stra-

ne ogranicen slojem homogene tecnosti beskonacne debljine, 

dok зе sa druge strane moze nalaziti ili ~avna ploca ili 

slobodna povr5ina. Ovakvi ta1asi cesto se јаУ1јаји u zem-

1jinoj atmos.feri i morima i okeanima u takozvanom termoklinu 

i zato imaju ve1iki praktican znacaj. Оni su otkriveni pre 

re1ativno kratkog vremena i opisuju зе tzv •• BENJAМIN-ONO-ovom 

jednacinom, -prema BENJ~~N-u i ONO-u koji su najvise dopri

ne1i teoriji ovih talasa. Pored osnovnih oыkaa jednacine 

KORTEWEG-de VRI:EВ-a, ВENЈАI-ПN-ОNО-а u 1i teraturi ве srecu 

i mnogi modi.fikovani oыcii ovih jednacina koji nastaju uzi

manjem u obzir raznih dopunskih e.fekata, kao sto ви; па pri

mer: prisustvo neke vrste nehomogenosti u pravcu prostiranja 

talasa, razni disipati vni e.fekti, postoj anj е smicajnog stru

јanjа i dr.- Analiza strujanja u okolini nelinearnog kriti-

cnog sloja је zbog ројауе tzv. singularnih "modova" ve-

ота komplikovana. Ova analiza ј е u slucaju algebarskih 80-

litarnih talasa sprovedena u radu МASLOWE i L.G. REDEКOPF-a 

koji pred8tavljaju znacajan doprinos teoriji nelinearnih 

~avi1:acionih talasa. U prethodnim poglavljSJna i8taknut је 

praktican znacaj onih smicajnih strujanja kod kojih је re.fe

rentna brzLna znatno шanја od brzine rasprostiranja linearnih 

dugih gravitacionih tala~a i koji ве zbog toga mogu nazvati 

81аЬ1ш smicajnim strujanjima. U 81ucaju ovakvog smicajnog s-tru

ј anј а singularni, "modovi" se n8 IILOgu рој аУ! ti ,analiza ra

sprostiranja ta1asa је re1stivno jednostavna, а dobijeni re

zultati imaju dovoljan praktican znacaj. U prethodnim pog1av

ljima Је uticaj slabog smicajnog strujanja razmatr~ u зlиса

ји 801itarnih ta1a8a tipa KORTEWEG-de VRIES-a, а u okviru 81е

decih poglavlja izvrsice se uopstavanje dobijenih rezultata па 



slucaj algebarskih solitarnih talasa. U "'tu svrllu pret:posta

vi6e se da је horizontalni sloj stratifikovane tecnosti deb

ljine (h) sa donje strane ogranicen ravnom horizontalnom 

plocom а sa gornje strane homogenom neogranicenom tecnoscu 

gustine gl i da gustina u stratifikovanom sloju kontinua1no 

opada od vrednosti 90 па p10ci do ~1. Tako се se radi jed

nostavnosti pretpostavi ti da ј е slabo smicajno strи.j anj е pri

sutno эато u donjem stratifikovanom sloju. 
~ 

1'1111111 / I 111"//1 { '/111111 

90 - gustina stratifikovanog fluida 

fl - gustina nestisljivogf1uida 

~(z) - gustina pre nastanka poremecaja 

h - visina stratifikovanog fluida 

Pri proucavanju ovog ргоЫета osu ех) postavicemo u rav

ni ploce u pravcu kretanje stratifikovanog fluida, а osu (z) 

vertika1no navise. I u ovom slucaju polazimo od jednacina 

(2.3.) koje nakon uvodenja razmera imaju sledeci oblik 

Сј +.I1} t "t + (ii + u)"x + (ii' + U z )} = - РХ 
(; + 9? {Wt + (ii + u)wx +lL>Wz } = -Ј>- Pz 

5't + (u + и)5'х +tJ(S' + 9z ) = о 
(5.1.) 

Ocig1edno је da jednacine (5.1.) vaze za stratifikovani 

э10ј tanke debljine h. Za gornji э10ј (nestis1jiv fluid)treba 
I 

staviti; / 



- о u == 

9== о 

9= konst SJ1 
= 90 

- razmera za gustinu је90 

8 ', 
L..j-. 

( ,... ~ , 
;>.с.) 

I u ovom эlисаји эе uvode dalekopo1jne koordinate i 

nastav1ja transformacija jednacina (5.1.) za donji sloj 

(5.3.) 

oыkk da1ekopo1jnih koordinata diktiran је disperznom re1a

eijom posreatranog proыma.. Као sto se vidi promena za] i 
~je veoma spora. Disperzne re1acije obradene su u rado

пша ONO-a. 
с ~ konstanta koja predstav1ja brzinu ta1asa i koja treba da 

se odredi iz ana1ize koja sledi. 

U ovom poglav1ju koristice зе зlеdесе veze: 

d С#-.). д 2Ј - = € ,....JLa = -се ~ + € ~ 
ах s t ој оГ 

(5.4. ) 

U jednacine (5.1.) uvodimo з1еdесе vrеdnозti za brzinu, 

рritiзak i gustinu: 

u =Е.Тј (z), u =ЕП, р =cP,S'=E..Q, w =~2'W (5.5.) 

Ocig1edno је da је brzina u pravcu озе (z), w тanја 
od brzine u pravcu озе (х), u. Nakon zamene (5.3.) i (5.5.) 
koriscenjem veza (5.4.) u jednacine (5.1.) dobijamo: 

(1' +Е Q){:CU5 + Е. П&" + Е.. (U + П)ПЈ + Е W(П' + Uz ) Ј = - РЈ 
(9 +Е Q)fecw + ••• } - Q - P~ (5.6.) 
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Jednacine DrvOg reda 

Pritisak, gustina i brzina mogu эе napisati i razviti 

u obliku reda па sledeci nacin: 

Ako sada vrednosti (5.7.) uvrstimo u jedд.acine (5.6.) 

i ako izjednacimo najvece c1anove u jednacinama sa leve i 

desne strane dobijamo: 

= р(О) 
-.Ј 

= _ р(О) . 
z 

- с Q ~ о) + s' I w( о) = о 

п(о) + ч(о) = о . 
~ z 

Slicno kao sto је uradeno u prethodnim pog1av1jima 

koriscenjem jednacina (5.8.) mozemo dobiti diferencijalnu 
! 

jednacinu па sledeci nacin: 
DUerenciranjem prve i druge jednacine (5.8.) prve ро z, 

а druge ро Ј i izj ednacavanj em 1evih strana imamo: 

(5.9.) 

Ako sada (5.9.) uvrstimo u trecu jednacinu (5.8.) imamo: 

(5.10.) 

Iz ·cetvrte jednacine (5·.8.) koju kada pomnoziI!lo saj? 

dobijamo sledecu vezu: 
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о U~o) = _0:'/0) 
.Г 5 .5 z ( ,... l' \ :;. ..Ј....) 

Uvrstavanjem (5.11.) u jednacinu (5.10.) im.amo: 

с2 ~.~.[~o)) z - ]5\.[(0) = о i1i 
w 

(5.12.) 

Akose u 1ednacini prvog reda izvrsi razdvajanje рго
menljivih u W(o па s1edeci nacin: 

(5.13.) 

Koriscenjem cetvrte jedпacine (5.8.) i (5.13.) .dobija ве: 

(5.14. ) 

Prva jednacina (5.8.) i jednacina (5.14.) daju: 

(5.15.) 

Iz druge jednacine (5.8.) posredstvom jednacine (5.15.) 

imamo: 

Jednacina (5.12.)uzimajuci u obzir (5.13.) se trans

'оrшiэе u s1edecu jednacinu: 

Granicni us10v па p10ci daje ~ (о) = о, dok granicni us10v 
па granici izmedU s10ja strati~ikovane tecnosti i э10ја ћошо

gene tecnosti tek treba da ве odrede spajanjem pojedinih rese

nја koja vaze u оЬа sloja. Jednacina (5.16.) sa роtrеЬniш grani

Сniт us10vima predstav1ja ргоЫет sopstvenih vrednostikoja pri 
svakom zadatom zwconu strati~ikacije treba da da sopstvene ~unk

cije ~ (z) i sopstvene vrednosti с. 



..... ,..., 
,':> ( • 

Ocigledno је da је potrebno izracunati vrednosti funlcci;:e 

f" ) u tacld.z = 1 (prilog V .4. ) •• 
\0 

Jednacine drugog reda 

s obzirom da је gornji sloj tecnosti homogen i da se 

smicajno strujanje оЪаУ1ја sашо u donjem sloju, jednacine 

koje opisuju strиjanje u gornjem sloju se jednostavno dobi

јаји iz sistema (5.1.) stav1jajuci .9 =]5 (1), .9 = О i ii = о. 
Ovaj sloj tecnosti је neogranicen u ргауси ose z ра се zato 

оЪе koordinate х i z u njemu biti гаvnоргаvnе 

w(ol је proizvoljna funkcija koja treba da se odredi spaja

njem геэеnjа u gornjem sloju sa odgovarajucim геэеnjеш 

koje vaZi u donjem sloju. Ako vrednosti (5.7.) uvrsti

шо u jednacine (5.6.),tako da dobijamo nakon izjedna
ёауanја najvecih с1anоуа ва leve i desne strane slede

се jednacine. 

-..fСU}l)+р[uf.°)+(U+U(О))UtО) + w(o)CU +u~о))l-сu}о)Q(о)= -РЈО ) 

Q(l) = _ p(l) 
z 

(5.17.) 
CQ~l) + Qc;) + (П + u(o))Q(;) + 9'w(1) + w(o)Q~o) = о 

ug) + W~l) = О 
Ili sre<tl уanј еш ovih ј ednacina dobij ашо : 

- CQ~l) +j"W(l) = - F
2 

п(l) + W(l) = о 
Ј z 

(5.18.) 

U ovim jednacinama F1 i F2 imaju sledece vrednosti: 



F
1 

=2[u~o) + си + u(o»)u~) + w(o)(u~u~o)) 

F
2 

= Q~ + си + U(O»Q~)+W(O)Q(~) 

......... 
О(). 

/ ) / , 
_ cU\,o Q"O) 

-.) / '\ \.5.19. ,. 

Ako prvu jednacinu (5.18.) di.ferenciramo ро z а drugu ро 

1 i izjednacimo.desne strane dobijamo: 

(-и(1» F Q(l) 
с Ј - lz = - Ј (5.20.) 

Jednacinu (5.20) mnozimo sa с: 

~2CfU?»)- cF1z = ~ CQ}l) (5.21.) 

Iz trece jednacine (5.18) imamo da је: 

cQCj-) = F
2 

- p'w(l) 

Uvrstanjem (5.22.} u (5.21.) imamo: 

(5.22.) 

(5.23.) 

Ротоси cetvrte jednacine (5.18.) dobijamo sledecu vezu: 

(5.24. ) 

Ako sada (5.24.) utvrstimo u (5.23.) dobijamo: 

-С2cgW~1))Z +j5'W(l) = cF
1z 

- Р2 odnosno 

! c2WW~1))z - j5'w(1) = Р2 cPiz i1i (5.25.) 

251-1(1) +c25W(1) _ o'w(l) F F 
с Ј wzz ~ Z ~ = 2 - с lz 

Jednacina (5.25.) se resava metodom Grina koja kaze: 

Лkо imamo operator L(y): 

Ly = Р(х)у" + q(x)y' + r(x)y koji је spregnut sa operato

rom r-~: 

I 
мz =. (P(x)z) 11 - (q(x)z) + r(x)z onda su operatori L i М 

me~usobno vezani sledecim odnosom: 



"1.-, I 
zLy - yI1z == cix LPzy - y(pz) + qyz pr1- сети su funkcije :?(х) , 

q(x) ,r(x), neprekidne u intervalu О ~x ~l. 

Ako sada primenimo Grinovu formulu za intervai с9 ,1] оп(1а 
је: 

~ 

JCZLy-уМz)dx 

- (р z у' - у Cp'z + р z') + q у z 
to о о о о о о о о о о 

Primenjujuci ovaj metod za resavanje jednacine (5.25) 

imamo: 

2.:;- 2-1 - , 
р = су, q = с р, r = -9 

мwCo ) = с2 С9\..тС о ))" _ c2 C2\1(0))' _§~(o) = 

=. с2с§\.ЈСО ) + s>w~o))z _ c2Cjlfw(O)+p~~0)) _p'w(o) = 

= cy\oJ~:) + c29'W~o) -9'w(0) = о onda је: 
А ( 

!(WCo)L\o/(l) - w(l)I1w(o))dz= f wСо)пw(l)dz = 
о о 

w(o) = - AJ~o(z), 

w.(o) = - A~~ (1) 
1 Ј Q 

U daljem delu proucavanja posmatram.o gornji sloj i ро-



lazimo od tiecL.'1.acina }~еtа.-.rJ..ја: 

gl (u 
Јо t 

+ ии .... ,. 
Ј>. 

+ ~1U ) = z 

90. 

(5.27.) 

5'= 
U clr.lgoj jed?acini за desne strane nemamo s> jer је 

О - nemamo роrеmебајаgustinе. 

Uvod:enjem da1ekopoljnih koord.inata i dru.gih veza: 

2W c 2U _-Е. 2р w=E ,U=c.. ;Р 

(5.28.) 

Koordinata х se ponв.aa_ kao i koordinata z jer је gornji 

Зlој neogranicene deыine,' odnosno neogranicen је. Ocig1edno 
је da оЪе projekcije brzine u gornjem sloju su istoga reda ve

licine. S obzirom da је strujanje u ovom sloju isk1jucivo ini
cirano postojanjem vertikalne projekcije brzine u donjem slo

ju, brzina strujanja u gornjem sloju бе biti reda velicine Е. 2. 

Uvodenjem (5.28) u jednacine- (5.27) dobijamo: 

~ (-сU + t. 2ur + E2u + c..2w ) = - р 
)""0 х . х z х 

р 
z 

(5.29.) 



Je~acina prvog reda 
Razvijamo brzinu, pritisak i gustinu u red: 

U = U(o) + <.:. 2U(2) + ••• 

• • • 

• • • 

· . . 
Pos1e zашеnе (5.30.) u jednacine (5.29.) imamo: 

-J)u 5>0 х = р 
х 

~]"' . -сQ''"ll =-р 
.Уо х Z 

91. 

(5.30.). 

(5.31.) 

Ako -prvu jednacinu (5.31.) dif'erenciramo ро z а drugu 

ро х i izjednacimo 1eve strane dobijamo: 

5>1 W 
с 90 хх 

Iz trece jednacine (5.31.) imamo sledecu vezu: 

- W z 

Uvrstаvanjеш (5.33.) u (5.32) iшamо: 

-
W +\1 =0 
хх zz 

(5.32.) 

(5.33.) 

(5.34.) 

Jednacina (5.34.) је poznata Lap1asova jednacina. Granicni 

us10vi su: 
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-W (х,о) је proizvoljna fWL~cija koja treba.da se odredi зра-
о 

јanјет resenja u gornjem s10ju sa odgovl?rajucim resenjem u ао-

nјет s1oju. Неаеnје Laplasove jednacine (5.34.) uz navedene 

granicne us10ve је u 1iteraturi dobro poznato i ро ONO-u'ono 

g1asi[2.] , 
се 

W(1) (х, ъ, z) = Ј:<Рј..Ј (х' ,1:) z-l dx I 
JI. -а. О (z-1)2+(x-x' )2 

(5.35.) 

Difereno1ranjem ovog resenja ро (z) dobija эе: 

дW(l)! = _ 1 д..р;: (х' ,6) dx' 
. а z z=l Jr дх _~.o х-х' (5.36.) 

prilog V.l. 

Spajanje resenja 

Da bi mogle da эе odrede эуе velicine koje nedostaju 

u jednacini (5.26) izvrsice se sada spajanje resenja duz gra

niсе izmedu gornjeg i donjeg sloja tecnosti. Ovo эрајanје 

podrazumeva izjednacavanje vertikalnih projekcija brzina i 

njihovih izvoda u оЪа э10ја duz(z = l)uzimajuci u obzir 

(5.7.) i cinjenicu da је u gornjem sloju 

w = ~ ",(п) €. 2n dobij ашо : 
..,.::0 

а) z = 1 

W = W(o) + EW(l) + •••• /Е..2 u donj ет sloju 

ТЈ = W + E~.J(2) + • • ~ " • ·h2 
- u gornjem sloju 

W(1) = о. , w(1)1 = о 
I z=l 

(5.37.) 



Iz;j adnacava.'1..j~:n izvoJa brzina <lobij а:.110: 

Ь) z = 1 

2 tЭ;>т(О) + Е. 3 d~/v(l) 2 ~w E lt дут(2) 
t. dz az =Е:. dz + dz 

s obzirom da је ocigledno '3 ~ €. Х, i ix ~E a~' iz 
pos1ednjeg izraza ве uzimarijem u Obzir(5.36.) i izraza za 

W (х,1Г) dobija 
о 

.Ј W(o) ОЈ 
. ~z z=1 

, 
= О, odnosno f o (l) = О prilog V.2. 

gde'Jf.[A] predstav1ja Нilbertovu transformaciju funkcije А. Na 

ovaj nacin је izvrseno ne sашо kompletiranje jednacine (5.26.) 

nego i problema sopstvenih vrednosti (5.16.)(prilog V.3.) 
Resavanjem jednacine (5.26.) dobija эе: 

Pri сешu је: 
4 ~ 

; {Јив = (Ј Uj' :r~ 2dZV (~1"~ 2dz ) 
D Ј О .1 

о( = (зsЈ 1"~3dZV (2Jf1"~2dZ) 
с ,,0 

IJ 1 ~ сј5" (1)/ С 2/'р r~ 2dz ) 

~ =Јј 11"0(1) 

(5.38. ) 
prilog V.3. 

(5.39.) 

Uvodenj ет nove koordinate Х = 1- т:Jив~ u ј ed.nacinu 

(5 •. 38.) elim.ise se с1an ПцвАЈ. 
Prisustvo slabog smicajnog ~trujanja ima uticaja вато 

па brzinu talasa а ne i па njegovuamplitudu i duzinu. 
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Ovaj uticaj se ostvaruje isk1jucivo preko U
US 

koja se zove 

uopstena srednja vrednost brzine smicajnog stГ1..lјanја. 

х = Ј - u у, ~ onda је: us 

Ао:::;- - u А + tr А." + ••• 
~ us х иэ-Х 

(5.40.) 

Najpoznatij е resenj е klasicne ј ednacine BENJAr1IN-ОNО-а 

је kvazistacionarno resenje jednacine solitarnog ta1asa. Odgo

varajuce resenje jednacine (5.38.): 

А (3" ,6)= [1- (Пив+).)~Ј2 (5.41.) 

gde је: 

л= ~ i ( ) 
4 

koe:ficij enti Пив ' d.- i ~ ocig1edno zavise od zakona strati:fika

cije. U 1iteraturi ве najcesce koristi eksponencija1ni zakon 

strati.fikacije: 

- -Hz r = е . , н.>о. 

Lako se pokazuje da је resenje jednacine (5.16.): 

H z 
~ = e~ sin~z (pri1og V.4.) 
о 

gde su ~ pozi ti vni koreni transedentne ј ednacine: 

tg d"" + 2d'" = о 
н 

Pos1e ovoga ~Je tesko izracunati potrebne koe:ficijente 

(5.39.) i :formirati resenje (5.41.). Takodje se 1ако pokazuje 

da prisustvo smicajnog strujanja u gornjem в10ји tecnosti ko

је bibi~o istog reda ve1icine, kao i u donjem nе bi dovelo ni 

do kakvih p;o~ena u ј ednacini za А (Ј ,'i) Оdnовnо ј ed.nacina 

(5.38)'bi vazila u tom slu~aju. (pri1og V.5.) 



Pri10g 11.1. 

w 
~) 

W(X, ъ ,Z) =i~jwo(XI,n z-l ах 
-со (z-1)2+(x-x' )2 

Diferenciranjem ovog resenja ро (z) dobija se: 

<v 

а "l -1:.Ј w ex'~) dx'. = ~ ~l да, xQ_j~,WO(XI ,6) dz '-'Ј[ о (х-х' )2 .., Ј ........ 
z=l -а:;. 

95. 

Шс' 

х -, х Ј 



Prilog У. 2 

C..L-

~/ 
dz z=l 

= 
... Ј1 . О ; ( 1-- d т' 

~ а Ј АЈ \Ј ,(;) :S - Ј ; 
-се 

и = 

z = 1: aw(O) /. = о -.-r :r~(1) = о 
dZ z=l 

d 2ср'гРА (,J"/:1) d·I .. (1)"d2 ~ГA] 
":\ 2 Ј -r:-I . =.Lo 0}2 :r l 1; 
ОЈ -оо Ј-.ј . 
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р . ., V"Z .... rl.l.og .~). 

I 

f(F2-СFIZ)fОdZ=С~(1) 
G 

А ( 

JF2f odZ + CfFlf~dZ = 

о (;) 

F
2 

= Q~) + СП + uCO))Q~O) + чСО)Q~О) 

F
1 
=Ј[*) + СП + пСо)п}о) + у(О)(и + п~О)) - cujO)Q,CO) 

dokaz u poglavlju II 

А 

2CS~f.r~ 2dz 
о 



')3. 

-1 

Ј Uf'1" 2dz 
~ .;;. ... ,....-.... 0-=-__ 

s = S'4f;r~ 2dz 
() 

лr t1usA.f +..(ААг5{:R[А]}ЈЈ ~ о 

-Hz 
е . , 

+d< 3с083 Yz) 
п 'Јп 

", ,Н 3 ~ .. 

Ј 1з J~H 3 3Irr,2 . 
J'-:f dz = е . (а 8in (у. z I 4 n 8in Q, zcos~ z+ 

с;; О . П П П 
еЈ 
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н 

t3 3цv2 ~. 2 
Н . ""~ П е ~+~ б п -Н. . 

= (8 - ,,)( 2 \ -;::-52 ·~nK - зУ-совУ:' ) + 
со Т.1' .2. П П П 

2::: + 9К 4 п 

.(щ, COS V +Ј( sinд": ) 
с. <)n пп 

н 

е2 3Н3д'" зн2ј" ,2 
+ ~~_( п сова: + п sini + 
н2 +У 2 8 п 4 п 
4' ~n 



Pri10g V.3~ 

-1 -1 

f~1 + t f' - ~ ~ f = О 
) У о c~ i о 

Granicni uslovi su: 

z = о 
z = 1 

:fo = о 
:f' = О 
о 

:r " - н:r' + н f = О 
о о ~ о 

)..2 _ Н) + ~. = о 
с 

\ = ~ + i~ , 
Лl,2 с;- I 

Resenje se trazi u oЪ1iku: 

<у 2 4Н - н2с2 = (2с)2 

2 н н2 
<у = с2 -4 

с 2 4Н 
п = н2 + 41j2 

100. 

.Р= е 
-Hz 

-1 
-Не 

-Hz 
9= 

-1 
9 = - н 

-=-
9 

:fo = eAZ 



Prilog V.4. 

-1 

f 11 + ~ fl - ~ ~/! = О 
о f о с 9 о 

/\2 _ Н/\+ Н2 = ОУ 
С 

н .v' 

/\ 1,2 = 2' .:t. ~O 

~=y4H - н2с2 
2с 

Неэеnjе se trazi u oыku:: 

~ 
:to = е2 (01 cosYnz + 02sin ~nz) 

Granicni us10vi su: 

1) z = О :to = О 

2) z = 1 :t' = О 
о 

~ granicni us10v daje: 

Drugi granicni uslov daje: 
Н 

О = 02е2 (~Sinin + ~ncoS~n) =·0 

2<У . 
tg.j' п + --Р"", = О 

Н 

lCl. 

- -Hz 
9= е 

-, Н -Hz 
9= - е 

-, 
9 - н --- = 
9 
:to = e).z 

:t' 
о 

= .АеЛZ 

:to " =/\2e~z 

odnosno 

U specijalnom slucaju kada је Н = lЪ mozemo izracunati 
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(-(1 = .z:. 1,601; d"2 = .z:. 4,722; 1з = z. 7 ,860; d"/~ = .!. 11,000; 

0'5 = .!. 14,140; f'б = .!. 17,281; ~/8 = z. 23,564; ~9 = .!. 26,705 

()' 13 

1'on 

w(o) = 

w(o) = 

- АЈ1' . оп 

~ 2 
- Ase 

= .!. 42,412 

sin,J: z 
п 

~ 
l' = е2 
оп 
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Р 
. ., oтr r-r1...Log •• 7. 

Dokaz da prisustvo smicajnog strujanja istoga reda veli,~ine 

u gornjem sloju пета uticaja па krajnju jednacinu. 

Po1azimo odytoga da је slabo smicajno strujanjeprisutno 

u gornjem sloju. Jednacina kretanja i jednacina kontinuitetaje: 

f1 W + Си + u)wx + WWz = - р 
~ t z 

+ w z = о 

Trans1"ormacije: 

х = х -ct, = Е. 2t 

- р 
х 

w = €.. 2w, u = f. 2u, р = Е.. 2р , u = Е ПС z) 

д 
dt = а Е2 Ј. 

с crx + dТ' д = 
~ 

Nakon uvode~ja dalekopoljnih koordinata jednacin~ kretanja 

i јеdnаСiпil. kontinuiteta su: 

r = r(o) + . ~ .. - prva aproksimacija • 

Jednacin~ nakon prve aproksimacije; 

р 
х:. 
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с ~ u(o) = р(О) 
.fc. х х 

Resavanjem prethodnih jednacina dobija se sledeca Laplaso

va ј ednacina 

w(o) + w(o) = о 
:хх zz 

Granicni uslovi su: 

z~.:o; 

z = 1 

Nakon druge aproksimacij е ј ednacine kretanj а . i ј ednacina 

kоцtiпuitеtа su: 

Sre<ti vanj еш prve prethodne ј ednacine dobij ашо : 

р(l)=с .lL U(l) _ Suu(o)+uw(o) 1 == с .1L u(l) _(П'ч(О)_Пw(О) l 
х 9с х (х Ј 90 х 1: z ј 

Sre~ivanjem druge jednac~e dobijamo: 

p(l) = с ~ w(l) _ nw(о) 
z ј'о х х 

Ako sada p~l) di:ferenciramo рО (z) а p~l)di.rerenciramo 
ро (х) i izjednacimo desne strane imamo: 
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у(l) + у(l) = _ 1. Ј1... и"у(О) 
хх zz с f1 

Granicni uslovi su: 

, 

z = 1 tI 

) 

Ovo nema uticaja па jednacinu (5.26.) odnosno па resenj.e 
za donji sloj, jer se u njemu w(l~ = 1 mnozi за ~~(1), jer 
Spajanjam·prvih izvoda-me~sobno dovodido ~~ (1) = о. 



UТICAJ ROTACIJE SISTEМA ~A RASPROSTIRA1TJE 

АШEВARSКIН SOLITARNIН TALASA PRI 

SLAВOM SМICAJNOM STRUJANJU 

(п = 1) 
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u ovom slucaju зе posmatra strati:fikovani flui:i. юаlе 

debljine h. Ovaj f111.id је sa jedne strane ogranicen ravnom plo

сот, а sa druge strane na1azi se nestis1jiv f1~.rid koji је nе

ogranicen 1.1 prayc1.1 osa х i z. Сео sistеш se оЬгсе 1.1gаоnош brzi

nош·ZU. Obrtanje siptema se vrsi oko ose(y)koja је normalna па 

ravan х i z. Osu х postav1jamo 1.1 ravni р10се 1.1 pravcu kretanja 

.fluida, а os1.1 z vertika1no navise • 

t< 

. 

-+ ------ ---

. 1"'1/ • './1/ .. / /1" )\ 

Ш=Ш7 

v - re1ativna v brzina 

2 [.;'", 'Vj -Кoriolisovoubnanj е 
V = vr - relativna brzina 

р -= р'" - generisani pritisak 

~o - gustina strati.fikovanog .fluida 

5'1 - gustina nestisljivog .f1uida 

9(z) gustina .f1uida posle nastanka poremecaja 

Pri proucavanju ovog problemapolazi se od jednacine 

(3.4.) koje smo ima1i pri proucavanju uticaja rotacije sistema 

па rasprostiranje nelinearnih dugih gravitacionih talasa u stra

ti:f'ikovanoj t.eCnosti. 

Uvodenjem razmera u j'ednacine (3.3.) dobijamo 

bezdimenzione jednacine: 

(у +5»tUt + (ii + u)ux + ,,(й' + u z ) ..,. ~ У}- - РХ 
(9 +j')fWt + Си: + u)wx + ww + 2~ u1.. = -f- р L z -Ygh .ј z 

их + wz = О 

(6.1.) 
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Jednacine (б.1.) vaze .-:'. ј stratil'ikovani fluid. deb1jill': 

h. Za gornji sloj - nestisljiv . ~лid treba staviti: 

- о u -
јЈ= о 

91 
~= konst. = go 

(6.2.) 

Dalja transformacija jednacina se nastav1ja uvodenjem 

da1ekopo1jnih koordinata: 

1=E(x-ct) 

Т= Е. 2 t 

uJh _ l _ rtE.n 
.- - R - .. Н. 1'gh о 

~= О (1) 

л = .::t.1 

а: =с !S-; :t; = -c~ + Е2 !. 
(6.3.) 

Takode se u jednacinu (б.1.) uvode sledece vrednosti 

za brzinu, pritisak i gustinu: 

ii =EtJ(z), u =Е. П, Р -€P, fJ=t: Q., w = €.2W (6.4.) 

Nakon zamene (б.3.) i (6.4.) u jednacine (б.1.) dobijamo: 

~+tQ){: сUЈ+tut+Е(П + U)UJ+EW(tJ'+Uz ) - 2~}= - РЈ 
(б.5.) 

Ovde mogu nastupiti pri эlисаја: 

1. n~ 1 - Postupak i rezu1tati' su isti kao u prethodnom эlи
саји zato 8tO је rotacija ша1а i moze se zanemariti. 

2.n=1 - Prva aproksimacijaje ista kao i u slucaju .kada nemamo 

rotaciju. Druga aproksimacija se menja i u karakteristicnoj је

dnacini se jav1jaju dopunski Clanovi. 

3. п = О - U ovom slucaju rotacija је da1eko najveca sto ima 

za posledicu аа эе vec prva aproksimacija razlikuje od one kada 

nema kruznog kretanja. 
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Jednacine ~rvo~ reda п = 1 

Pritisak~ gustina i brzina mogu se napisati и razviti 

u obliku reda па sledeci nacin: 

(б.б.) 

Ako sada vrednosti (б.б.) uvrstimo u jednacine (6.5.) 

ali эато эа prvim clanom reda, i о ako izjednacimo clanove u је

dnacinaтa sa оЬе strane znaka jednakosti dobijamo: 

С:Dи(О) _ р(О) 
- Ј! - - Ј 

Q(o) = _р(О) 
z 

- cQ.c;) + ]5\1(0) = О 

u~o) + w~o) = о 

(б.7.) 

U prethodnom poglavlju pokazano је kako se dolazi do 

sledecih vrednosti za pritisak, gustinu i brzinu 

U(O) = 

р(О) = 



pr.~tlloclr...ih Ј· pdna~'( -1 п" a·~·~ ~" ~ ", 
r - ...... ~ С,"\. v "_' . .1... .' ._ .... 

se sledeca diferencijaln~ jednacina: 

Prethodna jednacina Бе transform.ise u sledecu jednacinu 

razdvajanjem promenljivih u WCO ) = - AJfoCz) 

-, 
S I f"+........-f -

о SJ о 

Granicni uslov па ploci daje fCo)=O, dok granicni uslov 
па granici izmedU эlоја stratifikovane tecnosti i sloja ЬОШОбе

ne tecnosti tek treba da se odredi spajanjem resenja. I u оуот 

slucaju potrebno је izracunati f o u tacki z = 1. 

Jednacine drugog reda n=l 

Кod jednacina d.rugog reda vrednosti б.б. uvrstavamo u 
6.5. i opet izjednacavamo najve6e с1anоуе эа jedne i druge stra

ne znaka j'ednakosti: 

_ cJuj1)-сu~О)QСО)+f~~)+(П+u(О))u}0)+w(О)(uz+u~О))-2йW(о) =_р§l) 

~~u(o) = _ Q(l) _ p~l) 

Ako sredimo prethodne ј ednacine : 

- F
1 

+ 2§nW(o) 

~U(o) 

- cQQ) + "p'W(l) = - F
2 

U!) + W~l) = О 
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i u ргеоt;hОЙПО:1 pog1av1ju poznatirn -t;гansi':Ј"С"'шасiј аrnа 

dobijamo:l.edecu je(lпa('::~_"..l: 

.. 
alan 2CoA[9U~O) + ~fw(o))J pre('':avlja utica.j o:'otacije. 

Posredstvom Grinove formule dоЬiјш.1С' 0--' 

.f 

!f!2-CF1Z +2C$l[liUto) +~wCo) џ ~ rOdZ=c2g"( 1 ){:O Cl)J~:1 z=l -

- r~Cl)wCl) / Z=J 
U daljem radu proucavamo gornji sloj i po1azimo od jed

nacina kretanja i jednacine kontinuiteta. 

- р 
х 

--1. (w + uw + ww + ~ и) = 
о 1; х z ygh -р z 

= о 

U daljem postupku uvodimo nove koordinate i veze: 

х = х -ct, ~=E. 21; 

-.cl..=-.д. 
ах дх 

5'1 (-сU +t2u6 + E2uu
X 

+ E2w
Z 

- 2fl.E.nw) = - Рх 20 х 

~~. (- cwx + Е 2wъ + E2uwX +lwwz + zn.E'u) = - Pz 

(б.8.) 

(б.9.) 
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Jednacine prvog reda 

w =2: W(n)~n 
и=v 

Q =ZQ(n~n 
и.:џ 

(б.10) 

Р =~(,)p(n)6n 

Ako sada vrednosti za pritisak,.gustinu i brzinu (б.10.) 

unesemo u jednacine .(б.9.) dobijamo jednacina nakon prve apro
ksimacije 

.91 U = Р 
с s:'o х х 

с ~~ ТЈх =.рх 
U + w = О 
х z 

(б.11.) 

Resavanjem jed.nacina (6.11.) doЪijamo Lap1asovu jednacinu: 

ТЈ +ТЈ =0 
хх zz 

Granicni us10vi su: 

z -р-СО; W -- О 

z = 1 

w ех ,УЈ treЪa da ве od.redi ako seizvrsi эрај anj е resenj а sa 
о . 

donjim э1ојеш: 
Postoji resenje Lap1asove jednacine [~ 

се 

д }/РГ 2' 2 2 W 1-. (') (z-1) + ех - х) - 2 ~Z-l) --s- =-;: .JWo х,Т - г,- -2· - • -Ј 2 -
а z _ оо l (z - 1) + ех - х ) 

dx ' 

со 

= у-,р JТJo(X:~ (х - х')2 - ~z - 1)2 dx 
-cG [(z - 1)2 + (х _ ~)2J2 
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ЈТЈ/ = l.ЧЈr:"Ј r x ' Т) dx' = 

d лЈ Ј о\., Ј ? 
z z=l ~ -w (х-х )-

I 
tlx 

х - х' 

. 
Soajanje resenja 

Da bi mog1e da se od.rede sve ve1icine izvrsi6e se sрэ.ја

nje resenja duz granice izmedu gornjeg i donjeg эlоја tecnosti. 

Ovo spajanjepodrazumeva izjednacavanje vertikalnih projekcija 

brzina i njihovih izvoda u оЬа sloja. duz (z=l) 

а) z = 1 

СЕ 2w(0) + E.3W(1) = СЕ 2w + Е. 3W1 

с.2 : \/(0) = W ~ -ЛЈ(Ј ,7) 1'0(1) = Wo (х,Л 

Е 3 : \/(1) = W'1 (x,n 

ъ) z = 1 

2 dW(o) 3 dW(1 ) 2 
t:. dz +с dz=C: 

~3: W(l) = W
1

Cx,6J 

ъ) z = 1 

DW 
dz 

2 OWCo ) + ~ 3. dWCl ) 
Е:.. dz с... dz 

= Ео2 д.V + t;.3 
dz 

, I 1 =Е Х; 5= с. Х ; о 

"Ј l' (1) /1ЈОО d 7:1 аЧ = 0_ :Јј А ~(f','[) X_JS' OZ z=l u _~X" . 



1 u = ----...:::;..~-

ј - Ј' 

dJ' I 

du = ----"':>1:'2 ' v = А (1 ;7:) 
(Т-1

1

) " 

dW I = 1'0(1) Е. d Р{А (3"' ,т) јСС) _Јо?А (Ј','1:) ~ 
dz z=l u оу Ј-Ј' _ф -cz (f-J') 

о::> 

1'0(1) 2 а'2 А (5';Ђ) d:r l 

= Е.. ii 6Ј.! Ј - х' 
-со 

z = 1 

dW(O) . , 
-~- = о ~ 1'0 (1) = о az 

l' (1) 
о 

= ------u 

113. 

= 

Di1'erencija1na jednacina nakon prve aproksimacije ров1е 

razdvajanja promen1jivih u W(o)ima sledeci oыkk 

l' " + 
о 

Resenje ove jednacine је dato u pri10gu (V.4.) 

ВENЈАИIN-ОN'О-оvа jednacina ima oblik: 



у 

Koristeci pri10g V.З. i pri10g iz unutrasnje ta1asa iz-

me~u dve р10се dobija эе: 

.ј ." .4 ... 

2~9~~2dZА[+(2сЈU9~~2dZ-2СSlЈ9r~2dZ)АЈ+зсЈf~~3dZ ААЈ = 
• Q ~ 

(6.12.) 
pri 

-11us (uop!1iena srednja vrednost brzine smicajnog 
strujanja) 

(Нi1bertova trans~ormacija) 

Ako u jednacinu (6.12.) uvedemo novu koordinatu 
Х =1 - (Пus +...Q.Cn2 ) eliminisu se u jed.nacini BENJAМIN-ONO-a 
clanovi " 

Ifr ~dZ ПusА] -.л.. f1* ~ А Ј 
ЈУ ~o dz 
о 

Tako~e se moze zakljuciti da sada па brzinu talasa ima-

ju uticaj i smicajno strujanje i,.rotacija celog sistema. Rotaci
ја пета uticaj па amp1itudu i duzinu ta1asa. 



UТICAJ ROTACIJE SISTEМA NA RASPROSTIRANJE 

ALGEВARSКIН SOLITARNIH TALASA PRI SLAВOM 

SМICAJNOM STRUJANJU (п = О) 
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Ovde зе takod:e posmatra stratifikovani fluid male (ieb-

1jine h. Ovaj f1uid је еа jedne strane takode ogranicen ravnom 

plocom а sa druge strane na1azi se nestisljiv :f1uid koji је nе

ogranicen и pravcu х i z ose. Сео sistem se obrce ugaonom brzi

nom оlcо ose (у) kOQa је иргаvnа па ravan (x,z). Osu х postavljamo 

u ravni ploce и pravcu kretanja :f1uida а osu z vertikalno navise. 

Posto је (n=O) uticaj rotacije је najveci. 

Za resavanje ovog problema po1azimo od jednacina (б.5 .). 

(9+EQ)t: СUЈ+~U~+Е(U+U)UЈ+СW(П'+ Uz ) - 2~~nW = - Рх 
C2+EQ)t-t?сw.f+ •.•• + 2Лt,nuј= - Q - Pz 

= о 

Jednacine prvog reda 

(7.1.) 

Brzinu, pritisak i gustinu razvijamo и red па poznati na-

cin •. 

U = ~o u(n)c: n 

W = ~ w(n)t. n 
и.=L> 

р ,=2:.. p(n~n 
и.=о 

Q =.2% Q(n) п 
и.::.о ~ 

(7.2.) 

Ako sada vrednosti (7.2.) uvrstimo и jednacina (7.1). 

i ako izjednacimo najvece c1anove эа оЪе strane znaka jednakc 

sti dobijamo: 

CfU<;) + 2J~1.\'1(O) = 

_ 29riU(o) _ Q(o) = 

р(О) 
Ј 

р(о) 
z 

_ cQ~o) +~W(o) = о 

U(РЈ "t .Ј(С) - О 1 t- Wё -

(7.3.) 
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Resavanjem jednacine (7.3.) dobijamo vrednosti za brzin~, 

~~stinui pritisak: 

(7.4.) 

Takode se resavanjem jednacine (7.3.) moze dobiti sle

deca jednacina: 

-1 -1 

\уСо) + L,.,co) _ (1 + глс) ~ W(o) = о 
zz 9 z с 9 

Razdvajanjem promen1jivih u \уСо) dobija "se di~erencija1-
па jednacina za odredivanje sopstvenih vrednosti za ~o(z) i с. 

-, -1 

~ " + L ~ I _ 1 + 2с.я L = о 
о 9 о с2 5' ~o 

Jednacina (7.4.) "ima sledece resenje: 

н -z 
= е2 sin ~ z 

п 

(7.4-. ) 

Cprilog VII .1. ) 

Granicni us10v па p10ci daje ~(o) = "О, dok granicni 

us10v па granici izmedu s10ja strati~ikovane tecnosti i sloja 

homogene tecnosti tek treba da se odrede spajanjem resenja ko

ја vaze u оЬа s1oja. 



117. 

JecL.""lacine prvog recla n=O 

Slicni~ postupkom kao i u prethodnim pog1av1jima 

vrednost (7.2.) uvrstimo u jednacine (7.1.) dobijamo: 

Рјl) = ~~u~l) + 2~w(1) _ F
1 

+ ~Q(o)~/o) 

p~l) = _ Q(l) _ 2~U(1) _ 2aQ(o)U(o) 

_CQ~l) + 9'W(1) = - F2 

U~l) + W~l) = О 

pri cemu је: 

Resavanjem (7.5.)dobija зе sledeca jednacina: 

Metodom Grina dobijamo: 

Ly = р(х)у" + q(x)y + r(x)y 

• • 

мz = (p(X)Z)" - (q(x)z) + r(x)z 

zLy - yМz = ~ (pzy' - y(pz)' +qyz) 
d.x 

(7.5.) 
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LW(l) = c22H~~) +C2r'\-l~1)_ .9'(1+2 C) .... /1)=F2-СF1Z#-2n.С[~~О)U(О)+ 

+~(o)~yCo) Ј 
z 

р = c~, q = ср; r = - р (1 + 2Лс) 

М'Ј(О) = C2 @H(O))"_C2 (SJ'WCo ))' - .р (1+2.!1c)WCO ) = о 

д W(l) / _ 

~z /Z=l 

(7.5.) 

Gorn,ji 810,; 

Po1azimo od jednacina (6.15.) 

91 ( 2 2 . 2 ...n.~} 
7"Ј -сП + Е П-+ €. оо + e-WU - an ~ w = - Р 
.Ј"о х 'о Х Z х 

(7.6. ) 

u + W = О 
х z 
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Jednacine urvog reda п = О 

Brzina, pri-tisak i gustina se I!logu razvi ti u ObliKu 

reda. 

ф ('\ 
U = .z. U n/:..n '1. =-с. - -

w = ~:. w(n)<t: п 
"\=0 

Р = ~ p(n)~n 
~2=O 

Q = ~oQ(n)c.n 

Uvrstavanjem (7.7. u jednacine (7.6.) dobijamo: 

~'I - с-п 
~o х 

5'1 
- с то W~ 

u + W = О 
х z 

- р 
х 

- р 
Z 

Resavanjem jednacina (7.8. dobijamo: 

- с ~ U - 2 91л.w 
Јо xz 90 z 

= -

(7.7.) 

(7.8.) 

Wxx + W = О (Ovo је poznata Laplasova jednacina i to је sre
ZZ 

tna okolnost da smo је dobili resavanjem jednacine 7.8.) 

Granicni us10vi su: 

z~o::>; 

Z = 1 ; 

W~O 

W = W (х,ь) 
о 

Wo(X'~ se odredujena taj nacin da se vrsi врајanје эа rese
njem za donji sloj: postojl reJenje Laplasove jednacine [2]. 



а) 

- 10 ( - z - 1 dx' 
\"l(x,'b·,z) = =Ј .Ј -Јо(х,Е) ( ., ,2 ( 1)2 

u -сс z-.L) + ,Х-Х 

~ = lj)S~W (х, ) (z_1)2 + ех-х,)2 - 2(z-1)2 dx' 

д - о [ . ) '2. (" ') Z,J 2-Z U -сс. ('t. -'" -+ )(·-х 

cv ,22 
= :Р Ј н (x~'Ъ) ех - х) + (z-~.. dx' 

u _Ф О [(Z_1)2 + (х-х' )2]2 

= 1 (f,)S W(x f 'i)" dx I = _ 1. Е... (ЈЈ SW ех' "f) L. 
~ ~ 

_Ј , I 2 -) о' 
z=l u -~ (х-х ) u ах -ф 

dx
J 

х-х' 
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Врајanје resenja za donji i gornji вlој duz granice 

izmedu donjeg i gornjeg вlоја z = 1 

с 2W(0) +E3W(1) = с: 2W + О (t:;.4) 

с.2 : W(o) = w ~ - AJ(J;i) 1'0(1) = Wo(x:n 

с 3 : W(l) = о 

Wo(x~ = - AJ(J~1'o(l) 

W(l-/= о 
Ь1' 

ъ) z = 1 

s obzirom da је: 

1=ЕХ i д~ =E.~ sledi: 
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u = 

du = v = А ("J /,1") 

BENJAМIN-ONO-va ј ednacina nakon resavanj а ј ednacine 
(7.5.) ima oblik 

А"р t1usAJ +oZlAAJ -1J1!t[А Ј} = о (7.9.) 
prilog VII.2. 
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Cf(1 ) 

Uvоdеnјеш.nоvе koordinate Х = ! - Uus~liminise se u 

jednacini (7.9.) clan ПusАЈ iz cega se zakljucuje da smicajno 

strujanje utice па brzinu talasa ali ne па njegovu. amplitudu i 

duzinu. 



Pri1bg VII. 1 

-, 
f" + L f' 
о 9 о 

2 "''1' \. 1 +2.n..c 
/\ - 11/\ + 2 н = о 

С 

А1,2 = ~.:t. i~ 

. 11.(~.+ 2-";н_ н2 
({=lC.c С 

2 

Granicni us10vi su: 

1) z = О: f o = О 

2) z = 1: :r' = о 
о 

prd • v • 
grarnсnз. us10v daje: 

Drugi granicni us10v daje: 

н 
2 z Н . 

О = С2е СК cos ~ z + 2 sin~ z) 

у :/ Н. v О 
QCOSQ Z + 2 S~n~ z = 

2d'" tg~z + - = О 
Н 

123. 

9= е -Hz 

-, _He-Нz g= 

9: 
н -- = -9 

f
O 

Az = е 

:r' =~;'z 
о 

:r" 
о 

= .л 2еАz 



za Н = JL u pri10gu V.4. data эи resenja za 
10 

Н - z 
.fo = С2е2 sin~ z 

.fon sin ~ z ·n 

124. 

• 



Pri10g VII.2. 

BENJ лr1I:N"-ОNО-vа ј ednac ina 
i 

\' Ј F -сF +2..Q.c (t:t (о )11(0) +Q (о \/О)Ј 1.:r dz=c20(1) J:r (l).;:;.d\:.;...j(_l_) 
~ 1.:2 1z L' Ј z 15 о Ј 1 о Oz 

c~Cl):ro 2(1) ~"1{& (J~) 1 
2с S§:r~2 dz 

о 

-
~s (uopstena srednja vrednost) 

~1 

125. 

I z=l-
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