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Talasi su jedna od najrasprostranjenijih pojava u pri-—-
rodi. Po neki. put je talasna priroda pojave odigledna kao
na primer pri kretanju na povrsSini vode. Xod. zvuka ili sve-
tlosti talasna priroda pojave ostala je dugo skrivena i tek
su je eksperimenti kasnije otkrili. Talas je bilo koji pre-—
poznatljiv signal koji se prenosi iz jednog dela sredine u
drugu sredinu sa prepoznatljivom brzinom prenosSenja. Osnovna
svojstva talasa je da se on Siri u prostoru. éirenje talasa
nije identicno sa kretanjem fluidnih deliéa u medijumu po
kojem se talas Siri. Kod talasa se fluidni deliéi pomidu veoma
malo iz svog poloZaja ravnoteZe, ali ipak kaZemo da se talas
kredie. Poremeéaj (talas) se moZe Siriti pravilno ili nepra-
vilno, ali on ne mora imati pravilan oblik. Brzina i smer
Sirenja poremedaja ne moraju zavisiti od kretanja pojedinih
fluidnih delica. Talasi mogu biti transvezalni i lungftudi-
nalni. Transvezalni talasi su oni talasi kod kojih fluidni
deliéi osciluju normalno na smer Sirenja talasa. Talasi xod
kojih se smer Sirenja pomerelaja nalazi u pravcu pomeranja
fluidnih deliéa zovu se longitudinalni talasi. Postoje i
druge podele talasa, a prema G.B. WEHITHAM-u _1,. Talasi
se dele na hiperbolidne i disperziohe. Hiperbolicni talasi
su oni talasi koji se mogu opisati hiperbolicnom, parcijal-
nom, diferencijalnom jednacinom sledeleg oblika:

’Co - konstanta ‘

Hipervbolicni talasi mogu biti linearni i nelinearni.
Linearni talasi su oni talasi kod kdjih Jje promena pritiska,
gustine i brzine mala, a oni su opisani prethodnom jednadi-
nom. Najistaknutiji primer nelinearnih hiperbolicdnih talasa
su takozvani udarni talasi kod kojih imamo nagle skokove
pritiska gustine i brzine. Osim hiperbolidnih talasa posto-
ji klasa disperzionih talasa, koji takode mogu biti line-
arni 1 nelinearni. Disperzioni talasi su oni talasi kod ko-



2.

jih faza brzine nije konstantna i zavisi od talasnog broja.
Akxo faza brzine nije ista za sve talasne brojeve onda de se
velicine koje se prenose rasuti odnosno imalemo disperziju.
Kod linearne disperzije disperzioni odnos Je:

L.t)2 = gk

g - ubrzanje zemljine teZe
k -~ talasni broj.

Kod nelinearne disperzije disperzioni odnos je defini-
san na sledeéi nalin:

2,2

Ldz = gk (1 + a%k + eeemennal)

Linearni disperzioni talasi su oni talasi kod kojih
je resenje sistema dato u obliku:
A = a cos (kx - U %)
a — amplituda talasa
(kx - wt) -~ faza talasa
w/k - brzina talasa
k — talasni broj
w - kruZna frekvencija
Kod nelinearnih disperzionih talasa resSenje moZe biti
dato u sledeéem obliku:
A = acos(kx—-vt) + é ka

A

2 2,5

cos2(kx—- t) + —2~ kg

cos A(kux—~tti¥.n

i

™

2

. = gk(l + a2

k° + ceeeaa)

Vrlo je teSko strogo razdvojiti hiperbolifne i disperzi-
one talase pa imamo Cesto sludajeve da se ove dve klase tala-
sa mogu preklapati. Solitarni talasi koji su predmet izucava-
nja ovog rada spadaju u nelinearne disperzione talase. Solitar-
ni talas se sastojli od jedne "grbe' kbnstantnog oblika i kon~
stantne brzine. Ovaj talas je prvi eksperimentalno posmatrao
SCOTT RUSSELL (1844.) ‘s pribliZan izraz za solitarni falas
pronasSli su BOUSSINESQ (1871.) i RAYLEIGH (1876.) . Soli-
tarni talasi se proulavaju u stratefikovanom fluidu. Stratefiko-
vani fluid je onaj fluid kod kojeg se gustina fluida menja a
gustina fluidnih delicla ostaje konstantna. Stratefikovani
fluid imamo u morima, okeanima i zemljinoj atmosferi. Solitar-
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ni talasi se takode mogu pojaviti u zemljinoj atmosferi kao
i na morima i na okeanima na slobodnoj povrSini. Izulavanje
internih solitarnih talasa spada u oblast nelinearne teorije.
sa primenom kod jednog veoma vaZnog problema geofizilke me-
hanike fluida. MoZe se pojaviti problem talasnih kretanja
pri jednom smicajnom strujanju. Jednadine koje opisuju ova
kretanja sadrze veoma jake singularitete u sluéajévima u
kojima je brzina rasprostiranja talasa jednaka brzini smi-
cajnog strujanja, tako da neposredna okolina ovih élojeva
zaht eva poseban tretman poznat u literaturi pod nazivom
"teorija nelinearnog kriticnog sloja". Do sada poznati re-
zultati koji daju strujnu sliku u okolini ovog sloja, upo-
redeni su sa najnovijim ishbraZivanjima strujanja u atmosfe-
ri planete Jupiter i ukazuju na to da bi poznati strujni
fenomen Jupitera - Velika crvena pega mogao ustvari da bude
jedan solitarni talas. Hipotezu o ovalkvom poreklu Velike
crvene pege su pre nekoliko godina postavili T. MAXWORTHY i
L. REDEKOPP sa Juzno-Kalifornijskog univerziteta u Los An-
delosu. Medutim, kada je u pitanju atmosfera Jupitera, onda
treba imati u vidu ds su brzine strujanja relativno velike

a temperature veoma niske, tako da ubticaj stisljivosti ne
mo¥e biti zanemaren. U ovom radu nede biti razmatrana stru-
janja sa veoma jakim singularitetima vel takozvano slabo
smicajno strujanje kod kojih je referentna brzina znatno
manja od brzine rasprostiranja talasa. Razmatranjem mode-

la slabo smicajnog strujanja ima potpuno opravdanje samo

gde je rfferentna brzina smicajnog strujanja znatno manja

dd brzine rasprostiranja linearmih dugih gravitacionih ta-
lasa. Ovakva slaba smicajna strujanja mogu biti prisutna

u zenljinoj atmosferi, morima i okeanima. U ovom sludaju
postupak izvodenja jednadine KORTEWEG-de VRIES-a je znatno
jednostavniji. Do sada ovakav model nije proucavan. U ovom
radu proudavale se interni (unutrasnji) talasi u stratefiko-
vénoj teCnosti. Inade, nelinearna teorija talasnih kretanja
se razvila veoma mnogo u poslednjih nekoliko godina, zahva-
ljujuéi tome Sto postoji velika primena ovih izuclavanja

u mehanici, fizici plazme, nelinearnoj optici itd. Ovom na-

-
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glom razvoju nelinearne teorije talasnih kretanja, doprineo
je nagli razvo] matematidkih metoda kao Sto su pertibacioni
postupci, zatim inverzna metoda rasejanja koje su momogulile
tadna i pribliZna resSenja jednalina koje opisuju talasna
kretanja kao Sto su: SCHRODINGER - ova jednadina, KLEIN-GOR-
DON-ova jednadina, BENJAMIN-ONO-ova Jjednadina i jednadina
KORTEWEG - de —-VRIES—-a. Gore spomenute jednacine imaju sle-
deéi oblik:

- 3 _A
A+ G 1+ — 5

)AX +¥A___ =0 - jed. KORTEWEG—-de VRIES-a
o XXX

2

i B++Bxy+fBI B=0 - uop3tena SCHRODINGER-ova jednadinz

'~

A ,—-A _+V*' (A) = O - KLEIN-GORDON-ova jednadina
A U _Ay +4 Ad: —/7 . i Alr. =0 BENJAMIN-ONC-ova jednaina

Jednadina KORTEWEG—~de VRIES-a opisuje one sludajeve ta-
lasa koji imaju manju ali konacnu amplitudu kod kojih se efi-
kti disperzije i nelinearnosti,nalaze tadno u ravnotezi Sto
omogucava nastajanje talasa stalnog oblika kao S$to su soli-
tarni i knoidalni talasi [ 1]. Pod uslovom da je sioj tedno-
sti relativno tanak jednadinom KORTEWEG-de VRIES-a se mogu
opisati gravitacioni talasi na slobodnoj povrsini jedne ho-
mogene tecCnosti i talasi prouzrokovani stratifikacijom, koji
nastaju unutar jedne nehomogene tecnosti. BENJAMIN-ONO-vom
jednadinom 2! se opisuju talasna kretanja u nehomogenoj
tednosti velike debljine. BENNEY | 3] je izudavao uticaj pri-
sustva smicajnog strujanja kod talasa na slobodnoj povrsini
pri demu je referentna brzina istog reda kao i brzina raspro-
stiranja linearnih gravitacionih talasa. U radu LEE E,
BEARDSLEY-a [ 4) posmatrani su unutradnji talasi gde su tre-
tirani samo takozvani regularni”modovi! singularni "modowvi'
se izudavaju u radu MASLOWE E. REDEKOPP | 5]. Singularni "mo-
dovi" se pojavljuju na mestima gde nastaju nelinearni kritiéni
slojevi. Nelinearni kriticni slojevi nastaju kada je neka
referentna brzina smicajnog strujanja istog reda velicina kao
i brzina rasprostiranja linearnih dugih gravitacionih talasa.

e e
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U slucaju kada su ove dve brzine jednake nastaju singularni
"modovi'" a u svim ostalim slucajevima imamo regularne "modo-
ve'., Za sludaj unutrasnjih talasa u relativno tankom sloju
stratefikovane telnosti koji je bar sa jedne strane ograniden
beskonac¢no dubokim slojem homogene telnosti izvodi se BENJA-
MIN-ONO-Ova jednadina. Svi dobijeni rezultati imaju veliku
primenu u geofizickoj mehanici fluida kod nelinearnih dugih
gravitacionih talasa. Ovaj rad se sastoji iz sedam delova.
U prvom delu dat je kratak istorijat izudavanja solitarnih
talasa. Takode je pokazano da je solitarni talas reSenje jed-
nadine KORTEWEG-de VRIES-a koja opisuje duge talase u plitkoj
vodi. U drugom delu izucavani su interni solitarni talasi u
stratefikovanom fluidu. Nehomogena neviskozna telnost debljine
(h) je sa obe strane ogranidena ravnim plodama.

U treéem poglavliju izucavaju se solitarni talasi kod
istog modela kao u prethodrom poglavlju s tim sSto jos imamo
i obrtanje (kruZno kretanje) celog sistema (modela). Pri
obrtanju celog sistema (modela) mogu se pojaviti tri sludaja
u zavisnosti od vrednosti eksponenta n. FEksponent n se Jjavija
u izrazu za reciprodénu vrednost Rosbijevog broja koji pred-
stavlja odnos konvektivnog i Koriolisavog ubrzanjé

Ro vV gh
RO - Rosbijev broj
W = ugaona brzina
ﬁ —~ mali parametar koji reprezentuje odnos amplitude talasa

i debljine sloja stratefikovane telnosti.
g - ubrzanje zemljine teZe
n - debljina tecnosti

FEksponent n moZe da ima tri vrednosti:

1. n> 1 - rotacija je veoma mala i moZe se zanemariti
a ovaj sludaj je detaljno izucen u drugom poglavlju.

2. n = 1 - u ovom sludaju rotacija se ne moZe zanemari-
ti a njen uticaj se manifestuje u jednacinama drugog reda.
Uticaj rotacije je detaljno pokazan u trelem delu (poglavlju).

3. n =0 - ovaj sludaj je predmet izulavanja u Cetvrtom
poglavliju (delu). MoZe se zakljuliti da je pri n = O rotacija
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najvela, Sto ima za posledicu komplikovaniju jednadinu KOR-
TEWEG—de VRIES-a koja opisuje kretanje. U drugom, trelem i
Cetvrtom poglavlju uzulavani su talasi kod kojih amplituda
opada eksponencijalno sa udaljavanjem od vrha talasa. U pe-
tom poglavlju izulavaju se algebarski solitarni talasi koji
nastaju u relativno tankom sloju stratefikovane telnosti
koji je sa jedne strane ogranicCen slojem homogene telnosti
beskonac¢ne debljine, dok se sa druge strane moZe nalaziti
ili ravna plofa ili slobodna povrSina. Ovakvi talasi se ve-
oma cesto javljaju u atmosferi, morima i okeanima. Kod al-
gebarskih solitarnih talasa amplituda opada algebarski sa
udaljavanjem od vrha talasa. Algebarski talasi su otkriveni
prre relativno kratkog vremena i opisuju se BENJAIMIN-ONO-ovom
.2, jednadinom.

U Sestom poglavliju se takode izulavaju algebarski
solivarni talasi. lodel koji se proulava u ovon poglavlju
je 1isti kao i u prethodnom ali za razlilku od prethodnog
nodela ovde imamo kruzno kretanje celog sistema. U ovom
sludaju (n = 1) uticaj rotacije je mali, ali se on ne mo-
e zancmariti. Uticaj rotacije se manifestuje preko dopun-
skih c¢lanova u BENJAMIN-ONO-ovim Jjednacinama.

Sedmo poglavlje takode obuhvata algebarske solitarne
talase. I u ovom slucdaju imamo kruzno kretanje celog si-
stema ali je sada uticaj rotacije veé¢i (n = 0) Sto ima z=a
posledicu vojavu novih dopunskih &lanova u karakteristicnim
jednadinamna.

Rukovodilac ovog rada bio je prof. dr. Vliadan Dorde-
vié, dipl. mas. ing. redovni profesor MaSinskog fakulteta
u Beogradu. Koristim priliku da mu se najtoplije zahvalim
na mnogobrojnim savetima i wvelikoj poﬁoéi koju mi je ukazao
u toku rada.
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Pri proucavanju solitarnih talasa veoma je vaZna jedna-—
é¢ina KORTEWEG-de VRIES-a koja je izvedena 1895. godine.
STOKES Jje 1847. godine pronasSao pribliZan izraz za nelinearne
periodicne talase u sludaju beskonadno duboke tednosti ili
tecnosti umerene dubine, dok su BOUSSINESQ 1891isli RAYLEIGH[7J
1976. godine pronasli pribliZan izraz za solitaran talas ko-—
Ji ima konstantan oblik i konstantnu brzinu. Prvi je ekspe-
rimentalno posmatrao solitarni talas SCOTT RUSSELL 1844[8]
godine. NajlaksSe se solitarni talas dobija kao redenje jed-
nac¢ine KORTEWEG—-de VRIES-a. Takode se moZe pokazati da su
periodidna resenja, reSenja jednadine KORTEWEG-de VRIES-a,

U relativno plitkoj vodi dugadki talasi se mogu opisati ne~
linearnon jednadinom sledeleg oblika:

) 5 _A \ ~ _
sz + CO (l + 2 - ) A:{ +,§)’A = 0 (l.l.)
e}

do prethodne jednadine se dolazi reSavanjem jednadine kre-
tanja i jednadine kontinuiteta pri Cemu se koriste poznati
granic¢ni uslovi za model telnosti koja Je sa jedne strane
ogranicdena ravnon plocdom, a sa druge strane se nalazi slo-
bodna povrsSina.
ho ~ visina neporemeéensz telnosti
CO,B’ - konstante ’

Jednadina (1.1.) Je jednadina KORTEWEG-de VRIES-a

¢ije Jje resSenje:

) 3 A ~%“ l
A/ = A _sech {( 0.9, )< (x - Ut)J (1.2.)
% ho prilog I.1l.
Jednadina (1.1.) ($to se mo¥e lako pokazati) moZe ta-
kode da ima periodidno reSenje koje se moZe izraziti pomolu
Jakobljevih elipticnih funkcija.
2 5 <=
A = AO cn {E_Z}.—h—é.—) (x - U‘b)} (1L.3.)
o ' prilog I.2.
ReSenja (1.3.) jednadine KORTEWEG-de VRIES-a zovu se

knoidalni talasi.
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Ofigledno je da jednadina KORTEWEG—-de VRIES—-a moZe da
ima neperiodidna i periodidra reSenja. Neperiodicna resSenja
jednadine su solitarni talasi, a periodidna reSenja su kno-
idalni talasi.



Prilog I.1l.
' 1 ,
Dokaz da je A=A 112(5A°)§ (x - Ut) 5
oxraz a Jjge = OSeC —4—11—3—- X - rese-—
O
nje jednadine At + C, (1 + ”g"'ﬁé") A +¥ A = O:
(o)
U jednadini KORTEWEG-de VRIES-a X = —&— Coh02
. )

Posto talasi imaju konstantan oblik i posSto se kredéu konstantnom
brzinom oni mogu biti opisani jednalinom:

. \
Ja Jf dx _. | IF
= = A_=h_ =% 3 = h_« ;
X * ° ox Ox Ox
£ .4 0 O X IE ()
B T - b S S > dh
A = B 5x £ =x - Ut
3 x
A = h ‘\:'. J‘ = - U
XXX o Jxx  JdF
' - dx
Ap = - Uh T, S =1

bLko vrednosti At’
WBEG—~de VRIES—a dobijamo

A, A, B ,¥ zamenimo u jednadinu KORTE-

n

=O/:C0

Uh T+ C_ (1+ —2 o ) h T_ o+ L
- o Jx o) 2 q oS X ozgxxx

6 OhO

2‘ — | U )
'%&hoEw+%?fJ—<7g"3Jf =0

Nakon prve integracije dobijamo:

1 2.1 2 U . _
—-—6-—h0°§ +—/_%_3: —(—C—c:_—l)‘}:'-G“—o/fl
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Akn prethodnu jedna&inu pomnozimo sa‘g‘ pri Cem je

5 ~%%§%— imamo:
2 i o | U
P T §TF- D ET ey

o}
Nakon druge integracije lsledi:

2

-3 :
1 202,32 _ (3 -'.1)’;;"+G§+-7Hr=0/43§3'f“=

1 5 U 2 _
_-.D,-—ho-j,-—z: -2('73;.—1)’3: +4G—5+H—-O

U specijalnom sluaju kada ¥ i njegovi izvodi tezZe
nuli u beskonalnosti onda je: G = H = O tako da prethodna
jednacina ima oblik:

A

2,4F N2 _¢2 U oL _ _A
5 b ST ST (=T g = 1 A=y § o

o) h (o)

o

F2
2

A¥ko prethodnu jednadinu korenujemo i razdvojimo promen-

ljive pdobijamo:

. : N h h

Fvi-%

ho
. Radunanje integrala jj+ }
/ § VL=
- ¥= ’§=o{~y2; d‘3’=—25'0?y

g’i F S’m}‘ , S“ | d_
JIVLF Jd- vy Jz +VD(y =YD

1 c B Cy + e}l + B_ - BV
= + -
(v +VR) (3 VD 3 -VL 3 +¥K (3 -V (v +7—>Z)
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1 _ (¢ +B)Yy +7(C - B)
(y +VL)Y( 5y =VH) (y +754) (v =VX)

C+B=0=> C

i
i
td

YL(C = B) =1 => B

a
v
5 (y +VL)(y =VZ)

22(('27/__‘ A
vy - VX .

111/04} -V

_[/:Z- // - t ""RV
Nakon reSavanja 1 razdvajanja promenljivih dobija se:
ol = /"
- -—-_-_—-_ Arth | F - Y34 a odavde je:
VA h
o

1
T =L sech® (2% 2 x
N ,41102

Posto je A = h “‘S" onda Jje:

Ch seen? J2 Poy 3
A = A sech {5—;1—%) (x - Ut)}

ReSenje 3' o(sech (—}——2—) X moZe se predsta-
viti dijagramski:

x-—?coé 5$=0

X=O:=—"—7:§-‘=O(

L

¥
.5~

J
T AL

. —f (;%2—3%: X —(27')%
-0
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Prilog I.2.

% 2. A -
Jednadina A, + C (1 + —5~¢—) A_+XY A = 0

O

moZe da ima periodicdna resSenja koja su izraZena preko Ja-—
kobijevih eliptidnih funkcija.( 9]
Polazi se od sledede jednakosti:

1

n 222 - 2L ZF); }'2 =(? (¥) onda je:
¥ ~ ~

3 O
C-5zF" L=

Oigledno je da gornja Jjednakost predstavija polinom
tredeg stepena koJji ima tri nule i to:

1) T =0
2) F=«L n 2
) F= ol =hs B

O8igledno je da se treda nula nalazi izmedju prve dve
nule i da ona mora biti negativma posle Cega je:

1 2 A4S N2 _Tig T = o 2.4~ /4
T3 P ( &% )’ ’J'(“‘*f? C,ja A l3)s A 1+ -
Tadcno resenge prethodne jednadine je:
1
— /3 z %
= ol on? c——-ié—”>2xn=<5’> ; D7 = 2Ll
- L;.h no 4-1’10

%'= —2DdonDx snDx dnDx :

Eﬁz = 4D%£2 anDx anDx dn°Dx

Ako sada ove vrednosti uvrstimo u jednadinu

G0 22® - F L-F) (F -*4+/3) dobijamo:

—%—h024D%£2 cn?Dx sn2
/3 dn°CX =/ dn“CX Bto je i trebalo dokazati.

2

Dx dn®Dx = enDxcfd ~en®Dx) (L CnZDx-ol+)



UTICAJ SLAROG SMICAJNOG STRUJANJA NA RASPROSTIRANJE
NELDINEARNIH DUGIH GRAVITACIONIH TALASA U STRATIFIKOVANOJ
TECNOSTI
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U ovom sludaju izudavadéemo interne (unutradnje) talase
u stratifikovanoj telnosti u jednom horizontalnom sloju ne-—
homogene neviskozne tecnosti debljine h koje je sa obe stra-
ne ogranicen ravni plodama.

S B ey

[ S

f oy
-

G joe ©  erim e e e 8 g 1 = g e s o

=

5 = p (z) - zakon stratifikacije
1 =u (z) - funkcija smicajnog strujanja

Ogsu x postaviti éemo u ravni donje plode u pravcu prostira-
nja talasa, a osu z vertikalno navisSe. Pri reSavanju ovog
problema polazi se od osnovnih jednadina (jednadine kreta-—
nja i jednadine kontinuiteta) koje napisane u vektorskom
obliku izgledaju:

¥ _ oy
fD 5t~ =S F — gradp

(2.1.)

DY 4+ aiv (p¥) = 0
Dt ) :

U jednaclini kretanjamF = —QE— a za stratifikovanu te-
Enost jednadina kontinuiteta se raspada na dve jednadine i
to:

LP_o; aivF -0 ~

Dt
gde su:
¢ = sustina stratifikovane telnosti
¥ - brzina kretanja tednosti
p - pritisak
F o= - gk (zapreminska sila — sila zemljine teZe)

Vektorskim jednadinama (2.1l.) odgovaraju sledele ska-
larne Jjednadine:
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(2.2.)

Nakon nastanka poremedaja gustina, pritisak i brzina
imale sledede vrednosti:

= M - 1] - i ~ -
P=F +f sp=p+piu=u+u ;w=w;p, =~8gpf

£3 p3; w3 w - vrednosti gustine, pritiska i brzine u tedno-
sti nakon nastanka poremeéaja.

€3 p; u — vrednosti gustine, oritiska i brzine u neporeme-
< .
éenoj tednosti.

1. 7 {

‘F'sp y Q
brzine.

; w'— poremeéajne vrednosti gustine, pritiska i

Posle nastanka poremedéaja Jednsidine (2.2.)
deCi obiik:

imaée sle-—

o ] - ‘ ,
- i i 1 i - PR _
(EXfS}){?tA+ (ujf u )ux.+ W (uz + uZ{; = - PX
(F+8) Jug + @+ widwy + Wiy be =8 (Pr gD =B, - p,
! g H } i g H _ (2'5.)
g + (0 +u )?X + W (?z + 92) = 0
w + w! =0
X

Osnovne jednadine se na pogodan nadin mogu napisati
u bezdimenzionalnom obliku koristedi sledele razmere:
h - za duZinua
7/gh — za brzinu (g je ubrzanje zemljine teZe)
h

——— - gza vreme
}%h.
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?Zgh - za pritisak
§o— sustinu
h - debljina nehomogene neviskozne tednosti

Z

S { _ | -, _
(&v+3')zmut + (0 + u)uX +w @ +u) = - P,

23 [ ..S. a % .) = e —
(P +§) Lwt + (0w + ) W, + wwzj = f7 P, (2.4.)

gt + (u + u)fx + w (§J+ fé)

uy+wﬂ=0
~ “:

Frilikom relSavanja prethodnih jednadina koristi se
osnovna Jjednadina hidrostatike:

E=-5e

t\f} l'J "

= refavanje ovog problema granidni uslovi su:

w (0) =w (1) =0

Za i VOQ] enje odgovarajueg oblika jednadine KORTEWER-
de VRIES-z 1z sistema jednadina(2.4. posluzilemo se posbhu-
pkom uvodienja dalekopoljnih koordinata:

(x - cb)

3 | (2.5.)

S obzriom da su razmere za x i z iste (h) i da je:

Ll
¥

N

& x =0 (z); &<,

oligledno je z<x x — to znadi da je posmatrana oblast stru-
jenja relativno plitka.

Xoordinata f gse kreée u pravcu ose X bpzinom .
Pretpostavlija se da se talas sporc menja u tome koordinat-—
nom sistemu. Da bi se te <promene eksplicitno izrazile,
uvodd, se sSporo vreme T .
¢ — konstanta odgovorna za brzinu talasa koju éemo odre-
diti u postupku koji sledi.
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£ - mali parametar koji se koristi prilikom razvijanja poje-
dinih velidina po stepenima od (£ ). Ako se poremeéajne vred-
nosti brzine, gustine i pritiska izraze preko parametra (&),
imamo: 3

u=EB; A=ET; w=E TW; ¢=8Q; p=&P (2.6.)

pri Semu Je:
U =0 (1)

Proudavamo slabo smicajno strujanje pa éemo stoga sma-
trati da je u =& U (2) gde je U(z) = 0 (1). Zahvaljujuéi
ovako pretpostavlijenom redu velicdine smicajnog strujanja ono
se neée pojaviti u sistemu za odredivanje ‘prve aproksimaci-
je.
| Ako u jednadini (2.4.) uvedemc dalekopoljne koordina-
te (2.5.) i relacije (2.6.) osnovne jednaline ée imati slede-
é¢i oblik:

-

- % ‘ . - )

(¢ +CHQ)zv—cU§ +ET-+ (T + J)U}+&_W(UZ + Uz)j- = -~ Pg
(5+£Q)§—£cw +o(52)z( =-Q-P (2.7.)
5 LT~ ¥ i z .7
- cQ¥ +£Qr + £(T + Qs + W (gz +£Q,) =0

U'S: +WZ =- 0

Jednadine prvog reda

Brzina, pritisak i gustina mogu se pomoléu parametra
razviti u red na sledeéi nalin:

U=§;U<n)6n

L=Q

coi

w3 yen

vl =2

(2.7%)
P - E%; P(n)é?n

sl =0

Q-5 gwn

P
=0

Ako sada vrednosti U, W, P i Q u obliku reda uvrstimo
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u jednadine 2.7. i uporedujemo &lanove u svakoj od jednadina
pon&osob uz isti stepen(f)dobijamo sledele jednadine:

F U - 7

(
- al) - Pé@ (2.8.)
cQg?> + §2W(°)

U%.O) +w) o

= Ak sada u jednadinama (2.8.) prvi jednadinu diferen-
ciramo po (z) a drugu po (j’) i izjednalimo strane sa leve
strane ‘znaka Jjednakosti onda dobijamo:

o (Ful?y - -l (2.9.)
MrnoZenjem jednaline (2.9.) sa ¢ imamo:
2 = glo) _ _ ofo)
c” (§U% D, = - R} - (2.10.)

edéi tredu i Cetvrtu jednadinu jednadina (2.8.)
i jednadinu (2.10.) dobijamo sledeéu jednadinu:

o2 (5\ ,,(o) +§;w§o) =0 o (2.11.)

ReSavanjem jednadine (2.11.) dobijaju se vrednosti za
pritisak, gustinu i brzinu uz poznate granicéne uslove W(o)
= }‘J(l)
| Ako se u jednadini §2.ll.) izvrsi razdvajanje promen-—
1jivih u W<O) na nadin: W °) _ _ Aj'(?f,f’) f(z)}gde je A (%,%)
proizvoljna i za sada neodredena funkcija, lako se pokazuje
da se dobija:

2 = At =i /
c (5'fo) -cf, =0 (2.11.)
VaZno je napomenuti da jednadine drugog reda daju Ze—
ljenu jednadinu za A (?T ")
Pomodu jednadine (2.11.) sa granidnim uslovima f(o) =
f (1) = O mogu se odrediti sopstvene vrednosti funkcije f£(z)
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1 sopstvene vrednosti za c. Tako na primer ako se uzme eks-—
ponencijalni zakon stratifikacije, £ (z) i ¢ imaju sledeée

vrednosti:
H ,
£ (z) = 2icje sin nJt 2z
c = 4H '
n H2+4n23T2 (prilog II.l.)
e . = ~-Hz
pri cemu je ( = e , H>0; n = 1,2,3,...

Pritisak, brzina i gustina se izradunavaju pomolu sop-

stvene vrednosti funkcije £ (z).

i

1(0) _ A“?): fo<z>

(o) i
gh° = A £

(2.12.)

plo) CAT £

Q(o) ~- cA Q?fé)/

Jednadine drugog reda

Kod druge aproksimacije vrednosti za brzinu, pritisak

i gustinu (2.71) u obliku reda uvrdtavamo u jednadine (2.7.).

I u ovom sludaju pokazaiemo kako izgleda prva jednacdina na-
kon druge aproksimacije a za ostale jednadine (2.7.) postu-
pak je isti. \

(§+EQ) '{—CU}—+EU(+E(U + U)U§+£W (UZ + UZ)}= - P3

(:.5+E(Q(O) +£‘Q<l)ﬂ {—c (U%—O) +&U(§l)) +£[ﬁ4(ﬂw-+8 Uw)(U(.)f)+

+£(UZ(_°>+£U%-1))+E,(w(°)+£w(l>)[‘UZ+(U;°)+ Uél)}j}= —P}°)+&P}_l)

Izjednadavanjem 3lanova uz (&) sa leve i desne strane

dobijamo:

UJS1 I
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- ch(l) Q(O)U§°)+J5'{U%~°)+(ﬁ+U(°))U§°)+W<°)(ﬁZ+U;°)) = -Pén

Jednadine (2.7.) nakonb druge aproksimacije imaju sle-
deéi oblik:

P%l) - cp U%l) F)
P g 4 o)
) (2.13.)
alt? +pu) - -,

N
U(lj + w§l>

3
U ovim jednalinama Fl i F2 inaju sledele vrednosti:
7= {00 (0art@y0) 4 0o (o)) caldule)

- Q%Q) - (U + oy Q%P) _ w(o)Q;o)

Ao prvu cd jednadina (2,1%,) diferenciramo po (z) a
drugu jednadinu po (§) izjednadimo desne strane dobijamo:

o)
i3

(l)> Q(l) + gy

»C QSU 1z

MnozZenjem prethodne jednadine sa ¢ imamo:

2 ,=-(1) _ - (1) 2 = (0)
e” (FUS 7, 1z = 7 GR% 7+ T WYs

Cetvrta jednadina (2.13.) daje nam sledeéu vezu:

s L L (W
5 A

koja kada se uvrsti u piethodnu jednadinu, daje:

Cz?wg:}z) N 62‘?“&1) __?»w(l) - Byor, - Jjw(c) (2.14.)
Pomoéu jednadine (2.14,) Grinovom formulom: dobija-
mo jednacinu KORTEWEG—-de VRIES-a
4_ 1
Ar+T A L?féadzM'ﬂf§f2dz“ ( )
Tt Tt TS AP ¥+ Azre=0 - (2.15.
us™; Sorfan 7 2 jyf 2az |

prilog II.Z2..

, i
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U prethodnoj jednadini &lan ﬁ A} se eliminise uvo-
denjem koordinate X =% - ﬁ G"tako da jednadina KORTEWEG-de
VRIES-a ima oblik:

A+ aq A Ax + a2Axxx = 0 (2.15.)

Jedno od r~3enja prethodne jednadine je solitarni ta-

las
_ 2, { }
& ol sechTy ) F- (¥, + 0, OF (2.16.)
' prilog II.3.
U redenju (2.16.) pojedinic simboli imaju sledede vred-—
nosti:
:f T Oy T o 2 P B2 T T R
] ﬁ§f dz
Uus = = ?2
o 17
:‘ 5— fo dz

ﬁus - nopStena srednja brzina smicajnog strujanja.
Analizirajuéi reSenje (2.16.) moZe se zakljuditi da se
smicajnc strujanje odraZava samo na brzinu talasa. Smicajno
strujanje nema uticaja na: amplitudu i duZinu talasa.
Izborom uopStene srednje vrednosti brzine (U, ) mogu
ze pojaviti razlicditi slucajevi.
Tako na primer brzina solitarnog talasa moZe se "uko-
Ziti" ukoliko se izabere da je uopStena srednja vrednost
brzine smicajnog strujanja ﬁus = -
U ovom sludaju proulava se linedrno smicajno struja-
nje pri eksponencijalnom zakonu stratifikacije.
35 - 8% H>O

H
2 a | e
fon = e sin nJiz, n =1, 2, 3, ...

HE+4n“J7 <
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Ako se pretpostavi da je raspored brzine

u (z) = a+ (b~ a) z onda je:
T < = a+b o, a=b .2 (2.17.)
u 2 2

prilog ITI.4.

Koeficijenti aq i 85 imaju sledele vrednosti:

- o 2 3
o w O 4{? f dz ) Ch
C fyf dz  2H
3 jﬂ;mfépdz 1~ o1y g] 12 ¢ néﬁfa
. = - - E] ’t - —
L 2 ﬁfJngggdz = H + 56n%ﬁ2
Ako je (n) nepsarnc cuda je a,> 0]

Ako je (a) parno onda je al<,0

VazZno Je napomenubi da je strujanje koje smo prouda-—
vali stabilno posSto Ricardsonov broj zadovoljava uslov
Ri;> i [10}. Pri ovako izabranom strujanju , Rulardsonov

brq}je:
O
E. =“"‘""":"""-?"
i T
R, Je velidina reda O (&_2) pa ¢e prema tome imati ve-

oma velike vrednosti. Ovo js veoma vaZzno napomenubti posSto
Riardsonov broj igra veliku ulogu pri proucdavanju stabil-
nosti jednog smicajnog strujanja nehomogene tecnosti.
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Strujna slika kod solitarnih talasa

Jednadina strujne funkcije za solitarne talase ima
oblik:
o
i (o) S Udz + Af_ = konst. (2.18.)
“ prilog II.S5.

Ako se usvoji sledeéi zakfn promene brzine:

¢ fe e SR . 4 v'-
L - ,/j .?x R <

P

- Emaey
P R

T

v At g St
L 4

Zamenom U = z u jednadinu (2.18.) dobija se:

i zdm Afo = konst.
~Z_ Afo = ?);(o) = konst (2.19.)

n
e

Z

PosSto je A =;ﬂ,<'osech%?-'o(x &) :fo = e ° sin niiz
te zamenom ovih vrednosti u jednadinu (2.19.) dobijamo:
——-2—-—H 2,
D i sechz/‘i (x -5 :) e 8in niiz = ¢ i1i
5 o 70 5
_ 2 _ _
2 -
sec h“X = ————— (2.20.)
fo

Pri tomne je:O(O =1; A (x-yl%) =X
Jednadina 2.20. predstavlja jedrnadinu strujne funkcije
koja se moZe predstaviti dijagramski. Na sl. 1, sl. 2, sl. 3,

dat je prikaz strujne slike (2.20.) pri usvojenom zakonu stra-

tifikacije, :g: = e—HZ, a za razlidite vrednosti H i to:
- Na sl1.1 H=0,1
- na sl. 2 H = 0,35

- na s8l. 3 H = 0,91
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Strujna slika kod koije je zakon promene brzine

t \-:1 =1 - gz r

|

A7 | -t

1 8%

Polazi se od jednadine strujne funkcije

Afo = C

+
Zamenom U = 1 — z u prethodnu  jednadini dobija se:

Z2
z——-2-—+Afo
Zamenom vrednosti za f i A u jednadinu (2.21.) imamo:

c . (2.21.)

H
2 5% -
z - —-g——t-o(osechz /,go(x ~-%T) e sin n/iz = ¢ ili
P

sech” X = (2.22.)

T
o

U jednadini 2.22. jex{, = 13 X =/, (x -6 )

Jednadina (2.22.) je jednadina strujne funkcije za
- ~-Hz

p=e i ona se mozZe prestaviti dijagramski: na sl. 4,

sl. 5 i sl. 6 dat je prikaz strujnih linija za razlidite vred-
nosti H.

— na sl. 4 H = 0,1

-~ na sl. 5 H = 0,35

-'na s1. 6 H = 0,91
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Strujna slika kod koje je zakon promene brzine

"

u =

- 4z® v ug fT

U

1

9 —> U

%
v e - s . -—d gy
Ako u jednadinu strujne funkcije Y;=Jnudz + Af

zamenimo U = — 4z°
2
{(“422 + 4z)dz + Afo = c

o

IR

+ 42z dobijamo:

it
(¢

Nakon integracije jednacdina strujne funkcije je:

2 3
, oA Z _ I
4 —5— - 4 % + Afo = ¢ ili
3
c - 222 + 4z7
sech2 X = = >
) f o

U jednacdini 2.23. je:

O(O =13 X =f% (x -2.7)

(2.23.)

Jednadina 2.23. predstavlja jednacinu strujne funkcije

koja se moZe predstaviti dijagramski. Na sl. 77, sl. 8 1 sl.
9. dat je prikaz strujne funkcije za‘§'= e

te vrednosti H.

0,1

0,35
0,91

- Na sl. 7 H
- na sl. 8 H
- na sl. 9 H

]

~Hz

i za razlidi-
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Strujna slika kod knoidalnih talasa

ResSenje jednadine KORTEWEG-de VRIES-a moZe Se napisati
u obliku:

v

A =o(ocn25° (x -%.7 ) prilog II.6.

J'ed.naélna stru;)ne funkcije je:
97 fu dz + Af_
i

Ako se usvoji zakon promene brzine: u =2

R ——— CULLILIL 1000400000 B8 0002 Cl LLitliit LiditicieivissiD T é d
! g 4

' | -
) ; — -
— i L e/ —
O'Z" (2 <. Y= < =0

TITT2TT]FTT7 77 7777 777777773077 7700
i

Unoseéi u = z u jednadinu strujne funkcije

e
‘S‘u dz + Afo

2
Z_ 4 Af = c 1li

c dobijamo:

)V )

H
2 -k
- +L o0 50 (x -X%) e gin n¥{z = ¢ odnosno
c - -2—22 -
cn®% = — 2 , (2.24.)
fo prilog I1I.7.

pri Semu je: &{ = 1; X =, (x -¥:%)

cnX - Jakobijeva eliptilna funkcija 11 .

Jednadina 2.24. predstavlja jednadinu strujne funkcije
koja se takode moZe dijagramski prikazati. Na sl. 10, sl. 11,
sl. 12. dat je prikaz strujne funkcije za £= e 8% 5 za raz-
¢ite vrednosti H.
- Na s1. 10 H = 0,1
- nasl. 11 H = 0,35
- na sl. 12 H 0,91
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0,89

o6
05
0,41
03
024
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Prilog II.1l.

ReSavanje jednaline 2.11.

- c® (o)), +9'wl® _o; 2 -0,1; w9 oo

we) _ _ Az £, (2)

-

A(fely -9t =0

2= 2= 1 =
cffo-c-cngo '.?fo
z =0,1 : fo=0

el ! H -
fo - o+2?fo'o
o e-Hz

1n§=

p.l

—_— = -~ H

s

AZ

r°=e

! AZ

£, = Ae

l

fo' 8)\26)\2

4

28.



39.

A
_ 1° + c,e
(% + inJ()z (-121 - ini)z
r°=c1e . + cye 3 6o = = ¢
—Ez' — r——
- 2 iniz ~inliz
£, = cq@ (e )
- gz — o < <«
f = o.02 (cosmiz + isin njiz - cosnlz + isin niz)
o 1
>
f_ = 2ic,e° gin nitz (2ic, ulazi u At )
o 1 1 ~

w(°) = - Affo

H z
W(o) =-A} eT. gin n¥% z

Iz jednaine (2.8.) lako se izradunava na primer jed.
na &etvrtom mestu

(o)
U°=Af‘;

U%") + W) -0 U(}?) = - W% - aee,

PO . caPs!; ) - (pr;)'
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Prilog IT.2.

Izvodjenje jednaline KORTEWEG-de VRIES-a pri kretanju
stratifikovanog fluida ogranidenog dvema plocama.
Polazi se od jednadine (2.14.) koja je dobijena nakon

druge aproksimacije
25 wll) 4 25w _g'vr, - op, - c?wéi)

72 izvodenje jednaline KORTEWEG-de VRIES-a koristi se
Grinova formula u intervalu O,1 odnosno diferencijalni ope-
rator sa jednom nezavisnom promenljivom pri Cemu je:

e f

2= . - . —
Ps) "3 Uz) T8 3 p(a)=-P
Funkcije P(z)’ U z) i + (z) su neprekidne u intervalu

[0, 1].

Ako se iskoristi osobina spregnutih operatora onda
se moZe napisati Graniva formula.

2<§>'f)" - cz@"r)‘- _§'t = R(Pp'rapr'Y -P@D) pe=clFe') - P
f(F Fy, - oW ) gydz - 0
j(F -c 9w<°) ) £ dz + csr;?if;dz =0
F1=Pé,%9)+(ﬁm<o>)vcfo) + @+ Ul W} cQ(o)U§o)
¥, = @ + (@ + vl Q(3?) + w(0q(e)

= -cA.z .t‘ ) -(O+as! )cAj(_ff y +(a52) [CAF £, )']

= ~cA (F£] ) - cA}U(f 9) + cAA}{ (ff YR o (5»1' )}
F, =P fo +)6A}(Ufo - Ot o)+{§(f:) 2.t )L G fo)} AAs

- /
.—.? {A—Ef;+(ﬂ' + Af;)A}fo—(U: + Afg)A-j:fo} + c?A}f;A(ffé)
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Zamenjujuéi izraze za Fl i F2 u jednadinu
,'1
J(F - c% W(o) ) £ dz + c_i Flf;dz = 0 i grupisuéi
¢lanove uz A£ . 5-, AEff , 1 AAE dobijamo:
A ! f ‘;4 ! ,.‘;4
A: -c_fcjf’) £ dz+cj"f’2dz=cjs3f'2dz+c j;:’f'2dz=2c Prefaz
ag: -jU(J—f)fdz+cﬁ'(Uf -0's) £z -
= cJ(U £, ot )gf dz+cf‘(n‘f -g' £, )f dz= 2cfﬂff dz
353 cfs,f dz
AAE:fFfdz - {(ff e 2 -2 Gel)' e }dz -
- -
= - c{2f[fo off ) + £ f (Pfo)_] dz = _Bcéfofo(j’fo) dz + ...
12 " 2.0 (=o' Y| of =
fF £ dz = cf{gcj‘: -ff) +c fo(ffb)} £ dz =
- =1 ! !
= cf{g(f - fofo) + 7 rofogfodz +

=cf{§(f £e) 9(1"321'1‘1‘} =-3<3/_“:4fffdz

0O 0O 0O 0O

fFafodz 3cfg £0(£02 4 £ 2! daz

fF £ _dz +j' oF,fldz = 3cff £ 3dz Foeenes

‘Mg 3c fyf 24z

Prlllkom redavanja prethodnih integrala korisden je
metod parcijalne integracije 'L pojedini integrali nakon re-
Savanja imaju sledeée vrednosti:

{
:r-cFlzdz = cf Fl.tod

{ ) _‘.4
- cf(j:'fc’,) £ dz = cé/?fézdz
[~

A
}
-c| uEet!) £ dz
J 3G1g) 1,

o

4 .
ofW's + Ozl )Fe! da
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’n7~l 2 2-1"7[ ’4 [N I
JGEIE ez = £ °G €)Y/ - 2!1‘01‘0(‘%1‘0) dz

<

‘*3 12 T 12
Jelrlo(e f)dz —fc_ff £!%dz

b

J'f‘f = fo?f'l/ -jg(f + 2fof°fo) dz
- 3Cff (ffo) dz =3cjjgfo(fo + fof:)) dz

Sabirajuéi &lanove iuz Az _I’ 5, A FFF dobijamo
jednadinu KORTEWEG—-de VRIES-a. y K

4 Ag+3 £ 3azaA +c2 fzdzA -0
2ef5 £, 24z cff i fc]f i

Ako ovu jednacinu podelimo sa 2(3/? b dz doblaamo

A~ +2ch37f

jee'3a fEe24
& z K3 z
A+ T A + 250 .AA; + & =2 0O A= 0
¢ ws ) 2i5f fag 37 2751245 35

c C




Prilog IT.3.

Dokaz da je A =x sech2/‘ {”-(z + 0 )c;i’=

> ) us
={,, sech™ (x -5, resenae ‘jednadine
A + alA.Ax “+ a2Am = 0 i ralunanje koeficijenata odnosno

vrednosti za ,3/0 i /50.

z =/ (x - 5.€)

— | dz _ .
Az + aghh, + aZAm-O & %o
2 dz  _ _
A =o(osech /jo(x —&f) a= = /jo 5/0
A = _sech®z 2
o A -—;[osech z

A cosh®z ==.(o (aif. POT)

A cosh 2 ZA{}OX cosh sn)h =0 sech2z = S

inh a 1
Az = 20, Comne— = 284.%, tghz} -

cosh™z

o 2. _ /
A =2 Aﬁoa’otghz A cos hz =
Acoshzz =o(° . tghaz + sechzz =1
2 . -
Axcosh z+A2coshzsn.nhz.5° 0 5

tghz = 1 - sech®z
Ay = - 2A/;3'otghz

A = -25 (A tghz+if_sech®z) = -2 (-2M tehz+Aj sechz)
A = =24 --2A(l—se<:h‘2 )+A echzzj = =2 2 (-2A+3Asechgz)
xx 90[ Z 8 = ~<fo
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A = =2/ .—2( )24/ tghz+3A sech2z+6A/ sechz( -sechztghz) =

2

- -2;/,?; 4a) tehz-6A/_sech®ztghz-6A/i sech®ztghz | =

-2 [4Aj_tghz -12A/3°sech2ztghz]
A = 5 2
= - 8A/3° tghz (1-3sech®z)

XXX

Uvritavanjem ové vrednosti u jednadinama dobijamo:
2A£3°<Yotghz - 2a1A% tghz - 8Aa2/;3tghz (1 - 3sech z)
| 2 2
xo-alA-ll-azgo (1L - 3 sec h“z) =
a’o-4ae'3°2=o eesesesecee (1)

e, + 12842 = 0 ..eell ()

Iz prethodne jednadine (2) dobije se:

a1°[ 2 _ ¥
Bo 286 a:
Iz jednadine (1) dobija se:
-3
X ~ 4&2/‘35 =0 }50 a;
¥, - 8qlg 2plo _ o

3 12a, ‘4a,
| ’ .
~Q.A + 420, BEsech'E =0/ geeh’s

- A4k + 120,52 =0

; 2 A
A_dasech .SGCl.ZE
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Prilog II.4.

Izradunavanje uopsStene srednje vrednosti brzine

§¢= e-Hz; H~0
H .
-é.z . <~
f°n= e sS1in n.“z, n=1’ 2, 3’ se e
2 4 H
+4n=J¢
H H '
fclm = ;. e 2 sin nle+e-2-Znchosnuz =@ 2 (-s:n.n.n.zzd-nucosm z)
2
f:m = eHz(-?‘_-2 sin®niz+Hni sinniz cosniz + najzacoszn'l’z)

1
z—j (Hz

iy sin nT— z+Hn) sin njiz cos N z+n%"‘2cos niz)dz

!
f 1n2nfzdz=§ ,fcos nlizdz -f (1-81n2n.liz)dz =%
[

4 4 . 2 — 4
f sin nliz cons nfizdz = I}_T sin nTzd(sin njz) = m—,n_”_—z-/ =0
2 nJji C

2]

foe! az - LB, 22 - 1 Ho+4n27° _ _H
09 on 2 & 2 4 olne
1-1 =a + (b - a) z - zakon promene brzine

{
bfuff z=2é,i§§ + (b-a) f z(%u sin®niz+Hnlsinny zcos niz +

+ ngj-zcoszzﬂl' z) dz

A
jzsn.n ntzdz = '}I ‘! oseni'zdz !z(l-s:.n nlz)dz = % - % = %
[2]

A 1
z sin 1kz cos niz dz = ——{ zsin njiz d(sin n7J z) =
nJL X

1l

c

. ; { .
2L L ogein? are) ! L [hin? - - =
= 3= 3 2sin n«z/{ m.u sin“nlz dz = T




w = 2; du =

dz; v = -]2=sin2nfz'

dv=sin n_ zd(sin n7z)

2

‘ 227
Jl_'f' dz =___2_aH + (b —a){g-z--Hn'fZl + B0 -
: “§%on oln | 16 4n¥ 4

afl 1 (g2 2
=-—-2-+(b-a) i—-*ﬁn%’: -

2(n )y
. o b-a(H H)/2Cn/ 20n

2511 4

Uus_a+b—a l-€n2)=a+b+a"b02

2
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Prilog II.5.
Strujna funkecija

Polazimo od jednadine kontinuiteta

+ =
u, +w, =0 .

u=yg, 3 w=-¥ (brzine pre poremeéaja)

a+u = y/z; w' =~ Vx (brzine nakon poremeiaja)

a

U=cU0 ua=¢lU; wal“ t
1 .
2 o

3.5 (x - ct);G5=( ¢

~ 1,
£(T + U) =7, o2
ééw - -E?E% 3" =£%.E_5%
C+0=p, -x--egf%

U = U(°) + U(l) + oece
wo=wl® e, .,
Va_yj(o) +£§:(1) 4+ eece

Jednacine nskon pi've eproksimacije imaju oblik

R ORI O



W(9) (o)

ule) _ p

0d ranije Jje poznato da Je: (3 T)fi)( L Wco)r- -A:f
J -, i

i ako ovo uvrstimo u jednadinu dobijamo:
( : S
¥ °) = jUdz_+ Afo + F(S) (dif. po 3’ se dobija)
! 5 =
A§f° + F = Ajfo F=c konst.
*
(o) f Udz + Af, + ¢ pre Jemu je

H
2

£, = e © sin iz, n =1, 2, 3, «..

Zs 2 = O S_U_(c’)-o_—}»c-Oandaje:

Z
(o) =2f’ Uaz + Af_ = konst.



- 49,

Prilog II.6.

Dokaz da je A =o( cn /,, (X—d’c‘) reSenje Jjednadine KORTE-

WEG-~de VRIES-a
AT+ alAAx + a2Am = 0 moZe se dokazati na sledeéi nadin:

-

AT+ ajAA + 8 A = o Z = 0(x - )
A =, en® ol -3.¢ ) %E? =%

2 ’ dz >
A =(on"z T = Yoo

Ae-é—= 2,(01903;-‘9:12 cnz dnz
2 2

Ay = o?o =/ sn2z dn2z+9 ocnazdn z - K /7 oD zcn z) =
= - 2/ } (- mazdnzz + cnzzdn2z - K25n2zcn z)

3 2, _ 2 2
Ay = 8°<°§° snz.cnzdnz (dn“z Kzsn z + chn z)

cnzz + Snzz =1 = 3~n22 a1l - cnaz

an®z + Kzsngz = 1%@22 - l-Kzsn?z = 1 - K + K°cn®z

A, = -8 ¢ 013 snzcnzdnz(2K2 1l - 3K cnzz)
Ako vrednosti za A, A, A_, A uvrstimo u jednacinu
KORTEWEG—de VRIES-a dob1;;amo~

X XXX

36 - 49.252(21{2 - 1) - al°( ocngz + 12 K2‘/} gaacnzz = 0

1) ¥, = sapifs (E* = 1) = 0

2

2) 12 K%j gazcn‘?z - ap{,cn"z = O

Iz jednaCine 1 dobija se:

2Kz-1)a10( o

o) 3K2
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. Iz jednadine (2) dobija se:
70 a/ 12&21{2
. 2 Jf\_'/ - Py . v e
- Da je A =/ cn% o(x - g/oé) resSenje Jjednaline KORTEWEG~de
VRIES=2 moze se dokazati i na drugi nadin

A+ agAA_+aA =0 z "{jﬂo(x - )

A 0(an (x = ¥ge)

i

o (= ca oal, . ) _ .3
AéaA(gofrg),Ax Ahos Mgy /A" A /5 o

Ako sada ove vrednosti za izvode uvrstimo u jednacdinu
KORTEWEG-de VRIES-a dobijamo:

. al I LN
-/503°A +a1°A.A +a.2oA = 0

Integracijom ove jednadine dobijamo:

, a 2
$0 2, 1,3 . Bfos o2

cnzz + snaz =]l = sn2z =] - cn2z

dnez + msnez = 1

A n&ocna (X/m)

A= 2elyenz (-snzdnz)
2

d.n22-1-msn2z=1—m(1-cnaz)-1-m-mcnz

2
-2-3(2 cn z + 5-510 cn z + —812&9- %{2 cn®z (1—cn22)(1—m+mcn2z) =

a Cr(ocn z + C,

1)C2=O

2) cnaz : 2,40{7082(1 m) = cl&o

3) catz: "'2"‘(0"'20(0&2/)0{:"-(1-“)}




"N

4) cn6z: "G'Jo - 2.\(2 8 0 = 0
Iz Cetvrte ,jednac‘iine se dobija :

& a

X o 9 o" 12a2m

Iz treée jednadine se dobija: o = 4a2,',§ (2m - 1)
/

Yo = H2 (m -
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UTICAJ ROTACIJE SISTEMA NA RASPROSTIRANJE
NELINEARNIH DUGIH GRAVITACIONIH TATASA U
STRATIFIKOVANOJ TECNOSTI (n=1)



6l.

I u ovom sludaju takode izudavamo talase u jednom sloju
koji je ogranicen ravnim plofama sa obe strane a za razliku od
prethodnog slucaja imamo obrtanje celog sistema. Osa x je po-
stavljena u ravni donje ploce u pravcu prostiranja talasa, a
osa z je postavljena vertikalno naviSe.

Obrtanjem modela se vrsSi oko y ose. Ovaj model se moZe
poistovetiti sa zemljom i zemljinom atmosferom na polutaru.
Pri reSavanju dvog problema polazi se od osnovnih jednadina,
koje napisane u vektorskom obliku su:

¢
—
7
T RV P i ey iy e ’.X
?%"1—:— + 2p[a, ¥] = - gradp -féﬁ
l?,f* giv (p%) = 0 (3.1.)

- ='V; - relativna brzina

-

P = p~ - generalisani pritisak
2 f,;,'ﬂ — KORIOLISOVO ubrzanje pri emu je:

v =ul + Wk

2@5,'§ﬂ = 2!;,5, uI—+ w§i]= - 2Q}ﬂfr+ 2¢z)u§-
Vektorskim jednadinama (3.1.) odgovaraju sledeée ska-
larne jednacine:

S’(u.t +uu, +owa - 2Ww) = -
9(Wt +uwx+ww T+ 20)11) =—pz —‘Pg

i (3.2.)
u, + W, = 0]

Pt TuP W = Q”m




e2.

Nakon nastanka poremeéaja gustina, pritisak i brzina
imaée sledele vrednosti:

1

p=p+0 s F=F+95 u=1 () +u (t,x,2); w=w
PrpPsr uy W= gustina, pritisak i brzina nakon poremelaja.

P, P, u - gustina, pritisak i brzina u neporemeéenoj tednosti.
5)', p’, u), w' - poremedajne vrednosti gustine, pritiska i brzine

Posle nastanka poremelaja osnovne jednadine &(3.2.) ima-
ju sledeli oblik

(Frs){uy + @+ ') ul + W@, +u) - 20wf= - p)
(¢ +9') {wé + (@ +u )W;c + w'wz' + 2wW(d + u )} = -0g - D,
u, + wz' =0 (3.3.)

O+ @+ WP+ W @, + Pl = 0

Osnovne jednadine mogu se napisati u bezdimenzionalnom
obliku, ako uzmemo iste razmere koje smo koristili i u pretho-

dnom poglavlju.
(P-"'f){ut + (u + u,)u’c + w(ﬁ’+uz) -Ii—_‘f’—_—}_£ W - Py

(P*‘f){wt"'(ﬁ+u)wx+wwz+gf’—hu}=-5) P,

, Ven (3.4.)
Cp ¢ (@ + 0P +w (P+p) =
u, +w, =0

Pri reSavanju ovog zadatka granidni uslovi su:

Y(o) T ¥a) = ©
Da bi smo dobili odgovarajuéi oblik jednacine KORTE-

WEG-de VRIES-a, jednadina (3.4.) takode éemo uvesti daleko-



63.

poljne koordinate:

1
‘§=-52 (x - ct)

2 (3.5.)
6= 24

I u ovom sludaju se brzina, pritisak i gustina mogu izra-
ziti preko parametra (& ).

2
u=EU; 3 =¢0; w=E2W;0=EQ; p =€ P (3.6.)

E_b_=nl =Re®; 2=01); Q=+1
gh o

Ro =ﬁ - Rosbijev broj
wWh
Nakon uvodenja dalekopoljnih koordinata jednadine ima- -
Ju sledeéi oblik:

P+€ Q){:OUS +ETg +£(0 + MU+ WD, + Uz)-—2$z&n'w =-B

(‘53 +& Q)-EeWp+0( £2)+2a P -Q-p,

- Ry +EQ7 + E(T + URpW(F, +£Q,) = (3.7.)

U'g + Wz = O
U zavisnosti od vrednosti eksponenta n mogu se dobiti

;tri razlidéite jednacine KORTEWEG-de VRIES-a odnosno tri raz-
lidita resenja za solitarne, odnosno knoidalne talase:

l. n> 1 - Rotacija celog sistema je mala i moZe se zanemari-
ti pa su rezultati isti kao i kad nemamo rotaciju.

2. n = 1 - Jednadine prvog reda su iste kao i u sludaju kada
nemamo rotaciju. Jednalina drugog reda se menja odnosno ima
dopunske élanove Sto ima za posledicu da se menja jednadina
KORTEWEG—-de VRIES-a

3 n =0 - U ovom sludaju se veé jednadine prvog reda menjaju
pa je i jednadina KORTEWEG-de VRIES-a takva da ima vi3e do-
punskih &lanova. :



4.

Sludaj n> 1 detaljno je prouen u prethodnom pogla-
viju. U ovom poglavlju prouavatemo slucaj kada je n = 1.

Izvodenije jednadine KORTEWEG—de VRIES-ag
u slucaju kada jen = 1:

Prva aproksimacija je ista kao i kada jen 1 tj. ka-
da je rotacija celog sistema mala, ili ne postoji.

Jednacine drugog reda

. Ako u jednééine (3.7.) unesemo vrednosti za brzinu,
pritisak i gustinu koje kada se razviju u red imaju slede-
éi oblik:

g =% gln)n

=

W =Z w(nden

T w=0

(3.8.)
p =2 p(n)n

Q == q(R)en

Kod druge aproksimacije redovi (3.8.) se unose u jed-
nadinu (3.7.). Nakon druge aproksimacije jednadine imaju
sledeéi oblik:

- Q?U%}) —cQ(o)US;) f?{?%9)+(U+U(°))U%9)+W(O)CUZ+U(:))—
_ 2ar(®) - - P%?)

- c§w§.°) + 2ps0¢®) = - Q1) _ pl1) (3.9.)

- cQ%l) +§ZW(1) + Q%‘-’) + (U + U(o))Q(}‘) + W(O)Q;°)=O

.VU%D W) o

| Prethodne jednadine se mogu napisati u saZetijem obli-
ku na sledeéi nadin:



P(Sl) = fU\l) F, + 2§Qw(°)

(1) (1) ., =) _ oreulo)
P = - W - 2¢5LU
z . res s (3.10.)

- cQ(:)_l) +?lw<1)'= - F2

U(fl) + w(zl) 0, pri demu su vrednosti Fl i F2 s ledece:

F]_ =F{U(29) + (U_._U(o))U%o) + w(o)(Uz_'_Ugo))} - OQCO)U%O)

' . (3.11.)
_ Q%?) _ (ﬁ+U(°))Q%?) _ w(o)Q(:)

Prvu od jednadina (3.10.) diferenciramo po (z) a dru—
gu jednadinu po (3) i oako izjednadimo desne strane tih
jednadina dobijamo:.

c(§U(§l)>z'F *2@9“’(0)) = Q(l>+c-?w3°) 2(?51U(°))/
(3.12.)
. ca@U(l))z-cFlz+2c(§_;7_w(°))z. -OQ%—L)+c2 w};)_acgﬁau(o))g

i
Iz Cetvrte jednaline, jednadina (3.10.) dobija se:
o@D
Zamenom prethodne jednadine u (3.12.) imamo:
Zpwl)e25W )5 L) g —or, -c%pw(°)+2cngu<°)+cw(°/)J
(3.13.)
Oigledno je da u jednadini (3.13.) &lan

2c2fU*)+GW()), ] u sebi sadrii uticaj rotacije.
lMetodom-Grinovom formulom koja je detaljno opisana u
prethodnom poglavlju moZe se dobiti jednadina KORTEWEG-de

V-R.Im—a L)

{
fg [5£2az J F£laz
1—! 2 f :‘L— ) “AS"'% -

o

A+U Aj




odnosno
A+ alA.A:.;+ aZA§§§= 0] (3.15.)
: prilog III.1l.
)
zfg'?f;de g jgf 24z
pri Cemu je: r= £t 3
172 5"53f(‘)2dz 3’ £!%az

Jednadina (3.15.) ima za reSenje solitarni talas:

A yosech%o{f- (yy + Uus)?} pri demu su

. oLy X,
.o<o=1;ag=f—1-3—9-; o = %—;‘;—

Jednadina (3.15.) moZe za reSenje takode imati knoida-
lni talas: A =,,[ocn2/';’.o(x -.Xo%_). Ovi dokazi su detaljno izve-
deni u prethodnom poglavlju.

Uporedujuéi jednadine (3.14.) i (2.15.) zakljudujemo
da .*:je u jednadini (3.14.) javlija dopunski &lan

_Y £ rodz

f?f

n}- koji nastaje usled rotacije modela.
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Prilog III.1l.
Izvodenje jednadine KORTEWEG-de VRIES-a

(l) 2,1 (l) =1 (l)_ 2‘: 1) el i) (O) =] (0) .}
?W c ¢ Wz ‘OJL-W —F2-CFlz-c wags.' +20.>'-£)U3.— +(3 w' )t_l‘

Grinova formula

P (2) = ¢%P; q (2) =c%5's r(z) = -p

c2(5£)"-c2($' £)-P'r=c( ?'f{éf'-)l ~2(§e)-Fr=c@r") -F's
fi cF, £ _dz —ch £.dz

[~

.(%‘2 Fle - °§-‘w(°) + 2°~Q[§U%°) + @w(é))zs £,dz = 0
=?—A~§;4§Aj(af‘0—a‘ fo)+{§(f32_fofou)+c2f;(;5 fé)i}“j

F, = - c.At(g‘:f;)' ~cAra(£5) +cAA5{fo(§fé)"-f;(§f<'))I}

A: 2c jgf dz
At -cfu(gf ) £ dz+cj1§(uf -a'r ) dz+2caﬁgf -(2,)] £ dz
-cf(u.f +0E_)FE] dz+c} (uf:)— £)f! dz-2c;zj9f dz =
/= 2cJ ﬁ§f° dz - 2cszf9 £ 2dz
ASES: czé%fsdz
Ads: 3C§§'»‘f;3dz

Jednadina KOR!I'EWEG—de VRIES—a

. + _
e Tyt A aJ P faJW il
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- .ru f dz
Hus T ,": f'?dz

pri Ccemu je:

H
[
l\)&d

e sin niiz

Z —

e (%sin Nz + Nicos N.z)

ol

{

4 .
jffézdz = J(%z sin®nlz + Hnvsin nﬁcosnn+n2ﬁzcoseni§) dz
2 c .

1

f sim® niz dz = %
[ &
2_<— 1
cos n4z dz =
J 3
¥
= 12 H
f ~dz = -
Jf o 2cn
‘(‘4_/ ) A -
Lff,dz - _gJ -Hzestun niz dz _ _ .2
f"f'zdz B —=
c‘P ° 2cn

Av + (ﬁus -!-.{chz)AS +a1AA-3+ aZAff_f: o)
X =%~ (Cus fﬂcn2)

. | 5
A - (0, +S2en®)A_ + (T,, +n 2ya xtagAh, + 8x =0



A(,: + aLlAAX + aZAxxx = 0

r

Uvodenjem nove koordinate X =5 —(T _+en
eliminidu se u jednalini KORTEWEG-de VRIES-a &lanovi

Takode se moZe.zakljuliti da sada na brzinu talasa ima-
ju uticaj i smicajno strujanje i rotacija celog sistema.
Takode se moze izvesti zakljucak da rotacija i smicajno stru-
janje nemaju uticaj na amplitudu i duZinu talasa.



UTICAJ ROTACIJE SISTEMA NA RASTROSTIRANJE
NELINEARNIH DUGIH GRAVITACIONIH TATASA U
STRATIFIKOVANOJ TESNOSTI (n=0)
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Takode ¢emo prouditi talase u sloju koji je ograniden
ravnim plodama sa obe strane koji ima jos i obrtanje. Osa x
je postavljena u ravni donje ploCe u pravcu prostiranja ta-
lasa, a osa z je postavljena vertikalno navise. Pri reSa-
vanju ovog problema polazimo od osnovnih jednac¢ina 3.7. na-
kon uvodenja dakekopoljnih koordinata.

(§+Q){=cUs +TU+£(T + DIUF+EW(T, + U,) - 226 = - P_
' J
(§+£Q){T&cwj + 0(52)+29énu} = - Q - Pz

o (4.1.)
= eQy +E€Qr +&(T + MIQpHW(F, +£Q,) =0 '

Pofto u ovom sludaju prouavamo solitarni talas kada
je n=0 videCemo da se ve¢ . prva aproksimacija menja i da
jednadina KORTEWEG-de VRIES-a ima nove dopunske &lanove.

Jednacina prvog reda

Veé smo objasnili da se brzina, pritisak i gustina mo-

gu pomoéu parametra razviti u red:

o E U(n)é n

< (n) =
v=Z W (4.2.)
_¥ (n)n
P ;%égP £
[s &4
Q =:§%9(n%5n

Ako sada vrednosti u obliku reda (4.2.) i to samo sa
prvim ¢lanom unesemo u jednadine 4.1. dobijamo:
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c}’U%—o) + 2}-'.32&-](0) = p§°)

_open(®) _ (o) _ . 2(0)
(4.3.)
—GQ%O) + SZW(O)_= o

U%°) + wg°) =0

(o) Iz trece gednaé’ine (4.3.) dobija se:
-cQ 30 a iz Cetvrte jednadine

-U(fo) - W;O)

Ako prvu jednadinu (4.3.) diferenciramo po z a drugu
Po ¥ i izjednadimo leve strane jednadina imamo:

o GUP), + 22w, = - Qf*)-zpaul)

MnoZenjem prethodne jednadine sa ¢ i koriSéenjem jed-
nac¢ine kontinuiteta dobijamo:

‘°2§3—"’;°)>'z+<2§éﬂwco)+2°ﬂ§w§°)l +§'W(°)-2§ﬂcw;°) =0
(4.4.)

_02@-wgo))z + (l + 2c§1):§7lwc°) =0

Ako se u jednadini (4.4.) izvrs$i razdvajanje promenlji-
vih u w(°) na nacin W}° = - A}fo gde je A proizvoljna i za
sada neodredena funkcija lako se pokazuje da je: (prilog
Iv.l.).

-1 ) —_ )
ALY - (1+ 2ac)F'e, = O (4.4.)
VaZno je napomenuti da tek jednaline drugog reda da-
ju Zeljenu jednadinu za odredivanje A (3,7)
| Pomoéu jednaline (4.4.) sa granidnim uslovima f(o) =
f(l)' = O mogu se odrediti sopstvene vrednosti funkcije
£f(z) i sopstvene vrednosti za c.
Tako na primer za eksponenc:.;;a.lm zakon stratlf:.kacl-

,jé Je:
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z, -

fon = e sin njiz

n

U prethodnim poglavljima smo pretpostavili da je: (prilog IV.1.)

i
Sfo
Iz detvrte jednadine (4.3.) dobijamo:

W(o) = - Affo odnosno —W(&O) = A

U(fO) - wgo)

(o) _ ]
Uf = Ajfo
'UffO) - Af(’)‘

Pomoéu prve jednadine (4.3.) moZe se izradunati priti-
sak:

-c}’U%o) + 2_}7,&\4!(0) = P§°)

cg:U(f) - 2paAgf = P%°)

p(®) _FaCes! - 20£)

Gustinu Q,(o) izradunavamo koristeli treéu jednadinu:

QP =F'w(o) BFely -FT, = 0
CQ%°) = -Flagt, °2S5_f<'>>' -P1,

cQ(o) - A}’J'f

OQ(O) = - Ac?.(};f;)'

alo) _ -
Q'Y = -cA (ffo),

Vrednost za ¢ izradunavamo iz sledede jednaline:
(prilog IV.1l) ’
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_n%”2 H
- 4 {(&#.5.)
ReSavanjem jednadine (4.5.) dobijamo:

I g ngH%:Z + H (H° + 4H%cS)

c =
1’2 H2 + 4112./4-2

1,28,
C2 c

pri Cemu je:
ﬂ>0: 017 O; 02<O

. EL<0: >0 0240

Y L)

°1

Jednacdine drugog reda.

Uvrstavanjem vrednosti za brzinu, pritisak i gustinu
(4.2.) u jednadine (4.1.) imamo:

P(Sl) = c‘§U§1) + 2paw(1) _ F, + 20q(@)ylo)_
Pgl) = = Q(l) - 2}'47_0‘(1) + c},w(sl) - 2a-Q(°)U(O)
(4.6.)

e Q(}l) fFuD) o F,

U(fl) +wll) -0

Kao i u prethodnim poglavljima F; i F2 imaju sledece
vrednosti:

F, =f{u§9) +£ (T + U(°))UJ§°) + W@+ ulod)- cg<°)U§,°)

- ) - @+ 0) gD W2l |
Ako rprvu jednadinu (4.6.) diferenciramo po z a drugu

po ¥ i izjednad¢imo desne strane dobijamo:

Zwl o2z Flaraae)w) ap jcr, - sz%;) +
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Q(O)U(O) Q;o)‘J(O)] (4.7‘)

+ 25~c/

Grinovom formulom izradunavamo pojedine clanove jedna-
dine KORTEWEG—de VRIES-a:

:{ZFZ—CF 4 §§)+aszc(q(§°')u<°) * Qg°)w(°))} £ dz = 0
F, = —cAr(F£1) ~cOAF(FEL) +ohAg[(FEI"E ~(FE,) £,]

F, =¥ £ +pA5 (0 —0's )+ -@(féz-fofo")+c?fé(§fé)/j A
A 2cj;’f;2dz |

Ag: 2c!&§f<‘)2dz

{
. W2f5e 2
Aggy: csfffo dz

{ A,
Mc: 3c 55 Paz-60c>((F2.) 111 az (prilog IV.2.)
o o
Jednadina KORTEWEG-de VRIES—-a ima oblik
2
f'3dz-2ncf(ff ) £.£, az) o 1% £ Baz
23 L'ff A0

e Pusty 72 j ¢ fﬁdz _%;Td_; 33

Elopétena srednja vrednost brzine je:
5 [ dpgstaz

us —Jl'rF f:)2dz
[}

Uvodenjem nove koordinate x ='5 - Uus? elimir_xiée se
u jednadini KORTEWEG-de VRIES-a &lan U, A posle &ega se mo-
Ze zakljuciti da smicajno strujanje utiCe na brzinu talasa.
Isto tako se moZe zakljufiti da smicajno strujanje ne uticde
na amplitudu i duZinu talasa. Ako u ,Jednac:l.m. KORTEWEG—de
VRIES-a uvedemo: ;

X =F - Uyt |
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Jednadina XKORTEWEG~de VRIES-a je:

AE._ Uus AE + Uﬁg%}* alAAx + a2A = O, odnosno
(4.8.)
Ar+ alA.Ax + a2Lm =0

Jednadina KORTEWEG-de VRIES-a (4.8.) ima za re3enje
solitarni talas

A =o(osech2§o(x - a’;D ili knoidalni talas

A =¢(°cn%§°(x - ggé) Sto je detaljno pokazano u drugom po-
glavlju.

U sludaju kada je raspored gustine, brzine dat u
sledeéem obliku:
g
u=a + (b-a)z
koeficijenti a, i as iznose:

3 tf’ "
= f “dz f )f £ dz = 23,3
RN TR J”"f’zdz [ +36n7
]

(prilog IV.3.)




Prilog IV.1.

ResSenje problema sopstvene vrednosti funkcije
u sludaju kada je n = 0

2,54(0) . =1 (0) _ _ Az
- eV, )z + (1+29¢)f W"7=0 £, = e
2r=aiy - i _ Az
-c (rfo) + (1+2¢ )f—f°=0 | £, =)\e
- 2=t YA 2z
cFry + cFL ~(1+2ac)ff = O £, =A"e
-1 o —t _— -HZ
S ¢ 1l+2c s P _ = e
fg + 7 fo - -—;?— J".'o =0 9
o o

/\23>\z _ HJ\eAz + l+2c$2H-eAz =0

c granidni uslovi su:
z = 03 fo = 0
)\2-H}\+(-l‘é-+-2—Q)H=o z=1; £ =0
¢S ¢
H +VH2—4H( L+ 22 , L
c — a—
1,2 " a _32-411(:2 + 25
H_ a 1 2
A1,2"32%32 3-32-4H<;'2+c
A2 Z ' H n7
£, = cq© 17 4 cze/\2 a 1-12_4.]3(4 )
H H a
=+ 3z (5 -3z .
£ =ce2 2 s+op? 2 a =) B2-E2-4n27°
granicéni uslovi su: a=2 n¥i

0 = cq + c2=$~c2 = =Cy



H, 2 H_2
0O = cle2 2 + c2e2 2
H a H a —
=5 - + =5 + 2 i
2 2 _ g2 2
- a = 2nmii
a.2=4n%72i2

7.

22 _ 1, 24
- 4nr _32-43(:2-+ 2
2.2
j% + 20;.% s X
c c H
A1,2 =3 1Tl
]
I
fon = e sin nJl 2z
A1 Z A2Z
fo = c,€e + coe
(-g + ind)z (1—21- ini)z
fo = cqe + cze
:gz ram— Y < <., : 3 YT
£,= e (clcos njz+icysin nkz+c,008 niiz - ic,sin njiz)
. ,
f = 2 Z( c Dz + i in njiz=c nhz + ic.,sin niz)
o = © c,cos iz + ic,sin niiz-c,cos Oz + ic;sin ni
5z
fo = icle sin njz



H

(o) _ _ .2
W ——Ajfo——Ase

Z

vrednost{icl‘) ulazi u A3 .

sin nhz

73.
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Prilog IV.2.
My : 3c jéf‘de r 2 c2,f;j11‘{5§f‘)"f2-(§f‘)f‘f 7; dz
2.Qc(Q(§o)U(o) Q(o)w(O)) achL-cA (.Y Az, +[_ CAGTEL)" + (=)At o

OJJ
- 2nc2{AA3(?f;)"fo-AA3(§fé):é:}= 2ac®An g {(ffé)"fo-QFfo) foj

y(_ff )"f dz = - 2_) gf )f £, dz (0od ranije poznai:o)

Ay quyf 4z - G&c\j( £1)2)f dz




Prilog IV.3.

i

’ At Nt
;J (Grfif dz = 2

= -Hz
=€
=1
VP= - He B2 )
H
£ e.2 i si
0 = nnz
. H
2 lnd —
f:) = 92' (g- sin niz + nJicos niz)
: fof:) eHZ (H 51n2 nkz + nusin niz cos niz)
'S:'f; = e 2 (g sin ntz + nlcos niz)
i _..l _— n
P£.) =0 +§ £
. H
£, = ez [ Holicos nlz + (T - n 2)sin niz
H
- 2z
g:“ r;= e 2 (- gf sin nliz - Hrlicos njiz)
- 2z
P =e 2 Hnlicos nlz + (Hz-' n%'rz) sin niz
£ %o T

| o _H 2
(Ff:,)=-62 (x +n )s:.nnﬁ
.fofé = eb? (g- sinzxﬁfz + 1jisin nliz cos n7¢l‘—z)
H
Z 2 _ 2
(§ fé)l f;fo=e? L- n)'E(-g- +n2372)cos njiz— g (% +n

+ (g + n? 2)cos5 nkz

22

~Jt

) sin

3

niz +
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2 4 2
S(Tf )f £ dz = nf(%- + n2‘2)ug’ e2 cos’nzdz
2 i B
H (H 2.2\ 2% . 3 —
- n e sin“njiz dz -
z (g +20%%) !
v 2 { H z
- nu(z; + n2 2 eg cos nlz dz
(o]
A H H H
je.zz cos nliz dz = 2 [ez (-1 - 1]
: H® _2._2
zl-_ + n Jt

@@ 2o B Hn - ~ 5
- n:il(E +n ﬁz)Je cos niz dz = T Ll - (-1)% e _]

4
ge 2HnT
nJL( +n 3r) e“cos nJLz dz=( +7n ‘ -1 lg
E é‘ ¥ ) = e H + 56n‘—2

H
(z"_ + Tz)fe SlnamLZdZ = Hézfnagz 7-2 E 1+(_1)n92)

y
=ty ai n ? 48Cn n5f3
Jkyfo)fofodz = [1—( 1) ] -

17 %z f(pf’)f’f dz n 217 60 cnn3: 2
= - = l - -
ay éff f‘ Jﬂj—3 1’ “dz [' (-1)" e J H® + 36n°%




ATGEBARSKI UNUTRASNJI SOLITARNI TALAST
PRI SLABOM SMICAJNOM STRUJANJU




Klasilni solitarni talasi se opisuju poznatim jednadi-
nama KORTEWEG-de VRIES-a i izraZavaju preko hiperbolidkih
funkcija, Sto znadi da  njihova amplituda opada eksponenci-
jalno sa udaljavanjem od vrha talasa. Pored ovakvih solitar-
nih talasa postoje i talasa permanentnog oblika ¢ija ampli-
tuda opada algebarski sa udaljavanjem od vrha talasa i koji
se zbog toga nazivaju algebarskim solitarnim talasima. Alge-
barski solitarni talasi nastaju u sludaju kada je relativno
tanak sloj stratifikovane teclnosti bar sa jedne svoje stra-
ne ogranicen slojem homogene telnosti beskonalne debljine,
dok se sa drugé strane mo¥e nalaziti ili ravna ploda ili
- slobodna povrsSina. Ovakvi talasi esto se Jjavljaju u zem-
1jinoj atmosferi i morima i okeanima u takozvanom termoklinu
i zato imaju veliki praktian znadaj. Oni su otkriveni pre
relativno kratkog vremena i opisuju se tzv.. BENJAMIN-ONO-ovom
jednadinom, prema BENJAMIN-u i ONO-u koji su najviSe dopri-
neli teoriji ovih talasa. Pored osnovnih oblika jednadine
KORTEWEG—de VRIES-a, BENJAMIN-ONO-a u literaturi se sreéu
i mnogi modifikovani oblici ovih JednaCina koji nastaju uzi-
manjem u obzir raznih dopunskih efekata, kao Sto su: na pri-
mer: prisustvo neke vrste nehomogenosti u pravcu prostiranja
talasa, razni disipativni efekti; postojanje smicajnog stru-
janja i dr. Analiza strujanja u okolini nelinearnog kriti-
¢nog sloja je zbog pojave tzv. singularnih "modova" ve—
oma komplikovana. Ova analiza je u sludaju algebarskih so-
litarnih talasa sprovedena u radu MASIOWE i L.G. REDEKOPP-a
koji predstavljaju znacajan doprinos teoriji nelinearnih
gravitacionih talasa. U prethodnim poglavljima istaknut je
praktidan znadaj onih smicajnih strujanja kod kojih je refe-
rentna brzina znatno manja od brzine rasprostiranja linearnin
dugih gravitacionih talasa i koji se zbog taga mogu nazvati
slabim smicajnim strujanjima. U sludaju ovakvog smicajnog stru-
janja singularni, "modovi" se me mogu pojaviti, analiza ra-
sprostiranja talasa je relativno jednostavna, a dobijeni re-
zultati imaju dovoljan praktidan znadaj. U prethodnim poglav-
ljima je uticaj slabog smicajnog strujanja razmatran u sluda-
ju solitarnih talasa tipa EKORTEWEG-de VRIES-a, a u okviru sle-
deéih poglavlja izvrSiée se uopStavanje dobijenih rezultata na
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sludaj algebarskih solitarnih talasa. U tu savrhu pretposta-
vice se da je norizontalni sloj stratifikovane telnosti deb-
ljine (h) sa donje strane ograniden ravnom horizontalnom
plocom a sa gornje strane homogenom neogranicenom tedno3déu
gustine 91 i da gustina u stratifikovanom sloju kontinua].no
opada od vrednosti @ na plodi do 91. Tako &e se radi jed-
nostavnosti pretpostaviti da je slabo smicajno strujanje pri-
sutno samo u donjem stratifikovanom sloju.

&
2 b
L (%)
- dl(T) ]
rrETTEY, A lfl/f////://///,-/////////l//////,/‘//////WK
5
Sy e

po - stina stratifikovanog fluida
91 - gustina nestiSljivog fluida
?(z) - gustina pre nastanka poremeéaja
h - visina stratifikovanog fluida

Pri proudavanju ovog problema osu (x) postaviéemo u rav-
ni plode u pravcu kretanje stratifikovanog fluida, a osu (z)
vertikalno naviSe. I u ovom slucaju polazimo od jednacina

(2.3.) koje nakon uvodenja razmera imaju sledeé¢i oblik :
_(_"?*'.P) {u‘t + (u + wu + @+ uz)} = - D,

(P+P2_{wt + (u + u)wx +wwz}= -9-_ P,
_ — ‘ (5.1.)
Py @ v W, +H(T B 0

15(+wz=0

Odigledno je da jednadine (5.1.) vaZe za stratifikovani
sloj tanke debljine h. Za gornji sloj (nestiSljiv fluid)treba

s_,t_gviti : /
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O= konst = ST- - razmera za gustinu je 90
N _

I u ovom slucaju se uvode dalekopoljne koordinate i
nastavlja transformacija jednadina (5.1.) za donji sloj

F= (x - o), B &% (5.3.)

Oblik dalekopoljnih koordinata diktiran je disperznom rela-
cijom posratranog problema. Kao éto se vidi promena za = i
?{ﬂje veoma spora. Disperzne relacije obradene su u rado-
 vima ONO-a.
¢ - konstanta koja predstavlja brzinu talasa i koja treba da
se odredi iz analize koja sledi.
U ovom poglavlju koristiée se sledele veze:

3 _ 3 ,. .20 ,
E=€'5&§"73%"£°'5? € 3= (5.4.)

U jednadine (5.1.) uvodimo sledeée vrednosti za brzinu,
pritisak i gustinu:

G =0 (2), w=EU, p=EP,P=£Q, w=EW (5.5.)
Odigledno je da je brzina u pravcu ose (z), w manja

od brzine u pravcu ose (x), u, Nakon zamene (5.3.) i (5.5.)

koriSdenjem veza (5.4.) u jednadine (5.1.) dobijamo:

(}5+65Q){:GUS +£EUg-+é£(ﬁ + U)Uj + WD’ + Uz)}.=,- I}

(.§+EQ)£-£2<>W + ....}=-Q—PZ v (5.6.)

- —7 |
-cQ} +EQy +&(U + U)Qf + WP'+£Q,) =0

U3-+ wz =0
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Jednacine nrvog reda

Pritisak, gustina i brzina mogu se napisati i razviti
u obliku reda na sledeéi nadin: '

p - = plo)kn ~ (5.7.)

Ako sada vrednosti (5.7.) uvrstimo u jednaline (5.6.)
i ako izjednadimo najvele dlanove u jednadinama sa leve i
desne strane dobijamo:

Lt

(O) (0)1
Q ==P
( 5.8.)

' —
-CQ%O) +9w<o> =0
(o) (o) _
Slicéno kao Sto je uradeno u prethodnim poglavljima
kori3éenjem jednaCina (5.8.) moZemo  dobiti diferencijalnu
jednadinu na sledeéi nadin:

Diferenciranjem prve i druge jednadine (5.8.) prve po z,
a druge po‘j' i izjednaCavanjem levih strana imamo:

(o) _ _ (anfo)
QS- = (9U3-

)Z L] C (5‘9')
Ako sada (5.9.) uvrstimo u treéu jednadinu (5.8.) imamo:

02 ?‘U‘%O_))z'_’_ ?’w(o) =0 _ (5.10.)

Iz detvrte jednadine (5.8.) koju kada pomnoZimo sajs

dobijamo sledeéu vezu:



ou ylo) - -pf(o) (5.11.)
Uvrstavanjem (5.11.) u jednadinu (5.10.) imamo:

2 (F.Jgo)_)z _'ﬁ'WCO) -0 ili
- LT (5.12.)
FENEN SN A

$ 2 2P
Ako se u gednaéini prvog reda izvrsi razdvajanje pro-
(o

menljivih u W na sledeéi nadin:

wie) _ _ ageo(2) = wlo)o - aer!(2) (5.13.)
KoriSéenjem detvrte jednadine (5.8.) i (5.13.) dobija se:
Prva jednadina (5.8.) i jednadina (5.14.) daju:

p(®) - opar!  P{O) - earlY (5.15.)
Iz druge jednadine (5.8.) posredstvom jednaline (5.15.)
imamo: '

{®) - —ea(pr,)

| Jednadina (5.12.)uzimajuéi u obzir (5.13.) se trans-
formiSe u sledeéu jednadinu:

P

" 1
fo + ?ffo :z =0 (5.16.)

o

Granidni uslov na plodi daje £ (o) = O, dok granidéni uslov
na granici izmedu sloja stratifikovane tecénosti i sloja homo-
gene tednosti tek treba da se odrede spajanjem pojedinih reSe-
nja koja vaZe u oba sloja. Jednadina (5.16.) sa potrebnim grani-
¢nim uslovima predstavlja problem sopstvenih vrednosti koja »ri
svakom zadatom zakonu stratifikacije treba da da sopstvene funk-
cije £ (z) i sopstvene vrednosti c. ‘
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Ofigledno je da je potrebno izradunati vrednosti funkecije

f(o) u tadikd z = 1 {(prilog V.4.)..

Jednadine drugog reda

-

S obzirom da je gornji sloj tecnosti homogen i da se
smicajno strujanje obavlja samo u donjem sloju, jednacdine
koje opisuju strujanje u gornjem sloju se jednostavno dobi-
jaju iz sistema (5.1.) stavljajuéi P=p(1), P=01ia = 0.
Ovaj sloj telnosti je neogramicen u pravcu ose z pa e zato
obe koordinate x 1 z u njemu biti ravnopravne

w(°2 Jje proizveljna funkcija koja treba da se odredi spaja-—
njem reSenja u gornjem sloju sa odgovarajuéim reSenjem
koje vaZi u donjem sloju. Ako vrednosti (5.7.) uvrsti-
mo u jednaline (5.6.),tako da dobijamo nakon izjedna-
davanja najvelih &lanova sa leve i desne strane slede-

ée jednaline.
-?cU(fl)+P[U.§-°)+‘(U+U<°))U%o) + w(°)(0‘ +U§°)ﬂ —cUg_-o).Q,<°)= -Pf(o)

NEPRIRRNCS
, (5.17.)
- cQ%l) + Q%9> + (0 + U(o))Q%?) +§IW(1) + w(o)ng) =0

U%l) + W;l) =0 A
I1i sredivanjem ovih jednadina dobijamo:

P(}l) = c?U%}) - F

1 (1
Pg ) - _ Q )

(5.18.)

1 —‘1 1
-GQ%) +\§3N( ) =-F2

U(l) +‘ng) =0

U ovim jednadinama F, 1 F, imaju s]_.edeé'e vrednosti:



¥ ;ﬂU*(e‘Q) + (T + U(O))U%") + w<°>(ﬁiU§°)) - cU%°>Q<°)
’ . (5-19.\
r, = Q) + (T + U(°))Q<S_?>+w(°>q<;>

Ako prvu jednadinu (5.18.) diferenciramo po z a drugu o
'3 i izjednalimo .desne strane dobijamo:

ogut™ - 7, - - (5.20.)

Jednadinu (5.20) mmoZimo sa c:

?Z@U%D)_ oF, = - 5__1) (5.21.)

Iz trele jedna01ne (5.18) imamo da je:

Q@) - 7, -puH (5.22.)
UvrStanjem (5.22.) u (5.21.) imamo:

PEule)), - opy, PV - - m, (5.23.)
Pomoéu Eetvrte jednadine (5.18.) dobijamo sledeéu vezu:

U%U - - wgl) (5.24.)
Ako sada (5.24.) utvrstimo u (5.23.) dobijamo:

_02(§w§1))z +33'w(1) = ¢F,_ - Fé odnosno

1z
Aty - pull) - m, - ery, i1i (5.25.)

I I O N

Jedna¥ina (5.25.) se reSava metodom Grina koja kaZe:
Ako imsmo operator L(y):

Ly = P(x)y" + a(x)y* + r(x)y koji je spregnut sa operato-
rom Mz: '

) . '
Mz = (P(x)z2)" - (q(x)z) + r(x)z onda su operatori L i M
medusobno vezani sledeéim odnosom:
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zly - yilz2 = 332 (_sz - y(Pz) + qyz pri Cemu su funkcije = K)
q(x), r(x), neorekld_ne u intervalu O«<x <1.
Ako sada primenimo Grinovu formulu za interval LO 17 onda

Je:

. J ! !
f(ZLy‘yMZ)dJ‘ B Plzlyl - ¥ (P2 *Pyzy) ¢ 477y -
&

1 1 [}
B {Pozoyo B yo(Pozo M Pozo) T T0%0
Primenjujuéi ovaj metod za resavanje jednadine (5.25)

imamo:

w2 oFulo) 4 25N WD) _p, - er
P=c%§,q=c2ﬁ:r=—P_‘
10(®) = 2@u0))" _ 2(pule)y _gulo) |

AFH +FUl), - REmlapUL)y P

‘ = caﬁwg? + c‘2§'w§°) _:'p‘;d(o) = O onda je:
f(w(°>Lw(1) - wmy(0dyq, --fw(°)Lw(l)dz =
0

- FE (D - uDIPF 2P+ PRI

_ czsjl{wio) W) _ ,co)wu)}

w(o) = - Ayf _(2),
w{o) - - A5£4(1)
wgg) = Sfo (1)

(1) ' '
j(r —cF )f dz cf(l){ (1) 3 / f;(l)‘fl(l)/ } (5.256.)
8 A z=1

U daljem delu proucavanja posmatramo gornji sloj i po-
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lazimo od jednadina kretanja:

SJ; (u, +uu_ + wu_ ) = - ' S')i =—<1\

§o T s z Px Yo P

S1 .

SJ—(;- (w, +aw_ + ww,) = -p, / | (5.27.)
ux + WZ = O/

U drugoj J ed_nac‘:'ini 'sa desne strane nemamo 9 Jjer Jje
9= O - nemamo poremecaja gustine. :
Uvodenjem dalekopoljnih koordinata i drugih veza:

X =x -ct,<5—=<_c_ 21:

w=£W, u=£U; p=-£°p

2 2. 2D, D

= - -+ s =
St Pox & FTSx  Ix

(5.28.)

Koordinata x se ponmSa. kao i koordinata z jer je gornji
sloj neogranidene debljine, odnosno neograniden je. 0&igledno
je da obe projekcije brzine u gornjem sloju su istoga reda ve-
lidine. S obzirom da je strujanje u ovom sloju iskljudivo ini-
cirano postojanjem vertikalne projekcije brzine u donjem slo-
Ju, brzina strujanja u gornjem sloju e biti reda veliline 5_2.

Uvodenjem (5.28) u jednadine (5.27) dobijamo:

§o

Ux+wz=0

$1 ..., 2 |
B (et + £ + U+ WU ) = - P (5.29.)
$1 (=cW + 52w7‘ + &ZUWX +é2wwz) =-P,
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JeCnacina nrvog reda
Razvijamo brzinu, pritisak i gustinu u red:
(o) , . 24(2) )
U=1U + TN o+ L.,

wlo) L eay | (5.30.).

-

=
!

Q = Q(O) + EzQ(2) + eee

p - po) +£.2P(2) + e

Posle zamene (5.30.) u jednadine (5.29.) imamo:

Sy .
- = O X - (5.31.)
2]
- = - 7P
© M, "~ T2

UX+WZ§0

Ako prvu jednadinu (5.31.) diferenciramo po z a drugu
po x i izjednadimo leve strane dobijamo:

- $ $1
+ C ?;' UXZ = C _'c')' W}DC (5.32.)
Uz = Wi

Iz treée jednaine (5.31.) imamo sledeéu vezu:

U =-W (5.33.)

W_+W =0 (5.34.)

Jednadina (5.34.) je poznata Laplasova jednalina. Granidni

uslovi su:

z 00, Wcl)""" 0]
z =1, w1 =,Wb(X,6)
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W (x,?) je proizvoljna funkcija koja treba da se odredi spa-
jgnjem reSenja u gornjem sloju sa odgoverajuéim reSenjem u do-
njem sloju. Redenje Laplasove jednaline (5.34.) uz navedene
granicne uslove je u literaturi dobro poznato i po ONO-u' ono

glasi [ 2]. |

-

(1 - 1 v ’ -1 ’ |
vl (2,5 2) =f({zwo(x »E) (Z_l)§+(x_x,)2 dx (5.35.)

Diferenciranjem ovog reSenja po (z) dobija se:

(@ &
Bwﬂ) 1 BO ’ dx’
T 92/ T ‘5;{,!3?0& 2 =2 (5.36.)

prilog V.1l.

Spajanje resenja

Da bi mogle da se odrede sve velicine koje nedostaju
u jednadini (5.26) izvr3iée se sada spajanje reSenja du¥ gra-
nice izmedu gornjeg i donjeg sloja tednosti. Ovo spajanje
podrazumeva izjednalavanje vertikalnih projekcija brzina i
njihovih izvoda u oba sloja duZ (z = 1)uzimajuéi u obzir
(5.7.) i &injenicu da je u gornjem sloju
w==y™e2 45ijamo:

n=e
a) z =1

W o= w(°) +£W(’l) + ceece /&2 - u donjem sloju (5.37.)

1% +52w(2) + 20000 62 - u gornjem sloju

o) 4 g3y(1) [ g2y 4 ¢ M(D)

Izjednadavanjem ¢lanova uz &2 i 5_3 imamo:

W

wo)

W= - A3(3,%) fo(l) = wocx,%‘j‘

wl) - o, W (x,T) = - £,(1) Az(§ 805 w<l)/z=l= 0



Izjadnadavanjem izvola brzina dobijamo:

b) z =1
2 d'w(°) 2 o) (1) L g2 oW, £ A2
< d 2 3 z 3z dz

S obzirom da je odigledno 3 £-_X, i Fx , 12
poslednaeg izraza se uzimanjem u obzir (5 26.) i izraza za

Wo (x,% ) dobija

ayle)’
' Oz

w
Ju® £,y 2#1& (558 of
_ = —— = 2 ;
dz= ¥ 9d5°°d ¥ -¥ |
gde' ¥ [A] predstavlja Hilbertovu transformaciju funkcije A. Na
ovaj nadin je izvrSeno ne samo kompletiranje jednadine (5.26.)
nego i problema sopstvenih vrednosti (5.16.)(prilog V.3.)
ReSavanjem jednadine (5.26.) dobija se:

O, odnosno f;(l) =0 prilog V.2.

- fomgf;;}fm

Ay + O Ay +AAAy —g{}"(@]}}f =0 ritog ¥ ;5.38.)

Pri Semu je:
. (ju_P £! 2a2)/ <f§>f' 24z)
(sfyf 5dz>/<2f5>f’2d ) (5.39.)
#y = op <1)/<2;P £:2az)

/;7 —? lf (L)

Uvodenjem nove koordinate X =T - U ?_u jednadinu
(5. 38. ) elimiSe se &lan U AI

Prisustvo slabog smcaanog strujanja ima uticaja samo
na brzinu talasa a ne i na njegovu amplitudu i duZinu.

A



Ovaj uticaj se ostvaruje iskljucivo preko ﬁus koja se zove
uop3tena srednja vrednost brzine smicajnog strujanja.

~; - - -~ 7\ - .
X -:f Uusé’ 4 onda je:

As - O, A + T A + ... (5.40.)

AT+ AA_ —é’{}f@}}}{x

Najpoznatije reSenje klasidne jednadine BENJAMIN-ONO-a
je kvazistacionarno resSenje jednadine solitarnog talasa. Odgo-
varajuée reSenje jednadine (5.38.)!

2
A (T, B)== — d Al (5.41.)
5 L}‘—*(UustA)E}? °

gde je:

asl . 475
== e ( ]
A 4 * ) a¥t

koeficijenti T s,gL i/} odigledno zavise od zakona stratifika-
cije. U literaturi se najcesce koristi eksponencijalni zakon
stratifikacije:
§-= e-Hz’ H>O.

Lako se pokazuje da je reSenje jednadine (5.16.):
. Bz
fo = e sindnz (prilog V.4.)
gde su J pozitivni koreni transedentne jednadine:

tgy + 2y =0

Posle ovoga nije teS8ko izradunati potrebne koeficijente
(5.39.) i formirati reSenje (5.41.). Takodje se lako pokazuje
da prlsustvo smlcagnog strujanja u gornjem sloju tecnosti ko-
Jje bi.bilo istog reda velidine, kao i u donjem ne bi dovelo ni
do kakvih promena u Jednac1n1 za A (}<ES odnosno Jednac1na
(5.38) bi vaZila u tom slufaju. (prilog V.5.)



Prilog V.1l.

z—-1

o
— 1o 1
w(x, D ,2) =ffjwo(X,?)
-

(2-1)°+(x-x")

2dx

Diferenciranjem ovog reSenja po (z) dobija se:

o
%'g' =J%-‘7‘)E£wo(x' ’{)

(2—1)2+Qx-x' )2—2(2-1)2 ax!
[(z-1)2 + (xx")7] %
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Prilog V. 2

Qdw T B gk al
oz /,, T d_i (5.8 T3
N /1 A=’ i
a = }_5,, v = ki df
du = ds(; ) = A ( ‘)t)—

g-3502 0T

. ‘ © w |
dw/ _ B _3dNaE® [ [ax® azx' ).
/= 7 E_é?ji A i (5-3)° ]

(& &) & 2

o firm /™ e 02 FiaTar
FioF-3' /L~ I 972 TF-F
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g V.3.

Prilog
.
Jrpmem, 2 0e=cF0) 205 R n (5.0

4 1
: Y., 2= 2
§F2fodz +J10FItfodZ = ¢ P(1)f (1) ?Ff A (§ —j}
(5] 4 e .‘,4
' _ . . .
f— cFlZfodz =J cxﬂlfodz ovaj dokaz imamo u poglavlju II.

< (]

A { | 32
fFefodz + chlf:)dz = czﬁ(l)foz(l) —é??f{A(fﬁj’}

(2]

Fy = Q%Q)' + (T + U(°))Q(3—°) + w(°)Q§°)

Fl =F[U‘£_O) + (U» + U(O)){J}O) + W(O)(ﬁ + U§O)) - CU‘%O)Q(O)
F, = - cAyr (F.) - (U+Af;)cA§(§fé)' + Agf cA(PE )"

<)
[

5 = - cAg{?fé)‘ - cAIU(ff:))l + cufffo(ffc’))" - f;(j‘?fé)ij
= [Apt_ +(T+af] )Ajf ~(3‘'+ Af }AI@ 2A.A £ (yf )

, -p¢ (P (0! 0t )A peeia e, + PG} ang

A
Ag-: - cf(ff ) f dz + ¢ f'2dz = 2cf_?f dz dokaz u poglavlju II
o

Aj: —c! ﬂ(ff:))' £ dz + cj?-(ﬂfé—U'fo)fédz = 2c£.ﬁ§f; dz
4 [2] .

AAS : 3cf§fé de

[ 4 4
2cj' £ dzA<-‘+2cijlu5>f dzA +3c_}9f3dzAA -C P(l)f (1)d éﬁ. C) =

B~



f t A 2 02\*)/ -)
- J Bf “dz 2 5(1)F(1) =a25iia (3,%)
ATy PR A ol Wil GV i S nbl- Dkl MR Rk
J 2 1"—f'ddz f 2c _ 42
{ 8 ‘P O f_P ¢ AT
" - o
BJFT;Ddz
> S Y-
;yf; dz -
/'}={?lfo<l)
c?{lé
/ = .
J1 2f¢t. “dz
14
- J‘U?fézdz
Ys ~ = 12
gffo dz
A=-+UA+°(AA-’{ A} =0
{_ ' 3 H
f dz -_ 7
-éiyo . A_ -Hz 1 _2 H_. |
L = 5 ——-g——g_f, PR P=e 3 fon=e (-2-31naélz+¥ncos d/nz)
Jot, |
H
—%
£, = e s:Ln<)/Z, —zeHz(gln ¥z+Hd/§1ne/ ZCOSJY), z+J/ cos <3/z)

él“ni\).

1
fjp 12 %‘- +<)/ﬁ2 + Hsinzr;\;l) - ( Hz _d/n) sin 247

fond?

[5eien
©

2 .
£ 3. éHz w3 2In o SHYE 2 |
fon= g sin”¢ z+—p—sin"¢§ zcosy]z + —5—sind zcosY |z +
+<}/n§cos3g‘£z)

(B o
_ 52 3
ff foadz =j e (—- s1n3<)’ z+———-s:Ln 3/ zcos |y z+
“ o



.
i—;—/ll— sind ‘2z cosj z + 3c:os%’*;lz) =
z
2 2
3 3 e sn,n
=é§81- - Hijn_ )[T2 XI: (—s:!.nd/ 53/0083/ )+
9,
2 £
2.2 '
6 .
+ 31/121 (% sina/n'-d/ncosd/n) +
T E 02
g H
2 2 2 2.2
3H e“cosYy 6J. e
+ Q’Z‘ 43/2)[}12 n Ecosa/ +3¢, Slnd/)+ HIZI
o, E rr & +32>
S sy 3HY ;2
.(g cosa/n +Jilsina_/n) + Hze ( n cosa/n+ n s:i.J:!.A’;1
I +‘Yn2 S | N
H

3 332  zEy 3
+ H26X2 ( in siny/ - Hi/n cosd/n)}- {(\;1(% -
'F g

2
AN 2_§(X3_3ﬁed’g_) L -
. n
2 <-i-§-2 +9)2) <%2 v @ * 21%2 *9%n
B - BH?/“ ) Yy, PRYa
. sl 2y 2(%.2 £33

E o2y E g2 aEw? )



Prilog V.3,

-

-1
, ¢ ! 1 £ —= ~-Hz
' + £ - - f =0 = e
0 ;f o] :Z f (o] jg
5‘)'= _He HZ
Granicni uslovi su:
1
z =0 f =0 ¢ =-H
° 7
=1 fo 0
" o_ ! H - _ Az
fo H.fo+:2fo-0 fo-e
NP7 - me? + K M2l o £L =a?
c
A° - H)A + _H?_ =0 £ =,\2e’\z
c
CH . s _H _‘}KH-HZcz
Ai1,2=321¥, =375 = Sc

ReSenje se traZi u obliku:

£, = &tZ (C,cos Yz + C2sina/z),

2 _ 4H-H202

v T (2¢)°
> g

¥ = —;2—.- I
c 2 4H

n =H2+452

100.



Prilog V.4.

£," + -g— £, - :12 —gifo =0 7- o—Hz
=  _ -H
NN+ E -0 g"‘ ~He "
c % x
A1,2 T g—:— 3_.'6/ | £, = e)‘Z
| A/JALH - B2 : f(') - \e*Z
| = fo" _ \2e>~z

ReSenje se traZi u obliku:
H A

2 -
£, = e (Clcosa/nz + 0251n 5/nz)
t _H 12{Z ~ . %Z c {1V 24 C .
£, =5 e (chos Y2 + Caslna/nz)ﬂe (- 13/1151%z+ 263‘303&?12)

Granidni uslovi su:
1) z =0 fo =0
' —
2) z =1 i‘o =0
Prvi gram.c’:m. uslov daje:
C, =0

Drugi granicni uslov daje:

q ,

0 = Cee2 (%sind/n + §pcosd ) =0 odnosno
2y

tg{n + = = 0

H

U specijalnom sludaju kada je H = —115- mozemo izradunati

In-



102.

Jq = £ 1,601; X¥o = *+ 4,722, gé = + 7,860, 5; = + 11,000;

§lo = 29,8465 71 = & 72,9883 gy, = + 36,129; & =I267L
6/13 = + 39,2713 3/14 = + 42,412
f,, = Cs® sing’ 2 fo, = © sin 4,2
(o) -
v == A5%on
H
—Z
wlo) o _ ASe2 sing] z



Prilog V.5.

10%.

Dokaz da prisustvo smicajnog strujanja istoga reda veliline

u gornjem sloju nema uticaja na krajnju jednadinu.
Polazimo od_toga da je slabo smicajno strujanje prisutno
u gornjem sloju. Jednadina kretanja i jednalina kontinuiteta je:

£4. - —
—ng{ut+(u+u)uk+WCu+uz)=-px
-f-’—wt+(1."5.4-1,1)1,.7X = - D,

Transformacije:

2

X =x=-ct, =&t

w=£2W,u=£2U,p=&2P, u =£ 0(z)

3 3 2 3. _a J_-
Sr--edxrel g L -5

Nakon uvodenja dalekopoljnih koordinata jednacine kretanja
i jednalina kontinuiteta su: '

S

..f.f_{_cux + 52U§+ (eT +e32U)UX + W(EU"'EZUZ)} = - P

?@_{-cwx + £2Vlg.+ €l + 52U)wx + gzwwz§ = - P,

£ =200 £

- prva aproksimacija.

Jednalime nakon prve aproksimacije S



9, (o) _ p(o)
ol

-

Uff) + w§°> =0

ReSavanjem prethodnih jednalina dobija se sledeéa Laplaso-

va jednacina

wlo) 4 wlo) _ o
XX 22

Granidni uslovi su:

2 »0 W - O

b
z =1 W= wo(x,fy

Nakon druge aproksimacije jednadine kretanja i jednacdina
kontinuiteta su:

-c —%—Ufcl) + 000+ g'wlod- - p(1)

2@, gulod. _ p(1)
X 2

Sredivanjem prve prethodne jednadine dobijamo:

Pe Lo g {U<°>+uw<°>} . _?:__ oD @fwcw_ﬁw;o)}

Sredivanjem druge jednadine dobijamo:

F w1 _ gy
9 x

Akxo sada P(l) dlferen01ramo po (z) a P(l)dlferen01ramo
po (x) i 1zjednac1mo desne strane imamo’

= C

2(1)
2
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c -fk— ull)- {U" 100, g o) g *0)3 £ 'f<l) Ty

A
1 1 L

o _ﬁ_-z wil) . w;;?} - 0l & oWl T

Graniéni uslovi su:

Z >0 w(-l),_p 0

z=1 -+ WY _u&D
s 1
Ovo nema uticaja na ,Jednac:.nu (5.26.) od.nosno na resSenje
za donji sloj, jer se u njemu W / =1 mnoz:. sa f' (1) jer
spajanjem prvih izvoda medusobno dovodi do f 1) =



UTICAJ ROTACIJE SISTEMA ITA RASPROSTIRANJE
ATGEBARSKTIH SOLITARNIH TALASA PRI
SLABOM SMICAJNOM STRUJANJU

(n =1)



. U ovom slulaju se posmatra stratifikovani fluid male
debljine h., Ovaj fluid je sa jedne strane ogranicen ravnom plo-
dom, a sa druge strane nalazi se nestisljiv fluid koji je ne-
ograniden u pravcu osa x i z. Ceo sistem se obrée ugaonom brzi-

< - . v e . ) . - N
nom w . Obrtanje sistema se vrsi oko ose(y)koja je normalna na
ravan x 1 z. Osu x postavljamo u ravni plode u pravcu kretanja

fluida, a osu z vertikalno navisSe.
t —
A K

b

T T T 77 @,:u:;é’ UV S i S TR i Y 7 TR P i s a7 < il
- relativna v brzina
(W, V.1 ~Koriolisovo ubrzanje
= 'v"r - relativna brzina
p=Pp* - generisani pritisak
-Po - gustina stratifikovanog fluida
¢, — sustina nestisljivog fluida
©(z) - gustina fluida posle nastanka poremeéaja

Pri prouavanju ovog problema polazi se od jednadine
(3.4.) koje smo imali pri proudavanju uticaja rotacije sistema
na rasprostiranje nelinearnih dugih gravitacionih talasa u stra-
tifikovanoj telnosti. |

Uvodenjem razmera U jednadine (3.3.) dobijamo

\

4 4

bezdimenzione jednaline:

L = - el 2uwh
(39 +9){ut + (u + u)ux + w(a'+ uz) = Ew}= - Dy

(6.1.)
(p+© W + (a + u)wx + oww, + %‘;’%ug = §- P,

?t + @+ WP, +w (33;- 9, =0



1C7.

Jednadine (5.1.) vaZe =1 stratifikovani fluid debljine
h. Za gornji sloj - nestisSljiv ..uid treba staviti:

0
0 (6.2.)

§1 .

konst., = —5—
5o

U]

I
g

Dalja transformacija jednadina se nastavlja uvodenjem
dalekopoljnih koordinata:

- E(x - ct) wh 1 g8
3' Ten %o
T=£% Q=0 (1)
2= +1 , (6.3.)
o d 2 2
i i R

Takode se u jednadinu (6.1.) uvode sledeée vrednosti
za brzinu, pritisak i gustinu:

3 =£0(z), u =V, p =£P, P=£Q, w =W (6.4.)
Nakon zamene (6.3.) i (6.4.) u jednadine (6.1.) dobijamo:

Q§+£Q){: cU}+EU?+£(U + U)Uf+EW(U'+Uz) - 24u9w}= - Py
(§+EQ>£"&2°W§+ see + 20€70)- -a - P, (6.5.)
. ch—EQﬁ&(U + U)QS+ W(P+eQ,) =

U5+wz=0

Ovde mogu nastupiti pri sludaja:
l. n>1 - Postupak i rezultati su isti kao u prethodnom slu-
daju zato Sto je rotacija mala i moZe se zanemariti.
2.n=1 - Prva aproksimacija je ista kao i u slucaju kada nemamo
rotaciju. Druga aproksimacija se menja i u karakterlstlcnoa Jje-
dnadini se javljaju dOpunskl clanov1.
3. n = O - U ovom sludaju rotacija je daleko najvela Sto ima
za posledicu da se veé prva aproksimacija razlikuje od one kada

nema kruzZnog kretanja.



=t
Q
Q)

Jednacine nrvog reda n = 1

Pritisak, gustina i brzina mogu se napisati u razviti

u oblilku reda na sledeéi nadin:

-

n=0

Q =%,Q(n>5n 6.6.)

g =L yla)n
=0

w =2 yln)n

nw=o0 .
Ako sada vrednosti (6.6.) uvrstimo u jednadine (6.5.)
ali samo sa prvim &lanom reda, i o ako izjednaCimo ¢lanove u je-
dnadinama sa obe strane znaka jednakosti dobijamo:

Q(O) - - PCO) (6.7.)

U prethodnom poglavlju pokazano je kako se dolazi do
sledeéih vrednosti za pritisak, gustinu i brzinu

w(o) = - Ajfocz)
( )

glo) Af)

P(°> = cPA fé

Q(O) = - CA(§fo)'
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jem ]adra ina 6.7. 1 prethodnih jednadina dobi’a
se sledela dife Pdc13a1n1 jednalina:

Prethodna Jedna01na se transformise u sledeéu Jegnac1nu

razdvajanjem promenljivih u W(O) Aff (z)
§' [ 1 ?‘
1" - - -
T * e %o cz g o ©

Granidni uslov na plodi daje f(o)=0, dok granidéni uslov
na granici izmedu sloja stratifikovane tecnosti i sloja homoge-
ne tednosti tek treba da se odredi spajanjem re3enja. I u ovonm
sludaju potrebno je izradunati f, u tadki z =1

Jednadine drugog reda n=1

Kod jednadina drugog reda vrednosti 6.6. uvrstavamo u

6.5. 1 opet izjednaCavamo najvele Elanove sa jedne i druge stra-
ne znaka jednakosti:

- c§U§l)-cU%°)Q(°)+?ﬁJ%))+(U‘+U(°))U%O)HJCO)(UZ+U;°))-2RW(°) =-P§1)
2§QU(0) = - Q(l) — Pgl)

a® + G+ + @ + 15 + oW o

vl L w20

Ako sredimo prethodne jednadine:

P%%) = c’U%l) - F 4+ aﬁQWCO)
NESHINCO RIS

- cQ%) « gt - -,

U(l) + ng) =0

§
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i u prethodnon poglavlju poznatim transformacijanma

dobijamo :iedeéu jednad .. .a:

| c;g"v1<1>+c_p'w(1 251 2—0F12+2c£z[§7U%°)+(33W(°>)z]

Clan 2c.$1[§U%—°) + (_pw("))z] pred “avlja utica; rotacije.
Posredstvom Grinove formule dobijanc’

4
- — \ (l)
!{F2-0F12+2C.§2E?-U,(S.o)+(_?w<0))z]:‘sfodz=c?9(l) fo(l)a'lgz/z -

=1
o (1)/ }—
- f W
o(1) o1

U daljem radu prouavamo gornji sloj i polazimo od jed-
nadina kretanja i jednadine kontinuiteta.

fl 2wh
== (u,_ +un, + wa - == =-p
Po T Tx 2" Yan x (6.8.)

1 2 h
—=(w_ +uw_ + ww_+==1u)=-p

o t X Z @ ) z
ux + wZ =0

U daljem postupku uvodimo nove koordinate i veze:
2
X =x -ct,%—=& t
w =52w, u =£2U, P =g_2P
—i = —-— +£ f— a
dt dx 6)(
$ |
A (---cUx +52U~g'+ 52UUX + g_ZWUz - 2_<zanw) = -
(6.9.)

jl (- ch + 52WZ—‘+ g_zwa fé-zwwz + Zsle_n‘U) = -



Jednadine prvog reda

v =% ulm)n
2 (n).n
w =:{'Dd c )é
- (6.10)
@ (n%sn

Q ==Q

[ =

p -Z p(n)n

nHse
Ako sada vrednosti za pritisak, gustinu i brzinu (6.10.)
unesemo u jednadine .(6.9.) dobijamo jednadina nakon prve apro-

ksimacije

91 u -®

° o X

©4
¢ ?;wx - P, (6.11.)
Ui + Wé =0

ReSavanjem jednadina (6.11.) dobijamo Laplasovu jednadinu:

Granidni uslovi su:

z_p-CO; W-—-—0
1 3 W=W&,D)

z

wa(x;f) treba da se odredi ako se izvr3i spajanje reSenja sa
donjim slojem:
Postoji reSenje Laplasove jednaSine [ 2]

‘ c:; | ' -1 :
W (x, T, 2) =J%=§-)id_o (x'D) (Z_:)?+(x — 7 ax

o

aVJ [ Qz-l)? + (x - f)z - 2 (z-122 '
—n W ( zj ax
Jz JJFB ' ' 2)

((z - 1)2 + (x - x')

1Q) ) (x - x )2 (z - 1)2 ,
W_(x,E dx
Lj_‘w° S e - 12 4 (x - 0212
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Jw \Qf i ax’ 1 0y o ax’
———/ G f‘-,-lo(x y D)y = - = 'T«.Q‘:jjwol"‘xl ,C)
z/ z=1 ' _%o (x-x")~ I ox Y x - x'

Svajanje resSenia

Da bi mogle da se odrede sve velidine izvrS8ile se spaja-
nje resSenja duZ granice izmedu gornjeg i donjeg sloja tecnosti.
Ovo spajanje podrazumeva izjednalavanje vertikalnih projekcija
brzina i njihovih izvoda u oba sloja, duZ (z=1)

a) z = 1
g2ul®) L 2D _ g2y 4 g3y

2 Wl s o A £, = W (1,

&3: WCI) = wl (X,?)-
b) z =1
2 9wt zoul® 2 Jw 5 W

< aZ é aZ—E az +& aZ

b) z =1
2 3w(e) 3z Iw(l) 5 Ay 3 OW
& az' +é dz & az +& dz
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u=—=i | av = aray’
53 53
as’
= ) = ‘sf
du (f—fﬁe v=4(3 )
oW / _ 5 &OAgs',?)/co_wA(fl’T)d
z | z=1 u gafj{ f-f' | ¥ (f-f,)e i
A a'@{a A (F.®) a5’
a o3- LdjJ  t-%
) 2 N (59 aF!
I 33@ -5
z =1
awa(°) 0> £, (1) =0
JuD) £, aﬁg)fA (3.5 af’
az ) u a§2 - -f"},

| Diferencijalna jednalina nakon prve aproksimacije posle
razdvajanja promenljivih u W(o)ima sledeli oblik

—_ |

A%

J 1
f"+ —=—*¢f -
o 9 o c

!
fo(o) = O3 fo(l) =
ReSenje ove jednaline je dato u prilogu (v.4.)

BENJAMIN-ONO-ova jednalina ima oblik:




ll[“'.
.“1)’

z /z=1

5{ PyroRy go2es afuteds@ulo) lgf dz-= cﬁml){ (1)

/ (1)
- £, (W /z=l

-

Koristedi prilog V.3. i prilog iz unutrasnje talasa iz-

medu dve plocCe dobija se:

4 : Y A
- 42 - 1D 1 a2 = 13
2¢c)of “dzAgy+(2cluof dz—2c${f f “dz)Ar+3c{pPf “dz AA7 =
jf’ i ,EP o J9 %o ¥ ;P 0 5

| 2
- %) £,2(1)£,21) ‘%g?fﬁk( 3 ,ﬂ} i,

BENJAMIN;OVO-va Jedna01na2
jyf dz f?f'3dz c ?(l)f (1)5"2‘}[7{“5— ﬂ}

S‘%{ZJPI‘ dA}"-g Pf dz f_ 2cfgf

(6.12.)
pri cemu je:
S’ upt . %dz
. =% (uop¥tena srednja vrednost brzine smlcaJnog

s T 12
y.P fo dz strujanja)

t;f{%(3<f}- l(D.A éf-éf) d}- (Hilbertova transformacija)

Ako u Jednac1nu (6.12.) uvedemo novu koordinatu
X =‘f - (Uu +50n? ) elimini3u se u jednadini BENJAMIN-ONO-a
&lanovi /
‘Pf dz

j;sf dz

Takode se moZe zakljuéiti da sada na brzinu talasa ima-
ju uticaj i smicajno strujanje i rotacija celog sistema. Rotaci-
ja nema uticaj na amplitudu i duzZinu talasa. '

2
Uus.n.




UTICAJ ROTACIJE SISTEMA NA RASPROSTIRANJE
AT.GEBARSKTH SOLITARNIH TALASA PRT SLABOM
SMICAJNOM STRUJANJU (n = O) |
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Ovde se takode posmatra stratifikovani fluid male deb-
1jine h. Ovaj fluid je sa jedne strane takode ogranicen ravnon
plodom a sa druge strane nalazi se nestisSljiv fluid koji je ne-
ograniden u pravcu x i z ose. Ceo sistem se obrie ugaonom dbrzi-
nom oko ose (y) koja je upravna na ravan (x,2). Osu x postavljamo
u ravni pldée u pravcu kretanja fluida a osu z vertikalno navi3e.
Podto je (n=0) uticaj rotacijé je najvaéi.

Za reSavanje ovog problema polazimo od jednadina (6.5 .).

(§+£Q){: cUS+gUg+g(j+U)U3+ew<v'+ U,) - 298 - - P
Q§+EQ){}£20W5+ cee + 2959q}= -Q-P, (7.1.)
- cQy+EQg+E(T + U)Qp+ w(§+£qz) =0

UE + wz =0

Jednaline prvog reda

Brzinu, pritisak i gustinu razvijamo u red na poznati na-

W =‘g%_w(n%sn

n=e (7.2.)
P - i P(n)én

[# »]
Q== "

Ako sada vrednosti (7.2.) uvrstimo u jednadina (7.1).
i ako izjednadimo najvele Clanove sa obe strane znaka Jednakc
sti dobijamo:
c‘U(:gf—)) + 2pay(@) P%P)

7.3
- cQ%?> +5%w<°> =0
c)
U‘f’ Wz =0
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ResSavanjem jednadine (7.3.) dobijamo vrednosti za brzinu,

gustinu i pritisak:

w(o)

- A‘S’fo

(0) _ 4 o!
"7 = Af (7.4.)

plo) =Palet, - 221 )
Q(o) = - C-A(_?—f;)l

Takode se redavanjem jednadine (7.3.) moZe dobiti sle-
deéa jednadina:

W(O) + g_wc°> - (1 + 2ac) ‘?W(OD 0

Razdvajanjem promenljivih u Wco) dobija -se diferencijal-
na jednalina za odredivanje sopstvenih vrednosti za fo(z) ic.

— —_

% ! 1 +2c5 §
f" +=—f - — f =0 (7.4—.)
(e} o c2 (2 o)

Jednadina (7.4.) ima sledeée reSenje:

H

3% . .
fon = sin a/nz (prilog VII.1l.)

Graniéni uslov na plodi daje f(o) = 0, dok granidni
uslov na granici izmedu sloja stratifikovane tednosti i sloja
homogene tednosti tek treba da se odrede spajanjem reSenja ko-

ja vaZe u oba sloja.



Jednacine pnrvog reda n=0

Slicnim postupkom kao i u prethodnim poglavljima
vrednost {(7.2.) uvrstimo u jednadine (7.l1.) dobijamo:

P_gl) = O_?.U%l) + 252'!7:’,.[(1) - Fl + 2§ZQ,(°)1-J(°)

(7.5.)

—cQ%D spwl) = - -7,

U%?) + wgl) =0
pri Cemu je:

F; Ej':{u °) L&(T + U(°))U(§°) + w(o) (T, + Ugo))} - <:Q(°)U:(§°>

F, = - & - (¥ + vl°)) Q%°) - wtolgle)
ReSavanjem (7.5.)dobija se sledeéa jednadina:
PP ull) - PrvancwD) ap o, +ame[af u(O)s Q{PIule)]
Metodom Grina dobijamo:

p(xX)y" + a(X)y + r(X)y

Ly

Mz = (p(x)z)" - (a(x)z) + r(x)z

| /
zly - yMz = éi-(pzy’ - y(pz) +qyz)

A
- i . ) 4
QCZL‘Y = yMz)dx = p121¥; - F1(P12,+P129) + Q371% -

' ' ' :
- {?ozoyo' yb(Pozo * Pozo) + qoyozo}
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N

—_ 1 \ B ,
DWh7 = oG, 7 e g i - 9(1+2 C)’vlclj=F2-CFlZ+2fzc{_Q%O>U\°)+

" Q:\;o),l\,(o)J

p=c?§, q-—-c%,' r=-p(1+ 2a)

I“M(o) = c2(55w<°))"-ce@'w“))' -§61+2.ﬂc)w(°) =0
mi(o) %21!<°) + czﬁ‘wg°) —35'(1+20-c)W<°) =0

4
‘fw<°)1,w(1)dz - 291w(°)w(°) wcl){ 2pw(o) 4 2P ule) 4
o

. c.2531‘\,(0)‘,(0)_ 29 {w(o)w(l) w<°>w(1>}

wlo) - _ A}fo(z), w§°) = - Ayr (1), wgg) A}fé (1)
; _ 3 (1)
f@‘a—cFlz-i-Sﬂ.c[Q%O)U(O)+Qg0)w(°?]} fodz=c2_9(l){f°(l) SJ
c 2z

° z=1 | (7.5.)

Gornji sloj
Polazimo od jednadina (6.15.)

91 (—cU +£ Ug+s_UU +52WU - ZJIEHW} = - P (7.6.)

%- (~eW + W+ cZUW,_ +EWW_ + 2260 ) = - Ps

UX+WZ=O
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Jednadine prvog reda n = O

Brzina, pritisak 1 gustina se mogu razviti u obliku

reda.

U == ygnin v
h=¢c
@ (n) n

W= :;: £

P = = P(n)én (7.7.)
=0 .

?1 1 ..
-c ow‘“+2n_—9--;U=-PZ (7.8.)
Ux + wZ =0

ReSavanjem jednadina (7.8. dobijamo:

—07—U gl = glw 2_%1‘”::

| w = 0 (Ovo je poznata Laplasova jednadina i to je sre-
tna okolnost da smo je dobili reSavanjem jednadine 7.8.)

Granicni uslovi su:

.z-aCD'; W-—0
z =135 W= Wb(xf?)

W (x,%) se odreduje na taj nadin da se vr3i spajanje sa rese-‘
naem za donji sloj: postoji re8enje Laplasove jednadine [2].



1 < 2z = 1 /
L, D) .
u -a (z-1)“+(x-x' )

Wix,é,2) =

oW lOww (x, ) (z-l) + Qx—x ) - 2Qz-1)2 ax’

3 -z C[(2-)% (x-x)t]*
1Ty iy e = xDPw (a2
ﬁj-‘):cwo(x ) [(z-—l)2 + (x-x')<)° >

< (v a8
/ = ._]:'g:)j W<X‘ ’i‘) _;d'-}'c_’? = = i?fwo(x' a?) __QJ__C_,_ .
z=l u - Ix @

(x-x") - X-X

el j-

Y
N &

Spajanje reSenja za donji i gornji sloj duZ granice

izmedu donjeg i gornjeg sloja z = 1
c24€0) L A1) g2y 4 0 (Y

2, (o) _ . -
ES: W = W= - Ag(F,8) £.(1) = wo(x,?)

63: W(l) =0

wo(x,ij = - A}(}ﬁ_)fo(l)

w(/lz/= 0
f=1

b) z =1

3 w0 s auld) 2 v , o gt
£ . + & ~ 3. . (&)

S obzirom da je:

§=EX1 —%= -% sledi:




_é_w_/f(l) A(?eglf“fﬂdf
dz Iz=1 (§;j§)2
2 (1) a?r A (F®ay’ 1) 32oFA (3D aF
eI 632‘J.f !
3-3 5-F
=1}3—Wi°r>=o £l (1)
2
L) £,(1) 32(351& (35D aF’
5. T -»  §5-F

- BENJAMIN-ONO-va jednacdina nakon reSavanja jednaline
(7.5.) ima oblik

Ay + D hg +olyAdy -/Jv,{;ﬂ[_lj} =0 (7:9.)

prilog VII.Z2.

Boate®

U 5 uffo dz
j"gf'zdz

g j‘gf’3dz - aﬂcf(ﬁ?f ) £, f dz
j f)f"dz

1 =



cp(1)
(2]‘}5f(’)2dz)

’91 =

Uvodenjem.nove koordinate X = ¥ - Uusi?;liminiée se u
jednadini (7.9.) &lan UusAj'iz Sega se zakljuduje da smicajno
strujanje uticde na brzinu talasa ali ne na njegovu amplitudu i
duZinu.
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Prilog VII. 1

noy 9 (1+2ac) ¥ B S -
fo+i- 25l 5 £, = 0 T-e
. —_1 -Hz
= —He
N -mA+ e g oo §
c -
S - _=®
q (%
/\1 2 — + 1X . _ Az
o = ©
2
%(—2 =DH - H U Y
o =€
fg ->\2e’\z
H
3 2 .
£, =e (Clc,osz‘z + C, siny z)

H
= 7 Z
! % e2 (Clcos ¥z + Czsin ¥'z)+e (Cld/sina’z+02<Ycosd/z)

)
0
o i

Granidni uslovi su:
1) z=0: £ =0
2) z=1: £ =0

Prvi granidni uslov daje:

Drugi granicni uslov daje:

H

_ 2z H .
0 = Cye (@ cos¥ z + 35 siny z)

Ycosd z +-}2£sin:Yz =0

tg¥ z +-?§—s-/ 0
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za H = =+ u prilogu V.4. data su redenja za .
10
H
22z .
fo = Cze sind z
(o) _
W = - &fon
i,
W<°) = - Afe2 sin an
gz, _
f = e2 sin ¥ z
on °n
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Prilog VII.2.

BENJAMIN-ONO-va jednadina

4
) - — 37C1)
| {Fg-cFlz*‘?“c Q(}o)U(o)+Q;o)w(o)J}fodz=c2‘?(l) {fo(l)aw_( /z=l—

dz

_ w(l)/
f°<1> z=1

4

A ) 4 4
203 5! %z hg+2cf Gps! 2azhy+ [3eforl Pasr6ac®f(pr)) £l dz]any -
- & o S S

2=\ .2 22 , ! ’57'*'*(5"7’7 ds
- ) £,21) a—j—z?C{A (3,'?)}] ,?f{chﬁ}- Eﬁl} T3
1
f?f'adz-anc @f')‘ £!t dz ]
. i E (o JK¢) —_
A? us 5 Jﬂf Az AAE

2
cP(1)£ (1) a%gﬁ{f (}'FJ)-S
2cf1§f(')'2 dz

J’ ugf ! 2dz

AT
At Dby + oL 207 - 5{3{’—“} 05 7=41%,(1)

.3 fogf'adz - 2ncj’ (Fe') £z dz
2

- (vop3tena srednja vrednost)

4
1 dz

. c P (1)
717 @]t %an)
‘ o
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