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PREDGOVOR

U toku izrade magistarske teze "Stabilnost ravnoteznog
stanja'reonomnih neholonomnih sistema" naisSla sam na mnoga pita-
kS
nja vezana za reonomne probleme na koja u literaturi nijesam mogla

nadi odgovarajuéi odgovor, niti sam bila u stanju sama da ga dam.

Nakon dubljeg uvida u literaturu, koja se bavi analiticé-
kom mehanikom uopSte, moZe se recé¢i da reonomni problemi nijesu
dovoljno zastupljeni. U vedéini djela definiSu se reonomne veze,
daju primjeri tih veza, odnosno sistema potc¢injenih .tim vezama,

u raznim koordinatnim sistemima, nakon éega se prelazi na detalj-

no proucavanje skleronomnih sistema.

Postoje dva razloga koja objasnjavaju ovaj postupak.
Prvi je da su skleronomni sisﬁemi, u principu, Jjednostavniji za
proudavanje i da su Siroko zastupljeni. Drugi, mozZda jadéi razlog,
Je da je klasifikacija mehanicékih sistema uslovna, tj. da zavisi
od subjektivnih faktora i objektivnog poznavanja nekog mehanickog

problema. Objasnidemo to na primjeru.

Materijalna tacka se nalazi na glatkoj. horlzontaanJ ravni.
Za nJu JjJe privezan konac koji ulazi u otvor na  stolu konstantnom brzi-
nom a. Treba odrediti silu S u koncu i konad¢ne jednacdine kretanja,

ako su zadati podetni uslovi T =R, V., .y V =-a
o fo o’ 'ro

Ovo je jednostavan zadatak koji se efikasno rjesava u
polarnim koordinatama. Klasifikujemo ga u grupu problema sa dva
stepena slobode. Kod njega je jedna jednadina kretanja implicitno
zadata (r =R-at) tako da se iz dveju diferencijalnih jednadina

kretanja odredjuje druga konacéna jednacina kretanja

mR2V2
o

(\F T at) —————) i sila S u koncu (S = YCYSE

Ovim je zadatak.-u.pobpunosti- -rijesSen. Jedina veza je

.uslov da je kretanje u ravni (z=0).

Medjutim, rjesSavanju ovog zadatka mogli smo pristupiti

na drugi nacin. Na kretanje materijalne tacke djeluju dvije veze

f,=2=0, f

1 Y -R+at =0,

2:
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od kojih je druga reonomna, pa i problem svrstavamo u klasu holo-
nomnih reonomnih problema. Smatramo da se tadka kreée po Krugu
8iji se poluprednik r mijenja po zakopnu r=R-at. Treba odrediti
konaéne jednadine kretanja i reakcije veze. U ovako formulisanom
problemu ne pojavljuju se konac i ravan kao veze, tj. veze nije-
su zadate opisno, veé je ograniéenje slobode kretanja zadato ma-

tematidkim relacijama.

Zadatak se mozZe rijesitina primjer Hamiltonovim Kanonskim
jednadinama .u proS3irenom faznom prostoruv:,, ., (Sto ¢e na odgova-

rajudem mjestu u radu i biti uéinjeno) ili u neproSirenom prosto-

ru Wén.

Istovjetno rjesenje,Sto se ticde konadnih jednadina kre-

tanja, imao bi i ovako formulisan problem: Tacéka se kreée u rav-

R2V 2
9 . Odre-
. . ~ . v . % . ~ (R—at)g

diti konacne Jjednacine kretanja ako je tacki saopstena pocetna

ni i na nju djeluje‘privlaéna centralna sila S = -m

brzina VO upravno na pravac dejstva sile.

U ovom slucéaju sila S je unaprijed zadata i to je aktiv-~
na silé koja djeluje na posmatranu tadku. Ako je kretanje tacdke
ostvarého uvlacenjem konca, sila se pojavljuje kao reakcija veze,
no, "presjecanjem" konca tacdka postaje slobodna i prema sili u

koncu se odnosimo kao prema aktivnoj sili.

Ako problem tretiramo kao reonoman, postojanje reakecije
veze nije tako oligledno. RjeSavanjem zadatka pomodéu Lagranzevih
jednacina prve vrste,sila u koncu Jje sadrianq,u"potencijaluvx2f2,
ako se zadatak rjesava pomoéu LagranZovih Jednacina’
druge vrste, "izgubidée" se sila reakcije veze.

Proudavanjem ovog jednostavnog primjera bliZe smo obja-

snili Sto podrazumijevamo pod pojmom "uslovna klasifikacija".

Time ne samo da Jje objasnjena i opravdana nedovol jna
proudenost reonomnih sistema u literaturi, veé se sugerisSe da
se i dalje ispituje moguénost da se osobini reonomnosti proble-

ma daju neka druga svojstva.

U ovom radu ta ideja je iskorisdéena tako da se reonoman
problem tretira kao slozZzeno kretanje. Kretanje tadke po vezi

smatra se za relativno kretanje, a kretanje tacke zajedno sa
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reonomnom vezom smatra se za prenosno kretanje. Na taj nadin.
ukupno ubrzanje, pored relativne i prenosne komponente, sadrzi i tako-
zvano - "dopunsko" ubrzanje. Ono se sastoji od simetricnog i

antisimetricnog dijela, gdje Jje ovaj drugi dio, u stvari, Kori-

olisovo ubrzanje.

Doprinos ovog rada je i u tome da je proucena me-
hanilka energija reonomnog sistema i dat je zakon o odrzanju
mehaniCke energije za ove sisteme. Ovo pitanje je prilidéno pro-
ucavano u poslednje vrijeme. Pojavili su se i sukobi‘miéljenja
o smislu postojanja tog =zakona kada se radi o reonomnim proble-

"

mima.

Odgovor dat na to pitanje u ovom radu je potvrdan. Ne
samo da ima smisla postavljati pitanje o postojanju integrala
energije reonomnog sistema, veé je dat i uslov koji posmatrani
reonomni sistem mora da ispunjava da bi postojao prvi integral.
U ovom zadatku je vazZno da se unaprijed jasno definisSe pojam |
mehanicke energije reonomnog sistema, jer to u literaturi nije

jednoznac¢no uéinjeno.

Nepostojanje jednoznadnosti u proudavanju reonomnih
problema pojavljuje sé i pri njihovom proudavanju u proSirenom
faznom prostoru Wén+2.'Naime, pokazuje sSe ne samo na reonomne
probleme, da je nekad pogodno kretanje sistema proudavati u
faznom prostoru, koji Jje prosSiren promjenljivim qozt i Pg- U 1li-
teraturi su poznata dva nalina na koja se uvodi generalisani
impuls Py - U disertaciji su oba metoda navedena, analizirana i

uporedjena.

Osim toga, ne pledirajuéi da to nigdje ranije nije uéi-
njeno, samostlano su izvedene diferencijalne jednacine kretanja
neholonomnih reonomnih sistema i dati uslovi kojima se odredjuju

polozaji i stanja ravnoteZe ovih sistema.

Sa neSto Sirim-:uvodom ovi prilozi proudavanju reonom-
cje

i
nih problema d&ine linu i sadrzZzaj ove disertacije.

Daleko od pomisli da sam ovim radom zatvorila krug
oko teme koja je obradjivana, svjesna da sam problem teze

tek "nadela" i da mom radu mnogo 3to ima da se doda i poJjasni,
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ja se najtoplije zahvaljujem svom mentoru Prof. Dr Veljku
Vujiciéu, koji je imao razumijevanja za moje zastoje i lu-

Ld - - - v i
tanja u radu. Uz njegovu veliku pomoc¢ ovaj rad Jje i okoncan.

Svome kolegi Ranislavu Bulatovidéu, zahvaljujem se

na mnogim korisnim razgovorima i sugestijama.

-
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i
Prouc¢avajuéi razvoj mehanike kao nauke, od njenih pode-
taka vezanih za anticko doba do danaSnjeg doba, primjeéujemo
da je njen razvoj tekao skokovito - mirni periodi smjenjivali

su se sa periodima izuzetne aktivnosti.

Na primjer, vazna otkrida odigrala su se u doba Aristo-
tela i Arhimeda (II i IIT v.p.n.e), zatim Keplera i Galileja
(¥XVII v.) da bi Njutnovim (Newton) "Phiiosophiae naturalis
principia mathematica" (1687.g.) bila stvorena Njutnova meha-
nika. U njoj Je osnovni proplcm'dinamike sistema formulisan
pomoéu Njutnovih zakona, tj. pomodéu Njutnovih jednacina kre-

tanja.

Naredna epoha vaznih otkriéa vezana je za imena Bernulija
(Bernoulli), Ojlera (Euler), Dalambera (D’ Alembert) i LagranzZa
(Lagrange). Sto godina nakon Njutnovih "Principa" LangranZevom
"Mechanique analitique" (1788.g.) otvara se nova oblast meha-
nike - LagranZeva mehanika, u kojoj, da bi se formulisao osno-
vni problem mehanike sistema, treba uvesti pojam virtualnog

pomjeranja.

Sledeéa grupa naucénika Pauson (Poisson), Hamilton
(Hamilton), Jakobi (Jacobi) i Gaus (Gauss)postavljaju temelje
grani mehanike koja Jje poznata kao Hamiltonova mehanika.

U toku poslednjih stopedeset godina u razvoju ana-
liticke mehanike nije bilo (ako se ne uzme u obzir L japunov-
ljeva teorija 6 stabilnosti kretanja) ostvarenja ¢iji bi se
znadaj mogao porediti sa dostignudima slavnih prethodnika .

To ipak ne znac¢i da se u razvoju teorije nije napredovalo.

Posledica svega navedenog Jje da danas imamo takvu
teori jsku mehaniku da ona na izuzetno zadovoljavajudéi nadin

modelira realan svijet.
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I DIO

KLASICNA MEHANIKA REONOMNIH SISTEMA

1. Reonomne veze

Dinamika je nauka koja proucava kretanje, a kretanje
;e moze predstaviti na razne nadéine. MoZe se proulavati u opa-
tajnom prostoru (Njutnova mehanika), konfiguracionom prostoru

‘Lagranzova mehanika), faznom prostoru (Hamiltonova mehanika).

Vaznu ulogu u proucdavanju kretanja u ovim prostorima
imaju "veze". Kretanje mehanidkih sistema je uvijek ogranideno,
ima smisla govoriti o slobodnom Kretanju samo pri posmatranju
jedne materijalne tacdke. Vedé pri kretanju dvije tadke ili bilo
koja dva mehanilka objekta ne mozemo govoriti o slobodnom kre-
tanju, Jjer je njihovo kretanje ogranicdeno bar uslovom da se ta

dva objekta ne mogu u istom trenutku naéi na istom mjestu.

Proudavnaje "veza" tj. ogranidenja na kretanje meha-
niékih sistema zapocinjemo njihovom klasifikacijom. U tom
cilju posmatramo neki mehanicki sistem. Neka se sistem sasto-
ji od N materijalnih tadaka Mi‘(i=1,...,N) ¢ije su odgovarajuée
mase m; . Vektori poloZaja pojedinih tadaka u odnosu na neki
izabrani Dekartov koordinatni sistem'neka su F}, a prvi, drugi
itd., izvod ovih vektora po vremenu oznaden je jednom, dvjema
itd. tac¢kama iznad oznake vektora. Svaki od ovih vektora ?i
ima svoje tri koordinate X; Vi Zj- Umjesto 3N . Dekartovih
koordinata X99 Yq5 Zq5---5 Zy mozemo uzeti bilo koji sistem

koordinata uj:

7"1:\:,{) (J'=")"')5N)

)

uj—_-u_g(xhxj“z“_

Ove relacije moraju biti nezavisne i moraju dopustati

inverziju Sto je obezbijedjeno ispunjenjem uslova:

Vaﬁiq,...\kigw> L0
a<j%r'w 2N )




Ogranicenje kretanju sistema, bilo da ogranicdava
samo polozaje &lanova sistema ili samo brzine ili oboje,
analiticki se izraZava na taj nacdin 3to izmedju vektora po-
lozaja ¢lanova sistema, njihovih brzina i vremena postoje

veze u obliku:
fo{(.\l; n?(-)-;::—);O (O(':/!l""K,i‘:A:"')sN) (17)

a u skalarnom obliku u Dekartovim koordinatama dato je

izrazom:

§oc<ll;,~>(:;,kalg’z,g,h'l;féL"}j,;);O | 1)

dok se u generalisanim koordinatama zapisuje u obliku:

jii(‘t‘\LiC )i&L>>() o

Ovo su najopstiji moguéi oblieci veza. Na osnovu
raznih njihovih osobina mogu se klasifikovati na razne naci-

ne.:

- zadrzavajuée (bilateralne) i nezadrZavajude

(unilateralne veze),

- holonomne i neholonomne veze1)

- skleronomne i reonomne veze2)

1) Naziv potile od Herca

2) 0d grdékih slozenica koje oznacavaju nepromjenljiv
zakon i zakon koji se mijenja, tece
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ZadrZzavajuée veze date su u obliku:

&d(t‘—ﬁ)ﬁ).—-o

i one bliZe odredjuju mogude polozaje i brzine sistema nego

Sto to ¢ine nezadrzavajule veze:

—_ s
:Fok(t,rc T )>O
koje daju samo oblasti u kojima su brzine i polozZaji mogudi.

Holonomne veze hazivaju se jo3 i konacnim ili geo-

metrijskim) ogranicavaju moguée poloZaje sistema:

Sa\(_t.T?\)>C) (27)
ili

:)(‘,L<-t4'x’vn(j&,zt>>© ': d (J ..,5N> (2m)
ili

Jult, )30
One za sobom povlade i odgovarajudée diferencijalne relacije

Z9rad§o< < %20 C(37)

ili

Z (3")

5& o4 af&
Z(am ag i oz~ >am

ili

O D g Cami d ) @m
%Bm (T3t 7 (ot=te )

ali samo u onim polozajima u kojima je_£ﬂ=0.
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Ako se veze zadate u obliku (37?), (3") ili (3?’’) ne
mogu dobiti diferenciranjem nekog sistema oblika (27), (2"),
odnosno (2?’?), one su neholonomne (nazivaju se jos i diferen-
cijalnim ili kinematidkim).

Napomenimo da neholonomne veze mogu na razne nacdine
da zavise od brzina. Medjutim, najvisSe se proucavaju veze u ko-

jima su brzine zadate linearno:

N — —>
)2 6/5(. Ve + 1220
ili ¢
N .o . .
%(AL/‘D)(L+BL/58¢+Q'{:,EL\)+D/}>>O
111

3N , '
%TxﬁJLL+beo (PR 9)

—

gdje su Zl/b, ip > Bipr Cip» Din 1-D funkeije od ko1o)r'dinata i

vremena . Ako je Dﬁ, =0 veze se nazivaju katastatickim. . Ako veze

ne sadrze vrijeme eksplicitno:
f{d(ﬁﬁ )7 0O
S QU g e, X, e, 22

ili

ili
Fa(ee  g)2 0

nazivamo ih skleronomnim.

+

Reonomne veze se mijenjaju sa vremenom i zadate su u
obliku (1?), (1") i1li (1’’? )} u sludaju da su neholonomne, odnosno

u obliku (27), (2") ili (2’’’) ako su holonomne.

Postoji jos jedna podjela veza na idealne i neidealne.

Da bismo je objasnili moramo prethodno uvesti pojam virtualnog

2)

pomjeranja ’.

1) 0d grike rijedi koja znadi uredjeno.
2) Johan Bernuli (Johann Bernoulli) je 1717.g. uveo pojam virtualnog

pomjeranja u slucaju holonomnlh veza, a Furije (Gabriel Fourier) Jje
1798.g. te pojmove prosirio i na druge oblike veza.
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U relacijama (3’),(3")j;(3’”) vektor F}, odnosno
.i’ éi, ili koordinate'ﬁi predstavl ja-

ju brzine dopusStene vezama. Nazivamo ih mogudéim brzinama.

Hjégove koordinate ki’ y

Sistem beskonaéno malih pomjeranja
—
AT =
gdje su F; moguée brzine nazivamo moguéim pomjeranjima. Mogudla
pomjeranja se razlikuju od stvarnih u tome Sto prva ne moraju da
zadovoljavaju i jednadine kretanja. Moguéé pomjeranja karakteri-
Su veze a ne i sam sistem. Lrugim rijeéima stvarna pomjeranja su
i moguéa, ali obrnuto ne vazi. Svaki beskonadno mali vektor koji
lezi u tangentnoj ravni definisanoj jednadinama veza je vektor

moguceg pomjeranja ako su veze holonomne i skleronomne.

Vektor virtualnog pomjeranja koji ima veoma vaznu ulo-
gu u Lagranzevoj mehanici definiSemo kao razliku dva vektora mo-

guéih pomjeranja: .
C{_ﬁ =C(/4F: —d2 ﬁ

Ako su veze holonomne virtualna pomjeranja Cgri, odnosno njegove
koordinate C{xi, (§yi, CSzi, odnosno cgui zadovoljavaju sledede

N
> gradfoy 5735:0
¢ T

relaci je:

odnosno
(9354 Sy o __sj(x CS‘JL.'* jik O Ze ,—O
odnosno N e __

‘} %? Z;GI éLLL~'O

dok u slucaju neholonomnih veza virtualna pomJeranJa zadovolja-

vaju sledeée relacije:
Z 6[bL 5?:3 =0
odnosno Z(AL/’D 5XL ’{“BL(bJ%t . (Jﬁ,f),gb)

3N .
odnosno zl‘DiﬁyétLiiio
C



11.

To znadi da je svaki beskonadéno mali vektor koji lezi u tan-
gentnoj ravni definisanoj jednom od prethodnih relacija vek-
tor virtualnog pomjeranja. U sludaju skleronomnih holonom-
nih veza i katastatidkih neholonomnih veza virtualna pomje-
ranja su isto Sto i mogudéa pomjeranja. Sada smo u stanju da
damo joS jednu podjelu veza. To je podjela na idealne veze i
one koje to nijesu. Pod idealnim vezama podrazumijevamo one
kod kojih je rad reakeija veza na virtualnim pomjeranjima

jednak nuli.
Mi éemo se baviti idealnim, zadrzavajuéim reonomnim
vezama, ogranicavajuéi se ponekad samo na holonomnim vezama.

Akcenat ée uvijek biti na osobini reonomnosti veze, odnosno

sistema na koji veza djeluje.

Navedimo nekoliko primjera reonomnih veza, odnosno

sistema:

1. Materijalna tacka se krede po sfernoj povrsi &iji
se radijus mijenja sa vremenom. Ovo Jje primjer holonomne reo-

nomne zadrzavajuée veze. Jednadina veze bide zadata relacijom

. _% ]
Q:}r l-r V=0
gdje su |F | ,r(t) intenziteti radijus vektora, u
Dekartovim koordinatama jednadina veze je
2
Xtz TRRY =0

a u sfernim koordinatama

2
£ e -rxt)=o
_ (&
2. Dvije materijalne tacke M1 (x1, Yqs z1) i
M., (x2, Yo 22), pricvrSéene su Stapom bez tezine &ija se
duzina 1 mijenja -sa vremenom. Jednadéina veze u vektorskom

obliku je:

[T - |-R&)=0
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a u Dekartovim koondinataha:
2 2 s, =\Z po2
(Xg=Ha)" +( ng—‘j,;)‘*(?fz"'z'z) -C =0

3. Ako je sistemu iz predhodnog zadatka nametnut jos
i uslov da je brzina sredista Stapa usmjerena duz Stapa jed-

nacdine veza dée u Dekartovim koordinatama u ravni biti.

(Xa-3a) +(da-Us V= L2 (4 )=0

\S</(’\"—;(2 _ }:(44—-\-(52__0
Xa— X2 Ui -2
zZ =0

Ovo je neholonomni reonomni sistem.

Postojanje veza (bilo reonomnih, bilo skleronomnih)

otezava re8avanje mehanidkih = problema na dva nadina:

. , . =3
Prvo - koordinate X5 (odnosno #4;, odnosno vektori ry)

nijesu nezavisne veé su medjusobno povezane -jednacinama veza,
samim tim ni diferencijalne jednac¢ine kretanja nijesu neza-

visne;

, Drugo - sile reakcija veza nijesu zadate unaprijed,
oﬁe su medju nepoznatima sistema i moraju se izracunati da
bi kretanje sistema u potpunosti bilo odredjeno. Postojanje
veza koje ogranicavaju kretanje sistema je implicitan nadin
da se pretpostavi djelovanje sila koje nijesu direktno zadate.

Prvi problem se moZe rijesiti uvodjenjem nezavisnih
generalisanih koordinata a drugi formulisanjem problema, tako
da se nepoznate reakcije veza ne pojave u matematidékim relaci-

jama koje opisuju dato kretanje.
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2. Diferencijalne jednadine kretanja (Njutnova,
LagranZzeva i Hamiltonova mehanika)

Posmatramo mehanic¢ki sistem koji se sastoji od N mate-
rijalnih tacaka na koji djeluje k=d+g reonomnih neholonomnih ve-
za datih u obliku :fdf't,P?}.ﬁT ). Pokgzaéemo kako se problem
kretanja ovog sistema resava aparatom Njutnove, Lagranzove i

Hamiltonove mehanike.

Neka na tacke M, sistema djeluju sile F; (i=1,...N).
Ubrzanje i-te taéke_)koje_;bi na osnovu drugog Njutnovog zakona bilo
izrazeno relacijom<3i=]iﬁhineée biti saglasno sa vezama. Medjutim,
uticaj veza na kretanje svake tacke sistema moze se predstaviti

silom Ez tako da drugi Njutnov zakon i dalje vaZi:
— —_ "')v’. . '
mior = Fi+ R Ty (1)

oe

Mo Jo = K+ Rex Mg =Y+ Ry Mz =2c Rz (5)
- - —-5‘ - - - - -
O reakcijama veza Ri unaprijed znamo Jjedino to da dife-
rencijalne jednadine kretanja moraju biti saglasne sa vezama.
(Napomenimo da u slucaju trivijalne veze reakcije veze ne postoje).

Na taj nadin zadatak je nemogudée rijesiti u potpunosti,
jer Jje broj nepoznatih X1Y1Zq9--- ZN’ R1x’ R1y"" RNZ koje tre-
b% odrediti, za 6N-3N-d-g veéi od broja skalarnih diferencijalnih
jednadina kretanja (5)i zadatih jednadina veza. Da bi
ovaj zadatak postao resiv treba postaviti jo3 3N-d-g relacija.

Te relacije dobijamo ako se u nasSem posmatranju ogranidimo na
vaznu klasu tzv. idealnih veza - tj. takvih veza ¢&ije reakecije

na virtualnim pomjeranjima ne vr3e nikakav rad:

Uvodjenjem pojma virtualnog pomjeranja ulazimo u oblast
Lagranzeve mehanike. Dok se u Njutnovoj mehanici sile dijele na

unutrasnje i spoljaSnje, dotle se u LagranzZevoj mehanici dijele
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na aktivne (tj. date) sile u reakcije veza tako da uoéavamo
da klasifikacija sila u Njutnovoj i Lagranzevoj mehanici nije

ekvivalentna.

Prije nego pristupimo izvodjenju jednadina kretanja u
Lagranzevoj mehanici razlozidéemo date reonomne veze na holonomne
i neholonomne gdje se na samom pocetku ogranicavamo na vazZnu

klasu neholonomnih zadrZavajuéih veza koje.su linearne po brzinama:

fo=f, () =0 (o=t d) o
Y= 2 bt Vi +Bp=0 (o=t .9)

Dobro poznatim postupkom iz uslova idealnosti veza i
drugog Njutnovog zakona, dobijamo osnovne vektorske jednadine

kretanja neslobodnog sistema sa mnoZiocima veza:
m@&*?-f%ﬁ rad "}d‘*‘% ra/a"f (8)
¢ A Ok% (::, [o /b% v\,/b :
koje su poznate i pod imenom LagranzZeve diferencijalne jedna-

¢ine prve vrste. Sam dvojni naziv ovih jednadina nagovjestava

prelazak iz Njutnove u oblast LagranZeve mehanike.

Uvodenjem koordinata (u,,.. ubN)—>rL=r1 (U v e e i)
prethodne jednadine se mogu napisati u koordinatnom obliku:

_ d r_
_Q’;,@_‘__@I_Q —ij\d\@i‘f} +%/L/b—a—-f@ (m=4,...3N) (9)
. Su
gdje je T - 'kineticka energija a an— generalisana sila.

. . . . . ’ . ot
iz (8) imaju svoje odgovarajude. koordinate

. od %
An=g NG appgls  (meton30)

Diferencijalne jednadine kretanja neslobodnog materi-

Na taj nacdin reakcije veza —ﬁg__=Z]\o\ngLC%>fd\+Z~/i/bafad?\¢b
L L

jalnog sistema u obliku. (9) nazivaju se LagranzZeve jednacline
prve vrste, tj. Lagranzeve jednacine sa mnoiiocima‘veza. One se
mogu interpretirati kao diferencijalne jednacine kretanja repre-
zentativne tadke u konfiguracionom prostoru \/SN' Nedovol jne su
da u potpunosti rije3e problem kretanja odgovarajuée reprezen-

tativne tacke. Tek kad im dodamo d+g jednacina veza (6) i (7),
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sistem postaje potpun tako da moZemo odrediti 3N+d+g nepoznatih

funkeija |y Jﬂxfﬁﬁ
Uvodeéi nezavisne generalisane koordlnate q1...qn (¢iji broj
=3N-d) |
- 4 r’L -=.
i =t ( ﬁ,. O"’Qv"'vfi/ ) (=AL,N)

diferencijalne jednacine kretanja (9) svode se na oblik:

d oT T Q{,,\-%/L/b-a—:ﬁ—bv— (L=4,..,0) (10)

diji je broj za d manji nego Jjednacina (9).

Ove jednadine poznate su pod imenom LagranZeve jednadine
druge vrstej)Uoéavamo da neholonomne veze iako utiéu na broj stepeni
slobode, ne uti¢u na broj nezavisnih genefalisanih koordinata, Jjer

one ne odredjuju konstante integracije.

\f U slucdaju holonomnih sistema sa potencijalnim silama
a jednadine (10) se svode na oblik |

_.—.——

d =1
8 gx% bgL =0 (4 ") (11)

gdje Je L, =T+V i naziva se Lagranzeva funk013a.

U relaciji (8) - posmatramo kretanje tadaka u
trodimenzionom prostoru i odekujemo u opStem sludaju da brzina,
ubrzanje, aktivna sila i reakcija veze, imaju komponente u prav-
cu svih triju osa. Na taj naéin posmatraé je u stanju da regi-
struje i komponente ovih velidina u tangentnoj ravni na pokretnu

povpéinu i upravno na njih. To kretanje je zapisano sledeéim di-

ferencijalnim jednacinama:

(e B -FO ) o H(M T+ Fe o, = Ri porm * Re tan, (0=heso10)

Kako se kretanje odvija u_gsngentnoj ravni i kako su veze ide-
alne, slijedi da je Q( ton = O i svaka od prethod-
nih jednacina se moZe razloziti na dvije:
—> E? —>
( meae — )horm. = R porm

1) U literaturi su poznate i kao Feresove (Ferres), jer ih je on (1871.g.),
uopStio za neholonomne sisteme.
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(rnLCu.*ft )tCUX“O

» U slucaju (10) kretanje je opisano nezavisnim koordina-
tama, tj. sistem referencije je u samoj pokretnoj povrsi odnosno
hjenoj tangentnoj ravni i sve 3to se dogadja izvan te povr3i,
ne moze se datim aparatom registrovati. Dakle, mi samo moZemo
registrovati tangentne komponente brzine, date sile, ubrzanja
i reakcije veze. No, kako je reakcija veze upravna na povrsinu

(Q.{ =0) na ovaj nadin ne moZemo o njoj nista bliZe redi.

Napoménimo da se pravac tangente pri reonomnim vezama u

datoj tadki na vezi mijenja sa vremenom, dok se u sluédaju sklero
_oL .
Uvodedi generallsane impulse J=9 =3¢ i Hamiltonovu

funkeiju H= /DLQ L= H(f g /J(,) ulazimo W oblast Hamiltonove
mehanike, gdje. je kretanje holonomnog potencijalnog sistema opi-

sano sistemom od 2n diferencijalnih jednadéina prvog reda
ot OH Gy =- oH

¢ = .

éV% éﬁ?z

Nastanak i1 razvoj Hamiltonove mehanike vezuje se za
30. godina XIX vijeka, kada je Hamilton postavio svoj opsSti metod.

dinamike na osnovu optidko-mehanidkih analogija. Dva rada koja

nomnih veza mijenja samo od tacdke do tadke.

(i=1,...,n) (12)

je u tom perlodu objavio dine osnovu na kojoj se razv13a anali-~-
tic¢ka mehanika XIX vijeka. D

Izlaganje svoga metoda integracije jednacdina dinamike
sistema Hamilton zapoéinje razmatranjem Kkretanja nekoliko slobod-
nih materijalnih tacdaka koje se nalaze pod dejstvom uzajamnog pri-
vliacenja i odbijanja.

U svom drugom radu Hamilton daje novu formu jednacina
kretanja slobodnog sistema tacdaka u proizvoljnom krivolini jskom
sistemu koordinate q,....ﬂPN. Polazedéi od D’ Alamberovog prin-

cipa on izvodi Lagranzeve Jjednac¢ine u kojima umjesto izvoda

1)-On a general method in dynamics, by which the study of the motions of all
free systems of attracting or repelling points is reduced to the search and
differentiation of one central relation, or characteristic function. -
Philos. Trans. Roy.Soc.London,1834.pt II,p.247 - 308.

~ Second essay on a general method in dynamics.-Philos.Trans.Roy.Soc.London,
1835, pt I.p. 95-144.
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* 1

. 3N
al....43

uvodi nove promjenljive, dobivs3i na taj nadin svoj

'poznati sistem kanonskih jednadina (12), s tim da je n=3N

za slobodan sistem.

ﬁamiltonovi radovi inspirasili su mnoge naudnike tokém
XIX vijeka. Medju tim radovima vazno mjesto zauzimaju radovi
Jakobija (Jacobi) koji se nepdsredno nastavljaju na Hamiltonove
rezultate dajuéi im op3tost. Jakobi iz LagranZevih jednadina dru-
ge vrste izvodi kanonske jednacdine ne samo za slobodan sistem,

veé i za sistem podéinjen holonomnim vezama.

Napomenuéemo da su jo$ 1809. Lagranz. i Puason : neza-
visno jedan od drugog izveli jednadine sliéne Hamiltonovim kanon-
skim, ali ni jedan od njih nije ih uodio kao osnovu jednacine
kretanja (to Jje uéinio tek Kes3i - 1831). Hamilton ih je, kao
éfo smo pokazali, izveo 1834. iz osnovnog varijacionog principa
i postavio ih u temelje dinamicdke teorije, tako da one zaista

zasluzuju da nose njegovo ime.

Sledeéi korak je bio da se -pokuSa sa primjenom ove teo-
rije i na neholonomne sisteme 3to je, na primjer, uc¢injeno u
f19] a takodje i na reonomne sisteme vidjeti [17] i [25]. Usloz-
njavanje problema nametanjem neholonomnih i reonomnih veza ima
za posledicu da se kretanje sistema ne moZe zapisati kanonskim
jednadinama (u smislu da se mogu zapisati u obliku (12)) ali
imaju slic¢nosti sa njima. Zato ih nazivamo diferencijalnim jed-
nac¢inama u faznim promjenljivim i one ée detaljnije bite izvedene

u drugom dijelu ovog rada.

Dok nam se ¢inilo pogodnim da uvedemo odredjenu geome-
tr;ju u konfiguracioni prostor i pokazalo‘se da je to Rimanova
geémetrija, situacija je sada drugadija. Fazni prostor nema
odredjenu metricéku strukturu i radi pogodnosti moZemo pretpo-
staviti da su qi i Pj postavljeni kao pravougaone koordinate
2n dimenzionog Euklidskog prostora. Euklidska geometrija je do-
bra kao i bilo koja druga)jer ne postoji odredjeni razlog za

uvodjenje metrike u fazni prostor.

Udvostrucavanje dimenzija faznog prostora ima velike
pogodnosti. Jedna od njih se uocava ako razmatramo geometrijsku
interpretaciju ukupnosti svih puteva prvo u LagranZevom konfi-

guracionom prostoru, a zatim u Hamiltonovom faznom prostoru?ﬂ

X) Ovaj naziv potide od Gibsa (Gibbs).
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Reprezentativna tadka u oba sludéaja opisuje krivu. Medjutim;
mnoga teorijska istrazivanja ne bi se mogla obaviti ako izdvo-
Jimo samo jedno, partikularno rjeéénje (koje odgovara specijal-
nom izboru podetnih uslova). Kretanje moZe poleti iz svake tacke
konfiguracionog prostora u svakom pravcu proizvoljnom poéetnom
brzinom. Nemogude je dobiti uredjenu reprezentaciju svih tih
puteva. U faznom prostoru kretanje je predstavljeho jednadinama
prvog reda. One odredjuju brzinu tadke ako je zadat njen poloZaj.
Kretanje moZe poceti iz bilo koje talke faznog prostora, ali na-

kon zadavanja Jjedne tadke kretanje je jednoznadéno odredjeno.

Kompletno rjeSenje kanonskih jednadina (12) je poznato
ako su zadati ql i P kao funkcije vremena 1 2n konstanti inte-
gracije, koje mogu biti predstavljene kao 2n koordinata u trenut-
ku t=0.

i 1 1 n

q = ff (q07 - ey qO’ p-lO"’-'; pno’t)
_ e n

pi = gi (q07~---’ qO’ p-lo_y-"-’ pno’t)

Ovo rjeSenje se moZe predstaviti na uredjen nacin bez
ikakvog preklapanja ako 2n koordinata qi i Pj smatramo razlicéi-
tim dimenzijama faznog prostora. Slika je jo3 preglednija kad
faznom prostoru dodamo jos jednu dimenziju uvodjenjem koordina-
te q°=t. (Kartan taj prostor naziva prostorom stanja). U tom slu-
caju dobijamo mnogostrukost krivih koje se nikad ne presijecaju.
Ako bi se presijecale znadilo bi da su mogudée dvije tangente u
jednoj tadki faznog prostora, a to bi protivrjedilo principu

determinizma.

Hamiltonova mehanika nema prednosti 3to se tide inte-
gracije diferencijalnih jednadina, ali nudi druge prednosti:
dublji pogled na proudavanje dinamidkih sistema; isti status
q i p (8to nije sludaj sa q i é)X);omoguéava veéi nivo apstrak-
cije. Takodje Jje superniornija u pogledu indirektne integracije
pogodnom transformacijom promjenljivih. Kako ciklicke koordinate
vode integralima kretanja, indirektan metod integracije se sasto-
Ji u transformaciji koordinata na taj nadin da se dobije Sto vise

ciklidkih koordinata.

b ~ . .. . , .
X) q i q su povezani nezavisno od nacina na koji se sistem kreée, a q i p
su povezani preko samih jednad¢ina kretanja.
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Vratimo se poznatom zadatku i rijeSimo ga na navedene
na¢ine. Posmatramo kuglicu zanemarljivih dimenzija koja se na-
lazi na glatkom horizontalnom stolu. Za kuglicu Jje privezan
konac koji se brzinom a uvlaci u otvor na stolu. U podetnom
trenutku kuglica ima brzinu vV, upravnu na konac, a duZina kon- |

ca u tom trenutku je R.

Zadatak tretiramo kao reonoman problem i veze u polarno-
cilindarskim koordinatama su:

&4:‘;% =0
3(2:—'»6" - (R—Qt)

Lagranzeve jednacdine prve vrste su:
Mma =N\, grad? £, gradu?% 2 -G

gdje su

Qrad §4={O.O,4} grad §2= {1,0,075 G:{o,o,——m%g
Potpuni sistem od 5 jednadéina sa 5 nepoznatih je:

. 03 - . -
mar=m{Ff-rrH=Ny Qe =m(F+26°)=0

mogy=mz=M-mg = z=o | r-R+at=o
a rjeSenje ovog sistema je
= PR- - RUs — = M{RVUs"
r—R.Q%/) \P—m, .Z—-O, j\/i—m% ,]\’2’:-—-————-—~~~~~-'_

(R-aty
(R )Y

tako da je sila u koncu {QQ;=WQEE?~—TTB a reakcija podloge Jje

R4 =g
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Pomoéu Lagranzevih jednadina druge vrste u nezavisnim

generalisanim koordinatama zadatak rjeSavamo na sledeéi nacdin:

Odredjujemo broj stepeni slobode n=3-2=1 i Zza neza-
visnu generalisanu koordinatu uzimamo polarni ugao‘f . Kinetic-
ka energija, potencijalna funkeija, Lagranzeva funkecija i gene-

ralisana sila su:

T= rﬁ!—m[a—l—(R at)‘f’] V=0
L =T~V=m2 [QQ—*(R—O}@ZK&)Z] . Q= m@z'é%c=

Jednacdina. kretanja je

d oT _or_ V2870 —» mR-ak)?P=mUsR
Fe 5F 5P~ —»at[mﬂz L) |=

RUZ

“a(R-at)

Preostale dvije jednaline kretanja z=0 i r=R-at dobi-

tako da je rJesenJe \f

jaju se direrektno iz jednacina veza, a sila u Koncu i reak-
cija podloge ne mogu se na ovaj nadin odrediti. Za to je po-
trebno postaviti dodatne jednaéine. U ovom sluéaju mogu se
napisati diferencijalne jednadine kretanja u polarnim koordi-
natama koje, posSto su konadne jednadine kretanja poznate, nepo-

sredno daju rjesenja za reakcije veza:
rn (RUs )%
(R-aty’

m(r-re?)=R. — R
M(rP+2rP) =0
hﬂ§i==-—r7¥34-92. - 122_:= rnﬂa

Primjenom Hamiltonovih kanonskih jednacina postupak je
sledéeéi: Nezavisnoj generalisanoj koordinati \P (koja je kao
i LagranzZeva funkcija L, odredjena u prethodnom zadatku), odgo-

vara generalisani impuls p

;{)L I {mfats (oot ) P =m (R aﬂz\oqf‘rn@ at)?
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i Hamiltonova funkecija H

2

— '_ __P _maQ
=Pl =ty =3

Odgovarajuéde kanonske jednacine su

e .
P = traxye =0

tako da su njihova rjesenja

a(@-at) T °.

Kompletno rjeSenje (jo3 dvije konadne jednacine kretanja i
reakcije veza) posebno odredjujemo kao Sto smo to na primjer

pokazali u prethodnom sluéaju.
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3. Integrali diferencijalnih jednaéina kretanja

Zbog izuzetne vaznosti koju imaju prvi integrali na
proucavanje kretanja mehaniékih sistema, nastojimo da ih odre-

dimo i u slucéaju reonomnih sistema.

Za razliku od skleronomnih sistema sa konzervativnim
silama za reonomne sisteme ne vazi zakon o odrzanju energije u
smislu njene definicije u Lagranzovoj mehanici. Medjutim, u lite-~
raturi je uobicajeno da se i prvi integraii jednac¢ina kretanja
.koji imaju dimenziju energije nazivaju integralima energije. Po-

znati- su
- Jakobijev integral T2-TO=K(g,t)+h i
- Penleveov(Painleve) integral T2-To::K1(q)+K2(t)+h,

gdje Je T2 - kvadratni élan u odnosu na brzine u izrazu za kine-

tic¢ku energiju, Ty - slobodni ¢lan u istom izrazu, K, K, i'K3 -
funkecije odredjenih osobina.PokaZimo pod koJjim uslovima ovi inte-

grali vaze.

S tim ciljem Ppolazimo od zakona o promjeni kinetidke ener-
gije koji glasi: Promjena kineticdke enérgije nekog sistema na ele-
mentarnom pomjeranju jednaka je radu aktivnih sila i reakcije ve-

za na tom pomjeranju:

AT= dA

n1 ¢ Ofm
= af‘m

Zbog idealnosti veza slijedi Ryn,- =0 , pa je ,

| . ‘ og*
AT=QL d3L+(QD+Qé Jdt gdje je
8rw1 !

Qi = zrmag“ Qo Z Fn 5B, Oa=Z RO
81 aT - at +0) +Q_o , odnosno

a g
0" d Tt (33

Sada Jje:

) d @g )'i Qi §*+0o+0s0 - gtT
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Grupisanjem sabiraka dobljamo

o7 d ar ) ) O 4+ 9T

(a ogl dit oot a "+ ‘ca Qo=Glo +57-
a daljim sredjlvanjem '“

‘QGLHQ\ CL (:[ﬁlﬁfT}) :Qo—-Claﬁéir
Kinetidka energija T je

T:Tl""T/"*'TO
tako da dobijamo

200 —-—— CZTQ“"T Tz TO) Qo - @o-f-a—r

ﬁ ° ot

Kako je %’Tz&kg +Q»O+®‘o
slijedi . 'f__Ci T Eyr

<ibg1 =at <|1 —EDB-F‘EH;.
odakle je

T Ol

g_t(Tg-'o>=&g—éT

Ako postoji takva funkeija K(gq,t) da je
Chg 5‘!‘

slijedidée Jakobijev integral

~T2f:TO’=t<+¢k
S?ecijalan sludaj Jakobijevog integrala je Penleveov integral

To-To=Ka(Q)+ Ky (R)+ R
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1. Osnovne karakteristike novog pristupa

rjesavanju mehanike reonomnih sistema

Tri osnovne karakteristike novog pristupa rjesavanju

mehanike reonomnih sistema su sledede:

a) Njutnov pristup u formiranju mehanicdke (taénije

potencijalne) energije. Ovaj se pristup razlikuje od LagranZevog

u tome 3to se u izrazu za rad, pa na taj nacdin i za potencijalnu
funkeciju, odnosno potencijalnu energiju pojavljuju osim aktivnih

sila i.sile reakcije veze. Naravno zbog idealnosti veza

slijedi da Jje
5 D A
Zbog ova dva razlidita pristupa u formiranju potencijalne ener-

gije pojaviée se i razlika u formiranju Hamiltonove funkcije H.

b) Kretanje se posmatra u prosSirenom konfiguracionom

prostoru V koordinata J;xf{-xf:t.Na taj nac¢in vrijeme t dobi-

ja isti stgzgs kao i bilo koja koordinata q. Ideja da se konfi-
guracioni prostor prosiri koordinatom t je veoma stara i susrije-
édemo je jo3 u LagranzZevoj "Mechanique Analitique" iz 1788. godine.
Cgk i kada vrijeme t ne ulazi eksplicitno u LagranZevu funkeiju
pékazuje se da upotreba proSirenog prostora ima svojih pogodnosti
(npr. veéa sloboda transformacija). Napomenucéemo da u V_ prostoru,
posmatramo kretanje tadke po krivoj i da u tom prostoru defini-
Semo metriku uz pomoé k.imetj‘;i':lece..:ener’gi‘je,.~’\l".m._1 Jje geometrijski prostor u smi
da ne posmatramo kretanje tacdke po krivoj,veé samu krivu u pro-

storu i u njemu u opsStem slucdaju metrika nije definisana.
Prelaskom na proSireni fazni prostor W2n+2 postavlja se
pitanje koji Jje to generalisani impuls Pe koji odgovara genera-

lisanoj koordinati qozt.

1) Oznake H”, L', V¥ odnose se na Njutnov pristup, a H, L, V na LagranZov.
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Imamo dva razlidita odgovora na ovo pitanje.
Metod (1)

U ukupnoj dosadasSnjoj literaturi koja tretira ovu proble-

matiku generalisani impuls p, postulira se na sledeéi nacin

“4) .
730 =—H (1.1)
pod uslovom da postoji Hamiltonova funkei ja,
tako da su dvije jednadéine koje treba dodati postojeéim kanon-

skim jednac¢inama (12) sledede:

(1)
o _ 4 dps’__ o (1.2)

o ot~ ot

Ako uvedemo funkeiju
= /)
H = +H=0 (1.3)
prethodne jednaéing zajedno sa 2n,jednac¢ina (12) zapisujemo

do™ IH* dp_ OHT

L é»qu ot é&%ﬁ‘ |
Ovako je radjeno u djelima Vitekera, Jakobija i Gantmahera.

(ﬂ"Qﬁun) (1.4)

Metod (2)

U [ﬁi] generélisani impuls P, uvodi se kao
(2)___Zm.“y“? on;
[Po™ =2 I Sz (1.5)

dakle na isti . nadéin kao i svi ostali generalisani impulsi p
(p=1,...,n). U ovom sluéaju Hamiltonovu funkeiju H* formiramo

na slededéi nadin: ‘
v ;7 X —
H*_—:/a/zo?//—é | (f=0,1,...,n) (1.6)

U ¢emu je razlika izmedju Hamiltonovih funkecija u ova

dva slucaja:

U Metodi (1) Hamiltonova funkecija je jednaka nuli..
Formirali smo je koristeéi LagranZov pristup, ‘tj; u njoj nijesu

n

sadréani”potencijali reakcija veza. Izlazi da je ona
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Jednaka nuli bez obzira kakva je sveukupnost sila koje djeluju
na posmatranu reprezentativnu tacku. Na taj nadin jednacine

(1.2) nam ne govore nisSta novo o sistemu, veé nam samo pomazu
da prelaskom na proSireni fazni prostor moZemo zadrZati kanon-

ski oblik jednadina (1.4).

U Metodu (2) koristimo Njutnov pristup tako da H® sadr3i
1"
i,potencijal reakcije veza. Pokazuje se da Jje ovako definisana
Hamiltonova funkeija H* jednaka totalnoj mehanicékoj energiji

u Njutnovom pristupu

: o *
-—f.) o’ L7 =pa g/ ~T+Epp=E"/meh.
Sto je vrlo vazan zakljucak.

Dvije dodatne jednaéine dobijene primjenom Metoda (2) su

36_; - e RO,
/\j, a d O \/QF JC C:? o
¥ /N
Kako je kineticka energija 7;ﬁ%2:/ﬁ¢@@2 , prethodna relacija se,
¢

uzevsi u obzir drugi NJjutnov zakon, dobi ja sledeéim izvodjenjem

e :%*(%—/(75”) =T (m e st i 3/[)’ AR )5

it ‘dtot
odnosno
dpee 2L oy Qor Qo = S (T+V7)
Kako je T+V =L _p“du—H dobljamo
>
chowJ9[*_. > é”y#=__gyi
Eﬁ?”é@" (L);? ~H ) ot éQé

Primjenom Metoda (2) kretanje reprezentativne tadke se opi-

suje u proS3irenom faznom prostoru jednadinama (1.4).

Veza izmedju Hamiltonovih funkeci ja H® u prosirenom prostoru

i H u neproSirenom prostoru je slededa
H"“.:/aﬁjﬁ-g "= o+ fug’t L~ FH) = po+H~F(¢)

gdje Je

F )= T, 427~ (G + 5K )oit

kao Sto éemo kasnije pokazati.
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Porededi ova dva metoda, zakljucujemo da imaju
sledeée zajednicke osobine:

U slucaju skleronomnih sistema ova se dva metoda.

svode na isto.

Generalisani impuls Po je konstantan kad je njemu
odgovarajuéa koordinata q°=t ciklidka, tj. kad je sistem sklero-

noman (3Sta vise Pq je u tom slud¢aju jednako nuli).

Razlike su sledede:

U Metodu (2) Py je definisana kao i svi ostali pg,

a Hamiltonova funkeija H* ima isti oblik u Wén+2 kao Sto je
~imala u W2n. Za tako def‘inisane.po i ¥ moguée je da prelaskom
na prosSireni prostor jednadéine zadrZe kanonski oblik, dok u Me-
todu (1) unaprijed postavljamo taj uslov i on uslovljava defi-
nieiju p_ i H*.

Pokazuje se da je primjenom Metoda (2) Hamiltonova
funkei ja H*-jednaka totalnoj mehanic¢koj energiji E*'definisanoj
Njutnovim pristupom, Sto je jos jedna analogija sa skleronomnim
sistemima. Cak se pokazuje da je ona konstantna jer su sve sile
potencijalne.*) '

Metod (2) se ne moze primijeniti na svaki sistem kanonskit
jednadina, tj. funkcija H”* mora da ima odredjene osobine da bi se

ovaj metod primijenio.

Na osnovu navedenih zakljucdaka u poredjenju ovih dveju
metoda za prosSirenje faznog prostora dajemo prednost drugoj me-
todi i odlucdujemo se za nju u daljem radu ne samo iz razloga
égo smo prihvatili Njutnov metod u formiranju energije veé i

zbognjenih navedenih osobina.

c)Reonomni problem tretiramo kao sloZeno kretanje tako

da kretanje tadke, odnosno tacdaka po vezama uzimamo kao rela-
tivno kretanje, a kretanje tacaka zajedno sa vezama kao pre-
nosno kretanje. Ideja da se kretanje tacaka pc pckretnim vezama
interpretira kao sloZeno kretanje je veoma stara. U svojim ra-
dovima su je koristili Johan i Danijel Bernuli, Ojler, Klero i
drugi. No oni su se ogranicdavali samo na jednostavne sludajeve

reonomnih veza (nagnuta strma ravan koja se translatorno krede.

et

%) vidi [ 17]
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ili obrée oko neke svoje ose). Koliko Jje nama poznato ideja
da se reonomni problemi tretiraju kao slozeno kretanje, ne
ogranicavajuéi se ni na kakve specijalne slucajeve (Dakle i
kada se veza deformiSe, a ne samo pomjera u prostoru) se prvi

put susreée u [25] a razvija se na kinematic¢ke probleme u [29}.
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2. O kretanju reonomnih neholonomnih sistema

Posmatraéemo mehanidki sistem koji sacdinjavaju materi-
. v . Voo e . v . —
jalne tacke Mi(1:1...,N), mase m;, ciji su vektori polozaja r; .-
PoloZaj svih tacdaka sistema nazivamo konfiguracijom Zr.

Kada se tacke krecdu vektori polozaja su funkcije vre-

mena 1 reladije
— —_—
re=re(t)
predstavljaju konaéne jednacine kretanja sistema u vektorskom

obliku.

Ako kretanje posmatramo u odnosu na Dekartov pravougli
sistem koordinata odgovarajuée skalarne konac¢ne jednaline kre-
tanja ¢ée biti

; — , —L ¢ e . —— -
X =x (£) Yo=Yt =2 (L)
Uvedimo. koordinate u; na sljedeéi nacin

e ’ . A ‘__~ Q.‘

we=a (e, ... 2, t) (i=4,.. 3M)

Na taj nadin sistem skalarnih jednadina moZemo Jjedno-
stavnije zapisati:

=i (t)

Odmah moZemo reéi da umjesto da posmatramo sistem od N
tacaka u trodimenzionom opazajnom prostoru, moZemo govoriti o
kretanju jedne (reprezentativne) tadke u 3N dimenzionom euklid-

skom prostoru E3N koji ¢éini skup od N tripleta E3 euklidskog

prostora.

Ako na posmatrani mehanidki sistem djeluje d holonomnih

reonomnih zadrzavjauéih veza

}d(t,ﬁ,,ﬁ)iO (2.1)
bide

dj[du_O (2.2)
at |
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Relacija (1.2) se moZe napisati na slededi nadin:

dfa adf. Cc:iruraﬂ 0

— T

at
gdje Je

i’y
dE

Tako se relacija (1.2) moZe predstaviti u slededem obliku:

IAl — . \
> grad , Vi+57=0 (L=tnj a=4.,d)  (2.3)
rL o .

Da su veze skleronomne,relacija (2.3) bi se svela na

Il s
@(\a%f&.ui——o | (2.4)

pa vidimo da su u tom slucdaju gradijenti veza upravni na brzi-

nama tacaka mehanidkog sistema.

e ~ v ~ . . s
Brzinu Vi svake tacke mozemo razloziti na dvije kompo-

nente:

- prenosnu, jer se tacdka nalazi na vezama koje se kredu, i

- relativnu, jer se tadka krede po vezama.

Ako na taj naéin posmatramo kretanje sfétema,relaciju
(2.3) napisadéemo u obliku ’
N —_— —, af .
. J . N !
Z%r&d?fot(um Ure )+ =0 - (2.5)
t

T ot >

Kako je relativno kretanje tadaka kretanja po vezama relativna

. hd - 2’ N '3 - . , -
brzina svake tacke bice upravna na gradijentima _veza, ¥J.

N —Y
> gf‘OLd.__9 fd\ ' JrL, =0 (2.6)
1 i

Na osnovu (1.6) relacija (1.5) se svodi na

Zgrcui,u Uf% -@j—d

{"":
O

(2.7)
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Ako koordinatama ui(i=1.;..,3N) dodamo koordinatulzozt,
smatrademo da se kretanje reprezentativne tacke vr3Si u 3N+1
dimenzionom konfiguracionom prostoru V .. Jednacdine veza

3N+1
(2.1) u tom slucaju napisadéemo u obliku:

’.Srd\(u'o; -r—:)"‘,F'z>:jcol.<uao}u4,..,.u$(\1)=o (2.8)

Iz ovih jednac¢ina vidimo da svih 3N+1 promjenljivih u;
(i=0,1...,3N) nijesu nezavisne, veé medju njima postoji d veza,
tako da su n+1=3N+1-d nezavisne. Sada bismo mogli preko n+1 ne-
zavisnih promjenljivih Ugse--sUpy izraziti preostalih d promjen-
1jivih uy 1""’u3N' No, Toéemo uvesti i nove nezavisne genera-
lisane koordlnate q =t, q ,...,qn, pa svih 3N+1 promJen131v1h

uy izraziti kao funkeciju od q (/‘-O 1,..,n)

MZZM?(&O;“/(Q/?L} (4 =04..,M) , (2-9)

Jednac¢inama (2.8) odredjen Jje dio prostora V3N+1 i

nazvacemo ga potprostorom Vn+1 prostora V3N+1‘

Skalarnim jednaéinama (2.9) u vektorskom obliku ée odgo-
varati jednadine:

o= (Q ;7 09 Q) - (2.10)

Jednadine veza (2.8). kada su u njima stare promjen-
ljive ui izraze pomodéu novih qﬁﬂ prelaze u identiénosti

][o< (QO,Z”,.,,Q’"“'}!—EO (2.11)

Kako ¢ée izgledati jednadine (2.3) i (2.5) u prostoru

Vn+1’ odnosno u novim koordinatama q *?

Zbog (2.10) vektor brzine i-te tacdke je
U d/'l @0 ‘(QALM’—: ______ O / ;
LT == My L
ot 53’ ‘ (27 Yoy Y

Na osnovu toga Jje:

O-,C(JL__ngaaf a’;y ./y _:Zyn’w (‘9" o a’” 3@2.12)

(30//
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Kada bi veze bile skleronomne vektor polozaja i-te tadke

ne bi eksplicitno zavisio od koordinate qo. Tada Jje, naime,

re=r(9/.,9")
a brzina i-te tacke je
_ dir”_ o
U% dt Ciﬁucx

U tom slucaju postojalo bi samo relativno kretanje tadke

po vezi, odakle zakljucdujemo da je u relaciji (2.12)

: — —
OF i _ |2

é%yﬁbcﬂ : (2.13)
gdje je Vii - relativna brzina i-te tacke i ona je data kao
—

zbir komponenata u pravecu koordinatnih osa, jer jec5ac;
4

bazni vektor prostora W u kome bl se tacdka kretala da ga nijesmo

prosSirili koordinatom q°=t.

Uporedjujuéi (2.12) sa (2.5) zakljucdujemo da je

Uﬁl:éfg ‘(2.14)

Na osnovu ovih razmatranja relacija (2.7) se mozZze napi-

sati u obliku

grao/ J&a/‘ a&;&-—O (et=1..,d) (2.15)

.Napominjemo i to da relaciju .(2.2) .u..odnosu na nove

- o n - . - .
koordinate q ,...,q , mozemo napisati u obliku

dj;”x—_—vaj&_ .o?'/&:O (2.16)
at ao?/“
koju moZemo protumaditi na slededéi nadin:

Ok

= =~ koordinata gradijenta skalarne funkci je
oA & Fet

7 Kontravarijantne koordinate brzine reprezentativne
&7 tadke na ose koordinatnog sistema u prostoru Vn+1’
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tako da se (2.16) mo%e predstaviti i u obliku

> -
df&—f]'”aﬂ/}fo('(fzo (2.17)
(,.

Relacija (2.17) je istog oblika kao (2.4) pa zakljudujemo da
uvodjenjem koordinate uozb, odnosno kasni je q°=t, razlika izme-
dju skleronomnih i reonomnih sistema u zapisivanju nekih rela-
cija stoji samo u broju dimenzija, umjesto n za skleronomni,

imamo n+1 za reonomni sistem.

Neka na posmatrani mehanicdki sistem, osim holonomnih
veza djeluju neholonomne koje su takodje reonomne i zadrzavaju-

ée i neka su one linearne po brzinama. Dakle,

\&) /& U-+@:: (jo=1..,9) (2.18)
gdje su

gﬁl ——5/;,¢ (Yf /s (¢, Uy, .., Lspn )

£, = 5/b(t,f;‘,..,fz)= Lol 8, ey, ., tagn)
bide

U prosirenom prostoru W3N+1

/é/gl - 6/5‘~ (’LLO ) U\BN) y g/b: c,:/f) ([J"O, iy u3~)

U proSirenom prostoru W 1 jednadine (2.18) de biti oblika

odnosno

* i
97+ =0 (2.19)

__~> A>~>-
¢/") ¢ "‘Z /31 dQ/” (ﬁ’:llx"lg/' /(1’::041" l’L)
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Jednadine (2.19) moZemo napisati tako da one budu homo-

gene u odnosu na generalisane brzine. Imamo, naime

qj L - (2.20)
rofe S |
gdje smo uveli oznake

(/Q:/I:-':Q>

* - N
gb/b/“ :@'b,u» 34'330 :@%D—I- E/b (=G4 n)
(p=tes )

\

jer je q°=o0.
Odavde vidimo da su vektori Q@@Q, upravni na brzinu reprezenta-

tivne taékq pri njenom kretanju u prostoru Wn+1'

Sto se tide neholonomnih veza, uodavamo da smo uvodje-
njem koordinate qO postigli da jednacine veza koje nijesu homo-

gene po brzinama,napisemo u homogenom obliku.

Sve brzine dﬁLnijesu nezavisne, veé su povezane pomodéu

g Jjednadéina (2.20).
Ako jednacine neholonomnih veza napisSemo u obliku

G 34 G =0 (7=01.m=n-0)

!
— L4414 .., FL
{/6“/ o T )
i odredimo vektore - takve da je

/65‘ £ oy St
@?30\'/ LC :JO(’:{ ' J{(//

/ Q ,
neholonomne veze ¢e biti zadate u formi eksplicitne zavisnosti

g zavisnih generalisanih brzina od preostalih m+1=n+1-g, tj.

/

b T e + X ! -
go\:f;ga:_ a('oQ P (X=01,.. ;M= mett..n) (5 21)

.. !
gdje je (p«’' Vo o ! foed
f%("“/,éwk£_ 72 ::géﬂpé
Iz (2.21) proizilazi da je

) Cf(! i o(,/ °<— | |
O{S{ =1z Jg (2.22)

gdje Jje Cf oznaka za varijaciju.
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Odavde bi zakljucili da su sv1<£9 nezavisni, ali uzimajuéi u
obzir prirodu koordinate q i definiciju pojma varijacije koo-
rdlnate, odnosno virtualnog pomjeranja, smatracemo da JeC{q =0,

pa ée nezavisna virtualna pomjeranja biti:
Jg O%Z_,--, g

Kako broj nezavisnih virtualnih pqm3erah34 o@redJuJe broj’ ste-

-~ -
’

/ ~

pena slobode, posmatrani mehanlcklj/lstem ima :/stepena Slobode.

U prostor V[ metriku uvodimo na sleddéi nadin

+1
d&:aﬁvdgﬁdg‘f - (pav=91.,n)
gdje Jje
ds2 - kvadrat 1linijskog elementa

£W17— kovarijantne koordinate osnovnog metricénog tenzor:
odnosno

Qny=> m,o% o7, (2.23;

tako da je reprezentativna tadka, &ije kretanje posmatramo, jedi-

nicne mase.

Pored generalisanih koordinata qo,...qn, definisemo

generalisane impulse

<9a
o= thm 53/1 - - (2.24)

tako da je
A Vil |
o=, Ml = (2.25)
fro=7 miU 57

Na osnovu (2.23) relacije (2.24) napisademo u obliku

¢ (a‘ P Y —
/J/I‘Z ai;l F’OCZ Ly QY (=G4 ) (2.26)
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~ Kako je det(alzp)vu opStem sludaju razlidita od nule, mo-
goéuje Jje nadé¢i kontravarijantne koordinate ovog tenzora iz

jednakostiry ,m__Cffl* 1 J_ 3
L d/ae —Ye T 0/ v ED

Odavde je

Py (&, I=01,.,n) (2.27)

Jednadine neholonomnih veza (2.21) se mogu dati i pomoéu gene-

ralisanih impulsa na sledéei nadin:

ivi S ALY
a” ey = a” py=0

odnosno

(C?_O( V-VD;QOIV)P;: ( Ol——-O, 4; , I )
0(,: m*f’ll ,rb) (2.28)
<y =0,1, ) rL>

Iz\(2.28).vidimo da medju n+1 generalisanih impulsa
postoji 9 veza i da'je samo m+1=n+1-g od njih nezavisno. Ako
iz konfiguracionog prostora predjemo u fazni prostor w2n+2,
koji je odredjen koordinatama qo,...,qn, Pos---1Py> vidjeéemo
da ée se tacdka kretati u onom dijelu tog prostora u kome je u

svakoj tacki ispunjen uslov (2.28).
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3. Diferencijalne jednacine kretanja reonomnih
neholonomnih sistema:u faznim -promjenljivim

Neka na posmatrani mehanidki sistem, dije je kretanje
ograniceno sa d+g jednadina veza (2.1) i (2.18), djeluju aktiv-

ne sile ?}. Diferencijalne jednacine kretanja u vektorskom obliku

ée biti
— — =
. ¢ — . < ;o .1
Qi =F;+Ri (<=1,.,N) (3.1
; - ubrzanje i-te taclke,
ﬁi - rezultujuéa sila reakecija svih d+g veza.

Kako smo pretpostaivli da su veze idealne, rad sila re-

akcije na virtualnim pomjeranjima je po definiciji Jjednak nuli-

ch dri7 = ' | (3.2)

(/£Z=:C%4,-

gdje Je O a/. '
—> ¢ 4 4 4
Jﬁ - ag/— d:g/ D JQ/‘ ( L= l: 2/ .

-~

el

jer je, kako smo vedé ranijeInetpostavili(fqozo, pa ¢ée biti

> .
7‘, c? EY "7:(/ (//: foon ) M )
59 c.?‘ (o(/:/’)’)+'f,--,i/2,)
Zbog (2.22) prethodna relacija se svodi na:
> (O el a/,) e
d7 (agf?“ z,b%?d J (3.4)

Skalarnim mnozenjem relacija (3.1) vektorima virtualnih pomje-

Cf—% C9F

(3.3)

ranja i sabiranjem pgo 1 dobija se
"/ . —_—> —_— \ >
> (me@-Fi-R ) dr’=0
L

Zbog (3.2) slijedi da je

N N
S (mMmece-F )di7=0 (3.5)
(.
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Relacija (3.5) se, zbog (3.4), moZe napisati u obliku:

J af \ o .
> (R NG+ P52 )89 %0 (#etimictermmn
Zbog nezavisnosti(é?fgva jednaéina se raspada na m Jjednacina
oblika N 3
7 o<c')r
LZ(mtaL “/(a;b + Pt c) =0
odnosno

Fe @c% @704

Lijeva strana ovih jednac¢ina moze se predstaviti na sledeéi

Z(mcabg;., /ma?%f; ‘f%) Z(ﬁ&’“‘ Frort L) Gee

nadin ,
s OFF OF o' Df# oot i
mi = DR«
Z( @&Q%*m@h T e e (3.7)
jer je
9// dk Or D Y A —
z’.\i B A G 2N . /( — TN d 9/
; @g Z”‘aﬁé D9r =G 2 M g LZ”“&T@?};

é{&f‘“ e Ol 1 T
Tak £ Y onrd ao?/;of “"‘Q‘ v plg 5{”‘3 -6)

- ol ] 7= G (2 Jred - e
zf F- 5V-*(9 generalisane sile.

27
Relacije (3.6) se, na osnovu gore izvedenog, svode na oblik
(7=t " )
D/%“ L' Dny! /= ”
=0 (L'=m+{..70)  (3.9)
ot g e iz O’ ’

Jednac¢ina (3.9) ima m i u njima se pojavljuje 2(n+1) nepoznatih

O n
q 5---5,9 , ‘Pgsr---Pp> Jer Je

';;_y)(/ (9%,97)  Qp=0,092.9" Fo.-..pn)

)
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Kako svi Pgr---2Py nijesu nezavisni, to jednacinama (3.9) treba
dodati g Jedna01na neholonomnlh veza zadatlh u liku (2.28).
Diferencijalne jednadine kretanja u odnosu na omJenljlve q”L

date su relacijama (2.27). Svim ovim Jedna01nama treba.prldru-

ziti jednadéinu u kojoj ée na .lijevoj’ stranl flgurlsatgfapsolut—

ni izvod od p,, analogno jednadinama (3.:9). Tu jednadinu éemo do-
) b PN e ————

biti nakon slededéih razmatranja:/)

Na osnovu (8.2) slijedi da jé}

>/ =y —
7 (Re+Re )& =0
gdje jJe
Ri— rezultanta reakecija svih holonomnih veza koje
djeluju na i-tu tacdku.
R{a rezultanta reakcija svih neholonomnih veza koje
djeluju na i-tu tacdku.
Na osnovu (2.3) slijedi da je
N
—
> grad £ -dR =0
7
pa zakljucujemo da su

EZ i gradﬁ}fd kolingarni. Odatle je
d
I
Z:QZtho(gﬁﬁlcégﬁk (3.10)
ol re .

Na osnovu (2.18) slijedi da je

Z/Z/ba =0

te su {261 i R" takodje kolinearni, tako da je

=, M
K¢ -—%/U«/:;ébc | (3.11)

JN i su Lagranzevi neodredjeni mnozitelji.
L P
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Na osnovu pretho&xg,jednaéine (3.1) se mogu zapisati
na slededéi nacin:

d 2 s
mLflf:/E: +§:J\>< 9mcf{’j£< +/§_/%€/¢,¢- (3.12)

Skalarnim mnoZenjem lijeve i desne strane sa V{ i sabiranjem po
i zbog (2.3) 1 (2.18) doleamo
ok

ch@, ZFZ U - ZJ\o< 5/‘/56/5

Sto se zbog

7P — é”J <9/2 - (9 ¢ 691
G O o O g (92 9 g

moze napisati u obliku

(Dp2 , p D) G (oz&—mﬂ Qur )¢ z/&afdf/»ﬁe

Na osnovu (3.9) vidimo da su svi koeficijenti uz d

(£ =1,...,m) jednaki nuli, pa se ova jednaéina svodi na

| Opo »pb( /)/0.,4 QO*‘QOLI% Z\/\O( ‘_Z_/Lb (3.13)

Kona¢no, sistem diferencijalnih jednadina kretanja ¢e
biti

D+ v == A+ T Ot

é%%Q VQXE§Z?‘ o + s CQO"‘QZ'j\O( Z--/(’L

ot =ar” pv (potyom ) 38
Py (CZ"ZV )0020‘__6204'1)):0 ((/Z_(Ivmng ,r/LL))

LagranZzeve neodredjene mnozitelje ]\& i /Aﬁ odredju-

jemo na sledéei nacdin:

Iz uslova

gdL:O

slijedi

1[3):0

|
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SLL———J?ZL; =0 %_;Q?—zo (3.15)

Sto se moZe napisati u sledeéem razvijenom obliku:

‘ 3N . N
A2y 3 Ok iLe +Ds fd\:z gradﬁﬁ.& +D, f, =0
L

—

Atz T4 dw
Pp 7=
%1@“24'@/&@”’@%

gdje su D2§* velic¢ine koje sadrZe druge parcijalne izvode veli-

(3.16)

¢ina fy , a sa Dz\ﬂe>skraéeno je dat izraz

- L
o &
Relacije (3.16) daju d+g uslova za ubrzanja tacaka posmatranog

sistema.

Kada 2% izrazeno preko desne strane jednadina (3.12)
uvrstimo u d+g jednacina (3.16) odredidemo d+g mnoiitelja-ﬁu\ijig.

‘ Jednacdinama (3.14) Zapisano je kretanje neholonomnog
reonomnog sistema u faznim promjenljivim proSirenog faznog pro-
stora W2n+2' Odavde se kao specijalni slucajevi dobijaju dife-
rencijalne jednadine npr. holonomnog sistema ili skleronomnog
sistema. Ako Jje sistem i skleronoman i holonoman i uz to su sile

potencijalne, dobijamo kanonske Jjednadine oblika (12 ).

Napomena: Pri izvodjenju ovih jednadina i dalje, koriséena

je AjnStajnova konvencija o sabiranju.
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Poznati primjer kretanja kuglice po horizontalnoj ravni
rijesimo primjenom jednadina (3.14). Kretanje kuglice ogranida-
vaju dvije holonomne veze

§4= & =0
$o= r—(R-ak)=0

¥ : —_ =R
a pocetni uslovi su (}?O==1b \ ro =—a , lo >

Diferenci jalne jednaéine (3.14) u ovom slucaju su

LME”:(RO —f 9N, O

46)1: Qat
[)P4 CQA
Po = o+amg'
gaje je N7 = Ot +Qu g ot
CRo-—fYNQ"E{':;
Qoo=Ma’, Qo1=0, a,=m(R-at)? gfé_‘_o 9@3;1_0, Qu=mg & -0

Na osnovu ovoga prethodne jednaéine se svode na oblik

%’% + muz-ai-,)adg'Q: -Nya

9ps _o

Po._rhCL

Py = MR- ou’Ug

RjeSenje ovog sistema jednadine je silededi

pq=const =mRU

po:l7K12

Iz ovih jednacdina izracdunava se koeficijent J\z

"2 D2Uh*
N = - R OB PT= = B

—y p— 2
7

R%2Us"
pa Jje reakceija sz J’\lar ,>'f2 :—(rg‘—aj;o)'f’ fo .
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} . RavnotezZno stanje reonomnih sistema

Razmatranje ovog problema dijelimo na cetiri dijela:

. Ravnotezni poloZaj reonomnih holonomnih sistema
. RavnoteZno stanje reonomnih holonomnih sistema

1

2

3. Ravnotezni poloZaj reonomnih neholonomnih sistema
4. Ravnotezno stanje reonomnih neholonomnih sistema
U

svakom od ova Cetiri dijela razlikujemo dva oblika

ravnotezZe:

a) Apsolutna ravnoteza

b) Relativna ravnoteza.

Pod apsolutnom ravnotezom podrazumijevamo onaj poloZaj,
odnosno ono stanje sistema koje se tokom vremena ne mijenja.
Dakle, kad sistem jednom dodje u taj polozaj, odnosno u to sta-
nje, ono se ne mijenja pri datom dejstvu sila i djelovanju veza.
Uslov koJji se Cesto u literaturi susrede da se sistem u podetnom
trenutku nalazi u polozaju, odnosno stanju ravnoteZe ne &ini de-
finiciju strozijom jer se vrijeme uvijek moZe mjeriti od trenutka

kad je ravnoteZa ostvarena.

U .slucaju relativne ravnoteZe sistem nije u miru u od-
nosu na apsolutni sistem referencije. Moguée je kretanje tacaka

zajedno sa holonomnim vezama, ali nema Kkretanja duz veza.

U svijetlu podjele kretanja reonomnih sistema na pre-
nosno i relativno, apsolutna ravnoteZza podrazumijeva da su apso-
lutne brzine svih tacdaka sistema jednake nuli, tj. da su prenosna
brzina i relativna brzina svake tadke suprotni vektori (isti inten-
zitet; a suprotan smjer). Dakle, ova dva vektora ne moraju biti
jednaki nuli, veé njihov zbir treba da je jednak nuli. Drugim
rijedima uslov da su i relativna i prenosna brzina tacdaka siste-
ma jednake nuli je samo dovoljan, ali ne i neophodan uslov rav-

noteze sistema.

U sludaju relativne ravnoteZe ne ogranicCavamo prenosne
brzine tadaka sistema veé samo namedéemo uslov da su relativne
brzine Jjednake nuli.

U ovom radu proudavademo samo apsolutnu ravnoteZu.
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4.1.a. Polozaj apsolutne ravnoteze
reonomnog holonomnog sistema

Receno je da ¢ée u poloZaju apsolutne ravnoteZe sistema

—
od N materijalnih tacdaka Mi mase m, , svi vektori polozaja f¢ biti

konstantni od nekog trenutka t1.
wk)y=0 | txt, (c=A, M) (4.1)

tako da su brzine tacdaka sistema kad on dospije u polozZaj ravno-

teze

...%
Ve =0 (4.2)

Zbog podjele kretanja na relativno i prenosno, prethodni uslov

se Zapisuje u obliku
—>

— ", J
.t . = [ = ool
gdje su relativna i prenosna brzina definisane pomoéu (2.13) i
(2.14). Uslov da su u poloZaju ravnotezZe apsolutne brzine tacdaka
sistema jednake nuli, povladéi za sobom blaZi uslov da su ubrza-

nja tacaka sistema jednaka nuli

Eizzo (L=L..M) (h.4)

Ovaj uslov je ispunjen i kada sve tadke sistema vrse jednoliko
pravolinijsko kretanje. Cesto se i ovakvo kretanje sistema sma-

tra ravnotezom, tj. ne odvaja se od ravnoteze.

U problemima ravnoteze sistema postavljaju se dva

zadatka:

- da 1li je ravnoteza sistema pri dejstvu datih veza
moguca,

- ako je moguéa treba odrediti poloZaje ravnoteZe ako
su poznate sile koje djeluju na neslobodni sistem, ili za una-
prijed odredjeni polozZaj ravnoteze odrediti sile koje treba da.

djeluju na sistem da bi dati poloZaj ravnoteZe bio mogud.

Uslov da postoji ravnoteza znad¢i da su ispunjeni uslovi
(4.1), (4.2), (4.3).
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Ako na sistem djeluje cL_holonomnih veza

— —y '
f&(f’PL,WWNB=O (d;%”.&) (4.5)

one se u diferencijalnom obliku zapisuju na sledeéi nacin

dﬂLch gmd £ Ve ah =0
Zbog (4.2) u polozaju ravnoteZe, veze ispunjavaju uslov

(4.6)

Pod pretpostavkom da ovi uslovi vaze, mozemo predéi na

odredjivanje polozZaja ravnoteze.

Iz (4.4) i (8) dobijamo vektorsku jednadinu ravnoteZe
L 4 o
Fo + > A grod.fa =0 (¢=1.,N) (4.7)
A LD

kojima treba dodati d jednadéine (4.5).

U odnosu na Dekartov sistem koordinata jednadine rav-

d o
X¢ +ZJ\0L af‘* - =0 \J”Z—J\*%%zo 2 +dZJ\d\%i‘f=O

notezZe su

£ L X ,zN)-:o

Odavde se moze odreditijN%fLnepoznatih\ﬂmw.,Aotﬁh,”yim , ako

sSu poznate sile koje djeluju na sistem.
4
Uvodjenjem nezavisnih generalisanih koordinata gy"uﬂ

nﬁ=3N—CL , pod pretpostavkom da su veze idealne dobijamo sledecde

jedhac¢ine ravnoteze

Q}L:O | (4.8)

U odnosu na prosSireni sistem koordinata glo—_— t, g ¢ Qum
jednac¢inama (4.8) treba dodati i jednadinu koja odgovara koor-
dinati éz . Nju dobijamo kada Jjednacinu (8) pomnozZimo redom sa
vektorom prenosne brzine a'AL,btodgovar'aJuce tacke i izvrsimo

sumiranje po indeksu

N, —
%(Fﬁ*‘j‘j—ﬁd\gfaﬁaﬁc&)g% =0 (4.9)
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Kako je

OTL_V _ o
>t Ve agf*g\

u poloZaju ravnoteze ée biti

afiz__ oy
ot agM 9\

pa Jje reakcija veze
X i aﬁt N a EWI :
Go=F 2 Mo fu B =0 S g a5 G0 o

jer su veze idealne.

.Zbog (4.10) jednadina (4.9) se svodi na oblik

QO:O (4.11)
gdje Je Qo= ZF—: 2

Dakle, u odnosu na prosSireni sistem koordinata Jjedna-

¢ine ravnotezZe su

dp =0 (f=04,...,rv) (4.12)
Ako lijeve i desne jednac¢ine (4.8) pomnoZimo redom sa Ctgfk i

saberemo dobiéemo uslov da je rad aktivnih sila na relativnom
kretanju jednak nuli. MnozZenjem lijeve i desne strane jednadline
(4.11) sa di dobijamo uslov da je rad aktivnih sila na prenosnom

kretanju jednak nuli.

4.2.a. Ravnotezno stanje reonomnog
holonomnog sistema
U analogiji sa ravnoteznim polozajem u konfiguracionom
prostoru VWV, iliV/ 44 uvodi se pojam ravnoteZnog stanja u faznom
prostoruVén_i v@n+2
Iz uslova da su brzine tacaka sistema jednake nuli
u poloZzaju ravnoteZe slijediée da su i svi generalisani impulsi

jJednaki nuli



N ore ' ' |
st Metiogrmo et

Zbog toga ée ravnotezno stanje reonomnog holonomnog sistema u

ffaznom prostoru \lzn.biti odredjen sa 2Zmn jednadina

Pu=0 , Qu=0  (u=1,..,n) (4.13)

gdje je  Qu=Qu(t,g'...g" Pr,.. Pn)

U pr031renom faznom prostoru jednacéine ravnoteze ce
biti

pa=0, Qu=0 (4.14)
gaje je  Qm =Qp(g- A" Po, ., Pr)

J.3.a. Ravnotezni polozaj reonomnog
neholonomnog sistema

Ako na posmatrani sistem osim holonomnih veza (4.5)

djeluju i neholonomne veze oblika
> Bae U + 8 =0 (p=14,..,g)
?/szZ A f>= 09 (4.15)

Jednac¢ine neholonomnih veza u poloZaju ravnoteZe moraju zado-

voljiavati uslov
Lrs=0 (4.16)

dok holonomne, kao Sto smo pokazali, zadovoljavaju uslov (4.6).

Jedna01ne ravnoteZe u vektorskom obliku su

FL +Z]\oqu@da—* 0\+%/J~/b€/u =0 (L=, N)

Z‘e/bt T +€n=0 (p=219) s
f‘oktt.r't.-',f‘/\)\):o (0(=4,...,0()

Odavde se na jednostavan nac¢in izvode jednadéine ravnoteze u
Dekartovim koordinatama.
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Slicéno kao za holonomne sisteme izveli bi iz (4.17)

i jednaline ravnoteze u generalisanim koordinatama.

Kako su u prethodnoj glavi izvedene diferencijalne jed-
nadine kretanja za reonomni neholonomni sistem i iz uslova da
su generalisani impulsi IFVL=O, u sludaju ravnoteze sistema,
slijediée da su jednadine ravnoteZe u konfiguracionom prostoru -
sledede

d\\
Qo+ ¥pQal =0 (=10 m=2N--q) (4. 18)
9‘\9“_—: \ngg\gb'f'fgl (d\‘zm*/') ,.,n:%N—d-)

U odnosu na prosSireni konfiguracioni prostor jednac¢ine ravno-

teze su, zbog F%I:(),/1=q4pjlsledeée
QF *FP§ Qu' =0 =0t m=-dg
ol pdl g & L= it nu=3N-d (4.19)
9~ =" 9

Ovdje su uzeti u obzir i uslovi (4.6) i (4.16).

U sludaju (4.18) imamo sistem od "L diferencijalnih jednadina
prvog reda u kojima se pojavljujevm nepoznatih 511..,grb

Sliéno tome u slucaju (4.19) imamo n+4 jednacinu saj1+1 nepo-
znatom gﬁgf,gn’ . Ako su sve jednacine (4.18) odnosno (4.19)

nezavisne, imamo potpun sistem diferencijalnih jednacina.

4.4.a. Ravnotezno stanje reonomnog
neholonomnog sistema

Ravnotezno stanj%, kao i ravnotezni polozaj, dobijamo
iz jednadina kretanja (3.9), kada desne strane ovih jednadina
‘izjednaéimo sa nulom. Ovim jednadinama dodajemo i uslov da su
svi generalisani impulsi /J2x jednaki nuli, kao i jednacdine veza
u obliku (2.28):

Pr=0
Qo+ FTAL Qe =0 | - (4.20)
(@ - P a*Y=¢% a%® ) pv =0

(\“N:: 4,..,(\..', 0L=4,..,m:ﬂ—g o('—.:m-+/‘,..,r1,=—5rd—d_)
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Jednadinama (4.20) odredjeno je ravnoteZno stanje sistema u

faznom prostoru an. , dok ée ravnotezZno stanje u faznom pro-

storu V&fL+Q biti odredjeno sledeéim sistemom jednaéina:

8 5 A v
pa=0 Qz+Piau=o0  (aV-Ffu & )py=0 (.21

1. Primjer

TeSka materijalna tacka kredée se pod dejstvom tangentne

sile konstantnog intenziteta po vertikalnom krugu. Krug se
obrée oko horizontalne ose koja prolazi .kroz njegov centar uga-
onom brzinom €}=€3Gt). Ispitati ravnotezZu posmatrane materijalne

tacke.
U ovom zadatku treba ispitati da 1i Jje moguéa ravno-

teza i ako jeste odrediti ravnoteZne poloZaje.

Veza se moze zadati. u obliku

r=Q
-> . > : i
O =cO ¢ +embDy Y
Z' = -4mOT + O]
Vektor poloZaja posmatrane
tadke ée biti
’ . —>
- a e (B-+PIT +asn ()}
gdje je \f generalisana koordinata kojom mjerimo kretanje
tacke po krugu.
Uslov (4.2) u ovom primjeru je slededi
Todf_ P, P LT =0
V=g =gp P st =" 7F
wr_[ a s (B +P)T + o+ FIf ]\0
T [ a om (9+P) T +(L053(9+\P)4_1@
odnosno

odakle slijedi da je ravnoteza moguéa ako je Y%=— ,

f= - s &
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ovom uslovu A ~je bilo koJja konstanta.

Sledeéi korak je da se ispita kada ¢e relacija ()
hd - . . hd - . . __> s . -9
12ziti, ako na materijalnu tacku djeluju date sile F3=-6Co i ”T%

slov ravnoteze sila koje dje~ /

1ju na tacéku je
19 s (O P) =N
7 :;nqgcx0(€}+%°>

(0 u drugu od ovih jednacina
'rstimo uslov (%) dobijamo po- \\

»zaj ravnotezZe
%=m%ooo%\ —> OOJA:%% (@,ém%)

lavde odredjujemo konstantu A , a time i polozaj ravnotezZe

e"f'\P: asC m—)@—)——

M9

1aC¢i da je ravnoteZa moguéa u poloZaju u kome je ispunjen ovaj
slov. Da 1li e se ta ravnoteZe i ostvariti zavisi od pocetnih

slova.

2. Primjer

Taika se kreée po vertikalnom krugu koji se obrée oko

rog vertikalnog precénika.

: > VZE '
eJ/
sza je zadata . u obliku

=0 oob +<J?Mﬁ
Z: = L s D+ 5—’0636
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Vektor poloZaja r Jje

. . A N A ~0 r)/
o= Aol apy D o AamB g o+ AN K

a njegovi parcijalni izvodi su ~

>
R

__>
c.a eufr! + e

P

El

—3 < 2
Jr\_—: OLC/O/)\P@d

ot

U poloZaju ravnotezZe brzina talke je jednaka nuli.

i

(

%
U =o | - Y-
. e
BF?\P F'E>F?_%D /// /‘\%+
5p VY 5T A VI
oP ot /qﬁ ?’ 5!
’ A __? \ . [’ =
(~0pim P 2 + QoS PE ) + eon O =

RavnoteZa je moguda samo u trivijalnom sludaju kada je =0 =0

odnosno

Y=A . O=DB

Sto znac¢i da nema ni relativnog ni prenosnog kretanja

CnA = r—%—)——% . O je proizvoljan ugao

Za razliku od drugog primjera, u prvom primjeru mogu-
éa je ravnotezZa kada se veza kreée, tj. (kada je veza reonomna)
ako je brzina kretanja po vezi (relativna brzina) vektor supro-
tan brzini kretanja zajedno sa vezom (prenosna brziga). Naravno,

ovaj sludaj ukljuduje u sebe i trivijalno rjeSenje Ur=0, Up =0
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5. Mehanidéka energija reonomnog holonomnog

sistema. Zakon o odrzZzanju energije.

Posmatramo reonomni holonomni sistem materijalnih

taéaka'Mi(i=1,...N), tj. sistem tadaka potéinjen vezama oblika:

Ja (X W)=0 | (A=4,..,d; i=4,..,N) (5.1)

Ako su zadate veze idealne tada Jje zbir radova reak-

cija tih veza na virtualnim pomjeranjima jednak nuli

N - —_—
S Riof =0
L

(5.2)

Sto se u razvijenom obliku u odnosu na Dekartov sistem koordi-

nata mozZe napisati:

Z({QLX(SJ{U_Q% %+R.25zb): (5-3)

Reakel je Ri se pomoéu tzv. Lagranzevih neodredjenih mnozitel ja,
pretpostavljaju u obliku

£ L
Ri=2_Ng.grac _ﬁfok (5.4)

tako da se relacija (5.2) sada éapisuje u obliku
N d N .
sz\d\gmd?}d\ﬁmzo (5.5)
L o ¢

Uvodedéi nezavisne koordinate qV(V =1,... n=3N-d) relaci ja
(5.5) postaje

$$ nygrad £, 28 P -o e
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Oznadimo 1i sa QV ——ZZ]\d\gFadg,g(d\ &’1 . (5.6)

e svodi na oblik
' ]
&v‘cfgzv:O (v=1,.,1) (5.7)

Uporedjujuéi (5.3) i (5.7) zakljucdujemo da je uslov
dealnosti veze invarijantan u odnosu na transformaciju koor-

inata iz opazajnog prcstcra (xi, y zi) u prostor Wh genera-

i’
isanih koordinatauqv.

Calkk i ako iz n-dimenzionog prostora W predjemo u pro-
tor W +1 gdje smo prostor prosSirili koordlnatom q -t uslov
dealnostl veze se ne mijenja jer ée zbog ég _{fﬁ-C) vaziti

Qv-o%?\‘_/:o (V=0.1,.., 1) (5.8)

Prelaskom iz opaZajnog E3 prostora u prostor Vh koordi-
ata qp, problem posmatranja sistema materijalnih tacaka Mi’
veli smo na problem posmatranja jedne tadke, tzv. reprezenta-

ivne.

Dok na sistem tacaka u E3 djeluju reakceije vezaZ AV%KUiii
otle na reprezentativnu tacdku djeluje reakcija Q’ ¢ije su projek-

ije Q’ na bazne vektore‘arﬂéigv jednake nuli. Dakle, tu 31lu
osmatrac u prostoru W ne uocdava (ona je ostala u okolnom pro—
toru).

Prosirivanjem prostora Wh koordinatom q°=t dobi jamo jos
ednu projekeiju Qr reakcije veze Q

Qo= FZJ\okgrad jd\ar‘ (5.9)

>ja je razlicéita od nule, mada Jje virtualno pomjeranje 6t u
~avceu te koordinate Jjednako nuli (na osnovu definicija varija-

Lje),pa i dalje vazi da je virtualni rad sile Q jednak nuli.

ProsSirivanjem prostora od Wn do Wn+1 vidimo da reakeija
:ze Q' ne ispunjava i dalje uslov da éitavavostane izvan pro-
ora W, kao 3to je to sludaj u W , veé ima projekeiju Q' (#0)
. pravac baznog vektora .




54,
Pokaiimo kako se reakcija Qé moze Kraéde zapisati:
Kako je:fok(-t'ﬁ):o to je Ol:fog/c(t =0

R

N
O . Ofe ., ofw_
L gl (Go5 4 5 )t 5

z uslova ortogonalnosti grad £ i‘argﬁ%Uleijedi

ZQ)FQOL 'h Bg_

rethodna relacija se svodi na

ZZ}%Rldua%a\ GrL éi?\

. odavde

N ot ok
Zgrod, 3o 50" "5t

(5.10)

ako da se (5.9) na osnovu (5.10) moZe zapisati u obliku

_%J\d\ai}\ (5.11)

Kako ¢ée postoaange projekeije Q’ u prostoru W +1 uti-
ati na potencijal sila V Lagranzevu funk013u L i Hamlltonovu
’unk01Ju H?

Na posmatranu reprezentativnu tadku djelovaée sledede
rteneralisane sile:

ktivne il—{? agr‘f@ﬂ {@\o Qa,-- Qn}

1

eakcije veza ZRL gg(l:” G‘)“ {Q"O O| 'IOE { %i{\ O O}
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[ jedne i druge mogu eksplicitno da zévise od vremena, pa i
1jihov .potencijal, .ako postoji, takodje moZe zavisiti od vre-
nena. U tom sludaju se rezultujuéa sila koja djeluje na repre-

zentativnu tadku moZe predstaviti u obliku zbira

I _ ' 3 ?y—* a\/* _M '
QF**‘QF—{‘QO'*‘QO,QA‘.-,Qn}— ago )E;f_)."aan }
tako da je

s DV o VE VR

Ob(/—‘a—gsdﬁ'l‘a&ddﬁ'f +59Tﬁd8\

~(A0+08)dg™ Qg+ Cndg™ s
= dA(00rQ4) +d AQ ) -+ dAGR) =dARp} Or’)

Totalni diferencijal funkeije V*je rad generalisane sile
Q(QO+Q;+Q1,..,Qn) na mogucéem pomjeranju dq(dqo,...,dqn) repre-
zentativne tacke.

U prostoru Wh potencijalnu funkeciju V trazimo u obliku
7(t,q%) takvom da se njen diferencijal

oV oV . aa OV
d =5§V;d@’%+§g‘dt = Qpedg+ Spdk

lad generalisane sile Q}p neée biti totalni diferencijal funkeci-
je V, veé ée se razlikovati za ¢lan N At . 1z definicije ele-

lentarnog rada prethodna relacija ée glasiti

AN = A Q)+ g—g—db G

akle, u prostoru Wh+1 totalni diferencijal dVaEednak je radu
ile Q koja djeluje na reprezentativnu tadku, Sto nije slucdaj

prostoru Wh. Razlicditost radova u ova dva sludaja tumadimo
ime da se u prostoru Wn ne nalazi ¢itava sila Q, tj. njena
omponenta Qo.pripada okolnom prostoru i ne uzima se u obzir
Jjen rad.
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Tek kada prostor Wn proéirimo'koordinatom qo:t, komponen-

sile duZz te koordinate ulazi u prostor u kome operiSemo i

sada je, kao Sto smo vidjeli

W*=dA(Bp)

’oredjenjem potencijalnih funkecija V i V*u W1= i v dolazimo

n+1

lo veze medju njima:

dV¥*=d A(Qp)=dA (ao+ag ) + A (Qu)
AW W#= A A (G0 1Qo) - 2L clts (5-1%)

U sludaju da je aV Qo-i‘@x) mo¥e se desiti da su

+*
I i V isto.

Lagranzeva funkeija L*je

| =T V™

i
2 v Y - r - e s 3 . v
3to u slucaju da je V=1V, tJ.aJ Qo-f-Q,o moze biti i Lagranzeva

"unkecija L u v .

1a¢in:

J sludaju da je V=¥ tj. L =L

ot

Hamiltonovu funkei ju H%u prostor W2 +72 uvodimo na slededi

%

H*:Fﬁip—L*=PO+FMgM_L ‘ (5.15)

* prethodna relacija se moZe napi-

sati u obliku

H*’;‘PO’FP/L&g\M"L:Po’f“H (5.16)

:dje je H - Hamiltonova funkecija u Wén.

%n+2

Odavde zakljulujemo da se'Hamiltonova funkecija H*h

iHu Wén’ u sludaju da je u oba prostora potencijalna

‘'unkecija ista, tj. da je V':Vf'razlikuju ta¢no za generalisani

. ~ v - - - o *
impuls po. Pokazimo sada cemu je Jjednaka Hamiltonova funkecija H:

H=pr g L= pag i T-vr= ppghevE=ET o
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H u V%

u skleronomnom sluc¢aju Hamiltonova funkecija H u V2n'

— predstavlja totalnu mehanidékKu energiju, kao Sto je to

-Izvedimo sada uslove za postojanje zakona o odrzanju

totalne mehanicdéke energije.

Postavlja se pitanje da 1i je, osim Jakobijevog i Penleveovog
koji su u literaturi dobro poznati, moguée za reonomne sisteme
izvestiiuslove pri kojima dée vaziti zakon o odrzavanju ukupne

mehanicke energije.

m

Prvi korak ka ovom cilju je da definiSemo (uvedemo)

mehaniéku energiju.

Ponovicéemo da se pojam mehanilke energije (tadénije
poten01Jalne energije) u Lagranzovom i NJutnovom pristupu razli-
kuju. Ta razlika je slededéa:

U Lagranzevom pristupu, prelaskom na generalisane koor-
dinate, gube se iz vida reakcije idealnih veza i operise se samo

sa aktivnim generalisanim silama %ﬂj/1=1...,n=3N—€b.

Potencijalna funkcija V(gq,t) uvodi se kao
oV :QF | (%=4,..,m) (5.18) ,

U Njutnovom pristupu prisutne su i aktivne sile i reak-
ije veza, s tim Sto je zbog idealnosti vezéZBl argégfb 0.
tlementarni rad svih sila je ‘

A= 2 (R dR iR )=0pdghe (QorO)d, (519

L N — > AR
e de Qo= RIS Qh=ZRZ

Potencijalna funkecija V*(q,t) uvodi se kao

VT4 oV*
ogh” M ot

=Q0-‘-Q4; (5.20)



gdje je Qo Zgrad V ( Bﬁ

5t
C&g__E9V'(Il é)

r=r(qt)

Napomenuéemo da se razlika u ova dva pristupa gubi u
sluéaju skleronomnih veza jer je tada QO+Q’o=0, tako da ele-

mentarni rad vr3e samo aktivne sile.

Posto mi radimo sa reonomnim vezama, odn. sistemima
usvojiéemo Njutnov pristup kao adekvatniji i polazimo od zakona

o promjeni kineticke energije

AT=dA - | (5.21)

gdje kao Sto znamo &J& u opStem sludéaju, nije totalni diferenci-
jal veé oznaka za elementarni rad svih sila koje djeluju na sis-
tem. U stvari mi trazimo uslove pod kojima je dA totalni diferen-
cijal. 4

Na osnovu (5.19) prethodna relacija postaje

A= Q)uudg\mr (Qo+Qo)dk | (5.22)

S ciljem da zbir Q +Q o izrazimo na drugi nadin,uz
pomoé drugog Njutnovog zakona ¢ije obje strane mnozimo sa arb/at

i sabiramo po i dobijamo:

% amdb Z(\‘L"FRL ahdi’ (QO""QO)dj}

N g aT
7 e 8 =1 [ (T 55) - P (r40m)- 0

tako da dobijamo relaciju

(T+210)—————~_Q,O+QO | (5.23)

Zakon o promjeni kineticke energije sada glasi

dT"Q},tdﬁ +d1:(T4+Zlo)th O%( dA) (5.24)
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Da bi postojao integral energije mora biti:

oV* V¥ _d T ). OT 5
s g mhr (el G e

U protivnom je.

T_3 V¥ AL v
dl:&}»dﬁ}ﬁ—ég?@dgﬁf(%+%)dt+§€dk (5.26)
gdje su (5O¥6’o), 61""’6n - nepotencijalne sile

OVF AV* L dV* T
ot )<Q£‘ é%ir” | - potencijalne sile.

Dakle, ako postoji : funkeija V*sa osobinama (5.25)

vazidée zakon o odrZanju totalne mehanidke energije

* >
E meh = const = T-V . (5.27)

-* .
Odredimo . vezu izmedju Emeh u Njutnovom i E meh u

Lagranzevom pristupu.

U Lagranzevom pristupu E meh se odredjuje samo uslovi-
ma (5.18).Uporedjujuéi relacije (5.18) sa (5.25) slijedi

+*
V (q,t)=V(q,t)+F(t)

ov¥ v . - d ar (5.28)
JF 58 + F(t) = ¢ (T,+2T)) - ST
tako, da jJe:
F (t) = Q—t- ( T,+2T_ ) - g—z- -g—\ti (5.29)

pa je veza izmedju ove dvije funkcije slededa

V= V+€1 + 2T

-
Y

.J(BZ + az)dt (5.30)
S ot :
F(t)
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Kako su u (5.30) sadrZani uslovi (5.25) i (5.28) zaklju-
c¢ujemo da je relacijom (5.30) dat potreban i dovoljan uslov po-

stojanja integrala mehanicke energije (5.27).

Ako se vratimo na relaciju (5.24) vidimo da je potreban
uslov da desna strana te relacije bude totalni diferencijal data

uslovom

Q#3“-£=%H(§lt)q K= Vf(aafT, aatv)di; C(5.31)

Sto se svodi na Jakobijev integral.

Uslov za postojanje Jakobijevog‘integrala je blazi
od uslova za postojanje integrala ukupne mehanicke energije.
Dakle, u sludaju da vaZi zakon o odrZanju mehanicéke energije,
odnosno da je ispunjen uslov (5.30) vazidée i Jakobijev integral

*
i veza izmedju K(q,t) i V(ag,t) Jje

Vi i=R+T,+2To (5.32)

Obrnuto ne vazi, jer ako postoji funkecija K sa oso-

binama (5.31) postojadée i neka funkecija W takva da je

W=HT +2To=V- (T4 2 )dt +T, 2T

ali ona ne mora imati osobinu (5.30).

NAPOMENA :

*-
Uz pomoé relacije (5.30) Hamiltonova funkecija H se odre-

djuje kao

H™= pa QM—L*——— P/qu\ ~V-FE)= pot+H- l—(t>

Ovdje ¢éemo izvesti vaZan zakljudak da se jednadine kretanja u
faznim promjenljivim mogu napisati u kanonskom obliku (1.4) samo

onda kada vazZzi zakon o odrzanju mehanicke energije.

Prethodni zakljudak istovjetan je sa tvrdnjom da ako
postoji Hamiltonova funkcija, ona mora biti konstantna, tj.

H—X:—‘- ETﬂneJr)\ = const.
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Demonstriraé¢emo prethodno izvedene stavove na dva
primjera.

Prvi primjer je kretanje materijalne tacke koja se
nalazi na strmoj ravni. Ravan se kredée horizontalno konstan-

tnom brzinom v.

Izaberimo koordinatni sistem tako da se strma ravan
kreée u praveu y ose i da je linija pada strme ravni paralel-

na y-z ravni zaklapajuéi ugao o/ sa y osom. Jednadina veze je:

= %i),t -a=0 @:f@ok

Tadka ima dva stepena slobode i biramo dvije nezavisne gene-
ralisane koordinate f‘ X . \z
Vektor polozaja posmatrane
tacke je:

= T (U ORI s pind

Kineticka energi ja T=T,+T,+T_ je:

=bm (}<2+J82)+ mUCeodhy +i‘—m0r2‘

Aktivna sila i reakcija veze su:

Aktivne sile i reakcije veza u generalisanim koordinatama su:
Qx=0 Qg =-mgahuds  Qo=0

\ ! .
Ox=0  Og=0 0.0=-RU%iicck

*
Potencijalne funkcije V 1 V

V =-mgsiuds§ V== rmuggiael T~ RVsud T

Kako nijesu ispunjeni uslovi (5.25), odnosno (5.30) jer je

T, +2To j(aT bV)oUL *—#FUC)

ne va¥i zakon o odrzanju potpune energije. Jakobijev integral

vaéi/jer postoji takva funkecija K da je(5.31) zadovoljen:
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/‘Q\M oT dH _

Jakobi jev,

._m (X +§‘D")—

:_mggu&o(,-}‘

taénije Penlevin integral glasi:

—_" —-/V\/ig QU-*LOL F 'f“'ﬂb

U sledeéem primjeru posmatramo kretanje materijalne

taCke mase m po vertikalnoj ravni/koja se kredée horizontalno

brzinom v=t.

Izaberimo koordinatni
sistem tako da se ravan krede
u pravcu y ose i da je paralel-

na hz ravni. Jednaéina veze Je:

5= a-—*-

Tacka ima dva stepena slobode i
nezavisne generalisane koordinate

su: x i z. Vektor polozaja posma-

trane tadke Jje:
a kineticka energi ja T=T,+T_ Je

aktivna sila i reakcija veze su

tako da su generalisane sile
i
Qz=0

Qx=o0

Qx=0

a potencijalna funkecija V Jje V=-mgz

Uslov (5.30) je ispunjen Jer je

A?; ///////
R
Jimg
e
A /
F”_—_xf-r%zé—ﬁzgj
T = L G2+ 7 mb?
'—b—_——mgr?? R=-RJ
Qo=0
Qs5=-RY
= F)

T4+QTo“.f(ba +5‘t Yot = mt=- Jmtcu‘—’

.. v . - -
- Prema tome vazi zakon o odrzanju ukupne energije T-V = const,

gdje Jje

\/*:~m%z ~RtY,
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Zakon o odrZanju ukupne mehanilke energije glasi

- y 2
Lm (32+ 2%+ 5mt™ mgz -Rt/, =const,

— _

Nepoznatu reakeciju R nalazimo iz relacije (5.23):

_— T !

ot ot |
Sto u naSem slucéaju daje kao rezultat R=m, tako da zakon o odr-
zanju ukupne mehanicke energije ima oblik

.Z o
iim (X +i‘2)—mgi = const.

Na taj nadin je ispunjen uslov za postojanje Jakobijevoé inte-

grala
[ . )‘b—- a—r — dK
QT =5€ “ax

pa Jakobijev integral T2—TO=K glasi

I (222 — oz = const,
2~rn,(X'4' ) lY%gz: NS
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6. Kinematika reonomnog problema tretirana

kao slozeno kretanje

Kao jedan od karakteristika u naSem pristupu rjesavanju
reonomnih problema naveli smo ideju da takve probleme resavamo
kao slozZzeno kretanje. Kretanje tacdaka po samim vezama definisa-
édemo kao relativno kretanja, a kretanje tadaka zajedno sa vezama
kao prenosno kretanje (kako je uéinjeno u drugoj glavi drugog
dijela ovog rada. Na taj naéin u izrazu za ukupno (apsolutno)
ubrzanje, pored relativne .1 prenosne komponente postoji i tzv.
"dopunska" komponenta. Za razliku od Koriolisovog koje je anti-
simetridno, ovo ubrzanje ima i simetridni i antisimetridni dio.

Nas cilj je da bliZe odredimo "dopunsko" ubrzanje,

kao i prirodu njegovih komponenti:

Neka na sistem od N tacdaka djeluje d reonomnih holo-

nomnih veza:

=L (LR, =0 (a=h @) e

Jasno je da sistem ima n=3N-d stepeni slobode i da bi se
kretanje moglo opisafi 'sa n nezavisnih generalisanih koordinata
1 n
Q ,-.- 9

Medjutim, mi demo kretanje posmatrati kao kretanje repre-
zentativne tadke u 3N dimenzionom prostoru koordinata.

A n e n+d
93 o d (6.2)
: . N+ At 2 ac
= =0 =
tako da je na vezama a d\& Q O
Pri tom smo koordinate qh+‘ izabrali tako da Jje
—_, —
2 97
aon_‘_ci 3 m:O (>L=17'--’d~}m=1'7"'n) (6.3)
3 a4 |
Uvedimo metriku u ovaj prostor:
- 27

- kovarijantna baza vektora

=290
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Cb:?du?:: ( C%g} 9 Cié)(f‘g ‘éﬁ Cﬁt)
or oF ¢ 3 5r
“?ﬁ"@%dﬁdgj 2 aga at A+ 7 t ot It

= AUy d@‘(ﬂgj + Qagodgto(ﬁ+aood£2

(6.4)

. » N . . 2 ) .
= QL F o™V + 4 dUD%%fpﬁ o&t - luéna koordinata
4G do™+ 2o dQ L +a00
(i,j=1....,3N, m=1....,n)

Na osnovu definicije brzine i ubrzanja slijedi

- . | | ol
P=dr _ 9T 54, OF - g =

- T oot ok .

dt 53 ot ' QPM:O (6.5)
= _dF_9  oihy L OF

. *ANt
W = = - tod éﬁ:. azp -L 8~ =0
a2~ oot QPJQ\ g “'ag Q Z)’LZ atcgc
Na osnovu naSe definicije relatlvnog i prenosnog kre-

tanja uvodimo relativne i prenosne komponente brzine i ubrzanja
na sledeéi nadéin:

= _OT O°F_ Aind, — I
U?&‘%l POt Wi = ag@ﬂgg agt MPESTE

tako da je dopunsko ubrzanje dato izrazom:

2 a}—» *
W= ot agt 3~

i . . . . A N +oh hd
U ovim izrazima se podrazumijeva da je gf‘ ~qnte

Napomenimo da za skleronomne sisteme veze miruju i

da postoji samo kretanje tacaka po vezama, tj. relativno kre-
tanje . Tada Jje

—_—
\}%52;3%:=€GQ,ZND

Razlozimo sada dopunsko ubrzanje na simetrién i
antisimetridéni dio:
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-
U tom cilju pomnoZimo obje strane (6.7) baznim vektoronlgﬁzz—__

-__> .
(wd) LT oF i

St EgT opd
Desnoj stranl gornje relacije dodaéemo i oduzeti @’\ aP Si

ot ' oo

(A r RPF_ T\ i [ OPF OF - FP OF .y
(Wd) 5’@& bqs A &tb&ﬂ bgfv) -+ (a'tbg" @aﬁ &tb&ﬁ aocz b) %l
Sto se zbog*v or svodi na oblik '

ot
: a r r —> =\ | -
(Wa)j =3¢ %L %5 ) [agt< P) %O@(UJP) %i)g (6.8)

Sredjivanjem gornjeg izraza dOlea se

( a)pJ 8()@ x
(way =5 (0ig SH( o )q

odnosno I

(W)= (3 + @0 )g*

AT LN > |
=0 ) 37\ br =0
gdje jea d 3™ ogm
., — .. . o bUf a) ,(_

8{35
tako daOAhilirazlaiemo na dva sabirka (VWi%::(VWj4)d*r(\NQL2)é
X e
(\Nd)a: A;ne 'im'*' Wnne 2 £

ulm.—_"f,, . ’YL:SN“d—
| .qm (6.9)
(WC’.)m-ok: U)rn m—a\g‘ ol=4.., d

1

— —_—
Dok V@’dzmoée da ima svih 3N koordinata, dotle\A/ch
- ima samo prvih n koordinata, tako da je tangentan na mnogo-

struktost po kojoj se kreée reprezentativna tacdka.
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Ukupno ubrzanje reprezentativne tadke sastojade se
— > - [V v
od naredne tri koqggnentezvvpﬁwp,vﬂi Pokazimo cemu su one
jednake. UbrzanjeW po definiciji je: '

W= W

d.i: s br—\}
Pomnozimo obje strane gornje relacije baznim vektorom QKF:zigz
/ Cﬂf CﬂUJ ar~ c[ OF )
W), =
Wle= gt 9e =g aofz UJ@ (532
Kako su operatorl 71 EY~ komutatlvnl, dobi jamo

(W) dU‘ g‘* o’ JﬂM (foz
. N Qge ao?e
Kako Jje Lf&. gz Eym gornja rela013a dobi ja obllk
. éﬁ;b

5
o=t Brd ) 15l i g S G4 5 &

Sto se moZe napisati na slededi nadin
\ . ‘( a P o - . 'i
He =G (g 0) e (9 0 2ou0 )

ili u razvijenom obliku

_Lzylg

b, i by DL GG, 73 i
V)r?)%@ﬂ*?% +0g r5gr A bgﬂg 7 e 5&"'3

18 é?f

grupisanjem odgovarajuéih ¢lanova dobijamo

(g 58 Jol g aung’ - o )ﬁ‘i%’ﬁ +SHg

tako da ukupno ubrzanje sadrzi tri sabirka

=[Gblg g rand~ 8- 120 o 20 giadn g
T T ¢ T

relativno prenosno dopunsko
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Iz (6.8) vidimo da je antisimetridni dio vektora dopun-

skog ubrzanja samo Koriolisovo ubrzanje:
— . —
J -
VM&2:=.Q.ﬁDt UF>XL)P

i ono ¢ée postojati u sludaju da veze rotiraju u prostoru kao
krute. ‘

Simetricéni diowy, postoji jer se koeficijenti metricke
forme mijenjaju sa vremenom, Sto znadi da veze mijenjaju oblik i
velidinu sa vremenom.

Na osnovu ovih razmatranja nameée se zakl judak da bi
se kinematika relativnog kretanja mogla tretirati kao spec13a-
lan sludaj reonomnih problema u kojima se veze kao krute pomje-
raju u prostoru, tj. kao sludaj kada je V”Zi4—(3

Ilustrovaéemo izvedene relacije na karakteristiénim
primjerima:

1. Posmatramo kretanje materijalne tacke u.ravni po
elsipsi koja se translatorno pomjera po parabolic¢noj putanji.

Jednacdina elipse je
Za generalisane koordinate biramo ugaoLP i koordinatu gli Zﬁl_ézztb

dobijamo elipsu koja se translatorno pomjera po paraboliénoj
putanji.

Vektor poloZaja posmatrane tacke Je
P £+ (0glemf U + [£24 (049 WP = (chrg_(& )

Koordinate osnovnog metridkog tenzora u prosSirenom prostoru Vé
su

Qpe= (OUQ 22+ ( €+g) cont P Qpo= Qg Yu(H (brg) 2t et

“g9=1  ago =cesP+ 2t s P

age=(6-0a) e cedf
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Koordinate dopunskog ubrzanja su

(Wd)<;= -55% (aﬁo\c‘)"“é*‘(a\‘b)——-—a——(a\po) Y=o

(Wel)o= L&(Oge% @QO> o7 (Q‘Po)}\() =0

odnosno dopunsko ubrzanje Jje Aﬂ/

Wd= 0

Ako je vektor polozaja zadat u

obliku (*) vidimo da je Up=Up@) \ 9

-~ sve tacdke na vezi imaju u - \ A/’_\\~ ;.-
datom trenutku iste brzine,

A\

A =
linija po kojoJj se kreée po- \\\M/)
smatrana tadka se translatorno

pomjera.

2. U ovom primjeru veza Jje krug koji mijenja svoj prec-
nik i translatorno se pomjera. Vektor polozaja posmatrane mate-

rijalne tacke Jje
= [Jc + (£+9) cm\f’]'[f = [ 4 (£+g) Wﬂ &

koordinate osnovnog metrickog tenzora su

App =k +9)* o = — (£+9) 4P +2L (X +Q) eon?
Clﬁg:: 1 ngz CO'.)\P +Qt/&’bu\€+i \

Cl@\) ’_—‘O
/

Koordinate dopunskog ubrzanJa su Od«

(Wdjo= [55 (Qre)+ S (Ovo) - (Or-bB P=at *éi)
(Wd\zgz[% (age)+ % (Qgo)- O—% (O%)]P =o \\ /\/
tako da je | | \\\_// -

'~\A_/>.d1—.:{,‘2t | OS‘E’”—:QJC\@JEJ Wﬂz:{o'loﬁ
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3. Veza je krug koji se obrée u svojoj ravni oko svog
sredista. Vektor polozaja posmatrane tadke je

7= (a+Q) cn(t+T)T + (arQaw &+ )T a=cond.
Koordinate osnovnog metridkog tenzora su:

.2 . ’ . . 2 .

C}fp::<CL+gZ} Cb&)‘“(CP%iX
Agg= 4 . Ago =0
Koordinate dopunskog ubrzanja su

(weo= 5 Qe[ P=0

_ 2 Aae + O _0 S °
(Wd)g~[ggang t5p 09055 Q‘(’o]f- 209y
tako da su dvije komponente dopunskog ubrzanja

—‘;/3-4":{ 0,0 Wdz‘:{ol‘iazf\gz’ﬂa\Pg‘_}"
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