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PREDGOVOR 

U toku izrade magistarske teze "Stabilnost ravnoteznog 

stanjareonomnih neholonomnih sistema" naisla sam па mnoga pitp -
\. 

nја vezana za геоnотnе ргоЫете па koja u literaturi niјеsаm'ш?glа 

naci'odgovarajuci odgovo~ niti sam bila u stanju sama da ga dam. 

Nakon dubljeg uvida u literaturu, koja se bavi analitic

kom mehanikom uopste, moze se reci da reonomni problemi nlJesu 

dovoljno zastupljeni. U vecini djela definisu se геоnотnе veze, 

daju primjeri tih veza,odnosno sistema potcinjenih ,tim vezama, 

u raznim koordin.atnim sistemima, nakon се&,а se prelazi па detalj

по proucavanje skleronomnih sistema. 

Postoje dva razloga koja objasnjavaju ovaj postupak . . 
Prvi је da su skleronomni sistemi, u principu, jednostavniji za 

proucavanje i da su siroko zastupljeni. Drugi, mozda jaci razlog, 

је da је klasifikacija mehanickih sistema uslovna, tj. da zavisi 

od subjektivnih faktora i objektivnog poznavanja nekog mehanickog 

ргоЫета. Objasnicemo to па primjeru. 

Materijalna tacka se nalazi па glatkoj.horizontalnoj ravni . . 
Za nји је privezan konac koji ulazi u otvor па. stolu konstantnom brzi

nот а. ТгеЬа odrediti silu S u koncu i konacne jednacine kretanja, 

ako su zadati pocetni uslovi 1" = R, V = V V =-а 
о 'Ро о' 1"0 

Ovo је jednostavan zadatak koji se efikasno rjesava u 

polarnim koordinatama. Klasifikujemo ga u grupu ргоЫета sa dva 

stepena slobode. Kod njega је jedna jednacina kretanja implicitno 

zadata (г =R-at) tako da se iz dveju diferencijalnih jednacina 

kretanja odredjuje druga konacna jednacina kretanja 

RV ( r = a(R~at) ) i sila S u koncu (S = 

Ovimje ,zadatak:'u ... p.otpunosti'·· rijeSen .. Jedina :veza је 

uslov da је kretanje u ravni (z = о) • 

Medjutim, rjesavanju ovog zadatka mogli smo pristupiti 

па drugi nacin. Na kretanje materijalne tacke djeluju dvije veze 

f 1 ::: z = 'О, 
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od kojih је druga reonomna, ра i ргоЫет svrstavamo и klasu holo

nomnih reonomnih ргоЫета. Smatramo da se tacka krece ро krugu 

ciji. se poluprecnik r mijenja ро zakopu г=R-аt. ТгеЬа odrediti 

konacne jednacine kretanja i reakcije veze. U ovako formulisanom 

ргоЫети ne pojavljuj~ se konac i ravan kao veze, tj. veze ni~e

su zadate opisno, vec је ogranicenje slobode kretanja zadato та

tematickim relacijama. 

Zada tak se moze rijesi ti па primjer Hamil tonovim kanonskim 

jednacinama.u prosirenom faznom prostorUV;2n+~ (sto се па odgova

гајисет mjestu и radu i biti ucinjeno) ili u neprosirenom prosto-
• 

ги Vl2n . • 

Istovjetno rjesenje,sto se tice konacnih jednacina kre

tanja, imao bi i ovako formulisan ргоЫет: Tacka se krece и гау
R2V 2 

ni i па nju djeluje privlacna centralna sila S = - т о" Odre-
~.., ..,.., ( R -а t ) ~ 

diti konacne jednacine kretanja ako је tacki saopstena pocetna 

brzina Vo upravno па pravac dejstva sile. 

U ovom slucaju sila S је unaprijed zadata i to је aktiv

па sila koja djeluje па posmatranu tacku. Ako је kretanje tacke 

ostvare'no uvlacenjem konca, sila se pojavljuje kao reakcija veze, 

по, "presjecanjem" konca tacka postaje slobodna i ргета sili и 

koncu se odnosimo kao ргета aktivnoj sili. 

Ako ргоЫет tretiramo kao reopoman, postojanjereakcije 

veze nlJe tako ocigledno. Rjesavanjem zadatka ротоси Lagranzevih 

jednacina ргуе vrste ,sila и koncu је sadrzano, и "potenCijalJJ\. 2 f 2' 

ako se' zadatak "rjesava ротоси Lagranzovih jedhaciha' 
druge vrste," "izgubice" se sila reakcije veze. 

Proucavanjem ovog jednostavnog primjera blize smo оЬја

snili sto podrazumijevamo pod ројтот "uslovna klasifikacija". 

Time ne samo da је objasnjena i opravdana nedovoljna 

proucenost reonomnih sistema и literaturi, vec se sugerise da 

se i dalje ispituje mogucnost da se osobini reonomnosti ргоЫе

та daju neka druga svojstva. 

U ovom radu ta ideja је iskoriscena tako da se reonoman 

ргоЫет tretira kao slozeno kretanje. Kretanje tacke ро vezi 

smatra se za relativno kretanje, а kretanje tacke zajedno sa 

• 
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reonomnom vezom smatra se za prenosno kretanje. Na taj nacin, 

ukupno ubrzanje, pored, re1a ti vne i prenosne komponente, sadrzi i tako

zvano "dopunsko" ubrzanje. Опо' se sastoji od simetricnog i 

antisimetricnog dije1a, gdje је ovaj drugi dio, u stvari, Kori

o1isovo ubrzanje. 

Doprinos ovog rada је i u tome da је proucena те

hanicka energija r~onomnog sistema i dat је zakon о odrzanju 

mehanicke energije za ove sisteme. Ovo pitanje је pri1icno pro

ucavano u pos1ednje vrijeme. Pojavi1i su se i sukobi mis1jenja 

о smis1u postojanja tog zakona kada se radi о reonomnim proble-, 
• 

mima. 

Odgovor dat па to pitanje u ovom radu је potvrdan. Ne 

samo da ima smis1a postav1ja~i pitanje о postojanju integra1a 

energije reonomnog sist~ma, vec је dat i us10v koji posmatrani 

reonomni sistem тога da ispunjava da bi postojao prvi integra1. 

U ovom zadatku је vazno da se unaprijed jasno definise ројат 

mehanicke energije reonomnog sistema; jer to u 1iteraturi nije 

jednoznacno ucinjeno. 

Nepostojanje jednoznacnosti u proucavanj~ reonomnih 

problema pojav1juje se i pri njihovom proucavanju u prosirenom 

faznom prostoru W2n+ 2 .'Naime, pokazuje se пе samo па reonomne 

probleme, da је nekad pogodno kretanje sistema proucavati u 

faznom prostoru, koji је prosiren promjen1jivim qO=t i ро. U 1i

teraturi su poznata dva nacina па koja se uvodi genera1isani 

impu1s ро. U disertaciji su оЬа metoda navedena, ana1izirana i 

uporedjena. 

Osim toga, пе pledirajuci da to nigdje ranije nije uci

пјепо, samost1ano su izvedene diferencija1ne jednacine kretanja 

neho1onomnih reonomnih sistema i dati us10vi kojima se odredjuju 

po1ozaji i stanja ravnoteze 0vih sistema. 

Sa nesto sirim:uvodom ovi pri10zi proucavanju reonom

nih problema cine cje1inu i sadrzaj ove disertacije. 

Da1eko od pomis1i da sam ovim radom zatvori1a krug 

oko teme koja je'obradjivana, svjesna da sam problem teze 

tek "пасе1а" i da тот radu mnogo sto ima da se doda i pojasni, 
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ја se najtoplije zahvaljujeт svoт тentoru Prof. Dr Veljku 

Vuji~i6u, koji је iтao razuтijevanja za тоје zastoje i lu-
~ 

tanja и radu. Uz njegovu veliku рото6 оуај rad је i okon~an~ 

Svoтe kolegi Ranislavu BUlatovi6u, zahvaljujeт se 

па тnogiт korisniт razgovoriтa i sugestijaтa. 

, 
• 

• 
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UVOD 

. 
\ 

Proucavajuci razvoj mehanike kao nauke, od njenih росе

taka vezanih za anticko doba do danasnjeg doba, primjecujemo 

da је пјеп razvoj" tekao skokovito - mirni periodi smjenjivali 

su se sa periodima izuzetne aktivnosti. 

Na primjer, vazna otkrica odigrala su se и doba Aristo

tela i Arhimeda (II i III v.p.n.e), zatim Keplera i Galileja 
, 

(XVII v.) da bi Njutnovim (Newton) "Phi!osophiae naturalis 

principia mathematica" (lб87.g.) bila stvorena Njutnova meha

nika. U пјој је osnovni ргоЫеm dinamike sistema formulisan 
" . " 

роmоси Njutnovih zakona, tj. роmоси Njutnovih jednacina kre-

tanja. 

Naredna epoha vaznih otkrica vezana је za imena Bernulija 

(Bernoulli) , Ој lera (Euler), Dalambera (D' Ale mbert) i Lagranza 

(Lagrange). Sto godina nakon Njutnovih "Principa" Langranzevom 

"Mechanique analitique" (17.88.g.) otvara зе nov9- oblast meha

nike - Lagranzeva mehanika, и kojoj, da bi зе formulisao озпо

vni ргоЫеm mehanike sistema, treba uvesti ројаm virtualnog 

роmјеГоаnја. 

Sledeca grupa naucnika Раизоп (Poisson), Hamilton 

(Hamilton), Jakobi (Jacobi) i ааиз (Gauas)postavljaju temelje 

grani mehanike koja је poznata kao Hamiltonova mehanika. 

U toku poslednjih stopedeset godina и razvoju апа

liticke mehanike nije bilo (ako зе пе uzme и obzir Ljapunov

ljeva teorija Ь stabilnosti kretanja) ostvarenja ciji bi зе 

znacaj mogao porediti за dostignucima slavnih prethodnika. 

То ipak пе znaci da зе и razvoju teorije nije napredovalo. 

Posledica svega navedenog је da danas imamo takvu 

teorijsku mehaniku da опа па izuzetno zadovoljav~duci nacin 

modelira realan svijet. 
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KLASICNA MEHANIKA REONOMNIH SISTEMA 

1. Reonomne veze 

Dinamika је nauka koja ргоисауа kretanje, а k~etanje 

,е rooze predstaviti па razne nacine. Moze эе proucavati u ора

~ajnoт prostoru (Njutnova mehanika), konfiguracionoro prostoru 

:Lagranzova mehanika), faznom prostoru (Hami1tonova mehanika). 

Vaznu u10gu u proucavanju kretanja и ovim prostorima 

Lroaju "veze". Kretanje mehanickih sistema је uvijek ograniceno, 

Lma smis1a govoriti о slobodnom kretanju эато pri posmatranju 

jedne materija1ne tacke. Vec pri kretanju dvije tacke i1i bi10 

koja dva mehanicka objekta nе mozemo govoriti о slobodnom kre

tanju, јег је njihovo k~etanje ograniceno Ьаг us1ovom da эе ta 

dva objekta ne mogu u istom trenutku naci па istom mjestu. 

Ргоисауnаје "veza" tj. ogran:i!cenja па kretanje meha

nickih sistema zapocinjemo njihovom k1asifikacijom. U tom 

ci1ju posmatramo neki mehanickl sistem. Neka se sistem sasto

ji od N materlja1nih tacaka М,. '(l=', ... ,Н) cije su odgovarajuce 
l 

roase mi . Vektori po1ozaja pojedinih tacaka и odnosu naneki 

izabrani Dekartov koordinatni sistem neka su ~., а prvi, drugi 
, l 

itd., izvod ovih vektora ро vremenu ozna~en је j~dnom, dvjema 

itd. tackama iznad oznake vektora. Svaki od ovih vektora Г1 
ima svoje tri koordinate x i ' Yi' zi. Umjesto 3Н Dekartovih 

koordinata х,, У" z", ... , zN mozemo uzeti Ы10 koji sistem 

koordinata иј: 

Ove re1acije тогаји biti nezavisne i тогаји dopustati 

inverziju sto је obezbijedjeno ispunjenjem us1ova: 

дC~~I"') U~N) -=1=0 
О(Ј<.41·" Ј ~N ) 
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Ogranicenje kretanju sistema, bilo da ogranicava 

samo polozaje clanova sistema ili samo brzine ili оЬоје, 

analiticki se izrazava па taj nacin sto izmedju vektora ро

lozaja clanova sistema, njihovih brzina i vremena postoje 

veze и obliku: 

а и skalarnom obliku и Dekartovim koordinatama dato је 

izrazom: 

ц. ,..,. i/.. • . ' : ') 
Ј (jl.ItТ._{. 1 -'1...(" I 'JL (fJ... ):-0 

dok se и generalisanim koordinatama zapisuje и obliku: 

( 1 ' ) 

( 1 " ) 

(1''') 

Ovo su najopstiji moguci oblici veza. Na osnovu 

raznih njihovih osobina mogu se klasifikovati па razne naci

пе: 

zadrzavajuce (bilateralne) i nezadrzavajuce 

(unilateralne veze), 

- holonomne i neholonomne veze 1) 

kl ' 2) - s егопотпе ~ геопотпе veze 

1) Naziv potice od Негса 

2) Od grckih slozenica koje oznacavaju nepromjenljiv 
zakon i zakon koji se mijenja, tece 
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Zadr~avajuce veze.date зи и obl1ku: 

1 оnе Ы1~e odredjuju moguce po1o~aje 1 brz1ne s1stema nego 

зtо to с1nе nezadr~avajuce veze: 

koje daju samo oblast1 и koj1ma su brz1ne 1 po1o~aj1 moguc1. 

Но1оnотnе veze ~az1vaju se јоз 1 konacn1m 111 geo

metr1jsk1m) ogran1cavaju moguce po1ozaje s1stema: 

(2 ' ) 

111 

(2") 

111 

(2'" ) 

Оnе za sobom pov1ace 1 odgovarajuce d1ferenc1ja1ne ге1ас1је 

"~ 1 -' dix ~- згоА . t,. -\-. ~ >0 
~ СЈ.. с.. ot /' 
L 

( 3 ' ) 

111 

(3") 

111 

(d.=4, ... ,d ) ( 3''') 

а11 samo и оn1т po1ozaj1ma и koj1ma је j~=o. 
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Ako зе veze zadate и obliku (3'), (3") ili (3''') пе 

mogu dobiti diferenciranjem nekog sistema oblika (2'), (2"), 

odnosno (2"'), опе зи neholonomne (nazivaju зе јоэ i diferen

cijalnim ili kinematickim). 

Napomenimo da neholonomne veze mogu па razne nacine 

da zavise 0d brzina. Medjutim, najvise зе ргоисауаји veze и ko

jima зи brzine zadate linearno: 

ili 

N ~ ----'т 

~ tpL' .~: ---t- Р(.:> ~ о 
L 

N 

? (AL{'v.x~ + &L[Ъ ~(. + ~~L)-Г D~ ~O 
t . 

ili 

~ 

gdje зи ~if-:> ' Aif..>' Bi~' Cif.>' Di{Ъ i. Df.:> funkcije od koordinata i 

угетепа. Ako је D~ =0 veze зе nazivaju katastatickim 1). Ako veze 

пе sadrze vrijeme eksplicitno: 

ili 

ili 

nazivamo ih skleronomnim. 

Неопотпе veze зе mijenjaju за угеmепоm i zadate зи и 

obliku (1'), (1") ili (1 ,,,) и slucaju da зи neholonomne, odnosno 

и obliku (2'), (2") ili (2''') ako зи holonomne. 

Postoji јоэ jedna podjela veza па idealn~ i neidealne. 

Da bismo је objasnili тогато prethodno uvesti ројат virtualnog 
.. . 2) 

ротЈегаПЈа . 

1) Od grcke rijeci koja znaci uredjeno. 
2) Johan Bernuli (Johann Вernoulli) је 1717.g. иуео ројат virtualnog 

ротјегanја и slucaju holonoтnih vez~ а Furije (Gabriel Fourier) је 
1798.g. te ројтоуе prosirio i па druge oblike veza. 
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u геlасiјаmа (3'), (3") i (3"') vektor ~" odnosno 

nJegove koordinate х., у., z., ili koordinateu. predstavlja-
]. ]. ]. ]. 

ји brzine dopustene vezama. Nazivamo ih mogucim brzinama. 

. 

Sistem beskonacno malih ротјегапја 
--' ~ -4 (..~ rL == 'г t dt 

gdje su ~ moguce brzine nazivamo mogucim pomjeranjima. Moguca 

ротјегапја se razlikuju od stvarnih, и tome sto prva пе тогаји da 

zadovoljavaju i jednacine kretaIlja. Moguca ротјегапја karakteri

su veze а пе i sam sistem. trugim rijecima stvarna ротјегапја su 

i moguca, ali obrnuto пе vazi. Svaki beskonacno mali vektor koji 

lezi и tangentno) ravni definisanoj jednacinama .veza је vektor 
, 

moguceg ротјегапја ako su veze holonomne i skleronomne. 

Vektor virtualnog ротјегапја koji ima veoma vaznu ulo

gu и Lagranzevoj mehanici definisemo kao razliku dva vektora то

gucih ротјегапја: 

JfГ =CL~ r: -d2 ~ 
Ako su veze holonomne virtualna ротјегапја cf~, odnosno njegove 

koordinate cf X i , d Yi' Ј Zi' odnosno !) u i zadovoljavaju sledece 

relacije: 

odnosno 

+ 9f~ J:J L -1- _~~Sc1-. J'Zt: )=0 
O~L Q!i..( 

odnosno G-Jol du... : () 
ОЩ L 

dok и slucaju neholonomnih veza virtualna ротјегапја zadovolja

vaju sledece relacije: 

N -;::-?е S -7 
~ (bL' U r с == О 
l r 

J..(AL~ Јџ -+ ћ~pJ* -+ ()~rЪ6;-..L)=о 
L . 

odnosno 

3\'-1 . 
2. Dl/b!J LLi.:::: О 
L ,-

odnosno 
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То zna6i da је svaki beskona6no m~li vektor koji leii и tan

gentnoj ravni definisanoj jednom od prethodnih relacija vek

tor . v~rtualnog ротјегапја. U slu6aju skleronomnih holonom

nih veza i katastati6kih n~holoriomnih veza virtualna ротје

гапја зи isto ;to i mogu6a ротјегапја. Sada зто и stanju da 

damo јо; jednu podjelu veza. То је podjela па idealne veze i 

опе koje to nijesu. Pod idealnim vezama podrazumijevamo опе 

kod kojih је rad reakeija veza па virtualnim pomjeranjima 

jednak nuli. 

Mi 6ето зе baviti idealnim, zadriavaju6im reonomnim 

vezama, ograni6avaju6i зе ponekad зато па holonomnim vezama. 
, 

Akcenat се uvijek biti па osobini reonomnosti veze, odnosno 

sistema па koji veza djeluje. 

Navedimo nekoliko primjera reonomnih veza, odnosno 

sistema: 

1. Materijalna ta6ka зе kre6e ро sfernoj povr;i 6iji 

зе radijus mijenja за vremenom. Qvo је primjer holonomne гео

потпе zadriavaju6e veze. Jedna6ina veze ы6е zadata relacijom 

intenziteti radijus vektora, и 

Dekartovim koordinatama jedna6ina veze је 

L Q 2 2 2. L"\ 
Ј :Ј.. -+ ~ -\-;С - r ('-') == о 

а и sfernim koordinatama 

2. Dvije materijalne ta6ke М 1 (Х 1 ' У1' z1) i 

М2 (Х2 ' У2' z2)' pri6vr;6ene зи ;tapom bez teiine cija зе 

duiina 1 mijenja ·за vremenom. Jedna6ina veze и vektorskom 

obliku је: 
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а и Dekartovim koordinatama: 

3. Ako је sistemu iz predhodnog zadatka nametnut јоэ 

i uslov da је brzina sredista stapa usmjerena duz stapa jed

nacine veza се и Dekartovim koordinatama uravni biti 

. . 
,)<" -r .у... 2-

Ј(л- Ј<2. 

:;; =-о 

Ovo је neholonomni reonomni sistem. 

Postojanje veza (bilo reonomnih, bilo skleronomnih) 

oteiava resavanje mehanick{h ргоЫеmа па dva nacina: 

. -7 
Prvo - koordinate' x i (odnosno Ut, odnosno vektor~ rc) 

nijesu nezavisne vec su medjusobno povezane .jednacinama veza, 

samim tim ni diferencijalne jednacine kretanja nijesu neza

visne; 

Drugo - sile reakcija veza nijesu zadate unaprijed, 

оnе su medju nepoznatima sistema i mогаји se izracunati da 

bi kretanje sistema и potpunosti bilo odredjeno. Postojanje 

veza koje ogranicavaju kretanje sistema је implicitan nacin 

da se pretpostavi djelovanje sila koje nijesu direktno zadate. 

Prvi ргоЫеm se moie rijesiti uvodjenjem nezavisnih 

generalisanih koordinata а drugi formulisanjem problema, tako 

da se nepoznate reakcije vezane pojave и matematickim relaci

јаmа koje opisuju dato kretanje. 
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2. D~ferenc~jalne jednaa~ne kretanja (Njutnova, 
Lagranzeva ~ Ham~ltonova mehan~ka) 

Posmatramo mehanicki sistem koji зе sastoji od N mate

rijalnih tacaka па koji djeluje k=d+g reonomnih neholonomnih ve

za da tih u obliku f d... ( t I r;., r: ) о pok~zacemo kako зе ргоЫеш 
kretanja ovog sistema resava aparatom Njutnove, Lagranzove i 

Hamiltonove .mehanike. 

-Neka па tacke М! sistema djeluju sile Fi (i=1, ••. N). 

Ubrzanje i-te tacke koje Ь! па osnovu drugog Njutnovog zakona bilo 
-?- -+ 

izrazeno relacijom cll = Fc /'(ni песе Ь! ti saglasno за vezama. Medju tim, 

uticaj veza па kretanje svake tacke sistema moze зе predstaviti 
~ о 

silom Н ! tako da drugi Njutnov zakon i dalje vazi: 

-+ ~ ~ t 
~ oi.. = г L -т Rl ој о (4) 

-о reakcijama veza Н. unaprijed znamo jedino to da dife-
1. 

rencijalne jednacine kretanja шогаји biti saglasne за vezama. 

(Napomenimo da u slucaju trivijalne veze reakcije veze пе postoje). 

Na taj nacin zadatak је nemoguce rijesiti u potpunosti, 

јег је Ьгој nepoznatih X 1Y1 Z 1'.·. 4N' Н 1х ' Н 1у ' ... RNz koje tre

b~ odrediti) za БN-ЗN~d~g veci od Ьгоја skalarnih diferencijalnih 

jednacina kretanja (5)! zadatih jednacina veza. Da Ь! 

ovaj zadatak postao resiv treba postaviti јоэ ЗN-d-g relacija. 

Те relacije dobijamo ako se u паэеш posmatranju ogranicimo па 

vaznu klasu tzv. idealnih veza - tj. takvih veza cije reakcije 

па virtualnim pomjeranjima пе vrse nikakav rad: 

Uvodjenjem ројша virtualnog рошјегапја ulazimo u oblast 

Lagranzeve mehanike. Dok se u Njutnovoj mehanici sile dijele па 

unutrasnje i spoljasnje, dotle зе u Lagranzevoj mehanici dijele 
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па aktivne .(tj. date) si1e u reakcije veza tako da uo~avamo 

da k1asifikacija si1a u Njutnovoj i Lagranzevoj mehanici nije 

ekviva1entna. 

Prije nego pristupimo izvodjenju jedna~ina kretanja u 

Lagranzevoj mehanici raz1ozicemo date геопоmпе veze па ho1onomne 

i neho1onomne gdje se па samom po~etku ograni~avamo па vaznu 

klasu neholonomnih zadrzavajucih vezakoje :su.linearne ро brzinama: 

10l = f d. (i I г~ ') = о 
N ~ -'> 

't}a= ~ e,?L . V( +O(Q _ о 
l, 

(d=1, .. ,cl) 

(~= 11' ., ) Я) 

( 6 ) 

(7) 

Dobro poznatim postupkom iz us10va idea1nosti veza i 

drugog Njutnovog zakona, dobijamo osnovne vektorske jedna~ine 

kretanja nes1obodnog sistema sa mnoziocima veza: 

- ---:'>- cl'A d (~ I 
m.i, сц, = F( + L Ј \~ gra ~ Ј d + L Ui .:> tdr~ 'f(b ( 8 ) 

d.. t\.- f..;) I I у\.. 

koje su poznate i pod imenom Lagranzeve diferencija1ne jedna

~ine prve vrste. Sam dvojni naziv ovih jedna~ina nagovjestava 

pre1azak iz Njutnove u oblast Lagranzeve mehanike. - -- . : Uvod~nj ~m koordina ta (и-1 1 •• uзN ) --7> rt = ГС (И.~ ••• lЛ.3~) 

prethodne jedna~ine se mogu napisati u koordinatnom obliku: 

с1 ~I _ ат =0 +1 л" сЭ:fd. +1/'; ~~љ 
ctt OurY\. QUm rn о( д Urп. (Ъ ~ дU,11 

(9) 

gdje је Т -'kineticka energija а Q - genera1isana si1a. 
11\ 

i2: 
Na taj na~in reakcije veza R. ='2..Ј\-.Ј огм·(, +:L. J.I q{i-- I VJ 

, 1. 01.. о. (Ј ~ Ј о.. / ~.j u.o~~ 1(..:> 
imaju svoje odgovarajuce koordina~e ~ љ ~ (8 ) 

(m=~\ .. " ЗN) 

Diferencija1ne jedna~ine kretanja nes1obodnog materi

ja1nog sistema u obliku (9) nazivaju se Lagranzeve jedna~ine 

prve vrste, tj. Lagranzeve jedna~ine sa mnoziocima veza. Опе se 

mogu interpretirati kao diferencija1ne jedna~ine kretanja герге

zentativne ta~ke u konfiguracionom prosto'ru VЗN . Nedovo1jne su 

da u potpunosti rijese ргоЫеm kretanja odgovarajuce ~epгe~en

tativne ta~ke. Tek kad im dodamo d+g jedna~ina veza (6) i (7), 
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sistem postaje potpun tak~ da moiemo odrediti ЗN+d+g nepoznatih 

funkcija li~,~,?JЪ . 
Uvodeci nezavisne generalisane koordinate· q 1 ... qn (ciji broj 

п=ЗN-d ) 
._ .(L ft,f ~1. t) 

)Ј... l - .u.. L Ј 1 Ј .' I О_} ~ ) . • ') ~ I 

diferencijalne jednacine kretanja (9) svode se па oblik: 

( 1 О) 

ciji је broj za d manji nego jednacina (9). 

Qve jednacine poznate su pod imenom Lagranieve jednacine 

druge vrste ~ )Uocavamo da neholonomne veze iako uticu па broj stepeni 

slobode,ne uticu па broj nezavisnih generalisanih koordinata, jer 

опе пе odredjuju konstante integracije. 

gdje 

U slucaju holonomnih sistema sa potencijalnim silama 

jednacine (10) se svode па oblik 

( '-" ) Ј...,- , ... )t\J 
( 1 1 ) 

d oL dL - о 
cht qr-- - Og. ~-

је L.. =T+V i nazi уа se Lagranieva funkcija. 

U relaciji (8) posmatramo kretanje tacaka и 

trodimenzionom prostoru i ocekujemo и opstem slucaju da brzina, 

ubrzanje, aktivna sila i reakcija veze, imaju komponente и prav

си s,vih triju osa. Na taj nacin posmatrac је и stanju da regi

struje i komponen;e ovih velicina и tangentnoj ravni napokretnu 

роvгSiпи i upravno па njih. То kretanje је zapisano sledecim di

ferencijalnim jednacinama: 

Kako se kretanje odvija и tangentnoj ravni i kako su veze ide
----? 

alne, slijedi da је· 2с ~an = о i svaka od prethod-

nih jednacina se moie razloiiti па dvije: 

-> --)-

( т с c~ - РС ) horrn, :::: R L. hОГrl\. 
1) U literaturi su poznate i kao Feresove (Ferres), jer ih је оп (1871.g.), 

uopstio za neholonomne sisteme. 
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u зlисаји (10) kretanje је opisano nezavisnim koordina

tama, tj. sistem referencije је u затој pokretnoj povrsi odnosno 

ndeno~ tangentnoj ravni i sve sto зе dogadja izvan te povrsi, 

ne moze зе datim aparatom registrovati. Dakle, ·mi зато mozemo 

registrovati tangentne komponente brzine date si1e ubrzanJ'a , .' 
i reakcije veze. No, kako је reakcija veze upravna па povrsinu 

( ~. io.rn: О) па ovaj nacin ne mozemo о njoj· nista blize reCi. 

Napomenimo da se pravac tangente pri reonomnim vezama и 

datoj tacki па vezi mijenja за vremenom, dok зе u slucaju sk1ero

nomnih veza m~Jenja зато od tacke do tacke. 

U d ,. l' .. . 1 о дL 'Н 'lt vo ec~,genera ~san~ ~тpи зе ,-i aQ~ ~ aт~ onovu 

funkciju Н = p('gl_ L = Н( t, rJ. <',pi) .ulazimo u oblast Hamil tonove 

mehanike, gdje је kretanje ho1onomnog potencija1nog sistema opi

sano sistemom od 2n diferencijalnih jednacina prvog reda 

,{ ан 

{f = JPi 
. дН 

ft.' ==-св!' (i=1, ... ,n) ( 12) 

Nastanak i razvoj Hami1tonove mehanike vezuje зе za 

30. godina XIX vijeka, kada је Hami1ton postavio svoj opsti metod· 

dinamike па osnovu opticko-mehanickih analogija. Dva rada koja 

је u tom periodu objavio ~ine osnovu па kojoj зе razvija ana1i

ticka mehanika XIX 'lijeka. 1) 

Iz1aganje svoga metoda integracije jednacina dinamike 

sistema Hamilton zapocinje razmatranjem kretanja neko1iko slobod

nih materijalnih tacaka koje senalaze pod dejstvom· uzajamnog pri

v1acenja i odbijanja. 

U svom drugom radu Hamilton daje novu formu jednacina 

kretanja slobodnog sistema tacaka u proizvoljnom krivolinijskom 

sistemu koordina te q ~ .... ,q3~ . Polazeci od D' Alamberovog prin

cipa оп izvodi Lagranzeve jednacine и kojima umjesto izvoda 

1)-On а general method in dynamics, Ьу which the study of the motions of all 
free systems of attracting ог repel1ing points is reduced to the search and 
differentiation of one central re1ation, ог characteristic function. -
Phi10S. Trans. Ноу. Soc. London, 1834. pt II, р. 247 - 308. 

- Second еззау оп а genera1 method in dynamics.-Рhi1оs.Тгans.Rоу.Sос.Lопdоп, 
1835, pt I.p. 95-144. 
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q1 .... q3NUVOdi поуе promjenlj~ve, dobivsi па taj nacin svoj 

.poznati sistem kanonskih jednacina (1~), s tim da је n=3N· 

za slobodan sistem. 

Hamiltonovi radovi inspirasili su mnoge naucnike tokom 

XIX vijeka. Medju tim radovima ya~no mjesto zauzi~aju radovi 

Jakobija (Jacobi) koji se neposredno nastavljaju па Hamiltonove 

rezultate dajuci im opstost. Jakobi iz Lagran~evih jednacina dru

g~ vrste izvodi kanonske jednacine пе samo za slobodan sistem, 

уес i za sistem podcinjen holonomnim vezama. 

Napomenucemo da su јоз 1809. Lagran~. i Рuаэоп , neza

visno jedan od drugog izveli jednacine slicne Hamiltonovim kanon

skim, ali ni jedan od njih nije ih uocio kao osnovu jednacine 

kretanja (to је ucinio tek Kosi - 1831). Hamilton ih је, kao 

sto smo pokazali, izveo 1834. iz osnovno9 varijacionog principa 

i postavio ih и temelje dinamicke teorije, tako da опе zaista 

zaslu~uju da nose njegovo ime. 

Sledeci korak је bio da se .pokusa sa primjenom оуе teo

rije i па neholopomne sisteme sto је, па primjer, ucinjeno и 

[19Ј а takodje i па геопотпе sisteme vidjeti [17Ј i [2~. Uslo~
пјауапје ргоЫета nametanjem neholonomnih i reonomnih veza ima 

za posledicu da se kretanje sistema пе тo~e zapisati kanonskim 

jednacinama (и smislu da se mogu zapisati и obliku (12»)ali 

imaju slicnosti sa njima. Zato ih nazivamo diferencijalnim jed

nacinama и faznim promjenljivim i опе се detaljnije bite izvedene 

и drugom dijelu ovog rada. 

Dok пат se cinilo pogodnim da uvedemo odredjenu geome

triju и konfiguracioni prostor i pokazalo se da је to Rimanova 

gebmetrija, situacija је sada drugacija. Fazni prostor пета 
odredjenu metricku strukturu i radi pogodnosti тo~eтo pretpo

staviti da su qi i р! postavljeni kao pravougaone koordinate 

2п dimenzionog Euklidskog prostora. Euklidska geometrija је do

Ьга kao i bilo koja druga)jer пе postoji odredjeni razlog za 

uvodjenje metrike u fazni prostor. 

Udvostrucavanje dimenzija faznog prostora ima velike 

pogodnosti. Jedna od njih se иосауа ako razmatramo geometrijsku. 

interpretaciju ukupnosti svih puteva ргуо и Lagran~evom konfi

guracionom prostoru, а zatim u Hamiltonovom faznom prostoru~) 

х) Оуај naziv potice od Gibsa (Gibbs). 
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Reprezentativna tacka и Qba slucaja opisuje krivu. Medjutim, 

mnoga teorijska istrazivanja ne bi se mogla obaviti ako izdvo

jimo samo jedno, partikularno гјезепје (koje odgovara specijal

nom izboru pocetnih uslova). Kretanje moze poceti iz svake tacke 

konfiguracionog prostora и svakom pravcu proizvoljnom pocetnom 

brzinom. Nemoguce је dobiti uredjenu reprezentaciju svih tih 

puteva. U faznom prostoru kretanje је predstavljeno jednacinama 

prvog reda. One odredjuju brzinu tacke ako је zadat njen polozaj. 

Kretanje moze poceti iz bilo koje tacke faznog prostora, ali na

kon zadavanja jedne tacke kretanje је jednoznacno odredjeno. 

Kompletno гјезепје kanonskih jednacina (12) је poznato 

ako su zadati qi i р. kao funkcije vremena i 2n konstanti inte-
1 

gracije/koje mogu biti predstavljene kao 2n koordinata и trenut-

ku t=O. 

qi fl 1 п 
Pno,t) = (qo' . . . , qo' р10'····, 

Pi 
. ( 1 п 

Pno,t) = gi qo,·· .. , qo' р 1 , .... , 
о. 

Qvo гјезепје se moze predstaviti па uredjen nacin bez 

ikakvog preklapanja ako 2n koordinata qi i Pi smatramo razlici

tim dimenzijama faznog prostora. Slika је јоз preglednija kad 

faznom prostoru dodamo јоз jednu dimenziju uvodjenjem koordina

te qO=t. (Kartan taj prostor naziva prostorom stanja). U tom slu

сајu dobijamo mnogostrukost krivih koje se nikad ne presijecaju. 

Ako bi se presijecale znacilo bi da su moguce dvije tangente и 
jednoj tacki faznog prostora, а to bi protivrjecilo principu 

determinizma. 

Hamiltonova mehanika nema prednosti зtо se tice inte

gracije diferencijalnih jednacina, ali nudi druge prednosti: 

dublji pogled па proucavanje dinamickih sistema; isti status 

q i р (зtо nije slucaj sa q i q)x); omogucava veci nivo apstrak

cije. Takodje је superniornija и pogledu indirektne integracije 

pogodnom transformacijom promjenljivih. Kako ciklicke koordinate 

vode integralima kretanja, indirektan metod integracije se sasto

ji и transformaciji koordinata па taj nacin da se dobije зtо vise 

ciklickih koordinata. 

Х) q i q su povezani nezavisno od nacina па koji se sistem krece, а q i р 
su povezani preko samih jednacina kretanja. 



19. 

Vratimo se poznatom zadatku i rije~imo ga па navedene 

nacine. Posmatramo kuglicu zanemarljivih dimenzija koja se па

lazi па glatkom horizontalnom stolu. Za kuglicu је privezan 

konac koji se brzinom а uVlaci и otvor па stolu. U pocetnom 

trenutku kuglica ima brzinu v иргаупи па konac, а duiina kon-
о 

са и tom trenutku је R. 

Zadatak tretiramo kao reonoman ргоЫет i veze и polarno

cilindarskim koordinatama su: 

1,f=:;C =0 

:Ez=r - (R-at) 

Lagranieve jednacine ргуе vrste su: 

gdje su 

G ={O,O,-m.Сј ~ 

Potpuni sistem od 5 jednacina sa 5 nepoznatih је: 

rп аг = m ( r -r 'Р2) = 1\2 

m 0,:(- -= т'~ -= Ј\" - m..Cj 

mQ'f = rn (г~-т 2 rtf )-=0 

:1:.=0 1- R+at=o 

а rjesenje ovog sistema је 

r = R-01, 'f= Q~~a+J ' .;с =0, .л,,= noq ,1\z =(~~J'\:' 
(R о; )2. 

tako da је sila и koncu RQ =vn (R-~Y~ а reakCija podloge је 

R ~ = rn~ 
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Ротоси Lagran~evih jednacina druge vrste u nezavisnim 

generalisanim koordinatama zadatak rjesavamo па sledeci nacin: 

Odredjujemo Ьгој stepeni slobode n=3-2=1 i za neza

visnu generalisanu koordinatu uzimamo polarni ugao ~ . Kinetic

ka energija, potencijalna funkcija, Lagranzeva funkcija i gene-

Jednacina. kretanja је 

d оТ аТ _ . 
еН: Gf -д'? -сх 
tako da је r jesenje 'f = R tk 

aCR-о.:t )-
Preostale dvije jednacine kretanja z=O i г=R-аt dobi

јаји эе direrektno iz jednacina veza, а sila u koncu i reak

cija podloge ne mogu ве па ovaj nacin odrediti. Za to је ро

trebno postaviti dodatne jednacine. U ovom slucaju mogu эе 

napisati diferencijalne jednacine kretanja u polarnim koordi

natarna koje, posto эи konacne jednacine kretanja poznate, nepo

sredno daju rjesenja za reakcije veza: 

т( г - r~2) = R r 

rn(r'f-t-2. r'f) =0 

rn~ = - rhз+R~ 

Prirnjenom Hamiltonovih kanonskih jednacina postupak је 

sledeci: Nezavisnoj generalisanoj koordinati ~ (koja је kao 

i Lagranzeva funkcija L, odredjena и prethodnom zadatku), odgo

vara generalisani irnpuls р 

р= d ,L = ~ {m..l-а. 1 i- ( R -аЈ, )2 -p'l l =: rГL ( R - а* ) 2.~ ~ 'f = гд (R _ Q t ) 2 
д'Р O~ 2 ј 
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i Haтiltonova funkcija Н 

Odgovarajuce kanonske jednacine зи 

tako da зи njihova гјезеnја 

'f = Ru-'o 
Q.(Q-at) 

. 
р=о 

Koтpletno гјезеnје (jo~ dvije konacne jednacine kretanja i 

reakcije veza) розеЬnо odredjujeтo kao sto зто to па priтjer 

pokazali и prethodnoт slucaju. 
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з. Integra1i diferencija1nih jednacina kretanja 

Zbog izuzetne vaznosti koju imaju prvi integrali па 

proucavanje kretanja mehanickih sistema, nastojimo da ih odre

dimo i u slucaju reonomnih sistema. 

Za razliku od skleronomnih sistema sa konzervatiYnim 

silama za reonomne sisteme ne vazi zakon о odrzanju energije u 

smislu njene definicije u Lagranzovoj mehanici. Medjutim, u lite

raturi је uobicajeno da se i prvi integraii jednacina kretanja 

koji imaju dimenziju energije onazivaju integralima energije. Ро

znati;su 

- Jakobijev integral T 2 -То =К(g,t)+h i 

- Penleveov(Painleve) integral Т2-То = К 1 (q)+K2 (t)+h, 

gdje је Т2 -kvadratni clan u odnosu па brzine u izrazu za kine

ticku energiju, То - slobodni clan ~ istom izrazu, К, К2 iКз -
funkcije odredjenih osobina.Pokazimo pod kojim uslovima ovi inte

grali vaze. 

S tim ciljem polazimo od zakona о promjeni kineticke ener

gije koji glasi: Рготјепа kineticke energije nekog sistema па ele

mentarnom ротјегапји jednaka је radu aktivnih sila i reakcije уе

za па tom ротјегапји: 

Zbog 

Sada 

odnosno 
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Grupisanjem sabiraka dobijamo 

Kineticka energija Т је 

tako da 

Kako је 

slijedi 

Т=Т~-tТ~+То 

odakle је 

d ( -) . '1: аТ cu: T~ - 10 = ец ~ - дt 

Ako postoji takva funkcija K(q,t) da је 

slijedice Jakobijev integral 

Specijalan slucaj Jakobijevog integrala је Penleveov integral 

gdje је 
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II DIO 

1. Озnоуnе karakteristike novog pristupa 

rjesavanju mehanike reonomnih sistema 

Tri osnovne karakteristike novog pristupa rjesavanju 

mehanike reonomnih sistema su sledece: 

а) Njutnov pristup и formiranju mehanicke (tacnije 

potencijalne) energije. Ovaj se pristup razlikuje od Lagranzevog 

и tome sto se и izrazu za rad, ра па taj nacin i za potencijalnu 

fUnkciju, odnosno potencijalnu energ~JU pojavljuju osim aktivnih 

sila i.sile reakcije veze. Naravno zbog idealnosti veza 

slijedi da је 

_._> d(l) I r p~ . (5?~ = CX~=o 
с '. 

Zbog ova dva razlicita pristupa и formiranju potencijalne ener-
1 ) 

gije pojavice se i razlika и formiranju Hamiltonove funkcije Н. 

Ь) Kretanje se posmatra и prosirenom konfiguracionom 

prostoru V 1 koordinata ql~ .. qn ... qo=t. Na taj nacin vrijeme t dobi-
n+ 

ја isti status kao i bilo koja koordinata q. Ideja da se konfi-

guracioni prostor prosiri koordinatom t је veoma stara i susrije

сето је јоэ и Lagranzevoj "Mechanique Analitique" iz 1788. godine. 

C~k i kada vrijeme t ne ulazi eksplicitno и Lagranzevu funkciju 

pokazuje se da upotreba prosirenog prostora ima svojih pogodnosti 

(прг. veca sloboda transformacija). Napomenucemo da и Vn prostoru. 

posmatramo kretanje tacke ро krivoj i da и tom prostoru defini

эето metriku uz ротос kinеti.Сkе .. :епегgi:је .. Vlri-?1 је geometrijski prostor u smj 

da ne posmatramo kretanje tacke ро krivoj,vec samu .krivu и рго-

storu i и пјети u opstem slucaju metrika nije definisana. 

Prelaskom па prosireni fazni prostor W2n+ 2 postavlja se 

pitanje koji је to generalisani impuls РФ koji odgovara genera
о lisanoj koordinati q =t. 

1) Oznake H~~ ~, V* odnose se па Njutnov pristup, а Н, L, V па Lagranzov. 
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Iтато dva razli~ita odgovora па ovo pitanje. 

Metod (1) 

U ukupnoj dosadasnjoj literaturi koja tretira ovu proble

matiku generalisani impuls ро postulira se па sledeci na~in 

( 1 .1) 
pod uslovom da postoji Hamiltonova funkcija, 

tako da su dvije jedna~ine koje treba dodati postojecim kanon-

skim jedna~inama (.12) sledece: 

аn О 

-d:т-= 1 
di; 

Ako uvedemo funkciju 

Н "*- (/) Н-о -(Ја + ~ 

( 1 .2) 

( 1 .3) 

prethodne jedna~ine zajedno sa 2n,jedna~ina (12) zapisujemo 

~ _ОIЧ* 
cf;t дlJ/~ 

Ovako је radjeno и djelima Vitekera,Jakobija i Gantmahera.· 

J'1etod (2) 

generalisani impuls р uvodi se kao 
о 

f:) (:2) _ "") т . г/ Эii/ 
/ -о - L.- l V, dl 

t 
( 1 .5) 

dakle па isti . na~in kao i svi ostali generalisani impulsi р 

(р=1, •.• ,п). u ovom slu~aju Hamiltonovu funkciju н* formira~ 
па sledeci na~in: 

(jZ=O,1, ••• ,n) (1.6) 

U ~eти је razlika izmedju Hamiltonovih funkcija и оуа 

dva slu~aja: 

U Metodi (1) Hamiltonova funkcija је jednaka nuli .. 

Formirali smo је koristeci Lagraniov pristup, tj; и пјој nijesu 
/. 

sadriani potencijali reakcija veza. Izlazi da је опа 
1/ 
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jednaka nuli bez obzira kakva је sveukupnost sila koje djeluju 

па posmatranu reprezentativnu tacku. Na taj nacin jednacine 

(1.2) пат пе govore nista novo о sistemu, vec пат samo pomazu 

da preiaskom па prosireni fazni prostor mozemo zadrzati kanon

ski oblik jednacina (1.4). 

U Metodu (2) koristimo Njutnov pristup tako da н* sadrzi 
l' 

i "potencijal reakcije veza. Pokazuje se da је ovako definisana 

Hamiltonova funkcija н* jednaka totalnoj mehanickoj energiji 

и Njutnovom pristupu 

Dvije dodatne jednacine dobijene primjenom Metoda (2) su 
":\ ?<-

ciв;"(i{ = oH/"~co јег Ј'С ~?O== 1 
(1/:';0;/ Qt ::::: - д Н ј/ с! 9 о 

Kako је kineticka energij~ т -h-L гп;" 'v( 2 , prethodna relacija se, 
...< (, , 

uzevsi и obzir drugi Njutnov zakon I dobija sledecim izvodjenjem 

d d ';) -> -'» I (Ј? ~ -~ --ST "I-~ 
ро --- /\ ' 4t Ull.) )" / ,U;c ( УУl 'а-?: d/'l) о /~ гt,) dl/i 

d-i- -Cit(f 1n( U;;ЈГ. =Т-(ГfЦ td,.{(JE+ fI'{. '-ЈТ =of- +(/С-Гl"\( 'ёJt-
odnosno 

d ':\т / ~ ..k) 
~= О ~+ ао -1- Оо == 5(f_ (Т-г'/-'" 
d-t "(5i; _ . - 0-

Kako је 1': V* L* !А н* d Ь' , .+ = = рг q - , о lJamo 
јС "* 

dlJo cJ!~ d (.D- 'д:../-17'-)= _ дН* _ оН 
ф:== Q-t = ai: 1/'./·/1 dt д;10 

Primjenom Metoda (2) kretanje reprezentativne tacke se opi-

suje и prosirenom faznom prostoru jednacina~a (1.4). 

Veza izmedju Hamiltonovih funkcija н* и prosirenom prostoru 

i Н и neprosirenom prostoru је sledeca 

н -)(- I:Ј Р. ј Р-- L ~- !/Јо + РР- '[ј!-!:.. L - F (-t ) = ро + Н -. F (t ) 

gdje је 

f ({)= 1; +2То - R-$[+Sf)di 
kao sto сето kasnije pokazati. 
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Porede6i ova dva ~etoda, 

slede6e zajednicke osobine: 

zakljucujemo da imaju 

U slucaju skleronomnih sistema ova se dva metoda 

svode па isto. 

Generalisani impuls р је konstantan kad је nјетu 
о 

odgovaraju6a koordinata qO=t ciklicka, tj. kad је sistem sklero-

nотаn (sta vise ро је и tom slucaju jednako nuli). 

Razlike su slede6e: 

U м etodu· (2) р о је definisana kao i svi ostali Р.;и, 

а Hamiltonova funkcija н* ima isti oblik и V~n+2 kao sto је 
imala и V'2 . Za tak'o definisane.p i н* mogu6e је da prelaskom 

п о 

па prosireni prostor j~dnacine zadrze kanonski oblik, dok uМе-

todu (1) unaprijed postavljamo taj uslov i оп uslovljava defi

niciju ро i н*. 

Pokazuje se da је primjenQm Metoda (2) Hamiltonova 

funkcija H*.jednaka totalnoj mehanickoj energiji Е* definis~noj 

Njutnovim pristupom, sto је јоэ jedna analogija sa skleronomnim 

sistemima. Gak se pokazuje da је оnа konstantna јег su sve sile 

potencijalne. -х- ) 
Metod (2) se nе moze primijeniti па svaki sistem kanonskil 

jednacina, tj. funkcija н* тога da ima odredjene osobine da Ы Зе 

ovaj metod primijenio. 

Na osnovu navedenih zakljucaka и poredjenju ovih dveju 

metoda za prosirenje faznog prostora dajemo prednost drugoj те

todi i odlucujemo se za nјu и daljem radu nе samo iz razloga 

sto smo prihvatili Njutnov metod и formiranju energije ve6 i 
! 

zbog njenih navedenih osobina. 

c)Reonomni ргоЫет tretiramo kao slozeno kretanje tako 

da kretanje tacke, odnosno tacaka ро vezama uzimamo kao rela

tivno kretanje, а kretanje tacaka zajedno sa vezama kao рге

nosno kretanje. Ideja da se kretanje tacaka рс pckretnim vezama 

interpretira kao slozeno kretanje је veoma stara. U svojim га

dovima su је koristili Johan i Danijel Bernuli, Ojler, Klero i 

drugi. No oni su se ogranicavali samo па j~dnostavne slucajeve 

reonomnih veza (nagnuta strma ravan koja se translatorno kre6e 
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ili оЬгсе oko neke svoje озе). Koliko је nama poznato ideja 

da зе reonomni problemi tretiraju kao slozeno kretanje, ne 

ogranicavajuci зе ni па kakve specijalne slucajeve (Dakle i 

kada зе veza deformise, а ne зато ротјега u prostoru) зе prvi 

put зизгесе u [2~ а razvija зе па kinematicke ргоЫете u [29Ј 
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2. О kretanju reonomnih neholonomnih sistеща 

Posmatracemo mehanicki sistem koji sacinjavaju materi

jalne tacke Mi (i=l ... ,N), mase mi , ciji su vektori polozaja Гi. 

Polozaj svih tacaka sistema nazivamo konfiguracijom ~ . 

Kada se tacke krecu vektori polozaja su funkcije уге

mепа i relacije 

predstavljaju konacne jednacine kretanja sistema и vektorskom 

obliku. 

Ako kretanje posmatramo и odnosu па Dekartov pravougli 

sistem koordinata odgovarajuce skalarne konacne jednacine kre

tanja се biti 

UvedimQ koordinate u i па sljedeci nacin 

w.==JJ..i (J::i J ." )7. NJ t) ( ј = 1 '?"\и) ~ )--- ,'-' 
Na taj nacin sistem skalarnih jednacina mozemo jedno

stavnije zapisati: 

Uc=Ui. (4:) 

Odmah mozemo reci da umjesto da posmatramo sistem od N 

tacaka и trodimenzionom opazajnom prostoru, mozemo govoriti о 

kretanju jedne (reprezentativne) tacke и ЗN dimenzionom euklid

skom prostoru Е ЗN koji cini skup od N tripleta Е з euklidskog 

pro5tora. 

Ako па posmatrani mehanicki sistem djeluje d holonomnih 

reonomnih zadrzavjaucih veza 

(2. 1 ) 

bice 

(2.2) 
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Relacija (1.2) зе moze napisati па sledeci nacin: 

d f v( ') grn.d f ог/'+ df;, _.-- ()-_._.- =L .~ _СО сЈ.: -Т:Ј_- -:::..+ ---- -ctt t. Гс.. 0.1..... 0·-

gdje је 

Tako зе relacija (1.2) moze predstaviti и sledecem obliku: 

( L = ~, о О', t~ ј d = -1, ' , Ј Ј_) (2.3') 

Da зи veze skleronomne,relacija (2.3) bi зе svela па 

~l __ ~ 

z- 8IQ~:1 d. . lh ::::: о 
-t, ГI" 

(2.4) 

ра vidimo da зи и tom slucaju gradijenti veza upravni па brzi-

nama tacaka mehanickog sistema. 

nente: 

~ v v v 

Brzinu ~O svake tacke mozemo razloziti па 4vije kompo
l 

- prenosnu, јег зе tacka nalazi па vez9~a koje se krecu, i 

- relativnu, јег зе tacka krece ро vezama. 

Ako па taj nacin posmatramo kretanje sistema,relaciju 

(2.3) napisacemo и obliku 

i 

L. 
(2.5) 

z 
Kako је relativno kretanje tacaka kretanja ро ve~ma refativna 

brzjina svake tacke bice upravna па gradijentima_-teza, Јј. 

(2.6) 

Na osnovu (1.6) relacija (1.5) зе svodi па 

(2.7) 
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Ako koordina tama џ. (i = 1 .•.• , 3Ы) dodamo koordina tu и = t , 
1 О 

smatracemo da se kretanje reprezentativne tacke vrsi и 3Ы+1 

dimenzionom konfiguracionom prostoru W3N~1. Jednacine veza 

(2.1) и tom slucaju napisacemo и obliku: 

(2.8) 

Iz ovih jednacina vidimo da svih ЗN+1 promjenljivih и. 
1 

(i=O,1 ... ,3N) nijesu nezavisne, vec medju njima postoji d veza, 

tako da su n+1=3N+1-d nezavisne. Sada bismo mogli preko n+1 nе

zavisnih promjenljivih ио, ... ,и n izraziti preostalih d рготјеn

ljivih u n + 1 , ••• ,и зN . Ыо, mozemo uvesti i nove nezavisne genera

lisane koordinate qO=t, q 1, ..• ,qn, ра svih ЗN+1 promjenljivih 
/"- - - . 

ti i izraziti kao funkciju od q </).-=0,1, .. ,п) 

и--:- = и- (G1 0 Or1- )' 
L G dv Ј ·'Ј<.Х, 

Jednacinama (2.8) odredjen је dio prostora VЗN + 1 i 

nazvacemo ga potprostorom Vn + 1 prostora VзN+ 1 • 

(2.9) 

Skalarnim jednacinama (2.9) и vektorskom obliku се odgo

varati jednacine: 

р;"= 7':':""7 (2 О 9 '/ (Ј n_ ) 
L l I I ' 'Ј .'7 . ех 

(2.10) 

Jednacine veza (2.8). kada su и njima stare рготјеn

ljive Цi izraze ротоси novih q)~ prelaze и identicnosti 

(2.11) 

Kako се izgledati jednacine (2.3) i (2.5) и prostoru 

V n+ l' odnosno и novim koordina tama q ? 

Zbog (2.10) vektor brzine i-te tacke је 

-'>-, ::-: dr; _ д 7(. . /ј. __ ?!/1~ . /1 Э;/ 
(ј L di - оу р :Ј. - (),2,џ 9 -/ ;.;){ 
Ыа osnovu toga је: 

1} fI д --;> JI..L N -:Ј _.-~ ':\--> д';-

O-Ct. I .... l:!c /(' й '.iЪ( L . d l 
f' (oГt ,.:. р- ОГЈј ЈЈ. (2 12) ---= огс><_а d- --__ Q, -/---.= ага ~ТсЈ. _____ ·· __ .1 -f -+ --....Ј • 

d t Ј "' до /-1 с/. ?'>t ,Ј Ј, да,и. (:I д-t (7;:: 
l. v( - L С-", 
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Kada bi veze bile skleronomne vektor polozaja i-te tacke 

nе bi eksplicitno zavisio od koordinate qO. Tada је, naime, 

а brzina i-te tacke је 

/ ~, __ dt;:-; .... _ дг/ о' о. u(,------- ,-
c[t о;;? d-

U tom slucaju postojalo bi samo relativno kretanje tacke 

ро vezi, odakle zakljucujemo da је u relaciji (2.12) 

gdje 

zbir 

a1f о' Ј-Ј __ Ј ј., 
, -l/r. 

дgfL сЈ, l. 

-~ 

је ~. - relativna brzina i-te tacke i оnа је data 
Г·1. 

komponenata u pravcu koordinatnih osa, јег је oif 

bazni vektor prostora W u kome bi se tacka 
п 

осс()Ј
kretala da ga 

prosirili koordinatom qO=t. 

Uporedjujuci (2.12) sa (2.5) zakljucujemo da је 

->- дј{1' 
UjJi ::= '-'

Jt . 

(2.13) 

kao 

nijesmo 

(2.14) 

Na osnovu ovih razmatranja relacija (2.7) se moze napi-

sati u obliku 

(2.15) 

. Napominjemo i to da relaciju. (2.2) .u· .. odnosu па nove 

koordinate qO, ... ,qn, mozemo napisati u obliku 

d:fOL = Ј:М jli = о 
at О:ЈР-

koju mozemo protumaciti па sledeci nacin: 

СЭ~< 
д09~ - koordinata gradijenta skalarne funkcije J~ 

(2.16) 

o~ - kontravarijantne koordinate brzine reprezentativne 
~ tacke па ose koordinatnog sistema и prostoru V l' 

n+ 
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tako da se (2.16) moze predstaviti i и obliku 

d fct I r u~ о ----...,,- = Q raCL :Jd... ' ::= 
di Ј 7Ј' 

f.. 

(2. 17 ) 

Relacija (2.17) је istog oblika kao (2.4) ра zakljucujemo da 

uvodjenjem koordinate ц =Ь, odnosno kasnije qO=t, razlika izme-
о . 

dju skleronomnih i reonomnih sistema и zapisivanju nekih rela-

cija stoji samo и Ьгоји dimenzijaj umjesto п za skleronomni, 

imamo n+1 za reonomni sistem. 

Neka па posmatrani mehanicki sistem, osim holonomnih 

veza djeluju neholonomne koje su takodje reonomne i zadrzavaju

се i neka su one linearne ро brzinama. Dakle, 

Н --4> --,)-

'P?=='F-~i ·иj+~b=O 
gdje su 

U prosirenom prostoru WЗN+ 1 bice 
--)- '-:::--'> 

4~{ === .e;!?i. (1kJ Ј' • I и Ј.Л/ ) ·е-?;;= C'l ((1__ и. ) 
v' ) , /';). - '-', •. Ј 3N 

U prosirenom prostoru W 1 jednacine (2.18) се biti oblika n+ 

odnosno 

gdje је 

N __ > ':) -> _ 

'" f) . ort '!-'-' е о 
т 7Ј/ы.' Ј:;Р-' ~ + '/-Ј= 

(2.18) 

(2.19) 
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Jednacine (2.19) тozeтo napisati tako da оnе budu hoтo

gene и odnosu па generalisane brzine. Iтaтo, naiтe 

gdje sтo uveli oznake 

·0 
јег је q. =0. 

(2.20) 

( ~.) = ;[, .. , СЈ ) 
( fi = Q 1, .. , п) 

( р- = 11 .. I П. ) 

Odavde vidiтo da su vektori ~~jL upravni па brzinu reprezenta-

tivne tacke pri nјеnот kretanju и prostoru W 1. 
п+. 

Sto se tice neholonoтnih veza, uосауато da sтo uvodje~ 

nјет koordinate qO postigli da jednacine veza koje nijesu hoтo

gene ро brzinaтa,napiseтo и hoтogenoт obliku. 

Sve brzine qЏniјеsu nezavisne, уес su povezane ротосu 
g jednacina (2.20). 

Ako jednacine neholonoтnih veza napiseтo и obliku 

tf.. . 01. I rIi . ёХ 
"Рро(l ';; + У(ЪС< '9. '== о 

i odrediтo vektore 
/- 0(1 

[Ј takve da 

( d=QI,"Jm=n-g) 
( 01.. 1= rп +~ .. Ј п., ) 
је 

cf-.- с/ / 

J-I~I 

neholonoтne veze се biti zadate и forтi eksplicitne zavisnosti 

g zavisnih generalisanih brzina od preostalih т+1=n+1-g, tj. 

gdje је Ј _ I ( 

'fJ,d == _ (/) E~"C" 
еХ I ~CI.. 

Iz (2.21) proizilazi da је 

(2.22) 

gdje је сг oznaka za varijaciju. 
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s с<. , 
Odavde Ь! zakljucili da su svi 03 nezavisni, ali uzimajuci и 

obzir prirodu koordinate qO i definiciju ројта varijacije koo

rdinate, odnosno virtualnog ротјегапја, smatracemo da jedqo=o, 

ра се nezavisna virtualna ротјегапја biti: 

~. ,'. / -' ,'- /-
Kako Ьгој nezavisnih virtualnih po~erahj4 od/edjUje 6fooy ste-

о f I 

репа slobode, posmatrani mehanickiJ§istem ima m~tep~na slobode. 

gdje је 

U prostor W 1 metriku uvodimo па sled~i nacin 
п+ 

( p~ I V =q ~ .. Ј п ) 

ds 2 - kvadrat linijskog elementa 

й)Lv- kovarijantne koordinate osnovnog metricnog tenzorc 

odnosno 

N а- J-'~ 
а - v -=-~ mi П.-.!i 
Р- ( dQP д.9 ~1 

(2.23: 

tako da је reprezentativna tacka, cije kretanje posmatramo, jedi-

nicne mase. 

о п " Pored generalisanih koordinata q , ... q , definisemo 

generalisane iтpulse 

N -? дп 
!Р = ~ m! !/(: дgР (2.24) 

tako da је 

(2.25) 

Na osnovu (2.23) relacije (2.24) napisacemo и obliku 

N эг: дГ:· 'у 
f; - -~ m' L t /l ;P-L {--:::.~. == 

. { ~,ц (ЈЈУ 

·0 'у 

а-у ·о 
;и (1-. rr, у == q ~ .. /n..) ( 2 .26 ) 
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Kako је det (а ji.-V)u opstem slucaju razlici ta od nule, то

gocuje је naci kontravarijantne koordinate ovog tenzora iz 

рУ -Ј.У- ,== 
jednakosti__ - {;1 У е> 

а . Qj1-.li - ё - О; -v-=l=e 

Odavde је 

(2.27) 

Jednacine neholonomnih veza (2.21) эе mogu dati i ротоси gene

ralisanih impulsa па sledcei nacin: 

odnosno 

( о< == О, 1, .. I rYl ) 

( 01.' == rn-t -1, .. I h...) 
(У == О, -1, .. I n,) 

(2.28) 

Iz (2.28) vidimo da medju n+1 generalisanih impulsa 

postoji Э veza i da је эато m+1=n+1-g od njih nezavisno. ,Ako 

iz konfiguracionog prostora predjemo u fazni prostor V2n +2 ' 

koji је odredjen koordinatama qO, ... ,qn, po, ... ,pn' vidjecemo 

da се эе tacka kretati u onom dijelu tog prostora u kome је u 

svakoj tacki ispunjen uslov (2.28). 
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з. Diferencijalne jednacine kretanja reonomnih 

neholonomnih sistema··u fazni~ ·promjenljivim 

Neka па posmatrani mehanicki sistem, cije је kretanje 

ograniceno за d+g jednacina veza (2.1) i (2.18), djeluju aktiv-
-;.-

пе sile F i . Diferencijalne jednacine kretanja и vektorskom obliku 

се biti 

-7 _ ubrzanje i-te tacke, 
~'i 
~ 

Ri - rezultujuca sila reakcija svih d+g veza. 

(З.1 ) 

Kako зmо pretpostaivli da зи veze idealne, rad sila ге

akcije па virtualnim pomjeranjima је ро definiciji jednak nuli: 

N -+ -г--> L P(·иГi ==0 
i 

gdje је ( )L = 01 4 I • " rt ) 

( . .tL ':"..= 1, 21 .. i n. ) 

јег је, kako зто vec ranijepretpostavili d'qO=o, ра се biti 

( ~= 1, ... I rn.. ) 

( o<..l=rYJ+1"./n) 
Zbog (2.22) prethodna relacija зе svodi па: 

(3.2) 

(з.з) 

Skalarnim mnozenjem relacija (З.1) vektorima virtualnih ротје

гапја i sabiranjem РО i dobija зе 

N _" ~ -> \ г-.) Z (ml'oJ-Fi -RL')'QГt.=О 
L 

Zbog (3.2) slijedi da је 

(3.5) 
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Relacija (З.5) se, zbog (З.4), тoie napisati и obliku: 

~ (У'О: ;).~ - ~~). (свд Ђ~ -+ "(; lд_ al1,'",) г о )/~o ( . L , I и LЦ I {. ... I d О d. ,r= 1, .. Ј !YL Ј' о( '= (у1 + 1, ' . I П. ) 
L . v, WC

'-' 

Zbog nezavisnosti ~~va jednacina se raspada па т jednacina 

oblika i (mi ш -"f~ \(дп-'" + 'fol. I Jrt ) ==0 
L' / О;;1{., #v ~(I 

odnosno 

Lijeva strana ovih jednacina тoze se predstaviti па sledeci 

nacin 

(3.7) 

jer је 

. W~-аvеf:Ј-- r~V iLJ. qP-= C1-L~_ {е- Јо- ад _ Op~ 
ЛI ~ ctt е Ld 1/ СЈ.. ctt ~ v ,-ео/.. - ctt-
~ -; дп 
L Ft, . _. -= () - generalisane sile. 
[ ; J$.t -~ 
Relacije (З.б) se, па osnovu gore izvedenog, svode па oblik 

(~-/J оо Ј tn ) 

(d. /" tn+/~" Ј'() (З.9) 

Jednacina (3.9) iтa т i и njiтa зе pojavljuje 2(n+1) nepoznatih 
о п q , ... ,q, .po, ... pn' jer је 

'.рсЈ..1 VJJ..I(OO ()fl.J) 
;ЈА.. == I Ј'- СЈ: 1" / с/, 

Q. - G (по оп г, OY'l) 
Ј"'- - ~ 'tZ I • Ј с7. I / ~ I • • I I I '-
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Kako svi р , ... ,р , nijesu nezavisni, to jednacinama (3.9) treba 
. о п . 

dodati g jednacina neholonomnih veza .za~atih ufыlkuu (2.28). 

Diferencijalne jednacine kretanja и 6dno$u·~a ~отјеыltvеe q~ 
• I I .~./ - ~. .... 

da te su relaci јата (2.27). Svim ovim ј ednacinama treD8.:. pri'dru-

ziti jednacinu и kojoj се ч.~.;Li'ј;УОј :strani figurisatr'apsolut

ni izvod od ро} analogno јеdпа'Сiпаш~ (3.9) ~~dnaciry.~ сето do-

biti nakon sledecih razmatranja:~? -

• t.... 
Na osnovu (Э.2) slijedi da J~ 

~ I --71/)..('~ L ( Ri. -t Ri '(Ј'П =0 
gdje је 

-7" 
Н!- rezultanta reakcija svih holonomnih veza koje 
~ djeluju па i-tu tacku. 
~ 

Н!'
~ 

rezul ta.n ta. reakcij а svih neholonomnih veza koj е 
djeluju па i-tu tacku. 

Na osnovu (2.3) slijedi da је 

L grad k' Јг: = о 
L i1 

ра zakljucujemo da su 
~ 

Ri i gradp.f~ kolin~arni. Odatle је 
. ~ 

~1 d 
Ri == Z .A~ grac{fd-. 

~ Г!. 

Na osnovu (2.18) slijedi da је 

N --:-'> Ј' 
~ ~~L 'uii"=Q 

~L -'? 
1J~i i Ri takodje kolinearni, tako da је te su 

-7;" #- ~ 
R( -== fr; )LfJ ~i 

).Ј.. i ff.> su Lagranzevi neodredjeni mnozi telji. 

(3.10) 

(3.11) 
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Na osnovu prethodhog,jednacine (3.1) se mogu zapisati 

па sledeci nacin: 

(3.12) 

~ 

Skalarnim mnozenjem lijeve i desne strane sa ~i i sabiranjem ро 

i zbog (2.3) i (2.18) dobijamo 
N ~ ~ N -)о ---> d.). дь. Я:. () 
~ rYkO.i U!' =l n··и: -L Ј\о( Jt - L?~-Gp 
[. (, сх: (;) 

sto se zbog 

1х == Jrt.~ д~ -== д7( QrZ+o7( 'f~ d d:== ;:дГ! + Эi7 yd. ') . 0<.-
CJjl;Ud. q[2O< CL дао< I d. Q( \d8°Z д~d-.I о< f1 

moze napisati и obliku ь( 

(9/l -> Ј! JfO<)-ilЈ:= (~~ + Ј(а", , }ad- -f-Axg{"'l~y, 
.0<. 

Na osnovu (3.9) vidimo da su svi koeficijenti uz q 

(СЈ.. = 1 , ... ,т) jednaki nuli, ра se ova jednac:Lna svodi па 

(3.13) 

Konacno, sistem diferencijalnih jednacina kretanja се 

biti 

(3.14)" 

Iz uslova 

slijedi 



41 . 

(3.15) 

~to ве moie napisati и slede6em razvijenom obliku: 

(3.16) 

izvode ve1i-

Re1acije (3.16) daju d+g us10va za ubrzanja tacaka posmatranog 

sistema. 

Kada ~ izraieno preko desne strane jednacina (3.12) 

uvrstimo и d+g jednacina (3. 16) odr.edi6emo d+g mnoii te1ja Ј\Ј....... i ~f.;. 

Jednacinama (3.14) zapisano је kretanje neho1onomnog 

reonomnog sistema и faznim promjen1jivim pro~irenog faznog рго

stora W2n +2 . Odavde se kao specijalni slucajevi dobijaju dife

rencijalne jednacine прг. ho1onomnog sistema i1i sk1eronomnog 

sistema. Ako је sistem i sk1eronoman i ho1onoman i uz to su si1e 

potencijalne, dobijamo kanonsk~ jednacine oblika (12 ). 

Napomena: Pri izvodjenju ovih jednacina i da1je, kori~6ena 

је Ajn~tajnova konvencija о sabiranju. 
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Poznati ргiщјег kretanja kuglice ро horizontalnoj ravni 

rijesimo primjenom jednacina (3.14). Kretanje kuglice ogranica

vaju dvije holonomne veze 

-5 1 :::: ~ :::: О 

Ј;{ = r -(R-o}-'-) =-0 

а pocetni uslovi su u-ro = V~ I ~("O::=:.- - Q го = R 

Diferencijalne jednacine (3.14) u ovom slucaju su 

. .( 

gdje је 

ро = аса + Gto-'\ . <Ј. 

р 1\ =- 0..0 -1 -+ аn ~~ 1 

Na osnovu ovoga prethodne jednacine se svode па oblik 

~ + rn( R-o.i)o.., 0,2== - J\2..~ 
(јЈ::. d. 

~~ -=0 
. Q. 

ро == mGL 2 . -1 

РА = гnC.R- ој:) 3-
Rjesenje ovog sistema jednacine је saedeci 

]Ј/( = COns,{~ = сп R (Уо 

Ро::: rn O~ 2. 

, Ј: \.0 '-RU-o 
~ -= 1 == aJR-o.:t) 

~-=--t 
Iz ovih jednacina izracunava se 

''2 
ј\,-=- - rn. lR-o.L)·'f = 

koeficijent 
f")2! .... 2. 

r/L'!(Ч'Ј 

СР -о"):., ) а 
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4. Ravnotezno stanje reonomnih sistema 

Razmatranje ovog ргоЫеmа dijelimo n~ cetiri dijela: 

1. Ravnotezni polozaj reonomnih holonomnih sistema 

2. Ravnotezno stanje reonomnih holonomnih sistema 

3. Ravnotezni polozaj reonomnih neholonomnih sistema 

4. Ravnotezno stanje reonomnih neholonomnih sistema 

U svakom od ova cetiri dijela razlikujemo dva oblika 

а) Apsolutna ravnoteza 

Ь) Relativna ravnoteza. 

Pod apsolutnom ravnotezom podrazumijevamo оnај polozaj, 

odnosno оnо stanje sistema koje зе tokom vremena nе mijenja. 

Dakle, kad sistem jednom dodje и taj polozaj, odnosno и to sta

nје, оnо зе nе mijenja pri datom dejstvu sila i djelovanju veza. 

Uslov koji зе cesto и literaturi зизгесе da зе sistem и pocetnom 

trenutku nalazi и polozaju, odnosno stanju ravnoteze nе cini de

finiciju strozijom јег зе vrijeme uvijek moze mjeriti od trenutka 

kad је ravnoteza ostvarena. 

U .slucaju relativne ravnoteze sistem nije и miru и od

nози па apsolutni sistem referencije. Moguce је kretanje tacaka 

zajedno за holonomnim vezama, ali пета kretanja duz veza. 

U svijetlu podjele kretanja reonomnih sistema па рге

nозnо i relativno, apsolutna ravnoteza podrazumijeva da зи арзо

lutne brzine svih tacaka sistema jednake nuli, tj. da зи ргеnозnа 

brzina i relativna brzina svake tacke suprotni vektori (isti inten

zitet, а suprotan зтјег). Dakle, ova dva vektora nе тогаји biti 

jednaki nuli, vec njihov zbir treba da је jednak nuli. Drugim 

rijecima uslov da зи i relativna i ргеnозnа brzina tacaka siste-

та jednake nuli је зато do~oljan, ali nе i neophodan uslov rav

noteze sistema. 

U slucaju relativne ravnoteze nе ogranicavamo ргеnозnе 

brzine tacaka sistema vec зато nатесето uslov da зи relativne 

brzine jednake nuli. 

U ovom radu proucavacemo зато apsolutnu ravnotezu. 
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4.1.а. Polozaj apsolutne ravnoteze 
reonomnog holonomnog sistema 

Receno је da се и polozaju apsolutne ravnoteze sistema 
-:; 

od N materijalnih tacaka Mi тазе mi , svi vektori polozaja Г~ biti 

konstantni od nekog trenutka t 1 . 

( 4 • 1 ) 

tako da зи brzine tacaka sistema kad оп dospije и polozaj ravno

teze 

(4.2) 

Zbog podjele kretanja па relativno i ргеnозпо prethodni uslov 
I 

зе zapisuje и obliku 
--'> -~ 

itr i -+ V pi =0 (i..=-~, ... ,tJ) 
(4.3) 

gdje su relativna i prenosna brzina·definisane ротоси (2.13) i 

(2.14). Uslov da su и polozaju ravnoteze apsolutne brzine tacaka 

sistema jednake nuli, povlaci za sobom blazi uslov da su ubrza

nја tacaka sistema jednaka nuli 

~ 

ш=о (L=1, .. N) (4 .4) 

Ovaj uslov је ispunjen i kada sve tacke sistema vrse jednoliko 

pravolinijsko kretanje. Cesto se i ovakvo kretanje sistema зта

tra ravnotezom, tj. nе odvaja зе od ravnoteze. 

U problemima ravnoteze sistema postavljaju se dva 

zadatka: 

da li је ravnoteza sistema pri dejstvu datih veza 

moguca, 

- ako је moguca treba odrediti polozaje ravnoteze ako 

su poznate sile koje djeluju па neslobodni sistem, ili za ипа

prijed odredjeni polozaj ravnoteze odrediti sile koje treba da. 

djeluju па sistem da bi dati polozaj ravnoteze bio moguc. 

Uslov da postoji ravnoteza znaci da зи ispunjeni uslovi 

(4.1), (4.2), (4.3). 

---.. --_. __ ._---
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Ako па sistem djeluje uLholonomnih veza 

-~ -;- \ 
r-1 I ' о , r N ) :=:. О (4.5) 

one se и diferencijalnom obliku zapisuju па sledeci nacin 

Zbog (4.2) и polozaju ravnoteze, veze ispunjavaju uslov 

ЭЈ~ == о 
O-t 

(4 • б) 

Pod pretpostavkom da ovi uslovi vaze, mozemo preci па 

odredjivanje polozaja ravnoteze. 

Iz (4.4) i (8) dobijamo vektorsku jednacinu ravnoteze 

-:> с1 
F", + ~ ~o... <агO-Cl--:>,1-~ = о (L =~, .,N) (4.7) 

d-.. f'v 

kojima treba dodati CL jednacine (4.5). 

U odnosu па Dekartov sistem koordinata jednacine rav-

noteze su 
,сЈ. ё)f С:Ј-. _ ,сА 'df ~ 

XL +3: J\r).. ~X t - О jL -t 3:- Ло( O~c = О 

:ГСЈ,. L t Ј Х 1 I . , 7-N ) == о 

Odavde se moze odredi ti 3N +cl nepoznatih }.А"о , }Лcl,.:х~, "1;CrJ 

su poznate sile koje djeluju па sistem. 

, ako 

п ~3N-cL 

1 п" 
Uvodjenjem nezavisnih generalisanih koordinata fLJ о', f1 , 

, pod pretpostavkom da su veze idealne dobijamo sledece 

jednacine ravnoteze 

(4.8) . 

U d v,. • t k d' t аО t a~ п r ... 
о nosu па prOS1.ren1. S1.S ет оог l.na а СЈ... = I д. ' .. Ј 'а, 

jednacinama (4.8) treba dodati i jednacinu koja odgovara koor

dinati ~O • Nju dobijamo k~a jednacinu (8) pomnozimo redom sa 

vektorom prenosne brzine дrL~tОdgоvагајuсе tacke i izvrsimo 

sumiranje ро indeksu ~ 

Z ( F7 + :LJ\J,.. Q rw:i_>r:f d- ) йГ: = о 
i. . d.... <Ј (" t- дt 

(4.9) 
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Kako је 

u polozaju ravnoteze се biti 

ра је reakcija veze 

јег su veze idealne. 

Zbog (4.10) jednacina (4.9) se svodi па oblik 

(4.11) 

gdje је 

Dakle, u odnosu па prosireni sistem koordinata jedna

cine ravnoteze su 

(4.12) 

Ako lijeve i desne jednacine (4.8) pomnozimo redom sa d ~ i 

saberemo dobicemo uslov da је rad aktivnih sila па relativnom 

kretanju jednak nuli. Mnozenjeт lijeve ~ desne strane jedna~ine 

(4.11) sa dt dobijamo uslov da је rad aktivnih sila па prenosnom 

kretanju jednak nuli. 

4.2.а. Ravnotezno stanje reonomnog 
holonoтnog sisteтa 

U analogiji sa ravnoteznim polozajem и konfiguracionoт 

prostoru Vn. ili Vn.+~ uvodi se ројаm ravnoteznog stanja u faznom 

prostoru V~n.. i \I').n-f'2 . 

Iz uslova da su brzine tacaka sistema jednake nuli 

u polozaju ravnoteze slijedice da su i svi generalisani impulsi 

jednaki nuli 



Zbog toga се ravnotezno stanje reonomnog holonomnog sistema и 

:faznom prostoru VI~n bi ti odredjen sa 2n. jednacina 

gdje је 

biti 

gdje је 

P;u- = о а)-"-- = о ().Ј .. ;= 1) . . I rL ) 
(4.13) 

GfJ- =0J..L. ( t I 9: ~, .. ,:ЈП, р" 1" Рn ) 
U prosirenom :faznom prostoru jednacine ravnoteze се 

P~-=OI ар.-=О 

аЈ» -= Q r-- ( <;{ t • ., ~ yl Ј [-Јо, . о' I Pn.) 

g.3.a. Ravnotezni polozaj reonomnog 

n~holonomnog sistema 

(4.14) 

Ako па posmatrani sistem osim holonomnih veza (4.5) 

djeluju i neholonomne veze oblika 

(4.15) 

Jednacine neholonomnih veza и polozaju ravnoteze mогаји zado

voljiavati uslov 

(4.16) 

dok holonomne, kao sto smo pokazali, zadovoljavaju uslov (4.6). 

Jednacine ravnoteze и vektorskom obliku su 
~ d_ з-. ~ 
Fc + L)\.d-,. gro..d. ~ f d--. + L?-(';J -e~t = о 

СЈ... rt- ~ 
(i=II, .. ,N) 

N ~ =-+ f .ef:>t . ?Јс. -+ ~~ = о ( fb -= А 1" I ~ ) 

t о( l -t, ~ I '" ~ ) = о ( d- = ", .. , d) 
(4.17) 

Odavde se па jednostavan nacin izvode jednacine ravnoteze и 

Dekartovim koordinatama. 
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Sli~no kao ~a holonomne sisteme izveli bi iz (4.17) 

i jednacine ravnoteze и generalisanim koordinatama. 

Kako зи и prethodnoj glavi izvedene diferencijalne jed

nacine kretanja za reonomni neholonomni sistem i iz uslova da 

зи generalisani impulsi ~}lv=o, и slu~aju ravnoteze sistema, 

slijedice da зи jedna~ine ravnoteze и konfiguracionom prostoru \P~ 

sledece 

( Ј"'"'= -1.'" , m, = ~N -d,-~ ) (4. 18) 

( ol-.' = m t--1) .' Ј ~ = '6 N - CL ) 

u odnosu па prosireni konfiguracioni prostor jednacine гаупо

teze зи, zbog РР = о ,p--=q..f,",:n sled.ece 

О '6 -+ 'P~' Qol' = о .fV ==0,4 Ј' '1 ffi.= ~ -а- СЈ." t' _ 
'ol.' 'fd..IQ~" oZ'=rn·t1,·"n"=~N-cL 
~ == f ~ 

(4.19) 

Ovdje зи uzeti u obzir i uslovi (4.6) i (4.16). 

U slucaju (4.18) imamo sistem od п.. diferencijalnih jednacina 

prvog reda u kojima зе pojavlju'je Y1.nepoznatih ~J'I"" fJn' 
Slicno tome и slucaju (4.19) imamo (1..+ 1 je~nacinu за n.+1 перо

zna tom ~~ ~~ , .. Ј gn' . Ako зи зуе jednacine (4. 18) odnosno (4. 19) 

nezavisne, imamo potpun sistem diferencijalnih jedna~ina. 

4.4.а. Ravnotezno stanje reonomnog 
neholonomnog sistema 

Ravnotezno stanje, kao i ravnotezni polozaj, dobijamo 
()I 

iz jednacina kretanja (з. 9), kada desne strane ovih jednacina 

izjedna~imo за nulom. Ovim jedna~inama dodajemo i uslov da зи 

svi generalisaniimpulsi А:Јј.Ј.. jednaki nuli, kao i jednacine veza 

и obliku (2.28): 

(4.20) 
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Jedna~inama (4.20) odredjeno је r~vnoteino stanje sistema и 

f'aznom prostoru V2.n. ,dok се ravnoteino stanje и f'aznom рго

storu \!.д.n.+2 biti odredjeno sledecim sistemom jednacina: 

рд =0 

1. Primjer 

Teska materijalna tacka krece se pod dejstvom tangentne 

sile konstantnog intenziteta ро vertikalnom krugu. Krug se 

оЬгсе oko horizontalne ose koja pro1azi.kroz njegov centar uga

onom brzinom &=:сЭ(-t}. Ispi tati ravnotezu posmatrane materijalne 

tacke. 

U 9vom zadatku treba ispitati da 1i је moguca ravno

teza i ako jeste odrediti ravnoteine poloiaje. 

Veza se moie zadati и obliku 

r-=Q, 
~ ~._) 

~' -= CQJ6 (. -t ~VVl. с7 Ј 
-11 e-~ -) 
а =: -Wt 1.. + CдJe~ 

Vektor poloiaja posmatrane 

tacke се Ы ti 

r = а. ст ( f)- ~ 'P)"t + а. ~tл, ( -е -+ 'f ) -r 
gdje је 'f generalisana koordinata kojom mjerimo kretanje 

tacke ро krugu. 
, 

Uslov (4.2) и ovom primjeru је sledeci 

~ d;7 OГ~· ort ·v'-: -и-_"_~ О 
. tY -= а± = о 'Р 'f + at -= r -·1- р = 

lYr = [-а ~Иtt, (-& +'f) ~ + Q.cm:{e+fJfJ ~ 
Јр ::: [ -о.. ~ (9-+'f}.t: + о. CD) (&+'Р)јЈ tЭ 

о • 

odakle slijedi da је ravnoteia moguca ako је f=-$ 

(*) 

, odnosno 
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ovom uslovu А је bilo koja konstanta. 

Sledeci korak је da se ispita kada се relacija (~) 

iziti, ako па materijalnu tacku djeluju date sile F= -8 ~ i 
>lov ravnoteze sila koje dje-

ljU па tacku је 

l<а ~(e-+'f) =-N 
Ј = т8 OJ.)C&+'f) 

со u drugu od ovih jednacina 

rrstimo uslov (~) dobijamo ро

)zaj ravnoteze 
\ 

lavde odredjujemo konstantu А , а time i polozaj ravnoteze 

е- + 'f -= аге C.tJJ ЈЬ 
rn<а 

1aci da је ravnoteza moguca u polozaju u kome је ispunjen ovaj 

>lov. Da li се se ta ravnoteze i ostvariti zavisi od pocetnih 

>lova. 

2. Primjer 

Tacka se krece ро vertikalnom~rugu koji se оЬгсе oko 

rog vertikalnog precnika. 

зzа је zadata u obliku 

t 1 ::::-!ј! С)Ј.)iЭ + r ~-e-
~ --4 11 == ~ L ~-e -+ ~ Cђ:)U-

::;...' 
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--;>-

Vektor polozaja r је 

а njegovi parcijalni izvodi зи 

Э ~ ::: _ О. ~-uJ'f х; I + cl cff.) 'f -;; 
д'Р 

U polozaju ravnoteze brzina tacke је jednaka nuli. 

, " --;. 

(-О--~ i' ,(1 + O~CђJ'P k!') \Р + ~СФ 'Р-9 Ј 1 ::--=0 

"1:~ 
F=~~ 

~'" 
/

/ ,,-?')/-! rri?t 
-.D d' '-/, I 

/' ) .. /\ --'---+-, -----:>-
i 

/ 
I 

. . 
Ravnoteza је moguca зато и trivijalnom slucaju kada је 'Р=8.:=:0 

odnosno 

'Р= А " 6= то 

sto znaci da пета ni relativnog ni prenosnog kretanja 

I -е ј е proi zvol јап ugao 

Za razliku od drugog primjera, и prvom primjeru mogu

са је ravnoteza kada зе veza krece, tj. (kada је veza геопотпа) 

ako је brzina kretanja ро vezi (relativna brzina) vektor supro

tan brzini kretanja zajedno за vezom (prenosna brzina). Naravno, 

ovaj slucaj ukljucuje и sebe i trivijalno гјеэепје [}>r--= О, iYp=O 



5. Mehanicka energija reonomnog holonomnog 

sistema. Zakon о odrzanju energije. 

Posmatramo reonomni holonomni sistem materijalnih 

tacaka Mi (i=1, .•. N), tj. sistem tacaka potcinjen vezama oblika: 

(5. 1 ) 

Ako зи zadate veze idealne tada је zbir radova reak

cija tih veza па virtualnim pomjeranjima jednak nuli 

1'1 -4 .r~ 
L. RlUr~ =0 
L (5.2) 

sto зе и razvijenom obliku и odnosu па Dekartov sistem koordi

nata moze napisati: 

f (Р(Х cixЈ.. + Rllj J~ + Ri~ д7::i.) .-о 
( .. 

(5.3) 

~ 

Reakcije Ri зе ротосu tzv. Lagranzevih neodredjenih mnozitelja, 

pretpostavljaju и obliku 

(5.4) 

tako da зе relacija (5.2) sada zapisuje и obliku 

Uvodeci nezavisne koordinate qV(V =1, ... П=ЗN-d) relacija 

(5.5) postaje 

(5.6) 



Oznacimo 1i sa 

:е svodi .па oblik 

I .гу 

Qv • О[ј ==0 
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, N d . 2Jrt 
Gv =L~Ј\6-9г~1d-.·д у 

-t, о( rt. '3 (5. б) 

(y=~""n.,) (5.1) 

Uporedjuju6i (5.3) i (5.7) zak1jucujemo da је uslov 

dea1nosti veze invarijantan и odnosu па transformaciju koor

inata iz opazajnog prcstora (x i ' Yi , zi) и prostor Wn genera
\Ј isanih koordinata.q . 

Calc i ako 

tor W 1 gdje smo 
п+ 

iz n-dimenzionog prostora Wn predjemo и рго

prostor prosiri1i koordinatom qO=t, us10v 

r?f10 =0-6 . о dea1nosti veze se пе mijenja јег 6е zbog vaziti 

ata q}l, 

ve1i smo 

ivne. 

, r у 

оу· а:2 =0 (\1-=0,'1,,,/ (1,) (5.8) 

Prelaskom iz opazajnog Е з prostora и prostor ЧП koordi

ргоЫет posmatranja sistema materija1nih tacaka Mi , 

па ргоЫет posmatranja jedne tacke, tzv. reprezenta-

Dok па sistem tacaka и Е з dje1uju reakcije veza~g~f~ 
otle па reprezentativnu tacku djeluje reakcija Q' cije su projek

ije Qy па bazne vektore д"ft./д/2V jednake nu1i. Dak1e, tu si1u 

osmatrac и prostoru W пе uocava (опа је osta1a и oko1nom рго-
п 

toru). 

Prosirivanjem prostora W koordinatom qO=t dobijamo јоэ 
п 

ednu projekciju Q" reakcije veze Q : 
I о . О 

(5.9) 

)ја је raz1icita od пu1е, mada је virtualno ротјегапје ot и 

~avcu te koordinate jednako nuli (па osnovu definicija varija

Lje)/ ра i dalje vazi da је virtua1ni rad sile Q' jednak nu1i. 

Рго siri vanjem prostora od Wn do Wn + 1 vidimo da reakcija 

~ze ~t пе ispunjava i da~jeus1ov da citava ostane izvan рго

~oгa Wn + 1 kao sto је to slucaj и Wn ' ve6 ima projekciju Q' (FO) 

L pravac baznog vektora 
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Pokaiimo kako se reakcija Q' moie kra6e zapisati: 
о 

Kako је fol(-t,rr )=-0 to је dfol/df =0 
.!i . ciit dJd--f- 9rad.rt.fd. ·ctt + dt =0 

t g~f (дrt 6J-.t+ оn)+ afcl,=o 
L Г"- ~ o3.ft d- ot дt 

z uslova ortogonalnosti grad f~ i oVZ/гf;}! slijedi 

N (J~ 
~ <јГМ + ~ . ~ =-0 
-L it 0gJ-L 

rethodna relacija se svodi па 

, odavde 

(5.10) 

.ako da se (5.9) па osnovu (5.10) moie zapisati u obliku 

С5.11) 

Kako се postojanje projekcije Q" u prostoru VI 1 uti-
о n+ 

~ati па potencijal sila V~ Lagranievu funkciju L~i Hamiltonovu 

'unkciju н1? 

Na posmatranu reprezentativnu tacku djelovace sledece 

~eneralisane sile: 

,ktivne t F;.~?=Gp-= {Qо,QЛ I .. ,Qn] 
'eakcije veza tRZ~~ ар.= ta.; ,О, .. ,О} == t-1\,л*{d-, О, .. ,о} 

t. d-

Е 
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I jedne i druge mogu eksplicitno da zavise od угетеnа, ра i 

t1jihov ,potencijal, .ako postoji, takodje moze zavisiti od уге

mеnа. U tom slucaju эе rezultujuca sila koja djeluje па герге

zentativnu tacku moze predstaviti u obliku zbira 

tako da је 

d)J* == oV-Х-rln~ oV* dд1+ .. + aV*' ~ f') hJ 
0:10 ~-a og~ d. a~rL ~ 

=(cro+~)ctg°+ Qлd%~+" + (X(\.~!" (5.12) 

== d.A (~+%) +dA(Q.~ )Т"1- ciA(Qn) =d.A(o.r)G~l) 

fotalni diferencijal funkcije V*je rad generalisane sile 

~(Qo+Q6"'1"'Q1, .. ,Qn) па mogucem ротјегаnји dq(dqo, ..• ,dqn) герге

zentativne tacke. 

U prostoru Wn potencijalnu funkciju V trazimo u obliku 

v(t,qu) takvomda эе nјеn diferencijal 

~ad generalisane sile Q}h nесе biti totalni diferencijal funkci

је V, уес се эе razlikovati za clan ~ ctt . Iz definicije ele-
ОЈ:; . 

lentarnog rada prethodna relacija се glasiti 

oV dЛJ==аА(Q?-) + дt dJV (5.13) 

'akle, u prostoru VI 1 totalni diferencijal dV?jednak је radu n+ 
ile Q koja djeluje па reprezentativnu tacku, sto nije slucaj 

prostoru 

ime da эе 

omponenta 

јеn rad. 

w . Razlicitost radova u оуа dva slucaja tumacimo 
п 

u prostoru W nе nalazi citava sila Q, tj. nјеnа 
п 

Q pripada okolnom prostoru i nе uzima эе u obzir 
о· 
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Tek kada prostor wn prosirimo koordinatom qO=t, komponen

~a Q sile duz te koordinate ulazi и prostor и kome operisemo i 
о 

!ada je,kao sto smo vidjeli 

)oredjenjem potencijalnih funkcija V i v*u ~, i ~n+1 dolazimo 

10 veze medju njima: 

dV* ==dA (QpJ == cLA (Qo+~) -+ ал (Q)L) 

dJJ* -d.V~= dA (ао -I-Q;) - дV dЬ 
дt 

(5.14) 

U slucaju da је GV = O.oT~ moze зе desiti da зи 
.у.

т i V isto. дt 

Lagranzeva funkcija L~je 

L*==T-rV* 

зtо и slucaju da је V~ v, 

:unkcija L и VI • 
п 

tj .дQJL. =G..oT~ 
.t 

moze biti i Lagranzeva 

Нашil tonovu funkciju Н;;Г и prostor V/2n+
2 

uvodimo па sledeci 

1acin: 

(5.15) 

Ј slucaju da је V=V~ tj. L = L"*" prethodna relacija зе moze napi

заti и obliku 

(5.16) 

~dje је Н - Hamiltonova funkcija и W2n . 

Odavde zakljucujemo da se Hamiltonova funkcija НТи 

~n+2 i Н и W2n ' и slucaju da је и оЬа prostora potencijalna 

:unkcija ista, tj. da је V = V; razlikuju tacno za generalisani 
"*Lmpuls Ро. Pokazimo sada сети је jednaka Hamiltonova funkcija Н: 

т 
~ ! 

, i 

Е 

3 
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H~и W2n+ 2 predstavlja totalnu mehanicku energiju, kao sto је to 

u skleronomnom slucaju Hamiltonova funkcija Н u V2n . 

Izvedimo sada uslove za postojanje zakona о odrzanju 

totalne mehanicke energije. 

Postavlja se pi tanje da li је, osim Jakobijevog i Penleveovog 

koji su u literaturi dobro poznati, moguce za геоnотnе sisteme 

izvestiiuslove pri kojima се vaziti zakon о odrzavanju ukupne 

mehanicke energije. 

Prvi korak ka ovom cilju је da definisemo (uvedemo) 

mehanicku energiju. 

Ponovi6emo da se ројат mehanicke energije (tacnije 

potencijalne energije) и Lagranzovom i Njutnovom pristupu razli

kuju. Та razlika је sledeca: 

U Lagranzevom pristupu, prelaskom па generalisane koor

dinate, gube se iz vida reakcije idealnih veza i operise se samo 

sa aktivnim generalisanim silama ~(JA=1 ••• ,n=3N~ci). 

Potencijalna funkcija V(q,t) uvodi se kao 

(5.18) 

U Njutnovom pristupu prisutne su i aktivne sile i reak

~ije veza, s tim sto је zbog idealnosti veza~Ri.ort/~=o. 
~lementarni rad svih sila је r 1.. 

;dje је 
N '":д.~ 

(\ -""'> f==: . ~ UU:>-t- ~ ot 
N ~ 

(), - '> ~R" ог\.. UU)-t l Qt 

r Potencijalna funkcija V (q,t) uvodi se kao 

, 
-Clo+Clo 

(5.19) 

(5.20) 
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N ,",,\-7> 

G.o ::::L 9rad_ v*(r; t /~ 
1. Г( I d t 

f\ 1_ dV*Crt,t) 
UIV() - d t 

Napomenucemo da эе razlika u ova dva pristupa gubi u 

slucaju skleronomnih veza јег је tada Q +Q'o=O, tako da ele
о 

mentarni rad vrse эаmо aktivne sile. 

Posto mi radimo эа reonomnim vezama, odn. sistemima 

usvojicemo Njutnov pristup kao adekvatniji i polazimo od zakona 

о promjeni kineticke energije 

(5.21) 

gdje kao sto znamo J~ u opstem slucaju, nlJe totalni diferenci

jal vec oznaka za elementarni rad svih sila koje djeluju па sis

tem. U stvari mi trazimo uslove pod kojima је dA totalni direren

cijal. 

Na osnovu (5.19) prethodna relacija postaje 

(5.22) 

S ciljem da zbir Q +Q'o izrazimo па drugi nacin,uz 
о· 

роmос drugog Njutnovog zakona cije оЬје strane mnozimo эа агtlдt 
i sabiramo ро i dobijamo: 

N ---" СУ rt N::-,> -- \ дn..Ј Ј.. (О I ) 
~ rYU..Qi.,' dt dJ.J = ~ (r~ + Ri.) ot UЛJ := 0+00 d:J:/ 

N ; -4 o~ N d. .~ оп . ~ а1Х -SL )_gT I- t'f\LQL. orc = t- [сЈЈ:, (m.LYc ot ) - h'I.i. О'с дt Ј- @, (T1-t 2То ot 
tako da dobijamo relaciju 

~I ( -) дТ I di ~+2(o -дt =Qo+G.o 

Zakon о promjeni kineticke energije sada glasi 

(5.23) 
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Da bi postGjao integral energije mora biti: 

oV* ---аЈ..А-. 
CJafJ-- I 

u protivnom је 

(5.26) 

ov* oV* CJV* 
д t ) acR) ) .. I д~ rv - potencijalne sile. 

Dakle, ako postoji'f.IJnkcija V+sa osobinama (5.25) 

vazice zakon о odrzanju totalne mehanicke energije 

"*" Е meh = const = T-V* (5.27) 

-I!-
Odredimo vezu izmedju Е meh и Njutnovom i Е meh и 

Lagranzevom pristupu. 

U Lagranzevom pristupu Е meh эе odredjuje эато uslovi

та (5.18).Uporedjujuci relacije (5.18) sa (5.25) slijedi 

-1; 
V (q,t)=V(q,t)+F(t) 

dV*" dV .• d ат 
dt =дt + F (t) = dt (Т 1 +2То ) - at 

tako i da је: 

ра је veza izmedju оуе dvije funkcije sledeca 

* V = V + Т 1 + 2Т 
\... о 

. ј(ё)Т ,.... . ot + 

-yr-----

F'(t) 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 
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Kako эu и (5.30) sadrzani uslovi (5.25) i (5.28) zaklju

сuјето da је relacijom (5.30) dat potreban i dovoljan uslov ро

stojarija integrala mehanicke energije (5.27). 

Ako эе vratimo па relaciju (5.24) vidimo da је potreban 

uslov da desna strana te relacije bude totalni diferencijal data 
I 

uslovom 

(5.31) 

sto эе svodi па Jakobijev integral. 

Uslov za postojanje Jakobijevog integrala је blazi 

od uslova za postojanje integrala ukupne mehanicke energije. 

Dakle, и slucaju da vazi zakon о odrzanju mehanicke energije, 

odnosno da је ispunjen uslov (5.30) vazice i Jakobijev integral 

"* i veza izmedju K(q,t) i V(q,t) је 

Obrnuto ne vazi, јег ako postoji funkcija К эа оэо

binama (5.31) postojace i neka funkcija W takva da је 

ali ona ne тога imati osobinu (5.30). 

NAPPMENA: 
-If-

Uz ротос relacije (5.30) Hamiltonova funkcija Н эе odre-

djuje kao 

н" fP-t-L* = 1 p!,-~ v- H-t> = ro+ н -FCt) 

Ovdje сето izvesti vazan zakljucak da эе jednacine kretanja и 

faznd..m promjenljivim mogu napisa ti и kanonskom obliku (1.4) эато 

onda kada vazi zakon о odrzanju mehanicke energije. 

Prethodni zakljucak istovjetan је эа tvrdnjom da ako 

postoji Hamiltonova fUnkcija, onamora biti konstantna, tj. 

H~ G()<!~ =COn5t, 
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Demonstriracemo prethodno izvedene stavove па dva 

primjera. 

Prvi primjer је kretanje materijalne tacke koja se 

nalazi па strmoj ravni. Ravan se krece horizontalno konstan

tnom brzinom v. 

Izaberimo koordinatni sistem tako da se strma ravan 

кгесе и pravcu у ose i da је linija pada strme ravni paralel

па y-z ravni zaklapajuci ugao ~ sa у osom. Jednacina veze је: 

i- ~ -~=O 
ј - ~_tYt Ј 

Tacka ima dva stepena slobod~ i biramo dvije nezavisne gene-

ralisane koordinate f i х. 

Vektor polozaja posmatrane 

tacke је: 
. -'> r:::: h+ ('tYt +S<JDcl)j + r~4k 

Kineticka energija Т=Т2 +Т 1 +То је: 

Т::= i т (х 2 +ј2 ) -/- f)'Y1LJCдJJ. f + i rn1У '2 

Aktivna sila i reakcija veze su: 

Aktivne sile i ~eakcije veza и generalisanim koordinatamasu: 

Qx=-O 
\ 

ЦХ:::::О 

O~ :::: - т~~~ 
\ 

0-3"=0 
Potencijalne funkcije V i V* su: 

Clo= о 

Q-1==-R\F'~~ 

Kako nijesu ispunjeni uslovi (5.25), odnosno (5.30) јег је 

Тј -I-~Тo -jcgi +~i) db -=f= Fl-c) 

nе vazi zakon о odrzanju potpune energije. Jakobijev integral 

vazi) јег postoji takva funkcija К da је(5.31) zadovoljen: 



Jakobijev, tacnije Penlevin integral glasi: 

U sledecem primjeru posmatramo kretanje materijalne 

tacke таэе m ро vertikalnoj ravni/koja эе krece horizontalno 

brzinom v=t. 

Izaberimo koordinatni 

sistem tako da эе ravan krece 

u pravcu у оэе i da је paralel

па hz ravni. Jednacina veze је: 

t 2 

s=(j- 2 =0 

Tacka ima dva stepena slobode i 

nezavisne generalisane koordinate 

su: х i z. Vektor polozaja posma

trane tacke је: 

а kineticka energija т=т2+то је 

aktivna sila i reakcija veze эи 

tako da su generalisane sile 

Qx=o 
1 

ОХ==О 

а po1;.encijalna funkcija V је V=-mgz 
! 

.>----1 
___ .. ---+--_/t 

Uslov (5.30) је ispunjen јег је 

Т +(Ј"Т, -Јс оТ -+ (јУ )d:JV = VYLt2- Г rn.tclt =- PL
2
{}-== f(-t ) 

~ ;.<. о ot дt Ј ' . 
+ . Ргета tome vazi zakon о odrzanju ukupne energije T-V = const, 

gdje је 
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Zakon о odrzanju ukupne тehanicke energije glasi 

--;.. 

Nepoznatu reakciju R nalaziтo iz relacije (5.23): 

sto и nазет slucaju daje kao rezultat R=т, tako da zakon о odr

zanju ukupne тehanicke energije iтa oblik 

Na taj nacin је ispunjen uslov za postojanje Jakobijevog inte

grala 

ра Jakobijev integral T2 -То =К glasi 

:t YYL (Х 2.-+ i 2.) - rhг:с = con.s-l. 
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б. Kinematika reonomnog ргоЫеша tretirana 

kao з10zепо kretanje 

Као jedan od karakteristika u nasem pristupu rjesavanju 

reonomnih ргоЫета naveli smo ideju da takve ргоЫете resavamo 

kao slozeno kretanje. Kretanje tacaka ро samim vezama definisa

сето kao relativno kretanja, а kretanje tacaka zajedno sa vezama 

kao prenosno kretanje (kako је ucinjeno u drugoj glavi drugog 

dijela ovog rada. Na taj nacin u izrazu za ukupno (apsolutno) 

ubrzanje, pored relativne.i prenosne komponente postoji i tzv. 

"dopunska" komponenta. Za razliku od Koriolisovog koje је anti

simetricno, ovo ubrzanje ima i simetricni i antisimetricni dio. 

Nas cilj је da blize odredimo "dopunsko" ubrzanje, 

kao i prirodu njegovih komponenti: 

Neka па sistem od N tacaka djeluje d reonomnih holo

nomnih veza: 

.f -f (t ~ ~) = о ЈЈ.. - 4:Ј.. I Г~ I •• I r ~ (б • 1 ) 

Jasno је da sistem ima п=ЗN-d stepeni slobode i da bi se 

kretanje moglo opisati."sa п nezavisnih generalisanih koordinata 

1 п q ,... q 

Medjutim, mi сето kretanje posmatrati kao kretanje гepгe~ 

zentativne tacke u ЗN dimenzionom prostoru koordinata. 

4 П. . rrт~ rt.+cl \' 
CJI'")~I~ J")~ (б.2) 

n;-~ . '() +Ј.. .. (\ ..I"cJ~ 
tako' da је па vezama ~ =<Ј := f}... ' =0 

h+d.... 
Pri tom smo koordinate q izabrali tako da је 

rJ. = 1 , • • • ,d.) m = 1 • , • • • п ) {б.З) 

Uvedimo metriku u ovaj prostor: 

- kovarijantna baza vektora 



.65. 

dJ:J 2. == C:tF: cfr> :: (д ~ сЈЈ;;/- + d r di) (-.д ~ dDj' -+- СУ r СЊ) 
log-t сј-. dt 08./ј -о. дt 

== сэ~ aг~ rlfi~nj + 2 оР. ar-'» ("(лtd); + a~ д'~ &2-
og~ .og~ ,-,-~ ~-a~ С18.{, оТ; ~-rЗ. дt ot 

(6.4) 

= ~ dgl d-gЈ -+ ~ G.Lo dgi еН + 4.00 ~ 2-

= Щrп(ir1()~ -t- ')JJi.o &fJ.lJ:t ~СЦ:юJi 2 - ~ ис па koordina ta 

(i,j=1 .••. ,3N, т=l •••• ,П) 

Na osnovu definicije brzine i ubrzanja slijedi: 

----? -~ ~ -7' • ~ ~ 

1f==dJ' . or.Q.t+~ 
d1= д8.~ ~ дt • n+<:J.. 

Q -о 
о'-. -

(6.5) 

-4- ..-А.2.7 ~'2 ~г . . . д-+ ?::? ~ ~ . W - LL 1" _ и . t Ј r·· L О, - ()' r- . l 

- di2 - Ogl9j?j СЈ ~ -+ дgi. ~ + o--L'2. +2 дtCfji &. 
• • n-td-. 
g ==0 

Na osnovu пазе definicije relativnog i prenosnog kre-

tanja uvodimo relativne i рrепозпе komponente brzine i ubrzanja 

па sledeci nacin: 

"'::,.2. -:;:. 
-- ОГ 
W-P=ot2. 

tako da је dopunsko ubrzanje dato izrazom: 

~ O~~·N 
W ci ::::.2 ot oQ-t ;r 

d-. (6.7) 

u ovim izrazima se podrazumijeva da је r\+~ • n+о... • ()+-c>t 
~ =0 :::::0 =0 . d-.. ~ 

Napomenimo da za skleronomne sisteme veze miruju i 

da postoji samo kretanje ta~aka ро vezama, tj. relativno kre

tanje . Tada је 

~ --?> ---7' 

~p ::::W-р=WcL::: о 

Razlozimo sada dopunsko ubrzanje па simetricn i 

antisimetricni dio: 
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-40- (Ј-;" 

U tom cilju pomnozimo оЬје strane (б. 7) baznim vektorom ~. = дiј 

(wd'- -=2 о"2-г (уг aL 
)<1 d-t. ~1. 0cRJ d-. 

Desnoj strani gornje relacije dodacemo 

Sredjivanjem gornjeg izraza dobija se 

odnosno 
. 

(Wd)J·~ ( J~' + СИ~ }cjL 

gdje је 

cftj = o~ (Q.j) 

, n+d-. 
~ ==0 

-еl m = 1, .. ) п. = 3 N - СЈ.. 

oL=~'''1 cl 
(б.9 ) 

~ ~ 

Dok \Лј d2. moze da ima svih ЗN koordina ta, dotle W ~ 
ima samo prvih п koordinata, tako da је tangentan па mnogo

struktost ро kojoj se krece reprezentativna tacka. 
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Ukupno ubrzanje reprezentativne t~Бkе sastoja6e ве 
--~ --~ --) 

od n~redne tri komp>,onente :Wr ! Wp ,Wd Pokazi:mo Беmи ви опе 
jednake. UbrzanjeW po~def'iniciji је: 

~ ,dj5 
W :=:. ct.k. . --~ o~ 

Pomnozimo оЬје strane gornje re1acije baznim vektorom ~=ao~ 
---? ~ d-.. 

. _ dlf -:-7> ЈЈ)Ј (] t cl ~ CL 2)(~> ) 
( w) IJ - --АЈ.- че:::= - . --~-- = ::1rI (Уе - V--~ ( ~JL 

~ сл.л.... <1 d± оо, e~ 6CL. с,,\.С. 03 Је 

Kako зи operatori ~ r t! R. komutativni, dobljamo 

(W)n = dt-\!._ t. prf ~cJJJe _ d (~г) 
, v' d.:J:::. ;,о е dL оо е 2. 

. -,-~ д r . (' dr~ '-6/ C:I.'. 
Kako Је ~--- дз.t..;] -}- 0+... gornja re1acija dobija oblik 

v)e, -.4 flQr> nt-;- дГ) ОГЈ--Ј ~ rof7 дf"" с/ој 2 dr? дr6i -+ or? ili:J 
ckt ~8'C <:Ј-. дt д3'L 2 д8е..lО8L ~~ d. d- + c1t ~ d- o=r- дt 

sto ве moze napisati па slede6i паБiп 

i1i и razvijenom obliku 

grupisanjem odgovaraju6ih Б1апоvа dobijamo 

tako da ukupno ubrzanje sadrzi tri sabirka 

'2 (})t.t ~ t -i- d(L ~ t 

~------- ј -...-
re1ativno ргеповпо dopunsko 
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Iz (6.8) vidimo da је antisimetricni dio vektora dopun

skog ubrzanja зато Koriolisovo ubrzanje: 

'.. ~~ ~ 

vVd;2. -:::: 2. rot иl:Ј х Иј r 

i ono се postojati и slucaju da veze rotiraju и prostoru kao 

krute. 

Simetricni dioVVd1 postoji јег se koeficijenti metricke 

forme mijenjaju sa vгеmеnоП1, sto znaci da veze mijenjaju oblik i. е 

velicinu sa vremenom. 

Na osnovu ovih razmatranja nатесе se zakljucak da bi 

se kinematika relativnog kretanja mogla tretirati kao specija

lan slucaj reonomnih ргоЫета и kojima se veze kao krute ротје
--':>-

гаји и prostoru, tj. kao slucaj kada је Wd..tJ-::=О 

Ilustrovacemo izvedene relacije па karakteristicnim 

primjerima: 

1. Posmatramo kretanje materijalne tacke u.ravni ро 

elsipsi koja se translatorno ротјега ро parabolicnoj putanji. 

Jednacina elipse је 

-.Х=о.. СС1Ј'? ~=-(b ~ '(' 
Za generalisane koordina te biramo ugao ~ i koordina tu ~ i Z.O- 8.::: о 
dobijamo elipsu koja se translatorno ротјега ро parabolicnoj 

putanji. 

Vektor polozaja posmatrane tacke је 

r'= [ -1: -t {Q-t-g)Cff.J'f'ЈL' + [P-t (~+;:() ~'f'Jr = ~ ({Ј -1- r;: (~;-f) (~ .. 

Koordinate osnovnog metrickog tenzora и prosirenom prostoru Vз 
su 

. Q'f'f>= (Q+9,)~f-t(g+СЈ)2СО:?-Р 

Clgg.= i 

Q~Jf: = (~-Cl)~'f CerJ'f 
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Koordinate dopunskog ubrzanja эи 

(Wd),,=[-& (ai'?)+~ Са'!':»- ~ (Q'fu~'f=O 

(WdJg=L& (~)+~(~)-~ (а?о)]';' =0 

odnosno dopunsko ubrzanje је 

Ako је vektor polozaja zadat и 

obliku (*) vidimo da је (J'p=lfp.<±) 

- sve tacke па vezi imaju и 

\ 
\ 

\ 

\ 

о 

)( 
datom trenutku iste brzine, ------;;-
linija ро kojoj эе krece ро

smatrana tacka эе translatorno 

ротјега. 

2. U ovom primjeru veza је krug koji mijenja svoj ргес

nik i translatorno эе ротјега. Vektor polozaja posmatrane mate

rijalne tacke је 

r = [t 1- (-t+~Ј)crof]-t + [ е-+ (:t.+g) ~i'J l 
koordinate osnovnog metrickog tenzora эи 

Cl'f'P -=(t +~) Q. 

~~- i 
o..s-i> оо О 

tako da је 

G.'fb:=-- (-t-t-зЈ~'f+2tс..-t+~)c.ro'f 

ago = ССЈ '1' + ~ t, l\(\A..t 'f + i 1, 'd' 

/ 
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з. Veza је krug koji зе оЬг6е и зуојој ravni oko svog 

sredista. Vektor polozaja posmatrane tacke је 

Koordinate osnovnog metrickog tenzora зи: 

2-
0'1''(>= (Q ~3Ј 

OЭg= 4-
G.g'f == О 

Koordinate dopunskog ubrzanja зи 

. 2-
Gt'fo == (a+g.) 

G...[)o=O 

tako da зи dvije komponente dopunskog ubrzanja 
~ WcL,,-=i 0,0 ~ 

I 
a.=con~. 
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