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UvoD

Teorija polugrupa je relativno mlada matematicka dis-
ciplina. Smatra se da je nastala 1928. godine, kada Jje ruski
matematidar Suldkevid objavio svoj rad [59] o konadnim pros-
tim polugrupama. Iako su to bili zanimljivi i znalajni re-
zultati, rad nije imao veleg odjeka jer je bio prezentiran
u prilicno neudobnom obliku. Strukturu jedne Sire klase po-
lugrupa od Sudkevilevih - klase prostih polugrupa sa primi-
tivnim idempotentima -~ opisao Jje Rees 1940, godine u {5@
uvodeéi pojam matrice nad grupom sa nulom. Odmah zatim 1941,
godine Clifford je objavio svoj rad [141 o polumreznim de-
kompozicijama nekih klasa polugrupa. 0d tog trenutka teorija

polugru

o)

a je pofela snazno da se razvija. Sledeéi znalajan
impuls razvoju teorije dofao je pocetkom pedesetih godina,
kada su, po ugledu na slicnu von Neumannovui“ﬂ definiciju
za prstenove, uvedeni pomovi regularnog elementa, odnosno
uzajamno inverznih elemenata. UopsSte, prva istraZivanja u
teoriji polugrupa i prvi znacajniji rezultati bili su u ve-
likoj meri motivisani odgovarajuéim rezultatima iz tada veé
dobro razvijenih teorija grupa i prstenova. Kasnije je teo-
‘rija polugrupa nastavila da se razvija svojim putevima, i

sve je teZe bilo uspostaviti neku vezu sa grupama i prste-
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novima. Razlog tome je neophodnost proucavanja kongruencija
(Howie [37, predgovor]). U grupi Jje kongruencija odredena
ako znzmo bar jednﬁ klasu, posebno ako znamo normalnu pod-
grupu, koja Je klasa jedinice. Sliéno, u prstenovima kon-
gruencija Jje odredena ako znamo ideal koji je kongruencij-
ska klasa nule. U polugrupamas uglavnom nema tako sreénih
okolnosti. Opisane su kongruencije nekih relativno uskih
klasa polugrupa, a tex pfe nekoliko godina 1 kongruencije
inverznih i regularnih polugruga. U oba slufaja Jje oris
prilidéno sloZen i sa visSe parametara. U klasama polugrupa
koje nisu regularne nemamo ni toliko. UopSte, regularne po-
lugrupe su ona klasa‘polugrupa koja je predstavljala naj-
plodniji teren zaz istrazivanja. Ta klasa je dovoljno éiroka
i dovolano zanimljiva, tako da su detaljno ispitane njene
mnogobrojne potklase. Osnovni instrumenti za ispitivanje
strukture svih polugrupa su Greenove ekvivalencije.

Rezultati koji se tidu regularnih polugrura ne samo
da su najmnogobrojniji, nego su i najznalajniji. Iako pes
lednjih godina paZnju istraZivada sve vide privlale 1 druge
klase pougrupa, JjoE uvek su regularne polugruve najzanim-
l1jivije.

Stranice koje slede takode su posvelene istraZivanjima
strukture nekih klasz regularnih polugrupa. U r»reliminarnon
~ nultom odeljku navedeni su neki osnovni pojmovi 1 rezul-
tati sa ciljem da se da op3ta slika dostignuéa u toj oblasti
teorije polugrupa i da se formulise neophodni osnovni mate-

rijal. za dalje izlaganje. To su rezultati za koje bi se vel
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noglo reéi da su xlasidéni i dobro poznati. Zato za njih

uglavnom i nije navedena referencija ili ¢ak i nisu ekspli-

citno formulisani u obliku teorema, nego su cesto samo uzgred

»

somenuti. Maravno, bilo je nemogule obuhvatiti sve rezultate

}__vh

e

iji su relevantni, jer bi to zahtevalo mnogo vise prostora.

zrupz. Ideju za ovo istrazivanje dao mi Je profesor dr

o - _-/» o X - - . . - . .
Svetozzar Milic, na lemu mu se najtoplije zahvaljujem. Jedrnom

jednostavnon formulom okarekterisane su unije diedarskih
;ruoa. Posmatranjem jedne lokalne osobine njihovih H-klasa

dobijene su trake i Booleove grupe kao exstremni sluéajevi
polugrupa sa tom osobinom. Data Je efsktivna konstrukcija

(%

, par

{

ad
(Sharp [58})&039 su opisali Bogdanovié, Milid, Pavlovié [12]
i Bogdanovic [lO karakteriduéi ih nz viie nalina. Karakte-
rizacija ¥oju dajemo teoremom 2.4 §e najpreciznija, 1 razne
druge karakterizacije iz [10], [12], [58} mogu se dobiti kao
neposredne posledice (nor. vosledice 2.5 i 2.8 i tvrdenja

.11 1 2.12). Lema 2.3 i posledica 2.7 ovde se pojavljuju

orvi put. Materijal koji JjeizloZen u ovom kratkom odeljku
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sluzi, uglavnom, kao uvodni za sledeli odeljak, a izdvojen
je posebno da bi se istakao paralelizam anti-inverznih polu-
grupa i unija diedarskih grupa.

111ié, Bozdanovid @#} uop3tavali su jednu formulu

¥koja “warakteri’

e anti-inverzne voluzgrune 1 ispifivali su

slulajesve kada to uonitenje nije vravo, U ocdeljku 5 taj nro-

edarskih grupa koja nije Booleova. 2okazano
tekvapolugrupa je grupa sa 3Z elementa 1 defaljino je ovisana.

Date su ukratkc i1 neke osobine Booleovih znolugrupa.

gularne ortokrintogrupe i data Jje njenz konstrukcija u obli-
ku uredsnih trojki. To je ulinjeno 1 za oniti 31udai i za
sludajeve kad su maksimalne podzrune iz nekog varijetetra
‘komutativnin gruna. U sludajevima kad

konadna, dat je broj njenih elemenzta 1 zavisnosti od hrois
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O. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI

Polugrupa je neprazan skup na kome Jje definisana bi-

narns opveracija koja zadovoljava asocijativni zakon

(xy)z =x(yz).

Ako polugrupa S ima jedinicu 1 zove se monoid i pisSe se
L grur d

1 1

3 =S3S", a axo nema onda se sa S obeleZava polugrupa

. ) g - 0
u{lx, gde je 1 naknadno dodata jedinica. Slicno, sa S

4

03

oznadavamo polugrupu sa (eventualno dodatom) nulom. Element
D s . . 2 .
e polugrune S Jje idempotent ako zadovoljava e =e. AkC jJe

A podskup od S onda sa E, oznafavamo skup svih idempotenata

A
iz A. Taj skup se moZe urediti na sledeli nalin:

(C.1) e=f ako i samo zko ef =e =Te.

Neprazan podskup I polugrupe S Jje levi ideal od S ako
SI &I. Dualno se definisSe desni ideal od S. Podskup I je
dvostrani ideal (ili samo ideal) ako Jje levi i desni ideal.
Levi (desni, dvostrani) ideal I je pravi ako Ijls. Potpo-
lugrupa B volugrupe S je bi-ideal (&m,n)—ideal) ako je
BSB ¢B (BmSBné;B). Sa L(a), R(a), J(a) oznadimo glavni le-

~vi, desni, dvostrani ideal generisan elementom a; tada je

A
S

L ta

L(a) =sta, R(a) =as!, J(a) =slasl.
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Na polugrupi S definiSemo relacije £, R, } na sledeéi na-

ad b & L(a) =L(b),
af b & R(a) =R(b),
a2} b & J(a) =J3(b).

Relacije éf,ﬂ%,;} su ekvivalencije i zovu se Gresnove ekvi-

valencije (relacije). Dokazujzs se d

8V

ekvivalenciie i
R, komutiraju: ZR=RZL, &to zna3i da je RL takode relaciija
ekvivalencije, u oznaci £ . Ekvivalencija & i ekvivalen-
cija H=RONL se takode zovu Greenove ekvivalencije. Na-
vedenih pet ekvivalencija igraju fﬁndamentalnu ulogu u ispi-
tivanju strukture polugrura. Uveo ih je Gresn [50].

Sa Ra oznacdiéemo klasu ekvivalencije elementa a u
odnosu na ekvivalenciju R. SliZno defini3emo L., J,. D_,

Ha' Za Greenove ekvivalencije vaZe sledeéi odnosi:
CR-C <
x<fcne}

Definicija ekvivalencije &L omoguéava da se L -klase zzod

('(*
O
L

i

no prikazu na sledeéi nalin:

pri demu horizontalne trake predstavljaju §%~klase, verti-
kalne trake &£ -klase, a “"éelije J-klase. Gornja slika mo-
ze da bude beskonadna po horizontali ili po vertikali, a

"

moZe 1 da se redukuje samo na jednu "deliju". Dokazuje se
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da su sve JX-klase u okviru iste ®-klase istobrojne. To
va?i i za R -klase i L-klase. |

Element a polugrupe S Jje regularan ako a =aba, b =bab,
zz neko b iz S. Tada kaZemo da su a i b jedan drugom inver-
zi. Regularnost je osobinz koja se vezuje za D-klase. Na-
ime, u jednoj D-klasi ili su svi elementi regularni ili
nije nijedan, pa moZemo govoriti o regularnoj §D-klési.
Svaka R-klasa i svaka ZL-klasa regularne D -klase cbavezno
cadrle idemcotent koji funkcionisSe kao leva Jjedinica u sv0-

R -xlasi, odnosno kao desna jedinica u svojoj Z-klasi.

.
(]
Cua

On

(1)

JP-klase koje sadrie idempotent su podgrupe, i to mak-
simalne podgrupe polugrupe. Sve maksimalne podgrupe u isto]
D-xlasi su izomorfne. Struktura regularnih D-klasa detalj-

nije je opisana sledeéim lemama (Miller, Clifford P+] ).

(0.2) LEMA. Za svaka dva elementa a i b polugrupe S vaZi

al 3 1, A v . .
ab € Raf\Lb ako i samo ako Rbf\La sadrzi idempotent. U

tom sludaju je

=H‘=??‘\ = = -
b aD aa%b Hab Rar\I%

(0.3) LEMA. Neka su a i b elementi regularne g-klase D

polugrupe S. Tada:

(a) ako je a’ inverz od a, onda a’ € & i idempoten-

ti aa’ i a’a lefe u F-klasama RaF‘La" odnosno Ra,f\La;

(b) 2ko su e i f idempotenti polugrupe S, onda svaki

————

element a iz R N L, ima jedinstven inverz a°” u R

= fr\Le

i pri tome je zaa’=e i a’a-="1;

(c) svaka H-klasa polugrupe 8 sadr?i najvide jedan

inverz od a.

———
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Ako znamo koje H-klase regularne D-klase sadrie
idempotente, onda za svaki element te &-klase lako moZemo
da nademo sve njegove inverze, koristeéi gornje leme i ko-
ordinatizaciju PD-klase.

Folugrupa bez nule i bez pravih ideala je prosta. Fo-
lugrupa S sa nulom je O-vrosta ako joj Je {O} jedini ora-
vi ideal i 525£{0}. Dodavanjem nule prostoj polugrupi do-

bijamo O-prostu volugrupu (bez delitelja nule), ali se sve

¢

(o2

O-proste polugrupe ne mogu dobiti na ovaj nacin. Medutim,

v

navedena ¢injenica omoguuje da se niz rezultata za proste
polugrupe dobije kao neposredna posledica odgovarajuéih re-
zultvata za O-proste polugrupe.

Ako polugrupa bez nule ima minimalni ideal (u odnosu
na skupovnu inkluziju), onda je on jedinstven i zove se jez-
gro polugrupe. Jezgro je prosta polugru?a, ako Je netrivi-

. jalno. Primetimo da O-prosta polugrupa uvek ima najmanji
ideal {0}.

Idempotent polugrupe Jje primitivan ako je minimalzan u
parcijalno uredenom skupu (u odncsu na prirodno uredenje da-
finisano sa (0.1)) svih ne-nula idempotesnata. Polugrupa je
kompletno O—proéta ako je O-prosta i sadrzi minimalni

idempotent. VaZi sledela teoremsa:

(0.4) TEOREMA. Neka je S kompletno O-prosta polugruva.

Tada vazi: .

(a) 5 je regularna;
(b) S-—{O} Je N-klasa polugrupe S;

adiadl

(¢) ako a,b €8, onda ab=0 1ili ab €R N Ly
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Kad se primeni na proste polugrupe, prethodna teorema

daje sledelu posledicu.

(0.5) POSLEDiCA. Neka je S kompletno prosta polugrupa.

Tada vazZi:

(a) S Je regularna;
(b) S je D-klasa;
(c) sko a,b €S, onda ab éRa/\Lb.

Gornja teorema 1 njena vosledica ovisuju kompletno
(0-) proste polugrupe. Medutim, njihov potpuni opis dat je
sledelom konstrukcijom, koja votile od Reesa [55].

i . s 0
Ako grupi G dodamo nulu, dobicemoc grupu sa nulom G~ .

(0.6) Konstrukcija. Neka je G° grupa sa nulom, I i M

neprazni skupovi i P: Mx I G° funkcija koja zadovoljava
slede¢i uslov: za svako p €M (1€I) postoji 1&€I (péeM)
tako da Je p

B

S=(IXG*XNM) u{O}, ori cemu Og€IXG¥M, definisSemo mnoZenje

i;éo, gde je Qpi oznaka za p(p,i). Na skupu

na sledeéi nadin:

(1,8,0)(3,h,V) = (i,gp}ljh,\’), ako Py 3 #£0

=O, in?ée
i neka 0 funkcionife kao nula u S.

Proverava se da je ovako definiszno mnofenje asocija-—
tivno. Dobijena polugrupa se obeleZava sa JAQ(I,G,M;P) i

zove 'se Reesova matricna polugrupa nad grupom sa nulom G°

»

#1 -sa sémdvid-matricom P, ili samo Reesova matri&na polugrupa.
(ye

i . ———

S AT % . P . v . . . - .
T ¢ Zgodno je funkciju P zami$ljati kao matricu tipa

%
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MxI nad G° takvu da u svakoj vrsti 1 u svakoj koloni

ima bar jedan element iz G. Element (i,g,P) onda treba
zamisljati k=20 matricu tipa I®M koja na mestu ;P ima ele-
ment g iz G, a sve ostalo su nule. Onda Je jasno da se
mnofenje dve takve matrice realizuje na uobi3ajeni na%in uz
posredovanie matrice P.

VaZi slede®a teorema (Rees [56] ).

(Q0.7) TEOREMA. Polugrupa je kompletno (0O-=) rrosta 2ko i samo
oo diomniiiek o Soudihuteioliuind ¥ Nheesodedhudin e el dlati —

ako je 1izomorfns Heesovoj matridnodj polugruni nad gruvom

(s2 nulom).

U Reesovoj matriZnoj polugrupi vazi:

]

(i,5,))R (J,hy) & i

3y

[t}

(i,8,0)L (§,0,V) & p=v.

Dokazuje se da su u kompletno O-prostoj polugruri svi
" ne-nula idempotenti primitivni, tj. da medu njima nema upo-
redivin. Regularna polugrupa sa nulon u kojod su svi

e~nula

6]
3

2

idempotenti primitivni ne mora da bude komplabtno O-n

ry

o

[43]

Ca,

ali se dobija uniranjem komopletno O-vrostih, uz identifiko-
. . ) . . y . (o]

vanie svih nula. Da precizir-mo, neka Je {Sou CLEA} ne-~

prazna familija polugrups, svaka sa nulom. Na skupu

o] . . . . . v
s = U Sd‘ identifikuimo sve nule sa O 1 defini3im¢ oro-
o€ A
1zvod dva elsmenta da bude kao u So& ako su ota iz Saﬁ

inade neka bude O. Tako dobijena polugrupa S 2zove s2 or-
togonalna suma polugrupa Saﬂ o.€A. Dokazuje se da su u

regularnoj polugrupi 8° ea nulom svi idempotenti primitiv-
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ni ako i samo ako Jje s° ortogonalna suma kompletno O-pros-
tih polugrupa.

Polugrupa ¢iji su svi elementi idempotenﬁi zove Se
traka. Komutativna traka se zove polumreza. Antikomutafivna
traka, tj. trakza koja zadovoljava Xy =yxX =Xx=y zove se
oravougacna traka. Unjoj vaZi jednakost x =Xxyx, odakle sle-
di d=z Jje svako svakome inverz.

Pored konstrukcije Ressove matrulne volugrupe, druga

vaZna konstrukcija u teoriji volugrupa je polumreza polu-

grupa. Ova konstrukcija se zasniva na &injenici da ako je

?: S—Y homomorfizam polugrupe S na polumreZu Y, onda

ie af'l potpolugrupa cd S, za svako o € Y. Tada Jje polu-
gruvpa S unija disjunktnih potpolugrupa Saﬁ=aﬁ?1 i
SaSpg;Sa@’ gde je o proizvod u polumrezi Y. Ako su pri

tome polugrupe Sa, Jjednostzavnije od S, onda imamo motiva-

ciju za sledeéu konstrukciju.

(0.8) Konstrukcija. Neka je Y vpolumre?a i neka je

{Sof CLEY} familija disjunxtnih polugrupa tipa T indeksira-
nih elementima iz Y. Za svaki par elemenata o3 iz Y za

koje je o203, neka je 4& 80:9 Sz homomorfizam i neka

B -

su pri tome ispunjeni sledeéi uslovi: (a) ¢

o, o je identic-

ki homomorfizzm za svako «€¢¥; (b). zko su B,y iz Y

i o2@ 2%, onda = P - Nska je S = U{_S_OL: (xeY}.

CPavﬁcpng' oLy
U skupu S definiSimo cperaciju na sledeéi nadin: ako

S i & 1 = S 2§ val
a4 € o I b@ ::S(a, onda a,bp (aa O0,0L(Za) (k(b‘\a@,a(s)' Ovrako
definisana operacija je asocijativna, pa je S polugrupa,

y

u oznaci S =§f(Y,SGJQ%%‘), 1 zove se jaka polumreZa polu-
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grupa tipa T. U sledeéoj teoremi pojavljuje se ova kons-

trukecija.

(0.9) TEOREMA. Za polugrupu S sledeéi uslovi su ekviva-

lentni:

(a) S je regularna polugrupa sa centralnim idempcten-

tima (idempotenti xomutiraju sa svakim elementom polugruve);

(b) S je regularna polugrupa u kojod je =X

(c) 8 je polumreZz gr

[t

pa

-

(d) S je jaka polumreZa gruna.

Ovakve polugrupe su dobile ime po osobini (c).
Svzka polumreZa polugrupa ne mora da bude jaka. Struk-
tura kompletno regularnih polugrupa - polugrupa kod koiih

svaki element komutira sa nekim od svojih inverza - opisana

je sledelom teocremomn.

T ————— i Mg sonmrtrarin.

(0.10) TEOREMA. Za polugrupu S sledeli uslovi su ekviva-

lentni:

(2) 8 je kompletno regularna;

(b) svaka zf—klasa od S Je komplebtno prosta polugruona;

(c) Sje polumreZa kompletno prostih polugruova;

(d) svaka H-klasa od S Je grupa.

Polugrupe koje zadovoljavaju uslove ove teorem2 zovu
se, na osnovu osobine (d), unije grupa. Kako su kompletno
proste polugrupe izomorfne Resscovin matriénim poluzruse=ma

nad grupamz, uslov (c¢) se moZe zameniti uslovom:

D
JUL

k]

(¢’) S je polumreZa Re

pey
=]
€]

ovi stridnih noluzrupa nad

rupamsa.
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Kako Jje svaka traka unija trivijalnih grupa, a lako
se dokazuje da je traka kompletno prosta ako 1 samo ako je
pravougaona, pa ako prethodnu teoremu primenimo na trake,

dobiéemo sledelu posledicu.

(0.11) POSLEDICA. Svaka traka je polumreza pravougaonih

traka.

Polugrupa koja zadovoljava Jednakost XyzX =X2z2yX ZO-—
ve ge medijalna. Normalna traka Jje traka koja je medijalna.

VaZzi sledeéa teorema.

(0.12) TEOREMA. Za polugrupu S sledeli uslovi su ekviva-
lentni:

(2) S je regularna i subdirektni proizved kompletno

oprostin polugrups sa eventualno dodatom nulom;

(b) 8 je normalna traka grupa;

(c¢) 8 je jaka polumreZa kompletno prostih polugrupa.

Ako ovu teoremu primenimo na trake dobidemo slededu

posledicu.

(0.13) POSLEDICA. Za polugrupu S sledeéi uslovi su ekvi-

valentni:

(2) S je normalna traka;

(b) 8 Je jaka polumreza pravougaonih traké;

(¢) S je subdirektni proizvod pravougaonih traka sa

eventuzalno dodatom nulom.

Polugrupa je levo (desno) komutativna ako zadovoljava
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jednakost xyz =yxz (Xyz =xzy). Levo (desno) normalna tra-
ka je traka koja je levo (desno) komutativna. Dokazuje se
da Jje normalna traka subdirekxtni priozvod levo normalne i
desno normalne trake.

Navell smo nekolixo rezultata u kojima se pojavljujiu

O

Jjake polumrezZze nekih polugruna. Sada Cemo opisati ownsti iz-

gled polumreZa volugrupa. Za to su nam orethodno potrebni

exa je S opolugrupa i x,7v €S. Funkeija A (p) na

pd

S zove se leva (desna) translacija ako A(xy) = (Ax)y
((xy)pr=x(yp))+. Ako je x(Ay) = (xp)y, onda kaZemo da su A
i p povezani, a par (A,p) zovemo bitranslacija od S.
Skup svih bitranslacija polugrupe S =zove ze omotad trans-
lacija od S, u oznaci £1(8), i on je »polugrupa u odnosu na
koordinatno mnoZenje: (A,p)(ljp')::(ll;pp'). Leva (desna

.translacija Ag (ps) definisana sa Asx = 8X =xs) Je

(%o
par (Ks,ps) =7, Je unutrasnja bitranslacija.
Potpolugrurpa [I(S8) = {WS: s GS} je unutrasnii deo od Q73).
Proverava se da je preslikavanie T : s»ﬁﬂﬂs aomonorfizam,
a zove se kanonidfki, iz polugrupe S na T1(S). Polugrupa

Je slabo reduktivna ako joj Jje kanonicki homomorfizam in-

jektivan.

¢

Sada moZemo da damo precizniji opis polumrefe slabo

reduktivnih polugrupa.

+ s v .y
Iz tehnickih razloga overator A se pile sa leve,

a operator P sa desne strane argumenta.
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(0.14) TEOREMA. Neka je Y polumreZa; svakom oeY ori-

druZzimo jednu slabo reduktivnu polugrupu Sa, i pretposta-

vimo da je S NSz=@ azko je of@. Za o,3 iz Y i oa2p

neka je Xogﬁ: Saf»jZ(S@) funkcija takva da su ispunjeni

sledeéi uslavi:

(8) aXy o =T, (2€8.); ‘
() (B, ) Ty, o) € TSy )
(c) zko je o>y, a€s o P E€Sp onda

(@, ) Xy ) X, aplapy = (o) (g s

U skupu S==U{Sa:c1€Y} definiSimo operaciju » na sledeéi

(@14

na’tin:

[(a)(a Ot’b) (b')ﬁ,5 a;s)-\y‘a(s ap’ ako a €&S_, b€Sg.

Tada je S polumreza Y polugrupa Sa,cleY. Obrnuto, svaka

nolumreza slabo reduktivnih polugrupa {Sa:cxéY} moze ova-

ko da se konstruide.

Koristeli ovaj rezultat i opis omotala tznslacija
kompletno proste volugrupe, moZe se dati potpuno precizan
opis strukture kompletno regularne polugrupe, preko tzv.
standardﬁe reprezentacije, a kao posledica dobija se opis
strukture traka. Régularna polugrupa kod koje idempotenti

Cine potpolugrupu zove se ortodoksna. Vazi sledeéa teorema.

(0.15) TEOREMA. Za regularnu polugrupu S sledeéi uslovi

su ekvivalentni:

(a) 8 je ortodoksna;

(b) ako je x” inverz od x i ¥y’ inverz od y, onda
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je y'x” inverz od xy;

(c) inverz idempotenta je i sam idempotent;

(d) ako dva elementa iz S imaju zajednilki inverz,

onda su im svi inverzi zajednilki.

Ortodoksna kompletno regularna polugrupa zove se or-

{D

{fi¢

togrupa. Za crtogrupe rostojl vicSe teorsma strukture. Navo-

dimo Jjednu od njih.

(0.16) TECREMA. lieka je E-=

¥, ) traka i sz(Y,Ga)

polumreZa grupa. Zs svako g,h €G neka postoji funkcija

S(gah)' EQ.XEVD-—)EGQS’ EQ'E sl_@. geGCL’ }16\:“3,

ori Zemu §g ispunjeni uslovi:

(a) Q(S(C’“)(elaeg))«a) "8(% gzﬁ)(el) (gz,gj)(egiea)>;
(b) 8< 1‘5) (e,f) =ef, e €E,, fé.,@,
(c) S(g lrl)(u,e) =e, g,heG, e€E,.

U skupu 8 = U{E * G dAEY} definisimo operaciju % na sle-

deéi nalin:

(e,2) % (£,h) = (8, y(e,1), eh).

Y

lm

Tada je S ortogruva, EgFE, Gle 1, =G, za svs «
"’

ie iz E, . Obrnuto, svaka ortogruva je izomorfna nekoj

ovako konstruisano; ortogruni.

KriotiZna polugrupa je ona polugrura kod koje

lacija H konsgruencija. Krio

(s

ogrupa Jje kompletnc regularna
kriptidna polugrupa. Ako Jje uz to Jjod i ortodoksna, onds se
Y

zove ortokriptogrupa. U

~N

iste oznake kao u prethodno

a teorema.

[¢5}

remi moZe se dokazatl sled:

W
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(0.17) TEOREMA. Za ortogrupu S sledeéi uslovi su ekviva-
lentni: |

(a) X je kongruencija na S;

() S(g ny(e,f) =ef, za svako e,f eEg;
3

(¢) 8 je subdirektni proizvod E i G.

Traka koja zadovoljava Jjednakost Xyx2zX =XyzxX 2zove
se regularna traka, i sve takve trake odigledno formiraju
varijetet traka (volugrupa). Na sledelem dijagramu dati su
svi podvarijeteti varijeteta regularnih traka sa njihovim
nazivima i jednakostima koje ih definisSu unutar varijeteta

svih traxa.

desno kvazinormalne
ZYX = Z2XYX

pravougaone
X = XyxX

desno normalne
Z¥X = §ZX

ievo normalne
XyzZ = X2§

desne nule

leve nule |
' JX =X

Xy = X

X

I}

X=7
trivijalne
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Neka je X proizvoljan neoprazan skup. Skup F(X)
svih konadnih nizova elemenata iz X <¢ini polugrupu u od-

nosu na operaciju dopisivanja. To je slobodna polugrupa nad

[iavha

skunom Y. Elemente iz F{7) zoveno reli.

2kXo je X slup, onda Ce i?l oznalavati kardinalndi
oro; skupa X.

Telikil broj matematilara Je dac »rilog isnitivaniu
strulkture razlilfitih ¥lzsa resularnih noluzrusa. Yelins £ih
rezultata je sistematizovana u  Petrich {54] i materijsl
za ovaj uvednl odeljak uzet Je uglavnom odatle,
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3

Gruge kije zadovoljavaju Jjednakost x” =x zZovu se Bo-
oleove grupe i sve su komutativne. Polugrupe koje zadovolja-

vaju istu Jjsdnakost zvademo Booleove polugrupe. Laxo se vi-

di da su Booleove polugrupe unije Booleovih grupa, tadnije

(%)

¢

polumreze Reesovih matridénih polugrupa nad Booleovim grupama.
Grupa generisans sa dva generatora u 1 v koji za-
dovoljavaju Jjednakosti

(1.1) ve =1 =(uv)2

je beskonalna diedarska grupa, Dy, - Ako gornjim jednakostima
dodamo jednakost

(1.2) u =1

dobiéemo konadnu diedarsku grupu D, sa 2n elemenata. Za
svaki nenegativni celi broj n grupa Dn je homomorfna
slika grupe DOO koJja nema drugih homomorfnih slika (Do
oznalava jednoelementnu grupu). Primetimo da su Dy (Klajn-
ova cetvorna grupa), Dl (grupa redé 2) i DO jedine komu-
tativne diedarske grupe.

Navedene Zinjenice o diedarskim grupama su ded folklo-

ra teorije grupa, a zainteresovani Zitalac moZe da konsultu-

je [24] .
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Sledeéa lema se mozZe dobiti kao posledica jednog op-
Stijeg stava za algebre (Graetzer [52, odeljak 45, posledi-
ca 2]), ali zbog potpunosti izlzganja dajemo jednostavniji

neposredan dokzaz.

(1.3) LEMA. Klasa svih polugruva definisanin formulom

(1.4) Vx3dy (x =x3y, ¥ = x3%)

zatvorena je za homomorfizme.

Dokaz. Neka je 1n: S-—=T7 homomorfizam nolugrupe 3
koja zadovoljava formulu (1.4) na polugruou 7T 1 neka je
. -1 - .
x €T. Ako je ueh “(x)<S, onda postoji v e&ES tako da je

u=uvv i v=uvu. Stavimo y=h(v) €T. Tada vazi

x = h(u)

¥y =h(v)

h{uvv)

1"

h(wh(v)n(v) =xvy,

h{uvu)

h{u)h(v)nlu) = xyx,

pa polugrupa T zadovoljava formulu (1.4), Jime je lema do-

kazana. @

Sada moZemo da dokaZfemo slededu teoremu.

(1.5) TEOREMA. Polugrupa S Je unija diedarskih cruna ako

1 samo ako zadovoljava formulu (1.4).

Dokzaz. (=>) Neka Je polugrupa S unija diedarskih
grupa 1 neka je x&€8S. Tada x ©pripada nekoj diedarskoi
poedgrupi Dn'(ukljuiujuéi moguénost da je n = ). Doka
da svaka diedarska grups zadovoljava formulu (1.4). Na osno-
vu prethodne leme, dovoljrno je to dokazzti za gruopu Da)’
Koristeéi posledicu uv =vu"t Jednakosti (1.1) koje defini-
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Su grupu DOD generisanu elementima u 1 v, nalazimo da

m .4 m .
ili vu, gde je m ceo

su svi njeni elementi oblika u
broj. Ako je x:éDOID jednog od ovih oblika, onda u oba slu-
¢aja moZemo uzeti y::ﬁum i formula (l.4) biée zadovoljena,
Jer

m_m_m M ~m m 2Zm ' m
uvu vu =uu vVvyey =v u =u ,

m_ . m_m m_-m m m
Vu VU VU =vu u vva =Vvu ,

m m -m m
U T. M M '

ulvu =vu U u =vu
(<« ) Neka polugrupa S =zadovoljava formulu (1.4) i
neka su x 1y elementi iz S takvi da je x=xyy 1

y =xyx. Tada je

x = Xyy = xy(xyx) =x(yxy)x,
(yxy)x(yxy) = y(xyxyx)y =yxy
x(yxy) = (xyx)y =yy =y(xyx) = (yxy)x.
Prema tome, yxy Jje inverz elementa x i oni komutiraju.
Sledi da je S8 unija grupa. Osim toga, jasno Jje da je

xLy, 2a iz y=xyx imamo
(1.6) X =xXyy = xy(xyx) = (Xyx)¥X = yyx.
Cdavde je xRy, pa dakle, i xHy. Zakljudujemo da su XH-kla-
se grupe koje zadovoljavaju formulu (l.4), a u klasi svih
grupa ta formula Jje oligledno ekvivalentna sa sledeéom:

2, |
(1.7) 4 Vx3y (3° = 1 = (x3)°).
Dakle, u grupi koja zadovoljava (1.7), za svaki x pestoji
neki y (ne neophodno razlifit od x) koji zajedno sa x
generife grupu Do (relacije u (1.7) su definiSuée relacije

grupe Doo generisane elementima x 1 ¥) ili neku od nje-
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nih homomorfnih slika, na osnovu prethodne leme. Zakljulu-
jemo da su grupe koje zadovoljavaju (1.7), odnosno (l.4),

unije disdarskih gruva. @

Ako je x=xyy 1 y=xyx, onda éemo reé¢i da je y di-

edarsxi parniak za x. Primetimo da element ne mora da bude

diedarski parnjzk svog diedarskog parnjaka, tj. relacija

"piti diedarski parnjak'" nije simetridna,

(1.3) Primedba. Podto svaki elem

parnjak generisu jednu (diedarsku) podgrupu, zakljudujemo
da element x i svi njegovi diedarski parnjaci prinads
istoj H-klasi, tj. istoj maksimalnoj vodgrupi. Ova Zinje-
nica omoguéuje da se neka razmatranja o unijamz diedarskih
grupa vodignu na nivo teorije grupa. To znati da moZemo da
xorishtimo izraze oblika x ™2 i sl¥no.

Jedns lokalna osobina J-klasa opisuje se slededom

lemom.

(1.9) LEMA. Ako je y diedsrski paranjak za x, onda je
. n

toi x'y, za svake n.

Dokaz. Na osnovu primedbe (1.8), dovoljino je

dokazati tvrdenje leme za sludaj grupa. Neka Jje y diedar-

v

skl parnjak za X u nekoj grupi, tj. neka x=%xyv 1 ¥y =xyX.

Odavde sledi yx==x~ly i y2

1, pa imamo

x(x"y) (x%y) = %" Lyy = x,

n

Bl -1 n
X(Xy)x=xx"x "y=x7,

Sto znafi da je x'y diedarsxi parnjak za x. @
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Iz prethodne leme sledi da jedan element moZe da ima
vide diedarskih parnjaka. Koliko? Dva ekstremna slucdaja

opisana su sledeéim tvrdenjima.

(1.10) TVREENJE. Polugrupa S Jje unija diedarskih grupa

u kojod je svaki element diedarsXi narnjak svakog elementa

ako 1 samo ako je S Booleova grurca.

i

=> ) DNa osnovu primedbe (1.8) rvolugrupa S
jednu H-klasu, odnosno S Je grupa. Podto je sva-
ki elemsnt x sam sebi diedarski parnjak, on zadovoljava
jednakost x7 =x, tj. 8 Je Booleova grupa.

(& ) Neka su x i y dva proizvoljna elementa

Booleove grupe. Ona je komutativna, pa imzmo:

Ug

X =x-1 =xy2, y=y-1 =_yx2=xvx,

(3

tj. ¥ Je diedarski parnjak z=a Xx. ©

(1.11) TVRPENJE. Polugrupa S Jje unija diedarskih grupa u

kojoj svaxi element ima jedinstvenog diedarskog varnjaxa

ako 1 samo ako je S traka.

Dokaz.( =) Dovoljno je dokazati da ako u grupi H
svaki element ima Jjedinstvenog diedarskog parnjaka, onda je
H jednoelementna grupa. Neka Jje 1 Jedinica grupe H. Ona
imz Jedinstvenog diedarsk&é parnjaké, tj. l1l=1lyy 1 y=1y1,
za tadno jedan y iz H. Drugim redima, postoji samo jedan
y iz H koji zadovoljava jednakost y2 =1. Kako je 12 =1,
zakljudujemo da H nema elemenata reda 2. Jedina diedarska

grupa bez elemenata reda 2 Je Do‘ Dakle H<=DO.
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(&« ) Ako je S traka, onda je svaki element x
sam sebi diedarski parnjak. Drugih diedarskih parnjaka nema,

jer je relacija X trivijalna. @
U diedarsko] grupi Dn generisanoj elementima u i v
xoji zadovoljavaju jednakosti (1.1) i (1.2), element u ima

taino n diedarskih parnjiaka. Sada se lako vidi da postoje

polugrupe u kojima za svako zadato n (kcnalno ili prebroji-
vo) prostoji element sa tas%no n diedarskih varnjaska. Takva

je, naprimer, sledeéa polumrsZa gruna

D D

1 o 3 e ©

koja je ortogonalna suma grupa Sa nulom D%, DB,...,DZJ‘

rupe nisu suvise sloZene, nasrotiv, pa se

Diedarske

99

prirodno pojavljuje pvitanjie kocliko sloZene mogu da budu
H -klase unija diedarskih grupa. Sledeéa konstrukcija poka-
zuje da one mogu da budu sloZene bar onoliko koliko su to

komutatinve grupe.

(1.12) Konstrukcija. Neka je (A,+) vprcizvoljna komutativ-

na grupa. U skupu AURA, gde je A = {3: a.eA} definisimo

proizved % na sledeéi nadin:

axb = a+b, asb ={a+b),
a¥b = (b-2), aAxb =b-a.
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Nije tesko (iako nije ni kratko) proveriti da je * asoci-
jativna operacija. Neutralni element je nula grupe (A,+),
a inverzi za a i & su =-a, odnosno a. Dakle, (A URK,*)

je grupa. U njoj vazi: -

axa =a-a =0, axaxa=ax(a+a) = (a+a)-a =a4a,

a to znadi da je a diedarski parnjak i za a i za a.
Prema tome, konstruisana grupa (AUR&,*) Jje unija diedar-
skih grupa, a njena podgrupa (A,x) Jje odigledno izomorfna

kopija zrune (A,+).

Fo3to se klasa unija diedarskih gruva moze definisati
univerzalno-egzistencijalnom formulom prvog reda sa pozitiv-
nom hornovskom matricom, ona nije zatvorena samo za homomor-
fizme (lema 1.3), nego i za direktne proizvode i direktﬁe
unije (Graetzer [32, odeljci 45,46]). Dakle, i ove standard-
ne algebarske konstrukcije mogu da se koriste za dobijanje

slofenijih unija disdarskih grupa, polazedi od jednostavnijih.

Na osnovu (1.%5) zakljudujemo da u formuli (1.4) na
desnoj strani Jjednskcsti moZemo izvrSiti manju pérmufaciju
slova, pa da dobijena formula i dalje definiSe klasu unija
diedarskih grupa. Ovu Zinjenicu ¢emo formulisati u obliku

tvrdenja.

(1.13) TVREENJE. Polugrura S Jje unija diedarskih grupa

ako i samo ako zadovoljava formulu

(1.14) Vx3dy (x =yyx, ¥ =xyx).
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Ako nastavimo da permutujemo promenljive u formuli

(1.14), onda ée se situacija promeniti, pa imamo

(1.15) TVRDPENJE. U klasi svih polugrupa Jjednakost x5 =X

ekvivalentna je svazkoj od sledelih formula:

(1.16) Yx3dy (x =yxy, ¥ =yxx),
(1.17) Vxdy (x =yxy, ¥y =xx7),
(1.18) ¥Vx dy (x =xyy, ¥ =yxx),
(1.19) Ixdy (x =xyy, ¥y =xxy),
(1.20) Vx 3y (x =yyx, ¥ =yxx),
(1.21) ¥Yx3dy (x =yy%, ¥ = xxX3y) .

Dokaz. Jasno Je da Jednakost x” =X povlali svaku od
formula (1.16) -(1.21); dovoljno Je za y uzeti x. Obrnu-
to, da formula (l.n) povladi jednakost x3 =%, moZ2 se vide-

ti iz racdunanja (1.n") u sledeéem nizu (n 6{}6,17,18,19,20,21}):

(1.167) x =yxy =yx(yxx) = (yxy)xx = XB,
(1.177) X = yxy = (xxy)xx = xx (yxy) =%,
(1.187) x = xyy = xy(yxx) = (xyy)xx =%,
(1.197) X =x7y = x(xx7)y = xx(xy¥) =x3,
(1.207) X =yyx = y(yxx)x =(yyx)xx:=x5,
(1.217) X =yyx = (xxy)yx = xx(yyx) -x°. ®

Gledajuéi formule (1.4),(1.14) i (1.16) - (1.21), moze
se primetiti da nedostaje formula Vxdy (x =yxy, 7 =xy%x).

Njome su definisane tzv. anti-inverzne polugrupe, 2 o njima

Uit

by

¢e kasnije biti vi3e redi. Sada dajemo Jjo$ Jednu karakteri-
zaciju unija diedarskih grupa, ali prethodno nam Jje potrebna

sledeéa lema, koju je dokazao Clifford [14] za ideale, ali
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ona se jednostavno proSiruje na (m,n)-ideale, za svako m,n.

(1.22) LEMA. Ako (m,n)-ideal polugrupe sadrZi element neke

njene podgrupe, onda sadrzi i celu tu podgruou.

Doksaz. Neka je 8 polugrupa, H njena podgrupa, I
(myn)~ideal, aedNI i beH. Ako sa a—1 oznalimo inverz
elementa a u podgrupi H, onda

b =22 ba s eg¥s8"¢ B,

ozemo da dokazemo

[6))]
4]
roy
w
8

(1.23) TVRDENJE. Za svako m,n>0 vazi: polugrupa 8 Je

unija diedarskih gruva sko i samo zko su joji svi (m,n)-ide-

ali unije diedarskih grupa.

Dokaz. (=>) Neka je S unija diedarskih grupa i I
njen (m,n)-ideal. Prema prethodnoj lemi, iz a €I sledi
HaQ:I, Jer Je Ha grupa, pa je I unija JH-klasa. Kako su
H-klase unije diedarskih grupa, sledi da je i I takode

unija diedarskih grupa.

(& ) U ovom smeru dokaz je trivijalan. @

Pojam bazisne klase polugrupa uveo je Ljavin slededom

definicijom.

(1.24) Definicija. Neka su 01,02,03 tri klase polugrupa
i Clg 02£=CB. Za klasu polugrup=a C1 kazemo da Jje bazisna
klasa klase C, u odnosu na klasu 03, ako su ispunjeni

sledeéi uslovi: (a) svaka polugrupa iz C, Jje unija polu-

grupa iz Cys (b) svaka polugrupa iz 05 koja moZze da se
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predstavi kao unija polugrupa iz C;, pripada C, ; (¢) ako
‘neka klasa C] polugrupa zadovoljava uslove (a) 1 (b),
onda Jje Cl =Cl.

Na osnovu dosada3njih rezultata moZemo da2 nademo ba-
zisnu klasu (u Ljiapinovom smislu) unija diedarskin gzrupa u

odnosu na klasu svih polugrupa.

(1.25) TVRDENJE. Bazisna klasa unija diedarskih grupa u od-

jog

= 3 1 e 3
nosu na kKlasu svih polugrupa je (Do,Dl,DB,D4,D5,...,Da& .

ledno ispunjen.

(b) Po3to grupa D, zadovoljava jednakost X2 =1 onsa
+ 2

-

Dokaz. Uslov (a) definicije je ofi

(3]

og

je unija dvoelementnih grupa Dl’ pa Jje 1 uslov (b) defini-~
cije ispunjen.

(c) Diedarska grupa D, sadrZi element reda n (uklju-

dujuéi mogulnost da je n=00) i ne sadrii element reda ve-

¢eg od n, izuzev za n=1: grupa D, ima elesment reda 2

Zato se grupa Dn ne moze orl’a ati kao uniia manjih die-
darskih grupa, izuzev za n =2: grupa D Je unija grupa D1

Sledi minimalnost. @

Svi regultati iz ovog odeljka su originalni. Materijal

<

je uzlavnom iz Blagojevisd [Cg].



2. ANTI-INVERZNE POLUGRUPE

Grupz generisanz2 sa dva generatora x 1 y koji za-
dovoljavaju jednakosti
(2.0) x° = (xy
je kvaternionska grupa Q 1 ima 8 elemenata. NJiene netri-
vijalne prave podgrupe su ciklicka grupa reda 4 1 grupa
reda 2, a njene nebtrivijalne homomorfne slike su grupa reda
2 1i Cetvorna grupa D2. Grupa Q Je najmanja Hamiltonova
grupa, tj. najmanja nekomutativna grupa Z¢ije su sve podgru-

pe komutativne

Za dva elementa X 1 y neke vclugrupe reli ¢emo da
su Jjedan drugom anti-inverzi ako zadovcljavaju Jjednskosti
(2.1) X =yXy, Y =XyX.

Polugrupa Je anti-inverzna ako zadovoljava formulu
(2.2) Vx 3y (x =yxy, y =xyx),
tj. ako svaki njen element ima anti-inversz.

Vazi slededa lemsa.

(2.3%) LEMA. Klasa svih polugrupa definisanih formulom (2.2)

zatvorena je za homomorfizme.
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Dokaz ne navodimo jer je skoro identican dokazu leme
1.%3. Stavife, slidno kao i u odeljku 1, osim zatvorenosti za
homomorfizme, klasa anti-inverznih polugrupa je zatvorena i
za direktne proizvode i direktne sume.

Sada moZemo da dokaZemo sledelu teoremu.

(2.4) TEOREMA. Pclugrupa S Jje unija homomorfnih slika

kvaternionske gruve ako 1 samo ako je anti-inverzna.

Dokaz. ( =) Neposrednom proverom nalazimo 2a kvater-

nionska grupa zadovoljava formulu (2.2), tj. da Jje anti-in-

verzna. Prema prethodnoj lemi, takve sui njene homomorfne

slike. Anti-inverz nekog elementa u nekoJ podgrupi volugrupe

je takode anti-invsrz u celoj podgrupi, pa Jje S anti-in-

verzna. |
(& ) Neka je S anti-inverzna polugrupa i neka su

X 1 y elementi iz polugruve 8 koji zadovoljavaju (2.1).

Téda imamo

(2.5) x =yx3 = (xyx) (yxy) (xyx) = x(yxy)x(yxy)x =x°,

odakle sledi da Jje S wunija grupa. Dalje, o5igledﬁo Je da

iz (2.5) sledi xRy i xLy, pa xXy, 3to znadi da anti-

~-inverzni elementi pripadaju istoj maksimalnoj podgrupi. S

druge strane, jednakesti (2.1) u klasi svih grupa ekvivalent-

a generise kvaterni-

ct

0

Dakle, svaki par anti-inverznih elemensa
onsku grupu ili neku njenu homomorfnu sliku. Slsdi da je S

unija homomorfnih slika kvaternionske grupe. @
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Na osnovu ove teoreme lako se mogu dokazati sledeée

posledice. -

(2.6) POSLEDICA. Polugrupa je anti-inverzna ako i samo ako

je (disjunkbtna) unija anti-inverznih grupa.

7) POSLEDICA. Za svzko m n>-0 vazi: polugrupa je anti-

~inver zna ako i samo azko su joj svi (m n)-ideali anti-inverzni.

Dokazi ovih zvrdenja su slidni dokazima odgovarajuéih
tvrdenja za unije diedarskih grupa, pa ih ne navodimo.

(2.8) POSLEDICA. Grupe Do’Dl’ Q cine bazisnu klasu anti-

inverznih polugrupa u odnosu na klasu svih polugrupa..

Dokaz sledi iz Cinjenice da su Do, Dl’ Dy, Q jédine

homomorfne slike grupe Q@ 1 iz Cinjenice da je D2 'unija
gruna Dl‘ (ﬁporedi.sa dokazom sliénog tvrdenja 1.17 za uni-
je diedarskih grupa) |

Kako'je inverzna unija grupa polumreza grﬁpa,ﬁlako se

dobija i sledeie tvrdenje.

(2.9) TVRDENJE. Anti-inverzna polugrupa je inverzna ako i

samo ako je polumreZa anti-inverznih grupa.

(2. lO) KOmentar S obzirom na prethodno tvrdenge iiiééﬁf5
”ant1~1nvervna polugrupa’" mozZda nije nagsrecnlae 17abran,
mada ge svakako b0131 od izraza ”ant1~recularna polugruva
kOJl Jje: blo prV1 naziv za ove polugvupe. Imaauc1 u v1du\te4
oremu 2. 4 ;naatacnlae bl bilo gov0ﬂ1t1 o} unlaama homomorf-

nin sllﬁa_kvaternlonske grupe", to Je, iako precwzno, 1nak
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suvide dugacko i glomazno. Tako se opet Vvracamo izrazu
"anti~inverzne polugrupe” kao najprihvatljivijem. Pri tome
treba imati u vidu i slinu situaciju sa binarnim relacijama:

naime, postoje relacije koje su i simetrilne ianti-simetrilne.

T slededa dva tvrdenja su sliéna odgovarajuéirn tvrde-
njima zz unije diedarskih grupa i sliZno se dokazuju, va ih

navodimo bez dokzza.

(2.11) TYRBENJE. U nolugrupi S svaki element izz jedins-

tven anti-inverz ako i samo 2o je S traka.

Fd

(2,12) TVRPENJE. U polugrupi S svi elementi su jedan dru-

gom anti-inverzi ako i samo ako je S 3Zooleova grupa.

Anti-inverzne polugrupe definiszo je Sharo [58] pod
imenom antl-recularna poluvru e. Njihovu strukturu su isni—
. tivalivBogdanovic,_41110, Pavlov1o [12} i Bogdanovié [ﬁﬁﬂ
U:ovim.radoVima se mogu naéi razne karakterizacije anti-in-
verznih polugrupa. Xarakterizacija data teoremom 2.4 je
najpreciznija i ostale se mogu izvesti iz nje. Posiedice
2.6 i 2.8 su iz Bogdanovié [lO,,teoreme 4.% i 5.5]. Tvrdenja
2.11 1 2;12 su iz Sharp [58, teoreme 2 i 5]. Vidi takode
Blagogev1c {b?] Tema 2.3 i posledica 2.7 su novi.

U‘ovom kratkom odelgku sadrian je uvodni materijal za

sledeCi odeljak, a posebno je izdvojen da bi se istakao pa-

ralelizam unija diedarskih grupa i1 anti-inverznih polugrupa.
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Teorema kojom zapolinjemo ovzaj odeliak daje jos neke

karakterizacije anti-inyverznih polugrupa.

(3. ) TEOREMA. U klasi svih polugrupa sledeée formule su

ekvivalentne:

(a) Vxﬂy(}c:yxy, 7 = xyx)
(v) Vx3dy (x (yr)g - y2, <2 - %)
(e) Vxdy (x =372, yX=XBF,' X5=X)

Drugim relima, polugrupa Je anti-inverzna gko zadovo-
ljava bar jednu od formula (b) ili (c). |

Karekterizacija aﬁti;inverznih polugrupa data formulom
{b) uopstava se u radu }Milié, Bogdancvié[##] i posmatraju

se polugrupe definisane formulom

(3.2 Vx 3y (& = (xn)® =37, & ox)
CbeleZimo sa Sm n klasu polugrupa définisanih formulom

3 - :
(5.2). U pomenutom radu se re3ava sledeéi problem: koje'dd
xlasa. S5 o sadrfe Jjedino anti~inver2né'polugrupe, i daje
se alaorltam koji daje odgovor na noétavljéno pitanje. U
ovem. oaelaku dacemodrugo redenje tog oroblema koje ¢e biti

jednostavnije i potpunije, u smislu da &emo tadno odrediti

sadriaj klase 8§ ako je ona anti-inverzna.
: Y ) : o .
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Da bismo pojednostavili izrazavanje, uvedimo oznake:
A za klasu svih anti-inverznih polugrupa, & za klasu grupa

i B za klasu traka.

(3.%) LEMA. Z2 svzko m,n Jje BLS .

_—_ 2 = m,n
Dokaz. Laxo se vidi da2 je B<SS3; &5 i tvrdenje

leme odmah sledi. @

- m,n
(3.4) TEOREMA. Polusruna 3 orinada xlasi S, 2ko i sa-
Lo -Usfun& m,n L s2

mo ako je S ©polumreZa Reesovih matricnih volugruna nad

grupazma iz § .
Dokaz. (=>) Jednostavno se proverava d2 je §_ < B.

.
i

iedutim, svaka traka Jje polumreZa Reesovih matrilnih molu-

v

grupa nad trivijalnim grupama - Jedinim grupama u 8§ , =B.

- n,Ll
Nal : ‘ o) : LN+l
Neka Jje sada n=2, SeSm n’ xe€d. Iz x =X 1lmamo
,n
n-1 -1 +1_n-2 n-2 -
T = kT l:»: = XX = x" l,
-1 - -1
x = xx"7x, Lo D X
pa je S kompletno regularna, tj. nolumreia Reesovih matb-
ridnih poluqrupa . Za dato xe€8S, na osnovua (3.2) postoji ¥y
. J¢ <2 s = n+X m_ ]
takvo da je = (x7)® =", odakle dobijamo xn+k==y x5, Za

pogodno izabrano k (recimo k=n-rest{m,n), gde je rest(m,n)

r“t

i3

w
1

, . . s s s I+
ostatak pri deljenju m sa n) dobijamo X =: =y X,
. . o om+k .om k .

i slicno y=3 =x"y . Prema tome, xRy i dualno xZy,
a odavde xHy. Zakljulujemo da su H-klase zrupe iz 3 .

(&« ) Cbrnuto, neka je S =S(Y,GO) polumre¥a ¥
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Sm i neka je x€S. Kako je klasa HX izomorfna nekoj
b}

n
grupi G_, ona je iz 8 - Zato u H_, pa dakle i u S, po-

0? m,n

stoji neki y kojim je zadovoljena formula (3.2). Premaz to-

me, 1 S Je iz Sm,n' e

Na osnovu prethodne teoreme bile dovolino da na3a da-

-

lja razmatrenja ogranilimo n

o

1
klasu & =GNSg Zruna,
las non & m,n us

no da koristimo i Jjezik teorije crupa

ot
Q

Maravno, ori moZer

.j

2
ti. izraze oblika 1, x"? i sli&no.
{3 TMA. Va¥bi: = gde 3
.5.5) LEMA Jazi Gm,n Gd,n’ rde je

zajednifkxi delilac za m i n.

- d d d < m ™ m
Dokaz, Podto x =(xy) =y povlialli x =(xv) =y,
ondz olizledno Gd ,g;Gm o Dokazimo i obrautu inkluziju.
y - 3

7z elemerntarne

teorije brojeva). x =(xy) =y imamo x =(xy)

odr.osno xd*1n==(xy)d+ln:=yd+ln. Kako je x =(

1
¥

X
orathodne jednszxosti postajn x ._('J)d fd Dakle, formula
Vx Jy (& = (xy

povladi formulu

Ve 3y (x = )™ =57, x"=1)
odakle sledi da je Gm,n§=gd,n' o

Prethodna lema nam omoguéuje da ulinimo dalja ogranile-

nja i posmatramo samo klase &
. v,0Q.

(%3.0)"LEMA. Ciklilka grupa reda T Dpripada klasi &

0,DPq

ako i samo axo r deli o.
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‘ 2
Dokaz. ( =) Neka je Cr=={z,zL,...,zI'=l} cikliéka

grupa reda r. Po3to C_ pripada klasi &
B r i D,ba

, ona zadovo-

ljava formulu

(3.7) Vx 3y (x¥ = (x1)® = ¥7).
Svaxi x 1z C je oblika 22, sde je l€a<r, n2 uslov
(3.7) orimenjen na Cr daje

odakle imamo

a to implicira
a
(Va ¢ ) (%P =1).
Odavde sledi

(Va ¢ r){a deli p),

[N

Do

pa zakljulujemo da r del
(&) Ako r deli p, onda odigledno vaZi
& D P4 _ 1

W= (xp)P =P =Pl 1,

za svzki x iz C_, va C_€&G_ . ©
i 1S A

Prethodne dve lenme daju sledeséu posledicu.

~

\H
-
[52]

st

POSLEDICA. &  _ <A 2ko0 1 samo ako ©»£2. Stavide:
i)
(1) €1 4

(i1) Gy 5gy 22 4 neparno je kiass svin

.
"7

sadrzi

[03]
€3

amo trivijalnu

A 0B
s T

-
i

gruna;

iii) &
(111) 82 1nq

xlasza svih anti-inverznih cruna

ﬁ.

Dokaz. (=) rema lemi 3.6, klasa & sadr?i
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(& ) Neka je p=2. Sve grupe iz G, 2q SU anti-

,2
2

-inverzne jer x2==(xy)2==y povlaéi X=3JXy, ¥ =XyX. Za

p=1 Je Gl,q§=G2,2q’ pa su i grupe iz Gl,q takode anti-

inverzne,

(1) Grupe iz Gy 3 zadovoljavaju formulu
Yedy (x=xy=¥).

Odavde sledi ‘Vx(xzzzx), odnosno Yx(x=1), tj. &

sadr?i samo Trivi n
ci

o

jal grusi.
(1i) Cligledno Jje da svaka gruva koj
nakost x =1 pripada klasi &,

Videli smo da je ona tada anti-inverzna, pa, prema

xF21. Tz xte1 i x%%o1 dobijamo x 3215 medu-

)

iz G, 2q zadovoljava jednakost X =1, tj. Booleova jJe.

(iii) Na osnovu teoreme 5.1 jasno je da je G,
-9

o
klasza svinh anvi-inverznih grusa i Gg,q.gﬁz,qq' Ovrunuto,
ako je grupa G iz &, , onda ona zadovoljava

2 2 2
¥z Iy (x° = (x7)° =57),
ito je u klasi grupa ekvivalentno sa(2.2), tj. G je anti-in-

verzns gruopa, pa imamo 62,4==G2’4q_=ﬂf\ﬂ. ]

Sada se vratimo klasama Sm polugrupa. Kombinujuéi

s I

prethodne rezultate moZemo da dokaZemo sledelu teorenu.

(3.9) TEOREMA. (1) B<S ., 2za svako m,n.
}(2) Neka je n=1. Tada S, p€A ko i samo ako

nzd(m,n) =2. Stavile:
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(2i) 8 =B

(2ii) S

ako i samo ako nzd(m,n) =1;

41

Je klasa svih Booleovih polugrupa ako i

m,n
samo ako nzd(m,n) =2 1 nelV-2;
(2iii) Jje klasz svih anti-inverznih polugrupa
m,n
ako i samo ako nzd{m,n) =2 1 = €.4u.
= o . 4 ——y 1 . b ™ i RA
(3) 8o 42 klasa svib traks; 2ko n>0C, onda S0
nije Klasa anti-inverznih polugrusa,
Dokaz. (1) Lena 3%3.35.
(2) Svaka polugruza 8 1z 3 _ je oolumrefa Reeso-
iyl -
vih matrilnih polugrupa na2d grupamz iz § , na osnsvu te-
m,n
oreme 3.4, a po lemi 7,5 sve ove grupne su u Gtvd(ﬁ AN
P ) l.'..',-~"i ,L;
Sada posledica 3.2 moZe dz se primsni, »a tvrdenje sledi.
(35 vel smo vidsli da Je 8, 0=8. 22 n=2 Xlasa
bl
Sm A sadrZi ciklilku gruzu reda m, 2 t2kode i sve kon-
n,C
stantne oolugrupe (to su polugrupe definisane jadnakoléu
Xy = uv), zato to nije klasa anti-inverznih polugrupa. @
S1iéno uopdtavanje Fformule {3.l.c) Jje izvr3eno u rado-
. - .. . . . T .
vima Bogdancvic, CrvanKQVLC[il} i Crvenkovics LQQ] 1 peosma-
* - .
trane su klase oolugrupa S a definisane formulom
i..l’-
m m ) m+1 n+l
(3.10) Vedy (x™ =5, yx=x""T"y, 7 =x)
m>1, n20 i posmatrane su razne Karakterizscije oolugruopa
iz tih klasa. Koristeéi metode slilne onima koje smo upotreb-
-~ , - 1 - - ¥
ljavali u 1SDlth aju klasa S5m0 datemo i za klase Sm,n
odgovor na pitanje koje od njih su anti-inverzne, 1 tacno
odrediti sadriai odzovarajiulih klasa. Dobijeni rezultati su
editl sadrzaj 5 J J
su slilni onecma za klasse S_ _. T0 v2ii i zz neke dokaze.
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Takve dokaze neéemo navoditi, nego Cemo samo formulisati
odgovarajuta tvrdenja, a dokazivalemo uglavnom, samo ona kod
kojih se dokazi ne mogu dobiti Jednostavnim preformulacijama
dokaza odgovarzjuéih tvrdenja za klase Sm,n' Zapolinjemo
zledeCom teoremom koja je analogna teoremi 3.4,

(3.11) TEOREMA. Polugrusz S orinada klasi $8* n ako i

y ———— o

samo 2ko je volumreZa Reesovih metrilnih osolugruna nad gru-

e M
Dans 1%z S;,n'
Opet Jje zgodno umesto klasa S;,n vosmatrati klase
G;;n:=ﬁg’nf\ﬁ gruoa. |
Tena 3.5 se ne moZe dokazati ako se umesto klasa &

m,n

. % . v . - . v »
vosmatraju klase Gm n Medutim, vazi tvrdenje slicno lemi
b}

(%3.12) ILEMA. Ciklicka grupa Cr reda r pripadsa klasi
'

it ako 1 samo zko T deli m i n.

. - 2 r x
Dokaz. (=) Lleka je Cr=={z,z R 4 =1} e@m,n.
Posto Cr zadovoliava Jjednakost xn==l, sledi da r deli n.
Dalje, C mora da zadovoljava formulu

I'l-(-ly)

Vx3dy (yx=x ,
&to, primenjeno na C.» daje
(Vo £7)(3q £1)(2%P = (210D, )|

odakle dobijamo

odnosno
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a odatle sledi z™=1. Zakljudujemo da T deli m.

(&) Qbrnuto, neka r deli m i n. Tada m=ra,
n=rb, za neke a i b. Grupa C_ zadovoljava formulu (3.10)

ako zadovoljava

3 o~ P=-%: WA
(Vo érf(ﬂqzr)fzar\*‘ Q) . 1, 2% -1, 2721y,

AN

a to ¢e sigurno biti ispunjeno jer je z =1. @

-

vrdenje koje sledi je analogno posledici 3.3 leme

3

-6

g
U

za klase G

n

- n2 8l1l ne vise kac jednostavna posledicz pret-
n,n =

hodne leme, Zato dokaz dajemo u potpunosti.

(3.13) TVRBENJE. 6 <A ako i samo ako nzd(m,n)£2. §ta-

ity
. v . #* . s . . . . . .
vise: (i) & Je klasa frivijalnih gruva ako 1 samo ako

s . * . . . .
(ii) & je klasa svih Booleovih zrura ako i samo

PP E 3 . . . . . - .
(iii) Gm n de klasa svih anti-inverznih grupa ako i
, : S
samo 2ako je nzd(m,n) =2 1 n €M,
. . 4
Dokaz. Neka je u daljem d=nzd{m,n). Neka je G n SR
JEE P S
- — * v . . c vy
Kako, na osnovu leme 3.12, klasa Gﬁ n sadr2i ciklilku sru-
n,r

opu reda d, koja nije anti-inverzna za d>2, sledi da je

d €2, Iz istih razloga, ako je G;‘" klasa trivijalnih gru-
pa, onda je d=1.
Pretopostavimo sada da Je GéEG;,n 1 X, ¥ &F Takvi
da vazi
(3.14) <=y
(3.15) v o= m+1y
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Tz (3.14) i (3.15), sa sliénim obrazloiZenjem kao i u
dokazu teoreme 3.4, sledi

(3.17) X =3 .

\\)J

Rzdunajuci (xdy)d prvi put primenom 73.17), dobijamo:

e

d N
(x4 %= ATyt

(34 &+l =<Xd>d+1:zxq;d+1>,

(3,18)

a drugi put orimenom (3.15), imamo:
d d._d
(3% = OyxPyxy. . <Yy -
/
- xdxdd m+l)yyx TeooX y—

(3.19) =ded(m+l)xd(m+l) iy -..xdy=

2 -
L4 d(me1)_d(med) ..'Xd(m+l)d 1yd=
-1,

5
: T4 - +d ' m
:zxdfd(m.l)+d(m+l) +oo.+dlm+l) 5.

Tz (%3.18) i (3.19) dobijamo:

xd2+d=:Xd+d(m+1)+d(m+l)2+...+d(m+1)d—1?d

2 -
(3.20)  exo. d2==expxd(l+(m+l)+(m+l)"+...+(m+1)d‘l)

1

, Sa  exp A oznaili x*.

Iz (3.20) divanjem i skradivanjem dobdbija

a d
g 1-(m+l)™ 21 _ (m+1) -1 ]
(3.21) l-expx[d e d] —expxd[ = £df.

g§to, zajedno sa (3%.16) dzje and{2m,n):=l'

Ako je nell -2, onda je nzd(2m,n) =2, pa sve grupe
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iz G; n zadovoljavaju jednakost x2==l, §to znaldi da su
, v

Booleove. DokaZimo da svaka Booleova grupa pripada klasi

e e we e . . . 2
G; , za d=2. To sledi iz Zinjenice da jednakost x" =1
b}

trivijalno povladi

Ako j= ne€®i, onda je nzd(Zm,n) =4 1 m=Hke2, z2
neko %k 1z ¥, oz Jednazkost {3.15) vostaje
m=-1 4+ % 5
TX =X v=x T =xXTT,
4k 4 * .
Jer je x T =x =1. Sledi da Je Et‘rwgld 3 druge straone,
2 _ .2 3 ‘
iz X =35 , yx=X"y, ¥ =1 sledi
2( D LM hY JiRi =z i
Y:(;ﬁel)_zv“g_x 1} S X4l==l
- ¥ ) /- < J s s
. - * .
za svako k,1 iz W, »a A<% , Eto dokazuje (iii), a
Ll Badnd
time je kompletiran dokaz celog tvrdenja. @
“ c e * -
Sada se mozemo vratiti na klase Sq n colugruopa. 3le-
v 1,7

a2 lsko dnbi

joR
[ ()]
(¢}
3
t
0]
O
]
[}
b1
j85)
()]

sliino kao Sto Jje +to bio slalaj

dimo bez dckaza

JEE R -
- £ oy ] o ¥ ' 3 - ~ls
(2) Neks n>0. Cnda je 3 nféi ake i 3amo ako
3

(21) S#_ =3 gko i samo 2ko nzd{m,n) =1,

m,n
(2ii) s* ie klasa svih Booleovih volusrura ako i
m,n <= 1

(24ii) 3}, je klaas

ik 9 2d

ako i samo ako je nzd{m,n) =2

3
m
&
i
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javid [J ]. Problematiku ovog odeljka zzpoleli su Milié, Bo:

7 3. NEKA UOPSTENJA ANTI-INVERZNIH POLUGRUPA

(3 S;,O je klasa svih polugrupa koje zadovoljavaju
3 .

2 . *
. 2 , . R s -
jednakost x =x7; ako je m=>1, onda Sm,o nije

klasa anti-inverznih polugruva .

k3
€V
(W]
fmnd
|.J-

kuje od odsovarajule

v

=2 - i o 3 1 - niaim = 1+
ocreme 3,9 za klase Sm,n 1 delu (3); nainze Sl,o B i to
orava zotklasa klase Si 0°
bl
Teorena 3.1 Jje iz Bozdanovié, Hilié, Pavlovié [12, te-
sme 2.1 1 2.2]. TzlcZeni rezultati su, uglavnom, iz Rlago-

o
]

dznovid D#ﬂ . 3trukturu polugrupa iz s* ispitivali su

n
zdanovié, Crvenkovil [11 i Crvenkovid [29].

P
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olu
adnoi i drugoj klasi. Prirodno se namele sledelfe nitanie:

I-l.

da 1i se presek pomenutih dveju klasa polugrupa sastoji samo
od Booleovih polugrupa, i1li su one prava potklasa tog prese-
ka. Veka je polugrupa 3 anti-inverzna unija diedarskih
grupa. Tada je svaka njena XH-klasa takofe anti-inverzna
unija diedarskih grupa. Xako su X-klase grupe, jasno je da
anti-inverznu uniju diedarskih grupa koja nije Boolecva tre-
ba prvo traziti medu grupama. Takva grupa bi zadovoljavala

ednakost x =1, pa bi ona morala biti 2-grupa sa elemen-

J
tima reda 2 ili &, a red sane

grupe bi bio 27, za neko
n. Zato pokuiFaimo da ta2kvu grupu nademo u postojedim tabli-

cama [55] grupa reda on, n<£%, koji ima 340. Csnovni
problem sa tako obimnim tablicama gruoa Jja kako prepoznati
ono Sto traZimo. Za svaku grupu u tablicama su, medu ostalim
informacijama, date njene maksimalne pdrave homomorfne slike

i broj elemenata reda 2,4,8,19,%2,54. Trafena grupa ne sme
mati elemente reda veleg od 4 (da bi hila anti-invercna

i mora imati elemente reda 4 {da ne bi bila Rooleova). Ta-

kode, na osnovu lema 1.3 i 2.3, sve niene homomorfrne 3lilke
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i same moraju biti anti-inverzne unije diedarskih grunsa,

(ali mogu biti Booleove) i to ée nam biti glavni kriterijum
eliminacije. PretraZujuéi tablice na osnovu ovin kriterijima,
volazeli od manjih grupa ka veéima, nalazimo da je »rvi kan-
didat koji dolazi u obzir, grupa oznalena sz 52F5a2 na

e generatorima

[N

strani 55. Onz ima 32 elenenta i1 zadata

ci, va je potrebno i za elemente reda & proveriti da 1i

]

imaju anti-invesrze 1 diedarske nar

jake. To se, naravnio, Mmo-
Ze ufiniti, i -osle konalno mnogo proveravanja dogli bismo
do odgovora. Medubtim, vostupak proveravanja mnogo bi se vo-

jednostavio ako-bismo za tu grupu imali nexu reprezentaciju

Pesmatrajmo grunu G generisanu elemsnbina Ciy2y,25,

az,2y knji zadovoljavaju jednakosti:
(o 2 2 . " .
\’f'~-> ai=c’ c =1, alaazcajala i,jeyt,2,%; ., 1#3.
Iz (4.2) sledi
2 2 -1 3
4,3 ca. =a~a. =8a.35=3a.¢c a." =ax.
(&.3) 1 121 %434 al_’ 1 g3
¥eka -je weG. Yoristeéi jednakosti (4.2) 1 (&.3), u
re¢i w Je mogule:
" (i) sve negativne eksponente generatora zamsniti pozi-
o -1 %
tivnima - na osnovu a;7=a%;

- (ii) vcermutovati generatore a; ‘tako da odgovarajuli
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niz njihovih indeksa bude neopadaju¢i - na osnovu aia.j =cajai

(pri tome ée se eventualno pojaviti nekoliko novih slova c;

~

(iii) sva pojavljivanja slova c¢ oremestiti na pole-

tak reli - nz osnovu 2;C =cays

(iv) sve eksponente generatora smanjiti na 1 1ili O

(pri tome je aj=¢ =1) - na osnovu aj=c, ¢ =1.

Ya osnovu izloZenog, svaka rel se moZe napisati u ob-
-1-1 qu t ~3 A T ¥ - ~ ~ i
lika c-ajajaza,, gde su eksponenti p,7,7,s,%t iz skupa

-1 ~1 3 3
- a = a.,caja ; 5 = 24,8~2, 4 =
ajcal agaq_ 132 jC 1 2al+alad aBCC 180% lca2
— . = - D= i 2A 2, =
ajalagaq_alcaz ayalazca_!_al 2 ajal :al 432
aLa cang,, =4

c, cay, casa;, ca.a.a

Elementi a;
reda 2. Elementi a.
zi. Za elemente a.a., ca.a. diedarski parni:

emente a. .
element 50 3 N

) . - oy 3 Tr e ahirad el
nosno Cai+lai+2ai+5’ ori tome se indeksi sabiraju po mod

1u 4 i ureduju se u rastuéi niz, kao 3to je to ved opisanc.
Za ilustraciju proverimo, naprimevr, da je ca a. A4,

diedarski parnjak za ca;.

a

CRA.CH. 2. 8. ,C8. =CCA:2. 2. -
1771417127143V Cai2i41%45.2

19122%4%4,3 7 ©83,1%4,0%38485. 5 =

ca.. 4 . 2 . = 2. . ¢ o= . . -
814102440025, 3 = CCC l+lal+2al+p ca1+la1+231+5’
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ca.c
a;céiq8 1+?alf3°a1+1 i+2 1#5

C3;C84,184,2%1,:3%1,2%441 8143 =

€081 ,1%140%142%143%%141%143 7

ca; Cal+lca1+3 1+§ ivl T

ca. ca cca 21 =Ca. ca

i+l ir1PF4.1 = C4CC=cC8y.

~unjeno, pa je grupa G anti-inverznz unija diedarskih gru-
2 1 nije Zocleova. Ona Jj2, uz ©vo, ilzomorina grupi 32F5a2,
a2 izomorfizam Jje generisan sledeCim pr kavaniem:

] /c ay as 2z ay

t= \P1 Dybabzbg Dybybybs bybzbybs bybsb,be

Proverava se da je ¥ uzajamno jednoznadno preslika-

vanje 1 da Je inverz zazadat sz
<¢4_ bl b2 b5 b4 b5
AN cazey ¢3234 213, 212535
, v prn2 2
Taxode vafi f(ai) =F(c), F(c) =1, ¥(a.a.)=F(ca.a

§to znali da je ¥ zeista homomorfi

Ovz] »rimer pokxazuje da su Roolesove polugrupe vrava
potklasa oreseka anti-inverznih polugrupa i unija diedarskih
grupa. To je ujedno i najmanja (polu)gruva iz tog preseka
koja nije Bpoleova{

Booleove grupe su vrlo jednostavne strukture. One su

42}
o
(@}
o
‘,._l
3
o
2
ot
o3
I,..J
o}
|
e}
W
[\
<
O
0.
i.J
o %
<
(@}
]
).—J
o
£
o
3
d.
]
ﬁ
051
8
o
l—h
el
(@]
KJ
?J
ot
|.J
<
i}
o
n
jor

22 reprezentaciju (4.2) grupe G zahvalnost dugujem

Savi Krstifu iz Matematilkog instituta u Beogradu.
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Slobodna Booleova grupa nad nekim skupom X se lako kon-
struife: izomorfna je skupu svih konadnih podskupova od X
sa simetriinom razlikom kao grupnom operacijom.

Kod Booleovih polugrupa situacija nlae ni izbliza %tako
jednostavna, Naprimer, one ne moraju da budu komutativne,
Kombinovanjem nekih voznatih teorema, lako se dokazuje sle-

defe tvrdenje:

(4.4) TYRPENJE. Za Booleovu polugrusu S sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

a)

komutativna;

o~
N

0p] mn
r(D. r?‘!)

b

~

polumreza grupa;

(¢) 5 je inverzna.

Dokaz. (a) = (b) Booleova polugrupa
a komubtativna unija grupa Jje volumreZz grupAa.

() = (c) Trivijalno.

(¢) = (a) Inverzna Booleova polugrupra je polumreia
grupa. Svaka grupa u polumrezi Je Booleova. 3oolecve grune

su komutativne, a polumteZa komutativnih gruoa Jje kcomutativn

Booleove grupe Zine varijstet polugruna (definisan
. . . 3 2 2 . .
naprimer jednakostima x” =%, X" =y~) 1 on je 2tom u mre-
%Zi varijeteta polugrupa. Izmedu varijeteta Booleovih gruna

i Booleovih polugrupa ima beskonadno mnogo varijet=5a volu-

CY

grupa.

xlasa {DO,Dl} je bazisna klasa u Ljapinovom smislu
Booleovinh opolugrupa u odnosu nz klasu svih polugrusa.
Koliko su Booleove polugrupe slofenije od Boolszovih

grupa svedodi i sledeéi vodatak (Gerhard [26]). Slobodna
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Booleova polugrupa sa dva generatora ima 1%2 elementa, a sa
tri generatora 39O-+9-2588 elemenata. Odgovarajuée slobod-

ne Booleove grupe imaju 4, odnosno 8 elemenata.

Glavni primer iz ovog odeljka publikovan je u Blagoje-

vié [08] u skracenoj verziji bez podrobnog ulaZenja u detalje.
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U kompletno regul

mo%e definisati jedna unarna ozeraciia (obilno se zove in-
. =1
verzija) kojom se svakonm elementu a oridruiunie a T -
njegov grupni inverz u maksimalnoj podgruoi koja szdrii ele-

ment a. U odnosu na ovako uvedenu unarnu operaciju, kom-

pletno regularne polugrupe zadovoljavaju sledele Jednakosti:
: -1 -1 _ -1 -] -1 -1
(5.1) Xxx "X =x, X °xx " =x -, xx =X "X.

Polugrupe sa dodatnom unzrnom oneracijom zovu se unar-
o p x (3] ?

ne polugrure. Kompletno regularne polugruve mogu da se defi-
nidu kao unarne polugrupe koje zadovoljavaju jednakosti {5.1).

To znali da Cine wvarijstet unarnih solugraza (ali ne i vari-

. .. o) v -1 L.
jetet polugrupa). Neka x~ oznzdava xx —, 1ili,

x1x. Lako se prove

214

to je isto,

A&

avsa a:

'“S

39

Trya ) oo - R L P A T
krinptogruone Zcine varijetet kom-

pletno regularnih poliugrupa zadat jednakoIlu
0_040 0
(5.2) (x7y") 7" =(x7) 7,

a da ortokrintogrupe takcde Cine varijetet kompletno regu-

larnih polugrupna zadat jednakoXénu
- ' 5.0 o)
(5.3) Ty ={xy)".

Regularna ortoxrintomruna Jje onza ortokrintogruna Z4iji

(s
[oH
D

otenti <ine regularnu trakxu. Regularne ortokrintogrujse
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obrazuju varijetet kompletno regularnih polugrupa zadat

jednakostima (5.2) i (5.3) i jednakoséu

o} o
(5.4) (xvxzx) " = {xyzx) .

Slovodna ortokriptogruoa Jje opisanz u radu Gerhard,

. Fagl s e iy v s . “ .

Petrich 28], Opils Jje induktivan, tacdnije problem reci

se redava induktivno. lNamera nzm Je da-u ovom odeliku, Xo-
e iz pomenutog rada, i ogranifavajuli se na re-

11 Slobodnu unar-

his}
o
r,l
30
13
3
¢}
(@]
3
ct
Q
v
51
H
Qo
ct
(@]
(58]
I
3
[¢]
O
o]
|_J
(D
=
O
Q
"L
O
<
[S4]
-3
W
(..J
O\

3
[
¢
H
O
o}
}.J
n
3
[A]
~
O
e
0]
[}
()]
]
[»}

o]
@]
n
i3
)
oF
-
o
ot
H .
n

el
o
D
1Y
o
<
(0]
W
0
[N
n
[
e
0
~
4]
l..l
=]
4]
l—-—l
]

ne podgrupe komutativne.

Osnovu za naif rad predstavljale slobodna unarna polu-
grupa. Dpajemo njenu Xonstrukciju. NHeka je X proizvoljan
skup Zije elemente Cemo zvati promenljive, i neka je F(X)

- -1
gde su ( i )

ft
—
-~

slobodna polugrupna nad skupom X\J{(,)_
novi simboli koji nisu u ¥. Slobodna unarna polugrupa nad

sikuvom 7, u oznaci U{X), je najmanja potpolugrup

@
e
o
i,__J
o

09
Hy
A}
1

pe T{{) koja zadovoljava uslove:
(1) XeU(X);
( 3 \ 1 e 11770 nd \’l 7 ).
ii) ako uwuelU{Z), onda () € U(X);
(1ii) ako u,veU{X), onda uveill(X).

vidi se da ge U(X) sastoji tadno od onin red3i iz

-

(%) kod kojih su zagrade pravilno rasporedens. Prilikom

'O

isanja reli iz 1U{¥) orinvatidemo uobilajene konvencije o
ispudtanju zagrada. 31lobodni unarni monoid nad skuzom X, u

ta

l r . .
oznaci U (X), dobija se od polugrupe U(Y) ¥kad joj se dods
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prazna re¢ © koja se ponasa kao jedinica: u@ =u=0u, 2a

svako u iz U(X).

Podsetimo se nekih standardnih pojmova u vezl sz re-

i brisanjsm svega ostales., Tinelni deo £(w) relfi w  do-
oijz se zadriavanien samo noslesdnjeg vpojavliivanjs svake
promenliive, 3adriaj cof »eli w de s¥up svih sromenlji-

reCi w se dobija iz «w  Dbrisanjem svih podredi oblika u”,
za neko u iz U(Y). Jasno j= da se ©pr(w) dobija relava-
njem gruopnog problema re?i na w.

Sada mofemo u »nolugruni U{X) da dafinilexso jednu bi-

. - .
v 1 w reli

Q.
[¢}]
(@}
k.-l
3
®
(14
i.J.
[}
o
D
Iy
Av]
)]
ot

narnu relaciju p na sls

.

iz U(X); tada

~

vpw akko i(v) =1i(w), r(v) =r{x), £(v) = £{x).

Giigledno je da je p ekvivalencija. Dokalimo i da je kon-
gruencija. leka u,v,we () 1 vow. Tads vaii
iuv) =i(uilv)) = i(uilwr)) = i(ur,
r{uv) = r{ur(v)) = r{url{«:)) = rlu),
fluv)y = £luf{v)) = fluf{w)) = £iuw),

tj. uvpuw, 3to znali da je p leva kongruencija. Zuzlno se

dokazuje da je& 1 desna kongruencija, pa mozZemo dz formuli-

[

RN S ¢

(5.5) TEOREMA. Polugruona U(T}/p ie slobodnza rexulzrna
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Dokaz. Sledeée jednakosti su oligledne

-1
iCww w) 1(!), v w)::r(w), FCai™ 7w) = £(w)

3to znali da jJe ww—lw;aw, tj. U(4L)/p zadovoljava jed-
nzskost x¥X ~x =xX. 31liZno se dokazuje da zadovoljava i1 osta-
le jednskosti iz 75.1), kao i jednakosti (5.2), (5.3) i
(5.4), 3to znali da je U{X)/p rezularna ortokrintogruja.
fsin toga, préslikavanje j: 220 Je inj ewhﬂia iz ¥ u
T /p (jer je, nasrimer, 1i(2) =i(d} 2ako 1 samo ako 2 =Db)
i polugrupz U(%)’c Je generisana sa {ao '1é¥}.,Neka je
S bilo kojz regularna ortokriptogrupa i P: X{— S oroiz-

voljno preslikavanje. DefiniZimo preslikavanje Y. U{X)/p— 8

(ep)¥ =2 , ako ae¥,
vy )Y = (upd (vp) Y,
ey Y = (upy
Tako se proverava da je Y  honomorfizam i da je j¥=9%.
Jaxkle, U(X)/p Je slobodna regﬁlarﬂa ortokrintogruca nad
skuponr X. @

~

Ovaj rezultat omoguluje da se konstruise model slobod-
ne regularne ortokrintogrupe nad skupom X na sledeéi nadin
Yeka Je U(X) skup svih uredenih trcjki oblika

(al...an, g, aIK"'an%)’ rle{}WQ,;,...},

ri Cemu Je: a; €1; ai;éaj za 1#J; g€G(X), gde je G(X)

'

slobodna grupa nad skupom X; 3c:{ul,...,an} JU je neka

permutacija skupa indeksa {l,E,...,n}. U skupu svih ovak-
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vih trojki defini3emo operaciju na slede¢i nalin:

m, h, bl(;clo.-bm,ﬂ,) =

b)),

(al...an, g, alI"'anx)(bl
( U T mm

(i(alcboanbl.a-bm)’ gh’ _T:

l;D
}_.l
>

o)
3
3

o
'—J

no sa o (wp)w> {i(w), r(w), £(w)) 1 preslikavanje

@: (O —1U(L)/p definisano s2

(al...an, Sy 290 2nyr.
Neposredno se vidi ds: o ne zavisi od i1znorn v, dm s o
i 3 homomorfizmi i da su aB, odnosno Pa identilka nre-
slikavanja na odgovarajudim skupovima. Dakle, U(X) Je izo-

morfna slika (model) slobodne regularne ortokrirbtogrune

a o+ o - r » 3
u definiciji T(¥) nmogu zoemeniti uslovom <€ G({a ,...,ar}},
gde je GQ?l,...,an}) slobodna gr*;a nad sicuoen {al,.Q.,ank.
Iz oveg modela mogu se dobiti modeli za slobodne ob-
jekte u vodvarijetetima varijeteta regularnin ortovrintogru-

N ; 3y S : tma de b st
va. Nanrimer, ispuiftaniem druze komnonsnte, £ identifiltova-

iidd

njem svih drugih komponenti, u elementima iz Ti/X}, dobilemo
model za slobtodnu regularnu traiku nad skunom X, Prilidno
dugalak i zapetljian opis slobodne regularne trake u termini-
ma teorije skupova mole se nall kod Lingera [bi].

Regularne ortokrintogruse xod kojih su maksimalne pod-

grupe komutativne, mogu se ovisati jednakostima (5.1}, (5.2},
(5.3), (5.4) i jednakollu (Fetrich [52})

£ o

(5.5) (xy) 2 (x) Pr Ger) © = Gen) P () P ©.
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(5.6) & (x3) °xx°y°y(xy)° = x°y%y (x7) °xx°y

& (x7) ®xy (x7) © = ¥~ xy (xy) Oxyy L
& xy = X Txyxyy
2 2
& ng = (xy)

Prema tome, umesto jednskosti (5.6), moZemo da uzmemo

jedrnakost

(5.7) x°3° = (x9)°

koja je prostija od (5.6). Napomenimo da jednakosti (5.2),
5,3y, (5.4) 1 (3.7) ne Zine minimalni skup jednakosti za

ova] varijetet regularnih polugrupa. Nacrimer Jednekosti
(5.4) 1 (5.7) mozgu se zameniti jednako3éu (vidi Petrich

[54, str. 519], a takode Hordahl[#S, teorensa 2.1]}

Definisimo ea(w), eksponent promenljive a u redi w,

na sledeéi nadin: ea(a)==l; ea(b) =0, ako je b promenlji-
o« W e N —l

va razlicita od a; ea(vw) =ea(v)-+ea(w); ea(w ) =—ea(w),
gde su v,w iz U{X). U skupu U{X) defini%imo relaciju
ﬁ na sledeéi nalin: ako su v 1 w iz U(X), onda

v ’éw akko i(v) =i(w), f£(v) = £(w), ea(v) = ea(w) R

za svako a iz X,

Primetimo da iz i(v) =i(w) sledi c¢(v) =c{w), pa se
uslov ea(v)<=ea(w) moie ograniliti samo na promenljive a
iz c(v), jer je za ostale odigledno ea(v)==ea(w)==0.

Ovake definisana relacija je ekvivalencija. Prove-

Ot

rava se da je i kongruencija, pa moZemo da formuliZemo sle-

deéu teoremu.
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(5.9) TEOREMA. Polugrupa U(X)/p je slobodna regularna

ortokrivtogrupa sa komutativnim maksimalnim podgrupama.

o) .
w ) =0, za svako a i

svako w, pa zakljudujemo da r{v) =r(w) imslicira

e (v) =ee(w), za svako a, odaxle sledi pcp, »a imamo

za svako a, znafi da polugrupa U{¥)/p zadovoljavx jedna-

kost (5.7), a to znali da su joj maksimalne podgruce komu-

pu)

=7

tativne. Preslikazvan iz ¥ ou L\",/ﬁ je injek-

.
(0]
o
1}
)

ey

cija i polugrupa U(X)/p Je senerisana sa {ap: asEK}.

(@1

Dokaz da Jje U(K)/ﬁ slobodna dalje tele slilno

I za U(X)/p moZemo da napravimo mcdel na sledeéi na-
in. Yeka je U (X) skup svih trojki oblika

Le

[ q e 7 3 7
(5.10) (ay-..a,, kl...ﬁn, alﬁ...anﬂ), n:;{l,E,..},

‘g

ri Cemu je: a; €¥; a, ;éaj za 1# 3, k; ceo broj; T je neka
permutacija skuna indeksa {l,_,...,n}. U skunpu T7{7) de-

finisimo operaciju na sledeéi nalin:

b5 . 1 - PR /: .-| B! .
<31'f'an’ kl...ﬁn, By s ‘anK>\bl' T ll"‘lm’ ulﬂ”..bﬁw)

P9 3

™

N - \ ]
(l(al...anal.-‘bm/, I’l...,p, .L\ l?[’..wr).;\. 1—7—0-.3’“ ))

9

de se brojevi Ty dobijaju odvako: 2ko Je i(a

-
»
.
.
I
-
T
»-

a

= .o b i = i
= 2y aan «s.2 , Onda p=n+s 1
1 8
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rj :'kj’ ako ajé{bl,’?‘"bm}
= ki+1;, ako bi==aj za nekxo 1
=1 inace
qa_n,

Posmatrajmo preslikavanje o (¥X)/p—TU"(X) definisano sa:

(woy o= (i(w), e (w)...ea (vn), £(0)),
n .

zde je i(w)::al...a i

n reslikavanie @&: ?'(X)—e»U(X)/ﬁ

definisano sa

1~
7

- -8 k o O\ =
\alaooarl’ kl..,kn’ alﬂn-nanTC)@: kal-..an(%lg{-..anﬂ) >P'

Proverava se da o ne zavisi od izbora w, da su o i @
homomorfizmi i da su o i Ra identidka preslikavanja na
odgovarajuéim polugruvama. Zakljulujemo da su U(X)/p 1

T°(X) izomorfne polugrupe.

U slucajevima kad Jje skup X konacan ili prebrojiv,
a ti sludajevi su i najinteresantniji, gornji model se moZe
uprostiti. Neka je, naprimer, X:{al,...,an,...} i neka je
T (X) skup svih uredenih trojki oblika

(ail.,.ain, 1, aiiﬁ"'aiﬁﬁ)

gde je 1.=(lj) niz celin brojeva duZine X , takav da va-
zi: ako Je 1j;£o, onda aﬁ'e{?ilv?"’ai;}’ Ostalo Jje slicno
kao u (5.10). U skupu U7 (X) definifimo operaciju sa

(a; «o..a, , 1,

a' ,.-a. a- ...a- D a-. A.'a- ] =
14 i i 1AK)( d1 J. 7 7 73K gﬁﬁ)>

m 1 |

= (i(aii...ai a.

...a. 1+p, f(a; c—...a.
23, aam), +D, (aliﬁ a

B omple s s 2 1))
153 Jiﬂ Jﬁ“.
gde je l-fp:=(lj+pj). Nije te3ko proveriti da je U (X)

izomorfna sa U (X).
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Ako skup X nije prebrojiv, onda prethodna konstruk-
cija za TU”(X) 1 dalje vaZi, s tom razlikom 3to niz 1'=(lj)

mora da bude <T-niz, pri Cemu pretpostavljamo da je skup X

s -

dobro ureden i da Jje « njegov ordinalni tip. Naravno, ova-

~

xav model se ne moZe efektivno konstruisati, tadni

5.3

van Jje onoliko koliko je efektivno dobro uredenje skup:

= o o

':

[

I u ovom slu?t=2ju mogzule je iz zornjih modela dobisi

modele slobodnih objskata u raznim sodvarijetetima.

Cak i u sludajevima kad
olugrupe u teoremama 5.5 1 5,9 su beskonacne. ili situacija

¢e se promeniti ako za maksimalne podgrupe zahtevamo da budu

iz nekog podvarijeteta varijeteta komubtativnih grupa. Svaki
. c . . ax s - vz m+l

od tih podvarijeteta Je definisan JednakozZu X =X, lieka

Am oznalava odgovarajuéi varijetet. Cva jednakost, zajsdno

sa jednakostima (5.2), (5.3), (5.4) i (5.7) definife varije-

.tet regularnih ortokriptogrura &ije su malksimalne podgrupe
A >
v m

T skuou U{Y) definiZimo relaciju En na slede?i na-
gin: za v,w iz U{X) »iée

vp,w akko i(v) =i(w), £{v) =207, e {v) =¢
a

Relacija p, Je kongruencija, »a imamo sledecu teorenu.

gt R %

(5.11) TEOREMA. Polugrupa U{K\/pﬁ ie slobodna resularn

ortokriptogrupa s2 maksimalnim podgri-ama iz A

ety -~

Dokaz. Iz ea(v) =eg{w) sledi eﬂ(v} =e_(w) (mod o)
. - - . HETNID = (N JEN /0 /R
za svako a,v,w, va Hcb, vi. U(D/p = () /py/(p, /0.



62 5. SLOBODNA REGULARNA ORTOXRIPTOGRUPA

Dokaz dalje tele slilno kao i u prethodnim teoremama, pa ga
ne navodimo.

Ako u konstrukciji modela U (¥X) i U”(X) zahtevamo
da su brojevi iz srednje komponente iz 7Z

alzo se sabiraju oo modulu m, odgovarajule polugrupe U

i ﬁj (£} koje se sri tome dedbiju, bile modeli za TU(X)/p .
7a kXonadno X one Ce biti konalne, pz2 inzmo teoremu

(5.12) TEOREMA. AXo je skup % konalan, onda

< o
| T2 0| = |5 /B, - g(‘;> (n1)=n" .

Dokaz. Posmatrajmo jednu uredenu trojku oblika (5.10)
iz T'(¥) koja se sastcji od tri koralna n-Zlana nizsa,
Prvi itpreli faktor te trojke su cermutacije n-Zlanog skupa;
drugi faktor je varijacija s ponzvljanjem n-te klase od n

iz Z_ . KakXo su sva tri faktora ne-

zavisni jedan od drugoga, takvih trojki n-2laznih nizova

. 2 n .- s . . .

ima (n!)"m”. Dufire pomenutih nizovz su odrelens svin ne-

praznin podskupovima skuna X, a njih ima, s otzirom da je

- ~ Xi ,..{' » > hd i

X konalan, Ef a i tvrdenje teorzme nsposredno sledi. ®
n=} ‘"

Na slican nalin se moZe izralunati broj elemenata ko-
nac¢no generisane slobodne polugrupe u svim podvarijetetima
varijeteta regularnih ortokriptogrupa sa komutativnim maksi-
malnim podgrupama. T1 varijeteti su ne samo varijéteti unar-

nin polugruva, nego 1 varijeteti polugrupa, a odgovarajudle

et ¥}

ar e s % -1 -1
definisuce Jednakostl dobijaju se smenom X sa X ,
ako su u pitanju podgrupe iz A
Vediina rezultata iz ovog odeljka, osim konstrukcija za

U'(X) i U”(X) su iz Blagojévié, Kranez [09}.
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