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PRILOG TECRIJTI KVAZIGRUPA

0. UVOD

Pojam kvazigrupe Je izvesno proSirenje poJjma grupe, odnosno
grupa Jje ona kvazigrupa koja Je asocijativna.

U implicitnom obliku pojam kvazigrupe susreée se veé u ra-
du L.Eulera [25] , gde se tretira tzv. problem o 36 oficira, koJji
Jje ekvivalentan postojanju para ortogonalnih latinskih kvadrata
razmere 6., Latingki kvadrat Jje Kelijeva tablica za korac¢ne kvazi-
grupe i igra vaznu ulogu u kombinatornoj analizi [53]° NJjegovi se
rezultati, prema danasnjoj terminologiji, mogu oznaditi kao prvi
rezultati iz teorije neasocijatiynih algebarskih struktura, odno-
sno kvazigrupa. Ipak, kao pocetak teorije kvazigrupa i lupa uzima
se 1935, godina sa poJjavom rada R.Moufanga [5819

Znacajnije radove iz teorije kvazigrupa dali su A.A.Albert,
R.H.Bruck, A.Sade, V.D.Belousov i dr. 0d kompletnijih monografija
navodimo R.H.Bruck [lé] i V.D.Belousov 12 , dok se mnogobrojni
radovi koji tretiraju probleme iz ove oblasti nalaze po raznim in-
ternacionalnim Casopisima. '

Neki problemi iz teorije projektijivrih ravni, teorije funkcio-
nalnih jednacdina i drugih oblasti matematike, nametnuli su potrebu
izudavanja univerzalnih algebri sa sistemom kvazigrupnih operacija
J\, vezanih nekim identitectom (zakonom) ili sistemom identiteta.
Problematika proucavanja ovakvih univerzalnih algebri sa identite-
tom radva se u tri vida problema:

Prvi - ako identitet smatramo u obiénom smislu (v. na pr.
[35]).

Drugi -~ kada nisu samo slobodne promenljive, koje udestvuju
u identitetu, bilo koji elementi skupa Q na kome su definisane sve
kvazigrupe operacije iz J\ , veé 1 sve operacije toga identiteta
hilo koje iz sistema ¢\°

Treéi - ako su neke operacije iz identiteta proizvoljne iz

»Aw a ostale zavise od njih.
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U ovakvu vrstu problema spadaju i proudavanja tzv. speci-
galnlh grupa u kojima Jje asocijativan zakon zamenjen nekim slabi-
jim zakonom. Tako Jje V.D.Belousov 1958. god. u [11} dokazao slede-
éu teoremu tzv. "Teoremu o detiri kvazigrupe": Ako Cetiri kvazigru-
pe Q(Ai) (i=1,2,3,4) zadovoljavaju opSti asocijativan zakon

(1) Al(Ae(X1Y)9Z) = AB(X, A4(y,z))

onda su sve Q(A;) izotopne jednoj te istoj grupi Q(.). Druge doka-
ze ove teoreme da11 su aos J.Aczél u [11 J. Aczél, V.D.Belousov i
M.Hosszu u (2] , M. Hosszd u [30].

Grupa sa oslabljenim asocijativnim zakonom proucdavali su
T.Evans u {25], A. Sade u [45], V.D.Belousov u [16}, V.Devide u f23]
i dr. Tako Jje V.,Devidé u [Qﬁ], izmedju ostalog, proucavao tzv.
D-grupe tJj. kvazigrupe Q(.) u kojima je za svaku trojku x,¥,2 & Q
ispunjeno

(2) (X.¥)e2 = fx.(gy.hz)

gde su f,g,h permutacije skupa Q. Neposredno se utvrdjuje da Jje (2)
specijalan sludaj identiteta (1). U monografiji R.H.Brucka [18] po-
sebno su proucCene tzv., Mufangove kvazigrupe tJj. kvazigrupe u kojima
su ispunjeni sledeéi zakoni: xX.e = e.x = X, (X.¥y)(2.X)=(X(¥.2)).x,
gde je e jedinica kvazigrupe Q(.). Iz tih proulavanja proizasla su
mnoga vazna uopsStavanja svojstava grupa.

U poslednje vreme pojavili su se mnogi radovi posveleni uni-~
verzalnim algebrama sa jednom n-arnom operacijom. Takve algebre obi-
¢no se zovu n~-grupoidi. Prvi rad iz ove oblasti moZe se smatrati rsd
[24] W.Dorntea u kome se razmatra uopsStenje, za n-arni sluéaj, poj-
ma grupe. Iscrpniju monografiju o n-grupama i n-polugrupama dao je
E.L.Post u {55} . Zg teoriju n-polugrupa i n-grupa moZemo reéi da
se nalazi u zadetku. Od nasSih matematidara koJji su dali znadajnije
priloge iz teorije n-polugrupa i n-grupa freba istaéi G.Cupona i
B.Trpenovski 120'} ’ (_2]] ) \:22] s {:48] ,(49] i dr. Ako u n-grupoidu po-
stoje sve inverzne operacije, onda za takav n-grupoid kazZemo da je
n-kvazigrupa. U nekim geometrijskim problemima (na primer u teoriji
reSetaka) znadajnu ulogu imaju n-grupoidi, posebno zan =2 i n = 3.
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F,Rado je 1960.ged.u radu{};}izuéavao vezu izmedJju 3-kvazigrupa
i prostornih reSetki.

Iz teorije n-kvazigrupa pojavljuju se radovi 1964.god.
M.Hosszd i F.Rado [31}, V.D.Belousov i M.Hosszu [17], V.D.Belousov
i M.D.Sandik 1966.god. u [13] i dr. U radu [13] se za n-arni sludaj
uopstava teorema Alberta [6] , koja tvrdi da Jje svaka binarna kva-
zigrupa izotopna nekoj lupi.

Jedan od osnovnih problema u teoriji n-kvazigrupa Je pitanje
predstavljanja n-kvazigrupe preko kvazigrupa manje arnosti. U'[lif
dat Jje nov dokaz Hosszu-Gluskinove teoreme koja tvrdi, da se svaka
n-grupa Q(A) moZe predstaviti pomoéu neke binarne grupe "o" i nje-
nih automorfizama tj. .

Alxyyeeeyxy) = X' Px50 ... oyﬁn'lxno a

gde Jje = a.ox:oa”l, Ya = a, ¥ je automorfizam grupe "o".
Ovu teoremu je M.Hosszu dokazao 1963.g0d. u [29], a nezavisno od
njega L.M.Gluskin 1964.god. u [28].

J ovom radu razmatrani su neki problemi sistema kvazigrupnih
operacija raznih duZina (arnosti), vezanih nekim zakonom ili siste-
mom zakona. Zatim, dokazane su neke teoreme u algebri'UD—grupoida{
dijom primenom nalazimo reSenje funkcionalne jednadine opZte asoci-

jJativnosti na kvazigrupama raznih duzina.

Rad se sastoji iz Cetiri dela. U prvom delu dati su pojmovi
i oznake, kao i poznati rezultati na koje se pozivamo u ostalim gla-
vama. Prvi deo sadrzi i neke originalne leme.,

U drugom delu razmatraju se sistemi binarnih kvazigrupa koje
zadovoljavaju razne algebarske zakone specijalnog tipa, kao recimo

A.lAe- . oAn-leX2. ° .Xn = BleB2X2c ° OBiBi‘Fl. e .Bn‘-lxixi+l ) .}Crl

i utvrdjuje se izotopija svih kvazigrupa iz takvog zakona sa nekom
grupom. Sli¢ne zakone kao i navedeni, tzv. uravnoteZeni, razmatrao.
Jje V.D.Belousov u radu [lQJ (str.69.). Metod dokaza, za funkcional-
ne Jjednacine koje se ovde razmatraju, bitno se razlikuju od dokaza
iz rada [14]. S druge strane, koristeéi se ovim metodom, mogu se

razmatrati i drugi zakoni koJji nisu asocijativnog tipa, kao 3to Je
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to uradjeno u sluc¢aju funkcionalne Jjednacine T,

U treéem delu detaljno se opisuju uopSteni (i, Jj)-modularni
sistemi n-kvazigrupa.

Prvo, dokazuje se da se svaki uopSteni (i,Jj)-modularan si-
stem n-kvazigrupnih operacija svodi na (i, Jj)-modularan (Lema 3.2:1s)-

Drugo. dato Jje op3te reSenje funkcionalne jednadine

A(Xl,o o o ,Xi_l,B(yl, o on’yn),Xi+l,ooo ,Xn)

= C(y]_: oo ’YJ_lsD(Xl, cees Xy 19 50K 10000 aXn)syj_,_la o ayn)

na n-kvazigrupama (Teorema 3.2.4.)., Tim rezultatima uopSteni su re-
zultati B.Trpenovskog iz [47], [48].

U ovom delu Teorema 3.2.2. Jje centralna. Tom teoremom opisa-
ne su sve n-kvazigrupe koje zadovoljavaju sistem (konjunkcigju)
(i,j)=-modularnih zakona. Teorema glasi:

n-kvazigrupe € (,) i Q(B) zadovoljavaju (i,j)-modularan za-
kon

i-1 n n j—-1 i-1 n n
AG T B ¥ 1) = BT LA T 5,0 ) 5 5,0 )

za svako i,j & {l,,oo,n}-», ako i samo ako su

A(xl,.a,,xn) = X] + Xp + ..o + T, + &
B(xl,...,xn) = Xy + Xp + eee + X + D

gde je Q(+) Abelova grupa odredjena s tadnoscéu do izomorfizma, dok
su a 1 b neki fiksirani elementi skupa Q.

Koristeci se ovom teoremom dati su potrebni i dovoljni uslo-
vi za n-lupu koja zadovoljava entropijski zakon (Teorema 3.2.5.).

Osnovni problem koji se razmatra u cetvrtom delu ovog:c iada.
rasi0ji se u sledeéem:

Ako familija UD-grupoida (uopsSteni grupoidi sa delenjem) za-
dovoljavaju uravnotezeni (jednakoslovni) algebarski zakon, da 1li po-
stoji binarna kvazigrupa koja Jje homotopna slika svih UD-grupoida
iz tog zakona i pri tome, ta kvazigrupa zadoﬁoljava taj isti zakon,
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Teoremom 4.2.4., koja je u ovom delu osnovna, dat je potvrdan

odgovor na gornji problem za zakon

A1A2° - oAn_lX1X2o ° oXn = BleBZ}CEa ° eBn_lxn_ano

Specijalno za n = 2, kvazigrupa Q(?) koja Jje homotopna sli-
ka svih UD-grupoida je grupa, pa Jje taj slucaj izdvojen posebnom
Teoremom 4.2.1. Do sli¢nog rezultata za n = 2 doSao je M. Hosszd
u radu {52} . Ovde je dokaz Teoreme 4.2.1. bitno uproséen i razli-
kuje se od dokaza iz [32].

Primenom Teoreme 4.2.2. dobijaju se svi rezultati V.D.Belou-
sova izlozZzenih na prvih 47 stranica iz rada [9] , Kkoji se odnose na
reSavanje funkcionalne jednadine op8te asocijativnosti. Dalje, daju
se potrebni i dovoljni uslovi za koje neka n-kvazigrupa zadovoljava
(1,n)-asocijativan zakon. Na kraju, izloZen Jje jo§ jedan primer
nrimene Teoreme 4.2.4. na reSavanje nekih funkcionalnih jednadina
sa kvazigrupnim operacijama razlid¢itih duZina.

Veéina rezultata iz rada prikazani su u okviru Odseka za al
gebru, matematidku logiku i teoriju brojeva, kao i u okviru Ods=ei-
za matematiku Matematickog instituta SRS u Beogradu.
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Skup Q@ sa jednom n-arnom operacijom A zovemo n-grupoid ako
za SVEKO Xj,..0,X, < Q Je A(xl,.ee,xh) & Q i oznadavamo ga sa Q(4)
ili obicéno samo sa 4.
- e L4 n p-4 L4 >
Niz x 4%, 19000,X, OzZnacavacemo sa%x&fmf Cesto Cemo 1zo-
stavljati i velike zagrade tJj. oznadavaéemo Xﬁ umesto §Xi§ Ee

Ukoliko je m > n smatralemo da je xﬁ prazan skup, a niz XE za

m = n se sastoji od Jednog elementa XKoo Niz X,X,...,X oznaéavaéemo
" n-puta
sa R. Takod je, 2 smatramo prazan skup.
Neka je Q konacan ili beskonadan skup. Operacije proizvolj-
ne arnosti duZine oznadavacéemo velikim latinskim slovima L,B,Cyc..

n v P . .
Tako A(Xl) = X,,1 Oznacava, da n-arna operacija A nizu x? korespon-

n+
dira Xnil & Q. Ukoliko Jje i binarna (2-arna) operacija, obicéno ozna-
davamo sa: X.y, Xoy, itd.

Pod n-kvazigrupom podrazumevamo n-grupoid Q(4A) u kome po-
stoje sve inverzne operacije operacije 4 tJ. Q(L) Je n-kvazigrupa
ako su Jednacine

fg o di=1 n
A(al ’Xi’ai+l) =D

jednoznad Siv : Ve oo yds . oo i
J cno resive po x; za svako a4, 384 _1235,7 9 y8,,0 € Q 1

za svako i = 1, 2,...,0. Specijalno, binarni grupoid Q(i) Jje kva-
zigrupa (2-kvazigrupa), ako su jednadine

ala,x) = Db i A(y,a) =D
jednoznadno resive po x i y za svaki par a,b € Q.

n-grupoid Q(4i) zovemo (i,j)-asocijativnim [5@], ako Jje
ispunjeno
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A(Xinl,A(X?+i—l),Xif;l) _ A(Xg-l,A(x§+j—l),Xifgl)
za SVaKO Xq,...3Xop &5 Qe

Ako je Q(A) (i,J)-asocijativan n-grupoid za svako i,J
1= 1< j<£n, tada Q(A) zovemo n-polugrupa.

n-kvazigrupu Q(A), koja je n-polugrupa zovemo N-grupa.
Preciznije n-~kvazigrupa Q(A) je n-grupa ako su na Q(A) ispunjeni
sledeéi sistem zakona:

21’1—-1) = A(Xi.-l’A<xl:l+l—l), 21’1-1)

n
(1) AA(x7) ,x ] 5 > Sy

za svako 1 = 1,2,...,0.
Na primer za n=3 asocijativan zakon (1) ima oblik

A(A(Xl,Xg,XB),X4,X5)= A(Xl,A(Xg,XB,X4),X5) = A(xl,x2,A(X5x4,x5))n

n-grupoid Q(A) kaZemo da poseduje i-neutralni slog

€19e°03€5_ 19 €5,77-°°1% ako je ispunjeno

i-1 n
A(el s X o ei+l) = X

n
kazemo da je i-jedinicéni element, odnosno jedinic¢ni element ako

za proizvoljno x & Q. Ako Jje €1 = €5 T e.o = €, = €, onda za e
je i-jedinic¢ni za svako i = l,...4n-

Ako n-kvazigrupa Q(A) ima bar jedan jedinicni element,
onda Q(A) zovemo n-lupa.

| n-grupa ne mora imati Jjediniéni element, a moZe imati i

vise Jjedinic¢nih elemenata. U {59} je dokazano da svaka n-grupa
ima l-jedinic¢ni i n-Jjediniéni neutralni slog, pri ¢emu je i sva-
ka njegova cikli¢na permutacija takodje l-jedinidni i n-jedinidni
slog. Ovaj rezultat predstavlja uopStenje rezultata o Jjedinici u
binarnoj grupi.

Primer n-grupe. Neka je Q(é) binarna grupa. Uvedimo n-arnu
operaciju na sledeéi nadin A(X?) = XqeXpe «o. oX,. Tada je oi-
gledno Q(A) n-grupa.
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Ako u n-kvazigrupi Q(A) tj. u A(x?) fiksiramo k (k<< n)
pro-menljivih dobijamo (n-k)-kvazigrupu. Ta ¢injenica nam omogu-
éava prikazivanje n-kvazigrupa, za malc n i sa konacdnim skupom Q,
pomoéu sistema od m Cayleyevih tablica, pri ¢emu Jje m moé skupa Q.

Na primer, za n = 3 tj. neka je Q(A) 3-kvazigrupa. Uvedimo
oznaku

AX(Y,Z) = A(x,y,2).

Ako fiskiramo x, onda Jje Q(AX)(binarna) kvazigrupa. Cvu kvazigrupu
mozemo prikazati tablicom

y coe U ocoo

gde Jje A(x,y,z) = u. U ovakvoj tablici, u svakoj vrsti i svako]
koloni elementi skupa Q se ne ponavljaju. 3-kvazigrupa Jje zadana,
ako su date Cayleyeve tablice za svaki element iz Q. Prema tome,
potreban i dovoljan uslov da bi.m Cayleyevih tablica za binarne
kvazigrupe, gde je m moé skupa Q, predstavljale neku 3-kvazigrupu
Jje sledele: elementi koji se nalaze na preseku y-te vrste i z-te
kolone u sv%m tablicama Ax treba da budu razlicé¢iti za proizvoljne
X,¥,2 & Q Llﬂ.

" Na primer, neka je Q = {a,b,c
dana tablicama

i ternana operacija A za-

\v-‘r-l

Aaf a b c Ab a b ¢ Ac a b c¢
a ! a b c¢ a b ¢ a a c b

2 c a b a b ¢ b b ¢ a
c 3 b ¢ a c c a b c a b ¢

Lako se proverava da je Q(A) 3-kvazigrupa.
VaZnu ulogu u teoriji kvazigrupa, opStije u teoriji n-kva-
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zigrupa igra pojam i z ot op i Je jedno uopsStenje izomorfizma.

7a binarnu kvazigrupu Q(A) kaZemo da je izotopna sa binarnom kvazi-
grupom Q(B), ako postoje tri permutacije X, (3, ) skupa Q, takve

da Jje ispunjeno
(2) Alx,y) = fJBUixv%ﬁ
za proizvoljne x,y,&Q. Uredjenu trojku T = (X ,f% ,éﬁ ) zovemo

izotopijom.
Ako je Q(A) izotop (izotopna sa) od Q(B), oznalavamo

¢
ili A = B(C(’fa’h )o
Ako Je 3“: 1, gde je 1 identicéna permutacija tj. ako Je

A(x,y) = B(dx, (by)

tada Q(A) zovemo glavni izotop od Q(B).

Za GK==f3== Eﬁ (2) izraZava izomorfizam, koji oznalavamo
i ovako
Y4
A =B
Ako Je
A= aT

onda T = (C%,/3,2§) zovemo autotopija operacije A,

Analogno se uvodi pojam izotopije za n-grupoide. Neka su na
skupu Q definisana dva n-grupoida Q(A) i Q(B). Reéiéemo da Jje n-gru-
poid Q(A) izotopan sa n-grupoidom Q(B), ako postoji takva uredjena
n+l-torka T=(Qﬁ?,é%) permutacija skupa @, da je ispunjeno

(3) A(Xil) - &1 B¢ {O‘/k ng il)

S

i ;n « . 4
Ovde (CyXp 4§ 1 oOznacava niz C%lxl, XoXnyeoo, cs(nxn°

Ako je T= (Cf?, 1) gde Jje 1 identic¢na permutacija skupa Q,
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tada Q(A) zovemo glavni izotop od Q(B).
Ako je Q(A) izotopna sa Q(B) pomoéu izotopije T, oznadava-
¢emo A = BT. Tz definicije izotopije sleduje

-1 o 5
x. Ako je A = BT, onda B = AT , gde je 77i=(/ XM R 8
2. Ako je A = BT, B = C°, gde je T - (XT,0) 1 s=(R200),
tada je A = ¢°T i1i A = (¢®)T = 5T gde je 57 = ( f/gkcfkj l,o)éf)

Ako je Q(A) binarna kvazigrupa, onda su

*a)yx 2L A(x,a) i REmx LL A(p,x)

gde su a 1 b neki fiksirani elementi skupa ¢, permutacije skupa Q.
Redom LA(a) i RA(b) zovemo leva i desna translacija kvazigrupe Q(A)-
_Analogno, ako je Q(A) n-kvazigrupa, onda su

3 (Hx 2L aat, x, 8T
gde su 8735.-0,84 ~1°3441%°°°28p neki fiksirani elementi skupa Q, za
sveko 1 = 1,2,...,n, permutacije skupa Q. Zovemo ih i-ta transla-
cija n-kvazigrupe Q(A). Ovde je sa @ oznaden niz B1secesBy 79
85,73°°-38,. Obidno se kaZe i i-ta translacija u odnosu na .

Za n-kvagigrupu Q(A) reéi ¢emo da je L-izotopna n-kvazigrupi

Q(B), ako je A = BT gde je
v - {@dENH1) Y, .

L-izotop Jje glavni izotop.

Za binarne kvazigrupe, Jjos Albert Jje 1943.god. u [6] doka-~
zao da je svaka kvazigrupa izotopna (i to glavno izotopna) neko]
lupi. Ovaj rezultat su V.D.Belousov i M.D.Sandik u [13] 1966.god.
uopsStili na n-arni sludaj. Preciznije, L-izotop n-kvazigrupe Jje
n-lupa. Takodje, Albertov stav f61 ako je lupa Q(L) izotopna
nekoj grupi Q(.), onda Jje lupa Q(L)lzomorfna sa grupom Q(.),
V.D.Belousov i M.D.Sandik lel su uopstili. To uopsStenje glasi:
Ako je n-lupa Q(L) izotopna n-grupi sa Jjedinicom Q(A), onda je
Q(L) takodje n-grupa sa Jjedinicom izomorfna sa {(A). Odakle, pored
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ostalog imamo da je izotopija u teoriji grupa i n-grupa sa jedini..
com neplodna. Jjer se praktidno svodi na izomorfizam. .

U drugom delu pozivamo se na izvesne rezultate koje ovde
navodimo sa dokazima. o ,

U uvodu je formulisana "teorema o etiri kvazigrupe'. Ovde
navodimo dokaz S.B.Predica [4Q} uz izmenjene oznake. :

Neka kvazigrupe Q(A;) 1=1,2.3.4 zadovoljavaju op8ti asoci-
jativan zakon

W by (B (3,70 ,2) = Ay, hy(3y2))

Postavimo u (4) redom x=a, y=a, z=a. x=z=da gde je a neki fiksiran.
element skupa Q. tada uzimajuc¢i u obzir oznake

LiX = Ai(X.a) t RiX == Ai(a.‘x> (i:—:l,’,2‘574)
nalazimo
Al(ng?z) = R5A4(y¢z}
| Al(L2x9z) = A5(X?R4Z)
(5) | LAk y) = Ag(x.Iyy)

Odakle imamo da su sve kvazigrupe Q(A.) i=1,2:3.4. medjusobno izo-
topne. Posebno. sve su iznotopne sa Q(Al)e Svi izotopi kvazigrupe
Q(Al) su

(6) A (x,y) = ¥ Alelx, By)

gde sucl . /5 . b’ permutacije skupa Q; a A neka kKvazigiupni oo ...
cije definisana na skupu Q.
Iz (5) i (6) nalazimo

g ]
Ay (x55) = &1 A(dxﬁﬁ.»y)
ho(x,y) = I7H Y™ A Tox: BR; Tyy)
57t altox, B3RGTY)
~1 wf=1 .

(7)

AB’(XaY)
Aq_(xﬁY)

1
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zamenom (7) u (4) dobijamo
¥ At §7Y a(Lx, BRIy, A2)
-yt A(ALox, /{334 315' “Larox, 2))

odakle, zbog detvrte Jjednakosti (5) nalazimo da je Q(A) grupa, ako
je 5{= l, 0{= Ll i /3= R5R4‘°

Tada se Jjednakosti (7) svode na

4, (x,57) = A(Iyx, RzRyy)
-1
As(x,y) = L77A(L L%, R3L4y)
(8) Az(x,y) = AfL Iyx, Rzy)
-1
A, (x,5) = R3"A(LyRyx%, RzR,y)
Time Jje tvrdjenje dokazano.
Svakoj kvazigrupi A odgovaraju pet inverznih operacija kogje
oznadavamo
- - - - - ¥
(9) o, am1, “Laa~ly, *ta)t, a
tj.
Alx,y) = z SeL., "lA(z,y) = X
A(x,y) = z Jgii_ Al (x,2) =
Alx,y) = z <385 1(A'l)(y,2) =
Alx,y) = z.<§?§,(°lA) (z, X)
A(x,y) = z‘<22£> A (y,x)

Lako se utvrdjuje da Jje svaka druga inverzna operacija od A
jedna od (9).

Lema 1. Ako je kvazigrupa Q(A) izotopna grupi Q(.), onda
su 1 sve inverzne operacije operacije A izotopne istoj grupi Q(.).

Dokazimo za operaciju ~1a, Kako Jje

A(x,y) = X“l(béxo[’;y)

imamo



(10) La (¥ otz AT, ¥ = x

}
gtavimo (} .1(O(x.a®y) = z, odakle nalaz:Lmo X = (5(2 (N )
tj. x = 1(<gz,IL,y), gde je Ix = x -1, Jasno, da je I permutacija.

Kako Je l,%ﬁ permutacija to Je i I/Z permutacija.
Tada (10) postaje

La(z,y) = ol "t éjz I[ ).

Slidno se dokazuje i za ostale inverzne operacije.

Za cetiri kvazigrupe Q(A ) i =1,2,3,4 kazemo da zadovoljava«
Ju opstl zakon tranzitivnosti, ako je ispunjeno

(11) Al(Ag(x,z), AB(y,z)) = A4(x,y)

za Svako X,¥s2 & Q.

Teorema 1. Ako Cetiri kvazigrupe Q(A;) i=1,2,3,4
zadovoljavaju zakon (11), onda su sve one izotopne Jjednoj te istoj.
grupi Q(.). [12}

u, odakle nalazimo y = "lAz(u,z),

Dokaz. Stavimo AB(Y’Z)
to zamenom u (11) dobijamo

Ay (As(x,2),u) = Ay(x, ’1A3(u,z))

tie
Al(Az(x,z),u) (-l

]

*
Ay (x, (TTAz) (2,u)).

Poslednja Jednakost je Jednakost opSte asocijativnosti. Na osnovu
"teoreme o cetlr; kvazigrupe" imamo da su A, A,y (-1a )*', A, izo-
topne jednoj te istoj grupi Q(.). Na osnovu Leme l. Je onda i A5
izotopna grupi Q(.). Dakle, sve Q(A;) 1 = 1,2,3,4 su izotopne

grupi Q(.).
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Lema 2. Ako kvazigrupe Q(4;) 1 = 1,2,3,4 i Q(B;)
i=1,2,3,4 zadovoljavaju jednakosti

]

1° Ay (As(x,5),2) AB(X, Ay (y,2))

Bl(Bg(X,y),z) BB(X’ B4(y92)) ;

2° Ay (Ap(x,2), Az(y,2))
Bl(Bg(x,z), Ba(y,z)) = B4(X,y)

Ay (x,5)

i pri tome Jje A; = Bj za neko i,jég4tl,2,3,4}, tada su sve Q(Ai)
i QEBi) izotopne Jjednoj te istoj grupi.

Dokaz. Neka Je ispunjeno 1° 1 odred jenosti radi A2 = B4. Na
osnovu "teoreme o cetiri kvagzigrupe!” imamo da su sve Q(Ai) i=1,2,3,4
izotopne grupi Q(.) i sve Q(Bi) i=1,2,3,4 izotopne grupi Q(*¢).
Kako Je

' Ap(x,y) = ¥ 7Hotx. ) = ETHPx*¥y) = By(x,y)

imamo da su grupe "." i "x'" izotopne, pa prema tome i izomorfne.
Prema tome, sve Q(A;) i Q(B;) su izotopne jednoj istoj grupi Q(.)
(111 Q(*)).

Koriste¢i Teoremu 1. analogno se dokazuje i slucaj 2%,

U [lé} Jje V.D.Belousov uveo Jedna relaciju ekvivalencije u
skupu svih permutacija skupa Q na sledeéi nadin:

X~ {»/\‘g——i%\ (Ja,pEQ) ((Vxe Q) (o¢x = ao/;‘bx,b)

gde je Q(.) grupa.

Pomoéu ovako uvedene ekvivalencije u skupu permutacija skupa
Q, moZe se formulisati sledeéi rezultat: &ko Setiri kvazigrupe Q(Ai)
(i=1,2,%,4) zadovoljavaju (4), tada (8) glasi:
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A (x,7) =otx. 3y

As(x,y) = c;é_l({Yx.(s)'y)
(12) Az(x,y) = ¥x.Py

A, (x,7) = ‘?D"l(gx,/f:y)

gde je grupa Q(.) odredjena s tacnosStu do izomorfizma, a permuta-
cije X, /5 y (:( . S , ¥, sa talnoiéu do ekvivalencije -~ ,

Za n~grupoide uvodi se oslabljeni komutativan zakon, kao i
komutativan zakon na sledeéi nadin: )

Neka Je &P neka permutacija skupa 1{1,2,.”,11} . Rei ¢&emo
da je n-grupoid Q(A) ‘“P-komutativan, ako je ispunjeno

n :n
A(x7) = A( {x "Pig 1)
za svako xl,.“,,xné Qs 1 je promenljiv indeks. Ako je n-grupoid

‘)0 -komutativan za svaku permutaciju ‘P, tada takav n-grupoid zove-
mo komutativan,
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IT DEO

2. O JEDNOJ KLASTI KVAZIGRUFPNIH OFPERACIJA
ASOCIJATIVNCG TIPA

2.1, Uvod

U ovom poglavlju razmatraju se familije kvazigrupa Q(Ai)
(i=l,...,2n-2) koje zadovoljavaju sledele zakone

(1) An—lAn—2°’°AlX1X2°°°Xn—lA2n—2A2n—3’°°An+anX2"°Xn--l
= A xXyx,

(2) Ajhoec oAl (XqXpeeoXy = A XA 1 Xoe. Ay SX) X

(3)  Aqhpe.chy 31X Xpe e Xy = ApXqhAp g Xpee by e 0% 18y ke

-+ Aop_zhon o%¥ki1t+¥n

(k=2, o v e ,n_l)

Zakon (2) i sistem zakona (3) su asocijativnog tipa, Sto
znaci sledefe: Ako stavimo Ai=Aj za svako i, ] 6‘?1,...,2n—23
onda su formule (2) i (3) posledice asocijativnog zakona.

U radu [14] V.D.Belousov je generalisao teoremu o Jetiri
kvazigrupe. U toJ teoremi dati su uslovi pod kojima Jje neka klasa
kvazigrupa vezanih zakonima asocijativnog tipa izotopna grupi.
Ovde dajemo nov dokaz generalizovane teoreme o Cetiri kvazigrupe
Belousova za zakone (2) i (3). Slidno tvrdjenje dokazujemo i za
zakon (1) koji nije asocijativnog tipa.

U navedenim zakonima zagrade su izostavljene.
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2;2, Funkcionalna Jjednacina T

Funkcionalnu jednadinu
(l) An—lAn—2. ° oAleX2. © ‘Xn~lA2n—2A2n—5° L] nAn+1XnX2e ° .Xn_l
= An.Xan

gde SU Xy,e.esX, proizvoljni elementi nepraznog skupa Q i Ai
(i=lye..s2n=-2; n = 3) proizvoljne binarne kvazigrupne operacije
definisane na skupu Q zovemo: funkcionalna Jjednadina T.

Teorema 2.2.1. Ako kvazigrupe Q(4;) (i=l,...,2n-2)
zadovol javaju funkcionalnu JjednacCinu T, onda su sve one izotopne
jednoj te istoj grupi Q(.).

Dok agzyg

Uvedimo oznake

(20201) Xl = Xl, Yl = Xn

Xi = A.i_l (Xi_l ,Xi) ’ Yi = An"'i‘l (Yi-l ,Xiy (i=2, o eo ,n—'l)

Tada (1) postaje
(2.2.2) A (A, S(X_5sxy 1)y Aoy o(¥p 55xy 1)) = A (xy,x).
Kako Je

(o] o]
Ap 18y o Xy osxp 1) Aoy (Y osxp 1)) = Ap(xg,%)

gde je Xg-l
Jjednakosti (2.2.2) ne zavisi od X, 1~ Ta ¢éinjenica nam dopusta da

uvedemo operaciju Sp_p 1& sledet¢i nadin.

proizvoljan fiksirani element skupa Q, to leva strana
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. def
(2.2.3) An—l(An-2(Xn—2’Xn~l)’ A2n—2(Yn~2’Xn—l)) - SnPE(Xn-2’Yn~2)

Operacija Sp_o je oligledno kvazigrupa.
Iz

Spop(Xp 00¥py o) = A, (xqex))
i jednakosti (2.2.1) imamo
(2.2.4) Sn—E(An-B(XnHB’Xn—2)’ A2n—3(Yn~3’Xn—2)) - An(xl’xn)
3li¢nim rasudjivanjem stavimo
(2.2.5) Sn~2(An~§(Xnn5’Xn—2)’ A2n—5(Yn—3’Xn—2)) - Snma(Xn—5>Yn~7)

gde Jje Sn~3 takodje (nova) kvazigrupna operacigja.

Proan¥ujuéi ovaj postupak. dobijamo

(2.2.6)  S;(A; (X5 _7ox5)y Ap s (Y5 15%3)) = 8;_1(Xy_9,¥57)

(i=21ﬂo.7n~l)

gde je S, 4 .giﬁ Ap 1> 8 def A
Dokle, jednakost (1), tj. funkcionalna jednadina T svodi se na
sistem od n-2 jednakosti (2.2.6).
Iz (2.2.6) i Teoreme 1. (prvi deo str. 13.) imamo, da su kvazigrupe
Sys Aj_qy ApLi_q» 84_7 2a svako fiksirano i &12,....n-1f{ izotopne
istoj grupi. Kako se Sy (k=2,...,0-1) nalaze u dvema (i samo u dvears)
jednakostima sistema (2.2.6), to na osnovu Leme 2. (prvi deo str.l4.
heamo  da su sve kvazigrupe Ai (i=l....,2n-2) izotopne Jednoj te is-
toj grupi Q(.)-

Teorema Jje time dokazana.
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2.3, Funkcionalna jednacdina AT

Funkcionalnu Jjednadinu
(@) Aqhoe.ehy Xy Xpee Xy = ApXihn 0300 chon 0% 1%

gde su XqgooesXy proizvoljni elementi nepraznog skupa Q i Ai
(i=1l,¢..42n-23; 0 > 3) proizvoljne binarne kvazigrupne operacije
definisane na skupu Q zovemo: funkcionalna JjednacCina AT.

T eorema 2.3.1. Ako kvazigrupe Q(Ai)(i=lg..°,2n-2)
zadovoljavaju funkcionalnu jednadinu AT, onda su sve one izotopne
jednoj te istoJj grupi Q(.).

D ok az

Uvedimo oznake

Ap1¥1¥p = 7 App 5%¥n_1%n = 23
Ap-o¥1%z = Jo Appn.zXp %1 = Zp
Ap z90%4 = T3 Aon_y4¥n_3%p = Z3

(20501) © °
A2yn—5xn-l = Jpn-2 An+lx22n-§ = Zp.p
MYn 0%y = Yp-1

Budu¢i da operacije A; zadovoljavaju zakon (2), tj. funkcio-
nalnu jednadinu AT, to iz Jjednakosti (2.3%.1) dobijamo jednakost

(2.3.2) ApX125 0 = Tp-q
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Prelaskom od A, (i=l,...,2n-2) na njihove leve inverzne ope-

racije, dobijamo

Bp 171%0 = %1 Bon-2%1%n = Fn-3

Bpo¥o%3 = 77 Bon-3%0%1 = Xp_p

Bp-3Y3¥y = Jo Bon-42%3%2 = ¥p_3
(2.3.3) : -

o -]

[ o

B2yn-2xn-l = Jn-3 Bn+1zn—2zn-5 = X2
Bi¥n-1*n = Tn-2

i konac¢no

(2.3.4) B¥n-1Zn-2 = *1

gde je B. = A, (i=1,...,2n-2), tj. Bixy = z <225 4.2y = x.

Iz (2.3.3) imamo
Xy = Bpa¥1%0 = Bpo1Bn o¥o¥3Bn,12%n-0%n-3 = <o
= Bn—an-2‘°°B2Blyn—1XnB2n-2ZanBEn-32221°°°Bn+lzn—2zn-5
Zbog (2.3.4) je

Bn—an—2°°°BEBlyn-anBEn—2lenB2n-32221°‘°Bn+lzn—2zn-5

(2'!5"5)
| = Bnyn-lzn—B

Elementi In-1> Xn> 2

; (i=1,...,n-2) su proizvoljni elementi

skupa Q. Ako izvrsimo prenumeraciju promenljivih i to: Yn_q1 S& Xq,

X, S& X5, 29 Sa x; » (i=1l,...,n-2), tada (2,3.5) postaje
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n+anXn-l

Bn_an_Zo o oB2B1X1X2B2n*2X3X2B2n-5X4X5o o oB

(2.3.6)
= Bpxyx,

Iz (2.%.6) dobijamo

(2.3.7) By pe--BoByXXpBoy oXz¥oBon_ z¥X,¥Xze<Bp,o¥Xn 1%

-1
= Bp-1Bn¥1¥pBr 1 ¥ n¥n-1

Kako Je
_ -1 o) 0
Bn—anXanBn+1Xan—l

-1
Bn—anxlann+anXn-l

gde Je xg neki fiksirani element skupa Q, Jjer leva strana Jedna-
=nsti (2.3.7) ne zavisi od X Pa moZemo uvesti novu operaciju Dn_5
na sledeéi nadin:
(2.3.8) Bn_zo.eBEB1X1X2B2D_2X5X2B2n_3X4X3oo.Bn+2Xn_1Xn_2
def D
n-3%1%n-1

Operacigja Dn—3 je, oligledno, kvazigrupa. Prema tome, Jjednakost

(2.3.6) postaje
(2.3.9) n-10n-3%1%n-18n41%¥n*n-1 = Bn¥1%p

Dalje, iz (2.3.8) dobijamo
n-3°* *BoB1 ¥ ¥oBon_ oX3¥oBopn zXyXze - By s¥y oXn_3

(2.3.10) B
Bn+2Xn—an—2

-1
= Bn—EDn—BXan-l

Na osnovu istog rasudjivanja kao pre, moZemo staviti
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(2.3.11) Bpge e BpByXyXoBoy oXzXoBoy 23X Xze. By, 3x, oXp 3

def
= Dn—4Xan—2

gde je D,_, takodje, kvazigrupna operacija. Jednakost (2.3.8) tada
postaje

(2.3.12) Bp_oPn-u¥1¥n_2Bnio¥n-1%n-2 = Dn-BXIXn—l

Produzujuéi ovaj postupak, dobijamo da se jednakost (2.3.6) svodi
na sledeéi sistem od n-2 Jjednakosti

B D

n-1n-3%1¥ ~1Bn+1¥n¥n-1 = BpXiXn

(2.3.13) BiDs _p¥1¥%3Bop_3%3,.9%; = Dy 1% X5,y (1=3,...,0-2)

B2B1X1X2B2n—2x3x2 = Dlxlx3

Na osnovu Teoreme l. (prvi deo str. 13.) imamo da su cCetiri
kvazigrupe vezane bilo kojom jednako3éu iz sistema (2.3.13) izotopne
jednoj te istoj grupi. Kako se svaka od kvazigrupa D (k=l,...,n-3)
nalazi u dvema (i samo u dvema) Jjednakostima sistema (2.3.13), to

na osnovu Leme 2. (prvi deo str. 14.) imamo da su sve B, (i=1l,...,2n-2)

izotopne jednoj te istoj grupi Q(.). Na osnovu Leme l. (prvi deo
str. 12,) su onda i sve A; (i =1,..,.,2n-2) izotopne grupi Q(.).
Teorema je time dokazana.

2.4, Sistem funkcionalnih jednadina AT

Sistem jednacina

Ayhogrechy 1% %50 Xy = X by %0 e Ap e 2%k 18n4k-1
(3)
I °A2n-3A2n-2Xka+l° ° ,Xn (k=2, ® o0 ,n—l)
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gde su XygeoesXy proizvoljni elementi nepraznog skupa @ 1i Ai
(i=l,...,2n-23 n = 3) proizvoljne binarne kvazigrupne operacije
definisane na skupu Q zovemo: sistem funkcionalnih Jednacina AT.

Teorema =2.4.1. Ako kvazigrupe Q(A;) (i=1,...,2n-2)
zadovoljavaju bilo koju jednadinu iz sistema funkcionalnih Jjedna-
¢ina AT, onda su sve A; izotopne Jednoj te istoJ grupi Q(.).

Dok az

Dokaz izvodimo za k-tu Jednadinu sistema (3). Uvedimo

oznake
Ap %% =71 Aopn o¥e¥ii1 = 21
Ap 2¥1%3 = T2 Aop z21%g42 = 22
Ap 2%y = T3 .
(2.4.1) . Ap+k-1%n-k-1%n = Zn-k
. A

n+k-2k-1%n-k = %n-k-1

Ap¥n z¥n_1 = In-2

M 2%y = Tpnoa

Kako operacije A; zadovoljavaju zakon (3), tj. k-tu
Jjednacdinu iz sistema funkcionalnih Jednacd¢ina AT, to iz jednakosti
(2.4.1) i (3) dobijamo Jjednakost

(2.4.2) ApXyZn 2 = Jpna

Prelaskom od A; (i=1l,...,2n-2) na njihove leve inverzne
operacije, dobijamo

EE._‘
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Bp171%p = X3 Bopn.o21%k41 = ¥y
By o¥o%z = ¥ Bon-3%25%k,0 = 2
Bn_ayax4 = T¥o °

] Bptk-1%n-kx*n = Zn-k-1

° - Bnek-2%nke1%n-k T ¥kl
Bo¥pn_o¥pn_1 = In-% Bn+lzn-22n—5 X2

B

i konadno

(2.4.4)

gde Je Bi

def

1Yn-1*n = Yn-2

Bpin-1%n-2 = ¥

“ta, (1i=1,...,20-2).

Iz (2.4.3) imamo

Xy = Bpa¥1¥p = By 9B oVo%X3Bp,1Zn 0%n 3 = e

= By 1Bn 0o -B1¥n 1¥n¥n_1° ¥k, 1Bon- 20 *Brik-1%n-kxFn¥n-1°°°

°°°Xk+an+k—2Zn—k+1Zn—k°°°Bn+2zn—an—4Bn+lzn—2Zn-5

Zhog (2.4.4) dobijamo



By 1Bp_peeeB1¥pn 1¥n¥n 10 X 1Bon 0 Bk 1Zn-kXn¥n-1°**

(2.4.5) °°°Xk+1Bn¢k-22n—k+lzn—k°°°Bn+2zn-5zn_4Bn+lzn—2zn-3

= Bp¥n_1%n-2

Ako izvr$imo prenumeraciju promenljivih i. to: Tp_1 S8 X1, X, . Sa

Sa X 2 (i=o ,.1,’_ o oo ,k"g) 9 tada

(i=041,...,n-k31), Znk+i n-k+i+

Xi+2
(2.4.5) postaje

Bp1Bnoe oo ByX¥pXze oo Xy i1 Bon o0 Bpyx-1¥n-k+2¥0%3° 00

(2.4.6) °°°Xn-k+an+k—2xn-k+5Xn—R+2°°°Bn+2xn-lxn-2Bn+lann—l

Iz (2.4.6) dobijamo

BpooBp 3ee o ByXXpXgeeoXy 3 1 Bop e By 1¥n iy 0¥0¥z0 0
(2.4.7) oo eXy 1B k1 2%n k43 k42" *Bns2¥n-1%n-2

-1

Bn-anXanBn+1XnX -1

-1 X ;
= By 1B ¥Bni1¥n-1%n.

]
N
0

* '
L gde je Bxy = z <> B yx
indakle imamo :
-lB B.x.x Bab X, X, = _lB B.x OB*-:. x2

n-1"n"1"n"n+1*n-1*n © n-1"n*1*n"n+1*n-1*n

i-, gde je %2 . . . . ) ) :
1 n proizvoljan fiksirani element skupa Q, jer leva strana

Eﬁednakosti (2.4.7) ne zavisi od Xp. Koristeéi tu dinjenicu uvedimo
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operaciju D _q na sledeéi naclin:

- X
(2.4.8) 1B B x.x.B def 5

n~-1"n*1*n"n+1*n-1*n = n-1¥1%n-1
Operacija D, 1 Je, oligledno, kvazigrupa.

Na osnovu (2.4.8), jednakost (2.4.7) postaje

Bp-oBnoze e s B1X1 X%z e o Xn 1y1Bon 00 o Bryk 1¥noks0%¥0% 300 -
(2”4°9> °°°Xh—k+an-k+2Xn-k+3Xn—k+2°°°Bn+2Xn—an—2
= Dp1%¥1%n o

Iz (2.4.9) dobijamo

BpsBnge e ByXyXpXzoooXp 4o 1Bon oo oo Bpix 1¥n ke 0¥0¥30 0
(2:4.10) ’°°Xn—k+an—k+2Xn-k+5Xn-k+2°°°Bn+5xn—2xn-5
= “lB D XX B X X
- n-2 n-1"1"n-1"n+2"n-1"n-2
-1 *-

Bn-2Pn-1%1%n-1Bn+ 2%¥n-2%¥n-1
Iz istih razloga kao pre, mozemo sStaviti

-1 A def
(2-4.11) By 2Pn 1¥1%¥p-1Bnio¥n 0%n-1 = Dno¥1Fn-o

Produzavajuéi ovaj postupak, dobijamo sistem jednakosti
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-1 *
Bn—p+2Dn—p+5Xan—p+BBn+p—2Xn—p+2xn—p+5

= Dn-p+2xlxn-p+2 (p=3,4,0004,k)

(2.4.12)
By xi1Bn-k - oB1¥1 XXz« o Xp_p 1 Bon_oe e By 1¥n x4 0%0%3

=D

ceoXn kil n-k+2¥1%¥n-k+2

def
asn Bn°

gde Je D,

Dgkle, jednakost (2.4.6) svodi &e na sistem (2.4.12) od k-1 :
jednakosti. Iz prvih k-2 jednakosti sistema (2.4.12) na osnovu
Teoreme 1. (prvi deo str. 13.) Cetiri kvazigrupe -1 D

* D
n+p-2? "n-p+2

istoj grupi. Kako se svaka od kvazigrupa DS nalazi u dvema (i samo
u dvema) Jjednakostima sistema (2.4.12), to na osnovu Leme 2. (prvi
deo str. 14.) imamo da su sve kvazigrupe iz prvih k-2 jednakosti si-
stema (2.4.12) izotopne Jednoj te istoj grupi. Iz poslednje jedna-
kosti sistema (2.4.12) i Teoreme 2.2.1. imamo da su sve kvazigrupe
iz poslednje Jjednakosti izotopne Jjednoj istoj grupi. Kako se kvazi-
grupa Dn—k+2 nalazi u dvema pretposlednjim Jednakostima sistema

n-p+2? "n-p+3?

B za svako p & §3,4,,°°,k f su izotopne Jjednoj te

(2.4.12) to su na osnovu Leme 2. sve kvazigrupe iz sistema (2.4.12)
izotopne Jjednoj te istoj grupi. Q(.). Na osnovu Leme 1l. su tada i
sve 4. (i=1l,...,2n-2 izotopne grupi Q(.).

Teorema Jje time dokazana,

~  Napomena 1. Teorema 2.3.1. i Teorema 2.4.1. predstav-
ljaju Jjednu generalizaciju teoreme V.D.Belousova o detiri kvazigrupe,
Jer se za n=3 svode na teoremu o detiri kvazigrupe.

Napomemna 2. Za k = n-1 poslednja jednakost iz sistema
(3) je jednakost (2), pa je Teorema 2.4.1. jedna generalizacija

: Teoreme 2.3.1.
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IIT DE O

3. O MODULARNIM SISTEMIMA n-KViZIGRUPA

3.1. Uvod

U ovom delu rada razmatraéemo (i,j)-modularan, kao i uopSte-
ni (i,j)-modularan zakon na n-kvazigrupama.

De finicdiJa 5.1.1. Skup M . n-kvazigrupnih ope-
racija definisanih na skupu Q zovemo (i, J)-modularan sistem opera-

cija na @, ako je za svake dve operacije A,B é:Mi 3 i savko X1
?

coe Xy 15X qrecoXp sV reccrTy < Q ispunJjeno

. | -1
(3.1.1) A(Xi l’B(yﬁ)’X?+l) = B(yl ’A(Xl ’yj’x?+l)’y§+l)

Specijalno, ako je i=J skup My o5 oznacavamo My i zvaéemo ga
?
i-modularan sistem operacija. Relaciju (3.1.1) zovemo (i, j)-modu-
laran zakon,
Definicida 3.1.2. Skup Mg i n-kvazigrupnih
2

operacija definisanih na skupu Q zovemo uopsSteni (i,Jj)-modularan
sistem 0peracija na skupu Q, ako je za sveke cCetiri operacije

iSpunjeno
i-1 n n j—-1 i~1 n n
(301c2> A(Xl ,B(yl),xi_'_l) = C(yij_ ,D(Xl ,yj,xi+l)’yj+l>

Specijalno, ako je i=Jj skup M i,3 oznacavamo M i zvaCemo ga

 iu0psten1 i-modularan sistem opera013a. Relaciju (3.1. 2) zOvemo
%u0psten1 (i,j)-modularan zakon.
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Névodimo jedan primer za (i, Jj)-modularan sistem operacija

Prime r. Neka je Q(+,.) polje i neka je My J.(Q) skup svih
b

operacija oblika
n
(3.1.3) AGE = 7 pox
V=11
gde je p; = ps = 1, p, # 0 i g neki fiksirani element iz Q za datu

operaciju A. Lako se proverava da svaka operacija oblika (3.1.3)
zadovoljava (i,j)-modularan zakon, tj. zakon (3.1.1).

3.2. UopSteni (i,j)-modularan zakon

Za ¢etiri n-kvazigrupe A,B,C,D kazemo da zadovoljavaju uopste-
ni (i,j)-modularan zakon ako je ispunjeno

i-1 n+i-1 2n-1. _ i+j-2 i—l 2n-1 n+i-~1
A(Xl »B(x; )’Xn+l ) = C(Xi » D(x l+J l’xn+i Xl+J )

za svako Xl,oo.,xgn_l & Q.

Ako je A = D i B = C onda uopSteni (i,j)-modularan zakon zo-

vemo (1,J)~modularan, Sa M; . oznalavaéemo skup svih n-kvazigrupnih

1y
operacija koje zadovoljavaju (i,j)-modularan zakon.

Lema 3.2.1. Ako detiri n-kvazigrupe 4,B,C,D zadovoljava-
Ju uvopsteni (i,j)-modularan zakon

| i-1 o0y D =1 5 i1 n n
(1) Alx777,B(y7) %5, 9) = C(Yf ,D(Xi DETESIEREN D)

tada postoge n~kvazigrupe S i T takve da su A 1 D izotopne sa S, a
B i C izotopne sa T i ispunjeno Jje

; -
sGa ™G, xi,1) = (397,80 2T 50%5,1)75,1)
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tj. 8,7 & M.

La )

1,d
Dok az
s NP i-1 n i-1 n .
Iz (1) fiksirajuéi redom x] T, X5, sa a] , a; 5, zatim
j-1 _n -1 .n

i T Yj.1 sa &) T, ag,; 1 na kraju sve x-ove 1 y-one sa a-ovima

izuzev yj, dobijamo

Lé(ﬁ)B(y?) = C(yg"l Lp(a)yj,y§+l)
(3.2.1) 0

: A(X L (a)ya,x l) = L (a)D(x ’yj’Xi+l)
A\ B/~ Cr=\tD/~

gde su L. (5), L (5), LB(ﬁ), Lg(ﬁ) i-te odnosno Jj-te translacije

na primer L ()x = A(al 1,X,ai+l).

Odakle imamo da su B i C, kao i A 1 D izotopne operacije.
Zamenom B i A iz (3.2.1) u (1) dobijamo

LY@, (@) e @) e 1@y 5555, 1) 6 )

_ J-1 i-1
G LIS I AR FEPI

tj. koristeéi i treéu jednakost (3.2.1) imamo

(™, (D@ THEIEN ey . xE, )

(3.2.2)  =@E) ey, pea T, (@D @) Ty xE, 10,55, )
Stavimo
@@ oY = 1
(3.2.3) D™, (TD(E) Ty ,xE, ) - S(Xi-l,yj,xg;l)
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Tada (3.2.2) postaje

i -1 n n
S(X T(yl) X1+l) = T(Yl S<X ’yj’Xi+l>’yj+l)

tjaSTéM .
i,3°

S obzirom na (3.2.1) i (3.2.3) imamo izotopiju

A6 = 1S@sG ™ IDE @) T xg 1)
| B = (4@ TIL@T (12 (@)xg, %5, )
(3.2.4)
C(x]) = LI(D)T(])
D(X?) = S(Xi_j, L (a)Xl,X2+l)

Lema Jje time dokazana.

Na osnovu dokazane Leme imamo da Je od interesa ispitivanje
- (i,j)-modularan zakon, Jjer se svaki uopSteni (i,j)-modularan zakon
F svodi na (i, j)-modularan zakon.

T e orema 3.2.1. Neka n-kvazigrupe A i1 B zadovoljavaju

(i, j)-modularan zakon

7/ / 3 . i—l ] — :
‘1) 8(7H B 3G, ) = By sA(xy l'yj’x?+1)’y?+1)

. Tada je op3te reSenje funkcipnalne jednadine (1)

n i~ l Il _ Jg-1
(2) A(Xl) = X o Al(X l)’ B(Xl) = Bl(xl 9X l)OXJ'

. gde su hq, By dve proizvoljne (n-1l)-kvazigrupe, a "o" grupa.
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Dokasz
U (1) umesto Tosee=sT 5. l’y3+l’°°°’yn postavimo Bpyeces8y 19

84410018y, gde su a-ovi neki fiksirani elementi skupa Q.
Tada (1) postaje
i~-1 n -
(3.2.5) A(xl R G(yl,yj),xi+l) = G(yl,A(xi 1,y3,x.+l))

gde je G(X’y) = B(X,.az,eoe,aj‘_l,y,aj.’_l"ooo,an)o
Iz (3.2.5) postavlijajuéi Yi=2y gde Je aj proizvoljan fiksi-
ran elemenat skupa Q, dobijamo

AT, Ayl ) = 6y ,a, xR 0N

def def -
gde su )\yl el G(yl,a ) i Aq (Xl -1 ?+1) ces A(xl l,ajgx?+l)n

Odigledno je A unarna kvazigrupa i Ay (n-1)~kvazigrupa.
Odakle,

. - -1
(3.2.6) A(Xi l,yl,x?+l) = G(‘k‘lyl’ (Xl ?+l))°

Zamenom (3%3.2.6) u (3.2.5) dobijamo

G‘(yl»aG( \)\ﬂly -A- (Xl 1 n l))

]

6 X6 (7y,75) »hy ey H0aE, 1))

t3.
(3.2.7) ¢ Nle( Nk, y),2) = 6( N tx,6( N\ Yy, z))
gde je stavlijeno y, = N 'x, y. =73, A (xl 12 ) =
1~ A T A § *ivl
Stavimo
(3.2.8) G( N Ix,5) = %oy

Operacija "o* je odigledno kvazigrupa (2-kvazigrupa).
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Zamenom (3.2.8) u (3.2.7) imamo
(3.2.9) (xoy)oz = xo(yez).

$to daje da Je kvazigrupa "o" grupaa
Prema tome, iz (3%.2.6) za operaciju A4 dobijamo

i~ 1 n

(3.2.10) A(x ) = x; o Ay (%3 1)°

Zamenom (4.4.10) u (1) dobijamo

i- 1 n

(502,11) B(yl) OA (Xl -1 ;1_'_1) B(Yl -)y O.A. (X 1+1),YJ+1)

odakle, stavljajuéi y. = e, gde je e jedinica grupe e , imamo

J

i~1 n

i- 1 5 _ J-1
) = B(yl A (X 1+1)’y3+l)

Jj-1 _n
Bi (] To¥gaa) o A Tox
£3.
(3.2.12) B(yD) = By(3970,55,1) < 3

; J-1 - J-1 :
gde je B, (yy ,ya+1/ = B(yy ,e,y ,1) 1 &; zamenjeno sa s

Teorema Jje time dokazana.

Posledic a. Ako je i = j, tada je (1) i-modularan
zakon. U tom sludaju za operacije LA i B dobijamo

n -1 n
n i1 n
B(xy) = By(xy 7hxy 1) ° %5

Sledec¢om teoremom data Je karakterizacija n-kvazigrupc %oje

zadovoljavaju sve i,J modularne zakone,
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Teorema 3.2.2. n-kvazigrupe 4 i B zadovoljavaju
(i,J)-modularan zakon za svako i,J é—{l,goo,n.f ako i samo ako je

(1) A(X?) = X) t oee. + X+ 3, B(x?) =Xy + oes + X, + Db

gde je " + " komutativna grupa odredjena do izomorfizma i a, b dva
fiksirana elementa skupa Q.

Dok az

Pretpostavimo da je ispunjeno (1). Tada se neposredno veri-
fikacijom utvrdjuje da operacije 4 i B zadovoljavaju (i,j)-modula-
ran zakon za svako i, J é—{l,.,.,nf.

Obrnuto, neka n-kvazigrupe LA i B zadovoljavaju (i, Jj)-modu-
laran zakon za svako 1i,J éfl,,ao,n% , dokazimo da su tada operacije
L i B oblika (1)a

Na osnovu Teoreme 4.4.1. za fiksirano j redom j=1l, j=2,...,
j=n i svako i dobijamo

Ix(xil§ = X; + Ay (Xl 1 ) B(Xlil) = Bl(xg) + Xg

1 *i+1
(2) 1 l el ny _ n
A= x5 2 A;°7Ga77,x5,) B(x)) = Bylxg,x3) 2 x5
(3.2.13) . .
AGEY = x; n AP GEL B ) BGE) = B (A x,
gde su " o+ n,mr2nmn, m3 N ..y, " n " (binarne) grupe.
Ogakle

(3.3.14)  x; + A, (xI71a® ) = x; & A(k)( 1152 1) (k=2,...,0)

Postavljajuéi u (3.2.14) x; = O gde je O jedinildni element grupe

1

+ " imamo
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(3.2.15) A3 (a7h,ad ) = 0k A a7 ,g) =X A(k)<xl -t f+1>
(k=2,...,n)
Tada iz (3.2.14) i (3.2.15) dobijamo

(3.2.16) x; + c%kAik)( 1-1 .o ) =x k A(k)( 1-1 .o 2 1) (k=2,...,n)

11li zamenjujuéi x. sa x i A(]‘{)(xl l <2 ) sa Yy

i i1
(3.2.17) x+ Xy =xky (k = 2,...,1)
Relacija (3.2.17) nam daje da su sve grupe "2", "3",...,"n" izo-
topne, pa prema tome i izomorfne sa grupom " + ". Doka¥imo da je
o(k izomorfizam grupe Q(k) sa grupom Q(+). Kako je o(ky =0ky

to Je D(k permutacija skupa Q. Ako u (4.4.17) stavimo O(kx umesto
x dobijamo

(3.2.18) dkx + dky = O(kx ky=0kxky =0(k(x k y)

odakle imamo da Jje O(k izomorfizam grupe Q(k) u grupu Q(+).
Iz (3.2.17) i (3.2.18) i zamenjujuéi O<ky sa y dobijamo

dk(x+ y) = 0<kx +y

odakle, za x = O imamo D(ky = O<k0 + Y.

Na osnovu dokazanog i (3.2.13) je
n _ n n-1 |
By (x5) + xy = B2(Xl’x5) + D<2X2 =...= B_( Xl ) o+ dnxn

t3.

li

(3.2.19) Bl(xg) + Xy Bg(xl,xgl) +C><20 + Xp = een

it

n-1
B(X1 )+(>(O+Xn
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Iz prve u nizu Jjednakosti (3.2.19) za x; = O dobijamo

Bl(xg) = Bg(O,xg) + 0/20 + X

pa je
ny _ n
(3.2.20) B(Xl) = B2(O,X5) +(XEO + Xy o+ Xy
Iz druge u nizu Jjednakosti (3.2.19) za X] = X3 =0 dobijamo

B2(O,X§) + 0%0 = BE(O,QXE) +C%50 + Xz

i na osnovu (3.2.20) imamo

n . n
B(xy) = BB(O,O,X4)-+ CKBO + Xz + Xz + Xy
Produzujuéi ovaj postupak konac¢no dobijamo

B(X?) =Db + Xy + oeee + X5 + Xy

n-1 n
gde je b = B_( 0 ) + & 0 = B(O).

Za operaciju A iz (3.2.13) Jje
n n n-1
x; + A (x5) = x5 + A2(X1’X3) = ..o =X+ An(x1 )
pa sliénim rasudjivanjem kao i pre dobijamo

A(x?) = X] + Xp + eeo + X + 8

' n-1 n
gde je a = An( 0 ) = A(O).

DokaZimo sada da je grupa " + " komutativna. Iz (3.2.19)

imamo

Bl(xg) + Xp = Bn(xg—l) +C%n0 + X
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odakle, 2za X5 = ooo = X, 1 = O dobijamo

n-2 n-2
(%3.2.21) Bl( 0 ,Xn) + X = Bn<Xl’ o) + C<n0 + X,

Stavljajuéi u (3.2.21) ¥y = 0, zatim x, = O dobijamo
n-2 n-1
Bi( 0 ,x,) =B, (0)+ X 0+x,

(3.2.22) n1 5

N~
Bl( 0 ) + Xy = Bn(xl, 0 ) + C(no
Zamenom (3.2.22) u (3.2.21) nalazimo
n-1 n-1
Bﬂ( o) + O(nO + X, Xy = Bl( 0 ) + X + X,

1

1 n-
) o+ CXnO = Bl( 0 ), pa Je

N
odakle, za x; = x, = O je B ,( 0

X + Xl = Xl -+ Xno

Time Jje teorema dokazanae.

Posledica 1. Ako je A =B tj. ako n-kvazigrupa A
zadovoljava (i,Jj)-modularan zakon za svako i,j & {l,.oo,nf , tada
Jje A komutativna n-grupa.

Dok az
‘Na osnovu dokazane teoreme je A(X?) = Xy + .0 + X + 8,

gde Jje "+" komutativna (binarna) grupa. Neposredno se proverava da
A zadovoljava asocijativan zakon, pa Jje prema tome A komutativna

n-grupa.

Teorema 3.2.3. Neka Cetiri n-~-kvazigrupe A,B,C,D za-
dovoljavaju uopsteni (i, Jj)-modularan zakon

i-1 pe By LD -1 - o
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Tada postoji binarna grupa ".," i (n-1)-kvazigrupe K i P da je

AGD) = IS(E) @@ @FEN ™ x; o kGG, )

BGE) = (z5@))TT Lq<a><P<x§' x3,1) © TP (@)x)
(2) n C j-1

D) = I (E)x; aK(x}-l,x§+l)

gde . su LA(§), L (a), L (&), L (g) i-te translac13e za A i1 D, odnosno
Jj-te transla013e za C 1 B u odnosu na a, za koje Jje ispunjeno

Ajmy B~ Crovy Dy
Li(a)Lj(a) = Lj(a)Li(a).

Dok az

Na osnovu Leme %.2.l. imamo da su A i D izotopne sa nekom
n-kvazigrupom S, a B i C izotopne sa nekom n-kvazigrupm T, pri tome
S i T zadovoljavaju (i,j)-modularan zskon. Ta izotopija Jje data u
relaciji (3.2.4) (str. 31). Onda na osnovu Teoreme 3.2.l1l. za
S 1 T dobijamo |

-1 n
J+l

i- l - ) o x.

(3.2.23) S(x?) = X3 c'K(x 3

X5,170 T(Xl) = P(X

Iz (3.2.23) 1 (3.2.4) dobijamo (2).
' Time je teorema dokazana.

Ako u jednakostima (2) Teoreme 3.2.3 stavimo L§<5) — o,
LE(E)(Lg(g))~1 =/6‘,ZLE(§) = XQ, tada s obzirom na jednakost
L‘j“:(a)L?(’aT) - Lg(’é)L]i)(E) va¥l sledeéa:

Teorema 3.2.4. Ako Cetiri n-kvazigrupe 4,B,C,D zado-
voljavaju uopSteni (i, Jj)-modularan zakon
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i-1 ny _n j-1 i-1 n n
AGTT B3 %) = OG0T Ry )0 5,)

tada postoji grupa "," i (n-l)-kvazigrupe K i P da Je

AGE) = (B e k(™))
BGE) = ARG, ) e B
cx) = X@G™,x5,0) o x))
D(Xil) = G}X o K(Xl -1 ]Z:Ll+l)

gde>su C(, /%, 52 permutacije skupa Q odredjene do na ekvivalen-
ciju, a grupa "o" odredjena do na izomorfizam. K i P su proizvolj-
ne (n-1l)-kvazigrupe.

Za n-kvazigrupu kaZemo da zadovoljava entropijski zakon,

ako Jje ispunjeno

A(A(xll,xl2,,°,,Xln),A(Xel,Xeg,eo,,xen),.oa,A(an,Xn2,.°o,xnn))

(3)
=A(A(X11,X21,°°o,an),A(xlg,xgg,ooo,Xn2),ooa,A(xln,X2n,.on,xnn))

za svako %4 5 & Q, i, € ;1,.°,,nf.

Identitet (3) se srele pod raznim nazivima: medijalnost, bisi-
metrija (ovaj termin se Cesto upotrebljava u teoriji funkcionalnih
Jednacéina), kvaziabelov zakon i dr.

Teorema 3.2.5. Ako n-lupa A zadovoljava entropijski

zakon (3), tada je A komutativna n-grupa sa jedinicom i pri tome,
postoji binarna komutativna grupa " + " takva da Je

A(x?) = Xy + X5 o eee + X, ~-(n-1)e

gde je e jedinica n-lupe A.
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Dok agzg

Neka je e jedinica n~-lupe A. Postavimo u (3) X;4 = e izuzev
Xi19X 00 000,X;, i le,xgj,OGO,xnj » tada (3) postaje

A(Xil3°°;5xi—lj’A(Xil’°°°’X'n)’X

1

i+ljo e 2%y ;)
(3.2.24)

lj’°°°’an)’xij+l’°°°’xin)

Kako je (3.2,24) ispunjeno za svako i,j & fl,,,o,nf', to imamo da

n-lupa A zadovoljava sve (i,j)~modularne zakone. Na osnovu Teore-
me 3.2.2. (Posledica l.) je a komutativna n-grupa tj.

(3.2.25) A(X?) =X+ Xy 4ol + X, + a.

: n
Kako je A(e) = €, to iz (3.2.25) dobijamo

A(g) =ne + g = ¢

cdakle je a = —-(n-l)e, pa Je konaéno

A(X?) = X) + X5 f cee + X, ~-(n-1)e,
Neposredno se utvrdjuje da Jje e jedinica n-

grupe A,
Time je teorems dokazana,
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iv. DEO

4, NEKI REZULTATI I1IZ TEORIJE UD-GRUPOIDA SA
PRIMENAMA NA KVAZIGRUPE

4.1, Uvod

Neka su S,T,V tri neprazna skupa i

G:SxT—>7V,

tada uredjenu detvorku (3,T,V; G) zovemo U-grupoid (uopSteni
grupoid).

Uvedimo oznake

Lg x 1&f G(a,x) , Rg X 225 G(x,b)
gde su a & S, b & T neki fiksirani elementi. Preslikavanja

Lg i R% zovemo leva, odnosno desna U-translacija u odnosu

na element a, odnosno b.
Ako su Lg i R% sirjektivna preslikavanja, tada U-grupoid
G zovemo UD-grupoid (U-grupoid sa delenjem). Tj. U-grupoid G zo-

vemo UD-grupoid, ako za svako a &S, beT, c & V jednacine

G(x,b) = ¢ i G(a,y)= ¢

uvek imaju resenja po x « S i y<T, ali ne obavezno jednoznalna.
Ukoliko su ta resenja jednoznacna (ili ukoliko su Lg i R% bijekti-
vna preslikavanja) onda U-grupoid G zovemo U-kvazigrupa.

Za U-grupoide, UD-grupoide, kao i za U-kvazigrupe uvedimo

~ pojam homotopije:
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Definicija 4.1.1. U-grupoid (S,T,V; A) homotopno
se preslikava na U-grupoid (S, T, V, B) ako postoji trojka H=EX4&fJ
sirjektivnih preslikavanja K: S—>S; fS: T —>T, Xo‘: V—>V,
takva da je ispunjeno

$a(x,y) = B (Ax, By)
za svako x &S, y T,

Ako su X, 3 ,‘g‘ bijektivna preslikavanja, tada homotopiju
zovemo izotopija.

Lema 4.1.1, Homotopna slika UD-grupoida je UD-grupoid.

D ok az

Neka je (S, T, Vi B) homotopna slika UD-grupoida (S,T,V; A)
pri homotopiji H = [d,[ﬁ,a"].

Posmatrajmo jednaéinu B(x”, b”) =c’ gde su b'e T, c’'& V~
neki fiksirani elementi. Neka je b’ = Ab, ¢’ = fc za neke elemen-
te b &7, ¢c & V. Jednadina A (x,b) = ¢ ima skup reSenja u S.

Odakle, na osnovu homotopije imamo

KQA (x,b) = B (dx,ﬁb) =‘§c
tj.
B (0(){, b’) =c”’
Re3enja poslednje jednadine su &x € S’ za svako x za koje je
A(x,b) = c.
Sli¢éno se dokazuje postojanje resenja jednacdine B(a“’, y’) = c/

Time je lema dokazana.

4.2, UopStenje teoreme o detiri kvazigrupe

sa primenama

U ovoj tacdki dokazane su neke teoreme o UD-grupoidima veza-
nim zakonom asocijativnog tipa.
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Iz Teoreme 4.2.3. koju nesto kasnije dokazujemo, kao specijalan
sluéaj za n = 2 , dobija se Teorema 4.2.1. Ipak, ovde je Teorema
4,2,1. istaknuta kao posebna teorema, s obzirom na primenu pomodu
'koje dobijamo neke rezultate V,D. Belousova iz rada [9] , 1zloZenih

na prvih 47 strana.
Te orema 4.2.1 Ako Cetiri UD-grupoida A,B,C,D gde je
B: 8; x8 — S4 D: 5, x S3-—+>S5
A 84 X SB——4> S C 5y x S5~—%'S

zadovoljavaju jednacinu

(1) A(B (x,y),2) = C(x,D(y,2))

. C . .
za, svako Xeésl, y érSZ, z é-S3 i ako su La i Rﬁ bijektivna

preslikavanja za neko fiksirano a é-Sl i ¢ é:SB, tada postoji

grupa (S, o) koja je homotopna slika za sve UD-grupoide A,B,C,D.

Dokaz
Iz (1) fiksirajucéi redom x = a érSl, N =ﬁes2, zZ = ¢ & SB’

zatim x = a 1 z = ¢ dobijamo

C
A(1Dy,2) = LD(y,2)

A(Rgx,z) = C(X,ng)

(4.2.1)
RiB(x,y) = C(x,Ry)
A-B _ C.D
R.L, = L R,
Uo¢imo jednakost
(4-292) A(u,Z) RA'LI o I, Lb
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Jednakost (4.2.2) na osnovu pretpostavke o A definiSe bar
jednu operaciju ", '" na skupu S. U tom cilju, dokaZimo da 2za pro-
izvoljna dva elementa s,t &€ S jednoznacno je definisan element
s ot & 3, Tako, za s postojli samo jedan element u é—S4 takav da
je s = Rf
t mogu po;tojati 21, Zo 6-83 da je ispunjeno

u, jer je Rﬁ bijektivno preslikavanje. S druge strane, za

tie A CD

Set = RcuuLaLbzl = A(u,zl)

ot - ph. o7C:D _

S t = R u L Lb o = A(uyzz)

DokaZimo da je A(u,zl) = A(u,z2)
C D D
Iz (4.2.3) na osnovu pretpostavke o La dobi jamo Lbzl = Lbzzg

odakle
(4.2.4) LCLE Zy = Lngzz

Kako za bé:82 i proizvoljno u S4 postoji Xé&Sl da je
B(x,b) =u, to iz (4.2.4) i (1) dobijamo

C(x,D(b,27) ) = C(x,D(b,z,))
tj.

A(B(x.b), 2z7) = A(B(x,b),zg)
ili

A(u,zl) = A(u,zz)
Time smo dokazali da je operacija " o" dobro definisana na skupu S.

o ) def

Dakle, (S,S,S; == (S,9) je homotopna slika UD-grupoida

(S4,55,5; 4) pri homotopiji = (8%, 1910, 1] (1 - idemtidko
preslikavanje skupa S). Na osnovu Leme 4.1.1. je (S, o) grupoid sa

delenjem. Iz dokaza da Jje "o " dobro definisana operacija sleduje i
vigde, da je (S, o) kvazigrupa.
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Iz (4.2.1) na osnovu (4.2.2) nalazimo

A(u,z) = Réu<oLngz

B(x,y) = (RY)™! (RARPx o L0RDy)
(4.2.5) A

C(x,v) = RCR}SXOLSV

!
—~
=
~—

D(y,z) -1 (Réngo Lngz)

Odakle imamo da je kvazigrupa (S,°) homotopna slika za sve UD-gru-
poide A,B,C,D. Da je (S, o) grupa, dovoljno je dokazati da je ope-
racija " o, " asocijativna na skupu S.

Zamenom (4.2.5) u (1) dobijamo
AB. _ -C.D C.D. _ A A-B. _.C.D
(4.2.6) (RARPx «ITRDy) o 1017z = RCREX o (RELPy 0 10102)

i kako je
LgRg = Rng to (4.2.6) postaje

(§eq)e%=- &§°(7°5)

za svako %, ’? ,§é—S. Dakle, (S, o ) je grupa.

Time Jje teorema dokazana.

Napomena. Kardinalni brojevi skupova;S4, 85 i S moraju

c

biti jednaki, Sto neposredno sleduje iz uslova da su Rﬁ i La

bijektivna preslikavanja.

Primer . Neka su S; = %Xl, X5, X3, X4§, So =%y1sy2,y3§
S3 = ?Zl’ Zos Zgs Z4 25§, S4 = {a, b, ¢ i s 55 ='§P s Q4 rf

S ='{u, v, mr% dati skupovi. Neka su preslikavanja A,B, C i D defini-~
sana sledecim tablicama:




B 1 Yo ¥3 P_ 2 Zs 23 Z, Z5
Xy a b c yy p r p q
X c a b Yo p r r
X5 b c a Y3 r q p r p
Xy c a b

A Z z z z z C P q r

1 2 3 4 .75

a u v w u w X3 u w A

b w u % w \% S v u w

c \% w ou v u X5 w v u

Xy A% u w

Neposredno se proverava da UD-grupoidi A,;B,C,D zadovoljavaju

jednakost
A(B(x,y)52) = C(x,D(y,2))

za §vako X é—Sl, ywéSz, z é;S3, kao i da su Ri, Lg bijektivna

preslikavanja za neko fiksirano xXeS; 1 zéSB.,

Takod je, lako utvrdjujemo da su svi UD-grupoidi A4,B,C,D homo-

topni grupi (S,o) gde je operacija " o " definisana tablicom
o u v w
u u v oW
v v w u
w w uov

ako uzmemo kao. fiksirane elemente X910 Y1» 23 t3.

; C D
Alx,y) = R* o018 1D &
’ 21 XYy

Za drugi izbor fiksiranih elemenata dobili bi grupu izomorfnu

grupi (S, o).,
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-Uvedimo u skupu svih sirjektivnih preslikavanja nekog skupa
P na neki skup Q relaciju ekvivalencije na slededi nacin:

A def (a0 € Q) (VxeP) (o = a:f3x:v)

gde je (Q, - ) grupa.

Ako u jednakostima (4.2.5) stavimo

A= 8, /= LoLY N rRAR2 , S=1lR), -1l

tada, koristedi jednakost RgLB = LgRD

v Vo
a c azl

Teorema 4.,2,2. Ako cetiri UD-grupoida 4,B,C,D zado-
voljavaju uslove Teoreme 4.2.1. onda je opSte reSenje jednadine (1)

Alx,y) = Ax o ﬁy
B(x,y) = o7 5ﬂxo<§y)
C(x,y) =5y\x o(fy

D(x,3) =P HSxe By)

gde je " ,% grupa odredjena sa tac¢noséu do na izomorfizam, a
preslikavanja Oﬂ /3, Bﬂ, é?‘,“f sa tac¢nosdu do na ekvivalenciju.

Posleddica . Ako je Sy = 32 = S3 = 84 = S5 = 3 i

04,/% s 52, é;,“P permutacije skupa S, tada dobijamo poznatu teo-
H remu Belousova o Cetiri kvazigrupe ([12) str. 93.).

U radu [9] razmatra se slededa funkcionalna jednsdina op-
| Ste asocijativnosti
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A(xl,x2,.,,,xl l,B(Xl,X1+1,.,.3Xl+m 1) li+m”'”’xp)

(4.2.7)
= C(Xl’X2, LN ’Xj—ljD(Xj’Xj-l-l,' 2 0 ’Xj-i-n—l)’xj-f-l’l, . .,Xp)

gde su A,B,C,D kvazigrupe definisane na istom nepraznom skupu

Q arnosti
Jal-= p-m+l , Bl =m , |C| = p-n+tl , |D|l = n

(Arnost operacije K oznadena je sa |K| ). Specijalan sludaj jedna-
3ine (4.2.7) za i=1, j+n-l=p razmatrao je M.Hosszu [32]

Ovde demo pokazati da se rezultati V.D.Belousova [9] mogu
dobiti primenom Teoreme 4.2.2.

Radi kracdeg oznadavanja uvedimo neke skradenice. Tako, niz

% s . s .
L B ] o II Z k
Xy sXp, 10+ 0,Xg O2nacavamo sa xy Simbol x, smatramo praznim ako

je sk, Isto tako, uredjenu s-k+1 -~ torku (Xk’xk+l”°°’xs) 0z
nadavaéemo sa (X§)4

Koristedéi uvedene oznake Jjednacina (4.2.,7) ima oblik

_l,B(x:{"‘m- ) c(x{ D(XJ+n Iy, xP )

) X J+n

i
(4.2.8) A(xl em

‘Razmotrimo sludaj jednadine (4.2.8) za 1i1<j, Jj<i+m<j+n.

U jednadinu (4.2.8) fiksirajmo zajednidke promenljive za
RO . o . . i-1 . p i-1 . _.p
operacije A 1 C, tj.fiksirajmo X7 i XJ+n sa  aj i aj+n

korespodentno. Tada (4.2.8) postaje

-1 - - -1 i+m-1 _j+n-1
gde su
. j+n-1 _ i-1 j+n-1 _p
Al(x X§ o m ) = A(ay” 7,x, i ’aa+n)
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1 i-1 _j-1
C (XJ ,X) = C(ai ,Xg ,X,a§+n)
i A4y, C su kvazigrupe arnosti lA1| = J+n-i-m+l lCl[ =j-i+1.
Stavimo
J+n-1 de?f J+n-1
A Gox{TTT) =5 Ap(x, (=TT
j-1 _i+m-1\def <, _j-1 i+m-1
B(xy 7, x5 )= BU(x{™), (x5 ))
(402elo)

Q
H

Iz

Cl(xg_l,x) 61((x£—1),x)

D(Xi+m-l xJ+tn= l) def = D((x 1hm— ), (X3+n—l))

3 i+m i+m
. _ J-1 _ i+m-1 J+n-1
ako jos uvedemo oznake X = (xi )? y = (xj )y Z (Xl+m )
tada (4.2.9) postaje
(4.2.11) A (B(x,1),2) =T (X D(Y,2))

~ Y

gde su Ki, B, Cy, D s obzirom na (4.2.10) UD-grupoidi. Kako
Jje

- s C —~ s s
B : qi~1 x oi+m-J Q D : Qitm-d ¢ Qi+n-i-m o

Ay Qx QiR 7g 3t xq —> o

i sobzirom na relaciju (4.2.10) pomodu koje su definisani ovi
- UD-grupoidi imamo, da UD-grupoidi Ki;g,ﬁl,ﬁ zadovoljavaju uslo-

ve Teoreme 4.2.2. to iz (4.2.11) nalazimo

(4.2.12) B(x,v) = 8%y,  Biy,z) =4S yepz).
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Tj-o' '

B - ot R e & adreely)
(4:2.13) ] .

R L T TE ey

gde je (Q; o) grupa, bg, 5\, /3 kvazigrupe arnosti13ﬂ=

J-1i
\5l= i+m~j

’ h@l= j+n~-i-m , a o i LP permutacije skupa Q
(kvazigrupe dufine jedan).

Zamnom (4.2.13) u (4,2.8) dobijamo

4T o (Fad e S ebtely)

(4.2.14)
= o(xd™1, -1 (c§\(X1+m be /5(x3+n 1.xR, )

i+m X,j+n
Odakle, fiksirajudi xghl sa cg"l tako da je‘g(cg'l) = e

(e = jedinicsa grupe ", "), ‘imamo

A(X' S, lé\(xl‘Lm— ) X§+m)

(4.2.15)

= i-1 it+m-1 J+n~1y _p
= K(x; "CS(XJ )ofg(xl+m 2 X3in)
gde je -

i-1
K(x3™",y,%8

i-1 -1 -1
j+n) = C(xl ﬁ,ci "‘P -y,xp )

Jj+n
kvazigrupa arnosti |K(| = itp-j-n.

Ako stavimo
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tada iz (4.2,15) dobijamo

(442.16) A(Xl l,x X§+m) K(x:L L CXXo/S(xiig 1) X3+n)

Ako u (4.2.14) stavimo c§(x§+m_l) = e , dobijamo
j+n-1 P
’(f /3(X1+m ) X3+n>
= A(x]” ,o(lbﬁ(xJ 1y, xP )

1+m

Odakle, na osnovu (4.2.15) imamo

J -l j+n-1 p
C /3 (Xl+m ) XJ+n)

= K(Xl 1‘ BQ(XJ 1)0 ﬁ3(XJ+n 1) xE )

i+m j+n

ili ako stavimo (f ﬂﬁ(xiiﬁ'l) =y , nalazimo

(4.2.17) C(Xi'l,y,xg+n) = K(X' ZFCXJ Lo Py, xP

J+n

Kona¢no, relacije (4.2.13), (4.2.15) i (4.2.17) daju

Li-1 P _ i-1 J+n-1 P
A(xy Ko Xym) = K(x7 7, c>(X"/S(XJA-m ) X3+n)
B(X;+m—l) =()rl ( X%Xg—l)oég(x§+m_l))

(4.2.18)
. §-1
(™ Lyl ) = k(7Y Bﬂtxa Do Py, xP Yon )

1+

D(X§+nf1) = - (é;(xl+m 1) /3(Xl+n—: ),



gto pretstavlja opSte reSenje jednaline (4.2.8).

Specijalno, za i=j, n=m iz (4.2.18) dobijamo

¢ pirm-l _ i+m-1
A i-1 p _ i-1 P
A(xy Tox,xf ) = C(x3 ,f)x,xi+m)

gae je- g - %;%X permutacija skupa Q.

Za i = j. j<is+m < j+n iz (4.2.18) dobijamc

o f o1 p _ 1+n -1 5
A(Xl "X’Xi-',-m) = O<X ﬁ( ) X"L l’l/

X1+mul) - o?lég(x%+m"1)

D(Xé+nﬂl)== LF_l (ég( 1+m 1ye /3(X1+n—1))h

1+m

Za i< j, i+n = j+n iz (4.2.18) dobijamo

A i-1 D _ -1 D
h(Xl , X Xl+m) = K(Xl , Ax X1+K)

dem-ly_ pl (ag(xg—l)og(xiij.+m-..l)-)

j L 1 -7
D(x%*m“l) =(P~1c§-(xg+m~l)';

/
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Sledeéi sematski prikaz daje pod kojim uslovima je jedna-

¢ina (4.2.8) resSena

A i B i+m
J D j+n
3 D j+n
C
: D
I .
i D j+n
e —

U ostalim slucajevima, resenja jednacdine (4.2.8) se ne izraZava-
Jju preko jedne grupne operacije i kvazigrupa manje duZine, ved
samo preko kvazigrupa manje duzine [91 . Resenje za i< j ,
i+m = Jj+n ne moZe se dobiti iz teoreme 2.1. rada [9] .

Sledela teorema karakterisSe (l,n)-asocijativne n-kvazigrupe.

Teorema 4.2.3. n-kvazigrupa Q (A) je (1l,n)-aso-
cijativna tj. ispunjen je zakon

alax]), =281y = Al a2nh)

ako 1 samo ako je

1y o x

... n B o (0
A(Xl) = X3 R(x2 0

gde je (Q, o ) grupa, a K proizvoljna (n-2)-kvazigrupa.



Dokaaz

n» l)o:x , lako se proverava da je

Akc je A(X = Xq o K (xﬂ n

4 (1,n)-asocijativna n-kvazigruna.

Obrnuto. neka je Q(A) (i,n)-asocijativna n-kvazigrupa tj.

vazi

AaGE) X Th) = AT AGETT)

Tads na osncvu Teoreme 4.2.2. imamo

4 ﬂ) = dxj_oﬂ(}:g)

A(Al/ = l( bﬁ(xil“l)oé\xn>
4.,2.19)
( .ls.(:}x ) = KQ("{n 1\o(fx

A(_K?) ':“\0“~ (A\X o/ﬁ( 1’1))
Jaakle,
(4.2.20) O(Xl ,-2 }sq xn" Yo 'f x,

Ve LPXn = e (e = jedinica grupe " ,%") , iz (4.2.20) dobijamo
-1 T .n-1
(4.2.21) Y1) —olx) o fA(xE)

~d> je fg(xgﬂl) =(3(Lﬁ*e,x2"1). Zamenom (4.2.21) u (4.2.20)
dobi jam»>

(4.2.22) (=) = (3( 1)o Pz .
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Iz (4.2.19) je
o HF e dxy) = g Ex o g

to na osnovu (4.2.21) i (4.2,22) dobijamo

ofl(0<xlo fg(xg'l)ochn) =<P"1(cyxlca]§(Xg—l)°‘FXn)

odakle, ako stavimo i@(xg_l) = e imamo

My 2 Sxy) =@ (S xy o F )
ili
(4.2.23) Xz 08¢ x ) =M SxIx o x) .
Iz (4~2,1§) je

Xxpo AxD) = oC T F ) oS

odakle, zbog (4.2.21) i (4.2.22) imamo

C%Xlo ig(xg'l)otfxn =c><'—1 (o(xlaig(xg"l)oé;xn) .

Ako u poslednju jednakost stavimo C*(x1 = e ,Zi(xg—l) = e dobi-

jamo $= X185 . Sli&no se dokazuje da je © = PA. Tada, iz
(4.2.23) imamo

fol(xlo c(xn) =‘f;1(‘fkl ° X.)

odakle, za X, = e, zatim X, = € nalazimo

L(Xn = aeX (Pe = a)

b)

0(X1=Xl°b (O<e
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Tada
C§\X =O<CFX =0<(aox) = 8aoXob ,
Na osnovu dokazanog imamo

A(x]) = Kxjo [S(:f:g) = xy0bo ﬁ(xg"l)o‘f’xn

Xqe boﬁ(xg"l)o aex, = XIOK(XS"I)O X,

gde je K(xg"l) = va;txg"l)o a.

Do istog dolazimo ako podjemo od bilo koje Jjednakosti iz
(4.2.19). Na primer, ako podjemo od druge jednakosti imamo

AGE) = o e S xy )= ol (X xy 0 BDT) 0 Sx)

= ozl(xlo b Oﬁ(xg'l)oa © X, ° b):xlc K(xrzl"l)o X, -

Time je teorema dokazana.

Slededa teorema Jje centralna u ovom delu rada.
Teorema 4.2.4. Ako UD-grupoidi Ay 5By (1 = 1,400,0)

A I;Q

n- L n * %3 > Q1 Bp1 ¢ Xpa%XPy > Py 1

hpoo't Qp1¥ Xy —=Qp 5 Bpo 8 X 0¥ Pyg—> Py o
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hy ¢ Q3 X Xn-—-> Q2 B2 : X5 X P3—+>P2
4 ¢ QP X Xp—>0Q By ¢ X x Py—>Q

zadovoljavaju jednacdinu

]

B1X132X2,ﬂ,B XX

(2) Aydp--odpX Xpe e Xp g n n m-l

i ako su c%k, 5gk (k = 1,...,n~1) definisana na slededéi nadin:

7

za neko fiksirano X, é'Xn—k+3 i yo‘é'Xn , bijektivna preslikava-

nja, a dn’ ZSQn’ /sk’ cgk (k

l,...,n) definisana na slededi

nacéin: B?
O(nu_ = Al’l (u,XO) 2 nv = Bn(yo"v>
ﬁkx = Ak(uo,X) > é\ky = Bk(y,vo)

za neko fiksirano Xoéé:Xn+l’ yoéé.Xna Uy €Qp. 1> Vo E P _q

sirjektivna preslikavanja, tada postoji kvazigrupa (Q, ¢ ) koja je
homotopna slika za sve UD-grupoide Ai,Bi (i =1,...,n) i za koju

je ispunjeno

(e--((ug eus)eugles-ajouy e u, 4

= Uq © (u2° U%BOCwa O(uno un+l).,a) »



Do k a z. Radi kradeg zapisivanja uvedimo oznake:
Js  def o4 s def 5Q
O(k = dsoz-s+l"’ k ¢ Bﬂk KQ KQ +1°°°

za g<k, k=1,...,n-1, gde je desna strana gornjih jednakosti
proizvod preslikavanja. Jasno, da su preslikavanjacXE i E&E

za svako k & %l,aqa,n~l% i svako s bijektivna preslikavanja-

Iz (2) fiksirajuéi redom Xlé}Xl, X5 éLXZ,ono, anlé;Xh—l

tj. sve x-ove osim x i X zatim sve x-ove osim x4 i x

n+15 n+ 1’

itd. sve x~ove osim X4 i x 1 dobi jamo

| 1
Al((32xn’xn+l) = y an n’ n+1)
. B 1
ﬂﬁd2ﬂf%43ﬁﬂﬂ - nZIzﬂan’gﬂxmi)
(4.2.24)

2 1
85 A% no %) = ¥ naBaa(Fn 2°2f€1~ ép Rpp1?
! 2 B 1
8 (A flsxy 3omp 1) = ¥ E 4By a(xpy 3, dﬁxn+l>

2

a1 (X3 ~1/0 %2 %n41) = 5}1 o (%55 6/?n 15/() Xne1)

A (K2 _ X x % Xne1) = Bz, XO n*ni1’ °

Isto tako, ako u (2) fiksiramo redom sve x-ove osim X1 i X5

zatim sve x-ove osim X4 i XB, itd. sve x-ove osim Xq i X dobi-

jamo
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1
O<n—»~1An(Xl’X2) = By (x4, Cg\zxz)
1, - -
0<n-—2"in~-l( O(I’lxl’XB) = Bl(xl’ Ay2 5\3 X3)
1

2
3402 (X g o pxy 5 %y) By (xp, 5 4, X4

1 2 2
Q(n--élﬂn—B(O(n 1 KAp¥yr%s) By (x5 5}24 85}‘5)

(4.2.25) . .

o °

4
1

1, 4 _ 2
- X “‘3(0(1’1-10< n*1:%p.1) - Bl(xl’ 2 A\n—lxn-l)

n-—

O(lA2 (O< 0< nX1s%,) B, (xy, i_lcgnx )

n

Iz (4.2.24) fiksirajudi X1 € Xpp1 U svim jednakostima,

kao 1 iz (4.2.25) fiksirajudéi u svim jednakostima y & Xl dobi~-

Ozlﬁz = i—lé\n dz]:l—lﬁn - Jql Cf\z

jamo

0(1/33 - n—2 n-1 0(111-2 ﬂn-l =Xh

Bfs Hhades s, 34

(4.2.26) A

n

O@-lﬂn = d}l 002 O(%/ﬁ }1—2 é\n—l
- O<n "é\l 0(1/52 = .':t‘-l—-lé\n '

]

o
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Uodimo jednakost

. 1 -
(4.2.27) Al(u,x = C%lu °0 -1 5Qng

n-+l> n+1

Da jednakost (4.2.27) definiSe bar jednu operaciju "o-"
na skupu Q slic¢no se dokazuje kao i za jednakost (4.2.2) Teoreme
4.2.1. Dakle, kvazigrupa (Q, o ) Jje na osnovu (4.2.27) homotopna
slika UD-grupoids (Q2,Xn+1,Q; Al) .

Iz poslednje jednakosti (4.2.,24) na osnovu (4£.2.27) imamo
By (%15 § o genxn+l)v = 4y (lg o %)
= 0(1]:1__1 o nX1° i—-l AQ n*n+l
Ili ako stavimo g—l 52nxn+1 = ve&bP, imamo
(4.2.28) By(xq,v)  =op_ KX xq° <quv

Iz (4.2.24) i (4.2.25) na csnovu (4.2.27) i (4.2.28) dobi-

jamo

O<1X° i-—l fny

Wt (oo 1, 8

Al(x,y)

]

Ay(x,y)

Q%%)Tl(0/§xo 1 é?n_ly)

AB(X’y> n-2
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A q(xy) = <o<1 T x e §5 S
Ap(%,3) = (o 7 AL 0<nX°5’§ S
(4.2.29) ;‘Bl(x,y) ) i_ldnxo Xlly
B, (X,y) = (bglrl @l ﬂ;xoféy)
Bos(ny) = (YL 7 g fexel sy
oty = (YR e el
Bp-a(xsy) = (XQI}I—-2>_1 (A3 /53“%1]&—157)
B_(x,y) = LTt (e Aot ¥

Odzkle imamo da Jje kvazigrupa (Q, ¢ ) homotopna slika za sve
UD—gI‘upOide .A.i, Bj. (i = l, o0 ,n) .

Zamenom (4.2.29) u (2) dobijamo

(X g0 g @ X(l A\ )°X< A\ Yo --->°§i-13nxn>°ﬁp Xenx

n+1

= 1 1 1
B Ckn 10<3X1 (Cin 16% xp o(. .. 0(0(2/®3 Xn—looxlp2xﬁ’ n—lgixn+1l,

odakle, sobzirom na (4.2.26) imamo



(.%m(ulo u2)ou3)o...)o un)o U, 1= ulo(uzo(...o(un_lu(unoun+l),..)

Time Jje teorema dokazana,

Primer. Neka su Q(Ai) i Q(Bi) (i = 1,2,3) kvazigrupe

reznih duzina, kaje zadovoljavaju jednadinu

AI(AZ(AB(Xl’""Xn)’xn+1’""Xm)’Xm+1""’Xp)

(4.2.30)
= Bl(Xl""’Xi’BZ(Xi+l’""Xn’BB(Xn+l""’Xp)))
arnosti
|4l = p-n+l |4\ = m-n \ﬁB\ = n
IBl\ = i+1 \B,l = n-i \BB\ = p-n (1<i<mn) .

Na osnovu Teoreme 4,2.3. neposredno nalazimo opsSte resSenje
jednadine (4.2.30). U tom cilju stavimo

r [ def 7~
Jil(u,Xm+l,-oc,Xp) = nl(u,(Xm_’_l,...,Xp))

/\l
Ao (VyXy 15 ee X)) == Ap(vy (X q5eeesXy))

T
Ag(xy 5 e e sy) I CE N AN
(4.2.31) tor o
By(Xy5-ees%;,W) 252 Byl(Xyser.,X;),w)
def

1\

—~
B2(X1+1,...,Xn,t) B2((xi+1,...,xn),t)

[oF
o®
H

\\

—~
/ / -
B3\Xn+l,..,,xp) Ba\(Xn+l,...,Xm),(Xm+l,...,Xp))

i-1 -7 -
gde su (Xl,...,xi)élQ y (Xi+1,...,xn)éQn 1,(Xm+l,...,xp)é&Qp m ,

m-1i
(Xn+l""’xm)éQ sy U, v, w, teqQ.



Tada (4.2.30) postaje

(4.2.32) Ei(Zé(Z;€zl,zz),23),z4) =lgi(zl;ﬁé(zz(£%(23,24)))

gde su
—~ - Py ] -
A e x Qg B, : o¢lxao —sq
?:E:Qme—ll_.)Q §2: Qn"ixQ—>Q
E% : Ql—l X anié,Q 153 : QPR x Qp—?__> Q

UD-grupoidi za koje su ispunjeni uslovi Teoreme 4.2.4 Sto se
lako proverava na osnovu jednakosti (4.2.31) koristeéi pretpostav-

ku da su A; 1 By (i = 1,2,3) kvazigrupe, pa je

El(x,y) =0(1X0 Bﬂ% A}By %1(5(3}’) =0<%O<3X°0iy
By =) ezl 8y By =<831>“1<o@ﬂ3xo<\%y>

PNERD =(0§%)—1(O(:2L0(3X05§é\2y) By(x,) {&]2')—1(0/1ﬂ23c0((]2‘ ng)

ili zbog (4.2.31)

3 X ) =G<1uoy%¢f3 (x voesX )

Al(u,xm+1,... D me 1 p

AZ(V’Xn+l’ v ’Xm) =(0<1)_1(0<]2-V° 5% CS\B(XH+1’ oo ,Xm))
Ag(Xy s eee,Xp) =Q¥%}¢l(a%ci3(xl,,,,,Xi)OJQAL(Xi+1,¢,,,Xn))
Bl(xl,..,,xi,w)' =O%<XB(Xléfa.,Xi)c)XaW

Bo(xy, qseee X5 t) =»(J£)—%SQ%_ﬂ3(Xi+l, ceesx o th)

X ) =(M%)—l<'0<.lﬂ2(Xn+l,.-.,Xm‘)OKQ]é(Sé(X

B3(Xn+1,coc p

m+1"°"Xp)’
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Koristedi (4.2.,26) i ako uvedemo oznake

SRR R R R A

\<2/1=§ ) d%d3 = LF ’ Oz]éﬁB = 5}13\2 =\f/ dobi jamo

m+l’.i09Xp)

Al(u,xm+l,...,xp) =y o ﬂ(x

Ap(VaXy 9500 e, X)) =0Z1( Kevo S(Xn+1’ ceesX )

FNE PPN, A1 A ACTRNEI E {CHIE 300
By(Xyseeerxi,w)  =Fxy,.00,x5)0w

By(Ry,1seresXns®) =) (W (g g, 00 eamy)e §1)
By(Xy e %) = & (S Gty qae e sy )y, 150 es %))

gde je (Q, o) binarna kvazigrupa za koju vazi zakon

((ugeupleusz)euy = uje (upye(uze uy))

o ¥, M, 8 q—> q
preslikavanja 1-1 1 na, tj. kvazigrupe duzine jedan, a ﬂ,é\, (70
i gde su

A P Tsq,d:d" s, Y:o"isa, W g
pfeslikavanja na, tj. kvazigrupe arnosti:

31 = p-m ASIl= men , (¥I= i1 ,IW[= n-i .
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