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р R 1 L О G т Е О R 1 Ј 1 к V А Z 1 G R U Р А 

Оо UVOD 

Ројат kvazigrupe је izvesno prosirenje ројша grupe, odnosno 

grupa је оnа kvazigrupa koja је asocijativnao 

U imp1icitnom obliku ројаш Kvazigrupe susrece se уес u ra­

аи LoEu1era [25] , gde se tretira tzvo problem о 36 oficira, koji 

је ekviva1entan postojanju para ortogona1nih 1atinskih kvadrata 

razmere 60 Latinski kvadrat је Ke1ijeva tablica za konacne kvazi­

grupe i igra vaznu u10gu u kombinatornoj ana1izi [3~ о Njegovi se 

rezu1tati, prema ааnаэnјој termino1ogiji, mogu oznaciti kao prvi 

rezu1tati iz teorije neasocijativnih a1gebarskih struktura, оаnо­

sno kvazigrupao Ipak, kao pocetak teorije kvazigrupa i 1upa uzima 

se 19350 godina sa ројауот rada RoMoufanga [38] о 
Znacajnije radove iz teorije kvazigrupa da1i su AoAoA1bert, 

R.HoBruck, доБаае, VoDoBe1ousov i dro оа komp1etnijih monografija 

navodimo RoHoBruck [1~ i VoDoBe1ousov 12, dok se mnogobrojni 

radovi koji tretiraju probleme iz оуе oblasti na1aze ро razni~ in­

ternaciona1nimcasopisimao 

Neki problemi iz teorije projekt: ivr.ih ravni, teorije funkcio­

na1nih jednacina i drugih oblasti matematike, nametnu1i su potrebu 

izucavanja univerza1nih a1gebri sa sistemom kvazigrupnih operacija 

Ј\, vezanih nekim identitGtom (zakonom) i1i sistemom identiteta o 

Problematika proucavanja ovakvih univerza1nih a1gebri sa identite­

tom rac~a se u tri vida problema: 

Prvi - ako identitet smatramo u obicnom smis1u (уо па pr. 

Drugi - kada nisu samo slobodne promen1jive, ~oje ucestvuju 

u identitetu, bi10 koji e1ementi skupa Q па kome su definisane sve 

kvazigrupe operacije iz Ј\, уес i sve operacije toga identiteta 

hi10 koje iz sistema /\0 
Treci - ako su neke operacije iz identiteta proizvo1jne iz 

)., а osta1e zavise оа njih. 
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Uovakvuvrstu problema spadaju i proucavanja tzv~ speci­

jalnih grupa u kojima је asocijativan zakon zamenjen nekim slabi­

jim zakonom. Tako је V.D.Be1ousov 1958. god. u t~l] dokazao slede­

бu teoremu tzv. "Teoremu о cetiri kvazigrupe": Ako cetiri kvazigru­
ре Q(Ai ) (i=1,2,3,4) zadovo1javaju opsti asocijativan zakon 

(1) 

onda эи sve Q(Ai ) izotopne jednoj te istoj grupi Q(.). Druge doka­

ze ove teoreme da1i su јов J.Acze1 u [11, Ј. Acze1, V.D.Belousov i 
~. . 

M.Hosszu u [2Ј , М. Hosszu u (зоЈ. 
Grupa эа oslabljenim asocijativnim zakonom proucavali su 

T.Evans u (25), Ао Sade u [45Ј, V.D.Be1ousov u [16), V.Devide u [2зЈ 
i dr. Tako је V.Devide u [2зЈ, izmedju osta1og, proucavao tzv. 

D-grupe tj. kvazigrupe Q(.) u kojima је za svaku trojku x,y,z 6. Q 
ispunjeno 

(2) 

gde su f,g,h permutacije skupa Q. Neposredno ае utvrdjuje da је (2) 

specija1an аlисај identiteta (1). U monografiji R.H.Brucka [18] ро­
аеЬпо эи proucene tzv. Mufangove kvazigrupe tj. kvazigrupe u kojima 
ви ispunjeni slede6i zakoni: х.е = еох = х, (x.y)(z.x)=(x.(y.z».x, 

gde је е jedinica kvazigrupe Q(.). Iz tih proucavanja proizasla эи 

mnoga vazna uopstavanja svojstava grupaa 

U poslednje vreme pojavi1i аи эе mnogi radovi posveceni uni­

verzalnim algebrama аа jednom n-arnom operacijom. Takve a1gebre obi­

спо эе zovu n-grupoidi. Prvi rad iz ove oblasti moze ве smatrati ГАn 
[24Ј W.Dorntea u kome эе razmatra uopstenje, za n-arni slucaj, рој­
та grupe. Iscrpniju monografiju о n-grupama i n-po1ugrupama dao је 

E.L.Post u L39] • Za teoriju n-polugrupa i n-grupa mozemo reci da 
эе na1azi u zacetku. Od nasih matematicara koji su da1i znacajnije 
pri10ge iz teorije n-po1ugrupa i n-grupa treba ista6i G.Cupona i 

B.Trpenovski l20] , [2јЈ , [22] , (48Ј, (491 i dr. Ako и n-grupoidu ро­
stoje sve inverzne operacije, onda za takav n-grupoid kazemo da је 
n-kvazigrupa. U nekim geometrijskim problemima (па primer и teoriji 

resetaka) znacajnu u10gu imaju n-grupoidi, роэеЬпо za п = 2 i п = з·" 
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F"Rado је 19БО.gGd.u radu [4зЈ izucavao vezu izmedju 3-kvazigrupa 

i prostornih resetki. 
Iz teorije n-kvazigrupa pojav1juju se radovi 19б4.g0d. 

l'1.HosszU i F.Rado [31], V.D.Be1ousov i J.VI.Hossz~ [17], V.D.Belousov 

i l'1.D.Sandik 19бб.gоd. u [lзЈ i dr. U radu [lзЈ se za n-arni slucaj 
uopstava teorema A1berta Сб] , koja tvrdi da је svaka binarna kva­

zigrupa izotopna nekoj 1upi. 
Jedan od osnovnih problema u teoriji n-kvazigrupa је pitanje 

predstav1janja n-kvazigrupe preko kvazigrupa таnје arnosti. П [lзЈ 
dat је nov dokaz Hosszu-G1uskinove teoreme koja tvrdi, da se svaka 
n-grupa Q(A) moze predstaviti ротоси neke binarne grupe 110" i nје­
nih automorfizama tj. 

n-1 -1....0 V:J gde је <р х = а Q х (;) а , г а = а f r је automorfizam grupe "о".' 

Ovu teoremu је l'1.НоsszЙ dokazao 19б3.g0d. u (29], а nezavisno оа 
njega L.M.G1uskin 19б4.g0d. u [28Ј. 

Ј ~vom radu razmatrani su neki problemi sistema kvazigrupnih 

operacija raznih duzina (arnosti), vezanih nekim zakonom i1i siste~ 

тот zakona. Zatim, dokazane su neke teoreme u a1gebri UD-grupoida; 
cijom primenom na1azimo resenje funkciona1ne jednacine opste asoai~ 

jativnosti па kvazigrupama raznih duzina. 

Rad se sastoji iz cetiri de1a. U prvom delu dati su pojmovi 

i oznake, kao i poznati rezu1tati па koje se pozivamo u osta1im gla':' 

vama. Prvi deo sadrzi i neke origina1ne 1eme. 

:П drugom de1u razmatraju se sistemi binarnih kvazigrupa koje 

zadovo1javaju razne a1gebarske zakone specija1nog tipa, kao recimo 

iutvrdjuje se izotopija svih kvazigrupa iz takvog zakona sa nekom 

grupom. Slicne zakone kao i navedeni, tzv. uravnotezeni, razmatrao 

је V.DoBe1ousov u гааи [14Ј (stг.б9.)о Metod dOkaza, za funkciona1-

nе jednacine koje se ovde razmatraju, bitno se raz1ikuju оа dokaza 

iz гааа (14]. S druge strane, koristeci se ovim metodom, mogu se 

razmatrati i drugi zakoni koji nisu asocijativnog tipa, kao sto је 
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to uradjepo u slucaju funkcionalne jednacine Те 

U trecem delu detaljno эе opisuju uopsteni (i,j)-modularni 

sistemi n-kvazigrupa. 
Prvo, dokazuje эе da эе svaki uopsteni (i,j)-modularan si­

stem n-kvazigrupnih operacija svodi па (i,j)-modularan (Lema 3.2~1:;;:)" 

Drugo~ dato је opste resenje funkcionalne jednacine 

па n-kvazigrupama (Teorema 3.2040)0 Tim rezultatima uopsteni ви re­

zultati B.Trpenovskog iz [47], [48Ј. 
U оуот delu Теогета 302.20 је centralna. Тош teoremom opisa­

nе ви sve n-kvazigrupe koje zadovoljavaju sistem (konjunkciju) 

(i,j)-modularnih zakona. Teorema glasi: 

n-kvazigrupe Q.Џ'.) i Q(B) zadovoljavaju (i,j)-modularan Z8.-

kon 

~ ~ 
za svako i, ј Е i 1, о о о ,п;"" , ako i эато МО ви 

gde је Q(+) Abelova grupa odredjena s tacnoscu do izomorfizma, dok 

su а i Ь neki fiksirani e1ementi skupa Qo 

Koristeci эе ОУот teoremom dati su potrebni i dovoljni uslo­

vi za n-1ири koja zadovoljava entropijski zakon (Teorema 3.2.5.)0 
Osnovni problem koji se razmatra u cetvrtom delu ovogc .. L'ada~ 

~~8toji se u sledecem: 

Ako familija UD-grupoida (uopsteni grupoidi sa de1enjem) za­

dovoljavaju uravnotezeni (jednakoslovni) ale;ebarski zakon, da 1i ро­

stoji binarna kvazigrupa koja је homotopna slika svih UD-grupoida 

iz tog zakona i pri tome, ta kvazigrupa zadovoljava taj isti zakОnђ 
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Teoremom 4.2.40' koja је u ovom de1u osnovna, dat је potvrdan 

odgovor па gornji problem za zakon 

Specija1no za п = 2, kvazigrup-a Q( о) koja је homotopna sli­

ka svih UD-grupoida је grupa, ра је tajs1ucaj izdvojen posebnom 
/ 

Теогешош 4.2.10 Do slicnog rezu1tata za п = 2 do§ao је М. Hosszu 

u radu (32Ј о Ovde је dokaz Теогеше 4.2-.1. bitno ирго§6еn i raz1i­

kuje se od dokaza iz [32]0 
Primenom Теогеше 4.2.2. dobijaju se svi rezu1tat~ V.D.Be1ou­

sova iz10zenih па prvih 47 stranica iz rada [9] , koji se odnose па 
resavanje funkciona1ne jednacine opste nsocijativnosti. Da1je, daj:.: 

se potrebni i dovoljni us10vi za koje neka n-kvazigrupa zadovo1java 

(l,n)-asocijativan zakon. Na kraju, izlozen је јо§ jedan primer 

ггimеnе Teoreme 402.4" па re§avanje nekih funkciona1nih jednacina 

sa kvazigrupnim operacijama raz1icitih duzina. 

Ve6ina rezu1tata iz rada prikazani su u okviru Odseka za аl 
gebru, matematicku logiku i teoriju brojeva, kao i u okviru (и !=:~l,.. 

za matematiku Matematickog instituta SRS u Beogradu. 
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1 D Е О 

1 о НЕКЕ DEFINICIJE, OZNllКE 1 POZNi .. 'l1I REZULT.L .. TI 

IZ TEORIJE KVi.,ZIGRUPi1. 

Skup Q sa jednom n-arnom operacijom А zovemo n-grupoid. ako 

za svako Х1 ' о о о 'Хn ~ Q је ь.(х1 ,. о о 'Хn) ~ Q i oznacavamo ga sa Q(A) 

i1i obicno saтo ва А. 

Niz xm'~+l'ooo,xn oznacavacemo sa~xJ~. Cesto сешо izo-

stav1jati i ve1ike zagrade tjo oznacavacemo ~ umesto 

Uko1iko је m > п smatracemo da је ~ prazan skup, а 

m = п se sastoji od jednog elementa Хш - Niz ~,X,~oo~X 

n-puta 

sa ~o Takodje, ~ smatramo prazan skup. 

~ xi~ ~o 
. п 

nlZ ~ za 

oznacavacemo 

Neka је Q konacan i1i beskonacan skupo Operacije proizvo1j­

ne arnosti du.zine oznacavacemo ve1ikim 1atinskim slovima l1.,В, С, о о. 

Tako A(x~) = xn +1 oznacava, da n-arna operacija А nizu x~ korespon-

dira Х 1 Е Qo Uko1iko је 1:.. binarna (2-arna) operacija, obicno ozna-n+ 
cavamo ва: ХоУ, Хоу, itd. 

Pod n-kvazigrupom podrazumevamo n-grupoid Q(A) u kome ро­

stoje sve inverzne operacije operacije 11. tj о Q(Jl.) је n-kvazigrupa 
ako ви jednacine 

jednozhacno resive ро x i za svako al,ooo,ai_1,ai+l,ooo,an,b Е Q i 

za svako i = 1, 2,ооо,n а Specijalno, binarni grupoid Q(i~) је kva­

zigrupa (2-kvazigrupa), ako su jednacine 

А(а,х) = Ь i А(у,а) = Ь 

jednoznacno resive ро Х i у za svaki par а,Ь Е: Q .. 
ll-grupoid Q(.i1.) zovemo (i, ј )-asocijati vnim (50], ako је 

ispunjeno 



- 7 -

А( i-1 А( n+i-1) 2n-1) = x 1 ,xi ,xn+i А( j-1 А( n+j-1) 2n-1) 
х. , Х. ,Х. 
~ Ј П+Ј 

za svako x1,.0.,x2n_1~ Qo 

Ako је Q(A) (i,j)-asocijativan n-grupoid za svako i,j 

1:::' i <. ј L п, tada Q(A) zovemO n-po1ugrupao 

n-kvazigrupu Q(A), koja је n-po1ugrupa zovemo n-grupao 

Preciznije n-kvazigrupa Q(A) је n-grupa ako su па Q(A) ispunjeni 

sledeci sistem zakona: 

(1) А( i-1 .А( n+i-1) 2n-1) = x1 ,xi ,xn+ i 

za svako i = 1,2,ooo,no 

Na primer za п=3 asocijativan zakon (1) ima oblik 

n-grupoid Q(A) kazemo da poseduje i-neutra1ni slog 

e1,ooo,e i _ 1 , ei+1,woo,en ako је ispunjeno 

( i-1 п) 
А e 1 ,Х, e i +1 = Х 

za proizvo1jno xEQo Лkо је e 1 = е 2 = 000 = еп = е, onda za е 

kazemo da је i-jedinicni e1ement? odnosno jedinicni e1ement ako 

је i-jedinicni za svako i = 1, о о .. ,п" 

Лkо n-kvazigrupa Q(A) ima bar jedan jedinicni e1ement, 

onda Q(A) zovemo n-1upa" 

n-grupa пе mora imati jedinicni e1ement, а moze imar.i ; 

vise jedinicnih e1emenata. U (39Ј је dokazano da svaka n-grupa 

ima 1-jedinicni i n-jedinicni neutra1ni slog, pri сети је i sva­

ka njegova cik1icna permutacija takodje 1-jedinicni i n-jedinicni 

slogo Ovaj rezu1tat predstav1ja uopstenje rezu1tata о jedinici u 

"bi.nF1rnoj grupio 

Primer n-grupeo Neka је Q(e) binarna grupao Uvedimo n-arnu 

operaciju па sledeci nacin A(x~) = x 1 ox2 o 000 оХпа Tada је oci­
gledno Q(A) n-grupa~ 



- 8 -

Ako u n-kvazigrupi Q(A) tjo u A(x~) fiksiramo k (k~ п) 
pro-menljivih dobijamo (n-k)-kvazigrupuo Та cinjenica пат omogu­

cava prikazivanje n-kvazigrupa, za malo п i sa konacnim skupom Q, 

рошоси sistema od m Cayleyevih tablica, pri сети је m тос skupa Qo 

Na primer, za п = 3 tjo neka је Q(A) 3-kvazigrupao Uvedimo 

oznaku 

Ako fiskiramo х, onda је Q(Ax)(binarna) kvazigrupao Ovu kvazigrupu 

mozemo prikazati tablicom 

Ах 1 z о о • 

t 
о 

у .. о о U о • о 

о 

gde је A(x,y,z) = и .. U ovakvoj tablici, u svakoj vrsti i svakoj 

koloni elementi skupa Q se nе ponavljajuo 3-kvazigrupa је zadana, 

ako su date Cayleyeve tablice za svaki element iz Qo Prema tome, 

potreban i dovoljan uslov da bi·m Cayleyevih tablica za binarne 

kvazigrupe, gde је m шос skupa Q, predstavljale neku 3-kvazigrupu 
је sledece: elementi koji se nalaze па preseku y-te vrste 1. z-te 
ko1one u svim tablicama Ах treba da budu razliciti za proizvoljne 
x,y,zEQ [lзЈ .. ,. , 

Na primer, neka је Q = t а,Ь,с;· i ternana operacija А za-
dana tablicama 

Аа! а Ь с АЬ 1 а Ь с Ас а Ь с 

а t а Ь с а I Ь с а а с а Ь 
ј 

Ь i 
с а Ь Ь I а ь с Ь Ь с а , , 

1 

i 
Ь Ь Ь с ј с а с с а с а с 

Lako se proverava da је Q(A) 3-kvazigrupa~ 

Vaznu u10gu u teoriji kvazigrupa, opstije u teoriji n-kva-
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zigrupa igra pojam i z о t о Р i ј е jedno uopstenje izomorfizmao 

Za binarnu kvazigrupu Q(A) kazemo da је izotopna ва binarnom kvazi­

grupom Q(B~, ako postoje tri permutacije ot. , (3 , t skupa Q, takve 

аа је ispunjeno 

(2) 

za proizvo1jne х, у) Е:: Q. Uredjenu trojku Т = (О( , f& ' гt) zovemo 

izotopijomo 
Ako је Q(A) izotop (izQtopna ва) оа Q(B), oznacavamo 

i1i 

Ako је Jq= 1, gde је 1 identicna permutacija tj. ako је 

А(х,у) = B(dx, (!,у) 

tada Q(A) zovemo glavni izotop оа Q(B). 

Za CI.. = '~ = '8~ (2) izrazava izomorfizam, koji oznacavamo 
I 

i ovako 

ol. 
А = В 

Ako је 

оnаа Т = (О{, (3, гf) zovemo autotopija operac~Je А .. 
Ana1ogno ве uvodi ројаш izotopije za n-grupoideo Neka ви па 

skupu Q definisana dva n-grupoida Q(A) i Q(B). Reci6emo аа је n-gru­

poid Q(A) izotopan sa n-grupoidom Q(B), ako postoji takva uredjena 

n+1-torka T=«(x~,6) pfJrmutacija skupa Q, аа је ispunjeno 

( 3) 

Ako је Т= (c(~, 1) gde је 1 identicna permutacija skupa Q, 
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tada Q(A) zovemo glavni izotop od Q(B)o 

Ako је Q(A) izotopna sa Q(B) pomocu izotopije Т, oznacava­

сето А = BT~ ~z definicije izotopije sleduje 

1 .. Ako је А onda В = Ат-1 d . т-1-( Јо(-l) п ~"-1) , g е Је - /\,.. > l' t_~) 
\. l) 

20 Ako је А = вТ , В = cS, gde је Т = (о( ~,(Y) i S=( (1) ~,6»') 
tada је А = CST i1i А = (CS)T = CST , gde је ST = С {/3 ko!k} ~,џ)()) 

Ako је QCA) binarna kvazigrupa, onda su 

def 
А(х,а) i def 

:=t.:= А(Ь,:к;) 

gde su а i Ь neki fiksirani e1ementi skupa Q, permutacije skupa Qo 

Redom LA(a) i RA(b) zovemo 1eva i desna trans1acija kvazigrupe Q(A)~ 
, Ana16gno, ako је Q(A) n-kvazigrupa, onda su 

LAl.C~a)x ~ef АС i-1 п) а1 ,Х, a i +1 

gde su a1, •• o,ai_1,ai+1,ooo,an neki fiksirani e1ementi skupa Q, za 
svako i = 1;2,ооо,n, permutacije skupa Q. Zovemo ih i-ta trans1a­

cija n-kvazigrupe Q(A)., Ovde је sa а oznacen niz а1 , о о о ,ai _1 , 

a i +1 ,ooo,an • Obicno se kaze i i-ta trans1acija u odnosu па ао 

Za n-kvazigrupu Q(A) reci сето da је L-izotopna n-kvazigrupi 

Q(B), ako је А = ВТ gde је 

т = ( 

L-izotop је glavni iZOtOPA 

Za binarne kvazigrupe, jos A1bert је 1943.godo u [6] doka­

zao da је svaka kvazigrupa izotopna (i to glavno izotopna) nekoj 

lupio Ovaj rezu1tat su VoDoBelousov i MoD.Sandik u [13] 19бб.gоdс 
uopsti1i па n-arni slucajo Preciznije, L-izotop n-kvazigrupe је 

n-1ирао Takodje, A1bertov stav (б] , ako је lupa Q(L) izotopna 

nekoj grupi Q(o), onda је 1upa Q(L)izomorfna sa grupom Q(o), 

V.DoBe1ousov i M.D.Sandik (1~ su uopsti1i~ То uopstenje glasi: 
~ -

Ako је n-1ира Q(L) izotopna n-grupi sa jedinicom Q(A), onda је 

Q(L) takodje n-grupa sa jedinicom izomorfna sa ~(A). Odakle, pored 
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osta.log imam6 da је izotopija u teoriji grupa i n--grUра ва jedini.· 

сот nep1odna: jer ве prakticno svodi па izomorfizam~ 

U drugom de1u pozlvamo эе па izvesne rezultate koje ovde 

navodimo sa dokazima~ 
U uvodu је formu1isana liteorefila о cetiri kvazigrupe 1; .. Ovde 

navodimo dokaz S ... B..;Pres~ca [40Ј uz izmenjene oznake" 

Neka kvazigrupe Q (А.) i=l, 2.,3" 4 zadovo1javaju opsti asoci.-l 1 •• 

jativan zakon 

(4) 

Postavimo u (4) redom x=a~ y=a~ z==a~ x=z:=a gde је а neki fiksiran-,_ 

element skv_pa Q ~ tada uzimajuci u obzir oznake 

na1azimo 

(5) 

L~ х == A
l
· (х ~ а) t 

Ј_ 

1,"1 (Н2У, z) 

.A1(L2x~z) 

L 1A2 (x,y) 

L1R2 

-- RзА4(У~Z) 

.- Аз (х 7 R4Z) 

== A~(x.L'4Y) 
./ . 

== RзL4 
Odakle imamo da su sve kvazigrupe Q(Ai ) i;::l,2~3?4~ medjusobno izo­

topne .. РоэеЬnо~ sve ви ј '7. ot6рnе sa Q(A1 ) .. SV;i izotopi kvazigrupe 

Q(A1 ) su 

(б) 

gde эи о!... ~: I~ ~ у' permut acije 
cije. dе.fin.iS8.Ш:'1. па skupu Q& 

Iz (5) i (б) na1azima 

(7) 

А1 (х;у) 

А2 (х,у) 

А:?(х,у) 

А4(х)у) 

:-: t· -1 А (о/.. Х ~P~y) 

::: Li1 >] .... 1 A(o!L2x~j3R41L4Y) 
== ~ -1 А (6(L2x~ (Ј R4,ly ) 

== R;l (у --1 А( (xR2Xf (ЈУ) 

'-:.1-. - .. i.. 
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Zamenom (7) u (4) dobijamo 

~~1 A('d- Li16 - 1 A(o(L2x, (3R41L4Y) , (!>z) 

= '1-1 А (ci L 2x, f3 R41R"31 r1-1A (atR2x, {3 z) ) 

Odak1e, zbog cetvrte jednakosti (5) na1azimo da је Q(A) grupa, ako 

је '6 = 1, d. = L 1 i;3 = RзR4 о 
Tada se jednakosti (7) svode па 

А1 (х,у) = A(L1x, RзR4у) 
А2 (х,у) = Li1A (L1L2X, RзL4У) 

(8 ) Аз (х,у) = AfL1 L2x, RзУ) 
А4 (х,у) = Rз1А(L1R2Х, RзR4У) 

Time је tvrdjenje dokazano o 

Svakoj kvazigrupi А odgovaraju pet inverznih operacija koje 

oznacavamo 

(9 ) 

tj .. 
А(х,у) = z _<g.}],.:f:~,> -1A (z,y) = х 
А(х,у) = z ~de~~ А-1 (x,z) = у 
А (х, у) = z ~-:2:_~~ -1 (А -1 ) (у, z) = х 
А(х,у) = z <,_~~~~,(-1A)-1(z,x) = у 
А(х,у) = z ~ef-p А*(у,х) = z 

Lako se utvrdjuje da је svaka druga inverzna operacija od А 

jedna od (9) .. 

L е m а 1. Ako је kvazigrupa Q(A) izotopna grupi Q(.), onda 

su i sve inverzne operacije operacije А izotopne istoj grupi Q(o)o 

Dokazimo za operaciju -1Ао Kako је 

imamo 
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(10) 

stavimo tJ-1(сЈхd'(3У) = z, odak1e na1azimo Х = C1.,-l(~zo(/jy)-l) 
tjo Х =cl-,-l(izоI(!Ју),gdе је Ix = х-1 о Jasno, da је 1 permutacija. 

. I 

Kako је i j~ permutacija to је i 1(3 permutacija. 

Tada (10) postaje 

Slicno se dokazuje i za osta1e inverzne operacije .. 

Za cetiri kvazigrupe Q(Ai ) i =1,2,3,.4 kazemo da zadovo1java­

ји opsti zakon tranzitivnosti, ako је ispunjeno 

(11) 

za svako Х, у, z Е Q. 

т е о r е m а 10 Ako cetiri kvazigrupe Q(Ai ) i=1,2,3,4 

zadovoljavaju zakon (11), onda su sve оnе izotopne jednoj te istoj. 

grupi Q( .. ) о (12Ј 

Dokazo Stavimo Аз (у,z) = и, odak1e na1azimo у = -lАз(U,z)~ 
to zamenom и (11) dobijamo 

A1 (A2 (X,z),u) = А4 (х, -lАз (u,z» 

-1 * A1 (A2 (x,z),u) = А4 (х,( Аз ) (z,u»~ 

Pos1ednja jednakost је jednakost opste asocijativnostio Na osnovu 

Ifteoreme о cetiri kvazigrupe lf imamo da su А1 ,А2 ,' (-lАз )* " А4 izo­

topne jednoj te istoj grupi Q(.)o Na osnovu Leme 1. је onda i· Аз 
izotopna grupi Q(o)o Dak1e, sve Q(Ai ) i = 1,2,3,4 su izotopne 

grupi Q( о) .. 
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Le m а 20 Ako kvazigrup~ Q(Ai ) i = 1,2,3,4 i Q(Bi ) 

i=1,2,3,4 zadovo1javaju jednakosti 

.A.1 (A2 (x,y),z) = Аз (х, .A.4 (y,z)) 

B1 (B 2 (x,y),z) = Вз (Х' B4 (y"z) 

А1 (А2 (х, z), Аз (у,z)) = А4(х,у) 

В1 (В2 (х, z) , Вз (у,z)) = В4(х,у) 

1. pri tome је A
l
, = В, za neko i,j r::. {1,2,з,4}, tada su sve Q(A

l
,) 

Ј --
i Q{Bi ) izotopne jednoj te istoj grupi e 

Dokazo Neka је ispunjeno 10 i odredjenosti radi А2 = В4 - Na 

osnovu "teoreme о cetiri kvazigrupe" imamo da su sve Q(Ai ) i=1,2,3,4 

izotopne grupi Q(o) i sve Q(Bi ) i = 1,2,3,4 izotopne grupi Q(~)o 

Kako је 

А ( ) \,;l -1 ( ~ Ј Л) ,,'" -1 ( (..6 V/) () 2 х, у = с 'J~ Х о / ... : У = 6 ( х ~ 1 У = В 4 х, у 

imamo 

Prema 

(i1i 

da su grupe 11 " i о 

tome, sve Q(A i ) l 

Q(-~) ) f) 

Koristeci Теогети 

";:)(-" izotopne, ра prema tome i izomorfneo 

Q(B i ) su izotopne jednoj istoj grupi Q(o) 

10 ana10gno se dokazuje i slucaj 200 

U [12) је VoDoBe10usov uveo jedna re1aciju ekviva1encioje u 

skupu svih permutacija skupa Q па sledeci nacin: 

о( А/ (3<~, (3 а,Ь Е Q) ( \-1 х Е Q) (otx = а .. рхоЬ) 

gde је Q(o) grupa. 

Ротоси ovako uvedene ekviva1encije u skupu permutacija skupa 

Q, moze se formu1isati sledeci rezu1tat: Ako cetiri kvazigrupe Q(A.:,) 
о ...L. 

(i=:1,2,3,4) zadovo1j
O

avaju (4), tada (8) glasi:: 
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А1 (х,у) 
А2 (х,у) 

Аз (Х,у) 
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=oI.~xo/3y ,. 

= cl/-1 (t Х., Ј'у) 
= (Јхо 'Ру 

gde је grupa. Q(o) odredjena s tacnoscu do izomorfizma, а permuta­

cije о<:. ,(3 ,: ;(', ~Y" , *f), sa tacnoscu ао ekvi va1encije .t''-'' .. 

Za n-grupoide uvodi se oslabljeni komutativanzakon, kao i 
komutativan zakon па sledeci nacin: 

Neka је \Р neka permuta.cija skupa ~4 1,2, ., о., ,п -~ о Reci сешо 
.... ..Ј 

da је n-grupoid Q(A) ~-komutativan, ako је ispunjeno 

za svako Х1 '·О о., ,хnЕ Q, i је promen1jiv indeks. Ako је n-grupoid 

'р -komutati van za svaku permutaciju с.р, tada t akav n-grupoid zove­
то komutativan o 
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11 D Е О 

2 о О JEDNOJ KLASI KVAZIGRUFNIH OFERi~C1JA 

ASOC1JAT1VNOG T1PA 

2.1. Uvod 

u ovom pog1av1ju razmatraju se fami1ije kvazigrupa Q(Ai ) 

(i=1,ooo,2n-2) koje zadovo1javaju sledece zakone 

(k=2,o .• ,n-1) 

, Zakon (2) i sistem zakona (3) su asocijativnog tipa, sto 

znaci sledece: Ako stavimo Ai=A j za svako i,j Е- ~1, ••• ,2n-2J 

оnаа su formu1e (2) i (3) pos1edice asocijativnog zakona. 

U radu [14Ј V.D.Be1ousov је genera1isao teoremu о cetiri 

kvazigrupeo U toj teoremi dati su us10vi роа kojima је neka k1asa 

kvazigrupa vezanih zakonima asocijativnog tipa izotopna grupi. 

Ovde аајето nov dokaz genera1izovane teoreme о cetiri kvazigrupe 

Be1ousova za zakone (2) i (3). Slicno tvrdjenje dokazujemo i za 

zakon (1) koji nije asocijativnog tipa~ 

U navedenim zakonima zagrade su izostav1jene. 
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202. Funkciona1na jednacina~ 

Funkciona1nu jednacinu 

gde эи x1, ••• ,xn proizvoljni e1ementi nepraznog skupa Q i Ai 
(i=l, О •• ,2n-2; п ~ 3) proi'zvo1jne binarne kvazigrupne operacije 

definisane па skupu Q zovemo: funkcionalna jednacina Т. 

т е о r е m а 2.2.10 Ako kvazigrupe Q(Ai ) (i=1,o •• ,2n-2) 

zadovoljavaju funkciona1nu jednacinu Т, onda эи sve оnе izotopne 

jednoj te istoj grupi Q(.). 

D о k а z 

Uvedimo oZIfake 

Х. = А. l(Х' l'X.)' 1 1- 1- 1 у. = А . l(У· l'x,~ (i=2, •• 0,n-l) 
1 n+1.-. 1- 1 

Tada (1) postaje 

(2.2.2) 

Kako је 

~de је x~_l proizvo1jan fiksirani e1ement skupa Q, to leva strana 

jednakosti (2.2.2) nе zavisi od Хn_ 1 8 Та cinjenica nаш dopusta da 

uvedemo operaciju S 2 па sledeci nacina n-
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(2.2.3) 

Operacija Sn_2 је ocig1edno kvazigrupa~ 

Iz 

i jednakosti (2n2~1) imamo 

31icnim rasudjivanjem stavimo 

~de је Бn_з takodje (nova) kvazigrupna operacija~ 

P-(о.ј1Ј?1.Ј.јuсi ovaj postupak ~ dobijamo 

(2,,2,,6) [). (А. l(Х' l'Х')} А . l(У' l'Х'» = Б· l(Х' l'У' 1) 
~ ~- ~- ~ n+~- ~.. ~ ~- ~- ~-

(i=2~., о. ,n-1) 

gde је Бn_1 
def def 

Dak1e, jednakost (1), tj. funkciona1na jednacina Т svodi se па 

sistem od n-2 jednakosti (2~2~6)~ 

Iz (2.2;.6) i Teoreme 1. (prvi deo stro 13,,) imamo, da эи kvazigrupe 

S., А· l' А . l' Б. 1 za svako fiksirano i E-f2, ••• ~n-1~ izotopne 
~ ~- n+~- ~-

istoj grupi~ Kako se Sk (k=2~ •• o,n-l) nalaze u dvema (i sашо u d~?~a) 

јеdnakоstiша sistema (20206)~ to па osnovu Leme 2. (prvi deo str~14~ 

~I,'qrn() da su 'sve kvazi.grupe Ai (i=l ~ о • о ,2n-2) izotopne jednoj te if1· 

toj grupi Q(.,)co 

Teorema је time dokazana~ 
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2.3. Funkciona1na jednacina АТ 

Funkciona1nu jednacinu 

gde su Х1 ,ООО'Хn proizvo1jni e1ementi nepraznog skupa Q i Ai 
(i=1,ooo,2n-2; п ~ 3) proizvo1jne binarne kvazigrupne operacije 

definisane па skupu Q zovemo: funkcionalna jednacina АТ. 

Т е о r е m а 203010 Ako kvazigrupe Q(Ai )(i=1, •• o,2n-2) 

zadovo1javaju funkciona1nu jednacinu АТ, onda su sve оnе izotopne 

jednoj te istoj grupi Q(.)o 

D о k а z 

Uvedimo oznake 

Аn_1Х1Х2 = У1 А2n_2Хn_1Хn = zl 

Аn_ 2У1ХЗ = У2 А2n_ЗХn_2Z1 = z2 

Аn_3У2Х4 = Уз А2n_4Хn_ЗZ2 = zз 

(2,,3.1) • о 

• • 
о 

,. 

А2Уn_ЗХn_1 = Уn-2 Аn+1Х2Zn_З = zn_2 

А1Уn_2Хn = Уn-1 

Buduci da operaclJe Ai zadovo1javaju zakon (2), tj. funkcio­

nа1nи jednacinu АТ, to iz jednakosti (2.301) dobijamo jednakost 
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Prelaskom od Ai (i=1,ooo,2n-2) па njihove leve inverzne оре­

racije, dobijamo 

Bn _1Y1X2 = x 1 B2n_2z1xn = ~-l 

Вn_2У2Х3 = Yl В2n_ЗZ2Z1 = Хn_2 

Вn_3У3Х4 = У2 В2n_4ZЗZ2 = ~-3 
(2.303) о • 

о 

о • 

B2Yn_2xn_l = Уn-3 

B1yn_1xn = Уn-2 

i konacno 

gde је Bi = -lАi (i=1,o •• ,2n-2), tj. Bixy = z ~ Aizy = х. 

Iz (2.303) imamo 

Elementi Yn-l' Хn ' zi (i=1,oo.,n-2) su proizvoljni elementi 

skupa Q. Ako izvrsimo prenumeraciju promenljivih i t.o: Yn-l эа X 1 ' 

хn эа Х2' zl эа x i +2 (i=1,ooo,n-2), tada (2.3.5) postaje 
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= Bnx1xn 

Iz (20306) dobijamo 

(203.7) Bn_2000B2B1X1x2B2n_2Х3Х2В2n_3Х4ХзооеВn+2Хn_1Хn_2 

= 

Kako је 

= 

-1 
Bn_1Bnx1xnBn+1xnxn_1 

gde је x~ neki fiksirani e1ement skupa Q, jer 1eva strana jeana~ 
'~nsti (20307~ nе zavisi оа Xn~ Ра mozemo uvesti novu operaciju Dn_з 
па sledeci nacin: 

def 

Operacija Dn_з је, ocig1edno, kvazigrupa. Prema tome, jednakost 

(2.3.6) postaje 

Da1je, iz (2.3.8) dobijamo 

(2.3.10) Вn-з · ООВ2В1Х1Х2В2n_2ХЗХ2В2n_ЗХ4ХЗО о о Вn+ЗХn_2Хn_З 

-1 
Вn_2Dn_ЗХ1Хn_1Вn+2Хn_1Хn_2 = 

Na osnovu istog rаsщ:lјivаnја kao pre, mozemo staviti 
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gde је Dn _4 takodje, kvazigrupna operacija. Jednakost (2.3.8) tada 

postaje 

Produzuju6i ovaj postupak, dobijam~ da ве jednakost (2.3.6) svodi 

па slede6i sistem od п-2 jednakosti 

B.D. 2Х1Х.В2 ·Х· 1Х . = D. 1Х1Х . 1 (i=3,.oo,n-2) l l- l n-l l+ l l- l+ 

Na osnovu Teoreme 10 (prvi deo stro 138) imamo da ви cetiri 
kvazigrupe vezane bi10 kojom jednakoscu iz sistema (203013) izotopne 

jednoj te istoj grupio Kako ве svaka od kvazigrupa Dk (k=1,ooo,n-3) 

nalazi u dvema (i вато и dvema) jednakostima sistema (2.3013), to 

па osnovu Leme 2. (prvi deo str. 14 е ) imamo da ви sve Bi (i=1,ooo,2n-2) 

izotopne jednoj te istoj grupi Q(.). Na osnovu Leme 1. (prvi deo 

str. 12.) su onda i sve А· ( i = 1,ooo,2n-2) izotopne grupi Q(o)~ 
l 

Teorema је time dokazana. 

2.40 Sistem funkciona1nih jednacina АТ 

Sistem jednacina 

(3) 
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gde su Х1 ,ООО'Хп proizvo1jni e1ementi nepraznog skupa Q i Ai 
(i=1, о о о ,2п-2; п ~ 3) proizvo1jnc binarne kvazigrupne operacije 

definisane па skupu Q zovemo: sistem funkciona1nih jednacina АТ. 

Т е о r е m а 204010 Ako kvazigrupe Q(Ai ) (i=1,ooo,2n-2) 

zadovoljavaju bi10 koju jednacinu iz sistema funkciona1nih јеапа­

cina АТ, опаа su Буе Ai izotopne јеапој te istoj grupi Q(.). 

D о k а z 

Dokaz izvоdiщо za k-tu jednacinu sistema (3~. Uvedimo 

oznake 

Ап_1Х1Х2 = У1 A2n_2xkxk+1 = z1 

АП_2УIХЗ = У2 А2п_ЗZ1Хk+2 = z2 

An-3Y~4 = Уз .. 
• 

(2.401) А z х = zn_k 
о n+k-1 n-k-1 п 

А 2Х z n+k- k-1 n-k = z n-k-l. 

• 
• 

- Yn-1 

Kako operacije Ai zadovo1javaju zakon (3), tj. k-tu 

jednacinu iz sistema f'unkciona1ni:h jednacina АТ, to iz jednakosti 

(2 04 0 .1) i (3) dobijamo jednakost 

Pre.1askom оа Ai (i=1, о О ... ,.2п-2) па njihove 1еуе inverzne 

operacije, dobijamo 



i konacno 

-

Вn_1У1Х2 = Х1 

Вn_ 2У2ХЗ = У1 

Вn-ЗУЗХ4 = У2 

о 

В2Уn_2Хn_1 = Уn-3 

В1Уn_1Хn = Уn-2 

24 -

gde је Bi 
dei' -1 А . ( i = 1, о о 0- , 2n-2) о 

l 

Zbog (20404) dobijamo 

оо' :~:::.:' ;.~., 

B2n_2z1xk+1 = xk 

В2n_ЗZ2Хk+2 = zl 

о 
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Ako izvrsimo prenumeraciju promenljivih i, to: Yn-l sa x 1 ' xn_i sa 

xi+2 (i=O,l, .. о .. ,n-k.fl), zn-k+i sa x n - k +i +2 (i=O,l,,, о о ,k-2), tada 

(204 .. 5) postaje 

I ' 

оооXn_k+1Вn+k_гxn_k+ЗХn_К+2ОООВn+2Хn_l~_2Вn+l~Xn_l 

\ 

Iz (20406) dobijamo 
"~о 

= 

= 

* gde ј е Вху = z ~ В УХ = z" 
Odakle imamo 

gde је x~ proizvoljan fiksirani element skupa ~, jer leva strana 

jednakosti (20407) nе zavisi od хn • Koriste'ci tu cinjenicu uvedimo 
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operaciju D 1 па slede6i nacin: n-

Operacija Dn _1 је, ocigledno, kvazigrupao 

Na osnovu (204.8), jednakost (20407) postaje 

= 

Iz istih razloga kao pre? mozemo staviti 

-1 * в D х х В 2Х 2Х n-2 n-l 1 n-l n+ n- n-l 

Produzavaju6i ovaj postupak, dobijamo sistem jednakosti 



- 27 -

-lв D х х в* х х 
n~p+2 n-р+3 1 n-р+3 n+р-2 n-р+2 n-р+3 

(р=3,4, .. о .. ,k) 

gde је Dn 
def' 

Dak1e, jednakost (20406) svodi ее па sistem (204012) оа k~l.; 

jednakostio Iz prvih k-2 jednakosti sistema (204012) па osnovu 

Теогете 10 (prvi аео stro 130) cetiri kvazigrupe -lвn_р+2 ' Dn - p +3 ' 

в:р_2 , Dn _p +2 za svako р Е f 3 ,4, о о о ,k r su izotopne јеаnој te 

istoj grupio Kako se svaka оа kvazigrupa Ds na1azi u dvema (i samo 

u dvema) jednakostima sistema (204012), to па osnovu Leme 2. (prvi 

аео stro 140) imamo аа su sve kvazigrupe iz prvih k-2 jednakosti si­

stema (2~4012) izotopne јеаnој te istoj grupio Iz pos1ednje јеаnа­

kosti sistema (204012) i Теогете 20201w imamo аа su sve kvazigrupe 

iz pos1ednje jednakosti izotopne јеаnој istoj grupio Како se kvazi­

grupa D k 2 na1azi u dvema pretpos1ednjim jednakostima sistema 
n- + 

,-

(2 0 4 0 12) to su па osnovu Leme 2. sve kvazigrupe iz sistema (204012) 

izotopne јеаnој te istoj grupi~ Q(.). Na osnovu Leme 1~ su tada i 

sve А. (i=1,ooo,2n-2 izotopne grupi Q(o)o 
l 

Теогета је time dokazanao 

N а р о m е п а 10 Теогета 203010 i Теогета 204010 predstav­

ljaju јеаnи genera1izaciju teoreme VoD.Be1ousova о cetiri kvazigrupe, 

јег se za n=3 svode па teoremu о cetiri kvazigrupe. 

, N а р о m е п а 2 .. Za k = n-l pos1ednja jednakost iz sistema 

1 (3) је jednakost (2), ра је Теогета 2040l o јеаnа generalizacija 
i Теогете 203 .. 1. 

[ 
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111 D Е О 

30 о 1'10DULARN11'1 SlbTEМ1l'1A n-КVI_Z1GRШ'А 

301. Uvod 

U ovom de1u rada razmatracemo (i,j)-modu1aran, kao i uopste­

ni (i,j)-modu1aran zakon па n-kvazigrupama. 

D е f i п i с i ј а 301010 Skup 1'1. . n-kvazigrupnih оре­
Ј.,Ј 

racija definisanih па skupu Q zovemo (i,j)-modu1aran sistem opera-

cija па Q, ako је za svake dve operacije А,В Е 1'1. . i savko Х1 ' 
Ј.,Ј 

ooo,xi_1,xi+1,ooo,xn'Y1'ooo,Yn ~ Q ispunjeno 

( i-1 (п) п ) А x1 ,В Y1 ,xi+1 = 

Specija1no, ako је i=j skup 1'1. . oznacavamo 1'1. i zvacemo ga 
Ј.,Ј. Ј. 

i-modularan sistem operacija o Re1aciju (30101) zovemo (i,j)-modu­

laran zakon o 

D е f i п i с i ј а Skup 1'1~ . n-kvazigrupnih 
Ј.,Ј 

operacija definisanih па skupu Q zovemo uopsteni (i,j)-modu1aran 

sistem operacija па skupu Q, ako је za svake cetiri operacije 

A~B,C,D Е M~,j i svako x1, .. "o,xi_1,xi+l,ooo,xn'Y1,ooo,ynt Q 

ispunjeno 

( i-1 (п) п ) А x 1 ,В Y1 ,xi +1 = 

Specijalno, ako је i=j skup и~ . oznacavamo и~ Ј. zvacemo ga 
Ј.,Ј Ј. 

. Uopsteni i-modularan sistem operacijao Relaciju (301 0 2) zovemo 

Uopsteni (i,j)-modu1aran zakono 
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Navodimo jedan primer za (i,j)-modu1aran sistem operacija 

р r i m е r o Neka је Q( +, о) ро1је i neka је М. . (Q) skup svih 
1.,Ј 

operacija oblika 

gde је Pi = Рј = 1, Pv ~ О i q neki fiksirani e1ement iz Q za datu 

operaciju Ао Lako Бе proverava da svaka operacija oblika (30103) 

zadovo1java (i,j)-modu1aran zakon, tjo zakon (30101)0 

3020 Uopsteni (i,j)-modu1aran zakon 

Za cetiri n-kvazigrupe A,B,C,D kazemo da zadovo1javaju uopste­

ni (i,j)-modularan zakon ako је ispunjeno 

( i-l (n+i-1) 2n-1) (i+j-2 (i-l 2n-l) n+i-1) 
А x 1 ,В Х· ,Х 1 = С Х· ,D x 1 ,Х. . l'Х i ,Х. . 1. n+ 1. 1.+Ј- ~~n+ 1.+Ј 

za svako Х 'ООО'Х2 1 Е- Q" 1 n-

Ako је А = D i В = С cnda uopsteni (i,j)-modu1aran zakon zo­

vemo (i,j)-modu1arano Ба Mi,j cznacavacemo skup svih n-kvazigrupnih 

operacija koje zadovo1j~vaju (i,j)-modu1aran zakon. 

L е m а 302010 Ako cetiri n-kvazigrupe A,B,C,D zadovo1java­

ји uopsteni (i,j)-modu1aran zakon 

tada postoje n-kvazigrupe Б i Т takve da Би А 1. D izotopne Ба Б, а 

В i С izotopne Ба Т i ispunjeno је 
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D о k а z 

( ) ,. i-l п i-l п . Iz 1 fiksirajuc~ redom x 1 ,xi +1 ва a 1 ,ai +1 , zat~m 

yr-1 , Yj+l ва a~-l, aj+l i па kraju sve x-ove i у-оnе ва a-ovima 

izuzev У., dobijamo 
Ј 

L~(a)L~(a) = L~(a)L~(a) 
~ Ј Ј ~ 

gde su Lt(a) , Lf(a), L~(a), L~(a) i-te odnosno j-te trans1acije 

. А(-) (i-1 п) па pr~mer L. а Х = А a 1 ,Х,а. 1 • 
~ ~+ 

Odak1e imamo da su В i С, kao i А ~ D izotopne operacijeo 

Zamenom В i А iz (30201) u (1) dobijamo 

( ј-1 (i-1 п 
= С У1 ,D x 1 'Yj,xi +1 ),Yj+1) 

tjo koristeci i trecu jednakost (30201) imamo 

( i-1 ( D(~»-l( С(-»-l (п) п ) D Х1 ,Li aLj а С У1 ,xi +1 

Stavimo 

( i-1 п) = S Х1 ,Yj,xi +1 



Tada (3 .. 202) postaje 

tj .. S,T ~ 1'1 .... 
l,J 
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S obzirom па (3 .. 2 .. 1) i (3 .. 2 .. 3) imamo izotopiju 

(3 .. 2 .. 4) 

Lema је time dokazana. 

Na osnovu dokazane Leme imamo da је od interesa ispitivanje 

(i,j)-modularan zakon, јег se svaki uopsteni (i,j)-modularan zakon 

svodi па (i,j)-modularan zakon. 

т е о r е m а 302 .. 1~ Neka n-kvazigrupe А i В zadovoljavaju 

(i,j)-modularan zakon 

Tada је opste геэеnје funkciQna1ne jednacine (1) 

gde su А1 , В1 dve proizvo1jne (n-1)-kvazigrupe, а "о" grupa .. 
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D о k а z 

u (1) umesto У2'ОО$,Уј_1,Уј+1'ООО'Уn postavimo а2 ,ооо,ај_ 1 , 

aj+1,OQO,an , gde su a-ovi neki fiksirani elementi skupa Qo 

Тааа (1) postaje 

gde је G(x,y) = B(x,a2,"OO,aj_l,y,aj+l,ooo,an)o 

Iz (30205) postavljajuci Уј=ај gde је ај proizvo1jan fiksi­

ran elemenat skupa Q, dobijamo 

def def 

Ocigledno је л unarna kvazigrupa i A1 (n-1)-kvazigrupa .. 

Odak1e, 

Zamenom (302.6) u (30205) dobijamo 

\. -1 (i-l п ) gde је stavljeno Yl = V\ Х, Уј = У, А1 Х1 ,xi+1 = z. 

Stavimo 

(3 .. 2 .. 8) G( ~-lx,y) = Х о У 

Operacija 11 ()" је ocigledno kvazigrupa (2-kvazigrupa) о 
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(xoy)oz == Xo(yoz) .. 

sto ааје аа је kvazigrupa оо!! grupa" 

Prema tome, iz (3,2~б) za operaciju А dobijamo 

Zamenom (4 .. 4010) u (1) dobijamo 

(3,,2 .. 11) 

odak1e, stav1jajuci Уј == е, gde је е jedinica grupe о , imamo 

tj., 

(3 .. 2 .. 12) 

gde Ј' е В (уј - 1 уп, == 1 1 'j+lJ ( j-l п) 
В Yl ,e,yj+l i Ai zamenjeno Ба Yj~ 

Teorema је time dokazana r 

Р о s 1 е d i с ао МО је i = ј, tada је (1) i-modu1aran 

zakono U tom Бlисаји za operacije ~ i В dobijamo .. ;. 

A(x~) = (i-1 п ) x i ~ А1 Х1 ,xi +1 

B(x~) == (i-1 п ) В1 Х1 ,Xi +1 ';" X i .. 

Вlеае6от teoremom data је karakterizacija n-kva2'.igrup:-. koje 

zadovo1javaju sve i,j modu1arne zakone o 
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т е о r е m а 302020 n-kvazigrupe А i В zadovo1javaju 

(i, ј )-modu1aran zakon za svako i, ј <Е: ~ 1, о о О ,п f ako i samo ako је 

gde је 11 + 11 komutativna grupa odredjena do izomor.fizma i а, Ь dva 

.fiksirana e1ementa skupa Q. 

D о k а z 

Pretpostavimo da је ispunjeno (1)0 Tada se neposredno veri­

.fikacijom utvrdjuje da operacije А i В zadovo1javaju (i,j)-modu1a­

гаn zakon za svako i, ј Е- f 1, о о о ,п f • 
Obrnuto, neka n-kvazigrupe А i В zadovo1javaju (i,j)-modu-

1агаn zakon za svako i,j~f1,ooo,n~, dokazimo da su tada operacije 

li. i В oblika (1) п 

Na osnovu Теогете 404.10 za .fiksirano ј redom ј=l, j=2,~oo, 

ј=n i svako i dobijamo 

A(x~)= 

(302013) 

A(x~) 

11 + 11 , 

(2)( i-1 п ) BCx~) B2(x1'x~) 2 Х2 Х· 2 Ai Х1 ,xi +1 = :1.. 

о 

сп) (i-1 п ) B(x~) Bn(x~-l)n = х. п Ai Х1 ,xi +1 = хn :1.. 

11 2 11 11 3 ", " "(Ь . .....) е 000' п :1..na~ne grup о 

(k)( i-1 п ) ( ) = х· k А. Х1 ,Х. 1 k=2,oco,n :1..:1.. :1..+ 

Postav1jajuci u (302~14) x i = О gde је О jedinicni element grupe 
fr + rr imamo 
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(k=2, о о о ,п) 

Tada iz (302014) i (302.15) dobijamo 

-1 (k) (i-1 п ) (k) i 1 п х· + ~- А. Х1 ,Х. 1 = х· k А. (Х - Х· ) (k-2 п) l r-l l+ l l l' l+l - '000' 

(k) (i-l п ) ili zamenjujuci x i sa Х i A i x1 ,xi +1 sa У 

I~e.lacija (3 .. 2 .. 17) nат. daje da su sve grupe "2", "3", о о о , "п" izo­

сорnе, ра prema tome i izomorf'ne sa grupom " + "о Dokazimo da је 

O(k izomorf'izam grupe Q(k) sa grupom Q( +) о Kako је o(kY = О k У 

to је еХ k permutacija skupa Q .. Ako и (4.4017) stavimo еХ kX umesto 

х dobijam.o 

odakle imamo da је cX k izomorf'izam grupe Q(k) u grupu Q(+)o 

Iz (302017) i (302018) i zamenjuju6i O<kY sa у dobijamo 

Odak1e, za Х = О imamo cXkY = cXkO + у. 

tj. 

Na osnovu dokazanog i (302013) је 

Bl(X~) + Х1 = В2 (Х1 ,ХЗ ) +сХ2о + Х2 = 

= Bn (xf-1) + О<nО + хn 

о о • 



- 36 -

Iz prve u nizu jednakosti (302,,19) za Х1 = О dobijamo 

ра је 

(302 .. 20) 

Iz druge u nizu jednakosti (302019) za Х1 = Х2 = О dobijamo 

i па osnovu (302020) imamo 

Produzujuci ovaj postupak konacno dobijamo 

n-1 п 
gd е ј е Ь = Вn ( О ) + о< п О = В ( О ) о 

Za operaciju А iz (302013) је 

ра slicnim rasudjivanjem kao i pre dobijamo 

A(X~) = Х1 + Х2 + 000 + xn + а 

n-1 п 
gde је а = Аn ( О ) = А(О) .. 

Dokazimo sada da је grupa " + rr komutativnaо Iz (302019) 

~ташо 
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odakle, za Х2 = 000 = Хn_1 = О dobijamo 

Stav1jaju6i u (302021) Х1 = О, zatim Хn = О dobijamo 

Zamenom (302022) u (302021) na1azimo 

n-1 n-1 
Вn < О ) + о(nО + ~ + Х1 = В1 ( о ) + Х1 + хn 

odak1e, za Х1 = 
n-1 

хn = О је Вn ( О ) + сХn О 
n-l 

= В1 ( О ), ра је 

= 

Time је teorema dokazana. 

р о s 1 е d i с а 10 Ako је А = В tjo ako n-kvazigrupa А 

zadovo1java (i,j)-modu1aran zakon za svako i,j ~ {l,оо .. ,n(, tada 

је А komutativna n-grupae 

D о k а z 

Na osnovu dokazane teoreme је A(x~) = Х1 + 000 + Хn + а, 

gde је "+" komutativna (binarna) grupao Neposredno se proverava аа 

А zadovo1java asocijativan zakon, ра је prema tome А komutativna 

n-grupa. 

т е о r е m а 302030 Neka cetiri n-kvazigrupe A,B,C,D za­
dovo1javaju uopsteni (i,j)-modu1aran zakon 
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Tada postoji binarna grupa "е. tr i (n-1)-kvazigrupe к i Р da је 

A(x~) = L~(а)(L:Р(а)(L~(а))-1 х· <3 K(x~-1,x~ 1) 
Ј 1 Ј 1 1+ 

B(x~) = (L1Ca) )-1 L~ (а) (p(xr-1 ,хј+1) ~ L~ (а)хј ) 
(2) 

CCxf) L~(a) (p(xr-1 ,x~ 1) о х.) = 
Ј Ј+ Ј 

п(х~) = LD(~) К( i-1 п ) 1 а Xi" Х1 ,xi +1 

gde.su L~(~), Lfc-a), Lg~a), L~(a) i-te~trans1acije za А i п, odnosno 
j-te trans1acije za С i В и odnosu па а, za koje је ispunjeno 

D о k а z 

Na osnovu Leme 30201. imamo da su А i D izotopne sa nekom 

n-kvazigrupom S, а В i С izotopne sa nekom n-kvazigrupm Т, pri tome 

S i Т zadovo1javaju (i,j)-modu1aran zakono Та izotopija је data и 

re1aciji (30204) (stro 31). Onda па osnovu Teoreme 302010 za 
s i Т dobijamo 

Iz (302 с 23) i (3~204) dobijamo (2). 

! Time је teorema dokazana. 

T(x~) = р (х1ј-1 ,x~ 1) СЈ х· 
Ј+ Ј 

Ako u jednakostima (2) Teoreme 30203 stavimo L~(a) =D(, 

LJ?(a) (L~(a') )-1 = (3, LJ?(a) = f, tada s obzirom па jednakost 
1 Ј 1 

L~(a)L~(a) = L~(a)LJ?(a) vazi s1edeca: 
1 Ј Ј 1 

т е о r е m а 30204. Ako cetiri n-kvazigrupe А,В~С~П zado· 

vo1javaju uopsteni (i,j) ...... modu1aran zakon 
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tada postoji grupa "011 i (n-1)-kvazigrupe К i р da је 

A(x~) = о/.. ( (3 xi о К ( x~ -1 ,x~ + 1 ) ) 

B(X~) = ~ -1( (ј-1 п ) Р Х1 'Хј +1 о ~Xj) 
C(X~) о< ( ( ј-1 п ) Х.) = р Х1 'Хј +1 6 

Ј 

D(X~) = '6' (i-1 п ) Xi о К Х1 ,xi +1 

gde su 0(, t> , 'гf permutacije skupa Q odredjene ао па ekvi va1en­

ciju, а grupa "011 odredjena do па izomorfizamo К i Р su proizvo1j­

nе (n-1)-kvazigrupe o 

Za n-kvazigrupu kazemo аа zadovo1java entropijski zakon, 

ako је ispunjeno 

za svako Х· . Е- Q, i, ј ~ 11, о о О ,п ~ .. 
lJ 

Identitet (3) se srece pod raznim nazivima: medija1nost, bisi­

metrija (ovaj termin se cesto upotrebljava u teoriji funkciona1nih 

jednacina), kvaziabe10v zakon i dre 

т е о r е m а 302050 Ako n-1ира А zadovo1java entropijski 

zakon (3), tada је А komutativna n-grupa sa jedinicom i pri tome, 

postoji binarna komutativna grupa " + " takva da је 

gde је е jedinica n-1ире А. 
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D о k а z 

Neka је е jedinica n-lupe А. Postavimo u (3) x
ij 

= e'izuzev 

xi1,xi2,ooo,xin i Х1ј'Х2ј'ООО'Хnј , tada (3) postaje 

Kako је (302024) ispunjeno za svako i,j Е j1,ooo,n~, to imamo da 

n-1ира А zadovo1java sve (i,j)-modu1arne zakone o Na osnovu Теоге­
те 302020 (Pos1edica 10) је А komutativna n-grupa tj~ 

п 

Kako је А(е) = е, to iz (302025) dobijamo 

А( nе ) = nе + а = е 

~dak1e је а = -(n-1)е, ра је konacno 

Neposredno se utvrdjuje da је е jedinica n-grtipe А. 
Time је teorema dOkazana. 
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1V D Е О 

4. NEK1 REZULTAT1 1Z TEORIJE UD-GRUPOIDA SA 

PRIMENAMA NA КVAZIGRUPE 

4.1. Uvod 

Neka эи S,T,V tri nBprazna skupa i 

G: S х T----;:..-V, 

tada uredjenu cetvorku (S,T,V; G) zoveтo U-grupoid (uopsteni 

grupoid) • 

Uvediтo oznake 

def G(a,x) , G(x,b) 

эи а Е- S, Ь ~T neki fiksirani e1eтenti. Pres1ikavanja 

i R~ zoveтo 1eva, odnosno desna U-trans1acija u odnosu 

па e1eтent а, odnosno Ь. 

Ako эи L~ i R~ sirjektivna pres1ikavanja, tada U-grupoid 

G zoveтp UD-grupoid (U-grupoid эа de1enjem). Тј. U-grupoid G zo-

veтo UD-grupoid, ako za svako а ~ S, Ь ~ Т, с ~ V jednacine 

G(x,b) =с i 

uv~k imaju resenja ро х ~S i 

Uko1iko эи ta resenja jednoznacna 

vna pres1ikavanja) onda U-grupoid 

G(a,y)= с 

у ЕТ, ali пе obavezno 

(i1i ukoliko эи LG i 
а 

G zoveтo U-kvazigrupa. 

jednoznacna. 

Rg bijekti-

Za U-grupoide, UD-grupoide, kao i za U-kvazigrupe uvediтo 

РОјат homotopije: 



- 42 -

D е f i п i с i ј а 4.1.1. 

se pres1ikava па U-grupoid (s; т; У; 
sirjektivnih pres1ikavanja 0<: S~S; 

takva da је ispunjeno 

U-grupoid (S,T,V; А) homotopno 

В) ako post oji trojka Н= [tXt{StiJ 
~: T~T; 'ё: y~y; 

'tA(X,y) = в (ocr, (зу) 

za svako х Е:- S, У Е Т. 

Ako su сХ., ~ ,f bij ekti vna pres1ikavanja, tada hoтotopiju 
zovemo izotopija. 

L е т а 4.1.1. Hoтotopna slika UD-grupoida је UD-grupoid. 

D о k а z 

Neka је (S; т; У; В) hoтotopna slika UD-grupoida (S,T,V; А) 

pri hoтotopiji Н = [О< ,(3) ~J. 
Posmatrajтo jednacinu Б(х', Ь') = с' gde su Ь'Е: т; с'Е- У" 

neki fiksirani e1eтenti. Neka је Ь' = ~b, с' = fc za neke е1етеn-
te Ь ~T, с ~Y. Jednacina А (х,Ь) = с ima skup геэеnја и S. 

Odak1e, па osnovu homotopije imamo 

{А (х, Ь) = В (oI.x,(1b) = 'С 
tj. 

в (0&, Ь') = с' 

Неаеnја ,pos1ednje jednacine su <хх Е 8" za svako х za koje је 

А(х,Ь) = с. 

Slicno se dokazuje postojanje геэеnја jednacine Б(а', у') = с: 

Time је 1ета dokazana. 

4.2. UQEstenje te2!~тe о cetirikv....§.~igrupe 

sa priтenaтa 

U ovoj tacki dokazane su neke teoreтe о UD-grupoidiтd ve7.a­

nim zakonom asocijativnog tipa. 



- 43 -

Iz Teoreme 4.2.3. koju nesto kasnije dokazujemo, Нао specija1an 

slucaj za п = 2 , dobija se Teorema 4.2.1. Ipak, ovde је Teorema 

4.2.1. istaknuta kao posebna teorema, s obzirom па primenu ротоси 

koje dobijamo neke rezu1tate V,D. Be1ousova iz rada [9Ј , iz10zenih 

па prvih 47 strana. 

т е о r е m а 402.1 Ako cetiri UD-.::;rupoida A,B,C,D gde је 

D 

С 

zadovo1javaju jednacinu 

(1) А(В (x,y),z) = C(X,D(y,z» 

za svako i ako ви LC 
а 

i bijektivna 

pres1ikavanja za neko fiksirano а ~ Sl i с ~ Sз, tada postoji 

grupa (S, () ) koja је homotopna slika za sve UD-grupoide A,B,C,Do 

D о k а z 

Iz (1) fiksirajuci redom х = а ~ Sl' у =tE:S 2 , z = с Е Sз, 
zatim х = а i z = с dobijamo 

A(L~y,z) С 
= LaD(y,z) 

В D АС Н.ьХ, z) = C(x,Lbz) 

(4.2.1) 

R~B(X,y) D 
= C(x,RcY) 

RALB 
= LCRD 

с а а с 

Uocimo jednakost 

(4.2,2) 
A(u,z) R~ о LCLDz = а Ь 
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Jednakost (402.2) па osnovu pretpostavke о А definise bar 

jednu operaciju о па skupu 8. U tom ci1ju, dokazimo da za pro-11 11 

izvo1jna dva e1ementa s,t ~ 8 jednoznacno је definisan e1ement 

s ot Е 8. Tako, za s postoji эато jedan e1ement u ~ 84 takav da 

Ј"е s = нАи, jer је нА bijektivno pres1ikavanje. 8 druge strane, za 
с . с 

t mogu postojati zl' z2 Е 8з da је ispunjeno 

(4.2.3) 

А С D 
s о t = Нс u " L а L b z 1 = А ( u , z 1 ) 

Dokazimo d а је 

Iz (4.203) па osnovu pretpostavke о 

odak1e 

Kako za b~82 i proizvo1jno u 84 postoji xt-81 da је 

В(х,Ь) = u Ј to iz (4.2.4) i (1) dobijamo 

tj .. 

i1i 

Time это dokaza1i da је operacija 
def Dak1e, (8,8,8; ()) _ (8, о ) 

"о" dobro d efinisana па skur1J S·· 

је homotopna slika UD-grupoida 

А) pri homotopiji - А С D Ј н = LRc ' LaLb , 1 (1 = identicko 

preslikavanje skupa З). Na osnovu Leme 4~1.1. је (8, о ) grupoid эа 

de1enjem. Iz dokaza da је 11 о 11 dobro definisana. nperacija sleduje i 

Vise, da је (8, о ) kvazigrupa. 
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Iz (4.2.1) па оеnоуи (4.2.2) na1azimo 

В(х,у) ::: ( RA )-l (RARBx о L С RD ) 
с с Ь а су 

(4.2.5) 
С(х,у) ::: RARBx о LCv 

с Ь а 

D(y,z) ::: (L~ )-1 (H~H~y о L~L~Z) 

Odak1e imamo da је kvazigrupa (8,~) homotopna slika za эуе UD-gru­

poide A,B,C,D. Da је (8, о) grupa, dovo1jno је dokazati da је оре­

racija "с> 11 asocijativna па skupu 8. 

Zamenom (4.2.5) u (1) dobijamo 

(4.2.6) 

i kako је 

to (4.206) postaje 

.za svako ~, ~ , ~ Е:- 8. Dak1 е, (8, о ) ј е grupa. 

Time је teorema dokazana. 

N а р о m е п а. Kardina1ni brojevi skupova 84' S5 i S mогаји 

'. 
biti ј ednaki , sto neposredno sleduje iz uslova da эи H~ i 

bijektivna preslikavanja. 

р r i m е r . Ne ka эи S1 ::: i Xl' 

84 ::: {а, Ь, 

:::~Yl'Y2'Y3~ 
q , r ~ 

s ::: {и, у, w ~ da ti skupovi •. Neka эи preslikavanja А, В, С i D defini­

еаnа slede6im tablicama: 
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в 3"1 У.2 УЗ D zl z2 ~ z z5 _о .. ..--.;.- .- ...... 4 ......................... 

Х1 а Ь с Уl Р r q Р Ч 

Х2 с а Ь У2 q Р r q r 

Хз Ь с а уз r q р r р 

Х4 с а Ь 

А zl z2 z z z С р q r .. З __ L..2. _._-
а и v w и w Х1 и w v 

Ь w и v w v Х2 v и w 

с v w и v и хз w v и 

Х4 v и w 

Neposredno эе proverava da UD-'-grupoidi A,B,C,D zadovo1javaju 

jednakost 

A(B(x;y);z) = C(x,D(y,z)) 

za svako Х Е:::- 31' У ~ 32' z ~ 3з ' kao i da эи ~1 L~ bijektivna 

pres1ikavanja za neko fiksirano Х ~ 31 i z ~3з" 

Takodje, 1ako utvrdjujemo da эи svi UD--grupoidi .A,B,C,D homo­

topni g.rupi (3,0) gde је operacija " о" definisana tablicom 

о и v w 

U и v w 

v v w и 

w w и v 

ako uzmemo kao. fiksirane elemente x 1 ' У1; zl tj .. 

f\ ( ) _ нА LC LD • . ћ. Х, У - Х о .. ~ .. 
. zl x1Yl 

Za drugi izbor. fiksirр;лih e1emenata dobili bi grupu izomorfnu 

g:rupi (З, Ф) ~. 



·Uvediтo u skupu svih sirjektivnih preslikavanja nekog skupa 

р па neki skup Q relaciju ekvivalencije па slede6i na~in: 

def 
~ 

gde је (Q, . ) grupa. 

(3 а"Ь ~ Q) 

Ako u jednQkostiтa (4.2.5) staviтo 

еХ= H~ , 

tada, koriste6i jednakost vazi 

т е о r е m а 4 .. 2.,2. Ako ~etiri UD-grupoida A,B,C,D zado··, 

уо1јауаји us10ve Теогете 4 .. 2.1. оnаа је opste геееnје jedna~ine (1) 

А(х,у) = о(х о ~Y 

В ( х , у ) == ех"" 1 ( r х о Ј у ) 
С(х,у) = '/х ~ сру 

D(x,y) == tp-1(д'х о (3 у) 

gde је "0'1 grupa odredjena ва ta~nos6u do па izomorfizam, а 

'pres1ikavanja 0<, (3 , I ~ d, 'f ва tacnoscu ао па ekviva1enciju. 

р о s 1 е d i с а. Ako је 81 == 82 = 8з = 84 = 85 == 8 i 

сх. , () , ,{, d ,~ регти tacije skupa S, tada dobijaтo pozna tu teo­

гети Be1ousova о ~etiri kvazigrupe ([12] str. 93.). 

u radu [9] razтatra se вlеаеса funkciona1na jednAcina ор-, 
ste asocijativnosti 
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А (Х1 'Х2 ' • ~ • ,Xl' l' В (xl' ,Х, 1 ~ • • • ,Х, 1 ) ,Х, , о. ~ ,Х ) - l+ l+ill- l+ill р 

(4.2.7) 
= С (Х1 'Х2 ' • " • ,Х, l' D (Х ' ,Х, 1'·'.' Х ' 1) ,Х . ) 

Ј- Ј Ј+ Ј+П- Ј+П, •.. хр 

gde su A,B,C,D kvazigrupe definisane па istom nepraznom skupu 

Q arnosti 

IА \, = р-т+1 IBI = т I сl = р-п+1 IDI = п 

(.Arnost operaclJe К oznacena је sa IKI )~ Specija1an slucaj jedna-~ 

cine (4.2.7) za i=l,j+n·~l=p razmatrao је M"Hosszu [32] " 

Ovde сето pokazati da se rezu1tati V.D.Be10usova (9Ј mogu 

dobiti primenom Teoreme 4.2.20 

Radi kraceg oznacavanja uvedimo neke skracenice. Tako, niz 

xk,xk+1".~'xs oznacavamo sa X~n Simbo1 X~ smatramo praznim ako 

је s<'k. Isto tako; uredjenu s-k+1 - torku (xk ,xk+ 1 "oo,xs ) oz--
"" ( s) nacavacemo sa X k • 

Koristeci uvedene oznake jednacina (4.2.7) ima oblik 

Razmotrimo slucaj jednacine (4.2.8) za i~j,-2<i+m_§..j+n~ 

U jednacinu (4.2.8) fiksirajmo zajednicke promen1jive za 

" ~'C t' f' k" i-1 l' Р i-1 l' Р оре raCl Је 1. l , Ј. l Sl raJmo Х1 Хј+П sa а1 а ј+П 

korespodentno. Tada (4.2~8) postaje 

gde su 
{\ (Х x~+n-1) 
Ј"\l ., l+m = 

= С (x~-l D(x~+m-1 x~+n-l» 
1 l ' Ј 'l+ill 
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= 

de~ А (х (x~+n-1» 
- 1 ' Ј...+т 

def = 

D(x~+m-1 x~+n-1) def D«x~~-m-1) (x~+n-1») 
Ј 'Ј...+т -- ~ 'Ј...+т 

ako jos uvedemo oznake 

tada (4.2.9) postaje 

(4.2.11) /"" "" I""'V rv 
А1 (B(X,Y),Z) = С1 (Х D(Y,Z» , 

~ ,...., t"-' /""-' 

gde su А1 , В, С 1 , D s obzirom па (4.2.10) UD-grupoidi. Kako 

је 

1""'-' 
D 

r-JC Qj-i х Q 
1: > Q 

i sobzirom па re1aciju (4~2~10) рото6и koje эи definisani ovi 
r- г"'"'''''' f"V 

UD-gfupoidi imamo, da UD-grupoidi A1 ,B,C1 ,D zadovo1javaju us1o-

ve Teoreme 4.2.2. to iz (4.2.11) na1azimo 
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ТЈ.-

gde је (Q; о) grupa, '1 ,д (3 kvazigrupe arnosti l(f, = j-i, 

\d'1 = i+m-j , \(31= j+n-i-m, а о( i lf pennutacije skupa Q 

(kvazigrupe duzine jedan). 

Zamnom (4.2.13) и (4,2.8) dobijamo 

(4.2.14) 

Odakle, fiksirajuci j--l x i sa c~-l 
l tako da је ~(cr-l) = е 

(е = jedinica grupe iI о 11) ,imamo 

(4.2 .• 15) 

= K(xi
- 1 ('(x~+т-1) о A(x~+n-1) х1? .) 

1 ' о Ј ('" l+m' Ј+n 
gde је 

kvazigrupa arnosti \КI = i+p-j-n • 

.Ako stavimo 

,,71 d (х~+Пl-l) = х 
\...л... Ј. 
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tada iz (4.2.15) dobijamo 

(4.2.16) 

Ako u (4.2.14) stavimo d(x~+m-1) = е ,dobijamo 

с(х1ј - 1 , lo-l fl.. (ј+n-1) р ) 
т (V X i +m 'Хј+n 

= A(xi - 1 0(-1 \9-.(x~-l) х:Р ) 
l' О 1. '1.+т 

Odak1e, па osnovu (4 .. 2.15) imamo 

( ј-1 LD-1 А (ј+n-1) р ) 
С 1 '1 {У X i +m 'Х ј+n 

i1i ako stavimo t 51 (3 ( ј+n-1) 1 . 
~ x i + m = у , па ЗZ1.mо 

(4.2.17) 

Коnасnо, re1acije (4.2.13), (4.2.15) i (4.2.17) daju 

(4.2.18 ) 

D(Х~+n-1) 
Ј 

= K(xi - 1 гХхс A(x~+n-1) Х!? ) 
l' /'" 1.+т 'Ј+n 

-1 
=0( 
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... ,. ~ ...... 0 • 

I : :"' 

sto pretstav1ja ops'te resenje jednac:tne (402~8)~ 

Specija1no, za i=j, n=т iz (4~2.18) dobijamo 

gJ.e је 8-= <-p~lo( perтutacija skupa Q~ 

Za i = Ј. j<i+т < ј-:-n iz (4,2.18) dobijaтo 

,( :,--1 Р) 
ii Х..., ... X~X. = 

Ј_ " , l+т 

. 1 
С ( "" l- У ... -р ) 

,Д "1 J>'i_'_ П - ( i~ 1 lf) ТЈ ) 
К Х:Ј '1 У, :;;:-: Ј. _ Ј_ , П 

D(Х~+n-'l) == l.D-1 (6(x~+т-.1) о A(x~+n-1»" 
. Ј. l :L Г l+т 

Za i < j~ i+n = ј+n iz (4.·2r18) dobijaтo 

( i ·,·l,.Ј Р ) 
К Х 1-- ~ lA. Х , Х • m l+ 1 

B(x~·+т-.. l) = 0<'1 (гf(х~-l)оS(хј:+m".l» 
l l Ј 

= 

])( x~-j т-1) _ (,.,-·1 с" ( ,.i+т-1)' -, о 1... о 
Ј 

/ 
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Sledeci sematski prikaz daje pod kojim us10vima је jedna­

cina (402.8) resena 

д i i+m 

ј ]) ј+n 

ј 1> ј+n 

---
с 

ј ]) 
ј+n 

, ј )) ј+n 

u osta1im slucajevima, resenja jednacine (4.2?8) ве nе izrazava­

ји preko jedne grupne operacije i kvazigrupa таnје duzine, vec 

вато preko kvazigrupa таnје duzine [9Ј е Resenje za i < ј , 

i+m = ј+n nе moze ве dobiti iz teoreme 2.10 rada [9] . 

Sledeca teorema karakterise (l,n)-asocijativne n-kvazigrupe~ 

!Т е о r е т а 4.2~3. n-kvazigrupa Q (А) је (l,n)-aso­

cijativna tj. ispunjen је zakon 

qkn i вато ako је 

gde је (Q, о ) grupa, а К proizvo1jna (n-2)-kvazigrupa .. 
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D о k а z 

ј"к' О • е r ( хп ) 
1. Ј .t' Ј ' - v(xn- 1 ) .. - 41 о Ј.\. 2 . о хn , lako se ргоуегауа da је 

ObrnLlto, neka је. Q(A) (l,n)····asocija·!:;iyna n--kvazigrupa tj ~ 

ft(~(xl1) x 2n- 1 ) _ f.(_rn-]- A(x2n-- 1 » 
.d 11. -]. ? n+ 1 -~"i..i:!..l' 11 

Т.зd.а па OSnOVI.:t '1~eo::_"eme 4" 2 ~ 2 о imamo 

Jrlakle ~ 

Се -- ~e("1j.nica grupe ОУ 011) } iz (4~2~20) dobijamo 

<4-.2.21) 

сСЈ.Ј је f>(x~--l) =~(<fle!x~-l)~ Zamenom (4.2r21) u (4.2,,20) 

dobija.m-:> 

(4,2.22) 
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Iz (4.2n19) је 

CX·· 1 ( f(x~--1)o6xn) = lf-1( 6'x1 о ~(X~)) 

to па osnovu (402.21) i (4.2"22) dobijamo 

odakle, ako stavimo f(x~-l) = е imamo 

ili 

/'v -·1 ( x
1 
о (' cn-1хп ) ( п -1 (<' -1 ) '--'" д т = -r CI о( X 1 о Хп ~ 

odak1e, zbog (4.2r21) i (4.2.22) imamo 

- п-1 .Ako u pos1ednju jednakost stavimo o<x1 = е '(!>(Х2 ) = е dobi-

јато Ч= о<,-lЈ' ~ Slicno ае dokazuje da је d = <-fd. Tada, iz 

(4.2.23) imamo 

odak1e, za Х1 = е, zэ.tim хп = е пэ.lэ.zimо 

= а) 

(о<'е = Ь) 
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Tada 

Јх = о<. ср х = о«аох) = аохс.Ь о 

Na osnovu dokazanog imamo 

Do istog do1azimo ako podjemo od bi10 koje jednakosti iz 

(4~2.19). Na primer, ako podjemo od druge jednakosti imamo 

2;a~ је 

Time је teorema dokazanao 

Sledeca teorema је centra1na u ovom de1u rada~ 

т е о r е m а 4.2.4. Ako UD-grupoidi Ai,Bi (i = 1, 4' ~ ,п) 

А I 
п··, 

в n--1 
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., 

" 

zadovoljavaju jednacinu 

(2) = 

i ako эи 0<],= 1 

-;-
k (k = l,~,.~n-l) definisana па sledeci nacin: 

(1;: =l,.~~,n) 

Z8. neko fiksirano хо ~ Хn-k+ з i Уо Е- ХN ' bijektivna preslikava·~ 

nЈ'а, а 0(. С. ~l' ~1 (k = l ••• n.n) definisana па sledec'4 П" п Ј (Vi(,;: . / -'-

nlJ.cin~ 

't v .- Bn(yo~v) 
п 

дkу = Bk(y,vo ) 

si r,jektivna preslikavanj а, t аdэ. postoj i kvazi.grupa (Q? СЈ ) koja је 

homotopna slika za эvе UD-grupoide Ai,Bi (i = l~ ..... ",n) i za koju 

је ispunjeno 
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D о k а z. Radi kraceg zapisivanja uvedimo oznake: 

def 

za 8~k, k = l}<,~,n-l, gde је desna st:r,!Дnа gornji11 jednakosti 

p:roizvod presl:i.kavanja ~ Jasno, da su p:reslikavanja cX.k i '<f k 
za svako k 6 11, .... "~,n-lt i svako s bijektivna p:reslika.vanja" 

zatim sve x-ove osim Х 1 i Х l' n- n+ 

itd" sve x-ove osim x 1 i x n+ 1 dobijamo 

А1 «(32 Xn'xn+ 1 ) = ~~-l Вn (Хn 'Xn+ 1 ) 

А1 ( 01.. 2 f зхn-l ' Хn+ 1 ) = ! 1 В (Х n--2 n-l n-l' r nXn+l) 

(4.2.24) 

11 в (Х. ~ ~)Q ) А1 (d ~ ~ 4Хn-2 ~xn+l) = n-·з n-·;2' n-·2' n-1 !l n+ 1 

А1 (еХ ~ ~5Xn-З ?Xn+ 1 ) = 11 В (Х ~n-2 
n-4 п-з п-З' n-1 ~xn+l) 

о " 

= 

= 

Isto tako~ ako и (2) fiksiramo redom sve x-ove osim x 1 i Х2 ? 

zatim svc х-оуе osim x 1 i ХЗ ' itd .. sve x-ove osim x 1 i хn dobi-­

јато 
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= 

= 

Iz (4~2 ~24) fiksirajuci Хn+ 1 Е- Хn+ 1 и svim jednakostima~ 

kao i iz (4.2.25) fiksirajuci и svimj ednakostima 7.1 Е- X1 dobi-

јато 

cX1f2 = !~-1 Ј п O<~_l ~ п = 11 Ј 2 

d~~з = 1~-2 Ј n-1 d~_2 f3n-1 = /~ d' 3 

O<~f4 =6~зЈn-2 d~_з ~n-2 = '~ Ј 4 
(4.2026) .. 

oZ~-l~n ~ (/1, d 2 

cx!~_lO<rJ. ~Sl 

= 

= 

.. 
~ 

j~-2 Ј n-1 

I ~-l d' п . ~ 
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Uocimo jednakost 

(4.2.27) А (и Х ) - еХ u о \91 ,9. Х 
1 'п+ 1 - 1 6 п-1 6 -п п+ 1 

Da jednakost (4.2.27) definise Ьаг jednu operaClJU iI о 11 

па skupu Q slicno se dokazuje kз.о i za jednakost (4.2.2) Теогете 

4.2.1. Dak1e, kvazigrupa (Q, о) је па osnovu (4.2.27) homotopna 

slika UD-grupoida (Q2,Xn+1 ,Q; 1\.1). 

Iz pos1ednje jednakosti (4.2.24) па osnovu (4.2.27) imamo 

I1i ako st avimo iт.З.InО 

(4.2.28) 

Iz (4.2.24) i (4.2.25) па csnovu (4.2.27) i (4.2.28) dobi-

јато 

= о(lХ о t~_l f пУ 

= (0(1)-1 (O<~1CO ~~-1 Ј пу ) 

= 

• 

• 

• 

. , 



Аn_ 1 (Х,у) 

.Аn (х ,у) 

(4.2.29) 

В1 (х,у) 

В2 (х,у) 

Вn_ 1 (х,у) 

• 

• 

= 

= 

= 

= 

~ 

• 

= 

= 

= 

= 
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0<.1 -1 0('1 ~1 Ј ( n-2) ( n-1 Х Q 2 зу) 

( 0(1 )-1 
n-1 (O<~_1 О(NХ o~ d' 2 У ) 

cX~_1 О<nХ () 't1 y 

( '11) -1 (o(~_1 () ~x D t ~y) 

( ~ ~_ 2) -1 (СХ ~ f з Х д I ~-1 у) 

( ~ ~-1 ) - 1 ( ~ 1 ~ 2Х о r~_1 '1 nу ) 

Odak1e imamo da је kvэ.zigruра (Q, о) homotopna s1ika za sve 

UD-grupoide Ai , Bi (i = 1, ••• ,n) ~ 

Zamenom (4.2.29) u (2) dobijamo 

odak1e, sobzirom па (4.2.26) imamo 



62 -

Time је teorema dokazana. 

р r i т е r. Neka su Q(J"i) i Q(Bi ) (i = 1,2,3) kvazigrupe 

raznih duzina, kQje zз.dоvо1јв.vаји jednacinu 

"-

Ai ( А2 ( Аз ( Х1 , •• • 'Хn ) 'Хn+ 1 ' • •• 'Хт) ,Хт+ 1 ' ••• ,Хр ) 

(4.2.30) 

arnosti 

р-n+1 = т-п = п 

i+1 n-i = р-п (l<i,(n) • 

Na ОВnОУи Teoreme 4.2.3. neposredno na1azimo opste resenje 

jednacine (4.2.30). u tom ci1ju stavimo 

А1 (и,хт+ 1 ,···,хр ) 
def /" 

-" 1'1.1 (и, (Хт+ l' ••• ,Хр ) ) 

А2 (У,хn+ 1 ,···,хт ) 
def /" - А2 ( v , ( Х n+ 1 ' • • ., Хт) ) --

.Аз (Х1 ,··· 'Хn ) 
def r' 

-- .iiз ( ( Х1 ' •• • ,xi ) , ( X i + 1 ' •• • 'Хn ) ) 

(4.2.31) 
def ~ B1 ( X 1 , •.• ,xi ' w ) = Bi( Х1 ' ••• , x i ) , w ) 

def t"'""" 

B2 (xi + 1 ,···,xn ,t) === В2 ( (xi + 1 ' ••• 'Хn ) , t ) 

def /'-' 

вре (Хn+ 1 ' .. · 'Хт) , ( Хт+ 1 ' .. • ,Хр ) ) 

i-1 ( ) n-i ( ) р-т gde ви (Xl, •• "xi)~Q , xi+1"",xn EQ ,xffi+1, .•• ,Xp E-Q , 

) т-п 

( Хn+ l' · · · 'Хт Е Q ; и, У, w, t EQ. 
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Tada (4~2.30) postaje 

gde ви 

n-i 
Q XQ-->.::;..Q 

UD-grupoidi za које ви ispunjeni us10vi Teoreme 4.2.4 sto ве 

1ako proverava па osnovu jednakosti (4.2.31) koristeci pretpostav-­

ku da su .Ai i Bi (i = 1,2,3) kvazigrupe, ра је 

i1i zbog (4.2.31) 

.А1 ( и ,xmt l' • • • ,Хр ) = о< 1 и ot~ ! 3 ( Хт+1 ' ... ,Хр ) 

В1 ( Х1 ' •• • ,xi ' w ) =~ 0<з (Х1 ' • •• ,xi ) СЈ ({1 w 

B2 (Xi + 1 , • •• 'Xn~ t) =(~ )-1(~~З(Хi+1' ••• 'Хп ) <:.1 1~t) 

ВЗ (Хп+ 1 ' •• ' ,Хр ) =(1~)-1( cXl~2(Xn+1' ••• 'Xm)ot~~(Xm+1' ••• ,Хр ) ~ 
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Koriste6i (4.2.26) i ako uvedemo oznake 

А1 (и,хт+ 1 , ••• ,Хр ) = 01... и о ~ (Хт+ 1 , ••• ,Хр ) 

А2(У'Хп+ 1 , ••• 'Хт) =о("l( -Су д d(xn+ 1 ,.·· 'Хт» 

gde је (Q, о) ЫП8 rna kv<J. zigrupa za ko ји vazi za kon 

( ( и 1 Q и2) о u 3) о и 4 = 

i 

.' Q~ Q 

pres1ikavanja 1-1 i па, tj. kvazigrupe duzine jedan, а ;s ,~, ~ 
i "'t' gde аи 

А оо Qp-m ~ Q ~o Qm-n Q (Ј ~ ,о. ~, 
(о i-1 "\.1./ 
,: Q ----:>Q, т: 

pres1ikavanja па, tj. kvэ.zigruре arnosti: 

1(31 = р-т ,ISI = т-п \lfl = i-1 , I'-V 1= n-i о 
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