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UVOD

U ovom uvodu G oznalava jednu od sledeéih komutativnih,
lokalno kompaktnih i separiranih topolodkih grupa: &% (mul-
tiplikativna grupa strogo pozitivnih realnih brojeva), R (a-
ditivna grupa realnih brojeva), Z (aditivna grupa celih bro-
Jeva). Zakon kompozicije u G oznalave se multiplikativno,
Haarova mera nn .G sa dt a baza filira okolina pozitivne bes-
konadnosti u G obrazovena intervalima {s,c:[ =‘{t € G lt;zs}
(s € G) sa X. Keko su grupe R i RY izomorfne,dovoljno je po-
smatrati samo Jednu od njih.

PREDMET.— Za funkciju R, merlJjivu i strogo pozitivnu na ne-

—ns e . g e e s B s > e Gy = W = —-——_—— — -

(PPG) ako grani&na vrednost

(1) 1 RO _ o)

X —=>w R(X)
postoji za sveko t € G; pri tome se funkcija p, koja Jje ne-
prekidni homomorfizem grupe G u grupu R}, neziva indeksonm
PPG funkcije R. Za G = RY dobijaju se uobidajene (Keramati-
ne) pravilno promenljive funkeije (PP funkcije).

Sama definicija PPG funkcija predodredjuje njihovu vaZnu
ulogu u asimptotskom ponadanju konvolucija u kojima su jedan
od faktora.

Neka su £ i g merljive kompleksne funkcije na G od kojih
f zadovoljava izvesne uslove integrabilnosti & g izvesne us-
love ogranidenosti,tekve da je funkeija t > f(t)g(x/t) in-
tegrabilna na G za svako x iz nekog skupa X € &,1 neka je
za A€ C (: skup kompleksnih brojeva) ixeX

gy(x) = g(x) + ?\SG f(t)g(x/t)dt

(2) = g(x) + A (fxg)(x) .

Posmatramo slededéi slabi op3ti Mercerov asimptotski problem:

- —— m—a 4m m—. . G T B W W S S W SR T e e ek A e G G W N S W -

Odrediti funkeije f 1 odgovarajuce vrednosti i za koje vaii
, g, ()
(3) lim.sup I..._‘_é’(x)l<00 <> lim.sup X | < o

X-»0  R(x) X->® R(x)
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za svaku PPG funkciju (fiksirenog) indeksa p i odgovarajuéi

Jjeki koji se dobija kada se u slabom (%) zameni sa

g(x) g)\(x)
4) ostoji 1lim <> postoji 1lim .
( BORRRL e Ry T BRI U R
OPSTI METOD.—  Posmatrani Mercerovi problemi se razlaZu na

Abelove (<= u (3) i (4) se zamenjuju sa =) u kojima A\ ne
igra nikekvu ulogu ( posmatraju se kolilnici g/R i (£f%g)/R )
i (prave) Mercerove (<=> u (3) i (4) se zemenjuje sa «=)u
kojima je uloga A bitna.Abelov problem relava se potpuno;Do-
bijeni Abelov stav (stav Abelove prirode) kazuje da za svako
refenje f Abelovog problema postoji Banachova algebra A(f) >
f &iji su elementi takodje reSenja tog problema. U toj alge-
bri se redava jednadina (2) po g da bi se primenom Abelovog
stava dobila Zeljena Mercerova implikacija; pri tome se daju
dovoljni uslovi zaA: 1/A se ne nalazi u spektru od f gde se
spektar odredjuje pomodéu Fourierove transformacije.
Koriséenje inverzne transformacije je,inale, jedan od op-
3tih metoda dokazivanja Mercerovih stavova [45; s. 76-78] .

PREGLED RADA.—GLAVA I ima za cilj da izvr$i pripreme za re-
Savanje jednadine (2) u Glavi IV. Ona je op3tija no 3to Gla-
va IV zeshteva jer smo imali u vidu moguénost Abelovog stava
za opdte pravilno promenljive funkcije (s.II.6) odskle bi se
onda dobio i opdti Mercerov stav. Primeédujemo da su odstupa-
nja posmatranih algebri od algebre Ll(G,dx) prouzrokovana
odstupanjima PPG funkcija indeksa p od homomorfizma p.

Posle navodjenja nekih pojmova iz teorije komutativnih B
-algebri (§ 1), posmatra se u § 2 jedna posebna B-algebra,A,
funkcija integrabilnih sa nekom teZinom na nekom monoidu,M,u
lokalno kompaktnoj Abelovoj grupi G i daje op3ti oblik karak-
tera te algebre,(vii),odakle se zakljuduje o inverzibilnosti
elemenata elgebre A i njenog prodirenja jedinicom, (viii) i
(ix)s Za posebne vrednosti G i M dobiée se, odavde, u § 4 ne-
ke poznate algebre. U § 3 se pokazuje da algebra 4 (funkcija
f iz (2)) deluje na jedan Fréchetov prostor (funkcija g iz

(2)) .

GLAVA II Je posvecena pojmu pravilne promenljivosti., Po-
lazi se od klasinog sludaja ( § 1) preko pregleda varijacija
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pojma pravilne promenljivosti u raznim pravcima (§ 2) od ko-
jih je nama najbliZe pajS3anski-Karamatino uop3tenje (8.II1.6)
te smo malo i31li tim putem (s.II.7;def. 2 i stav 1) da bi se
stiglo ( § 3) do posebno jednostavnog slu¥aja PPZ funkcija
(nizova). Na kraju (§ 4) se posmstraju pravilno promenljivi
nizovi (PP nizovi),tj. nizovi R strogo pozitivni na nekom in-
tervalu [m,of u®* =1{1,2,3,...} i takvi da

. R(|tn
(5) lim '—g—[——-}—l: P(’t)

n -»co R(n)
postoji za svako t>o. sSvuda, sem u § 2, se navode (a u § 3.
i dokazuju) osnovne osobine posmatranih pravilno promenlji -
vih objekata i ukazuje na njihov parsalelizam.,

s W T -~ d—— i T . - Y - —

ja se ovde javlja pod novim imenom - teorema O razleganju)
poveéali vrednost primetivdi (s.II.4, primedba 3b) da iz nje
sledi da je skup PPG funkcija fiksireanog indeksa slika nekih
B-prostora (¥ija se struktura moZe koristi pri radu sa tim
funkeijama).

PPZ nizovi su posmatrani u vige radova [02,16,17,347 (na-
vodimo ssmo novije); ovde se prvi put eksplicitno vezuju za
Karamatine PP funkcije. Oni mogu posluziti kao najjednostav-

niji model onoga Sto se podrazumeva pod pravilnom promenlji-
vodéu.

GLAVA III. U prva tri odeljka se iskazuju Abelovyi asimp-
totski stavovi za PP funkecije (stav 1),PPZ nizove (stav 1.z)
i PP nizove (stav 1.N%) a kao osobine PP funkcija i nizova
navode se elementarni Mercerovi stavovi o karakterizaciji. U
nasim stavovima se, za razliku od poznatih (v.§8§ 1-3) gde se
posmatra kolidnik (f* R)/R, Javlja koli¥nik (fx g)/R gde je
g kompleksna funkeija (niz) asimptotski uporediva sa R. Sem
toga se u stavovima 1 i 1.Z daju potrebni i doveljni uslovi
za egzistenciju konvolucije (f »g)(x) za dovoljno veliko x
time se posebno istife koji od uslova integrabilnosti (nemet-
nutih funkciji f) omogudavaju Abelove zakljuldke.

U § 4 se uvodjenjem podesnih fekiore uop3tava teorems o
uniformnoj konvergenciji (i ogranilenosti).Iz stavova 2 sle-
di, na primer, da granilni prelazi (1),(5) vrede i u izves-
nim B-prostorima E kompleksnih funkcija na G,N* sa uniform -
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nom normom; kao posledica se dobijaju Abelovi asimptotski
stavovi u kojima se umesto integrala javlja neka druga ne-
prekidna (u opStem sludaju nelinearna) funkcionela na E. Za-
tim se dokazuju stavovi 1 i 1.Z.

GLAVA IV. Iskazuju se i dokazuju Mercerovi asimptotski
stavovi za PP funkcije (§ 1, stavovi 1,2) i PPZ nizove (§ 3,
stavovi 1.Z,2.Z). Pri tome stavovi 2 razmatraju slufaj kada
je £(t) = o za 1t < od jedinice u G. Sveki stav ima svoju po-
sledicu u kojoj se variraju uslovi integrabilnosti za f i o-
greanifenosti za g; pri tome pojadanje jednih dovodi do slab-
ljenja drugih. Iz op3tih stavova (§1) se u § 2 izvode po-
znati Mercerovi asimptotski stavovi za HOlderove i Cesarove
sredine [04].

METOD.— Rad pripada danasdnjoJj Analizi pa njoJ pripadaju i
metodi koridéeni pri reSavanju problema koji su se Jjavljali
u njegovom toku. Nastojsli smo da se drZimo shvatanja da su
metodi u Analizi odredjeni njenim "velikim" teoremama i nJji-
hovim dokazima te da se dokazivanje neke "male" svodi na u-
ofavanje"velikih"koje na nju deluju i prirode tog delovanja.
Primeri takvog dokazivanja su dokazi Abelovih stavova (Gla-
va III) i posledica Mercerovih stavova (Glava IV).

PRAVIINO PROMENIJIVI NIZOVI se ne mogu obuhvatiti opStom de-
finicijom 2 (s.II.7) jer preslikavanje t — t.f, (t.f)(n) =
f([tn]) erupe R¥ u skup svih kompleksnih funkeija na BN* nije
asocijativno, tj. nije s.(t.f) = (st).f. Ne radimo sa njima
ali ih navodimo Jjer su pravilno promenljiva pojava koja se
danas ne mozZe izbedi.

Nasuprot relaciji (1) iz koje se skoro neposredno izvodi
da je p neprekidni homomorfizam grupe G u Ri, dosta tesko se
iz (5) izvodi da je p(t) = tP za neko realno p i svako t > o
[18; s.97-98]. Ve¢ sama definicija (i oblik funkeije p) uka-
zuju da pojam PP niza nije vezan samo za multiplikativni mo-
noid IN* veé, moiZda i viSe, i za njime generisanu grupu R¥ .
Cini nem se da Teorema o utapanju (s.II.14) ne odraZava to
generisanje.,

Mogla bi se dati zajednilka definicija PPG funkcija i PP
nizova:
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Neka Jje M lokalno kompaktan podmonoid od G tekav da je
.ﬁ& = {XOM : X € £} baza filtra na M. Za funkciju R, stro-
go pozitivnu 1 dxm—merljivu na nekom skupu X iz,?} , kaZe se
da je pravilno promenljiva na II ako za sveko t iz zatvorene

—————— - — ——— - — e - W —

podgrupe od G generisene sa ) postoji p(t) iz RY¥ tekvo da

R{y) R
(6) m-—»p(t),kad x—-=>oo,§->t.

Ovakva definicija bi bila, na prvi pogled, prestroga. Ona Je
med jutim ekvivalentna prethodnim (G = M = R} ili Z ; G = RY,
M =IN*) ako se uzme u obzir da su granidne vrednosti u (1) i
(5) uniformne po t na kompzktnim skupovima u M (teorema o u-
niformnoj konvergenciji). Primedujemo da zahtev da granidna
vrednost u (6) postoji kada je t jedinica grupe G dovodi do

O mme et e mar e — U - ——— - " —

vobitna definicija PP funkcija i nizova bila jedinstvena (za
"sporo promenljiv" npr. "sasimptotski jednek svojoj aritmeti-
gkoj sredini").

Misljenja smo da su PP nizovi ipak "patolodki sludaj" u
porodici pravilno promenljivih, da takvi ne mogu ostati, da
ée se (na neki na¥in) uklju¥iti u sadadnju ili neku buduéu
porodicu pravilno promenljivih,

ZABELESKE IZ ISTORIJE MERCEROVIH STAVOVA.

+ ese +8
Sl 82+

(7) s, + (1-ot) e

el

T —— - . —— S - ——— e - —— - ——— - - - wv e o - -—

Drugim recima (2za S,+S,+ ... +8_ = nun): Ako Jje o/ >0 a slo-
bodni ¢lan diferencne Jjednaline

(8) (dn+o-l)u, - d(n-l)u, 1 = b,

konvergira, onda konvergira i njeno redenje.

- gy —— -

T e S e - w— W - g S A —— i Y —

zuje se ekvivalencija pojedinih postupeke zbirljivosti,odre-
djuje asimptotsko ponaSenje reSenja diferencijalnih i inte-
gralnih jednadina (literatura u [45; 8.77]).
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1932. N.WIENER objavljuje svoje opSte Tauberove teoreme. One
obuhvataju vedinu do tada poznatih posebnih Tauberovih sta -
vova, postaju (i ostaju do denadnjih dana) jedno od sredista

Teorije zbirljivosti.

— - v ————

ove teoreme. Jedna od njih glasi: Neka je Ggolgcz, k funk-

cija ogranidene varijacije na R bez singularne komponente
ciga ogra ¢ na £

—————— o —— - A - W A . A - — gy - e S S —— -

(9) K(t-i0) = K(-i9) = { e™¥ ax(y)

- s W e vy e o W o a - " -

(10) inftéiR iK(-—iw)i >o0 za 0L0<0;.

ko je &) 0<0y <0, i s(x) =0(e”™) (x € R)za sveko 0,<C
o, ili b) oy =0, =0 a funkcija s(x) ogranilena, onda

J& 1}'1(n'1‘;sélgp ls(x)] < ¢C lim_._>8£p ! SiR s (x-y) dk(y)!

gde konstanta C zavisi semo od k. Druga se odnosi na sluZaj
kada je funkcija k konstantna a s Jjedneka o za x <o.Tada us-
lov (9) otpada (Jjer je zadovoljen), otpada i uslov a) ili b)

sli se zahteva da (10) vaZi za oo (v. i [39; CH v]).

———— . R G — - e o o B o

§o k(e/x) ag(e) ~ [T(t/x) Q) =5 900 ~ ¥ (%)

(x - ) pod izvesnim uslovima Wienerove prirode za k’ i us-
lovima koji zavise od poretka na Ry za k, $,¢.

PRIMEDBA.— N&¥ rad je poteknut radovima S. ALJANCICA [03,
04] u kojima se posmatraju posebni llercerovi asimptotski sta-
vovi. U tim radovima smo na$li i predmet i metod.



GLAVA I

NEKE KONUTATIVNE BANACHOVE ALGEBRE
INTEGRABILNIH FUNKCIJA

§1. KOMUTATIVNE BANACHOVE ALGEBRE.
KARAKTERI. INVERZIBIINOST.

Kompleksnom &lgebrom naziva se kompleksan vektorski pro-
stor A snabdeven bilinearnim preslikavenjem (x,y) > xy vek-
torskog prostora AXA u vektorski prostor A.To preslikave-
nje se naziva mnoZenjem u algebri A.Ako je mnoZenje u A aso-
cijativno (komutativno),kaZe se da je algebra A asocijativna
(komutativna);ako ono ima neutralni element,naziva se on je-
dinicom u A a A Jjedinid¢nom algebrom.

U daljem éemo pod algebrom podrazumevati kompleksnu aso-
cijativnu algebru # {o}.

Dodavanjem Jjedinice algebri A dobija se Jjedinilna alge-
bra 4 -~ vektorski prostor €XA snabdeven mnoZenjem

(M%) (wy) = (AM, AY + MX + XY¥).

Za ovo mnofenje je Jjedinica (1,0). Identifikacijom algebre A
i {0} XA dobijamo da su elementi iz A oblika a8 + x (A ¢
¢, & je jedinica u i, xe4) i da je

(A& + X)(M€ + J) = AME + Ay + MX + Xy.

Spektrom elementa x jedinilne algebre A (sa jedinicom e)
naziva se skup svih kompleksnih brojeva A za koje x —Ae nije
inverzibilan i oznadava sa Sp x. Element x iz A je,dakle,in-
verzibilan ako i samo ako 0 ¢ Sp x. Spektrom elementa x alge-
bre A naziva se spektar tog elementa u A i oznadava sa Sp ‘x;
ako je A jedinilna, onda Jje Sp’x =Sp x U {o} .




§2 I.2

Karakterom komutativne Jedinilne algebre A naziva se sva-
ki jedini¥ni morfizem iz A u algebru ¢ (kompleksna linearna
multiplikativna funkcionela na A koja u jedinici uzima vred-
nost 1). Skup svih karaktera algebre A oznalava se sa X(A).
Kerekterom komutativne algebre A nazivea se sveki morfizam iz
A u C. Skup svih karsktera algebre A oznalava se sa X’(A);
pri tome se stavlja X(4) = X'(4) — {o} .

Normiranom algebrom naziva se algebra A snabdevena nor-
mom x —> ||x}] koja zadovolJjava uslov |ixy|] < lIx{lllyl] 2& svako
x 1y iz A. Kompletna normirana algebra naziva se Banachovom
algebrom (B-algebrom). Ako normirana algebra A ima jedinicu
e, pretpostavljademo da je lle|]l =1; to uvek vaZi u algebri X
normirenoj sa [|(a,x)]] = Al + x|} .

Spektar bilo kog elementa x jedinidne Banachove algebre
je neprazean kompaktan skup u C sadriZan u zatvorenom disku sa
centrom u nuli i poluprednikom

1 1
o) = 1im [palfF = nz (sl

(spektralni radius od x) [23,¢h 1,§ 2,1° 5,Th 1,Cor. 13.

Neka je A komutativna B-algebra.Svaki karakter algebre A
je neprekiden i norme <1 [23,CH I,§ 3,n° 1,Th 13.Za x€ A Je
Sp’x = {:X(x)l X € XY(A)} . Keko je Spy (A® + x) = »+ Sp’x,
bide element A% + x ¢ A inverzibilan eko i samo sko je A #
o, N+ X(x) # o za svako X € X(A). ko Je A jedinicna,onda
je spx={ Xx)lIXce X (4) } ; posebno,x je inverzibilan a-
ko i samo sko je X(X) # o za svako X € X(4) I23,CH 1,§3,
n® 3%,prop. 31.

{ 2. BANACHOVE ALGEBRE INTEGRABILNIH FUNKCIJA

Neka Je

G komutativna lokalno kompaktna separirena topoloska grupa
sa multiplikativnim zapisom zakona kompozicije i jedini-
com e,

dx Haarova mera na G,



§2 I.3

M monoid u G (podskup od G koJji sadrZi e i proizvod svska
svoja dva elementa) Jjednak adherenciji svoje (neprazne)
unutradnjosti, sa topologijom induciranom onom sa G,

w  poluneprekidna odozdo konsalna i strogo pozitivma funkci-
ja na M koJja zadovoljava uslove

(1) w(st) <w(s)w(t) (s,t € M), w(e) =1,

iw skup svih neprekidnih preslikavanja X monoida M u € koja
zadovoljavaju uslove

(2)  A(st) = X(&)X(L), |X(8)| € w(s), X(e) =1 (&,t € M)

Restrikciju mere dx na M oznafavaéemo sa dx umesto dx.. .
i

(i) Kompleksan vektorski prostor Lw(m) = L¥(m,dx) svih
kompleksnih funkecija f na M, tskvih da je funkecija fw inte-

grabilna, snabdeven normom

(3) lell, = llewll, = S, [£(e)|w(s) as

i_konvolucijom

(4) (f*g)(x) = §Mﬁx2§'l f(s}g(s"lx) ds 2a 8.8. X € I

. . . (%)
kao mnoZenjem, ima strukturu komutativne Panachove algebtre.

Neka Jje w® produZenje funkecije wna G, = c© na G - M .
Tada je me(G,dx) B-algebra I26,sir. 366-3681; pri itome su
elementi ove algebre = o0 s.s. na G -— M . Preslikavanjem

> ). = restrikcija funkcije £ sa G na M
. o o]
prenosi se struktura B-algebre sa LY (G,dx) na LY(M,dx) ;
inverzno preslikavanje Jje
f > O = produfenje funkcije f sa ¥ na G jednako o na G — I

(ii) Skup (M ),svih neprekidnih kompleksnih funkcija na
M sa kompektnim nosalem, je svuda gust u LW(M).

() prostor 1w obrazuju klase funkcija.Govoredi o funkcijema
kao njegovim elementima,mi identifikujemo s.s. Jjednake funk-
cije. Kada Jje Jjedna od [unkcijua Jedrnaokih s.s. f % g neprekid-
na,onda éemo pod f % g podrazumevuti tu jedinstivenu funkciju.




§2 1.4

Keko Jje fumkcija w ogranidena odozgo na kompaktnim sku-
povima u M I22;CH VIII,§ 2,n°1l,lemme 1I, bide w(x)dx mera na
M i wY(m,dx) = Ll(M,w(x)dx) pa (ii) sledi iz seme defini-
cije prostora LY m22;cum IV, § 3,m04,déf. 2I.

(iii) Ogrenilena linearna funkcionela Qna L¥(M) ima re-

prezentaciju @(f) = SM f(s)g(s) ds gde je g/w Jjednoznalno
odred jena funkeija iz L®(M,dx); pri tome Je “kDN = Hg/w“c,3 .

Preslikeavenje f ~> fw Jje kongruencija BP-prostora Lw(m)
na B-prostor Ll(M,dx) pa je konjugoveno preslikavanje, g >
gw , kongruencija D-prostora L®(M,dx) na B-prostor (Lw)(M)
konjugoven prostoru LY(M).

Za kompleksnu funkeciju f na M i s8,x € M stavimo
5) (&4 ¥£)(s) = f(x‘ls) Zza 8 € XM, = 0 z&a 8 € M — xM

pa éemo imati slededi niz elementarnih relacija

(6) Exy* £ = Ex% (Ey #T), Ec*f = f (X,5y € M)
1) S (Ex=1)(e) ds = § £(s) ds (f € L'()
(8) [Bx* £ll, € w@ £, (£ €T )

(99 (Tx8)(®) = §, T(8)(Es*g)(x) ds (f,g € L")
(10) ex* (£%g) = (Ex»f)»g (f,g8 € L")

(11) Translacija f —> €x*f je neprekidni endomorfizem
B-prostora Lw(M).

(iv) Zza svako f € LW(M) preslikavanje x+> Exy*f to-
poloSkog monoida M u B-prostor L¥(11) je neprekidno.

Neka x € M 1 neka je V kompaktna okolina talke x u M .
Ako je f neprekidna funkcija na N sa kompakinim nosalem
K, onda iz E22;CH VIII,§ 2,n°5,prop.8D sledi da je preslika-
venje t=> € ¥ 0 = (&% £)° potprostora V od M u B-prostor
dx-integrabilnih funkcije na G sa nosafem u XV neprekidno;
keko je preslikavanje h => hM tog prostora u B-prostor LWUVI)
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neprekidno ( ”th“l < a“h“l gde je & supremum funkcije w na
kompaktnom skupu KV ),biée i sloZeno preslikavanje t +> g *T
neprekidno na V.

Opsti sludaj, £ e LW(M), svodi se na prethodni imajuéi u
vidu da je gy *f —ex* Tl < 2aflf - gl + ley* &8 — ex =gl
za t €V, a =sup_, w(s), g € K(M) i da je skup H(M) svuda
gust u LY(m).

(v) za_svasku ogrsnifenu linearnu funkcionelu ¢ na LY (m)
i sveke dve funkcije f,g iz (M) vazi

(12) PExg) = SM £(s)P(eg* g) ds .

Neka je PY(f) = SM fh ds gde je |h(s)] < ew(s) lokalno
s.s. na M, ¢ = [|P|]

L

Neka su f,g neprekidne funkcije na M sa kompaktnim nosa-
¢ima K,L. Funkeija F(s,t) = h(t)f(s)(€g* g)(t) Jje dx®dx-mer-
1jiva na MXM, ima kompaktan nosa& (sadrZan u K XKL).Kako Jje
|F(s,t)] <clf(s) w(s)les s« gw| (t) za skoro sveko s iz M i za
sveko t iz M, bide SM ds SM |F(s,t)] dt < ch“W“gHw < ® pa

Je O p(o)at § £(s)(gs % 8)()ds
= §; £(e)ds (| (€s# g )(t)n(t)at
[22;CH V, § 8,n°1,scholiel & to je jednakost (12).

Svaka strana u (12) definiSe neprekidnu bilinearnu funk-
cionelu po (f,8)€ @) X LY (@) (funkeija s —> P(ggxg) Je
neprekidna pa time i merljiva na ¥ i [P(gg*xg)| < cllgl[ w(s))-
One su jednske,kso 3to smo videli,na skupu () XHK(M) pa su
jednake i na njegovoj adherenciji LW(M)XLW(M).

(vi) Algebra L¥(M) je jedini¥na ako i semo sko je grupa
G diskretna;pri tome je jedinica, €.,karskteristidna funkcija
skupa {e}.

Neka je € jedinica u LW(M). Uo¢imo Jjednu unutradnju tal-
ku x skupa M i Jedan fundamentalen sistem okolina talke e u
G 8iji su elementi, V, kompakini,simetridni,xv C M & skupovi
W obrazuju tekodje fundamentalan sistem okolina tadke e.K&-
rakteristi¢na funkei ja q)xv skupa xV u 1 pripada LW(M) (w Je
ogranilena na xV) a kako je skup xV mere > o, postoji y € xV
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tekvo da je 1 = 4§V(y) = (E*‘va)(y) = SU E(s)ds gde sku-
povi U=MNnN yx‘lv obrazuju fundsmentalen sistem (zatvore-
nih ) okolina tadke e u M. Zato Je

1 < infy §y l&(s)] as = §qy lE(e)] ds = Sge} |e(e)| de

I22;CH IV, § 4,n°6,cor.de la prop.ll] pa Jje skup {e} mere > o
odaekle sledi da je grupa G diskretina [22;CH VII, § 1,n°3,prop.
21, Tada je i mera dx diskretna pa iz (4) sledi g *f = f za
sveko f e LY(¥), tj. &= €.

(vii) Neka je za X € f¥ 1 £ e L"(M)

(13) L) =20 = §, £(s)X(s) ds .

Tada je X > ;k 1-1 preslikavanje skupa f¥ na % (LY(1)).

Ako X € MV, onda je,na osnovu (iii), CX ogregnilena li-

nearna funkcionela na LW(M). Ona Je multiplikativna jer Jje
1 g o VaTen el W A

£9X0,£0X0 € L7(G) i (fO% £9)X° = (£OX°) » (e°X°)({H8 € 1.°(1))
a intepral Jje multiplikativuo Tunkcionelo ne algeblri L](G).

Ako je funkeijs X € IV jednsksu nuli s.s. na M, bide (zi-
tvoren) skup njenih nula svuda gust u unutradnjosti skupa I’
i zato = M. Qtuda sledi: gx.= 0 = A =08.8. nall =— ¥
=0 pa je X +—> ZX 1-1 preslikavanje skupa f%W u X (I¥(1)).

Neka Jjo £ & X (IY(W)) proizvol jno. Qotimo neko I & FA(7)
Lnkvo dn \i(‘ ((I) : bo doomoplolkon anbooa gn X(h) (("l, By
(0 € M) Je,nn vonova (iv),neprekidnn un Fe o X(e) -0 X0y A0
sledi iz multiplikativnosti funkcionele ¢ 1 Jeduvkosti

(Egp*#£) %L = (Eg* (Ex* L)) xf = (g% L)% (€ % 1)

koja se dobija iz (6) i (10).1z |X(s)] £ ”es"f“w < wis)||tl],,
sledi & = sup__,. X(3) /w(s) < 0 & iz

0l = oup,, p IX(U)IQ/W?(n) < Bup IX(02)|/W(52) <o
da je o < 1. honndéno sce [ -- (X dobign iz (v).

PRIMEDDA . — ‘(vii) Je u nelto drugncijem obliku (M = G »li w
moZe da uzima i vrednost o) iskezuno u 126;4.19.20,8tr.%70 -
3721 1 dokezano kada je M = ¢ (funkcija w je kona&na) uz nun-
pomenu da se sli¥no moZe postupiti u op3tem sludaju. Nad do-
kaz je slidniji dokazu posebnog (ali i najvaznijeg) sludaja
M=G, w=1 u @02%;CH II,§ 1,n° 1,prop. 11 .
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Uzimejuéi u obzir kraj odeljka 1, (vi) i (vii), dobijamo
(viii) Ako je grupa G diskretns, onda je element f alge-

bre L¥(M) inverzibilan sko i samo ako je f(X) # o za svako X
iz Iw .

(ix) Ako grups G nije diskretna, onda je element A& + T
~
algebre LW(M) inverzibilan eko i samo ako je A# o0 i
AN+ £(X) # o0 za svako X iz IV.

§ 3. JEDNO DELOVANJE ALGERRE ILW(X)

ZadrZavemo ozneke iz §2 s tim $to za funkeciju w pretpo-
stavljamo da je poluneprekidna odozdo,konadna i strogo pozi-
tivna na G i da je w(st)<w(s)w(t) (s,t €G), w(e)=1. Neka
je v(s) = 1/w(s™l) zas iz g. Iz w(t-1l)= w((st)"ls) <
w((st)"L)w(s) sledi

(14) v(st) < w(s)v(t) =za svako s,t € G.

Posmatramo konvoluciju produfenja £O funkeije £ € LW(M)(£f0 =o
na G—NM; str.%) i funkcije h definisane na G,

(15) (fo%h)(x) = SG £O(s)h(s~1x)ds = " f({s)h(s-1x)ds
za skoro svako x € G, i dokazujemoc

(x) Neka je h merljiva kompleksna funkcija na G takva da
hv € Loo(xxﬁ'l) za svako x € G.

a) Za_svaku funkciju £ ¢ I¥ (i) funkeije £© i h su konvo-
lutivne i (f9%h)v ¢ LOO(XM"l) za svako x € G. Formulom (19%)
definisana Jje neprekidna kompleksna konvolucija fO% h na G.

b) Za svake dve funkcije £ i g iz IW(M) vaii

(16) TOx (g°%h) = (fO%go°)%h .

a) Ako je & unutradnja tafka skupa I, onda je xaM~l olo-
lina tatke x€G. Otuda sledi da Je funkcija hv lokalno bit-
no ogranidena a time i lokalno integrabilna na G. Funkecija w
Jje ogrenilena odozgo na kompaktnim skupovima u G I22;CH VIII,
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§2,n%1,lemme 11 pa je tskva i funkcija 1/v.Zsto je h lokal-
no bitno ogranilena a time i lokalno integrabilna na G.
ko texid , onda je (zbog s€El => site¢ x-1)
]fo(s)h(s-lt)! v(t) ¢ [ (s)! vi(s) Ih(s-l t)tv(s-lt)
< @@ v el

(gde P, oznatava karakteristiénu funkeiju skupa ACG ) za sko-
ro svako s € G. Zato je funkcija s == f0(s)h(s~1t) integra-
bilna na G i |(£O ¥h)(t)|v(t) < [Eaim Hh‘PxM"lnoo za svako t
iz xM~1 odakle sledi da su funkcije £° i h konvolutivne ree;
CH VIII, § 4,n°5,prop.90 i da (9% h)v e LOD(XM‘l) za svako
xe G.

Neka je x € G fiksirano a it neka prolazi skup xM-1. Kako
s-le xi-l za st €l,bide  £O(st)h(s-1) = TO(st)(hyP,,-1)(s71)
za svako s € G. Pri tome Jje kompleksna funkcija

H(8) /w(s) = (hPy,._1)(e~1)/w(s)
bitno ogranidena na G. Preslikavanje
t == (0% n)(t) = g £O(st)ii(s)as = [, (1% £0)(s)i(e)ds
skupa xM-1 u ¢ je sloZeno od neprekidnih preslikavanja:
t = t-1 skupa xi~1 u G, t—= €, %% grupe G u L¥(¢) ((iv),
stre4) i g —> XG g(s)H(s)ds prostora L¥(G) u ¢ (dii),str.
4) pa je i samo neprekidno na xu~l.zbog lokalne prirode ne-
prekidnosti bide preslikavanje £9¥h neprekidno na G.
b ) Neka je x€ G fiksirano i
F(s,t) = £9(s)g%(s~1t)n(t-1x) (s,t€q).
Teda Jje SG ds SG |P(s,t)jat = (|£°] % (|&°] % |h|N)x) < ® na
osnovu (i). Kako su funkcije fOw i gOw integrabilne, postoje
nizovi (4n) 1 (Bp) dx-integrabilnih skupove tekvi da je fOw
=0 (a time i fO=0) van unije skupova An i &% =o (& time i
g0 =0) van unije skupova Bp. Tada je (LgXApBp) prebrojiva
femilija dx®@dx-integrabilnih skupova van ¢ije unije je F=o.
. + . Q
Seda je §ods (o Fat= (g dt { - F ds I22;CH V, § &,n°1,
scholiell 1 otuda :

(£o% (g0 xh) )(x) = S‘G fo(s)as SG go(t)n(t-Ls1x)at

= (g To%s)as {4 z°(s=1t)n(t~1x)at
- ; A -1y

= SG h(t lx)dt SG £O>c)g%(s™"t)do

= ((£%g%)%n)(x).



Ay

lieposredno iz definicije mnoZenja u algebri EW(M) (. 1)
i (x) sledi

(xi) Pod pretpostavkems iz (x) vaZi

(17) (2& + £O)% ((u& + g°)%*h) = ((A& + £O)%(#E + g9)) +*h

za svake dve Tunkcije f,g € L¥(I0).

PRIMERI.— 1) Ako je M =G, onda je xG-1 =G za svako x¢ G pa
uslov hve 9(xu1) za svako x € G postaje: hv € I1°(G).

2) Neka je G=R}, M=[1,00[. Tada je xt~1 =To,x]. Uslov
hv € IP(x1~1) za svako x € G glasi: funkcija hv je bitno ogra-
nigena na Jo,x] za svako x >o. Zameni 1li se bitna ogrenide-
nost ogranidenosdéu, postaje navedeni uslov ekvivalentan sa:
funkcija h je lokalno ogranilena na R} & jednuka o(w (t"‘l))
kada t - o+.

%) leka je G=2Z, M=0. Tada je skup n -& Jjednck interva-
u J-o,n] u z a uslov cv €I®n—0) za svako n€2Z  ekvive-
lentan je sa: c(k) = O(w(-k)) (k= -00),

PRIMEDDA.—Taldka (x)a opisuje uslove u kojima ée (Glave III,
IV) postojati Abelovi i l'ercerovi asimptotski stavovi za kon-~
volucije sa jednim pravilno promenljivim faktorom.lNjen pose-
ban sludaj (M= G,w=1) nalazi se u L22;CH VIII,§ 4,n°%,prop.
141. Ta¥ka b) Je poseban sludaj asocijativnosti konvoluci-
je mera Iloc.cit.§ 3,n%l,prop.1l (mogla bi se otuda i iz (i)
neposredno dobiti) koja pak proistile iz Fubinijeve teoreme.

§4. PRINMBRI

1) M=G = Y — multiplikeativna grupu realnih brojeva > o
sa uobidujenom topologijom i luarovom merom t’lﬁt (gde je dt
Lebesgueova mersa’).Kompleksna funkeija f na RY Je t=Yat-mer -
ljiva ako i samo ako je dt-merljiva; ona Je t'ldt-—integra -
bilna ako i seamo sko Je funkeija t'if(t) dt-integrabilne,pri
tome Jje

goo £ T = gm %i)-at.

(o] O
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Neprekidni homomorfizmi grupe [Rf u multiplikativnu gru-
pu C¥ kompleksnih brojeve # o su oblika X(t) = t% (z € ¢ )
Keko je za v €R (i t emy)

(vt) t7 ¢ wit) <> (Vi) r log t < log w(t)

log w(t) . log w(t)
— vV t<1l) ————~ < 1 vV t>1) r < ———=
&= ( ) log t ™ ( = log t
log w(t ; log wit —
<> W = sup f.?_b_.l_g__)_ <7 S inft ._.._.é_’...._..(__). = @ ,
T <1l dog t T t>1 log t
to skup IV obrazuju funkeije: X(t) =t% (0 <@z < @)

Konvolucija funkcije f,g € Lw(iRi) definisana Jje sa

(fxg)(x) = Szo f(s)g(ﬁ-) %Ei (x>0)

a element A% + £ € LY(RY) Jje inverzibilsen eko i semo eko je
AFo 1

m —
A+ f‘(z) = A + g T (s)s? %é #0 z& sveko w <flz < w .
o

2) G = BR¥,M — multiplikativni monoid realnih brojeva 2>1.
Iz raezmatranja u preihodnom primeru sledi da skup LW obrazu-
. o \ WA —
ju funkei je: XE) =1t (Jlz<@).

Konvolucija funkecija f,g € LW(M) definisana Jje sa

3
o

(T*e)(x) = Sf £(o)a(%) & (x21)

~
~ . w . . . . .
a element Ao + L € 1, (NE) JO olnvervibibog nkao 1 onana nkea

Ao o i

g
. w s 4
A L(z) =N+ S f(o)u* —-{{3- A 0 20 avako Hv <w o,
l 1 -

%) M =0 =4 — aditivona grupa celih brojeva sa diskret-
nom topologijom i diskretnom merom (mera svekog jednodlonor
skupa jednaka je 1). Kompleksan niz ¢ na Z Jje integrabilon
ako 1 samo ako je red ¢ apsolutno konvergentan;pri tome jeo
integral niza ¢ Jednak zbiru reda c¢ .

Homomorfizmi grupe £ u grupu €* su oblike X(k) = zkK (z
= X(1) € ¢*). Keko je za o<r<o (ikez)



(V) rf < w(k) <=>
<> (k<o) wk W ¥<r i (Wk>o) r < wk)VX

<> w = sup w(k)l/k < r < inf w(k)l/k =w ,

n<o n>o
to skup Z¥ obrazuju funkcije: X(k) = z¥k(w < |z] ¢ @).

Konvolucija nizova &,b € L¥(Zz) definisans je sa
a»x b)(n) = a(k)b(n-k) (n e Z)
( I s (

a niz a € LW(Z) Jje inverzibilan ako i samo ako je

a(z) = Y a(k)zk £ 0o za svako w < |z] <@ .
kez

4) G=2&, M =N -~ aditivni monoid celih brojeva > o. Iz
razmatranja u prethodnom primeru sledi da skup oW ob-
razuju nizovi: X(k) = zK (2] < ®; 09 =1).

Konvolucija nizova &,b € LWU!) definisana Jje sa
n
(a%bd)(n) = § a(kx)b(n-k) (n>0)
. k=0

a niz & € LY(IN) Je inverzibilen ako i semo ako je

- o8 , -
6(z) = ) a(k)zK £0  zs sveko |z] < @ .
k=0 -
PRIMEDBA.—  Prethodni primeri (sa aditivnom grupom R wnesto

multiplikativne R¥) mogu se naéi u I28; Glava III, 88§ 18,1G1.
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GLAVA I

PRAVILNO PROMENLJIVE FUNKCIJE I NIZOVI

§ 1. PRAVILNO PROMENLJIVE FUNKCIJE

DEFINICIJA 1. — za funkeciju R,konalnu,strogo pozitivnu i
merljivu ne nekom intervalu [a, o[ u ;Ri,kaée se da Jje pravil-
no promenljiva (PP) eko kona¥na granilna vrednost

(1) lim R()
X~ R(x)

= p(t)

postoji za svako t iz nekog skupa mere >o u SRI.

Ako Jje R PP funkecija,onda

(I) postoji reslan broj p takav da je p(t) =tP za svako t >o.

Za PP funkciju koja zadovoljava (1) sa p(t)=1tP kaze se
da je pravilno promenljiva indeksa p. PP funkcije indeksa o
nazivaju se sporo promenljivim (SP) i oznalavaju sa L. Funk-
cija R je PP indeksa p eko i seamo sko Je R(X)sXpL(X) na ne-
kom intervalu [a,o[ u R¥. Zato su u klasi PP funkcija bitne
SP funkci je.

Ako je R PP funkcija indeksa p,onda vaZi

(11) (TEOREMA O UNIFORMNOJ KONVERGEINCIJI) Za sveki kompaktan
skup K u IR: konvergencija u (1) je uniformns po t€K.

(II11) Ppostoji interval [b,o[u RY na kome je funkcija R lo-
kalno logeritemski ogranilena (log R je lokalno ogranidena).

1
(Iv) 1ip 08 R(x) _
X000 108 X
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(v) 1lim x"dR(x) = lin x %P = o za d<p, = 0 za A>p.
X K0

(vI) (TEOREMA O RAZLAGANJU) postoji interval [b,0[u &¥,
merljiva i ogranilena realna funkcija n na [b,oo[koja = ne-

kom realnom broju kadea x v o i neprekidna realna funkcija €
na [b,o[ koja +~ o kada x » o tako da je za x>b

(2) R(X) = xp-exp{r)(x) + S).; E(’C)g% .

(VII) Postoji interval [b,w[u (‘Rf,merljiva,s‘trogo pozitivna
i logeritamski ogranidens funkeija H na [b,w[ koja konverpi-
ra kada x » o0 1 neprckidno-diferencijabilna strogo pozitivana
funkcija E na [b,co[koja zadovol java uslov xE’(x)/E(x) = o
(x » ) tako da je za x >b |

(3) R(x) = x° HE®)E(x) .

(VIII) 2Z& sveka dva realna broja ¢ i T,0<p<T,postoji in-

terval [b,e0[u @% i_strogo pozitivne funkcije O i ¢ na njenu
od kojih je Y rastudéa a Y opadajuéa teko da je (kada x » «)

4) R(X) ~v XO‘QD(X) y R(x) ~ xT Y(x).

(Ix) za svaka dva realna broja o i T,0<p <T,Jje (keda x =)

) inf t”°R () ~ x'dﬂ(x) , Sup 't'TR(t) ~ x'rrR(x) .
t2>x tex

(X) Postoji interval [b,oa[ u R¥ tokav da je za svaka dva re-

alna broja o i T, ¢<p<T, kad x> ®

(6) sup t OR(t)~ x"OR(x), inf t7 R(L) ~ x"rrR(x) .
bsi<x b<tex

Obrnuto: ko funkecija R,konaéna,strogo pozitivna i  mer-
ljiva na nekom intervalu E&,OOEE [R’i,zadovol;java Jjednu od re-
lacija (VI)—(X) yonda je ona pravilno promenljiva indeksa p .
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PRIMEDBE.—1) Proizvod konalne feamilije PP funkeija je tako-
dje PP funkcija (indeks joj je Jjednak zbiru familije indeksa
funkcija-faktora). Ako Jje R PP funkeija indeksa p a & realsan
broj,onda Jje r% pp funkeija indeksa op.Skup svih PP funkei ja
podelimo relacijom ekvivalencije: "postoji a>o takvo da je
R(x) =Ry(x) za x>a" ; dobijeni kolilnik,snabdeven mnoZengjem
(klase) i stepenovenjem (klase) realnim brojem,ima strukturu
realnog vektorskog prostora. Preslikavanje R ~>» indeks od R
posmatiranog prostora u R Je linearna funkcionels; zato klase
(ekvivalencije) svih SP funkcija obrazuju homogenu hiperra-
van u njemu a klase svih PP funkcija oGredJjenog indeksap hi-
perravan dobijenu od prethodne translacijom za klasu funkci-
je x — xP (x>0).

2) Ako je R PP funkecija indeksa p, onda je takva i funk-
cija x = R(tx) za svako fiksirano t >o;tskva je i svaka mer-
ljiva realna funkcija koja je ~ of R(x) (x= «) za neko o >o.

%) Osnovu teorije PP funkcija &ine teorema o uniformnoj
konvergenciji i teorema o razlaganju (koja se javlja u ekvi-
valentnim oblicima (VI) i (VII)) ; izmedju definicije i bilo
koje od njih je ponor posle kxoga se lako dolazido ostalih o-
sobina PP funkcija (kao u [£29,303) .

a) Teorema o uniformnoj konvergenciJji, po svojoj prirodi
bliska onom delu Analize koji izvire iz Baire-ove teoreme o
kategoriji,uz pomoé Lebesgue-ove teoreme o dominantnoj kon-
vergenciji daje relaciju

(7) lim

Xe» 0

£(t)
a R(x)

S.b R (tx)

b
it = g £(t)tPat
a

za svaki kompaktan interval [a,b] Bﬁ i sveku lokalno inte-
grabilnu funkciju £ na R}.Ova relacija je podetak primene PP
funkcija na odredjivanje asimpitotskog ponaSanja integreals.

Teorema o uniformnoj konvergenciJji, velika 1 privladna
sema po sebi,dokazivena mnogo puta, i8etala Jje iz okvira PP
funkeija,postala povod svome sopstvenom uopdtenju.Pitanje je
koliko su ta uopstenja daleko od primena u Asimptotskoj ana-
lizi —onoga ¢emu "obidéne" PP funkcije duguju i svoj nastanak
i svoj razvoj.
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b) Neka Je {b,dﬁ:fiksiran interval u B:. Skup svih funk-
cijan iz (VI) (na {b,={),snabdeven uobilajenim sabiranjem i
mnoZenjem skalarom 1 uniformnom normom, ima strukturu DB-pro-
stora; isto vaZi i za skup funkcija € iz (VI).Teorema o raz-
laganju omogudava da se pri resavenju pojedinih problema u
kojima se Jjavljaju PP funkcije koristi struktura bear jednog
od navedenih B-prostorsa.

Teoremu o razlaganju, (VII),Jje B.BAJEANSKI [117 doveo sko-
ro do kraja pokezavdi:funkcija T u (3) mofe ce izabrati tako
da bude restrikcija na [b,®f kompleksne funkcigje §,znalitil-
ke u -}-0,b] i takve da z§(8)/3(z) — o kada z ~> ® kroz
ugao |erg (z-b)| < W—-€ za sveko o< €& <TM.Pa ipak,&ini se,krs]
nije tu - nedostaje jedinstvenost takvog razlagenja.

Pre DAJSANSXOG je D.D. ADALOVIC @01; Th. IVI bio pokazso
da se funkcija & u (%) moZe izabrati tako da se poklapa sa R

na unspred zedatom nizu talaka koJji teii ka w, da je besko-
netno diferencijabilna a da je monotona (konveksna) ako je R
tekva. Ni ovde raziaganje nije Jjedinstveno.

4) Logaritamska ogranilenost neke strogo pozitivmne funk-
cije f ekvivelentna je ogrenifenosti preslikavanja x ~> f(x)
u topolodku grupu Rf.

5) Keka je R PP funkcija indeksa p.Relacija (IV) pokazu-
je da je funkcija R reda p u odnosu na funkciju x => x na I
(21,CH v, § 1,n° 4,déf. 5].Tekodje je (IV) <=>(v) L[loc.cit.,

prop. 12].

2. PROSIRENJA I SUZENJA POJMA PRAVIINE PROMENLJIVOSTI

JKARAVATA [29,%0] Jje definisco neprekidne PP funkecije i
izveo njihove osnovne osobine. Xeenije su J.KORLVAAR,T.VAD
AARDENLE-BHRENFEST i N.G.DE BRUION [33] dokazali (II) i (VI)
za merljive PP funkcije.

Jedno uopstenje PP funkcija dobija se zamenom Jjake asim-
ptotske relacije ~ u (1) slabom (Q): za funkciju R,konalnu,
strogo pozitivnu i merljivu na nekom intervalu [a,®[ u Rf,
kefe se da Je Q-pravilno promenljiva (0-PP) e&ko je
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t
(8) lim.sup I-Z{-S--}i— =p(t) <oo
X @ R(x)

za svako t>o. Neprekidne O-PP funkcije uveo je V.AVAKUNOVIC
[08,093. J.KARAMATA [31] je dokazao teoremu o razlaganju pod
pretpostavkom da vaii teorema o uniformnoj ogranidenostij;ovu
su paek dokazali H.DELANGE 0247 za neprekidne i W.MATUSZEWSKA
35,561 za merljive O-PP funkecije.

E.SENETA I411 Je merljivost u def.l zamenio lokalnom lo-
garitamskom ogranilenodéu a skup mere >o intervalom pa je za
teko dobijene funkecije (slebo pravilno promenljive) dokazsao

(), @) i (v).

B.BAJSANSKI 0101 posmatra merljive kompleksne funkecije R
na R ¢ija n-ta diferencija,éﬁ'R(x),konvergira kada x => w0 zs
svako t iz R.UopStava relacije (I), (II), (III),(VII). Z& O-Ip
funkeije takve vrstie dokazuje teoremu o uniformnoj ogranide-
nosti.

S ALJANCIC,R.EOUANIE 1 M.TOMIC LO71 su preciziranjem re-
lacije (1),

©) RO o o<1 ) (x =)
=p + X =00
W (x)

'za svako t>o (gde V(x)1n0 kada x> c0),dobili PP funkei je
‘ga ostatkom i pokazali da one imaju osotbine analogne osobi-
nama (II), (VI), (VII) i (IX).

R.BOJANIC,JKARANMATA 1 M.VUILLREUMIER I151 su pokszali da
teorema o uniformnoj konvergenciji vazi za neke reslne funk-
cije na izvesnim Abelovim grupema snabdevenim strukturom mre-
te (poredek definise konvergenciju,lMoore-Smith-ovu, i zatvo-
rene intervale na kojima je ona uniformns)keao poseban slulaj
javljaju se izvesne realne funkcije na R

B.BAJSANSKI i J.KARAMATA [12] prenose pojam pravilne pro
menljivosti na preslikavenja Jedne topolodke grupe u drugu i
dokazuju uopdtene relacije: (I) i (II) za neprekidne ili mer
1jive PP funkcije, (VII) za merljiva PP preslikavanja (multi-
plikativne) grupe R}™
#ti zu neprekidne O-PP funkeije.MNavodimo njihovu teoremu 2

u Ri, teoremu o uniformnoj ogranideno-
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TEOREMA.—eka su H,G’ separircne topolodke grupe (@a_nmplji:
plikativnim zepisom zakona kompozicije) od kojih G’ zadovo-_
ljave drugu sksiomu prebrojivosti, G _lokalno kompaktna pod-
grupa od H, P desno invarijsntna Haarova mera na G, @ filter
na H sg prebrojivom bazom <Fn)n(~:£\’ takav da je za svaki kom-
pektan skup K u G (KFn) takodje njegova baza,

Ako preslikevengje R grupe I u G° zadoveljava uslove
&) Funkcija t —> R(tx) Jje merljiva_za svako x iz H.
b) lim, g R(tx)/R(x) ~ p(t) postoji_za svako t iz G.
c) skup p(G) Je sadrien u centru grupe G’.
onda
(i) p je_neprekiden homomorfizem grupe G u G’.
(ii) Za_svaku okolinu V’ jedinice u G’ postoje: .kolina.

V jedinice u G i skup F€& O takvi_da_je R(tx)/R(x) € V'p(t)
za svako t€V 1 svgko x¢€F,
(iii) Za sveki kompzkten skup X u G Xkonvergencija u b)

je uniformna po 1€ K.

Dokaz teoreme se prenosi 1 na opdtiji stav 1 koji sledi.

Neka je X skup snabdeven filtrom sa prebrojivom bazom, X
jedna baza tog filtra, G’ komutativna meirizabvilna topoloika
grupa sa jedinicom e’, 7 (%,G°) skup svih funkcija sa vred -
nostima u G’ od kojih je svaka definisana na nekom elementu
iz £ (koji zavisi od funkeije),) podskup od H(F,6*).

Neka je G komutativna lokalno kompaktna separirana topo-
lo¥ka grupa sa jedinicom e i [aar-ovom merom f3, (s,f) +¥ s.f
preslikavenje skupa GXX u X tekvo da je za s,t€G i f,geX

(10) (st).f = 8.(t.f), e.f =°F

bko Jje_ limg f/g = ¢c,onds je za svaki kompaktan
(1D skup K u G 1lim; s.f/s.g = ¢ uniformno_po s€XK.

Ovde,i dalje,f/g oznafava funkciju koja u talki x ima vred -
nost f(x)(g(x))"l.‘l‘akodje je s.f(x) = (8.T)(x), st.f(x) =
= ((st)oL)(x), 8.t.£(x) = (8.(t.f))(x).Primeujemo da iz (13)
sledi: Ako f€X i ako je za 8G G funkcija s.f definisana ua
skupu FSG ¥,onda za svaki kompakten skup K u G presek fami-
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lije (Fg)gey sadrii neki skup iz F;na tom skupu su definisa-
ne sve funkecije s.f (8 € K).

DEFINICIJA 2.— Za funkciju R € % kaZe se da je pravilno
promenljiva (PP) sko

&) Za_sveki kompaktan skup K u G postoji skup FER tekav
da Jje preslikavenje s > s.f(x) skupa X u G’ merljiva_za
gvako x € F.

b) Z& sveko s &G postoJji granilna vrednost

(12) lim =R = lim iﬁi@- =g(s).
R X,* R(x)

Pri tome se funkecija ¢ naziva indeksom PP funkciJje R.

STAV 1. — Neka Jje R pravilno promenljiva funkcija indeksa
0.7a00
(1) @ Jje neprekidni homomorfizam grupe G u grupu G’.
(1i) Za sveku okolinu V’ talke e’ u G’ postoje: okolina
VY tadke e u G i skup F€ F takvi da Je
8.R(x)
(13) — € V’p(8) za s8€V, x € F.
R(x)
(1ii) 2o sevuki Xkompukton skup K u G kggyggggng;jihy‘(]ﬂ)
Je wniformna po u€ K.

(1) Dpovoljno je dokazati da je ¢ merljiv homomorfizam
grupe ¢ u ¢° L ,CH VIII,§ 4,n°6,prop. 18].Prvo sledi iz to-
ga 3to Jje restrikcija funkcije ¢ na proizvoljan kompakten
skup K u G greni&na vrednost duZ filtra sa prebrojivom bazom
femili je merljivih preslikavanja skupa K u metrizebilnu to-
polodku grupu [ ,CH IV,§ 5,n°4,Th. 2],& drugo iz

st.R t.s.R t.R

0 (st) = lim = lim — = o(s)e(t) (s,t€a).

t.R

(ii) Neka je K kompsktan skup u G mere >o.Kako je pre-
sek kompaktnih skupova VK kada V prolazi familiju kompektinih
okolina talke e jednsak K,bide R(X) = infv p(vk) L ,CH 1V,
§ 4,n°6,cor. de la prop. 1lll;neka je V jedna tekva okolina
za koju je P EK) < 2p(K) .
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Neka je W otvorena okolina talke e’ takva da Je WW"IC '
a skup M€ K takav da Jje za svako s€V,t€K funkcija x
— 8t.R(x)/s8.R(x) definisana na M a funkcija u *> u.R(x)
merljiva na VK.Tada je funkecija t > st.R(x)/s.R(x) merlji-
va na K za svako 8€V, x€ M pa Je skup

A(s,x) = { t€K |8.t.R(x)/s.R(x) € We(t) }

merljiv; kaeko je on sadrZan u K,biée i integrabilan.
Neka je FC M skup iz & koJji zadovoljava uslov

(Weev)(VxeF) p(a(s,x)) >p(VK)/2 .

Ako tekav skup F ne bi postojao,imali bismo za niz (F ) u *
koji Jje baza posmatranog filtra nizove s, €V, x,€F, tekve
da je ﬁ(A(sn,xn)) L B(VK)/2 < B(K). Skup lim.inf A(sy %)
bi imso meru < p(K) pa za tadku t€ K - lim.inf A(s, % )niz
s+ teR(x,)/8,-R(x ) ne bi konvergirao ka @(t) Jjer mu se bes-
konalno mnogo &lanova nalazi van WQ(t) j;otuda bi sledilo da
funkeija x = s.t.R(x)/s.R(x) ne konvergira ka @(t) uni -
formno po s¢ V 3to je u kontradikeciji sa (11)i (12).

Neka s €V, x € F.Sveki od skupova A(e,x),sA(s,x) C VK Jje
mere > B(VK)/2.Zato postoji tetka t € A(e,x)n sA(s,x) pa je

8.R(X)  t.R(x) {s.s']‘t.R(x)

-1
= } € wo(t) {we(s'lt)}’l
R(x) R(x) s.R(x)

= WW'lg(s) c ve(s) .

(iii) Neka je K kompaktan skup u G a W okolina talke e~
u G’.Neka je V’ okolina tadke e’ takva da Jje V'V’ 'C W a, za-
tim, V kompaktna okolina talke e i Fe ¥ takvi da vaZi(13%).Iz
pokrivanja (tV)teK skupa K izdvojimo konalno pokrivanje
(W)teL (L je kona¥en podskup od K).Za svako te€L funkcija
x > s.t.R(x)/s.R(x) konvergira ka @(t) uniformno po 8€V ;
njene vrednosti su sadrZane u V°¢(t) za sveko x iz nekog sku-
pa F,€ & i svako s¢ V.Neka je M skup iz ¥ sadrZen u F i svim
skupovima Ft.Ako ueX i xeNM,onda je u = st za neko s8¢V 1

neko t€lL pa je

u.R(x) _ s.t.R(x) 8.R(x) € VetV o(s) = VY 0w C wol) .
R(x) s.R(x) R(x)
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PRIMEDBA.—Komutativnost grupa G,G° se moZe oslebiti na isti
na¢in kao u Teoremi (str. 6). Metrizabilnost topolo¥ke grupe
G’, ekvivalentna egzistenciji prebrojivog fundementalnog si-
stema okolina talke e’ u G’, je slabija od "G’ zadovol java
drugu eksiomu prebrojivosti".

PRIMERI.—1) Neka su H,G’ separirane topolo3ke grupe od ko-
jih Je G’ metrizabilna i komutativna, G komutativna lokalno
kompakina podgrupa od H, ¥ baza nekog filtra Qu H koji ima
prebrojivu bazu i takav je da je za svaeki kompaktan skup K u
G famili ja (KF>F'GI tekodje njegova baza.Preslikavenje (s,f)
> s.f, 8.f(x)=17F(sx) skupa GXH(FG’) u H(%G") zedovolja-
va (10) i (11) .zaista,sko f,ge#(%G’) i limg f/g =c, onda
za svaku okolinu V' talke e’ postoji skup FE X takav da je
f(x)/g(x) € ¢V’ za xEF.Ako je,dalje,K kompakten skup u G,on-
da postoji skup M€ #* 1lakav da Jje KMCF; za s€K i x€ M vaii
f(sx)/g(sx) € cV’. Teorema je,dakle,poseban slulaj stava 1 .

2) Ako je topoloZka grupa H (primer 1) loksalno kompaktna
i prebrojiva u beskonalnosti,za { se moZe uzeti filter svih
komplemenata relativno kompaktnih skupova u H (okoline bes-
kona¥nosti u H).Zaista,sko su K,L kompaktni skupovi u H,onda
1° skup (&(1) = C(UxeK x(L) = nxeK xL Je kompsktan.
2° Skup U=K"11 je kompaktan a keko je ((K(M) = nxex *K™1L
JL,vide k(M C (L .

3) Neka je (primer 1) H=G6=R ili ‘R:, G'=R 1i1i R:_,.'ﬁba-
za filtra okolina tafke +oou G obrazovana intervalima [a, o[
(a€G).Tako se dobijaju Zetiri vrste PP funkecija - nezivace-

mo ih pravilno promernljivim (G,G*) (PP(G,G")) a za G° = @*
pravilno promenljivim na ¢ (PPG). 2Za (G,G) = (mf,m:}) imamo
PP funkcije iz def. 1.U dokazima se najedée pojavljuje slu-
taj (6,6°) = (R,R) koji je formalno najjednostavniji (jer smo
na njega najvide navikli); sustinski su oni isti jer su topo-
loske grupe R 1 tRj‘_ izomorfne. Jedean izomorfizesm je preslika-
vanje exp pri kome se filter okolina tatke +o u R preslika-
va na odgovarajuéi filter u R} a Haarovs (=Lebesgueova) mera
dx na R na Hasrovu meru dx/xX na RY¥. Zato su sa (I)-(X) date
osobine PP funkcija u sva Setiri sludaja. Treba samo paziti
pri prevedjenju esimptotskih relacija u kojime se eksplicit-
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no me pojavljuje lim; tako se,na primer,~v1 (= >1) za G’ = R:
prevodi sa o(1l) (=-»0) kada je G’ = R.

4) Neka je (primer 1) B =G = Z,G'= lef, K baza filtra oko-
line tatke +0 u Z obrazovana intervelima [m,c0[={n€ Z:n>m}
(me Z).Primer 1 daje u ovom sludaju PP nizove koje éemo zvae-
ti pravilno promenljivim na Z (PPZ). Posmatrademo ih u slede-
¢em odeljku. Primedujero da su za njih izvodjenja sasvim jed-
nostavna (zehvaljujuéi jednostavnosti grupe Z).

5) Neka Jje % baza filtra okolina talke +0 u iR:‘_ obrazo-
vena intervelima [a,o0o[ (8>0), R =R(%RY), (s,f) »ef (mno-
Zenje funkcije f konstantom s ) preslikavanje skupa lR‘f XH u
‘H.Po definiciji 2 su sve funkcije iz "R PP indeksa p: Xx+~>x .

§3. PRAVILNO PROMENLJIVI NIZOVI FA Z

DEFINICIJA %.— Za niz R,strogo pozitiven ne nekom intervalu
[m,0[ u Z,kaZe se da je pravilno promenljiv na Z (PPZ) ako

R(k+n)
(14) lim ——— = p(k)
n-»>o0 R(n)

postoji i € R¥ za k = 1; pri tome se broj p = p(1) naziva in-
deksom PPZ niza R. Za PPZ niz indeksa 1 kaZe se da Jje sporo
promenljiv na Z (SPZ).

Ako je R PPZ niz indeksa p, onda vaZi

(1.2) p(k) = pk za sveko kC Z.

(I1.2) Za_sveki kompakten skup K u Z konvergencije u (14) je
uniformna po k€ K.

(III.Z) Postoji interval [m, w[ u Z na kome je niz R lokalno
logaritamski ograniden.

(1V.2) lin 228 RA) 5o p .

n -» 00 o
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(V.2) lim o"R(n) = lim o Pp"= 0 za o< d<p,=0 za A>p.
o> o n @

(vi.z) Postoji intervel |[m,®[ u Z i reslen nula-niz g na
njemu tako da je zan>m

n-1

@as) R(n) = R(m)p expk:ZlE(k).

(VII.Z) postoji intervel [m,co[u Z i strogo pozitiven niz E
na njemu koji zadovoljava uslov log E(n+l) — log E(n) —>o
(n — ) tako da Jje R(n)a- an(n) Zza n>m.

(VIII.Z) Za sveka dva broja >0 i T>o0,0<p<T,postoji in-
terval [m, o[ u Z na kome je niz o "R(n) strogo rastudi a
niz r;’nR(rz) strogo opadajudéi.

(IX.2) za svaka dva broja o >0 i T>0,0<p< T,je kad n —> o

(16) inf 6"XR(k) ~ ¢"PR(n), sup T R(k)~ T PR(n).
kzn kzn

(x.2) postoji interval [m,oo[ u z takav da je za sveka dva
broja o0>0 1 T>0,0<p<TMkad n — ®

(17) sup FER(K) ~ o "r(n), inf 7¥R(k) ~ T"PR(n).
m<k<n m<kén

Obrnuto: gko niz R,strogo pozitiven na nekom intervalu
[m, o[ u Z,zadovoljeve jednu od relacija (VI.Z)-(X.Z),onda je
on pravilno promenlJjiv na Z indeksa p .

(I-2).Sledi neposredno iz definieije. (I1I.~1I1.Z).Trivi-
jalno jer Jje grupa Z diskreina. (};v.z>.Sledi iz definicije
primenom Stolzove teoreme. (V.Z).log o~ UR (n) ~ (log of'lp)n
(n —> ) vaZi na osnovu (zv.2). (vI.z).Relacija (15) ekvi-
valentna je e&(n) = log R(n+l)/pR(n) (za n>m). (VII.Z).Us=-
lov za E je ekvivalenten sa "E je PPZ niz". (VIII.Z).sledi
iz d\"(n+l)R(n+l)/d~’nR(n) - d\"lp (n—>o0) za svako d>o.
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Neka je niz R strogo pozitivan u nekoj okolini tadke +
u &

(VIII-Z) = (1x.z). (16) vaZi sa = umesto ~ za dovoljno
veliko n>o.

(IX+Z) => (X.2). Neka je R strogo pozitivan na interva-
lu [m,w [u 2z, a(n,c) =inf o*'kR(k) za n>m i o< o< p.Neka je

2

a(n,c‘):vo"nR(n) (n = ook):-nza 0<o<p. Rastuéi niz a(n,o) je
tada strogo pozitivan pea konvergira nekom r(d)e'_] o,®]. Za o
<T<p iz o "R(n) = (5/0)"F "R(n) sledi r(0) = oor(0) = c0.Ko-
risteéi relaciju: ako su & i1 b strogo pozitivni nizova na
nekom intervalu [m,o[ u 2 i b(n) = © (n~> ®),onda_vaii

(18) a(n) ~ b(n) => sup a(k) ~ sup b(k),c*)
msk<n msk<n

dobijemo sup o’kR(k) ~ sup a(k,or) = a(n,c)rvo"nR(n).Re-
ms¢ksn msksn

laci ja (v'r>p)(162) = (v T)p)(l'lz) je dualna ba3 dokaza-
noj (u odnosu na poredsk > na R}).

(x.2) => R je Z-PP niz indeksa p. Iz (Vo<o<p)(17,) i
A sup c'_kR(k) > oR(n) sledi 1lim.inf R(n+l)/R(n) D> o i
daldgfi%§8+%‘~>p-,lim.inf R(n+l)/R(n) > p. Iz dualne relacije
(V7>p)(27,) dobijemo 1lim.sup R(n+l)/R(n) < p.

PRIMEDBE.—1) Iz prethodnog dokaza se vidi da Je
(Vo<o<p )(161) <= (Fm€z)(Vo<kaogp )(171)

(v T>0)16,) <= (Fmez)(Vr>p)@T7,)

2) Na PPZ nizove se prenose primedbe 1) i 2) (str.3) i
prvi deo primedbe 3.b) (str.4).

PRIMERI.—Ako realan niz konvergira,kad n > c0,konaénom bro-
ju > o,onda je on SPZ. Takodje su,za ?€R,Z-SP nizovi: n°(',
(O{;n> (ob# -1,-2,¢u. >é (log n)d, (1ogk n)d (k puta iterireni
log ). Niz pnnd(log n) (p) o, XE€R, BélR) Je Z-PP indeksa p.

™ neka je SUPD a = sup ., . a(k) i c(n) = SUP2 a/SUP® b. 1z
& ~bib(n)-> o sledi SUP, & ~ SUP§ a i SUPp b~ SUP b
za svako N> m.Zato Je Iim c(n) =TIim SUPE a/SUPS b gSUPfJO a/b
iotuda Iimc(n) < 1. Iz b ~a sledi Tim 1/¢(n) < 1.
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& 4. PRAVILNO PROMENLJIVI NIZOVI

DEFINICIJA 4.— Z& niz R,strogo pozitivan na nekom intervalu
[m, o[ u N*, ka¥e se da je pravilno promenljiv (PP) gko ko-
nalna granidéna vrednost

(29) lim ———— = p(t)

postoji za svako t> o.

PP nizovi imaju osobine (I)-(X) PP funkcija (str. 1-2);
semo treba u njima zameniti IR:_ sa* a x> o ssl*dn> 0.
Posebno éemo navesti osobine (VI)-(VII) Jjer su one za nizove
ned3to drugeadijeg oblika.

Ako Je R PP niz, onda postoji realan broj ¢ tekav da je
p(‘c)'-:tp za svako 1 >0; p se naziva indeksom PP niza R. PP
nizovi indeksa o nazivaju se sporo promenljivim (SP).

Ako je R PP niz indeksa p, onda vaii

(VI) Postoji intervel [m, o[ u * i reelni nizovi n 1 € na

njemu,od kojih 7 konvergirs nekom realnom broju a € nuli,te-
ko da je za n>m

= 1
(20) R(n) = aP exp{q(n) + kgl E(k)f} .

(VII) Postoji interval [m, o[ u* i strogo pozitivni nizovi
H i E na njemu takvi da H@)=> 1 (n+> @),

(21) n{l—w} - 0 (n'->oo)
E(n)

i da je R(n) = an(n)E(n) za n >m.

Vezu izmedju PP funkcija i nizova (koja omoguéava da se
iz osobina funkcija izvode osobine nizova) daje
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TEOREMA O UTAPANJU.-——Niz R,strogo pozitivan na nekom inter-
valu [m, o[ u 0¥, je PP indeksa p azko i samo sko je funkcija
R(x) = R([x]) (x>m) pp_indeksa p.

Pojsm PP nize potide od J.KARAMATE [29,301.Teoremu o po-
tapanju su dokazali J.GALAMBEOS i E.SENETA [271 za nizove ko~
ji zadovoljavaju (VII) a R.BOJANIC i E.SENETA [181 za PP ni-
zove.U 0181 Je takodje dokazana relacija (I) kao i ekvivalen-
cija bilo kog od uslova (VI)-(X) sa "Niz R Jje PP indeksa p".

PRIMEDBA.—Zeamenom relacija (20) i (21) ekvivalentnim
n-1

(207) R(n) = nf exp {Q(n) + i.l. €(k)Alog k}
k=

NAlog E(n
(1) il S > o (n—> ©)
ANlognn

(gde je Alog n = log(n+l) — log n) postaje oditija ekviva-
lencija (VI) i (VII) keo i njihova veza sa odgovarajuéim re-
lacijama na strani 2.



GLAVA III

ABELOVI ASIMPTOTSKI STAVOVI ZA PRAVILNO
PROMENIJIVE FUNKCIJE I NIZOVE

8 1. ABELOVI ASIMPTOTSKI STAVOVI ZA
PRAVIINO PROMENLJIVE FUNKCIJE

Jo8 od svog nastanka behu PP funkcije vezane za Abelove
asimptotske stavove.Tako bi se Karamatina originalna defini-
cija I291 mogla,u slufaju merljive PP funkcije,prevesti sa:

Za_funkeiju R,strogo pozitivnu i merljivu na R}, kaZe se
da_je PP indeksa pc R ako je za neko o<p funkeija t™R(t)
integrabilna ne svskom intervalu Jo,a] (a>o0) i

1 X [x\o dt 1
(1) lim (—) R(t) — = .

x> 00 R(x) Jo \t t p—0c

U ovoj definiciji se poJjavljuje i beskonalna talka o =za
R}.Zato se zehteva integrabilnost funkeije t™°R(t).To se mo-
Ze izbedéi pretpostavljajuéi 1lokalnu integrabilnost funkeije
R na nekom intervalu [a, cof u R: i zamenjujuéi interval in-
tegracije Jo,x] u (1) sa [a,x].Tada prethodna definicija po-
staje ekvivalentna definiciji 1 (str. II.1) sa p(t)=1tP. za
neprekidne PP funkcije ovu ekvivalenciju je dokazeao J.KARA. -
MATA [291 & z&jedno s& R.BOJANICEM [143 i za merljive.Prime-
éujemo jo¥ dea se (1) moZe pisati u obliku

(1) li Sco o R(t"'lx) at Sco (TP dt
x>0 J1 R(x) t  J1 t

u kome se,olito,desna sirana dobija kada se u levoj funkeija
R zemeni sutomorfizmom t —> tP grupe R:. Navodimo uslove ob-

lika (1) kojim se mogu karakterisati PP funkcije — teoreme o
karekterizaciji.
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Ako je R PP funkcija indeksa p,onda vaZi:

(}{I) Postoji interval [a,oo[ u lR:_ tekav da je za svaki re-
alen broj o<p

() lin — * (BE-)G-R (t) at = - .

x+» 00 R(X) a

(XII) Za sveki realan broj T>p Je

dat 1
3) lim R 1) — = .
( X ~=» 00 R(X) () t T—p

Obrnuto: ako funkcija R, strogo pozitivna i merljiva u
nekoj okolini tafke +oo u R}, zadovoljava (2) za neko a>o i
neko o<p ili (3) za neko T >p, onda je ona PP indeksa p.

Prvi korak ka uop3tenju relacije (1) bio je da se funk-
cija t+» tP u njoj zameni op3tijom.U¥inili su ga S.ALJANCIC,
R.BOJANIC i M.TOMIC L0611 pokazavdi za neprekidne PP funkcije:

Neka je R PP funkcija indeksa p,strogo pozitivnag,merlji-
va i lokalno pgranifena na iR" a £ merljiva realna funkcija
na Ry i neka postoge realni brogev1 oiT,o<p<m takvi da

je funkc:.aa max (177 "rr)f(t) ttdt-lntegrabllna i da je
R(t) = 0(t7) (t~> o+). Teda je

v @ dt

4) lim R(t) — = S F()tP = .

¢ X >0 (x) 0 t

Slede¢i korak je bio da se realna funkeija (x,t) —>7(%)
u (4) zameni opstijom.Teko M.VUILLEUMIER [431 posmatra real-
nu funkeiju k na [x_, o[ X R} (% >0) takvu da je funkcija
t+—> tPk(x,t) integrabilna za svako x>x,, zatim femiliju
R(p) svih PP funkcija R indeksa p koje su sirogo pozitivne,
merljive i1 lokalno ogranidene na KR:‘_ i zadovoljavaju uslov
R(t) = 0(tP) (t —> o+) pa za integralnu transformaciju K,

Q .
(5) KR(x) = SO k(x,t)R(t)dt , R € R(p)
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pokazuje:

i) &rR(x) = (R(x)) (x —> ) za sveko R € R(p) s&ko i
sumo ako postoje realni brojevi ¢ i mog<p<m,takvi da je

(6) S:olk(x,t)| max{(l)o—,gc—) }dt 0(1) (x> ).

X

(1i) KR(x)/R(x) —> o (€R, x —> ®) za svako R € R(p)
ako i samo ako

0

(1) Smk(x,t) (%)p dt —> o (x —> ™)

i postoje realni brojevi o i T,0<p < T,takvi da vaZi (6).

Konaéno,inspirisani poznatom Korovkinovom teoremom; pPre-
nose R.BOJANIC i M.VUILLEUMIER 0191 ove rezultate na regu-
larne operatore (razliku dva pozitivna operatora) na % (p).

Pomenimo na kraju da je D.DRASIN [250 posmatrao redenja
R asimptotske jednaline (4) i pokazao da su ona pod izvesnim
(Teuberovim) uslovima PP (uop3tenje teoreme o karakterizaciji).

Zbog kasnijih potreba (glava IV) formulisademo sada bla-
go uopdtenje relacije (4). Dokazeéemo ge kasnije (§ 4 ) iako
bi se ono moglo dobiti iz gornjih relacija (i) i (ii).

STAV 1l.—a) Neka je R PP funkcija indeksa p a £ i g merljive
kompleksne funkcilje na (R takve da je za neke realne brojeve
gi T,0<p <Tfunkcija f(t) max (t~ ,t-rr) £+t -integra-
bilna a g lokalno ogranidena na [R:‘_ ig(t) = O(tc_) (t—> o+).

(1) 4ko Je lim.supt,, o0 |&8(L)|/R(t) = d <o, onda je

8) 1lim.sup
X > co

Ré{) :of(t)g({ci)étii Sa.go £ ()] ¢~P -tE .

(i1) Ako je 1limt,ye &(t)/R(t) = d , onda je

© x\ dt @© -p dt
CORE iy R So f(t)g(-—t-) = = ozgo ()t < -
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b) Neka je g(p) familija svih PP funkcije indeksa p koje
su strogo pozitivne,merljive i lokalno ogrenilene na R¥,jed-
nake O(tP) keda t+~—> o+. Neka je f kompleksna funkcija na R}.

(i) Zea svako R € R(p) postoji xo >0 takvo da je funkcija
t > £ (t)R(x/t) t-1dt-integrabilna za svako x >Xo ako i samo
ako je funkecija f(t)max (t"p,t"'r) t-ldt-integrabilna za neki
reglan broj T>p.

(ii) za svako R € R(p) je Sgx £(t)R(x/t)t-ldt = O(R(x))
(x => ) sko i samo sko je funkcija f(t)mex(t=9,t=T) t-14t-
-integrabilna za neki par realnih brojeva o,T (6<p<T).

8 2. ABELOVI ASIMPTOTSKI STAVOVI ZA
PRAVIINO PROMENLJIVE NIZOVE NA Z

Ako je R PPZ niz indeksa p, onda vaii

(X1.2) postoji intervel [m, o[ u Z tekav da je za sveki re-
alen broj o<o<p

1 n
(10) lim —— oh~-kgr(x) = P .
nr» @ R(D) k=m p—-cC
(XI1.2) 2a sveki realan broj T>p Jje
o) T (%)
11 lim n-kp(k) = .
(1) nw o R(n) kgn"' (k) T—p

Obrnuto: ako niz R,strogo pozitiven u nekoj okolini tad-
ke +co u Z, zadovoljava (10) za neko me Z i neko o<o<p ili
(11) za neko T>p, onda je on PPZ indekse p.

Za m u (XI.Z) se moZe uzeti bilo koji ceo broj tekav da
Jje R(k) definisano za k >m.Relacije (XI.Z),(XII.Z) su poeeb-
ni slulajevi stava 1.Z. Obrnuto tvrdjenje sledi neposredno:

) Nesimetrija desnih strana u (10) i (11) se moZe ukloniti
ako se gornja granica sumiranje u (10) smanji ili donja gra-
nica u (11) poveéa za 1.
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Ako niz a,definisan sa le;l:m ch-kR(x) = a(n)R(n), konver-
gira ka p/(p-0), onda iz a(n+l)R(n+l1) = 6a(n)R(n) + R(n+l)
sledi da R(n+l)/R(n) = ca(n)/(a(n+l) — 1) konvergira ka p.

Ako niz a,definisan sa Zgin'rn'kR(k) = a(n)R(n), konver-
gira ka T/(T-p), onda iz  a(n)R(n) = R(n) + !T'la(m-l)R(m»l)
sledi da R(n+l)/R(n) = T(a(n) — 1)/a(n+l) konvergira ka p.

STAV 1.Z-e) Neka je R PPZ niz indeksa p,a i b kompleksni ni-
zovi na & takvi da je za neke realne brojeve o i T,0<0<p <
<T, niz a(k)mex (6-¥,7-X) spsolutno sumabilen(na Z) & b(k)
= 0(o%) (k> -),.

(1) Ako Je ZL:'Lm.supk‘_a’Qo lv(x)| /R(kX) = ol<o0 , onda je

(12) lim.sup L

) - -k
n-> o R(N) kéza(k)b(n | < dkgzla(k)lp .

(ii) Ako je limg oo b(k)/R(k) = d, onda Je

. 1 3 -
@) 8, 5 (W = 4L ee

b) Neka je A(p) familija svih PPZ nizova indekss p koji
su strogo pozitivni na Z i = O(pk) (k=>"©). Neka je a kom-
pleksan niz na .

(1) 2Za svako R € R(p) postoji no€Z takvo da je niz k~>
a(k)R(n-k) apsolutno sumabilan za svako n>np asko i samo_ako
je niz a(k)max(p"k,fl"k) apsolutno sumabilan za neki realan
broj T>p.

(ii) Za svako R € R(p) Je Zkez a(k)R(n-k) = O(R(n)) ka~
da n—>o0o ako i1 samo ako Je niz a(_k)max(c'k,ﬂ"k) apsolutno
sumabilan za neki par realnih brojeva o, T (o <o<p<LT)

Relacija a(ii) dokszana je u [40; 1,K&p. IV,Problem 1781.
Ispitivanju slulajeva u kojima,obrnuto,iz konvergencije niza
Yis=o a(K)R(-k)/R(n) (a(k)>o0 za ke N) sledi konvergencija

niza R(n+l)/R(n) (teoremea o karakterizeaciji) posveéen je niz
radova od kojih navodimo samo [16,341.
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§ 3. ABELOVI ASIMPTOTSKI STAVOVI ZA
PRAVILNO PROMENIJIVE NIZOVE

Ako je R PP niz indeksa p, onda vaii

(XI.N*) Postoji meN™ tekvo da je za svaki realan broj o<p

: 1 2 /n\% 1
1 lim —— =) R(k)Alog k = —— .
(24) n;;%n R(n) x=m (k) R(k) Alog p -0
(XII.N*) Zza svaki realan broj T>p Je
. @ n)rr 1 (X)
— & k k o -
@) Ms L () R0ate x =5

Obrnuto: cko niz R,strogo pozitiven u nekoJj okolini tal-
ke + 00 u N*, zadovoljava (14) za neko meN™ i neko o<p ili
(15) za_neko T>p, onda je on PP indeksa p .

Prethodna tvrdjenja za (14) dokazana su u [18I. Direktean
deo za (15) sledi iz stava 1.N* a obrnut se moZe dokazati
kao u C181.

STAVIN*(M.VUILLEUMIER [44D1)—a) Neksa je: R PP_niz indeksa p,
a kompleksen niz na N*XN* takav da je za neke realne broje-
ve o imT, o<p<T,

(16) lim.ou k‘fl |a(n, k)| max {g\"' (E)T} <o .

i da postoji

(a7) lim Y a(n,k) (:‘E)p = o
n'»00 ¥ @ n/ ~ 7

b kompleksan niz na N*.

(1) Ako je b(n) = O(B(n)), onda je Z£gl a(n,k)b(k) =
0(R(m)) (n~ ).

(ii) Ako je 1limy .. b(k)/R(k) = B, onda je

() Alog k se moie zameniti sa 1/k .



§4 III.7

(s lim 1 k) b(x
18) n;%mkz a(n,k)b(k) = dob .

b) Neka je ®R(p) familija svih PP nizova indeksa p koji
su_strogo pozitivni na N* a a kompleksan niz na N*XN*.

(i) Za _svako R € R(p) Je Z}?-Zl a(n,k)R(k) = 0(R(n)) kada
n+oo sko i samo sko vaZi (16) za neki par realnih brojeva o
im, o<p<T.

(ii) Za sveko R € R(p) postoji lim . Yoy 2@ k)ﬁ(&i;

gko i samo eko veZi (16) z& neki par realnih brojeva o i T,
o<p<T, i postoji granilna vrednost (17 ).

Teoreme o karakterizaciji za PP nizove razmatreo je H.
BAUMANN I133.

§ 4. FAKTORI UNIFORMNE KONVERGENCIJE ZA PRAVILNO PROMENLJIVE
FUNKCIJE I NIZOVE. DOKAZI STAVOVA 1 i 1.2

STAV 2 .— Neka je R PP funkcija indeksa p.Za sveka dva real-
na broja o i T,0<p <T,i svaku lokelno ogranilenu kompleksnu
funkciju g na R¥ tekvu da je g(x) = 0(x7) (x+> o+) vaii:

(i) Ako je g(x) = O(R(x)) (x+>),onda_Jje

(19) lim.sup sup min {(§>O.,<%)T}M < oo,

x>0 t>0 t R(x)

(ii) Ako Je limx.—>oo g(x)/R(x) = b, onda je

.
(200 i gup min {(X)7,(2)7)

Neka je a>o takvo da je funkeija R lokalno logariteamski
ogranitena na [&,co[ ((III),str. II.1),R(x) = supyx t=TR(t),
R(x) = supgctcyx t-OR() za x2a i v(x) = min (x~9,x~T) = x~C
za 0<x <1, = xT za x21.

g(t) . tP

R(X) Xp

(i) Keko je (za x> &)

sup v(-}%)w= sup (x>0" ‘8(12)] - oup t-Tla(t )[ xC

o<tga R(x) o<iga R(x) t
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ogranilena funkeija na [a, oo[ (V) ,str. I1.2) & keko je tek-
va i funkeija g/R, dovoljno je dokazati (19) sa t>a umesto
t>o0 i R umesto |g].

Iz (t/x)"OR(t) < xOR(x) za a<t<x i (t/x)"TR(t) <xTR(x)
za 1 >x sledi v(t/x)R(t) <mex {x7R(x),xTR(x)} za t>a odakle
se,na osnovu (IX) i (X) (str. II.2),dobija Zeljeni zakljudak.

(ii) keko je za o<t<agx v(t/x) = (t/x)"% 1

G- s B m

gde desna strena ne zavisi od t i - o0 kada x-» 0, na osnovu
(V) (str. II.2),dovol,jno Je dokazati (20) sa t>a umesto t>
o. Kako je za t2>a i x>a

. ) lg (t)] ( )
= R(t)

e

R(t)

dovoljno je,zbog ogranilenosti funkcije g/R na [a, o [, doka-

zati: lim su h(x,t) =0 i lim su k{x,t) = o .
X > 00 'c>g (x5 t) Xe> 00 tzg (x;%)

gt) P
R © o

R(t) tp
R(x) Xp

g(t) ,t7
R{x) %XP

(HE

8(t) ’

R(t)

h(x,t) + k(x,t),

Neka je o0<s <1l. Majoriranjem funkcije h u sludajevima:
1o a<t<sx, 29 t>x/s, 3° sx< t<x/s, dobijamo h(x,t) <

t\=% R(t) t\p~0 R(sx) s=OR(sXx) p-0
1° (;) R(x) ¥ (;) = (sx)-O9R(8x) R(X) T e
t\=T R(t) t\o-T R(x/s) sTR(x/8) oo
2° (32) R(x) (E) = (x/s)~TR{x/8) R(x) te
R(t) t\P . R(tx) P
3% x$88y/s "(32) Rx) (?c) SY & R~ °

gde je ¥ max funkcije v na intervalu [s,1/s]. 1z 1° i (X),
20 i (1), 3° i (I1) (str. II.1-2) sledi

lim.sup sup h(x,t) < 2 mex (eP=7,6T~P)
X+ 00

-—

i dalje, kada s = o+, lim sup h(x,t) =
X=>00 t>a
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Majoriranjem funkeije k za a<t<Vx i t2>VXx dobijemo
za x2>mex(a,l)

glt)

s e |E®)
R(t) ‘ ts;_‘{’/;

Rt —> o

iup k(x,t) <-/"°_p sup

kada x+» 0.

POSLEDICA.—  Neka je R PP funkcija indeksa p, o i T realni
brojevi (0<p<T), X B-prostor svih merljivih kompleksnih
(realnih ) funkcija h na R¥ za koje je

Inll = supy 5, I8 @®)[min(t%tT) < ®,

F neprekidna kompleksna (rezlna) funkcija na X.Tada za svaku

merlivu lokalno ogranilenu kompleksnu (reslnu) funkciju g na
R¥ iz g(t) = 0(t9) (t »o+) i lim, . &(t)/R(t) = b sledi

-1
(21) lim FF—(—}-(E——)-] = F(pt~P),

X+=> 00 R(x)

Iz (19) (posle smene t=x/s) sledi da se funkecije \Px(t)
= g(x/t)/R(x) mnalaze u X za dovoljno veliko x>0 a iz (20)
da familija ((,Dx) konvergira ka funkciji Pt™P u X ked x>0,

PRIMERI.~~ Navodimo primere funkcije F pretpostavljejuéi da
su zadovoljeni ostali uslovi (koji se ne odnose na F) pret-
hodne posledice.

1) Neka je f kompleksna funkcija na R¥ takva da je funk-
cija f£(t)max{t-0,t-T) t-ldt-integrabilna i neka je

F(h) = S:O £ (t)h(t) %3 .

Iz msx (t'o-,t:r)min(to',trr) =1 sledi da Jje linearna funkci-
onela F na X ogranilena a (21) postaje (9).

2) Neka su elementi prostora X realne funkecije.Neka je f
realna funkcija na R¥ tskva da je funkcija £(t)max(t-9,tT)
ograenidena na R} i neka je

P(h) = sup £(t)h(t).
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Iz |F(h) -F(k)]| < supy - o |f(tjmax(t'°-,t:r) lh ~ x|l zah
i k iz X sledi da je funkcija F neprekidna na X a otuda

-1

g(xt
(22) lim sup f(t) ———— = sup bf(t)t'p.
x=>m t>o0 R(x) t>o0

3to predstavlja uopdtenje relacija sa strane II.2

T
(52) f(t) =t' za 0<t<1, =0 za t>1 “ {:0 z8 0 <t<a
gt -

(61) f(t) = o za 0 <t <1, = t% za t>1 R(t) za t2e
gde Jje funkcija R u prvom sludaju definisena a u drugom lo-
kalno logaritemski ogranifena na intervalu [a,oo[.

DOKAZ STAVA 1.—— a) Neka su realni brojevi a i M takvi da je
R(t)>0 za t2a i min(t%,tN)gx/t)/R(x) < M za t >0, x a.
Funkei je \&(t) = £ (t)g(x/t)/R(x) (t>0,x>a) su merljive i
imaju t"ldt-integrabilnu dominantu le(t)lmax(t"o',t-q—) (na
osnovu stava 2(i)).Kako je

g(xt-1) R(t-1x)
P (1) = £(t) roeD) ®G)

bide za skoro svako t >o (bar za ono gde Je f(t) konafno) u
sludaju (i) lim.sup, ]kD (t)] lf(t)! dt™ & u sludaju
@i) lm, o R (t) = £()dt™ pa (9) sledi iz Lebesgueove
teoreme o domlnantnog konvergenciji. Neka Jje (x ) reslen niz
koji > o kad n~>o i zadovoljava uslov

o at o dt
S‘o @x(t) T So \Pxn(t) t I )

Seda (8) vaZi jer je desna strana u ovoj jednakosti

lim.sup
X ~> 0

= lim.sup
n ~»00

od o

< S lim.sup lq) (t)l at < S [f(t)[o(t"p at |
T JO0 neow t o t

b) (i) uslov je dovoljan. Neka je R € R(p) i x>o. Kar}?o

je R(x/t)= o((x/t)P) = o(t™") (woo>,= o((x/t)”" =o(t7)

(t = 0+) & funkcija t=—> R(x/t)/max (t TY je lokalno o-
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granidena na R:, postoJji My, >o takvo da Jje
R(x/t) < Mymax (t7P,t77) za svako t>o0 .

Uslov Jje potretan. Funkeija P je iz R(p) p& Jje funkcija
f(t)t'p = X"pf(t) (x/t)p t ldt-ln‘tegrabllna na [1,0[.2ato je
dovoljno dokazati: funkeija f(t)t je t ldt-ln’cegrabllna na
intervalu ]Jo,1] za neko T>p.

Neka Jje Co = Coll,0[ B-prostor svih neprekidnih realnlh
funkcija na [1, oo[ koje =» o kaed t+~»c sa uniformnom normom.
Za h &€Cy neka Je

t
(23)R(h,t) = tP za 0 <t <1, = tP exp S h(s) %% za t2>1
' 1

PP funkcije indeksa p ((VI),str.II.2),o¢ito iz R(p), i

1
r(n) = S HORICE S S lf(t)lt"{exp < h(s)dS} gt

t

Kako je R(h,1/t) <R(h,x/t) xMI-P 25 x>1 1 o<t<1 a
funkcija t = £(t)R(h,x/t) je t 1dt-1ntegrabilna za neko X
>1,biée F realna (konalna) funkcija na Cg.sko niz (hy) u Co
konvergira ka h, onda Je (na osnovu Fatouove leme)

F(h) < lim.infy ., o F(hp)

te je funkcija F poluneprekidna odozdo na Cq odakle sledi da
je ona ogranidena na nekoj kugli K[h,,r] (#>0) u C, €20,CH
IX,§ 5,n° 4,Th, 231. MoZemo preipostaviti da h, ima kompakten
nosal (Jjer Jje skup takvih funkcija svuda gust u CO) Funkci ja
P(t) = exp - Sl/t h(s)s” Las je tada konstantna na nekom in-
tervalu Jo,a] (0<a<1l) pa je ogrenilena na intervalu ]o, 1].
Keko Jje F(h) < F(h, +h) SUP, <t <1 P(t), bide F ogreni&ena na
kugli K[o,r] u C,. Neka je F(h) <M< za [hl]| <1 i hy(t) =
za 1<t <x, = r(x+l-t) za x <t <x+l, = 0 za t >x+l. Iz
1
Sl |£(t)]t7P~T 915: Sl lf(t)lR(hx,-— QtE <M
X

sledi (kad x> ®) da je funkcma f(t)t™ (P*T) lcl‘c--ln‘l:egra-
bilna na Jo,1].
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b) (ii) Uslov je dovoljan na osnovu stava la(i) jer je
O(tp) = 0(t7) (t > o+) za svako o< p.

Uslov Je potreban. Pretpostavljamo da je funkcija f re-
alna (u protivnom bismo je razloZili na realni i imaginarni
deo ). Funkcija f(t)t'T je t~ldt-integrabilna na Jo,1] za ne-
ko T>p (stav 1b(i)) pa je dovoljno dokezati: funkeija
f(t)t‘o' je t 1dt—1ntegrab11na na [1,0[ za neko o<p.Takodje

S f(t)R(x/t)t"ldt = O(R(x)) (x~>) (stav la(i)) i otu~-
da S1°° £ (t)R(x/t)t-1at = O(R(x)) (x=> ) za sveko R € R(p) .

Pokazademo prvo da je za svako R e R(p)

(24) S}; lf(t)!R(%)g;} = O(R(x)) (x+>m) .

Neka Jje BMp B-prostor svih merljivih i ogranidenih resal-
nih funkeija na RY¥ koje su = o najo,l] i —> o kad 1> (sa
uniformnom normom)Neka je R 6 R(p) fiksireno.Za heBMy i # o
je funkeija (2llhll+h)R takodje iz R(p) & 2/hli+h je logeritam-
ski ograniZena na R} pa Je

2“11“3 £(t)R( ) * gzof(t)R(%)h(%) L= o@®W)

i otuda

dt x  RE) o a
\px(h) = S f('t)R( D T:: Slf(t)mh(% T = o(1) .

Femili ja ("px)xz 1 ogranidenih linearnih funkcionela na Bl
Je ogranitena u svekoj talki iz BM, pa je familijea njihovih
normi ogranilena. Otuda sledi relacija (24).

Za h €BM, neka Je R(h,t) funkcija (23).Tada je

( ) at 05, -p X, ds(dt
R = § e 225 o)t = (Tl Jexs S% s |2
(x >1) femilija neprekidnih funkeija na BMy koja je ograni-
%ena u svekoj tadki iz BM, pa Je uniformno ogrenifena na ne-
koj kugli K[hg,r] (r>0) u Bl gde h, ima kompakten nosal te
postoji o< M< oo takvo da je E (h) <M za |jh]<r i x 21. Ako
je hg(t) = -r za 1<t<x, =0 za t>x, onda iz
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Fy(hy) = Sj[f(’c){ = (P-T) %3 <M

za svako x>1 sledi t'ldt-integrabilnost funkei je f(t)t'(p"r)
na [1,00[.

STAV 2.2~ Neka je R PPZ niz indeksa p. Za svaka dva realna
broja ¢ i T,0<0o<p<T, i svaki kompleksan niz b na Z takav
da_je b(k) = O(ok) (k= -00) vaZi:

(1) Ako je b(k) = O(R(k)) (k->0), onda Jje

* - - - )]
25 lim.sup & -k qn-ky (DB
(25) Lo pep e ) R@

(11) Ako je 1limy,, . b(k)/R(k) = b, onda je

(26) lim sup min (o‘n'k ,Tn-k)

b{k) pk
n —oo keZ n

R(n) P

Neka je m ceo broJ takav du je za k2m: R(k) >o, g~k (k)
rastuéi a T-KR(k) opadajuéi niz ((VIII.Z),atr.II.ll).Neka Jje
v(k) = min (o~X ,7-K) = 07K za k<o, = T-¥ za k >o0.

(i) Neka je S(k) = Gk"mR(m) za k<m, = R(k) za k)zm.Niz
b/S Jje ogrenilen na Z & z& n>m Je gé}é; =§Eg éii) pa je
je dovoljno dokazati (25) sa S umesto b i R. Keko je o-Ks (k)

rastuéi a T-KS(k) opadajuéi niz na Z bide

-k q—k
min (c0~k ,Th-K) ﬂ;@_ = min {G 5 (x) , S(k)} <1
S(n) o-Ns(n) T-BS(n)

za k,ne & .

(ii) za k< m <n Jje v(k-n) = oWk i
b(k) _ 8 9_1_1_
R(n) pP

gde desna strana ne zavisi od k i ~o kad n—>o0 ((V.2),str.
II.11) te je dovoljno dokazati (26) sa k >m umesto k € Z
Keko je za k2>m 1 n2m

o=k

su.pkqnnc"'k~ 'b(k)i . 18] <E>m-n
o~R n g

P_(}fl..g,pk

V—

v(k-n) ) =
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bk k bk
PR LIEY ] )}R() pk v V(o) gn <)_b!
R(k) R(n) pR R(k)
[b(k)|
= ——— n,k} + t(n,k
R(k) 8(3,k) (m,k),
dovoljno Je, zbog ogranilenosti niza b/R na intervalu [m cn[
u 2, dokazati: 1lim sup s(n,k) = i 1lim sup t(n,k) =
n~ o0 k>m n=-»00 k>m

Neka je p>o ceo broj. Liajoriranjem niza s u slulajevi-
ma: 1© m<k<n-p, 2° k>n+p, 3° |k-n|<p, dobijamo s(n,k) <

10 KR (k) . o~Kpk oP-IR(n-p) . oP-Dpn=P
o MR(n) gPBpl = o~BR(n) o~Bph
20 T-KR(k)  g-kpk =B=PR(n+p) . g ~A=Ppn+p
T-BR(n) g-Bpl = ¢ -0R(n) T-Tioh
| R(X) R(k+n)
30 sup Vv(k-n) | —/—— - pk"n < Mp sup _ Ak
ik-n[<p R{n) > Pigep | R@)

(Mp = supy,, V(k)) odakle sledi SR
c
lim.sup sup s(n,k) ¢ 2 max (._) ,(E)
n-cw k>n P T

i konalno, kad p-»o00, 1lim sup s(n,k) =o0 .
n-»00 k>m
Neka je n > max(m,0). Majoriranjem niza t za m<k<n/2

i k2>n/2 dobijamo

n/2 b(k) b (k)
o .
sup t(n,k) () sup | ——— — + sup —_— =P = o
k>m ( < k>m | R(k) k>n/2 | R(k)
ked n~ o .
POSLEDICA. — Neka je R PPZ niz indeksa p,0 i T realni bro-

jevi (0<0<p<T), X B-prostor svih kompleksnih ( realnih )
nizove ¢ na & za koje je

Hell = SUPy ¢, le(k)|min ok, 7k < w,
F neprekidna kompleksna (realna) funkecija na X. Tada za sva-
ki kompleksan (realan)niz b na Z iz b(k) = 0(o¥) (k= -o)
b(k)/R(k) =p sledi

i dimg 500

(27) lim F [M] = F(pp¥ ).

n-> R(n)
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Iz (25) (posle smene k = n-j) sledi da se nizovi P (k)
= b(n-k)/R(n) naleaze u X za dovoljno veliko n>o a iz (26)
da niz P, konvergira ka nizu Pp-¥ u X ked neoo.

PRIMERI.— Navodimo primere funkcije F pretpostavljajuéi da
su zadovolJjeni ostali uslovi (koji se ne odnose na F) pret-
hodne posledice.

3) Neka je & kompleksan niz na Z tekav da je niz
a(k) mex (o-k,7-kK) apsolutno sumebilan i neka je

F(e) = Yyeg a8(k)e(k) .
Teda je F ogranifena linearna funkcionela na X a (27) po-
staje (13) .

4) Neka su elementi prostora X realni nizovi, & real-
an niz na Z tekav da je niz a(k) max(o-‘k,fr"k) ogreaniden
(na & ) i neka je

F(c) = sup, ., a(k)c(k) .

Iz IF(c) - F(d)l < sup.. la(k)| max (o-"k,'r‘k Ylje = d]| za
c,d @ X sledi da je funkcija T neprekidna na X 1 otuda
b(n-k)

(28) lim sup a(k) ————— = sup ﬁa(k)p‘k.
n->co ke€z R(n) keZ

8to predstavlja uopdtenje relacijs (162) i (171) (str. II.ll).

DOKAZ STAVA 1.Z.— &) Neka je m ceo & M realan broj tak-
vi da je R(k)>o0 za k2>m 1 min (o*k,"rk) Ib(n-k)I/R(n)gM
za ke Z i n>m (stav 2.2.(1)).niz Py(k) = a(k)b(n-k)/R(n)
(k € Z, n>m) ima apsolutno sumabilnu dominantu

b(n-k) R(n-k)
R(n-k) R(n)
bide za svako k € Z u sludaju (i) 1lim.supp.soo |Pnlk)|] =
la(k)| dp=K & u sludaju (ii) 1limp e>c Pn(k) = a(k) o(;:ﬁk pa
(13) sledi iz Lebesgueove teoreme o dominantnoj konvergenci-

ji a (12) iz 1lim.sup NORY - ‘
imowp | ¥ 9a)| < ¥ limeup |0y

M ja (k)| mex (o=K,7-K ). ksko je  Py(k) = a(k)

b(i) Uslov je dovoljan. Neka R € R(p), n & Z. Xako je
R(a-k) = 0(pP-E) = 0(pE) (k—>c0), = o(MK) = o(TF ™) (kw>-w),
bide R(n-k) < Vn max (-p'k,'r"k) za neko Mp>o i sveko k€ Z.
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Uslov_je potreben. Niz oK je iz R(p) pa je niz a(k) p"k
= p-Da(k)pn-k apsolutno sumabilen na intervalu ]o,oo[ u Z.
Zato Jje dovoljno dokazati: niz a(k)r[‘k Je apsolutno suma-
bilan na intervalu |- ,0] u Z za neko T>p -

Za ce@y, (B-prostor realnih nule-nizova na IN) neka Jje

k
(29) R(e,k) =pK za k<o, =p¥exp } c(J) za k2o
j=o

PPZ niz indeksa p ((VI.Z),str.II.11), o&ito iz R(p), i
-k
F(c) = [ |a(k)| R(e,-k) = T [a(k)} o~k {'exp ) c(,j)} .
k<o k<o J=o

Kako je R(e,-k) < R(c,n-k)(explle]l /p)® (n>o0, k<o) a
niz k +> a(k)R(c,n-k) Jje apsolutno sumebilan za neko n >o,
bide F realna konadna funkcija na ey. Ako niz (cp) u eg
konvergira ka ¢, onda je (na osnovu Fatouove leme )

F(c¢) € lim.infp 5,0 F(cp)
te je funkecija F poluneprekidna odozdo na e, odakle sledi da
je ona ogranilena na nekoj kugli K[ecq,r] (T >0) u ¢, @20,CH
IX, § 5,n%4,Th.20. Neka ¢, ima samo konafno mnogo koordinata
7~ 0. Tada je F(c) < F(co+C) exp Yy>g [Co(k)] < M za neki
realan broj M i |c|| €r. Ako Je cn()z) =r za o0<k<n, =o
za k>n, onda iz

: o)

e Tpen 180 (PET)* = T la(k)| R(ca,-k) L M
sledi (keda n —>m ) apsolutna sumabilnost niza a(k)(peT )-k
na intervalu J-c,0] u Z .

b(ii) Uslov je dovoljen na osnovu stava l.Z.a(i) jer je
O(pkK) = 0(ok) (k = -©) za svako o<o<p .

Uslov je potreban. Pretpostavl jemo da je njiz a realan
(u protivnom bismo ga razloZili na reslni i imeginarni deo).
Niz a(k)'i"k je apsolutno sumabilan na intervalu J-o,0[ u

z (tatka b(i)) pa je dovoljno dokszati: niz a(k)o™¥ Jje_ap-
solutno sumabilan na intervalu [o,of u Z za neko o<o<p .

Keko je 7, .. a(k)R(n-k) = 0(R(n)) (n—>w) (tatka a(i)),
bide Zkzo a(k)R(n-k} = O(R(n)) (n=>®) za svako Re€ R(p).
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Neka je ReR(p) fiksirano. Neka je ¢O(k) produienje niza c
¢ e, sa N na Z jednako o za k<o. Tada (2{c|][+cO)R€ R(p) ( za
c+o0) a kako je niz 2|lc||+c© logaritamski ogrenifen na Z,bide

2llell iy a(R(n-K) + Yoo a(X)R(n-k)e(n-k) =

2llell Lyyo 8(kIR(R-K) + F, . a(k)R(n-k)e®(n-k) = o(R(n))
(n—>w ) odakle sledi da je niz
R(k) R(n-k)
n n
C —> a(n-k)——c(k) = a(k )=———=—c(n-k
To 8(n-0 S = T a@)me(ms)
(n>0) ogranidenih linearnih funkcionela na e, ogranifen u
svakoj talki iz ¢, pa je niz njihovih normi ogranilen, tj.
. R(n k)
Za c¢€eg neka je R(e,k) niz (29). Teda je (za n>o)

(n20) je ogrenifen za svako ReR(pP).

R(c,n-k)

n n
T n) kgo ‘a(k)‘ p-k {exp - Zk c(j)}

J=n-k+1

Fp(c) = z & (k)| =——=

niz neprekidnih funkcija na €o koji je ogranifen u svako]
tatki iz e, te Jje uniformno ogranilen na nekoj kugli Kfco,r]
(r>0) u gp gde ¢ ima samo konalno miuogo koordinata # o.Za-
to je Fn(c) < Fn(cote) exp zkzo{co'(k)!g— M z&a neki realan
broj M, llell<r i n>o. &ko je cn(k) = -r za o<k<n,=
za k>n, onda iz

Fn(en) = }:on{a(k)l (pe"r)“k < M za svako n Do

sledi apsolutna sumabilnost niza a(k)(pe~T )“'k na intervalu
[o,of u 2.

STAV 2.0*—— ©Neka je R PP niz indeksa p. Za svaka dva realna
broja 0 i T, 0<p<T, i svaki kompleksan niz b na N* vazi:

(1) Ako Jje b(k) = 0(R(k)) (k~=>o0), onda je

. . o /m\TY |o(k)]
(30). lim. E - —l <
smoow sup min {(2)7, (3]} S

(ii) Ako je limy,5 o b(k)/R(k) = b, onda je

I n\% /n\T b(k) kI '
3:] :]. . (
( ) n+»o ke* k) ’(k) }

S—

R(n) ' P

= O,
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Neka je b(o) = o. Funkeija R([t]) je pravilno promenljiva
indeksa p (Teorema o utapanju, str.II.14 ) a funkeija b([t])
lokalno ogreniZena na Rf i b([t])=0(t%) (t==o0+). (i) 1Iz
b(k) =0(R(k)) (k=) sledi b({t])=0®([t]))) (t- ®).Funk-
cija (x,t) — min {(x/t)9,(x/t)" } o ([t])/R([t]) Je ogreni-
gena na skupu [N, XR} za neki prirodan broj N>o (stev
2(i)) pa Jje ogreniena i njena resirikcija na {N,N+l,,.}><m*
odekle sledi (30). (ii) Ako je lim. _ - b(k)/R(k) = P, onda
je lim, _  ®([t])/R([t]) = B pa se (31) dobija iz

. n\o /n\T) | b(X) xP
g wp == (BT 35 - 2 5
<z = @ ) - p | o e

(stav 2(ii)).



GLAVA IV

MERCEROVI ASIMPTOTSKI STAVOVI ZA PRAVILNO
PROMENLJIVE FUNKCIJE I NIZOVE

§ 1. MERCEROVI ASIMPTOTSKI STAVOVI ZA
PRAVIINO PROMENLJIVE FUNKCIJE

STAV 1.— Neka je R PP funkcija indeksa p & f,g dve merlji-
ve kompleksne funkcije na R} takve da je za neka dva realna
broja o,1 (0<p<T) i neki kompleksan broj A :

funkci ja f(t)max(t"o',t"'r) t-ldt-integrabilna i

- @ dt
1) 1+ }\SO f(t)t2 # o0 za svako z€C, -TSRz< -0,

funkcija g lokalno ogranilena na R} i

(2) g(t) = o(mex(t9,t7)) (llog t|>®) .

Za funkci ju gA(x) = g(x) + 7\5 f(t)g( )-C% (x>0) wvaii

(1) &,(x) = O(R(x)) (x>®) == g(x) = O(R(x)) (x> »)

gm(x) . g(x { -p dt}
= 1 f t
S N TS Bl i T ) -p{1ralore

Funkcija w(t) = max(t"o—,t"?} (t>0) je neprekidna,strogo
pozitivna i zadovoljava uslove w(st) < w(s)w(t), w(l) =

Iz pretpostavki o funkeiji f sledi da £ € LW(RY¥) (I,str.
3) i da je element & + Af algebre L¥(RY) inverzibilem (I,
str.9,primer 1); neka je (& +Af)~l =€ + £, £ € L¥(R).

Iz pretpostavki o funkciji g sledi da je g(t)/w(t-1) =
g(t)v(t) ograniZena funkeija na RY pa je funkcija (g, — &)V
= (f%g)v bitno ogranilena i neprekidna (I,str.7, (x)a)

i otuda ogranifena na R¥. 2Zato je i funkcija g,V ogranilena
na R¥. Jednakost g = ((& + ’)\f)"l-x-(% + Af))%g = gy + Ta% 8y
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(I,str. 9,(xi)) veZi s.s. a keko su funkcije g — g4 i
f, % g, neprekidne, vaZzide ona i svuda na RY.

Kona¥no se (i) ((ii)) dobija iz stava la(i) ((ii)) (III,
str.?) primenjenog na funkcije f,, g,. Treba samo, u sluéaju
(ii),primetiti da iz multiplikativnosti funkcionele {(ME+h)
=u+ (@ n)e? 9,} na IY(R%) (I,str.6,(vii) i str.9,pri-
mer 1) sledi (1 +2Z(H))(L +4(£A)) =¢(8) =1 .

POSLEDICA.— Ve&Zi stav koJji se dobija iz stava 1 kada se u
(1) i (2) zameni a) o sa p ili b) T sa p ili ¢) o i T sa p .

a) Neka je za o<agp : w(t) = max(t"a,t"T), va(t) =
l/wd(t'-l), Ug={2z € C: -T<Rz<-d}, Us = U. Tada je wy < Wg
=w, Vg vp pa T € Lwd(ﬁi),gvdzo(l) na R¥.zato je dovolgjno
dokazati (stav 1) da je 1 + Af(z) £ 0o na nekom skupu Uy
(c<ad<p) gde je f(z) = K?f(t)tz at (z € U). Funkcija f
je neprekidna (na U) i => o kada |z| > (z € U).Prvo sledi,
na osnovu Lebesgueove teoreme o dominantnoj konvergenciji,iz
I£(4)t2] = |£(1)|tR < [£(t)|w(t) za t >o, fw € IL(RF) i me-
prekidnosti funkcije z ~—> tZ (z € U) za svako t>o. Drugo
se moZe dobiti primenom principa konvergencije na familiju
{,(h) = fi(z) (2 € U) ogranilenih linearnih funkcionela na
WW(R¥): 10 ||Z,]] = supy >0 [tZ|/w(t) <1, 2° eko je h kerek-
teristidna funkeija intervala [a,b] u R¥ (skup tekvih funk-
cija je fundementalen u LW(R})),onda Jje

Ca(m) | = 2 = 2]/ ]z] < (w(®) + w(@)}/|z] = o (|z]=>w).
sada je funkcija 1 + A%(z) (z € U) neprekidnana U i =1
keda |z|->oc0 pa je skup njenih nula,N,kompaktan. Kako je on,
po pretpostavei, disjunktan sa Up, bide (kada je N ¥ @) m =
-mingcy Rz <p pa se za o moZe uzeti bilo koji broj iz Jo,e[.

Slidan je dokaz u sludaju b) ili c).

STAV 2.— Neka je R PP funkcija indeksa p a f merljiva kom-
pleksna funkeija na intervalu [1,00{ ig merljiva lokalno o-

grenidena kompleksne funkcijs na R¥ takve da je za neki re-
alan broj o<p i neki kompleksan brog A :
funkeija f£(t)t™7 1=1dt-integrabilna na [1,0[,

© dt
(3) 1 + )‘Sl £(t)t2 =y # o za svako z € €, Rz < -0,



§2 V.3
(4) g(t) = 0(t9) (t = o+).

©
Za funkciju gA(x) = g(x) + ?\Sl f(t)g(%) 51:,:3 (x >0) vaZe
w
)

Vo)
implikacije (i) i (ii), sa Sl umesto S , 1z stava 1.

Dokaz ovog stava paralelan Jje dokazu prethodnog.

neka je M ={1,0[, w(t) = t-% (t >o) neprekidni automor-
fizem grupe RY¥. Primedujemo da je v(t) = 1/w(t=1) = w(t).

Po pretpostavci: £ € L¥(M), element € + Af algebre fW(M)
je inverzibilan; neka Jje ('é' +Af )"1 =€ + Tas T € LY(M). Ke-
ko Je presllkavan.]e t‘ne + h > ue + h® homomorfizam algebre
V(M) u DV(RY) (I,str.3), bice (¥ + AfO) % (& + (£, )°) = &.

Po pretpostavci je funkcija gw ogrenidena na svakom in-
tervalu ]o,x] (u RY) pa je tekva i (&) = &)W = (fo-x-g)w Jer
je neprekidna na R¥ i bitno ogranifena na svekom intervalu
Jo,x] (T,str. 7, (x)a) .zZato je funkeija N\ ogranidena na
svakom intervalu Jo,x]. Jednakost

= ((E + AfO)* (B + (£))°)%g = gy *+ ()\)°¥&,

vazi najpre s.s. (I,str. 9, (xi)) a zatim,zbog neprekid-
nosti funkcija g - g, 1 (f )0 *g?\, i svuds na R%.

Konadno se (i) ((11)) doblga iz stava la(i) ((ii)) (111,
str.'i) primenjenog na funkcije (f}\) ’ gy\.

POSLEDICA.—  VaZi stav koJji se dobija iz stava 2 keda se u
(3) i (4) o zemeni sa p .

Ova posledica se dobija na isti nalin keo i posledica a)
stava 1; pri tome Jje: wd(t) = t=% i Ug = {_z € C: Rz g-d} za
c<a<p, f(z) = Scff(t)tz %—t— za 2 € U =Ug.

§ 2. PRIMENE: HOLDEROVE I CESAROVE SREDINE

Pokszademo da posledica stava 2 daje u sludaju Holderov-
ih (Ceskrovih) sredina teoremu 1 (teoremu 2) iz CO41.

U ovom odeljku je: R PP funkeija indeksa p>-1, g mer-

1ljiva lokalno ogranilena kompleksna funkecija na R¥ Jednaka
O(tP) (t »o+), k = 1,2,... & N kompleksean broj.

Hdlderova sredina (rede k) funkcije g definisana je sa
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Heg(x) = T(i)x X: (20 %:—)k-ls(t) dt
® (1 -t)k—l ®
I s Pyt

gde je hg(t) = (log t)k-1/D(k)t za t21. Kako je funkcija
he (t)t-¢ dt/t integrabilna na [1, o[ za -1<o<p i

) _ k-14z-1 dt —z)-k -
hy (2) I'(k) Sl (log t)=<-1t2 T = (1-2) za RAz<-p,
biée: sko je A + (L-2)¥ # o za svako Rz< -p, onda vaZi

g(x) (1+p)k
14 - =p —7
X £ 00 R(x {g(x) * AEg(x) } = B >x.laoo R(x) A+ (L+p)k

Cesdrova sredina(reda k) funkcije g definisana je sa

x k-1
crex) = 5§ (1-5)"atrat

(80 0] d
= Sl k(t—l)k‘lt‘kg(){c) 95- = Sl ck(t)g(%() -%E (x >0)

gde je cy(t) = k(t—-1)k-1t-k za t>1. Iz dt/t-integrabil-
nosti funkeije cp(t)t-9 na [1,wo[ za -1<o<p i

® . t 1 “14-
e (2) = k) (e-1)k-tez-k &8 oy § (- )k-le-zay

kI'(k)I(1-2)
T(k+1-2)

= kB(k,1-2) = = (kgz)'l za Rz <-p

sledi: ako je AN+ (k];z) #0 za svako HRz<-p, onda vail

k+p)
. 8(x) (
{g(x) +ACkE() } = B => lin ot = >\+(k+p)

lim
X => 00 R(

§ 3. MERCEROVI ASINPTOTSKI STAVOVI ZA
PRAVILNO PROMENLJIVE NIZOVE NA 2

STAV 1.Z.— Neka je R PPZ niz_indeksa p & a,b dva kompleksna
niza na Z tekva da je za neka dva realna broja o, (o< o<p
<T): niz a(k)mex(c-K,7-X) apsolutno sumabilen na Z,
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(5) kéz a(k)zZX Ao za svako z € €, 1/T <|z| <1/0 ,

(6) b(k) = O(mex(c® ;%)) ([k| = ).

Za niz c¢(n) = }, .. a(k)b(n-k) (n e z) yafi

(1) c(n) = 0(R{n)) (n—>®) => b(n) = 0(R(n)) (n->w)

(i1) 1im S8 L p s 14m 28
n— oo Rn) n o R(n)

- 5{ Y a(k)p-k }“1.
K&z

Niz w(k) = max(c-k,7-K) (k € Z) je strogo pozitivan na

Z i zedovoljava uslove w(j+k) < w(j)w(k), w(o) = 1.Po pret-

postavei: a € IW(Z) i inverzibilan je (I,sJO0,primer 3), niz

b(k)/w(-k) = b(k)v(k) je ogreni¥en na Z. Zato je (I,s.7,(x)b)

= (alxa)%b = a-l %(a%xb) = a=lxc pa (i) ((ii))

sledi iz stava 1.Za(i) ((ii)) (III,s.5) primenjenog na nizo-

ve a~l,c. Treba samo, u sludaju (ii), primetiti da iz multi-

plikativnosti funkcionele &(p-1) = Zk cz 2(K)p~ -k na 1W(Z)
(I,8.6,(ii) i sdoprimer 3) sledi 1 = a-l(p-l)a(p*l)

POSLEDICA.— V&Zi stav koJi se dobija iz stava 1.Z kada se u
(5) i (6) zameni a) o0 sa p i1i b) T sa p ili c) o i T sa p .

8) Neka je o<d<p, Ugp= {z € €: 1/T<[z] <1/ }. Kako
je max (d'k,'l‘-k) < max(o‘“k,'r_k) i max(p ,’rk)g_ max(d.k,'rk),
bide niz a(k)max (ci-k,"i"°k) apsolutno sumabilen na Z i b(k)
= O(max(dk,'rk)) (|]k| = ). Zato je dovoljno dokazati (na os-
novu prethodnog stava) da je a(z) = zke-z a(k)zX # o0 na ne-
kom skupu Uy (o< d<p). Kompleksna funkecija a(z) (z € Ug) Je
neprekidna pa Jje skup N nJjenih nula kompaktan. Kako je on,po
pretpostavci,disjunktan sa Up,bice (za N #@) m = minge . |z |
>1/p pa se za o moZe uzeti bilo koji broj iz [l/m,p[ .

Sliken je dokaz u sluéaju b) ili c).

STAV 2.Z.— Neka je R PPZ niz indeksa p a & kompleksen. niz

na I i b kompleksen niz na Z takvi da je za neki realan broj
o (0<o<p): niz a(k)o-k apsolutno sumabilan na N,

(7) Y a(k)zX #o0 za svako z € €, |z| < 1/0,
keZ



IV.6
(8) b(k) = 0(0K) (k = -®) .

Za niz c(n) = Zkéll\’ a(k)b(n-k) (n € Zz) yvaZe implikacije (i)
i (ii), sa k € N umesto k€ Z, iz stava 1.Z.

Neka je w(k) = o-K (k € Z).Po pretpostavci: a € IW(N) i
inverzibilen je (I,sJdlprimer 4), b(k) = O(w(-k)) (k =» -00 )
pa je c(k) = O(w(~k)) = 0(o¥) (k »-00) i

b= ((871)°%a®)%b = (a=1)9x(a® %b )= (a1 %c
(I,s. T, (X)b i s. 9 ,primer 3). Sada se (i) ((ii)) dobija iz
stava 1.Za(i) ((ii)) (III,s.5) primenjenog na nizova (a"l)o,
c. Treba samo, u sludaju (ii),primetiti da iz multiplikativ-
nosti funkcionele fa(p"l) = ZKEN a(k)p‘k na L¥(N) (I,s.dlpri-
mer 4) sledi aal(p‘l)é(p"l) =11 otuds zkez (a‘l )° (k)p"k =
1/ Tiey &2 (0008 = 1/8(p71).

POSLEDICA.— Vazi stav koJji se dobija iz stava 2.Z kada se u
(7) i (8) o zameni sa p .

Neka je o<a<p, Uy = {2z € C: |z] ¢ 1/d}.Keko je p~K ¢
d"‘kg oK za k>0, biée niz :a(k)ot"‘k epsolutno sumabilen na @
i b(k) = 0(ak) (k » -®) pa je (na osnovu prethodnog stava )
dovoljno dokazati da je a(z) = Zkem a(k)zX £ o na nekom sku-
pu Uy (0<a<p).Realna funkcija |a(z)| (z € Ug) Jje neprekid-
na pa je skup njenih nula kompaktan i (po pretpostavei) dis-
junkten sa Up. Zato je minimum tog skupa,m ,> 1/p pa se za d
moZe uzeti bilo koji realan broj iz intervala [1l/m,p[ .

PRIMEDBA.— Mercerove asimptotske stavove za PP nizove dali
su S.ZIMERING I461 za inverzibilne trougeone matrice i S.A-
LJANGIC LO51 za Hlderove i Cesirove sredine.
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