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Abstract

Background - Software verification and formal theorem proving are intro-
duced. SAT problem is informally defined and techniques used in modern SAT
solvers are introduced.

I Formalization - A higher order meta-logic used for all further formalizations
of SAT problem and SAT solvers is described. A formalization of propositional
logic of CNF formulae is given. Several abstract state transition systems for
SAT (basic search, DPLL search, backjumping, learning, restarting, and con-
flict analysis) are formalized. For each of these systems, soundness, termina-
tion, completeness and, therefore, total correctness have been proved.

IT Implementation - The implementation of a core of a modern SAT solver
is described in an imperative pseudocode whose correctness is proved by using
Hoare logic. The classic DPLL procedure and the core of a modern SAT
solver are embedded into higher order logic and the correctness of this form of
implementation is proved. A flexible object-oriented architecture of a modern
SAT solver is presented and the solver ArgoSAT is described.

IIT Applications - Automated timetabling based on SAT solving is described.
The SMT problem is introduced and applications of SAT solvers for its solving
are described. The link grammars, used for natural language syntax descrip-
tions, are introduced and possible applications of SAT solvers within link-
grammar parsers are given.

Discussion and Conclusions - Related work is discussed and comparison of
the results obtained in this thesis with relevant related results is given. Possible
directions of further work are given. Final conclusions are drawn.
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Sazetak

Osnove - Dat je pregled oblasti verifikacije softvera i pregled sistema za for-
malno dokazivanje teorema. Neformalno je uveden SAT problem i opisane su
osnovne tehnike koje se koriste u okviru savremenih SAT resavaca.

I Formalizacija - Dat je opis meta-logike viSeg reda u okviru koje je izvrSena
dalja formalizacija SAT problema i SAT resavaca. Izvrseno je formalno defin-
isanje iskazne logike KNF formula. IzvrSena je formalizacija nekoliko razli¢itih
apstraktnih sistema promena stanja za SAT (osnovna pretraga, DPLL pre-
traga, povratni skokovi, ucenje, otpoc¢injanje iznova i analiza konflikata). Za
svaki od ovih sistema dokazana je saglasnost, zaustavljanje, potpunost i time i
totalna korektnost.

IT Implementacija - Dat je opis implementacije jezgra savremenog SAT
resavaca u obliku imperativnog pseudokoda ¢ija je korektnost dokazana ko-
ris¢enjem Horove logike. Dat je opis klasicne DPLL procedure i opis jezgra
savremenog SAT reSavaca utapanjem u logiku viseg reda i izrSen je dokaz
korektnost ove implementacije. Opisana je fleksibilna objektno-orijentisana
arhitektura savremenog SAT reSavaca i prikazan je sistem ArgoSAT.

IIT Primene - Dat je prikaz tehnike automatskog generisanja rasporeda casova
koriséenjem SAT reSavaca. Dat je opis SMT problema i opisano je kako se
savremeni SAT reSavadi koriste za njegovo reSavanje. Opisan je formalizam
link gramatika koje se koriste za opis sintakse prirodnih jezika i napomenuto je
kako je moguce izgraditi parser za ovaj formalizam koris¢enjem SAT resavaca.
Diskusija i zakljuéci - Dat je pregled relevantnih rezultata i izvrSeno je
poredenje rezultata ove teze sa njima. Navedeni su moguéi pravci daljeg rada.
Izvedeni su zakljucci.
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Predgovor

Problem iskazne zadovoljivosti (SAT) je problem ispitivanja da li postoje
vrednosti iskaznih promenljivih za koje je data iskazna formula (zadata u kon-
junktivnoj normalnoj formi) taéna. Na primer, formula (z1 V z2) A (-1 V
—23) A (mx2 V x3) je tatna ako je promenljiva x; tacna, a promenljive 25 i 23
netacne. SAT problem je prvi za koji je dokazan da je NP-kompletan [Coo7]]
i on i dalje ima centralno mesto u oblasti slozenosti izra¢unavanja. SAT prob-
lem ima i mnoge prakti¢ne primene (na primer u verifikaciji softvera i hardvera,
automatizaciji dizajna elektronskih kola, vestackoj inteligenciji, operacionim is-
trazivanjima). Zahvaljujuéi napretku u oblasti resavanja SAT problema, SAT
reSavaci postaju alat koji se koristi za reSavanje sve vise i vise teskih prakti¢nih
problema.

Po naéinu resavanja problema, SAT resavaci se mogu podeliti na (i) potpune
i (ii) nepotpune (stohasticke). Za datu iskaznu formulu (instancu SAT proble-
ma), potpuni reSavaci uvek mogu ili da nadu resenje (vrednosti promenljivih
za koje je formula ta¢na) ili da pokazu da takvo reSenje ne postoji. Sa druge
strane, stohasticki resavaci nisu u moguénosti da pokazu da resenje ne postoji,
ali ¢esto veoma efikasno mogu da pronadu zadovoljavajuée vrednosti promen-
ljivih za veoma velike ulazne formule. Veéina savremenih potpunih resavaca je
zasnovana na Davis-Putnam-Logemann-Loveland-ovoj proceduri (Gesto skrace-
no nazivanom DPLL) [DP60), [DLLG2]. Pocevsi od resavaca GRASP i SATO i
nastavljajuéi kroz resavace Chaff, BerkMin i MiniSAT [MMZ¥01l, [GN0OZ, [ES04]
izuzetan napredak u performansama je postignut u prethodnih nekoliko godina.
Zahvaljujuéi ovim unapredenjima, danasnji SAT reSavac¢i su u moguénosti da
reSavaju formule sa desetinama hiljada promenljivih i milionima klauza. Ovaj
uspeh se pripisuje:

1. Konceptualnim unapredenjima originalne DPLL procedure ¢iji je cilj sma-
njivanje prostora pretrage. Neka unapredenja ovog tipa su povratni skoko-
vi (eng. backjumping), uéenje klauza vodeno analizom konflikata (eng. conf-
lict-driven learning) i otpocinjanje iznova (eng. restarting).

2. Velikim brojem veoma slozenih heuristickih komponenti kao $to su na
primer strategije za izbor literala (eng. decision strategy), strategije otpo-
éinjanja iznova (eng. restart strategy), strategije zaboravljanja (eng. forget
strategy), itd.
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3. Boljim tehnikama implementacije, kao §to su, na primer, shema dva po-
smatrana literala (eng. two-watched literals scheme), zatim efikasne struk-
ture podataka za zapis formula i klauza, itd.

S obzirom na to da SAT resavaci postaju veoma slozeni sistemi, njihovo
precizno opisivanje kao i dokazivanje njihove korektnosti postaje veoma tezak
zadatak. U nekim radovima, SAT resavaci su prilicno apstraktno opisani kao al-
goritmi visokog nivoa, dok se u nekim radovima moze naci opis implementacije
sistemskog nivoa sa obiljem efikasnih implementacionih tehnika i trikova. Na
zalost, i dalje postoji veliki jaz izmedu ove dve vrste opisa. Prezentacije viseg
nivoa, iako ¢esto veoma precizne i dopunjene dokazima korektnosti, ne sadrze
dovoljno detalja kako bi mogle da se prevedu u realni programski kod. S druge
strane, prezenacije niskog nivoa se obi¢no daju u obliku pseudokoda i najcescée
se ne bave pitanjima korektnosti. Veoma cesto jedna funkcija u pseodokodu
sadrzi nekoliko algoritama viSeg nivoa ili se deSava da je jedan algoritam viseg
nivoa razbijen u nekoliko funkcija pseudokoda sto kéd ¢ini veoma teskim za
razumevanje i odrzavanje i tesko je sprovesti analizu njegove korektnosti.

Ciljevi ove teze su:

1. Opisivanje svih detalja savremenih SAT reSavaca na metodi¢an
nacin koji ¢itaocima bez predznanja u ovoj oblasti omogucava
njihovo razumevanje.

2. Opisivanje apstraktnog formalnog okvira za izgradnju efikasnih i
korektnih SAT resavaca.

3. Opisivanje implementacije jezgra SAT resavaca u pseudokodu,
tako da kod prati opis algoritama viSeg nivoa i jasno razdvaja kon-
cepte prisutne u okviru reSavaca (Sto ga ¢ini mnogo jednostavni-
jim za razumevanje, odrzavanje, modifikaciju i dokazivanje ko-
rektnosti), a sadrzi sve implementacione tehnike i trikove niskog
nivoa ($to ga ¢ini efikasnim koliko god je to moguce).

4. Formalna verifikacija korektnosti SAT resavaca opisanih kroz ap-
straktni formalni okvir i kroz konkretne implementacije.

5. Fleksibilna implementacija realnog savremenog SAT resavaca za-
snovanog na opisanom jezgru i objektno-orijentisanoj paradigmi.

6. Demonstracija snage savremenih SAT reSavaca, kroz prikaz nekih
od postojeéih i razvoj nekih novih primena u resavanju prakticnih
problema.

1.1 Doprinosi teze

Originalni doprinosi ove teze prate njene osnovne ciljeve. Deo rezultata ove
teze je ve¢ objavljen, dok su delovi prijavljeni za objavljivanje ili su u pripremi.
Po prvi put je dat opis implementacije SAT resavaca koja eksplicitno razd-
vaja koncepte prisutne u savremenoj SAT tehnologiji. Koncepti se uvode pos-
tupno, te on moze da sluzi i kao materijal za upoznavanje modernih SAT
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reSavaca. Ova vrsta implementacije je veoma pogodna i za formalnu veri-
fikaciju. Ovaj opis i skica dokaza korektnosti su objavljeni u ¢asopisu Journal
of Automated Reasoning, u radu [Mar(9al.

Najznacajniji doprinosi teze su na polju verifikacije SAT resavaca. S obzirom
da je korektnost SAT resavaca izuzetno znacajna, dokazi korektnosti formalnog
okvira za izgradnju SAT reSavaca moraju biti izvedeni formalno i detaljno. U
ovoj tezi je po prvi put je uradena potpuno formalna verifikacija modernih SAT
resavaca opisanih veoma precizno i sa jako puno detalja. Celokupna formal-
izacija je uradena u okviru sistema za dokazivanje teorema Isabelle i korektnost
dokaza je mehanicki proveriva od strane racunara $to u ogromnoj meri povecava
uverenje u njihovu korektnost. SAT reSavaci su opisani na nekoliko razli¢itih
nacina i svi oni su formalno verifikovani. Po prvi put uradena je potpuno
formalna verifikacija klasicne DPLL procedure i ona je objavljena u ¢asopisu
Informatica, u radu [M.J09al]. Uradena je, takode prvi put, formalna verifikacija
apstraktnih sistema promena stanja koji opisuju rad modernih SAT resavaca
i nju sadrzi rad [M.J09d koji je u pripremi. Takode po prvi put, tehnikom
plitkog utapanja u logiku viSeg reda, izvrsena je formalna verifikacija imple-
mentacije savremenog SAT reSavaca koja ukljucuje i tehnike implementacije
(npr. shema dva posmatrana literala) koje ranije ni u kom obliku nisu bile ver-
ifikovane. Ovaj dokaz korektnosti je opisan u radu [Mar09d koji je prijavljen
za objavljivanje. Kompletan Isabelle izvorni kod formalizacije i sva tri dokaza
korektnosti su objavljeni u radu [Mar0§|, koji je dostupan u okviru kolekcije
formalnih dokaza Archive of Formal Proofs (http://afp.sf.net). Celokupan
projekat formalizacije i1 verifikacije je sazeto prikazan u radu [MLJO9D] koji je
prijavljen za objavljivanje.

Kao plod rada na ovoj tezi, razvijen je SAT resavac ArgoSAT koji je iz-
graden u potpunosti u skladu sa navednim ciljevima. ReSavac je javno dostupan
(veb stranica resavaca ArgoSAT je http://argo.matf.bg.ac.rs/). Ovo je
jedan od retkih resavaca koji odlikuje fleksibilna objektno-orijentisana arhitek-
tura koja znatno olakSava razumevanje, odrzavanje i koriséenje koda. Arhitek-
tura insistira na jasnoj i eksplicitnoj razdvojenosti razlic¢itih komponenti sis-
tema i omogucéava koegzistenciju razli¢itih tehnika (naro¢ito heuristika) u okviru
reSavaca. lako postoje reSavaci koji koriste reSenja zasnovana na dobrim prin-
cipima objektno-orijentisanog dizajna, arhitektura predlozena u ovoj tezi ide
najdalje u ovom pravcu. Predlozena arhitektura je opisana i u radu [Mar09D]
koji je prijavljen za objavljivanje.

Sistem ArgoSAT je koriséen kao eksperimentalna platforma prilikom is-
trazivanja moguénosti automatskog izbora izmedu heuristickih politika na os-
novu sintaksnih svojstava formule ¢ija se zadovoljivost ispituje i ohrabrujuéi
rezultati ovog istrazivanja su prikazani u radu [NM.I09| koji je prijavljen za
objavljivanje.

U okviru ove teze je detaljno razvijena tehnika izrade rasporeda casova
svodenjem na SAT problem. Ova tehnika je uspe$no primenjena, uz koris¢enje
reSavaca ArgoSAT, i do sada je izradeno desetak rasporeda ¢asova za tri fakul-
teta i jednu srednju skolu u Beogradu. Rad koji opisuje ovu tehniku je prijavljen
za objavljivanje [Mar09d].

Sistem ArgoSAT je koriséen i u okviru SMT resavaca ArgoLib. Jedna
od primena sistema ArgoLib je u proveri prekoracenja bafera u programima
napisanim u programskom jeziku C, i ona je opisana u radu [V.IMTOS] saop-
Stenom u okviru konferencije Balcor.
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1.2 Organizacija teze

Osnove. U uvodnom delu teze dat je pregled oblasti verifikacije softvera
(glava @) i pregled sistema za formalno dokazivanje teorema (glava Bl). Nakon
toga, dat je kratak neformalan pregled klasi¢nih i modernih SAT tehnologija

(glava H).

Formalizacija. U prvom delu teze (deo Formalizacija), prikazana je detaljna
formalizacija logike iskaznih formula u konjunktivnoj normalnoj formi (glava
B), kao i formalizacija savremenih DPLL sistema (glava ). Formalizacija je
data u obliku apstraktnih sistema promena stanja i pokriva najvisi nivo arhitek-
ture velikog broja savremenih SAT resavaca. U okviru formalizacije, dokazana
su mnoga svojstva ovih sistema, medu kojima je svakako najvaznija njihova
korektnost koja ukljuc¢uje parcijalnu korektnost i zaustavljanje.

Implementacija. U drugom delu teze (deo Implementacija), opisano je neko-
liko nivoa i oblika implementacije SAT resavaca koji se direktno oslanjaju na
formalni okvir razraden u prvom delu teze.

1. U okviru glave [l razvijena je implementacija modernog SAT resavaca u
imperativnom pseudojeziku koja pored naprednog DPLL jezgra ukljucuje
veliki broj heuristika, kao i implementacionih tehnika i trikova prisutnih u
savremenim SAT resavac¢ima. Takode, koriS¢éenjem Horove logike izvrsena
je verifikacija napisanog pseudokoda.

2. U okviru glave [ razvijene su implementaciji SAT resavaca direktno u
okviru logike viseg reda sistema Isabelle (koja je za ovu priliku posma-
trana kao ¢ist funkcionalni programski jezik). SAT reSavacisu verifikovani
tehnikom plitkog utapanja u logiku viseg reda, tj. predstavljeni su u ob-
liku skupa rekurzivnih funkcija i njihova korektnost je dokazana uglavnom
koriséenjem indukcije i jednakosnog rezonovanja. Pristup je iskoris¢en
kako za verifikaciju klasi¢cne DPLL procedure (poglavlje [T, tako i za
proveru savremenog SAT resavaca analognog resavacu opisanom u imper-
ativnom pseudojeziku (poglavlje [0A). Na osnovu definicija resavaca u
okviru logike, automatski je generisan kod resavaca u nekoliko savremenih
funkcionalnih programskih jezika, i za njega se sa najvetom mogucom
merom pouzdanosti moze tvrditi da je korektan.

3. U okviru glave [l razvijena je implementacija SAT reSavaca koriséenjem
objektno-orijentisane paradigme, koja je takode zasnovana na verifiko-
vanom DPLL jezgru. Definisana je modularna arhitektura kéda zasno-
vana na projektnim obrascima (eng. design patterns) i dokumentovana je
odgovaraju¢im UML dijagramima kao i fragmentima realnog C++ koda.

Primene. U treé¢em delu teze (deo Primene), u cilju demonstriranja moci
savremenih SAT reSavaca, opisano je nekoliko njihovih prakti¢nih primena. U
glavil[3 opisana je tehnika izgradnje rasporeda ¢asova korigéenjem svodenja na
SAT problem i korigéenjem SAT resavaca. U glavi[[d, opisana je tehnika ispiti-
vanja zadovoljivosti formula u odnosu na teoriju prvog reda (eng. satisfiability
modulo theory - SMT).
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Diskusija i zakljuéci. U glavil[@ dat je pregled relevantnih rezultata. Pri-
kazana je kratka istorija razvoja SAT reSavaca, rezultati na polju verifikacije
SAT i SMT resavaca kao i pregled razli¢itih opisa resavaca. U glavi [ dat je
kratak pregled moguéih pravaca za dalji rad u ovoj oblasti. U glavil[8 navedena
su zavrSna razmatranja i diskutovano je na koji nacin ova teza ispunjava ciljeve
zacrtane na pocetku rada na njoj.

1.3 Zahvalnost

Zeleo bih ovom prilikom da se zahvalim svom mentoru dr Predragu Janic¢iéu
koji me je uveo u problematiku automatskog rezonovanja i koji me je nesebi¢no
vodio tokom celokupnog trajanja mojih poslediplomskih studija. Profesorove
sugestije i veoma detaljne recenzije svih mojih radova su mi znac¢ajno pomogle
da ovladam tehnikama nauéno-istrazivackog rada, a zahvaljujuéi profesorovoj
prijatnost i neposrednosti u licnom kontaktu ni u jednom trenutku se nisam
osetao kao student ve¢ kao njegov ravnopravan saradnik i, mogu slobodno
reci, prijatelj. Takode, Zeleo bih da se zahvalim svim profesorima i kolegama
sa Katedre za ra¢unarstvo, a narocito profesoru dr Dusku Vitasu koji je svo-
jim toplim prijateljskim pristupom pokazao beskrajno poverenje u mene kao
mladeg kolegu i asistenta. Pored ovoga, zeleo bih da se zahvalim i ¢lanovima
komisije dr Zarku Mijajlovi¢u, dr Savi Krstiéu i dr Zoranu Ognjanoviéu. Pro-
fesoru Mijajloviéu dugujem zahvalnost i zbog ¢injenice da me je prvi uputio na
sistem Isabelle koji se pokazao veoma vaznim u mom nauc¢nom radu. Narocita
cast mi je to sto je profesor Krsti¢ pristao da bude ¢lan komisije za pregled i
ocenu ove teze. Rad profesora Krsti¢a na formalizaciji SAT i SMT resavaca
predstavlja jedan od temelja na kojem je ova teza izgradena. Takode, zelim
da zahvalim dr Zoranu Ognjanovi¢u i kolegama sa Matematickog instituta u
Beogradu sto su nam ustupili racunarske resurse potrebne za nasa istrazivanja.
Zelim da se zahvalim i mladom kolegi Mladenu Nikoliéu koji je bio glavni ko-
risnik SAT resavaca korigéenog u okviru ove teze i ¢ije su dragocene sugestije i
eksperimenti u znacajnoj meri doprineli kvalitetu razvijenog sistema.

Posebnu zahvalnost dugujem svojoj porodici — mojoj Mileni i mojoj maloj
Ani koja je sa svojih godinu dana ucinila proces nastajanja ove teze veoma
neobiénim i zanimljivim. Zelim ovu tezu da posvetim svojoj prerano preminuloj
mami Brani, koja me je izvela na put kojim trenutno hodim i naucila da je zivot
najveéi poklon koji imamo i da i u doba najveéih problema mozemo pronadi
nesto cemu ¢emo se radovati i Sto ¢e nam pomocéi da prevazidemo prepreke.



Osnove




Verifikacija softvera

U ovoj glavi ¢e biti opisani osnovni pojmovi verifikacije softvera. Verifikacija
softvera je iz dva razloga izrazito znacajni aspekt ove teze: (i) u okviru teze se
obraduju SAT resavaci koji se kao alati koriste u okviru verifikacije softvera i
(ii) u okviru teze se tehnikama verifikacije softvera dokazuje korektnost samih
SAT resavaca.

Tako ¢esto ne obra¢amo paznju na to, softver je u danasnjem svetu prisutan
na svakom koraku: softver kontroliSe mnogo toga — od daljinskih upravljaca
za televizore, automobila, i bankovnih ra¢una, do nuklearnih elektrana, aviona
i svemirskih letelica. Uz sav taj softver, neminovno su prisutne i greske nastale
tokom njegovog razvoja. Greska u funkcionisanju daljinskog upravljaca moze
biti uznemirujuca, ali greska u funkcionisanju nuklearne elektrane moze biti ra-
zorna. Eksplozija rakete Ariane (fr. Ariane 5) 1996. uzrokovana konverzijom
broja iz Sezdesetcetvorobitnog realnog u Sesnaestobitni celobrojni zapis koja
je dovela do prekoracenja, zatim greska u numerickom koprocesoru procesora
Pentium 1994. uzrokovana pogresnim indeksima u for petlji u okviru softvera
koji je radio dizajn ¢ipa i pad orbitera poslatog na Mars 1999. kako bi merio
klimu uzrokovan ¢injenicom da je deo softvera koristio metricke, a deo soft-
vera engleske jedinice su katastrofe koje se godinama prepricavaju i postale su
deo folklora. Medutim, fatalne sofverske greske se i dalje neprestano javljaju
i u elektronskim medijima se lako pronalazi pregrst novih primera softverskih
greSaka koje koStaju svetsku ekonomiju milijarde dolara. Evo nekih najzan-

- Ne narocito opasan, ali veoma zanimljiv primer greske je greska u pro-
gramu Microsoft Excel 2007 koji, zbog greske u algoritmu formatiranja
brojeva pre prikazivanja, rezultat izracunavanja izraza 77.1%850 prikazuje
kao 100, 000 (iako je interno korektno sac¢uvan).

- 14. Septembra 2004. godine, preko Cetiristo aviona je istovremeno izgu-
bilo vezu sa kontrolom leta u blizini aerodroma u Los Andelesu (eng. Los
Angeles). Na sreéu, zahvaljujuéi rezervnoj opremi unutar samim aviona,
do nesreée nije doslo. Uzrok gubitka veze je bila greska prekoracenja u
brojacu milisekundi u okviru sistema za komunikaciju sa avionima. Da
ironija bude veca, ova greska je bila ranije otkrivena, ali, posto je do
otkri¢a doslo kada je veé sistem bio isporucen i instaliran na nekoliko

11
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aerodroma, njegova jednostavna popravka i zamena nije bila moguca.
Umesto toga, preporuceno je da se sistem resetuje svakih 30 dana kako
do prekoracenja ne bi doslo. Procedura nije ispostovana i greska se javila
posle taéno 232 milisekundi, odnosno 49.7 dana od ukljuéivanja sistema.

- Pad satelita Kriosat (eng. Cryosat) 2005. kostao je Evropsku Uniju oko
sto trideset i pet milona evra. Pad je uzrokovan greskom u softveru zbog
koje nije na vreme doslo do razdvajanja satelita i rakete koja ga je nosila.

- Vise od pet procenata penzionera i primalaca socijalne pomoc¢i u Nemackoj
je privremeno ostalo bez svog novca kada je 2005. godine uveden novi
racunarski sistem. Greska je nastala zbog toga Sto je sistem, koji je za-
htevao desetocifreni zapis svih brojeva rac¢una, kod starijih rac¢una koji
su imali osam ili devet cifara brojeve dopunjavao nulama, ali sa desne
strane umesto sa leve kako je pravilno.

- Dell i Apple su tokom 2006. godine morali da korisnicima zamene vise
od pet miliona laptop ra¢unara zbog greske u dizajnu baterije kompanije
Sony koja je uzrokovala da se nekoliko racunara zapali.

Verifikacija softvera je proces dokazivanja da ra¢unarski program ispunjava
uslove svoje specifikacije (koja opisuje ocekivano ponasanje programa). Uceéi
lekcije iz vecih softverskih krahova, veliki napor se ulaze u istrazivanja na ovom
polju i verifikacija softvera je jedna od najznacajnijih oblasti racunarstva. Iako
se potpuno korektan softver s razlogom smatra nedostiznim idealom, povecanje
poverenja u softver je zadatak mmnogih danasnjih istrazivanja. Puno rada je
ulozeno i u formalizaciju semantike programskih jezika, kompilatora, protokola
za, komunikaciju, bezbednosnih protokola itd.

Dva osnovna pristupa verifikaciji su dinamicka verifikacija koja podrazumeva
proveru korektnosti u fazi izvrSsavanja programa, najceste putem testiranja i
staticka verifikacija koja podrazumeva analizu programskog koda koriséenjem
formalnih metoda i matematickog aparata. U nastavku ¢e biti razmatrana
samo formalna verifikacija softvera.

Rani rezultati formalne verifikacije softvera poticu jos iz 1950-tih godina.
Medu pionirima u ovom polju su bili Alan Tjuring (eng. Alan Turing), Dzon
fon Nojman (eng. John von Neumann) i Dzon Makarti (eng. John McCarthy).
Kasnih 1960-tih godina, Rober Flojd (eng. Robert Floyd) uvodi jednakosno
rezonovanje na dijagramima toka, a Entoni Hor (eng. Anthony Hoare) uvodi
Horovu logiku (eng. Hoare logic) — vrstu aksiomatske semantike programskih
jezika. Sve do ranih 1980-tih, Flojd-Horov pristup je bio dominantan pristup
verifikaciji i oba autora su za svoj rad nagradena prestiznom Tjuringovom na-
gradom. Dokazana je korektnost mnogih fundamentalnih algoritama i struk-
tura podataka, ali je verifikacija uglavnom radena ru¢no i ukljucivala je ma-
nipulaciju veoma kompleksnim formulama, tako da je postepeno postalo pre-
ovladujuée misljenje da na ovaj naéin nije moguée (ili bar nije prakti¢no)
izvrsiti verifikaciju realnih programskih sistema, bez sumnji u korektnost samog
procesa verifikacije. Kao odgovor na ovaj problem, javlja se automatizacija
procesa verifikacije.

Jedan od pristupa automatizovane verifikacije je koriséenje automatskih
dokazivaca teorema koji bilo potpuno automatski ili interaktivno pomazu u
procesu dokazivanja uslova korektnosti. Kako bi se postigao najveé¢i moguéi
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stepen pouzdanosti, dokazi korektnosti moraju biti takvi da ih specijalizovani
programi za proveru dokaza mogu automatski mehanicki proveriti. Mnoge
rane rezultate u automatskoj verifikaciji su napravili Robert Bojer (eng. Robert
Boyer) i Dzej Stroter Mur (eng. J Strother Moore) koriséenjem svog znamenitog
dokazivaca. Dokazivaci teorema koji se najcesée koriste za verifikaciju softvera
danas su Isabelle, HOL, Coq, PVS, Nuprl, itd. Posto je ovaj pristup domi-
nantno zastupljen u ovoj tezi, o njemu ¢e vise biti re¢i u nastavku.

Drugi pristup, automatskoj verifikaciji koriséen od 1980-tih godina, se za-
sniva na tehnici poznatoj kao provera modela (eng. model checking). [CES2,
Emel8, [Cla08] koju su razvili Edmund Klark (eng. Edmund Clarke), Alen
Emerson (eng. Allen Emerson) i Dzozef Sifakis (eng. Joseph Sifakis) i koji zu za
to (isto kao svojevremeno Hor i Flojd) nagradeni prestiznom Tjuringovom na-
gradom 2007. godine. Proveravanje modela podrazumeva potpuno automatsku
proveru da li uproséeni model programa odgovara njegovoj formalnoj speci-
fikaciji. Programi se obi¢no predstavljaju kao sistemi sa konatno mnogo stanja
(eng. finite state machines). Svojstva programa koja se obi¢no proveravaju su
uslovi bezbednosti kao §to je odsustvo kruznih blokada (eng. deadlock) i sliénih
stanja koji dovode do kraha sistema. Logike u kojima se obi¢no formulisu svo-
jstva programa su najcesce temporalne logike (LTL, CTL).



Sistemi za formalno dokazivanje teorema

Formalno dokazivanje teorema podrazumeva iskazivanje matematickih tvr-
denja na striktno definisanom formalnom jeziku i njihovo dokazivanje u pre-
ciznom logickom okviru. Zbog kompleksnosti formalnog dokazivanja teorema,
razvijeni su mnogi softverski sistemi koji potpomazu ovaj proces. Uloga ovih
sistema je dvojaka. S jedne strane, oni kontrolisu korektnost dokaza, kon-
trolisu¢i osnovanost svakog pojedinac¢nog izvodenja. S druge strane, oni po-
kusavaju da olakSaju proces dokazivanja automatizujuéi proces pronalazenja
dokaza ili bar njihovih delova. Izgradnja potpuno automatizovanih dokazivaca
je Cesto izuzetno teska (Cak i nemoguéa zbog neodlucivosti odgovarajuéih te-
orija), dok je manuelno formalno dokazivanje teorema uz korigéenje racunara
samo za proveru korektnosti dokaza izuzetno dugotrajan i mukotrpan posao.
Iz ovog razloga, danasnji sistemi obi¢no uspostavljaju balans izmedu ova dva
ekstrema. Naime, iako je razvijen veliki broj potpuno automatskih metoda
dokazivanja teorema ovi dokazivac¢i su uglavnom za jednostavnije logike i nji-
hove fragmente. Sa druge strane, veliki broj dokazivaca teorema koji radi sa bo-
gatijim logikama (na primer, logikom viseg reda) je poluautomatski (eng. semi-
automatic) i zahteva odredeni stepen interakcije sa korisnikom tokom procesa
dokazivanja. U potpuno automatizovane dokazivace teorema, moguce je ubro-
jati i SAT resavace, zatim SMT reSavace koji su u mogucnosti da rezonuju o
odluéivim teorijama formulisanim u okviru logike prvog reda (o njima ée vise
biti re¢eno u glavi [[H), zatim dokazivace zasnovane na jednakosnom rezono-
vanju (eng. equational reasoning) i tehnikama prezapisivanja (eng. rewriting),
zatim mnoge dokazivace zasnovane na metodu rezolucije koji rezonuju o val-
janosti opstih formula logike prvog reda i sli¢no. Poluautomatski dokazivaci se
Cesto joS nazivaju i asistenti u dokazivanju teorema (eng. proof assistants) i o
njima ée vise biti re¢i u nastavku.

U danasnje vreme, mnoge znacajne matematicke teorije su formalizovane
u okviru nekog od sistema za formalno dokazivanje teorema. Pregledni rad
[Har(8] detaljnije opisuje ovu oblast. U najznacajnije postignute rezultate do
danas, mogu se ubrojati formalizacija Teoreme o prostim brojevima (eng. Prime
number theorem) koju je uradio Dzeremi Avigad (eng. Jerremy Avigad), zatim
dokaz teoreme o obojivosti grafa sa Cetiri boje (eng. Four color theorem) koji
je konstruisao Zorz Gontije (fr. Georges Gonthier) i izrada formalnog dokaza
Keplerove konjekture (eng. Kepler conjecture) koja je u toku i koja se radi u
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Ime sistema Autori

1. HOL Light, HOL4, ProofPower | John Harrison, Konrad Slindt

2. Mizar Andrzej Trybulec

3. PVS Bart Jacobs, John Rushby

4. Coq Laurent Théry

5. Otter/Ivy Michael Beeson, William McCune

6. Isabelle Markus Wenzel, Larry Paulson

7. Alfa/Agda Thierry Coquand

8. ACL2 David Russinoff, Ruben Gamboa

9. PhoX Christophe Raffalli, Paul Roziére

10. | IMPS William Farmer

11. | Metamath Norman Megill

12. | Theorema Wolfgang Windsteiger, Bruno Buchberger,
Markus Rosenkranz

13. | Lego Conor McBride

14. | Nuprl Paul Jackson

15. | Omega Christoph Benzmiiller, Armin Fiedler, An-
dreas Meier, Martin Pollet

16. | B method Dominique Cansell

17. | Minlog Helmut Schwichtenberg

Tabela 3.1: Sistemi poredeni u [Wie(6)

okviru projekta Flyspeck ¢iji je rukovodilac Tomas Hejls (eng. Thomas Hales)
— do sada je, na primer, dokazana Zordanova teorema (eng. Jordan curve
theorem).

Savremeni asistenti za dokazivanje teorema U uporednoj studiji [Wie(6]
izvrS8ena je uporedna analiza sedamnaest razlic¢itih sistema za formalno dokazi-
vanje teorema. Sistemi koje studija obuhvata su navedeni u tabeli Bl Ovo su
ujedno i sistemi koji se danas najceSée i najsire upotrebljavaju. Studija je pravl-
jena tako §to je od autora ili istaknutih korisnika ovih sistema zatrazeno da u
svom sistemu sprovedu formali dokaz jednog matematickog tvrdenja (teoreme
o iracionalnosti broja \/5), i da zatim popune upitnik o razli¢itim karakteris-
tikama svog sistema. Iako prilicno heterogena, ova studija pomaze da se stekne
uvid u osnovne osobine svakog od analiziranih sistema. S obzirom da je u izradi
ove teze koriséen iskljucivo dokazivac Isabelle, u nastavku ¢e biti prikazan nje-
gov opis, dok se za opis karakteristika ostalih nabrojanih dokazivaca citalac
upuéuje na studiju [Wie6] kao i na dokumentaciju samih sistema.

LCF pristup izgradnji dokazivaca teorema. Jedan od najuticajnijih
poluautomatskih dokazivaca teorema u istoriji bio je dokaziva¢ LCF. Posto
je i dokaziva¢ Isabelle u znacajnoj meri zasnovan na dokazivacu LCF, u nas-
tavku ¢e biti dat kratak prikaz razvoja dokazivaca LCF i bic¢e opisani principi
koje je LCF uveo, a koji su prisutni u velikom broju savremenih dokazivaca
(materijal je uglavnom preuzet iz [Gor((]).

U svojoj originalnoj verziji (poznatoj kao Stanfordski LCF) koju je na Uni-
verzitetu Stanford razvio Robin Milner (eng. Robin Milner) sa koautorima
1972. godine, ovaj dokazivac je vrsio interaktivno generisanje i proveru formal-
nih dokaza teorema o izracunljivim funkcijama nad raznim domenima znacajnim
u racunarstvu (npr., celim brojevima, listama, semantici programskih jezika).
Dokaziva¢ je pomagao korisnicima tako Sto je mogao da ra$clanjuje tvrdenja
koja se dokazuju na jednostavnija podtvrdenja i da neke od njih automatski
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dokaze koriséenjem mehanizma uproséavanja. Koriséeni formalni logicki okvir
je logika izra¢unljivih funkcija (eng. logic of computable functions) koju je
uveo Dejna Skot (eng. Dana Scott).

Razvoj dokazivaca je nastavljen u Edinburgu, i dokaziva¢ poznat kao Edin-
burski LCF se pojavio oko 1977. godine. Ovaj dokazivac je uveo novinu koja ¢e
znacajno uticati na dalji razvoj dokazivaca. Naime, ograni¢enja Stanfordskog
LCF sistema su bila to §to je (i) veli¢ina dokaza bila ograni¢ena raspolozivom
memorijom racunara i (ii) fiksni skup komandi koje je moguée koristiti u dokaz-
ima nije bilo jednostavno prosiriti. Kako bi se ogranicenje (i) prevazislo, Mil-
nerova ideja je bila da se umesto pamdéenja celokupnih dokaza pamte samo
konaéni rezultati tj. formulacije dokazanih teorema (sli¢no kao §to predavaé na
tabli nakon izvedenog dokaza tvrdenja kako bi ustedeo prostor moze da obrise
dokaz i ostavi samo teoremu koju koristi u daljem radu). Kako bi se osigu-
ralo da su teoreme koje su na ovaj nacin prisutne u sistemu zaista i dokazane,
Milner je sproveo narednu brilijjantnu ideju koja se danas naziva LCF pristup
(eng. LCF approach). Naime, u okviru funkcionalnog programskog jezika u
kome se dokaziva¢ implementira (jezik ML u slu¢aju sistema LCF) definise se
apstraktni tip podataka thm koji predstavlja teoreme. Predefinisane vrednosti
ovog tipa odgovaraju aksiomama, a operacije odgovaraju pravilima izvodenja
logickog sistema. Striktna tipiziranost programskog jezika zatim obezbeduje da
se teoreme koje su prisutne u sistemu (instance tipa thm) zaista grade od ak-
sioma primenom pravila izvodenja. Nove kompleksnije taktike dokazivanja se
zatim mogu slobodno programirati u okviru implementacionog funkcionalnog
programskog jezika, pri cemu je saglasnost obezbedena njegovom striktom tip-
iziranoscu jezika i saglasnoScu jezgra ucaurenog u apstraktni tip thm.

Razvoj dokazivaca LCF je nastavljen tokom prve polovine 1980-tih god-
ina kroz saradnju sa Univerzitetom u Kembridzu i znacajan doprinos razvoju
projekta su dali Lari Polson (eng. Larry Paulson) i Zerar Huet (fr. Gérard
Huet). Dokazivaé je zna¢ajno unapreden kroz prosirenja i bolje implementa-
cije i prikazana je njegova prakti¢na upotrebljivost kroz mnogobrojne primene.

Na principima koje je uveo LCF, izgradeni su mnogi savremeni dokazivaci
teorema. Navedimo na primer familiju dokazivaca koju je zapo¢eo Majk Gor-
don (eng. Mike Gordon) dokazivacem HOL, a koja ukljuc¢uje i komercijalni
dokaziva¢ ProofPower i dokaziva¢c HOL Light koja je razvio Dzon Harison
(eng. John Harrison). Tu su zatim Nuprl koji je razvio Konstable (eng. Con-
stable) sa saradnicima, Coq koji su razvili Tijeri Kokan (fr. Thierry Coquand)
i Zerar Huet (fr. Gérard Huet) sa saradnicima i mnogi drugi.

3.1 Isabelle

Isabelle je asistent za dokazivanje teorema koji se razvija od sredine 1980-tih
godina. Tako je mnogo istrazivaca doprinelo razvoju ovog sistema najznacajniji
njegovi autori su Lari Polson (eng. Larry Paulson) sa Univerziteta u Kem-
bridzu i Tobijas Nipkov (nem. Tobias Nipkow) i Markus Vencel (nem. Markus
Wenzel) sa Tehnickog univerziteta u Minhenu. Isabelle se najcesée primen-
juje kao alat za formalizovanje Cisto matematickih teorija, kao i za formalnu
verifikaciju softvera i hardvera koja ukljucuje dokazivanje svojstava program-
skih sistema, jezika i protokola o ¢emu je veé bilo reci u glavil Isabelle sis-
tem obuhvata veoma bogatu biblioteku formalno verifikovanih matematickih
teorija, koja ukljucuje i elementarnu teoriju brojeva (npr. Gausov (nem. Carl
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Friedrich Gau$) zakon kvadratnih reciprociteta), matematicku analizu (os-
novne osobine grani¢nih vrednosti, izvoda i integrala), algebru (do Silovljeve
(nor. Peter Sylow) teoreome), i teoriju skupova (ukljucujuéi svojstva aksiome
izbora). Takode, uklju¢eni su i mnogi primeri koji dolaze iz problema pro-
gramske verifikacije. Veliki broj formalizacija i matematike i racunarstva je
dostupan kroz Arhiv formalnih dokaza (eng. Archive of Formal Proofs)!.

Isabelle [INPWO2] je genericki dokazivac. U doba kada je sistem nastajao,
dokazivaci su, prate¢i LCF pristup, obi¢no tvrdo kodirali logiku sa kojom rade
kodirajuéi njena pravila izvodenja kao funkcije implementacionog programskog
jezika. Ovim je dokazivaé bio tesno vezan za objektnu logiku (tj. formalni
sistem) koju podrzava i nije bilo mogude isti dokazivaé koristiti za rezonovanje
u drugim formalnim sistemima. Isabelle je genericki sistem $to znaci da je
dokazivac¢ koji pruza podrsku za razlicite formalne sisteme. Ovo je ostvareno
tako Sto Isabelle implementira meta-logiku poznatu kao M ili Isabelle/Pure
[Pau89] u okviru koje se zatim definidu razne objektne logike. Ova meta-logika
predstavlja fragment intuicionisticke logike viseg reda sa implikacijom (=),
univerzalnim kvantifikatorom (/) i jednakoséu (=).2 Pravila meta-logike se
mogu kombinovati primenjujuéi unifikaciju viseg reda i rezoluciju. Objektne
logike u kojima se zatim efektivno vrse formalizacije se definisu u okviru meta-
logike uvodenjem novih tipova, konstanti i aksioma. Sa sintaksnog stanovista,
niske simbola objektne logike se predstavljaju niskama simbola meta logike.
Sa semantickog stanovista, potrebno je razmatrati semantiku meta-logike gde
svaki tip oznacava skup, svaki term oznacava element odgovarajuceg skupa i
gde logicke oznake imaju svoja uobicajena znacenja. Ukoliko objektne logike
imaju definisanu semantiku, njihova reprezentacija u okviru meta-logike ¢uva
tu semantiku [Pan89]. Ovim, Isabelle moze da sluzi i kao sistem za brz i efikasan
razvoj razli¢itih logickih deduktivnih sistema. Prilikom definisanja meta-logike,
Isabelle prati LCF pristup kako bi se obezbedila korektnost sistema. Sistem
je izgraden nad programskim jezikom ML, medutim, kranji korisnici uglavnom
nemaju potrebe za direktnom interakcijom sa samim programskim jezikom veé
sa sistemom komuniciraju na specijalizovanom jeziku viSeg nivoa. Sa druge
strane, napredniji korisnici imaju moguénost da u okviru jezika ML imple-
mentiraju razlicita prosirenja samog sistema Isabelle i mnoge dodatne pakete,
procedure odlucivanja i sli¢ne alate.

Neke od podrzanih objektnih logika su:

HOL - logika viseg reda
HOLCEF - Skotova logika izracunljivih funkcija u logici viSeg reda.
FOL - Klasi¢na i intuicionisticka logika prvog reda.

ZF - Cermelo-Frenkelova (eng. Zermelo-Fraenkel) teorija skupova izgradena u
okviru FOL.

LCF - Skotova logika izracunljivih funkcija u logici prvog reda.

Sequents - Sekventi za logiku prvog reda, modalnu i linearnu logiku.

Ihttp://afp.sf.net
2Nestandardne oznake su koridéene kako bi objektne logike mogle da koriste standardne.
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CTT - Konstruktivna teorija tipova (ekstenzionalna verzija teorije tipova Martin-
Lofa (sve. Martin-Lof).

Najkoriséenija logika sistema Isabelle danas je logika viseg reda (eng. Higher
Order Logic) i ovaj dokaziva¢ se naziva Isabelle/HOL. Ovaj sistem ukljucuje
napredne nacine zadavanja specifikacija, npr. bogat skup tipova podataka,
podrsku za kreiranje induktivnih definicija, podrsku za definisanje funkcija
primitivnom i opstom rekurzijom, itd.

U nastavku ¢emo navesti neke od klju¢nih karakteristika savremenog sis-
tema Isabelle.

e U svojim novijim verzijama, dokazi u sistemu Isabelle se zapisuju u speci-
jalizovanom jeziku Isar. Isar je deklarativni jezik i on omogucava da
napisani dokazi budu razumljivi i pogodni za Citanje kako racunarima
tako i ljudima.

e Kako bi se ubrzao proces dokazivanja, sistem Isabelle ukljucuje veliki
broj algoritama za automatsko dokazivanje teorema. Medu ovima su na-
jpoznatiji klasi¢ni dokaziva¢ koji se zasniva na klasi¢cnom rezonovanju,
simplifikator koji vrsi jednakosno rezonovanje, zatim specijalizovane pro-
cedure odluc¢ivanja za linearnu aritmetiku, itd.

e Apstraktne specifikacije je moguée zadavati kroz sistem modula (poznatih
kao locale) ili putem klasa tipova (eng. type classes).

e Isabelle pruza izuzetnu podrsku za matematicku notaciju i uobic¢ajena
notacija moze biti koriséena u okviru zapisa teorija. Takode, moguce
je ukljuc¢ivati i fragmente zapisane u jeziku KTEX i na osnovu ovoga
generisati dokumente u obliku pogodnom za stampu.

e Isabelle/HOL pruza moguénost da se na osnovu izvrsnih specifikacija ge-
neriSe kod u jezicima SML, OCaml i Haskell.

e Dokumentacija koja opisuje koriséenje sistema Isabelle i njegovih kon-
cepata je veoma bogata i javno dostupna. Na ovom polju vredi istaknuti
tutorijal [NPWO2].

e Isabelle sistem je tesno integrisan sa sistemom FEmacs kroz sistem Proof-
General specijalizovan za formalno dokazivanje teorema.



SAT problem i SAT resavaci

U ovoj glavi ¢e neformalno biti uveden pojam problema iskazne zadovolji-
vosti (SAT problema) i bi¢e dat pregled postojeéih procedura koje se koriste
za njegovo reSavanje. U osnovi svih ovih procedura je sistematicna pretraga
(eng. search) koja na neki na¢in nabraja sva potencijalna resenja (u ovom
slu¢aju valuacije). Ovakvi algoritmi se obi¢no realizuju kao algoritmi pretrage
sa povratkom (eng. backtrack search). Pretraga se dopunjuje razli¢itim meha-
nizmima zakljucivanja (eng. inference) koja sluze da redukuju prostor pretrage
i da odbace valuacije za koje se, iz nekog razloga, zna da ne mogu biti po-
tencijalna resenja. Prebacivanje tezista algoritama sa komponente pretrage na
komponente zaklju¢ivanja cesto dovodi do znatno efikasnijih SAT resavaca.

4.1 SAT problem - notacija i osnovni pojmovi

U ovom poglavlju ¢e na prilicno neformalan biti uvedeni neki od osnovnih
pojmova koji se koriste prilikom formulisanja i reSavanja SAT problema. For-
malna definicija svih ovih pojmova u okviru strogo definisanog meta-logickog
okvira Ce biti data u delu Formalizacija.

U okviru definicija osnovnih logickih pojmova, koristicemo konac¢ne sekvence
elemenata koje éemo nazivati listama (eng. list)!. Pripadnost listi éemo ozna-
cavati skupovnom oznakom €. Sli¢no, [; C [y oznacava da je svaki element
liste 11 ujedno i element liste . Uklanjanje svih pojavljivanja elementa e iz
liste I ée biti oznaceno sa [\ e.

Pretpostavlja se da su formule ¢ija se zadovoljivost ispituje u konjunktivnoj
normalnoj formi (KNF) (eng. conjunctive normal form (CNF)). Iskazne for-
mule u KNF su konjunkcije ¢lanova koji se nazivaju klauze, a koji predstavljaju
disjunkcije (eventualno negiranih) promenljivih. Na primer,

($1 V —x3V .T5) A\ (ﬁl‘l V x9 V ﬁl‘4) N ($2 V —x3 VgV $5) A\ (.T3)

17Za konac¢ne konacne sekvence elemenata ¢esto se koristi termin niz, a termin lista se
Cesto vezuje za dinamicke strukture podataka. Koriséenje termina lista za konaéne sekvence
je preuzeto iz sistema Isabelle koji je koriséen kao alat u okviru koga je izvrsena celokupna
formalizacija.

19
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Pretpostavljamo da je dat prebrojiv skup promenljivih (eng. variable). Lit-
eral (eng. literal) je ili promenljiva ili njena negacija. Suprotan literal (eng. op-
posite literal) literala | oznacavamo sa I. Ukoliko je literal I promenljiva z;,
njemu suprotan literal je negacija promenljive —z;, a ukoliko je literal [ ne-
gacija promenljive —x;, njemu suprotan literal je sama promenljiva xz;. Liste
literala nazivamo klauzama (eng. clause). Liste klauza nazivamo KNF formu-
lama (eng. CNF formula). Posto ¢emo razmatrati jedino KNF formule, obi¢no
¢emo koristiti samo kradi termin formula.

Pod wvaluacijama (eng. valuation) éemo podrazumevati liste literala. Va-
luacija je neprotivreéna (eng. consistent) ukoliko ne sadrzi dva medusobno
suprotna literala. Primetimo da svaka neprotivre¢na valuacija jednoznaéno
odreduje preslikavanje nekog skupa promenljivih u skup istinitosnih vrednosti
(npr. u skup {0,1}).2

Literal [ je tacan u valuaciji v (Sto oznacavamo sa v E 1) ukoliko je njen
¢lan, a [ je netacan u valuaciji v (Sto oznacavamo sa v E—1) ukoliko je njemu
suprotan literal [ njen ¢lan. Klauza c¢ je tacna u valuaciji v (8to oznacavamo sa
v E ¢) ukoliko je bar jedan njen literal tacan u valuaciji v, a netacna u valuaciji
v (8to oznacavamo sa v F— ¢) ukoliko su svi njeni literali neta¢ni u v. Formula F’
je tacna u valuaciji v (8to oznac¢avamo sa v E F') ukoliko su joj sve klauze taéne
u valuaciji v, a netacéna v valuaciji v ukoliko joj je bar jedna klauza netacna
u valuaciji v. Posto pojam valuacije obuhvata parcijalne valuacije u odnosu
na neki unapred dat skup promenljivih, istinitosna vrednost literala (klauza,
formula) moze da bude i nedefinisana u datoj valuaciji.

Za valuaciju kazemo da je model (eng. model) formule (klauze, literala)
ukoliko je neprotivreéna i ukoliko je formula (klauza, literal) u njoj tacna.
Formula je zadovoljiva akko ima model. SAT problem predstavlja problem
ispitivanja da li KNF formula zadovoljiva.

Formula F povlaci (eng. entails) formulu F’ (klauzu ¢, literal [) ($to ozna-
cavamo sa F'E F' (F F ¢, F E 1) ukoliko je svaki model formule F' ujedno i
model formule F’ (klauze ¢, literala ). U ovom slu¢aju kazemo i da je formula
F' (klauza c, literal 1) semanticka posledica formule F. Dve formule su logicki
ekvivalentne (eng. equivalent) ukoliko je svaki model jedne formule ujedno i
model druge i obratno. Dve formule su ekvizadovoljive (eng. equisatisfiable)
ukoliko je prva formula zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva i druga.

4.2 Nacini opisivanja SAT resavaca

Tako je veé¢ina SAT resavaca zasnovana na klasi¢noj DPLL proceduri defin-
isanoj jos 1960-tih godina, napretkom SAT tehnologija, algoritmi i strukture
podataka koji su u osnovi SAT resavaca postaju sve kompleksniji i njihova pre-
zentacija postaje veoma zahtevan zadatak. U materijalima u kojima se opisuju
SAT reSavaci, koriste se najéesée ili opisi u vidu pseudokoda ili opisi u vidu
apstraktnih sistema promena stanja.

2Jako klasi¢ni udzbenici logike pojam valuacije defini$u upravo kao ovakva preslikavanja,
ove definicije ne obuhvataju redosled literala u okviru valuacije sto je izuzetno znacajan
koncept za SAT reSavanje, te je zbog toga odabrana definicija valuacije kao liste literala.
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4.2.1 Opisi u vidu pseudokoda.

Opisivanje algoritama koris¢enjem pseudokoda je klasican pristup koji koji
se i dalje koristi. On podrazumeva koriséenje (obiéno imperativnog) pseudo-
jezika koji poseduju veéinu osobina realnih programskih jezika u kojima se
reSavaci implementiraju. Prednosti koriséenja ovog nacina opisivanje je to sto
su opisi ¢esto prilicno detaljni i veoma su bliski realnim implementacijama.
Medutim, iako je ovaj nac¢in prezentacije najceSce koris¢en, on ima mnoge ne-
dostatke:

1. Koris¢enjem pseudokoda ne moze se napraviti razlika izmedu sustine al-
goritma i njegove implementacije (tj. ovim pristupom postize se nizak
nivo apstrakcije).

2. Korektnost algoritama u formi pseudokoda se komplikovano dokazuje.
Dokazi korektnosti ovako izlozenih algoritama se retko sre¢u u litera-
turi, a kada ih ima, oni su najceSée neformalni i neprecizni. Kako je
programska paradigma najce$é¢e imperativna, za formalni dokaz korekt-
nosti je neophodno koristiti formalni okvir kakav je na primer Horova
(eng. Hoare) logika.

4.2.2 Opisi u vidu apstraktnih sistema promena stanja.

Tokom prethodnih nekoliko godina objavljeno je nekoliko radova u kojima
su SAT reSavaci zasnovani na DPLL algoritmu opisani u vidu apstraktnih sis-
tema promena stanja (eng. abstract state transition systems). Prednost ovog
pristupa je u tome da su SAT reSavadci opisani kao matematicki objekati o ko-
jima se moze jednostavnije formalno rezonovati. Ovi opisi potpuno i precizno
opisuju najvisi nivo arhitekture SAT resavaca. Osnovni nedostatak ovih opisa
je da su obi¢no veoma apstraktni i udaljeni od nivoa konkretne implementacije.

Ovim opisima se rad reSavaca predstavlja kao niz prelazaka izmedu stanja
(eng. state). Za prelaske izmedu stanja, mogu se koristiti iskljucivo data pravila
prelaska (eng. transition rules). Svako pravilo definiSe (i) uslove koji odreduju
da 1i je pravilo moguée primeniti i (ii) efekat pravila koji odreduje nacin na
koji pravilo menja stanje na koje se primenjuje. Svaki skup pravila prelaska
definise relaciju prelaska (eng. transition relation) definisanu na skupu stanja.
Za stanje se kaze da je zavrsno (eng. final) ukoliko nijedno od pravila ne moze da
se na njega primeni. Resavaci poé¢inju izvrsavanje od pocetnog stanja (eng. ini-
tial state) koje je odredeno formulom ¢ija se zadovoljivost ispituje i koriste
isklju¢ivo postojeca pravila prelaska. Neka stanja ukazuju na to da je polazna
formula zadovoljiva i njih nazivamo prihvatajudim (eng. accepting) stanjima,
dok neka ukazuju da ona to nije i njih nazivamo odbacujuéim (eng. rejecting)
stanjima. Za ovako definisane apstraktne sisteme promene stanja se obi¢no
dokazuju svojstva saglasnosti (eng. soundness), zaustavljanja (eng. termina-
tion) i potpunosti (eng. completeness).

1. Swvojstvo saglasnosti: ako sistem stigne u stanje koje ukazuje da je for-
mula zadovoljiva (nezadovoljiva), onda formula zaista jeste zadovoljiva
(nezadovoljiva).

2. Swvojstvo zaustavljanja: ako se krene iz bilo kog pocetnog stanja u kona¢nom
broju koraka se stize do nekog zavr$nog stanja.
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3. Swvojstvo potpunosti: svako zavrsno stanje ukazuje ili da je formula zado-
voljiva ili da je nezadovoljiva.

4. Svojstvo korektnosti: za svaku formulu se iz njom odredenog pocetog
stanja stize u zavrsno stanje koje ukazuje da je formula zadovoljiva (nezado-
voljiva) ako i samo ako ona zaista jeste zadovoljiva (nezadovoljiva).

Naglasimo na ovom mestu da se ovako definisana potpunost i saglasnost
sistema pravila donekle razlikuje od definicija potpunosti i saglasnosti koje se
mogu sresti u literaturi. Naime, cesto se pod pojmom saglasnosti podrazumeva
isklju¢ivo saglasnost za nezadovoljive formule (koja garantuje da ako sistem
dode u nezadovoljivo stanje, polazna formula je nezadovoljiva), a pod pojom
potpunosti se podrazumeva iskljuc¢ivo potpunost za nezadovoljive formule (koja
garantuje da se za svaku nezadovoljivu formulu moze doéi u stanje koje je
nezadovoljivo). U tom sluéaju, posto formule mogu biti iskljucivo ili zado-
voljive ili nezadovoljive, uz pretpostavku zaustavljanja, na osnovu saglasnosti
za nezadovoljive formule direktno sledi potpunost za zadovoljive formule i na
osnovu potpunosti za nezadovoljive formule direktno sledi saglasnost za zado-
voljive formule. Za razliku od klasi¢nog pristupa, pristup koji je u ovoj tezi
dat, moze jednostavno da se uopsti i na sisteme koji ne predstavljaju proce-
dure odlucivanja, tj. daju viSe razli¢itih odgovora. U svetlu ovog tumacenja,
saglasnost za pojedina¢nu vrstu odgovora ukazuje na to da ukoliko taj odgovor
dat, on je zaista i ispravan odgovor. Dakle, saglasnost obezbeduje da sistem
nikada ne daje pogresan odgovor. Potpunost obezbeduje da sistem za svaki ulaz
(pod pretpostavkom zaustavljanja) daje neki od moguéih odgovora, odnosno
da ne postoji moguénost da se sistem zaustavi a da nije dao nikakav odgovor.
Primetimo da u naSem sistemu svojstvo korektnosti direktno sledi iz svojs-
tava saglasnosti, zaustavljanja i potpunosti. Zaista, jedan smer korektnosti je
saglasnost, dok je drugi smer svojstvo potpunosti za svaku pojedina¢nu vrstu
odgovora (koje govori da ¢e za svaku zadovoljivu (nezadovoljivu) sistem zavrsiti
u zadovoljivom (nezadovoljivom) stanju) i ono sledi iz svojstva saglasnosti za
sve vrste odgovora, zaustavljanja i pokrivenosti. Takode, iz svojstva potpunosti
za sve vrste odgovora sledi svojstvo zaustavljanja, pokrivenosti i saglasnosti za
svaku pojedina¢nu vrstu odgovora.

4.3 Klasi¢na DPLL procedura

Vecina potpunih SAT reSavaca se direktno zasniva na modifikacijama kla-
sicne DPLL procedure. Pocetak razvoja ove procedure se vezuje za Dejvis-
Putnamov algoritam koji su 1960. razvili Martin Dejvis (eng. Martin Davis)
i Hilari Putnam (eng. Hilary Putnam) [DP60]. Dve godine kasnije, 1962.,
Martin Dejvis, Dzordz Logeman (eng. George Logemann) i Donald Loveland
(eng. Donald W. Loveland) uvode poboljsanu verziju procedure, u kojoj za-
menju tzv. pravilo eliminacije (eng. elimination rule) tzv. pravilom grananja
(eng. split rule) 1 danas se ova novija verzija algoritma naziva DPLL algoritam
[DLL62]. DPLL algoritam se primenjuje na iskazne formule u konjunktivnoj
normalnoj formi. Dok pravilo eliminacije problem ¢ija se zadovoljivost ispituje
svodi na jedan, ¢esto veéi, problem, pravilom grananja se problem ¢ija se za-
dovoljivost ispituje svodi na dva manja potproblema (po jedan za svaku istini-
tosnu vrednost izabrane promenljive). Osnova DPLL procedure je sistematicni
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algoritam pretrage sa vraéanjem (eng. backtrack search). Pri tome se za sman-
jivanje prostora pretrage koriste dve tehnike: jedna je zasnovana na koris¢enju
svojstava tzv. jediniénih klauza (eng. unit clauses), a druga na koriséenju svo-
jstava tzv. literali jedinistvenog polariteta (eng. pure literals). Slozenost DPLL
algoritma je eksponencijalna u odnosu na veli¢inu ulazne formule [].

4.3.1 Opis u vidu pseudokoda

Osnovna komponenta DPLL algoritma je pretraga sa povratkom (eng. back-
track search) prikazana na slici EE11

function search (F : Formula) : (SAT, UNSAT)
begin
if F' je prazna then
return SAT
else if postoji prazna klauza u F' then
return UNSAT
else begin
odaberi literal [ koji se javlja u F
if DPLL(F[l — T]) = SAT then return SAT
else if DPLL(F[l — L]) = SAT then return SAT
else return UNSAT
end
end

Slika 4.1: Klasi¢ni algoritam pretrage

Kada se ovaj algoritam pretrage prosiri komponentama zaklju¢ivanja na
osnovu jedini¢nih klauza i klauza jedinstvenog polariteta, dobija se klasi¢na
DPLL procedura. Njena neformalna rekurzivna formulacija je data na slici
(F je KNF formula (skup iskaznih klauza) ¢ija se zadovoljivost ispituje, dok
F[l — T] oznacava formulu koja se od F dobija kada se literal ! zameni sa
T, a literal [ sa L, nakon ega se vrii uproséavanje). Prikazana rekurzivana
implementacija je prakticno neupotrebljiva za vecée formule, zbog toga sto za-
hteva kreiranje nove uproséene formule i njeno prosledivanje tokom svakog
rekurzivnog poziva, §to je izrazito zahtevno s obzirom na to da formule mogu
biti jako veliki objekti.

4.3.2 Opis u vidu sistema promena stanja

U ovom i narednom poglavlju ¢emo pokazati kako je koris¢enjem pravila pre-
laska moguée modelovati mnoge SAT algoritme zasnovane na upravo opisanoj
klasi¢cnoj DPLL proceduri, pocevsi od najjednostavnijih pa sve do onih koji se
koriste u savremenim SAT resava¢ima. Nac¢in na koji ¢emo zapisivati pravila
prelaska prati sistem koji su uveli Krsti¢ i Goel u [KG0O7)].

Ime pravila:
uslovy, ..., uslovg
efekat
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function DPLL (F : Formula) : (SAT, UNSAT)
begin
if F' je prazna then
return SAT
else if postoji prazna klauza u /' then
return UNSAT
else if postoji literal [ koji se javlja u F, ZAKLJUCIVANJE
takav da se | ne javlja u F then
return DPLL(F[l — T)])
else if F sadrZi jediniZnu klauzu [/| then
return DPLL(F[l — T])
else begin PRETRAGA
odaberi literal [ koji se javlja u F
if DPLL(F[l — T]) = SAT then

return SAT
else
return DPLL(F[l — L1])
end
end

Slika 4.2: Klasicna DPLL procedura - neformalna rekurzivna formulacija

Iznad linije su navedeni uslovi uslovy, ..., uslovy koji moraju biti ispunjeni da
bi pravilo moglo da se primeni, a ispod linije je naveden nacin na koji primena
pravila menja stanje procedure.

Osnovna pretraga

Ova procedura po svojoj sustini odgovara naivnoj search proceduri EE311 ali
implementacija je u potpunosti drugacija. Za razliku od implementacije date
na slici Tl gde se u svakom rekurzivnom pozivu vrsi eksplicitna izmena tekuce
formule u skladu sa valuacijom koja je samo implicitno poznata, savremeni
SAT resavaci tokom procesa resavanja eksplicitno ¢uvaju tekuéu parcijalnu val-
uaciju. U toj valuaciji, moguce je razlikovati dve vrste literala — pretpostavl-
jene literale (eng. decision literals) i izvedene literale (eng. implied literals).
Pretpostavljeni literali se obi¢no u literaturi oznacavaju uspravnom crtom is-
pred njih (na primer |[) ili malim slovom d (na primer [¢) ili oznakom T (na
primer /) i u nastavku ée biti koriséene sve tri oznake. Valuacije sa oznagenim
pretpostavljenim literalima ¢emo nazivati oznacene valuacije (eng. assertion
trail). Posto je redosled literala u oznaenim valuacijama bitan za proces
reSavanja, oznacene valuacije ¢e biti predstavljene listama oznacenih literala.
Stanje resavaca je odredeno tekucom oznacenom parcijalnom valuacijom M i
formulom F' ¢ija se zadovoljivost ispituje. Parametar procedure je skup liter-
ala L zatvoren za negaciju, koji je najSesce izgraden nad skupom promenljivih
(vars F') koje se javljaju u okviru polazne formule F'.

Najjednostavniji sistem pravila opisuje proceduru koja koristi samo pre-
tragu. Ovaj sistem je moguce opisati koris¢enjem sledeca dva pravila:
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Decide:
le L, l,Zgé M
M:=M]|l

Backtrack®:
M=M|IM", (decisions M")=1]], ME-F
M:=M"1

Pravilo Decide dodaje u oznacenu valuaciju proizvoljni literal [ koji nije do
tada u njoj definisan, a koji pripada nekom unapred fiksiranom skupu literala
L (obi¢no su to oni literali koji se javljaju u polaznoj formuli). Literal I se
dodaje kao pretpostavljeni literal. Kaze se da je u tom sluc¢aju izvrseno grananje
(eng. branching) na osnovu literala .

Pravilo Backtrack se primenjuje kada se ustanovi da tekuéa formula F'
netacna u valuaciji M. Tada kazemo da je doslo do konflikta (eng. con-
flict), a klauze formule F' koje su neta¢ne u M nazivamo konflikinim klauzama
(eng. conflict clauses). U tom slu¢aju se poslednji pretpostavljeni literal u va-
luaciji M i svi literali iza njega uklanjaju iz valuacije M i nakon toga se njegova
negacija se postavlja u valuaciju M, ali ovaj put kao izvedeni literal.

Kao sto je veé receno, zavrsna stanja su ona u kojima nije moguée pri-
meniti nijedno pravilo. Ukoliko u zavrsnom stanju vazi M F— F, formula F' je
nezadovoljiva, dok je u suprotnom formula zadovoljiva i M je njen model.

Redosled primene pravila nije definisan i bi¢e pokazano da korektnost pro-
cedure ne zavisi od redosleda primene pravila. Medutim, bolja efikasnost pro-
cedure se dobija ukoliko se pravilu Backtrack da veéi prioritet nego pravilu
Decide, odnosno kada se pravilo Backtrack primenjuje kad god su ispunjeni
uslovi za njegovu primenu.

Nekaje F'=[[-1,2],[-3,4],[-1,-3,5],[-2, -4, —5],[-2, 3,5, —6],
[-1,3,-5,—6], [1,—6], [1,7]]. Formula je predstavljena listom klauza, svaka
klauza je lista literala, a literali su oznaceni brojevima?. U tabeli Bl su
prikazani koraci koje resava¢ zasnovan samo na pravilima Decide i Backtrack
primenjuje prilikom ispitivanja zadovoljivosti F'. U tabeli su prikazana stanja
kroz koje resavac prolazi (tj. tekuce parcijalne valuacije) i pravila koja se pri-
menjuju. PoSto nije navedena konkretna strategija izbora literala, ovo je samo
jedan od mnogo mogucéih nacina reSavanja formule F'.

Posto se Backtrack primenjuje samo u situaciji konflikta, uz svaki njen poziv
je navedena konfliktna klauzu, tj. klauzu koja je netacna u tekuéoj valuaciji M.
Primetimo da izbor konfliktne klauze nije jedinstven. U poslednjem navedenom
stanju je skup promenljivih koje se javljaju u formuli F' (obelezen sa (vars F))
isti kao skup promenljivih koje se javljaju u valuaciji M, a vazi M ¥— F, tako
da je formula zadovoljiva i M je njen model.

Jediniéne klauze

Prva vazna optimizacija procesa pretrage koju uvodi klasicni DPLL algo-
ritam je koriséenje jednicnih klauza (eng. unit clauses). Naime, osnovna pre-
traga ne koristi nikakve elemente zakljucivanja kako bi bila pronadena zado-

30znaka (decisions M"') = [], oznacava da u M’ ne postoje pretpostavljeni literali
40vaj nacin predstavljanja je odabran jer direktno odgovara najéeséim nacinima imple-
mentacije SAT resavaca
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Primenjena funkcija sat? M

UNDEF | []
Decide (1 = —6) UNDEF | [|—6]
Decide (1 = 1) UNDEF | [|—6, [1]
Decide (1 = 3) UNDEF | [|—6,|1,]3]
Decide (1 = —4) UNDEF | [|—6,]|1,3,|—4]
Backtrack (M F—[-3,4]) UNDEF | [|—6,|1,]3,4]
Decide (1 = 2) UNDEF | [|—6,|1,]3,4, 2]
Decide (1 = —5) UNDEF | [|—6,1,|3,4, |2, |-5]
Backtrack (M F-[—1,-3,5]) UNDEF | [|—6,|1,]3,4,]2,5]
Backtrack (M F-[—2,—4,—5]) | UNDEF | [|—6,]|1,|3,4,—2]
Backtrack (M F—[—1,2]) UNDEF | [|—6, |1, —3]
Decide (1 = —2) UNDEF | [|—6,|1,-3,|—2]
Backtrack (M F-[—1,2]) UNDEF | [|-6,|1,—3,2]
Decide (1 = 7) UNDEF | [|-6,|1,—3,2,]7]
Decide (1 = 4) UNDEF | [|—6,|1,—3,2,|7, |4]
Decide (1 = 5) UNDEF | [|-6,|1,—3,2,17,]4,|5]
Backtrack (M F-[—2,—4,—5]) | UNDEF | [|—6,|1,—3,2,|7, |4, —5]
M E-F, (vars M) = (vars F) SAT [1-6,|1,-3,2,]7,]4, —5]

Tabela 4.1: Rad resavaca u primeru BTl

voljavajuca valuacija. Za klauzu kazemo da je jedini¢na u odnosu na neku val-
uaciju ukoliko ima ta¢no jedan literal nedefinisan u v koji nazivamo jedinicéni
literal, dok su joj svi ostali literali neta¢ni u valuaciji v. Da bi jedini¢ne klauze
bile ta¢ne, potrebno je valuaciju prosiriti njihovim jedini¢nim literalom. Za lit-
erale koji su dodani u valuaciju kao na osnovu neke jedini¢ne klauzu, kazemo da
su rezultat propagacije jedinicnih klauza (eng. unit propagation). Koriséenje je-
dini¢nih klauza kao mehanizma zakljuc¢ivanja dovodi do ogromnog smanjivanja
prostora pretrage.

Na primer, u primeru Bl je napravljena pretpostavka —4, iako je literal 3
bio element tekuée parcijalne valuacije, a formula F je sadrzala klauzu [—3, 4].
Kako bi ova klauza bila tacna, literal 4 mora da bude tacan u trenutku kada
je literal 3 deo parcijalne valuacije, i pozeljno ga je dodati kao izvedeni literal
odmah nakon trenutka u kome je 3 dodan u valuaciju. Ukoliko je literal 3
element valuacije M, a ni 4 ni —4 nisu, tada vazi da je [—3,4] jedini¢na klauza
u odnosu na M sa jedini¢nim literalom 4.

U sistemu sa progacijom jedini¢nih klauza se pored pravila Decide i Back-
track koristi se i naredno pravilo.

UnitPropagate: B B B
INLUV...VIeF, li,...lpkeM, 1,I¢M
M: =M1

Neka‘je F= [[_L 2]a [_35 4]) [_15 _35 5]) [_Qa _4a _5]5 [_Qa 3; 5a _6]5
[-1,3,-5,—6],[1,—6], [1,7]]. Jedan od moguéih na¢ina rada resavaca je prikazan
u tabeli £A

Literali jedinistvenog polariteta

Druga veoma vazna optimizacija koju uvodi klasi¢ni DPLL algoritam je ko-
riséenje literala koji se pojavljuju samo u jednom polaritetu. Koriséenje literala
jedinstvenog polariteta se zasniva na ¢injenici da se nakon dodavanja literala
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Primenjeno pravilo sat? M

UNDEF | []
Decide (1 = 6) UNDEF | [|6]
UnitPropagate (c = [1,—6], 1 = 1) UNDEF | [|6,1]
UnitPropagate (¢ = [—1,2], 1 = 2) UNDEF | [|6,1,2]
Decide (1 = 7) UNDEF | [|6,1,2,|7]
Decide (1 = 3) UNDEF | [|6,1,2,]7, ]3]
UnitPropagate (¢ = [—3,4], 1 = 4) UNDEF | [|6,1,2,17,]3,4]
UnitPropagate (c = [—1,—3,5], 1 = 5) UNDEF | [|6,1,2,]7,]3,4,5]
Backtrack (M F-[-2,—4, —5]) UNDEF | [|6,1,2,]7,—3]
UnitPropagate (c = [—2,3,5,—6], 1 = 5) UNDEF | [|6,1,2,]7,—3,5]
Backtrack (M F—-[-1,3,—5,—6]) UNDEF | [|6,1,2,—7]
Decide (1 = 3) UNDEF | [6,1,2, -7, ]3]
UnitPropagate (c = [—3,4], 1 = 4) UNDEF | [|6,1,2,—7,|3,4]
UnitPropagate (¢ = [-1,—3,5], 1 = 5) UNDEF | [|6,1,2,-7,]3,4,5]
Backtrack (M F-[-2,—4,—5]) UNDEF | [|6,1,2,—7,—3]
UnitPropagate (¢ = [-2,3,5,—6], 1 = 5) UNDEF | [|6,1,2,—7,—3,5]
Backtrack (M F-[-1,3,—5,—6]) UNDEF | [—6]
Decide (1 = 1) UNDEF | [—6, 1]
UnitPropagate (c = [—1,2], 1 = 2) UNDEF | [—6,]1,2]
Decide (1 = 7) UNDEF | [—6,]1,2,]7]
Decide (1 = 3) UNDEF | [-6,[1,2,]7,]|3]
UnitPropagate (c = [—3,4], 1 = 4) UNDEF | [—6,]1,2,|7,]3,4]
UnitPropagate (¢ = [—1,—3,5], 1 = 5) UNDEF | [-6,]1,2,]7,]3,4,5]
Backtrack (M F-[-2,—4,—5]) UNDEF | [—6,]1,2,|7,—3]
Decide (1 = 4) UNDEF | [—6,]1,2,|7, -3, |4]
UnitPropagate (¢ = [—2,—4,—5], 1 = —5) | UNDEF | [—6,|1,2,|7,—3,]4,—5]
M E-F, (vars M) = (vars F) SAT [—6,1,2,|7,-3,]4,—5]

Tabela 4.2: Rad reSavaca u primeru

koji se javlja samo u jednom polaritetu u formuli F' u tekuéu valuaciju M i to
kao izvedenog literala, zadovoljivost formule F' ne menja.

U primeru 22 formula F' sadrzi literal 7, a ne sadrzi literal —7. Posto je cilj
resavaca da zadovolji sve klauze, dodavanje literala 7 u valuaciju je pozeljna
operacija jer se tako zadovoljavaju sve one klauze koje sadrze literal 7. Posto
formula ne sadrzi literal —7, time se ni u jednoj drugoj klauzi ne smanjuje
mogucnost da eventualno postane zadovoljena kada se izgradi kona¢na valua-
cija.

U opisima reSavaca preko sistema pravila, ponekad se pojavljuje i naredno
pravilo.

PureLiteral:
lecF, 1¢F Iil¢M
M: =M1

Pravilo PureLiteral detektuje literale jedinstvenog polariteta u formuli F’ koji
do tada nisu definisani u valuaciji M i dodaje ih u tekuéu valuaciju kao izvedene
literale. Primetimo da je ovo pravilo znatno slabije od koris¢enja literala jedin-
stvenog polariteta u rekurzivnoj definiciji DPLL funkcije opisanoj u poglavlju
E3Tl Naime, u rekurzivnoj implementaciji formula se svakim rekurzivnim
pozivom uproscéavala, $to daje moguénost pojave mnogo vise literala jedin-
stvenog polariteta. S druge strane, pravilo PureLiteral u resavac¢u kod kojeg se
formule ne menjaju tokom resavanja ima smisla koristiti isklju¢ivo na pocetku
reSavanja. Iz ovog razloga, pravilo PureLiteral se u modernim resavacima koristi
iskljucivo u fazi pretprocesiranja formule i ne koristi se tokom rada resavaca.
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Praksa pokazuje da je detekcija literala jedinstvenog polariteta veoma skupa
operacija i da kori$¢enje ovog pravila vodi neefikasnijim resavac¢ima. Zbog toga
u daljem razmatranju neéemo koristiti ovo pravilo.

4.4 Unapredenja klasicne DPLL procedure

U ovom poglavlju ¢e koris¢enjem sistema pravila biti opisana unapredenja
osnovne DPLL procedure koja su prisutna u veéini savremenih SAT reSavaca.

4.4.1 Ucenje i zaboravljanje
Ucenje

Ukoliko se pazljivo razmatra rad reSavaca u primeru moze se primetiti
da je u nekoliko koraka pretpostavljen literal 3 nakon §to je literal 1 veé bio
element valuacije. Niz koraka koji su izvedeni nakon toga pokazuju da ova dva
literala nisu medusobno kompatibilna, tj. ne mogu istovremeno biti ¢lanovi
nekog modela formule. Pretpostavka 3 je morala biti izmenjena zbog toga
Sto se iz prisustva literala 1 u valuaciji moglo zakljuciti da literal —3 mora
da bude deo valuacije. Primetimo da se ovo dogodilo u dva razli¢ita kon-
teksta (i pod pretpostavkom 6 i pod pretpostavkom —6). Cinjenica da 11 3
nisu kompatibilni literali se moze predstaviti klauzom [—1, —3] koja predstavlja
logicku posledicu formule F'. Ukoliko bi ova klauza bila deo formule F', ona
bi ucestvovala u procesu propagacije jedini¢nih klauza i na osnovu nje bi bilo
moguce zakljuciti neophodnost literala —3 odmah nakon dodavanja literala 1
u valuaciju. Mehanizam ucenja (eng. clause learning) omoguéava reSavacima
da tokom procesa resavanja prosire skup klauza koje sac¢injavaju formulu (re-
dundantnim) klauzama koje su posledice formule F'.

Ucenje se opisuje narednim pravilom.

Learn:
FEc, c¢cCL
F:=FQc¢

Uslov F' F ¢ zahteva da je klauza c logicka posledica formule F' i on
obezbeduje da je nova formula logicki ekvivalentna® sa polaznom. Uslov ¢ C L
zahteva da su svi literali u klauzi koja se u¢i sadrzani u skupu literala L i time
obezbeduje da se pravilom Learn ne uvode literali koji se ne javljaju u skupu
L. Ovaj uslov je bitan kako bi se obezbedilo zaustavljanje procedure.

Pravilo ne specifikuje nacin na koji se klauza ¢ odreduje. Najcescée je slucaj
da se uce klauze koje su odredene kao rezultat analize konflikta o ¢emu ée vise
biti re¢i u poglavlju

Zaboravljanje

Tokom rada reSavaca sa uc¢enjem, broj klauza tekuce formule raste i formula
se uvecava. Ukoliko formula postane jako velika, ispitivanje da li je ona u
skladu sa teku¢om parcijalnom valuacijom (tj. provera uslova M F—F) i

5Ukoliko se samo ispituje zadovoljivost formule, dovoljno je da zahtevati da je nova
formula ekvizadovoljiva sa polaznom, medutim, ukoliko se zahteva i izgradnja modela u
slucaju da je formula zadovoljiva, potrebno je zahtevati logicku ekvivalentnost.
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pronalazenje jedini¢nih klauza postaje jako sporo. Zato je potrebno s vremena
na vreme uklanjati neke (redundantne) klauze iz F. Neophodno je da vazi da
je formula nakon uklanjanja klauza ekvivalentna polaznoj formuli. Resavaci
obi¢no ovaj uslov obezbeduju tako sto se uklanjaju isklju¢ivo naucene klauze.
Klauze pocetne formule se obitno ne uklanjaju. Zaboravljanje suvisnih klauza
se moze opisati narednim pravilom.

Forget:
F\c Ec
F:=F\c

Uslov F'\ ¢ F ¢ obezbeduje da je klauza koja se uklanja zaista redundantna.

4.4.2 Povratni skokovi i analiza konflikata

Ogromni napredak u razvoju SAT reSavaca je napravljen kada je klasi¢no
vrac¢anje tokom pretrage (eng. backtracking) zamenjeno naprednijim povratnim
skokovima vodenim analizom konflikata (conflict-driven backjumping).

Povratni skokovi

Ukoliko se opet analizira rad reSavaca u primerulE2l moze se videti da je niz
koraka koji je primenjen nakon $to je pretpostavljen literal 7 pokazao da ni 3
ni —3 nisu u skladu sa prethodnim odlukama. Zbog toga, je Backtrack operaci-
jom zakljuc¢eno da mora da vazi literal —7. Nakon toga, potpuno identican
niz koraka je izvrsen koji je pokazao da, opet, ni 3 ni —3 nisu u skladu sa
prethodnim pretpostavkama. Na kraju je Backtrack operacijom zaklju¢eno da
je pretpostavka 6 bila pogresna i da literal —6 mora da vazi. Pazljiva analiza
koraka koji su doveli do nekonzistentnosti moze da pokaze da je promenljiva
7 u potpunosti irelevantna za nastali konflikt i da je zbog toga ponavljanje
procesa kada je 7 zamenjeno sa —7 bilo nepotrebno i predstavljalo ¢ist gubitak
vremena.

Ova redundantnost je posledica ¢injenice da pravilo Backtrack uvek ponistava
samo poslednju pretpostavku koja je napravljena, bez obzira na istinski razlog
koji je doveo do nekonzistentnosti. Povratni skokovi predstavljaju vid napred-
nijeg, tzv. nehronoloskog povratka u pretrazi i oni dozvoljavaju reSavacima da
poniste nekoliko pretpostavki odjednom, sve do poslednjeg pretpostavljenog
literala koji je zaista ucestvovao u konfliktu. Ovim se izbegavaju nepotrebne
redundantnosti u procesu resavanja.

Povratni skokovi su obi¢no vodeni klauzom koju ¢emo nazivati klauzom
povratnog skoka (eng. backjump clause) i oznacavati sa C. Ova klauza je se-
manticka posledica formule F' i pozeljno je da ta¢no odgovara promenljivima
koje su dovele do konflikta. Kada se konstruise klauza povratnog skoka, literali
koji se nalaze pri vrhu tekuée oznacene valuacije M se uklanjaju, sve dok klauza
povratnog skoka ne postane jedini¢na klauza u odnosu na tu tekucu valuaciju.
Od tog trenutka, njen jedini¢ni literal se postavlja na vrh valuacije M ¢ime se
konflikt razresava i nakon toga proces pretrage se nastavlja uobicajenim tokom.

Povratni skokovi se realizuju koris¢enjem narednog pravila.

Backjump:
C=IVlhV...Vl, FEC, M=M|dM", L,...,lxeM, leM"
M:=M"1
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Pravilo Backjump je moguée primeniti kada je klauza povratnog skoka C
takva da postoji pretpostavljeni literal d u M takav da se iznad njega u M
nalazi tacno jedan literal | suprotan literalu I klauze C, dok se svi ostali
literali suprotni literalima klauze C nalaze u M ispod njega. Pravilo Back-
jump ponistava literal d i sve literale iznad njega i u valuaciju dodaje literal [.
Broj pretpostavljenih literala ispred literala d se naziva nivo povratnog skoka
(eng. backjump level). Uslov da je d pretpostavljeni literal je bitan samo kako
bi se obezbedilo zaustavljanje.

Primetimo da se klasi¢ni povratak (eng. backtracking) moze smatrati speci-
jalnim sluéajem povratnog skoka (eng. backjumping). U tom slucaju se klauza
povratnog skoka gradi od literala koji su suprotni svim pretpostavljenim literal-
ima u valuaciji M. Ta klauza postaje jedini¢na klauza tacno u trenutku kada se
poslednji pretpostavljeni literal ukloni iz M i na osnovu nje se moze zakljuciti
da mora da njemu suprotni literal mora da bude deo valuacije. Ovako naprav-
ljena klauza povratnog skoka, naravno, ne oslikava na pravi na¢in konflikt koji
se dogodio.

Analiza konflikata

Da bi klauze povratnog skoka istinski oslikavale konflikt koji se razresava i
time dovele do najveteg moguceg odsecanja prostora pretrage, one se konstruisu
u procesu koji je poznat pod imenom analiza konflikta (eng. conflict analysis).

Proces analize konflikata se nekada opisuje koris¢enjem pristupa zasnovanog
na grafovima i klauze povratnog skoka se tada dobijaju obilaskom tzv. grafa za-
kljuéivanja (implication graph) [ZMMMOT]. Proces analize konflikata se nekad
opisuje i kao proces rezolucije koji krec¢e od konfliktne klauze i nastavlja se sa
klauzama koje su uzroci propagacije konfliktnih literala [ZM02].

Postoji nekoliko strategija za analizu konflikata [SS96, [ZMMMOIT], [ZMGO2).
Njihove varijacije uklju¢uju razne nacine izbora klauze koja vodi povratni skok.
Ipak, najvedi broj strategija za analizu konflikata se zasniva na sledec¢oj tehnici:

1. Proces analize konflikta zapo¢inje sa konfliktnom klauzom (tj. sa klauzom
formule F' koja je postala netacna u M). Klauza analize konflikata C se
u tom trenutku inicijalizuje na konfliktnu klauzu.

2. Svaki literal sadrzan u tekucoj klauzi analize konflikata C' je netacan u
tekucoj valuaciji M i predstavlja ili pretpostavku procedure pretrage ili
rezultat neke propagacije. Za svaki propagirani literal [ moguce je pronadi
klauzu ¢ koja je bila uzrok propagacije literala . Ove klauze se zovu
razlozi propagacije (reason clauses). Propagirani literali iz klauze C' se
onda zamenjuju (govori¢emo objasnjavaju (explain)) ostalim literalima iz
klauza koji predstavljaju razloge njihove propagacije. Ovim se nastavlja
proces analize konflikata.

Analiza konflikata se moze opisati koris¢enjem naredna dva pravila.

Conflict: . .
LWV..VigeF, lLi,...,lxeM
C:=011V...Vi
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Explain:
1eC, IVLV..VILEF, Ii,... 01, <Ml
C:=(C\)VLV...VI

Pravilo Conflict odgovara prvom koraku, a pravilo Explain odgovara drugom
koraku gore opisane procedure. Faza analize konflikta prestaje primenom po-
vratnog skoka. Uslov [y,...,l, <M [ oznacava da literali [y,...,[; prethode
literalu [ u valuaciji M.

Opisana procedura se ponavlja sve dok se ne ispuni neki od uslova za zavr-
Setak analize kada se klauza analize konflikata proglasava klauzom povratnog
skoka. Uslovi zavrSetka moraju biti definisani na nacin koji obezbeduje da
klauza C' zaista zadovoljava uslove potrebne za povratni skok.

Kao sto je ve¢ pomenuto, postoji nekoliko razli¢itih strategija i one odreduju
razli¢ite uslove za zavrSetak procesa analize konflikata. U nastavku ¢emo koris-
titi samo jednu koja je poznata pod nazivom prva tacka jedinstvene implikacije
(eng. first unique implication point (firstUIP)), posto se ona koristi u veéini
vodeéih SAT resavaca i posSto se ona na veéini testova pokazala superiornijom
u odnosu na ostale strategije. Ukoliko se koristi firstUIP strategija, proces anal-
ize konflikata se prekida u prvom trenutku u kome klauza C postane klauza
povratnog skoka odnosno ¢im se dogodi da iza poslednjeg pretpostavljenog
literala u M postoji ta¢no jedan literal klauze C.

Napomenimo jos da je veoma ¢est slucaj da se klauze povratnog skoka uce
koriséenjem pravila Learn, ne bi li se u buduénosti sprec¢ilo ponavljanje iste
vrste konflikta.

U narednom primeru prikazujemo rad resavaca zasnovanog na pravilima
Decide, UnitPropagate, Conflict, Explain, Learn i Backjump.

Nekaje F= [[71, 2]’ [73, 4]’ [71; -3, 5]’ [727 —4, 75]a [*27 3,9, *G]a
[-1,3,-5,—6], [1,—6], [1,7]]. Jedno od moguéih izvr3avanja je prikazano u
tabeli EE31

Kao §to smo veé¢ pomenuli, analiza konflikata se moze posmatrati i kao
proces rezolucije. Stabla rezolucije koja odgovaraju analizama konflikata iz
primera su prikazana na slici

Minimalizacija klauze povratnog skoka

U nekim sluc¢ajevima, klauza povratnog skoka koja se dobije postupkom
firstUIP analize konflikata se moze naknadno minimalizovati. Klauze sa ma-
njim brojem literala dovode do veteg kresanja prostora pretrage i vode brzoj
propagaciji jedini¢nih klauza. Nekoliko razli¢itih tehnika minimalizacije je
predlozeno u literaturi. Kao ilustraciju prikaza¢emo obuhvatne rezolucije (eng. sub-
sumption resolution) uvedene u resava¢u MiniSAT [ES04]. U primeru B3 pri-
menom firstUIP analize konflikta je dobijena klauza [—1, -2, —3]. Medutim,
posto je literal 2 posledica literala 1 (na osnovu klauze [—1,2]), mogude je jos
jednom primeniti pravilo Explain (tj. uraditi jo$ jedan korak rezolucije) i dobiti
manju klauzu [—1, —3]. Kazemo da klauza [—1, -2, —3] obuhvata (eng. sub-
sumes) klauzu [—1,—3]. Osnovna varijanta obuhvatne rezolucije se zasniva
na primeni pravila rezolucije (Explain) na nacin koji obezbeduje da ée klauza
C dobijena primenom rezolucije biti obuhvacena polaznom vrednoséu klauze
pre primene pravila rezolucije, §to garantuje da opisani postupak sve vreme
smanjuje tekuc¢u vrednost klauze C.
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pravilo sat? M F c

Decide UNDEF | [|6] F -
1 =06

UnitPropagate UNDEF | [|6,1] Fy -
(c=1[1,-6],1=1)

UnitPropagate UNDEF | [|6,1,2] F -
(c=1[-1,2],1=2)

Decide UNDEF | [6,1,2,7] Fy -
a="n

Decide UNDEF | [|6,1,2,]7,]3] Fo -
=23

UnitPropagate UNDEF | [[6,1,2,]7,3,4] Fy -
(c=1[-34,1=49

UnitPropagate UNDEF | [[6,1,2,]7,3,4, 5] F -
(c=[-1,-3,5, 1 =5

Conflict UNDEF | [16,1,2,]7, 3,4, 5] F [~2,—4,-5]
(M F=[-2, 4, -5])

Explain UNDEF | [[6,1,2,]7,[3,4,5] Fy [-1,-2,-3,—4]
(1 =5, reason = [—1,-3,5])

Explain UNDEF | [|6,1,2,]7,]3,4,5] Fy [-1,-2,-3]
(1 = 4, reason = [-3,4])

Learn UNDEF | [[6,1,2,]7,[3,4,5] Fo@[—1,-2,-3] [-1,-2,-3]
(C =[-1,-2,-3D

Backjump UNDEF | [|6,1,2, 3] Fal-1,-2,-3] -
(C =[-1,-2,-3], 1 = 3, level = 1)

UnitPropagate UNDEF | [[6,1,2,—3,5] FyQ[-1,-2,-3] -
(c = [-2,3,5,-6], 1 = 5)

Conflict UNDEF | [|6,1,2,-3,5] Fa[-1,-2,-3] [-1,3,-5,-6]
(M F=[-1,3,-5,—6])

Explain UNDEF | [[6,1,2,—3,5] FyQl-1,-2,-3] [-1,-2,3,—6]
(1 = 5, reason = [-2,3,5,—6])

Explain UNDEF | [[6,1,2, —3,5] Fo@[-1,-2,-3] [-1,-2,-6]
(1 = =3, reason = [-1,-2,-3])

Explain UNDEF | [[6,1,2,—3,5] Fy,Ql[-1,-2,-3] [—1,—-6]
(1 =2, reason = [-1,2)])

Explain UNDEF | [|6,1,2, —3,5] Fo@[-1,-2,-3] [~6]
(1 =1, reason = [—6,1])

Learn UNDEF | [[6,1,2,—3,5] FyQ[-1,-2,-3]Q[—6] | [—6]
(C = [-6D

Backjump UNDEF | [—6] FyQ[-1,-2,-3]Q[—6] | -
(C = [-6], 1 = 6, level = 0)

Decide UNDEF | [6, |1] F@[—1,-2,-3]a[—6] | -
a=0

UnitPropagate UNDEF | [—6,1,2] FyQ[-1,-2,-3]Q[—6] | -
(c=1[-1,2],1=2)

UnitPropagate UNDEF | [—6,[1,2,—3] FyQ[-1,-2,-3]Q[-6] | -
(c =[-1,-2,-3], 1 = =-3)

Decide UNDEF | [—6,]1,2,—3, 7] Fo@[-1,-2, -3]@[—6] | -
a="n

Decide UNDEF | [6,|1,2,—3,|7, 4] Fo@[—1,-2,-3]a[6] | -
a=4a

UnitPropagate UNDEF | [—6,1,2,-3,|7,|4,-5] | Fo@[-1,—2,-3]Q[—6] | -
(c = [-2,-4,-5], 1 = —5)

M ¥ F,, (vars M) = (vars Fp) SAT [-6,[1,2,-3,|7,|4,-5] | - -

Tabela 4.3: Prikaz izvrSavanja iz primera [




4.4. Unapredenja klasicne DPLL procedure 33

[—2,—4,—5] [~1,-3,5]
[—1,-2, -3, —4] [—3,4]
[—1,-2,-3]
[~1,3, -5, 6] [—2,3,5,—6]
[—1,-2,3,—6] [-1,-2,-3]
[—1,-2,—6] [—1,2]
[-1,—6] [1,—6]
[—6]

Slika 4.3: Stabla rezolucije koja odgovaraju analizama konflikata iz primera 3]

Problem sa osnovnom varijantom algoritma minimalizacije je da se pravilo
Explain ne primenjuje u slucaju da klauza koja je razlog propagacije literala [
i sa kojom je potrebno izvrsiti rezoluciju sadrzi neki literal I’ razli¢it od I, a
koji ne pripada tekucoj vrednosti klauze C, jer bi se tako u klauzi C' pojavili
novi literali (svakako i literal I") i ona ne bi bila obuhvaéena svojom polaznom
vrednoséu. No, u nekim slucajevima se ispostavlja da je literal I’ nastao kao
rezultat propagacije literala koji se veé nalaze u klauzi C' sto dovodi do toga
da dalja primena pravila Explain dovodi do njegove eliminacije i do konacne
vrednosti klauze C' koja jeste obuhvac¢ena polaznom vrednoséu. Za razliku
od osnovne varijante algoritma minimalizacije koja zahteva da se klauza C u
svakom koraku smanjuje i da je obuhvaéena polaznom vredno$éu, naprednije
tehnike minimalizacije dopustaju klauzi C' da privremeno i poraste uvodedi
nove literale, ali samo ako je moguce te novo uvedene literale eliminisati daljim
koracima rezolucije tako da krajnja vrednost bude klauza koja je obuhvacena
polaznom.

4.4.3 Otpocinjanje iznova

Jos jedna vazna karakteristika savremenih SAT resavaca je moguénost otpo-
dinjangja pretrage iz pocetka (restarting). S vremena na vreme resavaci ponista-
vaju celokupnu valuaciju M sve do prvog pretpostavljenog literala. Ovo moze
da dovede do boljih performansi zbog ¢injenice da novi poc¢etak moze da navede
pretragu na novu (obiéno mnogo laksu) putanju. Teorijski je pokazano da je
sistem koji ukljucuje ucenje i otpocinjanje iznova eksponencijalno moc¢niji u
odnosu na klasi¢ni DPLL algoritam [BKS04]. Medutim, neograni¢eno otpoc¢injanje
iznova moze da ugrozi zaustavljanje procedure. Eksperimenti ukazuju da pazlji-
vo dizajnirana politika vrSenja otpoc¢injanja iznova moze znacajno da doprinese
efikasnosti SAT resavaca [Hua07h].

Otpocinjanje iznova je moguce opisati slede¢im pravilom:

Restart:
T
M = MO
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M oznacava tzv. nulti nivo oznaéene valuacije, odnosno prefiks valuacije
M pre pojave prvog pretpostavljenog literala.

4.4.4 Dva sistema

U ovom poglavlju prikazujemo dve postojeée kompletne formalizacije SAT
reSavaca opisane koriséenjem pravila prelaska. Pravila ¢e biti navedena na isti
nacin kako je to uradeno u originalnim radovima.

Roberto Niuvenhuis (hol. Roberto Nieuwenhuis) i koautori [NOT06] opisuju
stanje reSavaca na osnovu skupa klauza F' i parcijalne valuacije M (Sto se za-
pisuje kao M||F). Specijalno stanje FailState se razlikuje od svih ostalih
stanja. Pocetno stanje prilikom resavanja formule Fy je stanje 0 || Fy. Skup
pravila kojima se prelazi iz stanja u stanje je dat na slici E4 Dokazana
je sledeéa teorema (teorema 2.12 u [NOTO6]) koja ukazuje na ¢injenicu da
prikazani skup pravila predstavlja proceduru odluéivanja za SAT. 6

Teorema 4.1. Ako 0 || Fy —* S, pri éemu je S zavrino stanje u odnosu na
pravila sa slike [£.4], onda

1. S je FailState ako i samo ako je F nezadovoljiva.

2. Ako je S oblika M||F, onda je M model formule Fy.

Prikazani sistem je veoma grub. On obuhvata razne strategije koje se mogu
sresti u danasnjim SAT resava¢ima. Medutim, cena ovoga je da je jako puno
detalja neophodno precizirati da bi se sistem mogao prevesti u realnu imple-
mentaciju. Na primer, sistem ni u jednom trenutku ne precizira kako se prover-
ava uslov M F— C u pravilima UnitPropagate i Fail, niti kako se pronalazi klauza
C’ V1’ u pravilu Backjump.

Krsti¢ i Goel [KGO7] opisuju sistem pravila datih na slici EAl Ovaj sistem
daje znatno detaljniji opis nekih faza reSavanja (narocito faze analize kon-
flikata) nego prethodno opisani sistem. Stanja su oblika (M || F' || C), odnosno
uz formulu F' i parcijalnu valuaciju M, stanje resavaca se karakterise i objek-
tom C koji moze biti bilo skup literala, bilo poseban simbol no_cflct i koji
ima znacajnu ulogu tokom analize konflikata. Pocetno stanje sistema za skup
klauza Fy je stanje 0 || Fo || no-cflct. Pravila se zapisuju tako §to su iznad lin-
ija napisani uslovi koji omoguéuju primenu pravila, dok su ispod linija dodele
koje opisuju nac¢in na koji se menja stanje nakon primene pravila. Dokazana je
teorema (teorema 4 u [KG07]) koja garantuje da i ovaj sistem pravila opisuje
proceduru odlucivanja za SAT”.

Teorema 4.2. Svi lanci primena pravila sistema DPLL su konacéni. Ukoliko
se za dati pocetni skup klauza Fy, DPLL zaustavlja u stanju F || M || C, tada
VazL:

1. C =no_cflect ili C = ;

2. Ako je C =0, tada je Fy nezadovoljiva;

6Kako bi se osiguralo zaustavljanje, neophodno je postaviti dodate uslove vezane za
primenu pravila Restart, Learn i Forget.

"Kako bi se osiguralo zaustavljanje, potrebno je nametnuti dodatne uslove na primenu
pravila Restart i Forget



4.5. Heuristicke komponente SAT resavaca 35

UnitPropagate:

ME-C
M FCvi - MI|FCVI [ nije definisan u M
PureLiteral:
[ se javlja u nekoj klauzi iz F'
M| F — MI|F 1 se ne javlja ni u jednoj klauzi iz F
[ nije definisan u M
Decide:
d 1ili I se pojavljuje u F
M F - MI|F [ nije definisan u M
Fail:
M| FC — [FailState M ne sadrzi pretpostavljene literale
Backtrack:

4 - M N E-C
MUEN|FC — MLU|FC N ne sadrzi pretpostavljene literale
Backjump:
M N E=C
postoji klauza C' V I’ takva da :
FCEC VI iME-C,
I’ nije definisan u M,
Vilil sejavljau Filiu M ¢ N

MI“*N|F,C — MIU|FC

!
|
=
e
]
|

Learn:

M| F ~ M| FC ako { ?Ilbllé?rall iz C' se javljaju u F'
Forget:

M| F,C — M| F ako {FEC}

Restart:

M| F - 0| F

Slika 4.4: Pravila sistema DPLL iz [NOT06]

3. Ako je C = no_cflct tada je M model formule Fy.

4.5 Heuristicke komponente SAT resavaca

Tako navedena pravila opisuju globalni nac¢in funkcionisanja SAT resavaca,
redosled njihove primene nije jasno preciziran. Takode, u datom stanju je ¢esto
moguée primeniti vise pravila ili isto pravilo na razli¢ite nacine. Za efikasno
navodenje procesa reSavanja Kkoriste se razli¢ite heuristike o kojima ¢e biti reci
u ovom poglavlju.

4.5.1 Strategije izbora pretpostavljenih literala

Pravilo Decide ne definise precizno nacin na koji se odreduje literal I koji
se pretpostavlja, veé jedino zahteva da je [ ¢lan unapred zadatog skupa literala
L, kao i da nije do tada definisan u valuaciji M. Izbor ovog literala ne utice na
korektnost resavaca (8to ¢e i biti dokazano u poglavlju [ZTl), medutim moze
veoma znacajno da uti¢e na efikasnost resavaca. Strategiju koja definiSe nacin
na koji se bira literal u pravilu Decide se naziva strategija izbora pretpostavijenih
literala (eng. decision strategy).
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Decide: B
lelL Llg M
M :=M1?
UnitPropag:
INWLV..VIg€F  h,...,lkeM 11¢gM
M:=M]I
Conflict: _ _
C = no-cflct LhWV.. VipeF li,...,lx €M
CZ: {l17“4,lk}
Explain:

leC l\/Z1\/HA\/ZkGF l1,444,lk-<l
CZ:CU{ll,...,lk}\{l}
Learn:

C:{ll,...,lk} ZlV...VZk¢F
F:=FU{liv...VI}
Backjump:
C={Ll,....Ix} IVLV..VIxeF levell>m>level ;
C :=nocflet  M:=M™ 1

Forget:
C =no_cflct ceF F\ckFc
F:=F\c
Restart:
C = no-cflct
M := MD

Slika 4.5: Pravila sistema DPLL iz [KGOT]

Pretpostavlja se da ne postoji idealna strategija koja bi bila efikasna za
sve vrste formula, ve¢ praksa pokazuje da razlicite strategije pokazuju razlicite
rezultate na razli¢itim vrstama formula. Tako se za teorijska istrazivanja cesto
resavaju sluc¢ajno generisane formule (eng. random instances), u primenama
najznacajnije mesto zauzimaju tzv. industrijske formule (eng. industrial in-
stances).

Pokazuje se da je jedan od presudnih faktora prlikom izgradnje strategije
izbora pretpostavljenih literala koja postize dobre rezultate na industrijskim
problemima tzv. lokalnost pretrage. Pokazuje se da je za utvrdivanje zadovo-
ljivosti veoma velikih industrijskih problema ponekad dovoljno vrsiti grananje
na osnovu veoma malog broja promenljivih koje se javljaju u formuli, a koje
su na neki nacin povezane preko klauza formule. Sa druge strane, veoma je
pozeljno da strategija u velikoj meri bude dinamic¢na i da se prilagodava prom-
enama nastalim u tekucoj valuaciji. Naime, i jedna jedina izmena u tekucoj
valuaciji moze uciniti odredene delove formule relevantnim odnosno potpuno
irelevantnim za grananje. Na primer, ukoliko formula opisuje elektronski sklop
koji sadrzi AND kolo odredeno promenljivim « i y, postavljanje literala T ili
7 u tekuéu valuaciju u potpunosti deaktivira deo formule koji predstavlja onaj
deo kola koji je vezan za izlaz kapije.

Pretpostavljeni literal u pravilu Decide se obi¢no bira u dve nezavisne faze.
U prvoj fazi se bira promenljiva, dok se u drugoj fazi bira njen polaritet.

U slucaju da je formula zadovoljiva, izbor polariteta pretpostavljenih lit-
erala, oCigledno, moze da ima znacajnu ulogu za efikasno pronalazenje mod-
ela. Zaista, ukoliko postoji model koji sadrzi literal [, a ne postoji model
koji sadrzi literal I, odabir literala [ pre literala [ dovodi brzem pronalazenju
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reSenja. U slucaju nezadovoljivih formula odabir polariteta pretpostavljenih
literala ne mora da igra tako znac¢ajnu ulogu. Zaista, pretpostavimo da resavac
pretpostavi literal [ i pokaze da je ta pretpostavka neodrziva. Kada se ta
pretpostavka promeni, odnosno kada se u valauciji literal [ zameni literalom 1,
efikasnost pokazivanja nezadovoljivosti zavisi od klauza koje su naucene pod
pretpostavkom [. Medutim, posto se uce iskljucivo konfliktne klauze, ni jedna
od njih ne moze da sadrzi literal I. S druge strane, naucene klauze koje sadrze [
su zadovoljene nakon dodavanja literala [ u valuaciju i od tog trenutka nemaju
nikakvog efekta na pretragu. Zbog ovoga, na pretragu u kontekstu literala [
imaju uticaja samo one naucene klauze koje ne sadrze ni literal [ ni I. Da je
pocetni polaritet bio suprotan, tj. da je prvo isproban literal I, a tek nakon toga
literal [, na veli¢inu prostora pretrage bi opet uticale samo one klauze koje su
nastale kao rezultat konflikta koji u sebi ne sadrze ni I ni [ i samim tim ne zavise
od pocetnog izbora polariteta. Ovo ukazuje na to da izbor polariteta u ovom
slucaju nije bitan. Ipak, u slucaju kada resavac koristi tehniku otpocinjanja
iznova, izbor polariteta moze da ima znacajnu ulogu. Razlog ovome je ¢injenica
da se nakon otpocinjanja iznova stablo pretrage u potpunosti menja. U tom
slucaju ne postoji garancija da ¢e uopste i biti ispitivan onaj deo stabla koji
odgovara alternativnom polaritetu od polariteta koji je inicijalno bio izabran.
U nastavku ¢e biti opisano nekoliko heuristika za izbor literala.

Heuristika sluc¢ajnog izbora

Najjednostavnija heuristika izbora pretpostavljenih literala bira proizvoljni
literal iz L nedefinisan u M koriS¢enjem generatora pseudo-sluc¢ajnih brojeva

VSIDS heuristika

Jedna od najcesce koriséenih heuristika za izbor pretpostavljenih literala je
VSIDS - variable state independent decaying sum heuristika uvedena u resavacu
zChaff [MMZ701]. Modifikacije ove heuristike su koris¢ene u nekoliko utica-
jnih resavaca, ukljuéujuéi i resava¢ MiniSAT [ES04]. Na ovom mestu ¢emo
opisati ovu heuristiku u obliku koji je koriséen u okviru resavaca MiniSAT.
Ova heuristika nezavisno bira promenljivu grananja njen polaritet.

Kako bi se odredila promenljiva pretpostavljenog literala, svakoj promen-
ljivoj se dodeljuje broj koji se naziva aktivnost. Prilikom svake primene pravila
Conflict svim promenljivim koje su ¢lanovi konfliktne klauze se uveéava aktiv-
nost. Sliéno se i prilikom primene pravila Explain svim promenljivim koje su
clanovi klauze koja je razlog propagacije uvecava aktivnost. Prilikom primene
pravila Decide, bira se promenljiva sa najvetom aktivnoséu. Medutim, kako
bi se poboljsala lokalnost procesa pretrage, s vremena na vreme se smanjuje
aktivnost svih promenljivih. Ovim se postize da se prilikom primene pravila
Decide prednost daje promenljivima koje su ucestvovale u najskorijim konflik-
tima. Resava¢ MiniSAT vrsi ovo smanjivanje aktivnost prilikom svake primene
pravila Conflict.

Postoje razli¢ite moguénosti za izbor polariteta literala i obi¢no su veoma
jednostavne. U svojoj podrazumevanoj konfiguraciji resava¢ MiniSAT uvek
bira literal negativnog polariteta.
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Berkmin heuristika

Jedna od osnovnih zamerki VSIDS heuristici je da nije dovoljno dinami¢na.
Kao sto je ve¢ navedeno, dodavanje i jednog jedinog literala u tekucu valuaciju
moze da ucini velike delove formule pasivnim i irelevantnim za njenu zadovo-
ljivost. Ukoliko pretpostavimo da je u nekom trenutku zbog izmene tekuce
valuacije doslo do promene relevantnog skupa promenljivih na osnovu kojeg je
pozeljno vrsiti grananje, potrebno je da protekne neko vreme dok aktivnosti
svih promenljivih u VSIDS heuristici ne opadnu dovoljno da bi se identifiko-
vao nov relevantni skup promenljivih pogodnih za grananje. U meduvremenu,
reSavaé gubi vreme vrSeéi grananje na osnovu promenljivih koje su do skora
bile relevantne, ali na osnovu promene u tekucéoj valuaciji one to iznenada vise
nisu jer se javljaju u okviru pasiviziranih delova formule.

Resava¢ Berkmin [GN02] na specifican nac¢in prosiruje VSIDS heuristiku
pokusavajuéi da ispravi ove nedostatke. Klauze formule F' ¢ine listu pri ¢emu
se prilikom svake primene pravila Learn naucene klauze postavljaju na kraj te
liste. To znag¢i da se u svakom trenutku sve inicijalne klauze u listi nalaze ispred
naucenih klauza. U svakom trenutku rada resavaca postoji poslednja klauza u
listi koja nije zadovoljena i ona se naziva poslednja nezadovoljena klauza.

Za klauzu C formule F' koja je poslednja klauza u listi takva da nije ta¢na
u M kazemo da je poslednja nezadovoljena klauza u F'. Berkmin heuristika se
ponasa razli¢ito u slucajevima kada je C' pocCetna i kada je C naucena klauza.

e U slucaju da je C' naucena klauza, heuristika bira promenljivu na osnovu
koje se vrsi grananje isklju¢ivo medu promenljivim klauze C koje nisu
definisane u M. Izbor izmedu ovih promenljivih se vrsi na osnovu nji-
hove aktivnosti. Tako u odnosu na ceo skup nedefinisanih promenljivih
skupa L, promenljive klauze C' mogu da imaju prili¢no nisku aktivnost,
rezultat visoke aktivnosti promenljivih koje se ne nalaze u klauzi C' moze
da bude rezultat njihove aktivnosti u konfliktima koji su se desili pre
ucenja klauze C. Dakle, vec¢ina ovih aktivnih promenljivih moze da bude
potpuno irelevantna za konflikt koji je doveo do uéenja klauze C' i njemu
sliénih konflikata.

Neka je [ literal koji je ¢lan klauze C' nedefinisan u M i koji odgovara pro-
menljivoj v sa najvetom aktivnoséu koja se javlja u klauzi C. Berkmin
heuristika ne pokusava direktno da zadovolji klauzu C' dodajuéi literal [
valuaciji M, veé koriste¢i posebnu heuristiku odreduje polaritet literala.
Naime, polaritet literala se odreduje na nacin koji pokusava da izjednaci
broj pojavljivanja literala [ i [ u naucenim klauzama formule F. Ovo
se postize time Sto se odrzava broj pojavljivanja svakog od literala u
naucenim klauzama i prilikom izbora bira se literal sa veéim brojem po-
javljivanja. Time veéi broj naucenih klauza odjednom biva zadovoljen.
Sve buduée naucene klauze su rezultat konflikta i samim tim mogu da
sadrze iskljucivo literal koji je suprotan upravo odabranom polaritetu.

Nije tesko primetiti da se koris¢enjem ovakve heuristike za izbor polariteta
zadovoljavanje klauze C' ne odlaze previse. Naime, ukoliko se umesto
literala ! u valuaciju doda literal I i to ne dovede do daljih konflikata, C
ostaje poslednja nezadovoljena klauza i postupak se ponavlja dok C ne
postane ili zadovoljena ili jedini¢na klauza nakon cega se njen jediniéni
literal propagira.



4.5. Heuristicke komponente SAT resavaca 39

e U slucaju da je C inicijalna klauza, tada su i sve ostale klauze formule
F inicijalne klauze. U tom slu¢aju se promenljiva na osnovu koje se vrsi
grananje bira medu svim promenljivim koje nisu definisane u M i to na
osnovu njihove aktivnosti.

U ovom slucaju se polaritet literala odreduje tako Sto se za svaki po-
laritet literala ! pokuSava proceniti broj binarnih klauza (klauza sa dva
literala) u njegovoj ,,okolini”. Ovaj broj procenjuje koliko ¢ée literala biti
zakljuceno kao rezultat propagacije jedini¢nih klauza na osnovu pret-
postavke [. Strategija izbora polariteta bira polaritet koji ¢e dovesti do
vece propagacije odnosno bira polaritet koji ima veéi broj binarnih klauza
u svojoj okolini.

4.5.2 Strategije zapocinjanja iznova

Osnovna dilema prilikom primene pravila Restart je odredivanje trenutka
kada treba ponistiti sve napravljene pretpostavke i njihove posledice. Kako bi
imali garanciju zaustavljanja pretrage, otpoc¢injanje iznova ne sme biti previse
intenzivno i tokom pretrage mora da se proreduje. Trenutak otpocinjanja
iznova se najcescée odreduje na osnovu broja konflikta (tj. broja primene pravila
Conflict).

Konstantna politika

U slucaju koriséenja konstantne politike, otpocinjanje iznova se vrsi nakon
svakih N konflikata, gde je N fiksirani broj. Resava¢ zChaff[MMZ™01] koristi
ovu politiku za N = 700, a reSavaca Berkmin za N = 550. Ova politika ne
garantuje zaustavljanje.

Linearna (aritmeticka) politika

U slucaju koriséenja linearne politike, otpocinjanje iznova se vrsi kada broj
konflikta nastalih od prethodnog pocetka dostigne naredni element unapred
datog aritmetickog niza. Na primer, otpocinjanje iznova se vrsi nakon prvih
100 konflikata, zatim nakon narednih 200 konflikata, narednih 300 konflikata
itd.

Eksponencijalna (geometrijska) politika

U slucaju koriséenja eksponencijalne politike, otpocinjanje iznova se vrsi
kada broj konflikta nastalih od prethodnog pocetka dostigne naredni element
unapred datog geometrijskog niza niza. Na primer, ako je prvi ¢lan niza 100,
a faktor uve¢anja 1.5 otpocinjanje iznova se vrsi nakon prvih 100 konflikata,
zatim nakon narednih 150 konflikata, narednih 225 konflikata itd.

Lubijeva optimalna strategija

Lubijeva (eng. Luby) strategija je izumljena za potrebe odredene klase sto-
hastickih algoritama poznatih kao Las Vegas algoritmi. U kontekstu Las Ve-
gas algoritama ova strategija se pokazuje kao univerzalno optimalna strate-
gija, tj. (i) njeno ocekivano vreme izvrSavanja je samo za logaritamski faktor
sporije od optimalnog vremena izvr3avanja za svaku instancu problema i (ii) ni
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jedna druga univerzalna strategija ne moze postici vise od konstantnog faktora
ubrzanja u odnosu na Lubijevu strategiju [Hua07bh]. Tako ovakva svojstva Lu-
bijeve strategije nisu pokazana u kontekstu strategija otpocinjanja iznova kod
SAT resavaca, ona se ipak u novije vreme sve intenzivnije koristi.

Osnovni Lubijev niz je 1,1,2,1,1,2,4,1,1,2,1,1,2,4,8, ...1 definisan je na

sledeéi nacin:
L2 i=2F—-1
v Li—2k71+17 2k71 S Z < 2k - 1

Skalirani Lubijev niz se dobija kada se svaki ¢lan osnovnog Lubijevog niza
pomnozi konstantom L.. Za vrednosti konstante L. reSavaci obi¢no koriste
brojeve 32,64, 128,256 ili 512.

Otpocinjanje iznova se vrsi kada broj konflikata proteklih od prethodnog
pocetka dostigne narednu tacku skaliranog Lubijevog niza.

4.5.3 Strategije zaboravljanja

Prilikom primene pravila Forget je potrebno odrediti trenutak u kome se
pravilo primenjuje, kao i koje klauze je potrebno zaboraviti.

Trenutak primene pravila zaboravljanja je odreden velicinom tekuce formule
F. Ova veli¢ina se najcesée procenjuje njenim tekué¢im brojem klauza. Pored
ovoga, moguce je posmatrati i ukupan broj literala koji sac¢injavaju klauze u
formuli F'. Prilikom svake primene pravila zaboravljanja, uklanja se odredeni
fiksirani procenat klauza formule F. Veéina heuristika dopusta da maksimalna
veli¢ina formule postepeno raste, uvec¢avajuci postepeno gornju granicu veli¢ine
formule na kojoj se zaboravljanje vrsi. Ovo uvetavanje moze biti linearno ili
eksponencijalno.

Prilikom zaboravljanja, najcesée se uklanjaju isklju¢ivo naucene klauze.
Kriterijumi koji odreduju da li odredenu naucenu klauzu treba zaboraviti su
njena velicina odredena brojem literala i njena aktivnost odredena brojem
propagacija u kojima je ucestvovala kao i brojem konflikata u ¢ijem je raz-
reSavanju ucestvovala.

4.6 Pristupi za dostizanje pouzdanih SAT resavaca

Jedan od najvazniji ciljeva racunarstva je izgradnja pouzdanog softvera
u ¢ije je rezultatima moguée verovati. Ovo je narocito vazno za algoritme i
programe koji imaju znacajne i vazne primene, medu kojima su, svakako, i
SAT resavadi.

Jedan od pristupa za dostizanje veéeg stepena poverenja u rezultate SAT
resavaca je tehnika proveravanja dokaza (eng. proof-checking). Ova tehnika se
veoma uspesno koristi tokom prethodnih nekoliko godina. Da bi se ova tehnika
mogla primeniti, neophodno je izvrsiti izmene SAT resavaca tako da uz odgovor
sat ili unsat koji oznacava da je formula zadovoljiva, odnosno nezadovoljiva,
pruzi i argumente koji nas uveravaju da je dati odgovor tacan. Za zadovoljive
formule, ovi argumenti su jednostavno modeli, tj. zadovoljavajuce valuacije.
Za nezadovoljive formule, argumenti su obi¢no objekti koji opisuju korake re-
zolucije ¢ijom se primenom iz polazne formule izvodi prazna klauza. Ovakvi
dokazi su obi¢no veoma glomazni i kompleksni. Dokazi pruzeni od strane SAT
reSavaca se zatim nezavisno proveravaju programima koji se nazivaju prover-
avaci dokaza (eng. proof-checkers). Proveru dokaza je relativno jednostavno
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implementirati, medutim, ovaj pristup ima vazne nedostatke. Na primer, za
svaku formulu koja se resi, potrebno je nezavisno proveriti njen dokaz. Gener-
isanje dokaza nezadovoljivosti donekle usporava rad resavaca, dokazi su obi¢no
veliki i mogu da zauzmu i do nekoliko gigabajta skladisnog prostora, a i samo
vreme provere dokaza moze da traje znacajno vreme [Gel(7]. Posto proveravaci
dokaza moraju biti pouzdani i neophodno je imati poverenje u njihove odgovore,
oni moraju biti veoma jednostavni programi tako da se u njihovu pouzdanost
moze uveriti manuelnom inspekcijom koda. S druge strane, kako bi provera
dokaza bila efikasna, oni moraju da koriste specijalizovanu funkcionalnost op-
erativnog sistema §to znacajno umanjuje nivo njihove pouzdanosti (na primer,
proveravadé koriSéen u okviru SAT takmicenja koristi mmap funkciju operativnog
sistema Linux [Gel(07].)

Drugi pristup za dostizanje veceg stepena poverenja u rezultate SAT re-
Savaca je verifikacija samog resavaca. Na ova] nacin, umesto da se proverava
dokaz svake pojedinacne formule, provera korektnosti resavaca se izvrsava samo
jednom. Sa druge strane, ovaj pristup je znacajno teze sprovesti u delo jer
zahteva formalnu analizu celokupnog ponasanja resavaca. Ipak, u ovoj tezi se
koristi ovaj pristup jer verujemo da donosi znac¢ajne prednosti kada se jednom
uspesno sprovede:

e Iako dodatno vreme potrebno za generisanje dokaza nezadovoljivosti to-
kom pretrage nije nesavladivo (ono iznosi izmedu 10% i 30% ukupnog vre-
mena reSavanja [Gel(07]), ono se ipak moze izbeéi ukoliko je sim resavac
verifikovan.

e Verifikacija savremenih SAT resavac¢a moze pomod¢i u boljem teorijskom
razumevanju kako i zasto oni rade. Rigorozna matematicka analiza ovih
sistema moze da otkrije i neka moguéa poboljsanja algoritama i tehnika
koje se koriste i da uti¢e na razvoj novih, boljih, SAT resavaca.

e Verifikovani SAT resavaci mogu da sluze kao poverljivo jezgro (eng. trusted
kernel) proveravaca koji proveravaju rezultate drugih nepouzdanih do-
kazivaca kao $to su BDD-ovi, proverava¢i modela (eng. model check-
ers), SMT resavaci, itd. Takode, provera odredenih funkcionalnosti SAT
resavaca (pre svega propagacije bulovskih ogranic¢enja (eng. Boolean con-
straint propagation), moze da bude osnova za izgradnju proverenih i is-
tovremeno efikasnih proveravaca za SAT.

e Zelimo da prikazemo da je, zahvaljujuéi skorasnjem napretku u tehnologiji
automatskog i poluautomatskog formalnog dokazivanja teorema, konac¢no
doslo vreme kada je moguée imati potpuno verifikovan softver koji nije
trivijalan i ima vazne primene. Rad na ovom polju doprinosi Velikom
izazovu verifikacije (eng. Verification Grand Challenge) [VSTTH].
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Opis meta-logike

Cilj ovog dela teze je da opise potpunu formalizaciju SAT resavaca u strogo
formalnom matematickom okviru i da kroz niz tvrdenja iskaze i dokaze nji-
hovu korektnost. Kako bi moglo da se rezonuje o korektnosti implementacije
SAT resavaca, neophodno je formalno definisati sve pojmove o kojima se re-
zonuje. Ovo ukljucuje i detaljnu formalizaciju iskazne logike, kao i algoritama
i struktura podataka koje se koriste u SAT resava¢ima. Ova formalizacija ée
biti uradena u okviru logike viseg reda koju ¢emo nazivati meta-logikom i koja
je inspirisana sistemom Isabelle/HOL i koja ¢e biti opisana u okviru ove glave.
Za njen detaljniji opis meta-logike sistema Isabelle, zainteresovani ¢italac se
upuéuje na dokumentaciju i izvorni kéd ovog sistema [NPW(2].

Formule i osnovni logicki veznici meta-logike koju koristimo se pisu na uo-
bic¢ajeni nac¢in (A, V, -, =, < ). Ipak, ponekad ¢emo pisati = umesto = i
<= umesto < kako bi se poboljsala ¢itljivost. Simbol = oznacava sintaksnu
jednakost dva izraza. Primene funkcijsih simbola éemo zapisivati u prefiksnom
obliku, kao na primer (f 1 ... x,). Egzistencijalno kvantifikovane formule ¢e
biti oznacavane sa Jx. P(x), a univerzalno kvantifikovane formule sa Va. P(x).
Logika podrzava i ternarni veznik i f—then—else: if f then fi else fa oznacava
formulu f = f1 A =f = fo.

Meta-logika podrzava tipove i svi simboli imaju dodeljene tipove. Medutim,
kako bi se pojednostavila prezentacija, tipovi Ce se Gesto izostavljati prilikom
zapisa formula.

U okviru ove meta-logike treba izgraditi teoriju koja ¢e omoguciti formalno
rezonovanje o korektnosti SAT resavaca. Teoriju ¢emo izgraditi navodenjem
definicija koje uvode nove pojmove i zatim dokazivanjem tvrdenja koja govore
o svojstvima tih pojmova. Tvrdenja ¢e biti organizovana u stavove, leme i
teoreme. Stavovi ée biti dati bez dokaza' i obi¢no ée sadrzati jednostavna
tehnicka tvrdenja. Leme ée sadrzati slozenija pomoéna tvrdenja koja se koriste
u okviru drugih dokaza, dok ¢e teoreme ¢e sadrzati najznacajnije rezultate.

Pretpostavicemo da nam je prilikom izgradnje teorije koju definisemo na
raspolaganju teoriju lista. Sintaksa operacija nad listama je data u prvoj koloni
naredne tabele, dok je njihova semantika neformalno opisana u drugoj koloni.

'Dokazi svih tvrdenja (uklju¢ujuéi i stavove) navedenih u ovoj tezi su formal-
izovani u okviru sistema Isabelle i u tom obliku su dostupni su sa web adrese
http://argo.matf.bg.ac.rs
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Glava 5. Opis meta-logike
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listl \ liStQ
(head list)
(first list)
(second list)

(tail list)

(last list)
(butlast list)

(length list)
(distinct list)

prazna lista.

lista koja se sastoji od n elemenata e, ..., en,.

lista koja se dobija nadovezivanjem elementa e na pocetak
liste list.

lista koja se dobija nadovezivanjem elementa e na kraj

liste list.

lista koja se dobija nadovezivanjem listi list; i lista.

e je element liste list list.

svi elementi liste list; su ujedno i elementi liste lista.

lista koja se dobija uklanjanjem svih pojavljivanja elementa e
iz liste list

lista koja se dobija od liste list; uklanjanjem

svih elemenata liste listsa.

pocetni element liste list (pod pretpostavkom da nije prazna).
sinonim za (head list).

drugi element liste list

(pod pretpostavkom da ima bar dva elementa).

lista koja se dobija uklanjanjem prvog elementa neprazne
liste list

poslednji element neprazne liste

lista koja se dobija uklanjanjem poslednjeg elementa neprazne
liste list

duzina liste list.

true akko lista list ne sadrzi elemente koji se javljaju viSe puta.

Sve navedene operacije nad listama su direktno podrzane u sistemu Isabelle,

te se za njihovo strogo formalno definisanje zainteresovani ¢italac upucuje na
dokumentaciju i izvorni kod ovog sistema [NPW02]. U nastavku ée biti uvedene
jo$ neke operacije nad listama koje sistem Isabelle ne podrzava direktno.

Definicija 5.1. Prefiks do datog elementa liste [, $to oznacavamo sa
(prefixToElement e 1) cine svi elementi liste | koji se pojavljuju pre prve prve
pojave literala |, ukljucujuci i literal . Ovu operaciju je moguée formalno defin-
isati koriséenjem primitivne rekurzije na sledeéi nacin.

(prefixToElement e []) = []
(prefixToElement e (¢’ Q1)) =
(if e =€ then [e] else ¢’ @ (prefixToElement e ['))

Definicija 5.2. Prefiks pre datog elementa liste [, $to oznacavamo sa
(prefixBeforeElement e 1) cine svi elementi liste I koji se pojavljuju pre prve prve
pojave literala 1, ne ukljucujuci i literal . Ovu operaciju je moguce formalno
definisati koriséenjem primitivne rekurzije na sledeéi nacin.

(prefixBeforeElement e []) =[]
(prefixBeforeElement e (¢/ @1")) =
(if e =€ then [] else ¢’ @ (prefixBeforeElement e 1))

Definicija 5.3. Neka su ly © Iy elementi liste L. KaZemo da [y prethodi
elementu [y u listi L, §to oznacavamo sa l; < ly, ukoliko je prva pozicija na
kojoj se pojavljuje element l1 strogo manja od prve pozicije na kojoj se pojavijuje
lo.
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Takode, pretpostavi¢emo i da na raspolaganju imamo i teoriju (konaé¢nih)
skupova. Sintaksa operacija nad skupovima je data u prvoj koloni naredne
tabele, dok je njihova semantika neformalno opisana u drugoj koloni.

{} prazan skup.

e € set element e pripada skupu set.

set1 U seta  unija skupova set i seta.

|set| broj elemenata kona¢nog skupa set

Skupovi u ovom obliku su direktno podrzani u sistemu Isabelle, te se za
njihovo strogo formalno zasnivanje zainteresovani ¢italac upucuje na doku-
mentaciju i izvorni k6d ovog sistema[NPW0?2.

Takode, pretpostavi¢emo i da nasa teorija ukljucuje i preslikavanja izmedu
konacnih skupova.

{a1 — b1,...,ar — by} preslikavanje elemenata {a1,...,ax},
redom u elemente {b1,...,bx}
H(a;) slika elementa a; u preslikavanju H

(pod pretpostavkom da je ova slika definisana)

Sistem Isabelle takode direktno podrzava i ovako uvedena preslikavanja.

Sada ¢e biti uveden pojam relacije i neka vazna svojstva relacija koja Ce biti
koriséena u nastavku teze. Iako je i veéina ovih pojmova direktno podrzana
sistemom Isabelle, iz zelje da tekst ove teze ¢ini zaokruzenu celinu, navodimo
ih na ovom mestu.

Uredeni parovi ¢e biti oznacavani sa (a, b).

Definicija 5.4. Binarna relacija p na skupu A je proizvoljni podskup skupa
A x A. (a1,a2) € p se zapisuje u infiksnom obliku kao a1 p as.

Definicija 5.5. Relacija < je relacija striktnog uredenja ako vazi:
1. (irefleksivnost) —(z < x)
2. (tranzitivnost) t <y Ny<z = x <z

Definicija 5.6. Relacija < je dobro zasnovana (eng. well-founded) ako vazi:
VP. (V. (Vy. y <z = P(y)) = P(x)) = (Vx. P(z)))

Naredna teorema koju navodimo bez dokaza daje karakterizaciju dobro za-
snovanih relacija preko tzv. principa najmangjeg elementa.

Teorema 5.1. Relacija < je dobro zasnovana ako i samo ako vazi

VQ FaeQ) = GamneQ. Vd.d <apm = d ¢Q))



Formalno zasnivanje logike iskaznih KNF formula

U ovoj glavi ¢e biti formalizovana veéina pojmova uvedenih uli to u okviru
meta-logike viseg reda opisane glavi Kao sto je reteno, ova meta-logika
podrzava tipove. Sledetom definicijom se uvode osnovni tipovi koji opisuju
formule u konjunktivnoj normalnoj formi.

Definicija 6.1.

Boolean true or false

Nat prirodan broj

Variable prirodan broj.

Literal pozitivna promenljiva (+vbl) ili negativna promenljiva (—vbl)
Clause lista elemenata tipa Literal

Formula lista elemenata tipa Clause!

Valuation lista elemenata tipa Literal

Tako meta-logika zahteva da svakom simbolu bude pridruzen tip, prilikom
zapisa formula tipovi najcesée neée biti eksplicitno navodeni, veé ée se koristiti
sledeéa konvencija: literali (tj. promenljive tipa Literal) ée biti oznacavani
sal (npr. 1,U',1p,11,l2,...); promenljive ée biti oznacavani sa vbl; klauze ¢ée biti
oznacavane sa c; formule ée biti oznacavane sa F'; valuacije ¢e biti oznacavane
sa v.

Tako su i klauze i valuacije predstavljene listama literala, njihovo znacenje je
drugacinje jer klauze predstavljaju disjunkcije, a valuacije konjunkcije literala.
Svakoj valuaciji je moguce pridruziti formulu koja odgovara konjunkciji njenih
literala. Cesto u izlaganju ne¢emo praviti eksplicitnu razliku izmedu valuacije
i njoj pridruzene konjunkcije literala.

U narednom tekstu ¢emo definisati osnovne operacije iskazne logike. Tako su
sve naredne definicije formalizovane (najcesée koriséenjem primitivne rekurz-
ije), kako bismo uprostili prezentaciju naveséemo ih samo u prirodno-jezickom
obliku.

Za pocetak ¢e biti data definicija promenljive datog literala.

Definicija 6.2. Promenljiva literala +vbl i —vbl je promenljiva vbl.

IPrimetimo da se ovim uvode iskljuéivo formule u konjunktivnoj normalnoj formi.
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Naglasimo da notacija koju koristimo nije u potpunosti jednoznacna i da
neki simboli imaju nekoliko razli¢itih znacenja. Na primer, simbol € oznacava
i pripadnost elementa skupu i pripadnost elementa listi. Takode, isti simbol
¢emo koristiti i da zapiSemo da literal pripada formuli.

Definicija 6.3. Formula F sadrzi literal [ (tj. literal I se pojavljuje u formuli
F), s§to oznacavamo sal € F, akko Je. c€ F AL € c.

Simbol vars takode ima nekoliko znacenja i koristi se da oznaci skup pro-
menljivih koje se pojavljuju u datoj klauzi, datoj formuli ili u datom literalu.

Definicija 6.4. Skup promenljivih koje se javljaju u klauzi ¢ se oznacava sa
(vars ¢). Skup promenljivih koje se javljaju u formuli ' se oznacava sa (vars ).
Skup promenljivih koje se javljaju u valuaciji v se oznacava sa (vars v).

Osnovna svojstva skupova promenljivih su navedena u narednom stavu koji
u ovom tekstu navodimo bez dokaza:

Stav 6.1.

l€c = (varl) € (vars ¢)

le F = (varl) € (vars F)

ce F = (vars ¢) C (vars F)

(vars (c1 Qeg)) = (vars ¢1) U (vars ¢2)

(vars (Fy QFy)) = (vars F1) U (vars Fy)

(vars ¢) \ (var ) C (vars (c\1)) C (varsc)
(vars F)\ (vars ¢) C (vars (F'\¢)) C (vars F)
vbl € (vars ¢) = Fl. 1l €c A (varl) = vbl
vbl € (vars F) = 3l. 1€ F A (var 1) = vbl

Definicija 6.5. Suprotan literal literala I, sto oznacavamo sa l, se definise
kao: +vbl = —wvbl, —vbl = +wvbl.

Osnovna svojstva suprotnih literala su navedena u narednom stavu koji
navodimo bez dokaza.

Stav 6.2.

o~
o~

L=l < l=0h

1=l <= li=1

l

l

(var 1) = (var [)

(var 1) = (var ly) <= 1 =1y VI =1y

Semantika iskazne logike (tacnost, netaénost, relacija zadovoljenja) se definise
na slededi nacin.

Definicija 6.6. Literal | je tacan u valuaciji v, §to oznac¢avamo sa v E I, akko
lew.
Klauza c je tacna u valuaciji v, §to oznacavamo sav F ¢, akko Jl. 1 € cAv E

Formula F je tacna u valuaciji v, sto oznacavamo sa v E F, akko Ve. ¢ €
F=vEc



48 Glava 6. Formalno zasnivanje logike iskaznih KNF' formula

Pisa¢emo v # [ da oznac¢imo da [ nije tacan u v, v ¥ ¢ da oznac¢imo da c nije
tacna v i v ¥ F da oznac¢imo da F' nije tacna u v.

Definicija 6.7. Literal [ je netacan u valuaciji v, §to oznacavamo sa v E—l,
akko l € v.

Klauza ¢ je netacna u valuaciji v, §to oznacavamo sa v F—c, akko VI. | €
c=vFl.

Formula F' je netacna u valuaciji v, sto oznacavamo sav F— F, akko dc. c €
FAvE-c.

Pisaéemo v ¥ -1 kako bismo oznacili da [ nije netacan u v, v ¥ —c da
ozna¢imo da c¢ nije neta¢na u v i v = F da oznac¢imo da F' nije neta¢na u v.

Osnovna svojstva uvedenih pojmova su sadrzana u narednim stavovima
koje navodimo bez dokaza.

Stav 6.3.

(varl) € (vars v) < vEl V vEal
VE (61 Q) Qcg <= vF ¢ Qe Qcg)
vEeQcy < vFEcQc
vECcQcy < vEc3 VuEces
vEe = (@) Ec

(1Qu)Fec = (v2Quy) Fe
vE-e = (v@QV') Fae

(v1 Qug) Fmc = (v2Quy) F-e
c# [l = [1#-c

vEne = vEace\l

vE-ec AN Ce = vEa(

vEnl]

vE-c = (vars ¢) C (vars v)

Stav 6.4.

U':(Fl@FQ)@Fg < U':Fl@(FQ@Fg)
’U':Fl@FQ <1:;>'U':F2@F1
'U':Fl@FQJ:?'U':Fl/\’U':FQ
vEF = vEF\c

vEF N F'FCF = vEF
vE]

vEF = (wQu)EF
(Ul@vg)':Fﬁ (’Ug@’l}l)':F
VERF = (vQv)E-F
(vl@UQ)':_‘F — ('UQ@U:[)':_‘F
vF=F — vEF~FQF’

Definicija 6.8. Valuacija v je protivreéna, $to oznacavamo sa ginconsistent v),
akko sadrzi dva medusobno suprotna literala tj. 3. v E Il Av F . Valuacija je
neprotivrecna, §to oznaéavamo sa (consistent v), akko nije protivreéna.

Osnovna svojstva vezana za neprotivre¢nost valuacija su navedena u nared-
nom stavu koji navodimo bez dokaza.

Stav 6.5.
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vEe¢ A vE-c = (inconsistent v)
vEF A vE-F = (inconsistent v)
(inconsistent (v1 Qug)) <=
(inconsistent v1) V (inconsistent v2) V (3. v1 E 1 A vg E=l)
(inconsistent (v \ 1)) = (inconsistent v)
e v Cuy A (mconsnsten v1) = (inconsistent vs)

Definicija 6.9. Valuacija v je totalna u odnosu na skup promengivih Vbl, sto
oznacavamo sa (total v Vbl), akko (vars v) D Vbl.

Osnovna svojstva totalnih valuacija su sadrzana u na narednom stavu koji
navodimo bez dokaza.

Stav 6.6.
o Vbl CVbly N (total v Vle) - (total v Vbll)
e ccF A (total v (vars F')) = (total v (vars ¢))
o (totalv (varsc)) ANl€ec = vEIVvE-I
e (total v (varsc)) = vEcVvE-c
o (totalv (vars F)) Ale F = vEIlV vkl
o (totalv (vars F)) Ac€ F = vkEc¢VvEac
o (total v (vars F)) = vEF VouE-F
e (total v (vars (F'\[I]))) A (var l) € (vars v) = (total v (vars F))

Definicija 6.10. Model formule F' je neprotivrecna valuacija u kojoj je for-
mula F tacna. Formula F je zadovoljiva, §to oznacavamo sa (sat F), akko ima
model tj. ako vaZi Jv. (consistent v) A vE F.

Osnovna svojstva modela i zadovoljivosti su navedena u narednom stavu
koji navodimo bez dokaza.

Stav 6.7.

A (sat F') = (sat F")

(sat (F1 QF,)) = (sat F1) A (sat F3)

(model v F) A (var l) ¢ (vars v) = (model (v@I) F)

(model v F) A vbl ¢ (vars F) = Fv’. (model v' F') A vbl ¢ (vars v')

Definicija 6.11. Klauza c povladi literal [, sto oznacéavamo sa c E 1, akko je
literal | tacan u svakom modelu klauze c. KaZemo i da je literal | semanticka
posledica klauze c.

Definicija 6.12. Formula F' povlaci literal [, $to oznacavamo sa F E 1, akko
je literal 1 tacan u svakom modelu formule F. KazZemo i da je literal | se-
manticka posledica formule F.

Definicija 6.13. Formula F povlaci klauzu ¢, sto oznacavamo sa F F c,
akko je klauza ¢ tacna u svakom modelu formule F. KaZemo i da je klauza c
semanticka posledica formule F'.
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Definicija 6.14. Formula F' povlaci valuaciju v, §to oznacavamo sa F F v,
akko povlaci sve njene literale tj. Vi. l € v = F F 1. KaZemo i da je valuacija
v semanticka posledica formule F'.

Definicija 6.15. Formula Fy povlaci formulu F5 §to oznacavamo sa Fy E Fy,
ukoliko je svaki model formule Fi ujedno i model formule F5. KaZemo i da je
formula Fy semanticka posledica formule F;.

Osnovna svojstva upravo uvedenih pojmova su navedena u narednom stavu
koji navodimo bez dokaza.

Stav 6.8.

[l El

ceFANcCEl = FFEI

FFElI = (F@F')':l

(F\c)lZl = FEI
FEINFCF = F'FEI

ce ' = FFc

Fre = (FQF)Ec

FE]] < —(sat F)

FyEFy A (sat F) = (sat Fh)
FiEFy < Ve.ceFy, — FiFc
FiEILb NFhyFe — I Fec
Fl':FQ/\FQ':FB - Fl':Fg
(Fl@Fg)Pl/\F{PFl — (F{@Fg)':l
vERF ANFEv = —(sat F)
(sat F) A[l] € F — (F\[)) £1

Definicija 6.16. Formule Iy i Fy su logicki ekvivalentne, sto oznacavamo
sa Fi = Fy, ukoliko je svaki model formule Fy ujedno i model formule Fy i
obratno, tj. ako Fy F Fy 1 Fo F FY.

Osnovna svojstva ekvivalentnih formula su sadrzana u narednom stavu koji
navodimo bez dokaza.

Stav 6.9.
o F=F
o IN=Fh <— IKh=FN
o M=K ANFr,=F — F|=1Ij
° Flell — (Fl@FQ)E(FII@FQ)
o Fi=F, = (sat F}) = (sat F3)
o M=K ANFFc = FlE(FQ@C)
e Fi=FR AR \ckFc = Fi=(F\¢

Definicija 6.17. Rezolventa klauza cq i co u odnosu na literal L, $to oznacavamo
sa (resolvent ¢y co 1) je klauza (c1 \ 1)@Q(ca \ 1).

Stav 6.10.  Ako vaZi (consistent v) iv F ¢1 1v E ¢a, onda vaziv E (resolvent ¢1 ¢o 1).
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Dokaz. Posto vazi v E c1, postoji literal I’ takav da I’ € ¢; i I’ € v. PoSto vazi
v F ¢g, postoji literal I” takav da I” € co i 1" € v.

Ako I #1, tada je I’ € (resolvent ¢q ¢z 1) 1 v F (resolvent ¢ ¢z 1).

Ako je I' = 1, tada mora da vazi I” # [. Zaista, ukoliko ovo ne bi bio slucaj,
tada biilil bili taéni u v, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom (consistent v).
Ali tada vazi I” € (resolvent ¢1 ¢o 1) i v E (resolvent ¢; o 1). O



Formalizacija sistema promena stanja za SAT

U ovoj glavi ¢ée biti formalno definisana i dokazana svojstva modernih
SAT algoritama zasnovanih na modifikacijama DPLL algoritma, a opisanih
kori§éenjem sistema pravila po uzoru na sistem pravila dat u [KG0O7] i na prav-
ila prikazana u glavi @l

7.1 Oznacene valuacije (Assertion Trail)

Kao §to je to veé nagovesteno u glavi Bl u cilju efikasnije implementa-
cije DPLL algoritma, neophodno je donekle prosiriti pojam valuacije. Tokom
procesa reSavanja, SAT reSavaci cuvaju tekuéu parcijalnu valuaciju. U toj
valuaciji, moguce je razlikovati dve razlicite vrste literala — pretpostavijene
literale (decision literals) i izvedene literale (implied literals). Valuacije koje uz
svaki literal ¢uvaju oznaku koja oznacava da li se radi o pretpostavljenom ili
izvedenom literalu éemo nazivati oznacene valuacije (assertion trail). Kada se
implementiraju, oznacene valuacije funkcioniSu kao stek i literali se dodaju i
uklanjaju sa njihovog kraja. U formalnu teoriju koju gradimo uvodimo sledec¢i

tip.

Definicija 7.1.

Trasl lista literala pri ¢emu su neki od njih oznaceni.

Jedan od mogué¢ih nacina definisanja oznacenih valuacija je u vidu niza
uredenih parova oblika (Literal, Boolean). Promenljive tipa Trail ¢emo
oznacavati sa M (npr. M, M’', My, ...).

Oznacena valuacija M moze biti
[+1a |72a +67 |+57 735 +47 |77]
Pretpostavljeni literali su oznaé¢eni simbolom | sa svoje leve strane. Alterna-
tivno, u nekim slucajevima, uz literale ¢emo eksplicitno navoditi oznake T i L.
Tako bi prethodna valuacija bila navedena kao

[+1t, =27, 46+, 457, =3+, 44+, —77].

52



7.1. Oznacene valuacije (Assertion Trail) 53

Ponekad ¢e pretpostavljeni literali biti oznaceni sa ¢ (5to je skraéeno za engleski
termin decision). Tako bi prethodna valuacija bila navedena kao

(41,24, +6,+5% —3,+4, —79.
Definicija 7.2. (isDecision 1) vazi ako i samo ako je | pretpostavljeni literal.

Definicija 7.3. Lista pretpostavljenih literala, $to oznacavamo sa (decisions M),
je lista svih oznacenih elemenata (tj. svih pretpostavljenih literala) iz oznacene
valuacije M, tj., koriséenjem primitivne rekruzije,

(decisions []) = []
(decisions L@ M') = (if (isDecision l) then | @ (decisions M') else (decisions M'))

Definicija 7.4. Poslednji pretpostavljeni literal, $to oznacavamo sa
(lastDecision M), je poslednji oznaceni element liste M, tj.

(lastDecision M) = (last (decisions M)).

Definicija 7.5. Lista pretpostavljenih literala do datog literala, $to oznacavamo
sa (decisionsTo | M), je lista svih oznacenih elemenata liste M koji prethode
prvoj pojavi literala |, ukljucujuéi + 1 ukoliko je oznacen, tj.

(decisionsTo | M) = (decisions (prefixToElement [ M))

Podsetimo se da je funkcija prefixToElement uvedena u glavi Bl

Za oznacenu valuaciju iz Primera [Tl vazi:

(decisions M) = [-2,+5,-T],
(lastDecision M) = -7,
(decisionsTo +4 M) = [-2,+5],
(decisionsTo — 7 M) [—2,+5, —7].

Definicija 7.6. Teku¢i nivo oznacene valuacige M, sto oznacavamo sa
(currentLevel M), je broj oznadenih literala u M, tj.

(currentLevel M) = (length (decisions M)).

Definicija 7.7. Nivo literala [ u oznacenoj valuaciji M, sto oznacavamo sa
(level I M), je broj oznacenih elemenata u oznacéenoj valuaciji koji prethode
prvoj pojavi literala |, ukljucujuéi + 1 ukoliko je oznacen, tj.

(level I M) = (length (decisionsTo I M)).

Definicija 7.8. Prefiks do datog nivoa, $to oznaéavamo sa (prefixToLevel level M),
je prefiks oznacene valuacije M koji sadrzi sve elemente M ¢iji su nivoi manji
ili jednaki od broja level, tj. vaZi:

(isPrefix (prefixToLevel level M) M),

I € (prefixToLevel level M) < 1€ M A (level | M) < level
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Podsetimo se da je funkcija isPrefix uvedena u glavi Bl

Definicija 7.9. Prefiks pre poslednjeg pretpostavljenog literala, sto ozna-
cavamo sa (prefixBeforeLastDecision M), je prefiks oznacene valuacije M do
poslednjeg oznacenog elementa, ne ukljucujuci njega samoga,* tj., koriséenjem
primitivne rekurzije,

(prefixBeforeLastDecision []) =[]

(prefixBeforeLastDecision @ M) = (if (isDecision I) A (decisions M") =[] then

[]

else
[ @ (prefixBeforeLastDecision M'))

U slucaju da vazi (distinct M), vazi da je
(prefixBeforeLastDecision M) = (prefixBeforeElement (lastDecision M) M).

Za oznacenu valuaciju M iz primera [Tl vazi

(level +1 M) = 0,
(level +4 M) = 2,
(level —7 M) = 3,
(currentLevel M) = 3,
(prefixToLevel 1 M) = [+1,]|+2,+6],
(prefixBeforeLastDecision M) = [+1,|-2,+6, |+5, -3, +4].

Definicija 7.10. Poslednji tacan literal klauze ¢ v odnosu na valuaciju M,
Sto oznacavamo sa (lastAssertedLiteral ¢ M), je literal klauze ¢ koji je tacan u
M, takav da nijedan drugi literal iz ¢ nije iza njega u M.

I = (lastAssertedLiteral c M) <= l€c AN MEIL A
Viilee N MElI = -(1<M1)

Podsetimo se da relacija <™, uvedena u glavi[ll oznacava da jedan element
prethodi drugom u okviru liste M.

Definicija 7.11. Najveci nivo klauze ¢ u odnosu na oznacenu valuaciju M,
§to oznacavamo sa (maxLevel ¢ M), je najveéi od nivoa svih literala iz ¢ koji
su tacni uw M, tj.

(maxLevel ¢ M) = (level (lastAssertedLiteral ¢ M) M).

Neka je ¢ = [+4, +6, —3] i M oznacena valuacija iz Primera [Z1]
Tada vazi

(lastAssertedLiteral ¢ M) = 44,
(maxLevel ¢ M) = 2.

IPrimetimo da su neke od uvedenih funkcija parcijalne i da nisu definisane za sve oznacene
valuacije. Na primer, (prefixBeforeLastDecision M) je definisan samo za oznacene valuacije
koje imaju bar jedan oznaceni literal.
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7.1.1 Svojstva oznacenih valuacija

Naredni stavovi koje navodimo bez dokaza ilustruju osnovna svojstva oznacenih
valuacija koja se koriste u dokazima koji slede.
Naredni stav govori o svojstvima funkcije prefixToElement.

o (prefixToElement e (I; @ l3)) =
(if e €ly then (prefixToElement e I1)
else I; Q (prefixToElement e [3))
o (isPrefix P M) N eec P =
(prefixToElement e P) = (prefixToElement e M)

Naredni stav govori o svojstvima funkcije decisions.

e [ (decisions M) <= € M A (isDecision [)

o (isPrefix P M) = (isPrefix (decisions P) (decisions M))

e (distinct M) A (isPrefix P M) A e€ P A e € (decisions M) —>
e € (decisions P)

Naredni stav govori o svojstvima funkcije decisionsTo.

(isPrefix (decisionsTo M [) (decisions M))

l ¢ M = (decisionsTo M [) = (decisions M)

(distinct M) A 1€ M A (isDecision [) = [ € (decisionsTo | M)

(decisionsTo | (M; @ Ms)) = (if | € M, then (decisionsTo I M)
else My @ (decisionsTo | My))

o (isPrefix P M) A | € P = (decisionsTo | P) = (decisionsTo | M)

Naredni stav govori o svojstvima funkcije lastDecision.

e (distinct M) = (decisionsTo (lastDecision M) M) = (decisions M)
e (decisions M) =
(decisions (prefixBeforeLastDecision M)) @ (lastDecision M)

Naredni stav govori o svojstvima funkcije level.

(level I M) >0
(distinct M) A (isDecision ) = (level I M) >1
le M = (level | (M; @ My)) = (level I M)
Ii <M1y = (level I} M) < (level Iy M)
(distinct M) A I3 <M Iy A (isDecision ly) = (level I; M) < (level Iy M)
(distinct M) A (isDecision l1) A (isDecision l2) A I3 #1ls =
(level Iy M) # (level o M)
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Naredni stav govori o svojstvima funkcije currentLevel.

Stav 7.6.
e (currentLevel (M @I[+)) = (currentLevel M)
e (isPrefix P M) = (currentLevel P) < (currentLevel M)
o €M = (level I M) < (currentLevel M)
o [ ¢ M = (level | (M @l)) = (currentLevel M)

Naredni stav govori o svojstvima funkcije prefixToLevel.

Stav 7.7.
o (isPrefix (prefixToLevel level M) M)
o 0 <level Alevel < (currentLevel M) —
M = (prefixToLevel level M)@ M’ A M’ # [] A (isDecision (head M"))
o leM A (level I M) <level = [ € (prefixToLevel level M)
o Jevel >0 A level < (level | M) = 1 ¢ (prefixToLevel level M)
o Jevel >0 = (currentLevel (prefixToLevel level M)) < level
o level >0 A 1€ (prefixToLevel level M) = (level | M) < level
o [ € (prefixTolLevel level M) =

(level I (prefixTolLevel level M)) = (level I M)

7.2 Osnovna pretraga (Decide, Backtrack)

U ovom poglavlju ¢e koris¢enjem sistema pravila biti formulisana osnovna
proceduru za proveru iskazne zadovoljivosti koja je neformalno bila uvedena
u poglavlju Osnova ranije rekurzivno definisane procedure je operacija
zamene koja tokom rada intenzivno menja i redukuje formulu kojoj se zado-
voljivost ispituje. Za razliku od toga, nerekurzivno definisana procedura koju
¢emo u ovom poglavlju navesti, tokom celokupnog procesa resavanja ne menja
formulu kojoj se ispituje zadovoljivost. Umesto izmene formule, procedura
odrzava i menja oznacenu valuaciju koja predstavlja tekuéu (parcijalnu) valu-
aciju koja je pridruzena formuli ¢ija se zadovoljivost ispituje. Procedura koju
¢emo opisati u vidu sistema pravila je pogodna za nerekurzivnu implementaciju
S§to ¢e biti pokazano u delu o implementaciji.

Naprednije procedure koje koriste tehniku ucenja menjaju kako tekuéu
oznacenu valuaciju, tako i formulu ¢ija se zadovoljivost ispituje i to dodajudci
joj i uklanjajuéi joj klauze. Posto ¢e veéina tih procedura biti formalizovana na
uniforman nacin, od pocetka je odabrano da se stanje procedure okarakterise
kao par koji sadrzi oznacenu valuaciju i formulu kojoj se zadovoljivost ispituje.
Jedini fiksirani parametar procedure je skup promenljivih DecisionVars koji
se smatra ulaznim parametrom sistema. lako nije nuzno da je DecisionVars
jednak skupu promenljivih ulazne formule, to najcesée jeste slucaj.

Definicija 7.12. Stanje procedure osnovne pretrage je par (M, F), gde je M
oznacena valuacija, a F formula.

Pravila procedure osnovne pretrage su:

Decide: B
(var l) € DecisionVars, 1,1¢ M
M:=M|l
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Backtrack:
M=M|IM", (decisions M")=1]], ME-F

M :=M']

Naredna definicija formalizuje ova pravila u okviru meta-logike i teorije
navedene u glavi[H i glavi[B Svako pravilo definise relaciju prelaza na skupu
stanja. Fiksirani parametar je skup promenljivih DecisionVars koji se smatra
ulaznim parametrom sistema.

Definicija 7.13.
(decide (Ml,Fl) (MQ,FQ)) <

3l. (var 1) € DecisionVars A 1 ¢ My A Z¢ M A
My=MQI" N F,=F

(backtrack (M, Fy) (Ma, F»)) <~

M, E=Fy A (decisions M1) # [] A
My = (prefixBeforeLastDecision M;) @ (lastDecision Ml)L N Fy=F

Definicija 7.14.

(My, Fy) — (Ma, F») <= (decide (My, Fy) (M, F»)) V
(backtrack (M, Fy) (Ma, Fy))

n-ti stepen relacije — oznacavamo sa —", njeno tranzitivno zatvorenmje
oznacavamo sa —71, a njeno tranzitivno i refleksivno zatvorenje oznacavamo
*
sa —*.

Definicija 7.15. Stanje (M, F) je zavrino u odnosu na relaciju —, ukoliko je
minimalni element te relacije, odnosno ukoliko ne postoji stanje (M', F') tako
da vazi (M,F) — (M', F").

Razlikovaéemo dve razli¢ite vrste stanja?:

1. Prihvatajudéa stanja (eng. accepting states) - stanja u kojima vazi M F— F
i ne postoji literal takav da je (var l) € DecisionVars, 1 ¢ M il ¢ M.

2. Odbacujuéa stanja (eng. rejecting states) - stanja u kojima vazi M F—~ F
i (decisions M) = [].

7.2.1 Saglasnost osnovne pretrage

Cilj ovog poglavlja je da dokazemo teoremu o saglasnosti osnovne pre-
trage. Saglasnost za nezadovoljive formule govori da ukoliko sistem dospe u
odbacujuce stanje, polazna formula je zaista nezadovoljiva. Saglasnost za zado-
voljive formule govori da ukoliko dospe u prihvatajuce stanje, polazna formula
je zaista zadovoljiva.

Teorema 7.1. Ukoliko vazi ([], Fo) —* (M, F), tada:

2Prihvatajudéa stanja se nazivaju i zadovoljiva stanja posto ukazuju na zadovoljivost for-
mule, a odbacujuca stanja se nazivaju i nezadovoljiva.
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1. Ukoliko je

a) (vars Fy) C DecisionVars,

b) ME-F i

¢) pravilo Decide ne moze da se primeni _(tj. ne postogi literal 1 takav
da je (var 1) € DecisionVars, 1 ¢ M il ¢ M),

tada je formula Fy zadovoljiva i M je njen model (tj. wvazi (sat Fp) i
(model M Fy)).

2. Ukoliko vazi
a) M E-F,
b) pravilo Backtrack ne moze da se primeni (tj. (decisions M) = []),
tada je formula Fy nezadovoljiva (tj. vaZi —(sat Fyp)).

U nastavku poglavlja ¢emo formulisati i dokazati niz pomoénih tvrdenja
koja ¢e pomoéi da se ova teorema dokaze. Na kraju poglavlja, ova teorema ¢e
ponovo biti navedena i tada ¢e biti izlozen i njen formalni dokaz.

Kako bismo dokazali teoremu o saglasnosti, formulisa¢emo naredne uslove
i pokazati da su oni invarijante za oba pravila.

Invarijantaeonsistent: (consistent M)

Invarijantagsginet: (distinct M)

Invarijantaequiv: F=F,

Invarijantayg,sr: (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars

InvarijantaimpliedLiterals: V0.1 € M = F Q (decisionsTo I M) E I

Invarijantaconsistent (tj. uslov (consistent M)) obezbeduje da je valua-
cija M uvek neprotivrecna i da time u svakom koraku predstavlja potencijalni
model formule.

Invarijantagistinet (tj. uslov (distinct M)) obezbeduje da M ne sadrzi po-
novljene literale, Sto ¢ini vazan uslov za zaustavljanje procedure kao i vaznu
pretpostavku odredenih funkcija (na primer, (decisionsTo I M)).

Invarijantaequiv (tj. uslov F' = Fy) govori o tome da je tekuéa formula F
u svakom trenutku logicki ekvivalentna polaznoj.

Invarijantayarsr (tj. uslov (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars) obezbeduje
da se tokom rada procedure u formulu F' ne uvode nove promenljive, osim even-
tualno promenljivih iz skupa DecisionVars.

InvarijantaimpiicdrLiterals (tj. uslovvl.l € M = F Q@ (decisionsTol M) &
1) obezbeduje da su svi izvedeni literali u valuaciji M posledica tekuée formule
F' i svih pretpostavljenih literala koji im prethode.

Primetimo da osnovna pretraga zadovoljava uslov F' = Fy koji je jaci od
invarijanti Invarijantaequiv 1 Invarijantayersr i svakako obezbeduje njihovo
vazenje. Ipak, modifikacije procedure pretrage koje ¢e biti formulisane u nared-
nim poglavljima ¢e menjati formulu, pa se koristi Siri skup invarijanti koji smo
naveli.

U nastavku teksta dokazujemo da navedeni uslovi vaze u svakom stanju
izvrSavanja procedure i da su stoga zaista invarijante.

Naredna lema koja se odnosi na pocetna stanja trivijalno vazi.

Lema 7.1. U poéetnom stanju ([], Fo) su sve invarijante zadovljene.
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Naredna lema, ¢iji ¢e dokaz biti implicitno dat malo kasnije, obezbeduje da
primena pravila prelaska ¢uva invarijante.

Lema 7.2. Ukoliko (M, F) — (M', F') i invarijante su zadovoljene u stanju
(M, F), tada su invarijante zadovoljene i u stanju (M', F").

Dokaz ove leme se zasniva na zasebnoj analizi raznih slucajeva iz definicije
relacije — i raznih invarijanti. Za svaku kombinaciju pojedina¢nog pravila
prelaska i pojedina¢ne invarijante bi¢e formulisana i dokazana posebna lema
koja govori da to invarijanta ostaje o¢uvana nakon primene tog pojedina¢nog
pravila. No, pre nego sto ovo bude uradeno, dokazimo da ove dve navedene
leme zaista obezbeduju da su invarijante zadovljene tokom celokupnog rada
sistema.

Lema 7.3. Ukoliko je ([], Fo) —* (M, F), tada su invarijante zadovljene u
stangu (M, F).

Dokaz. Tvrdenje dokazujemo indukcijom po broju primenjenih pravila.

Na osnovu leme [l invarijante vaze u stanju ([], Fp), tako da je baza
indukcije zadovoljena.

Pretpostavimo kao induktivnu hipotezu da tvrdenje vazi za sva izvodenja
duzine n, tj. da ukoliko vazi ([], Fo) —™ (M’, F’), onda stanje (M’, F') zado-
voljava sve invarijante.

Razmatrajmo izvodenje duzine n + 1, tj. neka vazi ([], Fo) =" (M, F).
Tada postoji stanje (M’, F') tako da ([], Fo) =™ (M', F")i(M', F") — (M, F).
Na osnovu induktivne hipoteze invarijante su zadovoljene u staju (M’ F").
Tada su, na osnovu leme[L2 invarijante zadovoljene i u stanju (M, F') i tvrdenje
je dokazano. O

Pre nego §to bude dokazano da invarijante nastavljaju da vaze i nakon
primene pravila prelaska, bi¢e dokazano nekoliko tvrdenja koja karakterisu in-
varijantu InvarijantaimpiiedLiterals ili su njene posledice.

Najpre navodimo slabiju formu invarijante Invarijantampiiedriterais, Xoja
govori o tome da je celokupna valuacija M u svakom koraku semanticka posled-
ica formule F' @ (decisions M).

Lema 7.4. Ukoliko vazi V.l € M = F Q (decisionsTo Il M) E [ (1.
InvarijantaimpliedLiterals j€ zadovoljena za valuaciju M) onda je valuacija M
posledica formule F @ (decisions M), odnosno F @ (decisions M) E M.

Dokaz. Posto za svaki literal [ iz M vazi da je (decisionsTo I M) podlista liste
(decisions M), tvrdenje trivijalno vazi. O

Naredna lema govori o tome da ukoliko se otkrije ¢injenica da je formula F
netacna u valuaciji M, tada neki od pretpostavljenih literala iz M mora da se
zameni kako bi se opet dobio potencijalni model formule F'.

Lema 7.5. Ukoliko vazi:

(a) VI.l€e M = F Q (decisionsTo ! M) E [ (tj. InvarijantaimplicdLiterals
je zadovoljena za valuaciju M ),

(b) ME-F
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tada vazi —(sat (F @ (decisions M)))

Dokaz. Posto, na osnovu pretpostavke, vazi M E— F| na osnovu monotonosti,
takode vazi M E—(F @Q (decisions M)). Posto je, na osnovu pretpostavke,
InvarijantaimpliedLiterals zadovoljena za M, na osnovu leme [ vazi da je
valuacija M posledica formule F' @ (decisions M), odnosno F' @ (decisions M) F
M. Posto je formula F' @ (decisions M) neta¢na u valuaciji M koja joj je
semanticka posledica, ona na osnovu stava B8 ne moze biti zadovoljiva. o

Sada ¢e biti formulisane i dokazane pomenute leme koje obezbeduju vazenje
leme [LAtj. obezbeduju da invarijante ostaju ispunjene nakon primene bilo kog
pravila.

Dokazacemo leme koje se odnose iskljucivo na invarijantu InvarijantampiicdLiterals-
Naime, za ostale invarijante je prilicno jednostavno pokazati da ostaju oc¢uvane,
tako da te dokaze preskacemo. Sledi dokaz da pravila Decide i Backtrack
odrzavaju invarijantu InvarijantaimpiicdLiterals -

InvarijantaimpliedLiterals

Lema 7.6. Ukoliko vazi

(a) Vi.l € M = F @ (decisionsTo [ M) E I (tj. InvarijantaimplicdLiterals
je zadovoljena za M ),

(b) 1¢ M
(¢) M'=M @17

tadaVl'.l' € M = F @ (decisionsTo I’ M')E 1" (tj. Invarijanta;mpiiedLiterals
je zadovoljena za M'),

Dokaz. Neka je I’ € M’. Razmotrimo sledec¢a dva slucaja:

1. Ako je I” € M, tada je (decisionsTo I’ M’) = (decisionsTo I’ M), tako da
tvrdenje vazi na osnovu pretpostavke InvarijantaimpiiedLiterals za M.

2. U suprotnom je I’ = [. Posto vazi I ¢ M i posto se [ u M’ dodaje kao
pretpostavljeni literal, vazi da je (decisionsTo [ M’) = (decisions M) @ [.
Kako trivijalno vazi da F' @ (decisions M) @ [ E [, tvrdenje je dokazano.

O
Lema 7.7. Ukoliko vazi
(a) (consistent M) (tj. Invarijantaconsistent j€ zadovoljena),
(b) (distinct M) (tj. Invarijantagistincet je zadovoljena)

(c)VI.le M = F Q (decisionsTo Il M) E 1 (1j. Invarijanta;mpiiedLiterals
je zadovoljena za M ),

(d) M E-F,
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(e) M' = (prefixBeforeLastDecision M) @ (lastDecision JV[)J_

7

tadaVl'. ' € M = F @ (decisionsTo ' M') El’ (tj. InvarijantaimpiicdLiterals
je zadovoljena za M').

Dokaz. Neka je I” € M'. Razmotrimo sledec¢a dva slucaja:

1. Ako je I’ element liste (prefixBeforeLastDecision M), tada vazi da I’ € M,
(decisionsTo I” M") = (decisionsTo I’ M) i uslov F' @ (decisionsTo I’ M)
E I’ trivijalno vazi jer je Invarijant@impliedLiterals zadovoljena za M na
osnovu pretpostavke.

2. Oznagimo sa [ literal (lastDecision M). Tada je I’ = [ i potrebno je
pokazati da vazi F' @ (decisionsTo | M') E [. Posto je | poslednji pret-
postavljeni literal u M, koji se na osnovu (distinct M) ne javlja prethodno
u M, vazi da je (decisionsTo | M) = (decisions M).

S druge strane, posto se literal [ u M’ postavlja kao izvedeni literal, koji
se zbog (consistent M) ne javlja u M, vazi da je (decisionsTo I M') =
(decisions (prefixBeforeLastDecision M)) = (decisions M) \ L.

Posto je InvarijantaimplicdLiterals zadovoljena za M i vazi M F—=F, na
osnovu leme [ sledi da formula F' @ (decisions M) nije zadovoljiva.
Zato, na osnovu stava £¥ mora da vazi F' @ ((decisions M) \ 1) F I,
§to je upravo tvrdenje koje je trebalo dokazati.

O

Dokazana tvrdenja obezbeduju vazenje leme [[2 pa samim tim i leme
Na osnovu ovoga se moze dokazati i saglasnost procedure.
Naredna lema garantuje saglasnost za zadovoljive formule.

Lema 7.8. Ukoliko vazi DecisionVars 2 (vars Fy) 4
(a) (consistent M) (tj. Invarijantaconsistent j€ zadovoljena),
(b) F =Fy (t. Invarijantacquiv je zadovoljena),
(c) (vars F) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersp je zadovol-
jena),
(d) M¥E-F,

(e) Ne postoji literal | takav da vazi (var 1) € DecisionVars, 1 ¢ M il ¢ M
(tj. pravilo Decide nije mogude primeniti).

tada je M model formule Fy (tj. (model M Fy)).

Dokaz. Posto pravilo Decide ne moze da se primeni, vazi da je (vars M) D
DecisionVars = (vars Fy) U DecisionVars 2 (vars F). Dakle, posto je M
totalna valuacija u odnosu na promenljive koje se pojavljuju u F, formula F' je
u njoj ili ta¢na (tj. M E F) ili netacna (tj. M = F). Posto vazi M ¥~ F, mora
da vazi M E F. Posto vazi i (consistent M), valuacija M je model formule F'
(tj. vazi (model M F)). Posto vazi da su formule F' i Fy logicki ekvivalentne
(tj. vazi F = Fp), vazi i (model M Fp) pa je formula Fy zadovoljiva (tj.
(sat Fp)). O
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Naredna lema garantuje saglasnost za nezadovoljive formule.
Lema 7.9. Ukoliko vazi
(a) F = Fy (tj. Invarijantaequi, je zadovoljena,),

(b) VI.le M = F Q (decisionsTo I M) E1 (tj. Invarijanta;mpiiedLiterals
je zadovoljena),

(c) M E~F,
(d) (decisions M) =[],

tada formula Fy nije zadovoljiva, tj. —(sat Fp).

Dokaz. Na osnovu leme vazi da —(sat (F @ (decisions M))). Posto je
(decisions M) = [], vazi —(sat F'). Posto je F = Fj, na osnovu stava [ vazi
—(sat Fp). O

Napokon, dokazujemo teoremu o saglasnosti:
Teorema [[IL  Ukoliko ([], Fo) —* (M, F), tada:
1. Ukoliko je

a) DecisionVars D (vars Fp),
b) ME-F i
¢) pravilo Decide ne moze da se primeni _(tj. ne postogi literal 1 takav

da je (var 1) € DecisionVars, L ¢ M il ¢ M),

tada je formula Fy zadovoljiva i M je njen model (tj. wazi (sat Fp) @
(model M Fy)).

2. Ukoliko vazi

a) M- F,

b) pravilo Backtrack ne moze da se primeni (tj. (decisions M) =[]),

tada je formula Fy nezadovoljiva (tj. vazi —(sat Fp)).

Dokaz. Na osnovu leme [[3 vazi da su invarijante zadovoljene u stanju (M, F').
Ukoliko je (vars Fy) C DecisionVars, M E—F i pravilo Decide ne moze
da se primeni, ispunjeni su uslovi za primenu leme [[3 i time vazi (sat Fp) i
(model M Fp).
Ukoliko vazi M F— Fy i (decisions M) = [], zadovoljeni su uslovi za primenu
leme [CA i time vazi —(sat Fp). O
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7.2.2 Zaustavljanje osnovne pretrage

Cilj ovog poglavlja je da dokazemo teoremu o zaustavljanju osnovne pre-
trage koja govori o tome da za proizvolju polaznu formulu Fj sistem iz pocetnog
stanja ([], Fp) nakon konaénog broja koraka dolazi u neko zavrsno stanje.

Teorema 7.2. Relacija — je dobro zasnovano uredenje, odnosno ne postoji
beskonacan lanac ([], Fo) — (My, F1) — (M2, F3) — .. ..

Ova teorema Ce biti dokazana tako sto ¢e biti konstruisano dobro zasnovano
uredenje (oznacavaéemo ga sa =1 2. ) oznagenih valuacija M i pokazati da vazi
(Ml,Fl) — (MQ,FQ) = M, >_X‘I()11il M.

Na kraju poglavlja, ova teorema ¢e ponovo biti navedena i tada ¢e biti izlozen i

njen formalni dokaz. U nastavku teksta ¢emo opisati izgradnju relacije *Xrl;lil-
Uvedimo najpre uredenje na skupu oznacenih literala.

Definicija 7.16. [; <'" |y <= (isDecision l1) A —(isDecision I5)

Sada ¢emo uvesti definiciju leksikografskog prosirenja (eng. lexicographic
extension) relacije koja ée nam omoguéiti da definisemo uredenje >,4;; koje ée
biti u skladu sa primenom pravila prelaska tj., takvo da se nakon svake primena
pravila prelaska komponenta M stanja u odnosu na njega smanjuje.

Definicija 7.17. Ako je < uredenje skupa X tada je njegovo leksikografsko
pros§irenje <;e, relacija definisana na skupu listi ¢iji su elementi iz skupa X 4
definisano je sa:

§<lezt <= (@r.t=sQr Ar#]]) Vv
(Frstab. s=rQa@s’ A t=r@Qt A a<b)

Sada ¢emo uvesti relaciju leksikografskog uredenja oznacenih valuacija.

Definicija 7.18. _
My et Mo <= My <} Mo,
lit

pri cemu je <. leksikografsko prosirenje relacije <lit

U nastavku ¢e biti dokazane leme koje opisuju svojstva relacije =+-qi; koja
Ce biti iskoriS¢ena da se pokaze da pravila Decide, UnitPropagate, Backtrack i
Backjump umanjuju oznac¢enu valuaciju u odnosu na relaciju > q4-

Lema 7.10. Za proizvoljne oznacene valuacije M i M', pri éemu je M' # []
vazi:

M =irqiy M @ M’

Dokaz. Potrebno i dovoljno je dokazati da je M <f?x M @ M’'. Posto vazi
da je M’ # [], tvrdenje neposredno sledi na osnovu prvog slu¢aja u definiciji

leksikografskog prosirenja relacije. (|

Lema 7.11. Neka je M oznacena valuacija i P = (prefixTolLevel level M),
pri éemu je 0 < level < (currentLevel M). Tada je

M =trqu P @+
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Dokaz. Potrebno i dovoljno je dokazati da je M <§?x P@[+. Posto vazi 0 <
level < (currentLevel M), na osnovu stavallll vazi da postoji oznacena valuacija
M', takva da vazi M = P@Q M’, pri ¢emu je M’ # [] i (isDecision (head M")).
Posto vazi (isDecision (head M’)) i —(isDecision I), na osnovu definicije relacije
<lt vazi da je (head M') <! [+, Tvrdenje tada vazi na osnovu drugog slucaja
u definiciji leksikografskog prosirenja relacije. O

Sada mozemo da dokazemo teoremu koja povezuje relacije — i >¢rqi-

Lema 7.12. Ako su My i Ms oznacene valuacije i Fy 1 Fy formule, tada vazi
(My, Fy) — (M3, F2) = My >rait Mo

Dokaz. Posto vazi (My, F1) — (Ma, F3), vazi ili (decide (My, F1) (Ma, Fy)) ili
(backtrack (Ml, Fl) (Mg, FQ))

Ukoliko vazi (decide (My, Fy) (Mz, F3)), tada je za neki literal I, My =
M; @[T, tako da na osnovu leme [T vazi M1 =irqit Mo.

Ukoliko vazi (backtrack (M, Fy) (Ms, Fy)), tada je

My = (prefixBeforeLastDecision M;) @ (lastDecision Ml)L
Posto je (decisions Mj) # [], vazi da je (currentLevel My) > 1. Zato je i
(prefixBeforeLastDecision M;) = (prefixToLevel ((currentLevel M7) — 1) M),
i na osnovu leme [CTL vazi My =¢rqi Mo. O

Cinjenica da je <* dobro zasnovano uredenje ne moze iskoristiti da bi se
pokazalo da je >4 dobro zasnovano uredenje, jer je relacija =444 definisana
preko relacije <, a ne preko relacije ="*. Cak i da to nije bio slucaj, leksiko-
grafsko prosirenje relacije dobro zasnovanog uredenja ne mora da bude dobro
zasnovano uredenje kao $to to pokazuje naredni primer.

Neka je 1 > 0. Niz 1 >ee 01 >0 001 >0 0001 >0 ... je
beskonacna regresija u relaciji >,

Kao sto je pokazano u poglavlju [ZJl tokom rada osnovne pretrage in-
varijante Invarijantaconsistent (tj. (consistent M)) i Invarijantagistinct (tj.
(distinct M)) su zadovoljene. Ako izvrimo restrikciju uredenja >4, na skup
oznacenih valuacija koje su neprotivrecne, nemaju duplikata i sadrze samo pro-
menljive skupa Vbl, dobijamo relaciju uredenja *xl;lu koja je i dalje saglasna
sa relacijom —. Za razliku od relacije >4qq1 , relacija >-Xi’fil je definisana na
kona¢nom skupu i na osnovu toga ¢e jednostavno biti pokazano da ¢ini dobro

zasnovano uredenje. Narednom definicijom formalno uvodimo relaciju >-1‘5/Tll’1lil.

Definicija 7.19.

My =Y M, <= (consistent M;) A (distinct My) A (vars M;) C Vbl
(consistent M) A (distinct My) A (vars My) C Vbl
My =trait Mo

Narednu lemu dajemo bez dokaza.
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Lema 7.13. Ako je dat konacan skup promenljivih Vbl tada je skup
{M | (vars M) C Vbl A (distinct M) A (consistent M)}
konacan.

Pokazimo da je relacija »¢-q4; acikli¢na.

U tom cilju, pokazimo prvo da su obe relacije <
irefleksivne.

Bez dokaza koristimo naredni stav.

it § w, .u tranzitivne i

Stav 7.8.

o Leksikografsko prosirenje tranzitivne relacije je tranzitivna relacija.
o Leksikografsko prosirenje irefleksivne relacije je irefieksivna relacija.

Lema 7.14. < je tranzitivna i irefleksivna relacija.

Dokaz. Ako je Iy <" Iy onda vazi —(isDecision l3). Ukoliko bi vazilo Iy <! I3,
tada bi vazilo i (isDecision l3) Sto je kontradikcija.

Ukoliko bi vazilo I <! [, tada bi istovremeno vazilo i (isDecision I) i
—(isDecision 1), to je kontradikcija. O

Lema 7.15. 4441 je tranzitivna relacija i irefleksivna relacija.

Dokaz. Tvrdenje neposredno sledi na osnovu definicije relacije =¢q41, stavallH

i leme [CT4 O

Lema 7.16. »>4-qi1 je aciklicna relacija, odnosno ne postoji M takav da vaZi
+
M >.tru,il M.

Dokaz. Posto je na osnovu leme [LTH relacija >4 tranzitivna, ona je jednaka
svom tranzitivnom zatvorenju, tj. vazi >-:rmil = >¢raii- Ako bi vazilo M >.;ail
M, tada bi vazilo i M =45 M, $to je nemoguce jer je na osnovu leme [CTH
relacija > t.qq irefleksivna. ([l

Vbl

Sada mozemo da pokazemo da je >, >,

relacija dobro zasnovanog uredenja.

Vbl
trail

Lema 7.17. Ako je skup Vbl konacan, relacija >
novanog uredenja.

je relacija dobro zas-

Dokaz. Posto je na osnovu leme [CTA relacija =45 acikliéna, acikliéna je i
njena restrikcija >} %, Na osnovu leme skup

{M | (vars M) C Vbl A (distinct M) A (consistent M)}

je konacan. Iz ovoga sledi da je >-xl;lil aciklicno uredenje na konacnom skupu,

te je stoga i dobro zasnovano uredenje. O

Invarijante obezbeduju da u svakom stanju vazi (consistent M) i (distinct M).
Potrebno je jos pokazati da su svi literali oznacene valuacije M elementi nekog
konac¢nog skupa. Pokazac¢emo da vazi sledeca invarijanta:

Invarijantayarsp: (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars

Posto je u pocetnom stanju M = [], lema [T dalje vazi.
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Dokaz leme je neophodno prosiriti tako da obuhvati i slucajeve koji
odgovaraju invarijanti Invarijantayersar, Sto ¢emo implicitno uraditi u tekstu
koji sledi.

Dokazimo da Invarijantayq,rsy ostaje zadovoljena nakon primene oba prav-
ila.
Invarijantayarsm

Lema 7.18. Ako vazi:

(a) (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersy je zado-
voljena za M),

(b) (var l) € DecisionVars,
(¢) M'=M @[T,

tada vazi (vars M') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayer-sy je
zadovoljena za M’ ).

Dokaz. Vazi (vars M') = (vars M) U {(var 1)}, pa tvrdenje trivijalno sledi na
osnovu pretpostavki. O

Lema 7.19. Ako vaZi:

(a) (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersy je zado-
voljena za M),
-—
(b) M’ = (prefixBeforelLastDecision M) @ (lastDecision M)

)

tada vazi (vars M') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersy je
zadovoljena za M').

Dokaz. Vazi (vars M') C (vars M), pa tvrdenje trivijalno sledi na osnovu pret-
postavki. O

Na osnovu dokazanih lema 1 [CI8 lema [[2 a samim tim i lema
vaze i za prosireni skup invarijanti.

Pre dokaza teoreme o zaustavljanju, dokazimo dve jednostavne pomocéne
leme o dobrim uredenjima.

Lema 7.20. Neka je > uredenje definisano na skupu n-torki na sledecéi nacin.

(T1,. s @iy enyxn) > (2], 20 2)) = >,

pri cemu je >" neko dobro zasnovano uredenje. Tada je 1 > dobro zasnovano
uredenje.
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Dokaz. Dokazimo princip najmanjeg elementa za relaciju >:
VQ.F3aeQ) = (Famin€Q. (Vd. amin>d = d ¢Q))
Neka je @ skup n-torki i a jedan njegov element. Neka je
Qi ={z; | (x1,.. ., 24 ...,2n) € Q}.

Skup @; je neprazan jer svakako sadrzi i-tu koordinatu elementa a. Tada, na
osnovu principa najmanjeg elementa za >°, vazi da postoji 27", takav da je

e Q; i Vol > o = 2l ¢ Q.

Posto je 2" € Q;, postoji neki element ami, € Q, ¢ija je i-ta koordinata
Zmin
i ) . .
Qi = (X1, ..,z Ty).

Tvrdimo da je @, minimalni element skupa @. Ukoliko bi postojao a’ =
(@), ...,2},...,x}), takav da je @’ € Q 1 amin > @, tada bi vazilo da je z/*" >
x}. Medutim, tada bi sledilo da } ¢ Q;, iako postoji elemenat skupa Q (to je
element a’), takav da mu je i-ta koordinata jednaka z}, sto je u kontradikciji

sa definicijom skupa @;. Dakle, ako je amin > @, tada o’ ¢ Q. O

Lema 7.21. Ako vaZix >y = x > y i > je dobro zasnovano uredenje,
tada je i > dobro zasnovano uredenje.

Dokaz. Dokazimo princip najmanjeg elementa za relaciju >, tj.
VQ. FaeQ) = FBamin€Q. Vd. amin>d = d ¢Q)).

Neka je @ skup i a njegov element. Na osnovu principa najmanjeg elementa za
>, vazi da postoji amin, takav da vazi amin € Q 1V . apmin = a = o’ ¢ Q.
Tvrdimo da je a.,;, najmanji element i za relaciju >. Zaista, neka je a’ element
takav da vazi a,,;, > a’. Na osnovu pretpostavke vazi i ami, = o’ i sledi da

a ¢ Q. O
Sada je moguce dokazati teoremu o zaustavljanju.

Teorema L2 Relacija — je dobro zasnovano uredenje, tj. ne postoji besko-
nacan lanac ([], Fo) — (M1, F1) — (Ma, F3) — .. ..

Dokaz. Definisimo relaciju

(Ml,Fl) - (MQ,FQ) <~ M1 >—be MQ.

ail
~ . Vbl .
Posto je, na osnovu leme [LT4, >, 7., dobro zasnovano uredenje, na osnovu
leme [CZ0 i > je dobro zasnovano uredenje. Pokazimo jo$ da ako (M, F1)

zadovoljava invarijante, onda vazi
(M, Fy) = (Ma, F>) = (My, F1) = (M, F3).

Zaista, na osnovu leme [[T2 sledi da vazi M7 =trqy M>. Na osnovu leme
sledi da su invarijante zadovoljene i u stanju (Mas, F5). Invarijante obezbeduju
da vazi (consistent M), (distinct M), (vars M;) C (vars Fy) U DecisionVars,
(consistent Ms), (distinct Ms) i (vars Ma) C (vars Fy) U DecisionVars. Zbog
toga je My =}t Ms,. Tvrdenje onda sledi na osnovu leme [C211 i leme [3,
odnosno ¢injenice da sva stanja dostupna iz pocetnog zadovoljavaju invarijante
Invarijantaconsistent, Invarijantaqistincet 1 Invarijantayqrsis - O
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7.2.3 Potpunost osnovne pretrage

Sada ¢e biti dokazano svojstvo potpunosti koje govori da su sva zavrsna
stanja ili prihvatajuca ili odbacujuca.

Teorema 7.3. U zavrsnom stanju (M, F) vaZi ili
(a) M = F i (decisions M) =[] ili

(b) M ¥=F i ne postoji literal takav da je (var l) € DecisionVars, | ¢ M i
1¢ M.

Dokaz. Neka je (M, F) zavrsno stanje. Trivijalno vazi ili M E-~F ili M = F.
Ukoliko vazi M FE—F, posto pravilo Backtrack ne moze da se primeni jer je
stanje zavrsno, mora da vazi (decisions M) = []. Ukoliko vazi M ¥— F, posto
pravilo Decide ne moze da se primeni jer je stanje zavrsno, mora da vazi da ne
postoji literal takav da je (var ) € DecisionVars, | ¢ M il ¢ M. O

Kao sto je vel reteno, potpunost za pojedinacne vrste odgovora je jed-
nostavna posledica upravo dokazane potpunosti, zaustavljanja i saglasnosti.
Potpunost za nezadovoljive formule garantuje da ¢e se sistem zaustaviti u
odbacujuc¢em stanju, a za zadovoljive formule da Ce se sistem zaustaviti u pri-
hvatajuc¢em stanju.

Teorema 7.4. Za formulu Fy vazi da ([], Fo) —* (M, F), pri cemu je (M, F)
zavrsno stanje 1 vazi:

1. Ako je formula Fy zadovoljiva, tada vazi M ¥—F' i ne postoji literal takav
da je (var l) € DecisionVars, | ¢ M il ¢& M.

2. Ako je formula Fy nezadovoljiva i (vars Fy) C DecisionVars, tada vaZi
M E-F i (decisions M) = [].

Dokaz. Na osnovu teoreme vazi da postoji broj n i zavrsno stanje (M, F)
tako da ([], Fp) —™ (M, F) i (M, F) je zavrsno stanje. U zavr$nom stanju
(M, F), na osnovu teoreme [ vazi

(a) M F=F ine postoji literal | takav da je (var l) € DecisionVars, | ¢ M
il¢ M

(b) ili M E=F' i (decisions M) = [].

Pretpostavimo da je Fy zadovoljiva formula, a da vazi M F— F i (decisions M) =
[]. Tada, medutim, na osnovu teoreme [T} vazi da je Fy nezadovoljiva, §to je u
kontradikciji sa nasom polaznom pretpostavkom. Dakle za zadovoljive formule
mora da vazi M ¥— F i ne postoji literal [ takav da je (var l) € DecisionVars,
l¢ Mil¢g M.

Sliéno, pretpostavimo da je Fy nezadovoljiva formula i DecisionVars 2
(vars Fp), a da vazi M ¥ —F i ne postoji literal | takav da je (var I) €
DecisionVars, | ¢ M il ¢ M. Na osnovu teoreme[1] vazi da je Fy zadovoljiva
formula, sto je u kontradikciji sa nasom polaznom pretpostavkom. Dakle, za
nezadovoljive formule mora da vazi M E— F' i (decisions M) = []. O
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7.2.4 Korektnost osnovne pretrage

Teorema 7.5. Neka je (vars Fy) C DecisionsVars. Za svaku formulu Fy
postoji zavrsno stanje (M, F) tako da vazi ([], Fo) —* (M, F) i formula Fy je
zadovoljiva ako i samo ako vazi M F—F.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu teorema [], i O

7.3 DPLL pretraga (UnitPropagate, PureLiteral)

U ovom poglavlju ¢emo dati opis DPLL procedure pretrage koja je opisana
u poglavlju i koja odgovara rekurzivno opisanom algoritmu datom u
poglavlju 3Tl ali ovaj put korigéenjem sistema pravila prelaza, sto omoguéava
nerekurzivnu implementaciju. Osnovu ove procedure, naravno, ¢ini osnovna
pretraga.

Pored pravila Decide i Backtrack, DPLL pretraga koristi jos i pravilo:

UnitPropagate:
INVLLV...VIgk€F, 1i,....IpeM, 1,1¢M
M:=MI

Pravilo UnitPropagate koristi jedini¢ne klauze kao mehanizam zakljuc¢ivanja.
Medutim, posto se prilikom nerekurzivne implementacije procedure formula
F i njene klauze ne menjaju, definiciju jedini¢nih klauza (definicija [3) je
neophodno izmeniti. Naime, klauza je jedini¢na u odnosu na valuaciju v ako
su joj svi literali neta¢ni u valuaciji v, osim jednog literala koji je nedefinisan
u valuaciji v.

Definicija 7.20. Klauza ¢ je jedini¢na klauza (unit clause) u valuaciji v sa
jediniénim literalom (unit literal) I, §to oznacavamo sa (isUnit ¢ I v), akko

lec, vEL vE-LivE-(c\1) (. VI. I €cAl 1= vE-l).

Da bi jedini¢na klauza bila ta¢na u valuaciji njen jedinic¢ni literal mora biti
tacan i zato ga pravilo UnitPropagate postavlja u valuaciju kao izvedeni literal.

Sada ¢e pravilo UnitPropagate biti formalno uvedeno kao relacija izmedu
stanja.

Definicija 7.21.
(unitPropagate (My, F1) (Ma, Fy)) <—

Je . ceFy A (isUnit el My) A
Fo=F A My= M, Ql*

Narednom definicijom se menja definicija [[T4 relacije — tako da obuhvati
i pravilo UnitPropagate.

Definicija [CT4P.

(Ml,Fl) — (MQ,FQ) < (decide (Ml,Fl) (MQ,FQ)) \Y
(backtrack (Ml,Fl) (MQ,FQ)) \Y
(unitPropagate (M7, F1) (Ma, F3))
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U nastavku teksta, svako pominjanje relacije — ¢e se odnositi na upravo
uvedenu definiciju, sve dok se naglasi drugacije.

Uvodenje novog pravila ne menja raniju definiciju prihvatajucih i odbacujuéih
stanja.

7.3.1 Saglasnost DPLL pretrage

Teorema saglasnosti [Tl i dalje ostaje na snazi i kada se ukljuci pravilo
UnitPropagate. Dokaz se opet zasniva na lemama [[3] i[9 Posto se dokaz
leme oslanja na dokaz leme [ potrebno je dopuniti dokaz leme tako
§to ¢e se dokazati da pravilo UnitPropagate odrzava invarijante. Opet ¢emo
to eksplicitno pokazati samo za invarijantu Invarijanta;mpiiedrLiterals, dok se
dokazi za ostale invarijante veoma jednostavno izvode.

Najpre ¢emo pokazati lemu koja se koristi u nekoliko dokaza koji slede.
Lema 7.22. Ukoliko vazi
(a) ¢ je klauza za koju vazi F'F ¢ i
(b) c je jedinicna klauza u valuaciji v sa jediniénim literalom 1, tj. (isUnit ¢l v),

tada vazi FQu F [.

Dokaz. Neka je v' model formule F'@Qu. To znaci da je v' model formule F i
da v’ sadrzi sve literale valuacije v. Posto vazi F' F ¢ i posto vazi v’ F F, mora
da vazi i v' E ¢. Ali, posto vazi (isUnit ¢ I v), svi literali klauze ¢ razliciti od
literala [ su netacni u v. Posto je v sadrzano u v’, svi literali klauze ¢ razliciti
od literala [ su neta¢ni i u v’. Posto je v/ model, vazi (consistent v’), tako da
nijedan literal iz ¢, razli¢it od literala | ne moze da bude tacan u v’. Tada,
posto je v' E ¢, mora da vazi da je [ tacan u v’, tj. v’ F L. O

InvarijantaimpliedLiterals
UnitPropagate
Sada ¢emo pokazati da InvarijantaimpiicaLiterals 0Staje zadovoljena nakon

primene pravila UnitPropagate.
Lema 7.23. Ukoliko vazi

(a) YU'.1' € M = F Q (decisionsTo !’ M) El' (tj. InvarijantmpiicdLiterals
je zadovoljena za M ),

(b) ¢ je klauza za koju vaZi’F F c,
(c) ¢ je jedinicéna klauza uw M sa jedini¢nim literalom 1, (tj. (isUnit ¢ I M)),
() M' = M @[t

tada vazi VI'. I € M' = F @ (decisionsTo I’ M') E " (tj. Invarijan-
ﬁaimpliedLiterals je zadovoljena 20 M/)
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Dokaz. Za sve literale I’ iz M vazi (decisionsTo I’ M') = (decisionsTo I M)
i uslov F' @ (decisionsTo " M’) E I’ na osnovu pretpostavke trivijalno vazi.
Dakle, potrebno je jos pokazati da vazi F' @ (decisionsTo I M) F I. Posto [ nije
pretpostavljeni literal u M, vazi (decisionsTo I M’) = (decisions M) i potrebno
je dokazati F' @ (decisions M) E [. Posto vazi F'E ci (isUnit ¢ I M), na osnovu

leme [C2A vazi
FaMEIl

Posto je InvarijantaimpiiedLiterals Zzadovoljena za M, na osnovu leme [ vazi
F @ (decisions M) E M.
Na osnovu monotonosti vazi i
F @ (decisions M) E F,
te, na osnovu stava 8 vazi i
F @ (decisions M)EF @ M

Posto F' @ (decisions M)E F @ M i F @ M E [, uslov F @ (decisions M) F [
vazi na osnovu stava o tranzitivnosti relacije F.

U poglavlju [[32 o zaustavljanju ¢e biti pokazano da pravilo UnitPropagate
odrzava i invarijante relevantne za zaustavljanje. Zato lema vazi, a samim
tim vazi i lema

7.3.2 Zaustavljanje DPLL pretrage

Teorema o zaustavljanju ostaje na snazi i kada je definicija relacije —
izmenjena tako da obuhvati i pravilo UnitPropagate. Dokaz se i dalje svodi na
koriséenje relacije >¢,44;, pri cemu ¢emu je potrebno prosiriti dokaz leme
tako da obuhvati i slu¢aj kada je primenjeno pravilo UnitPropagate.

Lema Ako su My © My oznacene valuacije, a Fy i Fy formule, tada
vazi
(My, F1) = (M2, Fo) = My >trait Mo

Dokaz. Ranije navedeni dokaz (dat na straniB4]) prosirujemo sluc¢ajem u kome
je primenjeno pravilo UnitPropagate. Ukoliko vazi (unitPropagate (M, F1) (Ms, Fy)),
tada za neki literal { vazi My = M; @ [+, tako da na, osnovu leme [ZI0, vazi
My =trait Ma. O

Da bi ranije navedeni dokaz teoreme mogao da se iskoristi i za prosireni
sistem, potrebno je jos pokazati da invarijante vaze u svakom koraku sistema,
odnosno potrebno je pokazati da lema[Z2i samim tim i lema [ 3 vazi i kada se
ukljuci pravilo UnitPropagate. Za to je potrebno jos pokazati da pravilo Unit-
Propagate odrzava invarijantu Invarijanta,q,-syr, Sto ¢e sada i biti uradeno.

Invarijantayarsm

UnitPropagate

3Primetimo da je uslov ¢ € F zamenjen slabijim uslovom F k c.
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Lema 7.24. Ako vazi:

(a) (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersy je zado-
voljena za M),

(b) (vars F) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijanta,a-sp je zado-
voljena za F),

(¢) ceF,
(d) (isUnit ¢ I M),
(¢) M' =M Q@ [+,

tada vazi (vars M') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayarsm je
zadovoljena za M').

Dokaz. Posto vazi (isUnit ¢ I M) literal [ je clan klauze ¢, tj. [ € ¢. Posto je
ce F,vazil € F izato je (var l) € (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars.
Posto je (vars M') = (vars M) U {(var 1)}, tvrdenje neposredno sledi na osnovu
pretpostavki. O

Ovim vazi lema [L2 i samim tim i lema Teorema [C2A i dalje vazi uz
ranije navedeni dokaz.

7.3.3 Potpunost DPLL pretrage

Teoreme i[CAi dalje vaze uz nepromenjene dokaze.

7.3.4 Korektnost DPLL pretrage

Teorema [[H vazi uz neizmenjen dokaz.

7.4 Povratni skokovi (Backjump)

U ovom poglavlju ¢emo formalizovati i dokazati korektnost resavaca zasno-
vanog na povratnim skokovima.
Backjump:
M=M|UM" FEINLV.. NVl b,....lkeM', T¢ M, (varl)e Vbl
M :=M'I
Ovo pravilo se koristi umesto pravila Backtrack. Za razliku od pravila Back-
track koje ponistava samo poslednji nivo tekuée oznacene valuacije i menja
polaritet poslednjem pretpostavljenom literalu, pravilo Backjump moze odjed-
nom da ponisti nekoliko pretpostavljenih literala i nekoliko nivoa oznacene val-
uacije. Primena ovog pravila je odredena klauzom povratnog skoka (u pravilu
oznacenom sa VI V... Vi) koja je element formule F (ili je njena posledica) i
koja ima osobinu da je jedini¢na u odnosu na neki prefiks M’ oznacene valuacije
M, sa jedini¢nim literalom [. Pravilo Backjump ponistava sve pretpostavljene
literale iza prefiksa M’ i dodaje | kao izvedeni literal nakon prefiksa M.
Cinjenica da je M’ prefiks do nekog nivoa, odnosno da je prvi literal I’
koji sledi nakon M’ u M pretpostavljeni literal, je potrebna samo da bi se
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obezbedilo zaustavljanje procedure. Saglasnost se moze pokazatii pod slabijom
pretpostavkom koja dozvoljava da je P proizvoljni prefiks oznacene valuacije
M.

Pravilo Backjump u obliku u kojem je uvedeno ne precizira nacin na koji
se odreduje klauza povratnog skoka I V Iy V...V l;. Primetimo da se ¢ak
ni ne zahteva da ona bude ¢lan formule F', veé¢ je dovoljno samo da bude
njena semanticka posledica. Time je ostavljena moguénost koris¢enja razlic¢itih
strategija za njen odabir. S druge strane, ovako §iroko definisano pravilo je
prili¢cno daleko od nivoa specifikacije koji je potreban za implementaciju. Zbog
toga ¢e u poglavlju [ biti navedena konkretnija varijanta ovog pravila koja
klauzu povratnog skoka odreduje kao rezultat faze analize konflikta.

Naredna definicija formalno uvodi Backjump pravilo.

Definicija 7.22.
(backjump (M1, F1) (Ms, F»)) <—

3 ¢l level. P = (prefixTolLevel level M) A 0 < level < (currentLevel M) A
(isUnit ¢ I P) A
FiEc A (varl) € (vars Fy) U DecisionVars A
F,=F A My=Pal*

Sistem sa povratnim skokovima koristi pravila Decide, Backjump i UnitProp-
agate.

Definicija [LTA.

(Ml,Fl) — (MQ,FQ) <~ (decide (Ml,Fl) (MQ,FQ)) \Y
(backjump (My, F1) (M, Fy)) Vv
(unitPropagate (M7, F1) (Ma, F3))

U nastavku teksta, svako pominjanje relacije — ¢e se odnositi na upravo
uvedenu definiciju, sve dok se naglasi drugacije.

7.4.1 Saglasnost sistema sa povratnim skokovima

Teorema saglasnosti [Tl i dalje ostaje na snazi i kada se ukljuc¢i pravilo
Backjump. Dokaz se i dalje zasniva na lemi Da bi se dokazala lema [[33
potrebno je izmeniti dokaz leme odnosno potrebno je dokazati da pravilo
Backjump odrzava invarijante. I ovaj put ée to biti eksplicitno pokazano samo
za invarijantu Invarijant@mpliedLiterals, dok se dokazi za ostale invarijante
veoma jednostavno izvode.

Najpre pokazimo da Invarijanta;mpiicdLiterals OStaje zadovoljena kada se
umesto oznacene valuacije posmatra njen proizvoljni prefiks.

Lema 7.25. Ako vazi:

(a) Yl.l€e M = F @ (decisionsTo I M) E 1l (tj. InvarijantaimplicdLiterals
je zadovoljena za M),

(b) P je prefiks oznacene valuacije M (tj. (isPrefix P M) ),
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tada vaziVl.l € P = F Q (decisionsTo [ P) E I (tj. InvarijantaimplicdLiterals
je zadovoljena za P).

Dokaz. Neka je [ literal takav da vazi | € P. Tada vazi [ € M i posto je
InvarijantaimpiicdLiterals zadovoljena za M, vazi i I @ (decisionsTo [ M) E
I. Takode vazi (decisionsTo [ P) = (decisionsTo [ M) i na osnovu toga vazi
F @ (decisionsTo I P) E [. Posto je | proizvoljni literal iz P, tvrdenje sledi. O

Sada pokazimo da pravilo Backjump odrzava invarijantu InvarijantaimpiicdLiterals-
Il’lvarl,]antaimpliedLiterals

Backjump

Lema 7.26. Ako vaZi:

(a) Yi.l e M = F Q@ (decisionsTo Il M) E [ (tj. InvarijantaimplicdLiterals
je zadovoljena za M ),

(b) P je prefiks oznacene valuacije M (tj. (isPrefix P M)),
(¢) Klauza c je posledica formule F' (tj. F E ¢),

(d) Klauza c je jediniéna sa jedinicnim literalom | u odnosu na valuaciju P
(tj. (isUnit ¢l P)),
(e) M' =P @[+,

tada vazi VI'. I € M' = F Q@ (decisionsTo I’ M') & " (tj. Invarijan-
ﬁaimpliedLiterals je zadovoljena 20 AII);

Dokaz. Na osnovu leme [[ZH vazi VI'. I' € P — F @ (decisionsTo I’ P) E I’
(tj. Invarijantaimplicdriterais je zadovoljena za P). Na osnovu leme [LZ3 o
pravilu UnitPropagate, tvrdenje sledi. O

U poglavlju o zaustavljanju ¢e biti pokazano da pravilo Backjump
odrzava i invarijante koje su relevantne za zaustavljanje. Zato lema vazi, a
na osnovu toga vazi i lema

7.4.2 Zaustavljanje sistema sa povratnim skokovima

Teorema [ o zaustavljanju ostaje na snazi kada se relacija — izmeni tako
da obuhvati pravilo Backjump. Dokaz se i dalje svodi na koriséenje relacije
=VbL, pri éemu ¢emu je potrebno prosiriti dokaz leme tako da obuhvati i
slucaj kada je primenjeno pravilo Backjump.

Lema Ako su My i Ms oznacene valuacije, Fy i Fy formule, tada vazi
(My, Fy) = (M2, F) = M >trqit Ma

Dokaz. Ranije navedeni dokaz (dat na strani[[Il) prosirujemo slu¢ajem kada je
primenjeno pravilo Backjump. Ukoliko vazi (backjump (M, Fy) (Ma, F3)), tada
je za neki literal I, My = P @ [+, pri ¢emu je P = (prefixToLevel level M) gde
je 0 < level < (currentLevel M). Na osnovu leme [Tl vazi My =tpqy Mo. O
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Da bi ranije navedini dokaz teoreme mogao da se iskoristi, potrebno je
jos pokazati da vaze leme i Za to je potrebno modifikovati dokaz leme
i jo§ pokazati da pravilo Backjump odrzava invarijantu Invarijantayqrsir,
§to ¢e sada i biti uradeno.

Invarijantayarsm
Backjump

Lema 7.27. Ako vazi:

(a) (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersy je zado-
voljena za M ),

(b) (isPrefix P M) i (var 1) € (vars Fy) U DecisionVars,
(c) M/ =P @[+,

tada vazi (vars M') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayarsy je
zadovoljena za M').

Dokaz. Posto vazi (isPrefix P M), vazi da je (vars P) C (vars M) C (vars Fy) U
DecisionVars. Posto je (vars M) = (vars P) U {(var [)}, tvrdenje neposredno
sledi na osnovu pretpostavki. O

Na osnovu ovoga lema vazi, a na osnovu toga vazi i lema 3 Zato vazi
i teorema [ vazi uz nepromenjeni dokaz.

7.4.3 Alternativni uslovi primenljivosti povratnih skokova

Cilj ovog poglavlja je da uvede nekoliko operativnijih uslova koji karakterisu
primenljivost povratnog skoka. Jedan od dovoljnih uslova da bi klauza ¢ bila
klauza povratnog skoka je da ima tzv. tacku jedinstvene implikacije (distinct
implication point).

Definicija 7.23. Klauza ¢ koja je netacna u valuaciji M ima tacku jedin-
stvene implikacije §to oznacavamo sa (isUIP ¢ M) ako je nivo njenog poslednjeg
pobijenog literala | striktno veéi od nivoa njenih ostalih pobijenih literala, tj.
vazi:

(isUIPlc M) =

M E-ec

[ = (lastAssertedLiteral ¢ M) A
VIl e€ec\l = (level ! M) < (level I M)

U slucaju postojanja tacke jedinistvene implikacije, stvara se moguénost
povratnog skoka na neki raniji nivo oznacene valuacije, pri ¢emu taj nivo pred-
stavlja tzv. nivo povratnog skoka (backjump level) i mora da zadovoljava uslove
date narednom definicijom.



76 Glava 7. Formalizacija sistema promena stanja za SAT

Definicija 7.24. Nivo povratnog skoka za datu klazu povratnog skoka C' (ne-
tacnu u valuaciji M) je bilo koji nivo koji je strogo manji od nmivoa njenog
nagkasnije pobijenog literala, a veci ili jednak od nivoa njenih ostalih literala,
tj. to je prirodan broj level koji zadovoljava:

(isBackjumplevel level l ¢ M) <

ME=C

[ = (lastAssertedLiteral ¢ M) A

0 < level < (level [ M) A

VIl ec\l = (level ! M) < level

Pokazimo da uslov da klauza ima tacku jedinstvene implikacije u svim
netrivijalnim slucajevima obezbeduje da postoji odgovarajuéi nivo povratnog
skoka.

Lema 7.28. Ukoliko vazi:
(a) (distinct M) (tj. Invarijantagistinct je zadovoljena),
(b) (isUIP I ¢ M),
(c) (level I M) >0,
tada postoji broj level takav da vazi (isBackjumplevel level | ¢ M).
Dokaz. Razmotrimo sledece slucajeve:
1. ¢\l =[]. Tada je 0 trazeni nivo.
2. ¢\l # []. Neka je I’ = (lastAssertedLiteral ¢\ M) i neka je level =

(level I/ M). Tada je I' € C\1il' € M. Posto je I' € C'\ I, a vazi
(isUIP [ ¢ M), sledi da je

level = (level I M) < (level [ M).

Razmotrimo literal I” takav da je I” € c¢\l. Postoje I’ = (lastAssertedLiteral ¢ \ | M)
i vazi (distinct M), vazi da je

(level 1”7 M) < (level I M).

O

Pokazimo sada da ¢injenica da je broj level nivo povratnog skoka za klauzu
C, uz odredene dodatne uslove, obezbeduje da je klauza C jedini¢na u odgo-
varajuéem prefiksu oznacene valuacije M. Ovo, uz jos nekoliko uslova, daje
mogucnost za primenu Backjump pravila.

Lema 7.29. Ako vaZi:
(a) (consistent M) (tj. Invarijantaconsistent je zadovoljena),
(b) (distinct M) (tj. Invarijantadistinct je zadovoljena),

(c) (isBackjumpLevel level | C M),
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tada vazi (isUnit C 1 (prefixToLevel level M)).
Dokaz. Posto vazi (isBackjumpLevel level | C' M), sledi da vazi
[ = (lastAssertedLiteral C' M),

0 < level < (level I M),

VI.I'eC\l = (level I’ M) < level.

Iz uslova [ = (lastAssertedLiteral C' M) sledi da je | € C'il € M. Posto je
1 € M, vazi da je level < (level | M) < (currentLevel M).

Oznacimo sa P valuaciju (prefixToLevel level M)).

Posto vazi 0 < level < (level [ M) i (distinct M) sledi da

1 ¢ P,

jer se literal ne moze javljati na nivoima nizim od svog nivoa.
Posto je | € M, a vazi (consistent M) sledi da vazi | ¢ M i posto je P
prefiks od M, vazi i
l¢P

Pokazimo jos da su svi literali iz C' razli¢iti od [ netaéni u prefiksu P. Neka
je I literal iz C razli¢it od I. Postoje !’ € C'i M E-~C sledi da je I’ € M. Tada
vazi i da je (level I’ M) < level. Posto je P = (prefixTolLevel level M)), 7' mora
da bude element P tj. vazi P -1’ i zato

PE-C\I.
Na osnovul ¢ P, 1 ¢ Pi PFE-~C \1 tvrdenje sledi. O

Jedan od dovoljnih (ali svakako ne i potrebnih) uslova za postojanje tacke
jedinstvene implikacije i nivoa povratnog skoka je da se klauza sastoji iskljucivo
od pretpostavljenih literala’.

Lema 7.30. Ako vaZi:
(a) (distinct M), (tj. Invarijantagstinet je zadovoljena)
(b) ¢ C (decisions M),
(c) 1 = (lastAssertedLiteral ¢ M),

tada vazi (isUIP [ ¢ M).

Dokaz. Posto jee C (decisions M), trivijalno vazi i M F=c.
Neka je I’ € ¢\ I. Posto je | = (lastAssertedLiteral ¢ M), vazi da je

(level I' M) < (level I M).
Posto je ¢ C (decisions M), vazi I € (decisions M) i € (decisions M). Zato
je _ _
(level I M) # (level I M),
pa tvrdenje sledi. [l

40vo je sluéaj kada se sa klauza povratnog skoka gradi kao kod primene pravila Backtrack
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U slucaju kada klauza sastoji iskljucivo od pretpostavljenih literala, nar-
avno, postoji odgovarajuc¢i nivo povratnog skoka.
Lema 7.31. Ako vaZi:
(a) (distinct M), (tj. Invarijantagistine: je zadovoljena)
(b) ¢ C (decisions M),
(c) 1 = (lastAssertedLiteral ¢ M),

tada postoji level takav da vazi (isBackjumplevel level | ¢ M).
Dokaz. Na osnovu leme [[30 vazi
(isUIP [ ¢ M).

Posto je ¢ # [] i€ C (decisions M), klauza ¢ sadrzi bar jedan literal pret-

postavljen u M, te je (level I M) > 0. Tvrdenje onda sledi na osnovu leme
O

Upravo dokazane leme ukazuju na to da je u svakom trenutku u kome
oznacena valuacija sadrzi bar jedan pretpostavljeni literal, klauzu povratnog
skoka moguce izgraditi upravo od pretpostavljenih literala.

7.4.4 Potpunost sistema sa povratnim skokovima

Teorema i dalje vazi. Medutim, njen dokaz mora biti modifikovan
zato $to iz ¢injenice da je (M, F) zavrsno stanje ne sledi trivijalno da vazi
(decisions M) = []. Naime, neophodno je eksplicitno pokazati da ako pravilo
Backjump ne moze da se primeni u konfliktnoj situaciji (kada M E— F'), onda
vazi da je (decisions M) = []. Ovaj dokaz se zasniva upravo na Cinjenici da je
klauzu povratnog skoka moguce izgraditi od pretpostavljenih literala.

Lema 7.32. Ako vazi:
(a) (consistent M) (tj. Invarijantaconsistent je zadovoljena),
(b) (distinct M), (tj. Invarijantagstinet je zadovoljena)

(¢) (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersy je zadovol-
jena),

(d) ¢#£[] ic C (decisions M),
(e) FEc,
tada pravilo Backjump® moZe da se primens, odnosno vaZi:

3l level. P = (prefixToLevel level M) A 0 <level < (currentLevel M) A
(isUnit ¢ I P) A
FEc A (varl) € (vars Fy) U DecisionVars
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Dokaz. Neka je | = (lastDecision M) = (lastAssertedLiteral ¢ M). Na osnovu
leme [T sledi da postoji nivo level takav da vazi (isBackjumpLevel level | ¢ M).
Tada je

0 < level < (level | M) < (currentLevel M).

Neka je
P = (prefixToLevel level M).

Na osnovu leme vazi
(isUnit ¢ I P).

Posto je ¢ C (decisions M), vazi da je (vars ¢) C (vars M) C (vars Fy) U
DecisionVars i posto je l € ¢, vazi

(var 1) € (vars Fy) U DecisionVars,
¢ime je tvrdenje dokazano. O
Lema 7.33. Ako vaZi:
(a) (consistent M) (tj. Invarijantaconsistent je zadovoljena),
(b) (distinct M) (tj. Invarijantagistinct je zadovoljena),

(¢c) VI.le M = F @ (decisionsTo | M) E 1 (tj. InvarijantaimpiiedLiterals
je zadovoljena za M ),

(d) (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersar je zadovol-
jena),

(e) ME~F,
(f) (decisions M) # [],

tada pravilo Backjump moZe da se primeni.

Dokaz. Neka je ¢ = (decisions M). Na osnovu leme[lH vazi —(sat F' @ (decisions M)),
odnosno —(sat F@Q¥¢). Zbog toga vazi F E ¢. Posto jeic # [J]ic C
(decisions M), tvrdenje sledi na osnovu leme O

Na osnovu ovoga, moguce je dokazati slede¢u teorema o potpunosti.

Teorema U zavrsnom stanju (M, F') u kome su invarijante zadovoljene
vazi ili

(a) M E=F i (decisions M) =[] ili

(b) M ¥=F i ne postoji literal takav da je (var l) € DecisionVars, | ¢ M i
l¢ M.

Teorema [ vazi uz neizmenjeni dokaz.

7.4.5 Korektnost sistema sa povratnim skokovima

Teorema [CH vazi uz neizmenjen dokaz.
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7.5 Ucenije (Learn, Forget)

Postupak ucenja se zasniva na primeni sledeéih pravila.

Learn:
FEec, (varsc) C Vbl
F:=F Q¢

Forget:
F \c Ec
F:=F\ ¢

Pravilo Learn bira proizvoljnu klauzu ¢ za koju vazi da je semanticka posled-
ica formule F' i definisana je nad promenljivama nekog unapred fiksiranog skupa
Vbl i dodaje je u formulu F. Strategija pronalazenja klauze c nije specifikovana
ovom varijantom pravila Learn. U poglavlju [T ée biti definisan konkretniji
opis sistema, u kome e biti precizirana strategija i nac¢in primenjivanja pravila
Learn.

Naredna definicija formalno uvodi ova pravila.

Definicija 7.25.
(learn (My, Fy) (M3, Fy)) <~
dc. FiEc A (vars ¢) C (vars Fy) U DecisionVars A
F2=F1 @c A M2:M1

(forget (Ml,Fl) (MQ,FQ)) <~

Je. Fi\ckFc A
F,=F\c AN My= M

Sistem sa ucenjem koristi pravila Decide, Backjump, UnitPropagate, Learn i
Forget i moze se modelovati preko naredne definicije relacije —.

Definicija [T,

(Ml,Fl) — (MQ,FQ) < (decide (Ml,Fl) (MQ,FQ)) \Y
(backjump (M1, F1) (M, Fy)) Vv
(unitPropagate (My, F1) (Ma, F3)) V
(Iearn (Ml,Fl) (MQ,FQ)) V
(forget (Ml, Fl) (MQ, FQ))

U nastavku teksta, svako pominjanje relacije — ¢e se odnositi na upravo
uvedenu definiciju, sve dok se naglasi drugaéije.

7.5.1 Saglasnost sistema sa uéenjem

Teorema saglasnosti[[1l1 dalje ostaje na snazi. Opet je neophodno prosiriti
dokaz leme

Posto pravila Learn i Forget ne menjaju oznacenu valuaciju M, sve invari-
jante koje se odnose samo na M su trivijalno o¢uvane.
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Pokazimo da pravila Learn i Forget odrzavaju invarijante I'nvarijantacquiv,
Invarijantaye,sr i Invarijanta;mplicdLiterals-
Invarijantaequiv

Learn

Lema 7.34. Ako vaZi:
(a) F =Fy (tj. Invarijantacquiv je zadovoljena za formulu F),
(b) FEec,
(¢) FF=F Q ¢,
tada vazi F' = Fy (. Invarijantaequis je zadovoljena za formulu F').

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu stava [9 O

Lema 7.35. Ako vazi:

(a) F =Fy (tj. Invarijantaequiv je zadovoljena za formulu F),

(b) F \ cEec,

(¢c) F'=F \ ¢,
tada vazi F' = Fy (tj. Invarijantacquio je zadovoljena za formulu F').
Dokaz. Sledi neposredno na osnovu stava [G.9 [l

Invarijantayarsy
Learn

Lema 7.36. Ako vazi:

(a) (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersp je zadovol-
jena za F),

(b) (vars ¢) C (vars Fy) U DecisionVars,
(¢) F'=F Q ¢,

tada vazi (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijanta,ersy je
zadovoljena za F').

Dokaz. Kako je (vars F') = (vars F') U (vars ¢), tvrdenje neposredno sledi na
osnovu pretpostavki. O

Lema 7.37. Ako vazi:

(a) (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersr je zadovol-
jena za F),

(b) F' = F\c,
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tada vazi (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayarse je
zadovoljena za F").

Dokaz. Kako je (vars F') C (vars F'), tvrdenje neposredno sledi na osnovu
pretpostavki. O

Invarij antainmpliedLiterals

Lema 7.38. Ako vazi:

(a) Yi.le M = F @ (decisionsTo I M) El (tj. InvarijantaimplicdLiterals
je zadovoljena za F),

(b) F'=F @c,

tada vazi V. 1 € M = F’' @ (decisionsTo Il M) E [ (tj. Invarijan-
taimpliedLiterals je zadovoljena za F/);

Dokaz. Neka je lliteral iz M. Na osnovu pretpostavke vazi F' @ (decisionsTol M) E
I. Posto je F C F', vaii F @ (decisionsTo [ M) C F’ @ (decisionsTo [ M).
Tada na osnovu stava G  sledi F’ @ (decisionsTo | M) E . O

Lema 7.39. Ako vaZi:
(a) Yi.le M = F @ (decisionsTo I M) El (tj. InvarijantaimplicdLiterals

je zadovoljena za F),
(b) F\cEec,
(¢) F'=F\c,
tada vazi V. 1 € M = F’' @ (decisionsTo I M) E [ (tj. Invarijan-

y . /
ﬁaimpliedLiterals Je zadovoljena za F );

Dokaz. Neka je [ literal iz M. Posto F' F ¢, na osnovu stavalEy vazi F'\ cF F.
Zato osnovu monotonosti vazii F’ @ (decisionsTol M) F F' @ (decisionsTo [ M).
Posto, na osnovu pretpostavke, vazi F @ (decisionsTo [ M) E [, na osnovu
tranzitivnosti sledi i F’ @ (decisionsTo [ M) E [. O

Leme i dalje vazi i direktna je posledica prethodno dokazanih lema.
Samim tim, vazi i lema

Posto leme i[Cdi dalje vaze, teorema [l na osnovu ovoga neposredno
sledi.

7.5.2 Zaustavljanje sistema sa ucenjem

Sistem sa ucenjem koji koristi pravila data u definiciji ne mora da se
zaustavlja. Naime, pravilo Learn i Forget je moguce naizmeni¢no primenjivati
za istu klauzu c¢. Takode, pravilo Learn je moguce primenjivati nabrajajuéi
sve klauze koje su semanticke posledice formule F. U poglavlju [ ¢e biti
definisana strategija u¢enja koja zahteva da se pravilo Learn uvek primenjuje
uz pravilo Backjump i za nju ¢e biti pokazano svojstvo zaustavljanja.
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7.5.3 Potpunost sistema sa ucenjem

U slucaju da se sistem zaustavi, posto su sve invarijante zadovoljene, teo-
reme ilZAi dalje vaze.

7.5.4 Korektnost sistema sa ucenjem

Teorema [CH vazi uz neizmenjen dokaz.

7.6 Otpocinjanje iznova (Restart)

Otpocinjanje ispocetka se zasniva na upotrebi pravila Restart.

Restart:
T
M := (prefixToLevel 0 M)

Naredna definicija i formalno uvodi ovo pravilo.

Definicija 7.26.
(restart (Ml,Fl) (MQ,FQ)) <— My = (prefixToLeveI 0 Ml) N Fy =F

Ovo pravilo ima smisla primenjivati isklju¢ivo kada se koristi ucenje i kada
se selekcija literala u pravilu Decide vrsi na nacin koji moze da iskoristi rezultate
prethodnog rada koji pravilom Restart biva poniSten.

7.6.1 Saglasnost sistema sa otpocéinjanjem iznova

Trivijalno je pokazati da ovo pravilo odrzava sve invarijante. Za invarijantu
InvarijantimplicdLiterals t0 vaZi na osnovu leme [L23
7.6.2 Zaustavljanje sistema sa otpocinjanjem iznova

Kao i kod sistema sa ucenjem, zaustavljanje sistema koji koristi otpoc¢injanje
iznova ne mora da vazi. Ipak, uz odredene dodatne uslove koji namecu restrik-
cije na pravilo Restart, zaustavljanje moze da se obezbedi.

7.6.3 Potpunost sistema sa otpocinjanjem iznova

U slucaju da se sistem zaustavi, posto su sve invarijante zadovoljene, teo-
rema [C41 dalje vazi.

7.6.4 Korektnost sistema sa otpocinjanjem iznova

Teorema [LH vazi uz neizmenjen dokaz.

7.7 Analiza konflikata (Conflict, Explain)

U ovom poglavlju ¢emo formalizovati i dokazati korektnost DPLL sistema
sa analizom konflikata datog u [KGO7]. Najpre ¢e biti navedena pravila ovog
sistema na nacin koji je sustinski isti sa opisom datim u [KG07].

U odnosu na ranije opisane sisteme u kojima je stanje bilo predstavljeno
samo tekuéom (parcijalnom) oznacenom valuacijom i tekuéim skupom klauza,
u ovom sistemu se stanje prosiruje sa:
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1. Bulovskom promenljivom con flict koja oznacava da li je u tekuca valu-
acija u koliziji sa teku¢im skupom klauza, tj. da li je u toku faza analize
konflikta,

2. klauzom C' koju ¢emo nazivati tekué¢om klauzom analize konflikta.

Definicija [LIX. Stanje sistema sa analizom konflikata je uredena cetvorka
(M, F,C,conflict), gde je M oznacena valuacija, F formula, C klauza i con flict
Bulovska promenljiva.

Pravila sistema su:

Decide:
lelL, Z,Z¢M
M:=M]|l

UnitPropagate: B B B
INLUV...VIeF, li,...lpeM, 1,I¢M
M: =M1

Conflict:
conflict=1, ceF, MFEF-c
conflict:=T, C:=c

Explain:
conflict=T, 1€C, IVLV..VILEF, 1i,...0p <M1
C:=(C\)V(ILV...VI)

Learn:

conflict=T, C¢&F
F=Fac

Backjump:

conflict =T, C=IVLViaV...Vl,, C€cF, (levell;) <level < (level])

conflict .= L, M = MUevell |

Kako bismo mogli formalno da uvedemo pravila ovoga sistema, uvodimo
sledeé¢u definiciju.

Definicija 7.27. Klauza ¢ je uzrok propagacije literala | u valuaciji v, Sto
oznacavamo sa (isReason ¢ | v) akko | € ¢, v I, v FE=(c\1) i za svaki literal
I' € (c\1), literal I prethodi literalu | u v, tj. I/ <™ [.

Kada smo uveli potrebne definicije, mozemo i formalno da uvedemo sva
pravila ovoga sistema:

Definicija 7.28.
(decide (Ml, Fl, Cl, COTLfliCtl) (MQ, FQ, 02, COTLfliCtQ)) <

1. (var 1) € DecisionVars AN 1 ¢ My A Z¢ M, A
MQ == M1 @ZT AN FQ = F1 A CQ = Ol A conflictg = COTLfliCtl
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(unitPropagate (M, F1, C1, conflicty) (Ma, Fa, Ca, conflicts)) <=

Je . FiEc A (varl) € (vars Fy) U DecisionVars A (isUnit ¢l My) A
M2 == M1 @ZL A F2 == F1 A 02 = Cl A conflictg == COTLfliCtl

(conflict (M, Fy,Cy, conflicty) (Ma, Fa, Ca, conflicts)) <

de. conflicth =1 N FiEc N My E-cA
Mo=M N Fo=F, N Co=c A conflicto =T

(explain (My, F1, Ch, conflicty) (Ma, Fa, Ca, conflicty)) <

Jlec. conflicty =T AN 1€C; A (isReason cl M) A FiEc
My=M; N Fo=F, N Cy=(resolve C ¢cl) A conflicta =T

(backjump (Ml,Fl,Cl,COTLfliCtl) (MQ,FQ,CQ,COTLfZiCtQ)) <

e l. conflicty =T A (isBackjumpLevel level I C; My) A
My = (prefixTolLevel level My) @It A Fy = F; A
Cy=C1 A conflicto = conflicty

(Iearn (Ml,Fl> (MQ,FQ)) <

conflicty =T N C1 ¢ Fy
MQ == M1 AN FQ == F1 @ Cl A CQ == Cl AN COTLfliCtQ = CO?’LfliCtl

Definicija I ™).

(Ml,Fl) — (MQ,FQ) <~ decide (Ml,Fl) (MQ,FQ)) V

(

(unitPropagate (Mi, Fy) (Ma, F3)) V
(conflict (M1, F1) (M, F3)) V
(explain (M;, Fy) (Ms, F3)) V

(learn (M, F1) (Ma, F»)) V
(backjump (M, Fy) (Ma, F»))

U nastavku teksta, svako pominjanje relacije — ¢e se odnositi na upravo
uvedenu definiciju, sve dok se naglasi drugacije.

Primetimo da su u pravilima UnitPropagate, Conflict, Explain i Backjump
uslovi pripadnosti klauze formuli (tj. uslovi obilka ¢ € F') zamenjeni slabijim
uslovima obilka F' E c¢. Tako veé¢ina implementacija podrazumeva da su navedne
klauze elementi formule F', u nastavku ¢e biti pokazano da su i ovi slabiji uslovi
dovoljni za pokazivanje korektnosti algoritma. Ovakva izmena, iako ne previse
bitna za SAT reSavace predstavlja odlicnu sponu prema SMT resava¢ima o
kojima ¢e biti reci u glavi [ Naglasimo jos da je, radi obezbedivanja zaus-
tavljanja, u pravilu UnitPropagate bilo potrebno dodatno zahtevati da vazi da
je literal koji se dodaje u valuaciju definisan za neku promenljivu iz skupa
(vars Fy) U DecisionVars.

Za sistem za analizu konflikata znacajne su sledeée vrste stanja:
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L. Prihvatajuéa stanja - stanja u kojima vazi conflict = L, M F—F i ne
postoji literal takav da je (var 1) € DecisionVars, | ¢ M il ¢ M.

2. Odbacujuéa stanja - stanja u kojima vazi conflict =T i C =[].

7.7.1 Saglasnost sistema sa analizom konflikata

Teorema o saglasnosti sistema sa analizom konfikata je izmenjena tako da
u obzir uzima novu definiciju prihvatajucih i odbacujué¢ih stanja.

Teorema [LIF. Ako ([], Fo,[], L) —=* (M, F,C, conflict), tada:
1. Ako vaZi
a) DecisionVars 2 (vars Fyp),
b) ME-F,

¢) pravilo Decide nije primenljivo (é] ne postoji literal | takav da je
(var 1) € DecisionVars, L ¢ M il ¢ M),

tada je formula Fy zadovoljiva © M joj je model, (tj. waZi (sat Fp) i
(model M Fy)).

2. Ako vaZi
a) conflict =T,
b) C=1],
tada je formula Fy nezadovoljiva (tj. vazi —(sat Fp).

Ova teorema ¢e ponovo biti navedena na kraju ovog poglavlja i tada ¢e biti
dat njen formalni dokaz. Pre toga, pokazimo da tokom analize konflikata vaze
i sledeée dve invarijante:

Invarijantac faise: conflictc = M E-C
Invarijantacentailea: conflicc = FEC

Posto je u potetnom stanju con flict = 1, vazi sledeta lema koja odgovara

lemi [T1
Lema[Ir. U stanju ([], Fo,[], L) su zadovoljene sve invarijante.

Cilj nam je da dokazemo slede¢u lemu analognu lemi koja obezbeduje
da primena pravila ¢uva invarijante.

Lema [X. Ukoliko (M, F,C,conflict) — (M',F',C' conflict’) i invari-
jante su zadovoljene u stanju (M, F,C, conflict), tada su invarijante zadovo-
Liene i u stangu (M', F',C’, conflict’).

Na osnovu prethodne dve leme, moguce je dokazati lemu analognu lemi
koja pokazuje da su invarijante zadovoljene tokom celokupnog rada sistema.

Lema [L3&. Ukoliko je ([], Fo,[],L) —* (M, F,C,conflict), tada su invari-
jante zadovoljene u stanju (M, F, C, conflict).

Dokaz. Analogno dokazu leme O
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Dokazimo sada lemu [, tj. pokaZimo da sva pravila sistema sa analizom
konflikata ¢uvaju invarijante potrebne za dokaz saglasnosti sistema.

Invarijantacquiv
Sva pravila osim Learn ne menjaju F', pa trivijalno odrzavaju ovu invari-
jantu.

Lema 7.40. Ako vazi:
(a) F =Fy (tj. Invarijantacquiv je zadovoljena za formulu F),
(b) conflict = FE C (tj. Invarijantacentailed je zadovoljena),
(c) conflict =T,
(d) FF=F Q(C,
tada vazi F' = Fy (tj. Invarijantacquio je zadovoljena za formulu F').

Dokaz. Posto, na osnovu conflict = T i conflicc =— FEC,vazii F F C,
tvrdenje sledi na osnovu leme [34 O

Invarijantayarsp

Sva pravila osim Learn ne menjaju F pa trivijalno odrzavaju ovu invarijantu.

Lema 7.41. Ako vazi:

(a) (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersp je zadovol-
jena za F),

(b) (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars, (tj. Invarijantayarsy je zado-
voljena za M ),

(c) conflict = M E=C (tj. Invarijantac fase je zadovoljena),
(d) conflict =TT,
(e) F'=FQ(C,

tada vazi (vars F') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijanta,ersy je
zadovoljena za F').

Dokaz. Posto, na osnovu conflict =T i conflict = M E-C, vazi M E=C,
vazi da je (vars C) C (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars. Tada tvrdenje
sledi na osnovu leme O

InvarijantaimpliedLiterals
Pravila Decide, UnitPropagate i Learn ¢uvaju ovu invarijantu na na osnovu
lema [T i Pravila Conflict i Explain ne menjaju ni M ni F pa
trivijalno odrzavaju ovu invarijantu.

Backjump
Sada mozemo dokazati da i konkretizovana verzija pravila Backjump odrzava

invarijantu I'nvarijanta;mplicdLiterals-
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Lema 7.42. Ako vaZi:
(a) (consistent M) (tj. Invarijantaconsistent je zadovoljena),
(b) (distinct M) (tj. Invarijantagistinet je zadovoljena),

(c)VI.le M = F Q (decisionsTo [ M) E 1 (tj. InvarijantampiicdLiterals
je zadovoljena za M ),

(d) conflict = FEC (tj. Invarijantacentaiied je zadovoljena),
(e) conflict =TT,

(f) level je nivo povratnog skoka, tj. (isBackjumpLevel level | C M),
(9) M’ = (prefixTolLevel level M) @[+,

tada vazi VI'. I € M' = F Q@ (decisionsTo I’ M') & I (tj. Invarijan-
taimpliedLiterals je zadovoljena za M/);

Dokaz. Na osnovu leme [[2Z9 vazi (isUnit C' [ (prefixToLevel level M)). Na
osnovu conflict = T i conflict =—> F F C vazii F F C. Time su ispunjeni
svi uslovi za primenu leme [L2Z8 na osnovu ¢ega tvrdenje sledi. O

Invarijantacsaise

Nakon primene pravila Backjump, promenljiva con flict se postavlja na L,
pa je ova invarijanta trivijalno ispunjena. Pravilo Learn ne menja ni M ni
C tako da trivijalno odrzava ovu invarijantu. Pravila Decide i UnitPropagate
samo progiruju tekuéu valuaciju M, tako da odrzavaju invarijantu na osnovu
monotonosti opisane u stavu B3 (tj. svojstva v F-c¢ = (v@Q') E=e).
Posto pravilo Conflict postavlja C na klauzu ¢ za koju vazi M F— ¢, invarijanta
trivijalno vazi.

Lema 7.43. Ukoliko vaZi:
(a) conflict = M E-C (i.e., Invarijantac jase je zadovoljena za C),

(b) 1 je literal takav da je | € C' v c je klauza koja je razlog za propagaciju
literal U (1j. wvazi (isReason ¢ 1 M) ),

(¢c) C" = (resolvent C' ¢ 1),
(d) conflict =T,
tada conflict = M E=C’ (tj. Invarijantac fase je zadovoljena za C').

Dokaz. Posto M F—C svi literali klauze C, ukljucujuci i [ su netacni u M.
Posto je (isReason ¢ [ M), svi literali klauze c osim [ (koji je tacan), su netacni
u M, odnosno vazi M F=(c\l). Klauza C’ tj. (resolvent C cl) = (C\1) @ (c\I),

se sastoji od svih literala iz C' osim [ i svih literala iz ¢ osim [ i zato je neta¢na
u M, tj. vazi M E~C". O
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Invarijantacentailed
Nakon primene pravila Backjump, promenljiva con flict se postavlja na L,
pa je ova invarijanta trivijalno ispunjena. Pravila Decide i UnitPropagate ne
menjaju ni C' ni F' pa trivijalno odrzavaju ovu invarijantu. Posto pravilo Con-
flict postavlja C' na klauzu c za koju vazi F' F ¢, invarijanta trivijalno vazi. Posto
pravilo Learn prosiruje formulu F, invarijanta vazi na osnovu monotonosti,
odnosno osobine F F C' = (F Q@ ¢) F C iz stava

g Invarijantacentaileda 0staje zadovoljena nakon primene pravila Explain kao
rezultat naredne leme.
Lema 7.44. Ukoliko vazi:
(a) conflict = F E C (tj. Invarijantacentaiied je zadovoljena za C),
(b) FEc,
(¢) conflict=T,
(d) C" = (resolvent C ¢ ), za neki literal I,
tada vazi conflict = FF C' (tj. Invarijantacentaiied je zadovoljena C").

Dokaz. Neka je M’ model formule F, tj. M’ E F. Kako vazi conflict = T,
sledi da F' F C i na osnovu toga M’ £ C. Posto vazi F F ¢, sledi da M’ E c.
Kako je M’ model, vazi (consistent M’). Tada, na osnovu stava BI0 vazi
M’ E (resolvent C ¢ 1). O

U poglavlju o zaustavljanju ¢e biti pokazano da i invarijanta Invari-
jantayqrsn ostaje zadovoljena nakon primene pravila pravila. Posto sva pravila
odrzavaju sve do sada navedne invarijante, vazi lema i na osnovu toga i
lema [T

Tako i dalje vazi lema[Z9 ovde éemo alternativni dokaz iskoristiti saglasnosti
za nezadovoljive formule koji u obzir uzima novu definiciju odbacujuéih stanja
i koji ne koristi invarijantu Invarijant@impiicdLiterals-

Lema 7.45. Ako vaZi:
(a) F = Fy, (. Invarijantacquiv je zadovoljena)
(b) conflict = FE C (t. Invarijantacentailed j€ zadovoljena),
(c) conflict="T
(d) C=1]
tada je Fy mezadovoljiva (tj. vaZi —(sat Fp)).

Dokaz. Na osnovu stava 8 sledi —(sat F'), pa posto je F' = Fy vazi —(sat Fp).
(|

Sada mozemo dokazati teoremu o saglasnosti:

Teorema [LIF. Ako ([], Fo,[], L) —=* (M, F,C, conflict), tada:



90 Glava 7. Formalizacija sistema promena stanja za SAT

1. Ako vazi

a) DecisionVars 2 (vars Fyp),

b) ME-F,

¢) pravilo Decide nije primenljivo (é] ne postoji literal | takav da je
(var 1) € DecisionVars, L ¢ M il ¢ M),

tada je formula Fy zadovoljiva ¢ M joj je model, (tj. waZi (sat Fp) i
(model M Fy)).

2. Ako vaZi

a) conflict=T,
b) C=1],

tada je formula Fy nezadovoljiva (tj. vaZi —(sat Fp).
Dokaz. Na osnovu leme[lZF sve invarijante su zadovoljene u stanju (M, F, C, con flict).
1. Svi uslovi za primenu leme[[su ispunjeni, te vazi (sat Fy) i (model M Fp).

2. Svi uslovi za primenu leme [[Z3 su ispunjeni, te vazi —(sat Fp).

7.7.2 Zaustavljanje sistema sa analizom konflikata

Teorema o zaustavljanju sistema sa analizom konflikata ¢e biti dokazana
tako $to ¢e biti izgradnjeno dobro zasnovano uredenje >~ koje je u skladu sa
relacijom —, tj. vazi da iz (My, Fy,Ch, conflict;) — (Ma, Fy, Ca, conflicts)
sledi (M, F1,Cy, conflicty) = (Ma, Fa, Ca, conflicts). Ovo uredenje ée biti iz-
gradeno kao leksikografska kombinacija ¢etiri jednostavnija uredenja koja odgo-
varaju svakoj od komponenata stanja.

Pravila koja menjaju M (Decide, UnitPropagate i Backjump) ga menjaju
na nacin koji obezbeduje napredak procedure u odnosu na uredenje >¢rqi
definisano u poglavlju Podsetimo, da bi se obezbedilo da je uredenje
>trail dObro zasnovano uredenje, bilo je dovoljno dokazati da vazi Invarijan-
ta'uarsM .

Sada ¢emo pokazati da sva pravila sistema sa analizom konflikata odrzavaju
i invarijantu I'nvarijanta,aysn-
Invarijantayarsm
Pravila Conflict, Explain i Learn ne menjaju M tako da je invarijanta trivi-
jalno oc¢uvana. Pravilo Decide odrzava invarijantu na osnovu leme

UnitPropagate

Posto se u novoj definiciji pravila UnitPropagate vize ne zahteva da je ¢ € F,
lema [CZ4] ne moze vise da se koristi. Medutim, posto se eksplicitno zahteva
uslov (vars 1) € (vars Fy) U DecisionVars, invarijanta trivijalno vazi.

Backjump

Lema 7.46. Ako vaZi:
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(a) (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijanta,arsa je zadovol-
jena za M),
(b) P = (prefixTolLevel level M),
(c) (isBackjumpLevel level | C M),
(d) conflict =T,
(e) M'=P Ql,

tada je (vars M') C (vars Fy) U DecisionVars (tj. Invarijantayersy je zado-
voljena za M ),

Dokaz. Posto vazi (isPrefix P M) i (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars, vazi
da je (vars P) C (vars Fy) U DecisionVars. Posto je

(vars M') = (vars P) U {(var 1)},

dovoljno je dokazati da je (var I) € (vars Fp) U DecisionVars. Posto vazi
(isBackjumpLevel level | C' M), sledi da je | = (lastAssertedLiteral C' M), pa je
1 € M. Tada tvrdenje sledi iz (vars M) C (vars Fy) U DecisionVars. O

Na osnovu ovoga sva pravila odrzavaju i invarijantu Invarijantayeespr 1
lema [CX vazi.

Problem u analizi zaustavljanja procedure predstavljaju pravila Conflict,
Explain i Learn koja ne menjaju M. Iako ova pravila ne smanjuju stanje resavaca
u odnosu na uredenje >=¢qi1, z& svako od njih ¢e biti definisano posebno dobro
zasnovano uredenje i bi¢e pokazano da ona smanjuju odgovarajuce komponente
stanja u odnosu na tako definisana uredenja.

Zapocnimo sa trivijalnim uredenjem Bulovskih promenljivih. Reéi ¢emo da

je
conflicty =confflag conflicta <= conflicti = L A conflicto =T.
Sada trivijalno vazi naredna lema koju navodimo bez dokaza.
Lema 7.47.

(conflict (M, Fy, Cy,conflicty) (Ma, Fy, Ca,conflicty)) —

con flicty =conf flag conflicta
Lema 7.48. Relacija =congfiag je relacija dobro zasnovana.

Dokaz. Trivijalno (T je minimalni element svakog skupa Bulovskih promenlji-
vih). O
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Sada je potrebno da definiSemo uredenje na skupu klauza C, tako da to
uredenje bude u skladu sa Explain pravilom, odnosno da garantuje da se kom-
ponenta C stanja smanjuje sa svakom primenom pravila Explain. Neformalno,
nakon svake primene pravila Explain neki literal | klauze C' koji je zbog invar-
ijante M E—-C netacan u M, se zamenjuje sa nekoliko drugih literala koji su
opet netacni u M, ali za koje vaze da njihovi suprotni literali prethode literalu
[ u oznacenoj valuaciji M. Redosled literala u oznacenoj valuaciji M dakle
odreduje odredeni poredak klauza ¢iji su literali definisani u M.

Zato najpre pokazimo da poredak elemenata u listi koji je uveden kroz
definiciju predstavlja relaciju dobro zasnovanog uredenja.

Lema 7.49. Uredenje < je dobro zasnovano uredenje.

Dokaz. Dokaza¢emo princip minimalnog elementa, tj.
VQ.3aceQ) = Bamine€Q. Vd. d <Fanm = d ¢Q))

Neka je @ skup elemenata. Pretpostavimo da je a € . Neka je @y lista
svih elemenata liste L koji se nalaze u skupu @) i to u istom poretku u kom se
javljaju u listi L.

Ukoliko je Q1 =[], tada je trivijalno am, = a, jer da bi vazilo a’ <% amnin
moralo bi da vazi da je amin = a € @, $to je nemogude jer je Qr, = [].

Dakle, mora da vazi Qr # []. Tada je amin = (head Q). Zaista, neka je
a’ element za koji vazi a’ <% amin. Tada je a’ € L. Ako bi vazilo o’ € Q, tada
bi vazilo da je a’ € Q. Medutim, tada bi moralo da vazi da je a’ <9 apin,
§to je nemoguce sa obzirom da je @i, prvi element liste Q. o

Da bismo sproveli opisanu konstrukciju, potrebno je da uvedemo pojam
multiskupa.

Definicija 7.29. Multiskup je ,,skup” u kome je dozvoljeno ponavljanje ele-
menata. Formalnije, multiskup elemenata skupa X je preslikavanja S : X —
No. Multiskup je konacan ukoliko je {x | S(xz) > 0} konacan. Unija multi-
skupova se definise kao (SUT)(x) = S(z) + T(z).

Sada ¢emo uvesti definiciju multiskup prosirenja relacije (multiset exten-
sion).

Definicija 7.30. Ako je < uredenje skupa X tada je njegovo multiskup prosi-
renje <.+ Telacija definisana na skupu n-torki skupa X koje razmatramo kao
multiskupove elemenata skupa x i obleZavamo sa (s1,...,8,). Relacija <muit
je tranzitivno zatvorenje relacije <muit,, PTi cemu vazi:

S <multy Sy <— = SSi S9.
S1=8SUS] A Sy=SU(s2) A
Vs1.81 €8] = 51 <82

Dakle, uredenje klauza ée biti multiskup prosirenje relacije <™ odredene
poretkom literala u valuaciji M. Zaista, literal na osnovu kojega se vrsi rezolu-
cija i koji se uklanja iz klauze C bi u prethodnoj definiciji imao ulogu literala
s2, dok bi literali koji se dodaju u klauzu C' imali ulogu skupa S;. Medutim,



7.7. Analiza konflikata (Conflict, Explain) 93

problem moze da nastane ukoliko klauza C sadrzi nekoliko pojavljivanja literala
koji se uklanja. Nasa definicija funkcije resolve je takva da se jednim korakom
rezolucije istovremeno uklanjaju sva pojavljivanja literala, tako da prethodna
definicija ne bi mogla ovako direktno da se primeni, veé bi bilo potrebno ko-
ristiti svojstva tranzitivnog zatvorenja. Kako bismo jednostavno razresli ovu
situaciju, nasa definicija poretka klauza vrsi uklanjanje duplikata pre nego sto
se samo poredenje izvrs§i. U realnim reSavacima se obi¢no duplikati iz svih
klauza efektivno uklone u fazi pretprocesiranja i ta invarijanta se odrzava to-
kom celog rada sistema. Nas formalni opis to ne zahteva i zaustavljanje se na
ovaj nacin moze pokazati cak i ako klauze sadrze ponovljene literale.

Definicija 7.31.

C1 =Y retause C2 <= ((removeDups C3)) <}/, ((removeDups C1))
Lema 7.50.  Ako jel € C i (isReason ¢ 1 M) tada je C =1 ¢ ... (resolve C cl).

Dokaz. Neka je

S; = ((removeDups (resolve C' ¢ 1))),
Sy = ((removeDups C)).
Pokazimo da je S; <%Iult Ss. Neka je
S = ((removeDups C'\ 1)),
Sy = {(removeDups (c\ C)\ 1)),
ss = .

Posto je l € C, vazi da je Sy = S U (s2).

Pokazimo da vazi S; = SUS]. Na osnovu definicije funkcije resolve vazi
Sy = ((removeDups (C'\ 1)@(c\ 1)). Na osnovu osobina multiskupova i funkcije
removeDups vazi S1 = ((removeDups C'\ 1)) U {((removeDups (C—\Z) \ (C\1))).

Dalje, vazi da je (¢\C)\I = ¢\ 1\ C\I. Zaista, vazi [ ¢ (c\1) i zato je
(c\ D)\ C = (c\1)\ (C\1) pa tvrdenje sledi.

Pokazimo jos da V s1. s1 € S| = s1 <M s5. Neka je 57 € S7. Tada je
51€¢, 31 ¢ Cis #1. Postojos vazii (isReason ¢ I M) sledi da s; <M [, pa

tvrdenje sledi posto je so = 1. [l
Lema 7.51.
(explain (M, F, Cy, conflict) (M, F,Cs,conflict)) —
Cl >_é\gnfclause 02

Dokaz. Posto vazi (explain (M, F,Cy,conflict) (M, F,Cy,conflict)) vazi da
postoji literal I i klauza ¢ tako da vazi | € Cy, (isReason ¢ I M) i Cy =
(resolve C ¢ ). Tvrdenje onda vazi na osnovu leme O

Lema 7.52. Relacija >%nfclause je relacija dobro zasnovanog uredenja.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju F takvu da je F(C) = ((removeDups C)). Vaii
da je >%nfclause: F~=1(<M ). Posto je na osnovu leme [[29 relacija <
dobro zasnovanog uredenje, a dobra uredenja ostaju dobra i kada se izvrsi

multiskup prosirenje i nade inverzna slika, tvrdenje sledi. O
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Na kraju definiS$imo uredenje na skupu formula koje ¢e da bude kompati-
bilno sa pravilom Learn. Posto ovo pravilo formuli dodaje klauzu C' uvodimo
sledeé¢u definiciju:

Definicija 7.32.
3 >_?07"7nulu, F, = C¢F1 ANC € Fy
Ovo znaéi da je stanje postaje naprednije nakon Sto se nauci klauza C.

Lema 7.53. Relacija >J(50Tmula predstavlja relaciju dobro zasnovanog uredenja.

Dokaz. Dokazimo princip najmanjeg elementa.
VQ (3 FGQ) = (3 szn EQ (VF/ Fm”‘ >_?07"mulaF‘/ = F/¢Q))

Neka je @ skup formula i F' formula tog skupa.

Ukoliko postoji formula iz @ koja sadrzi klauzu C, tada se ona moze uzeti
za Fpin. Zaista, ukoliko bi za neko F’ vazilo Fy,;y, >-?0Tmula F’, tada bi moralo
da vazi C & Fyp $to je kontradikcija.

Ukoliko ne postoji formula iz @ koja sadzi klauzu C, onda se za Fj,;, moze
uzeti bilo koja formula iz Q). Sigurno je F' € @ pa je F,.;, = F. Zaista, ukoliko
bi vazilo Fonin =5,muia F' 1 vazilo F' € Q, tada bi vazilo da je C' € F’, pa bi
postojala formula iz @ koja sadrzi C §to je kontradikcija. O

Lema 7.54.

(learn (M, Fy, C,conflict) (M, F3, C,conflict)) —
F >.?O'rwnula F>

Dokaz. Posto vazi C ¢ Fy i C € Fy, tvrdenje trivijalno sledi. O

Sada mozemo uvesti kona¢no uredenje na stanjima. Ono predstavlja leksi-
. .o . Vbl .
kografsku kombinaciju uredenja >;.2./, =conf flag " con felause | >J€Omula.

Deﬁnicija 7.33. (Ml, Fl, Cl, CO?’Lfl’iCtl) - (Mg, FQ, CQ, CO?’Lfl’iCtQ) <~

My >—Vbl My Vv

trail
My = My N conflicty =confflag conflicta V
My = Ms N conflicty = conflicta N Cy }i\;[;zfclause CyV

My = Ms N conflicty = conflicts N C;1 =CyV Fy >?;Tmula Fy

Lema 7.55. Neka je > uredenje definisano na skupu uredenih parova kao

(1,91) > (T2,92) = 1>, 72 V
T1 =22 N Y1 >y Y2,

pri cemu su >, 1 >, dobra uredenja. Tada je i > dobro zasnovano uredenje.
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Dokaz. Neka je >, uredenje za koje vazi (z1,y1) > (22,y2) ako i samo ako je
1 >z x2. Posto je >, dobro zasnovano uredenje, na osnovu leme [[2Z0, dobro
zasnovano je i >,.

Sliéno, neka je >, uredenje za koje vazi (x1,y1) >y (22, y2) ako i samo ako
je y1 >y ya2. Podto je >, dobro zasnovano uredenje, na osnovu leme [Z200 dobro
zasnovano je i >,.

Dokazimo princip najmanjeg elementa za >.

VQ.(F3aeQ) = (Famin€Q. (Vd. amin>d = d ¢Q))

Neka je @ skup uredenih parova i a jedan njegov element. Na osnovu principa
najmanjeg elementa za relaciju >, postoji neki par (Zmn,y) takav da vazi
(:Emina y) € Q i

Va'. (Tmin,y)>sa = d ¢ Q.

Posmatrajmo skup Q, .. = {(x,y) |2 = Tmin}. Vazi da je (Tmin,y) €
Qz,.;.- Tada, na osnovu principa najmanjeg elementa za relaciju >, postoji
element (Zmin, Ymin) takav da vazi (Zmin, Ymin) € Qu,.i 1

v a. (zmin; ymzn) >7y a’ - a ¢ mein-

Tvrdimo da je (Zmin, Ymin) Dajmanji element skupa Q. Pretpostavimo da
postoji o' = (2/,y) € Q takav da (Tumin, Ymin) > (2, y).

Ako je Tpmin >4 2/, tada je i (Tmin,y)>(2',y"), pa sledi da o’ ¢ Q, sto je
kontradikcija.

Ako je Lmin = x’ A Ymin > y/7 tada je a’ S Qmmin i (zmin; ymzn) >7y (xla y/)-
Medutim, tada bi moralo da vazi da o’ ¢ Q,,,,., $to je kontradikcija.

Dakle za svako a’ za koje je (Zmin, Ymin) > @’ mora da vazi a’ ¢ Q. O

Lema 7.56. Relacija > je relacija dobro zasnovanog uredenja.

Dokaz. Tvrdenje sledi na osnovu lema [ZT1 [C48, [L57, trostrukom pri-
menom leme [Z55 U

Lema 7.57. Ako su invarijante zadovoljene u stanju (My, F1,Cy, conflicty)
1 VazZl
(Ml, Fl, Cl, conflictl) — (Mg, FQ, Cg, CO?’Lfl’iCtQ),

tada vazi
(My, F1, Cy,conflicty) = (Ma, Fa, Ca, conflicts).

Dokaz. Sledi na osnovu lema [LT2 [COHT], [CA7 [C57 O

Teorema o zaustavljanju na osnovu ovoga trivijalno sledi.

7.7.3 Potpunost sistema sa analizom konflikata

Cilj ovog poglavlja je da dokaze potpunost sistema sa analizom konflikata.
Kljuéni korak u tom smeru je dokaz teoreme koja tvrdi da su i u sistemu sa
analizom konflikata sva zavrs$na stanja ili prihvatajuca ili odbacujuéa.

Jedan od najvaznijih uslova za moguénost analize konflikata je postojanje
klauza koje predstavljaju razloge propagacije literala i koji omogucavaju pri-
menu pravila Explain. Literali se u tekuéu oznacenu valuaciju M postavljaju
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kao oznaceni literali iskljucivo kao rezultat primene pravila UnitPropagate ili
Backjump. U oba slucaja se propagacija vrsi na osnovu poznate klauze koja
predstavlja razlog za propagaciju i koju je moguce na neki nac¢in pridruziti
izvedenom literalu. U fazi analize konflikata, ove klauze se mogu koristiti kao
klauze koje omogucavaju primenu pravila Explain. Invarijanta koju éemo sada
formulisati govori upravo o ovom svojstvu:
InvarijantareasoncClauses: ¥ 1.1 € M A 1 ¢ (decisions M) =
Je. (isReason ¢l M) N FEc
Posto je u po¢etnom stanju M = [], invarijanta tada trivijalno vazi.

Pokazimo da sva pravila odrzavaju ovu invarijantu.
InvarijantareasonClauses

Pravila Conflict i Explain ne menjaju ni M ni F', pa trivijalno odrzavaju ovu
invarijantu. Pravilo Decide ne dodaje izvedene literale u oznacenu valuaciju, pa
i ono trivijalno odrzava ovu invarijantu. Posto pravilo Learn prosiruje formulu
F, invarijanta vazi na osnovu monotonosti, tj. osobine FF¢ — (FQC)F ¢
iz stava

Dokazimo i sledeé¢u jednostavnu lemu, koja ée obezbediti vazenje invarijante
nakon primene pravila UnitPropagate i Backjump

Lema 7.58.
(isUnit ¢ I M) = (isReason ¢ | (M @ [))

Dokaz. Na osnovu (isUnit ¢ I M) sledi M E=(c\ 1), M E=1i M ¥ 1. Zato, na
osnovu monotonosti sledi (M @ [) F=(c\ ). (M @ [) F [ trivijalno vazi. Ako
jel' € (c\ 1) tada je I’ € M, pa time vazi I’ <M [. O

UnitPropagate

Lema 7.59. Ako vazi:

(a) V1.1€ M A ¢ (decisions M) = T c. (isReason ¢l M) N FE ¢ (1j.
Invarijanta,ecasonClauses je zadovoljena za M ),

(b) c je klauza takva da F = ¢ i (isUnit ¢ I M).
(c) M'=M Q],

tada vazi¥ 1.1 € M' A 1 ¢ (decisions M') = Fc. (isReason ¢l M') N F E ¢
(tj. Invarijanta,casonCiauses je zadovoljena za M'),

Dokaz. Za izvedene literale iz M, tvrdenje trivijalno sledi. Sto se tice literala
[, tvrdenje sledi na osnovu leme O

Backjump

Lema 7.60. Ako vaZi:

(a) V1.1€ M A 1¢ (decisions M) = Fc. (isReason ¢l M) AN FE ¢ (1j.
Invarijanta,easonClauses je zadovoljena za M ),

(b) (consistent M) (tj. Invarijantaconsistent je zadovoljena),

(¢) (distinct M) (tj. Invarijantad;stinet je zadovoljena),
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(d) Yl.le M = F @ (decisionsTo I M) El (tj. InvarijantaimplicdLiterals
je zadovoljena za M),

(e) conflicc = FEC (lj. Invarijantacentailed je zadovoljena),
(f) conflict =T,

(g9) level je nivo povratnog skoka, tj. (isBackjumplevel level | C' M),
(h) M' = (prefixToLevel level M) @[+,

tada vazi¥ 1.1 € M' A 1 ¢ (decisions M') = Fc. (isReason ¢l M') N F E ¢
(tj. Invarijanta,easonClauses je zadovoljena za M'),

Dokaz. Zaizvedene literale iz M, tvrdenje trivijalno sledi, posto je P prefiks od
M, a invarijante Invarijanta,reqsonCiauses trivijalno ostaje zadovoljena kada
se umesto oznaGene valuacije M posmatra njen proizvoljni prefiks. Sto se
tice literala [, tvrdenje sledi na osnovu leme Zaista, na osnovu leme
[[29 vazi (isUnit C [ (prefixTolLevel level M)). Na osnovu conflict = T i
conflict — FECvazii FFEC. O

Sada ¢emo dokazati dve leme koje karakteriSu zavrsna stanja sistema sa
analizom konflikata i koje predstavljaju dva razli¢ita slucaja u teoremi pot-
punosti.

Lema 7.61. Ako u stanju (M, F,C, conflict) vazi da je:
(a) conflict =TT,
(b) (distinct M) (tj. Invarijantagistinct je zadovoljena),
(c) conflict = M E=C (tj. Invarijantacjase je zadovoljena),
(d) pravila Explain i Backjump nisu primenljiva,
tada vazi C = [].

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno pretpostavimo da vazi da je C # [].
Razlikujmo sledece slucajeve:

1. C C (decisions M). Neka je | = (lastAssertedLiteral C M). Tada na os-
novu leme 3T postoji nivo level takav da vazi (isBackjumpLevel level [ ¢ M).
Tada, posto je conflict = T, pravilo Backjump moze da se primeni, Sto
je kontradikcija.

2. Postoji literal [, takav da je I € C'i vazi [ ¢ (decisions M). Posto je I € C
iME-C,vazil € M.

O

Lema 7.62. Ako u stanju (M, F,C, conflict) vazi da je conflictFlag= 1 i
pravilo Conflict nije primenljivo, tada vazi M E—F.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno pretpostavimo da vazi M F —F.
Tada postoji klauza c takva da jec € Fi M F—-c. Izce€ Fssledii F F c.
Posto je conflict = 1L, FE ci M E=c, svi uslovi za primenu pravila Conflict
su ispunjeni, §to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. o

Sada dokazujemo teoremu o potpunosti sistema koja govori da su sva zavrsna
stanja sistema ili prihvatajuca ili odbacujuca.

Teorema [F. Neka je (M, F,C,conflict) zavrino stanje sistema sa anal-
izom konflikata u kome su zadovoljeni uslovi (distinct M) (tj. Invarijan-
tadistinet) @ conflict = M E-C (4. Invarijantacfase). Tada vazi:

(a) ili je conflict = L, M ¥—=F i ne postoji literal takav da je (var ) €
DecisionVars, L ¢ M il ¢ M.

(b) ili je conflict =T i C =1].

Dokaz. U stanju (M, F,C,conflict) vazi ili conflict = T ili conflict = L.
Ukoliko vazi conflict = L, prvi slucaj sledi na osnovu leme [[L621 ¢injenice da
pravilo Decide ne moze da se primeni. Ukoliko vazi conflict = T, drugi slucaj
sledi iz leme [CG11 O

Potpunost za zadovoljive i potpunost za nezadovoljive formule je posledica
zaustavljanja, potpunosti i saglasnosti. Potpunost za nezadovoljive formule
govori da ¢e se sistem zaustaviti u odbacujuéem stanju, a za zadovoljive formule
da ¢e se sistem zaustaviti u prihvatajuéem stanju.

TeoremallA'. Za svaku formulu Fy vaZi da ([], Fo,[], L) —* (M, F, C, conflict),
pri cemu je (M, F, C,conflict) zavrino stanje, pri éemu vazi:

1. Ako je formula Fy zadovoljiva, tada vazi conflict = 1 i M E-F.

2. Ako je formula Fy nezadovoljiva i DecisionVars 2 (vars Fp), tada vaZi
conflictc=T i C =]].

Dokaz. Na osnovu teoreme[lX, vazi da algoritam nakon kona¢énog broja koraka
stize u zavr$no stanje, tj. ([], Fo,[], L) =™ (M, F,C,conflict). U tom stanju
vazi ili conflict = T ili conflict = L.

Na osnovu leme sve invarijante vaze u stanju (M, F, C, con flict).

Na osnovu teoreme [ vazi da je u stanju (M, F, C, con flict) ili con flict =
T1C =1[]ili je conflict = L, M E—F i ne postoji literal [ takav da je
(var 1) € DecisionVars, | ¢ Mil¢ M.

Pretpostavimo da je Fy zadovoljiva formula, a da vazi con flict = TiC = [].
Tada na osnovu teoreme [IF vazi da je Fy nezadovoljiva, §to je u kontradikeiji
sa nasom polaznom pretpostavkom. Dakle za zadovoljive formule vazi da je
u zavr$nom stanju conflict = L, M F—F i ne postoji literal [ takav da je
(var 1) € DecisionVars, | ¢ M il¢ M.

Sliéno, pretpostavimo da je Fy nezadovoljiva formula i DecisionVars 2
(vars Fp), a da vazi conflict = 1L, M E—F i ne postoji literal | takav da
je (var 1) € DecisionVars, | ¢ M il ¢ M. Tada na osnovu teoreme [T,
vazi da je Fy zadovoljiva formula sto je u kontradikciji sa nasom polaznom

pretpostavkom. Dakle, za zadovoljive formule vazi da je conflict = T i C =
[]- O
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7.7.4 Korektnost sistema sa analizom konflikata

TeoremalllBF. Neka je DecisionVars 2D (vars Fy). Za svaku formulu Fy pos-
toji zavrsno stanje (M, F, C, con flict) tako da vazi ([], Fo,[], L) —=* (M, F,C, conflict)
1 formula Fy je zadovoljiva ako i samo ako vazi conflict = 1.

Ovim su za sistem sa analizom konflikata dokazana sva svojstva definisana
na strani ZI1



Formalizacija u okviru sistema Isabelle

U ovoj glavi ¢e biti prikazani primeri formalizacije teorija opisanih u ovom
delu teze u okviru sistema Isabelle/Isar!.

Formalizacija iskazne logike KNF formula. Osnovni tipovi dati u defini-
ciji Bl su u okviru sistema Isabelle definisani na sledeéi nacin:

types Variable = nat

datatype Literal = Pos Variable | Neg Variable
types Clause = "Literal list"

types Formula = "Clause list"

Jednostavne operacije kao §to su, na primer, odredivanje promenljive datog
literala (uvedeno definicijom [E2) ili odredivanje suprotnog literala (uvedeno

definicijom [£3) datom literalu se formalizuju koriséenjem primitivne rekurzije
na sledeéi nacin:

primrec var :: "Literal = Variable" -- the variable of a literal
where
"var (Pos v) = v"
| "var (Neg v) = v"
primrec opposite :: "Literal = Literal" -- the opposite of a literal

where
"opposite (Pos v) = (Neg v)"
| "opposite (Neg v) (Pos v)"

Pojam valuacije se uvodi na sledeéi nacin:

types Valuation = "Literal list"

Vrednost literala u valuaciji je definisana na slede¢i nacin:

LCelokupna formalizacija je dostupna sa http://argo.matf.bg.ac.rs|
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definition literalTrue :: "Literal = Valuation = bool"
where

literalTrue_def [simp]:
"literalTrue literal valuation = literal el valuation"

definition literalFalse :: "Literal = Valuation = bool"
where
literalFalse_def [simp]:
"literalFalse literal valuation = opposite literal el valuation"

Tako se istinitosna vrednost klauze u datoj valuaciji uvodi koriséenjem prim-
itivne rekurzije, naredne dve leme daju karakterizaciju ovog pojma u skladu sa
definicijom B2

lemma clauseTruelffContainsTruelLiteral:
fixes clause :: Clause and valuation :: Valuation
shows "clauseTrue clause valuation =
(d literal. 1literal el clause A literalTrue literal valuation)"
by (induct clause) auto

lemma clauseFalseIffAllLiteralsAreFalse:
fixes clause :: Clause and valuation :: Valuation
shows "clauseFalse clause valuation =
(V literal. literal el clause —— literalFalse literal valuation)"
by (induct clause) auto

Slican je slucaj i sa istinitosnom vrednoséu formula:

lemma formulaTrueIffAllClausesAreTrue:
fixes formula :: Formula and valuation :: Valuation

shows "formulaTrue formula valuation =
(V clause. clause el formula —— clauseTrue clause valuation)"

by (induct formula) auto

lemma formulaFalseIffContainsFalseClause:
fixes formula :: Formula and valuation :: Valuation
shows "formulaFalse formula valuation =
(3 clause. clause el formula A clauseFalse clause valuation)"
by (induct formula) auto

Naredna lema daje karakterizaciju pojma neprotivreéne valuacije (i ovaj put
definisanog koris¢enjem primitivne rekurzije) koja je u skladu sa definicijom [E3

lemma inconsistentCharacterization:
fixes valuation :: Valuation
shows "inconsistent valuation =
(3 literal. 1literalTrue literal valuation A
literalFalse literal valuation)"
by (induct valuation) auto

Na kraju, pojam modela i zadovoljivosti se uvodi na sledeéi nacin:
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definition model :: "Valuation => Formula = bool"
where modelFormula def [simp]:
"model valuation formula ==
consistent valuation A formulaTrue formula valuation"

definition satisfiable :: "Formula = bool"
where
"satisfiable formula = (3 valuation. model valuation formula)"

Svi stavovi navedeni na pocetku ovog dela teze su formalno dokazani u
okviru sistema Isabelle. Primera radi, naredna lema formalizuje dokaz pret-
poslednje stavke stava B8 odnosno tvrdenja v EF—F A FEv = —(satF).

lemma formulaFalseInEntailedValuationIsUnsatisfiable:
fixes formula :: Formula and valuation :: Valuation
assumes "formulaFalse formula valuation" and
"formulaEntailsValuation formula valuation"
shows "— satisfiable formula"
proof -
from ‘formulaFalse formula valuation‘ obtain clause :: Clause
where "clause el formula" and "clauseFalse clause valuation"
by (auto simp add:formulaFalseIffContainsFalseClause)

fix valuation’ :: Valuation
assume "model valuation’ formula"
with ‘clause el formula‘ obtain literal :: Literal
where "literal el clause" and "literalTrue literal valuation’"
by (auto simp add: formulaTrueIffAllClausesAreTrue
clauseTruelffContainsTruelLiteral)
with ‘clauseFalse clause valuation®
have "literalFalse literal valuation"
by (auto simp add:clauseFalseIffAllLiteralsAreFalse)
with ‘formulaEntailsValuation formula valuation®
have "formulaEntailsLiteral formula (opposite literal)"
unfolding formulaEntailsValuation_def
by simp
with ‘model valuation’ formula‘
have "literalFalse literal valuation’"
by (auto simp add:formulaEntailsLiteral_def)
from ‘literalTrue literal valuation’
‘literalFalse literal valuation’‘
‘model valuation’ formula‘
have "False"
by (simp add:inconsistentCharacterization)
}

thus ?7thesis
by (auto simp add:satisfiable_def)
qed

Isti ovaj dokaz bi neformalno mogao da se iskaze na slede¢i nacin:

Dokaz. Posto vazi v E= F, postoji klauza ¢ koja pripada formuli F' i koja je
netacna u valuaciji v, tj. ¢ € F'i v F—c¢. Pretpostavimo suprotno tvrdenju
leme da je formula F' zadovoljiva, odnosno da postoji neprotivreé¢na valuacija
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v' koja je model formule F. Tada je i klauza ¢ ta¢na u valuaciji v’ pa postoji
literal I koji pripada klauzi c i koji je tacan u v’, tj. [ € ci v E [l. Posto
vazi v E—-e, il € ¢, literal [ je netacan u valuaciji v, pa je literal [ tacan
u v. Na osnovu pretpostavke leme, valuacija v je logicka posledica formule
F, pa posto joj I pripada vazi da je literal [ logicka posledica formule F, tj.
F E 1. Na osnovu ovoga, [ mora biti ta¢an u svakoj valuaciji u kojoj je tacna
formula F, pa samim tim i u valuaciji v'. Medutim, ovo je u suprotnosti sa
¢injenicom da je i literal [ tacan u v’ tj. v’ F [, jer je pretpostavljeno da je
v’ neprotivrecna valuacija. Zbog dobijene kontradikcije, pretpostavka da je F'
zadovoljiva formula je neodrziva, pa tvrdenje leme vazi. O

Formalizacija sistema promena stanja. U nastavku ¢e biti ukratko prikazan
nacin na koji su sistemi promena stanja za SAT definisani u okviru sistema Is-
abelle. Na ovaj nacin izvrSena je formalizacija tri razli¢ita sistema: DPLL
pretrage, sistema sa povratnim skokovima (definisanog po uzoru na [NOT06])
i sistema sa analizom konflikata (definisanog po uzoru na [KGO7)]).

Stanje sistema sa analizom konflikata je (umesto uredene cetvorke) pred-
stavljeno slede¢im slogom.

record State =

"getF" :: Formula
"getM" :: LiteralTrail
"getConflictFlag" :: bool

"getC" :: Clause

Relacije kojima se formalizuju pravila prelaska su definisane po uzoru na
definiciju Na primer, pravilo Decide je formalizovano na sledeé¢i nacin.

definition
appliedDecide:: "State = State — Variable set = bool"
where
"appliedDecide stateA stateB decisionVars =
3 1.

(var 1) € decisionVars A
— 1 el (elements (getM stateA)) A
- opposite 1 el (elements (getM stateA))A

getF stateB = getF stateA A

getM stateB = getM stateA @ [(1, True)] A
getConflictFlag stateB = getConflictFlag stateA A
getC stateB = getC stateA

definition
applicableDecide :: "State = Variable set = bool"
where
"applicableDecide state decisionVars =
J state’. appliedDecide state state’ decisionVars"

Relacija prelaska je definisana na sledeéi naé¢in, uz koriséenje veé definisanog
pojma tranzitivno-refleksivnog zatvorenja relacije (koje se oznacava sa *).
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definition
transition :: "State = State = Formula = Variable set => bool"
where
"transition stateA stateB FO decisionVars =
appliedDecide stateA stateB decisionVars V
appliedUnitPropagate stateA stateB FO decisionVars V
appliedConflict stateA stateB V
appliedExplain stateA stateB V
appliedLearn stateA stateB V
appliedBackjump stateA stateB
n
definition "transitionRelation FO decisionVars =
((stateA, stateB). transition stateA stateB FO decisionVars)™"

Pocetna i zavrsna stanja su definisana na sledeéi nacin:

definition isInitialState :: "State => Formula = bool"
where
"isInitialState state FO =

getF state = FO A

getM state = [1 A

getConflictFlag state = False A

getC state = [1"

definition isFinalState :: "State = Formula = Variable set = bool"
where
"isFinalState state FO decisionVars =

- (d state’. transition state state’ FO decisionVars)"

Na kraju su formulisane i dokazane teoreme o zaustavljanju i parcijalnoj
korektnosti. Teorema o zaustavljanju govori o tome da je relacija prelaska
dobro zasnovana relacija na skupu stanja dostupnih iz nekog pocetnog stanja.

theorem wfTransitionRelation:
fixes decisionVars :: "Variable set" and FO :: "Formula"
assumes "finite decisionVars" and "isInitialState stateO FO"
shows "wf {(stateB, statel).
(state0, stateA) € transitionRelation FO decisionVars A
(transition stateA stateB FO decisionVars)}"

Posledica ove teoreme govori o tome da ne postoje beskonaé¢ni lanci pre-
lazaka koji po¢inu od nekog pocetnog stanja. Primetimo da je, iako se u
svakodnevnoj matematici pojam beskonac¢nog lanca olako koristi, njegova for-
malizacija priliéno kompleksna?. Kako bi se ovaj pojam zaobisao, naredna
posledica je formulisana tako da tvrdi da ne postoji skup stanja kojem bi pri-
padala stanja nekog beskonacnog lanca (pa samim tim ne moze da postoji ni

beskonaéni lanac).

2Definicija beskonaéne liste zahteva koriséenje ko-induktivne definicije.
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corollary noInfiniteTransitionChains:
fixes FO :: Formula and decisionVars :: "Variable set"
assumes "finite decisionVars"
shows "— 3 Q::(State set).
d state0 € Q. isInitialState stateO FO A
V state € Q. I state’ € Q.
transition state state’ FO decisionVars

theorem partialCorrectness:

fixes FO :: Formula and decisionVars :: "Variable set" and
state0 :: State and state :: State
assumes

"vars FO C decisionVars" and

"igInitialState state0 FO" and
"(state0, state) € transitionRelation FO decisionVars" and
"isFinalState state FO decisionVars"

shows
"satisfiable FO = (- getConflictFlag state)"

Pomenimo jos, kao zanimljivost, da kompleksnost formalnog dokaza naiz-
gled trivijalnih ¢injenica moze biti iznenadujuce velika. U okviru celokupne
formalizacije u okviru sistema Isabelle, najkompleksniji formalni dokaz je bio
dokaz leme [CT3 koji raden indukcijom po konacénom skupu Vbl i koji je
dugacak oko 300 linija.

lemma finiteDistinctAndConsistentTrailsWithGivenVariableSet:
fixes Vbl :: "Variable set"
assumes "finite Vbl"
shows "finite {(M::LiteralTrail). vars (elements M) = Vbl A
distinct (elements M) }"
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Implementacija u imperativhom pseudojeziku

U ovom poglavlju ¢e biti prikazane osnove implementacije modernih SAT
resavaca. Opisi Ce biti dati u obliku pseudokoda napisanog u imperativnom
pseudojeziku napravljenom po uzoru na jezik Pascal. Postupan, tutorijalski,
pristup izlaganju koji je bio prisutan u prethodnim delovima teze, bic¢e prisu-
tan i u ovoj glavi, tako §to ¢e implementacija biti prikazivana i nadgradivana
kroz nekoliko verzija resavaca. Bi¢e navedena implementacija osnovne pretrage,
DPLL pretrage i sistema sa analizom konflikata, a nakon toga ¢e biti dat prikaz
implementacije odredenih tehnika niskog nivoa koje doprinose efikasnijoj im-
plementaciji svih ovih sistema.

Celokupna implementacija koja ¢e biti prikazana je zasnovana na formal-
nom okviru definisanom u delu Formalizacija, tj. zasniva se na apstraktim
sistemima promena stanja. Medutim, kako bi se dobila efektivna implementa-
cija, neke aspekte ovih sistema je neophodno konkretizovati. Na primer, iako
su svi opisani sistemi pravila nedeterministicki i redosled primene pravila ne
utice na korektnost procedura koje formalizuju, prilikom implementacije sis-
tem je neophodno uciniti deterministickim i neophodno je fiksirati strategiju
primenjivanja pravila. Takode, neka pravila je moguée primeniti na vise nacina
i prilikom izgradnje konkretne implementacije neophodno je fiksirati neki od
nacina na koji ¢e se dato pravilo primeniti. U nekim slucajevima, evidentno
je da odredeni nacin i redosled primene pravila dovodi do veée efikasnosti.
Tako je, na primer, jasno da zakljuc¢ivanje treba da ima prioritet u odnosu na
pretragu, odnosno, evidentno je da pravilo propagacije jedini¢nih klauza Unit-
Propagate treba da ima prioritet u odnosu na pravilo pretpostavljanja Decide.
S druge strane, postoje aspekti za koje nije poznata strategija koja a priori
dovodi do najveée efikasnosti. Tako, na primer, nije jasno kako izabrati literal
u pravilu Decide. Implementacija koja ¢e biti specifikovana u ovom poglavlju,
napravljena je tako da ,,tvrdo” kodira aspekte primene pravila koji evidentno
dovode do dobre efikasnosti, dok se razresavanje diskutabilnih aspekata ostavlja
heuristickim komponentama koje ostavlja nespecifikovanim.

Na kraju ove glave, bi¢e ukratko opisan i nacin verifikovanja navedenog
pseudokoda.
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9.1 Opis pseudojezika

Svi algoritmi u narednom tekstu ¢e biti specifikovani u pseudojeziku koji
podseca na jezik Pascal.

Svaka specifikacija algoritma pocinje spiskom globalnih promenljivih koji se
navode u slede¢em obliku:

var
var; : Type:
vary : Typeg

Type; moze da bude bilo koji tip koji je podrzan meta-teorijom.
Definicije funkcija su oblika:

function name (arg; : Typei, ..., argy : Typex) : Type
begin

niz iskaza
end

gde je Type; tip argumenta arg; i Type je povratni tip funkcije. Ukoliko funkcije
ne vraca vrednost, njen povratni tip se ne navodi. Funkcije vra¢aju vrednost
tako sto ih dodeljuju specijalnoj promenljivoj ret. Takode je podrzana i ek-
splicitna return naredba. Parametri se prenose po vrednosti. Parametri u listi
parametara koji su oznaci sa var se prenose po referenci. Funkcije oznacene
kao const ne menjaju stanje programa. Deklaracije lokalnih promenljivih nece
biti navodene ukoliko je njihov tip jasan iz konteksta.
Nizovi iskaza su odvojeni simbolom ;. Jezik podrzava sledece iskaze.

X = 12raz

if uslov then <skaz

if uslov then iskaz else 4skaz
while uslov do %skaz

repeat %2skaz until uslov
function_name(arg;, ..., arg,)
return

Uslovi i izrazi ukljucuju promenljive, pozive funkcija i ¢ak i izraze meta-
teorije. Blokovska struktura programa ¢e biti naglasena nazubljivanjem koda.

Dopusti¢emo i koriscenje izraza meta-teorije u oviru specifikacije algori-
tama. Postoje dvojaki razlozi za to. Prvo, zelimo da uprostimo prezenta-
ciju tako Sto ¢emo preskociti eksplictnu implementaciju nekih trivijalnih kon-
cepata. Na primer, posto nas§ programski jezik koristi liste, direktno ¢emo
koristiti operacije i oznake iz meta-teorije, imajuéi u vidu da se njihova ko-
rektna implementacija moze jednostavno napraviti. Drugo, tokom razvoja al-
goritma u prvim fazama namerno ostavljamo neke uslove na priliéno apstrak-
tnom nivou i opis njihove konretne implementacije ostavljamo za kasnije. U
tim slucajevima koristi¢emo izraze meta-teorije kako bismo implicitno speci-
ficirali (post)uslove za neimplementirane delove koda. Na primer, pisaéemo
if M E F then, bez navodenja kako se uslov M E F moze efektivno imple-
mentirati. Ovi neimplementirani delovi koda ée biti oznaceni, kao $to je to
uradeno u datom primeru. Umesto ovoga, mogucée bi bilo definisati funkciju
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function satisfies(M : Trail, F : Formula) : Boolean, ¢iji bi postuslov
bio {ret <= M F F}. U tom slu¢aju bi navedeni test bio zamenjen sa if
satisfies(M, F) then.

9.2 Implementacija osnovnog algoritma pretrage

Za pocetak opisimo implementaciju osnovnog algoritma pretrage. Formalna
osnova algoritma je osnovna pretraga zasnovana na pravilima Decide i Back-
track i opisana u poglavlju Algoritam ispituje zadovoljivost formule Fj.
Oznacena valuacija M predstavlja teku¢u parcijalnu valuaciju. Na pocetku
rada algoritma, valuacija M je prazna. Literali se dodaju u valuaciju M
koriséenjem funkcije applyDecide, pri ¢emu se tako dodati literali oznacavaju
kao pretpostavljeni. Kada god se novi literal doda u valuaciju M proverava
se da li je formula Fy postala netacna, tj. da li je doslo do konflikta. Kada
se konflikt ustanovi, poziva se funkcija applyBacktrack koja uklanja poslednji
pretpostavljeni literal iz valuacije M i njegov suprotni literal dodaje u M, ali
ovaj put kao zakljuceni literal. Ukoliko se konflikt javi kada u valuaciji vise
nema pretpostavljenih literala, tada je formula Fy nezadovoljiva. Ukoliko M
sadrzi sve promenljive fiksiranog skupa DecisionVars (za koji se pretpostavlja
da sadrzi sve promenljive formule Fp), a nije doslo do konflikta, tada je formula
Fy zadovoljiva i M je njen model.

SAT Solver vl

var
satFlag : {UNDEF, SAT, UNSAT}

Fy : Formula +
M : Trail +
function solve (Fy : Formula) : {SAT, UNSAT} +
begin +
satFlag = UNDEF; +
M := [1; +
while satFlag = UNDEF do +
if M F=F, then +

if (decisions M) = [] then +
satFlag := UNSAT +

else +
applyBacktrack() +

else +

if (vars M) DO DecisionVars then +
satFlag := SAT +

else +
applyDecide() +

end +
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function applyDecide() i
begin
1 := selectliteral Q) ; w7

assertliteral (1, true)

end

function applyBacktrack () +

begin +
1 := (lastDecision M) ; +
M := (prefixBeforeLastDecision M) ; +
assertliteral (I, false)

end

function assertliteral(1 : Literal, decision : Boolean)

begin
M := M @ [(1, decision)]

end

{DecisionVars \ (vars M) # 0}
const function selectlLiteral() : Literal +
{(var ret) € DecisionVars A (var ret) ¢ (vars M)}

Skoro svi izrazi meta-teorije dati u prethodnom kédu se mogu jednostavno
efektivno implementirati u realnom programskom jeziku. Uslov (decisions M) =
[] se moze zameniti ekvivalentnim uslovom (currentLevel M) = 0. Izuzetak
je uslov M FE— Fj koji je veoma visokog nivoa i nije jednostavno napraviti
njegovu efikasnu implementaciju. Jednostavno izra¢unavanje istinitosnih vred-
nosti svih klauza u Fy vodi ka veoma neefikasnom resavacu i zato je neohodno
razviti efikasniju implementaciju. Jedan nacin da se ovo uradi je objasnjen u
poglavlju

Funkciju selectLiteral ostavljamo nedefinisanom i samo trazimo da zadovo-
ljava navedene uslove (date u obliku Horove trojke).

9.3 Implementacija DPLL pretrage

Naredna verzija algoritma implementira DPLL pretragu formalizovanu u
poglavlju Pravilo UnitPropagate je implementirano kroz funkciju applyU-
nitPropagate koja pronalazi jedini¢ne literale u formuli Fj i dodaje ih u valuaciju
M kao zakljucene literale. Funkcija exhaustiveUnitPropagate iscrpno primenjuje
ovo pravilo, sve dok je njegova primena moguca.
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SAT Solver vZ2

function solve (Fy : Formula) : (SAT, UNSAT)
while satFlag = UNDEF do
exhaustiveUnitPropagate () ; +
if M E=Fy then

function exhaustiveUnitPropagate() +
begin +
repeat +
ret := applyUnitPropagate() ; +
until M F—F, V ret = false
end

function applyUnitPropagate() : Boolean +
begin +
if dc.d1. ¢ € Fy A (sUnit ¢ 1 M) then +
assertliteral (1, false); +

ret := true +
else +
ret := false +

end +

Opet je velinu izraza meta-teorije moguce jednostavno implementirati u
realnom programskom jeziku. Izuzetak je ovaj put uslov dc.J1. ¢ € Fy A
(isUnit ¢ 1 M) koji se koristi da bi se otkrile jedini¢ne klauze. Efikasni nac¢in
da se implementira ovaj uslov ée biti naveden u poglavlju L9

9.4 Implementacija sistema sa analizom konflikata

U ovom poglavlju ¢emo navesti implementaciju reSavaca zasnovanog na sis-
temu sa analizom konflikata koji je formalizovan u poglavlju [’ Ova imple-
mentacija se zasniva na analizi konflikata koja je opisana pravilima Conflict
i Explain, u€enju opisanom pravilom Learn i povratnim skokovima opisanim
pravilom Backjump.

Ova verzija reSavaca radi veoma slicno kao SAT solver vIA do tacke kada
je M E=F tj. do tacke kada dode do konflikta. U tom trenutku se vrsi anal-
iza konflikta koja je implementirana kroz funkcije applyConflict i applyExplain.
Funkcija applyConflict inicijalizuje klauzu C' na neku klauzu formule F' koja je
neta¢na u M. Funkcija applyExplain uklanja literal [ iz klauze C izvodenjem
jednog koraka rezolucije izmedu klauze C' i klauze koja je razlog za propagaciju
literala I.
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Ukoliko se konflikt desi na nekom visem nivou oznacene valuacije M (tj.
kada postoji bar jedan pretpostavljeni literal u M), konstruise se klauza po-
vratnog skoga koja zadovoljava uslov postojanja tacke jedinistvne implikacije
(firstUIP). Ova se klauza konstruiSe koriséenjem funkcije applyExplainUIP. Ona
iterativno uklanja poslednje zadovoljene literale iz C' pozivajuéi applyExplain
sve do prvog trenutka u kome klauza C' ne dostigne tacku jedinstvene impli-
kacije. Funkcija applyLearn dodaje konstruisanu klauzu povratnog skoka C' u
formulu F. Funkcija applyBackjump uklanja literale iz valuacije M sve dok C
ne postane jedini¢na klauza kada dodaje njen jedini¢ni literal u M. Prime-
timo da se dodavanje ovog literala ne mora uraditi od strane funkcije veé se
moze prepustiti funkciji applyUnitPropagate. Zato neke implementacije funkcije
applyBackjump preskac¢u dve poslednje linije koda koji ovde navodimo. Kada
se konflikt razresi, reSsavac¢ nastavlja da radi kao SAT solver vIA

Ukoliko se desi konflikt na nultom nivou (tj. kada ne postoji ni jedan
pretpostavljeni literal u M), tada se efektivno konstruiSe prazna klauza C
koriséenjem funkcije applyExplainEmpty. Ona iterativno uklanja sve poslednje
zadovoljene literale iz C' pozivajuéi applyExplain, sve dok klauza C ne postane
prazna. Moguce je prosiriti reSavace moguénoséu generisanja dokaza nezadovo-
ljivosti formule zasnovnane na koriséenju rezolucije i ova eksplicitna konstruk-
cija prazne klauza ¢ini taj proces uniformnijim.

SAT Solver v3

var
satFlag : {UNDEF, SAT, UNSAT}
M : Trail
F : Formula
C : Clause +
reason : Literal => Clause +

function solve (Fy : Formula) : (SAT, UNSAT)

begin
satFlag = UNDEF;
M := [1;
F := Fo; “

while satFlag = UNDEF do
exhaustiveUnitPropagate();
if M F=F then

applyConflict O ; +

if C(currentLevel M) = 0O then
applyExplainEmpty () ; +
applyLearn() ; A
satFlag = UNSAT

else
applyExplainUIP(); i
applyLearn(); +
applyBackjump() *

else
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if |(vars M) | = |Vbl| then
satFlag = SAT
else
applyDecide()
end
function applyUnitPropagate() : Boolean
begin
if dc.d1. ¢ € Fy A (sUnit ¢ 1 M) then
assertlLiteral (1, false);
setReason(1, c); +
function applyConflict () +
begin +
C := getConflictClause () +
end +
function applyExplainUIP () +
begin +
while = isUIP() *
applyExplain ( (lastAssertedLiteral C' M))
end +
const function isUIP() : Boolean
begin +
1 := (lastAssertedLiteral C M) ; +
if 31°. 1°€C A 1°#1 A (level 1> M) = (level 1 M) then +
ret := false +
else +
ret := true +
end +
function applyExplainEmpty () +
begin +
while C # [] +
applyExplain ( (lastAssertedLiteral C' M)) +
end +
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function applyExplain(1 : Literal) +

begin +
reason := getReason(1); +
C := (resolvent C' reason 1)

end

function applylLearn() A

begin
F = FaQaCcd +

end i

function applyBackjump() +

begin
1 := (lastAssertedLliteral C' M) ; +
level := getBackjumpLevel(); +
M := (prefixTolLevel M level); +
assertLiteral (I, false) +
setReason (1, O);

end

const function getBackjumplevel : int +

begin +
1 := (lastAssertedLiteral C' M) ; +
if C\l # [] then +

ret := (maxLevel C'\ 1 M) +
else +
ret := 0 i

end i

const function getReason(l : Literal) : Clause +

begin +
ret := reason(l)

end

function setReason(l : Literal, c : Clause)

begin
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reason(l) := c
end
(M - F}
const function getConflictClause() : Clause +
{M E—-ret}

Primetimo da su ponovo neke funkcije ostavljene bez implementacije. Funk-
cija getConflictClause vraca proizvoljnu klauzu formule F' koja je neta¢na u M.
Ona zadovoljava Horovu trojku {M F— F'} getConflictClause() {M F-ret}.

Funkcija getReason se koristi da bi se pronasla klauza koja je razlog propa-
gacije datog zakljuc¢enog literala. Ona zadovoljava Horovu trojku {l € M Al ¢
(decisions M)} getReason(1l) {ret € F A (isReason ret ! M)}. Svi zakjluceni
literali u M su zakljuceni kao rezultat propagacije jedini¢nih klauza ili kao
rezultat povratnih skokova i razlozi njihove propagacije se pamte u preslikava-
nju reason koriséenjem funkcije setReason.!

Efikasne strukture podataka

Kod naveden u poglavlju ostavlja funkciju resolvent nedefinisanom. U
nastavku ¢e biti prikazan nac¢in na koji ona efikasno moze biti implementi-
rana. Implementacija koju navodimo je veoma sli¢na onoj koriséenoj u okviru
resavaca MiniSAT [ES04]. Bez velikog gubitka na opStosti, pretpostavi¢emo
da ¢e konfliktna klauza (i samim tim i klauza C) sadrzati literal sa tekuceg
nivoa oznacene valuacije, tj. (currentLevel M) = (maxLevel C M). Ovo ¢e
uvek biti slucaj ako postoji garancija da se ne vrSe pretpostavke u slucaju
kada M E— F, §to je svakako slu¢aj u implementaciji koju navodimo.? Takode,
pozeljno je pretpostaviti da C ne sadrzi viSestruka pojavljivanja istog literala.
Zato je u svakom pozivu funkcije resolvent, kada se gradi unija dve klauze,
potrebno ukloniti visestruka pojavljivanja literala. Kako bi se postigla efikas-
nija implementacija, umesto obi¢ne liste literala, za reprezentaciju klauze C
potrebno je koristiti neku bolju strukturu podataka. U implementaciji koju
predlazemo, klauza C ¢e biti predstavljena preslikavanjem C'g koje preslikava
literale u bulovske promenljive, tako da vazi Cp(l) = true ako i samo ako je
[ € C. Primetimo da je koris¢enjem ovakve strukture podataka moguce u kon-
stantnom vremenu odgovoriti da li se neki literal sadrzi u klauzi C' i zato je
pogodna za Sirok spektar operacija sa ovom klauzom. Kada se zavrsi proces
analize konflikta, lista literala klauze C' se moze rekonstruisati prolaskom kroz
preslikavanje C' i trazenjem literala koji se slikaju u T. Primetimo da ovaj rela-
tivno zahtevan obilazak moze da se izbegne, koris¢enjem ¢injenice da se tokom
firstUTP analize konflikata samo literali sa najviseg nivoa (tj. tekudeg nivoa
oznac¢ene valuacije M) uklanjaju iz klauze C. Dakle, kada se literal sa nekog
nizeg nivoa ubaci u klauzu C, on ne moze da se ukloni do kraja first UIP procesa
rezolucije. Takode, posto na kraju analize konflikata vazi UIP uslov (tj. u C

1U realnom programskom jeziku, umesto samih klauza, dovoljno bi bilo pamtiti samo
pokazivace na klauze.

20vo je veoma vazan uslov i za korektnost sheme dva posmatrana literala ¢iju é¢emo
implementaciju opisati u poglavlju



116 Glava 9. Implementacija u imperativnom pseudojeziku

postoji tacka jedinstvene implikacije), klauza C' sadrzi tac¢no jedan literal sa
tekuceg (najviseg) nivoa oznacene valuacije M. Zato je korisno odrzavati listu
Cp koja sadrzi literale klauze C' pobijenih na nizim nivoima u M i odrzavati
literal C; koji je poslednji literal iz C koji se nalazi u M. Kada se analiza
zavrsi, na osnovu Cp i C) je moguce rekonstruisati klauzu C', bez potrebe za
obilaskom preslikavanja Cy. Kako bi se optimizovalo ispitivanje postojanja
tacke jedinstvene implikacije (tj. funkcija isUIP), odrzava se i broj C,, literala
sa najviSeg nivoa valuacije M (Sto je u nasem slucaju (currentLevel M)).

Naredni kod predstavlja implementaciju algoritma SAT solver vId koja ko-
risti opisane strukture podataka. Klauza C' (odnosno njene komponente Cpy,
Cp, Cp) se menjaju samo kroz funkcije addLiteral i removelLiteral, dok funkcija
findLastAssertedLiteral postavlja literal Cj.

SAT Solver v

Cy : Literal => Boolean *

Cp : Clause *
C; : Literal *
C, : nat *

function applyConflict ()

begin
Cy := {}, *
foreach 1 : 1 € getConflictClause() do *
addLiteral (1) *
findLastAssertedLiteral () ; +
end

function applyExplainUIP ()

begin
while — isUIP() do
applyExplain (C}) ; *
buildC() +
end
function buildC() +
C := Op Q a
end
const function isUIP() : Boolean
begin
if C,, = 1 then ret := true else ret := false *

end
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function applyExplain(1 : Literal)
begin
reason := getReason(1l);
resolve (reason, 1) *
findLastAssertedLiteral () ; +
end
function resolve(clause : Clause, 1 : Literal) +
begin +
removelLiteral (1) ; +
foreach 1°: 1’ € clause A 1’ # 1 do +
addLiteral (1) +
end +
function applyBackjump()
begin
level := getBackjumplevel();
M := (prefixTolLevel M level);
assertLiteral (C;, false) *
setReason (C;, C); *
end
const function getBackjumplevel : int
begin
if Cp # [] then *
ret := (maxLevel Cp M) *
else
ret := 0
end
function addLiteral(1 : Literal)
begin
if Cy (1) = false then -+
Cy(1) := true; -~
if (level T M) = (currentLevel M) then +
Cp :=C, + 1 +
else +
Cp :=Cp 01 +
end +
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function removeliteral(1 : Literal)
begin +
Ch (1) := false; +
if (level T M) = (currentLevel M) then +
C, :=C, -1 =
else i
Cp :=Cp \1 +
end i
function findLastAssertedLiteral () +
begin
repeat +
C; := (last M) +
until Cy (C)) = true +
end

9.5 Minimalizacija klauze povratnog skoka

Naredna verzija SAT resavaca uvodi minimalizaciju klauze analize konflikta
(neformalno opisanu u poglavlju EZ2)) i prosiruje SAT resavac vB

SAT Solver vH

function solve (Fy : Formula) : {SAT, UNSAT}
applyExplainUIP O ;
applyExplainSubsumption () ; +
applyLearn ) ;
applyBackjump ()
function applyExplainSubsumption() +
begin +
foreach 1: 1 € C A 1 ¢ (decisions M) do +
if subsumes(C', getReason(1) \ 1) then =
applyExplain (1) +
end i
const function subsumes (c1 : Clause, c2 : Clause) : Bool +
begin +
if ¢c2 € cl1 then ret := true else ret := false +
end i
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Provera obuhvatanja mora da se uradi veoma pazljivo, kako ne bi postala
usko grlo ovog dela resavaca. Strukture podataka uvedene u [I4 omogucéavaju
veoma efikasnu implementaciju.

9.6 Zaboravljanje

Naredni kod implementira pravilo Forget, koje je neformalno opisano u
poglavlju EEZTl a zatim formalizovano u okviru sistema sa uéenjem i zabo-
ravljanjem u poglavlju [L3

SAT Solver vl
function solve (Fy : Formula) : (SAT, UNSAT)

if shouldForget() then +
applyForget () +
applyDecide()
end

function applyForget()

begin +
newF := []; +
foreach ¢ : c¢c € F do +

if shouldForgetClause(c) A isLearnt(c) A —isReason(c) then +
removeClause(c) +

else +
newF := newF Q c; +

F := newF +
end +

{T}

const function shouldForget() : Boolean +

{T}

{1}

const function shouldForgetClause(Clause : <c) : Boolean +

{T}

Funkcija isLearnt nije specifikovana. Njena implementacija moze biti veoma
jednostavna. Na primer, formula F' moze prirodno da se podeli na pocetne
klauze Fy i naucene klauze F; i tada funkcija isLearnt proverava da li je ¢
element formule Fj.

Funkcija isReason odreduje da li je klauza c razlog za propagaciju nekog
njenog literala.
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Funkcija shouldForget odreduje kada zapoceti sa zaboravljanjem, dok funk-
cija function shouldForgetClause odreduje koje klauze zaboraviti. Zajednicki,
ove dve funkcije ¢ine strategiju zaboravljanja. Obi¢no se strategija zaboravlja
zasniva na broju naucenih klauza, ali je takode moguce i koriséenje alterna-
tivnih kriterijuma (npr. ukupan broj literala u formuli). Klauze se obi¢no zab-
oravljaju kao rezultat njihove slabe aktivnosti, odnosno slabog ucestvovanja u
propagacijama i konfliktima ili kao rezultat njihove duzine.

9.7 Otpocinjanje iznova

Naredni kod implementira pravilo Restart koje je neformalno opisano u
poglavlju EZ3 a zatim i formalizovano u okviru sistema sa otpoéinjanjem
iznova u poglavlju [Z6

SAT Solver vl

function solve (Fy : Formula) : (SAT, UNSAT)
else
if shouldRestart() then +
applyRestart () +
applyDecide()
function applyRestart() A
begin +
M := (prefixToLevel M 0) +
end +
{T}
const function shouldRestart() : Boolean +
{T}

9.8 Literali nultog nivoa

Posto vazi (level Il M) =0 = (decisionsTo M ) = [], invarijanta Invari-
Jant@implicdLiterais (Wvedena u poglavljul[L2] a koja bi trebalo da vazi i tokom
izvrsavanja koda datog u ovoj glavi) obezbeduje da su literali na nultom nivou
oznacene valuacije logicke posledice same formule. Ovi literali imaju posebnu
ulogu tokom procesa resavanja.

Jednoclane klauze

Pod pretpostavkom da se literali sa nultog nivoa oznacene valuacije iz nje
nikada ne uklanjaju, moze se obezbediti da formula F' ni u jednom trenutku ne
sadrzi klauze sa manje od dva literala. Zaista, umesto dodavanja jednoclane
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klauze [I] u formulu F, moguée je njen literal I dodati direktno na nulti nivo
oznacene valuacije M. Ova tehnika omogucéava jednostavniju implementaciju
sheme dva posmatrana literala koja ¢e biti opisana u poglavlju &3 U slucaju
implementacije zasnovane na ovoj tehnici, neophodno je zameniti naredbu F
:= Fy u prethodnoj verziji koda. SAT resava¢ vB se zasniva na SAT resavacu
vH bez obzira da li su unete izmene iz SAT resavaca vH ili vl

SAT Solver vH

function solve (Fy : Formula) : (SAT, UNSAT)
M := [1;
foreach clause: clause € Fj do *
addClause(clause) ; *
function addClause(clause : Clause)
begin +
clause := removeDuplicateliterals(clause) ; +
clause := removeFalsifiedLiterals(clause) ; +
if containsTrueliteral (clause) then +
return; +
else if (length clause) = O then +
satFlag := UNSAT A
else if (length clause) = 1 then +
assertlLiteral (Chead clause), false); +
exhaustiveUnitPropagate () +
else if isTautological(clause) then +
return; +
else +
F := F @ clause +
end +
const function containsTrueliteral(clause: Clause) : Boolean +
begin +
ret := false; +
foreach 1 : 1 € clause do +
if M FE 1 then ret := true +
end +
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const function removeDuplicateliterals(clause : Clause) : Clause
+
begin +
ret := []; +
foreach 1 : 1 € clause do +
if 1 ¢ ret then ret := ret @ 1; +
end i
const function removeFalsifiedLiterals(clause : Clause) : Clause +
begin i
ret := []; W
foreach 1 : 1 € clause do +
if M #—1 then ret := ret @ 1; +
end i
const function isTautological(c : clause) +
if 9 1. 1€c A 1€c then ret:=true else ret:=false i
end

Data procedura inicijalizacije takode obezbeduje da ni jedna klauza u F' ne
sadrzi ponovljene literali, kao i da ne sadrzi suprotne literale.

Proces ucenja je neophodno promeniti na nacin koji obezbeduje ucenje
iskljucivo klauza sa bar dva (razlicita) literala:

function applyLearn()
begin
if (length C) > 1 then +
F = FQCcC

end

Posto se ucenje ne primenjuje na jednoclane klauze veé se njihovi liter-
ali postavljaju direktno na nulti nivo oznacene valuacije M, ovim literalima
nece biti pridruzena klauza iz F' koja predstavlja razlog njihove propagacije.
Ovo znaci da se oni tokom analize konflikata ne mogu objasnjavati i uklan-
jati iz klauze C koriséenjem funkcije applyExplain (i dalje je ispravno pozi-
vati funkciju getReason(1) za sve zakljucene literale sa visih nivoa oznacene
valuacije M). Kako bi se ovaj problem prevazisao, klauza C se tokom anal-
ize konflikata gradi tako da ne sadrzi nijedan literal sa nultog nivoa. Ovi
se literali jednostavno preskacu tokom procesa analize konflikata i funkcija
applyExplain se modifikuje tako da nakon njene primene klauza C postaje
(resolvent C' ¢ 1) \ (prefixToLevel M 0). Kada se koriste efikasne strukture
podataka koje su opisane u §04 funkcija addLiteral se menja na sledeéi nacin.
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function addLiteral(1 : Literal)
begin
if Cy (1) = false then
if (level T M) # 0 then +
Cy (1) := true;
if (level T M) = (currentLevel M)
C, :=C, +1
else
Cp :=Cp 01
end

Primetimo da ove izmene komplikuju generisanje dokaza nezadovoljivosti,
posto se neki literali klauze C' iz nje uklanjaju bez eksplicitnog poziva funkcije
applyExplain.

Uproséavanje skupa klauza

Uvek kada se literal | dodaje na nulti nivo oznacene valuacije M, kako bi
se smanjilo koriséenje memorije, pozeljno je uprostiti skup klauza F. Naime,
sve klauze koje sadrze [ se mogu ukloniti posto su zadovoljene. Dalje, literal
1 se moze ukloniti iz svih preostalih klauza. Medutim, posto ovakva operacija
upro§éavanja moze da bude skupa, resavaci je ne primenjuju ovako ¢esto veé
samo s vremena na vreme.

9.9 Posmatrani literali

U nastavku ¢e biti opisana tehnike koja omogucavaju efikasnu detekciju
netac¢nih i jediniénih klauza.

9.9.1 Shema jednog posmatranog literala

Da bi se mogao implementirati u potpunosti funkcionalan resavag, uslov
M E= F je neophodno efektivno implementirati. Naivna implementacija koja
izra¢unava istinitosnu vrednosti svih klauza formule F' bi bila izrazito neefikasna.
Klauza je neta¢na u valuaciji M ako i samo ako su svi njeni literali neta¢ni u M.
Ukoliko klauza ¢ sadrzi literal [ koji nije netacan u M (tj. M E-1), onda klauza
¢ ne moze biti netacna u M, bez obzira na istinitosne vrednosti njenih ostalih
literala. Ovo svojstvo je osnova sheme jednog posmatranog literala (eng. one-
watch literal scheme). Ideja je u svakoj klauzi ,,posmatrati” njen proizvoljni
literal koji nije netacan u M. Svaki put kada se neki literal, recimo [, doda u
valuaciju M, da bi se proverilo da li vazi M F— F dovoljno je proveriti da li
su postale netacne samo one klauze kojima je bas [ posmatrani literal (jer da
je njihov posmatrani literal neki drugi literal I/, on bi i dalje zadrzao svojstvo
da nije netacan u M). Pitanje koje ostaje je kako pronaéi one klauze formule
F kojima je | posmatran literal. Obilazak svih klauza i pregledanje njihovih
posmatranih literala bi bilo neefikasno. Umesto toga, koriste se liste posma-
tranih literala (eng. watch lists) koje predstavljaju svojevrsni indeks u kome
se ¢uvaju ovakve informacije. Lista posmatranog literala [ ukazuje na sve one
klauze kojima je literal [ posmatran.
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Opisana shema jednog posmatranog literala se ne koristi u modernim resavacima.
Umesto nje, koristi se shema dva posmatrana literala (eng. two-watch literals
scheme) koja, pored provere da li je formula postala netacna u tekucoj par-
cijalnoj valuaciji, omogucava i pronalazenje svih jedini¢nih klauza formule u
odnosu na tekuéu valuaciju. Pominjanje sheme jednog posmatranog literala,
uradeno je u cilju lakseg razumevanja sheme dva posmatrana literala.

9.9.2 Shema dva posmatrana literala

Kako bi se efikasno implementirala propagacija jedni¢nih klauza, proveru
uslova 3c.31. ¢ € F A (isUnit ¢ 1 M) je potrebno efikasno implementi-
rati. Ni ovaj put naivna provera svake klauze formule F' i utvrdivanje da li
je ona postala jedni¢na ne dolazi u obzir iz razloga efikasnosti. Umesto toga
koristi se shema dva posmatrana literala koja efikasno pronalazi i netacne i je-
dini¢ne klauze. Klauza ¢ ne moze biti jedini¢na u valuaciji ukoliko ili sadrzi
tacan literal ili sadrzi dva literala koja nisu netacna u toj valuaciji. Iz tog
razloga, shema dva posmatrana literala svakoj klauzi formule pridruzuje njena
dva razli¢ita literala koja se ,,posmatraju”. Provera da li je klauza postala
netacna ili jedini¢na se vrsi samo u trenutku kada neki od njenih posmatranih
literala postane netacan.

Struktura podataka koja je u osnovi sheme dva posmatrana literala pred-
stavlja preslikavanje koje svakoj klauzi pridruzuje njene posmatrane literale.
Ipak, vetina implementacija SAT resavaca ne gradi efektivno ovo preslikavanje
ve¢ podrazumeva da se tip podataka Clause prosiruje tako da postane slog
koji sadrzi kako listu literala koji ¢ine klauzu tako i njene posmatrane literala.
Jos§ cesce od ovoga se koristi konvencija da su posmatrani literali upravo prvi
i drugi literal u listi literala koji ¢ine klauzu. Bez obzira na njihovu stvarnu
reprezentaciju, za oznacavanje posmatranih literala klauze ¢ koristi¢emo oznake
(watchl ¢) i (watch2 ¢). Kao §to je opisano u poglavlju §&.8 tekuéi skup klauza
F sadrzi samo klauze koje imaju bar dva literala $to u mnogome olaksava
implementaciju. Jedini¢ne klauze i njihovi jednini¢ni literali koje shema dva
posmatrana literala detektuje, smestaju se u red jedinicnih literala (eng. unit
propagation queue) @, iz kojeg se uzimaju i prebacuju u tekuéu parcijalnu val-
uaciju. Bulovska promenljiva con flictFlag se koristi za ¢uvanje informacije o
tome da li je formula postala neta¢na u tekucoj parcijalnoj valuaciji, tj. da li
je doslo do konflikta.

Klauzama se pristupa samo kada neki od njihovih posmatranih literala
postane netacan. Tada se ispituju njihovi ostali literali kako bi se utvrdilo
da li je klauza postala jedini¢na, netaéna ili (u meduvremenu) zadovoljena.
Ukoliko nista od ovoga nije slu¢aj, njeni posmatrani literali se azuriraju. Kako
bi se olaksala implementacija, ukoliko literal (watchl ¢) postane neta¢an, pos-
matrani literali se zamenjuju i moguce je, dakle, pretpostaviti da ¢e netacan
literal uvek biti bas (watch2 ¢). Mogudéi su naredni slucajevi.

1. Ukoliko je moguce brzo i efikasno utvrditi da klauza sadrzi tacan literal
t, tada nema potrebe za promenom posmatranih literala. Objasnjenje za
ovo je sledece; da bi klauza postala jedini¢na ili neta¢na, literal ¢ mora biti
uklonjen iz M. PoSto je posmatrani literal koji je upravo postao netacan,
to postao nakon §to je t postao tacan, prilikom uklanjanja literala t iz M i
posmatrani literal ¢e biti nedefinisan i klauza ¢e imati dva literala za koja
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se zna da nisu neta¢ni. Pitanje koje ostaje otvroreno je kako proveriti
da li tacan literal ¢ postoji. Ucitavanje cele klauze iz glavne memorije i
prolazak kroz sve njene literale se pokazuje kao neefikasno i vrsi se samo
ako brza heuristicka provera ne uspe. Raniji reSavaci su proveravali samo
da li je literal (watchl ¢) tacan u M. U velikom procentu slucajeva se
ovo zaista i deSava ¢ime se znacajno smanjuje broj ucitavanja klauza iz
glavne memorije $to je veoma skupa operacija. Kako bi se ovaj procenat
jos vise povecao, noviji reSavaci ¢uvaju i po nekoliko nasumice odabranih
literala klauze i proveravaju da li je neki od njih tacan. Ovi literali se
¢uvaju u posebnim strukturama podataka za koje se o¢ekuje da veéinu
vremena budu prisutne u kes memoriji, tako da i dalje nema potrebe za
ucitavanjem cele klauze iz glavne memorije.

2. Tek ukoliko brza provera nije utvrdila postojanje ta¢nog literala ¢, klauza
se ucitava iz glavne memorije i ispituju se svi njeni literali.

a) Ukoliko postoji literal ! koji nije posmatran literal klauze i nije
netacan u M, on se proglazava za (watch2 ¢). U ovom slucaju literal
(watchl ¢) ne moze da bude netacan u M. Zaista, ukoliko bi on
bio netacan, u trenutku kada je postao netacan, bio bi zamenjen sa
(watch2 ¢) (koji ne bi mogao da bude netacan iz istog razloga), i
literal [ bi tada ve¢ postao (watch2 ¢).

b) Ukoliko su svi literali koji nisu posmatrani netaéni u valuaciji M, a
literal (watchl ¢) nije definisan u M, onda je klauza upravo postala
jedini¢na klauza i literal (watchl ¢) se ubacuje u @ gde ¢eka na
propagaciju. Posmatrani literali se u ovom slu¢aju ne menjaju.
Objasnjenje za ovo je da se ¢e nakon propagacije jedini¢nih klauza
posmatrani literali biti poslednji literali klauze koji su postali defin-
isani u M i da bi klauza opet postala jedini¢na ili neta¢na neophodno
je da se neki literal povuku iz valuacije M u kom slu¢aju ¢e posma-
trani literali opet postati nedefinisani.

c¢) Ukoliko su i svi literali koji nisu posmatrani i literal (watchl c)
netacni u M, cela klauza je postala netacna i zastavica con flict Flag
se podize. Posmatrani literali se ne menjaju iz istog razloga kao u
prethodnom sluc¢aju.

Pod pretpostavkom da se propagacija jedini¢nih klauza izvrSava iscrpno i da
se pravilo Decide ne primenjuje nakon sto se detektuje konflikt, nakon uklan-
janja dela valuacije M tokom primene pravila Backjump u formuli F' nece biti
netacnih klauza i jedina jedini¢na klauza ¢e biti upravo naucena klauza povrat-
nog skoka. Ovo vazno svojstvo sheme dva posmatrana literala obezbeduje da
prilikom primene pravila Backjump nema potrebe za azuriranjem posmatranih
literala i ostalih struktura podataka vezanih za ovu sheme sto omogucava pri-
menu pravila Backjump u konstantnom vremenu.

U narednoj tabeli predstavljen je efekat funkcije notifyWatches. Slova T', F’
i U redom oznacavaju tacne, netacne i nedefinisane literale.
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before assert(M) after assert(M’) after notify(M’)

ef fect

(wl ¢) (W2 ¢) other | (wl ¢) (wl ¢) other | (wl ¢) (w2 ¢) other
T U U/T| T F UT| T F UT
U T U/T F T U/T T F  UJT || swap
U u U/T U F U/T v u/T 7 (w2 ¢) := other
U u U/T F u U/T v u/T 7 swap, (W2 ¢) := other
T U F T F F T F F
U T F F T F T F F swap
v U F | U F F| U F F|Q=Qawle
U U F F U F U F F swap, Q 1= Q@ (wl ¢)
U F F F F F F F F swap, conflictFlag := true

Upravo opisani proces ¢ini sustinu procedure notifyWatches date u kodu koji

sledi.
SAT Solver v

@ : Literal list +
conflictFlag : Boolean +
function addClause(clause : Clause)
begin
else
setWatchl (clause, (first clause)); +
setWatch2(clause, (second clause)); +
F := F @ clause
end
function setWatchl(clause : Clause, 1 : Literal) +
begin
(watchl clause) := 1
end
function setWatch2(clause : Clause, 1 : Literal)
begin
(watch2 clause) :=1
end
function assertLiteral(1 : Literal, decision : Boolean)
begin
M := M @ [(1, decision)];
notifyWatches (1) i
end
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function notifyWatches (1 : Literal) +
begin +
foreach clause : clause € F A +
((watchl clause) = 1 V (watch2 clause) = 1) do +
if (watchl clause) = 1 then +
swapWatches (clause) ; +
if M ¥ (watchl clause) then +
if (d1’. isNonWatchedUnfalisfiedLiteral(1’, clause)) then +
setWatch2(clause, 1°) +
else if M F— (watchl clause) then +
conflictFlag := true; +
conflictClause := clause +
else +
if (watchl clause) ¢ @ then
@ := @ @ (watchl clause)
end +
const function isNonWatchedUnfalsifiedLiteral(1 : Literal, clause
Clause) +
begin +
ret := 1 € clause A +
1 # (watchl clause) A 1 # (watch2 clause) A +
M FE-1 &
end +
function buildC(O)
begin L
C := Cp @ (
if Cp # [] then +
setWatch1(C, C)); +
setWatch2(C, (lastAssertedLiteral Cp M)) +
end
function applyUnitPropagate() : Boolean
begin
if @ = [] then *
ret := False
else *
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assertLiteral ((head @), false); *
Q := (tail @Q); *
ret := True *
end
function applyBackjump()
begin
level := getBackjumplevel();
M := (prefixToLevel M level);
conflictFlag := False;
Q := [Ul] +
end
function isReason(c : Clause) : Boolean
begin *
if getReason((watchl c)) = c then *
ret := true gt
else *
ret := false *
end

Neke implementacije posmatraju red jedini¢inih literala ) kao neprocesirani
deo valuacije M. Ova modifikacija dovodi do nesto brzeg otkrivanja konflikata.
U datom kodu ona bi se implementirala tako sto bi se svi uslovi oblika M F
i M E— u kodu SAT resavaca v redom zamenili uslovima oblika M QQ F i

MQQ E-.

Liste klauza za posmatrane literale

Kako bi se efikasno implementiralo pronalazenje klauza kojima je dati literal
posmatran, koriste se liste klauza za posmatrane literale (eng. watch lists).

SAT Solver vI(

function setWatchl(clause : Clause, 1 : Literal)
begin

(watchl clause) := 1

W(@1) := W() @ clause +
end
function setWatch2(clause : Clause, 1 : Literal)
begin

(watch2 clause) :=1

W(@1) := W() @ clause +
end
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function notifyWatches (1 : Literal)

begin
newWL := []; +
foreach clause : clause € W (1) *

if (watchl clause) = 1 then
swapWatches(clause) ;
if M E (watchl clause) then

newWL := newWL @ clause
else
if (31°. isNonWatchedUnfalisfiedLiteral(1’, clause)) then
setWatch2(clause, 1°)
else if M F—= (watchl clause) then
conflictFlag := true;

conflictClause := clause;
newWL := newWL @ clause +
else
Q := @ @ (watchl clause);
newWL := newWL @ clause
W (1) := newWL
end
function removeClause(c : Clause)
begin
W ((watchl ¢)) := W ((watchl ¢))\ ¢; +
W ((watch2 ¢)) := W ((watch2 ¢)) \ ¢ +
end +

U trenutku kada literal [ prestaje da bude posmatrani literal neke klauze
¢, njegova lista W (l) mora biti azurirana i klauza ¢ mora biti uklonjena iz
nje. Tokom jednog poziva funkcije notifyWatches, vrsi se obilazak ove liste
i za ocekivati je da Ce tom prilikom biti potrebno izvrsiti veliki broj takvih
uklanjanja. Pokazuje se da je efikasnije iznova izgraditi listu W (1) za literal
nego nad njom vise puta vrsiti operaciju azuriranja. Ovo je upravo uloga liste
newWl i klauze za koje se posmatrani literal nije promenio se u nju umeéu. Ovo
mozda deluje kao neobi¢no resenje, ali je u stvari veoma vazna tehnika. Posto
predstavlja ,,srce” operacije propagacije, funkcija notifyWatches od krucijalnog
znacaja za ukupnu efikasnost resavaca, posto njeno izvrsavanje moze da oduzme
i do 80% ukupnog vremena resavanja [EES04].

9.10 Dokazivanje korektnosti imperativhe implementacije

Verifikacija korektnosti programa izrazenih u imperativnim programskim
jezicima se obi¢no vrsi u okviru Flojd-Horove (skr. Horove) logike [Hoa69,
Elo67]. To je formalni sistem koji obezbeduje skup logickih pravila koja se ko-
riste za rezonovanje o korektnosti ra¢unarskih programa sa strogos¢u matematicke
logike. Centralni objekat Horove logike ¢ini Horova tojka koja opisuje kako
izvrsavanje dela koda menja stanje izracunavanja. Horova trojka je oblika {P}
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code {Q@}, gde su P (preduslov (eng. precondition)) i @ (pauslov (eng. post-
condition)) logicke formule, a code je deo koda izrazen u programskom jeziku.
Horovu trojku treba tumaciti kao: ,,ako uslov P vazi pre nego $to se program-
ski kod code izvrsi i ako se izvrSavanje kod code zaustavi, uslov @ ¢e vaziti
neposredno nakon $to se kod code izvrsi”. Horove trojke se grade i kombin-
uju na osnovu pravila formulisanih za svaki konstrukt koriséenog programskog
jezika. Na primer, pravilo koje opisuje semantiku while naredbe je:

{P AN B} S {P}
{P} while Bdo S {-B A P}

Krajnji domet verifikacije u Horovom stilu bi bio dokazati korektnost realne
C/C++ implementacije SAT resavaca. Ipak, posto bi ovo bio veoma komplek-
san poduhvat, na ovaj nac¢in, izvrena je samo verifikacija jezgra SAT resavaca
koje je opisano u prethodnom delu ove glave.

I ovaj put su koriséene globalne invarijante navedene u poglavlju [ Do-
datno, za svaku funkciju u kodu su definisani preduslovi i pauslovi koje bi ona
trebalo da zadovoljava i ovi uslovi su povezani kroz Horove trojke. Tako je,
na primer, u okviru resavaca SAT solver v[d preduslov za funkciju applyUnit-
Propagate uslov da su svi literali koji se nalaze u @ jedinic¢ni literali za klauze
iz F' u odnosu na valuaciju M. Naredna Horova trojka govori da je ovaj uslov
odrzan i nakon primene funkcije applyUnitPropagate.

{Mi.leQ—3Fc.ceF AisUnitcl M}
applyUnitPropagate()
{Mi.leQ—3Fc.ceF AisUnitcl M}

Primetimo da celokupna implementacija navedena u okviru ove glave os-
tavlja heuristicke komponente neimplementiranim ve¢ samo navodi Horove tro-
jke koje bi implementacija trebalo da zadovolji. Na primer, kroz sve verzije
reSavaca, funkcija selectLiteral je navedena samo putem Horove trojke

{vars M # vars Fy} selectLiteral() {var ret € vars Fyy A var ret ¢ vars M}

Ovim je ostavljen prostor za kori§éenje razli¢itih heuristika u okviru istog DPLL
jezgra, Sto Cini reSava¢ znatno fleksibilnijim. Jedino $to je potrebno dokazati
prilikom zadavanja konkretne implementacije ovakvih funkcija je da zadovol-
javaju odgovarajuéu navedenu trojku.

Kada su formulisane odgovarajuc¢i preduslovi i pauslovi, oni su rué¢no spajani
na osnovu pravila Horove logike i dobijeni su uslovi korektnosti koji su zatim
formalno dokazani. Verifikacija koja je radena se bavila samo problemom par-
cijalne korektnosti koda, dok problem zaustavljanja nije razmatran. Kljucna
teorema parcijalne korektnosti opisuje uslove za funkciju solve koja je ulazna
tacka reSavaca i koja, ako se zaustavi, postavlja vrednost promenljive satF'lag
(na SAT ili na UNSAT) i vraéa je pozivaocu. Osnovni rezultat verifikacije je
naredna teorema (dokazana za sve izlozene verzije resavaca).

Teorema 9.1 (Parcijalna korektnost). SAT resavaé zadovoljava narednu
Horovu trojku:

{T} solve (Fy) {(satFlag=UNSAT A—sat Fy)V(satFlag = SATAM E Fy)}
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Implementacija u logici viseg reda

Kako bi se olaksao proces rezonovanja o implementaciji SAT reSavaca i
povecao stepen pouzdanosti verifikacije, u ovom poglavlju ¢e biti opisan postu-
pak implementacije SAT resavaca direktno u okviru logike viseg reda (koja se
za ovu priliku tretira kao ¢ist funkcionalni programski jezik). Ova tehnika je
poznata pod imenog plitko utapange u logiku viseg reda (eng. shallow embedding
to HOL) [BKH™0§]. Koriséenjem ove tehnike, SAT resavac se predstavlja u ob-
liku funkcija uglavnom definisanih koris¢enjem jednakosti i primitivne i totalne
rekurzije. Ovo omoguéava rezonovanje o svojstvima programa tj. njegovu ver-
ifikaciju koriséenjem preciznog matematickog aparata koji uglavnom ukljucuje
jednakosno rezonovanje i matematicku indukciju. Nije potebno koristiti bilo
kakvu pomoénu logiku (npr. Horovu) niti model denotacione ili operacione
semantike programskog jezika. Na osnovu logickih definicija, u okviru sistema
Isabelle, moguce je automatski ekstrahovati izvrsni kéd na nekom od poznati-
jih funkcionalnih jezika (Haskell, SML, OCaml), za koji se sa izuzetno velikim
stepenom pouzdanosti moze tvrditi da je korektan [Haf(]. Ovaj nacin veri-
fikacije bi¢e sproveden za klasiénu DPLL proceduru kao i za savremeni SAT
resavac.

10.1 Klasi¢éna DPLL procedura

U ovoj glavi ¢e biti u okviru logike viseg reda biti definisana klasi¢cna DPLL
procedura koja je neformalno opisana u poglavlju E3l Ovako definisana pro-
cedura nije efikasna i ne koristi se u savremenim resavacima, ali istorijski zauz-
ima veoma znacajno mesto i zbog toga je ovde navodimo. Implementacija koja
ée biti prikazana koristi pojmove meta-teorije uvedene u glavamaBlilll Proce-
dura ¢e biti definisana kao rekurzivna funkcija i to na naé¢in koji se moze sresti
u veéini klasi¢nih udzbenika logike. Takode, bi¢e dokazana i totalna korektnost
ovako definisane procedure, pri ¢emu nas formalni dokaz u grubim crtama sledi
neformalni dokaz dat u [Dav94]. Celokupna implementacija i verifikacija je
uradena u okviru sistema Isabelle, medutim, kako bi materijal mogao da bude
razumljiv i ¢itaocima koji ne poznaju sistem Isabelle definicija je prikazana u
neformalnom, matematickom jeziku, a u posebnom poglavlju su prikazu samo
fragmenti Isabelle koda.
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10.1.1 Zamena literala

Jedna od osnovnih operacija klasicne DPLL procedure je zamena literala
logickim konstantama T i 1 i uprosc¢avanje tako dobijene formule. Sledeca
definicija formalno uvodi ovu operaciju.

Definicija 10.1. Zamena literala [ konstantom T u formuli F', §to oznacavamo
sa F[l — T], je formula koja se dobija od formule F brisanjem svih klauza koje
sadrze 1 i brisanjem svih poljavljivanje literala |. Definisemo je koriséenjem
primitivne rekurzije:

N —=TI=1]

(c@F)[l—T] = ifl €c then
Fll - T]
else if | € ¢ then
(c\1) @ F[l — T]
else

c@F[l—T]

Zamena literala [ konstantom L u formuli F, $to oznacavamo sa F[l — 1],
sintaksno je jednaka formuli F[l — T].

Neka od osnovnih svojstava ove operacije su navedena u narednom stavu
koji navodimo bez dokaza.

Stav 10.1.

(var l) ¢ F[l — T]

(varl) ¢ (var F) = F[l—-T]=F
I¢FANI¢F — F[l-T|=F[l—1]=F
(model v F)A l€v = (model v F[l — T])
(model v F)A (varl) ¢ (varsv) = vk F[l = T]
VEF[l—»T] = (@Qu)EF

1
2
3
4
5)

NN N N S
M — —

6

Naredna vazna lema, poznata kao lema o split pravilu, pokazuje da se ko-
riSéenjem operacije zamene, ispitivanje zadovoljivosti formule moze svesti na
ispitivanje zadovoljivosti dve manje formule. Posto je ovo fundamentalna lema
u dokazu korektnosti klasicnog DPLL algoritma, naves¢emo i skicu njenog for-
malnog dokaza.

Lema 10.1.
(sat F) <= (sat F[l — T]) V (sat F[l — 1])

Dokaz. (=) : Pretpostavimo da je formula F zadovoljiva, odnosno da vazi
(sat F'). Ovo znaci da postoji valuacija v takva da vazi (model v F),
tj. (consistent v) i v F F'. Razmotrimo sledeca dva slucaja:

1. (var l) ¢ (vars v): na osnovu stava [Tl tacka (5), iz ¢injenice
(model v F') A (varl) ¢ (vars v) = (model v F[l — T])

sledi da je F[l — T] zadovoljiva, odnosno (sat F[l — T]).
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2. (var l) € (vars v): na osnovu stava i3 iz ¢injenice
(varl) € (varsv) <= vEIVvFEl

sledi da vazi v F [ ili v F= 1.

a) U slucaju v E [, na osnovu stava [l tacka (4), iz ¢injenice
(modelv F) A lev = (modelv F[l — T])

sledi da vazi (sat F[l — T]).
b) U slucaju v F I, na osnovu stava [ILT}, tacka (4), iz ¢injenice

(model v F) A l€v == (model v F[l — T])

sledi da vazi (sat F[l — 1]).

(<) : Pretpostavimo da vazi (sat F[I — T]). Ovo znaci da postoji valuacija v
takva da vazi (model v F), tj. (consistent v) i v E F[l — T]. Na osnovu
stava [[L] tacka (1) vazi var(l) ¢ F[l — T]|. Na osnovu stava B tj.
svojstva

(model v F) A (varl) ¢ (vars F) =
', ((model v" F) A (varl) ¢ (vars v'))

instanciranog formulom F[l — T] i valuacijom v, sledi da postoji valua-
cija v’ takva da vazi (consistent v’), v' F F[l — T] 1 (var [) ¢ (vars v').
Onda, na osnovu stava [l tacka (6), iz ¢injenice

VEF[I—-T] = (QJ)EF

sledi (I @ v") E F. Posto vazi (var ) ¢ (vars v’), na osnovu stava B3
sledi da [ ¢ v'. Posto vazi (consistent v’), na osnovu stava B3 vazi i
(consistent (I @ v')). Konacno, vazi i (sat F') posto je | @ v' model
formule F'.

Pretpostavimo da vazi (sat F[l — 1]). Dokaz da u tom sluc¢aju vazi
(sat F') je potpuno analogan prethodnom slucaju, ako se umesto literala
[ koristi literal [.

([l

Na osnovu prethodne leme moguce je definisati naivnu proceduru za ispiti-
vanje zadovoljivosti formule. Procedura bira proizvoljan literal | (koriséenjem
funkcije selectLiteral), a zatim rekurzivno ispituje zadovoljivost formula F[l —
T]i F[l — L]. Uslov za izlaz iz rekurzije su prazna formula, odnosno formula
koja sadrzi praznu klauzu.

Definicija 10.2.
(search F) <—

if F'=]] then
T

else if [| € F then
1

else

(search F[(selectLiteral F') — T]) V (search F[(selectLiteral F) — 1])
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U nekim slu¢ajevima nije neophodno ispitivati zadovoljivost obe formule
iz prethodne leme. Ukoliko se ustanovi da je prvi disjunkt zadovoljen, nema
potrebe za proverom drugog. Takode, u nekim specijalnim slu¢ajevima koje
navodimo u nastavku, ispitivanje jednog od disjunkata nije neophodno vr§iti.
Naredne optimizacije se smatraju sastavnim delom klasiéne DPLL procedure i
razlikuju je u odnosu na upravo definisani osnovni algoritam pretrage.

10.1.2 Jedini¢ne klauze (Unit clauses)

Jedna vrsta optimizacije naivne procedure za ispitivanje zadovoljivosti se
zasniva na koriséenju jedinicnih klauza (eng. unit clauses). Obratimo paznju
da, posto klasi¢ni DPLL algoritam ne koristi koncept oznacene valuacije, defini-
cija pojma jedini¢nih klauza je razli¢ita od definicije jedini¢ne klauze u valuaciji

(20

Definicija 10.3. Klauza c je jedini¢na klauza (eng. unit clause) ako i samo
ako ima tacno jedan literal, tj. ¢ = [l]. Tada kaZemo da je | jedinicéni literal
(unit literal).

Naredna lema pokazuje da se, kada formula sadrzi jedini¢nu klauzu, provera
njene zadovoljivosti moze svesti na ispitivanje zadovoljivosti samo jedne manje
formule. Kakovazida[l] € F = -(sat F[l — 1]), naredna lema je direktna
posledica leme o split pravilu (Lema [[LTI).

Lema 10.2.

(e F = ((sat F) < (sat F[l = T)))

10.1.3 Literali jedinstvenog polariteta (Pure literals)

Naredna vrsta optimizacije naivne procedure zasnovane na iscrpnoj primeni
split pravila se zasniva na literalima koji se u formuli pojavljuju samo u jednom
polaritetu (pure literals).

Definicija 10.4.  Literal I je literal jedinistvenog polariteta u formuli F' ako
i samo ako vaZil € F il ¢ F.

Ako vazi | ¢ F, formula F[l — T] sadrzi tacno klauze formule F' koje ne
sadrze [. Te klauze takode pripadaju i formuli F'[l — 1]. Dakle, vazi:

I€FANI¢F = Fll—T]CF[l— 1]

Postovazi F[l - T]C F[l - 1] = ((sat F[l — 1]) = (sat F[l — T])),
naredna lema je posledica navedenog tvrdenja i leme o split pravilu (Lema

).
Lema 10.3.

IeFAlI¢F = ((sat F) <= (sat F[l — T]))
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10.1.4 Definicija DPLL procedure

Koris¢enjem uvedenih pojmova, mozemo formulisati formalnu definiciju
klasiénog DPLL algoritma.

Definicija 10.5.

(dpll F)
if F =] then
T
else if [| € F then
L

else if (hasPurelLiteral F') then
(dpll F[(getPurelLiteral F) — T])
else if (hasUnitLiteral F') then
(DPLL F|(getUnitlLiteral F') — T])
else if (dpll F[(selectLiteral F') — T]|) then
T
else (dpll F[(selectLiteral F) — 1])

Primetimo da je neophodno efektivno definisati funkcije hasUnitLiteral,
getUnitLiteral, hasPureLiteral, getPurelLiteral i selectLiteral kako bi se dobila efek-
tivna implementacija DPLL procedure. Ovo je moguée uraditi na mnogo razli-
¢itih nac¢ina. Izbor implementacije moze znacajno da utice na efikasnost proce-
dure, ali nema uticaja na njenu korektnost sve dok zadovoljavaju uslove naredne
specifikacije:

e (hasUnitLiteral ') = [(getUnitLiteral F)] € F
o (hasPureliteral F) = (getPureliteral F) € F' A (getPureLiteral F) ¢ F
o F#[|N[]¢ F = (selectliteral F) e F

10.1.5 Zaustavljanje klasicne DPLL procedure

Potrebno je pokazati da je prethodnom definicijom dobro definisana jedna
totalna funkcija, odnosno dokazati da se klasi¢ni DPLL algoritam, dat kroz
definiciju [MI3 zaustavlja za svaku formulu F. U ovom cilju, pokaza¢emo da
se ukupan broj literala u formuli smanjuje svakim rekurzivnim pozivom.

Definicija 10.6. (numliterals F') je ukupan broj literala u svim klauzama
formule F. On se primitivnom rekurzijom definise na sledeci nacin.

(numlLiterals []) 0
(numlLiterals (¢ @ F')) = |c¢| + (numlLiterals F)

Naredni stav koji navodimo bez dokaza daje svojstva koja odgovaraju svim
rekurzivnim pozivima i osiguravaju zaustavljanje DPLL algoritma:

Stav 10.2.



136 Glava 10. Implementacija u logici viseg reda

le F = (numliterals F[l — T]) < (numLiterals F)
l€e F = (numliterals F[l — 1]) < (numLiterals F')
FANAIEF —
(numLiterals F[(selectLiteral F') — T]) < (numLiterals F)
e FAOAN]EF —
(numLiterals F[(selectLiteral F) — L]) < (numLiterals F)
e (hasUnitLiteral F) =
(numLiterals F[(getUnitLiteral F) — T]) < (numlLiterals F')
o (hasPureliteral F) =
(numLiterals F'[(getPureLiteral F) — T]) < (numLiterals F')

Teorema 10.1. Definicija A uvodi dobro definisanu totalnu funkciju.

Dokaz. Direktno na osnovu stava [[(L2 O

10.1.6 Korektnost klasicne DPLL procedure
Konacno, dokazujemo i parcijalnu korektnost date implementacije.

Teorema 10.2.
(dpll F) <= (sat F)

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom. Bazu indukcije predstavljaju slucajeve
u kojima se ne vrsi rekurzivni poziv. Postoje dve takve grane u kodu

e Ako je F' =[] tada je (dpll F) = T i (sat F') = T, na osnovu stava [

e Akoje F#[]i[] € F, tada je (dpll F) = L and (sat F') = L, na osnovu
stava B

Sada pretpostavimo da tvrdenje teoreme vazi za svaki rekurzivni poziv i na
osnovu toga pokazimo da tvrdenje vazi i za samu proceduru, odnosno, pret-
postavimo da vazi slede¢a induktivna hipoteza:

(hasPureliteral F) A [J¢ F N F#]] =
(dpll F[(getPureLiteral F') — T]|) <= (sat F[(getPureLiteral F') — T])

(hasUnitLiteral ') A —(hasPurelLiteral F') A [|[¢ F AN F#]] =
(dpll F[(getUnitLiteral F') — T]) <= (sat F[(getUnitLiteral F') — T])

—(hasUnitLiteral F') A —(hasPureliteral F) A [|¢ F AN F#]] =
(dpll F[(selectLiteral F) — T]) <= (sat F'[(selectLiteral F') — T])

—(hasUnitLiteral ) A —(hasPureLiteral ') A [|¢ F AN F#]] A
—(dpll F|(selectLiteral F) — T]) =
(dpll F[(selectLiteral F) — 1]) <= (sat F'[(selectLiteral F') — 1])

Razmotrimo i f—then—else grane u definiciji dpll funkcije:
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e Akoje F #[]i[] ¢ F i (hasPureLiteral F'), tada na osnovu definicije dpll
funkcije vazi:

(dpll F) <= (dpll F[(getPureLiteral F) — T])
Takode, na osnovu induktivne hipoteze vazi:

(dpll F[(getPurelLiteral F') — T]) < (sat F[(getPurelLiteral F) — T])

Na osnovu specifikacije funkcije getPureLiteral i pretpostavke (hasPureLiteral F),
vazi (getPureliteral F) € F' A (getPureliteral F') ¢ F. Tada, na osnovu

leme MO vazi:
(sat F[(getPureLiteral F') — T]) <= (sat F).
Dakle, vazi (dpll F) <= (sat F).

o Ako je F' # [], [] ¢ F, —(hasPureLiteral F') i (hasUnitLiteral F)), tada na
osnovu definicije dpll funkcije vazi:

(dpll F) <= (dpll F[(getUnitLiteral F)) — T])

Takode, na osnovu induktivne hipoteze vazi:

(dpll F[(getUnitLiteral F') — T]) <= (sat F[(getUnitLiteral F') — T])

Na osnovu specifikacije funkcije getUnitLiteral i pretpostavke
(hasUnitLiteral F'), vazi [(getUnitLiteral F')] € F. Tada, na osnovu leme

[O2 vazi:
(sat F[(getUnitLiteral F) — T]) <= (sat F)
Dakle, vazi (dpll F) <= (sat F).

e Pretpostavimo da vazi F' # [], [] ¢ F, —(hasPureLiteral F') i
—(hasUnitLiteral F'). Na osnovu definicije dpll funkcije i definicije if —
then — else veznika vazi:

(dpll F) <= (dpll F|[(selectLiteral F) — T]) = T A

—(dpll F[(selectLiteral F) — T]) = (dpll F[(selectLiteral F) — L])
Dakle, vazi

(dpll F) <= (dpll F[(selectLiteral F) — T]) Vv (dpll F[(selectLiteral F') — _L]).

Ukoliko vazi (dpll F'[(selectLiteral F') — T]), tada na osnovu induktivne
hipoteze vazi (sat F[(selectLiteral F) — T]). U suprotnom, ako vazi
—(dpll F[(selectLiteral F') — T]) i (dpll F'[(selectLiteral F) — L]), tada na
osnovu induktivne hipoteze vazi (sat F[(selectLiteral F') — L1]). Dakle,
vazi:

(dpll F) <= (sat F[(selectLiteral F) — T]) V (sat F[(selectLiteral F') — 1]).

Na osnovu leme [0l vazi:

(sat F) <= (sat F[(selectLiteral F') — T])V(sat F[(selectLiteral F') — L])

Dakle, vazi (dpll F) <= (sat F).
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10.1.7 Formalizacija u okviru sistema Isabelle

U nastavku ¢e biti prikazano nekoliko fragmenata Isabelle koda koji odgo-
varaju upravo uvedenim definicijama, tvrdenjima i dokazima.

Klasi¢na DPLL procedura uvedena definicijom A se u sistemu Isabelle
moze definisati na slede¢i nacin:

function dpll::"Formula => bool"

where

"(dpll formula) =
= [1) then

(if (formula
True

else if ([] el formula) then
False

else if (hasPureLiteral formula) then
(dpll (setLiteralTrue
(getPureliteral formula) formula))
else if (hasUnitLiteral formula) then
(dpll (setLiteralTrue
(getUnitLiteral formula) formula))
else if (dpll (setLiteralTrue
(selectLiteral formula) formula)) then
True
else
(dpll (setLiteralTrue
(opposite (selectLiteral formula)) formula))
)Il
by pat_completenesss auto
termination
by (relation "measure (% formula. (numLiterals formula))")
(auto simp add: dpllTermination_1 dpllTermination_2
dpllTermination_3 dpllTermination_4)

Teorema [[0.2 i njen dokaz su formalizovani na slede¢i nacin:

lemma dpllCorrectness: "(dpll F) = (satisfiable F)"
proof (induct F rule: dpll.induct)
case (inductiveStep formula)
note inductive_hypothesis = this
show 7case
proof (cases "formula = []")
case True
thus 7?thesis
by (simp add:emptyFormulalsSatisfiable)
next
case False
show ?7thesis
proof (cases "[] el formula")
case True
with ‘formula ~“= []°¢ show ?thesis
by (simp add:formulaWithEmptyClauseIsUnsatisfiable)
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next
case False
show 7thesis
proof (cases "hasPureLiteral formula")
case True
let ?pl = "getPureLiteral formula"
hence "7pl el formula" and "“opposite 7pl el formula"
by (auto simp add: getPurelLiterallsPure)
with ‘formula ~“= []1¢ ‘~[] el formula‘
‘hasPurelLiteral formula‘
inductive_hypothesis
pureLiteraRule [of "?pl" "formula"]
show 7thesis
by auto
next
case False
show 7thesis
proof (cases "hasUnitLiteral formula")
case True
let 7ul = "getUnitLiteral formula"
hence "[7ul] el formula"
by (simp add: getUnitLiteralIsUnit)
with ‘formula ~“= []1¢ ‘“[] el formula‘
‘~“hasPurelLiteral formula‘ ‘hasUnitLiteral formula‘
inductive_hypothesis
unitLiteralRule [of "7ul" "formula"]
show 7thesis

by auto
next
case False
with ‘formula ~“= []1¢ ‘“[] el formula‘
‘~“hasPurelLiteral formula‘ ‘“hasUnitLiteral formula‘

inductive_hypothesis
show 7thesis
using split_rule[of "formula" "selectLiteral formula"]
by auto
qed
qed
qed
qed
qed
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10.2 Savremeni SAT resavac

U ovom poglavlju ¢e u okviru logike viseg reda biti definisan moderan SAT
reSavac. Kao i u slucaju klasicne DPLL procedure, korisé¢ena je tehnika plitkog
utapanja u logiku viseg reda. ReSavac je zasnovan na imperativhom pseu-
dokodu navedenom u glavi[@l Kako bi se olaksalo razumevanje i kako bi nova
implementacija bila predstavljena kao zaokruzena celina, uz navodenje nove im-
plemetacije nekih algoritama ponovljeni su i njihovi opisi ve¢ dati u glavifll Za
razliku od prethodnog poglavlja gde je implementacija prikazana u neformal-
noj, matematickoj sintaksi, u ovom poglavlju ¢e tokom celokupnog izlaganja
biti koriséena preciznija sintaksa sistema Isabelle, tj. bi¢e prikazan celokupan
originalni izvorni kod implementacije. Kod koristi pojmove meta-teorije uve-
dene u glavamaBl BliB Razlic¢iti koncepti i algoritmi ée biti prikazivani u poseb-
nim potpoglavljima. Uz prikaz implementacije, bi¢e navodene i invarijante koji
opisuju promenljive i odnose izmedu promenljivih koje su koriséene u okviru
implementacije. Ovakve invarijante potpuno karakterisu ulogu odredenih pro-
menljivih i time rasvetljavaju rad celokupnog sistema. S obzirom da ¢e ove in-
varijante biti prikazane istovremeno sa kodom implementacije, mozemo reci da
je implementacija vodena specifikacijom. Osnovni problem koji je neophodno
resiti prilikom kreiranja ovakve implementacije je odnos prema stanju resavaca,
odnosno globalnim promenljivim koje su koriséene u okviru imperativne imple-
mentacije jer funkcije logike viseg reda ne mogu da imaju bocne efekte. Ovaj
problem ¢e biti razreSen tehnikama monadickog programiranja (eng. monadic
programming) koje su opisane u poglavlju [I211

10.2.1 Monadicko programiranje

U ovom poglavlju ¢e biti uvedeni osnovni pojmovi monadickog funkcionalnog
programiranja, koje je prvobitno koriséeno u jeziku Haskell [L.J94]. Posto je i u
sistemu Isabelle moguce koristiti ovaj stil programiranja i posto odskora sistem
Isabelle pruza i odredenu ugradenu podrsku za njega, celokupan kod u ovom
poglavlju ¢ée biti kreiran u okviru sistema Isabelle.

Jedan od osnovnih zadataka monadickog stila programiranja je da se u
okviru ¢isto funkcionalnog programskog jezika modeluju funkcije koje imaju
odredeni boéni efekat (eng. side-effect), naravno, zadrzavajuéi svojstvo ref-
erencijalne transparentnosti (emg. referential transparency) koje garantuje da
za iste ulazne argumente funkcija uvek izracunava istu vrednost. Bocni efekti
mogu biti razli¢iti: izmene vrednosti globalnih promenljivih, komunikacija sa
spoljnim svetom vrsenjem ulaza i izlaza, koriséenje izuzetaka za signaliziranje
greSaka, itd. U nastavku ¢emo se baviti isklju¢ivo modelovanjem izracunavanja
koja koriste globalno stanje.

U imperativnim i objektno-orijentisanim programskim jezicima, stanje pro-
grama je implicitno predstavljeno globalnim promenljivim i promenljivim ¢la-
nicama klasa. Funkcije programa pristupaju i menjaju ovakvo stanje obi¢no
kroz svoje bocne efekte. Funkcije definisane u okviru ¢istih funkcionalnih jezika
(pa samim tim ni u logici viseg reda) ne mogu da imaju boé¢ne efekte tako da je
stanje programa neophodno upakovati i predstaviti slogom koji se zatim eksplic-
itno prosleduje kroz funkcijske pozive. Pretpostavimo da zelimo da modelujemo
funkcije koje kao bocni efekat menjaju tekuce stanje sistema. Ovo je moguce
modelovati tako $to se globalno stanje predstavlja posebnim tipom State i tako
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$to se svaka funkcija koja menja stanje prilagodi tako Sto joj se tekuée stanje
prosleduje kao argument, a novo stanje vrac¢a uz rezultat njenog izracunavanja.
To zna¢i da se svaka funkcija tipa ‘a1 = ‘as = ... = ‘ar = ’a preureduje
tako da postaje funkcija tipa ‘ay = ‘as = ... = 'a = State = ('a, State).
Nakon instanciranja svojih prvih k argumenata, funkcija postaje tipa State =
('a, State). Posto je ovaj tip od posebne vaznosti, predstavljaéemo ga imenom
StateTransformer.

types ’a StateTransformer = "State = (’a X State)"

Pretpostavimo da stanje sistema opisuje slog koje sadrzi celo-
brojne promenljive x, y i z. Moguce je definisati transformatore stanja koji
vrse Citanje promenljvih na sledeéi nacin.

definition readX :: int StateTransformer
where
readX = () state. (x state, state))

Prikazani transformator vra¢a komponentu x stanja koje mu je prosledeno, ne
menjajuéi pri tom stanje.

Sli¢no, moguce je definisati i transformatore koje vrse izmene odgovarajuéih
komponenata stanja i to na sledeéi nacin.

definition updateX :: int = unit StateTransformer
where
updateX newX = (A state. ((), state( x := newX )))

Prikazani transformator menja stanje koje mu je prosledeno, tako sto up-
isuje datu vrednost u komponentu x. Transformator, osim izmenjenog stanja,
ne vraca neku smislenu vrednost, $to je modelovano specijalnim tipom unit
i njegovom jedinom vredno$éu (), koji bi odgovarao tipu void u jezicima
C/C++.

Jedan od nacina da se kreiraju slozenije procedure je da se sva medustanja
i medurezultati koja nastaju tokom rada procedure eksplicitno navode u kodu,
§to moze smanjiti njegovu c¢itljivost, povec¢ati moguénost pravljenja greske i
uciniti kod veoma teskim za odrzavanje. Razmotrimo naredni primer.

Elementarni transformatori stanja se mogu kombinovati i pri-
menjivati sekvencijalno kako bi se modelovale slozene procedure. Tako je
moguce kreirati transformator stanja koji stanje menja tako §to se vrednost
komponente z postavlja na razliku vrednosti x i y polaznog stanja, vra¢ajuci
pri tom kao rezultat zbir vrednosti x i y:

(\ stateg. let (result;, state;) = readX statep in
let (resulty, statez) = readY state; in
let (results, states) = updateZ x-y statez in
(result; + resulty, states)

Kako bi se stanje ,,sakrilo” i uklonilo iz sintakse zapisa, definisu se kombi-
natori koji ulancavaju transformatore stanja i primenjuju ih sekvancijalno. U
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tom cilju, uvodi se kombinator bind (obi¢no infiksno zapisan kao >>=) koji uza-
stopno primenjuje dva data transformatora stanja, uz to da se nakon primene
prvog transformatora stanja rezultat njegovog izracunavanja prosleduje dru-
gom (naravno, uz stanje dobijeno nakon primene prvog transformatora).

definition bind :: ’a StateTransformer =

(’a = ’b StateTransformer) =

’b StateTransformer (infixr >>= 100)
where

f >>= g = (A stateg. let (result;, state;) = f statep in
(g result;) state;)

Drugi, ¢esto kori3¢eni, na¢in ulan¢avanja je dat kombinatorom chain (obi¢no
infiksno zapisan kao >>) koji je veoma slican kombinatoru bind, pri ¢emu je
drugi transformator stanja takav da zanemaruje rezultat izraCunavanja prvog
(pri ¢emu se, naravno, stanje koje je dobijeno nakon primene prvog transfor-
matora ne zanemaruje).

definition chain :: "’a StateTransformer =

’b StateTransformer =

’b StateTransformer" (infixr ">>" 100)
where
"m>> g = (m>>= (A x. g)"

Uz kombinatore ulan¢avanja, uvodimo i kombinator return koji samo vra¢a
datu vrednost bez promene stanja.

definition return :: "’a = ’a StateTransformer"
where
"return x = (\ stateg. (x, statep))"

Tip StateTransformer zajedno sa kombinatorima bind i return zadovo-
ljava slede¢e monadicke zakone (eng. monadic laws):

return a >>= f f
f >>= return = f
(f >>=g) >>=h £

a

>>= (A x. g x >=h)

Ukoliko se uvede kombinator kompozicije (poznat kao Kleisli operator i koji
se obi¢no zapisuje kao >=>) koji se primenjuje na funkcije koje primaju po jedan
argument i vrac¢aju transformatore stanja, navedeni zapisi poprimaju jos lepsi

oblik.

definition kleisli :: (’a = ’b StateTransformer) =

(’b = ’c StateTransformer) =

(’a = ’c StateTransformer) (infixr >=> 100)
where

£f>>g=OAzx. £fx>>=OQy. gy)

return >=> f =f
f >=> return f
(f >=> g) >=> h f >=> (g >=> h)
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U ovom obliku, jos je jasnije da prva dva zakona pokazuju da se return
ponasa kao jedini¢ni element u odnosu na >=>, dok treéi zakon pokazuje aso-
cijativnost kombinatora >=>. Ovo pokazuje da je ovako definisani transfor-
matori stanja pripadaju kategoriji poznatoj u teoriji kategorija kao monada
(eng. monad).

Koriséenjem uvedenih kombinatora, procedura iz primera [{L2 moze da se
predstavi na sledeéi nacin.

|readX >>= (A x. readY >>= (A y. (updateZ x-y >> return x+y))

U ovoj notaciji, stanje nije vise eksplicitno vidljivo, ali je zapis i dalje necitak i
udaljen od uobicajenog zapisa prisutnog u imperativnim jezicima. Kako bi se
ovo ispravilo, Isabelle (po uzoru na jezik Haskell) uvodi pogodnu do notaciju.
U ovoj sintaksi, prethodna procedura se zapisuje na sledeé¢i nacin.

do
x «— readX;
y < readY;

updateZ x-y;
return x+y
done

Ovo u velikoj meri odgovara sintaksi koris¢enoj u okviru imperativnih pro-
gramskih jezika.

10.2.2 Stanje reSavaca

Kao sto je veé receno, zbog nepostojanja globalnih promenljivih u okviru
logike viseg reda i zbog nemoguénosti koriséenja boc¢nih efekata, stanje SAT
redavaca u okviru nage implementacije je predstavljeno slede¢im slogom®.

record State =
"getSATFlag" ::  ExtendedBool
"getF" :: Formula
"getM" :: LiteralTrail
"getConflictFlag" :: bool
"getConflictClause" :: pClause
"getQ" :: "Literal list"
"getReason" :: "Literal = pClause option"
"getWatchl" :: "pClause = Literal option"
"getWatch2" :: "pClause = Literal option"
"getWatchList" :: "Literal = pClause list"
"getC" :: Clause
"getCL" :: Literal
"getCll" :: Literal

Osnovne komponente ovako definisanog stanja resavaca su sledece.

- Status procesa reSavanja koji je predstavljen promenljivom SAT Flag ¢ija
je vrednost UNDEF do trenutka kada se ne utvrdi da je formula zado-
voljiva (kada se SAT Flag postavlja na TRUE) ili da je nezadovoljiva

ITip podataka pClause je sinonim za prirodne brojeve nat i predstavlja “pokazivace” na
klauze, tj. poziciju klauze u nizu klauza koji predstavlja formulu.
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(kada se SAT Flag postavlja na FALSE). Ova promenljiva je, dakle
okarakterisana narednim uslovom.

In'varijantaSATFmgQ:
SATFlag = True < (sat Fy) A SATFlag = False < —(sat Fp),
pri cemu je Fy formula ¢ija se zadovoljivost ispituje.
Dokazivanje da je ova karakterizacija ta¢na nakon primene procesa resavanja

je osnovni zadatak prilikom utvrdivanja parcijalne korektnosti i ovo svo-
jstvo ¢ée biti dokazano u poglavlju 29

- Tekuéa oznacena parcijalna valuacija M (sa M ¢ée biti oznacena lista lit-
erala oznacene valuacije M tj. valuacija koja se dobija od oznacene val-
uacije M ukoliko se oznake literala zanemare). Nju karakteriu naredne
invarijante (veé opisane u delu Formalizacija):

Invarijantapsconsistent:  (consistent M)
Invarijantansgistinet: (distinct M),
Invarijantapyyars: (vars M) C (vars Fy) UdecisionVars

- Tekuca formula F koja se naziva i tekuci skup klauza. Ona se tokom
procesa resavanja menja i njeni ¢lanovi su ili (uproséene) klauze polazne
formule Fj ili njene posledice nau¢ene tokom procesa resavanja. Naravno,
posto su polazne klauze u formuli F' izgradjene od literala formule Fj i
posto se naucene klauze grade od literala iz M i formule F, formula F
zadovoljava narednu invarijantu (veé¢ navedenu u delu Formalizacija):

Invarijantapya.s: (vars F) C (vars Fy) U decisionVars

Komponente stanja zadovoljavaju i naredna svojstva.

Sve klauze u formuli F' imaju bar dva razlicita literala. Jednoclane klauze
[7] se ne dodaju u formulu F veé se njihov jedini literal I odmah dodaje u M.
Zaista, dodavanje ovakve klauza u F' je nepotrebno jer njen jedini literal [ mora
biti sadrzan u svakom modelu, a klauza biva zadovoljena ¢im se izvrsi njegovo
dodavanje. Kako bi se osigurala korektnost, od trenutka kada se literal [ doda
u M, on se iz nje ne sme uklanjati. Ovo ¢e biti slu¢aj i u implementaciji koju
ovde opisujemo jer se ovakvi literali dodaju isklju¢ivo na nulti nivo oznacene
valuacije M, a on se nikada ne uklanja.

Kao §to je receno, sve klauze u F' su logicke posledice formule Fj. Takode,
nulti nivo oznacene valuacije M sadrzi literale koji su logicke posledice formule
Fy. Naredna invarijanta opisuje vezu izmedu polazne formule Fy, formule F' i
oznacene valuacije M i ona igra veoma vaznu ulogu u dokazivanju saglasnosti i
potpunosti implementacije koju gradimo. Ova invarijanta govori da je formula
F potpuno okarakterisana formulom F' i nultim nivoom oznacene valuacije M.

Invarijantacguivaient: Fo = FQ (prefixTEe\vel 0 M)

Cinjenica da F sadrzi samo klauze sa bar dva razlicita literala olaksava i
implementaciju sheme dva posmatrana literala (koja ée biti opisana u [LZH).

Ostale komponente stanja resavaca se koriste tokom pojedni¢nih faza procesa
reSavanja i bi¢e opisane u odgovaraju¢im poglavljima.

2Redi ¢emo da stanje zadovoljava invarijantu odnosno da invarijanta vazi u stanju uko-
liko komponente stanja (getXXX) zadovoljavaju uslov zadat invarijantom.
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10.2.3 Inicijalizacija

U ovom poglavlju ¢e biti opisan proces inicijalizacije reSavaca nakon Sto
se zada formula Fj ¢ija se zadovoljivost ispituje. Ovaj metod inicijalizacije u

potpunosti odgovara resavacu SAT Solver vB ¢iji je pseudokod prikazan na
strani [211

Funkcija initialize prosleduje svaku klauzu formule Fy funkciji addClause
koja u skladu sa tim azurira stanje resavaca (prosirujuéi F' u slu¢aju viseclanih,
odnosno M u slucaju jednoclanih klauza).

primrec initialize :: "Formula = unit StateTransformer"
where
"initialize [] = return ()"
| "initialize (clause # formula) =
do
addClause clause;
initialize formula
done

Funkcija initialize se direktno poziva samo za initialState, kada u oznacenoj
valuaciji M joS nema pretpostavljenih literala.

definition initialState :: "State"
where
"initialState =
( getSATFlag = UNDEF,
getF = [1,
getM = [1,
getConflictFlag = False,
getConflictClause = O,
getQ = [1, getWatchl = A\ c. None,
getWatch2 = X\ c. None,
getWatchList = A 1. [],
getReason = A 1. None,
getC = arbitrary,
getCl = arbitrary,
getCll = arbitrary

Pre nego sto prikazemo funkciju addClause, definisaéemo pomoénu funkciju
removeFalseLiterals koja se koristi za uproséavanje klauza. Ona uklanja sve
literale iz date klauze koji su neta¢ni u datoj valuaciji.

definition removeFalseLiterals :: "Clause = Valuation = Clause"
where
"removeFalselLiterals clause valuation =

filter (A 1. valuation ¥— 1) clause"

Funkcija addClause (koje se poziva iskljuéivo iz funkcije initialize) prvo pre-
procesira klauzu uklanjajuéi iz nje ponovljene literale i uklanjajué¢i literale
netatne u oznacenoj valuaciji M. Nakon toga, moze da nastupi nekoliko
slucajeva.
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- Ukoliko je klauza zadovoljena u tekuc¢oj oznacenoj valuaciji M, ona se
samo preskace. Obrazlozenje za ovo je da, ukoliko postoji zadovoljavajuca
valuacija za formulu Fjy, ona ¢e biti prosirenje tekuée valuacije M i
svakako ¢e zadovoljavati i preskocenu klauzu.

- Ukoliko je nakon preprocesiranja klauza prazna, tada je formula Fy nezado-
voljiva i SAT Flag se postavlja a False, posto se prazna klauza ne moze
zadovoljiti ni u jednoj valuaciji.

- Tautologke klauze (tj. klauze koje sadrze dva suprotna literala) se takode
preskacu, posto se one uvek mogu zadovoljiti.

Jedino dva preostala sluc¢aja menjaju F ili M.

1. Kao §to je opisano, jednoc¢lane klauze [I] imaju poseban tretman. Posto se
one mogu zadovoljiti samo ako je literal [ tacan u M, [ se odmah dodaje u
M, nakon ¢ega se izvodi jedna iscrpna runda propagacije jedini¢nih klauza
(videti poglavlje [MLZH) koja moze da otkrije dalje posledice dodavanja
literala .

2. Klauze koje imaju vise literala se dodaju u u F' i strukture podataka koje
se odnose na shemu dva posmatrana literala se azuriraju (videti poglavlje

MI2ZH).

definition addClause :: "Clause = unit StateTransformer"
where
"addClause clause =
do
M < readM;
let clause’ = (remdups (removeFalselLiterals clause (elements M)));

(if (= clauseTrue clause’ (elements M)) then
(if clause’=[] then
updateSATFlag FALSE
else (if (length clause’ = 1) then
do
assertLiteral (hd clause’) False;
exhaustiveUnitPropagate
done
else (if (— clauseTautology clause’) then
do
F < readF;
let clauseIndex = length F;
updateF (F @ [clause’]);
setWatchl clauseIndex (nth clause’ 0);
setWatch2 clauseIndex (nth clause’ 1)
done

)))

done
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10.2.4 Glavna petlja reSavaca

Jedina funkcija koju bi krajnji korisnici resavaca trebalo direktno da pozi-
vaju je funkcija solve. Ona prvo sprovodi inicijalizaciju, a zatim izvodi glavnu
petlju resavaca sve dok je status procesa resavanja nepoznat (tj. dok je vred-
nost promenljive SAT Flag UNDEF'). Prvi put kada se promenljiva SAT Flag
promeni, glavna petlja resavaca staje i vrednost SAT Flag predstavlja rezltat
rada reSavaca. Implementacija glavne petlje reSavaca u mnogome odgovara

reSavatima zasnovanim na resavacu SAT Solver vB ¢&iji je pseudokod prikazan
na strani

definition solve :: "Formula = ExtendedBool"
where
"solve FO = getResult (runTransformer (solve_formula FO) initialState)"

definition solve_formula :: "Formula = ExtendedBool StateTransformer"
where
"solve_formula FO =
do
initialize FO;
solve_loop (vars FO);
readSATFlag
done

function (domintros, tailrec)
solve_loop :: "Variable set = unit StateTransformer"
where
"solve_loop Vbl =
do
SATFlag < readSATFlag;
(if (SATFlag = UNDEF) then
do
solve_loop_body Vbl;
solve_loop Vbl
done
)
done

by pat_completeness auto

Primetimo da je funkcija solve_loop definisana opstom rekurzijom i da je
njeno zaustavljanje netrivijalno.

Telo glavne petlje pocinje iscrpnom rundom propagacije jedini¢nih klauza.
Nakon toga, mogu da nastupe cetiri slucaja.

1. Ukoliko se otkrije da vazi M F— F', kazemo da je doslo do konflikta.

a) Ukoliko u M nema pretpostavljenih literala, kazemo da je doslo do
konflikta nultog nivoa i tada se zakljuCuje da je formula Fj nezado-
voljiva. U tom slu¢aju, promenljiva SAT Flag se postavljana FALSE.
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b) Ukoliko u M ima pretpostavljenih literala, tada se izvodi postupak
analize i razresavangja konflikta (videti poglavlje [LLY]).

2. Ukoliko vazi M F— F', tada su mogudi sledeéi slucajevi.

a) Ukoliko su sve promenljive koje pripadaju unapred datom skupu
decisionV ars definisane u tekucoj oznacenoj valuaciji M, zakljucuje
se da je formula zadovoljiva. U tom slucaju, promenljiva SAT Flag
se postavlja na TRUE. Skup decisionV ars mora da zadovolji neke
uslove kako bi se mogla garantovati korektnost ovog zakljucka. Na
primer, dovoljno je zahtevati da je (vars Fy) C decisionVars, kao
§to je to slucaj u ovoj implementaciji.

b) Ukoliko postoje neke varijable koje se koriste za pretpostavljanje,
a koje nisu definisane u M, pravi se nova odluka (videti poglavlje
[I27) i novi pretpostavljeni literal se dodaje u valuaciju.

Otkrivanje klauza formule F' koje su netacne ili jedini¢ne u valuaciji M
mora biti izvrSeno efikasno, kako ovaj zadatak ne bi postao usko grlo procedure.
Jedan efikasan nacin da se ovo postigne je opisan u poglavlju [ML2ZH

definition solve_loop_-body :: "Variable set = unit StateTransformer"
where
"solve_loop_body decisionVars =
do
exhaustiveUnitPropagate;
conflictFlag <« readConflictFlag;
M < readM;
(if conflictFlag then
(if (currentLevel M) = O then
updateSATFlag FALSE
else
do
applyConflict;
applyExplainUIP;
applyLearn;
applyBackjump
done
)
else
(if (vars (elements M) D decisionVars) then
updateSATFlag TRUE
else
applyDecide decisionVars

)

done

10.2.5 Otkrivanje konfliktnih i jediniénih klauza

Svaki put kada se literal doda u ozna¢enu valuaciju M, potrebno je proveriti
formulu F' i pronaé¢i sve klauze koje su u meduvremenu postale jedni¢ne ili
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netacne. Efikasan nac¢in da se ovo uradi je implementiran kroz reSavac SAT

Solver v ¢iji je pseudokod prikazan na strani Rezultati ove provere se
cuvaju kroz sledeé¢e komponente stanja resavaca.

- Promenljiva conflictFlag se postavlja na tatno kada se otkrije da je
tekuca formula F neta¢na u valuaciji M. Invarijanta koja potpuno karak-
teriSe ovu promenljivu je:

]n'pa’rija’n’ta(i()’ll,fZi(itFl(L!](/‘/I,(I7'(L(th%’7‘iZ(Lti()71,: CO?’Lfl’L'CtFZG/g Aand M\':ﬁF

- Broj conflictClause je indeks klauze u formuli F' koja je netacna u va-
luaciji M. Invarijanta koja potpuno karakterise ovu promenljivu je:

[/”'/U(””L.Y (”)’ta/conj'li(:l(/'laus(f(/'harucl(frizulion :

conflictFlag = conflictClause < |F| A M B (F'!conflictClause)

- Lista @ je lista literala koji su jedinicni literali za klauze formule F' u
odnosu na tekucu valuaciju M. Ovi literali su spremni da se dodaju u
M kao rezultat propagacije jedini¢nih klauza. Lista @ se ponasa kao red
i u potpunosti je okarakterisana narednom invarijantom.

[/”'/U(””L.Y (”)’tU/Q(/'haruclﬁ rization-

—

—conflictFlag = (V.1 € Q <= (Je. c€ F A (isUnitClause ¢ I M)))

Primetimo da ovaj uslov garantuje potpunost za propagaciju jedinicénih
klauza tj., garantuje da su svi jedini¢ni literali klauza iz F' u odnosu na
M sadrzani u . Ovo svojstvo nije neophodno za saglasnost i potpunost
cele procedure, ali, ukoliko je zadovoljeno, dovodi do veée efikasnosti.

Takode, @ ne bi trebalo da sadrzi ponovljene literale.
Invarijantagaistinet: (distinct Q)
Posto se @ gradi od literala iz F', njen domen (tj. skup promenljivih) je
isti kao domen za F'.
Invarijantagears: (vars Q) C (vars Fy) U decisionVars

- Preslikavanje reason pridruzuje literalima iz @ indekse klauza iz F' za
koje su oni jedini¢ni literali. Posto se ovo preslikavanje ne menja kada se
literali iz Q) dodaju u M, ono nastavlja da preslikava izvedene literale iz M
u indekse klauza koji su razlog njihove propagacije. Literalima sa nultog
nivoa tekuée oznacene valuacije M nisu pridruzene klauze. Ovo je zbog
toga Sto literali sa nultog nivoa imaju posebnu ulogu u procesu resavanja
posto mogu biti dodati u M kao rezultat propagacije jednoclanih klauza
koje se ne smestaju eksplicitno u F' (kao $to je veé objasnjeno u poglavlju
[[I232). Svi prethodni uslovi su okarakterisani kroz narednu, kompleksnu,
invarijantu:

Invarijanta,ecqsonCharacterization:
((currentLevel M) >0 = V.l e Q =
(Ze. (reason 1) = (Some ¢) A ¢ < |F| A (isUnit (F'lc) 1 M))) A
(V1. 1€ M A 1 ¢ (decisions M) A (level 1) > 0 =
(Je. (reason 1) = (Some ¢) A ¢ < |F| A (isReason (F'lc) 1 ]\/4\)))
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Shema dva posmatrana literala

Efikasan nac¢in da se pronadu netacni i jedini¢ni literali daje shema dva
posmatrana literala (veé¢ opisana u poglavlju[L™i implementirana kroz resavace
SAT Solver vli SAT Solver vII). Ona uvodi slede¢e promenljive u stanje:

e Preslikavanja watchy i watcho dodeljuju dva razlic¢ita istaknuta literala
svakoj klauzi formule F. Ovaj uslov se karakterise narednim invarijan-
tama:

InvarijantayatchesEel:

Ve. e < |F| = 3Jwl w2. (watchy ¢) = (Some wl) A wl € Fle A
(watchg ¢) = (Some w2) AN w2 € Flc

InvarijantayatchesDif fer:
Ve. ¢ < |F| = (watchy ¢) # (watchs c)

e Preslikavanje watchList dodeljuje svakom literalu [ spisak indeksa klauza
iz F koji odgovaraju klauzama za koje je [ posmatrani literal. Ovo je
opisano narednom invarijantom.

In'l/'arija’nta/'u:at(:/l, ListsCharacterization-

Vi c. ¢ € (watchList l) <~
¢ < |F| A ((watchy ¢) = (Some 1) V (watchs ¢) = (Some 1))

Takode, vazi da lista klauza ni jednog posmatranog literala ne sadrzi
ponovljene klauze.

Invarijantapaten ListsDistinet: V0. (distinct (watchList 1))

U nastavku opisujemo funkciju assertLiteral koja u M dodaje literale (bilo
pretpostavljene, bilo izvedene). Promenljive con flictFlag, conflictClause, Q
i reason se tada azuriraju kori§¢enjem sheme dva posmatrana literala kodirane
kroz funkciju notifyWatches.

definition assertLiteral :: "Literal = bool = unit StateTransformer"
where
"assertLiteral literal decision =

do

M < readM;

updateM (M @ [(literal, decision)]);

notifyWatches (opposite literal)
done

Pre nego sto definiSemo funkciju notifyWatches, definisimo nekoliko pomo¢nih
funkcija.

Funkcije setWatchl i setWatch?2 proglasavaju dati literal za novi posmatrani
literal date klauze dodajuéi odgovarajuéi indeks klauze u njegovu listu klauza3.

3Prikazujemo samo kod funkcije setWatchl posto je kéd funkcije setWatch2 veoma sli¢an.
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definition addToWatchList
"Literal = pClause => unit StateTransformer"
"addToWatchList literal clause =
updateWatchList literal (A watchList. clause # watchList)
n
definition setWatchl :: "pClause = Literal = unit StateTransformer"
where
"setWatchl clause literal =
do
updateWatchl clause (Some literal);
addToWatchList literal clause
done

Funkcija swapWatches vrsi razmenu dva posmatrana literala u datoj klauzi.

definition swapWatches :: "pClause = unit StateTransformer"
where
"swapWatches clause =
do
wa «— readWatchl clause;
wb <« readWatch2 clause;
updateWatchl clause wb;
updateWatch2 clause wa
done

Funkcija getNonWatchedUnfalseLiteral proverava da li data klauza sadrzi
literal koji nije posmatran i koji nije netacan u M.

primrec getNonWatchedUnfalseLiteral
"Clause — Literal = Literal = LiteralTrail = Literal option"
where
"getNonWatchedUnfalseLiteral [] wl w2 M = None"
| "getNonWatchedUnfalseLiteral (literal # clause) wl w2 M =
(if literal # wl A literal # w2 A (elements M) F— literal then
Some literal
else
getNonWatchedUnfalselLiteral clause wl w2 M

U nastavku je objasnjena sustina sheme dva posmatrana literala data kroz
funkcije notifyWatches i notifyWatches_loop. Shema dva posmatrana literala se
zasniva na Cinjenici da posmatrani literal klauze moze biti netacan u valuaciji
M samo kada je sama klauza tacna, netacna ili jedinicna u M. U svim os-
talim slucajevima (kada je vrednost klauze nedefinisana i nije jediniéna), oba
posmatrana literala nisu netatna. Ovaj uslov je dat kroz naredne invarijante
(zai=11i=2).
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Ve. ¢ < |F| = M E-(watch; ¢) =
(Fl.leec A MEL A level I < level (watch; ¢)) V
(V.1 €c N 1# (watchy ¢) N1 # (watche ¢) =
M E-1 A level I < level (watch; c)).

Dodatni uslovi koji su nametnuti na nivoe literala su neophodni kako bi
se mogla pokazati korektnost operacije povratnih skokova, kao §to ¢e biti
obajsnjeno u poglavlju

Tokom operacije assertlLiteral, oznacena valuacija M se proSiruje novim lit-
eralom [. Kada se ovo dogodi, sve klauze koje nemaju [ kao svoj posmatrani
literal i dalje zadovoljavaju uslove invarijante InvarijantaypatchCharacterization
tako da ne mogu da budu jedini¢ne ni neta¢ne u prosirenoj M. Jedine klauze
koje su nakon prosirenja mogle postati jedini¢ne ili neta¢ne su one kojima
je 1 posmatrani literal. Ovo su taéno one klauze ¢ji su indeksi ¢lanovi liste
(watchList 1). Funkcija notifyWatches poziva funkciju notifyWatches_loop koja
obilazi ovu listu i obraduje jednu po jednu klauzu koja je u njoj sadrzana.
Kako bi se olaksala implementacija, za svaki obradjeni indeks klauze ¢, pos-
matrani literali se menjaju ukoliko je to neophodno kako bi se obezbedili da
vazi (watchy c) = 1 i literal (watchy c) je netacan. Mogu da nastupe naredni
slucajevi.

1. Ukoliko se utvrdi da je (watchy ¢) tacan u prosirenoj valuaciji, tada nema
potrebe menjati posmatrane literale, posto klauza ¢ zadovoljava uslove
invarijante InvarijantagpatchCharacterization 1 Za& prosirenu valuaciju.

2. Ukoliko literal (watchy ¢) nije tacan u prosirenoj valuaciji, pristupa se
klauzi F'lc i njeni literali se ispituju koriséenjem funkcije getNonWatched-
UnfalseLiteral.

a) Ukoliko postoji neposmatrani literal [ koji nije neta¢an u prosirenoj
valuaciji on postaje novi (watchs c).

b) Ukoliko su svi neposmatrani literali netatni u M, a netacan je i
(watchy ¢), onda je cela klauza netacna i conflict Flag se postavlja
na ta¢no. Posmatrani literali se ne menjaju posto ¢e oba postati
nedefinisani u M, ukoliko se primeni operacija povratnog skoka
(videti poglavlje MIZH).

¢) Ukoliko su svi neposmatrani literali netacni u M, a literal (watchy ¢)
nije netacan, tada je klauza upravo postala jedini¢na i njen (watch; ¢)
se umece se u red @ (ako se ve¢ tamo ne nalazi). Razlog za nje-
govu propagaciju se postavlja na c¢. Ni u ovom slucaju se ne men-
jaju posmatrani literali, zbog toga Sto ¢e klauza imati tacan literal
nakon propagacije i time ¢e zadovoljavati invarijantu Invarijan-

tawatchCharacte'M’zation .

Kada literal koji nije bio posmatran postane novi (watchs c), literal [
prestaje da bude posmatrani za klauzu odredenu indeksom c i indeks ¢ bi
trebalo ukloniti iz njemu pridruzene liste klauza. Posto se ovo deSava mnogo
puta tokom obilaska koji vrsi funkcija notifyWatches_loop, ispostavlja se da je
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efikasnije iznova izgraditi listu indeksa klauza u kojima je [ posmatrani lit-
eral, nego uklanjati jedan po jedan indeks iz ve¢ postojece liste. Ovo je uloga
parametra newW 1 u funkciji notifyWatches_loop.

definition notifyWatches :: "Literal = unit StateTransformer"
where
"notifyWatches literal =
do
wl < readWatchList literal;
notifyWatches_loop literal wl []
done

primrec notifyWatches_loop ::
"Literal = pClause list = pClause list = unit StateTransformer"
where
"notifyWatches_loop literal [] newWl =
updateWatchList literal (A wl. mnewWl)"
| "notifyWatches_loop literal (clause # list’) newWl =
do
wl’ < readWatchl clause;
w2’ «— readWatch2 clause;
if (Some literal = wl’) then (swapWatches clause);
(case wl’ of Some wl = (
case w2’ of Some w2 = (
do
M < readM;
(if literalTrue wl (elements M) then
notifyWatches_loop literal list’ (clause # newWl)
else
do
F < readF;
let ul = getNonWatchedUnfalseLiteral (F!clause) wl w2 M in
(case ul of
Some 1’ =
do
setWatch2 clause 17;
notifyWatches_loop literal list’ newWl
done
| None =
(if (literalFalse wl (elements M)) then
do
updateConflictFlag True;
updateConflictClause clause;
notifyWatches_loop literal list’ (clause # newWl)
done
else
do
Q «— readQ;
if (= wl el Q) then (updateQ (Q @ [wll));




154 Glava 10. Implementacija u logici viseg reda

updateReason wl clause;
notifyWatches_loop literal list’ (clause # newWl)
done

done
done

)

done

Invarijante InvarijantawatchListsCharacterization i InvarijantawatchesEl za-
jedno obezbeduju da za svaku klauzu postoje dva posmatrana literal (tako da
nedostajuée None grane u case izrazima zaista i nisu potrebne).

10.2.6 Propagacija jedini¢nih klauza

Operacija propagacije jedinicnih klauza dodaje u oznacenu valuaciju M
literale koje su jedini¢ni za klauze iz F. Posto je shema dva posmatrana
literala potpuna za detekciju neta¢nih i jediniénih klauza (posto funkcija as-
sertLiteral ¢uva invarijante Invarijantacon fiict FlagCharacterization 1 Invarijan-
taQCharacterization), Svi literali koji su jedini¢éni za klauze iz F se nalaze u Q.
Zahvaljujuéi ovome, propagacija jedini¢nih klauza se trivijalno implementira
— literali se uzimaju iz reda ) i dodaju se u M sve dok se ) ne isprazni ili
dok se ne otkrije konflikt.

definition applyUnitPropagate :: "unit StateTransformer"
where
"applyUnitPropagate =
do
Q «— readQ;
assertLiteral (hd Q) False;
Q’ «— readQ;
updateQ (t1 Q)
done

function (domintros, tailrec)
exhaustiveUnitPropagate :: "unit StateTransformer"
where
"exhaustiveUnitPropagate =
do
conflictFlag <« readConflictFlag;
Q «— readQ;
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(if (= conflictFlag A Q # []1) then
do
applyUnitPropagate;
exhaustiveUnitPropagate
done
)
done

by pat_completeness auto

Primetimo da zaustavljanje funkcije exhaustiveUnitPropagate nije trivijalno
posto je funkcija definisana koriséenjem opste rekurzije.

10.2.7 Heuristika izbora literala

U trenutku kada se iscrpi moguénost zaklju¢ivanja na osnovu jedini¢nih
klauza potrebno je pokrenuti proces pretrage. Ova pretraga je vodena od-
lukama odredenim heuristikom izbora literala. Srce ove heuristike pretstavlja
funkcija selectLiteral ¢iji je zadatak da odabere literal ¢ija je promenljiva pri-
pada fiksiranom skupa promenljivih decisionVars, a ¢ija vrednost nije defin-
isana u oznacenoj valuaciji M. Ovakav izbor je mogucée vrsiti na osnovu ra-
zlicitih kriterijuma i eksperimenti govore da je kriterijum izbora literala ¢esto
od presudnog znacaja za efikasnost resavaca. Ipak, u ovoj tezi netemo raz-
matrati konkretne kriterijume izbora veé¢ ¢emo razmatrati samo njihov efekat
zadat narednim postuslovom.

consts selectLiteral :: "Variable set = Literal StateTransformer"
axioms selectLiteral_def:
"let diff = decisionVars \ vars (elements (getM state)) in

diff # ) — var (selectLiteral state decisionVars) € diff"

definition applyDecide :: "Variable set = unit StateTransformer"
where
"applyDecide decisionVars =
do
1l «— selectLiteral decisionVars;
assertlLiteral 1 True
done

10.2.8 Razresavanje konflikata

Procedura razresavanja konflikata koja ¢e u ovom poglavlju biti formalizo-
vana se zasniva na pseudokod-u resavaca SAT Solver vH prikazanog na strani
T8 Procedura razresavanja konflikata se sastoji od analize konflikata, ucenja i
povratnih skokova i izvrsava se kada god se ustanovi konflikt pri ¢emu u tekucoj
ozna¢enoj valuaciji M postoji bar jedan pretpostavljeni literal (kada se us-
tanovi konflikt na nultom nivou oznacene valuacije M, formula se proglasava
nezadovoljivom i ne vri se razreSavanje konflikta). Nakon primene procedure
razreSavanja konflikta, odredeni broj literala se uklanja sa vrha oznacene val-
uacije M i restauriSe se ne-konfliktno stanje. Za razliku od klasi¢ne pretrage
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sa povratkom (eng. backtracking) koja uklanja samo poslednji pretpostavljeni
literal iz M, operacija povratnog skoka vrsi tzv. ne-hronoloski povratak koji
tezi da ukloni §to veéi broj pretpostavljenih literala iz M. Povratni skokovi
su vodeni klauzama povratnog skoka (eng. backjump clause) koje su posledice
polazne formule Fy i koje odgovaraju valuacijama koje su dovele do konflikta.
Kada se konstruise klauza povratnog skoka, literali sa vrha oznacene valuacije
M se uklanjaju sve dok klauza povratnog skoka ne postane jedini¢na klauza
u M. Od tog trenutka, propagira se njen jedinic¢ni literal i nastavlja se pro-
ces pretrage. Klauze povratnog skoka se konstruisu u procesu poznatom kao
analiza konflikata (eng. conflict analysis).

Nekoliko komponenata stanja resavaca se koristi tokom razresavanja kon-
flikata.

- Klauza C predstavlja tekuéu klauzu analize konflikata koja, kada se pro-

ces analize konflikta zavrsi, postaje klauza povratnog skoka. Ova klauza

je okarakterisana narednim invarijantama?.

Invarijantacpaise: conflictFlag = M F—C
Invarijantac pntaited: conflictFlag = Fy FE C
Naredne promenljive reprezentuju odredene delove i svojstva klauze C i

njihovo ¢uvanje u okviru stanja reSavaca se vrsi samo kako bi se dobilo na
efikasnosti.

- Literal C; literal koji pripada klauzi C' koji je poslednji postavljen u
oznacenu valuaciju M. Okarakterisan je narednom invarijantom.

In'varljjantaCZC/I,(I’I'(L(Jffﬂ‘iﬂ(Lfi()’IL:
conflictFlag = (isLastAssertedLiteral C; C' M)

- Literal Cy; je poslednji literal klauze C'\ C; koji je postavljen u oznacenu
valuaciju M. Okarakterisan je narednom invarijantom.

ITL’U(J,T"//'] (Ul/t(l(,‘ll(,‘hu racterization-

conflictFlag A C\ C) #[] = (isLastAssertedLiteral Cy; (C'\ C;) M)

- Broj C,, je broj literala klauze C koji se nalaze na poslednjem nivou
oznacene valuacije M. Okarakterisan je narednom invarijantom.

In'l/'arljj(l'ntaCnClm’I'(L(:tf%rizatimz, .

conflictFlag —
C,, = (length (filter (X I. level I M = currentLevel M) (remdups C)))

4Sve invarijante koje su relevantne za proces razreSavanja konflikata moraju da vaze
samo dok se konflikt ne razresi. U formulacijama koje su navedene, dodat je uslov
conflictFlag —> kako bi se ove invarijante mogle smatrati globalnim invarijantama i
kako bi se tretirale ekvivalentno ostalim definisanim invarijantama.
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Analiza konflikata

Kako bi se implementirala procedura analize konflikata, uvodimo nekoliko
pomo¢nih funkcija.

Funkcija findLastAssertedLiteral se koristi kako bi se postavila vrednost pro-
menljive C) na osnovu tekuéih vrednosti promenljivih C'i M.

definition findLastAssertedLiteral :: '"unit StateTransformer"
where
"findLastAssertedLiteral =
do
C < readC;
M < readM;
updateCl (getLastAssertedLiteral (opposite C) (elements M))
done

Funkcija countCurrentLevelLiterals se koristi kako bi se postavila vrednost
promenljive C}, na osnovu tekuéih vrednosti promenljivih C'i M.

definition countCurrentlLevellLiterals :: "unit StateTransformer"
where
"countCurrentLevellLiterals =
do
M < readM;
C < readC;
let cl = currentLevel M;
let cll = filter (A 1. elementLevel (opposite 1) M = cl) C;
updateCn (length cl1)
done

Posto neki literali na nultom nivou oznacene valuacije M nemaju pridruzene
klauze u F koje predstvljaju razloge njihove propagacije, zahteva se da klauza C
ne sadrzi literale sa nultog nivoa M. Takode, razumno je zahtevati da klauza
C ne sadrzi ponovljene literale. Funkcija setConflictAnalysisClause postavlja
klauzu C' na datu klauzu, ali tako sto je prvo preprocesira uklanjanjem svih
duplikata i svih literala koji se nalaze na nultom nivou valuacije M. Ova
funkcija, takode, azurira i vrednosti promenljivih C; i C,,.

definition setConflictAnalysisClause :: "unit StateTransformer"
where
"setConflictAnalysisClause clause =
do
M < readM;
let oppMO = oppositeLiteralList (elements (prefixToLevel 0 M));
updateC (remdups (list_diff clause oppMO));
findLastAssertedLiteral;
countCurrentLevellLiterals
done

Algoritam analize konflikata se moze opisati na sledeéi nacin.
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- Proces analize konflikata pocinje sa konfliktnom klauzom (klauzom for-

mule F' koja je postala netactna u M) i klauza C se inicijalizuje na kon-
fliktnu klauzu koriséenjem funkcije applyConflict.

definition applyConflict :: "unit StateTransformer"
where
"applyConflict =
do
F < readF;
conflictClause «— readConflictClause;
setConflictAnalysisClause (nth F conflictClause)
done

- Svaki literal koji je clan tekuce klauze C' je netacan u tekucoj valuaciji

M i ili je pretpostavljeni literal ili je rezultat neke propagacije. Posto
C ne sadrzi literale nultog nivoa, za svaki propagirani literal [, postoji
klauza ¢ na osnovu koje je doslo do propagacije. Ove se klauze nazi-
vaju klauze razloga propagacije (eng. reason clauses) i zadovoljavaju uslov
(isReason ¢ [ J/\/[\) Propagirani literali tekuée klauze C' se onda menjanju
(kaze se 1 objasnjavaju (eng. explain)) ostalim literalima iz klauze razloga
propagacije, ¢ime se proces analize nastavlja. Korak objasnjavanja se
moze shvatiti i kao rezolucija izmedu tekuce klauze analize konflikta C' i
klauze koja je razlog propagacije nekog njenog literala. Ova rezolucija je
implementirana kroz funkciju applyExplain.

definition applyExplain :: "Literal = unit StateTransformer"
where
"applyExplain literal =
do
reason’ «— readReason literal;
(case reason’ of Some reason =
do
C « readC;
F < readF;
let res = resolve C (nth F reason) (opposite literal);
setConflictAnalysisClause res
done

done

Primetimo da invarijanta Invarijanta,eqsonCharacterization garantuje da
svaki propagirani literal ima pridruzenu klauzu koja je razlog njegove pro-
pagacije te nedostajuca None grana u case izrazu zaista nije neophodna.

- Procedura analize konflikata koja je implementirana uvek objasnjava lit-

eral iz C koji je poslednji dodat u M i ponavlja se sve dok se isUIP uslov
ne zadovolji, tj., dok se ne dogodi da u C' postoji takav literal I da se
svi ostali literali iz C' nalaze u M na striktno manjem nivou nego §to je
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nivo literala [. Ovaj se uslov jednostavno proverava ispitivanjem vred-
nosti promenljive C,,. Implementacija ove tehnike je data kroz funkciju
applyExplainUIP.

function (domintros, tailrec)
applyExplainUIP :: "unit StateTransformer"
where
"applyExplainUIP =
do
Cn < readCn;
(if (Cn # 1) then
do
Cl < readCl;
applyExplain C1;
applyExplainUIP
done
)
done

by pat_completeness auto

Primetimo da zaustavljanje ove funkcije nije trivijalno jer je funkcija
definisana opstom rekurzijom.

Ucenje

Tokom procesa ucenja, formula F' (ili nulti nivo oznaene valuacije M u
slucaju jednoclanih klauza) se prosiruje naucenim (redundantnim) klauzama
koje su logicke posledice formule Fy. U naSoj implementaciji (kao Sto je to
uobicajeno slu¢aj kod SAT resavaca), jedine klauze koje se uce su klauze po-
vratnog skoka. PoSto je zahtevano da sve klauze u F' imaju vise od dva razli¢ita
literala, ako klauza povratnog skoka C sadrzi samo jedan literal, ucenje se ne
izvodi eksplicitno (veé samo implicitno tokom izvodenja povratnog skoka). Im-
plementacija procesa ucenja je data funkcijom applyLearn. Nako prosirivanja
formule F' klauzom C, posmatrani literali klauze C' se postavljaju tako da
klauza C' zadovolji uslove invarijante InvarijantyatchCharacterization. 1Stovre-
meno, izracunava se literal Cy; i pamti se u okviru stanja.

definition applylLearn :: "unit StateTransformer"
where
"applyLearn =
do
Cl « readCl;
C « readC;
(if (C # [opposite Cl]) then
do
F < readF;
M < readM;
updateF (F @ [C]);
let 1 = C1;
let oppCminusl = removeAll 1 (opposite C);
let 11 = getLastAssertedLiteral oppCminusl (elements M);
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let clauselndex = length F;
setWatchl clauseIndex (opposite 1);
setWatch2 clauseIndex (opposite 11);
updateCll 11

done

done

Povratni skokovi

Operacija povratnog skoka se sastoji od uklanjanja literala sa vrha oznacene
valuacije M do najmanjeg nivoa na kojem klauza povratnog skoka C postaje je-
dini¢na, posle ¢ega se njen jedini¢ni literal C; propagira. Ovaj nivo se pronalazi
korigéenjem funkcije getBackjumpLevel.

definition getBackjumpLevel :: "nat StateTransformer"
where
"getBackjumpLevel =
do
C «— readC;
Cl < readCl;
(if C = [opposite Cl] then
return O
else
do
Cll < readCll;
M «— readM;
return (elementLevel Cll M)
done

done

Funkcija applyBackjump izvodi operaciju povratnog skoka.

definition applyBackjump :: "unit StateTransformer"
where
"applyBackjump =
do
level < getBackjumpLevel;
Cl « readCl;
M < readM;
F < readF;
updateConflictFlag False;
updateQ [];
updateM (prefixToLevel level M);
if (level > 0) then updateReason (opposite Cl) (length F - 1);
assertliteral (opposite Cl) False
done

Primetimo da je nakon uzimanja prefiksa oznacene valuacije M zakljuceno
da je konflikt uspesno razresen (pa je conflictFlag postavljena na netaéno) i
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da nema jedini¢nih klauza u F' u odnosu na uzeti prefiks od M (pa je red Q
ispraznjen). Da bi ovi zakljuci bili ispravni, potrebno je da se ne vrse nove
pretpostavke i ne dodaju pretpostavljeni literali u M od trenutka kada postoji
konflikt izmedu M i F. Takode, zahteva se da propagacija jedini¢nih klauza
bude iscrpna i da se pretpostavke ne donose ni kada u F' postoje jedini¢ne
klauze. Ovi uslovi su nametnuti narednim invarijantama.

ITL/U(J’T”[:.].(Ln/ta710D(’,Ci5‘i()ll5‘"1"’]7,(;’77,(/'077,/‘12.(‘,[, :
Vievel' < (currentLevel M) = (prefixToLevel level’ M) F—=F
InvarijantanepecisionsW henUnit :

Vievel’ < (currentLevel M) —
—=3cl. c€ F A (isUnitClause ¢ [ (prefixToLevel level” M))

10.2.9 Delovi dokaza korektnosti

Invarijante koje su do sada navedene u okviru tekuéeg poglavlja su
dovoljne da se dokaze korektnost procedure. Najzahtevniji deo ovog dokaza je
da se pokaze da svaka funkcija resavaca odrzava svaku od navedenih invarijanti.
Ovi dokazi se donekle oslanjaju na slicne dokaze navedene za apstraktne sisteme
prelaza navedene u delu Formalizacija. Celokupni dokazi su dostupni u [Mar(8]
i ovde nece biti navedeni.

U nastavku ¢e biti prikazane tehike koje su koriséene kako bi se dokazalo za-
ustavljanje glavne funkcije resavaca (funkcije solve). Takode, bi¢e formulisana
teorema korektnosti i bi¢e prikazan najvisi nivo njenog dokaza.

Zaustavljanje

U kodu predstavljenom u okviru poglavlja [[LA jedino su funkcije exhaus-
tiveUnitPropagate, explainUIP i solve_loop definisane opstom rekurzijom i nije
trivijalno da se zaustavljaju. Jedina funkcija koju bi krajnji korisnici trebalo di-
rektno da pozivaju je funkcija solve i ona predstavlja jedinistvenu tacku ulaska
u resavac¢. Ovo znaci da se sve tri funkcije koje su definisane ostom rekurzijom
pozivaju samo indirektno od strane fukcije solve i da su svi parametri koji se
ovim funkcijama prosleduju automatski izracunati od strane resavaca. Zato se
ove funkcije mogu smatrati parcijalnim funkcijama i nije neophodno dokazivati
da se one zaustavljaju za sve vrednosti svojih ulaznih parametera. Dovoljno
je dokazati da se zaustavljaju za one vrednosti ulaznih parametera koje im se
zaista mogu proslediti u toku procesa resavanja koji pocinje iz nekog pocetnog
stanja.

Kako bismo modelovali ovu vrstu parcijalnosti, koris¢ene su ugradene funkcije
sistema Isabelle [Kra(S)].

1. Primetimo da su sve tri funkcije definisane opstom rekurzijom definisane
repnom rekurzijom i oznacene kori§¢enjem direktive tailrec. Ovo je
veoma vazno zbog toga $to omogucéava generatoru koda da radi sa parci-
jalnim funkcijama.

2. Kada se n-arna funkcija f definise koris¢enjem opste rekurzije, sistem
automatski generise i predikat f_dom koji proverava da li se n-torka (a1,
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.., ay) nalazi u domenu funkcije f (tj., da li se funkcija f zaustavlja za
ulaz (a1,...,a,)). Ukoliko se definicija funkcije jos oznaci i direktivom
domintros, Isabelle generise i automatski dokazuje teoremu oblika

g — (f—dom (fl(al)v"'vfn(an))) = (f_dom (alv-“,an));

za svaki rekurzivni poziv f(f1(a1),..., fu(a,)) u definiciji funkcije f, gde
je g uslov koji dovodi do rekurzivnog poziva (eng. guard). Dok se ne
dokaze zaustavljanje funkcije f tj. dok se ne dokaze da je funkcija f to-
talna, uobicajena teorema indukcije za funkciju f (koja bi u sistemu bila
nazvana f.induct) ne moze da se dokaze i koristi. Medutim, kada se
funkcija f definiSe, sistem automatski dokazuje slabiju teoremu parcijalne
indukcije (koja se naziva f.pinduct). Ona se razlikuje od uobicajene
sheme indukcije jer dodaje dodatnu pretpostavku o pripadnosti domenu
f_dom i u induktivnu bazu i u induktivne korake. Ovi predikati pripad-
nosti domenu se prenose i pretpostavljaju u svim lemama o funkciji f koje
se dokazuju (parcijalnom) indukcijom. Ipak, kako bi se zaokruzio dokaz
koraktnosti, u jednom trenutku potrebno je osloboditi se ovakvih dodat-
nih pretpostavki. Ovo se radi tako $to se pokaze da svi ulazi koji se zaista
prosleduju funkciji f zaista pripadaju njenom domenu tj. zadovoljavaju
uslov f_dom.

U nasem slucaju, znamo da se invarijante cuvaju tokom ¢itavog rada resavaca
i da svako stanje na koje se primenjuju funkcije naseg resavaca zadovoljava sve
navedene invarijante. Pokaza¢emo da neke od ovih invarijanti povlace uslove
pripadnosti domenu, tj. da se naSe tri funkcije definisane opStom rekurzijom
zaustavljaju za sva stanja koja zadovoljavaju invarijante.

Kao ilustraciju, skiciraéemo dokaz da se funkcija exhaustiveUnitPropagate
(str. 24 zaustavlja ako njeno ulazno stanje zadovoljava odredene invarijante.

Kako bi se ovo pokazalo, koriste se dobro zasnovana uredenja uvedene u delu
Formalizacija. Za zaustavljanje funkcije exhaustiveUnitPropagate znacajno
je uredenje >,§/Tzlil uvedeno definicijom [CTY Koriséenjem ovog uredenja ée
biti pokazano da ukoliko stanje zadovoljava odredene invarijante, ono pripada
domenu funkcije exhaustiveUnitPropagate (tj. da se ova funkcija zaustavlja kada
se primeni na to stanje).

Lema 10.4. Ako je skup decisionVars konacan i stanje state je takvo da:

(a) invarijante Invarijantaniconsistent (Str- [L4) i Invarijantanaistinet (Str.
vaze u stanju state,

(b) invarijante Invarijantasrvars (str. [[Z4), Invarijantapaers (str. TZ4)
InvarijantaQuars (str. [[Z9) vaze u stanju state,

(C) invarijante InvarijantaconflictFlagChaTacterization (St’f’. @);

Invarijantagcharacterization (Str- Q) @ Invarijantagaistinet (str. [LE4)
vaZe u stanju state,

(d) invarijante Invarijantayateh ListsCharacterization (Str- I20) ¢ Invarijan-
tawateh ListsDistinet (Str. [20) vaZe u stanju state,

(e) invarijante Invarijantayaichesm (str- D), Invarijantayatchespif fer
(St'l“. "’1" Z‘Inva/rijantawatchC’haractem'zatio’n (St’l“ m) vaZe u Stanju
state,
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tada se funkcija exhaustiveUnitPropagate zaustavlja kada se primeni na stanje
state tj., (exhaustiveUnitPropagate_dom state).

Dokaz. Ukoliko je @ prazan ili je conflictFlag ta¢no u stanju state, tada se
funkcija exhaustiveUnitPropagate trivijalno zaustavlja i stanje state je u njenom
domenu. Zato pretpostavimo da @) nije prazan i da je conflict Flag netacno.
Dokaz se izvodi dobro-zasnovanom indukcijom po uredenju >¥T’l’llﬂ (uvede-
nom definicijom [LTd). Pretpostavimo, kao induktivnu hipotezu, da tvrdenje
vazi za sva stanja state’ za koje je state =V'. state’. Neka je state’ =
(applyUnitPropagate state). Posto invarijante vaze u stanju state i posto ih
funkcija applyUnitPropagate odrzava, one vaze i u stanju state’®. Pogto je
oznacena valuacija M u stanju state’ proSirena nekim literalom, na osnovu
leme [CT0, vazi state >¥T’l’llﬂ state’. Tada, na osnovu induktivne hipoteze, vazi

(exhaustiveUnitPropagate_dom state’). Tvrdenje leme onda sledi na osnovu teo-
reme o uvodenju domena exhaustiveUnitPropagate.domintros:

—conflictFlagstate N Qstate 7 [] =
(exhaustiveUnitPropagate_dom (applyUnitPropagate state)) —
(exhaustiveUnitPropagate_dom state).

O

Zaustavljanje (za relevantne ulaze) funkcija applyExplainUIP i solve_loop se
dokazuje na veoma slican nac¢in. Dokaz zaustavljanja za funkciju solve_loop

takode koristi uredenje >-Xi’fih a dokaz za funkciju applyExplainUIP koristi uredenje
=M felause Uvedeno u delu Formalizacija definicijom [L31

Totalna korektnost

Totalna korektnost solve funkcije je iskazana narednom teoremom.

Teorema 10.3.
((solve Fy) =TRUE A (sat Fy)) V ((solve Fy) = FALSE N —(sat Fp))

Pod pretpostavkom da sve invarijante vaze u svakom stanju koje se dostigne
tokom izvrsavanja funkcije solve, dokaz teoreme [[(.3 se zasniva na dve leme o
saglasnosti koje odgovaraju mestima u kodu na kojima se zastavica SAT Flag
menja.

Lema 10.5. Ukoliko u nekom stanju state vazi da:
(a) invarijanta Invarijantaequivatent (Str. vazi u stanju state,

(b) invarijanta Invarijantacon flict FlagCharacterization (Str-[I4Y) vazi u stanju
state,

5Primetimo da je neophodno pokazati samo da invarijante Invarijantaconsistentirs In-
varijantagistinctm 1 Imvarijanta,q,spr moraju da vaZe u stanjima state i state’ kako bi
mogli da koristimo uredenje >-Xf;lil. Medutim, neophodno je bilo pretpostaviti dodatne
invarijante u pretpostavkama ove leme, zato $to su one neophodne da bi se pokazalo da
navedene tri invarijante neophodne za dokaz nastavljaju da vaze i nakon $to se primeni

funkcija applyUnitPropagate.
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(¢) conflictFlag je tacno u stanju state,
(d) (currentLevel M) = 0 wvazi u stanju state,
tada vazi —(sat Fp).

Dokaz. 1z pretpostavke (currentLevel M) = 0 vazi da je (prefixToLevel 0 M) =

M. Zato, na osnovu invarijante Invarijantacquivalent, sledi da je FFQ (M) =
Fy. Posto na osnovu pretpostavke o vrednosti conflictFlag i invarijante In-
Varijantcon flict FlagCharacterization VaZi M F= F', na osnovu monotonosti vazi
i M E-~F@(M). Posto vazi F@ (M) & M, formula F@ (M) je netaina u
valuaciji koja joj je semanticka posledica, pa je, na osnovu stava B8 nezado-
voljiva. Posto je Fy logicki ekvivalentna formula formuli F @ (M), i ona je
nezadovoljiva. O

Lema 10.6. Ukoliko u nekom stanju state vazi da:
(a) (vars Fy) C decisionVars,
(b) invarianta Invarijantapconsistent (Sr- vazi u stanju state,
(¢) invarijanta Invarijantapyars (Str. vazi u stanju state,
(d) invarijanta Invarijantaequivalent (Str. [L4) vazi u stanju state,

(e) invarijanta Invarijantacon fiict FlagCharacterization (Str-[I49) vazi u stanju
state,

(f) conflictFlag je netaéno u stanju state,
(g9) (vars ]\7) D decisionVars,
tada vazi (sat Fy) ¢ (model M Fy).

Dokaz. Na osnovu invarijante Invarijantap,ars, sledi da je (vars F') C (vars Fy) U
decisionVars. Uz uslov (vars Fy) C decisionVars, vazi da je (vars F) C

decisionVars. Uz uslov (vars ]\/4\) D decisionVars, vazi da (vars F') C (vars ]\7)
i M je totalna valuacija u odnosu na skup promenljivih formule F. Tada je,
na osnovu stava @8 ili vazi M E-F ili vazi M £ F. Pogto je conflictFlag
neta¢no, na osnovu invarijante InvarijantQcon fiict FlagCharacterization sledi M ¥
~ F, tako da mora da vazi M F F. Trivijalno vazi M F (prefixT@l 0 M)iva-
luacija M je neprotivrecna na osnovu invarijante Invarijantansconsistent- 2ato
je M model formule F @ (prefixT&e\vel 0 M). Postovazi Fy = F Q <prefixTa_-e\vel 0 M),
vazi i da je M model formule Fy i Fy je zadovoljiva, tj. vazi (sat Fp). O
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Fleksibilna objekino-orijentisana implementacija

Tako su tokom protekle decenije SAT resavaci izuzetno napredovali, jako je
malo paznje posvecéeno dizajnu resavaca kao softverskih sistema. Naime, pored
implementacije samog DPLL algoritma, neophodno je obezbediti celokupan
sistem koji nudi interfejs prema korisnicima i omoguéava im da jednostavno
koriste funkcionalnost resavaca, vrse njegovo konfigurisanje i koriste ga kao
deo Sirih softverskih sistema. U ovom poglavlju ¢e biti naglasena vaznost soft-
verskog dizajna SAT re3avaca i bice prikazana reSenja prisutna u resavacu Ar-
goSAT. Mnoge pojedinacne ideje su prisutne i u nekim drugim dostupnim
redavacima otvorenog koda', no u ovom tekstu, kao i u resavaéu ArgoSAT one
Ce biti objedinjene i prikazane na uniforman nacin. Arihtektura predstavlja
nadgradnju DPLL jezgra resavaca opisanog u glavi [l Takode, arhitektura se
zasniva na objektno-orijentisanoj paradigmi i koristi poznata resenja i obrasce
objektno-orijentisanog dizajna (eng. design patterns) [GHJIT95]. Stil programi-
ranja je u mnogome inspirisan i idejama izlozenim u [FB99]. Tokom izlaganja,
odgovarajucéa resenja ¢e biti predstavljena koriséenjem dijagrama iskazanih na
jeziku UML [BRII05].

Osnovna osobina predlozene arhitekture je u¢auravanje razlicitih koncepata
prisutnih u SAT resavacima u zasebne module. Naime, ukoliko je razvoj SAT
resavaca voden iskljuéivo potrebama dostizanja maksimalne brzine (koja jeste
kljuéna za moguénost prakti¢ne upotrebljivosti) i ukoliko se posebna paznja
ne obrati na softverski dizajn, postoji opasnost da kod postane monolitan, ne-
fleksibilan i prepun ,,tvrdo-kodiranih” delova. Cest je slu¢aj da kéd implemen-
tira pregrst pametnih implementacionih trikova, ali kao posledica toga njegovo
odrzavanje i modifikovanje postaje tesko. Cesto dolazi do medusobnog mesanja
razlicitih slojeva resavaca (algoritama viSeg nivoa, implementacionih tehnika
nizeg nivoa i heuristickih komponenti). Jedna funkcija u kdédu moze da im-
plementira vige razlicitih koncepata SAT resavanja i, obratno, implementacija
nekog jedinstvenog koncepta (na primer heuristike) moze da bude rasprostrta
kroz vise razli¢itih funkcija u kédu. Nasuprot tome, ovde predlozen pristup
nastoji da izoluje razlic¢ite koncepte prisutne u okviru resavaca u zasebne mod-
ule. Takode, pravi se jasna razlika izmedu tri navedena sloja resavaca. Sve ovo

1Po misljenju autora, Sat4J (http://www.sat4].org) je resava¢ u kojem je najvise paznje
stavljeno na softverski dizajn.
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Slika 11.1: Jezgro DPLL algoritma i satelitske komponente

dovodi do kéda koji je jasan, lak za Citanje, razumevanje i odrzavanje i o ¢ijim
se svojstvima moze jednostavno rezonovati. Najvazniji korak u dostizanju ovog
cilja je razdvajanje jezgra DPLL algoritma od raznih satelitskih komponenti
(na primer, heuristickih komponenti, korisnickog interfejsa, generisanja dokaza
nezadovoljivosti, vodenja statistika) kao $to je to prikazano na slici [Tl

Kao posledica fleksibilne arhitekture, postaje moguce istovremeno posto-
janje vise razli¢itih tehnika (posebno heuristika) u okviru istog SAT resavaca.
Takode, izmene postoje¢ih i dodavanje novih komponenti postaje jednostavnije.
Koristi od toga su visestruke. Prvo, moguce je praviti fer poredenja izmedu
razlicitih tehnika $to ¢ini resava¢ pogodnim za izvodenje eksperimentalnih is-
trazivanja na polju iskazne zadovoljivosti. Dalje, resava¢ je u mogucénosti da
izmedu viSe podrzanih tehnika odabere onu koja je najpogodnija za reSavanje
date ulazne formule. Naime, razne heuristike obi¢no pokazuju razli¢ito pona-
Sanje na raznim klasama formula i veoma je redak slucaj da je neka od njih
univerzalno nadmocé¢nija od svih njoj konkurentskih heuristika. Na primer, u
radu [Hua(7al je dato poredenje strategija za izbor literala poteklih iz resavaca
MiniSAT [ES04] i Berkmin [GNO?] i zaklju¢eno je da za svaku od njih pos-
toji familija formula na kojoj je ona znatno bolja od druge. Skorasnja is-
trazivanja pokazuju da je na osnovu odredenih sintaksnih karakteristika iskazne
formule, moguée unapred pogoditi heuristiku koja ¢e dati najbolje rezultate
[HHAT06, XAAT0], NM.I09)].

Kod u jeziku C++ koji sledi je direktno preuzet iz resavaca ArgoSAT,
pri ¢emu su radi jednostavnosti prikaza izostavljeni neki tehnicki detalji (npr.
konstruktori i destruktori klasa nisu navodeni u tekstu).

11.1 Osnovni tipovi podataka

U ovom poglavlju ¢e biti opisano kako su kodirani osnovni tipovi podataka
— promenljive, literali, klauze i valuacije.

Promenljive i literali. S obzirom da je skup promenljivih koje se javljaju u
svakoj formuli konacan, najjednostavnije je skup n promenljivih identifikovati
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sa brojevima od 0 do n — 1. Za ocekivati je da je n relativno mali broj i
da je sve promenljive moguce predstaviti promenljivima tipa unsigned short
ili unsigned. Iz ovog razloga, tip Variable je napravljen kao sinonim za tip
unsigned:

|typedef unsigned Variable;

I skup literala je konacan, tako da je i njih prirodno predstaviti prirodnim
brojevima.

|typedef unsigned Literal;

Jedan od mogud¢ih nac¢ina kodiranja je da se svakoj promenljivoj v pridruze
pozitivan literal 2 - v i negativan literal 2 - v 4 1.

Vazno je naglasiti da je, protivno svim zakonima objektno-orijentisanog
dizajna, odluceno da se ne konstruiSu posebne klase kojima bi se reprezentovale
promenljive, odnosno literali. Razlog ovome je to §to se koris¢enjem primitivnih
tipova podataka umesto objekata dobija na efikasnosti celog sistema. Ipak,
operacije i dodatne informacije koje su u vezi sa promenljivima i literalima
su grupisane i predstavljene u okviru posebnih klasa koje uglavnom sadrze
staticke metode. Tako, na primer, klasa Literals objedinjuje operacije za rad
sa literalima.

class Literals {
public:
static Literal opposite(Literal literal);
static bool isPositive(Literal literal);
static bool isNegative(Literal literal);
static Literal variable(Literal literal);
static Literal literal(Variable variable, bool positive) ;
static Literal fromInt (int num);
static std::string toString(Literal literal);
};

Naglasimo jo$ da je, s obzirom na jako Cesta koriséenja ovih operacija,
potrebno obratiti paznju na njihovu sto efikasniju implementaciju. U sistemu
ArgoSAT, one se uglavnom implementiraju koris¢enjem bitskih operatora.

Klauze. Klauze se ponasaju kao nizovi literala i osnovne operacije koje se
izvode nad klauzama su upravo operacije sa nizom literala (utvrdivanje broja
literala, pristup pojedinim literalima, dodavanje, brisanje, uklanjanje duplikata
itd). Raspolozive su jos operacije za proveru statusa klauze u datoj valuaciji (da
li je tacna, netacna ili jediniéna), kao i moguénost uproséavanja uklanjanjem
netac¢nih literala.

U sistemu ArgoSAT klauze su predstavljene klasom Clause.

class Clause {

public:
size_t size O const;
Literal operator[] (size_t i) const;
Literal& operator[] (size_t i);
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typedef std::vector<Literal>::const_iterator const_iterator;

typedef std::vector<Literal>::iterator iterator;
const_iterator begin () const;

iterator begin () const;

const_iterator end () const;

iterator end () const;

const_iterator findLiteral (Literal literal) const;
iterator findLiteral (Literal literal);

void addLiteral (Literal literal);

bool removelLiteral (Literal literal);

void removeDuplicateLiterals();

bool isTrue (const Valuation& v) const;
bool isFalse (const Valuation& v) const;
bool isUnit (const Valuation& v) const;
const_iterator getUnitLiteral (const Valuation& v) const;

void removeFalsifiedLiterals(const Valuation& v);
private:

std: :vector<Literal> _literals;

};

Implementacija ove klase u sistemu ArgoSAT koristi standardnu kolekciju
std: :vector i velina operacija nad klauzama koje se odnose na pristup kolek-
ciji literala se jednostavno delegiraju operacijama klase std: :vector.

Valuacije. Osnovna funkcionalnost klase kojom se predstavljaju valuacije je
da odredi vrednost svake promenljive iz unapred zadatog skupa promenljivih.
Posto se tokom SAT resavanja koriste valuacije koje mogu da budu i parcijalne,
vrednosti promenljivih mogu da budu taéne, neta¢ne i nedefinisane — mogu
da budu tipa ExtendedBolean tj. mogu da pripadaju skupu {TRUE, FALSE,
UNDEF}. Sa obzirom da se valuacije grade inkrementalno, tj. da se prosiruju i
smanjuju dodavanjem i uklanjanjem literala, literali se smestaju u niz. Valu-
acije se ponasaju u LIFO maniru i metodama push i pop se elementi dodaju,
odnosno uklanjaju iz niza ¢ime se postize funkcionalnost steka.
U sistemu ArgoSAT, valuacije su predstavljene klasom Valuation.

class Valuation {

public:
void push (Literal 1);
Literal pop ();

bool isTrue (Literal 1) const;
bool isFalse (Literal 1) const;
bool isUndef (Literal 1) const;
ExtendedBolean variableValue(Variable v) const;
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private:
std: :vector<Literal> _literals;
std: :vector<ExtendedBoolean> _variableValues;

};

Posto valuacije zahtevaju funkcionalnost steka, njihovi literali se pamte kao
nizovi, tj. smesteni su u kolekciju std: : vector. Medutim, s obzirom da je ispi-
tivanje vrednosti promenljive u datoj valuaciji jako ¢esto koriséena operacija,
njena efikasnost je izuzetno znacajna za efikasnost celog resavaca. 1z tog razloga
se, pored pomenutog niza literala, vrsi indeksiranje vrednosti svih promenlji-
vih, odnosno kreira se i odrzava niz koji kodira preslikavanje promenljivih u
njihove vrednosti. Ovim se donekle usloznjavaju i interfejs i implementacija
klase. Naime, neophodno je da valuacija poznaje broj promenljivih koje se
javljaju u formuli koja se resava. Pretpostavljeno je da su valuacije sve vreme
konzistentne, odnosno da ne sadrzi dva medusobno suprotna literala. Takode,
neophodno je sve vreme vrsiti sinhronizaciju niza literala sa indeksom vrednosti
promenljivih.

Oznacene valuacije. Kao §to je veé¢ opisano, oznacene valuacije predstav-
ljaju posebne vrste valuacija. Pored osnovne funkcionalnosti valuacije, oznacene
valuacije razlikuju dve vrste literala: pretpostavljene i izvedene. Prilikom do-
davanja literala u oznac¢enu valuaciju potrebno je naglasiti da li se literal dodaje
kao pretpostavljeni ili kao zakljuceni literal. Pretpostavljeni literali dele val-
uaciju na nivoe i od oznacenih valuacija se zahteva da mogu da odrede nivo
svakog svog literala (odnosno promenljive), kao i ukupan broj nivoa.

U sistemu ArgoSAT, oznacene valuacije su predstavljene klasom Trail koja
nasleduje klausu Valuation.

class Trail : public Valuation {

public:
void push (Literal 1, bool decision);
unsigned currentLevel () const;
unsigned level (Literal 1) const;
unsigned levelVariable (Variable v) const;
private:

std: :vector<unsigned> _levels;
std: :vector<unsigned> _variablelevels;

3

Kako bi se poboljsala efikasnost, umesto eksplicitnog belezenja oznake vrste
uz svaki literal, ¢uva se samo niz _levels koji belezi broj literala na svakom
nivou. Takode, efikasnosti radi, nivo svake promenljive je indeksiran i ¢uva se
u nizu _variableLevels.

11.2 APl resavaca

Resavac je u sistemu ArgoSAT predstavljen klasom Solver.
Osnovna fukcionalnost koju ova klasa nudi svojim korisnicima (eng. Appli-
cation Programming Interface) je data slede¢im funkcijama:
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class Solver {
public:
void addInitialClause(std::vector<Literal>& literals);
void solve();
bool isSatisfiable();
const Valuation& getModel() const;

};

Ovim se omogucava zadavanje formule koja se resava dodavanjem njenih
klauza, zatim ispitivanje njene zadovoljivosti, o¢itavanje rezultata i ocitavanje
eventualnih modela. ReSavanje problema se vrsi pozivom metode solve. Nakon
zavrSetka procesa reSavanja problema, status je moguce ocitati koriséenjem
metoda isSatisfiable, a ukoliko je formula zadovoljiva, njen model je moguce
ocitati koris¢enjem metoda getModel. ReSavac se, dakle, iz ostatka sistema
najcesce koristi na sledeéi nacin:

Solver solver;
solver.addInitialClause(...);

solver.addInitialClause(...);
solver.solve();
if (solver.isUnsatisfiable())
. report unsatisfiability ...
else if (solver.isSatisfiable()) {
model = solver.getModel();
. report satifiabilitiy ...

Primetimo da su resavaci usko vezani za formulu koja se resava, tako da je
za svako resavanje nove formule neophodno kreirati novu instancu resavaca.

Umesto direktnog dodavanja klauza koris¢enjem metode addInitialClause
korisnicima je ostavljena moguénost koris¢enja gotovih i implementacije novih
generatora problema. Generatori problema imaju zadatak da inicijalizuju resavac
skupom promenljivih i klauza koje predstavljaju formulu ¢ija se zadovoljivost
ispituje. Svi generatori nasleduju klasu ProblemGenerator sa slede¢im inter-
fejsom:

class ProblemGenerator {
public:
virtual void generateProblem(Solver* solver) = 0;

};

Najcesce koriséeni generator problema je ProblemGeneratorDIMACS koji
¢ita specifikaciju iz datoteke u DIMACS formatu. U fazi razvoja koda inten-
zivno su koriSéeni generatori koji generisu neke od poznatijih problema pravilne
amukture(npr.ProblemGeneratorNQueens,ProblemGeneratorPigeons,Prob—
lemGeneratorSudoku).
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11.3 DPLL jezgro resavaca

Veéina dana8njih resavaca zasnovanih na DPLL algoritmu implicitno imple-
mentiraju sisteme promene stanja za SAT. Arhitektura koju opisujemo predlaze
da se ova veza ucini eksplicitnom.

Osnovna komponenta koja bi trebalo da bude izolovana u okviru resavaca
bi trebalo da bude DPLL jezgro koje ima tatno funkcionalnost apstraktnih
sistema promena stanja. Interfejs ovakve komponente bi trebalo ekplicitno da
odgovara pravilima prelaska izmedu stanja (povratnim skokovima, ucenju itd.)
i da podrzava kako primenu ovih pravila tako i proveru uslova njihove primen-
jivosti. Implementacija ove komponente bi trebalo da sadrzi pregrst pametnih
implementacionih tehnika i trikova niskog nivoa (kao §to je, na primer, shema
dva posmatrana literala), kako bi primena pravila bila sto efikasnija. Na ovaj
nacin, najkompleksniji delovi resavaca ostaju izolovani u okviru implementa-
cije komponente koja ¢ini jezgro. Ukoliko se napravi implementacija jezgra na
¢iju ispravnost je mogude osloniti se (eng. trusted implementation) ili ukoliko
se izvr§i formalna verifikacija implementacije jezgra, korektnost celog sistema
se onda zasniva na korektnosti sistema promena stanja za SAT (pod uslovom
da heuristicke komponente zadovoljavaju odredene dopunske, obi¢no trivijalne,
uslove).

Implementacija DPLL jezgra u sistemu ArgoSAT je izvrSena u okviru klase
Solver i direktno je zasnovana na pseudokod u opisanom u glavifl

Po uzoru na pseudokod iz glave [l za svako pravilo je definisana funkcija
koja se na njega odnosi. Tako je, na primer, funkcija koja implementira pravilo
Decide implementirana na sledeéi nacin:

void Solver: :applyDecide() {
Literal decisionLiteral =
_literalSelectionStrategy->selectLiteral();
assertlLiteral (decisionLiteral, true);

Kako bi se dobio efektivan i efikasan sistem, nac¢in na koji se pravila pre-
laska stanja primenjuju, kao i redosled njihove primene je potrebno detaljno
precizirati. Primetimo da je, analogno implementaciji u pseudokodu datoj u
poglavlju @ u implementaciji metode applyDecide izbor literala prepusten
posebnoj heuristickoj komponenti. Ponovo po uzoru na pseudokodprikazan u
glavifl osnovna strategija primene pravila je data kroz metodu solve. Aspekti
primene pravila koji su nedvosmisleno optimalni su ,,tvrdo-kodirani” u okviru
ove metode. Tako je, na primer, dat prioritet pravilu UnitPropagate u odnosu
na pravilo Decide. Aspekti primene pravila za koje nije potpuno ustanovl-
jena optimalna strategija su prepusteni heuristickim komponentama. Osnovni
cilj koji nasa arhitektura dostize je razdvajanje ovakvih komponenti od jez-
gra DPLL algoritma, tako da ih je moguce eksterno odrzavati, bez potrebe za
modifikovanjem samog jezgra.

void Solver::solve() {
while(_satisfiable == UNDEF) {
exhaustiveUnitPropagate() ;
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if (isConflicting()) {
if (_trail.currentLevel() == 0) {
_satisfiable = FALSE;

} else {
applyConflict();
applyExplainUIP();
applySubsumption() ;
applyBackjump () ;

}

} else {

if (_restartStrategy->shouldRestart()) {
applyRestart () ;
applySimplify () ;

}

if (_forgetStrategy->shouldForget()) {
applyForget () ;

}

if (!allVariablesAssigned()) {
applyDecide () ;

} else {
_satisfiable = TRUE;
generateModel () ;
backtrackToLevel (0) ;

}

}

11.3.1 Komunikacija izmedu jezgra i satelitskih komponenti

Interfejs jezgra DPLL mora da omogudéi komunikaciju sa satelitskim kom-
ponentama.

Prvo, unutrasnje stanje resavaca (oznacena valuacija M i formula F' podel-
jena na pocetne i naucene klauze) mora da bude dostupno (iskljucivo za ¢itanje
(eng. read only)):

class Solver {

public:
const Trail& getTrail() const;
const std::vector<const Clausex>& getInitialClauses () const;
const std::vector<const Clausex>& getLearntClauses () const;

};

Dalje, satelitske komponente moraju biti obavestavanje o svim relevantnim
akcijama koje sam reSava¢ preduzima. Pogodan nacin da se ovo realizuje je
koriséenjem obrasca Posmatrac (eng. Observer) |[GHIT95]. UML dijagram
koji prikazuje mehanizam obaveStavanja je prikazan na slici
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<<interfaa=>>
i SolverL istener
& listeners: SolverL istener[0..%] - onBe_ctiSI)re(Litegtaelzl__t o, Clause)
- - = onUnitPro| iteral, Clause
= addL istner(SolverL istner) P 0nBacktra§If?Literal)
= removel istener(SolverListener) = onConflict(Clause)
= . = onExplain(Literal, Clause)
1= applyDecide() = onLearn(Clause)
| o = onForget()
! = onRestart()
foreach listener ; Iisteners%
listener.OnDecide(l) Z%<<implements>>

ASatelliteComponent

Slika 11.2: UML dijagram koji prikazuje komunikaciju izmedu resavacai satelit-
skih komponenti

U ovom sluc¢aju, svi objekti koji su zainteresovani za pracenje akcija resavaca
bi trebalo da pripadaju klasi koja implementira interfejs SolverListener.
Ovaj interfejs direktno odgovara pravilima prelaska iz [KGO7]:

class SolverListener {

public:
virtual void onDecide (Literal 1) {3
virtual void onPropagate (Literal 1, Clause* clause) {}
virtual void onBacktrack (Literal 1) {}
virtual void onConflict (Clause* conflictClause) {}
virtual void onExplain (Literal 1, Clausex clause) {}
virtual void onLearn (Clause* clause) {3
virtual void onForget O {r
virtual void onRestart () {r

};

Posmatraci bi trebalo da se registruju resavacu pozivajuéi njegov metod
addListener i ovo se obi¢no radi u okviru njihovog konstruktora. Posmatraci
mogu i da zahtevaju da prestanu da budu obavestavani o ponasanju resavaca
pozivajuéi njegov metod removeListner i ovo se obi¢no radi u okviru njihovog
destruktora.?

class Solver {

public:
void addListener (SolverListener* listener) const;
void removelListener (SolverListener* listener) const;
private:

std: :vector<SolverListener*> _listeners;

};

Na svim mestima u kodu DPLL jezgra resavaca koja odgovaraju primenama
pravila prelaska izmedu stanja, svi registrovani posmatraci se obavestavaju o

2U nastavku teksta, konstruktori i destruktori klasa neée biti prikazivani, zbog toga §to
obi¢no implementiraju trivijalne operacije (na primer registrovanje posmatraca, alociranje
memorije, inicijalizaciju polja objekata itd.)
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primeni pravila kako bi mogli da preduzmu odgovarajuce akcije. Tako je, u
implementaciju metoda applyDecide, potrebno jos dodati kod koji vrsi oba-
vesStavanje posmatraca.

void Solver: :applyDecide() {
Literal decisionlLiteral =
_literalSelectionStrategy->selectLiteral();
assertlLiteral (decisionLiteral, true);

for (1i = _listeners.begin(); 1i != _listeners.end(); 1li++)
(*1i)->onDecide(decisionlLiteral);

11.4 Heuristicke komponente

Veéina modernih resavaca se zasniva na istom algoritmu i najvecée razlike
medu njima poticu od kori§¢enja razli¢itih heuristickih komponenti. S obzirom
na Cinjenicu da dobar izbor heuristika moze biti presudan faktor u efikasnosti
reSavaca, kao i da nijedna heuristika nije apriori najbolja za svaku formulu,
mogucnost koriséenja razli¢itih heuristika je veoma pozeljna prilikom izgrad-
nje SAT reSavaca. Samim tim, prilikom implementacije je pozeljno izdvajanje
heuristickih komponenti u posebne module koji su nezavisni od centralnog
DPLL algoritma.

Arhitektura koju opisujemo predlaze da se izdvajanje heuristickih kom-
ponenti iz jezgra reSavaca i podrska za istovremeno postojanje vise razlicitih
implementacija neke heuristike bazira na koriséenjo projektnog obrasca Strat-
egy JGHIT95]. UML dijagram zasnovan na ovom obrascu koji prikazuje vezu
izmedu resavaca i heuristickih komponenti je prikazan na slici

Solver

A _literal SelectionStrategy : Literal SelectionStrategy
A _restartStrategy : RestartStrategy
4 _forgetStrategy : ForgetStrategy
& _forgetSelectionStrategy : ForgetSelectionStrategy

= Setliteral SelectionStrategy(L iteral SelectionStrategy)
setRestartStrategy (RestartStrategy)

Literal | = = setForgetStrategy(ForgetStrategy)
_literal SelectionStrategy.selectLiteral (); = setForgetSelectionStrategy(ForgetSel ectionStrategy)
assertLiteral(l); N
e applyDecide()
[ I I 1
L iteral SelectionStrategy ForgetStrategy ForgetSelectionStrategy RestartStrategy
= selectLiteral() = shouldForget() = shouldForget(Clause) = shouldRestart()
AConcreteL iteral SelectionStrategy | AConcreteForgetSelectionStrategy |
[ 1 [ 1
! 1 ! 1
[ AConcreteForgetStrategy | [ AConcreteRestartStrategy |

Slika 11.3: UML dijagram koji prikazuje vezu izmedu resavaca i heuristickih
komponenti

U okviru resavaca ArgoSAT, koriS¢ene su Cetiri vrste strategija: strate-
gija izbora literala LiteralSelectionStrategy koja precizira na¢in primene
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pravila Decide, strategija otpoc¢injanja iznova RestartStrategy koja odreduje
trenutak primene pravila Restart i dve strategije zaboravljanja— ForgetStrategy
i ForgetSelectionStrategy koje odreduju trenutak kada se otpocinje sa pri-
menom pravila Forget i vrSe odabir klauza koje se zaboravljaju.

U skladu sa ovim, reSavac¢ se prosiruje odgovaraju¢im poljima i metodama
za postavljanje konkretnih strategija.

class Solver {

public:
void setLiteralSelectionStrategy(
LiteralSelectionStrategy* literalSelectionStrategy) ;
void setForgetStrategy(
ForgetStrategy* forgetStrategy) ;
void setForgetSelectionStrategy(
ForgetSelectionStrategy* forgetSelectionStrategy);
void setRestartStrategy(
RestartStrategy* restartStrategy);

private:
LiteralSelectionStrategy* _literalSelectionStrategy;
ForgetStrategy* _forgetStrategy;
ForgetSelectionStrategy* _forgetSelectionStrategy;
RestartStrategy* _restartStrategy;

T;

11.4.1 Izbor literala

Sve strategije za izbor literala su predstavljene apstraktnom klasom Literal-
SelectionStrategy, ¢ija je jedina funkcionalnost da na neki nacin izabere
literal potreban za primenu pravila Decide.

class LiteralSelectionStrategy {
public:
virtual Literal selectLiteral() = 0;

};

Vecina strategija za izbor literala prvo nezavisno odabere promenljivu pa
tek nakon toga odaberu njen polaritet. UML dijagram koji prikazuje ovakvu
arhitekturu je prikazan na slici T4l

class LiteralSelectionStrategy_VariablePolarity
: public LiteralSelectionStrategy {

public:
Literal getLiteral() {
Variable var = _variableSelectionStrategy->getVariable() ;
Literal 1it = _polaritySelectionStrategy->getLiteral (var) ;

return lit;

3
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L iteral SelectionStrategy
= selectLiteral() : Literal

Literal SelectionStrategy_V ariablePolarity

A _variableSelectionStrategy : VariableSelectionStrategy
& _polaritySelectionStrategy : PolaritySelectionStrategy

PolaritySelectionStrategy VariableSelectionStrategy
= selectPolarity(Variable) : Literal = selectVariable() : Variable

b

[ T T 1
[ PSS Random | [ PSS Positive | [ PSS Negative | [ PSS PolaritySaving | [ VSS Random | [ VSS MiniSAT |
I 1 | 1 | 1 | 1 I 1 | 1
L ] 0 ] 0 ] 0 ] L ] 0 ]

Slika 11.4: UML dijagram koji prikazuje strategije izbora literala koje nezavisno
biraju promenljivu grananja, a tek nakon toga njen polaritet.

private:

VariableSelectionStrategy* _variableSelectionStrategy;
PolaritySelectionStrategy* _polaritySelectionStrategy;
};

class VariableSelectionStrategy {
public:

virtual Variable getVariable() = 0;
};

class PolaritySelectionStrategy {
public:
virtual Literal getLiteral(Variable variable) = 0;

};

MiniSAT strategija za izbor literala. Za primer, pokaza¢emo kako se
veoma slozena strategija za izbor promenljivih kao §to je strategija koris¢ena
u okviru resavaca MiniSAT, moze jednostavno implementirati u predlozenom
okviru. Opis ove strategije je ve¢ dat u poglavlju E5Il Njena implementa-
cija ¢e, naravno, biti potpuno odvojena od implementacije jezgra DPLL algo-
ritma. Takode, ovaj primer pokazuje kako je moguée napraviti jasnu razliku
izmedu funkcionalnosti heuristike viseg nivoa i tehnika njene implementacije
nizeg nivoa, sto znatno olaksava razumevanje koda.

Osnovna ideja MiniSAT strategije za izbor promenljivih je da se da prior-
itet promenljivim koje su uestvovale u skorasnjim konfliktima. Ovo se postize
tako §to se svakoj promenljivoj dodeli numericki skor koji meri njena aktiv-
nost u konfliktima. Kada se vrsi odabir promenljive za grananje, bira se
promenljiva najve¢a medu svim promenljivima koje su u tom trenutku nedefin-
isane u tekucoj oznacenoj valuaciji. Skorovi promenljivih se dinami¢no menjaju
kada promenljive ucestvuju u konfliktima. Prilikom svake primene pravila Con-
flict i pravila Explain, skor svake promenljive koja pripada klauzi se uvecava.
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Posto strategija tezi da da prioritet skorasnjim konfliktima, prilikom svake
primene pravila Conflict, skorovi svih promenljivih se umanjuju. Primetimo da
posto ova strategija mora da reaguje na akcije koje resavac izvodi, neophodno
je da implementira interfejs SolverListener.

Kako bi se optimizovalo pronalazenje promenljivih sa najvisim skorovima,
promenljive se ¢uvaju u okviru hip (eng. heap) strukture podataka uredene po
aktivnostima promenljivih. Iz razloga efikasnosti, hip se azurira ,,lenjo”, tj.,
promenljive se smestaju u hip svaki put kada se uklone iz oznacene valuacije,
ali se ne uklanjaju iz hipa svaki put kada se dodaju u valuaciju. Ovaj visak
promenljivih na hipu se filtrira u trenutku kada se vrsi izbor promenljive i to
samo dok se ne pronade promenljiva sa najvisim skorom koja je nedefinisana
u valuaciji.

Skorovi aktivnosti se cuvaju i odrzavaju u okviru posebne klase. Ova klasa
cuva sve aktivnosti promenljivih i njen interfejs mora da podrzi operaciju
uvec¢avanja skora datoj promenljivoj, kao i umanjivanja skorova svih promen-
ljivih istovremeno. Implementaciju ove klase je moguce napraviti na nekoliko
razli¢itih nac¢ina i jedan veoma efikasan naécin ¢ée biti prikazan u nastavku.

class MinisatVariableSelectionStrategy :
public VariableSelectionStrategy,
public SolverListener {

public:

Variable getVariable() {
Variable maxVar;
do {
maxVar = _activityHeap.pop_heap();
} while (!(_solver.getTrail().isUndefVariable(maxVar)));
return maxVar;

void onConflict(Clause* clause) {
_activities.decayAll();
bumpVariablesInClause(clause);

3

void onExplain(Literal literal, Clause* clause) {
bumpVariablesInClause(clause);

3

void onBacktrack(Literal literal) {
Variable variable = getVariable(literal);
if (!_activityHeap.contains(variable))
_activityHeap.push_heap(variable) ;
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private:
void init() {
for (Variable var = 0; var < _solver.numVars(); var++)
_activityHeap.push_heap(var) ;
is

void bumpVariablesInClause(Clause* clause) {
for (1it = clause->begin(); lit != clause->end(); lit++)
bumpVariableActivity(getVariable (*¥1it));
}

void bumpVariableActivity(Variable variable) {
_activities.bump(variable) ;
if (_activityHeap.contains(variable))
_activityHeap.increase(variable) ;

const Solver& _solver;
Activities _activities;
Heap<Variable, Activities::Comparator> _activityHeap;

Implementacija klase Activities koristi pametnu tehniku uvedenu u re-
Savacu MiniSAT. Prvo, skorovi aktivnosti se beleze kao brojevi u pokretnom
zarezu. Kako bi se dobilo na efikasnosti, kada se zahteva umanjivanje skorova
svih promenljivih, oni se ne umanjuju efektivno, ve¢ se samo povecava tzv.
faktor uvecanja za koji se aktivnosti uvecavaju naredni put kada se uvecanje
zatrazi. Na ovaj nacin, relativni odnosi izmedu skorova ostaju nepromenjeni,
ali je implementancija, naravno, mnogo brza. Ipak, postoji jedna zackoljica:
posto se faktor uvec¢anja eksponencijalno uvecava, postoji realna moguénost da
dode do prekoracenja opsega zapisa brojeva u pokretnom zarezu. Kako bi se
ovo sprecilo, svi skorovi se s vremena na vreme skaliraju i smanjuju.

class Activities {
public:
Activities(double bumpAmount, double decayFactor,
size_t numVars)
: _bumpAmount (bumpAmount), _decayFactor (decayFactor) {
_activities.resize(numVars) ;
_activities.assign(numVars, 0.0);

3

void bump(Variable variable) {
_activities[variable] += _bumpAmount;
if (_activities[variable] > MAX_ACTIVITY)
rescaleActivities();
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void decayAll() {
_bumpAmount *= _decayFactor;

}

double getActivity(Variable variable) const {
return _activities[variable];

}

private:

void rescaleActivities() {

for (Variable var = 0; var < _activities.size(); var++)
_activities([var] *= 1.0/MAX_ACTIVITY;

_bumpAmount *= 1.0/MAX_ACTIVITY;

}

std: :vector<double> _activities;

double _bumpAmount;

double _decayFactor;

Randomizacija. Odredene studije pokazuju da dodavanje odredjenog, ma-
log procenta slucajnih odluka prilikom izbora promenljive grananja moze da
znacajno poboljsa efikasnost resavaca [GSKOR]. Posto je ovo moguée ura-
diti za bilo koju fiksiranu strategiju izbora promenljivih, pogodan naécin da
se ovo ,,ukrasavanje”’ uradi je projektni obrazac Dekorator (eng. Decorator)
IGHJT95]. UML dijagram koji ilustruje ovu tehniku je prikazan na slici [TH

VariableSelectionStrategy
= selectVariable() : Variable

VSS RandomDecorator

_strategy : VariableSelectionStrategy
_percentRandom : double

if (randFloat() < centRandom) setStrategy(V ariableSel ectionStrategy)
elrewm randUndefV ariable(); | e selectVariable() : Variable

e
return _strategy.selectVariable();

bbb

Slika 11.5: UML dijagram koji prikazuje obogacivanje strategije izbora pro-
menljivih dodavanjem odredenog procenta sluc¢ajnih odluka.

class VariableSelectionStrategyRandomDecorator
: public VariableSelectionStrategy {
public:
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Variable selectVariable() {
if (randFloat() <= _percentRandom)
// make random decision return
randUndefVariable() ;
else
// fallback to default return
_strategy->selectVariable();

private:
VariableSelectionStrategy* _strategy;
float _percentRandom;

};

Izbor polariteta literala. Sto se strategija za izbor polariteta literala date
promenljive ti¢e, najelementarnije i najjednostavnije za implementaciju su strate-
gije koje sve vreme dodeljuju jedan isti polaritet (bilo pozitivan, bilo negativan)
i strategija koja polaritet odabire na slucajan nacin. Kao primer netrivijalne
politike izbora polariteta, prikazac¢emo implementaciju strategije poznate pod
imenom kesiranje polariteta (eng. phase caching). U okviru ove strategije,
svakoj promenljivoj se dodeljuje Zeljeni polaritet. Kada god se literal doda
u tekuéu oznacenu valuaciju (bilo kao pretpostavljeni, bilo kao izvedeni lit-
eral), njegov polaritet definise buduéi Zeljeni polaritet njegove promenljive.
Kada se literal ukloni iz tekuée oznacene valuacije (tokom povratnih skokova
ili otpocinjanja iznova), njegov zeljeni polaritet se ne menja.

class PolaritySelectionStrategyCaching :
public PolaritySelectionStrategy, public SolverListener {
public:

Literal getLiteral(Variable variable) {
return Literal(variable, _preferredPolarity [variable]);

}

void onAssert(Literal literal) {
_preferredPolarity[getVariable(literal)] =
isPositive(literal);

private:
std: :vector<bool> _preferredPolarity;

};

11.4.2 Otpocinjanje iznova

Jedina funkcionalnost koju bi strategija otpocinjanja iznova trebalo da pruzi
je odredivanje da li je u nekom trenutku potrebno izvrsiti otpocinjanje resavanja
iznova.
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class RestartStrategy {
public:

virtual bool shouldRestart() = 0;
;

Vetina strategija koje se u praksi koriste se zasnivaju na brojanju kon-
flikata i vrse otpocinjanje iznova kada broj konflikata dostigne odredenu vred-
nost. Ovu zajednicku funkcionalnost je pozeljno izdvojiti u meduklasu. UML

dijagram koji prikazuje ovakvu arhitekturu je prikazan na slici [T.0

<<interface>>
SolverL istener

RestartStrategy
= shouldRestart() : boolean

= onConflict(Clause)
= onRestart()

RestartStrategy _ConflictCounting
& _numConflicts: unsigned <<implements>>
& _numConflictsForNextRestart : unsigned

@ calculateConflictsForFirstRestart()
@ calculateConflictsForNextRestart()

A

[ 1 1
[ RS _MiniSAT | [ RS Picosat | [ RS Luby |
[ 1 1 |
L ] 1 ] 0 ]

Slika 11.6: UML dijagram koji prikazuje strategije otpoc¢injanja iznova.

class RestartStrategyConflictCounting :
public RestartStrategy, public SolverListener {
public:
void init() {
_numRestarts = 0; _numConflicts = O;
calculateConfilctsForFirstRestart();

+

void onConflict(Clause* conflictClause) {
_numConflicts++;

}

void onRestart() {
_numRestarts++; _numConflicts = 0;
calculateConfilctsForNextRestart () ;
}
bool shouldRestart() {
return _numConflicts >= _numConflictsForNextRestart;
}
protected:
virtual void calculateConflictsForFirstRestart() = 0;
virtual void calculateConflictsForNextRestart() = 0;
size_t _numRestarts;
size_t _numConflicts;
size_t _numConflictsForNextRestart;
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Kako bi se dobile konkretne strategije, potrebno je jedino specifikovati
funkciju koje odreduju broj konflikata potrebnih za prvo otpocinjanje iznova,
kao i funkciju koja odreduje broj konflikata potrebnih za svako sledeée otpocinjanje
iznova.

Resava¢ MiniSAT [ES04] koristi sledeéu strategiju:

class RestartStrategyMinisat :
public RestartStrategyConflictCounting {

void calculateConflictsForFirstRestart() {
_numConflictsForNextRestart = _numConflictsForFirstRestart;

3

void calculateConflictsForNextRestart() {
_numConflictsForNextRestart *= _restartlnc;

}

private:
unsigned _numConflictsForFirstRestart;
float _restartlnc;

};

Resavac Picosat [BieO§] koristi slede¢u strategiju:

class RestartStrategyPicosat :
public RestartStrategyConflictCounting {

void calculateConfilctsForFirstRestart() {
_numConflictsForNextRestart = _numConflictsForFirstRestart;

}

void calculateConfilctsForNextRestart() {
if (_inner >= _outer) {
_outer *= _restartInc;

_inner = _numConflictsForFirstRestart;
} else {
_inner *= _restartInc;
}
_numConflictsForNextRestart = _inner;
+
private:

unsigned _numConflictsForFirstRestart;
float _restartlInc;
unsigned _inner, _outer;

};

Lubijeva optimalna strategija se moze kodirati na sledec¢i nacin:
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class RestartStrategyLuby
: public RestartStrategyConflictCounting {

void calculateConfilctsForFirstRestart() {
_numConflictsForNextRestart =
luby_super (_numRestarts + 1)*_factor;

}

void calculateConfilctsForNextRestart() {
_numConflictsForNextRestart =
luby_super (_numRestarts + 1)*_factor;

private:
size_t luby_super(size_t i) {
size_t power;
size_t k;

// let 2"k be the least power of 2 >= (i+1)
k=1;
power = 2;
while (power < (i + 1)) {
k += 1;
power *= 2;
}
if (power == (i + 1))
return (power / 2);
return (luby_super(i - (power / 2) + 1));

unsigned _factor;

};

11.4.3 Zaboravljanje

Tako pravilo Forget definise samo zaboravljanje jedne klauze, zaboravljanje
se obi¢no vrsi u grupama. ReSavaé ArgoSAT i pseudokod na kome je on za-
snovan od heuristickih strategija zaboravljanja zahtevaju da odrede trenutak
kada je potrebno zapoceti iscrpnu primenu pravila Forget i zatim, kada ta
primena zapocne, da odrede grupu klauza koje se istovremeno zaboravljaju.
Ove dve funkcionalnosti su razdvojene u dve klase ForgetStrategy i Forget-
SelectionStrategy, kako bi one mogle nezavisno da variraju.

Klasa ForgetStrategy, odnosno njena metoda shouldForget, daju odgovor
na pitanje da li je potrebno otpoceti proces zaboravljanja. Njene naslednice
obi¢no vrse zaboravljanje u trenutku kada broj klauza premasi neki prag ili
kada ukupno zauzeée memorije postane vete nego sto je to pozeljno.
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class ForgetStrategy {

public:

virtual bool shouldForget() = 0;
};

Klasa ForgetSelectionStrategyinjena metoda select vrse odabir klauza
koje je potrebno zaboraviti.

class ForgetSelectionStrategy {
public:
virtual void select(std::vector<Clause*>::iterator b_in,
std: :vector<Clause*>::iterator e_in,
std: :vector<Clausex>::iterator& b_out,
std: :vector<Clause*>::iterator& e_out) = 0;

};

Metodi se prosleduje (deo) niza klauza predstavljen iteratorima b_in i e_in,
a ona vraca deo niza koji je potrebno zaboraviti odreden iteratorima b_out i
e_out, permutujudi pri tom niz ukoliko je neophodno.

11.5 Ostale satelitske komponente

Jednom kada je jezgro DPLL algoritma uc¢aureno u poseban modul sa jas-
nim i bogatim programskim interfejsom, moguée je prosirivati osnovni SAT
reSava¢ mnogim satelitskim komponentama koje vrse razne sporedne funkcije.
U ovom poglavlju veoma sazeto ¢emo nabrojati neke od njih.

Vodenje statistika. Statistike sakupljene tokom procesa resavanja (na primer,
broj pretpostavljenih literala, broj konflikata, tekuéa brzina reSavanja mer-
ena kroz broj novododatih literala u valuaciju po sekundi) mogu da pruze
dublji uvid u proces resavanja i pomognu istrazivanja na polju resavanja SAT
problema. Opisana arhitektura omogucéava veoma jednostavnu implementaciju
vodenja raznih vrsta statistika i ovo je moguée uraditi kroz satelitske kompo-
nente, ne dirajudi jezgro samog resavaca.

Korisnicki interfejs. Kako bi se korisnicima dao neki prikaz tekuceg stanja
i napretka procesa resavanja, pozeljno je implementirati odredenu vrstu logov-
anja i prikazivanja izlaza razlic¢itog nivoa detaljnosti. U okviru nase arhitekture,
komponente korisni¢kog interfejsa je mogucée implementirati potpuno nezavisno
od samog SAT resavaca. Kao primer, pokazujemo kako je veoma jednostavno
implementirati tekstualni izlaz koji pomaze da se prati koja pravila prelaska
izmedu stanja reSava¢ primenjuje tokom procesa reSavanja.

class DotLoggingSolverListener : public SolverListener {
public:...
void onAssert(Literal 1) {
if (_solver.getTrail().currentLevel() == 0)
output ("z");
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void onDecide(Literal 1) {
if (_decisions++ == 1000)
output("."), _decisions = 0;

}
void onRestart() { output("r\n"); }

void onForget () { output("f"); }
s

Ukoliko je potrebno prikazati i detaljnije informacije, pozeljno je implemen-
tirati i graficki korisnicki interfejs (GUI) i vizuelizaciju raspolozivih podataka.
Na slici [T je prikazan graficki korisnicki interfejs resavaca ArgoSAT koji je,
takode, implementiran kao zasebna satelitska komponenta, bez modifikovanja
jezgra samog reSavaca. GUI je implementiran koris¢enjem biblioteka gtkmm i
glibmm.

. 1 argosat-gui E

File

& | € %!

=
i Open Solve Zoom in  Zoom out Quit

Number of clauses

] I»]

Slika 11.7: Graficki korisnicki interfejs resavaca ArgoSAT. Gornji panel
prikazuje grafik na kome se vidi broj tekué¢i broj klauza nakon svake primene
zaboravljanja, dok donji panel prikazuje primenjena pravila prelaska (kodirana
razlicitim bojama). Sa grafika se jasno ocitava MiniSAT strategija zaboravl-
janja koja nakon svake primene pravila Restart uve¢ava dopusteni broj klauza
u sistemu.
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Generisanje dokaza. Kao §to je veé opisano u poglavljulEfl jedan od nacina
da se povecava stepen poverenja u rezultate reSavaca je generisanje eksplicit-
nih dokaza nezadovoljivosti i njihova naknadna provera. Iako postoji nekoliko
standardnih formata za dokaze, svi oni se mogu generisati kroz satelitske kom-
ponente. Naglasimo ipak, da su ipak potrebne odredene modifikacije i samog
jezgra reSavaca, pre svega §to se tice tretmana literala nultog nivoa i izvodenja
prazne klauze nakon ustanovljavanja nezadovoljivosti, o ¢emu je ve¢ donekle
bilo reci u glavi @
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Eksperimentalna evaluacija

Sistem ArgoSAT je intenzivno testiran na korpusima iskaznih formula koji
su potekli sa SAT takmicenja (eng. SAT competition) odrzanih 2002. i 2007.
godine® i SAT utrke (eng. SAT race) odrzane 2008. godine?. Svi eksperimenti
su radeni na IBM Cluster 1350 klaster racunaru sa 32 procesora.

Prvi vazan rezultat je da tokom svih eksperimenata ni na jednom pokretanju
resavaca nije uocena njegova nesaglasnost sto znac¢ajno opravdava napor koji
je u okviru ove teze ulozen u verifikaciju.

Eksperimenti su takode za cilj imali da ocene koliko se gubi na efikasnosti
na racun fleksibilnosti implementacije. Kako bi se ovo procenilo uporeden je
resava¢ ArgoSAT 1.0 (sa podrazumevanim parametrima koji odgovaraju po-
drazumevanim parametrima reSavaca MiniSAT) sa jezgrom resavac¢a MiniSAT
2.0 (preprocesiranje formula i napredne tehnike minimalizacije konfliktih klauza
su isklju¢ene jer nisu podrzane u okviru resavaca ArgoSAT). Resavano je 100
instanci iz dva skupa instanci koriséenih za takmicenje SAT race 2008, pri
¢emu je vreme raspolozivo za svaku instancu 20min. Resava¢ ArgoSAT je resio
79(=424-37) instance sa sredidnjim vremenom 93.2s, dok je reSava¢ MiniSAT
resio 80(=40+40) instance sa sredisnjim vremenom 69.9s. Takode uporedena su
vremena za resava¢ ArgoSAT 1.0 sa ranijim verzijama istog sistema (u kojima
su heuristike tvrdo kodirane, sli¢no kao sto je to uradeno u resavac¢u MiniSAT').
Fleksibilna implementacija se pokazala kao sporija, ali je razlika bila manja od
3% na svim instancama koje su koriséene za testiranje.

Prilikom koriséenja SAT resavaca, vazno pitanje predstavlja izbor pogod-
nih heuristickih komponenti i njihovih odgovarajué¢ih parametara. U [Nik(S|
NM.I09], proucavano je pitanje moguénosti automatskog izbora pogodnih heu-
ristickih politika unapred, na osnovu sintaksnih karakteristika formule koja se
reSava. Istrazivanje je kao eksperimentalnu platformu koristilo SAT resavac Ar-
goSAT i ukljuéivalo je ekstenzivno pokretanje resavaca za 60 razli¢itih kombi-
nacija heuristickih politika na skupu od 1964 formule korpusa sa SAT takmicenja
2002. Ukupno utroSeno procesorsko vreme je bilo duze od 1000 dana. Is-
trazivanje je, kao prvo, pokazalo nekoliko ocekivanih rezultata.

1. Vreme resavanja za datu formulu znacajno zavisi od izbora heuristike

1Korpusi su dostupni sa adrese http://www.sat-competition.orgh
2Korpus je dostupan sa adreselhttp://baldur.iti.uka.de/sat-race-2008/downloads.html}
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koja se koristi.

2. Vreme resavanja za datu formulu (naro¢ito ako je ona zadovoljiva) moze
da znac¢ajno da varira pod uticajem razli¢itih pseudo-slu¢ajnih faktora?.

Iz ovog razloga, mnogo stabilniji i pouzdaniji rezultati se dobijaju ukoliko
se razmatra ponasanje resavaca na Sirem korpusu formula nego ukoliko se raz-
matra ponasanje na pojedina¢nim formulama.

U tabeli IZT] su prikazani rezultati reSavaca ArgoSAT za tri razli¢ite me-
todologije izbora heuristickih politika na celom korpusu SAT2002. Vreme
raspolozivo za resSavanje svake pojedina¢ne formule bilo je 600s.

Metoda izbora Broj resenih | Medijana vremena
strategija formula resSavanja
Najbolja fiksirana strategija 1073 207.4s
Automatski izbor strategije 1135 92.6s
Najbolja strategija pojedina¢no 1187 45.8s

Tabela 12.1: Rezultati eksperimenata na korpusu SAT2002

Od 60 razlicitih heuristickih strategija, metoda pod imenom Najbolja fik-
sirana strategija, bira onu strategiju sa kojom se najveéi broj formula moze
reSiti i tu strategiju koristi za reSavanje celokupnog korpusa. Metoda pod
imenom Najbolja strategija pojedinacno za svaku formulu pojedina¢no bira na-
jbolju strategiju reSavanja. Jasno da ova politika daje donju granicu vremena
reSavanja. Metoda pod imenom Automatski izbor strategije je originalni do-
prinos kolege Nikoli¢a i ta metoda vrsi izbor strategije automatski na osnovu
sintaksnih karakteristika formule koja se resava. Slika [[Z]] graficki prikazuje
odnos ove tri metode izbora heuristickih strategija.

B
500 + o Najbolja fiksirana strategija sl
o Automatski izbor strategije §
400 + a Najbolja strategija pojedinaéno 5
300 T+
200 +
100 +

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
Slika 12.1: Sortirana vremena reSavanja za tri razli¢ite metode izbora
heuristickih strategija. Redni brojevi formula su prikazani na X osi, a vre-
mena u sekundama na Y osi.

Rezultati iz radova [Nik08, [NM.J09] pokazuju da postoji korelacija izmedu
sintaksnih svojstava formula i strategija pogodnih za njihovo resavanje i da se

3U okviru istrazivanja, vréena je permutacija redosleda klauza u okviru svake od formula,
kao i permutacija redosleda literala u okviru klauza i rezultati su pokazali da vreme moze
znacajno da varira samo pod uticajem ovog faktora
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ta veza moze automatski detektovati. Unapredenje koje se moze dobiti izborom
pogodnih heuristickih strategija je veoma znacajno sto opravdava polaznu pret-
postavku u dizajnu resavaca ArgoSAT: dizajn i fleksibilnost programskog koda
SAT resavaca predstavljaju izuzetno znacajan aspekt ove vrste programa i nije
redak slucaj da se zahvaljuju¢i moguénosti koegzistencije nekoliko heuristickih
politika i lakoj prosirivosti resavaca novim heuristickim politikama moze do-
biti mnogo vise nego intenzivnom optimizacijom nekih tehnickih detalja same
implementacije.

Radi provere kvaliteta metodologije automatskog izbora strategija resavanja,
reSava¢ ArgoSAT je nezavisno testiran i na korpusu SAT2007. Rezultati su
prikazani u tabeli Posto je ovaj korpus znacajno zahtevniji od korpusa
SAT2002, nijedna metoda nije uspela resiti polovinu formula te je umesto medi-
jane prikazano vreme potrebno za resavanje 20% formula iz korpusa.

Metoda izbora strategija Broj resenih 20-ti percentil

formula | vremena resavanja
Najbolja fiksirana strategija 219 311.6s
Automatski izbor strategije 239 249.5s

Tabela 12.2: Rezultati eksperimenata na korpusu SAT2007

Tako sistem ArgoSAT nije imao za cilj moguénost takmic¢enja u brzini sa
konkurenstkim sistemima, prikazani eksperimenti ukazuju da uprkos tome sis-
tem ArgoSAT pokazuje odli¢ne rezultate. Naime, isti eksperiment je izrsen za 5
komponentnih resavaca koji se koriste u okviru sistema Satzilla[XHHT08] i sis-
tem ArgoSAT je u ovim eksperimentima bio medu prva tri resavaca (racunajuéi
broj resenih formula za 600s korpusa SAT2007).
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Automatsko generisanje rasporeda ¢asova

U ovoj glavi ¢e biti prikazana tehnika automatskog generisanja rasporeda
casova koriséenjem SAT resavaca. Svi uslovi i ograni¢enja koje raspored ¢asova
namece se predstavljaju u vidu iskazne formula u KNF i nakon toga se, korisce-
njem SAT resavaca, nalaze njeni modeli. Svaki pronadeni model odreduje jedan
ispravan raspored casova. Ukoliko je formula nezadovoljiva, neka ogranicenja
je neophodno oslabiti i proces se ponavlja sve dok se ne pronade resenje.

Iskustvo pokazuje da razlicite obrazovne institucije nameéu veoma §irok
spektar ogranicenja koje je potrebno imati u vidu prilikom izrade rasporeda
casova. Moga od ovih ograni¢enja su obavezna i moraju biti zadovoljena kako
bi raspored ¢asova bio ispravan. Zato je neophodno imati sistem za generisanje
rasporeda koji bi bio dovoljno opst da omoguéi korisnicima da iskazu veoma
razliGite vrste zahteva. ITako se sistem koji opisujemo ne moze smatrati uni-
verzalnim alatom za generisanje svih vrsta rasporeda ¢asova, bi¢e pokazano
da se on veoma jednostavno moze prilagodavati tako da omoguéi formulisanje
veoma raznorodnih ogranienja — ¢esto mnogo raznorodnijih nego sto veéina
alternativnih pristupa podrzava.

13.1 Opis problema

Problem rasporedivanja casova zahteva dodeljivanje vremenskih perioda
svakom od unapred zadatih ¢asova, postujuéi pri tome unapred zadata ograni-
¢enja. Problem rasporedivanja ¢asova sa salama dodatno zahteva da se svakom
casu dodeli i sala u kojoj ¢e se ¢as odrzavati, poStujuéi pritom unapred zadata
ogranicenja.

Veoma vazna pretpostavka u pristupu koji ¢e biti opisan je da se raspored
pravi na bazi nastavnih nedelja, odnosno da je raspored nastave u svim rad-
nim nedeljama u semestru tokom kojih se nastava odrzava identican. Radna
nedelja se sastoji od nekoliko radnih dana. Svaki radni dan je podeljen na veci
broj termina jednake duzine. Casove je potrebno rasporediti taéno u ovako
definisane termine. Napomenimo da ¢asovi mogu da traju i duze od jednog
termina. Svaki ¢as podrazumeva da se predaje neki predmet. Cas drzi jedan ili
vise nastavnika. Casu prisustvuje jedna ili vise grupa studenata. Pretpostavlja
se da su grupe, nastavnici i svi ¢asovi koje je potrebno rasporediti svakoj od
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grupa i svakom od nastavnika unapred poznati'.

Ostala ogranicenja koja raspored ¢asova mora da zadovolji se razlikuju
od institucije do institucije. Ipak, moguée je uociti neke vrste zahteva svo-
jstvene veéini institucija za koje se konstruise raspored ¢asova. Ovo omogucava
koriséenje istog kodiranja i koriséenje istog alata za pravljenje rasporeda u neko-
liko razli¢itih institucija. Uocene su dve vrste uslova. Uslovi korektnosti su
neophodni za ispravnost rasporeda i neophodno je da svi budu zadovljeni kako
bi uopste bilo moguée odrzavati nastavu. Uslovi udobnosti predstavljaju zelje
nastavnog osoblja i studenata. Neke od ovih uslova je takode potrebno smatrati
tvrdim ogranic¢enjima koje je neophodno zadovoljiti, dok se neka ogranic¢enja
smatraju mekim ograni¢enjima koja nije neophodno postovati ukoliko to nije
moguce.

Za reSavanje problema rasporeda ¢asova se Cesto koriste tehnike optimi-
zacije i mnoge od njih uvode veliki broj mekih ogranic¢enja i pokusavaju da
pronadu resenja koja ih zadovljavaju. Sa druge strane, posto pristup koji ovde
opisujemo koristi SAT resavace, sva ogranic¢enja rasporeda je neophodno pred-
staviti iskaznim klauzama i smatrati ih tvrdim ogranic¢enjima. Zato se generise
iskazna formula koja formulise sve tvrde i §to veéi broj mekih pocetnih uslova.
Ovo obezbeduje da ¢ée svako resenje koje SAT re3avaé eventualno pronade biti
dovoljno dobro da se moze smatrati konac¢nim rasporedom. Jedino u slucaju
kada se pokaze da su sva formulisana ograni¢enja nezadovoljiva, manje vazna
meka ogranic¢enja se uklanjaju. Alternativni pristup ovome je krenuti samo od
tvrdih ogranicenja, a zatim dodavati meka ogranic¢enja sve dok se ne pronade
reSenje koje je dovoljno kvalitetno.

U nastavku ¢e biti opisane osnovne vrste uslova korektnosti i udobnosti
obradivane u nasem pristupu.

Uslovi korektnosti

e Svaki ¢as iz unapred zadate liste ¢asova mora da bude rasporeden ta¢no
jednom u rasporedu.

e Nastavnik ne moze da predaje dva razlicita predmeta u istom terminu.
Moguce je zahtevati da nastavnik predaje isti predmet nekolikim grupama
studenata istovremeno.

e Grupa moze da prisustvuje samo jednom ¢asu u datom terminu.

e Samo jedan nastavnik moze drzati ¢as u datoj sali u datom terminu.

Uslovi udobnosti

Zabranjeni i zahtevani radni sati

e Nastavnicima je dozvoljeno da iskazu termie u kojima ne mogu da drze
nastavu. Ovi uslovi se zadaju na nekoliko razli¢itih na¢ina (npr. trazi se
da neko ne moze da predaje ponedeljkom izmedu 10h i 15h, ili da neko
ne moze da predaje utorkom, ili da neko ne moze da predaje pre 10h i
posle 18h nijednog dana).

1U literaturi je takode opisan problem formiranja grupa studenata na osnovu predmeta
koje su odabrali da slusaju.
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e Nekim nastavnicima (npr. gostujuéim profesorima, starijim profesorima)
je dozvoljeno da eksplicitno navedu termine u kojima je potrebno ras-
porediti njihove ¢asove (npr. sredom od 13h do 15h i petkom od 9h do
13h).

e Grupama je takode dopusteno da imaju zabranjene termine (npr. stu-
denti starijih godina ne smeju da imaju nastavu u terminima nekih sem-
inara).

Preklapanje grupa i preklapanje nastavnika.

e Moguce je zahtevati da razliCite grupe nemaju nastavu u istim termin-
ima (npr. posto studenti druge godine moraju da slusaju neke ¢asove iz
prve godine, studenti druge i prve godine ne smeju da imaju istovremeno
nastavu).

e Neki od nastavnika zahtevaju da nemaju nastavu u istim danima kao i
neke njihove kolege (npr. ako u laboratoriji u svakom trenutku mora da
bude prisutan jedan od dva nastavnika, tako da ne smeju istovremeno da
budu zauzeti u nastavi).

e Neki nastavici zahtevaju da imaju nastavu istovremeno (ili barem u istim
danima) kao neke njihove kolege (npr. ako zele da organizju sastanke pre
ili posle nastave u tim danima).

Broj nastavnih dana.

e Neki nastavnici traze da im se ¢asovi rasporede u dat broj radnih dana
(npr. samo dva dana u nedelji, bez obzira koji su to dani i koliko casova
imaju u tim danima jer Zzele da se bave istrazivackim radom ostalim
danima).

e Zakon moze da zahteva da nastavnici u srednjim skolama imaju nastavu
svaki radni dan u nedelji, tj. da predaju pet radnih dana.

Trajanje nastavnog dana.

e Grupe ucenika/studenata mogu da imaju najvise N (obi¢no 7) radnih
sati u toku dana, uklju¢uju i pauze u nastavi. Izuzeci od ovog pravila su
dozvoljeni samo ako to uprava institucije eksplicitno zatrazi.

e Nastavnici mogu da imaju najvise N (obi¢no 6) nastavnih sati u toku
dana, ukljuc¢ujuéi pauze. Izuzeci od ovog pravila su dozvoljeni samo ako
to uprava institucije eksplicitno zatrazi.

e Zahteva se da i profesori i nastavnici imaju bar dva ¢asa u danima u
kojima imaju nastavu, kako ne bi morali da dolaze na fakultet samo zbog
jednog casa.
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Pauze u toku nastave.

e Nastavnici obi¢no zahtevaju da nemaju pauze u izmedu casova. Ipak,
neki nastavnici eksplicitno zahtevaju da imaju pauze.

e Odeljenja u srednjim skolama ne smeju da imaju pauze u toku nastave
(osim odmora koji su veé ura¢unati u termine nastave).

e Grupama na fakultetima je obi¢no dozvoljeno da imaju pauze, ali je nji-
hov broj i trajanje obi¢no ograniceno.

e Nekada se eksplicitno zahteva da grupe studenata imaju pauze (npr. uko-
liko nastava traje veéi broj termina u toku radnog dana, zahteva se pauza
kako bi studenti mogli da rucaju).

Casovi sa fiksiranim ili zabranjenim terminima.

e U srednjoj skoli se obi¢no zahteva da se neki zahtevniji predmeti (npr.
matematika) ne stavljaju u poslednji termin u toku radnog dana jer su
ucenici tada umorni i teze prate zahtevne sadrzaje.

e Neke predmete je neophodno stavljati kao prve ili poslednje ¢asove u toku
dana (npr. za neki predmet je potrebno rasporediti ¢asove u tri uzastopna
termina i to ili u prva tri ili u poslednja tri termina u toku radnog dana).

e Neke izborne predmete ne pohadaju svi studenti. Stoga je njih potrebno
rasporediti u pocetne ili krajnje termine u toku radnog dana, kako stu-
denti koji ne pohadaju ove predmete ne bi imali pauzu u terminu njihovog
odrzavanja. Ovi ¢asovi mogu biti rasporedeni u bilo koji od termina u
toku dana, sve dok ta grupa studenata nema nastavu bilo pre, bilo posle
njih.

Uzastopni dani.

e Neki predmeti se drze nekoliko ¢asova u toku nedelje (npr. predmet koji
ima cCetiri ¢asa u toku nedelje je potrebno rasporediti u obliku 2 + 2,
tj. dva casa je potrebno staviti u jedan, a dva ¢asa u drugi dan. Iz
pedagoskih razloga, zahteva se da ovo ne budu dva uzastopna dana.

e Neki od nastavnika koji ne predaju svaki dan u nedelji zahtevaju da
im se Casovi rasporede u uzastopne radne dane. Na ovaj nacin, ukoliko
uzimaju slobodne dane, ti slobodni dani mogu da se spoje sa vikendom
bez remecenja uobicajenog procesa nastave.

Menjanje smena i zgrada.

e U institucijama koje rade po smenama, ponekad se zahteva da nastavnici
ne rade u razli¢itim smenama u toku istog dana.

e U ustanovama u kojima se nastava odvija u nekoliko udaljenih zgrada,
ni studenti ni nastavnici ne bi trebalo da imaju nastavu u razli¢itim
zgradama u toku jednog dana.
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13.2 SAT kodiranje

U ovom poglavlju ¢e biti opisano kodiranje uslova rasporeda ¢asova u obliku
iskazne formule. Prvo ¢e biti prikazano kodiranje osnovne varijante problema
rasporeda Casova, a nakon toga ¢e biti opisana dva razli¢ita nacina reSavanja
problema rasporedivanja ¢asova sa salama — naivno i naprednije kodiranje.

13.2.1 Osnovno kodiranje

Za svaku kombinaciju casa i termina uvodi se posebna iskazna promenljiva.
Ove promenljive ¢ine osnovne promenljive kodiranja i njihove istinitosne vred-
nosti odreduju celokupan raspored ¢asova. lako je teorijski moguce sve uslove
rasporeda ¢asova izraziti direktnim koriséenjem isklju¢ivo osnovnih promenlji-
vih, da bi formulisanje uslova bilo pojednostavljeno, bi¢e uvedeno i nekoliko
vrsta pomoc¢nih iskaznih promenljivih. Veze izmedu ovih osnovnih i izvedenih
promenljivih kao i uslovi rasporeda ¢e biti kodirani koriséenjem iskaznih klauza.
Ovako formiran skup klauza ¢ini iskaznu KNF formulu koja opisuje problem
rasporeda ¢asova i ¢iji su modele reSenje ovog problema. U tekstu ¢e neki uslovi
biti navedeni u formi ekvivalencija i implikacija kako bi se olaksala ¢itljivost.
Ovako formulisani uslovi se kori¢enjem jednostavnih iskaznih ekvivalencija tri-
vijalno prevode u klauzalnu formu.

Promenljive i njihove medusobne veze

Radno vreme. Skup radnih dana u instituciji u kojoj se pravi raspored
casova Ce biti oznacen sa days. Svaki radni dan je podeljen na nekoliko termina
iste duzine (npr. jedno¢asovni termini na fakultetima ili ¢etrdesetpetominutni
termini u srednjim skolama). Skup termina za dan d € days ée biti oznacavan
sa periods(d) .

Casovi. Svi ¢asovi koje je potrebno rasporediti ée biti oznacavani éetvorkom
tsgn koja oznacava da nastavnik (teacher) ¢ predaje predmet (subject) s grupi
(group) g n-ti put u toku nedelje. Svaki ¢as ima odredeno trajanje koje ¢ée biti
oznaceno sa duration(tsgn) i izrazenu u broju termina koje zauzima. Na primer,
ukoliko nastavnik T" predaje predmet S grupi G dva puta u nedelji, jedan put
dva vezana casa, a drugi put 3 vezana ¢asa, njegovi casovi bi bili oznaceni sa
TSG1 i TSG2, pri ¢emu je duration(T'SG1) = 2 i duration(T'SG2) = 3. Lista
casova datog nastavnika ¢ ée biti oznaena sa lessons(t). Lista ¢asova za datu
grupu g e biti oznacena sa lessons(g).

Osnovne promenljive. Promenljiva xésgndp se definise za svaki ¢as tsgn.
Ona kodira uslov da ¢as tsgn pocinje u danu d i terminu p. Posto se ¢asovi
mogu drzati samo u toku radnog vremena, promenljive .. se definisu
isklju¢ivo za termine p za koje vazi min(periods(d)) < p < max(periods(d)) —
duration(tsgn) + 1. Ove promenljive su jedine osnovne promenljive u sistemu
jer njihove vrednosti jednozna¢no odreduju ceo raspored.

Izvedene promenljive. Kako bi bilo moguée jednostavnije definisanje ra-
zlicitih vrsta ogranic¢enja rasporeda, uvedeno je nekoliko vrsta izvedenih pro-
menljivih.
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Promenljiva z¢sgndp se definiSe za svaki cas tsgn, svaki radni dan d i termin
p. Ona kodira uslov da se cas tsgn odrzava u danu d, u terminu p. Naredne
implikacije? predstavljaju vezu izmedu termina pocetka ¢asa i termina njegovog
odrzavanja:

!
xtsgndpl = Ttsgndps s

pri ¢emu je d € days, min(periods(d)) < p1 < max(periods(d))—duration(tsgn)+
11ip1 < ps <p;+ duration(tsgn) — 1.

Ltsgndps = \/ :C:Esgndpﬁ
p2 — duration(tsgn) + 1 < p1 < pa,
min(periods(d)) < p; < max(periods(d)) — duration(tsgn) + 1

pri ¢emu je d € days i min(periods(d)) < ps < max(periods(d)).

Promenljiva 2¢5gnq se definiSe za svaki ¢as tsgn i svaki radni dan d. Ona
predstavlja ¢injenicu da se ¢as tgsn odrzava u danu d. Naredne implikacije
povezuju ove promenljive sa promenljivim koje odreduju termine dodeljene
Casovima:

Ttsgndp = Ttsgnds

za p € periods(d).

Ttgsnd = \/ Ttsgndp
pEperiods(d)

Takode, naredne implikacije povezuju ove promenljive sa promenljivima
koje odreduju termine u kojima ¢asovi poc¢inju:

/
Lisgndp = Tisgnd,

za p € periods(d).

/
Ltsgnd = \/ 'rtsgndp
min(periods(d)) <p<max(periods(d))—duration(tsgn)+1

Primetimo da je jedna od prethodne dve grupe implikacija suvisna i nema
je potrebe ukljucivati u formulu.

Promenljiva x4, se definiSe za svakog nastavnika ¢, svaki radni dan d i
termin p. Ona predstavlja ¢injenicu da nastavnik ¢ ima neki ¢as u danu d i
terminu p. Naredne implikacije povezuju ove promenljive sa promenljivim koje
odreduju termine dodeljene ¢asovima:

Ttsgndp = Ltdp

pri éemu je tsgn € lessons(t) i lessons(t) je lista svih ¢asova tsgn za nastavnika
2

Ttdp = \/ Ttsgndp-
tsgn€lessons(t)

2Primetimo da se implikacije trivijalno prevode u klauzalnu formu koriséenjem tautologije
p=>q=-pVg.
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Sli¢no, promenljiva x4q, se definiSe za svaku grupu g, radni dan d i termin
p. Njom se predstavlja ¢injenica da grupa g ima neki ¢as u danu d i terminu p.
Naredne implikacije povezuju ove promenljive sa promenljivim koje odreduju
termine dodeljene casovima:

Ttsgndp = Lgdp,

pri cemu vaZzi tsgn € lessons(g) i lessons(g) je lista svih ¢asova dodeljenih tsgn
grupi g.

Lgdp = \/ Ttsgndp-
tsgn€lessons(g)

Promenljiva x4 se definise za svakog nastavnika ¢ i svaki radni dan d.
Njom se predstavlja ¢injenica da nastavnik ¢ ima neki ¢as u danu d. Tada vaze
naredne implikacije:

Tidp = Ttd,

pri éemu je h € periods(d).

Ttd = \/ Ttdp-
pEperiods(d)

Promenljiva x¢, se definie za svakog nastavnika ¢ i svaki termin p. Njom se
predstavlja ¢injenica da nastavnik ¢ ima ¢asove u terminu p. Tada vaze naredne
implikacije:

Ttdp = Ttp,

za d € days.

Ttp = \/ Ttdp
dedays

Poslednja vrsta implikacija se obi¢no izostavlja jer se ove promenljive obi¢no
koriste da bi se odredenim nastavnicima zabranio rad u odredenim terminima
(npr. mnogi nastavnici ne vole jutarnje ¢asove). U tom slu¢aju, prva vrsta
implikacija se bolje razume kada se razmatra njena kontrapozicija: Tip = Ziap-

Posto su studenti obi¢no na raspolaganju u svim terminima, promenljive
Tgd 1 Tgp se ne uvode (medutim, moguée ih je uvesti na potpuno analogan
nagin).

Promenljive i veze izmedu njih su prikazane na slici [3J]

Pauze u rasporedu. Kazemo da nastavnik ili (ili grupa) ima pauzu u ras-
poredu (eng. idle period) u nekom terminu ukoliko u nema ¢as u tom terminu,
ali ima casove u tom danu pre i posle tog termina. Nakraca pauza u rasporedu
je jedan termin, a najve¢a moguca pauza se javlja ukoliko neko ima Casove
samo prvi i poslednji termin u nekom danu.

Promenljiva ifdp se definiSe za svakog nastavnika ¢, dan d, termin p i broj k
tdj. 1 < k < duration(d) — 2 i min(periods(d)) + 1 < p < max(periods(d)) — k.
Ona predstavlja ¢injenicu da nastavnik ¢t ima pauzu u nastavi duzine k termina
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/
'rtsgndp

™~

Ttsgndp Ttsgnd

e |

T gdp Ttdp >> Ttd
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Slika 13.1: Promenljive i veze izmedu njih.

u danu d, pri ¢emu pauza pocinje u terminu p. Ove promenljive se definisu
narednim ekvivalencijama.

.k _
Uiap < | Trd(p—1) N /\ Ttd(p+5) N\ Ttd(p+k)
0<j<k

Ekvivalencije se prevode u klauzalni oblik na sledeé¢i nacin:

-k

Ydp = Ttd(p—1)

.k _ .

’Ltdp = ‘Ttd(p+j)) 0 S J <k

K
Ytdp = Ttd(p+k)

_ _ T
Tia(p-1) V \/ Tid(p+j) vV Ttd(p+k) | V iy
0<j<k

Promenljiva ifd se definise za svakog nastavnika ¢, radni dan d i broj k td].
1 < k < duration(d) — 2. Ona predstavlja ¢injenicu da nastavnik ¢ ima pauzu
u rasporedu duzine k tokom dana d. Vaze naredne implikacije:
-k -k
thp = ds
za svaki termin p tdj. min(periods(d)) + 1 < p < max(periods(d)) — k i
k k

ity = \/ i
min(periods(d))+1<p<max(periods(d))—k

Takode, promenljiva i¥ se definise za svakog nastavnika ¢ i broj k tdj. 1 <
k < duration(d) — 2. Ona predstavlja ¢injenicu da nastavnik nekada ima pauzu
u rasporedu duzine k. Vaze naredne implikacije:
ifd = ifﬂ
za svaki d € days i
& &
Zt = \/ th.
dedays
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Promeljiva 4.4, se definiSe za svakog nastavnika ¢, radni dan d i termin p
takve da vazi min(periods(d)) + 1 < p < max(periods(d)) — 1. Ona predstavlja
¢injenicu da nastavnik ¢ ima pauzu u rasporedu u danu d koja pocinje u terminu
p. Jasno je da za svako k takvo da je 1 < k < max(periods(d)) — p vazi:

.k .
thp = Utdp

. -k
tdp = \/ thp'
1<k<max(periods(d))—p

Sve promeljive i implikacije koje su u ovom poglavlju definisane za nas-
tavnike se na potpuno analogan na¢in mogu definisati i za grupe.

Zadavanje razlicitih uslova rasporeda

U nastavku ¢ée biti pokazano kako je moguce kodirati uslove rasporeda
opisane u I3 T koriséenjem promenljivih definisanih u JI3.2ZT1 Bogat skup pro-
menljivih koje su uvedene omogucéava ¢ak i definisanje dodatnih vrsta ogranic¢enja
koja nisu navedena u poglavlju JI3l Sto ovaj pristup generisanja rasporeda
Casova ¢ini veoma fleksibilnim. Svaki pojedina¢ni uslov rasporeda Casova se
predstavlja kroz jednu ili vise iskaznih klauza. Ove klauze zajedno sa klauzama
koje predstavljaju veze izmedu promenljivih i koje su uvedene u poglavlju
3271 ¢ine konac¢nu iskaznu formulu ¢ija se zadovljivost ispituje u cilju nalazenja
rasporeda casova.

Za pocetak uvedimo nekoliko konstrukcija koje ée nam omoguciti da jed-
nostavnije zapiSemo razli¢ite uslove rasporeda.

Oznacimo sa single({v1, ..., vk }) ¢injenicu da najvise jedna od promenljivih
v1, ..., Up Mmoze biti tacna. Trivijalan nacin da se kodira ovaj uslov je koriséenje
kvadratnog broja klauza:

single({vi,...,us}) = A\ @V
1<i<j<k

Ovaj koncept se moze generalisati na proizvoljan broj uslova kardinalnosti
(eng. cardinality constraints). cardinality({v1,...,vr}) < m oznacava da na-
jvise m promenljivih iz skupa v1, ..., vy moze istovremeno biti ta¢no. Jedan
od efikasnih nacina da se uslovi kardinalnosti opisu skupom iskaznih klauza je
opisan u [Sin05].

Uslovi korektnosti.

e Svaki ¢as naveden u podeli nastave mora da bude prisutan u konacnom
rasporedu. Posto se svaki ¢as odrzava u nekom od radnih dana

\/ Ttsgnd

dedays

mora da vazi za svaki ¢as tsgn. Ukoliko ovo vazi, na osnovu implikacije

/
Ttsgnd = \/ Lisgndp
min(periods(d)) <p<max(periods(d))—duration(tsgn)+1
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koji je veé ranije uvedena, ¢asu ¢e biti dodeljen bar jedan termin njegovog
odrzavanja.

Svaka ¢as naveden u podeli nastave treba da bude prisutan ta¢no jed-
nom u konac¢nom rasporedu. Zato je pocetak svakog ¢asa jednoznacno
odredjen kona¢nim rasporedom i uslov

single({Zsgnap | d € days, p € periods(d)})

mora da vazi za svaki cas tsgn. Kako bi se smanjio ukupan broj klauza,
ovaj uslov je moguce razbiti na sledeca dva:

single({¢sgna | d € days})

i za svaki d € days
single({Zsgnap | P € periods(d)}).

Svaka grupa u jednom trenutku moze da prisustvuje najvise jednom ¢asu.
Dakle, za svaku grupu g, svaki dan d € days i svaki termin p € periods(d)

single({Z¢sgndp | tsgn € lessons(g)})
mora da vazi.

Svaki nastavnik moze da drzi najvise jedan ¢as istovremeno. Ipak, u
nekim slucajevima se zahteva da se viSe razli¢itih studentskih grupa
(npr. ¢1,...,9x) objedini i da zajedno slusaju predavanje. Uvaj zahtev
se kodira ekvivalencijom

Ttsgindp < -Ttsgjndpa 1< .7 < k.
U ovom slucaju lessons(t) je skup koji sadrzi tactno jednog predstavnika

(e.g. tsgin) za svaku objedinjenu grupu studenata.

Dakle, posto se zahteva da svaki nastavnik predaje samo jedan ¢as u
datom terminu, za svakog nastavnika ¢, svaki d € days i svaki p €
periods(d) uslov

single({Z+sgndp | tsgn € lessons(t)})

mora da vazi.3

Uslovi udobnosti.

Zabranjeni i zahtevani radni dani sati. Zabranjeniizahtevani radni dani,
odnosno termini za nastavnike se direktno kodiraju preko jednoc¢lanih klauza
koje sadrze (negirane) promenljive Zi4p, Ztq, and xyp,. Slitno, zabranjeni sati
za grupe se kodiraju koriS¢enjem promenljivih xgqp.

3Sliénu tehniku bi bilo moguée upotrebiti i u slu¢aju da se trazi da vise nastavnika predaje
istovremeno istim studentima.
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Preklapanje grupa i preklapanje nastavnika. Uslov da se rasporedi za
dve grupe gi i g2 ne preklapaju se kodira koris¢enjem implikacija x4, 4p = Zg,ap
i Zgoap = Tgrdp, za svaki radni dan d i termin p. Preklapanje nastavnih sati za
nastavno osoblje se kodira na analogan nacin.

Broj nastavnih dana. Uslov da nastavnik ¢ predaje tatno n dana nedeljno
se moze kodirati kao

cardinality({z:q | d € days}) <n A cardinality({Zzq | d € days}) < |days| — n.

Trajanje nastavnog dana. Trajanje radnog dana za grupe studenata se
kodira uvodenjem promenljivih l’;d za svaku grupu g, dan d i broj k < |periods(d)]|.
Promeljiva l’;d predstavlja ¢injenicu da se radni dan za grupu g prostire kroz
bar k termina (ukljuéujuéi i pauze u nastavi) u danu d. DefiniSe se preko:

Tgdp N Tyd(p+k—1) = l];da
za sve termine p takve da je min(periods(d)) < p < max(periods(d)) — k + 1, i
ll;d = \/ (:ngp A\ zgd(p-l—k—l))-
min(periods(d)) <p<max(periods(d))—k+1

Uslov da se trajanje radnog dana za grupu ogranici na n termina periods

se kodira kroz jednoclane klauze oblika l’;d, za svako k > n.

Uslov da radni dan za grupu traje bar n termina se kodira kao z4q = {7,
Trajanje radnog dana za nastavnike se kodira analogno.

Pauze u toku nastave. Uslov da nastavnik ¢ ne sme da ima pauze u nastavi

. . o 7 . . ~ . ~ . . _.k
duzine k se zadaje koriS¢enjem jednoclane klauze koja sadrzi literal 7, .

Uslov da nastavnik ¢ ne sme da ima viSe od jedne pauze u toku dana se
moze zadati kao

single({itap | min(periods(d)) + 1 < p < max(hours(d) — 1)}).

Uslov da nastavnik ¢ moze da ima najvise n pauza u toku nastave u toku
cele nedelje se moze kodirati preko narednog uslova kardinalnosti

cardinality({itap | d € days, p € periods(d)}) < n.

Druge vrste ogranic¢enja za pauze u toku nastave, kao i ogranicenja za pauze
koje imaju grupe studenata se mogu kodirati na slican nacin.

Casovi sa fiksiranim ili zabranjenim terminima. Uslov da ¢as mora da
pocne isklju¢ivo u terminu pq, ps, ..., ili p, se kodira sa

! /
Ttsgnd = Tisgndp, V...V Tisgndpy, -

Uslov da ¢as tsgn mora biti prvi ili poslednji ¢as za grupu g u danu d, se
kodira sa

/ [ —
ztsgndp = /\ Lgdp’ v /\ Lgdp’
min(periods(d))<p’<p p~+duration(tsgn) <p’ <max(periods(d))
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Uzastopni dani. Ukoliko se zeli zabraniti da se razli¢iti ¢asovi iz istog pred-
meta odrzavaju u uzastopnim danima, uslov

Ttsgnd = Ttsg(n+1)(d+1)

mora da vazi za svaki dan d osim za poslednji radni dan u nedelji.

Menjanje smena i zgrada. Pravljenje rasporeda za razli¢ite smene i ra-
zlicite zgrade je moguce praviti zasebno. U tom slucaju, u prvoj fazi se kreira
raspored za jednu smenu (ili zgradu). Kada se u drugoj fazi kreira raspored za
drugu smenu ili zgradu, svi uslovi koji se odnose na menjanje smena i zgrada se,
koriséenjem rasporeda napravljenog u prvoj fazi, mogu predstaviti kao uslovi
zabranjenih termina.

Kompleksnost kodiranja

Skupom promenljivih ocigledno dominiraju promenljive xggsndp 1 Ttgendp-
Zato, je veli¢ina broja promenljivih O(n;-n4-n,), gde je n; ukupan broj ¢asova
koje je potrebno rasporediti, nq je broj radnih dana i n, je broj termina u
danu.

Uslovi tipa single se kodiraju kvadratnim skupom klauza, tako da oni do-
miniraju ukupnom veli¢inom skupa klauza tj. formule. Zahtev da se svaki cas
u rasporedu raspored ta¢no jednom uvodi O(n; - (n3 + ng - nf,)) klauza. Uslov
da svaka grupa moze da pohada samo jedan cas u fiksiranom terminu uvodi
O(ng - ny - ng - ng?) klauza, gde je n, broj grupa, a ny broj ¢asova po grupi.
Sli¢no, uslov da svaki nastavnik ima najvise jedan ¢as u fiksiranom terminu
uvodi O(ng - np - 1t -ntl2) klauza, gde je n; broj nastavnika, a n. broj casova
po nastavniku.

13.2.2 Naivno kodiranje rasporedivanja sala

U ovom i u narednom poglavlju ¢e biti opisan nac¢in da se resi varijanta
problema rasporeda ¢asova u kome je pored termina ¢asovima potrebno dodeliti
i sale.

Osnovne promenljive. Jedan nacin da se kodiraju uslovi zauzeca sala je
da se skup osnovnih promenljivih promeni tako da promenljive pored casa i
termina kodiraju i salu u kojoj se ¢as odrzava. Posto je pozeljno da se sale ne
menjaju tokom trajanja casa koji traje nekoliko vezanih termina, sala u kojoj
se cas odrzava se je jedinstveno odredena salom u kojoj je ¢as zapoceo. U
tom slucaju, za svaki ¢as tsgn, dan d, termin p i salu r, uvodi se promenljiva
xésgndpr koja oznacava da ¢as tsgn pocinje u danu d, terminu p i da se odrzava
u sali 7. Posto se obi¢no pretpostavlja da su sale medusobno razlicite, tj. da
postoje ¢asovi koji ne mogu biti rasporedeni u neke sale, mnoge od promenlji-
vih xisgndm nemaju smisla i mogu se izostaviti. Za svaki ¢as tsgn, rooms(tsgn)
oznacava skup sala u kojima ¢as tsgn moze biti rasporeden. Tada se promen-
ljive xésgndpr uvode samo za one sale r koje pripadaju skupu rooms(tsgn).

Izvedene promenljive. Izvedena promenljiva Zisgndpr Se definiSe za svaki
cas tsgn, dan d, termin p i salu r koja se nalazi u rooms(tsgn). Ove promeljivim
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se oznacava da se ¢as tsgn odrzava u danu d, terminu p u sali . PoSto se zahteva
da se sala ne menja tokom trajanja casova koji se protezu kroz nekoliko termina,
vaze naredne implikacije:

’
Ltsgndpir = Ttsgndpars

gde je d € days, min(periods(d)) < p; < max(periods(d)) — duration(tsgn) + 1 i
p1 < p2 < p1 + duration(tsgn) — 1 i

Ttsgndpar = \/ ‘T;sgndplrﬂ
p2 — duration(tsgn) + 1 < p;1 < pa,
min(periods(d)) < p1 < max(periods(d)) — duration(tsgn) + 1

za d € days and min(periods(d)) < pa < max(periods(d)).

Za svakog nastavnika ¢, dan d, termin p i salu r, definiSe se promenljiva
Ztapr- Ona predstavlja ¢injenicu da nastavnik ¢ zauzima salu r u terminu p
dana d.

Sve promenljive osim z}, gndpr POStaju izvedene promenljive i vaze sledece
implikacije:

/ / ’ /
xtsgndpr = xtsgndp’ ‘Ttsgndp = \/ ‘Ttsgndprﬂ
rErooms(tsgn)
Ttsgndpr = Ltsgndps Ltsgndp = \/ Ltsgndprs
rErooms(tsgn)
Ttdpr = Ltdp, Ltdp = \/ Ttdpr-
TErooms

Promenljive i njihovi odnosi su prikazani na slici

Uslovi ispravnosti. Za svaki dan d, termin p i salu r, uslovi ispravnosti
zauzeca sala se kodiraja sa

single{z¢apr | t € teachers}.

Posto je jedna sala uvek dovoljna da bi se odrzao ¢as, za svaki dan d, termin
p isalu r, vaze sledec¢e implikacije:

single{z¢apr | 7 € rooms}.

Kompleksnost kodiranja

Kada se rasporeduju i sale, skupom promenljivih dominiraju promenljive
Tysondpr | Ttsgndpr 1 njihov broj je O(n; - ng - ny - ny), gde je ny ukupan broj
casova u rasporedu, ng broj radnih dana, m, broj termina u danu i n, broj
sala.
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! !
- —— >
ztsgndpr ztsgndp

| ™~

Ttsgndpr Ttsgndp Ttsgnd
Ltdpr L gdp Ttdp >> Ttd
Lth

Slika 13.2: Promenljive i odnosi medu njima - rasporedivanje sala

13.2.3 Kodiranje rasporedivanja sala zasnovano na uslovima
kardinalnosti

U ovom poglavlju ¢emo uvesti novi nacin rasporedivanja sala koji je zasno-
van na koriséenju uslova kardinalnosti. U tom slu¢aju rasporedivanje se vrsi u
dve faze. U prvoj fazi, samo se termini dodeljuju ¢asovima dok se u drugoj fazi
dodeljuju sale. Tokom prve faze neopodno je nametnuti dodatna ogranicenja
kako bi dodeljivanje sala u drugoj fazi uopste bilo moguce.

Razmotrimo za pocetak najjednostavniji slucaj alokacije sala. Pretpostavimo
da ustanova ima n, sala i da su sve sale jednake. Tada je u prvoj fazi ras-
poredivanja neophodno obezbediti da u svakom terminu najvise n, nastavnika
ima nastavu. Ovo se obezbeduje uslovom

cardinality({zap | t € teachers}) < n,,

za svaki dan d i termin p.

Razmotrimo slucaj kada je za neke ¢asove neophodno obezbediti specifi¢cne
sale. Na primer, pretpostavimo dda se Casovi iz programiranja mogu drzati
iskljucivo u salama koje imaju racunare i da postoji ne takvih sala. Pored
datog opsteg uslova za broj nastavnika po terminu, neophodno je jo§ obezbediti
da se u svakom terminu odrzava najvise n. Casova programiranja. Ovo se
kodira narednim uslovom

cardinality({Z¢gsndp | tsgn € Casovi programiranja}) < ng,

za svaki dan d i termin p.

Kada se prva faza zavrsi, prelazi se na samo rasporedivanje sala. Ulaz u
ovu fazu predstavljaju vrednosti svih promenljivih 2¢sgnap. Tada se uvode
promenljive Tisgndpr 1 Tidpr 1 POVEZUjU S Tisgnap Na isti nacin kao i kod
naivnog rasporedivanja sala, ali samo za one promenljive Z¢sgnap i Tidp koje
su tacne u modelu koji je pronaden u prvoj fazi. Takode, uslovi korektnosti
su identi¢ni kao i kod naivnog rasporedivanja sala. Ukoliko se zahteva da se
sale ne menjaju tokom casova koji traju vise termina, zadaju se uslovi oblika
Ttsgndpr < Ttsgnd(p+1)r> 22 svaki as tsgn kojemu su u danu d dodeljeni termini
pip+1izasvaku salu 7.
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Kompleksnost kodiranja

Prva faza kodiranja ne uvodi nove promenljive i nasleduje slozenost O(n; -
nq - np) kodiranja osnovnog problema rasporeda. Uslovi kardinalnosti uvode
O(ng - np - ng - my) pomoénih promenljivih i O(ng - ny, - nyg - ny) klauza.

U drugoj fazi ima samo O(n;-n,) promenljivih i ona je mnogo jednostavnija
od prve faze.

13.3 Implementacija

U ovom poglavlju ¢emo ukratko opisati implementaciju u potpunosti razvi-
jenu u jeziku C+—+.

Sistem za automatsko konstruisanje rasporeda ¢asova se sastoji iz sledece
tri komponente:

SAT koder - Uloga SAT kodera je da na osnovu specifikacije uslova rasporeda
casova zadate na neki specijalizovani naé¢in izgradi iskaznu formulu u
standardnom DIMACS formatu. Pokazalo se da nam je za specifikovanje
uslova rasporeda ¢asova najpogodnije koris¢enje tekstualnih ulaznih da-
toteka. Iako nasa tekuca implementacija ne poseduje graficki korisnicki
interfejs koji bi korisnicima koji ne poznaju iskazno rezonovanje olaksao
zadavanje uslova rasporeda, njegova implementacija je moguca je i plani-
rana je za buduénost. U ovom trenutku, specifikacija uslova rasporeda
casova se zadaje u ulaznoj ASCII kodiranoj datoteci koja sadrzi listu
casova koje je potrebno rasporediti i listu dodatnih uslova rasporeda.
Koristi se specijalizovana sintaksa. Na primer:

days: mon tue wed thu fri

periods: 1-7

lessons:
teacherl groupl, group2 subjectl 2+1 rooml
teacher2 groupl subject2 3 rooml, room2
teacher2 group?2 subject2 3 rooml, room2

requirements:

-teacherl_mon
-group2_tue_7 | -group2_thu_1

U datom primeru radi se pet radnih dana i svaki radni dan ima 7 ter-
mina. Nastavnik teacher; predaje predmet subject; istovremeno gru-
pama groupi i groups u sobi room; dva puta u toku nedelje — jedno
predavanje traje dva termina, a drugo jedan. Nastavnik teachers predaje
predmet subjects posebno grupama groupi i groups jednom nedeljno u
trajanju od tri termina bilo u sali room; ili sali rooms. Trazi se da
nastavnik teacher; nema nastavu ponedeljkom i da grupa group, nema
nastavu ili utorkom u sedmom ili ¢etvrtkom u prvom terminu.

SAT resavac - Kada se generiSe formula u DIMACS formatu, ona se prosleduje
SAT reSavacu koji trazi njene modele. Na§ sistem koristi resavac Ar-
goSAT razvijen u okviru ove teze. Takode su vrseni eksperimenti i sa
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koriséenjem drugih SAT resavaca (na primer MiniSAT, Yices) i dobijeni
su veoma sli¢ni rezultati.

SAT dekoder - Ukoliko resavac¢ uspesno pronade model formula, dekoder ga
prevodi u raspored ¢asova koji je u formatu ¢itljivom za ops$tu popu-
laciju. U nasem sistemu se koristi HIML format i posebna hipertekstu-
alna stranica se generise za svakog nastavnika, grupu i salu.*

4Primer generisanog rasporeda je dostupan na veb adresi
http://www.matf.bg.ac.rs/~filip/timetable/
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14

Parsiranje prirodnog jezika

U ovoj glavi ukratko ¢ée biti opisana primena SAT reSavaca na parsiranje
prirodnog jezika. Ovakvu primenu SAT reSavaca, autor je istrazivao u sklopu
projekta ,,Guglovo leto koda 2008” (eng. Google Summer of Code 2008).
Formalizam koji je koris¢en u okviru projekta je formalizam link gramatika
(eng. link grammars) i cilj projekta bio je izgradnja efikasnog parsera zasno-
vanog na ovom formalizmu. U ovom poglavlju ¢e biti dat skracen i uproséen
prikaz formalizma link gramatika, bi¢e prikazano konstruisano SAT kodiranje
i bi¢e diskutovani osnovni rezultati ovog projekta. Detaljnije informacije se
mogu pronadéi u [Mar(9¢].

14.1 Link gramatike

Link gramatike predstavljaju formalizam za opis sintakse prirodnog jezika.
Formalizam je razvijen na Karnegi-Melon Univerzitetu (eng. CMU) 1991. go-
dine i uporedo sa formalizmom razvijena je i implementacija link parsera [ST91].
Tako je izrazajna mo¢ link gramatika ekvivalentna izrazajnoj mo¢i kontekstno-
slobodnih gramatika, pokazuje se da je predstavljanje sintaksnih pravila pri-
rodnog jezika znatno jednostavnije ukoliko se koriste link gramtike.

Sintaksna struktura recenice se opisuje wvezama (eng. links) koje se us-
postavljaju izmedu re¢i. Vezama su pridruzene labele (eng. labels) koji odgo-
varaju odnosima i ulogama reci u recenici. Na primer:

B 0-—----- +
+--D-—+-—=S———+ +-—=D——+

the cat chased a snake

U datom primeru, veza D se ostvaruje izmedu ¢lana i imenice koju taj ¢lan
odreduje, veza S se ostvaruje izmedu subjekta i predikata u recenici, dok se
veza 0 ostvaruje izmedu predikata i objekta.

Veze moraju da zadovolje odredene vrste globalnih uslova.

Planarnost - veze ne smeju da se presecaju (kada se nacrtaju iznad reci).

Povezanost - veze povezuju sve reci u reenici u jedinstvenu celinu (tj. graf
ostvaren vezama je povezan graf).

207
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Svaka re¢ jezika moze da gradi precizno definisan skup veza. Zaista, svaka
veza se ostvaruje izmedu dva konektora (eng. connectors) — jednog koji ukazuje
na desno i oznacen je sa + i jednog koji ukazuje na levo i oznacen je sa -. Na
primer:

B 0-+
+D+-D-+S+---S-+ +D+--D-+

the cat chased a snake

Svaku re¢ odlikuje fiksiran skup konektora koji je karakterisu. Reci iz
prethodnog primera, opremljene su slede¢im konektorima:

the, a D+

cat, snake D-, 0-, S+
Mary 0-, S+
ran S-

chased S-, 0+

Dodatno, nacin na koje je moguce iskoristiti konektore svake od reci se
ogranicava zadavanjem etiketa (eng. tags) za svaku re¢. Redi i njihove etikete
zadaju se recnikom. Etikete predstavljaju izraze koji se grade od konektora
koriséenjem veznika & i or. Na primer:

the, a D+

cat, snake D- & (0- or S+)
Mary 0- or S+

ran S-

chased S- & O+

Pored uslova planarnosti i povezanosti, da bi povezivanje bilo ispravno,
potrebno je da je ispunjen i sledeéi uslov.

Zadovoljenost - etiketa svake od reci u recenici mora da bude zadovoljena.

Tako etikete podsecaju na iskazne formule, zadovoljenost etiketa nije moguce
direktno prevesti na iskaznu zadovoljenost. Naime, veznici & i or ne odgovaraju
direktno veznicima A i V kako se mozda na prvi pogled moze ocekivati, veé
imaju drugaciju semantiku. Zadovoljenost etiketa link gramatika se definise na
sledeéi nacin:

e Iskaznim slovima odgovaraju konektori. Konektor se smatra zadovolje-
nim ako i samo ako ucestvuje u izgradnji neke veze. Konektor moze da
uéestvuje u izgradnji najvise jedne veze'.

e Veznik or odgovara (n-arnoj) ekskluzivnoj disjunkciji. Dakle, etiketa f;
or ...or f, se smatra zadovoljenom ako i samo ako je tactno jedna od

etiketa f1, ..., fn zadovoljena. Na primer, razmatrajmo sledeéa povezi-
vanja.
X: A+ or B+ e B-———+
Y: A- +-A-+ +--A--+ |
Z: B- | | | | |
X Y X Y z

1Prosirenja osnovnog formalizma dopustaju i multikonektore koji mogu da uéestvuju u
izgradnji vise veza.
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Prvo povezivanje je ispravno jer je u etiketi za re¢ X zadovoljen tac¢no
jedan konektor sto ¢ini celu etiketu zadovoljenom, dok drugo povezi-
vanje nije ispravno jer su zadovoljena oba konektora Sto ¢ini celu etiketu
nezadovoljenom.

e Veznik & odgovara (n-arnoj) ,,ekskluzivnoj” konjunkeiji. Dakle, etiketa

f1 & ...& f, je zadovoljena ako su sve etikete fi, ..., f,. zadovoljene.
Obratno, ako etiketa f; & ...& f, nije zadovoljena, onda ni jedna od
etiketa f1, ..., f, ne moze biti zadovoljena. Drugim rec¢ima, etiketa f;
& ...& fn isve etikete f1, ..., f, su ekvivalentne i u svakom trenutku
moraju imati istu istinitosnu vrednost. Na primer, razmatrajmo sledec¢a
povezivanje.
X: A+ or (B+ & C+) o B--——+
Y: A- +--A--+ |
Z: B- | | |
X Y z

Ovo povezivanje nije ispravno. Zaista, da bi etiketa na reci X bila zado-
voljena potrebno je da je zadovoljen ta¢no jedan argument operatora or.
Posto je A+ zadovoljen zbog uspostavljene veze A, etiketa B+ & C+ ne sme
da bude zadovoljena. To znaci da nijedan od konektora B+ i C+ ne sme
biti zadovoljen, sto je kontradikcija jer B+ jeste zadovoljen vezom B.

Dodatno, veznik & nije komutativan i medusobni redosled navodenja
konektora koji vezuju na desno kao i medusobni redosled navodenja konek-
tora koji vezuju na levo je bitan.? Vazi pravilo da konektori navedeni levo
od & moraju da budu vezani za blize re¢i nego oni koji su navedeni desno

od &.
Na primer:
Fo—m—— B--—-+ +o————— A-———+
X: A+ & B+ +--A-—+ | +--B-—+ |
Y: A- | | | | I |
Z: B- X Y z X z Y

prvo povezivanje je ipravno, dok drugo nije.

14.2 SAT kodiranje

S obzirom da uslovi zadovoljenosti etiketa podsecaju na uslove iskazne za-
dovoljivosti, polazna pretpostavka projekta bila je da se efikasan parser moze
napraviti ukoliko se uslovi koje namec¢u link gramatike kodiraju formulama
iskazne logike i ukoliko se zatim upotrebe efikasni SAT resavaci za njihovo
reSavanje. U ovom poglavlju ¢e biti opisano konstruisano SAT kodiranje.

Prvo, uocimo da se svaki konektor koji se javlja na etiketama rec¢i u recenici
jednoznaéno moze identifikovati kao uredeni par (w;,p;), gde je w; redni broj
reCi u recenici ¢ija etiketa sadrzi konektor, a p; pozicija u DFS obilasku stabla
odgovarajuce etikete.

Osnovne promenljive u SAT kodiranju su promenljive oblika

linkcc“whpi)v (wj ) p7))

2Medusobni redosled navodenja konektora koji vezuju na levo i onih koji vezuju na desno
nije bitan.
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koje se formiraju za sve moguce veze koje se mogu uspostaviti. Promenljiva

linkee((wi, ps), (wj,p;)) odreduje da li je uspostavljena veza izmedu konektora
(w;, p;) 1 konektora (wj, p;). Istinitosne vrednosti ovih promenljivih odreduju
celokupno povezivanje recenice.

Kodiranje uslova zadovoljenosti etiketa. Inspiracija za ovo kodiranje
dolazi od Cejtinove (rus. Iejriin) transformacije koja se koristi za prevodenje
proizvoljne iskazne formule u ekvizadovoljivu KNF formulu. Svakom ¢évoru
stabla izraza etikete pridruzuje se nova iskazna promenljiva koja govori o zado-
voljenosti odgovarajuceg dela etikete. Razlikuju se naredni slucajevi.

Disjunkcije - Neka ¢voru veznika or odgovara promenljiva v a njegovim po-
tomcima promenljive v_dy, ..., v_di. Tada vazi

v vd VoL Vovdy,

pri ¢emu je prethodna disjunkcija ekskluzivna. Ova formula se prevodi u
KNF i kodiranje se prosiruje klauzamas:

v = vdy V ...V vdg
vdy = v

vdy = v
—w_d; V _"U_dj7 1§Z<]§]€

Konjunkcije - Neka ¢voru veznika & odgovara promenljiva v a njegovim po-

tomcima promenljive v_cy, ..., v_cg. Tada je potrebno formulu prosiriti
klauzama:

v = v

v = U_C

v.cp = v

vCp = v
Napomena: Posto su sve promenljive v, v_cy, ..., v_ciy medusobno

logicki ekvivalentne, moguce ih je sve zameniti istim iskaznim slovom
i preskociti dodavanje klauza koje kodiraju njihovu ekvivalentnost.

Konektori - Listovi stabla izraza etikete odgovaraju pojedina¢nim konek-
torima. Neka se u nekom listu nalazi konektor (w;, p;), neka ovom listu
odgovara promenljiva v i neka je W skup konektora (w;, p;) takvih da je
moguée uspostaviti vezu izmedu njih i konektora (w;, p;). Tada vazi:

TR \/ llnkcc((wupz)a(w]?pj))
(wj,pj)EW

Posto konektor moze da ucestvuje u izgradnji najvise jedne veze, prethodna
disjunkcija mora biti ekskluzivna. Prethodni uslovi se prevode u KNF
na isti nacin kao i u sluéaju veznika or i kodiranje se prosiruje dobijenim
klauzama.
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Kodiranje uslova poretka kod konjunkcije. Pretpostavimo da je za svaki
konektor (w;, p;) i svaku re¢ w; definisana promenljiva

linkew ((wi, pi), w;)

koja odreduje da li je konektor (w;, p;) uspostavio vezu sa nekim konektorom
na re¢i w;. Neka je W skup svih konektora (w;, p;) iz etikete reci na poziji w;
takvih da mogu da se povezu sa konektorom (w;, p;). Tada vazi

linkcw((wiapi)ij> <~ \/ linkcc((wivpi)v(wjvpj>)a
(wj,p;)EW

§to definide promenljive linke, ((w;,pi), w;) preko baznih promenljivih. Ove
formule se na uobic¢ajen nacin prevode u KNF i njma se prosiruje kodiranje.

Prvi korak u kodiranju uslova poretka je identifikovanje parova konektora
u okviru neke etikete za koje je potrebno generisate uslove poretka. Trivijalno
(ali ne i optimalno) resenje je za svaku pojavu operatora & posmatrati parove
konektora koji se dobiju kombinovanjem svih konektora iste vrste iz njegovog
i-tog i i+ 1-vog operanda®. Neka su tako (wy, p}) i (wg, p}), p} < pi”’ dva konek-
tora etikete re¢i na poziciji wi za koje je potrebno generisati uslove poretka.
Uslovi poretka su tada predstavljeni kao:

ﬁlink/’cw((’wkap/i)a wl) \ ﬁMnkcw((’wkap;l)a wj)a B(’LU“ wy, wk)a

i njima se proSiruje kodiranje.

Kodiranje uslova planarnosti. Pretpostavimo da je za svake dve rec¢i w; i
w; uvedena promenljiva

llnkww (wi ’ wJ)

koja oznacava da su re¢i na pozicijama w; i w; povezane nekom vezom. Ovo
vazi ako 1 samo ako postoje dva konektora (w;,p;) i (w;,p;) takva da vazi
linkee((wi, ps), (w;,p;)). Dakle, mora da vazi

linkww(wiawj) ~ \/ llnkcc((wlapl)a (wjapj))'
Pi,Pj

Posto nije moguce postojanje dve razli¢ite veze izmedu istih reci, ova disjunkcija
mora biti ekskluzivna. Ove formule definisu promenljive link.,., (w;, w;) preko
baznih promenljivih, prevode se u KNF na uobi¢ajen nacin i njma se prosiruje
kodiranje.

Koriséenjem ovih promenljivih, uslovi planarnosti se mogu kodirati kao:

ik (Wi, , Wiy) V. —linkyw (W), wh,),  wj, < w;, < wj, < Wiy,

i njima se prosiruje kodiranje.

30pis efikasnijeg resenja je dostupan u [Mar(9¢].
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Kodiranje uslova povezanosti. Eksperimentalno je utvrdeno da provera
povezanosti a posteriori (tj. tek nakon konstrukcije veza) daje znacajno bolje
rezultate nego prosirivanje kodiranja na nacin koji bi obezbedio da svaki iskazni
model odgovara povezanoj recenici. Prilikom a posteriori provere povezanosti,
razmatra se graf koji odgovara pronadenim vezama u recenici, a koji se gradi
na osnovu vrednosti promenljivih link,.,(w;,w;). Kada se ovaj graf kon-
struiSe, jednostavnim DFS obilaskom se nabrajaju sve njegove komponente
povezanosti. Ukoliko postoji vise komponenti, posebne klauze se dodaju u
kodiranje kako bi se sprecilo nastajanje iste vrste nepovezanosti kod buduéih
povezivanja recenice (u slucaju da se zahteva konstruisanje jo§ povezivanja).
Ove klauze se zasnivaju na ¢injenici da je, kako bi se dobio povezan graf, svaku
komponentu povezanosti potrebno povezati bar jednom granom sa ¢vorovima
koje ne komponenta sadrzi. Tako se za svaku komponentu povezanosti Cj, the

u kodiraje dodaje klauza *.

\/ linkyw(wi, wj).
w; ECr,w; EC

14.3 Diskusijai zakljucci

U ovoj glavi opisana je osnovna ideja primene SAT resavaca u okviru parsera
prirodnog jezika koji se zasniva na formalizmu link gramatika. Tako su u ovoj
tezi prikazani samo osnovna varijanta formalizma link gramatika i odgovarajuce
SAT kodiranje, a mnoga vazna i kompleksna prosirenja koje ovaj formalizam
uvodi nisu obradena, u projektu koji je raden tokom 2008. godine obraden je
celovit formalizam i napravljena je potpuna implementacija. Eksperimentalna
evaluacija izgradenog sistema i njegovo poredenje sa klasi¢nim link parserom
daju sledece zakljucke.

e Ukoliko na raspolaganju imamo efikasan SAT resavaé otvorenog koda,
celokupnu implementaciju parsera je moguce napraviti uz jedan covek-
mesec rada, §to je znacajno manje nego sto je bilo potrebno za izgradnju
originalnog link parsera koji je veoma domenski specijalizovan.

e Recenice najcesée odlikuje vise sintaksno ispravnih povezivanja, pri ¢emu
je najcesée samo jedno od njih (ili eventualno mali broj) semanticki
ispravno. Parser zasnovan na SAT reSavanju pokazuje bolje rezultate
ukoliko se razmatra vreme potrebo za konstruisaje prvog sintaksno is-
pravnog povezivanja. Medutim, ukoliko se razmatra vreme potrebno za
konstruisanje svih sintaksno ispravnih povezivanja, originalni link parser
pokazuje bolje rezultate. U praksi najcesce nije potrebno konstruisanje
svih sintaksno ispravnih povezivanja, veé se obi¢no trazi konstrukcija se-
manticki ispravnog povezivanja. Kako bi se SAT resavac naterao da prvo
pronade iskazne modele koji imaju vecu Sansu da budu i semanticki is-
pravni, potrebno je izmeniti njegove heuristike navodenja (pre svega se-
lekeiju literala) tako da u obziru uzmu statisticke informacije o prirodnom
jeziku i ovo je glavni pravac daljeg rada na ovoj problematici.

i linkww (wj,w;) ako je wj < w;.
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SMT resavac

U mnogim primena kodiranje problema u ¢istoj iskaznoj logici i koriséenje
SAT resavaca nije najoptimalniji izbor. Veoma ¢esto je mnogo bolje problem
izraziti formulom bogatije logike (najcesce logike prvog reda) i zatim ispitati
njenu zadovoljivost. Medutim, ¢esto u primenama nije potrebno ispitati opstu
zadovoljivost formule u okviru logike prvog reda, veé je potrebno ispitati njenu
zadovoljivost u odnosu na neku pogodnu fiksiranu teoriju prvog reda 7. Na
primer, ukoliko je data formula

x<yA-(z<y+0),

obi¢no nije relevantno pitanje da li postoji interpretacija simbola <, 4+ i 0
takva da je formula zadovoljiva, veé je relevantno pitanje ispitati da li je for-
mula zadovoljiva ukoliko se zna da su x i y racionalni brojevi, da je + operacija
sabiranja, 0 neutral za sabiranje, a < prirodno uredenje racionalnih brojeva.
Problem ispitivanja zadovoljivosti formula logike prvog reda u odnosu na jednu
ili vige teorija, naziva se SMT problem (eng. satisfiability modulo theories prob-
lem). Programi koji resavaju SMT problem se nazivaju SMT refavadi.

Opsti automatski dokazivaci teorema za logiku prvog reda (obi¢no zasnovani
na rezoluciji) su doziveli znacajan napredak u poslednjih dvadesetak godina.
Ovi alati se mogu koristiti i za reSavanje SMT problema ako se prilikom ispi-
tivanja zadovoljivosti formuli pridruze i aksiome teorije 7. Medutim, to se
Cesto pokazuje kao lo§ izbor. Naime, Cesto teorije nije moguce aksiomatizovati
konaénim skupovima aksioma. Cak i kada je moguée konstruisati odgovarajuéu
aksiomatizaciju, u praksi se pokazuje da je umesto opstih dokazivaca za logiku
prvog reda mnogo pogodnije koristiti specijalizovane procedure odlu¢ivanja za
pojedine teorije. S obzirom na to da formule ¢ija se zadovoljivost ispituje obi¢no
imaju veoma bogatu iskaznu strukturu, u novije vreme SMT resavaci kombin-
uju procedure odlucivanja za pojedine teorije sa efikasnim SAT resavacima.

U nastavku ove glave bi¢e prikazani osnovni nacini na koje se SAT resavaci
koriste u okviru SMT resavaca. Takode, ukratko ¢e biti opisan SMT resavac
ArgoLib ¢ije su ranije verzije opisane u [NML.I04, [Mar(5)], a ¢ije novije verzije
koriste SAT resava¢ ArgoSAT. Takode, bice opisana procedura odlu¢ivanja za
linearnu aritmetiku nad racionalnim brojevima koja je predlozena u [DNM06Gal,
[DMOGH], a implementirana i u okviru sistema ArgoLib.

213
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15.1 Logika prvog reda

U ovom poglavlju ¢e logika prvog reda i SM'T problem biti formalno opisani.
Pogodnosti radi, SMT problem se obi¢no formulise u okviru visesortne logike
prvog reda, iako se, sasvim ekvivalentno, sva ogranicenja koja sorte (tipovi)
namecu mogu predstaviti odgovarajué¢im unarnim predikatima u okviru klasi¢ne
logike prvog reda. Uvedimo za poéetak osnovne definicije’.

15.1.1 Sintaksa

U nastavku ¢emo razmatrati isklucivo bazne (eng. ground) formule tj. for-
mule koje ne sadrze promenljive (ni kvantifikatore) i definisane su nad nekim
jezikom L. Uvedimo najpre precizno pojam visesortnog jezika.

Definicija 15.1. ViSesortni jezik (signatura) prvogreda (skr. jezik) je uredena
petorka L = (3,11, S, sort) pri demu je:

e ¥ — skup funkcijskih simbola;
e I — skup relacijskih simbola;
e S — skup sorti;

e sort — funkcija sort : X UIL — P(S) koja svakoj promenljivoj dodeljuje
jedinstvenu sortu 1;, svakom relacijskom simbolu dodeljuje k-torku sorti
(T1,...,7k), a svakom funkcijskom simbolu dodeljuje k + 1-torku sorti
(T1y.. v, Ty T). Za funkcijski simbol f kaZemo da je sorte .

Broj k nazivamo arnost funkcijskog odnosno predikatskog simbola i on
definise funkciju ar : X UIT — N.

Skupovi X, 11 1 S su dva po dva disjunkini.
Funkcijske simbole arnosti 0 nazivamo konstantama, a relacijske simbole
arnosti 0 nazivamo logickim konstantama.

Komponovanjem funkcijskih simbola, grade se £-termi.

Definicija 15.2. Neka je dat jezik L. L — termi su elementi induktivnog
skupa Term, definisanog putem narednog svojstva:

1. ako su ty,...,ty L-termi sorti, redom, (11,...,7%) @ [ € ¥ funkcijski
simbol za koji je sort(f) = (11,...,7,,7), tada je i f(t1,...,tx) L-term
sorte T, tj.

feX ANtyeTerme A ... ANt € Termey = f(t1,...,t,) € Termg.
Specijalno, sve konstante (tj. funkcijski simboli arnosti nula) su L-termi.
Od L-termova, primenom relacijskih simbola, grade se L-atomicke formule.

Definicija 15.3. Neka je dat jezik L. L-atomicke formule (skr.L-atomi) su
elementi induktivnog skupa Atom, definisanog putem narednih svojstava:

10vaj put formalizacija neée biti uradena strogo kao to je to bio slu¢aj sa formalizacijom
iskazne logike
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1. ako su t1 ite L-termi iste sorte, tada je
t1 =t9
L-atom, tj.

ty € Termgpe ANty € Termy = t1 =ty € Atomy;

2. ako je p € II relacijski simbol jezika L za koji je sort(p) = (11,...,7Tk), a

t1,...,tg su L-termi sorti, redom, (71,...,7%), tada je
p(t1, ..., tk)
L-atom, tj.
peIl ANty €Terme A ... Aty € Termge = p(ty,...,t) € Atomy.

Specijalno, sve logicke konstante (tj. relacijski simboli arnosti nula) su
L-atoms.

Tako opsta logika prvog reda, dalje, dopusta izgradnju L-formula kombi-
novanjem L-atomickih formula koris¢enjem logickih operatora i kvantifikatora,
za SMT problem, najcesée su znacajne isklju¢ivo L-formule u konjunktivnoj
normalnoj formi koj koje ne sadrze kvantifikatore. Zato L-formule definiSemo
na sledeéi na¢in (analogno definiciji [E1]).

Definicija 15.4. Neka je dat jezik L.
L-literal (skr. literal) je ili atom a ili negacija atoma —a.
L-klauza (skr. klauza) je lista L-literala.
L-formula (skr. formula) je lista L£-klauza.

15.1.2 Semantika

Kako bi mogla da se uvede semantika £-formula, neophodno je interpretirati
znacenje nelogickih simbola koji se u njoj javljaju, tj. dati interpretaciju jezika

L.

Definicija 15.5. Neka je dat jezik L = (X,11,5, sort). L-model (ili L-
strukturu) A jezika L cine sledeéi elementi.

e Za svaku sortu T; € S po jedan neprazan skup A; koji se naziva domenom
sorte T;.

o Za svaki funkcijski simbol f € ¥ takav da je sort(f) = (Tiy, ..., Tiys T5)
funckija f: A;, x ... A, — Aj. Specijalno, funkcija f svakoj konstanti
dodeljuje element odgovarajuce sorte A;.

o Za svaki relacijski simbol p € 11 tako da je sort(f) = (7iy, ..., Ti, ) relacija
p C A, x...A;, . Specijalno, za svaku logicku konstantu nularna relacija
P predstavlja njenu istinitosnu vrednost.

Kada je fiksiran model 2 jezika £, svakoj L-formuli je moguée odrediti istini-
tosnu vrednost u modelu 2 i tako definisati pojam zadovoljivosti. S obzirom da
su L-formule po svojoj definiciji bazne, naredne definicije su prili¢no uproséene
u odnosu na opstu definiciju zadovoljivosti u okviru logike prvog reda.
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Definicija 15.6. Neka je dat jezik L i odgovarajuéa L-struktura . Funkcija
A : Termp — Ay U...U A, dodeljuje L-termima odgovarajuce vrednosti L-
terma u strukturi A ¢ definisana je primitivnom rekurzijom po induktivnom
skupu Term,.

o Ukoliko je t = f(t1,...,tx) tada je

At) = fA(t1), .-, A(tr))-
Specijalno, ako je t = f, pri cemu je f konstanta, tada je
At) = f.

Definicija 15.7. Neka je dat jezik L i odgovarajuéa L-struktura 2.
Kazemo da 2 zadovoljava L-atom a, $to oznac¢avamo sa A E a, ako vaZi:

e Ukoliko je a oblika t; =ty tada je A= a ako i samo ako je A(ty) = A(t2)
(g9de je A funkcija vrednosti L-termova);

e Ukoliko je a oblika p(ty,...,tr) tada je A F a ako i samo ako vaZi
PRA(t1), ..., A(tk)) (gde je A funkcija vrednosti L-termova);

U suprotnom kaZemo da 2l ne zadovoljava L-atom a, $to oznac¢avamo sa A ¥ a.
Slicno, kaZemo da 2 zadovoljava L-literal [, sto oznacavamo sa A E 1, ako
vazi:

o Ukoliko je L-literal | jednak L-atomu a, onda je A E 1 ako i samo ako je
vaZi A F a.

o Ukoliko je L-literal | negacija L-atoma a (tj. 1 = —a), onda je A E 1 ako
i samo ako ne vazi A F a, tj. ako vazi A F a.

U suprotnom kazZemo da 2 ne zadovoljava L-literal a, §to oznacavamo sa A ¥ [.

U trenutku kada je definisana zadovoljenost L-literala, mogucée definisati
zadovoljivost L£-formula analogno definiciji B

Definicija 15.8. Neka je dat jezik L i odgovarajuéa L-struktura 2.

L-struktura A zadovoljava L-klauzu ¢, §to oznacavamo sa A E ¢, ako i samo
ako dl.l e c NUAFEI.

L-struktura A zadovoljava L-formulu F, §to oznacavamo sa A E F, ako i
samo ako Ve. c € F = A F c.

Ako vazi A E F tada kaZemo da je F zadovoljiva i da je 2 model formule
F.

Primetimo da su L-strukture u nekom smislu totalne, tj. omoguéavaju
odredivanje istinitosne vrednosti svih L-literala. Zaista, pojam netacnosti je
moguce definisati tako da 2 F—1[ vazi ako i samo ako 2 ¥ [. Ovakvo svojstvo
totalnosti se dalje prenosi i na L£-klauze i L-formule.

U nastavku ¢e biti uveden pojam L-valuacije, analogan pojmu valuacije
uvedenom kroz definiciju 111 biée prikazana njegova veza sa zadovoljivoséu L-
formula. Ova veza predstavlja kljué¢nu sponu izmedu iskazne logike i logike pr-
vog reda KNF formula i omogucéava koriséenje SAT resavaca u okviru reSavanja
SMT problema.
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Definicija 15.9. L-valuacija je lista L-literala.
U tom slucaju, zadovoljenost (tj. ta¢nost) se definise analogno definiciji B2

Definicija 15.10.

L-literal | je tacan u L-valuaciji v, $to oznacavamo sa v E 1 ako i samo ako
lev.

L-klauza ¢ je tacna u L-valuaciji v, §to oznacavamo sa v E ¢, ako i samo
akodl.lechnvFEL

L-formula F' je tacna u L-valuaciji v, $to oznacavamo sa v E F, ako i samo
akoVe.ce f=vFc.

Zbog identi¢ne strukture definicija i [T SAT resavaci se mogu di-
rektno koristiti za pronalazenje neprotivre¢nih L-valuacija u kojima je data
formula F ta¢na?. Medutim, kako bi se uspostavila veza izmedu pronadenih
L-valuacija 1 zadovljivosti £L-formula uvedene kroz definiciju (28, neophodno
je pojacati pojam neprotivrecnosti valuacija.

Definicija 15.11. L-valuacija v je neprotivrecna u struktur: A ako za svaki

L-literal l izv vazi AEL, tj. V.l e v=AF[.
Vazi naredni stav koja daje vezu izmedu L-valuacija i £-modela.

Stav 15.1.  Neka je dat jezik L, L-struktura A i L-formula F. VaziA E F ako
1 samo ako postoji L-valuacija v neprotivreéna u strukturi A takva da v E F.

15.1.3 Teorije

Kao 8to je ve¢ na pocetku ove glave nagovesteno, za SMT problem nije
relevantno ispitivanje postojanje ma kakvog L-modela za L-formulu ¢ija se
zadovoljivost ispituje, ve¢ se obitno pretraga ograni¢ava na unapred zadatu
klasu L-struktura. Teorije obi¢no ogranicavaju interpretaciju nekih funkcijskih
i relacijskih simbola. Simboli ¢ija se interpretacija definise u okviru neke teorije
T c¢ine jezik te teorije Lr. Dakle, u skladu sa novijim tekstovima o SMT
problemu, teorije prvog reda defiSemo semanticki.

Definicija 15.12. Teorija 7T jezika L1 predstavija familiju L1 -struktura {A7}.

Narednom definicijom se uvodi zadovoljivost formula definisanih nad jezikom
teorije 7.

Definicija 15.13. Neka je data teorija T. Lr-formula F je T-zadovoljiva
ako i samo ako ima T-model tj. akko ima Lr-model AT (tj. AT E F), pri
cemu je AT neki od modela teorije T .

Medutim, u okviru SMT problema se obi¢no ispituje zadovoljivost formula
koje pored simbola teorije sadrze dodatne simbole (obi¢no konstanti).

Definicija [E.T. Neka je data teorija T i jezik L koji je prosirenge jezika
Lr. L-formula F je T-zadovoljiva ako i samo ako ima 7-model, tj. akko
postoji L-model A (tj. vaZi A E F) koji predstavlja prosirenje nekog L1-modela
AT teorije T .

20va veza bi se mogla uéiniti jos eksplicitnijom ukoliko bi se uvelo bijektivno preslikavanje
izmedu skupa L-literala i skupa iskaznih literala poznato pod imenom iskazna apstrakcija.
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Dakle, SMT problem je problem ispitivanja 7 -zadovoljivosti neke £-formule
F pri cemu je £ neko od dopustenih prosirenja jezika L7 teorije 7.
Ponovo ¢emo uspostaviti vezu sa iskaznim valuacijama.

Definicija 15.14. L-valuacija v je T-neprotivreéna akko ima T -model tj.
akko postoji L-model A koji prosiruje neki model A7 teorije T takav je v ne-
protivrecna u A (tj. za svaki L — literal 1 iz v vazi AF1).

Stav 15.2. Neka je data teorija T i jezik L koji je proSirenje jezika Lr. L-
formula F' je T -zadovoljiva ako i samo postoji T -neprotivreéna L-valuacija v
takva da v F F.

Posto su sve L-valuacije neprotivrecne u strukturi 2, neprotivrecne i u
iskaznom smislu (datom kroz definiciju [E8), procedura za resavanje SMT prob-
lema (tj. ispitivanje 7 -zadovoljivosti £ formula) moZze se konstruisati tako sto se
SAT resavac koristi za konstruisanje svih (iskazno) neprotivreénih £-valuacija,
nakon Cega se za ovako konstruisane L-valuacije, specijalizovanim procedurama
odlucivanja, proverava njihova 7 -neprotivrec¢nost.

Sliéno kao i u iskaznom slucaju, moguce je definisati pojam semantickih
posledica.

Definicija 15.15. Neka je data teorija T i jezik L koji je prosirenje jezika
L.

L-formula F T-povlaci L-literal [, $to oznacavamo sa F E 1, akko je svaki
T -model L-formule F ujedno i T-model L-literala [.

L-formula F T-povlaci L-klauzu ¢, Sto oznacavamo sa F Er ¢, akko je
svaki T -model L-formule F ujedno i T-model L-klauze c.

L-formula F T-povlaci L-formulu F', §to oznacavamo sa F Ex F', akko je
svaki T -model L-formule F ujedno i T-model L-formule F’.

Najcesce koriscéene teorije. U praksi se koristi veliki broj odlucivih teorija
ili njihovih odlu¢ivih fragmenata. U nastavku ¢e biti nabrojano nekoliko teorije
koje se najcesce koriste u primenama u verifikaciji softvera i hardvera.

e Linearna aritmetika nad realnim brojevima (Linear Real Arithmetic -
LRA). Ovo je teorija jezika Lpra takvog da je Xppa = {0,1,+,—},
MLra = {<}, SLra = {Q}. Teorija je odredena modelom koji je odreden
skupom racionalnih brojeva Q kao domenom sorte @ u kome je + inter-
pretirana kao operacija sabiranja, — kao operacija oduzimanja, 0 kao
nula, 1 kao jedinica, a < kao klasi¢no uredenje racionalnih brojeva. Pri
izgradnji formula dopusteno je da se koriste i neinterpretirane konstante
kao i skradeni zapisi relacija (npr. >, <, >, #).

Ispitati da li postoje racionalni brojevi koji zadovoljavaju

r<y4+zAY<3V2y+1l1>5)Az>x+2.

Zadovoljivost nad realnim brojevima se zatim svodi na zadovoljivost nad
racionalnim brojevima.

e Linearna aritmetika nad celim brojevima (Linear Integer Arithmetic -
LIA). Ovo je veoma sli¢na teorija teoriji LRA, pri ¢emu je domen jedine
sorte Z skup celih brojeva Z i operacije su interpretirane u okviru ovog
skupa.
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Ispitati da li postoje celi brojevi koji zadovoljavaju

r>y+2-zA(x=2Vaet+y+2-2>0) Az<l1.

Logika razlika (Difference Logic). Ova teorija predstavlja oslabljenje lin-
earne aritmetike gde su u okviru £-formula dopusteni iskljuc¢ivo L-atomi
oblika x — y < b, gde je b racionalan broj. Opet se razlikuju racionalni i
celobrojna varijanta, pri ¢emu su modeli odredeni na isti nac¢in kao kao
kod teorija linearne aritmetike.

Teorija jednakosti sa neinterpretiranim funkcijskim simbolima (Equality
with Uninterpreted Functions - EUF). Ovo teorija praznog jezika Lryp
pri ¢emu se za skup dopustenih modela uzimaju svi moguéi modeli. S
druge strane, formule ¢ija se zadovoljivost ispituje obi¢no uklju¢uju do-
datne simbole konstanti, ali i simbole funkcija (koji nemaju unapred fik-
siranu interpretaciju u modelu, te se nazivaju neinterpretiranim funkci-
jskim simbolima).

Ispitati da li postoje elementi x, y i z takvi da vazi

y=f(x) N z=fy) A g(z) # g(f(f(2)))-

S obzirom da se f i g interpretiraju nekim funkcijama u okviru modela,
za njih vazi svojstvo kongruentnosti, tj. vazi Vay. x =y = f(z) = f(y)
(i sliéno za funkciju g).

Teorija nizova (Arrays) Ovo je teorija jezika Laprays sa dva funkcijska
simbola ¥ 4,rqys = {read,write} i tri sorte (nizova, indeksa i vrednosti)
Sarrays = {A,I,V}. Simbol read je sorte (A, I, V), a simbol write je sorte
(A,1,V, A), gde read oznacava Citanje elementa niza na datoj poziciji, a
write oznacava upis u niz na datu poziciju. Skup modela se definise kao
skup svih £ 4,rqys-modela koji zadovoljavaju aksiome:

VAijuv.
i=j = read(write(4,i,v),j) =v)A
i#j = read(write(4,i,v),j) = read(A,j)
Ukoliko je jo§ zadovoljena i aksioma
VA, B. (Vi. (read(4,7) =read(B,i))) = a =0,
teorija se naziva ekstenzionalna teorija nizova.

U cilju ispitivanja da li nakon izvrsavanja koda

A[A[i]] = a;
b = A[A[i]];

vazi b = a, potrebno je ispitati da li je zadovoljiva formula

write(A, read(A,i),a) = B A b =read(B,read(B,i)) ANa#b
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Teorija T' moze da bude i kombinacija nekoliko razlicitih teorija.

Razmotrimo, na primer, formulu

z=fl@—y) Ne=y+zAz#f(f(z)+y.

Ova formula sadrzi simbole + i —, koji pripadaju teoriji linearne aritmetike,
ali ona ne predstavlja formulu linearne aritmetike zbog prisustva funcijskog sim-
bola f. Simbol f pripada teoriji jednakosti sa neinterpretiranim funkcijskim
simbolima. Dakle, navedena formula je formulisana nad dve teorije za koje se
moze pokazati da je problem zadovoljivosti odluciv (preciznije, odluciv je samo
problem zadovoljivosti za egzistencijalno kvantifikovani fragment teorije jed-
nakosti sa neinterpretiranim funkcijskim simbolima). Pre postupka resavanja,
vrsi se transformacija kojom se polazna formula transformise u

a=cz—yANz=fla) N\e=y+zANzc#b+y ANb=f(f(2)).

Ovim se postize da je moguce razdvojiti uslove koji pripadaju teoriji LRA
(a=z—y,z=y+z1ix+#b+y)iuslove koji pripadaju teoriji EUF (z = f(a)
ib= f(f(2))). Na osnovu uslova za teoriju LRA sledi da je a = z, zatim na
osnovu toga i uslova za teoriju EUF sledi da je b = a, $to daje nezadovoljivost u
teoriji LRA. Dakle, teorije prilikom resavanja vrse komunikaciju preko propagi-
ranja jednakosti, Sto je sustina tzv. Nelson-Oppen-ove sheme za kombinovanje
procedura odlucivanja[NOTI].

15.2 Apstrakini opisi SMT resavaca u vidu sistema promena
stanja

Pravila koja smo uveli glavi Bl kako bismo opisali SAT reSavace se veoma
lako mogu prilagoditi kako bi se opisali SMT resavaci. U ovoj glavi, prav-
ila ¢e biti zasnovana na sistemu datom u [NOTQO6]. Za pocetak, umesto lit-
erala, klauza, formula i valuacija koriste se L-literali, £-klauze, L-formule i
L-valuacije (kako bismo pojednostavili izlaganje, ovo u nastavku neée biti ek-
splicitno naglasavano).

Pravila koja se i dalje koriste (a koja ni u ¢emu ne zavise od teorije 7), su
Decide, UnitPropagate, Restart. Pored ovoga, koriste se i sledeéa pravila (koja
zavise od teorije):

T-Learn:

FErc (atomsc) C Atoms
F=FQc¢

T-Forget:
(F \ C) Frc
F:=F\c

T-Backjump:
C=IVlLV...Vl, FErC M=M|dM" 1,....eM leM"
M =M1

T-Propagate: .
MEr 1l (atoml) e Atoms [l,1¢ M
M:=MI
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Osnovna funkcionalnost koja je neophodna da bi se mogao implementi-
rati SMT reSavac je postojanje mogucénosti provere da li je valuacija M 7-
neprotivre¢na valuacija.

Redosled primene pravila odreduje tzv. SMT strategiju.

Osnovi lenji pristup. Jedna od najjednostavnijih strategija je tzv. osnovni
lengi pristup. Osnovni lenji pristup primenjuje iskljucivo iskazna pravila dok ne
stigne u stanje M || F koje je zavrsno stanje u odnosu na ta pravila. Ukoliko je
stanje takvo da se iz njega zakljucuje da je F' nezadovoljiva formula u iskaznom
smislu, ona je i 7-nezadovoljiva. Ukoliko je stanje M || F' takvo da M pred-
stavlja iskazni model za F', proverava se da li je M 7 -neprotivrecna valuacija.
Ukoliko jeste, formula F' je 7-zadovoljiva i pronaden je njen zeljeni 7-model.
Ukoliko nije, tada postoje L-literali [y, ..., I koji su ¢lanovi valuacije M, takvi
da [] E7 I; V... VI (u najjednostavnijoj implementaciji, moguce je uzeti sve
literale iz M). Tada se ova klauza uéi primenom pravila 7-Learn i ona ima
ulogu da spreci da se u buduénosti stigne do iste valuacije M. Nakon ovoga,
proces pretrage krece iz pocetka primenom pravila Restart.

Inkrementalnost 7-reSavacéa. Mana prethodnog pristupa je $to se provera
T -neprotivrecnosti valuacije M vrsi tek kada je ona potpuno izgradena i kada
predstavlja iskazni model formule. Posto se valuacija M gradi inkrementalno
dodajuéi jedan po jedan literal, mnogo efikasniji pristup bi bio da se prekine
sa izgradnjom valuacije M ¢im se ustanovi da je T-protivrecna. Ovo znaci da
je sa svakim dodavanjem novog literala u valuaciju M potrebno ispitati njenu
T -neprotivrecnost. Ukoliko se ova provera vrsi svaki put iz pocetka, postoji
realna opasnost da ¢e ovo dovesti do neefikasnosti. Inkrementaln: T -resavaci
su u mogucénosti da prilikom provere 7-neprotivrecnosti proSirene valuacije,
iskoriste prethodne rezultate dobije prilikom provere 7 -konzistentnosti valu-
acije pre njenog proSirenja. Dakle, osnovna razlika SMT resavaca sa inkre-
mentalnim 7 resavac¢em u odnosu na osnovni lenji pristup je Sto se provera
T -neprotivre¢nosti valuacije M vrsi i u stanjima koja nisu zavrsna u odnosu
na iskazna pravila.

,,On-line” SAT reSavac¢i. Mana prethodnih pristupa je i da se u trenutku
kada se otkrije 7-protivretnost (parcijalne) valuacije M resavanje zapocinje
iz pocetka. Umesto otpoc¢injanja iz pocetka, ,,on-line” SAT reSavaci prilikom
otkrivanja 7 -nekonzistentnosti koriséenjem pravila 7-Backjump vrac¢aju resavac
u najnaprednije stanje u kome je valuacija M i dalje bila 7 -neprotivreéna i pre-
tragu nastavljaju odatle.

Propagacija na osnovu teorije. Prethodni pristupi ne koriste pravilo Theory-
Propagate. To sa sobom povlaci da se informacije dostupne na onsovu teorije
T ne koriste kako bi navodile proces pretrage, ve¢ se samo koriste kako bi
naknadno proveravale 7 -konzistentnost pronadenih valuacija. Ukoliko se ukljuci
koriséenje pravila TheoryPropagate, reSavaci po obic¢aju postaju znatno efikas-
niji.
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15.2.1 DPLL(T) arhitektura

DPLL(T) arhitektura predlozena u [GHNT 04, NOT06] zagovara eksplicitno
razdvanje SAT resavata DPLL(X) od resavaca za pojedine teorije Solvery.
Arhitektura zahteva od resavaca za teorije sledece operacije.

e Operacija kojom DPLL(X) obavestava Solvery da je odreden literal
postao ¢lan tekuce valuacije M.

e Operacija kojom Solvery proverava da li je tekuda (parcijalna) valua-
cija M postala 7-protivreéna. Ovu operaciju je moguée vrsiti sa ra-
zli¢itim stepenima ,,snage”: za neke teorije 7 za koje je skupo vrsiti
kompletnu proveru 7 -neprotivrecnosti, ali postoje nekompletne metode
koje su u stanju da brze detektuju protivrecnost, efikasnije je koristiti te
brze metode tokom izgradnje valuacije M, a skuplje kompletne metode
pozivati samo kada je izgradena celokupna valuacija M.

e Operacija kojom Solvers objasnjava detektovanu 7 -protivre¢nost. Ob-
jasnjenje dolazi u obliku (3to manjeg) skupa literala {l1,...,lx} takvog
da vazi [| Fzr 11 V...V i koristi pri analizi konflikata..

e Operacija kojom Solvery identifikuje literale koje su 7-posledice tekuée
valuacije M. I ovu operaciju je moguée vrsiti sa razli¢itim nivoima
,,Snage”.

e Operacija kojom se pronalazi objasnjenje za 7-propagaciju literala .
Objasnjenje opet dolazi u obliku (Sto manjeg) skupa literala {l1,...,[x}
takvog da vazi [| F7 I3 V... VI V11 koristi pri analizi konflikata.

e Operacija kojom se Solvery obavestava o uklanjanju nekih literala iz
valuacije M.

15.3 ResSavac¢ za linearnu racionalnu aritmetiku zasnovan na
simpleks metodi

Kao primer procedure odluc¢ivanja (tj. resavaca Solvers) za jednu konkretnu
teoriju izgradene u skladu sa DPLL(T) arhitekturom, u ovom poglavlju ¢e
biti opisana procedura odluéivanja za linearnu racionalnu aritmetiku (LRA)
koja je zasnovana na simpleks metodi. Ova procedura je implementirana u
okviru resavaca ArgoLib koji kao svoju DPLL(X) komponentu koristi SAT
reSavaé ArgoSAT. Resava¢ ArgoLib zasnovan na ovoj proceduri je ucestvovao
na i takmicenju SMT resSavaca 2007. godine i rezultati su dostupni sa stranice
SMT takmic¢enja http://www.smtcomp.org.

15.3.1 O linearnom programiranju i simpleks metodi

Linearna aritmetika. Kao $to je veé prikazano u poglavljul[B T3 Linearna
aritmetika (nad racionalnim brojevima (LRA) ili nad celim brojevima (LIA))
je fragment aritmetike (nad racionalnim ili celim brojevima) koji ukljuéuje
sabiranje, ali ne mnozenje, osim mnozenja konstantama. Formule linearne
aritmetik su formula logike prvog reda ¢iji su atomi jednakosti, razli¢itosti ili
nejednakosti oblika aijzy + ... + apx, > b, gde su aj,..., a, i b racionalni
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brojevi, x1, ..., o, su (racionalne ili celobrojne) promenljive i i je jedan od
operatora =, <, <, >, > ili #.

Linearna aritmetika (i nad racionalnim i nad celim brojevima) je odluciva
(¢ak i kada je dozvoljeno koriséenje kvantifikatora u okviru formula). Ovo znaéi
da prostoji procedura odluc¢ivanja koja vraca true ako i samo ako je ulazna
reCenica teorema teorije linearne aritmetike, a koja vracéa false u suprotnom.
Dva najznacajnija metoda za odlu¢ivanje zadovoljivosti formula linearne arit-
metike su Furije-Mockinova procedura (eng. Fourier-Motzkin procedure) [LM92]
i simpleks metoda (eng. simplex method) [DMO6a.

Linearna aritmetika ima brojne primene verifikaciji softvera i hardvera (narocito
njen univerzalno kvantifikovani fragment). Razlozi za ovo su to §to se u ovoj
teoriji mogu modelovati mnogi tipovi uslova koji nastaju iz potrebe rezono-
vanja o svojstvima softvera i hardvera, kao i to §to je ova teorija odluciva i
postoji dugacka tradicija proucavaja njenih procedura odlu¢ivanja. Procedure
odluc¢ivanja za LRA su mnogo brze od procedura odluc¢ivanja za LIA.

Linearno programiranje. Linearno programiranje, poznato jos i kao lin-
earna optimizacija, je problem maksimizacije ili minimizacije linearne funkcije
na konveksnom poliedru koji je definisan putem linearnih ograni¢enja. Problem
linearnog programiranja se sastoji od niza linearnih nejednakosti nad realnim
promenljivim i linearne funkcije (definisane nad istim realnim promenljivima)
koju je potrebno maksimizovati. Problem linearnog programiranja, u svojoj
standardnoj formi, je maksimizovati funkciju datu sa ctx, zadovoljavajuéi uz
to uslovi Az < b, za b >0, x>0, gde sux, bic vektori iz R™ i A je realna
m X n matrica.

Simpleks metoda. Simpleks metoda (eng. simplex method) se ubraja medu
najznacéajnije algoritme prethodnog veka.® To je metoda za resavanje linearnih
problema optimizacije [Dan63] i njena slozenost najgoreg slucaja je eksponen-
cijalna u odnosu na broj promenljivih [KMS72]. Uprkos tome, metoda se
pokazuje veoma efikasnom u praksi i konvergira u polinomijalnom vremenu
za veliki broj ulaznih problema, uklju¢ujuéi i odredene klase slu¢ajno gener-
isanih problema ([NW99], [FGW02]). Pored osnovne varijante simpleks metode
namenjene za reSavanje problema optimizacije, formulisane su i mnoge druge
varijante ukljucujuéi i varijantu koja resava problem odluc¢ivanja za linearna
ogranic¢enja tj. odgovara na pitanje da li je dat skup linearnih ogranicenja
(linearnih jednakosti i nejednakosti) zadovoljiv.

Simpleks metoda za problem optimizacije iterativno pronalazi mogucéna
reSenja (eng. feasible solutions) koja zadovoljavaju sva data ograni¢enja pri
¢emu se gramzivo (eng. greedily) pokuSava da maksimizuje funkciju cilja.

Geometrijski posmatrano, skup linearnih nejednakosti definiSe zatvoreni
konveksni politop (koji se naziva simpleks), koji je definisan kao presek polupros-
tora n-dimenzionog Euklidskog prostora. Simpleks metoda zapocinje pretragu
u nekom pocetnom ¢évoru i krece se duz stranica politopa dok ne dostigne ¢vor
sa optimalnim resenjem. U svakoj iteraciji se bira ¢vor koji je susedan tekuéem,
ali tako da se ne umanji vrednost ciljne funkcije. Ukoliko takav ¢vor ne postoji,
konaé¢no resenje problema je pronadeno. Obi¢no postoje vise susednih ¢vorova

3Na primer, ¢asopis Computing in Science and Engineering ga je uvrstio u spisak deset
najznacajnih algoritama dvadesetog veka
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koji ne umanjuju ciljnu funkciju i potrebno je odabrati neki od njih. Ovaj izbor
je odreden pravilom pivotiranja (eng. pivot rule) i u praksi se koriste razlicita
ovakva pravila.

Osnovna varijanta simpleks metode se modifikuje tako da moze da resava
jos neke probleme osim standardnog problema optimizacije linearnog programi-
ranja (na primer, neke promenljive mogu da budu bez uslova, neki koeficijenti b;
mogu biti negativni, moguce je traziti minimalno umesto maksimalnog resenja,
itd).

Problem odlué¢ivanja za linearnu aritmetiku se svodi na to da se pronade
makar jedno moguéno resenje. Dualni simpleks (eng. dual simpleks) [Lembd] je
narocito pogodna varijanta u slucajevima kada se uslovi dodaju inkrementalno.
Nakon dodavanja novog uslova, problem koji je prethodno bio resen se ponovno
optimizuje, ali krenuvsi od prethodno resenja, tako da se do novog resenja
znatno efikasnije stize.

15.3.2 Opis resavaca

U nastavku ¢e biti opisan Solverpra koji je zasnovan na posebnoj var-
jjanti dualnog simpleks metoda koju su razvili Duterte (eng. Duterte) i de
Mora (eng. de Moura) i koja je upotrebljenja u njihovom SMT resavacu Yices
[DMOG6D]. Procedura se sastoji iz faze pretprocesiranja i faze reSavanja.

Pretprocesiranje. Prvi korak procedure je da se ulazna formula ® prevede
u ekvizadovoljivu formulu ®_ A &', gde je P_ konjunkcija linearnih jednakosti,
a ¢’ je formula u kojoj su iskaznim operatorima povezani elementarni atoms
oblika z; > b, gde je x; promenljiva, a b je racionalna konstanta. Ova trans-
formacija se vrsi priliéno pravolinijski tako $to se za svaki linearni term ¢; koji
nije promenljiva a koji se pojavljuje kao leva strana atoma ¢; > b u formuli ®
uvodi do tada nekoriséena promenljiva s;.

Akoje ® =2z > 0Nz +y < 0A2zx+ 3y > 1, tada je
P=x>0A 51<0 A s9o>1,ad_jes;=x+yAsy=2zx+3y.

U narednom koraku pretprocesiranja, sve nejednakosti oblika x # b se pre-
vode u x < b V x > b. Nakon toga se svaka stroga nejednakost oblika x < b
zamenjuje sa x < b — §, gde § ima ulogu dovoljno malog racionalnog broja.
Sli¢no, svaka nejednakost oblika x > b se zamenjuje sa x > b+ §. Nakon ove
transformacije, formula ®’ vise ne sadrzi stroge nejednakosti.

Nakon drugog koraka pretprocesiranja, formula ®’ iz primera
M8 postajez >0 A s1 < =8 A s9>1+9.

Broj ¢ se ne ra¢una unapred, veé se sa njim radi na simbolickom nivou. Nje-
govo efektivno izra¢unavanje se vrsi samo kada se zatrazi konkretan, racionalan
model formule za koju je ustanovljeno da je zadovoljena nad Q. Ovo znaci da
se nakon faze pretprocesiranja, sva izracunavanja vrse u polju Qgs, gde je Qs
skup {a+bd | a,b € Q}. Dok se operacije sabiranja i oduzimanja elemenata iz
Qs definisu trivijalno, poredak elemenata skupa )5 se definiSe na slede¢i nacin:
a1 + b1 d < as + be § ako i samo ako je a; < az V (a1 = az A by X ba), gde je
e {<,>}. Moze se pokazati da je originalna formula zadovoljiva nad Q ako
i samo ako je formula dobijena njenom transformacijom zadovoljana nad Qs.
Za detalje, videti [DMO6D].
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Inkrementalni simpleks algoritam Formula ®_ je konjunkcija jednakosti
i ona se ne menja tokom procesa pretrage, tako da je moguée predati je resavacu
pre nego Sto resavanje i pretraga za modelom uopste po¢ne. Neka su zq, ...,
x, sve promenljive koje se javljaju u ®— A &’ (tj. sve promenljive koje se
javljaju u polaznoj formuli ® i m dodatnih promenljivih s1, ..., s, ). Ukoliko
sve promenljive predu na levu stranu jednacina, formula ®_ se u matritnom
obliku moze predstaviti kao Az = 0, gde je A matrica dimenzija m xn, m <n
i z je vektor od n promenljivih. No, umesto toga, sistem ¢e biti ¢uvan u obliku
koji je reSsen po m promenljivih, tj., tablo koji se izvodi iz matrice A ¢e biti
zapisan u obliku:
xr; = Z ;5 T5, xr; € B.
z;EN

Promenljive sa leve strane ¢e biti nazivane baznim promenljivim, a promenljive
sa desne strane ¢e biti nazivane ne-baznim promenljivim. Tekuéi skup baznih
promenljivih ¢e biti oznacavan sa B dok ¢e tekuéi skup ne baznih promenljivih
biti oznac¢avan sa N. Bazne promenljive se ne javljaju sa desnih strana tabloa.
U prvom koraku, samo ¢e dodatne promenljive s; biti bazne promenljive.

Formula ®’ je proizvoljna iskazna kombinacija elementarnih atoma oblika
x; > b, pri cemu je b € Q5. Kao sto je veé opisano u poglavlju 2]
iskaznu strukturu formule obraduje DPLL(X) komponenta sistema koja je
SAT resavac, tako da simpleks resava¢ samo treba da proverava zadovoljivost
konjunkcija elementarnih atoma formule @ (pri ¢emu se ovi atomi dodaju i
uklanjaju jedan po jedan). Zbog svoje posebne strukture, (x < w ili > 1),
konjunkcije elementarnih atoma odreduju gornje i donje granice promenljivih.

Dakle, formula ® je zadovoljiva ukoliko postoji vrednost x € Qf koja zado-
voljava

Az =0 i [j<z;<ujforj=1,...,n,

gde je [; ili element Qs ili —o0, a u; je ili element Qs ili +00. Stanje resavaca
ukljucuje:

1. Tablo izveden iz formule ®_, zapisan u obliku:

ZT; = E AijTj, x; € B.
IJEN

2. Poznate donje i gornje granice [; i u; za svaku promenljivu z;, koje su
dobijene iz u tom trenutku dodatih atoma formule ®’.

3. Tekuée valuacije, tj. preslikavanja 3 koja dodeljuje vrednost 8(z;) € Qs
svakoj promenljivoj x;.

Na pocetku, sve donje granice su postavljene na —oo, a sve gornje granice
na +oo, dok 8 dodeljuje nulu svakoj promenljivoj z;.

Osnovna invarijanta algoritma (uslov koji vazi nakon svakog koraka) je da /3
sve vreme zadovoljava tablo (tj., AG(xz) = 0) i da beta 3 sve vreme zadovoljava
granice (tj., Vz; € BUN, 1; < B(z;) < uy).

Kada se doda novi elementarni atom, stanje se azurira. Posto su razlicitosti
i striktne nejednakosti uklonjene tokom faze pretprocesiranja, samo se dodaju
jednakosti i nestroge nejednakosti. Dodavanje jednakosti x; = b, se dalje svodi
na dodavanje dve nejednakosti x; < bix; > b.
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Nakon dodavanja nejednakosti oblika z; < b (slu¢aj dodavanja nejednakosti
oblika x; > b se obraduje na veoma slican nacin), vrednost b se uporeduje sa
tekuéim granicama za x; i, ukoliko je potrebno, granice se menjaju:

e Ako je b veCe od u;, nejednakosti x; < b ne donosi nikakvu novu infor-
maciju i stanje se ne menja.

e Ako je b manje od [;, tada stanje postaje nekonzistentno i detektuje se
nezadovoljivost.

e U ostalim slucajevima, gornja granica u; za promenljivu x; is se umanjuje
i postavlja na vrednost b.

Ako promenljiva z; nije bazna (tj., kada je z; € N) i kada njena vrednost
B(x;) ne zadovoljava azurirane granice ; ili u;, vrednost 3(x;) je neophodno
azurirati. Ako vazi B(z;) > wu; (slucaj B(x;) < l; se obraduje na veoma slican
nacin), vrednost S(x;) se umanjuje i postavlja na u;. Sa svakom promenom
vrednosti ne-baznih promenljivih (u odnosu na preslikavanje 3), vrednosti
baznih promenljivih je potrebno azurirati tako da bi tablo ostao zadovoljen.

Problem nastaje ukoliko je x; bazna promenljiva (tj., kada je xz; € B)
i kada njena vrednost [(z;) ne zadovoljava granice I; ili u;. Ukoliko vazi
da je B(x;) > wu; (slucaj kada je B(z;) < l; se obraduje na slican nacin),
vrednost 3(x;) je neophodno umanjiti i postaviti na w;. Kako bi jednac¢ina
tabloa z; = Z%‘ e @ijTj ostala zadovoljena, neophodno je da postoji ne bazna
promenljiva z; takva da je njenu vrednost 8(z;) moguée umanjiti (ukoliko je
njoj odgovarajudi koeficijent a;; pozitivan, tj. a;; > 0) ili uveéati (ukoliko je
njoj odgovarajuéi koeficijent a;; negativan, tj. vazi a;; < 0). Ukoliko ne postoji
ne-bazna promenljiva z; koja dopusta ovakvu vrstu promene (zbog toga $to su
sve vrednosti promenljivih x; ve¢ postavljene na svoje donje odnosno gornje
granice), stanje je nekonzistentno i konstatuje se nezadovoljivost. Ukoliko pos-
toji ne-bazna promenljiva z; koja dopusta promenu vrednosti, sprovdi se op-
eracija piotiranja. Jednacina z; = ij eN GijTj se TeSava po x; 1 promenljiva
x; se uvrStava u sve ostale jednacine tabloa. Tako promenljiva x; postaje
bazna promenljiva, dok x; postaje ne-bazna promenljiva i njena se vrednost
(u preslikavanju 3) postavlja na u;. No, ovo mozda dovodi do toga da neka
druga bazna promenljiva narusi svoje granice i proces se iterativno nastavlja sve
dok sve promenljive ne zadovolje svoje granice ili dok se ne detektuje nezado-
voljivost. Varijanta Blandovog pravila (eng. Bland’s rule) koje se zasniva na
fiksiranom poretku medu promenljivim se moze koristiti kako bi se obezbedilo
zaustavljanje procesa.

U ovoj varijanti simpleks metode, tokom operacije povratka u pretrazi
(eng. backtracking), neophodno je samo promeniti granice, pri ¢emu valua-
cija 0 i tablo ostaju nepromenjeni i nema potrebe za vrSenjem pivotiranja.
Ovo je veoma vazno svojstvo za efikasnost algoritma.

Objasnjenja dobijenih nezadovoljivosti se generiSu na osnovu granica pro-
menljivih koje se javljaju u okviru jednacine koja je postala narusena. Za
vise detalja o generisanju objasnjena i izvodenju propagacije na osnovu teorije
videti [DMOGD].

Implementacija opisanog algoritma je data u nastavku. Proceduru assert
poziva DPLL(X) komponenta kada god je potrebno dodati atom oblika x; > b.
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Ova procedura automatski v§i proveru i azurira granice i vrednosti za sve ne-
bazne promenljive, s obzirom na to da je ova operacija veoma jeftina i da ne
zahteva pivotiranje. Procedura check se koristi kako bi se proverile granice
i azurirale vrednosti svih baznih promenljivih. Ona v§i iterativno menja val-
uaciju § koris¢enjem pivotiranja sve dok sve granice ne postanu zadovoljene
ili dok se ne konstatuje nekonzistentnost stanja. Promena vrednosti baznih
promenljivih moze biti veoma racunski zahtevna operacija i proceduru check
je potrebno pozivati samo s vremena na vreme. Ovo moze donekle odloziti de-
tektovanje nezadovoljivosti, ali obi¢no dovodi do opsteg poboljsanja efikasnosti.
Procedure update i pivotAndUpdate su pomoéne procedure.

function assert (x; < b)
begin
if (=< is =) then
assert(z; < b);
assert(x; > b)
else if (1 is <) then
if (b > u;) then return satisfiable;
if (b< ;) then return unsatisfiable;
u; := b;
if (z; € N and ((z;) > b) then
update (z;, b)
else if (<1 is >) then
if (b<;) then return satisfiable;
if (b > u;) then return unsatisfiable;
l; := b;
if (x; €N and ﬁ(IZ) <b)
update (z;, b)
end

function check()
begin
loop
select the smallest z; € B such that ((z;) <l; or B(x;) > u;;
if there is no such z; then return satisfiable’
if f(z;) <!; then
select the smallest z; € N such that
(a;; >0 and fB(x;) <u;) or (a;; <0 and B(z;) >1;);
if there is no such x; then return unsatisfiable;
pivotAndUpdate(x;, l;, x;);
if B(z;) > u; then
select the smallest z; € N such that
(a;j; <0 and fB(z;) <u;) or (a;; >0 and B(z;) >1;);
if there is no such x; then return unsatisfiable;
pivotAndUpdate(x;, u;, ;)
end loop
end
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function pivotAndUpdate(x;, v, ;)

begin
0 := —U_fig_mi);
B(z:) = v;

B(z;) := B(z;)+0;
for each z, € B\ {z;}
Blzr) := Blzx) + ar;f;
pivot(z;, x;)
end

function update(x;, v)
begin
for each z; € B
Blx;) = B(z;) + aji(v—B(z:));
Bla;) = v

end

Proverimo zadovoljivost konjunkcije
z>21 ANy<l ANz+y<0 A y—z>0.
Nakon pocetne transformacije tablo postaje:

51 = z+y
S = —T+yY

iB={s1,s2}, N ={x,y}. Formula® jexz >1 A y<1 A 51 <0 A 52 >0.

Pocetna valuacija je f(x) = 0,8(y) = 0,6(s1) = 0,8(s2) = 0, a pocetne
granice su —o00 < < 400, —00 <y < 400, —00 < 51 < 400, —00 < 59 <
+00.

Kada se doda atom x > 1, granice za x postaju 1 < z < 400, dok valuacija
postaje B(x) = 1,8(y) = 0,5(s1) = 1, 8(s2) = —1. Nema potrebe za vrsenjem
operacije pivotiranja.

Kada se doda atom y < 1, granice za y postaju —oo < y < 1 i valuacija se
ne menja jer y zadovoljava nove granice. Nema potrebe za vrSenjem operacije
pivotiranja.

Kada se doda atom s; < 0, granice za s; postaju —oo < s1 < 0. Vred-
nost G(s1) = 1 narusava ove granice i 5(s1) je potrebno smanjiti na vrednost
0. Posto je s; bazna promenljiva, neophodno je izvrsiti operaciju pivotiranja.
Vrednost promenljive x je ve¢ na svojoj donjoj granici i nije je moguée sman-
jiti. Vrednost promenljive y je moguée smanjiti, pa se promenljiva y bira za
promenljivu pivotiranja. Nakon pivotiranja, tablo postaje

Yy = 85—

S9 = —2xr+s8

i y postaje bazna, a s; postaje ne-bazna promenljiva. Izmenjena valuacija
postaje B(z) = 1, 4(y) = —1, A(s1) = 0, B(s2) = —2.

Napokon, kada se doda atom ss > 0, granice za promenljivu sy postaju
0 < 89 < +o0. Tekuéa vrednost 3(s2) = —2 naruSava ove granice i vrednost
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B(s2) je potrebno uvedéati bar na vrednost 0. Posto je sp bazna promenljiva,
neophodno je izvrsiti operaciju pivotiranja. Na osnovu jednacine sy = —2x+ 51,
vrednost so je moguce povecati samo ukoliko se x smanji ili ukoliko se s; uveca.
Posto je vrednost = veé postavljena na svoju donju granicu, a vrednost s; veé
postavljena na svoju gornju granicu, konstatuje se nezadovoljivost.

Objasnjenje detektovane nekonzistentnosti je formula x > 1Az +y <
0Ay—x > 0. Ona je sama za sebe nezadovoljiva i minimalna je u smislu
da je svaki njen podskup zadovoljiv. Do ovog objasnjenja se dolazi na osnovu
granica promenljivih koje ucestvuju u jednakosti koja je narusena.



Diskusija i zaklju Ci
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Pregled relevantnih rezultata

Istorijski pregled razvoja SAT reSavavéa. Razvoj SAT resavaca pocinje
originalnom formulacijom DPLL algoritma 1960-tih godina i traje ve¢ skoro
pedeset godina. Neki od starijih SAT resavaca zasnovanih na DPLL algoritmu
su Tableau (NTAB), POSIT, 2cl i CSAT [GKSS07]. U poslednjih petnaes-
tak godina, svedoci smo znacajnog razvoja i unapredenja SAT reSavaca zas-
novanih na DPLL okviru. Pronadene su mnoge prakti¢ne primene ovih alata,
$to je poguralo razvoj resavaca i rodilo motivaciju za istrazivanje sve efikasni-
jih algoritama. Tokom 1990-tih, nastala je nova generacija reSavaca kao $to su
SATO [Zhad7], Chaff [MMZF01] i BerkMin [GN02] u kojima je znacajna paznja
stavljena optimizovanju razli¢itih aspekata DPLL algoritma. Godisnja SAT
takmicenja dovela su do istrazivanja mnogih novih tehnika, razvoja mnogih
pametnih implementacija reSavaca, kao i kreiranja sirokih korpusa instanci koje
se koriste za evaluaciju resavaca (ovi korpusi ukljuc¢uju kako instance iz realnih,
prakti¢nih primena, tako i teske ruéno pravljene i sluéajno generisane instance).
Neki od najuspesnijih resavaca na skoro odrzanim SAT takmicenjima, a koji
su zasnovani na DPLL algoritmu, su Rsat [PD07], Picosat [Bie08|], Minisat
[ES04], Tinisat [HuaO7a]. SAT4J (http://satdj.org) je reSavac implementi-
ran u jeziku Java u kome je znacajna paznja posvectenja softverskom dizajnu.

Nehronolosko vrac¢anje prilikom pretrage (tj. povratni skokovi vodeni konf-
liktima) je prvi put predlozeno u problemima zadovoljavanja ogranicenja (eng.
constraint satisfaction problems (CSP) [BHZ0G]. Ova tehnika je, zajedno sa
tehnikom ucenja klauza, prvi put uklju¢ena u SAT resavace sredinom 1990-
tih kroz resava¢ GRASP koji su napravili Silva i Skalah (eng. Silva i Skallah)
[MSS99)] i resavac rel_sat [BS97] koji su napravili Bajardo i Srag (eng. Bayardo
i Schrag). Minimalizaciju konfliktnih klauza su uveli En i Sorenson (8ved. Eén i
Sorensson) u njihovom resavacu MiniSAT [ES04]. Randomizovano otpoc¢injanje
iznova su uveli Gomez (eng. Gomes et al.) i koautori [GSK98|, a dalje su ga raz-
vili Baptista i Markes-Silva (eng. Baptista i Marques-Silva) [BMS00]. Shemu
dva posmatrana literala uveli su Moskijevi¢ i koautori (eng. Moskewicz et al.)

u resavacu zChaff [MMZF01).

Pregled opisa SAT reSavaca. Originalni opisi DPLL procedure su objav-
ljeni u radovima [DP60, [DLLG2]. Tokom skoro pola veka dugog perioda razvoja
SAT resavaca, objavljeno je mnostvo radova u kojima je dat opis pojedina¢nih
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SAT tehnika. Medutim, ono $to je u kontekstu ove teze znacajnije su pre-
gledni radovi koji daju kompletnije prikaze SAT tehnologije i detaljnije opise
konkretnih SAT sistema. Naveséemo neke od takvih.

Pregledni rad [ZM02] opisuje tehnike koje su se pokazale uspesne do pocetka
2002. godine. Za programere SAT resavaca, narocito znacajan je rad [ES04],
koji u pseudo jeziku daje detaljan i kompletan opis arhitekture i implementa-
cije modernog SAT resavaca. Posebno poglavlje monografije o reprezentovanju
znanja [HLPO7] je posveéeno SAT resavacima [GKSS(O7]. Takode, posebno
poglavlje monografije posvecene procedurama odlucivanja [KS0§| je posveéeno
SAT resavacima. U radu [BHZ06] daje se uporedni pregled tehnika resavanja
problema zadovoljavanja ograni¢enja (CSP) i resavanja SAT problema.

Monografija [BHMW09] je u potpunosti posveéena opisu SAT resavaca. U
prvom delu je dat detaljan opis istorije problema ispitivanja iskazne zadovolji-
vosti, opisana je konjunktivna normalna forma formula i odgovarajuéi algoritmi
konverzije, a zatim je dat pregled kako kompletnih, tako i stohastickih algo-
ritama za ispitivanje iskazne zadovoljivosti. Posebna poglavlja su posvecena
modernim modifikacijama DPLL algoritma, uklju¢ujuéi i resavanje vodeno
konfliktima, optoc¢injanje iznova i slicno. Takode, posebno poglavlje je posveéeno
i heuristikama izbora literala. Posebno je razmatran problem resSavanja for-
mula sa pravilnom strukturom (simetri¢nih formula) kao i problem slucajno
generisanih k-SAT formula. Drugi deo monografije je u potpunosti posvecen
primenama SAT resavaca.

Tako svi navedeni opisi detaljno opisuju mnoge vazne aspekte SAT resavaca,
nacin izlaganja je uglavnom neformalan i opisan, i algoritmi su predstavljeni
ili kao nedovoljno razraden pseudokod ili u obliku opisa na prirodnom jeziku.
Mnogo formalniji opisi SAT resavaca zasnovanih na DPLL proceduri su dati
kroz apstraktne sisteme opisane u [KGOd, [NOT06], medutim, oni ne pokrivaju
mnoge znacajne aspekte implementacije. Smatramo da ova teza prvi tekst koji
daje opis mnogih SAT tehnika na precizno definisan, uniforman i formalan
nacin.

Pregled verifikacije SAT reSavaca. Prvikoraci u verifikaciji SAT resavaca
su napravljeni relativno skoro.

Autori dva sistema promena stanja za SAT koji su opisani u poglavlju
EZ4 su neformalno dokazali njihovu korektnost [KGO7, [NOT06]. Unapredenja
ovih sistema, takode opisana u [KGO7, [NOT06] opisuju i dokazuju korektnost
rada SMT resavaca. Zang i Malik (eng. Zhang i Malik) su veoma neformalno
dokazali korektnost modernog SAT resavaca [ZM0O3]. Baret (eng. Barrett) je
u svojoj tezi je formalno, ali ne i mehanicki, dokazao korektnost Stanfordskog
okvira za kombinovanje procedura odlucivanja koji se moze koristiti u okviru
SMT resavaca [Bar(3)].

Sto se tite mehanicke formalne verifikacije u okviru sistema za dokazivanje
teorema, Leskije i Konson (fr. Lescuyer i Conchon) su u okviru sistema Coq for-
malizovali i verifikovali SAT resavac zasnovan na klasi¢noj DPLL proceduri, bez
modernih modifikacija [LSOS|. Sankar i Voge (eng. Shankar) i (fr. Vaucher) su
u okviru sistema PVS formalizovali i verifikovali opis najviseg nivoa modernog
SAT resavaca zasnovanog na DPLL proceduri [SV09]. Iako neki od navedenih
radova uklju¢uju opis svih tehnika koriséenih u modernim SAT resavacima, im-
plementacione tehnike nizeg nivoa nisu pominjane ni u jednom od njih. Ova
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teza je prvi rad koji pruza potpuno formalizovane i mehanicki proverene dokaze
korektnosti modernih SAT reSavaca, izvedene na raznim nivoima apstrakcije
koriséenjem raznih paradigmi za verifikaciju. Koliko nam je poznato, ova teza
je jedini rad u kojoj su verifikovani i svi tehni¢ki detalji implementacije SAT
reSavaca, od kojih je najzancajnija shema dva posmatrana literala.

Pregled primena SAT reSavaca Izvanredan pregled primena SAT resavaca
moze da se nade u drugom delu monografije [BHMW09]. Primene uklju¢uju
oblasti ogranic¢ene provere modela (eng. bounded model checking), planiranja,
verifikacije sofvera, dizajna kombinatornih objekata (eng. combinatorial de-
sign), statisticke fizike. Takode, opisane su i primene alata koji modifikuju i
prosiruju SAT resavace, kao sto su SMT resavaci, resavaci za formule opste
iskazne strukture (neklauzalne formule), Max-SAT resavaci, Pseudo-bulovski
resavaci i sl.

U okvirima ove teze, najznacajnije su primene SAT reSavaca u reSavanju
problema, rasporedivanja. Cin-a-fat i Hartog (hol. Chin-A-Fat i Hartog) su
koristili SAT reSavac za generisanje rasporeda ¢asova. Medutim, sistem koji
je u ovoj tezi predlozen daje moguénost specifikovanja mnogo Sireg spektra
zahteva. Na primer, pristup koji je predlozen u [Har(07] ne daje moguénost
rasporedivanja ¢asova koji traju viSe od dva ¢asa, ne daje mogucénosti zadavanja
ogranicenja na pauze u rasporedu, problem rasporedivanja sala nije obraden
na pravi nacin, itd. Vreme potrebno samo za fazu SAT kodiranja koje je
prijavljeno u [Har(07] je nekoliko stotina minuta, dok je u nasem sistemu svaka
pojedinacna instanca kodirana u vremenu manjem od jednom minuta.
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Dalji rad

Tako je formalizacija sistema pravila uradena priliéno iscrpno, odredeni as-
pekti su ostavljeni za dalji rad. Na primer, nije data precizna karakterizacija
zaustavljanja sistema koji ukljucuje i zaboravljanje i otpocinjanje iznova. Za
razliku od jednostavnijih sistema za koje je zaustavljanje vazilo bez ikakvih
dodatnih uslova, dalji rad na istrazivanju ovih sistema bi trebalo da obuhvati
formulisanje potrebnih i dovoljnih uslova za zaustavljanje ovih komplikovanijih
sistema. Takode, interesantno pitanje je i formalizacija SMT resavaca.

Kako bi se produzio zivotni vek resavaca ArgoSAT, neophodno je kon-
stantno ulaganje u njegov razvoj. Osnovni pravci daljeg rada su implementacija
jos heuristickih komponentni kao i razvoj grafickog korisnickog interfejsa.

Jedan od osnovnih pravaca daljeg rada na implementaciji u okviru logike
viseg reda je poboljsanje efikasnosti generisanog koda.

Prvo, postoji nekoliko algoritamskih unapredenja koje je potrebno sprovesti.
Na primer, u tekucoj implementaciji, provera da li je literal tac¢an u oznacenoj
valuaciji M zahteva linearni obilazak liste. Veéina realnih resavaca kesiraju
istinitosne vrednosti svih literala u nizu $to dopusta proveru u konstantnom
vremenu. Takode, implementacija faze analize konflikata je u nasoj imple-
mentaciji data mala apstraktnije nego $to je to sluc¢aj u realnim reSavacima
(npr. MiniSAT).

Dalje, neke heuristike moraju da budu pazljivije implementirane. Na primer,
testovi koje smo radili su koristili isklju¢ivo trivijalnu heuristiku izbora liter-
ala (onu koja bira sluc¢ajni, do tada nedefinisani, literal). Kako bi se dobio
upotrebljiv resava¢, neophodno je koristiti zahtevnije heuristike (npr. VSIDS).
Takode, korisno bi bilo implementirati i tehnike zaboravljanja i otpoc¢injanja
iznova.

Iako ove modifikacije zahtevaju ulaganje dodatnog napora, verujemo da
se one mogu izvesti veoma pravolinijski. Sa druge strane, ozbiljniji problem
predstavlja ¢injenica da zbog ¢isto-funkcionalne prirode logike viseg reda nisu
dozvoljeni boé¢ni efekti i nije moguce vrsiti destruktivno azZuriranje struktura
podataka. Kako bi se ovo prevazislo, neophdno je instruirati generator koda
da generise monadicki Haskell, odnosno imperativni ML kod, za sta je podrska
u Isabelle tek skoro implementirana [BKHT0S].

Nadamo se da bi kada se ove izmene unesu, generisani kod mogao postati
uporediv po efikasnosti sa nekim modernim SAT reSavac¢ima.
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Sto se primena tice, jedan od moguéih pravaca daljeg rada je koriséenje
SAT resavaca za reSavanje jos nekih optimizacionih problema, pored problema
rasporedivanja ¢asova. Takode, verovatno je da bi se bolji rezultati postigli uko-
liko bi se umesto SAT koristili SMT resavaci koji bi koristili teorije specijalno
prilagodene domenu koji se resava.
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Zakljucci

Osnovni ciljevi ove teze su da se na sistemati¢an na¢in opisu moderni SAT
reSavaci zasnovani na DPLL algoritmu, formalno dokaze njihova korektnost
i opiSu putevi za efikasnu i fleksibilnu implementaciju, kao i neke njihove
prakti¢ne primene. U nastavku ée biti diskutovano kako ova teza doprinosi
realizaciji ovih ciljeva.

Opisi SAT resSavaca. Jedan od ciljeva teze, bio je da pruzi metodican opis
modernih SAT tehnologija. Kako bi ovaj cilj mogao biti ispunjen, koriséen
je pristup izlaganja ,,od opsteg ka pojedinacnom” (eng. top-down) i SAT
tehnologije su uvodene postupno, na nekoliko razli¢itih nivoa, sve vreme pove-
¢avajuéi nivo formalnosti i detaljnosti u izlaganju. U uvodnoj glavill], prikazani
su uobic¢ajeni nacini opisivanja SAT reSavaca. Na neformalan, ali razumljiv,
nacin uveden je klasi¢ni DPLL algoritam, kao i njegove savremene modifikacije.
U toj glavi, navedeni su i prigodni primeri koji bi ¢itaocima trebalo da olaksaju
razumevanje rada resavaca. U nastavku teze, nivo formalnosti i detaljnosti u
izlaganju je povetavan, zadrzavajuéi metodoloski nacin izlaganja u svim de-
lovima teze, uklju¢ujuéi i one koji su se bavili verifikacijom resavaca. Opisi
reSavaca dati kroz tezu bi trebalo da budu u potpunosti dovoljni da bi ¢itaoc
bez prethodnog predznanja mogao da se upozna sa svim relevantnim aspek-
tima savremenih SAT reSavaca. Prate¢i pseudokod bi trebalo da pruza sasvim
dovoljan osnov za izgradnju i implementaciju modernog SAT resavaca.

Izolovanje koncepata u okviru implementacije SAT reSavaca Osnovni
cilj o kome je vodeno racuna prilikom implementacije SAT reSavaca, je da
su razlicite tehnike podrzane, koliko je to moguce, nezavisno jedna od druge.
U okviru implementacije, pozeljna je razdvojenost algoritamskih koraka viseg
nivoa od tehnickih detalja implementacije. Ovo se najjasnije postize ukoliko
implementacija striktno prati apstraktni formalni okvir dat kroz sisteme prom-
ena stanja. Takode, sve heuristicki aspekti resavaca bivaju identifikovani i
izdvojene u nezavisne komponente. Ovo dovodi do koda koji je jasan, lak
za razumevanje, odrzavanje i koriS¢enje i o ¢ijim se svojstvima moze precizno
rezonovati. Dalje, ovakva fleksibilna arhitektura omogucava i istovremeno pos-
tojanje vise razli¢itih tehnika (posebno heuristika) u okviru istog SAT resavaca.
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Koristi od ovoga su visSestruke. Prvo, moguce je praviti fer poredenja izmedu
razli¢itih tehnika Sto ¢ini reSava¢ pogodnim za izvodenje eksperimentalnih is-
trazivanja na polju iskazne zadovoljivosti. Dalje, resava¢ je u moguénosti da
izmedu viSe podrzanih tehnika odabere onu koja je najpogodnija za reSavanje
date ulazne formule ¢ime se znacajno moze popraviti efikasnost resavanja.

Ovakav pristup implementaciji reSavaca je sproveden u okviru ove teze.
Navedeni principi su predstavljali osnovu za opis implementacije jezgra resavaca
koji je dat u glavi @ Definisano jezgro je zatim nadgradeno i u glavi [
je opisana fleksibilna objektno-orijentisana arhitektura realnog SAT resavaca,
koja i dalje poStuje sve navedene principe.

Implementacija realnog softverskog sistema. Cilj teze je je i implemen-
tacija realnog SAT resavaca. Kao odgovor na ovaj zadatak razvijen je resavac
ArgoSAT, implementiran u jeziku C++koji je direktno zasnovan na fleksibil-
noj arhitekturi opisanoj u glavi [l Arhitektura definiSe jasan API resavaca i
dopusta njegovu jednostavnu nadgradnju komponentama kao sto je (graficki)
korisnicki interfejs, generator dokaza nezadovoljivosti i slicno. Iako postizanje
velike brzine reSavanja nije bio prioritetni cilj prilikom izgradnje resavaca Ar-
goSAT, rezultati testiranja prikazani u glavi[[2 ukazuju na to da on jeste upore-
div sa dana$njim vodeéim resavacima.

Verifikacija SAT resSavaca. Cilj teze je i da se formalno dokaze korekt-
nost SAT reSavaca, $to je i uradeno na nekoliko nivoa, prateéi date opise SAT
resavaca.

Kao prvi i najznacajniji korak ka ovom cilju, u delu Formalizacija, uradena
je formalizacija apstrakinih sistema promena stanja za SAT i dokazana je nji-
hova korektnost. Osnovna prednost koriséenja apstraktnog opisa je da su
reSavaci predstavljeni kao matematicki objekti tako je da je rezonovanje o njima
moguce koris¢enjem uobicajenog matematickog aparata. Takode, verifikacija
apstraktnih opisa predstavlja temelj svih narednih pristupa verifikaciji. Os-
novni nedostatak koris¢enja apstraktnih opisa je to $to postoji znac¢ajna razlika
izmedu formalizovanih sistema i konkretnih resavac¢a. Sistemi promena stanja
nisu direktno izvrsivi i veliki broj detalja je neophodno precizirati kako bi se
na njihovim osnovama mogli nadgraditi realni, izvrsivi SAT resavaci.

Mnogo precizniji opis reSsavaca u odnosu na apstraktne sisteme promena
stanja daje imperativni pseudokod prikazan u glavi @ U okviru rada na
ovoj tezi, sprovedena je njegova verifikacija u Horovom stilu, kao $to je to
opisano u poglavlju LI Osnovna prednost koriSéenja ovakvog nacina veri-
fikacije je to sto omogucava dokazivanje korektnosti imperativnog koda koji se
koristi u veéini realnih implementacija SAT resavaca. Medutim, i dalje pos-
toji znacajan raskorak izmedu sprovedenog dokaza u Horovom stilu i korekt-
nosti realne C/C++ implementacije. Naime, ne postoji formalna veza izmedu
prikazanog pseudokoda i realnog programskog koda. Takode, tokom same ver-
ifikacije postojao je veliki broj ru¢no izvedenih koraka prilikom formulisanja
uslova korektnosti i njihovog medusobnog spajanja, Sto narusava pouzdanost
same verifikacije.

Kako bi se postigao najveéi moguéi nivo pouzdanosti u verifikaciji SAT
reSavaca, u glavi [ izvrsena je njihova verifikacija tehnikom plitkog utapanja
(eng. shallow embedding) u logiku, tj. njihova definicija u okviru logike viseg
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reda i dokaz korektnosti tako izgradenih definicija. Ovaj pristup je prvo sprove-
den za klasi¢éni DPLL algoritam, a zatim i za moderni SAT reSavac koji je
zasnovan na imperativnom pseudokodu prikazanom u glavif@ Osnovna pred-
nost koju donosi verifikacija putem utapanja u logiku je to $to je, kada se SAT
reSavac definise unutar dokazivaca teorema, moguce izvrsiti njegovu verifikaciju
direktno unutar logike dokazivaca teorema i nije potrebno koristiti bilo kakvu
vrstu operacione ili denotacione semantike programskog jezika. Takode, na
osnovu formalne definicije resavaca je moguce generisati izvrsni kod u nekom
od funkcionalnih programskih jezika i za generisani kod se sa veoma visokim
stepenom pouzdanosti moze tvrditi da je korektan. Nedostaci ovog pristupa
verifikaciji su to Sto zahteva kreiranje nove implementacije (odnosno defini-
cije) SAT resavaca u logici dokazivaca teorema. Takode, neophodno je koristiti
specijalne tehnike kako bi se omogucéilo koriséenje struktura podataka ¢iju je
vrednost moguce menjati i time omogucilo generisanje efikasnog koda.

Tako postoje i drugi pokusaji verifikacije SAT i SMT resavaca (opisani u
glavi[[H), verifikacija uradena u sklopu ove teze je otisla najdalje u tom pravcu.
Kao najznacajnije aspekte ovde opisane verifikacije izdvajaju se ¢injenica da
su svi dokazi provereni u okviru pomoé¢nika pri dokazivanju, kao i ¢injenica
da ova teza prva daje dokaze korektnosti za mnoge implementacione tehnike
niskog nivoa, medu kojima je najznacajnija shema dva posmatrana literala.
Celokupna verifikacija je dostupna u [Mar(§] i kao zanimljivost vredi navesti
da dokazi sadrze preko 30.000 linija Isabelle kéda, Sto ¢ini oko 700 strana u
PDF formatu.

Primene SAT resSavaca. Jedan od ciljeva teze bio je i da se demonstrira
mo¢ savremenih SAT reSavaca kroz neke od njihovih prakti¢nih primena.

U glavi [[3 opisana je tehnika za konstruisanje rasporeda ¢asova zasnovana
na kodiranju uslova korektnosti i udobnosti rasporeda u okviru iskazne logike.
Tako je naknadno ustanovljeno da je ve¢ bilo pokusaja primene ove tehnike, nas
sistem daje znacajno bolje rezultate od svih ranije predlozenih sli¢nih sistema.
Cinjenica da je tokom prethodne dve godine na ovaj nacin konstruisano desetak
rasporeda casova za 3 fakulteta i jednu srednju skolu u Beogradu, pokazuje da
je ova tehnika primenljiva u praksi.

U glavi M3 dat je opis upotrebe SAT re3avaca u okviru SMT resavaca
koji sluze za ispitivanje zadovoljivosti uslova izrazenih na bogatijem jeziku od
jeziku iskazne logike — SMT reSavaci ispituju zadovoljivost formula logike pr-
vog reda u odnosu na odredene odluéive teorije prvog reda. Resava¢ ArgoSAT
uklopljen je u biblioteku ArgoLib, implementirana je procedura odlué¢ivanja za
linearnu aritmetiku nad racionalnim brojevima zasnovana na simpleks metodi i
prikazana je moguénost prakti¢nog ispitivanja zadovoljivosti formula ove teorije.

Glavna poruka ove teze je da je moguce izgraditi SAT resavac tako
da njegova implementacija eksplicitno prati apstraktni formalni opis,
ali sadrzi i sve implementacione tehnike niskog nivoa. Ovako izgraden
reSavac je moguce formalno verifikovati, a sa druge strane on moze biti
dovoljno efikasan i imati mnogobrojne prakticne primene.
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A.l

Englesko-srpski

Glava A. Terminoloski rec¢nik

Terminoloski recnik

accepting state

to assert a literal
backjumping
backjump level
backjump clause
backtrack search
branching

cardinality constraint
completeness

conflict

conflict-driven learning
conflict clause
conjunctive normal form (CNF)
consistent valuation
constraint

constraint satisfaction problem (CSP)
clause

dead lock

decision literal
decision strategy
elimination rule
feasible solution

final state

floating point

formula

greedy algorithm

hard constraint

heap

implied literal

idle period

inference

initial state

interface

literal

lexicographic extension
monadic programming
multiset extension

prihvatajuce stanje

dodati literal u valuaciju
povratni skokovi

nivo povratnog skoka
klauza povratnog skoka
pretraga sa vra¢anjem
grananje

uslov kardinalnosti
potpunost

konflikt

ucenje vodeno konfliktima
konfliktna klauza
konjunktivna normalna forma (KNF)
neprotivreéna valuacija
ogranicenje

problem zadovoljavanja ogranic¢enja
klauza

kruzna blokada
pretpostavljeni literal
strategija za izbor literala
pravilo eliminacije

moguéno resenje

zavrsno stanje

pokretni zarez

formula

gramzivi algoritam

tvrdo ogranicenje

hip

izvedeni literal

pauza u rasporedu
zakljucivanje

pocetno stanje

interfejs

literal

leksikografsko prosirenje relacije
monadicko programiranje
multiskup prosirenje relacije
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opposite literal

phase caching

pivot

proof assistant
proof-checking

pure literal

rejecting state
restarting

SAT solver
satisfiability

satisfiable formula
search

shallow embedding
side effect

soft constraint
soundness

split rule

state

state transition system
subsumption
termination

transition rule

trusted kernel
two-watch literal scheme
unit clause

unit literal

unit propagation queue
unique implication point
unsatisfiable formula
valuation

variable

well-founded relation
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suprotan literal

kesiranje polariteta

pivot, pivotiranje

asistent u dokazivanju teorema
provera dokaza

literal jedinstvenog polariteta
odbacujuce stanje
otpocinjanje iznova

SAT resavac

zadovoljivost

zadovoljiva formula
pretraga

plitko utapanje

boéni efekat

meko ogranicenje

saglasnost

pravilo isprobavanja

stanje

sistem promene stanja
obuhvatanje

zaustavljanje

pravilo prelaska

poverljivo jezgro

shema dva posmatrana literala
jedini¢na klauza

jedini¢ni literal

red jedini¢nih literala

tacka jedinstvene implikacije
nezadovoljiva formula
valuacija

promenljiva

dobro zasnovana relacija
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A.2 Srpsko-engleski

bocni efekat side effect

dobro zasnovana relacija well-founded relation
dodati literal u valuaciju assert literal

formula formula

gramzivi algoritam greedy algorithm
grananje branching

hip heap

interfejs interface

izvedeni literal implied literal
jedini¢na klauza unit clause

jedini¢ni literal unit literal

kesiranje polariteta phase caching
klauza clause

klauza povratnog skoka backjump clause
konflikt conflict

konfliktna klauza conflict clause
konjunktivna normalna forma (KNF) conjunctive normal form (CNF)
kruzna blokada deadlock
leksikografsko prosirenje relacije lexicographic extension
literal literal

literal jedinstvenog polariteta pure literal

meko ogranicenje soft constraint
mogucno reSenje feasible solution
monadicko programiranje monadic programming
multiskup prosirenje relacije multiset extension
neprotivre¢na valuacija consistent valuation
nezadovoljiva formula unsatisfiable formula
nivo povratnog skoka backjump level
obuhvatanje subsumption
odbacujuce stanje rejecting state
ogranicenje constraint

otpocinjanje iznova restarting
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pauza u rasporedu idle period

pivot pivot

plitko utapanje shallow embedding
pocetno stanje initial state

pomo¢nik pri dokazivanju teorema  proof assistant
potpunost completeness

povratni skokovi backjumping
poverljivo jezgro trusted kernel

pokretni zarez floating point

pravilo eliminacije elimination rule
pravilo isprobavanja split rule

pravilo prelaska transition rule
prihvatajuce stanje accepting state
pretpostavljeni literal decision literal
pretraga search

pretraga sa vrac¢anjem backtrack search
problem zadovoljavanja ograni¢enja  constraint satisfaction problem (CSP)
promenljiva variable

provera dokaza proof-checking

red jedini¢nih literala unit propagation queue
saglasnost soundness

SAT resavac SAT solver

shema dva posmatrana literala two-watch literal scheme
sistem promene stanja state transition system
stanje state

strategija za izbor literala decision strategy
suprotan literal opposite literal

tacka jedinstvene implikacije unique implication point
tvrdo ogranicenje hard constraint

ucenje vodeno konfliktima conflict-driven learning
uslov kardinalnosti cardinality constraint
valuacija valuation

zakljucivanje inference

zadovoljiva formula satisfiable formula
zadovoljivost satisfiability
zaustavljanje termination

zavrsno stanje final state
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