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УВСД 

Карл Густав Јакоби изразио је принцип најмањег 

дејства у таквом облику у коме се може Сагледати 

његова дубока веза са геометријом вишедимензионих 

простора, па се та чmьеница може узети као почетак 

дубљег повезиваља механике са геометријом. 

Теорија рела'Ј.ТИВНОСТИ је прва та која је изврmи= 

ла геометриsацију механике у простору-времену и на 

тај начин указала на врло УСКУ везу И8ме1)у фи:зичког 

процеса и геометрије, кАо науке о особинаМ80 простора. 

при чему тај простор није више т]:одименвиони Еуклид= 

ски веЋ Риманов. 

Први део овог рада посве1.'iен је геометриоацији 

механике.У прва два одељка дат је приказ ПОвна'l'ИХ 

геометризвција склерономних сист\:'ма а у треЋь одељку 

наведене су неке од познатих клаt;ичних геометризаци= 

ја реономних холономних СИС'Ј.Тем8.. Реономни системи 

представљају сами по себи сложенији облик, јер вели= 

чине које карактериmу 'Ј.Тю<Ве СИСТ6tле зависе експлицТtI= 

тно у опmтsм случају и од времена. Rласичне геометr:И~ј 
• • 

заЦИЈе реономних система представљаЈУ кретаље реоном= 

них система као кретаље у деq;юрмаБИЛНО8М ПОДПрОСТО= 

РУ РИ!ir8,Нова простора у коме време игра улогу једне 

координате. Такав поступак је аналоган формално неким 
• • 

ПОЈ!.ювим:а иве теОрИЈе релативнооти. 

у одељку 3.1 пОкааано је да ое за једну клаоу 
• 

реономних сиотема, када юшетичка енерГИЈа и генера-

лисана сила не зависе еКСПЛИЦИТ;IО ОД времена, може 

наћи геометријска интерпретација која ни фОРМЕЈ.ЛНО са 

теоријом релативнос'l'И нема никакве везе. Наиме пока .. 



, 
-,:,-

ВаНО је да \је диференцијадне јерначине кретэњв ПОСМ":.= 

'l\paH6 класе реономних с",стема са П степени слободе 
• • • 

могу представzти као дич;ереНЦИЈалне Једначине геоде= . 
.;;ијских линија једног () димензионог ПРОС'Ј:вра а не 

п ... 1 димензионог простора. CifPYK'iYp:t 'i'ог простора . -
у потпунос'rи и искљу-... иво Ј е одреi5еаа кинетичком 

.' .-.. 
енеРГИЈОМ и силама КОЈе делУЈУ- на таЈ систем. 

Други део овог рада посвећен је првим инте= 

гралима једначина кретаља. У недостатку метода за 

интеграцију дифэренцијалних једначина кретаља у 

општем случају, принуi)ени смо да кроз геометриза= 
• • 

циЈУ динамичких процеса и геомеТрИЈСКу интерпрета= 

ЦИЈУ' једначина кретаља тражимо бдло какве податке 
• 

о неком ДИdамичком процесу за КОЈИ нисмо у стању 

да Н89емо коначне једначине кретања. 

у четвртом одељку формv:рана је једна КЈЩса 

ПРВIiIX. линеарних. интеграла диференцијалних једначина. 

геодезл:јских линија РИМ8.нових: простора. 3а'Ј:ИМ кори= 

\ј'l'еhи се геометријСЮIМ особинама риманових простора 

у конформном односу, изведено је под ко јим условима 

је могуЋе директно напиСати прве линеарне :штеграле 

диференцијалних једначина геодезијских линија ПрО= -C'Iopa УП ' ако су при томе веn познати први' 
интегuали ПРОСТОРа - .- .... Vn . 

у одељку б. показано је да диференцијалне 
• 
Једнач~лне СRЛерономних неконзерва'rивних система 

недопуштају прве линеарне интеграле дате у облику 

4.1 • ПО'I'ОМ је у одељку 6.1 ИБвршено уопштење 

Д.јзенхартовог става о првим линеарним интегралима 
• •• 
Једначина геодеаИЈСКИХ ЛИНИЈа 

ног момент<Э количине кретања 

не-Рииан.ове просторе. 

и уопштење гене1)адиса.= .. ... 
Оастка. СrОјанови1iа, на 

у носледmeм, седмом одељку показано је да 

диференци јадне једнаЧJliне кретања специјалне класе 

реОНО:i;НИХ система, допуштају један први квадрат ни 

интеграл кретаља, ако акт::вне силе имају функцију 

с:дле. 



На крају можемо реnи да је спгјање геометриј= 

t.;КОГ и ЭdаЛИТИчког аспекта проучавања мехаНИI<е у () 
ДИlдензионим не-Еукmrдским просторима не само обог8.= . . . . .. 
'И1ЛО концеПЦИЈУ о геомеТрИЈСКОЈ иатерпретациЈИ: Једна= 

чина кретаља, веn се на тај начин у исто време кори

(;ii'И I<лаСична механика да би продубили познавање 
• 

стварних законитоСти матерИЈајlНОГ света. 

Оьај рад плод је вишегодишње сарадље са 

Др. Pat.;TKoM G'Ј:ојаnови-:аем, доцентом аа механику ПIJИ= 

рОДНО-М8тематичког факултета у Београду, па сматрам 

да ми је дужност а то ми у исто време причиња.ва и 

посебно задовољство. да му Се захвалим на великој 

и несеб:r.::чно ј помо'ћи ко ју ми је урет-\. пружао. 
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у овом раду се ограничавамо на посма'f'рање холоно".

мних система. ПРОблем њихове геомеТРIsације може да се 

схватИ са формалне тачке гледишта као ПРОблем налажења 
• • • 

таквог простора у коме диС[,ереНЦИЈалне Једначине кретања 

проучаваног система д06ивају посебни геометријСЮI СМИ= 

оао. Диrгим речима пОСтавља се захтев апрИlJPlI": да nr;yTa= 
ње система буду у неком простору ЛИЧlје одре1)еног ка[а= 

ктера. па се тражи какав и који треба да буде тај простор 

у коме пе пестављени услов бити задовољен. 

у овом поступку несумњиво да геометријска једноста= 

вност извесних линија у неком простору. за квалитативно 

проучавање динамике игра посебно важну улогу. YiipaBo . -
због тога се са геомеТРИЈске тачке гледишта и намеnе 

потреба да се УОбичајена подела холономних система на 

склерономне: и реономне одржи. Док код склерономних (;ис= 

тема време игра само улогу независно проненљивог паlЋ = 

метра, у vлучају реономних система време игра далеко 

сложенију улогу. У'fицај такве улоге времена најбоље се 
• 

види у чиlli3НИЦИ да и поред многих наСТОЈаља геометри= 
• • 

ааЦИЈа општег реономног система до сада НИЈе УПОТПУНО= 

\јти успела, о чему пе посебно бити речи у- одељку посве= 

llеном геоме'i'ривацији реономних система. 

ГеомеТРИВ6ција склероноыних Система је релгтивно 

једноставна, премда диСипација енергије веЋ у случају 

склеРОНuМЮIХ неКОН8ервативних сис тема игра з наЧА ј ну 

улогу која се огледа у томе да измеi)у два параiviетра, 

елемеН'1'а лука и вре'Ј;ена не постоји нека једноставна 

веза. Ако се као најјеДНОС'1'6вније ЛИilије У било ком npo= 
СТОРУ посматрају геодезу:јске линије. управо због тога 

,-'-

cTpYK'rypa простора у коме се поСматра СИСТt;М геодезијwн • 
.;ких линија не може бити једнос.тавна и намеnе посебну 

потребу 8а уво1)ењем простора веома сложене структуре. 



Посматрајмо неки (}клеРОНО1,IНИ холономни, у оп~ 
.. ... .. ... 

штем случаЈУ неконзеРВ8'l'ИВНИ c;,rCTeM на КОЈИ де ЈСТВУЈУ за= 
.. . ' .у ., 

дане силе КОЈе су само СГУНКЦКЈ8 ПОЛОЖflЈа. йека су неЗ8= 

висне координате тог система'otза који предпоотављамо да 

има П степени слободе, Х (с;(==1;2)".,)п.). У одно= 
• 

СУ на те неsаьисне КООРДИНRте система нека су КО13ЭРИЈан= 

тне координате активних Сила ~ • а кинетичка енsрги= 
ја сястема ыоже се иsраа!1'l'И у облику 

• 
где Је 

док коефrщијенти кинетичке енергмје 90(/3 представљају 
• 

неки симетри.чни коваРИЈ ан'l'Ни. теН80р другог реда У 41 ди= 

. мензионом простору. О(} 

Ако са {/'.Jlf 08начимо КР7!стофелове симболе 
друге врсте формиране У ОДНОСу на теНЗ0р 9ot/3 • джtерен= 
ЦИјttJше једначине крет;:ља посма'Ј:уtli1ОГ склерономног СИСТ8= 

ма могу се написати у облику 

(42~ 

о<. 

== Q(x) , 

Једначине кретења (2.2) могу се непос~)е)1,НО интеРПр6'l'ирати 
каО једначине 

СТОРУ Vn 
креТ!јња једне тачке у Н6КОМ 

одре1)еном метричком фогмом 

Римановом П1ЈО= 
~ 



-6-

(;::.3) 

Овде коефицијенти кинеtNIчке енеI:гије, тј. КОО]ЈДинqtrе 

тенвора 9~p, I!pеувимају улогу ОСновног тена ора ва 
уочени Уn . 

IloKaaarto је [fCl * да. се д иq:e ре м.ци ј алт 
једначи:не кретаља (2.~) могу да интерпr;еТИР8 ју и као 
дщt;eренцијалне једначине геодезијске линије у неком ге= 

нералисаном простору. 

у случају конаерва'.rивних сила ив ВВКОНа 
• • • 

одржаља енерги)е следи пропорционалност диq:eреrЩИЈ8.ла 

лука и времена ds2: 2Tdt'2.= 2. (E-v)dt2 где је Е '1'0= 

тална енергија система а V потенцијална енерГ;;ј а си= 

стема. дифеР8нцијЭЈше јеДНFч\ше ЮЈеТ6ља (2.2) са 

. " 
могу се напиСати као Једначине геодеаИЈске ЛИНИЈе неког 

Римановог простора. 

у олуu:ају неконаервативних система једначи= 

на (",.2) r.;y Т8ко"ђе геодеаијске линије неког простора, али 

не више Римановог већ Дагла.uОВОГ у коме коефицијенти ли= 

неарне повеаансе ти НИСУ Само функције положај а већ и бр= 
- . -""'- . 

dине. iiаьешnемо YK]Ja'l'KO ову геометриs ',ЩИ ЈУ. 

Диt}eренцијалне једнаЧ14не геОД9sијсю:х линија 

XG1(==X""( i} У неком линеарно ПОвезаном простору Ln са 
коефицијентима повеааности Г~~ глзсе** 

r 

(Z.4) 

-~. ~ 
оХ --
dt 

при чему је -f: неки произвољан параыетар ко ји се меља дуж 
линије. За конзерва'l'L1ВН8 системе констру,"сан је прос']ор. 

чији су коефицијенти повезаноСти одређени азраЗ0М 

* угласте 
**индекс 

• " . 
заграде однсе е се 

r изнад симбола .5' 
на цитярану ли~ературу 

за KOHTpaBap,iJ аЛтни ди= 
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л 'л '1 

а., 
__ О)/Х/ 

(}-т 
'!'ако да се диференцијалне једначине (L..~) могу да 
интерпретирају као диференцијалне једнр,.чине геодезшј= 

• 
\јКИХ ЛИНИЈа 

1\.l.K01)8 је ПОка&ано да се параметар t може схва'l'ИТИ и 
као афини тгараметар. па се једначине крет5Ља неконзерва= 

тивног склерономног система могу интерпре'l'иr:аТ,I ,,~ao 

диференцијалне једначине геодезијских линлја 

(Z.7) 
-'.л .А ~ ")1 

х + /\~"гx =0 1 

у простору 

изразом 

чији су коефицијенти повеззностп одре1)ени 

(Z.6) -

llростор са коефицијентима lтовезаНОСТi! (i.b) и (,(,.3) 
!Lрипзда !{ле,си генере::;Лl'1саних афяни.х геодеаијСК0: просто= 

ра, тј. Даl'Јсасових простора. који су ИСТОВ:fемено генеС'Ја= 

шrэација БЕЈ јлових прОСтора, а и:мају неке особине и 
~. 

:))11 нсле оових ПРОСТО1)а • .t: ~ k 

• . 

фереНЦ;lја!l ОЗl!ачава У однос;( ,на кС?ју повез:зност се овај 
узима. 7z:-. Је апсолутни (.DЈОЈШЯЈев) извод. 



-

Дlt1lJ.€ренцијалне једначине креТЮЬ6 кон:зе}?В8'ћШНОГ 

система каО што је Ben речено, могу се Уiнтерп~'етигати 
као једначине креТ8Ња ПО инерцији тач}(е у PliJ.M8HOBOM 

простору ПО8нате ак.ционе метрш<е која је одре1)ена Ю1Не~ 
• • 

'l'ИЧКОМ И потеНЦИЈалном ене:рГИЈОМ СИС'l'ыла. 

НаведеНе геомеТРИ8ација кретањо С!\..IlВРОНОМНИХ 

неконзерва'fИВНИХ система садржи у сеБI1 као специјалан 

случај геомеТР'188цију конзервативних система. 3нг.мо да 

За КОН881Љ8'1'l1вне системе ваЖи 

Т-И=Е 

где је и =- - v функ.ци:ја .:.иле 

а 

- г • 

1[0 геоме тризаци Је неконзерваТИВЮlХ с гсстема сле Д;f у овом 

~.- .--'~ * СЛУЧ~ЈУ д,~ Је 

(~.9 ) 

где ~ означава 
и: (~.9) је 

(4.10) -

• -. 

'- .. 
(1. 9С'iI 
Т 

11 
извод по КООРДИН:Ј'fИХ • 

т - Ок- Ј 
,.-, ~,-" .~ 

* ;шдекс Н8.над симбола ,"<V аа ко Ва iЛ: ј антно Д ilференЈ.!,И :lliЬe 
означује у односу на КОЈ? пове8анОСТ се врши кова.tJИЈ8Н'I'НО 
ди:ференщ:рање. 
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а ge ll је метричкн теНЗ0р неког vn у КОЕе Ђе 
једначине кретаља бити једна.чине геодезијских линија. 

Заменом (~.lj) у (~.9) добија се 

(2.11 ) 

ltзБОJQОМ Сl{влара р тако да буде З·8довољена једначина 

d.r р :::: . tЭЈ'" и 
р 2(и.,.ЕЈ 

добијамо да је 

а тиме и 

-
9cvУ ~ С l Ur~)9(!1'V -

) 

.. 
Па на таЈ начин смо дошли до познатог израБа 6а акциони 

'-
линиски елемент РимаtiОВОГ просторв Vn 
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Питаље геометриаације реономних C~ICTe~'!8 веОМ8 је 

сложено. 3на"ю да кинеТИЧК8 енергија реономних сис,тема 

није као у случаЈУ склерономних веза хомогена квадра'i:на 
• 

и)о]?ма по гене:)алисаним браинама Х.;( ~ веЋ је У општем 

СЛУЧ8ју то неки израо облиха 

Навеш1iемо неке од позНатих геометразаЦ'lја реономних 

холономних сис·rема. 

Вундхајлер ( ['1] стр.!27) је предложио лиююки 
елемент облика 

d:/ ~ 2 Т df: 2== й..(/'.> (X;:t)dx"(J:x љ + 
(3.2.) 

+ 2 Щх.;i)dх't:lt + O(X1tjdt2 

са општом координатнОМ трансформацијом 

(;ј.3) 

и fJ +--1 -дНО димензиони простор Vn·f-·1 • где време 1: 
игра улогу n+! -ве координате. ТаК3Б простор Вундхај= 



• 
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лер Н8зива "l'еономни простор".а неки други аутоги 

називају тај простор мултипшщите'l'ОМ конфигурације и 

времена. 

_. За t <= COn5'f... добија се ХlшеРПОВ1Јшина \#,(Ц 
у простору VIl+-f и на 'faj начин KpeTt1њe реономног 

• 
система може да се ПОСМЭ'l'ра као кретате по HeI<OJ кри= 

Бој у простору V'r;'f-I • Пошто у "реономном простору" 
V:, +-! време t нема привилеговэн положај веп се 

третира као I{оо~динаТtl 'С =хО , '1'0 се ЛИН:\СКИ 
елемент (d.2) пише у облику 

(0.4) 

.~ О{2. ) (.)Ј г .:.; Ј ..;" О' ••• / П ." 

Стављајупи у израз за $јанкијев И3ВОД ковsријf)Нтне 
брзине С'N 

• 
J"Xi- di:: 

• 

(3.5) d.f. 
да је -t;; с( 
а грчки:. О{, fJ 

(З.6) 

• dt 
~ .. 

(лаТИНСЮ1 индекси t i ) иду од (Jjl,2., .. ", Л 
од i,2.

J 
•• .J t? ) ДОбипемо 

di:C( 
dt 

Ако сада [Кј«Ј...Ј раставимо у комбинације 
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[ОАОј ; !J>/~IН ј [j-јО<О] ј [ј)О(Ю 
и када се израчунаfу ове вреДНОСТ'1 Rристоq:eлових 

симбола П'рве Bl;cTe. једначина (3.6) постаје 

На основу ове једначине Вундхајлер је формирао Д;Iферен= 
• • • 

ЦИЈа.Јiне ЈеДНf:lчине кретаља :реономног система Т<ОЈе глаСе: 

• 

d.::id rvd~1.dx~dx~aal!> dX:.L iЮ . =(""0, 
(::5.8) clf: -~ ':Ј dt dt ax-:iё/f Е. (}:z!!' "-\'ы 

(t;J:-=f.; 2.) - '" -1 п) , 
8а ~-;:;=O у случају сист<:;мf\. са кснзеРВ6ТИВНИМ Сил?ма: 
добијаivЮ де је 

• 
што одраж.авf\. закон промене ТОТалене енеРГТ'IЈе сvютема, 

а fедначина (3.8) у овом случају своди се на оБLИК 

(;:;.9) 

Леон Брилуен ( [.1 Ј СТо. ILrJ) уводи за 
реономне системе линиски елемент облика 

ds2. -:::: ()и" dxl." -' х! =- /',4 + 2 Т -2 V )dt ~ 
(;).10) ~f, C1~ Р 

= (А (-(J/~#.,. 2. Ckt{x,f)±O/~ ~"r;r; t)~:i!-2v)dt: 
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где је А нека не,1Теct,rнисана конст')ята, а V 
потенциј ална енергиј а система. Разшrка у односу на 

метрику (3.4) је Само у ИЗРазу за 900 тј. 

(7 ==A+a-2V 
.700 

док су ОСТале координате метричког тензора ~CTe као у, 

900( == ~o ::;: l2ct 

9ol(!J :: Gd/J • 

Прш:шком формираља Дифэ:Qенцијалних једнаЧIiНi'1 KFeTaњa, 

које БРИЈ!уен на,:;ива једначине геодезијских ШШiCја За 

мале брзине, израчуна Се прво 

(3.11) 

затим уводеnи генералисане импулсе 

следи да је 

(3.12) 

dJ:;x 
л< ==- d:t 

dXo. /.1.. --=:Rr..<<G 
d5 ds • 

Rаl1ЛШИМО сада једначкне геОД8зијсю!х линија у облику 

(3.13) 
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Пошто је 

J};1",q = -{ a~ (А та -2V) ; 

§,;;rg+ fP·ri9J ::: .~~ Ј 
једначчна (з.13) постаје 

cls O<d!;d5 
(з.14) 

. ()(lp. dxh dt . '~ 0/-dxl':> cJx-К" 
+э:хDtdSdS -rt!i 'YdS dS . 

П.:;Једпостэвљеју1iи да је А ;:::у 2T-2V:;:?-O 

(3.15) 
_/ t' 2 . А dr.L2 
a~ ., l • 

добијају се диференцијалне једначине "-реТ9ља реономног 

система 

Ове једначине Брилуен назива једнаЧi1н.е геодеsијских 

лин:rја реономног система у РИМ8tЮВОМ простору Vr/f-1 
Једначине (з.16) и даље Се упрошnавају јерсобsиром да 
је по ПРДПОСТ6.ВЦИ А врло велико. може се занемарита 

;f;t у пореi)ењу са (~)Z па се једнач,ша (;:::.16) 
своди на облик d.s 



(з.1'7) 

~rкошпtO 

IJIада се 

... lb-

је потребно да се изврши виша ароксимација 

ТА:3 1Јаз 
~, 

cffQ -1 
... ~ (А+ 2T-fL v) 
'cJs 

• 
~""'~B'<Ja ~~ ~'eд l.Ju.-d ~l .У '-) • 

Сем ових геометр!зација ре.:)номни:х система има 

још предложених ЛИНИ:СН:ИХ елемена~'а, од кајих nе!JlO Ha.rie= 
сти укра:Ј!КО само још један и то ли I-.ГС f Ш елемент Ајзен= 

xarea ( ГЧ стр.29) • 
.Ајзенхар посматра. реономни систем са fl степе = 

ни слободе !,! са потенцијалном енерг,"јом V која може 
да зависи: 'iI од времена t . I{инетичюз енергија СИСffiма 
има облик (3.1). Предлаже се простор 147+2. са n+2. ди= 
чензиј<i, са координа~'ама .:X~ t ОЈ и и са шш:сю!м 
еленентом 

(3.18 ) 
ds~ Odf>d~cI:x/!;+ '2-a~d;xc<dl: + 

+ (А.- ~V)dt-Z..{-~dt du. 

Покааано јв да ако се геодезијске л:шије простора Vл'f~ 
пројекту ју дуж парамета];:ске линије Ц на ПОВРШИН'1 
и~ (OhSt. , та,(о ДОбијене кпи ве поклаl1Г:'пе се са 
динамичким TpajeKTop~ja~a у "реономном простору" 

-. -
Из наьедених геометризаЦ!iја реонorдних система 

видиы:о да YBoi)eњeM n+4 дvшеНЗИОН!1Х простога са вре= 

меном t КаО f}-f -1 -ОМ н:оординатом, ПРОУЧD~ызње реономних 
с;истема иалави из оквира КЛЕЈ.Сичне МGХЕ\ЮIКе јер је тешко 



• 

-lЬ-

овде наnи с')ормулацију мехatпке у строго КЛЗС1flЧНОМ 

СМИСЛУ, која че би тежила релаТИ:ВИСТL1чкој интерпрета= 

цији појэва. БрилуеНОВ9 геометризэција у том СМИСЛУ 

баш показује да је заиСТа нужно пре):',поставити да су 

брзине једног реономног система :лале у ОДНОСУ на HeK~' 

недеmи:rШС>lНУ КОНСТАНТУ А , да би П д:'lмензнони 
nодnростор 2и:r!анова простора VI1t-1 био конфигурэци= 
они ПРОСТОР реономних систеМа. Таква апроко!!мз;.;;ија је.ц= 

начина кретаља реономних сиотема несумљиво nодсеniOL на 
• • 

теОрИЈУ релэт:,шности и прву EtПрОКСИМЭ'-i,Тt!ју релатаристи= 

чких једначина кретања,каде под преДПОСТ8.Ј:јК:ОМ да су 

брзине мале у односу на брзину оветлости, из релаТИви= 
• • 

стдчких једначина изводимо Једначине кретаља Класичне 

веханике. 

iiајзад можемо реnи да се CM'iTpa да ни један 
• 

поступак у погледу геомеТРИЗ6ц!1Је Р60НОМНИХ Ст,јстема ни= 

је успео да се покаже задовољавајуПим. Основни ПРОБЈ-;ем 

је да се на1је неки П димензиони ПРОСТОР у коме би 

се извршила потпуна геометризацИја динамичког Система 

Са П степен:~ слободе. Све наведене геОМ6тризациј е 

прелазе npeKo тог захтева • 
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3. Z r:;];O]v;~TP}[3A ч.Ј А ПТfНЋ:: umЩ;:Ј АД'П;; IСАСЕ 

РЕСЯО~Ј:НИХ G ~_СТЕIvI.А 

у слуаај"у једне специјалне КЛ:асе реономних 

система могуЋе је иsв-,:)ш-и:ти геомеТРИS8дију система потпу= 

но у духу напред наведеног Захтева. 

ПОСМ8'rрајмо реономни систем за који юшетичка 
, 

енерГИЈа и гене\Је,лисана uила независе експл:щитно ОД 

времена [ !1. -] ,тј. када ј е 

(3.19) 

, 
где Је 

(3.20) 

2 Т:=:: 9ot(3 јс«х 13.,.. 2. ао. Xd
.[;- 2 а 

Q т == 2. то .r 27; + 272 

Диференцијалне једначине кретаља посмэтраног 
, 

реономног система. ек:в;и:валентне су Са Јеi\начинама кре= 

таља тачке у РимаНОВ0М простору vi1 метрике 

(3.21) ds .2 () -I.-vod J.-y-.f$. /ј п.. - ~ z. ... }\ 
"-==~oI.{3a~a~ ) '.Y'"Џ<-'~, ),')''1, 

изводе се иа Iагрз.нжевих једначина друге врсте 

d дТ ,ат __ ' . '1 

и гласе 
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где је 

(з.23) 

. ~, 
аНТllсиметрични тензор КОЈИ завиСи само од ....с.. • 

Множепи једнаЧiШУ (3.22) са контра.d8јЈијантним метри= 
чким тензором 9~:d и узимајупи у обзир да је 

(3.24) 

доби:јамо за ди~ренцијёtлне једначине кретаља посматра= 

ног реоноыног система следеЋи ~зрs.з 

(3.25) 

{

• о( . 

где су ,С' v} RРИСТОфеЛОБИ симБОЛ~1 друге врсте форми= 
рани У оДнос:у на ~P.-" 

Поставимо сада задатак да кош:т:руишемо такав 

простор у коме пе једначине (3.2Ь) бити диференција= 
лне једначине геодезијvких линија и то прво За слу= 

чај К8.д!" параметар f није афИНИ 11 јеДН8чине геоде= 
зи јСК:1Х линиј а мапИ 'ћемо ~апиСа'l'И у облику 

(3.20) 

где је () ,,- ~ 

. скаларна фУНКЦИЈ а. 
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у том циљу напиши:мО једнэчину (3.25) овако 

~ ., 
при чему СМО Са Ј(rЛ означили величину lf~-9 ~~;r . 
ПолазеЋи од закона кинетичке енергије у дифегенци:ј6.= 

лном Облику, имапемо у овом случеју да је 

(3.21:3) 

где је 

Пошто је ~~= '_Q_±r то се једначина (3.2(З) 
своди на облик 

(3.29) dТo .=" JA(~)-== Q~dx:« 

јер је OPI' 
• 

аНТ2симетричан, тензор, па Је 'rадсо. 

(3.30) 

Диференцирањем (3.20) по параметру t добиЋе се 
г' f' 

(3.31) 2dТo;=z cfg~ХolХ,8+-2~f->ОХ~S.. 
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Г"). 
Да би одредили коефицијенте повеS9НОС'1'И {t:!Y неког 

• 
линеарно повезаНОг ПРОС'l'ора у коме се ЈеДНRчина 

(3.25) може написати у облику (3.26), из (3.~6) 
вредност Ј? 

Ox~ ==. ox<>idt 

Ова једначина, када. се члан на десыој страни проши[и 

са 2"Га:::~f.>Х'#постаје 

(3.32) 
. 2 G).>.chcJ. ~. f • t-

Предп~ ТClвимо сада да је ft oдpe·~eHO изразом 

')1 
f} = {)v х . (3.33) 

Како је израз у вагради једначине (;j.3Z) симеТРИЧ8Н, 
то следи 

(;).34) 

• 
Једначине можемо одредити 

r 
(0..3.5) 
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IIошто је по дефиницији 

Г Г 
cf!Zt 1.~ "Vat/ (7. ~.-у.У 

/? Jo{ba~ Ј 

то (::).;:s5) постаје 

(3.36) 

.'де смо са ФII' ОЗН::јЧИJlИ вектор 

(3.3'1') фJl - 101 - Qy 
(~ ~ro" 

Ако се једначина (3.36) нarr'Аше у развијеном облику, 
цикличким мењ индекса и сабираЊ€м доби1iемо 

w . 
(3. ·.ib)· . tJc( .. ' -9 ,. (;.ј.. ('),Ј... А-. ,. 

ОЈ I~g - ш,.. I vet +/JIJ';I~ -~~,s -~. 9«.~ .. 

Ыноже1iи ОВУ једначи:ну са g~f!Г добија I.:e 

одакле ОДfе9ујемо тражене коефицијенте повезаности 

ОСТ(јје ј ат да се у изразу (3 .3У) одреде вре дности 
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Ber<.Topa фv .Еористеnи (::3.39). изгаз (3.26) може се 
напиСати у облику 

На основу (3.27). (:,:Џј7) и (::Ј.40) I..'леди 

Ову једначину можемо напиСати јеДНОСТf1Бније, 

(3.42) О ПVf5;" r 'ј)б' 
JI :с-х 

где је 

(3.43) 

-1 
Множеnи једначину (З. С,,2) са теНЗ0РОМ П6'(ЈЈ 
чним теНЗ0РУ I7ђ~ добиnемо 

. ilб -1 .-1 
ОЈ/ П П6'&:::; 'Р,,6' П6tJ 

одакле је 

ре ципр 0= 
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а тиме је одреГјена к вредност скелзрног множ};теља 

(3045) 

као и вредност вектора Ф~ 

(3.46) 

3амењујуnи (З.LJ:б) у (з.з9) ДОбиl1емо н:оначно и тра-
жене вреДi::iОС'rи за коефицијенте шп:еарне повезаности, 

V с( 9 + г. то +. ..ло(. V + 
(Ј.47) 

+ 270·1- ~y о; -, 2."k + ),~ 9jIМ 9 _ 

И6 свега напред ианетог следи аакључак: 

Диq~ренцијалне једначине кретања (з.~5) неког 
реономног система ва који коефицијенти кинет!Счке ене)?= 

гије и: кoop~HaTe силе Qcl. не зависе експлицитно од 
v • • 

времена, могу се ПОСlлатрати као ди~:ереНЦИ:Ј 8лне Једна= 

чине геодеаијЕ:КИХ линија (з.29) линеарно повезанОг 
простора Lf7 Са кое~~цијент.!~О'м.а повезвности одrе1)еним 
изразом (3.47). 

Сада nемо ПОказати lдa једнаЧ'i!не (3.26) геодезиј 
uких линија Щ)ОС'l'ора са коефицијентима повезанОСТИ 

Г V:;l.. јесу једначине кретаља поСиатсаног реономшо 
ног система. 

Заменимо 

(3.G6) вредност 
6иnемо 

• О" 

ли у Једначине геодеЗИЈСКИХ ЛИН"':Ј8. 

коефицијенета IювезаноСТ?" (3.47" до= 
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!Ј }' x~ У';, (>1._ 1».,;4 п f>~_ QG" 
1)Ј. • -,<А.. 1'\ !f)o.{!> w ~ 

У6имајуЋи у обзир да је 'RA=t) ;'~:i;f добијамо 
,~ 

Х С:Т . .+ 

што се поклапа са диференцијалним једначинс,ма кретаља 

(;:! .25) посма'i'раног ;::еономног СИС тема. 
Простор Са коефицијентима повезаНости (3.';'7) 

припада ЮIаСИ генералисаних афиних геодеаијСких про= 

C'fopa ( 01 стр .194) У коме су коефицијенти повеза= 
ности фу[жције не Само положаја х6 веЋ и гене= 
f:алиСаних брзина ,:i;tJ' • 

IIотражимо сада такав юшеврно повезан ПРО= 

l:TOP У коме пе се једнаЧ!Ш6 кретаља (з.25) моЋи ИН= 
·rерпрети:рати К80 диq-eренцијаЛН6 једначине геодезиј~ 

ских линија заСЛУЧ5ј када је пэргЈлетар (време) -t. 
афини, тј. у облику 

."'.>.. ' ).,' ~1 ' 
(0.48) Х + ГСА\! хtчх ·-0 , 

Ио диференцијалне reOMeTp'ije гене~алv.саних 
афиних геодезијсюrх простора ( и? ст;;:.195) познато 
је да пе два линеаIНО повезана щ;:остора допуштати .. .. ... 
исте геодеаИЈске ЛИНИЈе ако Ј!а3Л1Еа коеСР1ЩИЈената 

повеБSНОСТИ одре1)ује теНЗ0р Обдv:ка 

што у НЕщ!ем случају. на основу (з .47) доводи до 



(з.ьо) 

-
Г')._ 
I (,,~'-
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о'rуда следи да у простору са коефицијентима повезано= 

СТИ (3.50) к;::,етање реономног Систе~п своди се на крет8.= 
ље по геодезијксој лин:.~ ји 3.48 • 

у случају 

силе имају функцију 

. (3.51) 

када за посматрани сис'rем активне 
• 

силе. ТЈ • 

"!Г питаљу геомеТРИЗf!ције ТаКВОГ реономног система сушти=

нскд се ништа не мења, треба Само ~" ИЗl)[tзима за кое"" 

~ицијенте повезаности (0.47) и (з.50) &аменити вред= 
ност (3.51). 

ГеомеТРИЗ8ција специјалне класе реономних 

система садржи у себи као специј елен случај геоме три= 

зацију KIeTl?fua склеРОНОМНсIХ конзервативних 11 неI{онзер= 
,.-, .-

ВS;.rИВНИХ сиСтема • .ја случаЈ конзерв8.Т:ШНОГ СКЛЕГОНО= 

мног система, коефицијенти повезансСти (3.47) своде 
се на 

(з.52) 

d U 'V 1'I_.II.X. 
1'(7'- --г . 

3аменом (з.52) ујеДН8ЧИНУ (0.26) добијамо 

(з.58) 
.. ~ '6'· JI ~ . 

:С(ј"" + Yci}X:.:t'Di ~JfbUgJ3ff 

• 
а то су познате ЈеДНDчине "КрЕтаља с,шерономног конзе1]= 

ва'ЕИВНОГ система. 
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И(;'1:0 Тв,ко и у vлучају Щlда је вгеrле атини 
" 

парамеТ6Т 

се на 

сЬ • (~~~') кое",ИЦИЈенти повева;-I:јСТИ5.<Ј\Ј \.:воде 

'-
Г> (з.54) CJV;"" 

што Заменом у (:3.48) • 
доводи ДО Једначине (3.5З) • 

• • 
изложене геоме'fРИЗ ЗЦ'АЈ6 спеЦИЈалне 

класе реономних система види се да ова геоuетрива-
" . 

ЦИЈа нема ни срормално НШЋкве Еезе Са теоr>ИЈОМ 

релативности. 
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rm"T"l'! ";..,L а p..,il ;11. 

Уобичај ени поступци у анэлитичко ј ДvШaiviИЦИ 

за одреГјивеље првих интегр~ла једначина Кl~етања неп .... 
посредно дају под одреi)еним усдовима чет:х:ри врсте 

п~;вих интеграла и то интегреле закон количиН6 Кј:е= 

'l'ања. закон MOMeH'1'8 количине к;:етања и цикличне 
интеграле као Иclтеграле линеа;:не по 6-!Јзинамэ и 

Антеграл енергије као интеграл кведре,тан по БРЗИН8мэ. 

IФји: постоји У случају конзервс;тивних СИЛ6i.ПО= 

стојаље првих линеарних интеГРf~.Ла добивених из- з8.= 

кона количине KreTaњa и закОна момента количине 
-'-

ЩЈетања не зависе ОД избора коо~динатног Сiютем8.. 

веn .Је суштински веЗtiНО за ()тгуктуру проучаваног 

Дlzшамичког система. Циклични Ю-Iтеггали меГјутим. за= 

висе искључиво од избора незаВ:;Сних КООрдингта 

система и не Morajy бити неЗав:ЮнИ од Yiнтеграла 
• 

прве две катеГОрИЈе. 

ГеомеТРИЗl;1цијом ДИН8М:iке јављају се мо= 

гуnности: да се прона1)у lIОД одr;еrу,- ним условима и 

први интеграли који не морају бити само интеграли 
• 

наведених катеГОРјЈа линеарних Iштеггала или њи~ 
Ј. . .-

лове комоинаЦИЈе. а љихово ПОСТОЈање Је условљено 
• • 

структуром простора у каме Је геОЈА8;1'РИЗсЩИЈа неког 

динамичког систеМа и:звршена. Еа ·raj начин интегра= 
ли чије, се егзистенција под О)1реi'jеним условима 

YTB]Ji)yje У наредним излагањиме су Свакако шири 
• 

ПО СВОЈА 8начаЈУ од Ki':aCe цикличних интеграла. 
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инrГ1ГР AJj~ 

4.1 !LPHK iЋТЬ;ГР.i\}IИ ОЮlИЕА 

ПОСМЭ'.l'рајмо Ри.манОВ простор уп св меТРИ:Чl{ОМ 
формом 

(4.1 ) 

ДИ(!!6ренци ј злне 

простору Vn 
• •• 
Ј едначине геоде3ИЈСЮfХ ЛИНИЈа у том 

гласе 

(4.2) d5 ds· 

где су {~~} КРИСТОфелови симболи друге врсте ФОРМ,i= 

рани у односу на меТ~ЈИЧКИ тензор 9.J.f,. 
IIоставимо сада питmЬЕЈ Ј Д8 ли је могуl1е ков&рг= 

• •• 
Јантне векторе тангенте геодеЗИЈСКИХ ЛИНИЈа 

(4.3) . "., d:. 13 • 
S ) 

T~ dx·~' 
ds ) 

представити као гради ј ентенеке с!<а.н'-рне функцzје 4: 
одреi)ене геометријском CTPYK'l'ypOM посма'rt>i-'ElНОГ про= 

стара, тј. у Облику 

( 4.4) -С" /0( . .. 



Да би ковариј ['нтне векторе танге'!те . , 

tЖJiIХ ЛZ:Н'1 Ј а БТ'ШО могуnно израЗIIТ,l у 

морај у бити задовоље на два, услова. 

"т:t. геодезиј= 
облику (4.4) 

П Р в о: Td, ј е ј еДИl-!ИЧНИ вектор и отуда мора бити 

(4.5) 

д р у г о: контрава1ЛlЈантни век'[ор тС;\нге"т.,; 

(~.6) 

мора идентички да задовољава јеДН8ЧИ:Н~' (4.2). 
АКО у јtiДНЭЧZ:НУ (4.2) заменимо (4.6) 

добиnемо 

а када се изврши назначено дифег?нциr:ање. јеДН8ЧI~Н8 

(4.7) постаје 

9otf9Jnn ()<Р .& 
. . ;;;х'ах:'''' Ј:хЛ + 

. дХО' dXI) - OIх Р f> f 
=0 .. 

:Користеnи Ч'.fњеницу да је КQваријэнтни извод метрп= 

чког теНЗОра g-M у Рю,1t\ноВОtI простору јеДБ8К 
нули. ножемо једначину (4.8) наПI1саТVl 

(4.9) 



(<+.10) 

, ' -3
~ 

. ..; -

једнаЧ1i!не (4.9) је КОВР,IтлјАН'i:НИ ИЗВОД 
, Те Сб јеДН3Ч:'Ictз (4.'::) може наШIСати 

Ыножепи ову једначину Са КОВ1ЈР"Ј6.НТЮ~М теНЗ0РОМ 

добипемо 

а овг се јsr,на ... инз своди на облик 

о 

одакле С;lеди да је 

( 4.1l) 

(mјn ~ ·1г~.J -' .Ј п). 
IТpeM8 тоые видимо да из услова (4.Ь) ...:леди ДАМ 

задовољаВ9ТИ: диференцијалну једначину геОр,6зијских 

линија (-±.2) ако функција Ф згдовољава услов (";'.11). 
И;;; ПРВОГ захтева t4.b) оледи да мора бити упраьо ин= 
;iензлтет градијента функције Ф једнак јединици, па 
су оба Ова услова. потпуно саглаСна и можемо репи: 

Ако неки ?иманав п остар Vn доп, шта 
решење ф:<:: Ј 9::'11) Ctj' " • 1 ;::".1 парцијалне 
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дшј>еренци ј 'lЈII-!е ј еднаЧ>Ш6 

(4.12 ) 

• 
геаД6SИЈСК;Х 

• • 
диrpере нци] 8ЛН€ Ј едначине 

ViJ ,цопуштаiу потпуни систем од f) 
~ 

интеграла оолика 

( 4 .13) 

li:ножеnи једначину ( •• 12) са 

.одакле је 
., 

-1 L' .' ,дф d;x.r 
СТи, , " 4' 

сЈХ 

11 

• 
ЈIИНlЈЈа простора 

првих лине RРНИХ 

9~ добl1јэмо 

.----
v ~" d.:r-r-}x~ (4.14) 

. 

На основу (4.14) следи геометријска И:НТ6рпr;етација 
потпуног ин'геграла Ф парциј "л не јеДНRчине (4.12). 

Потпуни интеграл Ф парцијелне јеДНtJчине (4.12) 
• • 

представља дужину reoAeaW:JCKe Л"!ilНКЈ8 у пОСмаТРанОм про= 

стору Vrz . 

4.11 
у ЕОНФОРМНОМ OДHOC~T 

;)а добијаље ПРВИХ Ю:Н6РРНИХ интеГРR.rcа 
.. •• 1-. 
Ј8днач;шэ геодеаИЈСКИХ Лс·;ЮIЈ8 простора у КО!ЕуОрМНОМ 

односу. кори:стиnемо резултате добијsае у Ф 4.1. 
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Нека је Ф неЮ1 потпуЮI интег~}ал парцијалне 
• 
:lедначине 

ПоставЈМО Сада IIитање. д&.i-rи једнаЧ:IНе 

(4.10 ) 

• 
допymТВ.ЈУ 

тада мора 

неко Ьешење~== -+с х) ~ 
~ 

д.ко једначине (4.10) ДОПУШТt!ју решење 
бити аадовољен услов 

тј. мора бити 

(4.1'7) 

Према томе постојање функције ~ која fie заАОВО= 
љава'1:и. (4.16) заьи:СИ од интеграбилности једначине 
("1:.1'7), односно једначине 

.d'f! .- л iJФ 
"1 ћ' «. <'" о( U.л 17Х 

(4.18 ) 

где је Ф поанаIО решење парцијалне јетначизе (!1.15), 



-33-

а 
• •• 
Је задана скаларна (f!УНКЦlIЈа. 

Услови интеграбилности једш'чтше (4.18) су 

односно 

Ако су услови (4.19) задовољени, 
једначи:не ({!:.18), може се наr!И функција 

интеграцијом 

"+" ко ја 
па предСтављати потпуни интеграл парцијалне 

(4.16). ~a основу изнетог uледи: 

" 
Једначине 

Ако простор V., Са метриком 

., . . 
допушта прве линеарне ИН'IеГЈ?але 8Е:,Ј8Р8tЩ11ЈаШЕiХ ]8дна= 

чина гео,r;еаијСКИХ л;шија. обликг 

.. _-~-

d~~_ О~§!Ф 
ds d.x'B 

пРостор у;, КОНФОРМЕ'н простору и7 и Се мет;~ико![ 

ДОП:Јтштейlе прве линеарне интеграЛ6 јеДН:',ЧИ;ЈR геодеsиј= 

ОКИХ лин~iа, облика 

ако!! је 

• 
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4.12 ј" " 
n.Д 

~. 

кретаље неког склерономаог конзе':вэ .. ·ивног си= 
" - -

стема може се интерпретирати КаО 

ЛИНJLји тачт<е у Vry Са акционим 
Поsнэта је веаа. и~еТ)у мет:ричких 

простора Vn и Vh • 

о о 

КГЕ.т~чье по ггодеЗ7.ЈСТ<ОЈ 

.r;:ИНИСt~ИМ елементом. 

тензора r."'f. • (1 
~~ Ј :Joi.~ 

(4.20 ) 9<:1./3 "'; 2 {E-V )О"'{7 

где ie Е 
" 

о 

Ја СИСТt:Jма 

т:)талНа енергија а V 
а 2'ј ~ а .. л. х';'х е. 

о 

тичка енеIJГИЈ8 t;истема. 
н 

нБ 

следи 

di2.- §ls2. 

2Т 
Због "'Т+ V.:= Е је 

2 ds2 

о 

ПQтеНЦИЈаЛ:IЭ енерги= 

је двострука кине= 

Како је у .\th ds;;:. ~ f!..(E-v)ds следи 

dsZ,-= 4l{3-Vj1flt2.. 
П,сема томе је 

(4.21) dx~ 
ds 

0- dr~ 

2 (!3-V)dt 

а собsирон на (4.20) ИМАМО да је 
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(4.22) "9X"~_"" aoi.~ .. 
2IF-V} 

Заменом (4.21 у (4.12) доби1iемо 

ШТО собзиром: на (4.22) доводи до 

(4.23) 

Према томе за конзегва·i·ИВНv. систем коСи се 

креЂе Са ТОталном енергијОм е и Iiотенцијзлном V 
" . 

енерГИЈОМ , ако ПОСТОЈИ нек;; потпуни интеграл 

Ф (х ~ О" --' хn Ј С'Ј ".ЈС-,.) парциј алне једнаЧ1iIне 

• 

Оd..Ј3.эФ f)фl3' f!. r{;-V) 
·~d.x 

онда ПОСТОЈИ потпуни систем првих линеайIИХ интегра= 

ла је"дначина кретања, облика (4.2":). 
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-Ако су Ј;. и 7{ две оБJIЭСТИ: општег геометриј= 
ског простора ~ и ако И:З:'lе'f)у тsчака р и '- • • Q аб лас ти "R. и 'R. ПОСТОЈИ Једноаначаа коr:еспои= 

денција. онда и:зраз 

~ . 

(4.24) x~ ~J'(xp) ) 

• 
"Y·L 

одреЈјује неку пунктуалну траНСфОРМ6Цс"I ј у. а ,.А...р и 

X,~ р '" "'" су координате тачака 11 v;i • 

Посматрајмо сада аналитичку ПУНКТУ8.лну тран= 

с~;ормаци:ју (4.24) У Римановон прс'гору V IJ 
меТ1)ИКОМ 

Са 

~ 

'" 
ТранСсђормациј е (. 24( n.е Ta1iкe Х" 

,.,.. r -
оБЛ8vТИ А 
а тачке Xi:.j..c/xt." пr:еслик8.ТИ у тачке 

у Тачке X'+dXZ. 
тачака ::хЈ.;. dx i 

Х t. обла(; ти R.. 
• Ако је ~aCTojaJьe и:зме'Qу пола:зних 

~. d.--
и тачака Х" + Х'" увек ј една= 

"', 1\ КО ЗА UB8 облаОти м.. и '" у да;;ом P;'-Iмановом про= 

стору Vn . трансформаци ј а (4.24) се наЫ1ва ИЗ0метри ј а 
или креТЕ1ње у То;,('простору. 

АКО место коначне трааСформе.дије (4.24) 
ПОСМa'.i:рarло 'i!нфините:зималну трансформади ј;)' 

( .26) 
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превлачеr;)9МG И3 R 
ПРОМ9НИ'r-Ј У 

у тензо-с пе Се 
~ 

(4.27) 

где је 

ктора 

(4.28) 

'-

) 

f ?јј Jlиов извод тен~орз 9у _У пољу ве= . 
fL .При трансформаЦИЈама (4.20) имамо да ]'" 

cfcir:i!L- сЈcfx!. 70 € i?i ;ic/x.i 
<Га... ~~K, {tJ> ;/ у:=: ~ ј r:JK ';:)?:Ј' 

па је промена метрике одреij8на И3]ЈаdОМ 

(4.29) 

према томе. 

потребан и довољан услов да инфиI-ЕсТGзимеЛНЕ1 'l'рансфОР= 

мэ.ција (4.20) предСтавља групу ИЗ0метрије у Ршмановом 
простору Vn јесте да је .Il1iIOB извод МGТРИчког теНЗ0= 
ра са обзиром на транСсћо МОДИ '8 С'.20 

(4.80) ==0. 

Једначине (4.30) називају се ]{илингове 
~ . -" . 
]еД:-IС'лине а вектор КОЈИ 38ДО}30љаВА hилингове Једна;чи= 

не је је Љшингов вектор р' ( [~J стр.12Ь). -



• 
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КреТ8ње склерономног t-:онзерва'fИВНОГ системi', на 
• • , познат начин сводимо на кретвље тачке по геодеЗi1ЈСКОЈ 

линији у простору \љ . Проблем првих интеграла једна
чина ,,:;)етзња конзерва'l'1lIВНИХ састема тада је еквива= 

лентан са проблемом одреi)ивања првих интеграла једна"" 
• • 

чина геОД6З!{ЈСЮ{Х ЛИНИЈа, 

(4.31) 

Према једном Ајзенхартовом ставу ([П CTp.12'd) 
једначине геодезијских линија ("1.31) допуштrэnе интегра= 
ле облика 

(4.32) 
~ [ d:x;.~ , +' ћ~j . _ - -с ОП $ . 

ds 
ако вектори 

(4.30), 
fo.)t, задовољавају I{ЕЛИНl.'Ове 

• 

• 
Једначине. 

,,., t- • 

;:lа таЈ начин Је ПОСТОЈаље интеграП8 

неэрних по првим изводима везано ЗН -
обл-,'-' я ~ ... к. ,_,,_ (4.32) ли= 
постојаље групе 

из ометри јi,;КИХ траr-н,:формаци ј а у VIl . }[Ы-~O I{илингове 

јеДНАчине ( 4.30) У општем случс:ју допуштају известан 
r број, рецимо независних Решеља -
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и:мамо с т "Јв : _. """:'" 
Ако ПРОС'rор у;., допушта r паранетэрску ГЕУПУ 

изометри:је. онде Он допушта и r првих интеграла 
диq,;еренцијалних једнаЧИН!i геодеЗI1јских лисшја. облиr-za 

(4.32) и ОбрНуто. 
Исто та<{о можеморе1iи: 

Систем .иО",;8 еици' алних . едначи:на геодези' ских 
линијау не може иматИ вишеЈД t неЗFlВИСНИХ 

првих интеграла ли:неарних по брЗlшаш. ако је ег 
потпуна група+И8Фметрије у Qn. 

iIнтеграли (4.32). увИ!.шјуЂи у Обзир (4.20) 
могу се написати у обл!ш.у линещЈНОМ по брзине-ма 

или 

у раду "р .Стој "'Н О 1311fiB (саопштеном на lV Југо= 
словенском конгресу за механику у Онати jI~ 1958 г) 110= 
К838НО је да се према особинама групе ~ометрије Вг 
ко ју допуштэ КОНd)игурациони просгrор Vn • могу 
разликовати три посебна случаја: 

1.- Груна Gr је просто траНЗИТViвна тј. r. ·.п 
а ранг матрице (~t л;rI је тако1)е једнак П" 

2. - Група Gr је вишеструко траНЗl1тивна тј. r;:;o П 
а ранг матрице f Рl лн'ј је 11 

3. - Група бг- је интранзитивна r ~ п 
а ранг матрице 1 ћ> .. n I је ЈЛaIЬИ од П 

• и , 

• 

у llРВОМ случају првих ли~еэ.рних интеГР8ла има ТачнО 

онолико колико систем име степе H,l слободе. 
у другом случају је број линеарннх неЗавиСних интегра= 

ла( у односу на конСтантне коефищ:јенте) .t>еЋи од 
броја димензија кофигурационог П:Јостора. 
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у треnем случају познатО је из теОј~,ије група I!& 
тада ПОСТ::Јји: неки Vr- ко ји је подпгостор \Јп 
тако да зродни:м иаботом координата у Уп г;упа 

, 
индуцирана на v: поС%је траН8итивна. r-

, 
Gr 



• 
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у каЛСЕчној меХ5НИЦИ диференцијеЉlе јеi.,начине RpeTa=
ња изводе се из два Ојлерова ЗаI<ОН8 и то закОне, I<ОЛИ=

qИtl8 К:':8Т8ља и за"':ОН8 MOM8H'l'() КОЈ1&1Ч: :·:е кретаља. 

Ако је и неки вектор Д аТ у тачки oдгe~eHO ј у 
односу на KOOl-Динатни почеТак О век'согом положај3. 

~ .;~ r . момент EeK'l'Opa if у ОДЬОСу па тsчку О 
дефинише се векторским производом 

~ '-ГX1'~ 

Ова дефиниција не !Lоже се генералиСети на не-Еуклидске 
• • 

щ.юсторе, пошто Је векторски карактер вектора положаЈа 

::ЈСобина Семо ЕУl{ЛИДОВЈ1!Х простора. Према 'гоме, ДРУГ1iI 

Ојлеров основни закон класичне механике не може се 

генералиСати на !Е :+Еуклидске просторе • 
у је ДНОМ свом раду Р. С'l'ОЈјановиn Д8.0 је нову 

формулацију два основна закона у облику ко ји је неза

висан од појма Be~~Topa положа ј а. У 'l'aI{O ФОРМ;ГЛИС8НОМ 
јединственом закону два Ојлерова закОна јављају ае 

као специјални случајеви. Одговарајуnе диференцијэ= 
.. . . . 

лне ЈеДН8чине K~,eTaњa Јесу Скаларне Једначине КОЈе 

остају инваЈ;1ијантне ПрИ трансq:oрмацији координата. , ~ , 

Нека су Х" \l.<,;:(,Z,3J криволинијске коорди= 

нате у тродимензионом Еуклидовом простору Е:,з а 
• 

нека Је основни теНЗ0р дефинисан у одноау на 

Једначина 

(Ь.l ) 
о 

lIIМa у IIIЈОСТОРУ Ез шест неЭ8ВИ:СН:iХ решења 

која представљају основне векторе шеСТОПf1раметарске 
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групе Сб изом:етрије датог простора. ТРИ 01-\ ових 
вектора fГЛ'ЈL (.1/= .(/2.13 ) јесу ос';овни веюrори .. 
подгрупе (33' транслаЦИЈе, док оСтьла TIJil В8с:тора 

~A'j) t. (АI#::. 4'Si6 ) представљају основа::' векторе 
ггoдг~-yггe G;/f ротације. 

~ 

'Н- "- б>тде вектор v Пl)ОСТQ-')1Т V .ј . t1.1: Ј.;. tJ 

•• 
ћека 

шест инвагиј 8яата. 

(5.2) 

назваЈiемо моментима В6К'Ј'ора у односу на почгтак 

Ако је V-C вектор брзине ?J-~.-. _cJx i: 
се може ПОС'l;аыгти следе1iи СТаВ: cll 

теда 

:И:о:води момента брзине по ьремену једнс;ки су 

t.юментима убрзаља у ОДIЮС,УI-i8 ИСClЋ координатни почетак. 

На (52) следи 

. с! f1t~ 7:А ;\:::.. d lIi 1: ~ ') " <' 

dt ( Тi'А/l.г dt t{A}t.. "'f- <.1 ~~NЛЈ[ г;-Ј 
. d '2Jt~'- а;: 

где је cif _. убlзање. 

ilo (5.1) ВИДИМО Дf1 Су "Ј "'5:(1'>/ [ 
коо~ь'ди:нате аН'Пiсимет:rичног тензора, па је 

• 

а стога Је 

d . ~ _ .Ь.,. 

чиме је теорема докаЗf;1На. 

AF~O на ма.теIЈијалну .. , 
сиЛа F ~ ci. 

"--> - -~. Ј r(l<i 

тачку де ј ствује систем 

,реsултујули мо'тент ле бити 



• 
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( 5.4) м,ЛЈ ,: 

1\оже се ДОГОДИТИ Д'l неке од ових сила имају моменте 

је Днвке нули у ОДНОСУ Щ} веН.тот;е Ј 1.1\1 Ji: ТPfiНСла~ 
ције, ':НИ не и у односу на BeKTOle подгрупе Ћ""Јi 
рот,щије. Такве силе образују спсег. По!П.or-о спгег мо= 
ше бити изражен само својим номен.ТЮ,!6, то nемо 

такве моменте Обележити 0знаком ~ (Л) ,где је 
l(л')::О . \)8начавајуЋи с,щ{ са F,".:+'C"a са 
,L( 1') спрег који дејствује за Ы8те~"пјЭЈ'Н:Т 

-
тачку, Уl·tУПНТ!I MOI,AeHT ДАТ Је и:зрэзом 

(6.Ь) • 

;dоменти количине креТf::iња С',Ютема М8'rерс:јалних та= 

чака чије су масе 111" Ј ~ __ ) WJN дат ј", јеДН()'-;ИЋОrд 

(5.6) !lfЛ) 
док Су IJIоменти: С1ша које дејСТ.l:Sују на Систем дати 

изразом 

t.I " 
(5.7) Мел) ,"'- ~ (F~ ftЛJi. + LIi{ЛI) ~ 

Оuнскrи закОН МОЖЕ се сада и:зра8~'1'И: у облику 

(5.8 ) 
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у овом облику основног зеКОН8 С6д~сжана су оба 

Ојлерова закона каО специјални случајеви, при чему 

јеД8Н одговара векто>:)има траНСЈiaЦ,i је са,А!:: 1, 1.,3 
а д"с:уги векторима ротације са ЛU=i;. 5,6_ 

ЈеДН'3чине Кетања у уобича je;~ioM оБЛIКУ д~б1iIјs.ј~т 

се непосредџо ак!} се координаТЕ "са BeKTol:Ja "f(lЧ с: да= 
ју конкретни облици које они у Es и.мају. 

Кретаље склерономног ХОЛОНОrЂОГ мате'р'1ј влнОГ 

СИСТ8IЕа са П степени слободе може се увек интер= - . 
преТИ~:Јати као кретаље ;Једне мsrrС1)И Јалне тачке У 

}имановом простору метрике 

(5.9) 

~ 

где су Q«'координате генеr:аГIСане СИј,е. 
АЕО Риманов простор Vn допушта неку r 

параметарску 

рима PCN l 
• 
Једначина 

групу изометрије са ОСНОВНИМ векто= 

, тада 118 постојат~; r СК6.ЈШРНИХ 

које одговарају датом :-:ретањун отудВ.: 

Ако су генералисане Силе QC: ортигоналне на 
неком од ОQНовних щжтора групе ИЗ0метр;:је конфИ:Гу= 

рационог простора VIl онда Сваком веКТОЈ?У одго= 
варе по један линеаран први ин,:"еграл једначина 

кретэљ3., облике 

(5.Ы) 2ЈС FСл)l .. С!" л) 
Л = -1 ј ,~- - } r 70 
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,"'" !;!:.J'I·~~'~"J,::'·" .- I , "" О"" -'""-~-Г~' ~,.- -. ОБ""'"I" " '...Ј 1 АНА ..... H .... oUI..!.. ... ;..I.LHJ.<4"l. .., .. Ji~ L".L-1 4.1 ,- I 
[1"1. 

~иференци ј алне једна 'Н'lHe r:peTEIbE! с,шегономног 

неконвервативног система, могу се НВ познат НАЧИН 

интерIIfе тирати као ю-е таље Ta'IKe у РимаtiОВОМ III)ac тару 
VI1 метрике (4.1) 

(6.1 ) 
d.!xi i 
dt2.. + Јк 

~ 

'Ј' где су {јк Кристофелови сиыболи друге Щ'с'ге lЈ,.юрми:" 
.i!8НИ У ОДНОСУ 

израаом 

• 

на тензо'С 
~ 

L'де Је T'~ ,::=. 

одре'l)ен 

т; .-' V ~ • f\a ои доказали да дисрер=IЩИЈ!мне Ј8днаЧ'.1!1е 

неконзервети:вног C'~CТ€Ma У РЮ1l,3Н i "ВОМ IIfoCTOPY не 
ДОIIуштају прве интеграле типа (4,13) линеа:::не по 

брзинамг, IIРI:.дпостевиПемо да се у једначzни (6.1) 
може генерелисана брзина изразити у облику 

(6.3 ) 

;јамењујуnи (е.3) у (6.1) добиnемо 
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:Егда се \?iЗВРШИ нг,значено диференцираље добија се 

• 
gitg",~dl.~ .~ -+- аф Ј)ф g. рм ":~~(~f;" nl<fl = 

d.xtd:К!l ,;},xtrl iJ;XM ~n аХ-Р 1 р 1( :Ј ., 
. ....." Ql 

• .-- I "\ giл / ~ ) 91<f1 
Карас! ар. +lPI<.J п у ci8.ГрR,!1И ове једначине мо= 
же се Заменити са - {Pk }9 1'Јс: • што се доб?lја 143 усло= 
ьа да је коверијЮi'l'Н;r .извод меТРИl:КОГ тензора gff) 
у Римановом простору Једнак пул". па имамо 

или 

Кара8 у загради ове једначине лредстаьља ковагијантни 

извод вектора dрФ. ,па \Је l!Qже написати 

(с.5) gPIJJ. С)ф. \}; .. ,;;ф "= Q 
< a:x-hl 1< ё}ХР 1( • 

Најзад једначина (С.5) своди се на оО.1IИК 

или 



што СОБЗИром на (6.2) доводи до 

(6.6) 

Пошто Qk није конзеРВоIИвнr;; Сила то јр Q~'=i~K 
па је гелг-.ција (6.6) немогуnа и оледи: . 

Hi:lKOHSe1JB8 'fИВНИ 
! 

• 
скле,)оЬЈО;.f.НИ систеМЕ ЧИЈе су 

диcfJер':нцијаДНL је,пнэчине кnетвњ:; 6.1) не допyruта= 

ју прве интегnаЈiе облика 6.3' у_ Р~ПД8ЈiОВОМ простuру 

Vn. 
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у ренералисаном афiШОМ геОД6зијсн:ом простору 

Са коефицијент::ма ПОВ8ЗF.'нОСТИ П$v датим у (2.в) 
једначине 

(Б.7) 

називају се КВ5.3И ЕIIIлингове јеДlј[;\Лiне, вектори10.Јi .. ~. ~ 

КОЈ: З8Д:ЈвољаваЈУ те Ј8днач:ше називаЈУ се fШаЗи 

I{илингоВt1 ber-ёТОрИ ( [9.7 стр. Ј'С' ). 
llокаоaJIИ Смо да ј е за СЮieIономне heI-ёонзерва= 

Iивне системе коаСТРЈ;;сан такав простор Са повезано= 

ш1iу (4.8) У коме Се диференцијалне једначи.не кретаља 
v ... .. 

могу наП,Iсати КаО дисрере ици Ј алне Ј едначине геод,:tвК:Ј-

uКИХ линија, тј. у ОблИIЧ 

п 

(5.3) d7.li 
О • ~ dxi 7.)"1. • • I .-

dt , , 

dl: " 

Покажимо Сада да је на ОСНОВУ (6.7) и (6.8) 
могуЋе извршити уопштење Ајзенхартов:.ЈГ Става о првим 

" ~. . 
и.нтегралима дИ<гереНЦ;iЈалних Једначина геодеЗИЈСI<ИХ 

динија :r на неконзерваТ;lВне системе. 
Помнож:п.IO ts.8) Са RВази Еилинговим beI-ёТО'" 

ркма ftЛЈf 



\i)BY је дначину наШlс'}nемо дшйе у облику 
П П d'lf' - . ,П 

. cJt 

Пошто је 17 
п . 

сг ~ о' 
ёЈ[ rrЛ)l. 

v;. FlЛ}L "1)-) 
'Ј ) 

што Се замењује у (6.9) и добијmло 

П 11 

На основу (6.7) једначина (6.10) постаје 
/7 . 

а. - z d. ~. i.. O 

Одакле н еПОСЕ)едно следи 

(6.11) 

отуда пмаи:}: 

-
• 

Ако КЋа8И l{илингове једначине (6.7) у Даl'лаL;ОВОМ 
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ПРОСТОiJУ допуштају r Н6Зf_,вИСНИХ геШicња 1/»)[ (> "";? ") '7.,) 
.... .... 

тада и ди(е:ренци]алне ]еДН8.чи:не i'еОД6ЗИЈСТ{;iХ ЛZЮiЈа_ 

6.8 допуштаiv r незавионих 'Ю3аsи линеэ.)~;1-i!1Х инте= 

грала облика (6.11). 
Интеграли (б.11) нису љшеаrЋИ по бт;зиnа= 

ма, пошто у коефицијенте ПОВ8занос'l'1'ј простора (2.8) 
о- , 

улазе и генераЛflrсане брзине ~.(. ,па век'1'ОРИ 'УГ J.I;: 
садрже у себи веn генералисане 6РЗЕне. 

у овом уопmтеном ОТ':јЬУ О првим интегра= 
, . 

лима геодеЫIЈ~КИХ ЛИНИЈа неконзерва":k1ВНИХ сист-еЫБ, 
.. . . . 

ВИДИМО да се каО специ.ЈВЛН'- случаЈЕ'ВИ садрже я АЈзен= 
, . 

хартов с'гав о првим интегралиы:а геодеЗИЈСКИХ mШИЈа 

:.1имаI-IОВИХ простора V,1 и ЋСТО Ta~o С'гав о ПРВ,i:'! и:ате= 
гралима уопштеног момента количине I-с:?етања ?аотка 
_ ,оО -,,"_ 
, -TOJaHO~'CJ'-~ V .Ј...).... .: '_,; _ 
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. 

Посма.i.рајмо овде реономни СП(;'i'ем структуре 

проучене у § 3. У коме коеф[щијеНТ~1 кинетичке енер= 
гије не ЗEll:!исе експлицитно од Бреlтена '" где 8}ётпвне 
силе имају фуН!щију (Јиле тј. 

(7.1) Q~, , ,Ји 
'Ј - J:x71 

Тада диференцијалне једначине кре'Ј:эња IlосматраhОГ 

реономног система (3.25) можемо нап.:Са'.L'И у :)(јлюtу 

односно 

. . ~ 

11.arco Ј е Ofj" == - ~j ИМ/iМО да ј е 

i.' f,y..к. . о . q.Kr ~ -~.' 
Па се једначина (7.3) своди на QБЛик 

(7.4 ) ~ /r ' (ч dUJ>f 
-
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1':3]>3.3 у заг~)э'ДИ ј е!"начине (7.3) можемо Тј}i3t1сгђоrЈЮ:СЭ,= 
ту; аа I..iлеДе1iи начин 

9 .' ~ , . 
Ј 

па се је)l,наЧlша (7,4) може НRПјюати 

одакле сле ди 

(7.5) те -U*- cons+. 

пошто је 

Т= ~·t7i.f~ ..;' U1t.~_ и+-а.= и+72 

то следи из (7.Ь) 

ИЛИ 

(7.6) Т~И=71.+С. 

Дакле, јЈЭОНОМНИ систем чија кинет:чка енергија има 

облик ;) .19 и аКЂтвне Силе има' 'Т ,1:1 нкц:'!' ,Т с,;;ле, 

допушта ]едэл квадра-;:ни ПРВll интеграл кретгња 

облика (7.6). 
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