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МАТЕМАТIСЏ B~EXТRI 
• 

.. 

1.- Ројат matematiokog spektra .. - lИatematieki spektr1 i spektral-
, 

па metoda iz~adjen1 su prema ~dej1, metodi i rezultatima koj1 , . , 
, ' ,. . ' . . 

pot1cu iz fizike, ' а orlnose .е na ,. svet1osne Bpektre .. Zato !р 
.- , . . 

opstu definieiju spektra. uzima ве /9/: , . • 
• •• • • "0 

BpektrollJl 8kupa (О) konkretriih 11'1 apstraktnih' obje-
• 

:.. \ . • ,~,. јУ • • 

kata 2.]., 2.2''''''', ~z~va sе ',Ч-n~аrni n1z. ogran1een 111. neogran1-
• ~I , 

, cen, kOlRe pripada grupa :,znakova ~, Ш:?''' оо kojl su povezani ва 

, Obj~ktima 0k ta1fo' da jedan ob;Jeka't" 0k odr~djuje jednu grup.1l _М,-
-. ~ .. '- ' ,". 

kova ~, 1 obratno, 8vaka ' ~upa z~akQva ~ odre~juje ' sашо jedan 
. ."'''~ . .. 

objekat <\:. pod us1ovom da sv1"(jbje~t1 <\: ~~~~:...~ mogu Ъit1 
• 

па taj nacln odredjen1. • 
, 

, 

Prlmer da postoje' spektr1 
. 

konkretnih objekata (О) 
,' ... 

" 

jesu 8vet1osn1 (em1.10n1 1 apBope10n1) spektr1, а ргiшег spekta-
I . , 
ra ap8trak~1h objekata 8U вpektr1 n1za brojeva, koje пaz1vamo 

• 

illatemat10klm .spektrl_.,' ., , 
. .1';", . >: , . 

~ . .,. ".-~ • (' '";.- •. .:1- • ., ' . 

,С о' ';' Ifa~ema.tlcki .. ' .p~lctrom /17/ jednog n1za elemeпata~:" 

J~~ zva~eJl~ :ЪГ~j 8,.;"0 t11deC1J11alan. Poz1t1van 111 negat1van, 
. , . "-, . 

takav da Ьтој S jedno'tnacl1O odredjuje 111z'[e1\ 1 obratno,da svakom 

nizu[ci\ odgovara ва1ll0 ' jediin Ьгој 5: pod. uз10УОIII da .,,1 e1ement1 

8 
, . 

, • 

(2,ОрзЦ) 
• 



" _ Јоо:" 

2.apst1 nac~n,obrazoV~ja matemat1ck1b ~pektara.-
, 

ВеЈса је data рошосna f'mkc1ja 

у • ЈО(х) 

takva, аа svakoj vredno.ti Х 1z interva1a ( _~,' +(0) 'odgovara 

8ашо jedila vrednoet ., 1s1nterv61a(O,1) k&o 1 obratno.RallUJIe 
'-

. v . 

• е аа takv1b :ћmkс1ја 1D18. beskonacno 1IIl1ogc). Па pr1l1er, takva је 

j:">mk c1ja 
2 

'( Х) • if а" tg( ttb Х). 

ОП8сillО аа {хјlРII broj.va1z 1ntervala (-QO, .~) Јсој1 

UZi.allo lIа argwн1l:11 Х, • аа 

Ј(Хј ) • о, .\~A~~1 ••• 
., 

, 

tJ'(Xj)} t 
i - ~ оО , • 

а.о аа AjO~ac11! 1-tu j-togbr03a. 
• • ј. ' 

.. 
, 

,ьаа ве ..... todo. 41Sagena] а" ОЬnJlф br03 
-, . 

s • о ~A~A2A1.j,~'*~&~~4 . '. '-.Ј. -Гl-Г2~" 4А, сl ••• 
'. 

aob1~e.o sav1вnoat 'j"~I'Oja S ј.Вп brojeva {Ј<Хј )} 
аа oebroj Э, .Ьов oBoЪina fUnkci38 7-F(X). јеdnоапасnо 041'8-

dj1vati а801_1е ы'јеуаa Ј'(Хј ) Јеао i obratno, brojev1 '(Хј ) 
v , . 

jednormaeno се oiiredj1vati broj В. 
~ ,,-- . - " 

Isaac1na obтasovanja a,ektn S 818а1 аа је 
- ..... - - ,-. . 1 " . . ..... . 
,. ". i (1+j-~)(1.1-1) •. 

-"О , 

~ . 

gdep OZDдcava.rang. . broja S.Da1je је . 

(1&) 

1 • - а(n-Ч , - t . 

3 • 
. n(n+l) -,.1. 

2 

, 

n. i [с ]. .18,..7' Ј Ј • 
-., 

(gde t:agrada) 



ре •• grada 1'1 ". -:y.~:t. •• 0 ь1-оз 04A!gwa.1'1.... . 
. . ... ~. 

аеиС1" (1.) 1 (1&) 4aju,..su 1 •• e4ju o4go,*rajuoq е1Ьо • 

. \ .. 03. S 1 .1tara .}Ъ"'3. J(X~); .. ЈЕ"о· 1.o1lratno •.. 
- - ~ '_ Ј 

1.10.0.1 . је jed". 04 .... lih .a~ne ... 

,- , -

... ... . ~ . . 

101 1'1& ЈЕОј.п.· •• пn ....... o\ra.oyat1 ap.k1o .... . 

U ,raka1 а. \1Io;ro1l1j • ..,.ju "" P1"'llP.tt арekП:f..kој1 е. 
- . . - -. - . 

. . . 
. . - . , , •. ,... !!. оу 

ј. d.t tu ... 11h р."1. . {~~b"OjeY'a. U 10018 slueaju 
• • • eI 

pa.oO"f\m'k.l~.r(x) 81".-. ор.о1 .... ~ ~ ... 

, 

. Ъro~.itara " ... ј. '1с- ЈаЬ1· ,J1Ipati.,oktar .. 

, • .18 ~o~e~fJ.ar~ ..... . ..••. · .. jet1 ,п\}I04:а.а"'kt ... la1 

~. Ь .. tфЈ .... {~~tak~ ....... a1cO~ ~ad1'i1·~ elt ..... od kOjlh 

.... ~ •• и.е Ь!'Оја 'tc naр1аan. 1aU. 
. . . . .-

... tмt ..... ... ~,o .""0· mйe .131 ј •. br03 .1tt .. ~ •. 
.. 
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... d.1I&111~.· .. :н ... l11 Ье • .је ..... 1уа ае pr11pstl18 
'" -"" -.--~ .• _-, ,',ј,.- '.' ,,', • • . 

_teutlc1d8. .. , 
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1.·· . 'o'br'a8ovan3a 
, о" " 
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4. 'JЪmuti (inverzni) spektar i рошетen! spektar.-
-----~---_._' --------_.-,-" ,---

Ponekad је џоtгеЪnо obrazovati 

pl)zi tivnih Ьгојеуа f Gk ~ , 

v 
8pektar k·nacnog п1п сеНЬ 

'" 01ј1 paj'1s€'v1. 1du obrntt'l;ll!1 геdою ·)d spektra 

3pektar 5з. Daz1va а. obrnutl·:! (inverzn1m) spektroJfJ 

u !')dn08U),), 8pektar iJ.lieka је dat poli,j"m 

• 
" 01;11 81.l koetlcijenti сеИ pozitivn1 ЬГ'.ЈјеУl.а.!! un1torW11 ritaт 

,. 
8а k~f'ic13.ntillla вt.Pol:l.nolll !'(Х) lIJШсе za obrnutl 

ого;1 

~ ""l,·ћ) . "'2 ,. • \' ' • 

l!eka је dat 8pektar 

1 ka<!a оvз.~ РОJll!иziflO 8а l·,mh dоЫоешСЈ сео Ъ!'()ј 

s = GoG1G2 ••• ~ • 

Za. Ьтој ;) kайешо .1'.: је РОl8Oгen:!. speki".ar u odnosu щ\ epektar "Ја 

8pekt&r poUnoma m-tО/ј 8tepena.sa се-

11и: puz1tlvnim koe1'ioijentlaa, i 1щt.ror~m1m ritmom h.illla vred--
n".t 11:5/ 

1IIh -ћ 
S • l~ P(lO ) • 

." 
(5.Jedinicn1 spektar) 



5. 8)."аr .... Тlја odn1 ... 

~&t .1) ... 1Jnlf'ormn1a r1taoa h D&11v&mo j.dln1on1a apekuoa. 

'.' za 184 i ъ.., Ь10' 
S • 1001001001.. 

v 
6. • 8 1&4 .... 1,8edju ~lanova 

211 ... С81111 реП t1vaib,"Oj8'Va {8t 1 v.baee 2 ... )ој.4121111 ... "; 
. . 

_ do'b1i.~ 81a.CЪtJ-. SJe1rtU' . 04 n1 •• broj.va 1>t 
• . . 

.. ..,! f"oS'an1al'1""1I. , .... IS"8djeai • ..,.ktroa. 
• • 

·I'ka· ј •... 4.t Jda ~Ъroj ..... ·· .. 
" • - . ' . -. . ' .. ,. п, 0 .. 1,1 . ' •• 

- ',-

.ld1e u4rugoll 10.',rto •••• Ь . 

·(.1.,.~"i._.)".b~"a1.1t"!8f& .' 
о _',:, '" _ _._ . 

. ' '. -f -." . _, ;f.. 
. - ',,;' . '; .-, - -" .... ~:"' ... ' " .. ' "". . . ,,- _ •. -........ ' .. " '.' . . ~ ." '. 

···0 ....,." ··~c·l'~ '1' ; '1· ' •... 
. .... о.'. .' .....1'.. . 

- .: 

.0\' ~ ! ........ ." · .. ~.~ •• г-
, "', .-

1Ilt1 raЯedјen1 •. Beka 
, .,' .-

- ) - _. ., > .... у . 

. . O'f'pg n1п JIa '1'8о" 10''\'1"-
• f • оо ' ,- - , _.- ',. , , . 

, . , ., : 
'.- -; ј '. 

- , " 
ОО ," 

- .... 
. . 

- " " . - , 
.~ -" . . ' ". '-',',. 

.. 
"',' - ,,~ 

, ... , ~ '- . . . ' . 
о о 

" -', "о.,' 
_О .," • ~ 

.'. . . . .._~. 
,. . ":'.1,"' ;. .:'1.· .' .' 

... " , 'с::' о.: 

3-. dat 81 • 
• 011ћ ···f~l ..... i1i'~ .. · .... ~.мъ._;.o obru .. at1 4та 

_.' - .),,' ... " , - ,', 

Spektar 'I.· •• ka·· вad1:'J1'.81tlVJU1 Ь1'ојето n1... &1 i 

aulo _ .. niaa .... п Ь111 . olanevi' 81аа. 

(Drugi) 

, 



v . 

Drugi spektar 52 nekasadrsi apsolutne vrednost1 negat1vn1h 

clanovaniza Iвt! i пше :na IDestl1118.gde 8U ве nalaz11i РО1l1-
v ~ 

tivn1 clBnOYi. ОЪа spektxa obltaZ11)IIIO па 181:1 пасin ,т1 f'orlln1l1 
~ 

oznacll1 broj cifara naј-
.. , 

veeeg 1'0 ap8olutnoj vrednosti а1 datog niza. иоаеrnо 
v 

raz11k09ati 4та slucaja. 

1) r.ada је S]!-S2' neka ,. 

S • зl- З2 1 

. II) kada је 81<52' neka је 

s • -(з2-61). з1-62 • 

~ v.-
U 1) s1ucaju .pektar raz11c1to oznacen1h c~11h 

v 
brojeva је p081t1van, • u II) s1uoaju neg-dt1van broj • 

. 

v 
Spektar S 1I08е ве 1 d1rektno obrazovat1 18 4atog 

Diaa brojeva вt . /':'0/. 
. ' V 

Za 8ре"" ni8a oel1h. razlio1to oSnaoen1h brojeya 

uveden1 вu termln11 . 

vrednoat ројава је brojkojl 8toj1 u 
, 

odgoтarajucem poja8u.PopxaYljena vrednost ројааа jednaka је 
~ " . 

пош1па1пој vrednost1. ako 81edec1 РОја. 01tl0111 
, .' - , , 

См о 40 4), 111 ПОlllna1 noј vrednostl ,Јуе.авој ва 1 МО .1 ... 
. 
~ .. 

4е01 ројав poe1nje ve11kolll e1bj)lll (04 5 do 9). Etektivna vred-.... 
n08t ројаза jednah је popravljenoj vrednosti мо ОУа poo.enje 

. h 
.. 118.1011 clfrom, 111 kOlllplelle!ltu 40 1'1 рорпУ1јenе vrednost1 

.. sпakош .. _. ka,1a popraY1j8llB vreJ.nost poo1~e vel1koJII 
~,,~ .. 

cifrom. Syefvazl kada је spektar pozitiyan. Kada је spektar 
• • negat1van Vt1JSe .s11cna pravila. 

но. је па pr1mer 

S • 5/71/8'/42/'37/ 

(Поninalnе vredn.) 



, 
8 ef'ektlvne vrэdn?,-;tt ројаоеУа GU 

б. -~2, -17, 42, 37 • 

Dэ. је Ы10 

e~ektlvne vrednos\1 раја.еУ. bile Ы 

-G,?2,17,-42.-31 
/ 

;~lSda 8е 1ша ОУО u v1du uvek је r.юgucе direk'tno Obla-

Sf}vat1 1!!! datog n1n 
.. 

-?3. 2, -57. О, 14 , 
. аа 1'1 twJJI 11-' 8pelct8r 

S • ?29980S6999986 • 
kao i cbrr:.tno 121 SJ)ektra З, ва ritmolll ь.,. d1relt'tno dobiti n121 

. 

-::',. 2, -51, о, 14 • 

• . Ј 

ОZ1Шсеn1h wojeva 81001 4а ое lIVakom :nlzu оdgсуз.rat1 вашоје-

dlS11.pektnr,nt.J i obratno 8уа1!:оЈ!) вpektru sa.l1tn Зеdan nis. '10111 

pr1Ukom treba ilВnt1 uvek JIa umu da еа 5)0 ројае kojl 00.-
v ... 

gnvara ncr;зtivnо::n c1anu n1за poci.n;je за vcliko1ll cifrom, а za 

;;<0 obratno !Юlоm oif'rom. 
. 

в.- Sl!kta~po11no_.- lЈod зреrtrom uredjenog рои-

м_ spek'ta1" lI1sa nje[;ov1h koe1''icl;jenata, 

kQ;j1 "I?g'U bitl сеи, poz1tivn1 111 negntivni bl"ojev1. 

" 



~ 

Za obrazovanje spektra po1inoma Уаае prethodna pravi1a, koja 
v V v 

уаве иа obrazovanje apektra n1za ce1ih, raz1icito оаnaсen1Ь 

Ъто • 

Kada је 

р(х) .. 2х4 - 7х2 

./ 

аа 11=2, ы1еe 

s • 199929506 • 

~ 

Pored obicnog apektra po1inoma u praks1 upotreb1ja-

.уато i apektar ро11nоша popravljenog na svim parn1m mestlma /21/, 

koji kratko nazivamo popravljen1spektar ро11nоша. Poprav1jeni 

spektar pollnoma ~ 
, v 

оЬтааuзеао па sledec1 пасlnа 

Po1lnom Р(х) uredlmo ро opadajuc'. stepen1ma od 
V ... 

х. Zatta. racunajuol sleva na deano obrazuje.o polinom Q(x) ва 
". 

promenjen1z Zn8cima па 8vakO. раrnот lllestu (drugom,cetvrtom. 
-

sestom itd.).Spektar po1inollla Q(x) Ысе poprav1jeni spektar 

pOlinoma Р(х). Neka је 

• , 
Ысе 

Q(x) • ~ ~ 7х4 + 5х + 6 • 
ра је иа Ь .. 2 -

s • 199930506 • 

Iz naсјna оЬтааovanја popravljenog 8pektra polino

ma sledi аа је 

S • (-1). P(_lOh) 

gde је m stepen polinoma. 

РортаУ1јеni apektar poll.oma moZe ае dobiti 1 

direktno iz 
, ,/ 

spektra po1inoma na sledeci naсlnl 



• 

Treba od parnih ројавеуа oduzeti d70StUku efektivnu 

vrednost tog ројаеа. 

U паВе. slucaju bide 

s = 199929506 
-о +10 

!Ј ,. 199930506 • 

Па isti nacin 1t pop1'avljenog spektra ро1iпош dobija 
., . 

ве оЫсan Bpektar po1inoma. 

Sledi da је 

s • 199930506 
-о -10 

s • 199929506 • 

.. 
51icno ob1'azovanju spekt1'a polinoma ва jednol!l promen-
.. r 

1јivоm,шоgu ае obrazovat1 spektri a1gebarskih jednacina, kao 

i Bpektar 1inearnog po11noma 8а v1ee promen1jivih • 

• 

9 ;;;. 
• А". '._ ..:: ~ -Ј - -

v " OpBti nacin ob1'azovanja spektara ва kakvih brojeva koje је dao 
А V 

M.l'e-trovic. kao 8to 8Il10 vide1i nije davao 1)1' 8pektre а u 

p1'aks1 ве Za koriste рrщ~авt1 Bpekt1'i. Ob1'ar;ovanje 

p1'ugastih Bpektara b1'ojeva koj1 n1зи се11 Ы10 је moguce p1'e. 

Јсо 1zveene trall.вшutaс1је /1/. kojom ве prvobitni niz b1'ojeva 

p1'ethodno p1'etvarao u ni. ce11h brojeva 1. koga ве zat1m ob1'a-

'" zovao prugast1 • U radu/17/ pokar;an је nacin nepoBred-

nog obrazovanja (8& kOn8tantn1m 1'1tmom h) Ъrojeya koj1 

п1ви се11. То је uvek lIIoguCe kadaje п1!!; b1'o~eva {ај' saBtav-
. ~ 

ljen 1 ... kakvih b1'ojeva, &11 njihov skup mo1'a bit1 konacan 

1 1II01'a ве unap1'ed znati ИМOD па OSDOVU koga ве оу! brojev1 

.ови ob1'azovati. 

( a,Spektr1) 



а) Spektri n1za та kakvih Eoz1ti~1h brpjeva.-
v ... 

Neka је dat n1в 

brojeva 01ј1 је 

poz1tivn1h konacn1h 
v 

skup konacan, 

111 beskonacn1h dec1maJ~1h 

, (ј • 1,2, •••• К) , 

gde A~ pret8tav1ja 1-tu c1fru Ьтоја ај8 08nacimo 8а r 81-

ша1an broj сИап ce10g de1a нојеУа 8ј • KakoWrojev1 &ј тав11-
v 
c1t1 medju8obom zaustav1mo ве па p-to dec1ma1u tako da је тав-

11ka 1zIDedju sv1h ЪrojeYa ај Ьат dve jedinice па p-tom dec1ma1-

пош шеstu. • 

Obrazujmu Ьтој S preвa relac1j1 

s • , 

gde је r1tam 

h • r +Р + 2 8 

V I 
ВТОј S вadrzava вve dесiшalе ЬтојеУа ај' &11 се 

v ... 
nj1hove dec1male bit1 ро"ваа. u broju З, Ы10 da ај Badrzi 

v V 

kоnaсuф 111 be.konacno' lDDogo d801_1a. Ртеша tome,kada Ьтој 
-- ,- , 

s pode11mo u pojaBeve оо ро hc1f&ra j-ti роја. nеое pr8.tav-

1jat1 u opstem slueaju Ьтој &ј" J4edjutlm, Ъroј g.l:Is, рте_ 

defin1c1j1 spektJ'a',prestavljatt spektar niва ај ako zadovo-
, 

1јауа sledeca tri usloYa& 
.... 

1. 'da ве 18 ni.. 8ј 1II0се obrazov&t1 broj 8 1 

4& ве 1а 
v . 

Ьтоја S шоzе odre41t1 niс ај Ј 

2. da В8 8pektraJn1 r1tam h ni. 8ј 1_ 

sашо jedan spekt.r S ; 

3. da spektru S koj1 d6pusta r1tam h OOgovara 

вашо jedan niz 8ј • 
(lа 

~ 

1z10zenog) 



• 

Iz izlozenog nacina obrazovanja broja S sledi аа је 
, " 

drugi uslov zadovoljen. Prvi 1 trecl uslov Ъice zadovoljen1 ako 
~c 

mozemo аа odredlmo postupak za obrazovanje nizafa j \ 1а broja S 

t'.ko аа ov1 usll)vi budu zadovo1jen1. 
• Neka је dat spektar S koji dopusta unifоrшni ritam 

h, 1 neka оуај broj pretstavlja spektar niaa та kakv1h poaitiv

nih brojeva {&ј1 Prema ~injenoj pretpostavci za nis brojeva{a} 
, " znamo аа је оп konaoan 1 1J"apred иЪато zakon Па овnо" koga .е ,. 

v , 
mogu obrazovatl clanov1ovoga niza. То nam ааје moguonost аа 

Daclnlmo taыcuu brojeva datcg oыka •• 
, . 

Uporedjujuci naoinjenu 
• 

~ . 
taыcuu вв brojea S trazimo u Пјој broj kojl sadral r ое11Ь 

c1fara i р prvih deolmala broja з. Tako ве nalazl prvi broj 
v 

nisa а1" Кааа ве takav broj nе moие аа па4је опаа broj S п. 

тоае da pret.t&vlja ap8ktar brojeta datog oыka •• 

аН 

Drugi broj &2 12&1&111 

ваIШ lz novog 8pektra Sз. 

'" ве na 1stl nao1n kao 1 рп! 

... ..... v 
Trazenje osta11h olanova па! 8е 121 novih (redukova-

nih) "pektara З2'З" ••• itd •• koj1 .е obrazuju sukoeaivno, 
", 

obrazovanju spektt'a зl. Ва taj naО1n, pokasano је kako 

'ве 1а ве iz spektra S аоЫја n:l.u. {ај!. 121 illlo~enog postupka 81": 

d1 da је рпl! treC1 ua10V IIIМоу61јen. 
, ' ..• 
. ova metoda /11/ pretaiavija' gвneral1sao1ju postupka 

, ~ 

оЬпвоvanја pr'lgastih matemat1ck1h spektara koj1 је dao 
... 

M.Petrov10. 

Ь) 

. '" - "'.... -3110no obrazovanju Bpektra n1za raz110ito oznacenih ce1ih Ьго-
... 

јеуа иоае ве па osnovu prethodno v 
1z1ozenog postupka pod а) lIIа 

(obrazovanje) 



obrazovanje spektra niza та kakv1h pozitivnih brojeva, datl 

postupak Ва obrazovanje 8pek~a niza та kakvih,raz1icito ozn&-
... 

cenih brojeva pod us1оvош da ј8 njihov skUp konacan а oыkk 

unapred dat. • 

... v 
Neka је dat niz 1DIil kakvih raz1icito oznacenj.h ы'-

јеУа 
.. 

~ 

Ва koji vrede prethodna оglЋn1 сenја. 

1z ОУова niаа шоzвмо oЪrazovati dva spektra. Prvi 

spektar 81 obrasujemo od nlаа pozitivnih brojeva 1 nula na 

Mestima gde su staja1i negativni brojevi tj. od niza 

Drug1 spektar 82 obrasuje ве od niаа 

О. О, а" О, а;, &, • 
v 

tj. od apso1utnib vrednosti negativnib c1anova i nula na Mesti-
v 

ва gde su staja1i pozitivni c1anowi • 
... 

~ i R iaaju isto аnaсenје Юао i pod а) вашо 8е 

8ada brojevi Вј raslikuju ЪаЈ' sa tri jedinice p-tog decima1a. 

Formula аа ritaв ostaje lsta, tj • 

• 

/ 
Ысе 

• 
• Preaa n8cinu obrasovanja broja 8 vidimo da је dru-

gi uslov 
~ 

zadovoljen. 08taje, da ве odredi naoin kako .8 121 bro-

ја 8 
V v I 

moze Jednoznacno naci n1z Вј • kako Ь! prvi 1 trec1 uвlov 

Ы1! 1spunjeni. 

(Broj В,> 

• 



v • 

Broj S, prema nacinu пп koji ве odredjuje, moze da. 
v 

bude poz1tivan 111 negat1van Ътој. Uzmimo u razmatranje slucaj 
. 

kada је on pozitivan. Za slucaj kada је S negat1van broj odre-

dјuјешо n1z iaj\, tako da рТУО nadjemo n1z za m1nuв З, а zat1m 
~ 

8vakom clanu promen1me predznak. 
v V 

Као 1 u рrеthоdnош slucaju nac1n1mo tab11cu Ътојета 
~ . 

datog ob11ka. U toj tab11c1 traz1mo broj koj1 је jednak се10т 

de1u 1 р dee1.ala Ъroja З, 11i koji је еа jelnu jed1n1 eu p-tog 

decimala Уес1 111 za jeduu jed1n1cu p-tog decimala шanј1. Tako 

-пмјеn1 Ъroj ЩI1та зе иа prv1 Ьтој &:L trazenog n1za. OVOII pr1-

-. 11kom mogu naзtuр1 t1 п1 s1.ucajal 

s • • 
-...: ~ 

u РТУОШ 81 ucaju n1и је s&stavljen вашо 115 jednog 
v v 
с1апа 1 postupak је zavrsen. U 

. .-
4rugош sluoaju sledea1 olan &2 

је takodje pozit1van 1 njegovo 
V v .,. 

ае i:1tr-'&иenје уто1 na nacin 1z1o-
v , V' " .... 

аеп роа а). U trecem s1ucaju 1duc1 сlап је negat1van 1 da biSIIO 

odred11i njegoyu &psolutsu vrednost uzima ве redUkovan1 Bpektar 

• 
• 

'rraienje оте apso1utne vrednost1 УТ.1ве na ist1 n&-
v 

сin kako В8 to о1n11о pod а). Kada је &2 negat1VnO. i 

, 

Ыое е1мес! olan .., Buprotnog cnaka tз. pozitiVВD , Зеr је 1арЈОед. 

njega Ыо negat1van. U opite8 s1ueaju ze 

&ј 8ј:1 

Ысе &ј+1 suprotnog cnаЬ od &ј' ра се redUkova n1 spektar biti 

" 
(kada је) 
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GLAVA таЕОА 

PSEUD')SPEdiiI 1 NJlliOVA РНМЕВА 

Pnd pseudo8pektr1a 
, 

podra ••• 9Y88O brojeve 5з tоrmir8пе рошооџ relaclja 

(,) Зј • '(~, Ьј> • r(hj>,x (j.l,~ ••• ) ••• 

gde t 18& 18to snaoenje kзо u pretho4noj glavl. u re1a01j1 (~). 

8 ht~rh, •••• au cel1 ra8~i pozi~VD1 br.jevl. 

Spektre1na 

jlvanja bro;1 .... 

~. В? з, ... dobije lsve8taD Ъroj trasenih neposnat1h 81.PostQ-

-;pak 8е па8t8vlја dоПе dok .,,1 .,. ве budu па ta3 моlп 
, , 

POIlOCU ove1l8t04e u pr'.aelpu се uvek Ы tl IIIOguCle ..... 

odredl konacno lIInogo aepocnвt1h ~ • 
~ 

• to је U .ag].вnoatl 8& prin-
• 

01Р01ll n ..... r1oke 

Ка]со Ьј 11 вvakМl koraku r&8te. p8.udo8pektar Зј 

.е S tek kada је bl~b dovoljno ve11ko tj. 88g1.8no ва 
. v v 

n180!D broj.v. &t koga trаПIlO. fo еве!, da kada p04el11Do Р8емо-
. , 

epektar na рој а • ..,. •• 1~ ћј<1а, v>jaBeVl пеое odredj1vat1 пе 
~ -

а1 jer се cltre U lпеanј. рој" .. I_ b1ti м пеЈ:!мсlп 1.10-

v 

80ЪПО 1атО88nе. Raz11ka 1e1lle4ju peeu4oepekt&ra 1 spektara је u 
v , 

tometolll8 8tO се ва leveauo ~ pseudospektar odredj1vat1 ваllО neke . ., 
od br~jeva вt. dok се od preostallh 81 b1t1 dellвdcno 111 

potpuno ро .. аan •• 



Рптеnа pseudolilpektara је neizbeena sa teor1jskog g1e-

, ' od ,; .1' h n1 то u ае. naа;1 е1lO 'оrшtl u dista u pr;\bl,mi_ k "О., s 

nт. ь _. 
, ~ у 

5 pr&kt1cnog ~ed1._ mш је nе1z'ЬеlШ<"- 1 u sJactju ЈЕа-
, .. 

da fnrШl11а са h odl.'edЗujе - " , 1.Un" vel1k1. prakticn~ nepr1bтat-

ljiv Ьroj • 
• 
:као 8to 8p8ktr8 ае'11ао U ројааеуе 1 p8eudodpektl.'e 4е11-

110 u od 1'0 Ьј c1:tиa 1 govor1Juo о "fftkt1vnoj vrednoa1l1 
" ~ 

oV1h poj •• eva p<t'tpuno ana10gne по '- kod apektara. 018111_ рој .... 
, 

вот pseud~8P~kt.ra zоvешо оnaј ројаа koji .. 
je<:''nOg &t (gde c:Ltre n1su 8в 

вadrei c1t'l'. 8а111О 

nekog 4rugog &;1). 
--.. " . u 'Рr()t1vnоПl slucaju ројааеу1 n1su 018111. 

Ј 
U _10041 pseu4ospek'tu'a је в1кеоа, 

каdз probl~ 4.је ауа pseud~epektra, 

v 
.ovana 8в ауа unl:toZ'8la 1'U1101ta r1ta. koj1 1иsaјu ~ pn1.b 

e:tekt1vn1b vrsdnosti ројааеуа ~ роја.еУ1 predstav-
I - .... .. 

lјаое ~ p1'Vib с1аnоџ. trasenog n1za 
.. 

pon 111",,1 h oe11h ПО-

јета. 
Teore8& 1 ааје po1lrebne 1 dovoljne uslove 

kзаа 8u 8t ее'111 poz1t1vn1broje.l /22/. 
... 

u prot1vnom slucaju 

1tada 8u l1t ceU (poll1tlvn1 111 negat1VD1 brojevl) 111 ras'loIlO1~ 
• 

uslov1 8u вашо potl.'$1m1. Da Ы ЪL '11 u вtanЗ'll da odred1mo 1 u 
, 

v ' 
u ovоИI 81uce.ju bIOjeve 8t »e1lre1mt .. .1 4opw sk1 U81ov1. ort ао-

.. 
punak1 ualovl mogu ыt1 уеО8а ras1iёit1 :1 о nј:1ша је moguee 

-govor1t1 ваше u konkretnia e'1ucaje'lвa. 
v 

Ы kasn1je lIOg].i uocit1 ras1iku !z!!ledju pr1111eD.8 

pseudo8J)ek'tara 1 moditikonn:lb P8eu4ospektara.. 1Iј. kako Ы 
v 

lIIog11 111111U 8to Ьо1.јl uv1d u potl.'ebu uv::>djenja :nod1t1kClYanlb 
.,. , 

pseudospekt&rn ls1081cu *ra1lko po.tupak /?2/ SIa reSavanje 

.. 
(obicne) 



obicne diferenoijalne :!ednaoine prvoga reda pr1menom pseu-
. . 

d081le1c~ara. 
I .... 

. Neka је potrebno na01 part~o "вenје u 

ob~lku ТаДоrоvog reda,' lJt!I pocetnill uslov1z '1"''10 аа х.Хо' 
• 

za difere1'101jalDu ;lednac11'1u 

84. је Q(XoJo' • 1., Рl Q po~iM!II1 ре Х,1. 01;11 8U koefi-

01;101'1t1 сеl1 brojevl. 

Napo1llen111O, da .. naka ra.c1cm.a]n'!t 1"Iшk-.:1ј& 

i'(Х,1) sa ое1.111 koefie1jont1ma, 
v 

o.~1 bl'ojev1, I\OИ 

1'04 us1.OV01'4 аа 8U Хо' "0' 
'пns! ormac1jama l'е! 1111:0-

. . 

vat1 JIA ob1.ik (4).·, 
. . 

~ 

.Da Ы o!llOsuoU1 pr1l11enu pseudo$pektan. potrebno 

је prvo &ао1 f'umolje oblika (,). Za 'о се пат bit1 doyolj-

по аа anaH111'&1IIO enа1.1 t1Cki postupгk 11'1t.-

diferendj'aln1h /1.51 f kao sto је 'О u radu 

/22/ urltti;leno.. .. 
Folas1rnn nd d~.renоiјзl~е ;lednac1ne 

.,' ... Ч>(хtJ> • 

., ... "0 + 

zat18 r~~v1jamo 1ntegran4 ро fajlor~03 

jedan ёlan. odbacujeтo ostatak 111 (х) 1 

• 
.r 

foxmul1tsadrsa~ 

, .... .I.~jel\O 11'1tep:a-

oiju.Na taj 
v 

nae1n dobijamo prvu aproks1aac1ju 



-~ )01 . 
pri ce~ oznnka " " спа~1 odba6i~Ћnje а1(.) u 1srazu 

if(x.~o)" а ,,-:iI' .. омаСа. odbaoivan3e celoG 1srasa.Analogl\o . 
" 

• • 
dob1ja.o dаЦ~ al'1'oka1.e1je. tako 4а 1!Iozeeo p1hti dll. је 

~1 • 70+ј f (Х'~1:з.tdХ. ~o+~ ['l+Ь~(Х-Хо)+ ••• +Ь! (xxo)1-1+Rt (;>]о 
ХО . О, 

" ., ьа slucaj Хо.О reaenjc со b1t1 oыёа 

(6) 
. Ь 

~ • ~e+ i::. .:! ~ 
1а1. 1 • 

... 
Hc1n111O јов jedml }n"81!p08tavktl. !leka au; ~ о i koetijonti ",по-

ја t'unkclje (1-1)1 'P(X~l';'l) u Ta;11orov red 40 1-1;01 

olaDa ее1! broje'1 •. 
.. v 

U an&l1t1eko;l I118tod1 ао. re8&YUje p08tavljenog 
) 
. ~ 

prob1.м. b11,) је potsebnOMlaze.nje 1;r5. ;,zste t:mko1ja ЈЮ Х 

• 

f(~,~, 

f(X,:~1 

~o 

~ ? 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 
, 

(Za uэроstaVlјаАје) 



Za USP08tav~j&n~e .pektra]ne metode, BaSnOVan8 па 
~ w , 

prethodno i.~~zeDoj anal1'М.оkој ЈВе1;041, potX'ebno је 12&01 odgo-

уајtШо brojeve Ull8IJtO t'unko:tja t;l. odgovarajuCe poeudoapektre 

1 polJtupak kako 8е ia ov1h pseudoвpe1ctar«. 1108'1 da odrede koef1-
v 

c1;'1ent1 "1" 0'"""01180 ... 81 p •• udospektre 11:0;'11 odgoyaraju _. 
71' а 8& ~iPliJeud08~re koj1 odgovaraju f1m1cci': . 

;1-- (S;~) I'fCX.711f.· 1I01njeDojpretpoatavo1 Ысе 

-
gde au koe~ic:1jenti Ъ1 с011 'brojevi. stavljaju61 da јо s.~О-Ь 
obrazujllO 

(7) . u ..;ь г, . ..ь -(1-~)ћ 
51-(1-1) 11 (10 ,81-3.)-(1-1)1 LЬз.+Ъ21'", + ••• +~ 10 + 

-
R1 (1o-b>1 - • , 

1 

- - -
(В) Зt-(1":1) !~(10-b ,81-1)-(1-1)1 [b:t+ъr1)"ь+ ••• +Ьз.1O-(1-~)ћ] • 

_ (1.1.2.' •••• ) • 

31 pret8tavlja6. p .. udoapektre, }сој1 ~. аа dovo~jno ve11ko а 

11 bitl apeJctr1 _ 4atiD1c1j1 polinolll&. Ic (7) 1 

-. (6) .ledi da је st. u atv&ri broj 81 
. 

en na (1-~)ћ 
. 

prvih 

l .. (6), (7) 1 (в) a1otU.ёa је 

2 :s: + •• 

gde је 

(1(J) 
• 

(1 ва ) 

, 



1 za 81+1 dobija~o tоrшulu 

(11) 

(12) 

Za 801 ~ 1.1i1 (б) 1 (8) эlodi.da је 

(ђ) 1 

га је 

(14) • 

(1Ь1"ШSО1 (U), (13) 1 (1.4) dovoljn1 su da .8 

-!JW\ko as. 40 Aeljenog la'kn је 1'1 t.aJII h oatao neо4Ж8с13еn. -
P1"1~ ,ХТО dva П03. ~ 1 32 

/ 
08_ 

u ~оt1YnOШ 81uoaju 
Ј 

.. пео! 

. pseu40spektar ~ 8& ь, (ь,7~) 1 роno~l UPO!'8-

djlvanje. Kada i 
/ 

ае daje sadoYoljavajuc8 , 
• • Nsu1tat., Jl88taY1:ja __ 1""u .... '&witA1"8D3e. aov1h 

"У. dok J1f' аod 
. ~ 

1~_ 41) "eljcmcg а18 Као 8to 3. 
b110 PrethotQ pnud08pektre . ~1 dobi;!8mo ssaokrugljl-

, . 

(Оllесеmo) 



.1 _ I Ј " 

Usecemo jedan prll1er р.е је lIOgUOe naСl 1 anейl ticko 
-~ , 

rosenje ЈсаЈсо Ъ! mogli 1IPorediti resultat dobiven pr1menom ... 

'" v pseudospektara пет!1II ]сој!.8 dob!ja~ls ana~itlekog re8enja. 

Neka је 

т' • Х+Т • 

Trazl ве part:1kular".t10 re8enje za poCetne ШЈ~ovе 

%0.0 i 10.1. 

-110е: 

а .1-
о • а:.. • ~; ., • 2 •••• 

:ра је 

2 
Т • l+x+x + + ••• 

... '-" -

An~~1t1cko же8ende date d1~erencijaln. 
у 

jednae1ne је 
х-

Т.ћ! х l . 
: .. 

Јсоје kada raZviјэmo uraj1orov red u Ы1a~ х=О daje 
х2 х3 .. . х 

т· 2(1+x+ 2( + 31 + ···)-Х-1. l+x+x2+;- + ••• • 



~ 

G L А V А С Е Т V R Т А 

:;:;ODIP'IKOVANI PSEUDOSPEК'l1U 

~04i~1kaclja ,seudospek!ar.a.- Кааа rеsiшirаmо uktatko 

Ipektralnu met04u а& prl.eno. pseudoapektar.a onda тia1тo аа su 

ва njenu prlmeaubi1a ропеЪna вашо dya ue10vaa 

1. da чnарred sn~o da sua1 се11 pos1tivnl brojev1, 
. . 

2. аа su naш odredjene operaclje (3) koje treba oЪavi-

t1 аа ы аоЫ11 рsе1l40вреkПе. 04nosno spektre, u sav1snostl 
• 

оа koje је оаи10 ne04redjeџo. 
. V 

Uvodjenje. pseudo8Pektara K.Or1ov uc1nio j,ogromo 

korak u:napred, u' па ranije pemenuta tr1 us10va M.Petrov1-
, ~ . 
са, koja је Ы10 tesko 1spunttl .bog ritma ћ. 

.... ... " u p1"Oblellilla nuericke .па11.. орепае 8е ва pr1bl1zn1m 
, у. " 

Ъrojev1ma saоkrug1јепl. D& konacan Ъroj vredn08nlh. ci~ara. 

Pored toga rasllc1te d1g1taJne raiUn8ke ma.ine(ruCne,e1ektrlone 
.. ~ 

111 e1ekron8ke) роаеаenе au .а r&e?"8D je ва saokrugljeni8 broj.-
... 

vima.111 ЪrojeYll1a с131 је broj cl~ara tome, 

оа yel1kog је 1ntereaa modlt1kont1 pseudoap81ctre tako аа. ве 
~ . ~ 

mogu prlaen1tl 1 u ovi. 81ucа3еv!ша. Dellmlcno to је uradjeno 

u 1DOj1. radov1ma /2'/. /24/ 1. /26/. Ovim radolll 
.. . 
.е118 аа problem 

... 
pOBtavim na s1ru osnovu. tj. аа 8е uelov 1. 

..., - \о-

pros1t1 na slucaj 

kada au &1 s~okrugijeni br~jev1. 

(UJeguJnost) 



. ' ~ MOgucnost uyod3enja modl~lkovanlh peeudoepektara 8GS8 

~ ~ / 

ве uoeltl i lz~ri.era lz~ozenog ~ trec6j g1avi. Пае 1nteresuje 

proD~e. ;ta се bitl k&da ве koe~tl rt ' kao рпЫl;"l 
(zaokrug13enl) broje,l Da r el~aп. k&o 1 drugt 

" ~ 

problelll1 u 1I:oj" 8U trasene neponate zаоkruglјеп1 brojevi. 

za de1'1n101ju paeudo8pektara 1 n31hoYU 
I 

pn.eвu Ъ10е ' 
.1 

dedeca Поn_. 

(15) 
п (l.i: 8.tзZs, • 1t1·З.1.2t •• ~n). 

- ! -

z • 

~; . 

- је 

• 

(16) 

(Rltaa) 



.. "" Ritam uюd1f1kоvnnјЬ pseudospekt&ra u opstem sl1108ju 
.Ј 

nije odredjen t 81-1 u "ек1т konk:retn1m problemlma lDoguce је ро ... 
... 

tavlti gornju granicu z8. пtaФ. U slucajuiJDa kada је r1tam 110-

difiko'8nih pseudoapektara prell& usloviaa sadataka potpuno odre~ 
~ 

djen problem ае 8Yod1 na ~bican 8pektralni postupak /23/./24/ i 

/26/. 

" lako је defin101ja 1DO~1~ikovan1h p8eu4oapektara 1'or-
. ~ ~ 

8110аа 8& 481'1,,101јОIl pS8wloapektara.. ОJla је "naЬо 8U. 
. 

.. f 
sto се 8е озn1је Y1det1 1. nj1bov8 рпшен. 

, " .. 

Мodifi1to .. ",e pseu408pekre de1imo na ројазеуе od ро Ь 

citara. lakodje. goуопllО i о efekt1vnoj vrednosti ројаВ8Уа 
'" "'" ' ' v 

Ma1ogno onOIl .to ј8 r8Oeno .. p8eudoвpektre. О Cist111" 
'о • , 

-' V'. -,' 

11& ne aoselllo goуоп ti је!' .е ra4i о apektr1_ formlran111 od »1 .. 
"" - ј -40-. 

рri1йltm:lh (saokrug1jnib) "broje,a. аоуопС811О о del1a1ono 
-

П8,аоnlЬ' 011'ar. kada 8е 11 prvlh -• 

oifara efekt1vne 1-tog рој ••• рокира в. odgovaraju-
~ . ... - , 

01. clhPa trasen1b b:roj ..... ,.,. tts,. '.' 
Ва Ь! olDOguOill pr1meau pseu4ospekt&ra. 

" 

potrebno је .. uporedj1'iIh"e. bdf' toвa 
/ 

uvoU.o sledeau· de1"1D1cl јщ 

1 
2 

о •• аl.811 

Teor~~ ,.- Кada prob~. daje dva modltikovan8 pseudo-
- - ; 

ov1 
• 

ауе 

Clakljueno) 



... ..... " Ј 
!alSljucJ1O sa. k-'t1111 рој!UЮ!l,Ј)riЬ,l1znо јеt'lII;Зkе, ома се 0"11 

, , ~ 
, . . ~ 

ројае!У1 , ~ !!JI'" pre't8taYl~8ti. pnbli;:;na resenje. "а 81 • 
, .... ~ 

(~ .. l.f .... k) ,od:A~sJ1Ofpribll~,resenje рroЬШh. 
, , 

, 

, Teorema" daje potrebne '1 dovoljne uslove za upo-

redj1vanje aod1~1kovan1b pseudospekt&ra. 
, 

, 

e:f'ektiwe Vi'ednostl l-t1b' ројааеи, dva mod11"1kovana speudo-
,,- " 

spektra 88 razlielt18 r1:UO'V18 (~"}~). рп сеllU аузkо 
, 

, о 

А(1) i в(1) 
(ј) (Ј) 

, .. '.' 

ЈЈеЬ'је 

(17) • 
gIle је оо 8 ~r .. i _е .. o~'!" onacl11 lIIakdmallU1 пој ei1"ara - , 

оо о 8i. ы.;. r ~ ~ ~ о. ре' з. (11)' dovol;Jani p~~eban 
uslov da ВУЙО 

dec!mala. 

, ~ . 
bude odredjeno' рпЪ11anо .. о ... p..r 

~ = (hН~,-"А~i~···А~~»а10 .. ~r, • 
о О 

OVа teoreD8posledlca је teoreme ., 1 re1acl~. (17). 
" .~ ~ 

u problemlma nuшеriсkе -nalise C8Sto је potrebno 

odrediti pol!nome ~ijl8U koe1"icienti Pr1bll;Ut brojevi ва 

(ist1lD) 



18t111 bro;je1ll 4ве1 .. ]. р. J8SnO је о. u takViIl рroЬ1.еш1ma 

aoramo рпllеn! t1 lIIod1:t'1kovue paeudoвpektre. ts praVi1a ва pr1b-. 
~ ~ .' ~ 

11snо raeU'Dsnj. posnato 3е аа krajDi rezu1tat пе 110 •• 111&t1 
Ј . ~ 

уес1 broj пе4noвn!Ь c1tara od :aaj1081jeg polasnog podatka. 

Pretpostavka da.u p011n01llU (15) u k .1aa1an broj. 01t&-
v . " 

110 .. ПР U prillen1 01ak8&t1 1sbor ri t .. ra ва 8:L 1Еnоа:l. r 

ЬЈо Da Ь1.IIО аоЫ11 . 
v - ~ -

'tacmo8t sa al'kojudopuat&ju 
" .' 

роие:l pod&C;l.). 40T01311o,;1- sa lIodit1kovauepaeu4oapektre 
-, . '- . 

uaet1 un1fоrшnе ritmo,. 

(18) 1 

Ре је.! pr1rcмlan broj Јсо31 aaVisi 
.,r 

nek111 81uoajev1ma 
.... -. v, 

t1. U to .. 1 1евl> rasli-

ka 1sae4ju рпаен pae1l4oepektaJoa. k04 koj1h 40nја gran 10a .. h 
, , .-.. , 

о-

niс111 n1jeUn8pl"e4 . :1. ,8eU.o8pektara 
v 

Јсod ko;11h IIOМIIО 4& ь· - koje h 
/ .. ... .... 

'1'841 101. јп ае ц;1е 1101.;18 reS'1йtate); ос1а ј_ • odredj_no 

пеЈс111 \1810т1_ probl...... .. ".!!. "' .. ·-.n;1a od 
. '... _ - .... v 

оте gornje џаn1 се IIOсеllО opet40bi;1 trac.evello1ne &t' &И. 
~. ~ 

се О'9'а l"e8enj&Ъ1t1 I18njec.ta .. ·tj.ll18tiJlsnje vredn08n!h c1:t'&ra 
" , -

(od onog 1Iroja c1tara
J

(/ItOje 88. IIОР 40111 t1 • oЪs1roll па ~ 
- Ј .' 

po1.asn1h podataka).OYo ое s&'9'181t1 oci оЫ1Јса relao1ja(16). 

ОУа teorema81.e4i 115 pr8thod.~g 
I - . -' 

R1tall !! Ысе neodredj8D цо 115 UЗ10Уа problea ne 
'. v 

1I08еllО аа odr.atllo.!. 
.... Ј 

U tOIl aluoaJu treЪa 101 korak ро korak 
-о" 

(ЬО .~ Јс04·) 



kao kod рriшеnе pseudospektera &Те dok 8е. pr1menom tеоr8Ш8 , 

иа uporedj1van;1e ~e 404;18 40 dva mod1rikovвna p8eud08pektr,a 
.' -, 

... Ј v .... 
is koj1h се b1ti aoвuoe da pribl1sno odrediшо ne • 

. 

poznate &1 (1=1.2 ••••• k). Upri8eDi. 1С1~еmo korak 1'0 korak' 
у v 

1 onda bda :torlll'lйa (18) OdredjUj8 i Sil,iи ve11k. praktiOno 

nepr1hY&tljiv broj _Ја • 



GLAVA РЕТА 
",,-

. , . . 

, 

PRlМENA MODIFIKOVANIH PSEUDOSPEKTARA 

" u NUМERICKOJ ANALIZI 

• 
, ' , ~ 

Pr1111ena lIIod1f1kovanlh paeud08Rektara u nuaеr1сkоЗ apaliz1.-, 

" ~ 
Као prYi primer uzece80 1nt8graciju d1ferenc1jalne јеаnаС1nе 

'7'. f(&.7) 
, , , 

spektralno1ll Jletodo1ll ва pr1111enOlll 1!Ioditlkovanlh pseudOBpektara, 

• pod pretpo8tavkom da је f(X.7) pollnom 01ј1 аџ koer1cienti 

pozitlvn1 brojeYiaa r vre4no8D1h c1fara. оуае nешашо иас11ј 
........ ,,\00-..1 

а& 1а10.1110 neku 8ustln8ki DOуџ metodu, уес da pokazellO 80guc-
. . . , - ~ 

nost prll11ene шodif1kоvаn1h paeudospeltara, па lIetodu lа1оиenџ , 
I ' 

,џ trecoj glavi. kojupre~thodno 1I0,raJIIO modifikovati. 
.... "~' 

Za pocetne uвlo'9'e ,& •• 0 1 70=&0 trazeDo part1kular-
v' I 

по resenje ы1оo obl1k a 

)' - .. + "1.& + azж.2 + .,&' + •••• 
, 

Da Ь1вио obrasovallapektraln1 POB~upak razmotrll11o 

рпо mod1t1kovanu P1karovn .. todu /15/. ре је 
- ,О I 

'71 • '70" + ! fCi.71_i> 4z 
. о 

1 

• 
v' / ~ 

Као stoje u trecoj glav1 bilo izlozeno ОУа lIetoda 

pretatav1ja 8'Ukcesivne арroks:1шаеiје. Svaka novaaprok81_cija 

(pretst&vlja) 



~ . ~ 

pret8tavlja роllnоа c1j1~e stepen ва jedin1cu увс1 od pret-
~ .А 

ћоdnов. Intere8antвo је 18tacl da 8у1 clanovi 1stoB 8tepena u 

поvoј 8proks1вac1j1. i .. ~u iste,koe~lclente kao u pr8thodno~ .. 
aprOksimacijl. Ва ta~ nacta једпом dobijenl koetlc1enat 88 ».,. 
uopste пе· шenј8 (пе usavx Ва_ u daljo~ 8рrоkslшасlј1). Pre_ 

" tome Ъ18е 

, 8 =ъ 
О О 

. 

(19) 71 •• ' + ј r( ... ;~. 8+ ~x 
О • ' о· • 

-------_.----'"'-- .... '-----_._--_ .. _-----_ .. ---- ----- ... ---
u 8pektra]noa postupku 8а priaenoa modit1kovanlh 

pa.~oapektara 8,ak1 поУ! koellc1ent 81 saokrugl1cemo па 1stl .. ~ ~ 

broj declaa1a Јсао ]trethodn1 • rec18 lIIi traslao priblis-
v 

по part1kularno r8.eвJe oblika 

..... • 
Р8 8u а,1 вt. saok1'1Јв1јер1 _ lst1 broj 

v 
Ovo ogranj се-

"~. jednoa odre-

djen1 
~. , as. sa4rz8Ce по~u ".dnоа" u 'al~ia aproka1-

801ја-а, је,. 8110 _а I(Xt07) pretpostav111da је cela racloDal-

Da t'\mkolja. Itada u o,u 8Ukoeslno .• vred-
~ 

nost .. 71 koel1e1ent1 1с prethotn8 aproks1maolje ЫС8 
l' . 

odgovara~ucia koet!cl8Dti_ u8 18t1 stepeв u novo~ aprokslmacl-

ј1. .. 
Кada u рrзkв! sa рrlЫ1zn1и brojevlma,uvek 

..... . '" ' ; ~ '" ,.4-';' ,., 
8е postavlja proыa.tacnost1 •• OVde to pltanjefnec.ao razmatrati 

.t' v .1' .1' 

U opstea slucaju,vec е.е pretpostaViti da роl1поа I(X,7) П8111& 
~ v ~ 

vi.e 04 deset e1anova 1 da njegov stepen n1~e уео! od pet. 
.; .. 



- ... Ј 

U ~OB slucaju ы1еe пат potrebne dve oitre tj. 
~ , .0 

treba racunatl 1 &aok1'11g1j1't's:t1 ро1аznе p.tke i оnе dobije-
~ 

nе u toku таещаanј& ЈЩ dve dec1maJ.e пее odonog Ьтоја decl111&-
- . 

~ . . 

1а koj1 lIIе111110 da imanюu pribliznom rezultatu. OV&ј relllultat 
-

1D0Ze biti 1 taClIiji &11 nесе bit1 losij1 od preclv1c1jenog. Кас1 

је stepen РОНnОIla "'8nј1 od »et i brojK 01~ova роl1nOlI8 , 
Ј 

шаnјl od deaet оп се sigurno blti mn~ Ъо1ј1. 

1>& biQbraSOYnl1 sP9ktra1n1 postupak. .tanllO u 
, ".-

re1aclje (19) da је X:a1O~; 1 ~ ritапi h Ulllw1mo -

bj~ ~ + ј-. ј .. 0,1.' •••••• 

... 
gde р osnaC&Ya brOj . 04 at.ovaj troj 'шарrе4 Је c1at, 

jer Р1'еша -pretpoBtavcl 8УаЈсо &.1' zao'kr1.lgljujoao а, 

isti Ь1'о;ј р. 

, 

, (20' 4) • ... + ",'1.0:.ь!, 
' .. .,. ..... 

.~).; .0 +' ~ 10 .... 1 + ~:Lo-2hi 

• 

• ~.~ 

- а.. ,. ~ћ... 
_ -,О! 2-2 

Ia (19) 1 (20) -81841 da '0110 

(21) 

, , 
, 

(~) ,:. . ':2Ь' - '':1ћ . 
81 ·.0 +, 8:L10 1t+~10 ' ~ + ••• + "110 ~, 

, 1..1.2, ••• ,k • 
'.1.0-.1.2 •••••• -

Sobz1r01ll с1а је 1(ж..7). пеа ~injenoj pretpoвtavc1, 
, 

~ 

ро11n08 рохсlј1 8. koeticleJrti оеl1 pot:it1vni brojevl_ Е 
- ,. . 

пмnоаn1Ь citara, ,Ысе 1 1(ж.,71':1) taltoc1je ро11nО1ll'О ж.. Кada 

nove polinollle .tav11110 :x=10-h~d6biС'е.о .оуе moditikovaDe paeu-

dospektre , 
,с 1') )' . '. 

'1-1 " • 1.~.2 •••• ,k 
, 3=°.1.2" •••••• 

-(АD810Ю10 toiН) 



у 

Annl0gnо tOIllfl. IIЮ8.110 obrfJ.lllovati :1. 1IIodif1kOVfJ.D8 pseudoapektH , 

" зЈЈ). 1'(~()\~ -i!lt (23) , :1. • 1,2 ••••• 11 
ј • 1).1,2 ••••• 

. 1-1 ----11 t. '..". " ... 
.. ".. 1_ !аОУО a1.bo11cko аа ... ј8 1 

• 

, 

" "' ,~) ! 
.tekt1wt&W.vr$dnost 1-11 .. роја .. ос1 81 • U ,raksS. И08 4(1'9'(11.1-

. ~ "(,) " 

.. 48 1а,1"" o1h" od 8t,". .. 1-tlш ројааоа. 
v "t. 11:03:1. је 1'",1I:t108o 

~ " 

C1Djen1oa 4а 1»2.'03 oltara od 
, 

... " " '" 
ogцni..eA wa,re4ld.j8 .. ~11, ... 'Ьs'03 lecl-.1а,prl11kоJl . "" 

1- .. -f. 

(22), 04nOSDO (~) u praka1 _ве 4а dove4e 
" 

оь:псо.anја' 
... " 

do prela.~011'ar8 Iв 
... ,,-" 

U "".1 роја. 2ш 11188tl_. u 
" .... - - . I 

takv1a 81 ucaj.'l_ 1108.8 ~ •• 1'ek"".u ро.1ааа .. 40-
.' 

voljDOvel1ko Ii 04J'e41~ 18 " 8pektt'a POUD01II&,,,er је 
",,", ~'. "~ 

••• • 
a'8ktar 

, 

,; -1' + .}. 
~ -. у " v 

gde ве trasl pr1b1111D.O prtlku1arno resenje u ob1iku 
~ ~-' 

Мао Laurln~voв 1'848. аа" pi:)ott-tne uelove %0.0 1 ,.!)., • po4 

,nttpo8<ta-1kma 4а •• ko81101_" рпЫ1SnО6 partlku1arao, 
" " 

у . 

reeenja S."okr1Ig1,enl ва"" trl 4eo1J!Jl\le. 

"C:;ltaa) 



" , 
В1 tam шоdifikоvanih Jlseudo.,.kt&ra са 4ri bice 

D&lje 38 prema (20),(22) 1(24) 

• 

(о) -, (о) < 2-9 si • 1(10'.0 ). 0.SOO+10 • 0.250 •••• 
, ' 

(~) ..... (1) , . '2 ~2 . 
S}" • 1(10" 1'. ) .0.5000 +10 • 0.2500 ••• 

, .. 

I .f1). 0.50002500 

<, 

a~O). 1(10":'.-1°» • O.'OO2501.~'l.O=·g • O~'50250 ••• 

, .вј].). t(lO ...... -i1» • O.'OOO~'OOf+l0":12 • 0.25001500 ••• ' 
, 

, ' , 

• 

a~l)~ ;ьг-4 t(~0;',;iIi)~.'0.12S0 • .~1). 0.5000250012'0 

. . - . -

8~O). l(:lo~'S •• 10»). O.50025Q12~+lO-9 • 0.250250188, •••• 

( -!О) .) 



. . 
. . 

. ~O). __ ~~10-'" ~()~J'. o~063J' 
4 II------:::::-i~, 

. ~O) • 0.500250125063 

~1). li. 1'(10-4. ';1) .. 0.0630; ~1) = O.500025001?500630 

~2) • o.500002S0001?50006JOO 

- -"-

вјО>", 1'(~o-'; ai°'p О.50:Ј25:)125;),,2. 10-'. 0.250250188625 ••• 
,. 

з~1)~ 1'(10~; ~l». o.SOOO25OO12SOOl2500630
2

• 10-12 
. . 

= а.250025001876Ј.!5' .... 

. 

= O.2SOQo25000l875l12550 ••• 

• 

.1'>. 1'(10-'; ~'».. . 2 -18 
+ 10 

-. -

. , 
• (2) 
4 .. 

. . 

.> , --

• • 

.. o..2500002SOQOO1875011·2S500 ••• 

•. 
-5 I "14 . . . 

1~ .t(10-5; ~2». 0.281. _12). o..50000250001.25000~8100 
I ---;---::~14 .- (3)' . ; е;. ). 0.281, -ј'). о. 

4 

. -

з~?) • .t(lo-5; aI2» '" O~'OOOO:?5000l25~B1Q02+ 10..:з;s 
-. .. . . 

• 0.25000250001815])25532812 ••• 

(3) -6 (,) '. .-
., • .t(10 ; -4 ). 0.5000002500001250000630002810002. 10-18 

, . , = ~2500002500001.8150ll255"ili-2B125 •• ~ 

. . 
- , . 

..' 

-6 t 15 
~ 1'(10-6, .~'» • 0.066 



-1' "" 1- v 
ргета .ае trar:eno ргiыinоo partil!:ularno resenje ~. 

у= • 
~ . ~ 

Кada ве _а r88&vanje ~ve d1ferencijalne jednacine 
. / 

upotrebi aetoda /l5/ dobicemo da је 

, = ј + 1 х + i а2 + h х' + ,;-а4 + ~x5 + ••• • 
• • 

.. , . > ..... 
UporedjuJ~1 оуе :rer:ultate ~se1l1o utvrd1t1 .. Yrk 

. priblilna геаenја tacna 40. i jed1n1ce poslednjeg 4eciJDa1nog 

lllesta.. 



, 

RazlQg za uvodjenje 1Dоdif'ikоvзпih 'pseudospektara bio је 
'~. ~ 

da ве omoguciprlaeu 8pekt1'8)1Ie 1IIetode u 81ucaju kada 8е rad1 

8а pr1bl1.n1a (caokrug1jen1m) Ъrojev1aa kao ikori8cenje elek-
t.- ........ .... 

tronsk~ ari tDeticklh racunыoa. u оу111 sluoajevima. 
Ј ~ •. 

U sledeeem primeru pOkazacemo primenu modifikovanih p8en-

dospektUa ва prvi 480 Graef'f'e-ove metode, tj. na оnaј deo 

koj1 ве 8astoji u usastopno. transformissnju algeЪarekih јеажаа-
~ - ~ -

cina ,tako d8 lIV8ka 1I1еа"8 ј8«1_0111.& 1111& са korene kva4rate 
, 

. ~ . . ~ 

prethodne jedn801" •• 1'01'84 toga 1zrad1cemo prograJII _ 
. , ..... -v ./ ,,' 

elektronsku racunsku Jla8inU ВЕ 803. pomocu 1I:oje ее1ll0 obavi t1 
, 

, ~. . . , I 

, potrebna пounaпја 1 1;1 .. p():ta'at1 IIIOgucno8t kOl'i8cenja elek-
, 

tro.tk1la ,'11 8jektralnoj 1IIe"todi .. рп1llепоа modif1kova-

nlћ p.eu408pekta1'8. .. 
Prema~ef'f"o,oj aetod1 kada је data јеdпасlиа 

,-

(25) Р(Х) • ~ +-...:.1 ....... 1 + ••• +' ~>\+ 80 • 

t"".:(01"lll188n8 
, 

ы •• 
, '1 .. 

• • 'с wi1. , n-
Q{J') .,. (_1) , р.( .. х)р.(;с:) 

7-· ~ 
.. 

-~, Pre"tpo8taviao .8,~ .. e koef'ic1ente вi, saokrugll11 
_'о .',. ,: ", ..... \,.0_ 

иа 1sti broj тvж"'ed.;!, nodih ol~ara 1 • Рonm:ос1111О je,'nae1nu (25) 8а 
" '.: - ' ј 

10' tako da 10'Вi, (teor._ 2) b~u се11 brojevi. oъrцujJlo 
!at1J1 spektar st po11noвa 10'7(:1:) 1njegov popraVljen1spekt&r 

" . ..... . / 
Koef'1c1ente trвaaform1aane jedn8ciae doЪ1ceao 1. pro1svoda , 

za daJ.je 8па1 аgnо рrеthоdnВ';' ы6е 
" < . ,- . - .• 

В4Ј, .'8& ХВ! ' (1 ... 1,2,.-, .). 
'~, '-

< 
, ~ 

(Ва ы probl •• ) 



Da ы1шоo problem re~ili potrebno је odredit1 r1t.-• 
.... 

кааа ве rad1 ва cellm 1 tacnim brojevima r1tam је оdrеdЗеп 

таnJје (GlaVa 1. t.7). 
'-

RltaJ1 apektaras~ 1 ~je 

h • r+l 

gde 1 pre't8tavlja broj c1fara od 8.t najvec'eg ро lIOащџ ko,t1-

cleata ЗеdnaС1De, а r1t8Jlt rеZu3.tuЗ~.g Bpektra је ~ /2110, 
, ~ 

Кио 'З8 оу!!е 2'&41 о 'brojevlma 01ј1 Ъr"j ol:1'ara raa'te 

1111 trans:1'ormacije u 1:rвnsfO~~c1ju. шаksizalnо na ?r+2, јавпо 
, , 
~ , .... 

је da 111 1zrаС1шаvanје 8Pektwnoll Utodo8 _cnјћ n"Оdnоа1:1 

koet1clena'ta 

Zato 8е IIOra pristupl1:1 
.... . 

jednacine 1 1:ona prethodnl 

koet1oienata tranator.'. 

broj пednоanј h 

c1:1'ara r • ()Уо saOkrugJ ј1У8nј. koet1clenata tnnatorm18aJJ8jecl--
u аlйаdџ је .... ri_oa ... n4ospektara 1 

.... 
prav111ma ва prl1tl1auo , '" 

~er proll1Vod аУа ржо1ыааa 
, 

broja.. Е vrednosn1b o1tar.a 

поanјЬ o1tara. 

aks1a1no Ia 1_ r vred-
, -

P08tav13. 8е 
, 

p11:8n30 .. 11 је IIOвuee Da nekoj 

.... ..' raouaskoj вaaS»i -
Уodе Sl.1-

"О, 

, , ' 

POkaS8C~e!DO. 8 ob1t11'1:1!11 lа а. ,оnе rad* broju n-edaО8-
~ " I ' 

n1h cltara koj1 .. .-0-' 1111 ' U korak ,"хе01 vredao.1: Е • 4-
, r 

з. IJIOg\lCe ll11rad1 tl уво .. jedDoetavan 1 kntak clkl1cn1 . ~, . ' 
,- ~ , 
$а eketronsk1 arltaeticki racunar. Usm1mo konkretno da 1zrad!ao 

'... ' u autokodu mp!""'"ogt'&1ll .. IlЭ.sUu ~t16mal .. Т-;1l10tt 8~. 
~ 

rleka је data Зеdnaс!na 
~.. 2 - ~ 2 .. 

Р5(Х) а 1.2}x -2.52х ~6.lS'+17.'x +29.4»-1.34 • О 

Posle mnоsenЗ& .. 102 Ысе 

102 Р5(Х) ~ 12зх5~252х2~161ОХ'+1730х2+294OZ~134 • о 



Rl talll spektra је оУАе оо 

h.-4+1 .. 5 
v 

Pomenuta шаsina dozvoljava ispisivanje konstsnata .. 

8:. о cl1's:r& u pokretnom Saresu. flJedjutim, naDIз је pot1'ebne makel-

шаlпо 4 vredno.tae 
Ј 

, ра се svak.i od datih koefio1enata 

da зе 
. I 1.-

U рс jednuce11ju шешопје. T1'eba dak1e 1'1&cinj t1 

program ва pr01zvode 

·(1",1 f 2 ,:3 ,4 ••• ) 

pr1 ne6elllO 1matisa сl1ј da 1.1'8.-
./ 

а111О komp1etn1 progr&JI sa GraeUe-оvu. metocIu, vec 8ашо da poka-
~ / - -

.еао lIIo~nost rea1i ... 1je p1'o1zvoda 
- -, ' ~ , _. 

31+1" зt & З1 
'. 

gde пеш 91 i S1+1 ,retstavljaju JI041fikovane pseudospektre 1;ј. 
,,,,," ~-

p.e1l4oepek'\n j~1:a.a Ье uzastopne t1'an ato1'_c1-
• Ј / ~ 

је. Progru се18О 1;eJra ... tav1U da svaka се11ја melllor1je 8&d1's1 
• о ., 

О ~ 

etekt1'mu vrednost рој .... Кио 118sins SЗIII& broj .. e 
~ 

Р0810 ЗXS ct1tuana 8 oltara. По је nso 04 pot1'ebnog 
~ 

шМа1 .. 1иов Ъro3a: vre!nosnib eH'a1'a koji U Jlaаеш konkretDo. 81 .. о 
• '" _.. '\.- --

caju 1zn08i ,.1t1Oe ,01;1' ...... vod1 U псunа .8110 о Daredb1 _ 1.,1-
- - , 

'в1l7апје сиаn ~:rdu1tatl&. '.rakodje пе 1101'&110 v041t1 
• 

rМЧ\t8 '1'1 }Шоiеnзu koe~~c1enata ро1аznе jednacine u 
- . . . - . 

, \.0-.' ',о L. 

. _sine о velic1n1 koet1elenata. U~esto cel1h brojeva 80.e1llO uno-

81tl 1 оdgovara~щ{е deol_1.ne bt"ojn,e. јеЈ" се rвa.1na u p01l:1'.tao_ 
о • , 

aarezu u:..no 'brоза 125 .aplaaU-Ь'-5/h, Щ '''8881;0 Ь1'03а 1~.5 . 

_рl .. t1-h~б/о2..1t4" Da nebi 40810 Ъrио doprekoracenja OP.~~ 
koji ШО.8 da . be1ija ..a1ne" t1'eba na8tojatl da ве 

c1na (25) пе paМnO.!8. 10' tako da БV! koerlcientl p08tanu ~.li 
, 

I . 

brojevl.vec da.aj·anj1 ро ap.olutnoj vrednosti koef1c1enata1 
1ez1 iZJledju 1 i 10. U Jl.asell slubaju Ысе о q=O. 

I 
(Progru се) 



.. ~ 

Progru се ае odvija1;1 cHlicki. 

Obiono .е 5 40 10 cikl\U1a. јИ1 t!e1l0 uzeti 10. 

&11 
,. ~ , - ,...... 
се aasina 8tat1 1 ran1je ako dodje do prekoracenja о ••• ва 

, 
. / ~ 

Ьтој& жој1 moie da reg1atruje сеl1је ~morije DЗsЗnе • 
. Ј 

Pored toga dасsшо 
... 

da ве lзр1ее naalov i жоо-
, . 

tic1enti роlасne i transrоn1S8пiЬ jednacina. 
'" . PrHog: progra8 1. otstampani rea~tatu. жој! ве 

~ - ~,. 
с. ва rezUltctlвa dobijea1D na atonoj elektr1cnoj вas1ni • 

... 
lz pr11ozen1b resultata 

... 
ве vid1. da је Jll8,е1na 

'. 

роаlе petog koraka i pd 1;0.. .. '. ....;а..а.о 8Vet1.o па 
.. ... 

pultu. kojeUkasuje na prekoracenje орзева u veliciDi broja 
..... , "" v, 

koji !IOае аа .. S8eati u MВloпj. DЗslnе. То пас! da је wex. 
. ~ ~_. 

pril1ko!D "1zrзdе cik11cnog programa "а оvзј racunsk1 poatupat" 

Ьо1јо жој! оtklшt п8е а 88i»& се autoataki s'\;at1. . 
, ~ . 

tako фtе njeM 1100 rac1J'ba1'lja p~l,'Ita;fe. 

1а tr=.bele lвpiвanlh resultata vid! ве, da рl'е.. 

drugoa del.u 

% 10 I s,l- \1"';'0.'968 % 

2 '. 48 
0.2144 s 1.0 

da је: 

~. 2.992 

• 

, 

(Iada) 



~'T~ 1 :>~ :> 
SEТV /\(5)3(1· )ес 
SEТR 2 
l)TITLE Pi~OIZVOD i'·~ОDIFIКС'ЈДi,,,јОС F'SEuD()SPEr:T1~,t,. 1 I,:,.J~'::,C\'OC) РО 
Р RIIVLJ Е ,!С(' SPE,(H:i\ 

11=1.23 
~~lj=-2~52 .. 2 =_1; 1 ,-\ ..!... • 

А (З) =17.3 
А ( lf ) =29 • 4 
!,( 5) =-1.31, 
С= 
с= 
С У CL [ 1 = : 1 : 5 
L 1 iJ Е 
PRI!H д( 1 ),4/ 
Г,[РЕА т 1 
2)г,=и+1 
CYCLE 1= :1:1 
Б ( 1 ) = 
REPEAT 1 
CYCLE 1= :1:5 
С=II( 1 ),;" 
Б(I)=Б(I)+С 
С=-А( 1 )~A( 1) 
[ј( 1+1 )=!Ј( 1+1 )+С 
С =А ( 1 ) ~,,( 2 ) 
В ( 1 +2 ) = F1( 1 +2 ) +С 
С =-1\ ( 1 ) ,. д (3 ) 
В( 1+3)=1'·( 1+3)+C 
С=А 1 "1\1+ 
В( 1+4)=B( l+lf)+C 
С =-11( 1 Ј:' А ( 5 ) 
В( 1+5)=E( 1+5)+C 
REPEA Т 1 
CYCLE 1=:1:5 
А(I)=Б(21) 
L 1 [~E 
РRIIП A(1),4! 
REP ЕАТ 1 
Ј U~'iP 1 F С';1 С2 
STOP 
SТART 1 



.123 / 
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Kada uроrеdim1nзсiпјen prO[{ram za primenu spektralne 
~ .~-

шеtоdе. ва onim koji Ь1ето morali naciniti u оуот sluoaju sa 
... 

klasican Graetfe-ov postupak 

-а, ••• 
-

а2 
'~ 2 2 - 2 а 2 -arз2 -&], "2 -а, ••• 4 о 

• '-
+2&082 -~., +2У4 -~85 +2а4а6 000 

• 

- -. 
+2аО&4 ~~as ,+2&~6 -~..., .... 

-
+2&0&6 -~..., +2&2"8 ••• 

----
+2ао8е -2a:tag ••• 

• • 

• •• 
, ~ 

vidillo da је QJ1 snatno k ...... raci. Razllka u duzini programa sa оуа 
, ,1 1k 

dva pOstupka Ь1се вуеу.са u kol о је stepen polazne 
,-

ne уео1. јет Ьтој naredb1. ako UZIlleШО вашо оnaј deo progra8 
.-

koj1 ве odnosi па stvarno rзcunaпје. u spektralnoj metodi 1zno-

в1 2X(IIiJ.) gde је п stepen. jednaёine. а u drugoj metod1 !Doral1 -
Ъismo programirat1 вуе ~ 1 пе 28.t-~%81+t Ьо 1 пјlЬоуе 
zbiroye ра је jasnoda се ве Ьтој oV1h орехас1ја znatno роу&-
1" .... cavat1 За роуесanјеш stepena ~ polazne jednacine. а saMim tl. 

,-
i poveoavat1 programi. 
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