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GLAVA PRYA .

MATEHATIGKI BFEKTRI

1, Pojam mctematickog szektrac- ﬁatematieki spektri i spekiral-
na metoda izgradjeni su.prema ideji, metodi i rezultatima koji

potieu.iz fisike, n odncae se na svetlosne apektra. Zato Ra
opatu.definleiju spektra uzima se_/9/: | ‘ _
' 9 ek‘brom aku_'“a (0) kankretnih i1i apstraktnih obje-

fkatg kata 0,, 0, :;aaarni nig, agranican ili neograni—

_cen_ kome ‘ri ada grupa

'_ obgekt:ma 0,

kova | i :I. obrﬂ.‘bno svaku. ‘grups

_ : snakﬁva qk ﬁﬂredguge ‘gamo jedan
'obaeka Qk od ﬁalevam_d& aﬁijﬁb;ekti Ok i svi znaei m, mogg‘bit
‘ma ta nag¢in odred. eni, .

| Primer da.ybateje upektri konkretnih objekata (0)

: vwe MBi’fﬂ EG

3nak0va ml, 2.... koji su povezani sa

_! abjéka€ qk odredauje jednu.grupu.zng_

_jeﬁu svetloani (amiaiani - 5 apa°peion1) apektri, a primer spekta-
fra apstraktnih ébjekaxa su.spektri niza brojeva, koje nazivamo

_matema*kiekim apektﬂu. U R _

bl s _!atematiekfi;qpnktrom;/17/ ”ednog'niza elemenata
L’_} nvaeane bra_- 85 %eo “13.1 deéiualm, pozitiven 11i negativan.
takav. da brol_g jednaznnané odredjuje nig eji 4 obratng,da svakom
| Iiedan.brag_ﬁ_gpd ualovom da syl elementi

;ﬁ,,"__

_mogu da budu ne taj nacin odredjeni

(2,0psti)
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2,93_;1 nacin obrazovan ja matematickih qppktara.- 
.Eeka je data pomoona funkeija - “

R A F(X)_ | |
takvﬁ, ﬁa~avakoj vrednbati x iz iﬂfarvala (4Aﬁﬂ;"#°0)’odgovara
samo Jedna vrednost y ig 1ntarva1a {0,1) kao i obratno.ﬂaaume
'ae da takvih Iunkﬁija ina heskanaenc WNOLO . Ha primer, takvn Jje
funkeija .
F(x) -‘f are tg(sh x).
0@61}:6 (T { 3} nis brojava 1.5 intervala ( =00, +99) koji
uzimamo ga argumanﬁ X, n-la
| - ?(xj} =0, A gagag cee
nig K
. | {Hlj)} * |
gda sSmo Ba A; e:nneili 1-tu daainalu 3-tag hrﬂja¢ |

Khdn st ”nat@aem aiaaganala“ ebrnsuln broj

3:0,&?&?* ?ffl'f

dobiaema xavianost isnndjufhroj; S i.nisa brnjav:{?(z )}takvn
da ee bBroj S, Sbog'bsobina fhnkaijt- IIFCI)n Jidnoanacna odre-

djivati decimale b rajuvu F(xj) kao 1 obratno, brojevi P(x,)

J
- jednognasno ce aﬂrudji?ati braj 3.
I: nncina obrnsavanat apaktrn S sledi da Jo

) e -z- (o3 eg-2),

gle . p oznacava rang*daeinnle hrﬁja. .Balje Jje

1' p_-!‘L-m-—u—.—

. 2 | .*'
la) 3 i“ﬂ;ngnwlg —pal,

2 , B
e o],

(gie zagrade)



gle uagrada[ !mi ua‘voei eaﬁ ‘brea unji nd nrgunen‘hﬁ

IRelaeial (1) ¢ (hi daju vnu hxmdju aﬂgmra;]uu: aifra o
_'bra:ja 31 eifarn 13 bra:la l‘(la), keo 1 a’bratnu. .
| Islaseni po;tupgk ;)e mo aedm oﬂ ms:lh mguenol-i
| ti na ka:]a ave meino nnsano abruova’si mtmttéks spaktre.
praksi se uyﬂrabljandu tw yrumpti spakm,keji se
__ hku abrazuju 1. ka:li lm amiam na e&rodjm klun bra— |

39“:

5 bay niza |

3: dat nis Wlih yu‘itimth {lk}‘brujeu. U tw alueajn -
 pomocns rmkeua r(x) nije wtmm. Osnadimo wa by i,

fﬁu et'.ln palitim hro.‘;a od ko.‘in Broj. 11: neks pretntwlju
-'braj itara bm:’m !k’ Da ‘b:l a’husomli prusut:l spsktar za
T :nu bmgpn {’US wmm je emrumti prothadm,. lpoktralni
_":-__-nis brajm {ﬁks tnkag u ﬂaka &l aadﬂ:l. hk uifm od kajih
| kﬂjnja cim pﬂiltﬂljﬂn ;ﬂ eirre ‘brnda. Hk nayiaam istinm
-,r-dm ; mm m nﬂaa nule eiji fo ’nm; *‘t‘ig

o Mimai MJ __
_a o ,01 a, s ‘ , '
r_"_;__;iii ﬂm bﬂi EESE .
| s a - u “1 Qz a, ﬂ __,

._fkﬁji L a’ernuat ﬂcﬁuoitsmi: ispitiman a‘.unon nin Gk .:f‘*
_“-u a.ummu urnm :.11 be; njea, naﬂva ve pﬂlgautin
utauticku u)oktm. T )
R II mm m:l.nn ahm:evanan prmstih utaﬂ-—
tiukih :pektara nl.u puiﬂmih uelih brojews vidi se dm m |
“ uawoljavaau apstn &cﬁniniau mtanatiukih npnktnmﬁ |
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4, 'brauvti (inverzni) spektar i pomereni spéktar.u

R .

Psnerad je potrebno obrazoveti spektar L nacnog niza celih"

'ﬁozitivnih brajevu.iskia

SluemiQQGQGlGﬁ

Eiji poiagevi idu obrnutie redonm o4 gpektra

3 ﬂanalszllﬂqi .

Spextar 3, naziva se obrnuti- (inverznim) speltrom

u ndnosu n-> spektar S.lNeka Je dat polinonm

_ - n

ng}“ﬁﬂ*ﬁ1!$3212+---¢amx ’
giji gsu koeficijenti cell pﬁzitiﬁni.brcjevi,a;E uniformml ritan
gaglnaan sa koeficijentima ai.Polinam P(x) imace za obrmuti
gpektay bro}

iekn je dat spektar

”~

Ej_ﬂ-uqt$162..‘6m
| ' wh . |
1 keda oval! pommosimo sa 17 dobicenn ceo droi

5 = G010,00e0m o
Za braj 5 kasemd ﬂm'Je pomereni spektar u odnosu nu spekiar 53,
1z tgm sledi ,da pomereni spektar polinoma metog gtepena,sa ce-
11z pozidtivnin koeficijentirma 4 uniformminm ritmon h,lma vred.
nnst /1% o |
| .mh Hh. g
5 = 10 PQQD ) .

(5.Jedinicni spektar)



Se

_spektar.- Spekter sa##avljen of nisa

i"i‘ - 1} BI unif armin ri'lmou h mnivama .‘]ndinienin upektron.

i2451.1-14.11.11--5 b:let'_ | _
. 8= 1091001001.

niu cal‘.lh pmitim}.\ hroawa [‘1} u‘bn,ee ﬂ m pojedinim ua‘kir- |

~ ma dobidemo m nis. f 'bk} smw obrasovan od niswhrojwa by
u mnrnil rltnﬂt h wvm rlsrodjonin upektrmn- |

| llkl, jo dw nil brojon

S 5# 11: ﬂr 17 - |

PRI hﬂl Mm me m ﬂmon 1 uctmﬁn nutu

(alm m a-m) dobum l!:li brosm |

| | | Bf B; 11; 0, ﬂ, 17

mmsm nnkhr ll r:l-t.nbn h-ra biu

12 *.'

a - smmn_._f 5000 11.

) : " mﬂ uu rasrod:loni. Helm

Lisni wpakiar ovog nisa na trecem i cetvr-

o -"fulih hro:]m [.1} ﬂiuoito amemih, meio e‘brumti ﬂn
| 'spukm.apakur 5, neka udrn positim 'brojan nise 6 1
o 'nuh na mﬂtiu sdc uu bil:l negatim el.anm nisa.



Urugl spektar-sa neka sadrsi &pséluzne vreﬁnoati negetivmih
clanova niza {a;] 1 mile na mestima gle su se nalazili posi-
tivni elanovi. Oba spektra obbasulmo na isti nacin uniformninm
ritmon !1?.1.]‘;,_._F 2de smo sa ik Rxkng osnaeili broj c¢ifara naj-
veceg po apsolutnoj vrednosti qlana ay datog niza. Hogero
raglikovati dve slucajas -

1) Kada Je 8305, o neks Yo

- II) kada je 31<32, nﬁka Je
S m ;(sz-sl)a 81=Sg «

) U 1) aluﬁaju apéktar razlicito oznseenth eclih
braje&n je:pasittvan,.n u;IIZ aluéﬁju.negativan.broj.
" Spektar S mo¥e se 1 direktno obrazovati iz datog
niza drojeva a; /20/. |
Za spéktra nisa celih, raglicito oanasénih brojeva
uvﬁdeni su termini: pominalna, gggggzgjggﬁmgﬂgggktivng‘vred-
post pojasa, Nominslne vrednest pojasa je broj koji stoji u
odgavarajuéem pojasu,Popravl jena vrédnaat pojasa Jjednska Jje
noninalnoj vrednoatig akcﬂglcdeéi pojas pogénje nalom cifron
(od 0 do 4), 1li nominalnoj vrednosti povesanoj za 1 ako sle-
deci pojas po;inda velikon eifrom {od 5 do 9). Efﬁktivna vred-
nost pojasa jednaka Je papravlasnﬁj_vfe&noati eko ova pn;inja
sa malonm cifrom, 111 komplementu do 1ﬂh popravljene vrednosti
$8 sﬁ&kam_“ - kaﬂa.pépravljena vreinost pacinja~velikam
eifrom, 3?%$;a£1 kada Je aspektar pczitiian. Kada Je spektar
nesativan vege sliéna pravila,
| Heka je na prinmer
S5 = 5/771/8%/42/371/
i h=o, |
(Honinalne vredn.)



- Doadandine vrednostdl yﬁjﬂﬁﬂ?ﬂ:3H
_%e Tiy B3y 47y 57y v
yﬁpravljene-ﬁreﬁnﬁsti~pajasévn su

6y 784 83, 474 37 ’

a efektivne vraednsasti polaseva su

G, =02, =1T, 42, 37 .

Ja je bilo

R -57'3"334"'57
efektivne vrednostl pojaseva bile bi

wG g2 gl T gulh2 ge3T |

inda se ima ovo u vidu uvek je rmogude direkitno obra-
smvati iz autﬁg'nisa

~53y 24 5Ty 39 U
.88 ritmonm h=3 spektar

5 = £2998056999986 ,
kan i ebratne iz spektra S, sa ritmom hed, divciztno dodbitl niz

-3, 2, <5T, 0, U ‘

Jrets naéinu~uhranavanaa spektira nizn cﬁlih,razliéite
sznacenih brnﬁaﬁa sledi da ée“avakam.nizu adgﬁvarﬁti_aamo:Ja—'
- dan apelktar,kao 1 cobratno svakor apaktru.aama'jeﬂan niz, Tom
prilikom treba imati uvek ma unu da Za S5Y0 pojas ko3l od-
govayra nosativasa claau nisza paéinje 8 velikon cifrom, a za
5<0 obratno milom eifrom. _

3-4_522!5&1:.-10_&1_@“__4: rod spekirom uredjenog poli-
noma puﬂrasumﬂiﬁéémo Qpaktarhniza njesovih koefieljenata,
kojd mogu biti celi, poszitival 41i negativml brojevi.

(Za nbrazovanje)



Ze. obrazovanje spektra_pplinoma vage prethodna pravila, koja
vage %a obrazovanjle spektra n1£a ee1ih, raglicito oznacdenih
broje¥a. |

Kada Je |

P(x) = 2x% « 7x° = 5x + 6

za h=2, bice |
5 = 199929506 . - .

Pored obicnog spektra polinoma u praksi upotreblja-
vamo i spektar polinoma popravljenog na svim parnim mestima /21/,
koji kratkﬁ nazivamo papravljeni-apektar polinoma. Popravljeni
spektar polinoma S oﬁrazujeio‘na aladeéi_nagin:

Polinom P(x) wuredimo po opadajuchm stepenima od
Xeo Zatﬁn; raéﬁnajusi sleva na desno obrazujeno polinom Q({x) sa
prﬁmenjénim znﬁcimn na syakqg pirnom'mestu (ﬂrugbm,;etvrtom,
sestom ifd.).spéitar poli;mma Q(x) dice pépravljeni apéktar
polinoma P(x). Neka Jje |

P(x) = 2x% < 72 < 5x + 6 ’
bice | | |
Q(x) = 2z% - 7x* +5x+ 6
pa Je za hw=?2

-

S = 1999%0506 ° .

Iz naéina obrazovanja popravljenog spektra polino-
ma sledi da je o -
8 = (-1)% P(—ldh) »

gde Jje m stepen polinoma.
Popravljeni spektar polimoma moZe se dobiti i
direktno iz spektra polinoma na sledeci nacint

 (Tpeba)



Treba od parnih pojaseve oduseti_&rastuku efektivnu

‘vrednost tog polasa.
U nasem slucaju bide

S = 199929506
-0 +10

—

Na istil nﬁcin iz popravljenog spektra polinom dobija
e obishﬁfapektsr polinoma,
Sledi da je

S = 199930506
=0 =10

S = 199929506 .

Slicno obrazovanju spektra polinoma sa jednom promen-
1jivom,mogu se obrazovati spektri algebarskih jednadima, keo
i spektar linearnog polinoms sa viee promenljivih.

945 . _Spektri brojeva koji nisu celi 1 spektri funkeije.-

Dpﬁfinniﬁin abrazuvahja spektara ma kakvih brojeva koje Je dao
H,Petrovié, kao 8to smb videli nije”davao prugaste spektre a u
praksi ge ga rashnanje koriato.prugasti spektri, Obrazovanje
prugastih spektara brdjeva koji nisu celi bilo je moguce pre
ko izvesne transmutaecije /1/, kojom se prvobitni nigz dbrojeva
prethodno Preﬁvarno'u.ﬁis ¢éelin broﬂeva iz koga ase zatim obra-
zovao prugasti spektar. U radu /17/ pokagan je nacin neposred-
nog obragovanja spektrn (sa konstantnim ritmom h) brojeva koji
nisu celi, To je'uvek.ﬁbguéé kada:je-niz braucva.{aﬁg sastave
ljen iz ms kakvih brojeva, ali njihov skup mora biti konacan

i mora se unapred gnati gakon na osnovu koga se ovi brojevi

- MOgu obragovati, .

( a,Spektri)



a) Spektri niza ma kakvih pozitivmih brojeva.-

Neka Jje dat niz pozitivﬁih konacnih ili beskonacnih decimalhih

brbjeva Eiji je skup kcnaéan.

_&j Z geepgaea A-;. s e 9 (j = 1'2’111'1{) 9

i pretatavlja i-tu cifru broja aj. Ognecimo sa r makai-

gde Aj
malan broj cifara eelog'dela beojeve aj. Kaké$gfojevi ‘j razlli-
citi meﬂjuaobom zauatavimo se na p-to decimalu tsko da je rag-

lika igmedju gvih brojeva aj bar dve Jediniae'na p-ton decimal-
nom mestu,

Obrasujmu broj S prema relaciji

S = a + az.le + ts.lo +...+ ak.lﬂ-(l-l)h ’

£le Je ritam |
hlr+,P+2-i

| Broj S aadrzava sve decimsle dbrojeva Byo ali de
njihove decimale biti pomasanﬂ u.broju.s, bilo da “3 sadrzi
konacnd 11i beskonacnoymnagn decimala, Prema tome,kada broj
S podelimo u pojaseve od po h cifara a;ti péjaa neée prestav.
1jati u opstem slusaju bro] ®,. Medjutim, broJ g 6@, prema
definiciji apéktra,prasta#ljatt.apektar niga aj ako zadovo=
1java sledeca tri uﬂlovul

1. da se is niza ‘3 moge obrazovati broj 3 1
da se iz broja S moze odrediti niz e,

2. da se utvrdieni spektralni yitam h nig ’3 ima
gano Jjedan 3pektnr S 3

3. da spekiru S kaji dbpusts ritam h odgovara

samo Jjedan niz 8y o,
.(Iz 151azenog)



Iz izlozenog nacdina ob;gzavanja braja 3 sledl da jJe
‘drugi uslov zadovoljen. vai i treéi uslgv bice gzadovol jeni ggo
mogema da odredimo postupak 2za nbr#zovﬁhje niza{aji iz broja S
t:ko da ovi uslovi budu zédﬁvaljeni. . |

~ Neka Je dat spektar S koji dapuéta uniformni ritam
‘h, 1 naka ovaj bro] pretstavlja gpektar niza ma kﬁkvih pozitiv-
nih brojeva { i Prema'ucinjenoj pretpostavci za niz brojeva{ }.
znamo da Jje on knnaean 1 unapred zbamo zakon na osnovu koga ae
Bogu obrazovati Elanavi ovoga niga. To nam daje mnguéﬁost da
#acinimo tabdblieu brojeva datoeg ohlik31 Uporedjujuci nacinjenu
tablicu sa brojsem S trazima u.njoj broa koji sadrzi r celih
cifara 1 p prvih decimalas broja S. Tako se nalagi prvi broj

niza a;. Kada se takav broj ne mose da nadje onda broj S ne
moze da pretstavlja spektar brﬁjeﬁa'dﬁfog oblike,

| ~ Drugi broj s, nslasi se ma isti nadin keo i prvi
" ali sada iz novog apektira Sl |

sl‘ﬁ (Séul);ldh;s a2+13,10'h‘+...+ ak.la =(k=2).h .
__ Trai&nje usta11h Elanﬁva vrii se iz novih (redukova-
nih) gpektara Sgs Sgp see itd.,koji se obraguju 'aukaes:tvm, ”
analogne obrazovanju spektra 31, Na taj naein, pokaganoe je kako -
‘se iz se iz spektra S dobija niu.{ajl 1z inloﬁenag pastupka 8léw
di da Je prvi i tredi ualav gadovéljen., J_ |

' ova metoda /17/ pretatavlja generalisaaiju;postupka
obrazovanja prugastih matematickih ap&ktara koil je ﬂao |
M.Petrovic, |

b) Spektri niga ma kakvih brq;evalpgaitivaih 1 negativnih,

‘Slieéno ebraznvanju apaktra niza razlicito oznacenih celih brow

jeva moze se na eanavu'prethodno izlozenog pnstupka pod a) za

{obrazovanje)



obrazovanje spektra niza ma kakvih pozitivaih brojeva, dati
postupak Za obrazovanje spektra niza ma kakvih,razliéito ozna-
cenih-brojeva pod'uﬂlovam da jJje njihov skup konacan a oblik '
unapred dat.
Neka je dat niz ma kakvih razlicito oznadenih bro-
jeva { |
By 8y -93i 34} :9-5# ‘:as ’

ga kojl vrede prethodna ogranigenﬁa,

Iz ovoga niza mozemo oﬁrazevati dva spektra. Prvi
spektar Sl obragujemo od niza positivnih brojeva 1 nula na
mestima gle su stajall negativni brojevi tj. od niga

alg azp 0, 34, O, O .

Drugl spektar 32 obraszuje se od niza
0'-0’ Bxs Oy B85, 8

tj. od apaolntnﬁhvvrednoati negativnih clanova i nula na mesti.
ma gde su stajali pozitivni clana'i. |

r 1 p imaju.ista znaeanje kao i pod =) samo se
sada brojevi sy raslikuju bar ga tri jedinice p-tog decimala.
Forrmula gza uniformmi ritam ostaje ista, tj.

h==24+p+ 2 | -

- SPektar~niza_ &y biég
S8 =5 | _
| Prama'naéinu obragovenja broja $ vidimo da je dru-
| gl uslov zadovoljen, Ogtaje§ da se odredi nagin kdkp_se iz Bro-
ja S moze Jednoznaeno naci niz 85 s kako bi prvi i treéi uslov
bili ispunjeni,
| (Broj 8,)



Broj 5, prema naéinuhna koji se odredjuje, moze da
bude ﬁazitivan 11i negativan broj. Uzmimo u razmatranje aluEaj
keda je on pozitivan. 28 slm_gj kada Je S negativan bro] odre-
djujeno niﬁ inj}, takn da prvo nadijemo niz za minus S, a zatinm
svakom clanu promenimes predznak,

Kao 1 ﬁ.prethodnom slucaju nacinimo tablicu brojeva
datog oblika, U to] tablici traéima broj kojl je'jgdnak celon
delu 4 p decimals broja S, 11i koji je za jednu Jedinicu p=-tog
decimala inéi 111 2za jednu 3edi§icn_p;t¢g decimala manji, Tako
nadjeni broj usims se za prvi broj a, trazenog niza. Ovom pri-
- 1ikon mogu nastupiti tri sludajas

a]_uS, 8y S . als .

U prvam‘giuﬁhjv;niz Je sastavljen samo iz jednog
elana 1 postupak Je gavrsen. U drugom slucaju slededi Elan 8,
je takodje pozitivem 1 njegovo se trafenje vrsi na nacin izlo-
Zen pod a), U trecem sluaaju.iﬁuni clan je negativan 41 da bismo
odredill njegovu apsolutan.vradnoat uaima ae redﬁknvnni spektar

31"-.8- alﬁh e

Traaenje ove apaglutne vradnosti vrsi e na isti pa-
~ein kako se to einilo pod a), Kada je ., nagativno i

8 35y
'hiae gsledeci alan-a3 suprotnog znaka tJ. pozltivnn, jar Je ispred
njega bio negativun, U opstenm alunaju za

e I
bice dj+1 suprotnag_ﬁnaka'od nj; pa ce_redﬂkovani gpektar biti
S. = S, ':Car)ﬁ 102
37 Sy Tty *
| (kada Je)



Kada Je | |
_ el 83.1 .
b:lce 33"1 :lstag mkn kaa 1 :J -

Pestupak za o&reﬂjiva.n:}a elanava niza faj} mi se
u kemim ave dok u ne ummjn svi clanovi a prema isle-
um pestupku koji 3o n mﬂn!. aulcgm prethodmm '
: - Rnd:l nmmeijo ovn nﬂo&a 1zloaien jedan primer,
- | nm 10 ﬁat apekhr niza " kalml.h- raslieito am-
_’""eanih brojm "
s s 0,234553342531

_ oﬂmati mtz :j kzﬂ& se sna da ;u ritss h jedmak
____4(1,.4) 1 g; mjm ;3 mja ;lmat aanbinm c80 deo jt 0,
'-pméuiullb&rlﬁmim, mknnn‘be, Jau
¥ ;[enn!.eu veoa o4 rnihem dm:l.nh. yc’ca i sve u’mlo 0
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A Ta‘blim bmsen m umsh bm
' ;____-az,..zcu -
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| _- 'Uparodjujmi dﬂja *‘aablima an brﬁjea 31 mkljmujm
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. Kake js ng 31, slﬁmi nlan 'niae mgatim, gl jd

" ;*52 = 51"‘2 104 - 9.212'5 'J

S Bym0 uto m.t da 30 m _
E o ﬂhmta, mh jo é&t n:l.z

Pﬂu teu de
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.;.-L Pmu teoriii mtsmtukih

| upakma,npaktran rmkeiac nm se spektiar kwﬂeijmu
lln-lmtﬁna-owg rau u Ito:]:l ao fxmkeija prethadno raalu:u |

ffx) ‘ .94‘.1“‘212*‘51 +* esn »

. R Aka lr.aaﬁ.jm'bi e‘mg rmaja saﬂovnljan;]u prat. |
| _'_hodm uslm 1 dapwrkaju um h b:l.ae momu obrumti
: pmﬂi apaktar 8 | "

B=a *‘1*1" *‘2:"9 *'3*10 =

-keJi prod-tavl;ja mktar hte mmun f(x).

b . v,

F-Pﬁ;lu trom m- u u dondc u ulm vesu se elemtiu kodi
;'_]:_edrodauau nelm Mﬂﬁ. HM, un da 5 eb:nsu;lo broa 5 u
kome g¢ oksplmm mduﬂjm nti Mh olnmh ‘Zato
'ﬂapewm pored M’hleg, wogu Lgratl u‘?..agu korisnog instrumenta

"u rasunenju,Naresito y'ffi__ ntmﬂaki spektrs nasli su
svoju primenu w alanbrip ansiisl, muckag mniu, temaif
_ﬂrentnm 1 teerijs mum P
. OpstL postipek u wmoa uta&i jo da a0 s
.aam pedataka hk u preblna, n ;mllo 1zrm11 runiuljmjn
.;mmja obruujo rugs ]t:L ipcktur B, 1z kem na un tula

‘mh doMt:l eﬂmor m viu miu. Prvo, ﬂm pa:ju nse u' |
s adgwer na ]m chnu poltuujmo pitmjh an ll-lo nﬁi od
_manlm, 111 ma 3“‘3, msn da pruge adswor nn pautatljm
-pitanja. fl‘reu, w-ki poau noke u da odgwar na po jedno
pa;twljena p:lmae u "'él." ednnma "m" Ovo sge kenkntm
male ﬂmtrmmti s llodwil primr:tu; B | . .
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letmabvs61432s2688 .
sledi da je b = 4, pa Jo

s 99&9w;”. ‘-l 8y = ooTaeee
'odnam '. | h B
. 8. 31 s - '99596345045593”9503

Prm tome 3-
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" GLAVA DRBGA

hmaﬁeki m‘km wuﬂa m&unaa 1mm1h rmkciu 3
_(ili @sﬂﬂa lﬂ.'u Mﬁi}lt _=am nbrnjim uulnﬂn) n y
'_muenmja jaﬂmg broja B ;’3/» Pmnhe ie da ﬂn teurija utn— N
nat{sicin wpektars, 1 Az osnovd :m Stvorens spekiralna netods,
dwelﬁna uluat:!.cm 1 p:zoam ® Mam. a,.m se ne prinnjﬁ-
' rtisivanie fek Nnﬂh yre'blm. ue ul ;
| m* u s CM *’muin ne mgu

| nn:um prmﬂi lmkhr 3 ;|a ‘bra.‘! (dmi.-
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R cifara nai moun:u )mim ui., zhf A7ylns metols treda da
nan prusi msmmut dn Mim ttaé 5 v mam auh L iz
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 Da bL upektralna mtoda bils primnljiva /22/ potrebno

._ja dn huﬁu iswnﬂmi usloviy | |
- 1) mpm traba ﬂa mﬁ da su nepamtc By eell posi~ .
wivad wrodevi, ' -

2) dn 80 u ﬂan;lu da ia dat:lh velicina b, 1 uslova prob-
lcﬁ moum aeo pum.m 'braj h (r:l bu apektrt) saglasan

s aisal brejm q, | o
| ) ds su nanm em&jne o)meizn F: lmjo mba ehv:l.ti da
v sme. dobﬂi »ﬁlrhr 8. | o |
oy;ti mi..u nbméunja !ptkt:ra m kﬂwih bro;)m

ho;lt :Jl dso M?ﬂrofm /9/ hﬁt tpot'bar koji nije prugass &
'l:adi u m kmlﬂ. u rrs.nni Poﬂo:lt vmc ‘nadina na koji se
V_lesa a‘hmmti mtnuﬂ.m ntktri. Has ce :I.ntorueut:l mo
.prmcti mtmum Wri. u kmmtnin runon e

_' o ’Bllnn 1): t)r ‘!) nm dl ndwol.‘liti; Stoga. uulev da
1 budu uli hﬂﬁoﬂ; iom ;h da pombu dn e prvo nig bro-
| jwa ‘x v gda ik Mli h n uli ui nisn n‘u, punoen izves-
| -kmmmiji pratvers - M m ’hka 4s W srasens brazcu :
‘1 rrctvm'ili n m m;sm I 01 k#ji sn ul:l.. II tan sluca;!u |
paktar nisa 1‘1‘ all poite bi se

brod 8 rndauﬁjl dm‘ Xy
is tog ’n;lla mgaa amu ﬁi {ﬁ’; 'ka t:t 'braj s u pmrdm
-.fumin m&ﬂ:aﬂ.uo m mﬁm 11 v |
Easnije, /17/ z /w pokasane _
'spaktri 4 od nise ma knkvi} m‘.l.:l.h hroém iw:itimh 111 nega- |
sivadh), kao 1 enih xogt mu mi pod uslmn aa Je taj nis
brojeva ﬂatﬂg ablm, tﬁ nm mnm biti pomt ukan o
mnavu lmga g8 m ‘braam ltaj’i n:tn ul:l mzn ebruonti, |
!a. te mcin, yrvi ﬂllw 3: biﬁ m“u._; e
© (Treét uslov)




Treci uslov u p'rueni ne donosi mRogo tc;kbéu. ald
drugi ualav, odredjivmja saglasnog ritm h sadaje mnogo tca—
ktmt., jer ne poatajﬂ. MWolaamjmi pastupak kajim bi =e pro- .
aizma ritan b u apatiu prohlnnim analige,

| H.Pctrewie baml.a ge npaktriu vige od 29 godim :l
'aeam. Jo do 1952 godine ebjavljina radove iz ove oblasti.
o $om’ pmm poﬂoﬁu rma:h natmﬁekih uwktara odrodjim;lb |
ritas & nije sadavalo suvide teikods. Spektralns mevoda mu;; ,
rm :lu kao towijm moﬁn o eﬂ.ju 4s se samo pukﬂi kako
'Jn mm: da se jadtn slso‘haruki i mlitieki poatupnk trus-
'i’orﬁ.u u a:l.uta lrimﬂck:l, m pretensija :h ‘ude :I.nkorisa’m-
_u mﬁcﬁm 1mammsim. odmm A nmmkaj anslisi, '
|  Dooniiim radovima 1%/, N4/, NS/, 119/ L 12/
| uanom :e nov nacis pﬂmc utnuiukih mkma i tada se
*paksnla és nu ujmﬁ *ﬂnkm sa nuhm yrinenu preisihuilo |
15 qudimnn r:lm h a :e o 195? scdino dovele K. 0!‘1#“ o
,./ 22/ u 1deju da WQ ruumokm (mtomtiakt akardn) keﬁ |
”_ka&ih l‘itﬂ 'nl;ll 'biﬂ W&d ﬂrtﬂﬁm Vﬁ# Be Wgtﬁpmﬁ mbi_;g
. kmciu. R . | | _.



GLAVA TRECA

 PSEUDOSPRRTAT 1 NJTHOVA PRIENA

- Paeudospektar,- Pnd pseundospektrima

podrazamevamo brojeve Sd formirane pomocu relacija

(3 Sy = £lby, By) = P(h)x (Iel,2see)eee

gle £ ima iato znacenje kao n;prcthudnoj glavi, u relaclji (?),

B h;,h?,hg.... su celi rastucl pazitivni brgjlvi.
-Spoktralna_ﬁatudn aa privencm pseudospektara aaatajiu

ge u tome da se i auicelivnagrnodsusebnog upored jivanja brojavi

519 Spe Sgeee dobije isvestan bdroj tratenihwnapeggatih:;1.Poatu-

pak se nastavlja dotle dok svi a; ne budu na taj nacin odredjeni.
Ponﬁéﬁ.ava-nhtade'u,pr%neipu ee uvek biti mnguée-la e

odredi'kanaeno POgo nnpasnatih.ni, uto je u saglanosti sa prin.

¢ipom numarinka-amalila.

| Kako hd'u.nvﬁkom‘koraku;rnste. pseundonpektar Sj poeta-

c¢e spektar S tek kada Je h3)~h.dﬁva13no'velikc tj. saglsano sa

nigom brojeva my koga trazimo. To snaci, da kads podelimo pseudo-

opsktar na polaseve airihno hjfh, p@dasdvi nece odredjivatl ave

) | -

ai_Jer ce cifre u izvesninm pojasevima bHiti na ndtilnanin ned ju-

sobno izmesane, Razlika igzmedju pseudospektara 1 spektara je u

tometome sto ce za izvesno hk paeuﬁospaktar odred jlvati samo neke

od bdrzjeva ay, dok ce cifre od preeétalih a, bitl delimieno 114

potpwmo pomesane, l

| (Prinena)



Prinena pseuﬁaapdktara Je nels zbegna sa teorijskog gle-
diata u prv Hl-mima kod knjih nigpoe ¥ stanin da mﬂjem forrtlu

sa odred ﬂvanj# m@asmg ritme b,
pradtiﬁnngrglcdistn ena Je nnizbezna i u.sllﬂaju.ka-

ds formula ga h odredjuae isuvisa'vnliki, prakticno neprihvat-
liiv broj. |

Kao 8to ﬂpdktrt-dalinn‘u pojaseve 1 pseudodpektre deli-
®mo U pajmve oﬂ po hj eifm 1 govorine o ""ektivnoj vrednosti
ovih poJasuva patpuna analogno xno i‘kod spektara, ciatim pole~
aam.pﬁenﬂaspektara 7 GV e10 annj_podaa kojl sadrei cifre aamo |
Jjednog 51 (gde cifre nisu :lm?me sa eif:m nekog drugog :3),
u prottvnpmhﬁluéhjn.pojaaevi nisu cisti,

dgnovna tesrems u metod! psendospektars je cledecas

Teorems 1, Kada prﬁblau duja dva rsevdcepektirs, obrass-
ﬂavana sa dva uniformma reglicita ritma, koji imaju k prvih
efektivnih vrednoasti pajasE?a jodnakih. ovi podanevi predatav.
1ljace k prvih clanova tragenog niza ay; positivaih eelib bro=

Jeva, . o
Teorema 1 daje potredne i dovvding=t. dovoljne uslove

kads su_ai.eeliii puzittvni;hwajevi /22/ ﬁ:prati?nam sluéiju
kada su a; celdl (pozitival 111 negatiwni bdrojevi) $1i raﬂlom;;
uslovi su samo potrebnis Da bi '&113. u stanju da odredimo 1 mx
;.ﬁﬁﬂm 51u5hju.brojﬁvn ‘1 yatréhﬁi s dapuniki uslovi, Ovl do-
punski uslovi mogu bitl veoma raziiéiti 1 0 njina Je noguee
govoritl samo u konkretnim slusajevima,

Kako b1 kesnije mogli uoditi razliku izmedju primene
paeudospeksara 1 modifikevanih paeudasbektnra, tj; kako bl
 mogli imatl $to bolji uvid u potredbu uvodjenja modifikovanih
pseuﬂdsp&ktara 1zlagiéh.ﬂkratko ﬁgatupak'/?z/ ga resavanjie

"(abiéne)



;abi'éne aiferemijal’aé :]ed._mcine prvoga r_eda prinenon pseu~
dospektara. o . .
-' Heka Je potrahno nn_.éi partikulama'reEenja n |
obliku Tééléra?og reda, sa paqetnim uslovima Y=Y, %8 X=X,
za diferencijalmu jednacinu | |

4) y‘ - g—%-:%’l - .-‘P(:,y)

g‘lo Jo Q(xmyo) » 1, P4 Q polinomi pa x,y, ci;]i su koaf:l-
eijenti cell brojevi. |
Hapamnim, da. se aVaka ragionalna funkeija

V(x,y) sa selim koefieijentima, pod uslovom da su Xor Yoo

i

celi brojevi, mm nlelmtamim tranafornacijana raduko-
vati na oblik (4)..

Ba bi omogueilt primenu pseudogpektara potrebdao
jo prvo nadt Meijé o'biikn (3)s Za %o 6e nar hitl dovolj-
no da enalisiramo analiticki postupai aproksimisanis inte-
prals diferepeifelnin 3edmina {15], kao sto je to u radu
/22/ uradjene.

Folasimo od diferencijalne jednaeine

= ‘P(xa).

1 obrazujemo im-'ﬁﬁlika o
v u- ’ﬂ +£;P(:,yo>. ﬂx} | . |

zatim rogvijsmo integrand po Tajlorave] formild,sedriavame
jedan clan, odbacujeno ostatak Ny(x) i reelisujemc integra-
ciju.Ha taj nzz.ain dc_ﬁij&m prvu a_,pmkaim_eijﬁ



- il = 3'0 &f(xr:;ﬂ dx = !ﬂ f [hl.g. 11(1)35‘3

(5) V=¥, + (3-;10)

v : ﬂ_..-........———a 1 v . - .
rri cemb oznoks ® " zneel odbacivanje :{1(3) u izrazu
tf{x,ro), a " 7" oznadave odbeeivanie celog izrasa,inalogno -
dobijsmn dalije apmkzimei‘le. tako ﬁa nozeRa piaa-l:i da Je

Yy = Yt j*f(:,yi_lﬁx = Yot £ [b1+b2(x-x )h-.«t-bi(x-x )1'1-1-1{1(:) lax
0 .

b ) .
j’i = ?g"l"bl(mo)-b ’é‘g (mu)a 29t ;“j' (z«-xﬂ)i .

Za sluce) Xm0 re{en;jc ¢e biti obliks

{8) 'ynyﬂ'-r -b-;li .
| 1=1 1
Usinimo jos jednmu ﬁratpoatam. Heka su/ Io i kcafijenti TREVO-
ja funkeije (1-1)1Y(x,¥y4.4) u Tajlorov red do kimg i-tog
olana celil bmjm. |
' U amlitia&aj metodl ze reum;!e postavljenog
p-ob‘l.m bilo ae rotrebno mlmmja tri vrste funkeija pn x

Yo
Playo) Y (2o, Yy
Plxary) { &——;J ot
¥ (xyy,) | (f;.‘;ﬁ Yy

* 8 & @& 2 ¢ € ® & % B B & ® 8 e & ® 8 e @

(Za | uspoﬁtavl;jaaje)



78 uspostavljmje spektralne meiode, fasnovane na
prethodno islaz"enoa mmlitiékoj metodi, protrebno ;}a nacs 0d L0
vajuée broieve umeato funkoija tj. adgavamjtzée' paeudospektre '
i postupak kako se ig ovih paa‘udaawk‘tm nogu fa odrede koefi-
cijents i.y. amé'im X sa 8y pueudospekire koji odgovaraju
vrednostime y;, & sa 31 peeudospektre kol odgovaraju funkel-
Jaon (1—1)!“1’(:.11_1; - Prena minjonoj pratpomawi bice

(i-l)l‘t’(x.yi _1) u(i—l)l(b,-t-h bSI +.e..+'b1:r. "’Ri)

gde su kaeﬁ.rijenti hi cell ‘brojmri. gtavljajmi dz je ::-1{)
abrazujm brojeve

o si..u.;n:‘fua"‘.;,_ )11 [oy ey 107s . Lem 107 R,

R0}, - (1=1,2,39004)

N
(8) Symli-1)t fm .-hl)-ca-:.)s[bl-mzm snvesny1o”SIR]

_ | o r1-1,9,3,....) ’,
"1 pratstavi jaée puudospektm, ka;}i de sa dovoljno veliko R
b Dbiti spektri preme definiciji spektara polinoma. Iz (7) 1
{8) eledi da je S,_ u stvarsi bmj 8, sams:rugljen na (4-1)h
prvih decimela,

Ir (6), (7) i (8) n‘ledi da je

b
(9) yi*l-yn‘l‘bl% K $es i'%l Hyihi'-% zi'lil ,
+ |

gle Je |
. . -13 '- #ih -
(19) By, = ‘—"";,—‘—- 1o v o (Ae1,235000)



1 za a4} debijams formdu

D agn =10 h(b,ﬁl - 18,),  (121,2,30000) »

811 41
Cinjenica da e ¥y Boir od ¥, 1 ey X +

daje vezu izmedju s, ., 4 B4
| '§" T
' 141 i «h |
(12) ' ai'!_l = .'1 L ng » (1ﬂ1’9'3’tl¢) N 3
Jor treba postaviti formule za pesetne uslove.
it 84 1 &y iz {€) 1 (B) 3lodl da Je

(13) ay=e, =y, 1 ay=5 ,
pe je o
(14} ' 31 = .ﬂo_:.“' 10‘41 .gl .

Tbrasel (31), (13) 1 (14) dovoljnd au.dn se odredi
sveko a4 4o seljanogrranau, fako je ritan h ostao naodr.djsna
Primenon pseudospekiars iSraéunavamns prvo &vn-brosa.ﬁi 13,
12 (7) %a dva raglioita ritme (hyhy). Kads oni prema teore-
ml ga uporedjivanje daju istu vrednost aa'ni,'postupck+écno
smatrati sevpdenim, U protivnom slucaju isracunave se treei
" psevdospektay §3 ¢§ veéin rituonm h3_(h3?h2) i ?ﬂnavi ApOYe-
diivenje. Xeds 1 ovaj pseudospektiar ne daje zadovoljavejuce
- rasultate, nautuilﬁnap.am ;zraiéﬁa?lnden:nﬂ?ih psendospektara

- sve dok ne dodjome uvprrediivanienm do ﬁeljmg 8,+ Kao Eté_ Jo
bilo prethodne receno psevdospekire 5, dobijamo sackruglji-
vanjen brojova S; na (i-l)h.yrwih.dacimala. |

~ (iiseceno)



Useéema Jedan primer gdé Je mogue"-e na;i. i ana.litiékn
: régenje kake bi mogli uwporediti reziﬁtat dobiven primenon pm
paeuﬂaapektaﬁ ga oaix koll se ﬂobijq. -4 mlitiékag _:eionjl.
lleka je |
- Y' = X:¥

Trazi se pariikulariao resenje za pocetns uslove
X GIO i yoﬁl .

Blce:

(1) - . (1) @)

84 =01 (10 1;1)::0,14-1:1,1 . C S5y ml ui =lyl
(*) -2 ={2) (2)

8y =019(20 ";1)=0,01+1=1,01 | 5, =l 5, =1,01
(1) ., = o =) 1

32 H&'Lr(lod,lil)ﬂ{)’l‘*‘l’]’l'z 32 #1'2 , ﬂ; )Hl'll
(2) s o T ~(2)

32 nl!‘f(lﬂ-e;;,Ol)lﬂ,ﬂl-bl,ﬁhl.m | 32_ )31502 l;2)n1,0101
() a . o ) ¢

3.5 =P! ? (19 1;1'11)*2(9.1"'1*11)-2 '42 g 32'42 - (‘L)'l '1103

7 | | 3 3

(2) | (2) (2)

8, uzﬁfﬁlo ;1,0101)u2(9,01+1,01@1)-2,0402 53 =2.o402 83 =1,01010033

Prema (11_)_ Jo

a = 1; &y = 13 8, = 1; By = 2§ <o

3

3
An=11ticko rosendc date difereneijalne jednaeine Je

yn?ﬂ—m—l

lmje kada ragvijoge u Tnjlorw red u bliaigi x=0 daje
x’



GLAVA CETVRTA

Y0OBIFIKOVANI PSEUDOSPEKTRI

Mo&if&kaeija_Egeuﬂggnaktara.-' Kaﬂa resimiramo ukiatko
Bpektralnu;meto&u B& prinenan pseudospekiara onda vidino da su

za njenu primemu bila potrebna samc dva ualava: )

1. da unapred zntmo da su ‘i cell pnzitivni brojevi,

2. da su nam odredjene operacije (3) koje treba obavi-
t1 da b1 dobill pseﬁﬂaﬁpéktra, oﬂnosna'apektta,'u gavisnosti
od _h , koje je oatalo'necdredjena.

Uvodjenjen paenﬂoapektgra K.OrlcV*ucinie je ogrongmn |
‘korak unapred, u odnannluna.ranijaspomanuta tri uslova i.Petrovi-
da, koja je bilo_teﬁko‘iapnniti sbog ritma h .

U probleniﬁa“nnmeriéke analise'opariib ge sa pribliznim
brajevima zadkruglj&nin na konacan broj vrednosnih cifara.
Pored toga raglicite digitalne racunske maaine(rucna,elektriena
111 elekronske) podeaane su Za racunanje sa zaokrugljenim broje-
vina,11i brojeviea eiji Je broj cifara ﬂgranicen. Prema tonme,
od velikog je interesa modifikavati pseudospektre tako da se
mogu primeniti i u ovinm alueajevina. Delimieno to je uvradjeno
u wojim radovima /23/, /24/ 1 /26/. 0Ovim radom zel:ln da probles
paatavim na siru.uanﬂvu, tj. da se uslov 1, prasiti na alucaj
kada su a3 zadkrugijani brojevi.

(Leguchost)



mguénoat avodjenja modifikovanih paeudaspektm woge
ge uaeiti iiz £Pr.’mma:m 1zlt:menog u trecm;j glavi. Nas interesujo
problem sta ¢e biti kada se kaeff%nti -1 1zrm kao priblizni
(gaokrugljeni) brojevi na maksimalne __1:__ cifam, kao 1 drugi
pmiﬂem’i u kojéma su tra;ena nepognate zaokrugl jeni bro;jev:l.

Za definieiju mﬁﬂ.lr.onmlh pseudospektara i njihovu
-prinenu bice petrem sledeea toorema

?ecrema 2. Kada se problem odredjivan a neke funkeije
linoms (i1i sistems linearnib

- polinoma sa vise ﬁagomtiﬂ |
R o o a o __
(15) - r(I)ﬂoﬁmziz*"’“ﬂxn! (2::- nijxi = bifjﬂlti‘!t-ttn)!

ﬂe su koeﬁcimti 8y (nlj,b ) E‘._I.blizni brogm ga konaonim

bro u cifara, oi. 1 e maksimalan bro » & €143 je brol
dac:lmlu = p, e uvek moguce edabrtti seo itivan

m k taka dn " linm kf ::i' :lm_ mo _eole kaeﬁ.eimto.

_ Btavljajui da je me‘(q --p). istinitost ove teore-
e jn oaigladm. | : |

-'_’;l_:'-

Defintea 2, ¥odifikovanizm pseudos

 brojeve

:ﬁ“obrazmrm od brojeva khi,'ﬂa Je k-lo‘ ! gﬁ-—o. a £




Ritam mdiﬁkaﬂn:lh psau.dospektara u opstaa alucaju
nije odredjen, ali u nakim’kaukratnim problemima maguca je pos~
~ taviti gormju gr&nicu.sa ritan, U alunajuvina kada je ritam mo-
difikﬁvhnih pseuﬂbapéktara prema uﬁiovima sadataka potpuno odre-
‘djen problem se svodl na O‘hica.n npektralni postupak /?3/ o/ 24/
/26/. o |
- " lako Jje deﬂnicija mﬂifikwaaih pseundospektara for-
mlnn slicna =8 aarinieij on punﬂéspektara, ona je gnatno iirl
51'.0 ce se kasnijc viﬂet:l. :lz njihove primene, |

Madifikﬁvunn pseuﬂoapEkre delimo na pajaseve od po h
cifarsa. !nkndje, govorimo i o efektivno] vrednosti pajasa‘m
mlogno onom sto ;}e reemn za puudoapektre. 0 cistim pojasevi-
- Ba ne msemg gevor:lti jor u ra.di o spekirima farmiranin od niza
 priblisnih ( saakrugljenih) brojm. Govoricemo o delimicno.
cistinm pojaseﬂu sa B ndnosnih eii‘am kada se ) prvih
clfura eféktivne vrndnasti i—tugjpojnsa paklapa g8 odgﬁvaraju-
eia cif!ala trasanih brﬁjern 8y

.~ Da M enagueili prinannumadirikﬂvanih pseuﬁospektara,
pvtmbno Je mdifikwati toercm S8 uporodgimja. Radf toga
uvodimo gledm definicijus

teorem sada glasis
Teorema Be=- Kada problgn &aja dn nodifikom pseudo-

3 ektru ga dva ras].iaita ritza 1 _lr.aﬁa ovi mdifikovani pseudn-

 spektri izaju gve efektivne vreﬁmati od mra;]ucih

{ sak].;]acno)



sakl ucna 53 k—tim ojasom “’riblizno jeﬁnake,: onda ce mr:l

| W Eretntavlgati Erihlixna resenja za 83 ,
(1 » 1la? .'..k) odnasna ] riblizm reaen B ro‘blem N

| Tearem 3 daje potrebne i dovolane uslove za upo—
| reﬁjivanje modifikovanih paeuﬂeapaktara |

Umeimo u

<1)A§i) A;i)'“ 1 Bii)aénngi) s (1= 'zr ...,k)

efektivne mdnoat:l :!.-tih pc;]asm dva modifikovana apeude-
| spektra ea razl:le:ltiu rituaﬂ.m (hzﬂzl). pri eem svako

AS’; :l Bg’; | _(J = 1:'3;--!'3 " Pﬁtatavljajn jedﬁu od cifa-

'ri '0’1’2'ttt;g§

| ﬂm-jé
1 ) o o
(17) Ej; :a; f BF J:ﬂf; 2’#.#*‘7 "

| gde je m=<p, i ﬁt mvr m&ﬂi mal:nimlm lr.roj eifara
- od a4 -y biea T - » ,}0, pa Jeo (17) dmljan :I. potrsbam
uslov da svalm a,_ bude e&rad:]ano priblimo 58  Biper
decimalm

'Taam' 4;;.-' mﬁ $ 15 unami.z uslt:oﬂ. t&oram 3

svako a; (i k) dobije se
| ni=(‘h%1; A&; A“')):1{}‘"1.""1' .

Ova teorems poaladica je teorem 3 1 relacijo (7). .
U prablemim nmericke analise cesto je patre‘ano

odraditi pclinome Kiji 8u kaeﬁcient:l priblizni brojevi sa
o | o (istim)



1stm ‘brojem decimala p. Jmo Ja da u takviﬁ problemima Zxxiix
uoramo prineniti modifikuma pseudﬂspektre. T pravila £a prib-
1igno mmuje pognato e da krajnl rezultat ne mose imati
veei broj vrednosnih cifars od najlasizeg polagnog podatka.

|  Pretpostavka da . u polinoml (15) maksimalan broj eifa-
ra za 8y iznoai r mu nam u primeni elaksati igbor ritm
hgl Ds bismo dobilt maksimalnu tacnoat %a a4 fkojn ﬂopmtu;\u
palasni podaci), ﬁnvoljuo ja taﬂa & nadlﬁkama puMaspektre
 ugeti uniforme r:ltmm | IR | |
(18) | h.j.-:r-lra' 1 hz;.xr-rs-i-'_l,

_gﬂe je s prirodan broj koji. 3&?131 od konkretnbs sluca;}a.
"_nek:lm aluaajevima namnd\%uprnd odratliti. U tone i les!' ragli-
"ll:a um&ju prinem paMmpcktm, kod kojih dem;]a gran.tea g2 b
nicim nije mpred adrﬂjm. » | ne&iﬁkomih pseﬂdospektm |  -
kod kojih msemo da rnano gomju grantcu S8 h ‘(preko kojn no.

| mdi ie:l., Jer ne daje bolja razul‘lato) ) kada je s odredjeno
nekia uslovima proble‘-. ltada se sa h uu manja vrednost od

| _ove gorn:ja gra.nica mzema cpet dob:!.ti truena veliuine By ali
ce ova resenjs biti m;}e tum -t3.1mati ‘manje vretlnosnih eifnra_
" (od onog broja eitm (&033 se mogu dobiti s o‘bzirom na ta.onoat |

polasnih podatah). Ov'a ﬂe saviaiti od oblika relaaija (16).

‘reorm 5.--' mnmlna vrednaut u_ na red imton

amialu unifomog r:ltm m&iﬁkemih Baeﬁasnem:'a jenost

hsr+8+1 gle 13 r hro vrednosnih aifau najlosi

Dva taarem sladl iz prethodnog wlamaa.

Ritaa h bice neoareﬂjm aka 15 uslovn problm ne .
mazemo da odrtd:lne _g o U tom slucaju treba 1@1 korak PO korak

(n koﬂ)



kao kod primene pseu&o'_s'ﬁekfbar_é' ave dok se primgnnm teoren 3
za uporedjivanje ne dodje do dva modifikovana paéudospektn
S4c1 1 Sy 1z kojih ce biti moguée da priblizno odredimo nes

pomnate a, (1=1,24000ak)s U primeni, icicemo korak po korak’
4 onda kada formula {(i8) odredjule i suvise velik, pmkti;nb
‘nepribvatljiv broj 2a __1:__ . o '



GLAVA PETA

. v A "

PRIMLHA HODIPIKOVANIH PSEUDOSPEKTARA
U NUMERICKOJ AFALIZI

riuena modifikﬁvanih gseuﬂoagaktara uLnnnariﬁkaJ analizi.-

Kao prvi primer uZeceno intagraciju difErenﬁijalnc jednacine |
y': f(!;!) |

spektralnon metodom sa primenon modif:kavanih.paeuﬂaapektara,
pod pretpostavkom da je _f(x.y) polinom ciji su koeficienti
pozitivni broaevi 82 r'vre&noanih cifara. Ovde nemamo ga cilj
da iﬁlosimo neku.uusttndki nnvu'metadn, vee da pckazemo noguc-
nost prinene modifikovanih psaudoapa!tara, na metadu.izlozenu
R tracej glavi, koju.pre thodno maramn modifikuvati.

trazeno partikulhr+

Za pccetna uﬁlave x na 1 y o=80

no rnsenje bicu oblika
| Y =8y ¢ nE + azxz + 53;; + ceen
Da bismo abrasuvali ‘spektralni nostupak razmotrimo
PTVO modifikovanu Pikaruvu.mataduw/lif. gle je

f

yimy '.'.blz-l'. 12 5]_34-,,.-’-&1 .

Kao sto.je-u traeoj glavi bile izlogeno ova metoda

pretstavlja sukeeaivno;aprdksimaﬁije, Sv&k& navafaprﬁkainnéiji

(pretstavlja)



| pretstaﬂja ;5011:1@_ ;iji' Je a-tépen ga jedinicu veei od pret-
hodnog. Interéaantne'- je istaci I&a svi Elanovi istog stepena u
'mvo;'i aprakaimciji,' imaju iste . koeficiente kao u prethodno]
aproksimaciji. Na ;taj nacis Jaﬂnm dobileni keeficienat se NN
uop-;te ne menja (ne usavresava u daljoj aproksimaciji), Prema
tome bide | |

(19) n=s -t-j‘ f(x’sh.xnn +ﬂ.1:t , "1""1

’2 - ‘0 + j; f(xp,'l?dl = &, + ﬁ-lxﬁ- '

-

U spoktra’.lnon postupku sa primenon modifikovanih
puuduupektan syaki novi kosficient o, zaokruglie’am na isti
broj decimala kao pﬂthoéni. Drug:l.m reeim m:i. trazimo priblis-
no partikularnu ruenje o‘blikn

s - ‘,alwz o + e+ mxt , (121,2,3,000)

gdi su evi a4 uokrugljeni na 1std broj deeiwala, Ovo ograniéq—
nje mén uticati na ussvrsavanje kmﬁci&iﬁta,! tj. jednom odre-
djeni ko&ct@t Rq u&rﬁéa ﬁajn vrednaﬁt u daljim aprak#i-
mci;]m. ;]er S20 £a f(x,;r) pretpostavili da je cela racional-
na funkei ja. Kada n m ttmkeiju sukeesivno -zamenjujemo vred-
nost =Za koeficienti iz _prtthoﬂn:e aproksimacije .bica Jednaki
odgwamjuéim koeficientima uz isti stepen u novoj aproksimaci-
1. |

Kada u praksi raaunama sa pribliznim brojevima,uvek
ge postavlja prablem taenosti. ovde to pzit MT:;ﬁaeem razmatrati
u opstan sluca;]u,veg cemo pretpamvitl da polinom f£(x,y) nema |

vi'ig od deset ¢lanova i da njegov stepen nije veci od pet.

{1 b alarfmdsrs



| | . . . | : o, A
U tom slucaju bide nam potrebme dve cifre obezbedjenja,f ti.

treba radunati i seckrugljivati polazme pogatke 1 ome dobije-
ne u toku raéuaanja na dve &eeimala'#i;e od'ﬁﬁog“broja déaiﬁaﬂ
la koji zelimo da imamo ﬂ.prihliznom rezultatu_ Ovaj reaultat
moze biti i tacniai ali nece biti 1o3131 aﬂ preﬁvidjenog. Kad
e stepen palxnnma'manji ad gst i broax.elanava palinona
~ manjl od deset an ce sigurno biti mnogo bolji.
. Ha.hl abrazﬂvali Bpektralni pﬁatupak. stavino uL“
relaci;le (19) da je x:m‘a%‘ i sa ritam h aznimo |

th_y +3 . 3= 0s1p2gseass

gle p annaaava hraj deeimaln od By Ovaj brcj unaprud Je dat,
~ Jer prems ucinjenoj pretpastavci svako ay; saokrugljudeno na
isti broj deotmala p. |

Bide N

‘GJ"7°~aJ¢?” ;; _  o .
- {209 '1'."6"'.11 . | "‘libl
' wuu +n1‘m d‘-a-a.‘,l“ahé , 232

Iz (19) 4 (20) aleﬂi de éhuo ﬂnaatﬂ pﬂlinoma ’i dobiti adgovn-
'-rasuee nadiftkavana pueudospektrv |

R

| (21) (;‘ ‘ . .11{) J'-I- ‘210 2 J*.t;‘" .110 ih .

T S o ' - g hlzi.l.k
1 ) .. : - - 3‘9’1.2"....

S obzircn da Jo f(z,y), premn nsinj&naj pratpoatuvci;
palinon PO X aiji auﬂkoafiaieati eeli pogitivnl bdrojevi sa » '
| vrednosnih eifarn, biee i f(:,yi 1) takaﬂje polinam po X, Kada
u ove polinone stavima x=10" .4 débideno move modlfikavana pseu_

-;1‘*

dospektre -  (34) o
S s r(1o"“¢ 'f;> Vo L2,k
(?2) | i = - ‘j'%'{).l,?;tr':it_ |

(Analosmo tome)



Analﬁ@:) tome, nogens t:bmmvati 1 modifikovane pseudospekire

2% 3!3) f(lﬂ g f w 1,2,000ek |
( ) - f = “,1:2’0:11 ®
koid oa u sm biti delwi mk‘um Sijlzi’) i %o lakljucno
sr i-tin pa;}ssbn. Zato msﬁuq stavity da jn.

aty

 tey sl T f21,%p000 sk
(?4) .,id} - %’f(lﬂﬁ, lﬁ;) . Ju1,2:...: .

816 dengka " ﬁi % $ma nmfo slu‘hnliuko maanae i ognaeava

Icf&ktim-wmgﬂ kteg.pajtu otl. Si”. U praksi blos dovoli-

o ds iapiseomo cifrs od 3:”. uklai:&m sa 1-;1:11:1 pojason,
Cinjentea da ma aitura oi &y kolli Je prakticne

amanieen mpm nije pomt, wo sazo bro) awimlu,pruikm

-ohruomda spektra (22), oﬂmmno (?3) u praksi moze 4a dovede

do walnsm:}a oifars is niseg u visi pojas ns nekir nestima, U

| 'eam. al uEaj&ﬂia 'iﬂgué'u 3o efektivan vrednost pojasa sa do~

vcl:l,m wlike a odrediti u pmrenog ﬂpﬁk‘ﬁﬂ pﬂunou,aer Jo

P(S) - 0 tﬁle‘zﬁ't-i = 19*(6' 19-%*(011) 1”*002!2)1’)-@)-- P
R Je

P(la‘ ‘)-rm'/(c 10:960110 ‘Pczlﬂ “’,)...

gde Je g priraam braj, & um n ngradi pomnu apektar
polinoma (u uses suiln).glaw. prva,tac.d, . |
| Illam lpaktmln:l ‘postupl 1lustrovacens na prie-

R et . .

gle se tragi pridligng nrtikularna resenis u obliku _
isc Laurinesvog reda, ga podetne uslove x =0 1 y=).5 , pod
_protpacta*fkm da su kotﬂnim‘&i pﬂblimag partikularnog
manaa makrugljmi na tri decimsle,

Liditanm)



Ritam modifikovanih pseudospektars za '4{#3 bice

h=3 4+ iﬁﬂl ©J ® D1ePrane ! ‘

Dalfe fo proma (20),(22) 1 (24)

%o - 8, = 0.5 e 6{) » 0,500
- | | aEA) - 0.530{3
3{63 f(‘-w sl(")) o.b‘ag +10 9.. 04250 vony
' s{"n r(m nm) 0.50:10240““- 0,2500 ..
of% 167102 4..;0% - 0;259 N S
: ‘il)' 19;41'('10 ﬂu)) - 0'-?509 rz '{1) 0.500025%
sgm ﬂl@":u”’ ) = a.saaéo’;lo 9 o\ 0,250250 vee

| 3§1)~ fflﬁ I"(_l)) - 0-5&%?500*49 » 0225002500 4.

‘-—.ﬂ

‘5 . lg-- tm l'{“’)uﬂ.les 1 #85%a 0,505050125

o A Nl
) )..‘-:?'."9"1259 Ny = 0;599025051259

s§1)- £(10” uél) ) = 0.5{3{)0959012502-:-10 12-0.259025091575@'...;

( .;o) =)



‘;9) dégjz'f(ldisf #gg' 3'5631 ';o) = 0i5ﬂ0259125063

. o s i
| ‘;1)5 10 —4 1(19‘43- ;; ) = 9.05363 Bgl) = 0.5000250012500630
' '§?) - 0.50900259301?59005390

| {0)# f(xe s§°3;= 8~59025}1?5363 + 10 9# 5,250253188625 .os

Hed f(m ;o= msomzsmlzsmsma , 10722
54

ﬂ-ﬂg2500250013751255 sen

} ... -5 ' =15
3% £0207% 8{?)= 0.50000250001250006300% 10

4 |
' = 91259902500ﬁ1875112550 see

3(3) ra (3) anoalesﬂeooesnna X -18
- Q l, )= 9¢W5 + 40

= 9.250&00250639187 50112550¢C .

e __5
lézxn 12 r(la = a§27)= 0.281; u{z)- ﬁu5000@?5905125000639028109

108 T8 &t
2107 8" )a 0,281 3. n.mwsmwsoaoasmeozm

,g)

-

8= 2010775 6{2)) . 4.5000075000125000630028100° ¢ 107

= 0.250002500018751125532812 «uv

~18

s - - .
5 ): ftlﬂ ; tﬁS)) = a.59009025000&125anﬂaﬁaaoozazaaez+ 10

= o.asmmzsmﬁnuzssl%zsus o

| 4.5 t-
lg
'éﬁ) = T f(lﬂ 3 ﬂi?)) = 0.060

e . | |
(3 _ Tt
) - -1-.-5‘9—-“10 3 {”) = 0,066

{Prema tome)



- Prema iﬂme traﬁena p_ribligno partikularno r_egenje je
' : ' 63%> 4 ,0.066x° '
¥ = 0.500404250%+0,125%%+0, 063740, 281x " +0a 4 oees

Kada se za rehv_an:je ove ﬂifei*encijalne jednaé"ine

upotrebl ﬁetoﬂa /1‘5/ dobidemo da Je
,HIE-} X+§]2+%323 544 ,%5—1 ¥ semx »

Uporedjujuéi ove razultate pofeno utvraiti ¢£fF;bijena
pri._‘b]_.imi-reaen;)a taem do ? :Ia;linica poslednjeg decimalnog
Eestu.



o Razmg za wadjenje modifikovanin paeudaspek‘bam bio je
da 80 omagu&i primena sp&ktralnﬂ metode u.sluaaju.kada se radi

sa pribli:nim (gackrugl Jenim) brojevima kao i koriscenje elek-
trﬁnakinlaritmetiaiih raéhnérﬁ;lu ovim slucajevima, |

' U sle&eéém primeru'pdkazadbmo nrimenu madifika#anih pseu-
dcspektara ne prvi deo Graeffa-ava metode, tj. na onal dao
:koji se sastcji n.usaatopnoa.transferm ganja algebarskih jedna-
cins tako da svaka !ladedi je&nagina ima za korene kvadrate
korena prathoﬁne jeﬂnacina* Pored toga izradicema program sa
elektronaku.raaunﬂku uaninn;HE 895, pnmeeuwkoje cemo obaviti
potrebna racnnanja i tiat-pdhaSsti uoguanast koriscenja elek-
trongkih raﬁﬁnarn;u sjaftfalﬁaj'néfodi #8 primenonm modifikova~
nih psevdospektara. | o | .

| Prema Graefftvﬁvbj netadi knﬁa je ﬁata jednanina;

(25) P(!) - ﬂn? .n_l ln;l ¥ eva + .-lxﬂl' 3 »

transfhrmisana jednnaina hi#l

.f. .

oo ) = (<) Bp(-x) Py(x)
| éfle jt . I= !2 |
| Prstpnstuwino-da ahn tve kacficinnte a; saokruglili
;na iati broj vrsﬂnontih airhrnmr - Pomnozina jeinaeinn.(ZS) sa
1()‘l tako ds 10 ay (tenram 2) buda eali hroaevi. Obramjm
gatin spektar Sy pﬁlinana 10 PCIJ i njegov pﬂpravljﬁni sPEktar
'§i Koeticiente traﬂaformiaane jednaeinn_dobicemo iz proizvoda

~ova dva spektra prent jadnaaini (26)
nS 131

48 dalje trannfarmacija, analagno prethodnﬁprhice
Szm- 8 x5, a2, W

(Pa b1 prodles)



© Da bismo problem resili potrebno je odrediti ritam.

Kada ge radi sa wlimwi tacnim brojeﬂm ritan _Je odradien |
ranije (Glava I, .7

Ritam spektsra 5y 4 §i Je

h = rel

gle r pretstavlja broj eifara od ay najveéeg po modulu kosfi-
cienta jadnacine. & ritan raaultuauueg spektra je 7k / 21y/. |

Kako se ovde r&&i 0 bmjevim eiji bro c¢ifara raste

ig tmsrormaei‘e v tmnsfc*weiju, makcizalno na 2v42, juno

je da Bbi iaraauna?anje lpaktrnlnan metodon tanaih vrednosti
koeficienata stvaral$ ogromme poteskoce ge racunanje na masini,
Zato se mwora pristupiti nﬁﬁkru&ljivaﬁjﬁpkoafinienafn tfanifbrli:
sane jednacine 1 to na prethdhni mnksimalﬁn bdroj vrednosnibh
eifara ¥ . Ovo maicrugljim:]a kosficienata transformisane Jed-
naélna u skladu dé.aa'prinunaﬁ sodifikovanih paenﬂoapdktéra i
prarilinn 1 priblilnn raeunanje, Jer praitvnd dva pribliznn
broja ma ¥ vradnnanih eithru mofe aaksinalnn da ima r vred-
nosaih cifara, | ) - o
Postavlja se liﬂﬁlpitinje da 11 jé noguee na neko) |
mgmakoj'_aaim ‘.lzrnfmti sa penmtin nnkfngl.Jiqui proig-
vode S;x3,, | | | -
| Pdkasaaama, s ahsirnm da se ovde raﬁﬂb broju.vrednna—
nih cii’ara koj!. ne ;ou 15 karm v korak pmi weﬂmt r o 48
Jo maguee izraditi veons jeﬁnoatnrun.i kratak eiklicni pragran;'
za.akatronski arituctiﬁki rmﬂunar. Usmimo konkrvatno da izradila
u autokodu program Za masinn,ﬁhtibmal-:lligtt 803, ”
lleka Jle data jadnacina - |
Ps(x) = 1.23%°-2,52x _15.1:3+17.3x2+29.4;-;1.34'; 0
. 2 bide
10 B5(x) = 1238°-2526% 1600070173007 +20402134 = 0

Poszle mogenje sa 10

(Rjtan)



'Ritam spektra je ovde
heéd+l1l=sH -
_Pemeﬁnta mggipa dogveljava ispisivanje konstanata sa
8. cifars u pokreinom garezt. Medjutim, nama je potredné makei-
ﬁalno 4-vfedn¢utne cifre, pa ée svaki od datih,koefiuignnta moci
da se swestl U po jednu ‘¢el1ju memorije. Treba dakle naéiniti
preﬂram ga praiavode N . |
' ' Sy =5 X5, {1=1,2,3,4.00)
S Pri aastavl!an;u.prugrama nedemo imati za ¢ll1] da 1zrn-
dimo kempletni pragram:za Graeffe-ova metadu, veo samo da poka~
zemo nogucnost raﬁlizaeije proizvada

si 1 = 3i % 3 .'lawl,Q,'"-,lO

gde nam si i si+1 9retstawljaju ifikovane pseudospektre t).
_modifikovune ps&udnapdktra Ja&nacina dve uzastapne tranufarnaei—
Je. ”rogra! cenn tako sastaviti da svaks calija menorije sadrezi
etéktirnu,vroduast poaatu. Ksko naaina sama zaokrugljuje brujcve
posle Inonun31~818 aitirnﬂna.a bitara. 3to Jje 7isa ﬂd potrebnog
5maksinﬂlnng broja,?raﬂnasnfh uifara ko ji u nagem kaﬁkratnan sln-
aaju iznosi l.bm potrelme voditd mauna asmo o naredbi ma ispi-
‘sivanje vreduosnih cifara A-resultath. Takodje ne moramo voditi
.racﬂna pri unasenjuﬁkuefieiennta pdlazne Je&nacine u.namariju.'
'innaine o veligini koafieianata; ﬂm&ata celih hroaeva~mosemn Uno-
liti i odgbvarajudb daainalne brojevu, jer ¢e pasins n.pdkretnnn
.tarezu.umnata broja 125 lapisati ;,?5/?3 $14 ulasto broja 1?-
nnpinati%h,25/01,itd. Da nebi doaln brso do prekoracenia opaagn
xo0ji mou da zapamﬂ. éalija mina, treba nasto:jati da se :]edm-
¢ina (25) ne pomnazi sa 1?5q tako da svi kaaficzenti poatanu.cgli
_brejevi,vec da.najmanji po apsalutaoj vradnoati koefieienat a,
lezi 1zmedju 11 16. U naaen 31n£éju.bice a=0. | |
| | (Progran éé)"



Pr§ sram ¢e se odvijati o1k145Kki.
| Obiono se uzima 5 do 10 ciklusa, il cemo ugeti 10,

ali.éa pasina steti i ranije ako dodje do prekﬂragenj-a opsega
broja kaoji noge da r;_gistrnje-r é'elije' a!emarije m;ine.

Pored toga &a;éema maredbu da se ispi;e naglov 1 kae—-l
ficienti polazne 1 transXormisanih jedﬁaéim;? |

Prilogs program i btgtanpan_i | regultatu, koji se sla-
Zu sa resul tatima &@bijenim ng stonoj elektiignéj sasini. :

1z prilogenih rezultata s_g-vidi da je magine stala
posle petog korake i pri tome se mli.lo svetlo na kowandnonm
pultu, koje ukasuje na ._prekaraéenjé opsega a veliéini ‘broja
koji "moi’e ﬁa u smesti u memori ju masine, To znaél da Jje uvek,

prilikonizrade eiklienog programs ga ovaj racunski postupak .

bolje prdvideti koji ciklus vise a madina ce automtnki stati

tako gda njana woe mcha pma‘kaja.
1z t=bele 1zpiaunih resul tata vidi e, da prm
drugon dalu Gmﬁam metode da Jou

l‘l‘ ﬁ 02341 x 1077 . X 4066 |

o 0.7533 x 1.

02341 x 10

0,3968 x 107 o _

(Knda)
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Kada uparedimiﬁacinjen program za primenu spektralne
: ‘ v oo . b
netode, s& onim kojl bismo morali naciniti u ovom slucaju za

klasican Graeffe-ov postupak

a, 8y 8y %3 Y] B eeo

aa :‘1 3.2 -3'5 34 -as S ®
=2 2 - 2 2
ﬂﬁ -.1 3-2 .33 a4 -5.5 ene

*2‘0&2 ‘ -2&1% | +2&2ﬂ 4 | -2‘355 +2ﬁ4ﬂ6 ®es e
+23634 . =284 8g +28,8 ;233&7 cos
| +2£Ua 6 | -2318.7 *23238 ne»

b, | b, by by by ...

- vidimo éa je on znatno kraéi‘ Razlika-u duﬁini programa Za ova
dva postupka bice sve veca u koliko je stepen polazne jedniéi;
ne-veéi, Jer broj naredbl, ako uzmemo samo onaj deo programa

| kéji se odnosi na sgivarno raéunanje,-u apektralnoj metodi 1zno-
si 2x(pl) gde Je u.stepen jednaéina a u drngojlmetﬁdi morall
bianmo proaramirati sve ai 1 sve 231_%;a1+%,kao 3 njihove
zbiruve Pa ge Jasno da ce se broj ovih operacija znatno pﬁva-

favati sa po?ecanaem steppna n polazne jedﬁaclne, a samim tim

i povenavati programi.



U tredem prismeru 1slosicu meks uproicavanjs kod
privene reversije,stirlingove,odnosno Beselove interpolacions
formule, lako se So mose ursditi § ms opiti alusaj,islagange éu
ogranieits,redl boljeg uvida L jJosnode,ns interpolacions psline-
»ne nmm; stm

¥aka jo detm: |

a) Stirlingova interpolseions Corsuls

7 ys yoga;ﬂc-% A !7 _14%- h wlutel)s izA"-:! _ﬂgtﬁa:l):
koja se mose mﬂuﬁ‘ u ablikm uredjenog polinoms

(28) - 3"@*‘1‘ ;_.,v'+_.."p3'¢tag‘ .

») Beselowvn m:-mnm formula

y. -,.A,,u Joavi= o 30y, vt }h hcvz-}ﬂv" s

kﬂa 8 mae napuuti v odliku wsm polinons

(30) "“a ‘1"*‘!‘3 's"#l“" .

_‘o " -e;ﬂ"z*&,; . welnc.s

s =47 *HA e selira, sedin



© bpa vl isvesil rm&:u formule (27),(28) 1 iste
_uﬁuu u ahlm nu "

ﬂt 30 ®nu Cmm wh porans m@hﬁm odrediti kosficiente
G‘ (hl.ﬂg!ﬂ.u:) m mim

o °1" 2

e B e, .3 5_ .2y :

. - 3— . ,(-a“-b—)-s

i&liiitﬂ##ﬁ'#lttl#iiiltti#’t

| m-amrnrﬂ.kMMMMmtsm
'_ntrmﬂnmhm«lnhim&,:ammmb
osn0 u prisent &s su aisovi fuy} 1 (647 (1w1,2,3,4,) momotone
opetaguet 1 da ov ag 10 mmam.aammumui
.. MGﬁlﬂ ) mm:t nﬂh fm. o :

- ' Imumolmnulmimiﬁimﬂim
auo. Trebe ‘edgovarajuen interpolacienu forowiu ekeplicitno
'Mﬂ o irm ﬂmu(ﬂnmn v}, ramm (u) s (42), 14
‘pak mum e pretho m:l.uﬁ - oﬁuku uuum poum- o

1 - *o L q.l saget s a8’ o ﬁ" L

'-'sﬂcéo l-u (mmm),p:ommmunmim-
'-tiwamm




yua

(_33} | *';;ﬁ"

B

‘Esds je y=a, gd8 a lesi u intervalu (¥, ¥ )s % prvu
sprokesizeciju usinm se |

g e
pe S0

("’ t"#-—“-##-h"ﬂ ,
a

R gadene da Je prakﬂm + Balo .‘ dovoljino 4da se
_samtaﬂm ne l(?) |
Vratisos se na tarm- (27) 4 (28), 3tavine &a jei

a) sa .stirnmm !’o:-mha

h#,ol 31#‘;; ‘fiﬂz’d. ','%.sg “aﬁl.:ls-
(35)  ag = By '1"'1"‘! 'f '3"!' .yt .

i)um-lmm'u

' bﬂ"”' ‘1*"'! ' i—‘ ¥.1 . b*- b
pe ét ' _
NS ST -w-h g By ab oy ...
1= relasile (BS),odum (36) eledt da jc es nelo h4
o _
. |
;.*" | | |




Akko jt ’Irmd bmh n ﬁmﬂ.%i ule,h'la se dolasi
do ﬂnlﬁh, a to je ovie sluéal sa forsulem (54). Eada se
sadoveljime sa tainoién kosu taje formula (34), moseno staviti
u red (51) da Je | - |

(”’ . e""h » G,‘ﬁa- . E‘#*é ®
- ~ Relsoije {55). is ksje sledi ferumla (34) noseny
-miuﬁ naﬁiﬁnmlm
e E

. _
0 A s-,m.a :“s.

e Mummmhmmjn reiava
~:'immwtnumniu ‘tauiMhum formula
7-(27}; odnosno m) reit mmm v drugom ﬂm,dmnéi |




(4>) ve -_? - atv?«:.zskavcv’-ﬁfﬁ)-q(vz-a.as)(v’-a.zs)-

..1;}

Relaelja (41),¢mbsm (42) moze so napisati u obliku

o v n-’i.:-ﬁp - Palv}
oo e -

' (v) » ¥'Py(v)
.

' (44) r?(v)— bvn-a.zw"k ﬁ?(m,w )(1-3.25?) "5v"

| Upored jujuéi polinem (443) sa (43),0dn0880 (44) wose-
2o prows teorenams (3),48) 1 (5) odredits koefishente 3 '

(1-3,3.4) % mﬁ cm in pojasevs nodiftkovanth auﬂmehu

(45) -a(”-xah*!km’hi)-‘zmq bm“z’ 41{,”3 ¢ 12

{sa ritnem)



o ritem
B ___'ga:*a,»v

-m 3- =1, oduosno k=2, o -

mn’f’ aanms,w: m:nﬁlmmte%-
(1.2,5.4) seokruglili ma iati broj dedimla p 1 &a su relselje
(37, (38) m sdovoljens, $3.0a :.;1:;!1 (1a2304)s
Kada w0 u formiu (43),08s0me (44) stavi mas 1 u = 10%,
odnosne ¥ » lehf,:tmu G-B“zheﬂm (ua.zw"’) 1 (Mﬁ% h
"Mmﬂ.:imjuu;dmm"mmm: ol

' mmt.zfln&nWiﬂ.uaa

__ mm km:lmm interpolactije ¥,
| dovoline nla.m n miﬂm mmi sukoesivadl pojasevs,

d! 3' l‘;{l), t-:..m hﬂ, edretjeno formulom (43),0dncene
_ tm.hu wmo :’-‘ (302,344), & mx figurtin u forsuli(34).

hblmnmuhﬂmera (34) racymm-

mWMamuﬁmHMdmﬁ,
umumnmmmmnunmm,aumu

-muimumm S
macmmrd‘(z)mubmm;m”m

sa kaan ae vrednost g- msz m,s.

.{m sano)



Ustimo same oned deo tablioe razliks koji de sadriats
potrebne vrednosl argumenta,funkeije i odgoversjude raslike
potrelne sa primenu Beselove interpolasione formule,

ol g el i

x y A A%y Aoy aly

Dg8T  0,495T452 20 e851 u 1
90046 . w10
048 De 307498 o ~86) 2 |

Kako js x, - 0u47 ; B w9,0) Mée
(46) ¥ = 0,498247340,0:90046v + (24 5000856 f—-‘?‘l»(ﬂ.:}me)

‘Q - ﬂ;‘%ﬂﬁ &»

52t o (0,047 = 040000223810,

{_%)5 . = 0,0000001074,

‘2



A ¢ .- 2 * 0,004753,

| ' L ” "» Q'W L 2 !‘ﬂ; 11;5__, Foy I
64 ® 0s3(=0,004753)(~0,00001888)-
_ - QQQW
| wmmuﬂm:m (%1), dide

v ammmmcmmm:’w. 50306406(0,1934336)°
00046 » 0,19561186 « 0,1936119

xw :,m - oavogm(a.sssan - a.ﬂm .
mm,m m.(-m $ (46) M &z Jo

- a.smmm v"") + a.mm v(x-o.as MW‘"
-._ﬂ#ufuw |

I -am-m'w:nmmmm .
mmiadmmmsm:uxm,uu

I :f " a » -ag.aeﬂn :; .zn a ﬂ;e. D0, -

{xako 3je)




'.;_*mmm Mlu:}.

,,,t ?) o g,lgmm ,...{..a,amm) {a,zmssﬁ) ...(na. 00 m> tmlmﬂ
- 3.19‘5‘336 * o.mm & e.mmm = 0,1936115

Mwﬁi ' mutut Pu1, 1986119 ,60 ovin koll smo
dobils prens fwmli 8 D 0.1936115, vidimo da raslika

feansl sano A m mlm:hs deoimalnog masts, kojs
'mmumnmmummmm jer je

S Re ;,,m - a,;-m..me.sm.zm w 0,47693612
unwammumcmtmummm
nanja. ¥edjusin, brod nmuaumanum;mmsouu
dh-aaa W:.hﬁutaumunim

- nymﬁmammm“pum formule {41),
ofnosno (42) ma Xlasiéan mefts pokesalo Bi preinost Frve meto-
u. aumhoaﬂgtm sorali bisso imﬁmﬂhrjmm
umanuummuumm ummiﬁmarmjt
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SADROZAJ

YVoD _ |
SLAVA PRVA-VATEMATICKI SPEKTRI

1. Pojem matematickog spektra
Opeti nadin obragovania matematiakih.apaktara

3- dktar*niza eolih pozitivnih brojeva

4, D uti(invermi)apaktar 1 pomereni spektar

5. Jedinieni gpektar

6. Razredjent gpektar

7. 3pektri nina calih, rnzlieite oznacenih brojeva 4
udthﬁitvanjaaniza'kada je dat spektar.

8. Spektay polinoma

% Spdk*ri brojevn.kﬁai nisu cell 1 spektri funkcija

10, Primena prugastih matematickih 3p&kﬁara

GLAVA DRUGA-OPSPT I }GLED NA SPEKTAALNU 'ETODU
1. Prugaatifnntamaticki spektri 1 5pektralna metoda
GLAVA TRE&A-PSEUanéEKwRI I NJIHOVA PRI:BNA

1. Definiciia 1m-Pseudogp6ktar
2; Teorema 1 '

3 Pramsgn.paaﬁﬁaspaktara na reaavanja diferenaijalnih
) jeﬂnaoina

JAV.A CETVBT&-NDI"IK’WAHI POEUDOGPEKTRI

1. Fodifikaeija pseudospektara
2. Defintcijla 2 |
De Tenrene 3,4;5-

GLAVA PETA-PRI VENA MODIFIKOVANLA SPEKTARA U NUMD =£IC‘{OJ
ABALIZY

1, Raﬂavanja difereneijnline jednaeina y*=f(x,y) pomocnu
f modifikovanili pseudospektara

e Primena ﬂl@ktrunukih radunara u spekiralnoj metodi

3. Frilog wmetodi inverzne interpolacije
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