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1. O NASTAVI MATEMATIKE

Nastava matematike je aktivan proces m koestvuje nekolikatinilaca. Vrijednost
obrazovanja zavisi od svih aktera: nastavnih prmograudzbenika , nastavnikag¢emika i
naina izvaienja nastave.

Preduslov ostvarenja ciljeva nastave matematike atemattkom obrazovanju je dobra,
racionalna organizacija i pravilno odabrarginazvodenja nastave, uvazavanje individualnih
razlika wenika, redovno prenje wenikovih aktivnosti.

Rad na nastavnim programima se mora temeljiti nazg@anim podacima o mo@uostima
usvajanja gradiva jer preobiman program, nepaavitaspored gradiva, neuskdmost
pojedinih dijelova programa i te kako diti na napredovanjec¢anika.Nastavni program bi
trebalo da prati udzbenik koji sadrzi gradivo pridéwno programom.

Udzbenik utte na rad nastavnika tenika. Na nastavnika vrSi uticaj udvau obrade novog
gradiva, organizaciji ponavljanja i vjezbanja. Aj® udzbenik didaktki neprikladan kod
ucenika ¢e izazvati negativan stav koji se ogleda u gubitkeresa za ¢enje matematike.
Posljedica rada sa takvim udzbenikote biti nekvalitetna &enicka znanja podlozna
zaboravljanju.Udzbenik kao nastavno sredstvo i rizgaznanja mora sadrzati kvalitetno
napisane matemake sadrzaje koji su oblikovani tako da itenici mogu usvajati.Udzbenici
kojima se mi sluzimo u nastavi su napisani teSkmumdjivim stilom, neprilagdeni
moguenostima véine wenika, pretrpantinjenicnim sadrzajima .

Veliku odgovornost u nastavi, ima nastavnik kojigeganizator i realizator obrazovanja i
istovremeno, vaspitanja. Nastavnik mora imati keatio matematko i metodéko
obrazovanje.Takav nastavnée wenicima prenositi prava, neiskrivljena saznanjayijati
potpune pojmove 0 matem&im pojavama i objektima, osigu@ racionalno izvéenje
nastave, primjenjixg® adekvatne metode i oblike rada, pravilno updiitij@astavna sredstva,
individualizirati, aktivirati &enike. U suprotnom, nedovoljno stamn nastavnik moZze izvoditi
mehaniéke i rutinske aktivnosti bez pravog smisla i &mga i izgraditi formalistika

nepovezana znanja.



Drugi, ne manje vazartinilac u nastavi je ¢enik. Probleme u denju mozemo &ekivati
ukoliko wenik nema dovoljno mateme&kiog predznanja, rutine u danskim operacijama,
nije usvojio oznake u sadrzaju pojma, ako odvajaviaja samo govorni ili bilo koji drugi
oblik izrazavanja (crtezi,formule, simboli) od saaja. Takav formalistki nacin uc¢enja ima
mnogo negativnih karakteristika jer ta znanja nisyojena svjesno, njima se nepravilno
izrazavaju matematke zakonitosti, &enici ih ne primjenjuju u praksi a ne pomazu njetal
matematikom obrazovanju. Na Zzalost, praksa je pokazala da ugnici  skloni
formalistckom znanju.

Mislim da problemi kréu ve: od osnovne Skole, kada séeunici upoznaju sa razitim
matematikim znanjima, koja se prikazuju powomatematikih znakova i skupova znakova
Sto seesto usvaja kao oblik, ali ne i sadrzaj i struktkmge ih predstavljaju.

Svake godine se pot@va broj znakova i simbola pa kontinuirano matetkatobrazovanje
u smislu shvatanja matemsih znakova i simbola i njihovih sklopova dolazpitanije.
Formalizam se javlja u mnogim oblastima pa i uaye®ju jedn&na i nejednaina.Uenik ¢e
formalno rijesiti jednainu ali cesto née znati objasniti sadrzaj transformacije, niti ragirk

zakonitostima se izvrSila transformacija.

Moje iskustvo u nastavi je pokazal@whjucu ¢injenicu da se &enici toliko zapltu
pri rjeSavanju linearnih jedtea i nejedné&ina, izuzetno vaznih u nastavi matematike.
Pri obradi jedn&@na ucaila sam gdje tenici nage&e grijese :
2x-3 _ X+ 7

3

koje nisu méu sobom jednake.

U jedn&ini piSu =6x—-9=2x+14 - znacima jednakosti se vezu jetina

Ucenici ¢esto zaboravljaju prvu osobinu jednakostinjenicu da se jed@ma moZecitati i
zapisati s lijeva na desno i s desna na lijevo.

Recimo, data je jeddma 3+ x =2x-1.

Mozemo jecitati i zabiljeziti kao2x —1= x+ 3i takvu rjeSavati.

Ucenici se ne snalaze pri rjeSavanju jegdnal-2x = 0, gdje , kako i koj¢lan je promjenio

mjesto pri daljem rjeSavanj@x = ?1

~—

Karakteristtna greska je i rjeSavanje jedmea oblika %:o, pri cemu vrlo ¢esto
X

stavljajua(x)=0i b(x)= 0



+ - . . o . .
3X 1_% = x+1, mnozéi sa zajedriikim imeniocem 6, zaboravljaju desnu

stranu jednakosti pomnoZziti brojem 6 .

U jedn&ini

Najce&e, wenik ne kontroliSe rezultat, zadovoljan je Sto gbid odgovor a to Sto je platio
rucak sa 2406 eura ili da deda ima 8 godina mozeias¢grimje&eno kao nevjerovatan
rezultat.

Pri rjieSavanju nejeddana oblika 31X+_ 2
X

<0, mnoZe nejedrénu sal+ X,

i ¢esto zaboravljaju uslo¥+ x# 0.

RjeSavajdi nejednginu — x> 3, mnoze sa-1 ali ne mijenjaju znak nejednakosti.

Kako su se ovakvi i &fii problemi ponavljali kroz razlite generacije, analizirala sam
uzroke teskéa i otkrila nedostatak znanja u osnovnim pojmovimgpoznavanje simbolike,
osobina jednakosti i nejednakosti, neutreniranost ipvodenju operacija, nedovoljnu
primjenu stéenog znanja u realnosti.Trudila sam se ddema n&in da se prevadu
navedeni problemi i da se, kao rezultat, dobijggsw usvojeno i pravilno primjenjeno

Zznanje.

2. JEDNACINE

2.1. JEDNAKOSTI, IDENTITETI, JEDNAINE

Jednane pomazu &enicima da uvide zavisnost izthe velicina, da izrazavaju
karakteristike raztitin pojava realnog svijeta, uvode nas u oblastjdra, uspostavljaju
vaznu vezu izm@u matematike i drugih nauka.

Pri obradi novog gradiva¢anicima izlazem ponesto iz istorije matematikesj@atram da je
vazno da &enici ¢uju koji matematiari su zasluzni za koja otkd, period (vijek) u kom su
zivjeli, ¢ak i neku anegdotu. Na pitanje, u kom vijeku ja@idekart, u prvom razredu , niko
mi nije dao odgovor, (ponavlja se kroz generacijeuvjerava me u opravdanost izlaganja

dijelova istorije matematike.



Metoda za rjeSavanje jedfiaa prvog stepena koja se zasniva na osobinamaediikih
operacija, razvila se kod ragtih naroda u toku niza vijekova. Beci se javljaju prije 40-50
vijekova kod Egipana, Vavilonaca, Indijaca.

Diofant (3.vijek), g¢ki matemattar, ostavio je djelo o aritmetici u kom govori mj@vima,
njihovim kvadratima i kubovima, rjeSavanju jedima i nejednéina.

Indijska matematika se razvija izthe V i Xl vijeka. Indijci razvijaju algebru, uvode
pozitivne i negativne brojeve, i prvi imaju na upazitivna i negativna rjeSenja jedinaa.
Arapski matematiar Al Horezmi (780-850.god.) se zove ,ocem algehez“je Al Horezmi
prvi prowavao algebru u elementarnoj formi.

Zahvaljujii djelu Hisab al dZzabr we al muqgabala, civilizaggadobila novi pojam ,algebra®“.
Njegova matematika je u potpunosti deaa rij€ima, bez koriStenja simbola.

Al Horezmi koristi linearne i kvadratne jedi@e za rjeSavanje praktiih problema,
razlicitih vrsta i porijekla.

N&in pisanja jedn&na kako se naméni prirodnim je izgrden u 16. i 17. vijeku.

Fransoa Viete (1540-1603), u svojim radovima, unadgebarski metod, slova za ozagaanje
velicina, simboléku algebru. Znak jednakosti i zagrade se upotredjjau 18. vijeku.

Jedn@ne se uvode u osnovnoj Skoli rjeSavanjem na osmasunskih radnji. Tada se
daje pojam jedn@ne i njenog rjeSenja, prvo na osnovu zakona mdiékia operacija a
zatim putem pronalazenja analogija u strukturi @ne jedn&ne i nalazenja rjeSenja
jedn&ine.
U srednjoj Skoli se zbog ¥e matematike zrelosti, rjeSavanje izghaje po principu
ekvivalentnosti i razvija se dublje ideja jedimee.
Mislim da je preduslov za to usvajanje algebarskdbslike.
Njutn u svojoj ,Aritmetica universalis“ govori oogtavljanju jedné&na kao o prevéenju sa
jednog jezika na drugi. Postavljati jedivee zn&i uslove formulisane riggma, izraziti
matematikim simbolima. TeSkée koje se javljaju pri postaviljanju jediiae su teSkée
prevaienja . enici bi trebalo da dobro poznaju oblike matetiaty izrazavanja, da stavove
izraZzene rijéima, prevedu u stavove izrazene matetkati simbolima, znacima jednakosti i
nejednakosti i obratno, da obrasce izrazetinj@, da ih interpretiraju, zapazaju izvjesne
pravilnosti.
Prilikom provjere znanja denika o simbolima, uvidjela sam da je izrazeno mapvanje
simbola i njihovog zngnja, tako da je vjezba za usvajanje simbolike jakdsna za daljnji

rad. Za usvajanje simbolike koristim¢taar i prezentaciju sa vjeZbama (Welu nastave



prvog razreda gimnazije). Prije izdenja vjezbi, denicima navedem koje grupe simbola
postoje i na primjerima pokazem kako ih koristirdatim u prezentaciju postavim sasvim
jednostavne zadatke za usvajanje i vjezbanje dikabo

Zadaci izgledaju ovako:

1. NapiSi izraz u komeée biti dvije konstante, jedna promjenjiva i opeainnozenja i

sabiranja.

2. U datom izra2t3|2x5;3Z odredi:
y

a) sve konstante
b) sve promjenjive
C) operacije zastupljene u izrazu
d) koju vrijednost promjenjiva y ne smije uzeti?
3. Praitaj zna&enje
a)xdS b)AOS
4. Vjezba za biljeZenje nekih pojmova paicslova i obratno, izgovaranje @jena pojma
koji je napisan opsStim brojevima.
Primjer: 1. NapiSi izraz za prirodni broj koji ggeljiv sa pet.

2. Napisi kub nekog cijelog broja

3x=2k,kOZ
5. Vjezba za zapisivanje algebarskim simbolom mat&kih stavova izrazenih riggma.
Primjer: 1. NapiSi pravilo za &nanje osnovice pravougaonika kada je data poviBina
visina h.

2. Za svaki element iz skupa A, ppstdom skupu téno jedan element takav da je
prvi element jednak dvostrukom drugom.

3. Za svaki prirodni broj x jectaa formulax> 1
6. Citanje i interpretacija obrazaca
Ovdje se mogu javiti teSke u odstupanju reda r§eu retenici od reda vrsenja radnji koji je
usvojen u matematici pa treba navdjecu da prilikom prevdenja govornih izraza na

matematiki jezik preureiuju konstrukciju réenice da bi ona Sto jasnije prikazivala sadrzaj.
Primjer: 1{0a0z)([@bON)a? =b

2(0xON)x > -1

3(OxON)(x>20x<4)

7. Samostalno sastavljanje obrazaca



Ovdje je vazno otkriti proces koji lezi u osnowe$gnja pojedinih zadataka istog tipa, a onda
da se putem simbolike oformi.
Primjer: 1. NapiSi obrazac za aritnitil sredinu brojeva a, b, c.

2. Napisi obrazac za komplementnews|
8. Upotreba simbolike u trazenju brojne vrijedn@dtebarskih izraza za zadane vrijednosti
opsStih brojeva. Ove vjezbe su korisne za ponawjamitmetékih operacija sa cijelim i

racionalnim brojevima.

Primjer:1. Ako je, x = g AV %1 nadi vrijednost izrazadx® — xy + 3y?
Praksa je pokazala da je svaki simbol najboljeia@dmah¢im se srethnemo s njim i svjesno

se sluziti simbolima u svakoj prilici.

JEDNAKOST, IDENTITET

Prije uvdenja jednaina potrebno je posvetiti paznju jednakosti, idketdi i identénim

transformacijama.
Za dva broja ili izraza mozemocieda su jednaki ako je njihova razlika jednaka nuli
Posmatranjem sljedidn primjera, @enici ¢e uciti da se jednakosti dijele na dva tipa: na
jednakosti koje su tae za sve vrijednosti opstih brojeva i na jednakagie su téne samo
za odredene vrijednosti opsStih brojeva. Prve jednakostiiveano identitetima a druge
jedn&inama.
Ucenici treba da ute koje od navedenih jednakosti sdn@ za sve vrijednosti ili samo za
odrelene vrijednosti opstih brojeva, ili niswtee.
Primjeri: 1. 2+3 = 5je tatna jednakost

2'3311—069_

3.a+5= 22 ova jednakost je taa zaa= 17a za svaku drugu vrijednost nije

=10 je neténa jednakost jer djeljenje nulom nije mégu

4a+a=2a
5alb+c)=ab+ac ove jednakosti sudae za svaku vrijednost a,b,c
6. a(b+ c) =—ab+c ova jednakost nije tma po distributivnom zakonu je

ab+c)=ab+ac, ali moZe biti téna jednakost za= 1 c=0



7.:—+2 =a ova jednakost nije taa jera—a je jednako nuli a djeljenje nulom

nije mogue.

Uc¢enici mogu uporediti i ove tabele:

1. Ispuni tabelu:

X -1 /0 | 1] 3/2

N

13/4| a) Sta primjéuje$ posmatrajti tabelu?

x+2 (1 2 | 3|72

N

21/4| b) Za koje vrijednosti x je tma jednakost

3x-1|-4 |-1|1]| 7/2] 5 35/4 3x-1=x+27?

c) Kako se zove ova vrijednost broja?

2. Ispuni tabelu:

m -1 |0 1/2] 1| a) Sta primjeujed posmatrajiitabelu?

(m—1)2 4 |1 1/4| 0| b) Za koje vriednosti je tma jednakost

2 _
m>-2m+1 |4 |1 1/4| 0 (m—l) =m?-2m+1?

Tabela je indicija ali ne i dokaz identiteta.

Za dva algebarska izraza koji imaju jednake brojrednosti za bilo koje (jednake za oba
izraza) vrijednosti, kaZze se da su idemd jednaki. Jednakosti koje oza&aju da su dva
algebarska izraza idetiio jednaka zove se identitet.

Da bi rjeSavanje jeddma bio svjestan proces potrebno je, posebno,as#glidenténe
transformacije i osobine jednakosti. To je jedngAkilovih peta“ vetine wenika.

Identicna transformacija nekog algebarskog izraza je toamscija tog izraza u drugi koji mu

je identtno jednak.

Osobine identinih transformacija:

1. Ako se identino jednakim izrazima doda jedan isti izraz, dobijgbirovi su ident#no
jednaki.

Akoje A=B,ondajeA+C=B+C.

2. Ako se identino jednaki izrazi pomnoze jednim istim izrazom, gl proizvodi su
identino jednaki.

Ako jeA=B, onda jeAC =BC.



3. Ako saberemo lijeve (i desne) strane dva idetatitdobiemo identitet.

Ako jeA=B,iC=D,ondajeA+C=B+D.

4. Ako pomnozimo lijeve strane dva identiteta i pmdimo desne strane dva identiteta,
dobicemo identitet.

AkojeA=B,i C=D,ondajeAC=8BD.

Osobine identinih transformacija &enici mogu ugiti primjenom transformacija na
jednakosti.

Primjeri mogu izgledati ovako:

1.2x-3=X
2.§=5
2

3. X+3=2x-1, 3x—-2=x+2

4, 3x=2x+1,

w | x
N

Osnovne osobine jednakosti:

1. Simetrénost jednakosti
Ako je A=B,ondajeB=A.
Prema definiciji izZA = B, proizilazi da jeA-B = Opaje prematomeB-A= @§. B=A.

2.Tranzitivnost

Akoje A=B i B=C, ondaje iIA=C .

Prema definiciji izA=B proizilazi A-B=0a izB=C proizilazi da je B-C = 0 Zbir
dva sabirka od kojih je svaki jednak nuli je tdkonula pa je A-B+B-C= 0 ili
A-C =0, dakle, A=C.

3. Ako se lijevoj i desnoj strani jed¥ine doda (oduzme) isti izraz dobije se jednakost.
Neka je A= B, dodajmo lijevoj i desnoj strani C, treba dokadatje A+C=B+C.

Iz A=B proizilazi A-B=0i dalie A+«C-B-C=0t. A+C-(B+C)=0 pa je
A+C=B+C.

Izraz C moze imati bilo koju vrijednost, ali ne neoizgubiti smisao broja, npr. ne mozemo

dodati razlomakiji je imenilac jednak nuli.



4. Kada se obe strane jednakosti pomnoZe istimomadobijemo opet jednakost.

Neka jeA=B, i C ma koji broj ili izraz koji ne gubi smisaadja.

Iz A=B, proizilaziA-B = 0, proizvod svake strane jediige brojem C jednak je nuli pa
je AC-BC =0 i dobijamo AC =BC.

Posljedica 1: Dijeljenjem obe strane jednakéstiB ma kojim brojem (izrazom) koji ne
. N . A B
gubi smisao, dobija se JednakegtzE

Neka jeA= B, mnozimo sai pri¢cemu jeC # 0, AizBl ili é:E
C C C cC C
Posljedica 2: MnoZenjem sviltlanova jednakosti koja sadrzi algebarske razlomke,

zajednékim imeniocem, dobija se jednakost koja sadrzi saijete izraze.

JEDNACINE

Jedrgnom zovemo jednakost koja jectan kada se na mjestima svih opstih brojeva
zamjene neki odrkeni, posebni brojevi. Ti posebni brojevi koji pretgju jednginu u tanu
jednakost nazivaju se rjeSenja jetina (korijeni jednaine).RijeSiti jedndinu zn&i naci sve
one brojeve koji kada se zamjene na mjesto op3teg Baju t&nu jednakost.

Pored definicije jedni@ane i zn&enja njenog rjesSenja, potrebno je d&nici znaju kojem
skupu brojeva treba da pripadaju rieSenja jénrea Prilikom izlaganja uvijek naglasim da
postojanje ili ne postojanje rjeSenja moze zaviséisamo od jeddme nego i od oblasti
moguih vrijednosti rjeSenja.

Na primjer, jedn&ina 8x = 50 nema rje3enja u oblasti prirodnih brojeva, jetima x* = 2
nema rjeSenje u oblasti racionalnih brojeva.

Dakle, pored traZzenja rjeSenja jedin@, potrebno je insistirati na diskusiji u kojg spituje
oblast u kojoj rjeSenja postoje, u kojoj ih nemaljko rjeSenja ima u oddenoj oblasti. Ova
diskusija mora pratiti rjeSavanje jedinae, tijjesno se prefdie sa rjeSavanjem i nerazdvojiva je

od rjeSavanja.
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Prije uvalenja ekvivalentnih jed@#na, navodim jednostavnije primjere rjeSavanja gdra

ax =b, a wenici se uvjeravaju da rijesiti jedfiau zn&i nati sve vrijednosti nepoznate koje
pretvaraju jednéanu u ta&nu jednakost. Jedtima prvog stepena ima jedno rjeSenje.

Primjeri: Neka je data jedtima x+7 = 12, rjeSenje jex = 5Ako na mjesto x stavimo drugi
broj, dobijamo net&nu jednakost pa se kaze da broj 5 zadovoljava {@oina

Jednakosx — 2x =5x je tatna za svaku vrijednost i ¢ini identitet.

Ucenicima se moze postaviti pitanje: da li jetlna prvog stepena sa jednom nepoznatom
moze imati beskoamo mnogo rjeSenja a da pri tome ne bude identitet?
Da li svaka jedn&na ima rjeSenje?

Uzmimo x+ 2 = x+ 7, ova jednéina, aigledno, nema rjeSenje jer ne postoji takva vrigstn
koja bi zadovoljavala jeddmu. Ako se nepoznatom broju doda 2, i istom brogga 7,
dobijeni zbirovi ne mogu biti isti jer je za majkarijednost, drugi zbir uvijek & za 5.

Jos jedan primjer: @avisinu pravougaonika sa osnovicom €iR je obim dva puta maniji od

obima kvadrata sa stranicom koja je jednaka vjgiavougaonika.
Dakle, osnovicaa = g , iz uslova zadatka j&(7+2x)=4x pa je14+4x=4x, odnosno,

14=0. Zaklj&ujemo da ne postoji pravougaonik i kvadrat kqjuisjavaju uslove zadatka.

Prema tome, postoje jedfiae koje nemaju rjeSenje i zovemo ih proti¢ren jedn&inama.

Jednostavnije jedfime koristim su za radc¢enika na réunaru jer su ovakvéasovi
dinamini, svi Wenici su angazovani i jedéiae dobijaju Zivlji, stvarnosti blizi, realniji dil.
Uéenicima je vaZzno da uvide gdje je primjena obliasjii ute, ¢esto pitaju ,Sto mi to treba u
Zivotu?* Gube interesovanje z&anmje ukoliko se primjena ili zdanje jasno i na primjerima
ne nazné.

Ove jedndéine su zgodne za sastavljanje obrazaca, postawlj@uing&ine prema tekstu,
postavljanje problema prema zapisanoj jédma provjeru t&nosti jednakosti ali i da se
pokaze kako se jedtiaama rijeSavaju raziiti problemi, problemi kretanja, &an mijesanja,

geometrijski problemi.

Ucenici kr&u od jednostavnijih primjera ka nesto slozenijim:

1. Pridruzi odgovarajte jedngine ponuienim r&enicama:

a) trostruka vrijednost nekog broja Geea za 7 postaje 25. i?i.: 25
b) sedmina nepoznatog broja umanjena za 3 je 25 Ax+7= 25
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c) trostruka vrijednost nekog broja umanjena 7 plaea broj 25. % -3=25

2. Odredi napamet k, p iz jediize i :@
10C
3. NapiSi réenicu (problem) za zadanu jedimau:
a) 6x = 30
b) 3x-5= 20
C) X -1=2
3

4. Provjeri ténost jednakosti

Zadana nepoznata jedira ténost jednaine

s=2 16_3 1
S

g=3 29= 5 1

t=12 14-t= 2 T

5. Provijeri da li je zadani broj rjeSenje jedina
a) x=3 3x-9=0

b)t:__]" E-t:l
2 4 2

6. Problem odnosa iznde brojeva

Stub stoji tréinom svoje duzine u zemlji, polovinom svoje duzZingodi a 20 cm izviruje iz
vode. Kolika je duzina stuba?

7. Problemi kretanja

a) Konjanik treba da stigne pjeSaka koji j& Vesati na putu. Kolikée vremena trebati za to
ako on na sat prevaljuje 12 km, a pjeSak 5 km?

b) Putnik pa@e na put i prelazi dnevno 30 km. Poslije 6 damdeza njim drugi putnik koji
ga stigne za 9 dana hoda. Kojom se brzinonekdeugi putnik?

8. Geometrijski problemi
a) U jednom trouglu ugag je dva puta v@ od uglaa, a ugaof iznosi %y. Koliki su

uglovi trougla?
b) Strane pravougaonika se odnose kao 3:5. Umarijikra¢u stranicu za 1 cm, a duzu za

toliko pove&amo, tada se povrsina umaniji za 7°criolike su stranice?

9. Raun mijeSanja
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a) ako se pomijeSa 5 | vina po cijeni od 6 km davina po cijeni od 8km, kolik@de koStati
litar mjeSavine?

b) Mlin ima dvije vrste brasna, od 720 i 480 dinpoakilogramu. Koliko treba uzeti od svake
vrste da se dobije mjeSavina tezine 120@ijegbi cijena bila 640 dinara po kilogramu?

RjeSenja
l.a)i2. b)i3. ¢)il.

2 =100 100
tp kt

3. Na primjer, tekst moze biti:
1. Sestostruka cijermkolade od 100 gr je 30 km, koliko kosta 10@agkolade?
2. Ako trostruku vrijednost broja umanjimo zad6pijemo 20. Koiji je to broj?
3. Ako od tréine jabuka oduzmem jednu jabuku, éstani dvije jabuke. Koliko je bilo

jabuka?

4.ayL p)lL o)

5. ayr bl

6. 2 +24+20=x
3 2

2X+ 3x+120=6X
5x+120=6X
x=120cm

7.a) konjanik je na puty sati, pjeSakx+ 7ati
12x =5(x +7)
12x =5x+ 35
7x= 35
X=5
b) drugi putnik se ke brzinom odx km na dan, na putu je proveo 9 dana, a prvi puthik
dana
15[30=9x

X =50km na dan
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8.a) y=2a , ,Bzgy , [>’=§2a , B=—

a+[+y=180
cr+%+2a:180O

2a +3a +4a =360
9a =360

3a’-5a+3a-5=3a’- 35
-2a=-30
a=15

b=3[15, b=9
5

9.a) mjeSavinaod51i71je 12 1vina
5(6+7[8=12x

86 =12x
_86
12
X = 716km
b) x+y=1200
y =1200- x

x[720+ (1200~ x) (480= 1200640

720x+12000480—-480x =1200[ 640
240x =12000160
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x =800, y=400kg

Kada se usvoji pojam jedéiae, moze se péena dalje uopStavanje.

2.2. EKVIVALENTNE JEDNACINE

Wenici se dalje upoznaju sa ekvivalentnim jegimama, definicijom i n&inom
njihovog dobijanja.
Za dvije jednéine se kaze da su ekvivalentne ako su rjeSeng jpdnaine istovremeno i
rjeSenja druge a rjeSenja druge u isto vrijem&en@ prve.
Na ovim primjerima udavaju koje su jedréane ekvivalentne a koje ne :
1. Jednéine x+2=5 i 3x+5=14 su ekvivalentne jer svaka od njih ima samo jedno
rjeSenjex= 3
2. Jednéine x+3=81i 2x+3=9 nisu ekvivalentne jer je rjeSenje prve& = abdruge
X=3.
3. Jednaéine 3x=6 i x*-4=0 nisu ekvivalentne. Prva ima rjeSenjx= & druga
(x+2)(x-2)=0 ima dva rjeSenja koja dobijamo ix—2=i0x+2=0, x=2 i x=-2.

RjeSenjex = — 2 ne zadovoljava jeddau 3x = 6 pa jedndine nisu ekvivalentne.

Poslije kakvih operacija se dobijaju ekvivalenteerj&ine? lzuzetno je vazno daenici

osvijeste kojim operacijama i na kojidgnadolazimo do ekvivalentnih jedtiaa.

1. Zadana je jedima A(x) = B(x)

Dodajmo svakoj strani jedtime m, A(x)+m:B(x)+ m, gdje je m ma koji broj ili
algebarski izraz (cijeli ili racionalntiji je imenilac razléit od nule) dobijene jeddae su
ekvivalentne.

Primjer: Data je jedrana 3x = 6. RjeSenje jednidne jex = 2.

Dodajuwi svakoj strani jednane razlomaki, dobijamo 3x + =6+ ! .
X—2 X—2 X—2

Za x = 2, razlomak gubi smisao pa se prilikom dodavargéoraka treba paziti da razlomak

ne izgubi smisao za onu vrijednost nepoznate kagmwoljava datu jediau.
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Posljedica 1: Ako se od lijeve i desne strane jeieaoduzme izraz m koji ne gubi smisao,

dobijamo jedn&nu ekvivalentnu datoj.

Posljedica 2: Ako ma koglan prenesemo sa jedne strane na drugu i pri towm@jenimo

znak, dobtemo ekvivalentnu jedau.

Posljedica 3: Svaku jedtiau mozZzemo dovesti na oinP(x) =0 (dovoljno je svetlanove

prevesti na lijevu stranu sa suprotnim znakom).

2. Ako svaku stranu jeddi@me pomnozimo istim izrazom koji nije jednak nukaji ne gubi

smisao, dobijamo jedtienu ekvivalentnu datoj.
MnoZzenje sa, recimor,ln, mz0 je dopusSteno zbog uslovatth pa% ne gubi smisao broja.

Zasto je potreban uslov, ilustraeprimjer:

Zadana je jedrigna 7x= 21 (*). RjeSenje ove jedrine je x= 3 ako se obje strane
jedna&ine pomnoze sa 0, dobijam&x[0=21[ (*@), 0=0-identitet i imamo beskotiao
mnogo rjeSenja.

Prema tome, (*) ima jedno rjeSenje a (**) imasken&no mnogo rjeSenja pa nisu

ekvivalentne.

Posljedica 1. Dijeljenjem lijeve i desne stranengthe istim brojem ili izrazom koji nije
jednak 0, dobijamo jeddau ekvivalentnu prvo;j.
Primjer: Data je jednana 3x +15=6x— 45, dijeljenjem svik¢lanova sa 3, prelazimo na njoj

ekvivalentnu jednanu x+5=2x-15.

Posljedica 2: Jeddmu sa razlomljenim koeficijentima mozemo pretvotit ekvivalentnu
jedn&inu sa cijelim koeficijentima ako svakian pomnozimo sa najmanjim zajetkim
sadrziocem.
Treba naglasiti da ako su dva razlomka jednaka&ojeobi (imenioci) su im jednaki, ondze i
imenioci (brojioci) biti jednaki.

LB
4 3-X

aln

dobijamo da je 1-x= 3 odnosno, iz druge jednakosti

4
3-x=5.
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Posljedica 3: Ako svindlanovima promjenimo znake, dobijamo ekvivalentrangéine
Primjer: B— AX =C je ekvivalentna s\ X -B=-C ili AX=B-C

Vjezbe i zadatke iz ovog dijela zadajem ovim ppsehim redoslijedom:
1. 2x+3x+4x=18 ¢lanovi koji sadrze nepoznatu su na jednoj strani
2. 5x+7x=8-3x+7 <¢lanovi koji sadrze nepoznatu su na obe strane agbiazanovi
Su samo na jednoj strani
3. 12x+9-3x=6+2x na svakoj strani imdanova sa nepoznatom i slobodgianova

4. 89-2x)=53x+2) jedn&ina sadrzi nepoznatu u zagradama

5. §+3—7X—§ =9 jednéina sadrzi razlomke sa brojnim imeniocem i nepozmati

brojiocu

- - +

6. 86X > 34X _X*6 jedn&ina sadrzi brojne imenioce i polinome u brojiocu

1 3_5 . . . . :
7. —+—=—+— jednaina sadrzi nepoznatu u monomu imenioca

X x 2x 28

2+X 5 8

- = > jedn&ina sadrzi nepoznatu u polinomu imenioca
x-1 2(x-1) 3(x-1) 18

Posebnu paznju positgem obradi jedn@na oblika %=O, P(x) i Q(x) cijeli
X
polinomi pox i razlomakw se ne moze skratiti.
Q(x)
. . , P(x) _ . : _
Mnozenjem saQ(x), lijeve i desne strangﬂ =0, dobijamo da jeP(x)=0.
X
. P(X) . . _ .
Jedn&ine m-o i P(x)=0 su ekvivalentne, za (@) # 0.
X

P(x)

RjeSenja jediiane m =0, ako postoje, moraju zadovoljiti jedfiau P(x) =0 alito
X

su vrijednosti x za koje jeP(x) =0 i koje ne pretvaraju jedtiau Q(x) =0 u nulu.

Kada bi za istu vrijednost, npr. x=a, P(x) i Q(x) bili jednaki nuli, onda biP(x) i
Q(x) imali zajedntki djelilac x—a pa bi se razlomak@ mogao skratiti, Sto je protivho
X

pretpostavci.
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Kada se dobije vrijednost x iz jedie P(x)=0, wenici se moraju uvjeriti da li te
vrijednosti pretvaraju imenilac u nulu.
Samo pod tim uslovom se mogudeaa rjeSenja jeddme P(x):O smatrati rjeSenjem

jedn&ine P =0
Q(X

N X\Ix—-a) . N . , . .
Funkcija y=g je odreélena za sve vrijednosti x osim Xa& a, za koju imenilac
X—a

postaje nula i funkcija gubi smisao.
x(x-a)
X—a

Za sve ostale vrijednosti, tj. zax#a imamo y =

X(X—a)
X-a

Prema tome, ako iskljimo vrijednost x =a, jedn&ine =0 i x=0 su

ekvivalentne.

Primjeri: 1. L =1
X—2

Da bi razlomak bio jednak jedinici, potrebno je kiajilac i imenilac budu jednaki, tj.
x—2=1 pajex= 3 Tajuslov je dovoljan jerx= 8e pretvara imenilac u nulu.
Ovaj zadatak po opStoj metodi bi se radio ovako:

1 _1=0. 1-x+2 -0, 3-X _
X—2 X—2 X—2

pretvara imenilac u nulu.

0, 3-x=0, odavde je x= 3a to rjeSenje ne

2.(x—l)(x+1) -0
x-1

(x-1)(x+1)=0, x-1=0i x+1=0, x=1i x=-1
Vrijednost x = 1ne moze biti rjeSenje jedtiae jer imenilac postaje nula kada se vrijednost
X =1 uvrsti u jednainu, pa je rjeSenje samo=- .1

Drugim n&inom:

Za sve vrijednostix # 1raz|omak&();+l) ima vrijednost x+ 1
X_
Zax=1 razlomak&()fl) gubi smisao. Na taj &(im I X+1 su jednaki
X = X =

za sve vrijednosti raziite od jedan.
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Ali kako za x= 1 razlomak &(iﬂ) gubi smisao, jedan ne moze biti rjeSenje date
X_
jedn&ine.

Jednéinu &(iﬂ) =0 mozemo zamjeniti drugonx+1= 0 i koja je ekvivalentna
X_

prvoj (ako se izuzme= ) Prematomex=- 1

3 (x-D(x-1 _ 0
x-1

U oblasti racionalnih brojeva za sve vrijednosti# lijgéva strana je jednakax— il ne
postaje jednaka nuli ni za jednu vrijednast . 1

Za x =1 lijeva strana gubi smisao.
Jedndine &():(L_l) =01 x-1=0 nisu ekvivalentne, prva gubi smisaoxa a druga
X —

se pretvara u tau jednakost.

Prema tome, jediima x=hx-9 =0 nema rjeSenja.

2.3. JEDNACINA PRVOG STEPENA SA JEDNOM NEPOZNATOM | OPSTIM

KOEFICIJENTIMA

Interpretaciju rjeSenja jedirae prvog stepena u koordinatnom sistemu posebno
naglaSavamdenicima jer na taj i@ ucenici uvidaju vezu izméu algebre i geometrije.

Zahvaljujuei Dekartu i njegovoj metodi koordinata, opsSti ogkdnaine sa jednom
nepoznatom se zapisuje u oblilkax+b = ddlje jea# 0.Dekart istée da sex = _?b,
rjieSenje jedndne ax+b = 0, moZe geometrijski predstavitikeom T, koja je presjek prave

y =ax+b i ose Ox.

Uvodenjem opstih koeficijenata u jediiau ax+b = 0 treba naglasiti, pored oblasti m@gu

vrijednosti nepoznate, vrijednosti za koeficijeafe.
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Pri rjeSavanju brojnih jedidaa mogui su ovi sliajevi:
a) ako je a# 0jedn&ina ima rjeSenje,
b) ako jea= 0i b=0 jedn&ina ima beskonao mnogo rjeSenja (jedtiaa je neodréena),

c) ako jea= 0i b#0 jedn&ina nema rjeSenja (hemagu jedn&ina), jer kada a 0
razlomakg postaje po apsolutnoj vrijednosti ¢ved ma kog pozitivhog broja.

Kod jedn&ina koje sadrze parametre, u diskusiji rjeSenjaakgprati rjeSavanje zadatka,
ucenici odreluju za koje vrijednosti parametara moze biti jede8enje, za koje beskatra
mnogo rjeSenja i kada rjeSenjaaditi .Tako se &enici kroz diskusiju uvjeravaju da

rijesiti jedn&inu koja sadrzi parametar zinanai sve te vrijednosti parametara iz zadanog
skupa brojeva za koje jedtimaa ima rjeSenje i odrediti rjeSenje jedimee za svaki od rienih
vrijednosti parametara.

Primjeri: 1.ax—cx =a” - ¢?

xa-c)=a’ -c* akojea-c# Q

jedna&ina ima jedan korijerx = M(a+ c) , X=a+c
a-c
Zaa-c= 0, jedn&ina se pretvara u identitet i ima beskbmamnogo rjeSenja.

a-x b-x
+

2. =2, jedn@inaimasmislaza #» ,@z 0

aa-x)+b(b-x)=2ab
a’ —ax+b? —bx=2ab
a’ —2ab+b? = ax + bx

(a-b)*

(a-b)’ =x(a+b) ako jea+b# Q jednaina ima jedno rieSenjex = s

Stace se desiti ako ja+b= 0Qakojeb# Q a# 0?

-1-x
1

=2

Ako je npr.a=1 b=-1 zamjenom u polaznu jedtiau dobijamoL;+

dobijamo neténu jednakost—2 = 2.

x_x:b_a
"a+b a-b a+b a-b

X( 11 j:ab—bz—az—ab
a+tb a-b (a+b)a-b)

jedn&ina ima smisla ako ja+b# 0i a-b#0
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(a~b-a-b_ -a’-b’
(a+bfa-b) (a+bfa-b)

-2bx = -a® -b?

a’ +b?
2b

Za b=0i a#0 jedn&ina nema rjeSenja

2bx=a’+b? zab# 0 rjeSenje jex=

Za b=01i a=0 jedn&ina se pretvara u identitet
4.ax—1:§x+1
2 2
2ax-1=3x+2

2ax—3ax =3

. L 3
x(2a-3)=3, za 2a-3# rjesenje je x=——
(2a-3) Q resenje je x=_—

=1, jednakost

N

Ako je 2a-3=0, a=g zamjenom u polaznu jedfiau dobijemo -

koja nije mogda. Dakle, rjeSenje imamo samo2a—-3#% , 8# g

2.4. SASTAVLIANJE JEDNAINA

Samostalno postavljanje zadataka dopringlsvatanju sustine matemsih
zadataka i predstavlja pravu stvatlla kreativnu, produktivnu aktivnost. Sastavljanje
zadataka razvija intelektualne sposobnostenika, povezuje matemeékia znanja |

vjestine sa realnim situacijama.

Medutim, wenici imaju dosta teSka kada treba po datim uslovima, koji su izrazeni

rije¢ima, da sastave jed¥iau prvog stepena.Da bi uspjesSno postavljali jétheguenici
bi trebalo da osvijeste da je potrebno podizatomvatematike kulture,dugotrajni rad i
vjezbanje.

Analizom uzroka otkrila sam sljeéepraznine:

1. wenici ne poznaju matemeaitu simboliku

2. nemaju navika da sastavljaju algebarske izrabeasce
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3. ne poznaju zavisnost izcheoperacija i njihovih rezultata

4. ne znaju da proda vezu izméu nekoliko veléina

5. nedostaje im tamost u biljezenju

Sastavljanje jedriana sa jednom nepoznatom se sastoji iz nekolikakaor

. izbor odnosa koji sluzi za sastavljanje jetina

. izbor nepoznate i udenje oznake za nju

. izrazavanje valina koje ulaze u glavni odnos preko poznatih i zepdh veltina
. sastavljanje jediae

. rjeSavanje jedrtne

o 00 A W N P

. provjera da li korijen jediae zadovoljava uslove zadatka

Pri rjeSavanju, (nato u paetku rada na sastavljanju jedms) sa denicima
analiziram sve ove korake pri rjeSavanju pojediia zadataka.

U prvom dijelu rijeSavamo pitanje koja od w@hia Sto ulazi u uslove zadatka je jednaka
nekoj drugoj vekliini koja stoji sa prvom u naeisobnoj zavisnosti.

Dakle, koja su dva broja jednaka (od kojih je jedana&en sa x) prema uslovima zadatka.
Svaka jednakost koja se dobije iz uslova zadatkprpvilnom, logékom razumijevanju
mora dovesti do rjeSenja pitanja.

Primjer: Podijeli broj 21 na dva dijela, tako damgera prvog dijela prema drugom bude
3

2
Zadatak sadrzi dva odnosa, prvi zbir dva trazeoglje 21, drugi njihov kotinik je ;
1. Uze&emo prvi odnos kao osnovu za sastavljanje j&idea

Zbir dva trazena broja je 21.
2. Izbor nepoznate

X - veti broj
3. IzraZzavanje drugih veina preko nepoznate

374)( je maniji broj, prema drugom odnosu
4. Sastavljanje jedidme

X +§ =12

4

5. RjeSavanje jeditae
X =12
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6. Provjera da li rjeSenje zadovoljava uslove #ada

223 9+12=21
12 4

Izbor glavnog odnosa je najvaznija stavka pri sdistigju jedn&ine. Taj odnos unosi red i
jasn@u u ponekad, rasplinuti tekst zadatka, daje putokaziva wenike od haotinih
operacija pri izrazavanju svih nepoznatih &iek.
Ovaj izbor vrSi uticaj na izbor nepoznate i na Zanganje ostalih nepoznatih poéaionje.
Smatra se da je dobro uzeti traZzeni broj kao negtozali ponekad i ne mora biti tako.
Sljede&i primjer to ilustruje.
Primjer: Cifra jedinica dvocifrenog broja je 2atiri veta od cifre desetica. Broj jeetiri
puta veéi od zbira svojih cifara. N bro;j.
Zadatak ima dva odnosa: a) cifra jedinicacifvenog broja je za&etiri veca od cifre
desetica
b) broj je jednak zbiru svojih cifara pomnozenihtetri
Uzetemo drugi odnos za osnovu sastavljanja jéahea
Ozna&imo cifru desetica sa pa je po prvom odnosu, cifra jedinica+ x. lzrazimo
pomaiu nepoznate broj koji sadrdi+ x jedinice ix desetica. Taj broj j@0x+x+ 4
Prema tomelOx + X + 4 = (x+ x + 4)4
11x+4=8x+ 16
X= 4
Cifra desetice je 4, a cifra jedinice je 8 pa géni broj 48.
Provjera: cifra jedinica je za 4 é& od cifre desetica 8-4=4. Broj 48 podijeljen sadaje
koli¢nik 4.
U ovom zadatku smo za nepoznatu uzeli cifru njdg@@dinica a ne trazeni bro;j.
Pri izrazavanju nepoznatih brojeva jednom glavn@maznatom, korisno je izvoditi vijezbe u
kojima se utvituje odnos izmdu veli¢ina.
Na primjer:
1. Razmjera dva broja je 2:5. Manji broj je a. Znpaomau njega véi broj. Ako je vei broj
b, izrazi pomou njega maniji broj a.
2. NapiSi dvocifreni broj ako ima a desetica i Gifgca.
3. Napisi odnos izmi# dvocifenog broja iz prethodnog primjera i dvoeifog broja

sastavljenog od istih cifara ali obrnutim redom.
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Praksa je pokazala da nepoznateinelitreba oznsavati i drugim slovima osinx.
Ovo je posebno vazno jer prilikom rjeSavanja jetimau geometriji, fizici ili hemiji¢esto se
deSava da seanik ne snalazi ako nepoznata nije Gama sax .
Poma u rjeSavanju mogu biti i ilustracije, skice,edit.
Provjera rjeSenja je izuzetno vazna jer se priakjagju jedné&ne traze rjeSenja u odtenoj
oblasti rjeSenja.
Uc¢enicima preddavam da se moZe desiti da prema smislu problemaugerti broj treba da
pripada drugoj oblasti brojeva koja je ogkamija od oblasti mogiih vrijednosti rjeSenja
jedn&ine.Tada treba uzeti ona rjeSenja koja odgovarsjovima zadatka. Ona rjeSenja koja
zadovoljavaju jednanu ali ne zadovoljavaju uslove zadatka, treba odbaioze se ré da

jedn&ina ima rjeSenje a problem nema.
Primjer: U jednoj fabrici radi 300 radnika. Brojr*zejeg boja muskaraca. Koliko muskaraca
I zena radi u fabrici?

Ako broj muSkaraca ozteno sa x a broj zena sa%, imamo x+3—;:300, odavde

jeg—; =300, x=1875 ali kako je 187.5 broj muskih, a broj muskinmeze biti razlomak

to zn&i da broj 187.5 zadovoljava jedfiau a ne zadovoljava uslove zadatka.
Dakle, uvijek treba provijeriti da li je rjeSenjedjeine u isto vrijeme i rjeSenje postavljenog
zadatka.

Najbolja provjera je joS jednom rijeSiti zadatak re drugi né&in. Dobro je da geometrijski
zadatak rijeSimo i analiki (metodom koordinata) a algebarski zadatak figka (takade
metodom koordinata).

Na primjer, rjesSiti jednénu 3x—2=6-x mozemo tako Stéemo nacrtati u koordinatnom
sistemu dvije pravg =3x— 2,y =6-X, n&i njihovu presjénu tatku i na taj nain dati do
rjeSenja jedn&ne.

Ako na oba né&na dobijemo isti rezultat, sigurno je da smo urasipravno zadatak.

Na ovaj nédin ucenik stte iskustvo u kojim skajevima jedna metoda ima prednost u odnosu
na drugu. Tako rijeSeni zadaci imaju veliki vasp#inaiaj, pored slobode misljenja , kuitiog
provjeravanja, ¢enici ¢e vrSiti i nekoliko nizova operacija a dobijati iigiezultat pa
mehanizam rjeSavanja jediee ne&e dominirati nad razumijevanjem sustine pojma

jedn&ine.
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Pri izboru zadataka dajem prednost probleminfviata i prirodnih nauka.
Podaci ne treba da budu izmiSljeni, brojevi mojgovarati stvarnim odnosima vefia.
Izuzetak mogu biti istorijski zadaci (egipatskin&ski, geki) jer oni imaju originalne zamisli

I odrazavaju pogled na svijet tih naroda.

3. NEJEDNACINE

3.1. NEJEDNAKOSTI, NEJEDNAINE PRVOG STEPENA SA JEDNOM NEPOZNATOM

LEenici su u osnovnoj Skoli upoznali nunide jednakosti.
U prvom razredu srednje Skole se nastavlja sandaifioznavanjem i primjenom u algebri.
Korisno je pd@eti od jednostavnijih nejednakosti.
1. Koje cijele vrijednosti moze uzeti x ako je-d< x< , B)-25<x<-17?
Predstavljanjem na brojnoj osi ujemo vrijednosti zax
2. Nati sve pozitivne cijele brojeva ako jex< 7.
3. Koji se cijeli brojevi nalaze iznde brojeva -4 i 1?
Napisi melusobni odnos pongo znaka nejednakosti i odredi brojeve na brojsnj o
Pored definicije nejednakosti (ako dva broja, nutkerili algebarska izraza veZzemo znakom

nejednakosti dolazimo do nejednakosti), posnéatre i ove nejednakosti
a)(a-b)’>>0,azb
b) x-3>1

Napraviemo tabele za oba tipa nejednakosti

a)
a |b (a-b)’
-1 2 9
0 1 1
0 1
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Ucenicima postavljam pitanja: *) za koje vrijedhogze nejednakosti pod a) i b)? *)
Uocavas li razliku izméu nejednakosti?

Ucenici ¢e uaiti da postoje nejednakosti koje (a) su zadovajea svaku vrijednost opstih
brojeva koji se u njima javljaju (bezuslovne nejakisti (identtne nejednakosti)) i
nejednakosti (b) koje su zadovoljene samo za imgjesijednosti opsStih brojeva koje se u njoj
nalaze (nejedrme).

Uporeiuju¢i  rjeSenje jednane i nejedndéine, recimo2x-3= 51 2x-3<5, Wwenici
mogu ugiti jasnu razliku izmdu njihovih rjeSenja, i zaklgiti da se rjeSenje jeddme sastoji
od kon&nog broja vrijednosti nepoznate koje zadovoljayaefina&inu, a rjeSenje nejedtiae

je skup realnih brojeva, za koje nejedina prelazi u ténu nejednakost.

Osnovne osobine nejednakosti

Prije daljneg rjeSavanja nejedina, wenike podsjetim na osnovne osobine
nejednakosti jer su potrebne zaawanje odnosa nde brojevima, i za rjeSavanje samih
nejedndina.

Neka su a, b, ¢ ma koji brojevi (ha osnovu asahirgienosti skupa racionalnih brojeva)
vazi
1. Ako je a<b, onda jeb>a ili ako je a>b, onda je b<a (ako se mijenjaju strane

nejednakosti, nejednakost mijenja smisao)

Neka je , naprimjera=-2b=- 1
i & » X
-2 -1

2. Akojea<bi b<c,ondaje ia<c.Istotako, iza>b i b>c ,slijedidajea>c.

Neka je, naprimjera=-3b=2c= 4
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3. Ako jea>b, ondajea+c>b+c (a—c>b-c). Isto tako, iza<h, slijedia+c<b+c
(a-c<b-c) i obratno iza+c<b+c (a—c<b-c) slijedi a<b ili iz a+c>b+c
(a-c>b-c) slijedi a>b.

Neka je, naprimjera=-2b=6,c= 3

21 5 g
Neka je, na primjera=-1,b=5c=- 2
u ° u e >
-3 -1 3 5

4. Akojea>b, c>0 onda jeac>bc, ali akojec< nda iza>b slijedi ac <bc (ako
se obje strane nejednakosti pomnoze (podijelenistiojem, nejednakost ne mijenja ili
mijenja svoj smisao prema tome da li je taj brgipean ili negativan.

Neka je , naprimjera=3b=1c= 2

@ B @ >

1 2 3 6
Neka je, na primjera=3b=1,c=- 2

Iz ac>bc, slijedi a>b,akojec> 0i a<b akojec< Q

Iz ac<bc, slijedi a<b,akojec> 0i a>b akojec< Q

3.2. EKVIVALENTNE NEJEDNACINE

Kao i kod jednana, wenici se upoznaju sa ekvivalentnim nejetinama kao i sa

natinom kako se one mogu dobiti .

27



Za dvije nejednéne kazemo da su ekvivalentne ako je rjeSenje pj@eno rieSenje i druge
nejedndine i obrnuto, ako je rjeSenje druge nejetima rjeSenje i prve .
Na primjer: 2x+3> x+ 2i 2x>x-1.

RjeSenje jex > — Xkoje je isto tako i rjeSenje druge nejedina.
Teoreme koje se zasnivaju na osobinama nejednakosti

Teorema 1. Ako se na obe strane date nej@édeaoda (oduzme) isti broj ili racionalni izraz,
dobiéemo novu nejedrianu ekvivalentnu dato;.

Alx)<B(x) (@

AX)+C(x)<B(x)+C(x)  (2)

Dokaz: RjeSenje nejedtiae (1) je i rjeSenje nejedéiae (2). Oznamo sa X, ma koju
vrijednost x koja zadovoljava nejedtiau (1). Pretpostavimo da su za te vrijednosti
argumenta definisane funkcij&(x), B(x), C(x) i da su zax = x, numerike vrijednosti tih
funkcija brojevi a,b,c tj. dajeA(x,)=a, B(x,)=b, C(x,)=c.

PosSto je pretpostavljeno da je za =x, zadovoljena nejeddma (1), postoji sljeds
nejednakost <b.

Prema osobinama nejednakosti vaa+c<b+c i a-b<b-c (numertke vrijednosti
izraza A(x)+C(x) i B(x)+C(x) i A(x)-B(x),B(x)-C(x)) pa je nejednsina (2)
zadovoljena z& = X, .

RjeSenje nejedime (2) je i rjieSenje nejedtiae (1).

Ozn&i¢emo sa x bilo koju vrijednost koja zadovoljava nejedima (2).

Ako su a,,b;,c, numertke vrijednosti funkcija zax = x,, A(xl) =a, B(xl) =b, C(xl) =c
onda numetike vrijednosti nejednakosti zax = x,, jesu brojevia, +c,, a —¢, i b +c,

b, —c,.

Nejednakost (2) kaze da su nunike vrijednosti lijeve strane manje od nunikit

vrijednosti desne strane pa za=X;, postoji sljedéa nejednakosta, +c, <b, +c,,
a, — ¢, <b, —c,, prema osobinama nejednakoati< b, pa je nejednana (1) zadovoljena za
X=X,

Posljedice teoreme 1: Dvdana sa istim znacima se poniStavaju ako se nalazazIEitim

stranama nejedtime.
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Clanovi nejedn&ine se mogu prenositi sa jedne strane na druginalse
znaci promjene.
Teorema 2: Ako se obe strane date nej@deapomnoze (podijele) sa istim pozitivnim
brojem, dohie se ekvivalentna nejedniaa.
Alx)<B(x) (1)
CA(x) < CB(x) (3)
Dokaz: RjeSenje nejedtiae (1) je i rjeSenje nejedfiae (3).
Ozn&imo sa X=X, ma koju vrijednost za koju je zadovoljena nejedma (1) i a,b
numertke vrijednosti lijeve i desne strane nejetina (1) ti. A(x,)=a,B(x,)=b.
Nejedn&ina (1) kaze da za= x, mora biti a<Db.
Ako je c> 0, prema osobinama nejednakosti slijesti < bc.
ac, bc su numegke vrijednosti lijeve i desne strane nejednakd3)iza x = x,, pa je za
X = X, , zadovoljena nejeduma (3).
RjeSenja nejedime (3) su rjeSenja nejedhiae (1).
Ozn&i¢emo sax =x,, ma koju vrijednost x za koju je zadovoljena degina (3) a sa
ca, i cb, numertke vrijednosti lijeve i desne strane te nejetima
Nejedn&ina (3) kaze date i zax=x, vaziti nejednakostca, <cb,. Prema osobinama
nejednakosti, odavde je z2> , @, <b, gdje sua, ,b, numertke vrijednosti nejedrigne
(1) zax=x;, pa je nejedr@na (1) zadovoljena za = x, .
Sira formulacija ove teoreme bi zfila da se obe strane nejedim® mogu pomnozZiti sa
racionalnim izrazonC(x) (za one vrijednostk za koje izrazC(x) ima pozitivne numetke
vrijednosti), A(x)C(x) < B(x)C(x).
Posljedica teoreme 2: Ako obe strane nejémeasadrze pozitivan mnozilac, onda se sa njim

moze podijeliti svaka strana nejedime.

Teorema 3: Ako se obe strane date nej&ideapomnoze (podijele) jednim negativnim
brojem (izrazontije su numexkike vrijednosti negativne) i promijeni se smisaocedegine,
dobija se nova ekvivalentna nejedima.

Dokaz kao u prethodnom teoremu.

Posljedica: Ako se obe strane nejatina pomnoZze sa -1, mora joj se promijeniti smisao.
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3.3. RJESAVANJE LINEARNIH NEJEDNAINA SA JEDNOM NEPOZNATOM

Svaka linearna nejeditea se moZe dovesti na obldx +b> (@x+b<0) .

Pretpostavimo da ja# @ako je a= 0 nejednaina bi preSla u numetku nejednakost
b>0)

Ako je a> 0 dobija se nova ekvivalentna nejednakost -b
a

Ako je a< 0 dobija se nova ekvivalentna nejednakost< -b
a

Kre¢emo od osnovnih primjera rjeSavanja nejetma

1. RijeSi nejedn@nu 5x—2>2x+ 7

Ako objema stranama dodamo izraz2x+ ddbicemo (prva osobina nejednakosti)
5x—2+(-2x+2)>2x+7+(-2x+2) , 5x-2x>7+ 2, odavde se vidi, kao i kod jediiraa
da se pojedinilanovi mogu prenijeti sa jedne strane na drugugmstse promijeni znak.

3x>9, obe strane podijelimo sa 3 (druga osobina nejaait i dobijamo x> 3

I

A\
x

&
1a) Rijesi nejedrt“anuB 6x-3< 32x+1)

6x-3<6x+ 3

6Xx-6x<3+ 3

0< ©6

Ova nejedndina je t&na za sve vrijednosti iz skupa realnih brojevarjp&enje zapisujemo
ovako xR
1b) Rije8i nejednsinu 21> 3"3‘*5

6x—-3>6x+ 10
6x—-6x>10+ 3
0> 13

Ova nejednakost nijedna, pa je skup rjeSenja prazan skup. BiljeZzimoatoveaj néin: x 1 0.
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2. Iz nejednéine 2(x— J—1> {x—%} + 3, naznéenim mnozenjem dobijamo

Wl

2x—3—1>3x—§+3
3 4
Kad pomnozimo obe strane zajetkim imeniocem 12 (druga osobina), dobijamo
24x-8-12>36x-9+ 36
24x-36x>12+8-9+ 36
-12x> 37

dijeljenjem obje strane sa -12, mijenjamo smisaaka nejednakosti paxe< _1—3;7

-
12

|
AQ > X
3

Dakle, nejednéne se transformiSu kao i jedniae, jedino se pri mnozZenju ili dijeljenju
negativnim brojem mijenja smisao nejednakosti. Rréome, ako je potrebno da se promijeni

znakc¢lanova u nejedrini, pomnozéemo je sa -1.

3. U nejedn&ini se mogu né i neki opsti brojevi (parametri)
3ax+2b > a(2x—b) +b(a+4)
3ax+2b > 2ax—ab+ab+4b
3ax—2ax>4b-2b
ax>2b
Razlikujemo ove skajeve:

a) ako jea> Q rjeSenje nejedrme ce biti x>2—b
a

b) ako jea< Q rjeSenje nejedime ce biti x<2—b
a

c) ako jea= Q imamoOI[x > 2b Sto je zadovoljeno za svako, ako jeb< 0, a ni za jedno
x akojeb>0.

4. Za koje vrijednosti parametra a jetina ima pozitivha, odnosno negativna , rjeSenja.

2x _ o, a(x+1)-2

X+ =
a+l a+l

pod uslovom da ja+1# ,0a# -1 jednd&inaima rjeSenje

31



x(a+1)+2x=a+1+a(x+1)-2
ax+x+2x=a+l+ax+a-2

ax+3x=2a+ax-1

3x=2a-1
2a-1
X:
3

Za 2a-1>0, a>% rjeSenjace biti pozitivna a za2a-1< Da<% rieSenjace biti

negativna.

3.4. GRAFLCKO RIJESAVANJE LINEARNIH NEJEDNA'INA

Graftko rjeSavanje nejedtima pomaze u prihvatanju i razumijevanju nejedimea i

sistema nejeddaa. Graftki rijeSiti nejedndinu ax+b> 0, zna&i nacrtati pravu, grafik
funkcije y = ax+b, odrediti nulux = _—b RjeSenje date nejedtiae bice sve one vrijednosti
a

x koje su apscise svihdaka grafikacije su ordinate pozitivney > Qli ax+b>0. Takve
vrijednosti se nalaze desno ili lijevo od nule fojd, Sto zavisi od toga da li je parametar a
pozitivan ili negativan.

Da bismo rijeSiliax+ b < Q nacrtgemo pravu i odrediti nulu. RjeSenje nejetina bice sve
one vrijednostix koje su apscise svihdaka grafikacije su ordinate y< Gli ax+b<0.
Takve vrijednosti se nalaze lijevo ili desno odenfiinkcije, Sto zavisi od toga da li je a

pozitivno ili negativno.
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ax+b<0,a>0

o]
X, X
ax+b>0,a>0
ax+b>0, a<0
>
X, X
X >X

ax+b<0, a<0

Moje iskustvo pri obradi nejedtiaa je pokazalo da ¢enici dobro reaguju na grakio

rjeSavanje nejediaa, da brzo prihvataju taj tia prikazivanja funkcija i trazenja rjeSenja.
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3.5. RIESAVANJE SISTEMA LINEARNIH NEJEDNAINA

Sljedéa stepenica je rjeSavanje sistema linearnih nejéuka
Svaki sistem od dvije linearne nejedime se moZe dovesti na obliaex+b< Oi
a,X+b, <0 ili ax+b>0 i ax+b >0 gdje sua;,b,,ab dati brojevi.
Svaku nejednanu rjeSavamo a rjeSenje sisteréa biti one vrijednostix koje pripadaju
rjeSenju prve i druge nejedfiae sistema. Ako rjeSenja nejedime nemaju takvih

zajednékih vrijednosti x, onda kazemo da sistem nema rjeSenja.

Primjeri:

1. 2(x+1)-3>3+x i 2(x-2)+1<3(x-1)-1
2X+2-3>3+X 2X-4+1<3x-3- 1
2X-x>3+1 2Xx-3x<3- 4
X>4 -Xx<- 1

x>1

RjeSenje sistema jex>  4brojevi koji su veéi od 4 su sigurno \&@i od 1), x (4, )

=
S

o X1, x+l 2x=3),1_x-1
2 3 3 2 4
Dobi¢cemo za prvu nejedtienu x=>-1a za drugu X< 3 Nejedndine su zadovoljene za

sve brojeve izmdu -1 3, xO [— 13)

[ » X

-1 3
3. 4x-1)+1>2(x-3)+13 i x,1.x,19
2 3 5 30

RjeSavanjem prve nejedtiae dobijamo x> 5a iz drugex< 1

Ne postoji broj véi od pet a manji od jedanx[] O
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- & > X

1 5

4. Koje uslove treba da zadovolji parametar m dgetih&ina m(x—2)+x+1:O imala
rjeSenje manje od 1?

m(x— 2) =-x-1

MX—2m=-x-1

mMx+Xx=2m-1

x(m+1) =2m-1

X = 2m_+—11 prema uslovu zadatka treba rijeSiti nejedima
2m-1
m+1
2m-1
m+1

<1

-1<0

2m—1—m—1<
m+1

0

m-2

m+1

am-2>0 i m+1<0 bpm-2< 0i m+1>0

Za sistem pod a) jen> 24 m<-1 a zasistem pod b) jjm< 2 m>-1

<0 ovoj nejedné@ni odgovara sljed@ sistem nejednana:

U sistemu anl] Oa za sistem pod byl<m< 2

Dakle, jednaina ima rjeSenja manja od jedan kada se parameteami izmeu -1 i 2,
mO(-12)

5. Nejednaina oblika (x - 2)(x —3) >0 (1) se svodi narjeSavanje sistema nejédaa

Nejednd&ina ¢e biti zadovoljena za one vrijednosti X koje zaml@avaju istovremeno obe

nejedndine

a)x—-2>0ix-3>0 ili b)x-2< 0i x-3<0
X>2 1 x>3 ili X< 2 1 x<3
odavde jex> 3 ili odavde pe< 2

RjeSenje polazne nejediide je x< 2 ili x>3, xD(—oo,Z)D(3,+oo)
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Iz mog iskustva u radu s&enicima, pokazalo se d&anici bolje reaguju na tabelarnidna

rjeSavanja nejedrima oblika AB < Q (AB>0) i g <0, (g >0).

X (- 0,2) (23) (3,+0)
X=2 - + +
X=3 - - +
(x-2)(x-3) + - +

X0 (= 00,2) 0 (3 +)
6. U funkciji (m+1)x-y(m-2)+3m-4=0 nali parametar m, tako da funkcija bude
opadajda.

Funkciju prebacimo u eksplicitni oblik y = m+;x+3m—24, funkcija y=kx+n je
m- m-

oo,

opadajda ako jek < Opa prelazimo, po uslovu, ha nejetina

Nejedn&ina ¢e biti zadovoljena za one vrijednoski koje zadovoljavaju istovremeno

am+1<0 im-2>0 ili bm+1>0i m-2<0
m<-1 i m>2 m>-1i m<2
odavde jend 0O ili -l<m< 2

Dakle, funkcija je opadaga za vrijednosti parametral<m< .2

Tabelom, rjeSenje bi izgledalo ovako

m (Foom1) | (-12) | (2+e0)
m+1 - + +
m-2 - - +
m+1 + - +
m-2
mO(-12)

. N 2X
7. RijeSi tabelarno nejedéiau 3—x <1
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——-1<0
3-X
X730, x23
3—-X

X (Fel) | (23) (3+0)
3(x—1) - + +
3-X + + -
3(x-1) - + -
3-X

X (~ 0] 0 (3 +0)

8. Za koje vrijednosti parametra b jéria nejednakos < 2b+3 <57

Ovu nejednakost bi razdvojili na dvije nejednakdst 2b+3 [ 2b+3 <5,
3b-2 3b-2

nasli rjeSenja za obe nejediree, presjecanjem ta dva dobijena intervale, dobidmo

interval koji je rjeSenje polazne nejednakobti) E + ooj

WIN G—
5

INNENI |
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3.6. BEZUSLOVNE NEJEDNAKOSTI

Posto su ranije definisane bezuslovnesdrgkosti, tenike je dobro upoznati sa
aritmetickom, geometrijskom, harmonijskom sredinom kao penma bezuslovnih
nejednakosti, i njihovim osobinama.

Skup Q ima zn&jnu osobinu- gustinu racionalnih brojeva. Ovu @sememaju ni prirodni
ni cijeli brojevi.

Izmeiu ma koja dva racionalna broja postoji neogramd mnogo racionalnih brojeva, Sto
nije slutaj sa prirodnim i cijelim brojevima.

1. Pokazi da se izmda ma koja dva racionalna broja a, 8<b uvijek nalazi njihova

. o . +
aritmeticka sredina tj. da vazi nejednakoat< a+h

<b za svaki racionalni broj a, b.

Polazéi od pretpostavkea<b, dodamo na obe strane a, a onda i b i dobijamge dvi

nejednakosti
a+ta<a+b | a+b<b+b i a<‘5‘J2’b i aJz’b<2, iz kojih dobijamo
a<a+b<b.

JoS razmatramo daa<b poviai a<b a odavde ata<a+b, ako bi ovdje vazila
jednakost onda bi bilo da j@=b 5to nije t&no.

2. Pokazi da se izrda dva ma koja broja a,la<b , istog znaka, uvijek nalazi njihova
geometrijska sredina tj. da je zadovoljena nejedsik < Jab <b za svaki broj a,b, istog
znaka.

Polazéi od pretpostavkea<b, i a>0, b>0mnozimo obe strane te nejednakosti jedanput
sa a, a drugi put sa b, i dobijamo nejednakagti ab i ab<b? ili a<+/ab i Jab<b,
kojima se dokazuje da je< Jab <b.

3. Za proizvoljne brojeve 20 i b>0 vaZi nejednakost/ab < a; b.

Jednakost vazi ako i samo akajeb.
U dokazu polazimo od nejednako(sk’ia—\/ﬁ)2 > 0, kvadriranjem dobija se

a-2Jab+b>0, ako se na obje strane do@gab a zatim podijeli sa 2, dobija se trazena

nejednakost.
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Geometrijska interpretacija geometrijstedine se mozZe pokazati na pravouglom

trouglu.
U svakom pravouglom trouglu vazi da je hipotenuziisha geometrijska sredina odsj&a

koje sama odsijeca na hipotenuzi.

A q D p B8

Neka sup i qodsjeci koje odréuje visinaCD na hipotenuzip+q=c.
Trougao ACD je slican trougluCBD , jer je OBAC = [OBCD ( uglovi sa normalnim kracima)

i OADC = 0OBDC =90". Iz te slinosti imamo% :D, odnosnoh?® = pq.

P

Kako mozemo konstruisati geometrijsku sredinuihda@zi a,b ?
Duz AB=a, BC=b. Trazena duz je visind®D. Koristimo ¢injenicu da je ugao nad

precnikom prav.
Poluprenik je OS, OS=%AC a AC=a+b paje OS:%(a+b). Ovdje se vidi odnos

aritmeticke i geometrijske sredine jer polupngk OS je vei ili jednak BD (OS = BD ako je
a=b po 4)).
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4. Pokazi da je sljeda dvostruka nejednakostazii <+Jab < a; b zadovoljena za svaki

pozitivan racionalan broj ailaZ0b# .0

2ab

+b<\/£ (#) kada jeab# 0O a+b#0 i pomnozimo je
a

Krenimo od nejednakosti

jednom sa 231; >0 (pretpostavka je da ja,b> )0i drugi put sa/ab >0, dobitemo
a

2ab )’ 2ab
<+ab

(a+bj a+b

2ab 2 . . N .
I a+b<(\/ab) iz kojih slijedi nejednakost ekvivalentna(ga

oah 2 4a’b? <ab

a 2 g 2
(a+b} <(\/ab) i (a+b)

Posto jeab > Q posljednja nejednakost se moze zamijeniti—sgab—2 <1

(a+b)
4ab < (a+b)?
(a+b)* —4ab>0, (a-b)’* >0
Posljednja nejednakost je zadovoljena za svako @a i onda kada su a i béved nule. Pod

ovim uslovima je posljednja nejednakost ekvivalanii)

a+b
<

Iz nejednakosti Jab (##) pretpostavljajii da jea+b> 0 +vab>0 slijede

ove nejednakosti:

2
2\%<1 2(\/%) <Jib

a+b ' a+b

2ab
a+b

(#) tj. zadovoljena je za svakmb> D ab#0.

<+Jab tj. nejednakost (##) je ekvivalentna sa (#) aiista rjedenja kao i nejednakost

Dakle, za ma koje pozitivne racionalne brojeve, ngewijska sredina se nalazi izdwe

harmonijske i aritmetke sredine.
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ZAKLJUCAK

Prodavanje jedné&na, u nastavi matematike, zauzima izuzetno vazjestn
Jednéine pomaZzu ¢enicima da uvide zavisnost izthevelicina, da izrazavaju karakteristike
razlicitih pojava realnog svijeta, uvode nas u oblasjdway predstavljaju vaznu vezu izduwe
matematike i drugih nauka.

U poetku mog rada sacanicima, nisam &ekivala teSkée u obradi jednakosti i
nejednakosti. Vremenom samcila da postoje problemi, na dubljem nivou, peSgvanju
jedn&ina i nejednéina. Kako su se to ponavljalo kroz r&#k generacije, nastojala sam da
shvatim u¢emu je problem, i da pokusaménaatin da se teSke prevaziu s obzirom na
zn&aj jedn&ina i nejednaina.

Analizirala sam uzroke teSka i otkrila nedostatak znanja u osnovnim pojmovima,
nepoznavanje simbolike, osobina jednakosti i nejkdsti, neutreniranost pri izdenju
operacija, nedovoljnu primjenu genog znanja u realnosti.

Trudila sam se da dam n&in da se prevadu navedeni problemi i da se, kao rezultat ,
dobije svjesno usvojeno i pravilno primjenjeno zean

U ovom radu sam ukazala na mjesta gdje postojelgmobu pravilnom prihvatanju i
rjeSavanju jednakosti i nejednakosticim@ na koje ih pokuSavam prevéizii kako dobiti
dobru reakciju tenika.

Radéi i prowavajwi jedn&ine i nejednd&ine, Wwenici ¢e se osposobiti za kriko
prosulivanje, usvajanje orijentacije i argumentacije,matematiziranje i algoritmiranje pri
rjeSavanju problema u realnosti.

S obzirom na ogroman zteg ove matematke cjeline, potrebno je potpuno se posvetiti
obradi jednakosti i nejednakosti, dati dobar tgmek¢ u prvom razredu, daljem
matematikom obrazovanju.

Shvatila sam dadenici imaju i dosta predrasuda vezanih za njihoegutnosti i sposobnosti
uc¢enja matematike.

Praksa, a i nauka, su pokazale da matematikadogaipna samo izrazito nadarenoj djeci i

da potpuno nesposobnih, z&enje matematike, nema.
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Sovjetski psiholog V.A. Krutecki smatra da je,sickom pogledu zdrav i normalagenik,
sposoban da manje ili viSe savlada, u dobro orgaaizoj nastavi, preddeni program
matematike.

Nastojim da dgenici razumiju i prihvate dée se ulaganjem vremena, napora i strpljenja,
znanje graditi organizovano i sistematski, i kastiyalitetno produbljivati i nadogdavati.

Na taj n&in ¢e se i intelektualne sposobnostenika razvijati u onoj mjeri koliko sam
ucenik dopusti.
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