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JEDNA KLASA MULTIFORMNIH PRESLIKAVANJA SA PRIMENOM NA

DIFERENCIJALNE JEDRACINE

- Doktorski rad RadﬁfDaeiéa;ééiétﬁnta]g?adj.fﬁk.u Beogradu
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ive su osnovig teme koje se rasmatraju u ovon radu. W& te*m
.;reﬁstavl.jagu :ﬂ,lltlf'{)r“mﬁ nraqlikavan,ja Gaile. prouéavmga Koéa
.*-ulaze u akvir tﬂnriga skupova 1 teoretsko skupome / ap§t& / t.a-_:-'
mlnﬂiae.i‘!ruosm temu saﬁin,javaju re’iaija / obi&nih / ¢i;er9ﬁc.1_~-__ '-
Jalnih Jed’naéma u amislu d:!atribucija, uapéte 'difafmcijalne

| Jeéna?sine 1 dif@renciranje u linaamim t.omlaskim prostorina -’éto

'ulaz:l u ﬂem rroudavanja matematiﬂge anglize / uglamom / u am:;m
maﬂemizevmom obliku te grane matematike ﬂa;}i Je ﬁao ;;... c:hwartz |
¥aravno ovn nije jedini rad u m.jem se tretiraju multifarma
preslikavan.ja.tj posle&nje vreme ona zmimaju veliki b:m,; pisaca .
~'med,ju m;}im ag nalaze Ponnmerjov i E{ichael.%&wgi 1ataknuti mate— :
muam u samu definiciju preslikevenja udjuﬁnju njegn'fm mal- -

"-tif@mast / videtd E’nrepa [1) 1 Berge Ll] /e | |

| l’ultifam praslikavm.ja uveﬁma 1 proulavana u ovonm radu sU

| takva dn / pm !/ n,jihwa priwm na imeéena pronaavanja u ana-'
1131 su priména 1/ dm / éaju mguénost dal.jeg Pmﬁirm.ja z.o--

. mena pmuaavmja mal:lahﬁa bih u&lnio Jasnom ova avo.ju misau no~-

 velidu Jeﬁaﬂ pﬂmer.PoJam 1zvoda Ja ,jaﬁan o¢ osnovnih pa.:.\mva moe
'-_tmﬂ.!ke ma’!.:l.za knJi le mtao uprave ked i malima kao samo=
stalna mtmtiéka &ueiplm Pomta dﬁ da avak:a ftmkc:l;la na mora
| '_'-'mt.i 1zvod u svako] telki svoje oblasti definissnosti i Zak da
o .'iima ﬁmkcj.,jaf neprekim:lh/ ko.je nemaju mwd ni u J&dnuj 3?9,103 |
._ -_'t&EH.Qta ﬂ!a akup ﬁmkaija kaja m.ju 12?06 n.i u Jedno J sva.jo.j -

. taZkl Je druge kategarija u prostoru avih neprekidnih funkcd ja.
~ _Te!aja da ne naéja druga deﬂ.nicida 1zvoda koda bi bﬂn uopﬂta-n

nje poatojeée ﬂeﬁnici.je 1 prem imJaJ bi svaka nepmld.ﬁna chi-_ I
Ja 1mala mﬂmd u tom apﬁt:l:jm smislu pajnﬂjnje m amﬂ.m primd..
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i na.i}a tﬂF Pm%irenja éos&a Je mehumrtﬁ : 'izﬁaﬁ'ﬁ smi’ém "d'i-'
stribuci,ja u b / Schwartz ;{1] / uvek pogtoji.Kan ;Ja Schwartz o
ta postigaa? c:n nije poﬁae direkme ﬁd m‘oatora neprekidnih |
.'."__ﬂmkci,ja u ko.jem hi vr%ie Eeljenu gmeralizaeiju.ﬁn Je iSae sa—-“" .
svin drugim putem pr1 Gemu Je obilno koristio dost:‘l.gnuéa mder—-_'_ |
 ne matematike 1 mgal'ma ,}eéna ad na.jvaﬁnidih daatignuéa_ mate-
'-'F'._:'mat:.ékm 1ﬁenti:f'ikaci;jumta se pod tim pedrazumeva? Uo&avan,jem |

L odre&,jenag akupa asabina ;jedmag matematiﬁkog objekta -pgstiﬁe ae‘_ o
| f]ji_.]ednustawiae pmuﬁavmje tog abjek:ta .jer je pa.inaa sk:mue.ntri-_':_

sana na ;]eézm ograniden brad n.jegovih sw).jstava a adba&ena su

_' L?;'_a?a on_a /uslum_o/ ne_mmg s‘wq.jstvamatematiéki abaek_ti Y- istim

o bsdbinm iz uaﬁmd ' S'Eupa aadbin‘a’ smat'raju se 'idélitiénim.faka -
. se u topoleg i i1 identiﬂku.ju medjuao’tna homeamrfni prostori,

| u algebri se smatra,jn 1dent15n:m svl ani skupmri snabdevem izav-_
g -:mrfhim algebarakim struktam.JeMQm takvom identifikacijom B

. prostora neprelciénih funkeija /111 Jeé vise pmatera lokalnn o
| -'integrabiln.ih f‘unkci.ja/ poatigm Je Schwartz ﬁa svaka nepre:;ic.-
R na funkc:l ja ima izved. u smislu diatribucida.ldentifikacija o ka-

| “Jjod Je re& preataje kaﬂ 8e. *mé maenam akupu asnb:ma s obzimm

" na kogju je iz?rﬁena doda Jo# neka uaobina.'.l‘ak:wiapaaa ds se dve

| _.'-.1mmrfhe grutae ne mgu identiﬁkavati 111 da &va lwmeomrma ,

tamle?_’aha nm:ztora oredstavlja.ju dva mliéita matematiéka biéa.

R : lugiti B
Kao primer za 0Vo zmgu posluii mach-avi p:matori 11} i lq /ZP_«H/

. : 'kogi su homeomrfni ali ne i 1:lneamo izmmrfhi Tako i Schwartz-evi

o ictentifikaci.ja ne ohuhvata sve aaabine neprekiénih funkcija te g
"_"__'-'izvau koji Je on ﬂeﬁnim ne mra bit:l prepraka sa pmnﬁavm.je |

- '-ciferaneigabilnoati slika Jedtwg linemeg tapolaéikog proatora

L 1 u ne}mm ﬂru oM smisln.Ta ;je uprava razlag fzto ,je u ovom radu
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/<§11 / uvedena Jedna definicija &iferencijabilnosti,_pevezana
sa operacijom neodredjenosti definisanom u prvom paragrafu i
pokaezano kako see prostor .dis_tribm:ija_ﬂ apZe repmdukovati kao
~atherencija skupa refenja ep'eci,jalnog tipa _diferenci;]-alnih Jjedna-
Cing ¢1ji se izvedl uzimaju u tom "formalnonm® smi'slu;- |
él.f"‘adr%"i éﬂname definicije ko.je karakterisu operaciae neo-
dredjenosti, zatim primere kao i utvrdjivanje moguénosti uvedjenja
tih operacija u vektorske sist'eme Sime ge ispal.java teZnja da
se ta pmél.ikavanja' upotrebe u_m’iélizi:.

U §2;pdamatra ge ona specijalna klasa operacija neodlredjenostl
koja na prirodan nafin inducira jednu relaciju poretks u skupu
svih nmlti'farmih ' preslikavan.ja skupa E u sama sebe i rasmatra
reatrik'ci_.ja- ne po domenu definissnosti ved poe skupu operatora.

.~ U%3. posmatra se skup operatora jedne Abel-ove grupe i izvode
- zakljufel 6 tom akupﬁ.'na oanavu' '-péjedinih S'mjstava -de,jatva tih
operatera na grupu.Speci,]alno se zakl,juéu.je kad taJ skup i sam
ims grumo avojstvo. | | |

U §4. rasmatraju se jtmlovi pod ka_.jim je operacija neodredje-
nosti _' as0 ci.j'ﬁti_vna i kamta'_timé _mﬂ.tiformn prealikairm,je;

U {55. ispituju se uslovi"_slagalja_ jednoznad&nlh .pr_é.sikavanja
1 operaeije .neodredjenaatil -1, speci jalno, kade Je Jjedno linear-
no prealikavﬁnje regulérizacija zé uperacijﬁ- neodredjenoati;

U §>6 uvedena je jacma mlacija poretks u skupu struktura nad
jednim 111 vife skupov&, ﬂeﬂnisane neke elementarme operaelje u
jednom takmm skupu struktm i poatavl.jen zahtev kakve uslove
treba da z.adovoljava Jedno multifame prealikavan.je definisano
. ng skupupnabdevenom -fimresnim struktm'm se ?rednostima u parti-
tivnom skupu nekog ﬁru@galmpa koJji takc_dj‘e. poaeﬂuje strukture
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sa odredjenim osobinama.0snovna svrha zahteva je u tome da se
| .rﬁul_tiferma preslikav_anja u 'linemim prostorima mogu sabirati.

§6' sadrzi najopétije napomene o m1l tiformbm pfeslikévan.jima;
| U §7 tretiraju se bina:ma relaci,je nad partitivoin skupom da~-
tog skupa sa posebninm akcentom na relaci.]ama man,je finim od in-
| kluzl je nagvaninm rela;:i,je tipa inkluzige.ebraéena Jje pain,—ja na
to kad binarne rélaci,je generiraju topologiju i pod kojim uslo-
vima operacija neodred,jenosti inducira relaci}jﬁ ekvivalencije;
Dinarne relacije u topologiji prvi _J'é kako izgieﬂa koristio
-Freudental & Csaszar je pazméu'nj{th stvorio teoriju koja obje~
dinjuje razne topolodke strukture. |

§8 podeljen je na tri dela.U prvom delu rasmatra se moguénost

uvodjénja unutrasinjih cpergcij-a u partitivnom skupu date Abel-
ove grupe;Uvedene su tri takve aperacide.Pm 'Je inducirala jed~
na familija operacija .neoﬂreddendsﬁ 4 nosila Je takodje lgrupni
karakter a-posmatrane aperacije .rie-o'&re&.jenosti iapmjavale su
zahtev @6.Dn1ga Jje tipa lmoﬁen:}a mdsknpova i raapmatranjena
Je po celom partitimm skupu.Treéa Jje taLod,je daﬁnisana na. ce-
lom partitivwonm skupu i ina abal_e-ji;]eliaka_za!m a.'tavam 8«3 Drugl

. deo dstog paragrafa sadrii raﬁmﬁm.jé sa,!gla:éma:%ti operaci je neo~
dredjenostl sa struktumm akupa u kbjemje uvedena ne uzimajuéi |

pritom u obzlr strukture na partitimam ahxpu.Tre&i deo paragra-
fa tretira topologije na partitimm skupu date Abel-ove grupe.
- Uvedene su dve razlidite t.opolngije; Jedna nad diskretnom grupom
druga nad pmizvbljnom tépéleilmm grupom.Pritom Je -‘bitno koriiée~
na grupna atruktura a nije se 1310 uobidajenim putem keo na primer
kod Michael-a { Michael LJ})

Celokupna linearna snaliza zasniva se na ;jedneznaénim preel:l- |



| S
kaven jina, §9 c:‘vbé r&ﬁa ;ﬁa;jé nagmmﬁta;j Ez:ake--..bi 86 mogla aa—;
snovatl linearne analiza mltifamih presslikavmja t:lpa &mﬂ N
raclje nmdraﬁjmostip .

10 sadr¥i relavenia difﬁrencijalnih Jednalina u Bmialu Gl -
at.ribuai,,ja 1 &inl Jednu celinun za aabe,Fomatrmg m; ;}eﬁa&me
F‘uks—aw:%g tipa mda se ista mtoda mpfe primenitl 1 na 'ﬁrt-xgejﬂ
kléae Jedne¥ina. ﬁutor raspolale Jaé" nekin razultaumé 'te vrate
koJi nisu ulili u sadrza.j ovog raﬂa) vAko bl 8@ uspostavila ve.za
izmedju mﬁenda diferenci jalnih Je&naﬁina u smislu ﬂiatrihmi;la |

aingtnarnim tadkanms 1 Jednoznadnosti klasi@n:lh reamda tih
Jednaéina von singilarnih talake to bi dala poaamwu vaZnost istrae
.ﬁivm,jima ove mta.ﬁ) | | -

Poato.ji agmnma literstura o mtegraci.ji u apstrakmim pmato-n ~
rime.3to se tiZe difemeirmja melos je Ata uradjeno :lmrm akv:l.ra
Banach~ovih prostora,U slufaju poslednjih rasvitin ca:lfmmnr,»,:LJalma.g;E
m&xma najvwe su doprinell Hildebmndt i erea.Za aluﬁa.j lakal-
. .no kon?eksnih pmatom razvitkom teorije Lav:_to 5o 5-._ 8 S:Ll.?ar (ﬁ.-—- .-
o deti bivliografiju ). o ' o B R
- - Svalko uapﬁten.je pojma maa zaaniva se na 1aﬁ.can.1u mkag &v0 ]
| .atva 1zvoda funkelja renlxu nazaﬂano pmmm,jiva Jar Je nemgu-
| 'ée preneu gve osobine poalnm:leg na mu dcﬂniam u nemm Bp=
 strakinom pmatom.v§11 ovog mﬁa dnta Je Je&m ﬂeﬂnici.ja 1m--
da u lineamim topolamdm pmatﬂr:lmom’de definisen 1mﬂ naﬁm |

Je *fomlnim jer se. poamtm kao fomalno :ln?artovan,jn mzem
~ la pri Zem pod Mtagralam u ovom aluﬁa.}u trab: po&rammvati npa- |
"mci Ju nmﬂredﬁmsﬂ. . ', | - S
v malmjem parmam avag rads mmam Ja kako se pamdu )
tih formalnih izvoda mﬁe rnpmdukovati pmutmj dismmcida a mn¥d

1 nekl ﬁrum 1ineam1 tapulam mstm'i. - | -
. 9@) | . - o
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Svi oni nmatenatildikl pojmovi i stavovl koj6i au @buhvééja%ﬂi pm-
- granon mat@:a;ati%&rih s'turli;ja na Primdna-matematiﬁkom fakul tetu

ul Jeogradu ukl judujudli i abawema lmrae’m studija tredeg stepe-
ng ovde sa padrazumeva,ju kao poznati.cstali pojmovl il1 stavovi
za fije je objalinjenje 11% na?aﬁ;ienée bilo potrebno viis pm@ta-
ra Sitalece mo¥e nadi u bibliagraﬁ.ji na kraju raﬁa.’Um.znavﬁi sg-
mo naveéme poJicove fitslac 'moﬁ'e ga razumevanjem ¥itatl ava,j raﬁ_
1 bez detaldnog poma?mda teeri;]a iz koje je odgovarasjuél pojJam .
uzet, Tako,na pri*ner,i bez detaljnog poznavanja teorlje é.‘lstribt:-'
| elijs dak i bez poznavanja ta teorije posle vrlo kratkeog upozne-
vanja éa njenim asno*}ama mtﬁmtimr de razusmetl be:a tediodée Eta
" Je ovée radjeno u sikladu sa teord jiom ﬂistribnci,ja. o
- Citalac m,ji 3eli da se upogna 88 OSNOVAna teorija ﬂistﬂ%dﬁj
Ja ima veliki izbor pogodnih pnhlikaai,ja ds aatvari tu ava,ju Lo~

-1.111.!3 bibliograﬁji na kraju ovog raﬂa navaaene f.m sa%0 tz'i* _
~ Schwartz [I] GelJjfand-3ilov @ E3 Boutx [2] . |
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| %}L DEFINICIIA OPHRACII N NECODREDI ZWGOTY

¥noge operzeije u matematicl defiridu ce inverzijom drugih vel
definisanib opermeija. Medjutim, ved u#@ﬁane operacije su obictne
svada definicnnce 1 jednoznadne, ﬁﬁk invarzne operaeijs ne mcraju
bitl svude definisane nitl moraju biti mﬁdﬂ0$n35ﬁ9¢ Hajpraﬂtiji
srimer za 4u genﬁtataaiju Jeste oreracijn diferepciranja u prosto-
™ beskonain¢ ilfarsenci jabilnih funheiaa i njo} inverznz opera-
cija - inte racija, Beskona¥no mnogo razli¥itih funkedja imaju
iati izvod; <ve 1zwedju njih razlikuju ée za jedmu konstzniu,
¥anje uobifajon primar-ﬁredafavlja delanje diatribucija sa X 22
koje vaZfl sloleda teorema:

ako jo S'ﬁﬁta distrihuciéa n&ﬁ_§1 rostoli beskona&no i3 Lt
distrivtucija T koje zadoveljavaju Jednadinu xT = 5, dVve izmedju
njih.IESIikﬁju ge ga proizvoljen mmliipl ed Direcove gsrs & .
U Bwﬁm radi mi uvodimo Jedno preslikavanje ekupa D (-111

xD) u skuyp delova od D, P ( D), izomorfwo jednej-unntraﬁnjéj |
kompoziecijl u ¥ (D), koju nazivand oparacijom necdredjenosti i
ispitujemd noka njena osnovna BVﬁﬁﬁt?ﬁg

| Keks jo { Dy+) Abelove graps (0,+) gmpoid 101 GxD ~>D
ekstarna { L}algaﬁnja ) kompoziecijz u O, #a koju demo najledée
traZiti da z2lovoljavVa sledede usicved

1. do (e+b) = odoas oded, &b &D  deC
2. (ci%(b)a-a'- doa+ pHo B acD o, opmeC

3. & 0a =&, %2a svako a e;ﬁ nio interna kampasieija grupo-

=

ida C ima nentraini element O,
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Definicija 1.1 . ¥eka je (D,+) Abtslev: grupa, (C,4) grupdid i
ey 3 1el % jelna particija skura O. Weks Je dalje AC DxD 3
1 A>T (1), f“raalikavanja @ nacyndono C - operacijom neodre-

djenosti u D ¢ obzirom na dgeﬁ D o - svaki par { a,b) € A 1o

ato Ji bar jednn indeks 1 {(a,b) é;I tokav da Je 8¢ b= %lc+ciﬂ dgs

djgci(a )E a kardinalni bdroj bar Jjednog od skupove Cq4 veél od
jaﬂinlce, i Cam Je elemenat ¢ yotrung odredjen-

Napomaﬂa. Giphol 4 (a,b) u dafiniciji 1.1 ne gnoti da svi res-
1481t1 parovi { a4b) 1z A woraju imati ™ sliﬁita edgav rajuée in-
dekse 1 (a,%) ved samo egziatenaiju jadnoy tak?qg indekas za syell
par (a,b). |

Definleijn 1,2 . C ~ orérhcijﬁ nﬁeﬁr%iienosti ¢ nazivemo Cegyo-

rael jom tota? ?'a- naoﬂredganﬁsti alm g2 chup indsgkea I svodl na je-

diricu. Imamo daltle |
a%d = '{ﬁ-l*C’(.ﬁ d,3 o{éC:} ga ovaki por (n,b)é-ﬂ ake Je @ C-oyp
raﬂija Qotglns neadrcﬁjenoati. o | | .
Elmenat s u definiei:lm 1.1 4 1.2 ;}s pﬂtpuna cdredjen 1
naziva e n ﬁtahilﬁﬁu.vradnnﬁén" ﬁperatara neodraﬁsenoati ¢ u
tadki (a,’h} dok je akup {of.a dg' aLéEj, (e ,b)j njegov "nestabilri

deo”.
U nvm&nnm;ﬁaln navadani prtmari 1znn1a!anja primitivne Mont:

.ﬁ.

cija i delanga dimtribacija aa x'ma*u nlu#itl kao primeri opera-
pija totalns naﬁﬁrtdjaneuti-u skuyu naprﬁkiﬂnih_funkaija, odnosns
'distribnciaa, gdavulaau oltﬁnnta ﬂ iz dﬂriniaiéa 15ra§u $ funi-
cija £(x) =1 ( u prvom prtuenn ); ﬁinoano Biraeﬂva dlatribuci~
a O ( u drugom primeru). | |
Ako ae'ﬁp@raaija ﬁnodfedjan&aﬁi definisana na skupu A=1{(a,h
G;D}'(gﬂe Je b fikairani element iz D ) tada jJe skup A izomorfen
g8a D 1 u tem dluﬂaju KaZemo da je u D definisana gggggg_,operaczgw
| nevdred jensati, Operacije neoﬂr-ﬁ&%ﬂﬁﬁti date deﬂﬂiéijm 1.1
1 1.2 mogle bi se w towm sludaju neplv-tl binarnim . U daljem



~9 -

tekatu mi doop uﬁatrabljavati ter:in®opoencija neodredienosti” bilo
da se radl © hinnrnoj 114 unarnoj orerselji neodredjenosti, sew knid
iz teksta rije jogno o kKejo) ss crerneiji govori.

Navett omo jadan primer presliiknvonje naznacenog tipa. Keke jo
dat skup | | _
3q:" { Al = 141)! Az = { ~1 1); -A v ( - 11'1), A4 = (1,—1)% i ne
ka je u # uvedens umtradnja kompoz it:i;i“a na slededi nadin
va grupa 8 obziroa na uvedeno aabxranjai Neka je € simap od dva el o
menta ~ 1 1 + 1 1 neka je 121&5&;]11 tih elemenata uspostavlijena kompo-
zicija + ¢+ 1 + 1 = ( -1 ) 4 ( - 1) =1 ya {(=1)+ 1 = 13(-1)= -1
- Tada Je (Cy4) gm_paid. Uvedimo preclikavanje ¢t hdxd P (£ ) m

| %

sledeéi ﬂab._m 9 A 1( A 4 A +o(a} Ar gde je o Aiue{x . yi)

%8 Cax {-1,1% . wada_mam

.Azﬁ A4 *=

51@ Ay = {Al + AQ:A1+&1} = %AE’ Al}
ﬁ"lﬁ 'ﬁ;:z-" %Az + Azyﬁ.aﬂ_\l% = %Al' .AQ%
| .&l@ A3 = §£3 + A2!53+A1} = {-A 4"‘3%
ﬁ@ A4 o §A4 + A?’Aq,*ﬁl }ﬂ {53! 54}
-42_'-“‘ Mo Ay e Aprhgthy {2 Ay .42}
Ao by = {4y *‘2*"1’*‘1}3‘ f*;_.: 111(
Arg A.3 " 314 + AZ"A]*A-),)] = 113' A47]
; 2§~



Navedeni rrimer je iatovremm i priﬁar Jedna kemutc;tivne

binarne operacije neodradjeneath

 Stav.l.l . 7 avakom vektorskom prostorn D mogud: je defi~

nigati ba_r'je::f-;‘im URKRTT opameijﬁ neodraijenosti kejom de se D
preslikati w I (D) . | | .

Dokaz: Nekr j= D Abelova grupa 1 (1) r0l s skalara vektorskog ré-
tora De Tou elim skup Cpna ( diﬂémnlma ) delove @tj dpu\gq) 3
ic II( 1<bn0',> ({) aa i ;4 « Neksa je _ ‘bilo kakve ( nekonstantrc)
prealika??nja ( ealog ) aimpn Du %kup 2. Pridelléomo preslikgvs-

nju £ jedno drmgo praalikﬂranje :’E’m na slededl nalint o (x)=

= £(x) +oy0 a4 5&6 30 &, utvrdjen elenent iz D raslitit od ne-
utralnog elaoventa O, & o[ neki ( bilo ko il ) clement iz (bi VA
Bve clcmar:‘m Ozie dji mtrajm £ (. x)ﬂ( o d alikam istog
elamenta X pamaéa prealika'mnja f Tﬁﬁ:‘i je prema definiciji

fﬁ Jodna (b- opeyracija naadredjanmati,' s oheirom na dé definiea-

na na onle pamﬁm is DxD Eija' je drugs koordinata aé. Kako Je
 shup takvih parova izomorfan sa P stav J3 dokazan.
| 'I""rathmiﬁi sbav utvrdjﬁje magaénﬁm‘h vvedjenja bar jedne oper:-

clje neodrel cnocti u bilo kojam velrtorsion gistemu, Iz dokaza
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1stog staVe vidi ge da za mnoge kontratne vektorske sisteme, ne-
primer one ¢ijc ja2 polje skalara siup raalnih brojeva takvih mo-
gpéneéti Ne saco da ima vile, ved ik moZz bitl 1 bezkonaine. Foguda
bl bilo moZida utvrditi 4 kerdinalni vroj skura svih takvih opera-
clja pri gadaton kardingliom breju olupa skalara, zll nae ovde neo
Zanimaju re-uliafi takve prirods, Todjutiwm, nisu od interesa sve %o
operacije Gijis j2 egzistencija utvrijena. X¥ao 3to izwedju svih
preslikavanls jadang skupa v dmgi bdrano ons koja lspunjiavaju
dmge dopuncke uslove ( naprimer svojistva koja su zajednilke za
unoge materatifke discipline, 111 cluZs keo Osnova zs razvitak
neke mwatansticlca specijalnoetl kojin je 04 znatala za druge mate~
natidke diﬁeigiino'- naprimer prealika?ﬂﬂja koja ulaze u definici-
Ju toplosko: praatnra,tzv. operator Yuratovekog, umtradnje kowro-
2iclje algebarsiih struktura itd. ~ 111 su se pOkaﬁale od znalajn
1 primeni,tnko i izmedju oparnciga'ﬁa@ﬂradjanosti v datom skupu D
nae, rasuml iivo, injaresuju one koje se uasled drugih svojih osodhi-
ng pokasujs korisnim 111 se pojawljuju kac prirodne pavézana 38
nekom,ﬂrugﬂm.ﬂpargcijum'nssumnjiﬁag gnadaia. U ovom radu Sitalac
68 naéi bver talkve operacija-naodraajﬂnoﬂti koje je rojavijuju u
Jedno) znalajnoj grani matamatike i koje je , po maSem misljenjiu,
miino prounlavati, Toatojanja strukturﬂ vektorskog siastema nije
med jutim mmine za uﬁguénaut'uvodjanja { ne samo jedne ) operacijc
neodredjencotl u datu Abelova grupu._JLo rrimer ga to moZe sluli-
ti gore navedeni primar operacije naaﬁraigenoati.u grupl J%
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siron ne opoxueiin + 0 crapoidu € tade je O soudgznapa,
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(Jon + P o a)-l-X’ca. =olo & + (/b,.; a+¥0a)

Zbog, distributivaoptl immonod
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1:'"1:1 Vil e
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jor jo deljivost oo diotributivnoibu za sveko a €l ehvivalening

88 120m0rTisrone

. p ~ gicvivalentn sveki ona) elemenat
iz fI..‘ Ciji jeo pmi;ivad Ba & € U {& ;‘.’ £} jefnall nuli u Ve Hog
Jo ol o - r’ﬂvi‘mlentnﬂ auli 28 aynko a € T rodidens prosto
da je o chvivalentno nuld,

BV e Je3e A kO Jo g.mpm.ﬁ ¢ wasigimetrifan s obe
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kvasioinetriZzan 0 imamo ol O A = - oUJ £ ild {oZ + e.Z ) oo =
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cotrobno Je i dovoline 4o ma sveko 1 e T uooiojd d’i e ¢

kvo 8o Je Ji. S a e Uiy

a{}“*fﬁici;la 3.2, Tein je ﬂa*’srz tro e olononota (2,4,

1 trojln povova {a,b), (bye) 1 (a,c) kollon oo oporelis neuvld-
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Cparaeijo ’ﬁﬁ‘ﬁglﬁﬂ neodr@dienceti v 2 Jo © hj;}.,m*tm
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g ‘Eiﬂﬁ-jﬂ 3«3« Hekn jo D topoloiika Abelova A 2]
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Y4+ Komtativnost 1 asocijotiveost operacija neodredjenosti
Jedna C operooija neodredjenosti (totaine neodredjencoti) ne
mora biti ni lomatatiwna i asocijetivna. Emsnije demo novesti
yrivere za 0. Sada domd sa mlededm dva otava ;mlmt-étavati i
guénosti uvodjenja komutativnih i asoeijativoih operacija new
odrad jenosti u skupove odreijene vrutes

JEav 4.1e U linearnom prostorn B { nad poljem C )
Gija aditivea grupa lms vibe od Jolnog soneratornogz olemenis,
uvek je nomade defin isatd bar Jednu komutativmu C-operaciju
tobalne n:mﬁraé,jmasti.
~ Tokaz. Eako Abelova grupe (D + ) ima vilie od Jednog
generatornog clementa postojade 4.4 4 € D takvi ds nd Jedsn
od njih nilje oultipl drugog. Poomatrajmo bilo koju simetrilnu
funkeiju 82 dva argunenta x 1 y, T { =, ¥ ), definisanu nn
I % Dy, oo vrodnostinge u D DefiniBino Jedno drugo preslikava-
nje 'n :t DxD — D na glededd nading f { x4 3) = f {y, x) =
= £ { %, y) + {0 d . matrajuéi avﬁalmmt&ahlm:f(:, v )+
o o d s JeC slikam istog pare ( X, ¥ ) imamo Jednu koruta-
tivou operaciju totalne necdredjencati. Iajprostija forme fun-
keije 2 {x , v ) bilo Bi X + ¥. Zahtev da Abelova grupa sadyZi
viSe od jodnog generatornog clementa oliezbedjuje u opitem slu~
taju ocrsichencijn viSe od Jednog elementn oblika a +olo 4 o 2
timo 1 egzistenciiu trafene operscije neodredjonosti.
| JEnVe 4024 Pod uslovima prothodnog siave uvek Jjo mo-
aude definisntl by jedmu asoclijntivnu € operaciju totalne ne-
odredjonosti.
| Deokas Se izvodi komstrukeijom slAfinkyn doksgnu prede—
hodnog sbava. BelelZedi sa + undfirainju }wmaiéiju Abalove gri=
pe, dovoljuo jo ugeti ma primer £ (X, y ) =8 + X+ ya L,
definisatl na gornji na¥in pa de £ Diti caccijativoa € - apa.- o
miaa totalne nmm;mmug o
Iz 0dnih otavova slodl da se n ﬁvmm v&term:m}_f;

prostoru (nad poljem Q) 1 Abelova grups ims vile 0d jed-
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nog geparatormog .al_ammﬁa; noze definisatl jedna asocijativna
1 komtativa ()~ operacija totalne neodredjenosti, Za dokas
dovoljro je uzeti, napr, £ (%, ¥y) =a + 2 + § 1 definisati £
{x, ¥ ) kao & dokazima prethodnin stavova,

“opratradent sada Operacije necdredjonosti hormogena
po ouema koordinatsema, tj. | |

d; 00 o, 0x, = (oy +ol,) 0 (3 0x,)

Hopomenas pod mipbolon c( o (xl @ 3;2) s budndl da je
X, & X, B opiitem sluffaju skur elemenata iz I?t treba podrazumow
- vatl onad podskup od B 1ji so svaki elonenmat dodbije mnolenjem
aao{alammisxlaxﬁ; “

 Stov #43+ Da homogena ¢ - operscija totalne neodre-

djenooti u U 8 obsirom na aa, bude asocijativwme, potrebne je
1 dovoljno da _hudﬁ agocldativon u '.B\{a[ﬁ ﬂﬂ; o & ﬁ% 1 dm 2a
gyako a < D val a & -&B = ﬁﬁ_ $ am 'ﬂ-e"

Ioknzt %8 Xy Y5 2 ¢ D imamo x 6 (7 @ 2) = x &
u -+ J#‘ﬁ&; Ae eﬁn {x ¢+ oo (x8 a, )%mi{g'@- A o -&-015 +

\ 4 ol@ {}Z“ :I- gL" ﬁ ﬂé%ﬂ {ﬂ’ *Jﬂ s R *011 & ﬂﬂ% ‘? e & @ ® ¥ (1 )
zde je stavijeme o’ + AR = ol1 1 uzeta u obzir protrostavka
aﬁ!ﬁﬁwﬂﬂ@a!ﬂg

I slifno .

(?ﬁ%)@ﬁ# %?*4’ Jﬂv"’i"Jlﬁdﬂg * 4t & e o 1_1‘% { '2)
Iz (1)1 ( 2) sledi da je jednakost

x9(y® 2)=(x205x) %z noguda tada 1 samo tada kads je
a’ = v’ 1 u" = 9" = e #%0 upeavo 31 Jeste trrdjenje stava,

jer prva od ovih Jedmakostl je tvdjenje da Je operacija & aso-
cijativa B8 B\%{a ﬂ&; et }g '
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§§_,' Regnlnrizagude operaclije

Gefinicila S.1. H1 nazivame regularnon opermcijon u
D preslikevenje £ ¢+ Dx D—>P(D) (111 2 : D5>P ( D )] ako se
slike pomodu ¥ bilo kojez elementa iz D x D (111 D ) uvel slee
a4 na jedna¥ifen podsiup od D, |

‘repa Gefinicijl opernelija necdredjenostl nije regula-
rna operaciia., -

Slodedi stov daje odnom izmedju rogulamih operacijs

- % operacija neodredjenosti definisanih nad ietim mlupom D.

Ztav 5.1, Neka je @ C - operncijn neodredjenosti u
Deobsivomna 4 a ¥ linearno 1 remlarne preslikavanje od
Dudtukvo dn Je £ (3, ) # O. Tada jJe

feo® C -~ operacija necdrediencsatl u I 5 obziron na

¢ ST
1, |
Honomeninmg dg g}ﬁ{i linearnin prealikam.jam arupe o
operatorima D u D podragumevamn preslikavanje sa oobinom
£ (o x + poy )= Jaf{x)-r(bnf(y) |
Tieko Jesapnei par { X, ¥y ) ¢ Px2, 28y =
{3«1— o 0 ﬂﬁ; Jéﬂi§ |

rommntrajno dva raplifita elemente iz D 5y, =5 4 oLF © 4 iaz,=
=3 +o[" O d. s gto se mofe nadl bar za Jodno %éI Jexr Je ¢
operascaja neodredjenosti. Bududél d4a je £ linearno ve#i 2(z,) =
el 2 ) + J%0 'f(% ) 4 F (’52 )=2 {8 ) +(" 0 % d, )«

3 obzivom da Je D grups i s noma pravih delitelja nu-
letda jo J#A"az(a )Xo sleds £(s, ) # £(z, ) +3.

{s +do d,] ne sastojl se 1z samwo Jednog elememta bar sa
jedno it} te Je £ 0 @ C - opernelja necdredjmosti w D 5 Obw-
ziyom na d «

| befinicida 52+ Cperator £ u siupn D spablevensn mma-
 rnom operacijom neodredlencati 6 nazevimo ragmlorizuguéan tads

| 4 papo dada kada jo £ o D rogularan operator u Ds




regulariznjucéi oparpltor A OpeYA-
tox naﬂérad;imaaﬂ @ m Be Za 8Svax0 X € D ga-loje 308 L«
adsane ceo oiup ¢ ( 2 ) zarmlikam apazﬂwrﬁm fu 39@!3& Jﬁ""
dinu ta¥iu, |

| 75aVe Gele Idnesrni operatoer f Je regilarizujuéi za
C - operntor neodredjenosti ¢ s obzirom na 4 u linearmon ros-
toru D tade i sumo tada kada Je £ (a4 ) = 0O, |

Dokag e Pﬁmmjm ghupove obliks %tt + & o 4 75
e Je n € I utvrdjene 1 o( & ﬁi pretyposiavliajudl 4a e
MMEm_aigél.ﬁm.sa X e 4 % () =
n{a+ol ﬁ-ﬁ--ic[-'égi}wlﬁﬂﬁmf[a(x)]u

{f{n)n( of (4, )}, jer je T lincarno proslikavenie.
Zbagf{ﬁ Y= 034 o[ aﬁmﬁmixilaziéaaﬁmng(u)+
+ oly af(ﬁ )}mmgim samo jednog clementa. Pretpostaye
mmmgef(a ) £ 0. Tada za o, ﬁ'cid', sledd
ol of (4, );lo(,af{ﬁ ),miaagaﬂmmimu
amr,maammgmaiex m{fm)w{ oz (a )} ne
gastojl od samo Jednos slemonbta pa operator £ ne mﬁa bitl re-

galarvizujudls | | | |
Aanije sme maveli deljemje distribucijs sa = 38 prie
mer operatars meodredjemostis Imajuél u vidu da je x” § .\ = O
za svako ol > O primeinjemo da je ma operator neodredjenosti
deljenja dlstridueljs sa X regulariewjuéi operctor mmiifonje
funkeldjans X°, n < N, 3ta viBe za istu operaciju neodredje—
_ﬁﬂ{ﬁti reguiariznjudi operator je mmofenje bilc kojom Heskow
nednoe diforencijabilnon funkeijom koje ima nuly u tafki x = O.
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36+ Jodsn logi¥ki zehtev
foomatrajme dve aulgebsrske 1ll topololke gtrukture

(421 opitijo dve bilo kakve matematilke strukture) definisane
u opitom sludnjw na rasliditin skupovims X 1 Y. U skupn uole-
ik struktura dste vrsde, nezavisno od toga dn 11 su defini~
oane na iston slkupu 114 nism, uspostavidemo roiaseilu poretks
na slodoti pading redilem je struktura P grubljs od skruke
Sr i ' | ukture § isamjavn sve zZa-
htove patremg za definiciju strukture P, Dve strukbture bes
zaieﬁniﬁm svojotava smatrand neuporedivim. Tako Bapr. stru-
ktura vacl grupe grubljia je od strukture Srupes

|  Za dve strukture P 1 Q keje ispunjavaju uslov ¥ 4 Q
1 Q { P refifemo dn su gkvivalsatpe. Pritom ne troba shvati~
ti da ekvivolontne mmre mm;u biti 1 izoporfae, Blklil-
ne grupe od 3 1 4 clementa nim: isomorfne; medjutdm struktu
tih grupe su ekvivalentne u onlalu uvedene deofi -,-ei:a. Iato
tako diskreine Sopologije skupove od m 1 b elememata (m # n )
s ekvivalentne u sainlm mﬁn aaﬂnm;e, m ta dva prosto-
ra nisu homoonorens. Dvedena relacdis ekvivalenclije sadrii
u sebi u izvesnom smislu :mﬁ.m mhma sa objedin ju~

. vanje jednos simps strukbura dopulitaiedéi prd -
 njihovik individuainih mimm* -

Hoka s ?Iiy ._;&:‘w‘l#i“ P amn t Pod f\ | ?1

Lodrazueyadi ntmkm man. pm-hae svojudva m od
.amkmr ,mm \J By mﬁammsmgc

m:sm hay mg stemlktirs

m maﬁ"‘?‘ﬁ !ﬂ Z'E e

fioka 2o { E,E ¥ ) m E smabdoven a |
{ 3 { 3 o Q) mm m m kog W--Tf--f gippkinzon Qr |
Protpostavimo dm eu P i Q ;a-r u smim mjmgn kaﬂa 230
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n skupt strukiara gore uvell. Pesrstrajmo preslikae
venja o2t { B, ¥ )n {F{ELQ)%maEimmF;}aﬂmslmp
ih proelikaventa 1 sa & Jednu stralthwra u P ists prirow
de kakve su ctrukture ¥ 1 Q. Badi krabeg izra¥avands par ( 5, P )
gsastavljen od ekupa E i strukture P ns njemu nazivademo “pro-
atorom” nezavieno od togm da 1i Fe taj par Cini prostor u ped
ustaljenom onislu {veictorsici prostor, topoloiiki prosmtor ) 11i
ne. Ja tom mmmim { &, B ) jo prostor, Za prostor (¥, R)
regalorem ako Je P N Q { R, Bto zmall da
strakturs R mﬁaﬂuaa bar onm svojstva koje su zajednilka sirai-
kturvama P 1 (. 5148no dome, ako imamo vile prostora ( B, 7 4 )
1(? { E ), Qﬁ. ), 1#1, "“.,apmamr ( ¥ R ) e biti
' ; ﬁ ?’3{'\( ' ) 4 R.

Spds mofemo w.w%i nas --z:mai logitki mohtev.

( L ) Prostor {( Fy R ) mora bLiti regularsn. |

Zahtev { L ) nas ogranifava u proizvoljnosti uvodje-
njs preallimvenja £3 E - P { E )} 1 daje orijentaciju u kom
smexry poraja biti orxdljenticane nafie telnje kad Zelime d&s uve-
demo neim strukturs v dapu P = 3 £

§5f‘ 0 meltiformmin preslikavaniimg

Pojam mltiforsne funke _-33 no¥c ze nadl u mpoginm staw
ri,ji‘m ¥njigama, mada 35 E‘Emm 1isen pwaeimeg snisla . Karaktow
ristitno m;at’m fmimija 113 wmm’mnaa 3o u tome, ds

| | efinjeionon skups ( slkupu koji prealikaw
vano ) t}ﬂ"-..m sano ;lman Slemenat u akupu slici. Precizsn
smisao pultiformmih funkeljs sastojl se u tono, Sic se datd
skup preclikova u parditiwmix ckup neckog druzog dstog skupa.
ﬂamt ovakon elenentu jedncg ‘odgovara potpuno odredjen
3 slcip i 514k _.fmnja a novije vreome
agao Sitav nis
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dubokih Hevremme Hiemova muﬁamja oGroge oo nedjutin na
opste tecoloike prosiore, ne pretpostavljafudi skupove sa
sloZenijim sestavon svrvkiure. Zo nes nedjubtim, 0d interesa
m sano ope presiileawvenja, u skupn kojibh Je cogude uvesti bar
neke od onih algebarakih operacija koje sopeduje skup origie-
nal 113 skup clika. Fajmanji sahtev koji poetavijame jednonm
skupu rultiformnih preslikavanja sastoji se u tome, da se n
tom akupn zode uvestl * sabiranje” o obzirom na koje je taj
skup pemi~pupa. Pritom ni to sabiranje ne mo¥e biti proize
"mljm, ved se mora poklapatl sa ved ﬁﬂ’bi&aj enim sadbiranjie-
o tev,e V zzriménih * preslikavanja. Objasnidemo primeron na
ko joe se to prealikavanje m_-iﬁii* kada se kale priyodne prow
slilpvanjo. Keka Jo G topoloflzs gsrupa, B jednn od njenih no-
roalnih vodgrupa 1 G/N odgoverajufa kvocijent rups. Prosli-
kavanje £ 1 ¢ —» G/% definicanc dako, da je za X < G,
f{x)=aXgmo s X <6/ 4 x <X je honomorfizam to-
polofke grupe G ma topoloSim grupu /N 1 naésk uobidajeni
naplv ® prirodnl * homopoxfizam *. U teocriji topolofSkih gru~
Cpap ulikavonia koja nose nagiv prirodnih

( videti napr. .-w-e + Topolelike grupe). Sva ta proeslikaoe
vanja su u smEtint mltiformma presiikavinja 1 fomilije malti-
foremih preslikavanja F koju mi _ pseatrand, nors sadriati 1 ta
“ privodna ¥ preslikevanisy

Hi u ovim rasma _ _
venog strukbtusromn grupe { topoloSke grupe ) ili bilo kojim dru-—
sin pastavom algebarsiih i topoloSkih struktura, pa 8 obsirom
ne eiljeve kojime idemo, imamo dvojak zadabak 1° » { E ) snab=
deti slilnim piruktursms voko da strukture nma E i na P ( B )
budu gporadives 1 | |

2° odabrati Hto je mogede 3iyu klsou multiformnih
prealilmvania ¥ takvih da prostor { Py R ) bude rogularven ti.
da bude ispunjen logilikdi zahtev { L)«

iksplicitnije problem je u elededems u partitivnom
skupu dato semi-grupe (topoloBke semi-grupe ) 11i srupe ( to=
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polofiko hmpe) ili modula ( 114 -tapalm‘i}:ag modula) 114 vek-
torekog gwﬁmm {veltborskos topelolikog yrostora) nad nekin
pretenom 111 poljem, definisatt cdgovarnjube otrukture ¥iji
de * polprostors ® ( u smisln prethodnog stava ) bisi ved
;mmata kvocijent strukture 1 tako da Je mogude. uvesti ford-
1iju P multidormmih presliilkavanis ka,;a éo paldricvati i avea
“prirodnn ¥ ﬂraﬂlmm i mmm Ge 1311;1 iopnjen zahtev

(L)#

yo jednog primerm " prenoienja ® unmktrainje korpo-
zicije o grupe & ( protpostavka Je da je komposicija o swuda
defindcana ) sa Gu P { O ), Heka Je ¢ relacija ekviva-
lencijo u G e a1 % B8 mmm;m kompozicijom 0+ Tads Je
6/ deocd P ( ¢ ) 1 Bini grupu s obzirom ne urutrainiu kon-
pozieliin © ovnko definisarg,

x) o ¢olgl= eolx oyl ate clx)
znadl Xlosy ehvivalencije kojos pripsda olemenat X 3z &
2ako Jo relacija mmﬁmun C indicirala jednu grupml oper-
setduu P (0 ), Presiikavanje £ 1 ¢ > :}/S, koje ovakonm cle-
mentuy % iz G piasn ekvivelencije kojo} x pri-

imer multiforemon proslilavania.

S & homonorficame grupe & u mupn ¢ &inl g~
pa dakle istu styukburn kojom su mabdeveni efrupovi G 41 6% 4
primer jeo slopa prosiikavania koje ispunjava mahbtew { L ),
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§ 7. BINABRE RELACIIEB

Haoke Je E topolofiie grups ili onfitije topololiki prostor.
naron rolaciju definisanc na familijl O otevo-

renih shupova topoleiiog prostors B ¢ 3¢ po Gefiniciji podolu
od Ux © , ronckad se poomatraju binarno relacije nad partitive
nip gkupon dnbtog ockupa Ee “ocomatrands binsraih rels m pad fanie
lijon otevorenih skupova datosn topolofikcs proptora sut opBtija jor
ne ikljudniu predvontovis da posmatrans topologilas bude 1 dlshrom
tna. Jedna proisvoljne dinarma relacija nod diskyetnom topologijon
datog okupn, tj. nad partitivnin skupon dotogy slups definlie Jold-
nu topoleogiju nad tim clupom sko binarna zolmeije o ispunje
sledete ualove:

1&1??? 1 B ¢E

2, Iz A¢B 314°¢B° = anr"¢ BNB

JeIna, ¢ B (1eI)= (VU 4) ¢ (Uni)

(el le]

Jinarna rolacliia ¢ ¥0ja poanduje ova trd svojstva
odrediuje Jednu topoloziju na B. Ta Bopologlis ne oofe definica-
t1 na sledell naling navovimo otvorenin » potakupove od T kol
su 1 relacijl on eobon 3 nolem je O familija tih skupova; tada
inanos

ﬁ e 1 B {nleci ic 1,)

o 12 4,8 ¢ O = A n BcO(nl0di 4n 2.), 5t0 po nars-

vno profirnde na konaipo mpogo elamensta iz 0 . -
P 4, O (1 e D) > Ur e Ofaloas 15 3-4)—
- - Le]

Hasovimo roelacdion ?._ rpa jpiciagiis
iaciin na paxt 3 TaMN) A3 5
inklusije. Zako, naprimer, bﬁ:na;m rﬁmﬂ.;}a Ao 3 =5 N8B = ¢'
11i relscija A g B =34 3-@ imwlmﬁ m} 3 m alacije tips
mkmmam Iz vel mlg%mgi ﬁmm&ﬁ in .& © H®ACIB‘B3

| Imcija tipe nzile Bakliﬂmem' |
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tav Tele Bogtrikeije binsrne rolsoije ¢ kija ispunja-
va udlove 1.~ 3 na dijegonalu proizvoda P(E) x PIE) je rela-
cija tipa inkluzije. - :
Cvds ostaje otvorono druge pitanje daleko interescan—
toije 1 amalajnijes 4z 11 je svaka relacija ¢ sa coobinama 1.~ 3
relacija tipa inkiusije, ili opiitije koji om wﬁﬁre’bni 3 dovolini
uslovi da Jolnn binarng relacija m ?(8) ‘imfm olacije tipa in~
kluglje, Cdgovor na o pﬁm;vw bio bi od volikag intm Bhog
maﬁ;a il imadu relacije dipe inkluzije.
Binarne mlaaijn mﬂ pmﬁimm Sktinog en specifiine
ralberu. Dok kol binarnih relacija nad glmpon 8131 su oleno-
talke ne moemo na noki prirodan nalidn dato] talki prideliti
neky druga '&aﬁlﬁa, pa proulavati za par Salakm koje su u relaeiji
aﬁpmguéi paEY pﬁﬂ@lgmih, kod relnoclja nad paytitivnin skupom
koremapondoneija zadatom parn elenensta nclog &ruaeg para elent-
nata nmofe so izvestl na prirvodan nalin i to yilestruko. Fa '!sa,j
nalin jo momude polasedl od madate relaclije nad partitim
pom dobitd drugn relncijm 1 do u igvesnim slulajowims
ocobina Jodne od njih olakiava pozaavanje osobing ¥ o2
Definickda 7.l. Felm Ja na P(E) zadate ' 8
Za relascijm o, refifero da Je C - dudlnma (za raslk
Jenih dupinih relscija) ako iz A 0 B sledi <€A ¢, UB.
Tinifimo C-dunlmu reddeiju ¢, relncijt Q om 080l
nama 1 - 3. “"aa o¥irledne lopunjava uslov. |
1* ¢ gj i E o B

Eﬁ’ﬁa:}iﬁal e B, 1 A, g B, Na conova 2, tada Je

Ay N 4,088,038y, C~lualna relas iﬁa relscijl g mﬂﬁi parove

kc;ii o kﬁ!@iﬁﬁmti Wﬂ‘a %131 pavovi pripadaju rolmoijli o .

Parovima (4., 3,) 1 (A,, B,) korenspondentnl cu {ml ml) i

{ﬂﬁz, B, 3 & pam (Al N Azﬁ Bln 32) odgpvara mfmlu &2, b8,

pe mﬂﬁaﬂmméi oznaky ia:ﬂ@lm'ha mﬁﬁm napleatl 2kl iudak
2 1z aig,_z = { UAi) ¢ UB_} |

Lz 4




3 alelesn onobina

(e
voljan shup m.aam: I; Vail dakles e
ralacija relaecijl ¢ ea oschinamm
1.~ 3. Je ralacija ¢, sa oo0binams 37 - 37. Hazivafudi zatvore-
Bin evaki onaj skap | : relanijl ¢ sa msobém sakljubnjent
do gelacija ¢ sa ccobimama 17 -~ 3Ttakodje Bind od B topolodki
DYoStoTre

Stav T2y C=Gunlna

se |
| Iz dokazanog lako fe uveriti'de je rolacija o tipa ine
kltmije ne gams kod smmwm ka.ji ma Q relacill sa sobom vod i

figka je D mahﬁwm 3@@% Ce-tporaclion ﬂ&ﬂﬂl"‘ﬂjﬁﬁﬂfi‘bi
o obzirom na 4, koju de.mo oznclavati sa 6. Tada avakonm per
{a,b) < A [A < i} x D jo oblant definisanosti operacije mﬂmﬁ;ja—
noati @ | odpovave indeks 1(&,{5) taknv da jJea & D w{c*‘,{aﬁ
E , cdredjemo i potpuno je odredjem sup O C Co Dve-
dimo enda v U bilmarmu Ma@i;m o Ba nlededd anting
Redidemo da 3#
{ *) aeb tada im iada kadn jJoe s - b = e/-ﬂﬂ, o{eﬁi.
Cd nnjvedeg interean ga ﬁluﬁaj xada Jo uvedona mlmi,,h Jodna
relacifa elrvivilencijes
’ 254y Telde Eﬁm Jo u linearnonm pmﬂ‘w;ﬂ D definisena
' dredjenosti z obzirom nn ﬁ < D (gie

redataylis jodma relacifu devivalanels
Dokaz ce svodi na :msm provern akstoms X
Pinilia relacijn skvivalenoijee e

ey Teda Iim 35 é mﬁm Leonaracts
nosti u D & obsirom na 4, & B, {C°]atmgunking
va da 3o 3a oveko 1e1 e" kvoutsinetribon 5 O
Qi;;;a ¢ uvedena H--m {-;c-} yod 48 alrvd
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fokaze 1z profpostavice da e € sustoji iz neparnih
peromataciias 5lodl do s ovako 1 ¢ X neutrolnl elesemt Abelove

grupe O pripada Hﬁm Gi 0 ﬁ & odatle proizil
B acbD, |

2ipca zaova-

Kako je C° (1 ¢I) kvorxdsimetrifian o nhaimnad to iz
a-5b= ciﬂfi -1 bv&ﬂwdaﬁ alﬁ&ia&rmmjio(eﬂi
takvo da ;jehﬂ-auwo( o d t,‘j:ﬁﬁiﬁﬁg’h aledl 1 b eae

Teka je za trojim (a,bp) dspunjenc a¢bd 1 b ge. Enko
i3 ﬂgamai;la nwmamaﬁ ® kasm'&ibm ta trojka Je d - RORp-
pativilng pa proizilazi da je teda ispunjenc i & ¢ o, to Cdokam
relmeija stvarno velaclin ckvivalencije

mnje da je uvedana binan

TRURTURE U PARTITIVNOM SKUFU

l¢ Hajlende m&m nlaebarake onerncile definlsane u
{111 na) nﬂrbitimm akupu datog skupa B su one hoje definifn

pryeike {4 rasliln, mmm rexlikenl, & ﬁaﬁﬁéa ST e
proten 1 Tooleova algebra. Isto tako Sesto nailazi oo ma sledeéu
cparaciju v gyarbitimam m;:m; A0 Jo E grupa 1 © relecija ekvie
valencije saslacna sa strukturom grupe onda n F{? c P{E) definide
as¢ gabiranje klaen ckvivalsnolje kojo takodde imm grupni karakter.
2o je Gakloe jedns mgxﬁmﬁt uvodjenjs oper eije u partitivnon shu-

vie Ukoliko Jo E vektorsks prostor iste de piti % E/'? kao deo od
F(&}_!

liknvengas le ofi stav ima pomodns karekter, Neka je E Abelova
grupe 1 C pekdi skup ﬁpm@m u E. Foka je ﬂalgiﬁ ' simetrilan
podslup od E {($j« 2 4 < B* aledi - 4 cE°). Opnabino s
P’ om g g 3 iei} faridijn C - operacija mMjmaaﬁ » o ob
girom nR ﬂi & B |
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efinjedia Beds Fomiliju C-operucije noodredjenocti
P nazivamo Ionadninm profim ;}w familije F° {-opornelja necdre-
djencntl, ako Jjo evakl olement iz P C-operacije neodredjencoil
g obzirom no zbir od honaino znopgt olemenaita iz F.

OBigledno je P DO P,

| S%av Bele Boles am 31 i ﬁg dve Ceoperacije totalne ne-
odredjenooti u istom shupw By e obzirom mn dy 14, rospektivno «
Rekm out ¢, 1 ?2 relaglje ‘Mmlmus geperisone tim oporte
ﬁijm nocdrod jencsdl, Tada ;Ia g’i (¢ ?2 takofie reluells ehvie
?almﬂizs 1dentidna Jo W&;j relacl)l ekvivelencije koju gene-
rifie C-oparacija totalne na&ﬁrw:}mmti u iy # obniron pa ﬂf:-li'ﬂg
 Iokas, Klese skvivulencije u ¢, su obldka {e+do &,
gie Jjex o otabilmm oparatora necdraediononil &1. £lase
mivalemije +! §>2 = ﬁzmm {ﬁ +do 4, } {c* conalavae stabllin
vrednost rmm%am neodred janostd @,). Klose chvivoalencije tre-
feg oporntorn neodred} m = emm S’cﬁ + dola, +a)¢ .
Ya bi se sve ocnaleme Klase u okvira iste - ~elacd je Mmlmeije
razlikovale medju sobom, ne mofe bikt o = oo dy9 ¢’ = o(aﬁg i
ok = J[%o0a + J*ﬁﬁffﬁbﬁ.m:}n ¢ 1 ¢, 8inila rola-
ciju ekvivalencije, ne mo¥e bitd o ni do ¢, ni Yy &, =a ¥ilo
kakyo oﬂ 1 o pa ai 24 o = c{' tie XE ave mmée uﬁija Ylase ok
vivaloncije 4m €4 i ?ﬂ ,ﬁm dajunkine ckupove koji se poke-
lapaju sa skupovims oblika {o, *daal+ Ao 8y} .

| 5oV Ge2e Nelta gﬁ E vekborski prostor 1 Oy @ LA
:famili;a ovih relaciia Mmlmija ne E saglasnih sa strajciu-
rom voktorkos prostore B, Feka Js ¥ neutrelni element u od-
gowarniudon kolitnik ;::mﬁtm | yg , « Tado je ("\Eﬁd = {97( y E0e
j¢ O neutralni clement velchorsd 8 prostiors E.

tokaze Helm je, suprotno tyrdjeniu, lep. , F {9}
Uzmatme sa o]  velkttorski sﬁﬂmﬂm progtera E gonevicon
olementom n iz 2. Tnda za O # ac nﬂa 1ledl Ga Je [ﬁ]ch

Neka Jo b & Ey b o# ae %ﬁamnm Ja iuﬁﬂﬁ&ﬂiﬁﬂ?ﬁﬁm
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B, * B/[b] . Fedjutin e [a] N (2] = {0} ym e ne-
mﬁ@;ﬁ& pradpostovke dn j0 I ﬂéﬁ?ﬁ . .

E@-@mv@ﬁm se da C~operacijn necdredjioncoti £ s obszi-
rom ng - 4 o DoE ivamo sinetrifoon jedno] ﬁ:z:w;x':aj Cm=optraciji neod~
redjenoetd o cbsivon na 4 {orhadine Je sz £) nko Jjo za evoko
x & B shabilni ded 0d £ {x) inversnl ~lenopat stabilnog dela
od f{x} u Abslovoj srupi E. U sludaju binarne operacije neodro-
PpoOtrebno Jo dopuniti ove uglove Jjoi i gohtevon da s¢ ol

iﬁanmti ahﬁju jelenq -ci&a neodred jenocstd poklapaja. '
Neka Jo's:da P = {2, j 1 &I{ familije honogenih C~operacija
totalue ﬁmwjmaﬂ imﬁa gr@ﬁataﬂéa konadine profiremje fami-~-
1;{_3& P’ dofinis:me u odnosn na sinmetrifan nodsiup B od ¥ 1 ime
osobinu dm 1z f €7 aledi da i simetri¥an olemenat od f ypri-
padn Fe Comalimo m ej_ ralacilin Mvﬁmaigﬁ infuciramm Opo=-
racijom neodredjenostt £, Feka Jo P P{R) < P(E) okup 5431 su
clementl I<lase ckvivalencije iz ¢, 2a ovako 1 € I. Uzmino jo
da Je stup operatora o takay 4a evakl elenongt I C predstave
.‘Lﬂa neparmn permuiscijn od B 1 konadnih ghirove olememata iz E!
oslednje Se sigurne biti kafa jJe O distrivutives w EI
U ?2°{2) uvedinmo unutradnju komposicifn B ma slede-

&4 na¥in _ S
{ﬂ_. -"l'azﬁ diﬁ ) (5 {B‘-'t . o c{u dil = {{ﬁiﬂ'}* (d ’dﬂ)

Jaono ;]e iz prodpoutavick o ¥ 1 iz definicije P'(R) d4a Je &
waurtra compozteidn % 27(E). Dakle ua owaki par 2o
_ 6B (odnommo (a,d) € A) ima epsla simbol
-fi (3} - : 94 (:::}t vorod mm P*(2) enabieven tako uvedsuon
| {,-;.-.L.;ﬁ-s. E &int Abelc fgrse rom da Je E Abelova




-3~

ukolike Je samd spoljainic mnoEenje uvedeno unn slededi nadini za
AeP(E) 3e oA= idm A ¢ A 7‘

‘orra etrens oveko uvedene algebaroke sh
titivoom okupu je u toms Ite Jje ona ieda keo 4 & T ERs
kitura polasgnog ﬁfmwa. Hdjave otrana sasto]l ose u tome BEHo no uyw
vedons operaclja ne prostive po eelﬂm partitivhon skupw ved je
rjen donen jedon deo partitivnog skupa (tofnije kvndrata dels
mrtiti m}, |

Jasno je 8o jo nemogube snabdeti ceo P(E) grupnom ope-
racijon koja bi inducirala grupne operselje Imﬁ kvoeijent grups
grapa B, Jer bi, proma stowm 1 ovog paragrafa, neutralnl clement
srupe B poreo bitd 1 noutralni element od (&), pa Jo nenogude
Ga za bilo koju mlaaiﬁn okvivalenclije ¢t B naglaomm ea stiuke
turom grupe E WQ bude podgrupa P(L) Jor bi i :,/g; 0

1o imntd ind olememat 3to Je nemooude.

Fevebéamo joB &va nafine uvodjenja unutrainje opermcije
u P{E). | 0 |
U skupu F aywi;{a neodred jenostl Refinlsanom na e
Jetku ovog pavagrafa uvedimo sabixenjs + otavijajudi

(2 +2 Yx=f, Xx+2

1.7 %, F 7 % 1, ¥

loko se uveriti da take uvedeno sebiremje Sini od T
Abglovn Srupii. o
Pardlije operacijs neodredjencsti kojs 3¢ inducirals
a P*(E) grupau oporameiju iepunjive dslkle zahtev { L ) 12 &6,

Prvi naliin uvodjenls “mhimnjg*“ u partitivnon skupu
jedna Abelove grupe E , trivijalan u tom omislu Bto dolasi ko
prvi odgpvor no pitomje kako se Jedan takov shup mofe smabdetl
svuda ﬂﬁfiﬂidaﬂﬁﬁ mﬂﬂﬁﬁ%ﬁiﬁ Jon operacijom je slededl.

. %a 4, B £P(E) otavimo
AeB= {a+b; ach dedf

Imanc jod
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(¢+B)+C=fa+b3 ach beBf +0=

{{' 8 +b) +ec5 nm &ﬁ-,-:""_ﬁ €B,¢c &8 %u {a + (b + e)f =

w A+ %‘h&-e; ‘béﬁ, ¢ € f
ﬂ&*ma-ﬂ) |

t3. uofieno sabirsnje Je amoc ,_--;-;_a'him; |
| Zhog mmtimaﬂ sgrupe B omo Je i m'katim.
7o Je pedjutim sve 5to o8 mofie tim m dohitd Jor ofigledno
_waﬁm apmai;;a ne poﬁa&n;a mmla Mﬁ m;}m
. Owakvo mhimnjﬁ de ﬁpﬂ ”mm:ﬁmja pﬁ
o Diftreil u radu 11] .

ﬁ’&ams&h Sg » olel mmc:@éamhemmva-

'ﬁ&ﬁ&%ﬁimm Eg, g & f‘S# {o{) mnkﬁgg St ﬂaa;!_
oap E . zasim H”‘ 1 ﬁ?;.p ?amtmgmava v vove

8 '!% _ t
Neke jo er m:vamua 2 grgaa 33 gex 1.
3 3e mﬂﬂﬁamik eloment ad + a'i; ko sa § 4 T ozpaiing

indeks elmpove od Ky 1 H(,, mﬁmaaga reﬁxh Stavimo

Hﬂ A&s ﬂpwﬁ'ﬁr_ re’;zﬁ, geh

X je A naka kiase mmmgn a8 B nils stavidfemo A AB::L
Ako i A Bl B niou klase ekvivalencije stavljamo A 4B = §0%.
. Keiko je unirande el aaﬁeiéa tivna 1 komutatives
ﬂpmmh nezavisno o4 broja mmm vaki
(A A B Ac=4 4B A )i A Amw&u.
ga avako Ay B, ¢ € F{E}; *bj: (’E(E), A } je homubatime G-
Riaraps. Syadéeno e Q- gon 8 srvupe E

induciremih Jednom fﬁ’ﬁm 10l non raimizm gkvimlmﬁm Froma
m&im thﬂnmaaa opormcije 1 Q ~ semigyupl grupe E imems |
B A B = H, tj. dobddemo mmgk gupn B, - Vail dakle
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Sty Se3s vaka kvocijent grope
Tupe crups Be

cgoupe B podgrupa 36

2, 7o sada smo poomatrall Abelovu grupu D 4 sanimeld
#e ealo ﬂlﬁ&h&m osobinape operecije poodredjisuesti 8 koju
ame u 7 uvell, 1501 omo 1 daljfe s predpootovkems uzimajudi da
Jo skap m D spsbdeven Strukiurom vekiorckeg prostora. HMed judim,
mi oo plemo interesownll za dvage (nealgebarske) simkture Loji-
ma D modle bitl snabldoveno. foda Gemo prodpostaviti da je D sva-
bdeveno ;gaﬁmxa ﬁayolof“»ﬁm shrukturon. Pritom, biban zahbev kojd
- postavljamo to) Wimlm& sbrlclhuy fsamujm‘}a 8e u tome da ove
Gl Belnreie ﬂ@&“&ﬂiﬁﬁ kojime ﬁp&ﬂﬁm moraju bidl neprekidne
u sodaln pospatane Wzmge. One tﬂpalmﬁ.ja na pskupa D koja
ne ‘buﬁu lzpmiavale taj zﬂh’tﬁ ane nede ilnborosovati. 1i¥no
topme m&;m;a novik alpsbprekih operacijn u D cnabdeveno takvom
ropologhjon bide u opsden ﬁluéa;;u mmém jexr je prirodno
@ﬁ&mi?ﬁﬁ dn te BOVe < _-:..,'_.iza no tady saglasne oa poato Jadon
jome Iredpostavimo dakle das jﬁ Q %’kﬂ}ﬁ (D, + )} uvew
prael i + . ﬁﬁrm?nﬁ pi‘lzsmje

kﬁéﬁ' ﬂ nan ;?i. 3%“% n ga *t':'.i"';;_--"'

' gkeyp B 1 Jodmu njesown particim 2 - se 8
 g”¥H3£mﬁ¢ﬁmEﬁﬂﬂJﬂﬁOihafmt&immnmﬂmi.
{vouileniioecddin %o nlededl rnomtupmi

njen ol ,,la es'cgm {D ;agamgmmmi_
ei;ja am«ya T3 (nkﬂlﬁm jo maravnoe ta) postupak izvodljiv).




Je oporacija noodredje glasnn
yope akajamjmijaaﬁ u J

Gtav Beds Nalm je D vwektorsli Lopoloiki prostor i ¢
opurncija totalne neodredjenceti u T o Tada je ¢ snglasma ea
topologijon u D, Ako jo topologlja iz D Hausdorffove icte je
1 &opologiia z}@ zde Je 3%/% proizvolina k#mijmﬁmiﬁa ig
defintcije G.2. :

DOJAB « ‘%mmjzm sl 7 ={do 4 ", Lett . Taj
skup Je lineayni potprector od T j&r 28 8,5 8, € 7° pledli
dy 08y + o, aaga ai.ﬁ(o(_"aa)-rd_fdfﬂaa)

(o, +dlgdo &) #ldy +e(Z)o 8, = [(oly P2y, 4 ol3)]0d, € 17,
08 mige Jo pﬂm da 3o ,SD iz ﬁ@finini;}a 3.2 xvooljentokup.
Trobe dokazati dx gaﬁ an ja Wh@.:a kojun jedueive Du O sa-
Je %ﬁmﬁa ta ¥injenica kb sbadrom na- 3m1nmmmst
kvooijentizacije ¢ 1 na prirodn njenog nastanim). Hadi togs
primovinn doe am elementi slkupa D obrires = + B* P8 Jo na omnow
tooreme 5.7 (Yellay [1] ) topologhiia m @ koju inducira
projekeija iz D saglaena e stmikburom veltorskog proctora
predpostavke ds 3 D HausforPec
vrhe definicije 8.2 bila jJe da se definicl
lnsnonid operocije neodredjonontd neproicidn ; prod
ney} bilo sm;n od n;m:h zmﬁgm —

E w@ﬂlﬂg--f._f-se amm u mgm 18 uveden
azeodn u obzir topologija partl
M&E Gta ‘gﬁﬁ saglam .
Tokazand ﬁ’ﬁ%‘? m@ m;}e gomt éﬁﬁﬂ ngm {m vecma -
refotevijs reSenje problema u op¥ten slufaju.
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bilces v ophiten siufajw octavijamo se drugm

3, {nds fend poertitivwmi aknp dato Abelove MEG
topologizimii. U bton oilju Loristideno melod maﬁﬂm;}a m}a—
lﬁgﬁ.;}ﬁ 'ﬁﬁméﬁ binzynin r*&laﬁih, ﬂiﬁt}a poogtuphn ia pmthﬁﬁﬁﬁg

Adano ne partitiveom skupu P(Z) Abolove grupe
binarm relaciju Q ma slededi nalSin

(1) 32 2 B C P(B) }mﬂ&ém&&marﬁaﬂiﬁiqmwﬂmﬁ
Q{&IB c. B tis C € P(B) taksv da za svako 2°¢ A 41 B¢ 3B
iﬂﬁiﬁimr(&,b}éﬁ xB" vaii & -b ¢ U,

_ tvoraenin® one podskupove od PIB) koji
ispunjavaju slsdede unlove |

(2) 1% waki od "matvorenih® upove laodijl Je e sapin

sobomy, dje A Q Al

7 Eovevagon@enind ikup ¢ [ " B] cadvitd kmo potslup
grapn grupe B koja mije trivijelna ze svald par (A, B) is
rﬂaa;ut tjg nepastoll oe dwek iz {0} .

hav 8.5 Binarne relacija { 1 ) na P(5) pomoém klase
od #{E} izdvojenih e { 2 ) sé¢redfuje. u P{(E) jJodmm

i dokama dovoljne Je uveritl ase éa Kliaoam *mmrw
nih® aslupova zadoveljave uslove wgi ge sahtevaju od familije
atvorenih shkupdowa u Jodnom fopololkon Criis. Pre svezn Je
“*}( ) olemont to familije (mgu ﬁam ognakitd se & ) kojem koren-
gpondirame Sopm syups B, Jjor Je za swako A%, Bf ¢ P(E} a-‘b € B
za gvokd par (2,0} € A%x B* ududi da je oporecile "
$izo wewrtyalinia sa B. Pored toga nedamo 306 u mti Frein
ako stavimo Fe ¥y D , e 3o unijs konelno m
menata iz ? mmag@ olencnat is 32 + Tadd m@ ﬂmz,;m Je uzeti
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lecentios A 1 B iz ¥ oggovarnde sodoingpow:
(t3+ clememti ¥(E}) ¢ [4, A] (krate ¢ [A]) 1 C [B, B] (lmdbe
C{B] v dn 3w € [2] & © [B] s:drie po jodru podgru—
pa od B keo evoi podebup. Unnimo prodevoline A7€d i B« B,
Ze a€A® 17D eB raclikn & - b pripadade jJodnon skupn O
koji izvesno oadrid opu podgrupm o8 E koeja je oadsYena u © [ 4]
1 onu podaxpu od E boja je madr¥ana u O ' | B] jer %0 mora bidi
sludad sa parove (8,8 ) € A" 2 A" & (b,bB")<B* % B® a o
preme uslowt ( 2 ) na¥i dn Je A TUBe &,
| Treba dokasati jJo¥ éa presel pro i?‘*?ﬁlswg moltva elo-
memata iz ?mﬂmﬂm T e Beain su &ie § s £ € I +» Tada A ﬂ&i
pﬂm&a avalom A, 4 odgovarajaés © [ A ] podrdd zmdqmm ?*i
od E. *'mki{a; £) € AXL* Lopumgava uslov a ~b e C [ . 1]
c [ DB, ®ledl NC 18] > r\ E, pa kelo je prench gmmimsz_j-
nog maﬁm pedgrupa oﬂ E +tokodje p@ﬁm ol E to sledi da ﬂkup

Mgi;iwte mmlam grupe. m 3a : 3 m{dim&a mp BYih mo-
poloflee grupe. Crna¥imo e Eﬁ mmzm Ilasy ekvivaleno
iz B/, « Foka 3@ 0 bile kaji otveren skup Sopolod

- A 1{4) . 3* }iﬁﬁm m Mmﬁhﬂm At T o
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Runove od ?L&) { “\{{fi Uﬁa} S,hajim 0 potrebl no-
- Benw dodatil 1 jolf _mim h¥ g Fas alkum od P{B).

Botinicija 8.3 Partitdwni ckup P{Z) topoleoike grupe
B fm'imww urartradnjon Waicﬁam i}-ﬂmﬁm W E4dinoa
m;{i nafiin uvodenoa Topolo -- O 3 e

‘;Bfiﬂiﬂuﬂ gt?ﬂ LEPOOR
kazati da Je P(E) snebdeven o1
5mmtum uyvedenom na

dckavnti ﬁlﬁﬂﬂéi

“tav Db Hieln Je f&. ?) #bolova

{(»(2) g.')u;}ﬁ}j sdrpvarednds tone _ .
1° cperacita A u Gesenmigru

u smislu topologije S'? i

. a E, (P{E)}E[,; )a
Tokan. Noka mt 4, B € ?{R}h Razlilm JEX Ve ﬂlllhﬁ
3« 1 A 1 B su Xinoe ebvivaleneije oa noki par (Jnfb}é

€A x A

2o L & :5; E m -_-.-"mvljaéu gilkodorn ldasu skvivalenei-
jo ni za Jodwmo o v |

Poarn mm i &uﬁa@ 1«. proisvodlijm okolinm 6? od
A A Bu (), Q- InZancko s e ALE 1beBcE okolins ©
Jo prome naSinu ne koji Jo uvedens uxptrainja opevacija A_\ 5
wﬁﬂlﬁ@iﬁ u P(ﬁ) $wana nekom okelirorn O clememis a + b
seupa pogtole oclwnline 9 ) 1 ﬁ‘b 81O~
takve da J#2 9 + 0, <0, mzm C_ od~-

o u |
Lysiny o {1’(3}, P} okoitmn 53‘_. (&ﬁmm
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skupom O + O, 1z T potalmp otvoronog shupe u T? kodd dne
ducira O, Neka se O A O, ne svedd na {0} leko jo tada
videti da Je O, &%"—% Umﬁamma»;taf AC, = (0}
odgovar '__gnéa ink'luﬁi;h Jo oiigledun vo sarod ﬁﬁfiﬁieiii LOPO -
logzide ‘I’P {ima de z3a oliiaj o ﬁa}mam r;r:,_ﬂmﬁ.iﬂmsu_ﬂpﬁr&ei;a =

u amdsly %wbtﬁja ‘I"?

tH ﬂai&aj 21- fs:i,:i”’n:iﬁ m"aﬁﬂmam uﬁwﬁguga 50 taénaﬁt
LeYH 3'5 m 1 »

Iz *Rﬂpﬂﬁtﬂ’ﬁkﬂ da 3o 3 &ﬂhﬁlwa Grups sledd ﬂa ou
sve njonje podgrm nvarijantnes Pored ton svnks relaeije ek-
vi?alm,;a u mﬁ. E onglgs pa strukturon grupe E Jje ekvie

ah g ¢ _ e oo B, Neka Je O

o o ke ZYUpe E 1 a pmimmljan mﬁm od E.
Iz 'E;Eaﬁzi;a topolofkih grupa (viﬁaﬁi naprirar M‘Erjam 17
da 3@ tada U0 &4 {112 A o G) otvoren skup. -

* Tospatraine preslikeyanie £ ¢ B — P{E) definiea
ns slededi nalinszs XcE je f{z} !3 Bz s olikn od = és'j,e
unijas ovih klaos ekvivalmisa ka;iim % pripefa w kolldndk oku~
povima B/p, « liestrikeija presliknvanin f po njegovoJ drugos
koordina®l na EX} ,  nige ﬁiﬁﬁa drugo do projeknija o8 E ne E/S; b
Iz definicije toploglie ttP i gornjih rezmctronia sledi da je
presliksvanjo ? obvoreno pa }e to iste i projekoijs sopolobke
grupe B u %opsloBki prosior Ef'& » oo pefépwa’hﬂr o8 (»(B), .TP)
U tecrili topolodkik nrostora pozpat Jeo ﬂaﬁeéi gtave: Ake je £
neprakidne 1 oiovereny proslikavanie mlﬁﬁkﬂg prostoras (X,7)
ps topolodki prostor (¥, ©°) onda 3& (Y,, 2° } mmm kolile
m o {3% i}* Yo dolkelomu i e
joi doknmnti da Je ;;amje!s: - ealilann
Ske ~rupe B u topolodki propior E/g . kuo pa&w&t&r ml (P(E), Ty )
wkasoforo vide od tozn dn Je na gornii nadin definiseno preali
kevande £ neprekidno. Hokm Je O {otvorens) clkolina mm f(x)
{x < B} fix) < Eh 7a clkolina je Mﬁuczmm nekon okolinon O
tatke X 1z B. Posmatraine bilo koju dragn okolinu 07ed x takwy
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dn Je €°C Oy In nabing ha ‘koji 3&3 aer"inif' ang Lopologije &, i
fm'*ihfﬂm;!a ? sledi do je £I0") < aﬁ, e ;m f noprokidnc

alikowvomie tﬂy@lﬁﬁkﬂg mﬂ%ﬁm (B, 2) v topolofkl progior
(}?'-{E},- p)+ Glotle sledd da je 4 projekelja od E na Ef'g‘ ) e
prelciins mm?ﬂm?fﬂ!:}ﬂ ma sk oJE&Ad pu je .}? ), S8R0 POLpIo-
ahoy ctt‘z {z{r), ° _} Lons otk kolifnix ﬁd_ Ze Wime jo obav u po-
mﬂﬁ’ﬁi dokagnn . . |

udn amo u nofudnortd dz demo defindcijn sagiamont
sdjenootd co ctrukturom grupe u kojoj Je uvedo-

cperaclije nobd
3 |

cefiniedje S 4. 28 Umnymaija neodredjenosti @ ro-
¢ibemo 8a Je snglashe o8 stragiuron grupe I alic Jo kano presli-
kevemjo od {Ex 5, T % ’.i*} 124 (B, T} u {2(5), %) neprekidna.

Ova u&ﬁlﬁeija Wl
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FR gﬁﬁeven ;}mm o8 ﬂasmf‘*fm arerncijon nosdred jen '35-

fi:a' ,.z.t., aﬁa s%* % *1:33& Ug .?w**'* ;z*;::::“ LR 2%+ -;wiéfﬁfaﬂ ’Qﬁtﬁl‘ﬁ ’L‘,

CioocpmlE ;Je 1"‘ (x + T) o= Wi:r}-a- :“L,_ﬂ} w """’?:’2‘»,« + f ( )
L._m::,. *;';_:3..“':“.;.,.;“ ,_y :;..a,-.a:.r.,“;m r‘i } ;ﬁ*im..m Je éa*?&}ﬁm;_mr -in (?iﬂeti
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| f’_ﬁa Je B = Jmm*tiw {’ mi AeTiniciju 3e5.3. Toka je

B8 X e ':.:,', rwi&huﬂ\a W‘aﬂnﬁw m:-em;t;mﬁ :mﬁm‘ije&mtm

x

ir’ I }if:; 1 ? < - .Lr. ' ..:':-5’;- ] }*- . -2 .1

.' , s ma o g g«(g.%?) jtaﬂ;z;m 94 Be ﬁlm:gm | }C.. '_e;mi..: 120
'lmeﬁmﬁ. :z_ :tffnﬁln 2 X (=) e ﬁmam aaam:

-rﬁ ”‘E:v) = f(x) + y(

{0  ~ 'z_fj,jﬂlﬂa iﬂmmm ,_' 8 Su (E&E) :_;:.';'f::; i b
ﬂﬂm;ﬂgf -- v&f‘ g}ram aﬂav’l;!amo <a 3‘*(53) ndje Hog~-

: z{m@gﬁ:@ @ s;-}h;w _-é_;*‘} xYe 28 ﬁg}m&’ijﬁ naddrmjmm”‘*‘i pred-

' f*“i&ﬁ.w. e 3{* ..rtfm.'i’“’f& A 3**"1‘"*1.1&1‘?&& ﬂlwgﬂm‘ Ay is X
ﬁ?‘. ik ﬁ's;a f*"a:i 514 z:-nma.,m,;. bl 5"";**9&&1@11; avd ot £ 4 dn je

‘o ] 9] m;] m.a.:m i “"‘m by Y ti g i:vwmm :min-

T3} cmnela

m

&

e
&,
™
""-._._-I,"
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5
Forr

- alu onploino Se e maofos ""3,;.«,* ma‘in e «ﬁﬂ'ém
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é_ 10. RESENJ 7 DLPERENCIJ ALNIH JEONAUINA U SMISLU DISTRIBUCIIA

U ovbm.paragrafh ispitﬁjﬁ se_réﬁenda obidnih 4iferencijalnil
jednaCina u erislu distribueidja. Gpéracije sabliranja distribucija,
| mﬂﬂienja distritucija diferencijabilnim funkcijama i1 diferenciranja
‘u prostorm distribucija omogﬁéila s farmirénje diferencijalﬁih-izé

raza oblikg: |
y__-l-pl _ +easee + D Yy — &
gﬁe sus Pi - Jilarﬂncijalhilne funkel je 8y iz distribucij .Izjednq—

u"n-l'

| 51781 Ba nulam'ﬂniaﬁ takav izragz,dotijamo obifmu difesrencijalmu jedna-
s1m. S
o -Pﬂsfavlja ae'pitaﬁje kakva'ja fééenje jedﬁe takve jedngline?
| U sluiagu kada su kcefici;enti bﬁﬁkﬁnaﬁnﬂ diferencijabilnﬁ .
) fhnkcije ( hag ﬁﬂngulariteta ) raﬁenja diferenciaalna jednatine u

- smislu distribucijz ne razlikuje se. od klasiCnog reﬁenga aeﬁne takve
Jednaline ( vldeti Geljfand - éilﬁv (1} atr.SB).

| U sludaju kad kaeficijanti ima&u singularitete, mogu se Fojave
lilvati 1 nova . reéenja u amislu distribueija, g mogn isCegavati i1 kla-
ﬁiﬁna ( videti primere'u iatam deln na qtriﬁl) B |

| U ovom paraﬁraﬂn posmatrane s npravo takva jednaéine.fPrntpo~

-Etavlja ge radi uproﬁéenja da svi kaefiaijenti 1m33u iste singulari—

tete ili ih neki o4 kaeficiaanataﬁuapﬁte nemaju, a ﬂ? bi stvar 1&?3—

1la éta jednastavnija, pratpoatavlja se da e akup singulariteta svodi
na jednu taéku, a da je ta - taﬁka penetﬁk koordinatnog sistema u Lom-
plekane; ravni.’ - |

.' U literatuzl e takva 1spitivmn3; ne vrie suvile Eeﬁte, jer rro-

- ﬁirenje gora nava&anih oparaeija ﬂa lkup aingulariteta koefiecli jensta

nije dnvala&s ﬂobra ohranloﬁena. Smatram da je nagiapravniJi put rro-

| udavanje takvih gedna&ina 1zna1a§anja njihevih formalnih reﬁenj u qmi-
slu poaledndzh paragrara ovog rmda..Iﬁpitivanje kada je Dirae—ova

distribueija reﬁenae difereneijalnlh 3ednaéina ipak su .vrlo cestﬁ,i
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zanimljiva. ( narodito u fizici) iim §itanjem 8e bavio i'ﬁ.Beuixé
u radu(1] ). S

Gvde se posmatraju ugla?nom.gedna ine Puks-ovog tipa sa koorii-

tnim poletkon, KAG jedinir singularitctom koeficljens 2ta.

U teﬂri;i obitnih diferencij-lnih jednacina-dobro Je paznat'
sladaéi stavs J?dinﬁ singularne taukﬂ radenja diferenciialne jednaci-
na'; S .
. plxm 1? . f-Pn y= 0__;-(@( )
m ( evgnxtalﬁﬂ ) ﬂingplarﬁa tadke kﬁafié;jenata'pi.'ﬂa anovﬁ tﬂga 
interesantno je i pitati da 14 difﬁfencijﬁlna jednading ( ) ima
'zafreﬁenjéfﬁiatribucijn,-Eiji Je ncgad gfngularitet nakih i11 ﬂ?ih-
koefiéijanata Dy Takva'distribucija 1O Eéhﬁartz -u ( videti Schwartz-
[1:}tatr..XXXV“ &1, III 3tr.100) rrpdatmvljg 1inearru ?omhinaciiu
Diracova distrihueije 1 njsnih izvada do izvesnog reda n. Oblik re~-.
aan;a nadeg prchlama ja poznat . Patrahno je naél naéln aa se ono

efektiwna dahije. Taa naéin Je- pakazﬁn*u dokazu aledaéeg stava.

_f;taz 10,1, Meks Je datﬁjdifareﬂeijﬁiﬁa jedhﬂﬁina

.(ﬁ). o - n - 1)
s et (g B
| | n-1 o
'_ gde sus P ( x) ( 8 = 0 1...,n-1) mernmﬁrfra funkclae takve da
(x) 1ma'u koerdinatnom.poﬁetkn pal. ( n - 8 ) - 0f ra&a,dakle |
&ﬂl |

tada jaﬂnaﬁina (19'1) ima ﬂEtr1V1dalnn reéanje u Prcstoru distriw a

+ L A “‘"P (1) y = Gjnan.-(lc 1)

hueija data formulemjla
| (N)

_ e enwe °*

y = E; * o4 qui + + q. 8 + ,’k

gde ja yk klasiﬁno reéenjt jaﬂnaﬁine (10;1), - Diracova ﬁiétribueija
2 keeficijeﬂti cls---;eg sl potpuns aﬂredaeni'da ns proizvaljah -
kam;lakani mmo¥ital] e o pod uslovom 4= i*nmiju kmeficijenata

8 -0
p poataji vpza. _ﬁ'fl ﬂrnf!

e gy
( -1 ) ( Fa+n )' + Z RIS 1)% ( H+s)_/==0 ( 10,2)
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Bokazt

stavimo
____ k (n)
| k . o
Diferencirajuéi jednadima (10.3) ¢ - puta po x dobljamos
» R | | | k-1c (N+s-1)
) - 8 . - | =
y(ﬂ - Z ( T ) Z r k( k-1 ) To o ( k - f + 1 ) X é ' i
?=0 k=0 - |
] B Z - |
_ i N .xk B( +8) . Z ( % )_. rk k { k¥ - 1).-.(k—£+1).
K=0 =1 k=0
k-1 C (N + & ~1) ' 5
x oy E (i)
(. E = 'Q,l'i:ll,n )r
Smenom vrednosti za y(g)-u jednodim ( 10.1) do'bijamo:-
R k '(H%-Il) n
2 rk x 2 (:E ) z 1‘ E (k-1).é&. ( k - fi-l).
kal ‘ \ =1 k=C ( )
o k-1 Nan-l - 5 - : T N+n-1
| s X 5 _ + X 1 Z-'o Pv n-1 x.v ZN r X é | .
. . v L‘_k=0 |
per s N o 0 x=f  (Nen-l)
n.l__!_ =l S r k{(k~-1).. (k-f +1) x t (R )+
+§ 0 R T -
| | - - | (Nes) 8 N
| ; pvxl k . = 1 k=0
- o x1 C (e s - 1) ™
o | - se s - Y
x-} K Btw .
k =0 | '
. Imejuéi u vidu formult
| TRt w vid formlu (m-;-k)! (’m o).
k ((mek)
. é . = (-1 )
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jednatima (1C.3) moZemo napisatl u eblikms

_ | _ i  ken ¢ () VS .
i R (1) "'('LE'L N O +;1(%); b

k=0

&)
n-1 (N4n -:P. )t k-n )
» k ( k"l)tfrl(k"'{‘l'l) (-1) "“*‘_“';”“-“ X 6 +
g 2 n1y| X n-1 (§ +n=1) ! k-n+1g (V)
. x bvx| 7 T(-1) T F +
vV a:O 'k = O

n-f-l ( N-a-n-‘f-l) !

n-1 |
1 k ( k-1 )...(k-—fu ) (~1) e e e i
+ Z ( n%- )% "k - Nt
f.ul X =0 -
- (R’)'1 0 g N‘,r_ N 8 (Res) !
o X y m-lé $oaee + x50 Z p, X Z Ty (- T y
N | 5¢ﬂrﬁ k=0 f *f
k-g  (¥) 8 e K ' s-
cx B + E - Up Z r‘§ k ( K-1) veeo (k=T4l) (-1?_ .
t=1 k= O .
o o w k
. _..(-.H.:E:l)! xk“s B(R) $eee + X n Z pay :“:v Z rk X
N! | v=0 k=0
X I
6 = O | ~ (10.6)

P@éto pomnﬂéimﬁ jadnaﬁinn (10.6) sa x 1 oslobodime se uglastih
zagrnda dﬁbijamos

. . a1  (F+p-1) ! k < (F) ® 5 A
) :Z:, T (-1) — — X + Y

W M — . 1A
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{ n"‘f -1 (H«m—'f-l) t ¥ 5(3)
n—l) Z r Kk k-1)..._(k- +1) (-—1) e

00 N - - (’fh»s)' . B(H)
+* 200 'I'Z Pi X Z rk (-1) N!

n =0 k=0

g-1 (H+S-£)

- N
® E vV > B Ny k (k"‘"l ) s (k—{’l'l ) ( -1 ) ‘-ﬁ e 4
+ E Py X Z ( P ) z k T

=0 Y=1 k= O
(N) (10.7)
N
x C (F) L o . kiib =€ .
X B +oee Z py X -Z- rk x
~ =0 k=(

Bududi da je x S = 0 iz (10.5) moZe se izvesti:

< 5 (@) 0 za > O (10.8)

Imajuéi u vidu (10.8) lako je zakljuditi da jednadina (1C.7)
ostaje zadovoljena kada se beskonadni redovi Z p: x(8=0,1...,

N s |
n-1l) zamenk polinomima E P, xv( 8 = 0,1,..:\{_;8. 1), Izvrdiv-
| v a0

Bl u tako trangformisano) jednalini naznateno mnoZenje dobl jame:
N

: | N +n )1 R B
m) XSl S Z r ok (k1)
| n-1
, n-? (N-m-f)! . )
(k-f-bl) (-1) e - E 2 r (1)
| k
-] ON n-l
R E S R V01 (v
| R k-V k=0 v=0 Tab | |
n-{-l { N-e- n—-f -1)! n-]1 2R k k -
<1) 0 e —e—— P o * o :7: (-1)
( ) N! | -V .%-0 X -.,;,;0 T, .
| . - k |
LA L S 2 B A (R
ey N - k=0 v=0 fa1



| | ; Lw_
| N K .
(Y "£+1) (“1) f __Eﬁ:i:gll__ pa tesos + Z xk E F PZ-V

3 K- Y
=0 | | (10.9), B%to pesle ponovme primene obrasca
(1¢.5) 1 sredjivonja postajes
K n (§em)! B B _ .
(H) N t » ("'1) -(-....i...-?——-,--n——- + ( f ) rk k(k 1) i
= k N - -
k=0
| | - k n.) (Nen-1)!
_ (H+n--1) 't r ( --1) e e i i
Creda1 ) (a2 ) — L e
_1 k n"'l _ e ‘ n"'f"'l
n=-v Y =d, Tl | . | . g
Fen-1-1)1 j;i s (Nas ) g h? Aziiﬂ
-S-— ————— ———— Pn-l +onod rY{"‘l) “ﬁ?m- pk v +
| ' = =1
N1 k- V
K \
X
+ Z oP = 0 (10.10)

Po pretpostavel N ja prirodaﬂ hraj 111 male i p y. OIPa g
0

identiénoat (10.10) ekvivalentna slededem sistemm algebarakih
jeﬂnaﬁins Ba Ty kao napoznatim.velicindha

(Fon)t Zﬂ: (3 r w Cx) . k-f+1)

(-1 —57—

r

k Inl
ﬂ-f (H+n4f)! | | n.] (E+n—fl’ n-l
(~1)  --- — .ZE:- ®, ( -1) _ —— P +
| N! E,g - _m k=Y
{y  (Nan-T-1)1
Z Z { 1""‘1) r,Y(V -1)..”(\’ f+1 ) _1):1 f 1 —-(--ﬂig-'-----?--‘
vV = 1 f.-—_l - X 8
| * g (N+3)! 2 + :j’: ', Z ( 3!’ ) e
® pn-l L . Z rV( - 1) N? T pk_’v Y“ 1 f=1 i /
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3_{ (ﬁ +$"£)! | 8
TR Ty

- o
= 0, ~ (10.11)
+ E 5 Py

K = O,1ye0eey9 Ny Bto ze ( posle mno¥enja sa N! )

V1) eeee (Y =14 1) (-1

mo¥e 1 saZetije napisatis

n-1

r (- 1)° ( Ren)! 4+ i (f) r k ( k=1)eo. ( k=T41) ( - 1)"
=l
(H-ﬂl"{)! + Z{ i T p:“\(( - 1 ) ( 'ﬂ+3 | B B
=0 v=0

=t
Z Z p:“vV(V'- 1)eees ( _v-— 1) (-1)°

8=l \(’31 -

(Ree-1)t =0 . - (10.12)

k = 0’.1’ i._.i, H‘_

Za k= O 1momo?

n I Nl 3 S
T, ( - 1) ( XN + n)! + _;EZ: D ( = 1) _( N+ 8)! =C
‘ | g =0 0 |

(10.13)
Kasnlje deno se uveriti da sakl juéak rﬂ = O dovodi do trivijalnog

reBenja jednalina (10.1l) te prema tame'ro ostaje proiﬁveljno a

izmedju koeficijenata p: postoji veza

n-1 8

(.- 1 )ﬁ (F +n )t + ‘??“ Po ( -1 )a (_H+s)! =0 (1¢.1
8=

Kad je zZadatak da 1spitamo reSivost 1, ako Je mnguéa,-nadjema
reSenje slgtemz (10.12) za k = lyeeeglie U tom cilju sistem(f0.12 )

napisaéemo u pogodnijem obliku

Tk
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%( - 1% (mn)t s Z ( f ) K { k1) ... (k=1+1) (-1 )n"f

&=l |
n-l g 8 n-1 _° .8 e
_ . Ry - _
(N4n {)' + ; (~1) P:} (Nec)? 4 e :'7:“ ( f ) ¥
e e | O
gz | _ - | B=1 f-.-..-l -
| f o | 5-{ f ) | . Nl k:l Pa
k ( k A 1):1- ( I ""1) (""1) (.'.ﬁ'!-ﬂ"' )1 Ex + ? Z r’\f‘ h_\/

| - 8x=( ~ = O
n~1 kel 5 |

8 _ | —m 8 ) 8 a9y “/7 |
(....1-) (Ne2)! + E ? Z .(f r pk_.‘v\f(l/ 1)eee {V=141)

- —
,}
B-

g=l V=1 Y=l
(-1) (Res <101 =0. (10.5)

Siateﬁ (10.12) jednadina po . (k= 1,...,F ) ime tu osobinu
de s u k ~0] jednaﬁini razlifiti od nmule samo keeficlijenti usz Toaees

T, a avi ostali mu 3adnaki mili. Determinanta slstenms je, dakle, trou-

gaona ( svi elementl iznad glavne ﬂiaaganale jednaki =2 nuli ) te iz
vrednost determinante sistema jednaks proizvodu elemenata na glano j
di Jagonell.

N | S N
D = [ﬁﬁl (-1 )n';(H+ n) ' +,%%;i (% ) k (k=1 dees ( k - T41)

B |

_ | . . | ] -
{ _L_)'ﬁ-]ﬁ (H+Il-f)! +Z ( «1) PQ { B 4+ s )g +
- s ﬁ 0 -
n-1 8 ]
.-"l' Z ; ( f ) k ( k - 1 )‘., ( T - f+1) ( - 1)3 1 P: (H+s_f:
8=l fgl | | o

- éte se 8 ebzirom na (10 14) moﬁe napisatd u oblikut

£

' oo (et nﬁ{f'
Dnﬂ Z (f)k(k—ln. =141 (fl)ﬁn...n..),...

i.:' 1 | o - y
+;;§f% :zg;- (E ) ¥ { k-1) :,5,(k- le) ( “1),_{?(H*B-{)! P: 3

ﬂxi.. Y=Y | . | J
- | | (10.16),
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Slobodni Elanovi sistema (10.12) sus

n-1

Z r P (-1 )B (Fe 8)! (& =1y.e., ¥} (10.17)
gs0 ©° K

Refenje sistema ( 10.12) Je ¢

Drk. gde je Brk deterninanta obllka

s sl ok

\ all Gfii ‘bl 0 " aes C P

21 a *e o hz cunr C (10.18)

22

% i

P T Y EEE S EE R R R N N NN ]

8 eesr ® 0,-..
\ nl “no bn ’ am )

]

Ozpatimo sa a,, koeficijemat uz v, u sistem(10.12) a sa by

‘globodan €lan u k-o] jednaéini giatena (10.12) tj. stavimo

n .
“kk"Z (’E)k(k-l)...(k-h) (_-1)”{(N+n-{9)!+
Y =1 | |
+ i Zﬂ (af) k(k'-.l)..u(k-{ﬁ-l) ('—-1)5-{
8=l £==1 | | ' :
fﬁ+ﬂ—f)! p°
| o | .
n:} _.B_ .
ak o ? r_o P ( - '1)& ( N+ S)! ka‘l,cf.,ﬂ 1 do-~-
. g =0 K -
- | ke V~1
biéemo: i ( -1) . o
| V=1 o (10.19)
¥ A o
‘a ( Z Byy + 1 )
kk No= L
VAE

Primenjujuéi na &lenove sbira ( 10.3) formmlu (10.5) dobijemo:



N - o
k N! \{H k)
¥ = l'k ( =1 ) e O (10.20)
k=0 (R-k)!
gde je r yroizvoljino, a koefleljenti r 2za k o datl su obrze-
0 4
Cem | (10-19)
Stav 10,2 . Reka je data difarenciaalna jednadina
(n) a (n-1) a
X ‘ X

ai"'° (1= 1,.;¢n ) komstante; tada ce u skupn distritucija
reﬁenje jednadine ( 10.22) moZe nhpigati u obliku $XSFAIIXFXTX

yu © §5( )+ ¥, gda Jje ¢ proizvoljna konstanta , ¥y, klasitno

reBenje jednafine (10.22) a N se oﬁreﬂjuje iz uslova
n-1 |

(-1 (Fendls 7 g (=1) (Kes)l=o
8=0 B

Stav 10.2 Jjs specijalnl eluls] stava 10.1 i proizilazi iz

njegovog dokaza. Zalsta, primetimo ds osu koefielijenti rl,...,gﬂ

8 s B |
howmogene funkcije koeficijenats Py *2 seeny pk Tejlorovih

razvitaka za P (x) iz jednaﬁina { 10.1}, n kako su pod pretpo-
gtavkama stiave 10 2 svi pi =0, a1 >11i8 = 0,1,,,.,3 1
ogstaje jedino od rmle razlidit koeficijenat uzé (N), Kake Je prens
dokagu staVs 10.1 taj koeficiljenat proizvoljan, stav 10.2 Je go-
kagan.

- 0d posebnos interesa Jé gluéaj kada Jednadina Paksovog tira

ima %2 refenje Diracovu distribmedju.

Stav 10.3 . Ako eu w diferencijalno] Jednalini

FW e @y OV =0 (1029
n~-1
1
Pa (x).mjf;ﬁ:gﬂ P, (x)

gde su: p_ (x)_halomorfhe funkeije u celo} kompleksnaj*ravni

-
ti. p (x) = D0 X, eesel 8= 0,1,04. n-l) i amko izmedju
3( o paatoji veza e

keeficljenata p:



..53,#

n=1

3
( - 1) n {4+ T ({ -1 .)B PO 81 = C (10.24)

tada je Diracova distribucije refenjz diferencijalne jednalilne

(1¢.23).

Neporonimo da pod uelovime (10.24) sem Dirmcove distribu-
cije nijedna druga distribucija €iji je nosal tafka x = O ne
mo¥e gadovoljavatil jednalimu 10.23.0ckaz te Einjenlice zasniva se
na stava ¢ opstom obliku distribuclije Cijl je nosaC samo jedns
'taéka( Scehwarz ( lj str.100) i rostupim primenjencg pri dokazu
stava 10.1,

Interesantne je na ovom mestu navesti Jod jedmu Cinjenicu,

131 dokag nedemo izvﬁditi.

Stav 10.4 ,Wa kellki blo prirodan broj l’poatoji FPuksova jedna-
N
8ina dmgog reda, &ile je reSenje &iutrlbucijagf{ )
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%10 DI PERENCIJ ALNI OPERATORT U PRCSTORJ DISTRIEUCIJA T
CPERACIJE WEODREDJ EROSTI

Pitanje da 11 se Jedan diferencijainil operator meZe invertovs-
ti nije;( kollko jJe poznato autojgvag rada ) dosad bilo prouﬁavauﬂ.
- K1 ovde se to pitanje ne redava u svém.najapﬁtijem.nblikﬁ, veg Bo
pomodu rezﬁltata é?lo_delazi_dp_nekih 5§ecijalnih;zak1juéaka; Do -
kazl slededih stavova predétavljajﬂ u stvarl interpretfaciju rezul-
t-tﬁuparagrafa 10 uz koriSdenje defindcije 1.2,

_Stav 10;;. - Keksg Jeo dat difereneijalni linearni operator

R(D) = D 4 P, (x) PR +P  (x) D vvueen( 10°.1).
. ( oK a® )

¥1j1 = koeficijemti P, (x) oblika
Pi(x)'ﬁ -1 Py (x) , gde su Bt funkeije holemorfna u celo]

i
kompleksnoj ravni tj. Pi (x) = 7 Py x 1 neka izmedju koefici-

1 n Y~ o
Jenata P seve g Po poatoji vega.

(;1')n_( R+ n) ! +¥Z; p (-1 ) { H-+ i )!.n C eeasl(10'+2).

- 3=
Tada je invarzija Operatora R(D) jedan C~operator totalne

naodredgenasti u proataru distrihue}daéb 8 obzirom na
I = DZ 5 QZ B +as o 0/ B y 83e Je C - pal;je kompleksnih
o
brojeva, n kaaficijentibz ’ O(l teey CX{! s potﬁuna odredjeni
komplekani brojevi dati formlams ( 10,19) i (10.20),
Stav 1¢'.2. Neka Je dat diferencijalni linearni operator

n-l1 3' 0
D + 200 + -n D (-10’- 3 )

gde su &y (i =1,00..y n ) kongtonte, i neka i:uedju koefici jena~

R(D) = D + -*-—1

ta & postoi veza. —— | |
| (-3 ) (H'l- n)! 4 Z ai (-1} (¥ + 4 )f=0(10'¢4)¢

L .
Q==



-5~

Teda je inverziijs operatora (10'.3) jedan operator totalne neodre-
djenosti £ obzirom na 6 (N)_

Skav 10’.3. ¥eka je dat diferencijalni linearni operator

R(D) = D +'P1(x) Dn-l #eee + P (x) D? ( 10°.5)
¢ijli su koeficijenti Pi (I) oblikas

Py(x) = x-zpi(x) tJ Pi(x) =2:‘Z pi,v xvmxm 1 neka "ﬁme__
dju keefieijenafﬁ-p: poatoJl wveza. e

(-1) nt +E( )t 'pf; 11=0 (10°.6)

L ]
S R

tada Je inverzija operatora ( 13’.5) jedan operator totalne neocdre-

!
djenoestli u prostoru distribucijs gb s obzirom na Diracova distribu-
aijﬁ 8 .
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%II.FGRE,E;%LHQ R ZNJA DIFERENCIJALNIH J 2oNACINA

_Heka je'E.1inaarni tapoloﬁki'prestaf'naﬁ poljém skalara C,IE Jeo-

1
| | u_ . i
‘dan podprostor ol B i neka je E definisana jedna unarna operacije

totalne necdredjsnosti s obzirom na 4 €8  ( kojn oznalavamo sa T)
Eiji_skup vrednosti nkljuéujﬁéi"tﬁ'i g@@ﬁébilne delove dparacije ne-
'odredjengqti pokriva El Keka'uz'tﬂ akur stabilnih vrednostl g%§?§tr3-
ne operacije neodredjenosti ne pokriva E e Pretpostavimo dgvlinearn@

1
prealikavanje f cd B u E ﬂefinisane na sledeél naéin: ako Je af:“l
1

stabilna vradnost 0peratora neﬁdredgenowti f u tatki » staviéemo

(al ) = 8, inafe uzimamc f (a) = G.

Definicija 1l.1. Preslikavaﬁae £° ﬂazivamﬂ farmalnim difer¢nci~

’_ranjam u £ gsociranim unarnoj operaciji naadwed;anssti f, a sliku |
£' (x) € E tatke x é_El.fermalnimaizvcdam. elementa x ako su ispunjeni

slededi uslovis

” 1 Ako je x' E 1zvad oé xe?EiT fada Q Ll poatoji niz kﬁji kan-
veraira kaﬂx"u smialu topoleogije od %, pri ¢ emu avi ti nizevi Elne
'klase akvivalenaige‘u skupu konvergentnih nisova a E &a r&lacijam

o kﬁn‘ﬁrgirﬁti ka Jedno] ekl iz E "
R | R U S . |
2 Ako de ﬂ L 3aﬂana jedna avuﬂa dafinisana unntraﬁnja kﬂmpozi_

 .£913£ -* tada El cini algebru i vaﬁz Pravilg |
(axv) =1 (a) ¥ v ax 1 g OISR

3 Akﬁ je E prostor nepr&kidnih fUchija Zadatih.na 1nterva1u"_
La, ﬁ] taaa je nl prastor diferaneiaabilnih funkcija, £’ se pokla_

pa sa uobicajenim iiferenciranjem, Lanvergentni niz 86 sasteji od

)-f(x)

uspona funkeije £ (x) tj. od izraza Gblika ~—-—i¥5}_

f(x + ~f(x) | "1
| . EE._“_,_ yoee i formala { 11, 1) predstavlaa uobicaaenﬂ
ravilo za 12%3& preizvoda. B o |



o marfizma iz Ei

- S1-

0d svih dosad definisanih izveds klaaiéni lzvod# funkeilje
 jedne realne promsnljive ima najveéi znadaj, pa je svrha uslova 3
da-ﬁefinicijé form&lnog‘izvoda ne ispuati'upravo taj naj#ainiji
slutaj. | |

Prealikavange definisano na gcrmj: naﬁin Jje restrikcija homo-
- mortizma ( buduéi da je po pretpostavel 1inearno ). Jezgre tog howmo-
za koje smo pretpostavili da se ne svodi na milu
naziva sa'skuydm kunstanata. .

Stav 11 1; neka je El algehra, 4%&9 je skup koﬁatanata pod-

-algebra aléebr@ e

Dokaz: Neks tu s 1 b konstante, JiiIB ﬂkalari;”tada gu konstante
: OLQ 1 !’\,.h 1 0‘{\51 + (’"5 b Jer je gbog linearrostl £
| : _ Sy e B
(_,/\B. + [’7‘) b') - QZf (a) + /f)f (b) = 0,
Skup konstanata je dakle linearni.pétproater'cd'ﬁ bez ikakvih
dﬂljih.Praﬁpﬂﬁtﬂ?ki @_El- Da je ta) skup algebra sledi iz formule

(11.1) 1 éinjenice:da ja-El algebra.'

Ako je neko béEEl, izvod elemﬁntg a iz By s tj. ako Je b =
L ]
Piﬂﬁéemﬂ b L an g zvaéemo v’ 1zvaﬁom drugog reda vektora a. Sliéno

{n)

. moZemo zvati izvodam n-og reda i pi&ati a izvod prvog reda

izv@da (n -1 )-0g reds tj.i__' ) { a # 1)' .

-.Haggmena 1. Za 41 ne pretpast vljamo da ja makaimalan u slede-

Cem am:lslut ako alemanat al¥ ! 1ma izvod N 111 Tak n-ti 1zvod )

u anialu*uvedene dafinicijo, da ta&ﬂ aha?azno to a pripada E , gto
1 .

znaéi da Je dopuétena mﬂguéncat da naki h diferencijabilni" eleme~
_lnat ne pripada Fl. Brugim reéima ne iﬁkljﬁﬁuae se'maguénast profi~

renja 1zvoda sa skupa E& X kojem Ja definisan na neki éiri skup -

kevedaéi.éé pri som. jedinim prineipom da to preﬁirenja inducira

o iata ona. Operaclaa neodradjanoati keaa ga indicirala izvod u Ej
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maker nadin tog proSirenja blo 1 nepoznat ( reeimo usgled nelspite-
nosti strukture celog El ).
Usinime snd neke primedbe povodom formule ( 11.1).

Primedba 1. C’ - 0. Dokaz!

f
o' =(c +0) =0 +0 =5 0=0

Primedba 2: Ako postoji nautralni clemenat 1 ze mnoZenje, tada Je

1' - 0 1 za 8 By koje ima lnverzni alemsnat u El vaZiz

I T - :
(a ) = —~ 8 l a’ E-lf Dokaz?
- R | - .
(aa )' = a’a + a ( a 1_)' = 0, odakle

( e fl)v _— "la’ g L,

ﬁm&hﬁcmu
Priwedba 3} . Ako je E komatativni prsten sa irza koje je definisa-

no diferenciranje i sko bar jedan element b lma invergni tads vazil
pravilo za izvcﬁ.kaliﬁnikg:

( a hfl ) “(a’b ~-ab’ ). (b

{ g'b ) = g! bﬂl + 8 ('bﬁl)’
- a 'b’) . ( b ) »

ﬁmﬂwwwM

Primedba 4{ v AkO je B komutativni rrstan sa Y u kojem Jje mogude

diferenciranje 3o reda n vaﬁi leibnitz-ova formula za diferencirenje
proizvoda_' . .

PO Z( oM (“'” e

gde JB. 2 = Be

Neka je u o] zaﬂana jos jadna spol jadinja operacija elementima

iz nekog F. Ako je E anabdevena JosE 3ednam*unutra§naom kompozici jom

3 obzirom na koju Je El algebra moZemo staviti P = E..Tada z8

( n)

P12 Py s ser P, €PL ¥y, ¥,y ¢

E img smisls iz-
raz |

(n) (n-1)
y Ve py, ¥ 4+ ess 4P, ¥~ 4 ( 11. 2 )



. -S54 -

kac potpunc odreijsn elemenat iz B, D-ugim aéima u A ga'quQen

jedan difercencijalni aperater

T (D) 2 ~ ' .
, - ot . | o S
| .Pl D +oene # T 1 D +p D (11.3),
o n- n

Pefiniciin 11.2. Neka Je u linenxrnom topoloSkom prostoru

ﬂafiniaana operacija fbrmalnog difersneiranja 1 izraz oblika
(11.2 ). Tadz se ﬂ?aki element iz - kcjl se pomoéu operatora (11.3)

_preslikava u fiksirani element g iz = PﬂﬁiVa fog@glnim r=§enjem

diferencijalne Jqﬂnaﬁine

fn) {pn-1) o

ﬁli.'i!‘ pn s 4 F

Rapamaua 2, befinieija ( 1l.2 Y ne zahteva da formalna redenje di-
ferencijalne jesnadine (-11;43) pripads skupu El; “tavife skup for-
malrih redenja moZe ¥initi linearni proctor (potprostor od 3 ) koji
8 El ima $amc_1edan zajednic¢ki elemenat ~ nulu, &sk 4 u siudaju
aﬂ.ﬁ?ﬂki-Pi ;ripaﬁa.El;‘U tc ée nas uveriti rezultst aledeCeg stava
ovog paragrafam, kojli se mo¥e shvatiti ka0 nekakav " stranl * eleme-
nat ( pripeds doﬁaa“nepbﬁnatom*praata?u ) kcji zadoveljava “"obidnu"
diferencijalru jednadima ( &1j1 su xoeTiclijsontl analitifke funkel-

jeo |
?osmatrajma jedan linaarni topleodki prostor Ey o dobljen kso

direktna suma slededih topéloékih prostoras
1. Ey ge tapoloﬁki progtor analitiﬁkih.funkcija kompleksna'
prﬂmsnljive z definisanih u domems U kompleksne ravni (z) =a polom
,f'evantualnimj u talkil a ¢ U koji ae Jedina Xwdkx aingularna'taéka;
5, Eﬁ je lingamni prostor nad pﬂljem kamplekaﬁih brojeva aemeﬂ

riran Jednin jedinim elementem 8 a °* snabdeven jednonm 10kalno

konvekanom topologijom i takav da cleoment Esa ima slededa svojstva:

o |
1 ga ime izvod ( u gore definiszanom smislu ) bilo kog reda;

o ‘ o | |
2 definisan je komutativan proizvoid CP( z) © 6
| ' v_gde 33 G (2)
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holomorfna fuﬂkciaa komplaksna prﬁwenlglvm g u c8lo] knnnin!t oblg~
'8t1 U, na sladeédi nagting

L{)(z)@éa#&f(a)

Posledicn uslova 20 joe (g -a ) 96 = 0 2a 2 € U.
- Pretpostavimo da Je talka a polelak ( z =0 )1 da domen 'U
| aaﬂrﬁi poletak; tada deno umesto 8 - pisatl prosto 5

Irim&n mjuél Ieibnitz—owvu formulu ( na isti nalin kako je te ura-
djero u ra&u [i] M. Bouix ) zaklguéujamat

h S{p+1n) | (P +h) ! (p) .
" e 5 ()

A . Sl ~infis; SR

m?

Stav 11, 2 » licka je data difareneijalna jednaﬁina:

(n) (n -1) . | | |
y : *IP v | +lli.+'P. Yy ﬂ'att-gcpiii( 11:6)
0 7 e |
4341 su koeficijenti P, o F

Setku takve da je

1,...', Pn uniforme fuﬁkaijn'aa polom’ﬁ PO~

: | -5 8 -y | 8
P (2 ) =x ,Z_P‘r- am(},l,””n,:p £ O,

Y=

Tada jeﬂnaé4na(11.6)ima fbrmalnn raﬁenae kaje pripaﬂa vaktnrskam
teplaﬁk&m prﬂﬂtaru qu_( gde je‘ﬁ kemglaksna ravan), i %o reéanje je
datﬁ u oblikus |

(k | | |
. ™ a, L 0{ 8 ’ gda ja a greizval;;an kamplakqan broj a
kaeficiienti c,( T potpunc odrad;eni od tule razli¥iti kompleksni

braaavi,ak@ je iapunjan‘nsloy "

=}

.- _ -  | N
-( - 1) ( E + 1 )! +‘;zup'( - 1 ) ( ] + 3-)! = Oiil!il#(lli?)
izo |
Dokag ovog stava Je 1dentican &Gkazu atava 10.1 pa bl njegove

: 1zvvdjanje rretestavlijalo ponavljanjie ved izvadenog doka%sa.

Progtor £ Je jedan potprostor praatara distritucija (‘u éta as
lako uveriti ) do kojeg smo do3li bez ikakvih pretpostavkl o pozmava~-
nju prostora ﬂistrzhucija. Maguée j@ med;utim rOBtiéi i vide od tagaa

o prustar distribﬂezja raproauktnvati sEupom formalnih reﬁanja izveani

klaaa ﬂifaraneijalnih jadna&ina._. 
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<§12. i ganerativan tip _-ﬂormalnih caifrarenci;]aln:lh operatora

e G

Fre nego #to predjemo na definieijuiif#Tgenerativnog tipa

forzalnih difeorerncijalnih operatora precizirafemoc smisao izvesnih

pojmova.

Pod formalnim diferencijalnim operatorom podrazumevademo
8vakl diferencijalni operator ( iiﬁéarﬁu kombinacl ju formalnih iz~
voda ) 8a koeficijentims koji.pripgdaju Jednom potpuno odred jenom
linearnom topolodikom prostoru. Za familiju formalnih diferenclijsl-
nih'operatora kaZomo da &ini tip formelnih diferencijalnih opersto-
ra, 11l da svi Clanovli te familije pripadaju istom tipu, ako koefi-
cijentl svih tih linearnih diferencijalnip operatora obrazuju Potpun

ne odredjen linearni topoloﬁki prostor ﬁ?.

Définieija 12,1, Za Jedan tip Jl Dol § L€ A} formalnih di-

ferenci jalnih operatora kaZemo da je - generativan ako je skur

formalnih refenja diferencijelnih jednadina
Dy y =0, L E§

gust'u 11ﬁearnom.toplo§kom proqtoru i pritom je. podrro-
| stor od i
~ Stav 12,1 . Heka jo ti?Banadhno? prostor svih neprekidnih

funkcija. Tada je skup Jedna¥ina Eukﬂ@vag tipaéflgenarativan .
Te snalli de se avaki elemenat 1m¢&?¢a§a a8 proizvoljnom tatnoséu

apraksimirati elenentima 15(X?koj1 predstavljaju ( formalna ) reée-

nja jadnaéina Fuksovog tipa. |
Dokaz éc bitli potpun ako se uverine dz se svaki palinpm.moﬁe

debiti kao reSenje 3edne ﬁifﬁrsneijalne jednaéine Fuksovog tipa,

a radi toga rosmatrajmo polinon.Pn(x) n.ao + 8q X Hess + 8y x

i specijalno adabrann jednaﬁiqpq?ukaevog tipal
n~1

x
0( x +._. 2 -1 7 teee 40y XV
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Da bl pelinbm Pn zadovelja‘v:«m ;iadnsaﬁinu (12 1) dovol jno |
je da su ispunjoni Bl_ed'eé:l uslovi:
"-“( B = 0
dotdy=0
o o, -
O<0 + K, o+ 2 = 0

1
D\/:n + 3%{'1"_50]2_*6&; = C

~¢ttiti¢ii¢lil-|¢-#

N O/ + nD/ + N (n-l)n/ Fread D ( n—l)....3 D(n—l + N (n—l ) J
. 3'20{ = 0-»”- (12-2), ” |

'Siatam-(l?.?’loéigladﬂé-ima’reﬁenja ( determinantna sistens
razliﬁita je ad nnla), 4 to nnaﬁi da sa svekl polinom mnie dobiti

| _ls:ao reﬁan;j@ dimrancijalne Jadnaﬁine Fuksovog tipa. Kakﬂ ae PO kla-
s:l.?énom Weierstraaa -ovon atam mraka neprekidna funkcija mo¥e sa
pre_izvoljnam_tainaﬁéu_a_prokai,mirati- -:s;'-:qlimmima atav je dokazan.

. stmr 122 Nekn 3- OA }amatar ﬁistr.thucija. Tada Je akup jod~

. naﬁ:t.na Fukaawg t:l.pn 2 = gemmtivam o o -
 Dokaz de se aaa*baaa'&i iz &va delas Prvo Semo ﬁakazati aledeéi

paméni stav: Bilo kakva da ;'m mqama kombinacija Diracove distri.

_- huéija :1 njenih izwda do raﬁn n sakl:,lu&m pna-ba,ji jednading Fuk-

awmg ti;pa dlje Je reémja m l:lnm.naa knmbinaniju. I’a to aokaaem

paamtmﬁmo ;]ednaﬁinu

ﬁ (ﬂ)+xn'1_pn l(x)y(n“l)*ig "“*'I'IP (x)y *P (x)y = o (13-;3)

o - _
- P, (3{) = | P? : f B = 041, essp n
\':-0 | . |
Stavime y = Z 5&) -  _(1~2;4) .
k = O | s o | | -

za&atalc nam je da iapitm mguénﬂa‘&i oared;jim;ln kaefieija-

nata yv tako da 3= isrez (: 4) zaﬂa?elaava Je&naéinn (12.3). To

j_a_- saﬂam Qbmut' od onog is é 10, Pﬂatupak aliﬁan onom provedenom
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u ﬂakaﬂu m:ava 10.1. dwoﬂi ﬂa ala&eéag siatema 1inmn:lh je&na- |
Ema po pj (i,j = G,l, ..,, "n) S o |
L n - o o | _.;,h

| (“‘l) ﬂ; '_ﬂ..g + Z:G 3 ; - j (_1)13 i*j (n-iq-_j)! - \(

: . B | "n | n-—i - n-i-fj-l o gy
(=2)" (1+n)!f=z Z -E';; 2 Pya (-1) (n—::.-l-;)! =0

| LS N 1::1 IR - :

.-Ii':"-'r
it
et

e 4 e a8 e e e e v v e

RTINS _ z 2 )R gt = 0 [(/20)
TR A e e T

| n__‘ . | ” .
-'; " M Ii-.‘l

=8 (Znn_ an ' Z: » _(--1) (En-i)! =0

___'v-_"jﬁija 0 mtriea

(nr-fl)i a, (n—%)i". a 02 alnl al(n-»l)t rtrﬁﬁ !

a]_ . al(nﬂl)!rio aj_ll {n'i-l)l a, (nf«ua 25 21

t%ﬁ: #nnnggnﬁ##kii iti-nigitcit‘bﬁs&’t}’tﬁit#*thtitvln-tttt o

M(an-e)t

. (&_3) R 4;,,.1); (2:1-1)' a (20-2) fa.&nn’
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U ﬁlmﬂi‘]i raﬁimati Eiatm (12;5) maﬁem razlilmvati |
dva sluajat keda su evi. a.k mliﬁiti od nule 1 kada je s iz- o
. meﬁj’u naih {oznakimo. ih aa a.k y ”*’ﬂk ) aaénakﬁ mﬂi. v prvom
_'_eﬁ ta dva alnéaja m!,mah as v.té'i da matrica (12.6) i ta ista Eza- '-
trdea pmﬁirma slobodnim ammm :‘I.m.‘lu istd mg. Do iﬁ*"'g

.aakl:}uﬁka se, msla 3aﬁmmmih :razmtmnja, dolazi i u dmgnm.
'-_aluﬁa:m. Prema tome sin‘hm {l&,}) nvak im refenja te za bilo
 koju linearnu kombinaelju Dirmcove distribucije i njenih izvoda
~doreda n zakljnﬁm uvak pﬂﬂ"hﬂji ;lem::ina Fuksevog tipa koju
_ ta linearna kaﬁmnauiig mawunm Posmatrajmo seda za bilo
kaje kemlakme a IR00" ﬁiﬂ‘bri‘buaidu ({ i izvedimo jotd
f 'sakljnm kao 1 u alnh:m B’ = 9, Ha oBnovu Sehwtz-ava tmm--:-
. me o aprokeimaciji (sahm [1] » stz 100) sleas. da Ja 'hako
aa‘hum thp zamm mman g:m w 02) B .
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