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PREDGOVOROtkri�
e pet pravilnih poliedara dugo je bilo pripisano samom Pitagori.Postoje sa�
uvani dokumenti nastali u drugom veku nove ere, ili kasnije, kojise odnose na preplatonsku �lozo�ju, u kojima je re�
 o pet elemenata svet-ske kugle. Re�
 je najpre o fragmentu u kojem Teon1 
itira spis pitagorej
aFilolaja2 kazuju�
i daima pet tela (elemenata) svetske kugle: u kugli su vatra, voda, zemlja ivazduh, a peti je brod nosila
 kugle.Kasnije �
e Proklo3 u komentarima prve knjige Euklidovih Elemenata ot-kri�
e kosmi�
kih tela pomeriti jo�s dalje u pro�slost, pripisuju�
i ga Pitagorire�
imaon je bio taj koji je otkrio teoriju propor
ija i konstruk
iju kosmi�
kih tela.Izvesno je da su ova tela bila poznata �
oveku i u praistorijsko doba,po�sto se u prirodi javljaju kao kristali nekih hemijskih jedinjenja. Piritnaj�
e�s�
e kristali�se u obliku ko
ke ili skoro pravilnog dodekaedra; magnetitu obliku oktaedra. Materijalni dokazi poznavanja nekog od ovih tela, presvega tetraedra, ko
ke i oktaedra, a kasnije i ikosaedra, poti�
u iz starogEgipta. U prepitagorejsko vreme se na Apeninskom poluostrvu znalo zadodekaedar, tako da su pitagorej
i morali znati za svako od pet pravilnih tela.Po svemu sude�
i, pojam pravilnog poliedra je tekovina bavljenja geometrijomna Platonovoj Akademiji. Teetet4, jedan od u�
esnika Platonovih dijaloga,prvi je pisao o pomenutim telima i ispitivao njihova zajedni�
ka svojstva.Stoga se smatra da je upravo on u geometriju uveo pojam pravilnog poliedra.�Sta su izometrijske transforma
ije? Koje su vrste izometrijskih transfor-ma
ija? �Sta su grupe simetrija? Koje su grupe simetrija pravilnih poliedara?Koliko ima pravilnih poliedara, koji su i kako izgledaju? Kojih pet �
ine grupuPlatonovih tela? �Sta je simetrijska opera
ija?Na sva ta pitanja �zelim da dam odgovore, koje sam donela pomo�
u menidostupne literature, koja prou�
ava simetrije ili ih koristi.U I glavi, de�nisala sam i klasi�kovala izometrijske transforma
ije Eukli-dovog prostora. Takode sam de�nisala neke od izometrijskih transforma
ija,1Teon iz Smirne, (II vek n.e.), gr�
ki �lozof i matemati�
ar.2Filolaj,(470. p.n.e. - 385. p.n.e.), gr�
ki �lozof, pitagoreja
 i presokratova
. Premarazli�
itim izvorima, poti�
e iz Krotona, Tarentuma ili Metaponta.3Proklo, (412. - 485.), gr�
ki �lozof, neoplatonista, jedan od poslednjih klasi�
nih �lo-zofa.4Teetet Atinski, (417. p.n.e. - 369. p.n.e.), gr�
ki matemati�
ar. Pretpostavlja se da je,kao i sam Platon, bio u�
enik Teodora iz Kirene.1



zbog njihovih kasnijih upotreba u ovom radu, a to su : ravanska re�eksijaprostora, osna rota
ija prostora, osna simetrija prostora, rota
iona re�eksijai 
entralna simetrija prostora.U II glavi, navela sam koje su direktne, a koje indirektne izometrijsketransforma
ije kod: pravilnog tetraedra, pravilnog oktaedra i pravilnog iko-saedra. Pre svega sam dokazala za�sto pravilan tetraedar ima 24, pravilanoktaedar 48, a pravilan ikosaedar 120 osnih simetrija.U III glavi, de�nisala sam pravilne poligone i poliedre. Zatim sam navelakojih pet jesu Platonova tela. Dala odgovor na pitanje: �Sta su grafovi, a stamape?U IV glavi, de�nisala sam grupe i simetrijske opera
ije. U ovoj, tj. po-slednjoj glavi, nagla�savam posebno, opisala sam tri metode za odgovor nasu�stinsko pitanje mog rada: Koliko ima pravilnih poliedara?Aleksandra Paripovi�
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1 Izometrijske transforma
ije euklidskog prostora
− de�ni
ija; klasi�ka
ija1.1 Transforma
ije euklidskog prostora − de�ni
ijaMogu�
e je da u geometriji prostora de�ni�semo posebnu klasu transfor-ma
ija koju nazivamo izometrijskim transforma
ijama.De�ni
ija 1.1. Svaku bijek
iju I prostora na sebe nazivamo izometrijskomtransforma
ijom ili izometrijom ako je slika svakog para (A,B) ta�
aka njemupodudaran par ta�
aka (I(A),I(B)).Iz de�ni
ije 1.1. neposredno sledi da je identi�
nost izometrijska transfor-ma
ija budu�
i da za svake dve ta�
ke A,B prostora va�zi rela
ija (A,B) ∼=

(A,B).Teorema 1.1. Skup svih izometrija je grupa u odnosu na proizvod trans-forma
ija.Dokaz. Neka su I1 i I2 bilo koje dve izometrije prostora i A i B proizvoljneta�
ke tog prostora. Neka se ta�
ke A i B izometrijom I1 preslikavaju redom uta�
ke A1 i B1, a ta�
ke A1 i B1 izometrijom I2 redom u ta�
ke A2 i B2. Tada�
e biti:
I2I1(A) = I2(A1) = A2,

I2I1(B) = I2(B1) = B2 i (A,B) ∼= (A1, B1), (A1, B1) ∼= (A2, B2)pa je i (A,B) ∼= (A2, B2). Stoga je i kompozi
ija I2I1 izometrijska transfor-ma
ija prostora.Iz (A,B) ∼= (A1, B1) sledi da je i (A1, B1) ∼= (A,B), jer je rela
ija po-dudarnosti parova ta�
aka simetri�
na, pa je i inverzna transforma
ija I1
−1takode izometrijska transforma
ija.U narednoj teoremi navodimo uslove pod kojima je izometrija prostorajednozna�
no odredena:Teorema 1.2. Ako suA,B,C,D �
etiri nekomplanarne ta�
ke, aA′, B′, C ′,D′�
etiri ta�
ke prostora takve da je (A,B,C,D) ∼= (A′, B′, C ′,D′) tada postojijedinstvena izometrija prostora u kojoj se ta�
ke A,B,C,D preslikavaju, re-dom, na A′, B′, C ′,D′.
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Posledi
a 1.1. Ako izometrijska transforma
ija prostora poseduje �
etiri ne-komplementarne invarijantne ta�
ke, ona je koin
iden
ija.Poznavaju�
i aksiome podudarnosti lako se mo�ze dokazati slede�
e tvrdenje:Teorema 1.3. Ta�
ke sa iste strane neke ravni izometrijom se preslikavajuna ta�
ke sa iste strane slike te ravni, a ta�
ke sa raznih strana ravni u ta�
kesa raznih strana slike te ravni.Takode, izometrijom I se prava preslikava na pravu, poluprava sa teme-nom O na polupravu sa temenom I(O), a du�z AB na du�z A′B′, gde je
A′ = I(A) i B′ = I(B). Sli�
no, ravan se preslikava na ravan, poluravan saivi
om s na poluravan sa ivi
om I(s), a konveksni ugao pq na koveksan ugao
p′q′, gde je p′ = I(p) i q′ = I(q). Zatim poligonska linija se preslikava napoligonsku liniju, oblast na oblast, konveksni lik na konveksni lik, poligon napoligon, poligonska povr�s na poligonsku povr�s, rogljasta povr�s na rogljastupovr�s, rogalj na rogalj, poliedarska povr�s na poliedarsku povr�s i poliedar napoliedar.1.2 Orijenta
ija prostoraDa bismo opisali sve izometrije prostora neophodno je najpre upoznatise sa orijenta
ijom prostora. Kako je prostor odreden sa �
etiri nekompla-narne ta�
ke, orijenta
iju prostora mo�zemo posmatrati uz pomo�
 orijenta
ijetetraedra koji je odreden sa te �
etiri ta�
ke.Tetraedar A1A2A3A4 �
ija su temena uredene �
etvorke ta�
aka (A1, A2,
A3, A4) zva�
emo orijentisanim. Ako je A2 = B1, A3 = B2, A4 = B3, ori-jentisane tetraedre A1A2A3A4 i B1B2B3B4 zovemo nadovezanim. Lana
orijentisanih tetraedara je kona�
an niz orijentisanih tetraedara u komesu svaka dva uzastopna �
lana nadovezana.Po�
etak lan
a je njegov prvi �
lan, a kraj poslednji �
lan lan
a. Lana
je zatvoren ako su istovetni njegov po�
etak i kraj. Lana
 povezuje tetraedre
t i t′ ako je t njegov po�
etak, a t′ njegov kraj. Par nadovezanih orijentisanihtetraedara A1A2A3A4 i A2A3A4A5 zva�
emo preorijenta
ijom ako su ta�
ke
A1 i A5 sa iste strane ravni A2A3A4. Parnost lan
a je broj preorijenta
jamedu parovima uzastopnih tetraedara u tome lan
u. Orijentisane tetraedre ti t′ zovemo istosmernim (pi�semo t → t′), ako je svaki lana
 koji ih povezujeparan, u suprotnom ih zovemo suprotnosmernim (pi�semo t ↔ t′).
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1.3 Klasi�ka
ija izometrijskih transforma
ija prostoraIzvr�simo klasi�ka
iju svih izometrijskih transforma
ija prostora.Na osnovu teoreme 1.21., �sto �
u kasnije i pokazati, svaka direktna izome-trija prostora mo�ze se izraziti kao proizvod dveju osnih simetrija prostora Smi Sn. U zavisnosti od medusobnog polo�zaja osa m i n razlikujemo nekolikomogu�
nosti:Ako ose m i n pripadaju ravni π, a ν i µ su ravni koje sadr�ze i upravnesu na π, tada je:
I = SmSn = SνSπSπSµ = SνSµ.1◦ Ako su m i n istovetne ravni ν i µ �
e biti istovetne pa �
e kompozi
ija

SnSm biti identi�
nost.2◦ Ako se m i n seku i ravni ν i µ se seku du�z prave koja je u njihovojprese�
noj ta�
ki upravna na π, pa je I osna rota
ija prostora.3◦ Ako su m i n medusobno paralelne i ν i µ �
e biti paralelne pa je Itransla
ija prostora4◦ Ako su m i n mimoilazne prave, tada je na osnovu teoreme 10.2. izome-trija I zavojno kretanje prostora.Ako je I neka indirektna izometrija tada postoji ta�
ka P tog prostorakoja nije invarijantna u transforma
iji I . Neka je I(P ) = P ′ i neka je πmedijalna ravan du�zi PP ′. U kompozi
iji SπI ta�
ka P je invarijantna, pakako je ta kompozi
ija direktna izometrija prostora ona �
e biti ili identi�
nostili osna rota
ija.Ako je SπI identi�
nost, I je ravanska re�eksija.Pretpostavimo da je SπI = Rs,ω. Prava s ne pripada ravni π, jer biu suprotnom I bila ravanska re�eksija. Obele�zimo sa µ ravan koja sadr�zipravu s, a upravna je na π, a sa ν ravan takvu da je Rs,ω = SµSν . Tadaje I = SπSµSν . Tada je I = SπSµSν = SpSν , gde je p presek medusobnoupravnih ravni π i µ. Prava p ne pripada ν jer bi u suprotnom izometrija Ibila re�eksija. Obele�zimo sa σ ravan koja sadr�zi p i upravna je na ν, a sa τravan koja sadr�zi p i upravna je na σ. Tada je: [ 3. str. 189.℄
I = SpSν = SτSσSν = SσSτSν .S obzirom na medusobni polo�zaj ravni ν i τ upravnih na σ razlikujemoslede�
e slu�
ajeve: [1 str. 201.℄ 6



1◦ Ako se ravni ν i τ seku I je po de�ni
iji rota
iona re�eksija prostora2◦ Ako su ravni ν i τ medusobno paralelne I je po de�ni
iji klizaju�
a re-�eksija prostora.Time smo dokazali slede�
e tvrdenje:Teorema 1.4. Ako nije identi�
nost, direktna izometrija euklidskog prostoraje ili rota
ija, ili transla
ija, ili zavojno kretanje. Ako nije ravanska re�ek-sija, indirektna izometrija euklidskog prostora je ili rota
iona ili klizaju�
are�eksija.1.3.1 Direktne i indirektne izometrije prostoraTeorema 1.5. Izometrijom prostora se istosmerni tetraedri preslikavaju naistosmerne tetraedre, a suprotnosmerni na suprotnosmerne tetraedre.Dokaz. Neka je I izometrija kojom se tretraedar ABCD preslikava na tetra-edar A′B′C ′D′. Ako je PQRS proizvoljan tetraedar i P ′Q′R′S′ njegovaslika u izometriji I , a L lana
 orijentisanih tetraedara koji povezuje tetra-edre ABCD i PQRS, a tada slika svakog od orijentisanih tetraedara togalan
a orijentisani tetraedar, pa je slika toga lan
a neki lana
 L′. Kako seizometrijom ta�
ke sa iste strane neke ravni slikaju u ta�
ke sa iste straneslike te ravni, a ta�
ke sa raznih strana ravni u ta�
ke sa raznih strana slikete ravni, broj preorijenta
ija medu parovima uzastopnih orijentisanih tetra-edara lana
a L i L′ �
e biti isti, pa su ti lan
i iste parnosti. Odatle sledida su tetraedri ABCD i PQRS istosmerni ako i samo ako su njihove slike
A′B′C ′D′ i P ′Q′R′S′ u izometriji I istosmerni orijentisani tetraedri.Iz ovog tvrdenja neposredno sledi da postoje dve vrste izometrija pro-stora: direktne izometrije, koje ne menjaju orijenta
iju prostora i indi-rektne izometrije koje je menjaju. Da bi smo ustanovili da li je neka izo-metrija prostora direktna ili indirektna dovoljno je utvrditi da li dve od-govaraju�
e �
etvorke nekomplanarnih ta�
aka odreduju istosmerne ili suprot-nosmerne tetraedre. Iz teoreme sledi da je direktna (indirektna) izometrijaprostora jednozna�
no odredena ako su zadata tri para odgovaraju�
ih neko-linearnih ta�
aka. Spe
ijalno, direktna izometrija koja ima tri invarijantnenekolinearne ta�
ke je koin
iden
ija. Kompozi
ija dveju direktnih ili dvejuindirektnih izometrija prostora uvek je direktna izometrija tog prostora, dokkompozi
ija sastavljena iz jedne direktne i jedne indirektne izometrije uvekje indirektna izometrija prostora.
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Slede�
e teoreme nam omogu�
avaju uvodenje pojma orijenta
ije prostora:Teorema 1.6. Za svaka dva orijentisana tetraedra t i t′ postoji lana
 L kojiih povezuje.Teorema 1.7. Zatvoreni lan
i su parni.Teorema 1.8. Lan
i koji imaju zajedni�
ki po�
etak i kraj su iste parnosti.Teorema 1.9. Rela
ija istosmernosti orijentisanih tetraedara je rela
ijaekvilalen
ije koja familiju orijentisanih tetraedara razla�ze na dve klase ekvi-valen
ije.Klase ekvivalen
ije na koje rela
ija istosmernosti razla�ze skup orijentisa-nih tetraedara zovemo smerovima prostora .1.4 Ravanska re�eksija prostoraNa osnovu prethodnog zaklju�
ujemo da postoji izometrija prostora kojaostavlja invarijantnim tri nekolinearne ta�
ke, tj. izometrija prostora kojaostavlja invarijantnim sve ta�
ke jedne ravni. Tu izometriju prostora zovemoravanskom re�eksijom.De�ni
ija 1.2.Ravanskom re�eksijom ili ravanskom simetrijom pro-stora sa osnovom π zovemo neidenti�
ku izometriju prostora kojoj je svakata�
ka ravni π invarijantna. Obele�zavamo je sa Sπ. Ravan π zovemo osno-vom ili ravni re�eksije.Va�zno je napomenuti da ravanska re�eksija van ravni π nema invarijant-nih ta�
aka.Neka su A,B,C tri nekolinearne ta�
ke ravni π i neka je X ′ slika proi-zvoljne ta�
ke X u ravanskoj re�eksiji Sπ. Tada je:
AX ∼= AX ′, BX ∼= BX ′, CX ∼= CX ′.Odatle sledi da ta�
ke A,B,C pripadaju meridijalnoj ravni π′ du�zi XX ′.Kako su A,B,C nekolinearne ta�
ke, one odreduju jednu i samo jednu ravan,pa je π = π′. Ovim smo dokazali slede�
u teoremu.Teorema 1.10. Ako se ravanskom re�eksijom Sπ ta�
ka X preslikava u ta�
ku

X ′ tada je ravan π medijalna ravan du�zi XX ′. Dokaz mo�zete prona�
i u [4,107.str.℄. 8



Navedimo jo�s nekoliko va�znih svojstava ravanskih re�eksija.Teorema 1.11. Ravanska re�eksija prostora je indirektna izometrija.
D

A B

C

D′Slika 1.Dokaz. Neka je Sπ neka ravanska re�eksija i neka su A,B,C tri nekolinearneta�
ke ravni π. Sa D′ obele�zimo ta�
ku takvu da je D′ = Sπ(D). Tada je
D 6= D′ i π je medijana ravan du�zi DD′. Stoga su ta�
ke D i D′ sa raznihstrana ravni π pa su odgovaraju�
i tetraedri ABCD i ABCD′ suprotnosmerni�sto zna�
i da je ravanska re�eksija Sπ indirektna izometrija prostora.Teorema 1.12. Ravanska re�eksija prostora je involu
iona transforma
ijaprostora.Dokaz. Neka je X proizvoljna ta�
ka prostora i neka je Sπ neka ravanskare�eksija tog prostora. Obele�zi�
emo saX ′ iX ′′ ta�
ke takve da je Sπ(X) = X ′i Sπ(X

′) = X ′′. Ako X ∈ π tada je X = X ′ i X ′ = X ′′, pa je i X = X ′′.Ako X /∈ π tada je X 6= X ′ i X ′ 6= X ′′, pa je osnova π ravanske re�eksije Sπmedijalna ravan svake od du�zi XX ′ i X ′X ′′. Tada je X = X ′′. Ovim smodokazali da je S2
π = ε (sa ε ozna�
avamo identi�
nost), pa je Sπ involu
ionatransforma
ija prostora.Teorema 1.13. Ako indirektna izometrija prostora poseduje dve razne in-varijantne ta�
ke tada je ona ravanska re�eksija i pri tom osnova ravanskere�eksije sadr�zi ove ta�
ke. 9



P P ′

A B

Slika 2.Dokaz. Neka je indirektna izometrija prostora i neka su A i B dve proizvoljneta�
ke tog prostora. Kako je I indirektna, a ε direktna izometrija prostora,bi�
e I 6= ε. Stoga postoji ta�
ka P takva je da je I(P ) = P ′ i P 6= P ′. Pritom je (P,A) 6= (P ′, A) i (P,B) 6= (P ′, B) i ta�
ke A,B se nalaze u medijalnojravni π du�zi PP ′. Kako su Sπ i I indirektne izometrije kompozi
ija SπI jedirektna izometrija prostora koja ostavlja invarijantnim ta�
ke A,B,P , pa jeona koni
iden
ija. Stoga je
SπI = ε, pa je I = Sπ.Teorema 1.14. Neka su Sα i Sβ dve ravanske re�eksije sa raznim osnovama.Ta�
ka X je invarijantna u kompozi
iji SαSβ ako i samo ako pripada obemaosnovama tih re�eksija.Dokaz. Ako X pripada osnovama α i β ona �
e biti invarijantna u svakoj odtih re�eksija, dakle i u njihovoj kompozi
iji.Obrnuto, neka je SαSβ(X) = X i pretpostavimo da je Sα(X) = Y , pri�
emu je X 6= Y . Tada mora biti Sα(Y ) = X. Odatle sledi da su α i β dverazne medijalne ravni du�zi XY �sto je nemogu�
e, pa je X = Y .Teorema 1.15. Ako je Sπ neka ravanska re�eksija prostora i I bilo kojaizometrija tog prostora, a π′ ravan koja u izometriji I odgovara ravni π.Tada je ISπI

−1 = S ′
π. 10



Dokaz. Neka je P proizvoljna ta�
ka ravni π. Kako je I(π) = π′ ta�
ki P �
e uizometriji I odgovarati ta�
ka P ′ = I(P ) i P ′ ∈ π′. Odatle neposredno sledida je SπI
−1(P ′) = I−1(P ′), pa je ISπI

−1(P ′) = II−1(P ′) = (P ′).Dakle u kompozi
iji ISπI
−1 svaka ta�
ka ravni π je invarijantna, pa kakoje ta kompozi
ija indirektna izometrija ona �
e biti ravanska re�eksija Sπ′ .Teorema 1.16. Dve ravanske re�eksije prostora komutiraju ako i samo akosu im osnove istovetne ili medusobno upravne ravni.Dokaz. Neka je SβSα = SαSβ, tj. SβSαSβ = Sα(1). Ako je α′ = Sβ(α) izprethodne teoreme sledi da je SβSαSβ = Sα′ . (2). Iz jednakosti (1) i (2) sledida je Sα = Sα′ , pa je α = α′, tj. α = Sβ(α). Odatle zaklju�
ujemo da suravni α i β istovetne ili medusobno upravne.Obrnuto, ako su osnove α i β istovetne ili medusobno upravne ravni bi�
e

Sβ(α) =α, pa je na osnovu prethodne teoreme SβSαSβ = Sα, tj. SβSα =
SαSβ .Teorema 1.17. Svaka izometrija prostora mo�ze se predstaviti kao kompo-zi
ija najvi�se �
etiri ravanske re�eksije prostora. [4, str. 111.℄1.5 Osna rota
ija i osna simetrija prostoraDe�ni
ija 1.3. Neka su Sα i Sβ dve ravanske re�eksije euklidskog pro-stora kojima se osnove α i β seku du�z prave s. Osnom rota
ijom prostoraoko prave s za ugao ω, nazivamo transforma
iju Rs, ω odredenu rela
ijom
Rs,ω = SβSα. Pravu s zovemo osom, a ugao ω (koji je jednak dvostrukomuglu koji zahvataju ravni α i β) zovemo uglom osne rota
ije Rs, ω. Ako suravni α i β medusobno upravne takvu rota
iju nazivamo osnom simetrijomprostora i obele�zavamo sa Ss.Kako se osna rota
ija i osna simetrija dobijaju kao kompozi
ija dvejuindirektnih izometrija, one su direktne izometrijske transforma
ije. [1, str.257.℄Teorema 1.18. (Dalamberova): Svaka direktna izometrija prostora kojaima najmanje jednu invarijantnu ta�
ku je identi�
nost ili osna rota
ija.Dokaz. Neka direktna izometrija I istavlja invarijantnom ta�
ku O. Tadapostoji ta�
ka X �
ija je slika, Y = I(X), od nje razli�
ita. Tada postoji11



medijalna ravan α du�zi XY . Ta�
ke O i X �
e biti invarijantne u kompozi
iji
SαI , pa je na osnovu teoreme 4.4, SαI = Sβ, tj. I = SαSβ, pri �
emu βsadr�zi ta�
ke O i X. Kako X pripada ravni β, ali ne i ravni α, te dve ravni surazli�
ite i seku se, jer obe sadr�ze ta�
ku O. Dakle, I predstvlja osnu rota
ijuprostora.Iz prethodne teoreme neposredno sledi znamenita Ojlerova teorema oproizvodu rota
ija, prema kojoj je kompozi
ija dveju osnih rota
ija prostora�
ije se ose seku, opet osna rota
ija.Teorema 1.19. Osna rota
ija Rs, ω i ravanska re�eksija Sπ euklidskogprostora su komutativne transforma
ije ako i samo ako je prava s upravnana ravni π. [4, str. 119.℄1.6 Rota
iona re�eksija i 
entralna simetrija prostoraDe�ni
ija 1.4. Rota
ionom re�eksijom prostora nazivamo kompozi
iju trijuravanskih Sπ,Sα,Sβ , pri �
emu se ravni α i β seku du�z neke prave s koja jeupravna na ravni π i obele�zavamo je sa Rπ;s,ω. Dakle, Rπ;s,ω = SπSαSβ .Ravan π zovemo osnovom, pravu s osom, a ugao ω (koji zahvataju ravni
α i β) uglom rota
ione re�eksije Rπ; s, ω. Ako su ravni α i β medusobnoupravne rota
ionu re�eksiju Rπ;s,ω zovemo 
entralnom simetrijom prostorai obele�zavamo je sa So, gde je O ta�
ka prodora prave s kroz ravan π.Iz de�ni
ije direktno proizilazi da su rota
iona re�eksija i 
entralna sime-trija indirektne izometrijske transforma
ije.Teorema 1.20. Svaka indirektna izometrija prostora sa jedinstvenom inva-rijantnom ta�
kom je rotai
iona re�eksija.Dokaz. Neka je I indirektna izometrija prostora i neka se njome ta�
ka Pslika u neku drugu ta�
ku Q. Ako je O jedina invarijantna ta�
ka transfor-ma
ije I , bi�
e (O,P ) ∼= (O,Q), pa ta�
ka O pripada medijalnoj ravni α du�zi
PQ. Kompozi
ija SαI je direktna izometrijska transforma
ija u kojoj suta�
ke P i Q invarijantne. Po teoremi 6.1. ova izometrija je ili identi�
nost iliosna rota
ija Rs,ω �
ija osa s sadr�zi ta�
ke O i P . Ako bi izometrija SαI bilaidenti�
nost I bi bila ravanska re�eksija, pa bi pored ta�
ke O posedovala jo�sinvarijantnih ta�
aka. [3, str. 185.℄Zbog toga je SαI = Rs,ω. Kako ta�
ka O pripada pravoj s i ravni α, ata�
ka P samo pravoj s, prava s prodire ravan α u ta�
ki O. Ako je uz to supravna na α, I �
e po de�ni
iji biti rota
iona re�eksija. Ako s nije upravnana α obele�zimo sa β ravan koja sadr�zi s i upravna je na α, a sa γ ravantakvu da je Rs,ω = SβSγ . Ako je p prese�
ena prava ravni α i β bi�
e12



I = SαSβSγ = SpSγNeka je δ ravan koja sadr�zi p i upravna je na γ, a θ ravan koja sadr�zi p iupravna je na δ. Tada je Sp = SδSθ, pa kako su ravni γ i θ upravne na δ isadr�ze ta�
ku O bi�
e
I = SδSθSγ = SδRδ;t,ϕ.Teorema 1.21. Svaka direktna izometrija prostora mo�ze se izraziti kaokompozi
ija dve osne simetrije.Teorema 1.22. Kompozi
ija triju 
entralnih simetrija prostora je takode
entralna simetrija tog prostora.Teorema 1.23. (�Sal-Hjelmsleva): Sredi�sta du�zi koje spajaju odgova-raju�
e ta�
ke neke indirektne izometrije prostora pripadaju jednoj ravni.Dokaz. Neka je P ta�
ka prostora koja se indirektnom izometrijom I slika uta�
ku Q i neka je O sredi�ste du�zi PQ. Kompozi
ija SoI je direktna izometrijau kojoj je ta�
ka P invarijantna, pa je na osnovu Dalamberove teoreme onaili identi�
nost ili osna rota
ija Rs,ω, pri �
emu ta�
ka P pripada pravoj s.Ako je kompozi
ija SoI identi�
nost bi�
e I = So, pa dokaz sledi nepo-sredno.Ako nije, obele�zimo sa π ravan koja sadr�zi O i upravna je na s, sa X pro-izvoljnu ta�
ku prostora razli�
itu od P , a sa Y sliku ta�
ke Y u transforma
iji

I . Doka�zimo da sredi�ste S du�zi XY pripada ravni π. Tada va�zi, SoI = Rs,ωi I(X) = Y . Ako je So(Y ) = Z, bi�
e IRs, ω(X) = SoI(X) = So(Y ) = Z,pa medijalna ravan σ du�z XZ sadr�zi pravu s. Prava OS je upravna na σ,pa je upravna i na pravoj s koja joj pripada. Odatle sledi ta�
ka S pripadaravni π.Napomenimo jo�s na kraju da se prava koja sadr�zi 
entar 
entralne simetri-je slika tom simetrijom u sebe, a prava koja ne sadr�zi 
entar simetrije u njojparalenu pravu. Takode, ravan koja sadr�zi 
entar 
entralne simetrije tomsimetrijom se slika u sebe, a ravan koja ne sadr�zi 
entar simetrije se slika unjoj paralelnu ravan.
13



2 Grupe simetrija pravilnih poliedaraEuklid u svojim Elementima govori o jednakim �gurama, i to ako se mogupolo�ziti jedna na drugu, dok jednakost �gura uvodi u geometriju sedmom ak-siomom, misle�
i na geometrijske objekte, i to su oni koji se mogu poklopiti,jednaki medusobno. Na taj na�
in je u geometriju, pomo�
u pojma kretanjakoji nije de�nisan, uveden pojam podudarnosti. Nigde se ne de�ni�se po-jam izometrije, bijek
ije koja �
uva podudarnost. Zbog toga Euklidu izmi�
ede�ni
ija prema kojoj �
e neki likovi biti podudarni ako p[ostoji izometrijakoja preslikava jedan na drugi. To je zato �sto bi pojmu izometrije moraoprethoditi pojam preslikavanja, a njega u anti�
koj matemati
i jednostavnonema. Zato se u anti�
koj matemati
i nigde ne javlja problem broja simetrijanekog geometrijskog lika, tj. broju na�
ina na koje je izometrijama mogu�
etaj lik preslikati na samog sebe.Kako je proizvod dveju simetrija nekog geometrijskog Φ lika takode sime-trija, i njemu inverzno preslikavanje takode simetrija, skup svih simetrija lika
Φ ima�
e algebarsku strukturu grupe u odnosu na proizvod simetrija. Tugrupu obele�zava�
emo sa GΦ. Kada je lik Φ pravilni poligon {n}, red grupe
G{n} bi�
e 2n. Pola izometrija koje pripadaju G{n} bi�
e direktne, a pola njihindirektne. Direktne �
e biti rota
ije, a indirektne re�eksije. Kako je prozvoddveju direktnih izometrija takode direktna izometrija, skup svih rota
ija kojepripadaju G{n} bi�
e podgrupa te grupe, upola manjeg reda (bi�
e podgrupagrupe G{n} indeksa 2).2.1 Osobine pravilnih poliedaraSvaki pravilni poliedar ima slede�
a dva svojstva:
• za svaku njegovu pljosan postoji osna rota
ija koja 
ikli�
no permutujetemena te pljosni, ostavljaju�
i poliedar invarijantnim,
• za svako njegovo teme postoji osna rota
ija koja ostavlja poliedar invari-jantnim, a 
ikli�
no permutuje pljosni poliedra oko tog temena.Ova svojstva su potreban i dovoljan uslov da neki poliedar bude pravilan.Ako sa S obele�zimo sredi�ste pravilnog poliedra {p, q}, sa A sredi�ste jednenjegove pljosni, sa B sredi�ste jedne ivi
e te pljosni i sa C teme te ivi
e, sa a,
b i c prave SA, SB i SC, (poliedar SABC nazivamo elementarni tetraedar)tada �
e rota
ije

Rk
a,2π/p, k = 1, 2, ..., p
ikli�
no permutovati temena pljosni �
ije je sredi�ste ta�
ka A ostavljaju�
i tajpoliedar invarijantnim, a rota
ije

Rk
c,2π/q, k = 1, 2, ..., q14



�
e 
ikli�
no permutovati pljosni oko temena C preslikavaju�
i taj poliedar nasamog sebe.Primetimo takode da svaka izometrija koja elementarni tetraedar pre-slikava na jedan od njemu podudarnih elementarnih tetraedara pravilnogpoliedra {p, q}

• ostavljaju�
i invarijantnim teme elementarnog tetraedra koje je podudarnosa sredi�stem tog poliedra,
• preslikavaju�
i teme elementarnog tetraedra istovetnog sa sredi�stem pljo-sni, na teme koje je opet sredi�ste neke pljosni,
• preslikavaju�
i teme elementarnog tetraedra koje je istovetno sa sredi�stemivi
e na teme koje je opet sredi�ste neke ivi
e,
• teme elementarnog tetraedra istovetno sa temenom tog poliedra u nekood temena tog poliedratako da preslikava poliedar na samog sebe. Stoga je ukupan broj izometrijakoje poliedar {p, q} preslikavaju na samoga sebe jednak broju elementarnihtetraedara tog poliedra. Kako je polovina ovih elementarnih tetraedara isteorijenta
ije kao i poledar, polovina simetrija tog poliedra ne�
e menjati nje-govu orijenta
iju, a kako je druga polovina elementarnih tetraedara suprotneorijenta
ije druga polovina simetrija �
e menjati orijenta
iju tog poliedra.Jednostavnije, pola simetrija pravilnog poliedra {p, q} su direktne, a drugapolovina indirektne simetrije. Sve direktne izometrije, koje ostavljaju polie-dar invarijantnim bi�
e rota
ije. Sada je lako utvrditi broj simetrija pravilnogpoliedra.Po�sto skup svih simetrija pravilnog poliedra {p, q} ima algebarsku struk-turu grupe, G{p,q}, njen red �
e, prema prethodnom, biti 4 puta ve
i od brojanjegovih ivi
a, tj. ako je I broj ivi
a tog pravilnog poliedra bi�
e

|G{p,q}| = 4I.Opet, kako je broj direktnih izometrija koje {p, q} ostavljaju invarijant-nim dvostruko manji nego red grupe, red grupe rota
ija pravilnog poliedraje
|G+

{p,q}
| = 2I.Ve�
 smo pokazali da �
e ose rota
ija koje {p, q} ostavljaju invarijantnimsadr�zati:

• sredi�ste poliedra i sredi�ste jedne njegove pljosni,
• sredi�ste poliedra i jedno njegovo teme,
• sredi�ste poliedra i jedne njegove ivi
e.15



Svaku pljosan, pored identiteta, ostavlja�
e invarijantnom i p − 1 osnihrota
ija prostora. Sli�
no, svaki rogalj �
e invarijantnim ostavljati q−1 rota
ija,a svaku ivi
u, pored identiteta, i jedna rota
ija. Osa rota
ije pljosni bi�
e iosa rota
ije njoj naspramne pljosni ili roglja, a osa rota
ije ivi
e bi�
e i osarota
ije njoj naspramne ivi
e. Zato, ako sa P ozna�
imo brpj pljosni, sa Ibroj ivi
a, a sa T broj temena pravilnog poliedra {p, q}, broj svih njegovihrota
ija bi�
e
1

2
(p− 1)P +

1

2
(q − 1)T +

1

2
I.Ipak, svaka ivi
a pravilnog tetraedra pripada dvema pljosnima i povezujedva temena, pa je zato i

pP = 2I = qT.S obzirom da je red grupe rota
ija tog poliedra jednak 2I, bi�
e i
p− 1

p
I +

q − 1

q
I +

1

2
I = 2I,a odavde je

1

I
=

1

p
+

1

q
−

1

2
,a samim tim i

I =
2pq

4− (p− 2)(q − 2)
.Uz prethodno, dobijamo da je

|G+
{p,q}| =

4pq

4− (p− 2)(q − 2)
, kao i |G+

{p,q}| =
8pq

4− (p− 2)(q − 2)
.Kako smo I ve�
 izrazili pomo�
u p i q, to isto lako mo�zemo u�
initi i za P i T ,zato �sto je pP = 2I = qT . Zaista,

T =
4p

4− (p − 2)(q − 2)
i P =

4q

4− (p− 2)(q − 2)
,pa kombinatorne osobine pet pravilnih poliedara mo�zemo prikazati slede�
omtabelom

{p, q} T I P |G{p,q}| |G+
{p,q}| naziv poliedra

{3, 3} 4 6 4 24 12 pravilan tetraedar
{3, 4} 6 12 8 48 24 pravilan oktaedar
{4, 3} 8 12 6 48 24 pravilan heksaedar
{3, 5} 12 30 20 120 60 pravilan ikosaedar
{5, 3} 20 30 12 120 60 pravilan dodekaedarPrimetimo da iz jednakosti |G+

{p,q}| = 2I = pP = qT sledi da je16



P =
|G+

{p,q}|

p
, I =

|G+
{p,q}|

2
i T =

|G+
{p,q}|

q
.Kako je i

1

I
=

2

|G+
{p,q}

|tvrdenje
1

I
=

1

p
+

1

q
−

1

2ekvivalentno je Ojlerovoj teoremi za pravilne poliedre prema kojoj je P −
I + T = 2.Prema prethodnoj tabeli, jasno je da svaki pravilan poliedar {p, q} imaistu grupu simetrija kao i njegov dualni poliedar {q, p}, jer rota
ije koje
ikli�
no permutuju temena neke pljosni jednog od ova dva poliedra isto-vremeno 
ikli�
no permutuju pljosni oko jednog temena njemu dualnog po-liedra. Zbog toga �
e i elementarni tetraedri medusobno dualnih poliedarabiti sli�
ni, pa postoje samo tri razli�
ite grupe simetrija pravilnih poliedara.To su tetraedarska grupa, oktaedarska (ili heksaedarska) i ikosaedarska (ilidodekaedarska) grupa simetrija.2.2 Pravilan tetraedarPravilan tetraedar ima 24 simetrije od kojih jedna polovina menja nje-govu orijenta
iju, a druga ne.

Slika 3.Direktne transforma
ije bile bi: 8 osnih rota
ija reda tri de�nisanih u obasmera u odnosu na prave odredene visinama tog tetraedra. Tri osne simetrijereda dva de�nisane su u odnosu na prave odredene sredi�stima naspramnihivi
a.Indirektne transforma
ije kod pravilnog tetraedra bile bi: 6 ravanskih re-�eksija de�nisanih bisektralnim ravnima α unutra�snjih diedara, 6 rota
ionih17



re�eksija reda �
etiri de�nisanih u oba smera u odnosu na prave odredenesredi�stima naspramnih ivi
a o i ravan W . To je i jedina rota
iona re�ek-sija kojom raspola�ze, jer pravilan tetraedar nema ni naspramnih pljosni ninaspramnih temena.2.3 Pravilan oktaedarPravilan oktaedar ima 48 simetrija od kojih jedna polovina menja, adruga polovina ne menja njegovu orijenta
iju. To su slede
e transforma-
ije: 8 osnih simetrija reda tri, de�nisanih u oba smera u odnosu na praveodredene sredistima naspramnih pljosni;
6 osnih simetrija reda dva, de�nisanih u odnosu na prave odredene sredi�stimanaspramnih ivi
a;
6 osnih simetrija reda �
etiri de�nisanih u oba smera u odnosu na praveodredene naspramnim temenima, kao i tri osne simetrije reda dva de�nisaneu odnosu na iste prave. Uz koin
iden
iju, to su sve direktne izometrijsketrnsforma
ije kojima oktaedar raspolaze.

Slika 4.Indirektne transforma
ije su: 3 ravanske re�eksije de�nisane bisektral-nim uglovima; 6 ravanskih re�eksija de�nisanih medijalnim ravnima ivi
a;8 rota
ionih simetrija reda �sest, de�nisanih u oba smera u odnosu na praveodredene sredi�stima naspramnih pljosni; 6 rota
ionih simetrija reda 
etiride�nisanih u oba smera u odnosu na prave odredene naspramnim temenima.Oktaedar raspola�ze i 
entralnom simetrijom.2.4 Pravilan ikosaedarPravilan ikosaedar ima 120 simetrija od kojih jedna polovina menja nje-govu orijenta
iju, a druga ne. To su slede
e simetrije:18



20 simetrija reda tri , de�nisanih u oba smera u odnosu na prave odredenesredi�stima naspramnih pljosni;15 osnih simetrija reda dva , de�nisanih sredi�stima naspramnih ivi
a;12 osnih simetrija reda 5/2 (u oba smera), u odnosu na prave odredenenaspramnim temenima i naravno identi�
no preslikavanje.Indirektne transforma
ije su:15 ravanskih simetrija koje su de�nisane bisektralnim ravnima unutra�snjihdiedara;20 rota
ionih re�eksija reda tri de�nisanih u oba smera u odnosu na praveodredene sredi�stima naspramnih pljosni;12 rota
ionih simetrija reda pet, de�nisanih u oba smera u odnosu naprave odredene naspramnim temenima;12 rota
ionih simetrija reda 5/2, de�nisanih u oba smera u odnosu naprave odredene naspramnim temenima.Pravilan ikosaedar raspola�ze i 
entralnom simetrijom.

Slika 5Svaki pravilan poliedar ima istu grupu simetrija kao njegov dualni poli-edar, jer rota
ije koje 
ikli�
no permutuju temena neke pljosni jednog od ovihdvaju poliedara, istovremeno 
ikli�
no permutuju pljosni oko jednog temenanjemu dualnog poliedra.
19



3 Poligoni i poliedriU elementarnoj geometriji politopi su geometrijski objekti sa ravnim stra-nama. Jednodimenzioni politop nazivamo temenom; dvodimenzioni politopinazivaju se poligonima, o njima �
emo govoriti u prvom delu poglavlja; tro-dimenzioni politopi nazivaju se poliedrima; o njima �
emo govoriti u drugomdelu poglavlja, a de�ni
ije �
emo koristiti i u daljim razmatranjima. Tre�
ideo poglavlja daje nam Euklidovu verziju dokaza da ne postoji vi�se od petpravilnih tela, kao i jednostavnu konstruk
iju koja pokazuje da svako od tihpet tela zaista postoji. Ostatak poglavlja se uglavnom svodi na topologiju:pravilan poliedar naziva se mapom, a kasnije i kon�gura
ijom. U petomdelu je lagani osvrt na rekrea
ionu matematiku, kao uvod u drvo ivi
a u fon�Statovom5 dokazu Ojlerove6 formule.3.1 Pravilni poligoniSvako od nas do sada se upoznao sa nekim od pravilnih poligona: jedna-kostrani�
nim trouglom koji je Euklid konstruisao u svom prvom poglavlju;kvadrat sa kojim se susre�
emo na svakom koraku u dana�snjem svetu, peto-uglom u amblemu Krajslerovih automobila, �sestouglom u obliku pahulji
e...Petougao i devetougao koristili su se kao osnova za izgradnju Pentagona7 iBaha'i hrama blizu �Cikaga. Dvanaestougaone kovani
e bile su u upotrebi uEngleskoj i Kanadi.Pre
iznije, p-poligon de�ni�semo kao kolo od p segmenata A1A2, A2A3,
A3A4,..., Ap−1Ap, ApA1 koji povezuju redom parove ta�
aka A1, A2,..., Ap.Segmente i ta�
ke redom nazivamo strani
ama i temenima, i insistiramo natome da strani
e ne prelaze jedna preko druge. Ako su mu temena kopla-narna, poligon je ravanski, u protivnom, to je prostorni poligon.Ravanski poligon deli ravan na dva dela, od kojih je jedan, koji nazivamounutra�snjost, kona�
an. �Cesto �
emo smatrati da se p-poligon sastoji iz svojeunutra�snjosti, strani
a i temena. Tako ga mo�zemo rede�nisati kao jedno-stavno povezanu regiju ograni�
enu sa p posebnih segmenata. (Jednostavnopovezana oblast zna�
i da svaka prosta zatvorena kriva na
rtana u toj regijimo�ze da se skupi u ta�
ku bez napu�stanja te regije (tj. oblast nema rupe.).)Najva�zniji je slu�
aj kada ni jedna od strani
a ne ulazi u regiju. Tada raz-matramo konveksni p-poligon, koji se koriste�
i Dekartov koordinatni sistem,mo�ze opisati kao sistem od p linearnih nejedna�
ina:

akx+ bky ≤ ck, (k = 1, 2, · · · , p).Ove nejedna�
ine moraju biti konzistentne a ne suvi�sne, i moraju da obezbede5Karl Georg Kristijan fon �Stat, (1798. - 1867.), nema�
ki matemati�
ar.6Leonard Ojler, (1707. - 1783.), �svaj
arski matemati�
ar i �zi�
ar.7Pentagon, upravni 
entar ministarstva odbrane SAD.20



grani
e za kona�
an integral
∫∫

dxdy(koji nam daje meru te oblasti).Za poligon ka�zemo da je jednakostrani�
an ako su mu sve strani
e jednake;jednakougaon ako su mu svi uglovi jednaki. Ako je p > 3, p-poligon mo�zebiti jednakostrani�
an iako nije jednakougaon, i obrnuto: romb je jednako-strani�
an, ali nije jednakougaon, a pravougaonik je jednakougaon, ali nijejednakostrani�
an. Ako je obele�zen sa {p}, to je: za {3} jednakostrani�
antrougao, za {4} kvadrat, {5} pravilan petougao, i tako dalje.Lako je primetiti da regularan poligon ima i 
entar, od koga su sva temenajednako udaljena za R0, a sve strani
e na podednakoj udaljenosti R1. Tozna�
i da tu egzistiraju dva kon
entri�
na kruga, spoljni i unutra�snji, kojiredom, prolaze kroz temena i dodiruju strani
e regularnog poligona.Nekada je korisno posmatrati strani
e p-poligona kao vektore �
ija je suma
0. Tada se mogu posmatrati kao p segmenata koji polaze iz iste ta�
ke, a ugaoizmedu dva uzastopna segmenta je jednak spolja�snjem uglu p-poligona. tozna�zi da je suma spolja�snjih uglova 
eo krug, ili 2π. Tako je i spolja�snji ugaokod svakog od temena {p} jednak 2π/p, pa je unutra�snji ugao kod svakogod temena njegova dopuna do punog ugla

(

1−
2

p

)

π.Ovo se mo�ze primeiti na desno-ugaonom trouglu O2O1O0 sa slike 1.1.,gde je O2 
entar, O1 sredina strani
e, a O0 jedno od temena te strani
e.Desni ugao se pojavljuje kod temena O1, a prime�
uje se da je ugao kodtemena O2 π p. Ako je 2l du�zina strani
e, tada je
O0O1 = l, O0O2 = R0, O1O2 = R1;kao i

R0 = l csc
π

p
,R1 = l cot

π

p
.Povr�sina oblasti {p}, koja je sastavljena od dvanaest takvih trouglova je

Cp = plR1 = pl2 cot
π

p
.Obim je, naravno, S = 2pl.
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O2

O1

O0

l
π

p

π

p

2π

p

Slika 1.1.Ako se p neograni�
eno pove�
ava, odnosi S/R0 i S/R1 te�ze ka 2π, kao �stosmo i o�
ekivali (ovako je Arhimed pro
enio π, uzev�si p = 96).Takode, mo�zemo uzeti da Dekartove koordinate svakog od temena budu
(R0 cos

2kπ

p
,R0 sin

2kπ

p
), (k = 0, 1, ..., p − 1).Jo�s ne�sto, u kompleksnom dijagramu temena {P} u krugu spolja�snjegpre�
nika R1 = 1 su kompleksni brojevi

e
2kπi
pkoji predstavljaju korene jedna�
ine

zp = 1.Nekada je potrebno pro�siriti de�ni
iju p-poligona dozvoliv�si da mu stra-ni
e budu zakrivljene, to jest u nekim slu�
ajevima mo�zemo posmatrati sferi�
nepoligone, �
ije su strani
e lukovi velikih krugova sfere. Ovaj dodatak de�ni-
ije omogu�
ava nam da imamo, za p = 2, digon, koji ima dva temena i dve(razli�
ite) zakrivljene strani
e.3.2 PoliedriPoliedarsku povr�s mo�zemo de�nisati kao kona�
an povezan skup ravanskihpoligona, takav da svaka strani
a svakog od poligona pripada ta�
no jednomod ostalih poligona, uz uslov da su poligoni koji okru�zuju svako teme pri-padaju jednom kolu (da bismo izbegli anomalije kao �sto su dve piramidesa zajedni�
kim bazama). Poligoni se nazivaju stranama, a njihove strani
eivi
ama poliedra. Takode, insistiramo da se strani
e ne preklapaju medusobom. Kako poliedar formira jednu zatvorenu povr�sinu, on deli prostor nadva dela, od kojih je jedan, unutra�snji, kona�
an. �Cesto �
emo nailaziti naslu�
ajeve kada se poliedar sastoji od unutra�snjosti, kao i od N2 strane, N1ivi
e i N0 temena. 22



Najva�zniji nam je slu�
aj kada ni jedna od ravni koje sadr�ze strane po-liedra ne ulazi u njegovu unutra�snjost. U tom slu�
aju imamo konveksnipoliedar, koji se u Dekartovim koordinatama mo�ze predstaviti sistemom ne-jedna�
ina
akx+ bky + ckz ≤ dk, (k = 1, 2, ..., N2).Ove nejedna�
ine moraju biti konzistentne, a ne suvi�sne, i moraju daobezbede grani
e za kona�
an integral

∫∫∫

dxdydz(koji odreduje zapreminu poliedra).Izvesni poliedri su skoro sli�
ni poligonima koji ih generi�su. Svi znamokako ta�
ka i p-poligon mogu da se pove�zu sa p trouglova u oblik piramide,kako dva jednaka p-poligona mogu da se pove�zu sa p pravougaonika u pra-vilnu prizmu. Rotiraju�
i jedan od ta dva p-poligona u svojoj ravni za ugao
π p oko njegovog 
entra, mo�zemo ih spojiti sa 2p trouglova i tako dobitiantiprizmu, �
ije strani
e izgledaju 
ik-
ak.Tetraedar je piramida �
ija je osnova trougao. Njegova povr�sina sastoji seod �
etiri trougla, od kojih jedan mora biti imenovan za bazu (osnovu). Akosu mu sve strani
e jednakostrani�
ni trouglovi, u pitanju je pravilan tetraedar.Tetraedar je najjednostavnije Platonovo telo. Ostala su oktaedar, heksaedar(ko
ka), ikosaedar i (pentagonalni) dodekaedar.
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3.3 Pet Platonovih telaKonveksni poliedar je pravilan ako su sve njegove strane pravilni poligoni,i sva njegova temena izgledaju isto (kasnije �
emo videti da regularnost stranamo�ze da izazove ni�sta vi�se od blagog izobli�
enja, kao i malo ekonomi�
nijude�ni
iju). Ako su njegove strani
e p-poligoni, kakvih q okru�zuje jedno teme,poliedar �
emo obele�zavati sa {p, q}.Sve mogu�
e vrednosti za p i q mogu se nabrojati na slede�
i na�
in. Rogaljkod jednog od temena ima q uglova koji ga �
ine, svaki od njih (1 − 2/p)π.Poznata teorema nam govori o tome da ovih q uglova mora u zbiru biti manjeod 2π. Kako je (1− 2/p)π < 2/q, tako je i
1

p
+

1

q
>

1

2
,ili (p − 2)(q − 2) < 4. Zbog toga, {p, q} ne mo�ze imati druge vrednosti sem

{3, 3}, {3, 4}, {4, 3}, {3, 5}, {5, 3}.Tetraedar, {3, 3}, smo ve
 pominjali. Da bismo pokazali da ostale �
etirire�senja stvarno postoje, konstruisa�
emo preostala �
etiri Platonova tela, re-dom.Spajanjem dve jednake piramide bazom na bazu, dobijamo dipiramidusastavljenu od 2p trouglova. Ako je baza piramide p-poligon, visine piramidase mogu podesiti tako da sve strani
e piramida budu jednakostrani�
ni trou-glovi. Ako je p = 4, svako teme je okru�zeno sa �
etiri trougla, a dva suprotnatemena mogu biti vrhovi dipiramide. To je oktaedar, {3, 4}.Pode�savaju�
i visinu prave prizme sa pravilnom bazom, mo�zemo posti�
ida joj ostale ivi
e budu kvadrati. Ako je baza takode kvadrat, dobili smoko
ku, {4, 3}, kod koje svaka strana mo�ze biti uzeta za bazu.Sli�
no, pode�savanjem visine antiprizme, mo�zemo namestiti da njenih 2ptrouglova budu jednakostrani�
ni. za p = 3 ponovo dobijamo oktaedar. za
p = 4 ili 5mo�zemo polo�ziti piramide na njene osnove, i tako dobijamo ukupno24



4p jednakostrani�
nih trouglova. Ako je p = 5, svako teme je okru�zeno sa po
5 trouglova, i dobili smo ikosaedar, {3, 5}.Ne postoji tako jednostavan na�
in da konstrui�semo i peto Platonovo telo.Ali, ako 6 petouglova pove�zemo tako da je jedan okru�zen sa preostalih pet,dobijamo svojevrsnu �
iniju �
ije su ivi
e strani
e prostornog desetougla. Dvetakve �
inije mo�zemo spojiti desetougao na desetougao, tako da formirajudodekaedar, {5, 3}.3.4 Grafovi i mapeIvi
e i temena poliedra formiraju spe
ijalan slu�
aj grafova, koji su sasta-vljeni od N0 ta�
aka, ili �
vorova, spojenih u parovima sa N1 segmenata iligrana (koje ne moraju da budu prave). Ako �
vor pripada q grana, o�
iglednoje da je

∑

q = 2N1,gde sumiramo po N0 �
vorova. Za povezan graf, (graf u jednom komadu)mora biti
N1 > N0 − 1.Za graf ka�zemo da sadr�zi drugi graf ako ga mo�zemo proizvesti iz drugoggrafa tako �sto mu dodajemo grane, ili grane i �
vorove zajedno. Graf mo�zeimati i krug od p grana i p �
vorova, p-poligon (p > 2). Graf koji ne sadr�zini jedan krug nazivamo �suma, a ako je povezan, drvo. U slu�
aju drveta,prethodna jedna�
ina se zamenjuje sa
N1 = N0 − 1;drvo se mo�ze dobiti iz bilo kog �
vora dodavanjem uzastopnih grana, od kojihsvaka vodi ka novom �
voru.Teorija grafova pripada topologiji, geometriji sa gumenog lista, koja sebavi na�
inom na koji su �gure povezane, bez obzira na njihovu pravilnost imeru. U ovom duhu, kru
ijalna stvar koju poliedar poseduje je da njegovestrani
e formiraju jedninstvenu nepovezanu povr�sinu. Ivi
e su obi�
no krivena
rtane na povr�sini, koje do temena dolaze u skupovima od po tri ili vi�sekrivih.Drugim re�
ima, poliedar sa N2 strane, N1 ivi
om N0 �
vorova mo�ze seposmatrati kao mapa, kao deo nepovezane povr�sine u N2 poligonalne oblastikojima N1 kriva povezuje parove od N0 ta�
aka. Jedna takva mapa mo�ze sevideti kada se ivi
e ko
ke radijalno projektuju na njenu opisanu sferu; u tomslu�
aju je N0 = 8, N1 = 12 i N2 = 6, a oblasti su sferni �
etvorouglovi.Iz novodobijene mape mo�zemo prizvesti i drugu mapu, na istoj povr�sini.Ta druga mapa ima N2 temena, po jedno u unutra�snjosti svake od povr�simape od koje smo krenuli, N1 ivi
u, jednu koja prelazi svaku od ivi
a polaznemape, i N0 strana, jednu koja okru�zuje svako teme polazne mape. U vezi25



sa p-poligonalnom stranom po�
etne mape, dualna mapa �
e imati teme gde
p ivi
a i p strana uti�
u zajedno (slika 1.2.). Dualnost je simetri�
na rela
ija:svaka mapa je dual svog duala.Broje�
i strani
e svih povr�si (bilo na poliedru, bilo na mapi) dolazimo doformule

∑

p = 2N1,gde sumiramo po N2 povr�si. Takode, broje�
i po ivi
ama koje isti�
u iz svihtemena, dobijamo ∑

q = 2N1. To proizilazi iz prethodne jedna�
ine, zbog�
injeni
e da broj neparnih strana (p-poligonalne povr�si gde je p neparno)mora biti jednak. Tako, ako su sve sem jedne strane parne, onda i ona morabiti parna.

Slika 1.2.3.5 Put oko svetaPretpostavimo da temena poliedra (ili mape) predstavljaju mesta koja�zelimo da posetimo, dok ivi
e predstavljaju jedine raspolo�zive puteve izmedutih mesta. Onda poku�sajmo da re�simo problem posete svih mesta na karti,bez ponavljanja, jednom jedninom putanjom.
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Slika 1.3.

Slika 1.4.Slika 1. daje nam re�senje ovog problema u spe
ijalnom slu�
aju koji jeinteresantan zato �sto je to najjednostavniji primer slu�
aja u kome putovanjene mo�ze biti zaokru�zeno. Na sli
i 1.5. prikazana je mapa kod koje je ovajproblem nere�siv �
ak iako nam je dozvoljeno da podemo iz bilo kog temena izavr�simo na bilo kom drugom.Iako nije uvek mogu�
e uklju�
iti sva temena poliedra u prost lana
 ivi
a,sigurno je mogu�
e uklju�
iti sve �
vorove u drvo �
ijih se N0−1 grana pojavljujemedu N1 ivi
a. Ovo samo zahteva ponovljenu primenu prin
ipa da bilokoja dva temena mogu biti povezana lan
em ivi
a. U stvari, svaki povezanigraf ima svoje drvo za skelarenje, i povezanost grafa je de�nisana kao brojnjegovih grana koje je potrebno ukloniti da bi taj graf postao drvo, naime
1−N0 +N1.
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3.6 Ojlerova formulaKada smo de�nisali poliedar, nismo isklju�
ili mogu�
nost da bude vi�se-struko (u obliku prstena, pere
e, ili komplikovanije). Spe
ijalna odlika kojaodreduje prosto-povezani poliedar je to da svaka jednostavna zatvorena krivana
rtana na njegovoj povr�sini mo�ze da se skupi u ta�
ku, ili da svako kolonjegovih ivi
a �
ini regiju (koja se sastoji od jedne ili vi�se strana). Za takavpoliedar broj njegovih elemenata zadovoljava Ojlerovu formulu
N0 −N1 +N2 = 2,koja se mo�ze dokazati na razne na�
ine. Za slede�
i dokaz zahvalni smo fon�Statu.Ako analiziramo drvo koje za �
vorove ima N0 temena, a za grane N1 − 1od N1 ivi
a (ili skele od temena i ivi
a grafa). Umesto preostalih ivi
a,uzmimo odgovaraju�
e ivi
e dualne mape (na sli
i 1.3. to su podebljane ivi
e).Ove ivi
e dualne mape formiraju graf sa N2 �
vora, po jedan unutar svake odstrana poliedra. Njegove grane su potpuno odvojene od grana koje pripadajudrvetu. On je povezan, jer jedini na�
in da neki od njegovih �
vorova budenepristupa�
an sa nekog drugog je kolo sa drveta koje dolazi izmedu �
vorovagrafa, ali drvo nema ni jedno kolo. Sa druge strane, kolo sa grafa bi rastavilopovr�s na dva odvojena dela, od kojih svaki od njih sadr�zi neke od �
vorovadrveta, �sto je nemogu�
e. U stvari, graf je drugo drvo, koje poseduje N2 − 1grana. Ali, svaka strani
a poliedra odgovara jednoj od grana prvog ili drugogdrveta. Otuda

(N0 − 1) + (N2 − 1) = N1.Ovi argumenti padaju u vodu kada su u pitanju vi�se-povezane povr�si,zato �sto graf ivi
a dualne mape sadr�zi kola (iako ona ne rastavljaju povr�s).Na primer, 
ele linije na sli
i 1.5. formiraju odvijenu mre�zu mape sastavljeneod �sesnaest �
etvorouglova na porv�si u obliku prstena; podebljane linije for-miraju skelu, a isprekidane linije prelaze preko preostalih strani
a. Ovdemo�zemo primetiti dva kola isprekidanih linija: jedno kroz sredi�snju ta�
kudu�zi AD, i drugu kroz sredi�snju ta�
ku du�zi AE.
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A B C D A

E E

F F

G G

A B C D ASlika 1.5.Svaka orijentisana nepovezana povr�s (npr. svaka zatvorena povr�s u obi�
nomprostoru koja ne prelazi samu sebe) mo�ze se smatrati sferom sa p ru�
ki (takoje za p = 0 sfera ili bilo koja prosto povezana povr�s, za p = 1 prsten, za p = 2povr�s tela(-od-osam)). Broj p naziva se rod povr�si. Mo�ze se pokazati da jeprikladna generaliza
ija Ojlerove formule
N0 −N1 +N2 = 2− 2p.Cele linije sa slike 1.2. su �Slegelov dijagram za dodekaedar: jedna stranaje spe
ijalizovana, a ostatak povr�si je predstavljen u unutra�snjosti te strane(kao �sto projektujemo poliedar na tu stranu iz ta�
ke izvan njega). Takavdijagram se mo�ze napraviti za svaki prosto povezan poliedar. Mo�zemo sma-trati da 
ela ravan predstavlja 
elu povr�s poliedra, tako �sto dopustimo daspoljna oblast ravni predstavlja unutra�snjost njene spa
ijalne strane.Ako prosto povezana mapa ima samo parne strane (slike 1.3. i 1.4.),mo�zemo pokazati da se svako kolo ivi
a sastoji od parnog broja ivi
a. Takvokolo, od npr. N ivi
a, rastavlja mapu na dve regije koje koje za zajedni�
kugrani
u imaju to kolo. Ako izmenimo mapu, menjaju�
i jednu od te dve regijesa jednom N -stranom povr�si, tada su ostale povr�si (koje pripadaju drugojregiji) sve parne. Otuda , po odeljku 1.4., N mora biti parno.To sledi iz �
injeni
e da alternativno teme bilo koje parno-strane prostopovezane mape mo�zemo izabrati na konzistentan na�
in (tako da svaka ivi
aspaja dva temena razli�
itih tipova). Na primer, alternativna temena ko
kese nalaze u dva u
rtana tetraedra.3.7 Regularne mapeZa mapu ka�zemo da je regularna, tipa {p, q}, ako ima p temena i p ivi
ana svakoj strani, q ivi
a i q strana susti�
u se u svakom temenu, postavlje-nih simetri�
no tako da mo�ze lako da se napravi. Tako je pravilan poliedar29



spe
ijalan slu�
aj regularne mape. Uz blagi osvrt na odeljak 2.4, imamo daje
qN0 = 2N1 = pN2.Za svaku mapu tipa {p, q}, postoji njoj dualna mapa tipa {q, p}; npr.mapa tipa {4, 4} dualna samoj sebi dobija se kada se torus podeli na n2kvazi-kvadrata tako �sto se na njega u
rta n krugova sa 
entrom u 
entrutorusa, i n krugova po torusu koji su normalni na njih (Na sli
i 1.5. jeprikazan slu�
aj za n = 4. Povr�s je se�
ena du�z krugova ABCD i AEFG, pojedan od oba tipa).Ovaj primer otpada ako ograni�
imo razmi�sljanje na prosto povezane po-liedre. Tada su mogu�
e vrednosti za p i q zadate nejednako�s�
u 1

p + 1
q > 1

2
,i za svaki prihvatljiv par njihovih vrednosti postoji ta�
no jedan poliedar

{p, q}. U stvari, prethodna jedna�
ina zajedno sa Ojlerovom formulom proi-zvodi slede�
u jednakost:
1

N1

=
1

p
+

1

q
−

1

2
,koja izra�zava N1 u preko p i q. Nejednakost 1

p +
1
q > 1

2
je o�
igledna posledi
aprethodne jednakosti. Re�senja

{3, 3}, {3, 4}, {4, 3}, {3, 5}, {5, 3}daju nam tetraedar, oktaedar, ko
ku, ikosaedar i dodekaedar. Kod mapaimamo jo�s i diedar {p, 2}, i neimenovani {2, p} koji se sastoji od p digona.3.8 Kon�gura
ijeKon�gura
ija u ravni je skup on N0 ta�
aka i N1 linija sa N01 koje prolazekroz sve ta�
ke, i N10 ta�
aka koje pripadaju svakoj od linija. Jasno je
N0N01 = N1N10.Na primer, N1 linija iz o�ste pozi
ije sa svih njihovih 1

2
N1(N1 − 1) ta�
akapreseka, formiraju kon�gura
iju gde je N01 = 2 i N10 = N1 − 1. Opet, p-poligon je kon�gura
ija u kojoj je N0 = N1 = p, N01 = N10 = 2.(Udaljeneta�
ke preseka, koje strane proizvode, nisu uklju�
ene u ovo brojanje.)Analogno tome, kon�gura
ija u prostoru je skup od N0 ta�
aka, N1 linijai N2 ravni, ili kratko Nj ravni (j = 0, 1, 2), gde je svako od j-mesta identi�
nosa Njk, j 6= k. Jasno je

NjNjk = NkNkj.Ovi kon�gura
ioni brojevi pogodno formiraju matri
u
∥

∥

∥

∥

∥

∥

N00 N01 N02

N10 N11 N12

N20 N21 N22

∥

∥

∥

∥

∥

∥30



gde je Njj broj koji smo ranije nazvali Nj .Pojam kon�gura
ije su�stinski pripada projektivnoj geometriji, u kojojnam prin
ip dualnosti omogu�
ava da sa�
uvamo rela
iju in
iden
ije smenji-vanja ta�
aka i ravni. Takode, za bilo koju kon�gura
iju postoji i njoj dualna,�
ija se matri
a dobija 
entralnom inverzijom (zameniv�si Njk sa Nj′k′ , gdeje j + j′ = k + k′ = 2). Posebno, za svako Platonovo telo {p, q} dobijamokon�gura
iju
∥

∥

∥

∥

∥

∥

N0 q q
2 N1 2
p p N2

∥

∥

∥

∥

∥

∥Sada nam rela
ije qN0 = 2N1 = pN2 i NjNjk = NkNkj daju odnos
N0 : N1 : N2, a zajedno sa N0 −N1 +N2 = 2 dobijamo pre
izne vrednosti
N0 =

4p

4− (p− 2)(q − 2)
, N1 =

2pq

4− (p− 2)(q − 2)
, N2 =

4q

4− (p − 2)(q − 2)
.3.9 Istorijske primedbeSer Darsi W. Tompson8, kao i Proklo mnogo vekova pre njega, dao jeprimedbu da Euklid nikada nije sanjao da napi�se Elementarnu geometriju:ono �sto je stvarno �zeleo je da napi�se izvrsno (do sitnih detalja) obja�snjenjeza Pet pravilnih tela koje bi koristili po�
etni
i.Rana istorija ovih poliedara je izgubljena u senkama starine. Pitati ko ihje prvi konstruisao je jednako uzaludno kao i pitanje ko je prvi koristio vatru.Tetraedar, ko
ka i oktaedar pojavljuju se u prirodi kao kristali (u razli�
itimsupstan
ama, kao �sto su sodijum sulfantimonijat, kuhinjska so, stipsa hroma,tim redom). Druga dva preostala Euklidova pravilna tela, ikosaedar i dode-kaedar, ne formiraju kristale, i zato im je potrbno udahnuti �zivot da bi sepojavili. Hekel9 je primetio da su skeleti mikropskopskih morskih �zivotinjaradiolarija izvanredni primeri Cir
ogonia i
osahedra i Cir
orrhegma dode
a-hedra. Ako se okrenemo ljudskoj istoriji, iskopavanja na Monte Lo�, blizuPadove, su otkrila Etrurski dodekaedar koji je slu�zio kao igra�
ka pre najma-nje 2500 godina. Danas nije neki problem napraviti bilo koje od Platonovihtela, koriste�
i malo tvrdi papir, lepak, i igraju�
i se sa pravilnim mnogouglo-vima. Verovatno ih je na taj na�
in i sam Platon napravio (oko 400.g.p.n.e.),a mogu�
e je i da je to pre njega u�
inio neko od pristali
a Pitagorejske �skole,dok je Timej10 izmislio misti�
nu vezu izmedu �
etiri lako konstruktibilna tela(tetraedra, oktaedra, ko
ke i ikosaedra) sa �
etiri prirodna elementa (vatra,vazduh, voda i zemlja). Dodekaedru je dodelio ulogu univerzuma, oblika kojispaja sve ostale.8Darsi Ventvort Tompson, 1860. - 1948., �skotski biolog i matemati�
ar.9Ernst Hekel, (1834. - 1919.), nema�
ki biolog, �lozof, �zi�
ar i umetnik.10Timej od Lokrija, (420.p.n.e. - 380.p.n.e.), gr�
ki �lozof.31



Svih pet Platonovih tela matemati�
ki su obradena od strane Teteja11 uknjigama XIII, XIV i XV Euklidovih elemenata. Piramide i prizme su mnogostarije, dok antiprizme, mnogo kasnije, pominje Kepler12.Stari Gr
i su znali da je neke od pravilnih poligona mogu�
e konstruisatilenjirom i �sestarom, a neke ne. Ovo je sve bilo nejasno do 1796. godine, kadaje Gaus13, istra�zuju�
i 
iklotomi�
nu jedna�
inu, do�sao do zaklju�
ka da jedini
p-poligoni koji se mogu euklidski (lenjirom i �sestarom) konstruisati su onikojima je neparan prost faktor razli�
it od Fermaovih14 prostih 22

2

+ 1. Ovoprakti�
no zna�
i da p mora biti delitelj
3.5.17.257.65537 = 22

2

− 1,pomno�zen bilo kojim stepenom broja dva. Najjednostavnija pravila za kon-struisanje {5} i {17} dali su Dadni15 i Ri�
mond. Ri�selot16 i �Svendenhajmkonstruisali su {257} u XIX veku, dok je Hermes17 potro�sio deset godina svog�zivota na konstruk
iju {65537}. Njegov rukopis �
uva se na Univerzitetu uGetingenu.Teorija grafova (koju je tako nazvao Silvester18) po�
ela je sa Ojlerovimproblemom Mostova u Kenigsbergu, a smislili su je Kejli19, Hamilton20 iostali. Ojler je svoju formulu qN0 = N1 = pN2 otkrio 1752. godine. �Sezdesetgodina kasnije L'Ulije21 je primetio da ta formula pada u vodu kada se pri-meni na vi�se-povezane poliedre. Predmetu Topologije tada po�
inju da stremeListing22, Mebijus23, Riman24, Poenkare25, koji su nakupili dosta literatureo datoj temi.Teorija mapa dobila je ogroman stimulans kada je Mebijus prona�saore�senje problema najmanjeg broja boja koji je dovoljan za bojenje svihmogu�
ih mapa. Pitanje da li je taj broj (za prosto-povezanu povr�s) 4 ili
5, odgovor su tra�zili Kejli, Kempi26, Tejt27, Hejvud28 i drugi, ali su ostali11Tetej od Atine, (417.p.n.e. - 369.p.n.e.), anti�
ki matemati�
ar.12Johan Kepler, (1571. - 1630.), nema�
ki matemati�
ar, astronom i astrolog.13Johan Karl Fridrih Gaus, (1777. - 1855.), nema�
ki matemati�
ar i �zi�
ar.14Pjer de Ferma, (1601. - 1665.), fran
uski matemati�
ar-amater.15Henri Ernest Dadni, (1857. - 1930.), engleski matemati�
ar.16Fridrih Julije Ri�selot, (1808. - 1875.), nema�
ki matemati�
ar.17Johan Gustav Hermes, (1846. - 1912.), nema�
ki matemati�
ar.18D�zejms D�zozef Silvester, (1814. - 1897.), engleski matemati�
ar.19Artur Kejli, (1821. - 1895.), britanski matemati�
ar.20Vilijem Hamilton, (1805. - 1865.), irski �zi�
ar, matemati�
ar i astronom.21Simon L'Ulije, (1750. - 1840.), �svaj
arski matemati�
ar.22Johan Benedikt Listing, (1808. - 1882.), nema�
ki matemati�
ar.23August Ferdinand Mebijus, (1790. - 1868.), nema�
ki matemati�
ar i teoreti�
ar astro-nomije.24Bernard Riman, (1826. - 1866.), nema�
ki matemati�
ar.25Anri Poenkare, (1854. - 1912.), fran
uski matemati�
ar.26Alfred Brej Kempi, (1849. - 1922), engleski matemati�
ar.27Piter Gatri Tejt, (1831. - 1901.), �skotski matemati�
ar i �zi�
ar.28Persi D�zon Hejvud, (1861. - 1955.), britanski matemati�
ar.32



bez odgovora. O�
igledno je da je za oktaedar potrebno dve boje, tri za ko
kui ikosaedar, �
etiri za tetraedar i dodekaedar.Veoma poznata �gura dva perspektivna trougla koji sa njihovim 
entromi osom perspektive �
ine kon�gura
iju (kao �sto je prikazano u prethodnomodeljku) saN0 = N1 = 10 iN01 = N10 = 3, koju je prvi otkrio Dezarg29 1636.godine. Za kori�s�
enje simbola {p, q} (za pravilan poliedar sa p-poligonalnimstranama, po q se susti�
u u svakom temenu) zahvalni smo �Sle�iju30, i zatotaj simbol nazivamo �Sle�ijev simbol. Jednakosti
N0 =

4p

4− (p− 2)(q − 2)
, N1 =

2pq

4− (p − 2)(q − 2)
, N2 =

4q

4− (p− 2)(q − 2)takode dugujemo njemu.

29 �Zerar Dezarg, (1591. - 1661.), fran
uski matemati�
ar, jedan od tvora
a projektivnegeometrije.30Ludvig �Sle�i, (1814. - 1895.), �svaj
arski geometar i matemati�
ar.33



4 Pravilni poliedriDe�ni
ija regularnosti u odeljku 1.3. uklju�
uje tri stavke: pravilne strane,jednake strane i jednake prostorne uglove (koji se mogu smatrati posledi
omprethodne dve stavke). Sve tri stavke su potrebne. Na primer: trostrana di-piramida sastavljena od dva pravilna tetraedra ima jednake, pravilne strane;prizma i anti-prizma skladnih visina imaju pravilne strane i iste prostorneuglove; izvesni nepravilan tetraedar, disfenoid, ima jednake strane i jednakeprostorne uglove. (Ako bismo �zeleli da napravimo disfenoid, to bismo uradilitako �sto bismo o�strougli trougao savili po linijama koje odreduju sredi�snjeta�
ke njegovih strani
a. Za disfenoid ka�zemo da je tetragonalan ili rombi�
an,u zavisnosti od toga da li je taj po�
etni trougao jednakokrak ili raznostrani.)Zanimljivo je i to �sto dolazimo do taga da je i druga de�ni
ija, kojauklju�
uje samo dve stavke, dovoljno jaka da ima isti efekat: vide�
emo dasu pravilne strane i pravilni prostorni uglovi dovoljni. Da pojednostavimo,zameni�
emo pojam prostornih uglova (koji je prili�
no problemati�
an) sa poj-mom �gure temena.Figura temena kod temena O poligona je du�z koja spaja sredi�snje ta�
kestrana koje u to teme uti�
u; za {p} strani
e 2l ovo je du�z du�zine
2l cos

π

p
.(Isprekidana linija sa slike 1.1.) Figura temena kod temena O poliedra jepoligon �
ije su strani
e �gure temena svih ravni koje se susti�
u u ta�
ki O;njegova temena su u stvari sve sredi�snje ta�
ke strana koje se susti�
u u ta�
ki O.Na primer, �gura temena ko
ke (u svakom od temena)je (jednakostrani�
ni)trougao.Tako je, prema prethodnom, poliedar pravilan ako ima pravilne strane ipravilne �gure temena.Po�sto su sve strane jednake, i strani
e moraju biti jednake, re
imo 2l.Sli�
no, po�sto su mu �gure temena jednake, sve strane mu moraju biti jed-nake. U suprotnom, neki parovi razli�
itih strana sa zajedni�
kim temenom

O, gde �gura temena ne bi imala jednake strane, koje isznose 2l cos π
p , za dverazli�
ite vrednosti p. I vi�se, diedarskii uglovi (odredeni parovima susednihstrani
a) su svi medu sobom jednaki, kao na primer oni kod bilo kog odtemena prave piramide �
ija je osnova pravilan poligon. Svaka bo�
na stranaove piramide je jednakokraki trougao sa strani
ama l, l i 2l cos π

p . Broj ivi
aosnove ne mo�ze se menjati a da se pritom ne promeni diedarski ugao. Otudataj broj, re
imo q, je isti za sva temena, i �gure temena moraju biti iste.Takode imamo i pravilan poliedar {p, q}. Njegova strana je {p} strani
e
2l, a �gura temena {q} strani
e 2l cos π

p .Lako se da primetiti da normala na ravan u kojoj le�zi strana sadr�zi 
entarte strane i se�
e normalu na ravan u kojoj se nalazi �gura temena koja prolazikroz 
entar �gure temena u ta�
ki O3, koja je 
entar tri sfere: jedne spolja34



opisane sfere koja prolazi kroz sva temena i sadr�zi sve spolja opisane krugovestrana, jedne srednje sfere, koja dodiruje sve ivi
e i sadr�zi sve upisane krugovestrana, i jedne upisane sfere koja dodiruje sve ravni u njihovim 
entrima.Njihove pre�
nike obele�zi�
emo redom sa R0, R1 i R2.Neka je O2 
entar strane, O1 sredi�snja ta�
ka strani
e koja pripada datojstrani i O0 jedno od temena te strani
e. Kako je trougao OiOjOk (i < j < k)pravougli, koriste�
i Pitagorinu teoremu dobijamo
R2

0 = l2 +R2
1 = (l csc

π

p
)2 +R2

2,

R2
1 = (l cot

π

p
)2 +R2

2.4.1 GrupePredmet istra�zivanja teorije grupa je ve�
 obja�snjen, pa �
e nam biti po-trebno da istaknemo samo neke njene bitnije delove, u poku�saju da ovaj radu�
inimo dovoljnim samom sebi.Za skup elemenata, ili opera
ija ka�zemo da formira apstraktnu grupu akoje zatvoren za neku vrstu aso
ijativnosti, sadr�zi identitet, i neku opera
ijukoja ima inverz. Pre
iznije, grupa sadr�zi, za svake dve njene opera
ije R i
S, i njihov proizvod RS, a sa tre�
om opera
ijom T va�zi i (RS)T = R(ST );sadr�zi i identitet 1 (jedini
u), takav da je 1R = R za svako R; svako R imasvoj inverz, R−1 takav da je RR−1 = 1. Lako je zaklju�
iti da je i R1 = R i
R−1R = 1.Broj razli�
itih opera
ija (uklju�
uju�
i i identitet) naziva se red grupe. Brojgrupe ne mora da bude kona�
an.Podskup elemenata grupe �
iji proizvodi formiraju 
elu grupu naziva seskup generatora. Posebno, jedna opera
ija R formira grupu koja se sastojiod svih njenih stepena, uklju�
uju�i i R0 = 1. Ovakva grupa naziva se 
ikli�
nagrupa; kona�
na je ako je R periodi�
na, i njen red je jednak periodu od R.Ka�zemo da je 
ikli�
na grupa reda p de�nisana rela
ijom

Rp = 1,uz pre�
utni dogovor da je Rn 6= 1, 0 < n < p. Op�stije, bilo koja grupa jegenerisana pogodnim skupom generi�su�ih rela
ija; npr. rela
ije
R2

1 = R2
2 = (R1R2)

3de�ni�su grupu reda 6 �
ije su opera
ije 1, R1, R2, R1R2, R2R1 i R1R2R1 =
R2R1R2.Podskup grupe koji sam za sebe formira grupu naziva se podgrupa. (Zbogkompletnosti obja�snjenja, dozvoljeno je da u podgrupe grupe uklju�
imo kako
elu tu grupu, tako i grupu reda jedan koja se sastoji samo od 1.) Posebno,svaka opera
ija u grupi formira jednu njenu 
ikli�
nu podgrupu.35



Ako se dobijena podgrupa sastoji od T1, T2,..., a S je bilo koja opera
ijate grupe, skup opera
ija STi nazivamo levim kosetom podgrupe, dok je skupopera
ija TiS desni koset te podgrupe. Mo�ze se dokazati da bilo koja dva leva(ili desna) koseta imaju ili potpuno iste ili potpuno razli�
ite �
lanove. Otudapodgrupa uti�
e na distribu
iju svih opera
ija u grupi u nekoliko potpunorazli�
itih levih (ili desnih) koseta. Taj broj se naziva indeks podgrupe. Kadaje grupa kona�
na, njen indeks je koli�
nik reda grupe i reda podgrupe.Za dve opera
ije T i T ′ ka�zemo da su konjugovane ako se jedna mo�zetransformisati u drugu, to jest u grupi postoji opera
ija S takva da je T ′ =
T S, ili ST ′ = TS. Rela
ija konjugovano je, lako je primetiti, re�eksivna,simetri�
na i tranzitivna. Za podgrupu T1, T2,... ka�zemo da je samokonjugovana ako za svako S iz grupe, va�zi da su levi koset STi i desni koset
TiS jednaki(bez obzira na uredenje skupa). Posebno, svaka grupa reda 2 jesamokonjugovana.Ako dve grupe G1 i G2 nemaju ni jednu zajedni�
ku opera
iju osim iden-titeta, i ako svaka opera
ija iz G1 komutira sa svakom opera
ijom iz G2,tada grupu generisanu grupama G1 i G2 nazivamo direktnim proizvodom,
G1 ×G2 (koja o�
ito sadr�zi G1 i G2 kao samokonjugovane podgrupe). Naprimer, 
ikli�
na grupa reda pq gde su p i q uzajamno prosti brojevi, je direk-tan proizvod 
ikli�
nih grupa reda p i q (generisanih sa Rp i Rq, pod uslovomda R geenri�se 
elu grupu).Kada opera
ije predstavimo kao transforma
ije, dobijamo apstraktnugrupu kao grupu transforma
ija. Kako transforma
ije automatski zadovo-ljavaju zakon aso
ijativnosti, mo�zemo re�
i da skup transforma
ija formiragrupu ako sadr�zi inverz svakog �
lana i proizvod svakog para. Posebno, grupase mo�ze sastojati od nekih permuta
ija n objekata; tada se ona naziva gru-pom permuta
ija stepena n. Za grupu permuta
ija ka�zemo da je tranzitivna(na n objekata) ako su njene opera
ije dovoljne da zamene jedan objekatsvim ostalima u okretanju. Tri najva�znije tranzitivne grupe su:
(i) Simetri�
na grupa reda n!, koja se sastoji od svih permuta
ija od nobjekata;
(ii) Alterniraju�
a grupa reda n!

2
, koja se sastoji od parnih permuta
ija;

(iii) Cikli�
na grupa reda n, koja se sastoji od 
ikli�
nih permuta
ija.Lako mo�zemo dokazati da je alterniraju�
a grupa podgrupa reda 2 sime-tri�
ne grupe. Za n = 2 (i) i (iii) su iste, a za n = 3 (ii) i (iii) su iste.�Sest opera
ija 
ikli�
ne grupe na elementima a, b, c su
1, (ab), (ac), (bc), (abc), (acb).Ako su R1 = (ab) i R2 = (ac) dva generatora, to bi izgledalo

1, R1, R2, R1R2R1, R1R2, R2R1.36



Pou�
no je ovo uporediti sa grupom koja se sastoji od slede�
ih �sest transfor-ma
ija promenljive x

x′ = x, x′ = 1− x, x′ =
1

x
, x′ =

x

x− 1
, x′ =

1

1− x
, x′ =

x− 1

x
.Za takve dve grupe ka�zemo da su izomorfne, jer imaju istu tabli
u mno�zenjai zbog toga obe pripadaju istoj apstraktnoj grupi.Neka grupaG sadr�zi samokonjugovanu grupuT. Tada bilo koja opera
ija

S iz G de�ni�se jedan koset 〈S〉 = ST = TS. Razli�
iti koseti mogu sesmatrati opera
ijama neke druge grupe, gde su proizvod, identitet, i inverzde�nisani sa
〈R〉〈S〉 = 〈RS〉, 〈1〉 = T, 〈S〉−1 = 〈S−1〉.Ova novodobijena grupa naziva se faktor grupa od G, ili pre
iznije koli�
ni�
kagrupa G/T. Ukoliko je kona�
na, njen red jednak je redu grupe T u grupi

G. Mo�ze se dogoditi i daG sadr�zi podgrupu S �
ije opera
ije Sj predstavljajukosete od T, u smislu da su posebni koseti ba�s 〈Sj〉. Tada je S izomorfnasa G/T. Na primer, ako je G simetri�
na grupa R2
1 = R2

2 = (R1R2)
3, a T
ikli�
na podgrupa generisana saR1R2, tada Smo�ze sastojati od 1 i R1. Opet,ako je G kontinualna grupa svih pomeranja, dok je G/T ista grupa za kojusmatramo da radi na korpama i paralelnim zra
ima, tada je T grupa svihtransla
ija, a S grupa svih rota
ija koja jednu ta�
ku ostavlja invarijantnom.Mo�ze se dogoditi i da je podgrupa S samokonjugovana, kao i T. Tadaje TiSj = SjTi i G = S × T. Na primer, ako je G 
ikli�
na grupa reda 6,de�nisana sa R6 = 1, S i T mogu biti 
ikli�
ne podgrupe de�nisane sa R2 i

R3, redom.4.2 Simetrijske opera
ijeKada ka�zemo da je �gura simetri�
na, mislimo na to da postoji trans-forma
ija podudarnosti koja je ostavlja 
elu nepromenjenu, pritom izvr�siv�sipermuta
iju njenih elemenata. Kada ka�zemo da zonoedar ima 
entralnu si-metriju, mislimo na to da postoji inverzija koja ga ostavlja invarijantnim.Takva transforma
ija podudarnosti naziva se simetrijskom opera
ijom. Ja-sno je da sve simetrijske opera
ije jedne �gure zajedno �
ine grupu (dozvoljenonam je da uklju�
imo i identitetu). Ova grupa naziva se simetrijska grupa te�gure.Obrnuto, ako nam je data grupa transforma
ija podudarnosti, mo�zemokonstruisati simetri�
nu �guru tako �sto izvr�simo sve te transforma
ije na jed-noj ta�
ki. Ta grupa je podgrupa simetrijske grupe te �gure; u stvari, naj�
e�s�
eje ona i 
ela grupa simetrija. Ako je data grupa kona�
na, �gura se sastojiod kona�
nog broja ta�
aka koje transforma
ije permutuju. Ove ta�
ke imaju
entroid (ili 
entar gravita
ije) koji se transformi�se u samog sebe. Zato37



Svaka grupa transforma
ija podudarnosti ostavlja bar jednu invarijantnuta�
ku.Ovo proizilazi iz �
injeni
e da transforma
ija bilo koje ta�
ke jednom takvomgrupom le�zi na sferi.Grupa transforma
ija mo�ze biti diskretna i bez toga da bude kona�
na.Ovo zna�
i da svaka ta�
ka ima diskretan set transforma
ija, na primer, dabilo koja data ta�
ka u svom kom�siluku ne sadr�zi ni jednu koja je od njetransformisana (�
uva samo datu ta�
ku).U slu�
aju 
ikli�
ne grupe generisane jednom transforma
ijom podudarno-sti S, transforma
ije ta�
ke A0 od po�
etne pozi
ije su
..., A−2, A−1, A0, A1, A2, ...gde je An = ASn

0 . Ove ta�
ke mo�zemo smatrati temenima generalizovanogpoligona.Razli�
ite vrste transforma
ija podudarnosti nas vode ka razli�
itim vr-stama poligona. Ako je S re�eksija, polu-obrt, ili inverzija, poligon postajedigon, {2}. Ako je S rota
ija, strani
e su mu jednake tetive kruga, ako jeugao rota
ije 2π
p , dobijamo pravilan poligon {p}. Ako je S transla
ija imamograni�
ni slu�
aj kada p postaje beskona�
no, du�zi podednake du�zine na pravoj,apeirogon, {∞}. Ako je S klizna re�eksija, poligon je 
ik-
ak povr�s. Akoje S rota
iona re�eksija, dobijamo isko�senu 
ik-
ak povr�s, �
ija temena le�zeu dva kon
entri�
na kruga koji le�ze u medusobno paralelnim ravnima; akoje ugao rota
ije π

p strane su mu bo�
ne ivi
e antiprizme. Na kraju, ako je Szavojno kretanje, dobijamo helikoidni poligon, �
ije su strani
e tetive heliksa.U svakom od ovih slu�
ajeva, osim kod digona, 
ikli�
na grupa generisanasa S nije 
ela simetrijska grupa uop�stenog poligona (postoje simetrije kojemenjaju A−n i An za sve vrednosti n, odjednom). U slu�
aju obi�
nog poligona
{p}, prava koja sadr�zi 
entar i bilo koje teme ili sredi�snju ta�
ku strani
esadr�zi, sadr�zi jo�s jedno teme ili sredi�snji
u strani
e; tako postoji p takvihpravih. p-poligon je simetri�
an u polu-obrtu oko bilo koje od njih, poredtoga �sto je simetri�
an sa svakom svojom rota
ijom za svaki umno�zak od 2π

poko ose poligona. Tako je i simetrijska grupa {p} reda 2p, sastoji se od ppoluokreta oko konkurentnih pravih u ravni poligona i p rota
ija za razli�
iteuglove oko prave koja je normalna na ravan poligona.Simetrijske opera
ije �gure su ili sve direktne, ili ih je pola direktno, apola indirektno. Ako se pojavi indirektna opera
ija, njen proizvod sa svakomdirektnom opera
ijom daje indirektnu opera
iju, a sa svakom indirektnomopera
ijom direktnu opera
iju. Kako je grupa rota
ija generisana direkt-nim opera
ijama, ona je ili 
ela grupa, ili podgrupa reda 2. U narednimslu�
ajevima indirektne opera
ije generi�su jedan poseban koset ove podgrupe.Kompletna simetrijska grupa od p, kao �sto je obja�snjeno, je rota
ionagrupa diedra {p, 2}, i poznata je pod imenom diedarska grupa reda 2p. Sadruge strane, 
ela simetrijska grupa {p, 2} je reda 4p, i takode sadr�zi rota
ije38



kombinovane sa re�eksijom koja zamenjuje dve ravni diedra. Kao simetrijskaopera
ija {p}, re�eksija se u njegovoj ravni ne pona�sa druga�
ije nego kaoidentiteta. Ostalih p poluokreta mo�zemo zameniti njihovim proizvodima sare�eksijom, koje su re�eksije u p koaksijalnih ravni.Situa
ija postaje mnogo jasnija kada to sve poka�zemo u dve dimenzije,razmatraju�
i rota
ije oko ta�
aka i re�eksije u odnosu na prave. Tada sesimetrijska grupa p sastoji od p re�eksija (u odnosu na linije koje sadr�ze
entar, teme i sredinu naspramne strani
e) i p rota
ija (oko 
entra); gruparota
ija je 
ikli�
na.Interesantno je da je diedarska grupa reda 6 izomorfna sa simetrijskomgrupom reda 3. U stvari, �sest simetrijskih opera
ija na jednakostrani�
nomtrouglu permutuje temena a, b i c kao �sto se vidi na sli
i 3.1. Transpozi
ijese javljaju kao re�eksije, a 
ikli�
ne permuta
ije kao rota
ije.
b c

a

a c

b

b a

c

c b

a

a b

c

c a

b

Slika 3.1.4.3 Poliedarske grupeNajzanimljivije kona�
ne grupe grupe rota
ija su grupe rota
ija pravilnihpoliedara, koje 
emo nadalje istra�zivati.Svaka rota
ija koja se pojavljuje u kona�
noj grupi ima kona�
an period;zato njen ugao mora biti srazmeran sa π. U stvari, najmanji ugao rota
ijeoko date ose mora biti �
inila
 od 2π, i svi ostali uglovi rota
ije oko iste osesu umno�s
i najmanjeg od njih. Na primer, ako su j i p uzajamno prosti,mo�zemo na�i proizvod broja j
p koji se razlikuje od 1

p za 
eo broj; ako je 2jπ
pnajmanji ugao rota
ije koji se pojavljuje, mora biti j = 1. Rota
ije oko oveose formiraju 
ikli�
nu grupu reda p, a datu osu nazivamo je osom p-putarota
ije. Kada je p = 2, 3,4 ili 5, za osu ka�zemo da je digonalna, trigonalna,tetragonalna ili pentagonalna.Dva re
ipro�
na poliedra o�
ito imaju istu grupu simetrija, i isto tako istugrupu rota
ija. Centar {p, q} je spojen sa temenima, sredi�stima strani
a i
entrima strana sa osama q-puta, 2-puta i p-puta rota
ija. Jasno je, ni jednadruga osa rota
ije ne egzistira u ovom poliedru. Drugim re�
ima, direktnesimetri�
ne opera
ije poliedra sastoje se od rota
ija za uglove 2kπ

q , 2jπ
p redomoko ovih pravih. Ako isklju�
imo identitet, ove rota
ije obuhvataju q − 1vrednost za k, i p − 1 vrednost za j. Ali, temena, sredi�sta strani
a i 
entristrana pojavljuju se u dijametralno suprotnim parovima (u slu�
aju tetraedrasvako teme je suprotno jednoj od strana). Po�sto je ukupan broj rota
ija bez39



identiteta jednak
1

2
[N0(q − 1) +N1 +N2(p − 1)] =

1

2
[N0q − 2 +N2p] = 2N1 − 1tako je i red grupe rota
ija jednak 2N1.Isti rezultat mo�zemo dobiti na slede�
i na�
in. Neka smisao smera budedodeljen jednoj posebnoj strani
i. Tada je rota
iona simetri�
na opera
ijaodredena njenim u�
inkom na ovoj usmerenoj strani
i. Kako postoji po jednatakva rota
ija za svaku od strani
a, odredena bilo kojim od smerova: postoji

2N1 rota
ija. Jo�s jednostavnije, red grupe rota
ija jednak je broju ivi
a
{p, q}; ako je grupa tranzitivna na ovim ivi
ama, tada je podgrupa kojaostavlja invarijantnom jednu od njih reda 1.Posebno, postoje tetraedarska grupa reda 12, oktaedarska grupa reda 24(koja je takode i grupa rota
ija ko
ke) i ikosaedarska grupa reda 60 (kojaje takode i grupa rota
ija dodekaedra). U narednom odeljku napravi�
emoparalelu izmedu ovih grupa i grupa permuta
ija reda 4 ili 5.4.4 Pet pravilnih sastavaSastavljeni poliedar (ili kra�
e sastav) de�ni�semo kao skup jednakih pra-vilnih poliedara sa zajedni�
kim 
entrom. Za sastav ka�zemo da je pravilan usmislu temena ako su temena njegovih komponenti ujedno i temena pravilnogpoliedra, a pravilan u smislu strana ako su njegove strane strane pravilnogpoliedra. Na primer, dijagonale strana ko
ke formiraju dva suprotna tetra-edra. Ovo formira sastav, Keplerovu stella o
tangula, koja je kako pravilnau smislu temena, tako pravilna u smislu strana. Njegova temena pripadajuko
ki (slika 3.2.), a strane oktaedru.

Slika 3.2.Na�
i �
emo za shodno da de�ni�semo zapis sastava. Ako d razli�
itih {p, q}zajedno imaju temena {m,n}, njih c, ili strana {s, t}, njih e, ili i jedno idrugo, sastav obele�zavamo sa
c{m,n}[d{p, q}] ili [d{p, q}]e{s, t} ili c{m,n}[d{p, q}]e{s, t}.Jasno je da su njima suprotni sastavi
[d{q, p}]c{n,m} ili e{t, s}[d{q, p}] ili e{t, s}[d{q, p}]c{n,m}.40



Broj temena {m,n} i {p, q} su u odnosu d : c, a broj strana {s, t} i {p, q}u odnosu d : e. Na primer, stella o
tangula se obele�zava sa
{4, 3}[2{3, 3}]{3, 4}(gde je c = e = 1). Ostale sastave obrdiva�
emo kasnije.U �zelji da otkrijemo tetraedarsku grupu sa alterniraju�
om podgrupomereda 4, posmatrajmo �
injeni
u da su �
etiri temena tetraedra ustvari �
etirita�
ke �
ija su sva zajedni�
ka rastojanja jednaka.Ova �
injeni
a uklju�
uje sve te �
etiri ta�
ke simetri�
no, pa mo�zemo o�
ekivatida svih 24 permuta
ije simetri�
ne grupe budu predstavljene simetri�
nim ope-ra
ijama tetraedra. U su�stini, transpozi
ija (12) je prestavljena kao re�eksijau odnosu na ravan 034, gde je 0 sredi�snja ta�
ka strani
e 12 (slika 3.3).
1

23

4

0Slika 3.3.Ali, svaka parna permuta
ija, koja je proizvod dve transpozi
ije, mo�zese predstaviti jednom rota
ijom. Zato je tetraedarska grupa (koju smo for-mulisali tako da se sastoji samo od rota
ija) alterniraju�
a grupa stepena
4. Za stelu oktangulu, svaka simetri�
na opera
ija na bilo kom od tetraedaraje takode simetri�
na opera
ija na ko
ki; ali, ko
ka ima dodatne opera
ijekoje zamenjuju ta dva tetraedra. Rota
iona grupa tetraedra 1234 jednakopermutuje �
etiri dijagonale 11′, 22′, 33′ i 44′ ko
ke (slika 3.4.). Ali neparnepermuta
ije ovih dijagonala se takode pojavljuju kao rota
ije; npr., 11′ i 22′menjaju mesta u poluokretu oko prave odredene sredi�stima du�zi 12′ i 21′.Tako je oktaedarska grupa (koja je ujedno i grupa rota
ija ko
ke) simetri�
nagrupa reda 4.

3
′ 2

1
′

4

1

4
′

32
′

Slika 3.4.41



Ako su ABCDE i AEFGH dve dodirne strani
e dodekaedra, temena B,
D, F i H formiraju kvadrat, �
ije strani
e spajaju ta �
etiri temena. Jo�s vi�se,te "etiri strani
e sa svojim antipodima, �
ine ko
ku, a naizmeni�
na temenate ko
ke formiraju tetraedar. Lako je primetiti da rota
ije ovog tetraedrau samof sebe �
ine rota
ije 
elog dodekaedra, kao i da se tetraedarska grupapojavljuje kao podgrupa ikosaedarske grupe (kao i oktaedarske grupe). Pre-ostale opera
ije ikosaedarske grupe transformi�su taj tetraedar u druge istogtipa, tvore�
i sastav od pet tetraedara upisanih u dodekaedar. Drugim re�
ima,dvadeset temena dodekaedra su rasporedena u skupove od po �
etiri du�z pettetraedara. Centralna inverzija transformi�se ovaj sastav u drugi sastav odpet tetraedara, koji je re
ipro�
an prvom. Dva takva sastava formiraju sa-stav od deset tetraedara, od kojih svaki par re
ipro�
nih mo�ze da se zameniko
kom. U ovom sastavu svako teme dodekaedra pripada paru tetraedara iparu ko
ki.Na ovaj na�
in dobili smo tri pravilna, u smislu temena, sastava �
ija te-mena pripadaju dodekaedru. S druge strane, dobili smo da su sastavi te-traedra takode regularni u smislu strana, ravni njihovih strana pripadajustranama ikosaedra. Ali ravni strana pet ko
ki pripadaju triakontaedru, paje sastav re
ipro�
an njemu ravnomerno protivan i regularan, u smislu strana,sastav od pet oktaedara �
ija temena pripadaju ikosidodekaedru 
Odgovaraju�
izapisi ovih sastava su

{5, 3}[5{3, 3}]{3, 5}, 2{5, 3}[10{3, 3}]2{3, 5}
2{5, 3}[5{4, 3}] i [5{4, 3}]2{3, 5}.Veoma lepi efekti dobijaju se kada se prave modeli ovih sastava, koriste�
irazli�
ite boje za svaku komponentu. Bojenje pet ko
ki odreduje obojenosttriakontaedra u pet boja, tako da svaka strana, i sve �
etiri njoj susedne stranebudu razli�
itih boja. Ovu shemu koristio je Kovalevski.Dva ravnomerno protivna sastava od pet tetraedara mogu se ista�
i kaolevo i desno. Oni stvaraju pogodnan opis za dvadeset temena dodekaedra(ili dvadeset strana ikosaedra). Mo�zemo izbrojati pet tetraedara na levosastavu (slika 3.5.); temena na desno sastavu (slika 3.6.) uzimaju iste brojeveu odnosu na 
entralnu inverziju. Tada su temena dodekaedra obele�zenaparovima 12, 21, 13, 31,..., 45, 54 na na�
in da je ij teme i-tog tetraedra ulaevu, i j-tog tetraedra u dekstru. (Zbog jednostavnosti, dodekaedar sa slike3.7. je na
rtan kao neprozirno telo. Simbole na nevidljivim temenima je lakokompletirati,jer je ij suprotno od ji.)

42
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Slika 3.7.Svaka direktna simetri�
na opera
ija dodekaedra mo�ze se predstaviti per-muta
ijom pet 
ifara; npr. permuta
ija (123) je trigonalna rota
ija okopre�
nika koji spaja naspramna temena 45 i 54, (14)(35) je digonalna ro-ta
ija oko prave koja spaja sredi�snje ta�
ke strani
a 1345 i 3154, a (12345)je pentagonalna rota
ija oko prave koja prolazi kroz sredi�sta dve naspramnestrane. Po�sto su ovo sve parne permuta
ije, dokazali smo da je ikosaedarskagrupa alterniraju�
a grupa reda 5.Da zaklju�
imo: simetri�
ne grupe reda 3 i 4 su grupe rota
ija {3, 2} i
{3, 4}, a alterniraju�
e grupe reda 4 i 5 su grupe rota
ija {3, 3} i {3, 5}.4.5 Izomor�zmiPoliedar mo�zemo apstraktno opisati tako �sto njegovim temenima dode-limo odredene simbole, i zapi�semo 
ikle temena koja pripadaju jednoj strani.43



Na primer, ko
ku sa slike 3.4. mo�zemo opisati sa
12′34′, 2′31′4, 31′24′, 1′23′4, 23′14′, 3′12′4.Dva poliedra koja imaju isti apstraktni opis, npr. ko
ku i paralelpiped,nazivamo izomorfnim. To zna�
i da su topolo�ski ekvivalentni, ili da formirajuistu mapu; npr. zonoedar je izomorfan sa jednakostrani�
nim zonoedrom.Dva izomorfna poliedra o�
igledno imaju isti rod, i njihovi uzajamni su takodeizomorfni.Cikl od pet temena mo�ze biti pentagram, kao i pentagon. Takode, {5, 3}i {5

2
, 3} imaju iste numeri�
ke karakteristike (osim gustine), i oba su prostopovezani. Zato i nije �
udno �sto smo otkrili da su dodekaedar i zvezdastidodekaedar izomorfni. Ovo se najbolje vidi na slikama 6.1 i 6.2. Prvi odnjih nastao je od tela sa slike 3.7. a drugi je proizi�sao iz njega tako �sto smonekim od temena 1, 2, 3, 4, 5, re
imo 4 i 5 zamenili mesta. Sa aspektaprvog dodekaedra dolazimo do {5

2
, 3} koji ima isti apstraktni opis kao i drugidodekaedar; npr. pentagram 12 34 51 23 45 iz prvog se pojavljuje kao stranau drugom.Videli smo da je grupa rota
ija pravilnog dodekaedra alternativna grupanad elementima 1, 2, 3, 4, 5. (Cela grupa [3, 5], reda 120, je dobijena od ove,pridru�zivanjem 
entralne inverzije koja zamenjuje svaki par ij sa parom ji.)Transpozi
ija kao �sto je (45) nije simetri�
na transforma
ija, iako transformi�segrupu rota
ija na samu sebe; npr., transformi�se ikosaedarsku grupu premaspoljnom automor�zmu. Zanimljivo je da se ovaj automor�zam opisuje kaopromena od {5, 3} ka {3, 5

2
}, i obrnuto.
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Slika 6.1. Slika 6.2Takode, ikosaedar {3, 5} i veliki ikosaedar {3, 5
2
} su izomorfni; mali zve-zdasti dodekaedar {5

2
, } i veliki dodekaedar {5, 5

2
} su takode izomorfni. Uza-stopne strani
e strana ovih poliedara su naizmeni�
ne strani
e {5, 3} i {5

2
, 3},tim redom. Sa druge strane, kvazi-pravilni poliedri { 3

4 } i { 3
5/2 } su izomorfni,44



dok su { 5/2
5
} ili { 5

5/2 } automorfni u smislu da se njihovi pentagrami i pen-tagoni mogu zameniti bez menjanja njihovih apstraktnih opisa.Da zaklju�
imo: svaki pentagonalni poliedar dovodi nas do njemu izo-morfnog poliedra kada se 5 i 5
2
zamene sa 5

2
i 5 kad god se ovi brojevi pojaveu �Sle�ijevom simbolu. Sledi da se metri�
ke osobine dva ovakva poliedradobijaju jedna iz druge tako �sto se zamene τ = 2cos π

5
i τ−1 = 2cos 2π

5
.Slika 6.3. je shema �sest pentagonalnih poliedara, poredanih u krug. Uza-jamni poliedri su spojeni horizontalnim linijama, dok su izomorfni poliedridijametralno suprotni jedni drugima.

{5, 5

2
} { 5

2
, 5}

{ 5

2
, 3} {3, 5

2
}

{5, 3}{3, 5}

Slika 6.3.4.6 Koliko ima pravilnih poliedara?Pored pet Platonovih tela i �
etiri Kepler-Poansoovih poliedara, postojeli i neki drugi, kao �sto su {5
2
, 4}, {5

2
, 5
2
}, ili {7

2
, 3}? Opisa�
emo tri metode zaodgovor na ovo pitanje.Prva, i najo�
iglednija metoda, po�
inje dokazom da svaki pravilan poliedarima ista temena kao Platovo telo (i iste ravni strana kao Platonovo telo). Utu svrhu posmatra�
emo �
injeni
u da grupa rota
ija {p, q} mora imati osu

nq-puta rota
ije kroz svako svoje teme (kao i np-puta rota
iju kroz 
entarsvake strane). Kao �sto smo videli ranije, samo kona�
ne grupe rota
ija imajuvi�se od jedne od vi�se od dve 2-puta rota
ije, i to su tetraedarska, oktaedarskai ikosaedarska grupa. Zbog toga grupa rota
ija {p, q} mora biti jedna od ovetri. Po�sto smo ustanovili ovo tvrdenje, okrenimo se svim regularnim polie-drima koji imaju temena kao Platonova tela. Po�sto {5
2
, 4}, {5

2
, 5
2
} i {7

2
, 3}ne pripadaju ovim telima, ona otpadaju. Mo�zemo po�
eti i sa konstruk
ijomtakvog poliedra, ali je nikada ne
emo zavr�siti. Drugim re�
ima, gustina jebeskona�
na, a grupa rota
ija nije diskretna.Sli�
no razmatranje nam dozvoljava nam da tvrdimo da ne postoji ni jednapravilna zvezdasta tesela
ija. U stvari, takve tesela
ije kao �sto su {5

2
, 10} ili

{8
3
, 8} mogle bi imati i druge 
entre rota
ije osim digonalnih, trigonalnih,tetragonalnih i heksagonalnih. 45



Ovaj metod je proizi�sao iz prvih razmi�sljanja o Platonovim telima i nji-hovim grupama rota
ija, kada se odbije aspekt Kepler-Poansoovih tela. Ovonam daje dva skupa poliedara razli�
itih kategorija. Drugi metod, koji sledi,prelazi preko ovih razlika, ne daju�
i prednost konveksnosti; u stvari, devetpoliedara se pokazuje kao 3 + 6, umesto 5 + 4.Ako {p, q} ima kona�
an broj ivi
a, njegov Petrijev poligon mora imatikona�
an broj strana; zbog toga, h, kao i p i q, mora biti ra
ionalan. Umesto
h, koristi�
emo drugi ra
ionalan broj r, takav da je

1

r
+

1

h
=

1

2
.Ovakva nota
ija omogu�
ava nam da formulu cos2 π

h = cos2 πp+cos2 πq zapi�semokao
cos2

π

p
+ cos2

π

q
+ cos2

π

r
= 1.Svaki pravilan poliedar {p, q} odgovara jednom re�senju ove jedna�
ine ra
io-nalnim brojem ve�
im od 2. Postoje i diedri, {p, 2} (h = p) za sve ra
ionalnevrednosti p; ali oni nisu pravilni poliedri, pa ih ne ra�
unamo u ovih devet.Postoje i ravanske tesela
ije, za koje je r = 2 i h = ∞; ali tu ovaj metodpada u vodu jer nam ne poma�ze da otkrijemo one sa beskona�
nom gusti-nom. U stvari, prethodna jednakost je potreban, ali i o�
ito nedovoljan uslovda {p, q} imaju kona�
nu gustinu, i samo je dobra sre�
a razlog da ne postojeirelevantna re�senja za r > 2.�Zordan je davno pokazao da su jednina re�senja ove jedna�
ine

1 + cosφ1 + cosφ2 + cosφ3 = 0(0 < φi < π) kada su u pitanju uglovi samerljivi sa π, permuta
ije (2π
3
, 2π

3
, π
2
)i (2π

3
, 2π

5
, 4π

5
). Zameniv�si φ1 =

2π
p , φ2 =

2π
q i φ3 =

2π
r , dobijamo, kao re�senjaprethodne jedna�
ine, tri permuta
ije (3, 3, 4) i �sest permuta
ija (3, 5, 5

2
). Oneformiraju devet poliedara, i toPE {3, 3} {3, 4} {4, 3} {3, 5} {5, 3} {3, 5

2
} {5

2
, 3} {5, 5

2
} {5

2
, 5}

r 4 3 3 5
2

5
2

5 5 3 3

h 4 6 6 10 10 10
3

10
3

6 6Uprkos svojoj elegan
iji, ovaj drugi metod ima i mana: prvo, zavisi odte�ske teoreme po kojoj �Zordanova formula nema daljih re�senja; drugo, bes-korisna je za analogne probleme sa pravilnim tesela
ijama u ravni. Slede�
i,tre�
i metod, kao i prvi, valjan je kako za ravanske, tako i za sferne tesela
ije.�Stavi�se, zavisi samo od enumera
ije grupa generisanih re�eksijama, koje jejednostavnije nego poznato obele�zavanje grupa rota
ija.46



Razmotrimo bilo koji poliedar {p, q}, gde su p i q razli�
iti od 2. Projek-tujmo njegove strani
e na sferu, (dp,q) puta, i podelimo svaki od sferi�
nih {p}na np jednakokrakih trouglova. Podelimo sada svaki od tih jednakokrakihtrouglova na dva jednaka pravougla trougla 012 gde je 0 teme, 1 sredi�snjata�
ka projektovane ivi
e, a 2 
entar projektovane strane. jasno je da suuglovi u tom trouglu π
q , π

2
i π

p , i njihove strani
e su prave simetrije sferi�
netesela
ije. Simetri�
na grupa {p, q} generisana je re�eksijama tih strani
a, ita opera
ija transformi�se jedan od tih trouglova u 
eo skup od 4N1 trou-glova, koji pokrivaju sferu dp,q puta. Drugim re�
ima, smatramo da grupadejstvuje na Rimanovoj povr�si; ako su p i q razlom
i, postoji ogranak reda
dp−1 ili dq−1, kad god se pojavi ugao od π

p ili π
q . U ovom smislu, trougao jeosnovna oblast za grupu kad god je dp,q > 1. Ista grupa, posmatrana iz uglajednolisne sfere, generisana je re�eksijama na strani
ama manjeg trougla �
ijisu uglovi vi�sestrukosti od π; u stvari, to mora biti jedna od grupa

[2, n], [3, 3], [3, 4], [3, 5],re
imo [m,n]. Ali 4N1 malih trouglova (sa uglovima π
m , π

2
, π

n) pokrivajusferu samo jednom, dok ih isti broj ve�
ih trouglova (sa uglovima π
q , π

2
i

π
p ) pokrivaju tu istu sferu dp,q puta. Otuda je svaki veliki trougao se
iran(virtuelnim ogledalima) na ta�
no dp,q manjih trouglova.Obele�zimo za (x y z) trougao sa uglovima π

x , π
y i π

z . U ovom zapisu,trougao (p 2 q) izdeljen je na dp,q trouglova (m 2 n), te pi�semo
(p 2 q) = dp,q(m 2 n).Dva slu�
aja

(5
2

2 5) = 3(3 2 5) i (5
2

2 3) = 7(3 2 5),prikazani su na sli
i 6.4. To je najlak�si na�
in da se vidi da su gustine {5
2
, 5}i {5

2
, 3}, 3 i 7.

C Z

D

B

A C Z

D

B

Slika 6.4.47



Umesto izdvajanja trougla (p 2 q) iz datog poliedra {p, q}, isto tako mo�zemoda konstrui�semo poliedar (Vitofovom31 konstruk
ijom). Tada {p, q} obele�zavamosa
p q�
ak i kada su p ili q razlom
i. Ostaje nam da vidimo koji razlom
i mogu biti

p i q.Po�sto ponavljanja jednog od manjih uglova u malom trouglu (m 2 n)mora da se ukopi u u svaki od uglova velikog trougla (p 2 q), uglovi π/p i π/qmoraju biti vi�sestrukosti bilo od π/m bilo od π/n. Drugim re�
ima, imenio
ira
ionalnih brojeva p i q moraju biti delitelji bilo od m bilo od n. Sada, akosum i n ve�
i od 2, jedan od njih mora biti 3, a drugi neki od brojeva 3, 4 ili 5.Otuda, po�sto po strani ostavljamo diedar {p, 2}, koji se evidentno pojavljujeza svaki poligon p, jednini mogu�
i pravilni zvezdasti poliedri mogu biti {5
2
, 5},

{5
2
, 3}, njima re
ipro�
ni poliedri, i {5

2
, 5
5
}. Poslednja mogu�
nost otpada, jerbi u tom slu�
aju sredi�snje ta�
ke njegovih ivi
a bile temena {

5/2
5/2

} = {5
2
, 4}.Drugim re�
ima, mogli bi smo bisek
ijom pravouglog trougla (5

2
2 5

2
) dobititrougao (5

2
2 4), �sto je nedopustivo.Za�sto je slu�
aj {5

2
, 5
2
} nemogu�
 mo�ze se videti i iz slede�
eg.

Y

A

C
Z

D

B

X

Slika 6.5.Petnaest simetrija pravih (ili ravanskih simetrija) ikosaedra dele sferu na 120trouglova (3 2 5), i petnaest njih formira oktant (ili tropravougaoni trougao)
XY Z, kao na sli
i 6.5. Ako bilo koji skup trouglova (3 2 5) formira trougao
(p 2 q), gde su p i q ra
ionalni brojevi ve�
i od 2, mo�zemo izabrati dve31Viljem Abraham Vitof, (1865. - 1939.), holandski matemati�
ar.48



normalne strani
e trougla (p 2 q) koje le�ze du�z ZX i ZY . Trouglovi ABZi BCZ sa slike 6.4. su jednine mogu�
nosti. Zbog toga, tri luka AB, BC i
CD, njihove slike re�ek
ijama u odnosu na Y Z, ZX i XY , i ostali lukovi,�
ine svih petnaest velikih krugova.Isti metod mo�ze se primeniti i za ravanske tesela
ije {p, q}, koriste�
i ra-vanske umestyo sfernih trouglova. Ovde grupa mo�ze biti samo [3, 6] ili [4, 4],pa p i q moraju biti neki od brojeva 3, 4 ili 6. Tako ni jedan od brojeva
p iq ne mo�ze biti razlomak, i opet vidimo da ne postoje pravilne zvezdastetesela
ije.Mo�zemo koristiti sli�
an argument da doka�zemo da ne postoje pravilnazvezdasta sa�
a. Ali jednostavnije je uvideti da, ako sa�
e {p, q, r} ima za�
elije {p, q}, i �gure temena {q, r}, onda je diedralni ugao �
elije 2π

r , gdeje r = 3, 4, 5 ili 5
2
. Od svih pravilnih poliedara, jedino ko
ka ima dakavdiedralni ugao. Dakle, {p, q, r} mora biti {3, 4, 3}.4.7 Grupa simetrija op�steg pravilnog politopaAko nam je data pozi
ija jedne �
elije i jedna �gura temena, mo�zemoizgraditi 
eo politop, �
eliju po �
eliju, na odredeni na�
in. Razli�
ite �
elije nisusamo ravnopravne, nego i ekvivalentne; npr. postoji grupa simetrija kojaje tranzitivna na �
elijama, i isto tako tranzitivna na temenima. U su�stini,simetri�
na grupa pravilnog simpleksa an je simetri�
na grupa reda n + 1,naime, grupa svih permuta
ija n+ 1 temena (ili n+ 1 �
elija).Svaki pravilan politop ima svoj 
entar, On, oko koga mo�zemo na
rtatisferu pre�
nika Rj koja sadr�zi 
entre svih delova Πj , za svaku vrednost pa-rametra j od 0 do n − 1. Prva i poslednja od ovih sfera su svakako spoljaopisana i upisana sfera.Nastavimo dalje, sa opisom jednostavne razlo�zenosti pravilnog politopa,po�
ev�si od jednodimenzionog slu�
aja. Du�z Π1 podeljena je na dva jednakadela svojim 
entrom O1. Poligon Π2 = {p} podeljen je svojim pravama si-metrije na 2p pravouglih trouglova, koji spajaju 
entar O2 sa jednostavnopodeljenim strani
ama. Poliedar Π3 = {p, q} podeljen je ravnima sime-trije na g pravouganih tetraedara, koji spajaju 
entar O3 sa jednostavnorazlo�zenim stranama. Analogno, op�sti pravilan politop Πn razlo�zen je navi�se podudarnih simpleksa (spe
ijalnog tipa) koji spajaju 
entar On sa jed-nostavno razlo�zenim �
elijama. Tipi�
an simpleks je O0O1O2...On, gde je Oj
entar �
elije politopa Πj+1�
iji je 
entar Oj+1 (j = 0, 1, ..., n − 1). Drugimre�
ima, On−1 je 
entar �
elije Πn−1, On−2 je 
entar �
elije te �
elije,..., O1 sesredi�snja ta�
ka strani
e, a O0 kraj te strani
e. Ivi
a je tako podeljena na

N10 = 2 du�zi, ravan strane {p} na N21N10 trouglova, poliedar na N32N21N10tetraedara, a 
eo politop {p, q, ..., v, w} na
gp,q,...,v,w = Nn−1Nn−1,n−2...N21N1049



simpleksa. (Element Πj pripada Njk Πk-ova, za svako k > j, i sadr�zi Njk

Πk-ova za k < j.)Broj gp,q,...,v,w je jako bitna odlika politopa {p, q, ..., v, w}. U stvari, toje red simetri�
ne grupe [p, q, ..., v, w]. Ovu induk
iju smo dokazali, po�
ev�siod �
injeni
e da je red grupe simetrija jednodimenzionog politopa {} N0 =
2. Pretpostavimo odgovaraju�
i rezultat u n − 1 dimenzija, tako da grupasimetrija �
elije {p, q, ..., v} bude reda

gp,q,...,v = Nn−1,n−2...N21N10

= gp,q,...v,w/Nn−1U simetri�
noj grupi 
elog politopa, ona se pojavljuje kao podgrupa reda
Nn−1, tj. podgrupa koja On−1 ostavlja invarijantnim. (Nn−1 koseta odgo-vara Nn−1 �
eliji.). Otuda je gp,q,...,v,w red 
ele grupe simetrija politopa.Druga�
iji izraz za ovaj broj dobija se kada se krene od podgrupe reda
N0 koja teme O0 ostavlja invarijantnim. To zna�
i da je red grupe simetrija�gure temena {q, ..., v, w} jednak

gq,...,v,w = gp,q,...,v,w/N0.Ponavljanjem ovog postupka dobijamo da je
gp,q,...,v,w = N0N01N12...Nn−2,n−1,gde je naravno Nn−2,n−1 = 2.Kao �sto �gura temena {q, r, ..., v, w} opisuje na�
in na koji teme okru�zeno,tako druga �gura temena {r, ..., v, w} (koja je �gura temena �gure temena)opisuje na�
in na koji je okru�zena ivi
a. Tako je podgrupa 
ikli�
ne grupe

[p, q, r, ..., v, w] koja u potpunosti ostavlja ivi
u invarijantnom reda gr,...,v,w.Takode postoji i podgrupa reda 2 koja zamenjuje krajeve strani
e (tj. pod-grupa izomorfna sa simetrijom same te strani
e). Cela grupa koja teme O1ostavlja invarijantnim je direktan proizvod ove dve. Otuda je
2gr,...,v,w = gp,q,r,...,v,w/N1.Op�sti slu�
aj je sada jasan: broj elemenata {p, ..., r} pravilnog politopa

{p, ..., r, s, t, u, ..., w} je
gp,...,r,s,t,u,...,w
gp,...,rgu,...,w

.Zato je podgrupa koja ostavlja 
eo jedan takav element invarijantnim direk-tan proizvod
[p, ..., r]× [u, ..., w],gde je prvi �
inila
 izomorfan sa grupom simetrija tog elementa, dok drugitaj element ostavlja invarijantnim. U slu�
aju an, g-ovi su faktorijeli, i zbogtoga je

Nk =
(n+ 1)!

(k + 1)!(n − k)!
,50



u saglasnosti sa Nk = ( n+1
k+1 ).Kada je n = 2, 3 ili 4, imamo redom:

N1 = N0 = gp/2, gde je gp = 2p,
N2 =

gp,q
gp

, N1 =
gp,q
4

i N0 =
gp,q
gq

, gde je gp,q =
4

1
p +

1
q −

1
2

,i
N3 =

gp,q,r
gp,q

, N2 =
gp,q,r
2gp

, N1 =
gp,q,r
gq

i N0 =
gp,q,r
gq,r

.Ne postoji jednostavan na�
in da izrazimo gp,q,r u funk
iji od p, q i r.Trodimenzionalni slu�
aj mo�zemo zapisati i kao
N2 : N1 : N0 : 2 =

1

p
:
1

2
:
1

q
:
1

p
+

1

q
−

1

2
,uz saglasnost sa Ojlerovom formulom N2 +N0 −N1 = 2. Zameniv�si

1

N1

=
1

p
+

1

q
−

1

2u �
eliju i �guru temena �
etvorodimenzionog politopa {p, q, r}, dobijamo
1

N31

=
1

p
+

1

q
−

1

2
i 1

N02

=
1

q
+

1

r
−

1

2
.Po�sto je N13 = r = N12 i N21 = p = N20, mo�zemo dokazati da je

N3N31 = N1r = N2p = N0N02,odakle je
N3 : N2 : N1 : N0 =

1

p
+

1

q
− 2 :

1

p
:
1

q
:
1

q
+

1

r
−

1

2
.Odatle sledi da je

N3 +N1 = N2 +N0,ali je ova jedna�
ina homogena, i ne omogu�
ava nam da izrazimo gp,q,r.U stvari, najprakti�
niji na�
in da odredimo N0 ili N3 (a odatle i gp,q,r)je da ustvari prebrojimo temena ili �
elije svakog �
etvorodimenzionog poli-topa. Ovo nije neki mukotrpan posao, ako ih brojimo u dovoljno velikimserijama. Sa druge strane, matemati�
ki je pravilnije da ih izra�
unamo negoda ih prebrojimo.Grupe simetrija pravilnih simpleksa i krstastih politopa mo�ze se razma-trati odvojeno od ovoga. Po�sto je grupa simetrija αn ili {3n−1} reda n+ 1,odatle je
g3n−1 = (n+ 1)!.51



Po�sto βn ili {3n−2, 4} ima 2n �
elija αn−1, sledi da je
g3n−2,4 = 2ng3n−2 = 2nn!.U stvari, grupa simetrija βn (ili γn) je grupa simetrija kostura ortogonalnihDekartovskih osa, i kao takva, sastoji se iz 2n mogu�
ih promena znaka nkoordinata, kombinovanih sa n! permuta
ija osa.4.8 Nabrajanje mogu�
ih pravilnih �guraKada je n = 4 �Sle�ijev simbol je {p, q, r}, gde i {p, q} i {q, r} moraju bitineka od Platonovih tela

{3, 3}, {3, 4}, {4, 3}, {5, 3}, {3, 5}.Po kriterijumu
sin

π

p
sin

π

r
≥ cos

π

qdolazimo do zaklju�
ka da ti politopi mogu biti
{3, 3, 3}, {3, 3, 4}, {4, 3, 3}, {3, 4, 3}, {3, 3, 5} i {5, 3, 3},kao i jedno sa�
e {4, 3, 4}, dok sa liste otpadaju

{3, 5, 3}, {4, 3, 5}, {5, 3, 4} i {5, 3, 5}.Kriterijum
cos2 π

q

sin2 π
p

+
cos2 π

r

sin2 π
s

≤ 1dozvoljava postojanje slede�
ih politopa
α5 = {3, 3, 3, 3}, β5 = {3, 3, 3, 4} i γ5 = {4, 3, 3, 3}kao i tri sa�
a

{3, 3, 4, 3}, {3, 4, 3, 3} i {4, 3, 3, 4}(neka poslednje bude δ5), ali odba
uje
{3, 3, 3, 5}, {5, 3, 3, 3}, {4, 3, 3, 5}, {5, 3, 3, 4} i {5, 3, 3, 5}.Po�sto su u pet dimenzija jednini pravi politopi α5, β5 i γ5, induk
ijomsledi da bi jedini pravi politopi u vi�se od pet dimenzija bili αn, βn i γn, kaoi jedino pravilno sa�
e δn+1.Kako je ∆p,q,...,v,w ≥ 0 samo potreban uslov, ostaje nam da doka�zemoda �
etvoro-dimenzionalni politopi {3, 4, 3}, {3, 3, 5}, {5, 3, 3}, kao i sa�
a

{3, 3, 4, 3} i {3, 4, 3, 3} stvarno postoje. Ovo se obi�
no radi tako �sto se ti po-litopi grade �
eliju po �
eliju, �sto je izuzetno naporan posao u slu�
aju {3, 3, 5}ili {5, 3, 3}. 52
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