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ReSavanje problema karakteristidnih vrednosti mat-
rica zauzima jedno od najvaiznijih mesta u numeridkim meto-
dama uopste, a posebno u numerilkim metodama linearne al-
gebre.

Za reSavanje toga problema postoji veliki broj raz-
1i¢itih numeridkih metoda (¥to se moZe videti na pr. u /4/,
/18/, /26/, /3o/, /31/, /33/, /36/, /37/). I pored toga o-
vaj problem i dalje privliaéi na sebe paZnju matematidara i
specijalista iz najrazliditijih oblasti. To se objadnjava
njegovim vanredno Sirokim primenama u nauci i tehnici.

Sve metode za reSavanje problema karakieristidnih
vrednosti, sem metode U.J.J. Le Verrier-a (1840. god.) ko-
ja se odnosi na razvoj karakteristilne determinante, nasta-
le su, uglavnom, tridesetih godina XX-og veka 1 kasnije. Te
nove metode prvenstveno su se odnosile na razvo] karakteris-
tiéne determinante i u osnovi su imale za glavni cilj sma-
njivanje broja aritmetiékih operacija.

Pojava prve monografije posvedene numerilkim meto-
dama linearme algebre od V.N. Faddeeve iz 1952. godine pred-
stavlija trenutak od prvorazredne vazZnosti za razvoj ovih
metoda /31/.

Uvodenje elektronskih ralunskih ma$ina u praksu ra-
¢unanja i njihov stalni i brzi razvo] omogudéio je reSava-
nje zadataka linearne algebre sa matricama znatno vedeg re-
da nego ranije. Ipak, brzo je primedeno da su se pojavili
novi problemi u vezi sa time. Sa jedne strane mnoge ranije
poznate metode nisu se mogle neposredno primeniti za auto-
matska maSinska radunanja, a sa druge strane pojavila se
nestabilnost algoritama sa obzirom na greske zaokrugljiva-
nja medurezultata. 04 toga vremena i podinje nova etapa u
razvoju numericékih metoda linearme algebre.
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Predmet ovoga rada su metode eskalacije i interpo-
lacije za reSavanje problema karakteristiénih vrednosti mat-
rica, kao i uopstenog problema karakteristiénih vrednosti
matrica.

Rad se sastoji iz Cetiri glave. Prva glava sadrii
postavku problema karakteristiénih vrednosti matrica, kao i
uopsStenog problema karakteristidnih vrednosti i neke vaZnije
teoreme koje se odnose na te probleme. U drugoj glavi data
Je definicija potpunog i delimiénog problema karakteristidé-
nih vrednosti matrica, zatim metoda eskalacije i metoda in-
terpolacije, a posebno se razmatra metoda kvadratne interpo-
lacije. Tredéa glava sadrZi metode sredisne eskalacije za re-
$avanje problema karakteristiénih vrednosti i uopdtenog pro-
blema karakteristiénih vrednosti matrica. U Cetvrtoj glavi
razmatra se problem karakteristiénih vrednosti nekih matri-
ca specijalnog oblika, koji je uglavnom sadrZian u radu B.D.
Vuliéevida i V.N. Kublanovske /7/, kao i neka trouglasta
razlaganja matrica (videti . Kurepa /15/), koja takoge o-
mogucéavaju primene metoda interpolacije.

Ova] rad je proistekao kao rezultat mojeg rada u Ma-
tematidkom institutu im. V.A. Steklova u Lenjingradu, gde
sam bio na specijalizaciji (od IX. 1969. do VII. 1970.), za-
tin radova koje sam u tom vremenu objavio /5/, /7/, kao i
mojeg kasnijeg rada. ‘



GLAVA I

KARAKTERISTICNE VREDHOSTI I
KARAKTERISTICNI VEKTORI MATRICE

(POSTAVKA PROBLEMA I NEKE VAZNIJE TEORENE)

1.1, KARAKTERISTICNE VREDNOSTI MATRICE

Algebarski problem karakteristidnih vrednosti /3o/

sastoji se u odredivanju onih vrednosti N, za koje sistem
od n homogenih linearnih algebarskih jednacdina sa n nepoz-

natih

(A -NI)X =0

(l.l.l)

ima netrivijalno reSenje. Za proizvoljno )\taj sistem ima

samo reSenje X = 0. Iz opSte teorije saglasnih linearnih

algevarskih jednacdina, poznato je da netrivijalno resenje
sistema (1.1.1) postoji ako i samo ako je matrica (A - AI)
singularna, t.j. kada je

ili

£(N\) =

f(A\) = det(A - NI) = o

a11“>\ 412 cee 8qn
a2 8yo=N ... @on
an1 n2 cee ann—x

o -

= 0.

(1.1.2)

(1.1.3)

Jednalina (1.1.3)'je algebarska, stepena n po A/2/
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i naziva se karakteristilna (ili svojstvena) jednadina mat-
rice A. Matrica (A - A\I) se naziva karakteristidna matrica
matrice 4, a leva strana karakteristidne jednaline £(A) je
karakteristiénil polinom posmatrane matrice.

Resenja karakteristiéne jednaline nazivaju se karak-
teristiéne vrednosti (ili karakteristidni brojevi).

Razvijajuéi determinantu u jednadini (1.1.3) po ste-
penima od A dobija se /3o/

£\ = (-1)n[§n - pl)P'l - pzx?"z - eee = pn], (1.1.4)

gde je /2/, /33/

P = 897 + 8o + eee + B, (1.1.5)

p, = (-1)* ldeta, (1.1.6)

a ostall koeficijenti p, su, uzeti sa znakom (-l)kfl, zbi-
rovi svih glavnih-minora (ounih koji se oslanjaju na glavau
dijagonalu) reda k. Takvih minora k-og reda ima (f).
Kako u (1.1.4) koeficijenat uz ) nije jednak nuli,
to jednadina
£(\) = o (1.1.7)

ima n reSenja /14/, /17/. Uopdte govoredi, ta redenja mogu
biti kompleksna, ¢ak i za realnu matricu i mogu biti bilo
koje viSestrukosti k (k £ n).

Koreni karakteristiénog polinoma f£()\) (refenja jed-
nadine (1.1.7)) povezani su sa njegovim koeficijentima for-
mulama (Viete — ove formule) /14/, /22/ :

by = Al + Az F oeen +,An

(-1 1p, = AN, A (1.1.8)

Uporedenje jednakosti (1.1.6) i (1.1.8) dovodi do
zakljucka da se medu karakteristidénim vrednostima matrice
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moZe nalaziti nula samo ako je ta matrica singularna.

Zbir svih elemenata glavne dijagonale kvadratne mat-
rice

naziva se trag matrice i obeleZava se sa

n
i=1

Skup svih karakteristidnih vrednosti Ai (i = 1,2,...
..., ,n) naziva se spektar matrice.
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1.2. KARAKTERISTICNI VEXTORI MATRICE

Realni (ili kompleksni) vektori

_ D
Xy = (Xy4s Xogs eees XKyy)

koji zadovoljavaju jednadine
(A hand AiI)Xi = O, (i - 1,2,...,10.), (:1.92,01)

nazivaju se kxarakteristi®ni vektori matrice A.

Svakoj karakteristidénoj vrednosti A odgovara, u
krajnjem slucaju, bar jedno netrivijalno refenje - karak-
teristidéni vektor - X. Ako je rang matrice (A - AI) manji
od (n-1), %tada postoje bar dva linearno nezavisna vektora
koji zadovoljavaju jednadinu (l.1.1), jer je broj linear-
no nezavisnih refenja homogenog sistema jednalina jednak
n - r, gde je r rang matrice koeficijenata sistema, /17/,
/28/.

0¢igledno je, ako je X redenje jednaline (1l.l1l.1l),
da je onda i kX (k - proizvoljna realna konstanta) tako-
de refenje te jednadine, zbog foga 8to je i za rang(A-AI)=
=n - 1, karakteristiéni vektor, koji odgovara karakteris-
tiénoj vrednosti A, odreden je sa tadnofdéu do na proizvo-
ljan mnozilac. Taj mnoZilac se bira (kada je to potrebno)
tako da karakteristidni vektor ima Zeljene numeridke oso-
bine. Takvi vektori se nazivaju normirani vektori.
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1.3. NEXI SEA@OVI 0 XARAKTERISTICNIN VREDNOSTINA
I KARAKTERISTICNIN VE (TORILA

iz
M: = >\X (10301)

neposredno sledi da ako je karakteristiéna vrednost realne
matrice kompleksna, bice kompleksne i koordinate njemu od-
govarajuleg karakteristidnog vektora.

Vektor koji ima konjugovano-kompleksne koordinate
sa karakteristiénim vektorom realne matrice, karakteristidé-
ni je vektor i odgovara konjugovano-kompleksnoj karakteris-~
ti¢noj vrednosti te iste matrice. To sledi iz (1.3.1) i iz
teoreme 1.

Teorema 1. Polinomi koji imaju konjugovano-kompleks—

ne koeficijente imaju konjugovano-kom-

pleksne korene.

Dokaz. Neka je x_ koren kompleksnog polinoma f(x),

o)
tada je

n-1
£(x,) = acxg +oaX] T+ ...+ oan. (1.3.2)
Keko je za x) kompleksno /21/, /23/
n n n n
(> ®) =2 T ([x =[5
k=1 k=1 k=1 k=1

to iz (1.3.2) sledi

§to 1 dokazuje teorenmu.

Posledica. Ako realni polinom ima imaginaran koren
reda k, tada je i X njegov koren istog reda.

Teorema 2. Karakteristilni wvektori koji odgovaraju
medusobno razliditim karakteristidnim
vrednostima linearno su nezavisni.
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Dokaz. Neka su Xl, Xz, ceey Xk medusobno razlidite
karakteristiéne vrednosti matrice A i Xl’ XZ’ cosy Xk nji-
na odgovarajuéi karakteristiéni vektori. Bez naruSavanja
op&tosti moZe se smatrati da su vektori Xl’ X2, oy Xj’
(j <k), linearno nezavisni i da su vektori Xj+1’ Xj+2, .
ooy Xk njihove linearne kombinacije. Neka Jje, na pr.,

J
Xk = Z aiXi - (10303)
i=1

¥noZenjem (1.3.3) sa A, sa obzirom da je AX; = XXy, dobi-

ja se

J J

AXk = E aiAX:i = E aiA-Xi . (10304')
i=1 i=1
Kako je

j .
Ay = AKXy = ZE a; Xy (1.3.5)

i=1

to je iz (1.3.4) i (1.3.5)

3
> Oy - ApagXy = o . (1.3.6)
i=1

zbog linearne nezavisnosti vektora X, (i =1, 2, vocy 3),
svi koeficijenti u (1.3.6) (A, - Aj)a; moraju biti jedna-
ki nuli, ali po3to je po pretpostavel Ak £ Mg (i =1,2, ...
eeey J)s to je a; = o, 5to povlati X, = 0, a %o je nemogude,
jer Jje X, karakteristiéni vektor. Time je dokazano tvrdenje
da su vektori Xl’ X2, so sy Xk linearno nezavisni.

Teorema 3. Dve uzajamno transponovane matrice ima-
ju identilne karakteristilne polinome.

Dokaz.

det(A - AI) = det(aT - A1) ,



B
jer determinanta ne menja vrednost ako vrste zamene nmesta
sa kolonama ne menjajuéi im poredak /28/.

Posledica. Dve uzajamno transponovane matrice ima-
Ju jednake spektre karakteristidnih vrednosti.

Teorema 4, Karakteristidni vektori Xi i Yj ko-

ji odgovaraju karskteristiénim vrednos-
tima Ai i Xj dva medusob&y konjugovana

»
linearna operatorafﬁ i 5% ortogonalni su

za A £ X

Dokaz. Operatorf& je konjugovani operator linearnog
operatorafﬁ ako vaZzi jednakost

X
/1/, odakle je
4 ; X ;
( Xi’Yj) = (Xi,éij) = (Xi’kjyj) - Xj(xi,fj). (1.3.8)
Sa druge strane je skalarni proizvod

(&xi,yj) = (MXgY5) = Ag(Xg,Y5) . (1.3.9)

0, a po

it

pretpostavel je A; # Xj, te sledi da je (Xi,Yj) = 0, 5to je
i trevalo dokazati.

Posledica. U sludaju da su sve karakteristiéne vred-
nosti Xl, %2, ..+ A, ODeratora ﬁ}razliéite, to za karakte-

ristiéne vektore Xl’ X2’ cveey X i Yl’ Y2, ceey Y ope-

n
,rato*'agv 96 postoji (n -n) relacija ortogonalnosti, t.jJ.

Za simetridne matrice uslovi ortogonalnosti se bit-
no uprodcavaju, Jjer vaZi
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Teorema 5. Karakteristiéne vrednosti Hermite-ove
matrice su realne.

Ako je A% = A, gde je A® = (AT) = (K)T, tada je mat-
rica A Hermite-ova /20o/.
Za Hermite-ove matrice je (AX,X) = (X,£X).

Dokaz teoreme 5. Neka je A karakteristidna vrednost
& X karakteristidni vektor Hermite-ove matrice A. Tada je

ALX) = (AX,X) = (AX,X) = (X,8%X) = (X,AX)=(X,xX) = A(X,X),

odavde je zbog X # O, A:X, t.j. A je realno.

Posledica. Karakteristidne vrednosti realne simet-
ri¢ne matrice su realne (jer je realna simetriéna matrica
Hermite-ova).
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1.4. NORMIRANJE KARAKTERISTICNIH VEKTORA OPERATORA

Ne%a su sve karakteristidne vrednosti Al’ AZ’ cees Ap
operatora,égxezliéite 1 Xy, X5y eeey X *njima odgovarajudéi
karakteristidni vektori. Operatori ﬁ i ﬁ imaju konjugovano
kompleksne karakteristidne vrednosti (teorema 1.). Nika su
Y5 Yoy eeey Y, karakteristidéni vektori operatora ﬁ}, pri
¢emu je numeracija izabrana tako da Xi i Yi odgovaraju kom-
pleksno konjugovanim karakteristiénim vrednostima. U teoremi
4, je dokazano da je (Xi,Yj) = 0 za i £ j. VaZnu osobinu ka-
rakteristidnih vektora daje

Teorema 6. Ako se karakteristi®ni vektori Yl, Y2, oo
-+., Y, izaberu na bilo koji nalin (sa
tadno¥déu do realnog mnoZioca) tada se vek-
tori Xl’ Xz, ooy Xn mogu normirati ta-
ko da je (X;,Y;) = 1.

Dokaz. Vektori Xl’ X2’ ceey Xn su linearno nezavis-

ni (teorema 2.) i, prema tome, &ine bazu vektorskog prostora.
RazloZimo Y, po toj bazi:

Yoo= 8Xy o+ Xy + aun + x;lxn .
Iz skalarnog proizvoda (Yi,Yi) dobija se
(Yi,Yi) = Kl(Xl,Yi) + \6.2(X2,Yi) + e + K'i(Xi’Yi) + see
see + Kn(xn’yi) = x.i(Xi,Yi)’

odakle je (Xy,¥y) = k; # 0, Jer je (Y;,Y;) > o.

Ako se umesto vektora Xy X2, ey Xn uznu vektori

L Xl, L *2, ceey L X dobile se traZeno normiranje,
b Tk Ky 7
1 2
zaista
1 1,
(-1-{—— Xl’Yl) = -k—- ‘{"i’Yl) = 1 ,
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1.5. DVE GRUPE RELACIJA CRTOGONALNOSTI I NORMIRANJA
KARAKTERISTICNIH VEKTORA MATRIGE

Neka su sve karakteristidne vrednosti Xl, Xz, cees Xn
matrice A razlidite i neka su X1y Xop eney Xn njima odgova%
rajué¢i karakteristiéni vektori. Konjugovano transponovana mat-
rica 4% matrice A ima karakteristi®ne vrednosti konjugovano
kompleksne karakteristidénim vrednostima matrice A (teorema 1.).
Neka su Y, Yoy ooy ¥y karakteristidni vektori matrice 4™
normirani na nadin kako je to pokazano u (1l.4.)

Uolimo matrice

r 7 i ]
*11 *12 ¢ X1p Y11 Y12 °* Jin
Xo01 *op - Xop . Yo1 Yoo =+ Yoq

X = l Y = -* - . - L ] - > L ] ¢
*n1 Kn2 Tt Xnn ynl ynZ ** Ipn

Kolone matrica X i Y su komponente karakteristiénih vektora
matrice A i & redom.

Ranije izvedene relacije ortogonalnosti (teorema 4.)
i normiranja (1.4.) napisane u koordinatnom obliku imaju vid
(prva grupa relacija ortogonalnosti i normiranja):

n
ZE: *ri Ty = iz
k=1

o, 1#£ 3
gde je d;- Kronecker-ov simbol (é;. = Yy,
J 1, 1=
§to je ekvivalentno matriénoj jednakosti

™y =1, (1.5.1)
gde je Y*konjugovano transponovana matrica matrice Y. Prime-~
timo da se i-ta vrsta matrice Y¥ sastoji od komponenata ka-

rekteristidnog vektora matrice At (transponovane sa A) koji
odgovara Xarakteristifnoj vrednosti Aj.

Iz {1.5.1) sledi da su Y¥ i X uzajemno inverzne mat-
rice, odakle se dobija (druga grupa relacija ortogonalnosti
i normiranja):



xy*¥=1,
t.3.
n
:E: *ixVix = d;J y
k=1

Primedba. Ako su karakteristidne wvrednosti matrice

viSestruke ali svako] karakteristiénoj vrednosti odgovara
toliko karakteristiénih linearno nezavisnih vektora kolika

je njegova viSestrukost navedena svojstva karakteristilnih
vektora ostaju u vaiznosti /31/.
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1.6. SLICNE MATRICE

Matrica B je slicna matrici A ako postoji takva ne-
singularna matrica ¢ da je

B = ¢ tac . (1.6.1)

Za matricu B, koja je dobijena na taj nalin kaZe se
da Je dobijena slilnom transformacijom.

Teorema 7. Sliéne matrice imaju jednake determinan-
te 1 jednake tragove.

Dokaz., Iz (1.6.1) sledi
-1
detB = det(C™4AC) ,

a kxako je determinanta proizvoda matrica jednaka proizvodu
determinanata tih matrica (videti na pr. /16/), to je

detB = deto™L

detAdetC ,

odakle 1 sledi tvrdenje prvog dela teoreme.

1y

7a dokaz drugog dela teoreme oznadimo proizvod C~
sa ¥, pa zbog asocijativnosti matridnog mnoZenja dobija se
iz (1.6.1)

Lic = tr(c”ta)e = trEc .

trC”
Kako je trPC = trCF za bilo koje dve kvadratne matrice is-
tog reda, /2/, to je

1

trc™1AC = troF = trec”t

A= 'tI‘A ’

Sto je i trebaloc dokazati.

Teorema 8. Slicéne matrice imaju identidne karakte-
rigtidne polinome f£(\).
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Dokaz. Neka je matrica B slidéna matrici A, t.j. B =

1

= C TAC i ima karakteristidni polinom f£(\):

£(\) = det(B - AI) = det(CTTAC - AI) =

det(c™tac - Ac™i1c) = detc™l(ac - AQ) =

1

detC™"det(A - AI)detC = det(A - AI).

Posledica. Slicne matrice imaju jednake karakteris-

tiéne vrednosti.

Napomena., Tvrdenje obrnuto teoremi 8 ne vazi. Karak-
teristiéni polinomi matrica mogu biti jednaki, ali te matri-
ce nisu obavezno sli¥ne (videti na pr. /lo/).
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1.7. UOPSTENI PROBLEM KARAKTERISTICNIH VREDNOSTI
MATRICA

Problem odredivanja karakteristiénih vrednosti mat-
rica moZe se uopStiti traZenjem onih vrednosti za koje
sistem od n homogenih linearnih algebarskih jednadina sa n
nepoznatih

(c - QB)X =0 (1.7.1)

ima netrivijalno reSenje.
ReSenje ? jednadine

det(C -?B) = o (1.7.2)

naziva se karakteristicna vrednost matrice C u odnosu na
matricu B, a reSenje sistema jednalina

CX = S,BX | (1.7.3)

- karakteristiéni vektor matrice C u odnosu na matricu B ko-
ji odgovara karakteristidno] vrednosti Q.

Ovako postavljen problem je uopsStenje problema ka-
rakteristiénih vrednosti matrica (1.1l), koji se dobija kada
se u (1.7.1) stavi B = I.

Jednadina (1.7.1) ekvivalentna je jednadini

(WP-Qmmﬂ==o, (1.7.4)
gde Je
7 = PIX
i Qi1 P vilo koje nesingularne matrice, +.j. karakteristié-
ne vrednosti matrice C u odnosu na matricu B jednake su ka-
rakteristidnim vrednostima matrice QCP u odnosu na matricu
QBP, a karakteristiéni vektori tih matrica povezani su rela-
cijom
X =Y .
v UopSteni problem karakteristiénih vrednosti moZe se
svestl na obiéni ako se Q i P izaberu tako da jJe
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QBP = I ’
‘:;03-' l
B = Q- P—l .
To se moZe ostvariti, na primer, ako je Q = B"l, P =1, Tak-

va transformacija je pogodna zbog toga §to ona ne menja ka-
rakteristiéne vektore. Zaista, u tom sludaju, jednalina
(1.7.4) se svodi na

B3 lcx = gqx . (1.7.5)
Jednadina (1.7.2) je algebarska n-og stepena (n -
red matrica ¢ i B) kada je matrica B nesingularna. Slobodan
dlan te jednaline je detC, a koeficijent uz n je detB. To
neposredno sledi iz (1.7.5), jer je slobodan &lan jednaline

det(3™1c - 61) = o ,
prema (1.1.) jednak

~Llgeto = 48%C | (1.7.6)

det(B™1C) = detB
detB

Ako je matrica B singularna tada u jednadini (1.7.2)
prema (1.7.6) nema $lana sa n-tim stepenom. Tada se mo%e de-
siti da se uz nesingularnu matricu C karakteristiéni polinom
svodi na nezavisan ¢lan. U tom sludaju nema karakteristicnih
vrednosti matrice C u odnosu na B.

Ako je matrica C singularna, a B nesingularna tada
je karakteristilna jednadina n-og stepena sa slobodnim &la-
nom jednakim nuli, U tom slulaju karakteristilna vrednost
%‘3 o je vifestrukosti k <n.

Kada je matrica C nesingularna a B singularna pred-
hodna razmatranja ostaju na snazi, ali treba jednalinu
(1.7.%) napisati u obliku

0q
[

1
de je wlz - . !

§

AN
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U sludaju da su obe matrice C 1 B singularne moZe
goditi da se karakteristiéna determinanta identilki
na nulu, pa se tada moZe svaka vrednost ? uzeti za

O

SVO
karakteristicénu.

Posebno je od interesa za praksu reSavanje uopSte-
nog problema karakteristilnih vrednosti gde su ¢ 1 B - ne-
singularne kvadratne matrice i B pozitivno definisana. Ta-
ko u teoriji oscilacija /2/ vainu primenu nalazi stav:

Ako su matrice C 1 B realne i simetrilne n-
—-0g reda i uz to B pozitivno definisana ili
nesingularna i komutativna sa C, tada karak-
teristidna jednaclina

det(C -Q‘B) = 0
matrice C u odnosu na B ina

1. n realnih relenja ?i’ (i =1, 2, vee, n),

2. n karakteristicénih linearno nezavisnih
vextora Xi

i 3. karakteristiéni vektori X5 zadovoljavaju
uslove

T
XiBXj = Ji- .

Iz ortogonalnosti karakteristiénih vektora matrice
i njene transponovane (l.4. - 1.5.) slede i analogne osobi-
ne B - ortogonalnosti /12/ za odgovarajude karakteristidne
vektore. Naime, ako je

CX = ?BX
i oty = 437,
tada jJe
(Xi,BYjJ =0, zai#f3JF .
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GLAV A II

POTRUNI I DELIMI@§E PROBLEN KARAKTERISTICNIH VREDNOSTI
METODA ESKALACIJE I METODA INTERPOLACIJE

2.1. POTPUNI I DELINISNI PROBLEM KARAKTERISTICNIH
VREDNOSTI

Pod potpunim problemom karakteristiénih vrednosti
podrazumeva se problem nalaZenja svih reSenja jednadine

det(A - NI) = o,

t.j. nalazenje svih karakteristiénih vrednosti matrice 4 i
njima odgovarajuéih karakteristidénih vektora.

Za odredivanje komponenata karakteristidnog vekto-
ra potrebno je reSiti jedan sistem od n homogenih linear-
nih algebarskih jednalina sa n nepoznatih, a za odrediva-
nje svih karakteristiénih vektora matrice A, uopSte govo-

redéi, potrebno je resfiti n sistema oblika

gde je Xy = (Xl'XZ""’Xn) - karakteristidni vektor matri-
ce A koji odgovara karakteristiénoj vrednosti A;, (1 = 1,...
ceesll).

Koeficijenti p, karakteristilnog polinoma £(A),

£(\) = det(a - A1),

(1.1.), sa tatnoddu do na znak, su zbirovi svih glavnih mi-
nora determinante matrice A reda k. Direktno izralunavanje

koeficijenata Py je vanredno tesko, Jjer zahteva veliki bro}j
aritmetiékih operacija. Zato je sasvim prirodno $to se po-

javijuju specijalne metode koje uprosédavaju numerilko reSa-
vanje pomenutih problema.
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Vedédina metoda za resavanje potpunog problema karakte-
ristilnih vrednosti sastojli se u predhodnom odredivanju koe-
ficijenata karakteristidnog polinoma zaobilazedi izralunava-
nja mnogobrojnih minora. Pri tome se karakteristidne vrednos-
t1i nalaze kao nule karakteristilnog polinoma, nekom od pozna-
tih metoda za pribliZno izradunavanje nula polinoma.

U gotovo svim tim metodama karakteristidni vektori
matrice mogu se odrediti koristedi medurezultate izradunava-
nja koeficijenata karakteristilnog polinoma. Razume se da Je
za odredivanje karakteristidnog vektora, koji odgovara nekoj
karakteristidnoj vrednosti, potrebno da je ta karakteristiina
vrednost ved izralunata. Te metode nazivaju se direktne ili
tatne. Naziv "talne" potile otuda $to, ako se primenjuju na
matrice &iji su elementi dati tadno, t.j. racionalni brojevi
i ako se radunanja vrfe talno (po pravilima za radunanja sa
obidnim razlomcima) - tada de se za koeficijente karakteris-
tidnog polinoma dobiti tadne vrednosti. Karakteristidéni vek-
tori (t.j. njihove komponente), takode, se nalaze po talnim
formulama uz poznate karakteristidne vrednosti. Ali kako su
rezultati aritmetidkih operacija u elektronskim ralunskim ma-
finama pribliZni brojevi, to naziv tdirektne metode" nalazi
svoje opravdanje, te je ovde naveden kao alternativan.

Bilo koji numerilki proces u linearnoj algebri zas-
niva se na formiranju niza matrica

Ay = Ay Ay Apy eeey Ay eoe
polazedi od date matrice A, koji za odredeno k (k - konacno
ili beskonalno) daje reSenje postavljenog problema.

Prema tome, direktne metode za reSavanje potpunog
problema karakteristilnih vrednosti sastoje se u tome &to se
pomodu konalénog broja sliénih transformacija, matricanma Pi
(i =1, 2, ..., k), data matrica A transformiSe u matricu A,
prostijegz oblika, &iji se koeficijenti karakteristicnog poli-
noma i karakteristifni vektori lako odreduju. Matrica A, do-
bija se rekurentnim formulama

AO-——A
-1
A-=Pi

i Ai_lPi ’ \,i = l, 2, e oy k) .
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OpSta karskteristika direktnih metoda je njinova Ei-
roxa primena i brzina u radu (prilikom njihove primene) koji
vodi resSenju. I pored toga prilikom njihovog kori¥éenja tre-
ba postupati veoma paZljivo, jer su gotovo sve te metode o-
setljive na greSke zaokrugljivanja medurezultata. Povedana
osetljivost tih metoda (na zaokrugljivanje) objadnjava se tie
mc 85to se u procesu radunanja pojavlijuju problemi koji su ek-
vivalentni reSavanju lo8e reSivih gistema linearnih algebarsA
kih jednalina. Zato je stvarna oblast primene direktnih meto-
Ca veoma uska i u numerilkoj praksi koriste se, uglavnom, i-
terativne metode. '

Kod iterativaih metoda, karakteristilne vrednosti se
izralunavaju kao granice nekih brojnih nizova, bez predhod-
nog odredivanja koeficijenata karakteristiénog polinoma. Po
pravilu, pri tome se istovremeno nalaze i karakteristidni
vektori.

Cinjenica da se u iterativnim retodama, uglavnom, Xa-
rakteristicne vrednosti izralunavaju neposredno sudtinski u-
pro$éava prodvlem, Jjer je izralunavanje korena polinoma, &iji
su koeficijenti poznati, vrlo tedko.

Ipak su iterativane metode bolje (prilagodene) za re-
favanje celimicénog problema karakteristidnih vrednosti.

Pod delimiénim problemom karakteristidnih vrednosti
podrazumeva se problem nala¥enja jedne ili nekoliko (ali ne
svih) karakteristiénih vrednosti i njima odgovarajuéih karak-
teristicanih vektora.

Potpuni i delimidni probvlem karakteristidnih vrednos-
+i potpuno su razliciti, kako po metodama za njihovo reSava-
nje, tako i po oblasti primene., Refavanje potpunog prodblema
zg mavrice, ¢ak i ne ba¥d velikog reda, neizkeZno je veoma glo-

‘_

nazno i moguénost relenja delimidnog problema veoma je vaino

terativne netode za relavanje potpunog (ili delimid-
n0g) oproblema karakteristiénin vrednosti u glavnom sadrie is-
te elementarne itransformacije matrica kao i direktne metode
z& redavanje sistema linearnih algebarskih jednalina, inver-
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Veéina iterativnih metoda manje je osetljivo na grel-
ke zaoxrablglvanga od direkinih metoda, ali zahtevaju mnogo

viSe ralunskih operacija. Razvitak tih metoda i njihova pri-
mena post la je moguéa tek posle pojave velikih maSina za
raéunanje.
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2.2. METODA ESKATACIJE

YMetoda eskalacije (/31/,/%2/,/39/,/40/,/41/,/42/)
pripeda direktnim metodama za reSavanje potpunog problema
karekteristiénih vrednosti (2.1.). U ovoj metodi se, induk-
tivainm postupkom, formira karakteristiéna jednalina matri-
ce A, koja se dobija uokviravanjem matrice A 1> (k = 3,4,...
eeeynt). Pri tome se nalaze karakteristiéne vrednosti i ka-
rakteristiéni vektori matrice Ak i njoj transponovane Ai,
(za svako kX = 3,4,...,0).

Metoda se zasniva na korisdenju osobina ortogonal-
nosti karakteristiénih vektora dve uzajamno transponovane
matrice {1.%. - 1l.4.).

Neka su X, (i =1,2,0eeyn~1), karakteristicne

3

vrednosti matrica A, 5 1 Ay 1, gde Je Ay q = (aij), (1,§ =
= 1,2,...,1’1—1), -tojo

411 @12 cee 89 pa1
g01 852 cer 85 pal

Ti= l . * . - . . . . . . . 3

#n-1,1 %n-1,2 *°* ®n-1,n-1|

e i i i T . i i i i T
a X" = (Xl’ Koy ey Xn—l) i Y = (yl’ Jos eees yn—-l) ’
(i =1,2,.0.,n=1), karakteristidni vektori tih matrica.

Pretpostavimo da su sve karakteristifne vrednosti
Ai, matrice A, 4, realne i razlidite.
ceeyl), koja je dobijena uokviravanjem matrice An—l' Neka
je X = (Xl’ oy eees xn)T njen karakteristiéni vektor, ko-
ji odgovara karakteristidnoj vrednosti A :

AX = NX. (2.2.1)

Jednacina (2.2.1) ekvivalentna je sledelen siste-

mu jednacdina
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859 X, + a5, Xy +oeet a2,n—l Xpo1 * 8oy Xy =.Ax2

.. (2.2.2)

. . . . . . . . . . . . . - . . . . 3 - . . . [} .

Sp-1,1%1 F 8po1,0%p teeet #n-1,n-1%n-1 * %n-1,n%n =‘kxn-l

lnoZeéi prvu jednadinu sistema (2.2.2) sa yi, dru-
gu sa y;, trecu sa y% it.d., (n-l)-vu sa yﬁ_l 1 sabiraju-
¢i ih dobijamo

i i , 1
Xy (@11¥7 + 8p1¥p +eeot Bp 3 1¥p) +

iy i 1 i
* Xp(81o¥] + Bpp¥p +eeot 8y g o¥pq) +
. . L] . - ] . . * ] . ] L] . L[] 3 . . L3 (2.2.3)
+ X (a 1.4 I + 1 ) +

-1V, n-171 2,n-192 Teeet 8p 9 5 3Vn-1

. i i iy L
v xp(ag ) + ey ¥y +e. st &-1,n9n-1) =

,X(xlyi + xzy% et xn_ly;_l).

Kako je
to se (2.2.3) mo¥e napisati u obliku
i i i
Xl )\lyl + X2 >\iy2 + oo ot }Lﬂ.—'l >\iyn_‘l +
+ x {a yi + & 1 + + 1 ) -
a\“1nd1 T Fondo tee- an—l,nyn—l -

= )\(le-i- + XZy% + oot }Ln-'lyi—l)



gde Je

i 1 L 1
Pn = 8n Y3* Bn Y2 eee ¥ 31 n Vp o

Kako su po pretpostavei svi Ai razliéiti brojevi,

RV s R -
to su kerakteristidni vektori XT i Y- ortogonalini i mogu
se normirati (1.5.), tako da je

(2.2,

2

n-1 n~1

L1 _‘i _ i1 _
E. 13. Jj = 1, Zy'] Xj =1,
j=1 ‘ i=1

(2.2.5)
n-1 n-1
ZE i) [
3:1 J:l
i iy
i

ImoZedi (2.2.4) sa x7 i sabirajuéi po i dobija se:

J

n—-1 i
-

x. P> .
X, = - Z n n X-{: y (321,2,.00,}1""1). (2,206)

i1 A=A O

Zamenjujuéi (2.2.6) u poslednju jednalinu sistema

) dobija se
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r; 1 i 1
(a._=-MN)x_ = g *n (a X+ + a_ . %Xt + + a M x
nn n 5 -k\ nl*l n2"2 v y = lxn—l *no
i=1 i

odakle se dobija jednadina iz koje se mogu izralunati karak-
teristicéne vrednosti matrice A

-~ Pi
a_-h=> EI (2.2.7)

gde Je uvedena oznaka

Pp o= 8] b AppXp toees + 89X
Jednadina (2.2.7) se naziva eskalatorni oblik karak-
terigtidne jednadine ili kratko eskalatorna jednadina /3%/.
Odredujucéi karakteristiéne vrednosti matrice A, iz
jednaline (2.2.7), njima odgovarajuéi karakteristilni vekto-
ri, sa tatnoddéu do na proizvoljan realan mnoZilac, odreduju
se iz (2.2.6), t.j. iz

X2
3—{-J- Z -————Q- j =3 1,2,..-,11—1). (202.8)

1= AmA
Xarakteristidni vektori matrice Ag dobijaju se po
formulama
n-: =i i
J s Py
-—-—;‘- - n (J ’ (j-‘: 1,2,...,11"'1), (2.209)
In > A=A
i=1 i

koje se dobijaju istim postupkom kojim su dobijene i formu-
le (2.2.0).

Koristedi osobine (2.2.5), karakteristidni vektori
matrica A i AL, dobijeni po formulama (2.2.8) i (2.2.9),

mogu se normirati take da je
<«



n-1
X.V.
- i opm1 izi
J= nn
- =:§E: 2 ’
“a¥a hl(AfA)

ot
it
!..J
i
[
+
M
Y
I3
-

t.j. uslovi normiranja zadovoljeni su za

n-1 izl
PP
1 =1+2~M~5-
*n¥n i=1 (Xi~k)

Ako eskalatornu jednadinu (2.2.7) napiSemo u obliku

n-1 Pl?i
, , Zéj nn o
—annrk + " = 0 (2.2.10)
i=1 i

A

i levu strane (2.2.10) oznadimo sa f£()), imademo

n-1

£\ =1 ->

i=1 O\l">\) 2’

ppt
an (2.2.11)

i

-
[

»

Ne narudavajuél opStost, moZe se uzeti da je X, =

= iyn, gde se znak bira tako da
£ =

L
%2
n

buce pozitivno, t.j.
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X, =Y, = ———— , ako je £°(A)>o ,

X =~yn=-—-——]-‘--—-, ako je f7(A)<{o .

=27(X)

Wapomenimo joS da vaZe sledede jednakosti

n-1

E Pi x} = as, (J=1,2,...,0-1) , (2.2.12)
i=1

n-1

:5 Pi y% = a (j=1,2 n-1) (2.2.13)
‘ I’l,]-nj’ Thylgeney ’ LR
n

E Ai = tr 4, , (2.2.14)

koje sluZe za kontrolu radunanja.

Posle svakog zavrSenog koraka (nalaZenja karakteris-
tiénih vrednosti i karakteristidnih vektora matrica Ak i Ai)
treba, pored navedenih kontrolnih jednakosti (2.2.12)-(2.2.14),
proveriti ortogonalnost karakteristidnih vektora
x* (Xl,xz,...,kk) i v = (yi,y%,...,yé), (i=1,2,...,k).

Zskalatorni oblik karakteristilne jednaline je veoma
ogotan za primenu Newton-ove metode, jer se £(A) i £7(X),
2.2.10) - (2.2.11), lako izradunavaju.

AXo uzastopne eskalatorne jednaline imaju jednaka i-
1i komplekena refenja, tada opisani proces treba neznatno iz-

Za simetridnu matricu A, radunanja se znatno upros-
¢avaju, zbog toga &to je tada Pi = Pi i eskalatorna jed-
nadina (2.2.7) postaje
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n-1 (P})Z

£(N) =

= —t - (a__ - A =o0. (2.2.15)
i=1 Ai_x -

Koeficijenti uz (X - k)—l, u (2.2.15), su pozitivni. Ima-
judéi u vidu btu Sinjenicu i znake funkeije £()) u okolini
sadaka A = Xﬁ, dolazi se do zakljulka da se koren A nalazi
izmedu dva ugastopna korena Xi, Xi+1 i da je jedan koren
manji od najmanjeg, a jedan vedi od najvedeg Xi. To znadi

da se karakteristidne vrednosti matrice Ay razdvajaju karak-
teristiénim vrednostima matrice Ak—l'

U radu /34/ date su formule koje omogulavaju odre-
givanje karakteristilnih vrednosti i karakteristilnih vek-
tora matrice Ak koja Jje dobijena uokviravanjem matrice AK—Z
ili 4 =, t.j. neposrednim wurkviravanjem sa dve ili tri
vrste 1 kolone. U tom radu formule su date za simetrilnu
matricu An. Radi uporedenja sa kasnijim izlaganjem, ovde de-
mo navesti, bez izvodenja, formule za slula] prelaza od mat-
rice Ay , na matricu A,.

. ) s Y
I\Teka ae An = (a.ij), aijﬁ = aji, (l,J = 1’ 2, e ey ﬂfo

Pretpostavimo da matrica Ay , = (aij)’ (1,53 = 1, 2, eoo
evey kK-2), ima sve karakteristilne vrednosti Ai razlicite

. i i i .
ida su X = (x3, Xg, cees X 5), (121, 2, ..., k-2),

=

njima odgovarajuéi karakteristiéani vektori.

Neka je dalje, X = (Xy, X5, ..., X) - Kkarakte-
risticni vektor matrice A,, koji odgovara karakteristidnoj
vrednosti A, t.j].

U ovom slucaju eskalatorni oblik karakteristidéne jednaline je



1 =2 2 k-2
Zé(}?;:—:_) \ - "';Pk-l
R R Sk ka‘k-lk
i=1 i i=1
k-2.1 k=2 ,..1.2
pipt (P3)
k=1 . k
ZWA ) Tk-l,k > oo (2 )
i=1 7'i i=1 i
gde Je
P- a XS 4+ a X5 + + & 1
k-1 7 T1l,k-1"1 2,k-172 "*°° k-2 ,k-1"k-2
i Pi = & x> + a X= + + 2a
k 1,k™1 2,k72 " k-2, k"k=-2 °

Pesle odredivanja karakteristidénih vrednosti matri-
ce &y iz jednaline (2.2.16), karakteristidni vektori, koji
njima odgovaraju, odreduju se iz

k-2 1.1

ZPKPk -1_ .
Xk—l -L‘_-‘ x _>\ k—l,K
X =
X 2(P —1)2
X
Z“““‘“ (2yeq yx1~N
i1 A=A ’
i
- ‘L—l 1 !
- K= P 4 + P
x . <—. < k—.. K . .
-zl = - > k}\ - x:;.' s (§=1,2,...,k=2),
= i=1 i~

o, (2.2.16)
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2.3. METODA INTERPOLACILJE

Za metodu interpolacije specijalni oblik determinan-
te, koja daje karakteristidni polinom fF£(A) = det(a - A\I)
ili determinante det(4 - AB), sa datim matricama A i B, ne-
ma znadaja. Zato ¢emo posmatrati proizvoljnu determinantu

[£1700) £500 e 23 (N)

- * - L3 L] - . - . » . - * »

£ £, ... 200

&iji su elementi fij(k), (i,5 =1, 2, veey n), polinomi
00 Ao

Neka je ®(A) polinom k-og stepena, tada je on jed-
roznadno odreden sa vrednostima u (k+l)-oj razlidito] talki
/29/ i moZe se formirati pomodu bilo koje interpolacione
formule /3/, /24/, /27/. U tom cilju treba izradunati vred-
nosti (k+1l)-ne determinante

23300 £1o00)  eee £1,00)

e () Too(Ag) eee T (0g)

£ 00 £,00) e £ (A

gde su ki, (i=o0,1, ..., k), proizvoljni, razliditi broje-
vi.

Za formiranje karakteristilnog polinoma metodom in-.
terpolacije potrebno je obaviti veliki broj aritmetidkin o-
neracija. Tako, pre svega, treba nadi vrednosti (n+l)-ne de-
terminante n-og reda. Za to je potrebno obaviti
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-1

2 =(n-1 )(n +n+73)

mnoZenja 1 deljenja zajedno.

ko se karakteristiéni polinom formira koristeéi
Newton-ovu interpolacionu formulu, kada su vrednosti funk-
cije P()\) izradunate za ekvidistantne vrednosti argumena-
ta Ay, /19/,/31/ 1 ako su koeficijenti interpolacione for-
mule uzeti iz tablica /31/, tada za dobijanje koeficijena-
ta karakteristidénog polinoma treba obaviti jod

n(n+l)
2
mnozenja. Prema tome, ukupan broj mnozZenja i deljenja za
izralunavanje koeficijenata karakteristiénog polinoma

(Wewton-ovon) metodom interpolacije iznosi

T nlme
r‘,‘D,L(n—-:l.)(nz-z-m—B) + E&Eiil .

uitupan broj mnoZenja i deljenja, potreban za izradunavanje
koeficijenata karakteristilnog polinoma, metodom A.M. Da-
nilevskoga - koja Je, sa obzirom na bro] operacija, Jjedna
najpogodnijih poznatih metoda /9/,/%3/, (videti, takode,
i /25/). Tako je,na primer, za n = 9 broj mnoZenja i delje—
nja za metodu interpolacije 2525, a za metodu A.M. Danilev-
skoga 0648.
lletoda interpolacije ne dozvoljava ni da se nalaZe-

~

je xerakteristidnih vektora na bilo koji nalin uprosti (kao

n3

Cote

na primer metoda eskalacije i1li metoda A.N. Danilevskoga).

I pored toga metoda interpolacije ima velikl prak-

et
[

éni znataj, jer uz prost numerilki postupak daje mogul-

nost za reSavanje opStijih problema. Uz to, metoda inter-
poloR 1 aolge mcZe ge uvek primeniti, specijalno - sludz] kada
Xaralkteristilani polinom ima viSestruke korene nidim se ne
rezlikuje od drugih sludajeva.
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Odredivanje karakiteristilnog polinoma metodama in-
terpolacije za neekvidistantne vrednosti argumenata nije
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2.4, NMETCDA NECDREDENIH KOEFICIJENATA
Neka je

\ X k-1
F(A) = a X + 27X~ 4 e + 8y,

A

ch

&3]
o
©
0
@

iz sistema linearnih algevarskih jednalina

jid W
PA) = a A+ a AT T+ v + & 120,1,2,400 K
\/\l) SoNd “1)\1 100 ( sLgCy s ’ )’

mogu odrediti koeficijenti aj, (j=0,1425e00,K). Tako je za

A

= 0,192’ e ooy 1{"'1-:

i
a 1% + a 15t & + #(1)
ooJ- C«lo ¢ ee Cvk = &
X k=1 -
&0.2 + 8- 02 + see + G4 - 5'(2)
x k=1

'[._-'F ]»,._ . N
25 te 42 % riir2a = 7(2) - B(0) - 2%a,

k- 5 ~""'2 - - k
(k=1)< lal+(ﬂ—l)“ a2+...+(x—l)ak“l = F(k~1)-F(o0)-(k-1)"a,.

Ako sa X oznalimo matricu
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a sa £ 1 a, respektivno, matrice kolone
3 » ’

(1Y) - B -
(1) #{o) a, aq
k
?(2) - ®(o) - 272 a
o . 2
i ?
k *

PR(k=-1)-P(o)=-(k-1 a,

tada se sistem (2.4.1) moZe napisati u matridnom obliku

odakle je

a = K-lfc

Natrica KT (kao i matrica K) zavisi samo od ste-
pena polinoma F(A), pa se samo jedanput raduna za dato X,
3to je od znaéaja kada treva da se izloZeni postupak vise
puta ponovi za date matrice &ije determinante u razvoju da-
ju polinome istog stepena k.



Y-
2.5. METODA KVADRATHE INTERPOLACIJE

Metoda interpolacije nalazi svoju primenu i kod na-
leZenja karaltteristidnih vrednosti zaobilazedi formiranje
karakteristilnog polinoma.

Yetoda kvadratne interpolacije (metoda Muller-a
/43/, metoda parabola /4/) je metoda za odredivanje svih

3
Xorena polinoma

£(A) = aokn + alAn_l + oeee + o8y, a, f o,
bilo koje enalitidke funkcije. To je u stvari uopdte-
nje metode "laZnog poloZaja" (Regula Palsi) /13/, /33/ i
stoji se u slededem. Neka su data tri, medusobno razli-
ta, kompleksna broja A;_,, A;_7s A;. Sa tim brojevima
ao ¢vorovima interpolacije formira se Lagrange-ov inter-

O< [¢]

by

olacioni polinom drugog stepena za £(A); nalaze se oba
njegova korena i za Ki+1 uzinma se onaj od njegovih korena

o]

koji je bliZi A.. Slededa trojka brojeva bide Aj_1s As»

ki+l’ Sa tim brojevima formira se novi interpolacioni po-
linom 1 za Xi;? uzima se ona] njegov koren koji je blizi

. Tako se aobij v rojka 1 jev : . .

.7+ Tako se dobija nova trojka brojeva Ais A1+1’ Aio

i t.d. Xada je na taj natin izradunat jedan od korena on
se izdvaja 1 proces se nastavlja primenom na polinom ma-

Xounvergencija toza postupka za proizvoljne polet-
ne vrednosti nije poznata. Poznata je samo lokalina konver-
gencija /4/, t.j. konvergencija je dokazana uz pretpostav—
ki da su poletne vrednosti dovoljno bliske traZenome kore-
nu. Inzk u praksi nije poznat ni jedan sluéa] kada taj pro-
ces neoi kounvergiraol

Izbor interpolacionog polinoma drugog stepena ni-

[N
o

sluéajan; on je podobvan zbog toga $to omogulava prelaz
realne ose na kompleksnu ravan, dak i za realno £(A) 1

[ 45)
5

reeine poletne vrednosti.
Radunanja se obavljiaju na sledeci nalin. Pretpos-
wavimo da su poznate vrednosti funkecije £(A) u talkama



-2 X ) k . Sa tim talkama formira se lLagrange-ov inter-

polacioni polinom za £(A).

(A=2) (A=As_4)
1—2) +

(=2 = £,

=2y =Xy A=hs ) Ohehs
) Ap) + £(Ay) AAs0) >\1“2). (2.5.1)

+ T(Ag_
10 g1y ) YOG D Oghy )

Sa oznakama

by
Il
b Y
|
p
H
g
l,.l
|
>~
>
}il.
[
w2
P
-

1
>
!
y
[
1
nN

-
]
) l'j
L
-t
1
EJ
-
e
i
’..l
+
=
',.J

b= 2GR - TG G ¢ 2OANGETT

g; = T8 - 2Oy )6 + EANESTY + £y )

1(3-2) (A} dobija prostiji oblik
L(l-Z)(S\‘) = giq'(z + é’i<'f + f()\i) 3

- - . - 5 . rax3 i-,) 3 v . Z 2
cdakle je, izjednaavajuéi L( “>{?) sa nulom i resavajudéi
jednadinu po ? ,




Bira se nanjl (po modulu) od dva §H i izradunava

-

(;i-s—l =y Rig1 = ?i-f-l Bis  Aipl = ALY Bige

l.J

n

cf

(0]

H
{

SaGa se sa ovrojevina >‘i-1’ A Xi,1 formira novi

i!
polacioni polinom Lagrange-a 1 za >‘i¢2 bira njegov koren

vlizi . i t.d.
/\1+1 v



GLAaVA IIX

METODE SREDISNE ESKALACIJE

3.1. METODA SREDISNE ESKALACIJE ZA RESAVANJE PROBLELA
KARAXTERISTICNIE VREDNOSTI MATRICA

Ova metoda sastoji se u tome 8to se indukitivnim pos-
tupkom nalaze karakteristiéne vrednosti i karakteristiéni
vektori matrica Ak i njina konjugovanih, pri demu se Lo do-
bija sredisnim uwokviravanjem matrice Ak-z /5/, /6/.

Opisademo jedan korak metode srediSne eskalacije -
prelaz od matrice (n-2)-og reda na mabtricu n-og reda.

Neka su X,, XB, cees Anrl karakteristidne vrednosti

An_z (aij) s (1,3 = 2,3,.00yn-1) ,
S i i T, i i i i T
a Al = (X27 X39 cevy Xi_l)i i ¥ o= (yé-’ f%s ceey :Yn,_l) ’

(1 = 2,3,.4.,0n-1), karakteristilni vektori tih matrica.

Pretpostavimo da su svi brojevi Ai (karakteristiéne

vrednosti matrice 4, _,) realni 1 razliditi.
m
Oznalimo sa X = (x., Xpp oo Xn)* karakteristic-

ni vekbtor, koji odgovara karakteristidnoj vrednosti A, mat-
rice A = (a;j), (i,3 = 1,2,...40), koja je dobijena sre-
4isnim uokviravanjem matrice An—Q’ tTeje

A X = AX . (3.1.1)

Sistem jednacina



, i i i
:":a a - + &a.. - . -+ o o o ¥ a 3 o
1432390 5173 T n~l,1jn—l)

’ i i i
Xf\" & + a L 2 o & 3} 3
o\ Fpo¥p * Ezpdx F tan,oVp-1) *
L L ] L] L] [ ] - L] . Ll L] L[] - . . L d L d * L] * L
X (a ,yi + a yi t ses + 2 yi' ) +
n~-1\"2,n-1v2 3,n~1v3 n-1l,n-1vn-1

A(xzyg + XV I o+ oees T X 1y% 1)

le je, zbog toga Sto je Y1 karakteristidni vektor mat-

i

i,..! 3

i i i
Ay (%505 + Xg¥3 teeat X, 1Yp-1) =

i i

«3)

N
Wl
»
I,.WJ

i i i i

P = . + v

<1 = %2192 T 8x1Y3 T 8n-1,19n-1
i i i i

o = a ~ + ﬁ" X - * & " a X

n onY2 t Bz d% Teeet 853 nn-1 0
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iz (3.1.3) dodvija se
i i
. . . X, PI+x P
i i i _ _ 1 1l "™nn B
X2y2 + XSyB T e oot Xn“lyl’l"‘l = ——-)—\—-:-)-\-———' . (3.1.4)
i

20 pretpostavei su sve karakteristilne vrednosti Xi

sy s . . . s s . . i . 1
razlidite, pa sledi da su karakbteristildni vektori Xt i Y

ortogonalni 1 da se mogw normirati tako da je

n-1 -l

:E : ol i :E r s S R
.z.jyj-l, VJij-—l,

j=2 i=2

=l 1

: X%’yg:O, ix%:o.

j=2 j=2

i4Y it?

Ako se (%.1.4) mnoZi sa xg i sabiranje, pri tome,

vr$i po i dobija se

-1l i 4
X, PI+X. P : )
xp= - > A BB (o3,nel). (3.1.5)
ie2 ATA |

Iz prve i poslednje jednaline sistema (3.1.2) je
Y J

i}

B1p%p * BygXy beeot By o g% o= —(899-N)%) - 8y X

Ky +teeet &

Gno¥o T 8pzXs = =an%y = (ap, =A%, .

X
n,n-1"n-1

Zamenjujuéi (3.1.5) u (3.1.6) dobija se

i i
X-Py+Xx. P . . .
LT nn 1 1 1
e ettt a X + a..x +‘..+ X =
;E: ‘ (2%, 133 2 p-1%p-1)

= (a7 = A%y + 8%
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T -] 3~ A\ - = o——
SET A ey Q"‘—I -D_S..*A.L
o R
hand'a
L I S

(3.1.7)

jn~1 Sizi } (=1 Sizi 3
< “lta z ‘ntn \ !
- - a_ - yX- + - (a__=-X\)x_ = o0
Pt NS nxj 1 NN ( nn X’{’l ’
(i=2 M li=2 M J
gae Je

_P-v = -')_' X‘L +~ a. X, T e o—:" a-« X

1 “1272 13573 1,n-1"n-1

i Y= oA Xr + e Xt 4 + a %+
- n - “n2t2 n3*3 T %n,n-i"n-1 °

Sisten (3.1.7) homogenih linearnih jednalina po X

i z_ ima netrivijalino resenje, pa sledi da determinanta to-
tema mora biti jednaka nulii:

-1 Lini n-1 Lizi
ST EE L a-N S S
-t i1 e NN in
Pi=2 M7 i=2 M7

0. (3.1.8)

D e o e

3 JOL N o Tie- L - 17T

P < L0 a . E - ﬂPn ( a >\>
¥ - ’ - - -
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bt
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N
I,_l
B
ii
(AN
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. s A
\i=2 kl ‘ Li=2 i /
-1 Sisi y /-l Jizi 3
g PrE]

- 2, = 0 . (3.1.9)

(|
>
|
>
l
fo
a
bt
N g i
v ot P,
M
v
l 8o
>~

(=8

)
o

. ;5
! i
4 b
N
\ t{pd
>/ 1= }-t
|
0
bt
i

4
L3}

1 g i =
m— I e — ’ (3.1.10)
L. T } _?—.:L
dd e TTTTD
“1T1

>

>~
|

>

[0

- ~.d 3
il e P 4
b - % PL Pn

ei = - 5 i x* , (3=2,3,...,n-1). (3.1.11)

kterigtilne vrednosti matrice A iz

n
*1
juéi, potom, = iz (3.1.10),

J
n
3,1.11) odrediti odnosi preostale (n-2) koordi-
X

n-

u da je matrica A, simetriina ralunanjsa se

vt Ly tan S ama 2 od a i 3L . i i
wproscavaju, jer je tada Pr = Pr «i Pr = P,
1 1 n n

Jednakosti koje sluZe za kontrolu ralunanja su:
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NOSTI MAT

5 e

Ti u tom

smislya S60 s¢ moZe primeniti z eSavanje uopStenog prob-
lena kerakteristilnih vrednosti matrica (videti /12/).
Neka je

%11 C1p +ee C1oq1 Cin P31 Py oeee By p g
! ! i
23 o0 | 5"21
i H
Cu=gi Cre2 . '?Bn=§§ Bp-2
ion— A Cn—l,nf éba-l,l
écn_ Cn2 vt Cnone1l Can j ébnl Byo +ev @
1 neka su (i, szixg,xg,...,xg_l}m i Yr:(yggyg,...,jn_i)ﬁ,
/
(r = 2,%3,...,0=-1), karakte I¢Stluﬂ0 vreanosti 1 karekteris-
tilnl velsori matrica C.o 2 Cf_z u odnosu na maitricu By _o.
Telka je A, bilo kojo, karakteristidna vrednost matrice C.

w odnosu na natricu B,z Z = (zl,zz,...,uq) - karakteris-
ticul vektor kxoji odgovara karakbteristilno]j vredunosti A e
C.2 = AB,Z,
-CC;.
7 n
: / ~ -\
'/ Cplﬁzk :)\ ; bpkzk_, \P = .ng,ootgn)o (J020d—)
L=1 =2
L¥0 se druge jednaline sistema (3.2.1) pomnoZi sa

yr (~ -y - - r :
39 s s e 3 ﬂ—n&-) - vVa s& y 1 .L ta"\.o uOu_Jeﬂe

O
in

D

2n
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JeGracinge saoneruy uoblrza se
PP -
<
el ~ / e -
v J ” AC ,,r—)\..)“.,_)z], = O ,
JORy ai— jox:y X :

— : !/ \ 9 N L r 7/ ~
Z,. C_.=AD . )Jy_ = 0 . 3.2.2
"Zi_ < Vs Jc"f‘-} ‘fp ¢ )
=

&
odnosu na matricu B _,, iz (3.2.2

~. : - iy N LT - - s
(Qr—klildzh,» oD leg:(cpl—kgplffp + znéid(cpn—Xopn)yp = o,
. Y »_.2

ild
Ve 3% - - -~
— S;: - z~Si + z_8_
5 oL < da il 7 -
- )\ = e . .
. Zo ) 017 PN , (3.2.3)
K=2 p=c \*r
gde je
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Lol s
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i Sn = 2 KC‘TO—XJ’”D)XP . \3.2.5)



@

6]

LiTde g

co

o= A
TgTiech

“
e

olo)

.

RO

LN
& v

i

e ek 24

ey g

D

(3.2.7) e

¥l
-

selal

-

3.2.8)

S~



(3.2.9)

o £

o~

o
4
L2
ol
-
N
RS
nl v
Hod &~ O o
~ €] /L..\\\l n
it i N
r~1 [aV]
1 I b £ i
& ~ & BN
N R —
3 - N \l/ LI N
N o e
i &3 Q
! 2 L jon
-~ ~<
] H | o
0N i ) o 3
Mo £ - < o
172 | e [$) O 50 )
~ e 3 Y
vl [q¥] <
! L i ! | LS TN
o “ o1 o 0 ® 2y
oS t 55 I
[ wn | 2 \_A -
| &4 e 1 Mo 4 & [0)
1 102 EOV 1 | <t 4 ™
[ o el QY] < g
i i1 il i il ~ 0]
o ~ < 4 ()}
n . o . ;.«j\.:esc\ )] )]
&3 3 “
~. + + “d
& | O
P = i n
mm N N & ﬂ%
e P s P (63} &
{ i —~ ™ 7 LS A ] T
v.m -t 1 0] e |
&3 & < ! >
) Q 0 n
N < ~< 4
] I o
1 — ! < 1))
1 < @ 3
Pl O O ry
o] e ~— @) o
- 9 SR
T, & ! I o
53 3 s
gal ) P ee Mol < .
< ) /o) 1 g} @]
1 o] R {4 SRR $4 i
(23] V) 170 RSN 110 T s
< i J ¢ (S| o
O A | I i H *
N~ v 3 \ 4 <) . 8

nie

-

minag

e

£2

-
a

rarLgen

o

y

.
Zvi

e

-y

P
SR
— b ol



P
55
i
* { N ~
o n o\ R
. o o~ ot
A £4 A N »
~— Q 0] o [q¥}
43 . 2
A (@] XY N
° ] &) N N
(o ] o4 ~ "
« M)
! i R « oy oy
R ' x ) ™
B s — B N o~ o~
’ - o o < oy
o1 o] o
) o Q ~ ¥e) -
O 42 e £
ol T 8y LRI et
1 = I > ] "
£ < o £y o
M ~ £y [ah ¢! a
Q - (] L2 Q Ko
42 -\ s et
& 1 [aN} i1 [§Y] 1 Ol [a¥]
id 3] i | } 0 ! ! 1l - »
o3 Hif = /r 4 3 / ] i o7 s
A4 s e S
[} ¥ 1l i il i () 1<
) o3 Py o~
o] fiosd f1 g Mo < <
o3 o iy < ey 1 I
ey H &
<N <o
—~~ - o ~_s
! o o~
«2,* :T .\T
* R ™y
o~ ey b Pt 4
a o~ o [a¥) 174
[ [ oy
e <y o1 i n
52 » 0 ~
3 M 3 T S e
3 <l SN p] 12
ot i i
>0 v 4
I oy -
< ] Q
73 ~ . ~
.@ e Q%] v [N ] 3! [aN}
] ! 1 | i i 1}
o \.M £ i \\/» By it (o]
[¢)
il il i i T
v { 1 }
<P 1Py e
3

A0



(@)}

L

N

N’

0jt

S -
R
AN

ik

ol

u

S
cQACC L

o

im0

s,

e T
e e

ekktora 7 o

3

v

el
e

S50

s

i saberi

Ao s
o O

SOl

e,

el
pony

. wn 1
¢—-Ccm L

o3)

[&N)

Ay o B ey

P B e

»
4 o
"
o
[45]
<
[ Y
A i
£ S
[4p] o~
—
N
o) 4]
r i
53 &~
|
il
ooy
P
na
LA ]
(7
)
i [§V]
i 1
< O
M
s

ot A/‘u
1 i
= \3/ 8

£

[

<N



).

-

E¥S

),ooog.’.;

er-ov simbol),

ﬂ"
9

cC

ARION

T

(Q—: 2,

UGS

TR

[zamenits

i

N
s

3

gu-
Koo~

RO

sha

2.
‘ 02.l7>
matricu B,) 1

-

905600 gllms

2
u odncsu na

(o =
g =
L

C,

"‘""0‘. .
aorice

]

N
L

tora Z (z

-

105 vex

i

N

LC

Vo

.

et

¢



PROBLEK XARAXTERISTICNIH VREDNOSTI NZKIH MATRICA
SFECIJALECG CZLIXA I PRIKEHA TROUGLAST RAZLAGANGA

A
WATRICA U METCDANA INTERROLACIJE

L,1. O RESAVANIU DELIMICNOG PROBLEMA XARAKTERISTICHIH

VREDNCSTI NBKIH MATRICL SPECIJALNCG 0BLIXA /7/

Neka Je data matrica 4 oblika
T 2 o
P A . 2y i
i 11 0 v 0 ir %
'O Lnns . %
i 22 °°° O 2r 1
l % ° o o ° é ’
,‘%ﬁ = § : : .o : : f., (4.1.1—)

§ iy A ; A
{ rl *r2 *** “r,r-1 rr
gde su A.. kvadratne matrice redam > 1, (i, = 1,2,...,2),

trice (4,1.1) omogudava da se u terminima
oiju formule koje omogulavaju primenu Newlon-ove
oda interpolacije za reSavanje delimilnog prob-
teristicnih vrednosti.

U 4.3i.1, izvedene su formule Newton—ove meiode za

proizvoljnon talfnoidéu, izolovane karakie-
ic

e posvupelk koji omoguéava prelaz
tidzne nmatridae jednaline na refava-
ednadine 1 reSavanje £ako dobijene skalarne
znatim metodama za odredivanje nula skalarne
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trh T {Ay) = tr(Rydey) =
n-1 le-1 , 1
< g 1S niia
e o O e a2
i=1711 7'k nn e/ i=10"11 Tk
Tada Jjec ewton-ova metoda, za nalafenje pribliZnih vrednos-—
ot e w .y I
ti karakteristidne vrednosti A matrice (4.1.2), data for-

nulom

A+ 2, (k= 0,1,2,...) . (4.1.3)

Niz (4.1.3) konvergire ka odreaenoj karakteristic-

%
noj vrednosti A , ako je s =As £ 0, (L= 1,2,00e,n=13k=
g je kvadratna, ako je >\ do-

blisko ka A za nrimenu Hewbton-ove metode.

em > 1. Isto tako, kao i u slufaju

cdivanje, sa proAZVOWJnOM tadnogdéu, i-
Sue vrednosti X Yblodne mauflce(ﬁﬁﬁ/

mcZe se izralunati tr(A _(A~)), ne trefedi inverznu matri-
t

cu matrice Am A). U tom sludaju formule Newton-ove metode
s
.
>\;’C+ = >‘}: + 'ﬁz_ , (k = 0’1,21000) ] (4“1.4‘\)
k
gde je
M1
S =1 -1
Qo= t2]> (a-MI) 7™+ CTIA) +
Li=1



=1
Ny R _ _ -1
Crr\kk’ = Appmayd :Ez;grl<Aii AcD) Thip o
i=

iz (4.1.4) konvergira ka odredeno] karalkteristidé-
noj vrednosvi X s, &Xo su sve matrice Aii—Aki, (i = 1,2,...
ooy r-1l3 k= 0,1,2,...), nesingularne i konvergencija je

. uslovima za konvergenclju Newton-ove metode).

4L.1.2. Cpisacdemo proces za resSavanje delimidnog

proviena karakieristinih vrednosti matrice {(4.1.1), koji
dozvoljava primenu poznatih metoda za odredivanje nula ska-
larne fuankecije ne privegavajuél, pri Foue, traZenju koefi-
cijenata kaeralteristilnog pcﬁ_noma.

LI PN T -
Joenliac .L.“\.

ng refavanje sxalarne jednalin
£{A) = o , (4.1.6)

¢1ji se koreni poklapaju sa razlifitim korenima jedna&ine
5). U tox cilju nevedeno je pravilo za odredivanje
(a takode i u kojem sludaju £7(A)) za fiksirano A

O
2
r7
o
Q
s
-
T
‘o)
H
B
(L
o
[
B
[

ideje iz rada /11/, primenjujuéi elemen-
tarne transformacije Gauss-ovog tipa, umesto ortogonalrih
koje su koriddene u /il/.

Siucaj kada je m = 1. Pri prelazu sa k-og korake
na {k+1l)-vi korak prvo se, pomodu permutacija prve (n-1)-
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Prelaz sa matrice A<l) na nmatricu A(Z) sastoji se u obra-
zovanju linearnih kombinacija poslednje vrste i vrsta 2-ge,
3-8€, ves, (n-1l)-ve, radi obrazovanja nula u potrebnim po-
zicijana.

Za izralunavanje f(kh) treva izradunati poslednji
dijagonalni elemenat Con leve trouglaste matrice C u raz-
vojiu

\
:2) o3,

OCevidno je da Je

nn ,
gae je
_ (2) _ . (2)
€11 = #1172 oo Cpoi,ne1l T %n-i,n-l 0

i...).
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?
jedinidnom glavoon d?ﬂagona;om.

je, kxao i ranije, za f{A,) uzeti
— -
{ {
£(A.) = sign a§?> ces a(z) c g al2) .
o © i_¢¢ n-l,n~-1 "nn | n-l,n-1
Sumirajuéi izloZeno, dobija se pravilo za *zraéu—
-~ ~ = P . . s\
zavanje I{A,) u bilo kojoj fiksirvanoj talki A, # a.y =

= .L,Z,...,l’l-—l):

1) Dijagonalni elementi a4 cate, poleitne, matrice
zamenjuju se elementima aii_kk’ (i = 1,2,00.50).
2) Izralunava se broj
- n-1 -
~ | §
; = lsigoy Vool =XV ¢ =
Can = |PFEM (843 FZ]Cnn
= i=1
-1 -
— r s
= a3l o :E nNi oin i
=isign| [(asy ALjL?rn N :Z_ ) j
i=1 i=1%ii I

| H §
res 1 . [“.' I 2 . - Y
}Cnn’ ako je Ecnnl £ miniaii Aki,
Ty = |
N P T NP N |
K31gnc min aﬁi-n%}, ako Jelcnnj>m;niaii—XV},
Iull - - - i Fu

zGe se minpimunm wzima po svim i = 1,2, ..., n-1.

£

Sada se za refavanie jednaline (4.1.6) moZe prime-

a
iti bilo xoja od poznetih netcla za oldredivanje nula funk-

v
j-
")

[
,_l

Lo¢ ako su poznate njene vrednosti u pojedininm talkana,

ne znajudi eksplicitno zavisnost £(A) od parametra i, (na
priner metoda Iuiler-a, metocda seCice 1 druge metode zas-—

novane na ideji interpolacije /44/).
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Neka traZeni koren nij
ﬂ&‘ta 8..;,3, (i = 1929...91’1“1),
na pridbliZnaz vredaocss AO, (iii
u toku radunanja) takva da je

n-1
1 znak proizvoda | i(aﬁi -)\) se
i=1

iz posmasrane okoline.

Pece

se za £(A\) u (4.1

e jednak ni jednom od eleme—

date matrice i neka je nolet-

hr

-

igzna vrednost dobijena
. l a v
min i4 Ad

i=l,2,...,n—l

stabilizovao za svako A= Xk

.6) moZe uzeti

=7 p— -
r n=-. ! ] n-1 ar-;a:m_i
o/ L ’ A [N 4%
I = Sl”nj | (a, .~ ; N EE .
(A) l_ o T\ Ao@%ann.A N
i=1 4L i=1 #4i7N J
Ovée su a.. elementi date, poCetne, matrice. Odatle sledi
da se za dovijanje korena jednaline (4.1.6) mogu primeni-
tl metode, gde treba znati ne samo vrednost funkeije, ne-
go 1 vrednost njenog izvoda u talki (metoda Wewtcn-a, La-
guerre-a i ar.) /3o/, /i4/.
Siucaj m > 1. Sve 3to je reCeno zam = 1 vazi i za
slula] kada je n > 1.
Postupajuéi keo i ranije, jednalinu
Qet(.{f‘ l")\}:) (40:1-:7)
zemenjujeno skalarnom jednalinom
G’J/k 1.8)
g {A) o . (4.1.8)
Izralunavanie 3(%), za vrednost A = %b, koja se
ne poklapa ni sa jednom od karakbteristiénih vrednosti nmat-
rica A.., (L = 1,2,...,7-1), vrii se na slededi naldin:
:&-) Dij ""Ona...'ﬂ.l blOkOVi l"ilig (i = 1,2,...,3:"-1), -
te, pocetune, matrice zamenju u se blokovima Aii—AkI.
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