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Levijevi procesi i problem prvog dostiza�a datog nivoa Bojana Miloxevi�

Predgovor

Master rad se sastoji iz qetiri celine.

U prvoj celini definisani su osnovni pojmovi koji se pojav	uju da	e u radu, nave-

dena su osnovna svojstva sluqajnih veliqina i sluqajnih procesa.

Druga celina je posve�ena Levijevim procesima. Date su va�ne osobine istih, kao i

najpoznatiji predstavnici Levijevih procesa (Braunovo kreta�e, Puasonov proces,

slo�eni Puasonov proces). Ukratko su opisane klase stabilnih Levijevih procesa

kao i subordinatora. Poglav	e je zavrxeno prikazom nekih od mnogobrojnih primena

Levijevih procesa.

U tre�em poglav	u opisan je problem dostiza�a datog nivoa Braunovog kreta�a i

Braunovog kreta�a sa pomerajem. Navedene su i dokazane va�ne teoreme koje govore

o ponaxa�u sluqajne veliqine koja predstav	a vreme dostiza�a datog nivoa.

Qetvrta glava posve�ena je vremenu dostiza�a datog nivoa kod Levijevih procesa

koji se mogu prikazati kao zbir dva nezavisna procesa- Braunovog kreta�a sa pome-

rajem i slo�enog Puasonov procesa. Prikazan je rad " First passage time law for some

Lévy processes with compound Poisson: Existence of density čhiji su autori Laure Coutin

i Diana Dorobanty [4], u kome je pokazano da je vreme dostiza�a datog nivoa sluqajna

veliqina koja ima gustinu.

�elela bih da se zahvalim svom mentoru profesoru dr Pavlu Mladenovi�u na bez-

rezervnoj podrxci, strp	e�u, ukazanom povere�u i struqnoj pomo�i. Tako�e , zahva-

	ujem se svim ostalim qlanovima katedre za verovatno�u i statistiku, koji su svojim

sugestijama, primedbama i idejama doprineli da ovaj rad bude xto bo	i. Posebno se

zahva	ujem dr Jovanu Vukmirovi�u koji je svojim pristupom u nastavi, studentima

neprekidno otkrivao qari matematiqke analize i verovatno�e.

Posebnu zahvalnost dugujem i svom najbo	em drugu Miloxu na svemu xto naxe dru-

garstvo qini. I na kraju, zahva	ujem se svojim rodite	ima i bratu, na beskrajnom

strp	e�u i 	ubavi.
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Oznake

|A| kardinalnost skupa A;

D
= jednakost u raspodeli ;

p
= jednakost u verovatno�i ;

s.s
= skoro sigurna jednakost ;

N skup prirodnih brojeva;

Q skup racionalnih brojeva;

R skup realnih brojeva;

Z skup celih brojeva;

Z+ skup nenegativnih celih brojeva;

R+ skup nenegativnih realnih brojeva;

Q+ skup nenegativnih racionalnih brojeva;

R proxiren skup realnih brojeva, R = R ∪ {−∞,+∞};

B Borelova σ-algebra ;

RT skup svih funkcija sa domenom T i kodomenom R;

σ(X) σ-algebra generisana sluqajnom veliqinom X;

E(λ) eksponencijalna raspodela sa parametrom λ, odnosno funkcijom gustine

f(x) = λe−λx, x ≥ 0;

N (m,σ2) normalna (Gausova) raspodela sa parametrima m i σ2, odnosno funkcijom gustine

f(x) =
1√
2π
e

(x−m)2

2σ2 , x ∈ R

Φ(x), x ∈ R funkcija raspodele sluqajne veliqine sa N (0, 1) raspodelom;

γ(α, β) Gama raspodela sa parametrima α i β odnosno funkcijom gustine

f(x) =
xα−1βαe−βx

Γ(α)
, x ≥ 0,

gde je Γ(t) gama funkcija;
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1 Teorijski uvod

U ovom ode	ku definisa�emo pojmove koje �emo u da	em tekstu koristiti.

Neka je
(
Ω, F, P

)
prostor verovatno�a. Familija sluqajnih veliqina {Xt, t ∈ T},

gde je T neki beskonaqan skup, koji se najqex�e interpretira kao vreme, naziva se

sluqajni proces . Ukoliko je fazni prostor sluqajnog procesa
(
R,B

)
, taj proces se

naziva realni sluqajni proces.

Funkcija Xt(ω) : T → R, gde je ω ∈ Ω fiksirano, naziva se trajektorija sluqaj-

nog procesa.

U zavisnosti od toga da li je T diskretan, odnosno neprekidan skup razlikujemo

sluqajne procese sa diskretnim vremenom (sluqajni niz) i sluqajne procese sa nepre-

kidnim vremenom.

Neka je {X(t), t ≥ 0} realan sluqajni proces, n ∈ N fiksiran broj i t1, t2, ..., tn ∈ T n

proizvo	nih elemenata, tada se raspodela sluqajnog vektora (Xt1 , Xt2 , ..., Xtn) naziva

konaqnodimenziona raspodela sluqajnog procesa odre�ena indeksima t1, t2, ..., tn. Ta

raspodela je odre�ena funkcijom raspodele

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, ..., xn) = P
{
Xt1 ≤ x1, Xt2 ≤ x2, ..., Xtn ≤ xn

}
.

Familija konaqno dimenzionalnih raspodela sluqajnog procesa u potpunosti odre�uje

raspodelu verovatno�a sluqajnog procesa. O tome govori Kolmogorov	eva teorema o

egzistenciji. Pre nego xto damo �enu formulaciju treba da definixemo jox neke

pojmove.

Ka�emo da familija konaqnodimenzionih raspodela sluqajnog procesa {Xt, t ∈ T}
zadovo	ava uslove:

saglasnosti: ako za svaku n-torku (t1, t2, ..., tn) ∈ Tn i svako k < n, k, n ∈ N va�i

jednakost:

F(t1,t2,...,tk)(x1, x2, ..., xk) = F(t1,t2,...,tn)(x1, x2, ..., xk,+∞, ...,+∞︸ ︷︷ ︸
n−k

),

simetrije: ako za svako n ∈ N, svaku n-torku (t1, t2, ..., tn) ∈ Tn i svaku permutaciju
(π1, π2, ..., πn) skupa {1, 2, ..., n} va�i jednakost:

F(t1,t2,...,tn)(x1, x2, ..., xn) = F(tπ1 ,tπ2 ,...,tπn )(xπ1 , xπ2 , ..., xπn).
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Neka je x proizvo	na funkcija iz RT i neka je Π(t1,t2,...,tn) : RT → Rn funkcija

definisana sa

Π(t1,t2,...,tn)(x) = (x(t1), x(t2), ..., x(tn)),

gde je (t1, t2, ..., tn) proizvo	na n-torka iz Tn. Skup A ⊂ RT naziva cilindar ako se

mo�e predstaviti u obliku A = Π−1
(t1,t2,...,tn)(B) za neku n-torku (t1, t2, ..., tn) iz Tn i

neki skup B iz Rn. Skup B se tada naziva osnova cilindra. Ukoliko je B Borelov

skup, A se naziva Borelov cilindar. Minimalna σ-algebra generisana ovim cilin-

drima oznaqena je sa BT i naziva se Borelova σ-algebra, a �eni element Borelovim

skupovima u prostoru RT .

Da	e, neka je P(t1,t2,...,tn) : Bn → R verovatnosna mera definisana sa

P(t1,t2,...,tn)(B) = P (Π−1
(t1,t2,...,tn)(B)).

Primetimo da je ovako definisana verovatnosna mera, jednoznaqno odre�ena funk-

cijom raspodele verovatno�e F(t1,t2,...,tn).

Teorema 1.1. Neka je T beskonaqan skup i neka je za svaki prirodan broj n i svaku

n-torku (t1, t2, ..., tn) elemenata iz T data verovatnosna mera P(t1,t2,...,tn) sa odgova-

raju�om funkcijom raspodele F(t1,t2,...,tn). Ako za datu familiju funkcija raspodela

va�e uslovi simetrije i saglasnosti, onda postoji taqno jedna verovatnosna mera

P : BT → R, takva da za svaku n-torku (t1, t2, ..., tn) elemenata iz T , svaki Borelov

skup B ∈ Bn i cilindar A sa osnovom B va�i jednakost

P (A) = P(t1,t2,...,tn)(B).

Dokaz se mo�e na�i u [13].

Ova teorema nam pokazuje zaxto je jako va�no poznava�e konaqnodimenzionih funk-

cija raspodele sluqajnog procesa.

Ukoliko su konaqnodimenzione raspodele normalne, proces se naziva Gausov sluqajni

proces. Ispitiva�e da li je neki sluqajni proces Gausov ili ne, se mo�e lako iz-

vrxiti korix�e�em slede�e teoreme.

Teorema 1.2. Sluqajni proces {Xt, t ≥ 0 } je Gausov ako i samo ako za svaku n-torku

(t1, t2, ..., tn) elemenata iz T i (a1, a2, ..., an) iz Rn, sluqajna veliqina Y definisana

sa

Y = a1Xt1 + a2Xt2 + · · ·+ anXtn ,

ima normalnu raspodelu.
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Dokaz se mo�e na�i u [10].

Klasifikacija sluqajnih procesa se mo�e izvrxiti na osnovu jox nekoliko kri-

terijuma. Slede�e karakterizacije procesa su veoma va�ne u da	em prouqava�u

sluqajnih procesa.

Definicija 1.1. Sluqajni proces {Xt, t ∈ T} je sa nezavisnim priraxtajima ako

su za svako n ∈ N i proizvo	an niz 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn, sluqajne veliqine

Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , ..., Xtn −Xtn−1 nezavisne.

Iz definicije sledi da je za poznava�e sluqajnog procesa sa nezavisnim priraxta-

jima {Xt, t ∈ T}, dovo	no znati funkcije raspodele sluqajnih veliqina Xt i Xt−s,

odnosno znati funkcije

FXt(x) = P{Xt ≤ x}

FXt−Xs(x) = P{Xt −Xs ≤ x}.

Na osnovu ovog zak	uqujemo da je, za poznava�e ove klase sluqajnih procesa, dovo	no

poznava�e �ihovih dvodimenzionalnih funkcija raspodela.

Ukoliko je sluqajni proces {Xt, t ∈ T} Gausov i sa nezavisnim priraxtajima onda

se za proveru nezavisnosti priraxtaja mo�e iskoristiti slede�a teorema.

Teorema 1.3. Neka sluqajni vektor X = (X1, X2, ..., Xn) ima n-dimenzionalnu nor-

malnu raspodelu. Sluqajne veliqine X1, X2, ..., Xn su nezavisne ako i samo ako su

nekorelisane.[11]

Dakle, ukoliko �elimo da proverimo nezavisnost normalno raspore�enih veliqina

X1, ..., Xn, dovo	no je da poka�emo da je odgovaraju�a matrica kovarijanse sluqajnog

vektora C(X) = [E(Xi − EXi)(Xj − EXj)]
n
i,j=1, dijagonalna.

Posebnu klasu sluqajnih procesa qine stacionarni procesi.

Definicija 1.2. Sluqajni proces {Xt, t ∈ T} , T ⊂ Z ili T ⊂ R,je strogo staci-
onaran ukoliko je za svaki prirodan broj n i svaku n-torku (t1, t2, ..., tn) ∈ Tn i h ∈ T
ispu�eno:

(Xt1 , Xt2 , ..., Xtn)
D
= (Xt1+h, Xt2+h, ..., Xtn+h).

Definicija 1.3. Sluqajni proces {Xt, t ∈ T} , T ⊂ Z ili T ⊂ R, je slabo stacio-
naran ukoliko va�i:

E|Xt|2 <∞, EXt = const
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kao i

K(t, s) = E(Xt − EXt)(Xs − EXs) = K(t− s),

gde su t, s ∈ R.

Definicija 1.4. Sluqajni proces je sa stacionarnim priraxtajima ako je za svako

n ∈ N i proizvo	an niz 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn

Xtj+1 −Xtj
D
= Xtj+1−tj −X0, j = 1, 2..., n.

Ukoliko se radi o procesu sa nezavisnim i stacionarnim priraxtajima tip raspo-

dele priraxtaja odre�uje svojstva procesa.
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2 Levijevi procesi

Definicija 2.1. Sluqajni proces {Xt, t ≥ 0} se naziva Levijev proces ako:

1. X0 = 0 s.s;

2. X ima nezavisne i stacionarne priraxtaje;

3. X je stohastiqki neprekidan, odnosno za svako ε > 0 i za svako s ≥ 0

lim
t→s

P{|Xt −Xs| > ε} = 0

Najpoznatiji predstavnici Levijevih procesa su Puasonov proces, slo�eni Puaso-

nov proces, Braunovo kreta�e, Koxijev proces i Gama proces. Neke od �ih �emo

deta	nije prikazati u narednim ode	cima.

U ovom radu bavi�emo se samo jednodimenzionim Levijevim procesima, uz napomenu

da sva tvr�e�a va�e i za vixedimenzione Levijeve procese, a dokazi tvr�e�a se

izvode analogno.

2.1 Puasonov proces

Definicija 2.2. Sluqajni proces {Nt, t ≥ 0} se naziva Puasonov proces ako je:

1. N0 = 0 s.s;

2. Sluqajni proces {Nt, t ≥ 0} ima nezavisne priraxtaje;

3. Postoji neopadaju�a funkcija µ : [0,+∞)→ [0,+∞), koja je neprekidna s desne

strane, µ(0) = 0 i takva da za proizvo	ne 0 < s < t sluqajna veliqina Nt −Ns

ima P(µ(t)− µ(s)) raspodelu;

4. Sa verovatno�om 1 trajektorije sluqajnog procesa {N(t), t ≥ 0} su neprekidne
s desne strane za t ≥ 0 i imaju levu graniqnu vrednost za t > 0 (càdlàg svoj-

stvo)1.

Funkcija µ se naziva funkcija sred�e vrednosti.

Definicija 2.3. Sluqajni proces {N(t), t ≥ 0} se naziva homogeni Puasonov proces
ako je µ(t) = λt.

1 sra�enica francuskog izraza continue à droite, limites à gauche
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Konstanta λ iz definicije se naziva intenzitet homogenog Puasonovog procesa. Uko-

liko je λ = 1 ka�emo da se radi o standardnom homogenom Puasonovom procesu.

Od sada �emo ovaj proces zvati samo Puasonov proces, pretpostav	aju�i da se radi

o homogenom Puasonovom procesu.

Slede�a teorema nam govori o tome kako se za dato λ mo�e konstruisati Puasonov

proces sa intenzitetom λ.

Teorema 2.1. Neka je {Sn, n ∈ N} niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa E(λ)

raspodelom i {Tn, n ∈ N0} niz sluqajnih veliqina definisan sa Tn =
∑n

k=1 Sk, za

n ≥ 1 i T0 = 0 i

N(t) = |{k ≥ 1 : Tk ≤ t}| t ≥ 0.

Tada je {N(t), t ≥ 0} homogen Puasonov proces sa intenzitetom λ.

Dokaz teoreme se mo�e na�i u [12].

Postav	a se pita�e, da li se uslov eksponencijalne raspore�enosti sluqajnih ve-

liqina {Sn}n∈N mo�e malo modifikovati a da proces Nt opet ima osobine Puasono-

vog procesa. Odgovor na to daje slede�a teorema:

Teorema 2.2. Neka je Nt = |{k ≥ 1 : Tk ≤ t}| t ≥ 0 gde je {Tn, n ∈ N} proizvo	an
rastu�i niz sluqajnih vremena za koji je2 P{ lim

n→∞
Tn = ∞} = 1. Tada je {Nt, t ≥ 0}

Puasonov proces ako i samo ako je proces broja�a sa stacionarnim i nezavisnim

priraxtajima.

Dokaz teoreme se mo�e na�i u [3].

U radu �e nam biti potrebna jox jedna karakterizacija Puasonovog procesa.

Teorema 2.3. Sluqajni proces {Nt, t ≥ 0} je Puasonov proces ako i samo ako je proces
sa nezavisnim i stacionarnim priraxtajima, N0 = 0 i P{Nh > 1} = o(h), h→ 0.

Lako se mo�e pokazati da iz posled�eg svojstva sledi da je P{Nh = 1} = λh+ o(h) i

P{Nh = 0} = 1− λh+ o(h) kad h→ 0.

2Sluqajni proces {Nt, t ≥ 0} sa ovim osobinama se naziva procesom broja�a
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Puasonov proces sa parametrom λ = 5

Puasonov proces sa parametrom λ = 1
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2.1.1 O odnosu nehomogenog i homogenog Puasonovog procesa

Teorema koju �emo navesti nam govori o odnosu homogenog i nehomogenog Puasonovog

procesa.

Teorema 2.4. Neka je µ funkcija sred�e vrednosti Puasonovog procesa {Nt, t ≥ 0},
i {Ñt, t ≥} standardni homogen Puasonov proces. Tada va�i:

1. Sluqajni proces {Ñµ(t), t ≥} je Puasonov proces sa intenzitetom λ.

2. Ako je µ rastu�a i neprekidna funkcija onda je {Nµ−1(t), t ≥ 0} standardni
homogen Puasonov proces.

Dokaz teoreme se mo�e na�i u [12].

Zahva	uju�i ovoj teoremi dovo	no je sva tvr�e�a pokazati za homogen Puasonov pro-

ces.

2.1.2 Puasonova sluqajna mera

Definisali smo Puasonov proces kao proces broja�a. Tada je sa

M(ω,A) = |n ≥ 1, Tn(ω) ∈ A|

definisana mera na R+.

M(ω, ·) uzima vrednosti iz Z+ i oqigledno je M(ω,A) <∞ za svaki ograniqen mer-

	iv podskup A.

Primetimo da je M(ω,A) sluqajna vrliqina. Zato se ovako definisana mera naziva

Puasonovom sluqajnom merom. Intenzitet Puasonovog procesa λ odre�uje oqekivanu

vrednost pomenute promen	ive, odnosno

E(M(·, A)) = λ|A|

gde je |A| Lebegova mera skupa A.
Puasonov proces se sada mo�e predstaviti u obliku Nt(ω) =

∫
[0,t]M(ω, ds).

Puasonova sluqajna mera M nasle�uje svojstva Puasonovog procesa :

• M([a, b]) ima P(λ(b− a)) raspodelu,

• za svaki Borelov skup A, M(A) ima P(λ|A|) raspodelu,

• za diskjunktne intervale [a, b] i [c, d], sluqajne promen	ive M([a, b]) i M([c, d])

su nezavisne sluqajne promen	ive.
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2.1.3 Centrirani (kompenzovani) Puasonov proces

Definicija 2.4. Neka je {Nt, t ≥ 0} Puasonov proces. Tada se sluqajni proces

{Ñt, t ≥ 0}, definisan sa

Ñt = Nt − λt

naziva centrirani Puasonov proces.

Primetimo da je E(Ñt) = 0. Otuda i vodi poreklo naziva procesa.

Za razliku od Puasonovog procesa ne uzima celobrojne vrednosti.

Ukoliko posmatramo proces Ñt
λ mo�emo uoqiti da tako konstruisan proces ima isto

matematiqko oqekiva�e i disperziju kao Braunovo kreta�e, o kome �e biti vixe

reqi kasnije. To nije sluqajno. Naime, mo�e se pokazati da je lim
λ→∞

Ñt
λ

d
= Bt gde je

{Bt, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e [6].

Jox jedno lepo svojstvo centriranog Puasonov procesa je i martingalsko svojstvo.

Sluqajna mera M̃ indukovana ovim procesom se mo�e definisati sa

M̃(w,A) = M(w,A)− λ|A|.

Bitno svojstvo ovako definisane mere je to xto nije uvek pozitivna.

Centrirani Puasonov proces sa parametrom λ = 5

- 12 -
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2.2 Slo�eni Puasonov proces

Definicija 2.5. Neka je Yn, n ∈ N niz nezavisnih i jednako raspode	enih sluc-

hajnih veliqina sa funkcijom raspodele F i {Nt, t ≥ 0} Puasonov proces sa inten-
zitetom λ i Xt =

∑Nt
k=1 Yt. Tada se sluqajan proces {Xt, t ≥ 0} naziva slo�eni

Puasonov proces sa intenzitetom λ.

Primetimo da , ako je Yi = 1, za svako i ∈ N , {Xt, t ≥ 0} je Puasonov proces.

Zanim	ivo je da je slo�eni Puasonov proces jedini Levijev proces sa deo-po-deo

konstantnim trajektorijama. Ovo svojstvo �emo sada dokazati.

Teorema 2.5. Sluqajni proces {Xt, t ≥ 0} je slo�en Puasonov proces, ako i samo

ako je Levijev i trajektorije procesa su deo-po-deo konstantne funkcije.

Skica dokaza [3]:

⇐:

Prvo �emo konstruisati proces N = {Nt, t ≥ 0} na slede�i naqin:

N0 = 0, Nt = |0 < s < t : Xs− 6= Xs| broj skokova procesa X do trenutka t.

Pokaza�emo da je Nt Puasonov proces.

• Xt je deo-po-deo neprekidna funkcija pa je broj skokova procesa u konaqnom

intervalu konaqan.

• Neka je h < t. Tada je Nt −Nh = |0 < s < t : Xs− 6= Xs| − |0 < s < h : Xs− 6= Xs|
= |h < s < t : Xs− − Xh− 6= Xs − Xh|. Odavde zak	uqujemo da Nt − Nh zavisi

samo od Xs − Xh za h ≤ s ≤ t, pa je nezavisnost i stacionarnost priraxtaja

posledica istih osobina Levijevog procesa Xt.

• Formira�emo niz sluqajnih veliqina {Yn}n∈N qiji su elementi veliqine sko-

kova posmatranog procesa {Xt, t ≥ 0}, o dnosno Yn = XSn − XSn− gde je Sn =

inf{t : Nt ≥ n}. Pokaza�emo da se radi o nizu nezavisnih i jednako raspode	e-
nih sluqajnih veliqina.

Uvedimo slede�e oznake:

A1 ∈ σ(Xs) B1 ∈ σ(Nr, r ≤ s), P (B1) > 0

- 13 -
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A2 ∈ σ(Xt −Xs) B2 ∈ σ(Nr −Ns, r ≤ s) P (B2) > 0.

Na osnovu osobina Levijevih procesa zak	uqujemo da su A1 i A2 nezavisni

doga�aji, a na osnovu prethodno pokazanog, da su B1 i B2 su nezavisni doga�aji.

Jasno je i da A1 i B1 ne zavise od B2, kao i da A2 i B2 ne zavise od B1.

P{A1A2|B1B2} =
P{A1B1A2B2}
P{B1B2}

=
P{A1B1}P{A2B2}

P{B1B2}

=
P{A1B1B2}P{A2B2B1}

P{B1}2P{B2}2
= P{A1|B1B2}P{A2|B1B2}

Uzima�em specijalnih skupova B1 = {Ns = 1} i B2 = {Nt − Ns = 1} dobijamo
nezavisnost Y1 i Y2. Sliqno se pokazuje nezavisnost vixe od dva priraxtaja.

Da bismo pokazali da su sluqajne veliqine Yi jednako raspode	ene, primetimo

da sluqajni proces (Xt, Nt) ima stacionarne priraxtaje. Neka je f proizvo	na

ograniqena Borelova funkcija. Tada je za 0 < h < s i n ∈ N0

E(f(Xh)|Nh = 1, Ns −Nh = n) = E(f(Xs+h −Xs)|Ns+h −Ns = 1, Ns −Nh = n)

pa za svako n ≥ 0, Y1 i Yn+2 imaju istu raspodelu.

⇒:

• Puta�e su oqigledno deo-po-deo konstantne jer Puasonov proces {Nt, t ≥ 0}
ima prebrojivo mnogo skokova, a proces {Xt, t ≥ 0} je konstantan u vremenskim
intervalima izme�u trenutaka skokova.

• Nezavisnost priraxtaja:

Pokazujemo da su za s < t sluqajne veliqine Xs i Xt − Xs nezavisne. In-

dukcijom se dokaz mo�e uopxtiti na dokaziva�e nezavisnosti proizvo	nih n

disjunktnih priraxtaja.

Kako je Xs =

{ ∑Ns
k=1 Yk, za Ns > 0;

0, inaqe,

kao i

Xt −Xs =

{ ∑Nt
k=Ns+1 Yi, za Nt −Ns > 0;

0, inaqe,

va�i:

P{Xs ≤ x1, Xt −Xs ≤ x2}

- 14 -
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=
∑
k∈N0

∑
j∈N0

P{Xs ≤ x1, Xt−Xs ≤ x2|Ns = k,Nt−Ns = j}P{Ns = k,Nt−Ns = j}

=
∑
k∈N0

∑
j∈N0

P{Xs ≤ x1|Ns = k}P{Xt−Xs ≤ x2|Nt−Ns = j}P{Ns = k}P{Nt−Ns = j} (∗)

=
∑
k∈N0

P{Xs ≤ x1|Ns = k}P{Ns = k}
∑
j∈N0

P{Xt−Xs ≤ x2|Nt−Ns = j}P{Nt−Ns = j}

= P{Xs ≤ x1}P{Xt −Xs ≤ x2}.

(∗) va�i jer je {Yn, n ∈ N} niz nezavisnih sluqajnih veliqina i Puasonov

proces ima nezavisne priraxtaje.

• Stacionarnost priraxtaja je posledica stacionarnosti Puasonovog procesa i

pretpostavke da je {Yn} niz nezavisnih i jednako raspode	enih sluqajnih ve-

liqina.

• Stohastiqka neprekidnost procesa sledi iz

P{|Xt+s −Xt| > ε} ≤ P{|Nt+s −Nt| > 0} = 1− e−λ|s| →
s→0

0.

2.2.1 Sluqajna mera indukovana slo�enim Puasonovim procesom

Analogno sluqajnoj meri indukovanoj Puasonovim procesom, mo�e se definisati

mera JX indukovana slo�enim Puasonovim procesom {Xt, t ≥ 0} definisana sa

JX(B) =
∣∣(Xt −Xt−, t) ∈ B

∣∣
gde je B mer	iv podskup od [0,∞)× R. Dakle Jx(A× [a, b]), A ⊆ R, predstav	a broj

skokova u intervalu [a, b] veliqine koja pripada skupu A.

2.3 Levijeva mera

Definicija 2.6. Mera µ indukovana Levijevim procesom {Xt, t ≥ 0} definisana sa

µ(A) = E|{t ∈ [0, 1] : ∆Xt 6= 0, ∆Xt ∈ A}|, A ∈ B(R)

se naziva Levijeva mera procesa X.

Levijeva mera se mo�e definisati i na slede�i naqin.

Definicija 2.7. Pozitivna mera µ definisana na R (ili R\{0}) za koju va�i:∫ ∞
−∞

(1 ∧ |x|2)µ(dx) <∞
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odnosno da je
∫
|x|<1 |x|

2µ(dx) <∞ i
∫
|x|≥1 µ(dx) <∞, naziva se Levijeva mera.

Ako je µ(dx) = g(x)dx onda se funkcija g(x) naziva Levijeva gustina.

Primetimo da Levijeva gustina ima ista svojstva kao funkcija gustine neke sluqajne

veliqine, osim uslova integrabilnosti.

Levijeva mera nekog Borelovog skupa A se mo�e interpretirati kao oqekivan broj

skokova procesa {Xt, t ≥ 0} veliqine koja pripada skupu A do trenutka t = 1. Ova

interpretacija je u direktnoj vezi sa motivacijom za nastaja�e ovih procesa, sa ko-

jom �emo zavrxiti ovaj teorijski uvod.

Slede�e tvr�e�e nam daje vezu izme�u sluqajne mere indukovane slo�enim Puasono-

vim procesom i �egove Levijeve mere.

Teorema 2.6. Neka je {Xt} slo�eni Puasunov proces sa intezitetom λ. Mera JX

je tada Puasosnova sluqajna mera sa intenzitetom ν(dx×dt) = µ(dx)dt = λf(dx)dt.

Uzimaju�i u obzir tvr�e�e i qi�enicu da je broj skokova slo�enog Puasonovog pro-

cesa u svakom konaqnom intervalu konaqan, zak	uqujemo da se svaki slo�eni Puaso-

nov proces mo�e napisati u obliku

Xt =
∑
s∈[0,t]

∆Xs =

∫
[0,t]×R

xJX(ds× dx)

gde je JX Puasonova sluqajna mera sa intezitetom µdt.

Postav	a se pita�e, da li prozivo	an Levijev proces ima ovakvu ili sliqnu re-

prezentaciju. Odgovor na to daje Levi-Itova teorema o dekompoziciji o kojoj �e

biti vixe reqi kasnije.
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2.4 Centrirani (kompenzovani) slo�eni Puasonov proces

Definicija 2.8. Neka je Yn, n ∈ N niz nezavisnih i jednako raspode	enih sluc-

hajnih veliqina sa funkcijom raspodele F i {Nt, t ≥ 0} Puasonov proces sa inten-
zitetom λ i Xt =

∑Nt
k=1 Yk − tλEY1. Tada se sluqajan proces {Xt, t ≥ 0} naziva

kompenzovani slo�eni Puasonov proces sa intenzitetom λ.

Ova modifikacija slo�enog Puasonovog procesa je martingal.
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2.5 Braunovo kreta�e

Definicija 2.9. Sluqajni proces {Wt, t ≥ 0} naziva se Braunovim kreta�em , ili

Vinerov proces 3 ukoliko za neku pozitivnu konstantu σ va�i:

1. W0 = 0 s.s;

2. Za svako s > 0 i t ≥ 0 sluqajna promen	iva Wt+s −Wt ima N (0, sσ2) raspodelu;

3. Sluqajni proces ima nezavisne priraxtaje;

4. Sluqajni proces ima neprekidne trajektorije sa verovatno�om 1.

Konstanta σ2 se naziva varijansom Braunovog kreta�a. Veoma qesto se σ naziva i

parametar difuzije.

Ukoliko je σ = 1 proces se naziva standardnim Braunovim kreta�em (SBK). Jedno-

stavno se pokazuje da ako je {Wt, t ≥ 0} SBK onda je {aWt, t ≥ 0} Braunovo kreta�e
sa varijansom a2, pa je dovo	no navesti i dokazati tvr�e�a za SBK.

Primetimo da Branunovo kreta�e zadovo	ava sva tri uslova iz definicije Levije-

vih procesa.

Ako se posled�i uslov iz definicije izostavi mo�e se pokazati da za svaki sluqajni

proces koji zadovo	ava prva tri uslova postoji neprekidna modifikacija tog pro-

cesa za koji je ispu�en i uslov 4 [2].

Teorema 2.7. Neka je {Wt, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e. Tada va�i:

1. {Wt+a −Wa, t ≥ 0} je SBK, za svako a > 0;

2.
{

1
λWλ2t, t ≥ 0

}
je SBK, za svako λ 6= 0;

3. Sluqajni procesi {Wt, t ≥ 0} i {tW1/t, t ≥ 0} imaju istu raspodelu vero-

vatno�a.

Prva dva tvr�e�a se pokazuju neposrednim proverava�em uslova iz definicije SBK.

Lako se pokazuje da je Wt
D
= tW1/t za t > 0. Me�utim, sluqaj t = 0 zahteva posebnu

pa��u. Dokaza�emo ga u narednom poglav	u nakon xto prika�emo neke od osobina

vremena dostiza�a datog nivoa Braunovog kreta�a.

3N.Wiener (1894− 1964) ameriqki matematiqar
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Teorema 2.8. Skoro sve trajektorije standardnog Braunovog kreta�a su nigde di-

ferencijabilne , odnosno va�i:

P

(
(∀t > 0) lim

h→0

∣∣∣∣Wt+h −Wt

h

∣∣∣∣ =∞
)

= 1.

Ovo tvr�e�e su formulisali i dokazali Peli, Viner i Zigmund4 1933. godine. Me-

�utim, znatno elegantniji dokaz dali su Dvorecki, Erdex i Kakutani5. Taj dokaz

�emo u kratkim crtama prezentovati.

Dokaz:

Na osnovu prethodne teoreme vidimo da je dovo	no dokazati tvr�e�e za sluqajni

proces {Wt t ∈ [0, 1)}. Radi jednostavnijeg zapisa, u dokazu teoreme koristimo nota-
ciju Wt =: W (t).

Pretpostavimo da je za neko ω ∈ Ω trajektorija Wt(ω) diferencijabilna u nekoj

taqki s ∈ (0, 1). Tada je ta trajektorija diferencijabilna u s sa desne strane. Tada

va�i:

(∃ε > 0)(∃l ∈ N) 0 ≤ t− s < ε⇒
∣∣Wt(ω)−Ws(ω)

∣∣ < l(t− s).

Da	e, neka je i = [ns] + 1, gde je n dovo	no veliki prirodan broj da bi se brojevi
i+1
n , i+2

n i i+3
n nalazili u intervalu [s, t].

Primetimo i da je i−1
n ≤ s <

i
n .

Tada je za j ∈ {i+ 1, i+ 2, i+ 3} ispu�eno:∣∣W j
n

(w)−W j−1
n

(w)
∣∣ ≤ ∣∣W j

n
(w)−Ws(w)

∣∣+
∣∣Ws(w)−W j−1

n
(w)
∣∣ ≤ 4l

n
+

3l

n
=

7l

n
(∗)

Oznaqimo sa Ai,jl,n skup svih ω ∈ Ω za koje va�i (∗). Oqigledno je da je Ai,jl,n ∈ F .

Neka je

A =
∞⋃
i=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

n⋃
i=1

i+3⋂
j=i+1

Ai,jl,n.

Tada je A doga�aj iz F , doga�aj da postoji prirodan broj l takav da za sve dovo	no

velike prirodne brojeve n postoje brojevi i+ 1, i+ 2, i+ 3 tako da va�i (∗).
Primetimo da A sadr�i sve doga�eje ω za koje je trajektorija Wt(ω) diferencija-

bilna bar u jednoj taqki, pa je dovo	no pokazati da je P
(
A
)

= 0.

4R.Paley (1907-1933) engleski matematiqar, A.Zigmund (1900-1902) po	ski matematiqar
5A.Dvoretzky;(1916-2008) izraelski matematiqar, P.Erdos (1913-1996), ma�arski matematiqar, S.

Kakutani, japanski matematiqar
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Pokaza�emo da je

P

{ ∞⋂
n=m

n⋃
i=1

i+3⋂
j=i+1

Ai,jl,n

}
= 0

Da bismo ocenili pomenutu verovatno�u iskoristi�emo slede�u ocenu:

P
{∣∣W1

∣∣ ≤ x} =
1√
2π

∫ x

−x
e−

t2

2 dt ≤ 2x√
2π

Sada je

P

{ ∞⋂
n=m

n⋃
i=1

i+3⋂
j=i+1

Ai,jl,n

}
≤ lim

n→∞
P

{ n⋃
i=1

i+3⋂
j=i+1

Ai,jl,n

}
≤ lim

n→∞

n∑
i=1

P

{ i+3⋂
j=i+1

Ai,jl,n

}

≤ lim
n→∞

nP

{∣∣∣∣W( 1

n

)∣∣∣∣ ≤ 7l

n

}3

≤ lim
n→∞

nP

{∣∣W1

∣∣ ≤ 7l√
n

}3

≤ lim
n→∞

(
14l

n
√

2π

)
= lim

n→∞

(14l)3

(
√

2π)3n2

Trajektorije Braunovog kreta�a imaju jox va�nih svojstava.

Teorema 2.9. Skoro sve trajektorije Braunovog kreta�a imaju neograniqenu vari-

jaciju na svakom konaqnom intervalu.

Ova teorema je direktna posledica prethodne jer je funkcija ograniqene varijacije

skoro svuda diferencijabilna (jer se mo�e predstaviti kao zbir jedne rastu�e i

jedne opadaju�e funkcije). Me�utim, ipak postoji kriva sa svojstvom da skoro sve

trajektorije ne dosti�u neki vixi nivo beskonaqno mnogo puta. O tome govori

slede�a teorema koju je formulisao i dokazao Hinqin6 1933. godine.

Teorema 2.10. (Zakon iteriranog logaritma)

Neka je {Wt, t ≥ 0} Vinerov proces. Tada va�i:

P

{
lim

t→+∞

Wt√
2t ln ln t

= 1

}
= 1 i P

{
lim

t→−∞

Wt√
2t ln ln t

= −1

}
= 1.

Dokaz se mo�e na�i u [15].

Napomenimo jox da konstrukcija Braunovog kreta�a nije jednostavna i da se vixe

�oj mo�e na�i u [15].

6 A.Hinqin(1894-1959) ruski matematiqar
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2.6 Levijevi procesi i beskonaqno de	ive raspodele

Beskonaqno de	ive raspodele u direktnoj su vezi sa Levijevim procesima. U ovom

poglav	u vide�emo i kako.

Definicija 2.10. Raspodela sluqajne veliqine X se naziva beskonaqno de	ivom,

ako za svako n ≥ 1 postoje nezavisne, jednako raspore�ene sluqajne veliqine

X
(n)
1 , X

(n)
2 , ..., X

(n)
n tako da je

X
d
= X

(n)
1 +X

(n)
2 + · · ·+X(n)

n .

Beskonaqno de	ive raspodele mo�emo definisati i korix�e�em karakteristiqnih

funkcija.

Definicija 2.11. Raspodela sluqajne veliqine X, sa karakteristiqnom funkci-

jom φX(t), se naziva beskonaqno de	ivom, ako za svako n ≥ 1 postoji sluqajna ve-

liqina X(n)(t), sa karakteristiqnom funkcijom φX(n) tako da je za svako t ∈ R

φX(t) = (φX(n)(t))n.

Neka je {Xt, t ≥ 0} Levijev proces. Ako Xt predstavimo u obliku

Xt = (Xt/n −X0) + (X2t/n −Xt/n) + · · ·+ (Xnt/n −X(n−1)t/n)

i prisetimo se da su priraxtaji nezavisni i sa istom raspodelom, dolazimo do za-

k	uqka da je za svako t ≥ 0 funkcija raspodele sluqajne promen	ive Xt beskonaqno

de	iva.

Ovo svojstvo procesa je veoma znaqajno u praksi, posebno za simulaciju procesa.

Primera radi, pokaza�emo da karakteristiqne funkcije opisanih procesa, zado-

vo	avaju uslov definicije 2.11.

1. PUASONOV PROCES {Nt, t ∈ R} sa intenzitetom λ:

φt(u) := φNt(u) =
∞∑
n=0

eitnP{Nt = n} =
∞∑
n=0

eitn
(λt)ne−λt

n!
= e−λt(1−e

it) =
(
e−

λ
n
t(1−eit))n,

2. SLO�ENI PUASONOV PROCES {Xt, t ≥ 0} sa intenzitetomn λ:

φt(u) := φXt(u) = E
(
eiuXt

)
= E

(
eiu

∑Nt
k=0 Yk

)
=
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= E

(
E
(
eiu

∑Nt
k=0 Yk

∣∣Nt = n
))

=
∞∑
n=0

E

(
eiu

∑n
k=0 Yk

)
(λt)ne−λt

n!

=
∞∑
n=0

(φY1(u))n
(λt)ne−λt

n!
= eλt(φY1 (u)−1) =

(
e
λ
n
t(φY1 (u)−1)

)n
,

3. KOMPENZOVANI PUASONOV PROCES {Xt, t ≥ 0} sa intenzitetomn λ:

φt(u) := φXt(u) = eλt(φY1 (u)−1)e−ituλEY = eλt(φY1 (u)−1−iuEY1) =
(
eλ

t
n

(φY1 (u)−1−iuEY1)
)n
,

4. BRAUNOVO KRETA�E {Wt, t ≥ 0} :

φt(u) := φWt(u) = E
(
eiuWt

)
=

∫ ∞
−∞

eiux
1√

2πσ2t
e−

x2

2tσ2 dx = e−
σ2tu2

2 =
(
e−

σ2u2

2
t
n
)n

Levi-Hinqinova (Lévy −Khintchine) teorema govori a karakterizaciji beskonaqno

de	ivih raspodela, a samim tim i o karakterizaciji Levijevih procesa.

Teorema 2.11. Funkcija φ je karakteristiqna funkcija sluqajne promen	ive sa

beskonaqno de	ivom rapodelom, akko je oblika

φ(u) = e−ψ(u) u ∈ R,

gde je

ψ(u) = imu+
σ2u2

2
+

∫
(1− eiux + iuxI{|x|<1})µ(dx)

za neke realne brojeve m, σ ≥ 0 i Levijevu meru µ.

Parametar m se naziva parametar pomeraja, a σ2 koeficijent (parametar) difuzije

(ili Normalna ili Gausova komponenta). Funkcija ψ se naziva karakteristiqni ek-

sponent.

Karakteristiqne funkcije Levijevih procesa imaju sliqno svojstvo. Naime, zbog

stacionarnosti i nezavisnosti priraxtaja, one predstav	aju rexe�e funkcionalne

jednaqine φt+s(u) = φt(u)φs(u). Kako stohastiqka neprekidnost povlaqi neprekidnost

s desna karakteristiqne funkcije, poznato je da je rexe�e jednaqine funkcija

φt(u) = e−tψ(u), gde je ψ(u) neka funkcija, koja se naziva (Levijev) karakteristiqni

eksponent.

Za svaku trojku7 (m,σ2, µ) se mo�e konstruisati Levijev proces, takav da je �egov

7karakteristiqna trojka Levijevog procesa
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karakteristiqni eksponent bax sa tim parametrima (u Levi-Hinqinovoj teoremi ).

Zato je neizostavni deo prouqava�a Levijevih procesa bax prouqava�e klase besko-

naqno de	ivih raspodela.

Teorema 2.12. Za svako m ∈ R, σ ≥ 0,i Levijevu meru µ

ψ(u) = imu+
σ2u2

2
+

∫
(1− eiux + iuxI{|x|<1})µ(dx)

mo�e se konstruisati Levijev proces sa karakteristiqnom funkcijom φ(u) = e−tψ(u).

I vixe,

Xt = X
(1)
t +X

(2)
t +X

(3)
t

sa karakteristiqnim eksponentom ψ = ψ(1) + ψ(2) + ψ(3) gde su X(i) nezavisni Le-

vijevi procesi sa karakteristiqnim eksponentima ψ(i), i = 1, 2, 3; X(1) je Gausov,

X(2) slo�eni Puasonov proces sa skokovima veliqine ve�e ili jednake 1, a X(3) cen-

trirani slo�eni Puasonov proces sa skokovima veliqine ma�e od 1.

X(1) je u stvari Braunovo kreta�e sa pomerajem, odnosnomt+σBt jer je svaki sluqajni

proces neprekidni Gausov Levijev proces ako i samo ako je Braunovo kreta�e sa po-

merajem [3],[1]. Dakle, X(1) predstav	a neprekidnu komponentu polaznog procesa.

Preostale dve komponente predstav	aju skokove procesa.

Sluqajni proces X(2) se mo�e predstaviti u obliku

X(2) =
∑
s∈[0,t]

∆XsI{|∆Xs|>1}.

S obzirom na veliqinu skokova i uslov
∫
|x|>1 µ(dx) < ∞, u sumi figurixe konaqan

broj sabiraka, odnosno trajektorije procesa su deo-po-deo konstantne pa se radi o

slo�enom Puasonovom procesu.

Oznaqimo sa Xε
t =

∑
s∈[0,t] ∆XsI{1≥|∆Xs|>ε}. Ovako definisan sluqajni proces je po-

novo slo�eni Pusonov proces. Me�utim, sluqajni proces lim
ε→0

Xε
t ne bi bio korektno

definisan jer se mo�e dogoditi da posmatrani proces {Xt, t ≥ 0} ima beskonaqno
malih skokova do trenutka t. Posmatrajmo zato sluqajni proces {X̃ε

t , ≥ 0} definisan
sa

X̃ε
t = Xε

t − t
∫ 1

ε
xµ(dx).

Pokazuje se da je X
(3)
t = lim

ε→0
X̃ε
t .
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Kako se svaka funkcija mo�e aproksimirati deo-po-deo konstantnim funkcijama,

za oqekivati je i analogno svojstvo Levijevih procesa, tj. da se svaki takav proces

mo�e aproksimirati slo�enim Puasonovim procesom. Ova ideja se koristi u do-

kazu Levi-Itove teoreme. Iz prilo�enog vidimo zaxto je dobro poznava�e osobina

slo�enog Puasonovog procesa va�no za prouqava�e Levijevih procesa.

Ova teorema poznata je pod nazivom Levi-Itova (Lévy − Itô) teorema o dekompo-

ziciji. Dokaz se mo�e na�i u [3].

Na ovom mestu napomenimo da je slo�eni Puasonov jedini Levijev proces sa deo-

po-deo konstantnim trajektorijama, kao i da je Braunovo kreta�e jedini Levijev

proces sa neprekidnim trajektorijama.
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2.7 Aktivnost Levijevih procesa

Nakon xto smo uveli pojam Levijeve mere i karakteristiqne trojke za Levijev proces,

mo�emo dati jednu od mogu�ih klasifikacija. U zavisnosti od osobina Levijeve

mere µ razlikujemo 3 klase Levijevih procesa. Neka je {Xt, t ≥ 0} Levijev proces i
(m,σ2, µ) karakteristiqna trojka tog sluqajnog procesa.

1. Ako je µ = 0 radi se sluqajnom procesu koji nema skokove, dakle o Braunovom

kreta�u.

2. Ako je µ(R) < ∞ ka�emo da je {Xt t ≥ 0} Levijev proces sa konaqnom aktiv-

nox�u. Dakle, radi se o sluqajnom procesu koji ima konaqan oqekivan broj i

malih i velikih skokova, u jedinici vremena.

3. Ako je µ(R) =∞ radi se o Levijevom procesu sa beskonaqnom aktivnox�u. Ovaj

uslov se, zbog osobina Levijeve mere, mo�e napisati u obliku∫
|x|<1

µ(dx) =∞
∫
|x|≥1

µ(dx) <∞.

Na osnovu ovoga zak	uqujemo da proces ima beskonaqan oqekivan broj malih

skokova u jedinici vremena, kao i konaqan oqekivan broj velikih skokova u

jedinici vremena.

2.8 Jox neke va�ne klase Levijevih procesa

U ovom poglav	u navex�emo jox neke klase Levijevih procesa i opisati �ihova

najva�nija svojstva.

2.8.1 Stabilni procesi

Ve� smo spomenuli da karakteristike raspodele priraxtaja u potpunosti odre�uju

osobine Levijevih procesa. Ukoliko se radi o stabilnim raspodelama Levijeve pro-

cese nazivamo stabilnim Levijevim procesima.

Definicija 2.12. Sluqajna veliqina X ∈ R ima stabilnu raspodelu ako za svako

a > 0 postoje konstante b(a) i c(a) za koje je ispu�eno

b(a) > 0, c(a) ∈ R φX(s)a = φX(sb(a))eic(a)s, za svako s ∈ R.

Ukoliko je

φX(s)a = φX(sb(a)) za svako s ∈ R.

govorimo o sluqajnim veliqinama sa strogo stabilnim raspodelama.
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Mo�e se pokazati da postoji α ∈ (0, 2] za koji je b(a) = a
1
α . Konstanta α se naziva

indeks stabilnosti raspodele sa gore definisanim svojstvom, a za raspodelu se ka�e

da je α-stabilna. Najpoznatiji predstavnici ove klase raspodela su:

• Normalna N(m,σ2) sa indeksom stabilnosti α = 2;

• Koxijeva raspodela sa indeksom stabilnosti α = 1 i funkcijom gustine

f(x) = 1
π

σ
σ2+(x−m)2

, x ∈ R;

• Levijeva raspodela sa indeksom stabilnosti α = 1
2 i funkcijom gustine

f(x) =
(
σ
2π

) 1
2 1

(x−m)
3
2
e
− σ

2(x−m) , x ∈ (m,∞).

Definicija 2.13. Levijev proces {Xt, t ≥ 0} za koji je ispu�eno da je X1 (strogo)

stabilna sluqajna veliqina naziva se (strogo) stabilan Levijev proces.

Iz definicije sledi da su Koxijev proces i Braunovo kreta�e predstavnici ove

klase Levijevih procesa.

Slede�a teorema nam daje potrebne i dovo	ne uslove da bi Levijev proces bio α-

stabilan.

Teorema 2.13. Neka je {Xt, t ≥ 0} netrivijalan Levijev proces sa karakteri-

stiqnom trojkom (m,σ2, µ). Tada je X α-stabilan ako i samo ako je ispu�en neki

od slede�a dva uslova

1. α = 2 i µ = 0 (Braunovo kreta�e);

2. α ∈ (0, 2), σ2 = 0 i µ(dx) = c1
1

|x|α+1 I{x<0}dx + c2
1

|x|α+1 I{x>0}dx, x ∈ R, za neke

pozitivne konstante c1 i c2 za koje je c1 + c2 > 0.

Dokaz se mo�e na�i u [14].

Posledica navedene teoreme je da svi α-stabilni Levijevi procesi, α 6= 2, imaju

"beskonaqnu aktivnost", odnosno broj velikih skokova u nekom vremenskom inter-

valu je konaqan, a broj malih skokova beskonaqan. Ovo je posledica toga xto je∫∞
−∞ µ(dx) =∞.

Primetimo jox da kako se α pribli�ava 0, tako aktivnost procesa u okolini nule

opada, repovi Levijeve mere postaju deb	i, odnosno pove�ava se broj velikih sko-

kova. S druge strane, ukoliko se α pribli�ava 2, pove�ava se broj malih skokova, pa

repovi Levijeve mere postaju lakxi.

Ukoliko je c1 = c2 radi se o simetriqnim Levijevim merama.
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2.8.2 Subordinatori

Definicija 2.14. Subordinator {Xt, t ≥ 0} je Levijev proces qije su trajektorije
neopadaju�e funkcije.

Ova klasa Levijevih procesa je veoma va�na za konstrukciju novih od postoje�ih

Levijevih procesa.

Teorema 2.14. Neka je {Xt. t ≥ 0} Levijev proces na R. Slede�i uslovi su ekviva-

lentni:

1. Xt ≥ 0 s. s, za svako t > 0;

2. Xt ≥ 0 s. s, za neko t > 0;

3. Trajektorije procesa su s.s neopadaju�e funkcije.

4. Za karakteristiqnu trojku (m,σ2, µ) va�i:

σ2 = 0, ν(−∞, 0] = 0∫ ∞
0

(1 ∧ x)µ(dx) <∞, m−
∫ ∞

0
(1 ∧ x)µ(dx) ≥ 0.

Na osnovu ove teoreme zak	uqujemo da su subordinatori Levijevi procesi koji nemaju

negativne skokove.

Dokaz se mo�e na�i u [3].

Jedan od primera subordinatora je i Gama proces. To je Levijev proces qiji pri-

raxtaji imaju γ -raspodelu, odnosno Xt ∼ γ(αt, λ). Mo�e se pokazati da je karkteri-

stiqna funkcija Gama procesa {Xt, t ≥ 0}

φXt(s) =

(
λ

λ− is

)αt
,

kao i da je Levijeva mera procesa data sa

µ(dx) =
αe−λx

x
I{x>0}dx.

U dokazu ovog tvr�e�a koristi se slede�a lema.

Lema 2.1. a) Neka je f diferencijabilna funkcija i f ′ > 0 i lim
x→∞

f(x) = 0. Tada za

b > a > 0 va�i ∫ ∞
0

f(bx)− f(ax)

x
dx = f(0)log

(
b

a

)

b), ∫ ∞
0

(1− ezx)
αe−λx

x
dx = α ln(1− zλ), Z ∈ C.
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Veoma va�an primer subordinatora dobija se korix�e�em slede�e teoreme.

Teorema 2.15. Neka je {Xt, t ≥ 0} Levijev proces definisan na R i neka je f : R→
[0,∞) pozitivna funkcija takva da je f(x) = O(x2) kad x → 0. Tada je sluqajni

proces {St, t ≥ 0} definisan sa

St =
∑

s≤t,∆Xs 6=0

f(∆Xs)

subordinator.

Dokaz se mo�e na�i u [3].

Specijalno, za f(x) = x2 dobija se da je

St =
∑

s≤t,∆Xs 6=0

(∆Xs)
2

subordinator. Ovaj proces se obiqno obele�ava sa [X,X] i naziva prekidna kva-

dratna varijacija procesa X.

2.8.3 Subordinacija

Veoma qesto potrebno je uvo�e�e takozvanog sluqajnog vremena. Zbog svojih osobina

(pozitvni, rastu�e trajektorije i sl.) subordinatori su dosta pogodni da se inter-

pretiraju kao sluqajno vreme. Takav postupak naziva se subordinacija.

Teorema 2.16. Neka je {Xt, t ≥ 0} Levijev proces sa karkteristiqnom trojkom

(m,σ2, µ) i karakteristiqnim eksponentom ψ(s) i {St, t ≥ 0} subordinator sa

karakteristiqnim eksponentom l(s) i karakteristiqnom trojkom (0, ρ, b). Tada

je sluqajan proces {Yt, t ≥ 0} definisan sa

Y (t, ω) = X(St(t, ω), ω), ω ∈ Ω

Levijev proces sa karakteristiqnom funkcijom

φYt(s) = etl(ψ(s)).

Jedan od poznatijih subordinatora je V-G sluqajan proces8 {Yt, t ≥ 0} definisan na
slede�i naqin:

Yt = mSt + σBSt

gde je St Gama proces, m ∈ R, σ > 0 konstante, a Bt Braunovo kreta�e. Dakle, radi

se o subordiniranom Braunovom kreta�u.

8Variance Gamma process
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2.9 Vremena zaustav	a�a i operator pomera�a

Definicija 2.15. Neka je (Ω, F, P ) prostor verovatno�a. Familija σ-podalgebri

od F , {Ft, t ≥ 0} za koju va�i:

s < t⇒ Fs ⊆ Ft

naziva se filtracijom. Ukoliko {Xt, t ≥ 0} sluqajni proces definisan na istom

prostoru verovatno�a i Ft = σ(Xt), ka�emo da je filtracija {Ft, t ≥ 0} generisana
sluqajnim procesom {Xt, t ≥ 0}.

Definicija 2.16. Neka je {Ft, t ≥ 0} filtracija definisana na prostoru doga�aja
(Ω,F). Sluqajna veliqina T naziva se zaustavno vreme u odnosu na filtraciju

{Ft, t ≥ 0} ako doga�aj {T ≤ t} pripada σ-algebri Ft, za svako t ≥ 0.

Primer 2.1. Svaka nenegativna konstata t je vreme zaustav	a�a.

Primer 2.2. Sluqajna veliqina τa = inf{t ≥ 0 : Wt ≤ a}, je vreme zaustav	a�a u

odnosu na filtraciju generisanu Braunovim kreta�em.

Primer 2.3. Sluqajna veliqina τmax = inf{t ∈ [0, T ] : Wt = max
0≤u≤T

Wu} nije vreme
zaustav	a�a.

Primer 2.4. Neka je {Nt, t ≥ 0} Puasonov proces i Tn =
∑n

i=1 Si niz trenu-

taka skokova, gde je {Sn}n∈N niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa E(λ) raspodelom.

Sluqajna veliqina Nt nije vreme zaustav	a�a u odnosu na filtraciju generisanu

nizom sluqajnih veliqina {Sn, n ∈ N} jer doga�aj {Nt = n} = {Tn ≤ t < Tn+1} za-
visi i od sluqajne veliqine Sn+1. Ali zato sluqajna veliqina Nt − 1 jeste vreme

zaustav	a�a u odnosu na pomenutu filtraciju.

Primer 2.5. Neka su S i T vremena zaustav	a�a u odnosu na istu filtraciju

{Ft, t ≥ 0}. Tada su i sluqajna veliqine Z1 = min(S, T ), Z2 = max(S, T ) i Z3 = S+T

vremena zaustav	a�a u odnosu na {Ft, t ≥ 0}.
Za Z1 i Z2 je tvr�e�e oqigledno, zato �eomo pokazati samo za Z3.

Zbog osobina σ-algebri dovo	no je pokazati da {Z3 > t} ∈ Ft.

{Z3 > t} = {S = 0, T > t} ∪ {T = 0, S > t} ∪ {T > t, S > 0} ∪ {0 < T < t, S + T > 0}

Qetvrti doga�aj se mo�e predstaviti u obliku

{0 < T < t, S + T > 0} =
⋃

r∈Q+,r<t

{t > T > r, S > t− r}

odakle sledi tvr�e�e.
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Definicija 2.17. Neka je {Xt, t ≥ 0} sluqajni proces definisan na (Ω,F). Fami-

lija operatora {θs, s ≥ 0} θs : Ω→ Ω za koje va�i:

• θs je F/F mer	iv,

• Xs+t(ω) = Xt(θs(ω)) za svako ω ∈ Ω,

naziva se familija operatora pomera�a.

Mo�emo definisati i sluqajni operator pomera�a θS , S vreme zaustav	a�a, na

skupu {S(ω) <∞} sa XS+t(ω) = Xt(θS(ω)).

Ovi operatori nam dosta olakxavaju rad sa vremenima dostiza�a nivoa qije osobine

prouqavamo u ostalim poglav	ima rada. Slede�u teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 2.17. Neka su S i T vremena zausatv	�a koja su konaqna i S < T skoro

svuda i θ operator pomera�a. Tada je T = S + T ◦ θS. Ukoliko se izostavi uslov

S < T s.s, tada je XT ◦ θS = XS+T◦θS .

Od velikog znaqaja bi�e strogo svojstvo Markova koje �emo definisati na dva

naqina.

Definicija 2.18. Za sluqajni proces {Xt, t ≥ 0} definisan na (Ω,F ,Ft, P ) ka�emo

da je adaptiran na filtraciju (Ft)t≥0 ako je za svako s ≥ 0 sluqajna promen	iva Xs

mer	iva u odnosu na σ-algebru Fs.

Definicija 2.19. a) Sluqajni proces {Xt, t ≥ 0}, adaptiran na filtarciju Ft,

poseduje svojstvo Markova ako je s ≤ t

P{Xt ∈ A|Fs} = P{Xt ∈ A|Xs}.

b) Neka je S vreme zaustav	a�a koje je skoro sigurno konaqno i va�e uslovi iz prvog

dela definicije. Tada, {Xt, t ≥ 0} ima strogo svojstvo Markova ako je

Xt+S −XS
d
= Xt, t ≥ 0 i Xt+S −XS ne zavisi od FS (∗)

ili ekvivalentno

E(Y ◦ θS |FS) = E(Y |XS)

za svaku F- mer	ivu sluqajnu promen	ivu Y , gde je F najma�a σ-algebra koja sadr�i⋃
t≥0 Ft.

Mo�e se definisati i opxtija definicija u kojoj je izostav	en uslov da je S < ∞
s.s., ali tada se uslov (∗) posmatra samo na skupu {S <∞}.

Teorema 2.18. Svaki Levijev proces poseduje strogo svojstvo Markova.

Dokaz ove vrlo va�ne teoreme se mo�e na�i u [1].

- 30 -



Levijevi procesi i problem prvog dostiza�a datog nivoa Bojana Miloxevi�

2.10 Levijevi procesi u svetu oko nas

Modelova�e finansijskih tr�ixta sluqajnim procesima zapoqelo je 1900. god, sa

Baxe	eom 9 koji je modelovao cene akcija na francuskoj berzi Braunovim kreta�em.

Ovaj model se pokazao neadekvatnim iz vixe razloga. Na prvom mestu je nenegativ-

nost cena koju model ne pretpostav	a. Drugi problem je pretpostavka da skok cena

ne zavisi od trenutne cene. To svakako nije sluqaj u praksi.

Tek 65 godina kasnije Semjuelson 10 je predlo�io da se logaritmi cena akcija mode-

liraju Braunovim kreta�em, tj. da za proces cena {St, t ≥ 0} je St = S0e
Wt gde je Wt

Branunovo kreta�e.

Neprekidnost trajektorija, kao i laki repovi raspodele priraxtaja qinili su ove

modele nedovo	no dobrim.

Taj problem je otklo�en kada je Braunovo kreta�e Wt zame�eno uopxtenim Levi-

jevim procesom Xt, tj. cene raznih finansijskih derivata modelovane su procesom

St = S0e
Xt . Ovim je postignuta znatno ve�a fleksibilnost modela. Ukoliko su bili

potrebni texki repovi raspodela priraxatja, bilo je dovo	no da se uzme neka od Le-

vijevih mera sa texkim repom. Na isti naqin se mo�e rexiti i problem priraxtaja

sa asimetriqnim raspodelama. Razni xokovi na tr�istu, odnosno veliki skokovi,

sada su adekvatno uk	uqeni u model. Tako su nastali i razni modeli za odre�iva�e

cene opcija, na pr. Mertonov model11 koji pretpostav	a da se proces cena akcija

mo�e modelovati procesom

St = S0e
mt+σWt+

∑Nt
i=1 Yi ,

gde je Nt Puasonov proces, a {Yn} niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa N (µ, δ2)

raspodelom, a cena se odre�uje na isti naqin kao i u Blek-Xolovom modelu12.

Levijevi procesi naxli su veliku primenu i u aktuarstvu. Najosnovniji proces

rizika dat je sa

Kt = K0 + ct−
Nt∑
i=1

Yi

gde su Yi nezavisne i pozitivne sluqajne veliqine koje predstav	aju veliqine odxteta

koje se ispla�uju klijentima u sluqajnim trenucima. Funkcija raspodele sluqajne

veliqine Y1 se bira u zavisnosti od tipa odxteta koje je potrebno modelirati. Po-

sebna pa��a se posve�uje verovatno�i razara�a, tj. P{inf
t>0

(Kt) < 0} koja se svodi

na problem dostiza�a datog nivoa Levijevog procesa, o kojem �e biti vixe reqi u

narednim poglav	ima.

9 L. Bachelier (1870-1946)- francuski matematiqar
10L.Samuelson (1915-2009)- ameriqki ekonomista
11R.C.Merton (1944-)-ameriqki ekonomista
12 F. Black (1938-1995), ameriqki ekonomista i M. Scholes(1941-), ameriqki ekonomista
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3 Dostiza�e nivoa kod Braunovog kreta�a

Neka je {Wt, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e. Oznaqimo sa τa sluqajnu ve-

liqinu koja predstav	a vreme do dostiza�a nekog nivoa a, a ∈ R, odnosno neka je

τa = inf{t ≥ 0 : Wt = a} (mo�e biti konaqno i beskonaqno ). U ovom ode	ku po-

kaza�emo da je τa apsolutno neprekidna sluqajna veliqina i na�i �enu gustinu.

U izvo�e�u koristimo princip refleksije, odnosno �egovu posledicu. Vixe o tome

se mo�e na�i u [8] . Napomenimo jox da je princip refleksije direktna posledica

strogog svojstva Markova Braunovog kreta�a.

Princip refleksije :

Neka je {Wt, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e i T vreme zaustav	a�a i neka je

{W̃t, t ≥ 0} sluqajni proces definisan sa:

W̃t =

Wt za t ≤ T ,

2WT −Wt za t > T .

Tada je {W̃t, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e.

Grafiqki se princip mo�e prikazati na slede�i naqin.
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Posledica 3.1. [8] Neka je {Wt, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e i {Mt, t ≥ 0}
sluqajni proces definisan sa

Mt = max
0≤u≤t

{Wu, u ≥ 0}

Tada je

P{Mt ≥ a} = 2P{Wt ≥ a}

Dokaz :

Sluqajna veliqina τa je vreme zaustav	a�a pa na �u mo�emo primeniti princip

refleksije.

P{Mt ≥ a} = P{Mt ≥ a,Wt > a}+ P{Mt ≥ a,Wt ≤ a}

= P{τa ≤ t,Wt > a}+ P{τa ≤ t,Wt ≤ a}

= P{τa ≤ t,Wt > a}+ P{τa ≤ t, 2a− a ≤ W̃t}

= P{τa ≤ t,Wt > a}+ P{τa ≤ t, a ≤ W̃t}

= 2P{τa ≤ t,Wt > a} = 2P{Wt > a}

Koristili smo da Wτa = a.

Teorema 3.1. [8] Sluqajna veliqina τa je apsolutno neprekidnog tipa i �ena gu-

stina je

f(t) =
a√
2πt3

e−
a2

2t , t ≥ 0.

Dokaz :

Neka je t ≥ 0.

P{τa ≤ t} = P{Mt ≥ a} = 2(P{Wt ≥ a})

= 2

∫ ∞
a

1√
2πt

e−
u2

2t du
u=z
√
t

= 2

∫ ∞
a√
t

1√
2π
e−

z2

2 dz

Sada se mo�e odrediti gustina sluqajne veliqine τa,

fτa(t) = (Fτa(t))′ =
a√
2πt3

e−
a2

2t .

Primetimo da je Eτa =∞, kao i da je P{τa <∞} = lim
t→∞

2

(
1−Φ

(
1√
t

))
= 2(1−0.5) = 1.

Ovaj rezultat je isti kao i za vreme dostiza�a datog nivoa kod simetriqnog sluqajnog

luta�a. To nije iznena�uju�e jer upravo ono predstav	a " diskretizaciju "Brauno-

vog kreta�a.
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U da	em tekstu bi�e nam potrebno da znamo i Laplasovu transformaciju sluqajne

veliqine τa.

L(a, λ) = E(e−λτa)

=

∫ ∞
0

e−λtfτa(t)dt =

∫ ∞
0

e−λt
a√
2πt3

e−
a2

2t dt

=

∫ ∞
0

a√
2πt3

e−(a
2

2t
+λt)dt = e−a

√
2λ

∫ ∞
0

1√
2πt3

e−
( a√

t
−
√
2λt)2

2 dt

z= a2

2λt= e−a
√

2λ

∫ ∞
0

√
2λ

2πz
e−

( 1√
z
−
√
2λz)2

2 dz

Tada je

2L(a, λ) = e−a
√

2λ

∫ ∞
0

1√
2π

(
a√
t3

+

√
2λ

t

)
e−

( a√
t
−
√
2λt)2

2 dt

u= a√
t
−
√

2λt

= 4e−a
√

2λ

∫ ∞
0

1√
2π
e−

u2

2 du = 2e−a
√

2λ

Odavde zak	uqujemo da je Laplasova transformacija posmatrane sluqajne veliqine

L(a, λ) = e−a
√

2λ.

Do sliqnog rezultata se dolazi kada je a < 0. Koriste�i svojstvo simetrije Braunovog

kreta�a, odnosno sluqajne veliqine sa N (0, σ2) raspodelom, dobijamo da je

Ee−λτa = e−|a|
√

2λ, za a ∈ R, λ > 0.

Slede�a teorema da�e nam odgovor na pita�e kakvu rapodelu ima sluqajna veliqina

koja predstav	a vreme do prvog preseka sa pravom y = a+ bt.

Teorema 3.2. [8] Neka je τa,b = inf{t ≥ 0 : Wt = a+ bt}. Funkcija raspodele sluqajne
veliqine τa,b, za a > 0, −∞ < b <∞, je:

Fτa,b(t) = e−2abΦ

(
bt− a√

t

)
+ 1− Φ

(
a+ bt√

t

)
gde je Φ(x), x ∈ R, funkcija raspodele sluqajne veliqine sa N (0, 1) raspodelom.

Lema 3.1. [8] Neka je τa,b gore definisana sluqajna veliqina. Tada je

P{τa,b <∞} =

e−2ab za a > 0 i b ≥ 0 ,

1 za a > 0 i b < 0.

Dokaz leme:

Oznaqimo sa

L(a, b, λ) = E(e−λτa,b) = E(e−λτa,bI{τa,b<∞})
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Tada je

P{τa,b <∞} = lim
λ→0

L(a, b, λ).

Odredi�emo L(a, b, λ) a zatim tra�enu verovatno�u dobiti odatle, stav	aju�i da

λ→ 0.

Prvi korak u dokazu je da primetimo da, zbog stroge stacionarnosti Braunovog kre-

ta�a, je τa1+a2,b
D
= τa1,b + (τa1+a2,b − τa1,b) kao i da su τa1,b i (τa1+a2,b − τa1,b) nezavisne

sluqajne veliqine. To se mo�e i grafiqki prikazati.

Odavde sledi da je

L(a1 + a2, b, λ) = L(a1, b, λ)L(a2, b, λ).

Rexe�e ove funkcionalne jednaqine je:

L(a, b, λ) = e−C(b)a.

Treba jox odrediti konstantu C(b) koja zavisi od b. Koriste�i osobine uslovnog

oqekiva�a i qi�enicu da za b ≥ 0 prvo mora biti dostignut nivo a pre preseka sa

pravom bt+ a, dobijamo:

L(a, b, λ) =

∫ ∞
0

E(e−λτa,b |τa = t)fτa(t)dt

=

∫ ∞
0

e−λtE(e−λ(τa,b−τa)|τa = t)fτa(t)dt
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=

∫ ∞
0

e−λtE(e−λτbt,b)fτa(t)dt

=

∫ ∞
0

e−(λ+C(b)b)tfτa(t)dt

= E(e−(λ+C(b)b)τa) = e−a
√

2(λ+C(b)b).

Izjednaqavaju�i dobijeni izraz sa e−C(b)a dobijamo jednaqinu

C(b) =
√

2(λ+ C(b)b).

Kvadrira�em prethodne jednakosti dobija se kvadratna jednaqina

C2(b)− 2C(b)b− 2λ = 0.

Odbacujemo negativno rexe�e kvadratne jednaqine jer je 0 ≤ L(a, b, λ) ≤ 1. Odavde

zak	uqujemo da je tra�ena konstanta

C(b) = b+
√
b2 + 2λ

odnosno tra�ena Laplasova transformacija je

L(a, b, λ) = e−a(b+
√
b2+2λ).

Odavde je

P{τa,b <∞} = e−2ab.

Za b < 0 je P{τa,b <∞} = 1 jer presek sa pravom a+ bt prethodi dostiza�u nivoa a a

ve� smo pokazali da je P{τa <∞} = 1.

Dokaz teoreme:

P{τa,b ≤ t} = P{(∃s ∈ [0, t]) (Ws ≥ a+ bs)} = P{(∃s ∈ [0, t]) (sW1/s ≥ a+ bs)}

= P
{

(∃s ∈ [0, t])
(
W1/s ≥ a/s+ b

)}
= P{(∃s ∈

[
1/t,∞

)
) (Ws ≥ as+ b)}

Uvedimo slede�e oznake:

Q = P{(∃s ∈ [0, t]) (Ws ≥ a+ bs)}

∆Q = P{(∃s ∈ [0, t]) (Ws ≥ a+ bs),W 1
t
∈ (x, x+ ∆x)}.
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Na osnovu prethodnog i korix�e�em formule uslovne i potpune verovatno�e do-

bijamo:

∆Q = P{(∃s ∈ [1/t,∞)) (Ws ≥ as+ b)|W1/t ∈ (x, x+ ∆x)}P{W1/t ∈ (x, x+ ∆x)}

= P{(∃s ∈ [1/t,∞)) (Ws ≥ as+ b)|W1/t = x+ θ∆x
θ∈(0,1)

}P{W1/t ∈ (x, x+ ∆x)}.

Uzimaju�i u obzir da je lim
∆x→0

∆Q
∆x = dQ

dt , dobijamo

Q =

∫ ∞
−∞

P{(∃s ∈ [1/t,∞)) (Ws ≥ as+ b)|W1/t = x}
√
t√

2π
e
−x2t

2 dx

=

∫ a
t
+b

−∞
P{(∃s ∈ [1/t,∞)) (Ws ≥ as+ b)|W1/t = x}

√
t√

2π
e
−x2t

2 dx+

∫ ∞
a
t
+b

√
t√

2π
e
−x2t

2 dx

=

∫ a
t
+b

−∞
P{τb−x+a/t,a <∞}

√
t√

2π
e
−x2t

2 dx+ 1− Φ

(
a+ bt√

t

)

=

∫ a
t
+b

−∞
e−2a(a/t+b−x)

√
t√

2π
e
−x2t

2 dx+ 1− Φ

(
a+ bt√

t

)

= e−2ab

∫ a
t
+b

−∞

√
t√

2π
e
−(xt−2a)2

2t dx+ 1− Φ

(
a+ bt√

t

)
= e−2abΦ

(
bt− a√

t

)
+ 1− Φ

(
a+ bt√

t

)
.

Na osnovu dokazane teoreme mo�emo na�i i funkciju gustine sluqajne veliqine τa,b.

Neka je t ≥ 0.

fτa,b(t) = (Fτa,b(t))
′ = e−2abf

(
bt− a√

t

)(
bt− a√

t

)′
− f

(
a+ bt√

t

)(
bt+ a√

t

)′

= f

(
bt+ a√

t

)(
bt− a√

t

)′
− f

(
a+ bt√

t

)(
bt+ a√

t

)′
= f

(
bt+ a√

t

)(
bt− a− a− bt√

t

)′
= f

(
bt+ a√

t

)(
−2a√
t

)′
=

a
√

2πt
3
2

e
(bt+a)2

2t .

Do sliqnog rezultata se mo�e do�i i za a < 0. Vixe o tome se mo�e na�i u [8].

Vratimo se nedokazanom tvr�e�u iz teoreme 2.7.
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Dokaz teoreme 2.7 (3.):

Kao xto smo ve� napomenuli, tvr�e�e se jednostavno dokazuje za t > 0 (pokaziva-

�em da su kovarijacije procesa iste). Treba jox pokazati da je

P{lim
t→0

(tW1/t) = 0} = 1,

ili ekvivalentno da je

P{ lim
t→∞

(Wt)/t = 0} = 1

Koristi�emo prethodno pokazan rezultat za τa,b.

Neka je a > 0 i b > 0. Ako je Wt ≤ a + bt za svako t ≥ 0 onda je lim
t→+∞

(Wt)/t ≤ b.

Odavde zak	uqujemo da je

P
{

lim
t→+∞

(Wt)/t ≤ b
}
≥ P

{
Wt ≤ a+ bt, za svako t ≥ 0

}
= 1− e−2ab.

Neka a→∞. Tada je P
{

lim
t→+∞

(Wt)/t ≤ b
}

= 1, za sve b > 0.

Ukoliko b→ 0 dobijamo da je P
{

lim
t→+∞

(Wt)/t ≤ 0
}

= 1.

Sliqno se pokazuje da je

P
{

lim
t→+∞

(Wt)/t ≥ 0
}

= 1

odakle neposredno sledi tvr�e�e.

Da	e, primetimo da je

τa,b = inf{t ≥ 0 : Wt − bt ≥ a} = inf{t ≥ 0 : Wt + b′t ≥ a}

gde je b′ = −b.
Dakle, "problem dostiza�a nivoa a + bt Braunovog kreta�a", je ekvivalentan "pro-

blemu dostiza�a nivoa a Braunovog kreta�a sa pomerajem m = −b".
U da	em tekstu koristi�emo slede�e oznake:

τ̃x = inf{t ≥ 0 : Wt +mt ≥ x}

f̃(u, x) =
|x|√
2πu3

e−
(x−mu)2

2u I{0,∞}(u), u ∈ R P{τ̃x =∞} = 1− emx−|mx|

Zakon raspodele sl. veliqine τ̃x na R+ je

f̃(u, x)du+ P{τ̃x =∞}δ∞(du)

Pokazali smo da ovo va�i za z ≥ 0. Za z < 0 dokaz se izvodi analogno. Vixe o tome

se mo�e na�i u [7].
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4 Vreme dostiza�a nivoa za Levijeve procese sa slo�e-

nim Puasonovim procesom

U ovom ode	ku prikaza�emo rad " First passage time law for some Lévy processes with

compound Poisson: Existence of density "qiji su autori Laure Coutin13 i Diana Do-

robanty14.

Neka je {Xt, t ≥ 0} sluqajni proces definisan sa

Xt = mt+Wt +

Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0

gde je {Wt, t ≥ 0} standardno Braunovo kreta�e, m realan broj, {Nt, t ≥ 0} Puasonov
proces sa intenzitetom a, {Tn, n ≥ 0} odgovaraju�i niz trenutaka u kojim se dexa-

vaju skokovi koji su predstav	eni nizom nezavisnih sluqajnih veliqina {Sn, n ∈ N}
sa E(a) raspodelom, {Yn, n ≥ 0} niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom funkci-

jom raspodele FY . Pretpostav	a se i da su σ-algebre generisane sa sluqajnim nizom

{Yn, n ≥ 0}, i sluqajnim procesima {Nt, t ≥ 0} i {Wt, t ≥ 0} nezavisne.

Da	e, neka je

X̃t = mt+Wt, t ≥ 0

τ̃x = inf{t ≥ 0 : mt+Wt ≥ x}

kao i

τx = inf
{
t ≥ 0 : mt+Wt +

Nt∑
i=1

Yi ≥ x
}
.

Centralno mesto u radu zauzima slede�a teorema.

Teorema 4.1. Funkcija raspodele sluqajne veliqine τx(t) ima desni izvod u taqki

t = 0 i diferencijabilna je za svako t > 0 . Odgovaraju�i izvodi su redom jednaki

f(t, x) =


a
2 (2− FY (x)− FY (x )) + a

4 (FY (x)− FY (x )) za t = 0,

aE(I{τx>t}(1− FY )(x−Xt)) + E(I{τx>TNt}f̃(t− TNt , x−XTNt
)) za t > 0.

Mo�e se pokazati i da je P{τx =∞} = 0 ako i samo ako je m+ aE(Y1) ≥ 0. Dokaz

13IMT, University of Toulouse, France
14University of Lyon, France
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se mo�e na�i u [9].

Pre nego xto doka�emo teoremu primetimo da je ovako definisan, sluqajni proces

{Xt. t ≥ 0} Levijev proces jer je zbir nezavisnih Levijevih procesa.

Lema 4.1. Neka je G sluqajna veliqina sa N(0, 1) raspodelom i neka su µ ∈ R, σ ∈ R+

i x+ = max{x, 0} . Tada, za svako u ∈ R va�i:

E
(
f̃(u, µ+ σG)I{µ+σG>0}

)
=

1√
2πu

e−(µ−mu)2/(2(σ2+u))

(σ2 + u)
E

[(
σG+

√
u

σ2 + u
(µ−mu) +m

√
u(σ2 + u)

)+]

Tvr�e�e ove leme je direktna posledica dobijenog rezultata za f̃ iz prethodnog

poglav	a i smene promen	ive u integraciji.

Lema 4.2. Za svako t > 0 je

sup
0<h≤1

E

[(
1

h

∫ t+h

t
I{TNt<τx}f̃(u− TNt , x−XTNt

)du

)]
< +∞

Dokaz leme 4.2:

U dokazu leme koristimo osobinu normalne raspodele da ako sluqajna veliqina ima

N (0, σ2) raspodelu, onda se ona mo�e predstaviti u obliku σG, gde je G sluqajna

veliqina sa N (0, 1) raspodelom.

Oznaqimo sa

I(h) =
1

h

∫ t+h

t
I{TNt<τx}f̃(u− TNt , x−XTNt

)du.

Primetimo da va�i slede�a implikacija: TNt < τx ⇒ x−XTNt
> 0.

Na osnovu Jensenove nejednakosti je

E
(
I(h)

)
≤ 1

h

∫ t+h

t
E
(
I{x−XTNt>0}f̃(u− TNt , x−XTNt

)
)
du

.

=

∫ t+h

t
E
(
I{x−mTNt−

∑Nt
i=1 Yi−G

√
TNt>0}f̃(u− TNt , x−mTNt −

Nt∑
i=1

Yi −G
√
TNt)

)
du
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Da	e, primetimo da je

E
[
I{x−mTNt−

∑Nt
i=1 Yi−G

√
TNt>0}f̃(u− TNt , x−mTNt −

Nt∑
i=1

Yi −G
√
TNt)

]

= E
[
E
(
I{x−mTNt−

∑Nt
i=1 Yi−G

√
TNt>0}f̃(u− TNt , x−mTNt −

Nt∑
i=1

Yi −G
√
TNt)

∣∣F)
]

gde je F filtracija generisana sluqajnim procesima {Nt, t ≥ 0} i {Yi, i ∈ N}.

Sluqajna veliqina G i −G iz Leme 4.1 imaju istu N(0, 1) raspodelu pa je na

osnovu iste leme, stav	aju�i da je σ :=
√
TNt , µ := x−mTNt −

∑Nt
i=1 Yi i u := u−TNt

E
(
I{x−mTNt−

∑Nt
i=1 Yi−G

√
TNt}

f̃(u− TNt , x−mTNt −
Nt∑
i=1

Yi −G
√
TNt)

∣∣F) =

1√
2π(u−TNt )(TNt+u−TNt )

e

−(x−mTNt−
∑Nt
i=1

Yi−mu+mTNt )
2

2(TNt
+u−TNt ) E

[(
−
√
TNtG+

√
u−TNt

TNt+u−TNt
(x−mTNt−∑Nt

i=1 Yi −mu+mTNt) +m
√

(u− TNt)(TNt + u− TNt)
)+|F] =

1√
2πu(u− TNt)

e
−(x−

∑Nt
i=1

Yi−mu)
2

2u E

[(
−
√
TNtG+

√
u− TNt

u
(x−

Nt∑
i=1

Yi −mu) +m
√

(u− TNt)u
)+|F]︸ ︷︷ ︸

D

U da	im aproksimacijama koristimo:

• (a+ b)+ ≤ (a)+ + (b)+, za a, b ∈ R;

• t− TNt ≤ u− TNt ≤ 1 + t− TNt za t > 0 i u ∈ (t, t+ h);

• funkcija
√
xe
−x
2 je ograniqena na R+ pa postoji C = sup

x∈R

√
xe
−x
2

• E|G| <∞.

Na osnovu ovog zak	uqujemo da va�i:

D ≤ 1√
2π

[√
TNtE|G|

t
√
t− TNt

+
C

t3/2
+
|m|√
t

]
.

Za α ∈ (−1, 0] i γ ∈ [0,∞) je

E
(
(t− TNt)αT

γ
Nt

)
≤ tα +

∞∑
i=1

E
(
I{t>Ti}(t− Ti)

αT γi
)
<∞
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Posled�a nejednakost va�i na osnovu Dalamberovog kriterijuma za konvergenciju

reda, kao i slede�e aproksimacije:

E
(
I{t>Ti}(t− Ti)

αT γi
)

=

∫ t

0

(t− u)αuγaiui−1e−au

Γ(i)
du ≤ ai

(i− 1)!

∫ t

0
uγ+i−1(t− u)αdu =

aitγ+i+α

(i− 1)!

∫ t

0

(
u

t

)γ+i−1(
1− u

t

)α
du =

aitγ+i+α

(i− 1)!

∫ 1

0
uγ+i−1(1− u)αdu

=
aitγ+i+α

(i− 1)!
β(γ + i, α+ 1) =

aitγ+i+α

(i− 1)!

Γ(γ + i)Γ(α+ 1)

Γ(γ + i+ α+ 1)

Koristili smo da Tn = S1 + S2 + · · ·+ Sn ima Γ(n, a) raspodelu.

Na osnovu svega prethodnog je E(D) <∞ odakle sledi tvr�e�e leme.

Dokaz teoreme:

Postoja�e desnog izvoda u taqki t = 0, bi�e pokazano po definiciji, odnosno da

postoji

lim
h→0

P{τx ≤ h}
h

.

U dokazu je korix�eno da za Puasonov proces {Nt, t ≥ 0} va�i da je

P{Nh ≥ 2} = o(h), P{Nh = 1} = ah+ o(h), P{Nh = 0} = 1− ah+ o(h) h→ 0,

kao i tvr�e�a dokazana za sluqajni proces {X̃t, t ≥ 0} u prethodnom poglav	u.

P{τx ≤ h} = P{τx ≤ h,Nh ≥ 2}+ P{τx ≤ h,Nh = 1}+ P{τx ≤ h,Nh = 0}

Da	e je

P{τx ≤ h,Nh ≥ 2} ≤ P{Nh ≥ 2} = o(h).

Na osnovu ovoga je

lim
h→0

P{τx ≤ h,Nh ≥ 2}
h

= 0.

Primetimo da je, za 0 ≤ t ≤ h Xt(ω) = X̃t(ω) za svako ω za koje je Nh(ω) = 0.

Tada je

P{τx ≤ h,Nh = 0} = P{τ̃x ≤ h,Nh = 0} = P{τ̃x ≤ h}P{Nh = 0} = e−ahP{τ̃x ≤ h}.
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Pretposled�a jednakost va�i zbog nezavisnosti sluqajnih veliqina τ̃x i Nh.

lim
h→0

P{τx ≤ h,Nh = 0}
h

= lim
h→0

e−ahP{τx ≤ h}
h

= lim
h→0

P{τx ≤ h}
h

= 0

Ukoliko se do trenutka t = h dogodio taqno jedan skok situacija je slede�a:

P{τx ≤ h, Nh = 1} = P{τx < T1, Nh = 1}+P{τx = T1, Nh = 1}+P{T1 < τx ≤ h, Nh = 1}

Dakle, razlikujemo da li se skok dogodio pre nego xto je dostignut dati nivo, u

momentu dostiza�a datog nivoa ili nakon dostiza�a datog nivoa.

P{τx < T1, Nh = 1} = P{τ̃x < T1, Nh = 1} ≤ P{τ̃x < h, Nh = 1} = P{τ̃x < h}ahe−ah

Zbog osobina funkcije raspodele sluqajne veliqine τ̃x, se mo�e zak	uqiti da je

lim
h→0

P{τx < T1, Nh = 1}
h

= lim
h→0

P{τ̃x < h}ahe−ah

h
= 0

P{τx = T1, Nh = 1} = P{τ̃x > T1, X̃T1 + Y1 ≥ x, T1 ≤ h < T2} =

(1)
= ae−ah

∫ h

0
E(I{τ̃x>s}I{Y1>x−X̃s})ds

(2)
= ae−ah

∫ h

0
E((1− FY )(x− X̃s)−)ds−

∫ h

0
E(I{τ̃x≤s}(1− FY )(x− X̃s)−)ds

Kako je FY funkcija raspodele i X̃s = ms + Ws gde je Ws neprekidna i simetriqna

funkcija, dobija se:

lim
s→0

E
(
FY ((s− X̃s) )

)
=
FY (x) + FY (x )

2

E
s→0

(
I{τ̃x≤s}(1− FY )((x− X̃s) )

)
= 0.

Iz svega prethodnog sledi

lim
h→0

P{τx = T1, Nh = 1}
h

=
a

2

(
2− FY (x)− FY (x )

)
.

Sledi obrazlo�e�e posled�e jednakosti (1) i (2).

Oznaqimo sa

∆P = P{τ̃x > T1, X̃T1 + Y1 ≥ x, S2 > h− T1| T1 ∈ (s, s+ ∆s)}P{T1 ∈ (s, s+ ∆s)}
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= P{τ̃x > T1, X̃T1 + Y1 ≥ x, S2 > h− T1| T1 ∈ (s, s+ ∆s)}
∫ s+∆s

s
ae−audu.

Sada je

∆P

∆s
P = P{τ̃x > T1, X̃T1 + Y1 ≥ x, S2 > h− T1| T1 ∈ (s, s+ ∆s)}

∫ s+∆s
s ae−audu

∆s

odnosno
dP

ds
= lim

∆s→0

∆P

∆s
= P{τ̃x > s, X̃s + Y1 ≥ x, S2 > h− s}ae−as.

Sada se mo�e odrediti pomenuta verovatno�a.

P =

∫ h

0
P{τ̃x > s, X̃s + Y1 ≥ x}P{S2 > h− s}ae−asds

=

∫ h

0
P{τ̃x > s, X̃s + Y1 ≥ x}e−a(h−s)ae−asds

=

∫ h

0
P{τ̃x > s, X̃s + Y1 ≥ x}e−a(h−s)ae−asds

= e−ah
∫ h

0
P{τ̃x > s, X̃s + Y1 ≥ x}ds.

Da	e, primetimo da je

P{τ̃x > s, X̃s + Y1 ≥ x} = P{X̃s + Y1 ≥ x} − P{τ̃x ≤ s, X̃s + Y1 ≥ x}.

Kako bismo objasnili i posled�u jednakost, uvedimo oznaku:

∆Q = P{Y1 > x− X̃s| X̃s ∈ (v, v + ∆v)}P{X̃s ∈ (v, v + ∆v)}

= P{Y1 > x− X̃s| X̃s ∈ (v, v + ∆v)}
∫ v+∆v

v
f
X̃s

(u)du.

dQ

dv
= P{Y1 > x− v}f

X̃s
(v)

Odavde sledi da je

Q = E(P{Y1 > x− X̃s}) = E((1− FY )(x− X̃s)−)

Sliqno se pokazuje da je

P{Y1 > x− X̃s, τ̃x ≤ s} = E(I{τ̃x≤s}(1− FY )(x− X̃s)−)
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Ostaje jox da se razmotri i tre�a mogu�nost, da se skok dogodio pre nego xto je

dostignut nivo x. Tada je

P{T1 < τx ≤ h, Nh = 1} = P{T1 < τx ≤ h, T1 ≤ h < T2}

= E(E(I{T1≤h}I{T1<τx}I{τ̃x−XT1≤h−T1}
I{h−T1<S2}|T1))

= E(I{T1≤h}I{T1<τx}E(I{τ̃x−XT1≤h−T1}
|T1)E(I{h−T1<S2}|T1))

= E(I{T1≤h}I{T1<τx}e
−a(h−T1)E(I{τ̃x−XT1≤h−T1}

|T1))

= E(I{T1≤h}I{XT1≤x}e
−a(h−T1)E(I{τ̃x−XT1≤h−T1}

|T1))

−E(I{τ̃x≤T1≤h}I{XT1≤x}e
−a(h−T1)E(I{τ̃x−XT1≤h−T1}

|T1))

Neka je G(h) = E(I{T1≤h}I{XT1≤x}e
−a(h−T1)E(I{τ̃x−XT1≤h−T1}

|T1)).

Kako je lim
h→0

1
hP{τ̃x ≤ h} = 0 dovo	no je pokazati da je lim

h→0

G(h)
h = a

4 [F (x)− F (x−)]

G(h) = e−ah
∫ h

0
easae−as

∫ h−s

0
E(I{X̃s+Y1<x}f̃(u, x− X̃s − Y1))duds

= ae−ah
∫ h

0

∫ h−s

0
E(I{X̃s+Y1<x}f̃(u, x− X̃s − Y1))duds

Korix�e�em Leme 4.1 za µ = x−ms− Y1 i σ =
√
s dobija se da va�i:

E
(
f̃(u, x− X̃s − Y1))I{µ+σG}

)
=

1√
2π
E

[
e
− (x−m(u+s)−Y1)

2

2(s+u)

(
x− Y1

(u+ s)
3
2

+
G
√
s√

u(u+ s)

)+]

G(h) =
ae−ah√

2π

∫ h

0

∫ h−s

0
E

[
e
− (x−m(u+s)−Y1)

2

2(s+u)

(
x− Y1

(u+ s)
3
2

+
G
√
s√

u(u+ s)

)+]
du ds

s=th u=hv J=h2
=

ae−ahh√
2π

∫ 1

0

∫ 1−t

0
E

[
e
− (x−mh(v+t)−Y1)

2

2h(v+t)

(
x− Y1√
h(t+ v)

3
2

+
G
√
t√

v(t+ v)

)+]
dt dv.

J je Jakobijan transformacije.

Sada je

lim
h→0

G(h)

h
= lim

h→0

ae−ah√
2π

∫ 1

0

∫ 1−t

0
E

[
e
− (x−mh(v+t)−Y1)

2

2h(v+t)

(
x− Y1√
h(t+ v)

3
2

+
G
√
t√

v(t+ v)

)+]
dtdv.
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Neka je

A = lim
h→0

e
− (x−mh(v+t)−Y1)

2

2h(v+t)

(
x− Y1√
h(t+ v)

3
2

+
G
√
t√

v(t+ v)

)+

A =


√
t√

v(t+v)
G+ za Y1 = x,

0 za Y1 6= x.

Mo�e se primeniti Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji zato xto je

sup
0≤h≤1

e−(x−mh(t+v)−Y1)2/(2h(t+v))

(
x− Y1√
h(t+ v)3/2

+
G
√
t√

v(1 + t)

)+

≤
supz≥0ze

−z2/2 + |m|
√
t+ v

+

√
t√

v(t+ v)
|G|

lim
h→0

G(h)

h
=

a√
2π

∫ 1

0

∫ 1−t

0
E

[ √
t√

v(t+ v)
G+I{x=Y1}

]
dt dv

=
a(FY (x)− FY (x−))E(G+)√

2π

∫ 1

0

∫ 1−t

0
E

[ √
t√

v(t+ v)

]
dt dv =

1

4
∆FY (x)

Postoja�e izvoda za t > 0.

U dokazu se koristi ista ideja kao u prvom delu. Razlikuju se sluqajevi kada je

broj skokova u okolini t nula, jedan i ve�i od dva.

P{t < τx ≤ t+ h}

= P{t < τx ≤ t+h, Nt+h−Nt = 0}+P{t < τx ≤ t+h, Nt+h−Nt = 1}+P{t < τx ≤ t+h, Nt+h−Nt ≥ 2}

Slede�a nejednakost oqigledno va�i.

P{t < τx ≤ t+ h, Nt+h −Nt ≥ 2} ≤ P{Nt ≥ 2} = o(h), h→ 0

Neka je {Ft}t≥0 kompletna filtracija generisana sluqajnim procesima {Wt, t ≥
0}, {Nt, t ≥ 0} i nizom sluqajnih veliqina {Yi, i ∈ N}.
Zbog osobina Levijevih procesa va�i:

P{t < τx ≤ t+ h, Nt+h −Nt = 1} = E(I{τx>t}P (τx−Xt ≤ h, Nh = 1|Ft)).
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Na osnovu prvog dela teoreme je

lim
h→0

1

h
P (τx−Xt ≤ h, Nh = 1|Ft) =

a

2

(
2−FY (x−Xt)−FY ((x−Xt)−)

)
+
a

4

(
FY (x−Xt)−FY ((x−Xt)−)

)
Kako je

P (τx−Xt ≤ h, Nh = 1|Ft) ≤
P{Nh = 1}

h
= ae−ah ≤ a

mo�e se primeniti Lebegova teorema o dominatnoj konvergenciji.

lim
h→0

1

h
P{t < τx ≤ t+h, Nt+h−Nt = 1} = aE(I{τx>t}(1−FY )(x−Xt))+

3a

4
E(I{τx>t}∆FY (x−Xt))

Kako je E(I{τx>t}∆FY (x−Xt)) = 0 (dokaz se mo�e na�i u [3]) dobija se da je

lim
h→0

1

h
P{t < τx ≤ t+ h, Nt+h −Nt = 1} = aE(I{τx>t}(1− FY )(x−Xt))

Ostaje jox da se poka�e da je

lim
h→0

1

h
P{t < τx ≤ t+ h, Nt+h −Nt = 0} = E(I{τx>TNt}f̃(t− TNt , x−XTNt

))

P{t < τx ≤ t+h, Nt+h−Nt = 0} = P{t < τx ≤ t+h < T1}+
∞∑
k=1

P{t < τx ≤ t+h, Tk < t < t+h < Tk+1}

= P{t < τ̃x ≤ t+ h < T1}+
∞∑
k=1

P{t < τx ≤ t+ h, Tk < t < t+ h < Tk+1} (∗)

Na skupu {Tk < t} jeXt = XTk+Xt−Tk◦θTk , a na skupu {Tk < τx} je τx = Tk+τx−XTk ◦θTk .
Zbog toga je

I{t<τx≤t+h, Tk<t<t+h<Tk+1} = I{Tk<t} I{t−Tk<τ̃x≤t+h−Tk<Sk+1} ◦ θTk

Iako TNt nije vreme zaustav	a�a, reprezentacija (∗) dozvo	ava da se iskoristi

strogo svojstvo Markova ( Tk jeste vreme zaustav	a�a ).

P{t < τ̃x ≤ t+ h < T1}+
∞∑
k=1

P{t < τx ≤ t+ h, Tk < t < t+ h < Tk+1}

= e−a(t+h)P{t < τ̃x ≤ t+h}+
∞∑
k=1

E(I{Tk<t}I{τx>Tk}e
−a(t+h−Tk)E(I{t−Tk<τ̃x−XTk

≤t+h−Tk}|Tk))

= e−ah
∫ t+h

t
E(I{0≤t<T1})f̃(u, x)du+e−ah

∞∑
k=1

∫ t+h

t
E(I{Tk≤t<Tk+1I{τx>Tk}}

f̃(u−Tk, x−XTk))du
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Zamenom mesta sume i integrala dobija se da je prethodni izraz jednak

e−ah
∫ t+h

t
E(I{TNt<τx}f̃(u− TNt , x−XTNt

))du

Kako je f̃ neprekidna po u za svako t > 0 va�i:

lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t
I{TNt<τx}f̃(u− TNt , x−XTNt

)du = I{TNt<τx}f̃(t− TNt , x−XTNt
)

Da	e,
1

h

∫ t+h

t
I{TNt<τx}f̃(u− TNt , x−XTNt

)du

je uniformno integrabilna za 0 ≤ h ≤ 1 ( Lema 4.2 ) odakle je

lim
h↓0

1

h
P{t < τx ≤ t+ h, Nt+h −Nt = 0} = E(I{TNt<τx}f̃(t− TNt , x−XTNt

))
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