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1 Uvod

Multigrid1 spada me�u relativno novije metode u numeriqkoj ana-
lizi. Prvi radovi vezani za ovu tematiku pojavili su se ’60-
tih godina dvadesetog veka. ǋihovi autori bili su Fedorenko2 i
Bakhvalov3, a odnosili su se na rexavaǌe eliptiqkih graniqnih
problema (videti [1], [2] i [3]). Nexto kasnije, ’70-tih godina,
Brandt4 je pokazao praktiqnu primenu i efikasnost multigrid-a za
uopxtene probleme, pa se on smatra glavnim tvorcem ove metode
(videti [4], [5] i [6]).
Iako �emo u radu koristiti termin “multigrid metoda”, napomenimo
da to nije samo jedna metoda, niti familija metoda - to je qi-
tav pristup rexavaǌu numeriqkih problema, kolekcija ideja i
stavova, koje je Brandt nazivao multi-level5 tehnikama.
Do sada su multigrid, kao i brojne multiscale6 metode nastale iz ǌih,
razvijene i primeǌene na mnoge probleme u raznim oblastima (o
qemu �e kasnije biti reqi).
Multigrid je danas poznat kao najbr�a metoda za rexavaǌe elip-
tiqkih graniqnih problema, xto predstavǉa osnovnu motivaciju
za pisaǌe rada na ovu temu.

1Termin preuzet iz engleskog jezika, a znaqi “vixemre�ni”.
2Radii Petrovich Fedorenko (1930 - 2009), ruski matematiqar.
3Nikolai Sergeevitch Bakhvalov (1934 - 2005), ruski matematiqar.
4Achi Brandt (1938 - ), izraelski matematiqar.
5Termin preuzet iz engleskog jezika, a znaqi “vixestepeni”.
6Termin preuzet iz engleskog jezika, a znaqi “vixeskalni”.
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1.1 Motivacioni primer

Radi uoqavaǌa veza i razlika izme�u globalnog i lokalnog proce-
sa, kao i isticaǌa prednosti multiscale pristupa, razmotrimo sle-
de�u priqu.
Kako bi ustanovio kakvo staǌe vlada u jednoj kasarni, general
je odluqio da je iznenada poseti. Kapetan koji rukovodi pomenu-
tom kasarnom primetio je kako se iz daǉine pribli�avaju genera-
lova kola. Poxto ve� du�e vreme �eli unapre�eǌe, odluqio je
pokuxati da zadivi generala tako xto �e se svi vojnici pore�ati
du� jedne prave linije pored puta, pri qemu �e razmak izme�u
svaka dva susedna vojnika biti jednak, i tako ga doqekati. S
obzirom da su kola sve bli�e, kapetan mora da smisli najbr�i
naqin za realizaciju svoje ideje. Pomenimo da se taj kapetan zove
Jakobi.

1.1.1 Globalni i lokalni proces

Poxto se u kasarni nalazi n + 1 vojnik, Jakobi ih je numerisao
brojevima od 0 do n. Zatim je naredio 0-tom i n-tom da stanu,
respektivno, na levi i desni kraj linije du� koje �e se i ostali
rasporediti. Du�ina te linije (dakle, i rastojaǌe izme�u 0-tog
i n-tog vojnika) je l. Daǉe, Jakobi razmixǉa da naredi i-tom
vojniku, i = 1, 2, ..., n − 1, da stane na taqku linije koja se nalazi
na rastojaǌu il/n od 0-tog vojnika. To bi bio globalni proces koji
bi direktno rexio problem. Me�utim, Jakobi nije siguran da
li �e svaki vojnik umeti taqno da odredi gde se nalazi mesto na
koje treba da stane. Jedino u xta je siguran jeste to da �e i-ti
vojnik, i = 1, 2, ..., n − 1, umeti dovoǉno dobro da proceni gde se
nalazi sredina du�i izme�u (i− 1)-vog i (i + 1)-vog vojnika - xto
predstavǉa lokalni proces.
Naredna Jakobijeva ideja je da primeni slede�i iterativni lo-
kalni proces: na poqetku svake iteracije on dune u pixtaǉku i
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Slika 1: Tamno zeleni kru�i�i predstavǉaju trenutne, a svetlo
zeleni prethodne pozicije, pre posledǌeg zvuka pixtaǉke: (a)
poqetne pozicije, (b) pozicije nakon prve iteracije, (v) spora
konvergencija, (g) brza konvergencija, (d) pretrqavaǌe na drugu
stranu linije, (�) uvo�eǌe relaksacionog parametra.

i-ti vojnik, i = 1, 2, ..., n−1, trqi u taqku koja se nalazi na sredini
du�i na qijim krajevima su bili (i− 1)-vi i (i + 1)-vi vojnik pre
nego xto se qula pixtaǉka. Ove iteracije bi se ponavǉale sve dok
grexka u pozicijama vojnika ne bude dovoǉno mala da je general
ne primeti - to je kriterijum konvergencije.
Osim 0-tog i n-tog vojnika, koji su zauzeli svoje konaqne pozicije
pre prve iteracije, ostali su nasumiqno raspore�eni po kasarni,
xto je prikazano na slici 1a (uzeto je n = 8). Slika 1b prikazuje
pozicije nakon prve iteracije. Ispitajmo konvergenciju ove ite-
rativne metode.
Mo�e se desiti da metoda konvergira, ali vrlo sporo. Pret-
postavimo da se vojnici nalaze u poziciji prikazanoj na slici 1v.
U ovom sluqaju prelaze mala rastojaǌa u svakoj iteraciji, ali,
na�alost, metoda sporo konvergira. Nasuprot tome, konvergen-
cija se posti�e nakon samo jedne iteracije, ako se vojnici nalaze
u poziciji prikazanoj na slici 1g.
Zaxto je konvergencija na slici 1v spora, a na slici 1g brza? Na
slici 1v imamo grexku velike skale. Ali, proces je lokalan i
ukǉuquje samo informacije male skale, tj. nova pozicija vojnika
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zavisi samo od ǌegovih prvih suseda. Zato se svakom vojniku sa
ǌegove taqke gledixta qini da je grexka u poziciji mala, dok za-
pravo nije. Poenta je da ne mo�emo ispraviti ono xto ne mo�emo
primetiti, a grexka velike skale se ne mo�e primetiti lokalno.
Nasuprot tome, slika 1g prikazuje grexke male skale koje mogu
biti efikasno uoqene i popravǉene pomo�u lokalnog procesa.
Razmotrimo poziciju na slici 1d. Oqigledno postoji grexka
male skale, ali je opisani proces ne popravǉa efikasno; zapravo,
vojnici bi samo pretrqali na drugu stranu linije. Vidimo da
lokalni proces ne�e u svim situacijama dati dobre rezultate.
Me�utim, ovaj problem se lako rexava uvo�eǌem konstante zvane
relaksacioni parametar. To znaqi da �e u svakoj iteraciji svaki
vojnik pre�i samo deo puta do mesta gde bi trebalo da stane. Na
primer, na slici 1� relaksacioni parametar je 2/3, xto znaqi
da svaki vojnik prelazi 2/3 puta do mesta na koje bi trebalo da
stane.

1.1.2 Multiscale pristup

Glavna ideja multigrid metode je da se koristi lokalni proces, ali
da se to radi na svim skalama problema. Radi jednostavnosti,
pretpostavimo da je n stepen broja 2. U naxoj priqi, kapetan
razmatra i multiscale pristup. Poqiǌe od velike skale, u kojoj se
problem sastoji od raspore�ivaǌa samo vojnika numerisanih sa
0, n/2 i n. Nakon zvuka pixtaǉke, vojnik n/2 pomera se na sredinu
du�i izme�u svojih prvih suseda na velikoj skali - vojnika 0 i
n (koji ve� stoje na krajevima linije) (slika 2a). Zatim prelazi
na sredǌu skalu, u kojoj se aktiviraju i vojnici n/4 i 3n/4, koji
se nakon zvuka pixtaǉke pomeraju na sredinu du�i izme�u svojih
prvih suseda na sredǌoj skali - n/4 izme�u 0 i n/2, a 3n/4 izme�u
n/2 i n (napomenimo da vojnici, koji su u prethodnoj iteraciji ve�
zauzeli svoja prava mesta, u narednoj iteraciji ostaju na ǌima)
(slika 2b). Prelaskom na maǌu skalu aktiviraju se i vojnici
n/8, 3n/8, 5n/8 i 7n/8, pa je u sluqaju n = 8 proces zavrxen (slika
2v). Dakle, nakon samo log2 n iteracija i n − 1 individualnih
pomeraǌa, problem je rexen pomo�u lokalnog procesa.
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Slika 2: Raspore�ivaǌe vojnika upotrebom multiscale pristupa.
Tamno zeleni kru�i�i predstavǉaju trenutne, a svetlo zeleni
prethodne pozicije, pre posledǌeg zvuka pixtaǉke: (a) velika,
(b) sredǌa, (v) mala skala.

Poxto se u kasarni nalazi 257 vojnika (dakle, n = 257− 1 = 256 =
28), ovim postupkom ih je mogu�e rasporediti u samo 8 iteracija.
Jakobi je tako uqinio, a general, koji je sve to posmatrao, bio je
zadivǉen i Jakobi je unapre�en u majora.
Napomenimo da rexavaǌe proizvoǉnog problema multiscale pri-
stupom nije uvek jednostavno (xto bi se moglo pomisliti na os-
novu prethodne priqe). Potrebno je razmotriti qetiri glavna
zadatka:

• izbor pogodnog lokalnog procesa,

• izbor pogodnih promenǉivih velike skale (tzv. grubih pro-
menǉivih),

• izbor pogodne metode za prenos informacija kroz skale,

• razvijaǌe pogodnih jednaqina (ili procesa) za grube promen-
ǉive.

U zavisnosti od problema koji rexavamo, svaki od navedenih za-
dataka mo�e biti razliqite te�ine - od izuzetno lak, do izuzetno
te�ak.
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1.2 Klasifikacija linearnih parcijalnih dife-
rencijalnih jednaqina drugog reda

Najqex�i primer u matematici gde se koristi lokalno pravilo
za rexavaǌe globalnog problema jesu diferencijalne jednaqine.
Kod ǌih tra�imo opxte rexeǌe (globalni problem) pomo�u lo-
kalnog pravila na izvodima (plus graniqni uslovi).
Jednaqinu oblika

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = f , (1)

gde su aij, bi, c i f poznate funkcije od x = (x1, x2, ..., xn)T ∈ Rn,
nazivamo linearnom parcijalnom diferencijalnom jednaqinom dru-
gog reda. Funkcije aij, bi i c nazivamo koeficijentima, a f desnom
stranom jednaqine (1). Ako je f(x) = 0, jednaqinu (1) nazivamo
homogenom. Izraz

Lu ≡
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu

nazivamo diferencijalnim izrazom ili diferencijalnim operato-
rom.
Za i 6= j, Lu sadr�i qlan

(aij + aji)
∂2u

∂xi∂xj
.

Koeficijent uz ∂2u
∂xi∂xj

mo�emo podeliti na dva sabirka na proizvo-
ǉan naqin, pa bez smaǌeǌa opxtosti mo�emo smatrati da je

aij(x) = aji(x) .

Smatra�emo da su koeficijenti aij(x) realne funkcije.
Neka je x fiksirana taqka iz Rn. Pod prethodnim pretpostavkama,
matrica A(x) = (aij(x))ni,j=1 je realna i simetriqna i ima n sop-
stvenih vrednosti (uzimaju�i u obzir vixestrukost). Neka je:

n+ - broj pozitivnih sopstvenih vrednosti,
n− - broj negativnih sopstvenih vrednosti,
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n0 - broj nultih sopstvenih vrednosti.
Tada ka�emo da jednaqina (1) u taqki x ∈ Rn ima tip (n+, n−, n0).
Ako jednaqinu (1) pomno�imo sa −1 matrica A(x) prelazi u −A(x),
a brojevi n+ i n− meǌaju mesta. Zato �emo smatrati da su tipovi
(n+, n−, n0) i (n−, n+, n0) me�usobno identiqni. Specijalno:

tip (n, 0, 0) nazivamo eliptiqkim,
tip (n− 1, 1, 0) nazivamo hiperboliqkim,
tip (n− 1, 0, 1) nazivamo paraboliqkim.

U ovom radu razmatramo jednaqine eliptiqkog tipa. ǋima se
opisuju brojne stacionarne pojave, tj. pojave koje ne zavise od
vremena, kao xto je, na primer, difuzija, potencijalno elektro-
statiqko poǉe, ravnote�ni polo�aj zategnute membrane, poten-
cijalni tok inkompresibilnog fluida, stacionarno provo�eǌe
toplote, itd.
Ako jednaqina (1) pripada tipu (n+, n−, n0) u svakoj taqki oblasti
Ω ⊂ Rn, tada ka�emo da ona pripada tom tipu u oblasti Ω.
Da bi se izdvojilo jedinstveno rexeǌe jednaqine (1) u nekoj obla-
sti Ω ⊂ Rn, jednaqini se dodaju graniqni uslovi, na primer:

u(x) = g(x) , x ∈ ∂Ω

- prvi graniqni uslov (Dirichlet7-ov),

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xj
cos(n, xi) = g(x) , x ∈ ∂Ω

- drugi graniqni uslov (Neumann8-ov),

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xj
cos(n, xi) + σ(x)u(x) = g(x) , x ∈ ∂Ω

- tre�i graniqni uslov (Robin9-ov).
Graniqne uslove u kojima je g(x) = 0 nazivamo homogenim.
Jednaqinu (1), s jednim od nabrojanih graniqnih uslova, nazivamo
graniqnim problemom.

7Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), nemaqki matematiqar.
8Carl Gottfried Neumann (1832 - 1925), nemaqki matematiqar.
9Victor Gustave Robin (1855 - 1897), francuski matematiqar.
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1.3 Modelni problem

Neka je Ω = (0, 1)n. Kao modelni zadatak razmatramo Poisson10-ovu
jednaqinu

−∆u(x) = f(x) , x ∈ Ω

sa homogenim Dirichlet-ovim graniqnim uslovom

u(x) = 0 , x ∈ ∂Ω .

Poisson-ova jednaqina je eliptiqkog tipa, jer su joj sve sopstvene
vrednosti jednake -1 (dakle, sve su negativne).
Bavi�emo se jednodimenzionim

−u′′(x) = f(x) , x ∈ Ω ,
u(0) = u(1) = 0 ,

i dvodimenzionim problemom

−∆u ≡ −
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
= f(x, y) , (x, y)T ∈ Ω ,

u(x, y) = 0 , (x, y)T ∈ Γ ≡ ∂Ω .

10Siméon Denis Poisson (1781 - 1840), francuski matematiqar i fiziqar.
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2 Diskretizacija

2.1 Jednodimenziona Poisson-ova jednaqina sa ho-
mogenim Dirichlet-ovim graniqnim uslovom

Pre�imo na maǌe trivijalan zadatak od motivacionog primera.
Neka je Ω = (0, 1). Razmatramo problem

−u′′(x) = f(x) , x ∈ Ω ,
u(0) = u(1) = 0,

(2)

koji se mo�e zapisati u operatorskom obliku

Lu = f . (3)

Kako bismo ovaj problem sveli na sistem linearnih jednaqina, ko-
risti�emo metode konaqnih razlika, koje se jox nazivaju i metode
mre�e. Ove metode se zasnivaju na zameni izvoda koliqnicima
konaqnih razlika. Prvo se izabere konaqno mnogo taqaka seg-
menta [0, 1] i one qine mre�u. Izabrane taqke nazivaju se qvorovi
mre�e. Ako su qvorovi ravnomerno raspore�eni, ka�emo da je
mre�a ravnomerna i definisana je korakom h - rastojaǌem izme�u
dva susedna qvora (Slika 3),

ωh = {xi | xi = ih, i = 0, 1, ..., n, h = 1/n} .

U razmatranom zadatku potrebna je aproksimacija drugog izvoda
u′′(x). Na ravnomernoj mre�i mogu�e aproksimacije u taqki xi
prvog izvoda u′ su:

ux,i =
u(xi+1)− u(xi)

h
- koliqnici konaqnih razlika unapred,

9



ωh : s s s s s s s s sp p p p p p
0 1

x0 x1 x2 xi−1 xi xi+1 xn−2 xn−1 xn

Slika 3: Ravnomerna mre�a na segmentu [0, 1].

ux,i =
u(xi)− u(xi−1)

h
- koliqnici konaqnih razlika unazad,

uẋ,i =
u(xi+1)− u(xi−1)

2h
=
ux,i + ux,i

2
- centralni koliqnici konaqnih razlika,
dok se drugi izvod u′′ mo�e aproksimirati sa:

uxx,i =
u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
=
ux,i − ux,i

h
- centralni koliqnici konaqnih razlika.
Pod pretpostavkom da je funkcija u(x) dovoǉno glatka, razvojem
u Taylor11-ov red mo�emo oceniti grexku ovih aproksimacija. Na
primer,

u′(xi)− ux,i = u′(xi)−
1

h

[
u(xi) + hu′(xi) +

h2

2
u′′(xi + θh)− u(xi)

]

= −h
2
u′′(xi + θh) .

Tako dobijamo ocene

u′(xi) = ux,i +O(h) = ux,i +O(h) = uẋ,i +O(h2) ,
u′′(xi) = uxx,i +O(h2) .

(4)

Kada h → 0, tj. kada se mre�a zguxǌava, aproksimacije te�e
vrednostima izvoda funkcije u(x) u qvorovima. Pri tome, kon-
vergencija je br�a kod aproksimacije centralnim koliqnicima
konaqnih razlika uẋ i uxx, jer je glavni qlan grexke O(h2).
Zamenom funkcije u(x) i ǌenih izvoda u problemu (2) odgovaraju-
�im koliqnicima konaqnih razlika u qvorovima mre�e ωh, vr-
ximo diskretizaciju polaznog problema. Kontinualnu veliqinu

11Brook Taylor (1685 - 1731), engleski matematiqar.
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u(x) zameǌujemo vektorom v = (v0, v1, ..., vn)T , pri qemu je vi ≈ u(xi),
i = 0, 1, ..., n, a problem (2) sistemom linearnih jednaqina po v,

−vxx,i = fi , i = 1, 2, ..., n− 1 ,
v0 = vn = 0 ,

odnosno, u razvijenom obliku

−vi+1 − 2vi + vi−1

h2
= fi , i = 1, 2, ..., n− 1 ,

v0 = vn = 0 ,
(5)

gde je fi = f(xi), i = 1, 2, ..., n− 1.
Diskretni problem (5), koji mo�emo zapisati u obliku opera-
torske jednaqine

Lhv = fh , (6)

naziva se diferencijskom chemom.
Diskretizacija je dobro izvrxena ukoliko, pre svega, diskretni
problem (6) ima jedinstveno rexeǌe. Daǉe, neophodno je da re-
xeǌe diskretnog problema konvergira ka rexeǌu polaznog pro-
blema kada h → 0, tj. da grexka ε = u − v te�i nuli kada h → 0.
Ovo �e biti ispuǌeno ukoliko je chema konzistentna i stabilna.
Konzistentnost cheme (6) u odnosu na problem (2) znaqi da

Lhu→ Lu , fh → f , kada h→ 0 ,

xto za chemu (5) sledi iz (4). Stabilnost cheme (6) svodi se na
stabilnost sistema linearnih jednaqina. Ukratko, chema (6) �e
biti stabilna ako je L−1

h uniformno ograniqen operator. Dakle,
ako je chema (6) konzistentna i stabilna, konvergencija neposre-
dno sledi, jer je

Lh(u− v) = Lhu− Lhv = Lhu− fh + f − Lu = (Lhu− Lu) + (f − fh) ,

te

u− v = L−1
h (Lhu− Lu) + L−1

h (f − fh)→ 0 , kada h→ 0 .

Ispitajmo jox egzistenciju i jedinstvenost rexeǌa problema (6).
U operatorskom zapisu (6) Lh je linearan operator

11



Lhvi =

{
vxx,i , za i = 1, 2, ..., n− 1 ,
0 , za i = 0 ili i = n ,

(7)

koji preslikava u samog sebe vektorski prostor diskretnih funk-
cija V = {v : ωh → R | v0 = vn = 0}, dok je fh restrikcija funkcije
f(x) na mre�u ωh, dodefinisana nulom u graniqnim taqkama,

fh,i =

{
fi , za i = 1, 2, ..., n− 1 ,
0 , za i = 0 ili i = n .

Svakoj diskretnoj funkciji v ∈ V mo�emo pridru�iti vektor
v = (v1, v2, ..., vn−1)T ∈ Rn−1, i obrnuto. Zato su prostori V i
Rn−1 homomorfni. U vektorskom prostoru V definiximo skalarni
proizvod

(v, w)h = h
n−1∑
i=1

viwi

i norme

‖v‖h = (v, v)
1/2
h , ‖v‖C,h = max

1≤i≤n−1
|vi| .

U odnosu na ovako definisan skalarni proizvod, linearni ope-
rator Lh je samokonjugovan i pozitivno definisan.
Samokonjugovanost sledi iz simetriqnosti bilinearne forme

(Lhv, w)h = h

n−1∑
i=1

(−vxx,i)wi = h
n−1∑
i=0

vx,iwx,i .

Sliqno,

(Lhv, v)h = h

n−1∑
i=0

v2
x,i . (8)

Da bismo dokazali pozitivnu definisanost ovog operatora, oce-
nimo veliqinu vi. Mo�emo je, uzimaju�i u obzir da je v0 = vn = 0,
izraziti na slede�i naqin:

v2
i =

(
i∑

j=1

vj −
i−1∑
j=0

vj

)2

+ ih

( n∑
j=i+1

vj −
n−1∑
j=i

vj

)2

−

(
i∑

j=1

vj −
i−1∑
j=0

vj

)2

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= (1− ih)

(
h
i−1∑
j=0

vx,j

)2

+ ih

(
h
n−1∑
j=i

vx,j

)2

.

Primenom nejednakosti Cauchy12-Schwarz13-a na posledǌe dve sume,
imamo da je

v2
i ≤ (1− ih)ih2

i−1∑
j=0

v2
x,j + ih(n− i)h2

n−1∑
j=i

v2
x,j = ih(1− ih)

(
h
n−1∑
j=0

v2
x,j

)
,

jer je (n− i)h = (nh− ih) = 1− ih. Stoga je, na osnovu (8),

‖v‖2
C,h = max

1≤i≤n−1
v2
i ≤

(
h

n−1∑
j=0

v2
x,j

)
max

1≤i≤n−1
ih(1− ih)

≤ 1

4

(
h
n−1∑
j=0

v2
x,j

)
=

1

4
(Lhv, v)h .

Kako je jox

‖v‖2
h = h

n−1∑
i=1

v2
i ≤ h(n− 1) max

1≤i≤n−1
v2
i ≤ ‖v‖

2
C,h ,

konaqno dobijamo da je

‖v‖2
h ≤ ‖v‖

2
C,h ≤

1

4

(
h
n−1∑
j=0

v2
x,j

)
=

1

4
(Lhv, v)h , (9)

xto dokazuje pozitivnu definisanost operatora Lh.
Stoga jednaqina (6), tj. chema (5), ima rexeǌe i ono je jedin-
stveno.
Neposredna posledica nejednakosti (9)

4 ‖v‖2
C,h ≤ (Lhv, v)h ≤ ‖Lhv‖2

h ‖v‖
2
h ≤ ‖Lhv‖

2
h ‖v‖

2
C,h ,

su ocene

‖v‖h ≤ ‖v‖C,h ≤
1

4
‖Lhv‖h . (10)

12Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), francuski matematiqar.
13Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921), nemaqki matematiqar.
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Da bismo dokazali konvergenciju cheme (5), uoqimo da grexka
ε = u − v, koja je kao i v definisana samo u qvorovima mre�e,
zadovoǉava diferencijsku chemu sa istim operatorom Lh, datim
izrazom (7), samo sa promeǌenom desnom stranom. Naime, kako je

−εxx,i = −(uxx,i− vxx,i) = −uxx,i− fi = −uxx,i− (−u′′(xi)) = u′′(xi)− uxx,i ,

to je ε rexeǌe diferencijske cheme

−εxx,i = u′′(xi)− uxx,i , i = 1, 2, ..., n− 1 ,
ε0 = εn = 0 ,

pa je, prema (3) i (10),

‖ε‖h ≤ ‖ε‖C,h ≤
1

4
‖u′′ − uxx‖h = O(h2) .

Prema tome chema (5) je konvergentna, jer je

‖ε‖h ≤ max
1≤i≤n−1

|u(xi)− vi| → 0 , kada h→ 0 .

S obzirom da �e nam neki od narednih rezultata biti potrebni za
diskretizaciju dvodimenzione Poisson-ove jednaqine, razmotrimo
u ovom poglavǉu i odgovaraju�i problem sopstvenih vrednosti
ili Sturm14-Liouville15-ov problem. To je specijalni sluqaj prob-
lema (2):

−u′′(x) = λu(x) , x ∈ Ω ,
u(0) = u(1) = 0 ,

(11)

koji ima netrivijalno rexeǌe samo za neke vrednosti parametra
λ. Vrednost parametra λ za koju problem (11) ima netrivijalno
rexeǌe naziva se sopstvena vrednost, a odgovaraju�e rexeǌe sop-
stvena funkcija graniqnog problema (11). Zadatak (11) ima pre-
brojivo mnogo sopstvenih vrednosti λk, koje su sve pozitivne i
λk → ∞ kad k → ∞. Odgovaraju�e sopstvene funkcije uk su uza-
jamno ortogonalne u smislu standardnog skalarnog proizvoda u
L2(0, 1).
Diferencijska chema koja aproksimira problem (11) s grexkom
O(h2) ima oblik

14Jacques Charles-Francois Sturm (1803 - 1855), francuski matematiqar.
15Joseph Liouville (1809 - 1882), francuski matematiqar.
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−vxx,i = λhvi , i = 1, 2, ..., n− 1 ,
v0 = vn = 0 ,

(12)

gde je sa λh oznaqena aproksimacija sopstvene vrednosti. Ova
chema, ustvari, predstavǉa homogeni sistem linearnih jednaqina
s trodijagonalnom matricom u kojoj figurixe parametar λh. Sto-
ga se graniqni problem (11), uzimaju�i u obzir graniqne uslove,
metodom konaqnih razlika svodi na problem sopstvenih vrednosti

Av = λhv ,

(n− 1)-dimenzione kvadratne matrice

A =
1

h2


2 −1 0
−1 2 −1

−1 2
. . .

. . . . . .
0 −1 2

 .

Matrica A je simetriqna i pozitivno definisana, te su joj sve
sopstvene vrednosti pozitivne. Sopstvene vrednosti predstav-
ǉaju aproksimacije prvih n−1 sopstvenih funkcija problema (11)
u qvorovima mre�e ωh.
Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije za problem (11) su do-
bro poznate

λ = λk = k2π2 , u(x) ≡ uk(x) = sin kπx , k = 1, 2, 3, ...

Neposredno se proverava da funkcije uk(x) = sin kπx (taqnije, ǌi-
hove restrikcije na mre�u ωh) zadovoǉavaju i diferencijsku che-
mu (12):

−(sin kπx)xx,i =
1

h2
(− sin kπ(xi + h) + 2 sin kπxi − sin kπ(xi − h))

=
1

h2
(−2 sin kπxi cos kπh+ 2 sin kπxi) =

4

h2
sin2 kπh

2
sin kπxi .

Primetimo tako�e da je

sin(2n∓ k)πxi = ∓ sin kπxi .

15



Na taj naqin, indeksi vixih frekvencija (kod kojih je k > n),
na mre�i se vide u frekvencijskom opsegu k ≤ n. Specijalno,
sinnπxi = 0. Odatle zakǉuqujemo da su

v = vk(x) = sin kπx , x = xi ∈ ωh , k = 1, 2, ..., n− 1 ,

sopstvene funkcije, a

λh,k =
4

h2
sin2 kπh

2
, k = 1, 2, ..., n− 1 ,

sopstvene vrednosti diferencijske cheme (12).
Zbog monotonosti sinusne funkcije na segmentu [0, π/2] je

4

h2
sin2 πh

2
= λh,1 < λh,2 < ... < λh,n−1 =

4

h2
cos2 πh

2
.

Odatle, koriste�i nejednakost

sinx ≥ 2
√

2

π
x , x ∈ (0, π/4) ,

dobijamo slede�u ocenu sopstvenih vrednosti (za h ≤ 1/2, odnosno
n ≥ 2):

8 ≤ 4

h2
sin2 πh

2
≤ λh,k ≤

4

h2
cos2 πh

2
<

4

h2
. (13)

Iz asimptotckog razvoja sinusne funkcije, za fiksirano k, sledi

λh,k =
4

h2

(
kπh

2
+O(k3h3)

)2

= k2π2 +O(k4h2) = λk +O(k4h2) ,

xto znaqi da λh,k → λk kada h → 0. Ako k nije ograniqeno kad
h→ 0 prethodni zakǉuqak ne va�i. Na primer, za k = n− 1 je

λh,n−1 =
4

h2
sin2 (n− 1)πh

2
=

4

h2
sin2

(
π

2
− πh

2

)
=

4

h2
cos2 πh

2
,

pa je

λh,n−1

λn−1

=
4
h2

cos2 πh
2

(n− 1)2π2
=

4

π2

cos2 πh
2

(1− h)2
=

4

π2

(
1 + 2h+O(h2)

)
→ 4

π2
,

kada h→ 0 .
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Mo�emo zakǉuqiti da kontinualni problem (11) ima prebrojivo
mnogo sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija. ǋegova di-
skretna aproksimacija konaqnim razlikama (12) ima ih konaqno
mnogo, taqnije n−1, gde je n+1 broj qvorova mre�e diferencijske
cheme. Stoga diferencijskom chemom (12) odre�ujemo prvih n − 1
sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora, pri qemu je aproksi-
macija sopstvene vrednosti utoliko loxija ukoliko je k ve�e.
Zguxǌavaǌem mre�e, tj. smaǌivaǌem koraka i pove�aǌem broja
qvorova dobijaju se aproksimacije ve�eg broja sopstvenih vre-
dnosti i ve�a taqnost aproksimacije onih sa ni�im indeksom k.

2.2 Dvodimenziona Poisson-ova jednaqina sa homo-
genim Dirichlet-ovim graniqnim uslovom

Pre�imo na dvodimenzioni zadatak. Neka je Ω = (0, 1)2. Razma-
tramo problem

−∆u ≡ −
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
= f(x, y) , (x, y)T ∈ Ω ,

u(x, y) = 0 , (x, y)T ∈ Γ ≡ ∂Ω .
(14)

I ovde �emo koristiti metodu konaqnih razlika, koja se, kao i u
jednodimenzionom sluqaju, zasniva na zameni izvoda koliqnicima
konaqnih razlika. Neka je n prirodan broj i

ωh = {xi | xi = ih, i = 0, 1, ..., n, h = 1/n}

ravnomerna mre�a na segmentu [0, 1]. Mre�u u oblasti Ω defi-
niximo kao direktan proizvod Ωh = ωh×ωh. Uvedimo jox i skupove
unutraxǌih Ωh = Ωh ∩Ω i graniqnih Γh = Ωh ∩ Γ = Ωh\Ωh qvorova.
Vrednosti funkcije v u qvorovima mre�e oznaqava�emo sa vij =
v(xi, xj). Sa vx, vx, vy, vy oznaqava�emo koliqnike konaqnih razlika
funkcije v po promenǉivim x i y:
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vx,ij =
1

h
(vi+1,j − vij) = vx,i+1,j ,

vy,ij =
1

h
(vi,j+1 − vij) = vy,i,j+1 .

Graniqni problem (14) aproksimirajmo slede�om diferencijskom
chemom:

−∆hv ≡ −(vxx + vyy) = f , (x, y)T ∈ Ωh ,
v = 0 , (x, y)T ∈ Γh ,

(15)

odnosno, u razvijenom obliku

−vi+1,j − 2vij + vi−1,j

h2
− vi,j+1 − 2vij + vi,j+1

h2
= fij ,

i, j = 1, 2, ..., n− 1 ,
vi0 = vin = 0 , i = 0, 1, ..., n ,
v0j = vnj = 0 , j = 1, 2, ..., n− 1 ,

(16)

gde je fij = f(xi, xj), i, j = 1, 2, ..., n− 1.
Zadatak (16) predstavǉa sistem od (n+1)2 linearnih algebarskih
jednaqina s isto toliko nepoznatih vij. (Posle eliminacije nepo-
znatih koje odgovaraju graniqnim qvorovima i jednake su nuli, os-
taje (n−1)2 jednaqina i isto toliko nepoznatih). Opxta jednaqina
sistema (16) sadr�i pet nepoznatih koje odgovaraju qvorovima
(xi, xj)

T , (xi+1, xj)
T , (xi−1, xj)

T , (xi, xj+1)T , (xi, xj−1)T (Slika 4). Zato
se ova diferencijska chema qesto naziva i chema “krst”.
Pre nego xto doka�emo egzistenciju rexeǌa diferencijske cheme
(15), dokaza�emo nekoliko pomo�nih rezultata.
Neka je V =

{
v : Ωh → R | vi0 = vin = v0j = vnj = 0, i, j = 0, 1, ..., n

}
vek-

torski prostor funkcija definisanih na mre�i Ωh. Prostor V je
homomorfan sa R(n−1)2. Uvedimo u V skalarni proizvod

(v, w)h = h2

n−1∑
i,j=1

vijwij

i norme

‖v‖h = (v, v)
1/2
h i ‖v‖C,h = max

1≤i,j≤n−1
|vij| .

Neka je daǉe ∆̇h linearni operator koji preslikava V u V , defi-
nisan sa
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Slika 4: Ravnomerna mre�a na segmentu [0, 1]2.

∆̇hv =

{
∆hv , na Ωh ,
0 , na Γh .

Diferencijska chema (15) mo�e se tada kompaktno zapisati na
slede�i naqin:

−∆̇hv = ḟ , v, ḟ ∈ V , (17)

gde je oznaqeno

ḟ =

{
f , na Ωh ,
0 , na Γh .

Uvedeni operator ∆̇h je samokonjugovan:

(∆̇hv, w)h = h2

n−1∑
i,j=1

vxx,ijwij + h2

n−1∑
i,j=1

vyy,ijwij

= −h2

n−1∑
i=0

n−1∑
j=1

vx,ijwx,ij − h2

n−1∑
i=1

n−1∑
j=0

vy,ijwy,ij = (v, ∆̇hw)h .
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Razmotrimo tako�e problem sopstvenih vrednosti

−∆̇hv = λhv ,

odnosno, u razvijenom obliku

−∆hv = λhv , (x, y)T ∈ Ωh ,
v = 0 , (x, y)T ∈ Γh .

Neposredno se proverava da su sopstvene funkcije ovog operatora

v = vkl = sin kπx sin lπy , (x, y)T ∈ Ωh , k, l = 1, 2, ..., n− 1 ,

dok su sopstvene vrednosti

λh = λh,kl =
4

h2

(
sin2 kπh

2
+ sin2 lπh

2

)
.

Koriste�i ocenu (13), dobijamo

16 ≤ λh,kl ≤
8

h2
.

Prema tome, sopstvene vrednosti λh,kl su strogo pozitivne, pa je
operator −∆̇h pozitivno definisan. Zato jednaqina (17), a znaqi
i diferencijska chema (15), ima jedinstveno rexeǌe za svako ḟ ∈
V .
Ispitajmo konvergenciju diferencijske cheme. Neka je u rexeǌe
graniqnog problema (14), v rexeǌe diferencijske cheme (15) i
z = u − v. Funkcija z definisana je u qvorovima mre�e Ωh i
zadovoǉava uslov

z(x, y) = 0 , (x, y)T ∈ Γh , odnosno z ∈ V .

Daǉe je

−∆hz = −∆hu+ ∆hv = −∆hu+ ∆u =

(
∂2u

∂x2
− uxx

)
+

(
∂2u

∂y2
− uyy

)
≡ ψ .

Prema tome, z je rexeǌe zadatka

−∆̇hz = ψ̇ ,

gde je
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ψ̇ =

{
ψ , na Ωh ,
0 , na Γh .

Ako u ∈ C4(Ω) tada pomo�u Taylor-ovog razvoja dobijamo ψ = O(h2).
Odatle neposredno sledi∥∥∥−∆̇hz

∥∥∥
h

=
∥∥∥ψ̇∥∥∥

h
= O(h2) . (18)

Koriste�i nejednakost (9) dobijamo

z2
ij ≤

1

4
h
n−1∑
k=0

z2
x,kj .

Na isti naqin je

z2
x,kj ≤

1

4
h
n−1∑
l=0

z2
xy,kl ,

xto sa prethodnim daje

z2
ij ≤

1

16
h2

n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

z2
xy,kl .

Neposredno se proverava identitet

h2

n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

z2
xy,kl = h2

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

zxx,klzyy,kl .

Sledi

z2
ij ≤

1

16
h2

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

zxx,klzyy,kl

≤ 1

32
h2

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

(z2
xx,kl + 2zxx,klzyy,kl + z2

yy,kl) =
1

32
h2

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

(∆hz)2
kl ,

odnosno

‖z‖C,h ≤
1

4
√

2

∥∥∥∆̇hz
∥∥∥
h
. (19)

Iz relacija (18) i (19) neposredno dobijamo tra�enu ocenu brzine
konvergencije diferencijske cheme (15):
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‖z‖C,h = O(h2) .

Napomenimo da ocena (19) predstavǉa dvodimenzioni analogon
ocene (10). U dvodimenzionom sluqaju ne va�i ocena analogna
(9). Na isti naqin se izvodi kontinualni nalogon ocene (19)

‖u‖C(Ω) ≤
1

4
√

2
‖∆u‖L2(Ω) .
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3 Iterativne metode

U prethodnom odeǉku smo problem rexavaǌa diferencijalne je-
dnaqine sa graniqnim uslovom sveli na problem rexavaǌa si-
stema linearnih jednaqina. Numeriqke metode za rexavaǌe si-
stema linearnih jednaqina mogu se podeliti na dve osnovne grupe
- direktne i iterativne. Direktnim metodama odre�uje se taqno
rexeǌe s konaqno mnogo raqunskih operacija, pod pretpostavkom
da su svi parametri dati taqno i da se sve raqunske operacije
realizuju taqno. (Ako su koeficijenti sistema pribli�ni bro-
jevi ili ako se pri raqunaǌu vrxe zaokru�ivaǌa, umesto taqnog
rexeǌa dobi�e se pribli�no). Iterativnim metodama rexeǌe je
odre�eno graniqnom vrednox�u niza uzastopnih aproksimacija,
koje se raqunaju nekim jednoobraznom algoritmom.
Teorijski, direktne metode daju taqno rexeǌe sistema pomo�u
konaqno mnogo aritmetiqkih operacija, dok iterativne metode
to ne mogu. U praksi je, me�utim, situacija drugaqija: osim
u trivijalnim sluqajevima, kada se ne vrxi zaokru�ivaǌe, di-
rektne metode tako�e daju pribli�no rexeǌe. Zato za kriteri-
jum upore�ivaǌa efikasnosti metoda mo�emo izabrati broj ari-
tmetiqkih operacija potrebnih za dobijaǌe (pribli�nog) rexeǌa
sa zadatom taqnox�u. U tom sluqaju ima smisla upore�ivati
efikasnost iterativnih sa efikasnox�u direktnih metoda.
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3.1 Norme vektora i matrica

Jedna familija normi u vektorskom prostoru Cn data je izrazom

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

.

Specijalni sluqajevi prethodnog izraza su:

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|

- apsolutna norma, definisana za p = 1,

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
)1/2

- euklidska16 norma, definisana za p = 2,

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|

- uniformna norma, definisana za p→∞.
Matrica A∗ = (a∗ij) je konjugovana matrici A = (aij) ako je a∗ij = aij.
U vektorski prostor Cn skalarni proizvod se mo�e uvesti na
slede�i naqin:

(x,y) = y∗x = (y1, y2, ..., yn)


x1

x2
...
xn

 =
n∑
i=1

xiyi .

Za normu matrice ‖A‖ se ka�e da je indukovana normom vektora
‖x‖ ako je

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

.

16Euklid (oko 330 p.n.e. - oko 275 p.n.e.), grqki matematiqar.
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Norme matrica indukovane, redom, apsolutnom, uniformnom i eu-
klidskom normom vektora su:

‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| ,

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| ,

‖A‖2 =
√

max
1≤i≤n

λi(A∗A) .

Ovde je λi(A∗A) i-ta sopstvena vrednost matrice A∗A.
Norme matrice ‖A‖ i vektora ‖x‖ su saglasne, ako je

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖

za svaku kvadratnu matricu A i vektor x dimenzije n.
Na osnovu definicije saglasnih normi matrice i vektora i defi-
nicije sopstvenih vrednosti matrice imamo da je

|λ| ‖x‖ = ‖λx‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ ,

odakle sledi

|λ| ≤ ‖A‖ . (20)

3.2 Standardne iterativne metode

Multigrid je nastao sa ciǉem da se uklone nedostaci standard-
nih iterativnih metoda, pa zato u ovom poglavǉu razmatramo te
metode, koje su va�an deo multigrid algoritma.
Rexavamo sistem linearnih jednaqina
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Ax = b , (21)

gde je A regularna kvadratna matrica dimenzije n × n i b n-
dimenzioni vektor,

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 , b =


b1

b2
...
bn

 .

Kod standardnih iterativnih metoda se, polaze�i od proizvoǉno
izabranog vektora x0, rekurentnom formulom

xk+1 = Gk(x0,x1, ...,xk) , k = 0, 1, 2, ... (22)

odre�uje niz vektora, koji pod odre�enim uslovima konvergira ka
rexeǌu sistema (21). Ako Gk zavisi od xk,xk−1, ...,xk−l+1, a ne i
od xk−l,xk−l−1, ...,x0, ka�e se da je iterativna metoda definisana
formulom (22) (l + 1)-slojna. Ako Gk ne zavisi od k, metoda je
stacionarna, a ako je Gk linearna funkcija svojih argumenata,
metoda je linearna.
Dvoslojne stacionarne linearne iterativne metode za rexavaǌe
sistema (21) mogu se predstaviti u obliku

xk+1 = Bxk + c , k = 0, 1, 2, ... (23)

Neka sistem (21) ima jedinstveno rexeǌe i neka niz vektora odre-
�en formulom (23) konvergira ka ǌemu. Tada je x = A−1b rexeǌe
sistema

x = Bx + c , (24)

odakle dobijamo slede�u vezu izme�u A, B, b i c:

c = (I −B)A−1b .

Teorema 1. Neka sistem (24) ima jedinstveno rexeǌe. Tada ite-
rativni proces (23) konvergira ka tom rexeǌu ako i samo ako su sve
sopstvene vrednosti matrice B po modulu maǌe od jedan.

Dokaz. Uslov je potreban:
Pretpostavimo da uslov teoreme nije ispuǌen, tj. neka postoji
sopstvena vrednost λ0 matrice B takva da je |λ0| ≥ 1. Neka je
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v0 odgovaraju�i sopstveni vektor, a x rexeǌe sistema (24). Za
poqetni vektor niza (23) uzmimo

x0 = x + v0 .

Tada je

xk − x = Bxk−1 −Bx = B(xk−1 − x) = ... = Bk(x0 − x)

= Bkv0 = λk0v0 6→ 0 ,

odakle sledi da niz xk ne konvergira ka x.
Uslov je dovoǉan:
Neka je uslov teoreme ispuǌen, tj. neka su sve sopstvene vrednosti
λi matrice B po modulu maǌe od jedan. Poxto je

xk − x = Bk(x0 − x) ,

dovoǉno je pokazati da Bk → O kad k →∞.
Neka je

J =

J1 0
. . .

0 Jm

 ,

Jordan17-ova normalna forma matrice B, i

Ji =


λi 1 · · · 0

λi 1

λi
. . .
. . .

0 λi


kvadratna matrica reda ni ≥ 1 (n1 + n2 + ...+ nm = n). Sledi

B = C−1JC ,

gde je C regularna matrica, i

Bk = C−1JkC .

Daǉe je

17Marie Ennemond Camille Jordan (1838 - 1922), francuski matematiqar.
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Jk =

J
k
1 0

. . .
0 Jkm

 .

Indukcijom se pokazuje da je za k > ni

Jki =


λki

(
k
1

)
λk−1
i · · ·

(
k

ni−1

)
λk−ni+1
i

0 λki · · ·
(

k
ni−2

)
λk−ni+2
i

...
... . . . ...

0 0 · · · λki


Poxto je |λi| < 1 sledi: Jki → O, Jk → O i Bk → O kad k →∞.

Ako je ispuǌen uslov teoreme, tada sistem (24) ima jedinstveno
rexeǌe (obrnuto ne va�i). Zaista, sopstvene vrednosti matrice
sistema I − B jednake su 1 − λi i zbog postavǉenog uslova su ra-
zliqite od nule, xto znaqi da je matrica I −B regularna.
Veliqina max

i
|λi| naziva se spektralni radijus matrice B, te ite-

rativna metoda konvergira ako je spektralni radijus matrice B
maǌi od jedan.
Dokazana teorema daje potreban i dovoǉan uslov konvergencije
iterativnog procesa (23). Ali, ǌena praktiqna vrednost nije
velika, jer je odre�ivaǌe sopstvenih vrednosti matrice te�i za-
datak od rexavaǌa sistema linearnih jednaqina. Me�utim, ako je
neka norma matrice B, saglasna s nekom vektorskom normom, maǌa
od jedan, tada su prema nejednakosti (20) i sve sopstvene vre-
dnosti matrice B po modulu maǌe od jedan, te je uslov teoreme
automatcki ispuǌen.
Predstavimo matricu A linearnog sistema u obliku sume

A = L+D + U ,

gde je L doǌa, a U gorǌa trougaona matrica s nulama na dijago-
nali, dok je D dijagonalna matrica.
Razmotrimo sada neke od standardnih iterativnih metoda.
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3.2.1 Jacobi-jeva iterativna metoda

Jacobi18-jeva iterativna metoda definisana je formulom

Dxk+1 + (L+ U)xk = b ,

koja se svodi na kanonski oblik (23) za

B = −D−1(L+ U) i c = D−1b .

Na osnovu teoreme 1, Jacobi-jeva metoda konvergira ako i samo ako
su svi koreni jednaqine

det
[
−D−1 (L+ U)− λI

]
= 0 ,

odnosno

det (L+ U + λD) = 0 ,

po modulu maǌi od jedan.
Iz uslova

‖B‖∞ < 1

dobijamo slede�i dovoǉan uslov konvergencije Jacobi-jeve metode:

n∑
j=1
j 6=i

|aij| < |aii| , i = 1, 2, ..., n , (25)

gde su aij elementi matrice A.
Matrice B i B̂ = −(L+U)D−1 su sliqne, te imaju jednake sopstvene
vrednosti. Zato je uslov ∥∥∥B̂∥∥∥

1
< 1

tako�e dovoǉan za konvergenciju Jacobi-jeve metode. Odatle nepo-
sredno dobijamo:

n∑
i=1
i 6=j

|aij| < |ajj| , j = 1, 2, ..., n . (26)

18Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851), nemaqki matematiqar.
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Primetimo da se kod Jacobi-jeve metode komponente vektora xk+1 ne
koriste qim se neka od ǌih izraquna, ve� tek kad su sve izraqu-
nate, tj. nakon zavrxetka iteracije. Pri tom se do kraja ite-
racije koriste sve komponente vektora xk. To pri implementaciji
zahteva odvajaǌe memorije i za sve komponente vektora xk i za
sve komponente vektora xk+1. Slede�a metoda rexava pomenuti
problem zauzimaǌa memorije.

3.2.2 Gauss-Seidel-ova iterativna metoda

Gauss19-Seidel20-ova iterativna metoda je data formulom

(L+D)xk+1 + Uxk = b ,

xto znaqi da je

B = −(L+D)−1U i c = (L+D)−1b .

Na osnovu teoreme 1, Gauss-Seidel-ova metoda konvergira ako i samo
ako su koreni jednaqine

det [λ(L+D) + U ] = 0

po modulu maǌi od jedan. Uslovi (25) i (26) su dovoǉni za kon-
vergenciju i ove metode.

19Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), nemaqki matematiqar i fiziqar.
20Philipp Ludwig von Seidel (1821 - 1896), nemaqki matematiqar.
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3.3 Ograniqeǌa standardnih iterativnih metoda

3.3.1 Lokalnost i brzina prenosa informacija

Ilustrujmo ovaj problem na primeru dvodimenzione Poisson-ove
jednaqine. Za korak mre�e h = 1/n, jednaqine odgovaraju�eg li-
nearnog sistema dobijenog diskretizacijom imaju oblik

4vij − vi+1,j − vi−1,j − vi,j+1 − vi,j−1 = h2fij , i, j = 1, 2, ..., n− 1 .

Svaka jednaqina je lokalnog karaktera i povezuje rexeǌe i desnu
stranu u taqki (i, j) sa rexeǌem u najbli�im susednim taqkama
mre�e. To va�i bez obzira na redosled jednaqina u sistemu, tj.
nezavisno je od numeracije qvorova. Jedan od problema kod stan-
dardnih iterativnih metoda je xto matrica iteracije B odra�ava
istu lokalnost.
Na primer, u Jacobi-jevoj metodi, iteracije imaju oblik

x
(k+1)
ij =

1

4

(
x

(k)
i+1,j + x

(k)
i−1,j + x

(k)
i,j+1 + x

(k)
i,j−1 + h2fij

)
,

i, j = 1, 2, ..., n− 1 , k ≥ 0 .

Uz oznaku za desnu stranu bij := h2fij, oqigledno je da se nova
aproksimacija dobija lokalno, usredǌavaǌem vredosti iz pretho-
dne aproksimacije x(k) i desne strane, preko najbli�ih susednih
qvorova mre�e, ukǉuqujuqi i dati qvor.
Pretpostavimo da desna strana b ima jedan jedini element razli-
qit od nule (npr. jednak jedan) i to u centru kvadrata - u taqki
(i, j) = (n/2, n/2). Broj nepoznatih je N = (n−1)2. Egzaktno rexeǌe
vij je razliqito od nule u svim unutraxǌim qvorovima mre�e i
opada prema rubovima kvadrata (homogeni graniqni uslovi).
Za poqetnu iteraciju uzmimo x(0) = 0. Pogledajmo xta se de-
xava u Jacobi-jevoj metodi nakon m iteracija. Zanima nas u kojim
qvorovima je x(m) razliqito od nule i kolika je grexka. U m-toj
iteraciji, zbog usredǌavaǌa preko najbli�ih suseda, samo vre-
dnosti udaǉene za najvixe m od centra mogu biti razliqite od
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nule. Do ostalih qvorova informacija iz centra jox nije stigla,
jer se xiri brzinom od jednog qvora po iteraciji.
Uz takvo xireǌe informacije, najboǉa mogu�a aproksimacija re-
xeǌa nakon m iteracija je restrikcija taqnog rexeǌa na odgo-
varaju�u okolinu centra, jer aproksimacija mora biti nula u
svim taqkama udaǉenim za vixe od m od centra. Grexka te apro-
ksimacije jednaka je pravom rexeǌu u qvoru udaǉenom za m+ 1 od
centra. Kako opada ta grexka sa porastom m? Potrebno je bar
O(logN) iteracija, odnosno O(N logN) operacija da grexka padne
za konstantni faktor maǌi od jedan.
Isto ponaxaǌe va�i i za ostale standardne iterativne metode.
Dakle, nijedna iterativna metoda bazirana na lokalnom usredǌa-
vaǌu ne mo�e biti optimalna. Informacije kroz mre�u qvorova
treba prenositi br�e od jedne taqke po iteraciji, xto je osnovna
motivacija za multigrid metodu.

3.3.2 Sopstvene vrednosti i redukovaǌe grexke

Vratimo se na motivacioni primer. Napomenimo da je iterativna
metoda bez relaksacionog parametra koja se tamo koristi ustva-
ri Jacobi-jeva iterativna metoda. Metodu koju dobijamo uvo�e-
ǌem relaksacionog parametra naziva�emo (Jacobi-jeva) iterativna
metoda sa relaksacionim parametrom.
Uoqimo prvo da umesto vektora grexke mo�emo posmatrati ǌegovu
komponentu koja je paralelna (ili onu koja je upravna) na liniju
du� koje se vojnici raspore�uju. Vektor koji sadr�i grexke u
poqetnim pozicijama oznaqimo sa e(0) = (e

(0)
1 , e

(0)
2 , ..., e

(0)
n−1)T . (Imajmo

u vidu da za vojnike 0 i n va�i e
(0)
0 = e

(0)
n = 0). Za k = 1, 2, 3, ...,

nova grexka u poziciji i-tog vojnika nakon k iteracija je data
kao sredǌa vrednost grexaka ǌegovih prvih suseda neposredno
pre k-te iteracije, odnosno:

e
(k)
i =

1

2

(
e

(k−1)
i+1 + e

(k−1)
i−1

)
.

To mo�emo zapisati u matriqnom obliku
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ek = Bek−1 , (27)

gde je B trodijagonalna matrica sa 1/2 iznad i ispod glavne di-
jagonale i nulama na glavnoj dijagonali,

B =


0 1/2 0

1/2 0 1/2

1/2
. . . . . .
. . . . . . 1/2

0 1/2 0

 = 1/2


0 1 0
1 0 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

0 1 0

 .

Primetimo da je zapisom (27) dat specijalan sluqaj Jacobi-jeve
iterativne metode.
Ponaxaǌe iterativne metode i ǌegova povezanost sa veliqinom
skale mo�e se dovesti u vezu sa grexkom e, koja je sopstveni vektor
matrice B, xto znaqi da zadovoǉava Be = λe, za neku sopstvenu
vrednost λ. Matrica B ima n − 1 sopstvenih vrednosti, koje su
date sa

λ(k) = cos
kπ

n
, k = 1, 2, ..., n− 1 ,

dok je n− 1 odgovaraju�ih sopstvenih vektora dato sa

w(k) =


sin kπ

n

sin 2kπ
n...

sin (n−1)kπ
n

 , k = 1, 2, ..., n− 1 . (28)

(Kako bismo proverili da va�i Bw(k) = λ(k)w(k) koristimo trigo-
nometrijski identitet sin k(i+1)π

n
+ sin k(i−1)π

n
= 2 cos kπ

n
sin kiπ

n
). Slika

5 prikazuje w(1), w(3) i w(6). Veliqinu skale pridru�ujemo du�ini
talasa, koja je obrnuto proporcionalna k, tj. male vrednosti k
odgovaraju sopstvenim vektorima velike skale, i obrnuto.
Sopstveni vektori w(k), k = 1, 2, ..., n − 1, su linearno nezavisni i
qine bazu prostora Rn−1, tako da grexku u poqetnim pozicijama
mo�emo napisati kao linearnu kombinaciju sopstvenih vektora,

e(0) =
n−1∑
k=1

ckw
(k) ,
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(a) (b) (v)

Slika 5: Sopstveni vektori: (a) w(1), (b) w(3), (v) w(6).

gde ck ∈ R, k = 1, 2, ..., n− 1. Grexka u pozicijama vojnika nakon m
iteracija mo�e se izraziti sa

e(m) = Bme(0) = Bm

n−1∑
k=1

ckw
(k) =

n−1∑
k=1

ckB
mw(k) =

n−1∑
k=1

ck(λ
(k))mw(k)

=
n−1∑
k=1

ck

(
cos

kπ

n

)m
w(k) .

Kako je
∣∣λ(k)

∣∣ =
∣∣cos kπ

n

∣∣ < 1 za k = 1, 2, ..., n− 1, zakǉuqujemo da iter-
ativna metoda konvergira, jer

∣∣λ(k)
∣∣m → 0 kada m→∞. Ispitajmo

brzinu konvergencije za razliqite vrednosti k.
Kada je k/n << 1, tada je λ(k) = cos kπ

n
≈ 1, pa se koeficijenti

uz sopstvene vektore koji odgovaraju malim k neznatno meǌaju u
svakoj iteraciji (slika 1v). Za k = n/2 je λ(k) = cos kπ

n
= 0 i pro-

ces konvergira ve� nakon prve iteracije (slika 1g). Kako se k
pribli�ava n, cos kπ

n
se pribli�ava −1, pa koeficijenti uz sop-

stvene vektore koji odgovaraju ovakvim k skoro da samo meǌaju
znak pri svakoj iteraciji (slika 1d). Kako bi se rexio problem
iz posledǌe situacije uvodi se relaksacioni parametar. Ako je
taj parametar 2/3, imamo

e
(m)
i =

1

3
e

(m−1)
i +

2

3

[
1

2

(
e

(m−1)
i+1 + e

(m−1)
i−1

)]
(29)

i matriqni zapis

e(m) = Bre
(m−1) =

(
1

3
I +

2

3
B

)
e(m−1) , (30)

gde je Br matrica iterativne metode sa relaksacionim parame-
trom, a I jediniqna matrica. Sopstveni vektori matrice Br su
isti kao i kod matrice B, dok su sopstvene vrednosti date sa

λ(k)
r =

1

3
+

2

3
λ(k) =

1

3
+

2

3
cos

kπ

n
. (31)
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Slika 6: Redukovaǌe grexke kod iterativne metode sa relaksa-
cionim parametrom: (a) poqetna pozicija, (b) nakon 4 iteracije,
(v) nakon 8 iteracija.

Zaxto iterativna metoda sa relaksacionim parametrom efikasno
redukuje grexke male skale? Za 1 ≤ k < n/2 odgovaraju�e sop-
stvene vektore nazivamo glatkim (ili vektorima velike skale),
a za n/2 ≤ k ≤ n odgovaraju�e sopstvene vektore nazivamo grubim
(ili vektorima male skale). Primetimo da, kada se k kre�e od
n/2 do n − 1, cos kπ

n
se kre�e od 0 do (pribli�no) −1, pa se λ

(k)
r

kre�e od 1/3 do (pribli�no) −1/3. Qiǌenica da je
∣∣∣λ(k)
r

∣∣∣ ≤ 1/3

za sve grube sopstvene vektore povlaqi da se svaki koeficijent
uz grubi sopstveni vektor u svakoj iteraciji redukuje do najvixe
1/3 svoje vrednosti pre iteracije, nezavisno od n. Tada ka�emo
da je relaksacioni faktor iteracije 1/3. Ova iterativna metoda
je efikasna u redukovaǌu grexke, ali nakon ǌenog redukovaǌa
postaje neefikasna za daǉu upotrebu, xto je ilustrovano slikom
6.
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4 Multigrid metoda

4.1 Osnovne ideje multigrid-a

Multigrid je rekurzivni algoritam baziran na divide et impera21 pri-
stupu, koji koristi vixe razliqitih mre�a za generisaǌe apro-
ksimacije rexeǌa.
Multigrid spada u iterativne metode, ali se iteracije odvijaju na
raznim mre�ama - od grubǉih, prema sve finijim (a, delom, i
obrnuto). Sve iteracije su ne na samo jednoj mre�i, ve� na vixe
ǌih, pa otuda i naziv ove metode.
Standardne iterativne metode, koje su lokalnog karaktera, ko-
riste se samo za (iterativno) poboǉxaǌe rezultata na svakoj po-
jedinoj mre�i.
Kod multigrid-a lokalnost nema loxih posledica, jer se poqetno
rexeǌe na svakoj mre�i dobija globalno, na bazi divide et impera -
iz dvostruko grubǉe mre�e. Upravo to obezbe�uje br�e xireǌe
informacija kroz mre�u (ili mre�e) qvorova.
Divide et impera pristup se u multigrid-u koristi na dva povezana
naqina:

• po gustini mre�e (prostorni domen),

• po indeksu sopstvenih vrednosti (frekvencijski domen).

Za ilustraciju divide et impera pristupa koristimo jednodimen-
zionu (dvodimenzionu) Poisson-ovu jednaqinu. Kako izgleda pros-
torna rekurzija po gustini mre�e?
Poqetno rexeǌe na n (n×n) mre�i dobija se korix�eǌem grubǉe
n/2 ((n/2)× (n/2)) mre�e kao aproksimacije, uzimaǌem svake druge

21Termin preuzet iz latinskog jezika, a znaqi “podeli, pa vladaj”.
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Slika 7: Divide et impera u prostornom domenu - jednodimenzioni
sluqaj: (a) 9 qvorova, 7 nepoznatih. ǈubiqastom bojom su oz-
naqeni qvorovi koji pripadaju slede�oj, grubǉoj mre�i; (b) 5
qvorova, 3 nepoznate. ǈubiqastom bojom su oznaqeni qvorovi koji
pripadaju slede�oj, grubǉoj mre�i; (v) 3 qvora, 1 nepoznata.

taqke iz n (n × n) mre�e, polovǉeǌem u svakoj dimenziji. Ova
grubǉa n/2 ((n/2)×(n/2)) mre�a opet se aproksimira jox grubǉom
n/4 ((n/4)× (n/4)) mre�om i tako redom, rekurzivno (Slike 7 i 8).
Ciǉ je oquvaǌe globalnosti u svim fazama rexavaǌa problema,
tj. br�e xireǌe informacija.
Razmotrimo divide et impera u frekvencijskom domenu. Posao koji
radimo na odre�enoj mre�i ima za ciǉ da smaǌi (ili eliminixe)
grexku u onoj polovini frekvencijskih komponenti qija grexka
jox nije smaǌena (ili eliminisana) na grubǉim mre�ama. To
znaqi da treba redukovati grexku u gorǌoj ili vixoj polovini
frekvencija, jer se one pojavǉuju tek na finijoj mre�i.
Realizacija ovog poboǉxaǌa rexeǌa na pojedinoj mre�i je usred-
ǌavaǌe rexeǌa u svakoj taqki mre�e, s obzirom na ǌene susede,
npr. varijacijom Jacobi-jeve iterativne metode.

4.2 Multiscale pristup

Proxirimo multiscale pristup, koji smo primeǌivali u motiva-
cionom primeru, na problem jednodimenzione Poisson-ove jednaqine
sa homogenim Dirichlet-ovim graniqnim uslovom. Glavni ciǉ je
pokazati da, kada znamo xta da radimo na velikim skalama, prvo
moramo preneti adekvatnu informaciju sa malih na velike skale.
Uoqimo sliqnost izme�u ova dva problema: ako stavimo f = 0,
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Slika 8: Divide et impera u prostornom domenu - dvodimenzioni
sluqaj: (a) 9 × 9 qvorova, 7 × 7 nepoznatih. ǈubiqastom bojom
su oznaqeni qvorovi koji pripadaju slede�oj, grubǉoj mre�i; (b)
5 × 5 qvorova, 3 × 3 nepoznate. ǈubiqastom bojom su oznaqeni
qvorovi koji pripadaju slede�oj, grubǉoj mre�i; (v) 3× 3 qvora,
1× 1 nepoznata.

oqigledno je da je rexeǌe u prava linija koja povezuje taqke (0, 0)
i (1, 0). Tada je diskretno rexeǌe skup vrednosti du� linije,
skaka jednaka sredini svojih prvih suseda.
Multiscale pristup mo�emo prilagoditi rexavaǌu jednodimenzione
Poisson-ove jednaqine sa homogenim Dirichlet-ovim graniqnim uslo-
vom. Prvo pretpostavimo da je negativan predznak operatora ∆
utopǉen u desnu stranu jednaqine, tj. da je polazna jednaqina
∆u(x) = f(x), a zatim iskoristimo dobijene rezultate, vode�i
raquna o promeni znaka operatora ∆. Neka je v(0) poqetna aproksi-
macija taqnog rexeǌa v koja zadovoǉava graniqni uslov. U m-toj
iteraciji raqunamo v(m)

i , i = 1, 2, ..., n− 1, koje zadovoǉava i-tu jed-
naqinu sistema (5):

v
(m)
i =

1

2

(
v

(m−1)
i+1 + v

(m−1)
i−1 − h2fi

)
, i = 1, 2, ..., n− 1 . (32)

Ponaxaǌe konvergencije je identiqno kao i u motivacionom pri-
meru. Oznaqimo grexku u m-toj iteraciji sa

e
(m)
h = v − v(m) , (33)

a e
(m)
h,0 = e

(m)
h,n = 0, jer sve aproksimacije zadovoǉavaju graniqne

uslove. Jednaqina (32) proizilazi iz jednaqine

vi =
1

2

(
vi+1 + vi−1 − h2fi

)
,

koju dobijamo izdvojivxi vi u jednaqini (5). Odavde sledi
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e
(m)
h,i =

1

2

(
e

(m−1)
h,i+1 + e

(m−1)
h,i−1

)
,

xto je isto kao i u sluqaju raspore�ivaǌa vojnika. Sliqno, ite-
rativna metoda sa relaksacionim parametrom 2/3 je definisana
sa

v
(m)
i =

1

3
v

(m)
i +

2

3

(
v

(m−1)
i+1 + v

(m−1)
i−1 − h2fi

)
,

a va�e i jednaqine poput (29), (30) i (31).
Radi jednostavnosti i daǉe pretpostavǉamo da je n stepen dvojke.
Sliqno kao i u motivacionom primeru, poqiǌemo primenom ite-
rativne metode na problem definisan na najve�oj skali, koji se
sastoji od promenǉivih v0, vn/2 i vn. Korak mre�e na ovoj skali je
1/2, a v0 i vn su odre�eni graniqnim uslovom. Pomo�u Jacobi-jeve
iterativne metode vn/2 raqunamo kao

vn/2 =
1

2

(
v0 + vn −

1

4
fn/2

)
.

Daǉe, na osnovu vrednosti najve�e skale, primeǌujemo Jacobi-jevu
iterativnu na drugu po veliqini skalu, ukǉuquju�i vn/4 i v3n/4.
Nastavǉamo dok ne odredimo sve promenǉive, kao i u motiva-
cionom primeru.
Ovaj algoritam je raqunski oqigledno jednostavan. Na�alost, ne
daje korektno rexeǌe (osim ako je f trivijalno), jer ne rexava
pravu jednaqinu na grubǉim mre�ama. Taqnije, desne strane jed-
naqine nisu dovoǉno precizne.

4.3 Preklapaǌe sopstvenih vektora

Slika 9a prikazuje glatki sopstveni vektor (k = 3) na mre�i
sa n = 16 qvorova, kao i na dvostruko grubǉoj mre�i, sa n =
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Slika 9: Preklapaǌe: ǈubiqasti kru�i�i odgovaraju grubǉoj
mre�i (a) w(3) i (b) −w(13).

8 qvorova, koja se sastoji od ravnomerno raspore�enih qvorova
fine mre�e. Sliqna je situacija i na slici 9b, samo za grubǉi
sopstveni vektor (k = 13), s koeficijentom -1. Oqigledno je da na
gruboj mre�i dolazi do preklapaǌa. Na ǌoj je mogu�e prikazati
otprilike polovinu sopstvenih vektora od onih prikazanih na fi-
noj mre�i, tako da se neki parovi vektora fine mre�e moraju pre-
klopiti. Specijalno, u jednakosti (28) komplementni sopstveni
vektori w(k) i w(n−k) se razlikuje samo po znaku. Ako fh zapixemo
kao linearnu kombinaciju sopstvenih vektora, pojavi�e se grubi
sopstveni vektori sa nenula koeficijentima - to ne�e biti korek-
tno prikazano na gruboj mre�i. U specijalnom sluqaju, ako je fh
linearna kombinacija w(k) i w(n−k) za neko k, gde je w(k) = −w(n−k),
ono �e nestati kada se prika�e na grubǉoj mre�i.
Uvo�eǌe relaksacionog parametra, bazirano na podeli spektra na
gladak i grub deo, nagovextavalo je upotrebu dvostruko grubǉe
mre�e. Glatki sopstveni vektori su ti koji se mogu prikazati
taqno na dva puta grubǉoj mre�i, dok se grubi sopstveni vektori
poklapaju sa glatkim.
Mo�emo zakǉuqiti da konstrukcija korektne jednaqine za grube
mre�e zahteva informacije sa fine mre�e. U sluqaju jednodi-
menzionog modelnog problema mo�emo prevazi�i problem prekla-
paǌa sukcesivnim lokalnim usredǌavaǌem. Me�utim, u opxtem
sluqaju, problem ne mo�emo rexiti jednostavnim raqunom, xto
ukazuje da multiscale pristup nije dovoǉan. Kako su grube mre�e
korisne samo za prikazivaǌe glatkih sopstvenih vektora, moramo
voditi raquna pri izboru promenǉivih grube mre�e.
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4.4 Grexka diskretizacije i algebarska grexka.
Rezidualna jednaqina

Va�no je napraviti razliku izme�u dva tipa grexke. Prva od
ǌih je grexka diskretizacije, data u qvoru mre�e i sa u(xi)−vi, i =
1, 2, ..., n − 1, koja predstavǉa razliku izme�u rexeǌa diferenci-
jalne jednaqine i (taqnog) rexeǌa sistema dobijenog diskretiza-
cijom (na odgovaraju�oj mre�i); odre�ena je problemom, diskre-
tizacijom i veliqinom mre�e. Iterativna metoda nema uticaja
na ǌu, jer utiqe samo na aproksimaciju v. Drugi tip je alge-
barska grexka, data razlikom izme�u rexeǌa sistema dobijenog
diskretizacijom i trenutne aproksimacije tog rexeǌa (jednakost
(33)), koja se redukuje pomo�u iterativne metode. Naxa ideja
je da prvo primenimo Jacobi-jevu iterativnu metodu sa relaksa-
cionim parametrom, koja redukuje algebarsku grexku, a onda da
konstruixemo linearni sistem za vektor grexke i aproksimiramo
ga na grubǉoj mre�i. Ovo mo�e rekurzivno da se ponavǉa, sve dok
na grubǉoj mre�i ne reximo pribli�nu jednaqinu za algebarsku
grexku slede�e - finije mre�e.
Motivacija za upotrebu algebarske grexke kao promenǉive grube
mre�e je dvostruka. Poxto nam preklapaǌe sopstvenih vektora
ograniqava mogu�nost raqunaǌa precizne aproksimacije v na gru-
boj mre�i, moramo potra�iti iterativno poboǉxaǌe. Boǉe je
koristiti grubu mre�u da korigujemo algebarsku grexku fine
mre�e, nego tra�iti rexeǌe na finoj mre�i. Sem toga, ite-
rativna metoda redukuje algebarsku grexku i mo�emo je dovoǉno
precizno odrediti na gruboj mre�i.
Oznaqimo sa ṽ trenutnu aproksimaciju v, dobijenu nakon nekoliko
iteracija, i neka je eh = v − ṽ oznaka za odgovaraju�u algebarsku
grexku, za koju znamo da je glatka (slika 6). Iz (6) i trivijalne
relacije

(Lhṽ)i = (Lhṽ)i , i = 1, 2, ..., n− 1,

dobijamo sistem za algebarsku grexku:

(Lheh)i = fh,i − (Lhṽ)i ≡ rh,i , i = 1, 2, ..., n− 1 ,
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eh,0 = eh,n = 0 ,

gde je rh,i i-ti rezidual. Prethodni sistem mo�emo zapisati kao

rh = fh − Lhṽ .

Zbog jedinstvenosti rexeǌa va�i:

rh = 0⇐⇒ eh = 0.

Uzevxi u obzir da je Lhv = fh i iskoristivxi definicije alge-
barske grexke i reziduala dobijamo izuzetno va�nu vezu izme�u
te dve veliqine:

Lheh = rh,

koja se naziva rezidualna jednaqina. Ona pokazuje da grexka zado-
voǉava isti sistem jednaqina kao i nepoznata v, s tim xto se fh
zameni rezidualom rh.
Zaxto je rezidualna jednaqina znaqajna? Pretpostavimo da je
ṽ izraqunato nekom (iterativnom) metodom. Pomo�u rh = fh −
Lhṽ lako izraqunamo rezidual. Zatim, radi poboǉxaǌa aproksi-
macije v, rexavamo rezidualnu jednaqinu po eh i raqunamo novu
aproksimaciju kao ṽ + eh.

4.5 Multigrid algoritam za jednodimenzioni pro-
blem

Za prenos informacija izme�u mre�a potrebni su nam adekvatni
operatori. Razmotrimo samo dve mre�e: finu mre�u s korakom h
i sa n−1 qvorova (iskǉuquju�i graniqne qvorove) i grubu mre�u
sa korakom 2h i sa n/2 − 1 qvorova. Za prenos podataka sa fine
na grubu mre�u koristimo operator restrikcije I2h

h . Ako je gh

42



vektor definisan na finoj mre�i, odgovaraju�i vektor na gruboj
mre�i je (

I2h
h g

h
)
i

= gh2i , i = 1, 2, ..., n/2− 1 ,

tj. vrednosti grube mre�e su date vrednostima fine mre�e, koje
se nalaze na odgovaraju�im lokacijama. Odgovaraju�i vektor
grube mre�e se mo�e dobiti i lokalnim usredǌavaǌem:(

I2h
h g

h
)
i

=
1

4

(
gh2i−1 + 2gh2i + gh2i+1

)
, i = 1, 2, ..., n/2− 1 .

Za prenos informacija sa grube na finu mre�u koristimo ope-
rator produ�eǌa Ih2h. Ako je g2h vektor definisan na gruboj mre-
�i, odgovaraju�i vektor na finoj mre�i se dobija obiqnom li-
nearnom interpolacijom:

(
Ih2hg

2h
)
i

=

{
g2h
i/2 , ako je i paran ,

1
2

(
g2h

(i+1)/2 + g2h
(i−1)/2

)
, ako je i neparan ,

i = 1, 2, ..., n− 1.
Daǉe, moramo definisati operator grube mre�e L2h, koji apro-
ksimira operator fine mre�e Lh. L2h mo�emo uvesti diskretiza-
cijom diferencijalne jednaqine na gruboj mre�i koriste�i chemu
sliqnu onoj koju smo koristili za finu mre�u. Pomo�u ovih
operatora i upotrebom rekurzije za pribli�no rexavaǌe prob-
lema na gruboj mre�i, mo�emo definisati tzv. multigrid V-ciklus
(slika 10).
Uvedimo dva parametra, p1 i p2, koji predstavǉaju, redom, broj
relaksacija (u Jacobi-jevoj iterativnoj metodi sa relaksacionim
parametrom) pre i nakon korekcije na gruboj mre�i. Kako bismo
naglasili na kojoj mre�i se trenutno nalazimo, umesto v koristi-
�emo oznaku vh. Multigrid algoritam, koji se jox naziva i multigrid
V-ciklus (skra�eno MGV), definixe se sa:

Algoritam V-ciklusa: vh = Vciklus(vh, n, h, fh, p1, p2)

1. Ako je n = 2, rexiti Lhvh = fh i vratiti vh;

2. vh = relaksacija(vh, n, h, fh, p1);
relaksirati p1 puta.

3. rh = fh − Lhvh;
izraqunati rezidual.
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Slika 10: Xematcki prikaz V-ciklusa. Algoritam napreduje s
leva na desno i s vrha (najfinija mre�a) ka dnu (najgrubǉa
mre�a), a zatim s dna ka vrhu. Na svakoj mre�i, osim na
najgrubǉoj, relaksiramo p1 puta pre prenosa (restrikcije) na
slede�u, grubǉu mre�u, i p2 puta nakon interpolacije i doda-
vaǌa korekcije.

4. f2h = I2h
h rh;

restrikcija reziduala.

5. v2h = 0;
postaviti v2h na nulu, ukǉuquju�i i graniqne uslove.

6. v2h = Vciklus(v2h, n/2, 2h, f2h, p1, p2);
rekurzivni poziv i rexavaǌe problema na grubǉoj mre�i.

7. vh = vh + Ih2hv2h;
interpolacija i dodavaǌe korekcije.

8. vh = relaksacija(vh, n, h, fh, p2);
relaksirati p2 puta.

9. Vratiti vh.

Prouqimo algoritam korak po korak. U koraku 1 proveravamo
da li smo stigli do najgrubǉe mre�e, tj. da li je n = 2. Ako
je tako, reximo problem pomo�u jedne iteracije (obiqne) Jacobi-
jeve iterativne metode (to je dovoǉno, jer postoji samo jedna
promenǉiva). U koraku 2 izvrxi se p1 iteracija Jacobi-jeve ite-
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rativne metode sa relaksacionim parametrom (tj. relaksiramo
p1 puta). U koraku 3 raqunamo rezidual, a u koraku 4 vrximo
ǌegovu restrikciju. Sada treba da rexavamo problem na gruboj
mre�i i na ǌoj iskoristimo aproksimaciju grexke sa fine mre�e.
S obzirom da je problem na gruboj sliqan problemu na finoj
mre�i, u koraku 6 primeǌujemo rekurzivni poziv. Primetimo da
su graniqni uslovi na gruboj mre�i jednaki nuli (korak 5) zato
xto ne postoji grexka u graniqnim vrednostima na finoj mre�i,
kako je pretpostavǉano. Tako�e, poqetna aproksimacija v2h mora
biti nula. Nakon povratka iz rekurzije, interpoliramo i doda-
jemo korekciju aproksimaciji na finoj mre�i (korak 7). U koraku
8 relaksiramo p2 puta (na finoj mre�i), a konaqna aproksimacija
rexeǌa se vra�a u koraku 9.
Generalno, V-ciklus ne rexava problem egzaktno i treba ga pri-
meǌivati iterativno. Svaka takva iteracija znaqajno smaǌuje
algebarsku grexku.

4.6 Multigrid algoritam za dvodimenzioni problem

Kako bismo primenili multigrid V-ciklus na dvodimenzioni pro-
blem i daǉe moramo da definixemo operatore grube mre�e, za-
jedno sa odgovaraju�im operatorima prenosa izme�u mre�a. Eli-
miniximo sve taqke mre�e u kojima je i ili j neparno, tako da
preostane otprilike 1/4 taqaka mre�e. Za restrikciju ponovo
mo�emo koristiti operator I2h

h , koji se za vektor fine mre�e gh

definixe sa (
I2h
h g

h
)
i,j

= gh2i,2j , i, j = 1, 2, ..., n/2− 1 ,

tj. vrednosti grube mre�e su date vrednostima fine mre�e koje se
nalaze na odgovaraju�im lokacijama, ili su, primenom lokalnog
usredǌavaǌa, definisane sa
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(
I2h
h g

h
)
i,j

=
1

16
(gh2i+1,2j+1 + gh2i+1,2j−1 + gh2i−1,2j+1 + gh2i−1,2j−1+

2
(
gh2i+1,2j + gh2i−1,2j + gh2i,2j+1 + gh2i,2j−1

)
+ 4gh2i,2j) , i, j = 1, 2, ..., n/2− 1 ,

Za prenos podataka sa grube na finu mre�u, prikladan izbor je
bilinearna interpolacija, definisana za vektore grube mre�e g2h

sa

(
Ih2hg

2h
)
ij

=



g2h
i/2,j/2, i paran, j paran,

1
2

(
g2h

(i+1)/2,j/2 + g2h
(i−1)/2,j/2

)
, i neparan , j paran,

1
2

(
g2h
i/2,(j+1)/2 + g2h

i/2,(j−1)/2

)
, i paran , j neparan,

1
4
(g2h

(i+1)/2,(j+1)/2 + g2h
(i−1)/2,(j+1)/2

+g2h
(i+1)/2,(j−1)/2 + g2h

(i−1)/2,(j−1)/2), i neparan , j neparan,

i = 1, 2, ..., n− 1.

4.7 FMG algoritam

U numeriqkim eksperimentima mo�emo koristiti sluqajno iza-
branu poqetnu vrednost rexeǌa i upotrebiti je za testiraǌe.
Me�utim, u praksi �elimo da izaberemo najboǉu mogu�u poqetnu
vrednost. Prirodan i efikasan pristup je da prvo reximo pro-
blem pribli�no na grubǉoj mre�i i operatorom interpolacije
prenesemo to rexeǌe na finu mre�u kako bismo ga koristili
kao poqetnu aproksimaciju. Ovo se primeǌuje rekurzivno i tako
nastaje FMG (Full Multigrid) algoritam. Slika 11 daje xematcki
prikaz. Potreban nam je pozitivan parametar µ, koji odre�uje
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Slika 11: Xematcki prikaz FMG algoritma za µ = 1. Algori-
tam napreduje s leva na desno i s vrha (najfinija mre�a) ka dnu
(najgrubǉa mre�a). Na poqetku prenosimo problem do najgrubǉe
mre�e. Zatim rexavamo problem na najgrubǉoj mre�i, pa opera-
torom interpolacije prenosimo rexeǌe na slede�u, finiju mre�u
i primenimo V-ciklus. Ova dva koraka se rekurzivno ponavǉaju
ka sve finijoj i finijoj mre�i, dok ne do�emo do najfinije.

broj V-ciklusa primeǌenih na svakom nivou algoritma. FMG al-
goritam je dat sa:

FMG algoritam: vh = FMG(n, h, fh, p1, p2, µ)

1. Ako je n = 2, rexiti Lhvh = fh i vratiti vh;

2. f2h = I2h
h fh;

restrikcija fh.

3. v2h = FMG(n/2, 2h, f2h, p1, p2, µ);
rekurzivni poziv.

4. vh = Îh2hv2h;
interpolacija poqetne aproksimacije, bez graniqnih uslova.

5. Ponoviti µ puta vh = Vciklus(vh, n, h, fh, p1, p2);
primena V-ciklusa µ puta.

6. Vratiti vh.

Îh2h je operator produ�eǌa i mo�e se razlikovati od onog koji ko-
ristimo u V-ciklusu. Generalno, treba da bude precizniji, tako
da je dobar izbor (bi)kubna interpolacija. Podsetimo se raz-
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like koje smo napravili ranije izme�u grexke diskretizacije i
algebarske grexke. Ukupna grexka je suma ovih dveju grexaka -
tj. razlika izme�u rexeǌa diferencijalne jednaqine i trenutne
diskretne aproksimacije. Ovo je relevantna mera preciznosti
trenutne aproksimacije. Kada algebarska grexka postane maǌa
od grexke diskretizacije, ova druga poqiǌe da dominira u ukup-
noj grexci.
Oqigledno nema koristi od pokuxaja da se daǉe smaǌuje alge-
barska grexka. Zaista, ako bismo zbog toga hteli da ulo�imo
dodatni napor, morali bismo da smaǌimo grexku diskretizacije
upotrebivxi jox finiju mre�u. Za mnoge probleme je pokazano
da FMG algoritam mo�e algebarsku grexku uqiniti mnogo maǌom
od grexke diskretizacije, qak i za µ = 1.

4.8 Analiza slo�enosti (dvodimenzioni problem)

4.8.1 Analiza slo�enosti MGV algoritma

Za grubu analizu slo�enosti MGV-a dovoǉno je znati da svaki
od operatora zameǌuje vrednost u pojedinom qvoru mre�e nekom
te�inskom sredǌom vrednox�u u tom qvoru i konstantnom broju
ǌegovih suseda. Dakle, za svaki qvor mre�e potrebno je (najvixe)
konstantan broj raqunskih operacija, pa je slo�enost svakog ope-
ratora za n nepoznatih jednaka O(n), tj. linearna po n. Potpuno
isto va�i za sve korake uMGV algoritmu, do na rekurzivni poziv.
Rekurzivni pozivi MGV algoritma opisani su V-ciklusom. U
svakoj taqki na koraku i u V-ciklusu pre i posle rekurzivnog
poziva, potrebno je
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O(n2
i ) = O((2i − 1)2) = O(4i)

raqunskih operacija. Kvadrat dolazi iz dimenzije problema (re-
xavamo dvodimenzioni problem). Ako se najfinija mre�a nalazi
na rastojaǌu k, sa n = (2k − 1)2 ≈ 4k nepoznatih, onda ukupan broj
raqunskih operacija u MGV algoritmu ima red veliqine opisan
geometrijskom sumom

k∑
i=1

O(4i) = O(4k) .

Dakle, broj operacija u MGV algoritmu je linearan po broju
nepoznatih. U sekvencijalnoj implementaciji algoritma, to va�i
i za vremensku slo�enost.
Isti zakǉuqak izlazi i direktno - rekurzijom za slo�enost. Neka
je T (i) broj raqunskih operacija u MGV algoritmu na ulaznoj
mre�i sa indeksom i, tj. na mre�i sa n2

i = (2i − 1)2 = O(4i) nepoz-
natih. Onda je

T (i) = T (i− 1) +O(4i) , i > 1 ,

uz T (1) = const, pa je T (k) = O(4k).

4.8.2 Analiza slo�enosti FMG algoritma

Slo�enost FMG algoritma se odre�uje trivijalno. Svaki V -
ciklus (slika 11) predstavǉa jedan poziv MGV algoritma unutar
petǉe FMG algoritma. S obzirom da V-ciklus poqiǌe (i zavr-
xava) na nivou i, potrebno je T (i) = O(4i) operacija.
Slo�enost FMG algoritma je zbir slo�enosti svih poziva MGV
algoritma. Ukupan broj operacija je

k∑
i=1

T (i) =
k∑
i=1

O(4i) = O(4k) = O(broj nepoznatih) .

Konstanta proporcionalnosti skrivena u oznaci O je malo ve�a
(ali ne puno) od one za osnovni algoritam.
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Broj operacija u celom FMG algoritmu je linearan po broju nepo-
znatih n, xto je optimalno, do na multiplikativnu konstantu, jer
zahteva konstantan broj operacija po svakoj nepoznatoj.

4.9 Primer

Neka je Ω = (0, 1)2. Rexiti graniqni problem

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= −2π2 sin(πx) sin(πy) , (x, y)T ∈ Ω ,

u(x, y) = 0 , (x, y)T ∈ Γ ≡ ∂Ω .

Rexeǌe Ovde se radi o dvodimenzionoj Poisson-ovoj jednaqini sa
homogenim Dirichlet-ovim graniqnim uslovom. Za rexavaǌe datog
problema koristimo multigrid metodu. Pritom se oslaǌamo na pri-
lo�ene kodove pisane u Matlab-u (u svakom koraku pozivamo odgo-
varaju�u funkciju, a isti rezultat se dobija i jednim pozivom
FMG funkcije).
Operator restrikcije zadajmo sa

(
I2h
h g

h
)
i,j

=
1

16
(gh2i−1,2j−1 + gh2i−1,2j+1 + gh2i+1,2j−1 + gh2i+1,2j+1+

2
(
gh2i−1,2j + gh2i+1,2j + gh2i,2j−1 + gh2i,2j+1

)
+ 4gh2i,2j) , i, j = 1, 2, ..., n/2− 1 ,

a operator produ�eǌa sa

(
Ih2hg

2h
)
ij

=



g2h
i/2,j/2, i paran, j paran,

1
2

(
g2h

(i+1)/2,j/2 + g2h
(i−1)/2,j/2

)
, i neparan , j paran,

1
2

(
g2h
i/2,(j+1)/2 + g2h

i/2,(j−1)/2

)
, i paran , j neparan,

1
4
(g2h

(i+1)/2,(j+1)/2 + g2h
(i−1)/2,(j+1)/2

+g2h
(i+1)/2,(j−1)/2 + g2h

(i−1)/2,(j−1)/2), i neparan , j neparan,
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i = 1, 2, ..., n− 1.
Kako bismo upotrebili FMG algoritam, moramo odabrati ulazne
podatke. Neka je n = 8 = 23, xto znaqi da �emo problem rexavati
na 3 mre�e; n odgovara najfinijoj mre�i, koja ima (n + 1)2 = 81
qvor. Korak najfinije mre�e je h = 1/n = 0.125. Uzmimo jox
p1 = p2 = 10 i neka je µ = 1.
Pored navedenog, potrebno je odrediti i fh (tako�e ulazni po-
datak), koje mo�emo predstaviti kao matricu dimenzije (n + 1) ×
(n + 1) = 9× 9 sa nulama u prvoj i posledǌoj vrsti, kao i u prvoj
i posledǌoj koloni, a ostali qlanovi su odgovaraju�e vrednosti
desne strane f(x, y) = −2π2 sin(πx) sin(πy) u unutraxǌim qvorovima
najfinije mre�e:

fh =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −2.8908 −5.3414 −6.9789 −7.5539 −6.9789 −5.3414 −2.8907 0
0 −5.3414 −9.8697 −12.8954 −13.9578 −12.8953 −9.8696 −5.3413 0
0 −6.9789 −12.8954 −16.8486 −18.2368 −16.8485 −12.8953 −6.9788 0
0 −7.5539 −13.9578 −18.2368 −19.7393 −18.2367 −13.9577 −7.5538 0
0 −6.9789 −12.8953 −16.8485 −18.2367 −16.8485 −12.8952 −6.9788 0
0 −5.3414 −9.8696 −12.8953 −13.9577 −12.8952 −9.8695 −5.3413 0
0 −2.8907 −5.3413 −6.9788 −7.5538 −6.9788 −5.3413 −2.8907 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Poxto je n = 8 6= 2, vrximo restrikciju fh:

f2h = I2h
h fh ,

i dobijamo

f2h =


0 0 0 0 0
0 −9.1327 −12.9156 −9.1326 0
0 −12.9156 −18.2653 −12.9155 0
0 −9.1326 −12.9155 −9.1326 0
0 0 0 0 0

 .

Sledi rekurzivni poziv FMG algoritma, qiji su argumenti n/2 =
4, 2h = 0.25, upravo izraqunato f2h i ve� zadati p1, p2 i µ.
Kako je n/2 = 4 6= 2, opet vrximo restrikciju, ovog puta f2h:

f4h = I4h
2hf2h ,

i dobijamo
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f4h =

0 0 0
0 −13.3072 0
0 0 0

 .

Sledi jox jedan rekurzivni poziv FMG algoritma. Ovog puta su
argumenti n/4 = 2, 4h = 0.5, f4h, a p1, p2 i µ ostaju nepromeǌeni.
Kako je n/4 = 2 rexavamo

L4hv4h = f4h ,

xto, s obzorom na dimenziju problema i homogenost graniqnih
uslova, nije texko. Iz jednaqine

v4h,21 − 2v4h,11 + v4h,01

(4h)2
+
v4h,12 − 2v4h,11 + v4h,10

(4h)2
= f4h,11 ,

uvrstivxi v4h,21 = v4h,01 = v4h,12 = v4h,10 = 0, dobijamo

v4h,11 = −1

4
(4h)2f4h,11 = 0.8317 ,

pa je

v4h =

0 0 0
0 0.8317 0
0 0 0

 .

Ovo je podatak sa kojim izlazimo iz drugog i vra�amo se tamo gde
smo stali u prvom rekurzivnom pozivu FMG algoritma.
Sada operatorom produ�eǌa dejstvujemo na v4h:

v2h = I2h
4hv4h ,

i dobijamo

v2h =


0 0 0 0 0
0 0.2079 0.4159 0.2079 0
0 0.4159 0.8317 0.4159 0
0 0.2079 0.4159 0.2079 0
0 0 0 0 0

 .

Sledi poziv V-ciklusa, sa argumentima v2h, n/2, 2h, f2h, p1 i p2.
U prvom korakuV-ciklusa uoqavamo da je n/2 = 4 6= 2, pa prelazimo
na slede�i korak u kome rexavamo problem

L2hv2h = f2h
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pomo�u Jacobi-jeve iterativne metode sa relaksacionim parame-
trom. Izvrxi�emo p1 = 10 iteracija. Koriste�i

v
(m)
2h,ij =

1

3
v

(m)
2h,ij +

2

3

(
v

(m−1)
2h,i+1,j + v

(m−1)
2h,i−1,j + v

(m−1)
2h,i,j+1 + v

(m−1)
2h,i,j−1 − h

2f2h,ij

)
,

i, j = 1, 2, ..., n/2− 1 , 1 ≤ m ≤ 10 ,

dobijamo

v2h =


0 0 0 0 0
0 0.3031 0.4811 0.3031 0
0 0.4811 0.7447 0.4811 0
0 0.3031 0.4811 0.3031 0
0 0 0 0 0

 .

Raqunamo rezidual po formuli

r2h = f2h − L2hv2h ,

pa je

r2h =


0 0 0 0 0
0 −9.5159 −13.4551 −9.5159 0
0 −13.4551 −19.0318 −13.4551 0
0 −9.5159 −13.4551 −9.5159 0
0 0 0 0 0

 .

U narednom koraku vrxino restrikciju reziduala:

f4h = I4h
2hr2h

i dobijamo

f4h =

0 0 0
0 −13.8644 0
0 0 0

 .

Sada postavimo

v4h =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Sledi rekurzivni poziv V-ciklusa sa argumentima v4h, n/4, 4h,
f4h, p1 i p2.
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Kako je n/3 = 2, nije texko odrediti rexeǌe jednaqine

L4hv4h = f4h ,

koje iznosi

v4h =

0 0 0
0 0.8665 0
0 0 0

 .

Ovim izlazimo iz rekurzivnog poziva V-ciklusa i vra�amo se na
ǌegov prvi poziv (onaj koji je izvrxen u FMG algoritmu).
U slede�em koraku operator produ�eǌa dejstvuje na v4h i doda-
jemo korekciju:

v2h = v2h + I4h
2hv4h ,

pa je

v2h =


0 0 0 0 0
0 0.5197 0.9143 0.5197 0
0 0.9143 1.6113 0.9143 0
0 0.5197 0.9143 0.5197 0
0 0 0 0 0

 .

Ponovo pomo�u Jacobi-jeve iterativne metode sa relaksacionim
parametrom, sada sa p2 = 10 iteracija, rexavamo

L2hv2h = f2h

i dobijamo

v2h =


0 0 0 0 0
0 0.5731 0.8811 0.5731 0
0 0.8811 1.3369 0.8811 0
0 0.5731 0.8811 0.5731 0
0 0 0 0 0

 .

Vra�amo se na FMG algoritam. Poxto je µ = 1, sa ovim rezul-
tatom izlazimo iz prvog rekurzivnog poziva FMG algoritma i
vra�amo se polaznom algoritmu.
U narednom koraku operatorom produ�eǌa dejstvujemo na v2h:

vh = Ih2hv2h

i dobijamo
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vh =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.1433 0.2866 0.3636 0.4405 0.3636 0.2866 0.1433 0
0 0.2866 0.5731 0.7271 0.8811 0.7271 0.5731 0.2866 0
0 0.3636 0.7271 0.9181 1.1090 0.9181 0.7271 0.3636 0
0 0.4405 0.8811 1.1090 1.3369 1.1090 0.8811 0.4405 0
0 0.3636 0.7271 0.9181 1.1090 0.9181 0.7271 0.3636 0
0 0.2866 0.5731 0.7271 0.8811 0.7271 0.5731 0.2866 0
0 0.1433 0.2866 0.3636 0.4405 0.3636 0.2866 0.1433 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

Slede�i korak je poziv V -ciklusa, sa argumentima vh, n, h, fh,
p1, p2. Poxto je n = 8 6= 2, redom raqunamo slede�e vrednosti:

vh =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.1508 0.2894 0.3817 0.4346 0.3817 0.2894 0.1508 0
0 0.2894 0.5546 0.7319 0.8307 0.7319 0.5546 0.2894 0
0 0.3817 0.7319 0.9619 1.0928 0.9619 0.7319 0.3817 0
0 0.4346 0.8307 1.0928 1.2364 1.0928 0.8307 0.4346 0
0 0.3817 0.7319 0.9619 1.0928 0.9619 0.7319 0.3817 0
0 0.2894 0.5546 0.7319 0.8307 0.7319 0.5546 0.2894 0
0 0.1508 0.2894 0.3817 0.4346 0.3817 0.2894 0.1508 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

rh =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −3.0468 −5.6341 −7.3702 −7.9820 −7.3701 −5.6341 −3.0467 0
0 −5.6341 −10.4189 −13.6280 −14.7602 −13.6279 −10.4188 −5.6340 0
0 −7.3702 −13.6280 −17.8268 −19.3057 −17.8267 −13.6279 −7.3700 0
0 −7.9820 −14.7602 −19.3057 −20.9093 −19.3057 −14.7601 −7.9818 0
0 −7.3701 −13.6279 −17.8267 −19.3057 −17.8267 −13.6278 −7.3700 0
0 −5.6341 −10.4188 −13.6279 −14.7601 −13.6278 −10.4188 −5.6340 0
0 −3.0467 −5.6340 −7.3700 −7.9818 −7.3700 −5.6340 −3.0467 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

f2h =


0 0 0 0 0
0 −9.6461 −13.6576 −9.6460 0
0 −13.6576 −19.3368 −13.6575 0
0 −9.6460 −13.6575 −9.6460 0
0 0 0 0 0

 ,
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i postavǉamo

v2h =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Sledi rekurzivni poziv V-ciklusa, sa argumentima v2h, n/2, 2h,
f2h, p1, p2. Poxto je n/2 = 4 6= 2, redom raqunamo slede�e vre-
dnosti:

v2h =


0 0 0 0 0
0 0.1005 0.1423 0.1005 0
0 0.1423 0.2014 0.1423 0
0 0.1005 0.1423 0.1005 0
0 0 0 0 0

 ,

r2h =


0 0 0 0 0
0 −9.8680 −13.9716 −9.8679 0
0 −13.9716 −19.7813 −13.9715 0
0 −9.8679 −13.9715 −9.8678 0
0 0 0 0 0

 ,

f4h =

0 0 0
0 −14.3981 0
0 0 0

 ,

i postavǉamo

v4h =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Sada vrximo drugi rekurzivni poziv V-ciklusa, sa argumentima
v4h, n/4, 4h, f4h, p1, p2. Poxto je n/4 = 2, rexavamo

L4hv4h = f4h

i dobijamo

v4h =

0 0 0
0 0.8999 0
0 0 0

 .
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Ovim izlazimo iz drugog rekurzivnog poziva V -ciklusa i vra�a-
mo se na prvu rekurziju. Dobijamo redom:

v2h =


0 0 0 0 0
0 0.3255 0.5922 0.3254 0
0 0.5922 1.1013 0.5922 0
0 0.3254 0.5922 0.3254 0
0 0 0 0 0

 .

v2h =


0 0 0 0 0
0 0.4064 0.6317 0.4064 0
0 0.6317 0.9633 0.6317 0
0 0.4064 0.6317 0.4064 0
0 0 0 0 0

 .

Sada izlazimo i iz prvog rekurzivnog poziva V -ciklusa i vra�a-
mo se na poqetni poziv. Redom dobijamo:

vh =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.2524 0.4926 0.6413 0.7504 0.6412 0.4926 0.2524 0
0 0.4926 0.9610 1.2510 1.4624 1.2510 0.9610 0.4926 0
0 0.6413 1.2510 1.6202 1.8904 1.6202 1.2510 0.6412 0
0 0.7504 1.4624 1.8904 2.1997 1.8904 1.4624 0.7504 0
0 0.6412 1.2510 1.6202 1.8904 1.6202 1.2510 0.6412 0
0 0.4926 0.9610 1.2510 1.4624 1.2510 0.9610 0.4926 0
0 0.2524 0.4926 0.6412 0.7504 0.6412 0.4926 0.2524 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

vh =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.2559 0.4872 0.6476 0.7273 0.6476 0.4872 0.2559 0
0 0.4872 0.9272 1.2314 1.3809 1.2314 0.9272 0.4872 0
0 0.6476 1.2314 1.6311 1.8280 1.6311 1.2314 0.6476 0
0 0.7273 1.3809 1.8280 2.0449 1.8280 1.3809 0.7273 0
0 0.6476 1.2314 1.6311 1.8280 1.6311 1.2314 0.6476 0
0 0.4872 0.9272 1.2314 1.3809 1.2314 0.9272 0.4872 0
0 0.2559 0.4872 0.6476 0.7273 0.6476 0.4872 0.2559 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Posledǌa matrica predstavǉa i krajǌe rexeǌe koje dobijamo
primenom FMG algoritma.
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Analitiqko rexeǌe razmatranog problema je sin(πx) sin(πy), a taq-
ne vrednosti u qvorovima najfinije mre�e su prikazane u slede-
�oj matrici:



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.1464 0.2706 0.3536 0.3827 0.3536 0.2706 0.1464 0
0 0.2706 0.5000 0.6533 0.7071 0.6533 0.5000 0.2706 0
0 0.3536 0.6533 0.8536 0.9239 0.8536 0.6533 0.3535 0
0 0.3827 0.7071 0.9239 1.0000 0.9239 0.7071 0.3827 0
0 0.3536 0.6533 0.8536 0.9239 0.8536 0.6533 0.3535 0
0 0.2706 0.5000 0.6533 0.7071 0.6533 0.5000 0.2706 0
0 0.1464 0.2706 0.3535 0.3827 0.3535 0.2706 0.1464 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Numeriqko rexavaǌe je ura�eno pomo�u slede�ih matlab kodova:

desnastrana.m

function f = desnastrana(x, y)

f = - 2 * 3.1416ˆ2 * sin(3.1416 * x) * sin(3.1416 * y);

fh.m

function fh = fh(n, h)

fh = zeros(n + 1, n + 1);

for i = 2 : n

for j = 2 : n

fh(i, j) = desnastrana((i - 1) * h, (j - 1) * h);

end

end

restrikcija.m

function f2h = restrikcija(n, h, fh)

f2h = zeros(n / 2 + 1, n / 2 + 1);

for i = 2 : n / 2

for j = 2 : n / 2

f2h(i, j) = 1 / 16 * (fh(2 * i - 2, 2 * j - 2) + fh(2 * i - 2, 2 * j)
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+ fh(2 * i, 2 * j - 2) + fh(2 * i, 2 * j)
+ 2 * (fh(2 * i - 2, 2 * j - 1) + fh(2 * i, 2 * j - 1)
+ fh(2 * i - 1, 2 * j - 2) + fh(2 * i - 1, 2 * j))
+ 4 * fh(2 * i - 1, 2 * j - 1));

end

end

korak1.m

function vh = korak1(n, h, fh)

vh = zeros(n + 1, n + 1);

vh(n / 2 + 1, n / 2 + 1) = - hˆ2 * fh(2, 2) / 4;

produzenje.m

function vh = produzenje(v2h, n, h)

vh = zeros(n + 1, n + 1);

for i = 2 : n

for j = 2 : n

if mod(i, 2) ∼= 0

if mod(j, 2) ∼= 0

vh(i, j) = v2h((i + 1) / 2, (j + 1) / 2);

else

vh(i, j) = (v2h((i + 1) / 2, (j + 2) / 2)
+ v2h((i + 1) / 2, j / 2)) / 2;

end

else

if mod(j, 2) ∼= 0

vh(i, j) = (v2h((i + 2) / 2, (j + 1) / 2)
+ v2h(i / 2, (j + 1) / 2)) / 2;

else

vh(i, j) = (v2h((i + 2) / 2, (j + 2) / 2) + v2h(i / 2, (j + 2) / 2)
+ v2h((i + 2) / 2, j / 2) + v2h(i / 2, j / 2)) / 4;

end
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end

end

end

relaksacija.m

function vh = relaksacija(VH, n, h, fh, p1)

vh = zeros(n + 1, n + 1);

for k = 1 : p1

for i = 2 : n

for j = 2 : n

vh(i, j) = (VH(i, j) + (VH(i + 1, j) + VH(i - 1, j)+ VH(i, j + 1)
+ VH(i, j - 1) - hˆ2 * fh(i, j)) / 2) / 3;

end

end

end

rezidual.m

function rh = rezidual(vh, n, h, fh)

Lhvh = zeros(n + 1, n + 1);

for i = 2 : n

for j = 2 : n

Lhvh(i, j) = (vh(i + 1, j) + vh(i - 1, j) + vh(i, j + 1) + vh(i, j - 1)
- hˆ2 * fh(i, j)) / 4;

end

end

rh = fh - Lhvh;

Vciklus.m

function vh = Vciklus(VH, n, h, fh, p1, p2)

if n == 2

vh = korak1(n, h, fh);
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else

VH = relaksacija(VH, n, h, fh, p1);

rh = rezidual(VH, n, h, fh);

f2h = restrikcija(n, h, rh);

V2H = zeros(n / 2 + 1, n / 2 + 1);

V2H = Vciklus(V2H, n / 2, 2 * h, f2h, p1, p2);

VH = VH + produzenje(V2H, n, h);

vh = relaksacija(VH, n, h, fh, p2);

end

FMG.m

function vh = FMG(n, h, fh, p1, p2, mi)

if n == 2

vh = korak1(n, h, fh);

else

f2h = restrikcija(n, h, fh);

V2H = FMG(n / 2, 2 * h, f2h, p1, p2, mi);

VH = produzenje(V2H, n, h);;

for i = 1 : mi

vh = Vciklus(VH, n, h, fh, p1, p2);

end

end
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4.10 Primene multigrid-a

U radu smo kao modelni zadatak razmatrali Poisson-ovu jednaqinu
sa Dirichlet-ovim graniqnim uslovom, u jednodimenzionom i dvodi-
menzionom sluqaju. Primena multigrid metode je mnogo xira. Ona
se koristi za rexavaǌe raznih PDJ eliptiqkog, paraboliqkog i
hiperboliqkog tipa, sa razliqitim graniqnim uslovima, kao i
za rexavaǌe sistema PDJ, a korisna je i kod nekih integralnih
jednaqina.
Multigrid se primeǌuje i u drugim oblastima matematike, kao xto
su integralni operatori (koji se koriste za proraqun sile n tela,
pri dejstvu gravitacije, molekularne interakcije ili termalne
radijacije), globalna optimizacija (primena u prouqavaǌu pro-
teina), optimalno upravǉaǌe (koristi se za planiraǌe kretaǌa
robota),...
Najxiru praktiqnu primenu multigrid nalazi u dinamici fluida,
npr. za predvi�aǌe vremenskih uslova. Koristi se u dinamici
krutog tela, zatim u statistiqkoj fizici i fizici qestica (za
izvo�eǌe makroskopskih svojstava (poput nelinearne elastiqno-
sti) primenom multigrid-a na mikroskopskom nivou, tj. na nivou
atomskih sila), kao i za simulaciju elektromagnetne radijacije.
Multigrid se upotrebǉava i za segmentaciju slika i izoxtravaǌe
ivica slike. Koristi se i u medicini, preciznije u tomografiji
(npr. CAT skeniraǌe). Ima znaqajnu primenu i u kvantnoj hemiji
(slu�i za odre�ivaǌe sopstvenih funkcija Schrödinger22-ove jedna-
qine, pomo�u kojih se odre�uje funkcija gustine elektrona).

22Erwin Rudolf Josef Alexander Schrödinger (1887 -1961), austrijski fiziqar.
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5 Zakǉuqak

Na osnovu izlo�enog u radu mo�emo zakǉuqiti damultigrid ima dve
prednosti: prva se ogleda u slo�enosti algoritma, koja iznosi
O(n), gde je n broj nepoznatih, i koja je optimalna (do na multi-
plikativnu konstantu), a druga u smaǌeǌu grexke aproksimacije,
koju realizujemo redukovaǌem ǌenih visokofrekventnih kompo-
nenti.
Kao xto smo na kraju prethodnog poglavǉa videli, multigrid ima
xiroku primenu. Prednosti ove metode i mogu�nosti ǌenog vari-
raǌa i prilago�avaǌa problemu koji razmatramo, motivixu nas
da nastavimo sa izuqavaǌem ove tematike.
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