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cijalns geometriis u celom Jjr oOnie O0DLiut difersp-
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alnie meomatrije u kojod se krive, povisl 1 vilecinenzione
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mnoooeirukostl neposredno proudsvaju ¥X-0o Celline. L takvse
croulavanj« Cz2eto nije dovoljjun uvobdifajerl spersi X¥x xla-
sicrne 2iferencijsine geome.rije, ved g2 koriste 1 nrimenjuju
ruzmetranje, lidesde 1 rezeltstl topolosi je, taorije [unkclja
1 teorije llususs,.

Prvi rezulteti iz dferenci jslne cepmelride u celom pri-

padaju K. 7. Gausa, kK231 Je evojinm kepitwinim .elom 7 .lequi-

gpillones aritmeticas dfca superiiclies curvas® (t£23.) postas

vic osuove Jdubokom prouldsvanju der§i tv. apr. Slaschke! 17 3,

1
“ymF.

Jtuziz problawi difsrencljsltie zeomelrije u ce2lom nlaw precili

dx priviade nairju maetematicura; take Je 4. Cuuchy dckazao

jednoznadénu .efinisanost konvekshoz poliears {v. npr. [ 27 3},
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G. Larboux Jje Xrajem pro3lox veks JoLed 4D nize zneiajnih re-
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zultats %x0je je objavio u svojod "ihEcrie des suriauce
iti. lako bu se Bilslno Javljall novi rezulteti, diferencl jei-
ra geomeiriie U celom e K&O posevra oblasl dlfers-ncijslne

zeometrile, sa ovolim sopetvenim metodama 1 proviemime, pole-
le Blutemutskl rezvijatli tek pre pedecsetak go.iinu, kea se zZrns-

tar brol auwtemwilicara preteZno 1li zkoro i1uxljuliso posvetlo

Letrazivanju u ol oslantl geomelvrije. L3 tog vremens nodell



sy se isticaetl pojedini prevel u diferencijslinod zeomeirijl
u eelom, koii se oc.likuju kuruxieristiizim nwiinom prilafe-
njs problemima i povezivaniem iegitrezivenjs sa Jrualm oble-
Btime mwtem.tlke.
e zzdrzevejucl se ny mnozodrejnim psulnim rezultatims

a 10j oblasti 1 na inenisms matematilara« koli su ih postigli
30221, 1eiedl Cenmc eamo Lo 2& zu ge yrablﬁnima Sifersncijsl-
ne zeomeirije u celom bavili 1 . Hilbert [ 4 ] s s deyl
[ 57 , ©. Cohnplossen, L& ] , i+ 3luschke | 47 , i.

nRowEkl E 1] , Ho _iebmann { 2] 4 & u cocledn jih tridecset
o ine zZredsine regultste u o obhlssti osslil su i aju a. L.

T - v 3 o~ z - L : .- . ¥
Alekssnirov L 97 , . L. Jekua L1 , L. Fembs L4413 | i, V.

JerPimov D127 , A, ¥. Pogorelov 113] 1 drusi,

U diferencijuinod secmetriji u celom trorijs btevkone«c-
no meilh zeviljsnj«s precciavijs posebno poaruéje koje Jje,
Jeure girane, vewno B prvim funcuementeinim rezuliatima coe

gvisnutdm u L0 ovlastl seometrlje, & &£ drume strsne uzsismn

£

e pro‘ira &€ najnovijie iswrazivean dime o teroriji percijslnih
Jesnedine (i, . vVs2kua, 1. . zZakeliman, v. d. Sojarski),
tedriji ljuseska (i. H. vekus, A, ¢« Po.prelov) i vurijacio-
non racunu. L pored re aclog bdroje Jse.d dobijenih rezulista,
teorije bDeskonwdno mali) savijasnjs povr3i ims Jus mrozo ne-
rezenih plionja 1, u pove Jenju & kleslicnom gﬁamﬁirijam, neg-

Te 305 Ml lzdaleke tako Dogsl Jornu rnaulno leositenih i doksza-

il cinjenica.



Yel 1 suma klasifikacijis povrii n. osnovu nlihove Cuuso-
ve krivine nametrnula Je izvesro gruplsanle sroblema u teoriji
baskonedno mellih seviJends poveil prems vegsnostl tik proble~
ma zZa povr3i &ija je Geusove krivica £ U, K< G 111 K = O,
sogudnost doblijanjs rezultats u tom isiraiivenjiice bitno ga-
vigl o0: toms .o Rukvih &2 parcllalnih iiferencijalnih jedna-
¢ina .olazi; Lo Je u zratrod meri utienlos ra usmersevanle pa-
sr.ie istrezivale prvensiveno na regularne povril. cok su ne-
regularne povril dzleko manje proucavsne (v. upr. aleksand-
rov LQ| 2..] ) s .

¥miju gvim povriima Gavsove krivine K = O, dosad zu pro-
ulavaene szmo regulerni cilindroidi (v. npr. L. Kembds [M;4 ],
S.7. Jefimov [12,4], E. 5. Poznjak [14:1, I. G. Iljin [48) ),
eilindriéni Zlebovi (L. G. Poznjak) 1 neke obrine povr3il, dok
neresniarne cilindriéne povrdl e sinzularnim linijema nisu
Jo3 proulavars., se.juilim, upruave ove povr:i precstavlijaju ve-
oma interesuntan objekt lstrszivanja Jer, 8 Jeune gtrane, u i
izvesnom smislu predptavlijaju zererulizeciju odrpovarajuéih re-
gul«rnin povri3i, & 8 druge, raznolikoidu seojih modmliteta
srufajs mogudnosti ra dub. je upeznavanje ovojetuve unutrainje
gvrukture Lakvih povrsi.

Iz toz razlioga predmet ietrsiivauja u cvom reiu ¢ine dve

kiage losad neproudavaenih neregulsrnih povril Gaiusove krivine
K = 2, Jobljenl rezulzazi pokazuju ds je ﬁaiﬁtﬁ 0ilo opravden

proudaveti beskonséno mels swuvijenjs takvik nersgularnih povr-



31 1 w« Je ovo istraiivanje dalo Jjeiun nov prileg opSto] te-
oriji beskonalno mallh savijasnja povrili Gausove krivine

KHQ-



II. O beskonadno malom savijanju povrsi

2,1, BeskonaCno malo savijanje 1 reds

Ovde demo 1zlozitl one ¢injenice opste teorije besko-
nadno malih savijanja povrsi na koje éemo sa u ovom radu po-
zivati. Pri tom demo se ogrunicéiti isklgudéivo na beskonadno
malo savijanje I reca, koje smo proudavall kod rebrastih ci-
lindroida 1 bicilindroida,

Neka jc'8££) jgdnoparametﬂreka porodica povrsi kojo],
za & = 0, pripada povrs S. ﬁeprékidno i uzajamno Jednoznac-
no preslikavanje povr3i S u porﬁdicu S(€ ) nazivamo deformaci-
Jom; ako su pri'tdm-ﬁve povrsi porodice SQE) 1zometfi$ne, de-
formaciju nazivamo savijanjem.

Za razliku od savijanja u obidnom smislu; pri kojem du-
7ina ma koje krive na povr3i S ostaje invarijentns (i samim
tim su 1 uglovi 1zﬁedju odgcvarajuéih krivih Jednaki), ovde
¢emo ?osmatrati beskonadéno mala_savijanjg pri kojem se duzi-
na luka deformisane krive ﬁa pﬁvféi S(£) razlikuje od duZine
luka odgovarajuée krive na datoj povrii 8 za beskonatno ma-

| V
lu visSeg reca u odnosu na parametar derormaci je.
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u'daljem izlaganju nelemo vise izricito isticati. Beskonadno
malo savijanje drugog reda definiZemo kao deformaciju pri ko=
Joj se dutina luka 1l na deformisanoj povrsi rﬁztikuje od
~duZine odigovarajuéeg luka 1 na dato] povr3i S za beskonaéno
malu viseg reda u odnosu na kvedrat parametra deformacije.

Na odgovarajudi naéin defini$u se i beskonadno mala sa-
vijanja ¢€iji je red visi od drugog.



Neka Je
(2.1.1) x = x(u,v)
vektorska Jednadina povr3i S, za koju éemo'pretpostariti-da
je u svakoj svojoj tackil regularna (to Jest da je u svako]
tadki [;u' EVJ#Q), i neka se ona peprekidno i uzajamno je-

dnoznadno preslikava u povrs3

(2.1.2) E&E x{u,v,£) = Xx(u,v) + &z(u,v),

gde Je & paramétar deformacije, a Z{u,v) polje brzind
promene poloZaja tadakae date povrsi S. Pretpoatavimo da su
vektorske runkcije x(u,v) 1 z(u,v) 1i njihovi parcijalni
igvodi I i II reda neprekidni na celoj povr$i 5. Kako je iz
(2.1.2) '

2 =2

%2 %2 + 2¢&dx dz + g%az”,

= a
dxe_ X

za element luka dqa_ krive 18 imamo

ds° = ds° + 2e4% dZ + £ 2az°,

a deformecijas (2.,1.2) bide beskonaéno melo savijanje ako jJe

r- Cn' L' 3

(2.1.3) - dX 4z = O,

gde jé-di diferencijal u proizvoljnom pravcu na povrsi S,
Parcijalna diferencijalna jednadina (2.1.3) Je osnovna jedna-
¢ins beskonaéna malog aavijan;a_(v;_npr.[ﬁ;q:]), koju treba
da zadovoljava polje brzind z(u,v) na povr3i S; ona je

ekvialentna sistemu jednadinag



| J afy = O
(241.4) X2, + X2, = 0,
‘l XyZy = O

iz kojeg neposredno izvodimo zakljuésak da pri posmatrano]
detormaciji mors postojati vektor ¥y(u,v) koji je ortogonu-

lan na 2& i zv 1, prema tome, zadovoljava Jednadinu
(2;1.5) d.E = [?. d.i].

S druge strane, ma koje vektorsko polje y(u,v) i odgo-
vara juée polje %(u,v} takvo da jJe zadovoljena jednacina
(241e5) 111 ovo] ekvivalentan sistem

2y = [:f'fiﬁ];

(2,1,6) _
- 2y = L.'ft 1?]

povliade za sobom zakljudak da 2Z(u,v) zadovoljava i jednadi-
ne (2.1.4) i da Je to, dakle, polje brzind nekog beskonalno
malog savijanja. Na osnovu ovog rasudjivanja zakljudujemo da,
ako aﬁo za datu povrd x(u,v) na3li vektorsko polje §Iu,v),
tada se zadatak odredjivanja derormacije (2.1.2) svodi na
odredjivanje polja 2z(u,v) iz parcijalne diterencijalne jed-
nadine (2.1,5) ili iz sistema (2,1,6). iime bi osnovni zada-
tak teorije beskonac¢no malih savijanja i reda bio reZen,

Beskonadno malo sﬁvijanja nazivamo trivijalnim ako je

Yy = const,; tada Je, iz (2.1.5),
zZ = a + [;55 ij'

gde su i b konstantni vektori, polje brzinZ povril S kao



krutog tela; povrs O nazivamo u tom slué¢aju krutom,

Ako puak polje y{u,v) nije konsiartno, beskonadno ma-
lo savijanje je netrivijsino; tazca Je y(u,v) vektor trenu-
tne rotacije svakog pramena lini jskih elemenata povrsi S,

Iz jecradina (2.1.6) se, uzimajuci u obzir Jednakost
z .. ﬂ'iﬁu, dobijas uslov

Efﬁ’ iul = Eiu’ ;v]'
koji zhiﬁi daﬂvektori"iﬁ i '?v leZze u tangentnoj ravnl po-
vr3i S5, to jest da postoje takve skalszrne funkcije of (u,v),
£ (u,v) i ¥ (u,v) da je
-iu = d»-iu - {5;?,
(2.1.7)

_yv = xu - d- I_v-

s bi se éve funkcije odredlle, a saminm tim da bl ge od-
redilo najpre polje y(u,v), a zatim i polje z(u,v) i time
a0 kraja resio problem odredijivanja netrivi jalnog beskonadéno
malog savijanja date povrii 5, jednaline (2.1.7) treba dite-
rencirazi po ¥ (prvu) 1 po u (drugu), razloiiti po vektorima
‘iu,'iv,'i i upnrqditi. Na taj.aa_naéin dobl ja sistem Gauss

+Codazsi-~evih Jednalina

f LY - 2¥A + K3 = 0,
— 1 -
(0 {4 =Py = (118 - 20z + Tpf s

| | 2., 2 2, .
T rlﬁf - 2{jpe ¢ sz‘

u kojima su L, M i F koeficijenti II kvadratne forme povrsi
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-S, - rsi- (1, 3, x =1, 2) su Ehrietaffel-avi simboll 1

vraste (v. npre 454 ])s

=] - : i F-"' - }3 - .
i,,., x +GE, - 2FF, + hv) Pz . FE, + 2EF, = EE/
t11 © D 11 Y-
OW oW
1 GE_ - FG, r,z _ EG - FE,
Pl i} -FG_ + 2GF_ - GGu) -2 +EG = 2FF_ + FG_
22 oy 2 22 ____2'& 2

gde Bu E, 7. G {laeficijenti met ricke torme povrii 5, a
#° = EG - F°,

Sistenm jedﬁa&ina'(E.l.B) &obija 3#03 konkretén oblik za-
visno od po?r%i'S. ha primer; Za cilinariéni.pojaa pregecen

Qvema paralelnim ravnima definisan vekiorskom jeunaéinom
X = x(8) + v a(s),

gde jé.g luk Jednog rubdba tqs pojass (i to onog ruba u &ijo]
ge ravni nalaszsi koordinaini podetak i éija Je vekiorska Jed-
nadina, prema tome, i‘:_i(g));'ﬁ(a) je vektor na njegovo]
izvodnici, & v& (0, 1], imamo da Je u prvoj od jednadina
(2.1.8)

H » H = 0'

a pud.pretpaatavkonudairuhoviftég'pojaaa ne sadrie pravoli- -
nijskih odsedaka Je |
L% 0O 1, prems tome, Y= 0;

pored toga je
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1 A {5 rl o_ oo
ie 1+ YL(E)) el '
2 2l

12 = O . 22 = O»

gde je A = A (8) Jﬁkalarna tunkel ja takva da Jje 1 + A (&)
>0 & a’(s} :.l(ﬂ)i-

Na ta3 se nacdin dobija sictem Jednadina (v, npr.[W}$J )
2N

3 Ay B = e
1 + vA(s)

(d"»{s“ (sﬂ'ﬁ 0,

iz ko-jeg se odredjuju tunkcije ol (s,v) 1 R (s,v), a pomo-
én ovih se iz sistema (2.1.7) odredjuje'polje.rotaééjﬁ y(s,v)
cilindriénog pojasa. | |
Za beskonacno malo aavijéhje povr3i vaZino je,kao Jednu

od karakieristika te deformacije,istadi da usled tog savija-
nja povrsii svaki njen lini }iski element dobi ja nenegativan
priraitaj koJji Jje 1nfinitaziaala 11 reda u odnosu na parame-
tar defarmacija{}b;{]; to znadi da beskonadno malo Bavijanjo_

nije xeixkixx pradenc nikakvim_saiimanjam.

2e 2. R&ztltati isgitivanja haskona&noqmalug savijania
rebraatih cilindroida 1 bicilinuraida

Predmet ovog radg Je ispitivanje beskonaino malog savi-
Janja prvog reda iyajﬁ novih klasa neregularnih povrsi Gau-

8ove krivine K = 0 ~ rebrastih cilindroida 1 bdicilindroida;
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i jedna i druga klasu povr3i u ovom radu- se prvi uvode kao
objekt iaﬁi;aiivanja difereneijalne geometrije, Ispitivanje
beskonacno malog savijanja rebrastin cilinaroida obuhvaéego
Je u 1V poglaviju. @ V poglavlje je posvedenc beskonatno mas
lom savijanju bicilindroida; pre toga Je, u 11l pogzlavlju,
prouéeno beskonadno malo savijanje neragulﬁrnih'krivih koje
Bu gaatﬁvljene od glafkih lukova.i.koje tekodje nisu dosad-
proucavane u diferencijalnej geometriji, - U tinm trima pogla-
vlijima 1zloZeni su rézultati x® kojekx smo u tom ispitivenju
dodili,

U 111 poglavliju, u razdelu 3.1, ispituje se beckonacno
malo savijanje klase A 1 kiase 3 néregularnih deﬁ po deo gla;
tkih krivih kojima pripgd?ju_:ubovi rebrastih cilindroida ti-
pa g i_tipa B._Zﬁ beakoﬁgéma ﬁala savijunje krive‘iA klaae.h,

¢iJe su singulame talke prelomne, dokazuje se

ieorema I. - Ako je pri netrivijalnom beskona¥no
malom sa&vijanju krive L, varljacija 1 reda duZzine ma kojeg
njenog glatkog luka 1, Jednaka null i krivina se ni na kojem
od lukova 1, ne amanjﬁje, tada Je netri?ijalﬁa.kompanenta po~-

13« brzind tog eavijanja ortogonalna na ravan krive Lo

Za beskonadéno malo savijanje krive Ly klase B, &ije su
singularne tadke povraine, dokazuje se u razdelu 3.2 teoremas
11, &ija je formulacija analogna Tormulaciji teoreme I, wli
&xik se njen dokaz, uslevljen karakterom ainguiarpih.taﬁaka

krive-La, bitno razlikuje od dokaza teoremel I. U istom raz-



12

delu Jdokazule se 1 tedrema 111, kojs se odnosi na neregulare
ne krive &ije su singularne talke delom prelomne, & delom po-
vratne 1 koja, kao svoje posebne Bigéajave, obuhvata prethod-
ne ive teoreme, I

feorema 1., teorema Il i teorema Il1l ulaze u osnove na
kojima se temelji iapitiﬁanje beskonaino malog aavijanja're-
brastih éilin&roiﬁa'tipa A, odnoeno tipa B i meSovitog tipa.

Rebrasti cilindroid jJe deo po deo regularna povrs Gauso-
ve krivine K = 0; homeomorfan Je cilindridnom pojasu, a nje-
govi rubovi su krive klase A ili krive klase B, prema Zemu i
razlikujemo rebraste cilindroide tipa A 1 tipa B, Rubovl obi-
énih rebrastih cilindroids leZe u parslelnim ravnime; takve
povrii su, u atvnri;-panebhi sluajevi opitih redbrastih ci-
lindroids, &1iji rudbovi lefe u neparalelnim ravnima koje se
seku ven c¢ilindroida.

Za beskonadno melo savijanje rebrastog cilindrolda cﬁ
tipa A dokazuje se u IV poglavlju, u razdelu 4.1,

feorema IV, - Pri ma kojem netrivijalnom benkona-
éno melom savijanju rebrastog clilirdroida C,» na njegovim ru-
bavima"ff‘pastagﬁ.praizvoljno bliske Lacke clije se rastojanje
povelava,

Za beskonaépn.mals gavijﬁnjg rebrastog cilindroida CB
tipa B dakaznje se_u'razdaln 4.2 teprema.?, koja Je po svojJo]
fonmulaciji analogna teoremi IV (jer se ounosi na isto svoj=-
‘stvo beskoﬁaéna malog s#?ijahja), 2l e njen dokaz bitno dru-

gatiji,
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Teorema IV i teorema V obuhvadene su opitom teoremom VI,
koja, sliépo prvim dvema, utvrdjuje dovoljan uslov za netri-
vijalno beckonadéno malo savijanje rebrastog cklindroids mesdo-
vitog tipa, to Jest takvih &éije su singulatne linije delom
tipa A delom tipa B,

U razdelu 4.3 ispituju ee opSti rebrasti eilindroidi, to
Jest oni €iji rubovi lezie u neparalelnim ravnima. Zs ove po-
vrii se, na osnovu poznatlh svojstava njilhovog projektdvnog
preslikavanja u rebraste ciliﬁdrﬁidé & pmPareinim rubovima u

paralelnim ravnima i na osnovu prethocdno dokazanih teorema

Iv, v 1 VI, dokazuje

P eorema VI, - Pri ma kojem netrivi jalnom beskon
naino malom savijangu opsStih rebrastih cilindroids, na njiko-
vim rubovimas postoje proizvoljno bliske tacke Cije se rastoja-

rnje poveduva,

Zatim se u razdelu 4.4 posmatraju zatvoreni rebrastli ci-
lindroidi. Xw«o posledica prethoinih teorema navodii ge tecrema
VIII, kojJom se utvrdjule da takva povrs u celom dopusta ne-

trivijalno beskonscéno malo gavijanje, a potom se dokazuje

T eorema IX, - Omotad zatvorenog rebrastog cilin-

sroldsa ne uwopusta beskonséno malo netrivijalno sasvijanje,

U V pogleviju jJe obradjleno beskonadnmo malo gagvijanje bi-
cllindroida., Bicilindroial su takodje deo po deo regularne po-
vrsi Gausove krivine K = D; ali dok Je rebrasti cllindroid
s«ttavljen ou konaéno mnogo %X cilindridnih ElabQVH sleplde-

nih duz eloboudnih izvounica, dotle Je biciiindroid sastavl jen
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od dva obidna éiliudroidé alepijané cué zajednickog ruba; re-~
zume ae, bicilindraid,-inia-tao ni rebrasii cilindroid, nems
ssmopreseki. .

FA™) beeknnhﬁne male ssvijanje bicllindroids najpre se, u

razdelu 3.1, aakaauje

feorema X, - Pri ma kojem nttrivijalhﬁm beskona-
&no walom savijinju bilellindrolda, nx njegovim slobodnim rub
bovima postoje proizvoljno bliske talke dije se rastojunje

povedava.

Uopitenje teoreme X je teorema XI, koja oe odnosi na
beskonaino m&lo savlijanje biecllindrolda ¢iji rubovi leZe u
neparslelnim ruvnima.

L& zatvofane bicilindroide se, u rﬁidélu 5.2;‘kao posle-
dicau prethoinih teorema nsvodi teorems XII, u'napbsletku ée

uokaguje

Teorema XIII, - Omotad zaivorenog bicilindroiia

ne vopudta netrivi jalno beskonadno malo gavijanje.

Time ge ispitivanje beskonaénc malog savijanje rebrastih

cilindroliw i'bicilinéroida'zavréava.



I11. Beskonalno malo savijanje 1 reda
krivih klase A i krivih klase B

3.1, BeskonaCno malo savijanje krivih klase A

vefinici Ja,l. - Za krivu [, govoridemo da pri-

pada klasi A ako je.,I.ﬁ

1) ravna kriva homeomorfna krugu i

2) sastavljena od kona¥no mnogo glatkih lukova 1, 1,
cesy 1 (pri Cemu je, u opitem sludaju, L, u celom nekon-
veksna) koji nemaju-pravalinijsklh odsecaka 1 sastaju se
u prelomnim tadkama By0 By sees 8 krive L
Za beskonalno malo savijanje krive L, u celom, dakle deo

po deo glatke zatvorene, u op3tem sludaju nekonveksne krive,

lokazademo slededu teoremu [4?;-4,2]:

Teorema I, - Ako Je prl netlrivi alnom beskonacno

malom sévi anju krive 1, varijacija I reda

quj@jenqg4911t3E~

duZine ma kod

abeai el ‘Egﬁnﬂka puli dikrivindise ni
na kojem od lukova. 11 ne smanjulje, tada Jje netrivijalna

a bxzing to

komponenia pol.

savijenja oritogonalna na ra-

yan krivehL. ).

Pri tome éemo krivinﬁ k(a)'ahvatiti kao modul izvoda dru~

gog reda vektorske funkcije ’?is) ‘kojom $e odnosni luk defini-

1) U tecremi I nave&ena sSu Samo varljacije I reda du¥ine
luks Jer nam za beskonadno malo’ savijanje I reda varijacije

viSeg reda nisu potrebne, Razume se, teorema I se moZe formud
lisati 1 dokazatl 1 za beskonadno malu seavijanja viSeg reds
krive L,; pri tom bi se, & iskazu teoreme, varijacije I reda

duZine luka morale zamenitil odgovarajudim varijacijsma viseg
reda,
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san, dakle ( z -
X

"?(’-‘) -"‘-“ e ?rof

e varijaciju du3ine luka uzimademo polazedi od talke u kojoj

je krivina k(8) veéa od nule.

J 0 K ez, & ieka Je

i:¥ x(a)

vaktaraxa jadnacira kr1§g LA’ pri cemu Je pauetak vektora x(8)
‘u ravni krive la, 8 je ﬂuaina krive L 8 x(s} je neprakiina
.periadiéna funkcijg 8 periadam jadnaklm duiini krive IA e
ograp;éava;ugi opdtost dallih ragpdjiyangg, posmatracemo krivu
;‘ eaétavljenu Qdﬁ&vaﬁglatkg_lu?g_;l i 12;|vektorgka Jednadlasa

krive LA je tada :
> 4 3

, x{8), 8 < 8 §$ 8.,
(3.4.1) x(8) = | ° 1
| _.i(a). '8 < B S 8, 8= 85,
gde su 8, 1 8y (8, = & ) sicgularne talke te krive, a kra}
‘vektora x = x(s) apiauje adgavérajuéi luk 1, krive LA.

Kriva La Je definisana tako da, oéigledno. prlp&da klasi
krivih sa ogranicennm varijacijom zaokreta u amialu Pogorelo-
va{]% 0], sa konaénu mnoga prelomnih ta&aka. Pagaralov Je do-
‘kazao da krive sa agrani&annm varijacijom zaokreta imaju u sva
k03 8v03jo04 taéki-levﬁ“lwﬁennu“pnlutangantu 3 da su rekiificibk
‘bilne. Ka oﬂnavu.tbg prvog etava, za regularne vektorske funk-
cile x(8) pretpostavidemo.des dopudtaju regularna produiénja |
preko krajeva 8, - 1. 8 luké?n:11 (L = 1, 2), & drugi.
stav iskoristi¢emo kesnlije, prilikom integracije,

Ofigledno, u sirgularnim talkama 8, krive LA Je

2 A 2
'%(sa) -'ft(az). x(al) = i(sl) | (92 39).

1Y



1¥

a na 0SNoOvu definicije krive L,, 1o Jest na osnovu prirode

ﬂjenih aingularnih tadaka 8; Je

4

e -+ -

[ x"(8,"}, s, )| # o,

ﬂ‘i'.r —m """‘r ""‘

LX( )s X (3 )1“:/A O,

' - | +— ‘;—‘I =+ ""'""J' ;'%'f — »
gde su Ba X (s Yo (s ), (ad‘), x (a0 )} obeleZeni
desni, odnosno levi izvodi funkcija x(s) u tadkama 8, = B,

i Bl-

Jednoznalan je u svako]j tacdki krive Lﬁ‘

Kako se lako moge videti, Jedinicni vektor binormale

iEeka'je dvaput'népfekidni diferencijabilna vektorska
funkcijas z(8) polje brzin8 beskonalno malog savijanja krive

detormisana kriva L odredjeﬁa'je tada vektordkom jed-

L,s

A? AE.

nz2éinom =

(3.1.2) x. = x(8,€£) = X(8) + £ 2(s),

gie jeo & parametar tog savijanja, & 3z(s) Je periodidna

vektorska funkcija s periodom Jednakim duZini krive Lye
U sludaju beskonadno malég savlijanja krive LA’ za svakl

njen glacak luk 1, va¥i diferencijalna jednalina

(3.1.3) o ax "'d'*i ‘= 0,

na oanovu kcje dobijama ualov koji treba da zadovol java polje

brzinf z(s) tog savijanja.

(3.1.4) iz =[ 7, dx |3

pri tom je vektorska funkcija F(8) polje rotaciji tog beskon

nadno malog savijJanja. Iakle, na svakom glatkom luku 1i po-

l1je brzind %Z(s) mora‘zadovoljew ti uslov (3.1.3); ko3l moZe-

mO napisati 4 u obliku
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ot

E' = 0’
sde je t(s) Jjedinidni wvektor ta,gente luka 1~.
Kako je iz (3.1,2)

d¥, _ dx A3
3 d s s’
AT A% d'z
e = 4 £ P
T A A
pri Zemu treba imati'w vidu da Je
o P | \ L«
ii" 2\::_ !f'- — k(ﬁ)f l’\l‘ (DL xf.‘t‘ = ka’;-’i)/
y ot - , RN ¥
napasradna doul jamo dafjo L o
\uz ) ow-) t ERTR \ s 7
ili ,
L I L N Y-
T, =T k{_e.)J #221 “4 2t (27)
gde  éemo aabirak P é(m") ... zapemariti, 8 abzirom na pretpo-

stavku teareme I da. Be krivina k(s) ﬂ;ﬂmanjuje ni na kojem
glatkgmAluku kr;xpkhﬁ, 1z gornje relavcije prolziazi dJa Je na

svakom glatkom luku krive i, =

g
to jest

Lakd Je videtl da noljle brzina besxonadno malog savilanie

cele krive L, morﬁ'takoﬁje sadovol javatl uslov (3.1.3).

A
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Nainme, ako je vektorakc'polje z(s) trivijalﬁo, tada polije
‘rotacij@ ¥(s) mora biti konstantno, vecimo y(s) = ¢

(gde je <c konstantan vektor). U tom s=lucaju integracija di-
farendijalne jednadine (3.1.4) <SuzZ svakog luka 1i daje odgo-

varajuée polje
2(s) = & + [& %),

u kojem je =a takoije konat&ntan vektor 1 koje Je,zboz

A 2
'x(si)' = -x(si) (1 = -1, 2),

jednoﬁﬁaﬁﬂa na celoj ffi%oj'LA.
Ako, pak, vektorsko polje z(s) nije trivijalno, - a
nas upravo iej slucaj intereanje. -~ ono ¢e imatl 1 jednu ne-

trivijalnu komponentu z(s) takvu dz je

- . 3
(3.1.6) Z(s) = a + (&, X(s)| + Z(s).

Prema tome, 1 t:g?ijalna i netrivijalno polje brzind
beskanaéna mmlag havijaﬁja krive LA u celom Jjecnoznaéno je ns
celaj krivoj 1 zaista zadovaljava uslov (3.1.3); stoga Je
gednacina (3 1 3) direrencijalna jedphcina beskonacno mulog
tagvijnnja te krive. . .

N o druge strane, kako vektofako polje % 8) mora, pn pret-
ﬁoﬂtavcl teoreme I. zadavoljamati uslove (3.1l. 3) i (3.1.5),
oalpleuna je da u Bluaaju netrivijalna? beskonaéno malog savi-
janja mora i vektoraka'xunkcija z(s) zadow ljavati te uslo-
-ve. Xaime, |

ey
1

o i e o - | . *
dX dZ = 0 = dx____[_c.‘-dx .+ dX dz

= 0,
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te Je zrletls
dx dz = O,
a & iruge &irane

el 3 S -":j -

x"2°° 2 0 = X“7ile, X
tako da Je zaista
X

i"'g" 2" G.

Stoga umesto (3.1.37 1 (3.1.5) moZemo piesati

| . x
(B-I-BT i‘ﬁ' = 0,
odnoano
| k.
{(3.1.57) x“z2"° > 0,
111
.y
(3-1-7) { E' = G,
- T
(3-1-3) n z" '>/..- O‘

gde Je T = T(8) Jedinidni vektor tanzente, a - n = n(s)
jedinilni vektor normale krive L,, a kako Je x°7 = kn 1,

po pretpostavei, kriva L. ne sadril pr:volinijskih odseduka

f(ﬁta znadl da nule funkeije k() ne icvpurjsvaju nijedan od~
gecak) 1 krivinu k(ﬁ) amatramo neneg&tivnam.'imamo prava da

umesto (3.1.577 napifemo (3.1.8).

1

Ako sa t abeleiima-jeﬂiniﬁni vektor tangente luka 11.

iz {3.1.7) éemo za bs = 8 imati iegtovremeno
' ; *

(3.2.77) tsg) 2°(ey) = ©,

| | (i = 1, 2)

e i

Fal

+*
(8,) 3'(51) ~= O,



Keko je, na osrove .efiniclije krive 1.,
A 2 .
[_E(ai)i fiﬁi)jl?r L

(to jest, 8; su srelomne t-8ke krive Lﬁ); iz jednaﬁinﬁ (3.1.7]

zakljuduiemo da 3e u tadkama B, (i = 1, 2) krive L, vektor

L.
z (e) ortogonalan na ravan krive L,.

”

5 obzirom na to da je n° = <kt (cie je kX = k(s)
kxrivirna krive), levu stracu relacije (3.1.8) moZemo na?isati

g obliku

3y

X _ ~ e - X
z:: -r) - nrzr - (nz;): + kt z:'

N}

a kako je, po .efiniciji beskonalro malog savijanja, unutar
svakog luka 1,, 2 po prethoino izvedenor -akljulku iskodje i

4 kfajevima svakog luka 11

-obijamo da je na celo) krivoe] I,
n_z" = (B &

stoga <cemo umesio relacije (3;1.8) pigatl

ili, sto je isto,

Integraci jom dvng.diferencijala duz luka 1i Jdobi jamo
(3-1-3) - n g‘ F O,

jer je, na primer cuZ luka (al, aé),
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| o _r ~ >
(3#1-10) gd(n z") = (1}

'): ,
b a

34
a8 kako Je u tackema s; (1 = 1, 2) vekior

Nk

"

Bk

ortogo-
nalan na ravan krive 1 _, on mora biti ortogonalan 1 na n(s),

tako da Jje zalistia
Fi;ﬂ(S%‘ 2 (31) = (1 = 1, 2),

te je, prema tome, integral
2

- %4
34 |
1z (3.,1.8) neppsreano gzakljudujero da je u svim talka-
-

ma lukova 1i vektor z° 'arteganalan ria ravan krive LA’ 8to

gnac¢i ca ga moZemo n&piséti u obliku

- %,
(3.1.11) z° = g(s8) b,

gae je b konstantni jediniéni véktnr'ﬁinormale, a g(s) je
neprekidna periodiéna funkicijh'ﬁ periodom 3ednak1m duzini kr
krive L,. o | .
Integracijom diferencijalne Jednaéine (3.1,10) dobijemo
vextorsku funkﬁiju z(e) takvu da traeno jednozna&no vektor-
sko polje z(s), to jﬁat jédnoinaéno polje brzin8 netrivi jal-

nog beskonacno malﬂg savi janja cele krive L ,'dobija oblik

| A
zZ(e) = & + [¢, Xs)} + h(s) b.
‘= Teorems je d0kKazana.
Napome na., » Kao svo] poseban sludaj teorema I

obuhvata'o:;gov'arajuéu teoremu K.V, Jetimova B‘?f'z’l’ kola se

oénosi isxljudivo na glatke krive.
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Heskonacno mako 8savi janije krivih kxlage B

51ié&no krivim L, definisademo Jjo3 jednu klasu deo po deo

glatkih krivih &1ijs demo beskonaéno mala savijanja ispitivati,

Definicija 2. - Za krivu LB govoridemo da prip
pada klasi B krivih ako Je Ly

1) ravna krivae homeomorfna krugu 1
.:2) sastavljena od konaé¢no mnogo glatkih lukova 11. 12,
ceey 1n (pri Semu Jje L, u celom nekonveksna kriva) koji
ne sacrie nijedan pravolinijski odselak 1 sastaju se u

povitatnim tadkama B , 8y eesy B, = 8, krive IL.,.

o
Za beskonatno malo savijanje takvih krivih ovde demo do-

kazati sledeéu'tearemu:

Teorema II, - Ako je pri netrivijalpnom beskonaéno

malom savijenju deo po deo gimtke krive L. varijacija I

latkoz luka 11 jeinaka nuli
i krivina se ni na kojem od lukova'li ne smanjulje, tada

de netrivijalna komponenta galja brzind tog savijanja

ortogonalna na ravan krive IL,.

reca duzine ma ko

Ragume se, i u ovom alﬁéaju varijaciju duZine luka uzi-
mademo polazedi od tadke u kojoj je krivina veéa od nule, a
| Alhoatet: _
krivinu k(&) J&emo, kao 1 u 3.1, 'kao modu# drugog reda vek-

torske runkcije Xx(e) xojom je odnosni luk definisan.

Lo k a z, - Kako krive LB predstavljaju u 1zvesnom smie-

slu granidni sluaj krivih L&'koje smo definisali u 3.1, 2za
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njih de u'izﬁeanba'méri vaZziti ono 3to je ved izvedeno u do-
kasa_teoraﬁa I; stoga demo se sada zaurzatl samo na karakte-
- ristiénim momentima dokaza koJi su razliditl od odgovarajuéih
momenata u dokazu teoreme I,

Ha,égraniéavajuéi mogudénost izvod jenja opitih zakljulaka,
dokaz Semg 1zveati Za irivu Ly s dvema povratnim tadkama
(6, = o

1 2
kog luka 1i krive”pﬂfvaii iiferenci jalna Jednadina

= 7)e Za beskonadno malo ssvijanje svakog glat-

(3.2.1) . - dXx dz = O,

:pri'ééﬁn je, u netrivijalnom sludaju, vektorsko polje brzini
tog sevijanga '

(3.2.2) z(s) = a + [p, x(sjl + z(8s),

gde su a 1 ¢ konstantni vektori, a 2z(s) Jje netrivijal-

na komponenta polja E(a), kéja, oéigleéna; zadovoljarvra uslov
| - = §

(3.1.1’) | L dx dzl = 0.

Kako je u povratnim tadkama 8,

oy

dx (Sii) _# qqir(g;ﬂ)gg,

to uslov (3.1.12), 111 (3.1¢12°) 1z 341le vazi 1 u talkama B, »
| | e -

‘pa, prema tome, i na veloj krivo] L,. Dakle, vektor 2°(8)

Je duz cele krive Ly ortogonalan na vekior x’(s) tangente

te krive:

(3-1--1"') | f E' = '0;-'

3) Pretpostavljademo da se funkcije Xx(s8) mogu regular-
no proiuziti preko talaka 8,
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S druge sirane, na svekom luki 1, vazi uslov
>

(3.2.2) nz"" > 0,

knji se, kno 5i0 Je pokezando u 3.1, moce izraziti u obliku
-

(3.1.14 ") A{nzg’) > O

1 koji, zajeino sa uslovom (3,1.1277), treba da zadovoljava
"
tunkcija 27°(8®).

Jko 8¢ 1 relsciji
EY,

2°(8) = [ & X(8Y) + 27(s8)

konstantni vekior ¢ odredi tako da Jﬁ'u povrainim tadkama

Bi (1 = 1I 2)
= 3
(3.2.3) E(si) = O,

tada nam pol tim granicnim uslovime integracije diferencije-

18 {3.1.147) 2u® luka 11 da je

- =
nz" = (O,

®
3to, kad pe uzme 2 obsir 1 (3.1.12°°), znadi da je vekior z°

ortogonalan ne ravan Xrive ia. Na isli nedin keo 1 v dokasu

‘teoreme I izvodime sada gzkljudak da Je tads jaanoznaﬁnuq)
. .
nétrivijalna xomponenta 2 Dbeskoradno maloz savijanja krive

L, ortozonalnz ns raven krive LB' 3to Je 1 irebalo dokuzati.

o
Naponmnena 1. - U sludaju da kriva Ly ima samo Jed- ]

nu singvlsrnu povratnu-taﬁku B, = 8y, integracija diferen-

-
) ko Je videtl da Je u povrainim tafkama krive jedi-
nifni vektor B binormale je:inoznadsn.
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cijalsa 4{(f £°) Juf cele krive daje, besz ik.kvih granidnih
uslove, 10 z2° = O, odakle se izvodi ortogonalnosl vektora
Z°(8) na ruven krive L.,

Fapomena 2, ~ ZLa ravne deo po Jeo glatke 1 ho-
meomerrne krugu RXrive LAB koje imaju konadno mtogo prelomnih
i povratnih tadaka u emislu neiih deriricija 1 1 2, oéiglcd--
ng je ‘o wvazi

» e 0T ema III., - sko le gri e

no malom savijanju krive 1., ip-varijaciia I recs duzine m

kojez njienog glatkgq iukg 1, Je neka nuli 1 krivina se
ni ra kojem od lukova 11 rne smaniuie, taﬂa Je netriviaa1-|

ng komponenits pollis brgin& Loz savilanis nrtovcnalna ng
ravan Krive Mﬂﬁ

0ok & 2 Ove teoreme ZaSnivi se e koriidenju odgova-

rajuéih elemenuts Jokaza teorems I'i teoreme I, te 1z tog

razslogs rema potrebe d= g ovie izvodiimo.

1?eargma.III_abuhVﬁtn ka0 8voje posebne slulajeve teoremu

i1 teoremu II.



IV, Beskonaéno malo saviijanie I reds

otvorenih i zatvorenih rebrastih cillndroida

tipa A 1 tipa 3

4e1, Beskonadno mulo savijanlde rebrastih clilindroildas

tipa A
~efinieija 3. & Otvorenim rebrastim cilindro-

idgom ili, kratko, rebrastim cilindroldom zvalemo povrE
C Gausgove krivine ¥ = 0O, koja je s .gtavljena od konal-
no mnogo regularnuh delova 1 ima slededa svojistva:

1) homeomorina je cilindric¢nom pojasu;

2) ogranilena je dvema zatvorenim krivim Lt i L2 koje

le?e u paralelnim ravnima, nemaju nravolinijskih odseda-
ka i sastavlijene su od konaldno mnozo glatkih lukovag
| 3) rebra povr3i C, to Jest 1lini je <§i_ (i = 1, 2,

seey n) -uz kojih su sastavljeni rjeni suseini regular-

ni Jdelovi, u stvari su generatrise povrii C,

e finici ja 4. -~ Rebrasti cilindroid Cﬁ_takav

da duZ njegovih rebara 51 njegove tangentne ravni uglo-

; ve ©, razlifites od O i 0d ¥ pripada klasi povrii ko-

je demo zvati rebrastim cilindroidima tipa A.

Povri Cq J€& razvojing; poamsirsna u ¢elom, cna Je neregu-

larna, rekiiricibilna u Lebegovom sm131u6§ i1, u opitem

e ks wE e A dhk Gl TR IR R I gy A ey s o ulibe e AR vmERE O demllh MRS B e

| ST'Lebegova detinicija r&kiificibilne-pavréi glasi:
Povr3 & koja je jesnsdinom § = XxX(u,v) definisuna u da-
o) oblasti D ravmi (u,v) nazivamo rektificibilnom ako
svako] rektificibliinod krivo] u oblastd U odzovara rek-

titicibilna kriva na povr3ii S,
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- Bluéaju, nekonveksna; njenl yubovi su krive klase A, 23 kojJe
emo u 3.1. d0okazalli teoremu 1I.

Zg rebraste ciliniroide tipa A dokazademo slededéu teoremu:
i'l"]‘;)'?z]’ ' _ |
leorema IV, - Eyi ma kolem neirivi

O melom 8avi u rebrastog cllirviroida €., na nilegovim

rubovima i, i 15 postoje proisvolino bliske talke ile

se_rastojan j

DOYRLEVa.

0 kK & 2. - Jeoresmu 1V demo dokazell s povrd C. kajn ime
8210 iva rebra %‘1 1 52. 5t2 nimalo nede ngraniéiti moguénost
de B¢ 1z tog :dokszs izvedu opiti sskijudel za beskenadino malo
swvijanje rebrastog cilindrpida kodi imz vile o0d% Uve rebrs.

Leka Je

- il(s) + v ale), 8,X B <8y,
(411-1) E{E!v) - { - -
- | - ;l(ﬂ) + v als), .315.2533.2

(Lvs1l, 8, = sa)

vekiorska je nadina pavr&i_cﬁ. gde 88 preilpostavljia da e po-~-

Eetak vektora X(s,v) naluzi u ravni krive Li i da regularne

3
tunkeije x,{(s) (2 = 1, 2) dopuitaju regularna produZenja,
‘a a(e) Jje neprekiina periodilna funkcija & periodom Jednakim

duzini krive Li e LR ¥V = Q 1 v = 1, jeineiina(4.l1.1)

derinise rubove i' i Ii povyrii Cus 28 8 = 8 (L = 1,
2) one deriniSe redbra Gy 1 6, te povrii. 03igledno je
L A 2

Sto gnaedi de je vektorske funkeljs X{(s,v) neprskidna, s na
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ognovu definicije povrsi GA, to jest na oceanovu prirode singu-

larnih tadeke krivih L, 1 Lﬁ Je

o~ A 2.
C b LE (e, Ry(e )] #F 0,
(4:1#3) ) A 2 _
- + - - :
i[_::l{aa ), ¥{(s ") ] # o,
il 1 > 4 2

zde su xi(ﬁé*}, x{{sl'j. xqy{8, Yy xi(aé‘) respektivno de~
sni i levi izvodi funkcijl il(ﬁi u tadkseme 8, (1 = 1, 2;
8 = Ba?‘ B - .

Za razvojinru povrs C. je
A »

L

(4.1.4) wle) = A(s) Xj(e),
Zde Je neprekidna periodiinms skﬁlﬁrna funkcijn..lis) tukva da

:}a“ 1l 4 %(£)>.6 i, 2a @& . = €y

-

(e, = Mley) F7(s0),

a6s) = A(sy) F(s,t).

teka Je z = Z(s,v) polje brzind, a ¥ = y(s,v) po-
l1je rotacijd veskonadno malog savijanja povril Cﬁ. Kao 3to Je
goanato[33r2j. ns svakom regularnom delu povrii C, vektorska
funkeija Z(s,v) sadava}jmv# JeingZinu oblika

E

(4.1.5) dF 43 = O,

iz koje proigziaze Jednaline

o

(4-1‘-._6) 42 = L%, d%] {1 =1, 2)1. r

¢ <
zie su x(8,v) = X,(8) + v a(8) vektorske funkcije kojJe
<efini¥u odgovarsjude regulsrce delove povrdi C,, & ¥(s,v)

B8u poljs rotaci}f na tin delovinma,
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o DBROVU Opite teorije beskonudno malih savijerjs (v.
2.1)s vektori §ﬁ i §v - igvol wcktora rotacije y(s,v) -
leie u tanzgeninod rsvni povrsi Cﬁ, taka s ih, zs svaki regu-
laran deo povril C,, moZzemo odreciti i1z ciligovars judey sistema

narcijalinih diferencijelnih jednadina:

v v :. T oL
(4{ }\1 | a - - "v | ”
I — X 1
V

1
diferencijabilna ﬂkﬁiarﬂﬂ funkei je oiiﬁ,v). E (as,v) 1
X—(a,v), koje se u nijime Jabljiaiju, odre-juju se iz odgoviraju-

eg sistema Caus-Xodaclfevih Jednalins

) Y 1
( L'y — 2Md + Npg =0,
v n 12{1 - i3 ,E-E“
(4.1.8) '\l o, _~ a‘ﬁ-— \*Y‘“ -—F.ro P;z + FH,
; . 2 . 11 : iii R P} (=42
k%d":ﬂ*w&“‘ ak\"‘M — 2y, ¥ A, N /
T v

zie Bu i, ¥, ;. koefliciJentl 1l kvedreine forme rezgularnih de-

lova rebrasior ¢ilind oida Cﬁ Fako povrs C, ima CUauseovu kri-
‘L

vinu X = G, kosficl Jentit ¥ 1 X su ldentidki Je: nakl nuli, te

Be prve ol Jednalinf (4.1.8) svode na

Y
La‘ = O (1,1’ 2):

& obzirom na to ia Erive *i n Lg ne sadrZe pravolini jske o

olselke, iz pornje JenzZine se neposTe. els) zakljucuje da koau
fieijenti 1 ne m*u Llti Jedrakl null, tako da preo: taje.yﬁd S I8

Jeled tpze se gigilemi (4.1.8) svode ne vi 2leleda sistems:
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o

tijomr se integracijom dabij# op3tl integral

> R
| L |
(4.1.10) y(a,v) = “A{(s)i'asv - 3,(s) E(s)}da -
Y ‘
- X A8 5(s) + &
1 + viie) v

(31_;1( 8 < 8,3 i=1, 25,
u kojem su A.(8) 1 Bi(s) - prolzvoljne ctxalarne Tunkcije, &
c, Je konstentsn vekior,
Laveilemo oamo nekoliko $Bieza te intezracije za Jean
0s regularnih delove rebrasiog cilindrniﬁa'ﬂg- Ksjpre Je is

A; {4)

L, v) =

A

CA 4 ar XY

bl

) ~ v A8 (
= e . ~ {3)
b (3 V) 08 %-&+v%4ﬁ) +-'Bi _}’

% proizvolinim ﬁkalarnim'funkcijﬁma ﬁ{{ﬁ) 1i'Br(s). & osnovu
(4.1.7) 1 uzimajuli u obair Za je gi = 0 1 a’'(s) n)\(a)iiia

{u regulsrniz tadkama), lmumo

;A + - T b
| Y, = & (1 + va(s)) xi - B a,
t - |
(4*4:?) i A

tako dx nun integracdjs totalrnoz <iferencijala



dy == ?_ﬂ& 4 y?dv

daje vel raniie naveieri on5tl irntegral

< 3 _ o
Few) = | [age) Fte) - Bi(e) A(e)} 2o -
J:.a
v a{e) _
— . a(s) + ¢
1+ vi(s) t

- p0lis rotaciild na regulsrnim delovime povr3il Coo koja su ne-
trivijalns 2a c 7 O, Polje brzind z(s,v) bide jednoznudno

ra celoj povrii C, ako Je du¥ ‘31

L ' : .
zde su 8s = X{&,v) obelefeni vektori Xx(s,v) koji opisuju
odzovarajude regzularne uelove povrii Ci. 4Aako Je .uk G;i

2 4

v
iX & dXx = X_ v = 'i(ai)dv,

prethodnu relasciju moZemo naplesti w obliku

7. | A .
€4.1.11) y-F.a] = O (i ©,),
111, poito stavimo
(4.1.12) _ Foa] = O (Lug 6 ,).

Prema iome, dui rebara Efi vekitor rotsecije y(s,v) kolinea-~
ran Je 8 vekiorom 3a—aﬂvﬁk%eruu“3(ﬁ),ili, 5to Jje 1isto, koline-
argn je 8 Jje iniéplm vektorom tungente Jui gzvoinice povrsii

Cﬁ u tadtki By 3
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| 2 4
(4.1.13) ECEi,v)' - §(si,v) - \?(ai) f(ﬁi,v).

Da bismo lokszali teoremu IT¥, trebs di iz opiteg integra-
ls (4.1.10) oldredimo vektorsku funkeiju y(e,v) oia pre. ctav-

l1ja polje rotacijsé ﬁnog retrivijalrnog beskonadro malog savije-

nig povrsii Cﬁ Prl kolem se na krivin L% i 32 ragtojanja talaka

poveduvaju., Izveiiemo indirektun dokaz roluzell ol pretpositave
ke da e pri irafenom netrivijalnom'heukxnaﬁna'mﬁlam savijanju
rebragiog cllindrolde CA gve tetive niesovih rubova Li i Ié
smanjulu 111 su staclonarne. Tads se, ko 5to je cokazao .V,
Jefinov [4‘2;2_], na regulatnim lukovima ovih krivih krivina ri-

3

gue ne smanjuje i, ne osnovk nule teoreme I, na rubovima 1, 1

Li rebrastog cilindrﬂi&i'té polje brzing imas netrivijslinu kom-
ponentu ortoronalnu na ravaen krive ii (111, 8t Je isto, orto-
gonalnu na ravsn krive af). Ovo, medjutim, zpadi da ns tim
krivim vektor raﬁﬁeija y(s,v) mora leiati u niihovo3l ravni,
ito, Ksd 2 3035 uzmu u obzir relaciie (£.1.7) 111 (4.1.7°), ko=
je igrugavsju éinjenicu la se u resularnim teckame povesi Cﬁ

vekiori ?E i §v nelaze u tangentndd ravni povrii, dovodi do

zakljulka da Je

(4&1114) (5(3'0) L (5 (ﬂ.l) -~ f}t
e tal nadin 2obili emo konturne uskove kojJi su nam potrebni
za odre.Jivanje vekiorske funkcije y(s,v) koja zadovoljava
polagnu pretpostaviu. |

sakle, iz (&.1.9'3'33

as(8)  = c{l + Z.(ﬁ));

(1 = 1, 2)
ﬁi(a) = U,
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te 8¢ 1z {(4.1.10) Bauz <obiie

y(8,7v) ?(1 Als)) X (8} a2l a( )1 c,;
a,v) = ¢)Jl{(1 +A(m)) x7{(8) dg - ales)i+ ¢
d ‘Lu‘ 177 1+ ¥AL8) Jot

{ﬁ.i‘l< g 'S-:.. Ei; 1 = 1, ?)'
ouakle je, zbog (1 +A(s)) Ei’(a') = 52"(&) i Eg(a) =
il(s) + al(s),

(4.1.15) y(a,v) = cg?l(a) > *;lwitf—T 5(&)} + C;
+v A {s

(i - lj 2)!
Ovo su poljs rotacliJf za regularne delove ovril C,j ocigled-
?
no, te rolla su netrivijalne za c;ﬁ'ﬂ.
hw evakom rebru 6"1, n& primer ne rebru Ga (sa & = s
= 8,), im0 ua Je

1+vA(s) 0
f4elells) |
V{si_4v) = ¢ xX,(8_.) + e 2 (8 ), 4+ € .
e 170 1+vA(e )  © ) 2

u2 8vakog rebra § 4 Je, na osnovu (4.1.12), vexlor ro-
taciide F(s,v) kolinearah sa odgovarsjudirs vekiorom a(s);
premu (4.1.11) 1 5 obzirom e (4.1.16) 1 (4.1.2), ta) vektor

rotaclje Je u ovom slulaju

_ z . - -
(4.1.17) y = §F - § = 8 - & = &

ako vektorl a(s,) 1 a(s;) nisu ¥oclinearni, iz (4.1.12) i
(4.1.17) proizlssi ds Je iuk G, F(s,v) = O.

Uslov f4.1.17) moiemo, & obzirom nsa {4.1.13), preistavisl



u_ﬁbliku
2

y - = ¢ = v 4 { V= cost.) {duz 61)!

s

£5j1i 4ma odreljerno geomeirijako znadenje. Naline, kukxo Je
t = t(s,,v) jeilni¥ni vektor tangente .ul izvodnice povrii
i
'\’ = _—L
d£
brzire rotaclje jeone tangentrne ravnl sui te izvodnice u o0.i-
nosy na drugn tangentny ravan.
3 . < .
A i ko vektor

y{s,v) mora lelaitl u ravni ovih krivih, ltaia, ns osmovu pret-

Ao Se ime u vidu dinjenica de nae krivim 1

ho.rnog, neposreuno gakijucujemo ia Je na rebrimz povril C,
vektor rotaclie ¥(s,v) = (. Prema tome, bez absifa ns L0 @
11 sy rebra rebrasioz c¢llindrolda paralslins 111 to nisu, pri
netrivi jalooxm beskonsino melom ssvijaniu ove povrii ons se
xredu ku0 Xruto telo. ¥a ta)] nwxéin, Je.rozcalnout poljs rota-

cill ns celoj povrsi C, obegbe. jerna je ako je

| A
(4.18) §(Ei,?) = O (i = 1,2),
& to gnaci i je duz svike igvounice = Uy to Jest ugao &,

izmesju tsngeninih ravni stacionarsn.

& druge sirare, za v = 1 Je iz (4.1.15)

fﬁ'

- cil,
zde smo stavili E; = 0; pri tom n tedkima 8, vekior y mora

biti Jecrsk nuli, & to znali da je na celoj povrii

(4.1.13) yi{g,v) = 0,
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to Jest, pod udinjenom precpostavkom, ne povrsi €, ne nostojl
retrivijalno beskonedno malo savijunje.
’renae tome, pri net rivijalnom besikonaéno mal om aﬁvijanju

% i L2 e

7%

rebrastog ciliniroidas CA xxx tetive njscovih rubove L

povedavaju, 3to Je 1 tredulo dokezati. - Svorema Je dokazana,

Y« pomen &, -~ Yetrivijalnom vekiorskom poliu rotaciis

(4.1.10) ) |
F(8,v) = g{ﬁ.(a)ii - B'(s)ﬁ'}m - 2 ae) o
| 14 vi(e)

SA—a
zde 8mo, ja;naﬂtavﬂnati rail, sisvili cin G, daje nan Jeono-
gnadno polje brzing z{s,v). Ovo polje we Jﬂhiji intesracijom

totalrog uﬁfarﬁnﬁijﬁla

zie Js

ax = ax{e,v) = igdﬁ + ivav,

to Jest, 2a povri C

dix = (1 + ?l(ﬂ-))iidﬁ + @ dv,

a y(8,v) jJe prathoino nadjeno polie rotaclj@. mkle ie

1 A
| E(a,ﬁr) - 5.[5(,,(3). ia(a.a)};m & S{f(a,v), iv(a,v)j dv +C
i 0 |
i1}
E(ﬁ,ﬂ & [S.{‘A(E)I - 3 (n)a}aﬁ, ii’] ds +

A~ D

[ Q{A(a)xl - B (a)a}da, E:Bv

*
-4
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cilivcairolis

ﬁ.é. Seskonaéno mslo savijanje rebraetlilb
tipa U |
Polazedi o4 opite delinicije otvorenlh rebruastih eilindro-

1da (v, 4.1, defiuicija 1), delinisalemc sads rebraste cilan-

iroide tipa i,

Cefinicija 5. -~ Rebrasii cilindroid Cg takav ia
duZ njegovin rebsra S, njegove iungentne ravni grade
uglove Qi = JU pripa&a_klaai povrii koje Jdemo zvaiil re-

brastim cilinuroidims tipa 8.

Rao § oovrs C,, 1 rebrasti cilindroia C. je rasvojna poe

A 3
vrd koja je, posmatrana u celom, neregularna, rektificibilina u

12 115, koji le-

.ebegovom smiclu i1 nekonveksna; njeni rubovi
Je u paralelninm ravninma, pripedaju klesi igv 2@ koju smo u

3.2 Z0k«zall teoremu I1I.
Jedncotavrnostl reil, u ne ogranidavejudi opitort daljih
rasu:jivan e, pogmatrsdsmo redbrasti ciliniroil ,ﬁa 2a samo Jed~ -

nim rebrom © . 7ektorskas jeinatins tukve povrii jJe

5
_E(B.v) - 31(3) + va{e) (0L v<1l),
: %ri Eie'mu Je
X = il(ﬁ)
je.rnadinm ruda Lé povrii Cy (pretpostaviil smo Ja se pofelak

vektora X{(&,v) nulazi u ravni krive 3;), iy DO ﬁgfiniciji

novrsi neprekidna peric iléne vekiorska fu kcija il(ﬁ). 6

Fi |
perioiam jeﬂnakim suzini krive Lé, takve Je da Je
- -, - - . '1‘
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| . .
gde Jje s, singularne tadka krive L.
Za beskonalno malo savijanje povr3i C. dokazademo sledecu

Lteoremu:

Teorema V.- Prdi mas kojlem netrivijialnom beskonacno
melom sxvijenju rebrastog cilindroils C., ns njlsgovim ru-
bovima L%lg_pg postois proisvelinc bliske talke cile se

poveluve.

T o0 ke g ove teaiamn.’uparedjan ¢ dokazom odgovarajude
tgaremu ITI, ima kuo Jedinil biiro nov moment pozivaenjie ns teo-~
remu II umesto na teoremn I. I teoremu V, kuo prethodno teore-
mu 17, aokazujemo polezedi od suproine preipostuvke: :ia se pri
neirivijsinom beskonsdno mslom savijanju povrai CB .!'lﬁ njenim
rubovima léui Eg kakkt Bve tetive smanjuju 111 osstaju ctacionar- |
ne. ;}va.pntpaatwka, gajedna 8 teoremonm il, dovolii io istih .
konturnih uslova koje amo dobill i za povr3 C, 1, rna ;aﬁ nalin,
<o analognih integrala ?(B,v) kojl predztavljaju polja rotaci-
J& ns regularnim delovama povrii C. (411, ta&nije releno, u re-
gularrim tuCkums psvr§1 CB). Zahtev da nu caiaj povril Cy po-
;jﬂ ratacijﬁ y(8,v) buds jaﬂﬁoznaénb.&avaﬁi 40 3akljuéka la

je ne ssmo Jul rebra ‘5; nego i na celoj povril Cg

?{3;?) L 0,

310 znadl Hda nol gng prutpaata#ka ne dovodi ni do kﬁkveg netri-
vijalnug polja rotaciji, ved is se, nasuprot tome, pri natfivi-
Jul-om beskonaino malom ssvijanju rebrasiog cllindroida C, te-

tive niegovih rubova 3aiata-paveénﬁéju. - Time je teorema 7V do-

bszana.
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2. uBigleano Jje .a su teorema 1Y, kojom se iskazuje ka-
rakteristidno svojstvo netrivi jalnog beskornalno malog savi-
janja rebrastog cilindréida tipaz A, i teorsma ¥V, koljon se
iskazuje karakteristidno avéjstvo netrivijalnog beskonaéno

malog savijsnja rebrastoz cilindroida tipa 3, obuhvaéene ana-

lognom op3tom teoremom o beskonadno maiom savijanju rebrastog

cilindroida C,, me3ovitog tdpa, tj.takvog rebrastiog xilin-
droida ¢ije su singularne talke na rubovims Jdelom prelomne,

a delom povraine,

T eorema V1. - Pri ma kojem netrivi jalnom beeko-

nacno mal om deijanﬂu rebrastog cilindrolida C AR® D@ njie-

govim rubovima

ostoje proizvolino bliske tzike &ije se

rastoizrje povedzva,
2o kaz teoreme VI, rosle izve.enog dokaza teoreme 1V
i agkaza-teﬂreme V, sastoji se u kori%éenju elenmnata,oba 0~
va dckaza, kao 1 u koriq"enju teoreme itd, kcja se odnosi na
besaonauno malo savijanje klase krivih kojoJ pripadaju rubo-

vi rebraatog cilindroida CA i kmju amo uﬂkazall u 3.1.

. )

Ako se, jednostavnoati raci, ispituje povr§ C koja

AD
ima_sampldva rebra , 1 to jedno - 5:0_- koje spaja prelomne
tatke rubova i drugo - G7y "?9J¢ ppaja pavratnaftaékeiru-
bdvg, tadé_gg_feﬁraaf#_cilinﬁ?u}d GAB aastpjiﬁad dva regu-
larna cilindriéna Zleba sastavljena izvodnicama takn de dui

jedne od ovih tangentne ravni tih Zlebova obrazuju ugao lz-

medju 0 1 &, & du¥ druge se te ravni poklapaju. vektorsks
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Jedunadina takve povrsi Je

-- ;1(33 + V.E(Q}s 'ﬂoé B S 311
) (8) + v_a(a).” a1< 8 B,

(3.{- vy £ 1 BEE 'ﬂn)n
zie za veXtorske funkel je xl(a) 1 a(s) vail ono ito smo 18-
txkli prilikom proudavsnja beskonaino mslog savijanja povr-
54 C
e

u 4.1 1 povréi C; u 4.1.1. U taCki 8 = 8, (8,= ag)

A o

ii(a; ) %i(so“) # 0O,
a u tackl s = 8,
1 e :
[%(8,7), x7(8,")] = oO.

Polje rotaci)d povr3i C,. ims oblik enelogun oblik: po-
1i8 roteciji povrii Cy i povrii Cre Polazedil od preipostavke
suprotne ono} kﬂjﬁ jo teoremom iskszsrna, (o jest troledl ono
begkonadino mzlo sgvijanje povrii CAB pri kojem se avs tatiie
njenih rubova smenjuju 1li ostaju staclonarne, :olasgimo, pu-
tem onih rasudiivanja kojimae smo se kuriatili prilikom doka-
zivanja;teor&me I¥ 1 teoremeV, do zkkljucdka da; b £3 oanovﬁ
tecreme Ii1l, za takvo eavijanje morazju ns rudbovime povrii |
C,; va3itl konturni uslovi oblika (4.1.14). ¥a taj nadin do-
bi jamo zs regularne delove povr3i C,., polje rotacijd y(s,v)

u oblikn

u " |
Y(s,v) = c{x (8) + —2=¥ _3()} + &
e . 1+ va(s) ¥

(1 “-152)
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xoje je, keko 3¢ 1z nupisane formule viui, netrivijalno za
c ¥ 0O, ali xojes 3= u stymri, nz osnovu teoreme IV 1 teore-
me 7, zaiovoljave polazvi uslovy gamo v € = U.

Prema tome, pri natrivijalnom besgkonatne mzlom aavijh-
niu rebrastog cilindroida mefovitog tipe Cin Gpa sanim tinm
i pri takvom aévijanju reﬁrﬂatog“ciliniroiﬁa tips A 114 ti-
Da 3), ﬁetiva rubova ove pévfﬂi e movu g£e émanjivati rnitl

astajati stucionurne. - i1ime je teorema vI LORUZANE .

¥aponmen ﬂ.,} Kac 3to se 1z lokaza teorems IV, 7
i VI vidl, za egszistenciju netrivijalrnog pbljﬁ rolacilii re-
brastog cllindrolds mz kojeg tipa ﬁbvuljna Je da e ssm0 ns
jednom n_egovom rubu réstojunjis proizvoljno pliskih tacdike
poved.valu, dok tetive drﬁgog ruba mogu biil stacionarne 111
se megu smanjivatl., Ls osnovu toge imemo slededu posledicu

naveisnih teoramae

Poeleddic a. f_nabraati cillnir614 e kojag tipa
éi%i je Jevgn rub ut¥rijen #apuéta netrivijalno beakcna&no
mulo aﬁvijaﬂﬂa s ma aka nn_drugam nlegovom rubu postoje pro-

izvoljrio bliske tﬂcke Eija se raatojﬁzge po?eéava.

4.3. Beskona®no malo savijanje rebrsto; cilindroids &iji
© - Be rubovi naluze U nepsraleinim ravnima

e fintcil jau 6. - Rebrasti cilindroid Ziji ru-
bovi leie u neparalelnim ravnima predetavijis op3ti ob-
11k rebrastog cllind:;olde; medju takvim povriims razii-

kKujemo pavfﬁi C’;:‘ tipu A, zatim povrsi C;‘: tips B 1 povry-
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| .
51 me3cvitog tipa C,,.

K40 %to su pokazamli ;é-arbaux\-_ S Ei .:;aner[_“ﬂJ, prili-
kom projexktivnog preslikavanjﬁigavréi polje rotacijs i polje
brzinag te povrii ostaju invarijantini. iri enjeno ns povrii
X0je ovde posmatremo, (0 2Znuli dua, =ko se bllo kojs od povr-

31 C f@ ﬁ*‘i ¢ presllksvae u povrsd istopg tipa, 1l ss rubo~-

AD
blam u perslelnimuravnims, polle rotacijs 1 poslje dDrzing da-
te povrii outajur invarijentni. Ko %io Je istakao Jelimov
[}Q;4J, nu tx3 ne«Cin beskonuino mald eavijmnje povr3i ulazi
B projekiivnu gromeiriju kxo nov objext.

Ze beskonadno m.lo savijanje rebrustog cilindroida sna
rubovima u neparalelnim ravnima, koji demo, kad se radi o

takvé] povrii ma kojeg tipa, obelefavati sma c*, dokszsdemo ®

slededu teoremi:
Teor ema VII
_naéna malom agvijaazg rebrastog cilin: oida bile ko jex tigg

revoima, nu nierovim rubovimas posl |
astojsnje povelava,

Uéigledno, teorems 711 precstavlis generaliszaci ju pret-

hodno Jokazanih iaéremﬂ o beskonuadno nalom eavijan ju rebra-
stih cilindraida rnznih tipart sa rubovims u pnrﬂlelnim rav-

ﬂimﬂ »

- 9 k « 3 d<emo, ne ponavljejuél poznate korake, izve-

841 u nekolilko potezu. ike, suproine uslovu teoreme VI, pre-

tpogsavimo da povrsi ¢c™ dopusta tukvo netrivijulno beskonadno
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malo savijanje pri kojem se nijeuns tﬁtivn njegovih rubovs
ne povedava, tada tskvom beskonadéno m.-lom savijenju odgovars
na celol povrii jednoznadno netrivijaino vektorsko polje ¥¥
a samim tim 1 jedhoznaéno netrivijalno polje brzina &°.
Keo 3i0 je pokuazano u dokugu tecvreme IV (rasdeo 4.1),

1 s

1 1 te povrii mora lezsii

polje rotuclija y na rubovima L
u ravnl odgovarajule krive; Takvo polje ima izved ¥ 1 prav-
cu tangente odmosnog ruba, a izvod '§;’ jJe inak je nuli. Pre-
- m« Lome, vekiorsko polje y* mora na rubovima povrii C* za-

Jdovoljavati konturne uslove

rl)

peC

Pri projektivnom preslikevanju povr3i ¢ u rebrasti ci-

= 0, PG = o.

lind-oid € s« rabovinag n paraluinim ravnima, naveidenl kontur-
ni uelovi oetaju da vaZe 1 23 polje rotucija Yy na povrii C,
10 Jest polje.rnﬁgcija ¥* se preslikavs opet u polje rotaci-
Ja, pri Cemu za talke ne rubovima povrii C ovo poslednie le-
24 u ravni odnosnog rubda.

Sade moiemo da nu tranaformisanu povra primenimo ranije
dobijene rezultate (v. teoreme IV, v i VI) & dh utvrdimo da
ng ovoJ p?vréi, # samim tim 1 na rebrustom cilindroidu C sa
rubovima u nepaﬁalelnim ravnima, ne moie posgtojati netrivija-'
lno beskonadno malo eevijanje pri kojem e tetlive rubova te
pa#réi ne povecaveju, ved da, nasuprot tome, postoj}i sazmo
takvo netrivi jalno beskonadno malo eavijanje pri kojem se
Tattojanjas proizvoljno bliekih talsks na rubovira pavr§i c™

povedavaju. — Teorema Je dokuzuna.
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Ove tsorema, Ksuo 1 dogovarujule iteoreme IV, V 1 VI, ko~
je se oinose na rebraste cilindroide =& rubovima u psrslelninm

reavoima, ima slededu posleilcu:

Poseledicas., - Rebraastl cilindroid ma kojeg tips
82 rubovima u nepu«relelninm revnima dopulta netrivijalno bes-
konadno mslo sevijanje 1 Ead mu Jje Jecan rub utvrdijen, samo
~ako na drugom rubu pestéje proizvoljno bliske tacke Cije se

rxstojanje povedava.

i« pomen &, — Ka0 8vo] poeseban, 1 lzvesnom emislu
degenerativan sludaj, rebrasti cllindroidil sa rubovima u ne-
parwlelnim ravrina obuhvataju oblcne cilindroide su sliéno
postavlienim rubtovima. stoga teorema V11l obuhvata kso svo]
posebun degenersdiver alu&aj$adgovarajuéu teoremu M. /. Je-
fimava{}ipé;]o beskonucno malom savijsenju obidénih cilindr@i-

due ¢1J1 rubovi leZe u nepurwlelnim ravnima,

'1.4. Beskonudéno malo
cilindroida

e finlted jJa 7. - Latvorenim rebrastim cilindro-
idom nuzivamo povrs C koja me doblla kid se otvoreni re-
braati cilipdrolid szestvori dve,a ravnim osnovama; u op-

ttem sluéaju, te osnove su nepareslelns,

Prema "ome, zatvoreni rebrasti cilindroid ¢ swstuvljen
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je 0d jeinog omotada C 1 dveju revnih oenova 5y 1 &,. Po

- ~s
trana u celom, povrs C Je nekruta «ko har Jedan od njenih

gtavnih delova dopulta netrivijsalno beskonadno malo savi]

Kepooreuno je jusno da ravne proeto povezsna oblaust S
udvridenim rubom L dopudts samo takvo netrivijélno beskonxd
mxlo eavijanje pfi kojen Je na rubu L polje brgine z Jedd

nako nuli (jednom refin, trivijalno), a urutar krive [ orteg

gon4lno ra S, jer takvo polje, o0&ipledno, :adovoljava fund
mentalnu parcljalnu difereﬁeijalnu Jeznaéinu be skon«lno ma]
log Gavijanja
ix dz = O.
Prema tome, komed ravni ucvri@ens ruba nije krut, 5to
gnaci d« oenove zatvorenog redbrustog cilindroidas dopuitaju

netrivij:lno beskonu®no mal:; savijunje. e oBnovu togae huﬁ

aledeéu.teorumu:

Teorema VIII. - Zatvoreni rebrasti cilindroid la

celolom dopusSts netriviiaino besionuldno malo gﬁyijanj*;

N « pomena 1, - Cinjenica da komad revni udvriés:

Na ITuoa nijg krut ukazuje na odnos obiénog savijunjs prems|

beskonadro malom savijanju: pojsm beckonuino mslog savijenfh
Je 8irl od pojm« savijunja u obiérom smislu, Jer povrs kanﬁ
Je kruta u obiénom zmislu, moie dopultati netrivi jalno bes

konacno m«lo savijunje,

s pomena 2. - Upravo zato 3to komad ravni nijis

krut (u umlelu beekonadno mulog s«vijanja), u formulaci Jasfh:
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teorema © beakanaﬁna.ﬁalaﬁ savijan ju otvorenih povrii ieri-
&ito se iskljuluje mogudépnoet da povr3 sulrii ravne delove;
to smo i mi u ovom racu ucinili gahtevajudi da rubovi posnsu-
tranih rebrastih cilindroide ne2 sadrie xxExmi nijedian nravo-~
1ini jeki odsedak )psa samim tim ni odnosne povr3i re szdrie
nijeian ravan Jdeo); ns tu] nadin iskljuduje se iz razme tra-
nda pojeva &1jJ1i nam Jtituk unapred poznat. |
Medijutim, kad je re% o zatvorenim povriima kao Sto =u
zatvoreni rebrusti eilindroidi, ims smisla nevoditi teoremu
VII ved i samo zato 3to se oamsh postuvlija pitunje kuiko se
pouaia Oomotuc te povrsl, poemairan u sklopu cele povrii, s
ne izolovano, kao oivoreni rebvrasti eilindroid, koji, kao
310 smo dO0k=zall, dopusta petrivijalrno beszkonailino malo savi-
Janje.
Za beskonadéno malo aavij&nquaatvérengg*rebrnatog Ci~

lindroids dokazsiemo sleiedu teoremu:

feorema IX.- Cmotad gatvorenos rebrasiog cilin-
droida C mau kojeg tips ne dopulita netrivigglga”beakonaéno'_

malo eaviijsn

0k &§ 2 Je veomu jednostavan 1 oslsnja se ns pretho-
ano'dakazane Einjenica.'Paﬁmatrajmn, Jecnostavnoeti radl, sa-
tvorenl rebrasti eiliﬂdrﬂid.ﬁ;a par« lelnim osgnovama (u takvu
povr3 mozemo uvek prajaktivna preslikati zatvoreni rébrastl

cilindroid & reparalelnim aanavamn;_i srl tom preslikavanjiu
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ostaje inverijantnd polje rotascijla ¥, 3Bto znali du 1 kon-
turri uslovi zs integraciju sistema Jecdnudina oblike (4.1.93)
ostaju neizmenjeni). |

Kao 4to Je Iljin[;dsﬂ!]paknmaa. sko omotad obidnog szat-
vorenog cilindroids dopuitas beskonaénce melo ssvijanje €ije se
polle breina T moie Jjecroznadno produiiti na svu zatvorenu

povri, tada ra rubovima omotala te pove3i vektor rotacije za-

doveol Java korturre uslove oblika

5t0 zneli d&, ns rudbovima Iy 1 L, omotla, vekior rotuacije
lezi u ravni ovih lrivih,

flje teiko videtl da 2« gstvoreni rebracti cilindrold
vazi adg&vnrﬁjuéﬁ tvréjanj&. rnalme da se polje bdrzinas mole s
pa onotadu jJjednoznadno produiti na celu povri jedino sko ns

1 y

rubovima I 1 L omotada vektor rotacije leil u ravni ovih

krivih, to Jjeast ako aadavgljwva.konturne usiove
paly = 0,  piIf) = c.

¢ obgzirom na te uslove i na izrsz (4.1.10), polie rota-

ciJa tukvog beskonadno malog savijanje povrii C ima oblik

L ]

| L
(4#4:1) _(3, ) » i (5) 1-- v E(ﬁ E-
s i 1 e g

7olje brzins tog beskonadno malog savijunia dobl jaro integra-

cijom totalrog aiferencilzla

3 = | F4 oF |
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koJa dui zatvorene konture L; daje rezuitat

ﬁ[iﬁj - o

2 onzj rud na kojem Je v = 0. Uzimajudli y(s,v) 1=z

gde je L
(4.4.1) 1 pretpostavljajuél pri tom, rasume se, du je ¢ # O,
dobidemo da je

O[5 a2] = Q% aiy s

1 4
& ova) poslednii integral, za ¢% O, nije Je nak nuli, Jer
Je, ra osnovu teorije Brunau i Einkovakagll:r _] e« Integral

\@E_izt d;‘lll > 0,
ﬂ .
jer preistavlje meZovitu povriinu delove ravil ogrunidenih

1 1 LE‘ “akle Je

REERNIERS

sto m&éi da polje = l-is Lf', ﬂi_] nije 3jeadroznadno 1 da, su-

Mol
protno prethodnom tvrdijenju, polie y(e,v) nije je:noznadno

krivim 1L

na ¢elo} povrsi C.

Iz togs proizlazi da je Jednoznalnost pelja x(s,v) 4
polja ¥y(s,v) na celo] pnvrﬁi c*umoguéﬁa jaqgino ako Je
c =01, usled toga, ¥ = const., a to znall da Je beskonain:

malo saviisnje trivijainn, « Teorems Je dokszans.



¥. seskonacno malo swvijanje
otvorenih 1 gzatvorenih bicilindroida

tipa 1 1 tips I1

1 re.ia

sepkonacno malo Savijanje bicilindroida tipa 1 1
_ e —

3icilindrxoid (keako demo kratko nagivati otvoreni bicilin-

sl

tipa 11

droid) je deo po deo regularna povrE egustavliens od dva recsu-
larna cilindroide 01 i Co koJ1l imaju Jedssn zajedr:iéki rudb i,
ogis tadaks 1og rudba, nemsju drugih zu Jecnickih taclaka, Pre-
ma tome ca 11 zs sastavnl c¢zleovi blcilirndroids nzlaze sa raz-~
nih stfanﬂ zﬁjedniékog;ruba 1l]l se obs nulaze sz lste sirane
Loz ruba, razlikavaéuga bicilindroide tipa 1 (ili reS3irene
bit¢ilinuroide) 1 bicilindroide tips II (11i posuvradene bici-

lindroide}.

~efinicil ja 8, - 0tvoreni bicilindroid, 11i,
kratko, bicilindroid je povri B fauvove krivine K = 0,
kola ima slededa svolstva:

1) h;meamorfna Je eilincridnom pojasu;

2) Bastavljena Je od dva cilindroida C; 1 C, koji ima-
Ju jeian zajedniékl rudb L i, osim talaka ovag'ruba, ne-
maju drugih zsjedniékih taluka;

3) agraniéenalge dvema xa?nim krivim Ll i LE koje, za-
Jeino 8 krivom 1, leie u parslelnim ravnimas eve tri kri-
ve su homeomorfne kruzu, glatke i ne pudrie nijedun pfa-

volini jski ousedak.
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sefinteci Js 9. - 5igilinﬁraiﬁ By Eiji Bu Bastav-

ni delovilcl i C? gg ;ﬁ;n;h ELiTanm svog zu] ednidkog ruba_

L pripuca klagl povril koje demo avatlil bicilindroidime ti-
pa I i1i raSirenim bicilinaroidima. |

.2 findicil a 10. - Bicilindrodd Byy €1J1 8u sastae-
vn; ﬁaiovi cl i c2 ga lste sirane svog zaJodﬁiékag_ruba L

pripada klasi povrii koje demo zvati bicllin-iroidima tipa

11 11i posuvruleni=m dbicilinuroidima.

P0 definiciji, bicilindroid Je nerezularna povr:s bez samo-

preseka ¢iji rﬁhavi Ll i L2 leie u peralelnio ravnimu £ 8131 Je

obrud L u stvarl jec«n parzlelan presek, a'ugna izomedju tangen-

tuibh revni cilirdroidd Cl i C, duf obruia L je vedl ol O, » ma-

n3l od JU .

seka se koor:iiratni poSstak nalazi u ravni krive L; tuda

je vektorsks Jednailing ove k:iva

a vektorske jedngline slobodnih rubova il i Lg a8 respektivno

C®(e) = E(8) + & (se),

gde 84 &,(8) 1 @,(s) vektori ns izvodnicama cilindroidd C, 1

oo Yektorske funkcije ®(s), 8,(8) 1 a,(8) su neprekiine peri-
odidne funkclje & periodom Jednakim duiini krive i.; pretposta-

vifemo du 8u one dvsput neprekicno diferenci Jabilne., ~ Krive I,

Ly

i Ly ®Bu speci Julen sludaj krivih klase 4; usles toga, sza



njih vezd opiiz teorsma 1; 253Y smo u 2.1 doksszuli za krive
kKlange ﬂﬁ.

Ak Bu i, ?l i ?2 tscke xojJe s krivim 1, ;1 i E? Di70-
varsju igtol} vreinostl parametlra =, (aia su tﬁﬂgént& ovih
krivih u tir talkems perelelne, Jer Bu, po definiciji bieci-
lindrodida, ravni tih krivih paralelne, =z ﬁl i CE SuU TRZVOjne
navril. Stoxs Je

i{(ﬁ) =« {1 +l4(ﬁ}3 X (s},
{5.1.3}

x5(8) = (1 +2,(e)) X7(s),
zie pu pericidlidine skalarne ruﬂkcijg_kl(a) i 1,2(3) tsuve
da je
1+Ay(8)> 0 4 1+ A(s)> 0.

Je.nsliinu bicilinirolids o8 ma kojes tipa nepisademo u
abliku

| x(s) + v ;1{ﬁ), |
{(3.1.4) x(s,v)=J _ - (0g v 1)

| x{s) + ¥ a?(ﬁ}.

ko je z(e,v) polja brzind, & y(s,v) rpo.je rotaci-
ja? buﬁk;ﬂaéno“mglag saviJanla povrsi 3, tada na svekom nje-
nom regularnom delu fnn&nija z(8,v) zaiovoljeva parcijalnu

diferencijsinu je.nadlna
{(5.1.5) ix 48 += 0,
iz koJje doblijamo Jednacine

(5.1.6) 4 = [§. 45, =1, 2).
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Zoe su il(ﬂ,?) i izﬂa,v) vektorske furnkcije koje d;fiﬂiiu
cdgoveraju’'e regularne delove C, i C, bieilindroida B.
Za baskonuéno malo swvijunje bdicllindrolia B ms kojeg

tips Jokuzudemo slededu teoremu:

Teorema X, - Pri ma kojem netriviialnom besko-

naino malom ssvijan ju bieilirdroida B, na njegovim slo-

bndnimﬁrﬁbavgga poBtoje

se'raﬁtajanju povecava,

roizvolijno bliske talke Zile

20 k & 2. - C&igledno, poljia rot:ciji‘?l(s.v) i §?(a,v)
se, na osnovua opSte teorije beskonafne malih savijanjs, na
re ularnim .elovima Ci i C2 bileilindréidu 8 odredjuju inte-

gracijom o:igovarajudeg totalnog diferencijala

(5.1.7) df = Y ds8 + § dv,

gde su izvoal y_ 1 y  vektorske funkcije y(e,v), kao 3ito smo

pokazakli u 2.1, vektori u tangentnoj ravni povr:ii Cl ili po-

vril CQ:
¥y = - d\igv;

pri iom akﬁlarna"fg;kciaa Ay(8,v) 1 Ri(e,v) (1 =1,
Z) ziﬁnvaljﬁvaju odgﬁvarajuéi slstem percijalnih diferencis

Jalnih jJe:onalina
- _2X,(s)

oA ® - -
ly 1 -k ?kl(s)

(5.1.9) |



RAnOENs
| ?ly(&)
4 . = - :
| | ol 2v 1+ vh. {s
({3eled) < -
L Prg T Pry = -

Integraci jom ovih sistema :obljaro ekalarne funkcljie
dviiﬁ,#) i (Si(ﬁ,V) (i_: 1,70, Xole nam, ns osnovu (5.1.8)
omozudiuiu «z iz {E;i.?) iobijemoc poljs rotwclid povrii B:

o TS vhy(e) —

( g{ﬁl(mx - &i(ﬁ?)aﬂ ig + - éll{g') 8y + € ,
(5.1.10)  Fis,v) J.j" L vi(e) )

&‘&f?(ﬁ}t ~-ﬁ2taiaé3dﬁ + L+ VA, () Ry, + O

nie ou A, (=) 1 3,(s8) {2 = 1,2) proizvoijne tkslzrne ‘unk-
cije. .

Di blomo teoremm “okazgali, mi f=2m0, Xao u do0kezu sns-
lowre tearsme zo rebrastl cilizndrold, podi ol cuproine prete
poztavke: Ha e pri ovakom netrivijal-om besnkon-énco malom sa-
yidiniu bicilindroldu 3 sve tetives mjesovin slohoinih mbova
‘3 i ;E e Judu 131 ﬂﬁtﬂju'ﬁincianaTné.

Pod Lakvﬁm.ﬁritpaﬁtk?kaﬂ, za polls rolscijd §l(ﬁ.v) i
Egta,v) nd rubovima L, i i, vafe, ¥.0 3o 80 Jokazall u 4.1,

gonturml usliovi

k33l omogududu s se u vekltorske) funikeiji (5.1.10)s na padin
#2031 Je ilzloien u «.l, oirede proigvol jne ﬁthlnrnl funkelje

A (8) 1 Bi{ﬁ) (L = 1,2); za tako oidredjens funkcije Aliﬂ) : |
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3,(8,v) wuolje rotacijd (5.1.10) dobljs oblik

- 1 - ¥ - * ~
cix(s) + — v).l(e} a,(s } + C

- 1 - v

/
" {(8) -
Lc{x 8 + T o v/'iz(a)

52{3)} + C.

Polje brzind E(#,v)'knje odgovara owsom pulju rotncijd
<0bl ja se integracijom parcijﬁln& ﬂiferﬁncijﬁlﬁé jednaéiﬁil
(5.1.6); polje 3(s,v) bide na celom bicilindroidu jednosna-
&no mko Je duz gatvorene konture .

ESSL;, aij = 0.

L

Le.jutim, s obzirom ra (5.1.12), za resularne Jelove C, 1 C, 1

Je na krivoj 1 vektor [?, dx |  Jedn:uk
Lil’-‘ dij s 0dnosno \-_ig' di} ’
a kako 2u inptegralil
Qf; (%), ax] 1 SGL; , 4% ]
L - | L
peme Sane povriire (sa snakom koji ocgovara emislu obilaZenjs)

delova ravni ogranilenih krivim L, 1 1, odnoeno krivim 1L, 1

1, 1 kno tekvi ne mogu biti jJednaki nuli[ + J
<§>£§1, di‘]]}» 0, odnosno \@[_‘i?, dij] > o,

zakxlijudujemo da mornm Hitli ¢ = O, ito znadi da, pod navedenom _:5

pretpostavkom, polje brsind z{(s,v) ne moZe biti natrivijalnf;

no. Jrugim redims, to gnadi da na rubovinma Ly 4 Lye pri ma
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kojem netrivijalnom beskonadno malom savijanju bicilindroida
3, postoje tadke &ije me rastojanje povelava. -~ Teorema Jjeo
sOokazana.

fao 3to je u paéetku nag‘aﬁena, teorema X odnosli se i
ns ra%irﬁne i na pasuvrahune bicilindroida. Ona Je fﬂrmuli-_
sana n-za;iﬂno od toga da 11 se pri :etrimijalnam beakonaéno
malom BaViJ.ﬁ'ju bi-::i 11; 1*’{11'}& B njegov obruu I takagje netri«
vijelrno .el rormide 111 cs;aja ﬁtacior rane. U aa:m.paﬁladnjem
gluéaju, trivijalnosat pelja rotacijé na obrudu 1 znail de 3a
hgaa'izmedju tonzentnlih raval rexilarhih celova ﬂl i GE bi-
cilindroida ns obrudu L stecionsran.

Prena tome, neirivijslna beekonslno mala envijonje bi-
cilindroias By ixBiI-walnvljavaJu nescasionernost urle 9(s,v)
ismeiju tangentnih ravni dﬂﬁ obruda 1.

Fapomen & - Na oBnovu prechoinog zakljudka, za
bicilindroid & stecionarnim uglom & .uZ obruda 1L kalemo da

Je to u Yekuinom smisiu [40,‘ 2 _]kruto sastavlijons povrs.

2. befinlecl ja 1l. - Bicilindroid 8Y 5131 rTu-
bovi leie u pneparilelnim ruvnims i ne seku se nitl sekun
obrud ie pevrsi predstavije opdii oblik bicilindroide.

Ka osnova onog 8to jJe u rasdelu 4.3 releno za redbraste
cilindroide &1j1 rubovi leie u neparslelnim ravnima, jasno Je
da se bicilindroid BV projektivnism preslikavanjem transfor-
mi%e u obilan bicilindroid 88 rubovims 1 obrulem u paralel-~
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nim ravnima. Iz teoreme X o beskonaéno'malnm savijanju obid-
nog bicilindroida i teoreme VII o beskonadno malom savijanju
rebrastog cilindreida ¢ijJi rubovi leie u neparalelnim ravnl-

ma proiziazi

Teorema XI, - Pri ma kojem netrivijalnom beske-

nacne malom aévi_an u biciiindraida'B*ysa rubovima u nee~
Earalelnim,ravniggi_nﬁ njegavig_glébéﬂhimrubavima poste=

je pro anje povelava,

noe bliske tacke iije se rasto

izvel,

Iz teoreme XI, a na osnovu teoreme VII i teoreme X, pro=-

izlazl slededa

PoBlefic as - Bicilindroid ¢€iji su rubovi u nepa-
ralelnim ravnima dopusta netrivi jJalno beskonaime malo savija-
nje i kad su mu jadn slebodan rub i obrué utvrdjenk 11i mu je
samo Jjedan slobodan rub utvrdjen, a na drugom slobodnom rubu

postije proizvoljno bliske tadke Eije se rastojan je povedava,

52+ Beskomalno malo savijanje satvorenih bicilindroida

Definiecil ja 12, - Zatvorenim bicilindroidom na-
zivamo povr3 B koja ge dobija kad se jedan bicilindroid
zatvori dvema paralelnim osnovama; u op3Stem sludaju, te
osnove su neparalelne i, kad se radi o posuvradenom bi-

cilindroidu, nemaju gsjednickih tacaka,

]

Prema tome, zatvoreni biclilindroid B sastavljen Je od
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Je . nog omotals & 1 dveju rasvnih osnovsa 51 i 52. Rg OoBnovn g.;
nogz $to smo utvrdili zas beskonadno wale savijanje komad: rav-
ni udvridens rudba (v. dokaz teoreme VIII), izvo.imo zakljulak

da za beskonatno mulo sveallenje zatvorenog bicilindrolda vaiil

Teorema XII, - ggtkoruni bicilindroid u celom do-
gta netrivijalnoe beskona¥no

sariijan’

5to se tide beskon«ino malog savijJanjs sxkx omotala za-
tvorsnog bicilindrolida, pommatranog u sasgtavu ove povrii, za

to Bavijanje vail, anslogno teoreml 1X,

Teorena XIII. - Omotul zutivoreno

r bicilinireida
1vijalno beskonaino melo_savijan ie.

- 0 XK « 2 ove teoreme, u kojemge ce ponavljiaju rasudji-

vanja navedena u dokasu analogne teor-me IX, nedemo igzvoditi.
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